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Vorwort zur englischen Ausgabe.

Die Untersuchung der mechanischén und physikalischen Be-
dingungen im tiefen Inneren der Sterne wird hauptsichlich in der
Hoffnung unternommen, da8 ein Verstindnis des innergn Mechanismus
ein neues Licht auf die der Beobachtung zuginglichen &uBeren Phi-
nomene werfen kann. Seit der Aufstellung der ersten Angriffsmethode
sind bereits mehr als fiinfzig Jahre verflossen, und das Feld der Unter-
suchung hat inzwischen eine so gewaltige Ausdehnung erfahren, daB es
gegenwiirtig einen groBen Teil der in jiingster Zeit iiber die Atome und
die Strahlung gewonnenen Kenntnisse umfaBt und die tiefen inneren
Beziehungen, welche die reine Physik mit der Astrophysik verkniipfen,
deutlich zu erkennen gestattet.. Es wiirde uns gegenwirtig sogar
schwer fallen, eine Antwort auf die Frage zu geben, ob der Stern oder
das Elektron der eigentliche Held unseres Epos ist. .
~ Der Leser wird selber zu entscheiden haben, ob ein solider Fort-
schritt erreicht worden ist.  Er kann sich auf einen weniger optimistischen

Standpunkt stellen als der von mir eingenommene und mit Shake-
speare sagen: . :

Studium. vergleich’ ich mit dem Strahl der Sonneh:A
Kein frecher Blick darf ihren Glanz ergriinden;

ich hoffe aber, daB er nicht die Bosheit haben wird, dieses Zitat fort-
zusetzen: il ) B

Was hat solch armer Griibler sich gewonnen,

Als Satzung, die im fremden Buch zu finden?

Beim erneuten Durchlesen dieser Arbeit finde ich einige Stellen, an
denen ich mich zu tibertrieben zuversichtlichen Behauptungen habe
hinreiBen lassen. Es ist nur zu wahr, daB die augenfilligsten Anzeichen
oft irrefithrend sein kénnen, und die hier allein moglichen rohen Be-
obachtungskontrollen schmeicheln zuweilen, nur um zu tiuschen.
Der Gegenstand bietet aber ein wiirdiges Feld fiir das Ringen nach neuen
Erkenntnissen mittels wissenschaftlicher SchluBfolgerungen, und wir
erleben " dabei, wie das endgiiltige Ergebnis auch ausfallen mag, die
Freude am Kampfe, - : iy
Die beiden letzten Kapitel gehen iiber die durch die Uberschrift
dieses Buches gezogenen Grenzen hinaus. Diese Ausdehnung kann
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vielleicht eine Rechtfertigung finden; ich bin mir aber véllig bewuBt,
daB der wahre Grund fiir sie, unabhingig von allen Entschuldigungen,
die ich!anfithren kénnte, in dem fiir mich unwiderstehlichen Wunsche
lag, einige der hoch bedeutungsvollen Untersuchungen derjenigen
Gelehrten, die sich mit den duBeren Schichten der Sterne beschiftigt
haben, zu sammeln und zusammenzufassen. :

Das Buch ist im Zeitraume zwischen Mai 1924 und November 1925 ge-
schrieben worden. Eine gewisse Zeit muBte auf eine Reihe kleinerer Unter-
suchungen verwendet werden, deren Zweck in der Ausfiillung von Liicken
bestand, die sich bei der Zusammenstellung des Materials offenbart haben.
Wer iiber ein Thema schreibt, an dessen Bearbeitung zahlreiche Arbeiter
aktiv beteiligt sind, wird oft die Erfahrung machen, daB seine Feder
mit der schnellen Entwicklung des Gegenstandes nicht Schritt zu halten
vermag. Wihrend des oben angefiihrten Zeitabschnittes iiberstiegen
die in den Monthly Notices allein erschienenen theoretischen Arbeiten
iiber den Aufbau der Sterne an Umfang 400 Seiten. Noch gréBere Schwie-
rigkeiten bereitete mir die Bewiltigung der Fortschritte und Ande-
rungen derjenigen Gebiete der Atomtheorie, auf denen sich die astro-
nomische Untersuchung aufbauen muB. Im Augenblicke der Druck-
legung ist eine ,Neue Quantentheorie’* gerade im Entstehen begriffen,
welche moglicherweise berufen ist, wenn sie ausfiihrlicher ausgebaut
sein wird, eine starke Riickwirkung auf das stellare Problem auszuiiben.

Ich bin bestrebt gewesen, alle Neuerscheinungen, die ich fiir wichtig
hielt, bis zum November 1925 zu beriicksichtigen; natiirlich konnte
das ganze Buch im Laufe des letzten Monats nicht umgeschrieben
werden, so daB die letzten Entwicklungen auf den bereits vorhande-
nen Stamm aufgepfropft werden muBten. Weitere Zusitze sind bei
der Korrektur, bis Mirz1926, hinzugefiigt worden; die in eckige Klam-
mern eingeschlossenen FuBnoten enthalten: Tatsachen, die zu spit
zu meiner Kenntnis gelangt sind, um im Texte verwendet zu werden.

Die Frage der Bezeichnungen hat mir viel Kopfzerbrechen verur-
sacht, da hier verschiedene, gewshnlich weit auseinanderliegende Gebiete
der Physik zusammengebracht werden. Auch, abgesehen von der Un-
zulanglichkeit des Alphabets, erschien mir die véllige Beseitigung von
gleichlautenden Symbolen ‘und die Einfiihrung eines in sich wider-
spruchslosen Bezeichnungssystems fiir das ganze Buch als unpraktisch.
Unsere Duldsamkeit in bezug auf Abanderungen von vertraut gewor-
denen Bezeichnungen ist denn doch an gewisse Grenzen gebunden.
Eine Rose wiirde zwar unter jedem Namen gleich sii duften, aber der
Gleichung pw = U, — U, wiirde der vertraute Geschmack der Quanten-
"beziehung entschieden fehlen. Der Gebrauch von # fiir die absolute Hellig-
keit und die Masse des Elektrons, von R fiir 'die BOLTZMANNsche
Konstante und den Radius des Sternes; von a fiir die Strahlungskon-
stante und die halbe groBe Achse der Bahn, von e fiir die Ladung des
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Elektrons und die Basis der natiirlichen Logarithmen, kann vielleicht
zu augenblicklichen MiBverstindnissen fiihren, aber hoffentlich doch
nicht zu ernsten Schwierigkeiten. Ahnliches gilt auch von der astro-
nomischen Flachengleichung in ihrer gebriuchlichsten -Schreibweise,
in solchen Abschnitten, in denen der Ausdruck /2 = 1+ nicht leicht
fiir eine Beziehung zwischen der PLANCKschen Konstanten und dem
Molekulargewichte miBverstanden werden kann. Ich méchte dem Leser
anheimstellen, in Zweifelsfillen den Anhang I zu Rate zu ziehen und
nachzusehen, ob das betreffende Symbol nicht in der dort angefiihrten
Liste der Naturkonstanten enthalten ist, was vermutlich oft der Fall
sein diirfte.

Ich habe von Seiten vieler Kollegen wertvolle Unterstiitzung er-
halten. Herr R. H. FOWLER ist in schwierigen Fragen der Theoretischen
Physik gewohnlich mein Berater gewesen und ich habe mich in gleicher
Weise in experimentellen Fragen an Dr. C.D.ELLIS wenden diirfen.
Prof. E. A. MiLNE, der die Korrekturfahnen durchgelesen und eine
Reihe von Fehlern und Unklarheiten beseitigt hat, bin ich zu besonderem
Danke verpflichtet. Ich muB auch dem Stabe der University Press
fir den sorgfiltigen Druck meine hohe Anerkennung aussprechen.

A. S. EDDINGTON.

Vorwort zur deutschen Ausgabe.

Die vorliegende deutsche Ubersetzung des Buches von Professor
A. S. EppixeroN ,,The Internal Constitution of the Stars” unter-
scheidet sich von dem englischen Originale (Cambridge, University
Press, 1926) durch eine Reihe mehr oder minder umfangreicher Zusitze
und Erginzungen, die von Professor EDDINGTON dem Ubersetzer
wihrend der Ubersetzungsarbeit zugeschickt wurden. Wenn diese
Erginzungen ganz neue Paragraphen darstellen, sind sie durch ihre
Numerierung (ein beigefiigtes a. sofort erkenntlich, so z. B. §43a
(S. 73), der einen kurzen UmriB der SCHRODINGERschen Theorie gibt,
oder §138a (S.249), der die mathematische Behandlung der Phasen-
bezichung zwischen Licht- und Geschwindigkeitskurve bei den
Cepheiden enthilt. An vielen Stellen sind aber auch neue Absitze cin-
geschaltet worden, die von dem urspriinglichen Texte nicht mehr
unterschieden werden kénnen, so daB die in den FuBnoten beibehaltenen
eckigen Klammern wohl die allerletzten Zusitze zu der im Herbste
1926 erschienenen englischen Ausgabe, jedoch nicht zu der vorliegenden
deutschen Ausgabe bezeichnen. Die wichtigsten, nicht besonders bezeich-
neten Anderungen und Ergénzungen in dieser letzteren sind: im dritten
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Kapitel, die Einfiihrung eines den modernen Anschauungen der Physik
entsprechenden neuen Gewichtssystems fiir gequantelte Bahnen und die
hiermit zusammenhingenden Abinderungen der Formeln, namentlich
der Ionisationsgleichung (s. S. 72, 79, 85); im siebenten Kapitel (S. 209)
eine Darstellung der interessanten Schliisse, zu denen R. H. FOWLER,
auf Grund der ,,Neuen Statistik* von EINSTEIN und BosE, in bezug
auf dic zukiinftige Entwicklung der weiBlen Zwerge gelangt; im zehnten
Kapitel (S. 347) eine ausfiihrlichere Behandlung der von J. H. JEaNs
entwickelten Theorie der Viskositit der Strahlung. SchlieBlich ist das
dreizehnte (letzte) Kapitel, iiber ,,Diffuse Materie im Raume‘, vom Ver-
fasser fiir die deutsche Ausgabe vollstindig umgeschrieben worden.

Das Literaturverzeichnis ist durch den EinschluB aller wichtigen,
seit dem Erscheinen der englischen Ausgabe neu hmzugekommenen
Arbeiten ‘ergdnzt worden.

Es darf nicht unerwihnt bleiben, daB Professor EDDINGTON die groBle
Freundlichkeit gehabt hat, die Korrekturbogen der deutschen Ausgabe
personlich durchzusehen, und auch bei dieser Durchsicht noch ver-
schiedene Erginzungen eingefiigt hat, die zur Erhéhung des Interesses
und des wissenschaftlichen Wertes des Buches in nicht unbetrichtlichem
MaBe beitragen durften

Potsdam im Dezember 10927.
E.V.D, PAHLEN.
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Erstes Kapitel.
Uberblick iiber das Preblem.

1. Auf den ersten Blick kénnte es erscheinen, daB das tiefe Innere
der Sonne und der Sterne der wissenschaftlichen Forschung schwerer
zuginglich sein muB, als irgendein anderes Gebiet des Weltalls. Unsere,
Fernrohre vermogen wohl immer weiter und weiter in die Tiefen des
Weltraumes einzudringen; aber wie sollten wir jemals sichere Kunde von
dem erhalten kénnen, was hinter materiellen Hindernissen verborgen
liegt ? Welche Vorrichtungen sind imstande, durch die fduBeren Schich-
ten eines Sternes zu dringen, und die in seinem Inneren herrschenden
Verhiltnisse zu erforschen ?

Das Problem erscheint weniger hoffnungslos, wenn wir solche irre-
fihrende Metaphern von vornherein beseitigen. Unsere Aufgabe be-
steht nicht in einer aktiven »,Erforschung*’; was wir iiberhaupt erfahren,
erfahren wir in der Weise, daB wir die Nachrichten abwarten und deu-
ten, welche uns von den Gegenstinden der Natur gesandt werden,
Und das Innere eines Sternes ist von einer solchen Verbindung mit der
AuBenwelt nicht vollig abgeschlossen. Von ihm breitet sich ein Gravi-
tationsfeld aus, welches durch materielle Hindernisse nicht wesentlich
verdndert werden kann; ferner gelingt es auch der aus dem heiBien
Inneren stammenden Strahlungsenergie, nach mannigfachen Ablenkun-
gen und Verwandlungen, sich bis zur Oberfliche durchzuschlagen und
die Reise durch den Weltraum anzutreten. Allein von diesen beiden
Anhaltspunkten ausgehend, kann eine Kette von Schliissen gebildet
werden, welche vielleicht um so zuverldssiger ist, als wir bei ihrer Bil-
dung nur die allerallgemeinstén Regeln der Natur anwenden kénnen,
wie die Erhaltung der Energie und des Impulses, die Gesetze des Zu-
falls und des Mittelwertes, den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik,
die Grundeigenschaften des Atoms, und so weiter. Die Unsicherheit
der auf diesem Wege erreichten Erkenntnis ist nicht wesentlich gréger,
als die, welche den meisten wissenschaftlichen Induktionen anhaftet.

Es wire unklug von uns, einer wissenschaftlichen Induktion, zu deren
Priifung durch die Beobachtung sich keine Gelegenheit bietet, ein zu

groBes Vertrauen entgegenzubringen. Wir studieren aber das Innere
+Eddington, Aufbau der Sterne. 1
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eines Sternes nicht bloB aus Neugier, um die ungewdshnlichen Verhalt-
nisse, die in ihm vorherrschen, kennen zu lernen. .Es zeigt sich, daB
ein Verstindnis des inneren Mechanismus auch auf die duBeren Er-
scheinungen auf dem Sterne ein Licht wirft, und die ganze Theorie wird
auf diese Weise mit der Beobachtung in Beriihrung gebracht. Wenig-
stens ist dies das Ziel, daB wir immer im Auge behalten wollen.

2. Das Gravitationsfeld, das vom Inneren des Sternes ausgeht, und
die Strahlungsenergie, die aus dem Inneren herausstrémt, bestimmen
den Zustand der diinnen Schicht, oder Atmosphire, die mit dem Fern-
rohre und Spektroskopen untersucht wird. Wir glauben, daB diese bei-
den Faktoren bei weitem die wichtigsten sind. Die Spektralanalyse
zeigt uns in den Sternatmosphiren chemische Stoffe, die von Stern zu
Stern verschieden sind; in einigen iiberwiegt Helium, in anderen Sauer-
stoff, Wasserstoff, Kalzium, Eisen, Titanoxyd und so weiter. Es darf
aber nicht angenommen werden, daB hieraus etwa ein SchluB auf die
wirklich vorhandenen relativen Mengen der chemischen Elemente ge-
zogen werden kann, dafB3 z. B. ein Stern, welcher ein starkes Eisen-
spektrum zeigt, reicher an diesem Element ist, als andere Sterne; es
ist vielmehr lediglich ein Zeichen dafiir, daB die physikalischen Be-
dingungen der Temperatur und Dichte giinstig sind fiir die Erregung
des entsprechenden Spektrums. Ohne die Méglichkeit tatsichlicher
Unterschiede in der chemischen Zusammensetzung, die vielleicht zur
Erklirung einiger ungewshnlicher Typen von Spektren notwendig sein
konnten, von vornherein zu leugnen, nehmen wir an, daB die beobach-
teten Unterschiede in den Oberflichenphinomenen im allgemeinen mit
der chemischen Zusammensetzung in keinem Zusammenhange stehen.

Wir haben demnach eine Atmosphire zu betrachten, deren Material
cine bei allen Sternen gleichartige Zusammensetzung zeigt, die eine
ireie Oberfliche besitzt und deren Dichte nach unten zunimmt. Ihr
physikalischer Zustand — Dichteverteilung, Temperatur- und Druck-
verteilung — daher auch ihre Strahlungs- und optischen Verhiltnisse
— hingt dann ausschlieBlich von den #uBeren Einfliisscn ab, denen
sie ausgesetzt ist; und diese duBeren Einfliisse sind, wie schon erwihnt,
die Gravitationskraft, welche sie nach unten auf den Stern driickt,
und der Strom von strahlender Wirme, der von unten in sie hinein-
gegossen wird. Um in einem stationiren Zustande zu bleiben, muf
sich diese Atmosphire den Verhiltnissen so anpassen, daB sie den Strom
von strahlender Wirme durch sich hindurchgehen lassen kann. Daher
hingen die Oberflichenbedingungen von zwei Parametern ab: dem
Werte von g an der Oberfliche und der ,,effektiven Temperatur 7,.
Die effektive Temperatur ist ein konventionelles Ma8 fiir die Intensitit

“des durch die Oberflicheneinheit heraustretenden Stromes strahlender
Wirme; sie darf nicht als die Temperatur irgendeiner ausgezeichneten
Schicht im Sterne aufgefait werden.
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Durch Anderung der bestimmenden Faktoren g und 7T, kann der

Zustand der Sternatmosphire in zwei verschiedenen Richtungen ver-
dndert werden. Wir miissen daher erwarten, daBl die moglichen Typen
von Sternspektren eine zweifache Mannigfaltigkeit bilden, d. h. daB sie
sich in einem zweidimensionalen Bilde anordnen lassen werden. Dies
ist tatsichlich der Fall. Wihrend einer langen Zeit war. nur eine ein-

dimensionale Sequenz bekannt, nimlich die wohlbekannte Draper- .

Reihenfolge von Typen. Aber die spektroskopische Methode der Be-
stimmung von absoluten Helligkeiten, von ADAMS und KOHLSCHUTTER,
fithrte 1914 eine zur Draper—K]assifizierung transversale Klassifizierung
der Sternspektren ein. Grob gesagt, folgt das Kriterium von DRAPER
dem Parameter T,, das Kriterium der absoluten Helligkeiten dem
Parameter g; jedoch scheint der Zusammenhang mit diesen Parametern
nicht so €ng zu sein wie eine Zeitlang angenommen wurde. Die Beob-
achtungskriterien ordnen die zweidimensionale Mannigfaltigkeit von
Zustinden in ein bestimmtes System von Maschen ein, die Parameter i
und ¢ — in ein anderes System. Es liegt kein Grund vor, eine enge
Ubereinstimmung dicser beiden Einteilungsmethoden von vornherein
zu erwarten.

Dieselbe zweifache Mannigfaltigkeit von méglichen Zustinden tritt
uns auch dann entgegen, wennwir den Stern als Ganzesbetrachten. Augen-
scheinlich erhalten wir cine Sequenz, wenn wir Sterne verschiedener
Massen betrachten. Eine transversale Sequenz bilden die Sterne einer
und derselben Masse, aber verschiedenen Durchmessers (oder mittlerer
Dichte). Auf diese Weise wird eine dritte Einteilung der zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit von Zustinden in Maschen erhalten, wenn
man als Parameter die Massen M und die Radien R der Sterne wihlt,

3. Betrachten wir nun den Zusammenhang unserer drei Parameter-
paare: g und 7., ; Draper-Typus und Absolutes Helligkeitskriterium; 3/

"und R — deren jedes den Zustand des Sternes eindeutig definiert. Die
Beziehungen der spektralen Kriterien zu g und 7, bilden ein auBer-
ordentlich wichtiges Problem, dessen Erforschung in neuerer Zeit groBe
Fortschritte» gemacht hat; es ist aber kein Problem des inneren Auf-
baues der Sterne und liegt daher abseits von der Hauptrichtung, in der
sich unsere Untersuchung zu bewegen hat. Was nun den Zusammenhang
von g und T, mit M und R-betrifft, so erfordert g keine weitere Er-
orterung und die Hauptfrage ist: Wie wird T., oder, was gleichbedeutend
ist, die Intensitit des Strahlungsstromes, durch die Masse und den

Radius des Sternes bestimmt ? Diese Frage bildet das Kernproblem_ ~

dieses Buches. Von ihm werden sich verschiedene Forschungsrichtungen
abzweigen; aber es wird uns immer den kontinuierlichen Faden der
Untersuchung liefern, solange wir uns mit dem inneren Aufbaue der
Sterne beschiiftigen werden. -
Dies ist nun wirklich im wesentlichen ein Problem des inneren
1*

/
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Aufbaues der Sterne und nicht der Oberfldchenbedingungen. Die Sonne
strahlt nicht 6-101° erg pro Quadratzentimeter und Sekunde aus, weil
die Temperatur ihrer Photosphire 6000° C betrigt, sondern ihre Photo-
sphire wird auf 6000° C gehalten, weil 6-101° erg durch sie heraus-
strémen. Der Temperaturgradient im Inneren erzeugt den Strahlungs-
strom; die Oberflichenschichten kénnen diesen Strom nicht eindimmen,
weil ihre Fihigkeit, Energie aufzuspeichern, unbedeutend ist; sie kénnen
sich nur anpassen, um ihm einen DurchlaB zu gewihren. Qualitativ
wird der Strahlungsstrom beim Durchgange durch die letzten paar
tausend Kilometer des Sternes sehr stark verwandelt, und die wirk-
lichen Wellen, die sich im Raume ausbreiten, werden in der Photo-
sphirenschicht geboren; quantitativ aber haben wir es mit einem
kontinuierlichen Strome zu tun, der aus dem Inneren in den Z#uBeren
Raum flieBt.

Die Intensitit dieses nach auBen gerichteten Energiestromes, der
durch das Innere des Sternes flieBt, hingt von zwei Faktoren ab, einem
férdernden und einem hemmenden. Wirme flieBt von hoherer zu tie-
ferer Temperatur, und die Ursache des Stromes im Inneren des Sternes
muB daher in einer allméhlich von der Oberfliche bis zum Mittelpunkte
wachsenden Temperatur gesucht werden. Der hemmende Faktor ist
der von der Materic dem Durchgange des Stromes entgegengesetzte
Widerstand. Wir werden schen, daB in einem Sterne der Wirmetrans-
port beinahe ausschlieSlich durch die Strahlung bewirkt wird, und der
Widerstand gegen den’ Strahlungsstrom ist hier die Undurchsichtigkeit
(Opazitit) oder der Absorptionskoeffizient der Sternmaterie. Unser

" Problem besteht daher erstens in der Ermittelung der Temperatur-
verteilung innerhalb eines Sternes, um den Temperaturgradienten, der
den Strom antreibt, zu bestimmen; zweitens, in der Bestimmung der
Undurchlassigkeit (Opazitit) der Materie, unter den im Inneren obwal-
tenden Bedingungen. '

4. Hier miissen wir, gleich zu Anfang, auf einen kritischen Einwand
antworten, der von NERNST, JEANS und anderen erhoben worden ist.
Es ist gesagt worden, daB dieser Weg der Berechnung des nach auBen
gerichteten Energiestromes zu einem unvermeidlichen MiBerfolge ver-
urteilt ist, weil die von einem Sterne erzeugte Menge von Wirme-
energic durch ganz andere Ursachen bestimmt wird. Die Warmezufuhr,
welche im Inneren des Sternes die von ihm in den Raum ausgestrahlte
Wirme immer wieder ersetzt, kann nur aus der Verwandlung anderer
Energieformen in Wirme herstammen; und da ein Stern augenschein-
lich wihrend einer sehr langen Zeit stabil bleibt, muB seine Ausstrahlung
genau gleich der Menge der im Inneren verwandelten Energie sein. Es
wird gegenwirtig angenommen, daB diese Verwandlung in einer Be-
‘freiung subatomarer Energie besteht. Der erwithnte Einwand besteht
nun darin, da, da die abflieBende Energie die durch subatomare Pro-
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zesse befreite Energie vertritt, ihre Menge nur dann berechnet werden
kénnte, wenn uns die Gesetze, welche die Befreiung von subatomarer
Energie regulieren, bekannt wiren, und daB jedes Verfahren, das dieses
schwierige Problem umgeht, eine Antwort auf die Hauptfrage schuldig
bleibt. ‘

Nun ist es ganz richtig, daB eine Theorie des Prozesses der Befreiung
von subatomarer Energie einen denkbaren Weg zur Lésung. des Pro-
blems der Sternstrahlung darstellt. Beim gegenwirtigen Stande unseres
Wissens sind jedoch solche Theorien wenig mehr als grundlose Speku-
lationen und die Resultate, zu denen sie fithren, duBerst rohe. Es ist
aber unrichtig, zu behaupten, daB kein anderes Verfahren zulissig ist.
Die Wassermenge, die einer Stadt geliefert wird, ist natiirlich die Menge,
welche vom Wasserwerke gepumpt wird; daraus folgt aber nicht, daB
eine Berechnung, die sich auf den Niveauunterschied und den Durch-
messer der Leitungsréhren griindet, notwendig falsch sein mub, weil
sie-die Probleme der Pumpstation umgeht. :

'Es kann schwer verstindlich erscheinen, wie zwei radikal verschiedene
Wege der Berechnung der theoretischen Strahlung eines Sternes dazu
gebracht werden kénnen, miteinander libereinzustimmen. Indem wir uns
der obigen Analogie bedienen, kénnen wir sagen, daB beide Methoden
der Berechnung der an eine Stadt ‘gelieferten Wassermenge nicht un-
bedingt zu tibereinstimmenden Resultaten zu fiihren brauchen; aber in
diesem Falle entsteht bei der Pumpstation eine Uberschwemmung.
Ebenso wiirde bei einem Sterne ein sich ergebender Widerspruch eine
Explosion oder ein Zusammenklappen des Sternes zur Folge haben.
Lassen wir die Behauptung gelten, daB die Sterne sich im allgemeinen
in einem nahezu stabilen Zustande befinden, so miissen wir schlieBen,
daB bei den wirklichen Sternen {aber nicht notwendig bei einem Stern-
modell von willkiirlich vorgeschriebener Zusammensetzung) die beiden
Berechnungsmethoden dasselbe Resultat fiir die Strahlung ergeben
werden; und im elften Kapitel werden wir auch die Frage weiter zu
verfolgen suchen, auf welchem Wege diese Anpassung, dank derer das
Angebot der subatomaren Energie gerade der Nachfrage entspricht,
entstanden sein kann. Inzwischen merken wir uns nur, daB, ganz un-
abhingig von der Tatsache, ob dabei eine Uberschwemmung entsteht
oder nicht, der WasserfluB in der Leitung sich notwendig dem Druck-
gradienten und dem Durchmesser der Leitungsréhren anpassen mus;
und ebenso muB sich die Strahlung eines Sternes in jedem Falle dem
Temperaturgradienten und der Opazitit im Inneren anpassen.

Die Theorie von LANE.
5. Die erste bahnbrechende Untersuchung der Temperaturverteilung
in einem Sterne ist in einer im_Jahre 1870 von J. HoMER LANE ver-
6ffentlichten Abhandlung unter dem Titel enthalten: ,.Uber die theore-
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tische Temperatur der Sonne, unter der Hypothese einer Gasmasse,
die ihr Volumen auf Kosten ihrer inneren Wirme aufrechterhilt,
und die Gasgesetze, wie sie aus irdischen Experimenten bekannt sind,
befolgt*‘1. Dieser folgten ausfiihrlichere Untersuchungen von A. RITTER2,
Lord KeLvIN® und anderen, die sich in derselben Richtung bewegten
und in der systematischen und erschépfenden Arbeit von R. EMDEN
gipfelten. Trotzdem wir és fiir notwendig halten, uns in einem fun-
damentalen Punkte, ndmlich dem der Art des Wirmetransportes inner-
halb eines Sternes, von diesen friiheren Untersuchungen zu entfernen,
enthalten diese zweifellos vieles, was wegen seiner Allgemeinheit sich

. auch den modernen Theorien anpassen li8t. Dic in EMDENs bemerkens-
wertem Buche iiber Gaskugeln enthaltenen Berechnungen und Tabellen
sind vom Verfasser ausgiebig benutzt worden.

- LaNE kam zu dem merkwiirdigen Resultate, daB die Temperatur
eines sich kontrahierenden Sternes so lange steigen muB, als das Material
noch, wegen seiner Verdiinnung, die Gesetze der idealen Gase befolgt.
Bis vor kurzem war man noch allgemein der Ansicht, daB die durch
die Kontraktion in Wirme verwandelte Gravitationsenergie die einzige
in Betracht kommende Quelle fiir die Erhaltung der inneren Wirme
eines Sternes darstellt. In diesem Falle muB sich ein Stern, durch Aus-
strahlung von Wirme, kontrahieren, und die durch das Herabsinken
der Materie erzeugte Wirme muB nicht nur zur Deckung der verlorenen
Strahlung, sondern auch zur Hebung der inneren Temperatur auf ein
héheres Niveau ausreichen. Das Resultat von LANE nahm also die
paradoxe Form an, daB ein Stern, durch Wirmeverlust, automatisch
immer heiBer wird.

Die Untersuchungen von LaNE sind aber keineswegs an eine be-
stimmte Annahme iiber die Quellen der inneren Wirme eines Sternes
gebunden. Sie stellen nur die Temperaturinderungen fest, die zur Er-
haltung des Gleichgewichtes notwendig sind. Der Stern hat die Wahl,
entweder das Langsche Gesetz zu befolgen, oder zusammenzuklappen;
es ist klar, daB die wirklichen Sterne diese letzte Alternative nicht ge-
wihlt haben, aber der Grund dafiir liegt auBerhalb der Theorie von
LANE. Trotzdem wir uns auf den modernen Standpunkt stellen, daB
die Wiarme durch die Befreiung subatomarer Energie geliefert wird,
nehmen wir immer noch an, daB die Sterne aus einer allmihlichen Ver-
dichtung der Urmaterie entstehen, so daB der Weg der Evolution von
kleinen zu groBen Dichten fithrt, und daher, nach dem LaNEschen
Gesetze, von tiefen zu hohen Temperaturen. Die innere Temperatur
eines Sternes ist, wenigstens in den friihen Stadien seiner- Entwicklung,
im Steigen begriffen. Wenn in den spiteren Stadien hoher Dichte die

1 American Journ. of Science and Arts, Serie 2, 4 S. 57.
* WiepEMANNsche Annalen 1878—1889.
3 Phil. Mag. Serie 5, 23, S. 287 (1887).



Die Theorie von Lang. 7

Materie nicht mehr dic Gesetze idealer Gase befolgt kann die Tempe-
ratur’ schlieBlich wieder abzunchmen beginnen.

6. Zu LANEs Zeit fehlte noch jeder experimentelle Hinweis darauf,
daB es wirkliche Sterne geben kénnte, auf die die Theorie der idealen
Gase anwendbar wire. Die mittlere Dichte der Sonne ist 1,41 gr pro
cm?, und irdische Gase héren schon bei viel kleineren Dichten auf, den
idealen Gasgesetzen zu folgen. Man hatte damals auch keinen Grund,
daran zu zweifeln, daB die Dichte der Sonne fiir Sterndichten im all-
gemeinen typisch wire. Wir wissen aber jetzt, daB es Sterne gibt
(,.Riesensterne*’), deren mittlere Dichte mit der Dichte der Luft oder
sogar der Gasreste in einer gewdhnlichen Vakuumréhre vergleichbar
ist. Solche Sterne wenigstens kénnen als aus idealen Gasen bestehend
betrachtet werden, so daB wir keinen Mangel an Gelegenheiten haben
werden, die fiir ideale Gase erhaltenen Resultate auf Sterne anzuwenden.

Die Existenz von Sternen mit kleiner Dichte ist jetzt in der Astronomie
zu cinem Gemeinplatze geworden, und es ist daher iiberfliissig, die zahl-
- reichen indirekten, aus dem Studium der absoluten Helligkeiten und -
Spektraltypen, und die unmittelbareren, aus den berechneten Dichten
von Verfinsterungsverinderlichen abgeleiteten Beweise fiir diese Tat-
sache durchzunchmen. Die einleuchtendste Bestitigung liefern die
modernen Interferometermessungen von Winkeldurchmessern von Ster-
nen, die auf Mount Wilson ausgefiihrt wurden.” Diese zeigen, daB ein-
zelne Sterne, wie Beteigeuze, Antares und o Ceti, ein riesiges Volumen
besitzen, in dem die ganze Erdbahn Platz finden kénnte. Wir sind
daher gezwungen, unsere Begriffe von der Natur der Sterne in einer
Weise zu erweitern, die uns durch unsere Kenntnisse iiber die Sonne
keineswegs nahegelegt wird.

Ihr groBes Volumen verdanken diese Sterne vielmehr ihrer genngen
Dichte als einer groBen Masse. Beteigeuze z. B. hat einen Radius von -
der GroBenordnung von 250 Millionen km und ihr Volumen ist 50 Mil-
lionen mal groBer als dasjenige der Sonne. Aber die Masse oder die
Menge der Materie, die in ihr enthalten ist, diirfte nur 10 bis 100mal
groBer sein, so daB die Dichte etwa eine Million mal kleiner ist. Es
ist nicht uninteressant zu bemerken, daB die ErNsTEINsche Gravitations-
theorie zu diesem Punkte etwas zu sagen hat. Nach dieser Theorie
kann ein Stern mit einem Radius von 250 Millionen km unméglich eine
so grofBe Dichte haben, wie die Sonne. Erstens wiirde die Schwerkraft
so groB sein, daB das Licht nicht imstande wire, in den Weltraum zu
.entweichen, da die Strahlen auf den Stern zuriickfallen miiBten, wie
Steine auf die Oberfliche ‘der Erde. Zweitens wiirde die Rotverschie-
bung eine GréBe erreichen, die das ganze Spektrum ,,wegverschieben‘!
wiirde. Drittens wiirde die Masse eine solche Kriimmung der Raum-
Zeitmetrik hervortufen, ‘daB sich der Raum um den Stern schlieBen
und uns drauBen (d. h.” nirgends) lassen wiirde." Die zweite Be-
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merkung gibt uns die Méglichkeit, eine genauere Aussage zu for-
mulieren, indem sie uns zeigt, daB die Dichte kleiner als 0,001 sein -
muB; denn schon bei diesem Werte wiirde das Spektrum eine so groBe
Rotverschiebung zeigen, daB sie durch keinen zu erwartenden Doppler-
effekt verdeckt werden kénnte.

Fiir den Fall, daB diese SchluBfolgerungen dem konservativer gesinn-
ten Teile unserer Leser als zu modern erscheinen sollten, beeilen wir
uns, hinzuzufiigen, daB sie schon in den Schriften von LAPLACE zu
finden sind: ;

«Ein leuchtender Stern von derselben Dichte wie die Erde, und
dessen Durchmesser zweihundertmal groBer als der Sonnendurch-
messer wdre, wiirde, wegen seiner Anziehungskraft, keinem der von
ihm ausgehenden Strahlen erlauben, bis zu uns zu gelangen; es ist
daher ganz gut méglich, daB die groBten leuchtenden Korper der Welt,
aus diesem Grunde, fiir uns unsichtbar bleibenl.»

7. Wiahrend langer Jahre iibte die Entdeckung von LANE wenig
EinfluB auf die vorherrschenden Theorien der Sternentwicklung aus,
Sir NORMANN LOCKYER nahm sie zwar riickhaltlos an und ordnete
entsprechend die Sterne in zwei Reihen mit wachsender und abneh-
mender Temperatur ¢in; aber er blieb mit dieser Anschauung so gut
wie ganz allein. Die meisten Astrophysiker betrachteten die heiBesten
Sterne als die frithesten, die kiihlsten als die spitesten Stadien der
Sternentwicklung2. Wahrscheinlich kamen sie gar nicht auf den Ge-
danken, daB ein Kérper, dessen Materie einen so hohen Grad der Ver-
diinnung zeigt, daB die idealen Gasgesetze auf ihn angewandt werden
diirfen, einen der von den Sternen her bekannten Spektraltypen emit-
tieren kénnte, und glaubten daher, daB die LaNEsche Iheode, falls
sie iiberhaupt eine Bedeutung fiir die Astronomie beanspruchen diirfe,
sich auf irgendein,. dem . Sterne vorausgehendes Stadium der Ent-
wicklung beziehen miisse. Um das Jahr 1913 erfolgte in diesen An-
schauungen eine Revolution, und die ,, Theorie der Riesen und Zwerge"*
von E. HERTzSPRUNG und H. N. RussELL gewann in kurzer Zeit all-
gemeine Geltung. . :

Indem wir gewisse, seit 1924 entstandene Bedenken zunichst un-
beriicksichtigt lassen, werden wir hier die Hauptziige dieser Theorie
zusammenfassen. Im Prinzipe stellte sie eine Wiederaufnahme der
Gedanken von LANE und LOCKYER dar; das neue Element war die
Anpassung dieser Gedanken an dic Beobachtungstatsachen, so daB es
méglich wurde, jedem Sterne seinen besonderen Platz in dem Schema

1 LAPLACE: Systéme du Monde, Buch 5, Kap. VI. Ich verdanke dieses Zitat
Herrn Dr. JEFFREYS. |

% Die Ausdriicke ,,friih** und »Spat" werden auch jetzt noch gebraucht, zur
Bezeichnung der hochtemperierten Typen (B und 4) bzw. der tieferen Tem-
peraturen entsprechenden Typen (K und A1), :
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zuzuweisen. Die Sterne treten als kiihle rote Sterne vom M-Typus
- mit kleiner Dichte und riesigem Volumen in Erscheinung. Sie ziehen
sich zusammen und ihre Temperatur wichst dabei, gemil dem LANE-
schen Gesetzel, so daB sie der Reihe nach die Spektraltypen K, G, F
bis zu dem A- und B-Typus, also in einer der friiheren Annahme ent-
gegengesetzten Reihenfolge, durchlaufen. In einem bestimmten Sta-
dium der Entwicklung wird die Dichte so groB, daB die idealen.Gas-
gesetze ihre Giiltigkeit verlieren, das Anwachsen der Temperatur wird
aufgehalten und schlieBlich kiihlt sich der Stern wieder ab, ebenso
wie es ein fester oder flissiger Korper tun wiirde; in diesem letzten
Stadium kehrt der Stern lings der Spektralserie wieder zu dem M -Typus
zuriick und beendet seine Laufbahn durch Erléschen. Nach dieser
Theorie miissen die Sterne, die frither unterschiedslos z. B. als G-Sterne
Klassifiziert worden waren, in zwei Gruppen zerlegt werden — die
aufsteigenden und absteigenden Sterne, die Sterne, die sich beinahe
wie ideale Gaskugeln verhalten, und die Sterne, die nur sehr unvoll-
- kommen die Gasgesetze befolgen und sich eher den Fliissigkeiten nahern.
Da die Oberflichenbedingungen fiir beide Sternarten analog sind, wie
aus der Ubereinstimmung der Spektren hervorgeht, liegt der wesent-
liche Unterschied zwischen beiden Sternarten darin, daB die auf dem
aufsteigenden Aste befindlichen Sterne, oder Riesen-Sterne, viel groBere
Volumina haben, als die Sterne des absteigenden Astes, oder Zwerg-
Sterne. Das gréBere Volumen und die entsprechend gréBere Ober-
fliche der Riesensterne bedingen auch eine groBere Leuchtkraft dieser
Sterne und, wenn man die absoluten Helligkeiten untersucht, tritt
die erwahnte Einteilung in zwei Gruppen tatsichlich sofort zutage. Die
Typen M, K, G und F zeigen diese Trennung; sie ist nicht zu erwarten
beim Typus 4, der den Wendepunkt in der Entwicklung der meisten
Sterne bezeichnet. Natiirlich ist sie beim M-Typus am deutlichsten
ausgepragt, weil hier die allerdiffusesten und die allerdichtesten Sterne
miteinander verglichen werden; die absoluten Helligkeiten der einen
Gruppe hiufen sich um die Grog8e - Im.5, die der anderen um - 10m,5
und dazwischen liegt eine Liicke von etwa sechs GréBenklassen, in
der noch kein einziger M-Stern entdeckt worden ist.

Die Statistik zeigt, daB auf dem Riesenaste nur sehr kleine, oder
iiberhaupt keine Anderungen der absoluten Helligkeit mit fortschreiten-
dem Spektraltypus zu bemerken sind ; dies ist ja auch zu erwarten,
da das Wachsen der Temperatur und die Abnahme der Oberfliche
die gesamte Lichtmenge ziemlich unverindert lassen. Beim Durch-
laufen des Zwergastes aber tragen sowohl die abnehmende Temperatur,
als auch die abnehmende Oberfliche dazu bei, einen schnellen Abfall

! Die Theorie bezicht sich auf die innere Temperatur, und es wurde allgemein
angenommen, daB die beobachtete Photosphirentemperatur mit ihr Schritt halten
muB; dies ist aber keineswegs unbedingt notwendig. i
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der Leuchtkraft herbeizufiihren. Diese Theorie wird durch viele neu
hinzukommende Tatsachen gestiitzt. Die von ihr verlangte Zwei-
teilung in bezug auf Dichte ist durch die Arbeiten von RUSSELL und
SHAPLEY iiber Verfinsterungsveranderliche bestatigt worden. Die
Sonne und eine Reihe von anderen Zwergsternen der G-Klasse haben
Dichten, die in der Nihe der Dichte des Wassers liegen; es erweist sich
“aber, daB wenigstens drei Verfinsterungsveranderliche vom Typus G
geringere Dichten besitzen als die atmosphirische Luft!. Das Beobach-
tungsmaterial zeigt, daB die Sterne der G-Klasse nicht alle zwischen
diesen beiden Grenzwerten liegenden Werte der Dichte annehmen kdnnen,
sondern dab sie deutlich in zwei Gruppen zerfallen; die Sterne mittlerer
Dichten gehéren den héheren Typen F, A, B an, die zwischen den
beiden Stadien des G-Typus durchlaufen werden. Wie schon oben
erwahnt ist, bestitigen auch die Interferometermessungen das iiber-
raschend groBe Volumen, welches diese Theorie den Riesensternen
zuschreibt.

Die Riesen- und Zwergsterne konnen gegenwirtig durch besondere
charakteristische Merkmale in ihren Spektren, die bei der Draper-
Klassifizierung unberiicksichtigt geblieben waren, voneinander unter-
schieden werden. Dies bildet eine besondere Anwendung der spektro-
skopischen Methode der Bestimmung von absoluten Helligkeiten. Wie
wir spiter schen werden, stellen sich der riickhaltlosen Annahme der
Theorie der Riesen- und Zwergsterne gewisse Schwierigkeiten ent-
gegen. Der aufsteigende Ast.bietet keinerlei Schwierigkeiten; aber
der absteigende Ast scheint gegenwirtig nicht mehr in der Weise er-
klarbar zu sein, die LOCKYER, RUSSEL und HERTZSPRUNG vorgeschlagen
hatten, weil wir jetzt Anzeichen dafiir besitzen, daB die Sonne und
andere Sterne, die sich auf diesem Aste befinden, sich wie ideale Gas-
kugeln verhalten, trotzdem sie dichter als Wasser sind. Tatsichlich
sind die Bedingungen im Inneren eines Sternes derartig, daB die Gas-
gesetze wahrscheinlich bis zu viel hoheren Dichten, als unter irdischen
Verhiltnissen, ihre Giiltigkeit bewahren. Die Theorie der Stern-
entwicklung befindet sich heutzutage in einem sehr verworrenen Zu-
stande, und die sich in ihr ergebenden Schwierigkeiten werden noch
an geeigneter Stelle niher betrachtet werden miissen.

8. Die von LANE gegebenen allgemeinen Richtlinien zur Berechnung
der inneren Temperaturverteilung sind in allen spiteren Untersuchungen
befolgt worden. Wir betrachten den Fall eines Sternes, der aus einem

. idealen Gase besteht. Dann kann jede von den drei Variablen, Druck
(P), Dichte (g), Temperatur (7) aus den beiden anderen auf Grund
des Gesetzes .

P=RoT/u (8.1) -

1 ScHAPLEY, Astrophys. Journ. Bd. 38. S. 158.
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berechnet werden, wo 3 die universelle Gaskonstante 8,26-107 und u
‘das Molekulargewicht in Vielfachen des Wasserstoffatoms bedeuten.
Es sind also in Wirklichkeit nur zwei unabhingige Verinderliche, die
den Zustand der Materie bestimmen. Die Differentialgleichungen,
welchen diese zu geniigen haben, werden dadurch crhalten, daB man
zwei Bedingungen zum Ausdruck bringt: 1. das mechanische Gleich-
. gewicht des Sternes, welches verlangt, daB der Druck in jedem im
Innern gelegenen Punkte gerade ausreichen muB, um das Gewicht
der oberhalb liegenden Schichten zu tragen, und 2. das fthermische
Gleichgewicht cines Sternes, welches verlangt, daB die Temperatur-
verteilung imstande sein soll, sich automatisch zu erhalten, trotz des
-ununterbrochen erfolgenden Wiarmetransportes von ecinem Teile des
Sternes zum anderen. Es ist notwendig, die beiden Gleichungen, welche
diese zwei Bedingungen ausdriicken, zu bilden und zu integrieren-
und diese reichen aus zur Bestimmung der beiden unabhingigen Va-
riablen, die den Zustand der Materie in jedem beliebigen Punkte an-
geben. Auf diese Weise wird die Druck-, Dichte- und Temperatur-
verteilung erhalten. Das allgemeine Schema dieser Verteilungen ist
(in erster Anniherung) von Stern zu Stern homolog; das heiBt, dal
alle gasférmigen Sterne dasselbe Modell, jeder in seinem geeigneten
MaBstabe von Masse, Linge, Temperatur usw. kopieren. Die miih-
same Arbeit der Auflssung kann ein fiir allemal ausgefiihrt werden,
und die Frage besteht dann nur noch in einer Anpassung der Lésung
an den fiir den gerade betrachteten Stern geeigneten MaBstab. Wir
wollen hier auf keine Einzelheiten eingehen; das Problem wird im
vierten Kapitel erschépfend behandelt werden.
Nach der LaNeschen Theorie war es notwendig, um bestimmte
numerische Werte der Temperatur im Inneren eines Sternes: zu er-
- halten, die folgenden Daten zu besitzen:

M — die Masse,

R — den Radius, .

# — das mittlere Molekulargewicht des Materials,

¥ — das Verhiltnis der spezifischen Wirmen des Materials,

Die beiden ersten definieren den betrachteten Stern; beziiglich der
beiden letzten aber kénnte man glauben, daB man ihre Werte nur auf
Grund einer Betrachtung der wahrscheinlichen chemischen Zusammen-
setzung des Sterninnern abschitzen kann — von der uns so gut wie
gar nichts -bekannt ist. Wir wollen zeigen, wie diese Schwierigkeit
iberwunden worden ist. o

In Wirklichkeit bereitet uns der Wert.von ¥ keine ernsten Schwierig-
keiten. Er kann den fiir ein einatomiges Gas giiltigen Wert 2 nicht
iibersteigen und er kann andererseits nicht kleiner sein als §, ohne
daB der Stern instabil wird — was, wie wir wissen, nicht der Fall ist.
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Der Unterschied der den Grenzwerten $ und £ entsprechenden Tempe-
raturverteilungen ist wohl merklich; ihr. aligemeiner Charakter ist
aber nicht wesentlich verschieden, und jeder der beiden Grenzwerte
fihrt zu einer Niherung, die fiir viele Zwecke vollkommen ausreicht.
Wir haben uns aber heute mit der Konstanten y iiberhaupt nicht mehr
zu beschiftigen. Indem wir die LaNEsche Hypothese eines Konzvektions-
gleichgewichtes durch die eines Strahlungsgleichgewichtes ersetzen, werden
wir gerade denjenigen Teil seiner Theorie beseitigen, der fiir die Ein-
fihrung der Konstanten y verantwortlich ist. In allen fritheren Unter-
suchungen wurde nimlich die Annahme gemacht, daB die Wirme aus
dem Inneren eines Sternes an seine Oberfliche durch Konvektions-
stréme getragen wird, so daB das Innere in einem vollstindig durch-
gemischten Zustande erhalten bleibt und dasselbe Gesetz des thermischen
Gleichgewichtes befolgt, wic die unteren Teile der Erdatmosphire.
Es erweist sich aber jetzt als wahrscheinlicher, daB die Wirme auf
dem Wege der Strahlung iibertragen wird, und dic Temperaturverteilung
durch den Strahlungsstrom bestimmt wird; sollten Konvektions-
stréme wirklich vorhanden sein, so wiirden sie die Bestrebung zeigen,
eine andere Verteilung herbeizufiihren, jedoch wiirde die Temperatur
immer zu der vom Strahlungsgleichgewicht verlangten Verteilung
zuriickgleiten, da die Ubertragung durch Strahlung viel schneller er-
folgt. Der Begriff des Strahlungsgleichgewichtes ist zuerst von
R. A. SampsoN! im Jahre 1894 eingefiihrt worden, konnte aber ohne
die neueren Fortschritte der Thermodynamik nicht vollstindig ent-
wickelt werden. K. SCHWARzSCHILD? lenkte auf ihn die allgemeine
Aufmerksamkeit in einer berithmten Abhandlung iiber die Verhiltnisse
in der Sonnenatmosphire. Unsere Aufgabe wird es sein, dieses selbe
Prinzip auf das Innere der Sonne und der Sterne anzuwenden. Durch
die Substitution des Strahlungsgleichgewichtes an Stelle des Konvektions-
gleichgewichtes verschwindet die Konstante ¥; an ihre Stelle tritt
die numerische Konstante #, die in gewissem Sinne als das Verhiltnis
der spezifischen Warmen des Athers betrachtet werden kann, da der
Ather nunmehr die Materie als Agens bei der Wirmeiibertragung
ersetzt.

9. Es bleibt also nur noch die passende Wahl des Wertes von i
tibrig, und diese muB mit einer gewissen Sorgfalt getroffen werden,
weil 4 in vielen wichtigen Formeln der Theorie mit hohen Potenzen
eingeht. Wir diirfen wohl annehmen, daB bei der hohen Temperatur
des Sterninneren alle chemischen Fesseln gelost sind, so daB die Atome
als frei zu betrachten sind. Auf den ersten Impuls sind wir geneigt,
fir den Wert von g das mittlere Atomgewicht derjenigen Elemente
zu wihlen, die uns als die am hiufigsten vorkommenden erscheinen.

1 Memoirs R. A. sampsox, Bd. 51, S. 123.
* Gottinger Nachrichten 1906, S. 41.
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Da Eisen vielfach als das verbreitetste Element betrachtet wird und
dazu’ein mittelgroBes Atomgewicht besitzt, scheint sich ein um 50
liegender Wert fiir 4 zu empfehlen. Verfasser hat auch bei seinen
ersten Untersuchungen® diese Annahme stets gemacht. Er ist aber
von NEWALL, JEANS und LINDEMANN, unabhingig voneinander, darauf
aufmerksam gemacht worden, daB unter den in einem Sternc herrschen-
den Bedingungen auch die Atome teilweise zertriimmert sein werden,
indem sie viele von ihren Begleitelektronen verloren haben konnten.
Das Atom wird oft mit einem winzigen Sonnensysteme verglichen.
Beinahe seine ganze Masse ist in dem mit einer positiven Ladung ver-
sehenen Kerne vereinigt; negative Elektronen kleiner Masse, deren
Zahl gerade ausreicht, um die positive Ladung des Kernes zu neutrali-
sieren, beschreiben Bahnen um diesen. Bei hohen Temperaturen setzt
ein , Ionisierung genannter Proze8 ein, durch den diese Begleiter
nacheinander abgetrennt werden und sich in der Materie als selbstindige
Teilchen zu bewegen anfangen. Das Molekulargewicht, welches in unseren
Formeln [z. B. in (8.1)] auftritt, ist die mittlere Masse eines unabhiingigen
Teilchens. Wir gebrauchen die Bezeichnung Moleckel fiir jedes sich
unabhingig bewegende Teilchen, also sowohl fiir Atomverbindungen,
als auch fiir Atomreste. Wenn die Ionisierung die duBerste mogliche
Grenze erreicht, tritt eine sehr bemerkenswerte Vereinfachung ein:
das Molekulargewicht wird gendhert gleich 2, ganz unabhingig von
der chemischen Zusammensetzung des Stoffes, unter der einzigen Be-
dingung, daB kein zu starker UberschuB an Wasserstoff vorhanden ist.

Die Anzahl der Bahnelektronen ist gleich der Ordnungszahl Z des
Elementes, so daB, wenn alle befreit werden, die Anzahl der entstehenden
unabhiingigen Teilchen oder Molekeln gleich Z 4 1 wird. Wir haben
daher, wenn wir mit 4 das Atomgewicht bezeichnen:

p=A4/(Z+41).

Nach einer bekannten Regel ist die Ordnungszahl nahezu gleich
dem halben Atomgewichte, so daB 4 nahezu gleich 2 wird. Tabelle 1
enthilt einige Beispicle hierfiir. A

Augenscheinlich ist die Unbestimmtheit der chemischen Zusammen-
setzung keine so schwerwiegende Tatsache, wenn man bedenkt, daf
uns die Zahlen der vierten Kolonne, und nicht die der dritten Kolonne,
in erster Linie angehen.

Unter den im Inneren eines Sternes tatsichlich bestehenden Be-
dingungen ist die Ionisierung nicht ganz vollstindig, und es bleiben bei
den schwereren Elementen noch einige Bahnelektronen nicht abgeldst.
Dadurch wird das Molekulargewicht etwas vergroBert. Da es gegenwirtig
méglich ist, den Tonisierungsgrad der verschiedenen Elemente unter
gegebenen Druck- und Temperaturbedingungen genihert zu berechnen,

! Monthly Notices Bd. 77, S. 16.
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kann auch ein genauerer Wert des Molekulargewichtes ermittelt werden.
Die freien Elektronen bilden aber einen so betrichtlichen Teil des
Gesamtsystems, daBl diese Verbesserung eine ziemlich unbedeutende ist,
und wenn wir ein Molekulargewicht von 2,2 annehmen, kénnen wir
von der Wahrheit nicht weit entfernt sein. Da die Ionisierung mit der
in einem Sterne nach auBen abfallenden Temperatur abnehmen mus,
kénnen wir, um eine noch gréSere Anniherung an die Wirklichkeit
zu erzielen, ein vom Mittelpunkte nach auBen sehr langsam zunehmendes
Molekulargewicht einfiihren.

Tabelle 1. Mittleres Molekulargewicht.

Element Z 4 |4/(Z+1) Element zZ l A4 3A/(Z+1)
Wasserstoff. . 1 1 0,50 |Eisen. . . . . 26 56 | 2,07
Helium . . . 2 4 1,33 (Silber. . . . . 47 108 | 225
Lithium . . . 3 7] 1,75 }Barium . . . .| 56 137 2,40
Sauerstoff . . 8 16 1,78 |Gold . . . . . 79 197 2,46
Kalzium . . . 20 40 1,91 . |Uran . . . . . 92 238 | 2,56 -

10. Nachdem wir auf diese Weise die in der Wahl der beiden Kon-
stanten p und p liegende Schwierigkeit aus dem Wege geriumt haben,
konnen wir numerische Werte fiir die Temperatur, die Dichte und den
Druck in einem gasformigen Sterne von bekannter Masse und Radius
erhalten. Um die wirklichen physikalischen Bedingungen, mit denen
wir uns zu beschiftigen haben werden, anschaulich vor Augen zu fiihren,
sollen hier zunéchst die fiir einen bestimmten Stern erhaltenen Resultate
gegeben werden. Als Beispiel wihlen wir die lichtstirkere Komponente
der Capella. Capella ist der einzige diffuse (Riesen-)Stern, fiir den die
erforderlichen Beobachtungsdaten einen hohen Grad von Genauigkeit
erreichen; die allermeisten erstklassigen astronomischen Daten beziehen
sich auf dichte (Zwerg-)Sterne. Ein weiterer Vorzug liegt darin, daB8
Capella als ein typischer diffuser Stern zu betrachten ist, da sie eine
mittlere Stellung in der spektralen Serie einnimmt. Wir benutzen die
Gelegenheit, um (fiir die mit der Astronomie der Doppelsterne weniger
vertrauten Leser) zu erkliren, wie die Daten iiber Masse, Leuchtkraft
usw. aus astronomischen Beobachtungen erhalten werden konnten.

Capella.

11. Capella ist im Jahre 1899 von CampBELL und NEWALL, unab-
hiingig voneinander, als spektroskopischer Doppelstern erkannt worden.
Die beiden Komponenten zeigen keinen sehr groBen Unterschied in
bezug auf Leuchtkraft, so daB die von beiden herrithrenden Linien im
Spektrum sichtbar sind; man kann das Hin- und Herschwanken der
beiden Liniensysteme iibereinander im Spektrum beobachten, das durch
die Anderungen der Dopplereffekte, je nach dem sich die ecine oder
andere Komponente uns nihert oder entfernt, hervorgerufen wird.
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Die Periode betrigt 104,022 Tage. Eine eingehendere Erforschung der
Capella ist dadurch ermdglicht worden, daB sie uns auch als visueller
Doppelstern erscheint, und die Elemente der visuellen Bahn anscheinend
gut bestimmt worden sind. Der Abstand der beiden Komponenten
betrigt nur etwa 07,05, was jenseits des Trennungsvermégens der
groBten fiir solche Untersuchungen verwendbaren Fernrohre liegt; aber
der Interferometermethode von MICHELSON gelang es im Jahre 1920 am
100-z6lligen Reflektor von Mount Wilson, ihren ersten durchgreifenden
Erfolg zu erringen, durch die Messung der Distanzen und der Positions-
winkel der Capella. Diese, von ANDERSON angefangenen, von MERRILL
fortgesetzten Beobachtungen haben eine gute visuelle Bahn ergeben.
Es darf nicht vergessen werden, daB die Spektrallinien beider Kompo-
nenten nur bei einem kleinen Prozentsatze der spektroskopischen Dop-
pelsterne beobachtbar sind, und daB es zu den gréBten Seltenheiten
gehért, daB eine visuelle und eine spektroskopische Bahn fiir einen
und denselben Stern bestimmt werden kann. Unsere Kenntnisse iiber
das Doppelsternsystem Capella zeichnen sich daher durch einen ganz
ungewdéhnlichen Grad der Vollstindigkeit aus,

Die Radialgeschwindigkeit der helleren Komponente schwankt
zwischen -+ 4 und + 56 km/sec, also in einem Intervalle von 52 km;
die der schwicheren Komponvent'e zwischen - 63 und — 3 km/sec, also
einem Intervalle von 66 km. Wenn wir von den Exzentrizititen absehen,
ist die mittlere Geschwindigkeit von - 30 km/sec (die notwendig die-
selbe fiir. beide Komponenten sein muB) die Geschwindigkeit, mit der
sich der Schwerpunkt des Systems- von der Sonne entfernt. Da sich
die Massen umgekehrt wie die Amplituden der Geschwindigkeitsschwan-
kungen verhalten miissen, hat die hellere Komponente eine 66/52 oder
1,26 mal groBere Masse als die schwichere Komponente.

Die Exzentrizitit erweist sich als auBerordentlich klein (0,0086), so
daB wir die Bahnen als kreisférmig und die Bahngeschwindigkeiten
als konstant betrachten diirfen. Wenn die Gesichtslinie in der Bahn-
ebene lige, wiren die Bahngeschwindigkeiten glei¢ch den halben Ampli-
tuden, d. h. 26 bzw. 33 km/sec; da dies aber nicht der Fall ist, miissen
diese Werte noch mit cosec 3 multipliziert werden, wo 7 die Neigung
der Bahnebene zur Projektionsebene (Tangentialebene zur Himmels-
sphire) bedeutet. Der Umfang der Bahn kann sofort durch Multipli-
kation der Bahngeschwindigkeit mit der Periode gefunden werden. Auf
diese Weise finden wir, wenn @, und a, die Radien (oder halben groBen
Achsen) der beiden Bahnen bezeichnen,

a, sin = 36800000 km, @y sin £ = 46400000 km .

Wir wenden uns nun den visuellen Beobachtungen zu. Aus diesen
138t sich nach den gewdhnlichen Methoden die Neigung der Bahnebene
i =411 bestimmen. Es sind daher:
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a, = 56000000 km,
2, = 70600000 km,
a; + a, = 126600000 km = 0,847 astronomische Ei_nheiten.

Nach dem dritten KepLERschen Gesetze ist die Masse des Systems
' My+ M, = (a,+a,)3/P?,

wo die Masseneinheit dic Sonnenmasse ist, a4y -+ a, In astronomischen .
Einheiten (d. h. in Vielfachen der Entfernung der Erde von der Sonne)
und P in Jahren ausgedriickt sein miissen. Wir erhalten daher:

M+ M, = (0,847)3/(0,285)2 =7 5

und, indem wir diesc Masse im oben gefundenen Verhiltnisse 1,26: 1
auf die beiden Komponenten verteilen:

My=418  M,=332.

12. In der aus visuellen Messungen abgeleiteten Bahn ergibt sich
die halbe Achse der relativen Bahn (a1 + a,) gleich 0”,0536. Wir haben
oben gesehen, daB in linearem MaBe diese Strecke 0,847 astronomische
Einheiten betrigt. Daher entspricht einer astronomischen Einheit der
Winkel 0,0632. Die Parallaxe z von Capella ist somit

T=0",0632.

Eine geniherte Parallaxe, die schon frither auf trigonometrischem
Wege bestimmt worden war, stimmt mit dieser gut iiberein, jedoch
diirfte die aus den auf die Bahn beziiglichen Daten abgeleitete Paral-
laxe bei weitem die genauere sein.

Die beobachtete scheinbare Helligkeit der Capella ist 0m,21. Um
daraus die absolute Helligkeit, d. h. die Helligkeit in der. normalen
Entfernung von 10 parsec (Parallaxe = 0",1) zu erhalten, miissen wir
zu diesem Werte

5 logg ((%)

addieren, was uns 0m,2] — 1m0 — — 0m,79 gibt, Dies stellt die Summe
der Helligkeiten der beiden Komponenten dar. Der Unterschied
ithrer visuellen Helligkeiten wird auf 0m,5 geschitzt. Die abso-
luten. visuellen Helligkeiten ergeben sich dann zu: — 0m,26 und
+ 0m24, da sich diese Werte zu der Gesamthelligkeit — 0m,79
kombinieren.

Dem Spektraltypus nach gehdrt die hellere Komponente der Klasse
GO an, derselben also, der auch die Sonne angehort. Die effektive
Temperatur der Sonne ist 5740°, aber die Theorie sowohl wie die
Beobachtung legen die Vermutung nahe, daB bei einem diffusen Sterne -
wie Capella, die gleichen spektralen Charakteristiken bei einer etwas
tieferen Temperatur erscheinen miissen, als bei der Sonne. Wir nehmen




Capella. 17

daher den Wert 52000 fiir die effektive Temperatur der Capella an,
Dies ist natiirlich nur die Randtemperatur des gewaltigen Ofens, und
gibt uns noch keinen Begriff von der ungeheueren Temperatur des
Inneren, ~

Es ist bequem, die dolometrische Helligkeit eihzuﬁihren, die ein MaB
fir die Wirmeintensitit eines Sternes darstellt, in genau derselben
Weise wie die visuelle Helligkeit ein Ma fiir seine visuelle Intensitit oder
die photographische Helligkeit ein MaB fiir seine photographische In-
tensitit ist, wobei sich alle diese MaBe auf eine logarithmische Skala
beziehen. Die schwarze Strahlung hat die groBte optische Wirksamkeit,
wenn sie einer Temperatur von 6500 © entspricht, und der Nullpunkt der
Skala der bolometrischen Helligkeiten wird dementsprechend so ge-
wahlt, daB letztere mit der visuellen Helligkeit fiir Sterne gerade dieser
effektiven Temperatur iibereinstimmt. Bei jeder anderen Temperatur
ist eine groBere Menge von Strahlungsenergie erforderlich, um dieselbe
Lichtintensitit zu erzeugen, so daB die bolometrische Helligkeit groBSer
(in GroBenklassen ausgedriickt numerisch kleiner) ist als die visuelle
Helligkeit. Bei 52000 betréigt die Reduktion auf bolometrische Hellig-
keit 0m,10, so daB die absolute bolometrische Helligkeit der Capella
gleich o 1

— 07,26 — 07,10 = — (= 36

ist. Da die bolometrische Helligkeit die gesamte vom Sterne ausgesandte
Strahlung angibt, und die effektive Temperatur die pro cm? ausgesandte
Strahlung ist, konnen wir aus diesen beiden Daten die Groge der
Oberfliche und daher auch den Radius der Capella berechnen. Diese
Rechnung wird am einfachsten unter Benutzung der auf die Sonne
beziiglichen Daten (absolute bolometrische Helligkeit -+ 42,9; effektive
Temperatur 5740°, Radius 6,95-1010 cm) ausgefiihrt. Die Differenz der
absoluten Helligkeiten # wird in das Verhiltnis der gesamten Leucht-
krifte L mit Hilfe der Formel verwandelt!

M—my =— g—log10 (LILo).

Andererseits haben wir:
L  RT
. LO E Ré Tc; 2 -

da die Leuchtkraft proportional zu der vierten Potenz der effektiven
&~/ Temperatur ist, Hieraus folgt:
L:\_ ' M — o =—35logy, (R|Ro)— 101og,y (T,/To). -(12.1)
3~  13. Indem wir die in den folgenden Kapiteln entwickelte Theorie
N

! Nach Definition bedeutet eine Anderung von fiinf GroBenklassen eine
hunderfache Zu- oder Abnahme der Leuchtkraft; eine GréSenklasse entspricht

cinem Verhaltnisse der Leuchtkrafte von (100)5‘ oder 2,512.
Eddington, Aufbau der Steme, BIBLIOTECA 2

CENTRALA
UNIVERSITARS « CAROL I+
CRENOLID Ccorr
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auf die Beobachtungsdaten anwenden, erhalten wir die nachstehend
zusammengestellten Resultatel.

Capella (lichtstirkere Komponente).

Parallaxe = 0",0632.

- Scheinbare visuelle Helhgkelt = 4 0m,74;

"Spektraltypus = GO.

Effektive Temperatur = 5200°.

Masse = 4,18 X © == 8,30- 1033 gr. ‘

) ‘Absolute bolometnsche Helligkeit = — 0m,36 [5m 26 heller als die
Sonne] :

Gesamtstrahlung =127 X E = 4,80-10%3 erg/sec.

-Radius = 13,74 X 0 = 9,55-10'1 cm.

Mittlere Dichte = 0,00227 gr/cm?._

Im Mlttelpunkte :

** Temperatur = 7,20 106 Grad.

Dichte = 0,0547 gr/cm3. .

‘Druck = 2,23-1012 dyn/cm? = 22 Millionen Atmospharen

' Von diesem Drucke ist der Bruchteil 0, 694 gewohnllcher Gasdruck
und 0,306 Strahlungsdruck.

Die mittlere Temperatur der ganzen Masse ist 4% Millionen Grad.
Eine Kugel mit einem Radius von 0,646.des Sternradius enthilt 93,4%
der Gesamtmasse. An der Oberfliche dieser Kugel smd

Temperatur = 1,89:108 Grad,

.Dichte = 0,00121 gr/cm?,

‘Druck =-1,07-10! dyn/cm?.

Eine Kugel mit einem Radius von 0,831 des Sternradius enthilt
99,5% . der Masse. .In einem an der Oberfliche dieser Kugel gelegenen
Punkte sind:

Temperatur = 0,81-108 Grad

Dichte = 0,000107,

Druck = 3,62-10° dyn/cm?2

Die ganze Masse, mit Ausnahme von nur 10%, befindet sich bei einer
Temperatur von iiber einer Million Grad, aber dieser Rest hat eine
duBerst kleine Dichte und nimmt beinahe die Hilfte des Volumens des
Sternes ein. Der gréBte Wert des Temperaturgradienten im Inneren
ist 19,1 pro Kilometer, also sehr viel kleiner als der Temperaturgradlent
in unserer Atmosphire. Dieser groBte Wert wird in einem Abstande
vom Mittelpunkte von % des Sternradius erreicht; das Maximum ist
ein sehr flaches, so daB sich der Gradient im ganzen Sterninneren nur
wenig von seinem Maximalwerte unterscheidet.

1 Diese Resultate sind mit einem zenfralen Molekulargewichte von 2,1 berechnet
" und die Abnahme der Ionisierung nach auBen zu ist durch die Annahme beriick-

sichtigt worden, daB sich das Molekulargewicht proportional zu T % andert (8§ 94).
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* Die Schwerkraft an der Oberfldche betrigt etwa 1/45,2 der Schwer-
kraft an der Oberfliche der Sonne, also etwa .% der Schwerkraft auf
der Erde. Der absolute Betrag der Schwerkraftsbeéchleunigung ist
606 cm-sec=%. Im Inneren wichst sie zunichst bis zum Vierfachen
dieses Betrages an und fillt dann im Mittelpunkte bis auf Null herab.

Die mittlere Energiebefreiung im Inneren, die notwendig ist, um
die durch Strahlung der Oberfliche verlorengehende Wirme zu er-
setzen, ist 58 erg pro sec und gr. Durch ihre Strahlung verliert Ca-
pella in jeder Sekunde ungefihr 500 Millionen Tonnen jhrer Masse.

Der Strahlungsdruck.

14. Es ist notwendig, ein bei den friiheren Untersuchungen ver-
nachlissigtes Phinomen zu beriicksichtigen, das auf das Gleichgewicht
eines Sternes einen betrichtlichen EinfluB haben kann, nimlich den
Strahlungsdruck. Es ist wohl bekannt, da elektromagnetische Wellen;
also auch Lichtwellen, Masse und Impuls besitzen und daher auf jedes
sich auf dem Wege ihrer Ausbreitung befindliche Hindernis eine Kraft
ausiiben. Gewdhnlich ist dieser Strahlungsdruck auBerordentlich klein
und kann nur durch iuBerst feine terrestrische Experimente nach-
gewiesen werden; im Inneren eines Sternes aber ist die Intensitit der
Strahlung so groB, daB dieser Druck bei der Untersuchung der Gleich-
gewichtsbedingungen der Materie keineswegs als verschwindend klein
betrachtet werden darf. In einem inneren Punkte teilen sich Strahlungs-
druck und Gasdruck in der Aufgabe, das Gewicht der hoherliegenden
Schichten der Materie zu tragen. Der Strahlungsdruck ist der vierten
Potenz der Temperatur proportional; er betrigt L

2550 Atmosphiren bei 10000009,
25500000 Atmosphiren bei 100000000,

Die nach auBen stromende Strahlung kann daher mit einem Winde
verglichen werden, der durch den Stern blist und ihn, gegen die Wir-
kung der Schwere, auszudehnen bestrebt ist. Die spiter zu entwickeln-
den Formeln geben uns die Méglichkeit, den Bruchteil des Gewichtes
der Materie, der durch diesen Wind getragen wird, sowie das auf den
Gasdruck entfallende Restgewicht zu berechnen. In erster Anniherung
stehen beide in allen Teilen des Sternes in einem konstanten Verh:ilt-
nisse zueinander. Dieses Verhiltnis hidngt weder von der Dichte noch
von der Opazitit des Sterns ab!, sondern nur von seiner Masse und

! Die Unabhangigkeit des Strahlendruckes von der Opazitit kann auf den
ersten Blick paradox erscheinen, da bei einem gegebenen Strahlungsstrome durch-
sichtiges Material natiirlich weniger Widerstand leistet und daher auch eine kleinere
Druckkraft erfahrt als undurchsichtiges Material. Diese Wirkung wird aber
dadurch kompensiert, daB der Strahlungsstrom mit der Durchsichtigkeit des Ma-
terials wiachst.

ok

P4
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dem Molekulargewichte. Ubrigens sind alle zu seiner Berechnung er-
forderlichen physikalischen Konstanten im Laboratorium gemessen
worden, so dall gar keine astronomischen Daten herangezogen zu wer-
den brauchen. Wir kénnen uns vorstellen, daB ein auf einem von dich-
ten Wolken umhiillten Planeten befindlicher Physiker, der niemals
von. den Sternen etwas gehort hitte, sich die Aufgabe stellen
konnte, das Verhiltnis von Strahlungsdruck zu Gasdruck fiir eine
Reihe von Gaskugeln verschiedener GréBe zu berechnen und, etwa mit
ciner Kugel der Masse 10 gr anfangend, dieses Verhiltnis dann der
Reihe nach fiir Kugeln von 100 gr, 1000 gr usw. berechnen wiirde,
so daB seine n-te Kugel eine Masse von 102 gr hiitte. Tabelle 2 gibt
den uns interessierenden Teil seiner Resultate,

Tabelle 2.

Der Kugel | Strahlungsdruck | Gasdruck
30 ©0,00000016 | 099999984
31 0,000016 0,999984
o0 -0,0016 , 0,9984
33 . 0,106 . 0,894
34 . 0,570 ; 0,430
By | 0,850 0,150
36 0,951 0,049
37 0,984 : 0,016
38 0,9951 0,0049
39 | . 09984 0,0016
40 - 0,99951 0,00049 -

Der iibrige Teil der Tabelle wiirde iiberwiegend aus langen Ketten
der Zahlen 9 und O bestehen. Aber gerade fiir das Massenintervall,
das etwa zwischen der 33. und der 35. Kugel liegt, wird die
Tabelle interessant, um dann sehr bald wieder zu den Zahlen 9 und 0
zuriickzukehren. “Als ein Ringen zwischen Materie und Ather betrachtet
(Gasdruck und Strahlungsdruck) ist der Kampf ein hoffnungslos ein-
seitiger, mit Ausnahme des Bereiches zwischen Nr. 33—35, wo wir auf
interessante Ereignisse gefaBt sein diirfen.

Die ,,Ereignisse“ sind die Sterne.

. Nun ziehen wir den Wolkenvorhang zuriick, hinter dem unser
‘Physiker gearbeitet hat, und erlauben ihm auf den Himmel zu schauen.
Da wird er tausend Millionen Gaskugeln erblicken, deren Massen
beinahe alle zwischen seiner 33. und seiner 35. Kugel liegen —
d. h. zwischen § und 50 Sonnenmassen. Der leichteste uns bekannte
Stern hat eine Masse von etwa 3-10%2gr und der schwerste von etwa
2:10%gr. Die Mehrzahl liegt zwischen 1033 und 1034 gr. wo der
Strahlungsdruck den Gasdruck ernstlich zum Zweikampfe herauszufor-
dern beginnt. 4 EE

15. Es ist bemerkenswert, daB sich die Einheiten, in die sich die
Weltmaterie urspriinglich zusammengeballt hat, ihrer Masse nach so schr
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gleichen. Die Sterne weichen voneinander in bezug aufihre Leuchtkraft,
ihre Dichte und ihre physikalischen Bedingungen in weiten Grenzen ab,
aber sie enthalten meistenteils ungeféhr dieselbe Menge von Materie..
Es sieht beinahe so aus, als ob die Natur, beim Erzeugen von Sternen,
ein normales Modell vor Augen gehabt und keine starken Abweichungen
(abgesehen von einzelnen Fillen, in denen ihre Wachsamkeit erlahmt.
ist) geduldet hitte. Die groBte beobachtete Schwankung (etwa 2 bis
100 Sonnenmassen) gibt keine zutreffende Vorstellung von der tat-
sichlich herrschenden Gleichformigkeit in bezug auf Masse; unsere
Beobachtungsmethoden begiinstigen eine Auswahl der die Ausnahmen
bildenden Individuen — sehr lichtstarke Sterne, die besonders groB8e
Massen haben, und Doppelsterne, in denen sich die urspriingliche Ein-
heit geteilt hat — aus der nach vielen Millionen zihlenden Menge der
Sterne normaler GréBe. Ich glaube, daB cin Massenintervall von 5:1
tiber 90% simtlicher Sterne enthalten wiirde,

Die Ursache dieser Gleichformigkeit konnen wir schon in ihren
Unnrissen erkennen, obwohl die Einzelheiten der Erklirung noch ganz
im Dunkeln liegen, Die Schwerkraft ist es, welche die Materie sammelt
und, indem sie immer mehr und mehr Material zusammentrigt, be-
strebt ist, Kugeln von riesiger GréBe aufzubauen, -Im Gegensatze zu
ihr miissen wir den Strahlungsdruck als die wichtigste auseinander-
treibende Kraft betrachten!. Nur wenn die Masse die GroBenordnung
von 10% gr erreicht hat, tritt dieser die sammelnde Wirkung der
Gravitation kreuzende Faktor, der bis dahin unmerklich geblieben war,
in Erscheinung; aber dann fingt er an, rasch zu wachsen. Die Zu-
nahme des relativen Wertes des Strahlungsdrucks in Tabelle 2 ist ein MaB
fir das Wachsen der der Einheit des Sternes drohenden Gefahr. Die
Stabilitit einer dem Strahlungsdrucke unterworfenen Fliissigkeitsmasse
ist noch nicht untersucht worden; da uns aber einige Sterne bekannt sind,
fiir die sich ein Strahlungsdruck vom Betrage von 80 bis 90% des Ge-
samtdrucks ergibt, darf wohl angenommen werden, daB er allein noch
nicht imstande ist, eine Instabilitit hervorzurufen. Er vermag aber

! Ein mathematischer Beweis kann hierfiir nicht gegeben werden, und die
Annahme, da8 ein hoher Strahlungsdruck fiir den Stern gefahrlich ist, beruht
nur auf der numerischen Ubereinstimmung. Wir wissen, da8 ein Stern ohne
Strahlungsdruck stabil ist (auBer wenn dic Rotation sehr schnell erfolgt), aber
die Stabilitat eines Sternes bei Strahlungsdruck ist noch niemals cingehend unter-
sucht worden. Es ist zwar richtig, daB sich die Strahlung in vieien Beziehungen
wie ein Gas verhilt, so daB wir zunidchst keinen Grund dafiir sehen, warum
ihr Druck explosiver wirken sollte, als der Gasdruck; aber die Untersuchungen
V. Zeipel's (§ 198) zeigen, daB sie gewisse Wirkungen auf das Gleichgewicht eines
Sternes ausiibt, die bei der Untersuchung der gewohnlichen Stabilititsbedingungen
rotierender Massen nicht auftreten. Ich lege den in diesem Paragraphen ent-
haltenen Andeutungen iiber die Art dieser Einwirkungen keine besondere Bedeu-.

tung bei, da sie lediglich der Veranschaulichung der Verhaltnisse dienen
sollen, i
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wohl eine Zerstorung des Sternes durch eine hinzukommende kleine Ro-
tation oder Inhomogenitit oder Stérung der Symmetrie zu begiinstigen,
so daB die Wahrscheinlichkeit des Weiterbestehens eines Sternes um
so kleiner wird, je groBer seine Masse geworden ist. Als plausible Werte
konnen wir etwa folgende betrachten: Unter 15% wird der Strahlungs-
druck keinen betrichtlichen EinfluB gewinnen, und die Gravitation wird
bis zu derentsprechenden Masse ziemlichungestért aufbauenkénnen, wenn
sich der Stern nicht schon friiher, wegen sehr grofer Rotationsgeschwin-
digkeit, nach der bekannten Theorie, in zwei Komponenten aufspaltet;
ein Strahlungsdruck von 50% wiirde aber schon eine ernste Gefahr
bedeuten, und die entsprechende Masse wiirde nur unter auBerordentlich
ruhigen Verhiltnissen erreicht werden kénnen. Wir kénnen uns zu-
nichst noch keine bestimmten Vorstellungen iiber das Stadium in der
Entstehungsgeschichte eines Sternes bilden, in dem der Massenansamm-
lung durch die Wirkung.oder die Drohung des Strahlungsdruckes eine
Grenze gesetzt wird. Wir kénnen gegenwirtig nur auf die bedeutsame
Tatsache hinweisen, daB sich die Sternmassen um denjenigen Punkt
héufen, wo der Strahlungsdruck die Sicherheit zu gefihrden anfangt, und
daB groBere Massen. in rasch abnehmenden Zahlen vorkommen, als ob
ihr Fortbestehen nur unter selten vorkommenden Bedingungen erlaubt
wire. Dieses Zusammentreffen veranlaBt uns, geradeim Strahlungsdrucke
den Faktor. zu erblicken, der das Chaos in Sterne aufgespalten hat.
Es kann noch bemerkt werden, da bei kleinerem Molekulargewichte
dieselben Verhiltnisse erst bei groBeren Massen eintreten, so daB ein
niedriges Molekulargewicht die Bildung von groBen Massen begiinstigt.
Ein Blick auf Tabelle 1 zeigt nun, daB, obwohl die chemische Zusammen-
setzung im allgemeinen nur wenig das Molekulargewicht beeinfluBt, ein
UberschuB an Wasserstoff letzteres doch betrachtlich herabdriicken
wiirde. Es ist nicht ganz ausgeschlossen, daB die Sterne von aus-
nahmsweise groBer Masse gerade diejenigen sind, die aus einem an
Wasserstoff zufillig besonders: reichhaltigen Material entstanden sind.-
Es muB noch hinzugefiigt werden, daB in Tabelle 2 (die einer Ver-
offentlichung des Verfassers aus dem Jahre 1923 entnommen ist) der
fir das Molekulargewicht angenommene Wert gleich 4 ist, wihrend
gegenwirtig fiir normale Sterne der Wert 2,2 als der wahrscheinlichste
betrachtet wird. Um zu ‘diesem iiberzugehen, miissen wir die Massen
mit (4/2,2)2 = 3,3 multiplizieren. Dadurch wiirde die numerische
Ubereinstimmung allerdings etwas weniger eindrucksvoll werden. Aber
jeder Stern hat notwendig ein kiihles, diffuses (vor-stellares) Stadium
durchgemacht, "in dem. die Ionisierung kleiner und das Molekular-
gewicht héher war, und es diirfte verniinftig sein, die Berechnung ge-
rade fiir dicse, fiir sein Leben gefihrlichste Periode zu machen!. Auf

1 Andererseits wiirde der stérende EinfluB der Rotation erst in einem spateren
Stadium Bedeutung gewinnen kénnen.



Der Strahlungsdruck. = - 23

diese Weise kann der Wert 4 gerechtfertigt werden. Es gibt noch
eine andere Méglichkeit. Gegenwirtig wird die Frage ernstlich ergrtert,
ob die Masse cines Sternes im Laufe seiner Entwicklung nicht betricht-
lich abnimmt, indem sie die Energie fiir seine Ausstrahlung liefert. In
diesem Falle wiirde die mitgeteilte Berechnung nur die Anfangsmassen
der Sterne voraussagen und es miilite der Massenverbrauch bei einem
Vergleiche mit den wirklichen Sternen beriicksichtigt werden, Dieser
Punkt wird in § 214 niher erértert werden. Dort wird gezeigt, daB das
Massenintervall, in dem die dew: frithesten diffusen Stadium angehorigen
Sterne liegen, mit dem in bezug auf Strahlungsdruck Kkritischen Inter-
vall sehr genau zusammenfillt. " e
16. Ebenso wie der Druck in einem Sterne zu einem Teile als Druck
von Atherwellen, zu einem anderen Teile als solcher materieller Mo-
lekeln betrachtet werden muB8, zerfillt auch sein Wirmevorrat in einen
dtherischen und einen materiellen Teil: Das Verhaltnis von therischer
zu materieller Wirme weicht nur wenig von dem Verhiltnisse dés
itherischen zum materiellen Drucke ab; in der Tat sind beide Ver-
hiltnisse, wenn die adiabatische Konstante des Materials p =3 ist,
einander gleich. Wir stoBen daher bei Massen, die 1033 gr iibersteigen,
auf véllig neue Verhiltnisse, fiir di¢ uns unsere im Laboratorium an
erwdrmten Korpern gewonnene Erfahrung kein einziges Beispiel liefert :
anstatt wie hier zum allergréBten Teile in den Bewegungen und inneren
Schwingungen der Molekeln enthalten zu sein, tritt ein betrichtlicher
Teil der Wirme in Form von Atherwellen auf. Diese Wellen rasen in
allen Richtungen durch das Innere des Sterns. Sie werden durch dic
Materie wie durch ein Sieb gefangen gehalten, so' daB sie nur langsam
in den 4uBeren Raum durchsickern kdnnen. Auf ihrem Wege zur Frei-
heit wird eine Atherwelle von einem Atome eingefangen und absorbiert,
dann wieder in einer neuen Richtung herausgeschleudert und an ein
anderes Atom weitergegeben; sie wird auf diese Weise Jahrhunderte
lang im Labyrinth von Atomen herumirren miissen, bis sie zufillig an
die Grenze des Sternes gerit und nun auf einmal die Freiheit erlangt,
sich unbeschrankte Zeit ungestért durch: den Raum fortpflanzen zu
koénnen, bis sie irgendeine entfernte neue Welt erreicht, und, indém sie’
auf das Auge eines Astronomen fillt, ihm davon Kunde bringt, daB
in den Tiefen des Weltraumes.ein Stern leuchtet. Nun findet in. jedem’
beliebigen erwirmten Korper ein stindiger Umsatz von materieller
Wirme in itherische Warme und umgekehrt statt. In einer rotglithen-
den Eisenmasse z. B. muB die materielle Wirme natiirlich zuerst'in
dtherische iibergehen, damit eine Ausstrahlung iiberhaupt méglich: ist.-
Aber die in einem heiBen Metallstiick zu jeder Zeit eingeschlossene
atherische Wirme betrigt kaum ein Billionstel seines gesamten Wirme-
vorrats; nur in den Sternen erlangt der atherische Wirmeteil eine mit
dem materiellen gleiche Bedeutung. Bei Kleinen Massen erfolgt die
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Ausstrahlung sozusagen aus der Hand zum Mund; aber ein Stern halt
einen tausendjihrigen Vorrat stets bereit, und seine Ausstrahlung ist
ein Durchsickern von Atherwellen aus diesem Vorrate. Durch dieses
Bild wird uns auch die Notwendigkeit des Uberganges von der ur-
spriinglichen LaNEschen Theorie des Konvektionsgleichgewichtes zur:
Theorie des Strahlungsgleichgewichtes verstandlich. Die 4lteren For-
scher hielten die Existenz von Konvektionsstrémen fiir notwendig, damit
immer neue Vorrdte von materieller Wirme an die Oberfliche gelangen
konnten, um dort in Strahlung umgewandelt zu werden. Fiir unsist das
Problem das entgegengesetzte: wir haben zu erkldren, wie es der Stern
* fertig bringt, seinen Vorrat an itherischer Warme so einzudimmen, daB
kein groBerer Teil von ihm entweicht, als uns die Beobachtungen zeigen.

Das Innere eines Sternes.

17. Das Innere eines Sternes ist ein wiistes Gewirr von Atomen,
Elektronen und Atherwellen. Wir miissen schon die allerneuesten Ent-
deckungen der Atomphysik zu Hilfe nehmen, um den tollen Reigen in
seinen verwickelten Einzelheiten verfolgen zu kénnen. Wir hatten uns’
anfinglich vorgenommen, das Innere eines Sternes zu erforschen, aber
bald sehen wir, daB wir eigentlich mit der Erforschung des Inneren
der Atome beschiftigt sind. Man versuche sich den Wirrwarr vor-
zustellen! Zerzauste Atome, die nur noch spirliche Fetzen ihrer ihnen
im Gedringe vom Leibe heruntergerissenen zierlichen Elektronen-
mintel tragen, rasen herum mit Geschwindigkeiten von 50 Meilen in
der Sekunde. Verlorene Elektronen sausen noch hundertmal schneller
an uns vorbei, auf der Suche nach einem neuen Zufluchtsorte. Obacht!
Beinahe wire ein in die Nihe eines Atomkernes geratenes Elektron mit -
diesem zusammengestoBen; aber es sammelt Schwung und fliegt an ihm
in einer scharfen Kurve vorbei. Tausendmal entgeht das Elektron
solchen Gefahren im Laufe eines 10~1° Teiles einer Sekunde; zuweilen
rutscht es beim Beschreiben der Kurve aus, fliegt aber trotzdem weiter
mit vergroBerter oder verminderter Energie. Dann kommt ein schlim-
merer Rutsch als gewéhnlich; das Elektron ist richtig gefangen und an
das Atom gebunden, seine freie Laufbahn ist zu Ende. Aber nur fiir
einen Augenblick. Kaum hat das Atom den neuen Skalp an seinem:
Gurte befestigt, da kommt schon ein Quant Atherwellen dahergerast.
Mit einer groBen Explosion fliegt das Elektron wieder heraus, neuen
Abenteuern entgegen. An einer anderen Stelle treffen zwei Atome
voll aufeinander und prallen zuriick, wobei ihre sparlichen Kleidungs-
reste noch weitere EinbuBe erleiden. _

Angesichts dieses Schauspiels fragen wir uns unwillkiirlich, ob dies
wirklich das feierliche Drama der Sternentwicklung sein kann? Es
erinnert mehr an die heitere Nummer eines Tingeltangels, bei der das
_ Tischgeschirr zerschlagen wird. Die derbe Posse der Atomphysik scheint
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auf unsere isthetischen Ideale wenig. Riicksicht zu nehmen; in Wirk-
lichkeit aber ist alles nur eine Frage der Zeitskala. Die Bewegungen
“der Elektronen sind nicht minder harmonisch als die Bewegungen ‘der
Sterne, jedoch in einem anderen raumezeitlichen MaBstabe und die
Spharenharmonie wird hier auf einer Klaviatur gespielt, die 50 Oktaven
héher gestimmt ist. Um die Eleganz der Prozesse empfinden zu kénnen,
miissen wir die Handlung verlangsamen, oder unseren Verstand beschleu-
nigen; genau so wie die Zeitlupe im Film die wuchtigen Schlige eines Box-
kimpfers in duBerst grazise —und langweilige — Bewegungen auflgst,
Was ist nun das Resultat dieses ganzen Trubels? Ein duBerst ge-
ringes. Wenn wir nicht eine auBerordentlich lange Zeit ins Auge fassen,
bleibt der allgemeine Zustand des Sternes ganz unverindert. Genau
so viele Atome werden ausgebessert, als zerschlagen werden; genau so
viele Strahlungsbiindel werden ausgesandt, als absorbiert werden; genau
so viele Elektronen werden eingefangen, als unter Explosionen heraus-
geschleudert worden sind. Trotz der groBen Eile erreichen die Atome
und Elektronen niemals ein Ziel; sie andern nur ihre gegenseitigen
Lagen. Die Atherwellen sind die einzigen Elemente der Bevolkerung,
die tatsichlich etwas vollbringen ; trotzdem sie scheinbar planlos herum-
rasen, bewegen sie sich in Wirklichkeit langsam nach auBen. Dieser
FluB wiirde, wenn er unkompensiert bliebe, eine allmihliche Anderung
des ‘ganzen Zustandes des Sternes herbeifiihren, die - allerdings sehr
langsam, aber immerhin, wie wir glauben, zu schnell erfolgen wiirde,
um mit den Beobachtungsergebnissen vertriglich zu sein. Es ist
daher notwendig, die Annahme zu machen, daB im Inneren des Sternes
in irgendeiner Weise subatomare Energie befreit wird, die den Vorrat
an Strahlungsenergie aufrechterhalt. Damit wird auch eine allmihliche
Verwandlung der Materie des Sternes angenommen, die uns aber an
dieser Stelle kaum zu beschaftigen braucht. Die Frage, die wir hier
aufkliren wollen, besteht vielmehr darin, warum dieses Gedringe von
Atomen, Elektronen und Atherwellen fiir den Astronomen eine prak-
tische Bedeutung gewinnt, trotzdem jeder ProzeB scheinbar nur das
-Ziel verfolgt, die Arbeit anderer Prozesse wieder riickgdngig zu machen.
Und im besonderen, wie kann die Absorption von Atherwellen zu einem
bestimmten Ergebnisse fiithren, da doch fiir jede absorbierte Strahlungs-
menge eine gleiche Menge Strahlungsenergiec wieder emittiert wird ?
Wir kénnen uns einen Stern als eine Uberlagerung von zwei Kérpern
denken — eines materiellen (Atome und Elektronen) und eines itheri-
schen (Strahlung). Der materielle Korper befindet sich in dynami-
schem Gleichgewichte, der #therische dagegen nicht; die Gravitation
sorgt dafiir, daB die Materie nicht herausstromt, ein Ausstrémen von
Strahlung findet. aber tatsichlich statt. Wenn keine Wechselwirkung
zwischen den beiden Kérpern vorhanden wire, wiirde sich der ganze
Vorrat an Strahlung in wenigen Minuten verfliichtigen; nur dem Um-
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stande,-daB diese durch die Prozesse der Absorption und Emission an
den materiellen Koérper gebunden ist, ist der langsame Verlauf des
Diffusionsprozesses der Strahlung zu verdanken. Die Absorption mit
unmittelbar darauffolgender Emission 148t zwar die Menge der Strahlung
unverdndert, ruft aber doch den folgenden Effekt hervor: eine Strah-
lungsmenge, in der die nach auBen gerichtete - Strahlung ein wenig
tiberwiegt, wird dem itherischen Kérper entzogen und ihm sofort
wieder zuriickgegeben, jedoch ohne diese Bevorzugung einer Richtung.
Je schneller diese Verwandlungen aufeinanderfolgen, um so stirker
wird der nach auBlen gerichtete Strom gebremst. Dies entspricht .dem
von uns schon frither erreichten Schlusse, daB der dem Ausstrémen
der Strahlung entgegenwirkende Faktor der Absorptionskoeffizient
oder die Opazitit der Sternmaterie ist. -

Opazitit der Sternmaterie.

18. Um die Opazitit — d.h. den die Ausstrahlung hemmenden
Faktor zu bestimmen, miissen wir die physikalischen Theorien der
Absorption heranziehen. Die Frage, die wir dem Physiker vorlegen
miissen, lautet etwa folgendermaBen: wenn eine Schicht Materie von
einem Zentimeter Dicke und bekannter Dichte und Temperatur ge-
geben ist,.auf die von einer Seite Strahlung auffillt, welches ist der
Bruchteil dieser Strahlung, der dann von der Schicht durchgelassen
wird? Bevor der Physiker diese Frage beantwortet, ist er allerdings
berechtigt, seinerseits an uns die Frage zu richten: was fiir Materie soll
* denn gegeben sein? Fragt er das, dann sind wir erledigt, denn wir
wissen wenig oder nichts von der Zusammensetzung des Materials, aus
dem die Sterne aufgebaut sind. Wir haben keinen Grund anzuneh-
men, daB die spektroskopische Untersuchung der Oberflichenschichten
uns lber die Zusammensetzung des Inneren irgendwelchen AufschluB3
geben konnte. Gliicklicherweise besteht der Physiker nicht auf dieser
Frage, -sondern ersetzt sie durch eine andere, nimlich: Wie soll die
Strahlung beschaffen sein? Darauf kénnen wir antworten. Die Strah-
lung im Inneren des Sternes befindet sich virtuell in einem Hohlraume
mit Winden, deren Temperatur konstant bleibt; ja die idealen Be-
dingungen eines Hohlraumes sind sogar in einem Sterne viel genauer
realisiert, als in dem allerbesten Laboratoriumsexperimente auf der
Erde. Die Zusammensetzung der Strahlung in einem Hohlraume .—
die relativen Mengen von Strahlen verschiedener Frequenzen — hingt nur
von der Temperatur ab und wird durch das PLaNCKsche Gesetz bestimmt.

Bei der im Inneren der Capella, sowie aller typischen Sterne, herr-
schenden Temperatur von mehreren Millionen Grad besteht die Strah-
lung aus Rontgenstrahlen. Ein Physiker wiirde diese Strahlen als
ziemlich weiche Rontgenstrahlen klassifizieren, von gréSerer Wellen-
linge und geringerem Durchdringungsvermégen als die in der Ront-
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genographie (Radiographie) gewshnlich benutzten. Z. B. liegt Dbei
10000000° die Hauptstrahlung zwischen den Wellenlingen 3 A und
9 A, und wir miissen daher den Absorptionskoeffizienten der Materie
in erster Linie fiir Strahlung dieser Art untersuchen. Solche Réntgen-
strahlen kénnen im Laboratorium erzeugt werden, 'so daB ihre Eigen-
schaften experimentell untersucht werden kénnen. Es liegt nahe, den
Absorptionskoeffizienten gewdhnlicher irdischer Stoffe mit dem nach
der hier zu schildernden Methode fiir die Sternmaterie ermittelten Ab-
sorptionskoeffizienten zu vergleichen. Wir erinnern daran, daB unser
vornehmlichstes Ziel bei dieser Untersuchung die Ermittelung der
Temperaturverteilung und der Opazitat im Inneren eines Sternes ist,
um daraus den gesamten den Stern verlassenden Strahlungsstrom ab-
zuleiten; umgekehrt kénnen wir aber auch, wenn uns der Temperatur-
gradient und die Ausstrahlung bekannt sind, aus diesen die Opazitiit
berechnen. Fiir die Capella ist der Temperaturgradient auf Grund der
oben skizzierten Theorie gefunden worden, wahrend .die Ergiebigkeit
ihrer Strahlung bolometrisch gemessen oder (wahrscheinlich mit gré--
Berer Genauigkeit) aus ihrer Leuchtkraft erschlossen werden konnte.
Die hieraus berechnete durchschnittliche Opazitit in einem inneren
Punkte ergibt sich zu etwa 100 c. g.s. Einheiten. Um uns eine an-
schauliche Vorstellung von der Bedeutung dieses Wertes zu verschaffen,
wollen wir uns in das Innere der Capella begeben und eine Gegend
aufsuchen, wo die Dichte denselben Wert hat, wie in unserer Atmo-
sphire. Hier betrachten wir eine Gasschicht von 6 Zoll Dicke. Von
der auf diese von einer Seite auffallenden Strahlung werden % absor-
biert’ und nur % durchgelassen. - Dies scheint eine sehr betrichtliche
Opazitit zu bedeuten, wenn wir sie mit dem Transmissionsverm6gen
der Gase fiir Licht vergleichen; dem experimentellen Physiker ist aber
wohl bekannt, wie stark die weicheren Réntgenstrahlen schon durch
cine Luftschicht von wenigen Zentimetern absorbiert werden. In
Tabelle 3 fithren wir einige Beispiele der im Laboratorium bestimmten
Absorptionskoeffizienten fiir Rontgenstrahlen an, die mit dem fiir
Capella gefundenen Werte 100 verglichen werden mogen.

Tabelle 3. Massen-Absorptionskoeffizienten fiir Rontgenstrahlenl.

Wellenlinge |  Luft oA | Cu ] Ag
0,5 { 0,5 2,0 19 12
1,0 3,2 [ 14 | 140 82

15 9,2 46 52 260

- 20 - 19 |10 - 120 580
30 - 53 | 300 350 —_
50 190

1600 - — —

! Aus M. SieGBanx: Die Spektroskopie der Rontgenstrahlen, Anhang,
Tabelle III. : . '
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Der stellare: Wert erweist sich somit als von derselben GréBen-
ordnung wie die im Laboratorium bestimmten Werte. : :

- 19. Eine genauere Betrachtung der Tabelle lehrt, daB der Zu-
sammenhang der stellaren Opazitit mit der irdischen doch kein so'
unmittelbarer sein kann, wie man auf den ersten Blick zu glauben
geneigt wire. Man sieht, daB die irdische Opazitit mit der Wellen-.
linge sehr schnell zunimmt; abgesehen von einigen Unstetigkeiten (die.
durch die Kolonne fiir Cu veranschaulicht werden) wichst die Opazitiit
ungefahr proportional zu der dritten Potenz der Wellenlinge. Nun:
ist aber die mittlere Wellenlinge in der Capella betriichtlich groBer,
als alle in der Tabelle enthaltenen, und es ist daher klar, daB3, wenn wir
Werte der Absorptionskoeffizienten z. B. fiir die Wellenlinge 7 A ge-:
nommen hitten, diese betrichtlich groSer als 100 gewesen wiren,

Des weiteren miiBte, wegen des starken Ganges mit der Wellen-
linge, die Opazitit eines Sternes auch sehr stark mit der inneren Tem-
peratur variieren, da die mittlere Wellenlinge umgekehrt proportional
der Temperatur ist. Dies stimmt keineswegs mit den astronomischen
Beobachtungen iiberein, es erweist sich vielmehr, daB die ganze Reihe
der Riesensterne, vom M-Typus bis zum A-Typus, trotz der groBen
Unterschiede der inneren Temperaturen, nahezu die gleiche Opazitit
zeigt. : : :
Es besteht also irgendein Unterschied zwischen den Bedingungen in
einem’ Sterne und im Laboratorium, der die Absorption von Réntgen-
strahlen beeinfluBt. Es ist auch nicht schwer einzusehen, worin dieser
zu suchen ist. Der grundsitzliche Unterschied ist die auBerordentlich
hohe Temperatur des Sternmaterials; es ist wohl naheliegend (aber
irrefithrend) zu ‘glauben, daB die Temperatur keinen starken EinfluB
auf einen ProzeB haben kann, der, wie die Absorption, von den indivi-
duellen Atomen ausgefithrt wird, wobei jedes seinen selbstindigen
Beitrag, unabhingig von der Anwesenheit anderer Atome, zu dem
Gesamtprozesse liefert. Haben wir denn wirklich in beiden Fallen mit
gleichartigen Atomen zu tun? Das hangt davon ab, wie wir das Wort
Atom definieren. Der Atomkern, den wir als fiir das Element charak--
teristisch ansehen, ist unverdndert, und in diesem Sinne kénnen wir
sagen, daB im Sterne dieselben Elemente vorhanden sind wie auf der
Erde. Verstehen wir aber unter einem Atom das gesamte Systemn von
Kern und Begleitelektronen, dann miissen - wir sagen; daB3 die Atome
in den Sternen nicht dieselben sind wie auf der Erde. Der groBte Teil
dieses den Kern umkreisenden Systems ist in der Sternmaterie ab-
gebaut. Die »Billardkugel“-Atome von etwa 10-8 cm Radius, die uns
von dem Bilde der irdischen Gase her so geldufig sind, existieren in
den Sternen nicht mehr; und insbesondere finden diejenigen Eigen-
schaften irdischer Gase, die auf der betrichtlichen GréBe der Gasatome
beruhen (Grenze der Kompressibilitit), keine unmittelbare Anwendung'
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mehr auf die Sterne. Fiir alle auf die Absorption und Opazitit be-
.zliglichen Fragen gewinnt die Verstiimmelung des Elektronensystems
des Atoms eine ausschlaggebende Bedeutung, weil es gerade - dieses
System ist, welches den Mechanismus der Absorption enthalt.

Bei den Elementen mittleren Atomgewichts wird die Absorption
von Rontgenstrahlen im wesentlichen von den zehn innersten Elek-
tronen ausgefithrt, die in zwei Gruppen cingeteilt werden, nimlich
2 K-Elektronen und 8 L-Elektronen. Die duBeren Elektronen sind nur
an der Absorption groBerer Wellenlingen (einschlieBlich des sichtbaren
Lichtes) beteiligt; ihr Verlust kann das Absorptionsvermégen des
Atoms fiir Rontgenstrahlen nicht ernstlich beeintrichtigen. Die Ver-
stimmelung greift aber auch auf die zehn inneren Elektronen iiber,
die sonst bei der Absorption von Rontgenstrahlen im Sterne titig ge-
wesen wiren; und dadurch wird das Absorptionsvermégen des Atoms,
im Vergleiche zu demjenigen irdischer Atome, natiirlich herabgesetzt.
Die Absorption ist selbst eine Ursache des Verlustes von Elektronen,
so daB gerade derjenige absorbierende Mechanismus, der unter den be-
stehenden Bedingungen besonders stark beansprucht- wird, -auch die
groBten Zerstorungen aufweisen wird. Es findet in der Tat ein Sit-
tigungseffekt statt. : :

- Wir kénnen den Unterschied zwischen irdischer und stellarer Ab-
sorption noch von einem anderen Standpunkt aus betrachten. Wenn
. Atherwellen auf ein Atom fallen, werden sie nicht ununterbrochen
absorbiert. Das Atom wartet ruhig eine giinstige Gelegenheit ab, und
schluckt dann plétzlich ein ganzes Quant auf einmal herunter. Der
Bissen ist fiir das Verdauungsvermogen des Atoms zu groB; folglich
platzt das Atom auseinander. Eines seiner Begleitelektronen fliegt mit
groBer Geschwindigkeit heraus, und nimmt mit sich die iberschiissige
Energie, die das Atom nicht assimilieren konnte. Nun ist das Atom,
als Falle fiir diese spezielle Absorptionsart, erledigt und muB eine Zeit-
lang unbeteiligt die Quanten vorbeifliegen lassen. Natiirlich kénnten
solche Zersprengungsvorginge nicht unbeschrinkte Zeit . fortgesetzt
werden, wenn nicht irgendwelche entgegengesetzte Prozesse der Aus-.
besserung von Atomen vorhanden wiren. Das Atom muB eines der
vorbeifliegenden freien Elektronen einfangen und es zwingen kénnen, bei
ihm zu bleiben, um die Bresche auszufiillen. Dann ist die Absorptionsfalle
wieder aufgespannt, und das Atom ist zur Absorption eines neuen Quants
bereit. Die Emission von Strahlung findet gerade wihrend dieses
Reparaturprozesses statt, da das freie Elektron iiberschiissige Energie
besitzt, die ausgestrahlt werden mug. Jeder Explosion muB eine Aus-
besserung entsprechen, daher jeder Absorption eine Emission.

Im Laboratorium kénnen wir wohl Réntgenstrahlen von der in den
Sternen vorkommenden Art erzeugen, aber nicht von derselbern In-
tensitit. Wir konnen daher den Versuch, die Atome mit Quanten zu
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fittern, nur in einem sehr langsamen Tempo ausfiihren. Lange bevor
das Atom die Gelegenheit bekommt, einen neuen Bissen zu schlucken,
hat es schon Zeit, gehabt, seine Falle auszubessern und ist wieder in
Bereitschaft. In den Sternen dagegen fliegen die Rontgenstrahlen in
solchen Mengen vorbei, daB die Atome iiberfiittert sind und die zahl-
reichen sich ihnen bietenden Gelegenheiten nicht ausniitzen konnen.
In dem Augenblicke, in dem die Falle aufgestellt ist, wird sie schon
wieder gesprengt. Zu jeder gegebenen Zeit ist nur ein kleiner Bruchteil
der Absorptionsfallen gebrauchsfertig und der Absorptionskoeffizient
erscheint in- demselben Verhiltnisse herabgesetzt. Dieser Sittigungs-
effekt ist fiir den Abfall des stellaren Koeffizienten gegeniiber den aus
Tabelle 3 extrapolierten Werten verantwortlich. Die irdischen Experi-
mente sind im wesentlichen so eingerichtet, daB sie die Fihigkeit des
Atoms, Rontgenstrahlen einzufangen, zu messen gestatten, wihrend die
astronomischen seine -Fihigkeit messen, sich nach der Absorption -
wieder zu erholen. Die Nahrungsmenge, dic ein hungriger Jager ver-
zehrt, hingt von seiner Kunst ab, das Wild zu fangen; bei dem wohl-
habenden Biirger dagegen hingt sie nur von der Giiteseiner Verdauungab.
Bei der Erforschung der Sterne erweist es sich daher als zweckmiBi-
ger, nicht den ProzeB der Zersprengung, sondern den ProzeB der Aus-
besserung (Einfangen von Elektronen) in den Vordergrund zu stellen.
Mit anderen Worten sind es nicht Absorptionskoeffizienten, sondern
Emissionskoeffizienten, denen wir unsere Aufmerksamkeit -zuwenden
miissen. Bei einem Sterne, der sich im Gleichgewichte befindet, miissen
sich Absorption und Emission gegenseitig kompensieren, so daB es
gleichgiiltig ist, welche von den beiden Erscheinungen wir als Aus-
gangspunkt der Untersuchung wiahlen. Es kann sich fiir uns dabei nur
darum handeln, welcher Weg uns praktisch als der einfachste erscheint.
Wir werden spater iiber die verschiedenen Versuche der Berechnung
der Emission oder der Absorption, bei gegebener Temperatur und
Druck, auf Grund einer rein physikalischen Theorie des Prozesses des
Einfangens von Elektronen, ausfiihrlich berichten. Wie es schon fiir
das Molekulargewicht der Fall war, scheint die chemische Zusammen-
setzung des Materials auf die Resultate keinen groSen EinfluB zu haben.
Wenn wir imstande wiren, dieses Problem vollstindig zu Iésen, kénnten
wir das dem wolkenumhiillten Physiker des §14 vorgelegte Problem
erweitern und ihn bitten, die von seinen Kugeln gegebener Masse und
Dichte ausgestrahlte Warme und Lichtmenge ohne jede Hilfe scitens
der astronomischen Beobachtungen vorauszusagen. Die Theorie, welche
unseren allgemeinen physikalischen Erfahrungen am besten zu ent-
sprechen scheint, fiihrt denn auch zu Voraussagen, die der Wirklichkeit
ziemlich nahe kommen, jedoch, wie ich glaube, nicht so nahe wie sie
miiBten. Dieser Teil unserer Aufgabe befindet sich noch in dem inter-
essanten Stadium, bei dem wir unwillkiirlich das Gefiihl haben, da8 wir
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uns auf der richtigen Fihrte befinden, und daB die richtige Losung
gleich hinter der Ecke auf uns wartet.

20. Indem wir die durch die oben erwihnte Unstimmigkeit ver-
ursachten Schwierigkeiten, so gut es geht, tiberspringen, kombinieren
wir unsere férdernden und hemmenden Faktoren miteinander und be-
stimmen die theoretische Ergiebigkeit des Strahlungsflusses eines
Sternes. Das Resultat ist die in Kapitel VII erklirte und dort mit
der Erfahrung verglichene Beziehung zwischen der Masse und der
Leuchtkraft. Wir wollen hier die Resultate nicht vorwegnehmen,
welche sich ergeben, wenn die Theorie endlich in direkte Beriihrung
mit den Beobachtungstatsachen kommt. Der Zweck dieser einleitenden
Ubersicht besteht nur darin, uns, vor Eintritt in die mathematischen
Entwicklungen, cinen Uberblick iiber die zu untersuchenden Bedin-

- gungen und das Wechselspiel der verschiedenen Faktoren zu geben.

Noch andere Probleme werden sich im Verlaufe unscrer Unter-
suchungen ergeben. Die Cepheiden-Verinderlichen, die wir als pulsie-
rende Sterne betrachten, werden uns die Gelegenheit bieten, unsere
Theorie weiter auszubauen und an der. Erfahrung zu priifen. Besonders
interessant ist die Theorie der weiBen Zwerge — zwar unglaublich,
aber scheinbar doch wahr. Wir werden auch das Problem der Quelle
der Sternstrahlung zu erértern haben, wobei wir uns, durch Erschépfen
aller anderen Erklirungsméglichkeiten, zu dem Schlusse gedringt
sehen werden, daB die Energie eines Sternes nur aus einer subatomaren
Quelle entspringen kann; es muB jedoch freimiitig zugegeben werden,
daB die Theorie wenig Neigung zeigt, sich bis in alle Einzelheiten hinein
den Forderungen der Beobachtung anzupassen, so daB ein Kritiker
zahlreiche ,,vernichtende* Einwinde gegen sie vorbringen kénnte.

"Die fiir unsere astronomische Untersuchung unentbehrlichen’ Teile
der Thermodynamik und der. Quantentheorie werden im zweiten und
dritten Kapitel ab initio entwickelt. Es wird nicht angenommen, daf3
diese Kapitel eine regelrechte Abhandlung iiber die einschligigen Fragen
ersetzen konnten; es war auch nicht unsere Absicht; éine besonders
elementare, fiir dic erste Orientierung geeignete -Darstellung zu geben.
Es darf wohl vorausgesetzt werden, dag jeder, der fiir astrophysikali-
sche Probleme Interesse hat, die grundlegenden neuen Gedanken iiber
Atomstruktur und Quanten sporadisch in sich aufgenommen hat und
mit einigen ihrer zahlreichen experimentellen Anwendungen vertraut
ist. Der hier gegebene systematische UmriB soll ihm nur helfen, diese
Gedanken zu ordnen und die in ihrer Reihenfolge auftretenden Liicken
auszufiillen. Trotzdem fiir die Darstellung die Form der mathemati-
schen Deduktion gewzhlt worden ist, muB ausdriicklich’ darauf hin-
gewiesen werden, daB wenn die Resultate, wie das in diesen zwei Ka-
piteln geschieht, nach jedem neuen Schritte einer scharfen Priifung
an der Erfahrung unterzogen werden, das Ziel in der’ Herausarbeitung
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des inneren Zusammenhanges der verschiedenen Phinomene besteht
und nicht in der Uberzeugung eines Skeptikers, daB die Phinomene
wirklich eintreten miissen. Aus diesem Grunde ist, trotzdem ein ver-
niinftiges MaB von Strenge unentbehrlich erscheint, das umstindliche
Aufsuchen und VerschlieSen jeder nur denkbaren Ausfluchtsméglich-
keit von sekundirer Bedeutung und wiirde in einer kurzen Ubersicht
wenig am Platze sein.

Das 'vierte bis elfte Kapitel enthalten das Hauptthema der Unter-
suchung — die Erforschung der im Inneren eines Sternes bestehenden
Bedingungen. Den Héhepunkt bildet das siebente Kapitel, in dem der
Vergleich mit der Erfahrung stattfindet. Grob gesagt, geht ihm die
Mechanik des Problems voraus, wihrend die Physik hinter ihm steht.
Der Grund dafiir ist der, daB8 die Untersuchung der Absorption, der
Tonisierung, der elektrischen Energie usw. vom Standpunkte der Atom-
physik uns von den astronomischen Problemen weit abfiihren kénnte
und es daher notwendig ist, zuerst die Punkte zu bestimmen, die astro-
nomisch besonders wichtig sind, sowie die sich ergebenden Zweifel und
Schwierigkeiten durchzusprechen. Wir miissen uns klar vorstellen
konnen, in welcher Weise unsere Resultate auf die beobachtbaren .
Eigenschaften der Sterne zuriickwirken werden. Ich glaube nicht, daB
die zahlreichen Hinweise, sowohl auf das vorangehende, ‘als auch auf
das nachfolgende, durch irgendeine andere Anordnung des Stoffes
hitten vermieden werden kénnen. -

In den beiden letzten Kapiteln erlauben wir uns einen Ausflug in
den 4duBeren Raum und bemerken, wie schnell die Schwierigkeiten des
Problems wachsen, wenn die Bedingungen des thermodynamischen
Gleichgewichts in einem Hohlraume allmihlich aufgehoben werden.
Das ,,AuBere* eines Sterns stellt ein Problem dar, welches sich unbe-
schrinkt iiber das ganze Gebiet der Spektroskopie der Sterne und der
Sternbeobachtung {iberhaupt erstreckt. Wir gehen im allgemeinen nur
denjenigen Fragen nach, die uns Gelegenheit zur Anwendung und Er-
weiterung der bei der Untersuchung des Sterninneren verwendeten
Methoden und Theorien bieten. ’

Zweites Kapitel.

Thermodynamik der Strahlung.

Strahlungsdruck.

2l. Strahlungsenergie besteht aus elektromagnetischen Wellen im
Ather. Die elektromagnetische Theorie MAXWELLS hat gezeigt, daB
diese Wellen Impuls besitzen. Wenn E die Energie der Wellen bedeutet,
¢ die Lichtgeschwindigkeit, dann ist der Impuls gleich E/c und seine
Richtung fallt mit der Richtung der Ausbreitung der Wellen zusammen.
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Nach der modernen Anschauung ist Energie von Masse untrennbar,
wobei ¢2 erg einem Gramm entsprechen. - Das fiihrt unmittelbar zu
demselben Resultate. Denn eine Energie von E erg zeigt eine Masse
von Efc?gr an, und da die Geschwindigkeit gleich ¢ ist, folgt fiir den
Impuls der Wert (E/c2)-c = Efc. =

Ein materieller Schirm, der die Wellen absorbiert, absorbiert
zugleich auch ihren Impuls. Daher zindert sich der Impuls des Schirmes,
was nur eine andere Ausdrucksweise dafiir ist, daB auf ihn eine Kraft
wirkt. Nehmen wiran, daB Wellen, die E erg pro cm? enthalten, normal
auf eine vollstindig absorbierende Oberfliche auffallen. In jeder Se-
kunde geht eine Siule von Strahlung, von ‘der Hohe ¢, durch jedes
Quadratzentimeter dieser Oberfliche hindurch und wird von ihr ab-
sorbiert; diese Siule enthilt E¢ erg und der Impuls betrigt daher
Ecfc oder E Einheiten. Die auf den Schirm wirkende Kraft ist also
gleich E dyn pro cm?. Bei unvollstindig absorbierenden Kérpern
miissen wir den Bruchteil des Impulses abzichen, der auf den materiellen
Schirm nicht iibertragen wird, d. h. den Impuls der durchgelassenen,
gestreuten oder reflektierten Wellen. FEine vollkommen spiegelnde
Wand wiirde z. B. einen Druck 2 E erfahren; die Hilfte dieses Druckes
rithrt davon her, daB die cinfallenden Wellen durch den Schirm auf-
gehalten werden, und die andere Halfte stellt den RiickstoB dar, den
der reflektierte Wellenzug ausiibt. Ist der Schirm dagegen halbdurch-
sichtig und 148t Wellen von der verminderten Energiedichte E’ durch,
dann ist die Druckkraft pro cm? gleich £ — E’. Diese kénnen wir in
einen Druck E der einfallenden Wellen und einen RiickstoB — E’ der
durchgelassenen Wellen zerlegen, als ob der Schirm das einfallende
Biindel vollstindig absorbiert und das durchgelassene Biindel auf
der anderen Seite selbst erzeugt hitte.

Wenn wir uns der Vorstellung bedienen, dafB jedes einfallende,
reflektierte, durchgelassene oder emittierte Strahlenbiindel auf die Seite
des Schirmes, auf die es auftrifft oder an der es entsteht, seinen eigenen
Druck ausiibt, brauchen wir uns mit der Unterscheidung der ver-
schiedenen Fille der Absorption, Reflexion usw. nicht mehr abzugeben. .
Der Druck an beiden Seiten des Schirmes ist gleich der Energiedichte
der Strahlung an der betreffenden Seite, und die auf den Schirm wirkende
Kraft entspricht der Differenz der Drucke auf seine beiden Seiten.
Im Falle des vollkommen reflektierenden Schirmes z. B. ist der Druck
gleich der gesamten Energiedichte 2 E auf der einen Seite des Schirmes,
nimlich der Energiedichte E der auffallenden’ + der Energiedichte E
der reflektierten Wellen. Es ist dabei gleichgiiltig, ob sich die Wellen °
nach dem Schirm zu oder von ihm fort bewegen; denn wir miissen,
wenn wir die Richtung, in der ein Impuls iibertragen wird, umkehren,
auch das Vorzeichen des Impulses umkehren, so daB ein Wellenzug,

- der einen positiven Impuls von dem Schirme fortfiihrt, denselben
Eddington, Aufbau der Sterne. 3
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Druck erzeugt wie ein Wellenzug, der einen negativen Impuls auf
den Schirm wirft. Ein Drucksystem kann nicht durch einen Vektor
dargestellt werden; es kann wohl auf eine Achse, aber nicht auf eine
Richtung bezogen werden. !

Die Regel :
Druck = Energicdichte

ist nur auf normal einfallende Strahlung anwendbar; der schiefe Einfall
muB besonders behandelt werden.

22. Wir betrachten wieder, wie im vorhergehenden Paragraphen,
eine Siule von Strahlung, die sich in einer festen Richtung fortpflanzt,
und ‘stellen auf ihrem Wege einen schrigen Schirm vom Flichen-
inhalte S auf, so daB der Einfallswinkel gleich @ ist. Der Querschnitt
der ‘durch den Schirm aufgefangenen Siule ist dann S cos @ und die
Druckkraft, die fiir senkrechte Inzidenz gleich E S wiire, ist fiir schiefe
Inzidenz entsprechend gleich ES cos @. Diese Kraft ist parallel zum
Impulse des Strahlenbiindels; wenn wir sie in eine zum Schirme nor-
male und eine tangentiale Komponente zerlegen, erhalten wir:

E S cos? O. — Normale Komponente,
E S cos O sin @ — Tangentiale Komponente.

Einen wichtigen Spezialfall stellt die isotrope Strahlung dar, d. h.
der Fall, in dem die Strahlung aus Wellen besteht, die in allen Rich-
tungen dieselbe Intensitit besitzen. Da der Mittelwert von cos? @
iiber eine Kugeloberfliche gebildet, gleich % ist und der Mittelwert
von cos @ sin @ gleich Null ist, wird die Kraft in diesem Fall gleich
2 E S und steht normal zu der Oberfliche. Wir haben daher das wichtige
Gesetz

Der Druck einer 1solropen Slmhlung ist gleich ein Drzliel threr Energie-
dichte.

Dieser Druck w1rd auf jede der Strahlung ausgesetzte Fliche normal
ausgelibt und ist dem hydrostatischen Drucke einer Fliissigkeit voll-
kommen analog. In einem Gase wird der Impuls durch die Molekeln
iibertragen, und ein ruhendes Gas, in dem die Geschwindigkeiten der
Molekeln in bezug auf Richtung symmetrisch verteilt sind, so daB
in der Zeiteinheit in allen Richtungen gleichviel Impuls iibertragen
wird, ist analog einer isotropen Strahlung. Bei nicht-isotroper Strah-
lung oder in einem gestérten Gase mit unsymmetrischer Verteilung
der Molekulargeschwindigkeiten, besteht kein einfacher hydrostatischer
Druck mehr, sondern ein Spannungstensor mit sechs verschiedenen
Komponenten.

Wenn die Strahlung “nicht 1sotrop ist, kann der normale Druck

~auf eine Oberfliche dadurch erhalten werden, daB man statt des Fak-

tors § den mit Gewichten verschenen Mittelwert von cos?@ bildet.
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Man beachte, daB ein UberschuB an Strahlung in einer bestimmten
Richtung @, auf Kosten der Strahlung in der entgegengesetzten Rich-
tung, den Druck nicht zindert. Im Inneren eines Sternes werden wir
oft eine beinahe isotrope Strahlung zu betrachten haben, die nur einen
kleinen, nach auBen gerichteten UberschuB aufweist ; diese Art von
Asymmetrie wiirde an sich den Druck nicht beeinflussen kénnen, aber
sie wird wohl in den meisten Fallen kleinere asymmetrische Effekte
zur Folge haben, die den Druck um Betréige von der zweiten GrBen-
ordnung indern. :

Der innere Druck, sei es der Strahlung oder einer Flisssigkeit, kann
auch ohne Heranzichung irgendeines fremden Stoffes, wie z. B. cines
cingetauchten materiellen Schirmes, definjert werden.

Der isotrope Druck 1 E bedeutet, daB durch jede beliebige Flichen-
einheit, z. B. in der yz-Ebene, eine Impulsiibertragung stattfindet,
so daB das auf der positiven Seite liegende Gebiet § E - Einheiten
positiven x-Impulses von dem auf der negativen Seite liegenden erhilt,
wihrend dieses seinerseits 3 E Einheiten negativen x-Impulses’ von
der positiven Seite gewinnt. Der innere Druck bestimmt also den durch
die Begrenzung stattfindenden ImpulsfluB, der bei der Aufstellung
der Gleichung der Erhaltung des Impulses fiir ein beliebiges, abge-
schlossenes Gebiet in Betracht gezogen werden muB.

23. Die Beziehungen zwischen der Energie, dém Impulse und dem
Drucke von Atherwellen kénnen mit denjenigen, welche fiir die ent-
sprechenden GréBen fiir die Materie gelten, in Parallele gebracht werden,
wenn wir uns die Energie der Atherwellen als zur Hilfte aus kinetischer,
zur Hailfte aus potentieller Energie bestehend denken. Dann sind
~ Masse EJc?, Geschwindigkeit ¢, Impuls E/c und kinetische Energie 1 E
in derselben Weise miteinander verkniipft, wie die entsprechenden GriBen

m, V, mV, tmVz-

fir die Materie. Fiir isotrope Strahlung ist dann auch der innere Druck -
gleich £ der Kkinetischen Energiedichte 1 E, in Ubereinstimmung
mit dem bekannten Satze, daB der Gasdruck gleich 3 der Dichte der
kinetischen (Translations-)Energie der Gasmolekeln ist, $

Dementsprechend wird die Analogie’ zwischen Strahlung und Gas
eine noch vollkommenere werden, werin wir ein Gas wihlen, bei dem
die kinetische Energie der Molekeln gleich der Hailfte ihrer Gesamt-
energie ist. Ein solches Gas muB (nach der elementaren Theorie) drei
innere oder Rotations-Freiheitsgrade besitzen, die sich, zusammen
mit den drei duBeren Freiheitsgraden jeder Molekel, zu gleichen Betriigen
an der Aquipartition der Energie beteiligen. Das Verhiltnis der spezifi-
schen Wirmen ist fiir ein solches Gas 7 =5; und es ist oft bequem,
auch die Strahlung als ein Gas mit einem Verhiltnisse der spezifischen
Warmen vom Betrage $ zu betrachten.

3*
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Diese Analogie erméglicht es uns, einige Resultate vorwegzunehmeh
die wir erst spiter strenger beweisen werden. Fiir y = § 4ndert sich
der Druck bei adiabatischer Kompression oder Dilatation proportional
zu T*; dieses Gesetz gilt auch fiir Strahlung (STEFANsches Gesetz).
Ferner kénnen wir, bei der Berechnung der Verteilung von Dichte
und Temperatur im Innern eines Sternes, von der Theorie des Kon-
vektionsgleichgewichtes zum Strahlungsgleichgewicht iibergehen, indem
wir das Verhiltnis der spezifischen Wirmen der Sternmaterie einfach
durch die Konstante 3 ersetzen. Da das Strahlungsgleichgewicht statt der
materiellen Ubertragung von Wirme eine Ubertragung durch Ather-
wellen postuliert, erscheint es durchaus verniinftig, das Verhiiltnis der
spezifischen Wirmen fiir Atherwellen an Stelle desjenigen fiir die
Materie treten zu lassen.

Entropie.

24, Quantltatw wird die Energie stets erhalten; qualitativ aber
fmdet eine ununterbrochene einseitige Anderung des Charakters der
Energie im Weltall statt. ;

-Letzten Endes scheint diese Anderung in allen Fillen in einem Uber-
gange von einem hoher organisierten zu einem chaotischeren Zustande
zu bestehen. Z. B. kann ein Zug ebener Wellen durch unregelmifBige
Reflexion oder Streuung in eine Strahlung verwandelt werden, die sich
regellos: in allen Rlchtungen ausbreitet. Wir konnen diesen Prozef
nicht umkehren oder eine Vorrichtung erfinden, die eine solche des-
organisierte Strahlung automatisch in ebene Wellen zu verwandeln ver-
mochte. Kugelwellen- kénnen allerdings durch einen parabolischen
Spiegel in ebene Wellen und durch einen zweiten Spiegel wieder in Kugel-
. wellen verwandelt werden. Aber Kugelwellen sind in ihrer Art ebenso
hoch organisiert wie ebene Wellen; es finden daher bei diesem Prozesse
keine zufilligen Stérungen ihrer RegelmiBigkeit statt. Ist aber dieses
Element des Zufalls einmal eingefiihrt worden, so kann es durch keinen
natiirlichen ProzeB wieder ausgeschieden werden, "Wenn wir eine Ma-
schine konstruieren, die chaotlsche Strahlung auffingt und diese in
Gestalt von ebenen Wellenziigen wieder aussendet, so miissen wir
schlieBen, daB letztere ihre Organisation auf Kosten irgendeiner anderen,
durch die Maschine: gegangenen Energie erhalten haben; und diese
Energie ist von der Maschine ihrer Organisation beraubt und in einem
chaotischeren Zustande. herausgeworfen worden, als der, in dem sie
sich urspriinglich befand. Eine solche Maschine verlangt eine stindige
Zufuhr von Energie, nicht weil sie Energie verbraucht, sondern weil
sie Organisation von Energie verbraucht.

Die Energie zeigt also die Tendenz, beim natiirlichen Verlaufe der
" Ereignisse: auf eine niedrigere Rangstufe herabzusinken, von der sie
sich durch keinen natiirlichen ProzeB3 wieder erheben kann. Die Mdg-
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lichkeiten, die der Organisation innewohnen — und die fiir die prak-
tische Nutzbarmachung der Energie von ausschlaggebender Bedeutung
sind — gehen der Welt, soweit wir ibersechen kénnen, unwiderruflich
verloren, ;

- 25. Wir fithren ein numerisches MaB fir die Desorganisation ein,
die durch diese irreversiblen, abwirtsgerichteten Schritte verursacht
wird. Ein solches MaB muB selbstverstindlich der Menge der des-
organisierten Energie proportional sein ; der zweite Faktor, der den
Grad der Desorganisation mift, wird aus der Differenz zweier Terme
bestehen, die von dem Anfangs- bzw. Endzustande der Energie ab-
hingen und daher Funktionen derjenigen physikalischen Variablen
sein miissen, die wir zur Bestimmung jener Zustinde benutzen.
~ Das MaB der Desorganisation driickt sich also durch eine GroBe S
aus, die so beschaffen sein muB, daB: '

dS=dQ(0,—0,), (25.1)
wo dQ die Energiemenge bedeutet, die vom Zustande 1 in den Zustand 2
tibergeht und O eine Funktion der physikalischen Variablen ist, die den
Zustand beschreiben. :

Betrachtet man mehrere solche Uberginge, soist es bequem, das Re-
sultat als Summe der Zuwachse, welche die in den verschiedenen Zustin-
den befindlichen Encrgiemengen erfahren, zu schreiben. So erfihrt in dem
oben betrachteten Beispiele die Energie im Zustande 1 einen Zuwachs
dQ; = —dQ und die Energie im Zustande 2 einen Zuwachs d Q. =4dQ.
Dementsprechend kénnen wir (25.1) in der Form schreiben:

dS =0,dQ, + 0,dQ, .

Indem wir eine beliebige Anzahl von Ubergiingen durch Summation
oder Integration kombinieren, erhalten wir fiir die Gesamténderung
von S: ‘

0S=J0-dQ, (25.2)
wo 4(Q den unendlich kleinen Energiezuwachs fiir den Zustand bedeutet,
auf den sich der Koeffizient @ bezieht. '

Haben wir es mit einem Systeme von mehreren Koérpern 4, B, C . . .
zu tun, so verteilen wir die GréBe S unter ihnen so, daB

S=S,4+Sp+S;-+.-.
Erfolgt der oben betrachtete Ubergang vom Zustande 1 im Kérper 4
zum Zustande 2 im Koérper B, so miissen wir schreiben:
' dS,=0,dQ,  dS,=0,dQ,.
Hieraus folgt, daB (25.2) auf jeden Korper des Systems einzeln anwend-
bar ist, wenn man éS allein auf diesen Kérper bezieht und 4Q auf

der rechten Seite auf die ihm zugefiihrte oder von ihm abgefiihrte
oder in ihm selbst libertragéne Energie beschrinkt. Damit S den Zweck,
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zu dem es eingefiihrt worden ist, erfiillen kann, niimlich ein MaB fiir die
fortschreitende Degradatlon der Energie des Weltalls zu sein, muB es
bei jedem natiirlichen Prozesse der Bedingung geniigen:

385>0, (25.3)

wobei die Summation iiber alle an dem betrachteten Prozesse betei-
ligten Korper zu. erstrecken ist. Der Koeffizient @ muB aus der An-
wendung dieser Bedingung ermittelt werden.

Die GroBe S wird Entropie genannt. Sie nimmt unter den funda-
mentalen physikalischen GréBen insofern eine Sonderstellung ein, als
sie einem cinseitigen - Erhaltungsgesetze unterworfen ist, d. h. sie ist
unzerstorbar, aber nicht unerzeugbar. Da nur das Gesetz der Anderung
von S definiert worden ist, enthilt die Entropie cines jeden Korpers )
eine willkiirliche additive Konstante:

Als Anfangspunkt, von dem aus die wachsende Desorganisation der
Energie zu messen ist, wird die mechanische Arbeit genommen, so da8
der Koeffizient @ fiir die der mechanischen Arbeit hinzugefiigte oder
entnommene Energie dQ gleich Null ist. Wir brauchen die Moglichkeit
des Bestehens von Energieformen, fiir die die auf diesen Anfangspunkt
bezogene Entropie einen ncgativen Wert haben kénnte, nicht aus-
zuschlieBen, trotzdem uns noch keine solche Energieform bekannt ge-
worden ist. Subatomare Energie ist wohl schon in Wirme verwandelt
worden, aber der entgegengesetzte ProzeB ist micht bekannt; es ist
denkbar (aber unwahrscheinlich), daB die Verwandlung von Wirme in
subatomare Energie einen groBeren Verbrauch von Organisation be-
dingen wiirde, als ihre Verwandlung in Arbeit.

26. Ein ProzeB, der mit Entropleerzeugung verbunden ist, kann
nicht umgekehrt werden, weil seine Umkehrung Vernichtung von
Entropie verlangen wiirde, was unmaéglich ist. Wenn also gezeigt werden
kann, daB irgendein ProzeB tatsichlich umkehrbar ist, so diirfen wir
mit Sicherheit annehmen, daB die Entropie durch ihn nicht verindert
wird. Alle reversiblen Prozesse sind notwendig ein wenig idealisiert,
weil es in der Praxis kaum moglich ist, die Energic vollkommen vor
Desorganisation zu schiitzen. Bei thermodynamischen Uberlegungen
ist aber die praktische Ausfiithrbarkeit der betrachteten Prozesse ge-
wohnlich ziemlich belanglos. Wenn wir einen ProzeB haben, der unter
gewissen praktischen Bedingungen in einer Richtung irreversibel arbeitet,
und unter sehr wenig verinderten Bedmgungen in der entgegengesetzten
Rlchtung irreversibel arbeitet, kénnen wir den SchluB ziehen, daB es
gewisse mittlere Grenzbedingungen geben muB, unter denen der Proze8
in beiden Richtungen ohne Entropicinderung verliuft.

-Ein irreversibler ProzeB von groBer Bedeutung ist der spontane
'WarmefluB . (durch Leitung oder durch Strahlung) von einem heiBen
Kérper nach einem benachbarten kalten Korper, der die Temperaturen
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beider Koérper auszugleichen bestrebt ist. Da der Ubergang spontan,
d. h. ohne die Bereitstellung anderer Energiequellen, denen ihre Or-
.ganisation entzogen werden konnte, einsetzt, kénnen wir ihn als isoliert
betrachten. Es seien zwei Korper A,, A, gegeben, mit den Tempera-
turen 7 und T,. Wenn T, nur wenig kleiner als T ist, wird eine
Kleine Energiemenge von A4, nach A, flieBen; dndern wir die Bedin-
gungen ein wenig ab, so daB T, ein klein wenig gréBer wird als T,
so wird der ProzeB in entgegengesctzter Richtung verlaufen. Es ist
daher T, = T, die Grenzbedingung, bei der der Ubergang einer kleinen
Wirmemenge von 4, nach 4, oder von A, nach A, keine Anderung der
Entropie hervorruft. Wir haben daher, indem wir in (25.1)d S = 0setzen:

O:=0, sobald T,=T,. (26.1)
Wenn also dQ Wirmeenergie darstellt, ist @ eine Funktion der Tem-
peratur allein. , '

Nehmen wir nun wieder an, daB die Temperaturen der beiden
Kérper verschieden sind und daB T, > T, ist; dann wird eine Wirme-
menge Q) spontan von der Temperatur T. 1 zur Temperatur T, hiniiber-
ilieBen; und nach (25.1) wird

dS=dQ{0(T,)— o(T,)}
sein. Da dS nicht negativ sein kann, ist
O (T;) >0 (T,) sobald T,> Ty (26.2)
Also nimmt @ mit wachsender Temperatur ab. ‘

Es darf nicht iiberschen werden, daB sich der Koeffizient @ (1)
nur auf die Ubertragung einer unendlich kleinen Wirmemenge bezicht.
Wenn eine endliche Wirmemenge aus einem begrenzten Reservoir in
ein anderes iibertragen wird, 4ndern sich die Temperaturen wihrend
des Verlaufes des Prozesses, und es ist dann notwendig, die entsprechen-
den Anderungen von @ in Betracht zu zichen.

Die Temperatur, von der bei dieser Betrachtung die Rede war,
ist die thermometrische. Die Grundannahme der Thermometrie be-
steht darin, daB ein Probekérper A,, der in geniigend groBe Nihe
von einem Kérper 4, gebracht wird, bis zur Temperatur von A4, hinauf-
steigt oder herabsinkt; sie wverlangt daher, daB der spontane Wirme-
strom von A; nach A4, oder. umgekehrt erfolgen soll, je nachdem
T, > T, ist, oder umgekehrt — genau so wie wir es bei unserer Uber-
legung angenommen hatten. Die betrachtete Wirme {(ob molekulare
Bewegung oder strahlende Wirme) ist ,,gewdhnliche’ Wirmeenergie,
d. h. es wird vorausgesetzt, daB die Energie in den Zustinden 1 und 2
keine besondere Organisation besitzt, auBer derjenigen, die durch eine
einzige physikalische Variable, nimlich die Temperatur, definiert wird,

! Die in einigen Lehrbiichern eingefiihrte sogenannte thermodynamische Tem-
peratur wird in diesem Buche nicht betrachtet werden.
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Die Energie kann aber auch eine speziellere Organisation besitzen, und in
diesem Falle wird der Koeffizient @ keine reine Funktion der thermo-
metrischen Temperatur mehr sein; monochromatische Strahlung z. B.
muB als eine im Vergleiche zur schwarzen Strahlung héher organisierte
Energieform betrachtet werden. Wenn man aber einer solchen Wirme
gestattet, in den Probekérper zu flieBen, ohne spezielle Vorkehrungen
zu treffen, wie das ja bei der gewohnlichen Thermometrie der Fall
ist, geht dieser UberschuB an Organisation unvermeidlich verloren,
und es besteht keine Grenzbedingung mehr fiir den reversiblen FluB,
bei der dS = 0 wire. Ein Ubergang, bei dem dS = 0 ist, kann dann
nur durch besondere Vorrichtungen (z. B. Farbenfilter) herbeigefithrt
werden, und der Koeffizient @, der sich auf diesen Organisationszustand
bezieht, muB aus dem Verhalten bei Anwendung der erwihnten Vor-
richtungen, und nicht unter den gewshnlichen, bei der Thermometrie
tiblichen Bedingungen ermittelt werden.

27. Betrachten wir nun eine Grammolekel eines idealen cinato-
migen Gases, welches das Gesetz ‘

pv=RT @11

befolgt, wo 9 die universelle Gaskonstante ist.

In einem idealen einatomigen Gase besteht die Wirmeenergie aus-
schliefilich aus der kinetischen Energie der Molekelbewegungen. Da
der Druck gleich § der kinetischen Energie pro Volumeneinheit ist,
betragt die Warmeenergie des Volumens v:

Nun verindern wir den Zustand des Gases, so daB die urspriing-
lichen Werte von Volumen und Temperatur, v, und 7}, in die neuen
Werte v,, T, iibergehen. Im allgemeinen ist hierzu eine Wirmezufuhr
oder -abfuhr erforderlich, und es wird von-dem Drucke oder gegen
ihn eine mechanische Arbeit zu leisten sein. Bei einer Anderung der
Werte um dv und dT wird die Wirmezufuhr gleich

AQ =3 RAT + pdv (27.3)

sein miissen, wobei der erste Summand die Temperatur gemiB (27.2)
erh6ht, wihrend der zweite die von dem Drucke bei der Leistung me-
chanischer Arbeit verausgabte Energic ersetzt. Dabei wird voraus-
gesetzt, daB das Gas in allen Stadien des Prozesses eine iiberall gleiche
Temperatur besitzt, daB also die Wirme dQ den einzelnen Teilen des
Gases unmittelbar zugefiihrt wird, nicht etwa an einer Ecke einstromt
und von dort aus zu ihrem Bestimmungsorte flieBt. Unter diesen Be-
dingungen bestehen fiir die Vorzeichen von d T, dv, dQ in (27.3) keine
Einschrénkungen, und alle Anderungen sind daher umkehrbar. (Wenn
die obigen Bedingungen nicht erfiillt wiren, wiirden augenscheinlich
irreversible Prozesse stattfinden miissen.)-
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" Die Anderung der Entropie des Gases ist nach (25.2)

S.—S=65=fomdig, . (27.4)
=3®[ O(MaT + [ 0(T)pav,
T, Va .
=3[ oMar+ %[To 1%, (27.5)
T,

u

Nun kann S, — S, nur von den Anfangs- und Endwerten der Tem-
peratur und des Volumens abhingen. Dies folgt unmittelbar aus der
Theorie der Gase, nach der zwei Mengen eines und desselben Gases,
bei derselben Temperatur und unter demselben Drucke, in bezug auf
alle ihre Eigenschaften vollkommen gleich sind. Allgemeiner kann
dasselbe auch aus der Tatsache der Reversibilitit gefolgert werden.
Denn wiirde S, — S,, je nach den intermedisren Werten von vund 7',
verschieden ausfallen, so kénnten wir die Entropie vergréBern, indem
wir das Gas auf einem Wege aus dem Anfangszustande in den End-
zustand und auf einem anderen Wege von diesem wieder in den An-
fangszustand tiberfiihrten. Wegen der Reversibilitit wird keine Entropie
erzeugt, daher verlangt die Zunahme der Entropie eine Abnahme der
Entropie unserer Wirmereservoire. Der Zyklus "kann beliebig oft
wiederholt werden, so daB eine kleine Gasmasse imstande wire, eine
unendliche Abnahme von § (d. h. Steigerung der Organisation) im
brigen Weltall herbeizufiihren. o K

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (27.5) muB also ausschlieB-
lich vom Anfangs- und Endstadium abhiangen. Der erste Summand
geniigt augenscheinlich dieser Forderung, und daher muB auch der
zweite Summand, trotzdem man es ihm nicht unmittelbar ansehen
kann, von den Zwischenstufen unabhidngig sein. Dafiir muB aber
T-O(T) eine Konstante sein. Um dies zu zeigen, kénnen wir das zweite
Integral in der Form schreiben:

i log‘vz |
J TO(T)d(logv).
log v,

Betrachten wir einen elementaren Schritt 4 (log v). Wihrend dieser
Volumeninderung kann das Gas jede beliebige Temperatur besitzen:
wenn es also méglich wire, T-0 (T) durch Anderung von T zu ver-
dndern, so kénnten wir auch den durch diesen Schritt gelieferten
Beitrag zum Integrale indern. Das Integral kann also von den inter-
medidren Bedingungen nur dann unabhingig sein, wenn

T-O(T)= const
ist. Durch passende Wahl der Einheiten fir die Entropie und die Tem-

peratur kann die Konstante gleich 1 gemacht werden, so daB wir
schlieBlich erhalten: ' :



49 Thermodynamik der Strahlung,

o(T)=1T. : (27.6)

Hier wird T mit der an der Skala eines idealen Gasthermometers

abgelesenen Temperatur identifiziert; der gefundene Wert von @ (7T)

ist aber natiirlich auf den Ubergang ,.gewshnlicher’ Wirme von oder

auf jede beliebige Art von Materie, gemiB der Gleichung (26.1), an-
wendbar.

Die Gleichung (27.4) kann nun in der Form geschrieben werden:

S,—S,=[dQT. . (27.7)

- 28. Indem wir uns wieder dem einatomigen Gase zuwenden er-
halten wir aus (27.5) und (27.6)

Sp— S; = §Rlog (T,/T,) -+ Rlog (v,/v,)
=R {log (v, T,%) — log (v, Tf})} ;
so da die Entropie einer Gramm-Molekel des Gases gleich
S=Rlog(wT)+C

wird, wo C eine Konstante bedeutet, die wohl von der Beschaffenheit,
aber nicht mehr von dem Zustande des Gases abhingen kann. Wenn
sich das Gas adiabatisch ausdehnt oder kontrahiert, d. h. ohne
Wirmezufuhr von der Umgebung oder Wirmeabgabe an die
Umgebung, bleibt die Entropie konstant, da die in Form von
mechanischer Arbeit aufgenommene oder “abgegebene Energie die
Entropie Null besitzt. Wir haben dementsprechend fiir adiabatische
Anderungen

vT?=const (28.1)

eine Gleichung, die auch direkt aus (27.3) erhalten werden kann, wenn
man dort dQ = 0 setzt.

Allgemeiner ist fiir ein Gas, in dem die gesamte Wirmeenergie
gleich dem e-fachen der Translationsenergie der Molekeln ist, der Druck
gleich e der Energiedichte, und das adiabatische Gesetz nimmt
daher die Form an

v T3 = const , (28.2)
woraus sich ferner ergibt:
ocTie,  pocTi+ie AL G A (28.3)
Die letzte Gleichung wird gewdhnlich in der Form poco? geschneben
wo also die adiabatische Konstante y durch
y=14%e - - (284)

gegeben wird. Es kann gezeigt werden, daB y gleich dem Verhiltnisse
der spezifischen Wirme bei konstantem Drucke zu der spezifischen
Wirme bei konstantem Volumen ist. :
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Gleichgewicht von Strahlung.

=9, Der spontane Ubergang von Wirme von cinem heiBen Kérper
auf einen kiihleren stellt den Nettogewinn dieses letzteren dar. In
Wirklichkeit flieBt Wirme in beiden Richtungen, so daB jeder der beiden
Kérper von dem anderen Wirme erhélt; doch verliert der heiBe Korper
mehr als er gewinnt, wihrend der kithlere Korper mehr gewinnt als er
verliert. Die Ungleichheit gleicht sich von selbst aus, weil die Tem-
peratur eines Korpers, der Wirme verliert, sinken muB, wodurch der
von ihm in die Umgebung flieBende Wirmestrom abnimmt; schlieB-
lich erreicht der Kérper einmal einen Zustand, bei dem sein Wirme-
verlust seinen Gewinn an Wirme von der Umgebung gerade kom-
pensiert.

Diese ,,Theorie des Austausches* ist auf Wirmeiibertragung sowohl
durch Leitung als auch durch Strahlung anwendbar, jedoch werden
wir uns hier vor allem mit letzterer zu beschiftigen haben.

Betrachten wir einen Hohlraum, dessen Winde auf einer konstanten
Temperatur gehalten werden. Von den Winden wird Strahlung in
den Hohlraum emittiert und die aus diesem auf die Winde fallende
Strahlung wird von letzteren ganz oder zum Teile absorbiert werden.
Je groBer die Strahlungsmenge im Hohlraum ist, um so groBer wird
auch die auf dic Winde fallende Menge sein und um so groBer auch
die von ihnen absorbierte Menge. Die Menge der Strahlung im Hohl-
raume wird daher zu- oder abnehmen, bis der Verlust durch Absorption
der von den Winden ununterbrochen emittierten Strahlung gerade
das Gleichgewicht hiilt. In der Praxis ist die zur Erreichung dieses
Gleichgewichtszustandes erforderliche Zeit auBerordentlich kurz!. Die
Gleichgewichtsverteilung der Strahlung, sowohl in bezug auf ilre Dichte
als auch auf ihre Beschaffenheit (Wellenlingen), wird durch die Temperatur
der Wande vollkommen bestimmt.

Nehmen wir an, wir kénnten durch verschiedene Wahl des Mate-
rials der Winde zwei Hohlriume A und B herstellen, deren Winde die
gleiche Temperatur T besiBen, in denen aber die dem Gleichgewichts-
zustande entsprechende Strahlungsdichte . innerhalb eines gewissen
Wellenlingenintervalles 62 verschieden, z. B.in 4 gréBer als in B, wire.
Nehmen wir ferner an, wir hiitten 4 und B fiir einen Augenblick durch
einen Gang verbunden, der durch einen nur fiir die im Intervalle 62 lie-
gende Strahlung durchlissigen Schirm versperrt wire. Dann wiirde auf
die A4-Seite dieses Schirmes mehr Strahlung der betrachteten Art fallen,
als auf die B-Seite und es wiirde auch mehr Strahlung dieser Art von
4 nach B als von B nach 4 tibergehen. SchlieBen wir den Gang wieder,

! Bei theoretischen Betrachtungen setzen wir zuweilen die Wande als voll-
. kommen reflektierend voraus (fiir einige oder alle Frequenzen). Dic Annaherung
an den Gleichgewichtszustand erfolgt dann unendlich langsam.
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nachdem eine kleine, aber endliche, Energieiibertragung stattgefunden
hat. Der Hohlraum B enthilt jetzt mehr Strahlung als urspriinglich,
also auch mehr als mit der Emission seiner Wénde bei der Temperatur T
im Gleichgewicht sein kann; der UberschuB wird daher in die Winde
tibergehen, deren Temperatur steigen wird. Entsprechend wird die Tem-
peratur der Winde in 4 fallen miissen. Nun bringen wir die Winde von
B und 4 auf gleiche Temperatur, indem wir der dazu nétigen Wirme-
menge von B nach 4 hiniiberzuflieBen gestatten. Dieser WirmefluB
von einer hoheren-Temperatur' T, zu einer tieferen TemperaturT, ist

a . A A 1\
irreversibel und erzeugt eine Entropiemenge d(Q (TL_’F )- Aber das
1 2

ganze System ist dabei zu seinem Anfangszustande zuriickgekehrt, so
daB eine Erzeugung von Entropie unmoglich stattgefunden haben kann.
Der Widerspruch kann vielleicht in noch prignanterer Weise vor Augen
gefithrt werden, wenn wir annehmen, daB8 der Verbindungsgang perio-
disch auf- und zugemacht wird. Dann wird die Temperaturdifferenz
zwischen 4 und B immer wieder erneuert, und wir konnen B und A
als das obere und untere Reservoir einer Wirmemaschine benutzen,

- die mechanische Arbeit liefert. Eine solche kontinuierliche Verwand-

lung von Wirme, bei urspriinglich gleicher Temperatur T, in mechanische
Arbeit widerspricht augenscheinlich den Prinzipien der Thermodynamik.
Da die Energiedichte der Strahlung in dem Hohlraume ausschlieBlich von
der Temperatur abhingt, miissen wir schlieBen, daB auch der Strahlungs-
druck allein von der Temperatur abhingig ist. ‘

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, an dieser Stelle ein paar Worte
der Erliuterung einzufiigen iiber die Verwendung bei thermodynami--
schen Uberlegungen von idealen Vorrichtungen, wie der oben einge-
fihrte, nur fiir einen bestimmten Wellenlingenbereich durchléssige
Schirm. Es ist fiir die SchluBfolgerungen ginzlich unwesentlich, ob
die betrachteten Prozesse praktisch ausfiihrbar sind oder nicht; wesent-
- lich ist aber, daB die idealen Prozesse Entropie nicht zerstéren diirfen,
wenn bei den SchluBfolgerungen, wie gewdhnlich, angenommen wird,
daB die Entropie unzerstérbar ist. Der ideale ProzeB darf das ungeord-
nete Element im Zustande der Energie nicht beseitigen. Solange wir
praktisch ausfithrbare Prozesse betrachten, befinden wir uns auf sicherem
Boden; bei idealen Prozessen miissen wir uns aber vorsehen, um nicht
in unbedachter Weise einen ,,sortierenden Dimon® einzufiihren. Auf
den ersten Blick' scheint ein nur fiir ein bestimmtes Wellenlingen-
intervall durchlissiger Schirm einem sortierenden Dimon gefihrlich
dhnlich zu sein; da aber in hohem MaBe auswihlende Schirme tatsich-
lich bekannt sind, ist es klar, daB eine solche Auswahl keine Zerstérung
der Entropie bedingt ; und wenn es uns fiir irgendein bestimmtes Wellen-
lingenintervall 62 vielleicht nicht gelingen sollte, einen passenden,
natiirlichen Schirm zu finden, so wiirde dieser Umstand durch unwesent-
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liche Beschriinkungen der Natur bedingt sein und nicht durch einen
VerstoB gegen die Gesetze der Thermodynamik.

- Von einer Strahlung von solcher Dichte und Beschaffenheit, daB
sie mit materiellen Korpern der Temperatur T im Gleichgewicht sein
wiirde, sagt man, dafB sie die Temperatur T besitzt. Ein Gemisch
von Strahlungen verschiedener Wellenlingen in willkiirlich vorgegebenen
Mengen wird im allgemeinen mit der Materie bei keiner Temperatur
derselben im Gleichgewicht sein konnen, und besitzt daher auch keine
einheitliche Temperatur; wenn aber ihre Gesamtdichte dieselbe ist,
wie fiir Strahlung der Temperatur T, wird T ihre »effektive Temperatur*
genannt. Wenn eine solche Strahlung in einen Hohlraum eingeschlossen
wird, dessen Winde die Temperatur T besitzen, wird sie in sehr kurzer
Zeit in eine Strahlung von der echten Temperatur T verwandelt, d. h.
der . Hohlraum ist bald von einer gleichen Energiemenge mit einer
echten Temperatur erfiillt, und die Wiande haben dabei im Endergebnisse
Wirme ‘weder gewonnen noch verloren. Da diese Verwandlung nicht
umkehrbar ist, muB die Entropie in ihrem Verlaufe zugenommen haben.,
Der Uberschufl an Organisation in der Strahlung, die keine echte
;Temperatur besaB, hitte auch mittels selektiv durchlassender Schirme
dazu benutzt werden kénnen, einen materiellen Korper auf eine, ihre
eigene effektive Temperatur Tiibersteigende Temperatur zu bringen. Ein
bemerkenswertes Beispiel hierfiir liefert die den Raum durchquerende
Strahlung, die von den Sternen herriihrt; ihre effektive Temperatur
betrigt etwa 3° absolut, sie ist aber imstande, selektiv absorbierende
Materie spontan auf viel héhere Temperaturen zu bringen. Eine Strah-
lung mit der echten Temperatur von 39 abs.- konnte dagegen einem
Kérper, dessen Temperatur héher als 30 wire, keine Wirme spontan
zufiihren, v _

Der Koeffizient O fiir Strahlung, die eine cchte Temperatur T be-
sitzt, ist derselbe wie fiir molekulare Wirme, namlich 1/T. Dies wird
aus der Tatsache gefolgert, daB in einem Hohlraume Wirme aus der
‘Strahlung in die Winde oder umgekehrt von selbst iibergeht, je nach-
dem die Temperatur der Strahlung hoher oder niedriger ist als die
Temperatur der Winde; die Grenzbedingung fiir-die Wirmeiibertragung
ohne’ Entropieiinderung ist daher die Gleichheit der Temperaturen,
woraus sich nach (25.1) die -Gleichheit der Koeffizienten @ ergibt.

Nachdem bewiesen ist, daB Strahlung bei einer Temperatur T eine
ganz bestimmte Dichte und Zusammensetzung hat, miissen noch die
Formeln, welche diese Dichte und Zusammensetzung' zu berechnen
gestatten, gefunden werden. Diese Untersuchung wird in mehreren
Schritten ausgefithrt. Zuerst wird das STEFANsche Gesetz (30.3) ab-
geleitet, welches die Gesamtdichte bestimmt ; darauf das WiENsche
Verschiebungsgesetz (32.1), welches das Problem der Bestimmung der
Zusammensetzung ‘der Strahlung fiir alle Temperaturen auf die Be-
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stimmung ihrer Zusammensetzung bei irgendeiner Temperatur zuriick-
fiihrt; dann das Prancksche Gesetz (37.9), das die Form der in' dem
WiEeNschen Gesetze noch unbestimmt gelassenen Funktion angibt;
und schlieflich wird in (40.7) die Ermittlung der im PrLaNCKschen
Gesetze enthaltenen physikalischen Konstante vorgenommen.

Das Gesetz von STEFAN.

30. Betrachten wir eine Strahlungsmenge, die in einen Hohlraum
eingeschlossen ist, dessen Volumen verindert werden kann und fndern
wir dieses Volumen von v, auf v, und die Temperatur der Wiinde (also
auch der eingeschlossenen Strahlung) von T, auf T,; die Temperaturen -
bei den zwischenliegenden Werten des Volumens kénnen ganz beliebige
sein. Ist E die Encrgiedichte der Strahlung, so betrigt die wihrend
der Anderung dv, dT hinzugefiigte Wirme

N dQ=d(Ev)+ pdv (30.1)
oder, da E=3p .
dQ=4pdv+3vdp

=4p7d (plv). (30.2)
Die Anderung der Entropie der Strahlung ist daher nach  (27.7)

' 1
.52—51=.4f‘—’T-d(p%-v). .

Durch eine der im § 27 mitgeteilten analoge Uberlegung gelangt
man zu dem Schlusse, daB das Integral auf der rechten Seite von den
zwischenliegenden Stadien unabhiingig sein muB, und daB 3/ T folglich
durch Anderung’ der Temperatur nicht gedndert werden darf. Nach
§29 ist aber p eine Funktion von T allein. Daher muB p¥/T eine
Konstante sein. Wir kénnen also schreiben

' p=%aTs, E=aTt, (30.3)
wo a eine universelle Konstante bedeutet. - Der experimentell bestimmte
Wert. von a ist 7,64-10-15 fiir c.g.s. Einheiten und Celsiusgrade.

Das Resultat pocT# erhalten wir auch, wenn wir in (28.3) e =2
setzen (den passenden Wert fiir Strahlung). Es hat aber fiir Strah-
lung eine allgemeinere Bedeutung als fiir Gase, da es hier nicht auf
adiabatische Zustandsinderungen beschrinkt ist. (Die' oben ge-
gebene -Ableitung wiirde, auf ein Gas angewandt, bei der Behaup-
tung- ,,p ist eine Funktion von T allein®, zusammenbrechen.) Das
Resultat, daB die Energiedichte der Strahlung  proportional der
vierlen. Potenz der absoluten Temperatur ist, wird das STEFaNnsche
Gesetz genannt. = : =11 B l

31. Unter gewissen Vorbehalten wird die Gléichgewichtsverteilung
der Strahlung durch die Zulassung von Molekeln in dem Hohlraume
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nicht gestort. Die Wellen breiten sich im Raume zwischen den Molekeln
und in den Molekeln frei aus, und die Verringerung des von der Strahlung
eingenommenen Volumens ist unbedeutend. Die im Hohlraume be-
findliche Materie muB dieselbe Temperatur annehmen wie die Winde
und die Strahlung. So wird Strahlung von der Dichte a T* auch jedes
beliebige, von einer bei der Temperatur T gehaltenen Materie ein-
genommene Gebiet ausfilllen — mit Ausnahme der Randpartien, wo
die Strahlung nicht mehr richtig ,,eingeschlossen® ist. Der Vorbehalt
wird notwendig, wenn die im Hohlraume enthaltene Materie einen
fiir die betrachteten Wellenldngen merklichen Brechungsexponenten
besitzt. In diesem Falle ist die innere Energie der Molekeln mit der
Energie der Atherwellen in einer Weise verkniipft, die die oben
geschilderte SchluBfolgerung kaum mehr als berechtigt erscheinen 148t.
Ein wirkliches Versagen des STEFanschen Gesetzes (oder des Pranck-
-schen Gesetzes) scheint auch in diesem Falle nicht vorzuliegen; es
miissen aber die Bedingungen sorgfaltig definiert werden, da die
Energie der Polarisation der Materic bei einigen Anwendungen mit
der Strahlungsenergie in geeigneter Weise gruppiert erscheint, wihrend
sie bei anderen von dieser vollkommen getrennt bleibt. Soweit diese
Frage fiir stellare Verhaltnisse in Betracht kommt, wird sie in § 164
weiter behandelt werden, :

Die Menge isotroper Strahlung, welche durch ein ebenes Flichen-
stiick S in beiden Richtungen durchgeht, ist 3EcS pro Sekunde.
(Der Faktor % entsteht durch Mittelwertbildung tiber cos @ auf jeder
Halbkugel, da der Querschnitt eines durch S schrig durchgehenden
Strahlenbiindels gleich S cos @ ist.) Die in einer Richtung hindurch-
gehende Menge ist $ EcS. Wenn also aus einem Korper der Tem-
peratur T ein Querschnitt ausgeschnitten und plétzlich freigelegt wird,
so tritt durch diesen Querschnitt eine Strahlung vom Betrage 1 Ec¢
pro cm? und sec aus dem Kérper heraus. Dies ist augenschein-
lich die maximale Strahlungsintensitit, die von einem bei der all-
gemeinen Temperatur T gehaltenen Kérper gewonnen werden kann,
In der Praxis wird es niemals méglich sein, eine kleine Temperatur-
abnahme in der Nihe der Oberfliche zu vermeiden. Diese kann dadurch
auf ein Minimum herabgedriickt werden, daB man einen guten Wirme-
leiter nimmt und ihn mit einem Uberzuge aus einer sehr stark ab-
sorbierenden Substanz versieht ; der Leiter ist notwendig, damit die volle
Temperatur bis in die Nihe der Oberfliche noch aufrechterhalten
bleibt, die absorbierende Schicht — damit die Strahlung wirklich
neingeschlossen’* ist. Die Gleichgewichtsstrahlung wird wegen dieser
bei ihrer experimentellen Untersuchung zur Verwendung kommenden
Beobachtungsanordnung oft auch ,,Strahlung eines schwarzen Korpers
oder ,,Schwarze Strahlung* genannt. Eine andere Methode, um bei-
nahe vollkommen schwarze Strahlung zu erhalten, besteht darin, in
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einem bei der gewiinschten Temperatur’ gehaltenen Hohlkorper eine
kleine Offnung zu machen.
Die volle Ausstrahlung der Materie bei der Temperatur T ist also:

1Ec=2%acT* pro cm? pro sec. (31.1)
Die Konstante ¢ = ;ac heiBt die STEFANscHE Konstante, wir

werden aber bei unseren Rechnungen gewéhnlich nicht diese, sondern
die frither definierte Konstante a gebrauchen.

Das Gesetz von WIEN.

32. Wir wollen nun auf Grund von thermodynamischen Uber-
legungen beweisen, daB die Zusammensetzung der Gleichgewichts-
strahlung bei der Temperatur T dem WiENschen Verschiebungsgesetze

I, T)=»3{(»/T) (32.1)
genugt WO I (v, T) dv die Energiedichte der Strahlung der zwischen
vund» + dv liegenden Frequenzen bedeutet und f eine gewisse Funktion
von /T ist. Da die Form dieser Funktion durch unsere Betrachtung
zunichst nicht berithrt wird, bestimmt das WieNsche Gesetz noch
nicht die Zusammensetzung der Strahlung; wenn diese aber fiir irgend-
eine Temperatur bekannt ist, erméglicht uns dieses Gesetz ihre Berech-
nung fiir andere Temperaturen.

Lemma. Eine Kammer mit vollkommen spzegelnden Wanden moge
wrspriinglich von - Gleichgewichtsstrahlung erfiillt sein. Wenn sich diese
Kammer ausdehnt oder zusammenzieht, wird die Strahlung automatisch in
Glezchgewzc/ztsstmhlung verwandelt von derjenigen Temperatur, die ihrer
newen Dichte entspricht.

Die vollkommene Spiegelung zieht zwei Folgen nach sich: 1. sie
biirgt dafiir, da keine Wirme aus der Kammer entweicht oder ihr
zugefithrt wird, so dafB die Zustandsinderungen adiabatisch erfolgen
(dQ = 0); 2. sie schaltet die gewdhnlichen Prozesse (Absorption und
Emission), durch die eine Hohlraumstrahlung in den Gleichgewichts-
zustand {bergeleitet wird, aus, so daB wir nicht, wie gewohnlich, von
vornherein die Sicherheit haben, daB die Strahlung in der Kammer,
nach der Volumeninderung, Gleichgewichtsstrahlung sein wird.

Wir wollen fiir einen Augenblick nur die erste Folge gelten lassen,
die. zweite aber dadurch beseitigen, daB wir ein absorbierendes Massen-
kornchen von verschwindend kleiner Wirmekapazitit in die Kammer
einfiihren; hierdurch werden Absorption und Emission aufs neue ein-
gefiibrt und die Strahlung wird genau so in Gleichgewicht mit dem
materiellen - Teilchen gebracht als ob es die Wande der Kammer
bildete 1.

4 ! Die SchluBfolgerungen bleiben ebenso nchﬁg, wenn die fortwihrende Ver-
wandlung von Nicht-Gleichgewichtsstrahlung in Glelchge\nchtsstrahlung durch
das fiat des Mathematikers erfolgt.
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Nun soll die Kammer eine beliebige Anzahl von ‘Ausdehnungen
und Zusammenziehungen erfahren und schlieBlich zu ihrem Anfangs-
volumen zuriickkehren. Da die Bedingung der Adiabasie bestehen
bleibt, ist der Druck eine reine Funktion des Volumens; in der Tat
erhalten wir, indem wir in (30.2) dQ =0 setzen: piv = const. Der
Strahlungsdruck hat daher wieder denselben \Wert wie zu Anfang
und folglich ist auch die Energiedichte die anfiingliche; und da die
Strahlung immer noch Gleichgewichtsstrahlung ist, befindet sie sich
genau in ihrem Anfangszustande.

Auch die Entropie der Strahlungist unverindert geblieben. Da d0=0
ist, hat keine Ubertragung von Entropie von der Strahlung auf die
Umgebung stattgefunden. Also ist auch keine Entropie neu entstanden.
Die Funktion des matericllen Kornchens sollte darin bestehen, die
Strahlung, sobald sich in ihr eine Abweichung von der Zusammen-
setzung der Gleichgewichtsstrahlung zeigte, wieder in solche zuriickzuver-
wandeln. Wir wissen aber schon, daB dieser ProzeB ein irreversibler ist
und daB die Nicht-Gleichgewichtsstrahlung cine kleinere Entropie
hat, als die Gleichgewichtsstrahlung (§29), so daB diese Verwandlung
mit Entropicerzeugung verbunden ist. Da keine Entropie erzeugt
worden ist, schlieBen wir, daB das Kérnchen iiberhatipt nicht funktio-
niert hat — es hat also im Verlaufe des ganzen Prozesses keine von
der Gleichgewichtszusammensetzung‘ abweichende Strablung gefunden,
die es zu verwandeln gehabt hitte. Dies zeigt, daB die Anpassung
der Strahlung an das neue Volumen automatisch durch die spiegelnden
Winde besorgt wird, ohne die Hilfe: irgendwelcher .absorbierender
materieller Kérper. '

33. Unter diesen Bedingungen ist die einzige Ursache fiir eine Ande-
rung in der Zusammensetzung der Strahlung der Doppleréffekt an den
wihrend der Volumeninderung in Bewegung befindlichen Winden der
Kammer. Wenn die Wand zurlickweicht, wird eine einfallende Welle

"mit verminderter Frequenz reflektiert, so daB ‘eine allgemeine Ver-
- wandlung in kleinere Frequenzen jede Abnahme der Energiedichte und
Temperatur begleitet. : ‘

Es mégen Wellen von' der Energiedichte E und Frequenz » normal
auf einen mit der Geschwindigkeit V' zuriickweichenden Spiegel fallen.
Es seien E, o' die Energiedichte und Frequenz der reflektierten Wellen,
Die bekannte Formel fiir den Dopplereffekt lautet:
. c—V

c4+ V°

(33.1)

vl
% ._.

~Der Druck auf die Wand ist £ + E’ (§21). Die an der Wand pro
.cm? und sec geleistete Arbeit ist daher (E + E’) V. Diese muB gleich
- der Energiedifferenz der einfallenden und reflektierten Wellen sein,
~also gleich Ec— E’¢c pro cm? und sec. Daher ist: - :
Eddington, Aufbau gder Sterne. 4
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(E—E)c=(E+E)V. (33.2)
Aus (33.1) und (33.2) folgt
7’ El el V

Bei schriigem Einfalle ergibt sich dasselbe Resultat, mit dem einzigen
Unterschiede, da8 ¥ nun die Projektion der Geschwindigkeit des Spiegels
auf die schrige Einfallsrichtung bedeuten muB. _

Wir driicken die GréBe E/» in Einheiten aus, die Quanfen® genannt
werden. Aus (33.3) folgt, daBl E/» = E’[+’ ist, mit anderen Worten,
daf die Anzahl der Quanten durclh Reflexion an bewegten Winden nicht
gedandert wird. ‘

Betrachten wir eine kleine Volumeninderung der Kammer die eine
Anderung der Temperatur der Strahlung von T auf T + d 7T bedingt.
Wihrend dieser Anderung lassen wir ein Quant der Frequenz v durch
eine oder mehrere Spiegelungen an den bewegten Winden in ein solches
der Frequenz »" iibergehen und schreiben:

y=9"(145s). - (33.4)

Dann ist s, gemiB (33.3) wohl von den Bedingungen, unter denen
die Reflexionen stattfinden, abhingig, nicht aber von der Frequenz v.
Wenn wir also mit g(s) den Prozentsatz der reflektierten Quanten
bezeichnen, fiir welche dieser Koeffizient zwischen s und s 4 ds liegt,
dann wird g (s) eine und dieselbe Funktion sein, welche Frequenzen v wir
auch betrachten mégen, da ja zwischen » und s keine Beziehung be-
steht. DefinitionsmiBig haben wir

: f g(s)ds=1 :
und setzen wir noch (33.5)

fsg(s)ds;so 5
dann ist s, unabhingig von ».
Es sei J (v, T) dv die Anzahl der Quanten der Frequenzen » bis
v + dv, die bei der Temperatur T in der Kammer enthalten sind.
Dann ist:
JO,T+dT)dv = [g(s)-ds- J (v, T)dv,

wo das Integral auf der rechten Seite iiber alle Werte s zu erstrecken
ist und (fiir jeden Wert von s) » und d» mit den festgehaltenen Werten
. ¢, dv’ durch die Beziehung (33.4) verbunden sind. Durch Substitution
von #', dv' fiir » und d» ergibt sich daher:

JO,T+dD)=[g(s)dsQ+s)-J(»' A+5),T).

1 Wir verwenden hier die moderne Bezeichnung, ohne an dieser Stelle irgend-
welche von den Prinzipien der Quantentheorie einzufithren. Die ,,Anzahl der
Quanten’* wird nicht notwendig als ganzzahlig vorausgesetzt.
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Indem wir J auf beiden Seiten in TAYLORsche Reihen entwickeln
und die Quadrate der unendlich kleinen GroBSen s und 47T vernach-
lissigen, erhalten wir:

T\ 1) +aT 7] ¢/, T) = [, T) g s)ds
+{](r’, T)-l—v'(%](v’,T)}-fsg(s)ds.

Nach (33.5) reduziert sich dieser Ausdruck, indem wir nun die
tiberfliissig gewordenen Striche weglassen, auf:

gil_-dr=so{j+v‘3—{}

oder 3
0(v])_ vsy d{v]) |
o= 2D, .0

Nun ist so/d T wohl unabhéngig von », wir haben aber gar keinen
Grund anzunehmen, daB es auch von T unabhingig sein sollte und
nehmen daher an, daB es eine unbekannte Funktion von T ist. Dann
kann (33.6) in der Form geschrieben werden

o)) _ va@w)) = 9(J)
d (log /(T)) dv d(logy) "

-Die Losung dieser partiellen Differentialgleichung ist
v] =F(v/f(T)), (33.71)

wo F eine neue unbekannte Funktion bedeutet,
Die Energie wird (nach der oben gegebenen Definition) durch
Multiplikation der Anzahl der Quanten mit » erhalten. Es ist daher

vJ (v, T)=vI(»T) ’ (33.72)

wo v das Volumen des Hohlraumes und I (v, T) dv die Energiedichte
der Strahlung zwischen » und -+ dv bedeutet. Indem wir iiber alle
Werte von » integrieren und die gesamte Energiedichte mit E bezeichnen,
erhalten wir - :

[oo] 0
Ev=[»Jir= f F([{(T))d»=C{(T), (33.73)
10 ¢ 0
wo
N
" c:jp(x)dx.
' 0
Da die Zustandsinderung adiabatisch erfolgt, haben wir, indem wir
in (30.2) dQ = 0 setzen, '
ﬁ*v:cox;st

oder, da E = 3f ist,

Ely=const. (33.74)
4*
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Nach (33.73) und (33.74) ist E% proportional zu f (T). Nach dem
SteFaNschen Gesetze ist' aber EX proportional zu 7. Daher muB
f(T) ein konstantes Vielfaches von 7 sein und wir kénnen, ohne an
Allgemeinheit einzubiiBen, in (33.71)

_ (T)=
" setzen. Dann ist, nach (33.71) und (33.72)
I, T)=F@T).

\*ach (33. 44) ist aber voc T-3, so daB wir, indem wir den Proportio-
nalitdtsfaktor in die Funktion F cinbeziehen, schreiben konnen:

I(v,T)=T3F@T).
SchiieBlich ergibt sich, wenn wir eine neue unbekannte Funktion

h(x) =F(x)[x®

I, T)=9v3f,(»/T),
womit unser Theorem bewiesen ist.

Um diese etwas weitldufige Ableitung iiberblicken zu konnen,
-bemerken wir, daB sie aus den folgenden vier Schritten besteht:

1. Dem Beweise, daB die Anderung der Zusammensetzung der
Gleichgewichtsstrahlung mit der Temperatur durch Reflexion an den
bewegten Winden, ganz unabhingig von den Prozessen der Absorption
und Emission herbeigefiihrt wird; 2. dem Beweise, daB die Anzahl
der Quanten unverindert bleibt; 3. der Aufstellung und Integration
der- partiellen Differentialgleichung, welche die Tatsache ausdriickt,
daB zwischen s und » keine Beziehung besteht; 4. der Bestimmung
einer der zwei eingefiihrten Funktionen, aus der Bedingung, daB die
gesamte Dichte der Strahlung dem STEFANschen Gesetze geniigen
mubB.

einfiithren,

Drittes Kapitel.

Quantentheorie.

Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie.

34. Die Theorie des Gleichgewichts zwischen Materie und Strahlung
bei konstanter Temperatur stiitzt sich auf ein Prinzip, welches eine
Verallgemeinerung der Theorie des Austausches (§ 29) darstellt. Nach-
dem das Gleichgewicht erreicht ist, finden keine sichtbaren Anderungen
mehr statt; die Dichte und Zusammensetzung der Strahlung, die Ver-
haltniszahlen der Atome in den verschiedenen Zustinden der Kombination
und Ionisation, die Anzahl der freien Elektronen, der Bruchteil der. Mo-
-lekulargeschwindigkeiten, die zwischen gegebenen®Grenzen liegen —
bleiben alle stationir; aber unter dieser statistischen Unverinderlich-

»
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keit verbergen sich ununterbrochene Anderungen, die dic einzelnen
Atome, Elektronen und Elemente der Strahlung erleiden.

Betrachten wir die Atome irgendeines herausgegriffenen Elementes,
die nicht mit anderen Atomen kombiniert sind und sich in ihrem nor-
malen, neutralen Zustande befinden. Die Anzahl » dieser Atome bleibt
im Systeme, wenn der Gleichgewichtszustand einmal erreicht ist (ab-
gesehen von zufilligen Schwankungen) konstant. Die Individuen aber,

" die diese Anzahl bilden, wechseln ununterbrochen. Neue Atome treten
in diesen Zustand ein, durch Auflésung von chemischen Molekeln, in
denen sie enthalten waren, durch Neutralisierung ionisierter Atome
mittelst Einfangens von freien Elektronen, und durch Riickfall von
erregten Atomen in den Normalzustand. Atome treten aus dem be-
trachteten Zustande heraus, durch die inversen Prozesse — also durch
Kombinationen mit anderen Atomen zu chemischen Molekeln, Ionisation
durch AusstoBen eines Elektrons, Anregung durch Absorption von
Strahlung oder Zusammensto8 mit Elektronen oder Atomen. Die Be-
stindigkeit der Zahl »# wird durch ein gegenseitiges Aufheben der Ge-
winne und Verluste herbeigefiihrt.

Das oben erwiihnte Prinzip begniigt sich aber nicht damit, diese
allgemeine Kompensation von Gewinnen und Verlusten zu formulieren
— was eine bloBe Umschreibung des Wortes ,»Gleichgewicht** bedeuten
wiirde. Es behauptet vielmehr, daB der durch jeden einzelnen ProzeB
herbeigefiihrte Gewinn den durch den zu ihm inversen Proze ver-
ursachten Verlust kompensiert. Die durch das Einfangen eines freien
Elektrons entstehenden Gewinne kompensieren die Verluste, die durch
das AusstoBen eines Elcktrons entstehen, ganz unabhingig von den
anderen Quellen von Gewinn und Verlust. Dieses Prinzip der Ausbalancic-
rung der Elementarprozesse (getrennten Kompensation) erstreckt sich
bis in die kleinsten Einzelheiten. Die Gewinne, bei denen ein eingefan-
genes Elektron eine Liicke in einem bestimmten Niveau ausfiillt, kom-
pensieren die Verluste, bei denen ein Elektron aus diesem speziellen
Niveau ausgestoBen wird; die Gewinne, bei denen ein Elektron von
bestimmter Geschwindigkeit eingefangen wird, werden durch die Ver--
luste kompensiert, bei denen das ausgestoBene Elektron die namliche
Geschwindigkeit erhalt.

Wir kénnen dieses Prinzip auch folgendermaBen ausdriicken:
Jede, auch noch so detaillierte Aufzihlung der in einem im Gleichge-
wichte befindlichen Systeme bei konstanter Temperatur erfolgenden-
Veranderungsprozesse wiirde auch dann richtig bleiben, wenn wir die
Richtung des zeitlichen Verlaufes sindern kénntenl. Fiir unsere Zwecke
formulieren wir das Prinzip in der folgenden Weise:

! Die letzten Gesetze der Natur (soweit sie uns bekannt sind), lassen die
Richtung der Zeit unbestimmt und geben keinen Anhaltspunkt, um die Vergangen-
heit von der Zukunit zu unterscheiden. Dic Richtung, in der die Zeit fortschreitet,
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Erstes Gesetz (Verallgemeinertes Prinzip des Austausches). Jeder
Verwandlungsproze, der in einem im thermodynamischen Gleichge-
wichte befindlichen Systeme stattfindet, kann auch in umgekehrter
Richtung verlaufen; und die Hiufigkeiten der in beiden Richtungen
erfolgenden Verwandlungen sind gleich?.

Ein formaler Beweis kann hierfiir nicht gegeben werden aber eine
kurze Uberlegung zeigt schon, wie schwer es ist, dieses Gesetz zu um-
gehen — d. h. eine allgemeine Kompensation ohne die Kompensation
im einzelnen zu erhalten. Das typische Phinomen, welches geeignet
erscheint die Kompensation zu storen, ist eine zyklische Reihe von
Prozessen. Ein Atom konnte z. B. zuerst in einen Anregungszustand
versetzt werden, dann, durch AusstoBen eines Elektrons, vom ange-
regten Zustande aus ionisiert werden und schlieBlich, durch Anlagerung
eines Elektrons in dem normalen Niveau (d. h. ohne den Umweg {iber
den angeregten Zustand zu machen) in den Anfangszustand zuriick-
kehren. Dies wiirde die Zahl # unverindert lassen, trotzdem die indi-
viduellen Prozesse unkompensiert bleiben wiirden. Der Gesamteffekt
ist aber hierdurch nicht erschépft. Die Anregung des Atoms setzt die
Absorption eines Strahlungsquants von einer bestimmten Frequenz
voraus; seine Ionisation — die Absorption eines Strahlungsquants einer
anderen Frequenz; und das Wiedereinfangen eines Elektrons (dem wir
der Einfachheit halber dieselbe Geschwindigkeit zuschreiben kénnen
wie dem ausgestofBenen Elektron, damit die Verteilung der Elektronen-
geschwindigkeiten ungestort bleibt), bedingt die Emission eines Quants
von einer dritten Frequenz. Der Effekt des beschriebenen Zyklus be-
steht also noch darin, daBl durch ihn die Zusammensetzung des Strah-
lungsfeldes geindert wird. Um das Gleichgewicht der Strahlung zu
retten, miissen wir in dieser einen.anderen Zyklus voraussetzen, der

~ die Folgen des ersten Zyklus wieder riickgingig macht. Hierbei stoBen
wir aber auf folgende Schwierigkeit: wenn wir einen Mechanismus
zur Riickverwandlung der Strahlung einfithren, wie konnen wir es
verhindern, daB dieser Mechanismus, auch bei Abwesenheit der speziellen
von uns betrachteten Atome, in Tétigkeit tritt? Der Mechanismus wird
mit derselben Zusammensetzung der Strahlung zu tun haben, ganz
gleich ob die erwihnten Atome vorhanden sind oder nicht, denn es ist
in § 29 bewiesen worden, daB die dem Gleichgewichte entsprechende
Zusammensetzung der Strahlung unabhingig ist von der chemischen

kann nur durch statistische Priifungsmittel, die auf Abzihlungen von groBen
Mannigfaltigkeiten beruhen, gefunden werden. Die Entropie stellt dazu die be-
quemste statistische GroBe dar, und die anzuwendende Regel besteht darin, dag ¢
so gemessen werden muB, daB 4 S/d¢ positiv wird. Unser Gesetz behauptet, daB,
wenn dieses Priifungsmittel versagt (dS/d¢ = 0), auch alle anderen statistischen
Mittel auBerstande sind, die Fortschreitungsrichtung der Zeit festzulegen.

! Dies wird oft das ,,Prinzip der Kompensation bis ins Einzelne’* genannt.
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Natur der anwesenden Materie. Augenscheinlich kann ein Funktio-
nieren desMechanismus in den Fillen, in denen es notwendig ist, und seine
Ausschaltung in allen anderen Fillen nur dadurch erreicht werden,
daBl man -die speziellen Atome eine wesentliche Rolle in ihm spielen
laBt; und diese Rolle muB darin bestehen, da8 sie die friiher emittierte
Strahlung wieder absorbieren und die frither absorbierte Strahlung von
neuem befreien, wobei sie die entsprechenden Anderungen ihrer eigenen-
Energie erleiden. Mit Ausnahme eciniger ganz spezieller Fille bedeutet
das aber, daB der neu einzufiihrende Zyklus die genaue Umkehrung
des zuerst betrachteten sein muB, wodurch dann alle drei Prozesse,
aus denen er besteht, einzeln durch die ihnen entgegengesetzten Prozesse
kompensiert werden. ;

Indem wir die Frage von einem allgemeineren Gesichtspunkte
aus betrachten, bemerken wir, daB wir hier mit drei verschiedenen Typen
von Energie zu tun haben: . :

1. Strahlungsenergie.

2. Kinetische (Translations-) Energie von Elektronen und Molekeln.

3. Innere Energie von Molekeln und Atomen.

Die Zusammensetzung der ersteren hingt nur von der Temperatur
ab. Die zweite ist zwar in einer Weise verteilt, die nur von der Temperatur
abhingt, ihre Gesamtmenge aber wird durch die vorhandene Materie
bestimmt. Die dritte zeigt eine Verteilung, die fiir die anwesenden
chemischen Elemente charakteristisch ist. Die gleichartigen Verteilungs-
gesetze der beiden ersten Energiearten und die willkiirliche Verinder-
lichkeit der dritten machen es beinahe unméglich, durch Erfindung
komplizierter Zyklen die allgemeine Kompensation zu gewihrleisten.
Die einfache, im ersten Gesetze vorgeschlagene Kompensationsmethode
erscheint daher zum mindesten als recht plausibel?, '

Viele wohlbekannte Experimente — besonders mit Rontgen-
strahlen und Kathodenstrahlen — erfolgen unter Bedingungen, die von
denjenigen des thermodynamischen Gleichgewichts weit entfernt sind.
Bei solchen spiclen dann unkompensierte Zyklen allerdings eine her-
vorragende Rolle. ‘

35. Ein zweites allgemeines Prinzip gibt uns die Quantentheorie:

Zuweites Gesetz (Quantengesetz). In allen Fillen, in denen Strahlungs-
energie in andere Formen verwandelt wird, oder umgekehrt, erfolgt
die Verwandlung in endlichen Betrigen, sog. Quanten; die Energie-
menge, welche ein Quant bildet, ist gleich &, wo » die Frequenz der
Strahlung und 7 eine universelle Konstante bedeutet.

! Die hier angefiihrte Uberlegung schlieBt augenscheinlich einen Zyklus,
an dem nur 1. und 2. beteiligt sind, nicht aus; wir glauben aber, daB uns das Ge-
setz, welches die Verwandlung von Strahlungsenergic in kinetische Encrgie und um-
gekehrt reguliert, geniigend bekannt ist (Compton-Effekt, § 52), um uns zu zeigen,
daB ein solcher Zyklus in Wirklichkeit nicht vorkommt.
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o 1‘."‘}: Wir brauchen uns die Emission eins Quants nicht notwendig als

“ * zeitlos oder nicht-analysierbar zu denken. Die wesentliche Aussage
des zweiten Gesetzes besteht in der Behauptung, daB die Emiission
eines Quants einen einzigen ,Verwandlungsproze8“ im Sinne des
ersten Gesetzes darstellt. Wenn zwel Quanten gleichzeitig emittiert

_ werden, ist dies nur als ein zufilliges Zusammentreffen zu betrachten,
avahrend die Emission der zweiten Hiilfte eines Quants die unvermeid-
liche Folge der Emission der ersten Hilfte ist.

Die’ Gleichung von EINSTEIN.

36. Wir betrachten zwei Zustinde eines und desselben Atoms, denen
die inneren Energien y; bzw. ¥, entsprechen (y, > #,). Das Atom kann
aus dem Zustande 2 in den Zustand 1 durch Ausstrahlung eines Energie-
betrages (j, — 7,) iibergehen, und der hierzu entgegengesetzte ProzeB
ist ein Ubergang vom Zustande 1 in den Zustand 2 unter Absorption
eines gleichen Betrages von Strahlungsenergie.. Nach dem zweiten Ge-
setze ist die Frequenz vy, der hierbei emittierten oder absorbierten Strah-
lung gegeben durch

A2 — I ="V, (36,1)
und nach dem ersten Gesetze kompensieren sich die Anzahlen der Uber-
ginge in beiden Richtungen, im thermodynamischen Gleichgewichts-
zustande der Materie, unabhéngig von allen anderen Prozessen, an
denen die beiden betrachteten Zustinde eventuell noch beteiligt sein
konnten.

Nach der Borrschen Atomtheorie bilden die méglichen Werte von
71 und 7, eine diskontinuierliche Reihe; wir werden aber diese Tatsache
zundchst nur zu einer Vereinfachung der Ausdrucksweise gebrauchen:
sie gestattet uns nimlich, von der Anzahl der Atome mit der inneren
Energie y, statt von der Anzahl der Atome im Energieintervalle y bis »
+dy zu sprechen

Es seien 2, und 7, die Anzahlen der Atome in den Zustinden 1 und
2, und es sei I (7,,) die Energiedichte der Strahlung der Frequenz #;,.
Einen Gleichgewichtszustand setzen wir zunichst nicht voraus.
*Ein ‘mit Absorption” verbundener Ubergang vom Zustand 1 in den
Zustand 2 wird unméglich sein, wenn keine Strahlung von der erforder-
lichen Frequenz vorhanden ist. Die Anzahl der Uberginge wird also
gleich Null werden miissen, wenn I (v;,) gleich Null wird, und sie
wird, bei wachsendem I (#y,), vermutlich proportional zu dieser Grofie
wachsen; sie wird ferner proportional sein zu der Anzahl s, der Atome,
die zu einem solchen Ubergange befhigt sind. Wir setzen daher die An-
zahl der in der Zeit d¢ erfolgenden Ubergiinge der betrachteten Art gleich

a1 I (vy,)de, (36.21)

W0 ay, eine atomare Konstante ist.
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Ein Ubergang vom Zustande 2 in den Zustand 1 unter Emission von\;

Strahlung kann auch spontan, bei Abwesenheit eines diuBeren Strah-
lungsfeldes erfolgen. Die Verhiltniszahl der Atome, die in der Zeit-
einheit diesen Sprung spontan ausfithren, muB daher eine atomare
Konstante sein. Wir setzen die Anzahl dieser Uberginge gleich:

by, 1,dt . ‘ (36.22)

Es ist denkbar, daB diese Ubergiinge durch die Anwesenheit von
Strahlung der Frequenz 7, gehemmt oder gefordert werden kénnen.
Wenn dies der Fall ist, wird die Verringerung oder VergroBerung der

Zahl der Uberginge vermutlich proportional zu der Intensitit der vor--

handenen Strahlung sein. Wir setzen daher die Anzahl der zusitzlichen
Ubergiinge gleich:
s oI (v,)dt, (36.23)

‘WO @, positiv oder negativ sein kann.

Die Konstanten a,,, a,,, b,; beziehen sich auf Prozesse, bei denen
die Atome individuell wirken, und hingen daher von keiner einzigen
der statistischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit ab. Sie hingen
insbesondere nicht von der Temperatur ab — da wir ja zunichst noch
gar nicht vorausgesetzt haben, daB die Mannigfaltigkeit eine Temperatur
besitzt.

Wenden wir diese Resultate auf eine im thermodynamischen Gleich-
‘gewichte, bei der Temperatur T befindliche Mannigfaltigkeit an, so miissen
die Uberginge (36.22) und (36.23) durch die Uberginge (36.21), ge-
miB dem ersten Gesetze kompensiert sein. Das Ergebnis ist die
Gleichung von EINSTEIN: '

@ty I (v, T) = by 11y + ag 0,1 (vy,, T), (36.3)

wo I nicht mehr willkiirlich ist, sondern das Verteilungsgesetz der Gleich-
gewichtstrahlung bei der Temperatur T bedeutet.
Wir erhalten hieraus:

" ay by ; .
ny a (1 * 21 I(vu—,_T—)) 1 (364 .

cine Formel, welche die relativen Haufigkeiten der Atome in den beiden

Zustinden in einem bei der Temperatur T befindlichen Stoffe ausdriickt.
37. Wir fiihren nun einen dritten Zustand mit der Energie #,, (%3

= %2 > 7) ein. Wegen

e SO LU

ny Ny

ist
g u Ny, e \_dn(i. by \ ey
912 (1 +a21I(1’1z- T)) L (1 + aszl(”ga; T)) T ag (l +a311(p13' T)) o
und nach (36.1) (37.2)

Vig = Vit V5. [
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Dies gilt fiir alle Temperaturen T, und T kommt in (37.1) nur in
der Weise vor, die durch unsere Bezeichnungsweise explizit zum Aus-
druck gebracht wird. Wir diirfen wohl annehmen, daB I (», T) bei fest-
gehaltenem », mit unendlich wachsendem T iiber alle Grenzen wachsen
wiirde!, so daB bei geniigend hoher Temperatur der zweite Term in
den Klammerausdriicken beliebig klein gemacht werden kann. Indem
wir T unendlich groB werden lassen, erhalten wir daher:

o1 93 _ G431 .
P ‘ (3"3)

- Durch Substitution in (37.1) ergibt sich dann:

b21 — b:u
(1 +(1211(v12. T)) (1 + aa.,I(vzs T) ) (l +a3ll(v,3, T)) .
Durch Einfilhrung des WiENschen Gesetzes (32.1) wird dieser Aus-
druck zu

(14 75m) (1) = (1 +ﬁﬁ) (37.4)

Cro=byy[ayr}s (37.5)
und C,, unabhingig von T ist,

Dieser Ausdruck kann auch in der folgenden Form geschrieben
werden:

WO

O e b =t S T £ L]
f(vye/ T) Cas (vo3/T) Cpp  f(viof TA+ v/ T) Cia-Cyy
1

(37.6)

T/ T) [ (92 T)

Schreiben wir nun diese Gleichung dreimal hin, indem wir T der
.Reihe nach gleich drei verschiedenen Werten T, T, und T setzen, und
eliminieren 1/Cy, und C;,/C;, C,, aus diesen drei Gleichungen, so erhalten
wir C,3, ausgedriickt als Funktion von sechs Argumenten Pl
'vm/Tz, Vo[ Tyy 9y/T3, 9/ Ty, v59/T. Letztere lassen sich wiederum auf
vier unabhdngige Argumente

ol Ty ¥ofTy 210/Ty 91afvag
zuriickfithren. Augenscheinlich kann C,; nicht von den drei ersten
Argumenten abhingen; es kann aber auch nicht von dem vierten
abhingen, da #,, ja willkiirlich gewéhlt werden kann, ohne daB C,; da-
durch beeinflut wird. Da C,; von keinem seiner Argumente abhingt,
muB es eine bestimmmte Naturkonstante sein, die in der unbekannten
Funktion f (»/T) enthalten ist. Wir haben also

17 (v, T) kann bei wachsendem T nicht abnehmesn; denn dann wiirde es mog-
lich sein, Wiarme aus einem kiihleren in cinen heiBeren Hohlraum iiberzufiihren,
“indem man e¢in nur fiir y durchlissiges Fenster 6ffnete. Es scheint aber nicht még-
lich zu sein, auf Grund von rein thermodynamischen Uberlegungen zu zeigen,
daB es iiber alle Grenzen wichst (siche §40). .
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» Cira=Co=C;y=C. (37.7)
{37.4) wird daher:
. C C C
(14+75) 0+ =145 (37.8)
WO o = ¥1,/T, f = ,y/T. .
Es ist wohl bekannt, daB die einzige Losung dieser Gleichung die

Exponentialfunktion

iRy 2

=eL'“

ist, wo % eine Konstante bedeutet. Hieraus folgt
f(@)=Cf(F=—1),
und das WiExsche Gesetz (32.1) erhilt mithin die Form:

Cy¥ -
I(V'T)=£L"/TT' (319)

Das Strahlungsgesetz ist somit vollstindig bestimmt, bis auf dic
beiden Konstanten C und %, die spéter zu ermitteln sein werden. Die
Form (37.9) ist das Gesetz von PLANCK.

38. Wir kénnen nun die relativen Haufigkeiten der bei der Tempe-
ratur T in den Zustinden 1 und 2 befindlichen Atome berechnen,

Nach (36.4) ist:

iz.l. — 0_21. (1 .L) - n ck"lzlr — 3} (22— 1)/ RT
Ny 2 + f (] T) Qg (0TS f !
WO | '
R=h/k- (38.1)
und allgemein:
Zi'.:g‘_' e(l.—l,)IRT B (38.2
n, a,,

Es seien ¢;, ¢,. .. ¢, die relativen Héufigkeiten der Atome in den
Zustanden 1, 2, ... .7 bei unendlich hoher Temperatur. Dann ist nach
(38.2) '

asr/ars = quQs s (38.25)

so daB wir, indem wir zu endlichen Temperaturen zuriickkehren, er-
halten: ’

Myingle e i =g e~ 0IRT g e=nIRT. . | .0 o~y RT, . . 38.3)
1 r=a gye 1l g

Die Faktoren gy,q,,...werden die Gewichie der entsprechenden
Zustinde genannt. Die Theorie dieser Gewichtsfaktoren wird spiter
behandelt werden. Sie sind bestimmt, sobald die Zusammensetzung
bei irgendeiner gegebenen Temperatur bekannt ist; und (38.3) lehrt
~dann, wie sich die Zusammensetzung mit der Temperatur #ndert.
Das Resultat (38.3) heiGt die Formel von BoLTZMANN.
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In der urspriinglichen Arbeit von EINSTEIN! wurde die BorTz-
MANNsche Formel als ein gesichertes Resultat der statistischen Mechanik -
iibernommen, wodurch die Ableitung des Pranckschen Gesetzes ent-
sprechend verkiirzt werden konnte. Wir haben es vorgezogen, hier eine
solche Abschweifung in ein fremdes Gebiet zu vermeiden, so daB bei
unserer Ableitung die BortzmaxNsche Formel als eine reine Folge der
Quantentheorie erscheint.

Nach (37.5) ist:

anvi: . ¢ v’

woraus sich
a;g:c%vgg | (38.4)
als der Ausdruck fiir das Verhiltnis des Absorptionskoeffizienten zu
dem Koeffizienten der spontanen Emission ergibt. Ferner ist, nach
(36.3), wenn wir die im Zustande 2 befindlichen Atome betrachten,
das Verhiltnis der Emission bei der Temperatur 7T zu der Emission
bei der Temperatur Null gleich -

boy + @5y L (v10. T) 1 by -
Dieser Ausdruck ist aber gleich:

3 )
Corle+ i — 7 Cvle= (L —ehmmlRT)=1, (38.5)

Das Verhiltnis ist groBer als eins, also wird Ausstrahlung durch die
im Felde anwesende Strahlung begiinstigt. Diese angeregte Strahlung
nennt EINSTEIN negative Absorption.

Als Beispiel fiir die Am\endung dieser Formel betrachten wir einen
radioaktiven ProzeB, der in einer einfachen Umgruppierung eines Atom-
kernes besteht, bei der ein y-Strahl der Frequenz #,, emittiert wird.
Der durch Temperaturerh6hung hervorgerufene Effekt besteht in einer
Steigerung der Radioaktivitit in dem durch (38.5) angegebenen Ver-
hdltnisse. Die Frequenz der y-Strahlen ist aber so groB, daB sogar eine
Temperatur von 107 Grad (im Inneren eines Sternes) noch keinen merk-
lichen EinfluB auf die Radioaktivitit ausiibt.

Wenn die Atome, bei groBer Dichte des Materials, stark zusammen--
gedringt sind, konnen Absorptions- und Emissionsvermogen der ein-
zelnen Atome durch die groSe Nihe der benachbarten Atome bis zu
einem gewissen Grade verindert werden, so daB in solchen Fillen die
GréBen ay,, a,, und b,, keine rein atomaren Konstanten mehr sein werden.
Der Betrag dieser Anderung wird von den Werten von ¢ und T abhingen
und die vorhergehende Uberlegung, bei der die Unabhingigkeit von

1 Phys. Zeitschr. Bd. 18, S. 112 (1917). EixstEIN verfolgte den entgegen-
° gesetzten Weg, weil er das Quantengesetz (36.1) aus seiner Gleichung ableiten wollte.
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alz'usw. von T vorausgesetzt wurde, ist nicht mehr zutreffend. Der Be-
weis des PLANCKschen Gesetzes wird aber dadurch in keiner Weise
erschiittert, weil wir bereits bewiesen haben, daB das Gesetz der Zu-
sammensetzung der Strahlung fiir verdiinnte wie fiir dichte Materie
dasselbe ist; wir bestimmen ein fiir allemal die Form der universellen
Funktion f aus der Betrachtung eines verdiinnten Stoffes, weil sich
dieser verhiltnismiBig leichter behandeln 148t. Die BorLTzamaNNsche
Formel ist dagegen nur fiir verdiinnte Materie bewiesen, in der die
Atome so weit auseinander liegen, daB sie unabhingig voneinander
wirken; sie wird ungenau, wenn man sie auf dichte Materie anwendet.

39. Unsere Uberlegungen beschrinken sich keineswegs auf die Uber-
ginge, bei denen die Atome unversehrt bleiben. Sie finden auch auf
solche Uberginge Anwendung, bei denen ein Elektron unter Absorption
von Strahlung aus einem Atome herausgeschleudert oder unter Emission
von ihm eingefangen wird. Wenn wir in iiblicher Weise die Energie
des Systems von cinem Nullpunkte aus messen, bei dem das Elektron
aus dem Atomverbande gerade befreit ist, aber keine kinetische Energie
besitzt, wird y, die Bahnenergic des Elektrons innerhalb des Atoms im
ersten-Zustande bezeichnen (eine negative GroBe) und y, die positive
. kinetische Energie des freien Elektrons. Wenn sich das freie Elektron
in einer Gegend befindet, in der das Potential gleich Null ist, und dort
die Geschwindigkeit (1, v, w) besitzt, ist

= % M (0? 4- v - w2) , (39.1)

Nach dem ersten Gesetze diirfen wir bei der Beschreibung der Zu-
stinde die Spezialisierung so weit treiben, als uns beliebt. Wir wollen
als ein System im Zustande 2 cin solches System betrachten, welches
aus einem Atome besteht, das ein Elektron verloren hat, und aus einem
freien Elektron, dessen Geschwindigkeit im Intervalle 1, v, w bis # + du,
v + dv, w + dw enthalten ist, und das sich in einem, eine bestimmte
vorgegebene rdumliche Lage in bezug auf das Atom einnehmenden
Volumenelemente dx dy dz befindet, in dem das Potential gleich Null
ist. Die Energie des Systems im Zustande 2 ist dann durch (39.1) gegeben.

Nach (38.3) ist "

Ny | ge= "M+ VILut)2RT

n g e~ DIRT

Wenn #" die Anzahl der ionisierten Atome im System bezeichnet
und ¢N die mittlere Anzahl! der freien Elektronen in einem Bereiche
dxdydzdudvdw, dann ist

! Die Zahl dN ist ein infinitesimaler Bruch. \Wenn ein infinitesimaler Bruch-
teil einer kontinuierlichen Verteilung von Zustinden betrachtet wird, so daB die
Anzahl der Systeme im Zustande 2 nicht mehr als groB betrachtet werden darf,
wird es notwendig, zeitliche Mittelwerte (bzw. Wahrscheinlichkeiten) einzufiihren,
um die zufalligen Schwankungen auszuglitten.
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ny,=n'dN,
so daB3
ny e/ RT
n'q,
Der eingeklammerte Faktor bleibt konstant fiir alle verschiedenen
Werte von #, v, w, so da3 wir das MAXWELLsche Verteilungsgesetz der
Geschwindigkeiten

AN oc e+ 2+ 2RIy dydwdxdydz (39.3)

erhalten, wobei aber die Proportionalitit des Gewichtsfaktors ¢,
des betrachteten Zustandes mit dudvdwdxdydz allerdings noch
nicht bewiesen ist. Er koénnte ja eventuell noch eine Funktion
von u,v,w sein. Inzwischen zeigt ein Vergleich von (39.2) mit
(39.3), daB die Konstante R, die bis jetzt noch unbestimmt ge-
bliecben war, dieselbe (BorrzMaNNsche) Konstante ist, die in der
Gastheorie vorkommt. Wenn wir die Giiltigkeit von (39.3) annehmen,
ist der Mittelwert von #2

dN=( )_qze—in(ltz-};v’+w’)/2RT. (39.2)

-+ + o0
f1¢2 e-1nu2[2R Tduy +f6""“’/2R Tdu—= E -
m
— 0 —c0
Die mittlere kinetische Energie 3m (12 4 v2 + w?) ist daher gleich
2RT. (39.4)

- Der Wert von R ergibt sich somit gleich 2 der mittleren kine-
tischen Energie einer Molekel bei 1° absoluter Temperatur.

Dasselbe Gesetz 14Bt sich auch fiir die Verteilung der Geschwindig-
keiten in einem Gemische von Atomen und Molekeln ableiten. Der
Beweis bleibt unverindert, wenn irgendein Dissoziations- und Kom-
binationsproze von Atomen stattfindet, der dem Prozesse der Iomsation
und des Wiedereinfangens von Elektronen analog ist, jedoch unter der
Bedingung, daB sich auch die Strahlung an diesem Prozesse beteiligt.
Es ist durchaus nicht erforderlich, da8 der Proze8 bei der Herbeifiih-
rung der Geschwindigkeitsverteilung eine hervorragende Rolle spielt;
nach dem ersten Gesetze muB die Geschwindigkeitsverteilung, ganz un-
abhingig von ihrer Entstehungsart, immer eine derartige sein, daB sie
durch diesen ProzeB unter keinen Umstinden gestért wird. Wir kénnen
auch folgendermaBen verfahren. In jeder Mannigfaltigkeit wird es eine
gewisse Anzahl von freien Elektronen geben. Es seien 7, ,, die An-
zahlen der Elektronen mit den kinetischen Energien y,, 7,; und es seien
n;, n;, die Anzahlen der Atome mit den nimlichen kinetischen Energien.
Es sei a,, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in der Zeiteinheit ein be-
stimmtes in einem cm? bezeichnetes Atom, welches die Energie z, be-
sitzt, mit einem in einem cm? bezeichneten Elektron, das die Energie Xs
besitzt, zusammentrifft und daB beide Energien dabei ausgetauscht
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werden. Dann haben wir, indem wir den direkten ProzeB im Gleich-
gewichtzustande durch den inversen kompensicren:

Ay Ny= Qg 1,1, ,

hieraus folgt:
n! a,n a,, q, er/RT

”, Ay 9, e-ll.’RT

und da 4,,, a,; unabhingig von der Temperatur sind, befolgt die Vertei-
lung der Atome dasselbe/ Gesetz (38. 8) wie die Verteilung der Elektronen.
Uber den Gewichtsfaktor 146t sich auch hier nichts aussagen.

Die Ableitung des MaxwELLschen Gesetzes aus der EINSTEINschen
Gleichung zeigt, daB die Strahlungsprozesse allein schon geniigen wiirden,
um einer Mannigfaltigkeit die MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung
aufzuzwingen, ganz abgesehen von den ZusammenstoBen, die bei den
gewdhnlichen Ableitungen dieses Gesetzes betrachtet werden, Es muf
aber betont werden, daB die Weitlaufigkeit und Schwierigkeit (und
vielleicht auch die ungeniigende Strenge) der {iblichen Beweise gerade
durch den Gewichtsfaktor du dv dw bedingt wird, den wir hier nicht
betrachtet haben. ' ,

40. Ziehen wir es vor, von der zu (37.3) fiihrenden Annahme keine
Gebrauch zu machen, dann muB auf der rechten Seite von (37.4)
der Faktor ,

hinzugefiigt werden. Der Beweis, daB C,3 eine bestimmte Naturkon-
stante C ist, erfolgt wie frither mit dem Unterschiede, daB nun vier
Gleichungen, die vier verschiedenen Werten der Temperatur entsprechen,
benutzt werden miissen, um die anderen Unbekannten zu eliminieren.
Es folgt dann, indem man T = oo setzt

Mo =14 C//(0),

so, daB wir statt (37.8) die Gleichung erhalten:

1+l @} (1+Clf (B)) = {1+ CJf ) {1+ Clf (x+ B)}
Die Losung dieser Gleichung ist :

- {14 Clf (0)} = aet=,
wo @ und % Konstanten sind. Das_ WiENsche Gesetz gibt dann
__Cw
I»T)= 2o T 10 (40.1)

wihrend das BoLTzMANNsche Gesetz (38.3) unverindert bleibt.

Es ist bemerkenswert, daB die Wahl des Wertes 1 fiir die Kon-
stante q, durch die die Formel in das Prancksche Gesetz ibergefiihrt
wird und 7 (v, o0) unendlich wird, anstatt einer endlichen Grenze zuzu-
streben, recht schwer zu rechtfertigen ist. In §37 umgingen wir die Frage,
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indem wir als selbstverstiindlich annahmen, daB I (v, o0) = oo ist. Der
Beweis kann ohne gewisse zusitzliche Annahmen, betreffend die Gesetze,
welche die Wechselwirkung von Materie (oder elektrischer Ladungen)
und Strahlung regeln, nicht zu Ende gefiihrt werden. Als eine solche
Annahme kann das Korrespondenzprinzip angesehen werden, welches
behauptet, daf die klassischen Gesetze der Dynamik und Elektrodynamik
die Grenze darstellen, der sich die Quantengesetze (die wirklichen Ge-
setze) asymptotisch nihern, wenn die Anzahl der -an einem Prozesse
beteiligten Quanten sehr groB wird — mit anderen Worten, da8 die
dlteren Theorien statistisch richtig sind, sobald das Material, durch
seine Reichhaltigkeit, eine statistische Behandlung als gerechtfertigt
erscheinenlaBt. Nun miiBte, nach dem klassischen Aquipartitionsgesetze
der Energie, I (v, T) proportional zu T sein, genau so wie die mittlere

Energie der Molekeln proportional zu T ist. Bei geniigend hoher Tem-
peratur wird diese klassische Energie eine sehr groBe Anzahl von Quan-
ten /v darstellen, und muB8 daher, gemidB dem Korrespondenzprinzipe,
mit dem wahren Gesetze (40.1) iibereinstimmen. Eine solche Uber-
einstimmung findet nicht statt, wenn a==1 ist; ist aber a = 1, so
haben wir, wenn T - co -
10, T)=522T, (40.2)
so daB I (», T) proportional zu T ist, wie in der klassischen Theorie.

Wir konnen das PraNcksche Gesetz auch auf anderen Wegen
erhalten, durch die Betrachtung des Mechanismus irgend eines speziellen
Ubertragungsprozesses, z. B. der Streuung von Strahlung durch freie
Elektronen, denn, sobald I (v, T) aus irgendeinem Prozesse bestimmt
ist, miissen alle anderen Prozesse dasselbe Resultat ergeben. Alle aner-
kannten quantenmiBigen Theorien von speziellen Prozessen benutzen
aber das Korrespondenzprinzip, und gerade diese Eigenschaft der Pro-
zesse fiihrt zu dem Werte a = 1.

Die Konstante C im PLANCKschen Gesetze kann mit Hilfe des Kor-
respondenzprinzips bestimmt werden. Betrachten wir die Strahlung
in einem wiirfelfsrmigen Hohlraume der Seitenlinge I. Zu irgendeiner
gegebenen Anfangszeit kann der elektromagnetische Vektor im ganzen
Hohlraume durch eine dreifache Fourrier-Reihe dargestellt werden,
deren typischer Term

Any nyns o 279y %150 2713, Y158 25984 21 (40.3)
ist, wo #n,, 1y, 15 alle ganzzahligen Werte annehmen. Dadurch werden
Wellen von der Form '

sin 27 (:}: 1;1% -+ 1;2—’;- - ns—;——l— vt)
~bedingt, wobei (da ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist),
' 2= (nf - n 4 nd) /2. _ (40.4)
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Da die Wellen zwei unabhiingige, senkrecht zueinander polarisierte
Komponenten enthalten, haben wir (indem wir das doppelte Vorzeichen
beriicksichtigen) 16 unabhiingige Wellen fiir jedes System von positiven
Werten 5, 1,, #15. :

Die Anzahl der ganzen Zahlen, die der Bedingung

nE 40l < g2
geniigen, nihert sich, bei groBem 7, dem Volumen eines Oktanten einer
Kugel vom Radius 7, also

1
— ol
G

Die Anzahl der unabhiingigen Wellen, deren Frequenzen kleiner als » sind,
wird daher nach (40.4) gleich

1 v 1\3
16-5 7 (%)
und die zwischen den Frequenzen » und » -+ dv liegende Anzahl ist
folglich |
3
8::1 vidy .

Nach dem klassischen Aquipartitionsgesetze der Energie erhilt jede
von diesen unabhingigen Schwingungen des Athers die mittlere Energie
RT1. Die den Frequenzen » bis y + dv entsprechende Energie des
Hohlraumes ist daher

8aRT Bv2dy[c3,

Nach dem Korrespondenzprinzipe mu8 dieser Wert mit dem Grenz-
werte der PLaxckschen Formel tibereinstimmen, welche nach (40.2)
den Wert

BCRTwvdv[h
gibt. Hieraus folgt: :
C=8mhjc3. (40.5)

Nachdem wir nun den Wert der Konstanten C ermittelt haben,
kénnen wir auch die Beziehung zwischen dem Absorptions- und Emis-
sionskoeffizienten, die sich auf Grund der EiNsTEINschen Gleichung
ergibt, in expliziterer Form schreiben, Nach (38.4) ist

bu_ ~ 13 _ D 8akvly :
= C L 2= A (40.61)

Nach (36.21) ist ay, 1, I (v12) die Anzahl der in der Zeiteinheit ab-
sorbierten Quanten, und daher ist a1y I (vyp)-hvy, die Energie,
welche in der Zeiteinheit absorbiert wird, d. h. in einer Zeit, wihrend
der ein Betrag an monochromatischer Strahlungsenergie ¢ I (v,,) d» durch

! Namlich $ R T kinetischer 4+ % RT potentieller Energie. Ein freies Teilchen
erhilt % RT kinetischer Energie fiir jeden seiner drei Freiheitsgrade (39.4).
Eddington, Aufbau der Sterne. 5
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ein cm? hindurchgegangen ist. Wenn also die #;, Atome (im Zustande 1)
einen absorbierenden Schirm vom Flicheninhalte 1 cm? bilden, ist
der absorblerte Bruchteil der Strahlungsenergie

Ao 1y hvysfody.
Der atomare Absorptionskoeffizient oder der Absorptionskoeffizient
pro Atom pro cm? ist daher fiir monochromatische Strahlung gleich
o= a, hv,jcdy (40.62)
oder, nach (40.61)

o= e sl (40.63)

g, 8mvi, Ov’

wo 1/b,, einfach als die mittlere Verweilszeit im Zustande 2 2, bis zum
Eintritte eines spontanen Riickfalles, zu deuten ist, und 6 » dic Breite -
der Spektrallinie ist, die bei solchen Riickfillen emittiert wird™.

Die Anzahl der Atome in einem Gramm ist 1/4 H, wo 4 das Atom-
gewicht und H die Masse eines Wasserstoffatoms bedeuten. Daher ist
der Massen-Absorptionskeffizient %, oder der Absorptionskoeffizient
pro gr. pro cm? gleich

SR AL | A ,
k—AH_qlswg. AT (40.64)

Die Absorptionskoeffizienten (40.63) und (40.64) beziehen sich
auf die Absorption von monochromatischer Strahlung der Frequenz 7,
durch einen Stoff, der ganz aus Atomen besteht, die sich im Zustande 1
befinden. Wenn das Atom mehrere Elektronen besitzt, die bei An-
regung die Frequenz #,, absorbieren kénnen, miissen diese Koeffizienten
mit dem entsprechenden Faktor multipliziert werden.

Das Praxcksche Gesetz kann nunmehr endgiiltig in der vollstdn-
digen Form geschrieben werden:

8al 1

Il =—F%"grr=1* (40.7)
Nach dem STEFANschen Gesetze ist
aTi= jI(v T)d "‘”( )"f’i (x=hyRT).
0
Das Integral ist gleich —13’ so daB
' a2l | (40.8)

1 Genauer ist a der mittlere Absorptionskoeffizient iiber eine belicbige Breite
d», welche die Absorptionslinic vollstindig enthilt, so daB & § » die totale Absorption
der Linie gibt. Wenn wir §» so gewahlt hitten, da8 es nur cinen Teil der Absorp-
. tionslinie enthielte, wiirde sich der Koeffizient b,; nur auf ecinen Bruchteil der
Emissionen beziehen, und nicht mehr gleich der inversen Verweilszeit im an-
geregten Zustande sein.
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Einige wichtige Eigenschaften des PLaxckschen Gesetzes sollen hier,
fiir den spéteren Gebrauch, zusammengestellt werden. Die mittlere Fre-
quenz der Strahlung ist gegeben durch: '

© ©
—_ [#*dx | paddx
x—fﬁ—-l_’-fc’—l’
) 0 0

=24(1—5+2—5+3—5+. . .) ..:_G(]_—4+2—4+3—4+ .o .)'
=3,8322, : '
so daBB »
15 =3883RT. : (40.91)
ist.
Dic Anzahl der Quanten pro cm3 ist

0
3 RT\3 patdy
n(hc) .J‘Z'-—l'

0.
Das Intregal ist gleich 2,40411. Wir erhalten daher?:
| Anzahl der Quanten pro cm3 = 20,62 Ts. (40.92)
Die mittlere Energie eines Quants ist 7
aT4:20,62T3=250RT. (40.93)
ber Maximalwert von I (v, T) liegt bei einer Frequenz, die durch
hv=2821RT (40.94)

gegeben wird.

Wenn aber das Praxcksche Gesetz als Funktion von 4, statt von v,
ausgedriickt wird, so daB I’ (A, T) dA die zwischen A und A -+ d2 ent-
haltene Encrgiedichte bedeutet, liegt der Maximalwert von I’ (4,7
bei einer Frequenz, die durch '

hv=4965-RT . (40.95)
gegeben wird. .

Zur Veranschaulichung dieser Zahlen sei noch hinzugefiigt, daB
gelbes Licht gerade merklich zu werden anfingt, wenn 500. Quanten
pro Sekunde in das Auge eindringen.

41. Die Uberlegung, durch die wir zu der ExstEINschen Gleichung
geflihrt worden sind, ist plausibel; es soll aber hier nicht behauptet
werden, daB die Richtigkeit dieser Gleichung durch eine Betrachtung
a priori bewiesen werden kann. Besonders dic Annahme, daB3 I (v12)
in (36.21) und (36.23) linear eingeht, kann fiiglich in Zweifel gezogen
werden; es ist durchaus denkbar, daB die Anzahl der Uberginge nicht

einfach proportional zu der Intensitit der Strahlung zu sein braucht. Es

! Die numerischen Werte aller physikalischen Konstanten. sind im Anhange I
gegeben.

5*
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ist aber klar, daB, wenn die zweite oder noch héhere Potenzen vonZ (v),) in
der Gleichung enthalten wiren, wir in keinem Falle das Praxcksche
Gesetz erhalten hitten, welches ja durch das Experiment bestétigt wird.
Hieraus schlieBen wir, daB unsere Annahmen in der Natur tatsichlich
erfiillt sind, und die ganze Betrachtung gibt uns eine anschauliche Vor-
stellung von der Weise, in der eine grofe Mannigfaltigkeit von Pro-
zessen ganz einfach zu gleichartigen Verteilungsgesetzen fiir die Strah-
lung fithren kann. ' 4

Es ist bemerkenswert, daB die EiNsTEINsche Gleichung in gewissem
Sinne einen VerstoB gegen das erste Gesetz bedeutet. Betrachten
wir die Uberginge, welche a,, 7, I (v),) entsprechen, deren Zahl sowohl
der Anzahl der geeigneten Atome als auch der Menge der entsprechen-
den Strahlung proportional ist. Die natiirlichste Deutung des Prozesses
besteht darin, daB, wenn ein Strahlungsquant mit einem angeregten
Atome zusammentrifft, eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir das
Stattfinden eines Uberganges besteht, dessen Endergebnis ein normales
(oder weniger angeregtes) Atom und zwei sich von ihm entfernende
Quanten — das urspriingliche und das neu emittierte — sind. Augen-
scheinlich besteht der inverse ProzeB in der gleichzeitigen Anniherung
von zwei Quanten an ein normales Atom, die als Endzustand ein an-
geregtes Atom und ein sich von ihm entfernendes Strahlungsquant er-
gibt. Die Wahrscheinlichkeit eines gleichzeitigen ZusammenstoBes
von zwei Quanten mit einem und demselben Atome miite, wenn die
Quanten selbstindige Elemente der Strahlung wiren, proportional
zu {I (vy,)}* sein. In der EinstEINschen Gleichung werden aber die
Ubergange a,, 11, I (v55) nicht durch einen zu {I (1) }* proportionalen
Term kompensiert, sondern durch einen Teil des durch die Zusammen-
stoBe mit einzelnen Quanten entstehenden Termes. Wir stellen also,
wenigstens formal betrachtet, die Bilanz fiir einen Zyklus von Prozessen
auf, anstatt fiir einen direkten und einen inversen Proze8.

Im Gegensatze hierzu betrachten wir die Vorginge, die sich ab-
spielen, wenn ein Atom, statt eines Strahlungsquants, ein Elektron
emittiert. Wenn ein Elektron mit einem normalen Atome zusammen-
trifft, besteht cine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Atom
ionisiert wird, so daB zwei Elektronen (das urspriingliche und ein
weiteres Elektron) das Atom verlassen. Der inverse ProzeB findet statt,
wenn zwei Elektronen gleichzeitig mit einem ionisierten Atome zu-
sammentreffen und eines von diesen (welches entkommen wire, wenn
es allein gewesen wire) dank der durch das Eindringen des anderen
verursachten Verwirrung, eingefangen wird. In diesem Falle wenden
wir das erste Gesetz an und schlieBen, da8 die durch ZusammenstdBe
~ verursachten Ionisationen durch die bei gleichzeitigen Zusammen-

stoBen mit zwei Elektronen (DreierstéBen) erfolgenden Anlagerungen
ven Elektronen compensiert werden miissen.
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Dieser auffallende Unterschied in der Behandlung. von Elektronen
und Strahlung wird nun aber durch das Experiment gerechtfertigt.
Dadurch wird die Vermutung sehr nahe gelegt, daB die freie Strahlung
tiberhaupt keine atomare Struktur besitzt. Wenn sic nimlich aus
unabhingigen Atomen bestiinde, wiirde es kaum moglich sein, die
Effekte, die durch gleichzeitige Einwirkung von zwei Strahlungsatomen
hervorgerufen werden, zu vermeiden, deren Hiufigkeit dann aber dem
Quadrate der Intensitit proportional sein miiBte. Es geniigt nicht an-
zunehmen, daB diese kombinierten Effekte zu schwach sind, um beob-
achtet werden zu kénnen; in der EnsTeinschen Gleichung wird die
Stelle, die ihnen von Rechts wegen zukidme, ausdriicklich, wegen ihres
Ausbleibens, anderen Agenten zugewiesen. :

Die moderne Quantentheorie scheint denn auch zu der Ansicht zu
neigen, daf freie Strahlung kontinuierlich ist, und daB das Quant nur
bei der Wechselwirkung von Strahlung und Materie in Erscheinung tritt?,

Da die Grundgedanken der Quantentheorie in den letzten Jahren
gewisse Verinderungen erfahren haben, wird es gut sein, die gegenwirtig
herrschenden Anschauungen kurz zu schildern, Wir gehen von einem
elektromagnetischen Felde aus, auf das die MaxweLLschen Gleichungen
in voller Strenge anwendbar sind. Diese geben den Tensor Lk der
‘Relativititstheorie oder (X,Y,Z,«,8,7) der klassischen Theorie ; und
von ihm behaupten die MAXWELLschen Gleichungen 1. daB er die Rota-
tion eines elektromagnetischen Potentials ist, 2. daB seine Divergenz
die elektrische Ladung und der Stromvektor sind. Nach der MAXWELL-
schen Theorie stellen Stérungen dieses Vektors elektromagnetische
Wellen dar, die sich mit der F undamentalgeschwindigkeit ¢ fortpflanzen
und in Ubereihstimmung mit der Undulationstheorie die Phinomene
der Interferenz, Beugung usw. zeigen. Diesem Felde ist keinerlei Diskon-
tinuitit oder quantenhafte Struktur eigen. Wir miissen ferner die
Frage betrachten, wie dieses Feld mit seinen Wellen der experimen-
tellen Wahrnechmung zuginglich wird — eine Frage, tiber die zunichst
noch nichts gesagt worden ist. Seine Wahrnehmung erfolgt vermittelst
der Energieinderungen, die von ihm in materiellen Systemen hervor- °
gerufen werden. Die elektrischen und magnetischen Krifte sind an
sich nicht beobachtbar ; die beobachtbaren Effekte entstehen als
Folgen der mechanischen oder ponderomotorischen Kraft des Feldes,

die durch einen neuen Vektor el R G iy 1Y Relativititstheorie)

! Dieser Abschnitt, sowie der unmittelbar auf ihn folgende, sind im Iahre
1925 geschrieben worden. Seitdem sind viele neue, in Verbindung mit der ,,Neuen
Quantenmechanik‘* entstandene Gedanken hinzugekommen. Ich glaube aber, das
der wesentliche Inhait der hier ausgesprochenen Gedanken in irgendeiner Form
noch weiter lebt, Es erscheint bei dem gegenwirtigen Stande der neuen Theorie
- kaum moglich, eine der obenstehenden entsprechende, zusammenfassende Dar-
‘stellung von ihrem Standpunkte aus zu geben.
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dargestellt wird. Die einfachste Beschreibung der durch das elektro-
magnetische Feld hervorgerufenen’ beobachtbaren Effekte, auf Grund
der klassischen Theorie, besteht in der Aussage, dafBl es erstens einen
Energiestrom bedingt, der durch den PoyNTiNGschen Vektor, oder das
vektorielle Produkt der elektrischen und magnetischen Kraft, gemessen
wird, und ferner einen Impulsstrom, der durch die bekannten MAXWELL-
schen Spannungen dargestellt wird; auf diese Weise konnen die auf
ein materielles System iibertragenen Energie und Impuls berechnet,
und die beobachtbare Reaktion des Systems angegeben werden. In
diesem Punkte bringt die Quantentheorie eine Abinderung ein. Nach
ihr miBt der PoyNTINGsche Vektor nicht den EnergiefluB, sondern die
Wabhrscheinlichkeit eines Flusses.  Wenn wir eine Fliche betrachten,
durch die Energie in ein materielles System hinein- oder aus ihm heraus-
flieBt, so kann dieser FluB nur in ganzen Quanten erfolgen; und wo die
klassische Theorie einen FluB vom Betrage eines Bruchteiles  eines
“Quants verlangt, nimmt die Quantentheorie eine Wahrscheinlichkeit
# fiir einen FluB vom Betrage eines ganzen Quants an.
: Fiir diese Anschauungsweise sprechen sehr gewichtige Griinde.
Erstens liBt sie die Wellentheorie der Ausbreitung des Lichtes im Va-
kuum vollkommen unberiihrt; Interferenzstreifen werden also iiberall
dort erscheinen, wo sie von der Undulationstheorie vorausgesagt werden.
Gleichzeitig werden aber die Energicelemente vor einer Schwichung
durch Ausbreitung bewahrt, weil sich in den Wellen nicht die Energie,
sondern ein Zustand des Athers ausbreitet, der die Wahrscheinlichkeit
eines Energiesprunges miBt. Zweitens wird die klassische Theorie an
einer Stelle abgeiindert; an der sie schon sowieso dunkel war. Eines
der noch ungeldsten Probleme der Relativititstheorie ist die Frage
nach dem Grunde, warum ein bestimmter aus F,, gebildeter Tensor
gerade die Energie, den Impuls und die Spannungen darstellen soll;
denn der Tensor steht nicht aus (wenn man sich so ausdriicken darf) wie
Energie, Impuls und Spannungen, und es ist noch keiner Untersuchung
gelungen, denZusammenhang weniger kiinstlich erscheinen zulassen. Nach
derquantentheoretischen Auffassung mifit der Tensor eine Wahrscheinlich-
keit und stellt nicht den wirklichen Energietensor des Feldesdar. Drittens
gibt die erwihnte Anschauungsweise einen Grund fiir die nicht-quanten-
hafte Struktur der freien Strahlung, die in den Postulaten der EINSTEIN-
schen Gleichung enthalten ist; und sie befindet sich in Ubereinstimmung
mit dem Korrespondenzprinzipe, nach dem dieklassischen Formeln Grenz-
ausdriicke fiir groBe Anzahlen von Quanten darstellen, da Wahrschein-
lichkeiten bei groBen Zahlen mit Mittelwerten gleichbedeutend werden.
Nichtsdestoweniger ist der auf diese Weise erreichte Fortschritt
zunichst noch ein sehr bescheidener, und wenn dieser Schliissel uns
" auch eine Tir offnet, so tut er das nur, um uns andere, noch fest
verschlossene Tiren zu zeigen. i
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Quantelung des Wasserstoffatoms.

2. Betrachten wir einen Kern von der Ladung Ze, der von einem
cinzigen Elektron der Masse 7 und Ladung — ¢, welches um ihn eine
KEepLERsche Ellipse beschreibt, begleitet ist. Die Masse des Kernes
wird, im Vergleiche zur Masse 2, als unendlich groB angenommen.

Die Beschleunigung des Elektrons ist Z e/mr?, so daB dic Bewegung
unter dem Einflusse einer Zentralbeschleunigung /72 erfolgt, wo

p=Zc3m (42.1)
ist, :
Die Lage des Elektrons kann mit Hilfe der kanonischen Variablen
der DELAUNEYschen Planetentheorie beschricben werden:

h=lk—o, Gh=0—02, =492,

pr=m(pa)t, py—=m(ua)t(1=e3?, 1’3=’”(l‘a)%(1—82)%cosi} (42.2)

wo [, die mittlere Linge des als Planet betrachteten Elektrons, ¢ die
Exzentrizitit, ¢ die halbe groBe Achse, @ die Linge des Perihels, ¢ die
Neigung und £ die Knotenlinge bedeuten. Die Variablen sind so ge-
withlt, daB p;, p,, p; die den Koordinaten ¢,, g,, g5 durch die HAMILTON-
schen Gleichungen
aq, = oH dp, _—— a__H 2

| matn | (42.3)
zugeordneten Impulse darstellen, wobei die HaMILTONsche Funktion H
als Funktion von diesen sechs Variablen und der Zeit s ausgedriickt zu
denken ist.

Das Prinzip der Quantelung besteht nun darin, daB fiir Variable
die (42.3) geniigen :
f L= mhl (42.4)
sein muf, wo 7, eine ganze Zahl (oder Null) bedeutet, # — die PLANCK-
sche Konstante, und das Integral iiber eine vollstindige Periode der
Koordinate g, erstreckt werden mu8. 5=

Bei Benutzung der Variablen (42.2) sind ,, Da, p3 Konstanten und -
q1, 92> 95 sind zyklische Variablen, deren Periode also gleich-2 7z ist. Die
Bedingungen (42.4) werden daher

2am (ua)t=nh,
2am(u a)% (l—s'-’)i’ =u'l, (42.5)
27m (na)d (1—ecosi=n"1,
wo 7, %', n'"" ganze Zahlen sind. Damit & und 7 reell bleiben, miissen
wir haben

n=>0n' =0,

Wir werden 2 als die Hauptquantenzahl, #', #"” — als Neben-
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quantenzahlen bezeichnen'. Die negative Energie des Systems ist
(wie bei einer astronomischen Bahn)

—y=5E (42.61)
oder wegen (42.1) und (42.5) . :
—x=K[u, K=2m2mZ?e'[h? (42.62)

Die Energie wird also durch die Hauptquantenzahl bestimmt und
ist unabhingig von #’, "’

Die mdglichen Exzentrmtaten und Neigungen der gequantelten
Bahnen sind gegeben durch :

’3 ’
l—et="7,  cosi=1;. (42.7)

- Da #' alle Werte von 0 bis #’ annehmen kann und ' alle Werte
von 1 bis #, miiBte es 3 # (# - 3) Bahnen mit der Hauptquantenzahl
n geben, die sich durch verschiedene Kombinationen der Werte #°, #'’ von-
einander unterscheiden. Es hat sich aber erwiesen, daB dem BoHR-
schen Atommodell noch irgendein Mangel anhaftet, und diese Unter-
scheidung von Bahnen nach verschiedenen Quantenzahlen 2'" unan-
nehmbar ist.

An Stelle der Quantenzahl 7' werden gegenwiirtig (hauptsichlich
aus empirischen Griinden) zwei Quantenzahlen verwendet. Die eine
nimmt ganzzahlige Werte, von — (#' — 1) bis 4 (»' —1) (auch den
Wert Null) an, d. h. im ganzen 2»" — 1 Werte. Die andere hat nur zwei
mdgliche Werte (fiir die man gewdhnlich 4-  und — 2 wihlt) von
denen angenommen wird, daB sie zwei Rotatlonsrlchtungen des Elek-
trons um sich selbst — im Sinne der Bahnbewegung oder in dem zu ihr
entgegengesetzten Sinne — entsprechen oder, vielleicht, zwei Polari-
sationsebenen der mit dem Elektron assoziierten Wellen. Es sind daher
47’ — 2 Bahnen vom Typus (i, #’) vorhanden, was fiir die Gesamtzahl
der der Hauptquantenzahl » entsprechenden Bahnen die Zahl 222 ergibt.

43. In dem hier betrachteten ungestérten Systeme durchlaufen die
Koordinaten ¢, und g, niemals ihre Perioden. Findet die entsprechende
Quantelung trotzdem statt? ,

In dieser Form hat die Frage keinen Sinn, da die Quantelung keine
beobachtbaren Effekte erzeugen wiirde, wenn sie auch stattfinde. Das
Bonrsche Modell ist kein so naturgetreues Bild eines Atoms, dafl
es, unabhingig von den beobachtbaren Effekten, die es verkérpert, eine
innere Wahrheit beanspruchen diirfte. Die Bedeutung der Quantelung
liegt darin, daB sie die Energieanderung beim Ubergange aus einem Zu-
stand in einen anderen und daher die Frequenz der emittierten Strahlung

1/ wird auch d1e azimutale Quantenzahl gendnnt n— n die radiale Quanten-
zahl und » die Gesamtquantenzahl,
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 bestimmt; in dem hier betrachteten einfachen Systeme hingt aber die
Energie weder von 2’ noch von ' ab, so daB es ganz gleichgiiltig ist, ob
diesc Quantelungen stattfinden oder nicht.

Wenn wir die etwas gestorte KEPLERsche Bewegung betrachten, die
sich bei Beriicksichtigung der durch die verinderliche Geschwindigkeit
verursachten Anderung der Masse (Relativititskorrektion) ergibt, oder
durch die Anwesenheit anderer Elektronen im Systeme bedingt wird,
dann’erhalten wir eine Umdrehung der Apsidenlinie; jetzt durchliuft
g. tatsichlich seine Periode 2 z, und die zweite Quantelung muB in
Erscheinung treten. Gleichzeitig erfihrt der Ausdruck fiir die Energie
eine Anderung, indem er nunmehr auch 2’ enthilt, und die Quantelung
kann daher durch eine Reihe diskreter Energiewerte, die den verschie-
denen ganzzahligen Werten 7’ entsprechen, dem Beobachter ihre Exi-
stenz verraten. Andererseits bedingt ein #AuBeres elektrisches oder
magnetisches Feld eine Umdrehung der Knoten; g3 durchlduft nun auch
‘seine Periode und fithrt eine dritte Quantelung ein. Gleichzeitig liefert
das &uBere Feld eine (frither nicht vorhandene )Bezugsebene fiir 4, und
der Energieausdruck erhilt eine kleine Korrektion, die cos ¢ und daher
#’" enthilt. Die diskreten Werte der Energie, die den verschiedenen
ganzzahligen Werten von »" entsprechen, verraten diese Quantelung.
Das Bestehen der Quantelung ist nur fiir den Fall zweifelhaft, in dem
sie keine beobachtbaren Effekte hervorrufen kann.

In einer etwas abgeinderten Form erhilt die Frage einen wohl
definierten Sinn. In den wirklichen Atomen ist die Quantelung nicht
vollkommen scharf, d. h. die Energie kann alle in einem engen Berciche
um den Mittelwert liegenden Werte annehmen, und die Spektrallinien,
welche bei Ubergingen zu anderen Zustinden emittiert werden, haben
eine kleine, aber endliche Breite. Es unterliegt keinem Zweifel, daB
die Schirfe der Quantelung mit der Anzahl der von der entsprechenden
Koordinate beschriebenen Perioden verkniipft ist; wenn daher die Be-
wegung von g, und ¢; immer langsamer und langsamer wird, verschwim-
men die Nebenquantelungen immer mehr ins Unbestimmte. In diesem
Sinne kénnen wir mit Bestimmtheit sagen, daB, wenn g, und g sta-
tiondr sind, die Hauptquantelung allein bestehen bleibt. Wir kénnen
uns die Quantelung als eine Art Resonanzeffekt vorstellen, der um so
stirker wirkt, je groBer die Zahl der ohne Unterbrechung beschrie-
benen Zyklen ist; oder, wir kénnen die Umdrehungen der Koordinate
mit den Strichen eines Gitters (in der Zeitdimension) vergleichen, das
ein um so groBeres Aufl6sungsvermogen besitzt, je gréBer die Anzahl
der Wellen ist, die es zur Uberlagerung bringt.

43a. Seit 1925 ist das Bonrsche Modell durch eine von W. HEISEN-
BERG vorgeschlagene Auffassung des Atoms in weitem MaBe ersetzt
worden. Die neuen Gedanken haben aber in der kurzen Zeit ihres
Bestehens auf die astronomischen Untersuchungen noch keinen EinfluB
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ausiiben koénnen, und wir \werden daher in diesem Buche i immer nur
auf das BoHRsche Modell Bezug nehmen.

Trotzdem wir von der neuen Theorie keinen Gebrauch zu machen
beabsichtigen, halten wir es dennoch fiir richtig, ihren allgemeinen
Charakter an dieser Stelle zu skizzieren, da sie wahrscheinlich berufen
ist, bei zukiinftigen Anwendungen der Atomphysik auf astronomische
Probleme eine wichtige Rolle zu spielen.

Durch eine Kombination der HEISENBERGschen Gedanken mit der
Wellentheorie von L. DE BROGLIE ist es E. SCHRODINGER gelungen, cin
ziemlich abgeschlossenes Modell des Wasserstoffatoms zu entwerfen.
Seine Theorie der Quantelung dieses Atoms mag mit der in §42 ge-
gebenen Theorie des BoHRschen Atoms verglichen werden.

Wir postulieren die Existenz eines Subithers, in dem Wellenbewe-
gungen normalerweise mit einer Geschwindigkeit fortgepflanzt werden,
die der Quadratwurzel aus der Frequenz proportional ist. Die Wellen-

geschwindigkeit wird gleich
w=/gm 2 ' (43.1)

: 2m
angenommen, wo s die Naturkonstante ist, die in der klassischen
Mechanik als dic Masse eines Elektrons gedeutet wird. .

Die Wellengleichung, welcher eine Storung ¥ geniigen muB, lautet

dementsprechend
H hy

ety =Lty . (321

Da » die Frequenz bedeutet, ist g proportional zu ¢2##*¢ und (43.21)

reduziert sich daher auf
8atmy

' P2y +-——vy=0. (43.22)
Eine Verinderung des normalen Zustandes des Subithers (in klas-
sischer Ausdrucksweise — ein Kraftfeld) wird sich in einer Anderung
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Stérungen #uBern oder, was
auf dasselbe hinauskommt, in dem Auftreten eines geeigneten additiven
Termes in (43.22). Die verinderte Gleichung, d1e wir in diesem TFalle
zu betrachten haben, lautet daher

2y 4+ (r—m) =0, (43.23)
wo ¥, (eine Funktion der raumhchen Koordination) ein MaB fir die
Anderung der Bedingungen im Medium darstellt. Die verinderte
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche der Gleichung (43.23) entspricht,

- ist, wie leicht einzusehen:
2= ]/L (43.31)

2m(v—v,)

Satm

Unsere groben Experimente gestatten uns niemals die Bcobachtung
einzelner Wellen, aber eine Gruppe von Wellen groSer Amplituden



Quantclung des Wasserstoffatoms. 75

kann unter Umstiinden von uns wahrgenommen werden. Ein Elektron
wird als ein derartiges Sturmgebiet aufgefaBt. Da das Medium eine
Dispersion besitzt, stimmt die Gruppengeschwindigkeit mit.der Wellen-
geschwindigkeit nicht iiberein. Das Elektron, oder Wellengruppe, be-
wegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit, die nach der gewohnlichen
hydrodynamischen Formel gleich

= dv/zi'(r/n). = ]/ gh(-';T—y") (43.32)
ist. Die kinetische Energie des Elektrons ist daher
T=1mvr=h(r—n). - (43.33)

Es sci ¥ die potentielle Energie und E die Gesamtenergie des Elek-
trons, so daB T = E — V ist. Der Umstand, daB v, ein MaB fiir das
Kraftfeld darstellt, fihrt uns naturgemiB zu der Identifizierung

E=hv, V=hy,. (43.34)

Die Trequenzen der SCHRODINGERschen Theorie sind somit mit
den Energien der klassischen Theorie durch die gewdhnliche Quanten-
bezichung verkniipft. Insbesondere stelit die in (43.23) eingefiihrte
GroBe v, die Frequenz dar, welche der potentiellen Energie des Elektrons
im betrachteten Punkte entspricht.

- Unter Zugrundelegung dieser Deutung fiir » und ¥, kann nun
gezeigt werden, da8 die Bewegung einer Wellengruppe, die stark genug
konzentriert ist, um als Teilchen aufgefat werden zu kénnen, dem
- Prinzip der kleinsten Wirkung geniigt, genau so wie der Weg einer
Lichtwellengruppe, die stark genug konzentriert ist, um als Strahl
behandelt werden zu kénnen, dem FErMATschen Prinzip der kleinsten
Zeit entspricht.

Bei dem Bonrschen Wasserstoffatommodelle wird eine Bewegung

in einem symmetrischen Kraftfelde betrachtet, bei der V = === ist;

dementsprechend betrachten wir beim ScHRGDINGERschen Modelle eine
Wellenbewegung, die der Gleichung (43.23) geniigt und fiir diel

1 Die potentielle Energie der inneren Zusammensetzung des Elektrons (und
vielleicht auch diejenige des Atomkernes) maBte in v, mit aufgenommen werden.
Die Hinzufiigung einer additiven Konstanten zu ¥o hat aber nur zur Folge, daB
dieselbe Konstante zu den fir die Loésungen geltenden Werten von » additiv
hinzutritt. Diese additive Konstante hat {iir die beobachtbaren Erscheinungen
keine Bedeutung, weil alle beobachtbaren Folgen der Theorie von Differenzen
von »-Werten abhiingen; sie bewirkt aber eine sehr betrichtliche Erhshung der
Eigenfrequenzen (s, unten) des Atoms im Vergleiche zu den spektralen Frequen-
zen und liBt somit die Tatsache verstindlich erscheinen, daB nur letztere fiir uns
wahrnehmbar sind. Der Umstand, daB in unseren Werten von » eine additive
Konstante vernachlassigt ist, muB im Auge behalten werden, wenn wir in (43.53)
negativen Werten von » begegnen.
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ist, so daff (43.23) die Form annimmt

8a2m 2 \
pry + 222 Z(v+5) v =0. (43.4)

Wir wollen jede Losung der Gleichung (43.4) als eine Darstellung
irgendeines mdéglichen Zustandes des Wasserstoffatoms betrachten.
Diesen Losungen legen wir keinerlei Bedingungen auf auBer der physi-
kalisch selbstverstindlichen Einschrinkiing, daB ¢ in keinem Punkte
unendlich werden darf. Die Losungen der Gleichung sind additiv, so
daB sich die allgemeine Losung als Summe einer Anzahl unabhingiger
Elementarlosungen darstellen lassen wird. Wir versuchen diese Ele-
mentarlésungen oder Zusitnde des Atoms so erschopfend wie méglich
zu bestimmen.

Es wird gewohnlich angenommen, daB eine Elementarlésung die
Form hat: 9 = 7 (r) X einer Funktion der Winkelkoordinaten. (Es ist
nicht ganz klar, ob durch diese Spezialisierung nicht doch vielleicht
gewisse Losungen ausgeschlossen werden, sie scheint aber allgemein fiir
unschédlich gehalten zu werden.) Die Funktion der Winkelkoordinaten
kann in eine Reihe nach Kugelfunktionen ganzzahligen Grades ent-
wickelt werden, so daB die Elementarlosung in der Form angesetzt
werden kann

(A= (r)-Sl.-, | (4351

wo S; eine Kugelfunktion von ganzzahliger (oder nullter) Ordnung %
bezeichnet und y eine noch zu bestimmende Funktion von 7 ist. Indem
wir 72 auf Polarkoordinaten umrechnen und von der wohlbekannten
Eigenschaft der Kugelfunktionen Gebrauch machen, erhalten wir aus
(43.4) und (43.51)

k k+1 8azm e2
,d,z( p+ 2l . = (v+h—,)z=o. (43.52)
Setzen wir noch
w=ry, A
b —32a2my
’ —’]/ — (43.53)

[—272 met
”__., By ?

so reduziert sich (43.52) auf die Normalform

‘f,:” (__ L +1';(k+_%)2)w=0. (43.54)

Wir betrachten » als eine negative GroBe, weil die Energie E eines
Elektrons innerhalb eines Atoms negativ ist. Da 7’ weiter nichts als
das in einer neuen Einheit gemessene 7 ist, wollen wir fortan den Strich
weglassen.

Die allgemeine Losung von (43.54) ist bekannt und lautet
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W= AW, 143 () +FBW_, 401 (—7), (43.61)

wo IV eine (in der reinen Mathematik schr wichtige) von E. T. Wair-
TAKER! eingefiihrte Funktion ist. : '
_ Fiir groBe Werte von 7 gilt fiir diese Funktion die asymptotische
Darstellung

Wersy ()~
hepnlpe S D+ 1—ig ) (B 3 (rp 1)
~ebry {1+ > i o D= I (43 69)

Hieraus ergibt sich, daB der zweite Term in (43.61) fiir » = o wie
ei’r=n unendlich wird; er ist daher auf das physikalische Problem
unanwendbar. Wir miissen also B =0 setzen und die Elementar-
l16sung erhilt somit die vereinfachte Form

rr=w=W, .1 (43.63)

P=%

oder
_Wars1 () - g2ive, (43.64)
4

Aus (43.62) erschen wir, daB dieser Ausdruck fiir » = co dem Werte
Null zustrebt und die Gefahr eines Unendlichwerdens besteht nur noch
fir den Punkt 7 = 0. Die Losung hat einen exzeptionellen Charakter
fiir :
Et+i=n—%, n—3%, n-—3,

d. h. fir
n=k4+1 k+2, k43, ... (43)7)
Wenn nimlich 2+ } =#n—p 4+ 1 ist, verschwindet der letzte

Faktor im Zihler von ,i, und dieser Nullfaktor tritt auch in allen wei-

 teren Termen der Reihe auf. Die Reihe wird also endlich und (43.62)
wird in diesem Falle nicht nur asymptotisch, sondern streng richtig.
Die absteigende Reihe fiir w bricht mit dem Gliede e—%r 7 n-p+1 oder
e~#r rk+1 ab, und die Reihe fiir 7 schlieBt mit dem Gliede e=177%. Eine
Singularitit tritt folglich im Anfangspunkte nicht auf; v ist {iberall
endlich und die Losung geniigt somit den physikalischen Anforderungen.
Wenn 7 nicht gleich einem der speziellen Werte (43.7) ist, bricht -
die Reihe nicht ab, und die spiteren Glieder werden fiir kleine Werte
von 7 sehr groB. Wir kénnen hieraus den Verdacht schépfen, daB uns -
die Reihe dadurch mitzuteilen versucht, daB w im Anfangspunkte un-
endlich ist, obwohl dies natiirlich aus einer asymptotischen Entwicklung
nicht regelrecht gefolgert werden kann. *Eine strenge mathematische
Untersuchung der W-Funktion bestitigt indessen diesen Verdacht.

! Eine erschpfende Behandlung dieser Funktion ist von WHITTAKER und
\Warson: Moderne Analyse, Kap. XVI, gegeben worden,
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Die Ausnahmswerte (43.7) sind demnach die einzigen Werte, welche
eine endliche Wellenverteilung ergeben. Da % ganzzahlig ist (einschlieB-
lich des Wertes Null), werden die méglichen Werte von # durch alle
ganzen Zahlen (ausschlieflich der Null) gegeben. :
Nach (43.53) ist
92 4 5
—y=2322 (1=1,23,...), (43.8)
so daB die moglichen Frequenzen der Wellen (die man als Eigenfrequen-
zen bezeichnet) eine Serie von diskreten Werten bilden. Fiir die zwi-
schenliegenden Frequenzen sind stabile Wellenbewegungen unméglich,
weil sie in gewissen Punkten des Raumes unendliche Amplituden er-
halten miilten. Ein Vergleich mit (42.62) zeigt uns, daB dic ScCHRG-
DINGERsche Serie diskreter Frequenzen v mit der BoHRschen Serie
diskreter Energiewerte 7 mittels der gewshnlichen Quantenbezichung
# = v zusammenhiingt; SCHRGDINGER gelangt aber zu dieser Serie,
ohne irgendwelche willkiirliche Regeln fiir die Quantelung einfiihren
zu miissen. Augenscheinlich kann # nunmehr mit der Hauptquanten-
zahl identifiziert werden. Fiir ein gegebenes 2 kann die Ordnungszahl
k der Kugelfunktion jeden beliebigen ganzzahligen Wert von 0 bis
22— 1 annehmen. Diese Zahl tritt an die Stelle der Nebenquantenzahl
2’ (deren Werte von 1 bis » variieren), welche beim BonRrschen Modell
mit der Elliptizitit der Bahn zusammenhing. Die zwischen beiden
Zahlen bestehende Beziehung ist 2 =#u’—1. Die allgemeine Kugel-
funktion der Ordnung % enthdlt 2 # 41 willkiirliche Konstanten, so
daB wir bei vorgegebenen 2 und % im ganzen 2% -1 unabhingige
Losungen oder Elementarzustinde des Atoms haben; dagegen ergab
das Boursche Modell #’ 41 (= k + 2) verschiedene Werte fiir die
dritte Quantenzahl #”.  SCHRODINGERs Aufzihlung kommt der Wahr-
heit niher,’ ]edoch muB die Zahl 2 %2 +- 1 auch noch verdoppelt werden.
Diese Verdoppelung wird dem Umstande zugeschricben, daB sich das
rotierende Elektron in zwei entgegengesetzten Richtungen drehen kann;
es ist aber bis jetzt noch nicht gelungen, diese Vorstellung dem SCHRG-
DINGERschen Modelle organisch einzuverleiben,
Im Gegensatze zu den BouRrschen Bahnen konnen beliebig viele
. der unabhiingigen Elementarwellensysteme gleichzeitig in einem und
demselben Atome koexistieren. Wenn Wellen zweier verschiedener
Eigenfrequenzen »; und », in einem Atome gleichzeitig vorhanden sind,
entstehen Schwebungen der Frequenz (v; — »,). Aus (43.8) (sowie aus
der Beziechung zwischen FEigenfrequenzen und BoHRschen Energien
sehen wir, daB die Frequenzen dieser Schwebungen gerade diejenigen
Frequenzen sind, die wir im Spektrum des Atoms beobachten. Die
Ursache der spektralen Emission wird also nicht mehr in dem Uber-
gange zwischen zwei Zustinden erblickt, sondern in der Wechselwirkung
zweier im Atome koexistierender Wellensysteme.
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Die konzentrierte Wellengruppe, welche das Elektron darstellt, wird
aufgeldst, wenn das Elektron einem Atome einverleibt wird; ein lokali-
sierbares Elektron ist im Atommodelle nicht mehr vorhanden. Trotz-
dem erweist sich das Gebiet gréBter Stérungen (betrichtlicher Werte
von ) als mehr oder weniger dquivalent dem Volumen, welches dem
Atom gewdhnlich zugeschrieben wird, und es treten sogar gewisse Ver-
dichtungen von % in der Nachbarschaft der Bourschen Bahnen auf.
Vom Standpunkte der klassischen Theorie miiSite die Auflésung eines
Elektrons bei seinem Eintritte in ein Atom dic Befreiung groBer Energic-
mengen bedingen; die Energic tritt aber in der Wellentheorie nicht
unmittelbar auf, da ihre Funktionen hier vollstindig der Frequenz
iiberantwortet werden. Wir halten es fiir wahrscheinlich, daB die
Weiterentwicklung dieser Gedanken zu einer volligen Umgestaltung
gewisser Probleme wie z. B. des Problems des gegenscitigen Aufhebens
von Protonen und Elektronen (§204) filhren kénnte.

Zum Schlusse muB noch hervorgehoben werden, daB das hier be-
sprochene Modell eben nichts weiter als ein neues Modell ist. Es stellt
ein niitzliches, aber (wahrscheinlich) giinzlich kiinstliches Hilfsmittel dar
zur Veranschaulichung derjenigen Phinomene, welche in der Matrizen-
mechanik von HEISENBERG, BorN und JorpaN und DIRAC einen all-
gemeineren Ausdruck finden. SCHRODINGER hat selbst nachdriicklich
betont, dall die Wellenausbreitung im Konfigurationsraume und nicht
im wirklichen Raume stattfindet; wenn wir in dicsem Falle noch in der
Lage waren, den Wellen dadurch eine Art physikalischer Realitit zu
verleihen, daB wir einen mit dem wirklichen Raume eng verbundencn
Konfigurationsraum benutzten, so bleibt die Wellenmethode doch
ebenso anwendbar auf Probleme, bei denen verallgemeinerte Koordi-
naten verwendet werden miissen, fiir die eine realistische Deutung
nicht maglich ist. Die neue Quantenmechanik ist im Anschlusse an
die Theorie der Spektren entstanden, in der die Probleme der Periodi-
zitdt naturgemiB die Hauptrolle spiclen. Eine Wellenanalyse cignet -
sich augenscheinlich gut zur Behandlung solcher Probleme; hieraus

folgt aber keineswegs, daB sie bei allen physikalischen Problemen iiber-
haupt die gecignetste sein wiirde. '

Bahnen mit groSen Quantenzahlen.

44, Hochtemperierte Materie enthalt, auBer den an die Atome
gebundencen Elektronen, eine Anzahl freier, von den Atomen losgelgster
Elektronen, die sich wie unabhingige Molekeln bewegen. Die Statistik
der gebundenen Elektronen wird naturgemif in der Form gegeben:
Anzahl der Elektronen in Bahnen der und der Quantenzahlen. Die
Statistik der freien Elektronen wird aber in der Form gegeben: Anzahl
der Elektronen, deren riumliche Lage und Geschwindigkeit in ge-
“wissen vorgegebenen Grenzen enthalten sind. Nun besteht ein auBerst
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wichtiger kontinuierlicher Ubergang von der Statistik der gebundenen
zu der Statistik der freien Elektronen, der aber verborgen bleibt, wenn
man sie nach verschiedenen Prinzipien klassifiziert. Unsere Aufgabe
wird in diesem Abschnitte darin bestehen, die Statistik der am
allerlosesten gebundenen Elektronen in einer solchen Weise-zu trans-
formieren, daB sie mit der Statistik der freien Elektronen vergleich-
bar wird.

Wie wir oben geschen haben, verhalten sich die Anzahlen der Syste-
me, die sich in zwei, den Energien y, und y, entsprechenden Zustinden

befinden, wie
g, e nIRT, go e %lRT

wo die Gewichte von den Zustinden, aber nicht von der Temperatur
abhingen. -Wir konnen daher in einer beliebigen Mannigfaltigkeit die
Anzahl der Systeme, die sich in dem Zustande mit der Energie #, be-
finden, gleich

Bg, ¢l RT (44.1)

setzen, wo' B eine Konstante ist, die von dem Umfange der Mahnig-
faltigkeit abhingt. .

Wir werden nun die Annahme machen, daf das Gewicht aller gequan-
telten Balnen dasselbe ist. Der innere Zusammenhang dieser Annahme mit
den Grundgedanken der statistischen Mechanik wird erst spiter er-
sichtlich werden. Das Gewicht jeder gequantelten Bahn wird gleich %
angenommen, wodurch die Einheit von ¢, die bis jetzt noch unbestimmt
gelassen war, nunmehr festgelegt ist.

-~ Betrachten wir wieder, wie im letzten Paragraphen, das aus einem

- Kerne und einem Begleitelektron bestehende System. Es sind dann
212 verschiedene Bahr_len mit der Hauptquantenzahl » vorhanden, so
daB g, = »? ist. '

Die Anzahl der Systeme mit der Energie 4, wird daher:

Bn?e-2nRT (44.2)
wo, nach (42.62) :

— In = K", K=2r*me 222, (44.3)

! Wenn wir die vierte Quantenzahl (%, — %) beriicksichtigen, muB das Ge-
wicht, wie wir es getan haben, gleich 1 angesetzt werden. Aber, auBer in den
allerneusten Untersuchungen, wird eine vierte Quantenzahl. nicht unterschicden,
und die beiden Bahnen vom Gewichte 2 werden wie eine einzige Bahn vom
Gewicht 1 behandelt. An anderen Stellen dieses Buches (so z. B. in § 48) werden
wir fiir die Quantenbahnen das Gewicht 1 annehmen; in solchen Fallen ignorieren
wir die vierte Quantenzahl. Der Hauptfchler der #lteren Theorie entstand aus
der Tatsache, daB8 zwei einquantige Bahnen experimentell erkannt waren, und
jeder das Gewicht 1 erteilt wurde. Diesec Bahnen werden aber nur durch die vierte
Quantenzahl voneinander unterschieden und miissen bei allen Untersuchungen,
in denen die vierte Quantenzahl nicht beriicksichtigt wird, wie eine einzige Bahn
behandelt werden.
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Elektronen mit sehr Kleinen negativen Energien entsprechen groBen
Werten von #z. Wir wollen # so groB wihlen, daB die Reihe der
Energiewerte praktisch in einen kontinuierlichen Bereich iibergeht.

Dann folgt aus (44.3)
2K

d In= 75 an s
so daB sich die Anzahl der ganzzahligen Werte von # im Bereiche d n
dem Werte
w3dy, 2K (44.4)
nihert.
Es sei nun
: g2=1—g2,
also, nach (42.7)
e=n'ln. (44.5)
Jedem ganzzahligen Werte von 2’ entsprechen 4 #' — 2 oder, mit ge-
niigender Anniherung, 4»' Bahnen. Jedem ganzzahligen Werte von %
entsprechen daher 4 #'d»’ Bahnen im Intervalle d»’. Nach (44.5) ist aber

w'dn' =n2e'de'. (44.6)
Aus (44.4) und (44.6) folgt fiir die Anzahl der Bahnen in einem Be-
reiche dy de’

;—l};dz,,-cinze’de’
und die Anzahl der Systeme, deren Elektronen in diesem Bereiche ent-
haltene Bahnen beschreiben, ist nach (44.1):

BZ;—: emEBT ' de' dy, (44.7)

45. Nach der Theorie der elliptischen Bewegung ist die Flichen-
konstante

a0 a ’
r = (ue =) = (uaert,

so daB, wenn w die transversale Geschwindigkeit bezeichnet:
o __ ([, dO\2  pae?
= (77{) g T
Es sei V die Gesamtgeschwindigkeit und « ihre radiale Komponente
(d7/df). Dann ist '

ag?
W=V —yp2=y2__ ,uTz

so daB in einer gegebenen festen Entfernung vom Kerne und fiir eine
vorgegebene Energie 7,

»

ud1¢=-—’:—:s'ds'. 4 (45.1)

Man beachte, da ¥ unabhingig von &’ ist, da die Energie 5’ nicht
enthilt.
Eddington, Aufbau der Sterne. : 6
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Nun ist die Zeit, die das Elektron bei ]edem Durchgange durch

eine Kugelschale 7 bis 7 4- dr in dieser verbrmgt ‘gleich d¢ = -17' ; und

nach dem dritten KEPLERschen Gesetze ist die Zeit einer halben Revo-
lution maijut. Jedes Elektron verbringt daher in der Kugelschale
den Bruchteil : .
1 3
pnEdr/matu

seiner Zeit. Indem wir die Anzahl der Elektronen (44.7) mit dem Bruch-
teile ihrer Zeit, den sie in der Kugelschale verbringen, mult1phz1eren,
erhalten -wir diec mittlere Anzahl der Elektronen, die sich in_jedem
Augenblicke in der Schale befinden. Unter Benutzung von (45.1) er-
halten wir fiir diese Anzahl

Bn rdr
—Te_h'lRTd/

~du. (45.2) .
:'rﬂz %

er bemerken zuerst, daB die Anzahl in einem Intervall du pro-
portional zu du ist. Dies zeigt, daf die Verteilung der Geschwindigkeiten
bei v sphirisch-symmetrisch ist. Die Gesamtgeschwindigkeit ¥ ist ja die-
selbe fiir alle Elektronen der Energie y,,.- Wir kénnen ferner annehmen,
daB um den Radius Kreissymmetrie herrscht!. Dann ist, bei vollstandlger
Kugelsymmetrie, die Anzahl der Geschwindigkeiten, die in einer zwischen
den Winkelabstinden O bis @ 4+ d@ (von der radialen Richtung ge-
messen) eingeschlossenen Zone liegen, proportional dem Flicheninhalte
der Zone 27 sin @d @, d. h. proportional zu d (cos O) und daher zu du,
da ja % = Vcos 6. '

Nun integrieren wir in bezug auf #. Da #' von 0 bis # geht, geht
€'.von 0 bis 1; w geht von 0 so weit es kann, nimlich bis ¥V, wobei das
{Ibrzeitige Aufhoren seiner Verinderlichkeit dadurch bedingt ist, daB
Bahnen mit zu schwacher Exzentrizitit ganz auBerhalb 7 liegen. Daher
dndert sich # von V' bis 0, und das Integral von du ist V. Das Resultat
der Integration ist somit

Bn
. z—xnlRT
& ¢ ay

ay' .
wm;= dzprtdr, . (45.3)

wo ¢ die Dichte der Elektronen bei # bedeutet, deren Energie in ein
Intervall dy, fallt2.
"~ Nach (42.61) und (42. 6" ist

wSjat = (2K m W

1 Dies konnte durch eine Betrachtung der Verteilung von cosi bewiesen
werden, erscheint aber auch so schon einleuchtend genug.

? Der Gebrauch des Wortes ,,Dichte ist bequem, jedoch darf micht ver-
gessen werden, daB die Schale r bis r +- dr fiir jedes Elektron auf einen anderen
Kern bezogen ist. Hier stellen wir uns diese Schalen als iibereinander gelagert vor.
‘Wir konnen auch, wenn wir wollen, statt einer groBen Anzahl von verschiedenen

_ Atomen, den zeitlichen Mittelwert fiir ein Atom betrachten.
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und wir k(‘innen, indem wir die Werte von x und K aus (42.1) und
(42.62) einsetzen, das Resultat (45.3) auf die Form bringen:

4 am?
e=B—g—enlRTYqy

Wenn — ¢ (r) die potentielle Energie des Elektrons bei r be-
deutet, die durch das Feld des Kernes bedingt wird, ist

In=—p )+ 3mV?2
dy,=mVayV.

und

Es ist daher
0=B % cnIRT 47 V2qy . (45.4)

Da wir gezeigt haben, daB die Geschwindigkeitsverteilung kugelsym-
metrisch ist, kénnen wir die Schale des ,,Geschwindigkeitsraumes“ in
gleich groBe rechtwinklige Elemente du dy dw zerlegen, genau so wie
eine Kugelschale 4 zx72dr in ihre Elemente dx d y dz aufgespaltet wer-
den kann. Die Dichte der Elektronen, deren Geschwindigkeiten zwi-
schen u,v,w und « + du, v + dv, w -+ dw liegen, ist dann
= B;’—;se-Z-/RTdudvdw ‘

und ihre Anzahl in einem Raum- und Geschwindigkeitsbereiche
dxdydzdudvdw ist

sl B;’—fe—zn/RI'dxdydzd1tdvdw. | (45.5)
Ein Vergleich mit (44.1) lehrt, daB das Gewicht, welches diesem Be-
reiche zugeschrieben werden mus, gleich

2 dxdydzdudvdw (45.6)

ist. Wir haben auf diese Weise eine Beziehung hergestellt zwischen
den Gewichten von Zustinden, die durch eine Raum- und Ge-
schwindigkeitsverteilung gegeben sind, und den Gewichten von Zu-
stinden, die durch Angabe von Quantenbahnen definiert sind.

.Wenn wir in (45.5) 4, =— Y+ 3 (u? 4 v2 w?%) schreiben,
sehen wir, daB diese Elektronen mit kleiner negativer Energie genau
ebenso das MAXwELLsche Gesetz befolgen, wie freie Elektronen mit
positiver Energie. N : '
. | Tonisation,

46. Wir wollen nun annehmen, daBin der oben betrachteten Mannig-
faltigkeit auch freie Elektronen vorhanden sind, deren Verteilung in den
Gebieten, in denen das Potential gleich Null ist, die Dichte o, besitzt.
Nach dem MaxwELLschen Gesetze ist dann ihre Anzahl in einem Be-
reiche dxdydzdudvdw! ’ : :

‘ ! Die Konstante (m[2z RT)T wird erhalten, indem man das Integral {iber
alle Werte von #, v, w der GroSe godxdydzs gleichsetzt. =W

6*
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(27:%—?)%0'0 et u)2RT dy gy dzdudv dw

und allgemeiner ist die Anzahl in den Gebieten, in denen das Potential
nicht gleich Null ist,

(557)  oer/R2dxdydzdudodo, | (46.1)
wo % die kinetische und potentielle Energie bedeutet.

"~ Wir haben nun zwei Formeln (45.5) und (46.1) fiir die Berechnung
der Verteilung der Elektronen mit der Energie Null, je nachdem wir
die Energie Null als den Grenzwert der kleinen negativen oder der
kleinen positiven Energien betrachten. Es erscheint verniinftig an- -
zunehmen, daB beide Formeln iibereinstimmende Resultate ergeben
miissen. Wir haben also hierin ein Mittel, um die Konstante B durch
die Konstante o, auszudriicken. Wenn die Konstanten in den beiden
Formeln einmal zur Ubereinstimmung gebracht sind, dann erhalten
wir einen vollkommen kontinuierlichen Ubergang bei der Energie Null.
Die klassische Formel (46.1) versagt nicht sofort, wenn man sie auf
gebundene Elektronen anwendet, die schon Quantenbedingungen unter-
worfen sind; nur wenn 7 klein wird, zeigt sich die Abweichung. Dies
ist ein Beispiel fiir die Giiltigkeit des Korrespondenzprinzips, welches
behauptet, daB sich die Quantengesetze mit wachsendem # den klassi-
schen Gesetzen als Grenze nihern.

Bei der Formulierung der erwihnten Kontinuitit miissen wir mit
groBer Vorsicht vorgehen, weil unsere Untersuchung von vornherein
auf den Fall beschriinkt war, in dem nur ein einziges Elektron an den
Kern gebunden ist. Wir miissen daher den kontinuierlichen Ubergang
betrachten von der Anzahl der aus einem Kern und einem gebundenen
Elektron bestehenden Systeme, in einem gegebenen Volumenelemente,
zu der Anzahl der aus einem zonisierten Kerne und einem freien Elektron
gebildeten Systeme in einem entsprechenden Volumenelemente. Es sei
N die Anzahl der Kerne mit hochstens einem gebundenen Elektron,
und N x die Anzahl derjenigen unter ihnen, die kein gebundenes Elektron
haben. Dann ist die Anzahl der Systeme ohne ein gebundenes Elektron,
aber mit einem freien Elektron im Bereiche d xdydzdu dvdwnach (46.1)

Nx (2 RT) Goe? BT dxdydzdudvdw

und diese muB kontinuierlich in die durch {45.5) gegebene Zahl iiber-

gehen. Wir haben daher:

3 m \3
B TE =Nz (m—i_‘) *0g . (46.2)

A Die Anzahl N (1 —x) der Systeme mit nur ecinem gebundenen
Elektron wird erhalten, indem man (44.2) iiber alle méglichen Bahnen
dieses Elektrons summiert. Es ist also

N(1—x)=B {g-lx/RT+ 4 7elRT 4o oo L g20—2rdBT | .. } (46.3)
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Aus (46.2) und (46.3) folgt
2

(1—x)/x=0a, (ﬁﬁ)"} {g—n/RT +dexRT ... i (46.4)

wodurch die Ionisation x bestimmt wird, wenn die Temperatur T und
die Dichte der freien Elektronen ¢, gegeben sind.

Formel (46.4) entspricht der modernsten Erkenntnis in der Unter-
scheidung von Quantenbahnen. Die iltere Form der Tonisationsgleichung
war

2

(1—x)/x =0, (h:ﬁ)g{2g-z:/RT+65~121RT+...+,(,+ 1)e~#/RT4....} (46.4a)

wobei das Gewicht der #-quantigen Bahn gleich # (n 4 1) statt 2
angenommen wurde. Alle bis jetzt erfolgten Anwendungen der Glei-
chung beruhen auf dem gegenwdrtig iberholten Systeme von Ge-
wichtenl, .

47. Trotzdem wir nur ein einziges, besonders einfaches System be-
trachtet haben, ist die mit seiner Hilfe abgeleitete Formel (46.2) in
allen Fillen giiltig. Die betrachtete Mannigfaltigkeit braucht kein
einziges solches System zu enthalten — kein einziges bis auf das letzte
Elektron ionisiertes Atom oder keines, das von Stérungen durch freie
Elektronen oder Nachbaratome geniigend frei wire. Es besteht aber
immer eine Wahrscheinlichkeit. fiir das Vorkommen eines solchen
Systems, und diese Wahrscheinlichkeit, so unendlich klein sie auch-sein-
mag, geniigt, um die Formel zu rechtfertigen. (Es kann nur eine Glei-
chung geben, dic B als Funktion von g, bestimmt, so viele verschiedene
Systeme die Mannigfaltigkeit auch enthalten mag, und daher miissen alle
Systeme dasselbe Resultat ergeben wie das einfache System, fiir das wir
dic Uberlegung vollstindig durchfiihren konnten. Hieraus folgt insbeson-
dere, daB fiir jede beliebige Atomart das Gewicht eines Raum-Geschwin-
digkeitsbereiches fiir gebundene Elektronen sich der Grenze (45.6) nihern
muB, wenn sich die negative Energie dem Werte Null nihert. Um diese
SchluBfolgerung zu prizisieren, definieren wir als ein System A ein
solches System, welches aus einem Kern besteht und cinem an diesen
gebundenen Elektron mit (auf den Kern bezogenen), zwischen x, ¥, z und
x+dx, y+dy, z4+-dz liegenden Koordinaten und einer im Intervalle

+ dudv dw liegenden, einer kleinen negativen Energie entsprechenden Ge-
schwindigkeit, wenn sich innerhalb einer Entfernung 6 vom Kern kein an-
derer Kern oder Elektron befinden. Ein SystemderKlasse Bseicinsolches,
in dem éin Kern und ein freies Elektron vorhanden sind, mit analog

! In der englischen Ausgabe sind durchweg die &lteren Gewichte benutzt
worden. Es schien mir wiinschenswert diesen Abschnitt durch Einfiihrung der
modernen Gewichte zu verbessern, um die richtige Ionisationsgleichung zu er-
halten. Diese Anderung konnte aber natiirlich nicht mehr bei allen, an anderen
Stellen dieses Buches beschriebenen Anwendungen der Gleichung durchgefiihrt
werden, so daB bei diesen meistenteils auf die Form (46.4a) Bezug genommen wird.
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definierten Koordinaten und einer in einem gleich groBen Intervalle
liegenden Geschwindigkeit, die aber einer kleinen  positiven Energie
entspricht, vorausgesetzt, daB innerhalb der Entfernung 6 kein anderer
Kern oder Elektron liegt. Unser Postulat lautet, daB die Anzahl der
Systeme A4 kontinuierlich in die Anzahl der Systeme B iibergeht. Der
Faktor, der die Relativzahl der durch Eindringen fremder Materie in
die Kugel vom Radius ¢ verdorbenen Systeme gibt, wird fiir beide
Klassen derselbe sein. Da & beliebig groB gewihlt werden kann,
behilt die fiir ungestdrte Systeme durchgefuhrte Rechnung ihre
Giiltigkeit.

Fir komplizierte Systeme muB (46.3) abgeindert werden, und wir
miissen (46.4) in der allgemeineren Form schreiben

(1—2x)/x =0, (B22xmRT) {q, e‘éx/M'—i—q e—h/M'—l- 1. @71.1)

Hler bezmht sich % auf die Systeme, bei denen ein bestimmtes Elektron
%1, — 2 usw. die Energien bedeuten, die zu seiner
Entfernung aus der normalen und den verschiedenen hoheren Bahnen
erforderlich sind. Streng genommen sind ¢, g - . alle gleich ein Halb,
da in einem komplizierten Systeme keine zwei Bahnen genau dieselbe
Energle haben werden; in der Praxis fassen wir aber oft die Bahnen
mit derselben Hauptquantenzahl zusammen, wobei wir die kleinen
Unterschiede von j vernachlissigen. Wir miiBten, streng genommen,
auch die Systeme, in denen andere Elektronen als dasjenige, dessen
Loslésung betrachtet wird, angeregt sind, als besondere Systeme be-
handeln, da ihre Anregung die Energien y,, #, etwas verindern wiirde;
in der Praxis ist es aber kaum notig, diesen Umstand zu beriicksich-
tigen. Die Anregung der anderen Elektronen findet unabhingig davon
statt, ob das betrachtete Elektron vorhanden ist oder nicht, d. h. daB
die angeregten Systeme sowohl in N (1 — #) als auch in N x enthalten
sind. Unsere Annaherung schlieBt also die angeregten Systeme nicht
aus, obwohl sie ihr Vorkommen nicht ganz streng beriicksichtigt, in-
dem sie ihre Energiestufen mit denen der normalen Systeme zusammen-
wirft. :

Wenn wir eine Anzahl 7 von Elektronen in symmetrischen Bahnen
haben, so da8 dieselbe Energie — y zu ihrer Loslésung aus dem Systeme
erforderlich ist, wiirde es unbequem sein, diese Losldsungen als 7 verschie-
dene Tonisationen zu betrachten. Es sei z. B. N die Anzahl der Atome,
die ihre M-Elektronen und alle hoheren Elektronen verloren haben. Teilen
wir diese in N' (1 — x) Atome ein, die ein bezeichnetes L-Elektron beibe-
halten, und Nx in bezug auf dieses Elektron ionisierte Atome, dann
wird x durch (47.1) gegeben; es ist fiir uns aber viel interessanter, sie
in N (1—y) Atome einzuteilen, die noch alle L-Elektronen besitzen,
und Ny in bezug auf ein nichi-bezeichnetes L-Elektron ionisierte
. Atome.
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Bei der Behandlung der N (1 — ) nichtionisierten Atome muB die
Verhiltniszahl der Atome mit einem stark angeregten L-Elektron in
einem vorgegebenen Raum-Geschwindigkeitsbereiche mit ¢ multipliziert
werden, da ja jedes der 7 Elektronen dieser Gruppe, das zufillig in diesen
Bereich fillt, mitgezahlt werden muB. Um die oben betrachtete Konti-
nuitit mit den ausionisierten Atomen und freien Elektronen bestehenden
Systemen zu erzielen, miissen wir auch rmal mehr Systeme letzterer Art
haben. Die Ubereinstimmung kann augenscheinlich dadurch erreicht
werden, daB wir in den oben stehenden Gleichungen g/t statt g,
schreiben. (Wir schreiben jedem der L-Elektronen virtuell einen Teil 1/t
des Partialdruckes der freien Elektronen zu, so daB scine hoch ange-
regten Zustinde kontinuierlich in seinen Anteil an der Verteilung der
freien Elektronen {ibergehen.)

Wenn wir diese Substitution in (47.1) machen, erhalten wir dem-
entsprechend: ’ "

l;—y =2 (#2mRT)} (g, e BT 4 ... (47.2)

Bei komplizierten Systemen ist die Berechnung von 7 e W
nicht mehr streng durchfiihrbar, und die theoretische Abschitzung
dieser GroBen beruht zum Teile auf hypothetischen Annahmen. Eine
gewisse Menge experimentellen Wissens steht aber fiir die meisten
Elemente schon zur Verfiigung. Insbesondere sind die Werte von ¥
fir die Hauptniveaus bei vollstindigen Atomen aus Messungen der
Frequenzen der bei Ubergingen gemiB (36.1) emittierten Strahlung
bekannt. Inwieweit diese Werte bei den unvollstindigen Ionen modi--
fiziert erscheinen, kénnen wir nur, so gut ‘es geht, abschiitzen. Einé
scheinbare Schwierigkeit entsteht aus der Tatsache, daB die Reihe auf
der rechten Seite von (46.4) divergent ist, da die Exponenten fiir gro8e
Werte von 2 der Einheit zustreben, so daB sich die Reihe wie Z#2 ver-
hilt. Die hoheren Glieder der.Reihe sind aber fiktiv. Die Halbachse
der Bahn wichst proportional zu 1%, so daB sich die Bahnen, welche
groBen Werten von 2 entsprechen, in Gebiete erstrecken, die nicht mehr
dem iiberwiegenden Einflusse der Anzichung des Kernes unterliegen. °
Die Reihe in (47.1) ist also in Wirklichkeit nicht unendlich, sondern bricht
bei einer groBten Bahn ab, jenseits der er das Elektron als einem anderen
Atome angehorig zu betrachten ist. Die willkiirliche Vereinbarung,
durch die diese Grenze festgesetzt wird, muB auch auf die linke Scite
der Gleichung Anwendung finden, da wir nur dann entscheiden konnen,
ob ein Atom ionisiert ist, oder nicht, ‘wenn wir eine bestimmte Regel
besitzen, um jedes entlegene Elektron mit negativer Energie dem ihm
zugehdrigen Kerne zuzuweisen. Die einfache Berechnungsmethode ist
aus drei Griinden unzulinglich: 1. das Feld des Kernes wird durch die
-ihn umgebenden (freien oder gebundenen) Elektronen abgeschirmt,
2. die Periodizitit ist unvollkommen, wodurch die Quantelung ver-
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wischt wird, 3. es wird jedes Raumgebiet mehrmals gezihlt, als ein
Teil des Feldes eines jeden Kernes der Mannigfaltigkeit?,

Beispiele fiir die Anwendung von (47.1) auf die Berechnung des
Tonisationsgrades bei gegebener Temperatur und Dichte sind in dem
zehnten Kapitel gegeben.

Theorie der Gewichte von Zustinden.

48. Es scien ¢;,¢p ..., 1, 0s... die HaMirTonschen Variablen,
die den Zustand eines Systems zu einer Zeit s bestimmen und den
Gleichungen (42.3) geniigen. Der Bequemlichkeit halber nehmen wir
ihre Anzahl, wie in §42, gleich sechs an, die Betrachtung bleibt aber
fiir eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden dieselbe.

Fassen wir die in dem Bereiche ¢; bis g, + 8¢, . .. p, bis p, + 65,
enthaltenen Zustinde ins Auge. Einen solchen Bereich werden wir
eine Zelle nennen, und das Volumen V der Zelle durch

V'=09,"69,09;0p, 0,6 p;
definieren, oder allgemeiner, fiir eine Zelle beliebiger Gestalt durch:

V=ffffff’i%d%d%‘libxdﬁzdﬁs- (48.1)
Wenn die Quantelung vollkommen ist, konnen wir den ganzen
Variabilititsbereich der Koordinaten in Einheitszellen einteilen, so dafB
jede Zelle nur eine einzige Quantenbahn enthilt?. Dies kann in der
Weise geschehen, daBl man dg, einem vollstiandigen Zyklus von g, ent-
sprechen 1aBt, und 65, — einer Zunahme der zugehérigen Quantenzahl
um den Betrag 1 (die man am zweckmiBigsten so wahlt, daB die ganze
Zahl der Mitte der Zelle entspricht). Es ist also zu setzen:

ffdﬁ1d91=f({’1+6?1) d%"‘fﬁld%»

=(m+Hh—(m—3)h, (nach 42.4)
= g
Fir eine Einheitszelle ist daher:
V=173, (48.2)

Wir haben schon oben die Hypothese eingefiihrt, daB alle Quanten-
bahnen dasselbe Gewicht haben. Wir wollen das nun als einen Spezial-

! Es muf betont werden, daB das Versagen von (46.4) in keinem Widerspruche
zu dem steht, was iiber die allgemeine Giiltigkeit von (46.2) gesagt worden ist.
* Gleichung (47.1) gilt ganz allgemein, unter der Bedingung, daB die Ionisations-
energien 7, 7, ... unter Beriicksichtigung der tatsichlichen Verhiltnisse fiir die
Atome berechnet werden; sie konnen daher von den fiir isolierte Atome giiltigen
Werten verschieden sein. -

t Streng genommen enthalt die Zelle zwei Bahnen, jede vom Gewicht %,
aber die vierte Quantenzahl wird ignoriert, wenn nur drei Freiheitsgrade betrachtet
werden. .
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fall der allgemeineren Hypothese: betrachten, daB alle Zellen vom
Volumen /%3 das gleiche Gewicht (eins) haben, so daB fiir groBe Zellen

qg=V/h (48.3)
ist.

Wenn keine Quantelung vorhanden ist (wie bei der nichtperiodischen
Bewegung), sind die Zustinde, und daher auch das Gewicht, kon-
tinuierlich iiber die Zelle verteilt. Wenn die Periodizitit unvollkommen
ist, konzentriert sich das Gewicht gegen die in der Zelle enthaltenen
Quantenbahnen. Bei vollkommener Periodizitit ist es vollstindig in
den Quantenbahnen konzentriert.

Bei einem in einem elektrischen Felde beweglichen Elektron geniigen
die rechtwinkeligen Koordinaten #, v,z und die entsprechenden Im-
pulse a1, mv, mw den HamiLToNschen Gleichungen und kénnen als
Variable g, . . . p, gewihlt werden. Es ist daher nach (48.1)

V=m3ffffffdxdydzdudvdw

g=%§fffff dxdydzdudvdw. . (48.4)

Dieser Ausdruck ist mit (45.6) identisch, aber nicht mehr auf den
speziellen, dort betrachteten Typus von Systemen beschréinkt. Wegen
der hier gemachten allgemeineren Annahme ist (48.4) im allgemeinen
sowohl auf gebundene als auch auf freie Elektronen anwendbar, mit der
Einschrinkung, daB, wenn Periodizitit vorhanden ist, die Zelle gro8
genug sein muB, um die durch die Quantelung verursachte zackige
Verteilung der Gewichte auszuglitten.

49. Es ist notwendig zu zeigen, daB das Volumen ciner Zelle in-
variant ist, d.h. daB es von der speziellen Wahl der Koordinaten
g1 - - - P3 — wenn sie nur den HamiLToNschen Gleichungen geniigen —
nicht abhingt. Wire nimlich das Volumen der Zelle nicht invariant, dann
wiéren die auf ihm beruhenden Gewichte, und daher auch die Quantelung,
nicht eindeutig. Fir die mit der Tensorrechnung vertrauten Leser
ist der nachfolgende Beweis wahrscheinlich der einfachste. ,

Wir schreiben gy, g5, gg fiir py, ps, p3, so daB die HaiLTONschen
Gleichungen (42.3) die Form annehmen:

und folglich

271 IO TANNIN o S0 H
ds ~ dq,’ ds  dq
oder in tensorieller Schreibweise:
JdH dg,

(49.1)

aT“ =Quy G 0
wo
@uy=5(p—v) wenn dieser Ausdruck gleich -1 ist,
und : (49.2)
au, =0 in allen anderen Fillen.
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LY

Betrachten wir nun eine allgemeine Koordinatentransformation (die
nicht -auf Hamirtonsche Koordinaten beschriinkt ist) und lassen wir
a,, einen kovarianten Tensor sein, mit den Werten (49.2) in unserem
urspriinglichen Systeme. Da H und s Invarianten sind, werden dH /dq,
und dg,/ds kovariante bzw. kontravariante Vektoren : sein. (49. 1)
ist daher eine Tensorgleichung und gilt fiir alle Koordinatensysteme.
Unter diesen sind die moglichen HamMILTONschen Systeme durch die Be-
_ dingung ausgezeichnet, daB sich a,, in seine urspriinglichen Werte
transformiert. Wenn |a.,| die aus den Elementen von a,, gebildete
Determinante bezeichnet, ist!

J Ve -av
invariant fiir alle Koordinatensysteme und, da |a,,| denselben Wert
hat fiir alle HamMILTONsChen Systeme, folgt hieraus b

, i Jav
— invariant fiir alle HAMILTONschen Koordinaten, wodurch das Theorem
bewiesen ist. '

"Es sei noch bemerkt, daB sich die HaMiLToNschen Koordinaten in
der Mechanik von allgemeinen Koordinaten in #hnlicher Weise unter-
scheiden wie in der Geometrie die GALILEIschen Koordinaten (unbe-
schleunigte rechtwinkelige Koordinaten und die Zeit) von den allge-
meinen Koordinaten, nimlich dadurch, daB fiir sie ein Fundamental-
tensor, der das Kontinuum charakterisiert, gewisse einfache numerische
Werte annimmt. 7

. Die K- und L-Niveaus.

50. Wenn der Kern von mehr .als einem Elektron begleitet wird,
finden gegenseitige Storungen statt, deren Gesetze noch nicht formuliert
worden sind. Das Atommodell 38t sich nicht bis in alle Einzelheiten
ausfithren, aber cine gewisse Kenntnis der Anordnung der Elektronen
konnte doch mit Hilfe von experimentellen Daten gewonnen werden.

Trotzdem die Stérungen recht betrachtlich sein kénnen, besteht eine
ein-cindeutige Beziehung zwischen den gestérten undungestérten Bahnen,
und die Anzahl der den verschiedenen Quantenzahlen entsprechenden
Bahnen ist dieselbe wie in dem einfachen Falle eines von nur einem
Elektron begleiteten Kernes. So verwickelt die Struktur des Atoms
sonst auch sein mag, ist die Anzahl der Bahnen, die der Hauptquanten-
- zahl 2 entsprechen, immer gleich 22, und die Anzahl der Bahnen
vom Typus (i, #') ist 42’ — 2. Jedes Elektron im Atome muB ecine
- Bahn beschreiben, deren quantenmiBige Definition von derjenigen aller
anderen Bahnen verschieden ist, so daB ein Atom nicht mehr als 2 Elek-
tronen in 1-Quanten-Bahnen, nicht mehr als 8 in 2-Quanten-Bahnen,
als 18 in 3-Quanten-Bahnen usw. besitzen kann.

1 Eppincroxn: Relativititstheorie in mathematischer Behandlung, §§ 48, 49.
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Bei normalen Atomen, die nicht durch hohe Temperatur angeregt
sind, gehen die zwei ersten Elektronen in 1-Quanten-Bahnen und die
folgenden acht Elektronen in 2-Quanten-Bahnen. Die Elektronen dieser
zwei Gruppen heiflen bzw. K- und L-Elektronen. Diese Struktur ist
bei Neon (Z = 10) abgeschlossen und bleibt, als ungestérte Grundlage,
auch bei allen hoheren Elementen erhalten. Die M -Elektronen in
3-Quanten-Bahnen erscheinen zuerst bei Natrium (11) und erreichen
ihre abschlieBende Zahl 8 bei Argon (18), worauf 4-Quanten-Bahnen
in Erscheinung treten. Aber im Gegensatze zur K, L-Struktur wird
die M-Struktur spiter abgeindert und erst bei Kupfer (29) auf 18 Elek-
tronen erweitert. In dhnlicher Weise erreicht die Zahl der N-Elektronen
in 4-Quanten-Bahnen bei acht einen vorliufigen AbschluB, um erst
spiter auf 18 und dann auf 32 anzusteigen.

In einem Sterne ist die Ionisation so stark, daB nur “emge Kerne
imstande sind, mehr als zehn Elektronen zu behalten. Unser Interesse
beschrinkt sich daher auf die K- und L-Struktur. Beziiglich der L-
Elektronen muB daran erinnert werden, daB es zwei Arten von .
2-Quanten-Bahnen gibt, je nachdem die-Nebenquantenzahl 2’ gleich 2
oder gleich 1 ist. Dementsprechend unterscheiden wir 2, oder kreis-
formige Bahnen und 2; oder elliptische Bahnen. Die vollstindige
Struktur besteht aus zwei Elektronen in elliptischen Bahnen und sechs
Elektronen in kreisférmigen Bahnen. Die K-Bahnen sind notwendig
kreisférmig (1,-Bahnen). Um z. B. ein K-Elektron aus dem Atomver-
bande zu entfernen, ist eine gewisse Arbeitsmenge Wy erforderlich
und dieses Wy kann aus dem Experimente ermittelt werden. Wenn
nimlich Strahlung der Frequenz » durch die Materie hindurchgeht, wird
das Quant /v nur dann eine geniigende Energie besitzen, um das Elektron
herauszureilen, wenn 7w > 1V gist. Findet die Entfernung des Elektrons
wirklich statt, dann wird das Strahlungsquant absorbiert, wobei die etwa
vorhandene iiberschiissige Energie dem befreiten Elektron als kinetische
Energie mitgeteilt wird. Wenn aber v < Wy ist, kann das Elektron
nicht herausgerissen werden, und die Strahlung geht durch, ohne eine Ab-
sorption zu erleiden, — wenigstens soweit dieser spezielle Absorptions- :
mechanismus in Betracht kommt. Die kritische Frequenz vz = Wg/h
ist im Spektrum durch eine scharfe Absorptionskante gekennzeichnet,
so daBB vg und Wy aus spektroskopischen Messungen ermittelt werden
konnen. AuBer bei den leichtesten Elementen liegen 7z und vz im Rént-
gengebiete. Die durch eine solche Ionisation im K-Niveau entstehende
Liicke kann durch Einfangen eines freien Elektrons unter Emission der
entsprechenden Strahlung wieder ausgefiillt werden. Bei Laboratoriums-
versuchen sind aber freie Elektronen nur spirlich vorhanden, und bevor
das Atom Zeit gehabt hat, ein solches einzufangen, fillt gewdhnlich ein
Elektron aus einem hoheren Niveau in die Liicke ein und fiillt diese
aus. Im Anschlusse hieran fallen dann gewshnlich noch weitere Elektro-
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nen aus hdheren in tiefere Niveaus, bis die Liicke schlieBlich in das
héchste Niveau hiniibergewandert ist, wo sie bis zum Einfangen eines
freien Elektrons bestehen bleibt. Wenn der erste Fall aus dem L-Niveau
erfolgt, ist die Differenz der Energien des Atoms vor und nach dem
Falle Wxr— W, und diese muB in Form eines Quants. der Frequenz
- (Wg— W)/l ausgestrahlt werden. Die Linien, welche den verschie-
denen moglichen Fillen entsprechen, bilden das Réntgen- (Emissions-)
- Spektrum des Elementes. Die Ausmessung dieser Linien liefert
ein weiteres Material fiir die Bestimmung der Energiekonstanten
Wg, Wi usw.

- Die scheinbare Dissymmetrie zwischen Absorption und Emission
von Rontgenstrahlen ist eine Folge der kiinstlichen Erzeugung dieser
Strahlen bei niedriger Temperatur in terrestischen Experimenten. Im
Inneren eines Sternes besteht thermodynamisches Gleichgewicht;
Ionisation und Einfangen, Fall und Aufstieg kommen gleich haufig vor.
Es findet sowohl Linienabsorption als Linienemission, sowohl konti-
nuierliche Emission mit Emissionskanten als kontinuierliche Absorption
mit Absorptionskanten statt. :

Die zur Entfernung eines L-Elektrons aus dem Atomvérbande not-
wendige Energie ist etwas verschieden, je nachdem das Elektron aus
einer kreisférmigen oder einer elliptischen Bahn entnommen wird. Folg-
lich muB es zwei L-Niveaus geben. Die Beobachtung zeigt, daB in Wirk-
lichkeit drei L-Niveaus vorhanden sind, die man mit L,,L, und L,
bezeichnet, wobei L, das tiefste, d. h. das dem K-Niveau am nichsten
benachbarte Niveau bedeutet. In bezug auf die richtige Klassifizierung
der L-Niveaus hat lange Zeit eine ziemlich groBe Unsicherheit geherrscht ;
in dem Augenblicke, in dem diese Zeilen geschrieben werden, scheint
aber die Schwierigkeit schon behoben zu sein. Es scheint, daB L, den
elliptischen Bahnen entspricht, wihrend L; und L, beide zu der Kreis-
bahn 2, gehéren und durch eine dritte Quantenzahl voneinander unter-
schieden werden. ]

Hier muB noch ein fiir astronomische Anwendungen méglicherweise
wichtiger Punkt beriihrt werden. Elektronen, die aus den L;- und L,-
Niveaus in das K-Niveau fallen, erzeugen ein Emissionslinienpaar, in
dem die dem L,-Niveau entsprechende Komponente die intensivere ist.
Eine Emissionslinie, die L, entspriche, tritt aber iiberhaupt nicht auf.
Hieraus ziehen wir den SchluB, daB Spriinge aus den elliptischen
Bahnen, wenn tiberhaupt, dann nur duBerst selten stattfinden. Dies
entspricht dem ,,Auswahlprinzip*, welches die optischen Spektra (§ 51)
und die molekularen Spektra (§ 244) beherrscht, und besagt, daf§
sich die zweite Quantenzahl bei allen Ubergingen um -+ 1 #ndern
muB, so daB ein Sprung aus einer 2;-Bahn in eine’ 1,-Bahn aus-
geschlossen ist. Von diesem Resultate werden wir in § 166 Gebrauch
machen.
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Das folgende Beispiel gibt einen Begriff von der GréBe der Stérun-
gen, welche die Elektronen eines Atoms aufeinander ausiiben. Wir
betrachten einen Eisenkern, der nur noch von einem K-Elektron be-
gleitet ist, nachdem alle {ibrigen Elektronen entfernt worden sind. Die
Ionisationsenergie wird erhalten, indem man in (42.62) n =1, Z = 26

setzt, Die entsprechende Wellenlinge erweist sich gleich 1,35 A. Die

K-Absorptionsgrenze liegt aber fiir Eisen bei 1,74 A. Der Unter-
schied rithrt daher, daB wir im ersten Falle den nackten Eisenkern
betrachtet haben, wihrend wir es im zweiten Falle mit dem vollstiin-
digen Eisenatome zu tun haben. Nun ist die Wellenlinge der beobachte-

ten Grenze fiir Kupfer (Z=29) 1,38 A, dh praktisch gleich der fiir den
Eisenkern theoretisch berechneten Grenze; wir kénnen daher annehmen,
daB die Begleitelektronen des Kupferatoms die positive Ladung des
Kernes um etwa drei Einheiten abschirmen, insofern sie fiir die Be-
wegung eines K-Elektrons in Betracht kommen. Betrachten wir ferner
einen Platinkern (Z = 78) mit zwei K-Elektronen und einem L-Elektron.
Da die K-Elektronen verhiltnismiBig sehr nahe am Kerne liegen,
kann man annehmen, daB sie dessen Ladung um zwei Einheiten schwi-
chen, und die Ionisationsenergie des L-Elektrons kann daher aus (42.62).
gendhert erhalten werden, wenn man dort # = 2, Z = 76 setzt. Die

entsprechende Wellenlinge ist 0,63 A, der beobachtete Wert fiir das

vollstindige Platinatom ist aber 1,07 ;X, so da8 auch hier offenbar eine
betriachtliche Abschirmung stattfindet.

In gewissem Sinne ist die Tonisationsenergie 1V nicht unmittelbar an
das Elektron gebunden, das aus dem Verbande entfernt wird; sie stellt
vielmehr die Differenz der Energien des gesamten Atoms dar vor und nach
der Entfernung. Man kénnte glauben, da8 ein betrichtlicher Teil dieser
Differenz auf die Anderung der Quantelung der Bahnen der anderen
Elektronen im verinderten Kraftfelde entfallen miiBte. Es gibt aber
in der Quantentheorie ein wichtiges Prinzip — das adiabatische Prinzip
— welches besagt, daB diese neue Quantelung wihrend der Loslésung
des Elektrons automatisch erfolgt, und keine Nachwirkung letzterer
ist. Wenn z. B. ein gleichférmiges magnetisches Feld langsam erzeugt
wird, verwandeln die wihrend seiner Entstehung wirkenden klassischen
elektromagnetischen Krifte die Bahnen der Elektronen in neue
" Bahnen, die den von den neuen Bedingungen verlangten Quante-
lungsregéln entsprechen; die erkung des magnetischen Feldes
zerfallt nicht in zwei Effekte, eine klassische Stérung und eine
neue Quantelung. In gleicher Weise kann die Entfernung eines
Elektrons nicht in eine progressive Stérung und eine endgultlge
Anpassung zerlegt werden.

SchlieBlich darf nicht {ibersehen werden, daB das Boursche Atom nur
¢in Modell und kein naturgetreues Bild des Atoms ist, trotzdem wir es in
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den’ meisten Fillen als ein solches betrachten. "Niemand hat diese

Einschrankung mit groBerem Nachdrucke betont, als Prof, Bour selbst.

Der Versuch, die Theorie von ihren geometrischen Fesseln zu befreien,

hat zwar schon zu einem gewissen Erfolge gefiihrt, es ist fiir uns aber
heute noch unmaglich, ganz ohne das Modell auszukommen. °

Optische Spektra.

51. Die chemisch indifferenten Gase Helium, Neon, Argon usw.
bezeichnen die (voriibergehende oder endgiiltige) Vollendung der K, L,
M ... Schalen von Elektronen. Die unmittelbar auf die Edelgase folgen-
den Elemente besitzen ein ziemlich lose gebundenes Elektron, mit dem
jeweils eine neue Schale anfingt; dieses wird das Valenzelektron genannt
und bedingt ihr chemisches Verhalten als monovalente Elemente. Thnen
folgen die divalenten Elemente, mit zwei losen Elektronen usw.

Die Linien, welche das optische Spektrum eines Elements bilden,
werden gewshnlich beim Ubergang eines Valenzelektrons -aus einer
gequantelten Bahn in eine andere absorbiert oder emittiert.

Die Kompliziertheit des Spektrums wichst mit der Zahl der Valenz-
elektronen, und der hier zu erstattende Bericht bezieht sich daher
‘hauptsiichlich auf Elemente oder Ionen mit einem oder zwei Valenz-
elektronen. Wie in § 42, beschreiben wir die Bahn eines Elektrons mit
Hilfe von zwei Quantenzahlen # und #»’, wobei 7’ = n. Die dritte
Quantenzahl wird zunichst vernachlissigt werden. Den Bahnen im
normalen Atome schreiben wir die Zahlen 5, ' = (1,1), 2,1), 3,1)...
zu, je nachdem das Valenzelektron die K,L,M...Schale eroffnet.
Die moglichen Bahnen zerfallen in eine Anzahl von Serien. Wenn wir
z.B. Natrium nehmen, bei dem die normale Bahn des Valenzelektrons eine
(3,1)-Bahn ist, sind die Serien, in der gebriuchlichen Bezeichnungsweise:

S-Serie (3,1), (4,1), (5,1), (6,1), (7,1),...
. P-Serie (3,2), (4,2), (5,2), (6,2), (7,2), ...
‘D-Serie (3,3), (4,3), (5,3), (6,3) (7.3), ...
F-Serie (4,4), (54), (6,4), (7.4), ...
= : (5,5), (6,5), (7,3), ...

Die méglichen Ubergange zwischen diesen Bahnen werden durch das
schon oben erwihnte Auswahlprinzip gegeben, welches verlangt, da8
sich #" um + 1 oder — 1 dndern soll. Hieraus folgt, daB es keine Uber-
gidnge zwischen Bahnen innerhalb derselben Serie geben kann; das
Elektron muB zu einer, in der nichstbenachbarten oberen oder unteren
Zeile enthaltenen Bahn iibergehen?,

! Die ScHrODINGERSChe Theorie (§ 43, a), in der #/ — 1 oder k die Ordnungs-
zahl der in Betracht kommenden Kugelfunktion bedeutet, liefert eine ecinfache
Erklirung fitr das Auswahlprinzip., Als Quelle der Emission wird die Kombination
py” zweier unabhingiger Wellensysteme v und o’ betrachtet; das Hinundher-
schwanken dieser Quelle in der »-Richtung erzeugt die in der x-Richtung polari-
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Bei praktischen Untersuchungen werden in erster Linie Emissions-
spektren studiert. Wenn infolge elektrischen Bombardierens ein Elektron
in eine der oben aufgeziihlten angeregten Bahnen geriit, wird es ge-
wohnlich vorziehen, in das allerniedrigste mit dem Auswahlprinzip ver-
tragliche Energieniveau zuriickzufallen. Augenscheinlich ist (3,1) -das
niedrigste Niveau, das von der P-Serie aus erreicht werden kann; (3,2)
ist von der S- und D-Serie aus erreichbar, und (3,3) von der F-Serie aus.
Wenn auch andere Linien (Kombinationslinien), die einem Fall in ein
Energieniveau entsprechen, welches nicht das niedrigste zuldssige ist,
vorkommen kénnen, haben doch die stirksten Linien stets als End-
bahnen (3,1), (3,2), (3,3) usw. ~

Atome, die sich im normalen, unangeregten Zustande befinden,
konnen nur die P-Serie (Hauptserie) absorbieren, da der einzige zu-
lissige Ubergang aus (3,1) in eine Bahn der unmittelbar darunter
stehenden Zeile fiihrt.

Die Frequenz der bei einem Ubergange absorbierten oder emittier-
ten Strahlung wird durch die fundamentale Quantenbezichung (36.1) ge-
geben. Aber die Energien der Bahnen kénnen gegenwirtig, auler fiir
einen Kern mit nur einem Begleitelektron (H und He ), noch nicht
theoretisch berechnet werden. In welcher Weise die klassischen Stérungen,
welche die Elektronen aufeinander ausiiben, durch die Quantelung modi-
fiziert werden, ist uns zur Zeit noch unbekannt. Wir miissen uns daher
immer noch mit dem schwerfilligen Notbehelfe der Beobachtung der
Spektren begniigen. Wenn die Quantenzahl schr groB ist, bewegt sich das
angeregte Elektron auf dem gréBten Teile seiner Bahn in betrichtlicher
Entfernung von dem Reste des Atoms, welches dann genihert wie cine
Punktladung wirkt mit der Intensitit + ¢ bei einem neutralen Atome,
+ 2e— bei einem einfach ionisierten, + 3¢ — bei einem zweifach
ionisierten usw. Die Energie konvergiert dann gegen die durch (42.62)
gegebenen Werte, fiir Z = 1, 2, 3, . . . oder gegen 7,4 #,,, 9 7, - - . Wenn
#n die Energie der n-ten Bahn im Wasserstoffatome bedeutet. Wenn
einige Linien einer Serie beobachtet sind, ist es gewdhnlich nicht schwer
zu entscheiden, ob die Differenzen der Frequenzen der aufeinander-
folgenden Linien gegen die einfachen, die vierfachen oder die neun-
- fachen Werte der entsprechenden Frequenzdifferenzen der Wasserstoff-
serie konvergieren, so daB die Serie dem richtigen Ion zugeschricben
werden kann.

sierten Lichtwellen. Die mittlere x-Verschiebung der Quelle wird durch das fiber
das ganze Volumen der Quelle erstreckte Integral von xyy’ gemessen. Der in
xyy’ auftretende, die Winkelvariablen enthaltende Faktor ist cos @ S, S’ (wenn
% = rcos O gesetzt wird). Nach der Theorie der Kugelfunktionen verschwindet
das iiber cine Kugel erstreckte Integral dieser GroBe in allen’ Fallen, auSer wenn
k =k’ 4-1 ist. Die Quelle erfihrt also im Mittel keine hinundherschwankende
*Verschiebung und erzeugt keine Strahlung, auBer wenn diesc Bedingung erfillt ist.
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Die gebrauchliche Nomenklatur! der Spektrallinien beruht auf den
empirischen Serienzusammenhingen und steht in keiner unmittelbaren
Beziehung zu ihrer quantentheoretischen Deutung auf Grund von #
und »’. Firn' =1, 2,3, 4 werden die Buchstaben S, P, D, F gebraucht,
und die Bahnen werden dementsprechend mit m S, m P, mD, mF be-
zeichnet, wo 2 eine ganze Zahl ist. Die niedrigsten Bahnen werden mit
1S, 1P, 2D bezeichnet, so daB die vier wichtigsten Serien die Bezeich-
nungen erhalten:

ScharfeFSeric IR SR . mS—1P

FTauptseric e Pl § | O
DitISERSeric N I S mD—1 P
Fundamental- (oder Bergmann-) Serie . mF —» 2D

Eine Ausnahme entsteht aber in folgender Weise. Betrachten wir
z. B. das ionisierte Kalzium Atom-Ca; die normale Bahn 1 S wird
durch die Quantenzahlen (4,1) gegeben, und es werden wie gewoshnlich
die (4,2)-Bahn mit 1 P und die (4,3)-Bahn mit 2D bezeichnet. Nun
stellt aber, bei so komplizierten Systemen, die Hauptquantenzahl
nur eine ganz ungenaue Aussage iiber die Energie des Systems dar,
und die Energien in den (4,3) und (4,1)-Bahnen stimmen keines-
wegs genau iiberein. Bei den auf Kalzium unmittelbar folgenden
Elementen setzt ein Ausbau der M-Elektronenschale (3-Quanten-
Bahnen) ein; und das kommende Ereignis wirft insofern seinen
Schatten voraus, als die Energie einer (3,3)-Bahn zwar immer noch
groBer als die einer (4,1)-Bahn, jedoch kleiner als die Energie einer
(4,3)-Bahn ist2. Die Bahn kleinster Energie ist daher.in der D-Serie
eine (3,3)-Bahn, die mit 1D bezeichnet wird. Die Bergmanh-Serie ist
mithin: mF — 1D, :

Im oben betrachteten Falle ist die 1D-Bahn smetastabil, d.h. das
Elektron kann aus ihr (gewohnlich) nicht herauskommen, ohne zuerst ein
Quant zu absorbieren. Nach dem Auswahlprinzipe kann es von 1D
aus nur in eine Bahn der P- oder F-Serie tibergehen; die niedrigsten
Bahnen dieser Serien (4,2) und (4,4) entsprechen aber schon grofBeren
Energien. :

Eine dritte Quantenzahl #” (die man als innere Quantenzahl be-
zeichnet) spielt auch bei optischen Spektren eine hervorragende Rolle.
Die Energie hingt von ihr nur zu einem geringen MaBe ab, so daB zwei’
Bahnen, die sich nur durch jhre " unterscheiden, ein dicht beieinander-

! Ich folge hier der Nomenklatur, welche in A. FOWLER: Report on Series
in Line Spectra, S. 87, gegeben ist. . .

2 Ein Element fingt oft an, eine ncue Elektronenschale aufzubauen, nicht
weil in der niedrigeren Gruppe ,kein Platz mehr* vorhanden ist, sondern weil
es auf diese Weise eine Konfiguration von kleinerer Energic erzielt. ' So enthilt

‘ z. B. normales Kalzium (4,1)-Bahnen, trotzdem noch zehn 3-Quanten-Bahnen
frei sind; die Valenzelektronen kénnen durch Anregung in diese iibergehen.
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liegendes Linienpaar — ein Dublett — ergeben. Die Quantentheorie
der Dublette erlebt, wie wir glauben, gerade jétzt eine grundsitzliche
Umgestaltung, und wir wollen daher an dieser Stelle die Fragen der
Dublett- und Multiplett-Struktur nicht weiter verfolgen.

“Streuung. von Réntgenstrahlen durch Elektronen.

52. Es ist fiir ein isoliertes Elektron nicht méglich, ein Strahlungs-
quant zu absorbieren und dessen Energie der eigenen kinetischen Energie
hinzuzufiigen. Dies ist auf Grund der Relativititstheorie ganz ver-
stindlich. Wir kénnen nicht bestimmen, ob die kinetische Energie eines
Teilchens zugenommen oder abgenommen hat, solange wir kein Bezugs-
system festgelegt haben; das Verschwinden eines - Strahlungsquants
kann aber unabhingig von jedem Bezugssysteme festgestellt werden.
Aus diesem Grunde kann zwischen dem Verschwinden eines Strahlungs-
quants und der Energiedinderung eines Elektrons, die wir willkiirlich, je
nach dem Standpunkte des Beobachters, als eine Zunahme oder Ab-
nahme betrachten konnen, keine Beziehung bestehen. Die Absorption
eines Strahlungsquants bedeutet, daB die Wellen'irgendeiner Frequenz »
um den Betrag /iv weniger Energie enthalten, als sie friiher enthielten.
Wenn wir zu einem anders bewegten Bezugssystem iibergehen, dndert
sich zwar, nach dem DoppLERschen Prinzipe, auch die Frequenz, und
die Messung der Strahlungsenergie wird durch die Anderung der zeit-
lichen und raumlichen MaBstibe beeinfluBt ;.wir werden daher feststellen
miissen, daB nunmehr die Wellen der Frequenz »" um den Betrag 7y’
weniger Energic enthalten. Es handelt sich aber auch hier immer noch
um einen Energieverlust, und es kann von einer Verwandlung der
Absorption in Emission durch eine bloBe Koordinateritransformation
nicht die Rede sein. Dagegen hiingt die Antwort auf die Frage, ob die
Geschwindigkeit des Elektrons zu- oder abgenommen hat, ausschlieBlich
von dem Bewegungszustande des gewiahlten Bezugssystems ab.

Ein Elektron kann sich nur dann an Absorptions- oder Emissions-
prozessen beteiligen, wenn es sich im Felde eines Kernes oder eines
anderen Elektrons befindet — wenn wir nicht voraussetzen wollen, daB .
es seine innere Energie dindern kann. Gegenseitige Energie und innere
Energie kénnen wohl durch die Absorption eines ‘Quants vergroBert
werden, und wir kénnen in solchen Fillen, unabhingig von allen Bezugs-
systemen, immer mit Bestimmtheit sagen, daB ‘die Anderung eine Zu-
nahme und nicht eine Abnahme bedeutet. Mit anderen Worten liefert
uns das Feld des Kernes das Bezugssystem, welches eine cindeutige
Bestimmung der kinetischen Energie des Elektrons gestattet.

Die Wechselwirkung zwischen isolierten Elektronen und Strahlung
duBert sich in einem etwas komplizierteren Prozesse, den man die Streu-

, ung nennt. Ein Strahlungsquant der Frequenz », wird durch ein Quant

der ‘Frequenz », ersetzt, und die Differenz 7 (v, — »,) addiert sich zu

Eddington, Aufbau der Sterns. 7
.
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der kinetischen Energie des Elektrons, so dal das Gesetz der Erhaltung
der Energie gewahrt bleibt. ‘Da », und », durch Dopplereffekte ver-
dndert werden kénnen, kann in gewissen Bezugssystemen »; > »,, in
anderen », << », sein. Auf diese Weise ist fiir die Zunahme der kine-
tischen Energie in einigen Bezugssystemen und ihre Abnahme in anderen
gesorgt. Um die Widerspruchslosigkeit zu érzielen, ist es aber notwendig,
daB sich das zweite Quant in einer anderen Richtung als das erste be-
wegt, da sonst der Dopplereffekt », und », immer im selben Verhilt-
nisse dndern wiirde. Diese Anderung der Richtung der Strahlung ist
viel auffallender, als die winzigen Energie- und Frequenzinderungen,
weshalb der Proze8 den Namen ,,Streuung’ erhalten hat. .

Betrachten wir ein Elektron, das sich urspriinglich in einem irgend-
wie gewidhlten Bezugssysteme in Ruhe befindet. Auf dieses Elektron
moge ein sich lings der x-Achse bewegendes Quant der Energie E, ein-
fallen und die Bewegungsrichtung des gestreuten Quants, der Energie E,,
moge den Winkel @ mit der x-Achse bilden. Die zu der x-Achse parallelen
und senkrechten Komponenten der Geschwindigkeit des Elektrons nach
der Streuung seien # bzw. v. Wir setzen ferner:

B=(1—@2+v?)c) %, (52.1)
Die Masse des Elektrons dndert sich, wegen der Anderung der Ge-
schwindigkeit, von s auf fm und seine Gesamtenergie dndert sich
entsprechend von m¢? auf $mic2. Indem wir diesen Betrag der Anderung
der Strahlungsenergie gleichsetzen, erhalten wir:
E,—E,=(f—1)mc>.
Der Satz von der Erhaltung des Impulses gibt:

E, E
——=tcos O=pfm-u,

181
—=—2sin O= fm-v.
c

Hieraus folgt:
A (E,—E,+ mc*)*—(E,—E, cos O)* —Ejsin? O
= (fmc)? (2 —uP—v*) =m3ct,
was sich auf den Ausdruck
—2E, E,(1—cos 0) +2mc2(E, —E,) =0 (52.2)
zuriickfithren 14Bt.

Nun ist aber
Ejfc=hv[c=h[2

und (52.2) gibt daher, wenn 4,, 4, die Wellenlange des einfallenden und
gestreuten Quants bezeichnen

lo—21= 1 —cos O) (52.31)

mc(
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oder, indem wir die numerischen Werte einsetzen:
Jy—2,=10,0242 A-(1— cos @) (52.32)

Die Konstante kann als die Wellenlinge eines Quants gedeutet
werden, das gerade soviel Energie enthilt, als zur Bildung eines Elek-
trons erforderlich ist. ‘

Die durch ruhende Elektronen gestreute Strahlung hat im Vergleiche
zu der einfallenden eine gréBere Wellenlinge, und zwar um einen
Betrag, der vom Streuungswinkel, aber nicht von der Wellenlinge ab-
hingig ist. Dieses Réterwerden ist unter dem Namen des Compton-
Effektes bekannt. Esist im Laboratorium nicht moglich, eine geniigende |
Anzahl freier Elektronen zu erhalten, um an diesen das Experiment
auszufithren; es erweist sich aber, daB, wenn Réntgenstrahlen hoher
Frequenzen gebraucht werden, die loser gebundenen Elektronen in
der gewdhnlichen Materie als hinreichend .frei betrachtet werden
diirfen, um nach der oben gegebenen Formel zu streuen. Auf
diese Weise konnte die Richtigkeit der Formel experimentell be-
wiesen werden.

Die entsprechende Formel fiir die Streuung an einem bewegten
Elektron kann durch Anwendung der Lorenz-Transformation erhalten
werden. Die Wellenlinge wird nicht immer vergroBert. Wenn die

L Geschwindigkeiten der Elektronen so verteilt sind, daB sie mit der

Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht stehen, miissen Ver-
kiirzungen von Wellenlingen ebenso oft vorkommen wie Verliangerungen,
Ein Beweis des Pranckschen Gesetzes kann auch aus der genauen
Untersuchung dieser Bedingung gewonnen werden!,

53. Um den Betrag der Streuung durch freie Elektronen zu berechnen,
ziehen wir zunichst die klassischen Formeln heran,

Bezeichnen wir die elektrische Kraft in den die Strahlung bildenden
elektromagnetischen Schwingungen mit X. Wenn diese Kraft auf ein
Elektron der Ladung — ¢ und der Masse wirkt, teilt sie letzterem eine
Beschleunigung

I'=—eX/m

mit. Nun muB nach der klassischen elektromagnetischen Theorie ein
beschleunigtes Elektron, in der Zeiteinheit, die Energie .

§ 2 I3 = 2 o4 X2/m2 ¢3 (53.1)
ausstrahlen. Diese Ausstrahlung erfolgt nicht in der Richtung des
einfallenden Strahlenbiindels und ist daher gestreute Strahlung, Nach
dem Satze von der Erhaltung der Energie muB sie auf Kosten des
einfallenden , Strahlenbiindels entstehen.

Wenn wir einen Schirm haben, der N Elektronen pro cm? enthilt,
wird die pro Sekunde gestreute Strahlung gleich

! Pavu: Z. £, Phys. Bd. 18, S. 272, .
7%
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N

&IIQ

X - (53-2)

sein, wo X* den Mi'tte'lwert von X 2 bedeutet. Hierbei wird voraus-
gesetzt, daB die Bedingungen so gewihlt sind, daB alle Elektronen un-
abhingig voneinander streuen und da8 keine systematischen Phasen-
beziehungen zwischen den von den verschiedenen Elektronen aus-
gehenden Wellenziigen bestehen. DieEnergie der einfallenden Strahlung

ist glelch X -/4n pro cin3 (zur Hilfte elektrisch und zur Hilfte magne-
tisch); daher 1st der in einer Sekunde auf die N Elektronen einfallende
Betrag
, cXijan, (53.3)
Indem wir. (53.2) durch (53.3) dividieren, erhalten wir fiir den durch
den Schlrm gestreuten Bruchteil der elnfallenden Strahlung:
. 8z Net
3 mict
wo b = efmc? = 2,81 Oglcm®
Der Streuungskoeffizient wird gewohnlich als der- Bruchteil der
Strahlung definiert, der von einem 1 gr. pro cm? enthaltenden Schirme
gestreut wird; da uns aber ein ganz aus freien Elektronen bestehender
Schirm wohl niemals begegnen wird, ziehen wir es vor, in diesem Falle
die Definition abzuéindern. Statt eines Gramms von Elektronen nehmen
wir die Anzahl der Elektronen, die in einem Gramme Materie enthalten
sind, indem wir die (mit Ausnahme von Wasserstoff genihert richtige)
Arnnahme machen, daB ein Elektron auf je zwei Einheiten des Atom-
gewichts kommt, also 3,01-102% Elektronen pro Gramm. Dann ist der
Streuungskoeffizient- nach - (03 4)

S s= =3,01-10%- b =0,200. (53.5)

— _*" N2, (53.4)

Ebenso wie der Compton -Effekt ist auch dieser Streuungskoeffment
mit Hilfe von harten Rontgenstrahlen an den gebundenen Elektronen der
leichteren Elemente, die sich hierbei praktisch wie freie Elektronen ver-
halten, experimentell bestitigt worden. Wenn die Wellenlinge von der
GroBeénordnung'des Atomdurchmessers ist, wird die Streuung betricht-
lich groBer, weil dann die Z Elektroren des Atoms gestreute. Wellen
bedingen, die mehr oder weniger dieselbe Phase haben; die Amplitude
der resultlerenden Wellen ist daher proportlonal zu Z und die Intensitat
ist proportional zu Z2.

. Wir nehmen nicht an; daB frele Elektronen die Strahlung in der
hier geschilderten Weise kontinuierlich streuen. In Wirklichkeit streuen
einige Elektronen ganze Quanten, wihrend sich andere ganz passiv

1 Der Radius eines Elektrons wird glelch %/ b angenommen; (53.4) bedeutet
daher, daB jedes Elektron fiir die Strahlung ein Hmderms darstcllt das sechsmal
groBer ist als sein eigener Querschnitt.
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verhalten. Nach dem Korrespondenzprinzipe ist aber (53.1) die Grenze,
der sich die richtigen Formeln nihern miissen, wenn jedes Elektron
sehr viele Quanten streut, und es ist gebriuchlich, sich auf den opti-
mistischen Standpunkt zu stellen, daB solche Formeln auch in groBerer
Entfernung von der Grenze noch anwendbar bleiben, ohne zu groben
Ungenauigkeiten zu fiihren. _

Fir sehr kurze Wellenlinge (z. B. fiir y-Strahlen) ist der Streuungs-
koeffizient kleiner als 0,2. Dies hingt mit dem Umstande zusamimen,
daB das Elektron beim Streuen eines Quants einer solchen Strahlung
eine mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbare Geschwindigkeit er-
hilt; seine Trigheit wird vergréBert und das Problem wird durch neu
hinzukommende Umsténde erschwert. :

Viertes Kapitel.

Polytrope Gaskugeln.

54, Wir wollen die Gleichgewichtsbedingungen einer isolierten Gas-
masse betrachten, die durch ihre eigenen Gravitationskrifte zusammen-
gehalten wird. Wenn weder Rotation noch andere storende Ursachen vor-
handen sind, wird die Masse ein¢ kugelsymmetrische Dichteverteilung
annchmen. Im Hinblick auf die Anwendungen, die wir. von den zu
gewinnenden Resultaten machen wollen, werden wir eine solche Gas-
kugel einen ,,Stern“ nennen. : ;

In einer im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit herrscht in jedem -
Punkte ein in allen Richtungen gleicher hydrostatischer Druck P.-
Wenn wir eine ganz im Innern der Fliissigkeit verlaufende geschlossene
Flache betrachten, duBert sich die Reaktion der auBerhalb der Fliche
befindlichen Fliissigkeit auf die in der Fliche eingeschlossene Fliissig-
keit in einer auf die Flicheneinheit bezogenen, lings der inneren Nor-
malen gerichteten Kraft P; und diese flichenhaften Kréfte miissen
im Gleichgewichtszustande die auf die eingeschlossene Fliissigkeit
wirkenden riumlichen Krifte, wie z. B. die Gravitationskrifte, gerade
kompensieren. -

'Es sei p die Dichte in irgendeinem Punkte und g die Béschleunigung
der Schwerkraft. Wegen der Kugelsymmetrie hingen P, ¢ und g:nur
von der Entfernung » vom Mittelpunkt ab. Die - Gravitationskraft
bei 7 ist ausschlieBlich durch die innerhalb der Kugel vom Radius 7
liegende Masse 1, bedingt, da die symmetrische Schale auBerhalb
von 7 auf innere Punkte keine resultierende Anziehung ausiibt.. Es
ist daher :

g=GM,rr, ’ (54.1)

‘Wo G die Gravitationskonstante 6,66-10-% in c. g.s. Einheiten be-
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deutet. Ferner haben wir, wenn ¢ das Gravitationspotential bezeichnet,
definitionsmiBig: ;
g=—dg/dr. . (64.2)
Die erste Bedihguhg, die bei Gleichgewicht erfiillt sein muB, ist

die wohlbekannte hydrostatische Gleichung ;
dP=—godr, (54.3

welche die Zunahme des Druckes angibt, wenn wir uns lings einer
Fliissigkeitssiule abwirts bewegen.

Aus (54.2) und (54.3) folgt :
dP=opdg. ‘ (54.4)
Eine zweite Bedingung wird durch- die Poissoxsche Gleichung der
Gravitationstheorie gegeben.

_ Vip=—4nGo, (54.5)
die bei Kugelsymmetrie die Form annimmt ,
’ <o, 2dp_ . =
- dn 7'2;——43GQ (046)

53. Wir haben nun zwei Beziehungen (54.4) und (54.6) zwischen den
drei unbekannten Funktionen P, @ @, von 7. Um weiterzukommen,
brauchen wir noch eine dritte Beziehung. Die Aufsuchung dieser Be-
ziehung wird uns tief in das Studium der Thermodynamik eines
Sternes hineinfiihren. In diesem Kapitel begnugen wir uns aber da-
mit, eine zunidchst willkiirliche Verkniipfung von P mit ¢ anzunehmen
. und die Konsequenzen, zu denen sie fiihrt, zu verfolgen. Im allgemeinen
kann, sowohl bei idealen als auch bei nicht-idealen Gasen, jeder be-
liebige Wert des Druckes einer beheblg vorgegebenen Dichte zugeordnet
werden, wenn nur die Temperatur in passender Weise gewihlt wird.
Unser Verfahren besteht also im wesentlichen darin, daB wir dem Sterne
zwangsweise eine ganz bestimmte Temperaturverteilung auferlegen.
Dies fiihrt aber nur dann zu tatsichlich méglichen Verhiltnissen, wenn
die Temperaturverteilung so beschaffen ist, ‘daB sie sich automatisch
aufrechterhalten kann.

Fiir die dritte Beziehung wihlen wir nun die Form

P =zpr, (55.1)
wo # und y noch verfiigbare Konstanten sind. Indem wir fiir y ver-
schiedene Werte einsetzen, kénnen wir eine Reihe von Temperatur-
verteilungen durchmustern, und unter diesen wird sich auch die wirk-
liche Verteiling oder eine ihr sehr nahe benachbarte befinden.

Wenn die Bedingung (55.1) erfiillt ist, nennt man die Verteilung
eine polytrope.

Durch Differentiation ecrhalten wir

dP=yzp1ldp,
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daher nach (54.4)
: yrgride=dg
und durch Integration

y% %01 = @ -+ const. (55.2)

Der Nullpunkt, von dem aus das Gravitationspotential ¢ gemessen
wird, ist willkiirlich. Es ist gebriuchlich, die Konstante in solcher
Weise zu wihlen, dal ¢ in unendlicher Entfernung von jeder Materie
verschwindet. Bei dem uns beschiftigenden Probleme ist es aber be-
quemer, den Nullwert von ¢ an die Begrenzung des Sternes zu ver-
legen; dann ist die additive Konstante in (55.2) gleich Null. Setzen

wir noch

y=1+1/n, - (55.3)
dann ergibt sich aus (55.2) :
L @ W E =
e={ots) e
und
= HL_;’LI . (55.42)
Die Gleichung (54.6) nimmt daher die Form an:
a2 2 de
Er=E 2<pn—0 (55.5)
wo

oo A
RN (TR Py

Der Weg, den wir zur Losung unseres Problems einschlagen, wird
darin bestehen, daB wir zunichst die Differentialgleichung (55.5) 1sen,
um ¢ als Funktion von # zu erhalten. Dann kénnen auch g und P
aus (55.41) und (55.42) ermittelt werden. Um die Lésung zu normieren,
fihren wir zwei neue Variablen, # und z, ein, die bzw. zu @ und 7 pro-
portional sind. Es sei ¢, der Wert von ¢ im Mittelpunkt des Sternes
und

(55.6)

p=qou, 7= z/aq%‘_"-”. , (55.7)
Substituieren wir diese Werte in (55.5), so erhalten wir
d*u 2 dy =
b7 =+ = dz‘-i—u" (55.8)
mit den Bedingungen fur den Mittelpunkt
w=1, du/dz=0, firz=0.

Der Ubergang von den Variablen ¢, 7 zu u, z stellt eine einfache
Anderung der Einheiten dar, mittels derer die Dxfferentlalglelchung und
ihre Grenzbedingungen auf eine normale Form gebracht werden. Die
Bedingung du/dz = 0 im Mittelpunkt folgt aus dem Verschwinden von

= —dg/dr in diesem Punkte.
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56. Die Losung der Gleichung (55.8) kann in geschlossener Form
erhalten werden, wenn 2 = 0,1 oder 5 ist (§ 61). Fir andere Werte
von 1 nehmen wir versuchsweise an, da # fiir kieine Werte von z
in eine unendliche Reihe von der Form

_ w=1—322 a2 +azt+ .-

entwickelt werden kann, und bestimmen die Koeffizienten 7ig A NN
so, daB (55.8) befriedigt wird. Dies gibt uns eine Losung fiir ein ver-
hiltnismaBig nur kleines Gebiet, da die Reihe sehr bald zu divergieren
anfingt. Wir konnen aber, indem wir von den Werten von # und
dujdz ausgehen, die mit Hilfe der Reihe noch bequem erreichbar sind,
die Losung durch Quadraturen schrittweise nach auBen iiber den ganzen
Sfcern fortsetzen. Wenn « gleich Null wird, verschwindet die Dichte,
wodurch die Begrenzung des Sterns gekennzeichnet wird.

Ausfiihrliche Tabellen der Lésungen fiir eine Reihe von Werten von
sind von R, EMDEN gerechnet worden?., Wir geben hier drei von diesen
Tabellen wieder, mit denen wir uns letzten Endes am meisten zu be-
fassen haben werden. Die Werte von 2, #, dujdz sind die unmittel-
baren Resultate der Quadraturen; die iibrigen Kolonnen sind aus

Polytrope Lésungen.

Tabelle 4.
n=2 y=15)

z | u ! uh ‘ wtt | —dyldz i—zdz/3dus — 2%dufds
0,00 1,00000 | 1,00000 1,00000 0,00000 | 1,0000 0,0000
0,25 0,98969 | 0,97950 0,96940 0,08247 | 11,0105 0,0052
0,50 . 95937 92040 88302 15865 ! 1,0750 0,0388
0,75 91128 | 83042 75675 22386 | 11168 0,1259 .
1,00 84864 | 72018 61117 27453 l 1,2142 -0,2745
1,25 77533 60114 - 46609 30937 1,3468 | 0,4834
1,50 69531 48346 33615 32825 ' 1,6232, | 0,7386
1,75 61238 - 37501 22965 I 33307 | 1,7514 1,0200
2,00 52974 28062 14866 32640 | 2,0425 1,3056
2,50 | 37463 14035 | 05258 29023 | 2,8713 1,8140
3,00 | 24166 05840 01411 24067 | 4,1550 2,1660
3,50 13379 01790 002395 19169 | 6,0863 2,3482
4,00 04866 002368 | 000115 15040 | 8,8653 2,4064
4,25 | 01326 000176 ! 000002 13346 10,615 2,4106
14,3518 | 00000 000000 | 000000 | 12729 11,396 2,4107

ihnen berechnet und werden zu verschiedenen Zwecken gebraucht

werden. Die Kolonnen geben, der Reihe nach, die folgenden physi-

kalischen GréBen, in Einheiten ausgedriickt, die von dem jeweils be-

trachteten Sterne abhingen:

- 1. Abstand vom Mittelpunkt, , .
2. Gravitationspotential. Temperatur (fiir ein ideales Gas von

konstantem Molekulargewichte).” : '

! Gaskugeln. Kapitel V. Leipzig 1907.
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Tabelle 5.
(n=25 y=14) o £
z | 7 I un ! yntl | —dujdz 'l—za'z/3a'u -—-z"du/dz
- 0,00 1,00000 I 1,00000 I 1,00000 | 0,00000 1,0000 0,0000
- 0,25 0,98971 | 0,97450 | 0,96447. . 08226 1,0130 - | 0,0051
0,50 | 95961 90"0" - 86560 | - 15676 1,0632 | 0,0392
0,75 - 91242 | 79520 72555 21798 1,1469 0,1226
1,00 - 85196 66997 | 57079 | 26282 1,2683 0,2628
1,25 | 78246 54156 42375 20036 | - 1,4350 0,4537
1,50 70809 ‘ 42192 | 29876 | 30213 1,6549 0,6798
1,75 63246 | 31811 20119 20532 | 11,9753 0,9044
2,00 55961 | 23428 13111 28614 2,3298 | . 1,1446
2,50 | 42473 11756 04993 25080 3,3227 1,5675
3,00 31000 | 03351 01659 20793 | 4,8093 1,8714
3,50 | - 21752 02207 004800 | 16783 6,9517 2,0560
4,00 14300 007733 001106 | 13445 9,9170 2,1512 -
4,50 08263 001963 000162 10813 | 10,539 2,1896
5,00 03384 000211 000007 | 08796 | 18,948 2,1990
5,4172 00000 000000 000000 | 07500 24,076 2,2010
Tabelle 6.
(n=3, y=13333)
z | u un | unt+l : —duldz |— zdz[3 du —z"’du/dz
1 T " |
0,00 | 1,00000 | 1,00000 | 1,00000- - | 0,00000 1,0000 0,0000
0,25 0,98975 096960 l 0,95966 08204 1,0158 0,0051
0,50 95987 | 88436 84886 15495 1,0756 0,0387
0,75 [ 91355 76242 69650 21270 1,1754 0,1196
1,00 85505 62513 l 53451 25219 1,3218 0,2522
1,25 | 78897 49111 38747 27370 1,5224 0,4276
1,50 71948 37244 26797 | 27993 1,7862 0,6298
1,75 64996 27458 17847 27460 2,1243 0,8410
- 2,00 58282 19796 11538 26149 2,5495 1,0450
2,50 | 46109 09803 | 04520 22396 3.,7210 1,3994
3,00 35921 04635 01665 - 18393 54370 | 1,6553
3.50 27629 02109 -005828 14859 78697 | 11,8203
4,00 20942 009185 | 001923 11998 11,113 1,9197
4,50 15529 003746 000582 09748 | 15,387 ‘ 1,9740
© 5,00 [ 11110 001371 000152 08003 20,826 | 2,0007
6,00 04411 000086 000004 05599 35,720 2,0156 -
6,80 [ 00471 | 000001 000000 04360 51,987 2,0161
6,9011 | 00000 | 000000 000000 04231 54,360 2,0150
3. Dichte.
4. Druck.
5. Schwerkraftsbeschleunigung.

6. Inverse mittlere Dichte innerhalb einer durch den betrachteten
Punkt gelegten Kugel.

7. Masse innerhalb einer durch den betrachteten Punkt gelegten
Kugel. . A
Gleichungen (55.41) und ( .42) zelgen daB fiir verschicdene Punkte
ein und desselben Sternes goC " und Pecg™+1 ist. Es ist daher:

Plgo=1  ploy=u", P[Py=yntl, (56.1)
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Die Kolonnen 2, 3 und 4 der Tabellen geben also das Potential, die Dichte
und den Druck in Einheiten der Mittelpunktswerte von Potential,
Dichte und Druck?!.

57. Unser Problem wird gewéhnlich darin bestehen, die innere Ver-
teilung der Dichte und des Druckes in einem Sterne.von gegebener
Masse und Radius (oder mittlerer Dichte) zu berechnen. Die vor-
geschriebenen Werte werden also die Masse M und der Radius R (oder
die mittlere Dichte g,,) scin, sowie der Parameter # (oder y), der das

" angenommene Gesetz fiir die Abhiingigkeit des Druckes von der Dichte
definiert. Wir miissen uns daher Formeln verschaffen, in die M und
R eingehen.
Da die Begrenzung des Sternes durch # = 0 gegeben wird, haben
wir :
R = (r)y=0, GCM = (—r*de/dr)y—¢. (87.11)
Es bedeute :
‘ ¢« R'=(2)y9, ’—(-—22d1t/dz (57.12)
Die Werte von R’ und M’ sind in der letzten Zeile ]eder Tabelle
zu finden. Dann ist, nach (55.7)

R 1 My (57.2)
R a,pi(n—l)’ g aq,},(n—:i) —
und folglich
GM R
R .
: (GM)n-l (R')n-s_ 1 {1z} (57.3)
M’ R T a®” 4=nG

- Auf diese Weise kénnen g, und # aus den vorgegebenen Daten be-
rechnet werden und die Werte von g, und P, werden dann aus (55.41)
und (55.42) erhalten.

Eine bequemere Methode zur Bestimmung von g, erhalten wir,
indem wir diese GroBe als Funktion der mlttleren Dichte g,, aus-
driicken. Es ist

ey W 1 .dg
9"'“‘;-.—:123_?;‘(— san ’ 7;),,=o'
Nach (55.7) ist aber :

1d P __ n 1‘2
. _;d—— 0z dz
Daher
3ol gh 1du -
Om= 4-,(;( : dz)u n (57.4)

1 In diesem Kapitel bezeichnen wir Mittelpunktswerte durch eine angehingte
0; an anderen Stellen dicses Buches gebrauchen wir dafiir im allgemeinen den
Index c.
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Andererseits ist aber, nach (55,41) und (55.6)
- gl =47Go, i (57.5)

eine Bezichung, die auch sofort aus dem Vergleiche von (64.6) mit
{53.5) erhalten ierden kann. Es ist somit
& (). (57.6)

Das Verhiltnis gy/g,, ist in den Tabellen am FuBe der sechsten
Kolonne zu finden. Die anderen Zahlen derselben Kolonne geben das
Verhiltnis der Mittelpunktsdichte zur mittleren Dichte innerhalb einer
durch den jeweils betrachteten Punkt gelegten Kugel.

Die letzte Kolonne jeder Tabelle enthilt Zahlen, die proportional
sind zu der innerhalb einer Kugel vom Radius 7 enthaltenen Masse M, .

Die Einheit von M, 1aBt sich sofort bestimmen, da die letzte
Eintragung (M') der Gesamtmasse des Sternes entspricht. In dhnlicher
Weise gibt die erste Kolonne den Abstand vom Mittelpunkt an, in
Einheiten, die aus der Bedingung erhalten werden, dafB die abschlieBende
Zahl R’ dem Radius des Sternes entspricht.

58. Wir werden uns besonders mit Sternen zu beschiftigen haben,
die aus idealen Gasen bestehen. Die Temperatur wird dann aus P
und ¢ vermittels der Gasgleichung

P=?—39T : (58.1)

bestimmt, wo 3t die universelle Gaskonstante 8,26-107 ist, und L das
Molekulargewicht in FEinheiten des Wasserstoffatoms bedeutet?.

Bevor wir jedoch diese Gleichung anwenden, miissen wir bemerken,
daB P in ihr ausschlieBlich den Gasdruck vertritt, wihrend wir in der
vorhergehenden Entwicklung mit P den Gesamtdruck, gleichviel welchen
Ursprungs, der auf eine im Inneren des Sternes gedachte Fliche wirkt,
bezeichnet haben (s. §54, wo P zuerst eingefiihrt worden ist). Der
Strahlungsdruck muf daher auch in P aufgenommen werden. Wenn p
das Verhiltnis des Gasdruckes pe zum Gesamtdrucke P bezeichnet,
muB also die verbesserte Gleichung lauten :

?a=ﬂP=&’—r- (58.2)

Dann ist, nach (55.42)

CLpS Sy ) o]
Eaaki T

! Das Molekulargewicht wird in diesem Buche, wenn nicht ausdriicklich eine
andere Festsetzung getroffen wird, stets in’ Vielfachen des Wasserstoffatoms
gemessen. Wenn aber 4 in Gramm gemessen wird, ist die Konstante im Zahler
die BoLTzyaxnsche Konstante R = 1,372 10-18, Die Beziehung zwischen beiden
Konstanten ist ft — R[H, wo H die Masse des Wasserstoffatoms in Gramm be-
deutet.
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Hieraus folgt

e ﬁll o
= TSR (58.3)
Nach (57.3) wird die Mlttelpunl\tstemperatur durch
T,— R Gpuit (58.4)

| (n+1) 20 s)t R
bestimmt.

Wenn fu im ganzen Stern als konstant angenommen werden darf
(was'in Wirklichkeit eine gute Naherung darstellt), so ist nach (58.3)
T oc ¢ und daher —

TiTy=mu. ’ (58.5)

09 Um den Gebrauch der oben angefuhrten Formeln und Tabellen
zu erldutern, wollen wir einige Berechnungen fiir die helle Komponente
der Capella geben. Fiir die anzusetzende Beziéhung zwischen Druck
und Dichte nehmen wir Pocp$ an, so daBl # = 3 wird, und die zu
gebrauchende Tabelle in diesem Falle Tabelle 6 ist. Die Masse und der
Durchmesser der Capella (§13) sind

M=8.3- 1033g. IR = 955 10" cm,

woraus sich die mittlere Dichte
0, = 0,00227
ergibt. Aus Tabelle 6, Kolonne 6 entnehmen wir den Wert go/o,, = 54,36.
Es ist daher
- ' " 0o =0,1234 gr pro cm?.
Aus der letzten Zeile der Tabelle 6 entnehmen wir gleichfalls
M'=2015, R'=6.901.

Daher ist nach (57.3)
6,66-10-8.8,3.10%.6, 901
_ Po = TT3015.9,65-107
und nach (55.42) A I
Py =} 00 o= %10,1234-1,982-1015 = 6,11- 1023 dynen pro cm?. '

Um die Mittelpunktstemperatur zu ermitteln, miissen wir ein Mole-
kulafgewicht ansetzen, und, wenn der Strahlungsdruck nicht ver-
nachléssigt wird, einen Faktor f. Wir nehmen an, daB uf = 2,0 ist,
was der Wirklichkeit ziemlich nahe entsprechen diirfte, dann ist nach
(58.3)

=1 982 1025

2,0-1,982.1015

T°_.— 1890007 — L 1,20-107 Grad.
Um die Bedmgungen in einem anderen Punkte des Sternes zu
finden, nehmen wir z. B. die Zeile z = 3,5 in Tabelle 6. Sie entspricht

cinem Abstande vom Mittelpunkte, der durch
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il ) ]
R R 6,901
gegeben wird, oder etwa dem halben Wege vom' Mittelpunkte bis zur
Oberfliche. Hier ist:
T =0,27629 To =3,32-10¢,
0=0,02109 g, =0,00260,
P =0,005828 P, = 3,56- 1011,
In diesem Punkte ist ferner '
M, 1,8203
oo 00
) daﬁ, trotzdem nur etwa ein Achtel“ des Volumens innerhalb dieses
Radius liegt, bereits 90%/, der Masse in ihm enthalten sind’, In Abb.1
ist ein Stern dargestellt, der in Schalen aufgeteilt ist, welche (a) zehn
gleichen Temperaturschritten und (b) zehn gleichen Massen entsprechen.

: = 0,507

Abb. 1a, Zehn gleiche Temperaturintervalle, Abb.1b, Zehn Schalen élcfchcr Masse.

Mit anderen Worten entsprechen’ die Kreise auf der linken Seite den °
Werten T/T, = 0,9, 0,8, 0,7 usw. und die Kreise auf der rechten Scite
den Werten, M,/M = 0,1, 0,2, 0,3 usw. Diese Diagramme beziehen
sich” auf 'die Polytrope # =3, die, wie wir glauben, beinahe .genau
den wahren Verhiltnissen in einem Sterne entspricht.

Potentielle Energie. ‘

60. Wir sind gegenwirtig imstande, die negative potentielle Energie
ginés polytropen Sternes zu bestimmen, d. h. die Arbeit zu berechnen,
welche die Gravitationskrifte, bei der Zusammenziehung des Materials
von 'einem Zustande unendlicher Verdiinnung aus, geleistet haben.
Diese Berechnung ist von EMDEN ausgefiihrt worden.

Betrachten wir zwei konzentrische Kugelschalen der Massen M,
und M,. Die innere Schale zieht die duBere an, aber nicht umgekehrt.
Die gegenseitige (negative) potentielle Energie ist daher

1 Es muB betont werden, daB es uns hier nur darauf ankommt, den Gebrauch
der Formeln zu veranschaulichen und da8 die Resultate der Berechnung (trotz-
dem sie der Wahrheit wahrscheinlich schon ziemlich nahe kommen) nicht als

unsere endgiiltigen Schliisse. iiber den Zustand der Capella zu betrachten sind
" (s §13).
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GdM,dM,

r )

wo 7 den Radius der duferen Schale bedeutet.
Die gegenseitige Energie der Schale d3f, und aller Schalen, die
in ihrem Inneren liegen, ist dementsprechend

M,
Gdal, _GiaM,
T‘J‘dﬂls | — _'— .
Die negative potentielle Energie des ganzen Sternes ist somit:
i :
M,dM,
o=¢[= =, . (60.11)

3

d (M?
___%GJ‘ (‘r 1)’

JII 11[

durch partielle Integration. Oder da GM,[r? = —dg/dr
2=16c% —3[u,dp. ©(60.12)

Andererseits folgt aus (60.11), da GM,= —r2dg/dr und
dM, =4 w7 pdr, ,

R
Q=—4nfr3g ‘;—fdr.

Indem wir in Uberemstlmmung mit (55.41) p = Ag™ schreiben, erha.lten
wir hieraus

@=0 "
47
Q: —n:;.lj‘d ¢n+1) 73
r=0
= 7112 _: i'f(p"‘*‘l r2dr  durch partielle Integration,
=n—_:*3_—if<p-4ngr‘3dr, : (60.21)
3
- qu)-dM,, (60.22)
3
= —me,dqa (60.3)

durch partielle Integration.
Ein Verglelch von (60.12) mit (60.3) ergibt

‘O J:GM-+11+1
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und es ist daher

3 Mz

Fiir den spiteren Gebrauch merken wir uns noch
‘ R
Q=3fp-4mzdr=3jpdv, ' (60.5)
0

wo dv das Volumenelement bedeutet. Dies folgt aus (60.21) und (55.42).
Konstante Dichte wird durch die Bedingung # = 0 gegeben, und (60.4)
geht in diesem Falle in den gewdhnlichen Ausdruck fiir eine Kugel kon-
stanter Dichte, 2 = £ GM?/R iiber. Bei anderen Dichteverteilungen ist
der numerische Koeffizient grofer, da die Masse stirker um den Mittel-
punkt verdichtet ist. , .

61. Das Resultat (60.4) zeigt, daB die Betrachtung in irgendeiner
Weise versagen muB, wenn # > 5 wird. Das Versagen wird dadurch
bedingt, daB solche Verteilungen keine Begrenzung haben; der -,,Stern‘
dehnt sich ins Unendliche aus und die Masse wird gleichfalls unendlich.
Mit solchen Verteilungen brauchen wir uns hier nicht zu befassen.

Im kritischen Falle # = 5 besitzt die Differentialgleichung (55.8)
eine endliche Losung

u=(1+ 3224,

Die Verteilung ist also unendlich ausgedehnt und R ist unendlich.
Die Gesamtmasse ist aber endlich, da (—z2du/dz),_ o, gleich
V3 ist. ‘

Eine andere einfache Lésung haben wir im Falle % = 1, nimlich
1t =sinz/z.
Die Begrenzung des Sternes liegt hier bei z = 7, Es ist daher
2
R=z, M==zx, Qo/g,,,=n§-
Die Losung fir » = 0 ist auch sehr einfach, da dieser Wert einer Kugel
konstanter Dichte entspricht. .
62. Wenn die Materie des Sternes ein ideales Gas ist und Su einen
konstanten Wert hat, kann die mittlere Temperatur des Sternes be-
rechnet werden. Die mittlere Temperatur T,,, in bezug auf Masse
gebildet, wird gegeben durch
A A

T =deM,+M.
0

"Da nun T/T, = ¢/p, ist, folgt hieraus

T 1 M
f:il_%f<pdﬂl,,
1]
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= (’—13%(})’09 wegen (60.22) ,
_n-i—i EJM? . 1
5—n R Mg,’
_mglar
S5—n R

wegen (57.3) . . (62.1)

Fir 2 = 3 gibt dies
: T,./Ty=0,584.
Indem. wir fur T  seinen Wert aus (58,4)° einsetzen, wird
) 1 G fuM
_ Th= 5—n R f'glR

Es bietet fiir uns ein betrichtliches Interesse, schon in diesem frithen
Stadium unserer Entwicklungen einen einfachen Ausdruck fiir die
mittlere Temperatur des Sternmaterials erhalten zu haben. Wenn wir
mit Bestimmtheit behaupten kénnen, daB die Temperatur einige Millio-
nen Grad betrdgt, dann wissen wir, wie die Bedingungen aussehen
werden, mit denen die ausfiihrlichere Theorié zu tun haben wird. Gegen-
wirtig ist der wichtigste, noch unbestimmt gelassene Punkt der’ nume-
rische Wert von #, der erst spater auf Grund der Theorie des Strahlungs-
gleichgewichts ermittelt werden kann. Gleichung (62.2) zeigt uns, bis
zu welchem Grade die mittlere Temperatur durch die nihere Bestim-
mung von # beeinfluBt wird. Indem wir den Wert von # variieren,
crhalten wir eine Reihe von Modellen mit verschieden starker Massen-
verdichtung um den Mittelpunkt. Die nachfolgenden Zahlen (die
den- EMDENschen Tafeln entnommen sind) veranschaulichen diesen
Gang. :

(62.2)

n =0 1 1} 2 21 3 4 41 49
0ofom =1 1,84 329 6,00 11,40 24,08 54,36 6234 6378 934800
5/(6—m) =1 L11 1,25 143 1,66 200 250 500 10,0 50,0

Die letzte Zeile gibt an, wie die mittlere Temperatur mit der Kon-
zentration wichst (wenn Masse, Radius und Molekulargewmht konstant
gehalten werden).

“Wenn man die Falle ausschheBt in  denen die Dichte nach innen
abnimmt, ‘tritt ein Minimalwert der mittleren’ Temperatur fiir die
Form n = 0 auf. In § 66 wird hierfiir ein allgememerer Beweis gegeben
werden, bei dem sich die Diskussion nicht mehr auf polytrope Modelle
beschrinken wird. Wie aus den Zahlen der zweiten Zeile hervorgeht,
ist die wirkliche mittlere Temperatur nicht viel hoher als ihr Minimal-
wert, solange wir es nicht mit ganz auBerordentlich starken Konzen-
trationen der Masse gegen den Mittelpunkt zu tun haben; in solchen
Féllen enthalten aber die duBeren Teile des Sternes so gut wie keine
Masse, so d48 wir es praktisch mit einem Stern von kleinerem Radius
zu tun haben.
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Die hohen Temperaturen, die sich fiir das Innere der Sterne ergeben,
wirken etwas iiberraschend, und es ist daher gut, sich dariiber im klaren
zu sein, daB sie nicht erst durch den weiteren Ausbau der Theorie
bedingt sind.

Die isotherme Gaskugel.

63. Eine ideale Gasmasse mit gleichmiBiger Temperatur stellt die
Grenze der polytropen Verteilung fiir 7 = 0 dar. Zur Behandlung
dieses Falles sind einige Anderungen in der vorhergehenden Diskussion
erforderlich. Trotzdem sie auf wirkliche Sterne keine Anwendung findet,
ist eine Untersuchung der isothermen Verteilung zu Vergleichszwecken
niitzlich, Wir werden sie auch bei der Untersuchung der diffusen
Nebel (XIII. Kapitel) brauchen.
~ Nach (58.2) ist

P=*ko, z=RTJup (63.1)
und (54.4) gibt . '
» d@ = dPlo= »d (log p).
Hieraus folgt durch Integration
0= ggeT*, : (63.2)
wo p, die Dichte bei @ = 0 bedeutet. Da n > 5 ist, dehnt sich die
Verteilung ins Unendliche aus und die Masse ist unendlich groB.
Unsere . fritheren Verabredungen, als Nullpunkt von ¢ dessen
Wert an der Begrenzung des Sternes. oder im Unendilchen zu
nchmen, konnen also hier nicht mehr aufrechterhalten werden.
- Der Bequemlichkeit halber setzen wir nun den Wert von @ im
Mittelpunkt gleich Null, so daB p, wie friiher, die Mittelpunkts-
dichte bezeichnet. .,
Die Poissonsche Gleichung wird nun

d2 N
e+t anGgyeri=o0. (63.3)
Wir setzen
k :
Qp=zu, r= (m&)iz. o om (63.4)
Dann geht (63.3) in die Normalform iiber
- Gh 2ndiie Sy
At te= ~(639)

mit den Mittelpunktsbedingungen « = 0, dufdz = 0.

Die-von EMDEN berechnete Losung ist in Tabelle 7 gegeben. Die
aufeinanderfolgenden Kolonnen sind proportional zu den Werten 1. des
Abstandes vom Mittelpunkte, 2. des Potentials, 3. der Dichte und
des Druckes, 4. der Beschleunigung der Schwerkraft, 5. der Mittel-
punktsdichte, dividiert durch die mittlere Dichte der Kugel vom je-
weiligen Radius 7, 6. der innerhalb # liegenden Masse.

Eddingten, Aufbau der Sterne. )
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Tabelle7. Isotherme Gaskugel.

z — eY —dufdz —2dz[3du | —2tdufdz
0,00 | 0,00000 1,00000 0,00000 1,000 0,0000
0,25 0,01037 98969 08290 1,005 0,0052
0,50 | 0,04113 95971 16225 1,027, 0,0406
0,75 | 0,09113 91290 23819 1,050 0,1340
1,00 | 0,15903 85296 30370 - 1,097 0,3037
1,25 | 0,24225 78486 36045 1,156 0,5632
1,50 | 0,33847 71285 40432 1,237 0,9097
1,75 l 0,44488 64090 . 44390 1,314 1,3595
2,00 0,55967 57140 47286 1,410 1,8914
2,5 | 080584 44671 50694 1,644 - 3,1684
3 | 1,06226 34537 51625 1,937 | 4,6462
3.5 1,31937 © 26730 51006 A0S 6,2483
4 [ 1,57071 20790 | 49403 26008 1| 7,9045
4,5 - 1,81246 16325 | 47234 3,176 | 9,5650 -
5 2,04264 12968 44813 3,719 - 11,203
6 2,46598 08493 39879 5,015 | 14,353

7 2,84160 - 05833 35334 6,604 17,214
8 3,17489 04180 31372 8,500 20,078
9 3,47128 03108 27989 | 10,718 22,670
10 3.,73646 02384 25121 13,269 25,121

100 8,59506 000175 01843 1808,6 184,3
1000 | 13,09847 - 000002 l 002045 | 163000 | 20451
Minimalprobleme.

64. \Wir haben bis jetzt unsere Untersuchung auf solche Verteilungen
beschrankt, die dem polytropen Modell entsprechen. Bei den nach-
folgenden Theoremen legen wir der Verteilung diese Bedingung nicht
mehr auf, verlangen aber, daB die Dichte nach innen nicht abnehmen soll.
Durch diese neue Beschrinkung werden vermutlich keine der fiir die
Anwendung auf Sterne ernstlich in Betracht kommenden Fille aus-
geschlossen. Es ist nicht wahrscheinlich, daB eine Verteilung mit posi-
tivem dp/dr stabil sein kénnte. Im Probleme II werden wir ferner ver-
langen, daB auch die Temperatur nach innen nicht abnimmt. Diese
Beschrinkung ist nun eine ginzlich harmlose. Ein posmver Wert von
dT/dr an irgendeinem Punkt des Sterninneren wiirde eine Energle-
senke im Inneren des Sterns verlangen, da Wirme notwendlg in der
Richtung des Temperaturgradienten flieBen muB.

Problem 1. Es soll der Minimalwert des Mittelpunkisdrickes in etnem

_ Sterne von der Masse M und dem Radius R gefunden werden, der nur
der Bedingung unterworfen ist, daf die Dichte nach innen nicht abnimmt.

Man gehe von einer beliebigen Dichteverteilung aus, die der Be-
dingung dg/dr = 0 geniigt. Man entferne einen kleinen Teil dp, der
Dichte einer Schale, die zwischen 7, und 7, + dr, eingeschlossen ist
und addiere die Materie zu der Schale 7, bis 7, 4 d7,, wodurch ihre
Dichte um den Betrag 6 g, vergréBert wird. Wenn 6 M die iibertragene
Masse bedeutet, ist

OM =4=aridr, dp,=47r3dr,-dp,. (64.1)
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Natiirlich muB dabei auch die Temperaturverteilung so abgezndert
werden; daB die neue Dichteverteilung im Gleichgewicht bleibt. Wir
nehmen an, daf3 7, << 7, ist. Der Druck in jedem innerhalb 7, belegenen
Punkte wird aus zwei Griinden zunehmen. Erstens steht nun die
Materie zwischen 7; und 7, unter der Anziehung der Masse 6 M, wihrend
anfinglich 6 M keine resultierende Anziehung auf sie ergab. Das Ge- :
wicht dieser Materic ist also groBer geworden und trigt mehr zum
Gesamtdrucke bei. Zweitens liefert auch 63/ in seiner neuen Lage
einen gréferen Beitrag zu dem Gesamtdrucke, nimlich g,d0, dr,
anstatt g; 0, dr;. Nach (64.1) stehen diese Betridge im Verhiltnisse

&3 &/r,
zu einander welches gréBer ist als

1/r, 2 1)r,,
weil g nicht schneller als  zunehmen kann, wenn die Dichte nipht nach
auBen wichst.

Somit wird der Mittelpunktsdruck durch eine Ubertragung von
Masse nach innen stets vergréBert. Der Minimaldruck wird daher in
dem Falle erhalten, wenn sich die Materie so weit vom Mittelpunkte
befindet, als mit den Bedingungen des Problems vertriglich ist. Wir
kénnen durch wiederholte Ubertragung von Masse nach auBen den
Druck im Mittelpunkte so lange verkleinern, bis wir eine gleichmiBige

Dichteverteilung erreichen. Der Mittelpunktsdruck hat dann den fiir
eine homogene Kugel geltenden Wert

3 G2
Pt =
der also den gesuchten Minimalwert darstellt. :

65. Problem II. Es soll der Minimalwert der Mittelpunkistemperatur
in einem aus idealem Gase des Molekulargewichts yu bestehenden Sterne
von der Masse M und dem Radius R gefunden werden, der nur der Be-
dingung unterworfen ist, daf die Dichte und die Temperatur nach innen
nicht abnehmen. (Der Strahlungsdruck wird vernachlissigt.)

Wir zeigen zuerst, daB bei der Verteilung, welche die kleinste Mittel-
punktstemperatur ergibt, entweder der Dichtegradient oder der Tem-
peraturgradient in allen Punkten verschwindet. Wire dies nimlich
nicht der Fall, so konnten wir drei aufeinanderfolgende Kugelschalen
mit den Dichten g; > g, > g; und den Temperaturen T; > T, > T,
herausgreifen. Bringen wir eine kleine Masse aus der zweiten in die
dritte Schale hiniiber. Da p, > 03 ist, kann dies fiir eine kleine Masse
ohne Umkehrung des Dichtegradienten erfolgen. Bei der Behandlung
des Problems I ist gezeigt worden, daB durch diese Ubertragung der
Druck innerhalb der von der Schale 0 eingeschlossenen Kugel um einen
konstanten Betrag vermindert wird. Da 6 P — RodT/p ist, wird die

S*
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Temperaturabnahme umgekehrt proportional zu der Dichte sein und
ist daher im Mittelpunkt am kleinsten und nach auBen hin wachsend
(oder stationir). Der Temperaturgradient innerhalb p, wird also nicht
umgekehrt; ferner bleibt die Temperaturverteilung auBerhalb von g,
iiberhaupt unbeeinfluBt. Die. Temperaturen der beiden Schalen werden
sich in komplizierterer Weise @ndern, da aber T, > T, > T, ist, bleibt
immer noch ein kleiner Spielraum fiir solche Anderungen vorhanden,
ohne daB sich der Temperaturgradient umzukehren braucht.

Hiermit ist gezeigt, daB es immer moglich sein mu8, die Mittel-
punktstemperatur durch eine kleine Masseniibertragung an einer Stelle,
an der sowohl g, > g, > g5 alsauch T; > T, > T, ist, zu verkleinern,
ohne daB die Bedingungen verletzt werden. Hieraus folgt, daBl wenn
die Mittelpunktstemperatur tatsichlich schon ein Minimum ist, eine
dieser beiden Ungleichungen durch eine Gleichung ersetzt werden muBl
(nicht notwendig dieselbe in allen Teilen des Sternes).

Der mittlere Teil des Sternes muB isotherm sein. Denn nimmt man
aus dem duBeren Teile eine Masse 6 M heraus und verteilt sie gleich-
miBig auf eine kleine Kugel vom Radius 7, um den Mittelpunkt, so
wird der Druck dem Werte Unendlich zustreben, wie 6 M/r, wihrend
die Zunahme der Dichte proportional zu 6 M Jr? ist. Wenn also 7, ge-
niigend klein genommen wird, muB die Temperatur fallen. Wenn aber
der mittlere Teil des Sternes isotherm ist, wird diese Ubertragung aus-
geschlossen, da sie die Mittelpunktstemperatur kleiner machen wiirde,
als die umgebenden Temperaturen. Der isotherme Bereich muB be-
schrinkt sein, weil ein durchweg isothermer Stern keine Begrenzung
hat. Wir haben somit gezeigt, daB da, wo der Stern nicht isotherm ist,
seine Dichte konstant sein muB.

Der Stern minimaler Mittelpunktstemperatur besteht also aus einem
Kerne konstanter Temperatur, der von einer Schale konstanter Dichte
umgeben ist. Es bleibt nur noch die Ausdehnung dieser beiden Gebiete
zu bestimmen.

Es sei T, die Temperatur des isothermen Gebietes, g; die konstante
Dichte des duBeren Gebietes. Dann ist der Druck P an der Uber-
gangsfliche

Py= mTT 01-

Es sei R, der Radius dieser Grenzfliche und p,, die mittlere Dichte

innerhalb dieser Kugel. Ferner sei '
B, =g (65.1)
Wir haben dann:

M=%x0, R +4a(0,—0) RS
=§n91R3(1+m3ﬁ) ] (65.2)
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In einem Punkte des duBeren Gebietes ist
£=57Go7r+3aG (0n—0,) RYr
und daher nach (54.3) '
—dP=}aGoidr(r + f23 RYr3).
Durch Integration zwischen a R und R erhilt man hieraus:
P1=§nGg§R2{1—a2+2ﬂ12(1—-7.)}. (65.3)
Nach (65.2) und (65.3) ist daher
: RT,_ Py GM (1—a) (1 +-a+28a? -
Rk Y S we 025
Die Verkniipfung der GroBen o und g wird durch die Theoric des
isothermen Teiles des Sternes gegeben. Unter Benutzung der Bezeich-
nungen des § 63 ist ’

3du
01/00 = €%, Omf0o=— N
Daher ist
d : ot
p=—2Tpuy, (65:51)

Ferner, da aR = (#/4 Gy z und Py = zpye* ist, gibt (65.3)
6_'=(1—a) (1+at+282% ’

22ed I o

(65.52)

Indem wir einen willkiirlichen Wert fiir z nehmen, erhalten wir e*
und d#/dz aus Tabelle 7. Dann werden 8 und « aus (65.51) und (65.52)
gefunden, worauf der Faktor

S=(1—a)(1+a+28a2)/(1+pa?) (65.6)
berechnet werden kann. Es ergeben sich die nachfolgenden Resultate:

| B x ’ S

4 0,782 © 0,663 | 0,646
4,5 0,929 673 641
5 1,073 630 640
6 [~ 1,318 687 645

Wir sehen, daB S einen Minimalwert" von etwa 0,640 in der Nihe
von o = 0,676 hat. Nach (65.4) hat also ein Stern, der aus einem sich
bis 0,676 R erstreckenden isothermen Kerne und einem diesen um-
gebenden Gebiete konstanter Dichte besteht, die minimale Mittel-
punktstemperatur:

Gpu M

T, =032 %. ©(65.7)

Es sei noch bemerkt, daB fiir einen Stern von durchweg konstanter
Dichte der numerische Faktor gleich 0,5 ist und daB fiir die Polytrope
=3 (das in diesem Buche am hdufigsten zu verwendende Modell)
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dieser Faktor den Wert 0,856 erhilt. Die Temperaturen, die sich aus
unserer eingehenderen Untersuchung ergeben werden, sind also nicht
betrichtlich hoher als die Minimalwerte.

66. Problem III. Es soll der Minimalwert der mittleren Temperatur
eines Sternes von der Masse M und dem Radius R gefunden werden,
der aus idealem Gase vom Molekulargewichte u besteht und nur der Be-
dingung unterworfen ist, daff die Dichte nach innen nicht abnimmt. (Der
Strahlungsdruck wird vernachlissigt.)

Wenn T, die mittlere Temperatur bezeichnet, ist

MT,, =f Tamprdr= %fp-4nrzdf, _
=— %J‘% nr.3-d P durch partielle Integration,

= iJ.‘i:zﬂggdr nach (54.3),

3%
_Gu M, . Gu pd(M)e
=30 Td‘M"—GSi : (66.1)

Dies ist ein Minimum, wenn 7 fiir jeden Schritt in (8,)? den groBt-
moglichen Wert hat. Dies fiihrt augenscheinlich zu einer homogenen
Kugel. Daher ist nach (62.2) der Minimalwert
GulM
R
Es ist interessant, diesen Wert mit (65.7) zu vergleichen.

T,,=0,2 (66.2)

Unvollstindige polytrope ‘Gebiete.

67. Es gibt eine Klasse von Problemen, in denen die Polytropen-
bedingung (55.1) nur in einem Teile des Sternes erfiillt ist. Wenn
das nicht-polytrope Gebiet snnerhalb des polytropen Gebietes liegt,
konnen die Tabellen 4—7 nicht angewandt werden, denn sie geben
Partikularlosungen der allgemeinen Differentialgleichung, die bestimmten
Grenzbedingungen im Mittelpunkte geniigen; wenn das mittlere Gebiet
ausgeschlossen wird, sind diese Bedingungen nicht mehr mablgebend,
und es muB eine andere Losung der Differentialgleichung gesucht
werden. Das Gravitationsfeld, welches im polytropen Teil herrscht,
wird durch die iiberschiissige oder die fehlende Masse im zentralen,
nicht-polytropen Teile modifiziert.

Ein Beispiel hierfiir wiirde uns ein Stern geben, in dem die Be-
dingung (55.1) nur so lange erfiillt bleibt, als das Material wie ein ideales
Gas behandelt werden darf. Dann versagt die Gleichung bei geniigend
groBer Dichte, in der Umgebung des Mittelpunktes. Tabellen 4—7
sind nicht anwendbar, auch nicht auf das duBere Gebiet, in dem (65.1)
erfiillt ist, und eine neue Losung der Differentialgleichung muB durch
eine numerische Berechnung de novo gefunden werden. Uber diese
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Klasse von Problemen 1iBt sich nur wenig Allgemeingiiltiges aussagen;
in den auftretenden speziellen Fillen fithrt aber die numerische Be-
rechnung gewdhnlich zu einem Einblicke in die Verhiltnisse.

Wenn das nicht-polytrope Gebiet aufen liegt, kénnen Tabellen 4
bis 7 fiir das innere polytrope Gebiet verwendet werden. Ein Beispiel
hierfiir ist bereits in § 65 behandelt worden, wo Tabelle 7 benutzt
wurde. Ein wichtigeres Problem desselben Typus entsteht in folgender
Weise. Wir diirfen kaum erwarten, daB irgendein einfaches physika-
lisches Gesetz in einem wirklichen Sterne von einer Mittelpunkts-
temperatur von 10000000° bis zu einer duBeren Temperatur von
10000° gleichmiBig anwendbar bleiben wird. Indem wir von den ver-
einfachten Eigenschaften der Materie bei Temperaturen von mehreren
Millionen Grad Gebrauch machen, werden wir Gesetze ableiten, von
denen erwartet werden darf, daB sie etwa von 100000009 bis zu, sagen
wir, 1000000° mit einigermaBen befriedigender Genauigkeit gelten
werden. Wir wissen nicht viel iiber die Eigenschaften der Materie bei Tem-
peraturen unterhalb einer Million Grad und kénnen daher wenig oder gar
nichts iiber das aussagen, was in den iibrigen Teilen des Sternes geschicht.

Nehmen wir nun an, wir hiitten uns davon vergewissert, da zwischen
10000000° und 1000000° das Sternmaterial das polytrope Gesetz
7 = 3 befolgt. Tabelle 6 wird auf den Teil des Sternes, dessen Tem-
peratur iiber 1000000° liegt, anwendbar sein, weil das Versagen des Ge-
setzes erst in einem auBerhalb dieses liegenden Teile eintritt, der das
Gravitationsfeld im Innern nicht beeinfluft. In Wirklichkeit fithren
wir die ganze Losung so aus, als ob dieselbe Bedingung vom Mittel-
punkt bis an die Oberfliche heran erfiillt wire — nicht weil wir es
fir wahrscheinlich halten, daB sie bei den tieferen Temperaturen noch
erfiillt sein konnte, sondern weil es nicht wesentlich darauf ankommt,
was in dem &uBeren Teile geschieht und (innerhalb verniinftiger Grenzen)
jedes beliebige Gesetz fiir unseren Zweck ausreichen wiirde. Da dieses
Verfahren als ein etwas zu leichtsinniges erachtet werden kénnte, wollen
wir seine Berechtigung hier untersuchen. Betrachten wir einen Stern, '
fiir den die Mittelpunktswerte von Temperatur und Dichte

Ty=107, 0=0,1
sind, und uf =2, n=3.
Wir erhalten
Py=4,13-10%, @y=1,65-1015, :=884-1014, o=4,31-10-%,
und (57.2) gibt
R=1,405-10"' R’ =9,70- 10" cm,
- M = 3,48-10% M’ =17,02-1033gr. ,

Diese Werte der Masse und des Radius wiirden fiir einen Stern
gelten, der vollstindig nach dem polytropen Modelle aufgebaut wire.
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Wenn dieses Modell aber bei Temperaturen unter einer Million Grad
versagt, missen wir die Losung bei z = 5 abbrechen. Indem wir die
fir diesen Punkt geltenden Werte durch einen unteren Index 1 be-
zeichnen, erhalten wir auf Grund der Tabelle 6

T,=1111-10%, ,=0,0001371, P,=6,29-10°,
R, =17,02-1011, 1M, =6,96-10%,
Um diese Kugel herum muB irgendeine Verteilung hinzugefiigt
werden, die imstande ist, einen Druck P; von 6290 Atmosphiren zu

erzeugen. Wenn 3 und R die Masse und den Radius des vervollstindig-
ten Sternes bezeichnen, ist

R i 3
& PG -, G M
P, ifgg dr= E;,f A, < EEﬂfdM,,
1 1 1
50 daf3 - =N
AM =My, >0 (67.1)
Dies ergibt ’

A4 M > 0,041-10%gr.

Die hinzukommende Masse wird diese untere Grenze nahezu in
demselben Verhiltnisse iibersteigen, wie R7* den mittleren Wert von
r~* fiir das hinzugefiigte Material. Obwohl keine obere Grenze fiir diesen
‘Faktor angegeben werden kann, ist es schwer vorstellbar, daB er groBer
als 2 oder 3 sein konnte, wenn nicht zu ganz unwahrscheinlichen An-
nahmen gegriffen wird. Wir werden ein ausgedehntes Gebiet von még-
lichen Bedingungen in unsere Betrachtungen einbeziehen, wenn wir die
Annahme machen, daB das Material jenseits von R, ein neues polytropes
Gesetz P = #; 9 *+ 19 befolgt, wo s von » und #, von # verschieden
ist. Die Gravitationskraft kann in diesem Gebiete gleich GM Mg
gesetzt werden, da seine eigene Masse im Vergleich zu der iibrigen
Masse des Sternes sehr klein ist. Dann haben wir, analog zu (55.42)

' P~G,n11(1 1)'

o ™

g s+1
da nun g gleich GM,/r — GM,/R ist. Hieraus folgt, wenn wir 7 = R,
setzen, !

DL s iR I -

E—'ﬁ—m —9,90 10-14 ($+1)v, (67.2)
woraus R berechnet werden kann. Fiir die jenseits.von R, hinzu-
zufiigende Masse finden wir

1
AM=dmo, B3 [( - 1) ot da+ (5 —1)" (67.3)

1

WO oy = RyfR gesetzt ist.
Aus (67.2) und (67.3) ergeben sich folgende numerische Werte:
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8 i R | A M

0 i 7,564.1011 i 0,0479.1033
1 , 8,15 0508

3 9,72 | 0534

5 | 12,04 0549

7 15,81 0561

Trotzdem sich der Radius des Sternes im Intervalle zwischen s — 0
und s = 7 verdoppelt, betrigt die dadurch bedingte Anderung der
Masse (M, + A M) nicht viel mehr als /0.

Die Masse ist also sehr unempfindlich gegeniiber Anderungen der
Bedingungen in dem bei tiefer Temperatur befindlichen Teile des Sternes,
und unser Verfahren ist daher, soweit die Masse in Betracht kommt,
vollauf berechtigt. Eine Unsicherheit von etwa 30% im Radius miissen
wir allerdings in den Kauf nehmen. Es darf aber nicht vergessen werden,
daB wenn das Material in den #uBeren Teilen sehr stark verstreut ist,

- wie das z. B. bei dem Gesetze s — 7 der Fall ist, der Radius der Photo-
sphére betrachtlich kleiner sein kann als der Radius R, der die uBerste
Begrenzung der Sternatmosphire angibt. Wenn wir zu noch groBeren
Werten von s iibergehen, kann R sogar iiber alle Grenzen wachsen;
ich glaube aber nicht, daB die Photosphire (die ja in der Praxis als
die Oberfliche des Sternes betrachtet wird) dabei sehr viel an Aus-
dehnung gewinnen wiirde. '

Fiinftes Kapitel.

Strahlungsgleichgewicht.

68. Von der Oberfliche eines Sternes strémt ununterbrochen Energie
in Form von strahlender Wirme in den Weltraum. Die Oberflichen-
schichten der Materie kinnen diese Energie auf die Dauer nur in dem
- Falle liefern, wenn ihr Wirmevorrat von unten her stindig erginzt
wird. Wir miissen daher den ProzeB der Energielibertragung aus dem
Inneren an die Oberfliche eines Sternes ciner niheren Betrachtung
unterziehen.

Es gibt zwei Arten von Wirmeiibertragung in einem im statischen
Gleichgewicht befindlichen Materiale, nimlich Leitung und Strahlung.
In beiden Fillen erfolgt der resultierende FluB in der Richtung des Tem-
peraturgradienten von héheren zu tieferen Temperaturen. In beiden
Fillen setzt sich dieser resultierende FluB aus Energiestrémen zusammen,
- die in entgegengesetzten Richtungen verlaufen; der aus den hoher
temperierten Gebieten kommende' Strom ist etwas intensiver als der
aus den tiefer temperierten Gebieten kommende, und ihre Differenz
stellt den resultierenden FluB dar. Bei der Wirmeleitung- geben die
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Molekeln der wirmeren Gebiete ihre Energie den umgebenden Gebieten
durch Diffusion und ZusammenstiBe ab; bei der Wirmestrahlung
emittiert die heiBe Materie Atherwellen, die in den umgebenden Gebieten
absorbiert werden. In beiden Fillen wird diese Energieiibertragung
in weitem MaBe durch eine Zhnliche Energieiibertragung aus-den um-
gebenden Gebieten neutralisiert und die resultierende Ubertragung
wird durch den kleinen Uberschuf des aus den heiBeren Gebieten
kommenden Stromes bedingt.

Wenn man die Bedingung des statischen Gleichgewichts fallen 148t,
ist noch eine dritte Art von Wirmeiibertragung moglich. Es kann im
Sterne ein System von aufsteigenden und niedersteigenden Strémungen
bestehen, durch die das Sternmaterial stindig durchmischt wird. In
diesem Falle wird die Wirmeenergie aus einem Gebiete in ein anderes
durch eine tatsichliche Bewegung der die Wirme enthaltenden Materie
libertragen — wie das z. B. in den unteren Teilen unserer Atmosphire
geschieht. Wenn die Materie in der Nihe der Oberfliiche mehr Wirme
verliert, als durch Strahlung und Leitung ersetzt werden kann, so daB
sie sich auf eine Temperatur abkiihlt, die unter der fiir ihr Niveau -
normalen Temperatur liegt, dann versinkt sie und wird durch frische,
noch nichtexponierte von unten kommende Materie ersetzt. Diese Art
der Ubertragung heiBt Konvektion.

Es wurde schon sehr frith erkannt, daB die Leitungsfihigkeit der
Materie viel zu gering ist, um die erforderlichen Wirmemengen durch
den Stern zu beférdern. In den ersten Untersuchungen des inneren
Aufbaues der Sterne wurde aber die Bedeutung der Wirmeiibertragung
durch Strahlung {ibersehen. Es wurde daher die Existenz eines Systems
von Konvektionsstromen angenommen, und alle anderen Prozesse der
Wirmeiibertragung, auler der Konvektion, vernachlissigt. Der Zustand
des Sternes wurde als ein Zustand konvektiven (oder adiabatischen)
Gleichgewichtes bezeichnet.

69. Auf Grund der Hypothese des konvektiven Gleichgewichts 148t
sich eine ganz bestimmte Beziehung zwischen dem Drucke, der Dichte
und der Temperatur in verschiedenen Héhenniveaus aufstellen. Be-
‘trachten wir einen aufsteigenden Strom von Materie. Nach der Hypo-
these findet kein merklicher Wirmegewinn oder Verlust durch Leitung
und Strahlung statt; die Materie dehnt sich daher ohne Zu- oder Abfuhr
von Warme aus, d. h. adiabatisch.” Fiir ein ideales Gas ist die Beziehung
zwischen Druck und chhte bei adiabatischer Ausdehnung

P=zg, (69.1)
wo p das Verhiltnis der spezifischen Wirme bei konstantem Drucke
zu der spezifischen Wirme bei konstantem Volumen (§28) bedeutet.

Da die verschiedenen Héhenniveaus durch die aufsteigenden und ab-
steigenden Strome kontinuierlich miteinander verbunden sind, mu8 der
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Gleichgewichtszustand so beschaffen sein. dafB Gleichung (69.1) im
ganzen Inneren des Sternes gilt. Die Hypothese, daB der Wirmeverlust
durch Strahlung vernachldssigt werden darf, bricht augenscheinlich in
der Nahe der Oberfliche zusammen, so daB die Gleichung in den duBer-
sten Schichten des Sternes nicht streng erfiillt sein kann.

Da (69.1) gerade diejenige Beziehung ist, die wir in dem vierten
Kapitel eingefiihrt haben, wird die Lésung fiir ein ideales Gas im Kon-
vektionsgleichgewichte durch die dort erklirten Formeln und Tafeln
gegeben. Der Wert von y fiir Sternmaterial muB geschitzt oder erraten
werden; jedoch ist die hierdurch entstehende Unsicherheit in verhaltnis-
miBig enge Grenzen eingeschlossen. ¥ kann in keinem Falle den Wert £
ibersteigen, der einem einatomigen Gase entspricht; und es kann
andererseits gezeigt werden, daB, wenn y kleiner als % ist, die Vertei-
lung instabil wird. (siche § 104). Die Losung ist daher auf Werte von y
beschrinkt, die zwischen den Grenzen % und § liegen, oder auf Werte
_ von #, zwischen den Grenzen 1,5 und 3.

Wir werden auf das historische Problem des Konvektionsgleich-
gewichtes nicht niher eingehen, weil die modernen Untersuchungen
gezeigt haben, daB diese Hypothese unhaltbar ist. Unter den in einem
Sterne herrschenden Bedingungen ist der wichtigste ProzeB der Wirme-
tibertragung die Strahlung, und alle anderen Arten der Wirmeiiber-
tragung konnen gegen diese vernachlissigt werden.

Wir bemerken nur, daB die Ubertragung durch ‘Konvektion in
bezug auf die Méglichkeit ihres Bestehens eine ganz andere Stellung
einnimmt als Strahlung und Leitung. Strahlung und Leitung miissen
in einer Masse mit ungleichmiBiger Temperatur immer vorhanden sein,
wenn auch ihre Wirkungen unter Umstiinden verschwindend klein sein
kénnen. Dagegen braucht Konvektion tiberhaupt nicht vorzukommen.
Sie wird nur unter solchen Bedingungen stattfinden, die imstande sind,
zirkulierende Strémungen hervorzubringen und aufrechtzuerhalten.

70. Da die Strahlungsdichte proportional zu 74 ist, nimmt ihre Be-
deutung bei den hohen, im Inneren eines Sternes herrschenden Tem-
peraturen ganz gewaltig zu, und es ist daher nicht iiberraschend,
dal sie alle anderen Arten der Energieiibertragung in den Schatten
stellt. Eine groBe Intensitit der Strahlung ist aber, obwohl sie deren
EinfluB auf die entstehende Temperaturverteilung natiirlich erhéht,
keineswegs wesentlich. Ich glaube, daB eine isolierte Gasmasse ganz
niedriger Temperatur? eher einem Zustand des Strahlungsgleichgewichts
als einem solchen des Konvektionsgleichgewichts zustreben wiirde.

Betrachten wir eine geschichtete Gasmasse im Strahlungsgleich-
gewichte. Wie in -§ 23 auseinandergesetzt, verhilt sich die Strahlung

! Jedoch nicht so niedriger Temperatur, daB der EinfluB der Wairmeleitung
mit dem der Wirmestrahlung vergleichbar -wird.
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so, als ob fiir sie das Verhiltnis der spezifischen Wirmen y = % wire,
und die Beziehung zwischen P und T ist daher

IACCH AN

Es bestehe eine Zirkulationsstromung, die zwischen zwei verschie-
denen Druckniveaus Wirme iibertragt. Wenn eine Masse zu einem
Niveau geringeren Druckes aufsteigt, dndert sich wihrend des Auf-
stieges ihre Temperatur nach dem adiabatischen Gesetze

Poc Tritr—0),

Bei stabilem Gleichgewichte muB ¢ > § sein, daher ist Poc T(<%,
Die von unten aufgestiegene Materie ist also immer kiihler als ihre
Umgebung und empfingt Wirme von ihr; die niedergesunkene Materie
ist dagegen heiBer als die Umgebung und gibt Wirme an diese abl
Der Zirkulationsstrom {ibertrigt also Wirme entgegen dem Temperatur-
gradienten, und kann, nach dem zweiten Hauptsatze der Thermo-
dynamik, dies nur auf Kosten seiner mechanischen Energie tun. Die
Strémungen haben daher die Tendenz von selbst aufzuhéren, und es
ist michts vorhanden, was sie wieder in Gang bringen kénnte?2,

Das Strahlungsgleichgewicht besitzt also einen natiirlichen Vorrang
vor dem Konvektionsgleichgewichte, weil bei Strahlungsgleichgewicht
die Konvektion aufhéren muB, wihrend beim Konvektionsgleichgewichte
die Strahlung bestehen bleibt und ersteres zu zerstéren sucht. Tatsichlich
kann das Konvektionsgleichgewicht nur von einer Seite automatisch
erreicht werden; um sich ihm von der anderen Seite zu nihern, muf
duBere mechanische ,,Energie der Durchmischung zugefiihrt werden.

Die Gleichung des Strahlungsgleichgewichté.

71. Wir nehmen nunmehr an, daB die einzige Art der Wirmeiiber-
tragung die Ubertragung durch Strahlung ist, und stellen die Gleichung
des Strahlungsgleichgewichts auf. Hierzu brauchen wir drei Resultate
die wir in dem zweiten Kapitel erhalten haben.

1. Der Impuls der Strahlung ist E/c, wo E die Energie und ¢ die
Geschwindigkeit des Lichts bedeutet. Der Impuls liegt in der Richtung,
in der sich die Wellen fortpflanzen.

1 Es sei z.B. y=§, und es moge eine Stromung aus einem Niveau, in
dem der Druck und die Temperatur P und T sind, zu einem Niveau aui-
steigen, in dem sie gleich qyiyy P und 4 T sind. Wegen der Verkleinerung
des Druckes fallt die Temperatur der iibertragenen Materie adiabatisch auf

(10000)‘5 -T=0025T,

so daB sie schr viel niedriger wird als die Temperatur 0,1 T der Umgebung.
Siehe H.N. RusseLt, Astrophys. Journ. Bd. 54, S. 293.

2 AuBler dem Umstande, daB in cinem rotierenden Sterne eine kleine Zirku-
lation aufrechterhalten bleibt, wie in § 199 erklart wird.
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2. In einem Hohlraume mit absorbierenden Winden, die auf kon-
stanter Temperatur T' gehalten werden, ist die Strahlung isotrop in
bezug auf Stromungsrichtung und hat eine Energiedichte

E=aT3,

wo a = 7,64-1071% in c. g. s. Einheiten und Zentesimalgrad. 3
3. Unter den gleichen Bedingungen iibt die Strahlung einen hydro-
statischen Druck aus, von dem Betrage

Pr=3E=4aTs.

Die zwei letzten Resultate sind mit einem sehr hohen Grade von
Genauigkeit unmittelbar auf das Innere eines Sternes anwendbar. Zwar
befindet sich dort die Strahlung nicht in einem idealen Hohl-
raume mit undurchlissigen Winden konstanter Temperatur; jedoch
kommen die stellaren Verhiltnisse diesem Ideale unvergleichlich viel
niher, als es fiir Laboratoriumsexperimente méglich ist. Das Material
eines Sternes ist sehr undurchsichtig fiir die in ihm bestehende Art von
Strahlung. Die fiir Capella abgeleiteten Zahlen ergeben, daB ein
0,1 gr. pro cm? enthaltender Schirm nur e~!2 oder 0,000006 der auf
ihn fallenden Strahlung durchlassen wiirde; bei der mittleren Dichte
der Capella wiirde ein solcher Schirm eine Dicke von 50 cm haben.
Wenn wir also um einen Punkt im Inneren der Capella eine Kugel mit
einem Radius von 50 cm beschreiben, wird die Strahlung im Inneren

. dieser Kugel praktisch von allem, was sich auBerhalb dieser Kugel
befindet, isoliert sein. Der Temperaturgradient in der Capella betrigt
ungefdhr 1° pro Kilometer, so daB die Temperatur der umschlieBenden
Wiinde, mit denen wir den Punkt umgeben haben, bis auf 0,001 ° kon-
stant ist — eine GleichmiBigkeit, die im Laboratorium kaum jemals
zu erzielen sein wird.

Wir legen die z-Achse in die Richtung des Temperaturgradienten
und betrachten eine diinne, senkrecht zu O x stehende Platte aus Stern-
material, die einen Flicheninhalt von 1 cm? und eine Dicke d# hat.
Es seien die Temperaturen an beiden Grenzflichen der Platte T bzw.
T 4-dT. Der Strahlungsdruck, der normal auf beide Grenzflichen
wirkt, wird sich in zwei Kriften, $, und — (pp + dpp) dubern, so
dafl die resultierende Kraft in der Richtung Ox

—dpr
sein wird. Diese Resultierende gibt die Impulsmenge an, die wegen des
Bestehens eines Strahlungsstromes in dem von der Platte eingenommenen
Gebiete pro Sekunde gewonnen wird. -

- Da Gleichgewicht besteht, muB dieser Impuls wieder abgegeben
- werden; und er kann nur in der Weise abgegeben werden, daB er
zuerst der Materie der Platte mitgeteilt wird. (Das endgiiltige Schicksal
des Impulses braucht uns hier nicht zu beschiftigen; wir erwihnen nur
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beildufig, daB er, nachdem er der Materie iiberantwortet worden ist, dazu
beitragt, den der Materie durch die Gravitation mitgeteilten Impuls zu
neutralisieren.) Der Impuls geht in die Materie vermittelst des Pro-
zesses der Absorption (einschlieBlich der Streuung) iiber.

Es sei &£ der Massen-Absorptionskoeffizient. Die Definition von %
besagt, daB ein diinner materieller Schirm, der Masse w pro cm?, den
Bruchteil 2w der senkrecht durch ihn durchgehenden Strahlung ab-
sorbiert. In unserer Aufgabe ist w = pdx, so daB, wenn sich H erg
Strahlungsenergie pro cm? und pro sec lings Ox fortpflanzen, der ab-
sorbierte Betrag gleich Hkgdx sein wird und sein x-Impuls — gleich
HFkodx[c pro cm? und pro sec. v

Betrachten wir nun H erg pro sec, die schief, unter einem Einfalls-
winkel @, durch die Platte hindurchgehen. Der in der Platte durch-
laufene Weg ist jetzt dx-sec @, und die Absorption ist entsprechend
groBer. Der absorbierte Impuls ist nunmehr Hkpdx sec Ofc; wenn wir
ihn aber mit cos @ multiplizieren, um seine x-Komponente zu erhalten,
wird die Absorption des x-Impulses wie friither

Hkodxlc

fiir jeden Einfallswinkel bis zu 90°. Wenn der Winkel groBer als 900
ist, so daB die Strahlung in der entgegengesetzten Richtung durch
die Platte durchgeht, muB natiirlich das Vorzeichen umgekehrt werden.
Man beachte, daB H pro cm? der Platte, und nicht des Querschnittes
des Strahlenbiindels, gerechnet wird. i

Im allgemeinen flieBt Strahlung in beiden Richtungen durch die
Platte durch. Dem Strome H, durch ein cm? von der negativen zur
positiven Seite der Platte wird eine Absorption von H kpdx/c Ein-
heiten positiven Impulses entsprechen, und dem Strome H-, von der
positiven zur negativen Seite, eine Absorption von H_kpd x/c Einheiten
negativen Impulses. Bei einem resultierenden positiven Strom
H = H, — H_ werden wir daher einen Reingewinn von H kodxfc Ein-
heiten . positiven Impulses erhalten, der der Materie der Platte zugute
kommt, ' .

Wir haben gesehen, daB der x-Impuls — dpp, der in dem von der
Platte eingenommenen Raume gewonnen .wird, durch diesen ProzeB
restlos auf die Materie iibertragen werden muB. Es ist daher

—dpp=Hkodx|c
oder ‘
. . c dPR
H‘"E"d?' (71.1)
Indem wir fiir pp seinen Wert L aT4 einsetzen, erhalten wir:

Wechyd 2
"3k dx°

(711.2)
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Gleichung (71.1) zeigt, daB der resultierende StrahlungsfluB, wie zu
erwarten war, proportional zu dem inneren Druckgradienten der Strah-
Iung ist und umgekehrt proportional zu einem, die obstruktive Fiahigkeit
des materiellen Schirmes, durch den sie durchgedriickt wird, messenden
Faktor 2p. Die obere Gleichung ist vollkommen analog zu der Gleichung,
welche die Strémung einer materiellen Fliissigkeit durch cinen Kanal
oder ein Sieb beschreibt. Die Gleichung versagt unter genau denselben
Umstanden, wie die ihr entsprechende Gleichung fiir eine materielle
Fliissigkeit, nimlich wenn der Strom so stark wird, daB der Druck-
gradient nicht mehr hydrostatisch berechnet werden darf. Dies tritt
in der Nahe der Oberfliche des Sternes ein. Unsere SchluBfolgerungen
diirfen auf keinen Teil des Sternes angewandt werden, den wir selen
kénnen; denn die Tatsache, daB wir ihn sehen, beweist schon, daB seine
Strahlung nicht ,,eingeschlossen‘* ist.. Jedoch wird die Gleichung be-
reits in einer geringen Tiefe unter der Photosphire zu einer brauch-
baren Niherung, und ihre Genauigkeit tibersteigt beinahe im ganzen
Inneren des Sternes das erforderliche GenauigkeitsmaB in so hohem
Grade, daB wir sie ohne jegliche Bedenken anwenden diirfen?.

72. Die Ableitung dieser Gleichung hat zu einer Kontroverse AnlaB
gegeben, in der sich der seit Urzeiten bestehende Unterschied in den
Anschauungen des Physikers und des Mathematikers widerspiegelt. Es
sel hier eine kurze Abschweifung iiber diesen Gegensatz gestattet, da
er geeignet ist, noch zu zahlreichen anderen MiBverstindnissen bei
Problemen der hier zu behandelnden Art zu fithren. Nach meiner
Auffassung besteht bei der Behandlung eines theoretischen Problems
das Hauptziel des Physikers darin, ,,Einsicht** zu gewinnen, d. h. zu
iibersehen, welche von den zahlreichen Faktoren bei jedem Effekte
hauptsachlich in Betracht kommen, und wie sie bei seiner Erzeugung
zusammenarbeiten. Fiir diesen Zweck ist eine zuldssige Niherung nicht
bloB ein unvermeidliches Ubel; sie bedeutet die Erkenntnis, daB ge-
wisse Faktoren — gewisse Verwicklungen des Problems — nichts Wesent-
liches zu dem Resultate beitragen. Wir iiberzeugen uns davon, dafB sie
nicht betrachtet zu werden brauchen; und der Mechanismus erscheint
uns dann, von diesen unwesentlichen Zutaten befreit, verstindlicher.
Die Gewinnung dieser Einsicht stellt nur die Fortsetzung einer Arbeit
dar, die der Physiker beginnen muB, noch bevor die mathematischen
Voraussetzungen des Problems formuliert werden konnen; denn die
witklichen Bedingungen jedes naturwissenschaftlichen Problems sind
auBerordentlich kompliziert, und der erste Schritt besteht immer darin,

! Uberraschenderweise bleibt die Gleichung eine gute Naherung auch noch

in den duBersten Schichten eines Sternes. Die in § 226 beschriebene und im

ganzen zwolften Kapitel verwendete , erste Anniherung® liefert unmittelbar die

. Gleichung (71.2). Ein Vergleich mit der in § 230 entwickelten ,,zweiten Annihe-
rung lehrt, daB der begangene Fehler nicht gro8 ist.
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diejenigen, welche einen wesentlichen EinfluB auf das Resultat haben,
herauszusondern, — kurz gesagt, das richtige Ende der Schnur zu
fassen. Der richtige Gebrauch dieses Einsichtsverméogens, ob vor oder
nach der mathematischen Formulierung des Problems; ist eine Fihig-
keit, die gepflegt werden muB, und keine lasterhafte Neigung, die vor
dem Auge der Offentlichkeit zu verbergen wire. Selbstverstindlich muB
der Physiker bereit sein, den Gebrauch, den er von seiner Einsicht
gemacht hat, auf Verlangen zu rechtfertigen; aber, mit Ausnahme von
Fallen, in denen diese Rechtfertigung gewisse besonders feine oder
schwierige Punkte beriihren miiBte, kann sie sehr wohl so lange hinaus-
geschoben werden, bis ein Widerspruch tatsichlich erfolgt ist.

Ich glaube, daB eine dhnliche Art von Einsicht auch dem Mathe-
matiker als Werkzeug bei seinen Untersuchungen oft niitzlich ist; er
ist aber bemiiht, die Spuren des Werkzeugs von seinen Fertigfabrikaten
— seinen Beweisen — sorgfaltlg zu verwischen. Er begniigt sich mit
einem-strengen, aber wenig einleuchtenden Beweise, daB aus seinen
Voraussetzungen gewisse Resultate folgen, und hat im allgemeinen kein
Verstindnis dafiir, daB der Physiker mehr als das braucht. Denn der
Physiker muB immer tausend und einen andere Faktoren des natiir-
lichen Problems im Auge behalten, die in der mathematischen Aufgabe
nicht formuliert sind, und nur ein Beweis, der die relative Bedeutung
der verschiedenen zu dem Effekte beitragenden Ursachen stets gegen-
einander abwigt, kann ihm zeigen, ob er zu ihrer Vernachlissigung
berechtigt war. In bezug auf Strenge kann der Physiker bei einem
mathematischen Beweise ruhig ein gewisses Risiko in den Kauf nehmen,
wenn dieses Risiko nicht gréBer ist, als das bei der mathematischen
Formulierung bereits iibernommene. In bezug auf Genauigkeit ist die
Beibehaltung licherlich kleiner Terme in einer physikalischen Glei-
chung in seinen Augen eine ebenso groBe Ungeschicklichkeit wie der
Gebrauch einer sinnlos groBen Stellenzahl bei einer anthmetlschen
Berechnung.

Nachdem wir in dieser Weise den Standpunkt der einen Seite zum
Ausdruck gebracht haben, kénnen wir uns nun auch der Wiirdigung
des Luxus eines strengen mathematischen Beweises zuwenden. Wenn
die erhaltenen Resultate mit der Beobachtung nicht iibereinstimmen,
mufB der Fehler gewi in den gemachten Voraussetzungen enthalten
sein. Die Fahigkeit des Mathematikers, die Moglichkeiten einzuengen,
ergénzt die Fihigkeit des Physikers, die Wahrscheinlichkeiten aus-
zusondern. Wenn wir iiber unbeschrinkten Raum verfiigten, konnten
wir versuchen, wo nétig, die Untersuchungen doppelt auszufithren, um
beide Parteien zufriedenzustellen. Wenn aber eine einzige Unter-
suchung geniigen muB, glaube ich, daB wir dem Mathematiker in der
Regel nicht nachgeben sollen. Es kénnten wohl Fille angefiihrt werden,
in denen Physiker durch ungeniigende Beachtung der mathematischen
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Strenge irregefiihrt worden sind; sie sind aber selten im Vergleich zu
den Fillen, in denen sich Mathematiker durch mangelnde physikalische
Einsicht schlimmen MiBgeschicken ausgesetzt haben.

Was wir uns aus dieser Betrachtung zu merken haben, ist folgendes:
wenn wir ein Resultat deweisen, ohne es zu verstehen, — wenn es also
aus einem Gewirr von mathematischen Formeln gewissermaBen un-
erwartet herausfallt, — diirfen wir nicht hoffen, daB es auch anwendbar
sein wird, mit Ausnahme der Fille, in denen die mathematischen Vor-
aussetzungen streng erfiillt sind — also eigentlich niemals, wenn wir
es nicht zufallig mit einem Dinge zu tun haben wie der Ather, dem die
Eigenschaft der ,,Vollkommenheit“ bis zu einem gewissen Grade ver-
niinftigerweise zugeschrieben werden kann. Wenn wir aber durch mathe-
matische Analyse zu dem Verstandnis eines Resultats gelangen — wenn
wir die zu dem Resultate wesentlich beitragenden Bedingungen von den
verhdltnismaBig unwichtigen zu unterscheiden gelernt haben — dann
haben wir eine Erkenntnis erlangt, die den fliissigen Voraussetzungen
eines natiirlichen physikalischen Problems angepaBt ist.

Ich halte den Gedanken, dafB das Ziel der Wissenschaft in der Auf-
stellung einer Kette von Beweisen von Lehrsitzen besteht, schon in
der reinen Mathematik fiir etwas iiberspannt. Unser Ziel bei
der Erforschung der physikalischen Welt schlieBt vieles in sich, was
sich in die engen Grenzen eines solchen Ideals nicht einfassen liBt.
Ja wir kénnten sogar sagen, daB, wihrend fiir den Mathematiker die
Einsicht nur eines der Werkzeuge, und der Beweis das fertige Produkt
ist, fiir den Physiker der Beweis nur ein Werkzeug und die Einsicht
das fertige Produkt darstellt. Das Werkzeug darf sich die Rolle des
Produktes nicht anmaBen, wenn wir auch riickhaltlos zugeben miissen,
daB eine nicht sachgemiBe Handhabung des Werkzeugs zu unheilvollen
Folgen fiihren kann. _

73. Wir werden nun eine andere Ableitung der Fundamentalglei-
chung (71.1) geben, die uns die Erérterung einigér interessanter Einzel-
fragen erméglichen wird.

Bei einer isotropen Strahlung der Dichte E ist die Dichte desjenigen
Teiles, der sich in den im Raumwinkel deo eingeschlossenen Richtungen
fortpflanzt, gleich L

do
Ei.

Da der Energiestrom in einem Sterne nicht vollkommen isotrop ist,
sondern von dem Winkel @ zwischen de und der Richtung des Radius
abhéngt, werden wir die Energiedichte der Strahlung innerhalb des

" Elementarkegels dw mit : ;
° dw
E(0) T
bezeichnen. : ‘
Eddington, Aufbau der Sterne, 9
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Betrachten wir einen kleinen Zylindér von der Linge ds und dem
Querschnitte ¢S, der seiner Linge nach in der Richtung @ liegt. Die
unendlich kleine GréBe dw soll klein sein im Vergleiche zu d S/ds?, so
daB die Verbreiterung des Biindels im Zylinder vernachlissigt werden
kann, und sich die Strahlung innerhalb do lings der Zylinderachse
fortpﬂanzt

Die in einer Sekunde durch die Grundfldche in den Zylinder ein-
tretende Energiemenge ist

E (©) 52-cas. (73.1)

Die 1 \Ienge welche oben heraustritt, ist
(E(@)+-—E(0) )—‘;:-czis. (139
Die im Zylinder absorbierte Menge ist - 1B
E@)f2cdS.keds. (133

Schlielich wird noch eine gewisse Menge von Strahlung auch durch
das im Zylinder eingeschlossene Material emittiert. Diese wird in allen
moglichen Richtungen ausgestrahlt, so daB der in dw enthaltene

' : o d o )
Betrag der Bruchteil ﬁ des ganzen Betrages sein wird. Soweit gewshn-

liche thermische Emission in Betracht kommt, wird diese Menge von
der Temperatur abhingen; wir miissen hier aber jede Art von subato-
marer. Energie, die in Form von Atherwellen befreit wird, in unsere
Betrachtung hineinbezichen. Wenn j die gesamte, pro Gramm und
Sekunde emittierte Energie bedeutet, ist der von der Masse p ds dS im
Zylinder in der Richtung von dw emittierte Betrag gleich

]'Z—‘::-gdsds. (73.4)

indéhi wir die ‘Cew‘in'ne (73.1) und‘(43 4) und die Verluste (73.2) und
(73.3) gegeneinander aubglelchen erhalten wir

E(O) »—-kgE(@) , (73.5)

Wenn E (0) eine Funktion von » und @ ist, wie das in einem Sterne
der Fall sein wird, haben wir °

d d sin@ d

7 =05z~ g6

Der zweite Term auf der rechten Seite trigt dem Umstande Rech-
nung, daB bei einem Fortschreiten lings ds.'die ‘Achse des Zylinders
die aufeinanderfolgenden Radien unter abnehmenden Winkeln schnei-
det. Es ist daher

: +o 4 sin@ d
cos O~ E(0) ———

E ©) = ——kQE ).  (73.6)
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74. Betrachten wir zunichst den Fall, daB » groB ist und die Kriim-
mung der Schichten im Stern vernachlissigt werden darf. Dann redu-
ziert sich (73.6) auf :

0307 E(0) =12 _roE(0). (74.1)

Es seien E die totale Energiedichte der Strahlung, H der reine nach
auBen gerichtete FluB pro Sekunde durch eine auf 7 senkrechte Flichen-
einheit, und pz der wirkliche Druck der Strahlung in radialer Richtung
(bei Beriicksichtigung der unvollkommenen Isotropie). Dannhaben wir: -

E=£J’E(@)dw,
Hlc= %J‘E (O) cosOdw, (74.2)

Pr =£,—JE (0) cos? Qdw.
Der Beweis der beiden letzten Gleichungen ergibt sich sofort aus den
Betrachtungen der §§31 bzw. 22. ‘

Wir multiplizieren (74.1) erstens mit dw[4 7 und integrieren, zweitens
mit do cos ©/4 7 und integrieren wieder. Auf diese Weise erhalten wir:

1dH :
Sf ol = oL (74.3)
dp, _ koH *

d_;_z =——. (74.4)

Die zweite Gleichung stimmt mit (71.1) iiberein, bis auf den Um-
stand, daB in ihr die wirklich wirkende Spannungskomponente pp,
statt ihrer hydrostatischen Nzherung pg, auftritt. -Aus (74.2) ist zu
ersehen, daB der durch den Gebrauch von Pr begangene Fehler von der
Asymmetrie zwischen vorwirts- und riickwértsgerichtetem Energie-
strome, die durch das Bestchen eines reinen Flusses H hervorgerufen
wird, nicht abhiingt, sondern nur von der viel kleineren Asymmetrie
zwischen radialem und transversalem Strome, durch die eine geringe
Abweichung des mit Gewichten versehenen Mittelwertes von cos? @
vom Werte 3 bedingt wird. :

Gleichung (74.3) kann in der Form geschrieben werden:

cE=i—~——.

Bei strengem thermodynamischen Gleichgewichte, in Abwesenheit

eines nach auBen gerichteten Flusses H, wird dies
cE=jlk
oder .
j=kacTi, (74.5)
woraus sich das wohlbekannte Gesetz ergibt, daB fiir verschiedene Arten
von Materie, bei gleicher Temperatur, der Emissionskoeffizient dem
Absorptionskoeffizienten proportional ist.
q*
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75. Es sei E (@) in eine Reihe nach zonalen Kugelfunktionen ent-

wickelt:

E(@)=A+ BP,(cosO)+CP,(cosO)+ D Py (cos O) - - -+ - (75.1)

Durch Integration iiber eine Kugel erhalten wir

. 1 :
E=EJE(0)dw=A.

Indem wir die Reihe mit cos @ multiplizieren und integrieren, erhalten

wir ferner:

H/c=4infE(0) P, (cos O) dw=4—1i-tf{P1 (cosO)dw=3}B.

Indem wir mit P, (cos @) = § cos? @ — 3 multiplizieren und integrieren:

S@i— 10 == [(5 E(©) cost0— 3 E(6)) do,

= 4%f{P2 (cos O)Rdw,

=1C.

Die Bedeutung der drei ersten Koeffizienten der Entwicklung ist

daher

A=E, B=3H], C=22(pr—2n).

(75.2)

Wenn wir von der genauen Formel (73.6) ausgehen, in der die
Kriimmung beriicksichtigt ist, erhalten wir

d
(cos (0] i

M0 ) (A+BP+CPyt--)

=18 —ko(4+BP,+CP,+ ---).

Auf Grund der Eigenschaften der zonalen Kugelfunktionen ist
cos @-P,=nP, ;+ (n+1)P,.)/(2n+1),

—sin @

dP,,__2(n+l)
a0 — 2,,+1 (Pn-l_Pn+1)-

Wir erhalten somit durch Gleichsetzung der Koeffizienten der ent-
sprechenden Kugelfunktionen auf beiden Seiten die nachfolgende Serie
von Gleichungen: '

12 B8 okpil ) L de
BRI | ALk
dA 2 dC 6 C
et (st 5 )= FeB.
2 B 3dD 12D
57) (7% +7 ) =—*eC.

(75.31)
(75.32)
(75.33)

(75.34)



Die Gleichung des Strahlungsgleichgewichts. 133

Wie wir oben gesehen haben, ist die Undurchsichtigkeit des
Sternmaterials eine so groBe, daB ein typischer Punkt im Inneren
eines Sternes von jeder direkten Bestrahlung durch Materie, deren
Temperatur um mehr als 0,001° schwankt, beinahe vollstindig ab-
geschirmt ist (§71). Wenn wir den vollen Wert 0,001° fiir die Tem-
peraturunterschiede geltenlassen, kénnenwirunsvorstellen, daBder Punkt
aus irgendeiner Richtung Strahlung erhilt, von einer Materie, die,
sagen wir, die Temperatur 4000000,001 Grad besitzt, und aus einer
anderen Richtung, von einer Materie, deren Temperatur 4000000,000
Grad betrigt. Diese ungleiche Bestrahlung ist es, die fiir die Asym-
metrie in E (@) verantwortlich ist. Mit den obenstehenden Zahlen ist
der relative Intensititsunterschied der Strahlung in den beiden be-
trachteten Richtungen etwa gleich 1 Teil in 10°. Es kann daher keiner
von den Koeffizienten B,C,D... in (75.1) den Wert 10° A iiber-
steigen.. :

Wir wihlen eine mit dem Sternradius vergleichbare Lingeneinheit
und betrachten einen dem Mittelpunkt nicht zu naheliegenden Punkt,
so daBl dB/dr und Bfr von derselben GréBenordnung sind wie B; und
ebenso fiir die anderen Koeffizienten. Da in (75.32) dC/dr und Cfr der
GréBenordnung nach nicht groBer als 10-° 4 sein kénnen folgt, daBkp B
von der selben GréBenordnung wie d4/dr oder A sein muB. Es muBdaher
ko von der GréBenordnung 10° sein (was mit Hilfe der von uns gegebenen
Werte fiir die Undurchsichtigkeit des Sternmaterials unmittelbar nach-
gepriift werden kann.) Dann sehen wir aus (75.33), daB kpC von der
‘Ordnung 10-° 4 ist, so daB C von der Ordnung 1018 4 sein muB. Es
kann nun leicht gezeigt werden, da8 D, (E) . . . bzw. von den Ordnungen
107%7 4, 10738 4 usw. sind!. Fiir das Gebiet innerhalb einiger Tausende
von Kilometern vom Mittelpunkte, muB die SchluSweise abgeidndert
werden, weil hier B/r viel groBer als B ist. Aber in diesem Gebiete, wo
. die Asymmetrie gerade nur in Erscheinung zu treten anfingt und der
Temperaturgradient gegen Null abnimmt, ist B viel kleiner als 10-9 4.
Die Gleichungen zeigen iibrigens, in welcher Weise die Koeffizienten
B, C, D usw. mit » dem Werte Null zustreben.

Durch die Vernachlissigung von C im Vergleiche zu 4, und von B
im Vergleiche zu %kpA, begehen wir also, bei normalen Anwendungen
auf das Innere eines Sternes, Fehler von der GroBenordnung 1 zu 1018,

Die nachfolgenden Resultate aus (75.31) und (75.32) sind daher im
allgemeinen bis auf 18 Stellen genau:

! Da die Gleichungen zeigen, da8 k@C, koD, kg(E) der GréBenordnung
nach nicht gré8er als 10-? 4 sind, miissen C und alle weiteren Koeffizienten nicht
groBer als 10-184 sein. Nachdem dieses bewiesen ist, zeigen nun die Gleichungen,
daB koD, ko(E) usw. nicht gréBer als 10-184 sind; daher sind D und alle
weiteren Koeffizienten nicht gréBer als 10-%74, und so weiter. (Das Symbol
(E) wird gebraucht, um eine Verwechslung mit der Energiedichte E zu vermeiden.)
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koA=jolc, e
a4 (75.
: e oD
und wegen (75.2) 7
‘ Pr*=pp
oder, da A = E, B =3H/c ist,
: cE=jlk, l
¢ dE (75.5)
=l » .

Diese Resultate stimmen mit friiher erhaltenen {iberein, wir kénnen
aber jetzt auch den Grad der Genauigkeit unserer Niherung angeben.

76. Wir konnen ferner fragen, wie nahe man an die Oberfliche des
Sternes mit den Gleichungen (75.5) herangehen darf, ohne ein Ver-
sagen der benutzten Niherung befiirchten zu miissen. Unser Fehler
ist von der Ordnung (B/4)2. In kleinen Tiefen unter der Oberfliche
stellt H den StrahlungsfluB dar, der sehr bald aus der Oberfliiche heraus-
treten wird, so daB nach (@ILIY) ol = i acT,, wo T, die effektive Tem-
peratur des Sternes bedeutet. Daheristnach (75.2) B =2aT$; A =aT*.
Wir haben demnach genihert :

(BIA)=(T.[T)* -

Die Niherung bleibt also gut, bis zu einer Temperatur herunter,
die ungefahr gleich der dreifachen effektiven Temperatur des Sternes ist.

Das mogliche! Versagen der Gleichung des Strahlungsgleichgewichtes
bei Temperaturen, die etwa unter 30000° liegen, braucht uns bei den
von uns beabsichtigten Untersuchungen nicht zu bekiimmern. Wie in
§ 67 erklirt wurde, hort unsere Arbeit lange bevor “dieser Punkt
erreicht ist, schon auf, und wir kénnen schr gut ohne eine Kenntnis
der Bedingungen auskommen, die bei betrichtlich unter 1000000°
liegenden Temperaturen bestehen.

Das Verhaltnis (7,/T)® kann allgemein als ein MaB fiir die Genauig-
keit der Gleichimgeh, auch in anderen Teilen des Sternes, verwendet
werden. Es ist zwar méglich, daB H, bevor es die Oberfliche erreicht, -
an der sein Wert mit 7, direkt verbunden ist, bereits abzunehmen an-
fingt?; der Faktor ist aber unbetrichtlich. Hieraus kann man er-
sehen, daB der Anspruch auf eine durchschnittliche Genauigkeit bis
zu etwa einem Teile in 108 keineswegs eine Ubertreibung bedeutet.

In der genauen Gleichung (75.31) ist die linke Seite gleich

ik I

gy B =g

(Hr%).

1 In Wirklichkeit findet kein ernst zu nehmendes Versagen statt (§ 231).

* Die Schwachung der sphirischen Welle durch Ausbreitung kann ihre Ver-
stirkung durch Zufuhr von freiwerdender Energic in dem durchquerten Gebiete
liberwiegen.
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Nun ist 4 z72H der NettofluB nach auBen durch die Oberfliche
einer Kugel vom Radius . Dieser FluB wiirde fiir aufeinanderfolgende
Kugeloberflichen konstant sein, wenn er keinen Zuwachs durch frei-
werdende subatomare Energie oder aus anderen Quellen erhielte. In
Wirklichkeit mu8 irgendeine derartige Energiebefreiung stattfinden, damit
ein stabiler Zustand aufrechterhalten werden kann, so daB d (Hr2)/dr
positiv ist. Gleichung (75.31) zeigt daher, daB k94 < jp/c ist oder

cE<ijlk,. ‘
wobei die Ungleichheit, durch die in § einbegriffene, von der gewdhn-
lichen thermischen Emission verschiedene Emission bedingt wird.

Sobald wir den Versuchmachen, Glieder vonder GroBenordnung10-18
beizubehalten, entsteht eine Reihe subtiler Schwierigkeiten, bei denen
wir uns lange Zeit aufhalten miifiten, wenn sie irgendeine praktische
Bedeutung hatten. Es entsteht z. B. die Frage nach der exakten Defi-
nition der Temperatur.. Die effektive Temperatur der Strahlung ist
durch die Beziehung E = a T4 definiert (§ 29).. Wie genau stimmt nun
aber diese Temperatur mit der Temperatur der Materie iiberein, die
durch die mittlere Geschwindigkeit der Molekeln definiert ist? Wenn
subatomare Energie in Form von Atherwellen frei wird, muf es eine .
Nettoiibertragung von Energie vom Ather auf die Materie geben, so
daB die Strahlungstemperatur um ein Geringes hoher als die mate-
rielle Temperatur ist. Wenn Gravitationsenergie durch Kontraktion
befreit wird, dann tritt sie zunichst als Energie der Molekularbe-
wegung in Erscheinung und die materielle Temperatur ist die hohere.
Da die Gleichgewichtsbeziehung cE = j/k héchstens um einen Teil in
108 unrichtig ist, konnen sich beide Temperaturen hochstens um den
10~*!-ten Teil eines Grades unterscheiden.

" Da die Gravitationsenergie bei einer Kontraktion nicht in Form von .
Strahlung frei wird, darf sie in § nicht aufgenommen werden. Anderer-
seits sind, diebeiden Seitenvon (73.5) wenn sich der Stern zusammenzieht,
nicht mehr genau ausbalanciert; wenn also Glieder von der Ordnung
1018 beibehalten werden sollen, muB auch die sich im Zylinder, infolge
der langsamen Temperaturinderung des Sternes, ansammelnde Strah-
lung in Rechnung gestellt werden. Eine weitere Diskussion dieser
Fragen kann dem Leser iiberlassen werden. Sollte die Weitliufigkeit
dieser Untersuchung ein Gefiihl der Verwirrung hervorrufen, so
konnen wir immer auf die parallel laufende. Untersuchung des §71
zuriickgreifen, welche direkt auf das Ziel lossteuert und das Problem
in klarerer Perspektive zeigt.

Absorption und Opamtat

77. Bei den vorhergehenden Untersuchungen ist stets angenommen
worden, daB der Absorptionskoeffizient £ von der Richtung @ des
Strahlungsbiindels unabhingig ist. Dies wiirde nur dann genau zutreffen,
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wenn die Zusammensetzung der sich in verschiedenen Richtungen fort-
pflanzenden Strahlung dieselbe wire. In Wirklichkeit ist die mittlere Fre-
quenz der nach innen stromenden Strahlung etwas kleiner als die der nach
auBen strémenden, weil sich erstere aus Emissionen zusammensetzt,
die von einer bei etwas tieferer Temperatur befindlichen Materieausgehen.
Da sich % mit dem Charakter der absorbierten Strahlung #ndert, muB
eigentlich filr jeden Strom der seiner Zusammensetzung entsprechende
Koeffizient gebraucht werden.

S. RosseLaNDp?! hat darauf hingewiesen, daB dieser Umstand zu
wichtigen Folgen fiihrt. Betrachten wir die Gleichungen (75.5)

j=ckE,
D EaE (77.1)
He—or vt

Wenn sich die GroBen 7, H, E auf eine Strahlungsmenge beziehen,
deren Frequenzen zwischen engen Grenzen v bis » 4 d» eingeschlossen
sind, werden diese Gleichungen richtig sein, weil %2 in diesem Falle
eine Konstante %, ist. Sie sind daher auch richtig in der differen-
tiellen Form

dj=ck,I(¥)dv,
c_4210) 4, (77.15)
31?79 dr

wo wir fiir die Energiedichte zwischen » und » + d», wie gewdshnlich,
‘dE = I (v) dv schreiben. Durch Integration erhalten wir

dH=T=

=]
: 7'=cfk,.I(v)dv,

(77.2)
1t T
Um (77.2) auf die Form von (77.1) zu bringen, schreiben wir
j=ckE, , (77.31)
H=“?f§ .%:f, (77.32)

WO
b=k Imdv=[I(»dy

__J‘kl aI(v)d ___J‘aI(v)d

und in der letzten Glelchung
dI(y _8I(y) dT

dr aT dr

(77,4)

1-Monthly Notices Bd. .84, S. 525.
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eingesetzt ist. Das Resultat ist, kurz gesagt, daB die beiden
Gleichungen (77.1) verschiedene Arten von Mittelwertsbildung fiir 4
verlangen und daB, wenn wir sie gleichzeitig anwenden, unsere Resul-
tate um einen Mittelungsfaktor verfilscht sein werden. Um beide
Mittelwerte voneinander zu unterscheiden, nennen wir

ky den mittleren Absorptionskoeffizienten,

k, den Koeffizienten der Opazitit.

Da (77.32) die Fundamentalgleichung ist, die in der astronomischen
Theorie verwendet wird, fithren die astronomischen Untersuchungen
unmittelbar zu einer Bestimmung des Opazititskoeffizienten. Ver-
suche einer Berechnung der Absorption auf Grund der in der
Materie bei gegebener Temperatur und Dichte stattfindenden physi-
kalischen Prozesse gehen aber meistens von der Gleichung (77.31) aus
und fiihren naturgemiB zu dem mittleren Absorptionskoeffizienten.
Die physikalischen und die astronomischen Resultate sind also streng
genommen miteinander nicht vergleichbar, solange der Mittelungsfaktor
unberiicksichtigt bleibt. Wir werden die Rosseranpsche Korrektion
natiirlich, soweit méglich, beriicksichtigen. In einigen Fillen sind
aber die zu diskutierenden Theorien nicht ausfiihrlich genug, um dj fiir
verschiedene Frequenzen zu liefern, und es kann nur die Gesamtemission
gefunden werden; eine genaue Korrektion 14Bt sich dann nicht anbringen.
Mittelungsfaktoren kommen bei statistischen Untersuchungen sehr haufig
vor, und sind gewdhnlich nicht so betrichtlich, als daB sie die rohe
Ubereinstimmung, die das AuBerste darstellt, worauf wir bei diesen
Problemen hoffen diirfen, ernstlich stéren kénnten. Der ROSSELAND-
sche Faktor kann aber unter Umstinden eine ganz {iiberraschende
Bedeutung gewinnen, und wir miissen uns daher etwas ausfiihrlicher
mit ihm beschiftigen. )

78. Da k, den Charakter eines harmonischen Mittelwertes und ky
den eines arithmetischen Mittelwertes hat, erscheint es von vornherein
wahrscheinlich, daB k, kleiner als %, sein wird. Diese Erwartung wird
jedoch nicht in allen Fallen erfiillt, weil die Gewichtsfaktoren fiir Ry
und %, verschieden sind.

Die Tatsache, daB %, einen harmonischen Mittelwert darstellt, ist
von sehr groBer Bedeutung, weil sie das Gebiet einengt, in dem wir nach
Absorptionsquellen zu suchen haben, die zu der Opazitit eines Sternes
wesentlich beitragen kénnen. Nehmen wir z. B. an, wir hitten einen
Bereich von Frequenzen, #, bis #,, erschopfend untersucht, der £ des
ganzen Gewichtes von £, enthilt, also einen Bereich fiir den

ve 0
Iy , 2 [AI()
»y 0

oT

ist. Es sei der mit Gewichten versehene Mittelwert von 1/%, fiir diesen
Bereich gleich 1/k’. Wir kénnen dann eine obere Grenze fiir k, an-
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geben; denn, sollte auch %, — im schlimmsten Falle — auBerhalb des
Bereiches unendlich gro8 werden, so liefert (77.4) immer noch

1 21 ) 1

BRO3FTI %
also :
ky=3F.
Was auch auBerhalb der Grenzen v, und », geschehen mag, es kann
die Opazitit nicht mehr als um 50% vergréBert werden.

Eine obere Grenze fiir %, ist fiir uns besonders wertvoll, weil die Ge-
fahr fiir uns darin besteht, daB uns irgendein wichtiger Mechanismus
der Absorption und Emission verborgen geblieben sein kénnte. Tatsich-
lich scheint die physikalische Theorie gegenwirtig noch nicht so viel
Absorption zu liefern, als zur Erreichung einer Ubereinstimmung mit den
astronomischen Beobachtungen erforderlich wire, und wir wiirden froh
sein, wenn wir eine weitere Art von Absorption entdecken kénnten.
Das eben bewiesene Resultat zeigt uns nun, daB wir unsere Untersuchung
auf Prozesse beschrinken diirfen, die imstande sind, solche Frequenzen
zu absorbieren und zu emittieren, die zwischen », und v, liegen, tind
uns eine erschépfende Behandlung sehr kleiner und sehr groBer Fre-
quenzen, diec ebenso schwer als auch unsicher wire, ersparen diirfen.
Natiirlich diirfen wir die Gebiete auBerhalb », und », nicht véllig igno-
rieren, da etwas in der Art einer durchsichtigen Liicke, wo sie auch liegen -
moge, den Wert von %, sehr viel kleiner als 2’ machen konnte. Esist aber
nicht schwer, auch ohne erschépfende Behandlung, sich durch die Unter-
suchung irgendeines ecinzelnen Absorptionsprozesses davon zu iiber-
zeugen, daB alle solche Fenster griindlich verrammelt sind. Der Gegensatz
- zwischen einem arithmetischen Mittelwerte %, und einem harmonischen
Mittelwerte %, besteht, grob gesagt, darin, daB wir bei einem arithmeti-
schen Mittelwerte unendlich groBe Werte, bei einem harmonischen
Mittelwerte dagegen unendlich kleine Werte zu befiirchten haben.
Letztere Befiirchtung 148t sich viel leichter beruhigen als erstere.

Als Anwendung hierfiir weist ROSSELAND auf die Tatsache hin, daB
feine Linienabsorption keinen merklichen EinfluB auf die Opazitit austibt.
. Fassen wir namlich alle in einem Bereiche », bis », liegenden Spektral-
linien ‘(aller Elemente) zusammen — hauptsichlich X- und L-Linien
des Rontgenspektrums, die nicht iibermiBig zahlreich sind —, so iiber-
decken diese, wenn sie von normaler Schmalheit sind, nur einen kleinen
Teil des Bereiches; so undurchsichtig sie auch sein mégen, kdnnen sie
die mittlere Opazitit nur im Verhiltnisse der von ihnen beschatteten
Flache oder genauer, des von ihnen beschatteten Gewichts vergréfern.
Dies fithrt uns zu der Vermutung, daB die Hauptursache der stellaren
Opazitit nicht in der durch Anregung von Atomen hervorgerufenen
Linienabsorption zu suchen ist, sondern vielmehr in der durch Ioni-
sationen verursachten kontinuierlichen Absorption. Trotzdem erscheint
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es doch zweifelhaft, ob wir die Linienabsorption in dieser summarischen
Weise abtun diirfen. ’ ,

Es ist wohl bekannt, daB unter gewissen Umstinden die Spektral-
linien auBerordentlich breit werden konnen, und obwohl die Theorie
der Linienverbreiterung gegenwirtig noch unvollkommen verstanden
wird, 148t sich doch \}ermuten, daB die L-Linien der Elemente im
Inneren eines Sternes stark verbreitert sind. In diesem Falle kénnten
aber die Linien der verschiedenen Elemente zusammengenommen den
ganzen Frequenzenbereich iiberdecken.

79. Nach dem Praxckschen Gesetze ist
Cy?

(Rl
und daher '
dI(v) =~ Ch  ytervirr
- 0T ~ RT? (ePEr —1)2° _
Wenn wir hierin /#/RT = x setzen, ist das Gewicht eines beliebigen
Intervalls d x, welches bei der Bildung des Mittelwertes %, zu verwenden
ist, proportional zu _ :
xlerdx -

| | T )

Mit Hilfe dieses Wertes ist die Tabelle 8 berechnet worden, die in
ihrer zweiten Kolonne das relative Gewicht fiir jeden Wert von x, und

in ihrer dritten Kolonne das Gewicht des sich von 0 bis x erstreckenden
Bereiches enthilt,

Tabelle 8. Gewichte fiir die Berechnung der Opazitit.

x=hy/RT Gewicht bei # | Gewicht 0 bis »
0 0,000 | 0,0000
3 0,244 0,0016
1 0,921 0,0121
13 1,872 0,038
2 2,897 0,084
21 3,806 . 0,150
3 4,467 0,230
4 4,864 - 0413
5 4,270 0,591
6 3,229 0,736
7 2,194 0,840
8 1,375 0,908
9 0,810 0,949
10 0,454 0,973
o 0,000 1,000

Aus der dritten Kolonne ersehen wir, daB 69% des Gesamtgewichte
von Frequenzen beigesteuert werden, die zwischen

25RT[hk und 7 RT/h
liegen.
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Bei 10 Mllhonen Grad entspricht die Frequenz R T}k einer Wellen-
linge von 14,3 A, so daB 69% des Gesamtgew1chtes auf das Intervall

zwischen 6 und 2 A entfallen. Fiir Elemente mittleren Atomgewichtes
entspricht dieses Intervall der L-Strahlung. Das ist also das Gebiet,
welches wir in erster Linie nach Quellen der stellaren Opazitit zu durch-
forschen haben.

Bei der Behandlung der Quellen der kontinuierlichen Absorption,
die hauptsichlich in dem oben angegebenen Spektralbereiche wirksam
sind, werden wir oft bei geniherter Rechnung den Unterschied zwischen
Absorption und Opazitit vernachlissigen diirfen. Die zur Reduktion -
von k; auf %, anzubringende Korrektion wollen wir als die ROSSELAND-
sche Korrektion bezeichnen.

80. Betrachten wir zwei Frequenzen ¥’ und »", von denen die erste
innerhalb einer starken Absorptionslinie oder Bande und die zweite in
einem Gebiete schwacher Absorption liegt. Wenn wir mit der Unter-
suchung der duBeren Atmosphire des Sternes beschiftigt wéren, wiirde
sich die Absorption in einem Fehlen der Komponente ' in der Strahlung
duBern. Anders liegen die Verhiltnisse im Inneren eines Sternes, wo
das thermodynamische Gleichgewicht beinahe vollkommen ist. Starke
Absorption wird hier durch entsprechend starke Emission kompensiert,
und die Strahlungen »' und »" sind daher in den gewdhnlichen, durch
das PLaNCKsche Gesetz angegebenen Mengen vorhanden. Der zwischen
beiden Strahlungsarten bestehende Unterschied liegt aber darin, da8,
wihrend die »”-Strahlung im groSen und ganzen nach auBen {flieBt,
die »'-Strahlung praktisch zum Stillstand gebracht wird. .

Wenn z. B. »"' im Mittel auf je 100 cm Weglinge einmal absorbiert
und reemittiert wird, und »’ einmal auf je 1 cm Wegliinge, so entspricht
die Differenz der Intensititen der nach auBen und nach innen gerich-
teten Stréme von »"" der Temperaturdifferenz der Punkte, in denen
diese Stréme emittiert worden sind, d. h. dem Temperaturgefille auf
200 cm; die Differenz der Intensititen der nach innen und auBen ge-
richteten Stréme der »'-Strahlung entspricht aber dem Temperatur-
gefdlle auf 2 cm. Der nach auBen gerichtete NettofluB betrigt daher
fir ' nur ein Hundertstel von der entsprechenden GréSe fiir »”.

Wenn » nur 1% der Gesamtstrahlung und »” die iibrigen 99%
ausmacht, wird die Absorptionslinie bei »' die Gesamtmenge der statt-
findenden Absorption und Emission verdoppeln; trotzdem »' nur einen
kleinen Teil der Strahlung darstellt, macht es ebensoviel Geschifte wie
die ganze ibrige Strahlung zusammengenommen. Dies bedeutet, daB
k, verdoppelt wird. Fiir die Opazitit aber bedeutet das nur, daB nun-
mehr 1% der Strahlung beinahe vollstindig aufgehalten wird, wihrend
der {ibrige Teil ‘wie frither durchflieBt. Daher wird %, nur um 1% ver-
groBert.
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Sechstes Kapitel.

Losung der Gleichungen.

81. Die Fundamentalgleichungen der Theorie des Sterninneren
sind die hydrostatische Gleichung (54.3) und die Gleichung des Strah-
lungsgleichgewichtes (71.1), also :

adpP

S =—go0, (8L.1)
dpr a koH

Tl T (81.2)

Der Gesamtdruck P setzt sich aus dem Gasdrucke pg und dem Strah-
lungsdrucke p5 zusammen, so daB

P=to+pn (81.3)
ist. Aus (81.1) und (81.2) ergibt sich '

dpr =%’ iP. (81.4)

Bei einem stationidren Zustande muB die Strahlungsmenge 47 72 H,
die in einer Sekunde durch die Oberfliche einer Kugel vom Radius 7
nach auBen flieBt, gleich der Energiemenge sein, die in derselben Zeit
im Innern der Kugel, wahrscheinlich aus subatomaren Quellen, befreit
wird. Indem wir die in der Kugel in einer Sekunde freiwerdende Energie
mit L, bezeichnen, haben wir

H=L |47, g=GM,r?
und daher :
H TR
€ 4aG M,"

Die Grofle Jf‘—l', ist die mittlere Ergiebigkeit der Energiequellen pro
Gramm fiir das Gebiet innerhalb von ». Wahrscheinlich ist die Energie-
befreiung groBer in den heifen und dichten Zentralgebieten, als in den
duBeren Teilen des Sternes, und ]{'7" wird daher mit wachsendem 7, d.h.
wenn immer kiihlere Teile zu dem Mittelwerte beitragen, abnehmen.
Wir werden aber keine sehr schnelle Abnahme dieser GréBe erwarten
diirfen. Die Geschwindigkeit der Energieerzeugung kann wohl mit der
Temperatur schnell abnehmen, aber die Anderung von L, /M, wird viel
langsamer sein, weil sie durch die Mittelwertbildung gedampft wird.

Es sei M die Masse des Sternes und L die gesamte Energieausstrah-
lung pro Sekunde von seiner Oberfliche. (Die beobachtete bolometrische
Helligkeit wird durch L bestimmt.) Dann ist L[M der Grenzwert von
L./M,. Wirsetzen - :

(81.5)

el | Y
ATt : N
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so daB 7, vom Werte 1 an der Oberfliche, bis zu irgendeinem unbe-
kannten, aber nicht sehr groBen Werte im Mittelpunkte wichst. Die
Form der Funktion 7 hingt von dem unbekannten Gesetze der Be-
freiung subatomarer Energie ab, von dem jedoch erwartet werden darf,
daB es fiir alle Sterne ungefihr dasselbe sein wird.

Indem wir 7 in (81.4) einfiihren, erhalten wir

L ) 5 .

82. Wir gehen nun daran, eine Anniherung fiir das Verhalten von
1k einzufithren; bevor wir das aber tun, bemerken wir, da3 schon die
strenge Gleichung (81.7) uns die Moglichkeit gibt, eine obere Grenze
fiir die Opazitit. % eines beliebigen Sternes {ob aus idealem Gase be-
stehend oder nicht) anzugeben, fiir den L und M aus der Beobachtung
bekannt sind.

Die Temperatur muB in allen Fillen nach innen zunehmen, und es
erscheint duBerst unwahrscheinlich, daB die Dichte nach innen ab-
nehmen kénnte. Wenn sowohl Temperatur als Dichte nach innen wach-
sen, muB auch der materielle Druck p; dabei zunehmen. Daher ist
dpa bei einem Fortschreiten nach innen positiv, so daB nach (81.3)

. Adpr<dP
sein mubB.
Dann ist aber wegen (81.7):
L1] k :
: dmcGM <l

undda > 1

h<d4mcGM[L,

< 23100AM{/L.

Fiir die Capella hatten wir (§13): 3/ = §,3:1033, L = 4,8.10%. Daher
ist «
k< 435c¢-g-s-Einheiten. ‘

In dhnlicher Weise findet man fiir Sirius 2 < 630 und fiir die Sonne
k < 13200. Es muB bemerkt werden, daB % in keinem Teile des Sternes
diese Werte iibersteigen kann, solange keine Umkehrung des Dichte-
gradienten stattfindet.

Die physikalische Erklirung dieser oberen Grenzen liegt darin,
daB sich die beobachtete, tatsichlich emittierte Strahlung durch den
Stern emporarbeiten muB, und daB sie, bei zu groBem Widerstande,
den Stern zersprengen wiirde.

Die fiir Capella und Sirius gefundenen oberen Grenzen sind genii-
gend klein, um das Feld unserer Uberlegungen betrichtlich einzuengen.
Bei Laboratoriumsexperimenten sind schon mehrfach Absorptions-
koeffizienten von héherem Betrage als die oben angefiihrten gemessen
worden. Tatsichlich sind diese oberen Grenzen nur 4 oder 5 mal groBer
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als die endgiiltigen Werte von £, die sich aus unseren Rechnungen er-
geben werden.

83. Wir werden nun ‘den Fall durchrechnen, in dem 7k im ganzen
Sterne konstant ist. Dies verlangt, daB der Absorptionskoeffizient
beinahe konstant bleibt, und nur ein wenig gegen den Mittelpunkt
des Sternes abnimmt, umdie Zunahme von 7 zukompensieren. Wir werden
an geeigneter Stelle die Griinde anfiihren, die uns ein solches Verhalten
des Absorptionskoeffizienten tatsichlich als wahrscheinlich, und die
Bedingung 7 £=const als eine sehr genaue Anniherung erscheinen lassen.

Eine erste Vereinfachung, die sich aus der Annahme der Konstanz
von 7% ergibt, bzasteht darin, daB der Strahlungsdruck nunmehr zu dem
Gasdrucke im ganzen Sterne in einem konstanten Verhiltnisse steht.
Es sei also

nk = const =k, (83.1)

so daB %, in gewissem Sinne den Grenzwert von % darstellt. Es muB
aber gleich betont werden, daB8 der Wert von % in der Photosphire von
ko sehr stark abweichen kann. Wiein § 67 erértert, gehen uns die ZuBeren
Teile des Sternes wenig an, und wir brauchen daher die Annahme (83.1)
auf die Gebiete niedriger Temperatur nicht auszudehnen. Durch Inte-
gration von (81.7) ergibt sich
Lk,
WIS
Streng genommen, wire noch eine kleine Integrationskonstante
von der GroBenordnung 1 dyne pro cm? hinzuzufiigen, da der Strah-
lungsdruck an der Oberfliche nicht verschwindet. Wir vernachldssigen
sie aber gegeniiber dem Druck von der Ordnung von 10!2 dyn pro
cm?, der in dem gréBten Teile des Inneren herrscht.
Wir fiihren nun eine Konstante g ein, die wir folgendermaBen de-

P. (83.2)

finieren: .
pr= (l—ﬂ)P} (83.3)
pe=pP.
Dann ist nach (83.2) :
L.-=4:chM(1 —ﬂ)- (83.4)

kO

Die wichtige Gleichung (83.4) setat keineswegs eine genauere Kennt-
nis des niedrig-temperierten Teiles des Sternes voraus. Wir haben
zwar fiir den Grenzwert von L,/M, einfach L/M geschrieben; unsere
»Grenze'* braucht aber nicht notwendig mit der Oberfliche des Sternes
zusammenzufallen. Der einzige Grund, warum wir sie an die Ober-
fliche oder in ihre Nahe verlegen, besteht darin, da8 wir in unserer
Gleichung GréBen haben wollen, die unmittelbar aus der Beob-
achtung bestimmt werden kénnen; hierfiir ist aber schon in geniigen-
dem MaBe gesorgt, wenn wir die »,Begrenzung® dort ziehen, wo dic Tem-
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so daB 7, vom Werte 1 an der Oberfliche, bis zu irgendeinem unbe-
kannten, aber nicht sehr groBen Werte im Mittelpunkte wichst. Die
Form der Funktion 7 hingt von dem unbekannten Gesetze der Be-
freiung subatomarer Energie ab, von dem jedoch erwartet werden darf,
daB es fiir alle Sterne ungefihr dasselbe sein wird.

Indem wir 7 in (81.4) einfithren, erhalten wir

L . C .
dpR =m @ 7]k[ZP. (817)

82. Wir gehen nun daran, eine Anniherung fiir das Verhalten von
71k einzufithren; bevor wir das aber tun, bemerken wir, daB schon die
strenge Gleichung (81.7) uns die Méglichkeit gibt, eine obere Grenze
fiir die Opazitit. & eines beliebigen Sternes (ob aus idealem Gase be-
stehend oder nicht) anzugeben, fur den L und M aus der Beobachtung
bekannt sind. :

Die Temperatur muB in allen Fillen nach innen zunehmen, und es
erscheint duBerst unwahrscheinlich, daB die Dichte nach innen ab-
nehmen konnte. Wenn sowohl Temperatur als Dichte nach innen wach-
sen, muB auch der materielle Druck $4; dabei zunehmen. Daher ist
dpg bei einem Fortschreiten nach innen positiv, so daB nach (81.3)

, dppr<dP
sein muB.
Dann ist aber wegen (81.7): ,
Lnk 1
. TGl

undda 7> 1

h<4mcGM|L,

< 25100M/L.

Fiir die Capella hatten wir (§ 13): M = 8,3-10%3, L = 4,8.10%. Daher
ist :
k<< 435¢-g-s-Einheiten,

In dhnlicher Weise findet man fiir Sirius 2 < 630 und fiir die Sonne
k < 13200. Es muB bemerkt werden, daB & 5 keinem Teile des Sternes
diese Werte iibersteigen kann, solange keine Umkehrung des Dichte-
gradienten stattfindet.

Die physikalische Erklirung dieser oberen Grenzen liegt darin,
daB sich dic beobachtete, tatsichlich emittierte Strahlung durch den
Stern emporarbeiten muB, und daB sie, bei zu groBem Widerstande,
den Stern zersprengen wiirde.

Die fiir Capella und Sirius gefundenen oberen Grenzen sind genii-
gend Klein, um das Feld unserer Uberlegungen betrichtlich einzuengen.
Bei Laboratoriumsexperimenten sind schon mehrfach Absorptions-
koeffizienten von hoherem Betrage als die oben angefiihrten gemessen
worden. Tatsichlich sind diese oberen Grenzen nur 4 oder 5 mal gréBer
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als die endgiiltigen Werte von %, die sich aus unseren Rechnungen er-
geben werden.

83. .\Wir werden nun ‘den Fall durchrechnen, in dem 74 im ganzen
Sterne konstant ist. Dies verlangt, daB der Absorptionskoeffizient
beinahe konstant bleibt, und nur ein wenig gegen den Mittelpunkt
des Sternes abnimmt, um die Zunahme von 7 zukompensieren. Wirwerden
an geeigneter Stelle die Griinde anfiihren, die uns ein solches Verhalten
des Absorptionskoeffizienten tatsichlich als wahrscheinlich, und die
Bedingung n k= const als eine sehr genaue Anniherung erscheinen lassen.

Eine erste Vereinfachung, die sich aus der Annahme der Konstanz
von 5% ergibt, basteht darin, daf3 der Strahlungsdruck nunmehr zu dem
Gasdrucke im ganzen Sterne in einem konstanten Verhiltnisse steht.
Es sei also

nk = const = k,, (83.1)

so daB k, in gewissem Sinne den Grenzwert von % darstellt. Es muB
aber gleich betont werden, daB der Wert von % in der Photosphire von
ko sehr stark abweichen kann. Wie in § 67 ertrtert, gehen uns die duBeren
Teile des Sternes wenig an, und wir brauchen daher die Annahme (83.1)
auf die Gebiete niedriger Temperatur nicht auszudehnen. Durch Inte-
gration von (81.7) ergibt sich
pr=pem_.p, (83.2)
Streng genommen, wire noch eine Kkleine Integrationskonstante
von der GroBenordnung 1 dyne pro cm? hinzuzufiigen, da der Strah-
lungsdruck an der Oberfliche nicht verschwindet. Wir vernachlissigen
sie aber gegeniiber dem Druck von der Ordnung von 102 dyn pro
cm?, der in dem groBten Teile des Inneren herrscht.
Wir fithren nun eine Konstante B ein, die wir folgendermaBen de-

finieren: -
pr=(1—p) P } _
: Pe=pP.
Dann ist nach (83.2)
[ =436 —p) (83.4)

0

Die wichtige Gleichung (83.4) setzt keineswegs eine genauere Kennt-
nis des niedrig-temperierten Teiles des Sternes voraus. Wir haben
zwar fiir den Grenzwert von L,/M, einfach L/M geschrieben; unsere
,»Grenze'* braucht aber nicht notwendig mit der Oberfliche des Sternes
zusammenzufallen. Der einzige Grund, warum wir sie an die Ober-
fliche oder in ihre Nihe verlegen, besteht darin, daB wir in unserer
Gleichung GréBen .haben wollen, die unmittelbar aus der Beob-
achtung bestimmt werden kénnen ; hierfiir ist aber schon in gentigen-
dem MaBe gesorgt, wenn wir die »Begrenzung* dort ziehen, wo die Tem-
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peratur auf etwa 7% der Mittelpunktstemperatur gesunken ist. Nach
der in § 67 angegebenen Methode kann nimlich leicht gezeigt werden,
daB die innerhalb dieser Begrenzung liegende Masse praktisch schon
die ganze Masse des Sternes ist. Auch die Strahlung, welche durch
diese Begrenzung -herausflieBt, ist praktisch die.ganze Atisstrahlung
des Sternes, da die geringe, auBerhalb noch liegende Masse keine merk-
liche Quelle oder Senke fiir die. Energie darstellen kann. Es geniigt
daher, die Theorie nur so weit zu entwickeln, daB sie den Ausdruck von
L/M fiir den hochtemperierten Teil des Sternes ergibt; dann ist es in
der Praxis immer zulissig, fiir diesen Wert den beobachteten Ober-
flichenwert L/M einzusetzen.

Bis hierhin ist die Richtigkeit der abgeleiteten Formeln unabhiingig
davon, ob das Material ein ideales Gas ist oder nicht.

Ideale Gase.

84. Betrachten wir nun einen aus idealem Gase gebildeten Stern,
dessen Materie also das Gasgesetz

R
pa= weT
befolgt. Da andererseits
pr=3aT*
ist, haben wir nach (83.3)
p=ReZ_ aTi .
e = (84.1)
Durch Elimination von T erhalten wir
P =gt (84.2)
wo
3RL(1—p))3
. ={ i ;f‘ ﬂﬁ}. (84.3)

Die Verteilung stellt also eine der polytropen Formen dar, die wir
im vierten Kapitel besprochen haben, und zwar diejenige, welche durch die
Werte y = §, 7 = 3 (Tabelle 6) gekennzeichnet wird. Indem wir in
der zweiten Gleichung (57.3) 7 = 3 setzen, wird diese

(G M)2_ (42)°

M T 46
_ 4 3R(1-—p)
T 4aG aptpr
Daher ist :
| 1—8= CAIz,u‘ﬂ‘, (84.4)
wo :
47G3a o i
C=§W=7,83°10 1 4 (845)
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Hier ist die Masse des Sternes in Gramm und das Molekulargewicht
in Vielfachen des Wasserstoffatoms ausgedriickt. Es ist aber bequemer,
die Masse des Sterns in Einheiten der Sonnenmasse {©) auszudriicken.
Da ©=1,985-10%gr. ist, wird (84-4) i

' 1—p=0,00309 (31/0)2 u* gt (84.6)

Der Wert von B wird durch Auflésung dieser Gleichung vierten
Grades" erhalten; er kann dann in (83.4) eingesetzt werden. Wir be-
merken, daB 8 ausschlieBlich von der Masse und dem mittleren Mole-
kulargewichte des Sterns abhéngt, und von dem Radius und der Opazitiit
ginzlich unabhingig ist. ' '

Die Abschitzung des Wertes von 4 hingt von einer Diskussion
desIonisationszustandes im Inneren des Sternes ab (zehntes Kapitel). Fiir
die meisten Sterne liegt der Wert wahrscheinlich in der Nihe von 2,2;
er kann sich aber von Stern zu Stern, je nach den besonderen Tempe-
ratur- und Dichteverhiltnissen, in geringem MaBe Zndern, Tabelle 9,
welche die Werte von 1 — B fiir verschiedene Massen und angenommene
Molekulargewichte enthilt, soll einen Uberblick iiber die Verhiltnisse
- gewdhren. Eine ausfiihrlichere Tabelle, die fiir den praktischen Gebrauch
bei Rechnungen bestimmt ist, findet sich in § 100.

Tabelle 9. Werte von 1 — 8.

Masse

(Sonne = 1) ' u=22 n=35 ' | p =30
|

3 0,004 ' 0.026 ' 0,738

3 017 082 | 810

1 057 195 861

2 151 344 903

4 292 492 | 931

8 441 620 | 951

50 747 | 836 , 980

85. Die GroBe 1— B stellt das Verhiltnis des Strahlungsdruckes
zum Gesamtdrucke dar. Wir haben in § 15 gesehen, daB diese GroBe
wahrscheinlich in enger Beziehung zu der Tatsache steht, daB sich die
Weltmaterie zu Sternen einer normalen Masse zusammengeballt hat.
Wir haben dort die Vermutung ausgesprochen, daB Sterne mit einem
Strahlungsdrucke von 15 bis 50% des Gesamtdruckes wahrscheinlich
am haufigsten gebildet werden, weil ein hoherer Strahlungsdruck fiir
die Stabilitit des Sternes schon sehr’gefihrlich sein wiirde, und die
Massenansammlung, bei ungestértem Verlaufe, vermutlich ‘bis zu einer
solchen Masse fortschreitet, bei der die Gefahr beginnt. .

Bei Anwendung dieses Kriteriums entspricht der Wert ¢ = 2,2 einer
Normalmasse von 2 — 10 Sonnenmassen, und u = 3,5 einer Masse von
{ bis 4 Sonnenmassen. Letzteres Ergebnis kommt dem allgemeinen Durch-
schnitte der Sterne niher, und ein noch héheres Molekulargewicht

Eddington, Aufbau der Sterne. 10
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wiirde die wirklichen Verhiltnisse vielleicht in noch befriedigenderer
Weise darstellen. Wir haben fiir diese Tatsache zwei mogliche Erklirun-
gen vorgeschlagen: 1. daf die kritische Periode schon sehr friih bei der
Zusammenballung der Materie zu Sternen eintritt, also” zu einer
Zeit, da die Temperatur und Ionisation noch niedrig sind, und 1 daher
einen héheren Wert hat, als bei den voll entwickelten Sternen, 2. daf
die Sternmassen im Laufe der Entwicklung etwas abnehmen. Nach
ihrer Leuchtkraft zu urteilen, haben Sterne der frithesten Stadien
(K- und M-Riesen) selten Massen unter 20. Wie dem auch sei, sind
wir kaum in der Lage, einem Faktor der GroBe 2 oder 3 eine ernste Be-
deutung beizumessen, und miissen schon mit einer allgemeinen
Ubereinstimmung der GroBenordnungen der wirklichen Sternmassen
und des fiir den Strahlungsdruck kritischen Massenbereiches zufrie-
den sein. :

Sollte das Bestehen hochgradiger Ionisation im Inneren eines Sternes
in Zweifel gezogen werden, so konnten wir uns auf die dritte Kolonne
der Tabelle 9 berufen. Bei nicht dissoziierten Atomen wiirden wir ein
Molekulargewicht 30, oder evtl. einnoch hoheres, erwartenmiissen, unddie
Tabelle zeigt, daB dies zu einem auBerordentlich hohen Strahlungsdruck
fihren wiirde. Es wiirde uns aber schwer fallen, den Schlu8 zu akzep-
tieren, daB in der Capella 93% des Gewichts des Materials durch den
Druck der herausbrechenden Strahlung getragen werden, und es ist da-
her durchaus befriedigend, daB die von der thermodynamischen Theorie
vorausgesagte Ionisation, den Zustand des Sternes zu einem viel weniger
heiklen macht. N

Leuchtkraft und Opazitit.

86. Wenn man die kleinen Anderungen von g, welche durch die
Temperatur und die Dichte bedingt sein konnen, vernachlissigt, ist
1 — B eine reine Funktion der Masse. Aus (83.4) folgt daher der Satz:

Bei gasformigen Sternen derselben Masse ist die Gesamtausstrahlung
L wmngekehrt proportional zu der Opazitit k,. ;

Dieses grundlegende Ergebnis kann auch auf einer breiteren Basis,
ohne die Benutzung der Niherung 9k = const, erhalten werden. Be-
trachten wir zwei homologe Sterne, in denen entsprechende Gebiete
dieselbe Masse enthalten, sich aber durch ihren linearen MaBstab von-
einander unterscheiden. -Wir wollen annehmen: 1. daB die relative
Verteilung der Energiequellen in beiden Sternen dieselbe ist, so daf
L,/L fir entsprechende Punkte denselben Wert hat, und 2. daB8 % mit
¢ und T nach irgendeinem Gesetze der Form 0*T¥ variiert, so daB
die Verteilung auch in % homolog ist, wenn die Verteilungen von ¢
und T in beiden Sternen homolog sind. -

Eine Anderung der linearen Dimensionen im Verhaltnisse J andert
¢ im Verhiltnisse /-3 und g im Verhiltnisse /-2, Damit die Homologie
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gewahrt bleibt, miissen 4 und py, in entsprechenden Punkten im selben
Verhiltnisse zueinander stehen. Dies bedeutet, daB sich o T im selben
Verhiltnisse wie 74 dndern muB. Daher 4ndert sich T im Verhiiltnisse
=1 und pp und pg im Verhiltnisse i-4,

Wenn wir diese Anderungen in die Gleichgewichtsgleichungen (81.1)
und (81.7) einfiihren, bleibt die erste erfiillt, und die zweite ist auch
erfiillt, wenn

nkL

in allen Punkten unverindert bleibt. Die oben formulierten Annahmen
sorgen dafiir, daB  iiberhaupt unveriindert bleibt und daB % in allen
Punkten im selben Verhiltnisse verindert wird. Die geniigende Be-
dingung ist also, daB kL unverindert bleibt, oder daB sich L umgekehrt
proportional zu % indert.

Als sie ihre Theorie der Riesen- und Zwergsterne schufen, legten
RusseLL und HERTZSPRUNG besonderes Gewicht auf die Tatsache, daB
die Statistik der Sternbeobachtungen sowohl eine Serie von hellen
(Riesen-) Sternen zeigt, die vom M-Typus bis zum A-Typus alle ungefihr
dieselbe Leuchtkraft besitzen, als auch eine Serie, in der die Leuchtkraft
vom A-Typus zum M-Typus schnell abnimmt (Zwergsterne). Die Riesen
haben alle geringe Dichte, so daB unsere fiir ein ideales Gas erhaltenen
Resultate fraglos auf sie anwendbar sind. Unter der Annahme, daB
lings der Riesenserie, keine betrichtliche Anderung der mittleren
Massen stattfindet?, zeigt die gendherte Konstanz von L, daB auch
ko lings dieser Serie genihert konstant bleibt, ’

Es muB allerdings zugegeben werden, dafl dieses experimentelle
Ergebnis zunichst noch ein ganz rohes ist. Im RusstLLschen Typen-
helligkeitsdiagramm verliuft der Riesenast ziemlich horizontal, und zeigt
damit konstante absolute visuelle Helligkeit an. Die Werte miiBten aber
noch auf bolometrische Helligkeiten umgerechnet und wegen der durch die
Auswahl der Daten bedingten Effekte korrigiert werden. Ferner offen-
bart sich hier der schwache Punkt, daB wir sehr wenig direkte An-
gaben iiber die Konstanz der Massen lings dieser Serie besitzen. - SchlieB-
lich wire vielleicht auch noch das etwas kleinere Molekulargewicht
am heiBeren Ende der Serie zu beriicksichtigen.

Aber so roh sie auch sein mag, ist diese im Materiale enthaltene An-
deutung doch auBerordentlich aufschluBreich, weil der innere Zustand
eines Sternes zwischen den Typen 3 und A eine gewaltige Verdnderung
erleidet und seine innere Temperatur, wie wir gleich sehen werden, auf
das Zehnfache ansteigt. Es hitte fiir uns schon einen gewissen Wert,
wenn wir bestimmt aussagen konnten, daB sich ko nicht stirker als im
Verhiltnisse 20 : 1 dndert. Bei physikalischen Experimenten .ist die

1 Wir sind absichtlich bei dem A-Typus stehen geblieben, weil bei den darauf-
folgenden Typen (B und 0) die mittlere Masse bekanntlich bedeutend groBer ist.
10*
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Absorption der Rontgenstrahlen eine rasch variierende Funktion der
Wellenlinge der Strahlung und folglich auch der Temperatur; eine Ande-
rung von 1000 : 1 erscheint daher von vornherein durchaus nicht aus-
geschlossen.

87. Um weiterzukommen, miissen wir in der Lage sein, die inneren
Temperaturen von Sternen verschiedener Spektraltypen miteinander
zu vergleichen. Die in diesem Kapitel bis jetzt erhaltenen Grundformeln
sind ' & 1|
1—$=0,00309 (M]0)2 ut g4,
‘ , L=47cGM(1—p)/k,.
Diesen miissen wir noch die Formel -

‘TP 3R(1—pH)

e aup
hinzufiigen, die in (84.1) enthalten ist. Sie zeigt, daB die GroBe T3/p, die
im ganzen Inneren eines einzelnen Sternes konstant ist, auch fiir alle
Sterne derselben Masse konstant bleibt. (Wie gewshnlich, vernach-
lissigen wir mégliche kleine Unterschiede in #). Wir haben daher den
folgenden Satz: in Sternen gleicher Masse dndert sich die Temperatur
in homologen Punkten im Inneren wie die Kubikwurzel aus der mittleren
Dichte. ' -

Die effektive Temperatur befolgt ein anderes Gesetz. Die Niveaus,
in denen die Temperatur gleich T, ist (irgendwo in der Photosphire)
entsprechen nicht homologen Punkten; tatsichlich riickt bei wachsen-
der Dichte und Temperatur des Sternes die Photosphiire verhiltnis-
miBig immer niher an die Oberflache heran. Nach (31.1) ist die schwarze
Strahlung der Materie bei der Temperatur T '

(87.1)

, 1ac T4 pro cm? pro sec,
daher ist die Ausstrahlung einer Kugel vom Radius R pro Sekunde
‘ L=4nR?-lacTi=macRT*.
Dementsprechend wird die effektive Temperatur eines Sternes durch
die Beziehung definiert
L=macR*T;, (87.2)
da dies die Temferatur eines schwarzen Kérpers gibt, der dieselbe

Strahlungsmenge wie der Stern aussendet.
Die mittlere Dichte des Sternes ist

o, =M _ 81z
ST

M
L3
nach (87.2). Da die Mittelpunktsdichte ein konstantes Vielfaches von
0 ist, haben wir - '

(af =12 (87.3)

0 ML3T),
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so daB wegen (87.1) fiir Sterne einer und derselben Masse

T,c LT, . (87.4)
ist. . 4 :

Wir kénnen die effektive Temperatur fiir den M-Typus gleich 30009
und fiir den 4-Typus gleich 10500° annehmen. Wenn also L konstant
bleibt (wie die Beobachtungen zu zeigen scheinen) ist die entsprechende
Temperaturinderung 12 : 1. Die Anderung der mittleren Dichte muB
gleich der dritten Potenz dieses Verhiltnisses sein, — also etwa 2000 : 1
— und dies stimmt mit unseren allgemeinen Kenntnissen iiber die
Dichten dieser beiden Spektraltypen iiberein. LS

Aus den oben angegebenen Griinden ist es schwer zu entscheiden,
wie genau die Regel von der Konstanz von L fiir Sterne gleicher Masse
durch die Beobachtung bestitigt wird. Da Voreingenommenheit unser
Urteil beeinflussen konnte, wird es wohl das Beste sein, eine Meinung
anzufiithren, die Verfasser zu einer Zeit ausgesprochen hat, als er noch
zu keiner Theorie betreffend die Verinderlichkeit von ky gelangt warl,
Er schloB damals aus den Beobachtungen, daB sich %, etwa ebenso

rasch wie T% oder 7% sndern konnte, jedoch kaum diese Grenzen iiber-
.schreiten diirfte. Das entspricht einer Spanne von 3,5 : 1 fiir kg beim
Durchlaufen der Sternserie von 3 bis 4, und daher einem gleichen
Variationsbereiche fiir L. Dies wiirde einer Anderung von 1,4 bolometri-
schen GréBenklassen entsprechen. Es konnte damals keine bestimmtere
Meinung dariiber geduBert werden, welche Richtung fiir diese Anderung
die wahrscheinlichere sei.
Nachdem sich nun ergeben hat, daB ky bei einerAnderung der Tem-
+ peratur vom Einfachen auf das Zwslffache leidlich konstant bleibt,
konnte es plausibel erscheinen, hieraus den Schluf zu ziehen, daB
sich %, bei Sterntemperaturen einem von den physikalischen Bedin-
gungen ginzlich unabhingigen Werte nihert. Dann wiirde die Opazitit
fiir alle Sterne, gleichgiiltig welcher Masse, dieselbe sein. Dieser SchluB,
der vom Verfasser bei seinen ersten Untersuchungen akzeptiert worden
war, erweist sich aber als triigerisch. Wir sind gegenwirtig davon {iber-
zeugt, daB sich % tatsichlich, und zwar rasch, mit der Temperatur
dndert, es dndert sich aber auch mit der Dichte. Der iiberwiegende
Teil der Anderung ist proportional zu o/T3, was fiir Sterne gleicher
Masse (und auch innerhalb eines einzelnen Sternes) eine Konstante ist.
Die Hauptinderung tritt also bei unserer ersten Untersuchung der
Beobachtungsdaten zunichst nicht in Erscheinung, und iiberrascht uns
durch ihr plétzliches Auftreten, sobald wir dazu iibergehen, Sterne
verschiedener Massen miteinander zu vergleichen. ;
- 88. Die von uns gefundene geniherte Konstanz von k, fiir alle Sterne
des Riesenastes mu von der geniherten Konstanz von % (oder strenger

1 Z. f. Phys. Bd. 7, S. 368.
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von 7%) innerhalb eines einzelnen Sternes, die wir vorausgeselzt haben,
scharf unterschieden werden. Es ist leicht einzusehen, daB hier kein
circulus vitiosus vorliegt. Wenn 7 % innerhalb eines Sternes verin-
derlich wire, diirften wir immer noch erwarten, daB durch Gleichung
(83.4) irgendein Mittelwert dieser GroBe definiert wird; darauf liefert
uns der Vergleich mit der Beobachtung das unerwartete Resultat, daB
sich beinahe derselbe Mittelwert auch fiir die anderen Sterne ergibt,
ungeachtet der groBen Unterschiede in ihren physikalischen Bedin-
gungen. Da wir nunmehr gefunden haben, daB sich die Absorption
von Stern zu Stern, trotz der groBen Temperaturunterschiede nur sehr
wenig dndert, erscheint uns unsere Annahme, daf jhre Anderung
innerhalb eines Sternes vernachlédssigt werden darf, um so wahrschein-
licher. Eine Anderung der Temperatur vom Einfachen auf das Zehn-
fache umfaBt auch das ganze innere Gebiet eines Sternes, welches
bei unserer Untersuchung in Betracht kommt, und wir haben somit
die gendherte Konstanz unserer GréBe innerhalb des fiir uns in Betracht
kommenden Temperaturintervalls von Stern zu Stern gepriift. Wir
haben sie fiir Sterne gepriift, von denen wir annehmen zu diirfen
glaubten, daB sie alle die gleiche Masse besitzen, und daher der Be-
dingung o/T® = constans unterworfen sind ; das ist aber gerade die Be-.
dingung, der auch die verschiedenen Teile eines und desselben Sternes
geniigen. Auf diese Weise haben wir schon einen ersten Beleg dafiir
erhalten, da unser erster ProbeschuB8 vermutlich eine leidliche An-
niherung an die Wirklichkeit ergibt. Wir wenden uns nun der Betrach-
tung einiger weiteren Ergebnisse zu, die darauf zu deuten scheinen, daf3
er sogar eine besonders gute Niherung darstellen kénnte.

Die Naherung 7k = constans.

89. Indem wir die Resultate der im neunten Kapitel enthaltenen
theoretischen Untersuchung der Absorption vorwegnehmen, setzen wir
das Absorptionsgesetz in der Form an

koop/uTH, : (89.1)

welche sich bei Anwendung auf die verschiedenen Teile eines und
desselben Sternes (oder auf Sterne gleicher Masse) wegen (87.1) auf

koo T-% ,, (89.2)

reduziert. Dies stimmt mit einem der von uns in § 87 gefundenen und
mit den beobachteten Helligkeiten der Sterne des Riesenastes als ver-
tréglich erkannten Grenzwerte {iberein. Die physikalische Theorie der
Absorption kann gegenwirtig noch nicht als abgeschlossen gelten, und
wir diirfen daher dem Exponenten 3 der Temperatur zunichst noch
keine allzu groBe Bedeutung beimessen. Formel (89.1) stellt aber das-

jenige Gesetz dar, welches unseren beschriinkten Kenntnissen am besten
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zu entsprechen scheint, und wir sind jedenfalls berechtigt, die Folgen,
zu denen es fiihrt, ausfiihrlich zu entwickeln, um sie mit den Ergeb-
nissen der astronomischen Beobachtungen zu vergleichen.

Die Funktion # hiingt von der relativen Verteilung der Quellen der
stellaren Energie im Inneren des Sternes ab — einer Verteilung, die
uns allerdings zur Zeit noch unbekannt ist. Ein Fortschritt wird aber
hier durch den Umstand erméglicht, daB  gegen sehr starke Anderungen
der angenommenen Verteilung der Quellen verhiltnism4Big unempfind-
lich ist. In welcher Weise solche Anderungen im allgemeinen wirken,
kann folgendermaBen gezeigt werden. Durch den Temperaturgradienten
in einem Sterne werden zwei verschiedene Wirkungen erzielt; er bedingt
erstens einen Druckgradienten, der stark genug ist, um die Masse M
des Sternes entgegen der Gravitation auszudehnen, und er treibt
zweitens die Strahlung L entgegen der ihr im Wege stehenden Opa-
zitit an die Oberfliche. Nun kommt L je nach der Verteilung der

" Quellen aus verschiedenen Tiefen. Wenn wir die Quellen von L
stirker um den Mittelpunkt konzentrieren, kommt ein gréBerer Bruch-
teil von L aus den tieferen Schichten, und es ist ein gréBerer Tempe-
raturgradient am Mittelpunkt erforderlich, um die Strahlung durch den
Stern zu treiben. Wenn aber der verfiigbare Temperaturabfall durch
die bekannte Masse und Ausdehnung des Sternes (also durch den zur
Erreichung des ersten Zieles notwendigen Betrag) bereits beschrénkt ist,
dann miissen wir uns mit einem kleineren L begniigen. Es wird also im
allgemeinen L/Af durch eine Konzentration der Quellen um den Mittel-
punkt verkleinert werden. Was fiir uns hier vor allem in Betracht kommt,
ist die mittlere optische Tiefe der Energiequellen unter der Oberfliche.
Um diese genau zu bestimmen, miiten wir allerdings das Verteilungs-
gesetz der Quellen kennen. Es ist aber klar, daBl der Unterschied der
mittleren Tiefen, bei gleichmaBiger Verteilung der Quellen {iber die ganze
Masse und bei ihrer starken Anhiufung im Mittelpunkte, nur in einem
Faktor der GroBenordnung 2 oder 3 bestehen wird, der fiir eine erste

. Niaherung keine groBe Bedeutung hat.

90. Es sei ¢ die in der Zeiteinheit pro Gramm erfolgende Energie-
befreiung. Wir konnen die verschiedenen Konzentrationsgrade der Ener--
giequellen gegen den Mittelpunkt in der Weise beriicksichtigen, daB wir
die Anderung von ¢ in einem Sterne proportional zu T* ansetzen.

Betrachten wir zuerst das Gesetz eccT. Dann ist der mittlere Wert
von ¢ in einer Kugel vom Radius 7 proportional zu der mittleren Tempe-
ratur dieser Kugel. Indem wir die Werte fiirr = 0 und 7 = R vergleichen,

erhalten wir
Ne 7y

: . 1 L .

weil das Verhiltnis der 7 fir zwei Kugeln gleich dem Verhaltnis der

Mittelwerte von e fiir diese Kugeln ist. (Mittelpunktswerte sollen mit
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dem unteren Index ¢ bezeichnet werden.) Nach (62.1) ist 7,,/T, = 0,584.
Daher ist
Ne=17.

Wenn wir vom Mittelpunkte aus bis zu einer Kugelfliche gehen, die
95 % der Gesamtmasse einschlieBt, fillt die Temperatur im Verh#ltnisse
1:0,21 ab (Tabelle 6). Daher wichst k, nach (89.2) im Verhaltnisse
1:22. Inzwischen hat aber 77 praktisch seine volle Abnahme, im Ver-
hiltnisse 1,7:1 erfahren. Es ist klar, daB 7%k in dem iiberwiegenden
Teile der Masse eines Sternes merkwiirdig konstant bleibt. Eine aus-
fithrlichere Rechnung auch fiir zwischenliegende Punkte ist in Tabelle 10
gegeben. iR
. Das Gesetz ¢ ¢ T entspricht einer mifigen Verdichtung der Energie-
quellen’ gegen den Mittelpunktl, Wenn diese Quellen wirklich sub-
afoma;er’Natur sind, kénnen wir uns sehr wohl vorstellen, daB ihre
Konzentration eine betrachtlich stirkere sein konnte. Es erscheint da-
her ehvi'ihscht, auch die Gesetze £ oc T2und e ¢ T4 zu betrachten. Die
Resultate einer rohen Berechnung von 7 fiir vier verschiedene Gesetze
sind in Tabelle 10 zusammengestellt. Der Stern ist in 10 Schalen gleicher
Masse zerlegt worden, und die Werte von T° , 7 und 7 7% sind fiir die Be-
grenzung jeder Schale gegeben, wobei die Mittelpunktstemperatur.
gleich Eins gesetzt ist2.

Tabelle 10. Priifung der Konstanz von 47T-3%.

R £=const ecT eacT? g T
Bl W EIE== : :
: . 9T~z 7 l nT‘% 7 171‘% 7| qT‘%
0,0 1,00 | 1,00 L0 | 170 | 257 | 257 | am r 4,71
0,1 0.8 | 1,07 157 | 168 [ 218 | 232 | 338 | 360
02 | 080 | 112 149 | 1,67 | 1,97 | 220 | 2081 | 314
03 | 073 | 117 141 | 165 | 1,81 | 212 | 240 | 28]
04 | 066 | 123 136 | 167 | 167 | 206 | 207 | 255
05 [ 060 | 129 131 [ 169 | 154 | 1,99 | 1.80 | 233
06 | 053 | 137 125 | L7z | 141 | 194 | 158 | 217
0,7 046 | 147 L19 | 176 | 131 | 1,93 | 1.40 | 206
0,8 038 | 162 L13 | 184 [ 120 | 1,95 | 1.2¢ | 202
0,9 0,28 | 189 107 | 202 | 110 | 208 | 111 | 210
Mittel 1,32 | 174 2,12 | 275

Die Konstanz von 5 T-% ist bei dem ‘Gesetze € T am besten erfiillt,
bleibt aber auch bei den anderen Gesetzen innerhalb der zu erwartenden

! Das Gesetz ¢cc T gilt auch in der Kontraktionstheorie der stellaren Energie,
wenn der Stern eine Reihe von homologen Zustinden durchliuft.

* Zur Berechnung dieser Werte ist die auf der Niaherung 7% =const begriin-
dete Losung benutzt worden, so da8 z. B. die Werte von 77T7% nur in dem Falie
Vertrauen verdienen, wenn sie sich als gendhert konstant erweisen. Die Tabelle
stellt eine Priifung der ersten Annéherung dar; es wire ein gewagtes Unternehmen,
sie auch als Ausgangspunkt fiir eine zweite Naherung zu benutzen. |
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Genziuigkeitsgrenzen erhalten. In Tabelle 10 ist T, als Einheit an-
genommen worden, so da3 . . :

| T=4=kfk,.
Hieraus folgt ‘
' Tt =pklk.=k,[k,,
wo %, die in § 83 eingefiihrte Konstante bedeutet,

Wenn 7 T'_% nicht ganz konstantist, erhilt mandenbesten Niherungs-
wert fiir £,/k, indem man den am FuBe der Tabelle angegebenen mitt-

leren Wert von nT‘% benutzt. Formel (83.4) kann daher in der Form
geschrieben werden

_47cGM(1—B)
T

i | ’ (90.1)

wo

o=1,32 1,74 2012 O
fir

€ o const T 709 R,

Die Leuchtkraft nimmt ab, wenn die Hiufung der Energiequellen
gegen den Mittelpunkt zunimmt, was wir bereits vorausgesechen hatten.
Wenn numerische Werte bendtigt werden, wollen wir im allgemeinen
von dem Werte « = 2,5 Gebrauch machen, der schon einer ziemlich
starken Haufung der Quellen gegen den Mittelpunkt entspricht.

Punktférmige Energiequellen.

. 91. Es wird sich in den nachfolgenden Kapiteln erweisen, daB dic
beobachtete Helligkeit der Sterne in Wirklichkeit kleiner ist, als die
durch die gegenwirtigen physikalischen Theorien vorausgesagte Hellig-
keit, und da8 eine plausible Erklirung fiir diese Abweichung auBer-
ordentlich schwer zu finden ist. Die vorausgesagte Helligkeit wird
nun aber durch eine Konzentration der Energiequellen gegen den
Mittelpunkt verkleinert, wodurch auch die erwihnte Abweichung ver-
ringert wird. Wir stellen uns daher die Frage, wie groB die maximale
Anderung ist, die auf diesem Wege, unter den extremstén Voraus-
setzungen, erreicht werden kann. Zu diesem Zwecke wollen wir den
Grenzfall betrachten, in dem die Konzentration vollstandig ist und sich
die Quellen der stellaren Energie auf eine einzige Punktquelle im Mittcl-
punkte des Sternes reduzieren!.

Dieses Problem kann nur durch sehr mithsame numerische Rech-
nungen gelst werden; eine genaue Durchrechnung dieses Grenzfalles
scheint uns aber trotzdem der Miihe wert zu sein, um die AuBersten
Werte des Fehlers abschitzen zu kénnen, der durch unsere gegenwairtige
Unkenntnis der Gesetze der Befreiung subatomarer Energie bedingt wird.

1 Monthly Notices Bd. 85, S. 408.
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Die Differentialgleichungen der Theorie sind
dpr=—FkoHadrlc, (9L.1)
dP =—gpdr. (91.2)
Firr eine punktférmige Quelle im Mittelpunkte, welche die ganze,
von dem Sterne schlieBlich ausgestrahlte Energie L emittiert, ist
15

47

und das hier angenommene Absbrptionsgesetz ist
k=Fk o/TF,

Wwo k&, eine Konstante bedeutet. Wir nehmen an, daB y im ganzen Sterne
konstant ist, und behalten uns vor, die Wirkungen einer Verinderlich-
keit von g in § 94 zu diskutieren. Gleichung (91.1) wird dann
ML g?

47c 2T}

dpp=— (91.3)

Mit Hilfe der Gleichungen (91.2) und (91.3) fiihren wir eine Quadratur
fir P und pp aus. Nach jedem Schritte berechnen wir die Werte von
T und g aus P und p,. Die Masse der hinzukommenden Schale wird
mit Hilfe der Werte von p berechnet und zu dem jeweiligen laufenden
Werte der bereits vorhandenen Masse hinzuaddiert, woraus sich der
neue Wert von g ergibt. Darauf sind wir wieder imstande, dp,
und & P fiir den néchsten Schritt zu berechnen. Es werden die gebriauch-
lichsten Rechenmethoden der mechanischen Quadratur verwendet, ein-
schlieBlich des Ansetzens von Halbwegswerten, die nachtriglich kon-
trolliert werden. Die einzige betrichtlichere Schwierigkeit liegt in der
Wahl der Anfangswerte. Die Masse 3/ und der Radius R ergeben sich
erst am Schlusse der Rechnung, und wir miissen daher statt ihrer irgend-
welche zwei andere verfiigbare Anfangsbedingungen beim Beginn der
Rechnung haben. Ungliicklicherweise konnen wir die Rechnung nur
anfangen, nachdem wir dre; verfiigbare Konstanten fixiert haben, nim-
lich die Konstante &, L fiir den ganzen Stern, und die Temperatur T
und Dichte g im Anfangspunktel. Wir gehen also von vornherein an die
Losung eines iiberbestimmten Problems heran und erhalten daher im allge-
meinen {iberhaupt keine Losung. Der MiBerfolg duBert sich gewshnlich
darin, daB g4 gleich Null wird, wihrend P noch einen betrichtlichen
Wert hat, oder umgekehrt, wodurch die Grenzbedingung, welche das
beinahe gleichzeitige Verschwinden beider GroBen verlangt, verletzt

! Die Dichte im Mittelpunkt ist Null, da die Masse durch den intensiven
Strahlungsdruck dort weggetrieben wird; wir beginnen daher in irgendeinem
festgesetzten Abstande vom Mittelpunkte, wo die Dichte immer noch sehr klein
ist, und die innere Masse gerade nur anfangt, einen merklichen EinfluB auszuiiben.
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wird. In solchen Fillen miissen wir den Anfangswert einer der
drei GréBen, z. B. den Wert von 7, abindern und den Versuch
wiederholen. Nach zahlreichen Versuchen gelingt es uns endlich,
die wahre Losung zwischen geniigend engen Grenzen einzuklemmen.
Natiirlich geht eine groSe Rechenarbeit in erfolglosen Versuchen
verloren.

Es wurde folgender Wert angesetzt

log;o b, L = 62,6590

und die Losung begann bei 7 = 0,9.101! ¢m mit einer angenommenen
Dichte 0,01. Diese Werte bestimmen schlieBlich M und R. Die
Temperatur im Ausgangspunkte wurde so lange variiert, bis zwei
Losungen erhalten wurden, die bis zu einer nicht zu groBen Entfernung
vom Rande des Sternes nahe zusammenblieben und dann in entgegen-
gesetzten Weisen versagten, indem bei der einen pg, bei der anderen Pr
vorzeitig gleich Null wurde. Die Lsungen gaben fiir die Masse M .
desSternes, bis zu 7 = 8,1-101! die Werte 9,687 - 1033 bzyw. 9,706-1033; und
da nur noch wenig Masse hinzuzufiigen gewesen wire, lagen diese Grenzen
eng genug beieinander, um die Masse mit ausreichender Genauigkeit
zu fixieren.

Zum Schlusse wurden, zwecks vollstindiger Kontrolle, passendel'Werte
von P, pp und M, fiirr = 8,1-101L interpoliert und die Losung, mit einer
doppelten Zahl von Zwischenstufen, wieder nach dem Mittelpunkte
zurtickgerechnet. Beim Fortschreitenin dieser Richtung, werdendieMassen
aufeinanderfolgender Schalen allmihlich abgetragen, und die Priifung
besteht darin, daB 2f, im Mittelpunkte gerade wieder den Wert Null
erreichen muB. Diese Bedingung wurde als in befriedigender Weise
erfiillt gefunden, und es erwies sich sogar als méglich, iiber den urspriing-
lichen Ausgangspunkt hinaus bis zu 7 = 0,5-10' zu gehen; die kleine
dann noch {ibrig bleibende Masse wiirde das Innere mit einer Dichte
0,0038 erfiillen, was (soweit sich iibersehen 1aBt) im richtigen Verhilt-
nisse zu der wirklichen Dichte 0,0065 in dem tatsichlich erreichten
Punkte steht. Diese letzte Berechnung bestand aus 76 Schritten, und
die fiir jeden vierten Schritt erhaltenen Resultate sind in Tabelle 11
angegeben. Der fiir u angenommene Wert war 2,2.

Aus dem Gange der Zahlen in der Kolonne M, sehen wir, daB nach
der letzten Zeile der Tabelle nicht mehr viel Masse hinzuzuaddieren
ist. Der kleine noch fehlende Betrag berechnet sich nach der Methode
des § 67 zu: AM = 0,26-1033 gr. Der zu dem Radius hinzukommende
Betrag, dessen genaue Kenntnis nicht erforderlich ist, ergiebt sich
gendhert zu: AR = 3,25-101! cm.

1 D. h. solche \Verte, die es erméglichten, die Losung noch betrichtlich
weiter nach auBen fortzusetzen, ohne daB pg oder pr durch den Wert Null
gingen.
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Tabelle 11. Lésung fiir eine punktiormige Quelle.

r M, 0 JoEEs Pz b2
0.5 00020 | 0652 | 693 | 5889 1,697
0,9 0,0234 0,989 | 668 5065 | 2417
1,3 00941 . 1273 | .643 | 4344 .. | 3070
1,7 0,2536 1,501 6,16 3675 | 3473
2.1 05435 | 169 | 588 | 3043 3,660
25 0,997 1726 557 2452 | 3609-
2.9 1,628 . 1,607 | 524 1,916 3,336
33 2422 | 1578 © | 488 | 1448 2,802
37 3337 |, 1391 fise) 1,058 - 2,356
4,1 4,313 1166 | 4,14 0,7489 1,811
45 5,286 0,934 377 0,5144 1,321
49 6,108 0719 | 341 0.3441 0,9202
5.3 7,012 0,535 307 0,2250 0,6162
5.7 7,707 0,388 | 274 01443 0,3990
6.1 8,278 0,274 | 244 0,0909 . 0,2511
6.5 8,734 01895 217 | 005641 01543
6.9 9,088 , 0,1288 l 192 | 00348 0,00268
7.3 9356 | 0,086l 1,69 0,02071 0,05456
7.7 9,554 ' 00567 | ‘148 | 001215 0,03146
8.1 9,699 00372 | 1.28 000675 001780
Eimheit 104 [ 10% [ 102 | 10° | 10t | 1o

92. Das von uns erreichte Resultat besteht also darin, daB ein Stern,
tiir den _
M=9,96-10%gr=5,02 0,
R=11,35-10'! ¢cm

sind, in der Zeiteinheit eine Strahlungsmenge emittiert, die gegeben ist
durch '
log,, %, L = 62,6590.

Zum Vergleiche berechnen wir, nach unserer fritheren Methode, die
Strahlung L' desselben Sternes, wenn die Verteilung der Energie-
quellen das Gesetz eoc T befolgt, weil fiir dieses Gesetz unsere gewshn-
liche Methode die genauesten Resultate liefert. Wir erhalten

logyo % L' = 63,0467,
so daf3
log (L’/L) = 0,388,
was einem GroBenklassenunterschiede von 0,97 entspricht.

Die Punktquelle liefert die kleinste mogliche Helligkeit und wir
diirfen wohl annehmen, daB das Gesetz eoc T die groBte mogliche Hellig-
keit ergibt, da die Haufung der Quellen gegen den Mittelpunkt kaum
- noch schwicher sein kann, alsin diesemn Falle. Wir konnen die Differenz
halbieren, indem wir in Formel (90.1) @ = 2,75 annehmen. Der
groBte zu befiirchtende Fehler (nicht - der wahrscheinliche Fehler),
der durch die Unkenntnis des Gesetzes der subatomaren Energie be-
dingt wird, betragt dann 4-0m5. Die oben angegebene numerische
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Losung bezieht sich nur auf Sterne der Masse 5,02 X O, sie kann aber
jedem vorgegebenen Werte des Radius angepaBt werden, da man leicht
zeigen kann, daB eine Anderung des Radius die Lésung homolog 14Bt.
Die Helligkeitsdifferenz von 0,97 zwischen L und L’ hingt von dem
Radius nicht ab. Sie wird sich mit der Masse des Sternes wahrscheinlich
dndern, wobei sie fiir Sterne kleinerer Masse voraussichtlich kleiner
sein wird. Priifen lieBe sich dies nur durch Wiederholung der ganzen
Arbeit mit anderen Konstanten. Unser Hauptziel ist aber schon durch
die Rechnung fiir eine einzige Masse erreicht, da die zu Anfang des § 91
erwihnte Unstimmigkeit bei allen Sternen auftritt. Es war besonders
wiinschenswert, dasProblem fiir eine Masse zu untersuchen, die sich wenig
von derjenigen der Capella unterscheidet, da uns fiir letztere die besten
Beobachtungsdaten zur Verfiigung stehenl.

Einige interessante Eigenschaften der in Tabelle 11 enthaltenen
Lésung verdienen noch erwihnt zu werden. Das Verhiltnis von Pg zu
pr ndhert sich in den duBeren Teilen immer mehr einem in der Nihe
von 0,37 liegenden Werte; bei der gewshnlichen Lésung fiir denselben
Stern hat das Verhiltnis (1 — 8)/8 durchweg den Wert 0,52. Im iiber-
wicgenden Teile der.Masse gibt die Punktquelle eine etwas gleichmiBigere
Temperatur und eine betrichtlich gleichmiBigere Dichte, als die ge-
wohnliche Losung. , C

.93. Die in der Probelésung erreichten numerischen Ergebnisse
fithren uns in sehr prignanter Weise die Tatsache vor Augen, daB es die
allgemeinen inneren Verhiltnisse eines Sternes sind, welche die Ober-
flichenverhiltnisse bestimmen, und nicht umgekehrt. Wir sehen, daB
zwei Losungen, die sich, bei vierstelliger Rechnung, in ;% der Sternmasse

' kaum voneinander ‘unterscheiden, kurz vor Erreichung der Grenz-
fliche rapide in zwei entgegengesetzten Richtungen zu divergieren an-
fangen. Praktisch kann jede beliebige Verteilung in den duBeren Schich-
ten an eine und dieselbe Lésung fiir die Hauptmasse angefiigt werden
(d. h. dieselbe bis zu der gewdhnlich gebrduchlichen Stellenzahl).

Auf den ersten Blick konnte es scheinen, daB die Losung von den
Oberflichenbedingungen abhingig sein muB, weil wir tatsichlich eine
Grenzbedingung, benutzt haben, um den Wert von 7T bei 7 — 0,9,
0 = 0,01 festzulegen, nimlich die, daB p, und 4 zusammen verschwinden
sollen; andere probeweise angesetzte Werte.von T wurden ja gerade aus
dem Grunde verworfen, weil sie diese Bedingung nicht erfiillen konnten.
Das,,Verschwinden‘ von pz und pg ist hier aber in einem physikalischen
Sinne, als ,unmerklich klein werden®, zu verstehen; pp und pg
sind fiir unsere Zwecke unmerklich klein, wenn sie kleiner als etwa
108 dyn pro cm? werden. Eine schirfere Fassung der Grenzbedingung

1 Es schien auch zweckmiaBig, cinen Stern mit ziemlich groBem Strahlungs-

.druck zu wihlen, da hierdurch eine Verwicklung hineingebracht wird, die eine
Voraussage des Resultates erschwert.
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ware ginzlich tiberfliissig. Es ist ja schlieBlich nur verniinftig, daB wir
die inneren Verhiltnisse eines Sternes nicht ernstlich storen konnen, indem
wir-auf seine Oberfliche einen kleinen Strahlungsdruck oder Gasdruck
von der GréBenordnung von 100 Atmosphiren wirken lassen; es ist
aber interessant, bei der numerischen Rechnung zu verfolgen, wie schnell
sich die Wirkung solcher Oberflichenstérungen beim Ubergange zu
tieferen Schichten verfliichtigt.

Verédnderliches Molekulargewicht.

- 94. Die Ionisation der Atome wird sowohl durch hohe Tempe-
ratur als auch durch kleinen Druck begiinstigt. Im allgemeinen iiber-
wiegt der EinfluB der Temperatur, und wir miissen daher erwarten, daB3
die Tonisation, bei Anniherung an den Mittelpunkt, zunehmen wird.
Hierdurch wird eine stetige Abnahme des Molekulargewichtes gegen
den Mittelpunkt bedingt, da sich dasselbe Atomgewicht auf eine immer
groBer werdende Anzahl von sich unabhingig bewegenden Teilchen
oder ,,Molekeln‘ verteilt. Um ein nach innen abnehmendes Molekular-
gewicht zu studieren, betrachten wir Gesetze von der F orm

p=p T2
und leiten die Anderungen ab, die an unsere in § 84 fiir konstantes u er-
- haltenen Resultate anzubringen sind. Wir machen auch hier von der
Néherung 9k = const. Gebrauch.
Gleichung (84.1) wird nun
RN T1+s a T4

P= == .
Bm 30— s
so daf3
__amp -
wird. Es ist daher ' A
P=zxpr, (94.22)
wo :
?=4[(3—s) (94.23)
L a 35}1(14)}7 ,
=5 | e (%4.24)
Indem wir wie gewshnlich
| p=1+-
setzen, erhalten wir:
"= f%j (94.3)

und auch diese Verteilung gehort dem imrxrrriérten Kapitel behandelten
polytropen Typus an.
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Nach (57.2) ist

GMy: 1 (nljnxm . (f_o 3-n
(Jl_l’-) T ateyd T 4G (n+1) (’o) i

wegen (55.6) und (55.42). Der Index 0 bezeichnet hier die Mittelpunkts-
werte. Hieraus folgt:
(Gﬂ!)‘-’-=(n+l)3{ a }n. {Iﬂ(l;ﬂ}fﬁl{?i_ﬂlﬂ}fi—ﬂ
M 426 |3(1-p) app B
_(m+1P3(1 -4 ( 3 )‘T4x

4G a Bu, o

Bu

(413 301-p) ( %R )4
S oo e Gl

Dies ergiebt :
1—p=C, (M[O)-ulp*, : (94.4)
wo
42G3a 2
Co=gq (w4 1) 012
und M, den Wert von M’ fiir das Gesetz P oc pl+1/# bedeutet. Wir er-
halten somit eine der Gleichung (84.4) analoge Gleichung vierten Grades
(94.4) fiir 8, in welcher der Koeffizient C, wegen der Bezichung (94.3)
von dem fiir die Anderung des Molekulargewichtes angenommenen Ge-
setze abhingt. Konstantes Molekulargewicht entspricht dem Falle
7 = 3. Nun enthilt aber Gleichung (94.4) das dem Mittelpunkte ent- -
sprechende (kleinste) Molekulargewicht ,. Zum Zwecke eines Vergleichs
mit dem fiir konstantes Molekulargewicht erhaltenen Resultate wire der
Gebrauch eines mittleren Wertes von u an Stelle des Minimalwertes
. zweckmiBiger.
Die Wirkung eines verinderlichen Molekulargewichtes 138t sich am
bequemsten iibersehen, wenn wir in allen Fillen von der Normalformel

1—£=10,00309 (M [0O)*ut ﬁ-‘ (94.6)

Gebrauch machen und eine Vorschrift geben, in welcher Weise das U

gewdhlt werden muB, damit die Formel richtig bleibt. Die Bedingung,
welche die Ubereinstimmung von (94.4) und (94.6) herbeifiihrt, ist -

Comd=Cypt, (94.71)

da 0,00309 = C, ist. Der sich aus ihr ergebende Wert von 1 kommt

in einem Punkte des Sternes vor, in dem dic Temperatur T, einen sol-
chen Wert hat, da

(94.5)

#Ti=pTs, (94.72)
ist, und daher
1
‘ T, C\+¢
ﬁ=(c_3) : - (94.8)

Tabelle 12 enthilt numerische Resultate, die fiir verschiedene Ge-
setze p1oCT* berechnet sind. Die Kolonnen M, und g,fp,, sind den
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EupENschen Tafeln entnommen, mit Ausnahme der Werte fiir s — &
die eine rohe Interpolation darstellen: Wir haben ein viel ausgedehnteres
Intervall von s-Werten studiert, als praktisch in Betracht kommen
diirfte, mit EinschluB sogar solcher Gesetze, bei denen p nach aullen
abnimmt. Die vierte Kolonne gibt den an’ Stelle von 0,00309 in (94.4)
einzusetzenden Koeffizienten. Will man aber in allen Fillen von der For-
mel (94.6) Gebrauch machen, dann muB das 4 fiir einen solchen Punkt
im Sterne berechnet werden, in dem die Temperatur den in der sechsten
Kolonne gegebenen Wert hat.

Aus den Zahlen der Tabelle geht hervor, daB, wenn wir einen Wert
von p benutzen, der sich auf eine Gegend im Sterne bezieht, deren
Temperatur 2 der Mittelpunktstemperatur betrigt, das Resultat fiir
alle zwischen s = 0 und s = } enthaltenen Gesetze verwendbar sein wird.
" " Der Wert s =1 wiirde eine verniinftige Darstellung des zu er-
wartenden Effektes geben. Bei diesem Gesetze wiirde ein der Tempe-
ratur 10000000° entsprechendes Molekulargewicht 2.1 (Eisen, das noch
1 oder 2 Elektronen beibehalt) in ein Molekulargewicht 3,3 (Eisen mit
vollstindigen K- und L-Ringen) bei 1000000° und in 8,3 (Eisen mit nur
sechs fehlenden Elektronen) bei 100000 iibergehen. Wenn die vorhandenen
Elemente zum gréBten Teile leichter als Eisen sind, kénnte durch diese
Zahlen der Effekt bereits {iberkorrigiert sein. Es ist moglich, daB durch
die Tendenz der Elemente mit hohem Molekulargewichte, sich gegen den
Mittelpunkt zu konzentrieren, eine gewisse Kompensation zustande-
kommt, jedoch scheint dies, nach dem jetzigen Stande unseres Wissens
ziemlich unwahrscheinlich zu sein (§ 196). Bei der Ableitung der nume-
rischen Resultate fiir Capella (§ 13) ist der Wert s = % benutzt worden
der kaum weniger geeignet sein diirfte als s = =¥ '

Tabelle 12. Anderung des Molekulargewichtes proportional zu T-¢

AT ST | TWT.
sk 45 | 1737 | 000160 | 6377 0,548
—1 4 . 1,8064 00197 | 623 - 570

0 3 2,0150 00309 | - 54,36 i

1 2,5 2,2010 00387 | 24,08 675

. 2,33 (2,27) - - 00421 (20) 679

b3 2 2,4107 00512 11,40 685

3 15 27176 00696 | . 6,00 713

1 1 3,1416 01002 3,20 742

Man sieht, daB die Mittelpunktsdichte bei Beriicksichtigung der
Verinderlichkeit von u etwa 20—25 mal groBer als die mittlere Dichte
wird, wihrend sie bei konstanten 1, 54mal groBer als die mittlere Dichte

* Die Resultate fiir s = % konnten nicht mit derselben Genauigkeit gegeben
werden, weil EMDENS Tafeln diesen Wert nicht enthalten. Die Rechnungen von
FowrEr und GUGGENHEIDM zeigen, daB der Wert s — 1 sicher auch gro8 genug
ist (§ 180). ii . 5 | :
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war. - Auch die Mittelpunktstemperatur wird ein wenig herab-
gesetzt. Diese Anderungen haben fiir uns keine ‘sehr groBe Bedeu-
tung, weil schon durch unsere Unkenntnis der tieftemperierten Teile
des Sternes ein Unsicherheitsfaktor etwa von der GréSe 2 bedingt wird
(§67). Es darf auch nicht iibersehen werden, daB, die- Angabe der
Mittelpunktstemperatur und der Mittelpunktsdichte eigentlich nur zu _
Vergleichszwecken bequem ist, und die durchschnittlichen Verhiltnisse
in einem Sterne in Wirklichkeit ein betrichtlich groBeres Interesse fiir
uns haben, als diese extremen Werte.

Dichte Sterne. .

95. Nach der Riesen- und Zwergtheorie verdankt die Zwergserie der
Sterne ihre Entstehung dem Umstande, da8 sich das Sternmaterial bei
groBer Dichte nicht mehr wie ein ideales Gas verhilt. Die Theorie
nimmt an, daB die Abweichungen von den idealen Gasgesetzen in den
Sternen ungefihr bei denselben Dichten merklich zu werden anfangen,
wie bei irdischen Gasen. In den fritheren Arbeiten des Verfassers ist die
Theorie der nichtidealen Gase, zwecks Anwendung auf die Zwergsterne,
mit ziemlicher Ausfiihrlichkeit entwickelt worden.

Gegenwirtig erscheint es sehr unwahrscheinlich, daB es (vielleicht
~ mit Ausnahme der geheimnisvollen ,,weiBen Zwerge'’), iiberhaupt Sterne
gibt, die in ihrem Verhalten merklich von idealen Gasen abweichen,
weshalb diese ersten Versuche einer Theorie der Zwergsterne kein
Interesse mehr fiir uns haben. Trotzdem knnen wir aber die Theorie
der nicht-idealen Gase nicht vollig ignorieren. Wir betrachten es als
einen wesentlichen Teil unserer Aufgabe, das astronomische Beweis-
material zusammenzutragen, welches uns zu dem Schlusse fiihrt, daB
auch die Zwergsterne die idealen Gasgesetze befolgen, und zu diesem
Zwecke ist es notwendig, zunichst die Frage zu erdrtern, was geschehen
wiirde, wenn sie dies nicht titen.

Die vaN DER Waarssche Gleichung fiir nichtideale Gase lautet

(b+afv?) (v—b)=RT/u,
wo unter dem Volumen v die reziproke Dichte zu verstehen ist. Der
Term afv? darf gegen den enormen Druck im Inneren eines Sternes

vernachlissigt werden. Die Gleichung kann daher in der Form ge-
schrieben werden, :

S
7_‘)0=;-g g (95.1)
wo .
o' =o0(l—pgfg,) ! (95.2)

ist, und g, die Grenzdichte bei unendlich groBem Drucke bedeutet.
Es wiirde miiBig scin, die Giiltigkeit dieser Gleichung unter den in ;

einem Sterne tatsichlichherrschenden Bedingungenzuerdrtern, dajaunser
Eddington, Aufbau der Sterne. 11
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endgiiltiger SchluB darin bestchen wird, daB sie iiberhaupt nicht an-
wendbar ist, weil die angebliche durch die endliche GréBe der
Atome bedingte Abweichung in Wirklichkeit gar nicht vorhanden ist.
Wir- betrachten (95.1) als eine Formel, die uns ein Sternmodell gibt,
das von einem idealen Gase in &hnlicher Weise abweicht, wie die
irdischen Gase. _

Wir nehmen wie {frither, an, daB nk konstant ist. Die Resul-
tate (84.1), (84.2) und (84.3) bleiben anwendbar, wenn man in ihnen
o durch o’ ersetzt, und die Gleichungen des Gleichgewichts sind dem

entsprechend:
aP s
i o1 P=xg".

Hieraus folgt
1, 4 g
‘g— a (Q ) = — ; dr.

Die linke Seite dieses Ausdruckes kann integriert werden, worauf sich

ergibt '
¥ L L ’

a{40> (1+o'[400)} =— (g/#)dr. (95.3)

Durch die Wahl von g, bestimmen wir den Grad der Abweichung
von einem idealen Gase, den wir betrachten wollen. Hierauf fangen wir
die Rechnung im Mittelpunkte des Sternes an mit willkiirlich gewihlten
Werten fiir # und die Mittelpunktsdichte p, und bauen eine Lésung
von (95.3) durch Quadraturen auf. Die Masse M und der Radius R
ergeben sich am Schlusse der Rechnung, wenn p durch eine Reihe
von Schritten auf Null gebracht worden ist. Zum  Unterschiede
von dem Problem der punktformigen Quelle bietet die Losung
keinerlei Schwierigkeiten, und die Quadratur ist von der aller-
einfachsten Art. ;

Wenn in irgendeiner Loésung von (95.3) alle Massen im Verhaltnisse

M und alle Lingen im Verhaltnisse % gedndert werden, bleiben die
Dichten unverindert, und die linke Seite der Gleichung bleibt daher

gleichfalls unverindert. Da sich gdr hierbei im Verhaltnisse A% andert,

muB # im Verhiltnisse M3 gedndert werden.

Wenn wir also irgendein zusammengehdoriges Wertepaar M und
gefunden haben, kénnen wir das # fiir jeden anderen Stern beliebiger
Masse, aber derselben Dichte finden. Um zu einer anderen mittleren
Dichte iiberzugehen, ist eine neue Quadratur erforderlich. Wenn
bekannt ist, ergibt sich 1 — g aus (84.3).

Die Resultate einer Reihe solcher Rechnungen sind in Tabelle 13
gegeben?. :

1 Z. f Phys. Bd. 7, S.379. Die neueren Werte der Konstanten (Anhang 1)
wiirden alle Zahlen der letzten Kolonne der Tabelle 13 um den Betrag 0,0096
vergréBern. . . ' '
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Tabelle 13. Loésung fiir dichte Sterne (x = 2,22.10-8).

2¢/20 | R | M | emloo | logyi (M = @)
0.9 | 2904 2970 | 0587 | 135564

0.8 1,800 8325 | 0310 | 139247

0,7 1717 4112 | 0194 | 11128

0,6 L7190 ° 2502 | o.lots 14,2625

0.5 1958 | 15881 0,0600 14,3549

0.4 2223 | 1483 | 00322 14,4241

08 | 2616 | L5 | 00166 | 144748

0.0 | = 0,884 | = 14,5739

Dic bei der Berechnung dieser Tabelle benutzten Werte waren
#=%G und g,=1. Diese ergeben ,,Sterne von nur wenigen
Gramm Masse, aber die Resultate lassen sich nachtriglich auf den
stellaren MaBstab transformieren. Kolonnen 2 und 3 geben die aus
den Quadraturen folgenden Radien (in Zentimetern) und Massen (in
Gramm). Aus diesen finden wir sofort die in Kolonne 4 tabulierten
mittleren Dichten. Wir kénnen nun # fiir jede andere Masse nach der

Regel # cc M5 finden, und die letzte Kolonne enthilt die Werte von z,
dic der Masse der Sonne entsprechen. Eine VergréBerung der Masse
von 29,70 gr auf 1,98-1033 gr entspricht z. B. in der ersten Zeile einer
VergroBerung von # von 2,22-10-#% auf den in der letzten Kolonne ein-
getragenen Wert. : !

Wenn g, und iiberhaupt alle Dichten? durch Anderung der Lingen bet
konstant gehaltenen Massen im selben Verhiltnisse verindert werden,
wird (95.3) immer noch durch denselben Wert von befriedigt. Die Ta-
belle ist also fiir alle Werte von g, zu gebrauchen, wenn nur die in der
mit R iiberschriebenen Kolonne enthaltenen Werte im richtigen Ver-
hiltnisse verandert werden. Bei dem praktischen Gebrauche der Tabelle
kommen fiir uns nur die beiden letzten Kolonnen in Betracht.

96. Als Anwendung der Theorie wollen wir ausrechnen, welche Ab-
weichung von einem idealen Gase notwendig wire, um die Helligkeit
der Sonne um drei GréBenklassen unter die Helligkeit eines aus idealem
Gase bestehenden Sternes derselben Masse: herabzudriicken, (Dies ist
ungefdhr der Helligkeitsunterschied, der von der Riesen- und Zwerg- -
theorie angenommen wird.) Nehmen wir zunichst an, daB % fiir beide
Sterne denselben Wert hat. Die Abnahme von L, welche einer Schwi-
chung um drei GréBenklassen entspricht, wird durch das Verhiltnis
1:16 ausgedriickt, und wir miissen daher wegen (83.4) annehmen, dal3
1 — §im selben Verhiltnisse abgenommen hat. Aus Tabelle 9 sehen wir,
daB 1 —8 fiir ideale Gase den Wert 0,05* hat, so daB wir es fiir die
Sonne auf 0,0031 verkleinern miissen.

1 Die frithere Bchauptimg, daB cine Anderung der mittleren Dichte eine
neue Quadratur erforderlich macht, bezog sich auf Probleme, bei denen Qo un-
verandert bleibt.

* Die Berechnung wird hier fiir g = 2,1 durchgefiihrt.
11%



164 Losung der Gleichungen.

Nach (84.3) ist # proportional zu (1 —ﬂ)§'/,58{ ; wir finden also fiir
die Abnahme von log;y¢ den Wert 0,4280. Der Wert von log; s+ fiir
ein ideales Gas und die Masse der Sonne, ist in der letzten Zeile der
Tabelle 13 zu 14,5739 angegeben; der reduzierte Wert 14,1459 entspricht,
wie man sieht, sehr nahe der in der dritten Zeile der Tabelle stehenden
Zahl. Durch eine kleine Interpolation ergibt sich der entsprechende
Wert von g,,/0, 21 0,18. Da p,, fiir die Sonne gleich 1,41ist, folgt g =17,8.

Das Resultat ist also, daB, wenn der Grenzwert der Dichte bei
unendlichem Drucke fiir die Sternmaterie 7 ,8ist, die Helligkeit der Sonne
um- drei GroBenklassen unter die fiir ein ideales Gas vorausgesagte
Helligkeit herabsinkt, und zwar wegen der rein mechanischen Beein-
flussung des Gleichgewichtes. .

Es tritt aber noch eine weitere Abnahme der Helligkeit hinzu, die
durch die Anderung von % bedingt ist, und die wir in der folgenden
Weise genidhert abschitzen kénnen. 5

Das Versagen der Gasgesetze wiirde auch die Dichteverteilung in der
Sonne etwas verindern, doch hat dieser Effekt eine  untergeordnete
Bedeutung, da ja die mittlere Dichte vorgeschrieben ist. Der Haupt-
effekt besteht in einer Abnahme der inneren Temperatur; bei der herab-
gesetzten Kompressibilitit geniigt schon eine kleinere Temperatur, um
der komprimierenden Wirkung der Schwerkraft zu widerstehen, Der nach
aullen gerichtete Strahlungsstrom, der dem Gradienten von. 74 pro-
portional ist, wird entsprechend geschwicht und dies ist gerade der
Effekt, den wir vorhin berechnet haben. Nach unserem Absorptions-
gesetze wichst aber, wenn die Temperatur, bei unverinderter Dichte,

verkleinert wird, die Opazitit im Verhiltnisse T-%. Der Faktor, der
die Ausstrémung verhindert, wird beinahe in demselben MaBe ver-
groBert, in dem der die Ausstromung verursachende Faktor verkleinert
wird. Die volle Helligkeitsabnahme ist also etwa doppelt so graB, als
der oben- berechnete Betrag, und die Sonne wird, wenn 0o = 17,8 ist,
etwa sechs GréBenklassen schwiicher sein, als ein aus idealem Gase
bestehender Stern derselben Masse. . :
97.. Weitere Beispiele fiir den Gebrauch der Tabelle 13 kénnen in
den frither. erschienenen Arbeiten des Verfassers gefunden werden?, in
denen auch Kurven angegeben sind, die den Anstieg der effektiven Tem-
peratur bis zu ihrem Maximum und ihr darauffolgendes Herabsinken,
bei der Kontraktion eines Sternes konstanter Masse veranschaulichen.
Die Werte von % und g, (beide als konstant vorausgesetzt) wurden mit
Hilfe von Beobachtungsdaten fiir die Sonne und fiir einen typischen
Riesenstern fixiert. Ein oft zitiertes Ergebnis dieser Berechnungen,
daB ein Stern, dessen Masse kleiner als 7 der Sonnenmasse ist, nicht
einmal bis zu der Temperatur eines Sternes des J. -Typus hinaufsteigen

1 Monthly Notices Bd. 71, S.605; Z.i. Phys. Bd. 7, S. 377.
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konnte, muB bedauerlicherweise der Vergessenheit iibergeben werden.
Aus einer etwas spéter erschienenen Arbeit?, in der die Verinderlichkeit
von £ mit der Temperatur und der Dichte beriicksichtigt wurde, ergab
sich, daB die zulidssigen Abweichungen von den Gasgesetzen noch viel
kleiner sind. Dem Leser, der sich der Miihe unterzichen will, die Ent-
-wicklung dieser Gedanken genauer zu studieren, wird es vielleicht inter-
essant sein zu verfolgen, wie durch allmihliche Verbesserung der Theorie
und der Beobachtungsdaten der Wert von 0o von 4 auf-13, dann auf
83 und schlieBlich praktisch auf unendlich? erhsht werden muBte; sonst
bietet die Wiedergabe der einzelnen Schritte des zuriickgelegten Weges
heutzutage kein besonderes Interesse mehr. Unsere Absicht war hier nur
.zu zeigen, daB, wenn die Zwergsterne in demselben MaBe wie die irdi-
schen Gase von den idealen Gasgesetzen abwichen, die resultierende
Wirkung auf ihre Leuchtkraft ausden Beobachtungen leicht feststellbar
ware. * e s
' Hauptergebnisse.

98. Wir nehmen nun unsere Hauptuntersuchung an dem in §88
erreichten Punkte wieder auf unter Zugrundelegung der Anniherung
nk = const, = const und der idealen Gasgesetze. Wenn wir das
durch physikalische Uberlegungen (neuntes Kapitel) nahegelegte Ab-
sorptionsgesetz : o

k=ColuT% " (98.1)

akzeptieren, in dem C eine Konstante bedeutet, erhalten wir wegen (87.1)
E icar i ] :

k=3% 1-p 71’ (98.2)

+ so daB nach (90.1)
_47cG 3N M(1—p)2 5
L= S g (95.3)
ist, wo & ungefahr gleich 2,5 angenommen werden' darf3. Wegen (84.6)
ist der Faktor M (1 — B)%/8 eine Funktion von M und 1 allein.

1 Monthly Notices Bd. 83, S.98. Siche besonders Tabelle 2, S. 104, wo
0o = 13 dem EGGER1schen Werte u — 3,3 entsprechend, der damals allgemein
gebriuchlich war, gewahlt wurde: es wurde aber bemerkt, daB g, gegen Anderun-
gen von x sehr empfindlich ist, und dieselbe Tabelle gibt o, = 83 fiir den mo-
dernen Wert p = 2,2. Es ist auBerdem gegenwdrtig nicht mehr nétig, ein an-
deres g fiir den Sirius anzunehmen, : ‘
* Monthly Notices Bd. 84, S. 308. :

-3 So gro8 die wirkliche Mittelpunktstemperatur auch sein mag, muB der
Wert von T, in der Formel (98.3) immer unter der Annahme berechnet werden,
daB die Verteilung der Polytrope 2 = 3 entspricht. Die verschiedenen Modelle
des inneren Aufbaues kénnen dann mittels kleiner Anderungen des Faktors « dar-
gestellt werden. Z. B. ist bei dem Punktquellenmodelle, das in § 91 behandelt
wurde, die wirkliche Mittelpunktstemperatur unendlich groB; Gleichung (98.3)
bleibt aber, bei Gebrauch des oben definierten fiktiven T',, anwendbar, wenn o =4,2
gesetzt wird. : :
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* Der Radius des Sterns braucht nur gendhert bekannt zu sein, da L
hauptsichlich von M abhingt. Der Radius kommt nur insofern in

Betracht, als er die innere Temperatur, die in dem Faktor T:f unmittel-
bar zum Ausdruck kommt, bestimmt; eine allgemeine Kenntnis der
inneren Temperatur und Dichte ist auBerdem noch zur Beurteilung der
zu erwartenden Ionisation notwendig und dient als Grundlage fiir die Ab-
schitzung des besten zu gebrauchenden Wertes von U, doch ist hierin

ein betrichtlicher Fehler kaum zu befiirchten. Was den Faktor T":
betrifft, so wire, um den Wert von L um eine volle GroBenklasse zu
dndern, eine Anderung von T, sagen wir von 25 Millionen auf 4 Millionen
Grad notwendig; es ist daher sehr unwahrscheinlich, daB die Fehler
unserer Berechnungen der inneren Temperatur grof genug sein kénn-
ten, um einen betrichtlichen Fehler in L zu bedingenl. Wird dies zu-
gegeben, dann diirfen unsere Berechnungen von L fiir Sterne, deren
Massen genau bekannt sind, wohl sicher bis auf einen Bruchteil einer
GroBenklasse als zuverldssig betrachtet werden, denn sie beruhen nur -
auf physikalischen Gesetzen, deren Richtigkeit nicht in Zweifel ge-
zogen werden kann, und auf den folgenden vier Annahmen:
~ a) Konstanz von 5#;

b) Konstanz von I

¢) der Annahme eines idealen Gases;

d) dem angenommenen Absorptionsgesetz.

- Die drei ersten Annahmen sind in §§ 89—97. untersucht worden.
Die Schliisse, zu denen wir dort gelangten, waren: daB die durch
Unkenntnis von 7 bedingte Unsicherheit, fiir einen Stern gewohnlicher
Masse, héchstens -+ 0,5 betrigt; daB mogliche Anderungen von u durch
den Gebrauch eines mittleren Wertes von z, der 2 der Mittelpunkts-
temperatur entspricht, eliminiert werden; daB eine Abweichung von den
idealen Gasgesetzen, in dem an irdischen Gasen beobachteten Sinne,
eine Abnahme von L hervorrufen wiirde, wobei Abweichungen von der
GréBenordnung der bei irdischen Gasen vorkommenden ausreichen
wiirden, um sehr merkliche Effekte zu erzeugen. Demnach scheinen
alle eventuell bestchenden Unstimmigkeiten zwischen Theorie und Be-
obachtung nur noch folgenden Umstinden zugeschrieben werden zu
konnen: ' ?

a) einer unrichtigen physikalischen Aussage iiber das Absorptions-
gesetz; el

b) einer unrichtigen Wahl des zu gebrauchenden Wertes von v

c) einem Versagen der Gesetze eines idealen Gases.

Wenn wir nicht sehr irren, sind alle anderen Ausfliichte bereits
untersucht und versperrt worden.

4 In diesem Zusammenhange sind die Berechnungen von Minimaltemperaturen
in §§65, 66 von Interesse.
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99. In der Praxis wird ein Stern gewdhnlich durch seine Masse M
und seine effektive Temperatur T, beschrieben. Es erscheint daher wiin-
schenswert, die Abhingigkeit seiner iibrigen Eigenschaften von etwalgen
Anderungen dieser beiden GroBen klar zu iibersehen. Indem wir hier eine
Reihe von bereits abgeleiteten Formeln zusammenstellen, erhalten wir

LocR*T e M (1—)]k,
T‘Z/Qcoc(l—ﬂ)/.uﬂ
kool p T e pl1—p) T
0. cM[R?
T,cBubd|R
1—BocM2pips

Aus diesen Formeln folgen
Roc MY Q=B ud T i
Tooc MbQ—p) 5 p-iTE
0,0 M-15(1 _ﬂ)-s}u_g 7-%
Loc ME(1 —p) yﬁ TB

Die Abhanglgkelt von p ist hier der Vollstandlgkelt halber bei-
behalten worden, doch ist der Hauptzweck dieser Formeln, den Ver-
gleich von Sternen mit einem festen Werte von g zu ermdglichen. In
diesem Falle ist 1 — f eine Funktion von M, die mit M wichst.

Das wichtigste sich aus (99.2) ergebende Resultat besteht darin, daB
fiir Sterne derselben effektiven Temperatur, und daher im allgemeinen
desselben Spektraltypus, T, und g, bei zunchmendem 3{ abnehmen.

In jedem Spektraltypus sind die Sterne grofter Massen die kithisten
und die am stirksten verdiinnten.

Wir fiigen noch zur Ubersicht die Formeln hinzu, nach denen Mxttel—

. punktstemperatur, -dichte und -druck, bei gegebenen M und R, be-
rechnet werden kénnen. Sie werden durch Einsetzen der dem Werte
n = 3 entsprechenden numerischen Werte aus (58.4) und (57.6) erhalten. ,

(99.1)

(99.2)

G npM
T, =085 2 l
0, = 12,93 el (99.3)
P=1,1162+

Tabelle 13a enthilt die mittleren Dichten und Mittelpunktstempera-
turen von Sternen der Massen 3, 10, 40 bei verschiedenen effektiven
Temperaturen (sowie rohe Angaben iiber die entsprechenden Spektral-
typen). Die Werte.sind nach (99.2) berechnet, wobei die Konstante
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so gewdhlt worden ist, daB die Masse und Helligkeit der Capella richtig
herauskommen.  Die Masse 3 kann als die fiir gewdhnliche Riesensterne
typische Masse betrachtet werden, und der ihr entsprechende Gang
der mittleren Dichte mit dem Spektraltypus, der aus der Tabelle zu
ersehen ist, bietet ein betrichtliches Interesse. Er stimmt sehr gut mit
den Dichten iiberein, welche diesen Typen auf Grund von Beobach-
tungsergebnissen gewshnlich zugeschrieben werden.

Tabelle 13a. Mittlere Dichte und Mittelpunktstemperatu_r (# =211).

Effektive| Spek-| Masse =3 x o Masse = 10 X ® Masse =40 X o
‘Tempe- | tral- - :
ratur | typus Om T, Om l T, en | T
Grad Mill, Grad Mill. Grad |Mill. Grad
3000 M| 0,000446 4,65 10,000020 2,45 10,000002 1,52
4000 K 00177 7,36 000078 3.88 000007 2,40
5500 G 0082 12,3 000360 6,48 000032 4,01
7500 F 0363 20,1 00159 10,6 000140 6,57
10500 A 182 34,5 00800 18,2 00070 11,3
18000 | B 242)( 81,7 | 106 43,0 0093 26,6
27000 | o 174) | (156) | 0,763) | 821) | o67 50,8

Es ist wahrscheinlich, daf bei den wirklichen Sternen (die keine weiBen
Zwerge sind) die Temperatur niemals 40 Millionen Grad iibersteigt, so
daB die zweiletzten Eintragungen fiir einen Stern der Masse 3 fiktiv sind.
Nach der Riesen- und Zwergtheorie war dies auch durchaus zu erwarten,
weil nach ibr die Dichte beim Erreichen des A-Typus schon groB genug
sein sollte, um ein Abschwenken in den Zwergast zu bedingen. Auf Grund
neuerer Anschauungen erscheint diese Unfihigkeit der Sterne der Masse 3,
die B- und O-Typen zu erreichen, etwas geheimnisvoller, und die
Grenze bei 40 Millionen Grad wird noch in einem spiteren Stadium
unserer Betrachtungen untersucht werden miissen.

100. Dieletzte der Formeln (99.2) wird so hiufig gebraucht, daB wir eine
ausgedehnte Tafel fiir ihre Anwendung berechnet haben. Fiir praktische
Zwecke ist L natiirlich in GréBenklassen s auszudriicken, nach der Regel

Am=—3Alog,, L. (100.1)
In Tabelle 14 ist der konstante Wert 1 = 2,11 gebraucht worden

und die zusammengehorigen Werte von M und 1 — B sind auf Grund
von (84.6) tabuliert. Nach (100.1) und (99.2) ist

Am=—-z;AlogM'-—lfdIog(l—ﬂ)—2AlogT, (100.2) .

und die Kolonne  der Tafel ist nach dieser Formel berechnet, unter
Weglassung des T, enthaltenden Termes, Wir haben den Nullpunkt
von  so bestimmt, daB die beobachteten Werte der Masse und der
absoluten bolometrischen Helligkeit der Capella einander entsprechen,
und die Tabelle diirfte daher die absolute bolometrische Helligkeit fiir
jede beliebige andere Masse bei derselben™ effektiven Temperatur wie
Capella (etwa 52009) richtig geben. ‘
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Fir eine andere effektive Temperatur haben wir nach (100.2)
Am=—2AlogT, - (100.3)

und diese Korrektion ist nach der am Ende der Tabelle angegebenen
Vorschrift anzubringen. In dem die effektiven Temperaturen ~der
meisten Sterne enthaltenden Intervalle ist diese Korrektion verhiltnis-
miBig klein, und die bolometrische Helligkeit eines Sternes erscheint
im wesentlichen als eine Funktion seiner Masse. :

Uber die Wirkung kleiner Anderungen von fesiche § 178. Hier braucht
nur bemerkt zu werden, daB das Resultat einer Anderung von p durch
(99.2) nicht explicite gezeigt wird, da auch noch die mitbedingte An-
derung von (1 — ) in Betracht gezogen werden mub.

Tabelle 14. Masse M und absolute bolometrische Helligkeit m.
(n=211, T, = 5200°.)

L—g| a | wm |1—p| | m j1—p| ar m

0,001 | 0,1284 | 14,143 | 0,04 ’ 0879 | 5211 | 026 | 3,774 |—0,052
0015 1574 | 13,173 05 1,004 | 4,645 28 4,137 | —0,312
002 1820 | 12,484 06 1,123 | 4,178 30 4,529 |—0,562
0025 2036 | 11,950 07 1240 | 3,777 35 5,675 | —1,156

003 2233 | 11,513 08 1,354 | 3,426 40 7,117 | —1,718
004 | 2583 1' 10,823 09 1,468 | 3,111 45 8,984 | —2,264
005 2895 | 10,286 10 1,582 | 2,825 50 11,46 | —2,805
006 | 3176 I 9,848 12 1,812 | 2,322 55 | 14,84 [—3,354
008 | 3683 | 9,154 14 2,050 | 1,884 60 l 19,62 |—3,919
010 | 4135 ' 8,615 16 | 2,297 | 1,494 65 | 26,66 |—4,516
015 | 5117 | 7632 18- | 2,557 | 1,138 70 | 37,67 | —5,162
02 5968 | 6,929 20 2,831 | 0,812 %5 (5615 | —5,882
025 6739 | 6,381 22 3,124 | 0,507 80 | 90,63 |—6,714
03 746 | 5929 24 3,437 | 0,220 |

Man addiere zu m den Temperaturterm — 2 logy (T,/5200)

Waérmestrahlung und Leuchtkraft.

101. Gegenwirtig kann die von einem Sterne zu uns gelangende
Wirme mit Hilfe eines Radiometers direkt gemessen werden. Diese
Methode ist bereits auf einen ziemlich hohen Grad von Empfindlichkeit
gebracht worden. Die bis jetzt gewonnenen Resultate sind aber noch
sehr spirlich, und wir sind im allgemeinen gezwungen, den Gesamt-
betrag der emittierten Wirme aus der emittierten Lichtmenge zu er-
schlieBen?. Dies setzt aber eine’ Kenntnis der Lichtwirkung der von
Sternen verschiedener Typen emittierten Energie voraus.

! Es wird behauptet, daB die Apparatur auf Mount Wilson imstande sein
wiirde, die Warmestrahlung einer Kerze an den Ufern des Mississippi zu verzeichnen.

% In Wirklichkeit ist die Ableitung von bolometrischen Helligkeiten aus
Warmemessungen keine unmittelbarere, als aus Lichtmessungen, weil groe
Korrektionen wegen' atmosphirischer Absorption im Infraroten angebracht
werden miissen und dies eine Annahme iiber die Energieverteilung im Spektrum
notwendig macht, genau so wie bei der Reduktion von Helligkeitsmessungen.
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Wenn der Stern wie ein schwarzer Kérper der Temperatur 7,
strahlt, kennen wir nach dem Pranckschen Gesetze die Strahlungs-
menge I’ (3, T,) d2, deren Wellenlingen zwischen 4 und 2 -+ d2 ent-
halten sind. Messungen der Energiemengen verschiedener Wellen-

. lingen, die erforderlich sind, um fiir das Auge gleiche Lichtintensititen
zu erzeugen, sind im Laboratorium ausgefiihrt worden; wir kennen
daher auch den Faktor p (4), mit dem die Energie multipliziert werden
muB, um die Lichtintensitit zu erhalten. Der Durchschnittsfaktor fiir
die Gesamtstrahlung ist dann '

p=[pNI'(4T)dr+[I'(T)dA. ©(101.1)

Es erweist sich, daB das Maximum von p etwa bei T, = 65000
liegt, so’daB Sterne der Typen F und G die stirkste Lichtwirkung aus-
tiben. Wahrscheinlich hingt dies mit dem Umstande zusammen, daB
sich unser optischer Sinn unter dem besonderen Einflusse des Sonnen-
lichtes entwickelt hat.. Es ist bequem, das Maximum als Norm zu neh-
men und die ‘Skala der bolometrischen Helligkeiten so zu definieren,
daB sie bei dieser effektiven Temperatur mit der visuellen Helligkeit
iibereinstimmt. Bei jeder anderen Temperatur wird dann p kleiner sein
und der Stern ist bolometrisch heller als- visuell.

Tabelle 15.
Reduktion der bolometrischen Helligkeiten auf visuelle.
1= P . | Adm
2540 0,092 | + 2,59
3000 0,206 + 1,71
3600 0,417 + 0,95
4500 0,723 -+ 0,35
6000 [ 1,000 0,00
7500 0,985 - 0,02
9000 I 0,893 + 0,12
10500 0,749 -+ 0,31
12000 | 0,616 -+ 0,53

Tabelle 15 ist auf Grund der von NUTTING ausgefiihrten Messungen
der visuellen Intensitit von Energie verschiedener Wellenlingen! be-
rechnet. In der letzten Kolonne ist das Intensititsverhiltnis p in GroBen-
klassen verwandelt worden (4m = — 2log $), so daB die Zahlen un-
mittelbar die Korrektion 4 geben, die angebracht werden muB, um
bolometrische GréSenklassen auf visuelle zuriickzufiihren.

Da die Strahlung der Oberflicheneinheit proportional zu Tf ist, ist

die Oberflichenhelligkeit proportional zu  T5, oder, indem wir die in
GroBenklassen ausgedriickte Oberflichenhelligkeit mit J bezeichnen

J=const—10log T, + Am. (101.2)

1'Phil. Mag. Feb. 1915, S. 304.
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Die nachfolgende gendherte Formel fiir. J hat E. HERTZSPRUNG, im
Jahre 1906, in einer ziemlich unzuginglichen Arbeit! gegeben

J = const+2,3 (“300)0 g

F. W. SEARES? hat darauf hingewiesen, da3 Tabelle 15 (die ich zehn
Jahre spiter berechnet habe) mit dieser Formel vollkommen iiberein-
stimmt, indem dic groBte Differenz nur 0,04 betrigt. Da dm und J
bei der praktischen Rechnung sehr oft benétigt werden, geben wir noch
eine etwas ausfiihrlichere, nach der Formel von HERTZSPRUNG be-
rechnete Tabelle. Von 12000° bis 200000 werden die Werte nur unter
Vorbehalt gegeben, weil die HERTzSPRUNGsche Formel als Interpola-
tionsformel abgeleitet ist, und die Frage, inwiefern seine Approximation
tber 12000° noch befriedigend bleibt, nicht untersucht worden ist.

(101.3)

Tabelle 16. A
Effektive Temperatur und Oberflichenhelligkeit (Formel von
HERTZSPRUNG). ]

T | Am ! J 72, l Am Il J T, | 4m | J

© | 'm ' ° l m |- 0 m
2500 | 2,71 | 46,27 6000 | 0,02 | —0,22 | 11500 | 0,50 | —2,56
2750 ' 2,13 528 | 6500 | 0,00 0,58 | 12000 | 0,58 2,67
3000 | 1,67 444 | 7000 | 0,00 ! 0,91 | 13000 | 0,73 2,86
3250 | 1,32 | 3,74 | 7500 [ 0,02 1,19 | 14000 | 0,89 3,03
3500 ‘ 1,03 3,13 1 8000 | 0,06 1,43 | 15000 | 1,04 3,18
3750 | 0,80 | 2,60 1 8500 | 0,10 1,65 | 16000 | 1,19 3,31
4000 | 0,62 | 214 | 9000 | 0,16 1,84 | 17000 | 1,34 342
4250 | 0,47 | 1,73 9500 | 0,22 | 2,01 | 18000 | 1,49 3,52
4500 | 0,35 1,36 | 10000 | 0,29 2,17 | 19000 | 1,63 3,61
5000 | 0,18 | 0,73 | 10500 | 0,36 2,31 | 20000 | 1,77 3,70
5500 | 0,08 | 40,22 | 11000 | 0,43 2,44 | |

102. Die Korrektion 4 ist noch ungenau, weil die Intensititsvertei-
lung in der Strahlung eines Sternes nicht ganz genau dem Gesetze der
schwarzen Strahlung entspricht. Die Strahlung kommt aus Schichten,
deren Temperaturen sich merklich voneinander unterscheiden, und die
Strahlungen verschiedener Wellenlﬁngen werden auf ihrem Wege nach
auBen durch die Absorption in verschiedenem MaBe geschwiicht. Der
Gesamteffekt ist, daB die Qualitit der Strahlung einer etwas hoheren
eficktiven Temperatur entspricht, als ihre Quantitiit.

In diesem Buche wird unter T, die der Menge der Strahlungs-
energie entsprechende effektive Temperatur verstanden. Eine Tem-
peratur T, die der qualitativen Zusammensetzung der Strahlung ent-
spricht, wird gewthnlich in der folgenden Weise definiert. In einem
Gitterspektrum entsprechen gleiche Lingen im Spektrum gleichen

1 Z. f. wissensch. Photogr. Bd. 4, S. 43.
* Astrophys. Journ. Bd. 53, S.197. Eine andere unabhanglge Berechnung
ist von W. RABE: Astr. Nachr. Bd. 225, S. 223 ausgefiihrt worden.
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Wellenldngenintervallen 4. Indem wir das Prancksche Gesetz als
Funktion der Wellenlinge schreiben, erhalten wir

8z hc d
I'().,T)d?.= 75 'ehc/J.I_eT_-l'

(102.1)

Die maximale Intensitdt im Gitterspektrum tritt bei demjenigen
Werte von 4 auf, der I’ (A4, T) zu einem Maximum macht, d. h. wenn

X% (e=—1)
ein Minimum ist, wo x = ;ic/ART. Die Bedingung des Minimums gibt
x=4965, - AT=0,288. (102.2)

Es kann also die Temperatur durch Messung der dem Energie-
maximum entsprechenden Wellenlinge bestimmt werden; fiir den Fall
aber, daB die Strahlung nicht schwarz ist, definieren wir eine effektive
Temperatur T, durch dieselbe Formel

Amax ~T, = 0,288 cm Grad . . (102.3)

Auf dieser Basis bauen sich die von WiILsING und SCHEINER, ROSEN-
BERG, SaMPSON, E.S. KiNe und anderen entwickelten praktischen
Methoden der Bestimmung von effektiven Sterntemperaturen aufl.
Die von ihnen erhaltenen Resultate beziehen sich also eigentlich auf
T., und nicht auf das'in unserer Theorie auftretende 7,. Fiir die
Sonne ist 7, um etwa 4% héher als T, (rund 6000° und 5740 9, und
dasselbe Verhiltnis der beiden Temperaturen darf, wenigstens in erster
Néherung, fiir alle Sterne angenommen werden?. '

Aus diesem Grunde koénnte es zweckmiBig erscheinen, unsere effek-
tiven Temperaturen beim Entnehmen der Korrektion 4 aus den
Tabellen 15 und 16 um 4% zu vergréBern. Eine Untersuchung der
Energiekurve des Sonnenspektrums zeigt “aber, daB diese kleine Ver-
schiebung der Maximumsordinate keineswegs die wesentliche Charakte-
tistik der Abweichung der Sonne von einem schwarzen Strahler dar-
stellt, und es ist daher zweifelhaft, ob der Vorschlag iiberhaupt eine
Verbesserung bedeuten wiirde (§ 228).

Bei den kiihleren Sternen werden noch weitere Fehler in A 7 durch
das Auftreten von Absorptionslinien bedingt. Besonders in den Typen
M, N und S nehmen die Bandenspektren chemischer Verbindungen
einen betrachtlichen Teil des Spektrums ein. Natiirlich muB die durch
die Banden blockierte Strahlung durch die Zwischenriume durch-
gepreBt werden, da ja L durch die inneren Verhaltnisse im Sterne und
nicht durch die Oberflichenverhiltnisse bedingt wird; aber wenn die
Banden nicht gleichmaBig tiber das ganze Spektrum verteilt sind, kann

! Da das Beobachtungsintervall nicht immer die Wellenlinge maximaler
Intensitat enthilt, wird das Verfahren zuweilen in scinen Einzelheiten abge4ndert.
? Die Differenz von 4% fiir die Sonne ist jedoch rein empirisch, so daB eine
Verallgemeinerung etwas gewagt erscheint. '
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die Zusammensetzung der Strahlung in bezug auf Wellenlingen
betrichtlich verdndert werden. Eine starke Absorption im Gelben
wirde z. B. eine Ablenkung der Strahlung in Gebiete kleinerer
Lichtwirkung hervorrufen. Wir kénnen uns nur der Hoffnung hin-
geben, daB, da die ganze Korrektion A nicht iibermaBig grof
ist, auch die Fehler der Tabellen 15 und 16 keine allzu betrichtlichen
sein werden. '

Die den Spektraltypen entsprechende Temperaturskala ist zunachst
noch ziemlich unsicher. Sie beruht zum Teile auf den oben erwihnten
Messungen von T, ; diese weichen aber zuweilen ziemlich stark von-
einander ab. Zum Teile griindet sie sich auch auf die Sanasche Theorie
der Sternspektren (§ 240), welche die Temperatur einer ziemlich ungenau
definierten Schicht gibt. Wir haben ferner den festen Anhaltspunkt, .
daB T, fiir die Sonne gleich 5740° ist. Nachfolgende, von Mi8 PAyNE!
gegebene Tabelle stellt die Ergebnisse der neuesten Forschungen auf
diesem Gebiete darl. :

Tablelle 16a. Temperaturskala.

Typus | Ty Typus Lo

Ma ; 30000 45 ' 84000
K5 3000 A3 , 9000
K2 3500 40 - 10000
K0 ' 4000 BS§ 13500

G5 5000 B5 ! 15000

GO 5600 B3 | 17000

F5 7000 BO ‘ 20000

FO 7500 0 [ 25000—35000

Diese Zahlen gelten vermutlich fiir die Sterne der »,Hauptsequenz®,
wahrend die G—M-Riesen bei gleichem Spektraltypus um 400°—800°
tiefere Temperaturen haben. Im groSen und ganzen stimmt die bei
den Berechnungen in diesem Buche benutzte Temperaturskala sehr gut
mit der obenstehenden Tabelle? iiberein.

Die Energie eines Sternes,

103. Die negative Gravitationsenergie eines Sternes, die sich aus
(60.4) durch Einsetzen von n = 3 ergibt, ist :

A2
— e @3y

Die im Sterne eingeschlossene Menge von Strahlungsenergie ist
H=f3151;4n72_dr, :

1 Stellar Atmospheres (Harvard Observatory Monographs 1925), S. 33.

* Die Berechnungen sind zu verschiedenen Zeiten ausgefithrt worden, und,
da anfangs keine systematische Temperaturskala angenommen werden konnte,
° kommen kicine Abweichungen von der Gleichformigkeit gelegentlich vor.
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da der Strahlungsdruck gleich % der Energiedichte ist. Hieraus folgt
wegen (83.3)
H=3(1—p [Paartdr
=(1-p8 (103.2)
wegen (60.5).
Die Translationsenergie der Molekeln ist

K, =3[ podmridr,

weil der Druck eines Gases gleich 2 der: Translationsenergie in der
Volumeneinheit ist. Hieraus folgt wegen (83.3) und (60.5)

K,=1p9. ' (103.3)

. Wenn y das Verhiltnis der spezifischen Wirmen bedeutet (evtl:
wenn notig, dessen Mittelwert), ist die gesamte materielle Energie K
gleich eK,, wo

y=142[3¢
ist, nach (28.4). Daher ist

B Q

=7 (103.4)

Bei hohen Temperaturen wird K—XK, ausschlieBlich aus Ionisations-
energie! bestehen, d. h. aus Energie, welche zur Befreiung von Elek-
tronen aus ihren Bahnen in den Atomen verausgabt worden ist.

Die Gesamtenergie des Sternes ist

—Q+K+H-—L202d) (103.5)

Wenn das Molekulargewicht wie T—* variiert, muB bei der Be-
rechnung von £ der Wert # = (3 — s)/(1 + s) benutzt werden. So ist
zum Beispiele, wenn poc 775, Q = §GM?¥R. Sonst bleibt die Uber-
legung unveréndert, und insbesondere das Resultat (103.5) behilt seine
Gilltigkeit. : '

104. Fiir y < j ist die Gesamtenergie positiv, d. h. es ist mehr
Energie vorhanden, als wenn sich die Materie in einem Zustande un-
endlicher Verdiinnung bei der Temperatur Null befindet.

Ganz abgeschen von dem in der Vergangenheit durch Strahlung erlit-
tenen Energieverluste, miiBte also in diesem Falle dem Sterne Energie
zugefiihrt worden sein, um ihn auf seinen gegenwirtigen Zustand zu
bringen. Die Kontraktionstheorie, die jede besondere Energiezufuhr

! Es ist eine Frage der Definition, ob wir dic Anregungsenergie besonders
angeben wollen oder nicht. Ein von einem einzigen Elektron in einer 3- Quanten-
bahn.begleiteter Kern kann beschrieben werden: a) als ein Atom, das alle Elek-
tronen, auBer einem J-Elektron, verloren hat, oder b) als ein Atom, das alle
Elektronen, auBer:einem K-Elektron, welches durch Anregung in eine M-Bahn
iibergegangen ist, verloren hat. . '
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(subatomaren oder anderen Ursprunges) verneint, verlangt auch dem-
entsprechend, daB y > % sein soll. 3
Gegenwirtig sind wohl alle dariiber einig, dal irgendeine besondere
Energiequelle bestehen muB; die Bedingung
= ' y>5 ,
bleibt aber trotzdem notwendig, damit der Stern stabil sein kann.
Denken wir uns ndmlich, daB ein Stern, fiir den p < 5 ist, eine kleine
Kontraktion erfihrt, so daB Q vergroBert wird. Nach (103.5) muB,
bei einer Zunahme von £, auch die Gesamtenergie des Sternes wachsen,
damit das Gleichgewicht erhalten bleibt. Der Stern kann aber diese
zusitzliche Energie nicht im selben Augenblicke erhalten in dem sie
notwendig wird; daher bleibt K 4 H unter dem zur Erhaltung des
Gleichgewichts notwendigen Werte. Das bedeutet, daB dic vorhandene
Wirmemenge zu klein ist und die Drucke pg und P nicht ausreichen,
um das Gewicht der Materic zu tragen. Es entsteht daher eine weitere
Kontraktion und'der Stern weicht immer stirker und stirker vom
Gleichgewichtszustande ab. . j
Wir sagten, ‘daB der Stern nicht die Moglichkeit hat, die zu sciner
Rettung notwendige, zusitzliche Energic auf Verlangen sofort zuerhalten,
Wenn dem Sterne dauernd neue Energie zugefithrt wird, wire es zwar
- sehr wohl mdglich, daB-die veriinderten physikalischen Bedingungen
diese Zufuhr vergroBern kénnten; aber dieser Versuch, einen Zusammen-
sturz zu verhiiten, erweist sich als ein allzu zaghafter. In einem Stern
wie die Sonne stellt die aufgespeicherte Warme einen Strahlungsvorrat
fiir etwa 40 Millionen Jahre dar und-ist daher (wenn die Strahlung durch
* Befreiung subatomarer Energic unterhalten wird) gleich der im Laufe
von 40 Millionen Jahren befreiten' subatomaren Energie. Wenn der
Verlauf des Befreiungsprozesses beim Beginne des Zusammensturzes
um das Doppelte beschleunigt wird, kann H + K in einem Jahre nur
um den 40-millionsten Teil seines Betrages vergrofert werden; der
durch das Versagen des tragenden Druckes drohende Zusammensturz
ist aber einc Frage von Tagen oder Stunden. Es ist wichtig, diese
Stabilititsbedingung von einer anderen, 'spiter zu untersuchenden,
zu unterscheiden. Wir werden im §211 sechen, daB die Zufuhr sub-
atomarer Energie gewissen Bedingungen geniigen muB, damit der Stern
stabil bleiben kann; diese Bedingungen sind von der hier gefundenen
Bedingung » > # unabhingig und treten zu ihr hinzu; dic Gefahr,
welche dem sie nicht befolgenden Sterne droht, ist auch nicht

der hier betrachtete plstzliche Untergang, sondern ein langsames
Hinsiechen. '

Es konnte vielleicht die Vermutung ausgesprochen werden, daf
irgendeine weitere, besondere Energiequelle existieren kann, die bei
Anderungen der Temperatur und Dichte sofort die notige Wirme-
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menge liefert. Aber sofort freiwerdende Wairme ist keine ,,besondere‘
Wirme; sie ist definitionsmiBig ein Teil der spezifischen Wirme
und muB in p, und wegen (103.4) auch in K, schon beriick-
sichtigt sein, Die Ionisationsenergie gehort auch diesem Typus an.
Sehr langsam freiwerdende Energie, wie radioaktive und andere
Arten von subatomarer Energie, sind natiirlich in der Gesamt-
widrme K -+ H nicht einbegriffen; sie werden auf dem’ Konto-
blatte des Sternes als nicht-realisierbarer Kreditposten gebucht,
der vernachlissigt wird, solange wir uns nicht mit sehr langen Zeit-
rdumen beschiftigen.

Einem Herabsinken von 9 unter den Wert 5 in einem begrenzten
Gebiete des Inneren eines Sternes scheint, solange der allgemeine
Mittelwert groBer als 2 bleibt, nichts im Wege zu stehen. In einem sol-
chen Gebiete entstehen dann zirkulierende Konvektionsstrsme (§ 70),
weil der KonvektionsprozeB, bei y < %, mechanische Energie erzeugt,
statt sie zu verbrauchen. Es ist wahrscheinlich, daB die inneren
Reibungskrifte eine unbeschrinkte Zunahme der Bewegung ver-
hindern werden, und jedenfalls kann die ortliche Instabilitit
kaum zu Folgen fiihren, die den ganzen Stern in Mitleidenschaft
ziehen.

Die Konstante ¢ hat ihren kleinsten Wert, wenn das Verhiltnis der
Tonisationsenergie zur Translationsenergie den groBten Wert hat. Es
ist denkbar, daB ein Stern im Laufe seiner Entwicklung ein Stadium
erreichen kann, bei dem eine weitere Kontraktion eine groBie Menge
neuer Ionisationen bedingen wiirde, wenn néimlich das betrachtete Sta-
dium fiir die Ionisation irgendeines vorherrschenden Elementes oder einer
Gruppe von Elementen kritisch ist. In diesem Falle kénnte y voriiber-
gehend auch unter den Wert % herabsinken. Es wiirde ein plétzlicher
Zusammensturz stattfinden, der jedoch wieder zum Stillstande gebracht
werden wiirde, sobald die Kontraktion geniigend Energie geliefert
hitte, um diese kritische Ionisation zu bewaltigen. Cepheidenartige
Pulsationen kénnten méglicherweise einem Zusammensturze dieser Art
ihre Entstehung verdanken, doch glaube ich nicht, daB sich zugunsten
einer solchen Hypothese viele Argumente anfiihren lieBen.

Siebentes Kapitel.

Die Massen-Helligkeitsbeziehung.

105. Wir geben zunichst einige Beispiele fiir die praktische An-
wendung der in dem sechsten Kapitel abgeleiteten Formeln?,

1 Die erfordetlichen physikalischen und astronomischen Konstanten sind
im Anbange I gegeben. 2
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1. Cépella (hellere Komponente).

Masse 4,18-0; absolute visuelle GréBe —— 0™,.26; Spektraltypus
G0, der als Anzeichen fiir eine effektive Temperatur von 5200° an-
genommen wird.

In welcher Weise die obenstehenden Daten erhalten wurden, ist in
§13 erklirt worden. Durch Anbringen der Korrektion — Am aus
Tabelle 16 erhilt man fiir die absolute bolometrische GroBenklasse
—0™,40. Die absolute visuelle Helligkeit der Sonne wird zu + 4™ 9 an-
genommen, was bei einer Temperatur von 57400 der bolometrischen
GroBenklasse 4 4™ 85 entspricht. Die Differenz von 5,25 bolometrischen
GroBenklassen zeigt eine 126mal intensivere Ausstrahlung als bei der
Sonne an (log;, 126 = 5,25-0,4). Daher ist - T

L =126-3,78-10% = 4,8 - 10% erg pro Sekunde.
Aus der Bezichung L = zacR2T? (Gleichung (87.2)) folgt
R=9,55-10" cm,
Wir haben ferner
, M=4,18-1,985-10% = 8,30-10% gr .
Daher
Om =M [ 7 R* = 0,00227 gr./cm?,
Mit Hilfe der Formeln fiir die Polytrope n# = 3 erhalten wir (wie schon
in § 59 berechnet)
0.=0,1234 gr./cm?,
P,=6,11-1013dyn. cm-2.
Wir nehmen an, daB fiir das mittlere Molekulargewicht der Wert
‘= 2,11 angesetzt werden kann. Durch Interpolation aus Tabelle 14
oder durch unmittelbare Auflésung der Fundamentalgleichung vierten
Grades
- 1—$=0,00309 (4,18) (2,11)*
erhalten wir , d
1—p8=0,283.

Nun kann die Mittelpunktstemperatur aus
(1—p)P,=3aT:

berechnet werden oder (indem man sich die vorhergehende Berechnung
von P, erspart) aus (87.1)

T2fo,=3%R(1—f)[an8.
T,=9,08 - 10° Grad.

Die Abweichungen von den im ersten Kapitel gegebenen Zahlen sind
durch die Vernachlissigung der Verinderlichkeit von 1 mit der Tem-
peratur bei der gegenwirtigen Rechnung bedingt.

Eddington, Aufbau der Sterne, 12

Dies gibt
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Wir haben ferner :
L/M =578 erg pro Sekunde pro Gramm
und der Absorptionskoeffizient ergibt sich aus (90.1)

L 4mcG(l—p)_ 25100(1 — B)
M ak, - ok,

zu
ak,=123.

Es ist bereits auseinandergesetzt worden, daB « von dem Verteilungs-
gesetze der Energiequellen abhingt. Wir nehmen fiir « den Wert 2,5
an, der ein KompromiB zwischen den extremsten Annahmen darstellt,
und in keinem Falle sehr betrichtlich von der Wirklichkeit abweichen
kann. Diese Wahl wird differentielle Vergleiche zwischen verschiedenen
Sternen nicht beeinflussen; wenn wir aber astronomische Werte von %
mit den aus der Atomphysik berechneten Werten vergleichen, miissen
wir die hierin liegende Unsicherheit im *Auge behalten. Wir erhalten
mit diesem Werte von o

' k,=49,1.

Da g, und T bereits gefunden sind, ist auch die Konstante %, in dem
Absorptionsgesetze
. k=k /T
fixiert. Wir finden
"k, =898:10%,
Dieser Wert soll benutzt werden, um bei anderen Sternen die Helligkeit
auf Grund der Masse oder vise versa vorauszusagen.

2. J Cepheli.

Verinderlicher der Cepheidenklasse. Mittlere absolute visuelle GroBe
— 2™19; mittlerer Spektraltypus F 9, der als Anzeichen fiir eine effek-
tive Temperatur von 52000 angenommen wird.

Die absolute Helligkeit ist einer Diskussion der Entfernungen der
Verinderlichen der Cepheidenklasse von H. SHAPLEY! entnommen. Die
Masse ist nur insofern bekannt, als sie sich aus der gegenwirtigen
Theorie ableiten 148t. "

Indem wir in derselben Weise wie oben verfahren, finden wir fiir
die absolute bolometrische GroBenklasse — 27,33 und ferner

L =2,81-10% erg pro Sekunde,
R=2,32-10* cm.

Die Masse kann aus der bolometrischen GréBenklasse und der
f;ffektiver; Temperatur durch Interpolation aus Tabelle 14 leicht ge-

1 Astrophys. Journ. Bd. 48, S. 282.
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funden werden; es ist aber lehrreicher, das Resultat hier analytlsch zu
erhalten. Wir haben

== = 3
[ tmeGarqa ﬂ)=4ncGM(1 B T 14
ak, ok p ¢
_4acGMA—B)3RA—B) (G R ppI:
— o ky apf (49{3[' R )

. wegen (87.1) und (58.4). Indem wir M mit Hilfe von (84.4) eliminieren,
erhalten wir '

L=4:ch(1-—ﬁ)3ER(1—-ﬂ)(G R ,‘ﬁ) (4891‘31’2)‘} a1—pi
akl ayﬁ 49{1‘1' xG3a I¢3ﬂ3

—1.443-10™ &
’ wky RY ut g%

Wenn wir den fiir Capella gefundenen Wert von £, iibernehmen und,
wie frither, 4 = 2,11 ansetzen, ist g die einzige unbekannte ‘GréBe in
dieser Gleichung. Die Gleichung liefert somit

(1—B)¢=0,909 gF,
daher
1—8=0451.

Andererseits kann 1 — 8 auch in folgender Weise gefunden werden.
Da wir Capella und 6 Cephei dieselbe effektive Temperatur und dasselbe
Molekulargewicht zugeschrieben haben, ist bei einem Vergleiche beider
Sterne nach (99.2)

Lo ME(1—p)t.
Da 1—foc M24% ist, erhalten wir durch Elimination von Af

Loc(l—ﬂ) """

Fiir § Cephei ist L um 1,93 GroBenklassen oder 5,92mal gréBer als fiir
Capella; daher hat (1 — g)%" f7% einen 5,92mal groBeren Wert. Dies
gibt . -
‘ (1—B)’s = 0,935 8%,
woraus derselbe Wert fiir (1 — ) erhalten wird. g
Mit Hilfe von (1—p) wird die Masse durch Interpolation aus

Tabelle 14 oder auch durch direkte Berechnung aus (84 6) erhalten;
das Resultat . ist

M =9,00 - ©=179-10%gr.
Weitere charakteristische Einzelheiten lassen sich nun leicht berechnen
0., =0,000342,

0. = 0,0185,
T,=6,16-10°.
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3. V Puppis (hellere Komponente).

Verfinsterungsverinderlicher. Masse 19,2-©; Radius 5,28:10! c¢m;
Spektraltypus B 1; der als Anzeichen fiir eine effektive Temperatur von
19000° angenommen wird. _ :

Der Stern liegt auBerhalb des fiir gewdhnliche Parallaxenmessungen
zuginglichen Bereiches, so daB seine absolute Helligkeit nicht direkt
bekannt ist; wir sind aber in der gliicklichen Lage, den Radius aus einer

- Untersuchung der Lichtkurve usw. bestimmen zu konnen, und die
absolute Helligkeit kann, wie unten angegeben, berechnet werden. Die
spektroskopischen Bahnen beider Komponenten sind bestimmt worden?:
aus diesen ergeben sich 3/ sin3; und 2 sin4 wie im Falle der Capella
(§ 11); wahrend aber fiir Capella ¢ aus der visuellen Bahn erhalten wer-
den konnte, wird es fiir ¥ Puppis aus der Untersuchung der Licht-
kurve gefunden. Im allgemeinen kann gewdhnlich angenommen werden,
daB ¢ fiir Verfinsterungsverinderliche nahe gleich 90° ist, da sonst Ver-
finsterungen nicht stattfinden wiirden; bei V. Puppis und einigen anderen
Systemen ist aber die Trennung der Komponenten nicht groB im Ver-
gleiche zu den Radien und es ist daher eine zuverldssigere Schitzung
erforderlich. Die Methode der Untersuchung der Lichtkurve rithrt von
H. N. RusstLL her; sie erméglicht die Bestimmung der GréBen ¢ und
R/a. Indem wir diese mit A sin37 und a sin 7 kombinieren, erhalten wir
die oben angegebenen Werte von M und R.

Wir erhalten somit _

L=macR*T}=2,62-10% erg pro Sekunde,
was einer bolometrischen Helligkeit von — 4m,75 entspricht. Tabelle 16
gibt 4m = 1,63, so daB die visuelle Helligkeit gleich— 3m,12 ist. Zum
Vergleiche hiermit wollen wir die Helligkeit auf Grund der gegenwirtigen
Theorie aus M berechnen. Fiir M — 19,2 finden wir 1 — g = 0,597,
Hieraus 1a8t sich L bequem durch einen Vergleich mit Capella finden,
indem man die Bezichung benutzt

LacME(1—p)3 T},

so daf3 _
L for V Puppis _ /19,2\F (0,507\} (19000\¢ , A
! mla— =- \4—,1—8') (@8—3) (TOO) —72,9 —4,66 GroBenklassen.

Die auf Grund der beobachteten Masse bestimmte absolute bolo-
metrische Helligkeit von ¥ Puppis ist mithin

! Massen werden in W, W. CaMPBELLs Stellar Motions S, 256 fir beide Kqm-
ponenten angegeben; in J. H. Moores Kataloge von spektroskopischen Bahnen
Lick-Bulletin, Nr. 355, wird jedoch nur die kombinierte Masse gegeben — wahr-
scheinlich mit gutem Grunde. Ich bezweifle daher, daB die Masse von V Puppis
in der hier beschriebenen, vorschriftsmiBigen . Weise erhalten worden ist; die
Beschreibung wiirde aber beinahe auf alle anderen Beispicle von Verfinsterungs-
verdnderlichen passen.
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_ — 07,40 —47,66 = — 5™,06
in befriedigender Ubereinstimmung mit der aus dem beobachteten
Radius bestimmten GréBenklasse — 4m 75,
Weitere Ergebnisse sind
0m= 10,0618,
0. =3,35,
T,=4,21.107,

Der Vergleich der Theorie mit der Beobachtung ist fiir V Puppis
aus dem Grunde besonders interessant, weil wir uns hier an der
obersten, gegenwirtig fiir solche Vergleiche erreichbaren Grenze der
Massen befinden. Es ist jedoch bekannt, daB auch noch groBere Massen
vorkommen konnen. J. S. PLASKETT! hat fiir den spektroskopischen
Doppelstern B. D. 6°1309 die Werte gefunden:

M;sin*t=175,60, M,sin*i=63,3 0,

Da ¢ unbekannt ist, kénnen die Massen nicht genau bestimmt werden,
sie sind aber notwendig groBer als 75 und 63. Ja sie sind sogar gréBer als
87 und 73, weil ¢ so beschaffen sein muB, daB sich die beiden Scheiben
niemals {iberdecken — da man sonst Verfinsterungen beobachten miiBte.

Eine noch hohere Masse ist mit einiger Wahrscheinlichkeit dem
Sterncv Sagittarii zugeschrieben worden (/;sin? 7 = 260, M. o sin? 7= 34),
jedoch scheint diese Bestimmung noch recht unsicher zu sein?.

Nach H. SHAPLEY besitzt S Doradus, ein Stern neunter GroBe in
der groBen Magellanschen Wolke, die groBte uns bekannte absolute
Helligkeit. Er scheint tatsichlich der Wolke anzugehoren, und seine
absolute Helligkeit ergibt sich auf Grund der bekannten Entfernung
der Wolke zu — 8m9. Der Stern zeigt unregelmiBige Lichtschwan-
kungen und sein Spektrum gehort dem seltenen P Cygni-Typus an,
der immer eine ungewdhnlich hohe Leuchtkraft anzeigt3.

4. Die Sonne.
Masse 1,985.10%° gr; Radius 6,951.10" cm.
Trotzdem wir es im Falle der Sonne nicht mehr mit sehr stark ver-
diinnter Materie zu tun haben, nehmen wir versuchsweise an, daB3 die
Theorie der idealen Gase noch anwendbar bleibt. Die Berechnungs-
methoden sind durch die vorhergehenden Beispiele erliutert worden.
Die Resultate sind:

L Monthly Notices, Bd. 82, S. 447. Es wird darauf hingewiesen, daB auch
29 Canis Majoris cine wenigstens ebenso groSe Masse besitzt wie V Puppis.

2 LUDENDORFF, H.: Berliner Sitzungsberichte, 1924, S. 67. (Nach einer spiteren
Information muB die Bestimmung vollstindig verworfen werden. Ein anderes
System groBer Masse (Boss 46) mit den Massen 35 und 32 ist von J. A. PEARCE
:gefunden worden; dies ist die zweitgroBte bekannte Masse.)

3 HArRwARD CIrRc. Nr. 271.
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1—p=0,0199,
Om=1411,
2. =176,5, '
T,=3,95-10°,
k. =177,0,

L =5,62-10%,

Der durch direkte Messung der Sonnenstrahlung gefundene Wert
von L ist 3,78.10%. Die Differenz zwischen dem berechneten und dem
beobachteten Werte entspricht 0,43, wobei die Leuchtkraft der Sonne’
in Wirklichkeit schwicher ist, als auf Grund ihrer Masse und ihres
Radius zu erwarten wire. Trotzdem diese Differenz in der Richtung
liegt, die einer Abweichung von den idealen Gasgesetzen nach dem
Vorbilde irdischer Gase entsprechen wiirde, besteht fiir uns doch kein
zwingender Grund, sie dieser Ursache zuzuschreiben, da sie innerhalb der
zu erwartenden Fehlergrenzen enthalten ist. Sie kénnte z. B. auch von
einem etwas kleineren, durch die viel hohere Temperatur bedingten
Molekulargewichte herriihren, als das fiir Capella angenommene, Es
konnten auch noch viele andere Griinde fiir solche kleine Abweichuyngen
angegeben werden. .

Wir bemerken, daB jede etwa noch bestehende Unstimmigkeit durch
den gleichzeitigen Gebrauch des Sonnenradius und der.effektiven Tempe-
ratur der Capella bei unseren Rechnungen vergroBert wird. Alle unsere
Resultate sind differentiell in bezug auf Capella, die wir zur Bestimmung
von k; benutzt haben. Eine direktere Vergleichsmethode, bei der der
Spektraltypus der Sonne anstatt ihres Radius benutzt wird, gestaltet
sich folgendermaBen.

Da Capella und die Sonne demselben Spektraltypus angehéren,
vernachldssigen wir zunichst einen etwa bestehenden Unterschied in
den effektiven Temperaturen. Dann finden wir durch Anwendung der

Beziehung Loc M & 11— /3)%, daB das Verhiltnis der L genau gleich 100
oder 5,00 GroBenklassen ist. Die bolometrische GréBenklasse der Sonne
ist daher — 0,40 + 5,00 = - 4,60. Um nun dem Zustande groBerer
Verdiinnung, in dem sich Capella befindet, Rechnung zu tragen, schreiben
wir ihr eine um 9% tiefere effektive Temperatur zu!. Die entsprechende

Anderung im Faktor Tf" gibt eine Korrektion von 0m,08, dirch die die
bolometrische Helligkeit der Sonne auf 4+ 4m 52 erhoht wird, wihrend
der beobachtete Wert - 4m 85 ist. Die Diskrepanz ist 0m 33 .

Wir sind natiirlich geneigt, die fiir die Sonne vorliegenden Daten
fiir genauer zu halten, als die auf irgendeinen anderen Stern beziiglichen;

! Es ist ratsam, die wirklichen effcktiven Temperaturen an dieser Stelle noch
nicht einzufithren, um den Verdacht einer SchluBfolgerung im Kreise zu ver-
meiden. Die effektive Temperatur der Sonne wird aus dem beobachteten L ab-
geleitet, das wir fiir die endgiiltige Priifung aufsparen.
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dies ist aber fiir ihre absolute Helligkeit keineswegs der Fall, da letztere
noch mit einem Fehler von einem oder zwei Zehnteln einer GréBen-
klasse behaftet sein kann. HERTzZSPRUNG nimmt zum Beispiele als wahr-
scheinlichsten Wert - 4m,67 (visuell) an, der einer bolometrischen Hellig-
keit + 4m,62 entspricht. Wenn er recht hat, ist die Diskrepanz nur
noch 0m,10.

Ich habe die Frage erwogen, ob es nicht ratsam wire, die Sonne,
statt der Capella, als Vergleichsstern zu wihlen; dieser Schritt
erschien mir aber zu gewagt, solange uns der Begriff eines idealen
Gases von der Dichte 76 gr pro cm? noch so wenig geldufig ist. Die Be-
stimmung von %, mit Hilfe der Sonne wiirde vielleicht eine etwas genauere
sein; aber die Unsicherheit in bezug auf den genauen Wert ihrer absoluten
Helligkeit wiirde bei differentiellen Vergleichen mit anderen Sternen
einen Nachteil bedeuten. '

5. Krueger 6o. '

Absolute  visuelle GréBen der Komponenten 112,25 und 13m,75;
kombinierte Masse des Systems 0,43- ©; beide Komponenten gehoren
dem Typus Ma an, der eine effektive Temperatur von 3100° anzeigt™.

Die Schwierigkeit besteht hier in dem Umstande, daB nur die kom-
binierte Masse bekannt ist. Zwar sind auch mehrere Bestimmungen
des Massenverhiltnisses ausgefiihrt worden, ihre Ergebnisse schwanken
aber zwischen den Grenzen 6:5 und 3:1, so daB sie zunichst noch
als ganz unzuverlissig gelten miissen. Um diese Schwierigkeit zu umge- *
hen, konnen wir die Masse auf Grund der absoluten Helligkeit voraus-
sagen, wie wir es bei 6 Cephei getan haben. Die Resultate sind:

hellere Komponente: bol. Hell. 9,82, 1 — g = 0,00747, M = 0,354,
schwichere Komponente: bol. Hell. 12,32, 1 — g = 0,00264, 3 = 0,209.

Dies gibt eine kombinierte Masse von 0,563, wihrend die beobachtete
Masse 0,43 ist. Es bestehen gewisse Griinde fiir die Annahme, da
diese Diskrepanzreell sein konnte, und daB absolut schwache Sterne syste-
matisch in dieser Richtung abweichen, obwohl die Anzeichen dafiir in
jedem einzelnen Falle nicht sehr deutlich sind. Wenn man die Bahn-
elemente von Krueger 60 als richtig annimmt, entspricht die Masse

1 Eine spitere von R. G.AITKEN (Lick-Bulletin Nr. 365) abgeleitete Bahn
stand, als die Rechnung ausgefithrt wurde, noch nicht zur Verfiigung, jedoch
wird die Masse nur wenig geindert: 0,45 ©. AITKEN gibt die Helligkeiten zu 11,3
und 12,8 an, indem er mit den meisten Autoren eine Helligkeitsdifferenz von
1m,5 annimmt. Ich glaube mich nicht zu irren, wenn ich sage, daB wir bei ge-
meinsamer Beobachtung dieses Sternes mit Dr. AITKEN beide der Ansicht waren,
daB8 die Differenz eine betrichtlich groBere ist. BurnxmaM gibt eine Differenz
von 3™ an. Unter der Annahme einer Helligkeitsdifferenz von 1m,5 erhalt man
die individuellen Massen 0,25 und 0,18 (Monthly Notices Bd. 84, S. 312), wahrend
wir hier 0,27 und 0,16 finden.
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0,43 einer, Parallaxe von 0,260 und die Masse 0,56 einer Parallaxe von
0",238. Die trigonometrischen Parallaxenmessungen sind vielleicht
schon hinreichend genau, um letzteren Wert als ~ausgeschlossen er-
scheinen zu lassen. _ E
Wenn man es vorzieht, die Diskrepanz in GréBenklassen auszudriik-
ken (was fiir einen Vergleich mit anderen Sternen bequemer ist), kann
man die Masse 0,43 auf beide Komponenten in solchem Verhiltnisse
verteilen, daB der Fehler in der GroBenklasse fiir beide denselben Betrag
erhélt. Dies kann durch Probieren erreicht werden. Wir finden

Bol. Hell. | Bol. Hell.
Masse 1—§ berechnet [beobacht.| 2 — &
tellere. Komponente . .| 027 [ 000139 | 1107 | 9082 | — 125
Schwichere Komponente . 0,16 | 0,00156 | 13,55 12,32 —1,23

Weitere Ergebnisse fiir die helle Komponente sind —
0m=9,06, 0. =493, T,=3,22.107.

Auch bei einer Dichte von liber 400 sind also immer noch kéine An-
zeichen fiir das Versagen der Gasgesetze vorhanden, denn die Diffe-
renz zwischen der beobachteten und der berechneten Helligkeit liegt
tatsidchlich in der entgegengesetzten Richtung zu der, welche wir nach
Analogie mit irdischen Gasen erwarten miiBten. :

- 106. Die drei letzten Beispiele zeigen, daB die Theorie bei einem
differentielien Vergleiche mit der Capella (Masse 4,2, Hell. — 0,4), fiir
Sterne der Massen 19,2, 1, und 0,27 und bolometrischen Helligkeiten
—4,7, +-49 und + 9,8 im groBen und ganzen mit den Beobachtungen
tibereinstimmende Resultate liefert. Dieses Intervall umfaBt den groften
Teil aller bekannten Sternmassen und Helligkeiten. Es wird natiirlich
notwendig sein, durch eine systematische Durchmusterung zu priifen,
- ob die Ubereinstimmung fiir alle zu diesem Zwecke verwendbaren
Sterne besteht.

Es ist. interessant, sich beildufig die Mittelpunktstemperaturen fiir
die fiinf untersuchten Sterne zu merken: '

Capella . . . . . . . 9,08 Millionen Grad

O0Cephei . . . .. . 6,16 o »
V Puppis . . . .. . 42,4 b "
Somme. . . ., ., . 39,5 '., "
Krueger 60 . ... . . 32,2 » "

Wegen der noch betrichtlichen Ungenauigkeit dieser Bestimmungen
ist es nicht ausgeschlossen, daB die drei letzten Temperaturen in Wirk-
lichkeit untereinander gleich sind. Die drei Sterne gehdren der ,,Haupt-
sequenz® an, wie man gegenwirtig den von den O- und B-Typen bis
zum M-Typus reichenden Zwergast zu bezeichnen pflegt. Die zwei
anderen Sterne gehéren der Seitenserie der Riesen an, deren Beziehungen
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zu der Hauptsequenz wieder unklar geworden sind, scitdem wir die
Riesen- und Zwergtheorie der Sternentwicklung nicht mehr annehmen.
Esist sicherlich bedeutungsvoll, daB die Mittelpunktstemperatur lings der
Hauptsequenz, bei Anderungen der Massen um das Siebzigfache und der
Strahlung um das Millionenfache, so auffallend konstant bleibt.  Wir
kommen auf dieses Resultat in § 122 noch einmal zuriick.

Die Massen-Helligkeitskurve.

107. Die in Tabelle 14 gegebenen Werte von sz und M sind in Abb. 2
als Kurve mit den Ordinaten 7 und den Abszissen log M aufgetragen.
Es darf nicht vergessen werden, daB die von dieser Kurve entnommenen
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Logarithmus der Masse
Abb. 2. Die Massen-Helligkeitskurve.
O Erstklassige Bestimmungen. ® Bestimmungen zweiter Klasse. X Verfinsterungs-
verdnderlich. [7] Cepheiden.

Werte vor dem Vergleiche mit der beobachteten Helligkeit eines
Sternes der effektiven Temperatur T, durch Anbringen der kleinen
Korrektion. dm = — 2logy, (7,/5200) zu verbessern sind. Fiir gra-
phische Vergleiche ist es bequemer, die Kurve unverindert zu lassen
und die Korrektion — ¢ an die beobachteten Helligkeiten anzubringen.
Die in Abb. 2 eingetragenen, der Beobachtung entnommenen Punkte,
stellen bolometrische Helligkeiten dar, die in der angegebenen Weise
auf eine Normaltemperatur von 52000 reduziert sind.

Es sei noch bemerkt, daB die Kurve (oder die Tafel) auch auBerhalb
des Bereiches, fiir den bestimmte Beobachtungsdaten vorliegen, ganz
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verniinftige Resultate gibt. So ist die vorausgesagte (nichtkorrigierte)
bolometrische Helligkeit eines Sternes der Masse 100 gleich — 7m;
unter Berlicksichtigung des Umstandes, daB die effektive Temperatur
eines Sternes so groBer Masse eine sehr hohe sein miiBte, kénnen wir
die visuelle Helligkeit zu etwa — 6m ansetzen. Dies stimmt mit der
gewdhnlich angenommenen obersten Helligkeitsgrenze fiir einen Stern
— wie sie z. B. durch die hellsten Sterne eines Kugelhaufens gegeben
wird — gut iiberein. Der schwichste uns bekannte Stern, Proxima
Centauri, hat eine Helligkeit von etwa - 15m visuell oder - 13™ bolo-
metrisch; dies entspricht einer Masse von etwa 1 © — also einem
durchaus annehmbaren Werte. Wir vermuten aber, daB die Niherun-
gen, von denen wir bei der Entwicklung unserer Theorie Gebrauch
gemacht haben, fiir so auBerordentlich kleine Sterne zu ver-
sagen beginnen, und daB die wirkliche Masse der Proxima etwas
kleiner ist. -

Die in Abb. 2 eingetragenen Beobachtungsdaten sind in Tabellen
17, 18, 19 und 20 zusammengestellt. Die notigen Erklirungen sind in
den nachstehenden Bemerkungen enthalten.

Gewdhnliche Doppelsterne (Tabellen 17 und 18).

Die Werte von s (ber.) sind unmittelbar aus der Tabelle 14 entnommen ;
wo aber nur eine Differenz B—R fiir beide Komponenten angegeben
wird, ist die bei Krueger 60 angewandte Methode befolgt worden, d. h.
die Masse des Systems ist in solchem Verhiltnisse auf beide Kompo-
nenten verteilt worden, daB die Differenz fiir beide denselben \Wert
erhielt.

Da ein Fehler von 10% in der Parallaxe oder der Halbachse einen .
Fehler von 30% in der Masse bedingt, der seinerseits wieder zu Diffe-
, renzen von 0™,5 bis 1,3 (je nach der Masse des Sterns) fiihrt, sind in
Tabelle 17 nur weite Paare mit groBen Parallaxen, zusammen mit Capella
und der Sonne, als »erstklassige Bestimmungen‘ aufgenommen worden.
Prokyon wird als zweitklassig gerechnet, weil die Halbachse der Bahn
nicht gut bestimmt ist; Beobachtungen dieses Sternes sind auBerordent-

Tabelle 17.
Gewéhnliche Doppelsterne — Erstklassige Bestimmungen.

Stern Typus| T, Pz;a:l- Masse |m (vis.) m(bol.)i m(ber.) | B—R

. i m [m [ m | m
Capella, % GO0 | 5200 | 0,063 4,18 1—0,26/—0,36| —0,34 | — 0,02
. Schw FO | 7400 —- 3,32 0241 0,22| * 0,02 | 4 0,20
Sirius, A 40 (10500 | 0,373 2,45 1,28, 0,97 0,67 | + 0,30
- Centauri, 2 | G5 | 5000 | 0,748 1,14 4,701 4,53, 4,16 | + 0,37
»  Schw| K5 | 3700 —' 0,97 6,07 524! 509 [+ 015
Sonne GO | 5740 | ... 1,00 |~ 49 | 485 4,56 |+ 0,29
Krueger 60,2 | M a | 3100 | 0,260 0,27 11,35/ 9,82 11,07}[ 1,94

» Schw| Ma | 3100 = 0,16 | 13,85, 12,32} 1355/ —

3 I {
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- Tabelle 18.
Gewohnliche Doppelsterne — Zweitklassige Bestimmungen.
Stern 'Typus Ih PZ;ELH-' Masse :m (vis.) | m(bol.) | m(ber.) | B—R
[ }
i 3 m m m m
¢ Hydrae, & F9 | 5500 00206 | 3,64 027, 022 0,00 } + 0,24
»  Schw | ... | 5500 —- 2429 1,77 1,72 1,46 i
B Aurigae, & | 4010500 | 0,025 , | 2,38 |—0,19|—0,50! 0,77 | — 1,27
. Schw | A0 (10500 — 2,34 (—0,19/—0,50| 0,82 | —1,32
Procyon, A l F5 | 6800 | 0,308 1,13 2,92 292 392 |—1,00
Jd Equulei, & | F5 [ 6800 | 0,067 1,01 443| 443 439 |+ 0,04
. schw | F5 | 6800 - 1,00 4,53 4,53 4,43 |+0,0
7 Cassiop., b | F8 | 6200 | 0,184 | 072 | 499 499 593 o
- schw | K5 | 3800 | — 0,41 8,73 7,99 8,93} '
{ Herculis, 5 | GO | 5700 | 0,109 1,09 3,23| 3,20 4,22} — 106
»  Schw !l ... | 5000 S 0,51 6,73| 6,56| 17,65 ¢
70 Ophiuchi, s | K0 | 4400 | 0,189 1,05 5,66 5,27 4,61} + 0,66
., Schw| K4 | 3900 | — 0,77 736 671 6,04 A
& Bootis, & GG | 4900 | 0,164 0,62 587 5,69 6,81} — 108
. Sschw | K4 | 3900 — | 047 780 724 827 X
85 Pegasi, & | GO | 5800 0095 | 0,62 5,75 573 6,66 } —0.90
. Schw 3200 — | 0,31 | 10,95( 9,52 10,38 !
u Herculis, & ' Mb | 3100 | 0,110 0,46 | 10,42| 8,86 8,57} +0,33
. Schw | Mb [3100f — | 042 | 1092| 9,36| -899 ;

|

l
o, Eridani, 5 | B9 (11000 | 0202 | 0,21 | 11,27) 10,88| 1115 |(—0,27)
. Schw | Md | 2900 — | 020 | 12,67] 10,81 12,53 | — 1,72

lich erwiinscht und wiirden eine wichtige Priifungsméglichkeit der
Theorie ergeben!.

_ Mit Ausnahme von & Hydrae und § Equulei sind die Bcobachtungs-
‘daten einer von E.HERTZSPRUNG zusammengestellten Tabelle ent-
nommen?, Die Parallaxen, kombinierten Massen und absoluten visuellen
Helligkeiten sind unmittelbar aus seiner Liste iibernommen; dic ein-
zigen Abweichungen sind: 1. der angenommene Wert fiir die absolute
Helligkeit der Sonne, der zur Wahrung der Gleichformigkeit in diesem
Buche etwas abgedndert wurde, und 2. der Helligkeitsunterschied der
Komponenten von Krueger 60, den ich von 12,5 auf 2m5 erhsht habe,
da mir erstere Schétzung als ganz unglaubwiirdig vorkam. Die Wahl
des besten verfiigbaren Beobachtungsmaterials ist also im wesentlichen
einem unabhingigen Schiedsrichter iiberlassen worden, der seine Ent-
scheidung zu einer Zeit getroffen hat, als die zu priifende Theorie noch
gar nicht vorlag. Nur zwei Sterne der HErRTzsPRUNGschen Liste sind

! Dr. H. S. JEANs hat mir eine neue Bestimmung der Masse des Prokyon
mitgeteilt, die durch Kombination einer aus 120 am Kap-Observatorium aufge-
nommenen Platten abgeleitcten spektroskopischen Bahn mit den Meridian- und
Mikrometerbeobachtungen erhalten wurde. Die verbesserte Gesamtmasse des
Systems ist 2,06 und die Masse der helleren Komponente 1,55. Das zugehérige
m, . in der Tabelle ist 2m,67 und die Abweichung hetragt somit -+ Om,2o

2 Bull. Astr. Inst. Netherlands, Nr. 43 (1923).
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gestrichen worden, nimlich die Begleiter von Sirius und Prokyon,
ersterer weil er ein ,,weiBer Zwerg'* ist, auf den unsere Theorie keine
Anwendung findet, und letzterer, weil sein Spektrum nicht bekannt ist,
und sich daher nicht sagen 148t, welche Korrektionen bei ihm anzubrin-
gen sind. Die helle Komponente von 0, Eridani, die auch ein weiBer
Zwerg ist, wurde aus diesem Grunde in die Abb. 2 nicht eingetragen,
trotzdem sie (wahrscheinlich wegen einer zufalligen Kompensation von
Fehlern) auf der Kurve liegen wiirde.

Tabelle 19. Verfinsterungsverinderliche.

| [ 1 1
Stern Gr.|Typ.| T, |cosi [Masse R/a e Rl‘ m(bol) | mlber) |B— R
| | = m | m | m
V Puppis. . . .|1|B1 [19000 0,274 19,2 0,417 7,60 !—4.61!—5,001—{-0,4
YCygni . .. .|3|B2 |18000 | 088/16,6 | 166| 4,60 [-3,29 |-4,66 |- 1.4
BLlyrae . . . .|2|B8 12500 | 467139 | 219/12.09 [—3,80 -3,98 |+ 0,2
#Herculis . . .[1|B3 (17000 268/ 7,6 | 290! 4,29 —2,89'-—2.90‘ 0,0
U Ophiuchi. . .J 1 [B9 11500 | 105| 5,36 240| 3.07 [~0,47 |-1,69 |+ 1,2
Z Vulpec. 2 |B3 |17000 | 013] 5,24 262| 3,94 (-270 |-1.98|—0.7
RS Vulpee. 4140 110500 | 000| 4,3¢| 252| 5,16 |~1,20 |-1.05|—0.2
U Coronae . . .12 |B3 |17000| 148( 4,27| 167| 2,90 |-2.04 (~143|—06
f Aurigae -] 1140p[10500 | 228/ 2,38 158 2,80 013 0,77(—0,6
TX Herculis . .|3 (42 | 9800 065 2,04 125| 1,33 | 2,04| 1,35|+0,7
TV Cassiop. 4140 110500 176/ 1,83 | 272| 2,45 | 034/ 1,68/—1.3
Z Herculis . . .[2]F2 | 7600 139 [ 1,56 117| 1,77|I 2,53| 2,551 0,0
W Ursae Maj. .| 1|F8p| 6200 | 24| 0,74 323| 0,70 | 5,42 581 |—0,4
Tabelle 20. Veranderliche der Cepheidenklasse. .
S Typus| T, Periode Masse |7 (Vis.)|{m (bol_.)’m(ber.)‘ B—R
d m m | m | m

Y Ophiuchi | G2 14800 17,113 | 26,2 | —40 |—4,21 | —4,43 | 40,22
7 Aquilae . | GO 5100/ 7,076 | 139 |—2,62 | —2776 —3,19 | +0,43
0Cephei . | FO 15200 | 5366 | 11,3 (—2,19 | —230 | — 2,77 | + 0,47
SU Cassiop. | F5 [6000| 1,950 682 [ —12 |—1,20 —L74 | 40,54
RR Lyrae . | A9 [7300| 0,567 | 414 |—035|—0,36 | —06I | +025

Der Stern 80 Tauri, der hier weggelassen wurde, ist bei der spiter
zu gebenden, vollstindigen Diskussion der Hyaden beriicksichtigt. Die
von HERTZSPRUNG fiir # Aurigae gegebene Parallaxe stiitzt sich auf die
sehr wahrscheinliche Annahme, daB der Stern dem Ursa-Major-Strome
angehért; da er sich aber in der Nihe des Apex dieses Stromes befindet,
ist der wahrscheinliche Fehler ziemlich groB. ' )

Die Sterne 6 Equulei und ¢ Hydrae sind von mir hinzugefiigt wor-
den!. Thre Parallaxen werden aus einem Vergleiche der visuellen und
spektroskopischen Bahnen gewonnen — also nach der bei Capella
bereits angewandten Methode. Beij ¢ Hydrae muB die spektroskopische
Bahn der hellen Komponente mit der visuell gemessenen relativen
Bahn beider Komponenten kombiniert werden, so daB schon in einem

1 A1TKEN: The Binary Stars, S. 209.
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frithen Stadium der Rechnung eine Kenntnis des Massenverhiltnisses
der Komponenten notwendig wird. Da keine Vertrauen verdienende
direkte Messungen dieses Massenverhiltnisses vorliegen, habe ich, in Aus-
dehnung des fiir Krueger 60 und andere Sternc angenommenen Prin-
zips, die Helligkeitsdifferenz beider Komponenten zur Bestimmung
ihres Massenverhiltnisses benutzt.

Die Spektraltypen des gréBten Teiles dieser Sterne sind aus Lick-
Bulletin Nr. 343 entnommen; die den verschiedenen Typen zuzuschrei-
benden effektiven Temperaturen sind leider immer noch ziemlich will-
kiirlich. Uber 6000° hat ein Fehler in der effektiven Temperatur keinen
groBen EinfluB mehr auf die Resultate, da die Temperaturkorrektion
0m von der Reduktion auf bolometrische Helligkeit 4 abgezogen wird.
Bei den rétlicheren Sternen addieren sich dagegen beide Korrektionen,
und in der Nihe von 30009, wo sich 4 sehr schnell dndert, wird der
EinfluB eines etwaigen Fehlers schon viel bedenklicher.

Wo nur eine einzige Differenz B—R fiir beide Komponenten bestimmt
wurde, ist diese bei einer dem arithmetischen Mittel beider Massen ent-
sprechenden Abszisse in der Abb. 2 eingetragen.

Verfinsterungsverinderliche (T abelle 19).

Die Methode, nach der die Masse und'die bolometrische Helligkeit
bestimmt werden, ist in §105 fiir V Puppis erklirt worden. In den
Uberschriften der Kolonnen bedeutet R den Radius des Sternes, a
die Halbachse der relativen Bahn. Die Kolonne  (bol.) gibt die absolute
Helligkeit nach der Formel

L=macR*T,,
wihrend die Zahlen der Kolonne  (ber.) unter Benutzung der Massen
mit Hilfe von Tabelle 14 berechnet sind.

Die Resultate beziehen sich immer auf die helle Komponente, die
mit Ausnahme von B Lyrae als die Komponente groBerer Masse be-
trachtet wird. Die unvermeidliche Unsicherheit der Resultate wiirde
bei Anwendung der Methode auf die schwicheren Komponenten wahr-
scheinlich noch gréBer sein. Die photometrischen Ergebnisse R/a und
cos ¢ stammen aus der SHAPLEYschen Untersuchung, wobei der ,,ver-
dunkelten’’ Losung der Vorzug gegeben wird!. In der zweiten Kolonne
ist der ,,Grad“ der Bahn, nach SHAPLEYS Klassifizierung angegeben,
in der Grad1 der groBten Zuverlissigkeit entspricht. Die spektro-
skopischen Datén sind zum gréBten Teile J. S. PLASKETT? zu verdanken.
Bei dieser Vergleichsreihe wiirde ein Fehler in der angenommenen

! Princeton contributions, Nr. 3 (1915). Fiir einige Sterne stehen uns gegen-
wirtig bessere Werte zur Verfiigung; es wurde aber fiir zweckmiBig erachtet,
alle Daten ciner einzigen Quelle zu entnechmen (cbenso wie in Tabellen 17 und 18),
um jede Voreingenommenheit bei der Wahl auszuschlieSen.

* Publications of the Dominion Astrophysical Observatory, Bd.1 und 2.
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effektiven Temperatur einen betrichtlichen EinfluB auf das Resultat
haben, und es ist um so bedauerlicher, daB viele von den Sternen dem
B-Typus angehéren, fiir den die Temperaturskala am allerunsichersten
ist. Es kann gezeigt werden, daB

0(B—R) = —86(log,, T.),

so daB, wenn wir V Puppis die Temperaturen 15000°, 19000 0 230000
zuschreiben, die entsprechenden Differenzen (B—R) bzw. - 12,2, 4-0=,4
“und —0™,3 sind. Betrichtliche Fehler in den Resultaten sind aber in
keinem Falle zu vermeiden, und die Priifung kann daher nur eine
geniherte seinl. :

Veranderliche der Cepheidenklasse (T abelle 20).

Diese Priifung ist eine sehr indirekte und hingt von der im achten
Kapitel entwickelten Theorie der Cepheidenverinderlichkeit ab. Wenn
die Pulsationstheorie der Cepheiden abgelehnt wird, verliert auch diese
Priifung jede Bedeutung. Der eingeschlagene Weg besteht in folgendem:

Nachdem wir die effektive Temperatur auf Grund des Spektraltypus
(unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB wir es hier mit sehr dif-
fusen Sternen zu tun haben) festgesetzt haben, nehmen wir versuchs-
weise einen willkiirlichen Wert fiir M an. Aus M ‘und T, berechnen
wir mit Hilfe von Tabelle 14 das'Z. Aus L und T, berechnen wir R. Dann
lassen sich auch g,, und 1 — g bestimmen. Die Pulsationstheorie liefert
eine Gleichung, die eine Bestimmung der Periode auf Grund von o,,
und 1— f§ gestattet. Wir &indern nun M so lange ab, bis die voraus-
gesagte Periode mit der beobachteten iibereinstimmt. Auf diese Weise
ergeben sich schlieBlich die in der Tabelle enthaltenen Werte der Massen
und Helligkeiten (i1,,,).

Die beobachteten absoluten visuellen Helligkeiten sind der SHAPLEY-
schen Arbeit? entnommen und durch Anbringung der Korrektion 4
auf bolometrische Helligkeiten reduziert. »

Um die Periode vorausberechnen zu kénnen, muB fir I" (das Ver-
haltnis der spezifischen Wirmen des Materials) irgendein Wert angesetzt
werden. Hier ist der einem einatomigen Gase entsprechende Wert
I' = 3 benutzt worden Wegen der Ionisationsenergie muB der wirkliche
Wert von I kleiner sein; da sich aber schwer abschitzen 148t, wie
viel kleiner er in Wirklichkeit ist, haben wir es vorgezogen, diese Kor-
Iektion lieber ganz zu vernachlissigen, als einen willkiirlichen Betrag
fiir sie anzusetzen. Eine Diskussion der in Betracht kommenden Werte
von I' findet man in § 189. Die nachfolgenden Beispiele zeigen den
durch Anderung von I’ hervorgerufenen Effekt — i |

! Einige wenig befricdigende Ziige der Theorie sind in Monthly Notices Bd. 84
erwahnt. :
# Astrophysical - Journal Bd. 48, S. 289.
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Stern r ' ez |1BE (bol.) { m (ber.) | B— R
m m m

Y Ophiuchi 1,666 | 2623 | —4,21 | —443 | +0,22
" - 1,555 | 21,671 | —421 | —4,22 | 40,01

” 1444 | 1821 | —4,21 | ~377 | —0,44

7 Aquilae 1,666 | 138 | —276 | —3,19 | +0,43
1,555 | 12,53 | —2,76 | —2,98 | +0,22

A 1444 | 1017 | —276 | —2,53 | —0.23

Das Anbringen der Korrektion hitte also die beobachteten Punkte
in noch nihere Ubereinstimmung mit der Kurve gebracht oder mog-
licherweise um denselben Betrag nach der entgegengcsetzten Seite
verschoben.

Es hitten noch zahlreiche andere Cepheiden zum Vergleiche heran-
gezogen werden konnen, da aber zwischen ihnen sehr regelmiBige Be-
ziehungen bestehen, hitte sich in allen Fillen mit Notwendigkeit eine
Ubereinstimmung von derselben Giite wie in den hier angefithrten Bei-
spielen ergeben. Bei der Bewertung des hier angefiihrten Beweis-
materials wiirde ein zu ausgiebiger Gebrauch dieser speziellen Priifungs-
methode eher irrefilhrend gewirkt haben, weil noch systematische
Fehlerquellen vorhanden sein konnen, die die Resultate fiir alle Cephei-
den in ungefahr gleichem MaBe verfilschen. Die ,,beobachteten‘* Hellig-
keiten sind alle auf einen gemeinsamen Nullpunkt bezogen, der noch
ziemlich unsicher sein kann; und wir haben schon oben gesehen, daB
noch eine weitere kleine Korrektion wegen der Unsicherheit von I" hin-
zukommen miiBte.

Die Hyaden.

Es gibt unter den Hyaden sechs Doppelsterne von bekannter Periode,
die alle ungefihr die gleiche Helligkeit besitzenl. Ihre mittlere Parallaxe
ist aus den geometrischen Verhiltnissen des bewegten Haufens mit
ziemlicher Genauigkeit zu 0",027 gefunden worden. Die auf die Bahnen
beziiglichen Daten sind sehr ungenau, aber ein mittleres Resultat fiir
die sechs Sterne diirfte schon das fiir unsere Zwecke notwendige MaB
von Genauigkeit erreichen. Wir fangen damit an, daB wir anf Grund
unserer Theorie aus den absoluten Helhgkelten die folgenden Werte fiir
die Massen ableiten:

Burnham G.C. A, M, A - M,
2134 1,08 072 - 1,80
2154 1,03 0,66 - 1,69
2187 0,83 . 0,73 - L56
2230 1,48 0,81 2,29
2381 0,93 0,93 1,85
2383 1,16 0,58 1,75

1 E. HERTzSPRUNG: Bull. Astr. Inst. Netherlands, Nr. 16.
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Der von uns vorausgesagte Mittelwert von 3f 1+ B, ist daher 1,82.

HERTZSPRUNG hat fiir die mittlere dynamische Parallaxe? (fir die
Masse 2) den Wert 0,026 gefunden. Da die aus einer Doppelsternbahn
abgeleitete Masse umgekehrt -proportional ist zu der dritten Potenz der
angenommenen Parallaxe, wiirde eine Masse von 1,79 die richtige mitt-
lere Parallaxe 0,027 ergeben haben. Eine andere ‘Art von Mittel-
wertsbildung (iiber die Massen, anstatt iiber die dynamischen Pa-
rallaxen) gibt fiir die mittlere Masse den Wert 1,93. Sowohl der
Wert 1,79 als auch 1,93 befinden sich in ausgezeichneter Ubereinstimmung
mit dem von uns vorausgesagten Werte 1,82. Dieses Ergebnis ist in
Abb. 2 als erstklassige Bestimmung bei einer der mittleren Masse der
zwolf Komponenten entsprechenden Abszisse eingetragen.

108. Eine Betrachtung der Abb. 2 lehrt, daB zwischen den Beobach-
tungsresultaten aller Klassen und der theoretischen. Massenhelligkeits-
kurve eine gute Ubereinstimmung besteht. Fiir.die 37 Punkte, welche
beobachtete Werte darstellen, betrigt die mittlere Abweichung 4 02,57,
und diese kann fiiglich Beobachtungsfehlern zugeschrieben werden.

Die Ubereinstimmung erscheint uns um so bemerkenswerter, wenn
wir bedenken, daB die Gleichung der Kurve nur zwei Konstanten
enthdlt, nimlich das mittlere Molekulargewicht p und die Konstante Ry
des Absorptionsgesetzes. AuBer diesen kommen in ihr nur noch funda-
mentale Naturkonstanten vor,

Wenn man %, und y als verfiigbare Parameter betrachtet, kann die
Kurve nach Belieben in vertikaler und seitlicher Richtung verschoben
werden, ist aber sonst nicht deformierbar. Eine kleine Verbesserung
kénnte durch eine Verschiebung der Kurve nach unten und nach links,
mehr oder weniger in der Richtung ihres eigenen Verlaufes, erziclt wer-
den; dies wiirde einer VergréBerung des Molekulargewichtes entsprechen.
Wenn man aber in erster Linie die erstklassigen Bestimmungen beriick-
sichtigt und ferner gewisse kleine Korrektionen in Betracht zieht, die
bei der Anwendung der Theorie auf Sterne kleiner Masse notwendig
werden, ergibt sich, daB eine solche Verschiebung der Kurve in Wirk-
lichkeit keinen Gewinn bringen wiirde. Wenn uns iiber das Molekular-
gewicht im Inneren der Sterne theoretisch nichts bekannt wire, konnten
wir es nach dieser Methode aus den Beobachtungsdaten ableiten, und
wiirden dann einen von 2,1 sehr wenig abweichenden Wert erhalten.
Hierin erblicken wir eine auBerordentlich befriedigende Bestitigung der
Theorie der Tonisierung im Inneren eines Sternes.

Eine Formel, die mit Hilfe von nur zwei Konstanten ein so auBer-

! Die Parallaxe eines visuellen Doppelsternes kann auf Grund seiner kombi-
nierten Masse, sciner Periode und der Halbachse der Bahn (in BogenmaB) be-
rechnet werden. Die Parallaxe, welche unter der Annahme berechnet wird, da8
die kombinierte Masse gleich 2 ist, heiBt die »dynamische Parallaxe* (friiher die
»hypothetische Parallaxe*’ genannt).
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ordentlich ausgedehntes Gebiet von stellaren Verhiltnissen umspannt,
kann selbstverstindlich nur eine erste Anniherung darstellen, und es
miissen natiirlich verschiedene Verfeinerungen eingefiihrt werden, bevor
wir in den Besitz einer endgiiltigen theoretischen Kurve gelangen. Die
zur Vorbereitung einer zweiten Niherung erforderlichen Entwickelungen
werden im neunten und zehnten Kapitel ausfiihrlich behandelt werden
miissen. In den Beobachtungen scheinen gewisse Andeutungen darauf
enthalten zu sein, daB die Kurve auf der rechten Seite etwas zu hoch
verlduft, jedoch glaube ich nicht, daBl man diesen ein allzu groBes Ge-
wicht beimessen darf. Die auf die Cepheiden beziiglichen Punkte
miissen ganz bestimmt etwas nach oben geriickt werden, um der von
uns vernachlissigten Ionisationsenergie Rechnung zu tragen, und die
beste Abschitzung dieser Korrektion, die wir vornehmen kénnen, wiirde
gerade geniigen, um sic in unmittelbare Nihe der Kurve zu bringen;
die Resultate fiir die Verfinsterungsverinderlichen sind nicht sehr zu-
verldssig. Auf der linken Seite scheint die Kurve etwa eine Grofen-
klasse zu tief zu verlaufen; wir sind geneigt, diese Abweichung fiir reell
zu halten und glauben, daB die zweite Anniherung hier einen engeren
AnschluB der theoretischen Kurve an die Beobachtungskurve ergeben
wiirdel.

Es scheint wohl keinem Zweifel zu unterliegen, daB (unter Beriick-
sichtigung der letzterwihnten Verbesserung) die theoretische Kurve
durch die statistischen Daten bestiitigt wird. Ob sich aber jeder ein-
zelne Stern der Kurve anpassen wird, oder ob ein Spielraum fiir ex-
zeptionelles Verhalten vorhanden ist, erscheint schon zweifelhafter. Es
ist nicht unmoglich, daB, wenn uns ein reichhaltigeres und genaueres
© Beobachtungsmaterial zur Verfiigung steht, die individuellen Ab-
weichungen noch deutlicher hervortreten. Ich bin mir der Schwiche
des hier angefiihrten Beweismaterials vollkommen bewuBt, und be-
trachte die volle Ubereinstimmung aller normalen Sterne mit der Kurve
durchaus nicht als gesichert. Andererseits ist es aber theoretisch sehr
schwer einzusehen, warum ein Stern, dessen Spektrum keine ungewdhn-
lichen Merkmale aufweist, von anderen Sternen derselben Masse und -
Dichte abweichende individuelle Eigenschaften besitzen sollte, es sei °
denn, daB die Verschiedenheiten in der chemischen Zusammensetzung
viel betrichtlicher sind, als man gewshnlich annehmen zu diirfen glaubt.
Der EinfluB der Rotation auf die Leuchtkraft kann nur klein sein,
wenn sie nicht-auBerordentlich schnell erfolgt. Wir werden daher vor-
ldufig- annehmen, daB die Massenhelligkeitsbeziehung nicht nur sta-
tistisch, sondern auch individuell richtig ist.

L Es ist wahrscheinlich nicht iiberfliissig, diesem Umstande bei der praktischen
Anwendung der Tabelle 14 Rechnung zu tragen. Eine von der Masse linear ab-
hangende Korrektion von 0m,0, bei der Masse 0,75, bis 1m,0, bei der Masse 0,25,
‘wiirde wohl allen Anforderungen geniigen.

Eddington, Aufbau der Sterne. 13
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109. Wir haben es in den meisten Fillen vorgezogen, den aus der
Untersuchung von absoluten Bahnen abgeleiteten Massenverhiltnissen
der Komponenten von Doppelsternen kein Vertrauen zu schenken. Es
ist aber vielleicht doch nicht uninteressant, diese gemessenen Massen-
verhéltnisse mit den auf Grund unserer Theorie aus den Helligkeiten
abgeleiteten Verhaltnissen zu vergleichen. Die nachstehende Tabelle
ist einer Arbeit von G. SHAJN! entnommen.

"Tabelle 21.
Massenverhiltnisse von Doppelsternen.

MAL, | AyM MM, | apy 3L

Sien theorct. | beob.. Stel théoret. | beob.

7 Cassiop. . . .. 055 | 076 |¢Herculis .. .| 041 | o043
€ Hydrae . . . .| 0,64 l 0,9 Krueger 60 -1 059 0,56
nCancri- . .. .| 095 1,00 | 70 Ophiuchi. . .| 079 0,82
& Urs. Maj. . . . 0,90 1,00 Capella. . . . . 0,86 0,79

yVirginis . . . .| 099 | 100 | Aurigac . . .| 098 1,00 -
_ xCentauri. . . .| 092 0,85 [80Tauri . .. .| 03I 0,39
§Bootis . . . .| 0,81 , 0,87 pHerculis . . .| 089 | 1,00

AuBer bei den zwei ersten Sternen ist die Ubereinstimmung eine merk-
wiirdig gute. Die beiden scheinbaren Widerspriiche verschwinden jedoch
bei néherer Betrachtung. Fiir 7 Cassiopeiae ist das beobachtete M /M i
ein unter Einfiihrung von Gewichten berechneter Mittelwert aus den
beiden unabhingigen Ergebnissen 0,4 und 1,6, die bzw. aus Deklina-
tions- und Rektaszensionsbeobachtungen abgeleitet sind; wir brauchen
es nicht ernst zu nehmen. Bei ¢ Hydrae ist die Trennung der Kompo-
nenten nur 0”,8; der Astronom, der eine Bestimmung des Massen-
verhiltnisses versucht hat, war ein Optimist.

H. N. RusseLL hat mich auf den Stern 83 Pegasi (scheinbare Hellig-
keiten 5,8; 11,0) aufmerksam gemacht. Es ist geltend gemacht worden,
daB bei ihm die schwache Komponente schwerer ist als der hellere Stern,
Dies kann bezweifelt werden ; sicher aber ist, daB der schwiichere Stern
mehr Masse enthiilt als den ihm zukommenden Anteil®. Moglicherweise
ist die Erklirung darin zu suchen, daB er ein weiBer Zwerg ist und
sich daher in einem Zustande befindet, auf den sich unsere Theorie
nicht anwenden liBt.

110. AuBer den oben angefithrten auf einzelne Sterne beziiglichen Tat-
sachen besitzen wir noch gewisse statistische Daten iiber die Massen und
Leuchtkrifte, die mit der theoretischen Kurve verglichen werden kénnen.
Das Material ist in einer Arbeit von RusseLL, Apayms und Joy?® enthalten,
in der die mittleren dynamischen Parallaxen und die mittleren spektro-
skopischen Parallaxen fiir Gruppen von Doppelsternen miteinander

1 Monthly Notices, Bd. 85, S. 247. Fiir Krueger 60 ist ein verbesserter Wert

eingesetzt worden. d : :
-2 Boss, L.: Preliminary General Catalogue, S. 278.
% Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 35, S. 189 (1923).
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verglichen werden. Die dynamischen Parallaxen werden unter der
Voraussetzung erhalten, da8 die Masse des Systems gleich 2 ist; wenn
die Masse in Wirklichkeit 2 3 ist, werden die linearen Abmessungen
der Bahn M Ymal groBer als vorausgesetzt, und die wahre Entfernung
Mimal groBer als dic berechnete. Durch den Vergleich der dyna-
mischen Parallaxe mit der wahren (trigonometrischen oder spektro-
skopischen) Parallaxe wird der Massenfaktor 3 4 bestimmt. Die zu-
falligen Fehler werden zwar durch die Benutzung von Mittelwerten fiir
eine Anzahl von Sternen herabgesetzt, jedoch kann man von einer
solchen Untersuchung verhiltnismiBig nur sehr rohe Resultate erwarten.

In Tabelle 22 geben wir 1. den Spektraltypus, nach dem die Sterne
in Gruppen zusammengefat worden sind (unter Trennung von Riesen
und Zwergen), 2. die dem Spektraltypus entsprechende, angenommene
effektive Temperatur, 3. die mittlere Masse einer Komponente, 4. die
mittlere absolute Helligkeit einer Komponente, 5. die ihr entsprechende
bolometrische Helligkeit, 6. die aus 3 und T, berechnete bolometrische
Helligkeit, 7. die Differenz beider Helligkeiten und 8. die Anzahl der
einzelnen Systeme in jeder Gruppe.

Tabelle 22. Statistik der Doppelsterne.

| I ; |
s T, Masse | ™ (Vis.) | m (bol.) |  (ber.) l B
: I IS me F N m m :

05—B2 | 20000 | 3.1 ! —176 | —353 | —0,6t | —29 10 .
B3—B8§ 15000 | 2,8 | +001 | —1,03 | —0,08 | —1,0 8
B9—41 10500 | 1,2 | + 134 | 4098 | +32 | —23 35
59—M6 3500 125 | +1,28 | +0,25 | + 4,08 325 28
F6—GS8 5000 | 1,9 + 1,30 | + 1,21 | 4219 — 1,0 31
A2—4 4 9500 | 1,05 | +2,20 | +1,98 | +3.95 | —2,0 20
A5—49 8500 1,0 +27 | +265 | +423 — 1,6 35
FO0—-F3 7500 | 1,3 + 3,26 | + 3,24 I + 3,28 | 0,0 17
F4—F5 7000 | 0,85 [ +365 | +3.65 | +513 — 15 | 24
F6—F8§ - 6500 1,25 | + 4,47 + 4,47 i -+ 3,55 + 0,9 28
F9—GoO 6000 | 0,85 +466 | 464 0 +527 | —0,6 25
G1—G5 5000 |12 | +532 | +514 | +395 | +12 24
G6—K1 4500 | 1,1 =579 | +54 | 4439 | +1,0 25
K2—K6 4000 | 0,7 =+ 7,00 | +638 | +645 | —o0,1 21
K7—AM6 3500 | 0,5 +994 | +891 +809°| +08 7

Dieser Vergleich liefert wenig mchr, als die Feststellung des all-
gemeinen Verlaufes der Massenhelligkeitskurve, der mit dem durch
unsere Theorie verlangtenstetigen Abfalle in groBen Ziigeniibereinstimmt.
Die Arbeit ist aber von historischem Interesse, weil sie schon einen
Hinweis auf das Vorhandensein einer von den Riesen bis zu den Zwerg-
sternen ohne Stetigkeitsunterbrechung reichenden Massenhelligkeits-
beziehung enthilt. Ungefihr um dieselbe Zeit wie RuUSSELL, ADAMS
und Joy fand auch E.HERTzSPRUNG diese stetige Massenhelligkeits-
beziehung in seiner bereits als Quelle fiir einen groBen Teil unseres
Beobachtungsmaterials zitierten Arbeit, i

13*
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Diese “beiden Untersuchungen enthielten fiir die Riesen- und Zwerg-
theorie der Sternentmcklung eine sehr ernste Mahnung; denn nach
letzterer wire nicht eine kontinuierliche Massenhelligkeitskurve, sondern
eine gegabelte zu erwarten gewesen. Wir werden gleich schen, daB
dieses uncrwartete Resultat die Aufgabe einer frither als Kardinal-
punkt der Riesen- und Zwergtheorie betrachteten Anschauung not-
wendig macht. Es ist interessant, die Tatsache zu verzeichnen, daB
die Schépfer dieser Theoric an den beiden Untersuchungen, die ihren
Sturz vorbereitet haben, beteiligt waren.

111. Es muB noch cine andere Forschungsrichtung erwihnt werden,
deren Ergebnisse méglicherweise dazu beitragen konnen, unsere Schliisse
zu bestatigen oder-zu widerlegen. Eine Methode zur Bestimmung der
mittleren Massen von Gruppen von Sternen, aus ihrer Verteilung in
den Sternhaufen, ist von H. v. ZEIPEL! entwickelt worden.

Unter gewissen Voraussetzungen kann eine Abhingigkeit der Dichte
der Sternverteilung von dem Gravitationspotentiale ¢, gemiB der
BortzMaNNschenFormel g oce2*M® erwartet werden. Indemwire2*” =¢
setzen, haben wir p ¢ &, wo o eine Funktion der Lage im Sternhaufen
ist, die vom Mittelpunkt nach auBen abnimmt. Wenn daher die Dichte
der Verteilung fiir die Sterne der Masse M, .im Mittelpunkte und in
verschiedenen Abstinden von ihm proportional zu

1, adli, Sy et

’

ist, muB die Dichte fiir Sterne der Masse A, proportional zu
1, allz, Rt EHEryas

sein. Es kann also die Masse jeder beliebigen Gruppe als Funktion
einer unbekannten Einheitsmasse aus ihrer Verteilung ermittelt werden.

~ VON ZEIPEL hat in dieser Weise den Sternhaufen Messier 37 unter-
sucht, dessen Beschaffenheit die Anwendung der Methode zu recht-
fertigen scheint, und gelangte zuFormeln, welche die beobachteten
Vertellungen sehr gut darstellen. Allerdings beziehen sich die Ergeb-
nisse auf die mittleren Massen der verschiedenen Spektraltypen, wih-
rend fiir unsere Zwecke eine Grupplerung nach bolometrischen Hellig-
keiten vorteilhafter gewesen wire.

Die Resultate v. ZEIPELs fiir seine vier Gruppen sind:

M ! Anzahl der Sterne
G-Riesen. . . . . . ..... 2,15 4 0,12 ’ 57
LB R 11 1,00 795
F-Zwerge . . . . . . . . .. ] 0,67 - 0,02 | 682
G-Zwerge . . . . . . S o - 0,36 4- 0,02 | 1203

Wenn die mittlere Masse der G-Zwerge gleich der Masse der Sonne
gesetzt werden darf, ist die Einheit von M etwa 3-0. Wenn (wie

1 Astronomische Nachrichten, Jubiliumsnummer (1921).. S. 33.
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das in den Sternhaufen der Fall ist) die G-Riesen heller als die B- und
A-Sterne sind, stimmt ihre Masse 6,5 mit unseren Erwartungen im all-
gemeinen iiberein. Eine Priifung desselben Materials unter besonderer
Beriicksichtigung der Massenhelligkeitsbeziehung wiirde wahrscheinlich
zu brauchbaren Ergebnissen fiihren.

Die Gasgesetze in dichten Sternen.

112. Zu Anfang des Jahres 1924 erfreute sich die Riesen- und Zwerg-
theorie von HERTZSPRUNG und RUSSELL beinahe allgemeiner Anerken-
nung. Eine kurze Schilderung dieser Theorie ist in § 7 gegeben worden.
HERTzsPRUNG und RusseLL haben eine bemerkenswerte Teilung der
Sterne in zwei Serien groBer bzw. kleiner Leuchtkraft entdeckt und
die Bezichungen zwischen Leuchtkraft und Spektraltypus auf ein ein-
faches System gebracht. Ihre Resultate sind durch die spitere For-
schung in vollem MaBe bestitigt worden und haben einen tiefgehenden
Einflu8 auf die Entwicklung der Stellarastronomie ausgeiibt. Einen
bedeutenden Fortschritt stellte die Erkenntnis dar, daB viele Sterne
ganz diffuse Gebilde sind, da ihre Dichte gleich derjenigen unserer Atmo-
sphiire oder noch geringer ist, und daB sie trotzdem ein Spektrum
zeigen, welches von dem eines dichten Sternes kaumi unterschieden
werden kann. Hierdurch wurden die Spektroskopiker angeregt, nach
unterscheidenden Merkmalen zu suchen, was wiederum zu einer wich-
tigen Erweiterung des spektroskopischen Forschungsgebietes fithrte.
Die uns heute so geldufige Methode der Berechnung des Durchmessers
eines Sternes aus seiner absoluten Helligkeit und seinem Spektraltypus
ist von HERTZSPRUNG und RUSSELL geschaffen worden. Die Berechnung

“der Dichten von Verfinsterungsveréinderlichen und die allgemeine Er-
kenntnis des Wertes von dynamischen Parallaxen bildeten weitere
Episoden in der Entwicklungsgeschichte dieser Theorie. Wie sich die
endgiiltige Erklirung der Teilung der Sterne in Riesen und Zwerge
auch gestalten mag, ihre Trennung hat fiir alle statistischen Unter-
suchungen eine grundlegende Bedeutung gewonnen und zu einer duBerst
fruchtbaren Entwicklung gefithrt. Es braucht kaum érwihnt zu wer-
den, daB ohne die durch HERTZSPRUNG und RUSSELL geschaffene
Grundlage die meisten in diesem Buche behandelten Probleme gar
nicht hitten in Angriff genommen werden kénnen.

Wenn wir von dem ,,Sturze‘‘ der Riesen- und Zwergtheorie sprechen,
so darf dies in keinem Falle so verstanden werden, als ob die oben er-
wihnten Resultate auch nur zum Teile wiedér aufgegeben werden
miifiten. Sie bestehen zum groBten Teile aus festgestellten Tatsachen,
deren Entdeckung die Schépfer der Theorie in einigen Fillen zu wei-
teren theoretischen Betrachtungen veranlaBten und denen im Verlaufe
der natiirlichen Entwicklung immer neue Entdeckungen folgten. Diese
Tatsachen miissen bei jedem Umbildungsversuche beriicksichtigt wer-
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den.. Aber die Tatsachen waren durch eine reizvolle Entwicklungs-
theorie, die sich an die friiheren Gedankengiinge von LANE und LoCKYER
anschloB, zu einem merkwiirdig einheitlichen und scheinbar. wider-
spruchslosen Lehrgebiude zusammengeschweiBt. Ich glaube mit der
Behauptung nicht zu weit zu gehen, daB dieses Lehrgebiude nunmehr
umgestoBen ist. Wenigstens ist es seines Inhaltes beraubt worden, und es
bleibt nur zu sehen, ob die leere Schale noch stehen zu bleiben vermag.
Die Theorie beruhte auf der Voraussetzung, daB der Ubergang aus dem
‘Riesenstadium, oder Stadium groBer Leuchtkraft, in das lichtschwache
Zwergstadium in dem Punkte der Entwicklung eines Sternes erfolgt, in
dem er durch Kontraktion eine Dichte erreicht hat, die ein Versagen der
Gasgesetze bedingt. Die Ubergangsdichte 0,1—0,5 entsprach denn auch
dem auf Grund des Verhaltens irdischer Gase etwa zu erwartenden Werte.
Der schnelle Abfall der Helligkeit lings des Zwergastes wurde dem von den
Gesetzen idealer Gase immer starker abweichenden Verhalten des Zwerg-
sternes zugeschrieben, der sich allmihlich, etwa wie eine Fliissigkeit oder
ein fester Kérper, abkiihlen sollte. W egen dieser Anschauung blieben die
ersten Untersuchungen iiber das Massenhelligkeitsgesetz auf Riesensterne
beschrénkt; bei den Zwergen sollte ja der die Leuchtkraft bestimmende
Hauptfaktor nicht mehr die Masse, sondern vielmehr die Dichte sein,
die den Grad der Abweichung von den idealen Gasgesetzen bestimmte.
GemiaB dieser Auffassung miiBte bei gemeinsamer Behandlung der
Riesen- und Zwergsterne die absolute Helligkeit bei festgehaltener effek-
tiver Temperatur eine zweiwertige Funktion derMasse sein. Jede gegebene
Masse nimmt zweimal ein und dieselbe effektive Temperatur an, das
erstemal als Riesenstern bei wachsender Temperatur und ein zweitesmal
bei fallender Temperatur als Zwergstern, wobei die Leuchtkraft wegen
der Abnahme der Oberfliche durch Kontraktion in beiden Stadien eine
verschiedene ist. Wir erwihnten schon oben, daB zwei Untersuchungen
aus dem Jahre 1923 ernste Zweifel an der Haltbarkeit dieser Anschau-
ungsweise erregt haben miiBten. Es zeigte sich keine Spur von zwei
tibereinander gelagerten Asten der Massenhelligkeitskurve. Dies hitte
zur Not noch durch eine zufillige Auswahl des Materials erklart werden
kénnen; aber der auf die Zwergsterne beziigliche Ast der Kurve hitte
beim Ubergange in den Riesenast wenigstens einen Knick zeigen
missen, anstatt sich ihm kontinuierlich anzuschlieBen. Es ist mir aus
einer persénlichen Unterredung mit HERTZSPRUNG aus dem Jahre 1923
bekannt, daB er dies als eine ernste Schwierigkeit betrachtete; seine
Bedenken machten aber damals auf mich wenig Eindruck?.

! Ein weniger wichtiger, von ihm erhobener Einwand bestand in der Selten-
heit des Vorkommens gewdhnlicher 4- und F-Riesen (Nicht-Cepheiden).  Da-
durch entsteht beinahe eine Liicke in der Verbindung zwischen G-K-3/-Riesen
und dem Zwergaste, so daB der kontinuierliche Ubergang von den Riesen zu
der Haﬁptscqucnz schwicher angedeutet ist, als oft angenommen wird.
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113. Das theoretische Massenhelligkeitsgesetz fiir vollkommen gas-
férmige Sterne wurde im Februar 1924 ‘erhalten, und der in Abb. 2
verkorperte Vergleich mit den Beobachtungen folgte unmittelbar darauf.
Die Ubereinstimmung der Beobachtungen mit der Kurve war eine
vollkommene Uberraschung, da sie in keiner Weise dem Resultate
entsprach, nach dem damals gesucht wurde. Beinahe alle genauen
Daten bezogen sich auf Zwergsterne; zur Fixierung der einen Kon-
stanten der Kurve war aber Capella verwendet worden, und ‘es muBte
mit Bedauern festgestellt werden, daB kein weiterer wirklich gasférmiger
Stern zur Priifung der Kurve zur Verfiigung stand. (Die Moglichkeit
der Verwendung der Cepheiden und Verfinsterungsverinderlichen war
ein Nachgedanke.) Es schien aber moglich einen interessanten Ver-
gleich der Zwergsterne mit der aus theorctischen Griinden als richtig
angenommenen Kurve zu veranstalten, um den Betrag des durch dic
Abweichung von den Gasgesetzen verursachten Helligkeitsabfalles zu
messen. Die Kurve gibt z. B. cine bestimmte absolute Helligkeit fiir
die Masse 1 und 7T, = 5740°. Nach der Riesen- und Zwergtheorie ist
diese aber keineswegs die gegenwirtige Helligkeit der Sonne, sondern die
Helligkeit, welche die Sonne bei ihrem Durchgange durch dieselbe Tem-
peratur als diffuser Riesenstern wachsender Temperatur besaB. Seit jener
Zeit hat sich die Sonne auf ihre gegenwirtige groBe Dichte zusammen-
gezogen, und ihre Leuchtkraft hat im selben Verhiltnisse abgenommen wie
ihre Oberfliche. Die gegenwirtige Helligkeit miiBte ganz betrichtlich
unterhalb der Kurve liegen — etwa um 3m oder 4m, nach gewdhnlicher
Schitzung. Ebenso wurde fiir Krueger 60 eine um 9™ oder 10™ unter-
halb der Kurve liegende Helligkeit erwartet, entsprechend der zwischen
den Leuchtkriften von Riesen- und Zwergsternen des M-Typus im
allgemeinen bestehenden Differenz. Genaue Bestimmungen dieser Dif-
ferenzen wiren bei Untersuchungen von der in § 95 beschnebenen Art
von groBem Werte gewesen.

Es wurde aber nichts Derartiges gefunden. Alle Sterne auf der
linken Seite der Abb. 2 besitzen so hohe Dichten, wie man sie gewshn- ;
lich idealen Gasen nicht zuzuschreiben pflegt. Trotzdem liegen sie auf .
oder sogar etwas iiber der fiir ideale Gase geltenden Kurve. Wir miissen
hieraus entweder den SchluB ziehen, daB unsere Theorie der Massen-
helligkeitsbeziehung vollstindig: verfehlt ist oder aber, daB die Materie
so dichter Sterne wie die Sonne noch die idealen Gasgesetze befolgt.
Wir haben uns daher die Frage vorzulegen, ob es fiir Materie etwa von
der Dichte des Platins oder sogar von noch gréBerer Dichte physikalisch
‘moglich ist, die Kompressibilitit eines idealen Gases zu besitzen. Eine
Betrachtung dieser Frage wird uns zu der Erkenntnis fithren, daB es
keinen Grund auf Erden gibt, warum eine solche Materie kein ideales
Gas sein sollte, oder vielmehr, daB der Grund, warum sie es nicht sein
sollte, ein srdischer ist und sich auf die Sterne nicht iibertragen Iit.
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114. Wir miissen die hier ausgesprochene Vermutung, daB Materie
sehr hoher Dichte unter stellaren Verhaltnissen die Kompressibilitit eines
idealen Gases besitzen kann, einer genaueren Betrachtung unterziehen.
Im ersten Augenblicke sind wir geneigt, diesen Gedanken als génzlich
unglaublich abzulehnen und irgendeinen Fehler in unserer Untersuchung

der Leuchtkraft eines Sternes zu vermuten. Eine genauere Betrachtung

lehrt aber, daB ein solches Verhalten der Materie bei hohen Tempera-
turen nicht nur moglich ist, sondern sogar vorauszusagen gewesen wire.
Wir sind auf einem weiten Umwege zu einem Ergebnisse gelangt, das
auf Grund der modernen Fortschritte der Physik selbstverstindlich
geworden war und nur darauf wartete, erkannt zu werden.

“ Das bekannte Versagen des BoviEschen Gesetzes, bei der Kom-
pression eines irdischen Gases bis zu groBen Dichten, wird durch die
endliche GroBe der Atome oder Molekeln bedingt. Wenn die Molekeln
starre Korper wiren, wiirde das Gas nicht iiber eine gewisse maximale
Dichte hinaus komprimiert werden kénnen, bei der alle Molekeln bis
zur gegenscitigen Beriihrung zusammengepreBt wiren. Diese maximale
Dichte ist ungefihr gleich derjenigen, welche die Substanz im fliissigen
oder festen Zustande besitzt. In der Gastheorie wird gezeigt, daB die
Wirkung der endlichen GréBe der Molekeln darin besteht, das Gesetz
pv=RT in das Gesetz p (v—b) = RT zu verwandeln, wo b das
vierfache Gesamtvolumen aller Molekeln ist; mit anderen Worten ist
nicht das ganze Volumen proportional zu dem. Drucke, sondern nur
der verschwendete Teil des Raumes!. Ein Gramm Stickstoff nimmt
z. B. bei normaler Temperatur und Druck 800 cm3 ein; davon entfallen
nur 0,51 cm® auf das Gesamtvolumen der Molekeln und der Rest ist
leerer Raum. In einem Gramm sind 2,15-1022 Stickstoffmolekeln ent-
halten, und das Volumen jeder Molekel entspricht daher dem Volumen
einer ‘Kugel vom Radius 1,8-10~8 cm.

Der Grund, aus dem sich ein Atom wie ein starrer Korper bestimmter
GroBe verhalt, wird . gegenwirtig noch unvollkommen verstanden;
diese GroBe stimmt aber ungefihr mit der Ausdehnung des Systems
der um den. Kern zirkulierenden Elektronen {iberein. Das einzige
Element, bei dem wir einen direkten Vergleich ausfiihren kénnen, ist
Helium, da die theoretische Abschitzung der Ausdehnung des Elektro-
nensystems bei anderen einatomigen Gasen schon schwierig ist. Der
aus der Gastheorie abgeleitete Radius des Heliumatoms ist etwa dreimal
groBer als der Radius seiner Elektronenbahnen. Das Atom verhilt
sich so, als ob eine starre Hiille alle Elektronenbahnen, unter Frei-
lassung eines verniinftigen Spielraumes einschlésse und “eine Ver-

1 Streng genommen, ist b die Halfte des in solcher Weise besctzten Raumes,
daB der Mittelpunkt einer anderen Molekel in ihn nicht eindringen kann. Bei immer
enger werdender Packung nimmt & vom Vierfachen auf das Zweifache des Gesamt-
volumens aller Molekeln ab.
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&

mengung der Elektronen zweier zusammenstoBender Atome ver-
hinderte. , .

-Wenn die GroBe eines Atoms von der GréBe seines Elektronensystems
abhingt, miissen die Atome im Inneren eines Sternes auBerordentlich
klein sein; denn die meisten Elektronen sind durch Ionisation entfernt,
und die noch iibrigbleibenden beschreiben kleine innere Bahnen. In
einem typischen Sterne sind die leichten Elemente, wie Stickstoff, bis
auf den Kern entbl6Bt, und das Stickstoffatom hat vermutlich keine
andere ,,Gr6Be” als diejenige seines Kernes, dessen Radius von der Ord-
nung 10712 cm ist. Eisen behilt nur die beiden K-Elektronen bei, und
der entsprechende Radius ist etwa 2,107 cm. Die stellaren Atome
haben also 'im allgemeinen hochstens 155 des Radius oder ggi505 des
Volumens der irdischen Atome. Die Konstante b erscheint entsprechend
durch eine Million dividiert; und gleiche Abweichungen von den Gas-
gesetzen sind daher in einem Sterne erst bei Dichten zu erwarten, die
eine Million mal gréBer sind als auf der Erde. Wenn man als ,,voll-
kommenes* Gas ein solches Gas bezeichnet, bei dem die Molekeln geo-
metrische Punkte sind, kommt das aus Elektronen und winzigen Ionen
bestehende Sterngas der Vollkommenheit entschieden viel niiher als die
plumpen irdischen Gase.

Es koénnte vielleicht der Einwand erhoben werden, daB die starre
Hiille des Atoms bereits schon durch die Lage der Quantenbahnen be-
stimmt wird, ganz unabhingig davon, ob diese Bahnen tatsichlich von
Elektronen besetzt sind oder nicht — daB die Elektronen gewissermaBen
nur Grenzsteine und nicht wirkliche Grenzen darstellen, und ihre Besei-
tigung daher keine Abnahme der AtomgroBe bedingt. Dies erscheint aus

" mehreren Griinden schr unwahrscheinlich. Erstens widerspricht diese An-
sicht den von den meisten Physikern geteilten Anschauungen iiber den
Ursprung und die Natur der Krifte, die das gegenseitige Durchdringen
der Atome verhindern, Zweitens ist uns bekannt, daB wenn ein Helium-
atom seine Elektronen verloren hat, wie das bei «-Teilchen der Fall
ist, es die Moglichkeit erhalt, in andere Atome einzudringen; jede Spur .
seiner friiheren Ausdehnung ist verschwunden, und es behilt keine Er-
innerung an irgendeinen anderen Radius, als denjenigen des Kernes, auf
den es nunmehr zusammengeschrumpft ist. Drittens entspricht die Groe
eines normalen Atoms den niedrigsten Quantenbahnen, d. h. denjenigen
Bahnen, die wirklich besetzt sind; die hoheren, viel ausgedehnteren
Quantenbahnen sind zwar moglich, da sie aber unbesetzt sind, kommen
sie fiir die tatséichliche GroBe des Atoms nicht in Betracht.

Der Grund fiir die Erwartung, daB ein Stern von den Gasgesetzen
abweichen wird, sobald sich seine Dichte derjenigen fliissiger oder fester
Kérper nahert, ist somit vollstindig beseitigt. Diese Erwartung stiitzte
sich auf eine Analogie mit dem Verhalten irdischer Substanzen — eine
Analogie, die wir nunmehr als vollig unbegriindet erkannt haben. Wir
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haben daher auch keinen Grund mehr, dem Beobachtungsergebnisse
zu miBtrauen, daB sich die dichten Sterne praktisch wie ideale Gase
verhalten, denn dieses MiBtrauen war ausschlieBlich durch die irre-
filhrende Analogie hervorgerufen worden.

Um dieses wichtige Ergebnis von moglichst vielen verschiedenen
Standpunkten aus zu betrachten, wollen wir die Frage auch unter
weniger radikalen- Voraussetzungen behandeln.

Wir nehmen an, daB ein Atom nach der Zerstorung seines Elektronen-
systems nun doch seine urspriingliche Eigenschaft beibehilt, sich wie
eine starre Kugel vom Radius 108 cm zu verhalten. Dann: gilt, wie
fir ein irdisches Gas, das Gesetz (v—20) = RT, aber nur fiir etwa
9% des Druckes. Die iibrigen 95% des Gasdruckes riihren von den freien
Elektronen her, die ungehindert in die Atome cindringen konnen und
von der Konstanten & nicht beeinfluBt werden. Der volle Gasdruck
wird daher durch die Formel gegeben:

1 1 19
po=55RT (;—5 +5)-

Das Ergebnis ist, daB die Abweichungen von den Gasgesetzen duBerst
klein bleiben, bis die maximale Dichte beinahe erreicht ist; dann wichst
die Abweichung auf einmal sehr schnell an, und eine kleine VergréBerung
der Dichte geniigt schon um einen unendlich hohen Druck zu erzeugen.
Ein dichter Stern wird also in erster N. dherung aus einem inkompressiblen
flissigen Kerne bestehen, der von einem idealen Gase umgeben ist,
wobei die Dichte des Kernes etwa gleich der Dichte der festen Korper
auf der Erde sein wird. Verfasser hat im Jahre 1923 einige Berechnungen
unter Zugrundelegung dieses Sternmodells ausgefiihrt, um die in §95
gegebene Untersuchung zu revidieren; er brach sie aber unvollendet
ab, um sich zuerst dem Probleme der endgiiltigen Festlegung des stel-
-laren Absorptionsgesetzes zuzuwenden. Es hatte sich jedoch schon heraus-
gestellt, daB die Leuchtkraft nach dieser Theorie durch die endliche
GroBe der Atome in viel schwicherem MaBe beeinfluBt wird, als bei dem
der vAN DER WaaLsschen Formel entsprechenden Modelle. Wenn die
Arbeit zu Ende gefithrt worden wiire, hiitte sie eine Art Mittelstufe er-
geben, zwischen der alten, auf vollstindiger Analogie mit irdischen Gasen
aufgebauten Theorie der dichten Sterne, und der hier vertretenen An-
sicht, daB der 4-Term iiberhaupt zn vernachlissigen ist; und wenn
dicse letzte Ansicht auch auf ernste Bedenken stoBen sollte, so wiirde
die Lésung fiir die Mittelstufe vermutlich doch von prinzipieller Be-
deutung bleiben.

115. Das stellare Gas unterscheidet sich von irdischen Gasen in zwei '
wichtigen Bezichungen. Erstens sind seine Molekeln viel Kleiner;
zweitens sind sie mit- elektrischen Ladungen versehen, so daB die
intermolekularen: Krifte ‘auBerordentlich groB sind. Wegen' der ersten
Bedingung treten die Abweichungen von den idealen Gasgesetzen, die
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bei irdischen Gasen eine so groBe Rolle spielen, in den Sternen nicht
auf. Es fragt sich aber, ob die zweite Bedingung nicht neue, fiir. das
stellare Gas charakteristische Abweichungen zur Folge haben kénnte ?

Intermolekulare Krifte fehlen auch bei irdischen Gasen nicht voll-
stindig, und es ist festgestellt worden, daB sie Abweichungen von den
Gasgesetzen hervorrufen, die bei tiefen Temperaturen merklich werden.
Aber diese Kohisionskrifte gehoren alle cinem und demselben Typus
an — sie sind entweder alle Anziehungs- oder alle AbstoBungskrifte.
Es ist daher kein enger Vergleich zwischen ihnen und den elektro-
statischen Kriften im stellaren Gase moglich, in dem sich die anziehen-
~ den und abstoBenden Krifte im ganzen aufheben. Bei den Sternen
haben wir es mit verhiltnismaBig starken Kriften zu tun, die von dem
vollkommenen Gleichgewichte abweichen und nicht mit dem vollen,
von Kleinen Kraften herrithrenden Effekte erster Ordnung der gewshn-
lichen Gastheorie; aus diesem Grunde kann uns letztere hier auch nicht
viel helfen. -
 Wir wollen zeigen, daB der EinfluB dieser elektrostatischen Krafte.
auch wenn er ein betrichtlicher sein sollte, von dem Einflusse der end-
lichen GroBe der Molekeln leicht zu unterscheiden wire; und vor allem,
dafs er in keinem Falle die in der Riesen- und Zwergtheorie der endlichen
Grofe der Molekeln zugeschriebene Rolle spielen kann. Fir einen Stern
konstanter Masse und Atomgewichtes ist der Effekt unabhingig von
der Dichte des Sterns. Er iibt daher seinen EinfluB auf die Leuchtkraft
wihrend der ganzen Entwicklung des Sterns aus, im diffusen Stadium
sowohl wie bei groBer Dichte. Er kann also nicht zur Erklirung des
ciner kritischen Dichte entsprechenden Wendepunktes beim Uber-
- gange aus dem Riesen- in den Zwergast herangezogen werden. Dic
elektrischen Anziehungen und AbstoBungen liefern einen Beitrag zu
dem Gesamtdrucke, der bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedin-
gungen fir einen Stern in Betracht gezogen werden muB. Natiirlich
wichst dieser Druck bei fortschreitender Kontraktion des Sterne., weil
die Ladungen immer enger zusammengedriingt werden; er wichst aber _
in genau demselben Verhiltnisse, wie alle anderen Kréfte im Sterne,
so daB ihm in dichten Sternen relativ keine groBere Bedeutung zukommt
als in diffusen Sternen derselben Masse.

Es ist in der Atomtheorie schon oft darauf hingewiesen worden, daf,
wenn alle wirkenden Krifte dem Gesetze des inversen Quadrats der
‘Entfernung folgen, kein bestimmter MaBstab fiir die linearen Dimen-
sionen festgelegt werden kann. Dies wird durch unsere Resultate fiir
einen aus idealem Gase bestehenden Stern' illustriert, bei dem, wegen der
nach diesem Gesetze wirkenden Gravitationskraft, kein MaBstab fiir das
Volumen des Sternes fixiert werden konnte; — ein Riesenstern gegebener
Masse kann sich bei beliebigem Radius gleich wohl fithlen. Indem wir
‘den Radius variieren, erhalten wir eine Serie vollkommen homologer
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Sterne. Wenn sich ein Stern 4 im Gleichgewichte befindet, und ein
Stern B ein genaues Abbild von A darstellt, in dem alle Lingen im
Verhiltnisse / und alle Geschwindigkeiten im Verhaltnisse I-} verindert
sind, dann ist der Stern B auch im Gleichgewichte; denn dann ist o
im Verhiltnisse /=3 und T im Verhiltnisse /= verindert, so da8 die
fir Sterne gleicher Masse bestehende Beziehung poc T3 erfiillt bleibt.
Eine genauere Betrachtung der Gleichgewichtsbedingungen zeigt uns,
daB jede potentielle Energie, welche von Kriften herriihrt, die sich
proportional dem inversen Quadrate der Entfernung iindern, im Ver-
héltnisse /7! verindert wird, also im selben Verhiltnisse wie die kine-
tische Energie aller Molekeln; andererseits wird die in der Volumen-
einheit enthaltene Strahlungsenergie im Verhiltnisse T4 oder ™% ver-
dndert, und die auf die Masseneinheit bezogene Strahlungsenergie daher
auch wieder im Verhiltnisse /=1

Um die Homologie umzustoBen, miissen wir schon Krifte haben, die
ein anderes Gesetz als das des inversen Quadrates befolgen, wie z. B.
die bei einem ZusammenstoBe zweier Molekeln wirkenden Krifte: die
ihnen entsprechende potentielle Energie dndert sich nicht proportional
zu 171, so daB sie, je nach dem Radius des Sternes, eine relativ groBere
oder kleinere Bedeutung gewinnt. Wenn sich die Molekeln den grofSten
Teil der Zeit von ZusammenstéBen frei halten, wird diese Energie ver-
schwindend klein séin, sie gewinnt aber eine groBe Bedeutung, wenn
‘man die Molekeln durch Zusammenpressen in stindigen Kontakt mit-
einander bringt. Nach der dlteren Theorie geschah dies ungefshr bei
der Dichte des Wassers, und die homologe Serie der Riesensterne horte
etwa bei diesem Punkte auf; unsere gegenwirtige Theorie behauptet
aber, daB diese Kontaktkrifte erst bei unvergleichlich viel gréBeren
Dichten die entsprechende Bedeutung erlangen. Wir geben zu, daB
starke elektrostatische Krifte auch bei groBeren Entfernungen zwischen
den Molekeln wirksam sein werden; es sind aber Krifte, die nach dem Ge-
setze des inversen Quadrats wirken, deren potentielle Energie also propor-
tional zu /™1 variiert, so daB die Homologie nicht gestért wird. Wenn daher
die elektrostatischen Krifte die Gleichgewichtsmodelle 4 und B in zwei
neue Modelle 4, und B, verwandeln, wird B, aus 4 , durch genau dieselbe
Transformatlon hervmgehen die bei der Ableltung von B aus A benutzt
wurde. Der Druck wird im Verhaltnisse /-4 transformiert, also in demsel-
ben Verhiltnisse wie o 7. Das ideale Gasgesetz bleibt giiltig mit dem
einzigen Unterschiede, daB die Proportionalitiitskonstante zwischen ba
und o7 durch die elektrostatlschen Krifte verindert wird, so daB
wir jetzt haben

po=aRoT/p, (115.1)

wo « fiir die ganze homologe Serie denselben Wert hat und nur von der
Masse des Sternes abhidngt. Da g in die astronomischen Formeln nur
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mittels dieser Gleichung fiir p¢ eingeht, kann der EinfluB der elektro-
statischen Krifte sehr einfach in der Weise berticksichtigt werden, daB
an Stelle des Molekulargewichtes p ein fiktives Molekulargewicht /o
in unseren Formeln substituiert wird.

Allerdings kénnte der Stern B in Wirklichkeit kein genaues Abbild
von A sein, weil bei verschiedener Temperatur und Dichte auch die
Jonisation eine kleine Verinderung erfahren miiite. Die Ionisation’
hingt von Kriften ab, die das Gesetz des inversen Quadrates nicht
~ befolgen und ist daher auch keine reine Funktion von o/73. Es wiirde
also B, strenggenommen nicht homolog zu 4, sein; aber das (von
elektrostatischen Kriften freie) Modell B ist ja strenggenommen auch
nicht homolog zu A. Die Abweichungen sind nicht gréBer als die von
uns bereits frither vernachlissigten.

116. Die Untersuchung der Stirke der elektrostatischen Krifte
wird im zehnten Kapitel in Angriff genommen werden. Es wird sich
erweisen, daB diese Krifte verhdltnismiBig schwach sind, und keinen
groBen EinfluB auf die Massenhelligkeitskurve haben; sie scheinen
etwa fiir die halbe Differenz zwischen der beobachteten und der theo-
retischen Kurve auf der linken Seite von Abb. 2 verantwortlich zu sein.
Unter ihrem Einflusse wird das Gas ,,iibervollkommen*‘; d. h. daB der
Druck in ihm kleiner ist, als in einem idealen Gase, wihrend die von
den irdischen Gasen her bekannten Abweichungen den Druck vergréBern.

Auf den ersten Blick erscheint es widersinnig, da wir eine groBere
Kompressibilitit des Gases — also eine Verminderung des gegenseitigen
Abwehrvermogens der Atome — dadurch erhalten, daB wir letztere ihrer
Elektronen entkleiden und die frither abgeschirmten starken abstoBen-
den Krifte ihrer Kerne freilegen. Die durch die Ionisation befreiten
Elektronen werden aber aus dem Gase nicht entfernt: sic wandern zwi-
schen den Ionen und schirmen ihre AbstoBungskrifte in etwa demselben
MaBe ab, wie sie es friiher taten, als sie noch an die Kerne gebunden
waren. Das wahre Ritsel bildet vielmehr der Ursprung der Krifte,
die das starre Verhalten der Atome bedingen, und die in ihrem be-
-schrinkten Wirkungsgebiete viel stirker zu sein scheinen, als alle
elektrostatischen AbstoBungen.

Die nachfolgende Berechnung dient einzig dem Zweck, den Ver-
dacht zu widerlegen, da8 die elektrostatischen Krifte dem Ion, durch
Erzeugung cines fiir andere Ionen undurchdringlichen Gebietes in
seiner Umgebung, ein effektives Volumen verleihen, das sich in merk-
lichen Effekten dufiern konnte. Um den giinstigsten Fall zu nehmen,
betrachten wir einen kleinen Stern wie Kriiger 60, der in einem mehr
oder weniger typischen Punkt seines Inneren eine Temperatur von
2,5-107 und eine Dichte 360 hat. Wenn das Material Eisen ist,
befinden sich in einem Kubikzentimeter 3,9-102¢ Ionen, was einem
mittleren Abstande zwischen ihnen von 0,64:1078 cm entspricht. Die
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Ladung eines Tons, welches noch drei Elektronen beibehilt, ist 23e,
und zwei solche Ionen besitzen im mittleren Abstande eine gegen-
seitige potentielle Energie, die beinahe gleich ist der mittleren kine-
tischen Energie von vier freien Molekeln. Im mittleren Abstande
wird diese gegenseitige Energie durch die von den umgebenden
Elektronen herrithrende einfach aufgehoben, da das mittlere Potential
gleich Null ist. Nun mogen die beiden Ionen bis auf einen Abstand
von 0,42:10-8 cm aneinander herankommen. Da ihre gegenseitige
Energie proportional zu -1 ist, wichst sie um 50%, und diesem Zu-
wachse steht kein entsprechender Zuwachs des kompensierenden Termes
gegeniiber, da die negative Ladung auf 23 freie Elektronen verteilt ist,
deren Feld verhiltnismaBig wenig schwankt. Der Zuwachs ist daher
gleich der mittleren kinetischen Energie von zwei freien Molekeln, und
die beiden Ionen kénnen eine solche Anndherung nur durch Hingabe
ihrer ganzen kinetischen Energie erkaufen, wenn sie anfangs mit dem
mittleren Betrage versehen waren. Zwei Ionen kénnen also im Durch-
schnitte nicht naher als auf etwa 2 ihres mittleren Abstandes aneinander
herankommen, d. h. daB etwa % des Gesamtraumes einem Ion effektiv
unzuginglich ist. :
Wenn einer Molekel ein Drittel des Volumens durch die endliche
GroBe der anderen Molekeln unzuginglich gemacht wird, erhilt die
Konstante b der Gasgleichung den Wert $v, so daB die Gleichung fiir
den Druck in diesem Falle die Form annimmt: & pv = RT. Der Druck
erscheint dementsprechend um 20% vergroBert. - In unserem Falle riihrt
aber nur 5y des Gasdruckes von den Tonen her ; der {ibrige Teil wird
durch die Elektronen erzeugt, denen nur ein unmerklicher Bruchteil
des Volumens unzugénglich ist. Der Druckzuwachs wiirde also weniger
als 1% betragen. ol
Wir miissen aber nochmals betonen, daB dies keine Berechnung des
wahren elektrostatischen Effektes ist. Es sollte hier nur der nahe-
licgende Einwand beseitigt werden, daB sich Ionen so verhalten, als ob
sie groBe Volumina hitten. Eine ziemlich schwierige mathematische
Untersuchung wird uns spiter zeigen (§ 184), daB dieser Einwand ein
Hirngespinst ist; inzwischen wihlen wir einen leichteren Weg, indem
wir zeigen, daB, ganz abgesehen von seiner Begriindung, der verursachte
Fehler jedenfalls nicht groB sein kann. Die Unmoglichkeit einer starken
Annéherung zwischen Ionen erzeugt wohl einen Effekt, der aber kaum
vorauszusehen gewesen wire. In einem schr kleinen Sterne sind die
Tonen gezwungen, in der groBSten moglichen Entfernung voneinander zu
bleiben, wihrend die Elektronen nach Belieben herumwandern kénnen.
Die abstoBenden Krifte werden daher auf ein Minimum herabgesetzt,
wihrend die anzichenden Krifte eine gute - Gelegenheit haben, das
Minimum zu iiberschreiten. Das Resultat ist ein Uberwiegen der Anzie-
hungskrifte, durch das einc Kompression der Materie erleichtert wird.
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Weie Zwerge.

117. Wenn die Sternmaterie bei der Dichte des Platins noch immer
die Kompressibilitit eines idealen Gases besitzt, muB ihre Grenzdichte
eine unvergleichlich viel hohere sein. Es ist daher moglich, daB die
Materie in den Sternen Dichten erreichen kann, die uns bei irdischen
Experimenten niemals begegnen. Umgekehrt wiirde die Feststellung
von ganz abnorm hohen Dichten bei Himmelskérpern die denkbar
beste Bestdtigung unserer Anschauung bilden, daB die Materie in den
gewdhnlichen Zwergsternen von der maximalen Dichte noch sehr weit
entfernt ist und sich daher wie ein ideales Gas verhilt. :

Wir sehen sofort, wo wir nach solchen Objekten zu suchen haben,
denn gerade diese Frage ist durch die sogenannten weifen Zwerge zur
Diskussion gestellt worden. ,,Sonderbare Objekte, die sich darauf ver-
steifen, ein Spektrum zu zeigen, das in keiner Weise ihrer Leuchtkraft
entspricht, konnen uns letzten Endes mehr lehren, als ein Heer von
Sternen, die nach der allgemeinen Regel ausstrahlen’?. Der bekannteste
Stern dieser Art ist der Begleiter des Sirius.

Die Masse des Siriusbegleiters wird aus der Doppelsternbahn er-
halten und diirfte zuverlissig sein. Die abgeleiteten Werte schwanken
zwischen 0,75 © und 0,95 ©; wir wollen den Wert 0,85 annehmen.
Seine absolute Helligkeit ist 11m,3, was 315 der Leuchtkraft der Sonne
entspricht. Wenn er ein roter Stern wire, wiirde man sich iiber seine
geringe Leuchtkraft nicht zu wundern brauchen; W. S. ApaMs2 machte
aber im Jahre 1914 die iiberraschende Entdeckung, daB sein Spektrum
das eines weiBlen Sternes ist und sich von dem Spektrum des Sirius
nicht sehr stark unterscheidet. Das Spektrum gehort der Klasse FO
oder vielleicht einem etwas fritheren Typus (nach A zu) an. \Wenn wir
die effektive Temperatur eines F-Sternes gleich 80000 setzten — sie
diirfte bei einem so dichten Sterne kaum niedriger sein — dann finden
wir unter Benutzung der absoluten Helligkeit 11,3 nach (87.2) einen
Radius von 18800 km. 'Wir haben also scheinbar einen Stern von etwa
Sonnenmasse vor uns mit einem’ Radius, der viel kleiner ist als der
Radius des Uranus. Die hicraus berechnete Dichte ist 61 000 gr pro
cm?® — also ziemlich genau eine Tonne im Kubikzoll.

Diese Uberlegung ist bereits seit einigen Jahren bekannt. Ich
glaube, daB man bei ihrer Erwihnung es gewshnlich fiir passend er-
achtet hat, als AbschluB die Worte hinzuzufiigen: ,,was widersinnig ist*’.

Abgesehen von der Unglaublichkeit des Resultates war sonst kein
besonderer Grund vorhanden, dieser Berechnung MiBtrauen entgegen-
zubringen. Die Masse ist gut bestimmt und der Radius wird nach der-
selben Methode gefunden, nach der die Radien von « Orionis, Antares

! Jubiliumsrede, Monthly Notices Bd. 82, S. 436 (1922).
2 Publ. Astr. Soc. Pac. Bd. 27, S. 236 (1915). -
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u. a. vorausberechnet wurden — die bekanntlich durch die Ergebnisse
direkter Messungen mit dem Interferometer bestitigt werden. Es ist
vermutet worden, daB der Begleiter in der Hauptsache das Licht
des Sirius reflektiert, weil er eine geringe Dichte und wenig eigenes
Licht besitzt. Abgesehen von den inneren Schwierigkeiten, die in dieser
Annahme liegen, ist durch eine Erklirung des Siriusbegleiters, die auf
andere inzwischen entdeckte weiBe Zwerge nicht anwendbar ist, sehr
wenig gewonnen. Die helle Komponente von o, Eridani ist auch ein
weiller Zwerg, trotzdem sie keinen hellen und heifien Stern in ihrer
Nachbarschaft hat.

Es scheint, daB der 'Siriusbegleiter entweder die oben erwihnte
enorme Dichte tatsichlich besitzt oder da er, aus unerklirten Griinden,
die Fahigkeit hat, bei einer niedrigen, wahrscheinlich unterhalb 3000°
liegenden effektiven Temperatur alle Hauptziige eines F-Spektrums so
genau nachzuahmen, daB sogar ein erfahrener Beobachter getduscht
wird. Bis vor kurzem wurde die erste Alternative wohl allgemein fiir
ginzlich unglaublich gehalten. Es hatte den ‘Anschein, daB man die
Strahlung der weiBen Zwerge fiir eines jener Paradoxe halten miiBte,
die von Zeit zu Zeit aufzutauchen pflegen, wenn man bei ungeniigenden
theoretischen Kenntnissen die Beobachtungstatsachen zu erkliren ver-
sucht. Wir sind aber jetzt zu dem Schlusse gelangt, daB die erwihnte
Dichte gar nicht unglaublich ist, und neigen dazu, das direkte Rech-
nungsergebnis zu akzeptieren. Allerdihgs bleiben noch einige Schwierig-
keiten bestehen, die betrichtlich genug sind, um uns vor der bedingungs-
losen Annahme der Realitit einer so hohen Dichte, ohne weitere Be-
stitigung, zuriickschrecken zu lassen. '

Ich sehe nicht ein, in welcher Weise ein Stern, der in einen Zu-
stand derartiger Kompression hineingeraten ist, aus ihm jemals wieder
herauskommen kann. So viel wir wissen, ist eine so enge Packung
der Materie-nur so lange méglich, als die Temperatur hoch genug bleibt,
um die Materie im ndtigen MaBe zu ionisieren. Wenn sich der Stern
abkiihlt und die normale Dichte, die festen Kérpern gewéhnlich zu-
geschrieben wird, wiedererlangt, muB er sich ausdehnen, also gegen die
Gravitationskrifte Arbeit leisten. Der Stern wird Energie brauchen, um
sich abkiillen zu kénnen. Der Siriusbegleiter wird beim Erstarren seinen
Radius mindestens um das Zehnfache vergréBern miissen, und das
bedeutet, daB ihm 90% seiner verlorenen Gravitationsenergie Q2 wieder
ersetzt werden miissen. Wir sahen (§§ 103, 104), daB die Wirmeenergie,
einschlieBlich der Ionisationsenergie notwendig kleiner ist als £, so daB
sich wahrscheinlich ein Defizit. ergeben wird. Wir kénnen dem Sterne
kaum die n6tige Voraussicht zutrauen, um anzunehmen, daB er iiber 90%
in Reserve behalten hat, um den ihn erwartenden Schwierigkeiten zu
- begegnen. Es ist zu erwarten, daB sich der Stern in einer duflerst pein-
“lichen Situation befinden, wird, wenn sein Vorrat an subatomarer
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Energie endgiiltig erschopft ist. Man stelle sich einen Kérper vor, der
davernd Wirme verliert, ohne geniigend Energie zu haben,: um sich
abzukiihlen! P | . .
Es ist ein originelles Problem, und man kénnte viele phantasievolle
Vermutungen dariiber aussprechen, was tatsichlich geschehen wird. .
Indessen scheint diese Schwierigkeit durch eine sehr bemerkens-
werte Untersuchung von R. H. FOWLER behoben worden zu sein!, Wir
miissen uns dessen klar bewuBt sein, daB die klassische statistische
Mechanik nur eine Niherung darstellt. Gerade um dieselbe Zeit, als
die Astronomen die Moglichkeit des Vorkommens auBerordentlich
hoher Dichten ernstlich in Erwigung zu ziehen begannen, erschien die
»Neue Statistik’ von EINSTEIN und BOSE, welche fiir die Theorie der
groBen Dichten eine ganz besondere Bedeutung hat. FOWLER findet nun,
daB die in dem Siriusbegleiter bestehenden Bedingungen schon ein
ernstliches Versagen der klassischen Statistik bedingen miissen. Das
von ihm angegebene verbesserte Rechnungsverfahren ist auf der Be-
trachtung der in §48 definierten Einheitszellen begriindet. Wir sahen
- dort, daB jeder Zelle eine einzige Quantenbahn im Atome entspricht,
und ferner, daB sich keine zwei Elektronen in Bahnen gleicher Quanten-
zahlen bewegen kénnen (§50). Dieses »-AusschluBprinzip*’ wird nun
verallgemeinert, und es wird das fundamentale Axiom aufgestellt, da
sich iiberhaupt keine zwei Massenpunkte in einer und derselben Zelle
befinden kénnen. FOWLER gelangt auf diese Weise zu dem Schlusse, daB
die oben erwihnte Schwicrigkeit lediglich durch den Umstand bedingt
war, das die klassische Statistik zu einer unrichtigen Bezichung zwischen
der Energie und der Temperatur einer Mannigfaltigkeit fiihrt. Wenn
die richtige, auf Grund des neuen Prinzips abgeleitete Beziehung an
Stelle der alten substituiert wird, verschwindet auch der Widerspruch.
Der Grenzzustand einer dichten Materie ist in Wirklichkeit ein solcher,
bei dem' die Energie eine ungeheuer groBe ist, die absolute Temperatur
aber den Wert Nudl hat. Hierbei darf jedoch nicht iibersehen werden, daB
FOwLER das Wort Temperatur in einem Sinne gebraucht, der in diesem
Buche nicht anerkannt wird, und wir miiBten daher eher sagen, daB die
Temperatur im Grenzzustande auch ungeheuer groB ist, daB aber das
Strahlungsvermdgen auf Null herabsinkt. Den Grund hierfiir kann man
folgendermaBen einsehen. B ‘ ~ '
Nach dem Korrespondenzprinzipe kann ein Atom, dessen Elek-
tronen in sehr hohe Quantenbahnen angeregt sind, ohne merkliche
- Ungenauigkeit auf Grund der klassischen Theorie behandelt werden;
wenn aber das Atom durch Ausstrahlung zusammenklappt, wird eine
Behandlung des Problems mit Hilfe der Zellen auf Grund des AusschluB-
prinzips notwendig. Der Endzustand (normaler Zustand des Atoms)

* Monthly Notices, Bd. 87, S. 114 (1926).
Eddington, Aufbau der Sterne. - 14
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- ist ein solcher, bei dem die Elektronen groBe kinetische Energien haben,
aber keine Ausstrahlung stattfindet. Indem wir dasselbe Prinzip auf
einen Stern anwenden, betrachten wir letzteren virtuell als ein einziges
riesiges Atom oder Molekiil. Auf seinen uns gelaufigen ,,hoch angeregten®
Zustand kann die klassische Theorie angewandt werden, bei dem Zu-
sammenklappen des Sternes wird ‘aber die Anwendung der genaueren
Statistik notwendig. Der Grenzzustand ist auch hier ein solcher, bei
dem die Bewegungsenergie der Teilchen ungeheuer grof8, die Ausstrah-
lung aber gleich Null ist. Nach einigen letzten Atemziigen von Strah-
lung erreicht der Stern den »normalen Zustand, jenseits dessen es
keinen weiteren Zustand mehr gibt. Durch das schlieBliche Aufhéren
jeder” Strahlung wird die oben erwihnte peinliche Lage vermieden.
Die Frage, ob der Stern iiber eine hinreichende Energie verfiigt, um
sich abkiihlen zu konnen, wird in Wirklichkeit niemals gestellt; er wird
so heil wie nur méglich und hért dann auf auszustrahlen — wobei er
seine kinetische Energie, genau so wie ein im Normalzustande befind-
liches Atom, beibehilt. e :
FOWLER spricht (wenn auch unter Vorbehalt) die Ansicht aus, daB
eine Neuberechnung der Energie des Siriusbegleiters nach der neuen
Methode ergeben wiirde, daB letztere groB genug ist, um eine Ausdeh-
nung des Sternes bis zu dem Zustande irdischer fester Korper zu ermég-
lichen. Hierdurch wiirde die uns beschiftigende Schwierigkeit sogar
zweimal beseitigt sein: der Stern wird niemals den Wunsch haben, zu
einer normalen Dichte zuriickzukehren, er hat aber genligend Energie,
um dies zu tun, falls er es wiinschen sollte: Das Auffallendste an diesem
Resultat ist, daB das endgiiltige Schicksal eines weiBen Zwerges darin
besteht, gleichzeitig der heiBeste und der kalteste Koérper in_der ganzen
Welt zu werden — der heiBeste, auf Grund unserer Definition der
Temperatur als einer GréBe, welche die Energie der inneren Bewegung
miBt, der kilteste nach ihrer thermodynamischen Definition, gemiB
derer sie ein MaB fiir die Lockerung ‘der Konfiguration, d. h. fiir
das Strahlungsvermégen darstellt. Einen analogen extremen Gegen-
satz zeigt uns auch das Atom in seinem niedrigsten Quantenzustande.
118. Die Dichte des Siriusbegleiters kann einer entscheidenden
Priifung durch die Beobachtung unterzogen werden, nimlich der Prii-
fung auf das Vorhandensein des dritten EinstEINschen Effektes oder
Rotverschiebung der Spektrallinien. Wenn die hohe Dichte reell ist,
wird dieser Effekt sehr groB sein miissen, da er proportional zu M/R
ist, das hier 31mal groBer ist als fiir die Sonne: Die vorausberechnete
Verschiebung ist dquivalent einer Doppler-Verschiebung von 20 km/sec
und es besteht daher keine Gefahr ihrer - Verwechslung mit anderen
noch unaufgeklirten spektralen Verschiebungen (dem K-Terme), die
kaum 3 oder 4 km/sec iibersteigen diirften. Bei einem einzelnen Sterne
wiirden wir keine Méglichkeit haben, die Einstein-Verschiebung von
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einer echten Doppler-Verschiebung wegen Bewegung in der Gesichts-
linie zu trennen; fiir diesen Stern kennen wir aber die Radialgeschwin-
digkeit aus Beobachtungen des Sirius selbst. In der Tat besteht die
Beobachtung aus differentiellen Messungen der Spektren des Sirius und
seines Begleiters; der’ kleine Unterschied in den Bewegungen beider
Sterne ist bekannt und kann beriicksichtigt werden. ]

Diese Priifung ist von W. S. Apams auf dem Mount Wilson-Obser-
vatorium ausgefiihrt worden. Die Aufgabe wird .durch die Schwiche
desObjekts und seine Nihe an den Sirius erschwert. Uber dem Spektrum
des Begleiters iiberlagert sich ein gestreutes Spektrum des Sirius. Die
Streuung wichst sehr schnell ‘mit abnehmender Wellenlinge, so daB
das langwellige Ende des Spektrums am reinsten erhalten wird. Bei
Hp findet so gut wie keine Uberlagerung statt, da das gestreute Sirius-
licht hier schwach ist. Fiir die Verschiebung der Linie H g, dic auf vier
verschicdenen Aufnahmen (nach verschiedenen Methoden, die im ganzen
acht Bestimmungen lieferten) gemessen wurde, ergaben sich die Werte:

+ 81, 23, 24, 17, 81, 27, 28, 25km/scc. Mittel + 26.

Bei H, erwies sich das gestreute Licht an Intensitit beinahe gleich
dem wahren Lichte des Begleiters; die Linie ist also wahrscheinlich eine
Verschmelzung der Linien H, des Sirius und des Begleiters in etwa
gleichen Anteilen. Die Messungen miissen daher mit einem Faktor
multipliziert werden, der beinahe gleich zwei ist. Die gemesscnen Ver-
schiebungen von H, waren: ‘

+ 13,17, 2, 4, 8, 14, 12 km/sec. Mittel (verbessert wegen Uberlagerung)
21 km/sec.

. Schwichere Linien, die gemessen werden konnten, ergaben nach
Multiplikation mit dem der Uberlagerung entsprechenden Faktor das
mittlere Resultat + 22 km/sec. Wir haben daher

Allgemeines Mittel, Begleiter minus Sirius - 23
Wahrer Doppler-Effekt (Bahnbewegung) 4+ 43

Einstein-Verschiebung_ -+ 19 km/sec.

Das bei H, und den schwachen Linien angewandte Verbesserungs-
verfahren ist natiirlich unbefriedigend; aber das auf H g allein beruhende
Ergebnis scheint schon entscheidend zu sein. : :

. Diese Beobachtung ist so wichtig, daB ich sie nicht voreilig akzep-
tieren mdchte, solange die spektroskopischen Sachverstindigen . noch
keine Zeit gehabt haben, sie eingehend zu kritisieren oder zu widerlegen;
soweit ich sie aber beurteilen kann, scheint sie mir vollstindig zuver-
lassig zu sein. Wenn das der Fall ist, dann hat Prof. ADAMS _Zwei

1 Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 11, S. 382 (Juli 1925); erratum, Observatory
Bd. 49, S. 88. : : M

14%
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Végel mit einem Steine erlegt; er hat eine neue Priifung der E1nsTEIN-
schen allgemeinen Relativititstheorie ausgefiihrt und gleichzeitig unsere
Vermutung bestitigt, daB Materie mit 2000facher Dichte des Platins
nicht nur méglich ist, sondern tatsichlich in der Welt existiert.

- 119. WeiBe Zwerge kommen wahrscheinlich- sehr hiufig vor. Bis
jetzt sind nur drei mit Bestimmtheit festgestellt worden, sie liegen
aber alle innerhalb einer kleinen Entfernung von der Sonne. Wir sind
vermutlich nur in seltenen Ausnahmsfillen in der Lage, die Merkmale
dieses Zustandes bei einem Sterne zu bemerken, geschweige denn mit
Sicherheit festzustellen. : ,

Der Ausdruck ,,gewthnliche Sterne** wird in diesem Buche durch-
weg in dem Sinne gebraucht, daB weiBe Zwerge auszuschlieBen sind;
wenn wir aber von ihnen so wenig sprechen, so geschieht das auschlieB-
lich aus dem Grunde, weil wir noch wenig iiber sie wissen, und nicht
etwa weil wir sie als eine zu vernachlassigende Minderheit betrachten.

Es liegt nahe, auch die helle Komponente von o, Eridani zu einer
weiteren Priifung unserer Auffassung zu verwenden. Sie ist zwar
schwicher als der Siriusbegleiter, dafiir befindet sich aber in .ihrer
Nachbarschaft kein die spektroskopischen Messungen stérender heller
Stern.  Leider muB der Einstein-Effekt bei ihr betrichtlich kleiner
sein. Der Begleiter von o Ceti ist auch zuweilen fiir einen weilen Zwerg
gehalten worden, sein Spektrum scheint aber kein normales zu sein
(peculiar) und seine Natur ist noch ziemlich dunkel. ‘

Die Bedingungen in einem weiBen Zwerge liegen auBerhalb des An-
- wendungsbereiches unserer theoretischen Betrachtungen. Insbesondere
hért unsere Formel fiir £ bei ihnen auf eine brauchbare Annaherung
darzustellen, und wir haben vorldufig noch keine Bestimmung des zu
erwartenden Ionisationsgrades. Es ist wahrscheinlich, daB das bekannte
Versagen der Gasgesetze wegen der endlichen GréBe der Molekeln, bei
so hohen Dichten schon merklich in Erscheinung tritt, und ich glaube
daher nicht, daB sich weiBe Zwerge wie idcale Gase verhalten. Der
Siriusbegleiter wiirde betrachtlich unterhalb der theoretischen Massen-
helligkeitskurve liegen; hierin kénnte man allerdings einen Hinweis
darauf erblicken, daB die Gasgesetze endlich versagt haben, doch kénnte
die Erscheinung auch durch eine Zunahme des Absorptionskoeffizienten
erklirt werden, die durch die enge Packung von Ionen und Elektronen
verursacht wird.

Wenn die Gasgesetze noch anwendbar wdéren, wiirde der Sirius-
begleiter eine Mittelpunktsdichte von etwa 3000000 gr cm™3 und eine
Mittelpunktstemperatur von 1000000000° haben. Die Temperatur ist
von der GroBenordnung, die zur Beeinflussung von radioaktiven Pro-
zessen und zur Herbeifithrung von Verdnderungen in den Atomkernen
erforderlich ist;'so daB eine neue Reihe von Phinomenen, die bei ge-
wohnlichen Sternen nicht bekannt sind, hier einsetzen kénnte. Wenn
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man die weilen Zwerge an den Anfang des Evolutionsprozesses statt
an sein Ende setzen konnte, wiirde uns der Ursprung der chemischen
Elemente weniger geheimnisvoll erscheinen.

Evolution.

120. Wir haben im vorangehenden die Bezichung zwischen Hellig-
keit und Masse betrachtet, die sowohl durch die Theorie, als auch durch
die Beobachtungen nahegelegt wird, sowie die Folgen, zu denen sie fiihrt.
Wir wenden uns jetzt der Beziehung zwischen Helligkeit und Spek-
lraltypus zu, die zur Zeit noch eine rein empirische ist. Abb. 3, die
von F. H. SEARES konstruiert ist, enthilt die uns gegenwirtig be-
kannte Statistik der Verteilung der Spektraltypen auf die verschie-
denen absoluten Helligkeiten. Der durch das Diagramm hervor-
gerufene Eindruck kann irrefithrend sein, wenn der groBe EinfluB der
Auswahl des Materials nicht gentigend beriicksichtigt wird. Sterne hoher
Leuchtkraft erscheinen hier in Anzahlen, die der wirklichen Haufig-
keit ihres Vorkommens im Raume in keiner Weise entsprechen. Die
absoluten Helligkeiten der den rétlicheren Typen angehorenden Sterne
sind nach der spektroskopischen Methode eingehender untersucht worden,
als die der weiien Typen. Trotzdem ist das Diagramm aufBerordent-
lich lehrreich. :

Die charakteristischen Eigentiimlichkeiten der Verteilung, die all-
gemein als sichergestellt betrachtet werden, sind in Abb. 4 schematisch
dargestellt. Die Punkte hiufen sich stark um ein Linienpaar PQR.
Die Neigung von P(Q ist klein, und es ist noch nicht erwiesen, daB sie
den in der Abbildung angegebenen-Sinn hat; die Reduktion der visu-

~ ellen Helligkeiten von SEARES auf bolometrische Helligkeiten vergroBert
aber die Neigung gerade in diesem Sinnel. In den Sternhaufen ist der
Sinn der Neigung von PQ bestimmt der in der Abbildung angegebene,
und die Neigung selbst scheint eine etwas gréBere zu sein als in
unserem lokalen Systeme.

Wir kénnen entweder annehmen, daB PQR den Weg der Evolution
eines durchschnittlichen Sternes bezeichnet, oder daB mit verschiedenen
Massen geborene Sterne nach einer schnellen Entwicklung einen Punkt
auf PQR erreichen, um dann wihrend einer beinahe unbeschrinkten
Zeit dort stecken.zu bleiben. Diese Linie stellt also entweder einen
Evolutionsweg dar, oder einen den Gleichgewichtszustinden ent-
sprechenden geometrischen Ort, oder ein Gemisch von beiden. :

Nach der gegenwirtigen Theorie bleibt die bolometrische Helligkeit
eines Sternes praktisch konstant, solange scine Masse nicht gedndert
wird. Genauer zeigt die Spur der Entwicklung eines Sternes konstanter

1 Gewdhnliche Riesen der /A- und F-Typen, die auf der Geraden P(Q liegen
miiBten, kommen sparlich vor, und die auf dem Diagramme von SEARES zu sehenden
Sterne sind zum gréBten Teile Cepheiden oder Pseudo-Cepheiden.
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Masse einen kleinen Anstieg nach links; eine solche Spur wird durch
die punktierte Linie S S’ dargestellt. Jede betrichtliche vertikale Ver-
schiebung in Abb. 4 verlangt somit eine Anderung der Masse; insbe-
sondere kann keine Evolution eines Sternes lings Q R stattfinden, auBer

wenn sich die Masse des Sterns stindig, und zwar betrichtlich Zndert.
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. Abb, 8. Schematisches Typen-Helligkeitsdiagramm.

Eine Evolution lings PQ verlangt héchstens eine geringe Anderung der
Masse.

Die Anzahl der Zwergsterne tibersteigt die Anzahl der Riesen ganz
gewaltig, und wenn das Diagramm von SEARES das wahre Verhiltnis
der verschiedenen Sterne im Raume zeigte, wiirde die Linie QR den
hervorstechendsten Zug der Abbildung darstellen, hinter dem beinahe
alles andere zuriicktreten wiirde. Eine zweite in die Augen springende
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Charakteristik wiirde héchstens noch die Gruppe der weien Zwerge
darstellen, wihrend die lings PQ liegenden Riesensterne kaum bemerk-
bar waren. Wir nennen Q R die Hauptsequenz. Wir konnen sie, wie durch
die gestrichelte Linie angedeutetist, bis zu den heiBesten B- und O-Sternen
verlingern; letztere kommen aber im Raume nicht sehr hiufig vor.
121. Wenn der seit 50 Jahren alle unsere Theorien der Sterne be-
herrschende Evolutionsgedanke auch in Zukunit dieselbe Bedeutung
behalten soll, miissen wir wohl annehmen, daB lings der Hauptsequenz
eine Evolution stattfindet; und dies setzt

notwendig eine Massendnderung voraus. &

Der grote Teil des Lebens eines Sternes § \\\

wird wahrscheinlich durch eine Evolu- § & piesen P
tion lings dieser Linie ausgefiillt sein, wo- § éo <

bei die Sterne wegen ihrer verschiedenen &

Anfangsmassen oder der duleren Einwir- § B on N

kungen, denen sie ausgesetzt gewesen = e e
sein konnten, die Linie wahrscheinlich § .

an verschiedenen Punkten erreichen und 1 I‘:ﬂ?-zﬂ:ye L MR

wieder verlassen werden. Wir miilten 0 5 A4 F & KM
dann die Riesen als auf dem Wege zur  Abb. EsalLl g;;gﬂuy;p;'ﬂelﬁs-
Hauptsequenz befindliche Sterne betrach- :
ten und die weilen Zwerge als solche, die sie endgiiltig verlassen haben.

Wenn keine Evolution lings der Hauptsequenz stattfindet, dann
verliBt jeder Stern die Linie Q R nach einer langen Rast auf ihr an dem-
selben Punkte, an dem er sie seinerzeit erreicht hat. Soweit sich gegen-
wirtig feststellen ldBt, haben die sich der Linie nihernden Sterne
'(Riesen) meistens betrichtlich gréBere Massen als die Sterne, welche
die Linie verlassen (weiBe Zwerge), so dafl die Evolution lings der
Linie stark angedeutet ist. Hieraus ersieht man schon, da8 jede moderne
Evolutionstheorie unlgslich mit der Frage nach der Moglichkeit einer
Veridnderlichkeit der Sternmassen verkniipft ist.

122. Die Bewegung eines Sternes lings der Linie QR (falls eine
solche wirklich stattfindet) muB durch die Anderung seiner Masse be-
dingt sein und nicht durch eine ungeniigende Ausbalancierung der
Nachfrage und des Angebotes der Energie. Es ist wichtig, diese Tat-
'sache im Auge zu behalten, weil man gewohnhch angenommen hat,
daB der Impuls zum Ubergange in einen neuen Zustand bei einem
Sterne durch das Versiegen der Quellen der Energiezufuhr gegeben
wird. ‘Hier wiirde aber ein Versiegen der Energiequellen den Stern
veranlassen, sich von QR seitlich, lings einer zu SS’ parallelen Linie
zu entfernen; “einen anderen Punkt von QR kann er ohne Massen-
niderung nicht erreichen.

Es hat also den Anschein, daB lings QR eine semipermanente
Kompensation zwischen der Zufuhr subatomarer Energie und dem
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Energieverluste durch Ausstrahlung besteht, wobei die Ausstrahlung
durch Tabelle 14 bestimmt wird. Fiir verschiedene Massen gibt der
jeweils entsprechende Punkt dieser Linie die richtigen inneren Bedin-
gungen an, unter denen die subatomare Energie in solchen Mengen
. befreit wird, daB sie die durch die Masse fixierte Ausstrahlung gerade
kompensiert. Dies wird fiir den groBten Teil des Lebens eines Sternes
zutreffen, aber die Zusammensetzung seines Materials erfihrt eine lang-
same Verwandlung, und schlieBlich kommt eine Zeit, wo der Stern die
Linie verlassen muB, ‘

Es ist daher besonderS'interessant, die inneren Verhiltnisse solcher
Sterne zu studieren, die in der Hauptsequenz liegen. Ich glaube
nicht, daB wir berechtigt sind, von vornherein irgendwelche gemeinsame
Charakteristiken zu erwarten, weil z. B, V7 Puppis 8500 mal mehr Energie
freizumachen hat als Kriiger 60, um seine Ausstrahlung zu kompensieren.
Aber — sei es durch Zufall oder wegen irgendeines bedeutsamen physi-
kalischen Gesetzes — eine solche gemeinsame Charakteristik erweist sich
als tatsachlich vorhanden: die Sterne in der Hauptsequenz besitzen alle
beinahe dieselbe innere Temperaturverteilung. :

Auf dieses merkwiirdige Ergebnis hat H. N. RusseLL! zuerst hinge-
wiesen. Beispiele dafiir sind in § 106 gegeben worden. Die beste Methode,
um sich einen Begriff davon zu machen, wie genau die Sterne diese Regel
befolgen, besteht vielleicht darin, eine gemeinsame Mittelpunktstempe-
“ ratur von 40 Millionen Grad fiir alle Sterne der Hauptsequenz anzu-
nehmen, und die sich zwischen der absoluten Helligkeit (oder Masse)
und der effektiven . Temperatur (oder Spektraltypus) ergebende Be-
ziehung zu berechnen.

In Tabelle 23 sind die ersten zwei Kolonnen direkt aus Tabelle 14
Ubernommen. Der Radius R des Sternes ist nach (99.3) durch
GupaM -

RT,
gegeben. Der Radius R, welcher der angenommenen Mittelpunkts-
temperatur entspricht, kann somit berechnet werden.

Wenn m die absolute bolometrische Helligkeit bezeichnet, und My
die unmittelbar aus der Tabelle 14 entnommene Helligkeit, dann ist

my— 2log (T,[5200) =m=—2log L - const
' =—>5log R—101log T, + const,

R=10,856-

(122.1)

so daB
8logT,=—m,—5 log R -}- const. (122.2)
Auf diese Weise wird das in der fiinften Kolonne gegebene T, ge-
funden. Wir kénnen nun m (= my— 2log (T,/5200)) bestimmen und
auf visuelle Helligkeit reduzieren. In der sechsten Kolonne ist schlieBlich

! Nature Bd. 116, S. 209 (1925).
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der Spektraltypus angegeben, der nach der gebriuchlichen Temperatur-
skala der effektiven Temperatur T, entspricht.

Es muB betont werden, daB wir bei dieser Berechnung die in der
FuBnote auf S. 193 erwihnte Korrektion an 1, angebracht haben; das
heiBt, daB wir auf der linken Seite von Abb. 2 der Kurve der Beobach-
tungsergebnisse den Vorzug vor der theoretischen Kurve gegeben haben,
und zwar aus dem Grunde, weil wir der Ansicht sind, daB diese Kor-

rektion reell istl.
Tabelle 23.

Resultate fiir eine angenommene DMittelpunktstemperatur von

40000000°.
1—8 e Bol. GroBe I Vis. GroSe I Eff. Temp. Typus
[ m | m | . o [

0002 | 0182 | 11,04 14,5 | 2550 | < Md
004 0,258 10,25 11,6 3210 K9
015 | 0,512 7,26 7.6 4540 KO0
03 0,746 5,93 61 | 5160 G4

05 | 100 4,47 45 | . 6200 F8
10° 1,58 2,43 2,5 8250 | 48 -
18 2,56 0,52 09 | 1052 | 40
30 | 453 —1,38 —0,6 13260 | B7
50 | 11,46 —38 | —24. 17460 B2
70 37,67 — 644 —43 22500 0 e
80 90,63 —8,12 —6 | 26200 0

Wenn man diese Helligkeiten und Spektraltypen in einem dem
SEARESschen analogen Diagramme auftrigt, ergibt.sich eine Linie, die,
soweit sich beurteilen liBt, mit der Zentrallinie der Hauptsequenz
nahe iibereinstimmt. Die Beobachtungsergebnisse sind also mit der
Annahme einer gleichmiBigen Mittelpunktstemperatur von 40 Millionen
Grad lings der ganzen Linie durchaus vertriglich. Wenigstens kann
die Abweichung von der GleichmiBigkeit nur klein sein.

Es entsteht nun die Frage, ob die Hauptsequenz im Diagramme im
strengen Sinne eine Linie ist oder evtl. einen ziemlich schmalen Streifen
darstellt. Dies kann auf Grund der statistischen Daten kaum entschieden
werden, weil die Streuung zu einem groBen Teile durch Beobachtungs-
fehler verursacht ist. Es ist gefahrlich, sich auf einzelne Individuen zu be-

1 Ob die Korrektion, im Falle, daB sic reell ist, angebracht werden muB, oder
nicht, hangt von ihrem Ursprunge ab. Wenn sie durch einen verkleinerten Ab-
sorptionskoeffizienten bedingt wird, der den Stern heller erscheinen 14Bt, als nach
dem Gesetze ke g/.uTgf der Fall sein miite, ist unser Verfahren gerechtfertigt.
Wenn sie aber durch ein vergréBertes Molekulargewicht bedingt wird (ein wirkliches
oder ein als fiktives Aquivalent fiir dic elektrostatischen Krafte einzufiihrendes
(siehe § 115)), dann muB das g bei der Bestimmung von R aus (122.1) vergroBert
werden. Dies wiirde R vergréfern, die effektive Temperatur verkleinern und die
Abnahme von 7, in (122.2) zu einem betrichtlichen Teile kompensieren. Wenn
aus diesen oder anderen Griinden das Anbringen der Korrektion unberechtigt
war, muB3 T, fiir die kleineren Sterne etwas zunehmen.
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rufen,‘weil wir bei ihnen nicht sicher sein konnen, daB sie den stabilen
. Punkt schon erreicht haben ; 50 wird z. B. die schwichere Komponente
von o Centauri von RUSSELL fiir einen Riesen ungewdhnlich kleiner
Masse gehalten, der sich der Hauptsequenz nahert, diese aber noch nicht
erreicht hat. Ichglaube, daB eine gewisse Verbreiterung, naméntlich am
heiBen Ende der Sequenz, angenommen werden muB ; Alkyone z. B.,
obwohl der hellste der Pleiadensterne, ist keineswegs der - heiBeste.
Ausnahmen dieser Art werden immer seltener, wenn wir lings der
Serie abwirts wandern, und die Breite des Streifens nimmt augen-
scheinlich ab. Vielleicht verschwindet allméhlich der EinfluB der ver-
schiedenen Anfangsbedingungen der Sterne, nachdem sie sich lingere
Zeit in der Hauptsequenz aufgehalten haben. Die Beziehung zwischen
Helligkeit und Spektraltypus ist in erster Linie eine empirische, wihrend
sich die Massenhelligkeitsbeziehung auf eine bestimmte Theorie stiitzt 5
wir haben keinen Grund zu erwarten, daB erstere fiir individuelle
Sterne ebenso genau erfiillt sein wird wie letztere.

Es ist nicht leicht, fiir diese Konstanz der Mittelpunktstemperaturen
eine Deutung zu finden. Sie kénnte eine zufillige Relation sein, die
dadurch zustande kommt, daB sich die Quellen der subatomaren Ener-
gie mit derselben Geschwindigkeit erschopfen, mit der die an sie gestell-
ten Anforderungen bei kleiner werdender Masse abnehmen ; eine solche
Anpassung erscheint aber kaum wahrscheinlich. AuBerlich betrachtet
scheint sie auf folgenden Sachverhalt hinzuweisen: ob eine Zufuhr von
680 erg pro gr bendtigt wird (V Puppis) oder eine Zufuhr von 0,08 erg
pro gr (Krueger 60), immer muB der Stern zuerst bis zu einer Temperatur
von 40000000° hinaufsteigen, um sie zu erhalten. Bei dieser Tempe-
ratur wird ein unbeschriinkter Vorrat angezapft.

Eine naheliegende Schwierigkeit besteht darin, daB die Temperatur
ein statistisches Attribut ist und daB, wenn wir die individuellen Pro-
zesse betrachten, alle Erscheinungen, die fiir 40 Millionen Grad charak-
teristisch sind, auch noch bei 20 Millionen Grad in ziemlich reichlichem
MaBe vorhanden sein miissen. Wir haben zwar Beispiele von kritischen
Ubergingen bei tiefen Temperaturen, doch scheint die Analogie nicht
tibertragbar zu sein. Scheidet vielleicht die Energie bei 400000000
frei aus der Materie aus, wie Dampf bei 100° aus Wasser ausscheidet ?
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Achtes Kapitel.

Verdnderliche Sterne.

Die Cepheiden-Verdnderlichen.

123 Trotzdem die veridnderlichen Sterne der Cephelden-KIasse
eine periodische Anderung der Radialgeschwindigkeit zeigen, Ist es
sehr unwahrscheinlich, daB sié Doppelsternsysteme sind. Die uns
gegenwirtig am plausibelsten erscheinende Theorie schreibt ihren Licht-
wechsel der Pulsation eines einzelnen Sternes zu, und die verinderliche
Radialgeschwindigkeit wird entsprechend als die Anniherungs- und
Entfernungsgeschwindigkeit des dem Beobachter zugekehrten Teiles
der Oberfliche beim Anschwellen und Wiederzusammenschrumpfen
des Sternes gedeutet. Wenn diese Erklirung richtig ist, haben wir hier
eine wertvolle Gelegenheit, unsere Untersuchung des inneren Zustandes
eines Sternes von rein statischen auf gestérte Verhiltnisse auszudehnen.

Die wichtigsten durch die Beobachtung ermittelten Tatsachen, die
sich auf diese Verinderlichen beziehen, ergeben das folgende Bild:

Es sind uns etwa 170 galaktische Cepheiden bekannt, deren Perioden
zwischen einigen Stunden und etwa 50 Tagen liegen; sogenannte ,,Bah-
nen‘ sind fiir 20 dieser Sterne aus Messungen der Radialgeschwindig-
keiten berechnet worden. Ferner sind zahlreiche Cepheiden in einigen
Kugelsternhaufen entdeckt worden; bei diesen sind Perioden von
weniger als 12 Stunden besonders stark vertreten. Cepheiden sind auch
in dem Andromedanebel gefunden worden. Im Intervalle zwischen
0,7 und 3 Tagen liegen verhaltnismiBig wenige Perioden, so daB die
Cepheiden in zwei Gruppen eingeteilt werden konnen, mit Perioden,
die oberhalb oder unterhalb dieser Liicke liegen. Die visuelle Amplitude
des Lichtwechsels iibersteigt nur in seltenen Fillen 1,2 GroBenklassen;
die photographische Amplitude ist groBer als die visuelle. Der Spektral-
typus édndert sich wihrend der Periode, und entspricht im Maximum
einer hoheren Temperatur als im Minimum. Die Lichtkurve und die
Geschwindigkeitskurve zeigen zueinander die groBSte Ahnlichkeit!; der
Zusammenhang ist um so auffallender, als beide Kurven gewohnlich
unsymmetrisch sind. Der Lichtwechsel ist durch einen schnellen Auf-
stieg zum Maximum und einen verhiltnismifig langsamen Abstieg
charakterisiert, wobei letaterer oft noch durch einen ausgesprochenen
Buckel auf dem absteigenden Aste der Lichtkurve verzsgert wird2. Die
Asymmetrie wird von der Geschwindigkeitskurve reproduziert; wenn

1 Wenn sie nach der gebr&uchhchen Methode aufgetragen werden, sind sie
zueinander spiegelbildlich. :
2 Eine progressive Beziehung zwischen der Periode und der Form der Licht-
kurve ist von E. HERTZSPRUNG gefunden worden. Fiir Perioden von 2—3 Tagen,
und dann wieder fiir Perioden von 10—12 Tagen ist die Kurve ziemlich symmetrisch,
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man diese als Bahnbewegung deutet, zeigt sie, daB die Bahn exzentrisch
ist, und daB das Periastron in dem von dem Beobachtgr am weitesten ent-
fernten Punkte liegt. Abweichungen von dieser Regel kommen gelegent-
lich auch vor. Zwischen Licht und Geschwindigkeit besteht eine sehr
deutlich ausgeprigte Phasenbeziehung, indem die maximale Helligkeit
gleichzeitig mit — oder vielleicht ein wenig vor — der maximalen An-
niherungsgeschwindigkeit eintritt. Durch diese Tatsache wird jede
Méglichkeit, den Lichtwechsel als eine Verfinsterungserscheinung zu deu-
ten, ausgeschlossen. Die absolute Helligkeit ist eine bestimmte F unktion
der Periode. Diese Beziehung ist zuerst von Miss LEAVITT gelegentlich
einer Untersuchung der Veriinderlichen in der kleinen MAGELLANschen
Wolke gefunden worden. H. SuaPLEY hat sie durch seine Untersu-
chungen der Verinderlichen in den Kugelsternhaufen in vollem MaGe
bestdtigt. In einem und demselben Sternhaufen unterscheidet sich
die absolute Helligkeit von der scheinbaren Helligkeit nur um eine
Konstante (die von der unbekannten Entfernung des Haufens abhingt),
50 daB die _Periodenhelligkeitsbeziehung unmittelbar, ohne die Be-
nutzung von Parallaxen, erhalten wird. Es erweist sich, daB die abso-
lute Helligkeit durch die Periode mit einem wahrscheinlichen Fehler
von etwa == 0™, 25 bestimmt wird. Nachdem wirin dieser Weise die fiir
alle Cepheiden geltende Periodenhelligkeitskurve, bis auf die unbe-
kannte Konstante, bestimmt haben, ,,verankern* wir diese Kurve,
indem wir die bekannten mittleren Helligkeiten der uns am nichsten
benachbarten Cepheiden (die auf Grund ihrer parallaktischen und
transversalen Bewegungen erhalten werden) zu einer einzigen Be-
stimmung des Mittelwertes der Konstanten kombinieren. :

Mit wachsender Periode (und Leuchtkraft) findet. auch eine pro-
gressive Anderung des Spektraltypus statt in. der Richtung von 4 nach
M. Die Cepheiden besitzen im allgemeinen ‘eine groBere Leuchtkraft
als gewdhnliche Riesensterne desselben Spektraltypus, obwohl uns auch
einzelne Riesensterne sehr hoher Leuchtkraft, sogenannte Pseudo-
cepheiden, bekannt sind, die mit den. Cepheiden eine groBe Ahnlich-
keit zu haben scheinen, trotzdem sie keinen Lichtwechsel zeigen. Die
Cepheiden und Pseudccepheiden werden zuweilen als ,»Hypergiganten‘*
bezeichnet. !

124. Die Tabellen 24 und 25 enthalten einige Daten iiber diejenigen
Cepheiden, die geniigend erforscht sind. Die Beobachtungsergebnisse
sind -einer Kompilation von MARGARETE Gissow entnommen!.,

In Tabelle 24 ist in der dritten Kolonne bei den meisten Sternen ein
Bereich fiir den Spektraltypus angegeben, da dieser wihrend der Periode

1 Kritische Zusammenstellung simtlicher Beobachtungsergebnisse der Verander-

lichen vom 4-Cephei-Typus und Kritik der EppinGToNschen Pulsationstheorie
(lithographiert, Berlin 1924). 1
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des Lichtwechsels variiert. Kolonne 4 gibt die dem mittleren Spektral-
typus entsprechende effektive Temperatur. Als Basis fiir ‘diese Zu-
ordung dient die Annahme einer Temperatur von 4900° fiir den Typus
G0, und eines Zuwachses im log,, 7, vom Betrage 0,0140 fiir jedes Zehntel . .
einer Spektralklasse zwischen M und 4, so daB A0 = 9300°, M0 =
26000 ist. Die Temperaturen sind absichtlich etwas niedrig gewihit,
einerseits weil diese Sterne Hypergiganten geringer Dichte sind, anderer-
seits weil die hier benutzten Spektraltypen (meistens nach SHAPLEY?)
systematisch um 5% oder 15 einer Klasse blauer sind, als die von ADAMS
und Jov gegebenen. Die absoluten visuellen Helligkeiten der Kolonne 6
sind mit Hilfe von SHAPLEYs Periodenhelligkeitskurve abgeleitet?.
Differentiell diirften diese Helligkeiten innerhalb 0%, 25 richtig sein,
aber der Nullpunkt der Periodenhelligkeitskurve ist nicht so gut be-

Die Cepheiden-Verinderlichen.

stimmt, und es konnte daher eine konstante Korrektion an die ganze

Serie anzubringen sein. Ich vermute, daB auch noch ein progressiver
(von einer nicht einwandfreien Reduktion der photographischen auf
visuelle Helligkeiten herrithrender) Fehler vorhanden sein kann, durch
den die ersten drei oder vier Sterne zu hell und ihre berechneten Massen
zu groB gemacht werden.

Tabelle 24. Cepheiden-Verinderliche — Beobachtungsergebnisse.

5 - Licht- |

| P(:i- GroBe schwankung I OR
Nr.| Stern Typus T, rz%)e SRR R o | (108

| Vis. Bol. | Vis. | gm‘;g. km)

0 d m m m | m o |

1 |!Car. EF8—G9 | 4400 35,5231 —5,13 |—5,5311,5 | — 10,36 | 99 i 8,59
2 | Y Oph. | F5—G3 | 5050 (17,121 (—4,00 (—4,17|0,61 | — [0,16 | 202 | 1,79
3 | XCyg. | ES | 5750 {16,385]—3,92 |—3,97]0,69 | 1,16 | 0,25 | 101 | 6,12
4 |EGem. GO { 4900 |10,155|—3,16 | —3,37| 0,42 | 1,00 | 0,20 | 338 | 1,82
5 [SSge. | F4—G3 | 5150 8,382]—2,87 |—3,02/0,50 (0,86 |0,60 | 75 | 1,47
6 |\W Sgr. | A8—-G2 | 5750} 7,594|—2,72|—2,77]|0,85 | — |0,36 { 431|193
7 |n Aql. A 8—G5 | 5500 7,176]—2,62 |—2,70|0,51 [ 1,09|0,47 | 66 | 1,77
8 [XSgr. | F1—-G5 | 5250 7,012|—2,60 | —2,73|0.67 | — |0,40 | 94| 1,33
9 |YSgr. | F4—G4 | 5050 5,773|—2,30 | —2,47|0,74 | 1,13 0,42 | 74| 1,35
10 |¢ Cep. I F 0—G 2 | 5550 5,366]—2,19 | —2,27]0,61 | 1,08 0,48 | 85 | 1,27
11 | T Vul A9—G1 | 5750 | 4,435|—1,95 | —2,00|0,71 | 1,13 | 0,44 | 104 | 0,966
12 |SUCyg. | 4 6—F 7 | 6450 3,845|—1,78 |—1,78|0,74 | 1,15 | 0,31 | 108 0,709
13 |RTAur. | 4 7—G 1 | 5950 | 3,728|—1,74 |—1,76]0,80 | — ]0,37 | 95 | 0,856
14 |SZ Tau. | 4 9—G 0 | 5850 | 3,148]—1,58 | —1,62] — |0,58]0,24 | 77 | 0,460
15 | SU Cas. I A9—F 5 | 6350 1,950]—1,15|—1,15]0,33 {0,47|0,0 | — | 0,295
16 |RRLyr.| B9—F 2 l 7800 | 0,567]—0,35 |—0,39{0,85 | 1,06 | 0,25 | 111 | 0,166
17 [Ppolaris | F 8 5250‘ 3,968|—1,81 | —1,94]0,08 | 0,17 |0,13 l 80 | 0,165
18 Ip Cep. B1 119000 | 0,190}—0,37 | —2,00]0,05 | — |00 | — | 0,045

! Astrophys. Journ. Bd. 44, S. 274.
2 ibid. Bd. 48, S. 114, 282.
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Verdnderliche Sterne.

Tabelle 25. Cepheiden-Veranderliche — Theoretische Resultate.

M y-

R —[T,(108 o | OR | 4T,
Nr.| Stern (i"i’)‘e,l‘ﬂ (108 km)| Qe ’” Ve.| Grad)|100km)| R T,
1ficar. 1503 074|145 | 0000433 | 0.72 | 2.61] 107 0,059 | 0,117
21X Oph. | 226 62 | 586 | 000288 | 092 | 424 | 549 | 091 | o5s
$|XCve [ 1921 60| 4Ll | 000713 | 1,38 | 530 | 5055 | 128 oog
41§ Cem. | 164 | 56 | 430 | 000496 | 0,71 | 456| 341 | o082 | os6
S[SSee. (128 | 52| 333 | 000804 | 070 | 534| 982 | 04t | os
§|WSer. |109 | 49| 237 | 00209 | 110 | 678| 250 | 0s1| o5
TlnAd (107 | 49| 253 | 00170 | 094 | 623| 240 | 070| odo
S1XSer [1L1| 49/ 279 | 00131 | 080 | 557 | 239 | o0is| ool
DX Ser. | 100 | 47| 268 | 00134 | 0,67 | 572| 203 | 050| 06
10 (6 Cep. 88 | 45| 202 | 00273 | 089 | 693 | 185 | 063| 058
L lsow. | 1Tl 420 167 | 00427 | 092 | 774 156 | 058| o1
121SUCyg | 68| 39| 120 | 0102 | 123 |1000| 136 | 03| ou3
18 [RT Aur. | 69| 39| 139 | 00656 | 095 876| 134 | o62| 0o3
15 [S&Teu | 66 | 38 | 135 | 00691 (.0.83 | 876| ILs | 034| 036
151SUCas. | 53 | 33| 92 | 0175 |'082 |112 | 80 | 03| o6
16 [RRLyr. | 37| 26| 432 118 062 (183 ( 31 | 030 112
17 |Polaris | 7.8 | 42 | 196 | 00267 |065 | 666| 145 | 00s| 007
18 | B Cep. 51| 33| 182|373 L16 (655 | 17 | 030! o015

Die bolometrischen Helligkeiten sind aus den visuellen Helligkeiten
mit Hilfe von Tabelle 16 abgeleitet. Die Amplituden des Lichtwechsels in
den Kolonnen 8 und 9 unterscheiden sich

anderer Stelle in einer
hier die Ergebnisse der
sind. Die drei letzten K
schen ,,Bahnen‘‘
gedeutet werden

oft betrichtlich von den an
dhnlichen Tabelle angegebenen Werten?, weil

modernsten photometrischen Arbeit verwertet
olonnen enthalten Elemente der spektrographi-

. Die GréBe e darf nicht buchstiblich als Exzentrizitit

el

harmonischen S

schwindigkeit bis zur kleinsten Entfern
ist, als der Aufstieg der Geschwindi
eine charakteristische Eigentiimli
O R ist das Element a sin £ der spe
als die halbe Amplitude der Pul
wdre, wenn  nicht gleich 90° oder 270°
nicht in der Visionslinie liegt, noch eine
an diese GroBe anzubringen, jedoch ist

chwin
bei der Deutung als
o = 90°

haltenden Sternen verschwindend.

In Tabelle 25 geben die Kolonnen 3 und 4
nach unserer Theorie aus den absoluten Helli

! Monthly Notices Bd. 79, S. 4.

sie dient aber, um die Abweichung von einer-einfachen
gung zu messen. Das ‘Element ¢ bezeichnet,
Doppelsternbahn, die Lage des Periastrons; wenn
ist, liegt das Periastron in dem von uns am weitesten entfernten
Punkte der Bahn, so daB der Abfall von

der gréBten Entfernungsge-

sation aufgefaBt.

ungsgeschwindigkeit steiler
gkeitskurve. Dies ist im allgemeinen
chkeit der Cepheiden. Die GroBe
ktrographischen Bahn, wird aber hier
Streng genommen
ist, und die groBe Achse daher .
Korrektion wegen Exzentrizitit
diese bei allen in der Tabelle ent-

die Massen und 1—3, die
gkeiten und T, berechnet
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sind. In Kolonne 5 ist der in gebriuchlicher Weise aus der absoluten
Helligkeit und T, berechnete Radius gegeben. Die Mittelpunktsdichten
und Mittelpunktstemperaturen in den Kolonnen 6 und $ ergeben sich
dann nach (99.3). In Kolonne 9 berechnen wir den Radius @’ der Bahn
eines hypothetischen Begleiters, der einen Stern der Masse A in der
Periode /T umliuft. In Kolonne 11 ist.0 T, die halbe Amplitude der
Anderung von T, die zur Erklirung der in Tabelle 24 gegebenen visuellen
Amplitude des Lichtwechsels notwendig wire. Hierbei ist die Anderung
der optischen Wirksamkeit bei einer Anderung von T, mit beriicksich-
tigt, so daB 67,/T, nicht genau proportional zu der in GroBenklassen
ausgedriickten Amplitude ist. Die Phasenbeziehung der Lichtkurve
zur Geschwindigkeitskurve ist eine derartige, daBl der Radius sowohl
bei maximaler als bei minimaler Helligkeit ungefihr seinen mittleren
Wert hat. Es ist daher zuldssig, die Lichtinderung einer Anderung der
effektiven Temperatur zuzuschreiben anstatt einer Anderung des Ra-
dius; aber wir begehen vielleicht einen Fehler, indem wir annehmen,
daB die Beziehung zwischen sichtbarer Lichtintensitit und Wirme-
intensitit dieselbe ist, wie bei einem statischen Sterne.

Die Sterne Polaris und # Cephei sind nur zur Kenntnisnahme am
Ende beider Tabellen angefithrt. Trotzdem die Amplituden des Licht-
wechsels bei ihnen sehr klein sind, werden sie gewéhnlich fiir echte Cephe-
iden gehalten. Bei der Diskussion der Tabellen werden wir uns jedoch
nur mit den typlschen Cepheiden mit groBen Lichtschwankungen be-
fassen.

125. Wir wollen zuerst erkliren, warum die Doppelstemhypothese
bei diesen Sternen aufgegeben werden mu8.

Wenn die Cepheiden aus zwei Sternen bestehen, muB der zweite
Stern verhiiltnism’niBig schwach sein, denn man kann seine Spektral-
linien in keinem Falle sehen, Eine oft gegebene Erklarung des Licht-
wechsels besteht darin, daB sich das ganze System in einem Widerstand
leistenden Medium befindet, und daB die vordere Seite des Hauptsternes
bei seiner Bewegung durch dieses Medium durch den Widerstand erhitzt
wird. Der Stern durchliuft daher wie der Mond verschiedene Phasen,
indem er uns bald die kithlere, bald die heiBere Hemisphire zuwendet;
insbesondere tritt die hellste Phase dann ein; wenn sich der Stern
mit der groBten Geschwindigkeit auf uns zu bewegt, was der beobach-
teten Beziehung zwischen Helligkeit und Geschwindigkeit entspricht.
Um aber eine so betrichtliche\Varmezunahme erzeugen zu kénnen, miiSte
der Widerstand groB genug sein, um auch die Periode in ziemlich kurzer
Zeit merklich zu dndern; um diesem Einwande zu begegnen, ist zu-
weilen geltend gemacht worden, daB der Widerstand die Warme nicht
erzeugt, sondern nur die duBeren Schichten des Sternes wegfegt und
eine heiBere innere Schicht freilegt. Diese Annahme erscheint uns nicht
ganz verstindlich; man. sollte meinen, daB sich auf der Vorderseite
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eines sich durch ein Medium durchringenden Sternes eher eine Anhiufung
absorbierender Materie als eine Leere bilden miiBte. . '

Der erste Verdacht gegen die Deutung der beobachteten Radial-
geschwindigkeiten als Bahnbewegung wurde durch die von dem Ele-
mente @ im allgemeinen gezeigte Neigung erweckt, Werte anzunchmen,
die in der Nihe von 900 liegen. Es wire natiirlich unsinnig zu glauben,
daB die Bahnen eine systematische Orientierung gegen die Visions-
linien von der Sonne aus haben. Die Tendenz ist aber viel zu ausge-
prégt, als daB sie ein Werk des Zufalls sein kénnte; die auffallendsten
Ausnahmefille, Y Ophiuchi und ¢ Geminorum, zeigen beide geringe
Exzentrizititen, so daB die Werte von  bei ihnen keine groBe Bedeu-
tung haben, ,

Die regelmaBige Beziehung zwischen Periode und Dichte, die /7 ]/Ec
praktisch zu einer Konstanten macht - (Tabelle 25), spricht gleichfalls
gegen die Doppelsterntheorie. \Vir werden spiter sehen, da8 eine solche
Beziehung naturgemis zu erwarten ist, wenn die Periode von den inneren
Vorgingen in einem einzelnen Sterne abhingt. Den tiberzeugendsten
Beweis der Unhaltbarkeit der Doppelsterntheorie liefert aber die Be-
trachtung der linearen Dimensionen der hypothetischen Systeme, aus
der sich ergibt, daB der fiir die Bahnen erforderliche Raum gar nicht
vorhanden ist, und daB das Doppelsternmodell eine geometrische Un-
moglichkeit darstellt. Die Kolonne fiir O0R/R (d.h. a,sin i/R; nach der
Doppelsternhypothese) zeigt, daB a, sin 7 im Mittel den Wert 0,054 R,
hat. Nun kann aber der Abstand a; 4- a, der beiden Komponenten
nicht kleiner sein als der Radius R, des Hauptsternes. Das Verhaltnis

der Massen ist daher M, 0,054 cosec £

M, a, <T= 0,05 cosec "

Cosec ¢ wird im allgemeinen nicht viel groBer als 1 sein, und ist fiir
alle in unserer Tabelle enthaltenen Sterne bestimmt nicht groB; es ist
daher M, im allgemeinen nicht groBer als etwa 5L A 1 und wir kénnen
ohne groBen Fehler annehmen, daB M. 1(d. h. das M unserer Tabelle 25)
praktisch die ganze Masse des Systems darstellt.

In diesem Falle wird die groBe Halbachse der relativen Bahn durch
die unter a’ tabulierte: GroBe gegeben. In den allermeisten Fillen ist
aber @’ etwas kleiner als R ; d. h. wir miissen den Begleiter im Inneren
des Hauptsternes unterbringen. Wenn wir noch die starken Exzen-
trizititen berﬁcksichtigen, sehen wir, daB der Begleiter im Periastron
tief in das Innere des Hauptsternes eintauchen muB. Die auf der An-
nahme einer Bahnbewegung begriindete Deutung muB also aufgegeben
werden, weil der verfiigbare Raum fiir die hypothetischen Bahnen nicht
ausreichtl,

! Die wichtigsten Argumente gegen die Doppelsterntheorie und fiir die Pul
sationstheorie sind von SHApLEY (Astrophys. Journ. Bd. 40, S, 448. 1914) for-
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Die Widerlegung der Doppelsternhypothesc zwingt uns natiirlich
noch nicht zur Annahme der Pulsationshypothese. Immerhin “sind
unsere Betrachtungen von nun an auf einen einzelnen Stern beschrinkt,
und die Periode des Lichtwechsels muB daher eine fiir diesen Stern
charakteristische Periode sein. Wenn sie nicht die Periode irgendeiner
Pulsation darstellt, scheint die einzig noch iibrigbleibende Alternative
darin zu bestehen, daB sie mit der Umdrehungszeit des Sternes identisch
ist. Wir wissen von keiner Theorie, die den Lichtwechsel des Sternes
mit seiner Rotation in Verbindung setzt, und die plausibel genug wire, um
hier eine Besprechung zu verdienen. Dagegen gibt es zweifellos noch andere
Arten von Pulsationen, auBer der in diesem Kapitel in Vorschlag ge-
brachten und behandelten symmetrisch mechanischen Pulsation, dic
eine gewisse Beachtung verdienen kénnten?.

126. Wenn wir die Pulsationstheorie annehmen, ist die Amplitude
O R[R gerade von der GréBenordnung, die wir zu erwarten hitten. Sie
. ist groB genug, um betrichtliche Anderungen der inneren Temperatur
und Dichte zu bedingen, und dadurch Schwankungen der Ausstrahlung
hervorzurufen. Eine Proportionalitit zwischen 6 R/R und der Ampli-
tude der Temperaturinderung 6 T,/T, scheint auch angedeutet zu sein;
die Tatsache, daB diese Beziehung nicht streng erfiillt ist, kann den
Fehlern der Beobachtungsdaten zugeschrieben werden. Fiir 15 Sterne
(nach AusschluB von X Cygni) sind die mittleren Werte bzw.

OR|R=0,052, &T,/T,=0,006.

0 R/R muB aber bestimmt etwas vergréBert werden, weil sich die spektro-
skopischen Messungen von 6 R auf das integrierte Licht der Halbkugel

muliert worden. Frither hatte sich schon H. C. PLUMMER zugunsten der Pulsa-
tionstheorie ausgesprochen, hauptsichlich aus dem Grunde,’ weil die Beobach-
" tungen Abweichungen von einer elliptischen Bewegung erkennen lassen, die durch
Gravitationsstorungen seitens “eines dritten Iérpers in keiner Weise erklirt
werden konnen (Monthly Notices Bd. 73, S. 665; 74, S. 662).

! [In jiingster Zeit ist wieder eine Zunahme der abfalligen Beurteilungen der
Pulsationstheorie zu verzeichnen gewesen und andere Theorien sind von ver-
schiedenen Seiten aufgestellt worden. Eine Zusammenfassung dieser Diskus-
sion findet man in Monthly Notices Bd. 86. Ich habe die Theorie ‘der
symmetrischen Pulsationen niemals als endgiiltig bewiesen betrachtet, glaube
aber nicht, daB die neucren Besprechungen irgendetwas zutage gefordert
hatten, was mich veranlassen sollte, die in diesem Kapitel angefiihrten
Argumente und ausgesprochenen Meinungen abzuindern. Die Theorien, welche
die Periode des Lichtwechsels mit der Umdrehungszeit des Sternes identifi-
zieren, scheinen mir aus folgenden Griinden unhaltbar zu sein. Fir o Cephei
erhdlt man mit dem Radius 2-107 km und der Periode 5,4 Tage eine Aquatorial-
geschwindigkeit von 270 km in der Sekunde, so daB zwischen den verschiedenen
Teilen der Sternscheibe differentielle Radialgeschwindigkeiten von 540 km/sec
bestehen miiBten. Die Spektrallinien miiBten daher auBerordentlich verschwommen

erscheinen und eine Gesamtbreite von 8 f&, also eine effektive Breite (unter Ver-
-3
nachlissigung der schwachen Rénder) von mindestens 3 A besitzen.]
Eddington, Aufbau der Sterne. 15
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beziehen und nicht die wirkliche VergréBerung von R geben. Wenn das
Gesetz des Lichtabfalles nach dem Rande der Scheibe dasselbe ist, wie
fiir die Sonne, muf O0R/R mit dem Faktor 2t multipliziert werden, was
den mittleren Wert 0,073 ergibt. Ich glaube aber, daB die Pulsation im
Maximum ein stirkeres Ausstrémen des Lichtes in normaler Richtung
als bei einem statischen Sterne verursachen kann, so daB die anzu-
bringende Korrektion wahrscheinlich Kleiner ist. dR/R und OAT/T ]
scheinen also nahezu denselben Wert zu haben. Die theoretische Be-
ziehung zwischen beiden GroBen ist nicht abgeleitet worden, und wir
haben keinen Grund, eine genaue Ubereinstimmung Zu erwarten.

Wir kénnten ferner eine Zunahme der »Exzentrizitit”, d.h. der Ab-
weichung von einer einfachen harmonischen Schwingung, mit zuneh-
mender relativer Amplitude erwarten, jedoch enthalt die Tafel keine
Andeutung hierauf. Wenn eine solche Tendenz vorhanden ist, - wird
sie wahrscheinlich durch die von HERTZSPRUNG bemerkte (S. 219, FuB-
note) viel stirker ausgeprégte Beziehung zwischen der Exzentrizitit und
der Periode verdeckt, 0 ‘ '

Die Amplitude § T, der Temperaturschwankung miiBte ferner auch der
beobachteten Anderung des Spektraltypus entsprechen. Der mittlere Wert
= 0,066 T, entspricht einer relativen Schwankung von 0,934 bis 1,066,
was einen Zuwachs von etwa vier Zehnteln einer Spektralklasse darstellt.
Die in unserer Tabelle angegebenen Schwankungen sind im allgemeinen
etwas groBer, jedoch héngt ihr Betrag in hohem MaBe von den der Zu-
ordnung der Spektraltypen zugrunde gelegten Charakteristiken ab, Bei
denin der Tabelle gegebenen Typen bildeten die Intensitéiten der Wasser-
stofflinien das wichtigste Kriterium, Apans und Joy haben gezeigt,
daB sich die Wasserstofflinien in den Cepheiden anomal verhalten, und
daB die allgemeineren spektralen Merkmale eine geringere Anderung des
Typus ergeben. Fiir neun Sterne fanden sie im Mittel eine Anderung
von sechs Zehnteln einer Spektralklasse aus den Wasserstofflinien und
von nur einem Zehntel aus den allgemeinen Charakteristiken 1. ‘

Adiabatische Schwingungen eines Sternes.

127. Wir werden jetzt die Theorie der Pulsation eines gasformigen
Sternes entwickeln. Die genaue Theorie der Anderungen der Temperatur
und der Dichte, unter Beriicksichtigung des Warmeflusses, fihrt zu
Differentialgleichungen vierter Ordnung, deren Behandlung gegen-
wartig unmdglich erscheint, Das Problem wird aber dadurch véreinfacht,

1 Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 4, S.131. - In ciner Spateren Arbeit (ibid, Bd, 13,
S.391, 1927) nehmen sie einc Differenz von vier Zehnteln einer Spektralklasse
zwischen Maximum und Minimum als endgiiltigen Wert an (wahrscheinlich auf
Grund ihrer cigenen Beobachtungen). Dics stimmt mit dem theoretischen Ergeb-
nis genau itberein, : . -
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daB, wegen der hohen Opazitit der Sternmaterie, die Schwingungen
im groBten Teile des Inneren eines Sternes adiabatisch erfolgen. Wir
fangen daher mit der Betrachtung der adiabatischen Schwingungen
einer Gaskugel an; nachtriglich kénnen wir dann den resultierenden
WiarmefluB berechnen und die Stelle im Sterne angeben, an der er so
stark wird, daB die adiabatische Niherung nicht mehr gerechtfertigt
“erscheint. I
Es seien P, g, T der Druck, die Dichte und die Temperatur in einem
Punkt, dessen Abstand vom Mittelpunkte des Sternes gleich ¢ ist, und
in dem die Schwerkraft den Wert g hat. Wir richten unser Augenmerk
auf ein bestimmtes materielles Teilchen, so daB & mit der Pulsation
schwanken wird. ~Wir bezeichnen mit &, P,, 9, usw. die ungestérten
Werte und setzen ferner
§l—Eg=108= &4 &; P—P,=0P=PyP, (127.1)

und analog fiir alle anderen Variablen. Wenn die Periode der Schwin-
gung 2 zx/n ist, werden &,, P, usw. einen Faktor cos#n? enthalten. Wir
beschrénken uns auf die Betrachtung kleiner Schwingungen und vernach-
lassigen das Quadrat der Amplitude.

Bei adiabatischen Anderungen sind Druck und Dichte eines be-
stimmten materiellen Teilchens durch die Beziehung

. Poco? _

verkniipft, wo p das ‘effektive Verhiltnis der spezifischen Wirmen be-
deutet (wobei die Materie und die in ihr eingeschlossene Strahlung als
ein System zu betrachten sind, da P den Gesamtdruck bezeichnet).
Es ist daher '

0P _ de
By 4 Qo
oder . .
P1 =70. : (127.21)

Die in der Kugelschale £ bis & + d& enthaltene Materie nimmt im
ungestorten Zustande die Schale &y bis &)+ d&, ein; wir haben daher,
indem wir die Massen gleichsetzen ' :

0&2dE= g, £2dE, . (127.22)
Durch logarithmische Differentiation folgt hieraus
So | .05 , doE
% +2§0 + dsto _0: V
so daB : :
; it ; a¢ =
91=—3§1_m(éo§1)=—3§1—§0,}é' (127.23)
Die gewshnliche Bewegungsgleichung lautet
1dP . gzt q
o @ T8 Gam ot
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Hieraus folgt mit Hilfe von (127.22)
' Sk I
20§38 d&, 5 SN

Nun ist aber g/&%* = Gif /&4, wo M die innerhalb des Radius & ein-
geschlossene Masse bezeichnet, die wihrend der Pulsation konstant bleibt :
es ist daher

O(e/69) =—4G M OEE} =—4g,&,/5; .
Daher wird (127.3)

1 . d
005; ‘FIE)(

L
Po-PoPy) =24 (24 )4,

-was wiederum alifgespaltet werden kann in die Gleichgewichtsformel

dP,
T =—tuto - (127.41)

und die Gleichung fiir die Abweichung von den Gleichgewichtswerten

d (P, P
T — o eyt ey, (127.42)
die sich unter Benutzung von (127.41) auf die Form reduzieren 1:Bt:
P 4Py PR 2 . 27.5
07E T8l L1=00(4gFn2E)E . (127.51)
Aus (127.21) und (127.23; folgt
¢
P =— 1), 127.52
=—7(36+4,53) (127.52)
Indem wir P, aus (127.51) und (127.52) eliminieren, erhalten wir
G X o = ‘Z_S!_l_{ﬁg_o_f’ 4 fi} =@ 9
asg ! & @Sy T 7 Py '\3 7’)55 »51—0’ (1H7.6)

wo
H=E80005[Py.

Die auf den Gleichgewichtszustand beziiglichen Werte, die in Glei-
chung (127.6) als Koeffizienten erscheinen, kénnen mit Hilfe von Ta-
belle 6 tabuliert werden?. Es kann leicht gezeigt werden, daB 1 (wel-
ches die Dimension einer reinen Zahl hat) durch

! Eine Hilfstafel, welche die Werte von # gibt, findet man in Monthly Notice:.
Bd. 79, s. 10.
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| )
o
(=]

gegeben wird, und daB
\ : 8 __ 1 ( 09 )
PO PO

ist, wo der Indexc die auf den Mittelpunkt des Sternes bezughchen
Werte bezeichnet.

/c

Es sei
2200 97
=" (.P.,>c’ (127.71)
a=3—4/y. (127.72)

Dann kann (127.6) in der Form geschrieben werden

- lt

&+ £+ (—2 — —‘;‘ )&,=0, (127.8)

wobei die Striche Differentiationen nach &, bedeuten.

128. Die Gleichung (127.8) muB numerisch gelost werden. Wir
miissen zuerst einen passenden Wert fiir die GroBe « ansetzen, die von
dem effektiven Verhiltnisse der spezifischen Wiirmen abhingt. Der
maximale Wert von «, der dem maximalen Werte y = 3 fiir einatomige
- Gase entspricht, 1st 0,6; der kleinste Wert von « ist 0 und entspricht
dem Werte y = 3, da fiir kleinere Werte von ¥ der Stern nicht mehr
stabil sein kann (§ 104).

Wir wollen als Beispiel den Fall « = 0,2 wihlen. Es miissen nun
verschiedene Werte von w2, d. h. verschiedene Perioden, probiert werden,
bis wir eine Lésung finden, die den Grenzbedingungen geniigt und daher
- eine mogliche freie Schwingung darstellt. Der erste Knoten (Ort kon-
stanten Druckes) der Grundschwingung muB in die Grenzfliche des
Sternes fallen. Wir fangen im Mittelpunkte mit einem willkiirlichen (der
Amplitude der Pulsation entsprechenden) Werte von &, an, den wir als
Einheit wahlen. Fiir £ muB augenscheinlich der Wert Null angesetzt
werden. Indem wir uns zunichst einer Reihenentwicklung bedicnen,
und zu einer Losung durch mechanische Quadraturen ubergehen sobald
die Reihe unbequem wird, berechnen wir &, &, &, fiir eine Reihe auf-
einanderfolgender Punkte. Tabelle 26 enthilt die Resultate der Rech-
nungen fir drei verschiedene Werte von w2, nimlich fir 0,055, 0,060,
0,065. Die hierbei benutzte Lingeneinheit ist 1/6,9 des Radius des
Sternes, so daB die Werte £, der ersten Kolonne den Werten z von
Tabelle 6 entsprechen.

Betrachten wir die Losung fiir w? = 0,060 etwas niher. Bei & = o
erhilt &) einen negativen Wert und nimmt rasch ab, so daB auch &
abnimmt und wahrscheinlich negativ wird, bevor die Begrenzung er-
reicht ist. Der Knoten wird durch die Beziehung 3&; + &, &; = 0 ge-
geben und wird wahrscheinlich auch innerhalb der Grenzfliche liegen;
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die Welle ist also etwas zu kurz, um auf den Stern zu passen. Wir ver-
lingern sie, indem wir 2 verkleinern. Der Versuch mit 2 = 0,055
zeigt uns, daB wir weit iiber das Ziel geschossen haben; & wichst
(so weit wir es verfolgen) immer schneller und schneller und die Welle
entzieht sich ganz unserer Kontrolle. Wenn wir o2 — 0,065 nehmen,
sehen wir, daB die Welle viel zu kurz ist, und daB ein Khoten sicher im
Inneren des Sternes liegen wird. Diese Resultate zeigen, daB die Losung
gegeniiber kleinen Anderungen von w? sehr empfindlich ist, so daB die
wahre Lésung nicht weit ab von ¢? — 0,060 liegen kann.

Tabelle 26,
ProbelSsungen fiir einen Pulsierenden Stern (x = 0,2).
£ = 0,055 ‘w? = 0,060 w? = 0,065
9 El 511 ; El” El | El, ‘: i El” El f &ll l 6] 7
0 1 0 0,0423 | 1 0 0,0413 | 1 0 l 0,0403
1 1,0218 | 0,0443 | 0504 1,0212 10,0431 | 0476 | 1,0206 0,0420 l 0448
1% [1,0345 | 0573 | 0538 1,0335 | 0554 | 03506 1,0325 | 0535 | 0474

1% 110505 | 0713 | 058510489 | 0685 | 054110474 | o5y | 0497
1% (10702 | 0867 | 0644 [1,0678 | 0825 | 058410654 0784 | 0524
2, | 10940 1037 | 0718 (1,093 | 0977 | 063¢]10867 | o910 0550
24 L1223 | 1227 | 0806 [1,1168 | 1142 | 068s|11114| 1030 057
2% L1556 | 1441 | 0912 (11475 | 1320 | 074411306 | 1309 0577
2% JLIM6 | 1685 | 1041(1,1829 | 1514 | 0804|1715 | 1316 0568
3, L2201 1965 | 1203112231 | 1723 | 0862 |1:2069 | 1yas 0529
34 1120321 2200 | 1407/1.2692 | 1945 | 001712456 | 160 0440
3% | L3551 | 2672 | 1676 [1,3208 | 2181 | 0968 12870 | 1097 0276
3% |14212 | 3135 | 2045 (1,3784 | 2497 | 0099 |13300 | 1735 —0014
4 1151221 3707 | 257114422 | 2678 | 0991

4% 11,6131 | 4442 | 3361 (155122 | 2019 | o927
4% 11,7349 | 5427 | 4621 [1,5879 | 3130 | o735
%1 — | — | — |16680 | 3266| 0239
5 — | — | — 17497 3233 [—0680

S

Es wird spiter gezeigt werden, daB die adiabatische Anniherung
in der Nihe der Oberfliche zusammenbricht, so daB strenge Grenzbe-
dingungen tiberhaupt nicht aufgestellt werden kénnten. Das ist aber
fiir uns ziemlich belanglos. Solange der Knoten im Inneren des Sterns
liegt (also da, wo die Néherung noch gilt), miissen wir die Welle immer
weiter verlingern; sobald wir sie aber etwas zu stark verlingert haben,
" dndert sich die Lésung in einer solchen Weise, daB iiberhaupt kein

Knoten zustande kommen kann. :

Es ergibt sich ferner, daB der Wert von w? fiir die Grundschwingung

ungefahr proportional zu o ist. Wir erhielten die folgenden Resultate

x=0,1 ®*=0,0315,
% =02  ®2=0,060,
%=0,6 = 0,156,

Wir kénnen mit ausreichender Genauigkeit setzen
' wi=3q. (128.1)
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Die vollstindige (von H. E. GREEN berechnete) Lésung fiir « = 0,1
ist in Tabelle 27 gegeben, in der auch die entsprechenden, nach ( 127.23)
berechneten Werte von g, enthalten sind. '

Tabelle 27. Loésung fiir einen pulsierenden Stern.
«=01, 0*=00315.

%o &1 : : & Y i
1 | 10108 0,0211 0,0225 3,0523
1% 10163 0268 0237 3,0824
1% 1,0238 0329 0219 | 31208
1% | 10328 0393 0263 31671
2 | 1043¢ 016l 0278 3,9294
v | losss | 0532 - 0293 3,2871
2% | 1om01 0607 030 3.3621
2% 1,0862 0686 0324 374473
3 11044 0769 0337 | 3530
3% | 11247 0855 0348 3.6520
3y 11472 0913 0353 37716
3% 11719 1031 0351 - 3,0024
1 11988 m7 | 0333 10432
4% | 12978 - 197 | 0291 41921
4% 1.2587 1260 0201 43431
4% 1.2008 1259 0017 | 44816
5 1.3231 12510 | —0367 45048

Effektives Verhiltnis der spezifischen Warmen.

129. Essei I' das Verhiltnis der spezifischen Wirmen des gegebenen
Materials. Die Strahlung verhilt sich so, als ob fiir sie das Verhiltnis der
spezifischen Wirmen gleich §— wire. Wir kénnen daher erwarten, da
in unserem Probleme, welches sich auf ein Gemisch von Materie und
Strahlung bezieht, der passende Wert von ¥ zwischen den Grenzen I
und § liegen wird. Wir wollen diesen Wert genauer untersuchen.

Wenn wir den Gesamtdruck in der Form

P=NoT+21aT* (N=%n) (129.11)

schreiben, ist die Energie in der Volumeneinheit

N
E = r—i¢ T+aTls, . . (129.12)

da die spezifische Warme c, der Materi¢ gleich N/(I'—1) ist.
Die Bedingung fiir adiabatische Anderungen des Volumens V ist
: S(EV)+PoV =0,
so daf q I
 O0E=—(E4P)oV|V=(E+P)dglo=(E +P)o,. (129.2)
Mit Hilfe von (129.11) und (129.12) folgt hieraus U
N ! 'N ey
reiaTo@tT) e TS Ti= (S0 Tt 5aTs)er (1203)
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oder, da NgyTy=BP,, laTj=(1—8p)P,
{1%—}-12(1—/3)}T1={,8+4(1—,8)}gl. (120.4)
Aus (129.11) folgt auch '
Pr=B(o,+T))+4(1—p) T,
=po+(4—387T,.
Daher ist nach (129.4)
P =yoq, (129.51)

wo
($—-38)2 (" —1)

7=t B g (120.52)
Dies kann auf die Form gebracht werden
C oy 1-3p ' A
== T¥RT=0a=pp" (129.6)
Wir haben ferner auch
7, = 4”_;3/; o (129.7)

Wenn wir in Analogie mit der gewdhnlichen Gleichung fiir Materie
_ohne Strahlung _ ’ |
Ti=(y'—1)g, | (129.75)
schreiben, dann ist .
P'=i=0—9IE—3p. as)

Hier bedeutet y das effektive Verhaltnis der spezifischen Wirmen
fiir die Druck-Dichte-Beziechung und " dasselbe fiir die Temperatur-
Dichte-Beziehung. Bei zunehmender Masse des Sternes und abnehmen-
dem f nihert sich y’ schneller dem Werte $alsy. Wenn wir einen durch
Pulsation komprimierten Stern betrachten, sind wir zunichst geneigt,
ithn mit einem Sterne zu vergleichen, der im Verlaufe seiner Entwicklung
eine langsame Kontraktion erfahren hat ; iIm letzteren Falle andert

Tabelle 28. Effektives Verhéil.tnis der spezifischen Warmen.

1—p Werte von ¢ Werte von (yoz)%
=8| =y | =y | P=1s | r=1; . I'=1;
0,20 Lao | 1467 | 151 | o418 | 0632 | 0730
30 1,398 1,443 ! 1,476 439 573 635
35 1,392 1433 | 1,462 421 | 546 621
10 1,387 | 1,423 | 1449 401 519 589
45 1,382 | 1,414 1,437 382 493 | 558
50 1,377 | 1,406 1,426 363|466 | 527 .
60 1,368 1,390 | 1,405 321 412 464
70 | 1359 ‘ 1375 | 1386 277 353 397
80 1,350 136l | 1,368 - 225 286 321
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sich aber T wie p¥, wihrend es sich im ersten Falle schneller indert.
Bei Sternen gréBerer Masse ist die Temperaturerhéhung nicht so be-
trichtlich, wie wir auf Grund des Wertes von ¥ (das fiir gewshnliche
Zwecke als das effektive Verhiltnis der spezifischen Wirmen betrachtet
werden darf} erwarten wiirden, weil die Temperaturinderung von ' ab-
hingt, welches kleiner ist. Tabelle 28 gibt die nach (129.6) berechneten
Werte von y fiir verschiedene Werte von I' und (1—f). Sie enthilt
auch die Werte von {ya)¥ = (3y — 4)%, die wir spiter brauchen werden.

Periode der Pulsation.

130. In der Gleichung (127.71) ist die Lingeneinheit gleich R/R’, wo
R der Radius des Sternes und R” = 6,901 ist. Um die Gleichung von
der Lingeneinheit unabhingig zu machen, schreiben wir sie in der

Form )
o= (8,3 1)

wodurch sie in bezug auf Dimensionen richtig wird, da w eine reine Zahl

sein soll.
Aus (55.41) und (55.42) erhalten wir fiir » = 3

@ _ ¢
PR 1635
Nach (57.3) ist aber
2 — GM R/\2 GJ‘I
= (Grg) . 162 _-cG( )
Daher ist »
g, RN 1
= ( R,) = .. (130.2)
Die Gleichung (130.1) kann also in der Form geschricben werden
=n*[aGyo,.
Da die Periode II gleich 2 /s ist und w? = 3% «, erhalten wir
10 4=z ’
1T 5= 5 (—;“y—a o (1303)

woraus sich ergibt o
1Ty, =25080 (ya)™*
_oder schlieflich, wenn IT in Tagen ausgedriickt ist
IT 9, = 0,200 (yo)~+. (130.4)

Der Faktor (}.wc)"’} kann sich von Cepheide zu Cepheide etwas
indern, weil er von (1 — B) und daher von der Masse abhingt; wir sehen
aber aus Tabelle 28, daB die Anderung ziemlich unbetrachthch ‘ist.

Daher muf I1 ] 0c genahert konstant sein. Die Werte von I 1 fir die .
18 Cepheiden sind in Tabelle 25 berechnet, und man sieht, daB sie in
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sehr befriedigender Weise tibereinstimmen. Die Werte miBten bei zu-
 nehmender Masse etwas wachsen; dies wird durch die Tabelle nicht
bestitigt, jedoch diirfen wir bei den Beobachtungsdaten die Genauig-
keit nicht erwarten, die nétig wire, um diesen Effekt zu zeigen. Es
sind" némlich mehrere mdgliche Fehlerquellen vorhanden, die beide
Enden der Tabelle verschieden beeinflussen kénnen, Eserscheint nicht
unwahrscheinlich, daB SwapLEYS Periodenhelligkeitsbeziehung den lang-
periodischen Cepheiden eine zu hohe Leuchtkraft zuschrejbtl, AuBer-
dem haben wir keinen Grund anzunehmen, daB [I” fiir die ganze Tabelle
genau den gleichen Wert hat,

Der Wert von y oder I'ist von FOWLER und GueGENHEDNM fiir meh-
rere typische Cepheiden auf Grund von physikalischen Daten be-
rechnet worden (§189). Leider héngt er ziemlich stark von der an-
genommenen chemischen Zusammensetzung ab. Es kommt nicht so
sehr darauf an, ob die Elemente tiberwiegend leicht oder schwer sind,
sondern darauf, ob eine bestimmte Gruppe von, sagen wir, 10 aufeinander-
folgenden'EIempnten, fiir welche die Bedingungen im Sterne kritisch
sind, reichlich- vertreten ist. Wir ziehen aus diesen Berechnungen den
SchluB, daB wenn keine besonderen Eigentiimlichkeiten der Zusammen-
setzung vorliegen, der Wert von I" nicht viel kleiner sein wird, als fiir
einatomlge Gase, und wir diirfen vielleicht den Wert 1,55 als den fiir
einen durchschnittlichen Stern wahrscheinlichsten Wert betrachten.

Fir 6 Cephei ist 1 —f = 0,45, und es ist, fiir I = 13,

(yo)¥=0,493.
Da ]/a = 0,165 ist (Tabelle 25), erhalten wir aus (130.4)
1T = 3,57 Tage,

durchaus befriedigende.

Wir kénnen tibrigens, auch ohne von einem bestimmten abgeschitzten
Werte von I' Gebrauch zu machen, die Periode mit derejnigen Genauig-
keit voraussagen, welche die anderen Daten verbiirgen. Fiir die Werte

T=14, 15,14, 13

haben wir (ya) — 0,558, 0,493, 0,382, 0,000, woraus sich fiir die ent- '

sprechenden Perioden die Werte ergeben,
II =315 357, 4,60, oo Tage.

Der Wert 3,15 T:ig'e ist entschieden eine untere’ Grenze; eine obere
‘Grenze ist zwar nicht vorhanden, aber - eine Periode betrichtlich

- 1 Monthly Notices Bd. 79, S. 21—22,
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iiber 4,6 Tage kann sich nur in dem Falle ergeben, wenn I' ganz un-
wahrscheinlich nahe mit. dem Werte- ¥ zusammenfillt. Wir haben
wenig Grund zu der Annahme, daf das Verhiltnis der spezifischen Wiar-
men fiir durchschnittliche Sternmaterie in der Nahe von § liegt; wir
miissen vielmehr aus den Rechnungen von FowLER den SchluB3 ziehen,
daB es fiir alle wahrscheinlichen Gemische ganz betrichtlich groBere
Werte hat Wenn wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB I'—§ zwischen
0 und g5 liegt, gleich einem Zehntel annehmen (weil sich der ganze mog-
liche Vamatlonsberelch von 0 bis 3 erstreckt), dann ergibt sich, daB
man 9 zu 1 wetten konnte, daB die Periode von 6 Cephei zwischen 3,15

und 7,78 Tagen liegen wird.

Um den Wert von I' zu finden, der den Beobachtungen am besten
entspricht, bilden wir einige Mittel\\erte fir die Sterne Nr.5—9
ist im Mittel 1 —p = 0,49, IT {o, = 0,85; daher ist (ya)% = 0,342,
I'—1,43. Die Mittelwerte fiir Nr, 10—14 sind: 1—8=0,41, IT {0, = 0,96;
daher (ya)? = 0,302, I' = 1,39. Wir konnen also I" = 1,40 als einen
passenden Wert annehmen.. Nach der in § 23 gegebenen Theorie be-
deutet dieser Wert, daB die innere Energie der Materie (Ionisationsenergie)
gleich £ der Translationsenergie (hauptsichlich Energie der freien Elek-
tronen) ist, oder vielmehr, da8 sich die innere Energie und die Trans-
lationsenergie mit der Temperatur in diesem Verhiltnisse dndern.
Dieses Resultat wird nur als Beispiel fiir die Anwendung der Prinzipien
angefiihrt, da die Genauigkeit der Beobachtungsdaten keineswegs aus-
reicht, um so weitgehende Schliisse aus der Bestimmung von I' zu
zichen.

In § 138 wird gezeigt werden, daB ein niedriger Wert von I" das Ein-
setzen von Cepheiden-Pulsationen wahrscheinlich begiinstigt. Wenn
das der Fall ist, miissen die Bedingungen in den Cepheiden notwendig
fiir die Ionisation irgendeines stark vertretenen Elementes, oder einer
Gruppe von Elementen, kritisch sein; es ist daher durchaus verniinftig,
daB wir aus den Cepheiden einen Wert I" = 1,40 finden, der niedriger
ist, als derjenige, den wir bei Sternen im allgemeinen fiir den wahrschein-
lichsten halten.

R. H. FowLER hat darauf hingewiesen, da8 im Lichte unserer mo--
dernen Kenntnisse iiber die Bedingungen bei hohen Temperaturen
die GroBe I' zu einer Fiktion geworden ist — wenn auch vielleicht zu
einer niitzlichen Fiktion. In der elementai’en Theorie der inneren Warme
eines Gases (§ 23) wird angenommen, dafl das Molekulargewicht korstant

“bleibt ; wenn aber die innere Wirmein Iomsat10nsenerg1ebesteht befindet
sich diese Annahme mit sich selbst im Widerspruche und die elementare
Theorie wird unanwendbar. ]eder Zuwachs der inneren Warme ist
mit der Befreiung eines neuen Elektrons verbunden und bedingt daher
eine Abnahme des Molekulargewichtes. In seinen Untersuchungen
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geht FOWLER unmittelbar auf die Bestimmung von y hinaus — daser als
den Exponenten im Gesetze Poc o7 definiert. Es Kann aber trotzdem
von Vorteil sein, die allgemeinen Vorstellungen von § 129 beizubehalten,
daB némlich der materielle Faktor (I'-%) durch immer stirkere Bei-
. mischung von Strahlung verwissert wird, wobei auch das Oszillations-
vermogen der Materie durch die Neutralitit der Strahlung verdiinnt
wird. So behilt I', das jetzt mittelst (129.6) definiert werden kann,
doch noch eine interessante gendherte Deutung,

Grenze der Pulsati'on.

131. Die Bedingung fiir einen Knoten oder Bereich stationiren

Druckes ist
' 0P = 108 =

In § 128 haben wir diese Beziehung in der Form P, = 0 angewandt, .
die vollkommen richtig ist, solange sich das. betrachtete Gebiet im
Inneren des Sternes befindet. Fiir einen an der Begrenzung liegenden
Knoten aber, in dem P, = 0ist, genligt schon, daB P, endlich bleibt ; und
in Wirklichkeit strebt bei einer freien Schwingung P; an der Begren-
zung nicht dem Werte Null zu. Nach (127.41) und (127.42) ist

UPPY o wth, |
ap, ——(++52) g, ©(13L1)

Da P, P, und P, an der Begrenzung gleich Null sind, folgt fiir einen
in einer geringen Tiefe unter der Begrenzung liegenden Punkt

18 JB n2 R :
pt=Pi=—(a4 - }é. (131.2)
Nun ist aber
ntR n2R3 42 3 3z Oc A
&o — G _F.4nGQm_ﬁzGQG 5_12’271 (131'3)‘

wegen (130.3) und nach Einfithrung des Wertes 0c/0m = 54,36.
Fiir die beiden Gruppen von CepheidenNr.5—9 und 10—14 hatten wir

(7 )* = 0,342 bzw. 0,302.
Dabher ist
2R 14 bawel,l,
20

Wenn wir diese Werte in (131.2) einsetzen, sehen wir, daB3 & an der Be-
grenzung zwischen — 3 P, und —1 P, liegt.

Da der Druck nicht negativ werden kann, darf R, den Wert 1 nicht
liberschreiten; es scheint daher auf den ersten Blick fiir den Wert von &
oder OR/R eine obere Grenze vom Betrage £ oder 1 zu bestehen. Der
beobachtete Wert von OR/R ist in § 126 zu 0,052 gefunden worden,
oder nach Anbringung einer Korrektion, zu 0,073. Diese Werte erreichen
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etwa die Hilfte des durch die Theorie nahegelegten Wertes, jedoch
konnte die Abweichung zur Not auch kleineren Mingeln der Theorie
zugeschrieben werden. Man kénnte leicht in die Versuchung kommen,
die Annahme zu machen, daB, wenn die inneren Bedingungen eines
Sternes geeignet sind, eine infinitesimale Stérung eine Pulsation hervor-
ruft, deren Amplitude so lange wichst, bis das Verschwinden des Druckes

ihrer weiteren Zunahme ein Ende setzt, und daf8 dic Amplituden bei
- den meisten Cepheiden durch diese Bedingung fixiert werden. Diese
SchluBfolgerung ist jedoch unrichtig?, weil Gleichung (131.2) auf der
Annahme beruht, daB das Quadrat der’ Amplitude vernachlissigt
werden darf, und diese Gleichung daher auf den FFall P; = 1 nicht an-
wendbar ist. Sie fiithrt nicht einmal zu einer ertriglichen Niherung.
Die Bedingung, daB P nicht negativ werden kann, 14Bt sich aber, ganz
unabhingig von (131.2) in folgender Weise véllig streng formulieren:
die maximale, nach innen gerichtete Beschleunigung muB kleiner als g sei.
Diese Bedingung tritt zur Zeit der groBten Ausdehnung des Sternes
in Titigkeit. Wenn die ,,Bahn’ beinahe kreisformig ist, nimmt die
Bedingung die Form an

nOR g < g[(1+ &)
oder unter Benutzung des obenstehenden Wertes von 7% R/g,
OR/R<0,6 bzw. 08.

Bei elliptischen Bahnen kann die Beschleunigung aus der beobachteten
Geschwindigkeitskurve direkt entnommen werden; die Grenze ist in
diesem Falle etwas hoher, weil es sich erweist, daB die nach innen ge-
.tichtete Beschleunigung kleiner ist, als die nach auBen gerichtete. -Es
ist klar, daB das Verschwinden des Druckes keineswegs die Bedingung
darstellt, welche bei den wirklichen Cepheiden der Amplitude eine
Grenze setzt.

Zerstreuung der Energie.

132. Der nach auBen gerichtete StrahlungsfluB durch eine Kugel-
oberfliche vom Radius & ist
F=47Z§2H=—-—-3‘k?- ‘zg‘{
dactidTi

=— =iy 29
Sho kA5, wegen (127.22).

Nach Jogarithmischer Differentiation ergibt sich hieraus, wenn wir
E =F, + F, F, usw. schreiben:

4d (T4 T.
Fy=—h 46+ 250500, (132.1)

! Den Hinweis auf diesen FehlschluB, der in der englischen  Ausgabe ent-
Lalten ist, verdanke ich Dr. J. Woltjer.
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Nach (127.21) und (129.75) ist

Py=qTy, (132.21)
wo . :
n=y[(y—1). (132.22)
- Esist daher '
d(TdTu)_d(PoQ*id(Po_P__)____l_ n24,
INGT; s T q 4P, — 7,(4+ % )51
wegen (131.1). Hiermit wird _
i 2 e }
F,= k1.+4§1{1 4+ —e)), (132.3)
Andererseits haben wir aus dem Absorptionsgesetze £ oc o/T%
ky = a—3iT,=—0g, (132.41)
wo
Q=1 —1)—1. (132.42)

Man beachte, daB @ positiv und groBer als 3 ist.

Es sei dQ/dt der Wirmegewinn der Masseneinheit in der Zeiteinhejt

in einer zwischen & und & -+ d& enthaltenen Schale, der durch den
Transport mittelst Strahlung bedingt wird. Dann ist
49 d(F+FyFy)
L@t dmg ErdE,
S ¢F,__F, aF
T tme TR e
- Der stationére Teil des auf der rechten Seite stehenden Ausdruckes
mul durch die in der Zeiteinheit innerhalb der Schale erfolgende Be-
freiung von subatomarer Energie ¢ kompensiert werden. Es ist daher
dQ : 1 - s R E:
W=—s(1+F1)—3,5,,,§—0,,todT:ol, (132.5)
WO ¢, und g,, Mittelwerte fiir das innerhalb von & liegende Gebiet sind,
so daB &m=Fol§7 o, & ist. ' i
133. Zur numerischen Diskussion der Gleichung (132.5) werden wir
uns der Berechnungen von Tabelle 27 bedienen, welche den Werten
o=20,1,y = 1,380 entsprechen. Wir nehmen 1—p8 = 0,385 an, was einer
Cepheide mit einer Periode von etwa 4 Tagen entspricht. Dann sind
vy '=1355 7=3,90 0=0,24 e =73
Nach (131.3) ist daher an der Begrenzung 2% /g, gleich 1,71, und
der Wert dieser GréBe in anderen Punkten wird leicht aus Tabelle 6
gefunden, da sie umgekehrt proportional zu der mittleren Dichte der
innerhalb &, eingeschlossenen Masse ist. Wenn o das Verhiltnis der
mittleren Dichte des Sternes zu der mittleren Dichte der innerhalb
&, liegenden Masse bezeichnet, nimmt (132.3) die Form an
F, = 0,240, — (0,10 + 1,750) &, . (133.1)
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Mit Hilfe der Tabelle 27 werden nachfolgende Werte erhalten -

. 1

F reacliil iy MRl Summe
Eo ! 1 v f 3 . CO d&o
0 | — 0,85 (¥ 0,00 — 0,85
1 i — 0,87 — 0,02 . — 0,89
2 . —0,96 — 0,14 — L10
3 [ — 1,16 — 1,05 — 221
4 [ — 1,52 , — 628 | — 17,80
5 ! — 2,12 [ — 46 | — 48

Hier ist die Einheit der Amplitude gleich derjenigen von &; im
Mittelpunkt des Sterns, die ihrerseits ungefihr gleich 0,7 der Ampli-
tude von &, an der Begrenzung ist, also 0,7 d R/R.

"Wenn wir die Anderung von & im Inneren des Sternes vernach-
lassigen, so daB e,, = ¢ ist, gibt die letzte. Kolonne die Werte von
— dQ/edt nach (132.5). Esist z. B. bei &, = 3

92210072 feonst. . (332

Dieser periodische Warmegewinn und -verlust wird bei der adiaba-
tischen Niherung vernachlissigt, und wir sind nun in der Lage zu zeigen,
daB diese Niherung berechtigt war. Wihrend der halben Periode, also
etwa zwei Tagen, erfahrt das Gebiet bei &, = 3 eine mittlere Warme-
zufuhr von etwa 2 36 & in der Zeiteinheit (wenn wir 0R/R etwa gleich
0,05 annehmen), was der Zufuhr wihrend ;% Tages bei der Ergiebigkeit ¢
entspricht. Die gesamte, in einer Cepheide enthaltene Wirme stellt
einen Vorrat an Strahlung fiir etwa 100000 Jahre dar. Die wihrend
der halben Periode gewonnene Wirme verhilt sich also zu der bereits
vorhandenen Wirme wie 1 Tag zu 100000 Jahren. Erstere wird wihrend
der zweiten Hilfte der Periode wieder verloren. Das Resultat ist eine
Temperaturschwankung von der Amplitude von etwa 0,01°. Diese
Schwankung iiberlagert sich natiirlich der durch die adiabatische
Kompression und Dilatation bedingten Hauptschwankung der Tem-
peratur, die eine Amplitude von rund einer halben Million Grad besitzt
und eine gegen diese um 90° verschobene Phase hat. Es ist klar, daB wir
zu der Annahme berechtigt sind, daB der durch ,,Leckage’* hervorge-
rufene Effekt in dem iiberwiegenden Teile des Sternes verschwindend
ist. Wir sehen, daB die adiabatische Niherung fiir Cepheiden sogar
betrichtlich genauer ist als fiir gewohnliche Schallwellen.

Das negative Vorzeichen von F, zeigt, daB der Wirmeflu die gréBte
Intensitdt hat, wenn &, seinen kleinsten Wert erreicht, d. h. im Augen-
blicke gréBter Kompression. Das positive Vorzeichen von dQ/d¢ zeigt,
daB ein beliebig herausgegriffenes Gebiet die groBte Menge von Wirme
zu einer Zeit gewinnt, in der es die groBte Ausdehnung hat, d. h. wenn
es.am kiihlsten ist. Es ist sehr beachtenswert, daB das negative Vor-
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zeichen von F, von beiden Termen in (133.1) herriihrt; der gesteigerte
FluB bei groBter Kompression wird zum Teil durch die verringerte Opa-
zitdt bedingt, er wiirde aber auch in dem Falle eine gewisse Steigerung
erfahren, wenn die Opazitit konstant bliebe.

- Es wird in der Nihe der Begrenzung des Sternes ein Gebiet geben,
in dem die adiabatische Niherung nicht mehr zuldssig ist; der Wirme-
gehalt ist hier klein und die »Leckage' gewinnt eine verhéltnismiBig
groBe Bedeutung. '

Nach der Begrenzung zu tiberwiegt der zweite Term in (132.5) immer
mehr, so daB

N TS B (133.3)

wird. :
Wir haben die GréBe F, bis zu dem Werte & = 5 tabuliert, Es ist
nicht leicht, ihren weiteren Verlauf zu verfolgen; da wir aber wissen, daf3
an der Begrenzung ein Knoten liegen muB, brauchen wir ein abnormes _
Anwachsen nicht zu befiirchten. Der Maximalwert von — dF,[d&, ist

wahrscheinlich ungefihr gleich 1, in Einheiten des Mittelpunktswertes

von &, oder etwa 0,05 in absoluter Amplitude. Der Wairmegewinn pro
Volumeneinheit und Sekunde kann mithin den Wert erreichen

0o i—? = 215 H, cos ni= % acT; (R'/R) cos nt,
wobei die Einfiihrung des Faktors R/R den Zweck hat, die Lingen-
einheit in 1 cm zu verwandeln. Da R/cR’ etwa gleich 10 Sekunden ist,
haben wir :

d
90%?:8% aT; cosnt.

Die in einem cm3 wihrend der halben Periode (2 Tage) aufgespei-
cherte Wirme ist daher 200 aT;. Der normale Wirmegehalt eines
cm?® ist etwas gréBer als q T4, sagen wir 2 aT4. Die Amplitude T, ist
etwa gleich 0,08. Hieraus folgt, daB die durch »Leckage* hervorge-
rufene Wiérmeschwankung der durch adiabatische Pulsation hervor-
gerufenen Wiirmeschwankung ungefahr gleich wird, wenn T — o0,
In dem Gebiet, in dem T < 5 T, ist, versagt die adiabatische Niherung
génzlich. .

134. Die im vorhergehenden Paragraphen bestimmte kleine Wirme-
leckage wird die Pulsationsenergie allmihlich aufzehren, wenn ihr kein
kompensierender Faktor entgegenwirkt. Wir wollen die Geschwindig-
keit des Verfalls grob abschitzen.,
~ Nehmen wir an, daB die Pulsation im betrachteten Gebiete durch
Zufuhr mechanischer Arbeit 1§ aufrechterhalten wird, so daB wir, nach
dem Prinzipe der Erhaltung der Energie, fiir cine beliebige Anzahl von
Zyklen die Gleichung haben Tl

W4 fdo=o. (134.1)
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Wenn wir hierin einen unserer Ausdriicke fiir d—?— einsetzen, wie

z.B. (133. 2) erhalten wir nur IV =0 bis zu kleinen GréBen erster Ord-
nung. Wir miissen daher einen Ausdruck gewinnen, der uns die Maog-
lichkeit gibt W bis auf GroéBen zweiter Ordnung zu berechnen. Da
der Zustand stationir ist, muB die Anderung der Entropie der Materie
fiir vollstindige Zyklen gleich Null sein, so daB

[F=0 | )

oder, da
Ty ol e O1T5) L gl (2]
T T, T3 T, 1,
Jagu—1)=o.
Wir erhalten somit ]

Wg;-fT d0=0. (134.2)

Da uns T, und 4@ bis zu den von der ersten Potenz der Amplitude
abhangenden Gliedern genau bekannt sind, kénnen wir nunmehr W
bis zu dem in der Amplitude quadratischen Gliede genau berechnen.

Wir wollen die Werte fiir & =3 als typisch fiir die durchschnitt-
lichen Verhiltnisse im Sterne betrachten. Allerdings befinden sich
weniger als 20 % der Gesamtmasse auBerhalb &, = 3; da aber die Zer-
streuung pro Masseneinheit in den duBeren Teilen sehr schnell zunimmt,
wird das Resultat trotzdem wohl als charakteristisch angesehen werden
diirfen. Indem wir den Mittelpunktswert der Amplitude & durch [£,],
bezeichnen, so daB genihert

[£,].=0,70R[R
ist, haben wir, nach (133.2), fiir £, = 3

. . | :
20 296, cosnt, (134.25)
T, = (y'—1) g, = —0,355 - 3,54 [&,], cos nt,
so daB :
a0 4
Ty 7=—138¢[§]2 (1+ cos2nt)
wird, ' '
Hieraus folgt fiir I (pro Gramm und Sekunde) :
W = 1,38¢ [£]2 " (134.3)
und die Energ1ezerstreuung pro Zeiteinheit durch den ganzen Stern ist
138[E] L. . (134. 4).
Die kinetische Energie der Pulsation ist pro Gramm - '
| 1,8

Eddington, Aufbau der Sterne. 16
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Durch eine rohe Quadratur finden wir fiir den geniherten Mittel-
wert dieser GroBe zur Zeit der groBten Geschwindigkeit etwa

: Wt R4,
so daB die ganze mechanische Pulsationsenergie des Sternes gleich

L n2R2MIE): ‘ (134.5)
st. Aus (134.4) und (134.5) ergibt sich fiir die Verfallszeit
' ot ReL. (134.6)

Fiir 0 Cephei erhalten wir die nachfolgenden numerischen Resultatel,
Wir haben .
[El]c = 0,05

M=1,75-10%gr
L =2,80-10% erg sec™!

e=L[M = 160 erg gr-* sec™1
Negative potentielle Energie £ — 8,65-1014 erg grt -
Warmegehalt K+H (I'=1,55)* =6,75-10% erg gr-t
- A = 134000 jahr. Vorrat an Strahlung
Mechanische Pulsationsenergie =1,3.10" erg grt
Zerstreuung der mechan. Energie = 0,5 erg gr ! sec™!
Zeit des Verfalls = 8000 Jahre.

Aufrechterhaltung der Pulsation.

135. Esist zuweilen angenommen worden, daB Pulsationen nur durch
irgendein besonderes Ereignis— wie etwa die Anniherung eines anderen
Sternes — hervorgerufen werden kénnen. Das hiufige Vorkommen

- von Cepheiden in den Sternhaufen, in denen sich die Sterne in gréBerer
Nihe zueinander befinden, konnte als eine zugunsten dieser Auffassung
sprechende Tatsache betrachtet werden. Wir sehen aber, daB eine auf
diese Weise entstandene Pulsation in etwa 8000 Jahren wieder auflssen
wiirde. Nach unseren modernen Anschauungen ist dies ein so kurzer
Abschnitt im Leben eines Sternes, daB wir nur in sehr seltenen Fillen
einen in diesem Zustande befindlichen Stern sehen miiBten. Auf Grund
dieser Hypothese diirfte die beobachtete Haufigkeit des Auftretens
von Cepheiden kaum zu erkliren sein. '

Die andere Alternative besteht in der Annahme, ‘daB im Inneren
eines Sternes gewisse Ursachen wirken, die eine Pulsation zu verstirken

1 Die Werte von « und B, von denen (134.3) abhingt, passen nur genihert
auf ¢ Cephei; die Formel soll aber nur die GréBenordnung des Effektes angeben.
Wabhrscheinlich stellt die Verwendung eines mittleren Wertes fiir ¢ die grobste
Ungenauigkeit dar.

* Hier wird fiurl" ein verhaltnismaBig hoher Wert angenommen, weil der
niedrige fiir die Pulsationen verwendete Wert nur fiir differentielle Anderungen -
- des Wirmegehaltes bei der Temperatur der Cepheiden gilt.
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und aufrechtzuerhalten imstande sind. Wenn diese Ursachen einen
stirkeren EinfluB gewinnen, als die oben besprochenen zerstreuenden
Ursachen, muB jede vorhandene infinitesimale Pulsation so lange zu-
nehmen, bis sie entweder die in § 131 erklirte natiirliche Grenze erreicht,
oder bis sie eine Amplitude erhilt, fiir die die hemmenden Krifte den
fordernden das Gleichgewicht halten. Wir sahen oben, daB erstere
Grenze von der Amplitude nicht erreicht wird; der 