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Y9 PREFACE

Le présent Ouvrage est le développement des lecons que je
consacre chaque année, pendant un semestre, depuis 1912, a
I'enseignement de la Mécanique céleste. J’ai pleine conscience
de la témérité de mon entreprise, venant apres les travaux de
F. Tisserand et de H. Poincaré : il m’a paru cependant qu'il y
avait encore place pour un Ouvrage, intermédiaire en-quelque
sorte entre le Traité de Tisserand et les profondes recherches
de Poincaré, dans lequel seraient exposées de la fagon la plus
simple, mais en méme temps la plus compléte, les solutions
pratigues que donne 1I’Astronomie aux problémes réels de la
Mécanique céleste. C'est un tel Livre que j'ai tenté d’écrire,
m’adressant aux astronomes praticiens, et plus précisément
encore aux astronomes- calculateurs; et, pour faciliter leur
tache, je me suis attaché presque exclusivement a développer,
avec tous les détails nécessaires, les méthodes qui conduisent
aux calculs les plus simples et les plus stirs, en les illustrant
toujours par des exemples numériques empruntés a la réalité.

Je me suis borné 4 ’étude de quelques problémes fondamen-
taux ; mais, parmi eux, j’ai compris ceux qui font I'objet de ce
que I'on appelle souvent ailleurs I’ Astronomie théorique, c’est-a-
dire ceux qui se posent & 'occasion de la théorie de la détermi-
nation des orbites des petites planétes et des cométes; ils appar-
tiennent vraiment en effet au domaine de la Mécanique céleste,
comme je l'envisage ici, et on les rencontre trop fréquemment
pour qu'il m'ait été possible de ne pas les traiter complétement.
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En aucun cas, je ne me suis cru obligé de présenter les solu-
tions des problémes sous la forme méme qui leur a été donnée
par leurs premiers auteurs : mais j’ai pris la liberté de les
modifier toutes les fois qu’'une amélioration me semblait en
résulter; et comme il s’agit d’'un Ouvrage didactique, j'ai
constamment dirigé mes efforts vers une exposition systéma-
tique, malgré la diversité des méthodes imposée par la diversité
des circonstances.

L’Ouvrage comprend deux Volumes, et est divisé en six
Livres d’étendue trés inégale. Dans le premier Livre, je définis
les problémes & étudier, et J'expose les principes généranx qui
doivent conduire & leur solution; le second est consacré a I'étude
pratique compléte du mouvement képlérien et de ses perturba-
tions. On trouvera dans le Livre 111 la théorie des planétes,
c’est-a-dire I'étude analytique générale des perturbations, lors-
qu'elles sont développables sous la’ forme simple qui convient
en particulier dans le cas des grosses planétes.

Les Livres IV, V, VI contiennent respectivement la théorie
de la Lune, celle du mouvement de la Terre et de la Lune
autour de leur centre de gravité, et enfin, la théorie des anciens
satellites de Jupiter. :

M. A. Lambert a bien voulu m’aider dans la révision des
épreuves : je suis heureux de lui dire ici toute ma reconnaijs-
‘sance. Je dois aussi mes meilleurs remerciements 4 la maison
Gauthier-Villars, dont les soins ont assuré la parfaite exécution

typographique de cet Ouvrage.

H. ANDOYER.
8 décembre 1922
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LES PROBLEMES GENERAUX DE LA MECANIQUE CELESTE.

CHAPITRE L

DEFINITION ET REDUCTION DES PROBLEMES GENERAUX
DE LA MECANIQUE CELESTE.

1. La Mécanique céleste est formée, d’aprés Laplace, « par en -
semble des théories qui embrassent tous les résultats de la gravitation
universelle sur U'équilibre et sur les mouvements des corps solides et
fluides qui composent le systéme solaire et les systémes semblables
répandus dans I'immensité des cieux ». Dans ce domaine singuliére-
ment vaste, et qui va s'élargissant chaque jour, on peut distinguer
bien des parties : celle qui forme I'objet du présent Ouvrage est
strictement limitée a 1'étude analytique élémentaire des principaux
phénomeénes que nous pouvons observer dans les mouvements des
astres du systéme solaire; et ¢’est du point de vue astronomique que
les problémes y sont envisagés. En particulier, on regardera comme
connues les données numériques de ces problémes.

Suivant encore I'expression de Laplace, « I’Astronomie, considérée *
de la maniére la plus générale, est un grand probléeme de Méca-
nique ». Cependant, il est manifeste, pour bien des raisons intuitives,
que les problemes réels de la Mécanmique céleste échappent a Uana-

ANDOYER 4



2 CHAPITRE 1.

Lyse dans leur ensemble ; nous sommes obligés de leur substituer des
problémes aussi voisins que possible, mais susceptibles d’étre traités
suivant les principes de la Mécanique rationnelle. On arrive a ce
résultat grace aune série d’hypothéses; la premiére consiste a regarder
les corps célestes comme composés de points matériels formant des
systémes isolés dans I’espace, dont les dimensions sont petites par
rapport a leurs distances : les mouvements de ces systemes sont déter-
minés par leurs attractions mutuelles, suivant la loi de Newton.

2. Envisageons deux tels systémes S et ', composés respectivement
de points matériels P et P/ dont les masses sont m et m'. Nous devons
tout d’abord étudier le potentiel d’attraction de ces deux systémes,
c’est-a-dire, d’une facon précise, la fonction

U =2 f"il’ ’
])l)'
ou f désigne le coefficient d’attraction, et on la sommation est élendue
a tous les points P et P’ des deux syslémes.

Soient O et O’ les centres de gravité des deux systémes, dont les
pomnts seront rapportés respectivement a deux triédres d’axes de
coordonnées rectangulaires, paralléles, Oz s, O'2'y'z!, ayant pour
origines O et O, et dont les axes Oz, O'2' coincident aveec Q0. 11
sera d’ailleurs entendu une fois pour toutes que les systémes d’axes
de coordonnées rectilignes dont nous ferons usage, soit dans le plan,

soit dans I'espace, seront toujours rectangulaires.

Soient z, y, z les coordonnées de P; 2!, y', 2 celles de P'; 1 la
distance OO'. On a

—
PP =(r+a'—a)+ (y'—y)2+ (s — 3)?
=r2—aPr+ Q2
en faisant
Pt
D= )y —y' P (s — o'

de sorte que

12

N
"

it

el
TaIND St B =g 2
U ey D g o

On sait que I'expression

(t— 20t + 2y

5



DEFINITION ET REDUCTION DES PROBLEMES DE LA MECANIQUE CELESTE. 3

ot ¢ est une quantité réelle, se développe, sous les conditions

|w|<"1, [¢|Z1, en série convergente de la forme

I+ wX—+ 02X+ 03X+ ..,

les X, étant les fonctions de ¢ connues'sous le nom de polynomes de

Legendre.
L’application de la formule du binome a I'expression considérée

donne immédiatement
=
(l—zwt—e—wﬁ)‘%:x-&-v 1'3':)"f('2p_') wt——ﬁ 5
el (230 0P, 2
1
et par suite
: 1.3.5...(an —1)
<\1L: 7
; BB o
11(/1—l)(n—2)(11,—3)“_‘_”.]’

> | = IL(II,—I) 2
YN — 1) 2.4.(2n—1)(2n—3)

de sorte qu'en particulier
i) 5 3 i 5
Xi—t Ny= —12— -, Xy= —83— —1¢,
2 2 J 2
35 15 3 63 35 15
Xy= ——gh— g2 — Xy= — 13— — 3+ — t,
= : ~ s= ot 7 ¢

Ces valeurs, écrites une fois pour toutes, nous seront plusieurs

fois utiles.
Revenant a U, on voit que I'on est ramené au développement pré-
) B e
—; les conditions de convergence sont

cédent en faisant w = =, (= —;
i Q
vérifiées, car on a manifestement P2<Q2, et de plus Q < r, puisque

les dimensions des systémes sont petites par rapport a leur distance.

On peut donc écrire U sous la forme d’une série

in— Uo—l— ‘ji—f— Ug+ U3+.--,

en faisant
P
Ug= = mm'.
-

et généralement
> ; Y " -—[)
W=t 27 Sl (Q)’

5 g P
et 'on voit que OrX, \Q) est un polynome homogéne de degré n

en P et Q, ne contenant que les puissances paires de Q.



4 CHAPITRE 1.

Désignons par M et M’ les masses totales des deux systemes, el

1 o’ ' ‘tions quelconques ne dépen-
observons que si® et o sont deux fonctions q | I

S O =T r Ao ] a
dant 1'especl.1vemenl que de ZT,),=%s et-x, ), &, 0n

N i N D “-/(\‘ m'e );
‘\Hmm P9 _(‘_‘1}19) s

rappelons de plus que O et O’ étant les centres de gravité des denx
systémes, on a les relations

'

~ ~ y
N mr =3 my =N msz =\,‘ maz=9 m',)"=\ m's' = o.

On a par suite immédiatement
o= w
et comme le coefficient de ]—/2 dans U, est Em m' P, il vient ensuite
Uy=o.
Le coefficient de ,iz dans U, est

I \! L4 ) .- ™y 9
—\ mm'(3P2— Q2),
D el

c’est-a-dire, en n’écrivant pas les termes qui conduisent évidemment
a des sommes nulles.

5 24 32 y'2 . 3’2
N ,nm,(zg__ 2 Sty z )’
e 2 AT B

ou encore ;
M E m [rf + ¥ g2 %(},2 e )]

’ ; 3 s . 3 re 'y ;
-+ MZm [7x-’+y-+52——;(y2+z-)J.
Si donc G et G’ sont les moments d’inertie des
par rapport a leurs centres de gravité O et O/,
d’inertie par rapport a 1

deux systemes S et S’
H et H' leurs moments
a droite OO’ qui joint ces centres, on a

; M’ :

Uas S0 <G- % H) o ™ /G'—-— 3 H').

rs 73 >

\

Soient encore w5501, 0z, o anas principaux d’inertie du



DEFINITION ET REDUCTION DES PROBLEMES DE LA MECANIQUE CELESTE. 5
systéme S par rapport a son centre de gravité O, et appelons comme
d’habitude A, B, C les moments d'inertie correspondqnts tandis
que a, 3, v sont les cosinus directeurs de OO’ par rapport a ces nou-
veaux axes; et introduisons les mémes notations accentuées relative-

ment au systéme S’. On a

G=:(A-+B-C), H=Ax+BgrCy

n’oubliant pas que

=1

o2 = B2 =

il vient pour U, cette nouvelle forme

o ST e O

7P
I\ G )I j’ 0 ’ / r+ Br

s _f_\‘_l [a'a(B_'_ i A,) + B2 <(_"“_’\ 2 ]J,’) + ' (A__ £ c)] ;
I 2 2 =

ou encore, en détruisant la symétrie et faisant jouer un role spécial

1l

aux moments C et €/,
S
4r?

M ;
M e A By (1— 3y 3(B—A) (22— §2)].

473

2]

o

U= (20 —A —B)a—3y2)+3(B—A)(az2 —

On peut continuer dans la méme voie le calcul des U, ; mais leurs
expressions se compliquent rapidement. Il nous suffira pour I'instant

de constater d'une facon générale que le coefficient de —f dans U,

741

est une somme de termes de la forme £ KK’, ou £ dcmgne un coeffi-
cient numérique, tandis que les K et K’ sont des quantités dépen-
dant de la constitution des deux systémes, et telles que I'on ait par
exemple

- Y Q) A
K .—_Z maxP yia", K':z miaP T

les exposants p, ¢, 7, p', ¢', r' étant des entiers positifs ou nuls dont
la somme est n. :

Ceci subsiste d’ailleurs entiérement, siles points des deux systémes
sont rapportés a d’autres axes ayant toujours pour origines les centres
de gravité O et O/, les coefficients & devenant alors des fonctions des
cosinus des angles que font les nouveaux axes entre eux et avec 00'.
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3. Le point important est de pouvoir estimer I'ordre de grandeur
relative des différents termes de la série U, —+ U, +Us+ ..., qu
représente le potenuel d’attraction U. Nous savons d’abord que les
dimensions des systéemes S et S’ sont petites par rapporl a leur dis-
tance, c’est-a-dire, suivant le langage astronomique, que les paral-
laxes mutuelles des deux systémes sont petites, el il est évident que

le quotient Irj—” est de l'ordre n par rapport a ces parallaxes.
0

Mais la convergence de la série U sTaugmente beaucoup si I'on fait
de nouvelles hypothéses, généralement voisines de la réalité quand
les systémes S et S’ représentent des corps célestes. En premier lien,
il est manifeste que les U, d'indice impair sont nuls si les systémes
sont constitués symétriquement par rapport a leurs centres de gravité,
car alors les sommes K pour lesquelles p 4 ¢ -7 est un nombre
impair sont nulles : si cette condition, sans étre vérifiée rigoureuse-
ment, est du moins prés de I’étre, on voit que les U, d’indice impair
acquiérent un nouveau facteur trés petit.

En second lieu, il est bien connu que si les systémes S et S’ élaient
constitués par des couches sphériques homogénes, la fonction U se
réduirait & son premier terme U, de sorte que les U, s’annuleraient
tous, ainsi qu’on le constate immédiatement sur Uy, qui disparait
quand on a A =B =, A’=B' = C’. Si comme la précédente, cette
hypothése, sans étre vérifiée rigoureusement, est du moins preés de
I'étre, nous voyons que les U, d’indice pair acquiérent eux-meémes un
nouveau facteur petit, qui est pour U, par exemple, de l'ordre des
différences des moments d’inertie pour chaque systéme.

Ce résultat peut étre précisé davantage, si 'on suppose encore que
les systéemes S et S' sont constitués par des couches homogénes
ellipsoidales, concentriques et coaxiales, voisines de la forme sphe-
rique : et c’est la sans doute, au moins d’une facon trés approchée, le
cas du Soleil, des planétes et de leurs satellites, ainsi qu’il résulte de
la théorie de la figure des corps célestes. Nous allons voir en effet que,
dans ces conditions, les U, d’indice pair sont de I'ordre ;—1 par rapport
L e:(cel.ltricités des sections principales des couches; quant aux U,
d’indice impair, ils sont nuls, d’aprés ce qui a été dit plus haut. Ces

résultats seront par suite trés voisins de la réalité quand 1l s’agira des
astres réels qui viennent d’étre cités.

Pour démontrer la proposition relative aux U, d’indice pair,
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observons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas d’ellipsoides
homogeénes : car si elle est alors vérifiée, elle restera vraie pour deux
couches ellipsoidales, et par suite pour nos deux systémes.

Rapportons les ellipsoides a leurs axes de symétrie : les quantités K
et K/ envisagées ci-dessus sont faciles a calculer. Désignons par a, b, ¢
les demi-axes de S, et par M sa masse totale, de sorte que sa densité
aM
4rabe
ellipsoide S'.

Les pomts de S sont représentés par

est ; les mémes notations accentuées conviendront au second

o = apcosf cosi,

¥ =bpcosB sink,

& — ¢p sin'f,
v ¥

;\al‘iantdeoéx,ﬁde—;—“aﬁ—'_—;, Adeoaar.

La masse m de la molécule correspondante est alors

Z—I\g p2cos B do df di,

et 'on a
1
N 3M .
K => maxPy1s"= arbicr oPHq+r+2 de
s 4w VGaAN :

7

i
><Jf cosP+7+1Bsin" (3 df
R
)

]2

2%

Exf cosPh sin? A dh,
0

les exposants p, ¢, r, étant nécessairement tous pairs, si K n’est pas
nul.
Les formules élémentaires d'intégration donnent
ey pr ) IeaRa3is  ve g se . 3355 = (r = a)]

K — Mapbror Lt : : A
s Ay S L R U

les produits qui prennent une forme illusoire, quand I'un des nombres
P2 ¢> r ou leur somme s’annule, étant remplacés par I'unité.
On voit par la que, si n est pair, U, se présente sous la forme d’un
P que, )

polynome homogéne de degré - par rapport a aZib? et ia 2N b o2
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derniére hypothése sera toujours conservée dans la suite, quand nous
parlerons du mouvement d’un point matériel, a moins d'indication
contraire.

Ce qui nous intéresse, c’est uniquement le mouvement relatif des
planétes et des comeétes par rapport au Soleil. Faisons done

X Xy Y,— Yo=yp, Lp—2Zy= 3,

de sorte que z,, ¥p, 5, sont les coordonnées relatives de M, par rap-
port au Soleil M, (st 'on confond dans le langage le Soleil avec son
centre de gravité), les axes ayant des directions fixes dans I'espace.
§ubstituant les Zps Vps Spaux Xy Y, Zyy, 1l est bién clair que,
d’apres la composition des U;;, les coordonnées Xos Yo, Y, se trou-
veront ¢liminées, elles aussi, puisque X, — X, par exemple ne différe
pas de z, — Lz
Nous ferons éncore, pour correspondre aux nouvelles coordon-
nées,
ry=3+ y3v 23,

rpry COs H,,,, = ZpTg-YpYg—+ Sp3q,

de sorte que 7, est la distance MM, et que H,, est I'angle des vec-
teurs MyM,, M, M,.

On a
G, S G gy P) g ~ !
AT AR s T (f s Oapt- 3 fng Uy )
(/ 4
¢ U o U
9%, JmpUq ‘i/_‘f””l 0g );
. . 7 s
or, il est manifeste que
. ')U}w s IU,, _olgs oU,, 2 JU,,,;.
X, Xy ~ 0wy ! X, — oz, ’

de méme
oUs, _ 0U,,
Xl dx, :

€t comme cette quantité est indépendante de Zps ¥ py 3p. vien n'em-
péche de Pécrire sous la forme

J AUy, U, oU
5= (@ + g 2 —— 204
()x,,( £ 9z, i 9y hide Dz )

On voi » 13 1
oit par la que le mouvement relatif de i\ £ par rapport au
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Soleil M, est celui d’un point matériel, sous I'action d’une fonction de
forees

5T U
Up= f(mo+ m”')Uo"—!_Efm"(U’”’-*_x/’ﬁ 4
7
(!

U, 0U0q>
) -+ Zp 3
" dyq " s,

les fonctions telles que U, , et U,, ne dépendent que des coordonnées
relatives z,, ¥, 3, 4, ¥q, 54, --- €t des parameétres qui déterminent
a chaque instant la constitution des systémes S,, S,, Sy, . . ..
Examinons de plus prés cette fonction U, et les réductions qu’elle
subit quand on tient compte des conditions réelles du probléme, en
supposant, tout d’abord, que M, est une planéte ou une cométe.

En raison de la petitesse des parallaxes mutuelles des systémes ici
[y -+ mp)
rp
le premier terme de U,, etnous allons supprimer dans cette fonction

envisagés, le terme principal de U, , est ; nous I'appellerons

les termes qui sont extrémement petits par rapport au premier. Cette
facon de procéder est tout aussi légitime que les hypothéses qui nous
ont permis de traiter le probleme, en laissant systématiquement de
cOté toutes les actions que nous ignorons ou que nous ne pouvons
soumettre a une analyse suffisamment stire.

Les masses des petites planétes et des cométes sont absolument né-
gligeables devant celle du Soleil ; par suite ces astres restent sans action
sensible. Nous allons voir qu’il en est de méme pour les étoiles, en
raison, cette fois, de la grandeur de leurs distances au Soleil.

Supposons en effet que M, soit une étoile, et réduisons d’abord les
I

3 —ie

fonctions U ,, et U,, a leurs premiers termes
P4 07 @ P R ot

On a

A= (mp— ¢ )2+ (Fo—=¥q)*+(2p— 5¢)?
= r,’-;— 277y cosHyg+ 5

et par suite

(N

a2

1 I r p
e A Ty S s
A r r AT 3
Pq g\ q q

développant comme au n® 2 suivant les puissances du rapport tres

S & . .
petit £ 1l vient
r,l
2
: I 75 % R :
Upg= — + HcosHpy+ —L-(3cos?Hyp—1) .. .5
I(] 7'(/ ‘2./,1
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[
d(r”,) __ g

d’autre part, on a

0z 4 g
d’ou
v T ,v
Woq %.Pz 9Uoq = — —£ cosHp,.
xp I P a rq
P oz %q 934 Ty

La partie de U, qui correspond a I'action de M, est donc, aprés

3 1 . . o Ry 4 1 L

suppression du terme en 7= qui est mdependanl de Tpy YVps 5ps et
q

par suite ne peut rien donner dans les équations du mouvement,
’.I2' Q 2
Jmg| —= (3cos2Hpys—1) +. ..
2rg

comme la masse m, est petite relativement a m,, on voit que le
rapport de cette partie de U, au premier terme a pour valeur absolue
maxima, d’'une facon au moins trés approchée,

my (l_,,>3 .
g\ I',]

D’apreés ce que nous savons sur les parallaxes des étoiles, il faudrait
suivant le mot de Laplace, attribuer a la masse m, une valeur entiére-
ment invraisemblable pour que ce rapport pit cesser d’étre absolu-
ment insensible.

Si maintenant on envisageait les valeurs complétes de U,, et Uy,

on verrait immédiatement que le rapport des termes complémentaires

de U, au premier terme de cette fonction est au moins de ordre du
g Ty

produit de —siipar le carré du rapport des parallaxes mutuelles des
0 g

deux systémes S, et S,, ou bien S, et S, : il est donc encore absolu-
ment insensible.

Concluons en résumé que dans la fonction U, qui détermine le
mouvement relatif d’une planéte ou comeéte M, par rapport au Soleil
M,, la sommation ne doit étre étendue qu'aux indices ¢ qui corres-
pondent a toutes les grosses planétes ; bien entendu, il faut exclure p
de cette sommation, si M, est une grosse planéte, et dans le cas con-
traire, on doit prendre m,— o.

Un calcul déja fait montre alors que sil’on réduit les fonctions L7
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Uy, Upy a leurs termes principaux, on a

: f(mo—+my) AN 1 rp
Uy=+——"-—"" + iy (—— — —=cos Hy,
: 'y Af 4 A])(/ "7"[ G
i
avec

Az = 15— 2T p &, €08 Hpy+12:
I1 nous reste a chercher quelle peut étre 'influence des termes qui
complétent les fonctions U,,, U,,. Examinons d’abord K7 : le rap-

S . S
port de ce terme a — est de Pordre du carré du diamétre apparent du
. b

Soleil, vu de M, et admet en outre un facteur de I'ordre des diffé-
rences mutuelles des moments d’inertie du Soleil, ou, comme on dit
habituellement, de l'ordre de ellipticité du Soleil; il est par suite
trés petit, et U'influence de K7 ne pourrait peut-étre devenir sensible
que pour les planétes M, les plus rapprochées du Soleil. Mais comme
Pellipticité de cet astre parait inappréciable, nous devons encore
laisser de coté Kr. ;

On doit évidemment dire la méme chose de KY ou de K7, si la
planéte M, n’a pas de satellites, en tenant compte cette fois non pas
tant de la petitesse de Pellipticité de la planéte que de celle de ses
dimensions; dans le cas contraire, un examen plus attentif est néces-
saire. ;

La planéte M, ayant des satellites, désignons par M, et m, le
centre de gravité et lamasse de la planéte elle-méme; par M, , M, ...,
m,, m,, ... les centres de grayité et les masses des différents satel-
lites; on a par suite

mp= ln.,,“—l— ﬂl/,l—l—- IN,IL_,—{—. wiar

On peut écrire évidemment

1 L
——Uqul—i— Uo,;2+...,
my my

puisque le potentiel d’attraction entre les systémes S, et S, est la
somme des potentiels d’attraction entre S, et les différents systémes
partiels qui composent S,.

Les fonctions Uy, , Ug,,, Uy, ... peuvent étre réduites certaine-
ment a leurs premiers termes, d’aprés ce qui précede, puisque, ici
encore, la petitesse des ellipticités et des dimensions des corps célestes
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vient détruire I'influence des termes complémentaires; et par suite

Mp, 1 i T SO o AR

= e e
TR Aop, mpy Agp, mpy Aop,

i G ¥ ‘es > . s one
Soient &, , ,,,, oo E,,‘, Npys eppr « - les coordonnées de M,.M,

par rapport a M, centre de gravité du systéme, de sorte que

np Epo—= mp Ep + mp Ep 4. .. = 0;
on a
m my,, 2
Piy Ps
o 1 e A P By, e
L e ypeh i

Agpl: (Zp—+ E,;,)ﬂ =t=eieTaly

A= (@p =+ Ep. )21 05

développant alors comme au n°® 2 suivant les puissances des rapports
: S . ; ‘
toujours fort petits tels que %, on voit immédiatement que U,, ne
l‘
difféere de IL que par des termes qui sont au moins du second ordre
l)

relativement a ces quantités, et qui, en outre, renferment un facteur
de l'ordre du rapport de la masse d'un satellite a la masse de la
planéte. Il en résulte que la fonction Uyp, qui figure dans U,, peut

Ve lan ; I A B
encore se réduire a son premier terme —; sauf peut-étre s'il s’agit de

la Terre, le rapport de la masse de la Lune a celle de la Terre n’étant
pas trés petit. Cette conclusion reste vraie dans le cas de Saturne, si
I'on considére I'anneau comme formé par la réunion d’un trés grand
nombre de satellites, parce que la masse totale de cet anneau est trés
petite par rapport a celle de la planéte.

Quant aux fonctions U,, et Uy, qui paraissent encore dans U,, les
mémes considérations montrent qu'on peul certainement les réduire
toujours de la méme facon a leurs premiers termes, puisqu’elles sont

- toujours accompagnées du petit facteur m,.

Finalement, nous voyons que le seul cas ou la fonction de
forces U,, telle que nous Pavons écrite en dernier lieu, doit étre
affectée d’un terme complémentaire, est celui ou M, estle centre de
gravité du systéeme formé par la Terre et la Lune. Pour calculer ce
terme complémentaire, nous allons profiter de la circonstance que la
Lune est satellite unique,

Appelons alors Zpoy Fpos S, les coordonnées relatives de la Lune,
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¢ est-a-dire plus exactement de son centre de 0rav1te MP , par rapport
ala Ter re; on aura

P =

de sorte qu’en appelant r,, la distance M, M _de la Terre a la Lune,
et H, Tangle des vecteurs MM, et M,,oMpl ou M,M, , on peut
écrire

Up= — — e cosH
4 my Tp mp I'p PP A

/ 2 Uy
I)I’,o 1 (l 2]]),,( rl’| l"/,‘ I’,i)

\

. s

T Mipuiitiy mp, Tp\

Sl T 1+2¢L005H,,,, —,'—’L,') 3
my rp my; I'p mg I'p

19—

dé veloppanl comme au n® 2, il vient, en réduisant le coefficient

dC /';

,I'

U 1 myp, np, /,,‘ /3
e e
7 =

: 5 5 cos® H,p— —) “+.
» mg nh

et le terme complémentaire trés petit de U, est finalement, en n’allant
pas plus loin dans ce développement,

Crapnt )y Tt T oY )
S G S R
2 PP

m3 7
5. Déterminons maintenant les mouvements relatifs des satellites
d’une planéte M, par rapport a cette planéte.
Comme ci-dessus, nous désignons par M, et m, le centre de

gravité et la masse de la planéte elle-méme; par N oM s

m,, ... les centres de gravité et les masses de ses différents satel-
lites; de plus, par Zpis ¥pes Zpyr - - - les coordonnées relatives, complées

toujours parallelement aux axes fixes, de M, ... par rapport a la
plancte elle-méme M, . - ;

En désignant toujours par X;, Y;, Z; les coordonnées absolues d’un
point quelconque M; par rapport aux axes fixes, on a

2 zp, Xy d? ‘(/,ﬂ

jeans de? dat>
(fmp, U,,D,,l—}-fnz,,q ppa— S0 Uop,+ f0r4Upg)

ll

()\
T (fmp Upp - [0, Upp, = Uop,+=S1¢Upyg) s
o
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dans cette formule les sommations par rapport aux indices p., p,, ...
d’une part, et par rapport aux indices ¢ d’autre part, sont sous-
entendues.

Laissant de coté les parameétres qui fixent la constitution des diffé-
renls sysiemes envisagés, nous voyons d’abord que l.',,u,,‘, l',,n,,;, o
sont des fonctions des différences de coordonnées X, . Y
X, — Xy --. égales respectivement a Zpy avoy Xy oo de méme
U/M,? est fonction des différences X,,— X,y -+ égales a L= X gy it

D’apres les propriétés du centre de gravité, on a

mpXy = m,,;XFD——i— my, ( .\1,04— Zp, )~ my, X,,“—+— Zp,) *...,
d’ou :
X/,oz X, — Bp  @py— Up, Tp, —. ..
en désignant pour ahréger par ;... les rapports iz L PR
m,,
La fonction U,,, dépend des différences Xoo— Xoy... égales a

2 G Ppi@p, — 2pTpy— . odly

et ceci nous montre en passant comment on peut calculer immédia-
tement les coordonnées relatives de la planéte M,,“ elle-méme par
rapport au Soleil; Uy, dépend des différences X, i— Xy, s égales a

Zp—+ (1— Hpy ) @p, — Ppe@p,—. ..}

de méme enfin les fonctions Usos U,,, dépendent respectivement des
différences N X o Xp = Xgy vui égales a

7 Tp—Xg— Yps @p, — s Tipy e iy
ou bien a :
Tp — Zg+ (1 — Bpy ) Zp, — Epa®py—. e,

Il résulie immédiatement de €es remarques que le mouvement relatif
du sa‘tellite M, par rapport a la planéte M, est déterminé par une
fonction de forces

UF| =f( ’nPn o ’n/’x ) Ul'ol’l

B JU oU
+ fm <U S B i RS R ol
Pa Pap: P ) - -3 =3
e S O 9, T om

I [ \
B LT (oo o=l DY Sl
Smg (1 = 0p: o opy ) =+ fmy, :

les sommations étant toujours sous-entendues.

T X
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Si 'on réduit d'abord les différentes fonctions Uj; qui figurent
1
dans cette expression a leurs parties prmmpales Fa le premier

terme de U, est

i Sy, mp,)

En appelant r,, r,. ... les distances MooMDML Mo et
H,,, ... les angles des vecteurs M, M, et M, M, , ..., la partie
de U, qui provient de l'action du satellite M, est, en répétant un
calcul déja fait,

=
Jmp, ( — —Ltcos HI’)}’:) ;

Spip T,
avec
3 :
App.=Th~—2rp,Tp, cOSHp o, + 13

Considérons .maintenant la partie qui provient de l'action du
Soleil M, soit
Jm, 1 fmo 1

L— [p, Aop vp, Aop,”

pour simplifier le caleul, introduisons un point fictif M, de coor-
données relatives 2, ¥, 5, par rapport a M, telles que

Zp'= Tp— PpyTps— p, Tp,—+ - =

et appelons 7, la distance MM ,, H,, l'angle des vectcurs M,M,

et MI,OM,,‘. ’expression a calculer devient
fm, I
I'_ % [rsitc st — Pp, ) Tpr T, cosHl,,, - (1—p,) r,,,]
P
f/Iln o S
% (rp—2pp,rpp, cOSHpp + pi r5) 25
P

on peut développer comme au n° 2, en se servant des polynomes de
3 . I ; T
Legendre, et aprés suppression des termes en ~— qui sont indépen-

dants de R e

nous obtenons pour la partie de U, qui corres-
pond a I'action du Soleil, I'expression

fmuZ[ (G e e “H \,,(cosH,,,)l),

ANDOYER - 2
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le premier terme de ce développement, soit
9
7p, /3 1
/m, —"T' (— cos?Hy,, — _—-> ’
' o \ 2 2
,) \

en est aussi le plus important; son rapport au premier terme de | e
est au plus égal, d'une facon trés approchée, a

g (l‘,,l‘)li ;
el ) oy
IIII,“ "p
",

cette quantité est toujours petite, bien que —%

soit_grand, parce
II,,” 3

que :—"’ est petit, et y figure au cube.

Dans le cas de la Lune, satellite unique, les quantités Kpar oy = eh
n’existent pas, de sorte que M, coincide avec M, : l'indice p' doit
étre partout remplacé par p dans ce qui précede.

Dans le cas d’un autre satellite, les quantités #pyy [p,s - existent
plus ou moins nombreuses, mais sont toujours trés petites; elles ne
figurent d’ailleurs dans les formules qu’accompagnées de facteurs de
Pordre de :i, %; - +» ainsi qu'il résulte de la définition de M .. On

D 2 .
voit par sui,te qule I'on pourra encore dans ce cas substituer simple-
ment 'indice p alindice p' dans l'expressiml générale ci-dessus, et
de plus négliger ,, dans les coefficients : I'erreur ainsi commise sera
tout a fait insensible.

o

Tout ce que nous venons de dire peut étre répété sur la partie
de U, due a I'action du systéme S, : il suffit de remplacer m, par m,,
puis, se servant du méme point fictif _\'I/,,, de mettre AI,»,/ a la place
de r,, et a la place de H,., l'angle Q. », que font entre eux les vec-
teurs M, M, et M, M, ; finalement on confondra Iindice p’ avec p.

Il est clair que, comme au paragraphe précédent, I'indice q ne
devra correspondre qu’aux grosses planétes autres que M.

On verra encore de la méme facon qu’il ne peut y avoir lieu de
tenir compte des parties négligées jusqu’ici dans les fonctions [ ij que
dans le premier terme f(mo—}—m.,,‘) U,,o,,1 de [jl,l; et-pour les raisons
développées au n° 3, il suffit de se borner aux termes Kf:j’ et K;I".

Relativement a ce dernier, il est toujours négligeable, en raison

des dimensions des satellites, sauf peut-€ire dans le cas de la Lune.

Quant a K74, il faut toujours en tenir compte : on regardera alors les

o ]
moments d’inertie A B C,, comme constants, et ’on fers

v de méme
pour K7» dans le cas de la Lune.
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Quand il s’agit d’un satellite de Saturne, on regarde l'anneau
comme formanl avec la planéte un seul systéme 3 dans ce cas, il
peut paraitre insuffisant de limiter la fonction U,,,, aux termes

) : ) - g
m <L I\’ , surtout quand il s’agit d’un satellite rapproche puisque

Pon ne peut plus iny oquer la faiblesse de l’elhptlcne du systéme S,
pour affirmer la convergence de la série qui représente 3y Cepen—
dant, cette approximation est suffisante, en raison de la petitesse de
la masse de ’anneau par rapport a celle de la planete et plus encore
peut-éire en raison du peu de précision que I'on peut alors atteindre
dans les observations.

Résumant maintenant tout ce qui précéde, nous sommes amenés a
distinguer trés nettement le cas de la Lune de celui des autres
satellites; d’autant plus que, dans ce dernier cas, on peut sans aucun
inconvénient ne conserver que le premier terme de laction du
Soleil et laisser de coté 'action des planeétes. :

Dans le cas de la Lune, on doit, puisque la somme m, + m, est
égale a m, prendre comme fonction de forces determmant son mou-
vement relatif par rapport a la Terre :

. I :
Uy — iy (; + KJ+ K;,":) ;
1
= 7 n—1 [ n—1 7
+f/7102 E= ) u( /’u) ( ’) ’ ,\ n(cosHy, )
\ My o
2
\ m,," p 21U Th
_Lfm,] (— 1)~ = Ry X,,(COSQP,H);
]) P

les séries devront étre limitées aux termes utiles; I'indice ¢ se rap-
porte aux diverses grosses planétes. On a désigné par 7y, la distance
de la Terre a la Lune, par 7, et A,, les dlstances M M,, et MM, ;
par H,, et Q,,p les angles du vecteur M, M, avec les vecteurs VI M
et MM 5 ete.

Dans le cas d’un autre satellite, son mouvement relatif par rapport
d la planéte dontil dépend, est déterminé par la fonction de forces

Up, =f(mp,—+ mp,) (7 e KI/;°>
1
o

7
7
'mm) “+fm, 5

I p
+ffll,12</ /21
Tpy.

= (3 cos?Hy,;,—1);
AI’JI’-: 13‘
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Vindice p, se rapporte aux divers autres satellites de la méme planéte;
A, ,, est la distance M, M,; H,,,, est "angle (lc,.s T'm'teurf )lp_\lp: et
M, M, ; etc. On pourrait d’ailleurs compléter aisément l'c-xprvn.sm?n
de U, en tenant compte des termes précédemment calculés et laissés

ici de coté.

6. Le dernier probléeme qui doit nous occuper est celmy du mou-
vement de rotation des corps célestes sur eux-mémes, antour de leurs
centres de gravité. L’observation nous montre ue ces mouvements
se présentent comme peun différents d’une rotation uniforme perma-
nente autour d’un axe d’inertie principal qui garde une direction
fixe dans l'espace, et il est difficile de chercher une plus grande
précision en dehors des cas qui nous sont immédiatement accessibles,
c’est-a-dire ceux de la Terre et de la Lune, et, dans une certaine
mesure, de Jupiter et de Mars. Pour les autres asires, nous nous
contenterons de I'approximation précédente, et, en particulier, nous
regarderons 'ensemble de Saturne et de son anneau comme tournant
d’une seule piéce autour d’un axe de direction fixe, le plan de
I'anneau ne paraissant pas s'écarter du plan de I'équateur de la
planéte.

Quant aux corps dont nous nous proposons d’étudier le mouve-
ment autour de leurs centres de gravité, nous les assimilerons & des
corps solides. C’est une hypothése évidemment inexacte de bien des
facons; cependant elle conduit a des résultats qui ne subissent aucune
altération essentielle quand on se rapproche davantage de la réalité,
ainsi que le montre une analyse plus approfondie qui ne saurait étre
séparée de 'étude de la figure et de la constitution méme des corps
célestes, et que par suite nous devons exclure jci.

Reprenant alors les notations générales définies au début du n® 4,
nous supposons maintenant que M; et M; sont les centres de gravité
non.plus de deux systémes, mais de deux corps célestes S;, Sj.
L'(?nentation du corps S; est définie par trois paramétres o;, ¥; ©;
qui sont par exemple les angles d’Euler fixant les (,lil‘CCliOIIIS de ses
axes RPIHCIP&IIX d’inertie ; de sorte que les cosinus directeurs de ces
AXes, Aiy Wkiy Viy ... sont des fonctions bien connues de ces parametres.

Le mouvement de S; autour de son centre de gravité est celui d'un
corps solide autour d’un point fixe, et 1

: a fonction de forces qui déter-
mine ce mouvement n’est autre que 1

a somme des potentiels d’attrac-
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tion entre S; et les autres corps S, soit

3 fnzis‘l mjU;;;

mais I'on ne doit garder dans cette fonction que les termes qui
dépendent explicitement de o, 4;, ©;, quand on 'exprime générale-
ment a 'aide des coordonnées absolues des points M;, M, ... et des
paramétres d’orientation de S;, S;, ...; de plus, il est suffisant, pour
les raisons expliquées au n° 3, de réduire les fonctions U; aux
termes calculés explicitement; la fonction de forces considérée se
réduit done a
A :fm,jE m jK{: .
e
Mettant en évidence le role spécial que joue le moment désigné

généralement par C;, et le fait que la différence B; —A; est 01‘dmalre—
ment négligeable, nous écrirons, d’aprés le n® 2,

h—fZ =l(20i— A— B, ) 3] 3B A (1= B,

en désignant par a;, (3;, y; les cosinus des angles que fait le vec-
teur M;M; avec les axes principaux d’inertie correspondant respecti-
vement a A;, B;, C;.

Dans V;, la sommation devra étre limitée aux corps susceptibles
d’exercer une influence sensible : on peut juger de cette influence en
comparant les termes correspondants de V; a la demi-force vive du
corps S;, qui est d’une facon approchée, d’aprés ce qui a été dit plus
haut, la moitié du produit de C; par exemple, par le carré de la
vitesse angulaire de rotation. On reconnait ainsi que dans le cas de
Terre, il faut prendre pour S; le Soleil et la Lune; dans le cas de la
Lune, il faut prendre pour S;la Terre et peut-étre le Soleil; pour
Jupiter, les S; sont le Soleil et ses principaux satellites; pour Mars,
il suffit de considérer U'action du Soleil. Ces approximations sont
d’autant plus suffisantes qu'il n’y a pas lieu d’apporter la derniére
rigueur & la solution d’un probléme dont la mise en équations ne
repose que sur une hypothése, et dont les éléments ne peuvent pas
étre déterminés d’une facon trés précise par les observations.
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7. Nous avons ainsi ramené les probléemes généraux de la Méca-
nique céleste, dont I’étude doit former I'objet de (:ut Ouvr;,gc, a un
certain nombre de problémes simples de Mécanique rutlo'nnf:"t?,
parfaitement définis; et, au surplus, il serait bien aisé, en suivant l.a
méme voie, de tenir compte des actions que nous avons systémati-
quement laissées de coté, st on le jugeait nécessaire., :

Mais ces problemes dépendent les uns des autres et ne sont pas
susceptibles d’'une solution analytique générale; ils se présentent
d’ailleurs sous des aspects extrémement divers, suivant les circons-
tances matérielles propres a chacun. On ne peut done poursuivre
leur solution qu’en procédant par étapes, dont la succession sera
déterminée par ces circonstances mémes; et ce n'est pas un procédé
uniforme de solution qu’il faut rechercher, mais bien plutot la
‘méthode qui convient le mieux ‘pour chaque question particu-
liere.

Envisageons en particulier les mouvements relatifs des grosses
planétes par rapport au Soleil; si lon fait abstraction, dans le cas de
la Terre, du petit terme complémentaire da a I'action de la Lune
calculé a la fin du n°® 4, on voit que ces mouvements sont détermines
indépendamment de ceux des autres astres, et que toul se passe
comme s'il s’agissait uniquement de points matériels, M, et les M,,
affectés des masses m1, et m,, soumis a leurs attractions mutuelles.
Nous avons mis en évidence les mouvements relatifs des planétes M,
par rapport au Soleil M, ; mais il est avantageux, dans certains cas,
d’avoir une forme un peu différente pour les équations qui détermi-
_neraient le mouvement de cet ensemble de points, bien que 'on soit
obligé alors d’employer d’autres variables que celles qui' se pré-
sentent comme les plus naturelles et comme les mie
usages astronomiques.

Le but que 'on cherche a atteindre est d’
d’unfa fonction‘ de forces unique pour déterminer les mouvements
r.elaufs des points du systéme S forme par M, et les M,. Les équa-
tions du mouvement général du systéme S résultent immédiatement,
comme on sait, de la connaissance de la demi-force vive T et de

celle‘de la fon_ctlon de forces U, égale a la somme des potentiels d’at-
traction des divers points de S, soit

ux adaptées aux

avolr a ne se servir que

U =2 fm,.-.mj’

ij
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les indices 7 et j prenant les valeurs o, p, ¢, ... relatives au Soleil
et aux grosses planétes. Cette fonction U ne dépend que des distances
mutuelles des points, c’est-a-dire de la configuration du systéme,
indépendamment de sa position dans I'espace.

Quant a la fonction T, c¢’est

Ly "'i<(i‘? L d_L?>’
9, dad dt? dez de?
X, Y, Z; étant toujours les coordonnées absolues de M.

I1 faut choisir de nouvelles variables telles que T se présente sous
la forme d’'une somme de deux parties, dont 'une ne dépendra,
comme U, que de la configuration du systéme S, tandis que l'autre
correspondra au mouvement absolu de S.

On y arrive ais¢ément en s’appuyant sur la remarque suivante :
la force vive du systéme formé par deux points matériels M, et M,,
de masses m, et m,, est la méme que celle du centre de gravité G,
du systeme, affecté de la masse m,—+ m,, augmentée de celle du
point M, dans son mouvement relatif par rapport a M, a la condi-

> * < » 5 mym
tion de donner maintenant a M, la masse m/ égale a ﬁ Cette
“0 1
A - - s Q7 CUF e
remarque résulte immédiatement de I'identité évidente
molyg—+ myug\2 g m
moud+myui = (my—+ my) oy Lt : Lidde (wy— wp)?;
niy—+ Ny g —+ Ny :

il suffit de prendre successivement pour u, et u, les projections des
vitesses absolues de M, et M, sur les axes de coordonnées, et d'ajouter
les résultats membre & membre.

Supposons, d'une facon générale, sans nous limiter spécialement
au cas des grosses planétes et du Soleil, le systeme S composé de
n—1 points My, My, ..., M,, dont les masses sont mg, m,, ..., m,
et les vitesses absolues V,, V., ..., V,.

Soient Gy le centre de gravité de M, et M, affecté de la masse ey
égale a moy—4-m,; G, le centre de gravité de G, et M,, c’est-a-dire
aussi de My, My, M,. affecté de la masse p, égale a u,—+ m, ou
My —— my—-m,; et ainsi de suite jusqu'a G, centre de gravité de G,,_,
et M,, c’est-a-dire du systéme total, avec la masse p, égale a

Up_y~t=Mp, OU My~ N2y Mo——.. .M.
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La vitesse absolue de G; sera v;; les coordonnées absolues de G,
seules utiles, seront £,, 7,, .. :

Désignons maintenant par z, ¥, 5, les coordonnées relatives
de M, par rapport a M, et par ¢, la vitesse correspondante; de méme -
par ., y,, 5, les coordonnées relatives de M, par rapport a G, et
par ¢, la vitesse correspondante; et ainsi de suite jusqu'a z,, ya,
3n; ¥n, coordonnées relatives de M, par rapport a G,_, el vilesse
correspondante.

Enfin, faisons encore, en convenant d’écrire o @ la place de my si
la symétrie Iexige,

J 1y a1
mhy = my l—o, mh= m,—, Rt mj, = m, ¢
1 2 Hn

L’application répétée de la remarque ci-dessus donne successive-
ment '
mo Vg 4+ my V= m/, 03 4+ e3

B 9]+ ma Vi=mled 4+ 08,

79 ’ 3
*n—1 ‘?3—1 Ste ”ln" i my, vi—+

et Sl 5 . . ey ey ¢
d’ou I'on déduit immédiatement, par addition, que la demi-force
vive T du systéme a pour valeur

n
L ¥ (dx:‘? dy; dzlg 1 dr2 dn 2 dr2»
3 Y e i e e e =2 ” in Sh
2 G )+ e (- L @)

Quant a la fonction de forces U,
mutuelles des points M,, M,, «+cy My, distances qui s’expriment

immédiatement & Iaide des projections des vecteurs M, M,
v ~ ?
MoM,, .. -3 MoM,.. En observant les é

elle dépend des distances

galités géométriques

—_

MM, = M, G, + G, M, — %Mom,—s— G M,
1 -2

MoMs= MG+ GG, + Gy ;=

TR P b SRR BT
o Mo M, 4 HTG‘ M, —+ G, M;,
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on voit que ces projections sont respectivement :

pour I\IO 1"115 T, Y1, F13

7y
pour M\M,, &+ —wy, ...;
U.l
)
my my
pour MoM;, @3-+ —xs+ —ai,
e 41
............ e L e
nMg—y s my
pour MoM,,, &,—+ A Xt — X — &y e
Hn-1 K2 |

Les équations du mouvement s’écrivent 1mmédiatement; on a
d’abord

diEIL

dit?

='0;

de sorte que (i, est animé d’'un mouvement rectiligne et uniforme,
ainsi qu’il arrive toujours pour le centre de gravité d’un systéme
soustrait & toute action extérieure. 1l vient ensuite

2y - JU

et pair suite le mouvement relatif de M, par rapport a M,, et généra-
lement de M; par rapport a G;_,, est celui d’un point matériel de
masse m; sous l'action de la fonction de forces |l

Clest le résultat cherché, que Pon pourrait d’ailleurs obtenir de
bien d’autres facons en général : il est clair, en effet, que toute la
question revient 2 mettre la forme quadratique compléte,

MUY~ My UT —+ Mall] 4. .= MpUT,

sous la forme d’une somime de n -1 carrés de fonctions linéaires et
homogénes par rapport aux u;, les n premiéres de ces fonctions ne
dépendant que des différences mutuelles des w;, ou, ce qui est équi-
valent, la derniére de ces fonctions étant proportionnelle a

Mg Ug—— My Uy~ Mally ..o+ Ny Up. =

La solution classique indiquée ci-dessus est celle qui résulte de
I'application répétée de la solution unique particuliére au cas ou I'on
alp
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EQUATIONS CANONIQUES. CHANGEMENT DE VARIABLES. ]
METHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES. THEOREMES GENERAUX.

8. La forme canonique ou hamiltonienne des équations générales
de la Dynamique en est la forme par excellence, surtout au point de
vue théorique; nous n’en ferons pas cependant un usage exclusif,
parce que les variables qu’elle impose ne sont pas d’habitude celles
qui correspondent le mieux aux besoins et aux habitudes de 1’Astro-
nomie; elle aura surtout pour nous avantage de se préter facilement
aux changements de variables, et de réduire au maximum de simpili-
cité la démoustration de plusieurs théoréemes importants.

Rappelons briévement comment on obtient cette forme canonique,
en nous limitant aux deux seuls problémes que nous avons i Lraiter,
celut du mouvement d’un point matériel et celui du mouvement d’un
corps solide autour d’un point fixe. o

Soit d’abord le mouvement d’un point matér
a I'unité, sous 'action d’une fonction de for
général, des coordonnées Ty

iel M de masse égale
ces U qui dépendra, en
, 5 de M par rapport a des axes fixes
(ou plutdt que Pon peut considérer comme fixes), et du temps ¢.
Appelons 2/, ¥y, 5 les dérivées de . Y. 5 par
c’est-a-dire les projections de la vitesse de M sur les axes; la force
vive 2T du point est égale a 72 + "2+ 32, et si Von fait H—"T - -U,
les équations du mouvement prennent la

rapport aa t(‘mps.

forme canonique

dx o H dz’ JH
dt — 97’ RN TE

Z, ), 5 sont les premiéres variables, z’
variables,

r ! ettt ¢
» )5y & sont les deuxié¢mes
respectivement conjuguées des premiéres; H est la fone-
tion caractéristique, dépendant de AN A S

Considérons maintenant le mouvement d’un corps solide autour
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7
d’un point fixe O, origine des coordonnées, sous I'action d'une fonc-
tion de forces U, et désignons par O, On, OC les axes principaux
d’inertie du corps par rapport au point O : ces axes forment un
triedre de méme orientation que le triedre Ozy =z des coordonnées, et
la position du corps est déterminée par trois paramétres o, ¥, o, par
exemple les angles d’Euler qui fixent la situation relative des deux
triedres. Soient p, ¢, r les composantes de la rotation instantanée
du corps sur les axes mobiles O, Oz, O : ce sont des fonctions
linéaires et homogeénes des dérivées ¢/, ¢/, ' de 2, 4, @ par rapport
au temps. Si A, B, C sont les moments d’inertie relatifs a O%, O7,0¢,
la force vive 2T du corps, égale a Ap2+ Bg2+ Cr2, est une forme
quadratique homogéne de o', U/, o', dont les coefficients dépendent
de o, 4, w; quant a la fonction de forces U, elle s’exprime a I'aide
de o, 4, © et du temps ¢. En appelant ¢,, 4, w, les dérivées par-
tielles de T par rapporta o', /| ', et faisant H=T — U, apres
avoir eu soin de substituer o,, 4;, v, a o', ¥/, 0’ dans T, les équa-
tions du mouvement prennent la forme canonique

de ol doy  oH

s Ay S

la fonction caractéristique H dépendant des six variables o, 4. w,

Oy, Yy, o, etde t. y ;
Dans ces deux cas, les équations ont la forme canonique générale

dx; oH dy; oH )

I _— — _—— = —— = X oo o s

& di d)fl-, dt dx; = n, n);

la foncuion H dépendant des 27 variables conjuguées deux a deux

Ly etdet:

9. Proposons-nous de faire un changement de variables dans les
équations canoniques (1). Soient 5y, Z, ..., Z2, les 22 nouvelles
variables qu'il s’agit de substituer aux z;, y;, ¢ restant toujours la
variable indépendante. Les z; sont des fonctions données des z;, v
et de ¢; ou bien, inversement, les z;, y; sont des fonctions données
des z; et de ¢. La fonction H sera exprimée soit a I'aide des z;, y; et
de ¢, soit a l'aide des z; et de ¢.

On peut procéder de la facon suivante, qui présente les plus grands
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avantages. On a

S A
05 5 \dz; dzy Iy dzy

O IR /0H Gy, oM :)_y,-)’

¢’est-a-dire, en tenant compte des équations (1).

= 0.

Jd3. ket \dz) dt i dz;  dt
i

? i ()Ii b X rése B l'l l]("l’i\'ée
Or, ‘en n’oubliant pas que —=, par exemple, représente l:

partielle par rapport a ¢ de la fonection qui exprime z; a I'aide des Sk
et de ¢. on a

dz; ox; AN ox; dz; dy; oy €3 N\ i :I:.,’
a7 or sl 0Z ) elt dris ot ./—la;, dt
7

de sorte qu’il vient

oH 5 dx; % Oy Omy +\ﬁ _éi’_ X\ﬂ (():r,- dy; e & (@‘) =8
(ZT 0z ot 03 0ot | Al * e \ D3y 0z, 03y ds;)
3 4 i

En entendant par uw, ¢, ... les diverses quantités z; et ¢ dont
dépendent les Ziy ¥i, posons :

[u, 0] =V 0y 9y it oy 97\ |
IR SO T Ju s )’
i
on a
oH ¥ AN dsz,
o dae I Ao ool Rl o

1.

¢e sont les équations cherchées, et il suffi. pour le

s former explici-
tement, de conn

aitre les expressions des Ziy, ¥i en
de ¢. Toutefois, il reste & les résoudre par r
qui y figurent linéairemen;.

Les [u, ¢] sont des crochets de Lagr

fonction des z; et

. d.’./
apport aux inconnues =5
ange; on a les identités

[z, u] =0z kst g opieps [¢, 2] = o,

€t, par suite, le déterminant des coefficients des inconnues dans les
€quations (2) est un déterminant Symétrique gauche d’ordre 27; sa

valeur est manifestement le produit des deux déterminants fonction-



EQUATIONS CANONIQUES. CHANGEMENT DE VARIABLES, ETC. 29

D(z;, .1’ 5 By Foilves) e D(yi, — &, ¥2s — T3, .+ )
D (55, 515 Baaie o) : D315 Bo; Bay' <o v)

carré du prenuer Il en résulte que la résolution des équations (2)
ne peut donner lieu a aucune difficulté si,-comme on doit nécessai-
rement le supposer, les z;, y; sont des fonctions distinctes des z;.

I1 serait d’ailleurs aisé d’obtenir par un calcul direct semblable
-au précédent les équations (2) résolues; il suffit d’écrire

nels

, Cest-a-dire le

iz'_/" . 03 N / 0z dx; 03y %
de O ‘_4&01, de oy} dt

03 N\ 0z, 0l dz;, oH
— —— — = — ),
ot Al <dl‘,‘ dy; oy; 0%

el comme

olos ool os
o:r, AI.J , 0x; dy _A[d dz; oy
il vient
5 dzy. d«./.
= g T 2. (s 20

en faisant

> SN C)z/n (L'I dm/l d.,/
(L‘/A" ~(> —2 (d.’l)l dyl — R a—;)

i

Les quantités (34, ;) sont des parenthéses de Poisson, qui vérifient
comme les crochets les identités

oy ap) =0} (55, 31) + (3¢, 31) = 0.

Mais nous ferons presque exclusivement usage des équations (2),
laissant d’ailleurs de coté tout développement analytique qui ne se
rapporte pas directement a notre objet.

10. L’emploi des crochets de Lagrange est avantageusement rem-
placé par celui d’autres fonctions que nous allons maintenant définir.
Désignant toujours par w, ¢, ... les différentes quantités z; et ¢, et
appelant K une fonction quelconque de u, ¢, ... dont nous pourrons
disposer arbitrairement, posons

JK oxr;
b L NY g
T _‘_41‘}/1 du’
Y]
on a évidemment
i aJ, 5 al,
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comme on le voit en effectuant les différentiations indiquées et
réduisant. ‘
Le calcul des n(2n 1) crochets [e, ¢] se raméne done a celu
des an +1 quantités J., et dans le cas ou le temps ¢ est exclu des
@, ¢, ..., ces nombres se réduisent respectivement a n(2n 1)
et 2n.
En introduisant les fonctions J, au liea des crochets [w, ¢f. et

faisant
H=H-—<J,

les équations (2) deviennent

3 COH! Oy N (s 035\ dar
i G e et

d3 ot Al-d

Imaginons alors le cas particulier suivant, que nous rencontrerons

le plus fréquemment : les 2n variables 54 se partagent en deux séries

distinctes, de n variables chacune, les p; et les ¢;. de telle fagon que

les quantités J,]i soient Loutes nulles, tandis que les .l,,, sont indépen-

dantes des p;, c’est-a-dire s’expriment uniquement i aide des ¢; et
de ¢. Les équations (4) deviennent alors

(5) S_H_’_!_ﬂﬂ_k_:__vd‘ll’kL(/j:O. ﬂ_\‘&ﬂ:():
P ot - g dt OF ) e Oqp el
J 1 /

et Uon a ainsi, plus simplement, deux groupes distincts d’équations,

dg; JH' ; ;

les unes entre les =27 et les S, les autres entre les 22 ey Jes 28 3
dt py di g4

bien entendu, la disposition symétrique gauche du déterminant des

. A S A ey % !
coefficients des dérivées —(%, %, dans I'ensemble de ces équations,

est conservée.

Posons maintenant q;=1J,, et substituons les g aux g, ce qui
est possible d’apres les hypotheses faites : les q; deviennent des fone-

tions des ¢’ et de ¢, comme les ¢, ¢étaient des fonctions de q; et de t.
On a alors '
JH’ i :
N 29,

0G 1 = 0’ 0q )

et la comparaison de ces formules avec les derniéres équations (5)
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donne
dp, _ oH'.
dt T o5

comme, en outre, les premiéres équations (5) s’écrivent

dai i oH’

dt up;’

on voit quen associant aux p; les ¢, comme variables conjuguées,
on a conservé la forme canonique, la fonction caractéristique étant
devenue H'; on réalise ainsi un changement canonique de variables,
que l'on peat qualifier de complétement canonique si la fonction
caractéristique H est elle—meme conservée, c’est-a-dire si on a
Ji—101

Si l'on veut garder les variables p; et ¢;, on a évidemment encore

(6) SElENLoas T @:"_Wazdid_ﬂ’
gy Op;

i =iig; Iqr dt T
d’aprés les relations précédentes et en supposant les ¢; exprimées en
fonction des ¢’ et de ¢. Ce systéme est équivalent au systéme (aflet
jouit de propriétés analogues.

Voici une application générale importante des considérations
précédentes. Supposons que les z; dépendent uniquement des p; et
«de ¢, et prenons pour la fonction arbitraire K, qui figure dans la
définition des J, une fonction de méme nature. Sans spécifier pour
U'instant les ¢, on a J, = o. Par suite, en faisant

JdK ox;
qi=1Jp;= ‘Fﬁ "‘Z}’i%’

on définit les nouvelles variables ¢; que I'on peut associer aux p;
pour réaliser un changement canonique de variables.

Si, par exemple, les 2z; sont des fonctions lmean'es et homogénes
a coefficients constants des p;,

Zi=alpi+ aips—t.. .+ alp,,
on aura, en prenant K— o,

qi= -l e+ ool gy,
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de sorte que les z; et les j7; résultent respectivement des p; et des ¢;
par deux substitutions linéaires transposées I'une de Iautre, ce qui
revient a dire que 'oh a identiquement

N N

e Pidi b iYi .

J i

Ce changement de variables est d’ailleurs complétement r.'mnniquc

puisque J, = o.

11. Le changement de variables s’effectue d'une fagon particulié-
rement simple et intéressante dans un certain nombre de cas trés
importants. :

Pour les mettre en évidence, nous allons établir dés maintenant
quelques propositions générales relatives aux solutions d’un systéme
d’équations canoniques, en nous attachant spécialement aux cas qui
correspondent aux réalités des problémes que nous aurons a étudier.

1 Soient z;, ), les solutions générales des équations

(= ) (l.l‘i oF (l”‘Vg JF =

§ —_—— = —— _— = — — N =101 20 s s )4

4 dt dy; dt dx; :

F étant une fonction donnée de ¢, des x; y; et en outre dun

certain nombre de paramétres @4y @y «... Les valeurs des z;, 1; se

présentent elles-mémes comme des fonctions de t, des paramétres

@y, @y, ..., et de 25 constantes arbitraires d’intégration ¢,, €. ...;
oS ) . > P k2 5

et lorsqu’on substitue ces valeurs dans Ia fonction F, celle-ci

uiaiEs ~

s exprime d'une fagon analogue.

Appelons u, ¢, ... les diverses quantités ¢, a,, a,,
employons le signe ordinaire d pour désigner
d’ - e rs S e X &

une fonction de ces quantilés, et aftin d’éviter toute ambiguité,

usons du signe 3 pour représenter les dérivées partielles de la fonetion
F prise sous sa forme primitive, ¢’est-a-dire exprimée a l'aide de ¢,
Ziy Yis Qjy @y, oo.. De plus, faisonscomme précédemment en dési-
gnant par K une fonction arbitrairement choisie de u, ¢

Ju='(£{+v« o0

e

U ed” “ Iy

e ey CyyCayvnny

les dérivées partielles

ey

ety ol, al,
S A ) (e R fid '
du. dy v ()u) [z, ¢] dv o
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On a généralement

OF _ F 3F oz, 3F 9y,
diw — du T'—l Sx; du dy: du /°
i

la dérivée g n’existant pas, si 'on choisit pour « I'une des cons-
tantes: Cisue Tt
Or le fait que #;, y; sont solutions des équations (7) se traduit
par les relations :
oF - 0r; oF  dy:,
dy: ot dz; - adt’

il vient donc

du ou

oF et 5F 2 (d:v,- 0'}’[ d.z',- ()y,)

t

oF
= t A
du cih el

En particulier, on a
dbt ok

N

(8 — = =
4 Db 0

de sorte que-si F ne dépend pas explicitement du temps ¢ sous sa
premiére forme, il en est encore de méme quand on y remplace
les z;, y; par leurs valeurs : c¢’est ce qu'on peut appeler, par une
extension évidente, le théoréme des forces vives.

En introduisant les fonctions J, et faisant

Ji=F -+ G,
la formule générale ci-dessus s’écrit

: Nu _3F 96
(9) gt ou

La relation qui définit G donne d’ailleurs

oK ) 05 oF
e SOh S e _Z‘ ~_’:F+G_2 20
ot 5 Yot Y S’
la fonction G peut donc étre choisie arbitrairement, et alors la fonc-
tion K en résulte par une quadrature, a une fonction arbitraire preés
des variables u, ¢, ..., autres que ¢.

Si 'on prend pour G une fonction indépendante des constantes

ANDOYER 3
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d’intégration ¢y, Ca, .-, 12 formule (¢) donne en particulier

les J,, sont donc des constantes ne dépendant que de @iy Ggyaros
¢y, Cay ---; il en est de méme par suite des crochets |r'k, cr]y et
puisque ceux-ci sont indépendants du choix de K oun G, c’est pour
eux une proprlete (‘al‘actenathue.

Supposons alors que, suivant la méthode de la variation des
constantes, due a Lagrange, on veuille mettre la solution générale
des équations (1), ou la fonctu)n caractéristique est H, sous la méme
forme que la solution générale des équations (7), ou la fonction
caractéristique est I, en considérant les quantités ¢,, €3, ..., non
plus comme des constantes, mais comme des fonctions convenable-
ment choisies de ¢. Cela revient a substituer aux z;, )y, dans les
équations (1), les nouvelles variables ¢, ¢,, .... délinies par les rela-
tions qui expriment la solution générale des équations (7) en fone-
tion de ces quantités. Par suite, puisque les J sont des constantes,
et que 'on a J,=F + G, la fonction G étant indépendante des ¢y,
les équations (4) du numéro précédent prennent la forme plus simple

I(H — F) 4_2 ey Ao\ de;
—_— vl = =0
dcy n dey dey ) dt ) N
et pour calculer le ffici ¥  dérivées ¢, i i
P es coetficients constants des dérivées —=, il suﬂlt

dt
de donner a ¢ une valeur particuliére. On peul ensuite dév t'l()pp(l
les mémes considérations que ci-dessus, si les ¢; se partagent en deux
séries telles que les p;, ¢;.

Répartissons maintenant les parameétres @y, a,, ... en deux

séries, a', b', .. ? ¢ iy i
Bies a’;b, > d’une part, u', v', ..., d’autre part; et, en appelant
m'y n', ..., des fonctions de a', 0/,

L .-+, envisageons les arguments
linéaires par rapport au temps

r
M=m't + p, N'=n't ++',
De la méme fa
¢on, partage S NG i
o o guon, pe -tageon§ les constantes ¢,, ¢,, ... en deux séries
» 05 -eeo vy o, et mtroduisons les arguments
M = m¢+ g, N=nt+v,

en demgngnt par m, n, ..., des fonctions de «. b

»

ot 1
Ty A anbhnt.
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Substituons alors les arguments M, N, ..., M/, N/, ... aux cons-
tantes &, v, ..., &, ¥, ... dans I'ensemble des quantités u, ¢, ....
La dérivée compléte par rapport au temps d'une fonction /[ de «,
¢, ... est actuellement

df df of
= +E "Jﬁ 'Z’" o’

les sommations s’étendant a tous les arguments M, N, ..., d’une part,
M, N', ..., dautre part; et le fait que les valeurs de z;, y; vérifient
les équations (7) se tradait par les égalités,

oF " ()rl +2 ,dx;
3 ,).\1 : 2 " om’

oF 0)’: Y
T T Z L oM +Z M

On a par suite
(13 12, ( ()a", =5 oF dy;
Ju~ du 2 \3z; ou  Sy; du
13
3F P
=5 + [t ul+ E m[M, u] + E m'[M, ul;
o . ,

en introduisant les fonctions J et faisant

I, =F-= G——E mJy —2 m' Iy,

ceci devient
dl, oF JG dm ; ~ dm’

(re) dr —17 Tl l)u In— du

o7

La relation qui définit G donne d’ailleurs

dK dz; 3
G F 6N =P G i

la fonction G peut donc étre choisie arbitrairement, et alors la fonc-

tion K en résulte par une quadrature, & une conslante pres : bien
entendu, si Uon est obligé dans ce calcul de se servir des formules
qui expriment M, ..., M, ... en fonction de ¢, soit M = m(—+p, ...,
on doit ensuite faire disparaitre y, ..., a I'aide des mémes formules,
de facon que K soit exprimée, comme toutes les autres fonctions con-
sidérées ici, a l'aide de u, ¢, ..., ¢’est-a-dire ¢, M, N, ..., M, N'. ...,
@i-by ik Rl e
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Prenons pour G une fonction des seules constantes a, b, ...,
a,b, ...;laformule (10) donne en particulier

A o S s LN O
dt dt Jda e da

on en conclut immédiatement que les quantités Jgi R o S
encore-des constantes, tandis que les quantités Jay Joy ... sont des
fonctions linéaires du temps, a coefficients constants.

En faisant « = ¢, et remplacant J, par son expression ci-dessus,
on a encore, puisque G et les Jy sont des constantes,

(11) %(F—Z m,/J,\r> = ;;—l;.

si donc la fonction F, sous sa forme primitive, ne contienl pas {
explicitement, c’est-a-dire ne dépend du temps que par l'intermé-
o ' ’ » . - Y - 4
diaire des arguments M', N, ..., la fonction F —Zm'.l_w, exprimée

a l'aide de w, ¢, ..., est une constante.

3° Faisons les hypothéses suivantes, toujours réalisées dans les
problémes de la Mécanique céleste : les expressions des @y, i, ainsi
que celle de F, a 'aide de u, ¢, ..., se présentent comme des séries a
coefficients fonctionsde a, b, ..., a', ', ..., procédant suivant les puis-
sances entiéres non négatives de ¢, et suivant les puissances entiéres

quelconques des quantités e™, e™, ..., W s.., en désignant

At - )
comme d’habitude par e la base des logarithmes hyperboliques, et par

T Ly
. 3 " . .—" £) -
i limaginaire \/— 1; en d’autres termes, si I'on préfére cette forme,
ces séries procédent suivant les puissances de ¢, et linéairement
suivant les cosinus et sinus des sommes des multiples des arguments
J N’ J/ = .
MEIN - TME R. s -+ - et sontalors réelles. De plus, les valeurs des z;
peuvent contenir en outre des termes linéaires a coefficients pure-
m S p :
ent n\umcuques par rapport aux arguments M, N, ..., M/, N/, ...
eux-memes. .
Nous appeller séri ‘xtes b1
R ppellerons séries mixztes les séries dont nous venons de
éfinir la na 3 rticulier, séri ‘riodi i
' ature, et, en particulier, séries periodiques celles qui ne
A e
ontiennent pas explicitement le temps ¢ en dehors des arguments.
8

; ousdadmettlons que si deux séries mixtes sont égales pour toule
3ot : ; AT
aleur de ¢, ellles sont identiques, c¢’est-a-dire composées des mémes
termes, sous la conditi 1 i

; ndition essentielle que les arguments des différents
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termes de chacune d’elles pris sous la forme exponentielle, sont
tous distincts; ceci veut dire que deux quelconques de ces arguments
ne peuvent avoir une différence constante, et, parsuite, qu'il n’existe
aucune relation linéaire et homogeéne a coefficients entiers entre les
diverses quantités m, n, ..., m', n', ..., toutes différentes de zéro,
par conséquent. Pour le sens et la valeur que I'on doit attacher prati-
quement a celte proposition, nous renverrons aux Lecons de Méca-
nique céleste de H. Poincaré, t. I, n° 107.

La fonction primitive et la dérivée compléte par rapport au temps
d’une série mixte étant de la méme nature, comme aussi sa dérivée
partielle par rapport a 'une quelconque des variables u, ¢, ..., et
encore le produit de deux telles séries, on voit que les fonctions K et
J. sont toutes des séries mixtes; et si I'on fait, en ordonnant suivant
les puissances de ¢,

ri=x)+xit+. .., s e e
K=Ko+K'¢+.... Ju=30+ 0t +...,

on a évidemment, en excluant le cas de u =¢,

J = AT N, dag
u ! du

Or nous savons par ce qui précéde que les quantités Jy sont des
constantes, tandis que les J, sont des fonctions linéaires de ¢ a coeffi-
cients constants : il faut en conclure en particulier que les séries
périodiques telles que J et J¢ se réduisent toutes a des constantes
qui-ne dépendent que de @, b, ..., @', U/, ..., et que I'on peut cal-
culer sans connaitre K® autrement que par son terme constant, qui
est arbitraire, et que nous prendrons nul.

Imaginons alors que I'on fasse dans les équations (1) le changement
de variables qui consiste a remplacer les z;, y; par les quantités
M.N,...,a, b, ..., que nous désignerons dans leur ensemble par z;,
en établissant entre les nouvelles et les anciennes variables les
relations ;= x}, y;=y. En prenant K° pour la fonction K rela-
tive a cette substitution, les J_ sont des constantes, d’aprés ce qui
précéde, et en désignant généralement par f, la partie constante
d’une fonction périodique quelconque f, on a

/ dx?

z /0
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Quant a la fonction J,, nécessaire pour former les équations (4) du
numéro précédent, il ne faut pas la confondre avec celle qui est
désignée ici de la méme facon; mais elle est manifestement égale
a E m')y,, puisque zf, y¢, considérées comme fonctions des 34 et
de ¢, dépendent de ¢ par Pintermédiaire des arguments M, ..., et
seulement de cette facon. En appelant encore H® ce que devient H

] 4 A" A - T
quand on y remplace z;, yi, par 2/, v/, les équations (4) qui corres
pondent au changement de variables envisagé sont done

l)([lo——-
d

L

170
m JM'> : Z (‘)J:x "3 ,)_l:,) dz; £
!

dzy dz; ) dt

Pour calculer E m' J§., on peut s’aider de la relation (11): si en
particulier la fonction F, sous sa forme primitive, ne contient pas ¢

explicitement, il est clair que la quantité F — E m'J, étant cons-

tante, il en est de méme de F° —zm'.l_?,.; en appelant J cette cons-

T D o 02! * . - :
tante, égale a ) — E m < Z e W> » la fonction HO — E m'Jy qui
{74\
i 0

figure dans les équations précé‘dontcs devient HO— Fo—}-J.

Si l'on fait alors en particulier H = F, de sorte que cette fonction
se réduise a la constante J, et si la solution des nouvelles équa-
tions (4) se présente sous forme périodique, on aura réussi de cette
maniére & mettre la solution des équations (7) sous la méme forme.
en y faisant disparaitre les termes qui dépendent explicitement de ¢.
(C’est une autre facon d’envisager la méthode de la variation des cons-
tantes, pour résoudre une question étudiée par Laplace.

o = 2 ¥ .

4° Placons-nous.dans le cas spécialement important ou les valeurs
des z;, y;, comme les expressions de F et des dérivées OT: ne con-
ou

tiennent pas le temps explicitement en dehors des arguments M, ...,
M, ..., cest-a-dire s AR : . . i

; e e.s't a-dire sont périodiques; exception faite pour les z;, qui
peuvent toujours renfermer des termes linéaires a coefficients pure-
ment numériques par rapport a ces arguments.

Choisissons alors pour G le terme constant de la fonction pério-

. lar; L
dique Sl AP )
lque 2) iz F ) de fagon que la dérivée S S ctantprlvée de terme
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constant, la fonction K soit elle-méme périodique; en outre, nous
prenons nulle comme ci-dessus la partie constante de K, qui
est arbitraire. :

Dans ces conditions, la fonction J, est nulle d’aprés sa définition
méme, et par suite la relation (10) montre qu’il en est de méme

3F - el o -
de = de sorte que F, sous sa forme primitive, ne saurait contenir le
5 :

temps explicitement, ce qui était évident a prior:.
Les autres fonctions J, sont toutes périodiques; par suile, comme

- J daz; >
ci-dessus, les J, et les J, sont des constantes, égales a <Z)',~ %)% )
3 /70

i
pour u =M, u = a.

D’aprés la définition de G et la relation J, = 0, on a

F——E m' Iy 22 mJy— G,

de sorte que le premier membre de cette équation est constant,
comme le montre encore la relation (11). Si J désigne cette cons-
tante, on a aussi

e FO—E m (I Yo,

7 ().l'f
(n=3 (rett).

Mais il y a plus : les deux membres de la formule générale (10) sont

avec

des fonctions périodiques, et comme le premier est évidemment
privé de terme constanl, puisque c’est une dérivée compléte par
rapport au temps d’'une fonction périodique, il en est de méme du
second. Il en résulte, en prenant successivement M', «, a pour u,

aF> e
SM' 0_

dG dm oG am dm' - oF
e h P NP NN U e s
AER) da da v, oa = idda. ™ da’ (JwJo < >0

et

da’

Les fonctions G, Jy Jy,, m, m" dépendent des constantes a, b, ...,
a', V', ...; en formant la différentielle totale dG par les formules
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précédentes, on a

[ m' oF '
dG :—.ZJ_\I dm —%—Z [E’d—;, (Iw)o— <6_¢t—'>°] da';

: 0 ;e :
par suite, on peut exprimer G a l'aide des m, n, ..., a, by ...y etil
en est de méme de ses dérivées partielles par rapport a ces quantités,
soit
JG oG am’ ( GF)
o

. —_— R -——(J u — )
Gr39) gy Ju, @ Ja’ (M Do ia

On peut écrire aussi, en introduisant la fonction J égale a ZmJ“—G

<ou F —2 m'JM,> :

_N\ f‘;l") 5 0_”1_' y '
& Pl diu _L_E (Bu' o 2 da' (Jur)o | daty

\

de sorte qu’il est possible d’exprimer J a l'aide des Jy et des @51l en
est de méme de ses dérivées partielles par rapport a ces quantilés,
soit ‘ ;

; aJ al oF O om'
(14 — = — = —_» — '
4) oJa g da' (aa')o Z va' (Iu)o-

Si en particulier il n’y a pas d’arguments M, I'intégrale des forces
vives a lieu, et I'on a simplement J = F.

Les équations (12), (13), (14) expriment des théorémes impor-
tants, dont nous aurons a faire usage plusieurs fois.

Si on veut finalement mettre la solution générale des équa-
tions (1) sous la méme forme que celle des équations (7), en prenant
comme nouvelles variables les quantités M, N, ...,a,b, ..., onaura
comme ci-dessus les équations )

s d(H—F +17J) - 3
(IJ) Sk UJ;, dz, S
03 +2 d3, O35 ) dt il

en Yertu de ce qui précede, ces ¢quations offrent des particularités
Interessantes, surtout si la nature des J_

sidérations développées au n° 10 : c’est ce que nous mettrons en

évidence a I’ i : iculi 1
évidence a I'occasion de chaque probléme particulier traité, sans
msister actuellement davantage.

 permel d’appliquer les con-

o N 3 s
5° Nous aurons encore a faire usage des considérations suivantes.



EQUATIONS CANONIQUES. CHANGEMENT DE VARIABLES, ETC. 41
Revenant au changement de variables du n° 9, supposons que les z;,
Jidépendent du temps ¢ non seulement explicitement et par les z,
mais encore par 'intermédiaire d’une quantité p, qui est une fonction

dx

connue de ¢. Il faut, dans ces conditions, remplacer pal exemple
9z + .r)ﬂ (_12
ot dp di
tions (2) de la quantité [ 4, p

- : oH -
» et, par suite, il faut augmenter — dans les équa-

ar —
B dzy

] (lp

Imaginons alors qu’on veullle meLtre la solution générale des équa-
tions (1) sousla méme forme que la solution générale des équations (7),
en regardant non seulement ¢,, ¢,, ... comme des fonctions conve-
nablement choisies de ¢, ainsi que nous l'avons fait ci-dessus, mais
aussi le paramétre @, par exemple, comme une fonction connue de ¢;

il faudra, dans les équations générales qui terminent la premiére
: ; oH e, 9N\ day
section de ce numéro, augmenter — de (2% —
dey da, dey /) dt
méme temps mettre partout pour a, sa nouvelle valeur.

Reprenons enfin toutes les hypothéses des sections 2°, 3°, 4°, et

€L en

supposons d’abord que @, soit le paraméire p’ par exemple, qui
figure dans 'argument M'; il faudra, dans les équations (15), aug-

oH O i : i
menter 5— de — Jz; ¢ buisque J,, est une constante; on a d’ail-
leurs, d’aprés la formule (10),

dhw _ 8F
dt — M"’

ce qui détermine Jy, a la constante prés (Jy.),.
Supposons en second lieu que a, soit le paramétre @'; en tenant
compte du fait que les m’ dépendent de @', et de ce que nous venons

o p) ; : i
de dire, il faudra augmenter d—ztl- dans les équations (15) de
k

L)J;l_ dJa' : ¢ aom'’ 0JM' da'
Oa i 0gh 0a’ 9z ) dt’

On a d’ailleurs, d’aprés (10) et (12),

dly _ oF oF N
T =5 (5r), 25 u— G,

drl
ce qui détermine J, a sa partie constante prés, égale a <2 Yis=e |5
i a0

——



CHAPITRE II1.

MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL.

12. Reprenons les équations du mouvement d'un point mll.érw',
avec les notations qui nous ont servi au n” 8.
~ D’aprés le Chapitre I, la fonction de forces U, dans les problémes
que nous avons a traiter, contient lou_inun un terme d'une imporunee

: ; - k2
prépondérante, de la forme —> en appelant r le rayon veecteur du

point M, c’est-a-dire sa distance a l'origine O des coordonnées, el
désignant par &2 une constante. Si ce terme existait seul, on sait que
la trajectoire de M serait plane; tenant compte de ce fait, nous allons
faire un premier changement de variables destiné & metire en évi-
dence le role particulier du plan P qui contient & chaque instant le
point O, le point M et la vitesse V de M. Ce plan, qui serait fixe siU

R 1!
se réduisait a > peut étre appelé « le plan de 'orbite instantanée

de M ».
Sur une sphére de centre O passant par M (fig. 1) et supposée

Fig. 1.

c jC
tomme nous le ferons toujours vue extérieurement, le plan P a pour
race un or 1s i 5
s glalndlcercle, qut sera orienté dans un sens déterminé; son
> n louité
p 2 résulte sans ambiguité par la condition que P soit orienté
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par rapport a p dans le méme sens que zy par rapport a z, c’est-a-dire
dans le sens direct. qui sera toujours, sauf avis contraire, le sens des
triédres de coordonnées que nous envisagerons.

Le plan Ozy est d’ailleurs ordinairement celui de Iécliptique a
une certaine date, et 'on conserve d’une facon générale toutes les
fagons de parler correspondantes. Si N est 'un des nazuds de P sur 2y,
Parc 2N est la longitude § de ce neeud, et Pangle o, compté dans le
sens direct, que fait en N le grand cercle xy avec le grand cercle P,
est U'inclinaison de P sur zy. Les éléments f et o déterminent com-
plétement la position et l'orientation de P. Sauf exception spécifiée
explicitement, on oriente P dans le sens du mouvement de M, et 'on
choisit pour N le neeud ascendant de P; en traversant ce neeud, le
point M entre dans 'hémisphére limité par xy qui contient .

Connaissant § et », la position du point M est déterminée par
Parc NM = u, compté dans le sens de Porientation de P et dit argu-
ment de la latitude de M, et enfin par son rayon vecteur OM. Par
suite les coordonnées x, y, 5 s’expriment a Vaide de r, «, §, w; etla
fonction U dépend des mémes quantités et de ¢. 11 est inutile pour
I'instant de fixerles deux autres variables qu’il faut joindre a 7, u, 4, ©
pour achever la transformation des variables primitives z, Vi s
z' ¥ ok

D’aprés ce que nous avons dit au n° 10, on doit, pour effectuer le
changement de variables, calculer les quantités

0z dy 93

Y= = 4 s
5 da 07 oz’

en désignant par o 'une quelconque des nouvelles variables : on a
prisiici Ke—io:

Si o est l'une des variables non encore définies, on a Ji—0,
puisque z, ), s n’en dépendent pas.

Si o est I'une des variables r, u, 0, o, il est clair que J, n’est autre
chose que le produit géométrique des deux vecteurs Vet Vy, en dési-
gnant par V la vitesse réelle de M, par V, la vitesse virtuelle que
prend M quand on fait varier uniquement «, et cela de facon
que 6z = 6t, en employant les notations habituelles.

Les valeurs de J, découlent immédiatement de cette remarque.
Si d’abord © varie seul, il en résulte pour M une rotation autour
de ON, et la vitesse V,, est le moment par rapport a M d’un vecteur
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unité porté par ON : ce moment est perpendiculaive au plan OMN
ou P, et par suite a la vitesse V qui est contenue par hypothése dans
ce plan, de sorte que 'on a J,= o.

La vitesse V, est un vecteur égal a 'unité porté par OM, de sorte
que J, est la projection de V sur OM, c’est-a-dire la vitesse radiale
de M, égale a la dérivée ' de » par rapport au temps.

La vitesse V, est due a une rotation autour de O p, et est égale au
moment par rapport a M d’un vecteur unité pnrh? par Op: elle est
donc égale a r, et dirigée suivant la perpendiculaire & OM menée dans
le plan P par M, dans le sens direct par rapport & Op; son produit
géométrique par V, c’est-a-dire J,, est par suite le moment A de la
vitesse V par rapport a 'axe Op.

Enfin la vitesse Vj est due & une rotation autour de O3, et est égale
au moment par rapport a M d’un vecteur unité pm'l(s par 0 z. Ce vee-
teur peut étre décomposé en deux autres : ['un, ¢gal & cosw, est dirigé
suivant Op; l'autre, égal a sinw, est situé dans le plan P. Le moment
de ce dernier par rapport a M est perpendiculaire au plan P, de sorte
que son produit géométrique par V est nul : on doit se borner i con-
sidérer le moment du vecteur cosw dirigé suivant Op, et, d’aprés ce
q.ui a été dit relativement a J,,, on a Jy— h'y en appelant 2’ la quan-
tté £ cosw.

Ceci nous montre, d’apreés le n° 10, qu’en associant aux variables r,
u, O les quantités 'y by b’y on obtient un nouveau systéme d’équations
canoniques pour déterminer ces nouvelles variables. 11 n’y a d'ailleurs
P lieu d.e conserver I'argument de la latitude «, mais il est préférable
d’mtroduu‘e a sa place la longitude dans l’r)rbite, ¢, égale a u-t9:
d’apres le n° 10, toujours, on n’altérera pas la forme canonique si, en
méme temps, on remplace la variable 4’ par /&' — h, soit ‘

hi= h(cosw — X))

Il’ faut encore savoir ce que devient la fonction H—=T — U quand
Eoh i 1 s ;
ory exprime a l'aide des nouvelles variables. La force vive 2T, ¢'est-
acdive 3 . ;
a-dire le carré de la vitesse de M, est d’abord manifestement égale

J2

I
9 7 — 9 = T .
;2> quant a la fonction de forces U, qui ne dépend que des
coord Se z X - i - :
o OUnees ., y, z, et de ¢, elle devient en premier lieu une fonction
SR RS : a2 L 5
ey nalement de r, ¢, 0, 7 &, puisque l'inclinaison ®

est liée numériquement & G
h
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En résumé, on a les équations

| dr  JH drt s ol
ST o e
de  JH dh _ oH
a4 tlaea s
‘ ) db _ oH dhy _ oH
(1) S i
H— i(;-'2+ /L;>—U,
2 7 s
hy

U :f‘(/'7 2, 0, _I—L.,A t>-

13. Comme nous avons fait remarquer, nous pouvons écrire la

fonction de forces U sous la forme éj + V, en mettant en évidence
son terme principal {,—2 la fonction V est dite alors perturbatrice, car
c’est son influence qui trouble le mouvement plus simple que l'on
obtiendrait en ne tenant compte que du premier terme de U.

Il est clair, dans ces conditions, que nous trouverons avantage a
prendre pour nouvelles variables les constantes arbitraires qui figurent
dans la solution de cé probléme plus simple : en effet, puisque ces
quantités restent constantes dans une premiére approximation que
Pon obtient en négligeant la fonction perturbatrice V, on doit penser
qu’elles varieront peu quand on tiendra compte ensuite de cette
fonction pour arriver a la solution exacte. On peut d’ailleurs aussi
bien substituer a ces constantes d’autres quantités équivalentes,
convenablement choisies.

LLe mouvement, qui correspond a I'’hypothése on Pon réduit U a

2

v k2 ! TR 3 e 5
son premier terme —, est le mouvement képlérien, c’est-a-dire celui
=
d’un point attiré par un centre fixe en raison inverse du carrvé de la
distance. Clest celui que nous devons tout d’abord étudier. Il faut
donc intégrer les équations (1) quand on y remplace H par

= 1</"f-'—l— Zl;) -

2 Re

On voit en premier lieu que %, Get A, sont alors des constantes,
puisque I ne dépend aucunement des variables conjuguées ; le mou-
vement se fait donc dans un plan fixe P, déterminé par 6 et 4, ou
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bien par § et inclinaison o et I'intégrale des aires a lieu dans ce
plan.

On voit en outre que la fonction F est elle-méme une constante,
puisqu’elle ne dépend du temps que par Uintermédiairve de 7 et ' |
c’est Papplication du théoréme des forces vives.

A la place .de F et /i, nous emploierons encore deux constantes
positives équivalentes, p et g, telles que

h=kyp, 1‘:_27(_.__5,,;
la constante des aires & est généralement positive, ¢'est-a-dire que le
plan P est orienté dans le sens du mouvement; mais on peut aussi
bien la supposer négative, et ceci revient simplement a prendre £
négativement.

Les équations qui déterminent r et ¢ sont alors

dr? k2 k2 k2

gV Cem K ey e e e
3 dez P s e gt~ e’
& _ kv,

2 A

1 equation de la trajectolire esl done, en éliminant d¢,

A :

2 g g
TR +(i——sz)—27_—+<;) =0

différentiant, on a

, P :
de sorte que 5 est certainement de la forme 1+ 2cos(v—®),

@ €tant une constante arbitraire, et « étant une constante positive

que I'on détermine en écrivant que I'équation du premier ordre est
vérifiée, ce qui donne o — <. Done

g =I1-+¢ccos(¢ —wm).
. La trajectoire est par suite une section conique de paramétre p et
: CXC(;DtI‘ICIte ¢, ayant son foyer en O; si A est le sommet situé sur

axe focal et le plus voisin de O, ce sommet sera le périhélie quand
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on suppose que O est le Soleil, et cette facon de parler, que nous
conserverons généralement, sera modifiée suivant le cas, lorsque nous
prendrons pour O un astre déterminé différent. La constante d’inté-
gration w est la longitude dans Porbite pour le point A, ¢’est-a-dire
la longitude du périhélie; Vangle ¢ — w est Panomalie vraie w du
point M.

Si on introduit encore une constante « telle que

== a(l'— 52),

cette constante est le demi-grand axe de Pellipse trajectoire, si 'on
a e < 1; quand au contraire ¢ > 1, « est le demi-axe transverse, pris
négativement, de hyperbole dont la branche concave vers O est la
trajectoire de M; dans le cas de la parabole, on a e =1, et la cons-
tante « devient infinie.

Il faut maintenant déterminer le temps par 'équatian des aires

dy
I'm:/\\/ﬁ;

mais nous nous bornerons ici au cas du mouvement elliptique. Si &
et n sont les coordonnées rectangulaires qui correspondent aux coor-
données polaires r et s, 'équation de Pellipse trajectoire est

(2 + az)? 72

—
a? a’(1—z2 ¢

et par suite on peut poser
E=rcosw=a(cosu—e¢),

n=rsinw=ay1—esinu,

« étant une nouvelle variable auxiliaire : c¢'est Vanomalie excen-
trique dont I'interprétation géométrique est évidente d’apres ces for-
mules mémes. On a alors

dy dn dt — du
/'QW:Ed—t—-ngf :a?\/l—s-([———scosu)m;
faisant donc encore
o =
I # —
azyr— e?

on a immédiatement
u—esinu = n(t—t),
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en désignant par ¢, une nouvelle et derniére constante d’intégration.
Cette équation est I'dquation de Képler, qui relie le temps & ano-
malie excentrique.

La constante ¢, est I'époque d’'un passage au périhélie, puisqui
pour { —={y, on a u = 0, eL par suite w =0, r= a(y— t); nest
moyen mouvement de M; n(t—t,) en est 'anomalie moyenne g.
La quantité g + & est la longitude moyenne | du point M; et si/,
est sa valeur a 'origine du temps, c’est-a-dire la longitude moyenie
de l'époque, on substitue la constante ly & ty, de sorte que Iéquation

de Képler prend la forme

U—cesinu=g=10—w=nt+l,—m.

Les éléments du mouvement képlérien elliptique sont, suivant les
usages astronomiques, les six constantes d’intégration §, @, m, ¢, 4, a,
3

T e _ s v =
etl'on y jointle moyen mouvement 2 lié a « par la relation n=/ka *:
souvent aussi on se sert simultanément du paramétre p égal & a(1—:*):
de méme on peut remplacer /, par 'anomalie moyenne de I'époque g,
égale a /— w. Dans le cas des cométes & orbites fortement excen-
triques, on remplace d’habitude « par la distance perihélie q, égale

a a(1—¢), ou encore a

s3> en méme temps on prend a la place
Yoo § % sl ’

de [, I'époque ¢, d’un passage au périhélie, et I'on a {,4 nty=mw.

; Les constantes introduites dés le début par l'intégration sont au

lieu de v, c et a :

h:/c\/a.(l—a‘l), hl=/p(cr)5w__|)’ F_.:_.ﬁ.

2a

Pour compléter

elliptique, il nous
vantes,

les notions essentielles relatives au mouvement
suffira de faire actuellement les observations sui-

Les trois mali 7 i e, &

: trois 'ano alles, moyenne, excentnque el vraie, y Uy W,
7 ‘ M
varient mamfestement toutes les trois dans le méme sens, quand on

les ¢ : . 0 : :
ompte d’une facon continue, c’est-a-dire sans jamais les altérer

d’un muly : D : : i
ultiple de 2T; par suite, chacune d’elles détermine sans ambi-

guité les deux autres. Poup t =1y, on a

o =—=u=—o0, et I'on peut
prendre p — o % : :

: . alors les trois anomalies sont de nouveau égales
chagu 1 Srihéli 1
aque lois gne le point M passera au périhélie, ou bien au sommet

opposé de Dellipse, appelé aphélie, leur valeur commune étant un
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multiple pair ou impair de = suivant que 'on sera dans le premier
ou dans le second cas; et, en général, elles seront toujours comprises
dans la méme deml—cwconference.

Le mouvement est périodique, et symétrique par rapport a la llone
des apsides OA. Au point de vue du calcul, on peut toujours réduire
les trois anomalies & étre comprises entre — = et +=; et quand elles
sont positives, on a alors w >« > g : la seconde de ces inégalités
résulte immédiatement de I'équation de Képler, et la premiére sera
rendue évidente par 'une des formules que nous allons établir main-
tenant.

Reprenons les relations qui nous ont servi a introdaire u, soit

foris e
S—smw:/l-—e?smu,
a
(a)
r
'—cosw:cnsu——a;
L a

¢élevant au carré et ajoutant, on en déduit d’abord
r r
(a") L Eon e LT

b el . . A r s
sans amblgune possnblL,_ puisque les quantites - et 1 —ecosu sont
positives toutes deux.

Ecrivant alors

7 & (8] R w
— (€082 — —}-SIn>— | =1— € €0S ¥,
a \ 2 %

I‘ o > w
cos2 — — sin% — = COSUW — &,
a 2 2

on en déduit, sans ambiguité encore, d’aprés les remarques faites ci-

dessus,

et SRS L
— sin — =‘/1+ssm—,
o O 9) 2,

() -

Vi w w
—COS5— — Y I—ECOS—)
a 2 2

d’ot on tire en particulier la formule

) e

ANDOYER

u
tanfr—,

4
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- u, lorsque ces deux angles sont compris

qui justifie I'inégalité
entre o et
Les premiéres formules donnent encore

|
|
|
-

a .
— SInu =
r

a @ac
—COSU = COSW - —3

.3 2 I |
remplagant dans le second membre de cette derniére égalité 7 par sa

valeur
« 1= COSw
(c") e e |
r gt
on peut écrire finalement
I . sinw
= SINU = ———
\ 5 Vi—e?
(¢)
Z a COSW ——- ¢
—COS U = —— »
r | —e¢g?

Les formules des trois groupes (a), (a'), (b), (b'), (¢), (¢') seront
utilisées tour & tour, suivant les circonstances.
1 . L B . =
Dans un autre ordre d’idées, il résulte de la nature du mouvement

a -
ue = es srod: AR .
que — est une fonction périodique paire de 1'anomalie moyenne g,

la période étant 2= : cette quantité est donc développable en série de

. . . . %
Fourier suivant les cosinus des multiples de 2. De méme — et la dif-

: o . ' an
Sejlence‘w—.g, dite équation du centre, sont des fonctions pério-
Ltquesl l.ng)alres développables suivant les sinus des multiples de g.

emplo1 iver Sri ici |
plot de ces diverses séries, dont les coefficients dépendent de la

seule ex icité .
centricité ¢, ne peut présenter aucune difficulté analytique.

14. | : : - :
£ 'I(‘ira;nsfo(xl'mons maintenant les équations (1) comme nous avons
It au début du numé rSca .
variables les &l mcso précédent, en prenant comme nouvelles
aLlda €s elements du mouvem - .
: i ent elli SC B
8oy ®, 0, a,¢, hy; ou plutét i lpll([ue, ol par SEiNi
que com » 71> OU plutol, puisque gy ne figure dans les formules
me & o =
KR vPaIitle l‘ntelglanle de g, nous remplacerons la nouvelle
arid ar 'anom t ; . :
S50 alie r o oA
par rapport l:u ) noyenne ¢, qui est un argument linéaire
b lafx)‘glat’ x fm,ps’ /:” —!(S Lo, le moyen mouvement n étant lié a @
ation na’ — k2,
omme § et %, forment un couple nette-
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ment séparé de variables, il n’y a d’ailleurs liea que de substituer g, w,
a,zar,or, hdans les quatre premiéres des équations (1), en con-
servant les deux autres.

D’aprés ce qui précéde, dans le mouvement elliptique, h est une

constante, tandis que 7, 77, et la différence ¢ — g — © sont des fonc-

o]
tions périodiques de g; nous pouvons donc appliquer directement
tout ce que nous ayons dit au n° 11 (4°), en prenant r, ¢ pour les
variables z;, puis 7, i pour les y;; les arguments M, N, ... seréduisent
A g, les arguments M, N', ... n’existent pas, et il y a un seul para-
métre @', soit k.

La fonction K étant choisie comme nous Pavons vu, sans qu’il soit
aucunement nécessaire de la déterminer effectivement, et « désignant

I'une quelconque des nouvelles variables, on a

,ar ov\ -
.],,: (l ‘d_lz —~i—hm>o,

si Pon fait = @ ou u = =, il résulte de ce que nous avons dit a la fin
2 RN ¢ a0 o s
du numéro précédent que la somme 7 EL+ h o, estune fonction pério-

dique impaire de g, et par suite on a d’abord

On a ensuite
o —

puisque w n’entre que comme constante additive dans Iexpression
de ¢.

De plus, nous savons que la quantité J, s’exprime a I’aide du
seul moyen mouvement n et de a', de sorte qu’on peut la calculer en
supposant nulle excentricité ; mais alors on a

Io=a v =g+, h=rkya,
et par suite, il vient immédiatement

o=k a.

< > i . k2
Enfin la constante J est égale a F, soit — =

Exprimant F a Paide de Jy et de £, ona donc encore




CHAPITRE 1V.

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE.

15. Nous avons vu dans le Chapitre précédent comment se trans-
forme le premier des problémes fondamentaux de la Mécanique
céleste, celui du mouvement d’un point matériel, lorsqu’on met en
évidence la partie principale de la fonction de forces. Nous allons dés
maintenant faire de méme pour le second probleme, celui du mouve-
ment d'un corps solide autour d’un point fixe.

Reprenons les notations du n° 8, en les précisant d’abord sur une
figure sphérique de centre O (fig. 2). Si G est I'un des neuds de &1

Fig. 2.

sur xy, d i inclinai
), ¢ sera la longitude G de ce nceud, et w sera 'inclinaison
de &1 sur zy en G; o sera 'arc GE.
A la rari i ilisé
o place des variables canoniques o, ¥, o, oy, Yy, wy, utilisées
récé autr i 1
p l’(.emment, adoptons d’autres variables, dont nous désignerons
pour 'ins P i 1
I tant 'une quelconque par «. Pour faire le changement, il
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faudra calculer, en prenant K = o, les quantités

<

b dw
=
: Iz

=

P J

s :’f’lo—a%—%

§

c’est-a-dire, d’aprés la définition de o4, ¥, w,,

do oT oy dT dw JT

= 0% 05 ox 0V " 0z d9o°

Ja
T étant une forme quadratique homogéne de ¢/, 4/, w’, nous voyons

donc que J, en est la forme polaire par rapport aux quantités o, e,
wy, en désignant ainsi les dérivées g, 3%, % Or, oy, Yo, g sont les
vitesses virtuelles de @, ¥, © dans le mouvement virtuel du corps
obtenu en faisant varier uniquement =, et cela de facon que Sa— 3¢
ce mouvement virtuel est une rotation instantanée autour de O, repré-
sentée par un vecteur py,dont on peut appeler p,, q,, ', les projec-
tions sur les axes mobiles O&, O+, OY, et par suite il existe entre les
quantités oy, by, w; et py, ¢y, ry les mémes relations linéaires et
homogénes qu’entre o', ', o et p, ¢, 7.

Il résulte alors de la propriété d’invariance absolue des formes
polaires a ’égard des substitutions linéaires que J, est aussi la forme
polaire par rapport a py, ¢4, 7y de la fonction T exprimée comme

forme quadratique de p, ¢, r; et puisque

2T =Ap2+Bg2+ Cr2,
on a
Jo=Appa—+ Bggy—+ Crry.

Si enfin nous observons que Ap, Bg, Gr sont les projections sur O¢,
O, O du vecteur h, moment résultant par rapport a O des quantités
de mouvement des différents points du corps, nous concluons que J,
n'est autre chose que le produit géométrique des deux vecteurs /
et 0y.

Cette remarque suffit pour mettre en évidence le role prépondérant
du vecteur /%, et pour nous guider dans le choix des variables a. Ap-
pelons P le plan perpendiculaire au vecteur /i, orienté dans un sens
arbitraire; si p est alors le pole de P, déterminé sans ambiguité
comme nous P'avons déja dit au Chapitre précédent, le vecteur /i est
porté par I'axe O p, et /o désignera sa valeur algébrique. Le plan P est
déterminé par la longitude  H =10, d’un de ses neeuds H sur xy, et
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par son inclinaison ¢ en H sur 2y ; si maintenant K est I'un des neeuds
de &nsur P, la position de P par rapport au corps est déterminée par P'are
K& égalay, et par l'inclinaison s de £7 sur P en K. Enfin, pour achever
de déterminer la position du corps, il faut encore se donner par
exemple I'arc HK, égal a u. Les relations entre les angles d’Euler @,
Y, w et les angles u, 6, £+ & o résulteront de la considération du
triangle sphérique GHK, dont les cotés sont b —90, o —y, uetles
w.

angles respectivement Opposés &, &, T

Prenons pour les nouvelles variables w, 8, y, h, ¢, = : il est bien
ais¢ de calculer les J,. On a d’abord Ji= o, puisque o, ¥, © ne
dépendent pas de /; on a aussiJ. — o et Js= o, puisque les vecteurs p,
et ps sont dirigés suivant OH et OK, et par suite perpendiculaires au
vecteur O/. Enfin, on a J,= /A, Jy= / cos ¢, J, = h coss, puisque les
vecteurs p,, pj, oy, sont des vecteurs unités portés respectivement
par Op, Oz, O%.

On a donc, d’aprés le ne 10, un changememt complétement cano-
nique de variables en associant a u, 9, 4 les nouvelles variables £,
& = hcose, k= hcoss. On peut avanlageusement vemplacer u par
¥ =u—+ 0, et alors il faut associer a ¢, 0, 7 les variables conju-
guées h, g — h, fk — /i; mais nous garderons 1)01‘11' I'instant w.

: .Il reste a savoir ce que devient la fonction H — T U, exprimée a
Paide des nouvelles variables; d’abord la fonction de forces U, qui ne

3 =y ; ! 3

dépend que de o, ¢, w et de ¢, devient une fonction de”u, 0, s '7:,’
k .

7’ €t ¢, puisque ¢ et 5 sont liés numériquement aux rapporlts %et 7'/:

Pour cal S ; i
culer T, rémarquons que I'on a, en projetant le vecteur /i

sur O&, Oy, O,
Ap=hsincsiny_, Bq:h.sincrcnsy-,- Cr = hcosa,

d’ o ¢ ; > Pt ; . .
apres les valeurs évidentes des cosinus directeurs de Op par rap-

: G <E
}‘(?rt aux axes mobiles. Mettons en évidence le réle du moment C, en
alsant

C—A e
% ek By B

On a ainsi -
5 4 amst pour les composantes de Ia rotation instantanée du
ps

h
= = ' \ sl in -~ ll
P C(I—i—a—:—aﬁ)smasm/_, q:a([—i—a—aﬁ)sinccosX’ r=g0053,
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O
o |

et il en résulte immédiatement

o k2 a(hr— 2) s
T—E = —TC——*(K—‘BCOSZ/_),
en remplacant A* sin®s par A2 — k2.

En résumé, on a les équations

dy oH dk  oH
T
du  dH dh ol
dt ~ ok’ Ao o
dy  JH dg oH
(1) { EZEE’ N o
H= :%—i»— %)(I—Bcnszy_)—U,

\

k
. U:f(u, 0, x,%; W t).

16. Dans les problémes que nous aurons a traiter, la fonction de
forces U est toujours trés petite par rapport a T, et doit étre regardée
par suite comme une fonction perturbatrice. Mais, de plus, les coeffi-
cients o et 3 sont petits, et le produit 23 est trés petit, sinon absolu-
ment négligeable. Il convient donc en réalité de joindre le terme en «
tout entier, ou du moins le terme en o de T a — U pour en faire,
aprés changement du signe, la fonction perturbatrice.

Dans le premier cas, la fonction perturbatrice est

I 2
Y — U—E%—,—)(I——Bcoszx),
et 'on a
I
B S 4

si 'on néglige V. toutes les inconnues restent constantes, sauf u qui
h £
est de la forme Gl 4o, uy étant une constante : le mouvement du

corps est une rotation permanente autour de O p. Pour tenir compte
de V, il n’y a pas lieu d’appliquer la méthode de la variation des
constanles, qui conduirait a conserver les mémes variables; la fonc-
tion perturbatrice se met d’elle-méme en évidence dans les équa-
tions (1).
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2 i ‘batrice
Dans le second cas, on prend pour fonction perturb:

aB (A2 — k2)
2C

NV =U3 cos2y,

t'on a
= h? > a(h?— k2)

H~2(J 2C ’

sil'on néglige V, les inconnues sont encore des constantes, sau

h koo :
zt:E(l-f—a)l—e—uo, 7_::———7!—%—/_0,

Uo, /0 étant des constantes : le vecteur / est fixe en grandeur (?E(lirec-
tion, les angles u et "/ varient proportionnellement au tcmp-s. f,omme
ci-dessus, il n’y a pas lieu d’appliquer la méthode de la variation .des
constantes pour tenir compte de la fonction perturbatrice V, qui se
met d’elle-méme en évidence dans les équations (1). :

Traitons cependant le probléme dans hypothése on I'on négl.lge
d’abord seulement U, afin de montrer encore une fois l’al')plicatlo.n
des méthodes générales du Chapitre 11, lorsque ensuite, pour tenir
compte de cette fonction perturbatrice, nous prendrons comme nou-
velles variables les constantes arbitraires de la solution du probléme
réduit, ou des quantités équivalentes.

11 faut done intégrer les équations (1) lorsqu’on y remplac H par

o h? u(h?—lgi), o
F*T(;'*_TU—;BCOSZ/.%

c’est étude dy mouvement bien connu d’un corps soustrait a toute
action extérieure, autour d’un point fixe.

Tout d’abord, , &, h sont des constantes, de sorte que le vecteur &
est fixe en grandeur et direction; de Plus, la fonction F est elle-méme
constante, d’'apres le théoréme des forces vives. '

En appelant s une nouvelle constante lice 3 2 et F par la relation

%T =1+ a1 — B2) sin?s,
2

2 3 y X
¢t n'oubliant pas que k= hcoss, on a, d’aprés la valeur de F,

(rt—4 C0s2y )sin%e = (; — 82) sin2s,
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ou bhien
sin%g sin2y

—p

sin2g cos?; i
L = SIN*S$
1+ 8

T

on peut donc poser, en introduisant une variable auxiliaire ).,
sing siny = /1 — B sins sin},
singcosy = Ve B sins cosa,

et ces relations donnent encore

; d; 5 d
sin?s —= = /1 — B2sin2s —
dt dt

<

cosa = coss y/1— B lang?s cosa k.
Comme d’aprés les équations (1) on a

dy - ah #
e _—Tcosc(l—ﬁcosz/v),

il vient, en faisant 8’ = [ tang?s,

V1— B’ cos2i C

) _ ahcossy/1— B2 dt.

L’angle constant s est toujours en réalité trés petit, et par suite 3’ est
extrémement petit, de sorte qu’il n’y a pas lieu de faire usage de la
théorie des fonctions elliptiques pour intégrer rigoureusement I’équa-
tion précédente. .
Le coefficient de d se développe sans peine en série de Fourier de
la forme
ay(1+2a;8 cos2h + fayB'2cosfh +...),

les coeflicients @y, @, a,, ... étant eux-mémes des séries ordonnées
suivant les puissances de 32, et le premier terme de a, étant 1.
Désignant alors par I/ une constante arbitraire, et faisant
8 0 ;

, ahcossy/1— B2 b
R e ey U'=n"t+ 1,
a, G

il vient

U'=k+ a8 sinak +ayf'2singl ...,
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d’ou l'on tire inversement
A=U'~+b,B'sinal' + byB2singl'+. . .,

les coefficients &,, b,, ... étant analogues a a,, a,, ....

On peut remarquer, sans qu’il soit nécessaire d’insister, I'analogie
qui existe entre 2 /', 22, 27, d’'une part, et les anomalies moyenne,
excentrique et vraie dans le mouvement elliptique; mais I'équation
analogue a celle de Képler est moins simple.

On peut calculer . par la formule

—f ;
Lang ¥ — ~tang ),
] e )
qui donne, comme on sait,

7_:7.+c,{35in2).+ci_62 SHEX -

les coefficients €1y €2y ... étant des séries ordonnées suivant les
Puissances de 32; il en résultera

L=0U+d Psinal + dsB2sing '+, ...

les"d,. dby oo btant semblables aux Gy iCn
outre de tang?s.

La variable k, ou plutét cos s, est donnée par la formule

--. et dépendant en

Cosg :—+ i'l,
g ah i — B2 dt
d’ou Y B

COS§
PLoEas s L ; ;
osa e (1—1—21)1}3 cnszl+;ib3p'lcns~il+...):
On a aussi, afin de pouvoir calculer les composantes de la rotation
Instantanée dy eorps et éviter le calcul direct de Vs
i I e e e - 7 v
Mo Siy) — ﬁs:n.f(eo sinl’' €13 sin37 + esB2sin5l" .. ),

SIS COSY = V1 Bsins( £, cosl f1B Cos30 4 £, B coshl e D

! :
es coefficients L R e
Swivant les puissances de B/ av

et-f,.

étant ici des séries ordonnées
€C¢ 1 comme premier terme pour e,
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Enfin déterminons u, ou plutét ¢ =u+ +08; ona

dv _du  dy h ok q
= +W=E+T(x——cosa)(l—f3cnsz)§)

I ah 1
—= + < I— sin?s —— —
C e I+ COSG’

Il

c e % . 8 i : goy Snts
comme on voit en remplagant 1 — 3 cos 2 par sa valeur (1 — [32) S

Désignons donc encore par /, une constante arbitraire, et faisons

h 2ah 2R
n=—+—c—(1-—ﬁz)go sm2;, = nt + ly;

on aura pour ¢ un développement de la forme

=l+y1—B2sin2s( g8 sinal + gy B'2sinfl'+...),

&0y &1 &2, ... Etant encore des séries ordonnées suivant les puis-
sances de {32, dont les coefficients dépendent en outre de coss, et g,
ayant 1 pour premier terme.

Si dans les caleuls précédents on néglige le carré de 8/, on aura

simplement

ahy/T— B2 coss h sah S

s e A Al S i ST e R s N ft e

7 C » At (1 — [2)sin >
r

x=2— Esinar,
4 mna

: r —_— ( BN R
sing siny = y/1— Bsins I—-¢ sml—‘—s-sm?)l ;
\

r ’
sing cosy = y/1+ Bsins [(1 -+ %> cosl'— % cosSl’],
pl
CoST = coss<1 = ——cosnl’),
2

= l—p—\/l—ﬁ tanm;sm'zl’.

17. Comme nous 'avons déja fait remarquer, on peut, sans changer
la forme des équations (1), y remplacer u par ¢, et en méme temps A
par ky=4h —h— /z(l — €0s3), gpar g, =g — h = h(cose —1);et
I’on a alors :

F:k_wo._pcosg/) H=F —VU.

Transformons alors ces équations en prenant comme nouvelles
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variables les constantes /,, {;, 9, %, s, g, par exemple, du mouvement
que nous venons d’étudier; ou plutdt, au lieu de /,, £;, les arguments /,
U égaux a nt 4Ly, n't + {;. Comme § et g, forment un couple nette-
ment séparé de variables, il n’y a lieu que de s’occuper des quatre
premiéres équations (1), en y remplacant ¢, 4, &, k par I, I, h, s.
Dans le mouvement simple qui correspond a H=F, la variable &
reste constante, &, ou /i(coss — 1) est une fonction paire de /', tandis
que 7 et la différence ¢ — / sont des fonctions périodiques impaires
de l'; d’ailleurs les développements trigonométriques de ces fonctions
ne dépendent que de la constante s, et il en est de méme des rap-

n n' . 2
ports il On peut done appllquer directement tout ce (que nous

avons dit au n° 11 (4°), en prenant ¢, 7 pour les variables z;, et A, &,
pour les y;; les arguments M, N, ... sont Z, '; M’, N/, ... n’existent
pas, et il en est de méme des parameétres «', ..., si 'on regarde C,
o, B comme des constantes purement numériques.
La fonction K étant convenablement choisie, et u désignant I'une
quelconque des nouvelles variables. on a
J,£= </L()—"—¥—/\' ’)L\) ~
ou

tou /o’
- % ), . ;3 S
il en résulte tout d’abord immédiatement J,— o, J,— /i; on a ausst

.0t | oM dy 75 5 -
Ji==o0, puisque /tx +/f.,)—f est une fonction périodique impaire
de /'.

D’autre part, la constante J est égale a I, etil en est de méme de G;
en effet, I: N e S8 2 A 2 F, pui )
 la Sommeé Ji gz ou Z‘} iTy: est égale a 2 F, puisque I est
une forme q(l;adrathue homogeéne de 4 et de k5 et par suite, la diffé-
z; 5 : '
2 — ¥, dont la partie constante est précisément G en
général, se réduit ici a F.
La premiére des formules (
a—=

s
rence Zy,-

12) du n° 11 donne alors, en faisant
L ) R T
oh = okt gl

) b <
c'est-a- ‘apreé )
st-a-dire, d’aprés la facon dont F, n, n' dépendent de £,

. : 28 =nl,=n'J,
Comme on a : e

2CF
Ci = 1(1_32)5;,1?5’
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il en résulte

F — nl
J/':z—n—ﬂ_aoh\/ g2 (CO<S—I)<I—|— go)

COSs

@, et g, étant les coefficients précédemment définis dont la différence
avec l unité est de 'ordre de 32tang’s. Sil'on néglige ces différences,
on trouve sans peine

Rl 2C[JI—01‘/I B2l Jp— a2l ]

mais cette expression n’est d’aucune utilité réelle.

D’aprés le n°10, nous voyons finalement que I'on réalise un chan-
gement de variables complétement canonique en associant aux
variables /, /', § les trois suivantes :

R=tl— Pi—i] Q = g1=Rh(cose —1),

les nouvelles équations définitives étant

dl oH dP oH

\dl TPy T ey

- ) dl Ty ol dP’ oH
(2) Vde a0 d g
/ dy  oH dQ oH

oS e P ke

Pour mettre en évidence la fonction perturbatrice U, il suffit de
remplacer H par ' — U; en se souvenant que la fonction F peut s’ex-
primer a l'aide des seules quantités P et P/, et que n et n' en sont
alors précisément les dérivées partielles, on a les nouvelles équations
quasi canoniques

[ dP U db . U

\m—m” e

3) ) dpP’ - oU dl’ il oU
£ P et e s S
/ i ol T e

TS R - nahe

Il sera facile ensuite, si 'on veut, de choisir d’autres variables,
mieux appropriées aux circonstances réelles du probléme.



LIVRE II.

ETUDE PRATIQUE DU MOUVEMENT KEPLERIEN
ET DE SES PERTURBATIONS.

CHAPITRE V.

DETERMINATION DES POSITIONS HELIOCENTRIQUES ET GEOCENTRIQUES.

18. Il résulte du Chapitre III que I'on peut toujours représenter le
mouvement du point M comme un mouvement képlérien, dont les
¢léments sont généralement variables avecle temps. A chaque instant ¢,
les coordonnées de M et les projections de sa vitesse s’expriment par
les formules mémes du mouvement képlérien, comme si les éléments
étaient fixes. Si donc on désigne par (¢,) 'ensemble des éléments &
I'époque ¢,, et par M, un point fictif dont le mouvement serait le mou-
vement képlérien proprement dit déterminé par les éléments constants
(eo), le point réel M et le point fictif M, ont a Pépoque ¢, méme
position et méme vitesse, de sorte qu’en particulier leurs trajectoires
sont alors tangentes. On dit que les éléments (¢,) sont les éléments
képlériens osculateurs de la trajectoire de M au temps ¢,, ou que la
section conique définie par (e,) est I'orbite képlérienne osculatrice
au mouvement réel de M; cependant le contact entre cette orbite
et la trajectoire réelle de M n’est pas d’un ordre supérieur au premier.

Quand on néglige complétement la fonction perturbatrice V| le
mouvement de M est un mouvement képlérien proprement dit, ¢’est-
a-dire & éléments constants; et celte premiére approximation pourra
suffire pendant quelque temps. Le plus souvent, on choisira pour ces
éléments constants les éléments osculateurs a une époque ¢, voisine
de la période de temps considérée.

Nous allons montrer, dans ce Chapitre, comment on peut déter-

ANDOYER 5
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miner a chaque instant, d’une facon appropriée aux usages astrono-
miques, les positions héliocentrique et géocentrique d'une planéte ou
d’une cométe dont orbite képlérienne est connue par ses éléments.

19. Les notations précédemment introduites recevront ici quelques
modifications, indiquées par I'usage.

Les éléments de référence Oz y z, orientés dans le sens direct, sont
déterminés par-le Soleil, et par Iécliptique et I'équinoxe moyens
d’une certaine date indiquée, généralement le commencement d'une
année tropique : Porigine O est le Soleil, I'axe Oz est dirigé vers
I'équinoxe, le plan 2Oy est celui de Iécliptique. .

La longitude du neeud ascendant et inclinaison de I'orbite sont 3
et ¢; 'angle 7 est positif et inférieur 4 =, évidemment aign ou obtus
suivant que le mouvement de M en longitude est direct ou rétrograde.
La longitude du périhélie est ; mais on lui substitue souvent I'élé-
ment équivalent w, égal ala différence w — Z, c’est-a-dire i la distance
du périhélie au neeud.

L’orbite étant supposée elliptique, son excentricité sera e ou sing;
si a est le demi-grand axe, le paramétre p est égal & a(1—e?), I

distance périhélie ¢ est a(1— e) ou 2 Z_ . Le moyen mouvement n
3 -+ e *
3

E)

vaut Aa *; les anomalies vraie, excentrique et moyenne a4 un instant
quelconque ¢ sont respectivement ¢, u, M; le rayon vecteur est r. Le
sixiéme élément de Porbite est la longitude moyenne /, de I'époque,
ou p'luLc“)t Panomalie moyenne de I'époque, soit 7, — m ou M, ; cestla
longl'tude moyenne ou 'anomalie moyenne a une certaine date fixée,
¢y, dite époque, qui est le plus souvent la date méme de osculation,
c’est-a-dire celle pour laquelle les éléments sont osculateurs.

’Dans certains cas, il convient de prendre pour époque la date T
d un passage au périhélie, de sorte que M, = o, et cette date est alors
le sixieme ¢élément de Porbite. %

I ¢ 4 z s b Sy i .
.a durée R de la révolution sidérale, ¢’est-a-dire le Lemps nécessaire

?a'.

pour parcourir I'orbite entiére, est 2~ ou 2% <
n
D’anea ; : :
apres le Chapitre I, on doit prendre pour 42 la quantité

S(m - my),

en dési 5 fici ’
gnant par f le coefficient d’attraction, par m, la masse du



DETERMINATION DES POSITIONS HELIOCENTRIQUES ET GEOCENTRIQUES. 67

Soleil, et par m la masse du corps dont on étudie le mouvement;
quand 1l s’agit d'une grosse planéte possédant des satellites, il faut
entendre par m la masse totale du systéme ainsi formé ; quand il s’agit -
d’une petite planéte ou d’'une cométe, on doit faire m = o. La racine
carrée k de k* est prise positivement en général, comme nous avons
déja dit.

Les unités sont choisies de la facon suivante, sauf exceptions spéci-
fices. L'unité de masse est-celle du Soleil, de sorte que my=1;
I'unité de temps est le jour solaire moyen, de sorte que n estle moyen
mouvement diurne. Quant a 'unité de longueur, c’est en principe le
demi-grand axe de l'orbite terrestre, supposée képlérienne, de sorte
que si A est la durée de 'année sidérale en jours moyens, et m Ia
masse du systéme Terre-Lune, on doit avoir par ce qui précede

2T 2T

e e,

L]
le coeflicient d’attraction est ainsi déterminé.

Mais, en raison de l'incertitude avec laquelle sont connues les
quantités A et surtout m2, on ne saurait avoir ainsi une valeur précise
pour f. Suivant alors la marche inverse, on aadopté pour f'le nombre
déterminé par Gauss, qui correspond a :

A = 365,2563835, m=——,

354710
et I'unité astronomique de longueur est maintenant définie comme
étant le demi-grand axe d’une ellipse képlérienne décrite par une
planéte de masse infiniment petite, la durée de la révolution sidérale
étant %, ¢’est-a-dire encore, le moyen mouvement diurne étant y/f :

cette unilé est trés voisine de la distance moyenne du Soleil a la
Terre.
D’apres le calcul de Gauss, on a

il s’agit ici bien entendu de logarithmes décimaux, que nous repré-
senterons toujours de cette méme facon. .

Toutes les fois qu’il s'agit d’une petite planéte ou d’une cométe, on
a précisément £ = \/f ; sinon, k =/f\/1+m.
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Comme il est usuel d’exprimer n en secondes d'are, il convient
d’avoir aussi la valeur de & exprimée de cette fagon, soit A”; en repré-
sentant, comme d’habitude, un nombre par son logarithme placé
entre crochets, on a

k= \/l ~+ m|[3,5500065746].

Si l'on vient & prendre comme unilés une masse, un temps el une
longueur mesurés respectivement par m’, t', ' avec les unités précé-
dentes, la valeur de J deviendra /', et 'on aura

‘= f X m'tra-3,
f=r

puisque les dimensions de la grandeur f sont évidemment données
par la formule symbolique

[LJ[M]-1[T]-2.

Si, par exemple, on voulait avoir J'=1, en conservant les unités
P . ; 1
ordinaires de longueur et de masse, il faudrait prendre '= —,"le

sorte que I'unité de temps serait 58,132 . . jours.

20). Pour résoudre le probléeme proposé, il faut tout d’abord déter-
miner anomalie vraie et le rayon vecteur en fonction du temps : dans
la solution de cette question interviennent les éléments a, e, M, ou
leurs équivalents, qu’on peut qualifier d’intrinséques.

La connaissance du temps est remplacée par celle de 'anomalie
moyenne

V== (s to) + My;

b4 Y .
et, d’aprés ce que nous avons déja va
Pintermédiaire de I’

de Képler

» 1l est nécessaire de passer par
anomalie excentrique u, lice a M par I'équation

w—esinu = M.

C’est cette équation transcendante qu’il faut résoudre en premier lieu;
¢ et 7 se déduiront ensuite sans peine de .
Le problém : i i
e P ; e admet une seule solution, les trois anom
dou_](.)m:s apfs le méme sens, érant toujours comprises dans la méme
emi-circonféren ig ;
ce, et changeant de signe en méme temps. On ne

1‘ 4 =3 3 f ’
estreint do.nc pas la généralité en les supposant pour un instant
positives et inférieures 3

alies variant

Ty
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La fonction
Sflu)=wu—esinu—NM

croit alors constamment depuis — M jusqu’a = — M quand w varie
de 0 a =, et ses dérivées premiére et seconde restent toujours posi-
tives; de plus, on a les inégalités

J(M) <o, S(M +e)>o.

Sidonc on applique a la résolution de I'équation f(u) = o la méthode
d’approximation de Newton, en partant d'une valeur approchée u de
la racine, supérieure a M etinférieure a M+ e comme a =, on trouvera
une nouvelle valeur approchée

’ ,f(_ll)

U =u—

plus grande que la racine; et si 'on continue application de la méme
méthode en partant de cette nouvelle valeur ', on tendra rapidement
vers la racine, par valeurs plus grandes d’ailleurs. Si, exceptionnelle-
ment, la valeur «’ ¢tait supérieure aux limites M + e et = (ce quine
peut arriver que si la valeur initiale de w est inférieure a la racine),
il est clair qu'il faudrait la rejeter et lui substituer la plus petite des
limites ci-dessus. :

II est a peine utile de dire qu’a chaque nouvelle approximation, on
adoptera non pas la valeur exacte fournie par 'approximation précé-
dente, mais la valeur la plus voisine, choisie de facon a rendre toute
interpolation inutile dans 'usage des tables.

Les angles «, ¢, M sont pratiquement évalués non pas en radians,
mais en degrés, minutes ou secondes. Soit généralement R la valeur
du radian exprimé avec cette méme unité (R°, R’ ou R’ suivant le
cas); la formule ci-dessus doit étre écrite sous la forme définitive

M-+eRsinu—u
I—ecosu

u'=u-+

En l'absence de tout renseignement sur la racine cherchée, on
prendra une premiére valeur approchée comme il a été dit ci-dessus,
en cherchant a vue a vérifier 'égalité

u=M-—+eRsinu.

11 suffit d’écrire quelques chiffres pour obtenir une valeur appro-
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chée & une ou deux minutes prés. On peut aussi s'aider de tables ou
d’abaques appropriés pour obtenir du premier coup une valeur plus
ou moins approchée. La Table 1 des pages 71 el 72 peul servir .
a cet usage : mais son objet principal est de montrer la variation
simultanée des trois anomalies du mouvement elliptique. Les argu-
ments de la Table sont anomalie vraie ¢ qui varie de 10° en 10%
depuis 0° jusqu’a 180°, et 'excentricité qui recoit les valeurs 0,03,
0,10, ..., 0,95, se succédant de 0,05 en 0,05. Cette Table n'étant
destinée qu’a servir d’indication, Ierreur des valeurs de u et de M
que I'on y trouve peul quelquefois dépasser un demi-dixiéme de
degré. X

Quand on a trouvé la racine u de Péquation de Képler avee Pap-
proximation désirée, on aura r et v par les formules (@) ou (b) du
Chapitre 111, savoir

— sing = cos® sin u,
a ;

(1)

—~COsSp =cosu — e,

a
ou bien -

e

. § 142

—51n7=\/1+651n—,

(2) 3 :

a 2
' & v e 142
5 =08 ==—=a/ 6 COS "%
‘/‘: 2 ‘/ i

on peut encore employer le systéme équivalent

r
== 1=—"C COST,
(3) =
o P g = /
SN ——— =S|n$5]nu f_-
\ 2 9 r?

la premieére de ces relations a été établie précé
résulte mmmeédiatement d’une combin
puisque I’on a

demment, et la seconde
aison évidente des équations (2)s

On choisira le syste :
systéen P
ystéme qui donnera la plus grande précision, en

général le troisieme Sil ¢ sdi
; » 81 Pangle o est de grandeur médiocre; et I'une
quelconque des autres formule
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e =0,05
T T e
w M

0 o
0,0 0,0
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19,0 18,1
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127,8 "125,5
138, 1 136,2
48,5 17,0
159,0 1580
169,5 169,0
180,0 180,0
e =0,30
.

u M

o o
0,0 0,0
759 54
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45,9 33,6
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6352 47,9
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166.4 162,4
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o o
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———
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o 0
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Au lieu de faire cette détermination de ¢ et de r seulement quand
on a obtenu la valeur définitive de u, il sera manifestement avanta-
geux, au point de vue du calcul, de la faire dés que 'on aura une
valeur de u qui n’a plus besoin que d'une seule correction pour
conduire au degré d’approximation recherché. Les valeurs obtenues
seront alors corrigées de la facon suivante pour devenir définitives.

L’équation de Képler, la relation qui exprime 7 en fonction de u,
et 'équation des aires donnent entre les différentielles dM, du, dy,
dr les relations

du=i—’_’d;\l, do‘=(%>_\/1—e2dM, dT_Cz(:—‘l)‘esinu(/M;

dans cette derniére formule, introduisons a la place de dr la différen-
tielle d(logr) : désignant par mod le module des logarithmes déci-
maux, et supposant les différentielles dM, du, d¢ exprimées a laide
de l'unité choisie pour les angles, il viendra

mod
R

. @

d(logr)= <7> e sinu dM.

Si done la valeur choisie pour « conduit 4 une anomalie moyenne M’
trés voisine de M, et a des valeurs ¢, » pour I'anomalie vraie et le
rayon vecteur, il suffira d’appliquer les formules

‘ dM=M—M =M +¢eRsinu— u,

2
du=%aM, dvo= (3> coso dM,
g ! r 2

\
mod

( d(logr) =100 <§>2<eﬂ Sinii) O,

pour connaitre les corrections qu’il faut appliquer a u, ¢, logs afin
d’obtenir leurs valeurs définitives.

Dans la derniére de ces formules, on a mis en évidence le facteur
eRsinu qui figure déja dans le calcul de M.

Si la valeur définitive de w est inutile, on s’abstiendra de la calculer.

Presque toujours, on connait a U'avance des valeurs trés approchées
de u et de ¢. Si, en effet, on a déja résolu le probléme pour une cer-
taine valeur M’ de ’anomalie moyenne, on aura des valeurs tres
approchées de u et de ¢ correspondant a une valeur voisine M en
appliquant précisément les formules précédentes, ou 'on fait

dM =M — M,
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C’est ce qui arrive dans le calcul d’une éphéméride, on I'on peut
encore s’aider de la marche des différences des fonctions « et ¢ pour
prévoir leur valeurs trés approchées a chaque date nouvelle.

Dans un tel calcul, quand une seule approximation nouvelle est
nécessaire, il peut étre aussi avantageux de partir de la valeur appro-
chée de ¢ : on calcule alors u et »» par 'un des systémes suivants, tout_
semblables aux systemes (1), (2), {39 :

£ sinu — COS?Siﬂ v,
; o~ I.
(5)
= /)
— COSU = COS¢ -+ e,
7

l

|

|
\/’E sin%z\/l—e singy
(6) i :
\/.L;c(]s%:\/l—}—ec()s"—;;

7
= =I1-+ecosy,

. P —u . /r
SIN —— =sin Lsinp{ / —,
2 2 /P

et 'on acheéve par les formules (4) écrites sous la forme

‘ dM =M + eR sinu — w,
(8) du— f—?séc?cpdﬁ\l, dy = <£\)2séc3e dM,
r ‘
- mod ]
Z d(logr) = R: (eR sin w)sécodp (1),

Ezemple. — On considere Porbite d’éléments (=

e i o loga = 0,4224389.
Voici d’abor ; i
bord les constantes que 'on peut avoir a employer :

€ =sing = [7,3897262]. COSp = [7,9865224], logp = 0,3954837,

. L : e 3 —_—
sm; = 109203957, Vg — [0,047(3398], VI— = [1,9388825],
P : mod i
eR _[4,7041513], "2 = [11,008¢].

(') L'usage des Tables du
d’abréger beaucoup ces calculs
dépasse pas Papproximati :

(S Cr G . Gauss,

Mousement képlérien q

et donnera les résultats
on de cing décimales.
Theoria motus., art. 10, 13,14,

e M. F. BoouEr permettra
a premiére vue quand on ne
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1° On donne M = 25°31'5",23.

Comme eR°=14°,1, on peut évidemment partir de la valeur de 35°

~ pour u, et un simple calcul a trois décimales donne pour valeur plus
exacte 352, 5.

Un calcul & cinq décimales fait avec la valeur initiale 35°42" donne
la nouvelle valeur 35°43'30”, exacle a moins d’une seconde prés.
Avec cette nouvelle valeur, appliquant les formules (3) et (4), on a
successivement :

£ _[0,0964514], logr=0,325¢873, ¢ = §4°58'36",38,
dM = o', 39, du = 0", 49. dy =0, 5y, d(logr) = 0,0000002,

w = 35°43' 30", 49, v —44°58'36%, 97, logr = 0,3259877.

2° On donne M = 30°15'32", 34.
L’anomalie moyenne ayant ainsi recu un accroissement
dM = 2°44',5,
il en résulte pour ¢ un accroissement de 4°9’; mais cctte valeur doit
\ . : I R A i 2
etre trop grande, puisque le (quotient différentiel M diminue en méme
a & . E

temps que —» c’est-a-dire quand M augmente. Partant donc de 49°4’

comme valeur approchée de ¢, et appliquant les formules (7) et (8),
on a successivement :

.

2

£ =[0,0647298], logr = 0,3307539, v-— 39°7 10519,
dM = 20f 54, du=55% 3% dy = 30",37; d(logr) = 0,0000102,
= 39°7' 44", 49, v.= 49°4"30",37, logr = 0,3307641. :

21. Le caleul toujours nécessaire de 'anomalie moyenne M en
fonction de l'anomalie excentrique w ne peut plus étre fait avec
Papproximation qui correspond a I'emploi des Tables usuelles quand,
P’excentricité étant voisine de Punité, angle v a une valeur médiocre,
inférieure a 60° environ. Cela tient a ce que les nombres u et esinu
sont alors trés voisins : si, par exemple, on fait u =10° et e = 0,99,
on a avec sept chiffres significatifs

W= 0515499329, esinu = 0,1719117,

et la différence « — e sinw n’a plus que cinq chiffres significatifs.
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7

Un coup d’ceil jeté sur la Table I montre d'aillcu'rs que si l'exce‘n-
tricité se rapproche de I'unité, 'anomalie excentrique reste petile
méme pour de trés grandes valeurs de 'anomalie vraie, de sorte que
la difficulté que nous venons de signaler tend a devenir la régle géné-
rale. Dans un tel cas, qui est celui des cométes a longue période, il est
donc nécessaire de modifier la méthode de calcul exposée au para-
graphe précédent, et de lui en substituer une autre dans laquelle la
méme difficulté ne se rencontre plus.

Avant de montrer comment on peut y parvenir, nous allons faire
quelques observations préliminaires qui nous permettront d'étudier
en méme temps les orbites hyperboliques, et de traiter d'abord le
mouvement parabolique.

L’excentricité étant voisine de 'unité, et le paramétre conservant
une valeur finie, le demi-grand axe @ devient trés grand, et le moyen
mouvement 7 trés petit, de sorte que anomalie moyenne M reste
longtemps trés petite, et Pemploi de ces diverses quantités devient
incommode. C’est alors qu’on se sert de la distance périhélie ¢ et de
Yépoque T d'un passage au périhélie.

On a généralement

=
p)

oL 3
n—=ka:? =/~q Ze=—e )%,
et, par suite,

=3 <
M = kg 2(1—eX2(t—T).

. ——
E:Sln"g: e————
2

P k(t—T).
\/.4,‘(13 2

Faisons

et posons

P est la quantité qu’il conv

: tent de substituer a 'anomalie moyenne M.
OnaM= 4¢P, et par

suite I'équation de Keépler devient

U—esinu = 43P,

Quant aux for : 1

X formul 1 i 1
< -; €S necessaires pour relier anomalie vraie et le
av T I A =

yon vecteur au temps, on peut les réduire a celles-ci :

u

©
Lang‘—) = tangy tang —,
2 e
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qui se déduisent immédiatement des équations (6) par exemple, et de
la définition de 'angle <.

Les formules différentielles elles-mémes prennent la forme

dcf:iz(Z)zcos'b ap, ar = <Z>2Mdl’.
= = f 4d 7 €

Ces formules conviennent évidemment aussi bien au mouvement
hyperbolique qu’au mouvement ellivplique : mais, dans le mouvement
hyperbolique, I'excentricité étant supérieure a I'unité, les quantités e,
¥, « deviennent purement imaginaires, les autres ne changeant pas.
Afin d’éviter 'emploi des imaginaires, il convient de changer ¢, 4, «
en iz, tu, (Y, en désignant par { comme d’habitude y/—1, de sorte
que 'on aura, en introduisant les fonctions hyperboliques, 'ensemble

de formules .

9 = 2 3
clv:'z(z) ch{ dP, do g <£]—> eShudP.
r 4 7 : €

La fonction # croit en méme temps que P de — o a + »; aux
limites, on a
w
the=———c 7
%
et par suite

(%
tang - cothi;

c’est-a-dire que si 'on appelle ¢, I'angle posiuif et inférieur a = dont
la sécante est — e, l'anomalie vraie varie de — ¢, & -+ ¢,, en s’annu-
lant au périhélie; elle croit d’ailleurs constamment avec u et avee P,
changeant de signe et s’annulant en méme temps que ces deux quan-
tités. Ces faits sont en évidence sur la formule générale qui donne r
en fonction de ¢, puisque le rayon vecteur doit étre positif,
Si l'on veut éviter 'emploi des fonctions hyperboliques, on fera

uy '

=S e = tangd/’,
2

2

uw
th— = tang
> =
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7 A

3 = 7: A -—
t, variant de — o Soetu de ™A

1

-

et I'on aura

I3

1 4 w,
e et BRI
etangu;— ——log tang( = + —) = 4P,
< mod

1 2
U in i sin "Jll'lll"so
Y — — S — «
ltang > S = : £3
’
g u v
i = co0s2 — cos? —,
r 2 2

2 lr 2etlangu
do = 2(2) séc ' dP, s <1> —_—' dP.
r :

s 7

On peut appliquer a la détermination de ¢ et r en fonc?ion du
temps, c’est-a-dire de P, des méthodes en tout semblz'lb!(’s a'cell.es
développées ci-dessus pourle mouvement elliptique ; mais il est‘lnutlle
d’y insister, car, en général, dans une orbite hyperbolique, 'excen-
tricité est voisine de Punité, et la difficulte précédemment signalée
se retrouve ici, les nombres eshu et % étanl presque toujours trés
voisins. ;

Pour obtenir les formules relatives au mouvement pnrabolique, il
suffit de faire tendre e vers Punité, c’est-a-dire ¢ et ¥ vers zéro, dans

. - 3 ‘ . ) .
les formules du mouvement elhpllquc—! réunies ci-dessus. L’anomalie
. ; S - u
excentrique u tend alors vers zéro, et s1l’on fait § = tang —, f est une
quantité du premier ordre par rapport a =, dont la partie principale

© ;e
est ¢ tang; - Des de\'oloppenu‘-nls connus donnent

03
u=2<0—— T-|_,,_),
2

siny = 2(0 — 034, ),

et comme ¢

—T1-—9¢

el quantlité v — ¢ siny est du Lroisicme ordre
PAr rapporta s, avee la partie rincipale
I I

4
4220 293,
i = 3
L’équation de Képler devient alors

03

3e3

St
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et, en passant a la limite, on a 'équation du mouvement parabolique

i ¢ 1 ¢
( l’) — o — ==t e
9) tang z -+ 3 ang o
a laquelle 1l faut joindre
2 ir \ 2
% :cnszz: (‘/c.‘.—_:{z(Z) dP, (_,-:;(_{/_) tanggdf’.
= B r 7 7 o

Le caleul direct de P par la formule (g) est immédiat, avec 'emploi
des logarithmes d’addition. Cependant on a I'habitude de le faciliter
en faisant usage de la Table dite de Barker, qui donne directement
en fonction de ¢ la quantité CP ou son logarithme, en désignant par C
une certaine constante dont le choix différe suivant les auteurs; quel-
quefois d’autres Tables donnent inversement ¢ en fonction dei€P="

Le probléeme inverse, qui est notre probléme fondamental, consiste
a déterminer ¢ connaissant P, et les Tables précédentes donnent
immédiatement la solution. A défaut d’une telle Table, on pourrait

5 4 . - R ¥ 5 [%4
résoudre I'équation (9) qui est du troisieme degré par rapport a tang o
en appliquant la méthode trigonométrique connue, qui condult immeé-
diatement aux formules

>
R e 1%
cot 20 = —; tang f = y/tanga, tang ~ =io'colalf.
2

Mais il vaut mieux, en général, employer une méthode d’approxi-
mation, comme pour résoudre 'équation de Képler du mouvement
elliptique. Si ¢ est une valeur approchée de I'inconnue, et s'il lui
correspond P’ on aura une valeur plus exacte en faisant P = | B
et en appliquant a ¢ la correction

dvi— R (g>2dl’,
; T2
ot comme précédemment on a introduit la valeur R du radian
exprimé avec la méme unité que dv. "
Quand la valeur de ¢ est assez approchée pour qu'il n'y ait qu'une
seule correction a faire, on peut aussi calculer avec précision la valeur
de logr qui correspond a ¢, et lui appliquer finalement la correction
mod
R

d(logr) =

Y
tang ;(lv.
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Le plus souvent, il vaudra mieux introduire dans 'expression de dv,
au lieu de P, la différence
d(logP) =logP — logP’,
et elle devient alors

do = 2B (1)21) d(logP).

mod \ 7

Pour les raisons déja indiquées, il est bien rare que ’on ne connaisse
pas une valeur approchée et méme trés approchée de ¢, de sorte que
I'on se trouve précisément dans le cas qui vient d’étre développé.

Si, cependant, il n’en est pas ainsi, on pourra s'aider de la Tablell
de la page 81 qui, avec ¢ comme argument variant de 2° en 2%, donne
les valeurs de P et leurs variations pour 1°.

Exemple. — On donne (')
logg = 7,9650486, logP = 0,0146574.

On a P =1,0343, et la Table II donne pour valeur approchée

¢ = 79",93 = 79°56". v
Partant de ce nombre et des constantes, 4
j f 5 -
2 R” [5 6] mod & 393/ bt e
— = | 0,970 — = [6,32341].
mod 5 R (o, i] Uy
\ ¥,
on trouve d’abord \ "‘J";f
dlogP =— 0,0000082, ;]- = [7,7689318], logr = 0,1961168,
puis
dy = — 2" 78, d(logr) = — 0,0000049,

de sorte que finalement
¢ = 79°55 57", 92, logr =o0,1961119.
L’erreur sur ¢ peut alteindre plusieurs centiémes de seconde,
comme le montre le calcul lui-méme.

Lorsque P est grand, ¢’est-a-dire quand ¢ se rapproche de 180°, on

b e b0 e S 3 : &
rouve rapidement une valeur trés approchée de v de la fagon sui-
vante. $

1 e
NSO J.=C WarsoN, Theoretical Astronomy, p. 108.
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r

oot
0,4260
0,4500

0.4746

=]
(2,1
(S}
Qo >
(SRR

0,5818
0,6111

0,6415

Variation

pour 1°

0,0087

0,0087
0,0087
0,0088
0,0088

0,008g

0,0089
0,0090
0,00QT
0,0002

0,0093

0,009%4
0,00095
0,0097
0,0008

0,0100

0,0102
0,0104
60,0107
0,0100

0,0112

0,0115
0,0118
0,0122
0,012

0,012

0,013%
0,0138
0,014%
0,0149

0,0135

ANDOYER

TasLE II.
Variation
P pour 1°
0,6415 0,0155
0,6732 0,0162
0,7062 0,0169
0,7407 0,0176
0,7768 0,0185
0,8146 0,0104
0,8544 0,020/
0,8g62 0,021D
0,9403 0,0226
0,9868 0,023
1,0360 0,023
1,0882 0,026q
1,1437 0,0286
1,2028 0,0305
1,20659 0,0326
1,5333 0,0349
1,4057 0,0375
1,4834 0,0403
1,5672 0,0435
1,6578 0,0471
1,7560 0,0011
1,863 0,056
1,979 0,061
2,106 0,067
2,246 0,073
2,399 0,081
2,569 0,089
2,797 9,099
2,967 0,111
3,201 0,124
3,464 0,140

(4

0
12055
1220
1200 s
326
EASN
130
139°,
B
136+. %
1385
140 v
142
144. .
146..
148. ..
1904,
152
bl sle
15677
158 ."%
1b0.
1620
164 ..
T66Ee
168. ..
15075
TG0
Tl
176...
17840
180...

Variation
P pour 1°
3,464 0,140
3,761 0,158
4,098 0,180
4,482 0,200
4,923 0,236
5,432 0,274
6,023 0,319
6,714 0,374
74929 0,443
8,498 0,529
9,661 0,638
11,07 0,78
12,80 0,96
14,94 1,19
17,63 X, 0%
21,00 1,94
25,52 D5
31,42 3,41
39,41 4567
50,53 6,58
66,47 9,60
90,21 1456
127,2 383
188, 2 39,6
296,6 7951
500,2 151
9392 369
2335 1163
7856 5883
62735 94065
@0 oo
6
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it v ]
Remarquons que ¢ élant voisin de =, de sorte que tang - est trés

. / (8 ¢ 3 - ol . .
grand, la fonction 1} (tnng; -+ cot ;—) a précisément pour partic prin-
) 0 x o gl > :
‘cipale = tang?® 4 tang -, el méme ne différe de cette partie que d'une
3 2

2

. - . v . .
quanlité trés petite qui contient (:OL; en facteur. D’autre part, cetle

fonction est égale a ; on a donc une valeur trés approchée de v

] s/ 8
sing = 3P’

en ayant soin de prendre 'angle ¢ obtus.

8
3 sind¢
par la formule

Exemple. — On donne logP = 1,8684531; la formule précédente
donne la valeur approchée 160° 42" qui conduit a
) logP’=1,8673869:
on en déduit
de = 60",02 et ¢ = 160°43"0", 02.

Siune grande approximation est nécessaire, on pourra recommencer
le calcul avec ¢ = 160° 43’ (car ici ¢ est bien déterminé), et 'on trou-
vera que cette valeur est entiérement exacle.

22. Revenons maintenant au cas des orbites elliptiques ou hyper-
boliques dont 'excentricité est voisine de I'unité; la Table I de I
page 83, tout a fait analogue a la Table I, donne pour les excentricités
03010 Bo s 0,95, les valeurs simultanées de ¢, de u et de P, afir
de montrer leurs variations correspondantes. La Table IV de k
page 84 a le méme objet pour les orbites hyperboliques, et donne le
valeurs simultanées de ¢, u, wy, u'y P pour les deux excentricilé
1,05 et 1,10; il est inutile d’aller plus loin, ainsi que nous l'avon:
déja fait remarquer. L’argument, dans chacune de ces Tables, es
toujours anomalie vraie, prise de 10° en 10°, et 'on y trouve encor
les valeurs de P pour e —1. !

‘Il s'agit de modifier le calcul de I'équation de Képler de facon
fa'lre disparaitre la difficulté qui provient de 1
dlrﬁ"(?rences “—esinu ou eshu — 4. Voici, poury parvenir, un pro
ce(.ie naturel fort simple qui, s'il demande peut-étre un peu plus d
peine que la plupart des méthodes classiques fondées sur I'emploi d
i?aiﬁtgjgel?zl;?r et d7(-: tables comp.le:n.lentaires assez étendues,

ger qu une table auxiliaire extrémement courte.

a petitesse relative de
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TasLe II1.
e=10,55 e = 0,60 e == 10,65 e= 0,70 e—10,15
o —— e — T ——— S —— = e —m—— e
¢ u P u P u P u 15 u P
(4] 0 o o o o
Qs yoe 0,0 0,000 0,0 0,000 0,0 0,000 0,0 0,000 0,0 0,000
105 s~k 5,4 0,100 5,0 0,098 4,6 0,096 42 0,00D 3,8 0,094
10,4 0,201 10,1 0,198 9.3 0,109 8,5 0,193 7,6 0,190
16,4 0,307 15,3 0,303 14,1 0,299 12,8 0,205 11,6 0,291
22,2 0,421 20,6 0,416 19,0 0,410 17,4 0,406 15,7 0,401
28,2 0,544 26,2 0,539 h7a =0y034 29:9 . 0,928 20,0 0,523
34,6 0,682 32,2 0,677 29,8 0,673 27,3 0,668 24,6 0,663
H0% pruma 41,3 0,83 38,6 0,837 35,7 0,834 32,8 0,83 29,6 0,828
8o, s 48,7 1,022 45,5 1,02} 42,3 1,026 38,8 1,028 35,2 - 1,029
(T 56,6 1,239 53,1 1,250 49,5 1,261 49,6 L 7,272 41,4 15282
1005w 63,4 1,50 61,6 1,53 5700 1,96 5352 3,58 48,5 1,061
 § 1L o 7552 = 1383 71,1 1,88 66,7 1,94 61,9 1,00 56,7 72,05
130 vevn 86,0 2,23 81,8 2,33 9732 243 7953 591555 66,4 2,67
94,0 2,91 B85 3= 10,20 84,0  3;32 78,t - 3,56
107,9 3,67 103,4 4,00 93,2 4,39 92,2 4,86
123,6 4,63 119,6 5,20 14,9 9,90 109,3 6,79
ihr,z o 9583 138,311 6,50 334,51 7,05 13050 0558
160,21 7524 158,5 8,63 156,5 10,35 153,9 13,33
180,0 8,78 180,0 10,73 180,0 13,52 180,0 17,77
e =0,80 e=0,8 e=10,90 e=0,95 e= 1,00
T — T — e —— o — e — e —
v w P u P 173 P 12 P ;5
0 o 0 0 o
Ouveeenn 0,0 O?()OO 04,0 (),()0(7 0,0 0,000 0,0 0,000 0,000
IO en s 3,3 0,002 2,0 0,091 2,3 0,090 1,6 0,08q 0,088
202 weime 657505157 557 0,385 4,6 0,183 353 0,180 0,178
Fores ok 10,2 0,288 8,7 0,284 7,0 0,281 459 0,278 0,274
40 <t 13,8 0,347 11,8 0,392 030 (0,208 6,7 0,384 0,380
B0 1757, 05018 1558 0,014 12,2 0,09 8,5 0,505 0,500
B0saa s vt 21,8 0,639 18,7 0,65% 195 10--,05,650 10,6 0,646 0,642
0 v e 26,3 0,826 22,6 0,823 18,3 0,820 12,8 0,818 0,815
B0z ot 35,3 " 1,03r 26,9 1,032 57 8 109 13,3 1,039 1,036
Q0. -4 ciaiste 36,9 = ¥,299 31,8 1,303 25,8 1,313 18,2 1,323 15333
YO0 < - oo e 43,3 1,64 3739 - 11,67 30,6 1,70 21,6 03 1,76
ET 5050 52512 44,3 2,18 36525505 25,8 2,32 2,40
100 o 6oy0, 2,80 595 2799 43,3 3,10 31,0 Shior) 3,46
1300 b 7r,1 - 3,83 62,8 4,14 DT 37,9 4,93 5,43
¢ st 85,0 5,42 76,1 6,12 64,4 7,00 47,5 8,13 9,66
LO0k R A s 1024 7,93 93,5 9,93 81,1 11,8 G e e 21,1
16077 $54,0 =r1502 11655:15,5 104,9 21,9 845 =535 66,5
170 $ 130,6 17,67 1458 2552 138,3 40,6 T 509
L8005 s 180,0 24,84 80,0 38,2 180,0 70,2 180,0 193,7 ao



84
e =:1500
%) r
0
(Yo, 0,000
10 0,088
20. 0,178
Q o=/
20. 0,27
4o 0,380
5. 0,500
Go.. 0,642
70 0,815
So 1,036
9o T390
100 1,76
110 2,40
120 3,46
1305%% 5547
140, g,66
100 T oy
160.... - 66,5
17050 509
]R ) o o]

Supposant d’abord I'orbite elliptique, éer
sous la forme

et faisons

CHAPITRE V.

TaBLE 1IV.

e = 1,0;—)
il
124 u, w' P
o 0 3
0,000 0,0 0,0 0,000
0,027 1,6 1.6 0,087
0,035 ST 3.2 0,176
0,08% 4,8 448 0,271
0,114 655 6,5 0,376
0,145 8,3 8,4 0,496
0,181 10,3 10,3 0,637
0,220 12,5 12,6 0,812
0,264 14,9 19,1 1,037
0,315 17,8 18,0 1,343
0,377 21,1 9E, D 1,79
0,454 SHLY 25,8 2,48
0,555 30,3 31,4 3,67
0,697 37,0 39,1 6,04
0,918 46,4 50,8 11,8
r,334 60,5 3 32,9

2,803

Limite de ¢ :

D’apreés la définition de g, il v

en appelant 23 1

A5 T
voisine de —
2

U —siny —

122
Bi=gicos == A3g3,
2
a fonction de z égale a

quand I'angle  est petit, d’

1 sindg
D

162°, 24

e (I—e)sinu—}—(u—~sinu)
=L e e e S BT S TIRE)

ient

13
2.4

sind

e=1,10

H -

u u, uw P

o o

0,000 0,0 0.0 0,000
0,038 2.2 1,2 0,086
0,077 4,4 4 ol
0,117 6,7 6,7 0,268
0,19 0,1 09,1 037
0,204 11,6 11,7 - 0,402
0,253 14,4 14,5 0,633
0,308 17,4 17,60 0,809
0,370 20,8 21,1 1,038
0. 44 24,6 203 27T ;353
0,532 ag.2 30,1 1,82
0,645 34,6 36,3 2,56
0,795 ,lls,l /',lvll 3,91
1,015 50,2 53,8 6,78
1,385 Gi,9 2359 = 15,1
2,280 78,3 10g,1 68,0

Limite de ¢ : 155°,38

2

i —sinu . ‘
\u, qui reste touJours

Gsins ¥
2

ivons 'équation de Képler

apres le dé\'f‘loppemeut connu
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Mais posons plutot

u
f'—ilang—s
2

on a
1
S 02 Sy i
A= T[(I—%— yare tang0 — 67,
el comme
03 05 61
arctangd =0 — — + — — — +...,
D e} 7
il vient
1 2 13 i3
)‘3=([+02)§(.l—’0_~ _(j_..__o_r. .)
\3 5.9 7.9
Posons encore
Rl
A=Plr+02)'
de sorte que
0?2 O 06
3 — 5 Srrs B U 2 i eliagem
B ki ) (5 YRR S 7«)—‘— >
s b e B8 e o TTA09 ik
3 175 79875 44375
el
log B = log - — mod ( — 0+ — PR L
2 S 175 7875 1010625

On voit que cette fonction ne differe d’une constante que d'une quan-

tité du quatriéme ordre par rapport a 6, multipliée d’ailleurs par un

facteur numérique petit, et, par suite, elle est facile a réduire en une

table trés courte. Finalement, en n’oubliant pas que :
u

14+ 02= séc2—»
2

I'équation de Képler prend ici la forme
w \3

(10) P.—_scos——t—(cB scc-"—) .
2

Dans I'hypothése du mouvement hyperbolique, il est clair que 'on
aurait de méme, avec les notations adoptées pour ce cas,

’ Toitns
Sl i

{11) P:ssec—-f—(c{i'cosﬁ—- 7

. - 2 ¥ 2 =
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en faisant
& 7
e 1 7
T = —, = SIn —,
4 -
et appelant g’ la fonction 8 dans laquelle on change 2 en — f2,
La Table V des pages 87 et 88 fournit les valeurs & sept décimales

‘
de log 8 et log #'; I'argument de la Table es| I'angle '—; ou %, qui varie
depuis 0° jusqu’a 40°, de degré en degré Jusqu’a 5°, de demi-degré en
demi-degré jusqu’a 23°, et finalement de tiers en tiers de degré.
L'interpolation de la Table se fait aisément, surtout dans le début, et
c’est alors que son usage sera le plus fréquent. Les nombres de la
Table sont, comme d’habitude, exacts a une demi-unité preés du dernier
ordre décimal.

Supposons donnée anomalie vraie, el faisons

. v
W = sécd tang —;
2

' I+e

-en vertu de la définition de Pangle ¢ qui donne cosy = oS

Qaprés la valeur de g, on a

u
0 = we, T =wcos —;
2

on a done pour calculer P ef Pensemble de formules

3 I—e
e e
V_Sn]'f__.‘/ i

u

i [ 4 u
(o_su:dglang_—2, lang;:ws, :r:wcosz—’

= 12 L3
P —=glcos 2oy (7{:5605~ )
2 X 2
©

g .U
% = see2 —cps2—.
’ >3 2

Le calcul est bien aisé, car 4 étant assez petit, le logarithme de

u
(e, , S xr - . g
Cas = se prend & vue dans les Tables en face de celui de tanggi etil

suffit de déterminer apel. © .. : B i
niner I'angle 5 avec la fajble approximation nécessaire

pour assurer Pinterpolation de la Table V.
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87
TABLE V.
u w
o O — s Siprie
2 2 LogB Différence LogfR'  Différence =
« =
0. 0...2.4. 1,8409596 7,8409596
§50. v aeis s 596 596
F1 BT SE S 596 596
e L 595 595
e P 595 595
A Za 593 LR 593 =
So 592 5 592 5
B 0k 52 5g0 ! ?Qo 5
B0 o 588 3 588 3
o Obheate o 585 A ?85 4
3055w s 531 , 581 4
2 - + i
B0 e 977 K 597 5
o D
B0y wsrdue 572 572 x
B 7 cRn 1
Qs Ofeie vielsls 565 o 565 7
Bon BN 558 558
£ (s = 9
TOBR Do oiasisTs 549 13 849 5
B0 Yok ?59 s 839 =
i By T . 527 13 ?28 ik
i S14 S 21 g
0t S14 e : o
& G e 499 .8 7%9 19
30t 48 2 >
sk S 19 }'6 20
3 : QR 4?2 55 _/|/2 29
¥ B A i .’}.{(—) o5 ,;.{O 24
. g [0 B ’t:) 28 jég 28
: Josctives 212 30 3~l %0
L5 L0 e oieis, 997 34 398 34
e S 353 ag 324 38
T e 285 g 286 e
Foa et 244 5 245 2
0 100 = 200 o
2 S Desvaose 99 = 2 e
Fon s 149 2? 191 g?
A8 o TR 095 ! 097 5;
oa s 7,8409036 29 1,8409038 ,
= 65 £ i 64
TG, Oucismarsis 1,8408g71 e 1,8408974 69
g e gort 15 9od 25
O EQ s 826 éq 830 8:
LA T A
s %ff 89 Zé? 18
I O Sa 5 =
i 360 9 56 9
RES i - e 462 1692
e : i
S+ 30 g, 111 356 - 109
23 L ?;é lls 939 '[17
e O : > 2 g
99 > 25
s ,8408102 iaé 3,8408114 234
2 O e . 1,8407967 555 1,8407980 143
30l cneaits 822 = 837 a

55. 0sessees  T,8407667 1,8407684%
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TABLE V (suite).

Log B Diflérence
1,8407667
95585 i)
R 11
7444 3
326 By
7203 125
7074 o
6940 by
o ’
6800 Ij?
6655 e
6504 e
6347 13?
6184 163
6Go1d =59
583 ’;g
5656 1
5466 109
5260 197
5065 20
4853 £k
4634 219
1506 228
jl_ 236
g1 70 ’r
3926 2?!
3653 253
Wes 261
35k 271
2861 280
2571 =08
AiE 300
S 3ro0
1961
1641 320
1310 %?I
0g68 ffg
o614 354
T,8000259 20
7,8399872 i
9483 259
9082 e
866+ f1b
8239 438
> G4t
7798 b
2343 fi5>
684 469
’
6390 é84
5891 o
778395376 —315

Log '
1,8407684
7976
7464
7347
7226
7099
6967
6830
6687
6538
6384
6224

AN U o on WY ey o
= o Qts]l O O
N o= 9 00 O
O OV -00 DY e sl

o2}

491
4703
4480
f249
fo1o
3763
3508
3243
2070
268~
2395
2003
1730
1458
1125
0782

&
9
(),lu/

~

1,8400061
T,8399683
9203
88¢o
8477
S050
7609
7135
6687
6205
1,8395709

Différence

—708
T1I2
l[-l

R
[
S

R |

- -
Ut &~ W oW

5
o

160

o~ L B - S S T 70
D VST - O 4
0O 4= m T GV =

o}
Y W

.L|:~ L5 B IS B

<
(=}
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1
. e ~ S
Quant au logarithme de séc’ =3 il se forme immédiatement, de sorte

que l'on a, sans aucune peine, le logarithme du produit qui doit étre
élevé au cube pour compléter expression de P.

Dans le cas du mouvement hyperbolique, le groupe de formules
précédent se change en

e = tangd'=

7

’ v b,
w = cos{' tang —» S e o= wséc—;
2 9

’ 1 '\ 3
=0 g
P =io'séc—"-F <f:@ cos? —> s
P 2

;
w (%

Jiot c0s? — cos? —,

i 2 2

et le calcul est en tout semblable au précédent.

Exemple I. — On donne ¢

e = 0,96764567, : logg = 1,7656500,

d’ou d’abord les constantes

e =sind = [T, 104451, sécd = [0,0035415],
k
Vag®

= [2,4365914 |.

Soit ¢ = 100°; il vient successivement
b

w=[o,0797280], = tang=[T,184c70], =841,
séc_l—: = [0,0050129], B =[7,8409569],
= [o0,0747151], of séc —[1,916(),46j P = [0,2396659 ],

et finalement
t — T = 63,54400, logr = 0,1394892.

Exemple II. — On donne (?)

6 =1,2618820, logg = 0,0201657 ;

(') Cf. C.-F. Gauss, Theoria motus, art. 38, 43.
) LG F G\Uss Theoria motus, art. 23, 24, 26, 46.
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d’out les constantes

k

Soit ¢ =18°51"; on a

» = [1,1933809], sin%, =[2,751919], % =3°14,
séc Zyi, = [0,0006939], B'=[7,8409595], ¢ = [T,1940748],
c(i’cosé :i, = [T,0348955], P [T,1982838],
et finalement
t—"T =13 91445, logr = 0,0333585.

Mais c’est le probléme inverse que nous avons a résoudre. On y

arrive en partant d’une valeur approchée de v; si P’ est la valeur
. - )

correspondante, tandis que P est la valeur donnée, et que l'on fasse

P—P —=¢gp ou bien logP — logP'= d(logP),

on a une valeur plus exacte de ¢ en appliquant a la valeur initiale la
correction

2 « 2
dv:zR(;—{) cosyap — 2R <Z> cos P d(logP);

mod \ »

et s’il n’y a pas de nouvelle approximation a faire, on calculera avee

précision la valeur de logr qui correspond a la valeur approchée
de ¢, pour lui faire subir finalement la correction

d(logr) = ml({d e (a’ cos i;—) sécV do,

u 2 e . =
en 1'e1narquant que Q‘COS; est precisement le premier terme de

l’expression de P.

Dans le cas du mouvement hyperbolique, ces diverses formules
deviennent
5 q 2 . ?.R 2 3 - .,
dp = 5 R (7) séc V' dP — — <12) sécd'P d(logP),

“d(logr) = m[(:d e (c sée %) cosd’ dp.
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Comme précédemment, il est bien rare que l'on ne connaisse pas
une valeur de ¢ suffisamment approchée pour permettre d’appliquer
immédiatement ce qui vient d’étre dit en dernier lieu, surtout quan(i
on ne recherche pas une extréme précision. Si cependant on n’avait
aucun renseignement sur la valeur de ¢, on arriverait au méme résultat
i laide de quelques essais, en s’aidant par exemple de la Table 111
ou IV, ou I'on peut remarquer que si ¢ n’est pas trés grand, sa valeur
différe peu de celle qui convient au mouvement parabolique, P res-
tant constant.

Ezemple I. — Reprenant U'orbite de I'exemple I précédent, soit

donné t —T =63, 54400, de sorte que
log P = 0,2396659 et Be=y 736,

La Table indique pour ¢ une valeur voisine de 100°, mais partons
de ¢ = 96°, avec un calcul a quatre décimales; on trouve P' = 1,554,
de sorte que d¢ — 4°,3. Cette valeur doit étre trop grande, comme
nous l'avons déja va dans un cas semblable, et 'on serait naturelle-
ment conduit a partic de la valeur ¢ =100°, qui est exacte. Pour
montrer 'application des formules, partons de ¢ =100°0"20"; on
trouve 3

d(logP) =— 0,0000684,  logr = o0,1395374;
on en déduit ,
dv =—20",00,  d(logr)=—o0,0000482,
et par suile
= ¢ = 100°0' 0, 00, logr = 0,1394892.

En réalité, on voit que l'erreur sur ¢ pouvait atteindre plusieurs
centiemes de seconde.

Ezemple 1I. — Dans Porbite hyperbolique de I'exemple 11 précé-

dent, on donne
t— T = 65,41234,
d’oun
logP = [7,8704776], B-=lol7421:

La Table IV extrapolée montre que 67° doit étre une valeur
approchée de ¢; supposons que le calcul d’une éphéméride, par
exemple, ait conduit & prendre la valeur initiale ¢ = 67°2'40". On

trouve alors
d(logP) = 0,0000612, logr = 0,2008215,
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dv = 19",96,
d(logr) = 0,0000327,
et finalement o
v = 67°2'59", 96, logr = 0,2008542.

Ici encore 'erreur sur ¢ peut atteindre plusieurs centiémes de
seconde. g

23. I’anomalie vraie et le rayon vecteur dépendent des éléments
intrinséques @ ou n, e, M,, de orbite, supposée elliptique : il' est
nécessaire de savoir déterminer leurs variations infiniment petites,
lorsque ces éléments viennen; eux-mémes a varier. En d’aulres
termes, il faut calculer les dérivées partielles de ¢ et 7 par rapport
an, e, My, ou, ce qui revient au méme, les différentielles totales de
et dr lorsque n, e, M, sont variables indépendantes.

Considérons d’abord ¢ et 7 comme fonctions de a, e et de I'ano-
malie moyenne M ; on a

e Jde
dv 5 de + oM dM,
7 Jdr Jdr
dr — (—l ([tl—':— ;E de = m (14‘1,

2 : % e ‘ T
car ¢ ne dépend pas de «, et il en est de méme du quotient —-

D’aprés ce que nous avons déja vu, on a

dy a? ar a2 x
oM = 576059, oM — - esinu;

éliminant sinu parla premiére des formules (1), 1l vient

Jar : .
A7 —alango singe,
oM =l

Les mémes formules (1) différentices par rapport a e donnent

sing g —+ 7 vr - i
—— i S _— —_—
96 cosyg 9 @ COS® cosu 5 atango sinu,

Jar dp du
COSP —Fisiprp =S e —a
de de de %

tandis que, par Iéquation de Képler, on a

()u( &
—(I—ecosu)— :
5 )=sinu;
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les seconds membres des relations précédentes deviennent alors res-
pectivement, en profitant toujours des relations (1),

rséco sing cose et —rsécosin?y — a;
par suite

dy . a ey Jar
— =sing ( — + séc29 ), -
r de

=— a cosy.
de

Pour condenser en une seule formule qui nous sera de la plus
grande utilité les expressions de dy et de dr, désignons par -y un
angle arbitraire, et formons

dlrsin(e + )] =sin(e + ) dr -+ rcos(e + ) dy.

. e -
Le coefficient de da au second membre est 251n(v+7); celui

de de est
rsing sée?g cos(e + ) —asiny
ou encore
asécp[sinu cos(p 4y ) —cosesiny].

Enfin le coefficient de dM est

a?
atangosingsin(e + ) -+ —008Y cos(¢ 4+ %);

en remplacant ;—l par séc?o (1-4-sinw cos¢), il devient
aséco[cos(v + )+ sinocosy ].
Finalement donc
(12) d[rsin(e+7)]

s ! : : :
= -—Lsm(v—!—‘/)da-i— asécy[sinu cos(p + ) — coso siny | de
(4 e > H >

-+ aséce [cos(¢ + %)+ sing cosy ] dM.

. T
En faisant v =—¢, ou y == v dans le second membre de

cette formule générale, on retrouve les valeurs de 7 dv ou de dr.
Pour introduire les variables définitives n, o, M, que I'on adopte
d’habitude, il suffit d’observer que

OB TV e conpdby b i e e i TN
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de sorte qu’il vient alors

(13) d[rsin(e + )] = asécg[cos(v + ) +sing cosy ] [dMo+ (¢ — o) dn]

+ a[sinucos(p 4+ ) — €OSQ siny ] dy

a

rva .
Ve sin(v + 7)) dn
; D

v

Wl W

et il est facile de réunir ensemble les deux termes en dn.

Dans le cas d’une orbite a forte excentricité, il convient d’adopter
comme éléments fondamentaux 'époque T d'un passage au périhélie,
la distance périhélie ¢, ct U'excentricité, ou plutot Uinverse @’ du
demi-grand axe On a alors

aa’'=r, ga'=1—e, M=n(t—T),
de sorte que
da =—a*da’, de =—a'dgq — q da’,

3 3 Y
dM = — ka'* dT + - ka'*(¢ — T) da’.

Portant ces valeurs dans la formule (12), introduisant le para-

metre p wald acos?*sou aqg (1= e) et rempl'u;ant sin u par —cos'o sin g,
(4

il vient immédiatement
(14) dlrsin(e + 3)]
/‘. -
=— ﬁ[cos(v “+ %)+ ecosy]dT -+ [siny_ — 1—’) sing cos (¢ + 1)] dq

+ad¢.l'% — rsin(e—+ ) + q[sin‘/_——ll—;sinv cos(v‘—%—y_\]

Lolw

‘/_(t — T) [cos(¢ -7 ) +ecosy]t

L‘e coefficient de da’ dans cette formule contient le facteur a, qui
devient trés grand lorsque e se rapproche beaucoup de l'unité; le
second facteur doit donc devenir en méme temps trés petit, et
s'annuler 4 la limite dans le cas de la parabole; par suite, il faut trans-

former le coefficient de da’de facon a faire disparaitve la difficulté de
calcul qui se présente ainsi, et a

conduira au cas de la parabole.

Mettant d’abord

permettre le passage a la limite qui

en facteur, remplagant par sa valeur
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t -+ e cosy dans le coefficient de siny, et observant que 'on a

3
2 :
Rle Ty
: (1—e)?
le coefficient de da’ devient
b N d
x~ep§sm/‘ sin(¢ + )
<o i!.?__M__sinp [cos(v+x)+ecosy]2.
27 (1—e)y/1—e2 e

Mais on a
M=u—esinu= (1—e)sinu+(u—sinu),

7 sing
L= : \/f ==
r sinu

tl

et de plus I'identité

; ; : T 0 0
sin(¢ +7)—siny =(1—e) tang = cosy + tang ~ [cos(v + %) +ecosy];

I’expression précédente peut alors s’écrire
I I P

e B e e scr Y cosy
T i Slns( (1— e)sée2—cosy.
]

w— sinu L P - 3
-+ [3(1_——e—)sm — tang~;:| [cos(9 + ) + ecosy] e

Dans le diviseur de « — sinwu, remplagons encore 1 — ¢ par

(I—X—e)tan""ucn“p'
2 D eot2—
i =} 9 21

\

3(u—sinu =
i———‘) se développe comme la

sinu tang? —
3

puis remarquons que la fonction

fonction A* envisagée au numéro précédent suivant les puissances de

5 U 7 . N 3
tang®—, en se réduisant a 2 pour u= o, de sorte qu'on peut poser

3 u—sinu =l 3 c 12
—————=—__ S~ J —sitangx—j — 3 tang=—5
i 2 1 2

2 , U
smu tang> —
A

en désignant par s une fonction de u sur laquelle nous allons revenir.
On a alors

(»\

2

g7 1—e ¢ e

R e 2 it =

— tang2 - = tang 1—2S§
2 2

1w —sinu
(1—e)sinu

[+e 1+e
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el le coefficient de da’ prend enfin une forme qui ne préte plus a
aucune difficulté, de sorte que la formule (14) devient

(15) d[rsin(e + )]

[~ . ¥ -l 4 -
2 i__[c()s(()—i—x) + ecosy] dT + [snn‘/_—l—)smvcos("a—/.)] dgq

Vr
Sy e P
—:q——smv — sec? —cosy.
2 p 2
14 1%
tang?— tang? — -
S 5 : ,
+=——\1— 25 [cos(v+y)+ecosy] (da'.
I+ e 1+ e ;

En conservant les mémes notations que précédemment, on a

: — sinu O u 02 30% 306
8. = A3 Cos Ty =

= = 1=l ¢ 5y

: " > D55 7.9
Sin 7 tang? —
2

/

et par suite

de sorte que si 'on pose

Su
S = mcos? —,
2

204

= - 3 . . 1
la fonction m, égale a ;I — =+ ..., différera fort peu de 7 lantque

147
5 7 o)
Pangle 5 restera médiocrement grand.

La formule (15) convient aussi bien

au cas d’une orbite hyper-
bolique, ou I'on a toujour

S g=a(1— e), cest-a-dire que « est le
demi-axe transverse pris négativement;

en faisant comme ‘plus haut
- w
dans ce cas § — sin &, on a alors
2

e L 300 300 3
e R 759 YRR B o Sy
et 'on peut poser
Ry
S =" sec7~li,

la fonction 7' étant analogued m, et n’en différ

ant que par le chan-
gement de 62 en — 2,



DETERMINATION DES POSITIONS HELIOCENTRIQUES ET GEOCENTRIQUES, 97

La Table VI de la page 98, analogue i la Table V, fournit les
valeurs a cinq décimales de logm et logm/', en fonction de l'argu-

’

u u v »
ment — ou — : cette approximation est plus que suffisante pour
2 %

Pusage.
Dans le cas de la parabole, la formule (15) convient encore : il

~ . 1 » . 3 .
suffit d’y faire e =1, s = 35 etsi I'on veut substituer ¢ a a’, il n’y a
’a 1 de . 3 e /
qu’a remplacer da’ par — 5 puisque I'on a 1ci @’ = o.
<pe! (% . :
En mettant en évidence I'angle siabo an lieu de ¢ -, rempla-

cant ar 2q et r sc2 Y obtient sans peine la forme défi-
cant p p q et r par g séc? -, on obtient sans p

nitive :

(16) d[rsin(v+y)] =— k‘iz Cosgcos<£ +Z> dT
Vq 2 2

séc 2 | sin( 2 '>—s'nvcos 2+’) d:
+séc— | si <;+,( i Sz He q

qg .. v Ol b g
~+ =-sIn — | tang —séc2 —sia ( — + ¥
2 2 2 2 2 3

1 . P e i
= (x—e—gtang ;-> cos<;+/_)] de.

ANDOYER S 7
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TasLe VI.

' u u ’
g”“ i Logm Logm' a3 Logm Logm
o ’ -
0? ...... T,30103 7,30103 - LT R Es |,1998‘8 1,19;:;
S e 03 03 26, Odivanie gflf? 44
A 03 03 | DRI b § 945 946
; .... 03 03 B%s OLL ot 919 921
A 03 03 QU 05 8?0 g‘?(?‘
Do it 03 03 005, e B 858 o8
6 T 03 03 30 5wl 840 ‘4;‘
.... : 311G s 821 824
7 ....... 02 02 . .' sos
o Je 02 02 A 30,25 St 8o2 ot
G ek o1 or 33 0% e ';?l 264
S, S T,30100 1,30100 30w % 555 ‘;“N} :33
UG A T,30099 1,30004 33.30 ...... 736 :lg
T2 0N 9 97 Oeieeieien 712 ‘i
X3, et 9:?) 95 0 6_86 :69(;
JAE Ll -/ 92 92 30..04us ‘35’9 6'{;
AR 89 89 8540 e 631 .
26 e S 85 85 3¢/ T4k 6o2 607
PR 79 79 365, 0, e -570 -:’z(/;
T8I 73 73 30 5 Ik 538 i)“
L LTRSSk 66 66 B GRS 503 .m')
2O e 57 57 36 Eue: 468 "57:)
2., 47 47 38350 30k 430 438
22..... ; 35 36 L P dgo 3?9
23........ 22 22 8G. 02 s 349 ; fag
24 ....... 2 3 30006 T ¢ 300¢ )7 305 LhIR 306 317
...l T,29988 T,29989 #0: ot g 1,29261 1,29272
NAB. | —250n trouvera les Tables V et VI avec toute l'extension que I'on peut

désirer dans mon Opuscule intitulé - Formules et Tables nouvelles :'elatt."vcs a
Uétude du mouvemeny des cométes et ¢ différents problémes de la théorie des

orbites (Paris, Gauthier-Villars, 1918); ce Mémoire est aussi inséré dans le Bulletin
astronomique (1. XXXV, 1918, P 5-51).

24. Connaissant Panomalie vraie et le rayon vecleﬁl‘, il est facile
d’achever de résoudre le probléme général que nous nous sommes
Proposé .: dans cette seconde partie de la solution, interviennent
les éléments d’orientation 3, &, ® ou w. Mais la question se présente

sous divers aspects que nous allons examiner successivement, en
nous bornant aux points essentiels. ;

Les axes de référence sont Ceux qui ont été définis précédemment :
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si leur choix venait a étre modifié, il serait toujours trés simple d’in-
troduire dans ce qui suit les changements correspondants nécessaires.
Appelons 4 et 3 la longitude et la latitude de M; les triangles sphé-
riques . NM, y NM, zNM, ou N désigne le nceud ascendant de Uorbite,
donnent immédiatement les cosinus des ares zM, yM, =M, de sorte
qu’en nommant g 'argument de la latitude NM ou ¢ + w, on a

z =rcos8 cosh = r(cosT cosg — cosi sinT sing),
. . (% v - (% . \
y =rcosB sink = r(sinJ cosg + cosicosT sing),

-z =rsinf = rsinising.

Ces formules permettent soit le calcul direct de z, y, z; soit
d’abord celut de & et 3, pour en déduire ensuite z, y, = si c’est
nécessaire. Dans ce dernier cas, on emploiera plutot les relations sui-
vantes qui se déduisent sans peine des précédentes, si on ne préfére
pas les obtenir directement sur une figure sphérique,

tang (A — J) = cost tang g,

sin = sinZsing;

elles ne donnent lieu a aucune difficulté de calcul ou ambiguité, si
I'inclinaison ¢ est petite, comme il arrive d’habitude.

On peut encore mettre en évidence la réduction a l’écliptique,
A—g — 3, oul— [, en appelant / la longitude dans P'orbite, égale
a4 g+ 3 ou ¢ + m; on obtient sans peine, par une combinaison con-
venable des équations précédentes, la formule

S U
sin(A— 1) =—tang tang B cos g :

il suffit d’ajouter les valeurs de — z sin/ et y cos/, puis de diviser
la somme par z.
On a de méme

sin(A +g—3) = coté tang ( cos g,

et cette formule est avantageuse quand l'inclinaison ¢ est voisine de =.

Les coordonnées écliptiques polaires ou rectangulaires héliocen-
triques de M sont 7, &, 8 ou z, y, z; on passe aux coordonnées géo-
centriques de méme nom, marquées par un accent, sauf la distance
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que nous appellerons g, par 'application des formules suivantes : |

z'=p cosf’ cosd'= x + R cosB cosL,

Y'=pcosf sink'= y 4+ RcosB sinL,

3 '=p sinf} = 2z + R sinB,

ou L, B, R sont la longitude, la latitude toujours trés petite, et le
rayon vecteur du Soleil, par rapport a la Terre prise comme nou-
velle origine des coordonnées.

Si enfin on veut avoir les coordonnées polaires géocentriques équa-
toriales de M, qui sont, avec la distance e, I'ascension droite « et la
déclinaison 8, on pourra déduire = et 3 de W et 3" par les formules
connues, ou ¢ désigne 'obliquité de Iécliptique,

€0sd sinz = — sine sin 8’ + cosz cos B" sink',
c0s8 cosx = cosB’ cosh’,
sind = cosesinf’'+ sinzcosf’ sin)';

ces formules peuvent étre écrites de la facon suivante, en désignant
par ¢ un angle auxiliaire :

II

’
tango =

tanga = tang’ séco cos(op +¢),

tangs = sinz tang (o - €),

et il est aisé d’éviter toute ambiguité.

Mais, presque toujours, quand il s’agit d’un astéroide ou d’une
comeéte, on détermine directement 9, 0, p sans passer par I'intermé-
diaire des coordounées écliptiques. On peut y arriver comme ci-
dessus en prenant comme plan fondamental le plah de I'équateur, et
par conséquent en déterminant les éléments Iy, 4y, w,, analogues
a3, 7, o relatifs a ce plan, ce qui n’offre aucune difficulté, puisqu’il
suffit de résoudre le triangle sphérique déterminé par les plans de
Iéquateur, de Pécliptique et de Porbite; on a ainsi les formules

T o
sinZ; sin, =sinsinJ,

sinZy cos T, = sine cosZ + cose sing cosJ,
Cos 7, = COSE COSZ —— sinc sinfcos."?,
SNy sin(o; — w) = sine sinJ,

FIBBICOR (5L i) = cOSE S 3 Sinie bos {cosd.
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On peut aussi bien, comme nous allons le montrer maintenant,
conserver les éléments écliptiques, dont 'emploi est généralement
préférable. Considérons le systéme d’axes O&nZ, tel que Of et OY
soient dirigés respectivement suivant le rayon vecteur OM et vers le
pole p de l'orbite, de sorte que le plan OEy coincide avec celui de
Porbite. Si Os est une direction fixe quelconque, appelons f

’ s T 1
Iangle OZ, Os, et ~—F langle que fait le plan OZA avec le
plan OZs, en désignant par A le périhélie de l'orbite; I'angle du

plan OZZ avec le plan Os estg — o — I, et 'on a par suite

/\ . . ,
cosO &, Os = sin fsin(¢ + F),

/\ 3
c0sOn, Os = sin feos(e + F),

cosm = eosih

Soit alors Oz, y, z, le systéme des axes équatoriaux, tel par con-
séquent que Oz, coincide avec Oz, et que Oz, soit dirigé vers le
pole de Uéquateur. Appelons a, A, b, B, ¢, C, les valeurs des con-
stantes f, F qui correspondent respectivement aux directions O z,,
Oy, Oz, : nous reviendrons plus loin sur leur détermination.

Si z,, yy, 5 sont les coordonnées rectangulaires équatoriales
héliocentriques de M, on a simplement, d’aprés ce qui précéde :

1= rsinasin(e¢ + A),
yi=rsinb sin(¢ + B),

gy = rsine sin(g + C).

Les quantités sina, sinb, sinc, A, B, C, dont les trois premiéres
sont positives, sont les constantes équatoriales de Gauss pour
Iorbite considérée.

Si maintenant X, Y, Z sont les coordonnées équatoriales géocen-
triques du Soleil, fournies par les éphémérides, et si ), ¥, 5, sont
les coordonnées équatoriales géocentriques de M, on a finalement

Z) = pcosdcosa =z + X,
Yi=pcostsing =y +Y,
3= psingd =z1+ Z,
et ces formules donnent immédiatement les coordonnées polaires
équatoriales géocentriques de M, soit g, «, o.
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Quelquefois, quand on peut dans le calcul d’une éphémérid'e se
passer des valeurs de r et de ¢, on trouve avantage a calculer dlre.c-
tement z,, 3, 5, en fonction de 'anomalie excentrique u, 'orbite
étant supposée elliptique. Les formules (1) donnent a cet effet, sans
confusion possible sur la signification de la lettre a,

7 sing = @ coso sinu,

rcose = a(cosu —sing);

la forme générale rsinfsin(e - F) sous laquelle se présentent les
coordonnées z,, Y1, 3, devient ainsi

S'sin(w 4+ F') 4 £
en faisant
Ssinl'= @ sin f'sin F,
S'cosF'= q cosg sin fcosF,
e sino( f'sinF’).

La position géocentrique obtenue définie par a, ¢ est rapportée a
Péquinoxe et a Péquateur choisis. On la rapportera, s'il y a lieu, a
I'équinoxe et a Péquateur vrais de la date pour laquelle est fait le
calcul suivant les régles connues. Si
sont ceux du commencement d’une

les axes de référence choisis
année tropique, et que f, 2, G
soient les constantes bien connues de la réduction
précession et la nutation entre cette ¢
a o et ¢ les corrections

au jour pour la
poque et la date ¢, on ajoutera

1 X ‘
B:[f—i—gtangb‘sm(.(}—l-:z)], & cos(G + a),

exprimées la premiére en secondes de temps, 1
d’arc. 1l ne faut pas oublier enfin effer de Paberration : la position
geéométrique ou vraie de M au temps ¢ est s
temps ¢4-1, en désignant par <
parcourir la dist

a deuxiéme en secondes

a position apparente au
le temps que met la lumiére pour

ance qui sépare le point M au temps ¢ de la Terre Q'
au temps ¢ + z; =t est le temps d’aber

; ration, toujours petit, que l'on
Peut sans incony

enient exprimer en secondes de temps parla formule

© TP X 498,38 = p[2,69756],

ou, en fraction de jour, par

= p[§,76105].



DETERMINATION DES POSITIONS HELIOCENTRIQUES ET GEOCENTRIQUES. 103

Le nombre 498,38 pour I'équation de la lumiére correspond a
la constante 20",47 de 'aberration.

Si on veut passer de la position vraie (o, ¢) de I'époque ¢ a la
position apparente de la méme époque, et que 'on appelle da, d3, les
variations de 2 et 8 pour un jour a ce moment, il suffira, en raison de
la petitesse de =, d’appliquer a « et a ¢ les corrections

— o dz[3,76105], —odd[3,76105].

25. Revenons aux constantes de Gauss, qui sont équivalentes dans
leur ensemble aux trois éléments d’orientation J, 7, w et dont il y a
le plus grand intérét a donner les valeurs en méme temps que celles
de ces éléments.

Pour les calculer, observons d’abord que si deux directions quel-
conques Os, Os' ont respectivement pour longitudes X et ', pour
latitudes B et £, on a

//\/ ; 2 ; ; ik
cosOs, Os'=sinB sin '+ cos B cos @' cos(A—21').

Placons alors le point M au nceeud ascendant N de lorbite, de
sorte que ¢ = — w, et désignons par O%4noGo le systéme général
O%n¢ dans cette position particuliére. Les longitudes et latitudes
des axes Oz, Oy, Oz,, O&, Ony, OF, sont données par le
tableau suivant :

Oz, 0y 03, 0%, O, 0%,
o = T ~ T T
Kol S5 150! i — 5 S i g St
2 2 2 2
= : i e
Bt o —c S 0 l ey
2 2
et par suite on a immédiatement :
/\ . . [
coszy §g= sina sin(A — ) = cosJ,
A~ - R
coszy 7= sina cos(A — ») =— coszsinJ,
SN it B
coszy {y=cosa = sinz sinJ;
cos 1 o= sinb sin(B — »w) = cose sin3,
/\ . \ . . . . ~
cos y1mo= sinbd cos(B — ) =—sine sinz + cose c0Sz cOsJ,
AN

cos y1 Ly=cosb = — sine cosi — sine sinZ cosJ,
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>

: Sl
cos 21 £g=sine sin(C — w) = sine sinJ,
/\ - - . L - ~ -
cos z;mp=sinc cos(C — w) = cose SinZ —+ sine COSL COST,
: : T
cos zf\to = cose = COS: COS{ — SINE SinZ cOsT.

Ces formules permettent le calcul des constantes de Gauss de la
fagon la plus simple ; en faisant

on a

RS SHpes
nsinN = sin g, ncosN = costcosd,

sin@sin(A — w) = cosJ,

sina cos(A — w) = — coszsin3,
sindsin(B — w) = cosesinT,
sinb cos(B — w) = ncos(N + ¢),
sine sin((; — w) = sinesinJ,

sinc cos(C — w) =n sin(N +¢);

et I'on peut généralement laisser de coté le calcul dir.ect de cosa,
cosb, cosc, ou du moins lui donner une moindre précision. Si 'on
employait les éléments équatoriaux 3,, #,, ,, on aurait les mémes
formules, mais plus simples : il suffirait en effet d’'affecter 3, 7, w de
Iindice 1, et de remplacer ¢ par zéro; en particulier, par suite, il
viendrait }

C=w, sine¢ = sinz;.

Les neuf quantités

sinasin(v + A), sinacos(p -+ A), cosa,

sont les cosinus des angles que font deux a deux les arétes de deus
triédres trirectangles, et par suite il existe entre elles de nombreuses
relations bien connues; c’est ainsi par exemple que I'on a

et aussi

cosa =

sin®a + sin?b + sin2e = 2

sinb sin(v + B) sinc sin(p -+ C)

sinbcos(v + B) sine cos(p + C) 7 smbsmc‘sm(B ok

ainsi que les formules analogues.

Comme on a aussi, d’apres ce qui précede,

Cosa = — tangsina cos(A — ),
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on voit qu'on peut employer comme vérification du calcul des con-
stantes de Gauss la formule simple

sinb sincsin(C — B)
sina cos(A —w)

tangy — ’

et il serait facile de trouver bien d’autres vérifications d’apres les
mémes principes.

Connaissant les constantes de Gauss, on peut en déduire inverse-
ment les éléments équatoriaux J,, ,, w,; ou les éléments écliptiques
S, {, w. Le caleul de S, i,, w, est immédiat, et 'on peut ensuite
passer a J, ¢, w par les formules mémes écrites ci-dessus, qui
donnent J,, 7;, w, en fonction de 3, 7, w : il suffit d’y permuter les
lettres affectées de I'indice 1 avec celles sans indice, et en méme
temps de changer ¢ en — ¢. Mais on peut aussi bien déterminer 3,
7, w directement : on a en effet

sing = cose sine cos(C — w) —sinzsind cos(B — w),
0 = cosesine sin(CG — w) —sinesinb sin(B — w),
d’ou
sini sinw = cosesinc sinC — sine sind sin B,
sinZ cosw = cose sin¢ cos C — sine sind cosB;
puis
sinbsin(B—w) sinecsin(C — w)
cose . I sine

sing =

cosT = sina sin(A — ),
sina cos(A — )
s e i T v A

60S\7— — e
sinJ

et tous les éléments sont ainsi déterminés sans ambiguité et dans de
bonnes conditions de calcul.

Il est important de savoir déterminer les variations infiniment
petites que subissent les constantes de Gauss lorsque les éléments 3,
I, w viennent eux-mémes a varier. D’aprés les principes de la Ciné-
matique, on sait que si le triedre O&q est soumis a une rotation
infiniment petite dont les projections sur les axes O%, O4, 0% eux-
mémes sont respectivement dP, dQ, dR, on a

d(cosO&, Os) =cosOn, OsdR —cos0g, 0sdQ,

en désignant toujours par Os une direction fixe.
Par suite, quelle que soit la direction Os définie comme précé-
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demment par les constantes SetF,ona
d[sin fsin(¢ + F)] = sin feos (¢ + F) dR — cos £ dQ.

Lorsque les éléments &, Z, w varient, le mouvement de O&qt
résulte des trois rotations élémentaires dZ, di, dw autour des
axes Oz, ON, O¢ respectivement, de sorte que P'on a, en appelant
toujours g Pargument de la latitude,

dP =sini sing dJ + cos g di,
dQ =sinicosg dJ — sin g di,
AR = dw + cosi dT;
done
(17) d[sin f sin(p + Baili= sin fcos(¢ + F) (dw =+ cost d3)

—cosf(sini cos g dT —sing di):

le premier membre de cette formule générale est d’ailleurs

sin(p - F)d(sinf) —+ sin fcos(¢ + F) dF,

et se réduit a d(sinf) ou a sin /' dF suivant que Pon fait ¢ — g —F
O ==

En prenant pour Os les directions Oz, Oy, Oz,, on aura done
les formules telles que les suivantes pour résoudre la question pro-
posée :

da = cos(A — ®) di—sinisin(A — ) dJ,

dA = do + cosi dS cotafsin{A — w) di + sini cos( A — w)dJ].

Il est facile de mettre en évidence au lieu de dg la différentielle du
logarithme de sina, soit mod cota da, qui est la quantité dont on a
besoin dans la pratique; et, d'aprés ce qui a été dit plus haut, on peut

5 sinb sine . .
remplacér cota par —?;Csm(B A
JA

Les dérivées partielles telles que 5= peuvent étre mises sous des

formes diverses; en particulier, on vérifie sans peine que

JA

- - . COS A
05 T ©0St —cotasinicos(A — o SO

sin?q’

mais, contrairement a ce qui précéde, le résultat ainsi obtenu ne
S : :
Saurait s’étendre a B et C par simple permutation des lettres.
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11 est encore nécessaire de chercher comment varient les constantes
de Gauss en vertu de la précession, l'orbite restant fixe : et il faut
aussi déterminer les variations des éléments I, {, » eux-mémes
dues a la précession, c’est-a-dire au déplacement des axes de
référence.

Déterminons d’abord les variations annuelles des constantes de
Gauss, sous I'action de la précession. Si I'on appelle comme d’habi-
tude m et n les précessions annuelles en ascension droite et en décli-
naison, le mouvement instantané du triedre Oz.y, 5, formé par les
axes équatoriaux est une rotation élémentaire dont les projections
sur ces mémes axes sont respectivement o, ndt, — mdt¢. La formule
de Cinématique rappelée ci-dessus devientici. en désignant toujours
par Os une direction fixe, et par dP,, dQ,, dR, les projections
sur Oz, Oy,, Oz, de la rotation élémentaire du triedre Oz, 3, :

d(cos O{,,\Os) =GOS O?:,\Os dR;— cos 0{1.\05 dQy,
et l'on a de méme

d(cos O?,\Os) T=COS O-/z1,\0s dPy— cos O{h\Os dRy,

d(cos O/zi,\()s) = cos 06,.,\0.9 dQ,— cos Of_y/l,\Os dpP,.

Si donc on prend pour Os la direction O, il vient ici

%[sinasin(u—f—A)]:——msinbsin(v—n— B)— nsinesin(e + G),
7 A S : !
;[—t[smbsm(v+B)]: msinasin(e + A),
E[smc sin(¢+C)]=  nsinasin(yv +A);
faisant apres différentiation ¢ = T—E—A, ou ¢ —=—A dans la pre-

miére formule, et agissant de méme avec les autres, on a finalement

d(—s;tli) = —msinb cos(A — B) —nsinccos(A — G),
d(sinb)

d(sinc)
dt

= msina cos(A — B), 7

= nsinacos(A —C);
Ei Lt s
sing — = m sinbsin(A — B) + nsinesin(A — C),

B i X AR : 1
sinb —~; = msina sin(A — B), sine —7- =n sinasin(A — C).
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Pour mettre ces formules en nombres, on se reportera aux valeurs
de m et n d’aprés Newcomb :

m = 46,085 + 0",00027q¢,

n = 20",047 — 0", 000085 ¢,

¢ étant exprimé en années tropiques a partir de 1900,0.

Le raisonnement précédent permet d’exprimer les dérivées par-
tielles des constantes de Gauss par rapport a J sous une nouvelle
forme. Si en effet on fait varier & de d3J, cela revient évidemment a
considérer 'orbite comme fixe, et a donner au triédre Oz, 5,3, une
rotation élémentaire — d autour de Oz : cette rotation a pour pro-
jections sur Oz,, Oy, Oz, respectivement : o, sins d3, — coss dS,

d(sina JA
flae) = )7 oy adien remplacant dans les for-
J0Z a7 4

mules précédentes m par coss, n par sine.

et par suite on obtient

Cherchons maintenant les variations annuelles dues a la précession
pour les éléments &, 7, © eux-mémes. Le triedre Ozyz des axes
écliptiques est ici soumis a une rotation élémentaire qui est composée
de deux autres, savoir : 1° une rotation — P ¢ autour de Oz, en
appelant P la précession générale annuelle ‘en longitude; 2° une
rotation Q d¢ autour d’une certaine droite OE du plan 2y, dont la
longitude est ©; Q est la précession annuelle en latitude, si I'on veut,
et OE est la position limite de Pintersection du plan de I'écliptique

avec sa position infiniment voisine. Dans les mémes conditions que
ci-dessus, on a

0",2564 + 0”,000925 t,
"

o', 47107 — o, 00000675 ¢,

. O
(I

=173°57'3" 4 32", 869 ¢.

Mais on peut aussi bien considérer le triedre Ozyz comme tixe, et
regarder le triedre 0&n¢ comme mobile et soumis a la résultante des
deux rotations Opposées aux précédentes, P dr et Q d¢ autour de
Oz et de OE, de sorte que celte rotation est équivalente au systéeme
des trois rotations d3, di, dw autour de Oz, ON, Oz Projetant ces

deux systémes équivalents de rotations sur O&, (c’est-a-dire ON),
Ony, Oz, on a les égalités

i + cos(9 — 3)Q de — o,
Siné(d3 — P de) 4 cosisin(¢o — 3)Q dt = o,
Cosidn +dI — P s — 0,
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de sorte que finalement

a3z moipis

—d—'; =P + Qcotzsin(J — o),
di e

L o Qeos(z—9),

de SR

7; =—Qcosécisin(T—9);

et 'on en déduit, si 'on préfére,

dw ] o

Z~ — P —0Q tang —sin(J —9).

5T Q tang - sin( 2)

Ces mémes formules donnentles variations des ¢léments équatoriaux;
il suffit d’affecter les lettres 3, i, @, » de l'indice 1, de remplacer P

™

par m, Q par n, etde faire o = —-

Si emploi des variations annuelles n’est pas assez exacl pour
passer des éléments J, ¢, w d’une orbite rapportés a Pécliptique et
a l'équinoxe moyens d’une époque ¢, aux éléments ', i, ' rapportés
a 'écliptique et a 'équinoxe moyens d’une autre époque ¢, il faudra
avoir recours a la considération du triangle sphérique déterminé par
orbite et les deux écliptiques. Sur la figure 3, y et Y’ sont les deux

Fig. 3.

équinoxes, E est le nceud ascendant ou descendant de écliptique de
Iépoque ¢’ sur Vécliptique de I'époque ¢, suivant que I'intervalle de
temps ¢’ — ¢ est positif ou négatif, P est le plan de l'orbite, N et N’
sont les neeuds ascendants de P sur les deux écliptiques.

Si I'on fait, suivant les notations de la Connaissance des Temps,
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ou lon trouvera en méme temps les valeurs numériques nécessaires,
Y — o T'E =19+, B =k

on a d’abord
] : Sy !
€osZ' = ¢cosk cosi + sink sini cos(T — o),

ce qui peut s’écrire sous la forme

cosi' = (1— o) cos(i — B),
en faisant i
tang B = tang £ cos (T — ?),

1L — I—Sinﬁksi112(3—§

j s

On peut toujours, en raison de la petitesse de £, développer en série
et écrire
B=rkeos(p —F)+...,

T
%= ~k*sin?(T —9) 4.
2

en ne négligeant que des termes tres petits dont on pourrait aisément
tenir compte.
On a alors
cost' = cos(i — B)—«a cos (7 — g),
et par suite il vient
LA

4 % T 3
12 :l—p—i—-dc()l(l——ﬁ)—-220(')[3(l-~;‘3)+...:
2

généralement on pourra faire simplement /— ; B, et Iemploi du

terme suivant, s’il devient nécessaire, sera snfhsant sauf trés rare
exception.

On a ensuite dans le triangle ENN’
sin(w' — w) =—sink Sin(J — o) cosée ¢,
et presque toujours il suffira d’écrire

=i ksin(T — @) cosée i,

Enfin, on a encore

sing’ sin(3”— ?—A) =sinisin(T P),

sinZ’cos (3 — o — ‘):——smkcosz+coslcsinicos(’3—c)
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d’ou 'on tire

ity S : P ; Jo s ‘
smL'sm(.‘j'——.%—)\):smksm(%—cp)[cosz+tang;smzcos(3—<‘s) )

ou, en ne négligeant que des termes Lrés petits du troisiéme ordre
en k, ]

R : S ; k &
sind’sin(3'— 3 — A) = sinksin(J — ¢) cos [L-—— tang—z—cos(s —ao) |,
¢’est-a-dire encore, dans les mémes conditions d’exactitude,
sin(3' —93— M) =— sin(m’—w)cos(i— g),

et le plus souvent, il suffira d’écrire

F=F+h—(o'— w)cos(i—_—i’-)-

\

Il serait bien facile de développer une méthode toute pareille pour
passer des ¢léments équatoriaux de I'époque ¢ & ceux de I'époque ¢';
mais le calcul est moins avantageux et, au surplus, la question ne

présente que peu d’intérét pratique.

26. Pour terminer ce Chapitre, il ne nous reste plus qu’a déter-
miner les variations que subissent les coordonnées géocentriques g, 2, ¢
du point M lorsque les six éléments de I'orbite viennent a varier.

Le point M prend alors un déplacement infiniment petit MM, et
pour avoir directement les variations correspondantes dp, da, ds, il
suffit de projeter ce déplacement sur trois axes rectangulaires conve-
"¢’ ayant pour origine la Terre O'. Prenons
en effet pour O'E" la direction O'M elle-méme, d’ascension droite o

nablement choisis O’E"n

et de déclinaison &; choisissons ensuite I'axe O'n" perpendiculaire
a O'M et dans le plan de 'équateur, de telle facon que son ascension

droite soit o —) l'axe O'C’ résulte des deux premiers, et 'on peut
L 12 2 7 - . T

considérer son ascension droite comme égale a o, en prenant - -6
2

pour sa déclinaison. Il est clair que les projections de MM’ sur O'¢’,
O'7", O'C" sont respectivement dp, pcosd da, pdd; et 'on obtient le
méme résultat en projetant MM’ sar les axes O&', On', OT' paralleles
aux précédents menés par le Soleil 0.

Si done a, A, b/, B/, ¢/, C sont les valeurs des constantes f, F
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définies d’une fagon générale au n°® 24, qui correspondent aux trois
directions O&', On', OT, les projections de OM sur ces axes sont

rsina’ sin(¢ +A'),
rsind'sin(e 4+ B),
rsinc'sin(e + C');
et 'on a
do = d[rsina’sin(e + A")],

pcos@da =d[rsind sin(e + B')],

pdd=d[rsinc sin(e + C')].

Les quantités a’, A/, .. ., analogues aux constantes de Gauss, sont
faciles a calculer, comme nous le verrons tout a I’heure ; elles
dépendent des éléments d’orientation 3, i, v, tandis que r et e
dépendent des éléments intrinséques M,, 7, ¢ de D'orbite, et par
suite on peut écrire, par exemple,

dp =sina’' d[rsin(e + A")] + rd[sina’sin(¢ + A')],

en prenant pour d[rsin(¢ + A')] le second membre de la for-
mule (13), ou 'on remplace o par A/, et pour d[sina’sin(¢ 4 A')]
le second membre de la formule (17), ou 'on remplace Jpar a' et F
par A’; si Uon fait ces substitutions et que l'on développe sing
et cosg, qui figurent dans (17), on a finalement

d, a'y, : : :
(18) -szEsec;[sma’cns(o-i—z\')—9—sm<psma"cosA'][dMo+(¢—.:°)dn]
eim Al A Bl
—EF 7 Sina'sin(e +A") dn
=+ g[sinu sina’ cos (o 4 A') — Cosy sina’sinA’] do

- gsina' cos(¢ + A') (dow + cosi dF)

7 sinp

cosa'(cosw di + sini sinw d3)

7 cose

cosa'(sinw di — sin 7 cos w d3).

r ’ T ’ 5 :
En changeant @’ et A’ en 4/ o B » Puis en ¢’ et C/, on obtient de la
méme facon les valeurs de cos3 do et ds, qui,

) généralement, sont
seules utiles.
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S’il y a lieu d’employer au lieu de la formule (13) l'une des for-
mules (14), (15) ou (16), on obtiendra par le remplacement de
d[rsin(e -+ A")] des résultats analogues qu’il est inutile de trans-
crire ici en détail. :

On doit encore observer que, dansla formule (18), les parenthéses
des trois derniéres lignes, qui ne dépendent que des éléments d’orien-
tation et de leurs variations, sont aussi indépendantes des axes de
référence, de sorte qu'on peut y remplacer les éléments écliptiques
I, i, » parles éléments équatoriaux T, ,, v, : en effel, ces paren-
théses ne sont autre chose (au signe prés pour la troisiéme) que les
projections sur les axes O%,, O%,, On, dela rotation élémentaire qui
définit le mouvement instantané du triedre O&, 7, £, dia a la variation
des éléments d’orientation de l'orbite, en désignant par 08¢ la
position particuliére du triédre général O&n¥ que 'on obtient quand
on place le point M au périhélie A,

Pour calculer les quantités a’, A’, ..., dressons les tableaux sui-
vants qui montrent d'une facon claire les cosinus des angles que

font entre elles les arétes des trois triedres Oz, y,z,, O&;1,¢,,
Or’:/_ LA S
S NS

0 E« O,r‘l 0 ::
Oz; | cosd cosz — sina — sind cosa
Oy | coss sina cosa — sind sina
0O z; sind o cosd
(023 Omn, 0g,
Oz | sinasin A sina cos A cosa
Oyy | sinbsinB sin b cos B cos b
Oz, | sinesinC sin ¢ cos G cos e
\ OF = O, 0%,
0% | sina'sinA’ sina' cos A’ cosa'
O%' | sind'sinB’ sin &' cos B’ cos b’
0¢ | sin¢'sinC’ sin ¢’ cos €' cosc'
|
On a, par exemple,
Yo TR O g bhdeny
cost's; = coszy £ cos@ g+ cos yiE cos ¥y £y + c0sz; & cos 3y,

ANDOYER 3 = S
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et par suite
sina’ sinA’= cosé cosa sina sinA + cosd sinasind sinB + sin g sine sinC,

sina’ cos A'= cosd cosa sina cosA —+ cosd sina sinb cos B + sind sine cosC,

cosa' = COSd Cos% cosa —+4cosd sina cosb -+ sind eose;

et 'on obtient de méme sind'sinB’, ..., sin¢'sinC/, ..., en rem-
plagant les facteurs coso cosa, cosésine, sind dans les seconds
membres par —sina, cosx, o d’abord, puis par - singcosa,
— sind sina, cosa.

En employant les éléments équatoriaux, on a des formules plus
simples semblables a celles qui donnent les constantes de Gauss.
Si O&,7.¢, est la position particaliére du triedre général O&n{
obtenue en mettant le point M au nceud ascendant de orbite par
rapport a 'équateur, les ascensions droites et déclinaisons des axes

E @l ¢, 0O&, On,, 0%, sont données par le tableau sui-

vant :

Ok - 0On' o 0%, O, (6774
Ascension droite.... a a4 = % S PR P S
2 2 2
Déclinaison......... 3 0 5+ '7 o Zy - — 4
¥. 4 2

et par suite on a immédiatement

sina’ sin(A'— ;) = cosécos(a — 3,),
R SR AR ; £ a
sina’ cos(A'— w;) = siné, sind -~ €052y cosasin(a — 3, ),

ARy AT, SRS Pz o =
cosa costlsma—slecnsasm(z—A:-l:

l

sinb’ sin(B'— ) = — sin(« — 31),

Al : e

sinb’ cos(B'— o, ) = cosyy cos(a — Fy),
[/ . .

cos b = —sing cos(a— 3,);

Sl vis . S
sin ¢’ sin(C'— ®1) = SING cos(a — Ty ),

S ' v Sl .

sin ¢ cos(C'— o) = sini, cosd — COSZysind sin (o — Fy ),

cos ¢ = COS4 COSG —+ sinZ; sind sin(z — J;).

Que l'on opére d’une facon ou d’une autre, tous les calculs relatifs
a la détermination de da et &5 se feront rapidement, car ils n’exigent
qu'une faible approximation, celle que donne Pemploi des Tables
a quatre décimales ou cing au plus : on rencontrera d’ailleurs de
nombreuses vérifications sur lesquelles il serait superflu d’insister. '
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Il est clair encore qu’au point de vue purement numérique, quand
on ne cherche pas a mettre en évidence dans les formules telles
que (18) les coefficients mémes des variations des éléments, on peut
faire avantageusement des groupements de termes, dont il suffit d'in-
diquer ici la possibilité, sans entrer dans de plus amples détails sur
leur choix. Observons seulement que si, dans la formule (18), on
change @' et A’ successivement en @, A, b, B, ¢, G, on aura précisé-

ment, toujours au facteur - prés, les projections du déplacement MM’

1]
v

d. d dz
£ —{b — et qu’on

sur les axes équatoriaux eux-mémes, soit —, ;
v

en peut déduire immédiatement

do dry et vl Sihdzy
B e G09S oS R L (SR Sit T i ST el
p p g2
f
I Ry dy
coso da = — sino —— —— CcOse B
& dx « £ d 1 dz,
dS— — sin & cose ot sindsine XL 4 coss L
o o
¥ i )

le calcul de cosd da et de d8 est ainsi un peu abrégé.



CHAPITRE VI.

PROBLEMES DIVERS RELATIFS A LA DETERMINATION
DES ORBITES KEPLERIENNES.

27. Au probléme traité dans le Chapitre précédent, correspondent
divers problémes inverses, dont le principal est la détermination
d’une orbite a ’aide d’observations réellement faites a la surface de
la Terre. Mais avant d’aborder I’étude de ce probléme fondamental,
nous devons résoudre un certain nombre de questions préliminaires.

Il est clair qu’une orbite képlérienne est complétement déterminée
par la connaissance. a un instant donné ¢, de la position héliocen-
trique du point M, et par celle de la vitesse correspondante, consi-
dérée bien entendu comme un vecteur.

Toutes les notations du Chapitre précédent étant généralement
conservées, nous allons tout d’abord déterminer les éléments de Ior-
bite du point M, connaissant, a I'instant ¢, ses coordonnées hélio-
centriques z, ¥, 5, et les projections sur les axes de sa vitesse V,
soit ', y', z’. Le plan fondamental Ozy sera indifféremment celui
de Pécliptique ou celui de I'équateur moyen d’une certaine date indi-
quée, l'axe Oz étant toujours dirigé vers I'équinoxe moyen cor-
respondant. De plus, nous supposerons la vitesse V et ses. projec-
tions calculées en prenant une unité de temps telle que le coefficient £
devienne égal a P'unité; en d’autres termes, si 'on maintient pour ce
coefficient sa valeur ordinaire, et que l'on fasse == k¢, les valeurs
de z', y', 2’ sont celles des dérivées des coordonnées z, y, . prises’
par rapport a =, pour I'instant donné. ;

En se reportant au Chapitre III, on voit que la constante F de

3.2 - . e
Iéquation des forces vives est précisément — . et que la cons-
2a

tante / des aires est ici \/;.. La nor

male au plan de I'orbite, qui porte
le vecteur £, a d’ailleur

s pour cosinus directeurs évidents sini sin3J,
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— sini cos 3, cosi, en appelant et 7 la longitude du nceud ascendant
et l'inclinaison du plan de 'orbite sur le plan O zy, quel que soit ce
plan. En faisant

ri=a?+ yr+ 32, V=2 y24+22  (r>o0,V>o0),
I'équation des forces vives donne donc d’abord

2 7
desloa o

(22 =

et on connait ainsi Pélément @, d’ou Pon déduit, si I'orbite est une

(MY

ellipse, le moyen mouvement diurne n» = ka *.
En projetant le vecteur des aires sur les axes, on a ensuite

Vpsinising = yz'— y'z,
Vpsinicosy = 2z’ — 7' 3,

@ cosi =zy' —z'y,

et ces équations font connaitre les éléments p, J, i : si 'inclinaison ¢
est petite ou voisine de =, angle T est nécessairement mal déter-
miné.

En faisant
' =z’ + yy'+ 53,

' . - ot et :
de sorte que 7’ est la vitesse radiale, ou la dérivée —- pour Pinstant ¢,

on peut écrire encore, en appliquant une identité bien connue,

p=(ys—y a2+ (s —2' 3P+ (zy'—z'y)?

= r2(V2— 2),

et déterminer ainsi directement le paramétre p.
La relation p = @ (1 — e?) permet alors de calculer 'excentricité e,
mais d’'une facon peu précise, si elle est petite.
On la retrouve, et en méme temps Panomalie vraie ¢, en faisant
usage des deux formules
esing =1’ \/1_7,
/4

e cosy = — —1,
3

dont la seconde résulte de 'équation de I'orbite, tandis que pour
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obtenir la premiére, il suffit de différentier la seconde, et de rem-

dy =
T jma e .
placer 72— par sa valeur Vp

Si I'excentricité e est petite, 'angle ¢ est nécessairement mal déter-
miné.

Connaissant ¢, on en déduit 'anomalie moyenne M pour I'époque ¢,
et par suite pour une époque quelconque; en particulier Panomalie
moyenne M, de I’'époque ¢, : c’est encore un élément de I'orbite.

Si orbite est parabolique, ce qui exige la condition

2

Syl v
7

)

on ae=r, et par suite, en écrivant
sinv:r"/;, 1:—coso=€,

on en tire plutot

Vr

(2 nri
tang ~

Connaissant ¢, on en déduit la quantité P qui remplace ici I'ano-
malie moyenne, et par suite I'époque T du passage au périhélie.

Quand I'orbite est elliptique ou hypeibolique, voisine de la forme
parabolique, on détermine de méme P au lieu de M, et ensuite T.

P
1+¢€

Il reste a déterminer la distance » du périhélie au neeud, ce qui se

Dans Lous ces cas, la distance périhélie ¢ est égale a

fera par les équations

rsin(pg + w) = z coséc i,

= T
7 Cos(9 4+ w) =2 cosT + ysinT,

qui résultent immédiatement des formules qui expriment z, y, 3 en
fonction de r, de 3, et Pargument de la latitude ¢ - .
L’incertitude qui peut exister sur l'angle w dépend de 'incertitude
de T et de celle de ¢; mais l'incertitude sur Pargument de la latitude
¢+ ne dépend que de celle de 3. Quand linclinaison est trop
petite ou trop voisine de = pour que I'angle T soit bien déterminé, il
vaut done mieux avoir recours a d'autres formules que I'on obtient

de la facon suivante. Les équations qui donnent \/p, i/, I conduisent



PROBLEMES RELATIFS A LA DETERMINATION DES ORBITES KEPLERIENNES. 119

immédiatement a la relation

zcotl = — zsinJ + y cosT;
d’autre part, on a
o ! v : v
cosecr — cotr + tang; = —cott+ cot—;
2 ¥ 2

on peut donc écrire

; . < - 4

rsin(¢ + w) =—asinJ + y cosJ - s tang ~

= G = i
= ZxsmJ— ycosJd —I—zcot;;
combinant cette relation avec celle qui donne rcos(¢ + ), il vient

e i
rsin(¢ + w + J) =y + s tang — cos J,
)

; gl
rcos(9 4+ w—+J)=2z—ztang—sinJ,
5
ou bien

! & i
rsin(y +w—3J) =—y+zcot;c053‘,

AR
= x + zcot —sinz.

reos(v+w—5J)
Le premier groupe convient au cas ou l'inclinaison est petite, et 'on
voit que mémé alors la longitude dans Uorbite ¢ — w - 3 reste trés
bien déterminée; le second groupe convient au cas ot l'inclinaison
est voisine de =, et c’est alors la quantité ¢ + © — I qui reste bien
déterminée. Dans tous les cas, en effet, la longitude héliocentrique
doit étre regardée comme bien déterminée, et elle devient précisé-
ment égale 4 T == (v 4+ w), quand on a i =0 ou 7

Suivant que le plan fondamental Ozy est celui de Vécliptique ou
celui de l'équateur, on a ainsi obtenu les éléments d’orientation
9, i, w relatifs a écliptique ou a I'équateur : dans le dernier cas, on
peut ensuite facilement passer aux éléments relatifs a I écliptique, en
se servant de l'obliquité <. Dans tous les cas, on peut diriger le
calcul de facon a obtenir directement les constantes de Gauss A, B, G,
sina, sinb, sin¢, relatives au systéme d’axes choisi, et en déduire
ensuite les éléments écliptiques comme nous I'avons vu précédem-
ment. On a en effet

=sinasin(¢+ A),

Y]
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d’ou par différentiation

! J
re’'—r'ax 3 X
"~ — ¢'sinacos(¢+ A);

r2

reniplacant r2¢’ pary/p, on a donc pour déterminer A et sina les
deux formules

. . T
sinasin(¢ + A) = =L

2 rez'—r'x
sina cos| P-—{-—:\) e T T k]

v

de méme

sinbsin(v—f—]}):%, sincsin(v+C)=;,

sinb cos(¢ + B) = u, sinecos(p + C) = Y it A
Vr Vr

Ayant donc d’abord déterminé p et ¢ comme ci-dessus, mais sans
passer par I'intermédiaire de 5 et 7, on a bien facilement les cons-
tantes de Gauss qui servent au calcul des coordonnées rectangulaires
héliocentriques pour une date quelconque.

Si le plan fondamental Ozy est celui de I’équateur, on a ensuite
les éléments d’orientation pour I'écliptique par les formules du Cha-

pitre précédent, qui peuvent étre écrites ici plus commodément sous
la forme équivalente -

sinZsin(e 4+ ) = cose sine sin(p + C)—sinesind sin(¢ + B),
sinZcos(¢ + w) = cose sine cos (v - C) —sinesind cos(p + B),

s _ sinbsin(B—w) sinc cos (C — w)

sin J - s
GosEl sine
3 : ; sina cos(A — w
cosT =sinasin(A — w), Cost e LR ATOS L SR Y

T35 O
sinJ

Si le plan Ozy est celui de Iécliptique,
mémes formules en faisant simplement ¢
sin¢ — sin¢.

on peut employer les

=0, de sorte que v = C,

28. Envisageons maintenant un probléme plus général, dont le
précédent n’est qu’un cas limite, celui de la détermination d’une

orbite képlérienne par la connaissance des positions héliocentriques
du point M a deux instants donnés tyetity

il est clair encore que ce
probléme est entiérement déterminé.
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Les coordonnées des deux positions données M, et M, seront dési-
gnées, dans les mémes conditions que ci-dessus, par z,, y,, 5, et
Zay Yoy Ta, respectivement; I'yy, I'ay 94, 92 seront les rayons vect.eurs
et les anomalies vraies, ces derniéres étant d’abord inconnues, et
nous ferons de plus = = £ (¢, — ¢,).

Si T'on appelle s le double de l'aire du triangle OM, M,, soit la
quantité ryrysin(v,— ¢, ), on a d’abord, en projetant cette aire sur
les plans de coordonnées,

SSINEsing = yy3— y» 31,
SSINZcosI = 24 3y — Zs 31,

s cost =2, Y2— Za )1,

et ces équations font connaitre, en méme temps que les éléments T et ¢,
la quantité s, et par la suite la différence ¢, — ¢;.

Supposons pour un instant le paramétre p connu. L’¢quation de
I’orbite donne les deux relations

600592=£—l7 8005"1:2-—[,
rs ry

d’ou, par soustraction et addition,

R Y T . Pg— 9y
esm—:—(P—£ cosec———
5 iy 3y 2
91—+ 0s I ariy e I="124
€Ccos —— = — £+£—-2 S€C ———>
3 2 92

ry 7'y

et 'on a ainsi I'excentricité e, en méme temps que lgs deux anomalies
vraies ¢, et ¢». Le demi-grand axe, le moyen mouvement, les ano-
malies moyennes pour les deux époques ¢, et ¢ en résultent : la
différence de ccs anomalies moyennes doit d’ailleurs étre égale a
n(ta—t,), et c’est justement la, si l'on veut, la condition qui déter-
mine p.

Enfin la distance © du périhélie au nceud se calcule comme pré-
cédemment a 'aide de I'une ou l'autre des deux positions données.
" Tout revient donc a la détermination du parameétre p, ou a celle
d’une inconnue équivalente g définie par la relation

s=gVp;

et puisque ces quantités sont indépendantes du choix des axes, les
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données de cette question sont en réalité 7y, ra, voa— v, et 7. Comme,
d’apres la loi des aires, =y/p est le double de I'aire du secteur curvi-
ligne OM, M, compris entre les deux rayons vecteurs OM,, OM, et
Parc de trajectoire M; M,, on voit que £ n’est autre chose que le

rapport de laire du triangle OM,M, a celle du secteur curviligne
correspondant.

Introduisons «, e, et les deux anomalies excentriques wu, et
comme inconnues auxiliaires, et formons d’abord les relations qui
existent entre les cing inconnues et les données.

D’aprés la valeur de s, on a en premier lieu

(a) ryrasin(vs— ) = g Va(1— e?);

en partant des relations connues

oy Sewiy oo : . Oy . Us
\/—>1|1—= I+ € sin—, — sin ‘=\/l+esm—:,
a 2 2 a 2 2

ry 4 wy /e Vo w
— €08 — = y/1— € Ccos —) — C0S — = I—ecns——2»
a 2 g AR 2 2

qui donnent aussi
ry=a(1—ecosu;), ro= a(1r— ecosu,),
on a ensuite

—— . Pe— — . Us— U
(&) \/7‘17'25]11——2~—=a‘/1—625“1;)
: 2

5 N s —— 1
(¢) Vru'zcus_)—=a<c(,s 2 1_ecnsu,—+—u2>,
2

. 2 2

t ot
(d) r1—+—r2=2a<l—ecos = 1c<)su'+u2>
2

3
T2

Enfin la différence des anomalies moyennes est égale a ta
les exprimant a I'aide des anomalies excentriques, il vient

, eten

3
L 25 ST e
(e) »-a'—’(u.z—u,—zesm z S PN u').
2

‘Pour avoir 1’¢ 1 i détermi 1 it élimi
; lequatlon'qul détermine g, il faudrait éliminer a, e,
Uy €L uy entre les relations (a), (b), (¢), (d), (e) : mais on voit

t y
quon ne peut arriver a un résultat simple qu’en gardant u, — u,
comme inconnue auxiliaire, et que l'on a seulement a éliminer



PROBLEMES RELATIFS A LA DETERMINATION DES ORBITES KEPLERIENNES. 123

T—e?, ecos "™ et @ pour obtenir deux équations propres a
\ ; - P q . prop d

déterminer g et u, — u;.

Cette élimination est facile. On fait disparaitre \/1 — e2 en divisant
membre & membre («) et (6), d'on

— Go— 0y . Us— U
(f) g =2 arirs cos— Lsin =2 £
2 2

Eliminant ensuite ecosﬂ# entre (¢) et (d), puis entre (c)

et (e), on a, en tenant compte de ( /),

- vy — ¢y Uy — Uy .o Us— Wy
‘ Py 'y — 2\ "5 C0S ——— C0S ——— = 2@ SIn? ———»

(.4’) { | % 2 2

3
( t—g=a[uy,—u;—sin(us—uy)].

Portant dans ces deux relations la valeur de a tirée de (/), et
faisant

Vo — V4
m = \/"1 U80S ===—-23
2

on obtient enfin les deux équations cherchées

Ve &% (uy— wy) —sin(u, — uy)
BT el ’
i m? L Ua Uy
Ssmd —
(1)
Us— Uy Iy -7y &2
0§ —— = ——— — ~.
2 2m 4m?

On doit observer sur ces équations que les inconnues g et wy—
ne dépendent que de <, de la somme r, + r, des deux rayons vec-
teurs OM,, OM,, et de la quantité m, c’est-a-dire, sil'on veut, de
la corde M;M, du secteur OM,M,, puisque I’on a, en appelant
maintenant s cette corde,

$2=r2 472 —orrycos(vs— o) = (11 + r2)2— 4m2.

Ce sont ces mémes quantités qui interviennent quand on cherche
a déterminer directement le demi-grand axe a, dont les autres in-
connues résulteraient aisément.

Faisons a cet effet

Uy —+ Uy
Us - Uy — 2405 € c0s ———— = C0S O,
: 5 ;
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de sorte que les équations (¢), (d), (¢) s’écrivent
m = \/ryr;cos 2:)—‘—1 = a(cosy —cosw),
ri-+ ry=2a(t—cosgcos),
T— a1 (24 — 2sind coso)

:a%;[(c—!—v'lJ)—sin(L_’:—i—",J)]—[(?—‘?)—Si“(?—¢)]:-

On a immédiatement
s =/(ri+r:)?— jm* = 2asing siny,
et, par suite,
s ST ]

i—cos(p )= DETEES, 1 cos(p— )=

rry—s

Posant done finalement

Sin? (?’ ri-t+res+s
n?- = ————
2 4a

\ 4 3 .
o Y ry -+ ry—s
) sin2+- = ————,
9 ha

1l vient

3
T =a?[(o'—sing’) — (Y —siny)]:

c’est I'équation de Lambert, dont nous n’avons pas a faire usage.

Mais revenons aux équations (1) : lorsque la différence u, — w, des
anomalies excentriques est grande, on connait toujours des valeurs
approchées des inconnues, et la résolution des équations (1) par les
méthodes usuelles d’approximation en résulte sans peine. Presque
toujours, dans les applications qui suivront, la différence u,— u, est
petite, et méme trés petite, de sorte qu’il convient d’abord de modi-
fier la forme de la premiére des équations (1), de facon a permettre

! 3 ;
le calcul exact du coefficient de ”}%- En se reportant aux notations

adoptées au Chapitre précédent (n° 22), et appelant u la différence

Us— Uy, ON A

(uy— wy) — sin(us— uy) &8
= =3,
. Us— 1L 2
Bipintiio i
. . - 2
et, par suite, il vient
5 T A3 1/ L 3
(2) o e e R R A DL
2\°'m 2\ m 2

Cette formule, jointe a la deuxiéme équation (1), permet, avec
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I'usage de la Table V, le calcul de g sans difficulté. On pourra méme

la plupart du temps prendre  — —,I—_, c¢’est-a-dire en fait supprimer le

2
. e 1 I
facteur &, et remplacer le coefhcxent;par g dans le second terme

de g : cette simplification est légitime notamment dans le cas trés
général ou il suffit d’obtenir ce second terme avec la précision d'un
calecul & cing décimales, toutes les fois que la différence des ano-
malies excentriques u, — u, est inférieure en valeur absolue & 20°.

S TR Aris 2 ; .
Si-—— est une quantité suffisamment petite, on peut regarder
m

s —
S

u g : J
T‘ comme développables suivant les puissances de cette

quantité; et il est clair alors qu'on arrive a la valeur exacte de g par
les approximations successives les plus simples, en commencant par

> e o
faire ¢ =< dans la formule qui donne cos =——!

, et en écrivant

I'équation (2) sous la forme

T

g
e B lu—uy
séed ———

1+
2m? 2

On a supposé implicitement dans ce qui préceéde qu'il s'agissait
d’une orbite elliptique. Dans le cas d’une orbite hyperbolique, les
anomalies excentriques u, et u, auraient des valeurs purement ima-
ginaires que nous pouvons désigner par wu,y/ —1 et u,y/—1;
les formules (1) deviennent alors

5 why — uy ri- s g2
== AR TR
G 2m 4m3

el T A3
g—"_§<gﬁ> ’

la fonction % correspondant a I'angle u égal a i(u, — u)).
On fera donc ;

’

/4 13
L B
Sfg— = ch—2 it

2

b
et I'on aura alors, pour remplacer la formule (2),

ar’ 1 I3
1 - u
&E=1T— = (ﬁ-cos"——) )
2 m 2
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r
u
= 4 A se V e [ 1¢ "i y e
la fonction 3’ étant calculée par la Table V en fonction de l'angle =

el pouvant généralement étre réduite comme ga 7

Dans le cas intermédiaire de la parabole, ou les anomalies excen-
triques sont nulles, il vient simplement

7y e

T am ‘m’
&3
DU =
ou bien
3m=

oy bt

b
ry—+ I's—+ m
avec la condition

2 ¥ g
2= — (=4 rs+m )27y = rs—2 m),
=
S
qui exprime que Porbite cherchée est effectivement une parabole.
En introduisant comme plus haut la corde M, M, égale a s, on
vérifie sans peine que cette condition peut se mettre sous la forme

3 3
6~.:(7'1+1-2—e—s)5—(r,+1~2—s)‘-’ :

c’est I'équation d’Euler, qui résulte de I'équation de Lambert en fai-
sant @ infini.

29. Reprenons les données et les notations du n° 27, et soit M, la
position du point M a une autre époque ¢, ; appelons aussi Z 43 Pt
%y les coordonnées héliocentriques de M,, et faisons =kt —t).
Ces coordonnées L1y Y1y 21 sont des fonctions de T et de z, 3z,

l el 5 S 5 . i
Z, ', 5, déterminées par les équations du mouvement, qui prennent
1€, en raison du choix fait de |’

unité de temps, la forme simple (il
suffit d’écrire 1a premiére)

de plus, pour ©, — o, les fonctions L

: dzy dy, dz, ;
ol dz 5 e i £ i
miéres i 5% de 5 d“T..l dowent se réduire respectivement a Ly V55,

, r -/ g ~ ’ 24
Y%, ce qui acheéve de les définir complétement.

Y1y 3y et leurs dérivées pre-
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Comme la vitesse V est dans le plan OMM, de Porbite, le déter-
minant

b Al ‘

i
Doalngyd g
B1 %

est nul; par suite on peut écrire
n=fiz+gx, yn=hHr+sy, &= fis+gF,

et tout revient a I'étude des deux coefficients f, et g, qui sont ma-
nifestement indépendants du choix des axes de coordonnées, 'origine
étant toujours le Soleil.

Avant de montrer comment on peut effectivement déterminer f,
et g, en fonction de t4, 2, y, z, ', y', 5/, nous allons donner diverses
expressions de ces quantités qui nous seront utiles par la suite.

Nous pouvons supposer que le plan 2Oy est celui de l'orbite,
l'axe Oz étant dirigé vers le périhélie. Dans ces conditions, on a
81= 5 = 3'= 0, et des deux relations qui donnent xz, et y,, on tire,
en remarquant que )’ — z'y n’est autre chose ici que la constante

des aires y/p,
fivp=my —z'y, sip=zy—ay;

on voit ainsi que g, \/[_) est le double de I'aire du triangle OMM,,
tandis que (1— f;) \/[—) est le double de I'aire du triangle MVM,, en
appelant V I'extrémité du vecteur vitesse pour le point M; donc,
puisque 7, {/p estle double de Paire du secteur curviligne OMM,, les

51

L . .
= et — i sont respectivement les rapports des aires des
T1 T

deux triangles OMM, et MVM, a celle du secteur correspondant
OMM,. En particulier, le coefficient g, ne différe pas, en tenant
compte du changement de notations, de la quantité g du numéro

quantités

précédent.

Si d’ailleurs M, est une nouvelle position du point M correspon-
dant a I’époque ., et que I'on emploie toutes les mémes notations,
en remplacant I'indice 1 par I'indice 2, on a

Bha!

g

Ji e
g1 &2

Lyx s

Y1 Ye

S fl.Z’—Fg;\T, f2x+g2x'
fiy+ay by +&y

= 5

ce qui montre que le déterminant f,g,— f, 2, n’est autre que le
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coefficient g lui-méme du numéro précédent, puisque le double de
A - =Y ? P
I'aire du triangle OM, M, est ZyY2— Za)y, et que on a

‘//_;: zy'— ' y.

D’aprés la signification de &1, on a, en introduisant les rayons
vecteurs 7,7y et les anomalies vraies ¢, Vs

rrysin(e;—p)
AN st 0 IR

Vr

Pour déterminer ensuite J1, observons qu’en appelant 7' et ¢ les
dérivées de r et de ¢, prises toujours par rapport a t, et pour
Pépoque ¢, on a, en conservant les axes particuliers indiqués plus
haut,

&=

Zl == rlcosp ol v, ¥ = r'sinp 4 re' cose,

et par suite, en remplacant 7/ et o par leurs valeurs connues

i L — 3
st \/_”, dont la derniére peut étre écrite sous la forme ~_2508°,
24 o Vp

il vient
, sin ¢ ,__ €e- cosp
X = — ) Yy = — s
Vr Vo

Il en résulte
J1p = rycos(o,— ©) ~+er;cosp,,

c’est-a-dire, en remplacant e cos g, par &yt réduisant,
']

290 L T
Ji=r— == SH R
P -

€€ qui peut s’écrire encore, d’apreés la valeur de 2y

o2

Lol — o
21 géc2tT" 9
g ] 2

fi=1—

En rassemblant ici les formules le mieux appropriées au cas ou les
positions M et M, sont rapprochées une de Pautre, et ou 1'on sup-
POse.connus gy p, ir, 2 ety on aura, d’aprés les équations (2) et (f)
dun® 28, et d’apres les formules précédentes, en appelant de plus 3,
la valeur de la fonction 2 que la Table V faj; correspondre a Iargu-
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Uy— u
ment 1—
I . Op—o, Ly —u\3
g1=7%1— — éc séc? s
2 7"1 2 2
(3 / £ LU —u y: oy —p
(3) \qm(vlwv)_" \/J sin —. = E1 g6t
E 2/ arry =
a2
P —
Jfi=1— séc?
272 r, 2

Comme nous avons déja dit, ces formules permettent un dévelop-
pement rapide, par approximations successives, des inconnues

o :
suivant les puissances de la quantité =, (rr) 3 ). qu est du méme
ordre de grandeur que la différence ¢, — ¢, m; qm par suite est
supposée petite. Presque toujours on pourra supprimer le facteur B,

en remplacant par : ! e coefficient - : du second terme de g,. Dans le

cas d’une orbite hyperbolique, les modifications que doivent subir
les formules (3) sont intuitives, d’aprés ce qui a déja été dit.

On a des formules toutes semblables pour calculer g, et f», et
aussi g. »

Nous serons amenés a poser

@
~
o}

On a alors

L 0p—¢ ,-lul——u
Y=—" é’nf’l\/—‘e se = )
o vl——v
(4) ?x=—"‘ g1\/ ’

) 7 W01, Lue— iy |?
v=—-|g8 séc sec® ’
2 2 2
‘ N >

les notations du numéro précédent s'appliquant & y.

30. Cherchons maintenant les expressions explicites de f, et g
en fonction de 7, et de z, ¥, 3, z', ¥, 5. Ces expressions ne peuvent
étre obtenues commodément que sous forme de séries dont la forma-
tion estsimple. En mettant pour Z, ¥y, Zi leurs valeurs [, z—+g: 2/, ...

ANDOYER - 9
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dans les équations du mouvement telles que

dz.l‘l @,
e 2 >3
dz} 73

on en déduit immédiatement que f, et g, vérifient les deux équations
différentielles

azfy /1 d? gy &1
5 ——— 4 = = 0. o e e L b
(5) &1 d=3

avec la condition

ri=rf14arrfig -+ Vg,

que I'on obtient en ajoutant les carrés des expressions de z(, y, 5,
et reprenant les notations du n° 27. De plus, il est clair que pour

T= 0, les fonctions f, et &1 se réduisent respectivement a 1 et 0,
. e i de 3
tandis que leurs dérivées ah et —2! deviennent o et 1.
dz, dz,

Tout revient donc a chercher les développements suivant les puis-
sances de 7, des solutions des équations (5) définies par les conditions
initiales précédentes. La solution de cette question est facile de bien
des facons, par exemple en appliquant une méthode d’approximations

] - . N y A
successives. Renlarquons d’abord que la dérivée ([_"_;', égale a
) |
&

— oy est nulle pour ©, = o, de sorte quon peut partir pour les in-

connues des valeurs
f1=I+0.T1+..., 5’1:"6—{—0.‘.}’+.,.

on a alors successivement

7 73 )
i 1 S .
A S LS ?'L.T -+ .& e I = 3,.’_9 "
73 73 7ol S Vit S Bl S
1 r3 73 » i )

Ttegrant deux fois ces expressions changées de signe, ainsi que P'in-
diquent les équations (5), on ales développements plus complets

=9 v
o r ~3 g
fl—-l—-‘—l—“'c“' = 3 »
3 o LIRS R e e bt SR )
ar 27 3 1 Gr3 = A b T
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Recommencant de la méme fagon, on trouve les développements
plus que suffisants

-2 " =3 —k
T T T
fimr— —L - —t (o152 —3rV2)
2733 o 241
T 2
—;—W‘(?.+7l‘l"2—-3l“'2)+‘...
(6)
3 L e
& rlg % 8
JHp SR i . sl 57r'2— /2
1= ey o /;01‘5<3 b 3ry

I"—ﬁ 5 3
\ + — (— St 3 ,-Vﬂ) .
\ ! $. . 2

Les expressions de f, et de 2! sont en réalité ordonnées suivant les

3
puissances de 7,7 2, et les coefﬁcients sont alors des polynomes
entiers par rapport a rr'2 et V2, en ajoutant toutefois que les puis-
sances impaires -de 7, sont toujours accompagnées du facteur 7 Vr.
Comme on doit nécessairement s’y attendre, ces quantités r' \/I_' et
et V2 sont de purs nombres, et en effet on a, d’aprés le n® 27,

- - 7 r
r'yr=esine{/ — rV2=9— —.
P a

On voit encore que la convergence des séries précédentes est no-
tablement augmentée par la petitesse de 7', c’est-a-dire soit par la
petitesse de I'excentricité e, soit par celle de sing.

Les quantités f, et g, ont des développements semblables : il
suffit de remplacer =, par 7. Quanta g ou /| go— fag:, ce coeffi-
cient se développe alors sumivant les puissances de 7y et t2; on a

dailleurs ===, —7,, et il est clair, par raison de symétrie, que le
o - .

rapport 2 se développe suivant les pmssances de 7,7, et de 7,75,

ou encore de T, -7, et 32; de < contient néces-

sairement z* en facteur, ainsi que le montre Ia valeur (4) de y. En

n’écrivant que les premiers termes, on a

~3 4

7
(7) é’":’-—m—*—i—‘ (T4 Ta) — 1 (G Bret 3 FN)
=3(z = S
__('iz_)(l_,_;;,.r'z_,.\z)_,_“

1676

on voit ainsi que la convergence dc o se trouve en(’ore augmentée si
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la somme <, + 7, est petite par rapport a 7, ¢’est-a-dire si I’époque ¢
est sensiblement équidistante des deux époques {; et l,.

Les formules (6) et (7) mettent en évidence une observation qui
est essentielle dans le probléeme de la détermination des orbites, et
(ue nous aurions déja pu faire sur les formules (3) et (4). Supposons
les quantités =, 7, 7, exactement connues, tandis qu’au contraire
les éléments de l'orbite dont on dérive r, ', V, ou bien r, ry, ry,
@, p ne sont donnés qu’a une erreur prés d’ordre i, par exemple, par

3
rapport a < *, que nous regardons comme du premier ordre. Dans
.« . . . o it
ces conditions, il est clair que les rapports &, &1, 52 sont, de méme
T T T2

que f, et f5, connus avec une erreur de lordre {—+2; mais si l'on

envisage les quotients f %’;

-~
)
Tl e
T

Yo o, s

)

> 1ls sont déterminés avec une

-

<l
[T

2l

erreur de 'ordre Z + 1, que diminuera la petitesse de 7', c’est-a-dire
de esing, et qui devient de 'ordre {2, si ce facteur est nul; et il

en est de méme pour _13 si I'on est dans le cas particulier signalé plus

haut, ou la somme 7, + 7, est petite par ‘apport a z.

3'1; Bien que cela ne soit d’aucune utilité pratique pour nous, il
est intéressant de déterminer le rayon de convergence des séries qui
représentent fy et gy, c’est-a-dire aussj celui des séries qui donnent
Z1s J1; 51- Glest la question, résolue pour la premiére fois dans toute
sa généralité par M. F.-R. Moulton (Astronomical Journal,
vol. XXIII), de la convergence des séries du mouvement képlérien,
ordonnées suivant les puissances

Considérons d’abord le cq

duisant, au lieu du temps, 1

du temps.
s trés simple de la parabole; en intro-
a variable équivalente P, ona '

4 1 >
P = tang — —+ _ tangs3 (_,
2 o ] o 2

o :
de sorte que tang 5 €st une fonction algébrique de P dont les points

singuliers a distance finje sont déterminés par I'équation

dP o
e T TG
> ~l+tang2‘—=0,
d(tang—) =
2%
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En faisant £ =/— 1, ces points singuliers sont donc

2

N

[)i] =i hd

|

Si Py est la valeur réelle de P qui correspond a la date ¢,, la fonc-
: (7] s Ao . :
tion tang ~, et toutes celles qui en dérivent sans introduire de nou-

veaux points singuliers, comme 7, ), z, r, ..., sont développables en
séries ordonnées suivant les puissances de P — Py, dont le rayon de
convergence est évidemment le module de la différence Py— P,

4
¢'est-a-dire \/l’g E =i
9
Dans le cas de Pellipse, on a, suivant les notations habituelles,

M=u—esinu,

de sorte que « est une certaine fonction de M dont les points singu-
liers a distance finie sont déterminés par I’équation

dM

—— =1—ecosu = o.
du

Si o est le nombre positif dont le cosinus hyperbolique est é, on a

par suite, pour ces points singuliers, en désignant par /4 un entier

quelconque,
Ui =ohm -t

M., =2hw=*i(z— tha).

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que tous ces points singuliers
appartiennent bien a la branche de la fonction # que nous devons
seule considérer, savoir celle qui s’annule en méme temps que M. En
effet, dans le plan qui sert a représenter les valeurs complexes de M,
suivons, pour aller de Vorigine au point M., un chemin composé :
1° du segment de I'axe réel partant de Porigine pour aboutir au point
d’affixe 2475 2° un segment paralléle a Paxe imaginaire, allant de ce
dernier point jusqu'en M., et le long duquel on aM=o/h= + 8,
@ variant de o a == (2 — tha). La fonction u, partant de la valeur
mitiale zéro, sera réelle le long du premier segment, et arrivera a son
extrémité avec la valeur 2 ox; puis, sionla désigne par 2=+ 2 iy,
x et y étant réels, le long du deuxiéme segment, on aura

x+iy—esin(z+iy) =108,
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¢’est-a-dire '
x —e sinz chy = o,

¥ —eécoszshy=— !

Comme la valeur initiale de z est nulle, on a constamment 2 = o,
d’aprés la premiére équation, qui représente une courbe don.t l.a
seule branche passant par lorigine est I'axe des y, et par suite il
reste

¥ —esh = 0

on voit alors que y croit ou décroit, suivant le cas, jusqu'a = a, de
facon que « prend finalement la valeur singuliére u._,.

Si M, est la valeur réelle de M qui correspond a la date ¢4, la fone-
tion u et celles qui en dépendent sans introduire de nouvelles singu-
larités, comme z, Y>3, 1, ... sont développables en séries ordonnées
suivant les puissances de M —M,, dont le rayon de convergence est
la distance du point d’affixe M, au plus rapproché des points singu-
liers M.,; si on suppose M, compris entre — = et 4=, le rayon
cherché est donc

VMG S (a— tha)e.

En fonction explicite de e, on a immédiatement, en désignant par
la caractéristique L les logarithmes hyperbn]iques arithmétiques,

1 1— e2
o ~tlla=LL
e

= I—ie=s

Dans le cas de I'hyperbole, on peut écrire aussi bien

esinu — gy — iM,

en faisant M'— Ig(—a)_%(t—
Panomalie excentrique,
quantité réelle,

Pour déterminer
Pégalité

T), et désignant toujours par u

el purement imaginaire, quand M’ est une

les points singuliers de la fonction u, on a encore
eCcosuU —y—= o,

de sorte que si « est 1’angle posituf éigh dont le cosinus esté’ on a
pour les points singuliers cherchés

Usp=2hm t g,

M., = fohw (0 — tanga)].
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Pour obtenir comme précédemment le rayon de convergence des
séries ordonnées suivant les puissances de M' — M/ qui représentent
la fonction u et celles qui en dépendent, M, étant la valeur réelle de
M" qui correspond a la date ¢,, il faut calculer la distance du point
d’affixe M| au plus rapproché des points M'., qui sont effectivement
points singuliers pour la branche de la fonction u qui s’annule en
méme temps que M'. Pour reconnaitre ces points, faisons varier M’
par valeurs de la forme = + 73, < étant une quantité infiniment petite,
et § étant quelconque; faisons en méme temps « = z -+ iy, de sorte
que 'on aura en particulier

ecoszshy — y =ce.

Cette équation définit une courbe qui est le lieu géométrique du
point d’affixe # dans le plan correspondant; mais nous ne devons
considérer que la branche de cette courbe qui passe trés prés de
Porigine, puisque seule elle correspond a la branche de la fonction u
qui s’annule aveec M. Cette branche est facile a tracer, et comme elle

i . = )z = 2 : Bt
est comprise entre les deux asymptotes d’équations x === = les

seules valeurs singuliéres de u représentées par des points situés
dans son voisinage immédiat sont les valeurs w.,, ou Z= a, qui cor-
respondent & 2 = o. Donc, finalement, les seuls points singuliers pour
la branche de fonction considérée sont les points

ML, === i(a—tangz).

Le rayon de convergence cherché est par suite

VM2 4 (a—tanga)?,
et en fonction explicite de e, on a

tanga — o = /e2—1 —arctang ye2—1,

P'arc tangente étant positif et aigu.
Dans les deux cas de Dellipse et de I'hyperbole, quand on remplace
'3" 3 N . .
M ou M’ par P(1—e)* /2, ou P'(e—1)2y/2, et que l'on fait
tendre e vers I'unité, on retrouve immédiatement la valeur spéciale
du rayon de convergence qui convient au cas de la parabole.

32. Nous rencontrerons, au Chapitre suivant, un systéme de deux
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équations simultanées de la forme
r?=p%4+ 2S5 + R2,

dans lesquelles les deux inconnues @ et 7 sont assujetties a la seule
condition d’étre positives, et ou les coefficients vérifient les conditions
suivantes : les égalités

g=o0, Q=—PRs

sont trés prés d’étre vérifiées, et 'on a en outre
2= R2, R > o.

Nous allons deés maintenant discuter ce systéeme fondamental dans
le probléeme de la détermination des orbites, en supposant toutefois
exactement vérifiées les deux conditions ci—dessus relatives aux coeffi-
cients g et Q. Tout revient a chercher le nombre des racines posi-
tives de I'équation .

p =P —PRI(p?-+ 28, -+ R2y 4,

le radical qui figure ici étant positif, ce qui revient a dire que I'on

a IP) < 1. Gette équation rendue entiére devient
S(e)=pf1(p)=(p —P)2(p2+ 2Sp + R2)s— p2Ro = 0;

elle est du huitieme degré, mais admet une racine nulle. 1l s’agit de
savoir combien elle a de racines positives, vérifiant en outre la con-
dition p << P, si P est une quantité positive.

En désignant par )i dérivée de £(o), on a

S (p)=12(p —P)(p?+28p + R’)2[4’92+(5S—3P);+R=—3PS],

et comme p2 4 5 Sp—+R2 ne peut s’annuler d’apres I'hypothése faite
sur S, on voil que 'équation S (p)=o0a au plus trois racines réelles;
]?ar suite, I'équation J(¢)=o0 a au plus quatre racines réelles, et
Iéquation du septiéme degré f, (¢)=o0 en a au plus trois.

On a en outre

JUP)=—PRs,  ji(o)=2PR{(3PS _Ry),

le premier coefficient de f, (p) ét

i ant d’ailleurs positif.
Si Pon a P < o, l’équationf,

(p)=o0 a au moins une racine infé-
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rieure & P, et par suite deux racines positives au plus; elle en a une
et une seule si 3 PS > Rz, :

Still'onia P o; I'équation a au moins une racine supéricure a P,
et par suite au plus deux racines positives et inférieures a P; elle en
a une et une seule encore sous la condition 3 PS > R2.

En résumé, 'équation proposée en o

3
o =P — PR3(p?+2Sp + R2) 2

a au plus deux racines positives; elle en a une et une seule sous la
‘condition 3PS > R2.
Pour aller plus loin dans cette étude, et faciliter le caleul des

racines acceptables, faisons

ﬁ:II‘I,, pP=

|

de sorte que

mp=1—(m*+20m-+1) 2,

et considérons ¢ comme une quantité donnée inférieure ou égale a
Iunité en valeur absolue. _

Si I'on regarde m et p comme les coordonnées d’un point dans un
plan par rapport a des axes om, op, construisons la courbe définie
par cette équation, m élant positif ainsi que le radical : cette courbe,
nous le savons d’ aprea ce qui précéde, ne peut étre coupée par une
pamllele a l'axe om qu’en deux points au plus.

En supposant m trés petit, un développement en série trés simple
donne

=30+ %(I—Ssz)m—l—.. 3

et par suite la courbe part d'un point d’ordonnée 3o situé sur I'axe
op, avec une tangente dont le coefficient angulaire est positif ou
négatif, suivant que la quantité s* est inférieure ou supérieure

L ¢
AT
A

En excluant le cas limite ot ¢ =-—1, la fonction p est continue
2

pour toutes les valeurs positives de m, et tend vers zéro par valeurs

positives quand m devient infini; elle s’annule une seule fois pour

m = — 25, sil'on ac=<o.
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Ces remarques suffisent pour tracer la courbe, quia nécessairement,
suivant les cas, 'une des formes générales ci-contre (fig. 4) :

; 1
La forme I correspond 4 — 1< o< — ‘—/l—g; la forme IT & — \/_E <o<Lo;

. X I .
la forme TII & o< & ‘/L, la forme 1V a 73 <sZ1; dailleurs
2 .
I
04T R

L’ensemble de ces courbes n'a pas d’enveloppe autre que l'asymp-
tote om.

Dans tous les cas, on voit qu’a une valeur de p comprise entre o
et 3¢ correspond une valeur de m et une seule : c’est la condition
trouvée ci-dessus pour que I'équation proposée admeltle une racine
acceptable unique.

La Table VII des pages 140 et 141 donne, pour 5 variant de
dixiéme en dixiéme depuis — 1 jusqu’a -1, les valeurs de p qui
correspondent a des valeurs de m variant de deux en deux dixiémes
depuis o jusqu’a 4 : elle permettrait de construire les courbes précé-
dentes avec une grande exactitude; mais son but principal est de
fournir a simple vue, pour des valeurs données de s et de p, des
valeurs assez approchées des racines acceptables de I'équation pro-
POsée, pour qu’on puisse aisément continuer leur caleul par les
méthodes générales d’approximation. .

Si par exemple on veut appliquer la méthode de Newton a Péqua-
tion primitivement donnée, mise sous la forme

] +=q 0
F(P):P‘P_Q,.\:ﬁ'=on 7=y p2+2Sp +Re,

‘1l suffira de savoir calculer la dérivée

Fe)=i— £, 3Q+g0)(p+8)

2

Sl cette quantité est petite, c’est-a-dire s; I'équation a deux racines
voisines, le calcul demandera, bien entendu, quelques précautions,
et ne conduira qu’a une faible précision; mais ce cas ne se présente
guere dans la pratique,
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CHAPITRE VII.

DETERMINATION D'UNE ORBITE KEPLERIENNE
PAR TROIS OBSERVATIONS RAPPROCHEES.

33. Puisque 'orbite supposée képlérienne d’un astéroide ou d'une
cométe M dépend de six éléments, il est clair qu’elle sera générale-
ment déterminée par trois observations du point M, faites & trois
époques connues, en des lieux terrestres donnés, et fournissant les
deux coordonnées angulaires du point M vu successivement de chacun
de ces lieux.

C’est ce probléme général, d'une importance capitale en Astro-
nomie, dont nous allons donner une solution dans ce Chapitre, en
nous inspirant des récents travaux de MM. C.-L. Charlier (') et
F.-R. Moulton (?), qui ont mis en pleine lumiére Pexcellence de la
méthode proposée par Lagrange en 1778, et trop oubliée depuis
[Sur le probleme de la détermination des orbites des cométes
d’aprés trois observations ( OB uvres de Lagrange, v. 1V, p. 439)]-
Dans I'exposition que nous allons présenter, nous chercherons a réunir
les avantages des diverses méthodes classiques, celle de Gauss, et
celle de Laplace récemment reprise par M. A.-O. Leuschner ( Publi-
cations of the Lick Observatory, vol. VII).

Le probleme ne peut étre résolu que par approximations succes-
sives, car une solution directe générale présenterait des difficultés
pratiquement insurmontables : la convergence de ces approximations
sera d’autant plus grande que les observations seront plus rapprochées ;
mais, d’autre part, il est évident qu'un rapprochement exagéré des
observations diminue la précision des résultats. Sans insister davan-
tage pour le moment sur ces points, nous supposerons d’'une fagcon

(') Arkiv for Matematik, Astronoms och Fysik, Band 7.
(*) Astronomical Journal, vol. XXVIII.
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générale dans ce qui suit que les intervalles de temps qui séparent les
observations sont petits, en nous réservant le soin de préciser plus
tard I'ordre de cette petitesse.

34. Il faut d’ahord indiquer comment on doit utiliser les données.

Les coordonnées observées, celles qui sont publiées par 'observa-
teur, sont toujours l'ascension droite et la déclinaison apparentes, o/,
o', au lieu d’observation P, pour une date ¢/, indiquée généralement
en temps moyen local, mais que nous supposerons toujours rapportée
a un méme méridien déterminé, et exprimée en jours moyens.

Ces données sont utilisées de deux facons bien distinctes, suivant
que I'on ignore complétement la distance MP ou bien au contraire que
I'on connait celle-ci avec une approximation suffisante pour calculer
le temps d’aberration et la parallaxe de M. Plagons-nous d’abord
dans ce second cas. En premier lieu, on corrigera les coordonnées o',
o' de la parallaxe, de facon a ramener l'observation au centre de la
Terre, O'; on y arrive de la fagon bien connue suivante. Soient ¢5 le
temps sidéral local au moment de 'observation, ¢’ la latitude géocen-
trique du lieu P, o’ la distance O'P de ce lieu au centre de la Terre,
rapportée au rayon équatorial terrestre comme unité; ces deux der-
niéres quantités résultent de la latitude géographique ¢ de P; les fac-
teurs de la parallaxe, qui sont publiés d’ailleurs en méme temps
que I'observation, exprimés le premier en secondes de temps, le
deuxiéme en secondes d’arc, sont

1 ’ R Y R ! ’
Py= = Top' cosg’ sécd sin(tg—a'),
. . '
Ps= 5,0 sing’ cos 8' — wmyp' cos ¢’ sind’ cos (£5— '),

en appelant m, la parallaxe horizontale (,quatomale moyenne du
Soleil, égale a 8" 8o.
Pour corriger l’observation de la parallaxe, il suffit alors d’ajouter

PR
a o/ et 3’ les deux quantités —P—, p—az en désignant par p la distance O'M

qui est supposée connue d’une fagon suffisamment approchée.

En second lieu, on corrigera la date ¢/ du temps d’aberration, égal
a zp, en appelant x I'équation de la lumiére déja considérée précé-
demment et I'on substituera ala date ¢/ la date £ = ¢/ — %g; pour cette
date, les coordonnées o, &', corrigées de la parallaxe, sont des coor-
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données vraies. Il convient alors de choisic comme éléments de
référence équinoxe et I'équateur moyens du commencement de
I'année tropique a laquelle appartiennent les dates des trois observa-
tions, ou qui commence entre ces dales : ceci se fera, comme nous
I'avons déja vu, en appliquant encore a o' et 3’ les nouvelles correc-
tions

— 1_'3 [f+ g tangd'sin(G +')], — g cos(G +a');

ou f, &, G sont les constantes connues de la réduction au jour, si du

moins on réduit au commencement de I'année a laquelle appartient la
date ¢'; si I'on doit réduire au contraire a la fin de cette méme année,
il faudra commencer de la méme fagon, puis appliquer encore la pré-
cession pour la durée de cette année, soit ajouter les deux quantités

i ¢
— (m+ ntangd'sina’), ncosa’,
15 4

respectivement, en désignant toujours par m et n les précessions
annuelles a I'époque considérée en ascension droite et en décli-
naison.

Finalement, en appelant o et & I'ascension droite et la déclinaison
que l'on obtient aprés ces diverses corrections, on a les coordonnées
angulaires de la direction O'M a la date corrigée t, pour les ¢léments
de référence indiqués. Si alors X, Y, Z sont les coordonnées recti-
lignes correspondantes du Soleil pour la date ¢, telles qu’on les trouve
dans les éphémérides ; si 'on désigne toujours O'M par g, et que l'on
appelle z, y, zles coordonnées rectilignes équatoriales héliocentriques
de M a la date ¢, on a les trois équations

p cos8 cosa = z + X, pcosdsinag =y 4 Y, psind =z +Z.

A ].a vérité, quand on réduit non pas a l'équinéxe du commencement,
mais a celui de la fin de Pannée a laquelle appartient la date ¢, on ne
trouve pas en général immédiatement les valeurs de X, Y, Z dans les
éphémérides, mais il suffit d’ajouter a celles relatives au commence-
ment de 'année les corrections —mY —nZ, m X, nX, respective-
ment, m et n ayant toujours la méme signification.

S;gnal_ons encore que, dans certains cas, on fait la réduction des
observations au commencement de I'année décadaire la plus voisine :
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les éph\é{uérides donnent alors directement toul ce qui est nécessaire
pour obténir ce résultat. :

Dans le prﬂmer cas, lorsque la distance MP est entiérement
inconnue, on ne peut procéder de la méme facon. Tout d’abord, au
lieu de fdlI‘C porter la correction de parallaxe sur les coordonnées
observées, on la fait porter (etl'on pourrait faire de méme dansle pre-
mier cas) sur les coordonnées du Soleil, en déterminant celles-ci
non plus pourle centre O’ de la Terre, mais pour le lieu d’observation
lui-méme. A cet effet; il suffit d’ajouter aux coordonnées géocen-
triques X', Y', Z du Soleil, calculées cette fois pourla date méme t' de
Pobservation, les coordonnées rectilignes équatoriales de O par rap-
port a P, qui sont évidemment

’ r ! r i ' F ’
— WP COSY COSly, — Wy COSP sinlg, — WP SINY,

la parallaxe m, du Soleil étant ici exprimée en radians.

En réalité, les données ¢ et o' sont I'ascension droite et la décli-
naison géocentriques de O'P, rapportées a 'équinoxe et a I'équateur
vrais de la date, de sorte qu’il faudrait leur appliquer la réduction de
précession et de nutation pour les rapporter aux éléments de référence
choisis; mais il est clair que la correction résultante serait insensible,
au moins dans les conditions ordinaires. .

En second lieu, la correction d’aberration porte sur la direction
observée; celle-ci est corrigée de I'aberration des fixes, c’est-a-dire
que pour la ramener en méme temps au commencement de 'année a
laquelle appartient la date ¢, on lui applique la réduction au jour
compléte, en ajoutant a o' et &' les corrections

— -;—5[f+ 2sin(G =+ a') tang &' -+ A sin (H + 2') sécd’],
—[gcos(G 4+ 2') + hcos(H +2') sind’' + i cosd'],

exprimées comme precedemment, avec les notations habituelles.

1l y a d’ailleurs lieu ici, si 'on veut une grande précision, de tenir
compte des termes complémentaires de l’aberramon dus a 'excentri-
cité du Soleil, ¢’est-a-dire d’ajouter encore aux corrections précé-
dentes les termes trés petits

1 . ) s Y - 2
o gh’ sin(H' - 2") sécd’,—[A cos(H' +o') sind’ + ¢’ eosd'],

ANDOYER 10
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en faisant, entre les années 1800 et 2000,
h'=0",342, H' = 349°,7 — 0°,016¢, {'=—0",026 — 0", 00004 ¢,

le temps ¢ étant ici exprimé en années, a partir de 1900,0.

Finalement, désignons par z, 6 I'ascension droite et la déclinaison
observées corrigées comme nous venons de dire; par X, Y, Z les
coordonnées du Soleil X', Y', Z/ corrigées pour la parallaxe; par 2 la
distance PM; par ¢ la date ¢ diminuée du temps d’aberration in-
connu xo; par z, ¥, s les coordonnées héliocentriques de M, a la date
inconnue Z, toujours rapportées aux meémes axes. Comme on sait
d’apres la théorie générale de 'aberration planétaire que , & sont les
coordonnées angulaires de la droite qui joint le lieu d’observation &
la date ¢ et le point M a la date ¢, le Soleil étant regardé comme fixe
dans I'espace, on a les mémes trois équations que ci-dessus,

pcosd cosa = x + X, pcosdsina =y + Y, osing = 3z + L.

Dans tous les cas, il serait facile d’employer d’autres éléments de réfé-
rence, et d'introduire par exemple les coordonnées écliptiques, en
s’arrangeant méme de facon que la quantité Z fut exactement nulle;
mais I'avantage qui peut en résulter parait bien léger, en raison des
calculs nouveaux qui deviennent alors nécessaires.

35. Supposons maintenant trois observations données, et conser-
vant les notations précédentes pour 'une d’clles, marquons simple-
ment des indices 1 et o respectivement toutes les quantités correspon-
dantes relatives aux deux autres; faisons de plus

(1) A = cos 8 cosz, 1= cosd sina, v = sing,

de sorte que %, u, v sont les cosinus directeurs de la direction ob-
servée, convenablement corrigée.

Les données du probléme sont, avec les dates des trois observations,
les neuf cosinus tels que %, p, v, et les neuf coordonnées du Soleil,
telles que X, Y, Z. On a d’abord les neuf équations

‘ )\P =~2‘+X, 7\191=$1+X|, )\292=Z2+X2,
e S U P11 =y1+ Yy, Hap2= ya+ Y,

o = 3+ Z, Vipr = 5y + Z,, V2 P2 = 33+ Zs.

(2)

Les dates ¢, ¢,, ¢,, auxquelles se rapportent les coordonnées héliocen-
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triques 2, y, %, ..., sont ou bien connues, ou bien inconnues; mais,
dans ce dernier cas, si ¢, ¢, ¢, sont les dates mémes des observations,

on a
(3) A= t'— xp, {y = 1y — %Dy ty= 1) — %0s,

et les approximations successives conduiront rapidement, en raison
de la petitesse de %, aux valeurs exactes de ¢, ¢y, t,, dontles premiéres
valeurs approchées seront ¢', ¢, t,

Conformément aux notations du Chapitre précédent, faisons

(4) = k(ti— 1), Ta= k(fr— 1), t=tg—Ti=k{l—);

en régle générale, on choisira pour ¢ la date intermédiaire, de sorte
que T, et 7, seront des quantités respectivement négative et positive,
si du moins l'on a ¢, << ¢ < ts. ;

Aux équations (2), qui ne font que traduire les observations, il
faut joindre de nouvelles relations qui expriment que les trois posi-
tions M, M,, M, appartiennent 2 une méme orbite képlérienne, aux
dates ¢, t,, t,. Si 2/, y', 5’ sont les dérivées de z, y, z, pourl'époque ¢,
calculées toujours comme il a été dit an Chapitre précédent, 1l est
donc nécessaire et suffisant de vérifier les équations

( o= fre ¥+ g2, xy= fox + g7,
(3) n=hHy+8Y, ri=hy+ sy,
s =fi12+815, 3y = f33 + £253,
les coefficients f,, gy, f2, &= ¢tant les fonctions de z, y, z, 2/, y', 5/,
ainsi que de 7, ou 5, que nous avons étudiées ci-dessus. Nous nous
servirons aussi de la quantité analogue g, égale & f; 22— /1> 2.

Les neuf équations (2) et les six équations (5) forment un systéme
de quinze équations a quinzé inconnues, Savoir I, ¥, 5, Ly, ¥i, 51,
Zay 2y F2, Py P1y P2y X, ¥, 5 1 une fois ces équations résolues, on
pourra déterminer les éléments de Porbite comme nous I'avons vu au
Chapitre précédent, en partant soit de z, y, 5, z', )/, 3!, soit de z,,
Vi, Biy Lay Yo,y %2

En éliminant tour a tour 2/, ', 5’ et z, y, 5 entre les équations (5),
on les remplace par les deux groupes de trois équations

EX — §2X1+ 13 =0,

(6) K EY— &)1+ 81y =0,
g3 — 251+ 132 =0,
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(=) #'él":fll'z—f2~1‘x, .4’)”=flj’z—f2)‘1, .é’~'-'=fx Zg-fzzl-

Ces nouvelles équations, jointes aux équations (2) écrites sous la
forme

z= Ap —X, zr= Mg — Xy, Xy = hy03— X,
(8) Yy=pp—Y, Y1i=pip1— Yy, YYo= taps— Ys,
Si==vpi—14, By =vip1 —Z,, By = Y30y — 1y,

forment un systéme équivalent au systéme donné. Les équations (6)
elles-mémes peuvent étre remplacées par trois autres ¢quations équi-
valentes que I'on obtiendra de la facon suivante. En y portant les ex-
pressions (8) des coordonnées Zy, ¥y 55 «.., elles deviennent

AP — Mg+ hagi0s = X — gy X+ &1 X,
. 7 '8
(9) BEP — &1+ 8102 =8Y — 2, Y, + 2, Ya,

P VEP = Vi gapi+ Vagipy= gZ — 822y + g1Z,.

Regardant alors P2 P1y p2 comme les seules inconnues, résolvons

d’abord ces équations par rapport a o; si 'on fait
q P PP 2

A=é’x'—é’2xl+glxz, ”=.%"Y—é’2Yx+é"ley
C=¢g2— 2321+ 2,7,

(IO) B! )\ )\1 )\2 A )\1 )&2
At v g |, D=|B il G 5 8
VLV Gy s
1l vient
(11) 0gA =D,

Puis, supposant ¢ connu, résolvons maintenant deux des équations (9),
par exemple les deux premiéres, par rapport a g,; on aura

(12) Pzé”l()\lM—)\sz):Pé’()\}‘l*xl#)“—)\iB—.'MA

;
et enfin tir

(13)

ons o; del'une d’elles, soit la premiére, de facon que
PL&shi=Dpgh + 0,000, — A :
ou bien écrivons, en déterminant 1 comme p,,

Lol Parii = N — oot oy vd Bim s
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Les équations (11), (12) et (13) ou (13 bis) remplaceront les équa-
tions (6) ou (g).

1l conyient encore de remarquer que l'on peut supprimer I'intermé-
diaire de z(, ¥y, 5, Zs, 2, 32, en ayant soin alors d’écrire les équa-
tions (7) sous la forme

g 8% = filap: — fadipi + o X1 — fi X,
gy'=fipaoa— frrnoi+ o Yi— 1Y,
&3 = fivaps — fav101 +fzzl—‘frzz-

——

Enfin, si 'on introduit le rayon vecteur r comme inconnue supplé-
mentaire, on a, d’apreés les relations (8),

(14) 712=o*+ 580 + R? (r==0),

en POSE\DL

(15) S=—(AX4+pY-+vZ), R2= X2 Y24+ 72 (R > o).

36. Avant d’indiquer l'usage des équations que nous venons
d’¢établir, nous allons traiter un cas particulier qui nous montrera
clairement quelle est la marche a suivre en général.

Imaginons que les quantités 7, et 7, étant trés petites du premier
ordre, on veuille développer la solution suivant les puissances de ces
quantités, de sorte que si 7 et 7, tendent vers zéro, on tombe ainsi
sur la méthode de Laplace.

Il convient tout d’abord, pour donner un sens précis a cette ques-
tion, d’écrire %, et k. par exemple sous une forme qui fasse voir net-
tement que X, A, A, sont les valeurs d'une méme fonction du temps
pour les époques ¢, ¢y, ¢». On y réussit, et cela d'une fagon symé-

trique, en faisant
= L A2

les coefficients A" et A(2) étant déterminés par ces équations mémes,

dc sorte que
1) — Ao — A A2 R T)\—Tg)\]—l—‘:j )\2'
M= 22—, SE o A
T 2 TT1Ta

ce sont.des quantités finies, car si 7y et 7, tendent vers zéro, on voit
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immédiatement que A*) et 1) tendent respectivement vers les dérivées
premiére et seconde 2/, )" de la fonction A pour I'époque ¢, ces
dérivées étant toujours prises par rapport au temps mesuré avec une

-

N S
unité égale a Z Jours moyens. En effet, on a alors
(5 .

" 15 T A
K= % + Nmes ;A’:%+ G G LI S |
- e
Ro=% 4 Nao 1=z = A"=3 a0 8 .
52
d’ou
T 162 b 1
)\(ﬁ:/"—y—;/\”(n-*—r,)d,—..., A= Q" 3)\"’(:,4—:2)-4.—...;

on voit de plus, par ces égalités, que les différences A" —),
A2 — )" sont en général du premier ordre, et deviennent du second
ordre dans le cas, que nous dirons spécial, ou la quantité t, 4=, peut
étre considérée elle-méme comme du second ordre, ¢’est-a-dire lorsque
les dates des trois observations sont trés sensiblement ¢quidistantes.

Nous emploierons des notations analogues pour représenter w,, wa,
Vi Vo Koy, Xg

Dans ces conditions, on a d’abord

1. 0 [6)
b ) e Y ) 3
| R o 1 :
A= poopn PTLCIS BV T 5 12 =i_.:"2]} A Ag!l
: 2
= U ey “
I Ty '— — Ty
2 5 FiTa

en convenant de n’éerire que la premiére ligne d’un déterminant tel
que

A AW @

g ue

Mo i)l

D’autre part, d’apres le Chapitre précédent, on a

’

= e v 3 r
S1=T1— —— 4 —_ =i B 5 )
3 T o 5 T : +— —Ts 4. ..
6y g% , 2 By T2 )

3 7

g=7—5‘¢+m’:3(71+13)+...,



DETERMINATION D'UNE ORBITE KEPLERIENNE. 151
et aprés quelques réductions, on obtient

3 . i ) X X1 X
A=gX—g: X+ g1 X5= 5 T [X“H— 734—(—.,—!—12)(3—,3 —r 7) +...]:

et des expressions analogues pour B et C.
On voit encore que I'on a

Al2)
D = | A% 5 =TIA )\——71113 )\U)l,

et par suite 'équation (11) devient

(a) ol X AW )\tz)|=|)\ A X(z>+§l,

en ne négligeant que des termes généralement du premier ordre,
mais qui deviennent du second ordre dans le cas spécial.

Avant d’examiner de plus prés cette équation, achevons la solution,
et pour cela, faisons encore

p1=0p+ p{l)—q_
On trouve

A&

1 - Ao
e—M&r01+ Ao g1pa= 5 T [2)&1)9“1—;— dp )+ A2 o+ gt ok ] A

en ne négligeant dans le crochet du second membre que des termes
de 'ordre 7, + ©,, ou du second ordre au moins.
Les équations (9) prennent donc la forme

Xp X

2)\(l)p(lJ_|_ )\\0(2) e )‘{,)is + = = Xilaliomees s ns

en n'écrivant que les termes principaux. ‘

Résolvant ces trois équations aux inconnues p, o), o®) par rapport
a p, onretombe bien entendu sur 'équation (@) précédente; on peut
ensuite en tirer o'’ de bien des facons, en supposant ¢ et r connus,

et toujours dans les mémes conditions d’exactitude; par exemple

(b)- 2‘9{1)1)‘ Al )\(2)l: I X!z)_{_i{_a pEH &

Enfin on a

(¢) rz=l—X  y=po—Y, z2=vp — 1L,
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et par les équations (o7 beshys

L ) = (1) = ot g Y1)
: 2z = Ao+ AW — XMW = gt = ol il g =Yl
(d) :

( ) 7(
5 =yl 4 vylllg - 701,

Toutes les inconnues fondamentales sont ainsi déterminées, et tou-
Jours avec la méme approximation du premier ordre en général, du
second ordre dans le cas spécial : ce fait constant est au surplus
intuitif, puisque, par raison de symétrie, les termes du premier
ordre, dans les divers développements envisagés, mne peuvent
dépendre que de la somme 7, - Tt

Revenons maintenant a I'équation (@) qui contient les deux
inconnues g et 7. En déterminant P et Q par les relations

PIA A0 M0 |=|x 20 X®) Q% A x@|=|r A0 X|
on tombe sur le systeme étudié au Chapitre précédent (n°® 31)

(e) b=P 4=, r?= 02+ 5Sp 4 R2;

Phypothése ¢ =0 est vérifiée, et nous allons voir que Dégalité
Q =— PR3 est tres pres de I'étre. En effet, la trajectoire du Soleil
autour de la Terre est trés sensiblement une orbite képlérienne, de
sorte que les nombres X, Y(2), 232, qui différent trés peu des
dérivées secondes des coordonnées du Soleil, sont en réalité tres

= s B Y B e i~
voisins des valeurs — B R i d’apres les équations diffé-

rentielles du mouvement képlérien rappelées au n° 29; il en résulte
bien que Q differe trés peu de — PR3,

En d’autres termes, le systéme (e) admet d’'une facon tres appro-
chée la solution =0, r=DNR;etil ne faut pas s’en élonner, puisque,
st P'on suppose Porbite de la Terre rigoureusement képlérienne, et
les observations faites au centre de la Terre, il est clair que cette orbite
est une solution parasite du probléme proposé, correspondant a
I'hypothése p — oil—au =y’

Une fois le systeme (e)résolu comme il a 616 dit, la solution s’achéve
comme nous l’a‘vons vu par I'emploi des formules (b), (¢), (d).
Les considérations qui précédent n’ont évidemment qu’une portéc

PR

générale, et des difficuliés pourront se présenter qui en altéreront

la valeur. En se plagant au point de yue purement analytique, ceci ne
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peut arriver que si les deux solutions possibles des équations (e¢) sont
confondues, ou bien si le déterminant [ A1V %(2) | est nul. Mais il n'y
a pas lieu de discuter ces cas en délail, d’autant plus que la facon dont
nous avons représenté Ay, Ay par exemple a l'aide de =, et <, est en
partie arbitraire. Nous verrons plus loin comment les choses se pré-
sentent dans la réalité, et c’est le seul point important. Pour le
moment, nous nous contenterons des remarques suivantes.

Si la solution des équations (¢) est double, le calcul des inconnues
peut se faire sans aucun changement, mais les développements sup-
posés suivant les puissances de 7, et =, sont impossibles : en effet,
I'équation (@), écrite complétement, est de la forme

s el = % =K(z+7) 4.
en désignant par K(z, +=,) les termes d’abord négligés du premier
ordre; et si gy est la racine double du premier membr\, égalé a zéro,
la valeur exacte de o prend la forme g, -+ K’ \/ =gt oo .o Iiap-
proximation des resultats se trouve diminuée d’une facon correspon-

dante, et il en est de méme si, sans étre exactement dans ce cas, on
en est voisin.

Le déterminant

A A )| sannule en méme temps que
A=k hs|, c'est-a-dire si les trois directions observées appar-
tiennent & un méme plan. Dans ce cas, si ces directions ne sont pas
confondues, on peut supposer les quantités A, Pa— Ay €L A, non
nulles et les équations (12) et (13) subsistant, équation (11) devient

— |A Ay by | =o0. Si cette équation ne se réduit pas a une identité,
elle établit une relation entre g, g,, g» qui permet, plus ou moins
facilement, de résoudre le probléme; si elle se réduit a une identité,
c’est-a-dire si les déterminants [ X Xk hof, [ Xy hy hal, [ X Xy g
sont nuls, le probléme est indéterminé, 'indétermination étant du
premier ordre; ces conditions expriment que les directions observées
et celles du Soleil appartiennent toutes 4 un méme plan.

Si les trois directions observées sont confondues, on peut sup=
poser A non nul; a la premiére des équations (g) que l'on peut alors
conserver, on adjoint les deux relations

B — A =o, AC—vA =o,

et 'on achéve comme ci-dessus; les directions du Soleil étant néces-
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sairement distinctes, il ne peut y avoir qu’une indétermination du
premier ordre, et cela dans le cas ou ces directions appartiennent
avec la direction unique de I'astre 2 un méme plan.

En résumé, le probléme n’est indéterminé que sil’orbite considérée
et celle du Soleil sont dans un méme plan, celui de I'écliptique,
comme le montrent d’ailleursles considérations géométriques les plus
simples, puisqu’il s’agit de déterminer une section conique admet-
tant le Soleil comme foyer, et rencontrant trois droites données en
des points tels que les aires des secteurs curvilignes déterminés par
le Soleil et ces trois points soient dans des rapports donnés avec la
racine carrée du paramétre de 1'orbite.

37. Nous pouvons maintenant aborder la résolution des équations
générales établies précédemment.

1l faut tout d’abord calculer =, ,, =, par les formules (4), puis le
déterminant A; on formera a cet effet les trois mineurs Py Va— thaVis
Vide—valhy, Kypra— s u,y, de sorte que

A= (Ve — pave) + @i ke —vady) + v(hy pa— Ao ).

Ici, comme dans tout ce qui suit, les calculs se font directement
avec 'aide d'une table de multiplication ou d’une machine; ou bien
par logarithmes, et la seule table auxiliaire nécessaire est alors celle
des logarithmes d’addition et de soustraction.

On doit observer que les données étant supposées connues avec un
certain degré d’exactitude (en faisant abstraction des erreurs d’obser-
vation), il y aura nécessairement, d’aprés les développements du
par‘agraphe précédent, lorsque les intervalles de temps 7, et 7, sont
peuits, une certaine perte de précision dans le calcul des mineurs
H1Y2— Pha¥y, ..., et que cette perte s’accentuera beaucoup dans le
calcul de A, de sorte que ce déterminant ne sera connu qu’avec un
nom.bre de chiffres significatifs bien inférieur a celui des données.

Si le mineur , Pa— Aait, est relativement bien déterminé, on
conservera Péquation (12) comme nous I'avons écrite; sinon, on lui
substituera u,ne équation analogue, dans laquelle le coefficient de g0
séra connu d’une facon plus précise : mais nous continuerons a rai-
so'nner sur cette féquation méme, les changements qui peuvent devenir
necess'alrc—:‘s se faisant d’eux-mémes. L’équation (13) aussi devra étre
changée si le coefficient A, n’est pas bien déterminé. '
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Il faut encore calculer le déterminant D. Mettant les quantités g,
22, g sous la forme indiquée au n° 29

o Tt ¥a
g1=.|+75: _;5.’1372—1—;! g=1+%,
on a
x” \/’II Z”

A:X'—}-—i; B:Y'—:——;’ Cr—F =
/ 5 ' & 7 5

en faisant

16) X =X — To Xyt Xa., X=X — 72X + 71 Xo,
T R T e S e R A R e :
de sorte que
D=P+ 2,
avec
(17) S G P R R o

Ces déterminants sont faciles a calculer, en les développant
comme A.

Les coefficients v, vy, v n’étant pas connus, on les remplace par
des valeurs approchées; en premiére approximation, on a

T3 —.3
(18) Y‘::_-Gl’ ‘{2=—f’ =

et quand on connait déja une solution approchée du probléme, on
prendra les valeurs indiquées au Chapitre précédent.
Posant alors :
P P* Y

“9) P %—S’ Q= T_A’ q=‘—;7
I'équation (11) s’écrit

Q+gp
(20) - Ee

et jointe a I'équation (14) forme le systéme étudié a la fin du Cha-
pitre précédent. Le déterminant D' est, comme A, connu avec une
précision notablement inférieure a celle des données, surtout parce
qu’il en est ainsi de X', Y/, Z'; D" est trés voisin de — D'R?, comme
nous l'avons expliqué ci-dessus; le coefficient ¢ est petit en méme
temps que .
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Si l'on regarde <, et T, comme des quantités petites du premier
ordre, il résulte du paragraphe précédent que P est une quantité
finie entierement connue; () est aussi une quantité finie, et ¢ est du
second ordre, mais ces deux coefficients ne sont connus que d'une
facon approchée. Si pour calculer y, v, v on est parti d’éléments
affectés d’une erreur d’ordre f, il est clair encore d’aprés 'obseryation
faite a la fin du n° 30 que Perreur de Q sera de Pordre 7 -1, ou
méme {2 dans le cas spécial; quant a Perreur de ¢, elle est de
Pordre {43 au moins; on voit par suite que, dans une premiére
approximalion, on pourrait négliger entiérement ¢, puisque alors
cette quantité est d'un ordre égal ou supérieur a celui de Perreur
de Q. Ceci montre bien que 'équation (20) fournira une valeur de 0
plus exacte que celle qui résulte des ¢léments déja supposés connus,
et, en premiére approximation, une valeur approchée dont 'erreur
sera du premier ou méme du second ordre : on a donc institué une
méthode véritablement convergenle d’approximations successives,
car la suite des calculs ne vient modifier en rien ce résultat. Clest

-

2

d’ailleurs, plus exactement, la petitesse des rapports —»

, €t non

1]
1ol

~
~

celle des intervalles =,, ©, eux-mémes qui assure la convergence,
ainsi que nous I'avons dit au Chapitre précédent. Et Pon voit encore
que cette convergence sera plus ou moins rapide suivant les circons-
tances : en particulier, elle sera favorisée par la petitesse de =, 47,
relativement a =, et <., et aussi par celle de 7.

On résoudra I'équation (20), soit en s’aidant de la Table VII, soit

en partant d’une valeur approchée de 5

o. Une fois la valeur de ¢
obtenue, le calcul s’achéve sans difficulté aucune par les équations

(12), (13), (8) et (7), en remplacant d’abord 3 par sa valeur corres-
pondante dans les expressions de g, 25 2., A, B, données ci-dessus,
et en calculant le mineur Ay — . Quant a f, et /

5, on les obuent
en les mettant comme g1 et g, sous la forme mdiquée a la fin du
n° 29 :

t en " 04, 0 i i
e (? prfznant‘pom 91, ©5 les valeurs fournies par la solution appro-
chée qui a déja permis de calculer o

1435

d’apres les formules (4)
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du n°29; en premiére approximation on a simplement

(21) o =— —3, 0y =—

il

Il serait évidemment illusoire de chercher a dépasser la précision
que lon peut réellement atteindre dans la résolution de I'équa-
tion (20); st les coefficients de cette équation sont connus avec
quatre chiffres significatifs, on ne peut pas compter sur une exacti-
tude plus grande pour la valeur de p. Toutefois, il ne faut pas en
conclure que les calculs subséquents ne doivent pas étre conduits
avec une précision supérieure a celle que I'on peut obtenir dans la
détermination de p. Si I'on veut représenter les observations, ¢’est-
a-dire vérifier les équations fondamentales du probléme avec une
exactitude égale a celle des données, il faut, une fois que I'on a
choisi une valeur de o vérifiant l'équation (20) autant que c’est
possible, continuer les calculs avec une précision égale a celle des
données, du moins quand on procéde a la derniére approximation :
et c’est pour cela que P'on détermine 0> et p, en se servant des
équations (12) et (13) qui, pour une valeur donnée de o, per-
mettent d’obtenir les meilleures déterminations des autres inconnues.
Pour bien se convaincre de ce fait essentiel, il suffit de se reporter a
la discussion élémentaire d'un systéme d’équations linéaires : si'on
est dans le cas d’indétermination simple, les inconnues sont d’une
facon générale toutes indéterminées, si 'on veut; mais, quand on a

fixé la valeur de I'une d’elles, les autres en résultent d’une fagon pré-
cise; et de méme, si le déterminant des inconnues ne peut étre calculé
qu’avec une approximation relative inférieure a celle des coefficients,
de sorte que les inconnues sont mal déterminées, il suffit, en général,
de fixer I'une d’elles, dans les limites de son incertitude, pour obtenir
les autres et vérifier les équations avec une exactitude égalea celle des
coefficients. C’est ce que rendent encore évident les considérations
géométriques les plus simples.

La méme observation s’applique a la détermination de 02 €t py par
les équations (12) et (13), et finalement a celle de z/, y', 3" par les
équations (7) ou (7 bis) : on y rencontre de nouvelles causes d’incer-
titude provenant pour p, et g, de la mauvaise détermination des
coefficients de (12) et (13), A et B en particulier; et pour 2/, y', 3’ de,
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la petitesse relative des différences telles que f, zs— fax,. Toutefois
cette nouvelle incertitude sera beaucoup moindre que celle qui affecte
la détermination de p.

En résumé, il faut dire, pour étre dans la vérité, que le probleme
proposé de la détermination d’une orbite, dans les conditions ou nous
nous sommes placés, admet une infinité de solutions, comprises entre
certaines limites qui correspondent a l'incertitude de ¢ principale-
ment, mais aussi a celle de #/, »/, 5/, et que toutes ces solutions
représentent les observations avec 'exactitude méme qu’on leur sup-
pose : cette imncertitude, plus ou moins grande suivant les cas, est
inévitable. On obtient finalement non pas les éléments de l'orbite
cherchée, mais les éléments d’une orbite correspondant aux données,
dans la mesure de leur exactitude supposée : et pour répondre com-
plétement a la question posée, il conviendrait méme d'mdiquer dans
quelles limites on peut faire varier la solution. Il est a peine utile
d’ajouter que l'incertitude est encore augmentée, dans une plus ou
moins large mesure, du fait que les observations sont affectées
d’erreurs inévitables.

Quand on a obtenu les valeurs de Z, ¥, 5, 'y y', 5, on peut déter-
miner les éléments comme nous Pavons dit an Chapitre précédent, si
du moins 'on présume que le calcul ne doit pas étre recommencé.
On peut aussi employer, si 'on veut, la méthode de Gauss exposée
au n° 28, en laissant alors de coté la détermination de 2/, ¥y 5" mais
les calculs sont moins simples que ceux du n° 27. En employant con-
curremment les deux méthodes, on s’assurera de Pexactitude du
calcul, et de I'inutilité de procéder & une nouvelle approximation.

Quand on procede a la premiére approximation, en dehors de tout
autre renseignement, il est inutile d’apporter une grande exactitude
aux calculs qui dépendent de la détermination de o, puisqu’il est
nécessaire de recommencer en corrigeant d'abord les dates d’obser-
Va.tion par les formules (3); et quand méme ces corrections serajent
sujettes a de légéres rectifications aprés une nouvelle approximation,

on pourra regarder les valeurs corrigées des intervalles de temps T,
Ti; T2, COMme exactes, puisque,

2 Ay ” IS
Ja d’apres le paragraphe précédent, les
~différences o, — 8,

. P2— 0 se trouvent connues avec une approxima-
tion du second ordre par rapport
ordre quand les obsery

qu’il arrive d’habitude.

a Ty, 7o, ou méme du troisiéme
ations sont sensiblement équidistantes, ainsi
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Quand on devra procéder a une nouvelle approximation en recom-
mencant le calcul, on se servira pour obtenir les nouvelles valeurs
de v, Y1, Ya, ©4, @y des résultats de l'approximation précédente, et

=21 =1 Y1y P2 £ t)
I'on voit, d’aprés le Chapitre précédent, qu’il suffira de déterminer,
outre r, 'y, s, les deux éléments « et p, pour lesquels on a

IZ = ,2 —(22+y2+32), p=ri2?+ y2+32) — (a2’ + yy'+ 35

Si T'on retrouve, a des différences négligeables pres, les valeurs
de g, g1, 22, [1, fo précédemment employées, c’est qu’il n’y a pas
lieu de recommencer le calcul, et I'on peut procéder a la détermi-
nation définitive des éléments.

L’incertitude générale de la solution sera d’autant plus grande que
les déterminants D et D’ seront simultanément plus mal déterminés;
et il pourra se présenter encore une nouvelle incertitude relative a
certains éléments, suivant les cas, comme nous ’avons vu en traitant
de la détermination générale des ¢léments.

38. Un exemple fera bien comprendre 'application de la méthode
précédente, et mettra en évidence les différents points importants
que nous avons signalés.

Les données sont empruntées a J.-C. Watson (Zheoretical astro-
nomy, p. 266). La planéte observée est Eux"ynOllle (79); en temps

moyen de Washington, les dates sont

t" =1863 sept. 21,42570,
L= » 14,68079,

=" » 28, 38625.

Les coordonnées sont rapportées a Iécliptique et a I'équinoxe
moyens de 1863,0, et, aprés les corrections convenables, on a
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Pour le Soleil, les latitudes sont nulles, et I'on a

@i=178.35:48.74 R =[o0,0011656],
@r=—173; 052,23 Ry=[0,0021056],
O

Il

-

w
o

N~

O

o

(=7}

O

o

2

Ry = [0,0002378 ],

en désignant par © la longitude, par R le rayon vecteur.
En outre,
k= [3,2355814],
et 'on a pour I'équation de la lumiére, d’aprés Watson,

% —{3, 760521,

La précision des données est évidemment illusoire : nous I'accep-
terons cependant pour développer les calculs.

On a d’abord, en représentant toujours un nombre par le loga-
rithme de sa valeur absolue placé entre crochets, et suivi du signe —
quand ce nombre est négatif :

X =[o,0010354—], X, = [7,9978679—], Xo=[T,9982867—],
Y = [2,3900968 ], Yo = Fror4bugs8ia ], Yy=[2,9760188—],
Z—o; Z75—0)

Il

Za=0;

h=[T,9807981], = M=[T,9871032],  Jy=[T.9839776],
p=[T7,4572143], - p1=1[T7,4840313], T—

[
[

v=1[2,7002332],  v;=[3,7393377], ve=[32,6474688];
R1Y2 — Wavy = [4,9510262—], vidhe—vody =
[

Mpa— Ay = [3,6507195—], Ay — phy=

11 vient alors
A = 0,000006768,

sans qu’il soit possible d’affirmer I'exactitude du dernier chiffre. En
conservant, pour éviter 'accumulation des erreurs dues a Iemploi

des tables, un chiffre de plus qu'il ne serait réellement nécessaire, on
a donc

A = [6,83046].

mais en réalité la précision que 'on peut obtenir est au plus celle de
quatre chiffres significatifs.
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D’autre part, pour la premiére approximation, on a
=i 3724750, Ty = [1,0645576 —], = [T,0782250].

d’ou, avec l'exactitude suffisante ici :

1=1[3,33927—], yi=[4,41552], Ya=[4,45652—]
?12[378281—]: ?2=[3’8554_]’
puis
X'=[3,205728—], NE—[5 61813 ZE=— 0%
X”=[§,21625 k Y'=[5,58312—], Zii="ol
= [6527347], = D’=[6,27369 <],
P=[o0,07054], Q=I[o0,05076—], g =[3,96681;
de plus,

R2 = [0,00233], S = [T1,97863].
La Table VII montre alors que 'équation (20) a une seule racine
positive voisine de 1,0, et 'on trouve facilement ensuite
p = [0,01387], r = [0,30303].

Poursuivant cette premiére approximation avec cing décimales, on
a successivement

&=[1,37198], &1=[1,06454—],  &2=[T7,07810],
Ji=1[7,99964].  fa=[T,99962],
A =[3,14709—], B=[5,56569], C=o;
p1=[0,02711]. pa=[0,00419];
et I'on peut vérifier la relation
vge — V1 8201+ V2 81P2= G,
qui n’a pas été employée pour le calcul de p, et p,.
On a ensuite

2 = [0,298g0], zy= [0,30259], zy=[0,29429], z'= (71,2063 —],
¥ =[T,43345), . yu=[T,26658], ya=[7,55669], »'=[T.87173 ],
z = [2,71410]; 3= [2,76645], 3y =[2,65166], 5 = [2,76001—];

r =[0,30304], ry=[0,30460], ro=[0,30154],

et I'on peut constater que les équations (5) sont vérifiées.
On en déduit

z2 4 Yy gt = [T,76575], zx'+ yy' + 53 =[1,0831—],

ANDOYER 11
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et
a =[0,38481], p = [0,36912].

Les dates corrigées sont alors
t = 21,41975, 11 =14,67466, ty = 28,38043,
et pour procéder a la seconde approximation, on a d’abord
T=1[1,3724848], my—= [T,0645692—], =y = [7,0782331].

Par les formules du n° 29, il vient, en partant des valeurs de 2
£, &2 déterminées ci-dessus, et que 'on constate n’avoir pas besoin
de corrections pour atteindre le hut actucllement poursuivi :

Py— Py

= [3,650], sin

T=1[3,33017—],  y1=[7,41322], Y2=[4,45879—],
®1=[3,82653—], P2=[3,85689—].
Il en résulte

X'=[3,205738—], Y'=[5,61931 ], L —o;
X'=[3,21609 ], Y'=[5,57911—], Zi=0;
D'=[6,27376],  D"= [6,27270—],
P =lo,07082], Q=[0,06976—], ¢= [3,9667];
d’ou
p = [0,01445], r = [0,30333].

Poursuivant le calcul avec Papproximation qui correspond a celle
des données, en partant de la valeur :

i [0,014’4500]

arbitraire dans une large mesure, ¢

ar on ne peut méme pas répondre
de la quatrieme décimale, on aura 3

& =[7,3719896], = [T,0644499—], g,— [T,0781047],
J1=1[T,9996415]," 7= [T.9996155],
A=[3,147251—], B =[5,56765], C=o,

e1=1[0,0277154],  p,— [0,0047383],
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et

z =[0,2991814], z;=[0,3028914], 2y =[0,2945577], a'=[T,208066 —],
y =[1,4340920], y1=[7,2676497], y>=[7,5568934], »'=[1,8714276 ],
5 = [2,7146832], z1=[2,767053i], z,=[3,6522071], z'=13,7607662—]
r = [0,3033304 ], '

d’ou, par le n® 27, les éléments suivants, le moyen mouvement n
étant exprimé en secondes, et 'anomalie moyenne M se rapportant a
I'époque ¢ :
o G ”
a =[0,3849351], = 206.59 45,75, e =[1,375992],
P =[0,3692257], L="01.08 (529, M = — 20°8'52" 24,
n = [2,9726039], ® = 190.20.33,99.
La méthode du n° 28 conduit aux mémes résultats, a des différences
insignifiantes prés, inévitables d’ailleurs.
En partant de ces valeurs, directement, on trouve

. of g
v =—23¢.37.28,00, r =[0,3033305],
gy —i—32. 7.51,67, ry=[0,3049123],
V3= —927. T. §,20, 7y =[0,3018161 |,
et
Rl ik g o,
a =16.40.25,21, 6 =2.52.27,60, o ={o0,0144500],

ay=17.46.28,18, 31=3. 8.43,50, p1= [o0,0277155],
dy=15.15.44,08, 0y —=.2.32.42.97, p2=[0,0047386],

de sorte que les données sont représentées aussi parfaitement que
possﬂ)le Les éléments sont cependant fort incertains, et cela de plu-
sieurs facons.

En partant par exemple de la valeur

p = [0,0143500],

- on aurait
o ’ "
" a=[0,3849029 ], T = 206.59.58, 29, e = [1,275143],
= [0,3692031 ], v = - 4:08.36,83, M = — 20°5"48", 41,
S n=[2,9726523],  © = 190.15.42,06,

et 'on en déduirait

Dt % B

s =040 . 252, D= 53595169,
a;=17.46.28,18, 0r=3. 8.43,52,
%y =15.15.44,08, 0y =2.32.42,99.
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Ce résultat suffit pour montrer que 'on peut faire varier les élé-
ments dans une trés large mesure sans cesser de représenter les
observations, surtout si 'on tient compte de leur précision réelle qui
n’atteint certainement pas une seconde d’arc.

39. Quand l'astre observé est une cométe, il arrive le plus souvent
que la premiére approximation donne pour le demi-grand axe @ une
valeur trés grande. Si I'on juge alors, d’aprés les limites d’incertitude
indiquées par la solution, qu'il est possible de déterminer une orbite
rigoureusement parabolique représentant les observations avec une
exactitude suffisante, il y aura avantage a faire effectivement cette
détermination. .

On peut a cet effet employer la méthode générale suivante, qui
s'applique encore si U'incertitude de la solution primitive est telle
qu’on ne puisse méme pas déterminér une orbite approché ., ou bien
sil'on veut @ priori calculer une orbite parabolique, ainsi qu’on le
fait d’habitude quand il s’agit d'une premiére détermination.

Reprenons les équations (9) écrites sous la forme

U0, V=10 W =o,

et en désignant par X,, Y,, Z,, trois Guantités arbitrairement

choisies, résolvons par rapport a p, et p, les deux équations qui

)
résultent des précédentes par la combinaison

TN W
y TRk P
On obtient ainsi, en mettant pour A B, C, leurs valeurs

\,+ ‘&4

2

—> ++» indiquées précédemment,

c 9
81 =a180 + b+ r—;a S1p2=asgp—+ by+ %;
avec
a,]Xo )\| )\2|=le1 )‘217 aQIXo )\1 )\3|=IX0 X )\l':
b[lXo )\1 )\2|=|X0 )\z X’ l, b2IX0 )\1 )\2|:|X0 )\1 X'I,
e lXo i da| =[Xo a X', 03| Xo Ay ha|=|Xg Ay X7

Portant ces valeurs dans les équations (7 bis), il vient

"

v = o+ &' = i b
e e ) Y'=mp —i—‘q-l——— =00 +0+ =
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en posant

1 2
EZL)\Qaz—L)qﬂh
51 &2

-I\I
I

<f2xl_'_flx'2+ élzbz— g)wm);
S5l 52

<ﬁ o€y — é)\xlﬁ):

o o
51 52

Uy |~

.”1
I

a3 | ~

et déterminant de méme 1, 3/, 1", g, T', T'.

De plus, on a toujours

z=r—X, y=pur—Y, z2=vp—1,

P?=p2+9Sp + R2.

L’orbite qui correspond aux valeurs z, y, z, ', /, &’ résultant du
choix d’une valeur de g sera une parabole sous la condition

i
Slo)= s (a"+ 2+ ) — ; =%

Il faut donc déterminer o par la résolution de cette équation, ce
qui n’offre aucune difficulté, surtout si on connait déja une valeur-
approchée de ¢ fournie par 'équation (20) dans un premier calcul.
Dans tous les cas, on pourra appliquer la méthode d’approximation
de Newton, en calculant la dérivée f'(o) par la formule

r?

p+S <| ; x—l—yr—l—z?’)

Connaissant g, on a immédiatement xz, y, s, 2/, y/, 5 et, par suite,
les éléments de l'orbite; on a aussi gy, g, et enfin 2, vy, 54, 22,
¥z, % par les formules (5), qui déterminent les points de I'orbite
correspondant aux époques ty et is.

Examinons de plus pres les coefficients des expressions de 015

o
P2,

; s = S Py B el
z', y', &', en fonction linéaire de ¢ et de =3 €t pour cela, supposons

que 7, et 7, soient de petites quantités du premier ordre. On peut
développer la solution et les données elles-mémes suivant les puis-
sances de ces quantités, par exemple prendre pour %, et A, des déve-
loppements de la forme

Xi=A Ao+ Mrd—+..., he= A+ N+ N7J+....

On voit alors que @, et a, sont des quantités connues, et 'on peut
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leur donner des développements tels que
Ta ! ’ ’
a1:—:(1+a111+a212+...), oy —

puisqu’elles ne font que s’é(’:hanger au signe prés quand on échange
les indices 1 et 2, et que leurs parties principales sont en évidence.

De méme b, et b, sont des quantités connues et, d’aprés les déve-
loppements du n° 36, de la forme

bx='~x'-'2(bo—i— b, Ty~ b/-_;—-;)_—f—. . .), bg: T]Tg(()o+ bz_!’ul-i— b/l Te=t=. .).
1

Quant a ¢, et ¢,, ce sont des quantités qui ne sont connues qu’avec
une certaine approximation, développables d’ailleurs sous la méme
forme que b, et b,.

En poursuivant ce raisonnement et se rappelant les expressions de
&3 &5 825 f1, [2, on voit finalement que les coefficients £, £, £” sont
tous des quantités finies, développables suivant les puissances de =,
€t 75; de plus, si, comme au n° 30, on part d’éléments connus avec
une erreur d’ordre i et que 'on emploie les valeurs de g, g,, 2a.
S5 f2 qui en résultent, en méme temps que celles de v, v,, y» néces-
saires au calcul de X", Y’ Z”, Yerreur de E, &, 8, ... sera de ordre
{1, et méme, par simple raison de symétrie, de 'ordre i + 2 dans
le cas spécial ou la somme Ti -+ T2 peut étre regardée comme du
second ordre. Par suite, les conditions requises pour instituer une
méthode convergente d’approximations successives sont bien véri-
fiées, comme nous I’avions supposé implicitement. Si Pon fait une

premiére approximation en dehors de tout aulre renseignement, on
prendra simplement

~3 -3 -3
E=T S1=7, gi=vtu, fi=fi=1, 72‘%’ ‘{1=";61a ‘{z=_:sz'

Supposons les approximations successives menées a bonne fin, et

€omparons aux observations les positions que 'on déduit de 'orbite
calculée. 1l est clair'que I'obsery

sentée, tandis qu’il n’en est pas

la solution parabolique ne corr
ol : .

Si I'on détermine i Vi 2

ation moyenne est exactement repré-
de méme des deux autres, s1 du moins
espond pas exactement aux données.
Z2, )2, %y par les formules (5), ainsi
que nous I'avons déja dit, et que I'on fasse
Pi:$l+X1—)\xpx, P2=$2+X2—)\292,
Silav s e e SEE T SR T Yy — gty

Ri:zl"‘Zi_ViPl, R2=zz—|—Z2—vzp2,
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il résulte manifestement de la marche suivie que ces quantités ne
seront pas nulles en général, mais que 'on aura seulement

&:P1— 51 Py _ 50 —£Q & Bi—aR
Xip = Y, = Zs :

avec

SoPi—fiPa= f5Q1— f1Qo= foAR;— fiRy=0;
c’est-a-dire, en désignant par s un facteur de proportionnalité,

Pi= f19X,, Py = fy0X,,
Q1=f1°'Yo- Q2=,f2°Yo,
Ri:flGZo, Rg:fQGZg.

En d’autres termes, si 'on revient aux quinze équations fonda-
mentales du probléme (2) et (5), les six derniéres équations (2) ne
sont pas vérifiées, et 'on voit par ce qui précéde, comment elles ne
le sont pas.

Si maintenant nous appelons V', u,, v, ol et Ny, ph, vy, o, les
quantités analogues a A, Piy Yiy 045 --. qui résultent de Porbite
calculée, et qui par suite vérifient les relations

Iy +1X1— )\’1 P’l =0,
on aura donc

Mt —hpr=fioXe,  Mph— 0= froX,,

Ces relations donnent
|)\I1 )\1 Xol:O,_r I)"2 )\2 X()I:O,

Bh a7, P :
%ll‘,l VST )\Zl:ﬁl)\g )\1 Ag],

ce qui montre que : 1° la direction calculée (X, p, v,) et la direction

observée (%, py, v;) sont dans un méme plan avec la direction

(X, Yo, Zy); 2° de méme, les directions (N, @), v,), (R B2y V2 ),

(X, Yy, Zy) sont dans un méme plan; 3° les sinus des angles que

font les directions calculées (1, w, v)), (X, ), v,), avec le plan

des deux directions observées (hy, uy, vy), (hq, {2y ¥a ), SOnt propor-
f1 fz

tionnels a o ==, c’est-a-dire que ces angles sont sensiblement
2 S

égaux; ils sont d’ailleurs petits en méme temps que s.
Le calcul se simplifie notablement si 'on choisit X,, Y,, Z, d’une
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facon particuliére. Prenons en effet ces quantités proportionnelles
a A, B, C; il reste simplement

2 < " I T . xr r
»:'ﬁkqao—‘i/‘,a;. = = (2 Xi— f1Xa),

et en faisant
S e I T R R
Péquation en ¢ devient

S(e)=2(Get+alp+K)— Lo,

et rendue entiére serait du sixieme degré; sous cette forme, sa réso-
lution n’offre aucune difficulté: Pexpression de la dérivée de JS(p) est

g+

7

S (p)=Gp+H+ .

A la vérité, on ne connait pas A, B, C; mais il est clair qu'il
suffit de se servir de valeurs approchées de ces quantités pour obtenir
une méthode légitime d’approximations successives sous la forme pré-
cédente.

Si Pon fait une premiére approximation en dehors de tout autre
renseignement, les intervalles de temps t,, 7, étant suffisamment
petits, on pourra prendre X, ~— X 'y Nl puisque nous
savons que 'on a d’une facon trés approchée

1 3 1 1
:&_;T.ﬁdx(;é‘m), < vy
S ; 5
mais dés que I'on connaitra des valeurs plus exactes de 8, &1y &2y 00
se servira des formules générales

A=é’x‘é’zX1+$’1xz,

Bien entendu, ce procédé si simple cesse d’étre utilisable si 'in-

= b
certitude que 'on rencontre dans le calcul du déterminant | XA g
devient trop considérable; et d’une facon générale, les réflexions

e S " : :
faites au n° 37 sur Pincertitude de la solution trouvent encore leur
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place quoique dans une moindre mesure, quand il s’agit de déter-
miner une orbite p: ll‘ab()hque.

La projection sur la sphére céleste de la trajectoire géocentrique
de la cométe calculée par la méthode précédente passe par la position
moyenne observée, et par deux points voisins des positions extrémes,
soumis aux conditions trouvées ci-dessus. Il peut sembler préférable
que la trajectoire calculée passe par les deux positions extrémes
observées et par un point voisin de la position moyenne. Pour
obtenir ce résultat, il suffit de modifier ce qui précede de la facon
suivante. "Au lieu de déterminer z, y, z par les premieres for-
mules (8), servons-nous des formules (6) et des derniéres for-
mules (8), de facon & avoir

gx = g:(hp1— Xy) — g1(hsp2— Xp), Ty
¢’est-a-dire
r=zprd, y=fe+B, s=ye+7.
avec
&= Ma— haQ@s, LS

1 = 5 = (3] & Cy
oo g[glkg (’gg\l—i-/\;(b‘—i— ';g) "—/\2<b2+ F)]’

on peut faire ainsi, parce que la quantité %, c, —hsc, est du troi-
sieme ordre par rapport a 7, et 7, de sorte qu’il suffit d’une valeur
approchée de r pour calculer o'.

On a alors

avec
D=o2+ B2+ y2 E=az+ B8+ vy, F =a24 824+ v'2,

et I'on continue de la méme facon que ci-dessus, en mettant cette
nouvelle expression de - dans équation f(p) = o.

L’orbite est déterminée par les éléments
z=oap+ o, =5+t + =

Les positions extrémes calculées et observées coincident, d’apres la

marche suivie; mais il n’en est pas de méme des positions moyennes:
si Pon fait

P=z+X—lg, Q=y+Y — ug, R=3z+7—vo,
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on a seulement

ce qui montre que ladirection moyenne calculée etladirection moyenne
observée sont dans un méme plan avec la direction (Xoy Yo, Zy).

Si I'on simplifie le calcul comme précédemment en choisissant les
quantités X, Y,, Z, proportionnelles a A, B, C, il reste

&= A @1— ha@s, =

(&1Xe— £2X)),

o

a9 | =

Un exemple va nous montrer application de ce qui précede. Les
données sont encore empruntées a I'Ouvrage de J.-C. Watson
(p- 199). La cométe observée est la cinquieme de 1863 ; en temps
moyen de Washington, les dates corrigées de I'aberration sont

¢ = 1864 Janvier 13,27682,
ti= » » 10,30837,

Za="1% » 10,20299.

Les coordonnées sont rapportées a D'écliptique et a I'équinoxe
moyens de 1864,0, et aprés les corrections convenables, on a

o ==302.57.:

oo

BN
(7
l

LS
=57.39.35,9,
55.46.58,4,

59.38.18,7.

2y'—2097.59.

I

5
%y = 310.31.35,0,

o7
[
[l

Pour le Soleil, les latitudes sont nulles, et avec les mémes notations
que précédemment, on a

© =2930. 7'.57",1, R = [T,992830],

O1= 290. 6.24,7, Ry = [1,992763],

Os = 296.12.15,7, R, = [T,992916].
11 en résulte :

T=[1,012618 15 T =[2,708111—], Te=[2,715037 ];

A= [7,463943 1], A1 =[T,419899 ], 2= [T,516460 ],
e dr 0520071, M = 1 60bhob2) =y [
v=1[7,926799 1,  v;=[T,917460 ], ve= [T, 935037 1,
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et
X.= [7:587067 .1, Xi=1[Tt o—
Y = [1,956428—],  Y,=[1,965451—], Yo=]
Z—0o, i —0, Lis—: 0

ce sont les données proprement dites du probléme.
Appliquons d’abord la premiére méthode simplifiée; les quantités
fixes nécessaires sont

Pyvs — eV = [T,046058—], viha— Va2 kg = [2,650240 ],
wyve— ey = [2,797151—], v he— ¥k =[2,421245 ],
pyvi— v = [2,688426 ], v — vk =|2,266774—];

S = [1,714717—], R2 =[71,985660].

Pour la premiére approximation, on prend

H==-Tn S =ty 2= T2, fl=_f2:11 Xo=1X, Y0=Ys ZO:Z1
d’ou
ay= [1,760860], a,=[1,630036—],
E=[1,2511—], 7 =[0,3643 { = [0,2968—],
E,: [T197II_]7 71'2 []—75983_J’ C’: 9,
G =[0,9689 | H=[1.8755—], K=/o,0139],
et

On a ainsi une premiére orbite parabolique déterminée par

z = [1,3970—1, z' = [0,0084—],
y = [71,8408 s y'=[1,8405 1,
s =[71.5996"1; z'=[T1,9696—].

Pour procéder & une seconde approximation nécessaire, mais défini-
tive, nous avons d’abord

v —iv, 5605 V2={o0,378], p =[0,1882],

et par les formules

fimi—Th e gi=m—g

ri=rtfi+orr'fy g+ Vig3, ety
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il vient

J1= fa=[7,9990], &1=[2,7078—], &= [2,7147], & =[7,0113],

de sorte que, par le n° 29, on a plus exactement

Ji=1[7,999010],  fo=[T,999030],
&=[T,011312], &1=[2,707777—1], &= [3,714718],
d’ou =
A =[5,525—], B =[5,904], .= o;
* Recommencant alors le calcul en prenant
Xo=1, Yo=[0,379000—], Z,=o,

on a successivement

a;=[T,;60971], a= [T1,629894—],

[

U

= [0,297179—],
- — 07

A )

[T,254504—], n =|[0,364155
(r

1377=1," & %'=[7,599046—

X

G = [0,969017 3 H=1[7,875372—], K =Tlo0,014646 |,

f=[T7,672482], 7 =[T,922867].

Les ¢léments de I'orbite parabolique cherchée sont done finalement

2 = [T]397105—], s [0,008917—],
F=1T,80008 J,o 3= 7 839345 |
%5 =[T,599281 |, A= [T,969661—];
et 'on a de plus
e1=[1,730047],. o,= [T,605911].

Pour vérifier que I'hypothése d'une orbite par

abnhque est justilice,
calculons z,,

Xas Bi5 Zay ¥oyzs dune part par les formules (Diz=eb
d’autre part par les formules (8); on a par les premiéres
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et par les secondes

zy=[T,294172—],  2z2=[7,479839—],

Wr— [ 815278 ] ¥a= [T,861928 |,

sy =[T,647507 ,= =a=[1,541848 "].
Ce résultat est entiérement satisfaisant, et on constate que les diffé-
rences entre les deux valeurs d’une méme coordonnée satisfont aux
conditions indiquées ci-dessus, dans les limites de I'incertitude d’un
calcul a six décimales.

Dirigeons maintenant le calcul de facon a représenter exactement
les observations extrémes. En raison de la plus grande simplicité des
opérations, il y a tout avantage a faire la premiére approximation
comme ci-dessus, les logarithmes de S et R2 n’ayant plus besoin que
de quatre décimales.

On aura ensuite, en n’écrivant que les nombres nouveaux :

=[1,464984 ], B =[1,653719—], v = [1,926800],
a'= [7,587434—1, B'=[1,956803 ], =0,
D = [0,000830 |, E =[1,716581—], E = [1,986407 |,
: o =[7,672484], r=][T,922864];
z = [T1,397100—], z'= [0,008917—],
y=[7,840978 ], »'=[T,893i7 I,
z=[1,599284" ], z'=[1,969663 —].
Les équations telles que
z, =Mp— Xy =fiz+ g1’ ...
sont vérifiées, et 'on a
ro — X =[7,397104—],
pe — Y =[7,840981 |,
e

40. Lorsque, dans le cas général, il devient pratiquement impos-
sible de calculer g par I'équation (20), en raison de la trop mauvaise
détermination des coefficients, il est nécessaire d’avoir recours a une
quatrieme observation, ainsi quon le voit immédiatement dans le cas
limite ou Vorbite de Pastre observé se trouve précisément dans le
plan de Iécliptique.

Indiquons briévement comment on peut diriger le calcul dans ces
conditions exceptionnelles, assez rares en réalité.
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Soit 7, la date d’une quatriéme observation : nous conserverons
toutes les notations précédentes pour les quantités qui dépendent des
trois dates ¢, t,, £y, et nous marquerons d’un accent les quantités
analogues qui dépendent de ¢, ¢}, £y, de sorte que l'on aura par
exemple

‘:’l=/\'(1,|-—1), T =1e— 7, = k(t:—t}),
zh =N gy —Xh = flze + gh =, o only

&'=fig— f284;

toutefois, afin d’éviter toute confusion, nous introduirons une légére
modification dans les notations, en écrivant, au lieu de X" et X', . ..,

X=X — 15X+ 7y X, X=X — 12 X4+ 11 Xs,

et par suite

X' =<' X ’CQX,1+':,1 Xo, X’d:‘:‘(’x_]'ixrl"{_'{l Xs. SRS

Reprenons alors I'équation (12), qui s’écrit
pa( kg fla— Aoy ) T
@2 2 [ 1+ o3
A 4 ¥ Y s Xi(2)
=p(Apa— A ) (—. = %) -+ A4 (Y‘“ -+ —) — (X“'+ -——);
< 73 ,.3 0 ,.3
c’est-a-dire

< dp dsp,

,-3 ,.3 ] r:}

)

sans qu'il soit nécessaire de détailler les valeurs évidentes des coeffi-
cients a, b, ¢, d, dy; a et b sont exactement connus, tandis que ¢,
d, d; ne le sont qu’avec une certaine approximation, celle de y, vi,
Y25 s1 les intervalles de temps sont regardés comme de petites quan-
tités du premier ordre, a est une quantité finie, b et ¢ sont du pre-
mier ordre, d el d, sont du second ordre.

La combinaison des observations faites aux dates ¢, ¢,, ¢, donne
une équation toute semblable

r "
¢ t
ra=dp+ 0+ — ﬂ £ ok _d-z_P_z .
’.3 ’,3 ,,3 2

en égalant les deux valeurs de P2,

‘ On a une équatlion propre a déter-
mier ¢; elle est toujours

du méme type (20), sauf qu’il y figure un

. 03 -
Hetit S el : \ & g 1 -
petit terme en ;35 as ce terme peut étre remp_lace sans imconve-
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nient par une valeur approchée choisie suivant les circonstances; si
les intervalles de temps sont petits, on peut prendre par exemple en
premiére approximation p, = g. v

Il est inutile de décrire plus amplement le détail des approxima-
tions successives. Connaissant g et gy, on aura py, g comme précé-
demment, et de plus z, ¥, 3, 21, ¥3, 22 par les six équations (8) [ici
au nombre de douze] correspondantes; enfin les équations Eo)Ect
au nombre de neuf] fourniront 2/, y/, 3', ., ¥y, 51, £, ¥4, 25 On
pourra ainsi déterminer l'orbite, et 'on aura les positions qui en
résultent.

Des six équations (8) restantes, savoir

— ! e ! ! 4
zy= hp1— Xy, @y = Ny oy — X,

B R Y B Y

celles relatives aux coordonnées z,, ¥, &, ), seront nécessairement
vérifiées, d’aprés la facon dont on a choisi les équations en o et o,
tandis que les deux derniéres ne le seront que dans la mesure ou les
observations données sont réellement concordantes.

En d’autres termes, les ascensions droites (si le plan fondamental
est celui de I'équateur) seront toutes exaclement représentées, ainsi
que les déclinaisons relatives aux époques ¢ et £,. On disposera de

I'arrangement des dates de la facon qui paraitra présenter le plus
d’avantages.

41. Indiquons encore, d’une fagon toute sommaire, comment on
peut déterminer une orbite circulaire, pour une petite planéte dont
on a n’a que deux observations aux dates ¢ et ¢,.

Conservons toujours les mémes notations. Si l'on appelle en

outre = l'angle des deux rayons vecteurs, et a le rayon de l'orbite,
on a
_3

2

= L=y = &;

: ; ] g T
écrivant que la corde MM, est égale a 2 sin-, on a de plus

(xl—z)?+(y1—y)2+(z1——z’)2=4'a‘2sinz§-
Mais
=0 y= po — Y, s= vp — 1L,

‘s s
x1=7\191—X17 Yi—= 1pi—= Y s =vip1— Ly,
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de sorte que les relations r = 7, — @ donnent

p*—2p R cosy + R2—a2=o,

pi—2p Ricosy;+ R —a2=o,

en faisant

Rcosy =2X + uY4vZ, Ricosty = 1 X+ Y+ Z,.

On doit supposer a supéricur & R et R ; faisant

£ =ya?— R¥sin2J, ti=ya2— R¥sin?d,,
on a done
i F,:RCOS’.'(—G—E. p1= Rg(‘OS"!Jl—*"s].
d’ou
Ly — T = )\1 Rl éOSL‘:II—;\R COSL“/ e X|+ X = )q’/__:[—- ;;E. ey

et si’on fait encore pour abréger écriture

l= 2 Ricosy; — ARcosd — X, + X
m =y Ry cosy;— p R cosy — Y, + Y, -

n=v;Rycosy;— v R cosy —7Z, + Z,
on a finalement l’équatinn

SRl e A )
(0 +ME—AEQ+ (m + ki — pE) 4+ (n +v1& —vE)— fasin?= = o,
2

qui, jointe aux relations qui définissent &, £ et &1, permet de résoudre
le probléme. On procédera nécessairement par approximations suc-
cessives, en choisissant comme inconnue principale «; et a défaut de
tout autre renseignement, on partira d’une valeur de ¢ v raisemblable
telle que @ = [0,400]. Pour appliquer la méthode d’approximation
de Newton, appelons J(a) le premier membre de I'équation ci-dessus,

2 S : : 2 3
quon peut encore ecrire, en introduisant des notations évidentes et
développant le dernier terme en série,

. ;
U e e B Al
a 12 a% iy s

on a pour calculer la dérivée J'(a) la formule asse simple

: x o o . 1 2 =t
f(a):ga[L(—l_ )+M<u_-_> N{ YR
3 b £/ NG T e eat

Sl

i

£x)
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42. Nous allons enfin, pour terminer ce Ghapitre, dire un mot du
probléeme de la détermination des orbites lorsqu’on suppose que la
méme observation a pu fournir non seulement les coordonnées de
lastre observé, mais encore, d’'une facon suffisamment approchée,
son mouvement, ¢’est-a-dire les dérivées premieres de ses coor-
données pour I'époque de l'observation. Cest ce qui arrive en fait
quand l'astre a été observé photographiquement, et que la pose est
suffisamment prolongée (voir a ce sujet 'article de M. Luc Picart,
Bulletin astronomique, t. XXXIIL, 1915).

Il suffit de reprendre la méthode générale, en supposant par
exemple que I'époque ¢, coincide avec 'époque ¢, et en introduisant
les dérivées du premier ordre des éléments correspondants.

I’observation fournit les dérivées o', &' des coordonnées observées
2, 3; et par suite les dérivées X', ', v' de X, .y v, SOt

W= —pz—2Ltangs.¥’,
p = o/ — ptangd. ¥,

v = c0s5.9"..

Les dérivées X', Y/, Z' des coordonnées X, Y, Z du Soleil sont
fournies par l'interpolation de Péphéméride de cet astre, suivant les
régles bien connnes, expliquées d’ailleurs plus loin; en toute rigueur,
on devra tenir compte de la correction de parallaxe, mais c’est
presque toujours inutile en raison du peu de précision que 'on peut
obtenir dans le cas actuel. Bien entendu, toutes ces dérivées sont
prises, comme z’, ', 5, par rapport a la variable © = k¢, I'unité de ¢
étant le jour moyen.

Conservant, sauf exception spécifiée, toutes les nolations déja
employées, on a les équations évidentes

X, zy= ho1— Xy = fix + §1 2, z'= Ng+ rog—X/,

B="No

- ’ ’ ’ 3 ' 71
y=pe—Y, n=wmpu—Ya=fiy+rey, r=petrppr—Y,
s=vp — 1 g1=vipr— Li= fi 5 + &5, Zd=Vp+ve —17,

. ) r
aux douze inconnues z, ¥, z, ', ¥’y &5 Ty Y1y 31y O e, 0 -1k en

résulte :
?(;‘f1+ )\’g1)+ )“gl‘ﬁl— 7‘1912 A :f1X—<}— gIX'—XI,

o(nfi+ &) +pge—mp=B=fi¥Y+£ Y=Y,
o(v i v g+ vgp—ne=C0=fZ+g L1

ANDOYER 12
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et par suite en faisant

A=y X, D= Ay A,

on a
Pg‘A = D_,

et, par exemple
» P )

Pr(dp —gp) = P& (Ap' — X" ) + pA — 2B,
avec
M(81p"+ f1p) = Xip1— X' g1p + A,

Comme on doit actuellement se borner a la premiére approximation,
on fera

2 =3
s a1 =Ty — —L
! 578’ E1=%1 673’

et on voit immédiatement, sans qu’il soit nécessaire d’entrer dans
de plus grands détails, que I'on est ramené aux mémes équations que
précédemment.

Dans le cas o l'on a une seule observation, fournissant les coor-
données de Pastre et aussi leurs dérivées, on peut déterminer une
orbite circulaire répondant a ces données. On a comme plus haut

d=tlo o G e S=vp—1,
avec

RSN e ’ y '
Z’~ly+3\p'——k, _}/=(J.IO—-}—1J.‘O’~)" &= v'p4-vp'—Z;

3 ~ g7 - . .
de plus, d apreés les propriétés du mouvement circulaire,

R e T R ZF=o0, 2ty yfilgnc

/=

Faisons comme précédemment

Rcost}J:kX—r-p.Y—-i—vZ, §=/a2—R2si112¢,

de sorte que _ rs
p=Recosy 4 ¢
En se servant de 1a relation A\ - B == w'= o, il vient

PE=p(NX+ Y 4 vz 4 AX ' p Y yZr) — (XX'+ YY'+2Z'),
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et en posant ;
n=ReosU(NX + 'Y +v'Z + 22X+ Y +vZ') — (XX'+ YY' - 27'),

l=%NRcosy+h( N X+ p'Y+VvZ+ 21X+ pY+vZ)—X,
m=p'Reosty +~ pn(N X+ 'Y +v'Z + 2 X'+ pY +vZ)— Y,

n=vRecosy + v(AX +p' Y+ vVZ+AX'+ pY+vZ)—7,

on obtient I'équation

=

L\ 9
(l—|—1’5+ L> +<m+p’$+¥>

: AL 1 =
+(r+VE+r =) — —=———==0,
22 R2sin2d

IV I

propre a déterminer I'inconnue £ par approximations successives ; les
autres inconnues s’en déduisent immédiatement.



CHAPITRE VIIIL.

DETERMINATION
D'UNE ORBITE KEPLERIENNE PAR TROIS OBSERVATIONS QUELCONQUES,
EN PARTANT D’UNE SOLUTION APPROCHEE.

43. Reprenons le probléme général étudié au Chapitre précédent,
celui de la détermination d’une orbite képlérienne par trois obser-
valions, mais sans supposer que ces observations soient rapprochées.
11 faut alors, pour atteindre le but poursuivi, partir d’une solution
approchée : celle-ci est fournie par une premiére orbite provisoire
déterminée par d’autres observations plus voisines; ou bien, encore,
si les observations ne sont pas trop éloignées les unes des autres, et
si les circonstances sont favorables, par 'application de la méthode
du Chapitre précédent, mais limitée a la premiére ou a la seconde
approximation, car la convergence des approximations successives
est alors trop lente pour qu'il y ait avantage a les continuer plus
loin.

Dans tous les cas, nous supposerons bien entendua les cbhservations

~préparées de facon quiil n'y ait pas a s’occuper des corrections
d’aberration ou de parallaxe, et toutes les coordonnées seront rap-
portées aux mémes axes de référence : nous conserverons aussi toutes
les notations précédemment employées.

La méthode a appliquer est la méthode différentielle de Newton :
il faut chercher les corrections que on doit apporter aux éléments
de T'orbite provisoire qui sert de point de départ, pour représenter
exactement les observations, en supposant ces correclions assez

petites pour qu’on en puisse négliger les carrés et les produits,
c’est-a-dire, plus cxactement, en supposant que les équations qui les
déterminent peuvent étre réduites a la for

S b . o, . .
thése n’est pas suffisamment Justifiée, il sera nécessaire de recom-
mencer.

me linéaire; si cette hypo-
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Si g désigne la valeur exacte, inconnue d’ailleurs, de la distance
géocentrique a I'époque ¢, et si ), u, v sont les cosinus directeurs de
la direction observée, les éléments provisoires fourniront pour ces
quantités des valeurs approchées g, X', p', v/, déterminées par les
équations

e 7

No'=2+X, ve'=y+Y, vio'=3z+1

v b}

en appelant z, y, 5 les coordonnées héliocentriques qui corres-
pondent a ces mémes éléments pour I'époque £. Si ces éléments
varient, et recoivent leurs valeurs véritables, , y, s prennent des
accroissements dz, dy, dz, et 'on doit avoir alors ;

ro =2 +dx+ X, po=y+dy+Y, vp=2z+ds+Z.
Par suite, si 'on fait

p=p'+ dp, e TR p=p +dp, v=1v'+dv,
on a les équations de condition rigoureuses

dz = hdg+ p' dX\,
(1) dy = pdp +¢'dp,
' dz = vdo—+ o dv.

Pour les dates ¢, et ¢,, on a deux groupes d’équations semblables.

Les corrections dz, dy, dz sont, daprés Phypothese faite, des
fonctions linéaires et homogénes des corrections qu’il faut donner
aux six éléments de Porbite provisoire; et, par suite, on a ainsi neaf
équations linéaires propres a déterminer ces six corrections, en
méme temps que les inconnues auxiliaires dp, day, dg.

On pent choisir pour les éléments fondamentaux, dont on cherche
ainsi directement les corrections, les éléments proprement dits de
I'orbite provisoire, et calculer alors dx, dy, dz comme nous l'avons
indiqué a la fin du Chapitre V. Mais, bien souvent, ces éléments
peuvent varier dans d’assez larges limites, sans cesser de représenter
convenablement les observations, surtout si celles-ci ne sont pas trop
¢loignées; et alors I'hypothése faite sur lordre de grandeur de
leurs correclions n’est plus suffisamment légitime. Il n'en est pas
de méme, comme 1’a montré Th. von Oppolzer, si I'on prend comme
¢léments fondamentaux précisément les coordonnées z, y, = et leurs
dérivées ', y', 5/, pour I'époque ¢, ainsi que nous Pavons fait pré-
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cédemment. Et en effet, d’abord les équations de conditions relatives
a I'époque ¢ sont entiérement rigoureuses ; puis, si cet avantage n’est
pas entiérement conservé pour celles relatives aux époques ¢, et ¢, il
T'est du moins d’une facon approchée, comme le montre la forme
des coordonnées z,, Y15 B1y Za, ¥a, 3, telle que

z= f1o + g2,

d’apres le fait évident que les coefficients Jiet g, ont en général des
variations qui sont petites relativement a leurs propres valeurs.

En adoptant ce choix, les quantités o' , A, u,, ¥, sont déterminées
par les équations

"

Mph =2+ Xy, H1et = y1+Yy, Viph =81+ Zy,

en prenant si I’on veut
P=[12 418 n=fiy+ gy, m=fiz+ g4,

ou en calculant directement ces coordonnées; et les équations de
condition correspondantes prennent la forme

5 Jide + gy dz'+ » dfi+x' dg,= ), doy+ oy dy.
(2) Sdy g dy + ydfi+ y dgy = py do, + ¢ di,
(ﬁ dz—l—g,dz'—{-zdf‘—i— 3 dg1= v, doy+ ¢} dvy,
en appelant dfy, dg, les différentielles totales de £/, £ par rapport
A9 =0 gy 2"

Les équations relatives a Iépoque ¢, sont les mémes, en mettant
Pindice 2 a la place de I'indice 1.

On voit ainsi que tout revient a la détermination, a laide des élé-
ments provisoires donnés : 1° de Z, ¥, 5, %, y, 5; 2% de fy, g,
S, 24 et de leurs dérivées partielles par rapportaz, y, 5, 2, y, 3.

Les équations (1) et (2) seront ensuite résolues sans peine; on
pourra avantageusement garder I'inconnue auxiliaire dp, et éliminer
d’abord dz, dy, ds par les équations (1); on procédera ensuite a
Pélimination successive des autres inconnues suivant la fagon qui
semblera la plus avantageuse, suivant les cas. Il est a peine utile
d’ajouter que les coefficients des équations (2) n’ont pas besoin
d’étre calculés avee une-exactitude superflue.

4. Si

3 3 J ¥ f 7 - . a2
Porbite provisoire est déterminée par ses éléments propre-
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ment dits, on calculera d’abord les coordonnées z, y, z, z,, ¥y, 54,
Za, Vs, 52 suivant les régles ordinaires, en déterminant les constantes
de Gauss, les rayons vecteurs r, r,, r,, et les anomalies vraies e
¢s; et Pon retiendra les valeurs des anomalies excentriques u, iy, Us,
si on les a calculées avec une précision suffisante.

Pour obtenir 2', y', 3, on se servira ensuite des formules telles

queé

2 = rsinasin(¢ + A),
qui donnent par différentiation

z'=r'sina sin(¢ + A) + r¢'sina cos(¢ + A),

2 e singy
d’ou, en remplacant »’ par sa valeur connue (227 =t pe'

Vp

1+ ecosp
par @ e e
2 Vo
sina

2'= ——[cos(¢ +A)+ecosAl],
Vr

»

ainsi qu’il résulte d’ailleurs de la formule (12) du Chapitre V en ne
tenant compte que de la variation de dM.
Dans le cas d’une orbite parabolique, on a plus simplement

9 sina (% (2
z' = — cos—cos(-—e—A).

VP . :

Ces calculs doivent étre exécutés avec une précision égale a celle
des observations, tandis que ceux qui suivent ne demandent que
Pexactitude nécessaire a la formation des coefficients des équations
de condition (2).

On calculera 7' par I'une ou l'autre des formules

., xx'+ yy'+z3  esiny esinu\/—
Foie—= p — = = 3
vp

dont la derniére résulte des formules (1) du Chapitre V, par exemple ;
on peut aussi vérifier que 'on a

7

Vi=2"2+ y24 32= 2
> T

Q=

et obtenir ainsi V2, ce qui n’est pas toujours nécessaire, ainsi que la

suite le montrera.
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Pour avoir f, et g, (et il en sera de méme de fy et g2), il suflira
d’appliquer P'une ou l'autre des diverses formules indiquées au Cha-
pitre VI, y compris les développements en séric du n” 30. En parti-

culier, on aura, de la facon la plus simple,

rry siﬁ(v,— v).
Vp ;

puis, en se servant des trois derniéres ¢quations (3) du n® 29, on

St

peut poser, ce qui nous sera utile plus loin,

'I'l' o T g T R /T e /A

] = \/———’ sin ——— = \/(l sin 1—-;
P -2 2

el écrire

207

Ji=r—

’

Si Dorbite primitive est déterminée par les valears mémes
4

de z, ¥, 5, ', ', z', ce qui fait connaitre immédiatement r, r
et V2, on obtiendra alors #, 3, z, par les relations telles que

!

z = fix+ g1,

en calculant d’abord f, et g, avec une précision comparable a celle
des observations. A cet effet, il faudra déterminer les éléments a, p, ¢
de I'orbite, ainsi que ¢ et 'anomalie moyenne correspondante M (ou
la quantité P qui la remplace quand il s’agit d'une orbite a forte
excentricité), comme nous Pavons vu au n® 27; on en déduit aisé-
ment, d’aprés la valeur de <,, 'anomalie vraie ¢, et le rayon vec-
teur 7y, d’on £, et g, comme ci-dessus.

Lorsque la détermination des anomalies excentriques est possible
avec exactitude, on peut éviter le calcul des anomalies vraies ¢ et ¢,
comme celui de p, et réduire la précision du calcul de 7, (si méme
celle quantité est nécessaire par la suite) a celle qui convient pour

la formation des équations (2). Dans ce cas, en effet, on écrira
d’abord

esin———2
Va
2
CICOSHt=—= I — —%
@

et 'on déduira M, puis u, de u. On observera ensuite que I'on a, en
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¢liminant 7, entre I’équation (e) et la seconde des relations (g) du
n® 28, :
3
g1=a?[sin(u;—u)—esinu;+ esinu],

ou, en remplacant sin u, par le développement de sin|(u,— u) + u]
et tenant compte des relations ci-dessus,

g1=ryasin(u,—u)+ arr'[1— cos(uy — u)],

¢’est-a-dire finalement

w—u

gi=2wyr <(‘05 —+ r"m,) s
2
et 'on a ainsi pour calculer g, une nouvelle formule simple qui
n’exige que la connaissance de u, outre @, r, 1’ et u.
Ajoutons enfin que si les valeurs de z, y, 5 ont été choisies telles
que l'observation de I'époque ¢ soit exactement représentée, on

aura
dit— [llu. —dy — 0,

ce qui simplifie les équations (1) et leur usage.

45. 11 ne nous reste plus qu’a expliquer le calcul des dérivées par-
tielles de f; et g, par rapport a z, v, z, x', ¥/, 5'. =

Comme nous le savons d’aprés les développements du n° 30, les
quantités f, et g, ne dépendent de z, ¥y 5 2, ¥, 3" que par I'inter-
médiaire de 7, de r7’ et de V2. Si donc on fait

‘__[dfl 4 df T af'y
B T e T
A0 L 9e: e dgy
Go_; or’ Gl_d(l‘/")’ 2_)‘()(\72)’

on aura immédiatement, d’aprés les expressions de 72, 77/ et V2 a
Paide de 2, vz 2y =l

ofr s Qi e i
I2;_l"“o:t:'-¥—11:€, ;E—Fll"*‘eru
) ‘ d ;
£=Fo)'+FU', $:F:y+Fz}’,
% = Fy3+ F, 2, (1’, =TFiz + F, 2/,
Jz ? Jdz



186

et de méme
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o . og 7
;’-J::Gom—!—Gn-T, 'd—;l,=G1x+G2-"?,
0g r dgl ’
_05}7‘=G0_y+G1y, —(bf—,=G|}’+G2.}’,~
;’_‘:Goz-}—G,z’, i}:G,z-&—ng'

L
3]
]

La détermination de F,, Wy Gy, Gy, Gy peut se faire dans
3

certains cas, quand la quantité =, r * n’est pas trop grande, en par-

tant des développements en série (6) du n° 30. Si l'on peut, au

degré d’approximation requis, laisser de coté les termes en T3, sans

quoi le procédé cesserait d’étre commode, on trouve immédiatement :

2 £l T S 74 ]
B 25 DR T S oF A
2 rd 2 ré L\ 978 8 ri
%3 5-rith
Py Gy ;_L’
; 2 278 Bl 78
<
Fa“Gi‘—— . ?
2 T
G;=o.

Dans tous les
Bor Gy ade
résultats presque

cas, on calculera exactement les coefficients

la facon suivante, qui conduit finalement a des
aussi simples. Posons, pour abréger les notations,

Uy — u = 29, esinu:k, ecosu = k,

et re‘mplj'u;ons, partout ou 1% figurera, Pangle u, par u— 2.
D’aprés la seconde €quation (g) du n° 28, on a

() . S1=7T1—a?(29;—sinag,),

et, d’apreés la valeur de /1 donnée ci-dessus,

i
(=) f,=tf751n291.

La différence des anomalies mo

3
yennes M, et M étant égale a =, @ ¥’
on a aussi, pour déterminer o4, :

KW

Tia :u,,—u—esinu,—'—esinu,
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<’est-a-dire

|~|'-=

) T@ * =291+ h(1—cos29,)— ksinag,

et nous joindrons a cette formule celle qui détermine r,; partant de

ry=a(1—ecosuy),
il vient

) ri= a(i+ hsinao;,— kcosagy).
Enfin, d’aprés des relations écrites au numéro précédent, on a

2 rr i 1 2
{(9) h=—> f=1——, - = - —=Vz

o a el
Différentions les six relations (), (8), (v) et (3), en tenant compte
de (y'); il vient
= 2%: sin2o, dr — ;i:sin? oy da — j;ﬁ sin @y cosoy doy,
3 1 3
dgi=— : a? (29, —sin20;)da — fa? sin?29; do,

3 -2 : :
rydoy= — ZTa 2 da — asin?oy dh + a sin oy cosgy dk,
' : 2

-1 3
dh=a 2d(rr)y— -;-a_i(rr')da,
dk= = da— ~dr
a? il
i
da—_—z—].—2 dr + a2 d(V2).

En éliminant da, dh, dk, do, entre ces relations, on a immédiate-
ment les différentielles df, et dg, exprimées a V'aide de dr, d(rr')
et d('V?), et par suite Fy, Gy, - ...

On trouve ainsi d’abord, en introduisant la quantité v, définie plus
haut,

s
4wy coSgy hot
| b i G =—+,
rry ry
’ K, 2w2 r :
Fop= — + —~(1+2— cos?0; ),
73 73 71 T
G,
G0= 3 S Fl,

et si 'on a déterminé v, sans passer par les anomalies excentriques,
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on aura, pour calculer coso,, la formule

e
COS?[: I—-?'

On a ensuite directement

3 :
rryFo= 67 a2 singol COSo— far; sinto,
5
— 8a’rsin?o; cos?o — falrr sind g coso,,
3 .
71 Gy=67asin2g, — 342 ri(29;-—sinag)
— 8a? rsin3 P1C0501— fadrr’ sinto, ;
pour obtenir des formules plus simples, et surtout plus propres au
calcul numérique quand ©; n’a qu'une valeur médiocrement grande,
remplacons dans les seconds membres 7, et ry par leurs valeurs four-
nies par les relations (y) et (v'); il vient

rriFs=g4a2r sin*o, — fa3(3 sin2o; — sill""o, — 39, sin ®1 COSYy),
5
71Gy= 9 2 7(3 sino, €050y — 4 sind¢; cos oy — 31 cos2¢,)
+4adrr’(3sin2o; — sinto, — 32y sing, Cos o).
35 . 5
Remarquons alors I'identité

3 sing COSQ— 4 sindgy; €Osp— 304 €0S215

€0S20, e ol > . sinsd o,
S (S SiDRg = sinbioye 9P SINQ; COSOy ) 2 —— 1,
SIN 9, coso; & L % : COS @,

et pPosons

P siuq:,(i)’—sin'?:;i)—?)',c, €Os©;
e : L

2sindo, “
on a finalement

3 25
Fo—iGi— 3 — Py,
o b
ro} Srriwb
i . by )
Gs =4 S 5¢co1(1+ Py coso o) 4 2P
1 ' :

et d’ailleurs, en fonction de w,,

On voit ainsi que tout revient au calcul de P,; ce calcul se fera
s e ;
directement si | angle o, est suffisamment grand. Sinon, on observera
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que 'on a justement
Py = s, sécoy,

en appelant s, la valeur que prend la fonction s de I'angle « définie

au n® 23, lorsque 'on suppose u = 2%,. Par suite, on peut encore
3 I Pp T ?

écrire

8
- Py = my séc? oy,

m, étant la valeur de la fonction m que I'on trouve dans la Table VI
< e I

pour 'argument o, : cette valeur différe peu de - tant que I'angle o,
)

est inférieur en valeur absolue a 40°.-

Bien entendu, dans le cas d’une orbite hyperbolique, coso, devient
supérieur a l'unité, puisque @ est négatif. Il faut alors, pour cal-
culer Py, ainsi que nous Pavons déja va dans des cas semblables,
remplacer 'angle o, par 'angle ¢/ tel que

L

séco) = cosy; ou wy =/ — atango,;

T

on aura alors, en effet,
£}
Py = m/, cos? @/

©
i

m’, étant la valeur de la fonction m' qui correspond a 'argument ¢,
toujours dans la Table VI.

En réunissant 'ensemble des formules nécessaires pour résoudre
le probléme proposé dans ce Chapitre, nous avons finalement :

rry . Vg —¢ =
0] = 75111-7' :\/asmt?,, Uy—u =129,
w} 2w7
€0sS9y = ==y C0S29) =1 — )
a a =
5 5
207 rrysin(g; —o
=1 — Jic g,:-_—___.) = 2w 7(cose; + r'wy),
5 Ve -
Jafy dfy
..L :FOZ'+F1.Z". i,:Fl.’L‘—l"—FQ.Z", v
ox dz ?
1)‘7‘ d 1
L:Go(l‘-‘l—G;Z", —é—r;:Gl.Z‘—*—Gg-Z'I, SRaee
or dx
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= 4w? cos o, FAY S
I‘l It el py ) 5 Gl —_ 5
Ty ry
6 Crad e
wi P rm? séco
Fo= Gy — b; G=ig e =t (14 Pycos2g; 4+ 2r' e, Py c0sg,),
rry ry
F, 2 w2 r 3 Gs
B et I+ 2 —cos2g; |, JOZ—&'—*—FI,
73 73 Ty ’ 7

8

sing; (3 —sin2¢,) — 30, coso , 3
= Pa( ®1) O sécT oy

2 sind o,

46. Choisissons d’abord, pour montrer 'application de la méthode
que nous venons de développer, Iexemple bien connu de la planéte
Céres traité par Gauss ( Theoria Motus, art. 159). En temps de Paris,
les dates sont

t =1803 Septembre 139,42711,
iy — » 5,51366,

ta-— =% » 265,398!3;

les observations sont corrigées de Daberration et de la parallaxe,

rapportées a écliptique et a Iéquinoxe moyens de 1806,0; on a

o 7 ” o ’ "
% = 99.49. 5,87, 8 = 7,16.36,80,
%t — 205,32, 18.56_ 81 =—10.59.34, 06, '
%y = 118. 5.28,85, 8y = 7.38.49,39;

pour le Soleil, les latitudes sont nulles, tandis: que les longitudes et
les rayons vecteurs sont

© =297.19.43"25, R — [7,9920861],

O = 162.54.56,00, Ry =[0,0031511],

Gy — 61.58.50,71, Ry = [0,0056974].
Par suite,

©1 = [0,3624066 —], 72 =[0,3358520 |, Tt =[0,65036 ],

X =[1,6531725 ], X =[7,9835515 —], X, = [T,6775810],
Y = [1,9420444 —7], Yi=[T,4711748 1|, Y, = [7,9615547],

Zi>—"0, Z1—6, Zo=o0;

A =7, 2283788 7 = o [2,9845269 —1, 2, = |7,6690294 —],
po= (;1,9900800 i Ht=[T1,9979026 1, P2 = [T,9416865 |,
= e 1026549 |, Vi =[2,2387150 -1, v =[T,1240813 .
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Malgré la grandeur des intervalles de temps, on arrive facilement
a une solution approchée en appliquant la méthode du Chapitre
précédent, les circonstances étant favorables, comme le montrent les
résultats.

Mais il n’est pas utile de chercher ici une précision supérieure a
celle d'un calcul a quatre décimales.

On a d’abord

A =[2,6398], D'=[T,4837], B=[lo 1935}
S = [1,9691], R2=[7,9860].

En premiére approximation, en dehors de tout renseignement, il
vient :
y=1[1,1729—], = y1="1[o,3090], Y2 = [0,2294 —],
d’ou
D"=[7,8839 —], Q =[o,5937 —1], q =[0,5225].
L’équation fondamentale

Q+gqgp
.

p=P+

donne alors (I'usage de la Table VII est d’ailleurs ici impossible, car
les hypotheses correspondantes sont bien loin d’étre vérifiées)
—fonhrr:
doi P' [ 771
2 = [1,8629 —], ¥ =[0,3960], z=[T,3204];
puis
p1=[0,4590],  p»=[0,4711],
z'=[7,7773 —], y'=[1,3369 —], % =[75 0198

Ce premier résultat est manifestement insuffisant, et il faut recom-
mencer de la méme facon en le prenant maintenant pour point de
départ.

En se servant uniquement des valeurs ci-dessus de z, y, z, 2/, Vil
on trouve successivement
VE:[T:6’975}7 7"‘:[5749918'_‘]1 z = [0)45343]1
p = [0,44930], e =[3,9874],
o o L4 o
v = — 33,03, M; = — 54,88, My=—1,37,
u = — 30,10, Uy = — 59,68, Uy = —1,52,
M = — 27,31, V1 = — 64,62, vy = —1,68,

ry = [0,4316], ro= [0,74090];
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d’ou les nouvelles valeurs

v =[1,1450—], Y= 0528082 Y2 =[0,2364 —].
o, = [0,3992 — |, 92 = [0,3700 —];

D'= [T,8668 —], Q = [0,5766—1; g =[0,4946 |,

B—ilo, 0045 ! p1=[0,4624 1], p2 = [0,4720 |,

.Z"=[T,7746—-]. },’:[T73319_l ;’=[T7OIG7 J

Adoptant alors, avec la précision d’un caleul a sept décimales, la

valeur
: p =[0,2145000],

on cn déduit
z=[1,8616217 —], ¥ =[0,3938855], 5 = [7,317154¢9],

et en y joignant

z'= [1,7746000 — |, ¥'=[71;3319000 — |, 5'=[7,0167000],
nous avons les éléments de 1'orbite provisoire qu’il faut maintenant
corriger, comme nous I’avons expliqué dans les paragraphes précé-
dents.

On en déduit d’abord (et ces calculs peuvent étre vérifiés de bien
des facons, sur lesquelles il est inutile d’insister)

r=1[0,4132385],  r'=[3,4762007 —], V2= [T,6130161],

d’ou
a = [o0,4422048], e = [3,9008742],
TE e T 13,92,
1\11=—6l.49.37\,05, Uy =—65.59.34,08, ry =[o,4279];
M, = — 6.12.49,65, Us=— 6.44.59,93, ry=[0,4064],
1= —15.4.33,66, 2= 14.32.43,765,
0y = [T7,6362433 —], wy = [T,6210332],
Ji={[T,9321507 ¢ |, J2=[7,9370903],
&1 =[0,3410902 —], &2=[0,3155035].
On a alors

d)\ = dp.: dv = o,
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d’aprés la facon dont on a déterminé z, y, z, et 'on trouve

= [0,4623043], dky=[5,8807 —], du,=[6,807 —], dv;=[5,6933],
= [0,4721139], dr;=[F,0642—], duy=[5,8504—1, dva=1][5,7738].

Continuant les calculs avec quatre décimales au plus, ce qui les
rend extrémement rapides, il vient pour la date ¢,

Fo=[2,801g" - Ti Gy = [2,6927 —],
Fy= [576345 —]a Gl=[_§w7[92 J:
- Fy=[3,7059 1, Gy = [578576 _']7

et pour la date ¢,

Fo, = [3,7859], Go = [2,6699],
F; = [3,6315], Gy = [2,6798],
F, = [5’6675], Gy = ['_7—7798713

de sorte que

9 J = 9 o et e

L paomyr—1, % seess 1, L= (mmin—], 22 = [595 ),

2 Al T bl n
=7 29184, o = [1,1249 —], oy 1526 | - =it 02355 1],

f' =[3,9276 ], % 5 [3,6800 —], Yy [2;:233771; oy [2,1667 ],

03 03 Al

afi d = ofs =iy d e
dl,—[imzl il i,'::[3,6800 1 '—i‘:[g,;bgi—], ﬁ=[2,8387 1

ox oz’ dx'
0 i) el dJ o 02> =f
fl =[7, 888_]7 3‘%—}'7:[”]620 s ('){721= [2,9824 1, W =[T10211 |,
ad = ) o of: R 98>
d-i;/ =[3,6117—], ng’:‘ = [3,5299 1, 'd_;r =[32,1373 |, L =12,2167 |
On a

dx = [1,2283 —] dp,
dy = [T,9901 ]do,
dz = [7,1027 ]|dp,

et en tenant compte de ces relations, on trouve les six équations de

ANDOYER 13
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.. . . ’ " .
condition aux six inconnues dz', dy’, dz', dp, dp,, dp, :

[0,3420 —]dz'"+[3,445 1dy'+[4,981  ]da'
=[7,2739 ]dp +[2,9845 —]dpy+[§,3430—],

[3,730 ']1dz'+[o,4029 —] dy'+ [3,0357 —] ds'
=[0,1067 —]1dp +[7,9979 ]dp:i~+[5,269 —],

[3,014  ]da'+[3,0161 —] dy'+ [0,3412 —] dz’
= [1,1119 —]dp + [Z,2387 —] dp1+ [§,1576 ];

[0,3332  Jdo'+ [T,1216 —] dy’ + [3,2961 — | s
[T,5137 J]dp +[T,6690 —] dps+ [5,5363 —],
[T,1144 —]da'+[0,3585 ]dy'+[3,4835 |ds'
= [0,0789 —]dp -+ [T,9417 ] dps+ [%,3225 =],
[5,2947—]dx'+[5,,4892 | dy’+[0,3165 ]dz'
=[7,1857 —]dp <+ [T,1241 ldps+[4,2459 .

Pour résoudre ces équations, nous tirerons dz', dy', dz' successi-
vement des trois premiéres et des trois derniéres, en gardant
d3, et dp, comme inconnues auxiliaires en méme temps que dp :
on arrive irés simplement au résultat en calculant les mineurs du

déterminant des inconnues, et appliquant la méthode classique, ce
qui donne ¥ ;

d$’=[§,9285—]d9+[5,637 | dpy+[4,0009 ]
= [T,0759 jdp—+—['7,2863—]dp,+[3,2178—],
dy'= (71,7036 ldp +[7,5950 —] dp, + [6,894 ]
=[T,7190 —]dp +[T,5696 ldos+[§,0111 —],
da'=[3,7525 ]dp +[3,9904 I dp1+[5,8164 —]
=1[2,8139—1dp +[3,7546 Jdp,+[B,9292 .

Il en résulte les trois équations -

[¥,3095] do + [3,6376 —] dpy + [7,2863 — | doy = [7,4038 1,
[2,0009] dp +[T,5950 —] dpy + [7,5696 — ] dps = [7,0431 —],
[T,0853] dp + [3,9904 ldoy+[3,7566 — ) dos = [F,1775 ]

b

d’ot I'on tire

dP={Z,4063_], dP(= [3,4010], dp,=13’2224 _],
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et, par suite,

do =[5,63i6 —], dy =[§,3966 1, da=[5,5090 ],
do' =14 3738 "], dy'=[4,9315 —], ds'=[5,4231—].

T8 V13§ s
L’orbite corrigée est donc définie maintenant par les éléments -

z = [1,8616475 —1], ¥ = [0,3939292 « ], X, 5172995];
x'=[T1,7744629 —], ¥y =[1,3336239 —1], 5'=[T1,0165893];

b
Il

par suite,
r=|0,4132810], rr'=[3,9021262 — |, V2 =[7,6140625],
et en se servant des valeurs

rdr=[4,8163],  d(rr')=[3,3583—],  =d(V*)=[5,8j05],

ainsi que des coefficients Fy, Fy, ..., on trouve

195

dfi=14,1703], dg1=[4,1954—], dfp=[5,7360—], dg,=[53,8703 —],

de sorte que

f1=[1,9322258], g1= [0,3415210 —], fa= [7,9370630], &= [0,3154879].

De plus,
p1=1[0,4626813],  py=[0,4718694],

et 1l est alors facile de s’assurer que les équations telles que

Mpr=fiz+ 12/ + Xy,

sont toutes exactement vérifiées, ce qui prouve l'entiére correction

du calcul si, du moins, les coefficients Fy, F,, ... sont exacts.

Il reste donc a constater que les valeurs de f,, g, f2; g2 que nous
venons de donner sont bien celles qui résultent des éléments z, y, z,
z', ¥, 7' de la nouvelle orbite et des valeurs z, et z,. Cest ce que 'on

voit en calculant comme précédemment

e

a = [0,4424624], € =% ,9072363],

o ’ n o ’ "
u=—36.25.44,17, M = — 33.40.51,35,
M;=—62.18.42,73,  w;=—66.33.27,14,
M, =— 6.44.53,37, Uy =— 7.20.31,54,

@ =—15. 3.51,485, Pe= - 14.32.41,315,
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wy = [T,6360424 —], wy = [T,6211421 |,
J1=[T7,9322258 |, &1=[0,3411212 —],
Sr=[T,9370630 ],  g3=1[0,3154880 |.

Il est, par suite, impossible de trouver un résultat plus satisfaisant,
et Uorbite déterminée par z, y, 3, 2/, y', 5' représente parfaitement
les observations.

Les calculs précédents montrent avec évidence P'avantage que
Pon trouve & choisir Z, ¥, 5, &', ', 5’ comme éléments de I'orbite i
la place des éléments proprement dits, puisque quelques-uns de
ceux-ci, mal déterminés d’ailleurs, subissent de trés fortes variations
quand on passe d’une approximation a la suivante.

47. Appliquons encore la méme méthode 4 un exemple trés diffé-
rent, dont nous emprunterons les données, trés légérement modifiées
pour la date moyenne, au 7raité de Th. v. Oppolzer. 11 s’agit de la

cométe I de 1847; les dates des observations sont en temps moyen

de Berlin :
¢ =184T février 44,0,
Ty =1 » 18,0,
th= » » 83,0;

les coordonnées sont ra

ortées a 'écliptique et a I'é uinoxe moyens
de 184 " Puq q Y
€ 1047,0, et ’'on a :

0527, n L V
&= 2T 50, e =3o.58.26,’32,
a1 = 26.21.16,43, ‘o‘,=62.44. 5,18,

%3 = 44.18.54,19, 02 = 16.35, 5:41;

pour le Soleil, les latitudes sont nulles, tandis que les longitudes et

les rayons vecteurs sont :
0 ’ "

[©) =355.15.45,59, R = [T7,9980025],

@1;—.329.:3.31,05, R,:[T,9951324],

O:= 33.37 41 ,36, Rz = [0,0027526]. :
Par suite,

X =[7,9965163 15
Y= [5,9149209 — 1,
Z—o,

X, = [T,9292195 15 X; = [1,9232147],
Yi=[T7,7041169 —1, Y, = [T,7461062,

Z1=O, Z2=O;
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A =[T1,9127153], K’ = [T1,6133091], he = [1,8361612],
p=[T7,4t01991], 1= [7,3082794], p2 = [T,8257766],
v=[T7,7115109], v = [7,9488507], vs = [T,4555068].

L’orbite provisoire a corriger sera une parabole définie par les

éléments suivants :

T =184y février 58,320, g = [2,6290],

I =21%a5 " i = /839, w = 254°20’.
On en tire

4 =—1490.'zol.43",85, r = [71,7847016],

vy = — 158.45.18, 00, ry = [0,0977734],

‘9o = 154.45.59,04, ry = [1,9503778],

z = [T,4625386 —], a'= [ir, 6361392 © 1,
y=1[7,4813499 1,  y'=[0,0477574—],
s =[7,6451295 ], z'=[0,1336160 —],

et 'on trouve

A\ =[5,5807 b i ={51338 0 e = (6561 —1,
dp. = [5,5901 —], dpy = [§;0672 —], dps = [5,0911 ],
dv = [5,5494 —1, dvy = [5,5566 —], dvs =[5,3077 —],
o =[7,9336 ], py =[o0,0223 ], PIE =[o0,2487 |
On a aussi
"= [o0,2424 —], ~wy = [1,3901—], wp = [0,0733],

f1= [?79042 ]a f2= [0,5566_’])
g1=[1,6309 —], g2=[0,1881 —|;
puis, pour la date ¢ :
Fo=[o,0631 |, Fi=[3,8000—], Fa=[3,047% I,
Go=[2,9433 —], Gy =[3,0649 |, Gy = [3,3770 —1;
et pour la date 7, :

Fo=[r;5113]; Fy=[1,0870], F, = [7,8456],
GO == [l a3559]> Gi= [079450]7 Gy = [0>3742]-



198 ¢ CHAPITRE VIII,

Les equatmns de condition deviennent alors :

dz =[T,9127]dp + [5,4733 ],
dy = [T,4102] dp + [5,5237 —],
dz = [1,7115] dp + [5,4830 —],

[1,6408 —]da'+[3,1174 dy'+ [3,2564 ]ds'
= [7,7883 —]dp +[T,6133 ]dpy+[4,007 1,

[2,1203 | dz'+ [7,6486 —]dy' + [2,3860 — ] dz
= [7,4129 —]dp +[T,3083 1dpi+[5,8969 —],

[2,2567 ] da'~+[3,3854 —] dy' + [T,6634 —] ds’
=[7,6864 —]dp +[T,0489 ] dpi+[5,0237 ],

[0,1000 —] dz'+[T,9218 —1dy'+[T,9992 —] da’
= [0,4898 * ]do +[T7,8362 ldps+[5,9524 ],

[7,8623 ]do'+[1,8372—] dy'+[T,7752 ]dz’
= [0,2799 —] dp =+ [T,8258 1 dps—+[5,5559 —],

[7,8142. 1dx'+[o,0981 ldy'+[1,6932 —] ds
=[o0,0771 —]do +[T,4555 1dps+[5,8743 —1;

en les résolvant comme dans I'exemple précédent, on a

dp =[7,0934 —1  dx=[5,8554—], dz'=[§,0159 —],
dpi=16,4860 —, " dy =5 gje ) gl I
(IP2= [Za4170 _']a dz = [5797‘4’[ _]p dz' = [2,6250 ]

L’orbite cherchée est done définie par les nouveaux éléments

z = [1,4626459 —], z'=[T,6360351 1%
¥ =1[7,4812563 |, Y'=[0,0476723 —1
% = [1,6450369 |, 5" =[0,1334813 —],
d’ou I'on déduit :
T =1847 février 58,32169,
@ =[2,6812], 7 =[2,6293095], e =[T,9999614],
I = 21°41'51", 56, = 48°38'48", 86, ® = 254°20'30", 36.
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Pour vérifier le calcul, on en tire directement

0

= ——149.201.30’:77, r =[1,7846542],
vy = —158.45.28,59, r; = [0,0976540],
0= 154.45.54,04, = r»=[1,9502557],

et finalement

h=[T,9127153], X =[7,6133092], Jda=]
p=[T,4101992], . p1=[T1,3082792], p2 = [T,8257766],
[

v. =1¥%,7115¥10], v = [T,9488506], ve = | T,4555053].

La petite divergence que I'on constate sur la valeur de v, comparée
a la valeur donnée doit étre attribuée (si ce n’est pas le résultat d'une
erreur de calcul) au fait' que les dérivées partielles de f, et g, sont
grandes, de sorte que I'emploi des méthodes différéntielles cesse
d’étre rigoureux. Il est évident, d’ailleurs, que la grande approxima-
tion des éléments provisoires donnés aurait permis, dans ce cas, la
détermination directe des corrections de ces éléments eux-mémes,
sans toutefois simplifier les calculs.



CHAPITRE IX.

DETERMINATION D'UNE ORBITE KEPLERIENNE
PAR UN NOMBRE QUELCONQUE D'OBSERVATIONS.
METHODE DES MOINDRES CARRES.

48. Nous supposons actuellement qu’il s’agisse de déterminer une
orbite képlérienne par un nombre quelconque d’observations, ou,
d’une fagon plus exacte, les éléments képlériens osculateurs, pour
une certaine époque, de la trajectoire réelle d’un astre M dont on
posséde des observations en nombre quelconque.

Si ces observations étaient rigoureusement exactes, les équations
du probléme, en nombre supérieur a celui des inconnues, seraient
toutes compatibles, et la considération de six d’entre elles, convena-
blement choisies, suffirait pour fournir la solution, comme nous
Pavons vu au Chapitre précédent, en tenant compte toutefois de
I'influence des perturbations, que nous apprendrons bientét a cal-
culer. Mais comme les observations sont nécessairement affectées
d’erreurs, le probléme consiste, en réalité, a déterminer I’orbite qui
correspond le mieux aux observations faites, et les meilleures valeurs
que P’on doit adopter pour ses éléments : on doit done résoudre de la
meilleure facon les équations, non compatibles, en nombre supérieur
a celui des Inconnues, qui déterminent ces éléments. On applique, a
cet effet, la méthode des moindres car és, dont nous allons, un’peu
plus loin, rappeler sommairement les principes et expliquer l'usage,
aprés avoir indiqué comment I’on forme les équations du probléme
actuel.

On suppose connue une orbite suffisamment
de représenter les observations
Avec les éléments de cette orbit
ride précise, fourniss

approchée, susceptible
avec une assez grande exactitude.
€, on calcule d’abord une éphémé-
antles positions vrajes de Iastre M, a des époques
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rapprochées équidistantes, voisines des dates des observations; et si
celles-ci s’étendent sur un espace de temps assez long pour que les
perturbations du mouvement de M deviennent sensibles, en cessant
d’étre notablement inférieures a la limite des erreurs d’observation,
il est nécessaire de tenir compte de ces perturbations.

Les positions théoriques tirées de I’éphéméride par interpolation
sont ensuite comparées aux positions réellement observées, en tenant
compte, bien entendu, de I'aberration et de la parallaxe : la compa-
raison des ascensions droites fournit des différences dz, toujours
prises dans le sens observation moins calcul; et de méme la compa-
raison des déclinaisons fournit des différences d8.

Lorsque les observations sont nombreuses, il convient de rem-
placer plusieurs observations suffisamment rapprochées par une seule
autre fictive, dite lieu normal, obtenue de la facon suivante. On
choisit pour la date de cette observation fictive une date exprimée
par un nombre rond (commencement ou milieu de jour), aussi voi-
sine que possible de la moyenne des dates des observations qu’il
s'agit de condenser, et 'on applique a la position théorique tirée de
I'éphéméride pour cette date les moyennes des corrections du et ds
qui correspondent aux observations individuelles. On obtient ainsi
une position fictive, toujours la méme évidemment si I'on vient &
faire varier légérement les éléments de l'orbite qui sert de base a
I'éphéméride, puisque alors les corrections do. et do ne sont altérées
que de quantités qui varient d’une facon trés sensiblement uniforme,
les observations condensées étant par hypothése rapprochées; et par
suite on est fondé a remplacer ces observations par le lieu normal
qu’on en a déduit, d’autant plus qu’on élimine encore ainsi partielle-
ment les erreurs d’observation, d’aprés les principes de la théorie des
erreurs.

Les coordonnées du lieu normal sont ensuite rapportées a tel équi-
noxe moyen gne l'on choisira, celui du commencement de l'année
courante, ou de année décadaire la plus voisine.

Dans certains cas, lorsque les différences do. et dd varient d’une
facon peu réguliére avec le temps, il convient de prendre des pré-
cautions plus minutieuses pour la formation des lieux normaux :
mais il est impossible d’insister ici sur toutes les petites difficultés
que 'on peut rencontrer, et qu'une pratique assidue apprend seule
a surmonter, Disons seulement que si la déclinaison ¢ n’est pas petite,
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et varie rapidement, il vaudra mieux, comme 'on sait, remplacer la
considération des différences da par celles des produits cosd da; et
remarquons encore qu'il conviendra souvent d’attribuer des poids
aux différentes observations, d’aprés les conditions mémes dans
lesquelles elles ont été faites, et par suite d’employer pour la forma-
tion d’'un lieu normal les moyennes pondérées des dates, comme

des du et do.

49. Désignons actuellement par (e) 'ensemble des éléments de
I'orbite approchée dont on part, et par (de) les corrections qu’il leur
faut apporter pour résoudre le probléme posé. Les équations de
condition que doivent vérifier les (de) sont obtenues en écrivant
que, pour chaque lieu normal de coordonnées ', &', les coor-
données «, 3 qui correspondent aux éléments (e) deviennent

@' = o + da, 8’ =8 + dd,

quand on remplace les (¢) par les (e - de). Comme les correc-
tions (de) sont petites par hypothése (et si expérience montrait
quil en est autrement, il faudrait recommencer le calcul aprés une
premiére correction), tout revient donc a égaler aux différences
do, di, les variations différentielles ‘que subissent « et & quand les (¢)
prennent eux-mémes les variations (de). Il conviendra d’ailleurs de
prendre comme seconds membres des équations qui correspondent
aux ascensions droites, non pas les différences da elles-mémes, mais
les produits cosd do, car 'erreur d’une observation ou d’une position
en ascension droite n’est comparable a Ierreur correspondante en
déclinaison que si on la multiplie par le cosinus de la déclinaison.
Enfin, d’aprés les éléments d’appréciation dont on dispose, on
attribuera, ¢'il y a lieu, des poids différents aux différentes équations
obtenues.

On choisit le plus souvent pour éléments fondamentaux (e), les
éléments proprement dits de l'orbite osculatrice & une certaine
époqu.e : les premiers membres des équations de condition résultent
alors immédiatement des formules développées a la fin du Cha-

p}tre V, du type (18) : ce sont des fonctions linéaires et homo-
genes des corrections

inconnues en secondes
elles-mémes.

(de), et Pon devra exprimer toutes les
b . >
d’arc, comme les quantités coss do et do
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Il faut observer avec soin que dans le calcul des coefficients des
variations (de), on devra, lorsqu’on tient compte des perturbations,
employer les éléments osculateurs pour P'époque correspondante,
sans qu'il y ait lieu, d’ailleurs, de chercher une précision plus
grande, puisque les corrections (de) sont assez petites pour que les
perturbations puissent étre regardées comme en étant indépendantes.

Ce sont ces mémes éléments qu’il faut employer dans le calcul de
I'éphéméride, a moins qu’on ne tienne compte des perturbations
d’une autre fagon, ainsi qu’on le verra plus loin, dans le Chapltre
consacré a leur calcul.

Lorsque les observations sont toutes réparties sur un intervalle de
temps assez court, ce qui arrive, en particulier, quand il s’agit d’une
petite planéte observée pendant une seule opposition, il y a plus
d’avantage, comme nous lavons déja dit, a choisir pour les
éléments (e) les coordonnées héliocentriques xo, Yo, Zo de M, et
leurs dérivées z), ¥, ,, & la date ¢, d’osculation. Ces coordonnées
étant rapportées aux mémes axes que les observations, désignons
par z, ¥, 5 les coordonnées héliocentriques & une époque quel-
conque ¢, et par dx, dy, dz les variations de ces coordonnées quand
les éléments (e) recoivent les corrections (de); les équations de
condition s'écrivent :

sino cos
— do + dy = cos? dz,
p
sind cosa sind sinz coso S
———dr — dy + dz = ds,
P p 2

en désignant toujours par o la distance géocentrique.
En faisant

z=fro+gxy  y=frt8ye, E=Sfa+8%,

on a, par exemple, '

dip = Py Lom iy o df = we iy
et le calcul de ces quantités se fera comme nous Pavons vu au
Chapitre précédent, les notations subissant les trés légéres modifice-
tions nécessaires.
On obtient généralement de notabl% simplifications dans la for-
mation des équations de condition, et leur résolution par la méthode
des moindres carrés, en tenant compte de l'observation suivante.
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Imaginons que I'on parte d’une observation compléte donnant lieu a
deux équations de condition de méme poids, dont les seconds mem-
bres sont cos3 da et d8. Faisons un changement de coordonnées, de
facon a remplacer les quantités « et & réellement observées par deux
autres analogues, o' et 8/, définies de la méme facon par rapport aux
nouveaux axes. Si do’' et dd' sont les différences correspondant
a du et d3, on sait, et il est d’ailleurs évident géométriquement, que
I'on a des relations de la forme

cosd' dz'=  cosS cosd da -+ sinS ds,
d8'=— sinS cosd do + cosS ds,

ou la signification de I'angle S est la suivante : si, sur une sphére, on
marque les poles P et P’ des deux systémes de coordonnées, et le
point M qui correspond a la direction observée, S est I'angle de
Parc MP avec I'arc MP/, compté dans le sens direct.

Puisque la somme des carrés des coefficients de cosé da et de d3
est égale a l'unité dans chacune des formules précédentes, il en
résulte, d’aprés les principes qui vont étre rappelés ci-dessous, que
lon peut, sans rien changer a la solution, remplacer les équations
de condition qui ont pour seconds membres cosd du et d3, par celles
qui ont pour seconds membres cosd' da! et dd', affectées d’ailleurs du
méme poids que les premiéres.

Revenons alors sur la formation des équations de condition du
probléme actuel, et supposons d’abord que Pon ait adopté pour
les (e) les éléments proprement dits de l'orbite. Prenons pour axes
du nouveau systéeme des coordonnées angulaires o', 3, des axes paral-
leles aux arétes du triedre 0% 5, Codéhing as 5o 26, tel que O&, et O,
soient dirigés respectivement, O étant le Soleil, vers le périhélie et
vers le péle de I'orbite. Dans ces conditions, on voit immédiatement,
d’aprés leur définition méme, aussi bi
qui les déterminent, que les constantes désignées dans ce méme
paragraphe par o, o', ¢/, A’ B, ¢/ deviennent, pour notre nouveau
systeme d’axes,

en que d’aprés les formules

5 T

e Nl %
A
™

b':— vt it
= B__—,g,

’ N

¢'=—7¥, g s
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Désignons maintenant par dP, dQ, dR les quantités invariantes

cosw di + sinisinw d¥, sinw di — sint coso d¥, dw + cosidJ,

qui représentent, comme nous I'avons vu, les projections sur les axes
du triedre O&, 1, ¢, de la rotation instantanée de ce triédre (au signe
prés pour la seconde), quels que soient les axes de référence pour les
éléments S, 7, 6. Les formules utiles du type (18) du n°® 26 qui
donnent nos équations de condition prennent alors la forme plus
simple

g séco[cos(v —a') + sing cosa'] [dMy + (¢ — &) dn]

‘/a

sm(v—-u)dn

e

wiN
o[ 'ol&

[sinu cos(9 — 2') + cosg sina'| dp

r 7
+ —cos(¢ — ') dR = cosd' dz’,
o S

gsécc.? sind'[sin(¢ — a') — sing sina’| [dM + (¢ — &) dn]

ra

—+ % sind’ cos(v —a')dn

oIR8

2
3
AR S : : ",
-+ -gsmS [sinusin(¢ — a') + cosp cosa'] do

r

-+ gsinB’sin(v—v.’) dR + ’%cos?/d[’ SR

Y cos3 LdQ) = dbs

On a dailleurs, pour déterminer o/, 3’ et 'angle S qui permet de

passer aux quantités cosd’ da’ et d’, les formules générales du chan-
gement de coordonnées

cosd’ sin (&' 4 wy) = sinZ; sind + cosZ; cosd sin(a — Jy),
cosd' cos (' 4+ wy) = cosd cos(z — TFy),
sind’ = cosZ; sin® — sinZ; cosd sin(a — Jy),
cosd’ sinS = sini; cos(x — Jy),

cosd’ cosS = cos?; cosd + sini; sindsin(z — Jy),

les éléments Z,, i,, w, se rapportant, comme au Chapitre V,
equateur.

- Dans le cas d’une orbite elliptique a forte excentricité, ou encore
parabolique ou hyperbolique, on aura des formules toutes sem-
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blables, qui s’écriront immédiatement d’aprés les développements du
Chapitre V.

Les équations précédentes, on dP, dQ, dR doivent remplacer les
inconnues d3, di, dw, offrent plusieurs avantages, malgré les caleuls
que demande la détermination de o’ et ', cosd' da! et dd.

Tout d’abord, les coefficients des inconnues sont relativement
simples, et dans les équations qui correspondent aux dd, les
inconnues dP et dQ ne figurent pas; en second lieu, beaucoup de
coefficients sont petits, en général, comme contenant en facteur
soit sing, soit sin(¢ —oa'), soit sind’; et en effet, il est clair, d’apres
la définition de o et 3, que 'angle ¢ — o/ est petit aux environs de
Popposition de 'astre observé, et que ¢’ est de lordre de I'incli-
naison de l'orbite sur I'écliptique. On voit ainsi que les calculs
nécessaires pour la formation et la résolution des équations de condi-
tion seront sensiblement simplifiés ; .on pourra méme, en observant
que les quatre inconnues qui figurent dans les équations en da’ n’ont
que de petits coefficients dans celles en ds', commencer par résoudre
les premiéres qui ne contiennent que quatre inconnues, et résoudre
ensuite les secondes par rapport a dP et dQ, en y remplacant les
autres inconnues par leurs valeurs déja déterminées; sans doute on ne
se conforme pas rigoureusement a la méthode des moindres carrés en
opérant ainsi, mais ce sera sans inconvénient sensible.

Dans le cas ou I'on prend pour éléments fondamentaux (e) les
coordonnées x,, y,, 5,, et leurs dérivées Zy, ¥y, =, pour Pépoque ¢,
on pourra choisir comme axes auxquels sont rapportées ces coor-
données, ainsi que o' et &', des axes paralléles aux arétes du triedre
O%&mo%o, OF, et 0F, étant dirigés respectivement suivant le rayon
vecteur OM, et vers le pole de I'or

¢ bite. Dans ces conditions on aura,
suivant des notations évidentes,

e siny,

: :
: ’ i it Soe0
72 ’

Zy = r,, JYo=3,=o, e

y S = e B 5 o S . .
et les coordonnées @, 0 sont déterminées par les mémes équations

que ci-dessus, ou Il'on remplace toutefois w, par w;~¢,. On
obtiendra ainsi, dans les équations
plifications tout 4 fait analogues au

1 est facile ensuite, a la fin du ¢
naires de I'orbite.

de condition, d’ayantageuses sim-
X précédentes.
alcul, de revenir aux éléments ordi-
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Les procédés que nous venons de décrire peuvent évidemment étre
appliqués aussi bien a la solution du probléme traité dans le Chapitre
précédent, la seule différence avec le probléme actuel étant que le
nombre des équations est alors égal au nombre des inconnues, de
sorte qu'il est inutile de faire apparaitre les coordonnées réellement
observées, puisque la théorie des erreurs n’intervient pas. On appré-
ciera, dans chaque cas particulier, 'avantage qui en peut résulter.

50. Avant d’aborder l'exposition de la méthode des moindres
carrés, rappelons d’abord quelques définitions et quelques principes
de la théorie des erreurs d’observation.

La mesure d'une grandeur z par l'observation est affectée d’une
erreur ¢, égale a la différence z — a, en appelant ale résultat de 'ob-
servation. Les conditions de 'observation restant toujours les mémes,
et les erreurs étant supposées seulement fortuites, mais non systé-
matiques, la loi de probabité de ces erreurs est définie par une fonc-
tion ©(¢), telle que la probabilité de commettre une erreur comprise
entre ¢ el ¢ -+ de, soit égale a ¢(2) de. La fonction ¢ (<) doit étre paire,
les erreurs égales et de sigmes contraires présentant des chances
égales; elle doit tendre rapidement vers zéro lorsque ¢ augmente en
valeur absolue, car les erreurs trés grandes ne se présentent pas en
réalité; elle doit nécessairement, d’aprés sa définition méme, vérifier

}/‘_:mq;(s) de=1:

On adopte la loi de Gauss, vérifiant ces conditions et confirmée par

la condition

Pexpérience, soit
g2

o(s) = ——¢ 7,
S my2mn
e désigne la base des logarithmes hyperboliques, el m est une cons-
tante positive, qui dépend évidemment de la qualité des observations,
d’autant plus petiie que leur précision est plus grande. D’une fagon
plus exacte, si pour une autre série d’observations le paramétre m est
remplacé par m/, et si o est une quantité positive quelconque, les
probabilités de commettre des erreurs inférieures en valeur absolue
a am dans la premiére série, & am’ dans la seconde série, sont égales.
On dit encore, pour des raisons que la suite justifiera, que les obser-
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vations des deux séries ont des poids inversement proportionnéls a m?
et m'2,

On sait que la valeur probable d’une quantité est la somme des
produits que l'on obtient en multipliant les diverses valeurs que peut
prendre cette quantité par leurs probabilités respectives. Il en résulte
que la valeur probable du carré ¢2 de I’erreur est égale a

/‘_H.ei o(e) d=. DE "w;‘i

Yo

Comme on a

-+ 0 g2
f e de = m \/ax,

—_—

la différentiation par rapport m donne

+ oget

f e mide = m3/am,
—-r %
et par suite la valeur cherchée est précisément m?2,
) . w1y ) )

On appelle m Perreur moyenne des observations considérées; c'est
donc la racine carrée positive de la valeur probable du carré 2 de
Perreur.

On appelle encore erreur probable la quantité ¢ telle qu'il y ait
chance égale pour que Perreur ¢ soit inférieure ou supérieure a g en
valeur absolue; on a donc, pour définir e, 'égalité

ce qui revient a

t
de sorte que, d’aprés les tables de Pintégrale / e~ "dt,ona
(1}

p=m < 0,6745.

Supposons que lon ait fait 7 obser
Grreurs e;, et soit f(¢) une fonectio
mons p la valeur probable de S(e)
n quantités f(e;); la théorie des

vations conduisant a des
n quelconque de I’erreur ¢, Nom-
et s la moyenne arithmétique des
probabilités nous apprend encore
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que, si p/ désigne la valeur probable de la fonction [ f(¢)]?, on obtient
pour I'expression de la valeur probable de (s — p)2 le nombre
bt
7

de sorte que cette valeur probable tend vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment. Comme (s — p)? est une quantité toujours positive, il
faut en conclure que la probabilité pour que la moyenne s différe de p
d'une quantité notable est trés petite, et qu’en faisant p —s, on
s'écarte vraisemblablement trés peu de la réalité, si du moins 7 est
suffisamment grand.

En particulier, on a donc, d’une facon d’autant plus approchée

que n est plus grand,
&

n

m2 =

Si n est petit, cette formule n’est plus qu’approximative, et peut
méme perdre toute signification réelle.
Le probléme de la composition des erreurs est le suivant. Soient

z, x', 2, ... des grandeurs observées directement, et pourlesquelles
on trouve des valeurs a, @', a’, ..., de sorte que les erreurs com-
mises sontrespectivement e = —a, ¢ =2'—a','=2"—a’, .. ..

On envisage une fonction f(z, ', 2", ...) des grandeurs z, z’, z”, ...,
et 'on prend pour sa valeur la méme fonction f(a, d,a’, ...) des
valeurs observées; on commet ainsi une certaine erreur

« =f(‘t1 .’I)', x”: &8 ')_f<a7 a’) a‘”y - -')7

et I'on cherche la loi de I'erreur «

UV

Les erreurs ¢, ', ¢’, ... sont supposées assez petites pour qu’on

pulsse les regarder comme infiniment petites, de sorte qu on peut
écrire
of of =~ TI0f o

o= —-L¢c-}+ S
oz oz’ or" i

et ’on est ramené a chercher la loi de 'erreur «, fonction linéaire et
homogéne des erreurs ¢, ¢/, ¢’; ... de la forme

a=Ae+A'e A"+ .

A, A/, A7, ... étant des coefficients constants, les erreurs ¢, ¢/, ¢" ...

ANDOYER ; 14
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étant soumises a la loi de Gauss, et appartenant a des séries d'obser-
vations S, S', S, ... caractérisées par leurs erreurs moyennes m,
R

Dans ce qui suit, nous nous bornerons a considérer le cas de trois
séries S, S, S’ : le raisonnement, comme le résultat, est général.
Pour que 'erreur « soit comprise entre deux limites données =, et 2,
on peut supposer que les erreurs commises sur z, z', z" sont com-
prises respectivement entre ¢ et ¢ | ds, ¢’ et ¢/ de’, e et "', a
la condition que la somme Ac A'e'4+ A" soit comprise entre 1
et 2. La probabilité de ce fait composé est égale au produit des pro-
babilités simples de chacun des événements composants, ¢’est-a-dire &

— ¢ id:ddde,
mm'm"(y2x)®

en désignant par f la forme quadratique définie des variables ¢, €', ¢,

22 % g2 "2
e
m? m'? m"?

La probabilité totale pour que o soil compris entre a, et a, est la
somme de ces’ probabilités élémentaires, c’est-a-dire Iintégrale

triple
- v o o
i nz:;1’nz”(Vz¢:)3 fffe Bich

¢lendue aux valeurs de ¢, ¢, ¢’ qui donnent a la somme
& ,:, n_n = < =

Az + Ale' 4+ A”¢" une valeur comprise entre o, el o,.

, Pl?ur calculer J, faisons une substitution linéaire sur les variables &
S rart Wy g S

» €5 les nouvelles variables seront @, o, @', et a sera précisément la

3 P ! ! n-_n
somme Ae + A’e' 1 A’¢". On aura des formules telles que

o

E=pa—dgqa 4o
ks :

e =patqga+ra
e = plap q"a 4+ r"a”,

Supposons de plus que, par cette substitution, la forme f reste une
somme F de carrés telle que

a_‘l =3 2 a2
Mz T ME T W

Dans iti : s
ces conditions, si A désigne la valeur absolue du déterminant
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des coefficients p, ¢, r, ... de la substitution, on a

A —
J=———‘fff ? dode da,
mm’m”(‘/ﬂ)" 2 il

I'intégrale triple devant étre étendue a toutes les valeurs possibles

g P

de o' et ', mais seulement a celles de o comprises entre o, et o,.
D’autre part, lathéorie des invariants des formes quadratiques donne

la relation
mm'm'= MM M"A,

et par suite il vient, le calcul de J se réduisant a celui d’intégrales
simples évidentes, en raison de la forme de F,

’ = “2 + 0 ¢

Ecrivons enfin que la forme f— 35 5€ réduit a une somme de deux
carrés, c’est-a-dire que son discriminant est nul : cela donne immé-
diatement la relation .

M2=A2m2+ A"2m'24 A" m";

par suite, I'erreur o suit la loi de Gauss, ce qui est un fait fondamen-
tal, et Perreur moyenne correspondante est le nombre M défini par
la relation précédente.

51. Soient p quantités indépendantes z, y, 3, ... et n fonctions
linéaires et homogeénes quelconques de ces quantités

(1) Ji=ajx +biy +ciz+... =123 ., N);
on suppose essentiellement 7 > p.

Soit ¥ une autre fonction linéaire et homogéne quelconque donnée
demiy, s )

{2) Y=qr+ry—+sz+....

On peut exprimer ¢ linéairement a Paide des f; d’une infinité de
facons; en posant

(3) _ | ! EE o, fi,

ott les w; sont des constantes, il est nécessaire et suffisant, pour assurer
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I'identité, d’avoir les p relations
(4) q=z Wy r=2 w; b, 3=2 w; C, L

Imaginons alors que I'on soumette a 'observation directe les gran-
deurs f;; appelons /; les résultats observés, ¢; les erreurs commises,
de sorte que fi= l;+¢;. Si dans les diverses expressions (3) de la
fonction ¢ on remplace les f; par leurs valeurs observées /;, on obtient
autant de valeurs approchées pour la véritable valeur de ¢ : I'erreur
commise est de la forme Zw;:;, et composée avec les erreurs &;.

Appelons pi, pa, ps, -.. les poids relatifs des observations qui
produisent les erreurs ¢, ca, €3, ...; les erreurs moyennes m; cor-
respondantes seront de la forme ;—l_, en appelant m I'erreur moyenne

Pi
des observations de poids 1. D’aprés ce qui précede, erreur Zw;s
relative a la forme (3) de ¢ suit la loi de Gauss, et si p est Perreur
moyenne correspondante, on a

2
0.

2 — m?
i Pi

le poids o étant ﬂf
e

Les o; n’é¢tant pas des variables indépendantes, a cause des rela-
tions (4), l'expression de p?* est évidemment susceptible d’un mini-
mum non nul; il existe donc une détermination de ¢ de la forme (3)
qui a un poids maximum, ou une erreur moyenne minimum : nous
Pappellerons la détermination principale de 4, et nous la désigne-
rons par ¢/, :

’Pour ob_temr cette détermination principale, il convient, comme on
sait, d’écrire

PoNve
(5) mE: E‘ +2“(9 *2 coiai)

e 23(" ‘“2 wibi) “+ 2y (s -—Z w‘-ci> e

g g :
o, B v, ... étan iliai .
FEh e ant p inconnues auxiliaires, et de regarder alors ;, comme

un}c;: fonction des n —+ p variables indépendantes w;, a, By ) S

i el A 3

e te‘:galant adzero les dérivées partielles du second membre de
équation précédent yport A i i
q I € par rapport a ces variables, on a comme condi-



METHODE DES MOINDRES CARRES. 4 543

tions du minimum de m, outre les relations (4), les nouvelles équa-
tions
w;
(46) ——.=1a,-+§b,-+yc,-+....
z
Eliminons les w;, et suivant la notation habituelle, écrivons d’une
facon générale To; sous la forme [¢], © étant quelconque; il vient

[paala+ [pab] 8+ [pac]ly +...=g¢q,
[pabla+ [pbb]B + [pbe]y +...=T,
[pacle+ [pbe]P + [pec]y+...=s,

Soit D le déterminant symétrique (supposé non nul)

[paa] [pab] [pac]
[pab] [pbb] [pbec]

des coefficients des inconnues; appelons aussi (aa), (ab), (ac), .
les quotients par D des coefficients respectifs des éléments [paal,
[pab], [pac]; ... dans le développement de D suivant les éléments
des lignes ou des colonnes; enfin envisageons la forme quadratique et
homogéne de p variables quelconques u, ¢, w, ...

g=(aa)u?~+ a(ab)uy + s(ac)uw 4., 4+ (bb)p2+ 2(be)ow +. . ..

La simple résolution des équations (7) donne alors immédiatement

_tdglg.r,s, ...) _10g(g,7,8,...)
ey oq : e or 5 2

et par suite, il vient

s eD eCgin, Sy ) 08(q, 1S, ...)
w,—;[h[m g + b, o et

ce qui peut s’écrire encore, comme on sait,

o F dglay Grrcina ) dglas, by, ciy...)
u)l___-z—pl[q et —+r e S (7
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d’ou enfin, pour la détermination principale de <,

. I 9 glay, by, ey .. )

(8) V= e omir e
1 0:26ar by ey )

- Sttt
o ) R e O e e e

Quant a Perreur moyenne p. de ¥/, elle est délerminée par le mini-

2

mum de -—, et comme, d’apreés les propriétés élémentaires des formes

m2
quadratiques, on a ici, en vertu des relations (6) et des valeurs de a,
pa pERoTR

2

ok A Probyse.. .= glg, r s
il vient
(9) p=myg(q, r, s, ..;

il suffit de rendre homogéne, par Iintroduction d’une nouvelle
variable, la forme quadratique (5) des variables w;, o, By, ... et
d’appliquer le théoréme d’Euler sur les fonctions homogénes, pour
arriver a ce résultat. :

Sil'on prend en particulier pour ¢ les quantités z, y, z, ... elles-
mémes, on aura leurs déterminations principales z', 3/, =/, ... en
prenant successivement dans la formule (8) les coefficients mémes
de ¢, r, s, ..., de sorte que_la détermination principale de § est
construite avec les déterminations principales de z, y, z, ... préci-
sément comme & avee 2, y, z, . ... Quant aux errears moyennes de
2y, 7, ..., elles résultent de la formule (g) et sont

paz= my/(aa), By = m/(bb), Pz=my/(cc),

Prenons maintenant pour ¢ Ia fonction f£;; sa détermination princi-
pale sera de la forme

fz/':E ik [y

en étendant la sommation a toutes les valeurs 1, 2, ..., n de k, et
faisant

1 T o lan b ) 0 &(an, by ep
LR 2 Pk» Chy (@, Oy Cpy o)
e [a, R ~+ b; db;:- —1—],
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de sorte qu’en particulier
a,-g:p,-g(a,-, bi, Ciy oo )

Si v; est 'erreur moyenne de f;, on a aussi

2 2
A3 N\ %ik
DOy SRa e T P LN
m? s py &(as, biy e, )

Envisageons actuellement la combinaison des f;

k:‘EfI"_.fi;

elle est manifestement équivalente a zéro, de sorte que sil’on y rem-
place les f; par les résultats d’observation l;, elle prend une valeur
égale et de signe contraire a I'erreur que 'on commet ainsi sur elle,

soit
€ — E Dif Sk

On peut donc traiter k; comme une erreur composée avec les
erreurs ¢; 'erreur moyenne correspondante u; est telle que

2 2
3 IT— 2% Lk

> ; 2
m Pi Pk

¢’est-a-dire, d’aprés ce qui précéde,

2
7 I
: ;n'l :])_i—g(ai7 bl‘, c,',...).
On en déduit
pivi
=l Pié’(“z‘: bl': Ci:'-');

m?

mais, d’aprés la-définition de la forme g, on a
ZPié’(aia b;, ¢i, -..) = (aa) [paal +2(ab) [pab]l +..:;

considérons alors le déterminant D comme une fonction de ses élé-—-
ments [paa], [pab], ...; c'en est une fonction homogéne de degré /7,
et Uon a de plas

= JD 1 oD
s r—y o[paal’
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il vient donc, d’aprés le théoréme d’Euler,
21)1' glai, by, ciy ...)=p,
et par suite, on a I'importante formule

(10) sz.u,?=(n—p)m2:
et comme p? n’est autre chose que la valeur probable de k3, on peut
dire que la valeur probable de Xp;k} vaut (n — p) fois le carré de
Ierreur moyenne des observations de poids 1.

52, Les considérations que nous venons de développer sont pure-
ment théoriques : pour les établir, on ne suppose pas les observations
faites, mais au contraire qu’elles sont a faire, et on en laisse les résul-
tats indeterminés. Qccupons-nous maintenant de les appliquer a la
résolution du probléme le plus général de la combinaison des obser-
vations.

L’énoncé de ce probléme est le suivant : on a p - ¢ inconnues
X, Y, Z, ... liées par ¢ relations distinctes rigoureuses

(X, Y,Z, ...) =o,

et 'on en .a observé directement n fonctions F;(X, Y, Z, ...); on
suppose n > p, de sorte que les inconnues sont déterminées par des
équations en nombre surabondant, et incompatibles, puisque les
observations sont affectées d’erreur. Quelles sont alors les meilleures
valeurs a adopter pour les inconnues? Et sur quelle approximation
peut-on compter quand on a adopté ces valeurs?

On connait toujours, ou bien on peut toujours déterminer des
valeurs suffisamment approchées X,, Yy, Z,, ... des inconnues,
pour qu'en posant X — X, =z, Y —Y,— v, L —Zy=23, ... O
pmsse‘négliger les quantités du second ordre par rapport aux nou-
velles inconnues z, y, z, .... Dans ces conditions, les équations du
p‘rol)l.éme parrapportaux nouvelles inconnues z, y, 3, ... deviennent
l’m‘éalres, et ce sont des fonctions linéaires de ces inconnues qui ont
été 0]).servées; .les équations rigoureuses qui lient entre elles les
P -~ ¢ mmconnues permettent d’en éliminer ¢, etil en reste p qui sont
indépendantes, et dont on a obseryé directement n fonctions linéaires,
que I'on peut supposer homogénes.
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Appelons, en reprenant les notations du numéro précédent, f; ces
n fonctions, /; leurs valeurs observées, p; leurs poids relatifs.
Les équations de condition du probléme sont

(ll) afx+biy+ciz+...=li.

Pour déterminer la valeur d’une fonction donnée ¢ des inconnues, et
Perreur moyenne de cette détermination, on est amené a mettre la
valeur de ¢ sous I'une des formes en nombre infini

d{=2m,-l,-,

qui se déduisent de la formule (3) en remplagant les f; par les l;; 1l
est naturel alors de considérer comme étant la meilleure valeur de ¢,
celle qui se déduit de la détermination principale {' de cette fonction,
quand on y remplace les f; par les /; ce choix, dicté par la propriété
de ¥ d’avoir un poids maximum, est celui que I'on adopte. Si nous
appelons , la valeur ainsi obtenue pour 4, on a d’apreés (8)

O () DG 1 9.5 (.05, s
e

i 5 » ) &
et Perreur moyenne de 4, sera d’apres (9)

p=myg(q, ryS;+-.)

En particulier, les meilleures valeurs a adopter pour les inconnues
elles-mémes, soit Zy, o, 5o « - -, sont les coefficients de g, r, 5, - ..
dans Pexpression précédente de $, et 'on a

Yo=qgao+ryot+szg+....
Les erreurs moyennes de Loy Yoy Boy oo+ SONL
prz=my(aa), P‘y=m\/(bb); ps =M y/(cc),

Mais il reste une quantité inconnue a déterminer : c¢’est m, erreur
moyenne des observations de poids 1. Pour y arriver, on utilise la
proposition énoncée a la fin du numéro précédent; si dans A; on
remplace les /; par les {;, on obtient des valeurs

ki= aiwo+ biyo—+ cigo+ .o . — U,

et Pon peut former la somme Ip;k}; en égalant cette somme a sa
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valeur probable (n — p)m2, on obtient la détermination de m géné-

2/’:‘ ki

7 —=:p

ralement adoptée

(12) e — b

mais, comme nous I'avons déja vu dans un cas analogue, cette for-
mule n’est nullement rigoureuse; elle ne fournit qu'une approxima-
tion d’autant plus grande vraisemblablement que le nombre n des
observations sera plus grand.

Revenons aux valeurs z,, Xoy %oy --.; on voit, en développant
les dérivées partielles de la fonction s, Bises ot ), que l'on peut
écrire

Zo= (aa)[pal] + (ab) [ pbl] + (ac)[pel] +..
(13) Yo=(ab)[pal] + (bb) [ pbl] + (be) [ pel] +.. .,
o= (ac)[pal] + (bc) [Pbl] + (cc)[pel] +....

et I'on reconnait 1a les solutions d’un systéme analogue a (%)

‘ [paa]x-}-[pab]yﬂ—»[pac]:.—x—...=[pal].
(14) ) [pczb]x+[pbb]y+[pbc]z e =pbl
’ [pa.c]x—i—[pbc]_y+[_pcc]z+...=[1)cl]_.

Ceci posé, donnons aux inconnues des valeurs quelconques
Z, ¥, 3, ...; elles ne vérifient pas les équations du probléme, de sorte
que si on calcule les quantités a; z —— by ez G R l;, on trouve
des valeurs non nulles y ce sont les résidus relatifs au choix fait
deg g s = pour les diverses observations ;.

Considérons la somme

SN

aPlaz+by +ciz4 . l;)2,

que U'on obtient en additionnant les produits des carrés des résidus
par les poids des observations correspondantes; la somme S est
é\"ldﬁjml:llent suscePLibIe d’un minimam, que I'on détermine en éga-
lan't a zero.les dér:lvées partielles de S par rapport a z, y, 5, ..., ce
qui conduit précisément aux équations (14). Donc, les meilleures
valeurs a adopter pour z, Y % ... sont précisément celles qui
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rendent minimum la somme S; d’ott le nom de méthode des moindres
carrés, donné a ee procédé de détermination des inconnues.

Les résidus qui correspondent au choix de z,, ¥4, %o, ---, pour
Zy ¥y By «. ., sont précisément les valeurs £; considérées plus haut;
la somme Ep;k? est donc le minimum S, de la somme S; au lieu de
calculer cette somme directement, on peut encore écrire, en remar—
quant que S est une forme quadratique non homogénede z, y, 3, .. .,
et appliquant des principes déja rappelés,

So=—2piliki=— [plk];

remplacant les k;, puis g, ¥y, %, ... successivement par lenrs
valeurs, ceci devient

(15) Se= [pll] — @[ pal] — yo[ pbl] — z[pel] —. ..
= [pll] — g(lpal], [pbl], [pel], . .)-

Appelons alors A le déterminant que Von obtient en bordant le
déterminant D comme P'indique le symbole

Elpal]
D i1psi]
A= [pel] |5
[pal] [pbl] [pel] ... [pl]
om peut écrire finalement
) So= [pkk] =— [plk] = -

En résumant, pour avoir les éléments de la solution compléte du
probléme, il faut : 1° résoudre les équations (14), dites équations
normales, par opposition aux équations de condition (11); 2° déter-
miner les coefficients (aa-), (bb), ... qui correspondent aux ¢lé-
ments [ paa], [ pbb], ... du déterminant D, afin d’obtenir les erreurs
moy€ennes des inconnues; et s} plus generalcment, On veul avoir
’erreur moyenne d’une fonetion quelconque ¢, il faut calculer aussi
les autres coefficients (ab), (ac), (be), . de la forme g; 3° il faut
enfin, pour avoir m par la formule (12), detcrmmer la somme S, par
la triple formule (16), ou encore par la double formule ( 1:)), de facon
i obtenir une vérification générale du calcul.
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53. Il nous reste a expliquer comment on dirige le calcul. Mais
auparavant, examinons le cas particuliérement simple d'une seule
inconnue z. L’observation fournit les z équations de condition

arz =ty
de poids respectifs p;; d’ou la seule équation normale

[paalx = [pal],
et
s [pal ]
| paa)
On a de plus

i A [pal]? o So -3 m
So= [pll] _[[)aa] 5 m = e A}LI—— _[—/T;;T.

Si en particulier les a; sont tous égaux a I'unité, de sorte que 'ona

observé directement la grandeur z, on a simplement

=p,l,—|——p.212+‘..+p,,'l,, m

|
‘//)‘+1)2—+f-...+p,,

z ’
Pr+pPo+...4+ Pn z ;

L’expression de poids est ainsi justifiée par la forme de la valeur
de z, que I'on appelle aussi moyenne pondérée des ;.

Plus particuliérement encore, si les poids sont tous égaux a I’unité,
la valeur de x est la moyenne arithmétique des /;, et l'erreur

m
moyenne correspondante est \7,—;, la valeur de m étant \//71&_ 0

voit parla, et ce fait est général, ainsi qu’on le vérifie immédiatement
sur la forme des équations normales, qu’une observation de poids p
peut étre regardée comme équivalente a p observations de poids 1;
et cette remarque trouve son application quand il s'agit d’attribuer
des poids a diverses observations. D’autre part, on voit encore que si,
d.ans le p'robléme général, on a observé plusieurs fois la méme fone-
tion des inconnues, on peut remplacer les équations qui en résultent
par une seule, en prenant pour résuliat de Iobservation fictive cor-
re'sI')ondante la moyenne pondérée des résultats des observations pri-
mitives, et en l}li donnant pour poids la somme des poids primitifs;
daI'lS’CGS conditions, en effet, les équations normales ne sont pas
, altérées : c’est en somme ce principe que nous avons appliqué précé-

der’nment a laformation des lieux normaux. On doit toutefois observer
quen opérant ainsi, le dernier élément [pl] du déterminant A se
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trouve modifié, et ‘par suite la détermination de Ierreur moyenne m
est changée : ceci n’a rien de surprenant, d’aprés la fagon méme dont
cette détermination a été obtenue, et, si le nombre des observations
est assez grand, le changement sera vraisemblablement petit.

Revenons maintenant au cas général. Afin de rendre les calculs
plus simples et plus réguliers, on observera les régles suivantes. En
premier lieu, on voit qu’on ne change rien quand on multiplie les
deux membres de 'une des équations de condition primitives par un
facteur X, ala condition expresse de diviser en méme temps son poids
par A% : on raméne alors tous les poids a I'unité, en multipliant les
deux membres de chaque équation par la racine carrée de son poids.

En second lieu, on observe que I'on peut multiplier les deux
membres de toutes les équations de condition par un seul et méme
nombre %; la quantité m se trouvera aussi multipliée par A, mais tout
[e reste subsistera. Désignons alors par A la plus grande des valeurs
absolues des coefficients a;, et déterminons de méme B, C, ..., L pour
les b;, ¢i, ..., {;. On remplace les inconnues z, y, z, ... par d’autres
&'y 8 neatelles que

z‘:z'—li, _y:_yE, Z2=13—) LA
A B C
et en méme temps on divise tous les coefficients des équations de
condition par L, de facon qu’elles deviennent
a;

,+bt
K B

Ci l;
¥+ C‘z—i—: I—:;

on réalise ainsi Pavantage suivau\t : les coefficients des équations ne
dépassent pas 'unité en valeur absolue, et les coefficients des diffé-
rentes inconnues, comme les termes constants, sont des nombres com-
parables, puisque, dans chacune de ces séries, il y a un coefficient
égal a 'unité en valeur absolue. Si ces nouvelles équations conduisent
aux valeurs m', par, Yy, ..., pour I'erreur moyenne des observations
de poids 1, et pour les erreurs moyennes de z', 3/, z', ..., on aura,
en revenant aux équations ct inconnues primitives,

s L L L
m=m'L, Rz= [J.,['K; py = .uy’ﬁ" Hz:p;:E, G

Les équations de condition ainsi préparées, on forme les équations
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normales, qui, en supposant p = 4 par exemple, et revenant aux
notations primitives, s’écrivent :

[aa]z + [ab] y lac]s + [ad]t = [al],
[ab]a +[bb]y +[be]z + [6d]t = [bl],
[ac]z +[be]y +[cc |z + [ed ]t =[cl],
[ad]z + [bd]y + [cd]s —+ [dd]t = [dl].

Pour calculer les différents coefficients de ces équations, le mieux
sera de faire usage d’une table de carrés, et d’observer que I'on a

ab = %[(a+b)‘2—a?—~b‘l].

11 faut aussi calculer [21], dernier élément du déterminant A.
On aura soin de vérifier les calculs de Ia facon suivante par exemple,
SiT'on fait
Si=a;+ b+ ¢+ d; 4 48
on a
[aa] +[ab] + [ac] + [ad] + [al] = [as],

et les relations analogues.

Pour résoudre les équations normales, on procéde généralement
par éliminations successives; mais on peut aussi bien appliquer direc-
tement les formules de la théorie des €quations linéaires, lorsque n
est égal a 2 ou a 3. La premiére équation, résolue par rapport a l'in-
connue correspondante z, donne

—lal]_ [ab]  [ac] - [ad].
T lee] (a8l 7 T Gl e

portons cette valeur telle quelle, et sans faire aucune réduction, dans
les trois derniéres équations; on a le nouveau systéme analogue au
premier : )

[6b.1]y + [ be. 1]+ [bd. 1]t = [61.1],

[be 1]y +[ce. 1]z [ed, 1]t = etssl

[bd.ljy—;—[cd.l]z—;— [dd.1]t = [dl.1];

il suffit de poser, en désignant par <

et A deux quelconques des
lettres &, ¢, il ‘

[gh.1] = [gn] — Laglah]

[aa]
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On a d’ailleurs des vérifications telles que
[68.1] + [be.1] + [bd.x] + [bl.1] = [bs.1],

en calculant [bs.1] de la méme fagon.

Si Pon appelle D, et A, les déterminants analogues a D et A relatifs
a ce nouveau systéme, le dernier élément de A, étant [{/.1], on a,
d’apres les propriétés élémentaires des déterminants,

D = [aa]|Dy, A= [aa]Ay,

et, par suite,
Ay
1

A
D

=

Il est intéressant encore d’observer que les nouveaux coefficients
sont constitués de la méme facon que les anciens, puisque

[aa][bb.1] =¥ (asb;—a;bi),
[aa] [bcv. 1] =2 (a;ibj— ajb;)(aic,— ajci),

en étendantles sommations aux diverses combinaisons desindices Zetj.
Continuant de la méme facon, on a

— [oLa)  fbeor] [bd.1]
Y= 106.1]  16bon) [bbual”

avec le nouveau systéme

[cc.2]z+[ed.2]t =[cl.2],
[ed.2)z + [dd.2]t = [dl.2],
ol
[bg.1] [bh.1]

[gh.2] =[gh.1] — Fiat :

on a les vérifications telles que

[ec.2] + [ed.2] + [el.2] = [es.2],

et toujours Sl
Al g
- A,

Continuant encore de méme, on a enfin

o [c¢l.2] [ed.2]
[Pt el T s
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avec I'équation unique
[dd.3]¢ = [dL.3],

ct les vérifications telles que

[dd.3] + [dl.3] = [ds.3],
en posant
[eg-2] [ch.2]

[sh.3] =[gh.2] — [ec.2]

On a aussi
Ay
SDE

= [0.4] = [Is.§] =[ss.4],

ol

en faisant toujours

[gh.4] = [gh.3] — L9831 [dh.3]

[dd.3]

et appliquant le méme principe de vérification.

Sil'on a simplement en vue la détermination

des inconnues z, y, z,

¢, on a successivement leurs valeurs par les équations

_ [a.3]
"= [dd3r

o lelia] [ed.2]
sl [ce-a]l ™ :Jeein]

_ (Bl [be.]  [bd.a)
[66.1] [6b.1] [66.1]7
Sl T el ()
e [aa] [aa]‘y [aa]z [aa]”’

et il est inutile de calculer les coefficients

[2],

[

(o ‘ : !
Mais si 'on veut déterminer les erreurs moyennes des inconnues,

il faut d’abord calculer

So
n—_g’

ey

lavaleur de S, étant celle de %; c’est-a-dire [22.
Mais bien

4], 0u[ls. 4], ou[ss. 4]

souvent, comme on le voit sur I'exemple développé plus

loin, cette facon de déterminer Se est pratiquement illusoire. 11 faut

calculer directement les résidus

ki= li— T — bl’_}’—'C[S — d[[,
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pris ici dans le sens observation moins calcul, les z, ¥, 5, ¢ ayant les
valeurs ci-dessus; on a alors, comme nous 'avons vu,

So= [kk] = [Ik] = [U] — z[al] — y[bl] — z[cl] — t[dl],

et seule la formule S, = [£/] présentera d’habitude une préecision
satisfaisante.

Il faut enfin calculer les coefficients que nous avons appelés (aa),
(ab), .... Or, d’aprés leur signification méme et les propriétés ¢lé-
mentaires des déterminants, on voit que (aa), (ab), (ac), (a d) sont
précisément les solutions des équations normales, lorsqu’on y fait

[all=1, [bl]=[el] = [dl]=o.

On pourra donc les calculer comme z, y, 3, ¢, a la condition de rem-
placer dans les formules précédentes les coefficients bol 1), Teliz],
[dl.3] par les valeurs qui résultent de cette hypothése.

De méme (ab), (bb), (be), (bd) correspondent a I’hypothése
[6l] =1, [al] = [el] = [dl] = o; et ainsi de suite. Le calcul se sim-
plifie & mesure que 'on avance; finalement quand on fait {dl] =r;
avec [al]=[bl] =[cl] =0, on a aussi [bl.1]= fola]—0. el

[dl.3] =1, de sorte que (dd) = _'—[ddl.“

(cd), (bd), (ad) est immédiat; il est d’ailleurs inutile en principe,

> et que le calcul successif de

mais fournit une bonne vérification, puisque ces coefficients sont ainsi
obtenus deux fois.
Finalement, on a pour les erreurs moyennes des inconnues

pz=my/(aa), Py= m/(bb), Pz = my/(cc), we= m/(dd),

et 'on peut écrire encore, si’on veﬁt,
So=[Ul] —(aa)[al]?—...—o(ab)(ac)[al] [6]]—.. ..

Dans certains cas, on peut rencontrer des difficultés, lorsqu’il est
impossible pratiquement de continuer P'élimination des inconnues
en raison de la trop grande petitesse des coefficients que 'on serait
amené i prendre comme dénominateurs. S’il en est ainsi, c’est quele
déterminant D a une valeur numérique trés petite; s’il n’en est pas de
méme de tous ses premiers mineurs principaux, par exemple de celui
qui correspond a z, y, s dans le cas que nous venons d’étudier, on

ANDOYER 15
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.

pourra sans difficulté exprimer ces inconnues a 'aide de ¢, en les
éliminant successivement, comme nous avons fait, mais on ne pourra
pas déterminer ¢. On essaiera cependant d’y arriver de la fagon suivante,
quin’a qu’une valeur pratique; mettant dans les équations de condition
les valeurs de #, y, z en fonction de ¢, on aura de nouvelles équations
a une seule inconnue, auxquelles on appliquera la méthode des
moindres carrés pour avoir une valeur vraisemblable de ¢. De méme,
si tous les premiers mineurs principaux de D étaient trés petits, mais
qu’il n’en fut pas de méme du second mineur principal relatf a z ety
par exemple, on pourrait exprimer z et y en fonction de 3 et ¢, el
reporter ces expressions dans les équations de condition, qui ne con-
tiendraient plus que deux inconnues. '
Pour appliquer les régles qui précédent a un exemple, choisissons
celui de Gauss, qui donne les (quatre équations de méme poids i
trots inconnues :
X— Y+ 2Z= 3,
3X +-2Y—5Z = 5
4X 4 Y+4Z=2[,
—X+3Y+3Z =14,

et malgré la simplicité actuelle de la question, appliquons les régles,
sans chercher autre chose.

On pose
X=2lp— S52b,
. 20
Y=y =g
20
il— 52 =4,23

et les équations deviennent aprés division par 21

0,252 —0,3333 ) + 0,45 = 0,1429,
0,752 +0,6667y — 1,02 = 0,2381,
1,002 +0,3333 y + 0,82 = 1,0000,

—0,25% 4+ 1,6000) + 0,65 = 0,6667,

en se bornant a la précision de quatre décimales.
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On a par suite successivement

[aa] =1,6875, [ab]=o0,5000, [ac] = o0,0000, [al] = 1,0476, fasz==25 2351,
[6b] = 1,6667, [bc]=0,0666, [bl]=1,t111, [bs]= 3,344%
[cc] = 2,1600, [él]=r1,0191, [ecs]= 3,2457, -

[lbf=1 5210, [is]= 4,6993,
[ ss] = 14,5245,
ou, en prenant les logarithmes,

[aa]=[o0,2272], [ab]}=[T7,6990], [ac]=o, [al] =[0,0202]. [as]=[0,5099],
[6b]=[0,2219], [bc]=[3,8235], [&l{]=[0,0457], [b&s]=[o0,5243],
: [ecl=[0.3345], [ct]l=1lo0,0083], [es]=[0,5113],
: i8] = [0;1823 ], [-is] = [o;6720],
. § [Fssli= |3 stb21];
puis

[ 6b. 1} = [o0538 5 B n]i=i[7,8235]; [bl.1] = [T,9034], s srli=l0;3776 13
[ecirl= 0533451, [el.1] = [o,0082], jessil—J0, 51731,
[{l.1] = [T,9401], [{s.1] = [0,4298],
[ss.1] = [0,9202],
[co.a]=T[0,3330], [el.»]=[T,g930], [es.a]=T[o,4971],
[2.2]=[7,6324], [fls 2 =if0} 1562 ],
[ ss.2] = [0,6603],
[#2.3]) =9, fils.3]=w;
[ss337 =0,
avec les équations
z=[el.2][7,6661],
y=[060l.1][7,8185] + 5[2,6420 —],
T [al J [T>7728] —|—}’[T,47l$ —]7
qui donnent
A= [776726]7 .}/=[T!705I]: '32[77659‘]7
et par suite '
Xe—=o= 7 Ye=:31.550, Z =1,916.
- En faisant dans ces mémes équations

[al]l =1, [6] =o, [el] = o,
d’ou

[6L:4)=TT,4718 — 1, lelstli="o; fel.2] =1[2;1138],
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on a ;
(aa) =[1,8133], (ab)=[7,2909—], (ac)=[3,7799];
en faisant encore
[al] = o, [l =1, [lel] =0,
d’ou
[blat=r, kel li=o; [el.2] =[2,6420 —],
1l vient
(ab)=[T,2009 =], ~ (bb)=[T,8101], (be)=[3,3081 —];
faisant enfin
[al] = o, {6l =—0; [cll=%;
d’ou
[ol 1="o, [elanli=u [cliz] =T
on a
(ac) =[3,7799],  (be)=[3,3081 —], (ce)= [T,6661].
Les résidus sont alors
ky=o0,0118,  ky=0,0032, ky=—o0,00i4,  ky=0,0035,
de sorte que

So= [kk] = 0,000 180, m = 0,0134,

et finalement, les erreurs moyennes sur X, Y, Zsont (si lon regarde
les formules qui les donnent comme ayant quelque valeur réelle).

px = 0,057, Py = 0,076, pz = 0,038.

————



CHAPITRE X.

THEORIE DE L'INTERPOLATION.

54. Pour achever I'étude qui fait I'objet du présent Livre II, il
nous reste encore a montrer comment l'on peut déterminer numéri-
quement les perturbations du mouvement képlérien. Mais, aupara-
vant, il est indispensable de rappeler quelques points essentiels de
la théorie générale de I'interpolation, en nous bornant, bien entendu,
aux développements strictement nécessaires en vue de 'usage ulté-
rieur.

D’une facon générale, on peut définir ainsi I'objet de interpola-
tion; si Uon envisage une fonction f, qui ne peut étre connue que
par 'observation d'un certain nombre de ses valeurs, ou bien encore
qui est d'une forme analytique déterminée, mais trop compliquée
pour étre utilisée pratiquement, il y a lien de remplacer cette fonc-
tion par une autre ¢, construite suivant certaines régles, d'une facon
partielleﬁlent arbitraire, et se prétant aisément au calcul. En faisant
cette substitution dans les diverses opérations que I'on doit effectuer
sur f, on commet une erreur : le choix de la fonction d'interpola-
tion o doit étre tel que cette errear n’entache pas les résultats, au
degré d’approximation que I'on veut obtenir. Clest la une question
qu'on ne peut généralement résoudre avec une parfaite rigueur, a
moins qu’il ne s’agisse de fonctions f particuliérement simples; on ne
peut en réalité que procéder par inductions, fondées, il est vrai, sur
I'expérience, et il appartient a la sagacité du calculateur d’apprécier
dans chaque cas particulier la légitimité de ces inductions.

Considérons d’abord le probleme de Iinterpolation parabolique.

Soit y = f(x) une fonction de la variable indépendante z, dévelop-
pable par la formule de Taylor, suivant les puissances entiéres et
positives de  — @, ou plus simplement de z, ainsi qu'on peut tou-
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jours le supposer, sous la forme
Y =0+ a1% 4+ @, + apxt+-. . .

ce développement est supposé valable a I'intérieur d’un certain
domaine D qui contiendra toutes les valeurs de z que nous devons
considérer. Nous supposons de plus qu’il est pratiquement utili-
sable pour le calcul, de sorte que les termes successifs décroissent
d’une facon suffisamment marquée, pour toutes les valeurs de z appar-
tenant a D.

Suivant les notations habituelles, on a

= .f(n)(o)

Ay = 3 )
2.3,

et ce coefficient peut étre appelé la variation d’ordre n de »
pour x — o. :

Supposons counues les valeurs JYos Y1y Yay «-+; ¥a que prend la
fonetion 2 pour certaines valeurs distinctes Loy Ly, Lay oayiyraeela
variable z, en nombre n~+1. On peut alors déterminer les n 41
coefficients a,, a,, as, ..., a, en fonction de ces données et des
coefficients suivants Anyiy Anyo, .- s1 on néglige ensuite ces der-
niers Coefﬁcients, Oon aura pour y une expression approchée, sous la
forme d’un polynome ¢ (z) de degré »n, prenant les mémes valeurs
que f(z) pour z = z,, %1y -+ Znj cn substituant ce polynome
a f(z), on aura pour calculer cette fonction une formule d’interpo-
lation dont Ierreur est évidemment une fonction linéaire et homogene
de @41, @ayy, ..., et peut étre sinon évaluée, du moins appréciée,
quand les hypotheéses faites ci-dessus sont vérifices.

Voici comment on peut diriger le calcul que nous venons d’indi-
_quer. Nous nous servirons des notations suivantes : soient Ak,

d; ... des valenrs quelconques de x, et A, B, G, D, ... les valeurs
correspondantes de y; faisons

(AB) = *f, (Boy=>=C

= ey Sy
= b—c

(ABC) = (AB)—(BC)

ad—¢

(ABCD) — (ABC) — (BCD)
a—d

(BCD):%&CD),
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de sorte que le calcul successif de ces diverses quantités se présente

de la facon la plus simple.
On vérifie immédiatement que 'on peut écrire

S e
A B &
AB0) = =0 T = (b—0) @) c—0)
A B
B T D a2t —a)
C 2 ol

....................... 5

de sorte que, dans ces expressions, on peut, en raison de la symétrie
mise en évidence, permuter arbitrairement les lettres A, B, Che
qui y figurent.

Nous conviendrons encore de désigner par S, (a, b, c,
somme des combinaisons complétes p a p des lettres @, b, ¢, ..

sorte que, par exemple,

oo la
., de

Si(a, b, c)=a—+b-+c,
Sy(a, b, ¢)= a>+ ab + ac + b2+ be + ¢?,

Ecrivons alors les 7 2 équations
Yo= @+ a1+ A T+ azzy+. . .,
V1= ay+ a1 z1+ azi+ azxi—+. ..,
_yz_—_ao+a1x,+a2x§+a3xg+...,
S AR e s s
Yn= Qo+ Gy Zp+ AL} AT+ . .,
= Qy+ AT+ AT+ Azxd A+ .. .
¥ 1

tout revient a éliminer @, @y, da, , .., @, entre ces équations. On y
arrive aisément de la facon suivante : en retranchant la premiére de
chacune des autres, on élimine a@,, et en divisant les résultats par
Ly — Xy, Ta— L, «++3 & — Zo, on a les nouvelles relations

(Vo1) =a1+ @ Sy (o, #1) + as Sa(z, D)oty
(7o ¥2) = a1+ as Si(xy, &3) + az Sa(zo, Z2) +.. .,

......................................... see ..y

_}/0_}’”) = a,-+ ay Sl(Z'o, x,,)—!—- asz Sg(.l'(,, $n)+...7
(¥ %o)= a1+ a:S(x, Zo) + azSe(@, Zo)+....
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En pr océdant exactement de la méme facon pour éliminer @, on
obtient

QDo y1 ) = ar+ as S;( =z, zy, 22) + a, Sz(-z'o; T, Ty ) Hiiy

(VoY1 ¥n) = as+ as Se(@o;-%x, n) - a; Sa( @y, zy, Zp)...,
(_}’ YoV ) = Q3+ az Sl(.’l“7 Zo, x1)+a5 Sg(’;l-', Ty, .7:'1)4—...,

Continuant encore de méme, on obtient finalement, comme résultat
de I'élimination, la relation

(o s Yn) = Qpiy—+ @y, S1(z, @, Ly «eny Tp)

+ Any3 Sy(z, Loy Loy ooy Tp)

D’autre part, on a les identités

(Z—2n ) (yyoyi-..yn )=(.}’_}’0.}’1---}’n~1)—(.}’0.}’1~--.}’n %
(# — @0 ) (Yo )ieypa) = (Vo o V)~ (Fida - Ya—1),

(2 —21) (yyoy)) =(¥0) — (Yoo1):
(2 —2z0) (5y,) =y — Yo;

etl’'on entire, en tenant compte delavaleur ci-dessus de (YYod e u),

Y=o+ (z — Zo) (¥ y1) (2 —z0) (2 — Z1) (Yo y1ya)
(&2 —20) (2 — @) ( —wz)(}’o.}’i.}’ﬂs)

508 s S Biew e 4B nvinie it D DRI

+ (2 — xo)(z—x,)... (2 —2Zn-1) (Vo g1 F2+x- ¥ir)

(T —zo)lr— Li)ss A L o s S1(&; 2o, 4, ..., 2p)

+ Qi3 So(z, @y, @4, o0,y 2p)

La question POsée est ainsi complétement résolue; le polynome
d‘mterpolatmn ea(:v) est celui que 'on obtient en |

aissant de e6té les
termes en

Anyy, Apys, .. Ielreur sur gy est representée par I’en-
semble de ces termes.

Les coefficients @y, @y, s, ... sont ceux que fournit le développe-
ment immédiat de o(z) suivant les puissances de z, et erreur de
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chacun d’eux est en évidence; celle de @,, par exemple, est de la

forme ;
— Ap (Zo+ X1+ Za+.o o+ Tp) H+.nny

et 'on voit qu'elle est diminuée notablement si les valeurs zy, zy, ...,
Z, sont choisies de facon que leur somme soit nulle.

On peut juger de la valeur du résultat par la facon plus ou moins
satisfaisante dont décroissent les termes tels que a;z% ou plutdt les
termes successifs dont se compose o (z) pris sous la forme précé-
dente yo+ (2 — 24)(10)4) + .-+, quand z recoit les valeurs pour
lesquelles on veut interpoler. Si 'approximation obtenue n’est pas
suffisante, il convient alors d’augmenter le nombre 7, si toutefois on
en a la liberté, et 'on voit que la formule précédente présente un
avantage important, puisque les calculs déja faits ne sont en aucune
facon a recommencer, mais seulement a compléter.

On peut employer le polynome ¢(z) pour effectuer sur f(z) les
opérations de différentiation ou d’intégration; mais nous n’insiste-
rons pas sur ce point, qui sera développé plus loin, suivant les
méthodes du calcul des différences.

Application. — On donne les valeurs correspondantes
o ’ ”
Zol— o, Yo= 9-28.40,3,
wy= 1050600, ey — 80850 T
2s=— 11,9708, ¥a—10.18. 6.2
L3— 3,0432, N5 —=9.11.13.0,
z,=— 6,694, D= 10, 024053,

et I'on demande de calculer les variations premiére et seconde
de y pour zy=o0. (Ces données sont empruntées au travail de
M. R.-T. Crawford consacré a des applications de la méthode de
M. A.-O. Leuschner pour la détermination des orbites, Publications
of the Lick Observatory, vol. VIL.) On a ici

ay=(yoy1) — z1(yoy1y2)+ 21 2:(p0 Y1 Y2 ¥3) — 12223 (Vo y1 Y2 Vs Vu ),

as=(yoy1¥2) — (?1+ ) (Yoy1y2¥3)

(@ @ay+ 2y 23-= 2323) (VoY1 V2 V3 V4),

et 'ontrouve successivement, de la fagcon la plus simple, en prenant
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la seconde pour unité de y :

(Foy1) =[2,574307 =), (Foprya) = [0, 76241 —],
(r1y2) =[2,485681 —1,  (172)s) = [0,74128 —],
(yays) = [2,426995 —], (¥aysyi) =[0,86118 —],
(3ys) =[2,485180 —],

(For172ys) =1[3,9557],  (Yoxayaysys) =[3,3292 —),
(yeysys) = [T,0195],

€l par suite
ay=[2,51678 —], a;=[0,72790 —].

On peut vérifier le calcul en déterminant encore
az=[2,9672], a; = [3,3292 —],
€l constatant que le pol)'nome
Yo+ & + arx? 4 az a3+ a, x*

prend bien les valeurs Y1, V2 Y3, Y5 POUT-Zy,-Zg, Ty Ly

35. Quand on connait la fonction J () par sa définition analytique,
et lorsque le nombre 7 est suffisamment grand, il est souvent possible
d’apprécier plus exactement Ierreur due a I'interpolation . parabo-
lique, en se rendant compte de 'ordre de grandeur du coefficient a,
par la recherche de sa valeur asymptotique : d’une facon générale, si
F(n) est une fonction du nombre positif trés grand 7, on appelle

valeur asymptotique de F(n) une valeur approchée F'(n) de cette
quantité telle que I'on puisse poser

F(n)= Biln) (a1 E),

€ tendant vers zéro lorsque n devient infini.

Nous allons résumer icl trés bl‘iévement, d’apres les travaux bien

<onnus de G. Darboux, de J.-B. Flamme et de M. M. Hamy (1), I'en-
& o o

(') G. DaRrBoUX, Journal de Mathemati,
1878; M. Hawmy, ibid., 6 Sérielt Y
toire de Bordeaux, t. 1I, 1887

ques pures et appliquées, 3¢ série, t. 1V,
» 1908; J.-B  FraMME, Annales de I'Observa-
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semble des régles qui pourront nous étre utiles, maintenant et dans
la suite, dans la recherche de quelques valeurs asymptotiques.

Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires de la fonction
eulérienne I'(z). Si n est un entier positif,
Wny—1.2.3 i a—T)

IN(z+n)=z(z+1)(z+2)...(z +n—1)T(2);

en particulier,

I(n)=1, T(2)=r, r(%):ﬁ, 1‘<—§>=—2¢E.

La fonction I'(z) admet comme points singuliers les poles simples

z=—o0,—1, —2, —3, ..., et n désignant un entier positif ou nul,
le résidu relatif au pole z = — n a pour valeur
=R
I'(n—+1)

D'aprés la formule dite de Stirling, la valeur asymptotique
deT'(n—+x) est

1
RE+X —=
Va2m e e
(e désignant, comme d’habitude, la base des logarithmes hyperbo-
liques), et par suite, on a asymptotiquement encore

IL'(n+x)

m B (R

Considérons maintenant I'expression

z x ‘.
8 i (1-‘ .—) 5
Z9
I'exposant o est une quantité réelle quelconque, et s'il n’est pas
entier, ¥ a la détermination qui se réduit a 1 pour 5= o. En suppo-
sant le module de z inférieur a celui de z,, cherchons le coefficient a,

de z* dans le développement de y suivant les puissances croissantes

de z; on a

Lol ale—1)(e—2)...(a—n-+1) T T'(n—a)
T T2 0ty ST S T
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et par suite, la valeur asymptotique de a, est

T N A

2 T(—a)

en supposant, bien entendu, que o n’est pas un entier positif ou nul.

En dérivant & fois I'expression de y par rapport a 2, et faisant de
méme pour celle de @,, on voit que la valeur asymptotique du coeffi-
cient @/, de z" dans le développement de

T — (I—.i)aL"<l— _i>
39 2y

[L est la caractéristique des logarithmes hyperboliques, et la déter-

mination de L(I == z;> est celle qui se réduit a zéro pour 3 = ] est
0/

gale, si o n’est pas un entier positif ou nul, a

(q°})

(— 1)k n-1—2Lkn
25 - L(—m)

et, dans le cas contraire, a

(— 1)k+2

=7 kT (2 +1)n—1—2LA-1pn,
0

De la méme facon, si 'on fait maintenant

V= ([ = i:))a’
et que 'on développe cette expression suivam les puissances de %:
sous les mémes conditions de légitimité que précédemment, on aura,
pour valeur asymptotique du coefficient de Tl,;, la méme expression
que ci-dessus, z, étant changé en 31—0; et la dérivation par rapport a o

(‘Oll(lllll‘{l aux mémes conséquences.

Soit alors une fonction développable en série de Taylor, ou plus
généralement en série de Laurent, sous la forme

J(2) =Y ansn,

7 prenant toutes les valeurs entieres positives ou non. Cette série
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double est convergente tant que le point représentatif de la variable
complexe z reste compris a l'intérieur d’'une couronne limitée par
deux circonférences ayant pour centre 'origine. :

Pour trouver la valear asymptotique du coefficient a,, n étant
positif trés grand, il suffit de considérer les points singuliers de la
fonction situés sur la circonférence extérieure. Soit 3, I'un d’eux, et
supposons que, dans le domaine de z,, la fonction soit développable
sous la forme d’une somme de termes tels que

A(l— —i)al,k(l—i)

3 %o
(lexposant o étant quelconque, tandis que £ est entier positif ou
nul); soit A, la valeur asymptotique du coefficient de z* dans ce
terme. La valeur asymptotique de @, sera la somme des quantités A,
qui sont de 'ordre de grandeur le plus élevé par rapport & n. Silon
se borne au cas tres général ou il n’y a pas de termes logarithmiques,
il suffira donc de prendre la somme des quantités A, qui correspon-
dent, pour les différents points singuliers z,, a la valeur minima (non
entiére positive ou nulle) des exposants o.

De méme, pour trouver la valeur asymptotique du coefficient @_,,
n étant toujours positif trés grand, on considérera les points singu-
liers situés sur la circonférence intérieure qui limite le domaine de
convergence de f(z), et si la fonction est développable dans le
domaine de chacun d’eux sous la forme d’une somme de termes tels

que
A= 2) 1 (i— 2,
3 &

on appliquera la méme régle, A, désignant cette fois la valeur asymp-
. . 1 - .
totique du coefficient de — dans Pexpression ci-dessus.

Considérons enfin 'intégrale
o= [@) 92 a,

et indiquons-en la valeur asymptotique quand 2 est un nombre
positif quelconque trés grand, sous certaines conditions que nous
allons énoncer.

L’intégrale est prise suivant un certain chemin C tracé dans le
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plan qui sert a représenter la variable complexe z; on suppose qu'il
existe sur ce chemin, ou sur un chemin équivalent au point de vue
de I'intégration et qu’on lui substituera, un point d’affixe a, tel que
le long de C le module de la fonction ©(z) soit inférieur a celui
de(a); onsuppose, en outre, les fonctions f(3) et o(z) holomorphes
dans le domaine du point @; enfin @ est racine simple de la dérivée
¢'(5) de ¢(z), et n’annule pas /().

Si le point (@) n’est pas une extrémité du chemin C, la valeur
asymptotique de U'intégrale J, est alors

. 27 —o(a)
QO

en désignant par ¢"(z) la dérivée seconde de ©(3); pour préciser

complétement, ajoutons que l'argument du radical ‘/— :,(((Z; qui

figure dans cette formule differe (a un multiple de 2% prés) d'un
angle inférieur en valeur absolue a — de I'argument de la direction
4

de la wngente en (@) au chemin C, menée dans le sens de Finté-
gration.

Si le point (@) est I'une des extrémités du chemin d’intégration, la
valeur asymptotique précédente doit étre diminuée de moitié. Bien
entendu, si le chemin C passe par plusieurs points tels que (a),
pour lesquels ¢(z) a un méme module maximum, il faudra faire

la somme des expressions précédentes relatives a chacun de ces
points. < X

'06. Dans le probleme de Pinterpolation périodique, la fonc-
ton f(z) a interpoler, supposée réelle et dépourvue de singularités
dans le domaine réel, admet une période que I'on peut toujours

prendre égale a 27, et par suite est dé\'eloppable en série de Fourier
sous la forme

Y =J(x)— oy oo, COSZ - 203 COS2L 4+ 203 COS3Z 4. ..

+ 28 sinz 283, sin2z + 28, sin3z +...,
loujours convergente pour les valeurs réelles de z. Comme préecé-

demme . e : 3
lnt, 1011 suppose ce développement pratiquement utilisable

our le 3 ‘est-a-dir 7o oo

P calcul, ¢’est-a-dire que les coefficients %, P décroissent
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avec une rapidité suffisante, au moins a partir d'un certain rang peu
éloigné.

Sil'on pose

3 = ei.r7

en désignant par e la base des logarithmes hyperboliques et par ¢

I'imaginaire \/— 1, on peut écrire aussi, sous la forme d’une série de

Laurent,
% =Z an3h,

n prenant toutes les valeurs entiéres, positives ou non, et 'on a, en
supposant maintenant 7 non négatif,

@n=tn— tfy, A—pn= Op—+TBp

Dans les questions que nous aurons a traiter, la fonction f(x) sera
donnée par sa forme analytique, et par suite on peut choisir a
volonté les valeurs de # pour lesquelles on considére la fonction y
comme connue : on trouve alors le plus grand avantage a prendre
pour ces valeurs les termes d’une progression arithmétique dont
la raison est commensurable avec la circonférence. Si, d’ailleurs, on
restait dans le cas général, il serait aisé de ramener le probleme a
celui de I'interpolation parabolique. 4

Soient donc z, un angle quelconque, et w un angle commensurable
avec =, tel que pw soit le premier multiple de cet angle qui soit égal
4 un maltiple de 2=; et faisons

zp =%y + kw;

en donnant a k les p valeurs o, 1, 2, ..., p—1, on a pour x autant
de valeurs distinctes, c’est-a-dire incongrues suivant le module 27.
En d’autres termes encore, si 'on marque sur le cercle trigonomé-
trique élémentaire les extrémités Ay des arcs x4, on obuent p points
distincts qui sont les sommets d’un polygone régulier de p cotés.

Nous supposerons connues les valeurs y; de f(z) qui correspon-
dent aux valeurs z; de z.

Si 7 est un entier quelconque, la représentation géométrique pré-
cédente rend évidentes les égalités

cos
2 sin

; o Z cos| . cos ) .
xp=0 u : F=p . 7
L% sin (JHES P g, (1705



240 CHAPITRE X.

suivant que j n’est pas ou est divisible par p; les sommations sont
¢tendues, comme dans ce qui suivra, a toutes les valeurs de
Pindice £.

Si Pon tient compte encore des relations telles que

2c0shz cosjz = cos(h+ j)z + cos(h — )z,
cos )

sin §
ment, en se limitant aux valeurs entiéres de J non négatives ¢t non

et que 'on forme les sommes E Vi J Zk, on obtient immédiate-

supérieures a g; les relations fondamentales suivantes :

1 :
“f:[;}:i”‘ Cosjxr— (2p—j+%py ;) COS p To— (%ap—j—+ Gapsj) COS2PLg—...

—(Bp—i+Bo+i) sinpao— (B2p—j+ Bap+)) sin2 p&y—...,
1O N : .
{3/—_-; Z_yk SN j &) — (2p_;j— Uptj) Sin pay— (2op—j— Zop4j) SIN2PpTy—...

+ (Bp—j— Bp+j) cOspay+ (Bap-j— Bap+s) cosapay—....

Si donc p est d’abord impair, de la forme 2¢ + 1, on détermine
ainsi les p coefficients oy, o,, a,, . .. » %5 B4y B2y «. ., By en fonction
des données et des coefficients d’indice supérieur oy, Bgpiy ... ;en
négligeant ces derniers, on obtient une série de Fourier limitée qui
fournit la formule d’interpolation cherchée. Les erreurs commises
sont en évidence, et ’on voit que si 'on admet la décroissance régu-
liere des coefficients %y 3, d’indice supérieur a ¢, les erreurs sont
d’autant plus petites que 'indice J est lui-méme plus petit.

En particulier, pour j = o, I’erreur commise sur %, en prenant

pour ce coefficient la quantité ézyk, c’est-d-dire la moyenne

arithmétique des Yk @ pour partie principale
— 2%p COSPzy — 2.8, sin p .
Si, maintenant, on suppose p pair, de la forme agq, rien nlest

changé a ce qui précede tant que Iindice J n’est pas égal a ¢ ; mais
pour ; = ¢, les deux relations générales se réduisent a

2%q COSqzg+ 28, sin g z,

1
=;2 (= l)"'}’k—(2d3q Cos3q &y 2B3gsin3gay) —. &
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et établissent simplement entre 2, et 3, une relation dont I'erreur est
de l'ordre de a34.

Sil’on choisit 2, = o, ou bien 2, = %, les formules précédentes se
simplifient; en particulier, si p est pair, on peut ainsi déterminer
g ou 3, suivant le cas.

L’application des formules ne demande aucune précaution spéciale :
il suffira d’effectuer les opérations trés simples indiquées, en prépa-
rant une fois pour toutes, quand z, et w sont choisis, le tableau des
multiplicateurs cosjz; et sinjz;. Afin de réduire au minimum le
nombre de ceux de ces multiplicateurs qui sont distincts, au signe
prés, il sera manifestement avantageux de faire z, = o et de prendre

27T

O==Ep étant un multiple de 4. C’est ainsi que pour p =16, on

pourra écrire :

P g 0251222 26 46221670 Ihqul s 1152 5 1352 01590, 55 1807 ;
P =

2020 55029t ol bdone® o gatiife 315853399 617
1 N
Oy = — g = — —1)kyy
% 162'}”" g 324-1( Vo,

puis, ponr F=1,2,'8, 4. 5,6,

LN
%)= 16 ).’-'1.]'7 HI—E Yk G

=

les multiplicateurs o, % ayantles valeurs indiquées dans les Tableaux
suivants, ou I'on a fait

k= cos45%; i—1c0S22% 5" Y =—="sin9n% 5.

ANDOYER 16
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Ls seules multiplications a effectuer sont donc celles de y=, 7,
Yies YVis par A, et celles de]’i 5 V30 Y5 Ve Vds Firis Fitay Yas PAT A, Py V1
tout le calcul se réduit ensuite a des additions, dans lesquelles les
termes se répartissent d’eux-mémes en groupes qui se répéetent, et a
des divisions trés simples.

Si la fonction f(z) est paire, les coefficients 3, sont tous nuls;

rien n'est changé au calcul précédent si 'on prend toujours z,=o
A% 2 . - Y A < - ¥
et i étant pair, égal a 2¢; on ne connait alors en réalité

que g + 1 valeurs distinctes de y, puisque, A& étant positif et infé-
rieur 4 ¢, on a ) p_k= Yk, et Uon peut déterminer les coefficients
%os %y, -« -y Ogj COMME ON A AUSSL COSJ Zp_j = €COSJ T}, On voit que
dans les sommesZyk C0SJ Z, on peut supprimer les termes qui cor—
respondent aux indices ¢ -1, ¢+ 2, ..., 24 —1, en ayant soin de
doubler ceux qui corre_spéndent aux indices 1, 2, ..., ¢ —1.

De méme, si la fonction f(x) est impaire, les coefficients o, sont
tous nuls, et en prenant toujours les mémes valeurs de z, et v, rien
encore ne sera changé au caleul; on ne connait ici, en réalité,
que ¢ —1 valeurs distinctes de y, puisque lon a y,=y,=o0, et,
Joksipan
suite, on ne peut déterminer que les coefficients 3, Bs, ..., Bg—i-

dans les mémes conditions que plas haut pour 4, y, ;=

Dans les sommeszu}'}r sinj z;, les termes qui correspondent a A = o

ou k= p disparaissent, et les autres sont encore égaux deux a deux.

Des simplifications analogues, dans le détail desquelles il est
inutile d’entrer, se présenteront, par exemple, si la fonction f(x) se
reproduit ou ne fait que changer de signe quand on augmente x de =,
c’est-a-dire quand son développement ne dépend que des multiples
pairs ou impairs de z.

Comme dans le cas de l'interpolation parabolique, on pourra se
rendre compte de I'ordre de grandeur de I'erreur commise en déter-
minant, quand c¢’est possible, la valeur asymptotique des coefficients
oy, et By, ; il suffira pour cela de déterminer la valeur asymptotique du
coefficient @, de lasérie de Laurent équivalente, d’aprés les principes
rappelés ci-dessus; on a, en effet,

ap=%p— lpn.;

de sorte que, d’apres les hypothéses faites, o, est la partie réelle de ,,,
tandis que 3, est le coefficient de 7 changé de signe.
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Nous avons déja vu que le coefficient 2, avait pour valeur approchée
N 55 1 - 7 %
le nombre trés simple —Zyk, avec une erreur dont la partie princi-
» )

pale est — 24,, quand on prend &, = o; ce résultat est particuliére-
ment important, car on a, comme l'on sait,

on a donc ainsi un moyen trés simple de calculer une valeur appro-
27
chée de l’intégmle'/ f(z)dz, la fonction f(z) admettant la
0

période 27; I'erreur est trés petite dés que p est suffisamment grand,
et peut d’ailleurs, dans beaucoup de cas, étre appréciée comme nous
venons de le dire.

Avant d’appliquer ce qui précéde a un exemple, faisons encore
observer que l'on peut saps peine étendre la méthode d’interpola-
tion que nous venons de développer au cas d’une fonction de deux
variables: il n’y a d’autre difficulté que la longueur des calculs. Sup-
posons qu’une fonction y = f(z, #') de deux angles z et 2, analogue

a la fonction f() considérée précédemment, soit développable sous
la forme

Y = G+ 221 COST + 223 €022 +...~+ 28 sinx + 2B, sinoz +...,

les o; et {; étant eux-mémes de la méme forme par rapport a z". On
choisira p valeurs de z telles que ;= x4+ kw, comme plus haut,
et p’ valeurs de 2z’ de la forme analogue )= 2/, 4+ k'w’, et I'on se
donnera les pp' valeurs de ) qui correspondent aux combinaisons
des z; avec les z,; pour chaque valeur de 4/, on a p valeurs de y qui
permettent de calculer les valeurs numériques correspondantes des
premiers coefficients iy B; comme précédemment; et I'on a ainsi, pour

chacun de ces coefficients, p’ valeurs particuliéres qui permettent d’en
obtenir finalement le développement.

Application. — Soit la fonction

flz) = (k<r1)

Vi— ksin?z
développable sous la forme

%o 243 COS2Z + 20, COS{Z 4 224 cOS6Z 4=
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2T
En prenant 2y =0, 0 = —

i il suffit de calculer y,, y,,yg, Va5 Vi,

Yy Ye pour z = 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90°; et I'on a immédiate-
ment les formules

T i
6ay = <‘;}’0+_}’2 = Yat é]’e) A Ve s )

1219 = <T2.7°+-7‘1+)""+ é}'s) — (1t s+ ),

120y = (Yo+Y2—Yi—Ys) +(,}’1—)’5)t/§-:
12349 = (}’o+}’2—]’r—_}’s) (%) ‘/5,
o, = (Yo—ya—yi+ys) +(yi—2ys+ys),
10y, =" (Yos e ke )1 i—( V=2 s 75,

& 1 T
6ag = <;_}’o—_}’2+}’s——;)’6);

les parties principales des erreurs commises sur les coefficients o,
U, Oy %g, Oy Oqg, %y2 sont d’ailleurs respectivement — 2,

——lzn,
— Oig, — Zysy — %yg, — Gygy — %3e. On a, au surplus,

w|A

2 dx
TJy V1— k%sin’z

Faisant £ = 0,8, et calculant avec des logarithmes a huit décimales,
on a

%o

oLy

Y11= 1,0221508,
Ya=1,0910804,
y3=1,2126781,
¥u= 1,3867505,
¥s= 1,5754932,
Y= 1,6666667,

) (ys— 1) V3 = 0,958i152,
et, par suite,

Qg = 1,2702492, %y =— 0,16000621,
o, = 0,0300029, ag =—0,0062787,
%3 = 0,0013783, %19 = — 0,0003259,

%3 = 0,000070).

D’aprés la décroissance réguliere de ces coefficients, on prévoit
que les crreurs doivent étre insensibles, sauf sur o, o5 et peut-étre
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aussi ag. C'est ce qu'il est facile de vérifier par un calcul direct. Si,
en effet, 'on pose

_ 1— k' 1.3.5...(2n—1) p
=1 — k2 A= = -7 — 3
Eharn R, R ) Pa 2.4.6...2n (Po=1),

on a, & n’étant pas petit, d’aprés la théorie des fonctions elliptiques,

2(—1)/
Sl ey

[Pj#f + Py Py 2+ Py Pyyawits 4, ]

3

\ . NS . 1
le caleul est fort simple ici, puisque k' = 0,6, » = et I'on trouve

%y = 1,2702492, %y = — 0,16000620,
%, =0,0300927, % = — 0,0062778,
%3 = 0,0013744, %10 = — 0,0003094,
%12 = 0,0000700, %y, =— 0,0000165,
%15 = 0,0000030), %13 = — 0,0000009,

%39 = 0,0000002,

ce qui vérifie tout ce qui a été dit ci-dessus.
Cherchons encore la valeur asymptotique du coefficient ay,; en
faisant ici 5 = e2iz, on a

JS (@) :2 Uon (B8R —+z1) (2 o)

d’ailleurs, en posant £ = sino, on a immédiatement

|
19

1
Hig = tang?
i) == secalx I-i—ztang?—\) =i

2 2%/ \

-6
N |-6

F

de sorte que le développement de J(x), suivant le

s puissances de z,
est converg

ent dans la couronne limitée par les deux cercles de

;! DD 2

rayons tang- = ETIOOEY,
9

~ -6

; sur le cercle extérieur, on a le seul point sin-
5 < . . . . -

gulier zp = ¢op2 5’ €L par suite, il vient asymptotiquement, d’apres

la régle du numéro précédent,

(=) ®

tang2n L ‘/sécg.c;
nw 2

Aap =
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si, par exemple, dans le cas actuel, on fait 72 = ¢, on a ainsi

P g
Uiy = — ———————— = — 0,0000000
3 < 218y0,6m
comme ci-dessus; pour n =7, on a de méme a,, = — 0,0000168;

mais l'approximation ici obtenue est loin d’éire toujours aussi
grande.

57. Les calculs relatifs a l'interpolation périodique peuvent étre
dirigés d'une facon différente, quelquefois plus avantageuse.

Sil'enignore, en effet, le rang p des derniers coefficients & déter-
miner pour obtenir le degré d’approximation que 'on recherche, on
est exposé soit a choisir @ priori p trop grand, et a faire alors des
calculs inutiles, soit a choisir p trop petit, et par suite a se trouver
dans 'obligation de recommencer le calcul. Pour éviter cet inconvé-
nient et retrouver les avantages que nous avons reconnus a la formule
générale de linterpolation parabolique établie ci-dessus, on peut,
d’apres Le Verrier, procéder de la fagon suivante.

Choisissons les valeurs de z pour lesquelles la fonction y = f(z)
est supposée connue, sous la forme xy— 24w, k recevant les valeurs
0, x1,*t2,+3, ..., jusqu’a £ p, et w étant un angle dont les
multiples d’ordre élevé seuls peuvent se rapprocher sensiblement d'un
multiple de =. Faisons

D.)”»' =R e Y s
D2yr= Dyr—2co0s20 Dyp—y+ Dy,
Diyr=D2yr—ocosfwD2y, 1+ D2y 5,

jusqu’a
D?yr=Dr1y,—2cos(2p—2)DP—lyp s+ Dr=ly; »;
&

dans cette derniére formule, & ne pourra recevoir que les valeurs p
et p—1, manifestement.
On vérifie immédiatement, en allant de proche en proche, la for-
mule générale
Dyl 4)42 sin(j— g +1)wsin(j — g +2)w. ..

J
X sin(j+qg—2)osn(j+qg—1)w
X [ojsinj(2k—29 +1)w — Bjcosj(2k — 29 +1)w],
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en supposant toujours le développement

fl&)i=d, -+ 22 (2jcosjo + B;sinjz),
. g

de sorte que I'indice j prend toutes les valeurs positives entiéres.
En faisant dans cette formule 4 — g et k= g — 1, et combinant les
résultats par addition et soustraction, on a encore
Tyg— Dy, VT
“D Vg T yq’:(-“?Zajsmjm i

] N
X sin(j —g+1)wsin(j — g+ 2)w... sin(j+¢g—1)uw,

D?y,+ D7y, i ;
__72%-7’71 == 4)72 Bjcosjw
1' .
X sin(j—g+1)wsin(j — g + 2} 0...8in (7 +g—1)o.
Posons alors

Pg=(—4)7sinwsinaw sin3w...sin(2g —1)w,
puis
I —1
)\ = e g = — _ «
" singw.P, te cosgw.P,’
et généralement

A — A(n—13 sin(g +n)w sin(2g +n—1)w
L7 A ey 4 b

sin(g +~n—n1)w sinzw
pgY = i) cos(qg + n)w sin(-zq—i—n—-r)w’
Cos(g+n—1)w sinnw
avec
(0D —
i R
On aura
D7y, — Da
Slf q Yag—1 (
g = )\77 == 15,"¢q+1+ )Q]E)“q—kz—f‘-'-:
D7y, + Da
ke q Ya—1 (
Bo= g T e i B p R B
Fais 1 = écr
ant successivement 9=py p—1, p—2, y 2, 1, cb ecrr-
vant enfin
x uo:yo—zxi—zag—zaa—...,
i Y = .
on voit que l'on exprime les coefficients «,, Ogy Oloy. viwsy Gpy

g . A : :
BivBsal Bp en fonction des données et des coefficients sulvants,
sous une forme qui présente les mémes avantages que la solution pré-
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cédente du probleme de I'interpolation parabolique. En admettant la
décroissance réguliére des coefficients a partir d’'un certain rang peu
éloigné, le calcul successif des quantités D7 y, et D7y,_; montre le
rang p auquel il convient de s’arréter pour pouvoir négliger 2,,,,
3pi1y -, et on obtient ensuite trés simplement les coefﬁments que
Pon veut conserver.

Les coefficients Agy 15", 11y, ", de méme que les nombres o, qui.

(W74 b
servent au calcul des quantités

D'ka = D‘I"ly/c—f— Gg DQ*'lyk_l + Da- 1)’k—27

ne dépendent que du choix de w, et peuvent étre calculés une fois
pour toutes. Pour w = 37°, par exemple, et en se limitant & 'hypo-
thése p =6, on a : :

oy =[1,741368 —],
o3=[0,229450 |,
dy—=i[loTE7oxe3 1],
o5 = [T,942872 —],
o5 = [0,294381 —|,

=[1,839014 —],
)‘(11) = [0y406757 —‘],

ity =i 61 280
I‘L(ll)—: [77741368 —'le

X2 = [0,381377 —],
A= [T,889493 —],
A¥) = [32,321666 --],
M3 = [0,092096 —],
Ay =[1,080582 ],
ALY = [7,932057 —1,
gt = [2,643569 ],
A= TioaTs ]
AP = [3,867966 —],
= [1,826706% - ],
ALY = [T1,800106 |,
M2Y=[T 0952097 1,
A3'= [T,894020 —],
= [T,653131 —],
A = [T,390283 —],
M@ = [7,949703 ],

p@ = [T,842669 1,
11.‘3) [T,970819 ],
pi") = [1,256829 —],

pfl=Tlo,014773 —],
= [1,623086 —],
= [0,058738 1],
) = [7,390283 —],
i3 —1T7 3715566 ],
ui) = [T,456032 —],

o=

2
(

X3 =[O:212529 1s
i) = [o0,420139 ],
P‘gﬂ): [0,499168 —].
p¥=[0,355406 |,

= [774,48920 _]1
pi = [o,244121 1,

@i = [7,791055 —],
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A = [0,224277 —] ps =|7,166229 |,

M) = [o0,345422 —], pi) = [T,332936 —|,

re =[1,633205 1, e =[7,587642 —].

Dans les cas particuliers, on pourra se servir des indications sui-
vantes.
Si la fonetion f(z) est paire, on a

Y=Y~k
et généralement
qu/_.—i— D”)'ﬂl[—k—l =20,

Si la fonction f(2) est impaire, on a

Yi=—Y—k
et généralement
D2y = D?ysg—ii—y.
2 2 L r
Si la fonction f(x) admet la période =, on remplace z par =
pour la ramener au cas général.

Si la fonction f(z) change de signe quand on augmente z de =, on
la remplacera par la fonction

z [z .z [z
COS — = ou sSin — —_ o
% T 2 f<?') ')'f(')')’
car si 'on a

J(@)= 221c08Z + 203C0532 + 2250852 . ux
+ 283 sinz +28; sin3x + 235 sindz +...,
il vient
x iy
cos;f = = oy~ (21 + %3) cos@ + (o3 @5) COS2X . ..

+ (P1=+ B2) sinz + (Bz+ Bs) sin2z +...;

sz‘,f(g) =B+ (Bs— B1)cosz + (Bs— B3) cosoz +. ..

+ (21— a3) sinz + (a3 — @3) Sin2@ +....

I-ieprer'lo.ns comme exemple Papplication du numéro précédent, el
ecrivant ici

= :

= %o 201 COST + 203 COS2XL . .0,
e
1— k2sin2 =
. 2
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de sorte que les coefficients a; actuels sont égaux aux 2,; précédents.

On a toujours k—=0,8; faisant w = 37° on a, pour k=o,
o

—Thp= OO: S:Or 74“7 "IO) I4807 18507 2220’

et par suite

==y

Y1=1,140937,
Ya=1,564364,
¥3=1,503813,

Yi=1,104128,
¥s=1,002440,

¥e=1,183910,
d’oti, successivement,

Dyy= ‘0,140937; D2y, = 0,204795, D3y3;=—0,010482,
Dys= 0,423427, D2yy=— 0,153039, D3y,=  0,002348,
Dy3;=—o0,060551, B2yes—15 6 007127 D3ys= 0,001942,
Dy, =—0,399685, D2y;= 0,058097, D3ys=— 0,006497,
Dys;=—0,101688, D2ys=—o0,162157,

Dys= o0,181470,

D*y;, = — 0,002749, D3y5s=  o0,000109, Déy;= 0,000092,
D*ys=— 0,005050, D3ys=  0,000416,
Dtys=—0,001263,

_et par suite, immédiatement,

oo = ¥,27019, oy =— 0,16001,
oy = 0,03004, 23 = — 0,00623,
o, = 0,00134, %y = — 0,00027,

% = 0,00004;

apPI‘OX_lm‘lthD obtenue est celle de la quatriéme decnmale comme
on devait s’y attendre d’apres la valeur de D¢ y,.
Finalement, on doit constater que I’avantage théorique de cette.

méthode compense mal les inconvénients qui résultent du peu de
simplicité des calculs.

38. Dans la trés grande majorité des cas, la fonction a interpoler,

y = f(z), est connue pour une série de valeurs de la variable z for-

mant une progression arithmétique; de. plus, on suppose comme
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précédemment que la fonction f(z) peut étre assimilée, au point de
vue du calcul, et au degré d’approximation que I'on recherche, a un
polynome entier en z, dans tout le domaine ot on 'envisage.

Dans ces conditions, c’est en suivant les méthodes du calcul des
différences que se résoudront les problémes d’interpolation.
- Soit A une quantité fixe : on appelle digférence (premiére) de la
fonction f(z) pour l'intervalle /, la nouvelle fonction

Af(z)=flz+h) — f(=);

en réitérant cette opération, on définit les différences seconde, troi-
siéme; ..., :
A f(2)= Af(x+h)— Af(z),
A3 f(z) = A f(w + h) — A2 f(2),

1l est commode de remplacer la varia,b'le x par une autre p telle
que £ — x,—+ ph, z, étant une valeur particuliére de x; nous écri-
rons souvent en méme temps Z,, 5, au lieu de # et y. On peut rem-
placer aussi P par n -+ p, n étant un nombre que 'on prend généra-
lement entier et que I'on regarde comme fixe, sans que ces conditions
soient obligatoires. On a alors

A_)’n+p =Vn+p-+1—YVn+p,

et Uon peut regarder la caractéristique A comme s’appliquant a la
variable p, ou aussi bien 4 72 ou méme (n<-p), en prenant pour
intervalle correspondant I’unité. :

1l est clair que les différences successives d’'un polynome sont elles-

mémes des polynomes dont le degre" va en décroissant réguliérement
- d’une unité. Si m est le degré du polynome, la différence d’ordre m
est constante, et les suivantes sont nulles. Si J(z) estun polynome, et
nous nous bornons ici a cette hypothése afin d’éviter toute difficulté
analytique, on peut trouver un autre polynome tel que sa différence
premiére soit égale a f(z) : nous le représenterons par A~! f(z). Il
n’est déterminé qu’'a une constante pres, et son degré est supérieur
d’une unité a celui de S(z); on lappelle somme Jinie de f(z). On
peut continuer de méme et obtenir le polynome A~ £(z) dont la dif-
férence sera A~1f (), et ainsi de suite. Pour déterminer compléte-

ment ces polynomes, il suffira de choisir arbitrairement, par exemple,
les nombres A1y, AjE
]
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Supposons connues les valeurs successives ... ¥u o, ¥n_1y ¥Yny Vatt
Ynya, --. de la fonction y qui correspondent aux valeurs ...z, .,
Zn_ty Tny Lnyry Lnya, - - de la variable z, formant une progression
arithmétique de raison /2. Avec ces valeurs et avec leurs différences,
el aussi avec leurs sommes finies, s’il y a lieu, on peut construire un
tableau T tel que le suivant :

A=y
A2y p4a
A=2ypig
A2y
A2y

A”‘}’ n—3
A1y, _s
A y,;- 1
A-ly,

A‘l_}’ n—+1
A~lypis
A~ ynis
Aty

Yn—3
Yn—2
Yn—1

Yn+1

Y n+2

Y n+3

Chacun des nombres de ce tableau est la différence entre les deux
nombres situés a sa gauche immédiatement au-dessus et au-dessous,

ou encore la somme des deux nombres situés immédiatement au-

dessus de lui, dans la méme colonne et a droite. 1l en résulte, par

exemple, en désignant par k un entier positif, que 'on a

‘-\_1}’n+k+1— A-Tyn=Yn+ Ynii+ Yniat:-. = Voiks

ce qui justifie le nom de somme finie donné a A~' f(z).
On voit aussi que 'on a successivement

A3yp

A]/n:'}’rt+1—_}'lza
Ayp= Yn+2—2Yn+1JVny

=-¥n+3— 3}’71.+2 =+ 3]’7:—*—1

— Yo

J

les coefficients étant ceux du développement de (1 — a)k, en général.
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De méme encore, on a successivement

Yn+1= YVn—+ A_}'n,
Yn+2= Yn—+ 2 A.}’IL_"" - A.ZVVIH
Yn+3=Yn—+3Ay,—+ 3 A2y, + A3 yrp,

S B B P S\ TR AL e S e R I S 3

les coefficients étant ceux du développement de (14 a)*, en général.
On peut écrire aussi bien

Yn—1=Yn— Aan.—l’
Yn—2=Y¥Vn— 2 Aj"n‘ 15 A'Z,V/z—‘.’»
Yn+3= Vp— 5) A;Vn—t == 3A2}'11A2 — VYn—-3,

comme le montre d’ailleurs la symétrie évidente du tableau T qui
peut étre retourné sans perdre sa signification, autour de la ligne
horizontale contenant y,, a la condition de changer en méme temps
le signe des différences ou sommes d’ordre impair.

En supposant que S(z) soit un polynome, on peut évidemment
Pexprimer en fonction linéaire et homogeéne de Yy B¥ny A ssiies
cette suite étant continuée Jusqu’au moment ou les différences Aly,
s’évanouissent.

En faisant, pour £ entier positif ou nul, p quelconque,

i PP—1D...(p—k+)
£ K23 2

0
Cp

:],

1l suffit d’écrire

y/L+1)=Z C;ﬁ A/f,}'n:}’n ke C}, A'}/n—i‘ CI%Azyn+ C?,A{}’n—{—. s
k

iy N . puled 4
car, d’aprés ce qui précéde, en supposant successivement p==0
2, ..., m, dans cette formule, m désignant le degré du polynome, on
retrouve précisément

Hena Y Ty il Yntm-

On arrive au méme résultat par le raisonnement suivant, qui nous
servira dans d’autres cas moins simples :

si 'on suppose le dévelop-
pement

Yn+p =2 Ay Akj’n )

&
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wr

le coefficient A, fonction de p, est manifestement déterminé par la
condition que I'on ait, pour p = o,

RE o pour j £k
1 pounEz =
Or I'égalité évidente

A1+ a)P= al(1+ a)P

montre qu'il en est précisément ainsi du coefficient C;‘, de a* dans le
développement de (1 + a)?; on a donc bien A;= Cf,, puisque ces
quantités sont toutes deux des polynomes en p.

Si la fonction f( ) n’est pas un polynome, le développement pré-
cédent de y,,, , se présente sous forme illimitée, et son étude analy-
tique présente des difficultés; mais si, comme nous le supposons, la
fonction /() est assimilable & un polynome dans le domaine ot on
envisage, il arrive en fait, comme le montre expérience, et comme
nous le yérifierons plus loin, qu’en supposant /% suffisamment petit et
p compris entre des limites convenables, les termes de ce développe-
ment ne tardent pas a décroitre rapidement. Nous avons donc, dans
les mémes conditions qu’au n° 34, 'importante formule d’interpola-
tion due a Newton

Inip=yYn+ ChAyn+ GIA2y,+ CEA3 y, 4. ..;

c’est d’ailleurs la formule méme du n° 54: il suffit d’imaginer que
Pon y fait

T =zy+ h, To=— Xo+ 2R, 3= g+ 3h, x = zy+ ph,

comme on le voit immédiatement.

Nous n’insisterons pas ici sur I'usage de la formule de Newton, qui
est, pour ainsi dire, de chaque instant.

Toutes les formules analogues que nous allons établir dans ce qui
suit doivent étre comprises et appliquées de la méme facon, sans qu’il
soit nécessaire de revenir sur ce point. 1

Nous venons d’exprimer y,,, en fonction des nombres du
Tableau T qui se trouvent a partir de y, sur une méme diagonale
descendante (de gauche a droite); on Pexprimerait de méme en fonc-
tion des nombres placés sur la diagonale ascendante. En raisonnant
d’une facon toute semblable et utilisant, si 'on veut, I'égalité

AN(t—a)yP=al(1—a) P/,
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ou encore en profitant plus simplement de la symétrie du tableau,
on a

Yrntp =2 CHA Y nt=yn+ CtAyp1—+ Cp A%y s+ CE N3 yp_g+...,

avec

shi st o

Sous une forme abrégée tres simple, les deux formules précédentes
peuvent s’écrire symboliquement

] s

J’"*”=}’"(I+A)”=-yn<1_; 3

7

en convenant de regarder le produit A%y comme égal a la diffé-
rence A%y : ceci n'offre aucun inconvénient tant que I'on se borne
a considérer des formules linéaires et homogénes par rapport a ces
quantités.

Cette notion de caleul symbolique, qui pourrait facilement étre
prise comme base du calcul des différences, peut étre étendue, tou-
Jours avec la méme réserve. On peut évidemment multiplier les rela-
tions précédentes par une puissance quelconque positive ou négative
de y ou de A, Iexposant étant entier quand il s’agit de A; et comme
elles reviennent en somme, I'une comme I'autre, a 'égalité

Y =1-+A

on peut généralement obtenir toutes les relations possibles entre
les Ay, par la simple transformation de celte égalité.

59. 11 est souvent avantageux d’employer une autre- notation pour
représenter les différences. Faisons maintenant

8f(x)=f(x+:—l) —f‘<x—ﬁ)’

2

‘et de méme, par réitération,
; " :
,BQf(x)=8f(x+;)—8f<x—é>, i =
¢’est-a-dire encore

Y nip = e 1=y
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on a, par suite,

S ntp =AY 19
i e

et généralement

a/"j'n +p = A/‘.J' k-
n-—+ /l —_ ;

Dans les mémes conditions que ci-dessus, on pourra aussi définir

871 f(z), 6 2f(z), ... telles que
331 f(2)] =fl(=), = B[E2f(2)] =381 f(2)

En méme temps, nous ferons encore

g A = —;— l:f(.L‘+ ;) +f<.r—§>J,

. : . e h
de sorte que p f () désigne la moyenne arithmétique entre f<a: e :>

. h S i )
et f <.r—— 5 )> comme 3/ (z) en est la différence.
Les opérations caractérisées par les lettres u et 3 peuvent étre com-
binées ensemble; elles sont d’ailleurs commutatives, et 'on a par

exemple

gaf(x)::é[af<£4-§)»+5/(fﬁ-§)]

I

5ﬂx+hy~éﬂxﬂh)

En particulier, si on part de la formule évidente
AT
Sal = aP (et ),

3 5 A . S . . - ) s
Pintervalle de la variable p équivalente a z €tant toujours l'unité, on
vérifie immédiatement les telations suivantes, dont mnous avrons

bientol a faire usage

[=pliean]
== ISta=— T A
T az \ ¥ s N2 \ 4 el : 1_2
ok|{ = 4 I+ — ol ses = e O G .
¥ i : \/ PP > i
==

En introduisant dans le tableau T la notation 5 au lien de A, et en

AXDOYER i
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Y mettant aussi les moyennes arithmétiques, il devient

Seeeenaaas SR S A G e e . DR Bl et s e ure LRy siecetylela® O

2 2 N N NS A
’1_2_)"11—1 HO_IJ’)L—l Yn—1 H*0)n—1 0%y p_q 102y n—y

8% o
O ¥n—1
S e 3 a No a3 N
po—?y STly iy O Sy .'“J)] 1 °.)’"_1 l’-"')n_j
= T S e et s 2 2
~ 2 5 T St Ly
8‘2}'11 Hoil.}’n Yn 0V n '32_) n P-Odj n 8‘_} n
o S 4 e
e o Mo e e s ity L By B
J . o = : . e
n+2 rL+2 u+2 n+2 n+:Z n 3 3
a S o e
6_2,)/n+1 - a_l‘)/n+1 Ya+1 H0)Y ni1 02}’n+1 IS T O* ¥Vn+1

Tous ces nombres résultent de la connaissance de <siey Vit Vons

Yngay o-- €t du choix de E= g Bty e par exemple; ceux

d’une méme ligne ont tous le méme indice; on a ici, 4 étant toujours
un entier positif,

A 1 1
.LLO_I.}"n+/.' S Ha‘l,}'u = 5 YnTYnt1—= Yopro—t... + YVoutle—1+ ~ Y+l

On obtient deux formules d’interpolation importantes en expri-
mant y,., a l'aide des nombres qui se trouvent a partir de I
Ou )7, .1 sur une meéme ligne du tableau 0, vers la droite.

2

Cherchons d’abord, en supposant que f(z) soit un polynome, son
expression en fonction de 55 Sy S 0392, «-.. Sil’on suppose le

dévelnppement
Ynt+p= E ; A.’ysl'.)/u-
A.

il est clair que le coefficient A, est déterminé par la condition que
l'on ait, pour pP——0,
o pour j £k,

6'ii’\/;: ‘ 9
2 I poenns 7==—3k:

I résulte alors de ce qui a été dit ci-dessus, que Ay n’est autre chose .
que le coefficient de »* dans le développement de la fonction

o(a) = (z +‘/¥>ﬂp

suivant les puissances de o, car ce coefficient vérifie manifestement
les conditions précédentes, et est comme A; un polynome en p.
De méme, si 'on cherche Pexpression du polynome J(x) en fonec-
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Yy b 8?}',,, ..., et que I'on suppose le développement

tion de WYy |
FYa+p =2 By .U‘Sk_)"n’
=

le coefficient By, est tel que 'on ait, pour p=o,

o pour j =k,

.’ingI:: 5
1 pour j =k,

et par suite c’est le coefficient de 2% dans le développement suivant
les puissances de o de la fonction

e LS

14 —
4

Pour déterminer effectivement les coefficients Ay et By, il suffit

d’observer les deux relations

d>o deo .
T el e L e e

da
d;_ s
: z'—pkf'v
qui donnent
e
pg_T /-
T 4 ey Sk
A/A'+2——A/‘“——‘——(/€+l)(/{+2)’ Bi=Ags1 I )
de plus; Aj=DB,— 1.
Faisant done, suivant la parité de 4,
PP N iepE Sd et e s | it
Brie— - - , Bl —rs
L5 s (C05)
o z Pl U
Pz,-H_P(p—Z)'(P—?)' '[p— 4 ], Pi—
L R N DA e e

on a généralement X
AR %C““ :

p+ 5-—1

De méme, avec

( 2 i) (P2_2> []72__(2i_[)2]
i 4 Bl 2

Pl .
P o505 (2]
2 PP 2 72
I);}?ii'l:p(p DAY et ) Y et ), Pl —p;

27350 (2i K1)
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on a /
Br— PI,}L: G k1"
I)+~—2—

Finalement, il vient
Yn+p= E P,/‘:Val",}'n = E l);)ﬁ "J-al';)'lv
i K

En‘ observant que les quantités P;, P’ sont des fonctions paires

ou impaires de p en méme temps que £ est lui-méme pair ou impair,
il est clair que I'on peut écrire en résumé

R e s Qe 0
> P2i 20y, N PR+t gait1y,
y i 7 i
D — I
NY Drai, g \Y prs i+ S24
\/ P/f,f’-ozl.)"n ‘ P/az o 1"02[+IJ‘"
s : ot

i
avec la faculté de combiner une ligne quelconque de la premiére
accolade avec une ligne quelconque de la seconde.

En prenant

- — YeiNara, 19 L D27
Yn+p= E Pplrlzl)‘ 7t S P/) “ {-’~02l+1)/11-,
12 i 5

on a la formule de Stirling, qui exprime y,, - P avec y, et les quan-
tités de méme indice du tableau ©. ]

I .
En changeant » en n -+ 5 €l prenant au contraire

/1+l7
2

¥ = P’,”u.S“)’ i \ P2i+1 32i41 v
APt £t Rt d P
= i & 2 .

z

on obtient la formule de Bessel, ou figurent les quantités du tableau ©

S . s I :
situ o ) AT B0
€es sur la ligne d’indice »n e 5> a partir de B L

En particulier, pour p = o, il vient

e e S e SoERS N
nt nEEE S 'yn+; 246182 A
[.G.95 %
— e ——— 1136y =
2 46,8 6z ]n+;

£ ¥ o .. .
c'est la formule d’interpolation pour la valeur z, 1, moyenne
- g 2 v



THEORIE DE L'INTERPOLATION. 261

entre &, et X, : les coefficients numériques

I 3 5
B, —=»

8

3 e S e A
128 1024

sont ceux du développement de

=t
a2\ 2
(+3)"
4

~ En adoptant le méme mode de calcul symbolique que précédem-
ment, on voit que toutes les formules précédentes dérivent des deux
équations fondamentales

y= ;—F !—’r? ) = I+'4—a

équivalentes elles-mémes a

4

1 Tt e
2

O B o i(.y‘idry %),

En combinant convenablement ces équations, on obtiendra toutes
les relations possibles entre les 6% et po%y,.

60. Entre les différences ou sommes de la fonction f(z) et ses
dérivées ou intégrales, il existe des relations de la plus haute impor-
tance que nous allons maintenant étudier.

Désignons par D f(z) la dérivée de f(z), et généralement par
D/ (z) sa dérivée d’ordre & : quand f(z) est un polynome de
degré m, sa dérivée d’ordre m est une constante, et les suivantes

sont nulles. 7
De méme D~'f(z) sera une fonction primitive de f(z), c’est-a-

x &
dire l'intégrale indéfinie [ f(z)dz, déterminée seulement a une
constante prés; D=2 f (z) seraune fonction primitivede D~! f (), c’est~

x X X
a-dire l'intégrale secondef dx | f(x)dz, ou /f flx)de; etes

Pour définir complétement ces fonctions, il suffit de donner arbi-
trairement des limites inférieures aux intégrales.
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La formule de Taylor, qui donne

p? h2 Il:«

/
- =9 Dyn-r

(3
Yr+p=Yn—+ T Dy, +

h3 - :
', D3yp—+...,
1o 3 ™

peut s’écrire syml)oliquement sous la forme simple

yrEp = pn e/:/:D,

en désignant par e la base des logarithmes hyperboliques, et en con-
venant généralement, dans les mémes conditions que plus haut, de
remplacer lé produit D¥ys par la dérivée D* s+ Celte équation sym-
bolique peut étre multipliée par une puissance quelconque de y on
de D, T'exposant étant entier quand il s’agit de D ; elle se réduit
d’ailleurs simplement a la relation

V. = ehb,

En revenant maintenant a Popération de différence, il est clair que
les opérations de caractéristiques D et & (ou 3) peuvent étre combi-
nées entre elles d’une facon quelconque, et sont commutatives:
toutes les relations que nous cherchons dériveront simplement de la
transformation des égalités fondamentales

De—=ehbi=y 1
en remplacant ensuite les produits. D¥A7ys par les quantités
D*A7 .

De méme, si I’on emploie la caractéristique ¢ au lieu de A, on

aura
—)!
+ /1 —
\/ 3

et lon peut y joindre, s'il y alieu, Iégalité

V| 02

J/:e/'D=<

A
y:‘/ |—|—?-

Les formules que nous obtiendrons
séries qui se limitent d’elles-
dans le cas contraire, doive
nous I'avons déja dit.

se présenteront sous forme de
mémes si f(z) est un polynome, et qui,
nt étre interprétées et utilisées comme
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Pour éviter toute difficulté provenant de l'indétermination des
sommes finies comme des fonctions primitives de f(.z), il faut
observer qu'en supposant le choix de ces fonctions fixé, il suffira de
remplacer les quantités D='y,, D=2y, ... dans les formules qui les
contiennent, par y

.l", .I',I & 2
f ydx—+ Cih, /‘ dx / ydz + (Cip+ Cy)h2,

les intégrales ayant les limites inférieures adoptées, sans qu'il soit
utile de les écrire, et Gy, C,, ... étant des constantes déterminées
par les choix qui ont été faits. Ces formules en effet ne peuvent étre
exactes qu'a un certain polynome prés en x, ou en p, dont le degré
dépend de I'ordre des intégrales qui y figurent.

En appliquant les régles précédentes, cherchons d’abord I'expres-
sion des différences (ou sommes) A%y, ., a Paide des dérivées (ou
intégrales) D7y,. 1l suffit a cet effet d’écrire

AA‘.}/IL+[) =yt ep/lb(ehb e |‘)I:,

et de développer le second membre suivant les puissances de D.
En faisant

(ex— 1)k = Gk Git' wh+t 4 GEP2 b
et multipliant ce développement par celui de er*, -

z 2 22 3 23
eP1=l+L+1——+£——|—...,
s 159 I

on obtient immédiatement le résultat cherché sous la forme

Ay, = Gﬁ:(p)hk DXy GE (p) RA+1 DEH - GEF2 (p)RE+2DA+2 g7, 4.,

avec
GE (p)=Gf,

6 (p) = GE"' + £ 6,

Gl+2 — Glkr2 /’Glm'—x ﬁ_Gk
e dp) =6 G = Gy
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et ceci justifie ce que nous avons dit précédemment sur la décrois-
sance rapide des termes de la formule de Newton, si P'on admet,
comme nous le supposons en effet, qu’il en est ainsi de ceux de la
formule de Taylor.

On peut écrire aussi

A/;J.n +p-k— ¥ o ep/:l)( {— e—/D )/.' :

on obtient donc A%y, p & par la méme formule que ci-dessus, a la
condition de multiplier par (—1)* et de changer le signe de p et
de D; plus simplement, il suffira donc de changer le signe des coef-
ficients GY pour lesquels la différence g — k est impaire, de sorte
que
Ay it =G (p) R D  ypy ++ GHHL (p) st Dl b
avec
G i (p)="1GE,

G (p)=—GI + L6

GEp)= GEr— Loy £ gt
1.2

Au point de vue du calcul, il convient de supposer dans ces for-
mules, comme dans celles qui suivront, n entier et p inférieur a 1,

A > S |
ou méme au plus égal a 5o en valeur absolue.

. . . - bl 5 ; ®, & ” =
Sans insister ici sur | expression générale des coefficients G et sur
leurs propriétés diverses, remarquons seulement que I'on a

G;:z 1, G({: L )
: ‘ B9 3 i
et que I'égalité %

v (eT— 1)k = k(ex — 1)k k(er—1)k—1

donne la relation de récurrence

9G] = k(GL™ + GI-1),

our & positif, on obtient ansi, en allant au dela des valeurs
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nécessaires dans la pratique courante :

I - I 1 1 I 1
Gl=u; G2=— G} == Gi=— Go— Gt =— GI =
; g AR SR iR il e e o s BRTT
S s ,‘,'_‘7 __I G_Dl __l
Gﬂ— l‘, GQ— I, ()2—67 GE-—-—/I, Gg 360, Gé 4—0
5 5 3 43
L4 = i 53— _ 6 — D=
G3 (8 G‘, 27 : G‘ 1’ Gj 4; G& 1207
- 5 13 HE=5
G =1 G2 =" Gi=—> G/,='.§r
o ] P
(JB): By (_x";:;, G5=—3—7
=i, GI=3,
G —i1
Lorsqu'on prend A négatif, il suffit de supposer k=—r1, et
f = — o, car on ne rencontre pas d’autres applications dans la pratique.

11 faut développer d’abord la quantité ;;l—_—l; or, on sait que, Si

I'on désigne par By, B,, By, ... les nombres de Bernoulli, on a

i 1 1 @ x3 z5
———:————-l—B;———Bg————'—i—B'g——,——.,’—‘...'
er —1 i 9 I3, 1,203 -1 T R i 0 ?

il vient done
Galpi gy il e R e le g — L T GE o
=5k = > = 1 ) == 21 .
; 1 =
5= —) GE, =0 Gl,=—";
% : t = 30240 L : 1™ 12096007

et par suite, d’aprés la formule de récurrence,

5 1
G=2 =1 Gl=—1, G2 = —> Gl,=——
12 12
1 1
s il e Db LT G
ST 2T 596 . 6048
1 1 ki 1
G, =— ) 58— P 1= .
2 30 240 27 172.800 27 1 209 600

Les formules correspondantes deviennent alors d’une fagon
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précise
A_I_yn—%p: C1+/_ll‘/ ]d.’l‘—‘— G‘ll (P)ju
—i—-(;11(p)/lD‘)',,—i—G%,(p)/lgD'l}’,,—'r-...,
I En
‘_\*Z)/,l_,_p:(ll—i—p——I)C,—f—C._)—f— 7 [/ v dx?

—I—-([)—I);Itf‘ Yz + G2 (p)yu+ Gy (p)h Dyn+. ...

Donnons pour limite inférieure commune aux diverses intégrales la
valeur z, de z; on a alors en particulier

Aty = Ci+ G yo+ GL 2 Dyy+ G2, b2 D2y ...,
A_2}'0 = Cg— Cl —+- ngv}"o—ﬁ—- Glgz h I)_}‘O_i- GE_, /l2 Deyo o el .5

et Pon peut, pour la commodité du caleul, choisir A=y, et A=2y; de
facon que les constantes 'C, et C, soient nalles.
On peut aussi bien écrire, si on préfere,

Ay e = Gy Z] / Ydz 4 G (2)yn
=+ G (pY Dy, %= G2 (p) A2 D2y, + ...,

Ap?y}iﬂ—k})#—] = (n -+ p -+ I)C] =i CQ—I— #f [ % dr?

+(p+1) %f Y dx <+ G% (p) y, + G (p)h Dypa.. ..
En particulier, pour p — o, et n entier positif, on a
e A yega g T
I 10 1
= —h-f F A )
o

L h A3
T D 720 (D3y,— D3y,)

hs Y A7 : 2 e
300 (Pn— D) — (DT D)

fonction f(z) n’est Pas un polynome, le second nombre est une
série généralement divergente, mais

que Pon peut cependant utiliser
pour le calcul avec le plus grand ay )

antage, comme nous 'avons dit.
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7
= : : =0 ;
Cette formule peut servir aussi bien a calculer les sommes finies

que les intégrales définies; pour en montrer la valeur, faisons par

1
exemple y = = =1

caractéristique des logarithmes hyperboliques, on aura

Zo=10, &,=20; en désignant par L la

—— — + o= e
16 X 102 128 X ro* 256 X 108

d’ot, par un calcul rapide a neuf décimales,
L5 = 0,693 147 180,

valeur exacte 4 moins d’une unité prés du neuviéme ordre décimal.
La facon méme dont se présente la formule d’Euler met en évi-
dence une observation que nous aurions déja pu faire, et quil faut
préciser, afin de mettre en garde contre de graves erreurs d’interpré-
tation. - <
Silon suppose que la fonction y admette la période nh, la formule
donne

i [t
YoEYrtYat . o Ya-1= 5 W& dx,
xg .

ce qui est manifestement inexact, car le premier membre de cette
égalité ne change pas si 'on vient & angmenter la fonction y d'une
fonction arbitraire 3, assujettie simplement a admettre la période 7,
et a sannuler pour z = z,. C'est qu’en effet le tableau T lui-méme ne
change en aucune facon, si 'on fait cette addition, de sorte que
toutes les formules d’interpolation sont sujettes & la méme objection,
quelle que soit d’ailleurs la fonction y. Mais il faut ajouter aussitot
qu’une fonction telle que y' n’est plus du tout assimilable a un poly-
nome, comme nous l'avons supposé essentiellement; car si par

exemple on fait
27 (& — Zo)
ZENE 0

: z
= SI1n
J h

on a, pour z = %o + nh,

Yp=Ssinamn,

et le développement de cette fonction suivant les puissances de n ne
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répond pas aux conditions que nous nous sommes imposées. L’ob-
jection tombe donc d’elle-méme, en retenant de li toutefois qu’il est
indispensable de s’assurer que les susdites conditions sont bien
vérifiées, sil’on veut légitimement appliquer les formules d’interpo-
lation.

En revenant au cas particulier de la formule d’Euler lorsque y
admet la période nh, on voit qu’elle ne différe pas de la formule de
quadrature que nous a donnée la théorie de I'interpolation pério-
dique, a la condition de tenir compte de l'observation que nous
venons de développer.

Occupons-nous maintenant du probléme inverse, c’est-a-dire
cherchons Pexpression des dérivées (ou intégrales ) Dy, alaide
des différences (ou sommes) A7y, ou encore A7y, 4, qui sont avec
Jn sur une méme diagonale descendante ou ascendante du tableau T.
Nous obtiendrons les formules dites de différentiation ou d’inté-
gration mécanique, ou plutét empirique. En suivant exactement la
méme marche, on part de Pégalite symbolique

: hD =L(1+A),
qui donne
ht DA")HI—-}—[):),H(,_’_A)/J LA-([+A):

pour développer le second membre suivant les puissances de A el
celles de p, observons que

(1+A)P= epLi+d— | ? Lt +A)+ ’2% L“—’(IA—i— A) SR
par suite, faisant
LA+ z) = Hf k4~ HE grevr o Hit aher e,
il vient immédi.alement
MDY ynrp = Hi(p)Aky, v HE (py Ab+1y, o HE (p) Abtry,

avec -
H (p)=HE,

Hit*(p) = B o+ 2pipn

k- e+ c+ 2
W ()= Hf2 4 2 fas | —
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En observant maintenant que symboliquement

on peuat écrire aussi

/,/..D/g),nﬂ):fn(l e _j_)ﬂl o i
8 e

=
0

269

et 'on obtient le développement de 2*D% )y, , suivant les quantités
A7y,_, en multipliant le second membre de la formule précédente
par (— 1)k, et changeant le signe de p et de A; plus simplement 1l
suffit de changer le signe des coefficients HY pour lesquels la diffeé-

rence ¢ — k est impaire. Il vient ainsi

,L/"DI",)/IH—[: == H,/f (]))A]'A}’u—/c—i— ",/;‘url (p)ALE gz

ke 3 -
S HEpYAET g, par sud
avec

B S g

hy - o
H,{‘T’@)=—li};-'+/—lﬂﬁ.i{,
B (p) = HER— Bain e Sonin

Pour le calcul des coefficients HY?, on a

75 undl . q (_‘)(Ivl -
H/c—l7 Hl'_ q ?

et la relation de récurrence
qHZ: kHZ:} — (g — I)H;,{,_1
résultant de I'égalité

Dokl o) = AL

(r—a—x)dx
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On a ainsi

1 1 - 5 : = g’ 4

H}:I7 H%—— ;—7 H'}: —;-, Hf:—g;' H,: ;) H'{’——-(-;y Hi— 7’
11 5 137 e
Hg: 1 H%:—~l, Hg: ;; Hi=—6) ”‘?— m Hg—_l_"
: 3 o 15 Z i 120
Hi—=2&m H‘,:——;’ H3 = 2: HG_—?’ Hj= T

: 17 - 7

o 5= 6 — oy f—s_ 2,

B R A S H}=—2, HS o Hj .

5 1 25
Hg: ¥y "g:——y Héz E‘i

”g: I HZ=—3;

”.}: I

Pour £ = — 1, un calcul direct donne
_ 1 I I
Hojoio PRl s i (T H =
19 3 . 863
Ha%— ERE e H3 —_
: 720 B 160’ = 60 480
275 = 33953
[IG = i B i e N e,
1T o4 rgn’ i 3 628 800
et Pon en déduit pour k£ = — s par la formule de récurrence,

H-3 =1, H-i=1, Ho=—o H!l,— o,

T
j ; I : 291
H2 = Hap— =1 o
, 240 2T 24o7 = 60 S0’
5 19 2 982 o=
HEi— 3o me, o 9890 7 o, 0 DR
6048 3 628 8oo * 7 172 800

Les formules de quadrature empirique sont alors

I '\J'n+,n

7/ ydzx
==Gi+A1y, +H (p)y,+ Hi,(p)Ay, +H2 (p)Ay, —...
=—C;+ L\—IJ"IL—H ke }i;lbl (P ).}’n e Hl—') (P) A‘)'n-—l =t H/-‘ll (P) A2.)’" ey

I ",.4.,, X 3
mf f’-’;[ Yydr=—(n+p)Cc,—C,+ A2y, + (p41)A-ly,

= H%0pY gy = Uiy (p) Ay, +H2,(p) A2y, s
=(ntp)Ci— Cpasy, 0 (p—1)A=1ypy
+ HY (p)y,+ HY, (p)yhy, 5+ HZ (p) A2y, o+ .3
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si comme précédemment les diverses intégrales ont pour limite infé-
rieure commune z,, les constantes (i, et C,, qui sont toujours les
mémes, vérifient les relations

Cx = A“t)fo—l— HP., o ”ll A.)"o—}— Hﬁl Azjl‘o—t—. oy
s=A2y5+ At yo+ HO o+ HY; Ayo+ H2, A2y +. .5
par un choix convenable de A='y, et A=2y,, on pourra faire en sorte

que, pour simplifier les calculs, Gy = G, = o.
En particulier, pour p = o et n entier positif, on a
1

Xy 1
Z/ yde =y vt e LareliEg ol E el w0 (L BYai— A

o

( Ag‘}"n— T = Az‘)'\l )

e (A:sll'n—:;—A:‘)'v))

720
3 : i
S fr (A% g 4 =+ Afyg)

< 863
6043003 _}’71.75_A _}0)

et cette formule, arrétée au terme en A%y, ne differe pas de la for-
mule de quadrature de Cotes, le second membre étant une fonction
linéaire et homogéne de o, ¥1, )72y «- -y Y-

61. L’introduction des caractéristiques ¢ et . permet de résoudre
les mémes problémes avec des formules plus élégantes et pli‘xs avan-
tageuses pour le calcul numérique.

Cherchons d’abord les expressions des quantités 65y, , et usfy, .,
en fonction des dérivées (ou intégrales) D7y,. Comme on a symbo-
liquement

1
Sy

B - 3

il suffit de partir de la formule
4 hD
3A~u),'/1+/):J.;[ erh p(e i ) ) "

Faisant-donc

(.

\

(IR

N\ A ;
G 3} = MAzk Mit2 ghve . Mire ghth
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on a immédiatement

DX ey — M/ (p)REDEyp + M -H(P)hl'_H Dt e, + Mé'l-!—z (p) ht2 Dk+2J'IL""‘
avec
s ) e
ME- (p)= M~ .\1;;.“(,))=!I_M;_,

1A+)

+2 i P \yhv2 P? 1k
(p)= M2 l’ ME MEtp) = =M L
Doiir avoir maintenant le développement de 465y, p, il suffit de

hD hD
: s ety o, SF
multiplier symboliquement par u, c’est-a-dire A <e 2 e 2>‘ En
oy PN o x\ &
l<62+e "‘) (\e‘l—e “2)
7 )

on a done

A o o g
= ME b MF2 pivz | WY kb

Py p= ME(p) Rk Déy - MESL () B+ Dy,
+ M2 (p) hk+2 Dhs2 gy,

avec ’
MY (p) = M, Wi (p) = £ M,
. NjlA2 Pacii 1h+3 _ﬁ‘, S R ME
2 (p) = M/ T My M s - M/ Ee M

Dans ces forrhules comme dans les suivantes. on pourra supposer

n entier ou muitiple impair de 52 €t réduire alors p a étre au plus

égal a 7 en valeur absolue.
i

On a
: ME— Mm% — A G L R
e ! 468 (50
T 1
MRa— =2 o s I/ 2q+1 — —_—
A 2.4.6...(2q)7 4 ¥, ()q—~|)

de plus, les é galités

({(8"") . d?(5k) /.
S e A sk e
o = kpbk-t, Sl T + k(k I)O/ 2

posant de méme



THEORIE DE L'INTERPOLATION, 273

ou l'on a fait pour abréger

donnent les relations de récurrence

« k2 L ==t g S v
glg —OMf= e M7+ k(e =ML, MY = = M

enfin, pour k= -—1, un calcul direct donne les coefficients M”
tandis que les M7 sont égaux aux G?, du numéro précédent, et
les M? résultent encore d’un calcul direct.

[l vient ainsi :

1 _ 1 1
M — o oo B e .
Mish M‘—M’ il M= aoattn
1 1
e Peatact S .
Mi=1, Mi=—) M§=-;
i 5 13
M= M= 3! N — 19?0;
1 5
NEe— 1 ME:E; Moty 1\1;:2—4;
Mé—1; M —s1;
M9 = 1 ME— Dy o M Ms
Y 8 9 384 46 080’
1 1 1
= e Jpiigits I
Mi=1,  Mp=z  Mp=_—, = s
5 ’ 91
M2 = e MP= —
15 I, M, 247 My 5760’
MP=1, Mp=2, My = —:
4 4o
. ) -
Mg =1, M’,ﬁ:-;—i; ME=1, M{=g;
: MS=u; MEE=—"r
puis
= " Lo _l_. A3 = 7 Meosieanh __jil___ M7, = L)
Mzl =1, Mi = 27 M2, = 5;‘60’ M2, 967 630 e 154 828 800
I 1 I I
=9 = Mo ==jtngc= M2, = — = 6,= s
Mz} =1, M2,= T2 Mo 240’ s 6048 M 172 800’
1 1 ” 1 t
e AT — e | (A 3 15 — A e S R o
M= Masy s L 720 o 30240 = 1 209 600’
1 7 - 31 o 127
-9 __ MO — iy 2 = L 1'e — —_— =2
Ma=h i tias 57 M 1920 Lo 163 536 L 29 118 400

ANDOYER 18
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/

Les formules relatives aux sommes sont :

a_lul“'n+p = G+ ;{f % dx Mgl ([J).}’l -+ M1 i (1))}" DJ."

+ M2 (p)h2 D2y,

............... .
Lp

I e th ydx+ MO (p)y,+ MY (p)h Dy,

- -+ M2 (p)h2 D2y,

A L e
}IH—/i— (Il —'—]1)(41—4‘- C)-I— ——fj 'rd'l‘!+/‘ﬁtf ¥ A
+ M, (p)yn+ My (p) A Dynie.. .,

RO=2y = (n +p)Ci+ Cy+ ff ydr2+ p— f ydz

—+ MO, (1))1”+M (p)/zD.y,,—'r—

Si les intégrales ont pour limite mferleure commune z;, ¢ élant
pris généralement égal & 0 ou a — —, on a en parucuhel pour la
détermination des constantes ou des sommes initiales,

8-1yi=Ci~+ ML A Dy;+ M3, A3 D3y, 4. .
oy = Gy + M/, 5 Dy i+ M3, D3y, ...
2yi=1Ci+ Cy+ MO, y;+ M2, D2y .0

N
O
e B S M0+ M2, D2y o,

-

En supposant n entier, r—o, P =0, on retrouve la formule
d’Euler en calculant p3-"y,.

En remplacant » par n —l— » 1 étant toujours entier, et prenant

T ~
=—7»P=0, on a une forlnule équivalente en calculant 3- i ]

A e l
}"o—l—)':-t-.-.—i—)',,:%f Shcdint— 5’% < Dy ,— D-)‘_l)
: £y 2 2
7 h3 Ca =
5z 5760 <D J STl )
31h5 < =
96768 (D7, 1Py

1277 D D7
154828800( "",,+;_ J_1
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Déterminons enfin les valeurs des fonctions Dfy, , en fonclmn
des 87y, ou 267),. On a

3 AR 3 o \2
REDEyntp = pn| = + / 1+ — LA\ = + I+ —
< 2 4 2 4

il en résulte comme précédemment, en faisant

5

o
2 : Tt z .
l’f(- Sef e ) = NEagh4 NEP phtr - Nitbgphtt o,
4

(car ce développement ne conlient que les puissances de méme parité
de ), que I'on a

th"')'lz—i—ll: N’:(P) = Ytk \er (P)old‘i YVt ‘Vl‘ i ([))a/‘T') 223!

avec
k / N f+1 P kst
N (1)) = ler Ny (_P) = TNIH»U
2
ht2 _ wk+2 P~ k2 k43 — P ks P k+3
1\/x (P)—'Nlc +"I_,)‘ k+23 V (P) n—l“*‘ —_ k+3 2

De méme, en faisant

! Z = 2 T ym s
—————Lk(_ _I_‘/H_ ../.) = Nfohk N 2 phay NF S pen
/I+x2 9 4
4

on a

Ik DEy = N" (p) p.o’»}/,l SN (p) p3k+t g, —+ N”‘+2 (p)pdk+2y, +

avec
Nk Nk N””'( SR N+
k (P) lc ) ke 1]) AT k+1 s
(42 theys | P2 Nthra 1h+3 — P ks P ks
Ny q(P) N +—R/.+’7 N ( ) £ /n+1+l 2 3Nkf::iJ

il convient alors de réunir ces deux formules en une seule en éerivant
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1

comme nous I'avons déja fait

N;:: (p) o yp+ N;::+2 (p) e++2y,+ NZ':H (p) Sk+5}'“+"'
1\'/ (PYoF  yp4 N’/L.H'Q('p);za"'*'zu'}',, -+ N',L./‘.H (p)pdhtiy, +.

o

WEDEy = {

Ni (p) 8k+Hy, 4 NEYS (p) 8hk+3y, 4+ NES (p) ShtByn+... )
+ N (p)uds Ly o NESS (p) ndhesy, 4+ NES (p) ks, +... |

une ligne quelconque de la premiére accolade pouvant étre combinée
avee une ligne quelconque de la seconde.

Sin est entier, on prendra la premiére ligne de la premiére acco-
lade avec la derniére de la seconde si /& est pair; et si & est impair,
on associera la seconde ligne de la premiére accolade et la premiére

s . ¥ [

ligne de la seconde. Sin est remplacé par n 4 -, avee une valeur
) 5
entiére pour ce nouvel n, on fera le contraire. De cette facon on
exprime toujours 1*D¥y,. » ou hADky , a4 laide des quantités
n4=+4p

Vinds it L L &
dindice 7 ou d’indice 7 - 52 Situées sur une méme ligne du tableau 6.
On peut toujours, dans ces conditions, supposer p au plus égal
ot :
- en valeur absolue.

] :

On a
1.3.5...(2qg —1)

N@:N%:I, NPy e e N e U
L Rl et 8.16.24...(8q) °

de plus, les égalités

ok 2\ J2( ok k
IJ,T(IZ.—) = /.‘fx/'“', (I-{— i.) a (= )_}_% d(« ) — /;(/.-—l)z/.»z:

ou 'on a fait pour abréger

o 22 \? &2
0(=L<-2—+‘/]—I—7i ’ l*:‘/l+71
]
donnent les relations de récurrence

2)2

g(g —NTe= (9;4 NI~ k(k —1)NI3,

1g G T g
Nlr _/f—i—l N/c+1:

. ? : :
enfin les coefficients N2 N~ N’? sont obtenus par un calcul
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direct, et I'on a ainsi

o I 3 5
Nl = S = — — 3= — T= —
1 I Nl. 24’ Nl /IO’ hl 7l68’
NE—i, | Ni=—os Ni= o
N3 = N3 ! NT— 57
l;—-[, Ng=— 2> F= T
) I 5 :
Ni =, Nf=—253 Ni=1, W= o Ni=1; Ni=1;
i B N/2 — l [ i 3 = 5 .
Ny 2k i Sk e 128~ M 1024’
N/t — ¢ m/g_____, /5=L’ N’7=—— 1
) 1 1 1 14 2
) 5 ; 25
b g BT e e, R g 57690;
T ALl
Np=1, Nf=—~ Ny = L
2 Vi 8 120’

R 1/6°— 7- 5 N !- 6 . VAT —5¢
A\T.‘—I, \/,*"_._—;.3, NS =1, 1\5 ———TD;, N’J =3 \’7 =13
puis

2 1 3 5] 2 367 = 27 859
=1, Ni,= L, No, =~ 7, No,= ‘="l NIL,=— -~
! 2 t 5760 ! 967680 ! 46% 486 400°
I - I ! 31 s 289
— I, N0 =R, E NS Nb,= — o e
2 - 12 % 240 G52 60 480 5 3 628 800’
o : i 191 s 2497
N ':I, Nl = — — N — — N3 = — —2 N/T = —_—
: - 15 e 70’ = 60 480’ - 3 628 800’
o I 17 : 367 27 859
9 — 1T, NI_,:—-— V_i., — NL! ) N/G. = ¢ .
E Bl 1920 : 1935367 ° 66 355 200

Les formules de quadratare empirique sont alors

‘["‘H’,)dx o o Sl NL (p) Zya+ N (p) azﬁ),ll_ﬁ_'.‘;
./ = — LUy

h | 3y NA (P dyn-+ N3 (p)pddyn—+. ..

N (p) yan+ N2 (p) &ynt... E

=% ) -
NO(p)oyn+ N2 (p)ro2yn—t...

et ST

L EnEe x
7 f dz | ydxr

:-—(n—i—P)Cx—'Cz"‘g S iR i

@d=2yp + NS (p) pyn—+ NZ(P)pd2yn-rt...
P 5 lyn+ NLy(p) Bya+Niy(p) Bynte. |
+ p 3t Yut NG (P) p3yntNE(P e yp+... )
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sip est nul, la seconde accolade disparait dans chacune de ces for-
mules.

Pour déterminer les sommes ou constantes initiales, on a, si z; est

la limite inféricure commune des intégrales,

C 5 oy + N1, 8y+ N3, 83y, .. |
1= SR Y (
[ O 1y - NLY e 8975 N/3) w8y o
ebo o RN Ne, e
tag 3 Uy =« .
’{iO")l—’—I\" 1 11+N—3'1° Vit s 5
. B . - 1 . o .
Si I'on SUppose ¢ =0 ou r —— —, on se servira de la ligne conve-
5 {

nable dans chacune des accolades de ces diverses formules, suivant
le cas.

En particulier, on voit que l'on peut écrire en faisant 7 — o ou

: [
t =— 5» et remplacant p par »n :

1 S 5 !
12/lf Fde =No(n)yo+ N2, (n) 82yo+ N&y(n) 84y +..
3

I 1"'_1_
)_/“/l‘ ‘vdr = N (n)py %-f- N'}l(ll)lﬂ\)’j'vL—é— N'_"',(lt);i&‘_}'__,_—i—...
S 2 2

—n—4 N

En supposant n entier dans la premiérc de ces formules, ou bien
en le supposant de la forme 7’ 3 dans la seconde avec 7’ entier, et

en s’arrétant au terme en § ¥y, ou en 2827y on retrouve la for-
28
mule générale de Cotes, puisque le second membre est fonction
linéairp, <
lmcauc et homogene de gr Gt ol 103 -3 Vno1; Yn ou bien
-ae y_ g, Loy tnts S0 Yoy - ,)‘Il—!""ll-
En faisant les hypothexes nverses, et s'arrétant alors au terme

= 271 ‘ 2R~

o S T s o])tlent une formule toute semblable,

2
le seco : '
nd membre étant ici fonction linéajre et homogene de Von

Y=n4t5 < s ¥4y ¥y ou bien de s P ioi vt
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On a explicitement, pour les coefficients de ces formules :

()= n; NOCn)—n;
nt n n?
n)= p—y N2 (n) ——— "=l e
S iy i K
n? n3 d 3n 5n? n?
(y=— — + —, N ()= —_— — A
72 120 128 14 120
(ay= n ns Ve nt . NS (i) — Sn 259n® Jhida e R
e = T e 1y 2 e e e e e ey
540 720 ' 5040 4 1024 34560 2880 ' 5040

62. Les méthodes du calcul des différences permettent encore
I'intégration empirique de certaines équations différentielles, ainsi
que nous allons P'expliquer en détail, en supposant qu’il sagisse
d’une équation du second ordre.

Soit « la fonction inconnue de .z, définie par I'équation

d2u dz £
= 5— = r, S, u) =y,
dz* — dx TS
S13 du e e > .
ot 'on a s = ——, et ou f désigne une fonction donnée de z, z, u.
dx 2

Comme précédemment, si z, est une valeur particuli¢re de z, et /i
une quantité fixe (positive ou négative ), nous ferons

Zp= 29+ nh,

ct nous appellerons 7, 3,, #,, les valeurs correspondantes dey,z,u.
Supposons que pour ¥ = x;, { étant pris comme plus haut égal a o

ou — -, on se donne les valeurs initiales z; et w; qui déterminent
> :

complétement les fonctions z et u«, et faisons généralement.

r

si—=hz, u=h2u';

on a par suite
I Xn T Ay g o
’ 7 = v (e == B e 5
Z, = 3;+ ﬁf y dwx, u,=u;j+ z{(n “+/L2/ dx / ydz.
- Al ] & L2

Imaginons alors formée la table d’intégration, c’est-a-dire un
tableau tel que T ou @, pour les valeurs de 7 entiéres et positives (et
uussi’négativcs, exceptionnellement), et soit a calculer les valeurs
de 5 et v’ pour une valeur quelconque de x que 'on peut prendre
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sous la forme z,,,, ou z 1> 7t étant entier, et p désignant un

~nombre que l'on peut supposer pratiquement au plus égal a:; en

valeur absolue. 11 suffit d’appliquer les formules du numéro précé-
dent, qui donnent sous une forme entiérement explicite générale-
ment plus que suffisante, et en séparant les termes qui s’annulent
avec p :

S
o2y, —-. ..

s .01 L ab s LE 91
> — AN e v — 63y, — —
n+p 2o~ ¥n T *0¥Vn 720 n 60 480 |

TH it 2 e\
==Y ]7 L 0YVn—+ %‘ 02)"11+ <_' {_2 == é—,> {J.o3.’)-"
4

+(—']'—)+ {)O)w"}‘"_}q 6o g)( : 1)0).’“’”"11‘*‘---5
72 2 ] 72 z

367

=—=iD R e N S T
RS Rt2 24 Y nao 760 ne s 967 680 n+

1
2

+
=
i
~

+
s
¢ |
i
1
+
i
ot
B e
|
|~

+

Sl
b
=

(S

"~
e

=
e
e

S N G :
\1280 192 = 720>

; 54 I 1
Upip=0 2Vn—+ ay” = MTO 02 ) p +

& )2 3 “
=P POy, + ‘%)l‘,ﬁ <- S p__) W0y, —+ f, 02y,
24

T ”J)_.LJ_I_._]):; S3 . r i PN
" \ 720 36, 1e0 il Xn gt 0

6o 480 180 480 5040

;(_ 91p  p3 o ps /ﬂ)

!
w = ud-2y — — uy o S
J et 1 oTTR A
np nio 24 n+s  1920° Ak 193 536 * )’"+1

[T

S~ )2 3
= poly 1+]?‘1_)' r‘f*(ﬁ“‘“i 3y

n+ rE 24

[)2 ])3) s < 17p 1)3 ])o
i T Sl st T L0 =S e S AR >3 ¢
< “f’ 24 )n+% 5760 14 >o }’n_’_%

3p 5pt VA
SR () B o 2 Skias
1 <256 576 -20)"{ OAJ,,+1 :
i

367p  p3 P’ )

— e e e, ST e

v 967 680 1280 960 '3010) 08y 1S
¢ 2
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ceci a la condition de déterminer les sommes finies initiales par les
formules suivantes :

pourti—o:

Alyg=0"1y &= ;("__ .‘_. Yot Al 48— 14 033y 4‘&'—"135)’0-%
y B 9 Do 290 ' 60480 " i
e I 1 31
A-2y1 =82y, = Up— — yo+ 3 Al
5 Yo = Uu b 62V - 7}
0= e g B0 480 7 °
; I
pouEt=—== ==
- I Ly 367
Atyg= by =5 = Gy By T e
’ FoiE B g S Reen S ol gby680. ¢ — 2
= I 367
A-2py=5-2y, =t 4+ -0ty - —py — —— oty -+ L 1. 3% -
: Ui -17 -1 G017 Tgeet V-1 193536° el

Des tables appropri¢es, comme celles que l'on trouve dans le
traité de Th. v. Oppolzer, peuvent faciliter le calcul des coefficients
de ces formules.

Si le tableau T se trouvait limité a la diagonale ascendante qui
contient 7, ainsi qu'il arrive si la dernicre . valeur calculée de 1
est ),, on aura encore, p étant pris praliquement inférieur e‘l,—; en

valeur absolue, les formules suivantes, moins avantageuses pour le
caleul :

. T I 1 Yo
A e Sl e S R N = e NG
H+p JYa+1 ‘,).“) n 5 24 Yn—2 -0 Yn—3
5 ; 863 1 :
N n— 2 ST aeie
160 et 60 480 sy

)2 [ p2 )3 32 )3 D% )
o L —/;— Ayn—i== K’l_‘ == 'IB—> A2 -+ (L = !E_ S /_3) A3y 3

i e !)_E _Ii;_s._l_ _])_".;_E_ Sy
<8 = Pot = 6 S50 e

R )_pj g e S T
10 36 96 6o 720
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et
/ A2y : s D2 A
Upip= Vi1 = ¥n '2—10‘ Yn—2 240 Yn—3
291 . 19
—_— —— * -—1 = A —5 T . e
T e S Ty T e e
)2 ) n3
+[’A41,"/H—l+ < ? ] ) Y- (—“ '11-) = '/—) A} -

% 7 —_‘E 2y T __M.AL:’_M_I)_"J_.P_; Adyy

3 & 5 6
s <>,-3_])_+p =5 X II]) 1 p . ]) >A")'"-r.

160 ok 288 B0 720

SB63p M p? PRy pE T ipS Pl e
e ( 60 480 RISl 14 = * 360 So.iol)A, e

Quand la fonction y ne dépend que de z, c’est-a-dire quand il
s'agit de simples quadratures, la construction de la table d’intégration
ne demande aucune observation. Mais il n’en est pas de méme s'il
sagit d’une véritable équation différenticlle, ) dépendant alors de =
et u.

Pour construire la table dans ces conditions, il faut savoir pre=
miérement la mettre en train, puis la continuer quand on est arrivé a
un certain rang.

Examinons d’abord cette seconde question; la derniére valeur cal-
culée pour jy étant comme ci-dessus y,, il faut, pour avancer d'un
rang, déterminer Yu,o = f (L, Snias Uny 1), et par suile connaitre
avec une exactitude suffisante =), , «),,,. On ne peut y arriver que par
approximations successives, quil importe de réduire au minimum,
pour le succés de la méthode.

Faisant p = 1 dans les derni¢res formules écrites, il vient

5 LS 1 5
Speg = A g + ;,}'u"*" ;A)',,_,

g %Aﬂ""l’2+ ;%(I,‘w.) B8~ e () -\ Y-+ égogéA”}rz—a+~ =0
Wy = A=2y o1 IL!.)‘,,—i— i) Ayn—y
.4_-2—'(-’13 ]n,a—*—-‘llio-_\})n 3 %A Fn—t =+ OSQA}n-S'*‘
On a ainsi des valeurs approchées de 5, et w,.,, etil est dési-
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rable que la nature de la fonction f etle choix de l'intervalle h soient
tels que ces valeurs suffisent pour calculer ), avec le degré d’exacti-
tude requis. Pour s’en assurer, on pourra en part'ant de la valear
ainsi obtenue, qui permet d’avancer la table d’un rang, déterminer
des valeurs plus exactes de z),,, et «, , par les formules ordinaires

I I
e fo e S = ;
Sy — & ]) n+3s— ;) -1 — EA_)' n

1 A2 9 A3 > AS 863 AS it
e By e fn—a— —— A% )y 3 — ——— Q% Yp—k T -0y
24 Yn—1 720 Yn—2 6o n—3 60§80 ° n—"k 5
! s, X , - I 2
Upyy = A Yn+2+ EJ’ D e Z;iOA Yn—1
221 ROt
e AF g e bl AT
7 i 2 0480 ¥ nT B n—4 ,

et constater qu'il n’en résulte pas de changement sensible pour yuyr;
dans le cas contraire, il fandrait recommencer avec la nouvelle valeur
de 3 re

Les formules qui donnent les valeurs approchées de z, et 10
sont peu convergentes, et il ne faut pas s’en étonner, puisqu’en réalité
c’est une extrapolation, et non une véritable interpolation, que l'on
fait ici. On en 1end les coefficients plus maniables en calculant d’abord
une valeur approchée de ), 4 par la formule simple suivante, sur
laquelie porte toute I'incertitude :

Vs =Y nFAYna1—+ A2y A Yy 3 Abgepe == ASh b %

et écrivant alors

s =7 £ S U
Sy = ‘3;) n+11 Lipty, Uy = = Yn+1—7 YUnit,y

de fagon a avoir avec une grande précision :

~ T 1
L= A= Y=t = Vagah—= AA)'n~1
3 6 12
1 It 1 1073
e Nt o = A3t == Rl a— —— A3y i —
Y JYn—2 ~0 Yn—=3 S A 60480 Yn

1

Upp=A=2Ynta— ;4_(‘) A2y s
I 145 )1 =
o=, A3 ) g — ——— 'e,- _,__‘—A') e R
19055 e 12096 7 4032 o=t

11 arrive fréquemment que la fonction y puisse étre mise sous la
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forme
y =2+ 35+ yu,

il 24 ‘ ?

2, 3, v ¢lant des fonctions analogues a f, mais susceptibles d’étr
calculées avec une exactitude certainement suffisante a aide de:
premiéres valeurs approchées de z' et ' que nous venons de déter-
miner, ou méme simplement d’aprés la facon réguliére dont se mani-
festent leurs variations.

On obtient alors une valeur exacte de y,., en résolvant les trois

¢quations
i I ; I vime
Ry = g}’nﬁ—l‘i"zn*—h Upiy = 'ITZ,}'u—H —+ Upi,
V1= %ap1+ B 4 : x
Yn+1 n-+1 Pn+1%p41 T Yn+1lUpiy,
qui donnent
Ap+q—+ @n+l Zpiy—+ Tn+1 Un+y

Yn+1=

o ABn.+l __ dAn+e
3 12

Il ne reste plus qu'a indiquer comment se fait la mise en train de
la table d’intégration. Tout revient a déterminer les premicres valeurs
de » en nombre suffisant pour pouvoir commencer la lable, c'esl-
a-dire pour permetire de calculer les différences de 9y jusqu’a Pordre
ou leur influence devient insensible.

On y arrive de la facon suivante, par approximations successives.

Supposons d’abord données les quantités z, el u,, par suite aussi
Yo En admettant que l'influence des différences cinquicmes de la
fonction y soit négligeable, au moins au début de la table, on cal-
culera y_ s, ¥_4, ¥4y ¥as qui avec y, suffisent pour la mise en train,
en appliquant les formules suivantes,

T e it L 1 ~ A I I }

=y <~0+2.U~0~V0—2_/’H°3J0 ) <5 .70'5—'602\)0_130 ) )’

s i sy 0 R E ] 4 7

=2 =29+ 2 Vo1 ; "1-03}0..- s 2)’0+'§02 Yo —+ Z-., 8'4_}/0" ):

¥ )

Jr gl - ~ | See 1= %

Uy <uo+ _}’o—l———,offo—mo’.}o...) i< 3'(,+-(—;'}101'u—:'5%'}183_}’0...>,
£ = 0

ll’. === ' » L 3 2o I P 1 " a 2 ‘

e <zco+ 2 Yo+ 3 62y o+ 3 8')'0... == zz’()—:—gp. QYo+ -,—25- }103}’0---)1

4 .

lqut résultent immédiatement des formules générales écrites plus
haut. i :
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o
O

Dans une premiére approximation, on fera stmplement

G Yo, ey = Wy == 5+ = Yo

et Uon en conclura y_y, ; on aura ainsi des valeurs approchées
de w8y, et 62y, que I'on introduira dans les formules, en négli-
geant les différences d’ordre supérieur; ct il en résultera de nouvelles
valeurs approchées pour y_y, y, et aussi pour y_s, ), par suite
CNCOTE POUT (3) g, +»+, 0/ )oj ON recommencera alors le calcul avec
ces valeurs, autant de fois qu’il sera nécessaire, c’est-a-dire jusqu’au
moment ou les résultats ne changent plus.

S'il y avait lieu de tenir compte des différences d'ordre supérieur
au quatriéme, on ferait de méme, en complétant les formules précé-
dentes, et leur adjoignant les relations analogues relatives a 2., u.,.

Dans certains cas, la forme de la fonction y peut suggérer comme
ci-dessus des artifices propres a augmenter la convergence des
approximations successives, mais le plus souvent au détriment de la
simplicité des calculs.

Si l'on se donne =z , et « 4, el par suite y 4, on se servira de méme

3 2 2

des formules suivantes qui permettent de calculer y ., ¥ 4, ¥o: 71
en supposant l'influence des différences quatriémes négligeable, et
qu’il serait au surplus facile de compléter ou modifier comme nous

venons de le dire :

1 1 1 7

' = L R T S e oL & 53

u =t g : ) St Jfis 2 - o

s (—% gY 1T g MO L ) <2 Bl E e >
: 9 2T ey g - R

1 s=\W {2y - B0 )i = i=z a0y e By 4
—1=3 ( S T =i e sl = 1280 5
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pour en tirer des valeurs approchées de y_, et ¥, par suite de 5y
=
et P'on continuera tout comme ci-dessus, en introduisant d’abord

cette valeur de 8y | dans les formules et négligeant les différences

10

d’ordre supérieur.
Il peut étre avantageux de remplacer dans les formules préce-
dentes y , par '
==

Voo
‘u‘y_i—gpo itk dcos
2 2

~

Il est manifeste que tout ce que nous venons de dire s’appliquc
aussi bien a Iimtégration d’une équation différentielle du premier

ordre telle que
dz = =
- € ) % —'f<x: “') =N

il suffira de supprimer toutes les formules qui se rapportent aux
quantités u'.

Les mémes principes s’appliqucnl encore immédiatement a linté-
gration d’un systéme d’équations simultanées. ]

63. Choisissons comme premiére application le probléme suivant,
dont la solution analytique simple nous permetira d’apprécier exac-
titude de la méthode empirique que nous venons de développer.

Soit a étudier le mouvement ascendant d’un point matériel pesant M,

lancé a P'origine du lemps, en un point O, suivant la verticale, et
soumis & une résistance proportionnelle & sa massé et au carré de sa
vilesse.

Appelons z le temps, « la hauteur du point M au-dessus de O,
S sa vitesse de valeur initiale Z: désignons encore par g laccéléra-
tion de la pesanteur (supposée constante), et par A le coefficient

de résistance (supposé aussi constant). L’équation du probléme
sera
APu  dz

dz? = d_.z? =*é’—/£~'2=.)-’

TR o " ) 5 2 e
de sorte quon est ramené aux notations précédentes; de plus,
PoUr £ =0, ona z=3,, y —o. On a en réalité 3 intégrer une équa-

tion du premier ordre, et a faire ensuite une quadrature.
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La solution analytique est bien connue; en déterminant un angle o
par la relation
tango = z o
ABRE r*-o‘ =1

(=]

on a

i ¢ osle — 2 ok
5 /%tang(_'?—‘r\/g/{), u e i e ‘/',

= 01
Ak mod ® €os

en représentant par mod le module des logarithmes décimaux, dont
log est la caractéristique.
Ceci n’est valable d’ailleurs que pour le mouvement ascendant, qui

o

se termine au temps ' = ——, et a la hauteur
&k
w= —1—100‘ séco l
Emod e o

qui correspondent a la vitesse 3’ = o.
En prenant comme unités le métre et la seconde, nous ferons

2 —=9,51, Z9= 500, =i

I'intervalle 7o de la variable z sera pris ¢gal a l'unité, de sorte que

nous supprimerons les accents des lettres 2’ el ' du numéro précé-

dent; de plus, on"aura z,= o, el par suite, généralement, z, = n.
Les formules finies qui résolvent le probleme sont alors

o = 57°56"10",37, o = 1%47' 40", 403,
z=[2,4938345] tang (o — wa).
w = [4,3622157] < } 0,2750175 + log cos(o —wz) |,

et Pon a

’

=130 H Te—030O 0,

Construisons maintenant la table d’intégration, ct d’abord calcu-
lons ¥_ay ¥ty Yoy Y1y Yo, €0 partant de

Yo=— 34,810, Zo= 500}
la premiére approximation donne

== 534,810, 51 = 465,190,
d’ou

o2

y_y=—38,412, -~ yl=—31,450, . 8yo= 3,481, 1y, =—0,2]2.



288 : CHAPITRE X.

Il en résulte, en seconde approximation,

5= 576,903, y—=— 143,092, woyo= 3,497,
Zy=—9536, 501 ¥—1=— 38,603, 82y =—0,592,
z; = 466,890, y1 =— 31,609, pe3yp= 0,008,
o3 T Olg: s =— 28,909, 0"y = — 0,013;

puis, & nouveau,

5= 577,438, e ——— 43, 153; p8yo= - 3.503;
Z_4= 536,653, y-1=—38,610, 8%y =— 0,594,
3, = 466,836, Y1 =-=31,604, p3%yo= 0,134,
Z3 = 436,615, Y2 =——28,873. 8" yy=—0,030;
et enfin

Z—2=577;~1687 Y—a=— 43,157,

%_1=>536,655, y—-1=— 38,610,

z; = 466,837, Y1 =— 31,604,

Zy = 436,63, > =— 28,875,

On peut alors commencer la table d'intégration ci-aprés (p. 290
et 201); les sommes initiales sont

T :51776939 6‘2)'0: 2,8982

pour avancer d'un rang, il suffit d’appliquer les formules

Yt =Yt Byn 1820 =Ny 5 Aby, ot

- o I L 1 1
Intt =8Nt sVt s yat — Ay, 4 — Ay,
: 12 24

s o ! 1
T A"J'/h e

—— A4y,
=20 288 Yn—s E

Vat1=—0,81 — 10~%X 23, ;
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comme vérification, on a a chaque instant

3

BT ~_._, _.._5, ___.A S = A%y, .
n -+ o = SRS
Yn+1 n 12 n—1 “Yn-2 )n. 3 IG ]n b ’

et pour suivre la variation de u, on a aussi

221
Up= A- 2lnl.—l—|" ,}’n Azj n—a— ——A39r g mA‘J',L__',....

Tous ces calculs sont d’uné extréme simplicité.

Pour se rendre compte de I'exactitude des résultats, il suffit de cal-
culer directement quelques valeurs de z et u & l'aide des formules
analytiques; c’est ainsi que I'on trouve

Zro— 262,927, G99 = 126,832, B0 =—22,448,

o= 3668,73, Uy = 5573,29, s = 6306,89,
tandis que la table donne

Z19 = 262,726, 530 = 126,832, Z30= 22,447,

o= 3668,72, Usg = 5573 ,28, w30 = 6306, 88.

Entin, une interpolation immédiate de la table fournit les valeurs

extrémes
@ ="35,98/3, 5 —0n u' = 6332, 49.

l.es erreurs sont done insensibles.

q
ANDOYER 19
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290

= N U]

11

A5
R

¢
«

ol

888 ‘gr—
18y Y1—
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La méthode d’intégration empirique peut souvent étre employe
avec grand avantage pour le calcul d’une éphéméride. En reprenant I
notations du Chapitre V, et faisant en ountre

o s

i =1+ sing cos¢,
r ’

I'équation des aires du mouvement képlérien s’éerit

et par suite, quelle que soit la forme de 'orbite, on voit que pou
connaitre directement 'anomalie vraie et le rayon vecteur, en suppri
mant I'emploi de I'équation de Képler ou de tout autre intermédiair
moins simple encore, il suffit d’intégrer numériquement cette équa
tion du premier ordre.

Dans le mouvement elliptique, si n est le moyen mouvemen

diurne, on a
= k 2
p= (=) coste.

Comme on exprime généralement ¢ et n en secondes d’are, et qu
ce calcul ne s’applique qu’aux petites planc¢tes ou cométes, on fera

(C]

k= [3,5500066].

. Y. 5 - B L . P W e
Si I'éphéméride doit procéder de J en j jours, on pourra sup
poser A =1 dans les formules générales du n° 62, a la conditio
de multiplier % par J dans le second membre de I'équation diffé
rentielle.
Pour supprimer le travail de la mise en train de la table d’mtégra

tion, on déterminera par un calcul direct les premiéres valeurs de
et de g, en nombre suffisant.

Supposons, par exemple,

— "
n = goo, © = 20°, j=S;

ft' les époques successives étant désignées par ¢,, faisons correspondr
epoque 7y @ une anomalie moyenne de 90°. En remplacant z par ¢
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lopar 1, z et 3’ par ¢ dans les formules du n® 52, on a I'équation

Z—f = [3,9383750]p2 =y,
avec
o =1+ [1,5340517] cosy = [—”’Jif—l——/lzj—l
Un caleul dirvect donne
O AN
v_s=123.26.46,02,  p_o= [T1,9092857|, = y=1.35.14,08,
BRSO e e p-1=[T,9051137],  y1=1.33.25,35,
vo = 126.33.38, 4o, po = [1,9010591], Yo = E.31: 40565,
vy =128 430521 o1 = [1,8q71202], Yoo =1:907 2576,
vs =123.33 .45, 41§, o2 =[1,8932957], W — 0,08985 45

295

La mise en train de la table d’intégration (page 294) en résulte
immédiatement, et I'on poursuit comme dans lapplication précé-

dente, en usant des équations ci-dessus et des formules

1 L 1 : 19
yo— A1l PR T i R\ A A e S A S e
‘-'ll =A l) n+1 2) n 5 Ayp—i 2% A2y p—s =20 Ay

Y=Y+ A}'n-—l + A2y o+ Ay g,

1 I I B S i
Yn+1= AHI,”H*—I = :-;'}'11+l el g,}'u‘\'_ 'I‘—)'A‘}'uu—l == ZAIJ,/l‘i e 72_0 A3_)/,,,3 e s

Les valeurs ¢,5;=146°57'11",07, logp,;=T,8332780, que I'on
trouve pour I'époque ¢, qui correspond a 120° d’anomalie moyenne,
sont entiérement exactes, du moins au degré d’approximation que

peut donner I'emploi des tables & sept décimales.
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CHAPITRE XI.

CALCUL NUMERIQUE DES PERTURBATIONS
DU MOUVEMENT KEPLERIEN.

64. Comme nous l'avons déja vu, le mouvement d’une planéte ou
d’une cométe M par rapport au Soleil ne peut étre regardé comme
képlérien que dans une premicre approximation, suffisante pen-
dant quelque temps. Pour obtenir le mouvement réel, il faut tenir
compte des forces perturbatrices et déterminer les changements que
leur influence apporte au mouvement képlérien approcheé, c’est-a-dire
les perturbations de ce mouvement. La détermination analytique de
ces perturbations est un probléme fort difficile, et lors méme qu’il est
abordable, comme dans le cas des astres principaux, la solution en est
trés compliquée : on est donc obligé, quand il s’agit d’une petite pla-
néte ou d’une cométe, de recourir a la méthode empirique, qui
permet de calculer sous forme purement numérique les perturba-
tions de proche en proche, en intégrant les équations différentielles
qui les définissent comme nous 'avons vu au Chapitre précédent. Le
probléme peut étre posé de plusieurs facons différentes, présentant
des avantages divers; nous allons exposer, avee les détails nécessaires,
les principales solutions qu’il peut ainsi recevoir.

Voici tout d’abord comment nous pouvons classer ces diverses
solutions. Supposons qu’avec certains éléments képlériens, constants
ou variables, dont le symbole (e,) désignera I’ensemble, on détermine
en fonction du temps ¢ la position d’un point M, ; soit de plus V, la
vitesse de ce point, tandis que V est la vitesse réelle du point M.

1° On peut déterminer les éléments (e,) de telle fagon que la posi-
tion M, coincide avec la position réelle de M, en méme temps que la
vitesse V,, considérée comme un vecteur, coincide avec la vitesse

réelle V.



206 : CHAPITRE XI.

Les éléments (ey) seront alors, d’aprés la définition donnée au
Chapitre V, dont nous garderons généralement toutes les notations,
les éléments osculateurs a chaque instant a la trajectoire véritable
de M; et puisque c’est par ses éléments osculateurs que l'on définit
de la facon la plus accessible cette Lrajectoire, on voit que cette
méthode, dite de la variation des €léments, est celle qui s'offre natu-
rellement tout d’abord.

2° On peut faire en sorte que la position M, coincide encore
avec M, et en outre assujettir simplement le plan OM,V, a coincider
avec le plan OMYV. Dans ces conditions, les éléments 3, et ¢, défi-
nissent le plan de I'orbite instantanée du point M; et, entre les quatre
éléments restants, on peut établir deux relations choisies arbitrai-
rement.

3° On peut se contenter de faire coincider simplement le point M,
avec la projection M’ du point M sur le plan de I'orbite de M,. Dans
¢e cas, on pourra établir arbitrairement quatre relations entre les
¢éléments (e,); et il faudra en outre déterminer la longueur du vec-
teur M' M.

4° On peut assujettir uniquement les plans OMV et OM,V, i coin-
cider; comme plus haut, les éléments S, et £; définissent alors le plan
de l'orbite instantanée du point M; les quatre autres éléments peuvent

étre choisis arbitrairement ; mais il faut déterminer le vecteur M, M,

ce qui exige deux nouvelles inconnues, puisque I'on connait déja le
plan OM, M.

5° On peut enfin choisir arbitrairement les six éléments (ey) et
déterminer alors le vecteur

M, M, ce qui demande trois nouvelles
inconnues.,

6." & - 1 . . .
9. Avant d examiner plus attenuvement ces diverses méthodes,

nous allons encore pPasser en revue les diverses formes qu’il convient
de donner dans ce hut aux équations du mouvement du point M.

La force képlérienne qui agit sur M est dirigée suivant MO et égale
k2 5

a 5 en faisant k2= f(1+m), J désignant le coefficient d’attrac-
tion; dans le cas présent, comme il s'agit d’un astre de masse absolu-
ment négligeable devant celle du Soleil, on

Le point M est soumis de plus a une for
d’une fonction de forces R, dite

aura simplement A2= f.
ce perturbatrice F, dérivant
Jonction perturbatrice; mais,
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puisque nous n’'avons en vue actuellement que le calcul purement
numérique des perturbations, cette derniére circonstance est ici sans
intérét : nous n’avons pas a mettre en évidence les dérivées partielles
de la fonction R par rapport aux diverses variables qui servent i
Iexprimer, mais sculement les projections de la force F elle-méme
suilvant certaines directions.

Si Fuy Fy, Iz sont les projections de F sur les axes fixes Oz,
Oy, Oz, on a d’abord les équations naturelles les plus simples

Az 2x :
)
dy K2y

(l) ;z—l—z- == T —+ Fy,
d’z k2z
W

Si Pon fait z =g coshk, y=gsin)k, de sorte que X est la lon-
gitude de M, tandis que p est la projection OM' du rayon vec-
teur OM sar le plan Ozy, les deux premiéres équations (1) peuvent
étre remplacées par les suivantes, ou Fp, Fs désignent les pro-
jections de la force F sur OM' et sur la perpendiculaire a O\l
menée dans le plan Ouzy :

i W

2)

s dh dn
e — =pFg
dt % dt

Cette transformation, bien connue en Mécanique ¢lémentaire,
résulte en particulier trés simplement des principes de la théorie du
mouvement relatif, que nous allons rappeler briévement ici, en raison
de leur usage ultérieur.

Soit O_/m un triedre trirectangle mobile par rapport au triedre
fixe Ozyz de méme origine; son mouvement est défini par les pro-
jections p, ¢, s de sa rotalion instantanée sur les axes mobiles OF,
O,

Un point M en mouvement a pour coordonnées &, n, {, par rap-
port a ces mémes axes ; sa vitesse absolue et son accélération absolue
sont respectivement V et v; les projections de ces deux vecteurs sur
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les axes mobiles sont respectivement

i, T dy 2
Ve= 5 +98 —sm, ‘(g=7f+7"c—san
S dv.
(3) Va=gp st —pt v, =T sV pVy
dt A%
\ Vt=d—£+l"’l—'[5= '.':ZT[:-Y'—PVn—qVE.

Pour appliquer ces principes dans le cas présent, il suffit de sup-
poser que O£ coincide avec OM/, et O% avec O z; dans ces condi-
tions, on a

d
P—g=0] 5=Ft’ E=P~ =20y =23
k2o X k2z
Y’:::'_ =) +Fpa '*i'nsz '{::— o + Fgl

et Uon retrouve immédiatement les équations (2) jointes a la derniére
des équations (1), toute confusion sur le double emploi momentané
de la lettre n étant impossible. ]

Reportons-nous maintenant aux considérations développées au
début du Chapitre L. Il en résulte, en faisant le changement de
notations nécessaire, qu'en associant aux variables r, g, 9 (rayon
vecteur, argument de la latitude, longitude du neeud ascendant) les
quantités 7/, ki, I’ (vitesse radiale, moment de la vitesse par rapport
a origine, projection de ce moment sur I'axe Oz), on a, pour déter-
miner le mouvement du point M, un systéme d’équations canoniques
dépendant de la fonction caractéristique

H=1<r'2+ ﬁ)—’faa.
2 7> r

Si Pon introduit a la place de A’ 'inclinaison Z, on obtient donc, en
¢liminant 7' et observant que la fonction R ne dépend que des
variables r, g 3, 7, le systéme d’équations suivant :

azr /2 k2 JR
R

dg _h cotz dR dh  JR

B AT T R
c_ii __coséci OR di coséci dR cotz dR

WE R e b BT

?
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Sil'on désigne par 2 'une quelconque des quantités r, g, 3, 7, la
dérivée partielle %L; n’est autre chose que le quotient par 8o du tra-
vail virtuel de la force perturbatrice I, quand on fait varier uni-
quement o, suivant les notations habituelles. Par suite, en désignant
par I, ¥, F, les projections de I sur le rayon vecteur OM, sur la
perpendiculaire au rayon vecteur dans le plan de I'orbite instantanée
et sur la normale a ce plan, on a immédiatement

IR JR
e e
IR . Shein oR :
:}—%- =costrFp—sinicosgrf,, 57 —sinip

de sorte que les équations précédentes deviennent

' &r R R
T L
dg _ B _ 45 dh_
(4) e el U dt—'F”’
dJi e nE di = rFE,
m_cosecr,smgT, ZZ_c ng,

On obtient d’ailleurs directement ces équations par la théorie du
mouvement relatif rappelée ci-dessus, de la facon la plus simple.
Prenons pour axes O&, On, O, le rayon vecteur, la perpendiculaire
a ce rayon vecteur dans le plan de I'orbite instantanée, et la normale
a ce plan. On a, pour les composantes de la rotation instantanée du
tricdre ainsi formé,

p:sinfsing‘—i—%- +cos:£§,
dt S ey
L dz 5 di
g= smicosgm —sing—,
S
= % —+ cosi T
puls

k2
=0 Vy= 0, ‘{1&:— ;—2— == F/-, e FIIA '{: =F,;

oy

=7, A==

Papplication des formules (3) conduit alors immédiatement aux équa-
tions précédentes, si toutefois on pose encore i = rs.

L’usage de ces équations peut étre avantageusement modifi¢ de la
facon suivante, d’aprés Hansen. Soit un ¢élément nouveau 3’ défini
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par la relation différentielle

dZ' = cosidS,

et faisons 5 — 3’5, en considérant ¢ comme un ¢lément ausi-
Laire.

Appelons f la longitude dans Uorbite du point M, égale a g+53 e
faisons aussi =g+ 5, de sorte que [ = [+ o,

De méme encore, si o est la distance da périhélie au neud, de
sorte que la longitude du périhélie est w=— w -+ S, nous ferons
=043, et 'on aura w — o' 0.

Il convient de substituer &' a &, S & f, o' a®m, en y adjoignant
I'élément auxiliaire o; on obtient ainsi immédiatement le systéme
d’équations plus simples :

dzr h? k2

s T M e s
s af' & dh o o
e T s
'(13” coli sin rF, 2 0 i ds t J in AL
— = s g — = C0S g — = lang —sin g
(/[ S b dl S /l ) ({l dl. 5 = h 3

les constantes arbitraires introduites par I'intégration des valeurs
b da : s 5 :
de —= el de = n’en font en réalité qu'une seule.

o ’ , . ~
Soient # et y' les coordonnées du pomt M par rapport a deax axes
- 5 = 1 . ] = & o
rectangulaires O z’, Oy', tracés dans le plan de I'orbite instantanée,
de facon que 'on ait
' = rcosf’, Y'=rsinf’;
* et désignons par ., Iy, les projections de la force F sur ces axes.
En constatant Péquivalence des équations (2) et des deux pre-
mieres équations (1), on voit que, de méme, on peat remplacer les
trois premiéres équations (3) par celles-ei :

Az fag :
(6) i o
d2},’ A.le
( @iz )iy il

\

mais, 4 cause de I 5 i :
» & cause de la présence de J dans les derniéres des équa-



CALCUL NUMERIQUE DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT KEPLERIEN. 301
tions (5). 1l faut y joindre la relation

,dy’ Sz

=iz
g 4 dt ) dl

La rotation du triedre Oz'y's', en désignant ici par Oz la nor-
male au plan de Porbite instantanée, est facile a trouver; il suffit de
faire g = — S’ dans les expressions de p, ¢, s écrites en dernier lieu;
elles deviennent alors

S 1 s F
/‘=cos./’rT", q:smf’rl—"> s = 0.
A 3

de sorte que la rotation cherchée est représentée par un vecteur égal
el

e T
L.e mouvement du triedre Oz'y' s

s dirigé suivant le rayon OM.

" est done tel que le plan Ox'y’

de Porbite instantanée roule sans glisser sur le cone de sommet O
qui contient la trajectoire du point M; et par suite, les droites Oz’
décrivent un cone constamment orthogonal au plan Oz y".

66. Btudions maintenant en détail la premiére méthode, celle de la
variation des éléments. Il s’agit de former les équations qui définissent
les éléments osculateurs a chaque instant de 'orbite du point M,
c’est-a-dire de faire dans les équations du mouvement le changement
de variables qui consiste a substituer ces éléments aux coordonnées
et aux projections de la vitesse du point M. C'est un probléme que
nous avons déja résolu au Chapitre I, mais, comme nous I'avons fait
observer plus haut, sous une forme qui ne convient pas ici.

Partons des équations (5) du numéro précédent; les trois derniéres
déterminent les éléments J', 7, ¢ qui fixent la position du plan de
I'orbite instantanée. Puis, en rétablissant la variable 7', qui représente
la vitesse radiale, et faisant apparaitre 'anomalie vraie ¢, les premiéres

donnent
drot= drl = h? 2 o -
dt del= 7P =
de dw' h dh R
dt. ' dt. v dEien el

Supposons alors les quantités 7, ¢, 7’ exprimées en fonction de
I'anomaliec moyenne M, et de deux autres ¢éléments, par exemple le
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moyen mouvement n et I'excentricité e; quant a /2, ¢’est simplement
une fonction de n et e.
On fait le changement de variables désiré en écrivant les équations
telles que
Jr dM  or dn  Jr de
OM dt ' On dit ' de di

’

=

Or, d'apres les conditions du probléme, on a précisément

Ori W 3 ar' 12 k2 oy h
Lt o n PIT]

— a2 oM~ 72
Si done nous appelons dF la différentielle totale d’une fonction
quelconque F de M, n, e, mais en convenant &’y remplacer M
par dM — n di. les équations cherchées prennent la forme
(a) dr X dar’ v dy dw' dh r
e QL i ay S ks ST
dt ’ dt 7 dt " dt di %
et il ne reste plus qu'a les résoudre par rapport aux dérivées

dM dn de do'’

@t A

Servons-nous aussi de langle © tel que sing = e, du paramétre p
et du demi-grand axe @ de Porbite, liés a ¢ et n par les relations

nrasc= k2, P =a(1—e?).
On a
Ie=Iy/p,
) - ' - re
et 'on peut écrire les égalités connues
7 k ; b2
7 :*esln‘r‘, — =14 € cos¢
r
: P
sous la forme
: € S Fae
2 —sing = —
h k2! i
e e h T
h e h 1

Différentions comme nous |

: _ avons dit, en tenant compte des rela-
Lions (a/'); on a
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Posons alors

= Ve B e

= Fr, = e
Iv/p kyp kyVp

Fr,
puis

B= " sin v£U+cosv<I+ ?) N

Q:—cost‘l—’?U—!—sin ¢ <1+ £> V;

les équations précédentes donnent

e <e> e 07—

dt \ dt =
. dh
e o 2 e e -
par suite, d’apres la \‘.ﬂeur de i’
1. -
% =P-+eV;

et en partant de la relation
1 k2 e\
e e s e (s
a  h> : (h) 2

da dn =l
sadt = 3ndt=

on a encore

D’aprés le n° 23, on a maintenant
! 6 . ; \
= : da — a cose de + a tang g sing (M — n dt),

ct puisque dr = o, d’aprésles équations (@), il vient, en profitant des
résultats précédents, v

2 dM r
tang o sing (-—Jt——n> =cosv(P—,—eV)-—tzl—)(eP +V).

\

Dans le second membre de cette relation, le coefficient de V est

(=) (-2). -

: ) g
comme on le voit en remplacant ecos¢ par {— — 1. Mettant alors

4";_;‘&11 a
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A > 7 : o s
pour sineP et sine <1 e L) V les valeurs respectivement égales
¢ 4
- Prx ‘P
cowQ%——FU et Q-+cose=U,
on trouve sans peine

dM

— =n—cotoQ —2cosoU.
dt P Q P

Rassemblant les résultats, les équations définitives qui déterminent
les éléments osculateurs s’écrivent :

! di ; a3’ . , ds T
St — —cotisingW — = lang—singW, _
7 cosg W, T otzsing WV, 7 T g
do : :
i séco P + tange V
ol g
— = —3nsécop(tangoP +sécz V),
dt _
dw'’ dM
{ — = cosécs (), — = n—coteQ — 2 cosoU.
\ ket dt ?Q : '
On a d’ailleurs
S =5"+o, © = + o, =9 w—J%

et il est bien facile, par suite, d’éliminer s pour calculer directe
ment J et w.

Quand l'inclinaison 7 est trés petite, le calcul direct de ¢ et I’ peu
présenter des difficultés évidentes, pour des raisons a pr iori dé)
expliquées. On fera alors

c=sinisinY, ¢' = sint cos T,

et ces deux inconnues, équivalentes a 7 et I

, seront déterminées pa
les équalions

d e 2 L ; ekT
(79) ﬁ = coszsinf W, % = coszcos f'W,

/! étant lalongitude dans orbite ¢ - w', comptée & partir de 'axe 0.
défint au numéro précédent.

De méme, quand 'excentricité est trés petite, on fera

b =sing sinw, b' = sino cosw’,
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et 'on aura
db db'

o
(=]
*Cu

Tb p ks 1 i o ’ r 3
(7%) P'+ bV, T = Q-+ bV,

dt

e€n posant

P'= sino'P + cosw'Q = — cosf’g U+ sinf’<1 —&—,é)\’,

Q' = coswm'P — sinw’'Q = sinf’gU—i—cosf'(l-f—]’—?)V.

De plus, il faut substituer a I'emploi de I"'anomalie moyenne celui de

la longitude moyenne U, égale 4 M - &', et comptée comme ' :
3 » €8 3 P .

¢’est-a-dire que [ désignant la longitude moyenne ordinaire M + w,

ona/l/=1[-+ .1l vient alors

’

dl

(72) g

©
=n-+tang=Q —acosgU,
2

et 'on peut, d'ailleurs, faire cette méme transformation sans incon-

vénient dans tous les cas.

Les équations (7) conviennent au cas d’une planéte. S’il s’agit

x

d’une cométe a courte période, il vaut mieux se servir, en plus
de 7, J', 5, w', du paramétre p ou de la distance périhélie ¢, de
Pexcentricité e ou de Iinverse du demi-grand axe @, enfin de
I'époque T d’un passage au périhélie. En observant les relations

P=g(i+e),  M=n(t—T), np

on aura donc I'ensemble d’équations

wles

= k cos3o,

| G=coeW, T —coisingW, %= uanglsingw,
dp dg _ _q oL
E-_zpv ou = I+e[(2+e)\/ P],
. i)
(8 S pa T ERAMAS e St
) _CE_P eV ou 7 (e ltVi
dm'__g
T
:
(‘_ez)%=%(%+2U>—3(t—T)(eP+V);

3 : : Y
et s'1l est nécessaire, on pourra remplacer ¢ et J' par c et ¢

ANDOYER
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Pour une cométe dont Porbite est voisine de la forme parabolique,
la derniére des formules précédentes, relative a T, devient illusoire,
et il est nécessaire de la transformer de fagon a faire disparaitre la
difficulté qui provient du diviseur 1 — e? dans le second membre.

En égalant a zéro, comme Uindique la premicre des relations (a),
la valeur de dr fournie par la formule (15) du n° 23, on a

Riew = P 5 o ST 1
—=esing dT = cosp dg — ———sin2o—-J d( - ),
V4 2(1+e)? P a
en faisant pour abréger
v
tang? —
2 2se 0
J=1+ = tang® —;
i=j=te (=+e)? 2
il en résulte immédiatement
=S ke(1+e)? dT ¢ r
(8a) “ﬁ'?ﬁ=Q——ztang;V-l—sinv—J(eP+V),
i 5 2 [)

p

1 : - s s A g dg
comme le montre une transformation facile de 1 expression de T
On a vu précédemment comment on peut calculer le coefficient s

: AP
qui se réduit a - dans le cas de la parabole.

Les formules (8) et (8%) conviennent aussi bien au cas d’une orbite
hyperbolique. SiI'excentricité était suffisamment grande, on pourrait
aussi se servir des équations (7) modifiées comme il suit: @ étant ici
négatif, on ferait

.
W=k(—a) 2, M'=n'(¢—T),
de sorte que M’ serait précisément la quantité 4e*P du n° 21 qui
h?’rur(.e dans I'équation qui remplace celle de Képler, et I'on aurait, en
necrivant que les équations modifices, i

Sl_e e dn' 3n'
e e, 5y ot

DT rn S
el (; —l—zU) Ver—i.

67. On peut ¢largir, d'une facon bien naturelle, la portée de la
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méthode de la variation des éléments en observant que les expres-
sions képlériennes des coordonnées et des composantes de la vitesse
du point M dépendent encore de la constante A. Or, rien n’empéche
de regarder cette constante comme un paramétre que I'on peut faire
varier lui-méme en le prenant comme un septiéme élément de 'orbite :
on est libre alors d’établir une relation arbitrairement choisie entre
certains de ces sept éléments. ;

11 est d’abord clair que les éléments ¢ et J, ou plutot ¢, T', o, sont
hors de cause : ce sont toujours les mémes. Supposons done 7, 1/, &
exprimés en fonction d’éléments képlériens M, p,, e;, analogues
aM, p, e, etd’une constante &y remplagant 4 ; soit aussi ¢, 'anomalie
vraie résultant de ces éléments, et &) la longitude du périhélie cor-
respondante, définie comme w'.

Servons-nous aussi du moyen mouvement n; et du demi-grand
axe @, associés au paramétre py, a I'excentricité e; ou sing,, et a k,
par les formules ordinaires

P1 = @, c0os%oy, Ry — e

On a ici
h=1F \/Ply

et au lieu de £y, nous introduirons une inconnue ¢quivalente p telle

que l'on ait

k ayant le méme sens qu’au numéro précédent, p sera précisément le
paramétre de orbite osculatrice proprement dite, et I'on aura

k,:/c\/P.
P

Les équations qui serviront a définir les nouvelles variables seront
les mémes que précédemment, mais a la condition évidente d’aug-

menter la composante F,. de la force perturbatrice I suivant le rayon

e
vecteur de -"7;, remplacant encore 2 par p, on a donc

dr dar' k2(p—p) dvy  dwy
T g aE s s e T

dp zr\/EF,,

e e L
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la différentiation indiquée par la caractéristique d étant toujours
entendue de la méme facon.
Ecrivons alors
*Vpo _ rp

ey sing; = —L° —

1
€4 C()S"l:]% =t

et différentions en tenant compte des équations précédentes; si I'on
fait
g hlPe Py Py
72 ‘/1—’ r

—e;sing; V

(U, V, W ayant toujours la méme signification), il vient

de : dp; e+ cosyp
—L =  sinp, S 4 ZP1 81} Cospy
dt dt ])1
du'y dpy sing,
e =—cos¢ S + = 1,
'z IACE
Enfin, comme plus haut, on a
tango; sing (dMl 7y ) = cosyp g AL
N LT Ydt T a7 dt’

et pour achever, il reste a se servir de Ia relation que l'on peut
établir arbitrairement entre P> Py e, My, »'. Dans la solution clas-
sique, on fait p,=p; parmi les autres hypothéses que l'on peul
Imaginer en nombre mnfini, contentons-nous de développer celle qui
consiste a supposer le parameétre p, constant : c’est celle qui conduit

aux résultats les plus simples, et a Iabri de toute difficulté de
calcul. :

Dans ces conditions, on a

et, par suite,

dM, r
— (cotg COSP;— o cos:,np—) S.
1
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Rassemblant les résultats, on a finalement

d,
ol
d ; -
T‘? = sécoy singy S,
(9) i
cda = — cosécoy cosey S
dt Y1 V],
—dM' = n;+ | cotoy cosy 2 coso; — ) S
Foi o # : \‘lpx -
On a de plus
s
a; = py sécloy, i — ],‘/‘zp cos30y,
1

et pour P'usage, il convient de joindre aux équations précédentes la
relation

dn Al do,y
(9%) Tt’=n,\/—5n, tangg,w-

Si 'excentricité est trés petite, on remplace o, o, M, pa:
I T 1

by = sing; sinw), b = sino; cosw}, Uy =M+ w,
et I'on a
db, dbE
e cos f'S, = sin f'S,
(9")

dl; o4 r
—— = n;— (tang —cos¢; + 2 cosgy — | S,
dt 2 P

J' étant toujours la longitude dans l'orbite, comptée comme préceé-
demment.
Dans le cas d'une orbite cométaire, on écrira plutot :

dws'y

z—f:gpv, % =sing; S, e —r =—cospy S,
(IO) . 2 > o >
d' - 3eysing; ) T < 7 (,05(1)
— = (t— — S)+ — 2 — — S
dt - Tl)<‘ 1—ef kvp(—e3)\ P1 ey g

en appelant T, 'époque du passage au périhélie dans I'orbite définie
par les éléments marqués de U'indice 1.
Si I'excentricité se rapproche beaucoup de 'unité, on remplacera
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la derniére de ces formules, qui devient alors illusoire, par

IT
(102) ‘_d[_‘ e

L& <—— ok sinzv,LJi) S;
kyp(1+e)? e P
pour établir cette équation, ou J; a la méme signification que J au
numéro précédent, il faut, en égalant a zéro la valeur de dr fournie
par la formule (15) du n° 23, non seulement affecter les lettres de
I'indice 1, mais, afin de tenir compté de la variabilité de %, dans la

facon méme dont cette formule a é1é établie, augmenter dT,

dk T 5 : .
de — —ﬁ(t—T,), amnst quon le voit en calculant I'expression
1

de dM,.

11 reste a mdiquer comment on peut passer des éléments (e,) dela
nouvelle orbite osculatrice aux éléments osculateurs proprement
dits (e), auxquels il faut toujours revenir. On connait déjas, I s et
le parameétre p- L’anomalie vraie ¢, est calculée en fonction de I'ano-
malie moyenne M,, ou bien, sl s'agit d’'une cométe, en fonction de
la quantite P, que nous avons définie au Chapitre V pour rem-
placer M, et qui est égale ici a

/\\/F (14 ¢e;)3
s e G

Egalant alors les expressions de r et de 7/ dans les deux orbites, on
ales deux équations

esing __e;sing

P e B
I+ ecosp 1+ e cose,
—_— TPl
P /28] :

propres a déterminer ¢ et e.
On obtient =/ par la relation

P+ = 91+ @,

et de ¢, on conclut enfin anomalie moyenne M, ou bien I'époque T
par I'intermédiaire de la quantité P égale a

S (T=le)s
2 p3

(t—T).

On peut chercher a déterminer les perturbations des éléments (e)
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directement a l'aide de celles des éléments (¢,), afin d’obtenir pour
les premiéres une précision équivalente a celle des secondes; mais
souvent, ici comme dans les cas analogues que nous rencontrerons
plus loin, les formules deviennent d’une extréme complication, et il
parait alors préférable, pour arriver au méme résultat, de calculer les
¢léments eux-mémes, comme nous venons de I'indiquer, a la condi-
tion d’employer le nombre de chiffres nécessaire pour atteindre la
méme préeision : ce petit surcroit de peine, méme si 'on doit faire
usage de tables a huit décimales, est largement compensé par la sim-
plicité et la rapidité des caleuls.

Supposons par exemple, dans le cas qui nous occupe, que l'on
recherche la précision du centiéme de seconde : on calculera d’abord
¢, trés exactement a Paide de tables a huit décimales; puis, pour
obtenir ¢ et e, on pourra chercher les différences ¢ — ¢, et e —ey,
dont la détermination directe est facile. Faisons en effet Ap=p—py,
et écrivons les équations en ¢ et ¢ sous la forme

esin ¢ = Z)—ei sin ¢y,
P
A
e cosp = 7 ey cos Py —+ —B;
P P

des combinaisons évidentes donnent successivement

Ap

esin(p—py) =— ——sing
( ) 5 )

P Ap
ecos(y — ¢;) = e+ ——cos
(v 1) T 15

g— ¢ P — A (205 o 2t
€ €08 —‘—1 =£81005——1+—£COS_)
@ 1 & p1 2
de sorte que l'on a
— Ap sinoy

UG =) = e Apeosny] :

Ap

© L, P — 9
e—ey = 17- ey -+ cos séc

),
2 2

et il suffit d’employer-pour ce calcul des tables a cing décimales, ou

1

six au plus.
~ Si lon veut avoir exactement la différence ¢ — o, on écrira

P P

sin(q—g:l)z‘(e—el)cos x 5
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La différence ¢ — ¢, donne la valeur exac
par I'usage de tables a4 huit décimales, en
calculant, si 'on veut, @ et 2 par les formu

el
a = p sécty, u="l:%

68. Pour utiliser les divers systémes déqus
d’établir dans les deux précédents paragraphe
calculer les composantes F,, F,, F, de la fi
plutot les fonctions U, V, W ¢quivalentes. I
M; désigne une grosse planéte, ou plus ex:
gravité d’un systéme planétaire, de masse mj,
Vs 3j par rapport aux axes Oz, Oy, O3, la fo
est égale a

en désignant par A; la distance MM}, et parr;le
Dans ce qui suit, nous supprimerons le signe de :

il reste entendu qu'on devra toujours le rétablir

remplagant f par 42, puisque la masse de M est 1
de la force perturbatrice sont donc

J

et ces expressions subsistent, quels que soient
mobiles Oz y z, mais d’origine O, d’aprés leur natu
St donc &, 7}, &; sont les coordonnées de M; parr

ment

kmr

U= h_»'_(Q E L
ve \7VT

km ;r
: V= ‘/—l QJ";J, W=—Lr
en faisant
B |
Q-’ Aj‘ ,‘-}J A}:E}
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Les éphémérides donnent les valeurs de rj, ainsi que de lalongitude
et de la latitude héliocentriques %, 8; de M;; il en résulte immédiate-

ment pour déterminer les coordonnées Ej, 1y Cjy ensemble de for-
mules

wi=r; C()SS/‘ 005(7\1—3),

vj = rj[sinisinf;+ cosi cosf;sin(k;— F)];

&= [2jCOS & +v;sing — 7,

nj= — [jsing +v cos g,

Lj=rj[cosisin8;—sinicosB;sin(d;— J)],

g désignant toujours argument de la latitude de M; les quantités
intermédiaires pj, v; sont les projections du vecteur OM; sur la
direction ON du neeud ascendant de Porbite de M, et sur la direction
perpendiculaire a ON située dans le plan de 'orbite.

Les coordonnées %, 8, sont des coordonnées écliptiques, rapportées
généralement a I'équinoxe moyen du commencement de Pannée déca-
daire la plus voisine; bien entendu, les axes de référence auxquels

se rapportent les éléments J, i, © de lorbite doivent étre les
mémes.

69. L'usage des équations (7), par exemple, comme de tous les
autres systémes semblables, est extrémement simple. Si les perturba-
tions doivent étre calculées de j en J jours, il sera tout d’abord com-
mode de prendre comme unité de temps lintervalle de J jours;
pour cela, il suffit de multiplier la constante £ par j, partout ou elle
figure, et de supposer que n désigne le moyen mouvement pour
J Jours, c’est-a-dire est le moyen mouvement diurne multiplié par ;
de méme dans les formules relatives aux orbites cométaires, les
temps ¢ et T sont alors exprimés a I'aide d’une unité égale a J jours,
c’est-a-dire que leurs mesures en jours doivent étre divisées patre
Rien n’empéche d’ailleurs de supposer j négatif, et c’est ce qu’il
conviendra de faire si I'on veut calculer les perturbations en remon-
tant dans le temps passé a partir de 'époque initiale.

De cette maniére, I'intervalle 4 qui figure dans les formules de
quadrature a appliquer d’aprés le Chapitre précédent sera toujours
égal a 'unité.

Le plus souvent, on prend j = == fo; mais il est clair que ce choix
doit étre modifié suivant les circonstances.
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Il est a peine utile d’ajouter que les deux membres de chacune des
équations employées doivent étre exprimés avec la méme unité; si
par exemple, on ne fait usage que des équations ( 7), et que Pon sup-
pose comme d’habitude tous les éléments correspondants exprimés
en seccondes d’arc, on pourra exprimer U, V, W directement en
secondes, en y remplacant 4 par £”, et il ne restera plus qu’a prendre
soin de mettre pour 2 sa valeur en radians dans le second membre de

Y . : ) dn = ton - 7
Péquation qui donne e Rappelons ici que l'on a, en appelant R” Ia
valeur du radian en secondes,

k =[3%,23558144], R"'=[5,31442513], k"= [3,55000657].

En considérant toujours les équations (7}, appelons ¢,, J,, G0, Iy,
w, les valeurs des éléments osculateurs correspondants, a I'époque ¢,
quisert d’origine au calcul, et faisons o = 0. Désignons aussi par My,
ou ly, les valeurs de 'anomalie moyenne ou de la longitude moyenne
pour la méme époque, tandis que nous ferons

Mo=no(t—to) + Moo, ly= ng(t — #) —+ Iy,

représentant donc ainsi 'anomalie ou la longitude moyenne de
I'époque ¢, mais calculée dans orbite osculatrice de Pépoque 7.
Si 'on pose maintenant

A & 5 [ S wGy ~ >
L= i)+ oI, I =T+ 8T, 9 = o)+ By, 7= ny—+3n,

. M=M,+ M ou I'=ly+ 30,

o = Wy 0w

les perturbations &, O e 3o, n, ow', oM, s’annulant toutes a
Iépoque ¢,, on aura pour les déterminer le systéme d’équations dif-
férentielles

dst

g = sEW,

= cotzsing W,

— = tang;‘ sin g'W,

dsM
# = Sn_—cotch — 2.coso U;

et Pon tégrera ces équations comme nous Pavons vu au n° 62, la
petitesse des perturbations rendant en général le calcul trés facile. En
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se reporiant aux formules et notations de ce paragraphe, on obtiendra
les valeurs des seconds membres (sauf le premier terme 62 du second

membre de la derniére équation) en employant les valeurs approchées
fournies par Papplication de la formule

I
Zp+1= A_l_}’n+l i g(}’n—i— AVp—1+ AQ}’n—‘z—f‘ Ag_}’n~3+ A‘_)/n—.',—%—. =)
1 N e cp BT 3
+g},"+l—2 .}’n—l"";j ¥ -2t T’j 3V n—3— ),SSA Yn—iee.d

et 'on peut méme, si Pon consent a négliger les perturbations du
second ordre par rapport aux masses m, I'intervalle de temps ¢ — ¢,
étant assez court, calculer les seconds membres en y supposant sim-
plement les éléments constants.

Mais quand il s’agit du premier terme 3n de I'expression de il

dt ’
on devra le remplacer par sa valeur exacte que I'on obtient, apres

25 , ddn ;
avoir calculé —; comme nous venons de le dire, par la formule

1 I I 1 S
Sp= A“l.}’nH == ;)’n = l_zA}’n—l e ;/‘ -\2}’/;—2— 7?—2) Adyy 53— 160 A*]’n—au--

Quand on utilise les éqnations (9) du n° 67, on prendra p,, Doy Ty
pour valeurs initiales de p, ©,, ®}, et 'on choisira la constante p.
égale a p,. En faisant encore My = M, 38M,, ... et P =po+op,
on aura des équations semblables aux précédentes, mais la fonction S
égale a

s
gl iy

— ey singV
24/ T
rEy.p

demandera, pour éire calculée exactement, la connaissance exacte
de dp : on y parviendra comme ci-dessus quand il s’agissait de Sn,
puisque l'on détermine directement 8p par Péquation

dsp

— = 92pV;

dt i
et si le coefficient de dp dans S était assez petit, on pourrait méme
souvent se contenter de la valeur approchée de 8p qui suffit pour cal-
culer les autres termes des seconds membres des équations.

Dans le cas des équations de la forme

dsM

W—=8n+l.l.,
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on peut encore procéder autrement, de fagon a éviter le calcul exact
de on. Il suffit d’écrire M sous la forme ¢, M + 3, M, les quan-
tités 3, M et 8,M qui s’annulent pour I'époque ¢,, étant définies par

les deux équations

(1'31 M ~ dﬁgM
=07 —

az ’ di M3

on voit alors, en effet, que 6,M est déterminé comme les autres per-

- : . W ddn
turbations, tandis que ¢, M est I'intégrale seconde de —7 oL par

suite, est fourni par la méme table d’intégration que 3z, a la condi-
tion d’y inscrire les sommes secondes.

Pour avoir une valeur approchée de 3, M permettant le calcul des
seconds membres, on appliquera cette fois la formule

I ; ’
Up+y = A“z‘}’n+2 == = (}’n"“ Ayn1+ AQ_)‘R—2+ Ay 3+ B Syt

1 1 14 ;
SR, B N et Ab ot
2,10A]" = 120A‘}" 37 Ta0g6 -~ I

Enfin, pour mettre le calcul en train, on appliquera les regles du
n® 62, la petitesse des perturbations initiales rendant les opérations
trés rapides. Les époques successives étant AT SR P L e ) 5 S
calculera d’abord les valeurs des seconds membres () des équations
a intégrer pour I'époque ¢y, a 'aide des éléments osculateurs initiaux
donnés. On en déduira des valeurs approchées des ¢léments, et par
suite des (), pour les époques ¢_, et ¢, ; ces valeurs approchées suf-
firont généralement pour commencer le calcul définitif, sans qu’il soit
indispensable de reprendre les déterminations déja faites.

On peut aussi bien supposer que l'époque d’osculation initiale,
désignée jusqu’ici par ¢,, soit représentée par ¢ en faisant le

F 1
changement d’indices nécessaire. On commence alors de la méme
fagon, en calculant les (y) pour ¢ 1» et 'on en déduit des valeurs

=

approchées des éléments pour les époques ¢_, et ¢, : avec ces valeurs,
on pourra comriencer le calcul définitif.
2 3 b e &4 - , - 4 z
Dans bien des cas, Papplication des régles générales précédentes
pourra étre simplifiée, comme nous le verrons dans I'exemple numé-
rique traité plus loin au n°® 74.
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70. Examinons maintenant la seconde des méthodes générales
indiquées au n° 64, en suivant les conceptions fondamentales de
Hansen.

Tout d’abord, les éléments ¢ et F, ou plutot i, T', 7, sont déter-
minés de la méme facon que précédemment. Puis, avec des éléments
képlériens a déterminer, par exemple M, e, @,, @, suivant les nota-
tions ordinaires, auxquels correspond une anomalie vraie ¢,, on doit
retrouver simplement le rayon vecteur r et la longitude dans I'or-
bite f', définis par les équations (5); c’est-a-dire que I'on doit avoir,
en introduisant la variable auxiliaire £,

dey  dw) h dh r
d ey a0
dr 2 k2
il il

On peut, par suite, établir entre les inconnues deux relations arbi-
trairement choisies; c'est ce que P'on fait en supposant constante
I'excentricité e;, que nous appellerons alors e,; et en supposant de

Aol o dy - ; 2
méme constante la quantité 72 —d—t’, qui sera égale a /.

Dans ces conditions, on a d’abord

dh dw h— ho
e

et il ne reste plus qu’a former les équations qui déterminent M, eta,.
Appelons @, et n, le demi-grand axe et le moyen mouvement cons-
tants qui sont liés a e, et /i, par les relations képlériennes

neaiyi— ez = ho, o =

substituons a M, et @, deux autres variables ¢, et o telles que, My,
et ¢, étant deux constantes, on ait

My = no(t1— ¢) + My, ay = 2ay,

et considérons l'orbite définie par a,, e, avec My, comme anomalie
moyenne de I'époque ¢, : ¢, est 'anomalie vraie qui correspond dans
cette orbite a 'époque ¢,, et si r, estle rayon vecteur associé, on a
simplement r = ar,.

Les quantités ¢, et 7y dépendent du temps uniquement par I'inter-
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médiaire de ¢,, et 'on a par les équations (5) elles-mémes appliquées
au mouvement képlérien : :

dyy Ry d2ry e k2
el B8 A Dn et
dt, 2 dt} T

En comparant la premiére de ces équations a la relation choisie

- dv Ty

't 2 72 3
on a, d’abord, pour déterminer 7, la formule
P s | 1

di,
dt

1

00, - . 43 >
D’autre part, en différentiant la 1‘elalmn; =ry, et profitant du

dernier résultat obtenu, il vient

dr dz dry dry
o= — F— =0a2— = ——,
dt dt dt dty
de sorte qu’une nouvelle différentiation, faite dans les mémes condi-
tions, donne
dr d2a

B s

d2r d2r i 2 .
Remplacant alors et _dt"l par leurs valeurs indiquées ci-dessus,
= 1

on a finalement, pour déterminer o, I'équation

rl‘lv.z(l—a)/\"‘ . a(h2—A3)  aF,

dt? 72 T rt

r

Adoptons les notations et conventions du n° 68, sauf en ce qui con-
cerne U, V, W, que nous définissons ici par les formules

e -2 .
e SRl O T
¥ ry 73

on aura, pour résoudre le probléme actuel, 'ensemble d’équa-
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tions
di - a3’ s 2
o = cosg W, 7': = cotzsing W, % = tang ;l singW,
dh dw) h— T dt I
e A ke Sl e
(1) dt B ¥ dt 77 gt
d*a (1—a2)k? a(h2— hE)
\ ar 73 53 rk e
avec
r=ary, g=v-+uw,—3J%

Bien entendu, les constantes arbitraires introduites par I'intégra-
tion et celles qui figurent déja dans les équations mémes se réduiront
en réalité a six distinctes. _ 3 :

Comme précédemment, si linclinaison était assez petite pour
donner lieu a des difficultés de calcul, on remplacerait ¢ et I’ par
sinZ sinJ’ et sinz cosJ'.

Ces équations conviennent aussi bien au cas des orbites planétaires
qu’a celui des orbites cométaires. Dans le premier cas, il sera préfé-

rable de remplacer ¢, par M,, en écrivant

dMl ol ny

Ao

(11%)

7, et ¢, seront calculés avec les éléments M,, a,, ¢,. Dans le second
cas, si Pon appelle T, une constante remplagant ¢, et M,,, on calcu-
lera r; et ¢, pour I'époque ¢4, dans une orbite définie par Pexcentri-
cité e, et le parametre p, tel que 7y = £ V/Po, U'époque du passage au
périhélie étant Ty. On voit ainsi que dans cette méthode, comme
d’ailleurs dans celles que nous devons encore exposer, les calculs
relatifs aux orbites cométaires ne présenteront aucune difficulté spé-
ciale, contrairement a ce qui arrive quand on emploie la meéthode
de la variation des éléments.

Pour appliquer les équations (11) au calcul numérique des pertur-
bations, prenons pour les quantités ay, €, ..., affectées de l'indice
zéro, les éléments correspondants osculateurs au mouvement du
point M a Pépoque initiale £,; et soient de méme iy, J,, m, les valeurs
initiales de 7, ¥/, @, celle de ¢ étant nulle; enfin soit comme pré-
cédemment M, 'anomalie moyenne n, (¢t — ) -+ M,, de I'époque ¢
dans orbite osculatrice de 'époque ¢,.
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Faisons alors

w
o

o7
w

2 =0, 00, = w), =wy+ 0w, h=Dhy(1+8h), 2z=1+ bz,

et
M; = M|+ aM ou bien ti=1-+ 08¢,

suivant qu'il s’agit d’une planéte ou d’'une cométe. On aura

[ ddc ddg’ e ds T, .
—— =cosg' W = cot oV — = tang —sing W
7 cosg W, =7 cotzsin g W, i g, sing W,

dsh s’ hooh
IR di e
A2z k2 20”2 oh\ .
=— —dx + S = R S
de2 7 rt 9
dsM 27 AT o dst g O oo 5
—— =— — 1+ — , ou — =— — (14 — .
| -dt w2\ 2 ) %% dt a? 2

Chacune des nouvelles inconnues est de I'ordre des forces perturba—

5 S i e
trices, et s’annule pour ¢ —=¢,; de méme la dérivée — est nulle
’ P 0> dt

évidemment pour ¢ = ¢,.
L’usage de ces équations trés simples n’appelle aucune observation

qui n’ait déja été faite précédemment. Toutefois, pour calculer le
gs

- . : o 3
second membre de I'équation qui donne , on a besoin de la

b)
de?
‘ ~ 5 5B k2 5
valeur méme de 3z; et si le coefficient — L} n’est pas suffisamment
=

petit, on peut craindre que la valeur approchée obtenue pour 62 par
Iapplication de la formule ordinaire (les notations étant toujours les
mémes que précédemment)

Upi1=A2yp 5+ E()"l—l‘_‘&.},l}*l A2y s+ A3y Ay )

145

1 I
Com T e LS N i,
Yn—2 Von—3 12096

210 120

N
L

n'offre pas une précision suffisante. Dans ce cas, exceptionnel en

réalité, on pourra employer avantageusement Dartifice indiqué au
n° 62; en écrivant Iéquation sous la forme

d? 3o,
de? = A_aala

k2 :
de sorte que a = 737 On se servira pour calculer le second membre
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de la formule

I T 145
Antt— @niy ( A 20— — A2 — Ny MYy i—. .,
Ldmer i s e G B 12096 7
Yn+1 =
Apiq
1
12

Il ne reste plus qu’a indiquer la facon de retrouver les éléments
osculateurs proprement dits pour l'époque ¢. Le paramétre p est

, ; ok P g
d’abord égal a 73’ et pour plus de précision, on peut écrire

Sh\ .
P =po+2po 1+ — ch.
Le rayon vecteur r est connu; sa dérivée 7’ par rapport au temps
résulte d’une formule écrite plus haut

I d7.+ I dl‘(
T e dr,

c’est-i-dire, d’aprés les lois du mouvement képlérien,
dz. k

L= — ¢oSin ¢y ;
1dt 7 1,
%V Po

do.
dt
On peut alors déterminer I'excentricité et 'anomalie vraie oscula-

la dérivée — est fournie par la table d’intégration relative a 3.

trices par les équalions connues

. r
esing = ’
k
ecosp =L I,
’
qui, écrites sous la forme -
< 3 b 811_8“+r\/l—’d“
1neg = é,sin¢e €pS1 e —_— —
€s 0 1+ €oSIngy o yrie T
=00 o
€Ccosy = €,C0s¢y1—+ E—r—p.__])o T ;

permettent la détermination directe des différences v —¢,, e —e,,
par les procédés connus, rappelés au paragraphe suivant,

Enfin, le calcul s’achéve par la recherche de @ et n, sil'on veut,
et par celle de I’'anomalie moyenne M, ou de I'époque du passage au

ANDOYER 21
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périhélie T'; en dernier lien, on a pour définir ' la relation
¢+ =0+ o).

Comme nous l'avons déja dit, on exécutera les différentes opéra-
tions indiquées avec le nombre de chiffres nécessaire pour obtenir
une approximation satisfaisante.

71. La troisiéme méthode indiquée au n® 65 est semblable ala preé-
cédente dans ses points essentiels. Choisissons un plan fixe P,,
défini par son inclinaison 7, et la longitude ¥, de son neud ascen-
dant N, par rapport au plan de coordonnées Ozy. Soit M’ la pro-
Jjection du point M sur le plan Py; le point M est défini : 1° par le
rayon vecteur accourci OM’ ou p; 2° par sa longitude ), comptée
dans le plan Py a partir de ON,, égale a I'angle de ON, avec OM';
3° par sa cote { au-dessus du plan P,, égale a la longueur de M'M.
En appelant F,, Fo, Fy les projections de la force perturbatrice
sur OM’, sur la perpendiculaire & OM’ menée dans le plan Py, et sur
la normale & ce plan, les équations du mouvement de M sont, d’aprés
le n° 65, avec I'introduction d’une variable auxiliaire 1255

I dzp ) 0% k?P
dr T T +Fe
dk n dy -
de 92’ @t - 0
a2t 2t
e e e Fe.

Imaginons maintenant que la position du point M’ résulte de -
certains éléments képlériens qui sont d’abord #,, ,, puis, comme
ci-dessus, M, ¢,, a,, ®;, en désignant par cette dernicre lettre la
longitude du périhélie comptée dans P, a partic de ON,; soit de
plus ¢, 'anomalie vraie correspondante.

Il faut déterminer M,, e,, @y, w,;, de facon a retrouver p comme
rayon vecteur, et a avoir A= ¢, 4+ w,. On dispose par suite de deux
relations arbitraires entre les inconnues; on les choisit de facon que

5 T 3 : v
'excentricité e, ait une valeur constante e, et que la quantité p* %?l
ait aussi une valeur constante 7,, de sorte que I'on a en premier lieu

@ s
drs = pﬂ 3
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(C5
N
o

Si ng et @y sont liés a e, et 7, par les relations

naiyir—e

S

— 243 — /3
= Yo ngay = k2,
L d

faisons, exactement comme au numéro précédent,
M= ng(t;— t,) + My, ay = aay,

et substituons ¢,, « & M,, @, ; on a ici p=o0ar;, en nommant r, le
T et St el : 1. Rai
ayon vecteur associ€ a ¢, dans U'orbite d’éléments a,, e,, M,. Raison-
nant alors de la méme facon, on obtient immédiatement pour déter-
miner les inconnues ¢, et « les deux équations

dity G
A
ﬂ=/{2 E ey s eOn—u) 1
diz 03 73 0% 3 o
En faisant ici
sl F
U=—%, v=Es,  w=r,
v 10

on a finalement 'ensemble d’équations :

dn dwy n— 1 dt, 1
WL e i
= _
p 2 (D
h 12
AL
de — 8 5

T
Pour calculer —5» posons

1 23
= 5(1—‘{);

comme on a

FE=p2-p L2
la_quantité Y sera égale a 5
et en faisant encore
e E t_’ .4",
2p
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le facteur v' sera donné par le développement en série

e B /
T g
c e 1 I 3 o e i
la différence — — — sera égale elle-méme a = = ',
p r 2 p° ¢

Comme le rapport g’ égal a tang 3, sil'on désigne par 3 la latitade

de M au-dessus du plan P,, est pratiquement trés petit, on pourra
presque toujours confondre ¥’ avec I'unité ; si une plus grande approxi-

5
mation devenait nécessaire, on aurait trés exactement V=005 8,
puisque I'on a

5
*{’=cos-‘zﬁ<1—!— %tang‘@—%—...)-

Pour calculer U, V, W, reportons-nous aux conventions el nota-
tions du n°® 68 ; les coordonnées Fiy Ky, 55 ayant toujours la méme
signification, soient &;, n;, ; les coordonnées de M; par rapport a
des axes ayant pour origine le point M et paralléles respectivement
a OM/, a la perpendiculaire 8 OM’ située dans le plan Py, et a la nor-
male a ce plan. On aura

en faisant toujours

L
piela b e S 2 __ 2 n2 r2
Q, A} r.;') Al—”—i—f,!—i—w-

De plus, on aura évidemment

€j=pjcosk +v;sin\ — 0,
0j=—; sink -+ v; cos},

Cj=r;[cosipsinB;— sini, cosf;sin(h;— F)]— ¢,
avec

y=r; 0B, cos(h,— 5,),

vj=r;[siniysin3; + cosiZ, cosf; sin(A;— Jo)]-

Pour appliquer les équations (12) au caleul numérique des pertur-
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bations, on prendra pour iy, Jy, @, €q, ... les éléments correspon-
dants osculateurs au mouvement du point M a I’époque initiale ¢, ;
soient de plus w, la valeur osculatrice de I'élément w, distance du péri-
hélie au neeud, et M, I'anomalie moyenne de I'époque ¢ dans I’orbite
osculatrice de I'époque ¢,. '
En faisant
Wy = o+ 80, 0 = 1 (1+ 379), o =1+ oa,
et

~

M;= M+ &M, ou bien ty=1t+ ot,

suivant qu’il s’agit d’une planéte ou d’une cométe, on aura

dd e ddw 107
—_— y —— )
dt dt c2
d?da k2 2012 b}
LBl gt
) dt re ps P 2
] d2z k2t
de e 13' o
ds M 21, do 5 oo dst 2 I+Bv. S
—_ — - i _— = — — — ) 0Z.
dt PO L 2 o2 2

On a d’ailleurs

)\=v1+w[, p=uar,

et ¢,, ry sont calculés dans l'orbite définie par a,, eo, M, ; ou bien,
s'il s'agit d’'une cométe, dans Porbite définie par p,, eo, Ty, pour
I'époque ¢, . :
Chacune des nouvelles inconnues est de 'ordre des forces pertur-
. : . e dox d
batrices, et s’annule pour ¢ = ¢,, comme aussi les dérivées —, ac
b p 0y dt dt
Lusage des équations précédentes n’appelle aucune observation
g I PEE :
nouvelle: il suffira de se conformer aux différentes régles déja
posées.
Examinons maintenant comment se fera le retour aux éléments
osculateurs proprement dits, désignés comme toujours par ¢, Shia,
Soient V,, Vg, Vy les projections de la vitesse de M sur les axes
déja définis qui portent les composantes Iy, Iy, Fy de laforce pertur-
batrice, de sorte que

4 _ 4 LA
VP—‘E, Vg——P?{?’ V{-—- m,
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les projections sur ces méme axes du moment 4 de Ia vitesse par rap-
port a lorigine sont alors respectivement

, d) do  dr Sel) s
B gt A i

¢t par suite, si Pon appelle Z, et S, Pinclinaison et la longitude du
neud ascendant du plan P de I'orbite instantanée par rapport au
plan fixe Py, 3, étant comptée comme 1 a partir de ON,, ona, d’aprés
les valeurs de /4 et de i

ky/psing, sin(A—3;)=q4
e/ p sin i COS(A ) —p L
k\/p cosi, = 1.

On déterminera done d’abord Zi et Iy par les deux formules

&
tangz, sin(h — %) = %,
e

g dp

P —C —

STy s dt

tangi; cos(A — 3,) —

i

comme précédemment, on a d’ailleurs

dp L dx i k
@ gk a~meo singy,
. e el S 5 SR
et les dérivées 2 7, sont fournies par les tables d’;n(égmtmn rela-

tives & o, ¢,

Bl S : St 5
L’angle 3, est necessairement mal détermingé : mais, comme nous
AYR7 i s ) » - o
le verrons, il n’en résulte aucun inconvénient,

On pourra ensuite, en remplacant 4 par £ VPo (1~ 87), déterminer
le parameétre P par la relation

VP = Vpq séciy (14 om),

que l'on peut écrire encore sous la forme

V;'—t/;7;= ‘/ITOSéCiI <8'r, +2sin32>v

ou bien

; e et O\ R
P-P0=Poseczh,[2<1+?‘>on+sm2tl].
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En méme temps, on calculera I'argument g, de la latitude dans le
plan P rapporté au plan Py, par la formule

tang gy = séciy tang(h — Jy);
ou plutot, on déterminera avec précision la différence
d=g1— (X —3y),
en utilisant le développement en série bien connu équivalent

i

= sing(A —3F) +...;

: : o T :
sina(h — J;) + 5 langt
en raison de extréme petitesse de 7y, ce développement pourra géné-
ralement étre réduit & son premier terme.

On trouve alors les éléments ¢ et I, ainsi que Pargument propre-
ment dit de la latitude, soit g, par la considération du triangle formé
sur une sphére de centre O par les traces des plans P, Py et Oy
les cotés opposés aux angles = — i, Z,, 7, de ce triangle étant respecti-
vement 3y, g — g1, I — Jo, on peut employer les formules

3 ta o -
< COS;(LO— 1)
oL e e e
i S .
cos (Zo+11)

| -

1 S S
tang;(g——g1+5—so): tang ~

e £
sin = (£, — ;)
L e o le 2
tang ;(é"—‘é"i“—‘d"{_do): LT e et
sin—(Zp+ 1)
2
I, e
COS;(g’_A"l—.“.Jl)

i e 15
tang — (z —7,) = tang ~ 24
: > cost(g—gi—F1)

2"

En faisant

D o | S e [ o S
d=-(g—&1+3—5—7), d'= ;(5‘—5’1'—4“‘50'—«‘1):

on a ces quanlités avec précision par les développements suivants,

analogues a celui de d,

1 B e e 1 Zo G
= tangftang:smﬁm—;tang2; tangﬂssmzul—t—...,

7, T I io g l.l 4 o
d"=— cot— tang—l sinJ;+ — cot? —tang®—sin2J;—...,
2 oy 9 2 5
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et I'on en déduit

S —Sy=d—-4d, g—A=d+d+d'.

On peut écrire aussi
Fig d”)

; 005(3,—4-

;. iy 1 A

lang —(z — ¢ = tang — = ’
d 52( 0) gz d—i—d"

cos

2

et la petitesse de 7, améne ici, comme dans les formules précédentes,
des simplifications de calcul qu’il serait superflu de détailler.

Pour achever, il faut, comme précédemment, tirer I'excentricité et
I'anomalie vraie osculatrices des formules

7 /;

esing = e

ecosp = £ —1I,
7

’ 7t . e Seel LR
r' désignant toujours la dérivée ;- T est connu, comme nous I'ayons
déja dit, et 'on obtient 7/ par la relation évidente

2
rr'=o (—[‘:—) & $ ;
Sl c dt

qui donne, d’apreés la valeur de %,

o

rodt” FE’F,.‘/P—O

€y sin Vy.

Enfin, on déterminera « et 7, sil'on veut, puis 'anomalie moyenne
M, ou l’époque du passage au périhélie, T, suivant le cas; et 'on
aura le dernier élément w en prenant la différence & — v, cgale a
W+ (g—h) — (v—(-‘,).

Tous ces calculs se feront aisément avec exactitude voulue, en
ayant soin de se conformer aux indications données ala fin du n°67.
Pour obtenir directement les différences ¢-— ¢, el e — ey, on fera

€SNy = ¢g sin ¢, + esiny,

€COSY = egCosp; + ¢ COS Y,



o
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de facon a avoir, comme 'on sait,

esin(y — o)
e°+acos(~/_——v.)'

Q —+ ¢y o
€ —€y=¢tCos | Y — ——2—— sec 3
2

tang (¢ —p;) =

On trouve alors sans peine

e Vp—
esiny = 5 eosmvl< \/E; =
scosleﬁ(u_o_ﬂ)-

T ; E
7 Po ry

kr e

i on ) (o2 S,

nous avons déja vu quelles étaient les valeurs de ¥p ~_‘/p° etde 2 ; Po.
Po 0

; elle est égale a asécB —1, cest-a-dire

. r—r
quant a celle de ’—1

A 02+ 24sin2 E) sécB, enappelant toujours 8 lalatitude de M au-dessus

du plan P,.

On a ainsi tous les ¢éléments du calcul sous la forme la plus conve-
nable.

La méthode que nous venons de développer est celle dite de
Hansen-Tietjen, modifiée et simplifié¢e dans un certain nombre de
détails : elle offre d’assez grands avantages pratiques, en particulier
dans le cas des cométes. Elle permet aussi de calculer avec la plus
grande facilité une éphéméride, en tenant compte des perturbations.

Supposons en effet que l'on calcule par les formules du n° 25 les
constantes équatoriales de Gauss sina, sinb, sinc, cosa, cosb, cosc,
A, B, C qui correspondent a I'hypothése w =0, i =t,, oS
d’aprés leur signification méme et celle des quantités p, Al on
aura pour calculer les coordonnées équatoriales du point M les for-

mules simples
zy=psinasin(A + )+ {cosa,

yi=psinbsin(B + 1)+ L cosb,

zy=gpsincsin(CG+ X) + L cosc.

Notons encore que l'on peut obtenir une certaine simplification
dans le calcul des coordonnées &;, 7, {;, en opérant de la facon sui-
vante. Soit P; un plan fixe défini par son inclinaison 7; et la longi-
tude Z, de son neeud ascendant N; sur le plan Ozy; soit de plus w;
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Pinclinaison du plan P, sur le plan P;, et'N' le nceud ascendant cor-

respondant. Dans le triangle N;N,N' déterminé sur la sphére de
centre O par les traces des plans Ozy, P;, P, (fig. 5), faisons

Fig. 5.

NeN'=¢;, N;N'= 4 — 3y; il est facile de déterminer une fois pour

toutes les quantités ©js ¥jy wj, par exemple par les formules

'
i B iy Py e s el P
Sl 0 $in ¢; = sin¢; sin (30— 3;),
SID w; COS @; = singy cosi; — cosi, sinz; cos(J, — J;),
COSW; = €O0S% cOSZ; -+ sini, sin i; COS(Jp— 705
sin w; sin(Y; — ;) = sin fhsin (5, — 3;),

smm,—cos(a‘ﬁ—-.?f):—coszosij—;—smzocoschos(S‘o—Jj).

Désignons alors par 2 la longitude du point M;, comptée a parlir
de Oz jusqu’a ON; dans le plan Oy, puis a partir de ON; dans le
plan P;: et par 8/ la latitude du méme point par rapport a P;. On
aura pourcaleuler £ "0 Fole mame ensemble de formules que
ci-dessus, a la condition de remplacer partout ¢, par w;, §; par .837
%j— 3, par N —di A par A — o,

Si l'on prend pour le plan P; un plan voisin de Porbite ins-
tantanée du point M;, la latitude B est tres petite et souvent
négligeable; et cest de Ia que résulte la simplification de caleul
annoncée.

On trouve précisément dans les éphémérides les valeurs des
quantités %7, @/, Sj, i pour les quatre plus grosses planétes; le
choix du plan fixe Pj reste le méme pendant les dix années les plus
voisines du commencement de chaque année décadaire, comme
celui de I'équinoxe fondamental auquel on doit rapporter tous les
éléments.
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72. Dans la quatrieme des méthodes classées au n° 64, on peut
chercher a déterminer directement les variables r, g, I, 7, des
équations (4), qui, avec h comme inconnue auxiliaire, définissent
peut-étre de la meilleure fagon le mouvement du point M.

Si 'on marque de l'indice zéro les éléments osculateurs a la tra-
jectoire de M pour I'époque ¢,, et que Pon appelle ry, ¢4, g9, le
rayon vecteur, 'anomalie vraie et 'argument de la latitude qui en
résultent pour I’époque ¢, on a, en faisant /oy = £ \/p_‘,,

dirg  h§ k2 dgy, My
e~ 13 r2’ dt — r3’

d’apreés les équations (4) elles-mémes.
Posant donc

=2
v}

(<Y

00T, =i+ Ti, h=hy(1+3h), g=g,+0g, r=ry+3r,

les équations propres a déterminer ces nouvelles inconnues sont

: dég ot a: rEy di = e rE,
e et
dish e ddg- h 'k cosii@
AL g dt -~ 72 iy dt’
07 ) Y = e e P e
LT e S BRI R
de? 3 i r2 o 7 R

Dans les seconds membres des deux derniéres de ces équations, il
faut mettre en évidence les perturbations 3r, 6k ; en écrivant

h ho  hySh ko or

(2r¢—+ or),

v 2 2 2
s ry i FAns
S

e h3 3h(2—+ Sh) S h3 or[3”_0+ (3r)7]
r3 ra 79 r3rd :

k2 & k2 67 S

e — 27—+ 67);

2 2 2 > (2770 )
i r r

uis, observant que 'on a
gt [

3h2

> — k2 = k2(1+ 3y cO5¢y),
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et posant ici

- ~ er s "Fll
U:I‘,-, V—TO; W = /L,
on a les équations définitives
d i< oy d oL ddh i
Tot_ = coséczsin g W, T cosg W, = W
d2ar— L I+ 3e cosv>
i = 5y, (1 3eocoses
(13) 2k2p,Sh oh k2(3r)? poor
() BN B
73 2 B rry
d—(’g:ll;po SRt I—i——m;) —cosiﬁ;
el r2 o 27 di

L : Lo =S udion
les inconnues sont toutes nulles pour ¢ =¢,, et aussi la dérivée i

Les quantités U, V, W se calculent exactement comme au n° 68,
sauf que l’on a ici

) km;r kmr
U:/ﬂ’nj(QjEj-—T‘{)i V=—éQ/hj, W= \j_Qj:j.
7y vV Po (1+ 3k y/ py
L’intégration des ¢quations (13), prises dans Pordre oi elles sont
écrites, ne saurait pPrésenter aucune difficulté, en tenant compte des
observations déja faites précédemment.
On peut substituer a Pargument de la latitude & la longitude dans
Porbite £, souvent avec avantage; il suffit pour cela de remplacer le

. =D . ;
dernier terme — oS¢ ;—t de la derniére des équations (13) par

tangé singW. On peut encore, si on veut, introduire S, et sau
lieu de fer 3.

Si Iinclinaison i est tros petite (et 'on peut réaliser ce cas en pre-
nant pour plan fixe Ozy le plan de Porbite osculatrice de Pépoque t,),

on remplacera les inconnues 3, i, g parla longitude dans I'orbite f,
et par les deux quantités

s=sinising, s' = sinZcos g,
.

dont la premiére est le sinus de la latitude du point M. On trouve
alors immédiatement, d’aprés les €quations (4), les nouvelles équa-



:

el S S = dsr
dérivées 7’ et 77, dont les différences sont respectivement or et =

Q¢
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tions correspondantes

ds & 5

dt=58 72
%:—%s—l—cosi“",
Gl s -
E=,—;+ —;ﬁ“,
! 2 cos? ;“

et dans la derniére, on introduira ¢/ comme précédemment.
Pour retourner aux éléments osculateurs, on a d’abord, en vertu de
la valeur & \//j de A :
VP =Vpo (1+3h),
c'est-a-dire encore

% 3h
P —Po=2poch <x+ ;)-

Ensuite, la comparaison des valeurs de r et 7y, et celle de leurs
(o]
¢
cette derniére étant fournie par la table d'intégration relative a 8r,
donne

PP

€CoSP = €;CoSPy—+ — — —
r o

esing = e;sing) + 7:—(7"//_) —roy/po) s

c’est-a-dire finalement
dor
dt ’

esing = egsing, + Sheysingg +—/f-

s _Poa".
=

€CcoSP — €3C0s8¢y +
rry

On achéve alors comme précédemment.

73. Enfin, dans la derniére des méthodes indiquées au n° 64, le
point M est déterminé par ses coordonnées rectangulaires z, y, =
par rapport aux axes fixes, définies par les équations (1).

Si, comme précédemment, on marque de I'indice zéro les éléments
osculateurs a la trajectoire de M pour I'époque ¢,, et que 'on appelle
é’o, Yoy S0y I'o les coordonnées rectangulaires et le rayon vecteur qui



334 CHAPITRE XI.

en résultent pour I'époque ¢, on a

d2z, krx, d2.r ] 2z F.
g de2 = 3 3

et les autres équations analogues relatives aux axes Oy, O3,
Si done on fait

Z =)+ £, Y =yo+n, 3 =35+,

€t que I'on remplace F,, F,., F, par X, Y, Z, on a pour déterminer
les inconnues £, 4, S, des équations telles que

: S E o dz =
les inconnues et leurs dérivees remieres —, ... étant nulles pour
P dt
=it
Les fonctions X, Y, Z se calculent immédiatement ; si Zjy Vi sj

sont les coordonnées de Pastre perturbateur M, de masse mj, on a

5 Tj— & X ;
X = Z:Ic?mj< L —4)
A% I‘; 2

A= la —aPe (g na (o o

avec

la sommation est étendue a tous les indices o

B k2 . g s 2R

raisant 5 — /i, les équations ci-dessus s’écrivent

(i)
at 7y

— =—} Ry o0 4
de2 E+hao (1 g B, €
et il est nécessaire de mettre en évidence les perturbations &, 7, {

ey rs
dans la différence § — - A cet effet, on pose
= ;

=13 tag),
de sorte que

£ :
7"325(2‘0—*-i)“‘"}()’o%-ﬁ)-f—(_(;’oo—i—_

W e
\_/

Dans ces conditions, on a

=3

, i
I— S =1—(1+2ag) * = fq,
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(95
o
it

en faisant

o 5 5 55
f=3<1-— 59+ ﬁgﬂ— ;;—.qu*—n—...)r.

La quantité ¢ est toujours petite, inféricure par exemple a 0,03 en
valeur absolue; il est alors facile de construire une table donnant
log f en fonction de g : c’est la table d’Encke, du nom de I'astronome
qui a donné toute sa valeur a la méthode que nous étudions actuelle-
ment. A défaut de table, on peut calculer £ directement par la formule
simple

ou I'on prend
s=1-+2q.
Plus simplement encore, on peut poser
tang20 = 24g ou sin?f) =—agq,
suivant que ¢ est positif ou négatif, et prendre en méme temps

10
3

ou f:3(cosgséc0) 3 :

10

6= - 3
feas (cos—v cos(l)

S
ces formules ne sont qu’approchées, mais 'erreur ainsi commise est
absolument négligeable dans les conditions de la pratique, puisque
* . - . . # .
son terme principal est égal a Z—,, ainsi qu’il est facile de le vérifier.
24

Les ¢quations du probléme prennent donc la forme

B e ) X

de JIE
a2

(14) d—;=h(fq}’—"’l)+Y1
| et

—d_l‘-;= ]L(qu—C)—FZ,

z . r
gri=~t{zi+> )+ yo—i—ﬂ +C<50+5 .
Dosiss 2 J 2 ; 2

Les équations (14) seront intégrées d’apres les régles dun® 62. Sile

avec

k2 :
-» est assez petit, le calcul des seconds membres

coefficient £, égal a —
b

se fera d’une facon suffisamment exacte en partant des valeurs appro-
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chées obtenues par I'application de la formule d'exlrapolation

I
Upt1=A 2y, 0+ 12 (Fn+AYus+ Ayp gt A n—s+Abyp_+.. )

Rt 1 145
— oAy, — —— A3y, o

b g S
240 120 12096 = I 2

dont la signification n’a pas besoin d’étre expliquée a nouveau.

Dans le cas contraire, exceptionnel en réalité, comme nous avons
déja dit, et plus généralement, si 'on craint de n’avoir pas ainsi toute
la précision désirable, il faudra employer un artifice analogue a celui
que nous avons déja rappelé précédemment a propos de la seconde
méthode, a la fin du n° 70; mais la question se complique un peu en
raison de la présence du facteur ¢, qui dépend des trois inconnues
§5my €.

Les valeurs approchées déterminées comme nous venons de le dire
pour &, u, ¢ seront toujours suffisantes pour calculer X, Y, Z, de
méme que les coefficients z, - g » Yo+ %’ :-o—}—% qui figurent dans
I'expression de ¢, et aussi les valeurs z, J's & qui multiplient fg dans
les seconds membres des équations (14).

o o S at  dv d
Appclons plus briévement & m", U les dérivées 2725’ d—t?’ Tk
et faisons
b2/ " n
Pty e ey SR T s
g__X—e—“, 7)—Y+[2y &—Z_l’_a,

de sorte que les valeurs de X¥Z" sont obtenues exactement par les
formules telles que
145 iwn

U ; I I

/ -t " n “
'\/H—l =A “’Em—z =t ST Azg.n—a S MO . n—4
12096

2 e
240 O s

€ portant ces valeurs de £, 7, § dans les €équations (14), on a

b /1(.fq.2:—X') + X
=t T e

- .
1+ —
12

b}

ctil ne reste plus qu'a déterminer g- Or, on a aussi

h <
qu—i—i—f—X'
i BT 12
go—D /l b = bl
I+ —
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et si 'on porte ces valeurs dans 'expression de ¢, en faisant pour
abréger

il vient

hf
1———‘f(z.z'+ By +1v3z)
12
On aura ainsi, en rétablissant les indices, la valeur de ¢ et celles
b )
de & 70 qui sont nécessaires pour avancer d'un rang dans la for-
mation des tables d’intégration relatives aux équations (14), et cela
avec toute U'exactitude désirable. A la vérité, Pexpression de q ren-
ferme le facteur f qui dépend lui-méme de ¢ ; mais comme [ varie peu

h S L o 5
avec ¢, et comme le facteur T ost petit, il sera bien aisé d’avoir tou-

jours une valeur suffisamment approchée de f pour obtenir exacte-
ment ¢, par exemple en extrapolant le tableau des valeurs successives
de f.

Indiquons enfin le retour aux éléments osculateurs, et convenons
d’abord de marquer de 'indice zéro les diverses quantités, constantes
ou non, qui dérivent pour I'époque ¢ des éléments osculateurs de
I'époque ¢, : par exemple, 74, ¢y, 2o, M, sont le rayon vecteur, Pano-
malie vraie, 'argument de la latitude, anomalie moyenne, calculés
pour 'époque ¢, dans l'orbite osculatrice de I'époque ¢y, tandis que
¢, &, M sont les quantités osculatrices correspondantes a I’époque ¢.
Convenons eucore d’appeler 3f toute différence telle que f—fo,
et aussi de marquer par un accent les dérivées par rapport au temps.

Il faut, en premier lieu, calculer les coordonnées Loy Vst Bo
et leurs dérivées z, y,, 5. Si z,, par exemple, est de la forme
rosinfysin(v,+ Fy), f, et F, étant des constantes dont il est inutile
de rapporter ici les valeurs, on a, d’aprés la formule (r2)-du n° 23,
ou I'on remplace dM par n dt,

T —/{:sinfo[cos(vo+ Fy) + e cosFy.
Lo

Les quantités éx (ou &), 8y, 8z, 8z', 8y, 85/ sont données par les
1 ) 02; ’ 2 P

ANDOYER 22
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tables d'intégration relatives aux équations (14), de sorte que I'on
connait z, y, z, 2, y', 5.

On peut alors calculer directement les éléments osculateurs corres-
pondants par les formules du n° 27 : ¢’est le procédé le plus simple
et souvent aussi le plus avantageux, a la condition de prendre les
précautions nécessaires déjaindiquées précédemment a la fin du n°67.
Voici les formules a appliquer, ot I'on a rétabli comme il convient la
valeur de £ :

ky/p sinisinZ =ys'— zy,
kypsinicosS = x5 — z2,
k \/; cost =zy'—yx';
rsin g = z coséci,

rcosg =z cosT + ysinJ;

’ = ’ . . e
; ' Vp zx' + + 23
S ‘/l=(' o ")‘/p, ecosv=£_1’
k : kr r
1 2 2Py g2
ey k2 r

ces équations se réduisent d’ailleurs a six distinctes. De Panomalie
vraie ¢, on déduira 'anomalie moyenne M ou le temps du passage au
périhélie, suivant le cas; et enfin’l’on aura

(EYF==p o s

(=]

Si Pon veut exprimer directement les perturbations des éléments &
l'aide de celles des coordonnées et des projections de la vitesse, fai-
sons d’abord :

kP =y 3z — 2 Sy + 2y 8y — y) 8z,
kQ =20z — z 8z’ + z), Sz — 2 8z,
kR = xBy’—_ny'—f—y() S — o'y By ;
on a alors
3 <‘/1—7. sinZ sin J) = P,
8 (vp sinZ cos%) = Q,
5(‘/1_20051') =3 s /

les deux premiéres de ces €quations donneront 3 ( Vpsini) et 83 par

’ * . S P : ¢ ¥

l'application du procédé rappelé au ne 71; et de méme ensuite, on
N > T Gt c - 3

aura i et 3y/p; de cette derniére différence, on déduira aussi

% =3 Vp(Vp + y/py).
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En écrivant maintenant
(7 sin g) = coséciy(8z — 5 coséci & sini),

8(rcosg) =8z cosJy+ dy sinTy+ 28 cosT + ¥ dsinT,

et remplacant ¢ sinZ, par exemple, par

o =
0 . by

2 sin— cos ( Lp+ — |,
2 9

le méme procédé encore donnera les différences Sz et 87.
Directement d’ailleurs, on a aussi

(r—+710)8r = (@ + ) 82 + (¥ + o) 3y + (5 + 3,) 33,

ce qui vérifie le calcul.

La relation
rr'=ax'+ yy'+ 53’

donne : -

r8r'=z8x'+ y 8y + 583 + o) 3z + ¥\ By + 3, 85 — 1)y br,
ce qui permet d’obtenir ¢r'; écrivant alors
S(esing) = ’—;‘!8‘/‘;4— ‘/T-{;Br’,
d(ecosp) = % <8p — ‘%.9 8/‘),

on a toujours de la méme fagon de et oy, d’ou
3w = 8g — &v.
Il ne reste plus qu’a obtenir directement, en prenant les précau-
tions nécessaires, les valeurs de M, ainsi que celles de a et n, si 'on

veut.
L’emploi de la relation

donne aussi directement

~

ba _ 20r 5 (@' +a}) 82’ + (y + yh) oy + (&' + z{,)Bz”
ady -~ rry k2




340 CHAPITRE XI.

et I'on peut en déduire 57 par 'artifice suivant: on a

da\~
=N Iet=re—— ;
0 a, ]

N
oa
=
@ 9,

19

s1 donc on fait

et que, comme plus haut, on appelle £ la quantité

. 3
1[ -3
—|l1— (14 29) '],
7 q

il vient
on = — g ng;

le nombre f est donné en fonction de ¢ par la table d’Encke, ou par
le calcul direct que nous avons indiqué.

Bien des modifications de détail peuvent étre apportées, ici encore,
a ce qui précede : c’est au calculateur lui-méme qu’appartient le soin
de les établir, suivant les circonstances, et sa propre convenance.

La présente méthode est assez souvent employée : mais comme les
perturbations des coordonnées rectangulaires grandissent rapidement
et irréguliérement, il faut en limjter I'usage a d’assez courtes périodes
de temps. Elle permet de tenir compte bien facilement des perturba-
tions dans le calcul d’une éphéméride. Si en effet £, 7, { sont, comme
d’habitude, les perturbations des coordonnées rectangulaires éclip-
tiques; on en déduit immédiatement celles des coordonnées rectan-
gulaires équatoriales, soit £,, N1, &4, par les formules

gl =
M1= 7 cose — {sine,

G = 7 sine + { cose,

ou & désigne Pobliquité de Pécliptique; et on est ainsi en mesure de
calculer simplement Péphéméride, en partant des coordonnées équa-
toriales 2, Y1 21, qui correspondent a I’orbite osculatrice de
Pépoque ¢,.

Si I'on peut négliger les termes du second ordre par rapport
a§,71,% on a directement les perturbations de la distance, de I'as-

cension droite et de la déclinaison géocentriques, soit o, o, G, par
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les formules connues

dp = E;c0sd cosa+ 14 cosd sina—+ ¢y cosd,
p €088 doe =— &y sina + 14 cosa,

dd = — £ysind cosx — 7y sind sina 4+ ¢; coss.
< I =1

Bien entendu, il faudra prendre les précautions imposées par le
choix des différents systémes de références.

T4. Ainsi que nous l'avons déja dit, on se sert surtout de la
méthode de la variation des éléments, de celle dite de « Hansen-
Tietjen », et de celle d’Encke développée en dernier lieu; toutefois,
on doit éviter la premiére quand il s’agit d'une orbite cométaire, et
limiter I'usage de la derniére a des intervalles de temps assez courts.
Mais les régles a suivre sont semblables dans tous les cas; pour les
faire bien comprendre, nous allons développer avec tous les détails
nécessaires une application numérique, en suivant la quatrieme
méthode, c’est-a-dire celle du n°® 72 : cette méthode, en effet, se
préte trés bien au calcul, et 'on y définit la position du ‘point M de
la facon la plus simple et la plus naturelle par le plan de 'orbite
instantanée, le rayon vecteur et la longitude dans I'orbite, que nous
substituons ici a Pargument de la latitude.

En nous placant dans des conditions fictives, mais analogues
a celles que I'on rencontre effectivement quand on tient compte de
P'action de Jupiter sur une petite planéte, imaginons qu’a I'époque ¢,
prise pour originé du temps, l'orbite osculatrice du point M soit
définie par les éléments suivants :

.

0—75% wo = 135°, Qg = 20°%,. My = go°, o= 900" ;

w

Ty = 159

comme d’habitude, le moyen mouvement 7, est ici rapporté au jour
comme unité. La force perturbatrice qui agit sur le point M provient
d’un seul astre M, dont la masse m; est 0,001, et qui décrit dans le
plan O zy, suivant les lois du mouvement képlérien, un cercle de
centre O, avec un moyen mouvement diurne n; de 300”; de plus,
pour ¢ = o, sa longitude %; est nulle.

En prenant l'intervalle de 4o jours pour unité de temps, il faut
d’abord remplacer n, et n; par 36 000" ou 10° et 12000" ou 3°20'; la

quantité & devient
[7,83764143],
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en représentant toujours un nombre par son logarithme entre cro-
chets, et Pexpression de % en secondes d’arc est

K= [5,15206656].

Si r; est le rayon vecteur constant de M/, déterminé par la relation
203 ___ L2/ .
nir;=Fk"(1+m;), on a
rj=[o0,71550].
Les divers calculs a effectuer sont résumés dans les formules sui-
vantes, ou I'on a représenté par des accents les dérivées par rapport

au temps :

Bj= r;cos(d;—3),
Vi = rjcostsin(A;—9);
e [4jCOS & +v,sing — p,
Nj=-—;sin g +v;cosg,
G=—r; sinZsin(A;— 3);
I T
Ajz-:'c.'}‘*‘“';;—!—cz, Qj=F,*7;
; J .
e / r km;r Km;r
U=172m; (Q/ Ej— —3—)’ Wiee el Oy, W=
Ty V.Po (L +8h) ypo

7
(83)’=cosécising\V, (87)'=cos g W, (3h) =Y,
(81‘)”=A31'+Bah.-—!—c, (3f) = F87'+G811+H;

avec
S=g+9, :
k2 2 k2 3/
A:—rzro(l—i—?;eocosvo), B:TPO(I—'— f)’
Couy RO per
rir2 rry 2.
oG or o T i 3
_*To"'*‘m’ G=T; H=tang;sing\\;

. IO D - >
les perturbations ©-J, 6t, of sont exprimées en secondes d’arc.

Nous allons donner les résultats principaux du calcul lorsqu’on
veut pousser le calcul des perturbations jusqu’a Iépoque ¢ = 10. Tout
d’abord, on déterminera les valeups de Panomalie vraje ¢y et durayon
vecteuf' 7y pour les époques — 5, __ 1,0,1, 2. 5 10.-Ba ¥ joignant
o et A;— 3 ‘on a le tableau suivant, avec Papproximation de la
seconde d’arc, et de cing décimales -
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t % log ry 2o A—5,

e " 0, " o ’

9. 109.37.10 0,39613 244.37.10 278.20
s e 118.32.18 0, 42063 253.32.18 281.40
01200 126.33.38 0,44209 261.33.38 285. 0
et 133:52.35 0, 46066 268.52.35 288 .20
it 140.38. 5 0,47652 275538000 291 .40
3w 146i57.|| 0,48987 28 5% TE 295. o
AT 192.55.37 0,50088 28755537 298.20
Bz IDBS38 % 0,50969 293.38. 4 3or1.40
(e 164. 8.28 - 0,51643 299. 8.28 305. o
G 169.30.16 0,52118 304.30.16 308 .20
S 174.46.30 0,52400 309.46.30 311.40
Qeuision 180. 0. o 0,52494 JEhs oo, 315.0 0

IO s 185.13.30 0,52400 320.13.30 318.20

Pour mettre le calcul en train, en tenant compte de la petitesse des
perturbations initiales, déterminons maintenant, pour les époques
— 2, —1, 0, 1, 2, les valeurs de (83)’, (i), (8h)' et celles des coef-
ficients A; B, C, F, G, H, sans tenir compte des perturbations; les
valeurs de A, B, F, G pour ¢t = o étant d’ailleurs inutiles. On a ainsi
tout d’abord, en exprimant 8/, comme ensuite or, en unités du cin-
quiéme ordre décimal :

¢ (3%) (85)’ (5R)

" .
=L —17,28 —2.,12 5,067
o B —26,55 —2,03 6,333
P RS = —37,75 —1,45 75528
TS e etk —50,50 —0,26 8,577
D S e A —64,17 1,64 9,395

Appliquons alors les formules du n° 62, de signification suffisam-
ment claire, et adaptées au cas actuel :

3 B

e 1
By = (-;—11.3}/0— & 1163}43) s ( Yo+ g°2fo_m, o+y0>,

4

& I o a p
Zeg= (2 p0po+ = RO yo ) == [ 2¥e+ 5 02)0+ Z 8% yo )
3 3 45
on en déduit, toujours pour les mémes époques, les valeurs appro-
chées de 83, 57, 3h, dont on a besoin pour la suite; pour 63 et o,
Iapproximation de la seconde suffit, tandis que pour &4 il faut une
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1 é
plus grande précision ; on a ainsi : “t.’ :
¢ o 3 sh \¥D,
" i \\\‘j.
S 54 4 —12,64 2
e S L e 32 2 — 6,94
O\ v oo s latsyalis topaleite o (&) 0
Yo B A SRR — 44 —1 8,07
e T o e B —101 o 17,08

Portons ces valeurs de 84 dans Dlexpression Adr—+Boh+C
de (or)". et négligeons le premier terme 87 qui est inconnu, mais de
; g p q )
peu d’influence en raison de la petitesse de A; on a ainsi pour (or)

les valeurs approchées :

d’ou 'on déduit les valeurs approchées de dr

(37)-2= 1,219,

(8r) 1= 0,541,

r T
Wiy = (—}’o—l— — 062 yp—
2 4

(8r); =1,o011,

J

(3r)"

—1,313

0,138
1,553
2,954
4,358

(3r)e = 4,975,

en appliquant cette fois les formules analogues aux précédentes

2

e o I / 2
En tenant compte alors du terme A 37, on a de nouveau

et 1l est inutile de recommencer.
Enfin, avec les valeurs ci-dessus

(8r)”

—1,338
0,131
1-5953
2,948
4,340

de or

ar
1,210
0,540
o
1,010
4,966

Ay I &

) + (i. R I3 H53)’o)-

et 84, on trouve celles
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de (of)', amsi que celles de 3f, approchées comme précédemment :

¢ (3f) of
ol s ey e Tl A e e —5',12-2 6
=N et Al e e e 2
RS S e e e PR e —1,29 o
BT e S SR e N e 0,14 —1I
D B s R A 1,05 o

Sans recommencer le calcul, en raison de la petitesse des pertur-
bations, on peut dés maintenant amorcer les tables d'intégration pour
les différentes inconnues 83, 8¢, 34, or, 8f, en se servant des for-
mules suivantes pour déterminer les sommes initiales :

1 I 11
Al yy=— ;u‘l’o+ = ©o yo— 77) P03 Y. ey
1 1 31
A—2ia e seiei e b Sk
i 12f°+24’o 95 0480 ¥

Afin que l'on en soit bien assuré, et pour obtenir le maximum
d’exactitude, recommencons cependant, en employant pour le calcul
de (63)/, (2¢)', (8h) et des coefficients A, B, C, F, G, H, les valeurs
approchées que nous venons d’obtenir pour les perturbations; avec
les valeurs de (3/)" déterminons exactement, et toujours de la méme
facon, celles de A, et calculons (8r)" en nous servant de ces valeurs,
ainsi que des valeurs approchées connues de or, qui sont plus que
suffisantes; en partant des nombres (6r)", déterminons exactement
les Sr, et par suite enfin les (/) : on obtiendra les résultats consignés
dans les tables d’intégration ci-dessous, ou 'on trouve, sous la déno-
mination (83)°, (8¢)°, (84)°, (5/)°, des valeurs grossiérement appro-
chées de 83, &7, 8h, of, suffisantes pour calculer, avec I'exactitude
nécessaire, les expressions de (83), (3:), (82),A, B, G, F, G, H;
et ou I'on trouve encore sous la dénomination 8/ et dr les valeurs
plus exactes de ces quantités, qui permettent le calcul des termes
A3dr, Boh, Fér, Goh.

Pour continuer les tables d’intégration amorcées comme nous
venons de le dire, on détermine d’abord, pour I'époque ¢=3, les
valeurs (63)°, (8£)°, (8h)°, (5f)°, en usant de la formule d’extrapo-
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lation

1 3
Bp+1= A_I_)’n—i—l"" JT (_)/n+ A}’n—l S AZ]’n—z = As}'u-a"‘ A‘,}’n—b"x—. )
1 N e L £ y
+§‘7”+1—2 Yn—1—+ 2—4-\ }’,1—2‘*—_/_70’ VYn-3— 588 = Fu—itees,

ce qui donne, par un calcul rapide,
(B3V="m1zat, (Bl =38% " (ahyisas (3f)=r",
en exprimant toujours 84 comme S en unités de la cinquiéme déci-

male. : :
La formule analogue

1
Up g = A—z}/"+2+ I_‘; (_)/,L+ A‘}'n—j = Az)’n—z —+ -’-\3)',;—3 —+ A4 Yn—i+.. o)

1 1
— —— A2 _,)_.._A3)r'_—
240 In=2 T

145
12096

A’*_)/,,_g Qo RS

permet ensuite d’avoir la valeur de 5y pour ¢ = 3, avec une exactitude
presque absolue, sans qu’il soit nécessaire de recourir a aucun autre
artifice, soit 13, 260.

On a ainsi tous les éléments nécessaires pour calculer les valeurs
de (85)', (87)'; (8h), (3r)" et (8f)', sauf les termes B3 et Gk qui
réclament une valeur Plus exacte de 84 ; celle-ci sera obtenue, une
fois que 'on connajtra (Sh), par P'application de la formule

Zp= A1 Y n+1

Sy i 19 as Eel 1 :
L] & e = c Akt R
2 3 Pl T S s Ja0 - IS TR n G :
5 3 ) » %
et si Pon veut s assurer que la valeur employée pour érn’a pas besoin

de correction, on pourra ‘la retrouver en utilisant la formule ana-
logue :

1 I 291
Up= A 2,)’n+1+—}’u——A“ —— —— A3 e
a4o = Jn—2 240 = Jn=3 60480 ST

On continuera de Ia méme fagon, et 'on formera ainsi les diverses
K0 , . . 9% .y

tables d ntegration jusqu'a ¢ — 10, par exemple. Les deux derniéres

formules écrites fourniront alors les valeurs des différentes perturba-

tons, ainsi que la dérivée (e7)’, pour Iépoque 1 — 10 (ou pour toute
autre époque comprise dans la table, en se servant des formules d'in-

’
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terpolation convenables), soit
8T =—14'29",74, di= 21,48, 8f=—40",87,
8k = 0,00072126, 87 = 0,00306196, (8r) = 0,0008189g1.

Déterminons maintenant les nouveaux éléments osculateurs corres-

pondants. On a d’abord
Ji= 94°45'30" ,26, v —=15%217:48;
On tire des données, en assurant la huitiéme décimale et le cen-
tieme de seconde, ‘

Po=[0,34314768],  ao=[0,39717604],
po—= 185°13'30",27; :
d’ou
p = [0,34377393]

Vo = vpo(1+ 8h);

et, en n’employant plus que six décimales,

par la relation

ro=[0,523998], r=1[0,524396], op = [3,502426 |,
ce dernier nombre résultant de la formule

~ N oh
8p = 2po0h l+—2— .
On a ensuite

esing — egsingy=csiny = 8/k.egsinpgo—+ —‘//{E(Br)'= [3,241928],

3p  podr

€€osp — €y CosPy=18COSy = —= — = = [4,540409];
0

et, par les relations
esin(y — vo)
eo—+ e cosfy — vo)’

0 — 9 o Vo
€ — epg== E CcOoS X—Vo— = S€C > 3

tang(v —0p) =

on obtient
e =
p—vog=—1710",77, T —1=[3,165196],

d’ou
€= [_a5334159‘]$ D= 19°58'10",19,
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