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5499 PRÉFACE 
Klublet- —— 
Le présent Ouvrage est le développement des leçons que je 

consacre chaque année, pendant un semestre, depuis 1912, à 

l’enseignement de la Mécanique céleste. J'ai pleine conscience 
de la témérité de mon entreprise, venant après les travaux de 

F. Tisserand et de H. Poincaré : il m’a paru cependant qu'il y 
avait encore place pour un Ouvrage, intermédiaire ex-quelque 
sorte entre le Traité de Tisserand et les profondes recherches 

de Poincaré, dans lequel seraient exposées de la façon la plus 
simple, mais en même temps la plus complète, les solutions 

pratiques que donne l’Astronomie aux problèmes réels de la 
Mécanique céleste. C'est un tel Livre que j'ai tenté d'écrire, 
m'adressant aux astronomes praticiens, et plus précisément 

encore aux astronomes. calculateurs; et, pour faciliter leur 

tâche, je me suis attaché presque exclusivement à développer, 

avec tous les détails nécessaires, les méthodes qui conduisent 

aux calculs les plus simples et les plus sûrs, en les illustrant 
toujours par des exemples numériques empruntés à la réalité. 

Je me suis borné à l'étude de quelques problèmes fondamen- . 
taux; mais, parmi eux, j'ai compris ceux qui font l’objet de ce 

que l’on appelle souvent ailleurs l’Astronomie théorique, c’est-à- 

dire ceux qui se posent à l’occasion de la théorie de la détermi- 

nation des orbites des petites planètes et des comètes; ils appar- 
tiennent vraiment en effet au domaine de la Mécanique céleste, 

comme je l’envisage ici, eton les rencontre trop fréquemment 
pour qu’il m'’ait été possible de ne pas les traiter complètement. 

nf des 
M 3, car l 
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vi ‘ PRÉFACE. 

En aucun cas, je ne me suis cru obligé de présenter les solu- 
‘tions des problèmes sous la forme même qui leur a été donnée 

par leurs’ premiers auteurs : mais j'ai pris la liberté de les 
modifier toutes les fois qu’une amélioration me semblait en 
résulter; et comme il s’agit d’un Ouvrage didactique, j'ai 
constamment dirigé mes efforts vers une exposition systéma- 
tique, malgré la diversité des méthodes imposée par la diversité 
des circonstances. oo . 

L'Ouvrage comprend deux Volumes, et est divisé en six 
Livres d’étendue très inégale. Dans le premier Livre, je définis 
les problèmes à étudier, et j’expose les principes généraux qui 
doivent conduire à leur solution; le second est consacré à l'étude 
pratique. complète du mouvement képlérien et de ses perturba- 
tions. On trouvera dans le Livre III la théorie des planètes, 
c’est-à-dire l'étude analytique générale des perturbations, lors- : 
qu'elles sont développables sous la’ forme simple qui convient 
en particulier dans le cas des grosses planètes. L 

Les Livres IV, V, VI contiennent respectivement Ja théorie 
de la Lune, celle du mouvement de la Terre et de la Lune 
‘autour de leur centre de gravité, et enfin, la théorie des anciens 
satellites de. Jupiter. L En | 
M... A. Lambert a bien voulu m'aider dans la révision des 

épreuves : je suis heureux de lui dire ici toute m a reconnais- 
‘sance. Je dois aussi mes m l eilleurs remerciements à la maison 
Gauthier-Villars, dont les soins ont assuré Ja parfaite exécution typographique de cet Ouvrage. 

_. | H. ANDOYER. 8 décembre 1922. 
|



  

MÉCANIQUE CÉLESTE 
  

. LIVRE PREMIER. 
LES PROBLE MES GÉ NÉ RAUX DE LA MÉCANIQUE CÉ LESTE. 

  

CHAPITRE LE 
DË FINITION ET RÉDUC TION DES PROBLÈMES GÉNÉRAUX | 

. DE LA MÉCANIQUE CÉLESTE, 

1. La Wécanique céleste est formée, d’après Laplace, « par l'en- 

semble des théories qui embrassent tous les résultats de la gravitation 

universelle sur l'équilibre et sur les mouvements des corps solides et 

| fluides qui composent le système solaire et les systèmes semblables 

répandus dans l’immensité des cieux ». Dans ce domaine singulière- | 

ment vaste, et qui va s’élar gissant. chaque jour, on peut distinguer 

bien des parties : celle qui forme l’objet du présent Ouvrage est 
strictement limitée à l'étude analytique élémentaire des principaux 

phénomènes que nous pouxons observer dans les mouvements des 

‘astres du système solaire; et c’est du point de vue astr onomique que . L. 

les problèmes y sont envisagés. En particulier, on regardera comme 

connues les données numériques ‘de ces problèmes. 

Suivant encore l'expression de Laplace, « l'Astronomie, considérée 

de la manière la plus générale, est un grand problème . de Méca- 

nique ». Cependant, il est manifeste, pour “bien des raisons intuitives, 

que les problèmes réels de la Méc canique : céleste échappent à à l’ana- 

ANDOYER _ _- L | 1



2 Lo | : CHAPITRE I, 

lyse dans leur ensemble; nous sommes obligés de leur substituer des 
problèmes aussi voisins que possible, mais susceptibles d’être traités 
suivant les principes de la Mécanique rationnelle. On arrive à ce 
résultat grâce àune série d’'hypothèses} la première consiste à regarder 
des corps célestes comme composés de points matériels: formant des 
systèmes isolés dans l’espace, dont les dimensions sont petites par 
rapport à leurs distances : les mouvements de ces systèmes sont déter- 

| minés par leurs attractions mutuelles, suivant la loi de Newton. 

2. Envisigeons deux tels systèmesS et S', composés respectivement 
‘de points matériels P et P''dont les masses sont m ct m'. Nous devons 
tout d’abord étudier le potentiel d'attraction de ces deux systèmes, 
c'est-à-dire, d’une façon précise, la fonction | 

Qt fmm' QU=Y D 

où f désigne le coefficient d'attraction, et où la sommation est étendüc 
à tous les points P et P’' des deux systèmes. 

Soient O et O' les centres de gravité des deux systèmes, dont les points seront rapportés respectivement à deux trièdres d’axes de 
coordonnées rectangulaires, parallèles, Oxj-, O'z'3"2", ayant pour 
origines O et O', et dont les axes Oz, O'x' coïncident avec OO’. I 
sera d’ailleurs entendu une fois pour Loutes que les systèmes d’axes 
de coordonnées rectilignes dont nous ferons usage, soit dans le plan, 
soit dans l'espace, scront toujours rectangulaires. | 

Soient x, y, 3 les coordonnées de P; æ', 3, 3 celles de P'; r la . distance OO". On a 

PP'= CHR a + (y + (s— sp 
=rt—2Pr+ Q?, 

en faisant | 
‘ -P— T— x", 

= Gr 2}; 
.de sorle que . _ . 4 ° 

| / U =V fmm' 1 ,P Q: Ta 
mi r + r r? 

On sait que l’expression . 

1 
E -  (—2ot Lot) ;



DÉFINITION ET RÉDUCTION DES PROBLÈMES DE LA MÉCANIQUE CÉLESTE. ‘3 

où 4 est une quantité réelle, se développe, sous les conditions : 

| fu[<< 1, [4[£1, en série convergente de la forme 

1+ wNi+ HXo +03... 

les N, étant les fonctions de £ connucs'sous le nom de- poly nomes de - 

Legendre. 

L’ application de la formule du binôme à l'expression considérée 

donne immédiatement | 

3.5...C2p—1) (we LU y", È 

1.2.3...D 2 
  mi (U—vvt+ ut) 

- 
M
 

8 

et par suite 

1.3.5...(27n —1) 

.1e2.3..0R 
Xa = : 

K Le nn) n (EN Cu ICE) pe |, 

222 —1) + 2.4:(2n2 —1)(2n —3) 

de sorte qu’en particulier * 

Xi=t 2 

Ces valeurs, écriles une fois pour toutes, nous seront plusieurs 

fois utiles. - 

Revenant à U, on voit que ne on est ramené au développement pré- 

cédent en faisant © — &, L— les conditions de convergence sont | 
û ; 

vérifiées, car on à manifestement P2£Q?, et de plus Q<r, puisque 

les dimensions des sy stèmes sont petites par rapportà à leur distance. 

On peut donc écrire U sous la forme d’uné série 4 

U = U+ Ui+ Us+ Üs+..., 

en faisant ‘ | 

et généralement. 

  

‘et l’on voit que Q®Xx mL cst un polynome homogène de degré n 

en P et Q, ne contenant que les puissances paires de Q. 

Fm



4 . | CHAPITRE I. \ 

Désignons par M et M! les masses totales des deux systémes, et 

observons que siv el o’ sont deux fonctions quelconques ne dépen- 
‘ 4 $ . . à = ! 4! 1 : dant respectivement que de x, J»33T.7 ,;, 5. 0nû4 

NT . = T . 
> mm'so= Œ mg) x (> nee"); 

rappelons de plus que O et O' étant les centres de gravité des deux 
systèmes, on a les relations 

: : 4 ‘ - 
NT A TT \ T CT 

: > mx =Y my =Y ms =Y ma=Nù m'y = ù m'sz = 0. / 

. » . 4 

On a par suite immédialement 

MM 
U= J TT:   

ct comme Île coefficient de f dans U, est Ÿ'rn m'P, ilvient ensuite 
r . pa 

Ü; = ©. 

Le coefficient de L dans Un: est 

2 

IN - : - _ Ÿ mes Pr Q:), 

c’est-à-dire, en n’écriv ant pas les termes qui conduisent évidemment 
à des sommes nulles, * 

ST 2 5? 2 52 Y mm (æ: — = + z'— =) ; 
2 

ou cncorc . . 

AN 2 _ 3 ® ° . 

Al APE +8 SU? + 3: )| 

M > rm [a+ z2— 3 (y + “|. 

2 

si donc G ct G' sont les moments d'inertie des deux systèmes S ct S' Par rapport à leurs centres de gravité O et O', IL.cet Il leurs moments d' inertie par rapport à la droite 00’ qui joint ces. cèntres, on à 
\ 

Us = P (—in)- fu (3 a) + r 778 o . 

Soient encore Os, Oy4, Oz, les 
‘ 

axcs principaux d'inertie du



‘ DÉFINITION ET RÉDUCTION DES PROBLÈMES DE LA MÉCANIQUE CÉLESTE. 5 : 

sy stème S par rapport à | son centre de gr avilé- O, et äppelons comme 

d'habitude A, B, C les moments d'inertie correspondants, t tandis 

que #, 8, y sont les cosinus directeurs de OO’ par rapport à ces nou- | 

veaux axes; et introduisons les mêmes notations accentuées relative- 

ment au sÿ stème S”. Ona 

G= SCA +B +C), . =Az+Bfr+Cyt; 

n’oubliant pas que L ° . 
+ Biz 1, 

il vient pour U; cette nouvelle forme 

| r _ 1 : | 7. | L : 

bn A(EE a) (Ez 2) (RES 25) "2 

rs JM [+ (© + C … x) + pe (ES + À ) + FC B . c)] - 

r . 2: 2 : 2 . 

ou encor e, en détruisant la Sy métrie et faisant j jouer un rôle spécial 

aux moments CeC, 7: 

      

  

  Ur D Le Ca B)6 5 Ds Aya = p 1. 

+ 2 LCA nt BAD (BANG 

On peut continuer dans la même voie le calcul des Us mais leurs 

expr essions se: compliquent rapidement: Il nous suffra pour l'instant 

de constater d'une façon générale que le coefficient de à dans Ü, 

est une somme de termes de la forme # KK', où désigne un coeffi- 

_cient numérique, tandis que les K et K’ sont des quantités dépen- 

dant de la constitution des deux sy stèmes; € et telles que lon ait par 

exemple | eu 

| K =Ÿ maPyizr, K=Y mx y'T sr", 

les exposants PsdTD'g'r élant des entiers positit ou nuls dont 

la somme est 7. ° 

‘Ceci subsiste d’ ailleurs entièr ement, si les points des deux systèmes 

sont rapportés à d’ autres axes ayant toujours pour origines les centres 

de gravité O et 0", les coefficients # devenant alors dés fonctions des 

cosinus des angles que font les : nouveaux axes ‘entre. eux et avec O0".



6 : CHAPITRE I. 

3. Le point important est de pouvoir estirner l'ordre de grandeur 

relative: des différents termes de la série Uo + Us + Us +... qui 

représente le potentiel d'attraction U. Nous savons d’abord que Les 

dimensions des systèmes S et S' sont petites par rapport à leur dis- 

tance, c’est-à-dire, suivant le langage astronomique, que les paral- 

laxes mutuelles des deux systèmes sont petites, et il est évident que 

le quotient Ueest de l'ordre » par rapport à ces parallaxes. 
0 ST 

Mais la convergence de la série U s’augmente beaucoup si l'on fait 

de nouvelles hypothèses, vénéralement voisines de la réalité quand 

les systèmes S et S' représentent des corps célestes. En premier lieu, 

ilest manifeste que les U, d'indice impair sont nuls si les systèmes 

sont constitués symétriquement par rapport à leurs centres de gravité, 

‘car alors les sommes K pour lesquelles p + q+r est un nombre 

‘impair sont nulles : si cette condition, sans être vérifiée rigoureuse- 

-ment, est du moins près de l'être, on voit que les U, d'indice impair 

acquièrent un nouveau facteur très petit. | 

En second lieu, il est bien connu que siles systèmes S er S’étaient 

constitués par des couches sphériques homogènes, la fonction U se 

réduirait à son premier terme U,, de sorte que les U, s’annuleraient 

tous, ainsi qu’on le constate immédiatement sur U:, qui disparait 

quandonaA=B=C, A'=1B— C.Si comme la précédente, cette 

hypothèse, sans être vérifiée rigoureusement, est du moins près de 

l'être, nous voyons que les U, d'indice pair acquièrent eux-mêmes un 

nouveau facteur petit, qui est pour U, par. exemple, de l’ordre des 

différences des moments d'inertie pour chaque système. 

Ce résultat peut être précisé davantage, si l’on suppôse encore que 
les systèmes S et S’ sont constitués par des couches homogènes 

ellipsoïdales, concentriques et coaxiales, voisines de la forme sphé- 
rique : et c’est là sans doute, au moins d’une façon très approche, le 
cas du Solcil, des planètes et de leurs satellites, ainsi qu’il résulte de 
la théorie de la figure des corps célestes. Nous allons voir en effet que, 

se je pe . 5 dans ces conditions, les U, d’indice pair sont de l’ordre ZX Par rapport 

es qoeneienes des sections principales des couches; quant aux Uk 
indice impair, ils sont nuls, d’après ce qui a été dit plus haut. Ces 

résultats seront par suite très voisins de la réalité quand il s’agira des 
astres réels qui viennent d’être cités. 

Pour démontrer la: proposition relative aux U, d’indice pair,
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observons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas d’ellipsoïdes 
homogènes : car si elle est alors vérifiée, elle restera vraie pour deux 

couches ellipsoïdales, et par suite pour nos deux systèmes. 

Rapportons les ellipsoïdes à leurs axes de symétrie : les quantités K 

et K' envisagées ci-dessus sont faciles à calculer. Désignons par a, b, c 
les demi-axes de S, et par M sa masse totale, de sorte que sa densité 

°3M , . % : - 
est Frabc? les mêmes notations accentuées conviendront au second 

47 

ellipsoïde S'. 

Les points de S sont représentés par 

4 

r = a9c0s8 cos, 

y =bpcosf sin?,. 

4 
: -ù

 | = in£ co sin, 

£ variant deoû1,8 de — = à + 5h deoà2r. 

La masse m» de la molécule correspondante est alors 

3M 
= pe? cos 8 de dB d}, 

, âT ‘ 
et l’on a | 

‘ ! 
K =Ÿ mxPyis"= — 3M aPbier f SP+IHrES d: 

el 47 VA 

x f cosP+1+1f sinr$ dB 

ES “cosPà sin?) di, 
0 : 

les exposants Pr q; !, étant nécessairement tous pairs, sikKn "est pas : 

nul. 

Les formules élémentaires dimégration donnent 

K= 2 Marb Brer L: .3.5...(p—1]x[r1.3.5...(g—11X%x [1.3.5...(r—1)} 

: 5.7.9...(P+g+r+3) ‘ 

. les produits qui prennent une forme illusoire , quand l'un des nombres 

‘Ps g: r où leur somme s ‘annule, étant remplacés par. l unité. 

On voit par là que, si » est pair, Ü, se présente sons la forme d’un 

polynome homogène de degré 3 Par rapport à &?, b?, c?, a?, b'2, c'?,
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dernière hypothèse sera toujours conservéé dans la suite, quand nous 
parlerons du mouvement d’un point matériel, à moins d'indication 

- contraire, . | | 
_ Cc qui nous intéresse, c’est uniquement le mouvement relatif des 
planètes et des comètes par rapport au Soleil. Faisons done 

"Xp Xo:= Tps Yo— Yo = Yp; ZLp— Lo= 3p: 

de sorte que z, Jp; 3, sont les coordonnées relatives de M, par rap- 
port au Soleil M, (si l’on confond dans le langage le Soleil avec son 
centre de gravité), les axes ayant des directions fixes dans l’espace. 
‘Substituant les Tps Vps Ep AUX X ps Y ps Lip, il est bièn clair que, 

d'après la composition des Ü;;, les coordonnées X 45 Yo Vo se trou- 
veront éliminées, elles aussi, puisque X, —X, par exemple ne diffère 
pas de æy — y. . . 

Nous ferons Encore, pour correspondre aux nouvelles coordon- nées, 

TRS TR + JR S}, 
rpl'y COS W,y EE Tplo Jp) + Sp 

de sorte que », est la distance MQM,, et que IT,, est l'angle des vec- teurs MM, MM, 
Ona 

Lay _ŒX, dX, ) s AB TR UE = HN (/ 0 Vop+ À fs Un) | _. | < 
Ô 

NT _— EN (om Uk jy Uer); 

  

. . | 

7 
or, il est manifeste. que 

| dUop _ 7 VUop _ OUon OUpy __dU», | Op No Up” Xp — des? ‘de même _——— | 
os _- Us _ JU, ‘ _ TN x" 

et comme cette quantité est indépendante dex,, Jp, 5p. rien n'em- pêche de l'écrire sous. la forme 
‘ 

  

d /. dU, OUog : 0 2 (er mt Ms, ou). P dy : d5y 

On voit par là | äti | ; 
par là que le mouvement relatif de M, par rapport au



DÉFINITION ET RÉDUCTION DES PROBLÈMES DE LA MÉCANIQUE CÉLESTE, II 

Soleil M, est celui d’un point matériel, sous l'action d’une fonction de 

“forces . « - - 

  
S un  OUog , ” OUoy : … dUos 

Up = f(mo+ my) Von + Ÿ fm (Uort an es, D y + #p =): 

q 

les fonctions telles que U,, et U;y ne dépendent que des coordonnées 
relativ CS Th; J'ps Sps Lqs Vas Sq -. et des paramètres qui déterminent 

à chaque instant la constitution des systèmes So, Sp, Sys + +. 

: Examinons de plus près cette fonction U, et les réductions qu’elle 

subit quand on tient compte des conditions réelles du problème, en 

supposant, tout d’abord, que M, est une planète ou une comète. 

En raison de la pctitesse des parallaxes mutuelles des systèmes ici 
SUMo + My) 

lp 

le premier terme de U,, etnôus allons supprimer dans cette fonction 
les termes qui.sont extrêmement petits. par rapport au premiér. Cette 

façon de procéder est tout aussi légitime que les hypothèses qui 1 nous 

ont permis de traiter le problème, en laissant systématiquement de 
côté toutes les actions que nous ignorons ou que nous ne Ponvons 

envisagés, le terme principal de Uopest ; nous’ appeller ons 

soumettre à une analy se suffisamment sûre. 

Les masses des petites planètes et des comètes sont absolument né- - 
gligeables devant cèlle du Soleil ; par suite ces astres restent sans action | 

sensible. Nous allons voir qu’il en est de même pour les étoiles,.en 

raison, celte fois, de la grandeur de leurs distances au Soleil. a 

Supposons en effet que M, soit une. étoile, et : récuisons d’abord les 

fonctions Ur et Ur: à leurs premiers termes — ; L . Cor 
l vg T4 On a | | Spg Ty | . 

dy ne) on (Eu 57) 

= T2 lqlp COS Hhq+ ré, 

et par suite 
. ' - ul 

a: ’ r. ANS 
— = — (i—2 cost, + a) ; 
Spa la Tq r} 

développant comme-au n° 2 suivant les puissances du rapport très’ 
. Fr . . 

etit 2, 1l vient pers, 

U» PE + el à a (s cos® Sy 0 ++. 
.. q 4
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d'autre part, on a” 

  

0xy rÿ 

d'où . 
‘ JUog dUoy +5 dUsg = — Le cos H,,. Th + Fp D = P4 p ? d ? d5 ri 

0Tq a 7 g . 

La partie de U, qui correspond à l’action de M, est donc, après 

- 1 ° 1 . « , . _ , 

suppression du terme en > Qui est indépendant de Zp, Jp: 3ps CL 
4 

par.suite.ne peut rien donner.dans les équations du mouvement, 

. rè h . . 

NL LE Gcostily,— à +... | 
/ 1% 

- comme la masse m, est petite relativement à 72%, on voil que le 

rapport de cette partie de U, au premier terme a pour valeur absolue 

maxima, d’une façon au moins très approchée, 

mo \ra 

D'après ce que nous savons sur les parallaxes des étoiles, il faudrait, 

suivant le mot de Laplace, attribuer à la masse #+, une valeur entière- 
ment invraisemblable pour que ce rapport pût cesser d’être absolu- 

ment insensible. * : | oo 
Si maintenant on envisageait les valeurs complètes de U,, et Usy, 

on verrait immédiatement que le rapport des termes complémentaires 
de U, au premier terme de cette fonction est au moins de l’ordre du 

Ma Ty , . ‘ 
1 par le carré du rapport des parallaxes mutuelles des Mo l'y Fe 

deux systèmes S» et Sy, .ou bien S, et Sy: 
ment insensible. 

produit de 

il est donc encore’ absolu- 

Concluons en résumé-:que dans la fonction U, qui détermine le 
mouvement relatif d’une planète ou comète M, par rapport au Soleil : 
M, la sommation ne doit être étendue qu'aux indices g qui corres- 
pondent à toutes les grosses planètes; bien entendu, il faut exclure p 
de cette sommation, si M, est une grosse planète, ct dans le cas con- 
traire, on doit prendre m,— o. | | 
*. Un calcul déjà fait montre alors que si l’on réduit les fonctions Us
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Us U» à leurs termes principaux, on a 
\ 
\ . 

° Cmo+ m 
À  Up= Lie mp) | +<YŸ 2 — — cos LE 

\ Tp D r2 4 
À . | T | 

Lg rh 2Tprq COS py+ ré. 
* 

Il nous reste à chercher quelle peut être l'influence des termes qui 

complètent les fonctions Us», Upg-. Examinons d’abord K? : le rap- 

port de ce terme à — est de l’ordre du carré du diamètre apparent du 
Lots » ‘ 

Soleil, vu de M}, et admet en outre un facteur de l’ordre des diffé- 

rences mutuelles des moments. d'inertie du Soleil, ou, comme on dit 

habituellement, de l'ordre de lellipticité du Soleil; il est par suite 

t.
 

très petit, et l'influence de K? ne pourrait peut-être devenir sensible 

que pour les planètes M, les plus rapprochées du Soleil. Mais comme : 

l'ellipticité de cet astre paraît inappréciable, nous devons encore 

laisser de côté K?.. ° | 

On doit évidemment dire la même chose de K; ou de K, si la 

planète M'n'a pas de satellites, en tenant compte cette fois non pas: 

tant de la petitesse de Pellipticité de la planète que, de éelle de ses” 

dimensions; dans Je cas contrair €, un examen plus attentif est néces- 

saire. 

La planète M, ayant des satellites, dési signons par 1 M, et My, Ie 

‘centre de gravité et la masse de la planète elle-même; par M, , M, pe 

My Mp,s ee les centres de gravité et les masses. des différents satel- 

lites; on a par suite 

Np= Mpe + Dpt Mas à es 

On peut écrire évidemment 

mt ant 2e P 
pr 

  Uip= 

puisque le potentiel d’aitraction entre les systèmes S et S, est la 
somme des potentiels d’attraction entre S, et les différents systèmes | 
partiels qui composent S,. | : 

Les fonctions U,,,; U per opsr Us) ... peuvent être réduites certaine- 

ment à leurs premiers termes, d’après ce qui précède, puisque; ici ? Eur P ; sacr. 
encore, la petitesse des ellipticités et des dimensions des corps célestes
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vient détruire l’influence des termes complémentaires; et par suite 

Mps I ps L Mhp, ï + 
        

Von = Mp op Mp Am Mp Àop, 

ient E,,, : ns Gore données Ms ce Soient &,,, fps Cp Sp Nm Qpu <-- les Coordonnées de M, M, 

par rapport à M,, centre de gravité du système, de sorte que 

peine + pps + Mplpitese 05 
on à 

: at an 2 : Psp Pa = (ap me, ee —.….) +... 0fo P Mp vs Pipe Pa ; 

Aôpi = (tp+ Ep }?+.., n ". ‘e 

Ans = = (rp+ Ep.) +... 

développant alors ‘comme au n° 2 suivant les puissances des rapports 

‘toujours fort petits tels que Ù on voit immédiatement que Up ne 

. diffère de = _ = que par des termes qui sont au moins du sccond ordre 

relativement à a ces quantités, et qui, en outre, renferment un facteur 

de l’ordre du rapport de la masse d’un satellite à la masse de la 
planète. Il en résulte que la fonction Uon qui figure dans U,, peut 

encore se réduire à son premier terme D sauf peut-être s’il s’agit de 

la Terre, Le rapport de la masse de la Lune à celle de la Terre n'étant 
pas très petit. Cette conclusion reste vraie dans le cas de Saturne, si 
l'on considère l'anneau comme formé par la réunion d'un très grand 
nombre de satellites, parce que la niasse totale de cet anneau est très 
petite par rapport à celle de la planète. | 

Quant aux fonctions U, pq © Us qui paraissent encorè dans U,, les 
.mêmes considérations montrent qu'on peut certainement les réduire 
toujours de la même façon à leurs premicrs termes, puisqu ‘elles sont 

toujours accompagnées du petit facteur Nge 
. Finalement, nous voyons que le seul cas où la fonction de 

forces, U,, telle que nous Pavons écrite en dernier licu, doit être 
affectée d’un terme complémentaire, est celui où M, est le centre de 
-gravité du système formé par la Terre et la Lune. Pour calculer ce 
‘terme complémentaire, nous.allons profiter de la circonstance que la 
Lune est satellite : unique. 

Appelons alors æ,,7}, 3», les coordonnées relatives de la Lune,
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‘est-à-dire plus exactement de son centre de gravité éM,, : par rapport 

àla Terre; on aura .. ' 
mp. 

Ep, = Ph …  Mp Pa 3 

de sûrte qu’en appelant rp, la distance M,,M,, de la Terre à la Lune, 

et Il, l'angle des vecteurs M$M, et M,M,, ou MM, on peut 

  

   

- . 1 

ecrire. Do 
. 

— t Mpo 1 M rm mÿ, rh À 
Üop = HD tro Ut cos Hp + To 2 Mp lp Mp lp ne P rh, 

e : _ ° 2 Te ‘ Mon Mal Me lp NT ‘ em M (ipo-r To 08 Hppn + pe = ; 
My lp my lp, Mp lp 

développant comme ‘au n° 9, il vient, en réduisant le coefficient 

I M Ma, TE 13 1 | 
Uop= _— #0 1" J Ç cos? Mom— 3) Hess 

rp mÿ rh \: 2 

- et le terme complémentaire très petit de Uni est finalement, en n’allant 

pas plus loin dans ce développément, 

Mo Mp)/Mp, M rè 3 1\- 
GE paper p)Mpe tt _ HE cos’H,; ) . 

. PP _ . mi, rà - 

3. Déterminons maintenant les mouvements relatifs des satellites 

d’une planète M, par rapport à cetLe planète. | 

Comme ci-dessus, nous désignons par M, et m,, le centre de 
gravilé et la masse de la planète elle-même; par Ms My cees Mps 

... les centres de gravité et les masses de ‘ses différents satel- 
My, | 

, ie de plus, par æ,, J'y Sms». les coordonnées relatives, complées 

toujours parallélement aux axes fixes, de M,,, ... par rapport à la 

planète elle-même M, ee 
En désignant toujours par X: Yi, L: les coordonnées absolues d’un 

point quelconque : M; paï rapport aux axes fixes, on a: 

ŒXp, : d'X», Xp, 

Cd Le di? 
    

# (fnp Uni + fmp,U \pipa + fire Us + LfMy Up). 

— x Jap Up + fps Upops + Jo Uope + Ma Upog) 3° 
Npe : | .
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dans cette formule les sommalions par rapport aux indices Pas Pas se 
d’une part, et par rapport aux indices g d’autre part, sont sous- 
entendues. 

: 
Laissant de côté les paramètres qui fixent la constitution des diffé- 

rents systèmes cnvisagés, nous voyons d’abord que Un Un .. 
sont des fonctions des différences de coordonnées X,—X,, .. X,,—X,, égales respectivement à Tps ces Tps 3 de même U,,,, est fonction des différences X,,— À hs égales à Le Eye ere D'après les propriétés du centre de gravité, on a 

MpXp= M pe X po + pi CX po Ti) + Ma (Npo + Tp) +, d'où ot 5, . 
Xp Xp— Enailpi— HpaTpa se: 

le ñ : . " Dar ' ‘ x te Ztrs : 
en désignant pour abréger Par ps ce. les rappot so .… 

La fonction U,,. dépend des différences X,,— X,4,.... évales à É 0 . Po . 03 D 

D pp pla ses 

‘et ceci nous montre en passant comment on peut calculer immédia- tement les coordonnées relatives de la planète M, elle-même par -rapport au Soleil; U,, dépend des différences NX, — No, ... égales à 
Tp+ (1 — Es )Tp, — BpsLps— es T 

-de même.enfin les fonctions U,, Ü», dépendent respectivement des différences Xp — Xy OU Xp, — X,, ..., égales à 
cr Tp— Lo — psp — BpiTpi .….. ‘ou bien à . ot. . 

Ep Ty+ (1 — Ep)Tp, — Ppalps— 

Il résulte immédiatement de ces remarques que le mouvement relatif du satellite M, Par rapport à la planète M, est déterminé par ‘une : fonction de forces 
: : 

U», = My + np, )Unp, 

OÙ où, ou fm [Un + zp, — Ps Ps Le Cros S Pa ( PaPs Pa Xp, + Yn ds Pi sp, 

    

Ui,y + LU, ) — Hp, Arr ? 
Pa 

+ fm Up, + — Us, im ET on) + ins ( - , | | | . les sommations étant toujours sous-entenducs. oe 

Y
è
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Si Pon réduit d' abord les différentes fonctions Uo qui figurent 

‘daùs celte expression à leurs parties principales A le premier 

terme de U,, est . | 7 | 
Fpe+ Mp,) 

A | 

En appelant Tps Tps les distances M, M, » MM, .. et 

IL,,p».-.. les angles des : vecteurs M,M, et M, (M, , +, la partie 

de U,, qui-provient de l’action du satellite M, est. en répétant un 

calcul déjà fait, :  . ' | | 

| M pl —— Lime cos,» ), . f (5 rè, OS Hpiy 

avec | 
2 D, . 2 nn = Pne 2rp Tps cos hp, + The 

Considérons . maintenant la partie qui provient de l'action du 

Soleil Mes soit | 
», {Mo 1 + Jmo I 

1— Hp Sn Up Se 

pour simplifier le calcul, introduisons un point fi fictif M, 

données relatives Tps Jr > Sp; par rapport à M,, telles que 

de coor- 

Tp= Th BpaTps— Ep Tpy—e . 

et appelons 7r,, la: distance MM, Hp, l'angle des vectours MM, 

ct M,M,. L'expression à calculer devient | 
N. 

fms | 1. 
Er [rs Hat Up Dr, cosy (= 8) rh] 2 

Pr 

. an 1 : + BR à pri dos ji + UE ri) À; 
Pa ° 

on peut développer comme au n° 2; en se servant des polynomes de 
. . Le _ ‘£ . © Je Legendre, et après suppression des termes en — qui sont indépen- 

dants de &,,, y 39, nous obtenons pour la partie de U,, qui corres- 

pond à l’action du Soleil, l'expression k 

rp 

mm Ÿ Lt a + pie ‘ HAT Xn (cos Hp); 
F 

2 “ANDOYER .* 

   

s , à } 

Buyer Ÿ
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le premier terme de ce développement, soil 
. . . 

rs [3 a ‘ Ps 2, — 5) Mo | —- cos ”p ’ . JS ° re ( ( PP: 2 

“en est aussi le plus important; son rapport au premier terme de U,, 
est au plus égal, d’une façon très approchée, à 

. m9 (2); 
To ni \ ce Pipe \Tp 

. . . a pe me 
cette quantité est toujours petite, bien que   soil.urand, parce 

Po 

‘que Te est petit, et y figure au cube. 7, St ! : 
© Dans le cas de la Lune, satellite unique, les quantités ps ps ve 

n'existent pas, de sorte que M, coïncide avec-M, : l'indice p’ doit 
être partout remplacé par p dans ce qui précède. 

Dans le cas. d’un autre satellite, les quantités Up ps ee. existent 
plus ou moins nombreuses, mais sont toujours très petites: elles ne 

. figurent d’ailleurs dans les formules qu'accompagnées de facteurs de 

l’ordre de 2, 2, + +, ainsi qu’il résulte de la définition de M. On . P P 
De 

voit par suite que l’on pourra encore dans ce cas substituer simple- 
ment l'indice p à l'indice p' dans l'expression générale ci-dessus, el 
de plus négliger u», dans les cocfficients :.l'erreur ainsi commise sera 
tout à fait insensible. . 

Tout ce que nous venons: de dire peut étre-répété sur la partie 
de U,, duc à l’action du système Sg : il suffit de remplacer m5 par mn, 
puis, se servant du mème point fictif M, de mettre A,, à la place 
de r,, el à la place de IL, Pangle Qi que font entre eux les vec- teurs M,M, ct MM; finalement on confondra l'indice p' avec p. : Îest clair que, comme au Paragraphe précédent, l'indice q ne devra correspondre qu'aux grosses planètes autres que M,. 

°: On verra encore de la même façon qu'il ne peul y avoir lieu de tenir compte des parties négligées jusqu'ici dans les fonctions Ui; que dans le premier terme F(mo+m,) U,.,, de U,,; ct-pour:les raisons développées au n° 3, il suffit de se borner aux termes-K}: et K. Relativement à ce dernier, il est toujours négligeable, en raison des dimensions des satellites, sauf Peut-être dans le cas de la Lune. Quant à K/; il faut toujours en tenir com 
moments d’inertic A B,., CG, comm 
pour K#% dans le cas de la Lunc. 

Pte : on regardera alors les 
€ constants, et l’on fera de même
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Quand il s’agit d’un ‘satellite de Saturne, on regarde l'anneau 
conme formant avec la planète un seul système Sp “dans ce cas, il 
>eut\ paraître insuffisant de limiter la fonction Ü,,p aux termes I Ï 

a 
— + K/:, surtout quand il s ‘agit d’un satellite rap coché, uisque &, me Po q PP P o 

l’on ne peut plus invoquer la faiblesse de l'ellipticité du système S, 
pour affirmer la convergence de la série qui repr ésente U,,.. Cepen- 

‘ dant, cette approximation est suffisante, en raison de la petitesse de 
Ja masse de l’anncau par rapport à celle de la planète, el plus encore 
peut-être en raison du peu de pr écision que l'on peut alors atteindre 

. dans les. obsertations. 
 Résumant maintenant tout ce qui pr écède, nous sommes : amenés à 

distinguer très nettement le cas de la Lune de celui des auires | 
satellites; d’ autant plus que, dans ce dernier.cas, on peut sans aucun 
inconvénient ne conserver que le premier terme de l’action du 
Soleil et laisser de côté l’action des planètes. . ‘ 

Dans lè cas de la Lune, on doit, puisque la somme m,, + ms, est: 
égale à m», prendre comme fonction de forces déterminant son mou- 
vement relatif par rapport à la Terr re :. ° 

Es 

- 1 
Cp (2 + K}: + sp) 

Pr 

7m [e: "(Re)" (ee ny] 5 lp rater) 
Hp TT 

  

Ms, a—1 Pa = op P ° 
+ nr Ÿ (os 1) Ge) re) -( ) LE NET" Xa(cos Sp): 

les séries devront être limitées aux termes utiles ; l'indice q se rap-. 
porte aux diverses grosses planètes. On a désigné par ln la distance | 
de la Terre à la Lune, par r et A, les distances: MM, et M,M,; 
par H,,, et Qu les angles du vecteur M, My avec les vecteurs M My 
et M,M,; etc. . 

Dans le cas d’un autre satellite, son mouvement relatif par rapport 
à la planète dont il dépend, est: déterminé par la fonction de forcé rces 

. L 
Un = (nn + mp) G + Ky) 

. L | . e 

- I d : + fn (= La 2 cos lp.) +fmo (3 cos Hp, — 1); 
Apps Tps . 27h ee,
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l'indice p. se rapporte aux divers autres satellites de la mème planète; 
. . ,. , + , 

A,,p, est la distance M,,M,5 H,,p, est l'angle des vecteurs MM, et 

M,M,,; etc. On pourräit d’ailleurs. compléter aisément l'expression 
0 : : , . e 

de U,, en tenant compte des termes précédemment calculés et laissés 

ici de côté. ‘ 

6. Le dernier problème qui doit nous occuper est celui du mou- 

vement de rotation des corps célestes sur eux-mêmes, autour de leurs 

centres de gravité. L'observation nous montre que ces mouvements 

se présentent comme peu différents d’une rotation uniforme perma- 

nente autour d’un axe d'inertie principal qui garde üne direction 

fixe. dans l'espace, et ‘il est difficile de chercher une plus grande 

précision en dchors des cas qui nous sont immédiatement accessibles, 

c’est-à-dire ceux de la Terre et de la Lune, et, dans une certaine 

mesure, de Jupiter et de Mars. Pour les autres astres, nous nous 

contenterons de l’approximation précédente, et, en particulier, nous 

regarderons l’ensemble de Saturne et de son anncau comme tournant 

d’une seule pièce autour d’un axe de direction fixe, le plan de 

l'anneau ne paraissant pas s'écarter du plan de léquateur de la 

planète. | | . 

Quant aux corps dont.nous nous proposons d'étudier Ie mouve- 
ment autour de leurs centres de gravité, nous les assimilerons à des 
‘corps solides. C’est une hypothèse évidemment inexacte de bien des 
façons; cependant elle conduit à des résultats qui ne subissent aucune 
altération essentielle quand on se rapproche davantage de la réalité, 
ainsi que le montre unc analyse plus approfondie qui ne saurait être 

_séparée de l'étude de la figure et de la constitution mème des corps 
célestes, et que par suite nous devons exclure ici. . 

Reprenant alors les notations générales définies au début du n° #4, 
nous supposons maintenant que M; et M}; sont les centres de gravité 
non plus dé deux Systèmes, mais de deux corps célestes S;,. Sj. 
EL otientation du corps S; est définic par trois paramètres 6;, 4, w:; 
qui sont par exemple les angles d’Euler fixant les directions de ses 
axes principaux d'inertie ; de sorte que les cosinus di 
axes, y, Rä à, Sont des fonctions bien connu 

Le mouvement de S; autour de son centr 
corps-solide autour d’un point fixe, et la fo 
mine CC mouvement n’est 

recteurs de ces 
nues de ces paramètres. 

c de gravité est celui d'un 
nction de forces qui déter- 

autre que la somme des potentiels d’attrac-
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tion entre S; et les autres corps S;, soit 
7 

s : LD m) U;;; 

mais l’on ne doit garder dans cette fonction que les termes qui 

dépendent explicitement de &;, 4;, w;, quand on l’exprime générale- 

ment à l’aide des coordonnées absolues des.points M;, M;, ... et des 
“paramètres d'orientation de S;, S;, ...; de plus, il est suffisant, pour : 

les raisons expliquées àu n° 3, de réduire les fonctions U;, aux 

termes -calculés explicitement; la fonction de forces considérée se 
réduit donc à | - . | 

Vi = pu ÿ Ÿ nijK£. 

T 

Mettant en évidence le ‘rôle spécial que joue le moment désigné 

généralement par C:;, et le fait que la différence B;—A; est ordinair e- 

ment négligeable, nous écr irons, d’après le n° 2, 

m; 
MG Ai Bi)(1— 37?) + 3(B:— Ar)(2è— 83), 
44}; , . =D 

Î 

en désignant par 4;, 2 vi les cosinus des angles que fait le vec- 

teur M;M; avec les axes principaux d'i inertie correspondant respecti 
vement à A;, B;, Ci. . 

Dans V;, la sommation devra être limitée aux corps susceptibles 
d'exercer une influence sensible : on peut juger de cette influence en 

- comparant les termes correspondants de V; à la demi-force vive du 
corps S:, qui est d’une façon approchée, d’après ce qui a été dit plus 
haut, la moitié du produit de Gi, par exemple, par le carré de la 

vitesse angulaire de rotation. On reconnait ainsi que dans le cas de 

Terre, il fâut prendre pour S; le Soleil et la Lune; dans le cas de la 
Lune, il faut prendre pour. $, la Terre et peut-être le Soleil; pour 
Jupiter, les S; sont le Soleil et ses principaux satellites; pour 1 Mars, 
il suffit de considérer l’action du Soleil. Ces approximations sont: 

d'autant plus suffisantes qu’il’ n’y a pas lieu d'apporter la dernière 
rigueur à la solution d’un problème dont la mise en équations ne 

repose que sur une hypothèse, et dont les éléments ne peuvent pas 

être déterminés d’une façon très précise par les observations.
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7. Nous avons ainsi ramené les problèmes généraux de la Méca- 

nique céleste, dont l'étude doit former l’objet de cet Ouvrage, à un 

cerlain nombre de problèmes simples de Mécanique rationnelle, 

parfaitement définis; et, au surplus, il serait bien aisé, en suivant la 

même voie, de tenir compte des actions que nous avons systémati- 

quement laissées de côté, si on le jugeait nécessaire. . 

© Mais ces problèmes dépendent les uns des autres et ne sont pas 

susceptibles d’une solution analytique générale; ils se présentent 
d’ailleurs sous des aspects extrêmement divers, suivant les circons- 
lances matérielles propres à chacun. On ne peut donc poursuivre 
leur solution qu’en procédant par étapes, dont la succession sera 

. déterminée par ces circonstances mêmes; cl ce n’est pas un procédé 
uniforme de solution qu’il faut rechercher, mais bien plutôt la 
‘méthode qui convient le mieux ‘pour chaqué question. particu- 
lière. ‘ 

_ Envisagcons ‘en. particulier les mouvements relatifs des grosses 
planètes par rapport au Soleil; si Pon fait abstraction, dans le cas de 

.la Terre, du -petit terme complémentaire dû à l’action de Ja Lune 
calculé à la fin du n° 4, on voit que ces mouvements sont déterminés 

‘indépendamment de ceux des autres astres, el que tout se passe 
comme s’il s'agissait uniquement de points matériels, M, et les M,, 
affectés des MASSCS M9 et 7), Soumis à leurs attractions mutuelles. 
Nous avons mis en évidence les mouvements relatifs dés planètes M» par rapport au Soleil M,; mais il est avantageux, dans certains ças, 
d'avoir une forme un peu différente pour les équations qui détermi- .Neraicnt le mouvement de cet ensemble de points, bien que l’on soit obligé alors d'employer d’autres variables que celles qui se pré- 
sentent comme les plus naturelles et comme les mieux adaptées aux usages astronomiques. 

Le but que l’on cherche à atteindre est d’ d foictio; é avoir à ne se servir que une fonction de forces unique pour déterminer les mouvements 
relatifs des points du Système S formé par M, et les M lions du mouvement général du système S r 
comme on sait, de la connaissance de la 
celle de la fonction de forces U, égale à 1 
traction des divers points de S, soil 

pr. Les équa- 
ésultent immédiatement, 
demi-force vive T et de 

à Somme des potentiels d’at- 

Uu=N' frum); 
Ai;
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les indices {et j prenant les valeurs 0, Pi. relatives au Soleil 

et aux grosses planètes. Cette fonction U ne dépend que des distances 

mutuelles des points, c’est-à-dire de la configuration du système, 
indépendamment de sa position dans l’espace. 

Quant à la fonction T, c’est 

INT, JaX? dY? dli\ 
SD de de + ar]? 

Xi, Yi, Li étant toujours les coordonnées absolues de M;. 

Il faut choisir de nouvelles variables telles que T se prés sente sous 

la: forme d’une somme de deux parties, dont l’une ne dépendra, 

comme U, que de la configuration du sy stème S, tandis que l’autre: 

correspondra au mouvement absolu de S. 

On ÿ arrive aisément en s'appuyant sur la remarque suiv ante : 

la force vive du' système formé par deux points matériels’ M, ct M,, 

.de masses m4 ct m4, est la même que celle du centre de gravité G: 

du système, affecté de la masse m,+ m1, augmentée de celle du 

point M, dans son mouvement relatif par rapport à-M,, à la condi- 

“Mont 

remarque résulle immédiatement de Y'identité évidente 

‘tion de donner nraintenant à M, la masse m', égale à . Cette 

/ 

‘ [ Mo Uo + My y \? Mon: 
nouÿ+ mu? = (Mot Pt) 0 OL 

- Mo+ M: Mo + M 
(ui — u0); 

‘il suffit de prendre suéccessivement pour &, et #, les projections des 
vitesses absolues de A, et M, sur les axes de coordonnées, et d'ajouter 

les résultats membre à membre. | 

Supposons, d’une façon générale, s sans nous limiter spécialement 

au cas des grosses planètes et du Soleil, le système S composé de 

n +1 points M5, M, ..., M, dont les masses sont Moy Mis ce.) Mn 

et les vitesses absolues V,, Ve, ..., V,. ‘ 

Soient G, le centre de gravité de M,et M, affecté de la masse M 

égale à mom; G2: le centre dé gravité de G; et M, c'est-à-dire 

aussi de M,, M, M. affecté de la masse u> égale à + Ms où 

Mo Mi MA; et ainsi de suite jusqu’à G,, centre de gravité de G,_s 

et My, c'est-à-dire du système total, avec la masse Ha égale à. 

prets ou Morte ms +... + m,.
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: La vitesse absolue de G:; sera 2; les coordonnées absolues de Gas 
seules utiles, seront £,, ru, Cne : | 

Désignons maintenant par æi, Jr, 5, les coordonnées relatives 
de M, par rapport à M, et par », la vitesse correspondante; de one - 
Par Z:, 2, 5e les coordonnées relatives de M, par rapport à G,,ct 
par #2 la vitesse correspondante; et ainsi de suite jusqu'à Zu, J'a, 
ET ’», coordonnées relatives de M, par rapport à G,-, el vitesse 
correspondante. - 

= Enfin, faisons encore, en convenant d’ écrire do à la place de mg Si 
la symétrie l'exige, 

. 41 
nt my = nt Ho, ms = Ma Eu, } ….., Mn = = mar, . pui 

2 un 

L’ar Plication répétée. de la remarc ue ci-dessus donne successive- Ï ï 
ment ot 

mo V2 + ms Vi= mio + es, 

COST +mmNVi=miviteos, 
sm... Presses “ 

Ha =1 Di + mnVe a MaPi+ HnSÀ 3 

d’où l’on déduit immédiatement, par addition. que la demi-force vive T du système a pour valeur ‘ 

D
i
r
 dyà L' ds di du. dr? HT ie Te + )+z Lun (LÉ at ae). 

Quant à la fonction de ‘forces U, elle dépend des distances’ mutuelles des points M, M,, .., M, distances qui s'expriment immédiatement à l’aide des Projeëtions des vecteurs MM MM, .., MM. En observant les égalités géométriques © 

MN = MC G+ Gi ! a Mode Gi, 
Bi 

Me MO ME cT Gi + Gi Go = n MoN + ? Ge Ms + Gas, 

tenons
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on voit que ces projections sont respectivement : 

pour M Mi, Lis Vis 15. 

pour Mo, Tr + en .. 
. ft 

No mi | 
pour MoMs, La — Tate. 

: "Rs . ft x 

essor y snseestessese ee 5 

. mn - M Ni . 

‘pour MoMu, Tnt Tuthee HD Ts eee 
n- 1 ts fe 

‘Les équations du mouvement s'écrivent immédiätement ; on à 

d’abord 
d? En 

dt? . 
  = ©, .) 

. de sorte que G, est animé d’un mouvement rectiligne et uniforme, 

ainsi qu’il arrive toujours pour le centre de gravité d’un sÿ stème 

soustrait à toute action extéricure. Il vient ‘ensuite 

,dæ; OÙ pe TE LC ... 
‘ar di 

À 

et par suite le mouvement: relatif de M, par rapport à Mo, et généra- 

lement de M; par rapport à Gs.,, est celui d’un point matériel de 

masse rm! sous l’action de la fonction de forces U. . 

C'est le résultat cherché, que l’on pourrait d’ailleurs obtenir dé 

bien d’autres façons en général : il est clair, en effet, que toute la, 

question revient à mettre Ta forme quadraiique complète, 

Mouÿg + Mu? + Me u ++ Mau, 

sous la forme d’une sonime de x Li carrés de fonctions linéaires el 

homogènes par rapport aux u;, les ñ premières de ces fonctions ne 

dépendant que des différences mutuelles des w;, ou, ce qui est équi- 

valent, la dernière de ces fonctions étant proportionnelle à 

Moto Mat Mate +. ce Malines _ 

La solution classique indiquée ci-dessus est celle qui résulte de 

V application répétée de la "solution unique particulière au cas où.l’on 
’ 

a n—=1.



  

‘2 CHAPITRE II. 
ÉQUATIONS CANONIQUES. CHANGEMENT DE VARIABLES. | | 

MÉTHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES. THÉOREMES GÉNÉRAUX. 
x 

4 

8. La forme canonique ou hamiltonienne des équations générales 
dela Dynamique en est la forme par excellence, surtout au point de 
vue théorique; nous n’en ferons pas cependant un usage exclusif, 
parce que les variables qu’elle impose ne sont pas d'habitude celles 
qui correspondent le mieux aux besoins et aux habitudes de PAstro- 
nomie ; elle aura surtout pour nous l'avantage de se prèter facilement 
aux changements de variables, et de réduire au maximum de simpili- 
cité la démonstration de plusicurs théorèmes importants. 

Rappelons brièvement comment on obtient cette forme canonique, 
en nous limitant aux deux seuls problèmes que nous avons à traiter, 
celui du mouvement d’un point matériel et celui du mouvement d’un 
corps solide autour d’un point fixe. 

Soit d’abord le mouvement d’un point matériel M de masse égale 
à l'unité, sous l’action d’uné fonction de forces Ü qui dépendra, en 
général, des coordonnées æ,y,3 de M Par rapport à des axes fixes (ou plutôt que l’on Peut considérer comme fixes), et du temps £. -Appelons x!, 3’, s! les dérivées de Æ; Y: 5 par rapport au temps, 
c'est-à-dire les projections de la vitesse de M sur les axes; la force vive 2T du point est égale à '? +9®+ 22, et si l’on fait HT —U , les équations du mouvement prennent | a forme canonique 

S de OH. de JM - de ET ÿx 

æ, }°, 5 sont les premières variables, x’, J'} 3’ sont les. deuxièmes variables, respectivement conjuguées des premières; IL est la fonc- . st Ce de 
_ t 1 tion caractéristique, dépendant de >, J:53,x,y', 3,0. Considérons maintenant le mouvement d’un corps solide autour
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. d’un point fixe O, origine des coordonnées, sous l’action d’une fonc-. 

tion de forces UÜ, et désignons par Of, On, OË les axes principaux : 
d'inertie du corps par rapport au point O : ces axes forment un 

. trièdre de même orientation que le trièdre Ox3'3 des coor données, et 

la position du corps est déterminée par trois paramètres », 4, w, par. 

exemple les angles d'Euler qui fixent la situation relative des deux 
trièdres. Soient p, q, r les composantes de la rotation instantanée 
du corps sur les axes mobiles O£, Ox, OË :. ce sont des fonctions 

linéaires et homogènes des dérivées 2", Ÿ', w’ de », 4,.w par rapport 

au temps. Si À, B, C sont les moments d'inertie relatifs à Of, Or,,O, 

la force vive 2T du corps, égale à Ap?+ Bg?+ Cr?, est une forme 

quadratique homogène de &’, 4’, w’, dont les coefficients dépendent 
de &, 4, w; quant à la fonction de forces Ü, elle s'exprime à l’aide 
de ©, Ÿ, w et du temps €. En appelante,, u, w, les dérivées par- 

tielles de T par rapport à &’, d/, w’, ct faisant I —T—UÙ, après’ 

avoir eu soin de substituer #,, 4, w, à Æ Ÿ , w' dans T, les équa- 

tions du mouvement prennent la forme canonique . 

do _oÙ ds oil 
dé 0e dt d» 

la fonction caractéristique H dépendant des six variables 6, 4, w, 

S1, 1, Ou ctde £. ° 
Dans ces deux cas, les équations ont la forme canonique générale 

did dy. a. 
@) = dr. Ta Gsbmes2} 

la fonction I dépendant des an variables conjuguées deux à deux 

Ps Ji et de &. 

9. Proposons- -nous de faire un changement de variables dans les 

. équations canoniques (1). Soient :54, 7. +.) on JS 27 nouvelles: 

” variables -qu’il s’agit de substituer aux'x;, ÿr, £ restant toujours la 
variable indépendante. Les 24 sont des fonctions données des æ;, Yi _ 

et de t; ou bien, inv ersement, les x, yi sont des fonctions données 

des 38 et de t. La fonetion IT sera exprimée soit à l’aide des x;, y et” 

de £, soit à laide des sxetde 4. 

On peut procéder de la façon suivante, qui présente les: plus g grands
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avantages. On a 
Qt /OIT 0x; oH x) 

-È (SE d3x + dys 05% ’ ë
|
 

|
 

c’est-à-dire, en tenant compte des équations (1), 

oH LV dx; dyi … dyi 1) = 
_ Dsx du Vos dt dx dt Do ' i 

; 

9x: e : a dérivée 
Or, en n’oubliant pas que > Par exemple, représente la 
partielle par rapport à £ de la fonction qui exprime x; à l’aide des 34 
et de t,ona | 

MN Ed, di Mi NT dr du, TT A5 à Cdt.  Ôt mn 054 de 4 : 

de sorte qu’il vient 

+ di dyr y di | + Lex X (er 20 2 den 0. 05% ot d5x Ôt dt . 05%. 03; d5x 03, ra 

En entendant par U, #, ... les diverses quantités 34 et 4 dont dépendent les x, yi, ‘posons cc | 

mi | vu PAS - vu dv }? ë on a | - 
. . oH 

ds, - (2) : on +54 J+Ù NE 17 =0; 5 
T 

ce sont les équations _cherchées, ct il suffit, pour les former tenient, de connaître les expressions des x;, Ji 
de £. Toutefois, il reste 

explici- . 
: en fonction des 34 el 

di, à les résoudre par rapport aux inconnues pri qui y figurent linéairement. 
° Les Le, #] sont des crochèts de Lagrange ; on à les identités 

Ta, u]=0o, :  [u, vl+ fe, “=, 
et, par suite, le déterminant des 
équations (2) est un détermin 
valeur est manifestement le pra 

cocfficients des i inconnucs dans les AL symétrique gauche d'ordre 2H; sa oduit des deux déterminants fonction-
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D(r:. Ji Las Pas ce.) D(y1, — Tia Je: — Las. .) 
et 

D (3, 29% SJ; c..) : DIE Sas S3 ec...) . 

carré du premier. Il en résulte que la résolution des équations (2 ). 

ne peut donner lieu à aucune difficulté si,:comme on doit nécessai- 
‘ rement le supposer, les x;, y: sont des fonctions distinctes des z4. 

-H serait d’ailleurs aisé d'obtenir par un calcul direct semblable 

-au précédent les équations (2) résolues; il suffit d'écrire 

nels. , c’est-à-dire le. 

“disk L dsx LY CET: dr; n 954 dyi 

dt “ot | di di de dyi. de 
î 

d3% C 34 3 SE LN 95x 0H 2H 93 5x ), 

dl: Ti dYyi. ou ot; 

et comme : | L 

: oH Qt OH 95, . oÙ of CET > D 
! 

T'; 5; 07; | dyi oi dyi 

ilvien |.  . .. 
ne dk Le NV Va 
GE an D 505 

4 . a 

en faisant ie ‘ 

= > ( da __ dk 951), 
s)= md \ UT; oyi dYs dd 

Les quantités (54, 5) sont des parenté de Poisson, qui vérifient 

comme les crochets les identités 

Csks Sx)= 0, (54; 2) + (sh 3x) = 0. 

Mais nous ferons presque exclusivement usage .des équations (2 } 

laissant d’ailleurs de côté tout développement analy Lique qui ne se e 

rapporte pas directement à notre objet. 

10. L'emploi des crochets de Lagrange esl' avantageusement rem- 

placé par celui d’autres fonctiôns que nous allons maintenant définir. 

Désignant toujours par u, v,.:.. les différentes quantités srett,et 
. appelant K une fonction quelconque de w, s,; .… dont nous pourrons 

disposer arbitrairement, posons 
2 Sr 

dK_ NY or; pK ON, ri, 
M on ai ou? 

oo : ° . : ë 
on a évidemment’ ‘ 

L Ou de. 
[u, » — — —;. 

de du
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. comme on le voit en effectuant les différentiations indiquées et 

réduisant. . | 
Le calcul des'#a(2n+1) crochets [w, v] se ramène done à celui 

des. 22 +1 quantités J,, et dans le cas où le temps ? est exclu des 

u, ©, ..., ces nombres se réduisent respectivement à #(27-—1) 
ct 27. . | 

En introduisant les fonctions J, au lieu des crochets [u. w]. et 

faisant | 
HW H —J,, 

_les équations (2) deviennent 

: ° ° | .‘ oH' dJ., N dJ: 0], ds … 
(4) - on ad (Ge SE HT 1 . 

, 

Imaginons alors le cas particulier suivant, que nous rencontrerons 

le plus fréquemment : les 2n variables 34 se partagent en deux séries 

distinctes, de x variables chacune, les p; et les qi, de telle façon que 
les quantités J,, Soient toutes nulles, tandis que les J,, sont indépen- 
dantes des p;, c’est-à-dire s'expriment uniquement à l'aide des 4; et 
de #. Les équations (4) deviennent alors 

  

y An Nm dg NO ap; 
: dpr . dt. dog; dt. gx Æd0gk dt * 

, . Î. ‘ î 

et l’on a ainsi, plus simplement, deux groupes distincts d'équations, 
“ dg; oi | p; 1. ON ‘les unes entre les 72 ot les les autres entre les 22 S —; — e S —— > I —_—— ‘ de dpi” ‘ € di et cs og” 

bien entendu, la disposition symétrique gauche du déterminant des 
: : +: . dpj dgq; ° . cocfficients des dérivées SP TE, dans l’ensemble de ces équations, : 

est conservée. , | . L 5 . : ” . . 
. . Posons maintenant g;=d,; et substiluoris les g'; aux gj, ce qui 

est possible d'après les hypothèses faites : les 4j deviennent des fonc- . ; ee . tions des g; et de 4, comme les g, étaient des fonctions de jet de t. 
On a alors | 

ol" van dg'. 

© 0qh 2409; 0qk 

ct la comparaison de ces formules avec les derni ères équations (5)
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donne ‘ 
dp; oH’ . Ie, 
dt og; 

comme, en outre, les premières équations (5) s’écrivent 

dg; oi’ 

dE Up 

on voit qu'en associant aux pres qg; comme variables conjuguécs, 
on a conservé la forme canonique, la fonction caractéristique étant 

devenue Il'; on réalise ainsi un changement canonique de variables, 
que l’on peut qualifier de. complètement canonique si la fonction 
caractéristique IL est elle-même conservée, c'est-à-dire si l’on a 

J,= 0. | | 

Si l’on veut garder les variables p; et q;, on a évidemment encore 

(6 : dp; =Ÿ gx a’ dj _:dq; _N\ôqj A: 

ce. ) ‘ de 104; UT dt dt <a 0h dpx 
& 

d’après les relations précédentes et en supposant les q; exprimées en . 
fonction des gj et de &. Ce système est équivalent a au système (5) et : 
Jouit de propriétés analogues. 

Voici une application générale importante des considérations 
précédentes. Supposons que les x; dépendent uniquement des p; et 
de £, el prenons pour la fonction arbitraire K, qui figure dans la 
définition des J, unc fonction de même nature. Sans spécifier pour 

.Pinstant les h on'a J,,=0. P ar suile, en faisant 

._oK Ÿ ds 
DIE p; 2 p; 

on définit les nouvelles variables qi que l'on peut associer aux Pj 
pour réaliser un changement canonique de variables. 

Si, par exemple, les æ; sont des fonctions linéaires et homogènes 
à coefficients constants des p;, ‘ 

Ti alpi+ pit 2? Pas 

on aura, en prenant K— 0, 

ou qgi= a yit 2H +2 ns
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. de sorte que les x; et les y; résultent respectivement des p; et des di 
par deux substitutions linéaires transposées lune de l’autre, ce qui 

revient à dire que l’on a identiquement 

Ÿ D Py91= Ÿ D airs. 
+ T 

Ce changement de variables est d’ailleurs complètement canonique 

puisque J,— o. : | 

11." Le changement de variables s’eflectue d’une façon particulié- 
rement simple et intéressante dans un certain nombre de cas très 

‘importants. 

Pour les mettre en évidence, nous allons établir dès maintenant | 
quelques propositions générales relatives aux solutions d’un systéme 
d'équations canoniques, en nous attachant spécialement aux cas qui 

| correspondent aux réalités des problèmes que nous aurons à étudier. 

° Soient Li les solutions générales des équations ; I 
n° dr oF dyi ol . . Ê ET à sr Pseses A) 

F étant une fonction donnée de #4, des Æ Ji: et en outre d'un 
certain nombre de paramètres a,, Gz, +... Les valeurs des :r;, 35 se 
présentent elles- -mêmes comme des fonctions de £, des paramètres 
Gi ds, ..., et de 2n constantes arbitraires d’i intégration Ci, Cas «3 
et. ‘lorsqu? on substitue ces valcürs dans Ja fonction F, celle-ci 
s'exprime d’une façon analogue. | 

Appelons u, s, ... les diverses quantités 4, &i, a 
employons le signe ordinaire 9 pour désigner 
d’une fonction de ces quantités, 
usons du signe à pour 

2 eee Ci Case 
les dérivées Dartielles 

ct alin d'éviter toute ambiguïté, 
représenter les dérivées partielles de la fonction F prise sous sa forme primitive, c’est-à-dire exprimée à l’aide de #4, Lis J'is Gi @, .... De plus, faisons: comme précédemment e en dési- gnant par K une fonction érbitrairement choisie de u,#, 

. : | K VX 0x. . = TN, dzi . . du + Are du? 
ê 

Ÿ (SE 2 dYi … dr; D) - ‘ Lee o] = Ju oJ, nn du. do — % du ? _ 7 où
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On a généralement 

  

oF &F ÔF dr;  ôT dy: 
— = — + — — + — —— 

du Su md \OT; Ou Vi du s 7 - 

Le. àF , ., .. 0 
- la dérivée a existant pas, si l’on choisit pour w l’une des cons- 

tantes Ct Co .. ° ° . | 

Or le fait que æ:, Ji sont solutions _des équations (3) se traduit ” 

par les relations - . 
. ‘ F dr; Gi dpi. , Syi ©

?
 

Vi “dt dx; - dt”: , 
  

7 

il vient donc 

du èu “dt du du ot 
Ë 

- èE ‘ 
= s— l,u 

Sa C vu] . 

En particulier, on a 
. dF EF 8 .. JE 

(8) . - dt ot? 

de sorte que si F ne dépend pas explicitement du temps & sous sa 

première forme, il en est encore de même quand on ÿ remplace 

les x, J'i par leurs valeurs : ‘c’est ce qu’on peut appeler, par une 

extension évidente, le théorème des forces vives. | 

En introduisant les fonctions J, et faisant 

  

Je =F + G, 

la formule générale ci-dessus s'écrit 

dJu _ ÔF dG 

(9) To Fu to : 

La relation qui définit G donne d’ailleurs © : D» Ce 

ok SL o. PF. 
mor Doi = P + Dnas 

la fonction G peut donc être choisie arbitrairement, et alors la fonc- 

tion K en résulte par une quadraturé, à une fonction arbitraire près 
_ des variables-#, #, ..., autres que £. | 

Si. lon prend pour G une “fonction indépendante des constantes : 

ANDOYER - 3
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d'intégration C1, Cas ++; la formule (9) donne en particulier 

Je 

dt 
=0; 

les J,, sont donc des constantes ne dépendant que de &i, Asso. 

Cis Cas. il en est de même par suite des crochets [ex, ce], et 

puisque ceux-ci sont indépendants du choix de K ou G, c’est pour 

eux une propriété caractéristique. 

Supposons alors que, suivant la méthode de la variation des 

constantes, due à Lagrange, on veuille mettre la solution générale 

des équations (1), où la fonction caractéristique est If, sous la mème 

forme que la solution générale des équations (>), où la fonction 

_ caractéristique est F, en considérant les quantités €, €a, ..., non 
plus comme des constantes, mais comme des fonctions convenable- 

ment choisies de £. Cela revient à substituer aux æi, 3, dans les 

équations (1), les nouvelles variables c,, 2, ..., définies par les rela- 
tions qui expriment la solution générale des équations (5) en fonc- 

- tion de ces quantités. Par suite, puisque les J,, sont des constantes, 

et que lon a J=F + 6G, la fonction G étant indépendante des ex, 

les équations (4) du numéro précédent prennent la forme plus simple 

J(H—F) +y (ds dl) der ° 
Ôc# si \ dc, TT deg dd — 0 s 

{ | 

et pour calculer les coefficients constants des dérivées dei, 1 suftit 
‘de donner à £ une valeur particulière. On peut ensuite développer 
les mêmes considérations que ci-dessus, si les ez se partagent en deux 
‘séries telles que les p;, qj. ° 

n° ñ te : > ; ° ; > Répartissons maintenant les paramètres ij &u, ... en deux 
séri 1 pt , Lu y! | éries, a’, b', ..., d’une part, p/, y’, ..., d'autre part; et, en appelant 
L …. 1 1, ! 1 
n nn , -.., des fonctions de a’, b',..., envisageons Îles arguments 
linéaires par rapport'au Lemps : 

t | M'=m'i+u, Næ=nt+, so. 

De la même fa c | on, par ‘ ; éri 
D L aç », Partageons les constantes Ci Ce... en deux séries 
4, 0,.-... 4, V, ..., et introduisons les arguments | 

M=nt+u, N=nt+y, | 
., 

en désignant par m1,.n, . ion ‘ gnant p 7, des fonctions de a, b, ..., a, bn,
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Substituons alors les arguments M, N, ..., M', N!,... aux cons- 

tantes u, v, ..., w, v’, ... dans l’ensemble des quantités u,.v, .... 

La dérivée complète par rapport au temps d’une fonction f de u, 

#“,... est actuellement : 

- , a = PAT HS, | 

les sommations s'étendant à Lous les arguments M, N, ..., d’une part, 

M',N',... , d'autre part; et le fait que les valeurs de Zi, Yi vérifient 

les équations (5) se traduit par les égalités, 

èF des di 
Di — rr> 2 +2 IN? 
cr a dÿi Vi. 

Tor d + tou + m N° 

On a par suite | | . | 

dF èF CS /ôr dei _ÔF dy: 

du — r2 (a ve De pi œ) 

= D + + [é, + LM, +} me ls 

en introduisant les fonctions J et faisant 

| | J=Fr +6—Y min Y ms, 

ceci devient oi ° 
dJ, EF 0G QT dm _Y Q dm nn. 

7 Go) dt = êu TT du D du 

La relation qui définit G donne d’ailleurs 

. erec-Dnerse Dr   
4 

la fonction G peut donc être choisie arbitrairement, et alors la fonc- 

tion K en résulte par une quadrature, à une constante près : bien 

entendu, si l’on cest obligé dans cc calcul de se servir des formules 

qui expriment M, ..., M',...en fonction de £, soit M=— m1+, ...; 

on doit ensuite faire disparaitre u, ..., à l’aide des mêmes formules, 

de façon que K soit exprimée, comme toutes les autres fonctions con- 

sidérées ici, à l’aide de u, », ..., c’est-à-dire 4, M,N,...,M',N7...., 

a, b,..., a, bd", | |
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Prenons pour G unc fonction des seules constantes a, b, ..., 

a, L' ne. la formule (10) donne en particulier 

dy | dJa-_ 0G von . 

dt US Gt Va dd 04 LE 

on en conclut immédiatement que les quantités Ju, ds, ... sont 

cncorce-des constantes, tandis que les quantités Js, ds, ... sont des 

fonctions linéaires du temps, à coefficients constants. 

En faisant uw = t, et remplaçant J, par son expression ci-dessus, 

on a encore, puisque G ct les J,, sont des constantes, 

(t1) | - T AU —Y m iw) = T; 

si donc la fonction |, sous sa forme primilive,.ne contient pas { 

explicitement, c’est-à-dire ne dépend du temps que par l’intermé- 
“ . , (4 . = NY ° ee 

diaire des arguments M', N', ..., la fonction } —S m'y, exprimée 
à Pa à l’aide de w, », ..., est une constante. 

3° Faisons les hy pothèses suivantes, toujours réalisées dans les 
problèmes de la Mécanique céleste : les expressions des æ, 5, ainsi 

que celle de F, à l’aide de u, ,..., se présentent comme des séries à 

cocfficients fonctions de «a, b,.….., a’, L', ..…., procédant suivant les puis- 
sances entières non négatives de 4, et suivant les puissances entières 

quelconques des quantités ef, ef, ..., el’, e'*, :.., en désignant 

comme d'habitude par e la base des logarithmes hyperboliques, el par 

i l'imaginaire W/— 1; en d’autres termes, si l’on préfère cette forme, 
ces séries procèdent suivant les puissances de £, et linéairement 
suivant les cosinus et sinus des sommes des multiples des arguments 
M,N,..., M, N',..., et sont alors réelles. De plus, les valeurs des ri 
peuvent contenir en outre des termes linéaires à coefficients pure- 
ment numériques par rapport aux arguments M, N, ..., M’, N’, ..… 
cux-mêmes.. 

Ÿ » . ‘ définir ne cris mister les séries dont nous venons de 
contiennent pas nent ie séries périodiques celles qui ne 

e temps t'en dehors des arguments. 
Nou v s- admettrons que si deux séries mixtes sol égales pour toutc 

valeur d € e t, elles sont identiques, c’est-à-dire. composées des mèmes 
term es, sous la condition essentielle que les arguments des différents



ÉQUATIONS CANONIQUES. CHANGEMENT DE VARIABLES, ETC. 37 

termes de chacune d'elles pris sous la forme exponentielle, sont 
vous distincts; ceci veut dire que deux quelconques de ces arguments 

ne peuvent avoir une différence constante, et, par suite, qu’il n’existe 
aucune relation linéaire et homogène à coefficients entiers entre les 

diverses quantités m, n, ..., m', n', ..., toutes différentes de zéro, 

par conséquent. Pour le sens et la valeur que l’on doit attacher prati- 

quement à celte proposition, nous renverrons aux Leçons de NMéca- 
nique céleste de I. Poincaré, t. I, n° 107. 
La fonction primitive et la dériv: ée complète par rapport à au temps 

d'une série mixte étant de la même nature, comme aussi sa dérivée 
partielle par rapport à l’une quelconque des variables u, #, :.., et 

encore le produit de deux telles séries, on voit que les fonctions K et 
JL sont toutes des séries mixtes; et si lon fait, en ordonnant suivant : 

les puissances de £, ° 

m=tt+aii+..., Yi JÉHyilhe.., 

K= Ko+K'i+..., du II+ Ji s..., 

on a évidemment, en excluant le cas de u =, 

32 — Jk° +Ÿ y de? 
du mi‘! Uu 

Or nous savons par ce qui précède que les quantités Jy sont des 

constantes, tandis que les J, sont des fonctions linéaires de t à coeffi- 

_cients constants : il faut en conclure en particulier que les séries 
périodiques telles que J$ et J£ se réduisent toutes à des: constantes 

-quine dépendent que de a, b, ..., a’, L',..:, et que l’on peut cal- 

.culer sans connaître K° autrement que par son terme constant, qui 

est arbitraire, et que nous prendrons nül. 

Imaginons alors que l’on fasse dans les équations (1 )le changement 
de variables qui consiste à remplacer les æi, Ji par les quantités 

.M,N,...,a, b, ..:, que nous désignerons dans leur ensemble par 3h; 

en établissant entre les nouvelles et les anciennes variables les 

relations #;— x}, Ji=3};. En prenant K° pour la fonction K rela- 

tive à cette substitution, les J., sont des constantes, d’après cc qui 

précède, et en désignant généralement par f, la partie constante 
d’une fonction périodique quelconque f, on a 

S ôx? ‘ / 
Fe J.= (Z* ) . Le 

.\ à . PA
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. Quant à la fonction J,, nécessaire pour former les équations (4) du 

numéro précédent, il ne faut pas la confondre avec celle qui est 

désignée ici de la même façon; mais elle est manifestement égale 

à > m'J9,, puisque x} re, considérées comme fonctions des sa el 

de £, dépendent de t par l'intermédiaire des arguments M', ..., et 

seulement de cette. façon. En appelant encore J° ce que devient H 

quand on y remplace x, Ji, par z?,?, les équations (4) qui corres- 

pondent au changement de de vari iables envisagé sont donc 

d (io —Y m'3$r) 
  

QT fo), 0J:,\ dz 

034: +2 (SE me) Fe 

Pour calculer V'm! J%,, on peut s’aider de la relation (11): si en 

particulier la fonction F, sous sa forme primitive, ne contient pas { 

explicitement, il est clair que la quantité F—Y m'Jy étant cons- 

. ; à © tante, il en est de même de F° — > m'J$.; en appelant J cette cons- 

tant Ô a à 70 > ! -0 x . Fe | à! , . 
Le, égale à IF$ m (E J'i jt > la fonction 11° —Y nu ES qui 

Ë 0 

-figure dans les équations précédentes devient I10— Jo, 

Si Pon fait alors en particulier I = F, de sorte que cette fonction 
se réduise à la constante J, ct si la solution des nouvelles équa- 

tions (4) se présente sous forme périodique, on aura réussi de cette 
manière à mettre Ja solution des équations (5) sous la mème forme, 
en y faisant disparaitre les termes qui dépendent explicitement de £. 
C’est une autre façon d’ envisager la méthode de la variation des cons- 
tantes, pour résoudre une question étudiée par Laplace. 

o . . Plaçons-nous.dans le cas spécialement important où les valeurs 

des x, Jr, comme les expressions de F ct des dérivées ne con- 
êu 

Sénnent pas le temps explicitement en dehors des arguments M, ... 
M',..., c'est-à-dire s ' caen ont pé ériodiques ; exceplion faite pour les æ;, qui 

P oujours renfermer dés termes linéaires à cocfficients pure- 
ve numériques Par rapport à ces arguments. 

101SIS ° ù sons alors pour G Ie terme constant ‘de la fonction pério- 
dique 4 _F dk 

Î Di ? de façon que la dérivée 7 Stantprivée determe
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constant, la fonction K soit elle-même périodique ; en “outre, nous 
prenons nulle comme ci-dessus a: partie constante de K, qui 
est arbitraire. 

:. Dans ces conditions, la fonction J, est nulle d'après sa- définition 
même, et par suite la relation (10) montre qu'il en est de même 

1 CE 
i i de — 5 de sorte que F, sous sa forme primitive, ne saurait contenir le 

temps explicitement, ce qui était évident a priori. 
Les autres fonctions J, sont toutes périodiques ; par suite, comme 

. . . x dx ci-dessus, les J, et les J, sont des constantes, égales à (Zri%) 
i 0 

po u=M,u=a. 
D'après la définition de G et la relation Je =0,ona 

D m “Ju Sn my G 

de sorte que le premier membre de celle “équation est constant, 
comme le montre encore la relation (1 D Si J désigne cette cons- 
tante, on à aussi - 

- J = F—Y m'(Jur)o, 

NX dx; \ - / Gw= Ÿ Cr): 

.. ï 

'. 

avec 

, 

Mais il x a plus : les deux membres de la formule générale (10) sont 
des fonctions périodiques, et comme le premier est évidemment 
privé de terme constant, puisque c’est une dérivée complète par 

‘rapport au,temps d’une fonction périodique, il en cst de même du 
second. Il en résulte, en prenant successivement M', a, a! Pour &, 

=. ê&F L oo . 
. . Gr, 7° _- 

.et | ’ . | 

; 2G om y, | _ it om ; dm" C0 a) 5 me =D Fed Qu (Es). 

Les fonctions G, J, J,., m, m' dépendent des constantes a, b, ...,. 
a’, L', -..; en formant la différentielle totale 4G par les formules
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précédentes, on a Lo 

; ° cs d êl . 
‘ dG = =Y Ju dm +Ÿ [E Yu (Jr )o — (&).] da’: 

par suite, on peut exprimer G à l’aide des m,n, ..., a’, L',...,etil 

en est de même de ses dérivées partielles par rapport à ces quantités, 

soit : . | 

° 0G èG ct dm’ oE . 
(13) = Ju, = >» —(Ju)o—- sc), 

om da si Va a 

On peut écrire aussi, en introduisant la fonction Jégale à Ÿ my —G 

(ou F —Y m Is), 

WB=Ù m du+Ÿ [Ge ).— _Y 9m" Per (Jr) da’, 
o«a dd 0€ 

de-sorte qu’il est possible d’exprimer J à l’aide des J,, et des a’; il en 
.est de même de ses dérivées particlles par rapport à ces quantités, 

soit ° 

‘ dJ - à] èE Qt din 

Ga) om a = (En). ) Ge. 

Si en particulier il n’y a pas d'arguments M’, l'intégrale des forces 
vives a lieu, et lon a simplement J=—K. 

Les équations (12), (13), (14) expriment des théorèmes impor- 
tants, dont nous aurons à faire usage plusieurs fois. 

Si l’on veut finalement mettre la solution générale des équa- 
tions (1) sous la même forme que celle des équations (3), en prenant 
comme nouvelles variables les quantités M,N, ...,a,b,....on aura 
comme ci-dessus les équations 

: (H—F+7J) QT /0J- dJ dz 15 —————"{ 5 D Su | ES ( ) 05% +2 ( 935, 05% ) dt 95 

en verlu de ce qui précède, ces équations offrent des particularités 
“intéressantes, surtout si la nature des J.: 
sidérations développées au n° 10 :. c’est. ce que nous mettrons en 
vi à l 1 évidence à l’occasion de chaque problème particulier traité, sans insister actuellement davantage. 

a Permet d'appliquer les con-’ 

L n° + « - . . . . 5° Nous aurons encore à faire usage des considérations suivantes.
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Revenant au changement de variables du n° 9, supposons que les x;, 

J'i dépendent du temps £ non seulement explicitement et par les 34, 

mais encore par l'intermédiaire d’une quantité p, qui est une fonction 
dx; connue de £. Il faut, dans ces conditiéns, remplacer 7 r par exemple 

, drs de; dp , . 0H , 
par = + dp dr’ PU suite, à faut augmenter Jr dans les équa- 

“tions (2) de la quantité [:4, p] æ. : 

Imaginons alors qu’on veuille mettre la solution générale des équa- 

Lions (1) sousla même forme que la solution générale des équations (7), : 
‘en regardant non seulement Ci Cas +. comme des fonctions conve- 
nablement choisies de t, ainsi que nous l'avons fait ci-dessus, mais 
aussi le paramètre «,, par exemple, comme une fonction connue de t; 
il faudra, dans les équations générales qui terminent la première 

ee : , ll oJ dJ,,\ da section de ce numéro, augmenter — de (4% — vs) —— et en 
dcr d& dc dt . 

mème temps mettre partout pour a, sa nouvelle valeur. 

Reprenons enfin toutes les hypothèses des sections 2°, 3°, 4°, et 
supposons d’abord .que &, soit le paramètre uw’ par exemple, qui 

figure dans l'argumént M'; il faudra, dans les équations (15 aug- 
3 ? q 3 

dH , 
menter A de — 2% de =; puisque J., est une constante; on a d'ail- 

d3y 7 O5 

leurs, d’après la fonnule (10), 

di F 
dt  ôM'’ 

- ce qui détermine J,,, à la constante près (J,.),. 

Supposons en second lieu que a, soit le paramètre a'; en tenant 

compte du fait que les m’ dépendent de a’, et de ce que nous venons 
. . dl , . » de dire, il faudra augmenter = dans les équations (15) de 

de. - 

(SE dJe “ wrûm' qe) da’ 

da — 054 20e d) d° 

On a d’ailleurs, d’après (10) et (12), 
+ 

dj ol d (NA Ôa 
  

ad * ‘Ja’ 
æ ‘ 

ee . , + NX. dx 
ce qui détermine J,, à sa partie constante prés, égale à va (S Vi 7e ) °° 

: ° L . ° 0“ 

0 —>—



  

CHAPITRE HIT. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 

  

12.- Reprenons les équations du mouvement d'un point matériel, 

_ avec les notations qui nous ont servi au n° 8. 
D’après le Chapitre 1, la fonction de forces U, dans les problèmes 

que nous avons à traiter, contient toujours un terme d'une importance 
 énon dés 42 prépondérante, de la forme > cn appelant r le rayon vecteur du 

point M, c’est-à-dire sa distance à l’origine O des coordonnées, € 

désignant par #? une constante. Si ce terme existait seul, on sait que 
Ja trajectoire de M serait plane; tenant compte de ce fait, nous allons 

faire un premier changement de variables destiné à mettre en évi- 
dence le rôle particulier du plan P qui contient à chaque instant le 
point O, le point M ct la vitesse V de M. Ce plan, qui serait fixe si U 

42 
se réduisait à 7? peut être appelé « le plan de l'orbite instantanée 

de M ». 

Sur une sphère: de centre O passant par M (fig. à) et supposée 

D Fig, 1,. 

  

comme n ° ï rous le ferons toujours vue extérieur ement, le plan P a pour race un ‘grand cercle, qui sera orienté d: ans un sens déterminé; son pôle P. en résulte sans ambiguité par 1 a condition que P soit orienté
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par rapport à p dans le même sens que zy par rapport à 3,c *est-à-dire 
dans le sens direct. qui sera toujours, sauf avis contraire, le sens des 
trièdres de coordonnées que nous envisagerons. : 

Le plan Ozy est d’ailleurs ordinairement celui de l’écliptique- à 
une certaine date, et l’on conserve d’une façon générale toutes les 
façons de parler correspondantes. Si N est l’un des 2œuds de P sur LV; 
l’are æN est la longitude 0 de ce nœud, et l angle w, compté dans le 
sens direct, que fait en N le grand cercle xy avec le grand cercle P, 
est l'inclinaison de P sur zy. Les éléments et w déterminent com- 
plètement la position et l'orientation de P. Sauf exception spécifiée 
explicitement, on oriente P dans le sens du mouvement de ‘M, et l’on 
choisit pour N le nœud ascendant de P; en traversant ce nœud, le 
point M entre dans l'hémisphère limité par +7" qui contient 5. 

Connuissant Ü et w, la position du point M'est déterminée par 
Parc NM = w, compté dans le sens de l'orientation de P et dit argu- 
ment de la latitude de M, et enfin par son rayon vecteur OM. Par 
süite les coordonnées æ, J, 5 S’expriment à l'aide de r, u, 0, w; etla 
fonction U dépend ‘des mêmes quantités et de #. Il cst inutile pour 
l'instant de fixer les deux autres variables qu'il faut joindre à r, &, 0, «. 
pour achever la transformation des variables primitives .æ, y, 3, 

x”, J" , 3°: J | 
D'après ce que nous avons dit au n° 10, on doit, pour effectuer le 

changement de variables, calculer les quantités 

, 0x dy 95 

du +R ts 0x” 

en désignant par l’une quelconque des nouvelles variables : on a 
pris ici K— = 0. . 

Si + est l'une des variables non encore définies, on à L= 0, 
‘puisque x, j', 3 n’en dépendent pas. 

Si + est l’une des variables r, &,: 0, w, il est clair que J, n’est autre 
chose que le produit géométrique des deux vecteurs V'et V,, en dési- 
gnant par: V la vitesse réelle de M, par V, la vitesse virtuelle que. 
prend M quand on fait varier uniquement #, et cela de façon 
que àx = Ôt; en employant les notations habituelles. 

Les valeurs de J; découlent immédiatement de cette remarque. 
Si d’abord w varie seul, il en résulte pour M une rotation autour 
. de ON, et la vitesse V, ‘est le moment par rapport à M d’un vecteur
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unité porté par ON : ce moment est perpendiculaire au plan Co 

ou P, ct par suite à la vitesse V qui est contenue par hypothèse dans 

ce plan, de sorte que l’on a J, = 0. | 
La vitesse V, est un vecteur égal à Punité porté par OM, de sorte 

que J, est la projection de V sur OM, c’est-à-dire la vitesse radiale 

de M, égale à la dérivée 7’ de r par rapport au temps. _ 
La vitesse V, est duc à-une rotation autour de O p, et est égale au 

moment par rapport à M d’un vecteur unité porté par Op: elle est 

donc égale à r, et dirigée suivant la perpendiculaire à OM menée dans 

le plan P par M, dans le sens direct par rapport à Op; son produit 

géométrique par V, c’est-à-dire J,, est par suite le moment 4 de ha 

vitesse V par rapport à l’axe Op. 
Enfin la vitesse Vs est due à une rotation autour de O3, ctest égale 

au moment par rapport à M d’un vecteur unité porté par Oz. Ce vec- 
teur peut être décomposé en deux autres : lun, égal à cose, est dirigé 
suivant Op; l’autre, égal à sine, est situé dans le plan P, Le moment 
de ce dernier par rapport à M est perpendiculaire au plan P, de sorte 

que son produit géométrique par V est nul : on doit se borner à con- 
sidérer le moment du vecteur cosw dirigé suivant Op, et, d'après ec 

. ui a été dit relativement à J,, on a Jé= #/, en appelant "4" la quan- 
tité cos. | | 

Ceci nous montre, d’après le n° 10, qu’en associant aux variables r, 
u, Üles quantités 7”, L, h', on obtientun nouveau système d'équations 
canoniques pour déterminer ces nouvelles variables. I] n’y a d’ailleurs 
pas lieu de conserver l’arguinent de la latitude u, mais il est préférable 
d'introduire à sa place la longitude dans l'orbite, v, égale à u +4: 
d’après le n° 10, totijours, on n’altérera pas la forme canonique si, Cn 
même temps, on remplace la variable 4! par L'— }, soit 

Ri= h(cosw — 1). 

Il faut encore savoir ce que devient la fonction IT — U quand on l’exprime à l’aide des nouvelles variables. La force vive 27, c’est- à-dire le carré de la vitesse de ‘M, est d’abord manifestement égale 
à 720 Ê quant à la fonction de forces U, qui ne dépend que des 
Coordonnées x, y, 3, et de t, elle devient en premier lieu une fonction 
de r, », 5, ©, t, et finalement der, e, 0, L t, puisque Pinclinaison w 
est liée numériquement à 2. ‘ 

è
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En résumé, on a les équations - 

dr OU dr ol 
dt 7 dr? dt 7 or? 
do OX dh __ do 

dt dh? dt 7 

| a _ 0H dhs _ OI 
() HV 

I — 2 (+ Fe) U, 7 2 rè 

u=f(re, 0, 2! DE 

13. Comme nous Pavons fait remarquer nous pouvons écrire la 
fonction de forces a sous la forme À — + V,: en meilant en évidence 

son terme pr incipal À —: la fonction y est dite alors perturbatrice, car 
c’est son influence qui trouble le mouvement plus simple que l’on 
obtiendrait en ne tenant compte que du premier terme de U. 

Il est clair, dans ces conditions, que nous trouverons avantage à 
prendre pour nouvelles var iables les constantes arbitraires qui figurent 
dans la solution de cé problème plus simple : en effet, puisque ces 
quantités restent constantes dans une première approximation que 

l'on obtient en négligeant la fonction perturbatrice V, on doit penser 
qu’elles varicront peu quand on tiendra compte ensuite de cette 
fonction pour arriver à la solution exacte. On peût d’ailleurs aussi 
bien substituer à ces constantes d’autres quantités équivalentes, 
convenablement choisies. ‘ 

Le mouvement, qui correspond à l'hypothèse où l’on réduit U à 
2 son premicr terme > est le mouvement képlérien, ce ’est-à-dire celui 

d’un point attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la 

distance. C’est celui que nous devons tout d’abord étudier. I faut 
‘ donc intégrer les équations (1) quand on y remplace IT par 

2 2 
F = L re Li _ LR 

2 rj.r 

On voit en premier lieu que h, êet À, sont alors des constantes, 
puisque F ne dépend aucunement des variables conjuguées ; le mou- 

, vement se fait donc dans un plan fi fixe P, déterminé par 0 et À, ou 
v
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bien par 0 ct l’inclinaison w; et l'intégrale des aires à lien dans ce 

plan. ° - 

On voit en outre que la fonction F est clle-mème une constante, 

puisqu'elle ne dépend du temps que par l'intermédiaire de r et r!: 

c’est l’application du théorème des forces vives. 

A la place .de F et A, nous emploierons encore deux constantes 

positives équivalentes, p el e, telles que 

: 42 
h=k%Yp, Li 50); 

la constante des aires L est généralement positive, c’est-à-dire que le 

plan P est orienté dans le sens du mouvement; mais on peut aussi 

bien la supposer négative, et ceci revient simplement à prendre À 

- négativement. | 

Les équations qui déterminent r et 6 sont alors 

ge Ur OR se At tp 
de p a +2 a 

de __kVp 
ü TS 

2 . . . - 4 . 
l’équation de la trajectoire est donc, en éliminant dt, 

P 2 

4() +(—e)-2£+(£) 0; dv r 

différentiant, on a 

&(£) | 
. r P 

Tare TF = 1, 

| . | . P | . . 
° 

de sorte que + est certainement de la forme 1+2cos(v—); 
m élant une constante arbitraire, et & élant une constante positive 

? « . . . ° . , que l'on détermine en écrivant que l'équation du premier ordre est 
vérifiée; ce qui donne  — «. Donc | 

2 FR =I+E cos(e — w). 

d La trajectoire est par suite une section conique de paramètre p et 
ex init . ! rap . : 1 6 ' cRtriLe £, ayant son foyer en O; si À est le sommet situé sur 

axe ocal et le plus voisin de O, ce sommet sera le périhélie quand
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on suppose que O est le Soleil, et cette façon de parler, que nous 
conserverons généralement, sera modifiée suivant le cas, lorsque nous 
prendrons pour O un astre déterminé différent. La constante d’inté- 
gration 5 est la longitude dans l'orbite pour le point À, c’est-à-dire 
la longitude du périhélie; V angle p — w est anomalie vraie sw du 
point À. 

Si l’on introduit encore une constante & telle que 

p=ati—e), 
cette constante est le demi-grand axe de l’ellipse trajectoire, si lon 
as <[1; quand au contraire £ 1, & est le demi-axe transverse, pris 
négativement, de l’hyperbole dont la branche concave vers O est la 
trajectoire de M; dans le cas de la parabole, 0 on as—1,.et la cons- 
tante « devient infinie. | ‘ 

I faut maintenant déterminer le temps par l'équation des aires 

mais nous nous bornerons ici au cas du mouvement elliptique. Si E 
et n sont lès coordonnées rectangulaires qui correspondent aux coor- 
données polaires r et sw, l'équation de l'ellipse trajectoire est 

(E + az}? | =; 

a? at(i—e) ? 

et par suite on peut poser 

= rcoss = a(cosu —:), 

Ar sinw = ayi—e sine, 

u étant une nouvelle variable auxiliaire : c’est l’'anomalie excen- 
trique dont l'interprétation géométrique est évidente d’après ces for- ” 
mules mêmes. On a alors 

eds d' de: F— , - du 
— En = a? _— E2(1— ——: 

ŸX dt Au Vi—e(i—e cosu) dt”. 

faisant donc encore 
JS La 

TE _kvp = La 2 

a?yi—e? 

on à immédiatement ‘ 

u—esinu = n(t— to):
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en désignant par {, une nouvelle et dernière constante d'intégration. 
Cette équation est l'équation de Képler, qui relie le temps à l’ano- 
malice excentrique. 

La constante {, est l’époque d'un passage au périhélie, puisque 
pour {= {5, on à & —0, et.par suite W=0, r=u(i—:); n estl 
moyen mouvement de M; n(t—1t,) en est l'unomalie moyenne s. 
La quantité g +5 est la longitude moyenne {du point M;etsih 
est sa valeur à l’origine du temps, c’est-à-dire la longitude moyen 
de l'époque, on substitue la constante /, à Lo, de sorte que l'équation 
de Képler prend la forme 

u—esnu=g=l—m=nt+/r. 

Les éléments du mouvement képlérien elliptique sont, suivant les 
usages astronomiques, les six constantes d'intégration ÿ, 6, rm, :, b,4, 

° 1 

et l’on y jointle moyen mouvement à lié à « par la relation n=/u ?: 
souvent aussi on sesert simultanément du paramètre p égal à a(1—c2}: 
de même on peut remplacer L, par l'anomalie moyenne de l’époque 
égale à L—w. Dans le cas des comètes à orbites fortement excen- 

Lriques, on remplace d'habitude « par la distance périhélie q, égale 

  

: . : ? à : . à a(1— +), ou encore à —/ ; Cn même temps on prend à la place ° Er . 
, ? 

Cd r1° de 4, l'époque lo d’un Passage au périhélie, et l'on à {+ nto=5. 
Les constantes introduites dès le début par lintégration sont au 

lieu dew,sceta: - 

h=kVaG—e, li = h(cosw —1), r=— 4, 
24 

Pour compléter 
elliptique, il nous 
vantes. 

les notions essentielles relatives au mouvement 
suffira de faire actuellement les observations sui- 

Les wois anomalies, moyenne, excentrique ct vraie, Yarient manifestement toutes les tr 
les compte d’une façon continue, 

- d’un multiple de 27; par suite, 
guité les deux autres. Pour 
prendre w = 0: : 

Gr Us 

ois dans le même sens, quand on 
c’est-à-dire sans jamais les altérer 

chacune d’elles détermine sans ambi- 
{—={5, on a S=uz=o, ct l’on peut 

; alors les trois anomalies sont de nouveau égales chaque fois qne Ie point M passera au Périhélie, ou bien au sommet 
opposé de l'ellipse, appelé aplhélie, leur valeur commune étant un 

NS
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multiple pair ou impair de 7 suivant que l’on sera dans le premier 

ou dans le second cas; et, en général, elles seront toujours comprises 

dans la même demi-cir conférence. - 
Le mouvement est périodique, et symétrique par rapport à la digne 

des apsides OA. Au point de vue du calcul, on peut toujours réduire 

les trois anomalies à être comprises entre — ret+7; et quand elles : 

sont positives, on a alors w > uw >g : la seconde de ces inégalités 

résulte immédiatement de l'équation de Képler, et la première sera 
rendue évidente par. l’une des formules que nous allons établir main- 

‘tenant. | 
Reprenons les relations qui nous ont servi à introduire &, soit 

r . . - e 
— sinw—=ÿyi—e?sine, 

. a . 
(a) se 

| T° 05 = COSU —E; 

élevant au carré et ajoutant, on en déduit d’abord 

. r 

(a) RTITE cosu,. 

" . ne . Le ss. Tv : 
sans ambiguïté possible, puisque les quantités — et 1 —:cosu son! 

: - «a 

positives toutes deux. - 
EÉcrivant alors 

a : 4 
COS" — + SIN — | =I—E COS, 

& 2 2 8
1
 

A
l
 , 2 w _ 

COS — — sin 3 = COSU — €, 
2 

1e ue . ; se 
on en déduit, sans ambiguïté encore, d’après les remarques faites ci- 

   

  

‘dessus, . | 

° T ._ u os 

(4/4 sns = 1+6 sin. | SE 

(ob) . LU et 

: | JE La w : . 
— COS — = Y1— 2: COS —) 

\ «a 2 , 2 

d’où l’on tire en particulier la formule ‘ St 

(o') oi tang = — Vi < tang = 

ANDOYER %
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qui justifie l'inégalité w° > , lorsque ces deux angles sont compris 

’entreoetr . 

Les premières formules donnent encore 

a . sin 
— NUE ——_—); 
Fr 1 _— €t 

ŒË 
. 

« 
—COSU = COS + T° T . 

. . se de ue 
remplaçant dans le second membre de cette dernière égalité + par sa 

valeur 

, ‘ a 1+E cos 
C : | (ce') FE 

on peut écrire finalement 

&æ . sin 
F7 SIN & = TE , 

Vies (e) 
a Cost € 
— COU—= —— 
r 1 —€? 

Les formules des trois groupes (a),.(a'), (Bb), (b'}, (ce), (r') seront 
- utilisées tour à tour, suivant les circonstances. 

Dans un autre ordre d'idées, il résulte de la nature du mouvement 
«a : ; .  e . . que = est une fonction périodique paire de l’anomalic moyenne z; 

la période étant 27 : cette quantité est donc développable en série de 
. . -, - . ! . Fourier suivant les cosinus des multiples de 7. De mème — et la dif- 

an 

férence W— £, dite équation du centre, sont des fonctions pério- 
diques impaires développables suivant les sinus. des multiples de g. 
L'emploi de ces diveises séries, dont les coefficients dépendent de la 
seule excentricilé £, ne peut- Présenter aucune difficulté analytique. 

| 14. Transformons maintenant les équations (1) comme nous avons dit au début du numéro. précédent, en Prenant comme nouvelles 
variables les éléments du Mouvement elliptique, soit par exemple, 
So: m5 0, ae; ; ou plutôt, puisque g, ne figure dans les formules 
que comme. partic intégrante de &» nous remplaccrons la nouvelle variable g, par l’anomalie moyenne #, qui est un argument linéaire 
Dar ra ort au _ .. I APPOrL au temps, 71 + 5, le moyen mouvement » étant lié à a par la relation n?43— -2 . | E à a = k?, Comme 6 et k; forment un couple nette-
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ment séparé de variables, il n’y a d’ailleurs lieu que de substituer z, &, 

a,sàr,vr, h dans les quatre premières des équations (1), en con- 

servant les deux autres. oo | 

D'après ce qui précède, dans le mouvement elliptique, k est unc 

constante, tandis que r, r’, et la différence 6 — g — & sont des fonc- 

tions périodiques deg; nous pouvons donc appliquer directement 

tout ce que nous avons.dit au n° 11 (4), en prenant r, # pour les 

rariables r;, puis”, k pour les y;; les arguments M,N ,.… se réduisent 

à g, les arguments M', N', .… n'existent pas, et il ÿ a un seul para- 

mèlre a', soit #. | : | 

La fonction K étant choisie comme nous l'avons vu, sans qu’il soit 

aucunement nécessaire de la déterminer effectivement, et w désignant 

l'une quelconque des nouvelles variables, on a 

si l’on fait u — « où u — :, il résulte de ce.que nous avons dit à la fin 

‘ , , h dv dv . , 

du numéro précédent que la somme 7” Te + Ja Cstune fonction pério- 

dique impaire de g, et par suite on a d’abord 

Ja=0, J:=—0. 

On a ensuite 
JS = k, 

puisque w n'entre que comme constante additive dans l'expression 

de v. ‘ ‘ 

De plus, nous savons que la quantité J, s'exprime à l'aide du 

seul moyen mouvement » et de 4', de sorte qu'on peut la calculer en - 

supposant nulle l’excentricité +; mais alors on a ‘ 

ræa@, P=g+, h=kya, 

et par suite, ‘il vient immédiatement 

J=AVe. 

Enfin la constante J estégale à F, soit — —=- 

Exprimant F à l’aide de J, et de #, on a donc encore 

FE — ke — 773? 2 Lo 
’ 2) . |



  

2 CHAPITRE IV. 
MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 

  

13. Noûs avons vu dans le Chapitre précédent comment se trans- 

forme le premier des problèmes fondamentaux de la Mécanique 

céleste, celui du mouvement d’un point matériel, lorsqu'on met en 

évidence la partie principale de la fonction de forces. Nous allons dès 

maintenant faire de même pour le second problème, celui du mouve- 

ment d’un corps solide autour d’un point fixe. 

Reprenons les notations du n° 8, en les précisant d’abord sur une 

figure sphérique de centre O (Jig. 2). Si G est l’un des nœuds de £r 
s 

Fig. 2. 

  

"sur æÿ, Ÿ sera la longitude xG de ce nœud, et w sera l’inclinaison 
de &n sur +) en G; © sera l'arc GE. 

À la place des variables canoniques ©, 4, w, 24, %, w,, utilisées 
précédemment, adoptons d’autres variables, dont nous désignerons 
pour l'instant l’une quelconque par. «. Pour faire le changement, il 

N 
#
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faudra calculer, en prenant K — o, les quantités 

d: ÿ 0% 7 dw 
LE ie + oi 
0x 2. 

-G
 

Ja=® 

c’est-à-dire, d’après la définition de &,, d,, wi, 
. , 4 

AT, 0 OT, dw0T, 
%° 9x 09" 0x dY 0x do? 

T' étant une forme quadr atique homogène de &/,.4!, w!, nous voyons 
donc que J, en est la forme polaire par rapport aux quantités Dur Vos 

#, 2, Or, 2e, Las w, sont les 

vitesses virtuelles de #, Ÿ, w dans le mouvement virtuel du corps 

obtenu en faisant varicr uniquement 4, el cela de façon que 4 — Ôl: 

ce mouvement virtuel est une rotation instantanée autour de O, repré- 

sentée par un vecteur Casdont on peut appeler Pas Tas l'a les projec- 

tions sur les axes mobiles Of, Or, OK, et par suite il existe entre les 

quantités 9%, de, 4 et Pas Tes ra les mêmes relations linéaires et 

homogènes qu'entre &’, 4’, w' etp,q;r.  - Fo 
n résulte alors de la propriété d’invariance absolue des formes 

polaires à l’égard des substitutions linéaires que J, est aussi la forme . 

polaire par rapport à Ps, Ga l'a de la fonction T exprimée comme 

forme quadratique de p, q, r; et puisque 

do 
-w,, en désignant ainsi les dérivées D? 

2T=Ap'+Bg?+ Cri, 

on à . 
da Appa+ Bqqu+ Crra 

Si enfin nous observons que Ap, Bg, Cr sont les projections sur OË, 
Or, OË du vecteur 2, moment résultant par rapport à O des quantités 
de mouvement des différents points du corps, nous concluons que Je 
n'est autre chose que le produit géométrique des deux vecteurs % 
et Oz. : 

Cette remarque suffit pour mettre en évidence le rôle prépondérant 

du vecteur k, et pour nous guider dans le choix des variables &. Ap- 

pelons P le plan perpendiculaire au vecteur h, orienté dans un sens 
arbitraire; si p est alors le pôle de P, déterminé sans ambiguïté 

comme nous l'avons déjà dit au Chapitre précédent, le vecteur À est 
porté par l’axe Op, et L désignera sa valeur’ algébrique. Le plan P est 
déterminé par la longitude æ {1 — 0, d’un de ses nœuds II sur æy, et
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par son inclinaison e en IT sur zy; si maintenant K est l’un des nœuds 
de En sur P, la position de P par rapport au corps est déterminée par l’are 
KE égal à, et par l’inclinaison + de En sur PenK. Enfin, pour achever 
de déterminer la position du corps, il faut encore se donner par 
exemple l'arc HK, égal à &. Les relations entre les angles d'Euler ©, 
Ÿ, & ct les angles u, 0, 4: © s résultcront de la considération du 
triangle sphérique GHK, dont les côtés sont b—0, 5 —7y, u eules 
“angles respectivement opposés ©, €, 7 — w. 

Prenons pour les nouvelles variables &, 0, hs 5 2 il est bien 
aisé de calculer les J,. On a d’abord J4= 0, puisque +, 4, w ne 

. dépendent pas de L; on a aussi J: = o ctJ= 0, puisque les vecteurs »: 
et pç Sont dirigés suivant OI et OK, et par suile perpendiculaires au 
vecteur OZ. Enfin, on a J,— Li, = X cosz, J,= h coss, puisqueles 
vecieurs bu, 85, p, sont des vecteurs unités portés respectivement 
par Op, Oz, OK. | 

On a donc, d’après le n° 10, un changement complètement cano- 
nique de variables en associant à u, 0, - les nouvelles variables 4, 
&=hcose, k = hcoss. On peuL avantageusement remplacer & par 
P = u + DH, et alors il faut associcr à 9, 0, - les variables conju- 
guées }, g — hi, k — LL; mais nous garderons pour l'instant «. 
age seven ce que devient la fonction I =T—UÛ, exprimée à 

velles variables; d’abord la fonction de forces U, qui ne 
cepend que de ©, 4, w et de t, devient une fonction de”’u, 0, 7, Lo 
7° et £, puisque e et + sont liés numériquement aux rapporls £o £. Pour. calcul e , : nor alculer T, remarquons que l’on à, en projetant le vecteur À A . sur Of, Or, OK, 

| Ap = h sincsiny, Bg = ksino cosy, © Cr Akcoso, 
3 . ‘ . . d’après les valeurs évidentes des cosinus directeurs de Op par rap- or C i évi 

Port aux axes mobiles. Mettons en évidence le rôle du moment C, en faisant 
C—A _ . 
TA Aux), a 8) 

On a ainsi . ° corps % asi pour les composantes de la rotation instantanée du 

h 
= = B\sinseine k (Hat af)sinssiny, T= QU+a—2B)sinscosy, r= À coss,
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ct il en résulte immédiatement s 

LL aa te) 
3C SC (1— 8 cos2}), 

en remplaçant 2? sin?s par 4?— #2. 

En résumé, on a les équations 

! dt din, … dk …: oH 

| dt 0k? dt 07” 

- du. oi dh _ dll D 

dt 0h’ ‘dt vu’ 
‘ dù _ di dg __ Oo 

(1) | - a = dg? pr =— 90? 

R2  “a(h?—#k?) 
= CT 3 — G—$cos27) —U, 

(U= 10 0, Le £, ). 

16. Dans les problèmes que nous aurons à traiter, la fonction de 
forces U est toujours très petite par rapport à T, et doit être regardée 
par suite comme une fonction perturbatrice. Mais, de plus, les coeff- 

cients 4 et $ sont petits, et le produit #8 cest très petit, sinon absolu- 

ment négligeable. [1 convient donc en réalité de joindre le terme en « 

tout entier, ou du moins le terme en 48 de T à — U pour en faire, 

après changement du signe, la fonction perturbatrice. ‘ 
Dans le premier cas, la fonction perturbatrice est 

2 }2Y oo 
. V= MO (1 cos?) 

et lon a Lie ‘ 
. ‘ ‘ k2 

.. Nes" 

si l’on néglige V. toutes les inconnues restent constantes, sauf # qui 
k , ° : 

est de la forme Gt+u, to étant une constante : le mouvement du 

corps esi une rotation permanente aulour de Op. Pour tenir compte 

de V, il n’y a pas lieu d'appliquer la méthode de la variation des 
constantes, qui conduirait à conserver les m'èmes variables; la fonc- 
tion. perturbatrice se met d’elle-même en évidence dans les équa- 
tions (1).
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Dans le second cas, on prend pour fonction perturbatrice 

V=U+ ask) 

2C 5274 
et l’on a 

ke? a(h2— X2) _v: er T — ; 

si l’on néglige V, les inconnues sont encore des constantes, sauf 

=
 

u = Ai a)4 + 00, 2 = Et + Jos 

- Lo; 0 Étant des constantes : le vecteur hest fixe en grandeur et direc- tion, les angles u et  Yarient proportionnellement au temps. Comme ci-dessus, il n’y à pas licu d'appliquer la méthode de la variation des constantes pour tenir compile de Ja fonction perturbatrice V, qui se met d’elle-même en évidence dans les équations (1). | Traitons cependant le problème dans lhypothèse où l’on néglise d’abord seulement U, afin de montrer encore une fois l'application des méthodes générales du Chapitre Il, lorsque ensuite, pour tenir compte de cette fonction Perturbatrice, nous prendrons comme nou- vellés variables les Constantes arbitraires de la solution du problème réduit, ou des quantités équivalentes. 
Il faut donc intégrer les équations (1) lorsqu'on y remplac IT par 

= le LC) Fat 70 U—Bcosiy); 

c’est l’étude du mouvement bien connu d’un Corps soustrail à toute action extérieure, autour d’un point fixe. 
| Tout d’abord, 0, &; À sont des Constantes, de sorte que le vecteur est fixe en grandeur et direction; de plus, la fonction F estelle-même Constante, d’après le théorème des forces vives. ‘ En appelant s une nouvelle constante lice à et F par la relation 

ar TlHea(i—ft)sins, : 
. 

> , . 
‘ 

® 

etn oubliant pas que Æ£ = } CoSe, on a, d’après la valeur de J: ; 
Q—8$ Cos27}sinto= (1 — $?) sin?s,
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ou bien | 
‘ sin?c sin?; sin?c cas?: : 

NM SOUZ, . SIME cos" = sints; 
1—$ : “1+ 8 

on peut donc poser, en introduisant une variable auxiliaire },' 

sins siny = ÿ1—$sins sinÀ, 

sinscosy =y1+Bsins cos}, 

et ces relations donnent encorc 

, dy. _. . dx 
sine = Fins 

coss — coss ÿ/1— Etang?s cos2 À. 

Comme d’après les équations (1) on a 

dy ah . 
LH = TT Soss(i— Bcos2}y), 

il vient, eh faisant &'— $ Lang?s, 

d} LL chcoss Vif, - 

Vi—f$'cos2À .. ©& 

L’ angle constant s est toujours en réalité très petit, et par suite Ÿ'est: 

extrêmement pelit, de sorte qu’il n’y a pas lieu de faire usage de la 

théorie des fonctions elliptiques pour intégr err rigoureusement l'équa- 

tion précédente. . 

Le coefficient de 4X se dév eloppe sans peine en série de Fourier de 
la forme 

a+ at" cos2X + 4ai8"?cos4X +...), 

les coeflicients &5, &i, &2, ... étant eux-mêmes des séries ordonnées 

. suivant les puissances de £"?, et le premier terme de a, étant 1: 
Désignant alors par l, une constante arbitraire, et faisant - 

ah coss /i— 2? à ‘ | - 
p=— NE »s :  d'= n'i+t, ‘ 7 

&æG ‘ . . 

il vient - 
ee . . 

l'= + «8 sin2À +afsingl+...,
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d'où l’on tire inversement 

X=l'+ bif'sins27 + dsBrsin4l' +... 

les coefficients Di, Ds, ... étant analogues à &4, @2, 
. On peut remarquer, sans qu'il soit nécessaire d’insister, l'analogie qui existe entre 2/', 2), 27, d’une part, et les anomalies moyenne, excentrique et vraie dans le mouvement elliptique; mais l'équation analogue à celle de Képler est moins simple. 

… On peut calculer 7 par la formule 

. 1—$ ; s tang {| TE gang hs 

qui donne, comme on sait, 

4 =ù + cf sin2} +ciBtsin{x +..., 

les coefficients C3 Ca, ... élant des séries ordonnées suivant les puissances de 8°; il en résultera 

Z=l+ dif sino/ + dat sin4l' +... ? 

les di,.d;, ... étant semblables aux c,, 2, ... ct dépendant en outre de tang?s. . * 
La variable Æ, ou plutôt cos 7; €st donnée par la formule 

cosz =— © a EH 
. ah Vif: dt d’où | 

s 
coss 

| 
cosc a U+ 2018" cos2l'+ Abe"? cost +. .…); 

OR à aussi, afin de pouvoir calculer les Composantes de la rotation instantanée du Corps et éviter le calcul direct de /: 
sinc SM =yi—£ SINsCeo sinl'+ e, 9 sin3/' + C2B2sin5d' +...) Sins cou — > : " 

| 
in cos}, = Vif Sins(fo cos l'+ f, B'cos3/'+ f,8tcos5/ +. ), 

les coefficients es, Ets. fo, fr, .:. é Suvant les puissances de p", et fo. 

tant ici des séries ordonnées 
avec 1 Comme premier terme pour @
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Enfin déterminons &, ou plutôt  — u + 4+N;ona 

D ed. dy a+ SE (1 — cose) (1— Bcos2}) 

  

CE ŒT a 

7 le æh . 1 
= + 1— $2)sin?s — - 

‘ © T Be) 1+ coss” 

comme on voit en remplaçant 1—8 cos 2: par sa valeur (1 — 6?) sints, e C P ‘ Çi P 4. P? a va sin? 5. 

Désignons donc encore par / une constante arbitraire, et faisons 

ne he RG ge 199 sin?? ; Le nt + lo; 

on aura pour # un développement de Ia forme 

p=l+yi—ftsins(g: 8 sin2l+ geB'isin4l' +...) 

Go Lis Les... Étant encore des séries”"ordonnées suivant les pu 
sances de f/?, dont les coefficients dépendent én outre de coss, et 79 
y ant 1: pour premier terme. ° ‘ ‘ 

Si dans les calculs précédents on néglige le carré de £’, on aura 
simplement 

xhy1i— f?coss : h  oah $ : nr “Vi Hicoss Rs + ir Gps 
G C 2 

À = l'— gonel 

sinc sys vinssins|[(1— À) sit Ésinsr], 

sinc cosy = Fr i p _F sr 1=Vi+bsins + cos { 3 °0S ; 

cos5 = cos (1 Éemat), 
2 

G’ s. 
r=l— Êy 1— 8? tang?= sin /'. 

| 4 > 

17. Comme nous l'avons déjà fait remarquer, on peut, sans changer 
la forme des équations (1), y remplacer par #, el en même temps 
par = —h=— h(x- — 085), g par gi = g — h— h(cose—:);et 
l'onaalors * . = ° 

7 LL — EG (2 gc027) H=F—vU. 

-Transformons alors ces équations en prenant comme nouvelles
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variables les constantes Lo D 0, ,5, 1, par exemple, du mouvement 

que nous venons d’éludicr; ou plutôt, au lieu de L,, 4, les arguments {, 

légaux à nt+ 4, n't+ 46. Comme let g, forment un couple nette- 

ment séparé de variables, il n’y a lieu que de s'occuper des quatre 

premières équations (1), en y remplaçant 6, y, 4, & par l, l',h,s. 

Dans le mouvement simple qui correspond à H—F, la variable 4 

reste constante, X, ou L(cosz — 1} est une fonction paire de l’, tandis 
que ‘7 et la différences — ! sont des fonctions périodiques impaires 

de l'; d’ailleurs les développements trigonométriques de ces fonctions 

ne dépendent que de la constante s, et il en est de mème des rap- 

ports De —* On peut donc appliquer directement tout ce que nous 

avons dit + au n° 11 (4°), en prenant », 7, pour les variables r;, et ke, ke 
pour les y;; les arguments M, N, ... sont /, l'; M’, N', ... n’existent 
pas, et il en est de même des paramètres a, ..., si l'on regarde C, 
“, $ comme des constantes purement numériques. 

La fonction K étant convenablement choisie, ct u désignant l'une 
quelconque des nouv elles y variables, on a 

il en résulte.tout d'abord immédiatement J4= 0, J/= h; on a aussi 
J,— 0, puisque HA E cst une fonction périodique impaire 
de /. 

D'autre part, la constante J est égale à l°, etilen est de mème de G; 
St OI , s . : en effet, la somme N' dre TT ou D in St ÉS gale à 2, puisque Fest 

une forme quadratique homogène de L'et de /:, ; et par suite, la diffé- Ÿ dz; rence Ji —F, dont la partie constante cst précisément G en 
général. se réduit ici à F. 

La première des formules 
a — h, 

® 

(12) du n° 11 donne alors, en faisant 

2F … on on! 
oh on gn)" 

c ’est-à- dire, d après la façon dont F, x, n' dépendent de 4, 
. . 2F=nlenn Comme on a cr 

2CF 
Te Sl+a(i—f?)sin?s,
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il en résulte : | oo 

2F—nk 
Jr = — ŒÆ _ L FT ox vVi— F(eoss 1) = toss ee), 

Go €t Sa étant les coefficients précédemment définis dont la différence 
avec l’unité est de l’ordre de &?tang's. Si l’on néglige c ces diflérences, 
on trouve sans peine 

1 Lys ee 
= ol? ca Fr 23à]; ° 

mais celte expression n’est d'aucune utilité réclle. 
D’après le n°10, nous voyons finalement que l’on réalise un chan- 

gement de variables complètement canonique en associant aux 
variables /, /', ( les trois suivantes : 

P=Ji=h;  P'=J,, Q=gi= h(cose —3), 

les nouvelles équations définitives étant 

dt II ap oH 
di UP? at ut? 

- dt ON dP' ol 
(2) à | PT: = JP? P7E =— FT 

dd . a * dQ _ ai 
de 0Q à 

Pour mettre en évidence la fonction perturbatrice U, il suffit de 
remplacer I par F — U; en se souvenant que la fonction F peut s'ex- 

primer à l’aide des seules quantités P et P', et que n et’ en sont 

alors précisément les dérivées partielles, on a les nouvelles équations 

quasi canoniques | 

  

.dP + _ oU dl _, ou 
dE dd op ? 
db!" dÙU . dl , OÙ 

(3) : Va =" gp 
_ | : dQ __ou do aU 

° dt 00° dd 0 - 

Il sera facile ensuite, si l’on veut, de choisir d’autres variables, 
mieux appropriées aux circonstances réelles du problème.



  

  

LIVRE IL. 
ÉTUDE PRATIQUE DU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN 

. ÊT DE SES PERTURBATIONS 

  

CHAPITRE V. 
DÉTERMINATION DES POSITIONS HÉLIOCENTRIQUES ET GÉOCENTRIQUES. 

<. 

18. Il 1 résulte du Chapitre SIT que l’on peut toujours représenter le 
mouvement du point M comme un mouvement-képlérien, dont les 

‘éléments sont généralement variables avecle temps. À chaque i instant é, 

les coordonnées de M et les projections de sa vitesse s expriment par 
les. formules mêmes du mouvement képlérien, comme si les éléments: 

gaent fixes. Si donc, on désigne par (&,) l’ensemble des éléments. 
| l'époque Lo, et par M, un point fi fictif dont le mouvement serait lemou- - 

vement Kképlérien proprement dit déterminé par les éléments constants 

(co), le point réel M et le point ficüif M, ont à l’époque t, même 
position et même vitesse, de sorte qu’en particulier leurs trajectoires 

. sont alors tangentes. On dit que lés éléments (e,) sont les éléments 
_ képlériens osculateurs de la trajectoire de M au temps #5, ou que la 
section conique définie par (ea) est l'orbite képlérienne osculatrice 
au mouvement réel de M; cependant le contact entre cette orbite 

et la trajectoire réelle de M n’est pas d’un ordre supérieur au premier. 

Quand on néglige complètement la fonction perturbatrice V, le 

mouvement de M est un mouvement képlér ien proprement dit, c’est- 

à-dire à éléments constants; et celte première approximation pourra 

suffire pendant quelque temps. Le plus souvent, on choisira pour ces 
éléments constants les éléments osculateurs à une époque {, voisine 

de la période de temps considérée... 
Nous allons montrer, dans ce Chapitre, c comment on peut déter- : 

ANDOYER US . E . . [ 5
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miner à chaque instant, d’une façon appropriée aux usages astrono- 

miques, les positions héliocentrique et géocentrique d’une planète ou 

d’une comète dont l'orbite képlérienne est connue par ses éléments. 

. 19. Les notations précédemment introduites recevront ici quelques 

modifications, indiquées par l'usage. 
Les éléments de référence Oxzys, orientés dans le sens direct, sont 

déterminés par-le Soleil, et par l’écliptique et l’équinoxe moyens 

d’une certaine date indiquée, généralement le commencement d’une 
année tropique : l’origine O est le Soleil, l’axe Ox est dirigé vers 
l’équinoxe, le plan +OJ- est celui de l’écliptique. 

La longitude du nœud ascendant et l’inclinaison de l'orbite sont 3 

cti; l'angle f est positif et inférieur à +, évidemment aigu ou obtus 

suivant que le mouvement de M en longitude est direct ou rétrograde. 

La longitude du périhélie est w; mais on lui substitue souvent l’élé- 

ment équivalent w, égal à la différence & — S, c’est-à-dire à la distance 

du périhélie au nœud. 
L’orbite étant supposée elliptique, son excentricité sera e ou sinz: 

si «& est le demi-grand axe, le paramètre p est égal à a(1— ce), la 

  distance périhélie.q est a(i—e) ou D 
. I 

. Le moyen mouvement 7 +e ) 
2 

vaut Æ@ *; les anomalies vraie, excentrique et moyenne à un instant 
quelconque t sont respectivement », #, M; le rayon vecteur est r. Le 
sixième élément de l'orbite est la longitude moyenne /, de l’époque, 
ou plutôt l’'anomalie moyenne de l'époque, soit L,— #5 ou M,; c’est la 
longitude moyenne ou l’anomalie moyenne à une certaine date fixée, 
Lo, dite époque; qui est le plus souvent la date même de Posculation, 
c'est-à-dire celle pour laquelle les éléments sont osculateurs. U 

Dans certains cas, il convient de prendre pour époque la date T 
3 » . - 

d A passage au périhélie, de sorte que M, — o, et cette date est alors 
le sixième élément de l'orbite. - 

T a dur révolution sidé dir , RCA à ée R de la révolution sidérale, c’est-à-dire le temps nécessaire 
- . . . , . …“ 3 r À Pour parcourir l'orbite entière, est 27 ou 22 4%. ; . k , " - ee . : D après le Chapitre L on doit prendre pour #? la quantité 

JS M + Mo h 

cn désignant par icie: attraott 
gnant par f le cocfficient d'attraction, par 710 la masse du
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Soleil, et par » la masse dû corps dont on étudie le mouvement; 
quand il s’agit d’une grosse planète possédant des satellites, il faut 

entendre par »# la masse totale du système ainsi formé; quand il s’agit ” 

d’une peute planète ou d’une comète, on doit faire m — o. La racine. 

carrée X de X? est prise positivement en général, comine nous l'avons 

déjà dit. | ‘ 
Les unités sont choisies de la façon suivante, sauf exceptions spéci- 

fiées. L'unité de masse est- celle du Soleil, de sorte que Mol; 
l’unité de temps est le jour solaire moyen, de sorte que » estle moyen 

mouvement diurne. Quant à l’unité de longueur, c’est en principe le 

demi-grand axe de orbite terrestre, supposée képlérienne, de sorte 

que si À est la durée de l’année sidérale en jours moy ens, et? Ja 

masse du’système Terre-Lune, on doit avoir par ce qui précède 

A 27 | EL 
. farm) ou vf “AVI mn 

e 
le coefficient d'attraction est ainsi déterminé. . | 

Mais, en raison ‘de l'incertitude avec laquelle sont connues les 

quantités À et surtout », on ne saurait avoir ainsi une valeur précise 

pour f. Suivant alors la marche i inverse, on a adopté pour f le nombre 

déterminé par Gauss, qui correspond à à. 

A = 365,2563835 M = ——— 
‘ 7 ? 354710 ° 

et l’unité astronomique de longueur est maintenant définie comme 
étant le demi-grand axe d’une ellipse képlérienne décrite par une 
planète « de masse infiniment petite, la durée de Ia révolution sidérale 

“étant 2Æ, c ‘est-à-dire encore, le moyen mouvement diurne étant vf: 
vf 

celte unilé cst très voisine e de la distance moyenne du Soleil à la 
Terre. | | | 

D'après le calcul de Gauss, on a 

log Vf = 3,2355814{14; 

ils agit ici bien entendu de. logarithmes décimaux, que nous repré- 

senterons toujours de cette même façon. : *. 
Toutes les fois qu’il s’agit d’une petite planète ou d’une comète, on 

a précisément k= ÿf; sinon, 4 — vf ViEm. 

; ,
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-+ Comme il est usuel d'exprimer x en secondes d'arc, il convient 

d’avoir aussi la valeur de exprimée de cette façon, soil"; en repré- 

-sentant, comme d'habilude, un nombre par son logarithme placé 

entre crochets, on a 

k" = Vi m([3,5500065> 161. 

Si l’on vient à prendre comme unilés une masse, un temps el une 
ne 5 i ' ‘avec le iLéS précé- longueur mesurés respectivement par m', L', a’ avec les unités précé 

dentes; la valeur de f deviendra /”, et l’on aura 

J'=$f x m'éta'-s, 

puisque les dimensions de la grandeur f sont-évidemment données 
par la formule.sÿmbolique | | 

[LPEMJ-T-e. 
Si, par exemple, on voulait avoir /'—1, en conservant les unités 

. . . : . Le, ordinaires de longueur et de masse, il faudrait prendre t'= FF de 
. - - ° ° V 

sorte que l’unité de temps serait 58,132... "jours. 

20. Pour résoudre le problème proposé, il faut tout d’abord déter- 
miner l’anomalie vraie et le rayon vecteur en fonction du temps : dans 
la solution de cette question interviennent les éléments a, e, M, ou 
leurs équivalents, qu’on peut qualifier d’intrinsèques. 

La connaissance du temps est remplacée par celle de l’anomalie 
moyenne . 
D M= n(t— t9) + Mo: 

et, d’après ce que nous avons déjà vu 
l'intermédiaire de l’ 
de Képler 

» il est nécessaire de passer par 
anomalie excentrique #, liée à M par l'équation 

u—esinu = M. 

C'est cetté équation transcendante qu’il faut résoudre 
# ct r se déduiront ensuite sans peine de w. 

Le problème admet une seule solution, 
toujours dans le même sens, ét 
demi-circonférence, et change 
restreint donc pas la génér 

"positives et inférieures à =. 

e en premier lieu; 

les trois anonialies variant 
ant toujours comprises dans la mème 
ant de signe en même, temps. On ne 

alité en les supposant pour un instant 

NN
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La fonction - . 
Ju) = ue sinu— M 

croit alors constamment depuis” = M jusqu’à 7 — M quand & varic 

de o à 7, et ses dérivées première et seconde restent toujours posi- : 

tives; de plus, on a les inégalités 

JOD<o, f(M+e)>o. 

Si donc on applique à la résolution de l’équation f(u) — o la méthode 
d'approximation de Newton, en partant d’une valeur approchée w de 

la racine, supérieure’à M et inférieure à à M+e comme à 7, on L LrOuvera 

:. une nouvelle valeur approchée 

. (u) . 
u'=u eu see ‘ | | | 

plus grande que la racine; et si l’on continue l'application de la même 
méthode en partant de cette nouvelle valeur u!, on tendra rapidement. 

vers la racine, par valeurs plus g grandes d'ailleurs. Si, exceptionnelle- 
ment, la valeur w’ était supérieure aux limites M+e et 7 (ce quine 

peul arriver que si la valeur initiale de w est inférieure à la racine), 
il est clair qu’il faudrait la rejeter et lui substituer la plus petite des 

limites ci-dessus. : : 
Ïl est à peine utile de- dire qu à chaque nouvelle approximation, on 

adoptera non pas la valeur exacte fournie par l’approximation précé- 

dente, mais la valeur la plus voisine, choisie de façon à rendre toute 
interpolation inutile dans l'usage des tables. 

‘Les angles «, », M sont pratiquement évalués non pas en radians, 

mais en degrés, minutes ou secondes. Soit généralement R la valeur 

du radian exprimé avec celte même unité , R' ou R”, suivant le 

cas); la formule ci-dessus doit être écrité sous la forme définitive 

Mæ+eR sine — u 
u'=üi+ 

: 1— € COSH . 

En l'absence de tout renseignement sur la racine cherchée; on 

prendra une première valeur approchée commeila été dit ci-dessus, 

en cherchant à vue à vérifier l'égalité 

u= M + eR si sin. 

1 suffit d'écrire quelques chifires pour obtenir une valeur appro-
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chée à une ou deux minutes près. On peut aussi s’aider de tables ou 
d’abaques appropriés pour obtenir du premier coup une valeur plus 
ou moins approchéc. La Table 1 des pages 71 € 52 peut servir. 
à cet usage : mais son objel principal est de montrer la variation 
simultanée des trois anomalies du mouvement clliptique. Les argu- 

. ments de la Table sont l'anomalie vraie » qui varie de 10° en 10, 
depuis o° jusqu’à 18°, ct l’excentricité qui reçoit les valeurs 6,05, 
0,10, ..., 0,95, se succédant de 0,05 en 0,05. Cette Table n'étant 
destinée qu’à servir d'indication, l'erreur des valeurs de # et de M 
que lon ÿ trouve peut quelquefois dépasser un demi-dixième de 
degré. . - , 

Quand on a trouvé la racine « de l'équation de Képler avec l'ap- 
proximation désirée, on aura 7 el y par les formules (æ) ou (b) du 
Chapitre HI, savoir | - 

— sinp = coso sinu 
a . ? ? 

  

@) . r 
= COSY = cos — €, : 

‘ a / 

ou bien : | 

CP . | (/£ sin £ = TES sin #, @2) " ./r o —— u . Jcos? = YF cost, «a 2 2? 

9° peut encore employer le système équivalent 

r : « 
. 2 TIl—ecosu, 

63) Fo = , | . P—u . . . SIN —— = sin? sine /8; , 2. 2 r? 

la première de ces relations a été établie 
résulle immédiatement d’une combin Puisque l’on a | 

he précédemment, et la seconde 
aison évidente des équations (2); 

1-
0 

= 

Vite— Yi =osin 

On choisira le système 
général le troisième, si l’ 
quelconque des 

qui donnera la Plus grande précision, en angle © est de grandeur. médiocre; et l’une autres formules Pourra servir de vérification.
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TABLE I. 

e = 0,05 e = 0,10 e=0,15 e = 0,20 e = 0,95 
Ca SE TT, A, Re. 0 an) ne 

v u M u M u M u M u M 

o o- 0 o o o 0 0 0 o o 

0 0,0 0,0 0,0 .0,0 6,0 0,0 0,0 0,0 0,9 0,0 

10 95 90 97T 8,1 8,6 73 8,2 6,5 78 5,8 
20... 19,0 18,1 18,1 16,3 172 14,7 16,4 13,2 - 15,6 11,7 

30... 28,6 27,2 27,2 24,6 25,9 22,2 24,7 19,9 23,5 17,8 
ho... 38,2 36,1 36,4 33,0 34,8 29,9 33,1 96,8 . 31,5 24,0 
50... 47,8 45,7 45,7 41,6 ‘ 43,7 37,8 41,3 341 . 39,7 30,6 

Go... 53,5 55,1 55,1 50,4 52,8 ‘46,0 50,5 41,6 48,2 37,5 
TO. . 67,3 61,7 64,7 59,5 Ga,r 54,5 59,5. 49,6 56,9 -44,9 
80.,.. 77,2 74h “74,4 68,9 71,6 63,5 68,8 58,1  ‘ 66,0. 53,0 

go... 87,1 84,3 83,3 -8,6- 81,4 72,9 : 78,5 67,2 35,5 -Gr,7 
100... 9752 94,3 9413 88,6 : 91,4 82,8 - 88,4 37,0 85,4 rx 
110... 107,3 104,5 104,5 ggs0o 101,7 93,3 98,8 87,4. 95,8- 81,5 
120... 11795 114,9 114,9 109,7. 112,2 104,3 109,5 98,7 106,6 92,9 

130.... 127,8 129,5 125,5 120,8 123,1 115,8 120,5 110,7 117:9 109,2. 

140... 138,1 136,2 136,2 192,2 134,1 127,9 - 131,9 123,4 129,7 118,6 

150.... 148,5 147,0 1470 143,9 ‘ 145,4 140,5 143,7 136,9 141,8 133,0 
160.... 159,0 158,0 157,9 155,8 156,8 153,4  .155,6 150,9 154,4 148,2 

150... ‘169,5 169,0 “169,0 167,9 168,4 166,6 ‘167,8 165,3 167,1 163,9 
1Ro.... 180,0 180,0 180,0 180,0 ” 180,0 180,0 180,0 180,0 "180,0 180,0 

e = 0,30 e=0,35 e = 0,40 e = 0,45 e = 0,50 
ne un ne on ET, Te, Ce. 0 an. ] 

ÿ u M u M u M u M u M 

0 o 0 L o o 0 o 0 0 0 

0... 0,0 ‘0,0 0,0 0,0 6,0 0,0 9,0 0,0 0,0  o0,a 
10. 73 5,1 6,9 4,5 6,6 3,9 6,2 3,4 5,8 2,9 

20 14,7 10,4 14,0. 9, 13,2 : 7,9 12,4 6,9 11,6 5,9 
30..., 22,2 15,7 21,1 13,9 19,9 .12,1 18,7 10,5 . 17,6 - 8,9 
40... 29,9 21,3 28,3 .18,8 . 26,8 16,5 23,3 14,3. 23,7 12,2 
50.... 37,8 27,2 85,9 241 34,0 21,2 32,0 18,4 . 30,1 15,8 

Go... 45,9 33,6 43,7 29,8 41,4 26,3 39,1 22,9 36,9  19:7 
so... 51,4 fo.4 31,8 . 36,1 49,3 31,9 46,7 27,9 ho 24,1. 

"80... 63,2 43,9 Go,% 43,0 57,6 38,2 54,7 33,6 51,7 29,2 

go... 729, 56,1 69,5 50,7 66,4 45,4 63,3 40,2 G6o,o 35,2 
100.... 82,3 65,3 . 79,2 59,5 75,9 - 353,7 72,6 48,0 Go,1: 42,3 
IlOue.. 92:37 79: 80,5 69,4 86,1 63,3. 82,7 . 57,1 790 50,9 : 

120... 103,6 S6,9 . 100,5  8a,8 972 74,4 93,7 68,0 90,0 61,4 

130.... 115,1 99,6 112,2 93,6 109,1 87,4 105,7 80,9 102,1-- 74,1: 

140... 127,2 113,6 124,6 108,1 121,9 102,4 118,8 96,3 115,5 - 89,7 

150... 139,9 128,8 137,8 124,3 135,5 19,4 . 133,0 114,1 130,2 108,3 

160.... 153,0 145,2 151,5 141,9 149,9 138,3: 148,0 134,4 146,0 130,0 

170... 166,4 162,4 © 165,6 160,6 164,8 :58,8 163,8 156,6 162,8 151,3 

180.... 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0. 180,0



0... 

. 10... 

:20.... 

30... 

40... 

. 50... 

-6o.... 

TO. 

So... 

DO... 

100..., 

110... 

"120... 

130.... 

140... 

150... 

160... 

170... 

180..., 

® 

Oo 

0... 

10... 

: 20... 

30.... 

40... 

50... 

- Go... 

.70.... 
80... 
-go..….. 
100... 
110..., 

220... 

430... 

140... 

150... 

160... 

150... 

180... 

ES 
u M 

. 0 o 
0,0 0,0 

5,8 2,9 
11,6 5,9 

1736 8,9 
23,7 12,2 

30,1 15,8 

36,9 19,7 
4%, 24,1 

51,7 29,2 

Go,o 35,2 

Go,1 42,3 

7950 50,9 

90,0 61, 

102,1 54,1 
115,5 89,7 
130,2 108,3 

146,0 130,0 

162,8 154,3 
180,0 180,0 

è = 0,75 

TN 
° o 

0,0 0,0 
.3,8 0,9 

7:6 159 
11,6 3,0 

15,7 4,t 

20,0 © 5,3 

24,6 6,7 

29,6 8,4 

35,2 10,4 

41,4 13,0. 

48,5 16,3 
56,7 20,8 
66,4. 2-,0 

78,1 36,0 

9232 49,3 
109,3 68,8 
130,0 97,1 

153,9 135,1 

180,0 180,0 

CHAPITRE V. 

TABLE I (suite).- 

e=0,55 , e = 0,60 

u. M « M 

o o o o 
0,0 0,0 0,0 -0,0 
5,4 ‘2,4 5,0 2,0 

10,9 439 70,1 451 
16,4 7,9 15,3 6, 
22,2 10,3 20,6 8,5 
28,2 13,3 26,2 11,0 

31,6 16,7 32,2 13,9 
41,3 20,5 38,6 15,1 
48,7 25,0 45,5 21,0 
56,6 30,3 33,1 25,6 
65,4 36,8 61,6 31,3 
55,2 ° 44,7 71,1 38,5 
S6,o 54,6 S1,8 47,8 

98:3 63,1 910 59,7 
111,9 . 82,5 "10759 79,2 
127,1 102,0 [193,6 95,0 
143,8 125,1 141,1 119,6 
161,6 151,6 169,2 148,5 
180,0 180,0 180,0 180,0 

e = 0,80 e = 0,85 

u M a 

o o o Oo: 0,0 0,0 0,0 0,0 
"3,3 07 2,9 0,4 
6,7 1,4 5,7 0,9 
10,2 2,1, 5,7 1,3 
13,8 2,9 11,8 1,8 
1757 5,8 15,1 2,4 
21,8 14,8 18,7 3,1 
26,3 6,0 22,6 3,9 

31,3 79 26,9 4:9 36,9 9,4 31,8 6,1 
43,3 11,9 37,5 79 50,9 15,3 433 10,3 
Go,o 20,3. 52,5 13,9 

"71,1 27, 62,8 19,5 

85,0. 39,3 76,1 28,8 
102,4 57,6 93,5 ‘41,9 
124,2. 86,4 116,5 , 52,9 
150,6, 128,1 145,8 118,5 
180,0 180,0 180,0 180,0 

  

e = 0,65 e = 0,50 
ne nn, 

u M u M 

o 0 o 0 

0,0 0,0 
4,6 1,6 
9:33 3,3 

14,1 3,0 

19,0 6,9 
24,2 9,39 

29,8 11,3 

35,7 14,0 

42,3 17,2 

49:39 23,2 

9759 26,1 

66,7 32,5 

771? 19,9 

89,3 2,1 ! 
303,4  G:,1 g$,2  0$, 

119,6 S7,2 114,9 78.6 

138,1 113,2 139,9 109,8 
158,5 144,N 196,9 159,9 
180,0 180,0 1$0,0 180,0 

e = 0,90 e = 0,95 
Te Te 

u M & M 

0 vo o vo 

0,0 0,0 0,0 0,0 
2,3 0,2 1,6 0,1 

4,6 0, 3,2  o,2 

70 017 4,9 0,3 

9,5 1,0 6,7 0,3 
12,9 1,3 8,5 0,9 

19,1 1,7 10,6 0,6 
15,3 2,1 12,9 0,7 

21,8 2,6 15,3 0,9 

25,8 3,4 18,2 12 à « 30,6 4,3 * n1,6. 1,6 
36,3 5,8 29,8 2,1 
43,3 79 31,0 .3,0 

52,1 11,5 37,9 4,5 
- = 4 

63,4 17:9 47.5 74 À à S1,1 30,2: 61,7 13,8 
103,9 55,1  S4,5 30,3 
138,3 103,9 122,7 36,9 
180,0 180,0 180,0 180,0
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Au lieu de faire cette détermination de » et de r seulement quand | 
on a obtenu la valeur définitive de «, il sera manifestement avanta= 
geux, au point de vue du calcul, de la faire dès que l’on aura une 
valeur de & qui n’a plus besoin que d’une seule correction. pour 
conduire au degré d’approximation recherché. Les valeurs obtenues 
scront alors corrigées de la’‘façon suivante pour devenir définitives.” 

L’équation de Képler, la relation qui exprime r en fonction de u, 
et l'équation des aires donnent entre les différentielles dM, du dv, 
dr les relations 

. ‘ . .. 

‘du = a, de = (£ 2) = e? dM, Æ = (5) ‘esinu dM; 

dans cette dernière formule, introduisons à la place de dr la différen— 

tielle d(logr) : désignant par mod le module des logarithmes déci- 

maux, et supposant Les différentielles AM, du, ds exprimées à l'aide 
de l’unité choisie pour les angles, il viendra 

mod {a 

R 
  d(logr) = \r (2) e sin u dM. 

Si donc la valeur choisie pour w conduit à une anomalie moyenne M’: 

très voisine de M, et à des valeurs v, r» pour l’anomalie vraie et le 
ray on . vecteur, il suffira d'appliquer les formules 

| dM=M—M'=M+eRsinu—u, 

du = Ta, dy = (&) coso d\, 
{ Fr. r * 

mod 
dGogr)= = a ( :)' CR sin u) dM, 

pour connaître les corrections qu’il faut *ppriquer à &. ÿ, , logs afin 
d'obtenir leurs valeurs définitives. 

Dans la dernière de ces formules, on a mis en évidence le facteur 

eRsinu qui figure déjà dans le calcul de M. 

Si la valeur définitive de & est inutile, on s’abstiendra de la calculer. 

Presque toujours, on connaît à l'avance des valeurs très approchées 
de u et de v: Si, en effet, on a déjà résolu le problème pour une cer- 

‘taine valeur M’ de l’anomalie moyenne, on aura des valeurs très 

approchées de u et de » correspondant à une valeur voisine M en 
‘appliquant précisément les formules précédentes, où l’on fait 

cdM=M—M,
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Cest ce qui arrive dans le calcul d’une éphéméride, où l'on peut 
encore s’aider de la marche des différences des fonctions « et » pour 
prévoir leur valeurs très approchées à chaque date nouvelle. 

Dans un tel calcul, quand une seule approximation nouvelle est 
nécessaire, il peut être aussi avantageux de partir de la valeur appro- 

‘ chée de » : on calcule alors w etr par l’un des systèmes suivants, tout, 
semblables aux systèmes (1), (2), (3): 

{ P . - . |: 7 Su cososiny, 
(5) 

. 
, P ° 
FSU=COSV +; 

. . u . #° 4/2 sin = TT sin! OR ue | ? u Le (/L eos TT cos !; 

s P . 7 —l+ecosr, 
(3) 

. P—u + ©. Fr SIN ——— = sin <sinp /£, 2 2 P 
ol à | . ” . 1 l’on achève par les formules (4) écrites sous la forme 

dM=M+eR sine — u, 
0 (8) . | du = L'séero a, dv = OT dM, - | . r F 

F 
ne | ] - d(logr) = (eRsinu) séco de (1). 

  

Exemple. — On considère l'orbite d'éléments (2). 
P=1412"1",87, loga — 0,4221389. 

V . . ; 
© 

: . oici d’abord les Constantes que l’on peut avoir à employer : 
e= sing = [T,389- = (T,9865 
!= ? = [T,389;262], COS = (T,9865224 ], log p = 0,395835, in — 

| 
2 

= [T,0920: 
) $ 

[T,0920395], V 1+ € =[0,0{:6398], Vi—e=T[T,9388825], Rr— or. mod — 
n 

eR [4,7041513], RE = [rt ,0089]. 

(9 L'usage des Tables du 
d’abréger beaucoup ces calcu dépasse pas l’approximation 

(?) Cf. C.-F. Gauss, 

Mouvement képlérien de M. F. Boquer permettra ls, et ; é à » € donnera les résultats à Première vuc quand on n° © cinq décimales. Lo ’ Theoria mmotus., art. 10, 13, 14.
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° On donne M— 25°31"5",23. 
Comic eR°=—14°,1, on peut évidemment partir de la valeur de 35° 

. Pour w, et un simple calcul à trois décimales donne pour valeur plus 
exacte 350, - 5. 

Un calcul à à cinq décimales fait avec la valeur initiale 35°42' donne 

la nouvelle valeur 35°43'30", exacte à moins d’une seconde près. 
Avec cette nouvelle valeur, appliquant les formules (3) et (4), on a 

successivement : : 

a = [0,0964514], logr = 0,3259875, p = 44°5836",38, 

= 

dM=0",39, du—0",%9,  de—o",59,  d(logr) = 0,0000002, 
o u = 3543" 30", 49, v = 11958 36",97, logr = 0,3259877. 

2° On donne M = 30°15°32",34. | 

L’anomalie moyenne ayant ainsi reçu un accroissement 

adM = 2°141,5, ‘ - 

il en résulte pour e un accroissement de 49 ; mais cette valeur doit 

être trop grande, puisque le quotient différ entiel a. diminue en même 

temps que > ©, c'est-à-dire quand M augmente. Partant donc de 49° 4" : 

comme valeur approchée de r, et appliquant les formules (5) et (8), 

on à successivement : 
i 

= = [0,0617298], logr = 0 13307539, . = 397 19",12, 

du = = 20", - du=sÿi 37, ‘dv = 30”, 37, d(logr)=0,0000102, 

u = Le 744,49, - 6 = 49°4"30",37, logr = 0,3305641. 

‘21. Le calcul toujours nécessaire de lanomalie moyenne M en 
fonction ‘de l’anomalie excentrique w ne peut plus être fait avec 
l'approximation qui correspond à l'emploi des Tables usuelles quand, 

lPexcentricité étant voisine de l'unité, l'angle u a une valeur médiocre, 

inférieure à 6o° environ. Cela tient à ce que les nombres & et esinu 

sont alors très voisins : si, par exemple, on fait u — 10° ele — 0,99, 

on a avec sept chiffres significauifs 

u=0,17{5329, esiau = 0,1719117; 

et la différence uw — e sinu n’a plus que cinq chiffres significatifs.
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Un coup d'œil jeté sur la Table I montre d’ailleurs que si l'excen- 

_tricité se rapproche de l'unité, l’anomalic excentrique reste peite 

même pour de très grandes valeurs de l’anomalie vraie, de sorte que 
la difficulté que nous venons de signaler tend à devenir la règle géné- 
rale. Dans un tel cas, qui est celui des comètes à longue période, il est 

donc nécessaire-de modifier la méthode de calcul exposée au para- 

graphe précédent, et de lui en substituer une autre dans laquelle la 

même difficulté ne se rencontre plus. 

: Avant de montrer comment on peut y parvenir, nous allons faire 

quelques observations préliminaires qui nous permettront d'étudier 
en même temps les orbites hyperboliques, et de traiter d’abord le 
mouvement parabolique. | | 

L’excentricité étant voisine de l'unité, et le paramètre conservant 
une valeur finie, le demi-grand axe a devient très grand, et le moyen 
mouvement x très petit, de sorte que l’anomalie moyenne M reste 
longtemps très petite, et l'emploi de ces diverses quantités devient 
incommode. C’est alors qu'on se sert de la distance périhélie q et de 
l’époque T d’un passage au périhélic. 

On a généralement 
L à | La 3 

n= ka = kq =(1— ce), 

et, par suite, | ue a 
Ma kg Ë(1—e)(t—T). 

  

Faisons : . 

e = sinv — VE 
. . 

. ° : 2 
et posons 

LAG=T).. 
V2q ? 

} 
. a / ,* - 

” . I el la quantité qu'il convient de substituer à l’anomalie moyenne M. - Ona M= 4e%P, et par suite l'équation de Képler devient 

P 

  

u—esinu = 4e3P, 

Qu for é 1 jou 1 
u Quant aux formules nécessaires Pour relier l’anomalie vraie et le JO Vécleur.au temps, on peut les réduire à celles-ci : 

tang # = à ! ? Ing = tangétang —, 
. 2 

S
p
 , 

= Séc? — cos? 2, 
2 2
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qui sc déduisent immédiatement des équations (6) par exemple, et de 
la définition de l'angle 4. - 

Les formules différentielles elles-mêmes prennent la forme 

2 . 2 esi de= 2(2) cosbadP, Te (2) ES ap,   

d r 

4 

* Ces formules conviennent évidemment aussi bien au mouvement 
hyperbolique qu’au mouvement elliptique : mais, dans le mouvement 

hyperbolique, l’excentricité étant supérieure à l'unité, les quantités e; 

Ÿ, u deviennent purement imaginaires, les autres ne changeant pas. 

Afin d'éviter l'emploi des imaginaires, il convient de changer :, d, 

“enée, êu, tb, en désignant par £ comme d'habitude ÿ—=1, de sorte 

: que l’on aura, en introduisant les fonctions hy perboliques, l ensemble 

de formules _ ec ec s 

"À 
eshu—u—=/eP, 

e=sh 

  

u CD 
th =thŸtang-); 

2 2 
. ‘ p 

T' = séch? ! cos? ? ; 
r -2 2 

| dv=s (2) ch æ, dr =) £ “ ap.   
r # 

. La fonction u croit en méme temps que P de —_ 9 à Hoi. aux 

limites, on a 
tu 

| th Kb 

el par suite _ 
. EL o 

tang 5 TE coth®; 

c’est-à-dire que si l’on appelle 6, l'angle positif et inférieur à + dont 

la sécante est — e, l'anomalie vraic varie de — 6, à +60, en s'annu- 

lant au périhélic; elle croit d’ailleurs constamment avec w et avec P, 

| changeant de signe ct s’annulant en même temps que ces deux quan- 

tités. "Ces faits sont en évidence sur la formule générale qui donne r 
en fonction de #, puisque le rayon vecteur doit être positif, 

Si l’on veut éviter l'emploi des fonctions ny perboliques, on fera - 

y se ns ve 
qu 2 rang LE min £'= tangw', 

2 .2 L 2
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. FT. Fr. : _. ; Ut, variant de — = à +", etude — 7 à + #3 et l’on aura : 2 2 

1 7, > 30 etanguy — log tang(= + 1} je] 8 1 mod C4 0 d 

tang = sin u sin d'tang © DS— =Ssin — = _! To 2 2 Fr “oo 2 

Q Su p 
I — cos? — cos? —, 
Fo 2 2 

» , 

dv = 2(2)"sée gap, y'en dP. 

. On peut appliquer à la détermination de 6 et 7 en fonction du 
temps, c’est-à-dire de P, des méthodes en tout semblables à celles 
développées ci-dessus pour le mouvement clliptique; mais il est inutile 
d’y insister, car, en général, dans une orbite hyperbolique, l'excen- tricité cst voisine de Punité, ct la difficulté précédemment signalée se retrouve ici, les nombres eshu et étant. presque toujours très . Voisins. 

- Pour obtenir les formules relatives au mouvement parabolique, il - suffit de faire tendre e vers l'unité, c’est-à-dire « et % vers zéro, dans les formules du Mouvement elliptique réunies ci-dessus. L'anomalie 
e . ) . . . [2 

CXCenirique & tend alors vers Zéro, et s1 l’on fait 6 — tang—; 0 est une L 
2 quantité du premier ordre par rapport à e, dont la partie principale 

D: A 
‘ est lang Des développements connus donnent 

205 +), 
d 

sin — 2(0—063+,,,), 

Et comme e = 1 — 2:?, la QUANLILE & — e sin cst du troisième ordre Par rapport'à e, avec la partie Principale 

eo 420 + = 03, 
. 

| $ de . Fo. h . L’équation de Képler devient alors’ 

. Li 03 
° P=- + 7 L £ 3es Hess
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et, en passant à la limite, on a l’équation du niouvement parabolique 

.. . CE p | 
(9) à . P=tangs +3 lang 

\ 
à laquelle il faut joindre 

e 9 2... dr q 
TE cos, do=a(?) dP, — = (2): rang 2 dP. 
r 2 r ° r. ) 

Le calcul direct de P par la formule (9) est immédiat, avec l'emploi 

des logarithmes d’addition. Cependant on a l'habitude de le faciliter. 

en faisant usage de la Table dite de Bar fer, qui donne directement 

en fonction de # Ja quantité CP ou son logarithme, en désignant par C 

unc certaine constante dont le choix diffère suivant les auteurs; quel- 

quefois d’autres Tables donnent inversement v en fonction de CP. ‘ 

Le problème inverse, qui est notre problème fondamental, consiste 

à déterminer » connaissant P, et les Tables précédentes donnent 

immédiatement la solution. À défaut d’une telle Table, on pourrait 

° - . . .., : . 0 

-résoudre l’équation (9) qui est du troisième degré par rapport à Lang 3 

en appliquant la méthode trigonométrique connue, qui conduit immé- 

diatement aux formules 

3P © 3p——— 
cot22=—3  tangf — Vlanga, tang 

p
i
e
 

= 2 col2f. 

  

Mais il vaut mieux, en général, employer une méthode d'approxi- 

‘mation, comme pour résoudre l’équation de Képler du mouvement 

elliptique. Si.» est une valeur approchée de l'inconnue, et s’il lui 

correspond P’, on aura unc valeur plus exacte en faisant dP=P— P"', 

et en appliquant à # la correction : ‘ 

de = AC ) dl, 

où comme précédemment on a introduit la valeur KR du radian 

_expr imé avec la même unité que dv. . 

Quand la valeur de v est assez approchée pour qu’il » ÿ ail qu'une 

seule corrcëtion à faire, on peut aussi calculer avec précision la valeur 

.… de logr qui correspond à », et lui appliquer finalement la correction 

d(logr) = Le ang? de.
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Le plus souvent, il vaudra mieux introdiire dansl’ expression de dv, 

au lieu de dP, la différence 

oo . d(log P)= = logP — log P", 

et elle devient alors . 

- 2R (2)'racren 
7 mod 

      

| Pourlesr raisons déjà indiquées, il est bien rare quel on ne connaisse 

pas une valeur approchée et même très approchée de v, de sorte que 

l'on se trouve précisément dans le cas qui vient d’être dév eloppé. 

* Si, cependant, il n’en est pas ainsi, on pourra s’aider de la Tablell 

de la page 8r qui, avec v comme argument variant de 2° en 2?, donne 
| D 1 5 ? 

les valeurs de P et leurs variations pour 1°. 

Exemple. — On donne (') 

logg = 7,9050486, log P = 0,0146571 

On a P—1,0343, et la Table I donne pour valeur approchée 

o ct, 
°2 70993 = 79950". TON 

Partant d LE artant de ce nom Dre et des constantes, tiers 

2R et . mod 
mod = [5:97;6], Re = (6, 3231]. 

on trouve d’abord ? 

  

dlogP =— 0,0006082, T == LT,7689318], loge = 0,1961168, . 

‘puis a 
dv = — 2"78; d(logr) =— 0,0000619, 

‘de sorte que finalement : ‘ ° 

p = 79"55 57", 22, logr = 0 :1961119. 

L'erreur sur v o peut alteindire plusieurs centièmes de ‘seconde, 

comme le montre le calcul lui-même. 
Lorsque P est grand, c’est-à-dire quand # se rapproche de 180° ,on 

trouve rapidement une valeur très approchée de v de la façon sui- 
vante, : # 

  1 . e © 

(1) CF. 3.-C. WaTsox, Theoretical Astronomy, p. 108.
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ANDOYER 

\ | TABLE IL \ : . 

x - Variation Variation Le Variation 
v P pour 1° 9 P pour 1° ?. P: pour 1° 

o - o - ô . co 
"0... 0,0000  0,0087 .6a... 0,615 0,0155 120... 3,464 0,140 

de. 00175  0,0087 Gr... 0,6732 0,0162 122... . 3,767 0,158 

4... 0.039 0,008 64... 0,7002 0,0169 124... 4,093 0,180 

6... 0,0525 0,00 66... 0,7407 0,0156 326... . 4,482 0,209 

8... 0,000  0,0088 68... 0,7768 0,018 108... 4,973 0,236 
10..7 0,087  0,00$0 70... 0,8146  0,0194 ‘130... 5,432 0,274 

12... 0,103 0,008) 72... 0,854 0,020 132... 6,023 0,319 

11... 01234.  0,0090 7h... 0,896?  0,0215 134... 6,714 0,334 

16... ‘o,1415 | 0,00g1 6... 0,9103 0,0226 | 136... 7:929 0,413 

18... 0,1597 0,009? 78... 0,9868 0,0239 138... 8,98. 0,529 

‘20... 0,1782 0,0093 Ro..." 1,0360 0,0233 140... 9,661 0,638 

22...  0,1968 0,009} S2... 1,0882 0,026) 142... 11,07 0,78 

24... 0,2158 0,0095 84... 1,143 0,0286 144... 12,80 0,96 

26... 0,2359 0,0097 86... 1,2028  0,0305 146... 14,94 1,19 

28... 0,254  0,009$ 88... 1,2659  0,0326 148... 17,63 1,51 

30... 0,274 0,0100 90... 1,3333 0,0349 150... 21,06 1:91 

32..: 0,2946 0,010? 2... 1,4057 0,035 152... 25,52 2,99 

3%... o0,3153 0,101 Dire. 14834 -0,0403 15%... . 31,42 3,4: 

. 36... o0,336% . 0,0107 96... 1,5672 0,0435 156... 3o,4t 4,6 

38... o0,3579 : 0,010) gS-.. 1,678  0,0471 158... 50,53 6,58 

40... o0,3800  o,oti2 100... 1,7500  0,0511 160... 66,47 9,60 

42... 0,027 o,o115 102... 1,863 0,056 162... 90,21 14,6 

4%... 0,4260  o,on18. 104... 1,979 . 0,00r 164... 127,2 23,3 

46... 0,4500  o,0122 106... 2,106 0,067 166... 188,2 - 39,6 

48... 0,446  0,0125 108... 2,246 0,07 168... 296,6 731 

50... 0,5001 | 0,0129 110... . 2,309 0,081 170... 509,2 151 

52... 0,5261 0,014 112... 2,569 0,089. 172... 989,2 36) 

5... 0,536  o,0138 114... 2,757 0,099 194... 2335 1163 

56... 0,5818 0,014 116... 2,967 o,t11 156... ‘7856 5883 

58... o,6111 ‘0,0149 118.... 3,201 0,124 178...  G2735 94065 

Go... 0,6415  0,0155 120... 3,464 . . 0,140 180... C9 2
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ï A , Ve Remarquons que # élant voisin de +, de sorte que tang= esL très 

‘on : ? #\° Cciséme e partie prin- grand, la fonction 3 (ani +cot£) a précisément pour parlé] 

- eye , , 

-cipale L lang’ + tang ©, et mème ne diflère de cette partie que d'une 
: : 2 2 

-quantité très petite qui contient coL= en facteur. D'autre part, cette 

N L " 5 + stré s d + fonction est égale à ———; on a donc une valeur très approchée des 
3 sinte 

sin = —;) 
3lP 

en ayant soin de prendre l'angle » obtus. 

par la formule 

Exemple. — On donne loglP — 1,8684531 ; la formule précédente 

donne la valeur .approchée 160° {2° qui conduit à 

- _logP'= 1,8673869:; 
on en déduit E | 

‘ do = Go”,02 et 6 = 160°43'0",02. 

Si uné grande approximation est nécessaire, on pourra recommencer 
. . . . ° , le calcul avec v — 160°43' (car ici w est bien déterminé), et l’on trou- 1 

vera que cette valeur est entièrement exacte. 

22. Revenons maintenant au cas des orbites elliptiques ou hyper- 
boliques dont l’excentricité est voisine de l'unité; la Table I de k 
page 83, tout à fait analogue à la Table I, donne pour les excentricités: 
0,95, 0,60, ...,0,95, les valeurs simultanées de e, de « et de P, afin 
de montrer leurs variations correspondantes. La Table IV de Ke 
page 84 a le même objet pour les orbites hyperboliques, et donne le: 
valeurs simultanées de ’, u, us, u',.P pour les deux excentricité: 
1,09 ct 1,10; il est inutile d’aller plus loin, ainsi que nous l'avon: 
déjà fait remarquer. L’argument, dans chacune de ces Tables, es 
toujours l’anomalie vraie, prise de 10° en 10°, el l’on ÿ trouve encor 

- les valeurs de P pour er. : : 
IL s’agit de modifier le calcul de l'équation de Képler de façon : 

faire disparaître la difficulté qui provient de la petitesse relative de: 
différences # — & sinw ou esh u— u. Voici | cédé naturel fort simple qui, s’il 
peine que la plupart des méthode 
la Table de Barker ei de t 
l'avantage de n’exiger 

, Pour ÿ parvenir, un pro: 
demande peut-être un peu plus d 

s classiques fondécs sur l’emploi d 
ables complémentaires assez étendues, : 

qu’une table auxiliaire extrêmement courte. -
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à 

Ocoure 

[TRES 

Joe. 

30...., 

Jo... 

50..... 

Go... 

TOensre 

80..... 

go... 

TOO eee 

ID. 

DO... 

130... 

140... 

150... 

160... 

AO 

1S0..... 

v 

‘0 
Dour 

TOcsososs 

20... 

30....... 

fo... 

Dose... 

Go......." 

  

Torre 

80....... 

Dee... 

e=0,55 
DS 

u P 7 

0 

0,0 0,000 
5,4 0,100 

10,y 0,201 
16,4 0,307 

22,2 0,421 

28,2 0,54 

34,6 o,682 
11,3 0,839 
48,7 1,022 

56,6 1,239 
65,4 1,50 

75,2 1,83 

86,0 2,23 

98,3 2,74 

111,9 3,38 

127,1 4:17 
143,8 5,12 

161,6 6,20 

180,0, 7,36 

e=0,80. 
7 

u D 

0 

0,0 0,009 

3, 

6,7 0,187 

3 0,092 

10,2 0,288 

13,8 0,397 
15,7 0918 

21,8 0,659 

26,3 0,426 

31,3 1,03r 
36,9 1,293 

ODenreres 4353 1304 

TlOoooosee 

LETPEESEER 

130... 

Too. 

DO... 

160....... 

ErDecorese 

Boss 

50,9 2:12. 

Go,o 2,80 

Tilt 3,83 
85,0 5,42 

102,4: 7199 
124,2 11,92 

150,6 17:67 

180,0 24,84 

TABLE II. 

4 

-e = 0,60 e == 0,65 -e= 0,10 e = 0,75 
ET te) 

A , 

u P u P u P u P 

o 0 Lo o . 

0,0 0,000 0,9 0,000 0,0 0,000 0,9 0,000 
5,0 0,098. 4,6. 0,096 : 4,2 0,09 3,$ o,0g} 

10,1 0,198 9:3 0,199 8,5 0,193 7:06 0,199 

15,3 0,303 141 0,299 12,8 0,299 11,6 0,291 

20,6 0,416 19,9 0,410. 17,4 0,400 15,7 ° o,4ot 

26,2 0,53g 24,2 0,534 22,2 0,928 20,0 0,523 

32,2 0,677 29,8 0,653 27,3 0,668 24,6 0,663 

35,6 0,837 35,7 0,831 32,8 0,83: 29,6: 0,828 

45,5 1,024 42,3 1,026 38,8 1,028 35,2 1,029 

53,1 1,250 49,5 1,261 45,6 1,252 41,4 1,289 

Gi,6 1,53 57,95 1,96 53,2 3,58 48,5 1,61 

Gt 1,88 66,7 1,94 61,9 1,99 56,7 ‘2,05 

81,8 92.33 772 2,43 721 2,55 66,4 2,67 

940 2,91. 89,3 3,10 S4,0 3,32 7S,t 3,56 

105,9 3,67 103,4 4,00 98,2 .f,39 92,2 4,86 

123,6 4,63 119,6 5,20 114,9 3,90 109,3 6,79 

141,1 5,83 138,1 6,73 134,5 7.95 130,0  g,98 

160,2 5,24 158,5 8,63 156,5 10,55 153,9 13,33 

180,0 8,78 180,0 : 10,73 180,0 13,52 180,0 17:77 

e = 0,85 e —0,90 e = 0,95 e = 1,00 
ne, RS TES . 

u P [ou P u -P P 

CS o ‘eo 
0,0 0,000 -0,0 0,000 6,0 0,000 0,060 

2,9 0,091 2,3 0,090 1,6 0,089 0,088 

5,7 0,185 4,6 0,183 3,2 - o,r$o 0,178 

8,7 0,284 70 0,281 7 4,9 0,278 0,271 

11,8 0,392 9,9 0,358 6,7 0,384 0,380 . 

15,1 0,914 12,2 0,909 8,5 0,505 0,500. 

18,7 0,65 15,1 0,650 10,6 0,646 0,642 

22,6 0,823 18,3 0,820 12,8 . 0,818 0,815 

26,9 1,032: 21,8 1,037 15,3 1,035 1,036. 

31,8 1,303 25,8 1,315 - 18,2 1,323 1,333 

37,5. 1,67 30,6 1,70 21,6 1,73 1,76 

44,3 2,18 36,3 2,25 25,8 2,32 2,40 

52,5 . 2,99 43,3 3,10 31,0 3,27 _3,46 

GS Mug Dan Gr 379 ‘ 4:08 5,43 
56,1 6,12 64,4 7,00 475 8,13 9,66 

93,5 9,53 81,1 1,8. 65,7 13,2 21,1 

116,5 15,5 104,9 21,9 . 81,5 33,5 66,5 

145,8 25,2. 138,3 40,6 122,7 81:39 : 50) 

180,0 38,2 180,0 70,2 180,0 193,7 mo
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TABLE IV. 

e = 1,09 e = 1,05 e= 1,10 
° mm a —, " 

; , 9 P u u, u' P u & u 1 
0 o o “ 0 vo . Os 0,000 0,000 0,n 9,0 0,000 0,909 0,0 0,9 0,000 

16 .. 0,088 0,027 1,6 ‘1,6 0,057 0,038 2,7 2,2 0,086 ee e ° _ un 1 9, 1, .! 20... 0,178 9,035 3,2 3,2 0,156 05077 4,1 14 msi 
20... 0,274 0,084 4,8, 4,8 0,271 o,117 6,7 6,7 is 
fo... 0,5$0 0,114 6,5 6,5 0,356 0,159 9,1 st OR ° ‘ 5 5 207 - Do... 0,500 0,145 8,3 8,4 0,496. 0,204 11,6 11,7 0,492 

, 
s 1, 17 51 

Go... 0,62. ©  o,18r 10,3 10,3 0,63; 0,253 14,1 11,9 0,635 50... 0,815 0,220 12,5 12,6 0,812 0,308 17,1 17,0 0,809 
7 - e > J 

© So... 1,036 0,264 14,9 215,1 1,037. 0,370 20,8 21,1 nn 
° ñ 24: #1, 6 - 1 

90... 1,333 -0,3:5 17,8 18,0 1,343 : 0,111 25,6, 25,2 1135 . ‘100... 1,76 0,377 21,4 21,5 1,79 0,932  ng:2 GJo,r 1,82 ‘ - a | - . an si 110... 2,40 0,454 23,1 25,8 2,48. "0,655 1,6 55,3 2,56 
53 “ - # 11, 9 

120... 3,46 0,555 30,3 31,4 3,67. 05799 Ath st 91 130... 5,43 0,697 37,0 39,1 6,04 1,915 50,2 95,8 6,58 140... 9,66 0,918 46,4 50,8 11,8 . 1,385 G:i,9 797 1 - 
- 5Q 150... 91,1 .1,331 60,5 71,3 32,9 2,280 8,3 109,1 6$,0 RE Q . # 4 ‘ 160... 66,5 2,803 83,t 124,7 369 

170... . 209 
. : se - se TE 185... e Limite de w : 162,24 Limite de 6 : 155°,38 

Supposant d’abord l'orbite elliptique, écrivons Péquation de Képler sous la forme : | _- . 
P — G—e)sinu + (u— sinu) 

_ 4e3 ? 
et faisons 

D'après la définition de e, il vient 

; tu 

Prscos- +303, 
2. 

. A , U—Ssinx . = ‘ 
en appelant 3 La fonction de u égale à =ZSME, qui reste toujours 

äsin3 

DI
R 

"OIsi 1 ; 7 Yoisine de quand l'angle # St pelit, d’après le développement connu 

oi. ins: : 
° u—sinu sr SU LS Sins . Do 2 3 . 2.4 5 + .* ..
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Mais posons plutôt . 
- u. 

0 = lang 5 

on a 
\ 

1 

.._ a+0tÿf 
= — Ts. {Gi + 02) arc tang0 — 0], 

et comme 
03 95 07 

arctang0=0——+———+e.., 
° . - 3 . 9 7 

il vient ‘ | 

| ‘ À /1 0? 9° 65 
5=-sst)   (+ UN(E + 55 7-9 

‘ Posons encore . 
1 . 

à = BG+ 0), . 

de sorte que ee . ‘ 

L/i 2 os 06 
3= 2 — — — +... 

p= +0) (5 3.5 5.7 . 7.9 ) 

1 ge H$ 06 0 ps. 
3 179 7579 44355 

el | 

1 2 88 10061 
6 = lon — mod (0 — O6 08, ). 

lof °5 ÿ3 175 7879 1010625 

On voit que cette fonction ne diffère d’une constante que d’une quan- 

tité du quatrième ordre par rapport à 0, multipliée d’ailleurs par un 

uit, et, par suite, elle est facile à réduire en une : facteur numérique pelit, 

table très courte. Finalement, en n’oubliant pas que 

l'équation de Képler prend ici la forme 

Lu \3 uw , = 

Pæ=scose + (e ste) . 
. e > 2 (to) 

Dans l'hypothèse du mouvement hyperbolique, il est clair que lon 

les notations adopiées pour ce cas, - | 

! 1 " 3 u Lu 
(+ cos =) ; 

aurait de même, avec 

«5
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en faisant 

  

# > . dt , 0 = sin —, 
p] o+

 

ct appelant B' la fonction 4 & daûs laquelle on change 9: en — fr, 
La Table V des pages 8: et 88 fournit les valeurs à sept décimales 

u’ de log£ et log B'; ; l'argument de la Table est l’ angle = 3 OU —, qui varie 
depuis 0° jusqu” à fo, de degré en degré ; Jusqu'à 5°, de demi. degré en demi-degré jusqu’à 25°, et finalement de tiers en tiers de degré. L’interpolation de la Table se fait aisément, surtout dans le début, et c'est alors que son usage sera le plus fréquent. Les nombres de la Table sont, comme d’ habitude, exacts à une demi-unité près du dernier 
ordre décimal. 

Supposons donnée l’anomalic vraic, el faisons 

tv 

w = séchtang-: 
‘ 2 

  

. fi+e -cn vertu de la définition .de l'angle Y qui donne cos =f/— ct d’ “après la valeur de ç, ona 

u 0 = we, S = W cos —; 
2 

On à donc pour calculer P «à 7: l’ensemble de formules 
| —— _ ss 1— ce ë = sind — ——— , 

2 

& = cet e * u- u — $Ccy lang, ang = «we, G = &) COS — 2 2 : 2 

æ Lu\s3 . 
2. 

+ I = cos À + ages! > - 2 | 2 

Sh
e Il n
 

c
s
 

& 
NI
S . v 

cos? —. 
2 

Le calcul est bien aisé, car w ét ant assez petit, le logarithme de u 
cos — se prend à vue dans les Tables en facc de celui de’ tang 2 etil suffit de dé l 

5 : 
€ déterminer 1 angle # av ec la faible approximation nécessaire Pour assurer l’i interpolation de la Table V.,
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TABLE V.- | 7 

u uw . 

2 UT | Logf Différence Log?” Différence 

eo . 

De Oscesses 18400596 : 7,8409595 

Le Doors - 596 - 596 

De Oeervere 506 596 

Be Queer 595 595 
4e Dooussee 595 ‘ . 595 

5, Os... 593 Li 593 _ 5 

30... Sy? 2 592 2' 

6. 0....... -__ 5go : 590 2 

30....... 588 3 . 558 3 

Te Ours .. 385 r 585 ñ 

30... | : 51 , 58 4 

8. 0....... 7 577 5 577 5 

30....... 572 : 572 . 

8 Dosrsrse 565 565 

D'or "558 7 558 : 
10e Oosssse . L 59 D 519 10 

| 30..... .. 539 12 ne 11 

11.0 sms... . 7 13 | 2, 14 

Boo... 511 15 7 | 15 

124 Ovoroore 499 . . ,8 199 17 - 

30....... 48: 19 ns . 0 

13. Ocsorsee . 16 © 92 - L 10 2 

, 30....... . +40 25 16 2! 

1e Orouss . es 28 Fe 28 

| 30...... ÿ7 30 ss 30 

15. Oucrsses - 357 3 | 358 - 3, 

6 30....... ss | "38 si 38 

16. 0....... 59 fi e la 

30..... … 244 . 45 … 249 7 45 

13: 0 cesse 199 30 200 49 

Ov... | 149 : 54 191 54 

18 0....... 095 - - 097 5 

30....... 1,8409036 59 .1,8409038 - 2 
- @ G5 : L'or er 64 

19. Dereesee T8408971 0 r»8o$o7i 69 

a 7 | ÿ 
so esse es | -5 Le LE 

204 Ovesssee $26 $ ù $r 

30....... Ti 89 ° ie 88 

#0 ss : ce . 56) gi 

de 1e 102 5 7 

RQ 3 LIT. 356 . 109 

- 5 ° soso | U 18 . un ti 

30....... T,8408102 171 1,8408114 ee 179 
, ‘ + 84006 135 + 820-08 134 

24. Oui. 184079 7 145 18407980  ,y3 

30......+ S22 55 837 153 

25e Desessse T:8407667 - . 78407681
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TABLE V (suite). 

LogB Différence . Log£'- 

T,840:667. — 109 - T,8107684 
7558 151 7. 97536 

HE 716 
:326 " 7347 
5203 12 | 7226 
7074 179 ‘ =o9t 3074 134 . 7099 

6635 15 6682 
650! 151 6538 
6347 197 6384 
6 si 163 Grai Gors 169 gui 

O0 Ge 183 cos 21 
56 100 se Sa6 197 Ps 

. ° 9 204 5325 
5065 d10 3125 

4853 o10 
4634 à 4503 
406 236 | 480 
h1- H af 41 39 241 4219 

mt Ps 
3%ro 261 3 
Gt 271 : De 
86 280 213 

Ba 20 nt an 300 2687 

7 310 7. 2395 
er. 320 209 

M D 7e 
0968 12 1 ne | Eu 354 L . 15 

1,8400249 365 o7sa 
T,839832 877 - 8% 06: , 7,4 389 D 400061 

ses doi 1,8399683 

8667 415 pos 
2v9 fn 8477 

7798 == - So5o 
3 2. 435 
7313 , 7609 
6854. 169 - Ds ‘Et 482 7199 
63 494 
5390 ; 6687 
5891 199 6205 

T,8395:09 

4918 . 

Différence 

—10$ 

-112 

115 

121. 

127 

132 

137 

. 143 

149 
154 

160 

167 

173 

179 
187 

193 

200 

207 

215
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1 ” - 

. , SU . Je . Quant au logarithme de séc” 5° il se forme immédiatement, de sorte 

que l'on à, sans aucunñe peine, le logarithme du pr oduit qui doit < être 
élevé au cube pour compléter l'expression de P. . | 

Dans le cas du mouvement hyperbolique, le groupe de formules 
précédent se change en ‘ 

  

. et le.calcul est en tout'semblable au précédent. 

Exemple 1. — On donne (!) 

e=0,96;64567, . logg = T,656500, 

d'où d’abord les constantes 

= [T;104451),  séeÿ = [o,0035415], 

k oo 

v2g 

Soit 6 — 100°; il vient successivement 

eo
 Il 

  = [2,4365914]. 

nu _ uw c 
w={[0,0797260], . tang-==[T;iSfizo], == 841, 

séc = = [o0,0050129], B={1,8409569], 

e
r
 

s=[o,o7d7i51],  o8 séc = (T,0166746], : P = [0,2396650], 

et finalement : e 

et T—= 63 +400, logr = 0,1394892. 

Lremple I. — On donne (2) 

8=1,2618820, logg.= 0,020165; 

  

1) C.-F. Gauss, Theoria motus, art. 38,43. oi 
2) Cf. C.-F. Gauss, T'heoria motus, art. 23, 24, 96, 16.
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d’où les constantes 

e=tang® = [T,5585358], cosŸ'= [T,9732800], 

  

Soitv—1851'; ona 

wo = [(T,1933809], sin L = (7,751919], — = 314", 

séc # = [0,0006939], 82 [T, 8409595], s= [T, 1940748], 

c£" cosi es = [T,0318955], P = [T,1982538], 
É et finalement . | . 

t—T— 13,91445, - lôgr = 0,033358-. 

Mais c’est le problème inverse que nous avons à résoudre. On y arrive’ en parlant d’une valeur approchée de vw; si P’ est la valeur correspondante, tandis que P est la valeur donnée, et que l’on fasse 
P—P'—.9Pp ou bien logP — logP'— d{logP), 

on à une väleur plus exacte de: # en appliquant à la valeur initiale la correction 
° 

  

| 
do=2R() cost dP = 2R (2) cos®P d(logP): r + mod 

et s’il n’y a pas de nouvelle approximation à faire, on calculera avec précision la valeur de logr qui correspond à la valeur approchée de », pour lui faire subir finalement Ja correction 

aciogr r) = Re (sens D) séc® dv, 

-Cn reémarquant - que s cos est précisément le premier terme de 
l l'expression de P, 

  

Dans le cas du mouvement hyperbolique, ces diverses formules deviennent 
| . _ 

= , q 2R 2 ! sp 
de = 2R (2}'s séc d "dl = mod (2) séc®"P d(logP), 

! 
d(logr) = mod (exe £) cosŸ do: 

  

\
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Comme précédemment, il est bien rare que l’on ne connaisse pas 
une valeur de » suffisamment approchée pour permettre d'appliquer 

‘immédiatement ce qui vient d’être dit en dernier lieu, surtout quand 

on ne recherche pas une extrême précision. Si cependant on n'avait 

aucun renseignement sur la valeur de #, onarriverait au même résullat 

à l’aide de quelques essais, en s’aidant par exemple de la Table IL 
ou IV, où l’on peut remarquer que si # nest pas très grand, sa valeur 

diffère peu de celle qui convient au mouvement parabolique, F P res- 

tant constant. ° 

Exemple IL — Reprenant l'orbite de l'exemple I Précédent, soit 
donné 4—T — 63, 54400, de sorte que 

= _ logP=0o,2396659 ‘et P=:,736. 

La Table indique pour # une valeur voisine de 100°, mais partons 

de # — 96°, avec un calcul à quatre décimales; on trouve P'= 1,554, 

de sorte que dv — 4°,3. Cette valeur doit être trop grande, comme 

nous l’avons déjà vu dans un cas semblable, et l’on serait naturelle- 

ment conduit à partir de la valeur # —100°, qui est exacte. Pour 

montrer l'application des formules, partons de » —100°0'20"; on 
trouve | | ° ° 

d(logP) = — 00000684, logr = 0,1395374; 

on en déduit | | oi 
de =—20",00,, - d(logr) —=—0,0000482, 

et par suile . 
Fe 9 =100°0'0", 00, logr = 0,1394892. 

En réalité, on voit que l'erreur sur f pouvait atteindre plusieurs 

centièmes de seconde. 

: Exemple II..— Dans l’orbite hyperbolique de l'exemple Il précé- 
dent, on donne 

- . ET = 65,61934, | 

d’où . : . - os | ° Le 

logP =1[T,87047761,, P=—o,74ai. 

La Table IV extrapolée montre que 65° doit être une valeur 
.approchée de v; supposons que le calcul d’une éphéméride, par 
exemple, ait conduit à prendre la valeur initiale p — 65240". On 

trouve alors | 
d(logP) = 0,0600612, - logr = 6,2008215,
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d’où , 

de = 197,96, 
. d(logr) = 0,0000327, 

et finalement | ., 
‘ 9 = 63°2"59",96, logr —0,20085{2. 

Ici encore l'erreur sur + peut atteindre plusieurs centièmes de 
seconde. ti. ° 

23. L’anomalic vraie et le rayon vecteur dépendent des éléments 
intrinsèques & ou n, e, M,, de l'orbite, supposée elliptique : il est | 
nécessaire de savoir déterminer leurs variations infiniment petites, 
lorsque ces -éléments vicnnent eux-mêmes à varier. En d'autres 
termes, il faut calculer les dérivées partielles de v et r par rapport 
à 2,e, M5, ou, ce qui revient au même, les différentielles totales ds 
ct dr lorsque », e, M, sont variables indépendantes. 

Considérons d’abord v et r comme fonctions de a, e et de l'ano- 
malic moyenne M: ona Fo 

de de ; 
dv = T de + 

e nc dr dr d dr = a da + Te de + dM, 

. ‘ , ° . \ . ; Car # ne dépend pas de «, ct il en est de même du quotient —- \ . 

D’après ce que nous:avons déjà vu, on a 
de __ as dr a? . OM 77 089 . M — F°sinmu; 

éliminant sinu'par la première des formules (1), il vient 
dr i . 
sr = Glange sin p. UM 59 snr. 

Les mêmes formules (1) différentiées par rapport à e donnent 

sine or + cosp or du i 
—_ . — —acoso Et — g 
% Te cos® cosi Je — Alangosinu, 

Fr .. dp .. du COST —r Sinp— = asinu L y de de de , 

tandis que, par l'équation de Képler, on a 
due . — (1— e cosu) — ; 3e 4: u) = sinu;
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les seconds membres des relations précédentes deviennent alors res- 
pectivement, en profitant toujours des relations (1), 

. r séc?o sine cos? et  —rsécto sintp—«; 

par suite 
dp : a 0 dr 
— =sinp(— +sécto),. — —=—a«acose. 
de r de 

Pour condenser en une seule formule qui nous sera de la plus 

grande utihité les ‘expressions de dv et de dr, désignons par Jun 

angle arbitraire, et formons 

dfrsin(e+y)]= sin(e + 7) dr + rcos(e + y) dv. 

. . | 2. . « 

Le cocfficient de da au second membre est =sin(o +); celui 

de de est 
° .rsinpsécte cos(v+y)—asiny 

ou encore LL | 
a sèco{[sinu cos(v + 7)—coss sin]. 

Enfin le coefficient de dM est 

a? 
a tango sine sin(e + 7) + 7 c0s? cos(v + 7); 

&æ _" ., . ‘ . . 
en remplaçant + par séc?e (1+-sins cos), il devient. 

aséco[cos(s + y)+ sinv cosy]. 

Finalement donc 

(12) d[rsin(o+y)] 

= 2 sin (p + 7) da + a séce[sinu cos(o+7)— coso sin7] de 

+aséce :  [cas(v +7)+ sine cos7] dl. 

En faisant 4=—" où 45? dans le second membre de 

cette formule générale, on retrouve les valeurs der dv ou de dr. 

Pour introduire les variables définitives n, o, M que l’on adopte 

d'habitude, il suffit d'observer que 

— —=—5—: de=cose de, dM=(t—1t;)dn+dM, 
. 1 - . .
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de sorte qu’il vient alors 

(13) d[rsin(e +)]=a séco[cos(s +4) +sino cosy ][dMo+ (€ — 10) dr] | 

+ afsinucas(e + 7)— cos® sinz]dz 

> rya 
— a TV sin(e + 7) dn, BF - 

et il est facile de réunir ensemble les deux termes en an. 

Dans le'cas d’une orbite à forte éxcentricité, il convient d'adopter 

comme éléments fondamentaux l’époque T d’un passage au périhélie, 

la distance périhélie q, ct l'excentricité, ou plutôt l'inverse a du 

demi-grand axe On a alors 

au =1, - gé=1—e, M=n(t—T), 

de sorteque | | 
‘ da =— a? da, de =— a" dq — q da”, 

à 1 
dM=— ha aT + Ÿ ka (TT) da. 

Portant ces valeurs dans la: formule (12), introduisant le para- 

mètre p égal à a cos?® ouwà g(1+e)etremplaçant sinu par 7 05? sin, 

il vient immédiatement: ° 

(4) dfrsin(e +y)] 

k 
= Else +4) +ecosz] adT -+ [sin — Fsino cos(e + 2] d 

s 

+ a da! este +2) 9 [sinz — sine cote 71] 

L + CT cos(v—+y)+ecos: L Ur )1 (+2) 1) 

Le coefficient de da’ dans cette formule contient le facteur a, qui 

devient très grand lorsque e se rapproche beaucoup de Vunité; le 
second facteur doit donc devenir en même temps très pelit, el 

s’annuler à la limite dans le cas de la parabole; par süite, il faut trans- 
former le coefficient de da‘ dc façon à faire disparaître la difficulté de 

calcul qui se présente ainsi, et à permettre le passage à la limite qui 

‘ conduira au cas de la parabole. 

. Mettant . d’äbord   en facteur, remplaçant Ë par sa valeur
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F+ ecose dans le cocfficient de sin’, et observant que l’on a 

  

a 

ka=T)= LA, 

. G—eÿ 
le cocfficient de da’ devient 

gg 2 LE 5 {sin = sin(e + 2 . 

Cr sel Leos(e +7) + 001). 

Maisona 
M=u—esinu = G—ejsinu+(u—sinu), 

D "sin # 
2 = 1—e?, 
Fr sinu 

et de plus l'identité CT 

  

. . ° . ep ? ; - 
sin(v+7)—siny —=(1—e) tang = cos 7 + tang = [cos(v +7) +ecosy]; . 

l'expression précédente peut alors s’écrire 

ES Lsine Ge) séc = cos}. 

re — tngte | Lcos(o + 4) + ecosy]l. 

Dans le diviseur de & — sinu, remplaçons encore 1 —e par 

- u: 2. 
1+e)tang?-cot?-; (r+ 6) ang? À cout £; | 

\ 

3(u—sinu) | puis remarquons que la fonction se développe comme la. 
sin LA tang? 5 

fonction 5 env isagée au numéro précédent suivant les puissances de P 

lang?» en se réduisant à 2 pour u— 0, de sorte qu’ on peut poser 

TE jang? 2 ang? —) 
° 92 

3. u—sinu tu I 
5 ls tangi =1—S:   

: 

. .& 
sin a tang? — 

2 

en désignant par s une fonction de « sur laquelle nous allons revenir. 
On a alors 

. p 
: tang? — 

1—e  :",0 ‘ 2 
  

u—sinu ,Ÿ , …. 
—— > —— — tant = Lang? 128 ——. 
.(I—e)sinu 2 172 - I1+e
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‘et le coefficient de da’ prend enfin une forme qui ne prête plus à. 
aucune difficulté, de sorte que la formule (14) devient 

(5) ‘d[rsin(o+7)] . | 
= 7 lcos(e + 7) + eco] dr + [sing — sine cos(e + )] dg WP . 7 P . 

    

2}y . , e ‘ 

+ TL Line — Séc?—cosy 
. 2 p 2 

€ : ? 
tang?— tang?— - 2 . : . + I— 25 [cos(v+7)+ecosy] [da’. 1+e 1+e . 

En conservant les mêmes notations que précédemment, on a 

0? 30% 306 3 u—sinz . uw 
2 Neo rt +, 0 uw 5 5.5 =. 

Sinu tan? —. 7 79 
: 2: 

et par suite D 
° 130% 30 306 
re 547 7.9 gen 

de sorte que si l’on pose . 
Lot êu 

S = Im COS? —, 
. 2 

° . . or. 20* pe I ‘ 
la fonction m, égale à > — = 1... différera fort peu de - lantque . on . 9: 5. 147. ? : 5 ‘ ‘u = qe ‘ 

‘ 
l'angle 3 restera médiocrement grand. 
La formule (15) convient aussi bien 

bolique, où l'on a toujours qg = 
demi-axe transverse pris nég 

au cas d’unc orbite hyper- 
a(i—e), c'est-à-dire que «& est le 

ativement; en faisant commeplus haut . 7 . 
. dans ce cas f— sin T° O0na alors 

&
 

. 

s= 14 ne 306 
E us 8 87 379 gui ts et l’on peut poser \ - ° à 

f PLA 1 Su 
S= mn SEC — 9 » 

2 

la fonction m' étant an alogucà m, et n’en différant que par le chan- gement de Ü? en —f2. |
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La Table VI de la page 98, analogue à la Table V, fournit les 

valeurs à cinq décimales ‘de logm et logm', en fonction de l’argu- 
U u : . : 

ment — Où — : cette approximation est plus que suffisante pour 
2 2 , | 

l’usage. ‘ | ' | 
Dans le cas de la parabole, la formule (15} convient encore : il .P ; | 

suffit d'y faire e—1,s— 33 et si l’on veut substituer e à a’, il ny a 

, : de nu >. * … 
qu’à remplacer da’ par — 7° puisque l’on a ici & — 0. 

En mettant en évidence l’angle 5 +7 au lieu de v +, rempla- 

çant p par 2q etr par q séc? 2 on obtient sans peine la forme défi- 

nitive : cr, 

È : un Va + CE 
G6) drsin(o+7)]=— Va cos Les (? +7) aT 

+ sée 2 | sin + — sine cos[ © +3) dq 
"2 mo 2 ° 

qg . v pp. fo 
+ +sin- |tang-séc?- sin | — +7 

' 2 2 2 2 2 " 

I , Ÿ e k | 
+ (14 Lrangi 2) cos (2 +;)|] de. 

| ‘5 2 2 

  

  

ANDOYER : 7
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TABLE VE 

| u A 
sou Logm Lognr 

2 Log Login" 2 2 -05 ë 

: 5. 0! T,29998 2984 
DE Fiori roro . 2 pre Ts és su Lososose | 03 03 . 2. 0... 95 ga 
3 LIT 3 03 28. 0...... 919 Je DS 03 03 Age Deere 840 qe 5.1 03 .. 03 7" 30. 0... S5s " 6... 03 03 30... So sa LIT 02 02 31. Dress $21 sr ni css 02 02 ‘ 30... So so Deooosse o1 | ot 32. o., ... 781 11 10... T,30100 T,30100 30....., 19 eu FTosssse 1,30099 T,5009% 33. 0....., 7 15 BU  ÿ 9 ont 14. Li ! .1 92 | 92 30...... 659 cs, 15....... 89 89 35. 0...,.. 531 ” 16....., . 85 85 | 30.,.... Go2 Si Jesse. 79 59 36. 0...... 530 Su 18......, 73 73 30... ... 538 N 19....... 66 66 35. 0... 503 ri 20.....,. 57 57 BOs ose. 368 15 21... 47 47 38. 0...... 430 + 22... 35 3 30...... 390 309 23... 22 22 39. 0. ,... 19 " 359 24... 1,30006 T,30007 30...... 306 _ 9 25..,... + 1,29988 1,29989 4o. 0... 1,29261 1,297272 

J . 
- , . . eut 

Y. B. — On trouvera les Tables Y et VI avec toute l'extension que l'on peut 
désirer dans mon Opuscüle intitulé : Formules et Tables nouvelles ppratmes à . * s 0 0 

« 
’ r, Ps 

l'étude du Pouvement des comètes et & différents Problèmes de la théorie de 
orbites (Paris, Gauthier-Villars, 1918); ce Mémoire est aussi inséré dans le Zulletin astronomique (1. XXXV, 1918, p. 5-51}. 

24. Connaissant l’anomalie vraie et le rayon vecteur, il est facile d'achever de résoudre le problème général que nous nous sommes Proposé .: dans cette seconde partie de Ja solution, interviennent les éléments d'orientation S, i, w ou w. Mais la question se présente sous divers aspects que nous allons nous bornant aux Points essentiels. Les axes de réfé 

examiner successivement, en 

rence sont ceux qui ont été définis précédemment :
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si leur choix venait à être modifié, il serait toujours très simple d’in- : 

troduire dans ce qui suit les changements correspondants nécessaires. 

Appelons } et 3 la longitude et la latitude de M; les triangles sphé- 

riques NM : YNI M, :NM, où N désigne le nœud ascendant de l'orbite, 
donnent immédiatement les cosinus des arcs &M, y M, 3 M, de sorte 

qu’en nommant g l'argument de la latitude NM ou + w,ona 

2 = rcos8 cosh = r(cosS cos g — cosi sin sing) ET — p COSA = & C Sms); 

J=rcos8 sin = r(sinSeosg+cosicosS sing), 

s=rsinf = rsinésing. 

Ces formules permettent soit le calcul direct de æ, Fr 33 soit 

d’abord celui de À et 8, pour en déduire ensuite. æ, y, z si c’est 
nécessaire. Dans ce dernier cas, on emploiera plutôt Les relations sui- 

vantes qui se déduisent sans peine des précédentes, si l’on ne préfère 

pas les obtenir directement sur une figure sphérique, 

tang( — 3) = cosi langg, 

sin8 = sin£sing; 

elles ne donnent lieu à ‘aucune difficulté de calcul ou ambiguïté, si 

linclinaison £ est petite, comme il arrive d'habitude. 

On peut encore mettre en évidence la réduction à l’écliptique, 
À — g —5, ou À — [, en appelant Z la longitude dans l'orbite, égale 
à +5 ou 6 +w; on obtient sans peine, par une combinaison con- 

venable des équations précédentes, la formule : 

sin(ä—l)=— tang = tang8 cosg': 

- ‘ E u , © 

il suffit d'ajouter les valeurs de —xsin/ et y cos /, puis de diviser 

la somme par s. | : 

On a de même 

sin(x+g—S)=  cottang af cosg, 

et cette formule est avantageuse quand inclinaison £ est voisine de + 

Les coordonnées écliptiques polaires ou rectangulaires héliocen- 
1 . a m. + or ok £ tiques de M sont 7, X, 8 ou x, y, :; on passe aux coordonnées géo- 

centriques de même nom, marquées par un accent, sauf la distance



100 CHAPITRE V. 

que nous appellerons &, par l'application des formules suivantes : . 

æ'= p cosf’cos}'= x + R cos B cosL., 

J'=pcos$" sin} = y + RecosB sinL, 

3'= p sing = 53+RsinB, 

où L, B, R sont la longitude, la latitude Loujours très petite, et le 
rayon vecteur du Soléil, par rapport à la Terre O' prise comme nou- 
velle origine des coordonnées. 

Si enfin on veut avoir les coordonnées polaires géocentriques équa- 
toriales de AMF, qui sont, avec la distance 8, l'ascension droite x ct la 
déclinaison ô, on pourra déduire & et à de >’ et 8" par les formules 
connues, où € désigne l’obliquité de l’écliptique, 

4 

COSÔ sinx = — sine sin$'+ cosz cas B'sinÀ!, 
cosô cosa —  cusB' cos}, 
sin © —  cosesinB'+ sins cos$" sin}; 

ces formules peuvent être écrites de la façon suivante, en désignant 
Par © un angle auxiliaire : 

‘ 1: ! - 3: tangg tango = 2 — À. 
5? r' sinA" ? 

— ! à langa = tangl'séco cos(o +e), 
œ 

5 

< : 
tangô = sinxtang(o+e), 

et il est aisé d'éviter. toute ambiguïté, 
. Mais, presque toujours, quand il s’agit d’un astéroïde ou d’une comète, on détermine directement %, Ô, p sans passer par l’intermé- diaire des coordonnées écliptiques. On peut Y arriver comme ci- dessus en prenant Comme plan fondamental le plan de l'équateur, et Par conséquent en déterminant les éléments 3%,, Lis ©1, analogues à ©, é, w relatifs à ce plan, ce qui n’offre aucune difficulté, puisqu'il suffit de résoudre le triangle sphérique déterminé par les plans de l'équateur, de l’écliptique et de l'orbite; on a ainsi les formules 

siné sinS = sinèsinS, : . e . . . . sin é cosS, T SIne CosE + cose sinicosS, . . : . à - COSË 7 COSE Cosi — sin: sinicos®, . SE Sin(oy—w) — sine sin®, 
SIN 1 COS(Wi — w}) = cos SiNË+ sine cos écosS.
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On péut aussi bien, comme nous allons le montrer maintenant, 
conserver les éléments écliptiques, dont Yemploi est généralement 

. préférable. Considérons le système d’axes O Ent, tel que Of et OÙ 
soient dirigés respectivement suivant le rayon vecteur OM. et vers le : 
pôle p de l'orbite, de sorte que le plan Ofs coïncide avec celui de 
l'orbite. Si 0. Os est une direction fixe quelconque, appelons f 

l'angle Of Ô: Os, et EF lPangle que fait le plan OLA avec le 

plan Ofs, en désignant par À le périhélie de l'orbite; l'angle du 

plan OC avec le plan OËs est © —#— F, et l’on a par suite 

cosO &,0s=sinf sin(e+F), 
MTS . . : 

cos 0 n, Os = sin fcos(e + F), ” 

. cos DE, O3 = cos f. | 

Soit alors Oxiyis le système des axes équatoriaux, tel par con- 

séquent que Oz, coïncide avec Oz, et que Os; soit dirigé vers lé 

pôle de l'équateur. Appelons a, À, b, B, c, C, les valeurs des con- 

stantes /, F qui correspondent respectivement aux directions Ox,, 
O1, O3, : nous reviendrons plus loin sur leur détermination. 

Si Ty, Yi 3, sont les coordonnées rectangulaires équatoriales 

héliocentriques de M, on a simplement, d’après ce qui précède : 

æ=rsinasin(" + A), . : 

ji=rsinbsin(s + RB), 

= rsinc sin(s + C). 

Les quantités sina, sind, sinc, À, B, C, dont les trois premières 

sont positives, sont les constantes équator iales ‘de Gauss pour 

l'orbite considérée. 
* Si maintenant X, Y, Z sont les coordonnées équatoriales . géocen- 

triques du Soleil, fournies par les éphémérides, et si +’, y, } sont 
les coordonnées équatoriales géocentriques de M, on a finalement 

(æxy=peosôcoss=ri+X, ., 

pi =p cos sinz = yi+ Y, è 

3, = p sinè +2, 

et ces formules donnent immédiatenient les coordonnées polaires 

équatoriales géocentriques de M, soit e, #, 0.
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| Quelquefois, quand on peut dans le calcul d’une éphéméride se 

- passer des valeurs de » et de v, on trouve avantage à calculer direc- 
tement æ,, ÿ1, 5, en fonction de l'anomalie excentrique u, l'orbite 
étant supposée elliptique. Les formules (1) donnent à cet effet, sans 

: confusion possible sur la signification de la lettre a, 
N 

, So r sinb = acoso sine, 

r Cosv = a(cosu — sino); 

la forme générale rsin/sin(e+F) sous laquelle se présentent les 
coordonnées x, » Yi 31 devient ainsi ‘ 

. f'sin(u+r)+f, 
"en faisant . 

: - f'Sinl'= a sinfsinF, 
| J'cosF'= @ coso sin fcosF, 

© f=—sine(/f'sinF") 

La position géocentrique obtenue définie par 4, 6 est rapportée à l’équinoxe et à l'équateur choisis. On la rapportera, s’il y a.lieu, à léquinoxe et à l'équateur vrais de la date pour laquelle est fait le calcul suivant les règles connues. Si les axes de référence choisis sont ceux du commencement d’une année tropique, et que f, g, G soient les constantes bien connues de la réduction au jour pour la précession et la nutation entre celte époque et la date 4, on ajoutera à « et ô les corrections … - | 

ù = ne N sU+s tangôsin(G + a)],  gcos(G+ a), 

exprimées la première en secondes de temps, la deuxième en secondes d’arc. Il ne faut pas oublicr enfin l'effet de l’aberration : la position géométrique ou vraie de M au temps £ est sa position apparente au temps £++, en désignant par = le temps que met 1 Parcourir la'distance qui sépare le point M au temps £ + =; + est le temps d’aberr 
. Peut sans inconvénient exprimer en se 

a lumière pour 
au temps £ de la Terre O’ 

ation, toujours petit, que l’on 
condes de temps par la formule 

5 —P X 498,38 — PT2,697561, 
Ou, en fraction de jour, par 

+= p[3,76105].
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Le nombre 498,38 pour l'équation de la lumière correspond à 
la constante 20”,47 de l’aberration. 

Si l'on veut passer de la position vraie (x, 6) de l’époque tà la 

position apparente de la même époque, et que l’on appelle da, dû, les 

variations de x et à pour un jour à ce moment, il suffira, en raison de 

la petitesse de =, d'appliquer à x et à à les corrections 

— pdx13,56105],  —o dè[3,56105]. 

93. Revenons aux constantes de Gauss, qui sont équivalentes daris 

leur ensemble aux trois éléments d'orientation 5, ë, w et dont il ya 

le plus grand intérêt à donner les valeurs en même temps que celles 

de ces éléments. 
Pour les calculer, observons d’ abord que si deux directions quel- 

conques Os, Os’ ont respectivement pour longitudes À et À, pour 

latitudes $ etf',ona 

TS 
cosOs, 0s'= sin$ sin £'+ cosf cosf' cos(x — 2"). 

: Plaçons alors le point M au nœud ascendant N de l'orbite, de 

sorte que P= iv, et désignons par Ofonoto le système général 

OEnt dans cette position partiéulière. Les longitudes et latitudes 
des axes: Oz, O7, O:;, Oo Oro, OÙo sont données par. le 

tableau suivant : 

‘ | Oz, O7! 0: 0% Oo 5 

7 F F Fr 
h...... 0 = = 3 5 + = GT —- 

2 2 2 2 

B....... u — © = —e o i — — à 
2 

et par suiteona immédiatement : 

TT . . Ÿ ‘ = 
cos æi Eo= sina sin(A — w} — cos, 

TN . ® rs 

COS Tino = sina cos(ÂÀ — w) —=— cos sinT, 

COS Ti Co = cOsa . =  sinising;, 

TD |. . . & 
cos Yi &o = sind sin(B—vw)= cosz sin7, . 

MS 
cos ÿ1%0 = Sinb cos(B — — ®) =— sine sini+ cose cos i cos. 

TS . . 
cos Ft Co = cos b Lo, = sine cosé— sine siné cosS, 

4
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et 

TS - ‘ . . - — 

. cos 31 Eg = since sin(G —w)=sinesins, 
TN 

cos 310 — since cos(G — w)= = cose siné + sine cosécos?, 

cos 31 Co = cos ce = case cosé— sine sin cos3. 

Ces formules permettent le calcul des constantes de Gauss de la 
façon la plus simple; en faisant 

nsinN = sinë, ncosN = cosécos3, 

ona 
sinasin(A — w) = cos3, 

sine cos(A — w) =— cosisinS, 

‘sin b sin(B—w)= cosesinS, 

L sind cos(B—w)= nRcos(N+e), 

since sin((O —w)= sinesinS, 

since cos(C — w) = n siN(N+e); 

et l’on peut généralement laisser de côté le calcul direct de cosa, 

cosb, cosc, ou du moins lui donner une moindre précision. Si l'on 

employait les éléments équatoriaux S,, &,, w, on aurait les mêmes 
formules, mais plus simples : il suffirait en effet d'afecter &, £, w de 
lindice 1, et de remplacer « par zéro; en particulier, par suite, il 
viendrait ‘ 

C = ei, since = sinty. 

Les neuf quantités 

sin a sin(v + A), sina cos(e + A). cos a, : 

sont les cosinus des angles que font deux à deux les arètes de deux 
trièdres trirectangles, et par suite il existe entre elles de nombreuse: 
relations bien connues; c’est ainsi par exemple que l’on a 

. sin?a + sin?b + sin?e = 2; 
el aussi 

sinb sin(o+B) sine sin(o + C) ° cosa = = si inc si — sind cos(e + B) sin € cos(p + C) = sinôsinesin(B 6 

ainsi que les formules analogues. 
Comme on a aussi, d’ après ce qui précède, 

COS& =— tang i sin a cos(A — w),
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on voit qu’on peut employer comme vérification du calcul des con- 
Stantes de Gauss la formule simple 

sinbsincsin(C—B) 
tangi= = 

° sin a cos(À —w) 2 

et il serait facile de trouver bien d’autres vérifications d’après les 
mêmes principes. ‘ | 

Connaissant les constantes de Gauss, on peut en déduire inverse- 
ment les éléments équatoriaux S,, &, w, ou.les éléments écliptiques 
S, ü, w. Le calcul de Si, à, w, est immédiat, et l’on peut ensuite 
passer à S, ë w par les formules mêmes écrites ‘ci-dessus, qui 
donnent S;, f,, w,'en fonction de & 3, d, w : il suffit d’y permuter les: . 
lettres affectées de l'indice 1 avec celles sans indice, et en même 
temps de changer s en —<. Mais on peut aussi bien déterminer 3 CA 
À, © directement : onaen effet 

sini = cose sin c cos( C — w)— sin: sinb cos(B — w), 

| o = cose sine sin(C — w)—sins sinb sin(B —w), 

- d’où ‘ Lu 
' ° sin £ sinw = cosesine sinC — sine sinb sinB, 

sins cosw = cose sin c cos C — sine sin à cosB; 

puis U . 
. & _ Sinbésin(B—w)  sincsin(C — w) sing = = = ; cose +. - Sine 

cos$ = sina sin(A — w), 

__ Sina cos(A — w) 

sinz 
COS Ê = 

et tous les éléments sont ainsi déterminés sans ambiguïté et dans de 
bonnes conditions de éalcul. | | 

I est important de savoir déterminer les variations infiniment 
petites que subissent les constantes de Gauss lorsque les éléments 5, 
ë, w viennent eux-mêmes à varier. D’après les principes de la Ciné- 
matique, ‘on sait que si le trièdre OËnt est soumis à une rotation 
Anfiniment petite dont les projections sur les axes Of, On, O$ eux- 
mêmes sont respectivement dP, dQ, dR,ona 

dtcos CE 09 = cos 0%, 034 — cos 0%, 03 dQ, . 

en désignant toujours par Os une direction fixe. 
Par suite, quelle que soit la direction Os définie comme précé-
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‘demment par les constantes f et F, on a 

d{sin fsin(e + F)] = sin fcos(e + F) dR — cos f dQ. 

Lorsque les éléments S, &, w varient, le mouvement de O!rt 
résulte des trois rotations élémentaires d5, di, do autour des 
axes Oz, ON, OË respectivement, de sorte que l’on a, en appelant 
toujours g l'argument dela latitude, oc 

dP =siné sing d3 + cos g di, 
dQ = siné cos g d5 — sing di, 

Lo. dR = do + cost d; 
donc | | 

(15) -d[sin f sin(e + F)]= sin f'eos(o + F) (dw + cost 45) 
| ne — cos/(siné cosg d$ — sing di); 

le premier membre de cette formule générale est d’ailleurs 
sin(o+ F)«(sin f)+ sin f'cos(o + F) dl, 

et sc réduit à d(sinf} où à sin f dF suivant que l’on fait v — : —F 
our——F, | 
En Prenant pour Os les directions Oz, Oj4, O:,, on aura donc les formules telles que les suivantes pour résoudre la question pro- posée : 

| 
da = cos(A —w) dé— sinésin(A — ) d5, | 
dÂ = du + cosi d& — Cota[sin(A — w) di + siné cos(A — w}d3%]. 

Il est facile de’mettre en évidence au lieu de da la différentielle du logarithme de Sin&, soil modcota da, qui est la quantité dont on a besoin dans la Pratique; et; d’après ce qui a été dit plus haut, on peut : -" Sinbsine . . ° remplacér cota par ‘M0 sinc in(B—C). 
rempk Par es a(B C) 

. ne , : : ” 4A OL . 
. Les dérivées partielles telles que JS Peuvent être mises sous des formes diverses ; en Particulier, on vérilie sans peine que 

JA | TE = COSÉ — cota sin £ cos(A — w) = 
cos £ .0Z . 

; sin?a? 

  

Mails, Contrairement à ce qui précède, le résultat ainsi obtenu ne. ait SA ee À : ‘ : . 
saurait s'étendre à Bet C par Simple permutation des lettres.
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Il est encore nécessaire de chercher comment varient les constantes 
de Gauss en vertu de la précession, l'orbite restant fixe : et il faut 

aussi déterminer les variations des éléments S, &, © eux-mêmes 

dues à la précession, c’est-à-dire au déplacement des axes de 
référence. 

Déterminons d’abord les variations annuelles des constantes de. 

Gauss, sous l’action de la précession. Si l’on appelle comme d’habi- 
tude m et n les précessions annuelles en ascension droite et en décli- 

naison, le mouvement instantané du trièdre Oxiy131 formé par les 

‘axes équatoriaux est une rotation élémentaire dont les projections 

sur ces mêmes axes sont respectivement o, act, — mdt. La formule 

de Cinématique rappelée ci-dessus devient ici, en désignant toujours 

par Os unc direction fixe, et par dP,, dQ,, dR, les projections. 

sur Ox, O7, O3, de la rotation élémentaire du trièdre Oz, ÿ131.: 

d(cos 0%, ds) = cos, ds dR;— cos SA ds dQ:, 

et l’on a de même : 

. d(cos 0510) = = cos 0, Ds Pi cos 50%, ds di, 

d(co50 5, ds) = cos a, ds dQi— cos OP ds dP. 

Si donc on prend pour Os la direction OE, il vient ici 

den no + AJ] — min be + B)—nsincsin(e+C), .. 

alsin bsin(v+B)]= msinasin(s+ A), 

di CT LL 
dlsine sin(o+C}]=  nsinasin(e + A); 

* faisant après différentiation ,v — 2 —A, ou 6 —— À dans la pre- 

. mière formule, et agissant de même avec les autres, on a finalement 

en =— msind cos(A —_ B)— n sine cos(A — C), 

_d{sinb) | 
- dt. 

d(sinc) 
= msina cos(A— B), Hi = nsinacos(A — C); 

sina À = m sinb sin(A — B)+ nsincsin(A — C), | 

.., dB A . dt … 
- sind =" sina sin(A — B), sincT=n sinasin(A — C). 

‘
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Pour mettre ces formules en nombres, on se reportera aux valeurs 
de m etn d'après Newcomb : 

m = 46",085 + o",00025gt, 

Rn = 20",0{7 — 0”,000085£, 

ê étant exprimé en années tropiques à partir de 1900,0. | 
Le raisonnement précédent permet d'exprimer les dérivées par- 

_tielles des constantes de Gauss par rapport à Z sous une nouvelle 
forme. Si en effet on fait varier de dS, cela revient évidemment à 
considérer l'orbite comme fixe, et à donner au trièdre Ox,J73, une 
rotation élémentaire — 43 autour de O3 : cette rotation a pour pro- 
jections sur Ozx:, O1, Os respectivement : 0, sine d5, — cose dS, ‘ : qe d(si JA et par suite on obuüent 9(Sna), 9 ++.) CN remplaçant dans les for- : 05 25 ‘ - . mules précédentes 77 Par cose, 7 par sine. 

Cherchons maintenant les variations annuelles dues à la précession pour les éléments 5, ï, w eux-mêmes. Le trièdre Oxyz des axes écliptiques est ici soumis à une rotation élémentaire qui est composée 
de deux autres, savoir : 1° une rotation — P (4 autour de. O3, en appelant P la précession générale annuelle ‘en longitude; 2° une rotation Q dt autour d’une certaine droite OE du plan +), dont la longitude est»; Q est la Précession annuelle en latitude, si l’on veut, et OE ëst la position limite de l’intersection du plan de l'écliptique avec sa position infiniment voisine, Dans les mêmes conditions que ci-dessus, on a 

I 
\l
 es
 17357 3"+ 32" SGot. : 

Mais on peut aussi bien considérer le trièdre Oxy-3 comme fixe, et regarder le trièdre OËrE comme mobile et soûmis à la résultante des deux rotations Opposées aux précédentes, P de et — Q dt autour de Oz'et de OE, de sorte que cette rotation est équivalente au système des trois rotations 45%, di, dw autour de Oz, ON, OS. Projetant ces deux Systèmes équivalents de rotations sur OË, (c’est-à-dire ON), Ono, Os, on a les égalités 
| 

dé + cos(o —S)Q de — 0, 
siné(d5 — P dt)+ cost sin(o — 5)Q dt= 0, 

cos ë do + d3 — P de — o, - °
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de sorte que finalement 

ns = P+Qcotisin(s —s), 

di | D = QE +) 

e =—Q cosécisin(s —e);, . 

et l’on en déduit, si l’on préfère, 

, do P. D, pe 
° + = — tang—sin — 0). 

D dt Q Pa (3 7 ) 

Ces mêmes formules donnent les variations des éléments équatoriaux ; 

il suffit d’affecter les lettres 5, é, w, w de l'indice 1, de remplacer P 

par m, Q par n, etde faire o = = D 

Si l'emploi des variations annuelles n’est pas assez exact pour 

passer des éléments ©, à, w d’une orbite rapportés à l’écliptique et 

à l’équinoxe moyens d’une époque £, aux éléments 3, à, w' rapportés 

à l’écliptique et à l’équinoxe moyens d’une autre époque L', il faudra 

avoir recours à la considération du triangle sphérique déterminé par 

l'orbite et les deux écliptiques. Sur la figure 3, y et y’ sont les deux 

. ’ 1 

Fig. 3. 

  

équinoxes, E est le nœud ascendant ou descendant de lécliptique de 

l’époque t' sur l'écliptique de l'époque 4, suivant que l'intervalle de 

temps {’— 1 est positif ou négatif, P est le plan de l'orbite, N et N' 

sont les nœuds ascendants de P sur les deux écliptiques. | 

Si l’on fait, suivant les notations de la Connaissance des Temps,
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où l'on trouvera en même temps les valeurs numériques nécessaires, 

A . 
E=£, 

} 

YE=g  YE=s+), on a d’abord . 
cos = cosk cosi + sinksinc cos(3 — 2), 

ce qui peut s’écrire sous Ja forme 

cos i— u — x)cos(i — 8), 
“en faisant 

. . tang8 — ang £ cos(S — ©), 

. I—a=yi—sinkÆsint(S —e), 

| On peut toujours, en raison de la petitesse de 4, développer en série 
et écrire . 

B = £cos(o —35)+..., 

Ætsin?(3 —o)+.. 

E
l
.
 

a = 

en ne négligeant que des termes très petits dont on pourrait aisément 
tenir compte. 

On à alors 

(cos = cos(i — B)—acos(i— 8), 

et par suite il vient 

. . I - Eai—B+acot(i—p)— Re co(i—p)+...; 

ë, et l'emploi ‘du 
ra faire simplement D —i— 

sauf très rare 

généralement on pour 

aire, sera suffisant, 
terme suivant, s’il devient nécess 

exception. 
On a ensuite dans le triangle ENN' 

SIN (@— w} = — sin # sin($ — o) coséci , . \ 

_eL presque toujours il suffira d'écrire 

W— Æsin(S — 9) coséci 
Enfin, on a encore 

siné sin(3 T?—2)=sinisin(s — o),. 
sin £cos(3'— F— À) =— sin cos £ + cosÆ Sin£ cos(3 —o),.
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d’où l’on tire 

sing sin(S —%5—})=sin{sin(S —o) [eos: + tangsiné éos(3—v)|) 

, en ne négligeant que des termes très petits du troisième ordre 

enk, | 

on ye pare ke 
siné'sin(3 —S—))=sin£sin(3—+)cas [: — tang— cos (> —)|, 

c’est-à-dire encore, dans les mêmes conditions d’exactitude, 

! =" LT : f , B . | sin('—3S —))=—sin(w"—w)cas{i— 5)? 

et Le plus souvent, il suffira d’écrire 

S=5+R— (a — orce(i— ) 

1] serait bien facile de développer une méthode toutc pareille pour 

passer des éléments équatori aux de l’époque t à ceux de l'époque {’; 

mais le calcul est moins avantageux et, au surplus, la question ne 

présente que peu d’intérèt pratique. 

__ 26. Pour terminer ce Chapitre, il ne nous reste plus qu’à déter-" 

miner les variations que subissent les coordonnées géocentriques 5,2, ê 

du point M lérsque les six éléments de l'orbite viennent à varier. 

Le point ] M prend alors un déplacement infiniment petit MM, ct 

pour avoir directement les variations correspondantes d», ds, dB, il 

suffit de projeter ce déplacement sur trois axes rectangulaires conve- 

nablement choisis O'£"1"€", ayant pour origine la Terre O”. Prenons | 

en effet pour O’£" la direction O'M elle-même, d’ascension droite & 

‘et de déclinaison 8; choisissons ensuite l'axe O’n" perpendiculaire 

à O'M et dans je plan de l’équateur, de telle façon que son ascension 

droite soit # + 25 l'axe OC” résulte des deux premiers, et l’on peut 

_ considérer son ascension droite comme égale à &, en prenant = = +6 

” pour sa déclinaison. Il est clair que les projections de MM! sur 0’ Er, 

O'r", O'” sont respectivement do, p cosô da, 6 dô; et l’on obtient le 
même résultat en projetant MM sur lès axes OE' ; On’ n', OT parallèles 

aux précédents menés par le Soleil O. | 

.Si donc «’, À’, b', B', c', C' sont les valeurs des constantes LE
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définies d’une façon générale au n° 24, qui correspondent aux trois 
directions OË', Or’, OT, les projections de OM sur ces axes sont 

rsina'sin(s + A'), 

rsind'sin(e + B'), 

rsin c'sin(e + C'); 
et l’on a 

do = d[rsina"sin(e + A')], 

p cos da = d{rsin b"sin(e + B')], 

, p dè = d[rsin c'sin(e + C'}]. 

Les quantités a’, A, ..., analogues aux constantes de Gauss, sont 
faciles à calculer, comme nous le verrons tout à l’heure; elles 
dépendent des éléments d'orientation 3, À, &, tandis que r ete 
dépendent des éléments intrinsèques M,, 7, e de l'orbite, et par 
suite on peut écrire, par exemple, 
7 « . - 4 . 

do =sina" d[rsin(e + A')] + r'd[sina"sin(o + A')], 
. LU. 

en prenant pour d{frsin(e+ A/)] le second membre de la for- 
mule (13), où l’on remplace -/ par A', et pour d[sina'sin(s + A')] 
le second membre de la formule (13), où l’on remplace fparaa Fr 
par A’; si l’on fait ces substitutions et que l’on développe sing 
et cosg, qui figurent dans (15), on a finalement 

d , : : : (18) _ = Ssécy[sina’ cos(e + A") +simosine’cos A’][aM, + (£— to)dn] 

r Va 

  

2 a . : — + sina’sin(ve + À')dn 3p À 

a. on ’ : : + 3 [sin u sina' cos(o + À )— cosv sina' sin À'] de 

r 
+ gsina’ cos(p + A") (du + cos idS) 

r sine. op es _- + posa" (cos w di + siné sinw 45) © 

r cos? 19 +. + T5 cosa'(sinw di— sini cosw d>). 

4 ‘ ! ! { ! , ‘ . 
En changeant a’ et À en d'et B', puis en c' et C’, on obtient de la même façon les valeurs de cos à dax et dû, « qui, généralement, sont seules utiles.
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S'il ÿ a lieu d'employer au licu de la formule (13) l’une des for- 
mules (14), (15) ou (16),-on obtiendra. par le remplacement de 

dfr sin(e + A")] des résultats analogues qu il est inutile de trans- 
crire ici en détail. | . 

On doit encore observer que, dans la formule (18), les parenthèses 

des trois dernières lignes, qui ne dépendent que des éléments d’orien- 

tation et de leurs variations, sont aussi indépendantes des axes de 

référence, de sorte qu’on peut y remplacer les éléments écliptiques 

S, it, w parles éléments équatoriaux 34, £,, w, : en effet, ces paren- 
thèses ne sont autre chose (au signe près pour la troisième) que les 

projections sur les axes OË,, OË,, On, dela rotation élémentaire qui 

définit le mouvement instantané du trièdre OË,n,%, dû à la variation 

des éléments d'orientation de l'orbite, en désignant par OËin:G la 

‘ position particulière du trièdre général OËx£ que l’on obtient quand 
on place le point M au périhélie A. 

© Pour calculer les quantités a’, A, ... dressons les tableaux sui- 

‘vants qui montrent d’une façon claire les cosinus des angles que 
font entre elles les arêtes des lrois trièdres Oxipiss, OËiniG, 
Oëz UE 

  

  

  

  

O£ O*; OC 

Or, | cosô cosx — sinx — sin ô cosæ 

Oy1 | cosè sinz cosa — sinô sinx 
O 3: sin ô . o cos ô 

. , | 

Oë, Or. : 05. 

Oz, | sinasinA sinacosA - cosa 

Oy1 | sindsinB sinbcosB . cosb 
Oz | SincsinC sin € cos G cos c 

Où - Ori Où 

O£' | sina'sinA'  sina’cosA”  cosa' 

Or | sinb'sinB sin d' cos B’ cos b' 

© Of" | sinc’sinC”  since’cosC cos c’ 

‘On a, par exemple, 

PS SN, TT. D OLS PS TR 
cosf't= costiË cos db + cos ÿ1Ë" cos ÿ1Ë1 + cos ai £'coszils. 

ANDOYER ‘ . . s
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ct par suite 

. ° e . = . . . e « . . 

sine’ sinA’= cosô coszsina sin À + cosô sina sind sinB + sin sinc sinC, 

sina’ cos A’= cosô cosasina cos A + cos sina sin cos B + sin sine cosC, 

cosa' = cosô cosxcosa + cosû sina cos Ü + Siné cosc: 

et l’on obtient de même sinb'sinB', ...,sinc'sinC', .... en rem- 

plaçant les facteurs cosè cosa, cosôsina, sinè dans les seconds 

membres par —sinx, cosa, o d’abord, puis par —sinè cos2, 
— sinôsina, COsÔ. : 

. En employant les éléments équatoriaux, on a des formules plus 
simples semblables à celles qui donnent les constantes de Gauss. 
Si Ofsnr2 est la position particulière du trièdre général Or Ÿ 
obtenue en mettant le point M au nœud ascendant de l'orbite par 
rapport à l’équateur, les ascensions droites et déclinaisons des axes 

5, On, OÙ, OEs, On, Of: sont données par le tableau sui- 
vant': 

O Or’ Of OZ, Or, 07, 
‘ . . 7 7 = Ascension droite. ... x 24+ = 2 Gi Gi+z SG, — 2 

: 2 2 2 

Déclinaison......... 8  o += 0 ê T2 à, 
à 2 

et par suilcona immédiatement . 

sina’ sin(A’ — 1) = = cosë cos(a — 5), 
sin a’ cos(A' — w1) = siné sinô —+ cos di COS Ô sit in(x —3,), ô 

ès in(z —3;); 
cosa' ='C0s y Sin Ô — sin à cos 

sin 6" sin(B'— 61) =— sin(x — Si) 
sin 6" cos(B' —)= cosûcos(a — 5%), , so cos b = — sin cos(z —S,); 

sin €’ sin(C'— 4) = sinè cos(« — S:), : os ; . E . . È sin € cos(C'— w1) = siné, Cosê — cos ii sinô sin(a — %;), 
, s cos c 47 CS cos à + Siné sinô sin(x — 3). 

Que l’on opère d’une façon où d’une autre, tous les calculs relatifs . à la détermination de de et d3 se feront rapidement, car ils n ’exigent qu’une faible approximation, celle que donne l'emploi des Tables à quatre décimales ou cinq au plus : on rencontrera d’ailleurs de nombreuses vérifications sur lesquelles il serait superflu d’insister.
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IL est clair encore qu’au point de vue purement numérique, quand 

on ne cherche pas à mettre en évidence dans les formules telles 

que (18) les coefficients mêmes des variations des éléments, ôn peut 

faire avantageusement des groupements de termes, dont il suffit d’in- . 
diquer ici la possibilité, sans entrer dans de plus amples détails sur 

leur choix. Observons seulement que si, dans la formule (18), on 
change a’ et A! successivement en a, À; b, B, c, G, on aura précisé- 

ment, toujours au facteur ; près, les projections du déplacement MM' 

sur les axes équatoriaux eux-mêmes, soil 2, a, da, ct qu’on 
f 

en peut déduire immédiatement 

x 

  

  

do dr . d . 31 : 
= cosè cosx osèsinz ZT + sinô —) 

g ? P . ë 

‘ - . dr d 1 . 
cos Ô da = — sin x —— + cos 7, 

| Up”. 

. . dx . « d 1 dz3: 
dÿ = — sin cosz 1 — sind sin x SE + cos à 

VV 
è Ù . ù © 

le calcul de cos à da et de dû est ainsi un peu abrégé.



CHAPITRE VI. 
PROBLÈMES DIVERS RELAT IFS À LA DÉTERMINATION 

DES ORBITES KÉPLÉRIENNES. 

27. Au problème traité dans le Chapitre précédent, correspondent 
divers problèmes inverses, dont le principal est la détermination 

d’une orbite à l’aide d'observations réellement faites à la surface de 
la Terre. Mais avant d'aborder l'étude de ce problème fondamental, 

nous devons résoudre un certain nombre de questions préliminaires. 

Il est'clair qu’une orbite képlérienne est complètement déterminée 

par la connaissance, à un instant donné £, de la position héliocen- 

trique du point M, et par celle de la vitesse correspondante, consi- 
. dérée bien entendu comme un vecteur. 

Toutes les notations du Chapitre précédent étant généralement 
conservées, nous allons tout d’abord déterminer les éléments de l'or- 
bite du point M, connaissant, à l'instant £, ses coordonnées hélio- 
centriques +, y, 3, et les projections sur les axes de sa vitesse V, 
soit z', 3", 3". Le plan fondamental Oxy sera indifféremment celui 
de l’écliptique ou celui de l'équateur moyen d’une certaine date indi- 
quée, Paxe Ox étant toujours dirigé vers l’équinoxe moyen cor- 
respondant. De plus, nous supposerons la vitesse V et ses projec- 
_uons calculées en prenant une unité de temps telle que le cocfficient # 
devienne égal à l’unité; en d’autres termes, si l’on maintient pour ce 
coefficient sa valeur ordinaire, et que l’on fasse + — #4, les valeurs 
de x’, y',.:" sont celles des dérivées des coordonnées LT; Jr 3, prises’ 
Par rapport à +, pour l'instant donné. : ee ‘ 

En se reportant au Chapitre LE, on voit que la constante F de 
Je ee .  , l'équation des forces vives est précisément — L,et que la cons- , . : 2a 

tante À des aires est ici 4/p. La normale au pl an de l'orbite, qui porte 
le vecteur k, a d’ailleurs pour cosinus directeurs évidents sin sin,



PROBLÈMES RELATIFS A LA DÉTERMINATION DES ORBITES KÉPLÉRIENNES. 117 

— sini cos®, cosé, en appelant S et à la longitude du nœud ascendant 

et l'inclinaison du plan de l'orbite sur le plan Oxy, quel que soit ce 
plan. En faisant : 

r= a+ yi+ 51, Vizazt+yr+zt  (r>o, V>o), 

l'équation des forces vives donne donc d’abord 

et l’on connaît ainsi l'élément a; d’où l’on déduit, si l’orbite est une 
_—à 

ellipse, le moyen mouvement diurne n = ka ©. 

En projetant le vecteur des aires sur les axes, on a ensuite 

r sincsinS = y: y'a, 

VpsinicosS = xs —2xs, 

Vp cosi sais 

et ces s équations font connaître les éléments p, S, £: si l'inclinaison £ b 

_est petite ou voisine de 7, l'angle = S est nécessairement mal déter- 

miné. | 

En faisant 
r= xx" + yy'+ 53, 

de sorte que-r’ est la vitesse radiale, ou la dérivée a 1 pour l'instant t, 

on peut écrire encore, en appliquant une identité bien connue . 
“ ; ; 

p=(yi—y's) + (es asp + (apr y}, 
= r(Vi F2), 

et déterminer ainsi directement le paramètre p. 

La relation p — a(1 — e?) permet : alors de calculer l'excentricité CA 

mais d’une façon peu précise, si elle est petite. | 

On la retrouve, et en même temps l’anomalie vraie »,.en faisant 

usage des deux formules 
esinv =r" ÿp, 

‘ : - e cosv = L — 1, 
: r 

dont la seconde résulte de l’équation de Porbite, tandis que pour
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obtenir la première, il suffit de différentier la seconde, et de rem- 

. placer r? _ par sa valeur 4/p. 

Si l'excentricité e est petite, l’angle v est nécessairement mal déter- 
miné. . | : 

Connaissant v, on en déduit l’anomalie moyenne M pour l'époque t, 

et par suite pour une époque quelconque; en particulier l’anomalie 

moyenne M, de l’époque lo: c’est encore un élément de l'orbite. 

Si l'orbite est parabolique, ce qui exige la condition 

2 ; ' 
Rev. 

onae=1,.et par suite, en écrivant 

P sine = 7" ÿp, 1H CoSP = 

on en tire plutôt | 

| tang ? = TT. 
2. P 

“Connaissant v, on en déduit la quantité P qui remplace ici l’ano- 
malie moyenne, et par suite l’époque T du passage au périhélie. 

Quand Porbite est elliptique ou hyperbolique, voisine de la forme 
parabolique, on détermine de même P au lieu de M, ctensuiteT. 

p 
1+e 
  

Dans tous ces cas, la distance périhélie q est égale à 

Il reste à déterminer la distance w du périhélie au nœud, ce qui se 
fera par les équations | 

r Sin(o + w) — zcoséci, 

rcos(v+w)=xcoss+ysinS, 

qui résultent immédiatément des formules qui expriment x, y, 5 en 
fonction de r, de S, et l'argument de la latitude 0 + o. 

L’incertitude qui peut exister sur l'angle w dépend de l'incertitude 
de 5 et de celle de »; mais l'incertitude sur l'argument de la latitude 
‘+ uw ne dépend que de celle de G. Quand l’inclinaison est trop 
petite, ou trop voisine de + pour que l'angle S soit bien déterminé, il 

. Yaut donc mieux avoir recours à d’autres formules que l’on obtient 
de la façon suivante. Les équations qui donnent ÿ/p, i, & conduisent



PROBLÈMES RELATIFS A LA DÉTERMINATION DES ORBITES KÉPLÉRIENNES.: 119 

immédiatement à la relation 

.scoti=—rsinÿ+ycos; 

d'autre part, on a 
, + Le L ° . t . 

coséci = coté + tang= =—coli+ cote; E 

on peut donc écrire 
. î 

rsin(o + w) =—xsinS + ycosS + ztang 83 

SZ c z 
= TSinS—ycoss + S COLE; 

combinant cette relation avec celle qui donne rcos(v +w), il vient 

. . ° EL 
rSn(P+wu+T)=y+s tang = COS +, 

-  . 
reos(o+w+S)= r—stang sin, 

ou bien 
: £. 

rsin(e + 3) =— y + 20020085, 

e LL . + 
rcos(v+w 7) æ+3col sin. 

Le premier groupe convient au cas où l'inclinaison est petite, et l on 

voit que même alors la longitude dans l'orbite e + w + S reste très 

bien déterminée; le second groupe convient au cas où l’inclinaison 

est voisine de 7, et c’est alors la quantité P+w—S qui reste bien : 

déterminée. Dans tous les cas, en effet, la longitude héliocentrique 

doit être regardée comme bien déterminée, et elle devient précisé- 

ment égale à 5 + (e +w), quandonai=ooui—r. 

Suivant que le plan fondamental Oxy est celui de l’écliptique ou 

celui de léquateur, on a ainsi obtenu les éléments d'orientation 

S, ti, w relaufs à l’é écliptique ou à l'équateur : - dans le dernier cas, on 

peut ensuite facilement passer aux éléments relatifs à l’'é écliptique, en 

se servant de l’obliquité :. Dans tous les cas, on: peut diriger le 

calcul de façon à obtenir directement les constantes de Gauss À B,C, 

sina, sinb, sinc, relatives au système d’axes choisi, et en déduire 

ensuite les éléments écliptiques comme nous l'avons vu précédem- 

ment. On a en effet 

= sin« sin(e + A), 

s
e
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d’où par différentiation | 
f F ° rx . . = = v’sina cos(s + À); 
r : 

remplaçant r?6! par ÿ/p, on a donc pour déterminer À etsina les 

deux formules | 
. . Tr 
sinasin(p+A)=—) : 

PT — rx, 
V? , sina cos(» + A) = 

de même 

sind sin(o + B) — 

si
s » sincsin(v+C)= =) 

sind cos(v + B)— IN'—rY, sinccos(v + C) = 77 =. 
vP | WP 

Ayant donc d’abord déterminé p ete comme ci-dessus, mais sans 
passer par l'intermédiaire de 3 et é, on a bien facilement les cons- 
tantes de Gauss qui servent au calcul des coordonnées rectangulaires 
héliocentriques pour une date quelconque. 

© Sile plan fondamental Oxy est celui de l'équateur, on a ensuite 
_les éléments d'orientation pour l’écliptique par les formules du Cha- 
pitre précédent, qui peuvent être écrites ici plus commodément sous 
la forme équivalente | . | 

sinésin(v + w)= cose sine sin(o + C)— sine sind sin(e + B), 
sinécos(v + w)= cose sine cos(v + C)— sine sind cos(o + B), 

œ  Sinbsin(B—w) sinc cos (C — w) 
  

: ‘ * sin 7 , . cost *  SIne 
& :  , . sin &@ Cos(AÀ — cos$ = sina sin(A — w), cosi=— SN COs(A — w), - 

sms - 

Si le plan Oxy est celui de l'écliptique, on peut employer les . 
mêmes formules en faisant simplement : — 0, de sorte que w — C ? SInC — sin£. 

98. Envisageons maintenant un pr 
précédent n’est qu’un cas limite, celui de la détermination d’une orbite képlérienne par la connaissance des positions héliocentriques du point M à deux instants donnés #, et t: : il est clair 
problème est entièrement déterminé. 

oblème. plus général, dont le 

encore que ce: 

x
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Les coordonnées des deux positions données M, et M, seront dési- 

gnées, dans les mêmes conditions que ci-dessus, par æ,, 71, 31, et 

Lay Jos 39) respectivement ; lis l'as Pis Pa seront les rayons vecteurs 

et les anomalies vraies, ces dernières étant d’abord inconnues, et 
nous ferons de plus + — (ét) 

Si l'on appelle s le double de l'aire du triangle OM. ‘soit la 

quantité riraSin(ve— #1), on à d’abord, en projetant cetic aire sur 

| les plans de coordonnées, 

    

ssinésinŸ = ÿ132— Yet, 

SSiINÉcosŸ = T132— T3, 

scosi = TiYa— TeY1, 

et ces équations font connaître, en même temps que les éléments 3 et z, 
la quantité s, et par la suite la différence v, — »,. 

‘Supposons pour un instant le paramètre p connu. P'équation de 

l’orbite donne les deux relations 

Le cosva= À —1, ecossi= 2 — à, 
‘ ra ri 

e 

‘ d’où, par soustraction et addition, 

. Pi Po t | , Pe— 9 
esin 2? — (2-2) COSÉC À —— 

2 2\7r: d'a 

Di 9 I! .., Pa Pi 
e cos TT = L+l, SEC ——— » 

2 2 TL, Ta 2 

et l’on a ainsi l’excentricité e, en même temps que les deux anomalies 

vraies #, et. Le demi-grand axe, le moyen mouvement, les ano-. 

malies moyennes pour les deux époques 4 et £, en résultent : la 

différence de ces anomalies moyennes doit d’ailleurs être égale à 
n(ea— ti), et c’est justement là, si l’on veut, la condition qui déter- 

” mine P: ° . 

Enfin la distance w du périhélie au nœud se calcule comme pré- 

cédemment ? à l’aide de l’une ou l’autre des deux positions données. 
Tout revient donc à la détermination du paramètre P, ou à celle : 

d'une inconnue > équivalente $ définie par la relation | 

ser 

et puisque ces quantités sont indépendantes du choix des axes, les 
2
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données de cette question sont en réalité #4, Tes Ve — 0, elT. Comme, 

d’après la loi des aires, +4/p est le double de l'aire du secteur curvi- 

ligne OM, M: compris entre les deux rayons vecteurs OM,, OX et 

Parc de trajectoire M, M, on voil que £ n’est autre chose que le 

rapport de l'aire du triangle OM, M: à celle du secteur curviligne 

correspondant. | 
Introduisons «, e, et les deux anomalies excentriques Uy Cl U2 

comme inconnues auxiliaires, et formons d’abord les relations qui 

existent entre les cinq inconnues ct les données. 

D'après la valeur de s, on a en premier lieu 

(a)  mrsin(n—e)= vai); 

en partant des relations connues 

2 

Fi. Pt . f la + Ve ———— … We 
‘ — SM— = yiI+esin— — Sin — = s — 

| 2 2 | 2° \ «a Vi+e mn 2° 

ri ‘1 ü re CA u 
VECEETETT ET \ cos = Vi -ecos—, 

- : . 2 2 

. qui donnent aussi 

ri=a(i—ecosui), ra = a(1—ecosuz2), 

on a ensuite 

. ° —. Vo Vi . Uo—Uu 
(8) Vrire sin 2 = a Viet sin À, 

. ‘ 2 

  

Va— 0 Ua — . (ce) , V rire cos = 1 = a (cos KM — c cos EEE), 
. . 7 2. 2 

(d) rit ras aa (1 600$ #4 cos Hi Le . 
. | . 2 . 2 

. Ms , . D: Enfin la différence des anomalies moyennes est égale à ra *,eten 
les exprimant à l'aide des anomalies excentriques, il vient. 

. 3 ‘ ‘ 
. = n% . . Ur — + ((e) ©. +2 at (us e sin eo EU), 

. . 2 . 2 

‘Pour avoir l'équati. i mi ,i frait élimi 
, a s'equation qui détermine £3 il faudrait éliminer a, e, 
‘€ us entre les relations (a), (b), (c), (d), (e) : mais on voit 

quon ne peut arriver à un résultat simple qu’en gardant ue — 
comme ‘inconnue auxiliaire, et que l’on a seulement à éliminer
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fr p? U] + Uo ‘ . Ir « _ La 
yi—e?, ecos ———= et a pour obtenir deux équations, propres à 

déterminer g el us — «5. 

Cette élimination est facile. On fait disparaître VT _— e? en divisant 

membre à membre («) et (b}, d'où 

2 
Cf} | s=2vavrrs cos 1 avi sin T4 _ 

ste > . + ce : 
Éliminant ensuite ecos = entre (c) et (d), puis entre (c) 

et (e), on a, en tenant compte de (f), 

Ft Ua— - Us — Us = Va — 2 . 
Pa la 2 V Po COS ——— COS — © = 2 € SIN ————) 

“{ ) | 2 2 D 2 
£ | 

3 
= a? £ Cesu —sin(ur—u)]. 

Portant dans ces deux relations la valeur de a tirée de (J } et 

faisant . 
Va— 1 

MY rite COS ———) 

on obtient enfin les deux équations cherchées 

£ Ca ta) SN — ui) 

ms. — U 
@) - | 8sins “À 

= 7 ee 
o 

— WU Pr gs? ‘ 

. On doit observer sur ces équations que les inconnues g et u2— 4 

ne dépendent que de +, de la somme r,+ r, des deux rayons vec- 
teurs OM,, OM, et de la quantité m, c’est-à-dire, si l’on veut, de 
la corde M,M: du secteur OM,M;, puisque l’on a, en appelant 

maintenant s cette corde, 

= r$+ri—or rs COs(vr2— “i)= (rit re) 4m. 

Ce sont ces mêmes quantités qui interviennent quand on cherche 

à. déterminer directement le demi-grand : axe a, dont les autres in- 

connues résulteraient aisément. 

Faisons à cet effet 

t + Uo 
Ua — U—= 2%, 6 COS = CoSo,
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+ - e ° , , ! , 

de sorte que les équations (c), (d), (e) s'écrivent 

: . Pa— 1 m=VYyr;rs: cos raie a(cos® — coso), 

ri+ ri 2a(1— coso cost), 

A
s
 

rs = a 2% — 2sinv cos®) 

u
e
 

= die + 4) — sin(e + d)]— [Ce — 8) — sin(g — 9). 

Ona immédiatement 

s=Vy{ri+ 73) fi 2a sine sint, 

et, par suite, 

Pi las 
1— cos(o + d) = > 1— cos(o — d) = 

dir Fa—s 

Posant donc finalement 

q,f . . © Ti res . li le—S sin? 2 = 177277 sin = TI S 
2 Aa 2 . a 

il vient 

c’est l'équation de Lambert, dont nous n’avons pas à faire usage. 

Mais revenons aux équations (1 1) : lorsque la différence us — u, des 

anomalies excentriques est grande, on connaît toujours des valeurs 

approchées des inconnues, et la résolution des équations (1) par les 
méthodes usuelles d'approximation en résulte sans peine. Presque 

toujours, dans les applications qui suivront, la différence #2 — &4 est 

petite, ‘et même très petite, de sorte qu il convient d’abord de modi- 

fier-la forme de la première des équations (1), de façon à permettre 
. . 3 . 

le calcul exact du coefficient de 2 En se reportant aux notations 

adoptées au Chapitre précédent (n° 22), et appelant w la différence 
Uo—Ui,0na Leo 

(ua — 3) — sin(us— 4) 
= Lis 

9 Ua — Hs 2 
8 sin* 

et, par suite, il vient 

[2 ; 2 \3 1/$ ,. Lu\3 
(2) : s=—;(sÀ) =T—> LE sècs )- 

mnt 

Cette formule, jointe. à la deuxième équation (1), permet, avec
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l'usage de la Table V, le calcul de g sans difficulté. On pourra même 

la plupart du temps prendre £ — 7 c'est-à-dire en fait supprimer le 

. 1. 1 | ’ 
facteur B, et remplacer le coefficient - par à dans le second terme 

de g: cette simplification est légitime notamment dans le cas très 
général où il suffit d'obtenir ce second terme avec la précision d’un 

calcul à cinq décimales, toutes les fois que la différence des ano- 

malies excentriques 3 — ü, est inférieure en valeur absolue à 20°. 
+. 7? . . . - 

Si — est une quantité suffisamment petite, on peut regarder 

al
s ua , ‘ . . . 

et cos ——— comme développables suivant les puissances de cette 

quantité; et il est clair alors qu’on arrive à la valeur exacte de g par 

les approximations. successives les plus simples, en commençant par 
— LU 

faire g—7 dans la formule qui donne cos 4, et en écrivant 

l’équation (2) sous la forme 

  

On a supposé implicitement dans ce qui précède qu'il s'agissait 
d’une orbite elliptique. Dans le cas d’une orbite hyperbolique, les 

anomalies excentriques w, et u, auraient des valeurs purement ima- 

ginaires que nous pouvons désigner par w,W—1 el u,W—:1; 
Tes formules (1) deviennent alors | 

du ritrs . g? 
ch = — 2, 

. 2 2m 4 ms 

Ja fonction à c correspondant à äal angle u égal à £(u, — u’). 
On fera donc 

Ou ue — ul, 
-séc— = ch t, 

2 2 

et l’on aura alors, pour remplacer la formule (2), 

1 1,3 
. I 7 = U 

e=s-} (Et) ;
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: . uw la fonction £' étant calculée par la Table V en fonction de l'angle 7? 
. . 

I et pouvant généralement être réduite comme 8 à 7 
Dans le cas intermédiaire de la parabole, où les anomalies excen- 

triques sont nulles, il vient simplement 

Fit la £? 
I — 753? \ 2m 4m : 

  

ou bien 
. 

3m 

lion 

  

 —. EF —= 

avec la condition 

(Ci rit mr + Ta m), 

G
I
 

. 

qui exprime que l’orbite cherchée est effectivement une parabole. En introduisant comme plus haut la corde M, M: égale à s, on vérifie sans peine que cette condition peut se mettre sous la forme 
ä 
2 

. 
3 6==(r SD) —(i+ ras)? : 

c’est l'équation d’Euler, qui résulte de l'équation de-Lambert en fai- sant @ infini. | | 

29. Reprenons les données et les notations du n° 21, et soit M, la position du point M à une autre époque £,; appelons aussi 4, 1 51 les coordonnées héliccentriques de M,, et faisons = — 0). Ces coordonnées Tir Ÿ13 51 sont des fonctions de 7 et de x, ), 3, æ', 3", 5", déterminées par les équations du mouvement, qui prennent ICI, en raison du choix fait de l'unité de temps, la forme simple (il suffit décrire la première) 
| : 

dx; +4 - 
ss TT = O0 

. ET, ri ’ 

de plus, pour =, —= 0, les fonctions Biy Vis Si et leurs dérivées pre- mières 2, di, ds doivent se rédui i ent à 
di da’ se réduire respéclivement à TZ, Y ! 1 I . s ] , . #:# 3, ce qui achève de les définir complètement. 

3.9



PROBLÈMES RELATIFS A LA DÉTERMINATION DES ORBITES KÉPLÉRIENNES. 127 

. Comme la vitesse V est dans le plan OMM, de l'orbite; le déter- 

minant L 
Zi æ x 

NT T 
31 + 3 

est nul; par suite on peut écrire 

= fir+ge, = fiy+saY = /fi3+ 81, 

et tout revient à l’étude des deux coefficients /, et g, qui sont ma- 

: nifestement indépendants du choix des axes de coor données, l'origine 

‘ étant toujours le Soleil. 

. Avant de montrer comment on peut effectivement déterminer f\ 

et g, en fonction de +4, æ, V1 3, 2, 3,3, nous allons donner diverses 
expressions de ces quantités qui nous seront utiles par la suite. © 

Nous pouvons supposer que le plan æO7y est celui de l'orbite, 

lPaxe Ox étant dirigé vers le périhélie. Dans ces conditions, on a 

3,=3=3=0, et des deux relations qui donnent x, et y,, on ure, 

en remarquant que æ3/—x'y n’est autre chose ici que la constante 

des aires 4/p, 

Ji VP=my xp, S1 VP=t}i-ty; 

on voit ainsi que g,4/p est le double de l'aire du triangle OMM,, 

tandis que (1— fr) yp est le double de l'aire du triangle MVM,, en 
appelant V l’extrémité du vecteur vitesse pour le point M; donc, 

puisque + 4 vP est le double de l'aire du secteur curviligne om, les 
. 1— 

quantités €! 1 et 1 sont respectivement les rapports des aires des 
“1 

So 

deux triangles .OMM, et MVM, à celle du sécteur correspondant 

OMM,. En particulier, le coefficient g, ne diffère pas, en tenant 
compte du changement de notations, de la quantité #. du numéro | 
précédent. 

Si d’ailleurs M, est une nouvelle position du point M correspon- 

dant à l’époque 42, et que l’on emploie toutes les n mêmes notations, 

en. remplaçant l'indice’ 1 par lPindice 2, on a . 

a |_ |A À 
81 Se 

fie+ SX fer + ga [5 æ | 

lAr+ss RIT +8 23" 

æ ’.| 

Yi Ye AA 

          

ce qui montre que le déterminant fig:—f:g1 n’est autre que. le 
» 

-
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- coefficient  Ini-même du numéro précédent, puisque le double de 
l'aire du triangle OM, M, est Tia — L2J'4, et que l’on a 4 

. D = zy'— ay. 

D’après la signification de #1 On à, en introduisant les rayons 
vecteurs /',r, et les anomalies vraies V,0, 

rrisin(v—0) = tn, #1 

vp 
Pour déterminer ensuite J1; observons qu’en appelant #' er v’ les dérivées de » et de », prises toujours par rapport à 7, el pour . l’époque 4, on à, en conservant les axes particuliers indiqués plus haut, : | 

‘ æ'= 7" cos — re sin 9, _y'=r'sino+ re" cos ?, 

et par suite, en remplaçant 7 et rp! par leurs valeurs connues 

    

esine 5. :, x . 1+ ecosy Le vr, dont la dernière Peut être écrite sous la forme —— « UT | V? il vient | 
, sine’ r_ CE + cosv TT = — —— y? Tr = — . . 

vp vp s ILen résulte 
‘ 

AP = ricos(v,— t)+er; cos Pi, 

et à À _ 
. : 

c'est-à-dire, en remplaçant e cos #1 par 2 — 1 et réduisant, Dore. . . -di  . . — 

271, ,Pt—0 fi = I — sin? , 
P 2 

ce qui peut s'écrire encore, d’après la valeur de Lu 

cr? 

  

fini EE ani 
‘ 2r?r) Lo. 2 

En rassemblant ici les formules le mieux appropriées au cas où les Positions M et M, sont rapprochées' l’une de l’autre, et où l’on sup- pose connus a; p, r°, r, et F1: ON aura, d’après les équations (2) et (f) du n° 98, et d’après les formules précédentes, en appelant de plus 8, la valeur de la fonction 5 que la Table V fait correspondre à largu-
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Hu 
ment — ‘ 

1/ g181 Pie, Lu u\s 
= 7 gi=t—=( sé sé —— |), 

2 (as 7 2 2 

e ei VP . tu g , Pi 8 
G) \ Sim(pi—t) = SVP, sin ES = sc 

rri ‘ 2 2arr 2. 
eo? oi — v 7 

fi=i— 21 séc? — + L 
or?ri 

Comme nous l'avons déjà dit, ces formules permeitent un dévelop- 

pement. rapide, par: appr oximations successives, des inconnues 

suivant les puissances de la quantité ar) qui est du même 

ordre de grandeur que la différence »,— +, ct qui par suite est 

supposée petite. Presque toujours on pourra supprimer le facteur 8 êi 

en remplaçant par & = le coefficient : ; du second terme ‘deg Ze Dans le 

cas d’une orbite hyperbolique, les modifications que doivent subir. 

les formules (3) sont intuitives, d’après ce qui a déjà été dit. 

‘On a des formules toutes semblables pour calculer g2 et f2, et 

aussi g. . 

Nous serons amenés à poser 

Il a + re
 4 1 

==, +1 = a, 
SIT 3? f=i+ 72. £ 

| 1. fr ii Vi P tu U 
= — — 1Bi TL SC —— sÉcS ———— | 1 sem/Ls > 2. 

. pv)? 
- 1 D LS 1 

SÈC — #) ami gt/ 2 sé |, ( ) 1. a Tr; - | 

° ‘ Fr , Pr, Sue ui À 
- - 8 SÉC ——— sÉC ———— | » 

Vrira 2 2 

les notations du numéro précédent s'appliquant à y. 

  

  

30. Cherchons maintenant les expressions explicites de fi et gr 

en fonction de 7, et de æ#, y, 5, z',7',3. Ces expressions ne peuvent 

être obtenues commodémenit que sous forme de séries dont la forma- 

tion estsimple. En mettant pour Zi, 71; 5 leurs valeurs fi a+ Te 

ANDOYER - Le 9
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dans les équations du mouvement telles que 

dir; + En 

d=? ri 
  = 0, 

on en déduit immédiatement que f\ et #, vérifient les deux équations 
‘différentielles 

  

æf,. fi - ds St 5 — 5 = 0, TZ Ts 0 G) d:? + r$ F + d: + ri É 

avec la condition - : | 
- | ri=nft +2rr'figi+ Vis, 

| que l’on obtient en ajoutant les carrés des expressions de 21, Ji, 5 
. et reprenant les notations du n° 27. De plus, il est clair que pour 
= 0, les fonctions f, €t g, se réduisent respectivement à à et 0, 

. tandis que leurs dérivées se ct se deviennent o ct 1. . - &1 ti 
-., Tout revient donc à chercher les développements suivant les puis- 
sances de +, des solutions des équations (5) définies par les conditions initiales précédentes. La solution de cette question est facile de bien des façons, par exemple en appliquant une méthode d’approximations 

  

successives. Remarquons d’abord que la dérivée Le, égale à . | . d? #1 1 = ° . ° . . 3 St nulle pour +, — 0, de sorte qu’on peut partir pour les in- 
connues des valeurs 

fi=i+o+..., BIRT HO.T$+..:; 

on a alors successivement 

# 
2r Y rt pre =, 1=7 (+ = He), 

‘ 1 I r | - . . = —{(1—3.- + = er 3 ( rt .), 

fr 7 37" o ‘ te = (te BI LA fe. 37" 0 . ri 7 (: rit. ) D er 7 E 
intégrant deux fois ces expressions changées de signe, ainsi que l’in- diquent les équations (5), on a les développements plus complets 

1
,
 _ ' ‘ Q r . = + IS tp 2, Le : r - 

J ! 273 gré eee Ss1—= 1 Es + pt Loc
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Recommençant de la même façon, on trouve les dév eloppements . 

plus que suffisants - 

t
o
.
 

  

  l | 7 7 + 
BE RH RR TTE (2+15rr"? — 3rV:) 

r'=$ 
Er lÇaborr 2—3rv Fees. 

=, — <$ + r'=t Ti Sir 3rV? 

SIT Grs ar = dors \3- 

r'=$ 
1 | ma (3 cos) Hess. 

Les expressions de fi et de” a r sont en réalité ordonnées suivant les 

puissances de =,7 TÈ et les coefficients sont alors des polynomes 

entiers par rapport à 7"? et r V?, en ajoutant toutefois que les puis- 

sances impaires -de +, sont toujours accompagnées du facteur r 4/7. 

Comme on doit nécessairement S'y attendre, ces quantités r 12 et 

et rV? sont de purs nombres, et en effet on à, d’après le n° 27, 

, . mi 7 F 

VF = esine —) rV?= 9 — —. P ä 

.On voit. encore que la convergence des séries précédentes est no- 

tablement augmentée par la petitesse dé r!, c’est-à-dire soit par la 
petitesse de l'excentricité e, soit par celle de sinv. ” 

Les quantités /f: et g2 ônt des développements semblables : il. 
suffit de remplacer +, par ++. Quant à g ou fi g2— faq, ce coeffi- 

cient se développe alors suivant les puissances de 5, et 3 on a 

d’ailleurs +=5:—7,, et il est clair, par raison de symétrie, que le 

rapport se développe < suivant les puissances de =, +7 et de 71, 

ou encore de ++": 0t +? ; de plus, la différence g—7 contient néces- 

sairement + en Réaus, ainsi que le montre la valeur (4) de y. En. 
n écrivant que les premiers termes, on a * 

3 ri 
(7) Eat 7° 3 (ti+ T2) — RU Hi "2—3r V2). 

2407 r$ 

: (+2) 
1676 (+ 5rrt =) + 

"on voit ainsi que la convergence de g se trouvé encore augmentée si
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la somme =, + +, est petite par rapport à =, c’est-à-dire si l’époque 4 
est sensiblement équidistante des deux époques 4, et 42. 

Les formules (6) et (7) mettent en évidence une observation qui 
est essentielle dans le problème de la détermination des orbites, et 
que nous aurions déjà pu faire sur les formules (3) et (4). Supposons 
les quantités 7, +,, +: exactement connues, tandis qu’au contraire 

les éléments de l'orbite dont on dérive r,r", V, où bien r,r,,7, 
&, p ne sont donnés qu’à une erreur près d'ordre à, par exemple, par 

3 

rapport à +7 *, que nous regardons comme du premier ordre. Dans 

e 

ces conditions, il lair que les rapports €, £!, £ sont, de me conditions, 1l est clan que 16s rapports ?,; —;, = sont, de même 
“1 C2

 

que fi et f», connus avec une erreur de l’ordre +2; mais si l’on 
. . D + o œ . , ._, envisage les quotients T, L, 2, 1, > ils sont déterminés avec une 3? vs “1 DE: 

erreur de l’ordre £ + 1, que diminuera la petitesse de r’, c’est-à-dire 
: de esins, et qui devient de l’ordre ê+- 2, si ce facteur est nul; ct il 
<n est de même pour À si Pon est dans le cas particulier signalé plus 
haut, où la SOMME +, + 50 Est petite par rapport à +. 

31: Bien que cela ne soit d'aucune. utilité pratique pour nous, il est intéressant de déterminer le rayon de convergence des séries qui représentent‘ f, et ÿ1, c’est-à-dire aussi celui des séries qui donnent Æ13 F1 51. Cest la question, résolue pour la première fois dans toute sa généralité par M. F.-R. Moulton (Astronomical Journal, vol. XXII), de la convergence des séries du mouvement képlérien, ordonnées suivant les puissances du temps. 
Considérons d’abord le cas très simple del - ne a parabole; en intro- duisant, au lieu du temps, la variable € . quivalente P, on a 

. ? I p 
P=tang- + 1: 3 = = tansgs - | 83 3 18° 5. 

* de sorte « 9 : TRE , : 
| orte que lang > est une fonction algébrique de P dont les-points 
singuliers à distance finie sont déterminés par l’équation 

dP : © 
TX = tangr£ Lo, 
« (uns! 2 : 2 

\
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En faisant —ÿ— 1, ces points os sont donc 

Punk 

œ£
, 

Si P, est la valeur réelle de P qui correspond à la date t,, la fonc- 
 _ v ‘ . ,e . . 

tion Lang =» el toutes celles qui en dérivent sans introduire de nou- 

veaux points singuliers, comme æ, y, 3, r, ..., sont développables en 

séries ordonnées suivant les puissances de P — P,, dont le rayon de 
convergence est évidemment le module de la différence P,— P,;, 

c'est-à-dire /vi + $ 5 

Dans le cas de l’ellipse, 0 on à, suivant les notations habituelles, 

M= u— esinu, . L 

de sorte que & est une certaine fonction de M dont les points singu- 

“Jiers à distance finie sont déterminés par l'équation 

M, _ cos =. Co  T - 
du T - ‘ Fo 

Si # est le nombre positif dont le cosinus hy perbolique es est = on a 

par suite Dour ces points singuliers, en désignant par k un entier ? 3 

queleonique, . ' 
usn=2hrÆia, 

Mig = hr + i(z — tha). 

ul est d'ailleurs facile de s'assurer que tous ces points singuliers 

appartiennent bien à la branche de la fonction u que nous devons 

scule considérer, savoir celle qui s’annule en même temps que M. En 

effet, dans le plan qui sert à représenter les valeurs complexes dé M, 

suivons, pour aller de lorigine au point M.,, un chemin composé : : 

° du segment de l’axe réel partant de l’origine pour aboutir aù point 

d'affixe 2h Fr; 2 un segment parallèle à l'axe imaginaire, allant de ce 

- dernier point jusqu’en M,, ct le long duquel on aM=2hr+i6, 

B variant de o à + (x —thz). ‘La fonction u, partant de Ta valeur 

‘initiale zéro, sera réelle le long du’ pr emier segment, et arrivera à son : 

extrémité avec la valeur 2 A7 ; puis, sion la désigne par 2hr+x+i , 

æ et ÿ étant réels, le long du deuxième segment, on aura 

Le a+ iy—esin(e + iy) si
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c’est-à-dire . 
‘ æ—esinæch} =o, 

° J—ecosæshy=f. 

Comme la valeur initiale de x est nulle, on a constamment z —=0, 
| d’après la première équation, qui représente une courbe dont la 
‘seule branche passant par l’origine est l’axe des }-, et par suite il 
reste 

, 
J—eshy=8; 

‘on voit alors que y croît ou décroîl, suivant le cas, jusqu'à + a, de 
façon que & prend finalement la valeur singulière w,. 

© SiM, est la valeur réelle de M qui correspond à la date to, la fonc- 
tion & et celles’ qui en dépendent sans introduire de nouvelles singu- 
larités, tomme >, Vi3,7,... sont développables en séries ordonnèes 

“suivant les puissances de M—M,, dont le rayon de convergence esl 
la distance du point d’affixe M, au plus rapproché des points singu- 
liers M,,; si l’on suppose Ms compris entre —= ct +7, le rayon 
cherché est donc : Fo | 

. VIH (a tha}. 
En fonction explicite de €, On a immédiatement, en désignant par ‘Ja Caractéristique L les logarithmes hyperboliques arithmétiques, 

2 — he LIVRE 

Dans le cas de l’hyperbole, on peut écrire aussi bien 
esinu—u=iM, 

l’anomalie excentri 
quantité réelle. 

_. . 3 . en faisant M= X(— a) F(t—T), et désignant toujours par w 
que, ici purement imaginaire, quand M' est une 

Pour déterminer les points singulicrs de la fonction 4, on à encorc l'égalité. | 
| - ‘ ECOSU—1= 0, 

-de sorte que si x est l'angle positif 
de , l I aigu dont le cosinus est =’onà pour les points singuliers cherchés 

Usah=2hrea, 

Mix =ifohz (a tanga)].
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Pour obtenir comme précédemment le rayon de convergence des. 
séries ordonnées suivant les puissances de M'— M! qui représentent 

la fonction w et celles qui en dépendent, M! étant la valeur réclle’ de 
[qui correspond à la date t,, il faut calculer la distanée. du point 

d’affixe M°, au plus rapproché des points M'., qui sont effectivement | 

‘ points singuliers pour la branche de la fonction & qui s’annule en 
. même temps que M'. Pour reconnaître ces points, faisons varier M" 

par valeurs de la forme 5 + 8, « étant une quantité infiniment petite, 

et $ étant quelconque; faisons en même temps u —x + {y, de sorte | 

que l’on aura en particulier [ 

ecosæshy— y —e. 

Cette équation définit une courbe qui est le licu géométrique du 

point d’affixe & dans le plan correspondant; mais nous ne devons 

considérer que: la branche de cette courbe qui passe très près de 
l'origine, puisque seule elle correspond à la branche de la fonction w 

qui s’annule avec M”. Cette branche est facile à tracer, et comme elle 

est comprise entre les deux asymptotes d'équations z=+3, les 

seules valeurs singulières de x représentées. par des points situés 

dans son voisinage immédiat sont les valeurs u.,, ou +æ, qui cor- 

respondent à à A — 0. Donc, finalement, les seuls points singuliers pour 

la branche de fonction considérée sont les points 

Mio =ti(a— tangæ). 

Le rayon de convergence cherché ‘est par suite 

et en fonction explicite dee,ona : te mot. 

tanga—x—vyet—1—arctangyet—i1, 

V arc tangente étant positif et aigu. 

Dans Tes deux cas de l'ellipse et del hyperbole, quand on remplace 

M ou M pa P(r —_eÿ ÿ2, ou P'(e—1} V2, et que l’on fait 

tendre e vers l’unité, on retrouve immédiatement la valeur spéciale 

du rayon de convergence qui'convient au cas de la parabole. 

-° 82. Nous rencontrerons, au Chapitre suivant, un système de deux
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équations simullanées de la forme 

2, mr p?+2S9o +R, 

dans lesquelles les deux inconnues 9 et/ sont assujetiies à Ja seule 
condition d’être positives, et où Jes cocfficients vérifient les conditions 
suivantes : les égalités . 

‘ g=0o  Q—=—PR: 

A ‘ sont très près d’être vérifiées, et l’on à en outre - ? 

S?£R?, R>o. 

Nous allons.dès maintenant discuter ce système fondamental dans 
le problème de la détermination des orbites, en supposant toutcfois 
Exactement vérifiées les deux conditions ci-dessus relatives aux cocffi- 

_cients g ct Q. Tout revient à chercher le nombre des racines posi- 
tives de l'équation 

PP PR(pt+aSe + Riy 
lé radical qui figure ici élant positif, cc qui revient à dire que l’on 
à £ <1. Cette équation rendue entière devient 

SE) = FR) = (p— PY(E2+ 289 +R?) Pise 0: 
elle est du huitième degré, mais admet une racine nulle. Il s’agit de Savoir combien elle a de racines positives, vérifi dition p € P, si P est une quantité positive. 

. En désignant par f'(e) la dérivée de f(e), on a 

ant en outre la con- 

F'(P)=2(9—P) (PH 2Sp +R} [4024 (58 — 3 P)o + R?—3PS}, 
et comme g?+ 2Sb+R? ne peut s’annulcr d’après l'hypothèse faite sur, On voil que l'équation f'(?) = © à au plus trois racines réelles; par suile, l'équation F(e)=0 a au plus quatre racines réelles, et l'équation du septième degré f, (£g)=ocnaau plus trois. -’ On à en’outre . E / " 

APIEPRE fit) = 2PRU3PS he) 
le premier coefficient de f, (s) étant d’ailleurs positif. Si 7 » à . : . . fe 

lon aP<o,1 Équatuon fi(p) = 0 à au moins une racine infé-
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ricure à P, ct par suite deux racines posilives au plus; clle ‘en a une 

el une scule si3PS> RE. : 

Si lon a P> 0, l'équation a ai moins une racine supéricure à P, 

et par suite au plus deux racines positives ct inférieures à P; elle en 

a unc el unc scule cncorc sous la condition. 3PS > Rè. : 

En résumé, l'équation proposée en 9 - 
. 

ee P—PR(+280 +R) 2 : Le 

a au plus deux racines positiv es; clle en a une et une scule sous la 

‘condition 3PS > R?. 

Pour aller plus loin dans ectte étude, et faciliter le calcul des 

racines acceptables, faisons 

p . R S. 
=, PT p? : CR 

de sorte que 
te
 

2 mp =i—(mi+aomtkHi) ?, 

et considérons ç comme unc quantité donnée inférieure ou égale à 

l'unité en valeur absoluc. : | 

. Si l’on regarde me et p comme les coordonnées d’un point dans un 

plan par rapport à des axes om, op, construisons la courbe définie 
par cette équation, m él tntpositif, ainsi que le radical : cette courbe, 

.nous le savons d’après cc'qui précède, ne peut être coupéc par unc 

parallèle à à l’axe om qu’en deux points au plus. 

En supposant »2 très petit; un développement en série très simple 

donne | 

To p=36+(—5et)mes, 

et par suite la courbe part d'un point d’ordonnée 35 situé sur l’axe . 

op, avec une tangente dont le cocfficient angulaire est positif ou 
négatif, suivant que la quantité gs? est inférieure ou supéricure : 

u . 
à 3°. | | 

. En excluant le cas limite où 5 =—1, la fonction p est continue 

‘ pour-toutes les valeurs positives de m, et Lend vers zéro par valeurs 

positives quand m devient infini; elle s’annule uné seule lois pour 

mM—=—25, silonas £o. Fo 2
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7. Ces remarques suffisent pour tracer la courbe, qui a nécessairement, 
suivant les cas, l’une des formes générales ci-contre (fig. 4) : 

Ea formel correspond à — 1<{ 5 <£ — =: la forme II à — 7 <3<o; V8? 

la. forme II à oc < —: la forme IV à —_, <s£<1; d'ailleurs . V5? V5 . 
. I . - - . 
cs 47e... 

, 

L'ensemble de ces courbes n'a pas d’enveloppe autre que l’asymp- 
tote om. ‘ 

Dans tous les cas, on voit qu'à une valeur de p comprise entre o 
et 8c correspond une valeur de »m et une seule : c’est la condition 
trouvée ci-dessus pour. que l'équation proposée admette une racine 
acceptable unique. . . 

La Table VII des Pages 140 et 141 donne, pour & variant de 
dixième en dixième depuis — 1 jusqu’à +1, les valeurs de p-qui 
correspondent à des valeurs de » variant de deux en deux dixièmes 
depuis o jusqu’à 4 : elle permettrait de construire les courbes précé- 
dentes avec unc grande exactitude; mais son but principal est de fournir à simple vuc, pour des valeurs données dec ct de p, des valeurs assez approchées des racines: acceptables de l'équation pro- .Poséc, pour qu’on puisse aisément continuer Jcur calcul par les méthodes générales d’approximation. . : . | Si par exemple on veut appliquer la méthode. de Newton à l'équa- Uon-Primitivement donnée, mise sous là forme. : 

Fe pe HG pe F(e)= 8—P— STE = 0, -r= fe+2Sp +R. 

‘il'suffira de savoir calculer la dérivée 

F'(o)=1— Z. 3(Q+go)(p+sS) F)=r- + IAE +S) 5 . 

Si celle quantité est petite, c’est-à-dire si l'équation a deux racines voisines, le calcul demandera, bien entendu, quelques précautions, ct ne conduira qu’à une faible. Précision; mais ce cas ne se présente guère dans la pratique. oo
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CHAPITRE VIT. 
DÉTERMINATION .D'UNE ORBITE KÉPLÉRIENNE 
PAR TROIS OBSERVATIONS RAPPROCHÉES. 

33. Puisque l'orbite supposée képlérienne d’un astéroïde ou d'une 

comète M dépend de six éléments, il est clair qu’elle sera générale- 

ment déterminée par trois observations du point M, faites à trois 
époques connues, en des lieux terrestres donnés, et fournissant les 
deux-coordonnées angulaires du point M vu successivement de chacun 

de ces lieux. oo 

: Cest ce problème général, d’une importance capitale en Astro- 
nomie, dont nous allons donner une solution dans ce Chapitre, en 

. nous inspirant des récents travaux de MM. C.-L. Charlier (!) et 
F,-R. Moulton (2), qui ont mis en pleine lumière l'excellence de la 
méthode proposée par Lagrange en 1578, et trop oubliée depuis 
[Sur le problème de la détermination des orbites des comètes 
d’après trois observations (OEuvres de Lagrange, 1. IV, p. 439)|. 
Dans l'exposition que nous allons présenter, nous cherchcrons à réunir 
les avantages des diverses méthodes classiques, celle de Gauss, et 
celle de Laplace récemment reprise par M. A.-O. Leuschner ( Publi- 
cations of the Lick Observatory, vol. VID). - 

Le problème ne peut être résolu que par approximations suCces- 
sives, Car une solution directe géné alc’ présenterait des difficultés 
pratiquement insurmontables : la convergence de ces approximations . 
sera d'autant plus grande que les observations seront plus rapprochées; 

mais, d'autre part, il est évident qu’un rapprochement exagéré des 
observations diminue la précision des résultats. Sans insister davan- 
age pour le moment sur ces points, nous supposcrons d’une façon 

  

() Arkio for Matematik, Astronomi och Fysik, Band 7. (?) Astronomical Journal, vol. XXVNINT, ” Lo
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générale \ans ce qui suit que les intervalles de temps qui séparent les 
observations sont petits, cn nous réservant le soin de préciser plus 

tard l’ordre de cette petitesse. 

34. I faut d’abord indiquer comment on doit utiliser les données. 
Les coordonncès observées, celles qui-sont publiées par l’observa- 

teur, sont toujours Y'ascension droite et la déclinaison apparentes, o/, 
î', au lieu d'observation P, pour une date #/, indiquée g sénéralement 

en temps moyen local, mais que nous supposerons toujours rapportée 

à un même méridien déterminé, et exprimée en jours moyens. 

Ces données sont utilisées de deux façons bien distinctes, suivant 
que l’on ignore complètement la distance MP ou bien au contraire que 
J’on connaît celle-ci avec une approximation suffisante pour calculer 

le temps d’aberration et la parallaxe de M. Plaçons-nous d’abord 

dans ce second cas. En premier lieu, on corrigera les coordonnées «’, 
9" de la parallaxe, de façon à ramener l'observation au centre de la 

Terre, O'; on y arrive de la façon bien connue suivante. Soient £{ le 

temps sidéral local au moment de l'observation, &' la latitude géocen- 
trique du lieu P, 9’ la distance O’P de ce lieu au centre de la Terre, 

. rapportée au rayon équatorial terrestre comme unité; ces deux dér- 

nières quantités résultent de la latitude géographique + de P; les fac- 
teurs de la parallaxe, qui sont publiés d’ailleurs-en même temps 

. que l'observation, exprimés le premier en secondes de temps, le 

deuxième en secondes d’arc, sont 

Pé= nor cosu' sécè ‘sin 2 }, 

Pe= m2 sing’ cos Ô' — Gog' cos g'sinè cos(&— 4); 

en appelant w, la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du 
Soleil, égale à 8”,80. | - 

Pour corriger l'observation de la parallaxe, il suffit alors d'ajouter 

,. Poe Ps , 
à z'et & les deux quantités 7” 7” ‘en désignant par p la distance O'M 

qui est supposée connue d’une façon suffisamment approchée. _: 
En second lieu, on corrigera la date t’ du temps d’aberration, égal 

à ze, en appelant x l'équation de la lumière déjà considérée précé- 
. demment, et l’on substituera à la date 4’ la date 4 = #!— 46; pour celte 

date, les coordonnées œ!, 0! » corrigées de la parallaxe, sont des coor-
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données vraies. ]1 convient alors de choisir comme éléments de 

référence l’équinoxe et l'équateur moyens du commencement de 

l’année tropique à laquelle appartiennent les dates des trois observa- 

tions, ou qui commence entre ces dates : écci se fera, comme nous 

l'avons déjà vu, en appliquant encore à 2’ et à’ les nouvelles correc- 
lions | | 

1 . : - , 
— 5 + stansè sin(G+ax)], — gous(G+z). 

où /, , G sont les constantes connues de la réduction au jour, si du 
moins on réduit au commencement de l’année à laquelle appartient la 
date £’; si l’on doit réduire au contraire à la fin de cette mème année, 
il faudra commencer de la même façon, puis appliquer encore la pré- 
cession pour la durée de cette année, soit ajouter les deux quantités 

ï . 
5 (m+ ntangè'sina), ncosa', 

respectivement, en désignant toujours par m» ct n les précessions 
annuelles à l’époque considérée en ascension droite et en décli- 
naison. … 

.… Finalement, en appelant et à l'ascension droite et la déclinaison 
que l’on obtient après ces diverses corrections, on a les coordonnées 
angulaires de Ia direction O’M à la date corrigée t, pour les éléments 
de référence indiqués. Si alors X, Ÿ, Z sont les coordonnées recti- 
lignes correspondantes du Soleil pour la date 4, telles qu’on les trouve 
dans les éphémérides; si l’on désigne toujours O'M par g, et que l’on 
appelle x, 3, s'les coordonnées rectilignes équatoriales héliocentriques 
de M à la date t, on a les trois équations. 

" \ - . ° . F, PCOSO cos = r+X, pcosôsinz=y+Y, psinè=s +2. 

A la vérité, quand on réduit non pas à l'équinoxe du commencement, 
mais à celui de la fin de l’année à laquelle appartient.la date t, on ne 
trouve pas en général immédiatement les valeurs de X, Y, Z dans les 
éphémérides, mais il suffit d'ajouter. à celles relatives au commence- 
-ment de l’année les corrections — »e Y _— nZ,mX,nX, respertive- 
ment, 72 ct 2 ayant loujours 1 à entrant .. 

Signalons encore que, dans cortains ons, on fu É ic s' . - as, on fait la réduction des 
“observations au commencement de l’année décadaire la plus voisine :



  

=
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les éphèmérides donnent alors directement tout ce qui est nécessaire 

pour obnir ce résultat. 

Dans le\premier cas, lorsque la distance MP est entiérement 

inconnue, ohne peut procéder de la même façon. Tout d’abord, aù 

lieu de faire porter la correction de parallaxe sur les coordonnées 

observées, on la fait porter (et l’on pourrait faire de mème dansle pre-, 

mier cas) sur les coordonnées du Soleil, en-‘déterminant celles-ci. 

non plus pour le centre O' de la Terre, mais pour le lieu d'observation 

‘lui-même. À cet effet, il suffit d'ajouter aux coordonnées géucen- 

triques X', Y', Z! du Soleil, calculées cette fois pour la date même £/ de 

V observation, les coordonnées rectilignes équatoriales de 0" par rap- 

port à P, qui sont évidemment 

— wog' cos costs, . _wug'eusg sinéé, — mop'sins", . 

"la parallaxe © du Soleil étant ici exprimée en radians. 

En réalité,.les données 4 et o! sont l’ascension droite et la décli- 

‘ naison géocentriques de O'P, rapportées à l’équinoxe et à l'équateur 

vrais de la date, de sorte qu il faudrait leur appliquer la réduction de 

précession et de nutation pour les rapporter aux éléments de référence 

choisis; mais il est clair que la correction résultante serait insensible, 

au moins dans les conditions ordinaires. - 

En second lieu, la correction d’aberration porte sur la direction 

observée; celle-ci est corrigée de l’aberration des fixes, c’est-à-dire 

que pour la ramener en même temps au commencement de l’année à 

laquelle appartient la date #', on lui applique la réduction au jour 

complète, en ajoutant à #/ et à’ les corrections 

LUF gsin(G 4e tangd + sn 2 r sécà 5h 

—[g cos(G + a' )+ A cos(H + x") sind'+ £ cos], 

exprimées comme précédemment, avec les notations habituelles. 

1 y a d’ailleurs lieu ici, si l’on veut une grande précision, de tenir 

compte des termes complémentaires de l'aberration dus à l’excentri- 

cité du Soleil, c’est-à-dire d'ajouter encore aux corrections précé- 

dentes les termes très petits 

Fo —  L'sin(l' +2") sécd',—[h cos(H'-+ a’) sinê'+ &’ cos], 

ANDOYER ., : 7 ‘ 40 .
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_en faisant, entre les années 1800 et 2000, 

k'= 0",342, I'= 349°,7 — o°,o1G£, = — 0",026 — 0",0000{f, 

le temps £ étant ici exprimé en années, à partir de 1900,0. 
Finalement, désignons par #, à l'ascension droite et la déclinaison 

observées corrigées comme nous venons de dire; par X, Ÿ, Z les 

coordonnées du Soleil X’, Y’, Z' corrigées pour la parallaxe; par 2 

“distance PM; par £ la date £’ diminuée du temps d’aberration in- 
connu x6; par æ, J’, s les coordonnées héliocentriques de M, à la date 

inconnue l, toujours rapportées aux mêmes axes. Comme on sait 

d’après la théorie générale de l’aberration planétaire que «, à sont les 
coordonnées angulaires de la droite qui joint le lieu d'observation à 
la date 4’ et le point M à la date 4, le Soleil étant regardé comme fixe 

. dans l’espace, on a les mêmes trois équations que ci-dessus, 

pcosôcosx=r+X, pcosèsina= y+Y, psinô= +2. 

Dans tousles cas, il serait facile d'employer d’autres éléments de réfé- 
rence, et d'introduire par exemple les coordonnées écliptiques, en 
s’arrangeant même de façon que la quantité Z fût exactement nulle; 
mais l'avantage qui peut en résulter paraît bien léger, en raison des 
calculs nouveaux qui deviennent alors nécessaires. 

35. Supposons maintenant trois observations données, ct conser- 
vant les notations précédentes pour l’une d'elles, marquons simple- 
ment des indices r et 2 respectivement toutes les quantités correspon- . 
dantes relatives aux deux autres; faisons de plus 

. 0 an 
D : © (1) | À = cosô cosa, B=Cosôsina, . v—sin O7

 

+ 

de sorte que }, p, y sont les cosinus directeurs de la direction ob- 
servée, convenablement corrigéé. ‘ 

Les données du problème sont, avec les dates des trois observations, 
les neuf cosinus tels que }, u, v, et les neuf coordonnées du Soleil, 

w T 
L : telles que X, Y, Z. On a d’abord les neuf équations 

| àp =T+X, hs Xi, hage= La Na, 

BE YHY, up it Yi, Uapa= Va Ye, 
vp = 4+2, NP1= Si + Zi, VePa = 5+ Zu 

(2). 

Les d c _ ; . CS dales £, li, le, auxquelles se rapportent les coordonnées héliocen-
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triques z, ÿ, 3, ..., sont ou bien connues, ou bien inconnues; mais, 

dans ce dévnier cas, si 4”, 4’, , sont les dates mêmes des observations, 
\ 

\ 
on à Où x 

{3) te l'— #5, hi= t-on ta li — 49, 
T 

et les APproximauons suUCCCSSIVES conduiront rapidement, en raison 

de la petitesse de #; aux valeurs exactes de 4, li t», dont les premières 
F valeurs approchées seront {’, £!, 4. 

Conformément aux notations du Chapitre précédent, faisons 

.(4) T1—= Æ(ti— D, +2—= ÆE(ta— 0, tem (te th); 

en règle générale, on choisira pour £ la date intermédiaire, de sorte 

que Tr, et 7: seront des quantités respectivement négative et positive, 

si du moins l'on a 41 << fo. 

Aux équations (2), qui ne font que traduire les observations, il 

faut joindre de nouvelles relations qui expriment que les trois posi- 
tions M, M,, M: appartiennent à une même orbite képlérienne, aux 

dates £, ti, 12. Si x', 7', 3" sont les dérivées de x, y, 5, pour l’époque 4, 
calculées toujours comme il a été dit au Chapitre précédent, il est 
donc nécessaire et suffisant de vérifier les équations 

Ti = fit + gr, da far + gr, 

(5) N=AY+ ST, Ja= fi +8iÿ 
HE fs +815 HSE +85 

les coefficients fi, g1, fa, &2 étant les fonctions de 2,952 ,3,5, 

ainsi que de 7, où 7, que nous avons étudiées ci-dessus. Nous nous 

servirons aussi de la quantité analogue g, égale à figa—figr. 
Les neuf équations (2) et les six équations (5) forment un système 

de quinze équations à quinze inconnues, savoir æ, ÿ, S) Lis Vas So 
© Las Vas 323 Ds Po En TJ, 5°: une fois ces équations résolnes, on 

pourra déterminer les éléments de l'orbite comme nous l'avons vu au 

Chapitre précédent, en partant soit de æ, 7, 5, æ’, J" , 3, soit de x, 

Pis Sis Das Pas See | : 

: En éliminant tour à tour z’, 7’, 5 etx, y, sentre les équations (5), 

on les remplace par les deux groupes de trois équations 

L.— ali + F1T2— 0, 

(6) 5 PT Si BYE 0 

— F23 1+ F132—=0, . 

63
 

ÿ
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ct 

CO) gr'=fiti—firs, gf=fija fon gr =fin-fis 

Ces nouvelles équations, jointes aux équations (2) écrites sous la 
forme ; 

æ= hp —X, - = Moi X3, Ta = 202 — X3, 
(8) J=up—Y, Ji= Wipi— Ys, Ja= Ua02— Ye, 

3 = vp—2, HE V8 — 2, 32 Vis — 2, 

forment un système équivalent au système donné. Les équations (6) 
elles-mêmes peuvent être remplacées par trois autres équations équi- 
valentes que l’on obtiendra de la façon suivante. En ÿ portant les ex- 
pressions (8) des coordonnées Z, 3, 3, ..., elles deviennent 

ASP — Mrgi+ grip = &X — geXit gi Xe, 
(9) | REP — Sri asp SY — gaYi+ gi Ve, 

VEP— NSP VaS102 = SL — gala + gite. 

Regardant alors Pr Pis Pa Comme les seules inconnues, résolvons d’abord ces équations par rapport à 9; Si l’on fait 

A = GX — giXi+ gi, D SY— geVi+ ie, 

‘ SSL Sili+ 120, 
(10) : < À À: he À: de À 

SSlB mo DB pu pe 
v VI Va C | : 

il vient 

(1) | oo og\= D. 

- Puis, supposant 8 Connu, résolvons maintenant deux des équations (9), par exemple les deux premières, par rapport à 0; on aura | 4 “ 

(2) > PE Cube dep) = pg Ou hip) D ju A; 
et enfin tirons po, de l'une d'elles, soit la première, de façon que 
G3) | Pi&shi=pgà+ pes À ; 
ou bien écrivons, en déterminant Pr Comme &>, 

CPE) peOube pu) = pgQu dou) à XD — mA
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Les équations (11), (12) et (13) ou (13 bis) remplaceront les équa- 

tions (6) ou (9). | 

‘ 11 convient encore de remarquer que l’on peut supprimer l'intermé- 
diaire de æ1, y, 51, Z2, Jay 52, On ayant soin alors d'écrire les équa- 

tions (7) sous la forme 

| gr = fips — fai + feXi— fi, 

SY'= faite firme +feYi— Si Ye, 

: g3'= Jia êz — faioi + ali — frs ’ 

Enfin, si l’on introduit le rayon vecteur r comme inconnue supplé- 

mentaire, on a, d’après les relations (8), 

(4) ° rt= pt+2So +R? (r> 0), 

en posant 

A5): S=—(OX+uY-+v2), RI=XEYIEZ  (R>o). 

- 86. Avant d'indiquer l'usage des équations que nous venons 
d'établir, nous’ allons traiter un cas particulier qui nous monirera 

clairement quelle est la marche à suivre en général... 

Imaginons que les quantités +, et +2 étant très petites dû premier 

ordre, on veuille développer la solution suivant les puissances de ces 

quantités, de sortie que si 7 et Ta, tendent : vers zéro, on tombe ainsi . 

‘sur la méthode de Laplace. 

Il convient tout d’abord, pour donner un sens précis à cette ques- 
tion, d'écrire À, et À, par exemple sous une forme qui fasse voir net- 

tement que ?, 1, À sont les valeurs d’une même fonction du temps 

pour les époques £, £,, t:. On y réussit, et cela d’une façon syÿmé- 

trique, en faisant 
+ + 

} (2) 
ue À + As — Ti 2 

les coefficients X(1) et (2) étant déterminés par ces équations mêmes, 
de sorte que 

ju "ho AU res she 
AU ——— 7 TE» 

+ .2 7172 

ce sont.des quantités finies, car si 74 Ct To tendent vers zéro, on voil
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immédiatement que A1) et?) tendent respectivement vers les dérivées 
première et seconde }, X” de la fonction À} pour l’époque t, ces - 
dérivées étant toujours prises par rapport au lemps mesuré avec une 

ele 
- unité égalé à 7 jours moyens. En effet, on a alors 

ER RNCS ES 
1 
2 

dm à + Na LAeg dames . \e = SHAGH ES a+ A T2 Hess 

d’où ‘ 

1. = I ” 20) — + 5 ACTE ETS +..., AU2) — A+ 3 À: + 7.) Ho. 

on. voit de plus, par ces égalités, que les différences A1— ?', 
A@)— 7" sont en général du premier ordre, et deviennent du second 

. ordre dans le cas, que nous dirons spécial, où la quantité +, +72 peut 
. être considérée elle-même comme du second ord re, c’est-à-dire lorsque 
les dates des trois observations sont très sensiblement équidistantes. 

- Nous emploierons des notations analogues pour représenicr ti, le, 
Vas Vas Nu, Noyer | 

Dans ces conditions, on a d’abord 

XX : 
A=fu po nu |s OT Z = . - 2e fx AN Am], 

y D Vin 

1 

2 

° 0 | Ven - .. . | » : en convenant de n’écrire que la première ligne d’un déterminant tel 
que / k 

À XW ju) 
ppt) pt) 

v vw tn. 
| | | L 

D'autre part, d’après le Chapitre précédent, on a 

<3 F2 3 ! PT 1 = r 
diet — eh To To 2. —.! Gr r% 1 * So? *2 _ Gr pète.
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et après quelques réductions, on obtient 

+ 1 Li X  XG XX 
À = EX —galit giXs = 3 Ti To [xo+ à a+ ( 1+ T2) Ge TT à) +... ?» 

et des expressions analogues pour Bet C. 
On voit encore que l'on a 

(O0 
D=|A à d1=s[A x |, 

let par suite Péquation (11) devient . - : | È 

(a) ph AU A] | À À XE) E = L | 

en ne négligeant que des termes généralement du premier ordre, 
mais qui deviennent du second ordre dans le cas spécial. | 

Avant d'examiner de plus près cette équation, achevons la solution, 

et pour cela, faisons encore 

h 
pa ” ‘ . pt?) 

gi p+pln— Es T1T2 pan p + pag is. 

On trouve - 

î ho 
Âge —h8gr01+heg10r= 37m à [arvgin+ pH NE + TE +. . . 

 . | : ° ‘ l 
en ne négligeant dans le crochet du second membre que des termes 

de l’ordre +; + +2, ou du second ordre au moins. : 

Les équations (9) prennent donc la forme 

2 (Dot Dotri + AM 0 +  — = xe+ À À she 

os
 

en n’écrivant que les termes principaux. 
Résolvant ces trois équations aux inconnues e, et), gta) par rapport 

à 9, on retombe bien entendu sur l'équation (a) précédente : on peut 

. ensuite en tirer gtfi de bien des façons, en supposant £ et » connus, . 
et toujours dans les mêmes conditions d’exactitude; par exemple 

Fr 

_{b)- _ | 2p@[X AM 2] CEE RC . 

Enfin on a 

(ce) ee : æ=dp—X, J=m—Y,. 5 = ve —Z,
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“et par les équations (5 bis) : 

=. g'= ho + A9 _ XO, y'= pole ao YU, | 
(a). sat Joe VD — ZU, 

Toutes les inconnues fondamentales sont ainsi déterminées, et tou- 
jours avec la même approximation du’ premier ordre en général, du 
second ordre dans-le cas spécial : ce fait constant est au surplus 

‘intuitif, puisque, par raison: de symétrie, les termes du premier 
ordre, dans les divers développements envisagés, ne. peuvent 
dépendre que de la somme =, Te. - 
Revenons maintenant à l'équation (a) qui contient Iles deux 

inconnues o et 7. En déterminant P et Q par les relations 

PIX At x J=1Xx 210 LT l, QIX NN MZ) A  X }, 

on tombe sur Le système étudié au Chapitre précédent (n° 31) 

(e) | p=r+, : r2= pt+2So+Rt; 

Phypothèse q = 0 est vérifiée, et nous allons voir que l'égalité 
=— PR cst très près de l'être. En effet, la trajectoire du Soleil 

autour de la Terre est très sensiblement une orbite képlérienne, de 
sorte que les nombres X(®, Y(, 2%), qui différent très peu des 
dérivées secondes des coordonnées du Soleil, sont en réalité très Lee .  X Y. Z ‘ - voisins des va Sn, 2 ps à i diflé- es valeurs RG” qu d'après les équations diffé 
renticlles du mouvement képlérien rappelées au n°99 ; il en résulte 
bien-que Q diffère très peu de —PR3, ‘ 

En d’autres termes, le système (e) admet d’une façon très appro- chée la solution $6 — 0, r —R; et il ne faut pas s’en étonner, puisque, si l’on suppose l'orbite de la Terre rigoureusement képlérienne, et les observations faites au centre de la Terre, il est clair.que cette orbite est une solution parasite du problème proposé, correspondant à l'hypothèse B=pi=pa=o. . 
© Une fois le système (e) résolu comme il a été dit, la solution s'achève comme nous l'avons vu par l'emploi des formules (b}, (ce), (d). | Les considérations qui précèdent n’ont évidemment qu’une portée générale, et des difficultés Pourront se présenter qui en altércront la valeur. En se plaçant au point de vue purement analytique, ceci ne.
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peut arriver que si les deux solutions possibles des équations (e) sont 
confondues, ou bien si le déterminant [A9 32) | est nul. Mais il n° y 

- a pas lieu de discuter ces cas en détail, d'autant plus que la façon dont 
‘nous avons représenté Jus Do par.exemple à l'aide de 7, et +2 esten. 
partie arbitraire. Nous verrons plus loin comment les choses se pré- 
sentent dans la réalité, et c’est le seul point important. Pour le 
moment, nous nous contenterons des remarques suivantes. 

Si la solution des équations (e) est double, le calcul des inconnues 
peut se faire sans aucun changement, mais les développements sup-- 
posés suivant les puissances de =, et +, sont impossibles : en effet, 
l'équation (a), écrite complètement, est de la forme 

PPS Ek(its)+.., . 7 

en désignant par K(+, +=2:) les termes d’abord négligés du premier 

ordre; et si 80 est la racine double du premier membré égalé à zéro, 

la valeur exacte de 9 prend la forme So+ K'Vri+e+ L’ap- 

proximation des résultats se trouve diminuée d’une façon correspon- 

‘dante, et il en c$t de même si, sans être exactement dans ce cas, on 

en est voisin. : | | 

Le déterminant [x (1! 2 | s'annule en même temps que 
A=f2 A dl, c'est-à-dire si les trois directions observées appar- 
tiennent à un même plan. Dans ce cas, si ces directions ne sont pas 

confondues, on peut supposer les quantités À be — het et, non 

nee et les équations (12) et (13) subsistant, l'équation (11) devient 
—= — |A 1 }2 | = 0. Si cette équation ne se réduit pas à une identité, 

de établit une relation entre g, g1, g2 qui permet, plus ou moins 

facilement, de résoudre le problème; si elle se réduit à une identité, 

c’est-à-dire si les déterminants [X 4 à2f, [Na ke of, [Xe he », | 

sont nuls, le problème est indéterminé, l’indétermination étant du 

premier ordre; ces conditions expriment que les directions observées 
et celles du Soleil appartiennent toutes à un même plan. 

Si les trois directions observées sont confondues, on peut sup- 

poser À non nul; à la première des équations (9) que l'on peut alors 

conserver, on adjoint les deux relations 

1IB—umA=o,  ÀC—vA=0, 

_et l'on achève comme ci-dessus; les directions du Soleil étant néces-



154 | - | CHAPITRE VIL 

sairement distinctes, il ne peut ÿ avoir qu’unc indétermination du 

premier ordre, et cela dans le cas où ces directions appartiennent 

.avec la direction unique de lastre à un même plan. 
En résumé, le problème n’est indéterminé que si orbite considérée 

et celle du Soleil sont dans un même plan, celui de l’écliptique, 

.comme le montrent d’ailleursles considérations géométriques les plus 
simples, puisqu'il s’agit de déterminer une section conique admet- 
tant le Soleil comme foyer, et rencontrant trois droites données en 

des points tels que les aires des secteurs curvilignes déterminés par 

le Soleil et ces trois points soient dans des rapports donnés avec la 

racine carrée du paramètre de l’orbite. 

37. Nous pouvons maintenant aborder la résolution des équations 
générales établies précédemment. | 
Il faut tout d’abord calculer =, 1, +2 par les formules (4), puis le 
déterminant A; on formera à cet effet les trois mineurs Li Ve — Mo Vi 
Va ha — Ve us hit — do w, de sorte que 

AZ (ia pen) + u(2— Va) + V0hibe— dat) 

Ici, comme dans-tout ce qui suit, lès calculs se font directement 
avec l’aide d’une table de multiplication ou d’une machinc; ou bien 
par logarithmes, et la seule table auxiliaire nécéssaire est alors celle 
des logarithmes d’addition ct de soustraction. 

On doit observer que les données étant supposées connues avec un 
certain degré d’exactitude (en faisant abstraction des erreurs d’obser- 
vation), il.y aura nécessairement, d’après les développements du 
paragraphe précédent, lérsque les intervalles de temps +1 €t 2 sont 
-Peuts, une certaine perte de précision dans le calcul des mineurs 
Pia Movi) cs et que cette perte s’accentuera beaucoup dans le 
calcul de 4; de sorte que ce déterminant ne sera connu qu'avec un 
nombre de chiffres significatifs bien inférieur à celui des données. 

Si le mineur hipo— op est relativement bien déterminé, on 
conservera lPéquation (12) comme nous l’avons écrite; sinon, on lui 
substituera une équation analogue, dans laquelle le coefficient de g192 
sera connu d’une façon plus précise : mais nous continuerons à rai- 
sonner sur cette équation même, les changements qui peuvent devenir 
nécessaires se faisant d'eux-mêmes. L’équation (13) aussi devra être 
changée si le coefficient À, n’est pas bien déterminé. |
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fl faut encore calculer le déterminant D. Mettant les quantités g Gr 

£a, g sous la forme indiquée au n° 29 

2e Lt --r% -.L + 
eut; Sant; SSH) 

on a . ° 

. X° _  Y" 2" 
AZ X'+—: B Y+ ; C = L'+ 3? 

en faisant 

{6) X'=sX—sXi+ T1 Xo, X° = {X — 2 X Vi + ia, 

« sonsresserenrsesuesses sussocossenseseoeeeee) 

. de sorte que 

D = D'+ 2, 

avec 

(17) . D'=}!X hi de |; D'=}Xx" " de |. : 

Ces déterminants sont faciles à calculer, en les développant 

comme A. . . 
Les coefficients + Yi Ye n'étant pas connus, on les remplace par 

des valeurs approchées; en première approximation, on a. 

> 

a
f
:
 

| | La, si 
(18) =”? TT TG? 1=— 

et quand on connaît déjà une solution approchée du problème, on 
prendra les valeurs indiquées au u Chapitre précédent. 

Posant alors 

l D’ D" 

l'équation (11) s'écrit 

| (20) ce. pre LEE, 

et jointe à l'équation (14) forme le système étudié à, la fin du Cha- 

pitre précédent. Le déterminant D' est, comme À, connu avec une 
précision notablement inférieure à celle des données, ‘surtout parcé 
qu'il en est ainsi de X’, Y’, Z'; D'est très voisin de — D'R$,-comme 
nous l’avons expliqué ci-dessus; le coefficient g est petit en même 
temps que +. . | 

#
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‘Si l’on regarde 7, et =: comme des quantités petites du premier 

ordre, il résulte du paragraphe précédent que l est une quantité 

finie entièrement connue; Q ‘est aussi une quantité finie, et g est du 

second ordre, mais ces deux coefficients ne sont connus que d’une 

façon approchée. Si pour calculer +; +1, y: on est parti d'éléments 

affectés d’une erreur d’ordre à, ilest clair cncore d’après l'observation 

faite à la fin du n° 30 que l’errcur de. Q sera de l’ordre +3, ou 

même i+2 dans le cas spécial; quant à l'erreur de g, elle est de 
l'ordre 5+3 au moins; on voit par suite que, dans une première 

approximation, on pourrait négliger entièrement q, puisque alors 

celte quantilé est d’un ordre égal ou supérieur à celui de l'erreur 

de Q. Ceci montre bien que l'équation (20) fournira une valeur de & 
plus exacte que celle qui résulte des éléments déjà supposés connus, 
et, en première approximation, unc valeur approchée dont l'erreur 
sera du premier ou mème du second ordre : on a donc institué une 
méthode véritablement convergenle d'approximations successives, 
car la suite des calculs ne vient modificr en rien ce résultat. C’est 

d ailleurs, plus exactement, la petitesse des rapports ©, 

«1
 

+ 

ct non 
Z H

s
 

7 15 

celle des intervalles = Tis T2 CUX-mêmes qui assure la convergence, 
ainsi que nous l’avons dit au Chapitre précédent. Et l’on voit encore 

‘ que cette convergence-sera plus ou moins rapide suivant les circons- 

lances : en particulier, elle sera favorisée. par la petilesse de +1 +72 
relativement à +, et #2, et aussi par celle de 7". 

On résoudra l équation (20), soit en s’aidant de la Table VIT, soit 
. €R partant d’une valeur approchée de e. Une fois la valeur de g 
obtenue, le calcul s’achève sans difficulté aucune par les équations 
(12), (13), (8) et (3), en ne d’abord 7? par sa valeur corres- 
pondante dans les expressions deg, g15 72, À, B, données ci-dessus, 

- eten calculant le mineur À, — à \ pe Quant à à fi et f, on les obtierit 
--en les mettant comme a et 

n° 29 
82. ‘sous la forme indiquée à la fin du 

' . Fr g1 O2 É Art fPr=i+ 

ne en prenant pour 21, 2 les valeurs fournies | per la solution 4 appro- chée qui a déjà permis de calculer v Yu 2 d’après les formules (4) 

»
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du n° 29: en première approximation on a simplement 

v 
[E

t 

(an) ga=— D — 

. Hscrait évidemment illusoire de chercher à dépasser la précision 
que lon peut réellement atteindre dans la résolution de l’équa- 

-Lion (20); si les coefficients de cette équation sont connus avec 

- quatre chiffres significatifs, on ne peut pas compter sur une exacti- 

tude plus grande pour la valeur de’o. Toutefois, il ne ‘faut pas en 
conclure que les calculs subséquents ne doivent pas être conduits 

avec une précision. supérieure à celle que l’on peut obtenir dans la 

détermination de 6. Si l’on veut représenter les observations, c’est- 

à-dire vérifier les équations fondamentales du problème avec une 

exactitude égale à celle des données, il faut, une fois que l'on a 
. choisi une valeur de 9 vérifiant l'équation (20) autant que c’est 

possible, continuer les calculs avec une précision égale à celle-des 

données, du moins quand on procède à la dernière approximation : 

et c'est pour cela que l’on détermine 5: et p, en se servant des 

“équations (12) et (13) qui, pour une valeur donnée .de 2. per- 

mettent d'obtenir les meilleures déterminations des autres inconnues. 

Pour bien se convaincre de ce fait essentiel, il suffit de se reporter à 
la discussion élémentaire d’un sy stème d’é équations linéaires : si l’on 

4 

est dans le cas d’indétermination simple, les inconnues sont d’une 

façon générale toutes indétcrminées, si l’on veut; mais, quand on a 
‘ fixé la valeur de l’une d’elles, les autres en résultent d’une façon pré-" 

cise; et de même, si le déterminant des inconnues ne peut être calculé 

qu'avec une approximation relative inférieure à celle des coefficients, 

de sorte que les inconnues sont mal déterminées, il suffit, en général, 

de fixer l’une d’elles, dans les limites de son incertitude, pour obtenir 

. les autres et vérifier les équations avec une exactitude égale à à celle des 
coefficients. C’est ce que rendent encore évident les considérations 

géométriques les plus simples. 

La même observation s’applique à la détermination de # et 91 par 
les équations (r2) et (13), et finalement à celle de x’, y', 3° par les 
équations (5) ou (7 bis) : on y rencontre de nouvelles causes d’incer- 

-titude provenant pour p2 et 6, de la mauvaise détermination des 

coefficients de.(12) et (13), Aet Ben particulier ; el pour z', y',s5"de,
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la pctitesse relative des différences telles que fiT2— fax. Toutefois 
cette nouvelle incertitude sera beaucoup moindre que celle qui affecte 
la détermination de o. : . 

En résumé, il faut dire, pour être dans la vérité, que le problème 
proposé de la détermination d’une orbite, dans les conditions où nous 
nous sommes placés, admet une infinité de solutions, comprises entre’ 
certaines limites qui correspondent à l'incertitude de € principale- 
ment, mais aussi à celle de z', y', s!, et que toutes ces solutions 
représentent les observations avec l'exactitude même qu'on leur sup- 
pose : cette incertitude, plus ou moins grande suivant les cas, est 
inévitable. On obtient finalement non pas les éléments de l'orbite 

- cherchée, mais les éléments d’une orbite correspondant aux données, 
dans Ja mesure de leur exactitude supposée : et pour répondre com- 
plètement à la question posée, il conviendrait même d'indiquer dans 
‘quelles limites on peut faire varier la solution. Il est à peine utile 
d'ajouter que l'incertitude est encore augmentée, dans une plus ou 
moins large mesure, du fait que les observations sont affectées 

_ d'erreurs inévitables. : - | |: 
7 Quand on a obtenu les valeurs dex,y,3, x", y, :!, on peut déter- 
-miner les éléments comme nous l'avons dit au Chapitre précédent, ‘si 
du moins l’on présume que le calcül ne doit pas être recommencé. 
On peut aussi employer, si lon veut, la méthode de Gauss exposée 

“au n°28, en laissant alors de côté la détermination de‘z', 3’, 5! mais. 
les calculs sont moins simples que ceux du n° 27. En employant con- 

_‘Curremment les deux méthodes, on s’assurera de l'exactitude du 
calcul, et de l'inutilité de procéder à une nouvelle approximation. 

: Quand on procède à la première approximation, en dehors de tout. 
“autre renseignemént, il est inutile d'apporter une grande exactitude | 
‘aux calculs qui dépendent de la détermination de 9, puisqu'il est nécessaire de recommencer en corrigeant d’abord les dates d’obser-- 
vation par les formules (3); et quand même ces corrections seraient 
sujettes à de légères rectifications après une nouvelle approximation, 
9n pourra regarder les valeurs corrigées des intervalles de temps 7, Fi) Ta, Comme exactes, puisque, ? x LT » , 7 d’après le paragraphe précédent, les différences Pr — 0; p 2 P Se trouvent connues avec une approxima- tion du second ordre par l'apport à +4, +, ou même du troisième ordre quand les’ observations sont sensiblement équidistantes, ainsi qu'il arrive d’habitude. : | ‘
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Quand on devra procéder à une nouvelle approximation en recom- 
mençant le calcul, on se servira pour obtenir les nouvelles valeurs 
de y, Y1, Ya O1 &, des résultats de l'approximation précédente, et 
l’on voit, d’après le Chapitre précédent, qu’il suffira de déterminer, 
outre 7, l'y, lo, Les deux éléments «& et p, pour lesquels on a 

Il 
s
i
s
 

—(xt+ y+ st), P=r(rt+ yi+ 32) — (xx + yy'+ 33), J. a
.
 

. 

Si l'on retrouve, à des différences négligeables près, les valeurs 
de #, Zis Los Ji fe précédemment employé ées, c’est qu’il n’y a pas 
lieu de recommencer le calcul, et l’on peut procéder à la détermi- 
nation définitive des éléments. 

L’incertitude générale de la solution sera d’autant plus grande que 
les déterminants D et D’ seront simultanément plus mal déterminés; 
et il pourra se présenter encore une nouvelle incertitude relative à 
certains éléments, suivant les cas, comme nôus l’avons vu en traitant 
de la détermination générale des éléments. ‘ 

- 88. Un exemple fera bien comprendre l’application de la méthode 
précédente, et mettra en évidence les différents points impor tants 
que nous avons signalés. | 

Les données sont empruntées à J.-C. Watson (Theoretical astro- 
nomy, D: 266). La planète observée est Eury nome (i}; en temps 
moyen de Washington, les dates sont. 

1" = 1863 sept. 21,42570, 

2 A = » » 14,68079, 

| & = » 5» 28,38625. 

Les coordonnées sont rapportées à. l’écliptique et à l’équinoxe 
moyens de 1863,0, et, après les corrections convenables, on a 

0 , » \ 4 . 

x =16.0.25,19,  -Ô0 —2.52:27,62, 

&1=17.46.28,17, = 3. 8.43,51, 

ao = 15.15.41,03, ‘ 2
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Lo . ‘ FeTers © : 

Pour le Soleil, les latitudes sont nulles, et l’on a Y à 

| 0 4 _ _ Le Dates 
O —158.35.18,74, R ={[o,0011656], ©, { 

O1=173. 0.332,23, Ri=[o,0021056] res 

O:=185.25.36,90, R: = [o,00023;8]. 

en désignant par © la longitude, parR le rayon vecteur. 
© Enoutre, Fo 

_ L k=1[2,2355814 ], . - 

et l’on a pour l'équation de la lumière, d’après Watson, 

2=[3,56052]. 

La précision des données est évidemment illusoire : nous l’accep- 
terons cependant pour développer les calculs. 

On à d’abord, en représentant toujours un nombre par le loga- 
rithme de sa valeur absolue placé entre crochets, et suivi du signe — 

quand ce nombre est négatif : | 

X=[0,0010354—], Xi ([T,9978679—],  X2= [T,9982867—], 
Y=[3,3900968 ],  Y:=[T.r4515:8 ],  Y2—[2,9760188—], 
Z=0o,., | Z1= 0, 23=0; 

À = [T,9807981], - M [T:9871032], A2= [1,9839776], 

= [T,4572143], . m=[T,4840313], ue [T,4199185], 

"= {2,7002332], 1=1[3,73933;7], = [2,6174688]; 

BAŸ2 — avi = [4,9510262—], Ve vh = {2,02;66261, 

Mp—dhime= [3,6407195—], ju — pie [7,2823699]. 

- 11 vient alors | 
A = 0,000006768, 

sans qu’il soit possible d'affirmer l’exactitudé du dernier chiffre. En 
conservant, pour éviter l’accumulation des erreurs ducs à l'emploi 
des tables, un chiffre de plus qu’il né serait réellement nécessaire, on 
adonc [ 

A = (6,83046], 

mais en réalité la précision que l’on peut obtenir est au plus celle de 
quatre chiffres significatifs.
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D'autre part, pour la première approximation, on a 

<={1,3324750],  =1={1,0645%:6—],  <+—[1,0;82250], 

d’où, avec l'exactitude suffisanteici: °: | ° . 

t=(8,33927—1 vi=(d,4155], = 14,45650—], 
AT [3,8281—], 2 [5; 8554—]; 

puis LU . : 
X'=1(3,205;28—], Y'—[5,61813 |], Z'= 0, 

N'=[3,21625 ],  Y"=(5,58312—], Z'—0,. 

: D'=(G,2;315],  D'=1[6,27369 —], 

Pæf(o,0705$], Q=—Tfo,070;6—],  g = 1[3,9668];. 
de plus, 

R?=[0,00233], S=[T,9:8631. 

La Table VIL montre alors que équation (20) a une seule racine 
positive voisine de 1,0, et l’on trouve facilement ensuite 

£ = [o, 01387], r={[0,30303]. 

Poursuivant cette première approximation avec cinq décimales, on- 

a successivement - 

— [T,37198], 1=(7,064$4—1), Si [T,07810], 

fi=[T:99961], Je [T:999627, 
A=1[3,1409—], B=1(5,56569], : C=o:. 

21=[0,02711], : 62=[(0,00419]; 

/ 

et l’on peut vérifier la relation 

Vge —VSipi+ ngir= G, 

. qui n’a pas été employé ée pour le calcul de o et pe. 

On'a ensuite 

_æ= [o,29890], æi=(o,30259], -‘æ:=[0,29429], z'= [T,2063 —], 

7 =17,43345],  -ya= [T,26658], y:—[T,55649],  y'=[T,87173 ne 

z=[5,suol, 21==(3,70645],. 3:=—[3%,65166], += [3%,76001—]; 
r={o, 30304], ri= [o, 30460),  re=(o, 30154], ‘ 

et l’on peut constater que les équations (G) 6 sont. vérifiées. 

On en déduit . . -. 

. z'+ y se [T,765751, æz'+ yy'+35"=[T,o831—]," 

ANDOYER | ‘ L 11
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et °c | 
‘ a =[o,38481],  p=—[o,36912]. 

Les dates corrigées sont alors 

t—21,41975, 1 = 14,67466, .&= 28,38043, 

et pour procéder à la seconde approximation, on a d’abord 

T=(1,372848], + [T;0615692—],  =5=[T,0782331]. 

_ Par les formules du’n° 99. il vient en partant des valeurs de », :$ 1071 ; ; P l 87 &1: &2 déterminées ci-dessus, et que l’on constate n’avoir pas besoin _ de corrections pour atteindre le but actuellement poursuivi : 

    

. — # _ Fe — _ . —Ÿ = 0. 
sin = [2,650], sin = = [3,340—], sin 2? 5 = [2,357], 

VO Heu L'ees Um _ 7, — = 
sin ———< = [2,576], sin AE = [3,26;—1, -- sin “= ue = [2,282]; 

TE CB83917—1, 1 1(7,41322], T2 ([4,458;9—], 
h . Di [3,82655—], 0, [3,85689—]. 

Ile résulte | Co . 

\ 

Ne [8,205;38—],. Y'=[3,61931 ], Z'=o, 
X7= [3,21609 } : Ye (5,5;9g11—], L= 0,7 

°D'= [6,27376], : D’= [6,27270—], 

P=[0,07082],  Q=[0,06976—], = [3,9667]; d’où 
4 . . . 

oo p = [o,01445], r = [0,30333]. 

.. Poursuivant le calcul avec l’approximation qui correspond à celle des données, en partant de la valeur ° . . | 
8 = [0,0144500] ° 

arbitraire dans une large resuré, car On ne peut même pas répondre de la quatrième décimale, on aura 7 | ST 

= [T:3719806), … 81 [T,0644499-1, “y, [T,0781047], 
fi= [T:9996415]; fi= [T,9996155], 

ASS) Be(5,56:65) Co, Pi [0,0277154], pa [o,00:383], …
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et | 

- æ=[(0,2991814], æi=[o,30289141, æ2= [0,2945577], æ'= [T1,208066 —}, 

J = [430920], y1=T[T,2676497], y2=[T,5568934], y'=[T,8714256 ], 
2=1[5,914683%2], s1=(3,76;0531], 5:=[3,6522071], 2'=1[3,560662—]. 
r = (0,3033304], | | = 

d’où, par le n° 27, les éléments suivants, le moyen mouvement x 

gant exprimé en secondes, et l'anomalie moyenne M se rapportant à 
l’époque 

o s + ‘ 

a=[0,38493551], = 9206.59.45,75,. € —[T,275272), 

P=To,3692257], = 4.28.42,99, . M—— 20°8'52",21, 

n = [2,9726039], &w = 190.20. 33,99. | ” 

La méthode du n° 28 conduit'aux mêmes s résultats, à à des différences 
: insignifiantes près, inévitables d’ailleurs. . - 

En partant de ces valeurs, directement, on trouve 

. à . - ne 
9 —=—929.37.28,00, r —[o,3033305|, 

. Din — 32, 751,67, ri= [o,3049123], 

Ve —97. 1. 9,20, ra [o,3018161], 
et” ‘ co ‘ . | 

o , - n o 

a æ16./40.25,21, à — 2.52. 27,62, pe ={[0,0144500], | 

a=17.46.28,18, d= 3. 8.43,50, pi [o,0277155], 

_æ=15: 15. 14,08, d1= 2.32. 42397, p2={[0, 00473861, 

de sorte que les données sont représentées aussi arfaitement que P 
possible. Les éléments sont cependant fort incertains, et cela de plu 

sieurs façons. - 

En | partant par exemple de la: valeur 

7. _p= Le: 0143500], 

‘on aurait 

et 36ég020, - 5 = 206.59.58,29, -e = [1,254], 

= [0,3692031r], Î= 4.28.36,83,  M=— 200548", 41, 

Le “= (2,9726523], «= 190.15.42,06, D 

et l’on en déduirait 
L CE \ D es 

° æ ==16.40.25,21, 0 = 2:52.27,62, 

2=17.46.28,18, - 013. 8.43,52, 

Plat e ae=m18:15.44,08, Go 2.32.42,99
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Ce résultat suffit pour montrer que l’on peut faire varier les élé- 
ments dans une très large mesure sans cesser de représenter les 
observations, surtout si l’on tient compte de leur précision réelle qui 

n’atteint certainement pas une seconde d’arc. 

89. Quand l’astre observé est une comète, il arrive le plus souvent 

que la première approximation donne pour Je demi-grand axe @ une 

valeur très grande. Si l’on juge alors, d’après les limites d'incertitude 

indiquées par la solution, qu’il est possible de déterminer‘ une orbite 

rigoureusement parabolique représentant les observations avec une 

exactitude suffisante, il y aura avantage à faire effectivement celte 
détermination. - - - 

On peut à cet effet employer la méthode générale suivante, qui 

s'applique encore si l'incertitude de la solution primitive est telle 
qu on ne puisse même pas déterminér une orbite approchée, ou bien 
si l’on veut a priori calculer une orbite parabolique, ainsi qu'on le 

fait d'habitude quand il s’agit d’une première détermination. 

Reprenons les équations (o) écrites sous la forme 
. . ; 

.U=o, V — 0, W=o, : 

‘et en désignant par Xo, Yo, Lo, trois quantités arbitrairement 
” choisies, résolvons par rapport à p1 el p2 les deux équations qui 

résultent des précédentes par la combinaison 

U_v_w 
VV 2 

ES 

On Xbtient ainsi, en meltant pour À, B, C, leurs valeurs 
X+ 3 +, indiquées précédemment, | 

: & 
BAUME ++ Spa agp+bi+ À, 

avec | 

&1Xo A Ll=]X À de |, az | Xo À X:l=]X0o À A1 |; 

bi]Xo hi hl=]X0 de X° |, nu b:1X0 2 Àsl=1X0 }4 X'[, 

ci 1 Xo h 2 | = | Xo de. X°1, C2 | Xo 2 1 A21= [X0 NT X° L 

Portant ces valeurs dans les équations (61 bis), il vient 

= E . Re " s'=tp+p+Ë, Je np+n +, DavreeE, 
. . 1 \ ep
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en posant 

= ra Era, . 
ot d 3 re Le 

F L(AN + Hu Ht), 
? ° ë1 8 

r=2(f des Æue), 
a 
? . #2 

et déterminant de même, ñ/,n"; G g A 
De’ plus, on a toujours = 

æ=dp—X, y=ur—Ÿ, 2=v9 —2, 

re p+92So+ R2. 

L’orbite qui correspond aux valeurs æ, 7, 3, &', 3’, s' résultant du 

choix d’une valeur de $ sera une parabole sous la condition 

ï ‘ 
JS = se re 33)—-=o. 

‘IL faut donc déterminer » par la résolution de cctte équation, ce 
. : ù P q ? 7. 

qui n'offre aucune difficulté, surtout si on connaît déjà une valeur. 
. approchée de & fournie. par l'équation Ge): dans un premier calcul: 

Dans tous les cas, on pourra appliquer la méthôde d’a roximation ; P pPphqu P 
de New ton, en calculant la dérivée f'{e) par la formule " 

- ‘ +S DE y'a a JO E+yr +st+ 0 1 sÉERITEEE), FIRE 

Connaissant 2: on a immédiatement CTRÉET æ!, 3" ; s'et, par suite, 

les. éléments de l'orbite; on a aussi 4, £a, et enfin y, is 513 Las 

925 32 par les formules (5), qui déterminent les points de l’orbite 

correspondant aux époques {4 et La. : 
Examinons de plus près les coefficients des expressions de 01; Pas 

x, Y!, F en fonction linéaire de 9 et de = a; €t pour cela, supposons | 

que ri et 7, soient de petites quantités ‘du premier ordre. On peut. 

: développer la solution et les données elles-mêmes suivant les puis- 

. sances de ces quantités, par exemple prendre pour k, et des déve- 
4 : loppements de Ja forme 

Mt +2 Ti, am À NH Me +... 

On voit alors que «&, et a, sont des quantités connues, et l’on peut. 
.



- Si l'on détermine x,, y 

166: . © CHAPITRE VIL 

leur donner des développements tels que 

di = 

a
l
s
 

G+aisi+ este +...), A2 = (LH hi ah rate), 

puisqu'elles ne font que’s’échanger au signe près quand on échange 
les indices ï'et.2, et que leurs parties principales sont en évidence. 
: De même b, et b, sont des quantités connues et, d’après les déve- 
loppements du n° 36, de la forme ' | 

db; = Tite( do + b! *1 + Dhrs+...), .be= 172 Do + Dit + UA Ti. ). 

Quant à c, et c>, ce sont des quantités qui ne sont connues qu'avec 
une certaine approximation, développables d’ailleurs sous la même 
forme que b, et be. . . - 

© En poursuivant ce raisonnement et se rappelant les expressions de 
Er Ets Las as fe, On voit finalement que les coefficients E£, £", £" sont 
tous. des quantités finies, développables suivant les puissances de =, 

“et 72; de plus,-si, comme au n° 80, on part d'éléments connus avec 
une erreur d'ordre d-et que l’on emploie les valeurs de La Lis Los 
fifa qui en résultent, en même temps que celles de Ys Yo Y2 néces- 
saires au calcul de .X", Ÿ°, 2”, l'erreur de &, &', €", .…. sera de l’ordre 
t+-1, et même, par simple raison de’sÿmétrie, de l’ordre £ + 2 dans : 
le cas spécial où li somme =, +, peut être regardée comme du 
second ordre. Par suite, les conditions requises pour instituer une méthode convergente d’approximations successives sont bien véri- 
fiées, comme noùs l’avions supposé implicitement. Si l’on faitune Premiêre approximation en dehors de tout autre renseignement, on prendra simplement L 

| « oi T r3 -3 -=3 ET SIT Lit, fi= fi, Ÿ=— 5? =— m=— + 
Supposons les approximations successives menées à bonne fin, et Comparons aux observations les positions. que l’on déduit de l'orbite calculée. 11 est clair que l'observation moyenne est exactement repré- _sentée, tandis qu’il n’en est pas de même des deux autres, si du moins. la solution parabolique ne correspond pas exactement aux données. + 

13 $13 La as 52 par les formules (5), ainsi . que nous l'avons déjà dit, et que l’on fasse | Ce ue 
Pi=xi+ Xi— hpi, Pr dot Xe— aps, 
QG=yi+ Yi pupi,.… Q=yr+ Ye— fr Pa, 
Riz se Zi—vipi, Re 23 + La ape,
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il résulte manifestement de-la marche suivie que ces quantités ne 
seront pas nulles en général, mais que: l'on aura seulement 

Eur Ele QG , SiBigiRe, 
Xo Yo . ‘Lo 

avec 

- Le BP Pr AQU Qu A fo 

c 'est-è-dire, en désignant par sun facteur de proportionnalité, 

| Pin fioXo, Pe= fo Xo, 

. Q= f15Yo; Q:= f25ŸY0 

à h Ri= f192o, Re f29 20. 

En d’autres termes, si l’on revient aux quinze équations fonda-. 
mentales du problème (2) et (5), les six dernières équations (2) ne 
sont pas vérifiées, et 1 on voit par ce qui précède, comment elles ne : 
le sont pas. 

Si maintenant nous appelons x, pl, 9 1 EE et d, ul, Var P, les 
quantités analogues à Ai, is Va, O4, <.. qui. résultent de l'orbite 
calculée, et qui par suite vérifient les relations 

…., . + Xi pi=o, 
on aura donc 4 

ee hp fieXo Mph—hipre fas No, 
esse esse ep nossveseseereesese 

” Ces relations donnent 

[M M Xof=0,_ Le À2 XI= 0 

/ 

s UE à kl= 2 LAS Xi de |. 

ce qui montre que: : 1° la direction calculée Q, U ,%) et la direction 
- - observée (us Bi, V1) sont dans un même plan avec.la direction 
 (K, Yos Lo); 2°. de même, les directions (X!; He %), (os Los Va), 

(Ko: Yor Zo) sont dans un même plan; 3° les sinus des angles que 
font les directions calculées (Xp, #) (9 es V2), avec le plan 
des deux directions observées (1, CIFRADE ( 2 es Va), sont propor- 

tionnels à fe LA c’est- à-dire que ces angles sont sensiblement 

z 
ég gaux; ils sont d’ailleurs petits en même temps que ç. : 

Le calcul se simplifie notablement si l’on choisit Xo, Yo, Zo d' une
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façon particulière. Prenons en effet ces quantités proportionnelles 
à À, B, C; il reste simplement 

Sfr ‘SifIT ASP, 
dE +E, 

= n x ° I 
a ne = — (/2X fi Xe), …., 

82 o L 

et en faisant 

++ 6, P+nn+ te, Ernie K, 

l'équation en e dévient ‘ | 

| | POE L(Ga+ 21e +k)—! =, 

et rendue entière serait du sixième degré; sous cette forme, sa réso- 
lution n ‘offre aucune difficulté: l'expression de la dérivée de f(s) est 

oc . LEGER EEE. 

À la vérité, on ne connait pas A, B, C; mais il est clair qu'il 
suffit de se servir de-valeurs approchées de ces quantités pour obtenir 
une méthode légitime d’ approximations successives sous la forme pré- ‘ cédente. -. 

: Si l’on fait.une première approximation en dehors de tout autre renseignement, les intervalles de temps =,,°+ étant suffisamment 
petits, on pourra prendre X$=X, Y,— Y, Lo=2, puisque nous Savons que l’on a d’ une façon t très aphrochéc 

-1 -{ I I -* 

mais dès que l’on connaîtra des valeurs plus exactes de > se servira des formules générales 
Sr Er 82 on 

e : : A Xi iX Less 

| Bien entendu, ce” procédé si simple cesse d’être utilisable si Pin- certitude que l’on rencontre dans le calcul du déterminant [Xi Xe = devient trop considérable; et d’une façon : générale, les réflexions faites au n° 37 sur l’inceititude de la: solution trouvent encore leur:
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place, quoique dans une moindre mesure, quand ils ’agit de déter-. 

Miner une orbite parabolique. - mie ao 

La projection sur la ‘sphére céleste de la trajectoire géocentrique 

de la comète calculée par la méthode précédente passe par Ja position 

moy enne observée, et par deux points voisins des positions extrêmes, 

” soumis aux conditions trouvées ci- -dessus. Il peut senibler préférable 

que la trajectoire calculée passe par les deux positions extrêmes 

observées et par un point voisin de la position moyenne. Pour- 

“obtenir ce résultat, il suffit de modifier ce qui précède de la façon 

suivante. Au lieu de déterminer x, y, 3 par les premières for- 

mules (8), servons-nous des formules .(6) et des dernières for- 

mules (8); de façon à à avoir 

gx = grQugi— 1) — gi(h2p2— Xe), ... 

c'est-à-dire | 

| Taug+e, Jafo+f, -s=%+7, 
avec ° ee 

at =" h1@— ho, ..…. 

1 . _ c € - . 
= z [season (e1+ ) (ue le 5 

on peut faire ainsi, parce que la quantité. h,C, — C2 est du troi- . 

sième ordre par rapport à 7, et 7, de sorte qu'il suffit d’une valeur 

approchée de r pour calculer a. 

On a alors LE 
k .._ .. eDe+oEc+rF, 

avec | | L 

D=a+pt+ y, made pg + y F=ustfpe.: 

et l’on continue de la même façon que ci-dessus, en mettant cette 

none expression de r° dans l'équation f(e) — 0. | 

L'or bite est déterminée par les éléments . 
# 

, > E T=as +", …. 't+t+Ë, tons 

Les positions extrèmes calculées ‘et observées coïncident, d’après la 

marche suivie; mais il n’en est Pas de même des positions moyennes: 

si l’on fait : : 2 

P=r+X—}s, Q=y+Y—ue, R=z3+2—1,
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on a seulement. 

ce qui montre que ladirectionmoyennecaleuléeetladirection moyenne 
observée sont dans un même plan avec la direction (Ko: Vos Zo). | 

“Si l’on simplifie le calcul comme précédemment en choisissant les’ 
quantités Xo, Yo, Zo proportionnelles à A, B, C, il reste 

= 1141 — do, = —(S1Ni— gaX1), 
à .ù : 

Un exemple va nous montrer l'application de ce qui précède. Les 
données sont encore empruntées à l'Ouvrage de J.-C. Watson 
(p- 199). La comète. observée est la cinquième de 1863; en temps 
-moyen de Washington, les dates corrigées de l’aberratiôn sont 

t = 1864 Janvier 13,25682, | 

= » » 10,30837, 

la » » 10,29299. 

. Les coordonnées sont rapportées à l'écliptique et à l’équinoxe . 
moyens de 1864,0, et après les corrections convenables, on a 

. 4 =302.571354,. à = 5539330, 
Gi 55.46.58,4, 

.@= 310.31.35,0, de ‘59.38.18,7. 

I.
 

©
?
 :
 

41 297.52.51,1, 

| 

Pour le Soleil, les latitudes sont nulles, et avec les mêmes notations 
que précédemment, ona . . . / 

5 , . | 

© =0293, 7,53,1, R = [T,992830]; 

Q1= 290. G.24,7,  Ri=[T,992763], 
O:= 296.12,15,7,, Ro — [T,992916]. 

1] en résulte | ee ° 

1,012618 |], = [3,708111—], ° == [3,71503 ds 
- . À 

I
 

=! 

À = [T,463943 ], Xi=[T,419899 ], 22 [T,516460 1 
HU 6%2097—1 pi [T 696606], js = [r,584556—7, Y= [T;926799 ]. = [T,917460 }, Va [T,935933 ], :
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et | | | | 

X=1[1,58;067 ],. Xi = [T,529049 b À X2= [T,637920 },. . 

Y = [F,956128—], _Y = [i ,965451—|], ‘ Yo [T,915817—1, © 

Z=0, : 2=0, Le=0; 

ce sont les données proprement dites du problème. 

=. Appliquons d’abord la première méthode simplifiée; les quantités 

fixes nécessaires sont ‘ 

PV — pv = [T,046058—}, Hha— V2hy=/([2,6502{0 |], 

Wear =(2,797151—], . vhs =(2,421245 ], 

Bi iv = ([2,688426. ], hi — À. =[3 26677415 

| S=1{r,714717—1, R=(T 985660]. 

Pour la première approximation, on prend 

ES =» 81—= T1 2.72; fi= f2=x, Xo=X, Yo= Y, Lo=Z; . 

d'où 7. | 
ai=([T,760860],  a2=[1,630036—], ‘ . " 

- OE=fT25—],  =(0,3643 J,. 6 =[o,2968—]. 
g= [T,9711—], | n'=[1,5983—],. Lo, 

G=[0,9689 } H = [T.8355—}, K — [o,0139], 

_ 

et 

70
 =(1,6;%8],  r=[T,9229]. 

On a ainsi une première orbite parabolique déterminée par 

æ=(T,395o—]; x’=[o,0084—], 

J=[{(r,8%08 ], J'=1T;8405 ], 

ST CT:59906 | | J z'= [T,9696—1. 

Pour procéder à une seconde approximation nécessaire, mais défini- 

tive, nous avons d’abord 
“ J ù 

. 

rr'= {[1,5605], Vi=(o0,3781], : p—=[o,1882}, . .2. 

et par les formules 
2 
t ce _ . 

EI “0, SIT AT Gr? ss 

ris rfi ter fiat + V85 .. 

}
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il vient | | { 

J1= fa={T,9990], "g1=[2,7078—], &2= (2,714), g ={T,o1131, 

‘ ri [T,9122], l2—= [1,9352]; 

de sorte que, par le n° 29, on a plus exactement 

Jfi=1{T;999010], fa [T,999030], ù ° 
CS IDonsie],  g1=(%,307777—1,  g:=[(5,714718], 

d’où Ci | 
: A =1(5,525—], B= 15,904], C=o. | ! 

Recommençant alors le calcul en prenant 

Xo=1, Yo [o,3;9000—], L5= 0, 

On à successivement 

Ai = {T, 760971], A2 = [T,G29894—], 

= [T,254504—1,  n=[o,36155 ], £= [o,297159—1, F=L0071877 1, n'=[T,69906—1, Leo, 
© Gæ[o,g6goi7 ], H=[T,8753;2—], _K=1[0,014646 |, 

8 = [7,672182], r = [T,y2286;]. 

Les éléments de l'orbite parabolique cherchée sont donc finalement 

æ = [T;397105—], æ'= [o,00891;—], 
JE UT,Si0982 ],. y [T,839341 ]. 

[T:509281 <= 1T,969661—]; 
et l’on a de plus | 

g1= [T,73004;],. Pr — [T,Go5gn1]. 

Pour vérifier que l'hypothèse d'une orbite parabolique est justifiée, - calculons x, 7, #13 T2s JesSs d’une part par les formules (5), et. ? L . ue 

. 
d'autre part par les formules (8);ona par les premières 

PE [041777 œe [T, 450841]. Ja ÎT,817282 ], Ja=[T,861932 ], 
HZ [T,64505 ],. :,— [T,541846 |,
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et par les secondes 

Ti [T,294172—], La [T,479839—]. 

J1=[T;817278 ], Y2=[T,861928 |, 
.n=[T,647507 ],i 5:=[71,541848 |. 

Ce résultat est entièrement satisfaisant, et l’on constate que les diffé- 

rences entre les deux valeurs d’une même coordonnée satisfont aux 

conditions indiquées ci-dessus, dans les limites de l'incertitude d'un 

calcul à six décimales. ‘ 

Dirigeons maintenant le calcul de façon à représenter exactement 

les observations extrêmes. En raison de la plus grande simplicité des 

opérations, il y a tout avantage à faire la première approximation 

comme ci-dessus, Les logarithmes de S et R? n’ayant plus besoin que 

de quatre décimales. - - 

On aura ensuite, en n’écrivant que les nombres nouveaux : | 

x=[1,46{984 ], 8 =1[1,653712—|, y = [7,926800], 

a'= (1,587431—], = [T,956803 ],. Y'—o, 

D=fo,000830 |, KE=[1,716581—], F = [T,986407|, 

| 8 —=[T,672484], - r=[T,922861]; 

æ = [T,397100—], z'= [o,oo8g17—], 

Ji=[T,8i0958 J, y'=[T,8393$7 ], 
= [7 599284 }, 3'=[1,969663 —]. 

Les équations telles que 

æi hp Xi fiz + gr . 

sont vérifiées, et l’on a : 
‘ Xe —X=[T,39;101—|, 

ue —Y=[1,8{0981 |, 

. 
0
 

S | ve— Z=[T,500283 ]. u 

40. Lorsque, dans le cas général, il devient pratiquement impos- 

sible de calculer 9 par l'équation (20), en raison de la trop maux aise 

. détermination des cocfficients, il est nécessaire d’avoir recours à une 

quatrième observation, ainsi qu’on le voit immédiatement dans le cas_ 

limite où l'orbite de l’astre observé se trouve e précisément dans le 

‘plan de l'écliptique. 7 

Indiquons brièvement comment on peut diriger le calcul dans ces : 

conditions exceptionnelles, assez rares en réalité.
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Soit #, la date d’une quatrième observation : nous conserverons 

toutes’ les notations précédentes pour les quantités qui dépendent des 

trois dates 4, £i, le, Ct nous marquerons d’un accent les quantités 

analogues qui dépendent de £, t, te, de sorte que l’on aura par 

exemple ., , , , 
: . = AC — 0), == (tt), 

toutefois, afin d'éviter toute confusion, nous introduirons une légère 

modification dans les notations, en écrivant, au lieu de X'et X”, ..…, 

XIE SX —eXi+ Xe, ° XE)— YX— "ait Xe, …. 

-et par suite 

VOEUX — XI HT Xe, ND Xe NE y No, sc. 

Reprenons alors l'équation (12), qui s’écrit 

op) (a+ L pa(kiB2— hot) (a+ 1) 

2 : Lt YU) | x) 
| e Ce kim) (+ 1) + à Gu+T —u(x0+ 2), 

c’est-à-dire 

- g=as+b+ + ; 
€ + do das 

D 73 NN 

sans qu’il soit nécessaire de détailler les valeurs évidentes des coeffi- 
cients &, db, c, d, d:; «& et b sont exactement connus, tandis que €, 

| d, d, ne le sont qu'avec une certaine approximation, celle de y, y;, 
Ya si les intervalles de temps sont regardés comme dé petites quan- 
uités du premier ordre, & est une quantité finie, b et c sont du pre- 
micr ordre, d el d, sont du second ordre. - ‘ 

La combinaison des observations faites aux dates t, t,, te donne 
unc équation toute semblable Se ‘ 

  

* , | on ,. € d’'o d’ g=a'g+v+ SL TP, dis, 2 £ + r3 r3 r3 > 

en égalant les " ° “une é to: à dé CR égale " deux valeurs de £, on à une équation propre à déter- 
miner e; elle cst toujours du même type (20), sauf qu'il y figure un 
vetit terme en =; mais: : ê cé i é 

I A si NUS ce terme peut être remplacé sans inconvé-
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nient par une valeur approchée choisie suivant les circonstances; si 
les intervalles de temps sont petits, on peut prendre par exemple en 

première approximation p2— 0. . ‘ 
Il est inutile de décrire plus amplement le détail des approxima- 

. Lions successives. Connaissant 9 et 62, on aura Pis 9 comme précé- 

‘.demment, et de plus æ, 7’, 3, Zn, Ya, 52 par les six équations (8) [ici 

au nombre de douze] correspondantes; enfin les équations D [ici 

-au nombre de neuf] fourniront z', y’, 3', æ4, Ja, 513 #3 Ys . On 

pourra ainsi déterminer l'orbite, et l’on aura les positions qui. en 

résultent. ‘ 
Des six équations (8) restantes, savoir 

1 tt di mime, 2m ip — X4, 

_ celles relatives aux coordonnées Lis Jay Li Jar Seront nécessairement | 

vérifiées, d’après la façon dént on a choisi les équations en 9 et pe, 

- tandis que les deux dernières ne le seront que dans la mesure où les 

observations données sont réellement concordantes. 

En d’autres termes, les ascensions droites”(si le plan fondamental 

est celui de l'équateur) seront toules exaclement représentées, ainsi 

que les déclinaisons relatives aux époques et t2. On disposera de 

J’arrangement des dates de la façon qui paraîtra présenter le plus 

d’avantages. 

… 41. Indiquons encore, d'une façon toute sommaire, comment on 

peut déterminer une orbite circulaire, pour une petite planète dont 
on a n’a que deux observations aux dates tet ls. | 

‘Conservons toujours les mêmes notations. Si l’on appelle en 

‘outre 5 l'angle des deux rayons vecteurs, et a le rayon de l'orbite, 

on a - 

C
R
 

Cia *, Fr= = a; 

. - - . . : 6 ‘ 
écrivant que la corde MA, est égale à 24 sim on à de plus 

ne | . 

(m—z)+(pi-y}+ (ci s}s at 2 sir 

Mais. : . 
z= kg —X, JT H 2 — Ÿ, ‘s= vp —2, 

Ti hrpi— Xu, yi= pipi Yi, à S1—= Vip A, 

\



, 
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de sorte que les relations r = 7, — a donnent 

p—2p R cosh +R? at= 0, 
: p?—om1R cosŸi + R?— a?— 0, 

en faisant : , - 

° R cosy = ÀX +. BY +2, Ricosti = AE T Vito 

On doit supposer a supérieur à R et R,; faisant 

  

£= Var R'sin2%, = Var— R?sinré, 

on à donc . : 
. : p=Reosÿ+E, pie Ricoshi+e, Los 

d’où - ‘ For, 

  

Zi ® = hi Ra cos Yi — AR cos Ÿ — X,-+ X Huit 

et si l’on fait encore pour abréger l'écriture 

L= iRicoshi— "2 R cos b — Xi+X, 
ME pRicoshi—uR cost — Y, + y, 
n = viRicoshi— R cost — 7, + 2, 

on a finalement l'équation 

la
 

= 0, 
n 

(toit — Ep + (mn + ui RE) +(n Lu EVE} — ja? sin? 

qui; Jointe aux relations qui définissent s,éeLlE,, permet de résoudre le problènie. On procédera nécessairement par approximations suc- cessives, en choisissant comme inconnue Principale «; et à défaut de tout autre renseignement, on partira d’une valeur de & vraisemblable telle que a = [o,400]. Pour appliquer la méthode d’approximation 7 
: ee de New ton, appelons f(a) le premier membre de l'équation ci-dessus, qu'on peut encore écrire, en introduisant des notations évidentes ct développant le dernier terme en série, 

. , 
Ti Ti + NH Li - a 12a* -? 

On à pour calculer la dérivée J'(a) la formule assèz simple 
: 1 À 73 i ‘ , nt +8 

f'(a)=2a (m(R-E)-u(s 5) EN“? ch Fi_, 7 a £ : Ei £. N 1: Ë 243 Gas "|"
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42. Nous allons enfin, pour terminer ce Chapitre, dire un mot du 

problème de la détermination des orbites lorsqu'on suppose que la 

-même observation a pu fournir non seulement les coordonnées de 

l’astre observé, mais encorc, d’une façon suffisamment approchée, 

son mouvement, c’est-à-dire les dérivées premières de ses coor- 

données pour l'époque de l'observation. -C’est ce qui arrive en fait 

quand F'astre a été observé photographiquement, et que la pose est 

suffisamment prolongée (voir à ce sujet l’article de M. Luc Picart, | 

Bulletin astronomique, t XXXII, 1915). Fe 

Il suffit de reprendre la méthode générale, en supposant par 

exemple que l'époque ta coïncide avec l’époque t, et en introduisant 

les dérivées du premier ordre des éléments correspondants. 

L’obser vation fournit les dérivées 2, &! des coordonnées oliservées 

a, 83 et par suite les dérivées }, u, Y de À, pe, v, soit 

M=— pa'—Xtlangô.ÿ, Ft 

u'= Xa'— ptangô.d," 

= cosû. 0". 

Les dérivées X’', Y’, Z' des coordonnées X , Ÿ, Z du Soleil sont 

fournies’ par l'interpolation de een à de cet astre, suivant les 

règles bien connues, expliquées. d’ailleurs plus loin ; en toute rigueur,” 

‘on devra tenir compte de la correction de parallase, mais c’est 

presque toujours inutile en raison du peu de précision que l’on peut 

obtenir dans le cas actuel. Bien entendu, toutes ces dérivées sont 

© prises, comme x’; y’, 3’, par rapport à la variable + — At, l'unité de £ 

étant le jour moyen. 

Conservant, sauf exception spécifiée, toutes les notations déjà 

employées, on a les équations évidentes 

x=g— x, Li = gi ie fir+gia, a'= N'e+ ag —X",. 

y=u-Y, n=man-Yh=fiy+ay, J'=he+up 

u I 

E
s
 2, H=vpgr— Le hs +8 st v'e + ve" — 2", 

nu 

aux douze inconnues æ, J'y 23 L'y Jr 33 Cry Ya 5 EP 30 - I en 

résulte - _ | | 

RO Na + gif pie AS fix nX— Xi, 

e(bfi+u De bne mn RE = fiY- ne —Y, 

eCA+Y IH VPN TT hL+a; - 

ANDOYER 
42
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et par suite en faisant Lo ic 
s Az, D=|ix Al 

.ona . 
. P&4=D, 

et, par exemple, - 

| PCA —p)e pi —V'h)+pA—AB, 
avec . ° - 

(Sir + fip) = ! Pi X'g1p + À, 

Comme on doit actuellement se borner à la première approximation, onfera LE | | . 
= Se 1

2
 L L 

3 
fi HSE . 

et l’on voit immédiatement, sans qu'il soit nécessaire d’entrer dans de plus grands détails, que l’on est ramené aux mêmes équations que précédemment. . | 
Dans le cas où l’on a une seule observation, fournissant les coor-’ données de l’astre et. aussi leurs dérivées, on peut déterminer une. orbite circulaire répondant à ces données. On a comme plus haut 

3 

T=)p—X,. J= up —Y, 2=ve— 2 
avec . 

= Mp+Ap x, J'= pp pp Y, 3'= vous" —2'; 

de plus, d’après lés propriétés du mouvement circulaire, 
PHP eo pr JY'+353=0, æ'i+ pb see 

A
t
 

Faisons comme précédemment 

: R cosÿ = AX + UY +02, E= Var R? sin?®, 
de sorte que . | E TT, 

‘ p=Recosg+er, 

En se servant de la relation }}' + BU vw" 0, il vient 

PES ROUX + UT VZ AXE BY V2) (XXE YY 22)
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. etenposant - FT . - 

h = Reosÿ(1 X + p Y+Y Z+HAX "+uY+v2) (x EX VV 27 ), 

l=VRecos® + NX + Y+ Y'L + AX'+ aY+v2)— X!, 

m = p'R cost + pUX + Ye ZHRAX + pY'+vZ)— 
n=YReost+v(NX+u Y+ -NL+AX+EY + V2) — Z', 

on obtient l'équation | 7 

ae RAS k\? 
(ose =) + (mers i) 

+ (n+v E 1) 1, s + — = = 0 
$ VE+ R? sin? - : 

! 

propre à déterminer l'inconnue £ par approximations successives ; les 

autres inconnues s’en déduisent immédiatement. -



  

CHAPITRE VIT. 
. DÉTERMINATION 

D'UNE ORBITE KÉPLÉRIENNE PAR TROIS OBSERVATIONS QUELCONQUES, 
EN PARTANT D'UNE SOLUTION APPROCHÉE. 

43. Reprenons le problème général étudié au Chapitre précédent, 
‘celui de la détermination d’une orbite képlérienne par trois obser- 
vations, mais sans supposer que ces observations soient rapprochées. 
1 faut alors, pour atteindre le but poursuivi, partir d’une solution 
approchée : celle-ci est fournie par une première orbite provisoire 
déterminée par d’autres observations plus voisines; ou bien, encore, 
si les observations ne sont pas trop éloignées les unes des autres, et 
si les circonstances sont favorables, par l'application de la méthode 
du Chapitre précédent, mais limitée à la première ou à la seconde 
approximation, car la convergence des approximations successives 
cst alors trop lente pour qu’il ÿ ait avantage à les continuer plus 
loin. | ee | 

Dans tous les cas, nous supposerons bien eniendu les observations 
préparées de façon qu’il n'y äil pas à s'occuper des corrections 
d’aberration ou de parallaxe, et toutes les coordonnées seront TaP- 
‘portées aux mêmes axes de référence : nous conserverons aussi toutes 
les notations précédemment employées. 

La méthode à appliquer est la méthode différentielle de Newton : 
il faut chercher les Corrections que l’on doit apporter aux éléments . 
de l'orbite provisoire qui sert de point de départ, pour représenter 
exactement les observations, €n supposant ces corrections assez 
petites pour qu’on en puisse négliger les carrés et les produits, 
c'est-à-dire, plus exactement, en supposant que les équations qui les 
déterminent peuvent être réduites à 1 
thèse n’est pas suffis 
mencer. 

a forme linéaire; si cette hypo- 
amment justifiée, il sera nécessaire de recom-
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Si p désigne la valeur exacte, inconnue €? ailleurs, de la distance 

géocentrique à l’époque /, et si }, u, y sont les cosinus directeurs de 

la direction observée, les éléments provisoires fourniront pour ces 

quantités des valeurs approchées £’, x u', y, déterminées par les 

‘équations . - 

Vs=ær+X, dé y+ Y, V'= 5 +2, 

en appelant x, y, 3 les coordonnées héliocentriques qui corres- 

pondent à ces mêmes éléments pour l’époque £. Si ces éléments 

varient, et reçoivent leurs valeurs véritables, æ, J”, : prennent des 

_accroissements dx, dy’, d3, et l'on doit avoir alors L 

à=x+dz+X, | W=y+dy+Y, vo =3+d5 +7. 

Par suite, si l’on fait | 

o=p+ ds _isX+dh =u+du ve + dy, 

on a les équations de condition rigoureuses 

: dx = à de + p' dx, ‘ 

@) | dy = y d?+ 5 dr, 
| ds = vd5+p" dr. 

Pour les dates £, et {:, on a deux groupes d'équations semblables. 

Les corrections dx, dy, d3 sont, d'après l'hypothèse faite, des 

fonctions linéaires et homogènes des corrections qu’il faut donner 

aux six éléments de l’orbite provisoire; et, par suite, on à ainsi neuf 

équations linéaires propres à déterminer ces six corrections, en 

* même temps que les inconnues auxiliaires do, dei, des. 

On peut choisir pour les éléments fondamentaux, dont on cherche 

-ainsi directement les corrections, les éléments proprement dits de 

l'orbite provisoire, et calculer alors dr, dy, ds comme nous l'avons 

‘indiqué à la fin du Chapitre V. Mais, bien souvent, ces éléments 

. peuvent varier dans d’assez larges limites, sans cesser de représenter 

‘convenablement les observations, surtout si celles-ci ne sont pas trop . 

éloignées; et alors. l'hypothèse faite sur l’ordre de grandeur de 

“leurs corrections n’est plus suffisamment légitime, Il n’en est pas 

de même, comme l’a montré Th. von Oppolzer, si l’on prend comme 

éléments fondamentaux précisément les coordonnées x, y, s et leurs 

-dérivées z', ÿ', 5", pour l’époque t,'ainsi que nous l'avons fait pré-
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cédemment. Et en effet, d’abord les équations de conditions relatives 
à l’époque £ sont entièrement rigoureuses ; puis, si cet avantage n’est 
pas entièrement conservé pour celles relatives aux époques 4 et (2, il 
l'est du moins d’une façon approchée, comme le montre la forme 
des coordonnées æ,, y, 31, Zoe, Ja 3», telle que . . ? 2 , 3 +2 2 

= fiT+ gx", 

d’après lé fait évident que les coeflicients f, et 7, ont en général des 
variations qui sont petites relativement à leurs propres valeurs. 

En adoptant ce choix, les quantités 05 Ayo Us V4 SOnt déterminées 
par les équations US 

Mit MpiepitYs pie si, 
en prenant si l’on veut E 

AS fT+S N=fy+hy, A=fistas, 
ou en calculant dircctement ces coordonnées; et les équations de 
condition correspondantes prennent la forme 

fidr+ gi dx + x dfi+ x d£i= li du+ er das 
(2) dy +8 dy +ydfi+ y dgi= pd ei du, 

Ji ds + 8 ds" + 5 dfi+ 3! dgi= Vi dei+ 04 dus, 

en appelant df,, dy, les différentielles totales de f,, gi par rapport. àx,7,2,2x,7,3. | : Les équations relatives à l’époque 4: sont les mêmes, en mettant l'indice 2 à la place de l'indice r. 
On voit äinsi que tout revient à la détermination, à l’aide des élé- ments provisoires donnés : 1° de æ, y, 5, x’, J', 53 2 de fi, gi, Ja; Sa et de leurs dérivées partielles par rapport à +, 252,7, 3 ‘Les équations (1) et (2) seront ensuite résolues sans peine; on . Pourra avantageusement garder l’inconnue auxiliaire do, et éliminer d'abord dx, dy, ds par les équations (1); on procédera ensuite à l'élimination successive des autres inconnues suivant la façon qui semblera la plus avantageuse, suivant les cas. Il est à peine utile d'ajouter que les coefficients des équations (2) n’ont pas besoin J 4 De . d’être calculés avec une-exactitude superflue. 

44. Si } : : : 4 , . . | | , 
. 

l'orbite provisoire’ est déterminée par ses éléments propre-
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- ment dits, on calculera d’abord les coordonnées TL, V5, Las J'is 4) 

No, Vas 32 SUV ant les règles ordinaires, en déterminant les constantes 

de Gauss, les rayons vecteurs r, ri, le, etles anomalies vraies 4, P4, 
v23 et l’on retiendra les valeurs des anomalies excentriques 4, LU, Us, 

_ si on les a calculées avec une précision suffisante. 
Pour obtenir x’, 3, 3!, on se servira ensuite des formules telles 

qué . | s 

æ=r sinasin(e + A) 

qui donnent par différentiation D 

z'=rsina sin(o+A)+ rs sina cos(# + A) 

  

esine 
d où, en remplaçant r! par sa valeur connue - (n° 27) et re! 

1+ e cosv 
par VE OÙ ——) 

vP 
“ ,_ sina 

  [cos(» + A) +ecosA], 

ainsi qu'il résulte d’ailleurs de la formule (12) du Chapitre Venne 
tenant compte que de la variation de dM. ‘ 

Dans le cas d’une orbite parabolique, on a plus simplement 

, : 2$ina . p ? 
æ'= cès = cos ; TA . 

°VP 

Ces calculs doivent être exécutés ävec une précision égale à celle 
des observations, tandis que ceux qui suivent ne demandent que 
l'exactitude nécessaire à la formation des coefficients des équations 

de condition (2). 
On calculera’ r' par l’une ou l’autre des formules 

  

  

,- ææ'+yy'+as  esine esinu 
= r. nu v? es r ; 

dont la dernière résulte des formules (1 )< du Chapitre V, par exemple; 

on peut aussi vérifier que l’on a 
2. . 

V= x+ yi+st= Fa? 

et obtenir ainsi V?, ce qui n n’est pas ‘toujours nécessaire, ainsi que la 
suite le montrera. -
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. Pour avoir f; ct g1 ‘(et il en sera de même de fact ga), il suffira - 

d appliquer l’une ou l'autre des diverses formules indiquées au Cha- 

pitre VI, y compris.les développements en série du n° 30. En parti- 

culier, on aura, de la façon la plus simple, 

rri cin(e — #}, 
81 — Ts 

7 VP 

puis, en se servant des trois dernières équations (8) du n° 29, on 

peut poser, ce qui nous sera utile plus loin, 

| 2 rr u—u 
| 5 LT = Va sin IS, 

2 
20? 

Fr 

‘elécrire | 

E - ee fi=i-   

+ Si. l'orbite primitive est déterminée par les valeurs mêmes 

de +, y, 3, &', 3’, z', ce qui fait connaître immédiatement r, 7" 

* et V?, on obtiendra alors æ,, 71, 5, par les relations telles que 

MES fir+ gi", 

en calculant d’abord f, et g, avec une précision comparable à celle 

des observations. À cet effet, il faudra déterminer les éléments'a, p,e 

de l’orbite, ainsi que ‘# et l’anomalie moyenne correspondante M (ou 
la quantité P qui la remplace quand il s’agit d’une orbite à forte 

excentricilé), comme nous l'avons vu' au n° ‘27; on en déduit aisé- 

ment, d’après la valeur de =,, l’anomalic vraie v, ct le rayon vec- 
teur 74, d'où f, et g, comme ci-dessus. : 

Lorsque la détermination des anomalies excentriqués est possible 
avec exactitude, on peut éviter le calcul des anomalies vraies v et v, 
comme celui de p, et réduire la précision du calcul de r, (si même 
celtc quantité est nécessaire par la suite) à celle qui convient pour 

la formation des équations (2). Dans ce cas, en effet, on écrira 
d’abord 

: LE 
esinu— —, 

Va . 
. op 
+ - CCOSU —=I1— —) 

«a 

4 ” . ‘ e- et l'on déduira M, puis u, de u. On observera ensuite que l’on a, en
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éliminant =, entre l'équation (e) et. la seconde des relations (g) du 
n° 98, 

3 oo | 
gi a? [sin(ui— u) — esinu;+esin u], 

« 

ou, en remplaçant < sin u, par le développement de sin((ur— u) + u] 

“et tenant compte des relations ci-dessus, 

fA=r sin) + arr [i cosQuu— &)}, 

c 'està-dire finalement 

  &1= 20: r (cos HU + rm) , 

et l’on a ainsi pour € calculer z, une nouvelle formule simple qui 
n’exige que la connaissance de &, outre a, r, r' et u. 

|  Ajoutons enfin que si les valeurs de x, 7, : ont été choisies telles 
que Pobservation de l’époque & soit exactement représentée, on 

aura . .. 
di = du = d =0, 

\ 

ce qui simplifie les équations (1) et leur usage. 

45. Il ne nous reste plus qu à expliquer le calcul des dérivées par- 
tielles de fi et g1 par rapport à TZ, 2 Z', 7, s!. 

Comme nous le savons d’après les .développerents du n° 30, les 
‘quantités J\ et gi ne dépendent de x, y, 3, x', y, 3! que par l’inter- 
médiaire de r de rr' et de V2: .Si donc on fait 

‘ 3 _1fi | = : of IE | : 
. Fe; or” Fi d(rr). Fr= 2H). - : - 

_1ôgi __ 08 dE Se 
ce Go; r ur ? Gi= d(rr)" Gr= Fotvr) 

on aura immédiatement, d'après: les expressions’ de: 5, rr' et. V? à 

l'aide de , y, 3, #7, 2, 
d . L ÿ 9 et . | | | 

!h = Fz+ lix", ° He PerMe, 

» , Lg | , d ee . 

Lou . erreur L Leny+ry, 

2 = Fos + F4’, ° of = F;z + F,2 
Vs : 937 "2 .
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et de même 

  

dr ; de a oœ —Gor+Ga, = Gir+ Gi, 
1 Loy+ y, = Gy+Gy dy — oo 1F5 dy s ? 

dg 
  ; = Gi5+ G: 2. 

dr 1 dos Gs+Ge, DE 
La détermination de Fo, F4, Fe, Go, Gi, G2 peut se faire dans . 3 k | 

certains cas, quand la quantité +, °° ? n’est pas trop grande, en par- 
tant .des développements en série (6) du n° 30. Si l’on peut, au 
degré d’approximation requis, laisser de côté les termes en <i, sans 

A uoi le procédé cesserait d’être commode, on trouve immédiatement : . . 7 

  

  

278 8 1 

2 3 ‘ 2 — V2 
R=if 5! + (+ Z L ) 

Dans tous les cas, on calculera exactement les coefficients 
Fo, Go, ... de la façon suivante, qui conduit finalement à des 

. résultats presque aussi simples. Posons, pour abréger les notations, 

Ui—u=2, esinu= h, ecosu= k, 

et remplaçons, partout où il figurera, l'angle u, par u + 201. D’après la seconde équation (g) du n°98, on a 

u
t
 PL sin (gi sine, 

, x ; - A . + _et, d’après la valeur de f; donnée ci-dessus, 
| | 24 . (a) | . fist sine. 

| La différence des anomalies moyennes M, et Métant égale à -,a *?? On à aussi, pour déterminer o,, | 

Tia 2 = H—u—esinu;+esinu, 

4 

il
es
 

[an
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€ 'est-à-dire - 

h
e
 

1) . a —'aqi+ h(1—'cos29:) — Æsin2o, 

etnous joindrons à cette formule celle qui détermine r,; partant de. 
. … \ 

ri=a(i—ecosu;), 

il vient” : ’ 

(1) ‘ r1= a(i+ A sin2qu— kcosaçr). 

“Enfin, d’après des relations écrites au numéro précédent, on a 
ne 

ri”. r 1 2 - -. 
(à). Re —; kE=i—-, = = -— V2. 

: a. a a r . - 

Différentions les six relations (a), @) (y) et (3), en tenant compte 
"de (r )3 il vient 

, 2 a - 
dfi= = 2e sine a dr —_ 7 sin? ei da _ — sine: cosg des 

CS ‘ ° 
n dsi=— a É (agu— sing) da — fa sin2o; à di, 

tdn=— > 7 ue À da — a sintes dh + @ sine cost: dk, 
- . à : . . | 

_ Doug LR ee - 

dh= à Ea(rr)— La (rit) da, 
dk= Fda— dr, 

da — 2 F dr + a? av) 

+ En éliminant da, dh, dk, da entre ces relations, on a immédiate- 

ment les différentielles df, et dg exprimées à à laide de dr, d(r r') 

et d(V?), et par suite Fo, Go, +... 

« On trouve ainsi d abord, en introduisant la quantité w définie plus 

haut, Le 
Lui cose 4o$ F,— IAE, G= 2, 

PT ri 

‘ F 2w? cr ‘ 
Fo= = + {142 costo,), 

r3 rè cri ‘ 

Go + Fi . _ Le - 

et si l’on a déterminé w, sans passer par les anomalies excentriques,
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On aura, pour calculer cose,, la formule 
| DE 

Lo cosei= | I | 

On a ensuite directement 

rriFez Gria* SINQ COSGr— far sinto, 

— Sa*rsin?o; costoi— {arr sinÿo; cosos, 

riG2= Great SIMoi—3a*r1(251-— Sin201) 

— Sa?rsins Pr COSSi— fatrr sine; 

tou plus propres au 

médiocrement grande, 
: par leurs valeurs four- 

pour obtenir des formules plus simples, et sur 
calcul numérique quand 6, n'a qu'une valeur 

,  remplaçons dans les seconds membres =, et 7 
nies par les relations (y) et y"); il vient 

rrFi=far sin$ oi — 4 a(3 sine; — sintoi— 3o1 sine: coso), 

riG:= 2 «2 r(3 sine: coso —./ sine: COS — 35 cos2e,) 
+ 4añrr (3 sine — sine, — 391 Sing; coso,). 

Remarquons alors l'identité 

. 3sine; COSOr— 4 sine, COS — 30, cos2%: 

  

  

cos2e mens. 
sinÿe, Sins, cos DSei— sinto, — 3e, sino: coso 2 : Sn & cos ar ( m7 . 71 Pr sn Sa) 

ct posons , : à ‘ . P … Sn 1(5 — sin?g1) — 3e coso, . 
.2sinbor 

‘ on a finalement : . - : . 6 Us Ut o . . —. 
Fr Gi—8-Lp, - . ‘ ° 

  

/ ro ) ‘ Srr'wf ‘ ! 
: LP 

. à 
G: = 4 ñ sécoi(t + P; Cos20;) + nn 1 P; ; 

et d’ailleurs, en fonction de w!, 

ë —
 

COS2G = j -— 

< On OIL ainsi que tout revient au calcul de P,; ce. calcul se fera directement si l'angle o, est 
è 

suffisamment grand. Sinon, on observera. |
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que l'on a justement . 
P; = 1 sécoi, 

en appelant s, la valeur que prend la fonction s de l'angle w définie 

au n° %3, lorsque l’on suppose 4 — 2%. Par suile, on a peut encore 

‘écrire . 
. . 8 

- Pi nu séci oi, 

m, étant la valeur de la fonction #2 que l’on trouve dans la Table VI 

pour l'argument #, : celte valeur diffère peu de + tant que l angle ®: 

est inférieur en valeur absolue à 40°. : 

Bien entendu, dans le cas d’une orbitehy perbolique, cos devient 

supérieur à l'unité, puisque « est négatif. 11 faut alors, pour cal- 

culer P,, ainsi que nous l'avons déjà vu dans des cas semblables, 

remplacer l'angle ©, par I l'angle : o", tel que 

sécoi—Ccosg, ‘ou w=y—atan 
. 
83
 

. 
+6
 

e
e
 

on aura alors, en: effet, 
- ; & 

; L Pi mn cos Pi 

m', étant la valeur de le fonction m!' qui correspond à à. l'argument o 

toujours dans la Table VI. 
En réunissant l’ensemble des formules nécessaires pour résoudre 

le problème proposé dans ce Chapitre, nous avons finalement : 

  

1 . 
[ D _—_ r 

‘ . PP se Pi 8 . 
on = — sin =yasints, . L—u —=294, 

‘ . P - 2 ‘ ‘ ot 

| w? 26? 
COS 91 = I — 9 . COS = I — —— 
LT a ° ‘ a 

. a ” ° . 

2w? rrisin(o —0 ° . 
fi =, gi = sine) = 201/(c0$e1 + r'tw1), 

fi pose 
etes de — Pie + Fe 2 

og 

dx 

og : 

= = Goë + Gi” = Giz+ Ge, Poe
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ns 4wŸ cose: G, = i Fi 12, 1 rl : ri 

‘ 8w9P, 1ro5 séco \ Re G— 10, Gr= I (1 + Pi cos2oi + 2r'o Pi coss,), y i 
. 

. F 20? or ° Ge 3 Fo + + (14 2 Lcostoi), G=— +, T 73 73 PA 7 ‘ 

B, — Sing1(3 — sin?) — 301 cosc: 
1 2 sin$o4. : = ny SÉCT es. 

46. Choisissons d’abord, pour montrer l'application de la méthode 
que nous venons dé développer, l’exemple bien connu de la planète 
Cérès traité par Gauss (Theoria Motus, art. 159). En temps de Paris, les dates sont LS —— 

t —1805 Septembre 139,42711,7 

5,51366, 
265,398r3; 

= ». » 

= 5» » 

les observations sont corrigées de l’aberration ct de la parallaxe, rapportées à l’écliptique et à l’équinoxe moyens de 1806,0; ona 
. o , ” 

0 , LA ‘ 

[ ° . L = 99.419. 5,87, ô = 7+16.36,80, 
% = 95.32.18,56, : 81 =— 0,59.31,06, tt RTS. 5.28,85, D 7,38.40,39: 

pour le Soleil, les latitudes sont nulles, tandis: que les longitudes et les rayons vecteurs sont L | 

R = [T,9929861], : . 
Ri = [o,003151 {], 

É ° 5. 0 ! # © — 297.12.43,25, | 

Qi 162.54.56,00, 
. O2 = -61.58.50,71, Re = [0,0056974]. . Par suite, :: - [ | 

Ta =[0,33585%0 | 
F1 = [0,8624066 —7, , . =1[0,65036 L 
X=[T,6531525" ] 
Y = [T,9420445 —], 
Z = 0, 

À &[T,2282738 7]. 
H = [T,9900800 : ], 
9 = [T, 1026549 } 

MT, 4101748 ], 
Zi = 0, 

Bt = [T,99;9026. ], 
vi = [3,2387150 —], 

Xi [T,9835515 —]," 

A1 = [3,9845269 —]; 

Na [T,6775810], 

Y2=(7,951554;], 

‘ZL= 0; S 

À2 = [T,6690294 —], 
“Me [T,9f16865  }, 
V2 =[T,1240813 ]
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Malgré la grandeur des intervalles de temps, on arrive facilement 
à une solution approchée en appliquant la méthode du Chapitre 

| précédent, les circonstances étant favorables, comme le montrent les 
résultats. |: 

Mais il n’est pas utile de chercher ici une précision supérieure à 
celle d’un calcul à quatre décimales. 

On a d'abord 

A=1(2,6398),  D'=[T,4837], : P—[o,1935], 
S=[T,9691],  R?=[T1,9860]. | 

- En première approximation, en dehors de tout renscignement, il 
vient. 

.Y= {151729 —], = [o,3090], va = [o,2294 =, 
d’où . Do _. ‘ 

7 D'=(T8839 —], © Q=[o,5937—],  g =[o,5225]. 

L’équation fondamentale 
| = +4 8. 7 p == P- + =—— 

- donne. alôrs (l'usage de la Table VI est d’ailleurs ici impossible, car 
les hy pothèses correspondantes sont bien loin d'être vérifiées) 

. PEÆo,2175], 
d’où oc : Le : 

| æ=[T,8629—],, .y=—f[0, 3960], °° s=f(T,$20{];. 
puis . . 7 

| : . Pa=[o,4590], pa=[o, gun 
a (17773 —], J'=(T3369—7, © = [Tor; ;81. 

: Ce premier résultat est manifestement insuffisant, et il faut recom- 
_mencer de la même façon en le prenant maintenant pour point de 
départ. . = 

En se servant uniquement des valeurs ci-dessus de Æ V,:5,æ,9",2!, 
on trouv e suCCessiv ement. | ‘ 

VE 5 V=(T610758  r=[5,49018—],: a = [0,45343], 
p=lo,äigil. e= 13:98741, 
0.” " 

v=— 33,03, Mi= — 54, 88, Mer, 37, 

u——30,10,  Uj=—59,68, ua —1,5, 

M=— 27,31, ‘ = — 64,62, Paz —1,68, 

ri = [0,4316], : r2=— [o,409o]:- 

/
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d'où les nouvelles valeurs 

4 =[1,1450—], Y:=[0,2808 |], va= [0,236 —], 

A1=(0,3992— 1], -g:=[0,3700 —]; 

D'= [T,8668 —], :Q = [0,566 —], g ={[o,i96 |, 

B—= Lo,2145 ], QUE [o,4624 | }, pe=[o,4;20 |, 

æ'=[T,7746 —], J'=[T,3319 —], z"=[T;ot6; ]. 

Adoptant alors, avec la précision d’un calcul à sept décimales, la 
valeur | : 
° p ={[0,2145000], 

on en déduit . « 

æ=[T,8616217—], y =(o,2938855], += [T,3171549], 

ct en. y joignant 

2'=[1,7746000 —],, y'= [T;3319000 —], 2'= [T,0165000], 

nous avons'les éléments de l'orbite provisoire qu’il faut maintenant 
corriger, comme nous l’avons expliqué dans les paragraphes précé- 
dents. De ne 

On en déduit d’abord (et ces calculs peuvent être vérifiés de bien 
des façons, sur lesquelles il est inutile d’insister) | | 

r'= [0,4132385], "= [3,4762907 —], V'— [T,6139161], : 

d'où : 
7 a [0,442208], : e = [5,9008;42], 

UE — 35. 50. 26° 76, M — 35° 10! 1392, - 
Mi —61.49.37,05, ti = — 65.59.34 ,08, ri={[0,4259], 
Me — G.12.49,65, ui=— G.f4.59,23,  r:=[0,4064], 

Pi —15.4.33,66, oi 14.3.43,65, 

wi [T,656233 —], M3 =[T,6210332], : 

fi = [T,9321507 D fe=[T,9370g03], 
S1= Lo, 3410902 —], g2= [0,3155035]. 

On a alors oo - ‘ di = du = dy = 0, |
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d’après la façon dont on a déterminé x, y, 5, et l’on trouve 

pi = [0,4623043], 

pa = [0,4721139], 

di = [5,880; —], 

Dr [1,0642 —], 

dur = (6, 807 —],: 

dus = = ([5,8504 — 
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dun = [5,693], 
dis = L5,77381. 

Continuant les calculs avec quatre décimales au plus, ce qui les 

‘ rend extrêmement rapides, il vient pour la date 44. 

Fo=[2,8019 .], 

= [5,6545 —], 

= [3,5059 |], 

et pour la date #2 

Fo =([2,7859], 
F; = [(2,6315], 

F: = [5,6675], 

de sorte que. 

D Lt, 28371, JE = [3,6686 1, 

| Ft ={T,2218 |], 2er = [T, 1249], 

" = [3,9276 L (ae 

a = [Fra L 281 (36800 } 

ï = (59888, DE — (610 L 

dh = B, Gt17—], LE = (3,5299 }: 

Ona 

Go = [3,6927 —], 
Gi= (3,7192 L 

= (5:8576—], 

Go = (2,6699], 

G1=1[2,6798], 

G:=[%,79871, 

 _ 58), 

rs | 

& 0 22337. ], 

9, 3 = [2,569 —], 

2 x L 

2% 

dx = [T,2283 —] de, 

dy = [9901 
ds =T[T,1027 ]dp, 

lé, 

= (2, 1373 |. 

  

gs | 
Je = (87957 —}, 

77 = [60235 |, 

(5,167 ], 

Je = =(2,8587 |, 

2 rom b . 

En 167 [ 

et en tenant compte de,ces relations, on trouve les six équations de 

ANDOYER: 13
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. . , .! . condition aux six inconnues dx’, dy”, ds, do, des, do: : 

[o,3420—]dz'+ [3,445 OJ]dy+[4,981 ds: . 

=[T,2739 ]dp +[3,9845 —] dos + (7,3430 —], - 

13,730 ‘] dr'+ [o,4029 —] dy'"+ [3,0357 —] 45 

= Lo,1067 —]dp + [T;9979 ]dps+ [5,269 —], 
[3,014  Jdx'+[3,o161 —] d'+ [o,3412 —]dz; 

= [T,1119—] do + [5,2387 —] doi+[%,1556 ]; 

[0,3332 ]dz'+[T,1216—] dy" + [5,2961 —]d:' 
= [T,5137 ]d> + [T,6690 —] do: + [7,5363 —], 

[T;1144 —] dx + [o,3585 Jdy'+1[5,4835 ]d:- 

= [0,089 —] do + [T,g417  ]dps+[7,3225 —], 
TEsagé7—] da" + [5,489 ]dy+{o,3%165 ]ds 

= [T,1857 —]dp + [T,r2ir. J'dos+[7,2459 1 

Pour résoudre ces équations, nous tirérons dz', dy", ds" successi- 
vement des trois premières et des trois dernières, en gardant 
de, et ds comme inconnues auxiliaires en même temps que ds : 

” On arrive très simplement au résultat en calculant les mineurs du 
déterminant des inconnues, el appliquant la méthode classique, ce 
qui donne  . - 

_ dx'=[5,9285 —] de + [5,6356 Jdp1+[,0009 ] 
=" [00759  ]dp + [T,2863 —] de, + [7,2178 —], 
dy'=[T,7036 ]dp + [T,5950 —] dpi + [6,894 ] 

= [7140 —] dp + [T:5696 Jap» +[%,o111 —], 
ds" =[35,7525 ] do + [3,9904 Jdpi+ [5,816 —] | 

= [2,8139 —] do +[3,7546 Jdp:+[5,9292 ] ‘ 
. Îlen résulte les trois équations ee 7. 

[T:8095] do + [3,6376 —] dos + [T,2863 —] dos = [4,4238 L 
[0,099] dp + [T;5950 —] dpi + [T,5696 —] des = [7,031 — |, 
[T,0853] dp + [3,9904 Ji + [3,7546—7] de: = [7,155 } 

: d’où l’on tire 
… 

SET, 4068], | doi [3 fo10], L'dps = [3,2224 —],
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et, par suite, 

‘ . da = [3,5090 } 

ds'=[5, 4231—1]. 
“dy [8306 }. 
dy'= [79315 —], 

dx = [5,636 —], 
dz'=[%,2738" ], 

L’ orbite corrigée est donc définie mainténant pari Îes dents -. 

x =[T, 8616475 =}, 

a'=[r +7744629 Th 

y = [o,3939292 3 3 ={[1,3172225], 

y'=1[T,3336239 —], : z'— [io 01658931; 

par suite, 

ra= = Lo,4132810], _ rr'= (3,9021262 —]," Vi [T,G140625 ],—- 

et en se servant des valeurs 

. crdrs (88165), LAC) 3888 — 1 La(Vr) = [8,805], 

ainsi que des cocfficients Fo, F;,...,on trouve 

af, =(4,1503], dgi = [4,1954 =, dfi=|[5, 7360 _j, dé [5,85 703}, 

de sorte que | 

fi = (1,9322258], g1= Lo, 34 fiiosa —], fa= | 1,9370630], g2= [o,31548;9]. 

De plus, 
pi= [o, 4626813]  pr=fo, 4718694], 

et il est alors facile de s’assurer que les équations telles que 

na=fie+es + Xu es . 

sont toutes exactement vérifiées, ce'qui prouve l'entière correction 

du calcul si, du moins, les coefficients Fo, Fi,... sont exacts. 
Il reste donc à constater que les valeurs de fi, 81, fa; 2 que nous 

venons de donner sont bien celles qui résultent des éléments x, y, 3, 

x , 3, 3° de la nouvelle orbite et des valeurs +, et 52. C’est ce que l’on 
voit en 1 calculant comme précédemment . . ‘ 

a = [0,4424624], e= : (5,9072668], 

o ! # 

u=—36.25.44,17, 

Mi —62.18.42,73, 

Men 6.44.53,37, : 
aim 15. 3.51,485, 

4 fa 

M= — 33/4o:5135, 
 uy=—66.33.27,14, 

Us=— 7.20.21,54, … 

gaz  14.32.41,315,
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S wi = [T,6360424 —], wa {[T,Gatréor ], 

fi =[T,93,2258 ], &1= [o,3411212 —],- 
fr =[T;937063%0  ], ° g:= [0,3154880 I. 

Il est, par suite, impossible de trouver un résultat plus satisfaisant, et l’orbité‘ déterminée par æ,y, 5, x", J'; 5! représente parfaitement les observations. | _ | 
Les calculs précédents montrent avec évidence l'avantage que l’on trouve à choisir ZT, Y,5,&!, J', 5" comme éléments de l'orbite à la place des éléments proprement dits, puisque quelques-uns de ceux-ci, mal déterminés d’ailleurs, subissent de très fortes variations quand on passe d’une approximation à la suivante. 

4T. Appliquons encore la même méthode à un exemple très diffé rent, dont nous emprunterons les données, très légèrement modifiées pour la date moyenne, au Traité de Th. v. Oppolzer. Il s’agit de la comète I de 1847; les dates des observations sont en lemps moyen . de Berlin : | | 
L t —=1847 février 44,90, 

ti= » » 18,0, 

lb = 5». > 83,0; 

les coordonnées sont rapportées à l’écliptique et à l’équinoxe moyens de 1847,0, et l’on a : US a 
TO 7 » « Dot » = 17.27.11,50, 9 = 30.58.26,32, 

1 = 26.21,16,43, d1 = 62.4, 5,18, 
%2= 44.18.54,19, de — 16,35. 5,41; 

Pour le Soleil, les latitudes sont nulles, tandis que les longitudes et les rayons vecteurs sont : 

© =35515.4552, = [T,9980025], 
Ot Æ= 329.13.31,05,. R, — [T,9951324], | = 33.37.41: 36, R: = [0,002;526]. u Par suite, 

À = [79065168 : ], ME T:9292195 ].  X, = [7 9230147), : Y = [3,9149209 — |, VE [T, 7041169 —], Y:= [T,7461062|, Z=0, Z1=o, Z:= 0;
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à = [7,9127153], M={T,6133o91],  * 22=[T,8361612], 

H=[Métorggt], .  pi==[T,3082794],. ba = [7,825;766], 
v=[1,7115109], = [9488507], _ Va [T,4555068]. 

L’orbite provisoire à corriger sera une parabole définie par les 
éléments suivants : : 

.T =1847 février 58,320,  g = [3,6290], : 

Gorge, 4839, + = 254°20". 

On en üre : | . 
. o ñ - 

o =—14g.20.43,85, r =[T,7847016], 
Mi —158.45.18,00, r1= [0,0977734], 

va 7 154.45.59,04, ra = [T,9503778], 

ææ=[T,4625386—], a'=[T,6361392 |, 

J = (74813499 ],  y'=[o,0477574 —], 
2=[7T,6451995 ], 2'= [0,1336160 —], 

et l’on trouve 

di =(5,5397 1  di=([4,1338 ], ‘dke—[6,541 —|, 
° du=1[5,5901 —], du =[4;0652—7], ‘du=[5,ogu |], 

ds = [5,5494 —], dvi = [5,5566 —], di = [5,8077 —], 

g" — [T,9336 J pi — [0,0223 }, Pè = [o,2487 J- 

On à aussi | 

r= [o,2424 —], CE [T,3901—], w2 = [0,0733], 

fi= {9042 ], : fr [o,5566 —], - oi 

g1=[1,6309 —],  Sg2—(o,1881 —]; 

puis, pour la date £, : 

Foælosofét J}, Fi=(%,8g0o—], : F:=[3,0474 ], 

Go = 1[2,9453 —], G1=[2,0649 } Gr= (3 7705. 

"et pour la date #3 : 

Fo=fi,5ini],, Fi=fi,o8go], © Fe [T,8456), 
Go=[1,3559] Gi=fo,9/50],  Gi= [o,87é2].
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Les équations de condition deviennent alors : 

de 2 [T,g127] do + [3,733 } 
dy = [T,4102] dp + [8,523 —], 

5 7 ds =(T,71015] dp + [5,4830 —], ‘ 

[T,6408—]da"+ [3,174 Jdy+[7254 as . 
= [T,5883 —1d? +[,6185 Jdpi+[for7 ] 

[3, 1203 . J dx + [T, 6486 —] dy'+[3, 3860 —] dz . 
=[T, 4129 — —] do + [T, 3083 Jdpi+ [5,8969 —], 

[2,2567 ‘Jdz + L5,3854 —] dy" + [T,6634 —] ds 

= (76864 —] do +[T,9i89 Jdpit-[3,0937 |, 
Co, 1020 —1] dx'+[T,9218 _] dy" + [T,9992 —] ds" 

= (0,4898 : ]do + [T, 8362 Jdps+ [5,9524 } 

[T,8623 1x +T[T, 8372 —] dy + [T,3752 ]ds' 
= [o,2599 _] do'+[r ,8258 Jdp2+ [5,5559 —} 

[T,8142. ]ax'+ [o,o981 ]dy'+[T,6932 —] 45 
= [0,0771 —] do + T4555  ]dps+[3,8743 —]; 

en les résolvant comme dans l'exemple précédent, on a 

de =14,6934—], de =[3,8554 —],  da'=[4,0159 —], 
. di = [4,4860 —], dy = {5,8148 —], : dy'={3,3ot }, 
dpr=[F4i7o—) ds = 15,976 —], d'= 2, 6250]. 

L’orbite cherchée est donc définie par] les n nouv eaux éléments 

æ=[T, (626450 —], æ'= 

= [T,4812563 -], J'=[o Lo, 0176723 —], 
É = [7,6450369 }, 2" [o,1334813—], 

d’où l’on déduit : . | | 
T = 1847 février 58,32162, 

G=[2,6812], 9— [3,6293095], © = [T,9999614], 
S = 21°41°51", 56, is 48°38"48",86, .__ QE 254°20" 30", 36.
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. Pour vérifier le câlcul, on en tire directement” 

p = — 149.20. 3077, Tr = LT,7846542]; - 

vi —158.45.28,59, r=[0,09765{0], 

v2= 154.45.54,0f,  r2= [1,9502557], 

et finalement SC té 

À = [ows153l, ai (T,6133092], ‘ D: = [T,8361614], 

— {r 14 101992}, : ie Fi sn [T,3082792], .pez [T,8257;66], 

y ={T,7uôuio], 1 =[1,9488506], Va == [1,4555053]. 

La petite divergence que l’on constate sur la valeur de »,; comparée 
à la valeur donnée doit être attribuée (si ce n’est pas le résultat d’une 
erreur de calcul) au fait'que les dérivées partielles de f2 et ga sont 

grandes, de sorte que emploi. des méthodes différéntielles ceise . 

d’être rigoureux. Il est évident, d’ailleurs, que la grande approxima- 

tion des éléments provisoires donnés aurait permis, dans ce cas, la 
détermination directe des corrections de ces éléments eux-mêmes, 
sans toutefois simplifier les calculs.



  

| CHAPITRE IX. 
DÉTERMINATION D'UNE ORBITE KÉPLÉRIENNE. 

PAR UN NOMBRE QUELCONQUE D'OBSERVATIONS . 
MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS. 

  

‘48. Nous supposons actuellément qu’il s'agisse de déterminer une 
orbite képlérienne par un nombre quelconque d'observations, ou, 
d’une façon plus exacte, les éléments képlériens osculateurs,: pour une certaine époque, de la trajectoire réelle d’un astre M dont on possède des observations en nombre quelconque. 

Si ces observations étaient rigoureusement exactes, les équations du problème, en nombre supérieur à celui des inconnues, seraient ‘ toutes compatibles, et la considération de six d’entre elles, convena- blement choisies, suffirait pour fournir la solution, comme nous l'avons vu au Chapitre précédent, en tenant compte toutefois de l'influence des Perturbations, que nous apprendrons bientôt à cal- culer. Mais comme les observations sont nécessairement affectées d'erreurs, le problème consiste, en réalité, à déterminer l'orbite qui correspond le mieux aux observations faites, et les meilleures valeurs que l'on doit adopter Pour ses éléments :.on doit donc résoudre de la meilleure façon les équations, non compatibles, en nombre supérieur à celui des inconnues, qui. déterminent ces éléments. On applique, à cet effet, la méthode des moindres Carrés, dont nous allons, un’ peu 
mmairement les principes et expliquer l'usage, aprés avoir indiqué Comment l’on forme les équations du problème actuel, 

- 
On suppose connue une orbite suffisamment de représenter les observations avec une assez grande exactitude, Avec les éléments de cette orbite, on calcule d'abord une éphémé- ride précise, fournissant les positions vraies de l’'astre M, à des époques 

approchée, susceptible
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rapprochées équidistantes, voisines des dates des observations; et si 
celles-ci s'étendent sur un espace.de temps assez long pour que les 
perturbations du mouvement de M deviennent sensibles, en cessant 
d’être notablement inférieures à la limite des erreurs d'observation, 

il est nécessaire de tenir compte de ces perturbations. . 

Les positions théoriques tirées de l’éphéméride par interpolation 
sont ensuite comparées aux positions réellement observées, en tenant 
compte, bien entendu, de laberration et de la parallaxe : la compa- 
raison des ascensions droites fournit des différences da, toujours 

prises dans le sens observation moins calcul; et de même la compa- 

raison des déclinaisons fournit des différences dô. 
Lorsque les observations sont nombreuses, il convient de rem- 

placer plusieurs observations suffisamment rapprochées par une seule 
autre fictive, dite ‘lieu normal, obtenue de la façon suivante. On 

choisit pour la date de cette observation fictive une date exprimée 
par un nombre rond. (commencement ou milieu de jour), aussi voi- 

sine que possible de la moyenne des dates des observations qu’il 
s’agit de condenser, et l’on applique à la position théorique tirée de 
l'éphéméride pour cette date les moyennes des corrections du et dè 
qui correspondent aux observations individuelles. On obtient ainsi 

une position fictive, toujours la même évidemment si l’on vient à 

faire varier légèrement les éléments de l'orbite qui sert de base à 

l'éphéméride, puisque alors les corrections da et dû ne sont altérées 

que de quantités qui varient d’une façon très sensiblement uniforme, 

les observations condensées étant par hypothèse rapprochées ; et par 
suite on est fondé à remplacer ces observations par le lieu normal 

qu’on en a déduit, d'autant plus qu’on élimine encore ainsi partielle- 

ment les erreurs d'observation, d’après les principes de la théorie des 
erreurs. | 

Les coordonnées du lieu-normal sont ensuite rapportées à tel équi- 

noxe moyen qne l'on choisira, celui du commencement de l’année 

courante, ou de l’année décadaire la plus voisine. 
Dans certains cas, lorsque les différences de et dô varient d’une 

façon peu régulière avec le temps il convient de prendre des pré- 

cautions plus minutieuses pour la formation des lieux normaux’ 

mais il est impossible -d’insister ici sur toutes les petites difficultés 

que l’on peut renconirer, et qu'une pratique assidue apprend seule 

à surmonter, Disons seulement que si la déclinaisonôn est pas petite,
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ct varie râpidement, il vaudra mieux, comme l'on sait, remplacer la 

considération des différences da par celles des. produits cosô de; et 
remarquons encore qu'il conviendra souvent d'attribuer des poids 

aux différentes ‘observations, d’après les conditions mêmes dans 
lesquelles elles ont été faites, et par suite d'employer pour la forma- 
tion d’un liéu normal les moyennes pondérées des datés, comme 

: . 

des da et dô. - os S 

49. Désignons actuellement par (e) l’ensemble des éléments de 
l'orbite approchée dont on part, et par (de) les corrections qu’il leur 
faut apporter pour résoudre le problème posé. Les équations de 
condition que doivent vérifier les (de) sont obtenues en écrivant 
que, pour .chaque lieu normal de coordonnées «', d'; les coor- 
données «, à qui correspondent aux éléments (e) deviennent 

œ'= a+ da, 8 = à + dù, 

quand on remplace les (e) par les (e+ de). Comme les correc- 
tiôns (de) sont petites par hypothèse (et si l'expérience montrait 

qu'il en est-autrement, il faudrait recommencer le calcul après une 

première correction), tout revient donc à égaler aux différences 
_da, dè, les variations différentielles que subissent «& et à quand les (e} 

_ prennent eux-mêmes les variations (de). I conviendra d’ailleurs de 
_prendre comme seconds membres des équations qui corresponderit 
aux ascensions droites, non pas les différences d2 elles-mêmes, mais 
les produits cos à de, car l’erreur d’une observation où d’une position 
en ascension droite n’est comparable à l’erreur correspondante en 
déclinaison que si on la multiplie par le cosinus de la déclinaison. 
ÆEnfin, d’après les éléments d'appréciation dont on, dispose,. on 
attribucra, s’il y a lieu, des poids différents aux différentes équations 
obtenues.‘ ‘ 

| On choisit le plus souvent pour éléments fondamentaux (e), les 
éléments proprement dits de l'orbite osculatrice à une certaine 
époque : les premiers membres des équations de condition résultent 
alors immédiatement des formules développées à la fin du Cha- 
pitre V, du type (18) : ce sont des fonctions linéaires et homo- 
gènes des corrections (de), et l’on dev 
inconnues -cn seconde 
elles-mêmes. | 

ra exprimer toutes les 
? . ! + " s d’arc, comme les quantités cosô dx et dû
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: IL faut observer avec soin que dans le calcul des cocfficients des 
variations (de), on devra, lorsqu'on tient compte des perturbations, 

employer les éléments osculateurs pour l’époque correspondante, 
sans qu'il J ait. lieu, d’ailleurs, de chercher une précision plus 
grande, puisque les corrections (de) sont assez petites pour que les 
perturbations puissent être regardées comme en étant indépendantes. 

Ce sont ces’ mêmes éléments qu’il faut employer dans le calcul de 
l’'éphéméride, à moins qu'on ne tienne compte des perturbations 

d’une autre façon, ainsi qu'on le verra plus loin, dans le Chapitre 

consacré à leur calcul. _. ‘ 7 

: Lorsque les observations sont toutes réparties sur un intervalle de. 
temps assez court, ce qui arrive, en particulier, quand il s’agit d’une, 
petite planète observée pendant une seule opposition, il y a plus 
d'avantage, comme nous l'avons déjà dit, à choisir pour les 

éléments (e) les coordonnées héliocentriques : os Jo, So de M; et 
leurs dérivéés x, 74, 5°, à la date t, d’osculation. Ces coordonnées 
étant rapportées aux mêmes axes que les observations, désignons 

par æ, 7, s les coordonnées héliocentriques à une époque quel- 

conque £, et par dx, dy, ds les variations de ces coordonnées quand 

les éléments. (e) reçoivent les corrections (de); les équations de 

condition s’écrivent | 
sin & 
    

  

cos 
— dx + dy = = cosè d2, 

. P 4 

© sinôcosx sinôsinx ,  cosô . _ 5 — dx — — + dz = à, 

en désignant toujours par o la distance géocentrique. 

- En fiisant | ‘ 

ZE fro+ ga PT 3=/f50+825,; 

on a, par exemple, ‘ 

y. dx = fdro+ g dry + 0 df + x dg;, 
. ‘ ° . © É . nn L . . 

et le calcul de ces quantités se fera comme nous l’avons vu au 

Chapitre précédent, les notations subissant les très légères modifice-. 

tions nécessaires. : s 

On obtient généralement de: notables simplifications dans la for- 

mation des équations de condition, ct leur résolution par la méthode 

des moindres carrés; ' en tenant compte” de Tobservation suivante.



204 . . + 2. CHAPITRE IX. 

Imaginons que l’on parte d’une observation complète donnant lieu à 
deux équations de condition de même poids, dont les seconds mem- 

.bres sont cosô dx et dô. Faisons un changement de coordonnées, de 
façon à remplacer les quantités « et 3 réellement observées pär deux 
autres analogues, «’ et 0!, définics de la même façon par rapport aux 
nouveaux axes. Si da et dè’ sont les différences correspondant 
à du et-dô, on sait, et il est d’ailleurs évident géométriquement, que 
l’on a des relations de la forme  .: 

- cosô"dx'= cosS cosô dx + sinS dô, 
dÿ"= — sinS cosô da + cosS dô, 

où la signification de l’angle S est la suivante : si, sur une sphère, on 
marque les pôles P et P' des deux systèmes de coordonnées, et le 
point M qui correspond à la direction observée, S cest l'angle de 
l'arc MP avec l’arc MP”, compté dans le sens direct. 

Puisque la somme des carrés des coefficients de cos ô da et de dè 
est égale à l'unité dans chacune des formules précédentes, il en 
résulte, d’après les principes qui vont être rappelés ci-dessous, que l'on peut, sans rien changer à la solution, remplacer les équations de condition qui ont pour seconds membres cosô da et do, par celles qui ont pour seconds membres cos’ da! et dÿ', affectées d’ailleurs du même poids que les premières. 
Revenons alors sur la formation des équations de condition du problème actuel, et supposons d’abord que l’on ait adopté pour les (e) les éléments Proprement dits de l’orbite, Prenons pour axes du nouveau système des coordonnées angulaires «', d', des axes paral- lèles aux arêtes du trièdre OËsn: bi défini au n° 26, tel que OE, &æ O, soient dirigés respectivement, Oétant le Soleil, vers le périhélie et vers le pôle de l'orbite. Dans ces conditions, on voit immédiatement, d’après leur définition même, aussi bien que d’après les formules qui les déterminent, que les constantes désignées dans ce même 

paragraphe par a, D’, c', A!, B', C' deviennent, pour notre nouveau système d’axes, - | 
‘ © 

FT Te es A = — —6 « 1 = ? =: Aer 
2
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Désignons maintenant par dP, dQ, 4R les quantités invariantes 

cosw di+ sinésino d%, sine di—sinicose d5, duw+coséd3, 

qui représentent, comme nous l'avons vu, les projections sur les axes 

du trièdre OË,n:%, de la rotation instantanée de ce trièdre (au signe 

près pour la seconde), quels que soient les axes de référence pour les 

éléments S, à, 0. Les formules utiles du type (18) du n° 26 qui 
donnent nos équations de condition prennent alors la forme plus 

simple 

séc gtcos(e —') sing cosa/] [Mo + (t— t)anl' 

rva 

D
I
R
 

  | 
I
N
 

“
o
O
 
+
,
 

P
i
s
 

sin(w —2)dn 

[sinu cos(v —2x)+ cose sina'] do 

+ cos — & )dR= cos d’ d2", 

5 séeg sind’ [sin(o — a’) — sing aa! La, +(t—t5)dn] 

  

  

24 rVa poto a +35 7 sinô cos(p — 2") dn 

+ 3 sin S'[sin a sin(o — x") + coso cosa'] de 

+ Fsing'sin(oe— a) dr + o- cosô AP + cosÿ dQ = a. 

: On a d’ailleurs, pour déterminer «/, à’ et l'angle S‘qui permet de 
passer aux quantités cos à’ dx" et dÿ, les formules générales du chan- 

gement de coordonnées 
+ 

cosè’ sin(æ'+ w1) == sind; sinô + cosi cos sin(a — 1), 

cos ô' cos(z" + w1) = cosô cos(æ — 1), 

sinô'" = cosé sin ô — sin, cosô sin(a — 1), 

cos" sinS = sin cos(x — S;), 

cos ÿ’ cos S = cos cosô + sinë sin ô sin(x — Si}, 

-les éléments & Sy, à, w, se rapportant, comme au Chapitre V,à 

l'équateur. . | 

- Dans le cas d’une orbite elliptique à forte excentricité, ou encore 

parabolique ou hyperbolique, on aura des formules. toutes sem-
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blables, qui s'écriront immédiatement d’après les développements du 
. Chapitre V. | 

Les équations précédentes, où 4P, dQ, dR doivent remplacer les 
inconnues dS, di, dw, offrent plusieurs avantages, malgré les calculs 
que demande la détermination de «’ el 2’, cosë/ da! et dû’, 

Tout d’abord, les coefficients des inconnues sont relativement 
simples, et dans les équations qui correspondent aux da!, les 
inconnues dP et dQ ne figurent pas; en second lieu, beaucoup de 
coefficients sont petits, en général, comme contenant en facteur 
soit siño, soit sin(w— «/), soil sind’; el'en effet, il est clair, d’après 
la définition de a! et à’, que l'angle o — 2! est petit aux environs de 
l'opposition de lastre observé, et que © est de l’ordre de l'incli- 

maison de l'orbite -sur l'écliptique. On voit ainsi que les calculs 
nécessaires pour la formation ct la résolution des équations de condi- 
tion seront sensiblement simplifiés ; .on pourra même, en observant . 
que les quatre inconnues qui figurent dans les équations en dz! n’ont 
que de petits coefficients dans celles en dè', comméncer par résoudre 

. les premières qui ne contiennent que quatre inconnues, el résoudre 
ensuite les secondes par rapport à dP et dQ, en y remplaçant les autres inconnues par leurs valeurs déjà déterminées; sans doute onne 
se conforme pas rigoureusement à la méthode des moindies carrés en opérant ainsi, mais ce sera sans inconvénient sensible. 

Dans le cas où l’on prend pour éléments fondamentaux (e) les coordonnées Los Vos 50, et leurs dérivées LV; 3, pour l'époque Los on pourra choisir comme axes auxquels sont rapportées .ces coor- données, ainsi que a! et ÿ, des axes parallèles aux arêtes du trièdre OËsnoLo, Of et OÙ, étant dirigés respectivement suivant le rayon vectéur OM, et vers le pôle de l’orbite. Dans ces conditions on aura, Suivant des notations évidentes, 

  

= - - __esine - ÿ = = 5 — , 0 . To = To; Yo = 50=0, To = P , # . ; = — 7) 59 — 0 
172 7 70 ro . ° ' 

x sec ml EC, oo . A : 
ct les Coordonnées æ,9 sont déterminées par les mêmes équations que ci-dessus, où l’on remplace toutefois w, Par wir. On obtiendra ainsi, dans les équations de condition, d’ayantageuses sim- Plifications tout à fait analogues aux précédentes. ee Il est faci ite, à alc! ir aux élé j 
] facile Ensuite, à la fin du calcul, de revenir aux éléments ordi- - naires de l’orbite. : - | | : .



MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS, 207 

Les procédés que nous venons de décrire peuvent évidemment être 
appliqués aussi bien à la solution du problème traité dans le Chapitre 
.précédent, la seule différence avec le problème actuel’ étant que le 
nombre des équations est alors égal au nombre des inconnues, de 
sorte qu’il est inutile de faire apparaître les coordonnées réellement 

observées, puisque la théorie des erreurs n'intervient pas. On appré- 
ciera, dans chaque cas particulier, l'avantage qui en peut résulter. 

50. Avant. d'aborder l'exposition de la méthode des. moindres 

carrés, rappelons d’abord quelques définitions et quelques principes : 
de la théorie des erreurs d'observation. | 

La mesure d’une grandeur x par l'observation est affectée d’une 

‘ erreur €, égale à la différence x — a,.en appelant a le résultat de Pob- 
servation. Les conditions de l'observation restant toujours les mêmes, 
ct les erreurs étant supposées seulement fortuites, mais non syslé- 

matiques, la loi de probabité de’ces erreurs'est définie par une fonc- 
tion o(e), telle que la probabilité de commettre une erreur comprise 

‘entre e et e + de, soit égale à w(e) de. La fonction &(e) doit être paire, 

les erreurs égales et de signes contraires présentant des chances 

égales; elle doit tendre rapidement vers zéro lorsque e augmente en 
valeur absolue, car les erreurs très grandes ne se présentent pas en 

réalité; elle doit nécessairement, d’après sa définition même, vérifier. 

Ja condition Li | 
+o Lu ° 

[° ét. 

- : ni oe e $ 

On adopte la loi de Gauss, vérifiant ces “conditions ct confirmée par 

Y ‘expérience, soit ‘ 
° . + Et 

.. °6Os ET 
Lo 5 2% os 

le désigne la base des logarithmés by perboliques, el »2 esl.une cons- 

tante positive, qui dépend évidemment de la qualité des observations, 

d'autant plus petite que leur précision est plus grande. D’une façon 

plus exacte, si pour une autre série d'observations le paramètre m est 

remplacé par m', et si & est une quantité positive. quelconque, les 

“probabilités de commettre des erreurs inférieures en: valeur absolue 

à «am dans la première série, à ‘x«m' dans la seconde série, sont égales. 

On dit encore, pour des raisons que la suite e justifiera, que les obser-
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: vations des deux séries ont des poids inversement proportionnéls à m2 
etm'?, LU . 

… On sait que la valeur probable d’une quantité est la somme des 
produits que l’on obtient’en multipliant les diverses valeurs que peut 
prendre cette quantité par leurs probabilités respectives. Il en résulte 
‘que la valeur probable du carré e2 de l’erreur est égale à 

fe 2) de. 

Comme on a 

la différentiation par rapport m donne 

  

° + œ Et h 2 — J. ..e Fde=miyar,. 
0 . © n 

; - 2 

et par suite la valeur cherchée est précisément me?. 
On appelle m l'erreur moyenne des observations considérées ; c’est donc la racine carrée positive de la valeur probable du carré &? de 

l'erreur. 
| 

On appelle encore erreur probable la quantité s telle qu'il y ait chance égale pour que l'erreur &'soit inférieure ou supérieure à p en. valeur absolue ; on à donc, pour définir 8, légalité 
. +p : : 1 

J_ sG)de =}; 
ce qui revient à 

| . 
nt de sorte que, d’après les tables de l'intégrale J e-"dt,ona . 

: ee . o 

o=mx 0,6745. 

ervations conduisant à des 
quelconque de l'erreur &. Nom- 

et s la moyenne. arithmétique des 
probabilités nous apprend encore 

. Supposons que l’on ait fait x obs 
erreurs e;, et soit f(e) une fonction 
Mons p la valeur probable de f(e) 
ñn Quantités Sci); la théorie des
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que, si p' désigne la valeur probable de la fonction [f(e)]?, on obtient 

pour l'expression de la valeur probable de (s — p}? le nombre 

- : P'=P? . ren 

de sorte que cette valeur probable tend vers zéro lorsque r augmente 
indéfiniment. Comme (s — pb}? est une quantité toujôurs positive, il 
faut en conclure que la probabilité pour que la moyenne s diffère de p 
d’une quantité notable est très petite, et qu’en faisant p=5s, on 
s'écarte vraisemblablement très peu de la réalité, si du moins À est 
suffisamment grand. 

En particulier, on a donc, d’une façon d'autant plus approchée 

que ñ est plus grand, 
.. a! 1 

dd É 

a 
m?=   

Si » est petit, cette formule n’est plus qu’approximative, et peut 
même perdre toute signification réelle. 

Le problème de la composition des erreurs est le suivant. Soient 

‘æ, x, x", ... des grandeurs observées directement, et pour lesquelles 

_on trouve des valeurs da, dy Œy..., de sorte que les erreurs com- 
mises sontrespectivemente=x—a,e—x—al,e =x"—a",.... 
On envisage une fonction f(x, x',x", …) des grandeurs Ty L'yB'y ee, 

_et l’on prend pour sa valeur la même fonction f(a, a!, a", ...) des 
valeurs observées; on commet ainsi une certaine erreur 

a = f(x, #, z",...)—/f(a, a aa, ...) 

et l’on cherche la loi de l'erreur #. 

Les erreurs e,s,€,... sont su posées assez etites our qu’on ; ', 9 

puisse les regarder comme infiniment petites, de sorte qu on peut 
écrire . - 

of fr,» 
= — £ — € ss 

dx + +5 Tee 

_et l’on est ramené à chercher I a loi de l'erreur «, fonction linéaire et 

homogène des erreurs «, s/,e”, ... de la forme 

: Lam AA EE AE, + © 

A, A', À", ... étant des coefficients constants, les erreurs #, e’, e” ..… 

ANDLOYER : - : 14
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étant soumises à la loi de Gauss, et appartenant à des séries d'obser- 
vations S, S', S”, ... caractérisées par leurs crreurs moyennes m, 

mn, m'en - | 
Dans ce qui suit, nous nous bornerons à considérer le cas de trois 

séries S, S', S” : le raisonnement, comme le résultat, est général. 

Pour que l’erreur « soit comprise entre deux limites données 2, et, 

on peut supposer que les erreurs commises sur æ, x', x” sont com- 

prises respectivement entre s et s + de, sets! + de', e" et sde", à 

- la condition que la somme As + A'e! + Ae" soit comprise entre % 

et #2. La probabilité de ce fait composé est égale au produit des pro- 
babilités simples de chacun des événements composants, c’est-à-dire à 

———— 0e"? di ds ds", 
LT … mmm'(Var) : 

7 en désignant par f la forme quadratique définie des variables &, :’, #, 

E? ge"? e"2 
HE + 

m? nr?  .m'? 
. 

La probabilité totale pour que à soit compris entre @, et a, est la 
somme de ces’ probabilités élémentaires, c’est-à-dire l'intégrale 
triple 

. L 
. ï | 

Us 

_ mm'm"(y2r) 
JS. .2 de d:" di 

élendue aux .valeurs de e, s', e” qui donnent à la somme 
Az-+ A! + A’e" une valeur comprise entre œ el &r. 

| Pour calculer J, faisons une substitution linéaire sur les variables &, 
&., €”; les nouvelles variables seront a, d/, a”, el « sera précisément la 
somme Âc + Ash AE", On aura des formules telles que 

Espagne, 
F 

e=pa+q'a tra, 
- es p'a+ ga + rar. 

Supposons de plus que, par cette substitution, la forme f reste une 
somme F de carrés telle que L | | 

x? + 2°? a"? 
NE AE + re . 

Dans iti : ec | ‘ ces conditions. si A désigne la valeur absolue du déterminant
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des coefficients Pr nliee de la substitution, ona 

‘= RG m (a) Se ° F dus dr, 

Fr intégrale triple devant être étendue à toutes les valeurs. possibles 
de x’ et a’, mais seulement à celles de « comprises entre a et as. . 

D’ autre part; la théorie desi invariants des formes quadratiques donne 
la relation 

mmm"= M MM" À, 

et par suite il vient, le calcul de J se réduisant à' celui d’intégrales 

simples évidentes, en raison de la forme de F; 

e CRT F qu. 
” Myaz = & 

Ecrivons enfin que la forme f — = HE se réduit à à une somme de deux 

carrés, c’est-à-dire que son discriminant est nul : cela donne immé- 

- diatement la relation : CR 

M?= : A2 m?+ a" m'2+ Ami 

.par suite, Perreur à suit la loi de Gauss, ce qui est un fait fondamen- | 

tal, et l’erreur moyenne correspondante est le nombre M défini par 
- Ja relation précédente. 

BL. Soient p quantités indépendantes Ty Vs 3... et fonctions . 
linéaires et homogènes quelconques de ces quantités 

() far biy<ast. (é=1,2,3,...,n); 

on suppose essentiellement nr > p. . 
Soit d une autre fonction linéaire et homogène quelconque donnée 

.dex,y,3,..., 

(2) YÆ=IT+HIY+SS+.... 

On peut. exprimer d d linéairement à l'aide des Ji d’une infinité de 
façons; en posant oo : 

C8) = of, 

où les w; sont des constantes, il est nécessaire et suffisant, pour assurer
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l'identité, d’avoir les p relations 

(4) g=Y tai r=Y wibn s=Y wCi, .. 

Imaginons alors que l’on soumette à l'observation directe les gran- 

deurs f;; appelons /; les résultats observés, &; les erreurs commises, 

de soïte que fi= li .+e;. Si dans les diverses expressions (3) de la 

fonction 4 on remplace les f; par leurs valeurs observées li on obtient 

autant de valeurs approchées pour la véritable valeur de & : l'erreur 

commise est de la forme Xw;:;, et composée avec les erreurs €; 

-Appelons p:, Pas Ps --- les poids relatifs des observations qui 

produisent les erreurs «1, &2, es, ...; les erreurs moyennes m;cor- 
: m ‘ 

respondantes seront de la forme 7 en appelant m l'erreur moyenne 
Pi 

des observations de poids 1. D’après ce qui précède, l'erreur Soit; 

relative à la forme (3) de Y suit la loi de Gauss, et si p est l'erreur 

“moe enne correspondante, on a 

#= Dre 

le poids o étant 2e. 
. ue? 

Fe LE 

Les w; n’étant pas des variables indépendantes, à à cause des rela- 

tions (4), l'expression de ue? ‘est évidemment susceptible d’un minit- 

. mum non nul; il existe donc üne détermination de 4 de la forme (3) 

ds a un poids maximum, ou une erreur moyenne minimum : NOUS 
appellerons la détermination principale de d, et nous la désigne- 

rons par 4’, 

. Pour obtenir celte détermination principale, il convient, conime on 
sait, :d écrire 

D RD Tue) 
28 (LE v2) +ar(s—Yures) +. 

ah, ye. étant pi inconnues auxiliaires, et de regarder alors H comme 

ve fonction des + variables indépendantes w;, #, 8, y, .... 
n . re à ro les dérivées partielles du second’ membre de 

équation récéden ; . 
ds P Le pa rapport à, ces variables, on a comme condi-
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tions du minimum de m, outre les relations (4); les nouvelles équa- 

tions | 

(6) . 2 = nait Bhit yet... 
‘ Di ° - 

Éliminons les w;, et suivant la notation habituelle, écrivons d’une 

façon générale So; sous la forme [w], © étant quelconque; il vient 

-Cpaalz + {pab]8 + [pac]y +...= g, 

(7) [pabla+{[pbb]8+[pbc]y+.
. =r, 

| trace (pbelB+Ipeclt+ims, 
nn nono ss smnsssesssee 

Soit D le déterminant symétrique (supposé non nul) 

D |: | [paal [pab]. [pee] 
[pab] [pô6] [pc] .… 
[pac] [pbe] [pce] 

des coefficients des inconnues; appelons aussi (aa), (ab), (ac), . 
les quotients par D des coefficients respectifs des éléments [paa], 

[pab], [pac]; ... dans le développement de D suivant les éléments 
des lignes ou des colonnes; enfin envisageons la forme quadratique et. 

homogène dep variables quelconques u, " RE 

g=(aa)u+a(abue + (ac) uw +... (db)et+ 2(bc)ew +... 

La simple résolution des équations (7) donne alors immédiatement 

- TOg(gr, ss...) _19g(qg;r;S;e.e) 

5 8=; dr ? 

et par suite, il vient 

| 1 [- d, Ty Syeee dg(gi ris. ‘ o= prifei Ce ie) D, sCares : +... | 

ce qui peut s’ écrire encore, comme on sait, 

a I. x Can bi, ci, us AAC be, Ci, +.) 
— Pi [+ . da; n EVE eee. ;
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d’où enfin, pour la détermination principale de +, 

di 

: 1. 0 g(ai, Di, ci, ...) DRE 

‘ , 1 d, ai, bi, cr .….) (8) | = 4) nn see 

Quant à l'erreur moyenne y de Ÿ/, elle est déterminée par le mini- 
‘ 2 è [ | « ‘ Se, 2° rer . ‘ … mum de À, ci comme, d’après les propriétés élémentaires des formes m H Lo 

quadratiques, on a ici, en vertu des relations (6) et des valeurs de +, 

p?: | 
me =ag+brtys+...= (9, ds S.:.) 

il vient 

9). | Hsmve(gs rs); 

il suffit de rendre homogène, par l'introduction d’une nouvelle 
variable, la forme quadratique (5) des variables wi, &, PB, y, ... ct. 
d'appliquer le théorème d’Euler sur-les fonctions homogènes, pour 
arriver à ce résultat. | “. 

:" Si lon prend en particulier pour Ÿ les quantités &, y, 5, ... elles- 
mêmes, on aura leurs déterminations principales z', 7", 3, ... en 
prenant successivement dans la formule (8) les coefficients mêmes 
de g, r, 5, ...; de sorte que la détermination principale de 4 est . à 

4 . construite avec les déterminations principales de x, y, 3, ... préci- 
sément conime 4 avec z,Y,3, .... Quant aux erreurs moyennes de æ',y',3!, ..., elles résultent de la formule (9) et sont 

Bx= m Y(aa - _uy= mm (66), = m Tec), sc... 

* Prenons maintenant pour d la fonction f;; sa détermination princi- . pale sera de la forme 

LT air fs 
en étendant la sommation à toutes les valeurs 1, 2,...;, n de #, et faisant ‘ ‘ | ‘ 

+ I 

Lk= — 
2 

D &(ar bp ere) … delta be *). Pà [eee be eur.) - ) 4 5,28 (ai, bu, cr.) (ais TE Che » +.) +... -
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de sorte qu’en particulier 

: di = Pi g(ai, D, Cire DA ‘ 

Si »; est l'erreur moyenne de /;, on a aussi 

Envisageons actucllement la combinaison des fi ° 

be fi- fi 

elle est manifestement équivalente à zéro, de sorte qué si l’on y rem- 

place les fi par les résultats d'observation L;, elle prend une valeur : 

égale et de signe contraire à l'erreur que l'on commet ainsi sur elle, 

soit 

‘ a LikEke 

On peut donc traiter k; comme 'unc crreur composée avec les 

erreurs s; l'erreur moyenne correspondante u; est telle que 

2 | 2 
Hi _ 12% Aix 

, 
mi. pi ‘PK 

c’est-à-dire, d’après ce qui précède, 

4 
y ( 
LL = — = ga, bi, ci, ...). 

| . - mm? Pi g( ds Vas as } 

On en déduit | 
- : :° . : 

Ut rt; - . 

> PIE =n—ù pige, bi, ci...) 
mn? 

mais, d’après la-définition de la forme g,ona 

| D pig(ar, bi, ci, -..) = (aa) [paa] +2(ab){pab]+...; 

considérons alors le déterminant D comme une fonction de ses élé-- 

ments {paa], [pab]; ...; c'en est une fonction homogène de degré pr, 

et l’on a de plus | | 

UC : I oD :. oc 

D o[pab]’ 772 

  

: 1 dD 

(aa)= 5 o[paa)’ 
.2(ab)=
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il vient donc, d'après le théorème d'Euler, 

‘ D Pig (ar, bn Ciss.) =; : 

et par suite, on a l'importante formule 

_ Go) . - Driut=(n—p}m; 

et comme u? n’est autre chose que la valeur probable de X?, on peut 

dire que la valeur probable de Sp;k? vaut (n — p) fois le carré de 

l'erreur moyenne des observations de poids 1. 

32, Les considérations que nous venons de développer sont pure- 
‘ment théoriques : pour les établir, on nc suppose pas les observations 

faites, mais au contraire qu’elles sont à faire, et on en laisse les résul- 

tats'indéterminés. Occupons-nous maintenant de les appliquer à ka 
‘ résolution du problème le plus général de la combinaison des obser- 
vatons. oo, 

. L’énoncé de ce problème est lé suivant : on a p+-q inconnues 

X, Y, 2, liées par g relations distinctes rigoureuses 

P;CX; Y, Z, …)=0 
3 

‘et lon en a observé directement x fonctions EX, Y,2,.:.); on 

suppose x > p, de sorte que les inconnues sont déterminées par des 
équations en nombre surabondant, et incompatibles, puisque les 
observations sont.affectées d’erreur. Quelles sont alors les meilleures 
valeurs à adopter pour les inconnues? Et sur quelle approximation 
peut-on compter quand on a adopté ces valeurs? 

| On connaît toujours, ou bien on peut toujours déterminer des 
valeurs suffisamment approchées X5,. Yo, Zi, ... des inconnues, 
pour qu'en posant X—X;,— zx; Y—_Y,— 7-2 — Lo= 3, + On 
puisse négliger les quantités du second ordre par rapport aux nou- 
velles inconnues x, y, 5, .... Dans ces conditions, les équations du 
problème par rapport aux nouvelles inconnues x, Frs deviennent 
linéaires, et ce sont des fonctions linéaires de ces inconnues qui ont . 
été observées; les équations rigoureuses qui lient entre elles les 
P + 4 Inconnues permettent d’en éliminer g: cuil en reste p qui sont 
indépendantes, et dont on a observé directement » fonctions linéaires, 
que l’on peut supposer homogènes. |
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Appelons, en reprenant les notations du numéro précédent, f; ces 

n fonctions, /; leurs valeurs observées, p: leurs poids relatifs. 

Les équations de condition du problème sont 

(in) : | ax +biy + ist... Le. 

Pour déterminer la valeur d’une fonction donnée % des inconnues, et 

l'erreur moyenne de cette détermination, on est amené à mellre la 

valeur de Ÿ sous l’une des formes en nombre infini . ‘ 

“ 
* 

ÿ =Y wib, 

: qui se déduisent de la formule (3) en remplaçant les f; par les d; il 

est naturel alors de considérer comme étant Ja meilleure valeur de 4, 

_ celle qui se déduit de la détermination principale 4’ de cette fonction, : 

quand on y remplace les fs par les Li; ce choix, dicté par la propriété 

de 4! d’avoir un poids maximum, est celui que l’on adopte. Si nous 

appelons 4, la valeur ainsi obtenue pour d, on a d’après (8) 

; : 1. 0 gCai, bi, Cie.) 1. da, bi, ca...) ° 

=D zpili dai +r>, rie ob; Fer 

erreur MmOY L sera d’aprè et l'erreur moyenne de 4, sera d’après (9) 

= mYE(G: Fi Se.) 

En particulier, les meilleures valeurs à adopter por les inconnues 

elles-mêmes, soit &o, Jo, So -.., sont les coefficients de g, r, 5, ... 

dans l'expression précédente de %, et l’on a | 

Vo LH To + S30 +... 

Les crreurs moyennes de Ze, Jos 40, +++ SONt. 

Lx = m Ta , “y my(bb}, °° p=my(c), °. ...… 

Mais il reste une quantité inconnue à déterminer : c’est M, l'erreur, 

moyenne des observations de poids 1. Pour ÿ arriver, on utilise la 

proposition énoncée à la fin du numéro précédent; si dans k;.on 

. remplace les f; par les 4; on obtient des valeurs | | 

Le … ki dito+ bipo+ Ciäo+ di. 
\ 

et l’on peut former la somme Xp;k°; en égalant cette somme à sa
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valeur probable (7 — p}m?, on obtient la détermination de m géné- 
ralement adoptée . © 

. L \- ? 

° L - . ZaPihi .. (12) . : M = np? 

mais, comme nous l'avons déjà vu dans un cäs analogue, cette for- 
mule n’est nullement rigoureuse; elle ne fournit qu’une approxima- 
tion d'autant plus grande vraisemblablement que le nombre n des 
observations sera plus grand. . 
Revenons aux valeurs x, Jos 30 --.3 on voit, en développant. 

les dérivées partielles de la fonction gai, bi ci, ...), que l'on peut. 
écrire - . - : 

To= (aa) [pal] + (ab) [pbt] + (ac)[pet] +... 
(13) +] Jo=(ab)[pal] + (bb) [pbt] + (bc) [pet] Hess 
oo : %0= (ac) [pal] + (be)[pbt] + (ce )[ pet] +... 

et l’on reconnait là les solutions d’un syslème analogue à (5) 

Lpaale + [pab]y + [pae]s +... [pat] 
Lpab]x + [pbè]y + Lpôc]s +... [pot], 

‘ | [pac]z + [pbc]y + [pec]s +... [pet], 
“ss... RE EEE EEE EEE TEE 

 G4) 

Ceci posé, donnons aux inconnues des valcurs quelconques æ, J,5,...3 elles ne vérifient pas les équations du problème, de sorte que si l’on calcule les quantités a;x + dy + cs +... — l;, on trouve des’ valeurs non nulles ;-ce sont les résidus relatifs au choix fat dèx,7, 3, +++ Pour les diverses observations /:. : Considérons la somme . 0 

. S =Ÿ pitair + By +cs+...— G}, 

; . . . U. - n 
que l’on obtient en additionnant les produits des carrés des résidus par les poids des observations Correspondantes; la somme S est évidemment susceptible d’un minimum, que l’on détermine en éga- lant à zéro les dérivées partielles de S Par rapport à x, y, 5, ..., ce qui conduit précisément aux équations (14). Done, les meilleures valeurs à adopter POur #, y, 5,.... sont précisémènt celles qui 

.
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rendent minimum Ja somme S ; d’où le nom de méthode des moindres 

” carrés, donné à ce procédé de détermination des inconnues. 
Les résidus qui correspondent au choix de æo, Yos Sas ++; pour | 

TJ 53 es SONL précisément les valeurs k; considérées plus haut; 

la somme Xp;:k? est donc le minimum, de la somme S; au lieu de 

calculer cette somme directement, on peut encore écrire, en remar- 

quant que S est une forme quadratique non homogène dex, y, 5,..., 

‘et appliquant des principes déjà.rappelés, | 

So=—S piiki=— Cpt&]; 

remplaçant les Æ;, puis Zo, Jos 501 +++ Successivement par leurs 

valeurs, ceci devient | rue. | = 

(G5) -. So [pl] — [pal] — yopbl] — RP —... 

= [pl] — g((pai], [pl], [pell, . 

Appelons alors A le déterminant que l’on obtient en bordant le 

déterminant D comme l'indique le symbole : 

! Lpa!] 
À | Lbt] 
a=t | Der] |: 

Ê ee 

[pal] (pb!] pet] … (pit 

où peut écrire finalement 

  

ae): _. = the (= Ge 

En résumant, pour avoir les éléments de la solution complète du 

_problème, il faut : 1° résoudre les équations (14), dites”équations 

nor males, par opposition aux équations de conditiôn (11); 2° déter- 

‘ minér les coefficients (aa), (bb), :..-qui correspondent aux élé- 

ments-{ paa}|, [pbb], … du déterminant D, afin d’obtenir les erreurs 

moyennes des inconnues; et si, plus généralement, on veut avoir 

l’erreur moyenne d’une fonction quelconque +, il faut calculer aussi 

les autres coefficients (ab), (ac), (be), ... de la forme g; 3 il faut 

enfin, pour avoir m par la formule (12), déterminer la somme So par. 

la triple formule (16), ou encore par la double formule 5) de façon 

. à obtenir une vérification générale du calcul, - -
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58. Il nous reste à expliquer comment on dirige le calcul. Mais 

auparavant, examinons le cas particulièrement simple d'une seule 

inconnue x. L'observation fournit les # équations de condition 

.aiz =l;, 

de poids respectifs p;; d'où la seule équation normale 

[paa]z = [pat], 

_ [pal], 
[paa] 

et 

On a de plus 

[pal]? So m 
So= [pl] — ——, —=1(/ =" 

°= lp] | [paa] . \ n—1 F vlpaa] 
  

Si en particulier les a; sont tous égaux à l'unité, de sorte que l’ona 

observé directement la grandeur æ, on a simplement 

  

x = Pih#paliti.+ Pnln | = m 
3 x = 

PAT Pites+ Pa À pi pate + Pa 

3 . , _ . . | L'expression de poids est ainsi justifiée par la forme de la valeur 

de x, qué l’on appelle aussi moyenne pondérée des li. - 
>1,: 4 .. ‘ ‘ . . re s 14 
Plus par ticulièrement encore, si les poids sont tous égaux à l'unité, 

la valeur de x est la moyenne arithmétique des /;, et l'erreur 
  | mm. S moyenne correspondante est Vr la valeur de m étant Va - nd On . R—1 

voit par là, et ce fait est général, ainsi qu’on le vérifie immédiatement 
sur la forme des équations normales, qu’une observation de poids p 

peut être regardée comme équivalente à p observations de poids 1; 

et cette remarque trouve son application quand il s’agit d’auribuer 
des-poids à diverses observations. D'autre part, on voit encore quest, 

dans le problème général, on a observé plusieurs fois la même fonc- 
tion des inconnues, on peut remplacer les équations qui en résultent 

par une seule, en prenant pour résultat de l’observation fictive cor- 

respondante la moyenne pondérée des résultats des observations pri- 
mutives, ct en lui donnant pour poids la somme des poids primitifs; 
dans ces conditions, en cffet, les équations normales ne sont pas 

| altérées : c’est en somme ce principe que nous avons appliqué précé- 

demment à la formation des lieux normaux. On doit toutefois observer 
qu'en opérant ainsi, le dernier élément {pl{] du détérminant A se.
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trouve modifié, et ‘par suite la détermination de l'erreur moyenne m 
est changée : ceci n’a rien de surprenant, d’après la façon même dont 
‘cette détermination a été obtenue, et, si le nombre des observations 
est assez grand, le changement sera vraisemblablement petit. 

Revenons maintenant au cas général. Afin de rendre les calculs 
plus simples et plus réguliers, on observera Jes règles suivantes. En 

premier lieu, on voit qu’on ne change rien quand on multiplie les 
deux membres de l’une des équations de condition primitives par un 

facteur }, à la condition expresse de diviser en même temps son poids 

par }X? : on ramène alors tous les poids à l’unité, en multipliant les 

deux membres de chaque équation par la racine carrée de son poids. 
En second lieu, on observe que l’on peut multiplier les deux 

membres de toutes les équations de condition par un seul et même 

nombre }; la quantité m se trouvera aussi multipliée par X, mais tout 

le reste subsistera. Désignons alors par À la plus grande des valeurs 
absolues des cocfficients &;, et déterminons de même B, C, ..., Lpour 

les bi, ci, -.., dj, On remplace les inconnues æ, y, 5, ... par d'autres 

æ',7,3,... telles que 

z=2x, y=y,. z2=3 ss 
. A B 

et en même temps on divise tous les coefficients des équations de 
condition par L, de facon qu’elles deviennent 

É ape +$ +. li, A+ F "TL? 

_on réalise ainsi l'avantage suivant : les coefficients des équations ne 

dépassent pas l’unité en valeur absolue, et les coefficients des diffé- 
rentes inconnues, comme les termes-constants, sont des nombres com- 

parables, puisque, dans chacune de ces séries, il y a un coefficient 

égal à à l'unité en valeur absolue. Si ces nouvelles équations conduisent 

aux valeurs m', pur, &y', -.., pour l’erreur moyÿenne des observations 

de poids 1, et pour les erreurs moyennes de x’, y, !,...,on aura, 

en revenant aux équations ct inconnues primitives, 

no © L Lo L . 
m=m'L, He Bet By y? Lez = pr © Fosse 

Les équations de condition ainsi préparées, on formé les équations
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normales, qui, en supposant p — 4 par exemple, et revenant aux 
nolations primitives, s’écrivent: oo ° 

Laa]x+[ab]y + [ac]z+[ad]t = [al], 
Lablr+{08]y+ [6e]: + Léd]t = [ot], 
lac]z+[be]y+[cc]:+[ed]e= [er], 
[ad]z + [bd] +[cd]s + [dd]e = [aif. 

Pour calculer les différents coefficients de ces équations, le mieux 
sera de faire usage d’une table de carrés, ct d’obscrver que l’on a 

da ed. 
I faut aussi calculer [{1], dernier élément du déterminant A. 
On aura soin de vérifier les calculs de la façon suivante par exemple, 

Si l’on fait . 
: Si it di ci+ di+ l,, 

on a . . 
Laa] + [ab] + [ac] + [ad] + [at] = [as], 

_ cles relations analogues. . 
Pour résoudre les équations normales, on procède généralement par éliminations successives ; mais on peul aussi bien appliquer direc- tement les formules de la théorie des équations linéaires, lorsque » est égal à 2 ou à 3. La premiére équation, résolue par rapport à l'in- connue correspondante x, donne | | | 

= [a] _ [ab] [ac]_' [ad] = =— — +! — = [ea] 7" [aa] [ae] 
portions cette valeur telle quelle, et sans faire aucune réduction, dans les trois dernières équations ; on à le nouveau système analogue au ‘. premier: . . 

Lob.1]y + [ci]: + [oa. 1Jé= [br], 
" Loc. 1]y + [cc.1]2 + [oder =[cla], 

Lod.1]y + [ed.1]5+[da, iJ= [dt]; 

il suffit de poser, cn désignant par g'ét k deùx quelconques des 
lettres b, c, d, d, | 

[sh] = [gx] — [as] [a] 
. _ [aa]
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On a d’ailleurs des vérifications telles que ot 

u | {ob.1]+[éc.1]+[bd. 1]+ [61.1] = [bs.1], 

en calculant [bs.1] de la même façon. 
Si l’on appelle D, et A, les déterminants analogues à à Det A relatifs 

à ce nouveau système, le dernier élément de A, étant [4.1], on a, - 

d’après les propriétés élémentaires des déterminants, 

de D=[aa]Di, A=[aa]ai, 

et, par suite, : 
à 

D E|
r 

IL est intéressant encore d'observer que les nouveaux coefficients 

sont constitués de la même façon que les anciens, puisque 

[aa][60.1= D (aib;— ajbi}, 

[aa][èe.1] =Y (aibj— ajbi)(aic,— ajci), 

‘ enétendantles sommations aux diverses combinaisons des indices £'et 7. 
Continuant de la mème façon, ona | 

{oz [éer | Cod], 
7 (6: 1] [ôé. 1” ZA 1h ’ 

.avec le nouv eau système 

| . [cec.2]3 + Led. 21=[cl. 2], 

| - [ed.2]2+{dd.2jt = [dl.2],. 

rs lég-nfékal, 
[gh.2l = Gi ; | 

on a les vérifications telles que. 

| [ec.2] +[ed.2]+[cl.2]=[es:2], | 

et toujours 

[cl.2] [cd.2] 

[ce.2] 7. [cc.2}- 
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avec l'équation unique | . Es 
[dd.3]t = [d.3], 2} 

- os PA he 

et les vérifications telles que A N/ 

  

[dd.3] + [d1.3] = [ds.3], 
en posant 

| [gh.3] = [5.2] — renier. 

-. On a aussi 

= à. [2.4] = [és] = (65.6), C
I
E
 

en faisant toujours 

sn.61= Len.31— EIRE, 
et appliquant le même principe de vérification. 

Sil’ona simplement en vue la détermination des inconnues x 9 5% 
t,ona successivement leurs valeurs par les équations 

__ [at.3] 
- [éd3] 

__ [el. [el.2] _ [ed.2] 

7 [ec.2] — _[cc.2] ? | 

_ [él fée. [oé.1] _ __ [éd.r] 
(061) (68.1 — fé. 
__ [at] [a], __ Tac]. [ad] 

[aa] [ae] 77 [aa] ®— (aaj” 
et il est inutile de calculer les coefficients EUR [ui 1],. 

Mais si l’on veut déterminer les crreurs moyennes des i inconnues, 
il faut d’abord calculer 

m = VÆ A — a 

la valeur deS, étant celle de 5’ ’est-à-dire [ {4. 4], ou [s.4], oufss. 4]. 

  

‘Mais bien souvent, comme on le voit sur l'exemple développé plus loin, cette façon de déterminer So est pr aliquement illusoire. -Il faut calculer directement les résidus | S 

kj= li aix — biy — c;z _ dit,
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pris ici dans le s sens observation moins calcul, Les x, y, 5, 4, aa ant les 
valeurs ci-dessus; on a alors, comme nous l'av ons vu, 

So= [A] = [44] = quil _ fat] — y[8t] — [er] ua, 

et seule la formule So— [4X] présentera d’ habitude. une précision 
satisfaisante. 

Il faut enfin calculer les coefficients que nous avons appelés (aa), 
(ab), ... Or, d’après leur signification même ct les: ‘propriétés élé- 
mentaires des déterminants, on voit que (aa), (ab), (ac), (ad) sont 
précisément les solutions des équations normales, lorsqu'on y fait 

ee - [al=r, . []=[c]={[d]= 0. 

On pourra donc les calculer comme x, y, 5, £, à la condition de rem- 
placer dans les formules précédentes les coefficients [b/. 1], [eL. 2} 
[di. 3] par les valeurs qui résultent de cette hypothèse. 

: De même (ab), (bb), (be), (bd) correspondent à l'hy pothèse 
Lol] = 1, [al]= [cl] — [dl]= 0; et ainsi de suite. Le calcul se sim- 
plifie à mesure que l'on av ance; finalement quand on fait [d/]—1,. 
avec [al]= [di] — [ct] =0o, on a aussi [bl.1]=[cl2]=0, et 

[d1.3]— 1, de sorte que (dd) — as] 

(c d), (dd), (a d) est immédiat; il est d’ailleurs inutile en principe, 
mais fournit une bonne vérification, puisque ces coefficients sont ainsi 
obtenus deux fois. . | 

Finalement, on a pour les erreurs moyennes des inconnues 

  

» et que le calcul successif de 

J 

Bz= my(aa), = m vue». Um V{ce), Ur m Wat). 

ct l’on peut écrire encore, si lon : veut, 

= [2] — (aa) CI ..— (ab) (ac)[at} [ot] —.. 

Dans certains cas, on. peut rencontrer des difficultés, lorsqu il est 
impossible pratiquement de continuer l'élimination des i inconnues, 
en raison de la trop grande petitesse des cocfficients que l'on serait 
amené à prendre comme dénominateurs. S'il en est ainsi, c'est que le 
déterminant D a une valeur numérique très petite; s’il n’en est pas de 

. même de tous ses premiers mineurs principaux, par exemple de celui 
qui correspond à’; M 5 dans le cas que nous venons d’ étudier, on 

ANDOYER Do . | 1ñ
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pourra sans difficulté exprimer ces inconnues à l’aide de 4, en les 

éliminant successivement, comme nous avons fait, mais on ne pourra 
pas déterminer £. On essaiera cependant d’y arriver de la façon suivante, 
qui n’a qu'une valeur pratique; mettant dans les équations de condition 

les valeurs de x, y, z en fonction de t, on aura de nouvelles équations 

à une seule inconnue, auxquelles on appliquera la méthode des 
moindres carrés pour avoir une valeur vraisemblable de 4. De même, 
si tous les premiers mineurs principaux de D étaient très petits, mais 
qu'il n’en fût pas de même du second mineur principal relatif à x et y 
par exemple; on pourrait exprimer æ et y en fonction de 3 et 4, et 
reporter ces expressions dans les équations de condition, qui ne con- 
ticndraient plus que deux inconnues. , | 
Pour appliquer les règles qui précèdent à un exemple, choisissons 

celui de Gauss, qui donné les quatre équations dé même poids à 
trois mconnues : 

X— Y+oZ= 3, 

C3X+2V—5Z— 5, 

EX+ Y+4Z= oi, 

= XH3Y+3Z= 14, 

et malgré la simplicité actuelle de la question, appliquons les règles, 
sans chercher autre chose. | | 

On pose 

X=—=x=5,25x, 

et les équations deviennent après division par 21 

0,257 —0,3333y +0,43 = 0,1429; 
0,75x + 0,6667 y — 1,05 — 0,2381, 
1,002 + 0,3333y +0,83 — 1,0000, : 

— 025% + 1,6000 y + 0,63 — 0,6667, - ‘ 

en se bornant à la précision de quatre décimales. -
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On a par suite successivement 

[al] = 1,056, 

[ol]=1;,ur,.. 

[cl] =1,0191, 

CZ]=:,5215, 

[ac] = 0,0000, 

[be] = 0,0666, 

[cc] =2,1600, . 

[ab] = 0,5000, 

7” [bb] = 1,6667, 

[aa] = :1,6875, 

. où, en prenant les logarithmes, 

_[aZ]= fo,0%0]. 
[ot] = [o,0457], 

[ct] = [o,008:], 
CU] = [o,1823], 

[aa]=(0,2272], : [ab]=[T,6990], [ac] = 0, 
" | Cbb]=[o;22191, [bc] = [3,82351, 

| 2 Cec]=(0.3345], 

puis : \ 

(üLs] = [T,9034], 

[cl.1] = [o,0082}, 

Lil] = [T,94o1], 

Lôc.1] = (5,8535], [06.1] Lo i85], : 
‘ . [cc.11 = [o,3345], 

[cc.2]=[o,3339],  [cl.2] = [T,9930], 

Les. 

Les. 

[ts. 

[ss. 

[es. 

227. 

| [as]= 3,250 
[os] =. 3,3441 

Les]= 3,2457, : 

Lis]= 4,6993, 
[ss]—14,5245, 

Las] = [o,5099], 
Los] =[o0,52431, 

Ces] =[o,5113], 

[ls] = [o,6720], 

[ss]=[T,162:];. 

1]=[0,33;6], 

1} = [o,5113], 

1]= [0,428], 

1] = [o,9202], 

2] = [0,491], 

[llio]=(7,6524],  [/s.2]=[0,1562], 

US [ss.2] = [0,6603], 

(4.3)=0, _ [4.3] 0,. 
[ss.3]=0, L 

. avec les équations‘ 

3 = [el.2][7,6661], 
J = [bl:](7,8185] + 3(2,6420 —], 

Lo æ= [al ](1,7728]+y{r,4718 —], 
qui donnent 

æ=(T,6526], y=[rzo], . :=[1,6591], 
etparsuite . E 

. X=2,471, Y—=3,550, L=—1,916. 

- En faisant dans ces mêmes équations 

[al] =, [ot] = 0, [cl1= 0, : 
d'où _ 

(éra]= [T,4718 —) Lee 9, el.2] = [z,1138],
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on a :  . 

(aa) =[1,8133], (ab)==[T,2go9—], (ac) =1[3,7799]; 

en faisant encore ‘ 

[at] = 0, [&2]=1, - [cl]=0, 

d’où - 

[ol.1]= 7, [el.i]=o, : [cl.2] = [2,6420 —], 

il vient oo . 

(ab}=[T,2909 —]; ‘(bb)= [T,S191), (bc) —[5,3081 —]; 

faisant enfin. Lot te ° 
| [al]=0, * [ot] =, [ct] =:1, 

d’où …. U. _ 
[èl.1] = 0, [cl.1] =, [cl.2]= 1, 

on à ‘ S - 

Cac) =(3,7790) (bc) =[3,3081—],  (cc)= [T,6660]. 
Les résidus sont alors | | 

k= 0,018, H:= 0,003, ks= — 0,004, k = 0,0035, 

de sorte que Le | 
Do So= [4k] = 0,000 180, m=0,0134,. 

et finalement, les erreurs moyennes surX, Y, Zsont (si l’on regarde 
les formules qui les donnent comme ayant quelque valeur réelle). 

BX= 0,057, pBx=0,076, .'uz= 0,038. 

0 ———



  

CHAPITRE X. 
THÉORIE DE L'INTERPOLATION. 

84. Pour achever l'étude qui fait l'objet du présent Livre I, il 

nous reste encore à montrer comment l’on peut déterminer numéri- 

quement les perturbations du mouvement képlérien. Mais, aupara- 

vant, il est indispensable de rappeler quelques points essentiels de 
la théorie générale de l'interpolation, en nous bornant, bien entendu, 
aux développements strictement nécessaires en vue de l'usage ulté- 
rieur. Fe D : 

D'une façon générale, on pour à définir ainsi robot de l'interpola- 

‘tion; si l’on envisage une fonction hf qui ne peut être connue que 

par l'observation d’un cer tain nombre de ses valeurs, ou bien encore 

‘qui est d’une forme analytique déterminée, mais trop compliquée 

pour être utilisée pratiquement, il y a lieu de remplacer cette fonc- 
tion par une autre ®, construite suivant certaines règles, d’une façon 

partiellement arbitraire, et se prétant aisément au calcul. En faisant 

cette substitution dans les diverses opérations que l’on doit effectuer 

‘sur f, on commet une erreur + le-choix de la fonction d’intcrpola-' 
tion w doit être Lel que cette erreur n’entache pas les résultats, au 
degré. d’approximalion que lon veut obtenir. C’est là une question 
qu’on ne peut généralement résoudre avec une parfaite rigueur, à 

moins qu'il ne s’agisse de fonctions f particulièrement simples; on ne 

peut en réalité que procéder par induétions, fondées, il est vrai, sur 

l'expérience, et il appartient à la sagacité du calculateur d'apprécier ‘ 

dans chaque cas particulier la légitimité de ces inductions. 

Considérons d’abord le problème de l’interpolation parabolique. 

Soit 7 Je) une fonction de la variable indépendante : æ, dévelop-. 
pable par la formule de Taylor, suivant les puissances entières .el 

‘positives de æ — a, ou plus simplement de æ ainsi qu’on peut tou- 
:
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jours le supposer, sous la forme 

F= A+ AT + art. + AanT"+...; 

ce développement est supposé valable à l'intérieur d'un certain 
domaine D qui contiendra toutes les valeurs de x que nous devons 
considérer. Nous supposons de plus- qu’il est pratiquement utili- x 
sable pour le calcul, de sorte que les termes successifs décroissent 
d’une façon suffisiminent marquée, pour toutes les valeurs de x appar- 
tenant à D. . - ‘ 

Suivant les notations habituelles, on a 

ft) o) 
An = 

_ | - ; 
_ - « -  1.2.3..,n 

et ce ‘coefficient peut être appelé la variation d'ordre n de. y, - pourz=o. _- . . : Supposons counucs les valeurs y5, ÿ4, Jay se, J'a que prend la . fonction J” pour certaines valeurs distinctes Los Li Lay eee, Zn de la | variable z, en nombre -n +1. On peut alors déterminer les » +1 coefficients Go. @2, .:., &n en fonction de ces données et des coefficients suivants @; 4, Ang2, ++.3 Si l'on néglige ensuite ces der- niers coefficients, on aura Pour y une expression approchée, sous la 
forme d’un polynome p(x) de degré x, prenant les mêmes valeurs 
que f(x) pour TEL, Li, +, Æns en substituant ce polynome à /(æ), on aura Pour calculer cette fonction une formule d’interpo- lation dont l'erreur est évidemmént une fonction linéaire et homogène, 
de ayya, An+2, ..., et peut être sinon évaluée, du moins appréciée, quand les hypothèses faites ci-dessus sont vérifiées. - ci . Voici Comment on peut diriger le calcul que nous venons d’indi- . quer. Nous nous servirons des notations suivantes : soient a, d,c, -.: d;.:. des valeurs quelconques de x, et À, B, CG, D, .…. les valeurs . Correspondantes de y; faisons 

| 

A—B. 

  

L AD BG = .…….s 

Œæ—cC 

(ABG)= (AB) (BC) (BCD) = CS)= cop), ..., 

«aron)= GEO (BED) ie a—d. | 
tte etes sn s esse ee)
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de sorte que le calcul successif de ces diverses quantités se présente, 

de la façon la plus simple. 

On vérifie immédiatement que l’on peut écrire 

  

  

. A. . B , 4 4 a : et. 

(AB)= ns + >. Ci 
A B os C . 

ABC) =) UE UE) T&—a)t—v) 
. A B__ : (ABCD)=, ladite —c) ad + (b—a)(b—c)(b — d) 

c ° s D 
  

T'Te—aite—b)te—d) += Dan" 

de sorte-que, dans ces expressions, on peut, en raison de la sy métric 

mise en évidence, permuter arbitrairement les lettres À, B,  G: .. 

qui y figurent. - 

Nous conviendrons encore de désigner. par” S, (a, b, €, ...) | , 
somme des combinaisons complètes pPàp des lettres a, b,c,...,de 

sorte que, par exemple, | 

Si(a, db, c\=a+b+c, 

S:(a, 8, c)= at ab + ae + bt+ be + 6, 

Écriv ons alors les ra +2 équations 

Jo do MiTo+ Grÿ + asTÿ +. 

= a+ ant ait rite, 

Ya= a+ UE TEE ARE. ° 

ya dot ent @rb+ aa. ,. 

CE Go+ ue. Hart + Am +... 3 

tout revient à ‘éliminer Go; Ai, Any 3-3 An entre ces équations. On y ÿ 

arrive aisément de la façon suivante : en retranchant la première de. 

chacune des autres, on élimine &o, et en divisant les résultats par 

Li — So La — Los ce.5 L—Lo, ON À les nouvelles relations. 

Gori)= a+ ae Si(Zo, a) + &s Sao, +. 

(yo Ya) = &i+ @2 SiTo, Le) + @3 S2 Cv, 5) +, 

L ! . Jo Fr) = a+ &S 1(Tos Zn) + @s Sa( To, Zn)+.. ” 

C 7)= + a 8: (æ, ae) + da Sie, æo)+. .… 

”
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En procédant exactement de la même façon pour éliminer @,, on 
‘obtient LL - 

(Jo 1 F2) = a+ as Si, Ti, Te) + a, S2(2o, Lt, Le) +... tte etre tete ee nee see ee see se esse teseeesssese 

(Do in) = a+ as Si(ro, di, x) + @ Sa( os Li, LT), 
: y JoJi)= a+ a Six, To, Ti) + as S:(x, To; Fi)+.... 

Continuant encore de même, on obtient finalement, comme résultat de l'élimination, la relation 7 

(F Yo sn) = An+1 + An+a Si(Z, Lo; Lis ce, Tn) 

+ An+s Si(T, do, T1, ..., Zu) 

D'autre part, ‘on a les identités 

(Try DPI Ya )= (Tor sc. Yn1)—(Yo7 ÿn » 
CG —-xns)(yroy.. JnA) = (IT... Vas) — (Foi...) tetes on nano ns see ttes esse osseuses Ga) Gror) =). — or), (&— 2) (3) =» 

et l’on entire, en tenant compte de la valeur ci-dessus de(yJo3i... Yu), 
Y Joe — 2) (pop) + (x — x5) (x — 1)(Jo7132) 

co HR Zo)(2 — 2) (x — La) (JoY1Y17s 
ss nn nn ns sonne 

‘ HG 0) (2) (x 20) (yoga en) | + (&— xo) (x — Ti)...(x — Zn) [anxs + An+2 S1(x, To, Lise, Th) 

° ‘ | + An+3 Sax, Toy Li, ve, Tu) 

s 

La question Pôsée est ainsi complètement résolue; le polynome d'intcrpolation o(æ) est .celni que l’on obtient en laissant de côté les termes en @h,1, An+2, *..; l'erreur sur J" est-représentée par l’en- semble de ces termes. Le | | | . Les cocfficients Ao, Gi, A2, . . - Sont ceux que fournit le développe- ment immédiat de o(z) suivant les Puissances de x, et l'erreur de
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chacun d'eux est en évidence; celle de Guy par exemple, est de la - 

forme - . | 
— Anti(Lo+ Ti Late + En) He, 

et l'on voit qu’elle est diminuée notablement si les valeurs zo, æ1, :.., 

æA sont choisies de façon que leur sonime soit nulle. | 

On peut juger de Ja valeur du résultat par la façon plus ou moins 

satisfaisante dont décroissent les termes tels que a;xi, ou plutôt les 

termes successifs dont se compose #(x) pris sous la forme précé- 

dente ÿ9+(2—x9)(J03 4) +... quand æ reçoit les valcurs pour 

lesquelles on veut interpoler. Si l’approximation obtenue n’est pas 

_suffisante, il convient alors d'augmenter le nombre 2, si ‘toutefois on 

Ten a la liberté, et lon voit que la formule précédente présente un 
av antage impor tant, puisque, les calculs déjà faits ne sont en aucune 

façon à recommencer, mais seulement à compléter. 

On peut employer le polynome e(x) pour effectuer sur f(x). les 
opérations de différentiation ou d'intégration; mais nous n'insiste=" 

rons pas sur Ce point, qui sera développé plus loin, suivant les 

méthodes du calcul des différences. 

_ Application. — On donne les valeurs correspondantes 

| 7 : 0 Or  n. : 
To= O0, Jo—= 9.28.40,3, 

ME 10,0600, Jim 8.25,45;1, 

Tam —11,9708, . Yr=10.18. 6,9, 

æs= 3,0432,. Ya 9-11.13,0, 

= 6,6954, = 10. 0.49,3, 

‘et l’on demande de calculer les variations première et seconde 

de 7 pour zo—=o. (Ces données sont empruntées au travail de: 

M. R.-T. Crawford consacré à des applications de la méthode de 

M. A.-O. Leuschner pour la détermination des orbites, Publications 

LE the. Lick Observatory , vol. VIT.) Ona ici 

= = (pr) — Zi(yoÿi 7) +aæ(en729s) — Z1 eur 1730 335) 

&= (Jo) )—(m+e) (ons) 

+ (æ Zi + Pis +æ28)(ri72r a}'i » 

et l’on‘trouve suocessivement de la façon la plus simple, en prenant
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la seconde pour unité de y : 

(YoY1) = [2,574307 —], (Joÿ172) = [o,76a41 —}, 
(7192) = [2,485681 —], L (YiTa33) = [0,74128 —], 
(273) = [2,426995—],  (y2Y391) = [o,86118 —], 
(Ja7:) = [2,485180 —], 

(Dorii7s) = [5,955],  (yoiTia) = [3,3292 —], 
(JiJaysys) = [T,0195], - 

el par suite . . 
, ai= [2,51678 —], a2= [0,72590 —]. 

On peut vérifier.le calcul en déterminant encore 

a3=(3,9672],  as= [3,3292 —], 

. et constatant que le polyÿnome 

Fo TT + art + ar + art 

prend bien les valeurs y, Yo, Ja; Ya POUr-T;, Lo, Lay Lac 

55. Quand on connait la fonction f(x) par sa définition analytique, 
“el lorsque le nombre » est suffisamment grand, il est souvent possible 
d'apprécier plus exactément l'erreur due à l’interpolation . parabo- 

” lique, en:se rendant compte de l’ordre de grandeur du coefficient &° par la recherche de sa valeur a$ymptotique : d’une façon générale, sie . F(xn) est une fonction du nombre positif très grand », on äppelle valeur asymptotique de.F(n) une valeur approchée F'(n) de cette quantité telle que l’on puisse poser | | 

F(n) = F'(n)(1+ &), 

€ tendant vers zéro lorsque ñn devient infini. T . + , ., , É . Nous allons résumer ici. très brièvement, d’après les travaux bien <onnus de G. Darboux, de J.-B. Flamme et de M. M. Hamy (‘}, l'en- 

    

() G. DanBoux, Journal de Mathématiques ures et appliquées, 3 série, t. IV 1878; M. IauY, ibid., 6e série, 1. I P Ppliquées, , tv, 4 » 1908; J..B FLANME, Annales de l'Observa- doire de Bordeaux, 1. LL, 1887. Doi SC
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semble des règles qui pourront nous être utiles, maintenant et dans 

la suite, dans la recherche de quelques valeurs asymptlotiques. 

Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires de la fonction 

eulérienne l'(x). Si » est un entier positif, | 

r(n) Di2.3 (ni), 

T(æ+n)=r(x+1)(x +2)...(æ +n — 1)T(x); _ 

en particulier, | ° 
| nu ° : 1 T on 1\- 

TO=rL T(2)=1, : (5) FT; ( 5) =— 27. 

"La fonction T'(x) admet comme points singuliers les pôles simples 

T0, —1,—2,—53,...,etn désignant un entier positif ou nul, 

le résidu relatif au pôle æ—— 2 a pour valeur 

œn 
: ln +1) 

D'après la' formule dite de Stirling, ‘la. valeur asymptotique : 

deT(n+x) es: oo 7 
: Li 
n+xres 

. LT are nn 2 

(e désignant, comme d’habitude, la base des logarithmes hyperbo- 

liques), et par suite, on a asymptotiquement encore 

Pa ‘ co . TOILE) Louer, . 
T(a +7) ° 

Considérons maintenant l'expression 

oc 2\4. 
- | « JF = (1 =) 

7 0 

l'exposant « est une quantité réelle quelconque, et s’il n’est pas. 

entier, y a la détermination qui se réduit à 1 pour 5 — . En suppo- : u 

sant le module de 3 inférieur à celui de:,, cherchons le coefficient.ay 

de z* dans le développement der suivant les puissances croissantes 

de x ;ona 

(ay a(æ—1}(æ—2). G—n+n -T(n—c) 

ETS 1.2.3...7 . = 7 Cat + 5 =
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et par suite, la valeur asymptotique de an est 

1 air EL 7, 
36 l(— a) 

en supposant, bien entendu, que & n’est pas un entier positif ou nul. 

En dérivant Æ fois l’expression de 3° par rapport à 4, et faisant de 

même pour celle de &», on voit que la valeur à asymptotique du coefli- 

cient a, de s" dans le dév cloppement de 

= (— Eyuf- 2) 
° 0 . ‘- #0 

[L est la caractéristique des logarithmes hyperboliques, et la déter- 

mination de L ( — 2) est celle qui se réduit à zéro pour 3 = o| est 

égale, si & n’est pas un entier positif ou nul, à 

(— 1 n-ti-x[Lé#n 

Ts T(—e) ? - 

“et, dans le cas contraire, à 

(— 1)#+% 
: — => —.h l'(x + 1}nTI-x Lé-1 7. 

20 - - 

De la même façon, si l’on fait maintenant : 

: | | : | AE - | 

et que Pon développe « cette expression suivant les puissances de = 

sous les mêmes conditions de légitimité que précédemment, on aura, 

pour valeur asymptotique du coefficient de 2 la même expression 

que ci-dessus, 5 5 étant changé en _ et la dérivation par 1 rapport à 2 
0 

conduira aux mêmes conséquences. 
Soit alors une fonction développable en série de Taylor, ou plus 

génét ralement en séric de Laurent, sous la forme 

SE) => ans", 

# prenant toutes les valeurs entières’ positives ou non. Cette série
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double est convergente tant que le point représentatif de la variable 
. complexe 3 reste compris à l'intérieur d’une couronne limitéé par 
deux circonférences ayant pour centre l’origine. - 

Pour trouver la valeur asÿmptotique du coefficient as, n “étant 

positif très grand, il suffit de considérer les points singuliers de la 

- fonction situés sur la circonférence extérieure. Soit 3, l’un d’eux, et 

supposons que, dans le domaine de 5,, la fonction soit développable 

sous la forme d'une somme de termes tels que 

: 3\x 5 

a(i—2) (i— 2) . 
30 …. Zo 

(l'exposant « étant quelconque, tandis que. # est entier positif ou 

nul}; soit A, la valeur asymptotique du: coefficient de 7 dans ce 
terme. La valeur asymptotique de a, sera la somme des quantités A, 

qui sont de l’ordre de grandeur le plus élevé par rapport à n. Si l’on 

se borne au cas très.général où il n’y a pas de termes logarithmiques, 
il suffira donc de prendre la sonime des quantités A, qui correspon- 

dent, pour les différents points singuliers z 50) à la valeur minima {non 
entière positive ou nulle) des exposants &. 

De même, pour trouver la valeur asy mptotique du coefficient &_»,, 

ñn étant toujours positif très grand, on considérera les points singu- 

liers situés sur la circonférence intérieure qui limite le domaine de 

convergence de f(s), et si la fonction est développable dans le 

domaine de chacun d’eux sous la forme d’une somme de termes tels 
que : . 

A(r- &)t(— 2), | 

on appliquera la même régle, An désignant cette fois la valeur asymp- 

totique du coefficient de — dans l'expression ci-dessus. 
gt 

Considérons enfin l'intégrale | - 

, he frtartds, 

et indiquons-en la valeur asymptotique quand à est un nombre 
positif quelconque. très grand, sous certaines conditions que nous 
allons énoncer. 

L'intégrale est prise suivant un certain chemin G tracé dans le
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plan qui sert à représenter la variable complexe 3; on suppose qu'il 
existe sur ce chemin, ou sur un chemin équiv alent au point de vue 
de l'intégration et qu’on lui substituera, un point d’affixe a, tel que 

.Je.long de C lé module de-la fonction #(<) soit inférieur. à ‘celui 
de pa; on suppose, en outre, les fonctions f(s }eto(s) holomorphes 
dans le domaine du point a; enfin a est racine simple de la-dérivée 
v'(3) de w(s ), et n’annulc pas /( ). 

Si le point (a) n’est pas une extrémité du chemin C, la valeur 
asy. mptotique de l'intégrale J, est alors 

en désignant par ”(3) la dérivée seconde de o(s); pour . 

  

complètement, ajoutonÿ ‘que l'argument du radical qui 
figure dans celte formule diffère a un multiple de 27 : pes) d'un 
angle inférieur, en valeur absolue à 7 = de l'argument de la direction 
de la imngente en (a) au chemin c menée dans le sens de F'inté- 
gration, 

oc ‘ 
_. Sile point (a) est l’une des extrémités du chemin d'intégration, la 
valeur asymptotique précédente doit être diminuée de moitié. Bien 
entendu, si le chemin C Passe par plusieurs points tels que (a), 

. pour lesquels p(s).a un même module maximum, il faudra faire 
Ja somme des expressions précédentes relatives à chacun de ces 
points. . 

L 

36. Dans le problème de l'interpolation périodique, la fonc- uon f(x) à interpoler, supposée réclle et dépourvue de singularités dans le domaine réel, admet une -Période que lon peut toujours prendre égale à 27, et par suite est dév cloppable en série de Fourier sous Ja forme 

J'=S(z) = +2 COST +2 COS27 +293 cos3x +... 
+28 sinæ + 28 sin +6 sin3xz +..., 

toujours convergenie pour les valeurs réelles _de æ. . Comme précé- demm Pate pe suppose ce développement pratiquement utilisable our 2 -à- P € calcul, c’est à-dire que les cocflicients Gn; Ba décroissent
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avec une rapidité suffisante, au moins à partir d’un certain rang peu 

éloigné. 
Si l'on pose 

3 = ix 
ET 

en désignant par e‘la base des logarithmes hyperboliques et par À 

l'imaginaire W—1, on peut écrire aussi, sous la forme d’une série de 

| Laurent, 

5 D ,UnS, 

n prenant toutes : les valeurs entières, positive es ou non, et P ona,en 

supposant maintenant 2 non négatif, . 

An = an iPn* an= nt TBne 

Dans les questions que nous aurons à traiter, la fonction f(x) sera 

‘ donnée par sa forme analytique, ei par suite on peut choisir’ à 

“volonté les valeurs de x pour lesquelles'on considère la fonction y 

comme connue : on trouve alors le plus grand avantage à prendre 

pour ces valeurs les termes d’une progression arithmétique .dont 
la raison est commensurable avec la circonférence. Si, d’ailleurs, on. 

restait dans le cas général, il serait aisé de ramener le problème ; à 

celui de l’interpolation parabolique. | | PR 

“Soient donc x, un angle quelconque, et w un angle commensurable 

avec 7, tel que pw soit le premier multiple de cet angle qui: soit égal 
à un multiple de 27 27; el faisons 

T=T+hw; 

en donnant à k les p valeurs 0, 1,2,..., p—1, on a pour + autant 

de valeurs distinctes, c’est-à-dire incongrues suivant le module 27. 
En d’autres termes.encore, si l’on marque sûr le cercle trigonomé- 

rique élémentaire les extrémités A4 des arcs zx, on obtient p points 

distincts qui sont les sommets d’un polygone régulier de P côtés. 

Nous supposerons connues les valeurs ya. de  f(æ) qui correspon- 

dent aux valeurs æ4 de Z.. - - 

Si Î. est un entier quelconque, la représentation géométrique pré- 

cédente rend évidentes les égalités 

D lier = 0 ou . Z Sn (4 Th P° 
di sin si SIN sin 

jo
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suivant que j n’est pas ou est divisible par p; les sommations sont 
étendues, comme dans ce qui suivra, à toutes les valeurs de 

l'indice 4. | | 
Si l’on tient compte encore des relations telles que 

2coshx cos ÿx = cos(h+ j')}x + cos(h — j}x, 

cos et que l’on forme les sommes © vx sin | ja, on obtient immédiate- 

ment, en se limitant aux valeurs entières de J non négatives êt non 
érieures à 2; les relations fond iles suivantes : supérieures à 5? es relations ion amentales suivantes : 

1 Y . : = 2 ,JKCoSjrr— Cap; + Ap+j) COS PTo—(2p—j + Lep4j) COS 2 P Ty—… È P . Fi . 
: . Bo + Bp+s) Sinpro— (Bap-j+ Bap+j) SiN2 pro, 

CIN se : : => Dre SJ Lk— Cp — ap+j) SN DTo— (22pe— 22p4+j) SIN 2P Ty. 
+ (Bo Br+s) cos pro (Ba — Baez) cos2pro—… 

Si donc p est d’abord impair, de la forme 2q +1, on détermine 
ainsi les p coefficients Los Gi Lo, + .., ay, Ps, 82, ..., 8, en fonction 
des données et des coefficients d’indice supérieur œypis ggis +3 en 
négligeant ces derniers, on obtient une ‘série de Fouricr limitée qui 
fournit la formule d’interpolation cherche. Les erreurs commises 
sont en évidence, et l’on voit que si l’on admet la décroissance régu- 
lière des coefficients Us n d’indice supérieur à q, les erreurs sont 

. d'autant plus petites que l'indice j est lui-même plus petit. 
En particulier, pour j — 0, l’erreur commise sur # en prenant 

Pour ce coefficient la quantité 5 Dr c’est-à-dire la moyenne 
arithmétique des y4, a Pour partie principale 

— 2%p COS pPXo — 2f, sin pro. 

Si, maintenant, on suppose p pair, de la forme 2q, rien n'est changé à ce qui précède tant'que l'indice j n’est pas égal à g; mais pour 7 = g, les deux relations générales se réduisent à : 
S 229 COS Lo + 2B3 sin go 

IN ‘ : - ‘ => ay (2259 COS3g Lo + 2 Psy sin3q ro) —. .,
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“et établissent simplement entre #4 et f, une relation dont l'erreur est 
de l’ordre de #39. 

Si l’on choisit +, = o, ou bien x; — 2° les formules précédentes se 

simplifient; en particulier, si p est pair, on peut ainsi déterminer 
% ou $, suivant le cas. 

L application des formules ne demande aucune précaution spéciale : 
il suffira d'effectuer les opérations très simples indiquées, en prépa- 

rant une fois pour toutes, quand x, et w sont. choisis, le tableau des 

multiplicateurs cos} xx et sin/x4. Afin de réduire au minimum le 

nombre de ceux de ces multiplicateurs qui sont distincts, au signe 

près, il sera manifestement avantageux de faire z, = o et de prendre 

&w — LU P étant un multiple de 4. C’est ainsi que pour p—=16, on 

pourra écrire : 

æ = 0°; 220,55 45°; 67°,5; 90°; 112°,5; 135°; 157°,5; 180°; 

202°,5; 225°; 247°,5; 20°; 292°; 5; 315°; 339,5; 

Fo 3 I 
= db . m=LÙ CNT. 

puis, pour ÿ =1,2, 3, 4, 5, 6,5, 

, : 1 e : I . 

= Dre Be Dot 

les multiplicateurs cf, 8% ayant les valeurs indiquées dans les Tableaux 
suivants, où l’on a fait … , a 

! 

À = cos45°; pe = cos22°,5; y = sin 220,5. 

ANDOYER L . 16
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Ls seules multiplications à effectuer sont donc celles de Yes Ve. 

Ji Ji par à, et celles de ÿi3 Vas V3 95) 83 Jus d'in Jus par, pv: 

tout le calcul se réduit ensuite à des additions, dans lesquelles les 

termes se répartissent d'eux-mêmes en groupes qui: se répêtent, et à 

“des divisions très simples. 

Si la fonction f(x) est paire, les coefficients 3, sont tous nuls ; 
rien n'est changé au calcul précédent si l’on prend toujours To = 0 

‘ 

et w ==, P étant pair, égal à 2q; on nc connait älors en ré salité 
: P. 
que:g +1. valeurs distinctes de y, puisque, kÆ étant positif et infé- 

rieur à q, On a }p-k—= Jr, €t l’on peut déterminer les coefficients 

dos Dis ee 4j COMME ON à AUSSI COS Th_K—= COSJ TE, On voit que. 

dans les sommes Ÿ Yaxcosjæs, on peut supprimer les terntes qui cor- 

. respondent aux indices JHiq+2, 2e, 24 —1, en ayant soin de 

doubler ceux qui correspondent aux indices 1,2,..:,.9 —1. 
De même, si la fonction f(x).est impaire, Îles coefficients #, sont . 

tous nuls, et en prenant toujours les mêmes valeurs de To EL &, rien 

-éncore ne sera changé au caleul; on ne connait ici, en réalité, 
que g —1 valeurs distinctés de y, puisque l’on a Jo=Yp—=0, et, 

dans les mêmes conditions que plus haut pour #, 7, KE) 5 par 

-suite, on ne peut déterminer que’ les coefficients 8, Ba, ..., 244. 

Dans les sommes > JaSinj Th, les termes qui cor respondent à k=0o 

ou #—p disparaissent, et les autres sont ençore égaux deux à deux. 

Des simplifications analogues, dans le détail. desquelles il est. 

inutile d'entrer, se présenteront, par exemple, si la fonction f(x) se 
reproduit ou ne fait que changer de signe quand on augmente x der, 

c "est-à-dire quand son développement ne dépend que des multiples, 

pairs ou impairs de x. - 
Comme dans le cas de l'interpolation parabolique, on pourra se, 

‘ rendre compte de l’ordre de grandeur de l’erreur commise en déter- 

minant, quand c’est possible, la valeur asymptotique des coefficients . 

#n €t 8h 3 il suffira pour cela de déterminer la valeur asymptotique du’ 

coefficient a, de la série de Laurent équivalénte, d’après les principes 

rappelés ci-dessus; on a, en effet, | 

"An Tn— TB»; 

de sorte que d'après les hy pothèses faites, 0, est la partie réelle de An, 
tandis que Pr est le coefficient der changé de signe. :
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Nous avons déjà vu que le coefficient #, avait pour valeur approchée 
_. . I = . : . ee 

le nombre très simple DT avec une crreur dont la partie princi- 

pale est — 2%,,.quand on prend æ, — 0; ce résultat est particulière- 

ment important, car on a, comme l’on sait, 

27 

ar 

= [Jar 
0 ° : 

on a donc ainsi un moyen très simple de calculer une valeur appro- 
° 2% - ° ‘ 

chéc de l'intégrale f ‘ f{æ)dz, la fonction. f(x) admettant la 
.% 0 x 

période 2=; l'erreur est très petite dès que p est suffisamment grand, 

et peut d’ailleurs, dans beaucoup de cas, être appréciée comme nous 
venons de le dire. : —. | 

Avant d'appliquer ce qui précède à un exemple, faisons encore 
observer que l’on peut sans peine étendre la méthode d'interpola- 
‘tion que nous venons de développer au cas d’une fonction de deux 
variables: il n’y a d’autre difficulté que la longueur des calculs. Sup- 
posons qu’une fonction y = f(x, x!) de deux angles x etx', analogue 
à la fonction f(x) considérée précédemment, soit développable sous 
la forme | 

= Lo + 241 COST + Dao COS2T +,,.+ 28: SINT + 2 a SIN2T +... 

les a; et f; étant eux-mêmes de la même forme par rapport à 4. On 
choisira p valeurs de zx telles que Æx = Lo + kw, comme plus haut, 
el p' valeurs de x’ de la forme analogue 24, = x, + f'w', et l'on se 
donnera les pp' valeurs de 7 qui correspondent aux combinaisons 
des xx avec les x/,; pour chaque valeur dé #!, on a p valeurs de y qui 

_Permettent de calculer les valeurs numériques correspondantes des 
premiers cocfficients «;, B;comme précédemment; et l’on a ainsi, pour 
chacun de ces coefficients, p' valeurs particulières qui permettent d'en 
obtenir finalement le développement. | | 

Application. — Soit la fonction 

fe) = —_— 
Vi 2 sin2x 

  

(A <1) 

développable sous la forme 

‘ Lo + 242 COS2T + 24, COS ÂT +oaxcos6r +. 

\
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AR : / | 
En prenant To = 0, w = me il suffit de calculer yo; Y1, J2s J'33 Ja 

5 Je POUrT © — o°, 15°, 30°, 45°, Go’, 9° o°; et l'on a immédiate-, 
79 5 ? 

ment les formules ‘ 

.  . 6% = Gneneneb) corner 

12212 (Grotte ir) —(i+ys+ys), 

12% =  (Yo+Y2—Ys—J6) + (is) V3, 

12%0—= (Yo+Ya—ÿi—-Ye) —(Yi—7s) V3, 

124, =  (Yo—Jr—ps+ÿe) +(Yi—273+Ys), 
1228 = (Yo—Ye—Yi+ÿe) à —(Ji—2Y3+Ys), 

Ge-rtni): : 6% 

les parties principales des erreurs commises sur «Les coefficients d0, 
Lo, ss Go Ls3 io, Go SOnt d’ailleurs respectivement — 2%, — do, 

— 203 — 83 — Dig, — Lis — 3. On à, au surplus, 

Te 

2 

  

2 J dx 
Lo— ———- 

To Vi—k?sinr 

Faisant 4 — 0,8, et calculant avec des logarithmes à huit décimales, 

on à | | 
« 

Jo 1; 

fi=1 ,0221508, 

Ja 1,0910894, 

Ya=1,2126781, 

F3=1,3867505, 

Js—= 1,5754932, 

Je= 1,6666667, 

° . (Y5—71)V3 = 0,958i152, 7. 

‘et, par suite, . 

&ÿ — 1,2702/92, 2 ——0,1600621, 

a, = 0,0300929, 26 —=—0,006278;, 

‘%s —=0,0013783, 10 = — 0,0003259, 

‘12 = 0 ,0000709. 

D'après la décroissance régulière de ces coefficients, on prévoit 
que les erreurs doivent être insensibles, sauf sur #9, & et peut-être
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aussi 4. C’est ce qu'il est facile de vérifier par un calcul direct. Si, 
en effet, l'on pose 

ou = rx ph = 1:3.5,..(2n —1) 
Fevi-é, #37 Pas 2.4.6...2n (Po=1), 

on a, À n'étant pas petit, d’après la théorie des fonctions cliptiques, 

2(— 1} 

JS LP + Pi Petit Ps Piganits +.) 

le calcul est fort simple ici, puisque X!= 0,6, x — ze l’on trouve 

\ 

  

CA = 1,2702492, % —=—0,1600620, - 
= 0,0300927, 2 —=—0,0062558, 

äs = 0,0013744, %i0=— 0,0003094, 
%12=0,000009, %,=—0,0000165, 
%16— 0,0000039, 18 = — 0,0000009, 
420 = 0,0000002, 

ce qui vérifie tout ce qui a été dit ci-dessus. 
Cherchons encore la valeur asymptolique du coefficient #,; en 

faisant ici 3 — e?ix, on a 

J{&) =Ÿ Gen(st+ sx) (no); 

> 
. “ . 3 d'ailleurs, en posant Æ — SIM ®, "On a immédiatement 

S
r
G
 Nf

rs
 

  

: + 1 Li 
ee Le . ,o\ 2 tang fx) = sécr À I+ stang? À 1+ — 

de sorte que le développement de f(æ),s suiv ant les puissances de :, 
est: converg nt dans la couronne limitée. par les deux cercles de 
ray ons tan 

s
r
 

et co £; sur le cercle extérieur, on a le seul point sin- 

gulier &6 =— co? À > et, par suite, il vient asy mplotiquement, d’après 
la règle du numéro “précédent, | 

s 

_ ir n ? 
tang?r séco; Va 5 V An
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si, par exemple, dans le cas actuel, on fait #=— g, on a ainsi 

I 

3 X218ÿ/0,6T 

comme, ci-dessus ; pour n=7,0n a de même &,,=— 0,0000168; 

mais l'approximation ici obtenue est loin d’être toujours : aussi 
grande. 

Us — 

  

= — 0,0000009, 

37. Les calculs relatifs à l'interpolation périodique peuvent étre 
dirigés d’une façon différente, quelquefois plus avantageuse. 

Si l’onignore, en effet, le rang p des derniers coefficients à déter- 
miner pour obtenir le degré d’approximation que l’on recherche, on 
est exposé soit à choisir a priori p trop grand, ct à faire alors des 
calculs inutiles, soit à choisir p trop petit, et par suite à se trouver 

dans l'obligation de recommencer le calcul. Pour éviter cet inconvé- 
nicnt et retrouver les avantages que nous avons reconnus à la formule 

générale de Pinterpolation parabolique établie ci-dessus, on peut, 
(d’après Le Verrier, procéder de la façon suivante. 

Choisissons les valeurs de x pour lesquelles la fonction y = —/ (æ) 
‘est supposée connue, sous la forme x4— 2 Kw, À recevant les valeurs 

0, +1, H2,+3,..., jusqu'à Æp, et & étant un angle dont les 

multiples d’ordre élevé seuls peuvent se rapprocher sensiblement d’un- 
multiple de *. Faisons 

Dy4 FE Vtt . 

Diyk= Dyr—o2cos2w Dypi+ Dyro, 

Des Dia 20 je Dry 1+ Diyr, . 

cnrs nossseenssuse ss. nn . 

jusqu'à | 
Dryk= = Dre 2 cos(2p - — 2) De + De rs; 

dans cette dernière formule, K ne pourra recevoir que les valeurs P 
et p—1, manifestement. = 

On vérifie immédiatement, en allant de proche en proche, la for- 
mule générale. . . 

Dryr= HT sin(j — q +1)w sin(j — g+2)o …. 

| j . : : . 

X sin(j + g—2)wsin(; + g —1)w , 

X [x sinj(2k4— 2q +ru—$;cosj(2k— 2q +1)w],
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en supposant toujours le développement 

Fe) = 20 + 2Y (a; cosjx + Bysin/æ), 

de sorte que l'indice j prend toutes les valeurs positives entières. 
En faisant dans cette formule 4 — ge#= q—1, et combinant les 

résultats par addition et soustraction, on a encore | 

D7 yg— D1y9- ee TE (Ve) sine : | . 

7 ï . 

X Sin(j —g+1)w sin(; — g+2)w... sin(J+g—tju, 

D? yYa+ D1Y0- +. . = = (— ay By cos j'w 
-. ji . . 

| X sin(J —g—+1)w sin(j —g+2)w...sin(j +g—t)u. 
Dosons alors | 

“Po=(—4)7sinw sin2w sin3w...sin(2q—1)w, 
puis 

Ag= — = 2! = —— 9 = : 1 smgw.P, cosgw, Pq° 
A 

et généralement’ 

! AUD = AU-15 sin(g+n)w sin(29 + n—1)w 
. — 4 ,   

  

Sin(qg +7 —1)w sin 2 & 
pi = por) Cos(g+n)w sin(2qg+n—ru { = | | 7 CoS(g + nr —1)o sin 7? w É avec . ‘ : (0) — —_ | AL ) = pin). = — 7, 

On aura . 

D?y4— Di y | ° _— q Jai : Lg = Kg + AD ao+i-+ AP agrateoe 

D1y4+ D7 = q. V1 ' Br = by BY gr + pi) Boss. 

-: Faisant successivement J—=p,; p—\1, P—2, ss 2, 1, Ct écri- 
vant enfin . 

Lo = Fo— DL — 202 — 203 — …. 
. , e 

, 
Li ‘ ‘ 

- à | | 
on voit que l'on exprime les coefficients Los Liz as ces Apr. Bi, 82, ..., 6, en fonction des données et des coefficients suivants, sous une forme qui présente les mêmes avantages que la solution pré-
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cédente du problème de l’interpolation parabolique. En admettant la 

décroissance régulière des coefficients à partir d’un certain rang peu 

éloigné, le caleul successif des quantités Dry, et D? gs montre le 
rang P auquel il convient de s'arrêter pour pouvoir négliger 4,41; 

Bp4t -.., Ct l’on obtient ensuite très.simplement les coclicients que 
l’on veut conserver. 

Les coefficients À,, À, u,, u!”, de même que les nombres Gy Qui. gra ' Pas Va ? 4 

servent au calcul des quantités 

Piyk= Di y4+ cg DIE + D- ss 

ne : dépendent que du choix de w, et peuvent être calculés une fois 

pour toutes. Pour w — : 37° » par exemple, et en se limitant à l'hypo- 

thèse p— 6, on a : : Lt 
|  c=[T,741368 —], 

63={[0,229{50 ], 

pente te 

s,={(0,172103 ], 

65 [T,912872 —],. 

Se = [0,291381 —],    A1 ={T,839o14—], pu —[T,71618 |, \* 
A = [o,406757 —], 

A [o,381357 —], 

A2 [T,889493 —], 
9 = [3,321666 --], 
AS = [0,092096 —], 

À —{1,080582 |, 

AU = [T,932057 —], 
X=1[3,613569 :1, 

2G)=—1{3,715015 |], 

AU = [5,867966 —], 

3 —=[1,826506 1], 

AD = [T;800106 ], 
AR) [D 025297 |, 

A [T, 894020 —], 
à = [T,653131 —], 
AE [T,390283 —], 

AG= [T,949503 ], : 

BU [1,741368 —], 
p= [T, 842669 |], 

= [T,9;0819 ], 

pie [T,256829 —], 

= [o,014773 —], 

me —={1,623086 —], 
uh= [o,058738 |, 

D = [T,390283 —], 
up [r, 315566 1], 

po = [T,456032 —], 
ua =([0,2i2529 ], 
pf=[o,f20139 ], 
p= [o, 99168 —], 
uÿ= [o, 355406 b 

B5 2 [, 48020 —, 

ue [o,24fiar |], 

= [7,591055 —], 
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hs =[0,224277 —]. us ={[T,166229 ], 

FU = [o,345422 —}, 1 = (T,332936 —], 

à =[1,633205 ], me —[T,58;62 —]. 

Dans les cas particuliers, on pourra s€ servir des indications sui- 

vantes. | ee 

Si la fonction f(x) est paire, on a 

‘ FE J-h 
et généralement 

D1yr+ D27-29—k-1 = 0. 

Si la fonction f(x) est impaire, on a 

yk TJ -h 

et généralement 
Diya= Di ÿrgiie 

: : 2e r 
Si la fonction f(x) admet la période +, on remplace æ par 2 

. pour la ramener au cas général. 
Si la fonction f(x) change de signe quand on augmente x de 5, on 

la remplacera par la fonction 

ce 1) ou cm2 (€); 

f(æ)= 2acosr +ozzcos3r +22; cos5r +... 

car si l’on a 

+28 sinr +28; sin3z+as;sin5r +... 
il vient | 

cos () = A+ (ot as) COST + (a+ a5)COS2T +... 

| + (Bi + Ps) sinz +(f£s+ 85) sin2r+..., 

sn£ (à) = Bi (Bs— Pi) cosx + (85— Bs)cos2x +... 

+ (ai da) sinx + (us — as) Sin2æ +... 

Reprenons comme exemple application du numéro précédent, er 
écrivant ici 

J(æ) = = 7 | — Lo 241 COST + 2%9 COS2T +... 
pe te À . . 

: 1— À? sin? — . 
e 2 . ° : 
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de sorte que les coefficients a; actuels sont. égaux aux 2; précédents. 
On a toujours k= 0,8; faisant w — 35e , On à pour £=0, 

1,2... Ô, | 

TES 0°, 35°, 74°, 119, 1489, 1859, 222°, 

et par suite 
ÿo & 

Ji; 110937; 

. J2=1,564364, 

1,503813, 

Yi=1,104128, 

Ys=1,002440, 

J6=1,1i83910, 

> 1 

d’où, successivement, 

Dyi= o0,140987, Dy:— o0,204795,  D'y3=—0,010482, 

Dy2=  0,423427, 2yY3=—0,153039, D3y,=  0,002348, 

Dy:=—0,060551, Py,—=  0,057122, Diy;=  0,001942, 

Dys =— 0,399685, D'r;=: 0,058097, Diye=—0,006{97, 

Dys——0,101688, D'ys——0,162157, 

‘Dys=  0,181470, 

D'y;,=—0,0027{9, D5}s;=  0,000109, Dfys—=  0,000092, 

D'ys=-—0,005050, : D5ys= 0,000416, . | 

D'y:=— 0,001263, 

et par suite, immédiatement, 

| &o = 1,27019, &—=—0,16001, 

- &2 = 0,03004, az = — 0,00623, 

a, = 0,00134, {5 =— 0,00027, 

= = 0,00004; | ° 

approximation obtenue est celle de la quatrième décimale, comme 

on devait s’y attendre d’après la valeur de D y4. 

Finalement, on doit constater que l’avantage théorique de cette. 

méthode compense mal les inconvénients qui résullent du peu de 

simplicité des calculs. 

© 38. Dans la très grande majorité des cas, la fonction à interpoler, 

= f(x), est connue pour une série de valeurs de la variable & for- 

ant une progression arithmétique; de, plus, on suppose comme
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précédemment que la fonction f(x) peut être assimilée, au point de 
vue du calcul, et au degré d’approximation que l’on recherche, à un 

polynome entier en +, dans tout le domaine où: on l’envisagé. | 
Dans ces conditions, c’est en suivant les méthodes du calcul de 

différences que se résoudront les problèmes d’interpolation. ‘ 
Soit À une quantité fixe : on appelle différence (première) de la 
fonction f(x) pour l'intervalle 2, la nouvelle fonction 

Af(æ)=f{z+h)—f(x); 

en réitérant celte opéralion, on définit les différences seconde, troi- 
Sième; ...,+ , . ‘ 
Mo Mf(æ)= Af(æ+h)— Af(x), 

f(x) = At f(x + h)— a f(x), 
sus tros n nes es 

Il est commode de remplacer la variable par une autre p telle 
quez =, + ph, + étant une valeur particulière de zx; nous écri- 
rons souvent en même temps z}, J} au lieu de # et y. On peut rem- 
placer aussi p par r + p, n étant un nombre que l’on prend généra- 
lement enticr et'que l’on regarde comme fixe, sans que ces conditions 
soient obligatoires. On a alors | 

AYn+p = Jn+pHi— Vn+p: 

et l’on peut regarder là caractéristique A comme s'appliquant à la 
variable p, ou aussi bien à # où même (n+p}), en prenant pour 
intervalle correspondant l'unité. . | | | 

ILest clair que les différences successives d’un polynome sont elles- 
mêmes des polynomes dont le degré’ va en décroissant régulièrement 

” d’une unité. Si m» est le degré du polynome, la différence d’ordre » 
€st constante, et les suivantes sont nulles. Si f(x) estun polÿnome, et : 
noùs nous bornons ici à cette hypothèse afin d'éviter toute difficulté 
analytique, on peut trouver un autre polynome.tel que sa différence 
première soit égale à f(z) : nous le représenterons par At f(x). Il 
n'est déterminé qu’à une Constante près, et son degré est supérieur 
d’une unité à celui de f(æ); on Pappelle somme Jinie de f(x). On 
peut continuer de même et obtenir le polÿnome A2 f(x) dont la dif- 

- férence sera AT tf(x), ct ainsi de suite. Pour déterminer complète- 
ment ces polynomes, il suffira de choisir arbitrairement, par exemple, 
les nombres AT Yos A Foy ee . 

. - } ‘
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Supposons connues les valeurs successives :.. Ju_2, Yn_13 Y'nsJ'n41) 

Jnye, -..de la fonction y qui correspondent aux valeurs .:.2,_», 

Æn_v3 Tns Enyts Pngrs <.. de la variable +, formant une progression 

arithmétique de raison L. Avec ces valeurs et avec leurs différences, 
et aussi avec leurs sommes finies, s’il ; a licu, on À peut construire un 

tableau T tel que le suivant : 

A Va+: 

A y n+2 

Ayo 

A J'n+s 

Chacun des nombres de ce tableau est la différence entre les deux 

À }n+s 

J'n-3 enesnsnnenns  nereesssssese 

‘ AYa- D esreenress 

J'a-2 Ares  emnnss 

ÀYa-s MY as 
Jn-1 A Yÿn-2 À Aya 

AYn- 1 ° A3Yn-s 
Jr AY A Yn-e 

AYr . Fn-1 

J'a+i An . A Yn-1 

AYn+1 SYn 
JFn+2 AYn+1 senosoonnene 

AFa+2 essonessoones 

J'R+s esse senenss 

  

sesossss snsrosonsonse o mesenorssonse 

  

nombres situés à sa gauche immédiatement au-dessus et au-dessous, 

ou encore la somme des deux nombres situés immédiatement au- 

dessus de lui, dans la même colonne et à droite. Il en résul! e,-par 

exemple, en désignant par # un entier positif, que l'on a 

‘ A Yntkei— Aya Ya Prat Parts. + jrs 

ce qui justifie le nom de somme finie donné à AT! f(x). 

On voit aussi que l’on a successivenrent 

. \ ° . 
Aa: = ri J'n. 

LYa= Jnti— 2Jn+1 + Ya 

NI Yn— = Yfna+3— 3 nt + 39 ni Ÿns 

PR EE EE EEE EE) 

les coefficients étant ceux du développement de (1— a)", en général.
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De même cncore, on à successivement 

. Jn+i = }n+ Aÿns . 
Jnx2= Yn+2d4Yn+ MY, 

Jnss= Yn+3Ayn+ 3My:+ A, 
ss... EEE 

les coefficients étant ceux du développement de (14 af, en général. 
On peut écrire aussi bien | 

VAE Jn— AYn-ts | 

Ja Jr 2 Ya AYn-e, 

} Jn+3= Vn— 3 AYn1 + 3A27n_e — J'n- 3 
soso. CRC EE nono . 

.comme le montre d’ailleurs la symétrie évidente du tableau T, qui j . . LT Peut être retourné sans perdre sa signification, autour de la ligne 
‘horizontale contenant y», à la condition de changer en même temps 

le signe des différences où sommes d’ordre impair. | 
En supposant que f(x) soit un polynome, on peut évidemment 

l’exprimer en fonction linéaire et homogène de ns Ans Aus 
celte suite étant continuée jusqu’au moment où les différences AA ÿa s'évanouissent. . | L 

En faisant, pour entier positif ou nul, p quelconque, 
- 4. ‘ cé PI)... (p—k+r) C0 1 = EE) = P - 142,3..24 ? PT 

. il suffit d'écrire. 

1. _« 2 | Fe 
7 | J'a+p =Ÿ Cé AE Yan = ŸFr + C} AYn+ CA ya+ CAS pr +. .. 

sd’ à . : n : _. ‘ 
car, d’après ce qui précède, en SUpposant successivement p— 0, 1, 2,..., m, dans cette formule, » désignant le degré du polynome, on retrouve précisément . | | | 

Pns Pris ..., J'ntm. . 

. On arrive au même résultat par le raisonnement suivant, qui nous servira dans d’äutres cas moins simples : si l’on suppose le dévelop- pement : . 
- . | : . ‘ cs ° 

se . . | Jn+p => ArAkyn, 

+
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le coefficient A4, fonction de Ps est manifestément déterminé par la. 
condition que l’on ait, pour p — 0, _- 

sa | 0° pour jék, 
I pour J =#. 

: Or l'égalité évidente _- 

A(i1+a)r= al(1+ a)r 

montre qu il en est précisément ainsi du coefficient C? de a* dans le: 

développement de (1+a}?; on a donc bien Ax= C, puisque ces. 

quantités sont toutes deux des polÿnomes en p. io 

Si la fonction f(x) n’est pas un polynome, le développement pré- 
cédent de y;4? se présente sous forme illimitée, et son étude analy- 

tique présente des difficultés; mais si, comme nous le supposons, la 

fonction f(x) est assimilable à un polynome dans le domaine où on 
l’envisage, il arrive en fait, comme le montre l’expérience, et comme: 

nous |c vérifierons plus loin, qu’en supposant X suffisamment petit ct. 

P compris entre des limites convenables, les. termes de ce développe- 
ment ne tardent pas à décroître rapidement. Nous avons donc, dans 

les mêmes conditions qu’au n° 54, l'importante formule d’interpola-- 

Lion due à à Ne ton - 

Yatp= Ynt Gi AYn+ CAyn+ CEA Yates; 

c'est d’ailleurs la formule même du n° 5#: il suffit d'imaginer que- 
l'on y fait ' Ur 

Ti=roth, “vmatoh, æs=to+3h, : ..., c=xi+ph, 

” comme on le voit immédiatement. : 

Nous n’insisterons pas ici sur l’usage de la formule de Newton, qui | 

est, pour ainsi dire, de chaque instant. 
Toutes les formules analogues que nous allons établir dans ce qui 

suit doivent être comprises et appliquées de la même façon, sans qu ’il 

‘ soit nécessaire de revenir sur ce point. : 
Nous venons d'exprimer Yÿryp en fonction des nombres du 

Tableau T qui se trouvent à partir de y, sur une même diagonale 
descendante (de gauche à droite); on l’exprimerait de même en fonc- : 
tion des nombres placés sur la diagonale ascendante. En raisonnant. 
d’une façon toute semblable et utilisant, si l’on veut, l'égalité 

M(i—aÿP= al(i— a),
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ou encore en profitant plus simplement de la symétrie du tableau, 
on a _- 

Fn+p =Y CAE np = Jn+ C} AYn1 + C? A Yn-2 + Cr Nyn-3+e.. 

avec 

CF PG+NP+D.(p+R ND = Chiots | Cp=r 

Sous une forme abrégée très simple, les deux formules précédentes 
peuvent s’écrire symboliquement | 

| : L A\-? J'HP= yat + A)» = y" I — , 
4 Y/ 

en convenant de regarder le produit Afy* comme égal à la diffé- 
rence AX y: ceci n'offre aucun inconvénient tant que l’on se borne 
à considérer des formules linéaires et homogènes par rapport à ces 
quantités. Le L | 

Cette notion de calcul symbolique, qui pourrait facilement être 
prise comme base du calcul des différences, peut être étendue, tou- 
jours avec la même réserve. On peut évidemment multiplier les rela- 
tions précédentes Par une puissance quelconque positive ou négative 
de y ou de A, l’exposant étant entier quand il s’agit de A; et comme 

elles reviennent en somme, l’une comme l'autre, à l'égalité 

Fr = 1+ À, 

On peut généralement obtenir toutes les relations possibles entre 
les A y, par la simple transformation de celte égalité. 

99. Il est Souvent avantageux d'employer une autre. notation pour 
représenter les différences. Faisons maintenant 

8 f(æ) =/(e + :) — (> 2) 
2 

et de même, par réitération,. 

LOEDIC F)-8/(e-7), ous 
c’est-à-dire encore 

SYn+p = —' . Vn+p Taspa Takp=t 
, . . 
Yn+p= y 1— Ôy | RHP+S R+p—:
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on a, par suite, 
° CYn+p = Ay 

n+p— 

et généralement . 
. GE Va+p — AK y . 

+ R+p— =. 
. L 2 : . 

Dans les mêmes conditions que ci- dessus, on à pour ra aussi définir . 

St f(x), 9 (x), ... telles que 

[8-2 fGe)] = de) ASS) = /(æ), 

En même temps, nous ferons encore 

| I k\ k 
f(x) = (+ =) +f(e—3)] ; 

de sorte que u f(x) désigne la moyenne arithmétique entre f(z + ) 

. k 7 ‘ 
et / (2 — 5 ]» comme àf(æ) en est la différence. 

Les opérations caractérisées par les lettres u et à peuvent être com- 

celles sont d’ailleurs commutalives; ct lon a par binées ensemble; 

‘ / 2) x—2 
exemple | 

jen = 2 [e/(e+à) +3/(. 5 

ES 
Lf(e+h)— 5 Ste — 1h) 

. 

En particulier, si l'on part de la formule évidente 

4 

Sal = ar(ai a ë ; 

æ étant toujours l” unité, on. 

aurons 

  

l'intervalle de la variable P équiv alente à 

vérifie immédiatement les éelations sui rantes, dont nous 

bientôt à faire usage : - . | 

(7% #2 \?? Ge" AE = un(e + 1+Ÿ # 

A+ 1/14 €) ut | 2 TV TT) 

En introduisant dans le tableau T Ia notation 9 au lieu de A, et en 

| 
17 

AXDOYER
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y mettant aussi les moyennes arithmétiques, il devient _ 

2 Jai RO Vars Jn-1 HÔJ'at Sy HO Jn-1 . St Jay 

* Hô, _ 1 or, — : By, _ 5 ër. 2z 1 uèy _ 1 : A _ : mag 

6) ... S2yn U Hô 1Yn J'n: Hô} . &2}a Gr co da 

Cr ss Po ms ir Br Fes BE 
Ô?Yny1 | 3 St Vas J'a+i [es ÊJn+1 ‘ S?Va+t be 033 n+1 © J'n+i 
sonne us. se. run... ss. ss. nos us ous 

Fous ces-nombres résultent de la connaissance de Vars Va 
Jay... et du choix de uè-17,, ST? Jns sc) par exemple; ceux . 
d’une même ligne ont tous le même indice; on a ici, À étant toujours 

. Un cntier positif, _- 
k . 1 : 1 RÔT Vrtk — Hô Ya = EL Fait Faro... + Path + 3 J'n+k. 

On obtient deux formules d’interpolation importantes en expri- 
Mant Vurp à l’aide des nombres qui sc trouvent à partir de 3, 
où 4J,,1 Sur une même ligne du tableau 6, vers la droite. 1 ° 

Cherchons d’abord, en supposant que /(x) soit un polynome, son 
expression.en fonction de Yus ns SJ 8Yny ce Sil’on suppose le 
développement | | . 

| . ; Qt |. LL 
Pr = Akôk yy, . 4 4 V7 | | 
+ 

-_ ilest clair que le coefficient A4 est déterminé par la condition que ._:- lonait, pour po, n 
.. | Li Jo “pour j</ = Pour JA, 

1. pour J=4k.. 

Ï résulte alors de’ce qui a été dit ci-dessus que Ax n’est autre chose. 
que le coefficient de 2# dans le développement de la fonction 

| De EL ete = (2 es)" 

suivant les puissances de «, car ce. coefficient vérifie manifestement 
les conditions précédentes, et est comme À; un polynomeenp. 

De même, si l’on cherche l'expression du polyÿnome f(x ):en fonc--
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tion de LYn, 40Yuy & 0°? Jny +5, et que l’on suppose le développement. ns RO) HOas ce CL ppose PI 

‘ IN VE | | 
7 Ya+p =Ÿ B+ HD Vs 

: # 

le cocfficient B4 est tel que l’on ait, pour p=0,. 

o - pour j <# k, 
mm | . 

.…. 1 pour j =#, î 

et par suite c’est le coefficient de 2% dans le développement suivant 

les puissances de 4 de la fonction oi et ° 

  
ta) = 2. 

Pour déterminer effectivement Ics coefficients A4 et B4, il suffit 

d'observer les deux relations 

| ee HÉE+ a pre 0, 

’ _de | 
‘da = pY 

qui donnent . | 
. 12. 

PT 
Ag À 

| Ati VTT D(KF2) 
. k + 

Bis ur : 7. ;   

de plus, Ao= Bot. 

Faisant donc, suivant la parité de k, 

pi pipi) (pr). pi] : Po: - p 1.2. 3, ..(20) ne . PT ? 

p{p- 2 7 (r— 9). . [et T°] | 

1,2.3...(2È +1) 
  

Pr! = 

on a généralement 

Ax=Pé= 2ai- 1 
: - , . / Æ p+z—l . . 

De même, avec . . - 

- "fs it NE, G@i—0?1. - pet (ee) fe 
P':i = 4 ee € . LE 4 , Pa 2 : | 

r 1.2.3...(2È). mo? - 

pri = Pptp?) (= 4). .(p?— a ). P, = 
[1.235 CË+1) - P
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on a | & : Bx=Pf= Cf j_;. . Lo P+—— 

Finalement, il vient 

\ np DA ok Jn+p= > PÉGA Ya =Ÿ PE RO pr. 
- x | % : | 

En: observant que les quantités P;, D sont.des fonctions paires 
ôu impaires de P.en même temps.que.Æ est lui-même pair ou impair, 
il est clair que l’on peut écrire en résumé 

NT Doi nos Doi : V ps SU y V'psén dui+i y Pb n ci ? ‘ éd Ynsp=À ê a+p = : . ; QC D : plein + PRÉ OST ge > PR'hôoti ya | Ÿ PRrUpotitt y, 
i i 

avec la facullé de combiner une ligne quelconque de la première 
-accolade avec une ligne quelconque de la seconde. 

En prenant | 
‘ pois Ni pros ne J'a+p =Y P?t CUYa +Ù Péri Bol y, 

Fr ‘ i 

on a la formule de Suürling, qui exprime Ja p avec Jr et les quan- tités de même indice du tableau O0. ‘ ‘ : . 1 “ | - En changeant ñn en 2 + 3 et prenant au contraire 

15 5 
n+= 2 

2 

° oo — teË gti NN pen S2i+t Yosp+! > Pr Ro Taxi + 2 Pre ÿ ° ° ê . . ê- 

on obtient la formule de Bessel, où figurent les quantités du tableau © , : opus je L SN Siluées sur la ligne d indice R + = à partir de Mas 
En particulier, pour p = 0, il vient 

. n 

s . 1 . 1.9 
1= — —— Hô? UC Tax! LEE 2.4" Taxi 2.1.6.8* Taxi , 

5 1.9.25 « | 
ST RQ 4 96 +... .2.4.6.8.10.19 À? J,41 7°.  Ÿ n+= 

+3 
3 ‘ — + CUT 

/ 
c'est la formule d’interpolation pour la valeur æ,4,1, moyenne 

+
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entre Ty €t Xn4r : les cocflicients numériques 

À 

sont ceux du développement de 

© En adoptant le même mode de calcul symbolique que précédem- 

K
o
 

ment, on voit que toutes les formules précédentes dériv ent des deux 

équations fondamentales ° 

r= (2 4 - ae 

équivalentes clles- -mêmesà . ‘ : \ 

L _ 
2 ay, ue LOr+ y) 

En combinant convenablement ces équations, on obtiendra toutes 

les relations possibles entre les feet uk. 

60. Entre les différences ou sommes de la fonction f(x) et ses. 

dérivées ou intégrales, il existe des relations de la plus haute impor- 

tance que nous allons maintenant étudier. UT 

. Désignons par D/(x) la dérivée de f(x), et généralement par 

Déf(x) sa dérivée d'ordre  : -quand f(x) est un polynome de 

degré m, sa. dérivée d’ordre m est une constante, et: les suivantes, 

sont nulles. : | 

De même D-'f(x) sera. une fonction primitive def (a), c’ést-à- 

dire lintégr ale indéfinie f f(x) dx, déterminée seulement à une 

constante près; D?f (x) sera une fonction primitive de DT (x), c’est- 

ä-dire l'intégrale seconde f” dx *f(æ)dz, où ff” f(a)dz’; etc. 

Pour définir complètement ces fonctions, il suffit de donncer'arbi- 

trairement des limites inférieures aux intégr tes.
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La formule de Taylor, qui donne 

  

- ph 2}? ph - 
Ja+p= Jak EL Dyu+ Ê > Diya+ 1.2.3 Duke. 

peut s’écrire symboliquement sous la forme sim plé 

JP = y erin” 
, 

en désignant par e la base des logarithmes hyperboliques, el en con- 
venant généralement, dans les mêmes conditions que plus haut, de 
remplacer lé-produit D#ys par la dérivée Déy.. Cette équation sym- 
bolique peut être multipliée par une puissance quelconque de y ou 
de D, l’exposant étant entier quand il s’agit de D; elle se réduit 
d’ailleurs simplement à la relation 

J = ehD, 

En revenant maintenant à l'opération de différence, il est clair que 
les opérations de caractéristiques D et 4 (où ô) peuvent être combi- 
nées entre elles d’une- façon quelconque, et sont commutatives; 
toutes les relations que nous cherchons dériveront simplement de la transformation des égalités fondamentales L 

J= Cher TEA, 

en .remplaçant ensuite les Produits: D#Ay< par les . quantités DÂA3y..  .. ee . . $s° 

De mêénie, si lon emploie la Caractéristique à au licu de À, on atira | _ 

’ ° a PSN 2 =emb—(s 6° |. ss « et = - + 1 — TE É V4 ) 
et l’on peut. y joindre, s’il y a lieu, l'égalité 

| n=(/ix À. 

Les formules que nous obtiendron 
séries qui se limitent d’elles- 
dans le cas contraire, doive 
nous l’avons déjà dit. 

S Sc:présenteront sous forme de 
mêmes si f(x) est un polynome;. et qui, 

ent être interprétées et utilisées comme



\ 
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Pour éviter toute difficulté provenant de l'indétermination des 
-sommes finies comme. des fonctions primitives de f(.c), il faut. 

observer qu’en supposant le choix de ces fonctions fixé, il suffira de 
remplacer les quantités D='7,,,D72y,, dans les formules qui les 
contiennent, par ‘ 

2p . +p or . | | . ‘ ‘ _ L | 

f y dr + Gih, f az [ J dx + (Gip-+ Cr)h2,  ..., [ 

les intégrales ayañt les limites inférieures adoptées, sans qu’il soit 
utile de les écrire, et Cu, C2, ... étant des constantes déterminées 

: par les choix qui ont été faits. Ces formules en eflet ne peuvent être 

exactes qu'à un certain polÿnome près énzx,ouen P, dont le degré. 

dépend de l’ordre des intégrales qui y figurent. 

En appliquani les règles précédentes, “cherchons d’abord l expres- 
sion des différences (ou sommes) A y, à l’aide des dérivées (ou 

intégrales) D7y4. Il suffit à cet effet d'écrire ‘ 

A4 yn+p = y" ePhb (ehb _ 16, 

et de développer le second membre suivant les puissances de D. 

Ex faisant 

(ex—1Y= Gért+ GE petit Géré. 

“et multipliant ce développement par celui de ep, * 

‘ 2e Pia? p3x3 

È 1.2 12.3 7" 
CPRSIH TE   

on obtient immédiatement Le résultat cherché sous la forme 

| _ A ans CECI Dn + 6 1 Cp) 6 DE pat GÉF* Gp} A+ D ya. 

avec [ , 

. G£ (= Gé, 

GÉ+1 (p}= _— GE + £ Gé, 

. 7 " : . e 

2 GHtIp)= HT Loët+ 1 cé,



264 . Ft . CHAPITRE X. 

et ceci justifie ce que nous avons dit précédemment sur la décrois- 

sance rapide des termes de la formule de Newton, si l’on admet, 

comme nous Je supposons en effet, qu’il en est ainsi de ceux de la 
formule de Taylor. :  : : 

On peut écrire aussi 

A yn+p ch — z" cPhb(i _ ehbyhs . 

on obtient donc MEÿasps par la même formule que ci-dessus, à la 
condition de multiplier par (— 1)# et de changer le signe dep € 
de D; plus simplement, il suffira donc de changer le signe des cocf- 
ficients G? pour lesquels la différence g — k est impaire, de sorte 
que ‘ LC ’ 

- AY n+p—t = GÉ(P)h* Dir, + Gti Cp) Di y, +, 

avec . : . ‘ ‘ . 

GE (p)=. Gé, 

Gé G)=— GË + Gé, 

Gé Gil Lock, 

Au point de vue du calcul, il convient de supposer dans ces for- 
mules, comme dans celles qui suivront, x entier ct p inférieur à 1, 

à sont: ou même au plus égal à ;’ €n valeur absolue. : 
. . 2. os . . . # : . . 

Sans insister ici sur l'expression générale des coefficients G% et sur 
leurs propriétés diverses, remarquons seulement que l’on a 

: k 1 Gi, Gi 

  

et que l'égalité. 

d d z : Se 
dx (et —1}# = (ex — 1) + (ex — 1)#—1 

donne la relation de récurrence 

Te (GT -1 gG?= #(G4 + GT). 

Pour # positif, on obtient ainsi, en allant au delà des valeurs. 
x
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nécessaires dans la pratique courante : 

  

    

1 I I i I 
G'=1: Gi=-, Gi=z, Gi=— Gi—, Gi—=— GT = 

17 ! 0 17 G 17955 1 1007 17 20° 17 5040” 

[ OL 3t 1 
Gi=Z, Gi—- Gi, Gi=— 

27 12 2 7? 2 360” 2 40° 

3 : 5 3 53 
Gi Gi= > Gi=-s. Gi 3 2°, à 7 3 4° 3 120 ? 

13 . 5 
Giz=1, Gi 2 Gi= Gi 

: 5: - 10 

| .Gi=t, Gi=r Gi 
a ne 

5 SAT: À Gi, Gi=3, 

= . G=: 

Lorsqu'on prend # négatif, il suffit de supposer k—=—1, 

  

k = —», car on nerencontre pas d’autres applications dans la pratique. 

11 faut développer d’abord la quantité =; 0r, on sait que, Si 

Von désigne par B:, B, B:, ... les nombres de Bernoulli, on a 

1 I 1 æ 3 ‘ [as 
2 BB Be — 
ET—I x 7? 11.2 21,2.3.4 #1.2.3.4.5.6 ? 

, 1 1 ; 
G:i=1, Gt,=— -) Gil, = —; G2,=0, Gi, =— —; G',=0, 

‘ ° 2 12 ° - 720 

Î ‘ _—] + 

- [ei Æ Tr 6 = © G1 EE —— ; - 

. ° 17 30240 ! * 71 1209 600? 

"et par suite, d’après la formule de récurrence, 

  

’ Gz3=1 Gii=—1 Goo, = —» Glo=——; 
-2 | , 2 ; ° 2 12 2 12 

I .., I : 
2 — 3 — G* ne — 
Le = 7) -9 — Use —= , 

2 40 2-20 ? 6o48 

I 1 - 0 
GS, = — ; Go ————; ï . 

? 30 240° ? 172 800 2- 1209 600 

Les formules corréspondantes deviennent alors d’une façon



266 
CHAPITRE X. 

précise . 
2 

| Al Yntp = + f J'dz + G2,(p)Yn : - … + Gli(p)h Dyx+ G2,(p)h? D'yu+...s 
I pe , : , A ÿn+p=(n + p—1)Ci+C+ SJ J dx? 

+07 f dx + Gp) yat Gli(p)h Dynt. 

Donnons pour limite inférieure commune aux diverses intégrales la ‘valeur x, de x; on a alors en parüculier 

A1 yo = Ci+G,yo+ Gi h Dyo+ G2, AD +... 
2 Fo = Cr: — Ci + G92,Yo+ G:, Le D}o+ G?, 2 D? yo +..., 

et l’on peut, pour la commodité du calcul, choisir A- (Jo et AT*y, de façon que les constantes GC, et C soient nulles. . 
On peut aussi bien écrire, si l’on préfère, 

. De nada ‘ ° LA Pn+pti= Ci + z f J dx + G'!, (P}J'a | 
E + Gi (p)h Dya + G'2 (p)k?D'y +... 1 

A Yn+ph = (+ p+nC+ Cr+ ff J dr? - 

+(P+i) 7 J de + G2, (P}Fn+ G', (p}u Dyn+. … 

En particulier, Pour p — 0, et x entier positif, on a 
A-ty | — A-1 = | 

| 
J'n+1 SAT Fa Yo Ni + at + ÿn 

. 
: 1 fr 1. 

_ TT - - =7/f Y dt + (yn+ yo) 
x 

- . 

4 . _ 23 | | - + Dr Dyo) — 520 (Da Dig) 
- X5 | ‘ k5 Lo - : 
(Dr, Ds _— (Di; 2 pr: it À 3020 (Dr: Dire) 1 30g 000 (DJ Due) + 

c'est la formule sommatoire d 
fonction f(x) n’est-p 
série généralement div 
pour le calcul 

‘Euler ou de Mac-Laurin; quand la 
as un polÿnome, le second nombre est une 
ergente, mais que l’on peut cependant utiliser avec le plus grand avantage, comme nous l'avons dit.
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Cette formule peut servir aussi bien à calculer les sommes finies 
que les intégrales définies; pour en montrer la valeur, faisons par 

l : . . Lo . 

exemple y = g° 1, To —=10, Tn— 20; en désignant par L la 

caractéristique des logarithmes hyÿperboliques, on aura 

20 D. . : 

. I l L 1 i 
ydz=liz-+-+— +++ 

10 20 Il 12 19 40 

1 - ï | i ot. 

16 X 10? + 138 XI0* 256 X 108 Tres 
  

+ 

d’où, par un calcul rapide à neuf décimales, 

- La = 0,693 147 180, 

valeur exacte à moins d’une unité près du neuvième ordre décimal. 

La façon même dont se présente la formule d'Euler met en évi- 

dence une observation que nous aurions déjà pu faire, et qu'il faut 

préciser, afin de mettre en garde contre de graves erreurs d’interpré- 

tation. ° . . : . . ’ 

Si l'on suppose que la fonetion 3 admette la période nb, la formule 

donne : ‘ | ‘ 
_ . ï É - 

Jo+Ji+yite. + Va-1= x [ J dr, 

ce qui est manifestement inexact, car le premier membre de cette 

égalité ne change pas si lon vient à augmenter la fonction y d’une - 

fonction arbitraire 3”, assujettie simplement à admettre la période k, 

et à s'annuler pour æ = xo. Cest qu’en effet le tableau T lui-même ne 

‘change en aucune façon, si l’on fait cette addition, de sorte que 

toutes les formules d’interpolation sont sujettes à la même objection, 

quelle que soit d’ailleurs la fonction y. Mais il faut ajouter aussitôt 

.qu'une fonction telle que y’ n’est plus du tout assimilable à un poly- 

nome, comme nous l'avons supposé essentiellement;. car” si par 

exemple on fait | "5 
ax(x — Zo) . L 
ALT 04, . J = sin ke 

ona, pour z—=#%o+Ak, . 

‘ _Jn=sinarn, 

_et le développement de cette fonction suivant les puissances de # ne
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répond pas ‘aux conditions que nous nous sommes imposées. L’ob- 
jection tombe donc d’elle-même, en retenant de là toutefois qu'il est 
indispensable de s’assurer que les susdites conditions sont bien 
vérifiées, si l’on veut légitimement appliquer les formules d’interpo- 
lation. - . | | 

En revenant au cas particulier de la formule d'Euler lorsque 
admet la période n4, on voit qu’elle ne diffère pas de la formule de 
quadrature que nous a donnée la théorie de l'interpolation pério- 
dique, à la condition de tenir compte de l'observation que nous 
venons de développer. . | 

Occupons-nous maintenänt du problème inverse, c’est-à-dire 
cherchons l'expression des dérivées (ou intégrales) DÂy,,» à l'aide 
des différences (ou sommes) ATV us ou encore A7ÿy_7, qui sont avec 
J'a Sur une même diagonale descendante ou ascendante du tableau T. 
Nous obticndrons les formules dites de différentiation ou d'inté-. 
gration mécanique, ou plutôt empirique. En suivant exactement la même marche, on part de l'égalité symbolique | 

. | LD = L(1+ À), 
qui donne | : 

‘ REDEpR+PE pu (1 + Ar LA(1+ A); 

pour développer le second membre suivant les puissances de À el celles de p, observons que 

G+ A)P= cpu = 1 + Ê LOG+A)+ 2 L?(1 + S)+...; | 

par suite, faisant . - ° 

 MG+ ae) = Hfeh HE gst Et grrr 
il vient immédiatement. 

RD nep = Hp) ya HE CP) EI ya DÉS (p) At 
avec 7. 

Hé G)=né, 
Étten) = EH Due U£ (P) = H£ + TUE 

HÉ?(p)= HËt Lure Pts
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En observa ant maintenant que sy mboliquement | 

-t À 
ES 

Y J 
on peut écrire aussi 

A\—? 
Rk DA ya+p = yn (: _ à) LA y J 5   

Y 

et l’on obtient lc développement de RD y,,) suivant les quantités 

269: 

Mn en multipliant le second membre de la formule précédente 

par (— 1), et changeant le signe de p et de A; plus simplement il 

Loft de changer le signe des coefficients II{ pour lesquels la diffé- 

rence g — À est impaire. Il vient ainsi 

“A éDéynrp = Hé PM ak + Her! CPI pan 

| + xér? CP}AËE Fake tes. 

avec | ° ° 

| ME. (()= Hé, 
t . 2 . Hp) =— ét + L uéil, 

HÉt?(p)= HE? LÉ + 2 nés, 

Pour le .caleul des coefficients If, on a 

 — ° ' ‘ or. 

HÉ= à, =; 

et la relation de récurrence 

qui= RE — (g — 1)H47! 

résultant de l'égalité 

€ +2 IG +r)= ALI + »).
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LOL L . On a ainsi 

\ 

  

  

"1 I 1 s ! Lt -D Hi, Hi=— 15 — 3? His Hi 3? Hi=— Hi = 5! 

11 - 5 137 5 7 Hi 1, His, = 5? Me H$ = 186 Mis 

s 5 15 - 29 - Hi= 1, ni=—i, H5— 7 Mi=—— Hi= 5 

Hi 1, His, H$— TL H=—i, 

ñ - 25 
H5 = 1, ie) Hi 5” 

Hi 1,  Hj=-3, 
_ | = 5 

Pour # = — 1, un calcul direct donne 
? - . 

I Fo -.3 Miss Her et, CUS 

3, = 19 ni =, ps 80 Mis °720° Hhi= 160. Mhz 60 480” 
275 = 33 053 HS, — J LE, = 71 241927 HE: 3 628 800” 

ct l’on en déduit pour = — 2, par Ja formule de récurrence, 

  

  

_ L oi Msn. jar, net, Uh=o, 
\. L ‘ 1 21 [ L H2 =— —— 1: 3 = — Le ? 240 è 2407 LE 6o {80 

H5,— 9: 5, = 989 opus 2 407. 27 Gois” . | 3 628 S0o ? His 152 Suo 

Les formules de quadrature empir ique soni ‘alors 
1 aXntp 

TJ vx 
=— Gi+A-iy,. I Gp) I Cp) à HE, (p)yu +... 
D Gt Ai pui He (plyn+ M2 Cp) us + De CP} 

7 Va+p 

f def” y dx = — (a+ p)G— Ga pa pay LT 
+ :p)yn + Ht:(p)Ay a+ H2 2(P)Mya+e. 

ce =—(n+p)G—C, 
2 A peue (p — 1) A 1 Jnes 

+ He 2)ga + (p)Ay n=1+ HU Fe (P) M Jane +.



eo THÉORIE DE L'INTERPOLATION. . 271: 

si comme précédemment les diverses intégrales ont pour limite infé- 
rieure commune Z,, les constantes GC, et C, qui sont toujours les 

“mêmes, vérifient les relations 

Ci= Atyo+ H0, + Li Ayo HE, Ayo. - 
C=A2yo+ 3 yo+ tsyo+ Ils Ayo+ HE, A yo+...; 

par un choix convenable de A7! y el AT?90, on pourra faire en sorte 
que, pour simplifier les calculs, CG, = C3 — 0. D 

En particulicé, pour p— 0 ct n entier positif, on a . | ! 1 
z _ , . 

1/ AR = Jo Ja Jatest Ja (ot Ja) — { Aÿn1— A} 
Te : . L: . eo 

— 5 (A Fn-2 + 40) 

— as — A3J'o ) 
770 

-. 3 , , . 

u 1 77 166 CMP + Ayo). 

T ‘ 863 . - e 
Gore (\Yn-5— A5)o) 

et cette formule, arrêtée au terme en A*y,, ne diffère pas de la for-. 

mule de quadrature de Côtes, le second membre étant une fonction 

linéaire et homogène de LE Vida ee Ja 

61. L' introduction des caractéristiques. ôetp permet de résoudre 

les mêmes ‘problèmes avec des formules plus élés gantes « et plûs avan- 

tageuses pour le calcul numérique. | 
“Cherchons d’abord les expressions des quantités of nr p et 24 ap | 

-en fonction des dérivées (ou intégrales ) Dtyn. Comme on a symbo-. 

liquement : ‘ 1 — . ue 
1 _: _è=yt— y ?, 

il suffit de partir de la formule 

‘ géyn+p = y ent n(e+ 2 

Faisant-donc 

r. 2\# 7 . or 

Te  (Ee 5) = Mc Mt gere MRtighti
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on a immédiatement 

dE yurp= ME (p}hA Da Mi (pps Dit yat NIET? (p) he Dé+ y, + 

ET 
| To, ° | ep or 

MË (p)=MË, NÉE NE 

3 (p)= Mit + ME MES Gp) EME ME, 

Pour avoir maintenant le développement de M Yusp, il suflit de 
: ° . hD h multiplier symboli Lpar u, c’està-dire 1 (eT per muiuplcr symboliquement par u, c est-ü- me-{e +e . En 

+ x + k 17 5 : : 
LCE. e ï) (e — € :) = Mick MERE pate M ati. Su

e 

‘1 

on a donc 

UE Vnep = ME (pJhk Dé y + M +1 (p}h#+I DE 7, 

+ ME? (p}hk+2 Dé+ y, 
Hesse. soso, avec. 

LS 
k ; - De pas | ME G)=ué, Lo Méti(p)= LME, 

ME Gp) = ME 2 M Re Ra 1.2 
I - 1.2. 

  

ss. 

Dans ces s formules, comme dans les suivantes, on Pourra supposer 
n entier ou multiple i impair. de = =? el réduire alors p-à être au plus 

LS égal à à = en valeur absolue. 
On a 

. ‘ MÉ=MË =: ME | ! s Ft 468. (Gy+a) - 
ME pet 2 1 7, ° 2.4.6...(2q)? "i 1.2.3...(2q +1)’ 

‘de plus, les és galités . co . oo 
AG) | co d?(54) er = uik- J Le kuë 1, . dt 7% + AE pars, 

posant de même
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où l'on a fait pour abréger 

donnent’ les relations de récurrence 

TEE 2 RÇE NT 2, 

D si
 cs
 

  

DAY d q +1 dti. 

M£ TH Mi ? 

enfin, pour #——1, un calcul direct donne les coefficients M",, 
du numéro précédent, et ‘tandis que les M'% sont égaux aux G?, 

les M7,résultent encore d'un calcul direct. 

Il vient ainsi : 

  

  

-MÉ = . MS = a MS — 5560? 

Mir,  Mÿ= 7 My = 7 

Mé=i1, Mi = 25 : MS 1, M3 = 35 

. MS=1; _M=1; 

puis ‘ 

M=! =1, Mis Mis IS Mie Ms rat 

Mz3 =1, se,=— 1, Ma= Mi=— ps Mi; = TA 

Mini, Mie — Mis 7 M5 — TT" ME =— in 

Mai, Mas Man, ME, = se M ee 

ANDOYER 

  

  

18
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Les. formules relatives aux sommes sont : 

nee G+ fr ÿ de + Me (p)yat ML Gp) Dyn 
+ ME (p}A8 Diyu 

‘ . ° ln . | 
23 pate Ci D Î ydre M (phyn+ M4 (p}h  Dya 

, : + MA (p}le Din 

_ un 

è 'n+p= Ce+p)G+ + 7 ff rer J'dx 

+ M2; Dhyu+ (DA Dy a+ 

CRÔvrpe (7 +P)CGi+ Ci+ - + sf f" J dx? “if J dx 

HMS (p)9 a+ MA: 2 (p)#Dyn+.. 

: Si les intégrales ont pour limite inférieure commune æ;,.t étant 
pris généralement és gal à o ou à — = on a en particulicr, pour la 
détermination des constantés ou des sommes initiales, 

d-1yi= Ci+ Mi, kDy;+ MS 128 D 3:+..., 
. Hô Ci + M'A 14 Dy:+ M5 1 AS DS +... 

: 3: Ji ÉCr+ Cr + MO, yr+ M2, D?3+.... 
pô? y;= Ci + Ci+ M, + FM D'y:+.., 

En supposant n enticr, ê = 0, p= 0; on rclrouve la formule 
.d’Euler en calculant Bo Par | DT 

En. remplaçant n par n + = ñn étant toujours chier, ct prenant 1 
F3 PO, 0n a une formule équivalente en calculant à 0 Ja 

| Jo+git.. + n= + a. L dz— 2 ( Dr 1— Dr) 
Los - : . 2 2 

| 723 3. | + É& (P Par Ds) 

3125 | | ° 
967 680 ( n+i ») 
1277 2: : ° - 154 825 800 (? Past #21)
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Déterminons énfin les valeurs des fonctions D'} ip CN fonction 

des 07 où ue è7ÿ n° On a 

: VA IN 2 SF \2 
kD£ 7 D ji 9 / 9° Es ere Due Ve 

il en résulte comme précédemment, en faisant 

L Dé + 1+ F)= Ne ns 

(car ce développement ne contient que les puissances ( de même parité 

de æ) que l’on a. 

RE DE y np NEC) À a+ NÉ) + Né? Goya Jatee. 

‘avec . . E 

NÉ (p)= NE, . NE G)= ÉNE, 
5 . 

Née = _ NE L PEN, NES G@)= _ NÉ + - L NÉ | 

De même, en faisant 

—(E Vs 14e) = Néet+ Nes + NÉtratte. 

VITE - 

on à 

LE D ynep = Né Guitru+ NA (p) pen pee Ne (p}udttiya+ 

  

avec | | 

LE Hk | 1&+1 _ 2 NS: 
NÉ (æ)=N#, | N p}= Née 

2 1h ri tk |; es, "_P Es p- 1e 
Né (p)= = : NÉ + SN KY NX G)= TN ser 3 Nés 

il convient alors de réunir ces deux formules en une’seule en écrivant
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come nous Pavons déjà fit 

ane LV QG pat NE Gp) tira NE (p) a+ 
PP OU NE Guèt Da NE pape NÉ (phuëttipn 

° Né+i (p) DH y + NÉ (p) Hip, + NÉ*S (p) GA+S pu... 

NE Gate NE (pad pu NE (DR pa 
une ligne quelconque de la première accolade pouvant être combinée 
avec une ligne quelconque de la seconde. 

Sin est entier, on prendra la première ligne de la première acco- 
lade-avec la dernière de la seconde si 4 est pair; et si Æ cest impair, 
on associcra la seconde ligne de la première accolade ct la première 

ligne de la seconde. Si x.est remplacé par n + 2 avec une valeur 
entière pour ce nouvel 7, on fera le contraire. De cette façon on 
exprime toujours A“D4y,,, ou RéDÿ- à l’aide des quantités 

n+l stp ” 

d'indice 7 ou d'indice n + _ situées sur une même ligne du tableau 6. 

On peut toujours, dans ces conditions, supposer p au plus égal 
àz en valeur absolue. 

Ona 

NÉ Né= : Ne20 = LA 1.3.5...(2g —1). 
DONC EE ? 

de plus, les égalités 

, 2) = hat ( je), | 

      

de 
= AGE AS, 

“où l’on a fait pour abréger 

x z2\? Us cf EE .. 
=L|-+ /1+®) =( € É \/ 7 ; a \ 1+ T° 

donnent les relations de récurrence eo 

  

2 Ne 2? NY RG DNES 2, 

a = FEI or 
Ng= pers ÉTÉ 

enfin les coefficients N?;, N7,, N° sont obtenus par un calcul 

| 

|
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direct, et l’on a ainsi 

  

  

‘1 3 5 
Nl=: ° N3=— — Ni — Ni=— ——: 

- Ni 5 . "15 24? £ U 6407 1 7168? 

I I Nimr, Ne Ne 
. 1 37 Ni=i, Ni=— 3 Ni 

Ni=i N$=—l;  Nimi NI 25 Né=i NI=1 
NS i— , Ni NG— 79 Ne ls +1; 

6 24 

1: 3 ue 5 
NO = 7 NÊê=—- NS = — NG = — 3 

$ ’ Û ss" ° 28” 0 102.4 ? 

Ni NU — 1 NE NT — I , 
Ny=l NN TG Î = NT 40? 

- . 5 . 259 
N=n Ne Ne 

- ! 7. 
Nÿ=i1, Nÿ=— 7 Ny= 5 

Nr, Nm 2; Nÿ=i Noms  NEmr, Ni 
5 ts Ns— 75 ANS ts NS — + Ag ts A7 ; 

" 24 à . 

puis 

- . 1 Ne 17 - 367 4 “ 27 859 
Nm, Ni — Ni, Ni 2, Ni es 
1: ! 24° 17 560 ! 967 680. 1 464 486 400 

. - I I L 31 DS 289 
Nr, NU Os Nm, Nom es Né 

2 » Ms 5° 2 90 ‘7. Co4so’ 2 3 628 800” . 

| 1 1. "IT js 191 . .". 2497 
Nl=t, Ni=——, N3= — NE, NT 

1 7 1 12”. 1 520” 1 60 4307 1 3 628 800” 

+ « 1 : . 17 . 367 , 27 859 
Nr, Nb, ON À, Ni NS 
rt ? 1 24? 2: 1920” 3 193 536” 27. 66 355 200. 

Les formules de quadralure empirique sont alors, - 

dntp Le Spa t ND) nt Nip) BJntes free a RE NE (pe 
h ° luitpa+ NU CD)uôpat NA (p)BByn +. 

[en Jan + N2:(p) &Jn+e. £ . 

° NO Cp}uFat Na(p)uèynte. 
ï Ta+p æ 2 - ; ‘ . 

nm) dz |. ydx 

\. = (np) Gi Gr+ dtyn+ N0:(P) Ja +N) Pate | 
_ Pr Fo 0-2 ya + ND) Ja + NP} Start 

, .e - . P yat N1,(p) 8Yn + N3:(p) nee | 

+ ph nt ND) Bye NB (p}udyates ÿ
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sip est nul, la seconde accolade disparait. dans chacune de ces for- 
mules. 

| 
Pour déterminer les s sommes où conslantes initiales, on à, si ; est. 

la limite inféricure commune des intégrales, 

CHENE Qi Nu yet... | 
G= 1 ÿ3 (? Hô y + N ue dpi NB 18 JI+. .. À 

iCi+ Ce! Bay No, JAN Bpi+.. CU TT | pps NO Mit Nenëyis.. 

 p Loue . oo t Si l'on -Suppose t—=O0OuI—— 3° on se servira de la liyne ‘ conve- 

nable dans chacune des accolades de:ces diverses formules, suivant 
le cas. - 
En particulier, on voit que l’on peut écrire en faisant 2 — 0 ou 
R=— D et remplaçant p par 2 : 

1 : Lace ° . . . . 
7 J. Jde = N° (2)yo+ Nii(n) 8 Yo+ EN) 8 

1 FL : ° ° ‘ 7 S. 23 dx = NC) gr + NA (nu? ut Ni Cat y He 
end . . _ mi

e 

En supposant ñ entier dans là première : de ces formules, ou bien 
en Île supposant de la forme 7 +: - dans la seconde avec z' entier, et 
en s’ arrêtant-au terme en o?n o Ouen ugzn _J"_ 15 On retrouve la for- 
mule générale de Côtes, puisque le second membre est fonction | linéaire et homogène de y V'angis 25e Vos ces d'ants Ju où bien 

.de y_ n'— trJns..., Jo Ja Jus . . 

En faisant les hypothèses inverses, et s'arrétant alors au terme cn 6%" y, ou cn LENS E ;> on obtient une formule toute semblable, Le 
Te 

le second membre étant ici fonction linéaire et homogène de J-_n J'-n'4ts tt2 Pneis D'où bien de Vus d'n41 ces Pure 
‘ . s
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On.a explicitement, pour les cocfficients de ces formules 

  

  

N(n)=n, | | | | N°, (2) =n, 

N£,(n)= 5. NS = % + 

NC} À + | NA Cu) = FS — ME Re | 

NaGne Re, Né(e EL 7h i 720 5010 . 1024 34 260 2880 50j0 

tésessteseneresenessesossseese) sons sensor 

62. Les méthodes du calcul des différences. permettent encore 
l'intégration empirique de certaines équations différentielles, ainsi 
que nous allons l’expliquer en détail, en supposant qu il s'agisse 
d’une équation du second ordre. É 

Soit « la fonction inconnue de T définie par, l'équation 

du ds . . 

dx? = E fe, SU)=), - 

, dit one | . u ‘ 
où l’on à 3 = ——, et où désigne une fonction donnée de x, :, u. 

dx 8 . 

Comme précédemment, si x, est une valeur particulière de æ, et A 
une quantité fixe (positive ou négative), nous ferons . 

Tan = do + A, Fo 

el nous appellerons J'», 3n, &n, les valeurs corr espondantes de 7,3, «4. 

Supposons que pour t—xi;, à étant pris comme plus haut égal à o 

ou — !, on se donne les valeurs initiales Si CL u; qui déterminent 
2 - . - 

complètement les fonctions 3 et w, et faisons généralement. 

s=khz, u= lu; - - 

. on aparsuite | . . . 

1 Ya Fo : : : a. æ 

= . , n EL — pt Un; ne . . 2n= 35 + r/ J'dz, un UHR) + T3 J dx f J dr. 
. vi . . di RS 

[maginons alors formée la table d'intégration, c'est-à-dire un 

tableau tel que T ou 6, pour les valèurs de » entières et positives (et 

‘aussi négatives exceptionnellement), et soil à calculer les valeurs . 

-de 3! et ul! pour une valeur quelconque de æ que l’on peut prendre
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sous [a forme x+,,», où x 
. . ° n+p+s 

; À étant entier, el p désignant un 
. à . . 

° , « I . nombre .que l’on peut supposer Praliquement au plus égal à; en 
valeur absolue. 11 suffit d'appliquer les formules du numéro précé- 
dent, qui donnent sous une forme entièrement explicite générale- 
ment plus que suffisante, et en séparant les termes qui s’annulent 
avec p : - 

ep = BE ja Ep ôpn + ucsy — du + 
H+p : ne 12 He 520 n Go 480 Jane. 

6 12 24 

Le ‘ P3  pi\.. P? pt, pi\ HS roger (EL LT us, | ( 52 7 mo) EG — 96 Do)" nee 

EE 3 p? p+ x : + DJ n+ = BÔSYn+ 2 SJ n—+ (- L + ) HO a 

367 …. 
  

3 p? pi ps ” ° à —— — À 2 — 55 É , Res 
, se 1 1 31 - Ulytp = 07? RE — Yan —— 627 + ———û0ty, +, . PJ Dr 240 Ja Go {80° 27 D 

a p? | D p3 \ ES . p+ se HPHÈ Ja + yat (- L + F) By + F 8? j'a. 
.fup. P pi ‘ pt PA + (LP LPS) os [LPS PE (2 36 7 120) Mn + ( 288 T 2) # 

— UP PS PS Op + ( Go 450 180 480 + Pr) ane 
r . n I 17 36 : 

u = 9-2 12, 7 9 7 =, 
.1 H Y 1— 31 + Ho?y _— T 20) Tee 

ntp+s Tr+s 28 9 a 41 1920 ‘ n+i 193 236 * 41 

    

sr >? ° -n3 HE it Lay 1 + LL 
2 

- p? L) J L Da | py5 +(-FR+£2 ô?y +(-32 2 LP gp 16  2$/°. Vn+i 5760 147 T0) ° Tax 
3P?  5pt p$ SR Es EE A PET , | (GE 556 + 2) HE 1 oo ° .. 3 | Lo, 367p pi p3 p? . T G& 680 ” 1280 — 960 Ps)
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ceci à la condition de déterminer les sommes finies iniliales par les 

formules suivantes : 

pour ê— 0 : 

Sipo= oi y = 55 — 

  

  

l 
— + — Hù _ us us +. 

—À — 3/0 TS Ye —20 Jo+ Go 450 +” J0 

_« - 2 I 31 
Aty;= è?}o = Up — — + — è? Yo 

J J 9 290 240 Jo— 60 480 Jo ’ 

. I 
pour 1 = -— —. 

. 2 
. . “ 

- 1. 17 367 
A-tyo= d-iy = 5; — — à) ed GR SV +. 

“° Pat Su g VAT 5560  * -L17 967 680 Y_4 ? 

I I 17. - 367 : 
A-?};= 0? =uw ,+ 0! Huy q— ur D 0) 1 

2 Je LT dt 4 "924 1920 “27 193 536* JL 

Des tables appropriées, comme celles que Jon trouve dans le 

traité de Th. v. Oppolzer, peuvent faciliter le calcul des cocfficients 

de ces formules. 

Si le tableau T se trouvait limité à la diagonale ascendante qu 

‘contient », ainsi qu'il arrive si la dernière. “valeur calculée de 

est Ju ON aura encore, p. étant pris pratiquement “inférieur à à: en 

valeur absolue, les formules suivantes, moins avantageuses pour le 

calcul : 

! 
! 1 nt 1 3- 19 

Sep SI }ati— Ja TS Va-i— 3 y na — 736 Lys 

L 3 4 86. 
160 - In Go 480 Jn=s . 

F p° : à p . : 1. p p° : 
. + pPja+ TZ Vu 4 + G Ans + SG + G + D AJ 3 

LEUR EE ar 
(+ 72 F6 io) 2. 

DD LE sp . 
+ (% F3 À 96 rm) Pete on
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et 

1 - I 1 A Le yp— —=., M — — Sn 
Unep = A Jn+ + mor 340 À yn-2 210 Y > n—3 

22L ,, 
+ 

= Passe 
  

‘ 2 

+ DPI tn (- D + — l Lois (-£ 7 + — P Fe) Ar #1 
2 

‘ , ‘ î 3 » 5 
ee ae (et dE )ston 

. * 21 12 24 - 720 15 21. 120 

° . 3p P$ , 11p+. Pÿ La  ., _ 

+ (- 160 27 285 So * 70) "7 

3 Sn = p5 6 - 57 | 
+ (- me + _ + DT + + D + Le) +. .. 

Quand la fonction y ne dépend que de x, c’est-à-dire quand il 

s’agit de simples quadratures, la construction de la table d'intégration 

ne demande aucune observation. Mais il n’en est pas de méênic s’il 

s’agit d’une véritable équation différentielle, 3" dépendant alors de : 

et u. | k 

Pour construire la table dans ces conditions, il faut savoir pre- 

miérement la mettre en train, puis la continuer quand on est arrivé à 

un certain rang. ° 

Examinons d' abord cette seconde question; la dernière valeur cal- 

culée pour 3° étant comme ci-dessus 7», il faut, pour avancer d'un 

rang, déterminer V'n4s = / (Gus; Sn > lus), €t par suile connaître 

avec une exactitude suffisante 5 Sur agi Onnepeuty arriver que par 
approximations successives, qu'il importe de réduire au minimunt, 

pour le succès de la méthode. 

Faisant p = 1 dans les dernières formules écrites, il vient 

5 
Snta = AI Jatt+ 2 nt 549" n—1 

  

  

27 1908 
EEE Tes 1 55 gas + Gorss SJ'n-5+ vs 

, ï I 
Uni Ris TmJat TS: AJ'n=1 

3 863 275 | + se +2 Ve 29 152 240 d'a + F° J'n- FT Taoge* Ja + 2032 9 ns... 

On à ainsi des valeurs approchées de 2, et w,2,, ctil est dési-
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rable que la nature de Ja fonction f etle choix de l'intervalle L soient: 

tels que ces valeurs suffisent pour calculer J°a+1 avec le degré d’exacti- 

tude requis. Pour s’en assurer, on pourra en partant de la valeur 

ainsi obtenue, qui permet d’avancer la table d’un rang, déterminer 

des valeurs plus exactes de z,,, el u,,, par les formules ordinaires 

I I 
! _ . ° . 

Sur = A ati — 27 ni TA) a 

I 19 : 3 863 
— — À! ge AS pe A jpg Jantes. 

5 Jn-1 720 J'a-2 160 J'n-3 60480 J'a—t , 

1 Ar 1 Du | 
Un = A Jn+s + DT Jn-1. 

I 221 - / 19 
a a pe Sete 

240 + #7? Go48o Jus GS ’ ° 

£t constater qu'il n’en résulte pas de changement sensible pour J'agt 3. 

dans le cas contraire, il faudrait recommencer avec la nouvelle valeur 

de Jui oi UT | 
Les formules qui donnent les valeurs approchées de.s,,, et Uri 

sont peu convergentes, et il ne faut pas s’en étonner, puisqu’en réalité . 

c'est une extrapolation, et non une véritable interpolation, que l’on 

fait ici. On en rend les coefficients plus maniables en calculant d’abord 

une valeur approchée dé Jar par la formule simple suivante, sur 

” laquelle porte toute l'incertitude : To. _ 

Janin + SPan + Apart Ars + Mans Mas tee 

et écrivant alors 
- 1 - . [I L 

_! — ES ñ ! —— . ‘ 

Sati = 3 JariT nt Uni TD Jan UÜa+1 

de façon à avoir avec une grande précision : 

‘ 1. I. 
Lau A Vnai+ = Ja t —AJn- nie J'a+1 GG)" Tr J'a—1 

1073 

Gogge + 75e. 
Li It Te 

+ — À! ot — MN yp 3 —, y Un— 
21 J'a-2 520 Jn-3— 55e Le 5 

UnH1= A Jata— 240 A? J'n-2 

ete ee - 45 Gr LS 
… AB po A png AS Vase. 

120 J " ù : 12096 J TT? . 4032 ‘ Ya 

J1 arrive fréquemment que la fonction 3 puisse ètre mise sous Ja
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forme 
= + Bs'+ ut, 

2, 8, y étant des fonctions analogues à f, mais susceptibles d’être 

calculées avec une exactitude certainement suflisante à l’aide des 

premières valeurs approchées de z' et u’ que nous venons de déter- 
miner, ou même simplement d’après la facon régulière dont se mani- 

festent leurs variations. 

On obtient alors une valeur exacte de Jy31 en résolvant les trois 

équations | | 
u L - ot Lo. SntiT 3 Jan ZLn+is - Unsi ET J'ai + Uasss 

-J'nti= Lan Bari Spain Ut 

qui donnent | | 
An+1+ CT Las + Yn41 Un+i 

PB _ Yn+1 

3 * 12 

Fn+1i= 
‘ 1— 

IL ne reste plus qu'à indiquer comment se fait la misc en train de 

la table d'intégration. Tout revient à déterminer les premières valeurs 
de 3° en nombre suffisant pour pouvoir commencer la table, c'est- 
à-dire pour permettre de calculer les différences de J' jusqu’à l’ordre 

où leur influence devient insensible. 
On y arrive de la façon suivante, par approximations successives. 

Supposons ‘d’abord données les quantités 59'et 4o,-par suile aussi 
Jo. En admettant que l'influence des différences cinquièmes de la 
fonction y soit négligcable, au moins au début de la table, on cal- 
culera 3e, 3-4, J'i Ja, qui avec 7°, suffisent pour la mise en train, 
en appliquant les formules suivantes, : 

‘sl = (3! 1 Ô}, 1 S31- L ‘ ES Los \ #4 (+iuar Eu.) æ ( Jo+Eé)o ô* J'o } 

3la= (2 +apèyor À pô ‘ + Âge, TD y ; 0 nu or 5 {403Y0-.. 2 230430 )0 + 35 0,Fov.. > 
. . 2 

ds =(ui+ yo + 81 yo— 2 5 + = Lt 7 3 ‘ 2 2 480 Joe. = Fo+ 5H o— TE MÔYe.. : 

qui résultent immédiatement des formules générales écrites plus 
aut. L US oo 

î
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Dans une première approximation, on fcra simplement 

f 
=! = sl + ! Es 1 + , 

. - 31 = S09 Jo: Uri t Zo+ = J'o: 

°N
 

et l’on en conclura'3-_4, 15 On aura. ainsi des valeurs approchées 

de &0 Je CL 827, que l’on introduira dans les for mules, en négli- 

geant Les différences d'ordre supérieur; et il en résultera de nouvelles 

valeurs approchées pour. Ju Ja Cl aussi pour J_2, J'2,-par suite 

cncore pour uô Pas ces Ô! 0; on recommencera alors le calcul avec . 
3 3 3 

ces valeurs, autant de fois qu’il sera nécessaire, € 'està-dire j jusqu au 

moment où les résultats ne changent plus. . 

S'il y avait lieu de tenir compte des différences d'ordre supérieur 

au quatrième, on ferait de même, en complétant les formules précé- 

dentes, et leur adjoignant les relations analogues relatives à 313, Us. 

Dans certains cas, la forme de la fonction y peut suggérer comme 

ci-dessus des artifices propres. à augmenter la convergence des 

approximations . successives, mais le plus souvent au détriment de la 

simplicité des calculs. . 

Si l’on se donne 3 z etu ,etpar suite 1 ON se servira de même 
—! -} 3 

Te 

des formules suivantes qui permettent de calculer 7.2, 31, Vos Jus 

en supposant l’influënce des différences quatrièmes négligeable, et 

‘qu’il serait au surplus facile de compléter ou modifier comme nous 

"venons de le dire : 

.! ! ES U se ‘ )&( 1 52 ) 
5 =(z ,+- — 0 ….]J]2©2(- + —uUG . 

ss (4 59-1737 a BE 7 

z' = 3! +25y + y …)æ 3, + Luy ..); 
-123 ALTER VLT TS 27, 27 ET 6 -+ } ? 

  

  

I 1 ( Lu 7 
: ! ,» 2 4 ER PE _ 3 

u =(u i+ + + ee M …)+(-s i+ 0 — Ô . 

car (ge gr DE (Get mano 
27 3 , 9 ; 51 

— 3 + — 0 y 

2 + 416 VIT no ‘1 

et e! » tu ss +e7y 
344 =8S 3 UE is 7 1 J'_1 

+ 2 + 2 2 2 8 2. 

1 - L “I 

5 = ir ny =ui+ez its) 39 = 1tTÿ nu. 0 — 18541 8} 1 
. v 3 2 = + 2 8 2 -
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pour en.tirer des valeurs approchées de 7, et Jo; par suite de &y 5 

et l’on continuera tout comme ci-dessus, en introduisant d'abord 
celte valeur de ôy , dans les formules et négligeant les différences 

d'ordre supérieur. | 

Il peut être avantageux de remplacer dans les formules précé- 
dentes y, par. 

1 ., 
BY_i— SH. 

3 

Il est manifeste que lout ce que nous venons de dire s'applique 
aussi bien à l'intégration d’une équation différentielle du premier 
ordre telle que 

- _ ES 5)=ÿ; 

il suffira de supprimer toutes les formules qui se rappoñtent aux 
quantités u’, De 

Les mêmes principes s’appliquent encore immédiatement à l'inté- 
gration d’un système d'équations simultanées. | 

63.- Choisissons comme première application le problème suivant, dont la solution analytique simple nous permeutra d'apprécier Pexac- * litude de la méthode empirique que nous venons de développer. Soit à étudier le mouvement ascendant d’un point matériel pesant M, Jancé à l’érigine du temps, en un point .O, suivant la verticale, et soumis à une résistance proportionnelle à sa massè CL'au carré de sa 
vilcsse. 7 _ ‘ et ‘ 

Appelons x le temps, w la hauteur du point M au-dessus de O, 5 sa vitesse de valeur initiale Zo° désignons encore par g Paccéléra- on de la pesanteur (supposée Constante), et par # Ice coefficient - de résistance (supposé aussi constant). L’équation du problème 
sera : - ‘ ‘ 

du dz ,- 

CRE gr TEE), 
nYù PRES] ‘ ° it 

de sorte qu'on est ramené aux notations précédentes; de plus, POUT=O0,0na5= 35, 4 —0. On a cn réalité à intégrer une équa- ion du premier ordre, ot à faire Ensuite une quadrature. 
A
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La solution analytique est bien connue; en déterminant un angle o 

par la relation. - 

ee
 

& = 2
 

-G
 Il à S 

. 

>
 

H
i
 

e 

on à 

LD g ee . — Vo 1. | costs —x Var) 
= 1/ un(e eV) cu Fmod!°5 S— ce 

\ ,. 

- en représentant par : mod le module des logurithmes décimaux, dont. 

log est la car acléristique. 

Ceci n'est valable d’ailleurs rs que pour Île mouvement ascendant, qui 

  se termine al temps x == >» età la hauteur 
PL 

1 I lo ’ ‘ . 
Ennnegr L sécz N 

— Æ mod J 

qui correspondent 4 à la vitesse 3'=0. 

: En prenant comme unités le mètre et la seconde, nous ler ons 

S—=9,81,. %30= 500, k= 107; 

l'intervalle 4 de la variable x sera pris égal à l'unité, de sorte que 
nous supprimerons les accents des lettres 5! el u' du numéro précé- 

dent; de plus, on’aura 2,—0, et par suite, généralement, z,= n.. 

Les formules finies qui résolvent le: problème sant alors 

© = 5;°56'10", 3, o =1°{5"40",403, 

: s3={2,4958315] tang(e — wzr). 

u = {4,3622157] X \0,2750175 + log cos(e — wz)!, 

et l’on a 
LL d'= 3,281, ‘ u'= 6332,50. - 

Construisons maintenant la table d'intégration, et d'abord calcu- 
lons 7-23 343 Yo J'a3 Yas CN partant de. 

Fe. Jo=—3,810,  39= 500; 

la première approximation donne 

3-1 = 534,810, = 465,190 

/ 

Yaz—38,112, ‘Jif=—31,450, 20Vo=53,1{51, dYy=—0,2/f2.
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Il en résulte, en scconde approximation, 

3 536,905, F-2= — 45,092, Hô)o—= 3,497; 

Su 536,591, . 1 = 38,603, 8? jo = — 0,599, 

31 = 466,890, Ji —=—31,609,  jè)o— 0,098, 

Z2 —= 437,019, J2 ——28,909, 8 Jo = — 0,013; 

puis, à nouveau, 

3-2 577,438, Je 43,153,  Hôjo= 3,503, 

3-1= 536,653, J-1——38,610, .  S'Jo——0,59f, 

.7. 45 466,836, y ——<#31,60f, hèyo— 0,134, 

32e = 436,615, Jr —=—28,8375, 8 Jo =— 0,030; 

et enfin 

2-25 577,468, Je =— 43,157, 
31= 536,655,  y-1—— 38,610, 

31 = 466,837, Ji —— 31,604, 

21 = 436,634, Ja =— 728,875... 

On peut alors commencer la table d'intégration ci-après (p.° 290 
et 291); les sommes initiales sont 

y = 517,695, 2} = 2,898; 

‘pour avancer d’u nrans g, il suffit d'appliquer les formules. 

J'ai = Jan + Van + Myn-e + A3 Jnes + À ans +... 

_ . 1. I 1 
Sn+1 = À 1Yn+1+ 3) ati + gon+ = An + 3 A j'a 

If : 

+ =20 5) 4-3 288 ns ., 
42 ? 

eV =—9,$1— 10 X Su
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comme vérification, on à à chaque instant 
s 

    

: : . . 

° Sn = Lt Ja — ;7'a — TV — 2) n-2— nel A3 y 3 Ay nie; 
24 720 

el pour suivre la variation de w, on a aussi 

991 . 
Un = À? j'at ++ In 6% n2T —7— A 3ÿ 23 480 re J'ai ……. 

Tous ces calculs sont d’uné extrême simplicité. 

. Pour se rendre compte de l'exactitude des résullats, il suffit de cal- 
-culer directement quelques valeurs de = ct & à l’aide des formules 

analytiques; c’est ainsi que l’on trouve 
_ 

“Ho 202,527, 300 126,832, . 230—%,1{8, 

to 3668,73,  Uro— 5573,29, so = 6306,89, 

tandis que la table donne 

310 = 262,726, Sao= 126,832, 530 22,147, 

io = 3668 ,72, Uso = 5573,28, U3o = 0306,88. 

Eniin, une inter rpolaion immédiale de la table fournit les valeurs 
extrèmes . 

" x'= 32,2843, 3'=0, u'= (6332,49. 

Les erreurs sont donc insensibles. 

: ° _ Er 
ANDOYEI . ' 14 
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La méthode d'intégration empirique peuL souvent être employc 

avec grand avantage pour le calcul d’une éphéméride. En reprenant 

notations du Chapitre V, ct faisant en outre 

P=r=i+ sing cose, 

l'équation des aires du mouvement képlérien s'écrit 

,- 
. L = kp ?p?, 

et par suite, quelle que soit la forme de l'orbite, on voit que pou 

connaître directement l’anomalie vraic et le rayon vecteur, en suppri 

mant l’emploi de l'équation de Képler ou de tout autre intermédiair 
moins simple encore, il suffit d'intégrer numériquement cette équ 
tion du premier ordre. 

Dans le mouvement elliptique, si # est le moyen mouvemen 
diurne, on à | | | 

CHAN 
= (%) cos. 

Comme on exprime généralement » et x en secondes ‘d'arc, et qu 
? : , . FR - ce calcul ne s'applique qu’aux petites planètes ou comètes, on fera 

k= [3,5500066]. 

Si l’éphéméride doit procéder de 7 en /j jours, on pourra sup 
poser A —1 dans les formules générales du n° 62, à la conditio 
de multiplier Æ par j dans le second membre de l'équation diffé 
rentielle. | oo _ , US 

| Pour supprimer le travail de la mise en train de la table d’intégra 
ton, on déterminera par un calcul direct les premières valeurs de 
et de 6, en nombre suffisant. | 

Supposons, par exemple, 

. : —_ # 
° = 900, 9 = 20°, J=S8, 

et les “Poques successives étant désignées par 4, faisons correspondr 
l'époque t4 à une anomalie moyenne de go°. En remplaçant x par {
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k par 1,set" par 6 dans les formules du n° 52, on a l'équation 

COR ae 
a = L3:9385750]8= y, 

avec | 
Lo,3431477]. 

e=1+1(1,5340517] cose — 7 

Un calcul direct donne: 

Ve = 123.26. 46,02, Gr = [T,909285; |, J-2= 1.35! 14,08, 

Pam125, 1. 5,32, pu [T,9051137],  J1=1.33.25,35, 

vo —126.33.38,40, po —=[1,9010591], Yo —1,31.41,65, 

#5 = 128. 1.30,21, 01 —[1,8931202], jt 1.30. 2,76, 

‘ 
Va =—123.33.45,41,. pe = [78052957]. de =1.28.28,43. 

La mise ‘en train de la table d'intégration (page 294) en résulte 

immédiatement, et l’on poursuit comme dans l'application précé- 

_dente, en usant des équations ci-dessus et des formules | 

. 1 OH = ° 19 
Pr = AT} pp pp = Vpn — = NS Jn-s... a J'n+1 an 12 at 2 Jn=2 720 J'n-3 ; 

J'a H= Pat AFn-1 + AY + cree … . - 7 

Parti AU ja+i + 3 29 ni a) a +: — —Ay a +57 Lin + 36 A3 Yn-s + 

Les valeurs. #,;=—146°5511",07; logois—T1,8532;80, que l'on 

trouve pour l'époque lis qui correspond à.120° d’anomalie moyenne, 

sont entièrement exactes, du moins au degré d’approximalion que 

peut donner l’émploi des tables à sept décimales.
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CHAPITRE XL. 
CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS 

DU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN . 

\ 

64. Comme nous l'avons déjà vu, le mouvement d’une ‘planète où 

d'une comète M par rapport au Soleil ne peut être regardé comme 

képlérien que dans une première approximation, suffisante pen- 

-dant quelque temps. Pour obtenir le mouvement réel, il faut tenir 

compte des forces perturbatrices et déterminer les changements que 

leur influence apporte au mouvement képlérien approché, c’est-à-dire 

les perturbations de ce mouvement. La déterminâtion analytique de 

ces perturbations est un problème fort difficile, et lors même qu’il est 

abordable, comme dans le cas des astres principaux, la solution en est 

très compliquée : on est donc obligé, quand il s’agit d’une petite pla- . 

nèle ou d’une comète, de recourir. à la méthode empirique, qui 

permet de calculer. sous forme purement numérique les perturba- 

tions de proche en proche, en intégrant les équations différentielles 

qui les définissent comme nous l'avons vu àu Chapitre précédent. Le 

problème peut être posé de plusieurs façons différentes, présentant 

des avantages divers; nous allons exposer, avec les détails nécessaires, 

les principales solutions qu’il peut ainsi recevoir. | 

Voici tout d’abord comment nous pouvons classer ces diverses 

solutions. Supposons qu'avec cerlains éléments képlériens, constants 

ou variables, dont le symbole (e,) désignera l’ensemble, on détermine 

en fonction du temps £ la position d’un point M,; soit de plus V, la 

vitesse de ce point, tandis que V est la vitesse réelle du point M. 

1° On peut déterminer les éléments (e,) de telle façon que la posi- | 

tion M, coïncide avec la position réelle de M, en même temps que la 

vitesse V,, considérée comine un vecteur, coïncide avec la vitesse 

réelle V. - ‘
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Les éléments (e,) seront alors, d’après la définition donnée au 
Chapitre V, dont nous gardcrons généralement toutes les notations, 
les éléments osculateurs à chaque instant à la trajectoire véritable 
de M; et puisque c’est par ses éléments osculateurs que l’on définit 
dela façon la plus accessible celle lrajecloire, on voil que cette 
méthode, dite de la variation des éléments, est celle qui s'offre natu- 
rellement tout d'abord. | | 

. ® On. peut faire en sorte que la position M, coïncide encore 
- avec M, et en outre assujeltir simplement le plan OM, V, à coïncider 
avec le plan OMV. Dans ces conditions, les éléments S, et à, défi- 
nissent le plan de l'orbite instantanée du point M; et, entre les quatre 
éléments restants, on peut établir deux relations choisies arbitrai- 
rement. .- . 

3° On peut se contenter de faire coïncider simplement le point M, 
avec la projection M' du point M sur le plan de l'orbite de M,. Dans 
ce Cas, on pourra établir arbitrairement quatre relations entre les 
éléments (e,); et il faudra en outre déterminer la longucur du vec-’ 
teur MM. | . ‘ | EL 

4° On peut assujettir uniquement les plans OMV et OM, V, à coiïn- 
‘cider; comme plus haut, les éléments &, ct &, définissent alors le plan 
de l'orbite instantanée du point M; les quatre autres éléments peuvent 
être choisis arbitrairement; mais il faut déterminer le vecteur M,M, 
ce qui exige deux nouvelles inconnues, puisque l’on connaît déjà le 
plan OM, M. | : | 

7 5° On peut enfin choisir arbitrairement les six éléments (e}et déterminer alors le vecteur M, M, ce qui demande. trois nouvelles inconnues. \ 

65. Avant d eXamincr plus attentivement ces diverses méthodes, nous allons encore passer en revne les diverses formes qu'il convient de donner dans ce but aux équations du mouvement du point M. 
La force képlérienne qui agit sur M est dirigée suivant MO et égale k2 | 

à en faisant KE fit om), f désignant le coefficient d’attrac- 
lion; dans le cas Présent, comme il s’agit d’un astr - ment négligeable devant celle du Soleil 

Le point M est soumis de plus 
d’une fonction de for 

ce de masse absolu- 
leil, on aura simplement = /f. 

à unc force perturbatrice F, dérivant 
ces R, dite fonction Perturbatrice; mas,
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puisque nous n'avons en vue aclucllement que le calcul purement 
numérique des perturbations, cette dernière circonstance est ici sans 
intérêt : nous n'avons pas à mettre en évidence les dérivées partielles 
de la fonction R par rapport aux diverses variables-qui servent à 

exprimer, mais seulement les projections de la force F elle-même 
suivant certaines directions. | 

Si Fr, F,, Fe sont les projections de I sur les axes.fixes Oz, 

Or, O3, on a d’abord les équations naturelles les plus simples 

dx Bx ‘ 

de Ts la. 
| dy y | 

() Na En 
ds Rs 
mr te 

Si l'on fait x — ge cosh, 7 — — sin}, de sorte que X est la lon- 
gitude de M, tandis que g cest la projection OM" du rayon vec- 

teur OA sur le plan Oxy, les deux premières ptons (1) peuvent 

être remplacées par les suivantes, où Fe À « désignent les pro- 
jections de la force F sur OM! ct sur la perpendiculaire à OM 
menée dans le plan Oxy : 

de nt  A?p è 
oi nn tip 

° JA a, dr 
dt _ #? a Ps 

Cetie transformation, bien connue en Mécanique élémentaire, 
‘résulte en particulier très simplement des principes de la théorie du 
mouvement relatif, que nous s allons rappeler brièvement i ici, en raison 
de leur usage ultérieur. 

Soit Of Et un trièdre trirectangle mobile par rapport au irièdre 

fixe Oxys de même origine; son mouvement cest défini par les pro- 

jections P14S de sa rotation instantanée sur les axes mobiles Oë, 

On, OK. _- 
Un point M en mouvement a pour coordonnées Ë 6, 03 Ç, par rap- 

port à ces mêmes axes ; sa vitesse absolue et son accélération absolue | 

sont respectivement v’ et y; les projections de ces deux vecteurs sur
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les axes mobiles sont respectivement 

se dv ; 7 VE = nm TI sm LS D + Vis Va 

Vs +Pan— dé, Ve TE + PVn— Ve 

Pour appliquer ces principes dans le.cas présent, il suffit de sun- I Î ; le su] Fr . . . poser que OË coïncide avec OM, et OX avec Oz; dans ces condi- 
tions,ona 

du , P=I=0, S— 7) Ep, = 0; Ê=s; 

ke. N K? 3 Ve ns + Fo Ya= Fo; RE + PF 

et l’on retrouve immédiatement les équations (2) jointes à la dernière 
des équations (1), toute confusion sur le double emploi momentané 
de la lettre A étant impossible. : . D | 

Reportons-nous maintenant aux considérations développées au 
début du Chapitre HI. Il en résulte, en faisant le changement de 
notations nécessaire, qu’en associant aux variables Tr, 8, S (rayon 
vecteur, argument de la latitude, longitude du nœud ascendant) les 

quantités 7”, L, k' (vitesse radiale, moment de la vitesse par rapport 
à l’origine, projection de ce moment sur l'axe O:), on a, pour déter- 
miner le mouvement du point M, un Système d’équations canoniques 
dépendant de la fonction caractéristique s | 

mins) En ‘ 2. r? DS 

- ; e , « © " - . . ‘ . . . Si l’on introduit à la placé de: X/ l’inclinaison £, on obtient donc, en 
éliminant ?" et observant que la fonction R ne dépend que des 
variables r, g, S, à, le système d'équations suivant : 

. ær 2 k? OR 
dB mn RG" 

d& _h  coti0R “4h 9R 
dt rt Roi” dé 0g? 

ad coséci MR di _‘ coséci dR coté dR = — — ŒÆ TR. oË? ‘dt h 2 * À og 

+



# 

CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN. 299 

-Sil'on désigne: par 4 Pune quelconque des quantités r, g, 5, , la 
JR : 

dérivée partielle ‘ x CSL autre chose que le quotient par 04 du tra- 

vail virtuel de la force perturbatrice F, quand on fait. varier uni- 

‘ quement &, suivant les notations habituelles. Par suite, en désignant 
par F,, F,, F, les projections de F sur le rayon vecteur OM, sur la 

perpendiculaire au rayon vecteur dans le plan de l'orbite instantanée 

. et sur la normale à ce plan, on a immédiatement 

MR,"  dR 
dr =} rs | 0g = 7 Fp, | 

JR . . E : : 
—_ = cosirF)— sinicosgre,, °R =singrF,, 
05 - dë 

. de sorte que les équations précédentes deviennent 

, Fi ct dr he Ep 

ŒR UE, " 
dg .dÿ dl G 

(4) tr — CosiT =" 

d5 ee TE di rFy 
Ti — SOSÉCE SMS TR Te — °08 ET 

On obtient d’ailleurs directement ces équations par la théorie du 

. mouvement relatif rappelée ci-dessus, de la façon la plus simple. 
Prenons pour axes OË, On, OË, le rayon vecteur, la perpendiculaire 

à ce rayon vecteur dans le plan de l'orbite instantanée, et la normale 
à ce plan. On a, pour les composantes dela rotation instantanée du 

trièdre ainsi formé, | 

| = siné sin: de + cos di 
P | & de r* dt 77 

= sinécosg | sin g d 
g . 8 dt : s dt ; 

- dg . . d3 / 
s 7 at + cost PTE | 

pus | - 

. , . - 
Vr= 0, VE +F,, = Fr; UT Fa; n

y
 ( 

LA
 fx
 

l'application des formules (3) conduit alors immédiatement aux équa- 

tions précédentes, si toutefois on pose encore L = r?s. 

L'usage de ces équations peut être avantageusement modifié de la . 

façon suivante, d’après Hansen. Soit un élément nouveau S’ défini
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par la relation différentielle 

d3'= cosidS,. 

  ct faisons 3 —3S'+o, en considérant + comme un élément auni- 
liaire. | | _ | | 
Appclons f la longitude dans l'orbite du point M, égale à g +5, et 

faisons aussi f'= g + S', de sorte que f = /J'+ 7. 
De même encore, si w est la distance du périhélie au nœud, de 

sorte que la longitude du périhélie est W— 4 +3, nous ferons 
w'= w +", et l'on aura 5 = +0. 

Il convient de substituer S' à S, f'à f,w' à, en y adjoignant 
l'élément auxiliaire ç; on obtient ainsi immédiatement le système 
d'équations plus simples : 

dent 

6) | LÉ din 5) 4. TR gen 
[az .. rF di EF ds ë. rF IT =coti sing; x = cosg 7, — = lang =sin sg; 

k dt 2 h 

les constantes arbitraires introduites par lintégration des valeurs 
dz ds ° ge ‘ de HA de de n’en font en réalité qu’une seule. 

. , mn , . . ‘ Soient x et y’ les coordonnées du point-M par rapport à deux axes , lac ! ltrang te Ï é 
rectangulaires Ox : Or, tracés dans le plan de l'orbite instantanée, 
de façon que l’on ait | 

æærcosf,  y'= rsinf'; 

. sie s par d 1 ions la 
et désignons par La, F,les Projections de la force F.sur ces axes. En constatant l’équivalence des équations (2) et des deux pre- mnércs équations (1), on voit que, de même, on peut remplacer les trois premières équations (5) par celles-ci : 

dr" Ltz , 

(6) TR Te 
dy k2y Le 
de Ts Fr; 

\ 

mais, à caus Es NT ; F0 & Cause de la présence de X dans les dernières des équa-
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tions (5). il faut y joindre la relation , LU. . 

. dy’ , dx” -: 
— . = a = = 

- ST 4 A TA 

La rotation du trièdre Ox'y'3', en désignant ici par Os" la nor- 

male au plan d de l’orbite instantanée, est facile à trouver; il suffit de 
faire g = — S' dans les expressions de p, q; s écrites en dernier lieu; 
elles deviennent alors 

Il ° : = cos fre, | q=Ssnf ren, ss: 

de sorte que la rotation cherchée est représentée par un vecteur égal. 

rF, 
à > dirigé suivant le ray on OM. 

- Le. mouvement du trièdré Oz’ y! 2! est donc tel que le plan Ox'5” 

de orbite instantanée roule sans glisser sur le cône de sommet O : 

qui contient la trajectoire du point M; ct par suite, les droites Ox” 

décrivent un cône ?sonstamment orthogonal au plan O x" 3". 

66. Étudions maintenant en détail la première méthode, celle de la 

variation des éléments. Is agit de former les équations qui définissent 

les éléments osculateurs à “chaque ‘instant de l’orbite du point M, 

c'est-à-dire de faire dans les équations du mouvement le changement 

de variables qui consiste à substituer ces éléments aux coordonnées 
él aux projections de la vitesse du point M. C'est un problème que 
nous avons déjà résolu au Chapitre HT, mais, comme nous l'avons fait 

observer plus haut, sous une forme qui ne convient pas ici. 

Partons des équations (5) dunuméro précédent; les trois dernières 
déterminent les éléments 3”, ë, s qui fixent la position du plan de 

l'orbite instantanée. Puis, en rétablissant la variable r', qui représente 
la vitesse radiale, et faisant apparaître l'anomalie vraie », les premières 

donnent | - _ . 
dr, - dr A? LES 

= a? , TR n°" . . ° 

‘de Le du __h dh rF 

ST dr dt. » 

Supposons alors les quantités r, », r' exprimées en fonction de 

l'anomalie moyenne M, et de deux autres éléments, par exemple le
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moyen mouvement » el l’excentricité e; quant à 4, c'est simplement 
unc fonction de Az cte. : 

On fait le changement de variables désiré en écrivant les équations 
telles que | | | 

. dr dM Or dn dr de , 
Maé mat et’? …. 

Or, d’après les conditions du problème, on a précisément d'y Ï ; . 

dr , . dr le? 4? ‘dv l 
"on rs RON 75 — 7: EN 7° 

Si-donc nous appelons dF la différentielle totale d’une fonction 
quelconque F de M,n,e, mais en convenant dy remplacer 4M 
par dM — » dt, les équations cherchées prennent là forme 

(a) dr n dr ds da dl F 
ST de dt — dt a "Vlr 

et il ne reste plus qu'à Les résoudre par rapport aux dérivées 

dM dn de ds’ 
HT &' dd’ à. 

Servons-nous aussi de l'angle © tel que sin® = €, du. paramètre p. 
et du demi-grand axe a de l'orbite, liés à e et à par les relations 

cast, Ÿ p=a(i—et) à 

A = le V?; 

et l’on peut écrire les.égalités connues 

On «à 

_ ., k : D = —esins,. L =i+ecose …. î r . P 
sous la forme 

"| e . | .€ , = - L E . izsins 73° \ u 

.£ cos h î . k. Air ZX. ° 

Diflérentions comme nous l’avons dit, en tenant compie.des rela- 
lions (a); on a Le 

: d /e : e. du" FF, : 
Sin 0 — — ——  — — Fr ins a). cos» = 

. , à € . e- d&' ONF, eg) +emeg de (ie E.



 
—
 

  

on à encore 
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Posons alors 

r ° . Tr x 

F, V = F, Wa — 3 ps 
U = —_—— 
 kVp kyp 
  

puis 

P= sin e LU + cos» (+ 2) V, 

Q=— cosv Ê U +sine (+4) V;- 

les équations précédentes donnent 

d , do’ 7 
— = —— = 0: 

le de (x) P a | 

. , dl ‘ 
par suite, d’après la valeur de TH? oo 

. 

de , r. 
HT I +eV; 

et en partant de la relation‘ 

” . 1 A e \? 
: - = —2{— : 

’ | a Le? k (5) ? ; 

"da dn - 
un ——— = — —— —=séco(ep: 75. 

24a dt 37 dt = séc?g(e + NV) 

D'après le n° 23, on a maintenant 

. r 2: . - | . | 
dr = 7 da — a cosv de + a tango sin (dM — n dt), 

. € .- :  — ° 

el puisque dr =, de après les équations (a), il vient, en profit ant des 

‘ résultats pr écédents, - 

dt \ 

 (aM US us 
tango sine es — ») = cosp(P —eV)— » (el + V). 

Dans le second mêmbre de cette ‘relation, le cocfficient de V est 

égal à  " 

P 
. comme on le voit en remplaçant ecose par + —1. Mettant alors
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pour sin ep el sine e(: —+ L) V les valcurs respecliv ementL égales 

coss Q + L U et Q+cosr L U, 

on Lrouve sans peine 

dM | 
—— = n— cote Q — 2 cosoU. 
dt PQ ; 

Rassemblant les résultats, les équations définitives qui déterminent 

les éléments osculateurs s'écrivent : 

  

! d>' . "ds ê 
— =Ccossg sW, — =cotésing W — = = lang sing WW, 
a o dt 3? de. 2 Le 

t | , LEUR 
1 séce r ARE TH = sècz P + tange V, | Jar, 

dn : ' EN 
PTS = — 3nséce(tangs P + sécszV), ! 
€ 

w' 

dM 
Tr = coséczQ, Dm coteQ— 2 coseU. 

On a d’ailleurs 

e 2 © ’ . , € | 
S=i+5c, D=H+S, JS=V+T —3,. 

et il est bien facile, par suite, d'éliminer + pour calculer directe 

.ment S Cl &. : . 

Quand l'inclinaison £ est très petite, le calcul direct de £ et 3" peu 
présenter des difficultés évidentes, pour des raisons a priori dé] 

expliquées. On fera alors ot . ' 

. . - cæ=sincsin?", c'= sinécosS", 

el ces deux inconnues, équivalentes à £ et S’, scront déterminées pa 
les équations 

” de . , de’ . , 
(7) : TH = cosésinf'W, | a = c0sé cos f W, 

T et f étant Ja longitude dans l orbite p +: w', comptée à partir der axe O: 

défini au numéro précédent. 

De même, quand l’exceniricité est très petite, on fera 

b=sins sin’, ‘b'= sine cosw’,
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et l’on aura 

tb tr : (3) ab =PHov, Los, 

en posant 

P'= sinw’P + cosw'Q = cosf'£ U + un(e) V, 

t— ! —_ << +: _ . 1 P — 4 P r Q'= cosw'P — sinm'Q = . sinf FU+cosf 1+7 v. 

De plus, il faut substituer à l'emploi de l’anomalie moyenne celui de 
la longitude moyenne l’, égale à M+w', et comptée comme f": 
c’est-à-dire que L désignant la longitude moyenne ordinaire M +, 
on a {—/l'+ 6. Il vient alors 

, | dl o : 5 (7) . CS 

et l’on peut, d’ailleurs, faire celte même transformation sans incon- 1 

vénient dans tous les cas. 
Les équations (5) conviennent au cas d'une planète. S’ L s'agit 

d’une comète à courte période, il vaut micux se servir, en plus 
de #, $', 6, w', du paramètre p ou de la distance périhélie qg, de 
l'excentricité e ou de l'inverse du demi-grand axe @, enfin de 
l’époque T d’un passage au périhélie. En obser vant les relations 

: 3 

=qi+e), Ma nt T). nap?= kcosis, 

on aura donc l’ensemble d'équations 

  

  

É = cg W, | LE = couising W, D = lang sing W, 

dp dq ___q 1 _& =2pV ou = rrael(+e) P], 

. —— a(:) 
8 de r ° a) __2 ; (6) a =0+ev ou PT s(eP+V) 

du _Q 
‘dt €? 

È 4 
| ee) = (Seau) sum CeP +); 

et s’il est nécessaire, on pourra remplacer à et S' par cet c .. 

ANDOYER . | : / 20
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Pour une comète dont l'orbite est voisine de la forme parabolique, 

la dernière des formules précédentes, relative à , devient illusoire, 

cet il est nécessaire de la transformer de-façon à faire disparaitre la 

difficulté qui provient du diviseur 1 — e? dans le sccond membre. 

En égalant à zéro, comme l'indique la première des relations (a), 

la valeur de dr fournie par la formule (15) du n° 23, on'a 

LL esino ar = cose dg — 1 sine 2 J a(z) 
vp | 2(1+e)? P a 

en faisant pour abréger 
p 

tang? - 
°° 2 25e # 

J=r+ ——© + "> tangt-; 
- 1+e (r+ ce} 2°. 

il en résulte immédiatement 

ke(i-eÿ dT o r ; (COS PCR TL Qatans LV + sine LI(EP + V) . pè de So P L 

° . . . d comme le montre une transformation facile de l'expression de É . . a 

On a vu précédemment comment on peut calculer le coefficient s 

qui se réduit à 3 dans le cas de la parabole. 

Les formules (8) et (8“) conviennent aussi bien au cas d’une orbite _ . 1 CR . ° 
‘ hÿ perbolique. Si l’excentricité était suffisamment grande, on pourrait 

aussi SC servir des équations (7) modifiées éomme il suit: @ étant ici 
négatif, on ferait | 

3 
£ n'= k(— a) ®, M n'(t—T), 

D 1 cnpait: nice Atité i 
.de sorte que M seral précisément la quantité 4:3P du n° 21 qui DD , . V4 . . Fr, . figure dans l’équation qui remplace celle de Képler, et l’on aurait, en 0 . e , . . n écrivant que les équations modifiées, ‘ 

de dn' 3n' ‘ de _p dan" 3n 
dt +ev, de ei (eP + V), 

ad , [Q  \ H =%+ ( +au) Ver. 

. - N . : 

. savoir. d’ rs - - ° 67. On peut élargir, d’une façon bien naturelle, la portée de la
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méthode de la-variation des éléments en obscrvant que les expres- 

sions képlériennes des coordonnées et des composantes de la vitesse 

du point M dépendent encore de la constante k. Or, rien n’empèche 

de regarder cette constante comme.un paramètre que l’on peut faire 
varier lui-même en le prenant comme un septième élément de l'orbite: 

on est libre alors d'établir une relation arbitrairement choisie entre 

certains de ces sept éléments. ‘ . 

Il est d’abord clair que les éléments £ et S&, ou plutôt à 4, S', oc, sont 
hors de cause’: ce sont toujours les mêmes. Supposons donë r,r, le 

exprimés cn fonction d'éléments képlériens M,, ps, e1, analogues 

à M, Pre; et d’une constante «4 remplaçant k; soil aussi #, l’anomalie 

vraie résultant de ces éléments, et uw, la longitude du périhélie cor- 
respondante, définie comme w’. 

Servons-nous aussi du moyen mouvement #2, et du demi-grand 

axe &, associés au paramètre p,, à l’excentricité e, ou sinv,, et à 
par les formules ordinaires . L 

Pi= costgr; ntai= ki. 

On a ici 

= 7 

et au lieu de ln, nous introduirons une inconnue équiv alente P telle 

que l’on ait 

h=k V5: 

k ayant le même sens qu’au numéro précédent, p sera précisément le 
paramètre de l'orbite osculatrice proprement dite, et l’on aura 

b = A &. : 

Les équations qui serviront à définir les nouvelles väriables seront | 

les mêmes que précédemment, mais à la condition évidente d’aug- 

menter la composante F, de la force perturbatrice F suivant le rayon. 
_ Je 

vecteur de HE; remplaçant « encore À par p, on a donc 

dr | ar … J | B(p— pa). dv, , dei 
T° a = Fr+ rip PORT IR 

d 2 F : SR 2 VD DopV, -
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la différentiation indiquée par la caractéristique d étant toujours 
entendue de la même façon. 

Écrivons alors 

  

D , 
, + r ei sine = LP Pi, 

ti kVp 

€1 COSP: =? — 1, 

et différentions en tenant compte des équations précédentes; si l'on 
fait ‘ | 

3 Vp 
+AU—e, sine; V 

(U, V, W ayant toujours la même signification), il vient 

CE dpi e+ cosv 

HT nas + P1 É 

e ons: - dps sn | 

Enfin, comme plus haut, on a 

dMi der de. 
tango! sin ©; (Ge — 2) = COSP! K— & > 

CL pour achever, il reste à se servir de la relation que l’on peut établir arbitrairement entre p, pr, e1, Mi, wi. Dans la solution clas- 
sique, on fait pi =p; parmi les autres hypothèses que l’on peut imaginer en nombre infini, contentons-nous de développer celle qui consiste à supposer le paramètre P1 Constant : c’est celle qui conduit 
jus resultats les plus simples, et à l'abri de toute difficulté de calcul. [ ° Dans ces conditions, on a 

da; _2e; de, 1 — AGE, 
. af Pi 

et, par suite, . 

dM; : ‘ - r PE — = (cotes COSp;—2 cos 2.) S. . : 1
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Rassemblant les résultats, on a finalement 

. dp 
‘dt 

dy 
dt 

ds: 
"dt 

=2pV, 

= séce,sinsiS, 

(9) 
= — coséco, cos S, 

a = + {oo cos p —ac080 Lys a —/u 91 ! F7 . 

On a de plus 

  = Pisécies, = kVp 
—— cosi 

Pi Pt 

ct pour l’usage, il convient de joindre aux équations précédentes la 
relation 

dn . de 
(9®) . = MV—3n langer 

Si l’excentricité est très petite, on remplace 24 ü!, M, par 

bi = sins,sinw!, Di= sine; cost, G=M+wi, 

et l’on a . | 

* db: 1e db __. 
TH = cosf"s, 7 =sinf"s, 

(a?) | 
dl © cr 
+ = rm — (tang cos, + 2 coso — |S, 
dt 2 P1 

J' étant toujours la longitude dans l’orbite, comptée comme précé- 
 demment. 

Dans le cas d’une orbite cométaire, on écrira plutôt : 
. | . Ja! . 
Be, V, Li sin, . 1 = cos, - 

{io) mm 2 ‘ 
dTi r_ 3ersin”i ) | P}? CZ … Fa) s, 

CA UT A un $  AVRA =) Pi ei 

en appelant T, l’époque du passage au périhélie dans- l'orbite définie 
par les éléments marqués de l'indice 1. | ‘ 

Si l’excentricité se rapproche beaucoup de l'unité, on remplacera
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la dernière de ces formules, qui devient alors illusoire, par 

  

dT \ p? | ( cosP : ri ST + + sintr;—J,}sS; (ro&) PT: (& F1) + za a) a sin Sr 1) 

pour établir cette équation, où J, a la même signification que J au 
numéro précédent, il faut, en égalant à zéro la valeur de dr fournie 
par la formule (15) du n° 23, non seulement affecter les lettres de 
Pindice 1, mais, afin de tenir compte de la variabilité de k3 dans Ja 
façon même dont cette: formule a élé établie, augmenter 4T, 

fe e … ‘ … ‘. de — TE (4 — Ti), ainsi qu’on le voit en calculant l'expression \t . . - . 

‘de dM,. 

I reste à indiquer comment on peut passer des éléments (e1) de la 
nouvelle orbite osculatrice aux éléments osculateurs proprement 
dits (e), auxquels il faut toujours revenir. On connaît déjà #, S',s et 
le paramètre p. L'anomalie vraie v, est calculée en fonction de l'ano- 
malice moyenne M;, ou bien, s’il s’agit d’une comète, en fonction de 
la quantité P, que -nous avons définie au Chapitre V pour rem- 
placer AL,, et qui est égale ici à oo 

€ 

kVp OF ap 

a VE mo 
Egalant alors les expressions de r et de 7 dans les deux orbites, on 

a les deux équations | 
ce 

esine _ eysins, | 
L | | P — Ton ? 

1+ecose _ TæHe cos, : = 
P _ Pi ? | 

Propres à déterminer p et e. 
On obtient w’ par la relation 

| _P+Hwen+w, 
et de-e, on conclut enfin l’anomalie. moyenne M], ou bien l’époque T x 1’: , # * 

Le 2 s 
7 

par l’intermédiaire de la quantité P égale à 

AVS ET) 

On peut chercher à déterminer les perturbations des éléments (e)
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directement à l’aide de celles des éléments (e,), afin d’obtenir pour 
Jes premières une précision équivalente à celle des secondes; mais 

souvent, ici comme dans les cas analogues que nous rencontrerons 
plus loin, les formules deviennent d’une extrême complication, et il 

paraît alors préférable, pour arriver au même résultat, de calculer Les 

éléments eux-mêmes, comme nous venons de l'indiquer, à la condi- 

lion d’ employ er le nombre de chiffres nécessaire pour atteindre la 

même précision : ce petit surcroît de peine, même si l’on doit faire 

usage de tables à huit décimales, est largement compensé par la sim- 

plicité et la rapidité des calculs. 

Supposons par exemple, dans le cas qui nous occupé, que l’on 

recherche la précision du centième de seconde : on calculera d’abord 

’, très exactement à l'aide de tables à huit décimales; puis, pour. 

obtenir # ete, on pourra chercher les différences 6 — +, et e —e:, 

dont la détermination directe est facile. Faisons en effet Ap=p—p, 

et écrivons les équations en v et e sous la forme 

P : esinr = Le sin #1, 
Pr 

A . 
Lecose = L ei cos + —E; ’ 

P1 Pr 

des combinaisons évidentes donnent successivement 

L AP 
e sin G—w)=—sines, Un 

P Ap 
ecos(t — pi) = —e;+ ——cosP ( 1) P 1 “pi 1 

p— p p— + 4 P+Ppt 
1 = Poe, cos 1 + LE cos =", 

Pi 2 Pi 2 
€ cos   

de sorte que l'on a 
| ‘ — Ap sin pi 

P ei + âp cosri ° 

Ap DHPg , PV — 0: 
C— ei = ——|€y+ COS ——— scc. ’ 

- Pi. 2 2 

tang(o — #1) = 

  

et il suffit. d'employ er- pour ce calcul des tables à cinq décimales, où 

six au plus. . 

T Silon veut avoir exactement la différence D— 1, On écrira . 

PT ee LEA. 
2 ° ’ 

  sin(é—s)=(e— «) cos 

w
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La différence 6 — +, donne la valeur exacte de 5", €t l'on achève, 
par l’usage de tables à huit décimales, en déterminant M ou T, et en 
calculant, si l’on veut, « et x par les formules 

m
i
s
 

a = psécte, n= ka 3. 

GS. Pour utiliser les divers systèmes d'équations que nous venons 
d'établir dans les deux précédents paragraphes, il faut d'abord savuir 
calculer les composantes F,, Lis Fa de la force perturbatrice, ou 
plutôt les fonctions U, V, W équivalentes, D'après le Chapitre, si 
M}; désigne une grosse planète, ou plus exactement le centre de 
gravité d’un système planétaire, de masse m;, et de coordonnée r;, 
Vis 3j Par rapport aux axes Or, Op, O3, la fonction perturbatrice R 
est égale à 

NY 1 Tr °}+ 35 V fm (2 = TI DYI 1), 
dt à r; 

i . 

en désignant par À; la distance MM, et par r; le rayon vecteur OM, 
e . . . à .. Dans ce qui Suit, nous supprimerons le signe de sommation ÿ mal 

il reste entendu qu’on devra toujours le rétablir pratiquement. En 
remplaçant f par #?, puisque la masse de M est nulle, les projections 
de la force perturbatrice sont donc 

F,=— km (EE _— Ti) 
3 ? 

A; r} 
….. 

et ces expressions subsistent, quels que soient les axes fixes où 
mobiles Oxy3, mais d'origine O, d’après leur nature mème. 

Si donc £;,n;, &; sont les coordonnées de M; par rapport à des axes 

ayant pour origine le point M, ct dirigés respectivement suivant le 

rayon vecteur OM, la Perpendiculaire à ce rayon vecteur dans le plan 
3orb: : . « ve de l'orbite instantanée de M, ct la normale à ce plan, on a immédrale- 

ment . 
Æm;r . 

U = 7" + Vr? (@e 3) > 

- , _ Emyr 
TZ Qrn Wa APur Q; Lo 

v? 

  

en faisant 

L 
= — — 8 G È Sin ittni+ ts.
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Les éphémérides donnent les valeurs de rj, ainsi que de la longitude 
et de la latitude héliocentriques à, 8, de M;; il en résulte immédiatc- 
ment pour déterminer les coordonnées Si js GC, l'ensemble de for- 
mules | ‘ . 

Bj= rjcos$; cos(};—5%), 
V5 = rj[sinésinf;+ cosicosf;sin(}; —%)]; 

vx
 

SI HjCOSS + v;sing — 7, 

Aj= — Hjsing +v;cosg, 
&j= rjfcosésin$;— sinccosB;sin(à;— S)]; 

g désignant toujours l’argument de la latitude de M; les quantités 
intermédiaires p;, y; sont les projections du vecteur OM; sur la 
direction ON du nœud ascendant de l’orbite de M, et sur la direction 
perpendiculaire à ON située dans le plan de l'orbite. 

Les coordonnées };, 8; sont des coordonnées écliptiques, rapportées 
généralement à l’équinoxe moyen du commencement de l’année déca- 
daire la plus voisine; bien entendu, les axes de référence auxquels 
se rapportent les éléments S, i, w de l'orbite doivent être les 
mêmes. . | 

69. L'usage des équations (3), par exemple, comme de tous les 
autres systèmes semblables, est extrèmement simple. Si les perturba- 
tions doivent être calculées de j en j jours, il sera tout d’abord com- 
mode de prendre comme unité de temps l’intervalle de J jours; 
pour cela, il suffit de multiplier la constante # par j, partout où elle 
figure, et de supposer que x désigne le moyen mouvement pour 

J jours, c’est--dire ést le moyen mouvement diurne multiplié par ; 
de même dans les formules relatives aux orbites cométaires, les 
temps £ et T sont alors exprimés à l’aide d’une unité égale à J jours, 
c’est-à-dire que leurs mesures en jours doivent être divisées pir j. 
Rien n’empèche d’ailleurs de supposer 7 négatif, et c’est ce qu'il 
conviendra de faire si l'on veut calculer les perturbations en remon- 
tant dans le temps passé à partir de l’époque initiale. 

De cette manière, l’intervalle L qui figure dans les formules de 
quadrature à appliquer d’après le Chapitre précédent sera toujours 
égal à Punité. : 

Le plus souvent, on prend j = + 40; mais il est clair que ce choix . 
doit être modifié suivant les circonstances.
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Il est à peine utile d’ajonter que les deux membres de chacune des 

équations employées doivent ètre exprimés avec la même unité: si 
par exemple, on ne fait usage que des équations (%), et que l’on sup- 
pose comme d'habitude tous les éléments correspondants exprimés’ 
en secondes d’arc, on pourra exprimer U, V, VW directement en 
secondes, en ÿ remplaçant 4 par £”, et il he restera plus qu’à prendre 
soin de mettre pour x sa valeur en radians dans le second membre de , . . dn o , n l'équation qui donne PA Rappelons ici que l’on a, en appelant R'Ia 

: valeur du radian en secondes, 

FE =[3,23558144], R'=[5,31442513], = [3,55v0065;]. 

En considérant loujours les équations (5); appelons Los Fos Sos Ro 
So, les valeurs des éléments osculateurs correspondants, à l’époque 4 
qui sert d’origine au calcul, et faisons So = 0. Désignons aussi par Ms 
ou loo les valeurs de Panomalic moyenne ou de la longitude moyenne 
pour la même époque, tandis que nous ferons 

Mo = n6(E— Lo) + Mo, = RoCE — Lo) + oo, 

représentant donc ainsi l’anomalie ou Ia longitude moyenne de 
l'époque f, mais calculée dans Porbite osculatrice de l’époque /,. 

Si Pon pose maintenant 

ê= do+ à, 3 ; BR = Ro+ôn, 
D'= Go Êw, M = Mo+ ôM .(ou l'=/5+ 5e), 

les perturbations à, 8", 5, 9, Ôn, êw', CM, s’annulant toutes à * l’époque 4, on aura pour les déterminer le système d'équations dif- féréntielles 
. dèt 

de” Les . 
a = cotising W,. 

s 

= cosg W, 

  

ds 

dt 

dûM 
dé = Ôn —coteQ — 2cosoU; L 

PS = tang= sing W, 

  

, . . e . . et l’on Intégréra ces équations comme nous l’avoiis vu au n° 62, là Petitesse des perturbations rendant en général le calcul très facile. En
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se reportant aux formules et notations de ce paragraphe, on obtiendra 
les valeurs des seconds membres (sauf Ie premier terme èn du second 
membre de la dernière équation) en employant les valeurs s approchées 
fournies par P application de la formule 

1 n . 

Sn AY + 3 (Jn+ AYn-1 + AY n=2 + A Yn-3+ AYn-; +...) 

Fat 5 rit 7 Syne 2 + Ds Sn HT ? 5e due; 

el l'on ptut même, si l’on consent à négliger les perturbations du 
second ordre par rapport aux masses m}, l'intervalle de temps £— {0 
étant assez court, calculer les seconds membres en ÿ supposant sim- 
plement les éléments constants. 

  

diM Mais quand il s’agit du-premicr terme àn de l'expression de 7 
‘on devra le remplacer par sa valeur exacte que lon obtient, après 

dôr 
avoir calculé T comme nous venons de le dir €, par la formule 

QG
 

ÿ 

3 . 
1 Yn+1 — 2 TT é Ya — na D Us Las : Go ns 

Quand on utilise les équätions (9) du n° 67, on pr endra po, Por Do 
“pour valeurs initiales de p, %,, w,, et l’on choisira la constante Pi 
égale à po. En faisant encore M, = M,+ôM,, … et P—Po+ op, 
on aura des équations semblables aux précédentes, mais la fonction S 
égale à | 

AP, Puy, sin #1 V 
r2\/p r 

demandera, pour être calculée exactement, la connaissance exacte 

de ôp : on ÿ parviendra comme ci-dessus quand il s'agissait de Ôn, 
puisque l’on détermine directement ôp par l'équation 

° dip 
TL = 2PV; 

ct ‘si le cocfficient de p dans S était assez petit, on pourrait même 
‘souvent se contenter de la valeur.approchée de ôp qui suffit pour cal- 

culer les autres termes des seconds memlires des équations. 
Dans le cas des équations de la forme 

.diM 

ar ont
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on peut encore procéder autrement, de façon à éviter le calcul exact 

de ôn. 11 suffit d'écrire GM sous la forme 5, M + 8:M, les quan- 

tités 9, M et 621 qui s’annulent pour l’époque £,, étant définies par 

les deux équations 

ML, dl 
dt 7 dt 

    — B; 

on voit alors, en ellet, que 6, M est déterminé comme les autres per- 
. ‘ . . dôn turbations, tandis que 8, M est l'intégrale seconde de x” cb par 

suite, est fourni par la même table d'intégration que ên, à la condi- 
tion d’ÿ inscrire les sommes secondes. 

Pour.avoir une valeur approchée de &,M permettant le calcul des 

seconds membres, on appliquera cette fois la formule ‘ 

. : . 

Unti= AT Yn+s + D (Yn+ AYn1+ AYn-o + Vas + Sn + ce.) 

145 

12096 
  

t 1 
—— — —_— y _— To Vs To ns Ja os. 

Enfin, pour mettre le calcul en train, on appliquera les règles du 
n° 62, la petitesse des perturbations initiales rendant les opérations 
très rapides. Les époques successives étant £_», Li Los Lys Lay +, ON 
calculera d’abord les valeurs des seconds membres (3-) des équations 
à intégrer pour l’époque 45, à l'aide des éléments osculateurs initiaux 
donnés. On en déduira des valeurs approchées des éléments, et par 
suite des (y), pour les époques.£_, et 4, ; ces valeurs approchéès suf- 

_ firont généralement pour commencer le calcul définitif, sans qu’il soit 
indispensable de reprendre les déterminations déjà faites. 

On peut aussi bien supposer que l’époque d’osculation initiale, 
désignée jusqu'ici par 4, soit représentée par £ ,, en faisant le 
changement d'indices nécessaire. On commence alors de Ja même 
façon, en calculant les (y) pour & » Ct l’on en déduit des valeurs 

+ 
approchées des éléments pour les époques £_, et /,: avec cés valeurs, 
on pourra commiencer le calcul définitif. | | 

Dans bien des cas, l'application des règles générales précédentes 
pourra être simplifiée, comme nous le verrons dans l'exemple numé- 
rique traité plus loin au n° 74.



CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN. 317 

70. Examinons maintenant la seconde des méthodes générales 

indiquées au n° 64, en suivant les conceptions fondamentales de 
Hansen. 

Tout d’abord, les éléments £ et 3, ou plutôt t, S', 5, sont déter- 
minés de la même façon que précédemment. Puis, avec des éléments 

képlériens à déterminer, par exemple M,, e,, &;,w!, suivant les nota- 

‘tions ordinaires, auxquels correspond une anomalie vraie »,, on doit 
retrouver simplement Îc rayon vecteur r et la longitude dans l’or- 

bite f', définis par les équations (5); c’est-à-dire que l’on doit avoir, 

en introduisant la variable auxiliaire k, 

  

dv, du, hk° °° dh = 7rF 

dé dt r°? am 

dir F2 k 

æer nt 

On peut, par suite, établir entre les inconnues deux relations arbi- 

trairement choisies; c’est ce que l’on fait en supposant constante 

l'excentricité e,, que nous appellerons alors e,; et en supposant de 

A . dvi Q , « : 
même constante la quantuté r? RH? qui sera égale à Xo. 

Dans ces conditions, on a d’abord 

dh dm, _h—l 
——=p F, = ———— 7 

dt r? 

et il ne reste plus qu’à former les équations qui déterminent M, eta,. 

Appelons &o ct no le demi-grand axe et le moyen mouvemént cons- 

tants qui sont liés à € et ho: par les relations képlériennes 

na VT= = ho, na = 3; ; 

substituons à NM, et a, deux autres variables tete telles que, Moo 

et fa élant deux constantes, on ait 

Mi noi — to) + Moos ii =2@, 

et considérons l'orbite définie par &, e avec Moo comme anomalie 

moyenne de l’époque t, : #, est l’anomalie vraie qui correspond dans 
cette orbite à l’époque £,, et si r,, est le rayon vecteur associé, on à 
simplement r = «ar. 

‘Les quantités. P,.el 71 dépendent du temps uniquement par l’inter-



318 ‘ CHAPITRE XI. 

médiaire de £,, et l'on a par les équations (5) elles-mêmes appliquées 
au mouvement képlérien : oc 

des lo, dr; h? 72 
EE —— —0 » 

dti Tr | “E rÿ 1 

En comparant la première de ces équations à la relation choisie 

- dv, lo 

dE Fr ‘ 

on a, d’abord, pour déterminer £,, la formule 

dt __ I 

dt 

D'autre part, en différentiant la relation = =r,, € profitant du 

dernier résultat obtenu, il vient 

a Le ed = dri 
dt = dt dt dti’ 

- de sorte qu'une nouvelle différentiation, faite dans les mêmes condi- 
tions, donne 

d?r d'a 1 dr 
EL —r —= 

di? di 2? di? 
  

dr ar | 
.Remplaçant alors + Ts + par leurs valeurs indiquées ci-dessus, 

on a finalement, pour déter niner à a, l'équation 

da (Ga) a(ht—h2) 4F, 
de — 73 + gp 

: Adoptons les notations et conventions du n° 6S, sauf en ce qui con- 

cerne LES V, W, que nous définissons ici par les formules 

aF F2 m r 
. U= = = A (QE — =) 

  
r 

- V = rF,  %? pur 

  

A > LITE 

rF, in, r 
W = —— 7 = Î Qt: 

on aura, pour résoudre le problème actuel, l’ensemble d’équa-
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tions 

di dE ds i 
— = cosg W —+ = sin g W — = = si 7 ü &gW,. H =Sotisins W, H tang = singW, 

{n1) pv doi = lu, du 1 
dt É dt r? dt x? 

dix  (1—2)4? a(h?— h2) 

Es 

avec - . 
TR, g=ni+mi—-Ss . : 

Bien entendu, les constantes arbitraires introduites par l’intégra- 

tion et celles qui figurent déjà dans les équations mêmes se réduiront 

en réalité à six distinctes. « } 

Comme précédemment, si l inclinaison était assez petite Por 

donner lieu à des difficultés de calcul, on remplacerait À cet S' par 

-sin£sinS" et sinc cosS" . 

Ces équations conviennent aussi bien au cas des orbites planétaires 

qu’à celui des orbites cométaires. Dans le premier cas, il sera préfé- 

rable de remplacer {, par M,, en écrivant 

(ire) ° . di = $1
3 4 

dt 

r ct #, seront calculés avec les éléments M, &o, €. Dans le second 

cas, si l’on appelle To une constante remplaçant {, et Moo) on calcu- 

Icra ri et», pour l’époque £4, dans une orbite définie par l’excentri- 

cité e, etle paramètre ps tel que lo = k po, l’époque du passage au 

périhélie étant T;. On voit ainsi que dans cette méthode, comme 

d’ailleurs dans celles que nous devons encore exposer, les calculs 

“relatifs aux orbites cométaires ne présenteront ‘aucune difficulté spé- 

ciale, contrairement à ce qui arrive quand on emploie la méthode 

de la variation des éléments. . 

‘Pour appliquer les équations (11) au calcul numérique des pertur- 

bations, prenons pour les quantités &, €, .…, affectées de l'indice 

zéro, les éléments correspondants osculateurs au mouvement du 

point M à l’époque initiale 45; et soient de même do, os Go les valeurs 

initiales de ë, S', w,, celle de & étant nulle; enfin soit comme pré- 

cédemment M, l’anomalie moyenne 29 (t— to) + Mo de l’époque t 

dans l'orbite osculatrice de l’époque #4. 
4
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Faisons alors 

o+87, wi=wotèn, h==hç(i1+ôh), 2 =1+ 82, i=i+è, S=% tp
 

et 

M; = M- ôM ou bien hi=t+ ôt, 

suivant qu’il s’agit d’une planète ou d’une comète. On aura 

  

    

di . diÿ .. ds En 
— = = gr \ — = tang-sing W de cosg W, L cotésin g V, a s,smgW, 

‘ dôh , dès _ hoèh 

| de dt 12 ? 

d?ôz k? 24xhà êh\. 
de Ts + Pr (+ ôh+U, 

dèM _  2R 1+ êx x. ou dèt _ 2 1 22 ôx 3x 

dt 2 ? dt a! 2 

‘Chacune des nouvelles inconnues est de l’ordre des forces perturba- 

dèz I trices, ct s’annule pour £—14,; de même la dérivée —— TE ct nulle 

évideniment pour {= 4. | 
L'usage de ces équations très simples n’appelle aucune observation 

qui n'ait déjà été faite précédemment. Toutefois, pour calculer le 
: . . d?ôx second membre de l'équation qui donne PTE 

a . . 42 : valeur même de Ôô2; et si le coefficient — F n’est pas suffisamment 

  , on a besoin de la 

petit, on peut craindre que la valeur approchée obtenue pour 6x par 
l'application de la formule ordinaire (les notations étant toujours les 
mêmes que précédemment) 

1 . 
Un+1= Ans + 13 Va tas + An + M ÿa-s + Yann te ..) 

1 142 
_— = — A3 — St Vino 

2jo 7" 120 773 12096 © ie 
  

- n'offre pas une précision suffisante. Dans ce cas, exceptionnel en 
réalité, on pourra employer avantageusement lartifice indiqué au 

D. n° 62; en écrivant l'équation sous la forme 

‘ d?ôx 
4e = À — aëx, 

42 ° . ° ‘ de sorte que a — -;; on se servira pour calculer le second membre
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de Ia formule  - 

  

1. ( 145 
A n+1— Anti (ans 7éo dYn-2 — Don -3 — 06 Vus. .) 

Fa+i = a . 
1 + IE +1 : 

12 

Il ne reste plus qu’à indiquer la façon de retrouver les éléments 
osculatcurs proprement dits pour l’époque 4. Le paramètre p est 

/ , lt AE sont d’abord égal à 7H et pour plus de précision, on peut écrire -- 

| Sh\ 
P=Po+ 2po(1+ — 5h. 

Le rayon vecteur 7° est connu; sa dérivée 7” par rapport au temps 

résulte d’une formule écrite plus haut 

pr de , 1 dr 

Tdi 

c'est-à-dire, d’après les lois du mouvement képlérien, 

de k 
D Pi + —— épsinri; 

dt &V Po 

+, dx . ., . . 
la dérivée Te St fournie par la table d'intégration relative à 02. 

On peut alors déterminer l’excentricité et l’ anomalie vraie oscula- 

trices par les équations connues 

esinp — 
r' vP 

7? 

ecosp —= 

S
T
 

qui, écrites sous la forme 

-ôh — 5 da 

+ AUX dt? 
‘ — Po Ô2 - Ur 

ecosP = ns LEP pl . 

esine = epsiné + epsin#i 

  

permettent la détermination directe des différences »—v,,e—e,, 
par les procédés connus, rappelés au paragraphe suivant. 

Enfin, le calcul s’achève par la recherche de a et nr, si l’on veut, 

et par celle de l’'anomalie moyenne M, ou de l’époque du passage au 

ANDOYER . : .21
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périhélie T; en dernier lieu, on a pour définir &' la relation 

| | HD = pi m.. 

Comme nous l'avons déjà dit, on exécutera les différentes opéra- 
tions indiquées avec le nombre de chiffres nécessaire pour obtenir 
une approximation satisfaisante. 

71. La troisième méthode indiquée au n° 65 est semblable à la pré- 
cédente dans ses points essentiels. Choisissons un plan fixe P;, 
défini par son inclinaison &, et la longitude S, de son nœud ascen- 
dant N$ par rapport au plan de coordonnées Ozy-. Soit A! la pro- 

. jection du point M sur le plan P,; le point M est défini : 1° par le 
rayon vecteur accourci OM’ ou g; 2° par salongitude }, comptéc 
dans le plan P, à partir de ON,, égale à l'angle de ON, avec OM’; 
3° par sa cote € au-dessus du plan P,, égale à la longueur de M'M. 
En appelant F,, F,, Fe les projections de la force perturbatrice 
sur OM, sur la perpendiculaire à OM’ menée dans le plan P;, et sur 
la normale à ce plan, les équätions du mouvement de M sont, d’après 
le n° 65, avec l'introduction d’une variable auxiliaire % :. 

de __ tp nt 

dm + Fe 
dh __n  dn | 
a TE = 8 Fo, ’ 

dt BE 
a es +Fe. 

Imaginons maintenant que la position du point M' résulte de 
certains éléments képlériens qui sont d'abord à, Se, puis, comme 
ci-dessus, M,, e;, a, &,, en désignant par cette dernière lettre la 
longitude du périhélie comptée dans P, à partir de ON, ; soit de 
plus », l’anomalie vraie correspondante, 

IL faut déterminer M, e,, a, wi, dé façon à retrouver © comnie 
rayon vecteur, el à avoir À — y, + w,. On dispose par suite de deux 
relations’ arbitraires entre les inconnues; on les choisit de façon que - 
l’excentricité e, ait une valeur Constante eo, et que la quantité eo | 
ait aussi une valeur constante 19, de sorte que l’on a en premier lieu 

| - di [ n— . 
- . dt — pe? ° ° =. 
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Si 79 et &ÿ sont liés à eo et no par les relations” 

RAaËViI—ei=ro, . nai /?, [! = _ 

faisons, exactement comme au numéro précédent, 

Mi of — ts) + Mo, = 2%, 

et substituons 4, & à M,, @,; on'a ici P=a", en nomntant ri le 
rayon vecteur associé à #, dans l’orbite d'éléments Go, €o; M. Raison- 
nant alors de la même façon, on obtient immédiatement pour déter- 
miner les inconnues £, ct # les deux équations 

. dti _ 4 

de — a? | 

d'a I + 2 (n2— 13). 2lFe 
— = 42 — — — 197 — . . dti À (& )+ 5% + _?- 

En faisant ici 

2F g 
-u=t+, yep, W= Fr, 

? ño 

on à finalement l’ensemble d'équations : 

MY, dim, du 
dt 7.100 dt pr ? dt «? 

dix __(1—a)At fr 1 anni) 
(2) de mn ts) +, 

dit “ dt 
= = — —— V. 
di? rà + 

1 
Pour calculer =; posons 

a : 

1 I 

F7 UT); 

commeona . 
r= p?+ {}?, - 

li quantité y sera égale à : _- = | 

/ 21 7% 
I— (: +£) 5 

et en faisant encore : ‘ 
° 7 ‘  — 3 C2. ! 

1 = 2p {3
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le facteur y" scra donné par le développement en séric 

SE 57. 
Trop 

v=1 — 

* ' 
Y 

i C
A
R
 

L
A
 
CA
: 

er
 

. I I: , A a la différence DE 7s Sera égale elle-même à 

Comme le rapport 2 égal à tangB, si l’on désigne par 8 la latitude 
de M au-dessus du plan Ps, est pratiquement très petit, on pourra 
presque toujours confondre y’ avec l'unité ; si une plus grande approxi- 

5 
mation devenait nécessaire, on aurait très exactement y/—cos'8, 
puisque l’on a . . 

T= cos? B (+ tant +.…. ) . 

Pour calculer U, V, W, reportons-nous aux conventions el nola- 
tions du n° 68; les coordonnées r';, à, 8; ayant toujours la même 
signification, soient E;, n;, {; les coordonnées de M}; par rapport à 
des axes ayant pour origine le point M ct parallèles respectivement 
à OM, à la perpendiculaire à OM' située dans le plan P;, et à la nor- 
male à ce plan. On aura oo 

  

  

- ° l2m; p 

v= # mjp à. 
no Q;nr 

à 

W = km; (ox; à) , T7 
en faisant toujours ° / 

. 

De plus, on aura évidemment : 

Ej= pu cosk + y; sin) — Ps 

Q=— Uk; Sin + y; cosÀ, 
| Ej= rjfcoséosinf;— siné cos; sin(à;—S)]— €, . 

avec 

-Hj=r;cos$;cos(À;—S,), ! | 
vy= rj{sinüsinf;+ cosi, cosB;sin(à;—3)]. 

Pour appliquer les équations (12) au calcul numérique des pertur-
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bations, on prendra pour £6, os @o; €o, +. les éléments correspon- 
dants osculateurs au mouvement du point M à l'époque initiale t, ; 
soient de plus w, la valeur osculatrice de l’élémentw, distance du péri- 
hélie au nœud, et M, l’anomalie moyenne de l'époque t dans l’orbite 
osculatrice de l’époque to. 

En faisant . 

W1= Wo+ Co, n = o(r+ ôn), | a«=1+ 0, 

et = 
Mi=Mo+ôM,- ou bien h=t+ ot, 

‘ 

suivant qu’il s’agit d’une planète ou d’une comète, on aura 

  

dèn y, dv _ non 
- dt dt et ? 

dtôx k2 | 3,62, 2an3 èn\. - 
PT LS OST en (+) eu, - 

dit RE | | - 

ent 
diM ___2%0 4. x = dôt __7 1 32 

de mm NT) OÙ He 2) 

On a d’ailleurs 

= ‘ : Lif 3€? , 
= Pi oi P=XrY 5 3 l— ET ; 

et #1, r, sont calculés dans l'orbite définie par &, €, M, ; ou bien, 

s’il s’agit d’une comète, dans l'orbite définie par Pos; €o; Toy pour 

l’époque #1. 
Chacune des nouvelles i inconnues est de l'ordre des forces pertur- 

batrices, et s’annule pour t—=t9, comme aussi les dérivées Le, æ. 

L'usage des équations précédentes n’appelle aucune observation : 

nouvelle: il suffira de se conformer aux différentes règles déjà 

. posées. ° . ‘ | 

Examinons maintenant comment se fera le retour aux éléments 

osculateurs proprement dits, désignés comme toujours par #, 5,.... 

Soient V,, Vo, Ve les projections de la vitesse de M sur les axes 

déjà définis qui portent les composantes Fo Fc, F de la force pertur- 
batrice, de sorte que 

do dd _d, 
ve = Vo= PT? = du? ..
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les projections sur ces même axes du moment hide la vitesse par rap- 
port à l’origine sont alors respectivement 

dé dx. ‘ dÀ | do 
TH Lula Po 

él par suite, si l’on appelle &, et 5, l’inclinaison et la longitude du nœud ascendant du plan P de l'orbite instantanée par rapport au - œ à te : > à tn T D plan fixe P,, 3, étant COMPLÉC comme } à partir de ON, on a, d après les valeurs de A et der, . 

kypsiné sin(x —35,)= 12 

do = go, dE k ÿp siné COS Si) = pt 

« . kÆYpcosi=". 

On déterminera donc d’abord 1, et S, par les deux formules 

si Lœ C. langé sin(x —S,) = 2, 
» :F 

dt do 

tangë cos(1 —S,) — 

  

Comme précédemment, on a d’ailleurs 
. de r, D k . s 1 D =" — T7 = Co SIN pr, | . & a. aÿp 

: smivroc 2 ‘dE _. 
. 

et les dérivées dé? ‘ai SON fournies par les tables d'intégration rela- tivesèaz, € Se 
oo ; œ . . 

° ,  _, . ‘ : 

L angle 71 6st nécessairement mal déterminé 5 Mais, comme nous le verrons, il n’en résulte aucun inconvénient, On POurra ensuite, en remplaçant ñ par À Wpo(i + ën), déterminer le Paramètre P par la relation: ‘ 
° 

VP = Vhiséci (1-+ 87), : 
, 2 

: que Pon PCuL écrire encorc sous la formé 

| VP = Vps = ps séci, (én+asinrà), . 
2 ou bien | | S - . ro -Ôr, . Pope poster la (ro à ann].
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En même temps, on calculera l'argument g, de la Jatitude dans le 

lang gi séCé Lang(X — 3); ; 

ou plutôt, on déterminera avec précision la différence 

d= gi (À — GS}, 

en utilisant le développement en série bien connu équivalent 

ü 2 ï AUDE “. 
d=tang 2sin2Q— 5) song sin (A —S)+5 

ci raison de l’extrême petitesse de &,, ce développement pourra géné- 

ralement être réduit à son premier terme. - 

On trouve alors les éléments £ et 5, ainsi que l’argument propre- 

ment dit de la latitude, soit #, par la considération du triangle formé 

sur une sphère de centre O par les traces des plans P, P, et Oxy; 

‘les côtés opposés aux angles 7 — ï, do, à de ce triangle étant respecti- 

vement Di, LS — Lu S— So, on peul employ er les formales 

ï 
cos = (do — üt) 

  

Re I . 
tang - Le — 145 — 30) = tang = 51 : ; 

- ‘ cos = (éo+ t1) 

EE . 
sm (to —1t 2 à) 

es 
La 

  

i 3 
| 1 

lang LE — gi 3 +) = tang 8; de 
sin=(+i) 

, : 

cos=(g — gi 1) 

  

ü 

D
i
m
 

tang= = (E —'i9)= tang —— 
cos (sg — gi 51) 

En faisant * 
- 

& I Si S œ 
d'= (g—Si+5—-%— Ti), de (sai + %o— 1) 

D
i
m
 

on a ces quantités avec précision par les développements suivants, . 

analogues à celui de d, 

CE Lo ü êL 
d'= tang tango si sin + = tang® à Ë tange sin Si+.… 

: ë li . to li œ : 

d'=— cot Etang sinSi+ À cot? —tang? = sin27i—..., 
° - . 2 2. 2 2 2 . .
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et l’on en déduit 

  

—S= dd,  g—k=d+d+d. 

On peût écrire aussi 
| fe. d+d 

e COST St + — 
2 

d'+ d' 

2 

  

1. + 1 
tang—(i — 1) = tang— 

. 2 2 . | cos 

et la petitesse de , amène ici, comme dans les formules précédentes, 
des simplifications de calcul qu’il serait superflu de détailler. 

Pour achever, il faut, comme précédemment, tirer l’excentricité et 
l’anomalie vraie osculatrices des formules 

e cosp = Es, 

ke . Lee à r' désignant toujours la dérivée a: ? St connu, comme nous l'avons 

déjà dit, et l’on obtient 7’ par la relation évidente 

  

mao ur; rep HE 

. , . do qui donne, d’après la valeur de ? 

»_ Or dx d cr : nm. Ed. Ari sine. 4 dt r t FA VPo - 

Enfin, on déterminera a et ñ, si l’on veut, puis l’anomalie moyenne 
M, ou l’époque du passage au périhélie, T, suivant le cas: et l'on 
aura le dernier élément w en Prenant la différence g — +, égale à 
DH (g—X)—(o—0,). 

Tous ces calculs se feront aisément avec l'exactitude voulue, en ayant soin de se conformer aux indications données à la fin du n°67. Pour obtenir directement les différences » — v, et e — €o, on fera 

esine = epsinei+e sin}, 

eCos0 = eg COS pi + cos”,
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de façon à avoir, comme l’on sait, 

esin(y —v:) 
tang(e — p —" "#4 

s( 1)= € + ECOS(y — vi)" 

  

‘ D +: , P—#Pi 
€ — Ep —=ECOS | 7 — SEC —— + 

On trouve alors sans peine 

VE Vr _rn A ner), 
VPe ri dt dt 

p— pps nt); . | ‘ L 

Po rm ? 

. ri 
Esny — Ehévsiner (PVR 

ccosy = Àe (PP 

s de Vr— PvP a de LP; 
Po Po 

» elle est égale à aséc®— 1, c’est-à-dire 

nous avons déjà vu quelles étaient les valeur 

, Tr 
quant à celle de 21 

à 0z+ 2% sin? Ê sécf; cnappelant toujours 8 la latitude de M au-dessus 

du plan P,. 
On a ainsi tous les éléments du calcul sous la forme la plus conve- 

nable. 7 | | 

La méthode-que nous venons de développer est celle dite de 

Hansen-Tietjen, modifiée et simplifiée dans un certain nombre de 
détails : elle offre d’assez grands avantages pratiques, en particulier 
dans le cas des comètes. Elle permet aussi de calculer avec la plus 

grande facilité une éphéméride, en tenant compte des perturbations. 

Supposons en effet que l’on calcule par les formules du n° 25 les 

constantes équatoriales de Gauss sina, sinb, sinc, cosa, cosb, cosc, 

a B, GC qui correspondent à l'hypothèse w —0, Ê— à; S— So; 
d'après leur signification même et'celle des quantités £, }, €, on 

aura pour calculer les coordonnées équatoriales du point M les for- 

mules simples Li 
= 9081 1 + cs æ,= psinasin(À +})+%cosa, 

fi= po sinbsin(B +2) +%cosb, 

n=égsincsin(C+2)+tcosc. 

Notons encore que l’on peut obtenir une certaine simplification 

dans le calcul des coordonnées £;, ñ;, €, en opérant de la façon sui- 
- vante. Soit P; un plan fixe défini par son inclinaison i; et la longi- 

- tude Z; de son nœud ascendant N; sur le plan Oxy; soit de plus w;
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linclinaison du plan P, sur le plan P;, e1-N' lc nœud ascendant cor- 
 respondant. Dans le triangle N;NON' déterminé sur la sphère de 
centre © par les traces des plans Oxy, P;, P (fig. 5), faisons 

  

NN'=e;, N;N'— di Sj; il est facile de déterminer une fois pour toutes les quantités Dj, Ÿjs Wj;, par exemple par les formules 

sin wj sin o; — Siné; sin (%o—S;), 
‘Sinw};Cos®;= sin lo COSÉ; — cosis siné; cos(3, —53;), 

COSW; = Cos ip Cosi; + sin io sin} cos(So—S;), : = . . . 1 œ. — . . . ee &. 
° 

sin & ; Sin —S;) = sin is sin(So—S,), . sin . 1. œ \ — ins. ee se 1 œ. : 
Dj COS(U;—5;) = — cost, SM; + Sin to COsé, cOs( Sy — %;). 

Désignons alors par }; la longitude du point M;, comptée à partir de Oz jusqu’à ON; dans le plan Oxy:, puis à partir de ON; dans le plan P;; et par $; la latitude du même point par rapport à P;. On aura pour calculer £;, ;, C; le même ensemble de formules que ci-dessus, à Ja condition de remplacer Partout & par w;, B;par Br àj— 35, par À — dj, À par 1, — Dj. | 
Si l’on prend pour Je plan P; un plan voisin de l'orbite ins- lantanée du point M;, la latitude B; cest très petite et souvent négligeable; et c’est de là que résulte la simplification de calcul annoncée. - ‘ ‘ 
On trouve Précisément dans les éphémérides les’ valeurs des quantités X;, 8, S,, éj pour les quatre plus grosses planètes; le choix du plan fixe P; reste le même pendant les dix années les plus voisines du commencement: de chaque année décadaire, comme celui de l’équinoxe fondamental auquel on doil rapporter tous les : éléments. .. |
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72. Dans la quatrième . des méthodes classées au n° 64, on peut 
chercher à déterminer directement les “variables r, #, S, à, des .: 

! -] 

équations (4), qui, avec L comme inconnue auxiliaire, définissent 

peut-être de la meilleure façon le mouvement du point M. 

Si l’on marque de l'indice zéro les éléments osculateurs à la tra- 

| jectoire de M pour l’époque #,, et que Von appelle »6; Pos Sos le 

rayon vecteur, l'anomalic vraie et l'argument de la latitude qui en 

résultent pour l’époque £, on a, en. faisant TEE = À Poe 

d'ro hi L2 do 

dr 7 re? dt rà 

d’après les équations (4) elles-mêmes. Le 

Posant donc 

te
 

o+È, +, h=h(i+ôh), g=Sg+0 

à
 g, r=ro+ôr 

les équations propres à déterminer ces nouvelles inconnues sont 

  

  

° dès _ cosécé sin gr di _ cos gl Pa 
| de SR. dt °°? Rk)? 

dêèh re dôg h cosi TER 
dt ho "7 dt- 1?  rà dt . 

dièr ht h? 2 4 
ETS +— + PF, 

de CE T 

Dans les seconds membres des deux dernières de ces équations, il 

faut mettre en évidence les perturbations êr; 6h; en‘écrivant 

hd hoèh° Roèr 
3 — F2 = y z Greta) 

h? h?  A2Gh(2+0h)  hièr 
. BR CR — 37 ir Pro GrY 1. 

| kr _4 F° Hire + êr); 
rè Fr? r2r8 ° - 

4 

— ok ki +3 cost};
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et posant ici | 
- 

- - rF, - TT = É. = —— \ = ——— U=F,, M ho ? V k 

onales équations définitives 

dès . 7 dûi dèh —— = écisinr . —— — œ — = V 
ü cosécr sing W, Hi cosg W, de =V 

/ dr _ A ôr 1+3e cos 3) dë nr ° ° 
QG ° a n a NS - 2k?poôl l2(6r y CY2 + 2# poon + SA + ACôr} 1— Por +U; . 3 2 r?rè ro 

  

dôg _KYps 5h 20r ; L èr cosi di. EE Sh — 29 T\l- TZ dt rè ro 2r0 dt”? 

1 
. , + . dèr 

les inconnues sont toutes nulles pour 4 = 4,, et aussi la dérivée TT" 
Les quantités U, V, W se calculent exactement comme au n° 68, sauf que l’on a ici 

| * kmir km;r U = 2m (@: — 2) V= JT 0;,;, W = 2 Q;r,, J 172 3 ? Vrs Q; fr GH SA Vp ji 

L'intégration des équations (13), prises dans l’ordre où elles sont écrites, ne saurait présenter aucune difficulté, en tenant compte des observations déjà faites précédemment. 
On peut substituer à l'argument de la latitude g la longitude dans l'orbite f, souvent avec avantage; 1l suffit pour cela de remplacer le i . dÿ 7 ent : 

dernier terme — cos; x de la dernière des équations (13) par 
lang? sing W. On peut encore, si l’on veut, introduire f',S! et 3 au lieu de f'et S&. 

: Si l’inclinaison à est très petite (et l’on peut réaliser ce cas en pre- nant pour plan fixe Oxy le plan de l'orbite osculatrice de l’époque 4), on remplacera les inconnues S, t, g par la longitude dans l'orbite /, et par les deux quantités | 

S=sinésinre, s'= sinécosg, 

. dont la première est le sinus de la latitude du point M. On trouve alors immédiatement, d’après les équations (4), les nouvelles équa-



  

dérivées r” el 7%, dont les différences sont respectivement ra; 
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tions correspondantes 

ds _h, 

dt _ r? ? 

P=—hs+cosiw, 

df _h s . 
ant a" 

\ 2cos? — 
- 2 

et dans la dernière, on introduira àf comme précédemment. 

Pour retourner aux éléments osculateurs, on a d'abord, en vertu de 

la valeur Æÿp de À : 

VP =Vpo(i+ôh); 
c'est-à-dire cncorc | 

« ôh : 
P—Po=2poîh (: + =) 

Ensuite, la comparaison des valeurs der etr,, et celle de leurs 
dèr 
dt 

- cette dernière étant fournie par la table d'intégration relative à ôr, 
donne 

. Po 
e cos P = epCOS Po + LP _ le, 

r ro 

esins = eosinfo + £ (r'yp —r'oY po) 

c’est-à-dire finalement 

vr dôr 
esine — € sin bo + Ôheo sin Po + —— ; 

k “dt 

oùr 
ace = escosre + LT Pe _Pe — BT. 

To 

On achève alors comme précédemment. 

73. Enfin, dans la dernière dés méthodes indiquées au n° 64, le 
point M est déterminé par ses coordonnées rectangulaires x, J', 5 

par rapport aux axes fixes, définies par les équations (1). 

: Si, comme précédemment, on marque de l’indice zéro les éléments 

osculateurs à la trajectoire de M pour l'époque £,, et que l’on appelle 
= Æos Jos 703 lo les Coordonnées rectangulaires et le rayon vecteur qui.
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cn résultent pour l'époque ton a 

  

dx . ts dr  Kie Pme, de be de? rè di? r3 

et lés autres équations analogues relatives aux axes O y, Oz. 
Si donc on fait - 

_r= ro + Ë, Tr = Tor 3= 56+ 4, 

et que l’on remplace F2, F,, EF par X, Y,Z,ona pour déterminer les inconnues £ E,n, 6 des équations telles que - 

DE ue (es æ 

.. de: an les inconnues et leurs dérivéés premières LR "7 Étant nulles pour lt | 
* Les fonctions .X, Y, Z se calculent immédiatement SiT;, J'j; 3j sont les coordonnées, de l'astre perturbateur M; de rmasse mj,On a 

Ti Tj ° 2 X= Ye my (ES 5%), .. 
JA 

DE a) + Oo + y 5}; 

  

avec 

la sommation est étendue à tous les indices F. . Ja | 
Faisant 73 =, les équations ci-dessus s écrivent JU 

dE rà . | oh he( 5e ….. 

el 1] est nécessaire de mettre en évidence les perturbations £ 6, € dans la différence 1 — LE À cet effet, on pose 

| Te rg(i+ag), 
de sorte que 

art (a+ À )+ (+ 2) (+1 ) 

Dans ces s conditions, on à 

"à _, 3. 
SI (+ ag) F=fg
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en faisant _- 

_? 527 9 __ 5-7: 9 3 f= 3 (1-2 29 +: 559 RÉ a), 

La quantité q est toujours petite, inféricure par.exemple à 0,03 en 

valeur absolue; il est alors facile de construire une table donnant 
logf en fonction de g : c’est la table d’Encke, du nom de l’astronome 

qui a donné toute sa valeur à la méthode que nous étudions actuelle- 

ment. À défaut de table, on peut calculer jf directement par la formule 

simple | 
- - 2[ 

f=-li+ = 
. S\ s + TA 

s=i1+ 2q. 
où l'on prend 

Plus simplement encore, on peut poser : 

tang®0=%g ou -sint0=— 24, 

suivant tque q est positif € ou nég galif, et prendre c en même temps 

, Lo . 40 ° 19 
O5 PA . 

f=3 (cs: ess) ° ou J=3 (cos sséet 5 | 

ces formules ne-sont qu'approchées, mais l'erreur ainsi commise cest 

absolument négligeable dans les conditions de la pratique, puisque 
Poe ep . e 

son terme principal est égal à TL, ainsi qu’il est facile de Ie vérifier. 1 

_Les équations du problème prennent donc la forme 

               
dE 

de = 

d'a 
GA) , BE Gy Da, 

| Le- Las 0 +2, 

avec . ‘ . . 4° 

? —E nt ET, (+2 ri(s+s . U 
gro = $ a) i (Yo .2 SAT ° 

"Les équations ua) seront intégrées d’après les règles du n° @. Si le 

coefficient A, égal à Fe est assez petit, le calcul des seconds membres 
J 

se fera d’üne façon suffisamment cxacté en partant des valeurs appro-
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chées obtenues par l'application de la formule d’extrapolation 

I 
Uni A Vars + D Q'a+ AYnni+ Ana MYn-3 + AtYns +. .) 

n I 145 _ A hhe — —— A3 3 ——Aty,;— .. DS PE png ogg ne, 
dont la signification n’a pas besoin d’être expliquée à nouveau. 
Dans le cas contraire, exceptionnel en réalité, comme nous l'avons déjà dit, ct plus généralement, si l’on craint de n’avoir pas ainsi toute la précision désirable, il faudra employer un artifice analogue à celui que nous avons déjà rappelé précédemment à propos de la seconde méthode, à la fin du n° 70; mais la question se complique un peu en raison de.la présence du facteur g, qui dépend des trois inconnues 

‘ ë A; €. - 
Les valeurs approchécs déterminées comme nous venons de le dire pour Ë, n, € seront toujours suffisantes Pour calculer X, Y, Z, de 

A . ‘ fu même que les cocfficients x, + £, Yo + 5° +5 qui figurent dans 
l'expression de g, et aussi les valeurs æ, 3, 3 qui multiplient fq dans les seconds membres des équations (14). 

Ve, d'£ dir d Appclons plus brièvement E’,n", L" les dérivécs se, TR? 5 
cl faisons 

| Er 1” " = X'+ 2 =Y'+ = Z'+ = $ 15 His fel+s, 

de sorte que les valeurs de X",Y',2 sont obtenues exactement par les formules telles que 

- 
I I 145 

X£ = A-o0r" A2E" A3?" 4 " . 
AH Su 2 3 a AE... 

240 n-2 120 $%-3 12096 En : 

En portant ces valeurs de E, n, € dans les équations (14), on a 
LILI OS = TE NIEX, 

+ — 
12 

et il ne reste plus qu’à déterminer g- Or, on a aussi 
hkfgz XX TT += + X - 12 7 nm + X - 

$ h 7, 779 1+ — 
12. N 

e
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et si l’on porte ces valeurs dans l'expression de g, en faisant pour 
abréger 

  

to+ = ‘ +2 + T 9 2 g -ÿo 2 - / 0 2 . 
LL ——— ) = 3 = ——— : À h ( h 2 x] TT rè 1+—) 16 (+2 rà(1+ 2) rü ( D 

il vient 

g= 12 12 

1 M(ar+8y+ys) 

es (res) +6 (+) ef) : 
  

On aura ainsi, en rétablissant les indices, la valeur de g êt celles 
de £”, n”, £” qui sont nécessaires pour avancer d’un rang dans la.for- 
mation des tables d'intégration relatives aux équations (14), et cela 
avec toute l’exactitude désirable. À la vérité, lexpression de q ren- 
ferme le facteur f qui dépend lui-même de g3; mais comme f varie peu 

jours une valeur suffisamment approchée de f pour obtenir exacte- 
ment g, par exemple en extrapolant le tableau des valeurs successives 
def. | . 

Indiquons enfin le retour aux éléments osculateurs, et convenons 
d’abord de marquer de l'indice zéro les diverses quantités, constantes 
ou non, qui dérivent pour l’époque £ des éléments osculateurs de 
l’époque 4, : par exemple, rs, 69, So M, sont le rayon vecteur, lano- 
malie vraie, l’argument de la latitude, l’anomalie moyenne, calculés 
pour l’époque £, dans l'orbite osculatrice de l'époque to, tandis que 
l',9, 8, M sont les quantités osculatrices correspondantes à l’époque «. 
Convenons encore d'appeler ëf toute. différence telle que f—/fo; 
et aussi de marquer par un accent les dérivées par rapport au temps. 

H faut, en premier lieu, calculer les coordonnées Lo: Vos So 
et leurs dérivées 2,3%, 34. Si x, par exemple, est de la forme 
roSin fo sin (#5 + Fo); Jo et F, étant des constantes dont il est inutile 
de rapporter ici Les valeurs, on a, d’après la formule (12) du n° 93, 
où l’on remplace dM par n» de, : 

zh = À sin fo[cos(vo+ Fo) + eocos Fo]. 
Ve 

Les quantités 6x (ou £), dy, ôs, ôx', dy!, Gs/ sont données par les 
ANDOYER | . 92
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tables d'intégration relatives aux équations (14), de sorte que l’on 
connaît æ,y,5,x,7!, 5. | | 

On peut alors calculer directement les éléments osculateurs corres- 
pondants par les formules du n° 27 : c’est le procédé le plus simple 
et souvent aussi le plus avantageux, à la condition de prendre les 
précautions nécessaires déjà indiquées précédemment à la fin du n°67. 
Voici les formules à appliquer, où l’on a rétabli comme il convient h 
valeur de Z : - 

| | kyp sinisinS& = Js'— 5, 

ÆVp sin£cosS = 3° — 22, 
4 Yp cosi = 2y—yx'; 

rsing = 4 cosécé, 

r'cosg=xcusS +ysinS; 

e sine — rVp Cxz'+ yy + 33 )Vp np = = , ‘ k - #r 

gp y 52 

Fe 3 

ecosp= L 1, 
r 

  

A
l
 2 

Fr 

ces équatiôns se réduisent d’ailleurs à six distinctes. De lanomalie 
vraie #, on déduira l’anomalie moyenne M ou le temps du passage au 
périhélie, suivant le cas : et enfin’ l’on aura | 

* D — TP, 

Si l’on veut exprimer directement les perturbations des éléments à l’aide de celles des coordonnées et des Projections de la vitesse, fai- 
sons d’abord Ci . | | Fi kP =yôs—3:ûy +2 y — y ds, 

° AQ= & 3 — 3 "+ 54 dœ— 2 de, 
on a dors | Ray y + pèse, ôy ; | 

- ‘ 5(VpsinisinS)= P, 
. 8 (p sin£ cos&) = Q, | 

8(Vpcosi) à =R; - J 
les deux premières de ces équations donneront 5 (V? sin i) et 03 par ; : ° Ve , , l'application du procédé rappelé au n° 71; et de même ensuite, on ne Un - me : 1: . aura ôf et 8 /p; de cette dernière différence, on déduira aussi 

BP = 5 Vp(Vp + Vi).
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En écrivant maintenant 

ê(r sin g) = cosécio(ôz — 3 coséci Ô siné), 

_ê(rcosg) = ôrcoso+ 5ysinS+ x 0 cos 5 + y 8 sinS, 

et remplaçant 6 siné, par exemple, par | 

ne « 

CL . dt 
2 Sin — COS { 19 + — }, 

2 2 

le même procédé encore donnera les différences ôg et ôr. 
Directement d'ailleurs, on à aussi 

(r+ ra) Br = (42) Be + (y y) 8 + (a+ + %)ôs, 

ce qui vérifie le calcul. 

La relation Le 
rr'= gr + yy'+ 23" 

donne |  . Done, - 

rûr'= vor + y ôy'+ 3863 +2, de + yo y +20 03 — rhôr, 

ce qui permet d’obtenir èr'; écrivant alors 

V5. - . 7! 

(sine) = Ro Vr + Ÿ Tor 

D - 
-(e cosr) = = (ce —# # är), 

- on a toujours de la même façon êe et ôp, d’où 

- … Üw—ôg—ôv.. 

: I ne reste plus qu’à obtenir directement, en prenant les, précau- 

tions nécessaires, les valeurs de M, ainsi que celles de a et 7, si l’on 
veut, 

L'emploi de la relation 

_donne aussi directement 

èa = 2r L (@+ao)èe + (yep) + (+ 0)87, 
a&  rro « k2 :
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et l’on peut en déduire ôn par l’artifice suivant : on a 

w
i
e
 

ôa\T 
n=n + — ; 0 & } ; 

si donc on fait 
| CIC » 

&æ T7 

et que, comme plus haut, on appelle f la quantité 

3 abc 
il vient 

ôn=— fq no; 

le nombre f est donné en fonction de q par la table d’'Encke, ou par 
le calcul direct que nous avons indiqué. : 

Bien des modifications de détail peuvent être apportées, ici encore, 
à ce qui précède : c’est au calculateur lui-même qu’appartient le soin 
de les établir, suivant les circonstances, et sa propre convenance. 

La présente méthode est assez souvent employée : mais comme les perturbations des coordonnées rectangulaires grandissent rapidement 
et irrégulièrement, il faut en limiter l'usage à d'assez courtes périodes 
de temps. Elle permet de tenir compte bien facilement des perturba- tions dans le calcul d’une éphéméride. Si en effet E, x, € sont, comme d'habitude, les perturbations des coordonnées rectangulaires éclip- tiques, on en déduit immédiatement celles des coordonnées rectan- gulaires équatoriales, soit Ë,, nr, Gr, par les formules | 

h = £, 

M= M COosSE — € sine, 

_- ve HU sine E cose, 

où € désigne l'obliquité de l'écliptique; et l’on est ainsi en mesure de calculer simplement l’éphéméride, en partant des coordonnées équa- toriales Lis Ji 31, qui correspondent à l'orbite osculatrice de l’époque £,. 
| Si l’on peut négliger les termes du second ordre par rapport à Ë,n, {,on a directement les perturbations de la distance, de l’as- cension droite et de la déclinaison géocentriques, soit», a, 0, par
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les formules connues | - 

de = Ecosô cosa + n1 cos ô sina+ Li cosô, 

pcosè da =—#isine + 1 COS&, 

p dô = — Eysinô cos x — 11 sin 8 sinœ + Ci cosc,. 

Bien entendu, il faudra prendre les précautions imposées par le 

choix des différents systèmes de références. 

4. Ainsi que nous l'avons déjà dit, on se sert surtout de la 
méthode de la variation des éléments, de celle dite de « Ilansen- 

Tietjen », et de celle d'Encke développée en dernier lieu; toutefois, 
on doit éviter la première quand il s’agit d’une orbite cométaire, et 
limiter l'usage de la dernière à des intervalles de temps assez courts. 
Mais les règles à suivre sont semblables dans tous les cas; pour les 

faire bien comprendre, nous allons développer avec tous les détails 
nécessaires une application numérique,’ en suivant la quatrième 
méthode, c’est-à-dire celle du n° 72 : cette méthode, en effet, se 

prête très bien au calcul, et l’on y définit la position du ‘point M de 
_ la façon la plus simple et la plus naturelle par le plan de’ l'orbite 
instantanée, le rayon vecteur et la longitude dans l'orbite, que nous 

- substituons ici à l'argument de la latitude. 
En nous plaçant “dans des conditions fictives, mais analogues 

à celles que l’on rencontre effectivement quand on tient compte de 

l’action de Jupiter sur une petite planète, imaginons qu’à l’époque &,, 

prise pour originé du temps, l'orbite osculatrice du point M soit 
définie par les éléments suivants : oo 

to 159, Do = 75°, wo = 135°, Do = 20°, .  Moo= 90°, Ro 900"; 

comme d'habitude, le moyen mouvement ñ, est ici rapporté au jour 

comme unité. La force perturbatrice qui agit sur le point 1 M provient 
d’un seul astre M}, dont la masse m; est 0,001, et qui décrit dans le 

plan Oxy, suivant les lois du mouvement képlérien, un cercle de 

centre, O, avec un moyen mouvement diurne »;de 300”; de plus, 

pour 4— 0, sa longitude }; est nulle. 
En prenant l'intervalle de 40 jours pour unité de temps, il faut 

d’abord remplacer 7, et a; par 36000” ou 10° et 12000” ou 3°20/; la 
quantité 4: devient | 

[T,83764143],
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en représentant toujours un nombre par son logarithme entre cro- 
chets, et l'expression de Æ en secondes d’arc est 

= [5,15206656]. 

Si r; est le rayon vecteur constant de M;, déterminé par la relation 
ni r} = C2 (1 + m;),ona . 

rj=[0,715i0]. 

Les divers calculs à effectuer sont résumés dans les formules sui- vantes, où l’on a représenté par des accents les dérivées par rapport au temps : | . 
BJ ricos(i;—5®), 
Vi = .rjcosisin(}y—S); 

JT  WjCosg+v;sing— 7, 

S i=—H;sin gs +v; cosg, 
Éj =— r;sinésin(};— 3); 

  

| 1° 7: Aj= Emi C3, QUE: 
Ve J J Cf kmy;r mr ‘ 

U= ktm (QE —); V = J Q;x; VW — — "1?" 2 0Q;t;; T° rl Po QG +84) 7 
. (85) = cosécisingW, (GEY= cos W, (ny =, 

- © (Gr)=Aôr+Bin+ G (= For+ Gin + H; avec 
Lo . ‘ | 

| F= Es + 5, ou 
m2 : 242 &h\ - À re (+ 30 cos vo), Best), 

Cu + LG mar), r?rà rro : 
: ne . : " 

. n ce F2 1+ me) G= Evr, H=tang£singW; 

les perturbations 8S, dé, àf sont exprimées en secondes d’arc. © Nous allons donner les résultats principaux du calcul lorsqu'on veut pousser le calcul des Eerturbalions jusqu’à l’époque & = 10. Tout d’abord, on déterminera les valeurs de l’anomalie vraie #, et du rayon vecteur lo pour les époques — 2, —10,1,2,..., 10. En ÿ joignant Fo & À;—S,, on à le tableau suivant, ävec l’approximation de la Seconde d’arc, et de cinq décimales : oc
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£ _%. | logrs Lo À 

9 7 # ù O  #  # o 1 
— 2... 109.37.10 - 0,39613 24.37.10 278.20. 

— 1... 118.32.18 0,42063 . 253.32.18 281.40 

0...:. 126.33.38 0,44209 261.33.38 285.0 

Too... 133.52.35 0,46066 268.52.35 288.20 

Dessse 140.38. 5 0,45652 275.38. 5 291.40 

3..... 146.57. 11 * 0,48987 281.55.11 295. 0 
fosse. °152.55.35 0,50088 -287.55.37 298.20 

5...:. 158.38. 4  - 0,50969 293.38. 4 301.40 

6..... 164. 8.28  , 0,51643 299. 8.28 305. o 

Too 169.30.16  o,52118 504.30.16 : 308.20 

8..... 174.46.30 0,52400 .309.46.30 311.40 

9... 180. 0.0 ‘ 0,52494{ 315. 0. 0 315. o 
10..... 185.13.30. 0,52400  320.13.30 - 318.20 

. Pour mettre le calcul en train, en tenant compte de la petitesse des 

perturbations initiales, déterminons maintenant, pour les époques 
— 2, —1,0,1, 2, les valeurs de (8%), (üt), (ôk)' et celles des coef- 
ficients À, B, C, F, G, I, sans tenir compte des perturbations; les 

valeurs de À, B, F, G pour t = o ‘étant d’ailleurs inutiles. On à ainsi 
tout d’abord, en exprimant ô#, comme ensuite ôr, en unités du cin- 

quième ordre décimal : 

ë (6&) (&i) _ (ay 

Besssrsens 178 —2,12 5,067. 
esse “—26,55 —2,03 6,333 
FeOéegessese —37,75 - 1,45 7,528. 
Tesssecee —30,50 [.—0,26 8,577 

93395 Descoeeres 64,17 1,64. 

Appliquons alors les formules du n° 62, de signification suffisam- 

ment claire, et adaptées au cas actuel :” ‘ 

1 I « ‘ [En 1 - 

Fa Graz ny) F ( PTE 150 “re. 
_ ô 1,53 + LE Los: 3222 | 2H 0Yo+ 3 RO Yo] = 2Jo+ 70 Yo+ 45 0 Yo}; 

on en déduit, toujours pour les mêmes époques, les valeurs appro- 

chées de S, à, dk, dont on a bescin pour la suite; pour ÔS et à, 

l’approximation de la seconde suffit, tandis que pour 6h il faut une
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plus grande précision ; on a ainsi : 

t ‘ ès êi 

nn 

—Dessoetocsssses . 54 4 

—Dossssssssseses 32 2 

Oesssevsessosse o 

Tosnssesseses.e — 4f | —1 

Densssessessses —101 o 

    

—12,61 

TT 6,94 

0 

8,07 
17,08 

Portons ces valeurs de 64 dans l'expression Acr+Béh+C 

de (èr)", et négligcons le premier terme ôr qui est inconnu, mais de 
peu d’ influence en raison de la petitesse de À; on a ainsi pour (5r) 

les valeurs äpprochées : 

ressens soso sos 
. 

— loss. 

: Docu resses 

d'où l’on déduit les valeurs approchées de ôr 

(ôr)-2= 1,219; (èr) = 0,541, 

ss... 

vus soso eusess 

sonores esse 

os. 

(rh =1,o1r, 

(ôr)" 

—1,313 

0,138 

1,553 

2,954 
4,358 

(ôr)1= 4,975, 

en appliquant celte fois les formules analogues aux précédentes 

= 7 I Ê I = A 
UT ( Po+ To 78° 7) = (Guam), 

… 2 Th “ 4 

ee (ot ot 7 80) + ( B Yo+ 2 per 
35 * J'o}: 

En tenant compte alors du terme A 67, on a de nouveau 

t (êr)” 

Des. cesse cos. —1,338 
lose s essences 0,131 

0..... vous snsssosssses 1,553 
! soso esse see . 2,948 

| Lorestessreseesessressse . 4,340 

et il est inutile de recommencer. . 
Enfin, avec les valeurs ci-dessus de Ôr 

èr 

1,210 
0,540 

o 
1,010 

4,966 

et Ô}, on trouve celles
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Nr ee , Lu 
de (5/)', ainsi que celles de à/f, approchées comme précédemment : 

t Cf) ôf 

—2,.... ussorsse essnsssssssse —5 22 " 

—PDisssssesssse sossssenssssss —3,14 2 

Oise. cesse sous —1,29 0 

Dossssoss ss. eus... .. 0,14 —1! 

Deisossessssessusesse ss. 1,05 o 

Sans recommencer le calcul, en raison de la petitesse des pertur- 
bations, on peut dès maintenant 'amorcer les tables d'intégration pour 

les différentes inconnues 5, üi, Ô, èr, àf, en se servant des for- 

mules suivantes pour déterminer les sommes initiales : 

SA Jo — Jet HO Jo— me Oo 720 

‘ 1 I 31. yen Lye L gp SL pp. 
oi 270% 3j 20 Gogso 7° 

Afin que l’on en soit bien assuré, et pour obtenir le maximum 
d’exactitude, recommençons cependant, en employant pour le calcul 

de (605), (cé)', (h)' et des coefficients À, B, C, F, G, H, les valeurs 
approchées que nous venons d'obtenir pour les perturbations; avec 
les valeurs de (5) détérminons exactement, et toujours de la même 
façon, celles de 8h, et calculons (èr)" en nous servant de ces valeurs, 

ainsi que des valeurs approchées connues de ër, qui sont plus que 

suffisantes; en partant des nombres (ôr)", déterminons exactement 

les ôr, et par suite enfin les (äf)' : on obtiendra les résultats consignés 
dans les tables d'intégration ci-dessous, où l’on trouve, sous la déno- 

mination (CE », (ôi)o, (8h)°, (3/}°, des valeurs grossièrement appro- 

chées de 85, 6ë, dk, df, suffisantes pour calculer, avec l’exactitude 

nécessaire, les expressions de (6%), (àc)', (èL)', A, B, C, F, G, H; 
et où l’on trouve encore sous la dénomination ôk et ër les ‘valeurs 

plus exactes de ces quantités, qui permettent le calcul des termes 
Aûr, Bôk, Fèr, Gôk. 

Pour continuer les tables d'intégration amorcées comme nous 

venons de le dire, on détérmine d’abord, pour l’époque 13, les 
valeurs (8S)0, (Gr)°, (G4)°, (àf)°, en usant de la formule d’extrapo-
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lation 

ï 
FR AE nt (Jr AVni+ A nr + V Jn-s+ Ant...) 

I LA Un Lu ous Luss gr Aÿn-i+ 3° Jart es Vus TS Fuite, 

ce qui donne, par un calcul rapide, 

- (GSP= ip, (ai = 3 (AV 27,  (ÿp=r, 
en exprimant toujours ÿ comme 5r en unités de la cinquième déci- _ male. L 

La formule analogue . . ‘ 

t ‘ ‘ Unti = A Payot D (Yn+ AVn—1 + A? Yne + SJ'n-s + Sins +...) 

  

° I . 145 
- — > A2 yo = A3 _ AV... 

° 240 Jn-s J'a-3 12096 J'n à 

Permet ensuite d’avoir la valeur de 5r pour £ = 3, avec une exactitude : Presque absolue, sans qu'il soit nécessaire de recourir à aucun autre arlifice, soit 13,260. 
. . On a ainsi tous les éléments nécessaires pour calculer les valeurs de (6S)", (Gi); (ô4)", (3r)” et (/)', sauf les termes B 54 et Gèh qui réclament une valeur plus exacte de Gh; celle-ci sera obtenue, une fois que l’on connaîtra ($4)', par l'application de la formule 

. Sn = AT J'n+s 

1... LI 19 3 
— = n— — AY, 1" np? _— 2 43 — — At; os) 

| 298 "1 Jn-1 24 S Ja 720 J'n-3 160 + Jus î ? 
7 . , U 

‘ . 
, 

‘ 
- 

et si l’on veut s'assurer que la valeur employée pour êr n’a pas besoin de Correction, on pourra la rel'ouver en utilisant la formule ana- .logue | - ° | . ‘ er i I 291 
Un = Ar? da — A2 y, 3 — > À pi 

n = Ja+ 12 J'a 240 Fan 310 AS Vas 60480 A J'r-; 

On continuera de la même façon, et l'on formera ains: les diverses , , . . , 

. 
tables d Intégration jusqu’à £ — 10, par exemple. Les deux dernières formules écrites fourniront alors les valeurs des différentes perturba- 

. . nivo [SAN ° di ons, ainsi que la dérivée (or), Pour l’époque £ — 10 (ou pour toute autre époque comprise dans la table, en se servant des formules d’in- 
- 

” #



-, térpolation convenables), soit 

I 
ù 
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| 0T——14 29,74, Sê— 917,48, of —=— {0",87, 
| É 

&h = 0,00072126,  Ôr = 0,00306196, (èr) = 0,000818g91. 

Déterminons maintenant les nouveaux éléments osculateurs corres- 

pondants. On a d’abord 

SG = 74945 307,26, 1 —15°2"1",48. 

On tire des données, en assurant la huitième décimale et le cen- 
tième de seconde, | | Fe 

Po=(0,34314768], ao [o,39715604], 
°9= 185°13'30",27, 

d'où 

° p= [0,31377393] 

VP = VPoû + 8h); 

et, en n’employant plus que six décimales, 

par la relation 

ro=[o,523998], r—[o,524396], èp—1[3,502426|, 

ce dernier nombre résultant de la formule 

. a êh 
ôp = 2poôh|1+ SJ , 

On a ensuite | | 

esinv— epsinn=esinx = 0h. sin Po + VP (ar) = [3,241928], 

= n 
© o0r 

7 . e cosp — ep cosvo= ccosy = “2 — PT = {7 10{ . = F | Frs = {4,5{0409]; 

“et, par les relations 
esin(7 — vo) 

tang(# — vo) = Eo+ E cOS(X — Vo)” 

    e € cos 9 — 2-—+ sée 2% — = TL — — D 3 

TRES RT TD 2 
on obtient . . . . 

L e JS upe 
D — Po=—17 10,77, Is [3,165196], 

: 0 

d’où 
e—{T,53361591],  9=—19°58/10",19,
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S 
NI
 

. 
(53° 

4 

.... 
sé 

(83) 
: 

#_ $2 
— 17,28 

Ÿ 
# 

0 7587 — 26,55 
9527 

“ 

. — 44 — 19,88 
— 37,975 

— 11,20 
—1/93 

—ior 
70,38. 

T 50,50 
— 12,75 

—1,55 
0°38 

—172 
86:54

 —.64,16
 —13,66 

— 0,91 
0,64 

"0,26 

—257 
212,41

 — 97,85 
| —13,971 

—0,0ÿ 
0,86 

0,22 

gg 02:95 
— 90,54 "707 

1o$ 
0,2 

— 457 — 403,88
 : —100,9

3 —10,39 
2,28 

1,24 
0,15 

— 56; 
—511,6

2 —107,7
{ — 6,81 

3,58 
1,30 

0,06 

—675 . —621,51
 — 109,89 

— 2,15 
4,66 

1,08 —0,22 

—778 
728,17

 106,66
 

3,23 
5,38 0,72 

0,36 

870 
—826, 16 —97,99 

. : 8,67 
5,44 

0,06 —0,66 

7 910,76
 —8{,60 

13,39 
4,72 

—0,72 
—0,78 

…... 
er 

37" 
‘ 

UT
 

£ 

. 
‘ çêé) 

| x 

CT 
2 

de —2,12 
- 

. Ÿ 
AS 

ss... 
o 0"80 | —2,03 

0"09 
| 

si 

sers. 
1 —_0,65 

1,45 
0,58 

0"49 
: 

L …..... 
—0,90

 . —0,25
 1,20 

0,62 
0713 

D 
3. 

0,75 
1,65 

1,90 
0,0 

0,08 
—0,05 

CT 
9. 

5,03 
4,28 

2,63 
0,73 

0,03 
70,05" 

CUT 
18 "04 . pu 

3 og 1%" 
9,06 

Ce 
32 

24,13 
no 

3,88 
0,55 

—0,15 
70 

CT 
49 + 39,77 

‘ 15,64 
4,15 

0,97 - —0,28 
—0,13 

. 
* 71 

59,45 
- 19,68 

4,04 
—O,II 

—0,38 
0,10 

CU 
95 82,61 

23,16 | 3,48 —0,56 
—_0,45 

—0,07 

ser, tr 108,20 
25,59 

2,43 —1,05 
—0,49 

. —0,0/ 

26,58 
0,99 

— 1,44 
| 0,39 

0,10



üh (SA) à-t -(êh)" 

—2.. —12,60 5,066 

—1.. — 6,939 6,331 
—3,669 

0. 0 7,528 

3,859 
1. 8,069 8,578 

12,437 
- 2. 17,080 9,398 

. 21,835 . 
.3.. 26,757 27 9,891 

. 31,729 

4. 736,727 37 9,967 
41,696 

5. 46,518 47 9,522 

- . ‘: 51,218 
G.. 55,570 56 8,475 

‘ 59,693 
7e 63,254 63 6,787 

‘ - 66,480 

8. 68,935 69 _ 4,477 

| . 70:97 
9.. 752,034 72 1,649 

72,606 
10... 72,126 72 —1,496 

71,110 

t êr "A? st (ôr)" 

—2. 1,209 —1,338 

—1.: 0,541 | ‘ o,131 

—0,659 . 
o. 0: —0,130 1,553 

0,894 
1. 1,010 0,76 2,949 

3,843 

"2. 4,969 4,607 4,340 
DO T  77 8nss 

3. 13,269 12,790 5,737 
13,920 

he 27,305 26,710 LL 7,135 

‘ . 21,035 

© 5. 48,474 47,765 - 8,517 
nn 29,572 . 

6. 38,158 77:9337 . 9,843 
. Le 39,415 

7. 117,674. 116,752. 11,055 
| 50,450 

8. 168,229 167,222 12,071 
62,541 

9. 230,830 229,763 12,796 
.. 75,337 

10. 306,195 305,100: 13,122 
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88,459 

A 

1,205 

A 

—0,068 

—0,147 

—0,230 

—0,324 

—0,423 

” —0,518 

—0,602 

—0,641 

—0,622 

—0,518 

—0,317 

AT 

—0,047 

—0,026 

—0,005 

0,006 

0,001 

—0,016 

—0,056 

_o,1i{ 

—0,196 

—0,291 

—0,399 

AU 

—0,079 

_0,083 

— 0,094 

— 0,099 

—_ 0,095 

—0,084 

—0,039 

0,019 

0,104 

0,201 

A 

0,021 

0,021. 

0,011. 

—-0 ,005 

—0,040 

—0,058 

— 0,082 

—0,095 

—0,108 

Ai 

4 

- 0,000 

—0,010 

—0,016 

- —0,012 
—0,017 

—0,023 

0,018 

— 0,024 

—0,013 

—0,013
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- À (êf)° A—t GP) : A A? : 4. AU 

nn. € he 
? ° ? 2,08 lisses. 2 8 — 3,14 85 —023: 0119 077 1,85 —0: Oeersses o 7? — 1,29 _ ? —0,42 0,09 « — 0,51 .. 143 5 —0,10 Less — 1! 0,14 . .—0,52 0,02 — 0,37. ' o,g1 G —0,08 Doors. o 1,05 —0,60 0,01 0,68 ? 0,81 6 .—0,07 3....... I 1,36 —0,67 | —0,01 2,0 ' —0,36 7°. —0,08 | fossi.. 3 | 1,00 —0,75 —0,07 ‘ 3,04 ’ — 1,11. ? —0,15 5....... 3 — 0,11 — 0,90 —0,03 2,93 ° —2,01I s —0,18 5 6......, 2 — 2,12 - —1,0 —0,07 .  : ‘ o,8i 309 , 05 Fosses, — 1! — 5,21 —1,3 —0,07 ‘ — 4,40 mé UT Logo. 8....... — 9. 4 3 —. 9,63 6 —1,65 — 0,09 —14,03. —6,07 - —0, ft 9-...... —21 h —15,7 ' —2,06 - —29,73 —8,13 4 7° 3,83 

10,...,.... — - —23, 

— 53,56 
puis | 

C0S6 = [T,97306gg0], - a — [o,39763413], . n = [2,95355537] — 898",53715, : et enfin : 7. . ‘ 9 =184°56"19",50, . w = f—5S — 9 = 135°30'59",64; avec ° 
- | . ‘ - M = 189°26'40",6r. 

. En raison du degré d’approximation adopté pour le calcul des per- turbations, c’est-à-dire celui de cinq décimales, les résultats précé- dents peuvent être affectés de très légères erreurs dans les derniers chiffres. 
Lo - 

15. Dans le cas particulier que nous venons de traiter, il est pos- sible de irouver une vérification partielle des calculs, en ütilisant une relation entre les éléments osculateurs de chaque instant, dite énté- grale de Jacobi, et bien facile à former comme il suit. | Rappelons d’abord que si l’on a un système d'équations canoniques de la forme 
| 

= —— _— 
di OH dy. où 
dt dy: dE dr.



d
d
 

CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN. 351 

la fonction H dépendant explicitement des variables æ;, 7: et de t,on 

a la relation - | . 
dH ol . : . 
LH = at | ou H [+ dt, | . - . 

Y 0H dei OI dyi \ 
+ — = 0 . 

ôx; dt CR de ; 

d’ après les équations elles- -mêmes;, - 

En appliquant ce résultat aux équations (1 y. du Chapitre I, rappe- 

. lées au n° 65, et faisant attention que # ne figure explicitement que 
dans la fonction perturbatrice R, il vient 

L{yr a)-S- [% = 0: 

il F3 r R+} % de= É 

puisque 

, à : . 
en remplaçant 7°? + x? Carré de la vitesse de M, par son expression 

‘ > [2 1 ’ : . 
connue À? ( —_ a) » a étant le demi-grand axe de l'orbite osculatrice, 

CR t 

on a plus simplement 

ke ôR 
(a) ° m+R—/)-dt=o. 

2a dt 

Ce résultat général prend une forme plus intéressante dans le cas 
particulier que nous avons traité, c’est-à-dire lorsque la fonction 

perturbatrice R est due à l’action d’un seul astre M; décrivant 

autour du Soleil O comme centre, avec une vitesse angulaire : 

constante nj, un cercle de rayon r;, dont le plan est pris pour le 

plan Oxy. Dans ce cas, en effet, la fonction R ne dépend du temps t 
° que par l'intermédiaire de la longitude AjdeM;,etl'ona 

Fe 2R 
HUE D —— dt. 

Supposons maintenant que l’on définisse la position du point M à 
-Vaide de sa longitude }, de son rayon vecteur accourci p, c’est-à-dire 
de la projection OM' de OM sur Oxy,, et de sa cote = ‘égale à M'M. 
La fonction R égale à 

a ct Try; 
km (£ — 7) 

. 7 
avec 

eee -y + rie ri ares + y) 
“



352 | ‘ Ÿ CHAPITRE XI. 

ne dépend de à et à; que par l'intermédiaire de la quantité ær;+y) 

égale à pr;cos (À — };), de sorte que l’on a 

OR JR 

dÀ; 0» 

nue a R à . x 
D'autre part, la dérivée partielle —, égale au quotient par 5 d 

3 . ox D 

travail virtuel de la force perturbatrice F, lorsqu'on fait varier uniqu 

ment À de 0h, suivant les notations habituelles, a pour valeur :F,, € 

appelant comme précédemment FQ la projection de F sur la perper 
: . . dr; 

diculaire à OM menée dans le plan Oxy; c’est donc encore =: c'es 

s 4: Tl'{ ,d A . % à-dire 3 (e %) d’après les équations (2) du n° 65, de sorte que 
‘& 

ôR- , dù 
fat =n(#%) + C, 

en désignant par C une constante. 
. » 4h . . — . 

Observant enfin que g? T7 est la projection #4/p cosi du moment 

de la vitesse de M par rapport au point O sur le plan Oxy, la relatic 

générale (a) devient ici 

F2 : 
Sat R+n;kypeosi=cC, 

Ü 's , , . # 

c’est-à-dire en remplaçant R par sa valeur où l’on a exprimé ze j +7 
en fonction de 4} et r?, et changeant là signification de la cor 
tante C: ‘ 

(15) aa + RVpeosi + m5 + NE) C. 

Si l’on calcule les valeurs du premier mémbre de cette équati 
pour les deux époques {= 0 et t— 10, dans l'application numériq 
du numéro précédent, on trouvera, en sc contentant d'employer 

valeurs de A; à cinq décimales qui ont servi au calcul des perturl 
tions, les deux nombres 0,3219236 et 0,32102365. 

76. Le calcul des perturbations des comt a ° î es perturbations des comètes présente quelquef 
: HS ,. , ‘. . 

er partieu arités qu’il est encore nécessaire de signaler. En prem 
L ver ? x M; 1! peut arriver qu'unc comète se rapproche tellement d’une p 

x
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nète, et en particulier de Jupiter, que l’action de cette planète doive 
être regardée comme prépondérante; en d’autres termes, pendant un 
certain temps au moins, la comète devient un satellite de la planète. 

Pour déterminer les conditions dans lesquelles un tel fait peus se 
présenter, ‘considérons le système formé par trois points ? MS, 
soumis à leurs attractions mutuelles, et dont le premier a une masse 
négligeable par rapport à celles des deux autres, M et mn. Désignons 
les distances SF, MS, MJ par d,r,r, ct appelons 4, 0 les angles 
«ans, J, dans le triangle MSJ. 

Le mouvement relatif du point M, par rapport à des axes de direc- 
tions fixes et d’origine S, est celui d’un point matériel de masse égale à 
l'unité sous l’action de trois forces qui sont respectivement : l’attrac-- 

  

. Te ne tion de S, soit Îme, dirigée suivant MS; l'attraction de J, soit 2, 
v 

se, . , , fm 1 - dirigée suivant MS; la force centrifuge, égale à fm, parallèle à la 
d 

direction JS. Ce mouvement peut donc être considéré comme un 
mouvement képlérien déterminé par une force principale, égale à la 
première des forces précédentes, soit F,, mais troublé par une force 
perturbatrice FF, égale à la résultante des deux dernières de ces 
forces ; on a d’ailleurs | 

F, = Îr VER dr 601.   

‘De la’même- façon, le mouvement relatif de M par rapport au 
point J est un mouvement képlérien déterminé par une force princi- 

pale F, égale à — fe > et troublé par la force 

u Mo. 
F'— fe. Vdi r$—or8 d?cos0,. 

 r& ; 
  

I est clair qu’il faut préférer? le second mode de représentation du 

| mouvement de M si le rapport À E de la force perturatiee à la force 

principale est inférieur au rapport correspondant £ en e dans le premier 

mode, c'est-à-dire sous la condition 

mirsyd + ri 2rédrcusto < m2r$ y d? + r— 2r2d?cos0; 
/ 

et en écrivant que les deux membres de celte inégalité deviennent 

égaux, on définit une surface de révolution autour de SJ, qui sépare 

ANDOYER - | ° - 23
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les deux régions de l’espace dans lesquelles doit être situé le point M, 
suivant que c’est l’un ou l’autre des deux modes de représentation 
qu'il convient d'adopter. 

"Si le rapport y — me est petit, il doit en être nécessairement de 

même du rapport 0 — 2; développons alors les deux membres de 

l'inégalité précédente suivant les puissances de p. En écrivant 

2r3 d?sin?0 + ss — «2 2 _ 272% + ri 2r8 d' cos 0 = (d?— 72) + 1 cosds 

et rémarquant que l’on a 

r$= d'+r?—02 dr cos0, 

. ‘ . ‘ r?sin?0- ro sinto= rsin0, cos o=(/ x 
2 

on obtient immédiatement - 

"pi V1+3 cost0 — 4e cos0 +, <'ut(1— 49 cos0 +...) 

c’est-à-dire 

Gi
fs
 

  

1— 2, cos0 1+ 6 cos?9 

5° 14 3co0s0 :)* 

. , 

P< (7 — 
. 1+ 3 cos?0 

1 
Le facteur (1+ 3cos20) reste compris entre 1 eLO,87; par suite, 

St jt est suffisamment petit, on peut dire que c’est le second node de 
2 

représentation qu’il faut préférer quand on à p <o,83u; et, au con- : 
. 2 

ë traire, il faut certainement préférer le premier quand on a >. En appliquant ce résultat au problème proposé, et supposant que S soit le Soleil, tandis que J représente Jupiter, les deux limites précé- 
dentes sont respectivement 0,054 eto,062; et en mettant pour dsa valeur moyenne, on voit qu’en résumé une comète doit être regardée 
Comme un satellite de Jupiter toutes les fois que sa distance à celle planète devient inférieure à 0,3. _ | On aurait des résultats analogues pour les autres planètes. Pour étudier les perturbations produites par l’action du Soleil sur le mou- Yement jovicentrique d’un satellite de Jupiter dont la masse est sup-  Posée négligeable, il. suffit de se reporter au Chapitre Ï pour voir qu’en négligeant. des quantités tout à fait insensibles, il n'ya
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rien à changer aux équations développées au cours du présent Cha- 
pitre, à la condition d'appeler æ, y, 5, ..., æ;, yj, 5j, … respective 
ment, les coordonnées Jovicentriques du satellite et du Soleil; en 
outre, il faut prendre comme unité de masse la masse de Jupiter, ce 
qui revient à remplacer k? par ?m'et m; par — en appelant m' la 

masse de Jupiter rapportée comme d’habitude à celle du Soleil comme 
unité. ‘ 

Au moment où une comète pénètre dans la sphère d'activité de 
Jupiter, c’est-à-dire quand on doit cesser l’é tude de son mouvement, 
képlérien autour du Soleil troublé par laction de Jupiter, pour la 
remplacer par celle de son mouvement Képlérien autour de Jupiter - 
troublé par l’action du Soleil, on obtiendra les éléments de ce nou- 
veau mouvement de la façon suivante. Si TL, VE) Lis is Sa SOnt 

respectivement les coordonnées héliocentriques et jovicentriques de 
la comète, tandis que x’, 3”, 3° sont les coordonnées héliocen- 
triques de Jupiter, on à . 

dz: dx dr 
L=T—x .. =, 

! 770 dt dt à? ? 
: dx ‘ a R : comme on connaîl æ, +, … par les calculs déjà effectués, et aussi 

- . 8 se , . dx ‘ . 
».… par les éphémérides, on en déduira z,, Tr? … et par. 

# 
+ 2, 

? «dt | 

suite, comme nous l'avons déjà rappelé au n° 73, les éléments du 

mouvement relauf autour de Jupiter; comme ci-dessus, il faut, 

dans les formules finies relatives à cette question, remplacer Fe? 
par 42m/. 

On fera le même calcul en sens inverse, au moment où la comète 

sort de la sphère d'activité de Jupiter, pour retourner aux éléments du 

mouvement héliocentrique. Ces éléments pourront être très diffé- 
rents des éléments primitifs qui correspondent à l'entréc dans la 
sphère d'activité. { 

Si l’on suppose que, pendant le temps assez court où à l'on à regardé 

la comète comme un satellite de Jupiter, le mouvement héliocentrique 

de cette planète puisse être assimilé à un mouvement cireulaire uni-. 
forme, on pourra appliquer au mouvement héliocentrique de la 

comète l'intégrale de Jacobi obtenue au numéro précédent sous la 
forme (15) : | | \ 

— + 4 CoOSi+ nt; ï + = = C 
24a ? J\A; 2r$ }
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_ en n’oubliant pas que # doit désigner ici l’inclinaison de l'orbite de Ia 
comète sur le plan de l'orbite de Jupiter. 

Si l’on marque des indices o et1 respectivement les éléments qui 
conviennent à l’entrée et à la sortie de la sphère d'activité de Jupiter, 
en prenant soin de les faire correspondre exactement à une même 
distance jovicentrique A;, et si l’on néglige la différence toujours très 

  

. . 3—7r1 petite des termes m; > On à donc 
j 

: 17 An} . I nj . 16 + SÉ Vpocosio= — + Pi Jr cos. (16) . 24 7 VPo 0 a x Vi 1 

Cette formule (16) exprime ce que l’on appelle le critérium de Tisserand; son application permet de reconnaître a priori si deux comêtes d'éléments différents peurent ou ne Peuvent pas être en réa- lité identiques. L | = | 

T1. Supposons maintenant que l’on recherche les perturbations produites dans le mouvement héliocentrique d’une comète par l'ac- tion d’une planète M;, lorsque la comète est. très éloignée du Soleil : il est légitime, en raison de la petitesse de ces perturbations, de faire celte recherche séparément pour les diverses planètes, et d'ajouter ensuite simplement les différents résultats obtenus. La fonction Perturbatrice R est de la forme 

em (TE EIRE) A; r3 É 
ct l’on voit-que, dans le cas actuel, c’est le second terme de cette expression qui acquiert une influence prépondérante; ce terme cor- respond à la force centrifuge dans le mouvement relatif de la comète Par rapport au Soleil, et les inégalités qui en résultent sont de même nature que le mouvement de M} par rapport au Soleil; si le calcul . des perturbations doit s’étendre à une longue période de Lemps, ces . inégalités ont'un caractère Périodique; leur effet général est faible, mais leur présence altère la régularité des perturbations et exige un ‘$sez grand rapprochement des époques successives pour lesquelles on doit déterminer ces Perturbations. - On peut éviter cet inconvénient en rapportant le mouvement de la cométe non plus au Soleil même, mais au centre de gravité du sÿs-
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tème formé par le Soleil et la planète. De cette façon, en effet, la: 
force centrifuge n’existe plus, d’après les propriétés bien connues du 
mouvement du centre de gravité ; la fonction de > orces qui détermine le 

? nm . 
nouveau mouvement se réduit simplement à à À — = 1, les notations 

À); 

ayant toujours le même sens. C’est aussi ce qui résulte des considé- 
rations développées à à la fin du Chapitre I, la masse de M étant négli- 

geable. 

= Soit alors G le centre de gravité des masses 0 et M;; et, par rar 
port aux axes parallèles à O x: menés parle point G;, soient E,n, €, 

Ej) nj Q les coordonnées de M et M;; soit de plus 3 la distance GM. 
On a 

T} EL — ——<— » 
1+mn); 

E; = ….) GE + my), .…. 

par suite 

= (EE) + (nm + (Et), 

-et, en négligeant le carré de m;, 

re gi+ 20 GE + mn Cj) +, 
d’où | 

: Li 1 nm 

F5 Mrs tj)+e 

On peut alors regarder le mouvement de M par rapport au point G 
comme un mouvement képlérien déterminé par la fonction de forces 

R(1+ m;) 
7 — 

p 

à laquelle il faut adjoindre la fonction perturbatrice 

. 2 ° : r,. « _ 
p=tm(i SERIES.) , 

5 . , 3 ê . £ 

cette fonction est évidemment très petite quand la comète est très 

éloignée du Soleil, puisque alors les quantités ; oetA;sont très grandes 

et assez voisines; quant aux termes non écrits, ils. sont au moins du 

second ordre par rapport à m;. 
Les projections de la force perturbatrice sur les + axes de coordon- 

nées sont obtenues en différentiant la fonction précédente par rap-
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port à £, n, €, ce qui donne. 

. » fi IN 3 | ‘ ; >= km] DD (S— =) + es GE + Gi + &n+.|, 5 _ À - À 
op 

etsi£;, n°, &; sont;les coordonnées de M, par rapport aux axes formés par le rayon vecteur GM, la perpendiculaire à GM menée dans le plan de l'orbite instantanée de M autour de G, et la normale à ce plan, on a plus simplement, pour les projections de la force per- turbatrice suivant ces trois axes 
| 

. | sg F,= 4m; [re ep) (& — à) + FE +... | .  \Yy 

Fos kmm(s 2) +..., Pa tnt (à 4) 2 J 7 € 
Quand on voudra faire usage de cette méthode, il faudra savoir Passer à un certain moment des éléments du mouvement de M par rapport à O aux éléments Correspondants du mouvement par rapport | à G, et inversement. Comme on a les relations 

m; ° dr dE ’ ; Fetes ., ed mj ax, 1+ mm; de: de FT dt? 7 
on voit que l’on est crcore ramené au même problème que dans le numéro précédent. Mais comme les différences æ—Ë, .… sont très petites, de l’ordre de Mj, On. appliquera les formules développées à la fin du n° 73, qui donnent les différences de certaines fonctions des éléments, et plus simplement encore les formules différentielles pro- prement dites qui en résultent. Toutefois, il faudra faire attention que dans le Passage d’un mouvement à l’autre, la quantité £* est rem- placée par Æ(1+m;), et Par suite, il faudra avoir soin de faire Varier aussi Æ dans ces formules. suffit d'avoir attiré l'attention sur CC point, sans qu il soit nécessaire de développer effectivement les nouvelles formules qui en résultent. .



  

LIVRE IT. 
THÉORIE DES PLANËÈTES. 

CHAPITRE XIL. 
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES - 

RELATIFS AU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN ELLIPTIQUE. 

T8. Avant d'aborder Pétude analytique du mouvement des pla- 
nètes, il est tout d’abord négessaire de porter notre attention sur la 
résolution de certains problèmes relatifs au mouvement -képlérien 

elliptique, à à l’aide de développements en séries. Nous reprendrons 
ici les notations du Chapitre II, de sorte que, dans l'ellipse de demi- 
grand-axe a et d’excentricité e, le rayon vecteur et les trois anomalies 

vraie, excentrique et moyenne seront respectivement Wu, g ; les 

coordonnées rectangulaires correspondant aux coor données polaires r; 

«w, seront aussi X, Ÿ. Toutes ces quantités sont réelles; de plus, a, - 

£ sont posiuv es, et cette dernière est inférieure à l'unité. | | 
Nous avons rencontré précédemment déjà des formules permeltant 

de développer en série les coordonnées X, YŸ et toutes les fonctions 
analogues suivant les puissances entières et positives de g — go, en 

désignant par gQ une valeur particulière de g; et nous avons déter- 

miné au n° 31 les conditions de convergence de ces dév cloppements, 
en étudiant les singularités de la fonction u de 8 £ définie par l'équation 

de Képler : N 
u—Eesinu = g. 

Mais c’est une autre sorte de développements que nous devons : 

maintenant envisager. Le mouvement est périodique, et les coor- 

données du point mobile reprennent les mêmes valeurs lorsque les
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angles ÿ, u, augmentent de a. Une fonction -réclle de ces coor- 

données, dépourvue de singularités dans le domaine réel à distance 

finie, ainsi que nous le supposerons toujours, est donc développablè 

en-série de Fourier, toujours convergente, procédant suivant les 

cosinus et sinus des multiples de l’un ou l’autre des angles g, u, w. 

L'importance de ces développements est manifeste, el ce sont eux 

qu’il faut tout d’abord étudier, 
Nous ferons dans ce qui suit 

x=eis, y = cite, s = ei, 

e désignant comme d'habitude la base des logarithmes hyperboliques, 

dont la caractéristique sera log, et £ l'imaginaire ÿ/— 1. 
Un développement de Fourier par rapport à g, par exemple, peut 

s'écrire d’une façon plus avantageuse sous la forme d’une série de 

Laurent | 
. + 

= 

f=Y an£, 

—© 

a prenant toutes les valeurs entières, positives ou non. 

La fonction f étant supposée généralement de la forme fi+ifss 
1 et fr étant réclles, mettons en évidence la partic réelle et la partie 

imaginaire du coefficient an en écrivant 

An = An + Ba; . - 

on aura, sous forme réelle, 

+e - +e .. 

fi =Y (ancosng —B,sinng), Je =Y (Br cosng +ansinng) 
—æ : © . - . ° . 

On aura unc forme équivalente, que nous s appellerons symétrique, 
cn écrivant 

+ 

La An + L_n Br — B-n … ‘ Ji= > (EE 058 — sin ne), 

22 . 
ct + B_ —_ x, . : 

R=Y (EE ncosng + + sinng) ; 
—  . 

de façor Ï ient 6 açon que les coefficients de cosng ct cos(— 9) soicnt égaux,
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tandis que ceux de sinng et sin(— ng) sont égaux et de signes con- 
traires. Cette manière d'écrire revient d’ ailleurs à la suivante, plus 
habituelle, _- 

U 0 - o - | e. as . 
fai = + (an+ %-n)cosng —Y (En — B-n)sinng, 

. 1 ° 1 { 

œ . L 2 _ 

Ja: = Bo +Ÿ (Ba + B-n)cosng +Ÿ Can — %-n) sing. 

‘ 1 - 4 7 | 

Quand f n'existe pas, les coefficients'a, et &_» sont conjugués, de 
- sorte QUE &_» — Up, Ba=— Ba; si c’est f, qui n'existe pas, on a de 
MÊME &_n = — An, B_n—= Ên. Dans les cas les plus fréquents, la fonc- 
uon f, est paire et f: est impaire par rapport à g : les coefficients a, 
sont alors réels, de sorte QUE An = Un, Br — 0. 

. 19. Cherchons les relations qui existent entre les variables æ, J/, z; 
nous nous servirons ici de quelques notations auxiliaires, en posant 

"9% 
cos? + 

1. 2 : 9 :. «2 = sin, ñ = COs®, 0:= tang=; w = cos?=; w'= ms ÿ _ > cos? © É 

l'angle e étant positif aigu ; il est inutile de détailler les nombreuses 
formules simples qui relient entre elles ces diverses quantités remar- 

€ quons sculemeny que 27 a, w, &w! sont développables en séries 

entières ordonnées suivant les puissances paires de. ou de #, se 
réduisant à l’unité pour 9 — 0. . : 

Pour exprimer d'abord = en fonction de - Y partons des formules 
connues ‘ 

rw u ” 
= C05— = Wi—Ecos— 

£ 2 2? 

elles donnent immédiatement 

    

‘ F _lw ° > _ lu in | he se 

—e ?=cosie 2? — sine, er 
a 2 . 2 Le 

el, par suite, ‘ F 
- _ y = 

3 = ,
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en même temps que 

r | € LA a=vG—0y)(1—0y-1)=1— 5 +71). 

Elles donnent aussi 

- in iv : ëu _— : © — D —— /£e —cose? +sinle 7, r 2 2 . 

= iu ‘ ét ête a —— D —— . © — n/£e 2=çcosie ?+sinte®, 
2 r 

de sorte que 

1+ 051 

1+03: ? 

  

=: 
avec 

8 

r= GH0DG+02)e E[r+ EC =] 

Remarquons encore que l’on à’ 

  

(HG = 40) Gp) 2 5, 
J ds a. 

5 dy F79r 

Les fonctions z: et 37! de y admettent respectivement les I à . . . 
valeurs 3 — ÿ)= 0 comme pôles simples, sans autres points singu- 
licrs; de même, les fonctions y et 77! de 5 admettent les points 

1 © ! 3 A . … 
S—=— 0? S=— 5, respectivement, comme pôles simples, sans autres 
singularités. 

Les variables y ei = s'exprimant explicitement l’une en fonction de l'autre, il est aisé de faire directement leur échange dans un dévelop- pement procédant suivant les Puissances de l’une d’elles. Mais on PCUL suivre aussi une méthode indirecte, qui prendra toute sa valeur quand nous nous OCcCuüperons des développements suivant les puis- sances de +. 
- La fonction quelconque f étant développable, sous les conditions indiquées plus haut, en séric de Laurent de la forme 

f=2 dyyn =Y cn, 

Où il est entendu désormais que la sommation E est étendue à toutes
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les valeurs entières, positives ou non, de ñ; on à par exemple, comme 
l'on sait, - 

l'intégrale étant prise suivant le cercle de rayon égal à l'unité, tracé 
de l’origine comme centre, dans le plan qui sert à représenter les 
valeurs de la variable complexe 3, ou suivant tout chemin équivalent. 
En substituant y à 5, on a donc aussi | 

nn — y ds 2 dy: 
os [TRE ) per? 

le nouveau chemin B, relatif à la variable y, étant analogue à C; par 
suite, on peut dire que le coefficient c, de z° dans le développement 
de f' suivant les puissances de 3 est égal au coefficient de 7” dans le 
dév cloppement suivant les puissances ‘de y de la nouvelle fonction 

  

a 

sr (E)Y où DOC D Fr 

Pour compléter. ce théorème convenons tout d’abord de désigner 
? D 

1 df - df 
d(logz)’ soit encore + 7 ap? Ctobservons que 

D.f= 3: LS AC 3; 

par D./ la dérivée —— 

nous emploicrons de la même façon les notations analogues D,.f, 

D,f. Si alors on remplace dans la proposition précédente la fonc- 

tion f par D.f, on voit immédiatement que le coefficient c, de =’ 
dans le développement de f suivant les puissances de 4 est égal au 

coefficient de y” dans le développement suivant les puissances de 7 
de la nouvelle fonction 

= (£)'o,r ou Qi Oy 2 (x — 0y-1)-2D,.f; 

toutefois, ceci suppose l'indice 7 non nul. 
En échangeant le rôle de y et de z, on voit de même que le coeffi- 

cient b, de 7* dans le développement de f suivant les puissances 
de y est égal au cocfficient de = dans le développement suivant les
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puissances de 3 de la fonction 

sn , 
17 () = Li 05) (1+ 031) f, 
naa\y w 

ou encore, cn excluant le cas de #7 — 0, de la fonction 

1/z\r D 1 9 021 D 12 _f= - ss}? 2371)y-2D. f. n (5) sf aC+ QG + ) sf. 

Introduisons maintenant la variable x. L’équation de Képler, écrite 
sous la forme 

sr € 
& = iu— (y — 7), 

donne immédiatement la relation qui définit + en fonction de y, soit 

| - : OT») _ . . æ=ye ; 

mais on ne peut en tirer y explicitement en fonction de x. En mettant : au lieu de y dans la formule précédente, on a, moins simplement 
encore, 

  

  

> . Oz: * 03: : 
T=ZS 1+ 0371 e” = - 

1+ 023 ‘ ‘ 
On a aussi * Lo ‘ 

‘ - ædy a | æds a? 
ydæ Tr? 3dz 7x? 

formules équivalentes d’ailleurs aux relations bien connucs 

du’ a dw a? = = —) —— = 1 —. dg = r dg 172 

La fonction TZ, où z7! de 3: admet les valeurs F=0, F—= comme points singuliers essenticls; et de même, considérée comme fonction de 3, clle admet les. deux points singulicrs essentiels _— 
E me : 

Regardons maintenant y (ou 37") comme fonction de x, et cher- chons-en les points singulicrs en dehors des points z—0, x—«, dont il est inutile de nous -9ccuper. Il suffit d’égaler à zéro la dérivée, ce qui conduit aux valeurs 
1 

Ji= 5” J2:=0,
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auxquelles correspondent 

I — " n=GE A, Ta=0eñ; 

tels sont les points singuliers cherchés. 
Les nombres x, ct 72 sont positifs, comme y, et 72, et il est facile 

de vérifier que l’on a 
oo La KILL Ti; 

en effet, d’une part, le produit z,x, est égal à l'unité, ct, d’autre 

part, la fonction Üe' croît constamment depuis zéro jusqu’à 1, lorsque 

l'angle + augmente de zéro à =, comme le montre le signe de sa dérivée. 

Examinons de plus près la nature de ces points singuliers. Sous la 
qe de _. . ’ 

condition G = on trouve facilement 

’ dx Em, 
“7 ° —— = —— —1 — De OT}. 

et, par suite, dans les domaines des points F5 J'as ON peut écrire les 

développements réguliers 

TZ = %i— D ny + T=Li+ A eGy—)s 
/ 

inversement donc, y — J1, ÿ —.y2 sont développables respectivement 
L 1 

suivant les puissances positives entières de (x—x,}*, (x —x2)}*, ou 
1 

. æ\% Of  r:\? 
bien (— £) ; (7) » et l’on a, pour la fonction y, dans Ie. : 

1 

domaine des points singuliers, 

F— ra (5) Hess pre) + 

æ\? 
Les signes ont été choisis de façon que; les radicaux (— 2) ,. 

1 

(2) I — 

déterminations qui se. réduisent à l’unité pour æ=— 0, ou æ=, la 

branche de la fonction y ainsi représentée soit celle qui devient égale 

à 1 pour æ—=1, c'est-à-dire celle qui nous intéresse : ct en effet, la 

p
m
 À
 

recevant, sous la condition [æ|< zx, ou Irl>æe, les
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relation qui lie x à 3, montre immédiatement que, si x augmente par valeurs réelles depuis +, jusqu’à z,, cette détermination spéciale de la fonction y augmente de même par valeurs réelles depuis 72 jusqu’à y, de sorte quelPonay;—y,<o, y —ÿ2 > 0. 
Si maintenant nous observons que ‘ - 

1 Ye + = ÿ N—y 3 

nous voyons que la fonction z de'x admet les deux mêmes points singuliers æ, ct Lo», avec les valeurs correspondantes 3, =D, 35— 0, Dans le domaine de ces Points singulicrs, on a 

y € 1 æ\?- _ € I La SE / a =) +.., 8=5(/ ti =) +... ny 2n Ti ï 21 T 

les développements ayant toujours lieu suivant les puissances 
de (2) (1 ÿ . 1 æ 

Puisque l’on ne peut exprimer ni y, ni 3, en fonction explicite de x, il est nécessaire d’avoir recours à la méthode indirecte exposée ‘ci-dessus pour obtenir, sous la forme | 

LS - De 
e. 

. le développement suivant les puissances de æ, de la fonction quel- conque f dont on suppose connue l'expression à l’aide de 3 ou de 3. 
F5 . « 

o . 7 ° . 
L'application de cette méthode est immédiate et conduit aux résultats suivants : | 

N
i
 

1° Le coefficient Qn de z* dans le développement de f suivant les Puissances de x est égal au coefficient de y” dans le développement Suivant les puissances de y de la fonction 

ne À 
Térv-r) Z D $ . 

°u encore, en excluant le cas de n = 0, de la fonction
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2° Le coeflicient.«&, est égal au cocfficient de :* dans le dévelop- 
pement suivant les puissances de 3 de là fonction 

0z 631 
r 

: (2) = (+04 y 2(14 0-1 -ne2 "7 (= — fre: ms) 

ou encore, en excluant le cas de 7 — 0, de la fonction 

9: 6:- —) 

1+03 7 1+025— D.f. 

  

T "nn" 
at +03) (1+03-1)-2e 

Quant à la substitution inverse de la variable y ou 3 à x, dans le 
développement de f, elle ne peut se faire que directement. 

80. Les principes que nous venons d'exposer permettent de trans- 
former les uns dans les autres les coefficients ns On, Cr des divers 

développements d’une même fonction suivant les puissances de +, 
J', 3. Quand'-il s’agit d’une transformation numérique, le problème 

de beaucoup le plus important est celui du calcul des a, connaissant 
. les b,, et c’est le seul dont nous allons donner la solution avec tous 

les détails nécessaires, mais en évitant tout ce qui serait inutile pour 
notre objet. 

On est amené à considérer la fonction 

8) = & 07 , 

et à la développer, ainsi qu’il est possible, | suivant les puissances 

entières, positives où non, de y, sous la forme 

1) =Ÿ y" (0). - 

Puisqu’en effet &, est le coefficient de y* dans le dév eloppement 
‘suivant les puissances de y de la fonction 

‘ | 1 Eog-y- 
’ —e? TTY °D,$, 

ñn 

et que l’on a 

DS = nbugr, FU TRY y lu (ns), 

il en résulte immédiatement 

= D dm Ju (nz:),
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- la sommation s'étendant à toutes les valeurs positives ou non de n' 

et n°; dont la somme est égale à n. 

. Toutefois ce résultat suppose x non nul. Pour obtenir a,, on 
remarquera que c'est aussi le terme constant du développement 

Fr . . 
de — f suivant les puissances de 7”, et comme 

qe. | 
_— =]—- »—1 ï 59 +), 

il vient 
; £ 

y = bo — 5 (bi + bi). 

Étudions de plus près les fonctions J,(£) de la variable réelle ?, 

connues sous le nom de fonctions de Bessel. 

La fonction e(9" » reste la même quand on change y en — où 

‘bien £ en —t, 7 en — y, ou bien encore £ en — t, jen —; on a donc 
. ‘+ _ 

Bu(t)= (1 Ja(e), _ Daft) = (1) da (6),  Ja(—t)=(), 

el, par suite, nous pouvons nous borner dans ce qui suit à supposer 

les quantités » et. £ positives ou nulles; d’ailleurs on a Jé(o)=1, 
et J,(0) = 0 pour x <o. 

: En écrivant 
{ 4 
57 sr 

c(yd=et e.*, 

_et développant les exponentielles en séries, on a immédiatement 

GYGY © 
2nt 1.(2 +1) + 1.2.(2+i1)(n4+2) 

(y 
. , 1.2.3.(7+1)(n+2)(n +3) 

7 (a) Ja(0 = = 

le premier facteur étant l’unité pour x = 0. 
Cette série est toujours convergent, et si le nombre 7 est égal ou 

supérieur à la partie entière de D on peut affirmer que l'on a 

(8) | ° .0<Jh co < ro) 
. 2...n
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le dernier membre de cette inégalité étant une valeur d'autant plus 
approchée de Ja(e) que À sera plus grand. 

On a a: 
+ € ‘ 

DyeO)=:(r+7 er), 

el aussi, en différentiant par rapport à t, 

de(y 
2 = 2-71) e(r) 

  

Remplaçant dans ces égalités w(y) par son développement, et 
désignant par J, (4) la dérivée de J,(£) par rapport à £, il vient 

() rat) + un(e ZE, (0) 
ct 

(c') Jua(t) — Jawi(e) = 299). 

On peut donc exprimer J,_,(4), Jau(e) en fonction linéaire et 

homogène de J,(4) et J,,(1); et l'application répétée de la formule (c), 
où l’on change nenn—i,R=Z2,..., montre qu il en est de même 
de Ju, Jrge, Julsy Jngss ce. 

. Si l’on fait 
Ja(t) = kndh-1(0), 

la relation (c) peut encore s’écrire sous la forme 

(d) . KE LE — haie 

. t , 
Comme le rapport Kn+p est sensiblement égal à An +p) d’après 

la formule (b), et par suite très petit pour p très grand, on voit que 

les nombres y, Kuzi, nya, ... Sont tous positifs et inférieurs à 

l'unité dès que l’on a n21t; en d’autres termes, sous le bénéfice de 

cette condition, les nombres Jai (4); ae), Tags Ce), +. sont positifs 

ct décroissants. 
En faisant y = ef*, on a ao(y) = efsinw, et par suite 

‘cos(tsinw) +ésin({sinw) =Y J,(t)(cosnw+isinnw), 

ANDOYER - - 2%
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c’est-à-dire : | Co =" 

cos(fsinw)= Jo(t) +23i(t)cos20 + 2J(4)cos4u +... 
sin(£sinw) = 2 J,(4) sinw + 2 J,(4) sin3w + 2 Js(4) sin5w +... 

(e) 

D’après les expressions connues des coefficients d’une série de 
Fourier sous forme d’intégrales définies, on voit ainsi que les 
nombres Ja(t) sont tous inférieurs à l’unité en valeur absolue 

Appliquons aux formules (e) ce que nous avons dit au n° 56 à 
propos de l’interpolation périodique, de la façon suivante : en dési- 
gnant par g un nombre entier positif, et prenant #=0,1,2,...,q, 
faisons . . | | 

ax = cos(ssin Fe)» Bx= sin (esn=), 

€n ayant soin toutefois de multiplier les seconds membres par le f a . . acteur = quand on à # = o ou 4 — q, de sorte que 

1 x 1 t . CE fo=o,. #y= > Cost, By= ssine. 

Il vient alors, en ‘écrivant Simplement J, pour J,(4), 
i ; . ce 

Jo = 3 Data, 7. 

: ï kr  . Ho = 4 > &yx COS 4 dogs — igte — Jsg-s— Jsg+a—..., 

a: 2kr ee - (f) J, — 7 Ducs gs igas — Vogue — Joy — 

: Jrg2= q D UE pes dioprs 

| Mo = D CM ak— deg op à 

‘et aussi | LL 

: I kr ‘ ° . Dos Ji. à = g Ds Digi digui Jag ni — Jagss Hess 

Lu . 347 crie j) J; => > Pa sin D À digs—diges + Jag-3— Tops + ei, prie Lu. Dessiner un 
| LI : (29 —1)kz . - LL \ PE 7 DE a dns
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Cherchons enfin une valeur approchée dela fonction. J,_,(4), 
lorsqu’ on suppose l’indice r très grand, tandis que l’entier positif ou 

négatif p est petit par rapport à »; de plus nous supposerons que l'on 
at=ne, e désignant un nombre inférieur à l'unité. En revenant aux 

notations du numéro précédent, on voit immédiatement, d’après les 

règles énoncées pour le développement d’une fonction de y suivant les 

puissances de +, que le nombre considéré J,_,(4) n’est autre chose 

que le coefficient de x? dans le développement de la fonction f= I 

Or, d'après l'étude des points singuliers de la fonction 3° de æ; est. 

développable en série de Laurent, dans la couronne circulaire com- 

prise entre les deux cercles de rayons z, et æ2 décrits de l’origine 

comme centre dans le plan qui sert à représenter la variable com- 

plexe x; le seul point singulier situé sur le cercle extérieur de, con- 
vergence est æ,, et dans le” domaine de ce point, on à : 

nf Vs) 
Donc, d’après le n° 55, la valeur asymptotique de Jacp(ne) est 

_ égale à | e | UT 

ph /r on ‘ 
-n Hi /2 r(=2)" . 

È s - (Ben)z 
z Jup(ne) = — 

ce) # -" ? Pvanrn 

a tendant vers zéro quand. ñn augmente indéfiniment. Cette formule 

. est évidemment valable aussi pour p— 0, bien que la démonstration 
nes applique pas à ce cas : on peut s’en convaincre directement sans 

difficulté. Il est aisé de voir aussi que ce résultat ne diffère pas de 

celui que donne la formule (D), lorsque e est suffisamment petit. 
On arrive facilement au mênic résultat en. observant encore 

. que Jap (ne), coefficient de JP dans le développement de la fonc- 

y + 
uone” … , CSL ég gal à à l intégrale définie 

c’ 'esta-dire que l’on a 

(t+ 2), ‘ 

| Te y) 

- I e 

7 4 _—, ? 2Er Ja VrPHt
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prise suivant le chemin B déjà défini plus haut. Il suffit d'appliquer 
la formule donnée à la fin du n° 55 pour trouver la valeur asympto- 

tique des intégrales de cette forme. La fonction désignée par © dans 
{2x1 

CE
T)
 

_ . : 1 cette formule est ici > , Ct le point (a) est y — ï' 

On peut appliquer le même procédé en supposant que le nombre : 
est supérieur à l’unité. En faisant « — séc®, 4 étant un angle aigu 
positif, il existe alors deux points (a), savoir J = e“iŸ, et l’on trouve 
pour valeur asymptotique de J,_,(ne) l'expression 

Vs [rise cu p)8 +5]. nrlangé . A 

La même méthode s'applique encore sans peine à la recherche de 
la valeur asymptotique de la fonction 

‘ ce t 
30771 

ROSE) ed 
lorsqu'on suppose la valeur de £ très grande et positive. Ici la fonc- 

. 30-21) . . Lion © cst €” ; il ÿ a deux points (a), d'affixes  £, et la valeur 
asymptotique cherchée est 

JR fe er = 
ZSsnmn(i—n- — }e VE ( +3) 

Ce résultat peut être complété de la façon suivante. En différentiant la relation (c') | | 
23, (8) = Tnmi(t)—Juu(e, 

et faisant usage de cette relation même ainsi que de la formule (c), : 9n voit que la fonction J, (+) vérifie l'équation différentielle 
dj, 1 dJ, n?\ tit (- )r=, 

que l’on peut remplacer par. 

dz LA 
de + x S =0, 

en faisant . ‘ 

‘ 10) 7. ".
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Or, l'intégrale générale de cette dernière équation peut sé déve- 
lopper formellement en série semi-convergente analogue : à la série 
bien connue de Stirling : supposons en effet 

. B | x 7 
3= (a+ +a ta te)sm(e +). 

BC D’ ‘ nT ox 
+ (ae T4 Re D) eo(e 4 7), 

À, À’ étant des constantes. arbitraires, et B, C, …, B', C', … des 

coefficients constants; on trouve immédiatement 

œ I | 1 
T
S
 

3 ”
 

. 

| E
S
 

N
u
 

& Il 

u
e
 

3 [2
 | 

=
.
 

Il | 1œ
 

T
T
 

= ©
 | 

I
S
 

S
r
 

Q Il 
e
l
Q
 

s
i
t
 

v
1
>
 

T
T
 

& w
 

…. 
| 

U
S
,
 

mi
o 

i
m
 

—
 

°C æ ‘ 

D=—T(n-#), D 

L
T
 

V = ni
 

D'après le résultat obtenu directement ci-dessus, on aura donc le 

développement asymptotique de J,(4) en faisant A1, À'—0, 
d'où 

J,(4) = VE se). D, 

  

  

[0260 6-26-16-26-#) 

ane EEE. 
On peut démontrer que pour chacune des séries divergentes qui 

figurent dans cette formule, l’érreur commise est inférieure au pre- 
mier terme négligé, et de même signe. 
: Pour utiliser les fonctions J, (4), “l faut savoir les calculer, avec une 

précision déterminée, pour une valeur donnée de ‘#, et pour toutes 
les valeurs o, 1, 2, .. de l'indice ». Voici la marche que l’on peut 
suivre pour résoudre celte question, en évitant tout risque d’une 
perte de précision, si l’on ne dispose pas de tables appropriées. 
- On déterminera d’abord la plus grande valeur utile de 7, c’est-
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à-dire le plus petit nombre N tel que Jx,,(4) soit négligeable au degré 
d'approximation requis. On s’aidera à cet effet des formules (b) ou (g), 
la première étant suffisante lorsque t n’est pas très grand, ce qui est 
le cas de beaucoup le plus fréquent. - . 

La limite N'étant connue, on calculcra successivement, par loga- 
rithmes, en ayant soin de ne pas prendre plus de chiffres qu’il n’est 
nécessaire, les rapports Kss AS Kiss ou plutôt leurs inverses, par 
la formule (d), en faisant d’abord 4,,,=— 0. Ce calcul, extrémement 
simple et rapide, sera poursuivi jusqu’à la détermination de 4, si 
lonat<i;il ne restera plus: qu’à chercher directement la valeur de 
J,(£) par la série (a), et l’on en déduira successivement, en abrégeant 
l'écriture comme.ci-dessus, 

Ji= A5, . Je = LED FFE Ja= ksda, …..) Jx = ESS. 

Comme vérification, on Pourra constater que l’on'a 

.1=Jo+ 2J;+2);+o3+..., 

ainsi que le montre la première équation (e). ‘ ” Si £ dépasse l'unité, on déterminera le plus petit entier g supérieur 
t—1 

  

. N * , ‘ à T ELau moins égal à > Ct l’on arrëtera le calcul des rapports 4; 
À Æsgys 5 puis on cherchera les nombres ax, Bx qui correspondent à 
cette valeur de q. Dans ces conditions, la dernière des formules (f) , o , +. donne d abord £xactement, au degré de précision demandé, 

: . | De EN Cite, ,. .. 2q ct l’on en déduit ou. : 

Bons kigeidig ges Higadiqu, ce Je Isa 
Les autres formules (f) et les formules (f') donnent enfin 

Jo, ds, J,, …. J29-2 k et Ji, Ja, Je, Less Jogure 

On peut vérifier, et même abréger partiellement les calculs, en fai- Sant usage de la relation (c), mais de façon à éviter toute perte de précision. On peut aussi s’aider des développements: asymptotiques donnés ci-dessus. | 
| | 

Exemples: — 1° On donne t=1, et l’on demande l’approximation
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de la sixième décimale, de sorte qu’il convient de conserver la 
septième, afin d'éviter toute accumulation d’erreurs. 

On peut prendre N=8, et l’on trouve sans peine 

. Jo=0,7651977, - Ja=0,0195633,  J6— 0,0000209, 

Ji, = 0,4400507, J,=0,002{566, . J;— 0,0000015, -. | 

J2=0,1149035, J5—0,0002498, Je = 0,0000001. Lui 
> E 

2° On donne 1 — 6, et l’on demande approximation de la cin- 
quième décimale. 

On doit prendre par suite N —:16, q= = 3;.ct l'on trouve, par les 
calculs les plus simples, : 

Jo 0,150645,  J6 —0,245837, .Ji2— 0,000545, 

Ji=—o,2;6684,  J: = 0,129587, : Jis= 0,000133, ” 

| Jo=—o,249853,  Js — 0,056532, J1, = 0,000030, 

J3= o,114768, | Jo —=0,021165, Ji5= 0,000006, 

J,= 0,357642, | Jio= 0006964. J6—=0,000001. 

Js= 0,362087, J15— 0,002048, | ‘ 

S1. En nous plaçant maintenant au point de vue analylique, pro- Pa P juque, p 
‘posons-nous d’abord l’étude des développements suivant les puis- 
sances de +, y ou 5, de la fonction très générale 

= (Z JPysate (2 ) feos(pue + rue) + nf + re) 

sous la forme 

° | | = 2er = Voyeur 7 ‘ 

Les exposants 9) 8, y sont quelconques ; mais la sonime B+y doit 

être entière, afin que la fonction f admette la période 27 par rapport 

- à l’une quelconque des variables” g, u, w,et que la possibilité des 

‘développements soit ainsi assurée. 
On a 

f= we yB#T(u —0y}8-T(i— 0-1) 

æu'-pañ+Y(r te 02)-6-8 (1 021) -6 + 

Si donc on fait | 

Gr 07 = Y KE Ty",
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on a directement | 

D—Y; ‘ -3— 1 TE »—h+$ ° ban PRET, eue (—i ro PKnfgèr , 

D'autre part, D, est encore égal au cocfficient de z" dans le déve- 
loppement suivant les’ puissances de 3 de la fonction analogue 

‘17 ONE et de même c, est le coefficient de 3" dans le développe- . na \y + 
e. ° . «a 4 

ment suivant les puissances de y de ñ= (£) f. On a donc encore 

n—$—y 

Cn = NwP-1 Ke_ÿt, P AE, 

be nr En nriens, 

Si l'on désigne par » un entier quelconque, et si l’on fait, quel que 
Soil p, suivant que m est positif, nul ou négatif, 

ce PDP) (PMEN, Goes Co, 
102.3... 

on a évidemment - 

KET= (ip Ÿ 0mnt Cyr, 
— 

‘ la sommation s'étendant à tous les indices m', m° non négatifs dont 
la différence m'°— m" est égale à n. | 

Les coefficients KP, comme ceux que nous allons introduire ci- 
‘dessous, sont, à un facteur près, des séries hypergéométriques, ct 
peuvent être étudiées de ce point de vue; cn particulier, on démontre 
ainsi immédiatement l’équivalence des deux formes trouvées plus 
haut'pour b, ou Cn, C'est-à-dire en somme Ja formule 

gt 
Kgr= (ay (2)? Rp ng 

où l’on peut remplacer 1 par 1 — 02, . .w À: 
7 Sans insister sur ce point, observons que cés coefficients se pré-" sentent comme des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de même parité de 0, commençant par un terme en 0!"!; on peut donc décrire de la même façon les coefficients b, et Cr, en substituant RL x . « - . si l’on veute à 0, etilen est de même pour tous les cocffcients ana- logues dans ce qui suit, 

. rp, ° . « - ‘ 7 “ & 
Le coefficient KF7 se réduit à un polÿnome dès que l’un des
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nombres p, q est un entier positif ou nul; s’il en ëst ainsi de p, on 

a K= 0 pour nr > p, et K#7— (— (0)? pour » —p; et s’il en est 
ainsi de g, on a K%7=o pour -n<—g, et K#”’—(—0)1 pour 
n=— q. Il en résulte que, dans bien des cas, les coefficients by, Ca 

peuvent s’exprimer sous forme finie. 
La valeur asymptotique des coefficients K?, et par suite D, et cu, 

lorsque x devicnt très grand en valeur absolue, est facile à déterminer 
par la règle du n° 53; il suffit de considérer-le cas de n positif, 

‘puisque l'on à K#7—K7/. La fonction (1—0y}P(1—0y-1)9 est 
développable comme nous le supposons pour les valeurs de y dont le 

module est compris entre À et 2; la valeur asymptotique cherchée est 

alors, si p n’est pas un entier positif ou nul, 

On(r— O2rn-P-1 
T(—2) ’ 

ë pour p——1, on à ainsi la valeur exacte de K° 7, soit Ge(1— 62,9, 

d’après les observations précédentes. ‘ 
Quand on suppose ÿ—o ou $—o, on peut trouver d’autres 

“expressions pour les coefficients &, ou c,; on ne diminue d’ailleurs 

pas la généralité en supposant simultanément 8 —+— 0, puisque le 
développement de f suivant les puissances de 7° du 5 résulte immé- 

Fou diatement de celui de ou . 
JB 5 

Prenant donc simplement 
r\e 

1=(2) 3. 

on peut écrire 

Faisant alors 7. | 
. € à P = , " 

[-ic+r| => Hey, 

on a - - 
bu= His  Cn=(—r)"n6H;; 

de plus, évidemment, en supposant ñ positif ou nul, on a 

n+2n " 
: HP = He,= erY (£) Cri Coms
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: 
la sommation s'étendant à toutes les valeurs entières non néga- 
tives de m. Ce développement est fini dès que p est un entier positif 

Le eds ne , e\r ou nul, et dans ce cas il se réduit à zéro pour 7 > p, à (- :) pour 

n = p. 

En comparant aux résultats précédents, on à 

© H£= wrKE?, 

de sorte que, dans le cas particulier den —0, 

HE = mp4 HP ; 

et par suite, le coefficient IL? peut toujours se développer sous forme 
finie dès que p est un entier quelconque: 
Pour p ——1, on a encore 

Or=nHxt, 

-égalité qui conduit à des résultats intéressants : en y remplaçant 
. - 0 d . > PU d’abord n par 6 et imtégrant, il vient en eflet 

gr y n Ce e\Aa+im | 

n+am "rm\s) . 0 

développement valable évidemment pour toute valeur de nr, et que 
donne aussi la formule de Lagrange appliquée à l'équation 

  

. £ ne. 

0 — 3 +0); 

d'autre part, on a pour n = 0 : 

7 £ \2n 

nt Ÿ Ci () 2. 

ce qui estun cas particulier de la formule générale évidente 

= +Ÿ (rpm n(n—2)(n—4)...(n— 2m + 2) mn (5) 
. 2 1 

1.3.5.,,.(2m—1) . 2m 

valable quel que soit », et d’où résulte par exemple 

A=— > mr)" ms . 3C}, € 2m uen. 
2m— 1 \2/. | (2m—i1)(am—3)\3 ? ° 

Pour développer maintenant la fonction f suivant les puissances
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de +, on sait que Ie coefficient «, est égal au cocfficient de y” dans le 
développement suivant les puissances de 7 de la fonction : 

r\e+i £ 1) 
(2) JBSeT 7777, 

«a 

Donc le cocflicient &, est égal au coefficient b; déterminé ci-dessus, 
à la condition de remplacer ppar g +1; ct, en général, sous la même 

condition, on a . 
Qt 

an= D bn Jnr(ne), . 

en étendant la sommation à toutes les valeurs positives ou non de x’ 
et x" dont la somme est x. 

On sait aussi que si l’on a D, b,7", on peut écrire, pour À 4 nm)" 
non nul, . ‘ 

+ b!,. 

dans les mêmes conditions. | | 

La valeur asÿmptotique du coefficient &, pour les grandes valeurs 
de n est encore facile à à trouver; il suffit d’ailleurs de considérer les 
valeurs positives de »#,car on passe de a, à a_,en changeant le signe 
de Bet y. La fonction f est développable comme nous le supposons 
pour les valeurs de + dont le module est compris entre les nombres x, 

‘et æ2 déterminés au n° 79, de sorte que la valeur cherchée résulte 

de la considération du point singulier d’affixe x, — 3e" situé sur le 

are extérieur de convergence. Dans le domaine de ce point, on a, 

d'après ce-que nous avons vu plus haut, ° 

= wP0-B-T(1— 62 )e+r () ‘ (- =) °, 
A7. T1 . 

et par suite, la valeur asymptolique de an est 

| | a — 
uvin-#-vaetr(2) F enn 7, 
_ n/ Fr (= = e) 

—1 

2 

  si da moins Ê=T n’est pas un entier positif ou nul; dans Le cas con- 
2 

traire, il faudrait, pour arriver au résultat, aller plus loin dans le 

développement de fautour du point singulier Ti.
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Les coefficients a, n’ont des expressions simples que dans quelques 
cas particuliers, que l’on peut résumer de la façon suivante, 

L'application des règles énoncées ci-dessus donne d’abord immé- 
diatement 

78 =Ù Ja-g(ne)zr, 

, 
FB—= a+ É sn gGre)ær, 

. , 
le signe > indiquant que la valeur » — 0 est exclue de la somma- 
tion; le terme constant &s dans la seconde formule est égal à : 
pour 8 = 0, à — : pour B= + 1, à o dans les autres cas. Au surplus, 
ces deux formules sont équivalentes, puisque l’on «a 

Dey==y. \ 

On en déduit, par les relations (c) et (c') du numéro précédent, 
a I ’ _ = = n = cosu = = > AODEZLR 

a... c'., j'sinu= > Je(ne)æa, . 
Ur 

E , W'Ju(ne COSU = — = + has), 
2 ni a 

- ne . . I J,(ne isinu— À > Ge), . € n 

Il est facile alors d’en conclure d’autres développements, en se servant des formules du mouvement elliptique. On à d’abord 

€? =" J’ 
. TT osu=r+— —eÿ JG) 

2 n 

8l
s 

2 - , Eu — g) = ei sin x — > Jane). -., 
La Puis, comme on a ‘ | ‘ 

r o a De (7) = —eisinu—, a r ct, par suite, | 
r? … 

‘ De (à) S—2eisinu,
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il vient - 

r? 3e?: TJn(ne 
S=i+ 2 JE) on 
a? 2 n? 

le coefficient constant du second membre étant H$; on en déduit la 
relation 

a 1 p2 z _ = DE (2) + Fr =. 

bien facile à vérifier directement. Le 

On a encore 

_ X r " 3e "Jane 
- D = 2 coswe cosu—em— D DUR Ce) )r 

a a : 

tY r lJa(ne 
— = —isinws= nésinu = 2 Ge) )» 
«a a 

el aussi 
a a 

COSW = COSU—E =— + ES J n(ne)æ”, 

‘ t . &æ ' 
isinw=mn-éisinu=n > Jntne)æ?; 

a X a? X <' 
7 = = 7 c0osw= D?: = = > nJ,(ns)æt, 

ai iY a!,. iY ’ 
3 a =isinws D2?: —)= 1 > nJi(ns)æt. 
r su . . 

On aurait de même, mais sous une forme moins simple, 

  

a Fin? - 2J/(ne) 
7 Cos2u = > [ 2 Jh(ne) — ne x, 

a .. 2]; AUDE 2Jn(ne)], . D 

T'n2t => [ere ra | 

ne? 

tsinau -> pren 2G EN) j, (ne) — ne 2" 
ne? 

cos2u =Y [re saine) _ â tn) ] on 

ct l’on en déduirait sans peine les développements des fonctions 
dépendant de l’angle 2u, telles que cos (sv — u) ou sin(wv — u); ct 

ainsi de suite. 

82. On peut déterminer le développement analytique d’une fonc- 

tion f suivant les puissances de x d’une autre façon, quand on fait
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l'hypothèse encore très générale que cette fonction est développable suivant les puissances entières et positives -des deux quantités 

sous la forme : | 
‘ _ \ “fs = 

J=Y Bug} T IE 

T1.eL g2 étant des entiers non négatifs. Li _ : D’après la nature déjà reconnue des coefficients Gr; On peut alors écrire aussi ‘ 
‘ 

en faisant 

_ n LP = D api: a at, 

=is, = y 1= - Le = — >? 2 2 4 

et désignant par Pi et'p2: des entiers non négatifs ; et l'on a 

| An =Ÿ papa (y ° 2/. - 
la sommation s'étendant à toutes les valeurs de p, et P2 dont la différence p:— pyestn.  .. re : | Or as est le coefficient de ÿ* dans le développement suivant les puissances de y de ue Fo 

a ? : | — 
il en résulte visiblement que &,,,,, n’est autre chose que le coefficient de y": y: dans le développement suivant les puissances de Jr et Ja de la fonction 

: —— Ci r)f eri-ntr,-s), 
En écrivant etrr-m) O9 ‘sous la forme etr-rn se e”{i-mirs, Je cocfficient de 3498 dans le produit JT y elPi-ps) ir) est 

(— 1)Pr-9 (ps TT Pa )PrtPa-qi-9s | 

(P1— gi)! (Pa g2)? . 

en désignant par p! la factorielle 1 .2.3.. .p lorsque P est un'enticr positif, ct'en faisant pl =; quand » est nul, P'=< quand pestun entier négatif, ° 
Par suite il vicnt, après réduction, .L : ° =. -n (= 2) (pi p Detre=nqr | | 

ire 2, bag —1)r-1 : ; 
Ps 2 fus . (Pig) (pa giht =



* DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES RELATIFS AU MOUVEMENT KÉPLÉRIEN ELLIPTIQUE. 3533 

et si l’on suppose p; = p2= p, on a simplement. 

Ah, p= by, PT PA p-1— bh-1P. 

On arrive immédiatement à à la même expression de App, ER rEmar- 

quant que l’on a . 

D,B7R)= (gi g2:)3T 7, 

et que &,,,», est le coefficient de.y#: 72: dans le développement de 

—1_p etPi=Pal Oh, PP vf 

Si l’on peut écrire d’une façon simple 

sf=> TT 

= ea reter Ap,, Pa =Y Lg C 1)? _q Ci qi)! (p:—q2)!? 

1 

hp =b PP° 

on à encore 

Détaillant le calcul pour les cas les plus simplés (pi+ pr 4), à 
vient, en se bornant au cas où l’ ona Pi > Pa, puisque rien ne change 

quand on permute p, et p, En même temps que 7r et ga: - 

dio= bio = bio + b,0 

. I ‘ 

= — bio —. 20», — 7001 + Bai 

I - EE, : 
=— 0,0 — D ,0 — ro + bout di din 

27 { 

A3,0 = bio + Dao = 206,0 + 2 0,6 + big, 

2 
asi=— 2 Lio — Ab, TS, 3 bo + Las + bas 

= Fo 405,0 — 403,0 07 Tr 2bs, o + uit, tabs, 1» 

aso = S Dro+ 2 Do + Ds,o . . 

= Door Mist 305+ Doi 

ao = So o +. 4e + 3Ds,0 +. bo 

Lo + Po + 804.0 + 408,0 + Of. -
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Appliquant d'abord ceci à la fonction DR 
Le Fe CERN r 
ce 

| F= log = log(i—71— 72), , ST . < | 
ona | C7 

Don = — -CTi+Fs 2 E Fute To) Lo uen | Dit A 

et l’on trouve immédiatement 
NUE 7e et 

loe Z ° I , LH 087 — … 12 + 5 Titi +... 

To Cite) LE (atert airt) +.. 

(ri+ 3) + +R laiaitart)e. 

3 
2 

I — P(ai+ai)+.. 

“I 

— L(&t +ri)+.., 

Cherchons ensuite de la même façon le développement de 

E(w— 9) = log , 
z? 

c’est-à-dire de ]’ équation du centre. 
On a 

- 5 a? D> (082) Ni, 

et par suite, tout revient au développement de la fonction 

f=n- 
dont on laissera de côté le terme Constant, d’ailleurs égal à 1. On - À ICI 

° 

= = _ y yat , 2212)" | 
Fr = LH Fa el comme 

  

        257
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il vient 

C C7 cj LACRE EE 
_ ph =— 

. 29! 
d’où 

# 
RES PR L bio = 1, Bot, ho =, bo =t, . ; 

7 T2 bio, . L 11 12, Ds =0, 5 

et, en n’oubliant pas que : 

De(zf' ax) = (P1— pa) ch æ, 

on a tout de suite ‘ L 

i(w—g)=log= (aim) - (atm—mat) +... 
5 (y? 2 enr 23 + 3 Gi ai)— (airs are) +... 

13 
+ + Gi at)+. . 

103 
+ —(ri— rh) +. . 12 
Hesse reresssssee 

T Le développement de (£ — 1)", q étantun entier "posilif, est encore 

immédiat, puisque, pour cette fonction, on à 

( 

bn = ic, 

. la somme g; + g2 étant nécessairement égale à q. 
Des dév cloppements que nous venons de calculer, il convient de: 

rapprocher les suivants, qui résultent immédiatement des formules 
du n° 79 : - Lo 

Q 07 
= — —_—_— — — —— — L hi =— (+ 5 +7 em Ù (y yrt) 

. 1 
. Ld : < 

| NS Q# 
=— D” mr) (5 D sn = — logu"+ > ( 1) ( + ) 

- 1 

(rte) (hate) Sense 
- À o- 

ANDOYER . : - . “
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E(sw— u) = lo 1 0m _! — dl 0" eh ph RO) = À se (a 00) PE
) il 

L
a
:
 

8 

T
S
 & | 

ds
 

u
r
 Il _ © Il 

SF
R 

S
l
t
 

ë 1) — 'é_yyn i n(gn sn = —y D Ÿ LP On (an 307), 
1 

LE
 

ë(w—g)=]lo I = Tor JT") ü2
 

S
u
 

NI
 

“
A
:
 

Ce (a+ +) dnçan— a), 

Dans cette dernière formule, le coefficient de 3— 371 se réduit 
0? à #, tandis que le cocfficient total de y — 771 est « ( + =) . 

83. Nous aurons besoin spécialement dans la suite du développe- 
ment de la fonction 

, Tr\P/s\s 

Xe = (2) (2) «a FA 

Suivant les puissances de æ, où plutôt, comme ci- dessus, suivant les puissances de x, et æ2, sous la forme 

X2,5 =Ÿ XF De chxhe, 

Les coefficients XF «p ne se calculent pas directement d’une facon simple, et il convient d’avoir recours, pour Îeur détermination, à une formule de récurrence. Pour trouver une telle formule qui soit en même temps simple et avantageuse au point de vue du calcul, on peul procéder de la façon Suivante, entre beaucoup d’autres. 
Considérons À et , . 

a ZT 

et de +. On a d’abord 

D,Xe5 = xe[ en, (: FE, OI 

A Convenant loujours que D: f représente e Ÿ 
Or, d’après le n° 23, on a | 

ainsi que z4 et Ze, comme des fonctions de 

  

dæ sin æ gg : 7 Cosw, = n° (+8 sh
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‘ [ ° Œ y et par suite, d’après la valeur 1+ e cos de 1? 7? il vient 

a r 1 Je? e2 
Di] =—-— {1 + ecosw + —cos2w), 
r a An? \2 - 2 

æ 3 ê e? . 
—De(-)= —(2esine + —sin2w }, 
3 æ FE 2 . 

de sorte que 

(a) r2D.Xe7 
e 

, &° 4 e? . 2... = x | PA Pecosw +ascisinw—pÉcosrw+e sine], 
2 ‘ .2 2 

De même, on a 

  

) =) (= 
a) _# dtw a? 

0g- T7 0g =) 

et par suite 

a 7° Î . e2 
Del) =——{esinsw+ — sin2w), 
, a 1. > 

_æ 3\ 1 2 "et 
Def) =-1+ {14 — +02 cosw+—cos2w), 
3 æ LL 2 2. 

d'où 

(&) n(DeXET+ eXP6) 
J e? . e? et... 

= XP,9 PPNR RENTRER eat agen : 

En ajoutant membre à membre les équations (a) et (b), il vient, en 
remplaçant n? par 1 — 4xix2 dans (a), 

n(DaeXPS + GXPT) + (1— rire) D: XP 

e . 52 
= XF,5 [+ s)= + (25—0)e3+(s— P)— =] ; 

, qe e? ___. 
c’est-à-dire encore, en remplaçant Z Par 2&iæ, €3 par 2%,2, 

227 

3? par 2x? z=° 

n
e
 

De XP + XP) + (1— Gris) D XP 

= fo+o(s—e)æimr] NP + 2(20 6) NÉE Lao — p)xt XP +2,
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Si maintenant on observe que 

Def= Daf—Def Dif= Da f-+ Dj, 
“el ‘que 

ES 3C?, pop 
DE 3)%1 Fi 

L
e
 

= éme) 

= l—Griri+ 6r?x? + 438 +6æir +... 

P équation précédente, divisée par 2, donne finalement, en égalant les 
coefficients de zhxPs dans les deux membres, 

+2 2 Sér =(260— Xp (6 —p)NRCEE, 
+ Gripit ep Hxf, ps=1 

3C?, x 27 D 
2 

el l’on à de même 

dd PTT PS2 PaXops= — (20 + XP (0 + Xp 
TS Pet és 6 +) XÉS, Pa—i 

_3C£, Fr Te 
: 

7 PT 
Xp, Papa ? 

Comme on le voit en .retranchant les équations que nous avons ajoutées, ou plus simplement encore, en observant que 

p,S 6 

Xp p= Pupi- - € 

Ces formules ne diffèrent pas de celles données par M. IL. v. Zeipel 
pour le même objet : en les ajoutant, on fait disparaître la somme > 
qui figure dans les seconds membres, mais sans grand avantage Pre tique. 

En partant de la valeur évidente X$6— 1, on.en déduit successive-
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ment, en se bornant d’après ce qui précède au cas où l’on « pi2> Pa : 

xe Q=— p +29 

EG = PE —e(as+i) act do, 

Xe pt+g— 4e 

= te (ot S) (res à +2) +f 954 5o+ — 0, 

XPS 

2 3 24 

| 55 
— p (és+ 892+ TS+ 2) + os+ 5954 2 218 

. : . 
qe Pi (2 1) 2/51 8 #7 su Ês = —P(so+1)+p 5 | +p +86 17 s+— 

6 3 

— gei— 10 Re 0, 

,6 $ 3 1 : - ° 
XP = ee 29? ï +£ todo, 

On peut encore se poser le problème analogue, qui consiste à cher- 
cher le développement de la fonction 

ve (() a : ÿ 

suivant les puissances de 1 ou plutôt suivant celles de 4 et Jr, Sous 

la forme 

Ye = =Y VE 7; 

ou bien encore, suivant les puissances des deux nouvelles variables, 

équivalentes 4 
| u= 0, ni=0yt, 

sous la forme 

eZ vs a 0 HE 

Commençons par ces derniers développements, qui sont les plus 
.
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simples. En observant que w—(1-+ 02), on a 

VRP (1 nine) (1 — 1 )P- 01 — na) +0, 
ct par suite 

Van = in cr 7 ca, 
-cn étendant la sommation aux valeurs 7 —=0,1,2,3, ..., En différentiant l'expression de 8 par rapport à 1, on a 

Tite 
D;, Ye = ver[ eue 

. LH ine 

  

+6 |, 

ct l’on en déduit immédiatement, après avoir chassé les dénomi- nateurs, NX 

DVET, = (gi+o—p—r)Y Fe, Ts 

—(gi+p—1) Va qu=t 
- +(gito—o) y 12, qu) et l’on à de même : - me 

qYRT = (gr—s—p-1n x. 

—(gi+p—i) R, gi 
+ (g2—5—) ve, qi? 

Partant de la valeur YF 1,0on a ainsi, dans.les mêmes condi- tions que précédemment, 
‘ 

PC 
Yo = S—£;, 

7 I NU Yh5 = 3 (—e)(o—p+n,. 
YPE = a? P?— "0, 

y I VUS Ge) +) (ep n), 
0,0 1 

. YÉT=— 5 G—e)(— 43e) 
st LE ° 

‘ YPE = AP) +) (a p+)(s—p +3) 
VRP … Li LL: M g(s P)CG—p +1) (a pt oo 50) 
VS 

22 . n LR + 62) (69 5) + opte ae),
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1 est facile maintenant de revenir aux coefficients ve 2al suffit CITE | 
de se servir des relations 

ÿ fi 3 le 
LE — > BR ——) 

1 nine + Tige 

pour avoir immédiatement la formule 

, 1 255 2 ,T D 
vk ht = VE + Coguqs Viet, quete Orgues Yqu=e, qua tes es 

qui permettra le calcul des coefficients Yo a successifs. 

En n'écrivant que Les coefficients ve 4 qui différent des Y 

ainsi 

du q on 

MA VE VER, 
T 

ee 
1 Yht +2YPr, 

VE YPT Haye, 

Si enfin, dans le même ordre d’idées, on voulait avoir le dévelop- 
r\p ° x . - 

pement de (2) suivant les puissances de 5, ou plutôt suivant les 

puissances entières et positives de 

sous la forme 

il suffirait de ‘partir de la formule 

{r\e ° “ | | 
(2) =(i—-4n2)(+si+ 2), 

pour avoir ' . | : 
Ze =YŸ (— y Cÿ CHSCT 

pa Sara Sys3—2 

en étendant la sommation aux valeurs s—0, 1,2, 3, .... 
Différentiant par rapport à 5, on a - 

et par suite | .- 
78+1 

si LASER = 4(s1— E— 1) Z£,_, sa—1— P 2FE 4, Sa5° 

de plus, ici, on peut permuter les indices s, et s2 sans rien changer.
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- Partant de Z$,,—1,0n a, toujours dans les mêmes conditions, 

Z?,o = — 3: 

J 

LE 0 = 5 p(e +1), 

Zi = p(e—3), | 
Ï 

Ho =— gPP+N(GEH2) 

Bu Ê (6e, 
€ . : 

Lo pete +)(p+2)(6+8) 
: | 

Lam  get+i)(e—1)(—6), 

Li, = £ (eS—108?+ 270 — 26), | 

, 

81. Les développements que nous avoris envisagés dans lout ce qui 

précède, ordonnés suivant les puissances positives el négatives 

de æ, y, ou-5, sont toujours convergents dans les conditions où nous 

nous sommes placés. Mais leur convergence pratique dépend de la 

petitesse de « : on. est obligé de les limiter aux termes qui nc dépas- 

sent pas un certain ordre par rapportàäe, c’est-à-dire, en fait, de les 

ordonner suivant les puissances croissantes de e. ]1 est aisé d'obtenir 

ce résultat, surtout quand on part des développements des deux para- 

graphes précédents, tels que f=Y Apps Th TR Si l’on ordonne 

cette fonction suivant les puissances entières et positives de D le 

cocfficient de (2) est la somme limitée Ÿ apps LP, étendue à 

toutes les valeurs p, et p: dont la somme est p. ” 
Il est manifeste qu’en restant toujours dans les mêmes conditions, 

les développements analogues procédant suivant les puissances de 7° 
ou de 3 restent convergents quand on les ordonne ainsi suivant les 
puissances de £, ou encorc de 0, lorsque ces quantités sont inférieures 

à l'unité, comme nous le supposons essentiellement. Mais il n’en est 
pas de même des développements ordonnés suivant les puissances 
de x, et pour trouver les conditions de leur convergence, il faut 
évidemment, pour les mêmes raisons qu’au n° 31, étudier les singu-
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larités de la fonction w, définie par l'équation de Képler 

u—esinu = g, 

mais regardée cette fois comme fonction de la variable «. e, tandis 
que g est un paramètre réel, que l’on peut se contenter de faire 
varier entre — 7 et +7; ils’agit d’ailleurs uniquement de la branche 
de fonction & qui est finic et égale à g poure—o. 

Ces singularités et les valeurs correspondantes de « sont détermi-" 
nées par équation précédente jointe à celle que l'on obtient en éga- 
lant à zéro la dérivée partielle du premier membre par rapport à u, soit 

  

- l— EcOsu, 

ou encore par le système équivalent - 

E = sécu. 
+ 

Ces équations admettent une infinité de solutions réelles, mais qui 
sont sans intérêt pour nous, puisque la valeur absolue de = est alors 
supérieure à l'unité. Cherchons donc leurs racines s imaginaires, ct 
faisons à cet effet 

u — tangu =#, 

u=g+r+is, Ee=Ë+iEn, . 

8 et n n'étant pas nuls. | : . 
On a d’abord . : Lo 

. tif =tang(g+a+if), 

ou bien . .. 7 ‘ 

e—28+2ig+a) — IF Hi. 
1+f$f—ix 

ou 
égalant les modules des deux membres, il vient 

ep Ce 
G+ py+ a? 

c 'est-à-dire, en introduisant les fonctions hy perboliques, 

- at= 26 coth2 8 — tr, 

-® =(B—thB)(coth£ — $); 

égalant de mème Ies arguments, on à ensuite 

2€ (2) . °  tanga(g +2) = ap
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en ajoutant pour préciser que sin2(g + a) cl cos2(g +) sont 
respectivement des mêmes signes que & et 1 — 2? — B?. 

Telles sont les équations réelles qui déterminent # et £ en fonction 
de g; mais il est préférable de choisir B comme paramètre. En sup- 

- posant pour un instant 8 > 0, on sait que l’on aB>1th8, « que 
coth f décroit constamment quand @ augmente; par suite, il résulte 
de l'équation (1) que la variable B ne peut prendre que les valeurs 
comprises entre — fi, etB,, en désignant par 8, le nombre positif 
unique tel que | 

° Fo cothf, 

soit Po, — 1,200, à moins d’un demi-millième près par excès. 
À chaque valeur admissible de B correspondent deux valeurs de # 

égales et de signes contraires; et à chaque couple (a, £) correspon- 
dent deux valeurs de g, dont la différence est x, et qui changent de 
signe avec &, tandis qu’elles ne changent pas avec le signe de 8. En Particulier, pour B=— 0, on a #0, S—O et g—r (ou —7); 

1
 pour $f—8,,ona = O0, 9 —=+E 

& 

IL suffit, pour aller plus loin, de supposer » ct 8 positifs simulta- 
nément. On a d’abord - 

dz 
278 = $+coth26 — 26 coth? 28, 

et, par suite, la quantité & commence à augmenter avec 8 pour dimi- nuer ensuile, en passant par un mâximum pour la valeur &, telle que l’on ait 

Bi coth2f; 
_ 1 2coth?26, 1? 

} LE es A . # / . : 
que l’on vérific aisément être unique, et égale à o,8 environ. La relation précédente s'écrit encore 

EE) L ip coth2£ (eaues- #) 
et montre ainsi que la quantité 8?— 4? est croissante avec B, et par suite toujours positive. ° 

On voit aussi facilement. que la quantité a? f? est de même toujours croissante, ° 
|
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En différentiant l'équation & — tangu = g, on a maintenant 

. dg =— tang’u du, 
ou / 

. mn dg 
dg+du+id = —2—; 

- (a+if} 

c’est-à-dire, en séparant les quantités réelles et imaginaires, 

g+s) | 62 — a? dg _(e2+ 82} 

ds UCEFEN dé 226 

De toutes ces remarques, il résulte immédiatement que, 8 variant 

de o à fo, les angles gctg + croïssent constamment depuis o 
, 5 . : LL: 's Fr 
jusqu’à =; ou bien depuis — r jusqu'à — ©. 

Inversement, on peut donc dire d’une façon générale que l'équation 

u — tangu = g admet deux racines imaginaires conjuguées et deux 
seulement : : ces racines sont les mêmes, à + près, pour deux valeurs 
de différant de +, et changent de signe en même temps que g; 

l'angle g variant de o à 5 la valeur absolue de $ augmente de o à f, 

et le nombre « est positif. 
Déterminons actuellement la valeur de &. On a d’abord : 

= sécu = 1+ tangu =1+(a+ ip} = 1+a—f2+oixs, 

et par suite, en prenant les modules, 

el =(+ae— Ge} + gap? 

Gare pe 
= 4 f?(coth?28 — 1) 

c’est-à-dire . 
- _ _2B. 

ls? sh26? 
  

cette valeur décroît constamment quand 8 varie de o à B,, comme le 
montre immédiatement le’ développement en série de sh26; pour 
B = fo; il reste 

  (l lle 3e _ Ein 

d’après la définition même de £,.



396 CHAPITRE XII. 

= 

D'autre part, on : 

ns = 2 = cosu = Cos(& + a)chf— Esin(g + x) sh3, 

ct, par suite, 

. B … E= LÀ cos(g + a), NS ang sin(g + 2). shf 

| . 7 » 
En supposant donc & compris entre o eL 5? ct B> 0, $ et a sont 

toujours positifs, d’après ce qui précède. Cherchons leurs dérivées - Par rapport à ÿ : la relation & = sécu donne, en s'aidant de ce que nous avons déjà vu, | 

- € 

  

de = etangu du = — —— dy . 
8 tangu “8” c’est-à-dire - - 

° d . d ESA de —+ t aa = — 275. | dg dg a +ip 
d’où | | : | J £ RE Ho _ tn, dn GE on dg a+ ft dg 7 a+ £? 

On voit ainsi d’abord que la-dérivée À étant toujours négative, - . S + 
£ : a . 5 . , . « . 7 
$ décroît constamment depuis 1 Jusqu'à o, quand g varie deoà=- A a 

ee . 
' 

De MEME, n croît constamment depuis o Jusqu'à, Bo = =) Car à chBs s<h% 

  

dérivée ne Peut s’annuler : la condition = 0 revient, en eflet, 
« 

: 7 
a S 

‘ 

: ËÊ a 3— 72 a? — Be - . ° DR ue . 

in = ou = TE €t est impossible à vérifier, puisque, d'après la valeur ci-dessus de 3,ona 
+ 

. 
© 

e 

Ê—nertar pe En = 28, 
Pour g infiniment Petit, on à directement 

— 

V'98?, 

& 

T
S
 

13 VE — - - TUE RÊVE pale ue 

t
e
 

si l'on voit ainsi que le licu S*0métrique du point singulier d’affixe:, 
ans le plan qui sét à représenter cette variable complexe, : est, 

comme l’a montré M. C.-L. Charlier, 1 a courbe C représentée par la
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figure 6; quand g varie de o à =, le point (e) décrit les ares AB 
2 . 

et AB, symétriquement; il en est de même si g change de signe; 
et quand.g augmente de 7, ces arcs sont remplacés par Jeurs 
symétriques par rapport à l’axe On. Les sommets B et B' situés 

Fig. 6. | | - 

  

  

  
sur cet axc sont des points ordinaires; mais les sommets À eu A’ 

situés sur l'axe OË sont des points anguleux, les tangentes en ces 

- points faisant un angle de 60° avec l’axe OË. 

Enfin, il est ‘facile de s'assurer que les points singuliers que nous ; q 
.venons de déterminer pour la fonction w appartiennent bien à la 

branche de ectte fonction qui prend/la valeur g gpours=0; il suffit 

de le vérifier dans un cas particulier, par exemple, pour g— =) l’un 

des points singuliers correspondants étant alors e, = écoséch f,. Or 

si l'on fait varier : depuis o jusqu’à e, par valeurs purement imagi- 
naires de la forme £n, on voit tout de suite que la fonction & consi- 

dérée est de Ia forme 2 if, B étant déterminé par l'équation 

‘8—nch$; il suffit alors de constater que la fonction É passe par 

un maximum quand on af —f,, pour s'assurer que le point &, est 
‘bien singulier pour la fonction considérée : pour cette valeur de :, 
deux racines de l'équation de Képler viennent se confondre, et l’une 
d'elles est celle qui est nulle pour : = 0. 

Les singularités de la fonction w étant ainsi complètement étudiées, 

les conséquences en sont immédiates. Si l’on donne à e une valeur
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réelle et positive particulière s,, inférieure à l'unité, représentée sur 
la figure 6 par le point E,, la fonction & et toutes celles qui en 

dérivent sans introduction de singularités nouvelles seront dévelop- 
pables en sérics convergentes ordonnées suivant les puissances crois- 
santcs de e — €,, et admettant pour rayon de convergence, lorsque la 

valeur réelle de g reste indéterminée, la distance du point E, au 
point le plus rapproché de la courbe C. 

Dans le cas particulier qui nous intéresse, on à 6, — 0, et par suite 
le rayon de convergence des séries du mouvement elliptique ordon- 

nées suivant les puissances de & est, comme l’a démontré Laplace, la 

distance OB, c’est-à-dire le nombre coséch@, ou ÿ/1— ff, soit 
0,6627...; de sorte que la convergence de ces sérics est assurée 
pour toutes les planètes. 
Pour une valeur donnée de £, Ja fonction & de s a deux points sin- 

guliers £4, €», t prend les valeurs correspondantes u, el; comment 
se comporte-t-elle dans le domaine de ces points? 

En considérant inversement < comme fonction de «, on à par 
double différentiation de l'équation de Képler 

£ Sin 4 — 2 COS de in Le — : — —sinu——=—=0o 
du du? ? 

d?e : de de sorte que pour u—=œu,;,ona LE — . di Tu = D ge = £1 Et, par suile, 

€ . | E—eie (ut) +... : 

on cn déduit le développement cherché 

e
t
 

= u—u=£iva(i—:) +...; 
. 1 

et si l’on suppose positif le cocfficient de £ dans £4, l’étude du cas 
Q . 4 cr . . : . . Particulier où g = : faite ci-dessus permet de préciser le signe et 

d'écrire 
4 | L L ‘ 

_uy—— ÿ E y eZ, . & me ivi(i 2) he... us ivi(i?) Hess 
2 

: ? a « sa: . 

Par suite, d’après la règle du n° 55, le cocfficicnt de e* dans le 
développement de u — g Suivant les puissances des, a pour valeur
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asymplotique, quand » devient très grand, 

t (: :) 

ny2nr ET CE 

F Î Le | Pour g—-=;0n a Un € la valeur précédente est nulle : 5 : 
pour x pair; en effet, dans ce cas, le coefficient de e* est alors nul, 

Pour x impair de la forme 2x + 1, la valeur asymptotique du cocfli- 

cient de <* est ‘ 
2sh# mage 

— Vans 2nz 

et l’on voit bien ainsi que ce dév eloppement ne saurail êlre conver- 

gent que pour e << coséch Bo, puisque ‘le rapport d’un terme au pré- 

cédent y a pour limite —e<?2sh28,. La valeur exacte du coefficient 

considéré est d’ailleurs, d’après les n°* 81 ou 82, 

(— 1} Frar-1 (n—a)r-1 (n—4{}r"1 I 
= DT CRE GE Le ‘ 
2n .n! (n—s)lit (a—a)l2! Quai) 

: On ferait de même pour une fonction quelconque de u, et c ’est en 

déterminant directement la valeur ssymptotiqué du cocfficient de <” 

dans les développenients analogues de = L'erde 7 ue Laplace a décou- 

vert la limite de leur convergence. 

83. Le problème que nous venons de traiter peut encore être résolu 

d’une façon différente. Jusqu'ici, nous avons ordonné les séries de la 

forme Va, p, 21° x du n° 82, soit suivant les puissances de x, 

soit suivant celles de s. Maïs on peut aussi bien les regarder comme 

des séries entières à deux variables æ, et #2 remplaçant æ cte, etse 

proposer d’étudier leur convergence sous ce nouveau point de vuc. 

Il suffit, comme précédemment, de traiter la question pour la 

fonction Liu g) qui, en vertu de l'équation de Képler, est 

déterminée par la relation , 

Fa=it—xiet+riet=0. 

Pour z,= 0, Z2== 0, cetle équation admet la racine simple {=0, et 

la branche de la fonction t définie par cette valeur inilinle sera dév c-
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 loppable en série entière procédant suivant les puissances de x, eL: 
convergente et par suilc absolument convergente, lant que les modu 
de z, et x, seront suffisamment petits. - . 

Sans nous occuper de la détermination générale des rayons 
convergence associés. pour celte série (!), que l’on obticndrait d'’ 
leurs bicn facilement par la méthode exposée ci-dessous, nous pc 
vons nous borner à chercher la condition de convergence dans 
‘domaine défini par les inégalités 

P 1,1 Le Iml< Perl < 

en désignant par £& un nombre positif inférieur à l'unité : et, en elle 
nous Supposcrons toujours € <C 1, et l'angle g réel. Cette condition c 
évidemment que, Pour toutes les valeurs de x, et x ainsi définies, 

À se + OF . _ re . dérivée TH —=1—Liet— tie”! reste différente de zéro. 
Examinons alors les solutions communes aux deux équations F =: 

2F - D, .. . . 7% —90; la valeur de 4 peut être choisic arbitrairement, et il € 
résulte = 

1 1 
MU He)et ae =(1— pet; 

. de sorte que si l’on fait : — a+ 10, a et b étant récls, on a 

ï . 
[a = zlG+af+bt]ete, 

- I ° [&: [= zlu— a+ b']eta. 

La condition énoncéc ci-dessus revient donc à celle-ci : les inége lités 

[G+ a) + b2] ere g?, 
[Gr —a}t+ bijeta L ep? 

ne doivent Pas avoir de solutions communes. 
‘ Interprétons géométriquement ce résultat, et pour cela construi sons la courbe C dont l'équation, dans le Plan: qui sert à représente: 
    

(1) Voir à ce sujet la Note de M. E. Goursat, Bulletin de la Sociét mathématique, t. XIII, 1915, p.r. oo
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4 la variable complexe 4, est’ 

ou [G+a}+ Jets p? 

| ba ptera_(1+ a}, 

L’équation en a 
_preti— {i+ah=0o 

à évidemment, d’après l'hypothèse faite sur 6, Lrois racines réelles, 
l’une inféricure à — 1, une autre comprise entre — 1 cto, la troi- 
sième positiv c, ct n’en a pas davantage puisque la' dérivée troisième 
du premier membre a un signe constant. La courbe G a donc la forme 

De 
AT me. . Fig. =. 

D! z LS 

Ve LOS 

  

  

  

  

générale représentée sur la figure 5, avec trois sommets A, À», As 
. situés sur l’axe O«. 

I'est clair alors que l’ensemble des points (a; b) qui: vérifient 
. l'inégalité 

[QG + a} +8] et21<p g? 

est formé par les points intérieurs à celte courbe, c’ ’est-à-dire ceux 
qui remplissent la région du plan couverte de hachures. 

L'ensemble des points (a, b) qui vérifient la seconde inégalité 

[{—a) + b?]e-1a< gp? 

ANDOYER ° 26
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est symétrique du précédent par rapport à l’axe Ob; et par suite la 
condition de convergence cherchée revient à dire que la distance OA, 

cst inférieure à la distance OA. Cette condition est vérifiée pour & 
suffisamment petit, et ne cessera de l’être que quand on aura 

pt=e-ta(i+a}= ei a), 

. ce qui donne, en ne prenant que la valeur positive de a, nécessai- 

rement supérieure à l'unité, 

a=cotha,. p=yai—i. 

Le nombre a ainsi trouvé ne diffère done pas du nombre 8, du 
numéro. précédent, et l’on voit ainsi finalement que les séries 

D Ans » a . Y App, Th TE considérées comme des séries entières par rapportaux 

deux variables indépendantes æi et T2 sont convergentes, ct même 

absolument convergentes, Lant que les modules de 2x, ct de 2æ, sont 

inférieurs tous les deux à 0,6623 …; et par conséquent, si l'angle g est 
réel, tant que le module de & est inférieur à cette limite. Mais si l'on ° 

ordonne ces séries suivant une règle déterminée de façon à en faire 

des séries simples, elles peuvent rester convergentes dans un domaine 

plus étendu : c'est ce qui résulte suffisamment de tout ce que nous 
avons dit dans ce Chapitre. oc



  

CHAPITRE XI. 
® DÉVELOPPEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 

86. Les résultats obtenus dans le précédent Chapitre’ vont nous 
permettre maintenant d'aborder l’étude du développement analytique 
de la fonction perturbatrice relative à à l'attraction mutuelle de deux 
planètes, et dont nous devons d’abord préciser la définition, d’après 
les Chapitres I et HI. 

Soient M, M’, ... les centres de gravité des grosses. planètes P, 
P',..., ou plus exactement des systèmes formés par ces planètes et 
leurs satellites, et m», m', ... les masses de ces systèmes; soit f le’ 
cocfficient d'attraction, les unités étant toujours celles définies. au 
n° 19; et, en désignant par O le centre du Soleil, soient r, r!, ... les 
distances OM, oW’ , .. Le mouvement relatif de M par rapport au 
Soleit est celui. d’un point matériel de masse égale à l'unité sous 
l'action d’une fonction de forces U de la forme 

uen), y, 

de sorte que c’est.un mouvement képlérien altéré par l'action de la 
fonction V,-dite perturbatrice. Cette fonction V est la somme des. 

ES termes Lels que 
PAR ‘ 

fn ES — 7 cos MON } - 
MM 

‘étendue à tous les points M’, M", ..., et en outre, dans le cas où la 

planète P est la Terre, d’un terme complémentaire que nous laisserons 

actuellement de côté. 

L'étude de la fonction perturbatrice | revient doûc à celle des 

termes de la forme 
: r 

R = <— 7 cos, 

en appelant A la distance MM’ et H Pangle MOM'.
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C’est’cette fonction R que l’on appelle communément la fonction 
perturbatrice, en sous-entendant qu’elle définit, au facteur fm près, 
l’action de la planète M sur le mouvement relatif de la planète M par 
rapport au Soleil. . 

Si l’on fait + - 

| R= * 

de sorte que 7 
: R= Ro+ Ri, 

. Fr 
, Ri=— 7 cos, 

lo et R, sont respectivement la première el la seconde partie de la 

fonction perturbatrice R, et l’on peut se borner à étudier la pre- 
mière partie Ro, car, comme nous le verrons plus loin, la seconde 

partie R, en dérive très simplement. On doit remarquer que cette 
"première partie Ro, dont la définition est symétrique par rapport à M 

et M’, est aussi la première partie de la fonction perturbatrice R' 

relative à l’action de la planète M sur le mouvement de la planète M’, 

et dont la seconde partie R° serait — cos II. 
7 2 

Le problème actuel est donc l’étude de la fonction 

c 4 
A = =(r+ 2 orr" cos H}) ?, 

et il faut en chercher un développement qui permette d’effectuer 

d’unc façon simple l'intégration des équations du mouvement de M, 
qui dépendent de cette fonction. 

87. Les coordonnées de M et M étant exprimées à l’aide des élé- 
ments du mouvement elliptique képlérien osculateur à chaque instant, 

- soient d’abord et v' les longitudes. dans l'orbite correspondantes. Si 
les inclinaisons des deux orbites étaient nulles, l'angle IT serait égal à 
la différence & = 9 — s’; comme ces inclinaisons sont fort petites 
dans le cas des grosses planètes, que nous avons surtout en vue, quand 

| le plan Oxy est voisin de celui de l'écliptique, nous pouvons poser 

: n 

. COST = cose + D 

n élant une quantité toujours petite. 

On a donc .
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en faisant | 
Di rt+r2—orrcose, 

et par suite, en développant en série suivant les puissances de r, 

rr 1+ 2 

D: 2.1 

ce
 r?7r"2 25 13.5 7373 + 

— 1 ne ……, Ds 1 © 2.4.6 Di 1 ; 
  + Il 

Ol
e 

N
i
 

:| D
i
 

celte série est convergente pour n suffisamment petit, ct notamment, 

quel que soit ©, pour 
‘ Gr», 

ñ < Top ? . 

nous nous contenterons d’ailleurs de cette indication, laissant de côté 

dorénavant toutes les questions de convergence théorique, pour nous 

borner à l’utilisation des développements pratiquement convergents. 

La formule précédente nous montre qu’il convient plus généra- 

lement d’étudier les fonctions 
1 

Gr) D-2r 
? 

3 5 7 
p prenant les valeurs S 2 Dre 

Les excentricités des deux orbites sont toujours petites ; ilya donc 

lieu de se placer d’abord dans le cas où elles seraient nulles : il sera 

facile ensuite de tenir conipte de leur existence. Par suile, si & Cl a! 

sont les demi-grands axes, et si l’on fait 

d= a+ a'— 2aa cos®, 

il faut étndier les fonctions 
1 

(aa) 7 3i-2r 
‘ou 

(ES) 

Laissons de côté le facteur   
Let | a 

=? cb désignons par + le rapport = 
’ a " . ; , 

où > suivant que l’on à°a <a’ ou a>> al; nous sommes ramenés 

_ finalement aux fonctions 
. D 

Fr = —" Pr. 
: I+a?— 24 C059 

Nous allons développer F? en série de Fourier procédant suivant
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les cosinus des multiples ‘de l'angle »; ou plutôt, en faisant t— ef, 
suivant les puissances entières positives ou négatives de £, sous la 
forme 

Fr = Sort = Yu} cosn®, 

le nombre x prenant toutes les valeurs entières positives ou non; 
dans l'écriture D?, le nombre p est un indice supérieur, et l’on a 

PP — 
br — bla, 

de sorte qu’il suffit de considérer les valeurs non négalives de 7. 
Comme 

1+ai— 94 coss = (1—a{)(1— xt-1}, 

on voit que l’on peut écrire immédiatement 

= arkgnrr, 
en reprenant la fonction K#* définie au n° 84, mais où l’on remplace 
Ÿ par &; par suite, en supposant » 20, .: 

a) LE = an+p PP +1)...(p+n—:) 
‘12,07 . 

cs 22+Ps, Po+D (n+p)(n+p+n.. 
x [1+ Vn+FI pe (n+1)(n +2) ae. fs 

celic série est tonjours convergente, sons Ja condition ici vérifiée 
a <1; pour 7 —o, le facteur numérique qui précède la parenthèse 
doit ètre pris égal à 1. Fo 

Ces nombres b” sont, à quelques différences près de notations. 
les coefficients de Laplace. 11 est nécessaire pour la suite de con- 
naître non seulement ces coefficients, mais encore leurs dérivées suc-° 
cessives par rapport à #, ou platôt par rapport à loge, en désignant 
toujours de celte façon les logarithmes hyperboliques:; comme précé- 
demment, nous marquerons ces dérivées par la caractéristique D, en 
supprimant d’ailleurs l'indice +, de sorte que 

ip db a db? , P H — : Do Tioes = qe  D'bh=D(DU), 

On passe par suite de l'expression de b? donnée ci-dessus à celle 
de D#b} en multipliant les termes de la série (1) respectivement par 
Gp} (n+p+2), (n + p+ 4
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On a généralement besoin de connaître les différentes quantités 

D#5” pour les plus petites valeurs successives de p, n, “k, allant au 

1 . : : 2 sn — 7 nm TE : — ° 

maximum (sauf exception) jusqu'à p = £» k=5—2p+#+15RZ 10; 

environ. On peut faire usage directement des séries (1) pour effectuer 

cette détermination; mais, à moins que la valeur de & ne soit suffi- 

samment petite, ce procédé est d’une application difficile, car la con- 

vergence de ces séries est lente. Il convient donc de chercher d’autres 

méthodes : mais avant d'aborder ce sujet, nous allons déterminer la 

valeur asymptotique de b# lorsque l’un des indices » ou p augmente 

indéfiniment par valeurs positives. oo 

Si d’abord p est fixe, et si l'on fait augmenter n, la valeur asymp- 

totique cherchée, qui est celle de 4?K;777 nous est donnée par le 

n° Sl; c'est « 
- œu+p (I _ œ?)-P ni. 

Te 

TOP) - 

ce résultat, que la considération de la série (1)rend d’ailleurs intuitif, 

sera complété plus loin. . | 

. Si maintenant on regarde » comme fixe et que l’on fasse augmenter 

p indéfiniment, la valeur. asymptotique de b® va résulter de l'égalité 

qui exprime que D? est le coefficient de 4 dans le développement 

de F? suivant les puissances de +; l'intégrale est prise suivant la cir- 

conférence C de rayon 1 qui a pour centre l’origine dans le plan de 

la variable complexe £. Appliquant la règle du n° 55 relative aux 

intégrales de cette forme, la fonction désignée par ® dans cette for- 

mule est ici F, et le point (a) est le point £—1; par suite la valeur 

asymptotique cherchée est immédiatement 

t ( va )"5 

° 5 
. 2 = \I—Z 

‘on remarquera qu'elle est indépendante de ». . 

Revenons maintenant au calcul des b?. D’après le n° 8f, on a 

    

n° 

KPr-P = (— 1}#(r _— at ÿ-2P+1 KA+Pr1 IH PA ,
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et, par suite, 

an+p PP +1)... (p+n—1) 
(1— «?)2p—1 1.2...7 
  (2). bi = 

IP RHIZP 
. HI 

G—P)(@—p) (n+i—p}(n+92—p) 
+ 1,2 - (at+i)(n+o) 

K [+ 

a+... |; 

dans cette nouvelle série, qui coïncide avec la première pour p — = 
les termes sont tous positifs à partir d’un certain rang, et le rapport d'un terme au précédent tend toujours vers la limite &?,. mais par valeurs croissantes plus petites que «?, de sorte que l’on peut facile- ment définir l'erreur commise en s’arrétant à un certain Lerme : si wi CL U2 sont les deux premiers termes négligés, celte crreur est infé- 

3 
- 

Ua- 
1— — 

ti 
ne | 1 D'une façon générale (sauf pour p = 2) l'usage de la formule (2) 

ricure à w,-+- 

    

u Fe # + « > Mais supérieure à . 1— 2? 

est plus avantageux que celui de la formule (i). 
Rappelons-nous maintenant que si et désignent deux entiers positifs ou nuls, on a la formule élémentaire d'intégration 

À 

2 [cosy sinus dy = [1:3.5...(2h—1)][1.3.5...(ou—3)] 
0 . . , F 2.4.6...(2À+on) 

# 

les factorielles qui perdent leur sens dans les éas particuliers de À=0, u— 0, étant remplacées par l'unité. On voit alors immédia- tement, d’après le développement en série de la puissance 
(t— zcostt)r-1,. 

que la formule (2) peut s’écrire sous la forme 

(5) pre ATP CRI (AR 9)...[in— (2 p— 2} FT G—attri [1.3.5...(2p — 2j} ° 
è 3 

2 2 
: X = (1— a? cos?#)?-1 cos2n-2p#1 Y sintP-1% d, 0 

« 

cn supposant loutcfois nr > p — 3° CL en remplaçant le facteur numé- 
û que qui précède = par l'unité, quand on a p — ="
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> 

Si l’on fait #2? — -   3? On peut écrire 

1—22c0s% = (1— 22) (1 + x?sinad), 

e par suile, dans Îles mêmes conditions que ci-dessus, 

at+p ({nt—1)({n?—9)...[{n?—(2p — >}] 

(3 dis) BE T—sy. 133.00 —0DF 
æ 

R
e
 

x? [° (+ cx2sin?4)r—t cos2n—2r+it sin2p-14 dy, 
. . 

Développant alors en série la puissance (1+s?sin?h)?-t, et rem- 

plaçant les intégralés par leurs valeurs, c’est-à-dire suivant la marche 

inverse de celle qui nous a donné la formule (3), on a 

an+p Pp+1)...(p+n—r) 

(i— a}? 1.2.,,7. 

x [1+2— P° a+ (PI (p—2) PC +1) a+. 
1 R+HI 1.2 (a +r)(n +2) | 

  (4) bi = = 

‘ , ‘ ne I 
et sur celte formule, évidemment valable encore dansle cas n << p— > 

on voit avec évidence la valeur asymptotique de b} pour à très grand; 
et même on a le moyen de développer cette valeur suivant les puis- 

I eg 3 
sances de 7 aussi loin qu’on voudra. 

La nouvelle série (4) peut être très avantageuse pour le calcul 
de b}, surtout si le nombre r est grand, puisque alors les premiers 

termes décroissent rapidement : cette série n’est d’ailleurs conver- 

ente que si l'on a #?<1, c’est-à-dire « <=: Ce défaut de conver- £ q ? Æ 

gence ne lui enlève cependant pas nécessairement ses avantages au 

point de vue du calcul: en eflet, à partir d’un certain rang, ses 

termes sont alternativement posilifs et négatifs, et l'erreur commise 

en s'arrétant à un certain terme est inférieure au premier terme 

négligé et de’ même signe. Pour démontrer cette propriété, il suffit 
» + ; I 
évidemment (en supposant de nouveau n2p— :) de constater 

qu’elle appartient aussi au développement de la fonction | 

(1+ a"? sin?#})r-1 

“suivant Ja formule du binome, même lorsque ce développement est 
,
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divergent, c’est-à-dire quand on a ?sin?4 > 1, puisque l’on passe 
des termes w#x de ce développement à ceux de la série (4) eneflee- 

Luant l'opération f° ux f(%)d4, f(Ÿ) étant une fonction positive. 
‘ 9 . 

Or, la formule limitée de Mac-Laurin donne 

G+aÿ= it Cie+ Ciat4...+ Cévt + ChHiakt(i + Oxpr-k-t, 

en désignant par 0 un nombre positif inférieur à 1; si donc on 
az >o, kDn—1, et que l’on désigne par Î' un nombre analogue 
à 0. il vient 

G+r)=it+Gic + Ciat+.. + Chat DCI gen, 

ce qui montre Pexactitude de la proposition énoncée ci-dessus, 
quand on prend dans la série (4) un nombre de termes supérieur 
à p—1. L : 

+. Les formules (2) et (3) différentiées suivant la caractéristique D 
conduisent à des résultats analogues aux précédents, mais d’une plus 
grande complication, pour Je calcul des quantités D#b?. En nous 
bornant aux seules formules simples, on à ainsi, en supposant 

I 
P—= >=): 

2 - - 
‘ 5 Z : L I L n+29 2 4 Doi ={(n+-]b?+ax 22 f (1— 2% cos?d)-Zcost1+24 dh 2 F/, . . 

- n+Ë = ° œ À 2 _3. 
—?/f (4x? sintd) ? costn#29 au. - Ga) 7 ve 

  

I = 
: 

+ 

: 
D
i
e
 

S
t
 

©
 E
n
t
 

+ 

1 3, 1. .(2n 1 = n+ ji ? ; e En 
(1— ai): retese(2 u | . 

1.3 /1.3.3.5 KT, 
[ . 2(2R +4) Taton+0oGen+r0" | 

cette ‘dernière série jouissant des mêmes propriétés que les 
séries (4). L | 

Les formules (3), (3 bis) et leurs analogues se prêtent très bien 
au calcul de b® d’après les principes de l’interpolation périodique 
Exposés au n° 56, en particulier dans l'exemple qui termine ce: 
Paragraphe. On est amené à calculer des intégrales définies de la.
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forme 

el
a 

['rpar [= 2 [° sd 

  

où 

JON = (at cost4} costhbsintet, | 
st) 

G— a?) 

T # 

fit) = (+ 02 sin28)? coskb sintmh = + Ÿ L $ 

> 

À, 1, s étant des entiers, dont les deux premiers sont positifs ou nuls, 
et le troisième impair : il suffit d’envisager l'intégrale I. 

La fonction f(L) est développable en série de Fourier, sous la 

forme | 
Co + 2 C1 cos 2% + 2 C2 cos 4% He. 

et l’intégrale I est égale au premier coeflicient C. 

: Désignons par g un entier positif, et faisons dx — X: 5 À prenant 

les valeurs o, 1, 2; .…., g; appelons de plus fx le nombre f(4), en 
ayant soin de le diviser par 2 quand on a —0o ou = q. Nous 

savons que l’on'a alors oo 

IN S . | 
Co Difi—2C—2Cu ee. 

de sorte que l'intègrale 1 est égale à la somme bien facile à calculer 

j 2e avec unc crreur Lrès voisine de — 2Cz:7, et par suite très 

petite si g est suffisamment grand. Le 
Pour ‘nous rendre compte plus exactement de la grandeur de 

l'erreur ainsi commise, nous pouvons calculer la valeur asympto- 

tique du coefficient C4 lorsque # est grand, et notablement supérieur 

à ketp. Si l’on fait 5 —e*{Ÿ, ce coefficient est celui de 54 dans le 

développement suivant les puissances de = de la fonction f Go} qui 
devient, en posant à = sinw, 

" $ 
e ., ;w \? 

‘ 5 tang? — 
2Ù .stane 2 Ÿ 2 dd sin à cos? 5 1— 2 tang 3 1 ——— / cos*hy sin# te. . 

ss 

La valeur asymptotique de C4 résultera donc, d’après la règle 

connue, de la considération du point singulier 3 = cot? =; pour
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lequel on a cost} = _. et sera, toutes réductions faites, 

( 1} 

MOTTE (- :) 

: Si d’ailleurs on suppose s positif, on a ppo . 

tang’#4 ° 2 cos 
2 

S+l 

(LS LEeNT 
r(—?) = "1.3.5 ? 

et si l’on suppose s négatif, égal à — s', on a PI SA CS 

(9 = r en    

le facteur de 4/x étant l'unité si 5 —— 1. 
La formule (3) nous montre encore comment les b? dépendent des 

intégrales elliptiques de module égal à «. En particulier, si lon fait 
suivant des notations usuelles 

.
 l
a
 

K= I = f dY Vi— a? cos?%,. 
FR . 0 

- on à immédiatement 

5
 

  

- 4 Lok 1 Mo 
bia, Dr a 2=2(K—E). 

Si nous posons alor 

t1—Ÿ1—e 
B=- 4 ; 

2 
  

puis . 
q=B+of5+1569+isoptss,.., 

on à, d’ après des formules connues de la théorie des fonctions ellip- 
tiques, ‘ 

1 4 2. 
bi = aï ==) GHagi+ag+...), 

(5) ME V® 
hr ,L 16 q? qS go » 2 2 — (— 1 1 Pie pabi+ + + + …), 

_et, sauf le cas exceptionnel où « serait très voisin de l'unité, ces
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. 
séries seront extrémement .convergentes : pour 40,9, on 

log —=T,0100. 

a 

88. Quand il faut calculer, comme nous l'avons dit, l ensemble des 

quantités b° et D#b?, il convient de faire usage de relations de récur- 

rence, afin d'éviter autant que possible le calcul direct répété pour 

chacune de ces quantités individuellement. 

On peut former un nombre pour ainsi dire illimité de pareilles 

relations : nous allons tout d’abord indiquer les principales d’entre 

elles, et nous montrerons ensuite leur emploi. 

En faisant toujours t—ei?, nous marquerons par la caractéristique D' 

les dérivées prises par rapport à logé, de sorte que D'= t Comme 

: d : : ent 
D=u-; nous poserons aussi, pour abréger l'écriture, 

Bite 1=: æ Tu ; 1% : 

et l’on aura 
- DB =— +, Dy=—f$. 

La relation 
Fr=(f—t—11)-? 

donne immédiatement 

(a) ° Fr=(f—t—41)Fr#, 

(6) . D'(Fr)=p(t—t1)Fr#i, 

{c) | . D(Fr)=p} FPr+#; ot 

on en déduit . 

D'(Fr)=p(p+i)y Fr pp Tr, 
D'?(Fr) = pP(P + 1) (t _ tit Frtip p(t + t-1) Fr+1, 

ct par suite 

D'(F?r) _ D'(Fr) —2p D'(F») — p? Fr — Ap°tt Fp+ti 

+p(p+n{ (Cet) Fr p(p+ 1) (++ t)Fr#; 

mais : | 

p—(—umi}a= pi (G+iiÿ= EE, 

de sorte qu'il reste simplement: : 

(d) D'(Fr)— D'A(Fr)—2p D'(Fr)—piEr= pttiFr.
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Dans la relation (c), remplaçons maintenant Fr et F?+1 par leurs 

développements > been, D db, et égalons les coefficients de 4” 

dans les deux membres : il vient 

(A) ee EU; L 

et en différéntiant, : - 

(B) a Dépt = 2 (ÉDOR+ Da8f). 

Faisons de mème pour la relation (d), en tenant compte de ce que 
l’on a b? = b?,; on obtient 

(Go) DabR = (RE p}0h + 4 pt NX, 
ou plus généralement, en différentiant k fois, 

(ce) . D =(n Ep} DÉGP + 4peDEGPES, 

| Cette double formule conduit à écrire 

(D) DEDPEE — DENT! = 5 DEEE, 

ce qui résulte d’ailleurs de la relation (b) traitée comme (4). 
Si l’on fait k—1, et que l’on change p'en p—1, on a ainsi, en 

.tenant compte de (A), | 

CE) ce Dp., — Défi = nybg, 

ainsi qu’il résulte encore de l'élimination de FP+t entre (b}et (ce). 
Éliminons maintenant FP?+1 entre (a) et (b), ce qui donne 

: BE )DPP Sp DE 
il vient, toujours de la mème façon, 

CE) RER = (n+ p—1)08 + (2 p+1)0Ps: sc 

changeant p en p+1, et tenant compte de (A), ceci donne encore 
(G) nGDDP = (n+ p)D6P ; + (a p)DOPE,,. | 

ce qui résulte aussi de la différentiation de (F), et de la formule (E).



+ DÉVELOPPEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 40 

Enfin, on a d'après (a), (b), (c), 

+ 

Fo(B+2t-1) +3 D'(FP)(B— 2 1)= (ft 4)Frtt= PF = ë D(FP); 
1... ‘ 

el par suite 

(H) + yDbP=f(n+p)oR —o(n—p+i)o,, 

=o(n+p—i)bf_;—P(n—p)b0}, 

Ja deuxième ligne résultant du changement de x en —n; par suite 

encore, en éliminant b? a? 

(K) nyDüE=(n+p}(n+p—1)bhn—(n—p)(r—p+tnolss 

Sans multiplier davantage les relâtions de cette nature, observons 
qu’il est essentiel de n’en faire usage, pourle calcul systématique des, 

quantités D#b?, que sous la condition d'éviter autant que possible 7 

lPaccumulation des erreurs, et de n’avoir à craindre aucune perte de 

précision relative; il faut par suite rejeter l'emploi des formules dont . 
le calcul exige des soustractions dans lesquelles le second terme n’est 

pas beaucoup plus petit que le premier, et les réserver pour servir de 
vérification. | 

Voici une méthode régulière que l’on peut suivre pour procéder 
d’une façon très sûre et très simple en même temps. [ 

- 4 - L - 
Supposons d’abord connus les coefficients D? et DL : on obtient 

‘ 3. DUT L - alors lès D} par la formule (A), puis les D? LE par la formule (C,), et 

ensuite les Doi par la formule (B). : 
. En recommençant les mêmes opéralions, on peut déterminer main-. 

tenant les dE, D? bé, Do; et ainsi de suite. : 
Il ne reste plus qu’à appliquer constamment la formule (GC), dont le 

calcul est remarquablement simple, -pour avoir successivement les L 
D3b;, D‘b, D5 bE, … | . . 

Les autres relations écrites ci-dessus pourront être employées à des 
vérifications judicieusement choisies, surtout si l’on remarque qu'il 
est bien aisé de différentier plusieurs fois suivant la caractéristique D 
un produit dont $ ou + est l’un des facteurs.’ : | 

. 41 4 Nous avons supposé connus les b? et DE? : il faut donc expliquer 
maintenant leur détermination. Théoriquement, il suffirait de cal-
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1 4 1 culer bi et b? pour en déduire immédiatement tous les autres bi par 
Ja relation (F); mais pratiquement, ce procédé est inutilisable, car il 
y à perte de précision manifeste à chaque opération. La même 
observation s'applique aux autres formules analogues, et il faut 
chercher unc autre méthode, . 

Partons à cet effet de la formule 

L n+ly ? —À ‘ La ef (1— atcostd) * cos1% dy, 
d 7 ° 

cas particulier de la formule (3) du numéro précédent. 
Si l’on fait comme plus haut : 

: 1 x — poid à \', 3 = etiÿ, (i— æ cost) 2 = Ÿ cs, 

Æ prenant toutes les valeurs entières positives ou non, et si l’on 
remarque que 

1 . 1 4 
- cos?n à = (22 + 

2? 

on à manifestement 

©
 

ro
is
 

(l R K
W
 

Q S 

a? 
7 (co+ C1}, ©

 
l
e
 

Il 

   1 à? 
bi= g (co+ cit ca), 

ones esse eorosssee) 

ct généralement, x étant toujours pris positif ou nul, 

tt
es

 

s
w
 

R
i
s
e
 

b 
CE 

œ I : . ° 

 jannt (ce Co+ Céitci+ Chites +. + Circn1 + ex). 

en désignant comme précédemment par Ci les cocfficients du‘déve- 
loppement de (1+ x)". | | 

Il suffirait donc de calculer les cocfféients Co Ci Cus +. du déve- 
: 4 loppement de (1—22cos?4) * en série de Fourier, comme .nous 

, ve . . L . l'avons vu au n° 96, pour avoir immédiatement les b?. Quelque simple 
que soit. ce calcul, il ne laisse pas de présenter des inconvénients, el
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aussi quelques incertitudes. Il est préférable de l’éviter en s'appuyant 
- sur la simple remarque suivante, à laquelle on serait conduit par 

ailleurs en appliquant la transformation bien connue de Landen aux 

fonctions be considérées comme des intégrales elliptiques. 

, « - uw 2 w\? Si l'on fait «= sinw, et 4, — tang? 3 = (£ séc? 2) »>0na 

#2 2 ! 1 at cosy = À LH a — 24; COS2% 

4 & 
5 

donc, d’après la définition même des coefficients. LE, on a, en mettant 
en évidence la variable dont ils dépendent, 

L 
- b (cs), Cn = 

SI
1X
 

c'est-à-dire 
1 n—- 
2fl1 "1 L QU (a) = |; Cu DC) + Chpt BE (a) + Cr? DEC) + 

L 1 | + Glu Ë(e) + Ë(eu)], 
ou bien encore 

, Lo y n—11.3.5...(2n—1) 
SC EE LS récr 

1 .n(n—t) L x [: DE EC) + 2 0? ?Cœ %)+ G+ntes) it) 

tu _— —1)(n— 2) 
. C++ 270 Fate +.….; 

et en particulier 

+ 1,4 L if i 1° DEC) = ar 6ECa), Bit)= 8 [obça)+0ttu)], 
Cette formule (N) est importante, d’abord parceque le nombre % 

est beaucoup plus petit que & (pouraæ = 0,8 ‘par exemple, on a. 
%== 0,25), de sorte que le calcul direct des bi (a) par la formule (1) 
du numéro précédent, soit ‘ 

  

. 1 1.3... — CP) Ga) er 5 Bean 0) 2.4...2n 
x (145 lee 13 CRD), : . 

| 22R +0 2.4 (2R2+2)(@R+4) "1 ? 
devient extrêmement facile. De plus, si l’on veut même éviter l’emploi 

ANDOYER * 
27
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des séries, rien n’empêche de déterminer a, en fonction de x, comme . 
£ 

on a fait pour z,-en fonction de «, et de calculer d’abord les Dr(u) à 

l’aide des BE(as) par la même formule (N); et ainsi de suite, jusqu’à 
ce que la série (P) puisse être réduite à son premier terme, ou, cequi : 
suffit pour la simplicité du calcul, à ses deux premiers termes, au - 
degré d’approximation requis. Enfin, on voit immédiatement qu'il 
n’y a aucune perte de précision à craindre, et que le calcul est nota- 

blement abrégé du fait que les LE(o) ne doivent être déterminés 
qu'avec une même précision absolue, et non plus relative : on peut 
par suite vérifier leur ensemble par les relations évidentes 

4 a: A 1. - DECa) + BE (a) + DEC) + 62), 
J 

1 . 

4 } ÿ» 

= 

1
 

BECau) — BEÇar) + DEC) — BEC) vw
 

oo A | 
Pour calculer maintenant les D”, remarquons que si l’on fait 

+ 1 ,1 
bat abi—0}.;, - 

la première formule (4) donne 

| | 1 4 9,1 
(Q) Do = (+ 1) CE 264); 

, | : ue: on obtient donc ainsi dans les meilleures conditions les D b?, sil’on 
- - . L 7 - 

peut déterminer les quantités toujours positives b'£ avec la même pré- : ‘ " 
cision relative que les b? : dr, pour cela, il suffit d'écrire, d’après la 
formule (N), : 

‘4 

(R) DE aa 5 1.3.5...(27n—1:) ° 

Fo n+i1 2.4.6...2n | 

Lite n— 1, . (n—7)n L 
* [rcéca) + na 0i(a) + Gi aptn +330 (4) 

CR —17)n(n—a) 
_ (n+2)(n+3)(n +4) 

Ca — H)n(n—1) (x —.2) À DEC) + :.] 

1 
VEN 

  

(n+2)(n +3)(n +4)(a +5)
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le premier facteur du numérateur du coefficient de DE (a) dans la 
parenthèse étant, d’une façon générale, » +1 — 242, - 

- Les soustractions que peut exiger le calcul de ces formules ne sau-_’ 
.raient amener aucune perte de précision, comme il est facile de s’en 
convaincre. oo | h 

. 41,  . / On peut d’ailleurs ramener le calcul dés” b? à celui des seules 
- . À ! . ° " cc . | quantités '} en faisant successivement usage de la formule 

1 ‘ 1 
LL — S 1 
bi = ab} br, 

ces soustractions n’amenant encore aucune perte de précision. 
Enfin, on peut vérifier et surtout abréger le calcul simultané 

+ e: . 
- ” R des db; et D en faisant usage des relations (K) et (E), qui donnent 

ici . 
. 1 1 Li 1 

bis = bixs + —— Dé, 
- Ri— = (S) oo | . 

1 1 1 
DbF = Des + nyb. 

Mais il est inutile d’entrer dans plus de détails; et chaque -calcula- 
teur doit ici, comme dans tous les cas semblables, ‘adopter les 
dispositions qui lui conviennent le mieux, suivant les circonstances. 

En supposant par exemple « — 0,75, de sorte que 

= (T;309154}, 

et appliquant les règles précédentes, on trouve d’abord directement, 
ou par l'intermédiaire de a — [2,025410], ‘ 

+ = 56 7 3962 Dé) = [659170],  ‘DÉ(a1) = [7,3363], 
4 4, = Dia) = [3,669591], -6(m)= [5,590], 
4 2 [4  . DE(u)= [3,8545;], DEC] = [6,87], 
1: _ . 1 3 . D5C)=[8,08931,  DX(m)= [6,14]; . 

Puis, en calculant à. six décimales pour n’en conserver que cinq, el
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suppr imant l'indication de la variable &, on a successivement 

. À 

Ur = [0,0226;], 
, . 

D? =[T,63905], 

L L 
bi = [T,40441], 

1 
b$ =[T,208{0], 

1 
DE = [T,03057], 

L 

LE —[5,86340], 
L 

LE = [5,50326], 
4 

DE =[2,54812], 

1 
Dé —[2,39673], 

1 : 

DE = [3,24825], 
à . 

Bio —[2,10209] 

ne: 
D°0$ = [2,41462], 

L 

… DHGT = [64764], 
L? 

D+ b3 = T2, (533 4}, 

S S
e
 

Î T D
 © = JL
 

—
 

! 

DE = [T,58537], 
1 

DB = [T,48462], 

L 

Doi = fr, 38141], 

1 

Doi = [T,25619]. 

1 
D5b5 = [3,58614], 

L 
D5 0? = [3,58962], 

D507 = [3,59148], 

1 
D5DE = [3,60312], 

L 
DS 8? = [3,61519], 

1 
DSBE = [3,62951r] 

J 

D?bè = [o,57855], 

4 
D?8? = [o,601991, 

L . 
D?6? = [o,58264], 

1 pe 
D?05=[0,54757], 

L 
D?8È = [o,50242], 

3 

D6bÈ = [182833], D 

Lo . 

DS 6 = [i,82923], 

Déê: n
e
 

= [4,83203], 

L 

D60$ = [f,83:03], 
1 

D6bE = [1,8451]. 

A 

DSLË = [1,52468], 

4 
DS DE = [1,43366], 

À 

D3Bi =[1,45157], 

4 

DU = [1,46844], 

L 
D36? = [r,4:865], 

L 

D305 = [1,47994], 

DS DE = [1,47191], 

L 
 D3DÈ = [r,45502]. 

st 
10% =[6,14565], 

Lt 

VU = (réa), 

= [6,15007],



Gt
ef
es
 

©
 

S
 

: 
C
C
C
 

©
 

cr
et
es
 

©
 

©
 

C
I
C
R
 

R
T
E
 

©
 

C
i
t
é
s
 

= [o,12018], 

E
D
 ES

 
©
 = [o,019;3], 

o
r
 

©
 = [T,91652], 

10
/0
9 

©
 

se
 f

ia
 

©
 ll 

ox
 

œ Il 
ai

si
et

 
t
o
l
e
r
 

m
i
s
e
s
 

œ
 

si
st
er
 

1 ©
 

C
f
a
 

S
O
S
 

É
D
 

Il 

Su
st
és
 

œ
 " D 

OS
 

Di
Sj
en
 

Do = [ 
Di — Cr, 19357], 

Do? = [1,12645], 

Dot = (1, 05472]. 

D = [4,82878], 
Di = [4,82780], 
Ds =[4,82515], 

Ds = [4,820{2], 

DH = [4,8136], 
DsbÈ = [4,80393] 

5 
DDi —[2,632411, 

Dé? = [2,62780], 

Dé = {2,61428], 

DO = [2,59253], 

Dé = [2,56331], 

Di = [2,52740], 

DU = [2,48552], 

À = fo ,43831]. 

|, D'6 
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2 
De0ë = 

D:0} = [2,43347], 

Rs 

.D:8? = [2,{1670], 

Eî
 

D'bf = [2, 39294], 

D: b? = [2, 36255], 

S
i
e
 

3 

D207 = [2,28393]. 
g 

© 
© 

©
 

et
 

et
 

&
 

S
O
.
 

©
 

T
 

ste
 

m
i
w
s
 

O
n
c
e
 

I 
1 

I © es
 

ti
tl

es
 

ro
to
fi
e 

o
n
)
 

=
 

n
l
 

C
u
 

e
n
 

ea
 

= L
H
 

o
t
 

u
t
 

LE
 

=
 

ÿ ©
 

ro
le
s 

[l 

D2 0% = [3,87319], 
DeU = [3,87045], 
D?bÈ = [3,86230], 

D? = (3,8487], 
D: BE = [3,83000], 

D20? = = [3,80620], 

D:6 = [3,77762]. 

[2,41609], 
3 

D?05 = [2,44314], 

= [2, 326041, 

421 
à . 

30 — [3,58886], 

Lè 
30% =1[3,58739], 
LE 

305 = [3,58274}. 

Sa
s 

D30? = [3,57450], 

D: = [3,56224], 
3. 

D3d? = 1[3,54570], 

3 
DS DE = [3,52173]. 

D308 = [5, 19280], 

D'6 — [5,19100], 

DD = [5,18556], 

D3b$ = [5,17648], . 

D = [5,16335], 
s . : 

DS 05 =1[5,14738].



422 CHAPITRE XIII. 

DE = [> ,46855], DU — [3,79038], 

LE = [> 46391], DO = [3,58533], _ 

BE (2,450, DS [3,7756], 
BE [2,686 D (3,76336], 

DE = [»,30945], DU = [3,74288], 

= 130354] Dé =[3;zrst4l, … 

= [2 32166], - DO = [3, 68648]. 

DE = [2 274461. . 

89. Indiquons encore un autre mode de calcul, applicable surtout 
dans le cas où l’on ne cherche: que les. valeurs ‘des coefficients bP, 

les D? étant inutiles ; il serait facile d’ailleurs, dans ce cas, de modifier 
la méthode précédente de fagon à à éviter les opérations superflues. 

On déterminera d’abord LE et be comme plus haut, par les for- 
mules (5) du n° 87, ou encore par les formules 

LE (a) = 2 64 ) 
1 + 1 L 

DF(a) = af] GE(a) + 6Eçu) |, 
réitérées si l’on veut, en introduisant æ, 43, jusqu'à.ce que l’on 
ait sans erreur appréciable - , 

1 1 à 
b E (an) = 28, DiCan) = sui, 

le carré deu, étant négligeable devant Funité, au degré d’approxi- 
malion requis. 

; | : 
On aura ensuite, pour. p — 5 

ct(H), 
3 

3 5 , . 
y pee, d'après les relations (A) 
2 2 

PLAGE = Bpbh+ 2(p—1)08, 
- PRET = 2pbi+ B(p—nbr, 

ct ces formules sont toujours sans inconvénients, même pour p — s 
Pour calculer maintenant les autres coefficients de b?, br, …., b?,
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servons-nous de la relation (F); en faisant 

be bi, 
elle donne ce 

2 n8 . 
KPUOR+Hp—1 n+p— n+15 

si donc on connaît kr, on a successivement par les opérations les 

plus simples, en remplaçant nr par n—1, n—2,.….,2, 1, les valeurs 

des rapports 4%, k9_,, ..., KP, kŸ, sans perte de précision; comme 

d'ailleurs on connaît directement £?, on aura unc vérification du 

calcul tout entier, et l’on obtiendra finalement | ‘ 

: . bp LPpP CDR LPLP bi KE, ... bi khbr_;. 

[ne reste plus qu’à chercher £?; la formule précédente permet de 
mettre ce rapport sous la forme d’une fraction continue évidente, 

mais peu convergente; il vaut mieux se servir d’une transformation 

due à Gauss. ° | 

Soit la fonction hy pergéométrique 

aan). b(b+1), 
1.2.C(CHI) 

….. 
: db 

F(a, b,c, g)=1+ a+ + 

la série du second membre étant convergente sous la condition [x] <r. 
On vérifie immédiatement lidentité 

  

a(e F(ab+r, o+ne)= F(@ b,c,æ)+ pe rta+n bi, c+2&) 

qui peut s’écrire sous la forme 

Fa, b+i,e+1,æ) 1 k 

Fa, b,c,x) __...a(e—6b) F(a+rb+rc+2,x)? 
  

c(c+1) 77 FCa, b+i,c+i1,x) 

d’après la sy métrie de la fonction F(a, b, cs æ) par rapport à a et b, 
on a donc encore : | 

F(a+i,b+1,c+32,x) 

E(a b+i,c+1, x) 

E . . 

__(@6+n(c—a+i) F(a+1,b+2,c+3,2)°- 

(e+i)(c+2)  F(a+i, b+1,c+2,x)
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continuant de même, il vient 

  

    

  

  

    

Fa, bæ+ir,c+i,x) 1 

F(a, b,c, x) 1— q 
. 

s 
1— 7 

1— 7 ; 
$ 

1— G” 

I1— 7 ; 
« S 

I 

.# 

"avec . 

 «c—b), s=C+Hi)(c—ari), 
7 e(c+in) | | (c+i)(c+2) ? 
,_(a+i1)(c—b+:) 1 __(b+2)(c— a+) TT G+rjéers ® = (C+3)C+4) 
= (G+2)(e—b+a), (b+3)(c—a+s) 
TT GC+hcrs (C++ 6) 

Orona 

br = enr PB. (p+ nn D r(p, R+HP,R+HI, 2); 

‘ il en résulte donc 

AHPTI, 

KE = 21 - TZ 

1 £. 

1 7_ 
S 

1 
rs avec | . : ce Cr 

= PU—P),, s=(+p)(i—p+r,, .A(Rn+I) ? 7 (a+n(n+a) 7 

g'= G+p)(—p),, s=(m+p+n(n—p#+o), (n+2)(n+3) ‘(a+ 3)(n+) ? 

Le calcul de cette fraction continue est simple et rapide, surtout 
Si x a une valeur notable; désignant les réduites successives par =» 

Q
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+ 

P; P; « 
Q Q° on a . 

Pis PHP, Qi=1, 

ñ 

Pr= Pi, Qr= Qi— 9; ° 

Ps= Pa s P:, h Qs= Qr— s Qi, 

Pe= P3—g'P2, Q:= Qs— g'Qù, 
css ss. ……..) 

et l’on continue jusqu’au moment où deux réduites consécutives sont 
égales au degré d’ approximation que l’on veut obtenir; ce moment se 
manifeste de lui-même si l’on fait usage des logarithmes de soustrac- 
tion pour effectuer le calcul des P;,, Qu. 

3: Si, par exemple, on fait p — 3:2=9,%—0,75,0na 

  
  

  
  

19 — 1.3 ° 17.21 ._ Pi= 4 = a? $S = 22 
1 187 ? 18.20 ? 20.22 ? 

1.5 ‘ 19.23 ! ni # “ 

= a“ $ = - 
z 22.94 ? 24.26 ? 

et ceci suffit pour trouver exactement 

He [T,80478]. 

90. Nous venons d'obtenir le développement de la fonction per- 
turbatrice dans le cas où l’on néglige à à la fois les inclinaisons et les 
excentricités des’ deux orbites. nl faut tenir compte maintenant de 
ces quantités supposées petites. - 

Déterminons d’abord la quantité 7 égale à (2(0sIT— cos), 
IL étant l'angle MON’, tandis que o est la différence p— +" des lon- 
gitudes dans l'orbite, SE el" sont les inclinaisons des deux orbites 
sur Je plan fondamental des zy, et 0 les longitudes des nœuds 
ascendants, les cosinus directeurs de la droite OM s’écrivent sans 
peine sous la forme 

cos? L'eoso + sint Lcos(o — 20) cos? Lino — sin Lsin(e — 20), 

sin 7 sin(p — 6),
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et par suite, il vient 

n = (- sin? À sin? À + sin? À sin? L) cos(p — 0") 2 2 2 2 D
i
m
 

Jr 
2 

+ sin? Lsin COS (6 — p'— 20 +2 6") 
” : . 

+ sin? d cos? Leos(v +9" — 920) + sin? Z cos? À cos(o + p— 207) 2 2 2 2 

F3 SnJ Sin j cos (v— #— 0 + 0) — = sin j sin j'cos(v + #'— 6 — f), 

Faisons alors 
. 

., 

5. J :  . =2sin- =2Ssn—3;. Î 2° Y 7° 

V1, I Do, Lt , I Gr CUONEGTE UN nesrel vieiyes, t= y'en, 
puis Le 

. en Lo Jon is ’ S1—=  Y1Y2(2 cos D OST EYI Ye + TrYi Yi Yo 

= : Leo ivsiuu : 1 . S2= YeYi 2 COS COS + YiY2 + TT} — YiY2 —YiYos 

1 f Î J t 1 o > Si —YiTi AGOSU COS + YiY2 + Ya V4) + vf + ve, 

ro r Î J' ’ ’ 2 FE FT Ya (2005 COS pie + yart) + 3 + yg; 
-0na- | . . . N = oc es" t Ga eitw-v") og eilr+w) L g, ele, 

D'ailleurs 

'. o1 
, ! | , 

2 cos Lcosd FES — Ci ti) Cave) — OL) 
I 

4 > Siret Va) Grive vire}. 

de sorte que 0, Gay Ti 6, Sont aisément développables suivant les 
# puissances de Y1, y2, Y,, Y,; en ne dépassant pas le quatrième ordre, on peut écrire 

= ire Ce v5) — av) Ga pd 
| (6) 2 (re 2) TV) — av Cri 14) Crea y4) Hess 
=} y Cri — TD) Ce e)+., 
Se = (Yr— y) + VaYe Cri Yi) (res) +...
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En développant les puissances de n, et portant leurs valeurs. dans 
. ï , 0 , 

l'expression de " donnée au commencement du n° 87, il vient immé-- 

diatement, en négligeant toujours les excentricités, et désignant par n 

un entier quelconque, Par Gus os CAE q, quatre entiers positifs ou 

nuls dont la somme est 9, - 

I Qt 1.3...(29 —1): 

ac 221.91! G2! qi! Q0! 

x eiur+qu=q he —et)#éigt—q ie +e) 

- 1 
_ T+z = Hotis tiotsbTT 2 Ro= Si T2 gp Os On 

bien entendu, le facteur numérique qui figure dans cette formule est 
égal à l'unité pour g = o. . . 

Remplaçons n + qi—g2 par s, gi — q, par g'; de sorte que s et q' 
sont encore deux enticrs quelconques; puis, sous -les conditions 
QUE 13 Gas Ju T, Soient des cnticrs non négatifs, vérifiant les rela- - 
tions : 

D+qi+gi+qr= Ji 9:= 4 
posons ue 

(G) BY mn"! af o%e 5 7 ci p7+5 Ü 21. .Q1! q'qi las! ? ? qieqn 

nous avons plus simplement . 

  
Ro= 12 Ÿ eistvv}+ig'{v+v) Bd: 

4 : - vaa’ dm | s 

les fonctions B?, déterminées par les deux indices set g', dépendent 
de Su S 6, C'est-à-dire des inclinaisons et des longitudes des 929 5 23 

nœuds ascendants, et sont en outre des fonctions linéaires et homo- 
gènes des coefficients de Laplace, br. 

Il reste à tenir compte des excentieilés, © 'est-à-dire e à remplacer a 

parreta! par r' dans les facteurs = et br. Mais, comme il con- 
vient encore d'introduire partout les longitudes moy ennes l et l' des 
deux planètes, il faut en outre exprimer r cts en fonction de , ainsi . 
que r'etv'en fonction de !. 

w
e
 

. le coefficient br   En premier lieu, = devient : = (2) 4 (2) 

est ensuite une fonction du rapport «, de sorte que dans l’hypothèse 
a <Ta', il devient quand on y remplace apar/, a’ par r', d’après la
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formule de Taylor, 

Dor ra D?27 ra'\1 
+ TE (log 2 Fr) + (bszs H..., 

le signe de différentiation D ayant toujours le sens défini précédem- 
ment. 

Ce résultat peut s’écrire symboliquement sous la forme 
ra 

ED où (2) (LE) er 
en convenant simplement de développer suivant les puissances de D, 
et de remplacer le produit DEx< 8 par la dérivée D46?. 

Dans l'hypothèse contraire « > a’, on aurait évidemment le même 
résultat, à la seule condition de changer D en — D; sous le bénéfice 
de cette observation faite une fois Pour toutes, nous continuerons, 
dans ce qui suit, à supposer a < a/. D 

Reprenant les notations du Chapitre précédent, marquées d’un 
accent quand elles s’appliquent à la planète M’, nous avons mainte- 
nant — / + — 7, ou et — el; posant donc 

Lo. À=eil,  N=ei, 
il vient - 

(8) Ro Var = Ÿ Xs+7X-s+7 AT BT, e 

T 1- 

D—>= , IA _} ’ : q' {r 2/3 \s+q r 2/ 3'\—s+q 
A = (z — _ era 9 «a æ a x 

et l’on est ainsi ramené aux fonctions telles que (y (£)° étudiées 
au n°83. 

. En désignant toujours par e, e' les excentricités des deux planètes, 
Par & et x’ les longitudes de leurs périhélies, soit 

avec 

€ . - € s’ e’ _ + , £ —* : er E= —e im, Er = —eim, és = —en, Es = —ein,. 2 - 2 2 2 , 

de sorte que 

Ti= th, Tr Xi, MISE), came h nt;
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faisons encore 
‘ n=l;c -p-!,6c 

2 _— X9 | 2 _ F . 
PuPa — N papas X pop — Nu Ps 

on a finalement, toujours d’après le n° 83, et en désignant par Pu 

P2» Ph, P, des entiers non négatifs quelconques, 

. Fe , Ü d— ® 

(9) AP = Ÿ are iapiN EE NT. 

La formule (8) donne de la façon la plus simple, en séparant 

nettement l'effet des excentricités et celui des inclinaisons, le 
. 

? 

développement de la fonction perturbatrice; son principe est dû 

à Newcomb. . 
Te NT ] " I . 

Les quantités N7. ps Npp: ©t leurs produits sont les opérateurs 

de Newcomb; il ne reste plus qu’à les déterminer comme nous avons 

vu au n°83, en les développant suivant les puissances de D. Les 

formules de récurrence données précédemment d’après A. H. v.Zeipel 

deviennent ici - 

PiNs, Ps — = (25+ SD) PT (c+i-p)nts
. 

+(rsimene 2-0) Nan 
Does 

—i(s+pi— MY 2 5Gp =) mp? 

I 15— [ _ 
PaN ps = (-2+: 3 — D) No + (- s + 2 —D) Nr Pa? 

+(- go pas 5pa— 2 — D) NE Pat 

Pa 6 ? 
+ 3(5+pi— PÈ Dr Pa=p ? 

d’ailleurs . 
_ 6 — 

Npups= Ne Pa? No — 1, 

et les opérateurs N'se déduisent des N par le simple changement 
de D en — D. 

En remplaçant Li, Lo, .… par leurs valeurs &,}, e,)71, ... et aussi 

is Tes Gr 6, par leurs développements (6), la fonction R,yaa' 

“apparaît encore comme une série de la forme 

(10) R var=Y. ADS Ms'emepnse spieptg pie,
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dans cette formule, s et s’. sont des entiers quelconques; Pis Pas Pis Pis 13 re, 14, r, sont des enticrs non négatifs, et la somme Fibre + re est paire, d’après la nature des développements (6); enfin; les coefficients À sont des fonctions linéaires et homogènes des DA 5”, c’est-à-dire encore des fonctions du rapport «. 
On voit immédiatement que l’on a - 

SHS = pi— pr+p —Pr+ Ti ritriré, 

et au surplus cette relation est nécessaire a priori; si en effet ôn reculé l’origine des longitudes dans le plan fondamental d’un angle ‘ 
arbitraire w, le terme ci-dessus de R, aa est multiplié par 

ei CUSHS pit pipi pi rit ritré, 

et ce facteur doit être égal à l'unité, puisque R, ne change pas. Comme le degré total du terme considéré de R, par rapport aux quantités &,, 82, «, Es Yo Ya Var fes Ou, ce qui revient au même, €, €", ; Y est égal à Pi + Pa + Pi EP +ritrs + tr, on voit encore que ce degré est au moins égal à la valeur absolue de s+s’ et toujours de même parité. - La fonction Rs étant réelle, s’écrira bien facilement sous forme 
réelle; les termes de la formule (10) sont ou bien réels, ou bien 
conjugués deux à deux, et l’on a aussi, sous forme $ymétrique 
réelle, 

| | 
: Pa+P ë" pi + pi rite \rt+re, Ras Y a(£) HO! (2) * ï) 

X COST + sl + (pa pi)m + (ps — ph) 
+ Ce n)0 + (ri m)0]; 

l re nombres 74 4 ps pm nn M es quatre nombres 7, +7, Titre Fait Tr 
parité. ° | - | + Pour avoir le développement de la fonction perturbatrice com- plète R, il faut ajouter à R, la partie complémentaire R,, égale 

sont de même 

. 
3 . r , ‘ j 7 \2 t— > COST; en écrivant R, sous la forme — {7 cos, on ? - vrr \r ° voit immédiatement que le développement de R sera le développe- ment même de R,, sous la simple condition de diminuer les coeffi-
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1 2 Le 
cients 2D#b2, et Débi de la quanuté 

OS CE 
suivant que l'on a a < a! ou a > a!. - 

Toutefois, il peut être préférer à divers points de vue, d’avoir 
séparément le développement de R,. D’après ce que nous venons de 

dire, ou mieux directement, on a: | | 

a rip | - . R=— D amants. . 

r—2,1 1,1 XL G+a) IX ppm + SN Xi Xpop 

1,—1 2 ei 2, 17, +(i+ ce) XXE Npbpe + RAR IX Ep pape j 

d’ailleurs, d’après le n° 83, 

  . . 73 . 8 % 125 
Xil= I Xi = — XL — 7) Xiti — 3 . 0:0 ; 2,0 2 8,0 3 5,0 24 

Que = 1 — li 
Xi6= 1 Xi 2, Xhi=—3, Ni =— 6, 

TK dE. L XD! 1,1 I 
Xbi=—3, Xÿ2= Xfi= oo, Xpl=—-, 

2 4 

. s I . 2 1,1 sl — < 033 = 3° Xhi= 3? 

= \ . 

3 
Tri — L 

_XG3= g’ 

-De plus, comme on l’a déjà remarqué vers la fin du n° 81, les 
.équations du mouvement elliptique donnent È 

- Dh(ts) = 3 
r? .+ 

il vient donc, sans autre calcul, 

v—2,i At, 
Xpipe — (Pi Pit 1} Xp, ps , 

en particulier, tous les cocfficients Apiine) pour lesquels on a 

Pi— ps:+1=0, sont nuls, et il en résulte qu'aucun terme du déve- 

loppement de R,, sous la forme (10), ne peut être indépendant de Y. 

= On doit encore faire l'observation suivante sur ce développement, 

qui jouit par ailleurs des propriétés générales de celui de R, : si on-
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l’ordonne sous la forme (10), on a 

. S = Pi—pP2:E, s'=p,—pL Ti, 
el par suite 

Pit pas],  pi+pi2ls |—1: 

le degré du coefficient de 25}, par rapport à « et &', est donc au moins 
égal à |s|+{s/|— 2, et toujours de même parité. 

91. Écrivons explicitement le développement de R,, en ne dépassant 

pas le quatrième degré par rapport aux excentricités et aux inclinai- 

sons, c’est-à-dire par rapport aux quantités e,e', +, v. 

La formule (8) donne d’abord 

R, Vaa’ =Ù CAN A9 B9 + SH MSI AL DIE Dent j'es AT I Bot 
DH Moser A7 DIE st peser At Dot 
Hassssscssscsseesesessseseseseseese l 

avec { 

Bÿ = Li+ L(o68 + 0h) +3 (c4 LU RES À (siar+-5! s,)0} DER 

B! Bzt 1,5 3 5 
# = ra = 50 + robin) Fee. 

B}? _B;? 3,5 

SE ST 

Avant d'écrire les fonctions A7, définissons d’abord un groupe 

“pe formé de trois substitutions S, S’, S" de la façon suivante : 

‘1° Aa substitution S correspond à l'échange des rôles joués par les 

deux planètes et consiste à permuler x, avec T3 Ta avec T,, en même 

temps que lon çhange les signes de s et de D; 2° la substitution S' 

correspond au remplacement d’un terme par son conjugué, el consiste 

à permuier 4 avec Z2, x, avec æ!, en mème temps que l’on change 

le signe de s; 3° la substitution S”, produit des deux précédentes, 

consiste à permuer z, avec 2, &2 avec æ,, en même temps que l’on 

change le signe de D. ‘ 

l'est clair que la substitution $ laisse invariantes les fonctions A, 
tandis que les substitutions S' et S” changent AY en A:7,et en par- 
ticulicr laissent invariante la fonction A. 

En premier lieu, il suffit donc d’écrire les fonctions A6, A A!
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puisque l’on déduira A7!, A:?, .. de À;  À$ .… par application de 

la substitution S' ou S”. 
D'autre part, il suffit de donner certains termes de AL, AÏ,A?, …., 

les termes qui manquent se déduisant de ceux qui sont écrits par 
application de la substitution S quand il s’agit de A, Af, ..…., et par 
application des trois substitutions S, S’, S”", quand il s’agit de A; 
bien entendu, on ne doit pas redoubler les” termes qui resteraient 

ainsi invariants. 

Dans ces conditions, on a simplement 

AP=1+ZiNS,0 + Zi N5,0 + TitaNii mimi Ni oNGS + aie Ni NES 

+ TINS,0+ 2iraNi + dim NE o NT 

+ etre No NGE + air Né, NS 

HTNotataiNu+ataiNis os 

+ riz iNoNti+ærirze Ni pat mer NS NS 0 + Ti Ter NS NGt 

+aieiN, oN5. i+aiaies N5,0 NE 

2 ts Is 1 ef $ Tes 
+ateÿ No No + airs Ni NT 

Al=i+zNSt + me NS + ct NS + mixe NS 4 +3 Né 

+ ris Ni to Né mime NÉ Not aime NS NO St... 

A=1+..., 

Nfo=2s+>—D, 

Y 7 7 _ 1 NS o=ost+i L— 2 D? 3,0 28+2S+S (2s+2)D+ D, 

Nia=—4st— À + D, 
. | 4 | 

« 4 22 29 13 105 . . ss = 1,3 rs 2° 29 1 10; 7 ï 
N3,0 3° + 6st+ 3 s + 16 (a+ ; s + se )D+ (s+7)n- ns, 

Nine Gas D + four 354 5 5 _* 2,1 4 si—2s S+(rs+ +3 D+ s+> D'—- Ds, 

ANDOYER
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2 385 ,, 265 , 1553 ( NS = st 17,3 st 222 1999 _ [13,04 73 2) Ni, 3 + s+ 24 + ES + ETF 30 + GS +7 D 

19 247 1 5\. I 
2 DT S 2 _ 3 — $ + (+8 S+ ) (3°+3)2 +37 DS, 

8 34 Â4 59 167 8 41 ) NS = — st 3 ter Le 2, si 2 _— Ns,: 3S 7° 7° 3° ge + (3° +8s+es+3 D 

+ (se Br (3 S+> F)D+3 D:, 
. \2- 12 3 3 

S gs Mi 15 ( 2 5) (- 2 2) 2 Ds lp: Néa=4s TS mt 2874 2 D+ 28+ 5 D Dè+ Dé, 

tee sn nn ns nn sn nn nn nn ns ns ns sens ons m ns msess css, 

En ne portant pas l’approximation plus loin que le troisième degré 
_ par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on a donc d’une 
façon plus explicite . | 

Aÿ=rær(as+ D) 

+ 2? es+2s+7 F—Cs+nn+ De] ° 

+ Lie [- sa! + pt] 
. 4 

+ [+3 +4D—p:] 

+ rie, [és+ 254 > _— Le] 
- î 

# 

3|4%,s 2. 2? 29 EH 107 2 ! +a[fs + 6s+ 3S+ TG (es + sS+ 24 Zn (s4 7)o se] 

sie (nas cs as Le (ones ln (+ +7)0- En 

+ xix [- 64 a (os +oeg)D—(ss+7)nt4 ln] 
6 2 4 2- 

+atefinsens er fasse s)D—(s+ +2) Dri+ = D] 

+ TiTarl [ss 2s— s— (a+ )n+ (ss =)Dt+ ne] 
. : 2 k =
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Envisageons encore spécialement la partie séculaire Roo de Ro, 
c’est-à- dire la partic du développement de R, sous la forme (9) qui 
est indépendante des longitudes moyennes, ou encore de À et }'. On 

a immédiatement, d’après le développement général, et en écrivant 

cette fois tous Les termes : 

2 Ro aa = (1 ee Née Ni + ce P ND, Ertreh ee N9 5 NU ef? Nr +. DL 

+ CNE, NA + enee Nie NTd + € Noa NE Eee) Ceseh B03 + 6264 BE). 

RNB NE.) (et ef B0, + e3 ef B9) +. 

+ ON Nous) (as Bot ec B3) 

NB.) (et Bzi+ 6 BI) 

ONE) (Bite BL) 

Nas Nis—z+D  NaiNu= (-3 +) ’ 

9 —{_!, D: (- D 
Noa = ( 5 +) é D+z , 

5 
N=(-r+n)(n+D+pn), 

En profitant de la relation (C,) du n° 88, qui donne en par-
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ticulier : 
D? ï LE p? D? 9 Bi 5 . — 7 ü — O1; TZ où — 901; 

\,1 3 , 1,8 & (o:— F)ét= b3, (D: 7) 0i= ot, 

1 3 8 ä (pr D) DB = b?, (p1=>) DE = 96, 
,. OT oi 

3 5... Sousse messes ; (D: 2) bi = gbë, 

nous pouvons éliminer les puissances supérieures du symbole D, 
et écrire définitivement, en nous arrétant aux termes du quatrième 
degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, 

i
t
s
 

— 1 " 3 F I I - 5 Ro Vaa = DE + (autre En + A+ D) b— (# En + 2€1) 0? 

‘ [,2 £ 3 + Gé dde der) (5e 2 Dot) 4 
12 10 e 4 3 9,5 3 ++ +de )(éis Dés Doi) 

fi 
. re ; I 3 9 

ete teer) (2 0Ë+ 9 
1 ' | 1,3 9,5: [3 

ThéGé+ ee) (te 206$ Dé) 

. £ 1 1 +9 [acer + (ci o)(aer+ €} 4)+ (a+ 164) 08 

5 
t "1 [sisvet + doteo + ges + 00e, ]b? 

‘ » 3 5 
+ oreres + cer) (5 n bi) 

L ses sn nnn eo seuouusee 

Comme on l'a fait remarquer plus haut, la partie complémentaire 
. de la fonction perturbatrice R n’a aucun terme séculaire : c’est en évidence sur la formule précédente, d’après Ja façon dont le déve- loppement de R se déduit de celui de Rs. 

| 92. Au lieu d'introduire directement les longitudes moyennes / €t l’des deux planètes dans le développement de R,,on aurait pu tou i bi ec lan: . . t aussi bien Conserver les longitudes vraies v et p!, ou bien encore
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faire apparaître les longitudes exceritriques L, et l\.: on désigne ici 
par longitude excentrique la somme u +5 de l’anomalie excentrique 

et de la longitude du périhélie, de sorte que v— l+sw—u. n'ya 

d’ailleurs aucune nécessité d'opérer de la même façon pour les deux 

planètes, et l’on aura ainsi de nouveaux développements qui pourront 

trouver leur application en diverses circonstances. . 
Pour substituer l'emploi de la longitude excentrique L, à celui de 

la longitude moyenne /, il suffit évidemment d’opérer de la façon 

suivante, en se reportant aux raisonnements déjà faits et aux nota-. 

tions du n° 83; faisant 

- "1 1 
D—-;6 D—-,06 

_ oil 2 6 roc ki = eh, Vus = P;,,ps Yours = Qups 

on remplacera dans les formules (8) et (9) À par À puis Ti, La) 

NF,.ps Par pu Yu P Pa Pa ou bien par: Ai Nos Qops 

Voici les expressions des premiers opérateurs Q;,,, : 

ï 
Qo=s+-—D, | L 

s =ls+s 3 4 1D+ LD! Q$.0 2 + +3 ( +1) 2 3 

QŒs=—s+ 2 —2D + D:, 

si 3 23 5 s 3 23 s +) 
= 2 _— _— — _ — )D = = )D'— =D: 

Go 6 2 TT 16 (£ 2° 2) ( 4 

#3, 5, 2,(%23 _ à) (5+9)ne- Ds 
Qu EP Lo Le (S 27 8 D+ 2 

st si 43 il 35 53 5 830 a)D 
dos nt 3 + ti 128 ( EH Ti 

s? 43\ p: SL 1\pss LD: +(5+s+2)0 - (é+3)0 + 3 D 

st 2 I 2 Il sè 9 5 
re — 3— +5,52 _ £ = )D 

Qui tt; tr (5 4° :)
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Pour conserver la longitude vraie », on fera 

Fes = = ei, Bars — Rpups 

et l’on remplicera À, Lis Lo, Nom par da, Sis 52, R,,r, respec- 
tivement. On a en particulier 7 

. — | Roo= I, 

- s à | tt Rio = 1 — D, 

‘ 2 

I 1 
Rao gts D?, 

' 6 4 { 

Rs 9 _ “ D ED Us, 

D 
. = Gp BD sm4 De 

Bien entendu, on suivra des règles toutes pareilles quand il s'agira d'introduire la longitude excentrique /', ou la longitude vraie v’ de la seconde planète;. les diverses lettres seront simplement accentuées, 
et l’on changera | le signe de D dans les expressions des opérateurs. 
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