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INTRODUCERE

Asupra ,,Indicatorilor s’au publicat putine lucrari,
iar capitolele respective din , Teoria Numerilor« in-
trebuinteaza adesea matematici superioare, fapt ce
nu-i fae aceesibili oricarui amator, sau sunt mai greu
de inteles de incepatori.

Pentru a inlesni deci celor ce doresc si studieze
,,Teoria, proprietatile si frumusetea Indicatorilor« am
intocmit aceastd modestd lucrare. In acest scop
m’am servit de urmatoarele tratate:

Théorie des nombres par E. Lucas, volumul L

Ezxercices d’Arithmétique par J. Fitz Patrick si
G. Chevrel
si de numeroasele: articole, note si problemi publi-’
cate in Gazeta Matematica.

Toate capitolele sunt tratate cu ajutorul mate-
maticelor elementare.
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Lucrarea de fata fiind intocmitd de un modest
cunoscdtor al stiintelor matematice, va avea desigur
si unele inerente lipsuri sau chiar greseli, pentru care
bucuros as cere dintru inceput scuze, dar asemenea
formule de politete ne obisnuindu-se in matematici,
rog pe cetitori sa arate orice neajuns, care ar micsora
sau chiar ar schimba adevarul stiintific. Marturisese
cu toatd sinceritatea ci, urmiresc, de-mi va fi cu pu-
tintd, sd fac si eu un pas cét de mic inainte pentru



progresul matematicelor, iar nicidecum, acatandu-ma
de cateva teorii, sd-mji fauresc o glorie personals,
pentru care nu sunt cu nimic indreptatit

Daca voi reusi, cel putin in parte, si-mi ating
scopul, atunci nimeni nu va fi mai multumit ca mine,
iar dacd nu voiu veusi, mid voiu resemna la gindul
cd, pe ruinele incercarei mele se vor gasi destui mate-
maticieni roméni, cari vor sti sa clédeasca si in acest
domeniu o operd de afirmare a geniului roménesc.
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In dorinta de a desavarsi aceastd lucrare, cel putin
din punct de vedere al tiparului, am rugat pe bunu
meu prieten D-1 Profesor Virgil Claudian si-mi dea
o mana de ajutor la revizuirea eorecturilor. D-sa
mi-a indeplinit ruga mai mult decat ar fi ficut-o
un pricten. Ii multumesc deci din tot sufletul.

o =

As dori s& mai adog ceva, nu drept o scuzd a mea,
caci nu mi-as ingédui aceasta, ci pentru a nu micsora
cu nimic stima si dra‘gostea mea ce 0 am pentru ma-
temadtici.

Normal ar fi fost s& dau cat mai multe aplicatiuni si
exemple numerice, in legdtura cu partile teoretice, dar
scumpetea héartiei si a tiparului, precum si modera-

tele mele posibilitati, ma obligd la o cat mai mare
economie.

£ 3

I. LINTES



TEORTA INDICATORILOR

CAPITOLUL I

Numairul numerilor prime cu un numar dat si mai
mieci decat el. Indicatorul

1. Definitie. Prin indicator se intelege numdrul nu-
merilor prime cu un numdr dat si mai mici de cdt el,

D-1 I. Tonescul) da urmaéatoarea definitie:

yindicatorul unui numar N este numarul nume-_
rilor inferioare lui N si coprime cu el“

Denumirea ,,indicator‘ a fost datd de Cauchy. iar
notatiunea obisnuita este ¢ (N).

Pentru primele numere avem: : -
(1) =1; 9(2)=1; 9(3)=2; 9(H)=2; 9(5)—4;

Si in general, pentru un numar prim p avem:

1) o(p) =p—1

Faptul ca s’a admis drept indicator al lui pe Z,
s’a nascut intre unii autori o eontroversa, care ana-
lizatad fiind in detaliu de catre d-1 I. Ionescul), a-
junge la concluzia ci trebueste admis @(1) = 1, iar
nicidecum ¢(#¢) = 0, cum au propus unii autori.

2. Stabilirea formulei. Formula indicatorulvi se
stabileste din ,,aproape, in aproape“ plecind dela
cazurile cele mai simple.

1. Gazeta Matematicé, XLII-77.



Si presupunem mai intdi un numdar de forma
N = a» unde ¢ este prim. Numiarul numerilor ne-
prime cu N, adicd numerile cari au cel putin un
divizor comun cu N si mai mici decat el sunt:

2528 280 .(E).a
a

S 5 N - 3
adica sunt in total (7) numere neprime cu N si

mai mici decat el.
.~ Atunei numarul numerllor prlmtﬂ/ cu N si mai
mici decat el va fi:
N i
o(N) =— e e T i e A
e(N)= N = N (1 a)

adicd va fi diferenta dintre numarul total de numere
mai mici decit N si numéarul de numere neprime.

Sa presupunem acum un numar de forma N—ax. bﬁ
unde ¢ si b sunt doud numere prime.

In acest caz numerile neprime cu N si mai mici
*decat el sunt:

N =3¢
829,88, (—a~) . a; adica (%) numere;

: N SEL TN
a, 2a, 3a,. . . (?) . b; adica (F numere.
Dar in ambele siruri de numere avem numere
identice cu:

N N
ab, 2ab, 3ab,. . . |—]. ab: icq == -
a (ab) ab; adica (ab) numere

Deci, aceste numere gisindu-se in acelas timp in
cele doud siruri de mai sus, va trebui si eliminim
o serie, adica sa le scidem odati din cele doud
s1rur1 date. »

Cu aceasta, numarul numerilor prlme cu N si mai
mici decat el va fi:

S e L o 1 1



‘S& presupunem acum un numir de forma -
N—q« . bd .cr, unde @, b, ¢ sunt numere prime;

In acest caz numerile neprime cu N si mai mici
decat el sunt:

asda- 8, . (E) .a; adica (E) numere ;
a a

b;:2b,73b. . (E) .b; adica (E) numere ;
b b ;

Co0Eat, (%) . ¢; adica (—1}) numere.

Dar ludnd aceste trei siruri de numere coua cate
doud, vom gisi cd ele contin numere identice cu:

ab, 2ab, 3ab, . . . (E) .ab; adica (E) numere;
: ab ab

acr2acr3ac (E—) .ac; adica (—11) numere;
ac ac

be, 2be; 3be, . . ok Zhe; adica =t numere.
- be : bc

In consecintd, aceste numere gésindu-se de doua
ori, trebue sa elimindm o serie, adicd sa le scadem
odata din cele de mai sus.

Dar atdt in primele trei siruri de numere, cat
si in aceste trei ultime siruri, se gasesc si numerile:

abc, 2abe, 3abe, . . (—N— <abe; adlca(N numere;
: : abc abc

prin urmare, scizand ultimele trei siruri din primele
trei siruri, vom elimina complect acest sir din urma,
ceace nu se poate, deci vom addoga atunci aceste
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numere, dupa sciderile de mai sus. Cu alte cuvinte
numerile totale neprime vor fi:

N N N N N N N
=5 e ae be ' abe

Si atunci numarul numerilor prime cu N si mai
mici decat el, va fi:
N NN O N
c “ab ac bcT abo

e R

Rationand in mod analog si din aproape in a-
proape, gasim pentru un numar de forma:
N = a= bb e .. I* expresia:

: N N

: AN N N
2 o (D= N Y= SN S S
Pl AN : a,+ ab abc+"'

e o) (= 2

(a—1).(b—1).(c- .. (1-=1)
e T he g

=ae—1 bf-1 er—1.. IA—1, (a—1).(b—1)
=573 1) AR
I (a—1)
I

unde simbolul ¥ reprezinti o insumare a tuturor
termenilor rezultati din numirul- factorilor primi

al lui N, iar simbolul II reprezints produsul tuturor
factorilor respectivi.
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Euler ) 2 fost primul care a gasit o_i exﬁresie ge-
nerald a lui o(N).

-

Observatie. Expresia lui ¢(N) fiind dedusa prin inductie,
este cazul s aritémca, in adevar ea este generala. In con-
secinta, daca presupunem ca ¢ este un numar prim cu N.
atunci numarul numerilor prime cu N si mai mici decét
N, este ¢ ¢ (N), deoarece impartind toate aceste numere
prin N, se vor reproduce de ¢ ori acest sir de numere.
Imultind deci ambii membri ai formulei generale din 2)

prima expresiune, atunci gasim:

v N ‘ﬂ—zﬂ_;
= +)“ab abe

3) q o) —q N—

Dar membrul al doilea nu este altceva decat numarul
numerilor prime cu N din sirul cu numere -consecutive
pani la q.N, adica tocmai ceace ne propusesem.

3. Tabloul indicatorilor ?). Avand nevoe, in nume-
roasele calcule ce urmeaza, de valorile numerice ale
multor indicatori, vom da tabloul de mai jos:

1).-L. Euler, Novi Comm. Acad. Petrop. & (1760-1.) ed.
1763, p. 24 (1759); Commentat. Arith. 1 St. Pétersburg 1849,
p. 274 : :

2). Théorie des Nombres par E. Lucas, pag. 305.
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Tabloul numerilor care corespund unui

indicotor dat, pdna la 100.

N

Nr.
Nume-
rilor

00 G i b lICP(N)

100

I 101, 125, 202, 250

1, 2
3,4, 6
5, 8,10, 12
%9

1

) 14, 18
5, 16, 20, 24, 30

11, 22
13, 21, 26, 28, 36, 42
17, 32, 34, 40, 43, 60
19, 2(, 33, 54

25, 33, 44, 50, 66

33, 46

39, 39, 45, 52, 56, 70, 72, 78, 84, 90
29, 58 ;

31, 62

51, 64, 68, €0, 96, 102, 120

317, 57, 63, 74, 76, 103, 114, 126

41, 55, 75, 82, 88, 100, 110, 132, 150
43, 4, 86 98

6, 92 138

47, 4

65, 104, 105, 112, 130, 140, 144, 156, 163, 180, 210
53, 106

81, 162
87, 116, 174
59, 118

61, 77, 93. €9, 122, 124, 154, 186, 198
85, ]28 136, 160 170, 192, 204, 240
6! 134

T, 142

'73 91, 95, 111, 117, 135, 146, 148, 152, 182, 190, 218,

222, 225 234, 252, 270
79, 158
123, 164, 165, 176, 200, 220, 246, 264, 330, 330
¥3, 166
129 147, 172, 196, 2°8, 294
89, 115 1:8 184 230, 216

141 178, 282
97, 119, 153, 194, 195, 208, 224, 238, 260, 280, 288;
306, 312, 336, 363 390, 420

oy
NWHWOO JNNDON U OOMN O W

ey

e
w CDODN;[\D-J DY BN OO © D OO 0D D




13

Rezulti din tabloul de mai sus, ca numnerile:
14, 26, 34, 38, 50, 62, 68, 74, 76, 86, 90, 94 si 98 nu
pot reprezenta indicatori.

Proprietiti si consecinte

4. Indicatorul unui numar mai mare decdl 2 este
totdequna un numdr par. :

Am vazut mai sus ca expresia generalé' a indica-
torului poate fi pusad sub forma:

@(N)—as—1.bp—1.cr—1. . . (a—1) (b—1) (c—1)..
Or, pentra N > 2 produsul parantezelor este tot-
deauna par, deoarece numerile @, b, ¢, . . .sunt

prime deci, In afaria de cazul cind s’ar putea in-
tampla sa avem a = 2, toate celelalte sunt impare.

5. Pot erista o infinitate de numere pare, cari s@
nu reprezinte indicatori. :

_ Si presupunem ca avem un numar de forma:
N—2 .(22a . A+ 1)o.(20.B+ 1)F
unde parantezele reprezintd numere prime absolut.

Atunci indicatorul lui este:
o(N)=2s—1+a+b+ .. .A.B. .. (22 . A + 1)oa—1 .

e s (2b . B 4 1)6-1.

Or, daca am avea un numar de forme:
M—21.(22.A41)y. (2b.C+1)z.
unde avem P—A.B.. . . si unde, daca (M + 1)
nu este prim absolut si:

— caea £ > 1, avem: n<a—1+a+b+k.

— dacd e—0, avem: n<<a-+b+ ¥
-atunci M nu poate reprezenta indicator,

''Se mai poate intampla ca sa avem: nce—1+a+
b+ . . . in pr.mul caz sau n<£L3a -+ b -Liei < in
al doilea caz, totusi, numarul M sa nu poata repre-
zenta indicatori, dac& in produsul P ar lipsi unul
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sau mai multi dintre factorii: 4, B, . . . sau arfi

inlocuiti cu alti factori diferiti. De exemplu nhuma-

rul 76 =22. (2.9 + 1)=22.19 nu poate reprezenta

indicator de oarece i lipseste factorul 4 — 9.
Astfel de numere pot fi gésite oricate.

6. Un indicator corespunde la cel putin doud
numere.

Am vazut (4) cd pentru N > 2, indicatorul lui este
totdeauna un numaiar par, indicator care va cores-
punde si unui numdar par s§i unui numar impar. In
cazul cd N este impar, atunci se vede lesne ci a-
vem: ¢(2N) = o(N), deci lui N (impar) si lui (2N)
ii va corespunde acelas indicator.

O demonstratie riguroasa a acestei consecinte nu
se poate da, cu toate ca este de multd vreme cunos-
cuta sub forma:

HPentru un numdr dat n, ecuatia @(x)=n sau
nu are solutie, sau are cel putin doug«.

Aceasta a fost verificata, pAna la numere de 38
de cifre de catre Carmichael.

7. Sa se arate ca pentru N> 1 avem mtotdeauna
o(N) «N—1.

Fie: a<b<c<. . . <l factorii primi ai numi-
" rului N, atunci avem: :
a b c A
eI e L n s e e

Daca admitem cd N —c.9(N), atunci vom avea

intotdeauna:
1 [Ia

el Bt  Teeey)

Inlocuind insi pe ¢(N) prin l:;, vedem ci trebue

‘s& avem:
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~

S e : IIa xR
Cum insd minimum lui ¢ este Ma—17 urmeaza ca va

trebui sa avem:
= N - 1Ia
N—1<M@-1)

ceace este normal din moment ce avem: N = lla.
Egalitatea nu poate avea loc decat daca N are un
singur factcr prim ridicat la puterea inta;a, adica
N = p, unde p este un numsadr prim.
Nota I: Consecint;a‘ de mai sus mai poate fi res-
transa la conditia:

4) P(N) £ N —v(N) + 1

unde v(N) este numarul divizorilor lui N. Aceasta
conditie se demonstreaza lesne tindnd seamai ci,in
sirul de numere consecutive dela I la N sunt cuprinse
toate numerile prime cu N si mai mici decat el si
toti divizorii lui N, insd mai sunt cuprinse §i nu-
merile neprime.

Cum numairul numerilor neprime este nul in cazul
unui numar prim, inseamna ca egalitate nu pu-
tem avea decdt pentru N =p, p fiind prim.

Nota II. Dacid N este un numar par, atunci avem:

(N} <%. Fie N — 2 M, unde M este un numar
impar, atunci: :

g(N) = 26— o(M).

Maximum lu ¢(M) este atunci cdnd M este un

numér prim si are valoarea (M—1), ori constatam
ca, daed M > 2, atunci:

[CP(N)J -2k (M=1) < 2. M ~ ~I}
=k max.

 Adica maximum lui N este mai mic decat (—Ig—)
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_ Nota II1. Daca scrim:
: : a—1 a,—1 a,—1

AL e o .
si dacd tinem seama ca:
a1 | 721 3
= = 2
= —3 pentru a;

o
a., 3

1o Nkl
a,  n7F1
Observam cd, prin imultire, avem:

n+1
P(N) >

n fiind numarul factorilor pr1m1 ai lui N.
Putem dar afirma ca:

5) n+1 <e(N) «N—v (N) +'1

8 Sd se arate ca daca (N—1) se imparte e:ract
©(N), atunci N este prim.

F1e N —a« bB cv ..., atunci ar trebui s avem:
(az. bf. cr ... —1) = Mfax—1L bf—1. cy—1.... ..
(a—1).(b—1).(c—1)..]
Dar a, b; ¢, ... fiind numere .prime nu vor im-
art i exact diferenta din primul membru.
In consecmta va trebui neaparat si avem:

% g=B=%=..=1, si cu aceasta ne ramaéane:
(a.bc....—1) _.Jf[(a—l) o —1y {c 13
Facand: N — a constatdm imediat ca egalitatea

subzista.

: Facand: N = a. b, dam peste o egalitate de forma:

o (@b =1y =k (a—1). (b—1) '
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De aci se deduce cd trebue sa avem:
1
=1+ Lo o}

A
b—1+ k. (a—1)—a

Or, aceasta nu este posibil decat dacd a=2 si
k =2, ceace ne da b= 2, ceace nu se poate.
Fie N —a. b.c., dim peste o egalitate de forma:
@bec—1)—k (a—1).(b—1).(c—1)
care se mai poate scrie:

 § >
hpsre
bc=— ' l;(a—l :
I k(a1

Dar, a, b, c fiind intregi pozitivi, egalitatea nu
) poate avea loc. :
Fie N=a. b. c. d, atunci avem:
b (@ b.ccd—1)—k. (a—1.(b—1)(c—).(d—1)
care ne aduce la egalitatea:

3 S 1
be-+bd+cd—b—c—d—1 m

%> = Bed—
¥ 1 0 et
5 s KrE =)

care nu este posibila.

Rationidnd in mod analog si mai departe, consta-
tam ca, in adevir (N —1) nu se poate imparti
exact cu v (N) decat daca N este un numar prim.

9. Sd se arate cd indicatorii @ doud numere sunt
proportionale cu numerele respective, daca sunt
compuse din aceiasi factori primi )

2
Fn

P @ &g %m Br B2 -
Fie A—a, .0, .. G si B=b, .b, ..bn

1)a Exercices d’Arithmétique par Fitz-Patrick et G. Chev-
rel pag. 392 si Gaze/t;i_lm tica XXXV pag. 190 (problema
D-lui 1. Ionescu) (“V\Q‘r{:&{: 4

. 33 2
4 e ﬁ}%n

&
@.’v&
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doud numere date, atunci:

= Na—=1j- I (b—1)
¢ (a)=a. 7= 5i ¢ )= 1O
Deci, pentru ca sa avem:
¢(A) 9 (B)
A B ’

va trebui sd avem :
IT(a—1) H(b—1)
Ha -~ "D
sau: =
(8, —1). (3, 1) .. (a, 1) .b. b, b= (b
(bo—1)... (b,—1) a,. a,... g

8& presupunem ci avem : G S 0 <0 L
by < b < .. < b,sib, > a,, atunci toti factorii
din membrul al doilea ai egalitdtei sunt mai mici
ca b, si cum acesta este prim, egalitatea nu este
posibila. Trebue deci neaparat sa avem a,, — b,.
Dar in acest caz, simplificAndu-se a; cu b, din ega-
litate, ne raman drept cei mai mari factori O 61
@n— , unde deasemenea putem lua: e e 0
Ajungem deci la concluzia cd a,_, — b,_, .

Procedand mai departe la fel, conchidem ci 4 si
B trebue si aiba aceiasi factori primi.

10. Exercitii

L Cari sunt numerile cari qu drept indicator pe 100 ?
Fie o(N) = 100 — 22 . 52, atunci numerile N vor fi de forma:
N=2".12". 4 +1)% 2.5 41)b

unde numerile 4, B, . . . sunt impare, iar parantezele nu-
mere prime.

Prin urmare:

253 ==
T e e SR A TR

ot e e B



Va trebui deci sa avem:
ZoiA s e Ay ATy
' @ BEnt=l ; —s

Rezulta dar ca nu putem avea decat un smgur factor
prim diferxt de 2 si atunci:

N=2°. @*. A+D*
Daca = X1, atunei: :
N=2.5 si 2.(22.5241)
Daca = — 0, atunci:
N—5 si (22.52+}1)
Prin urmare numerile: 101, 125, 202 si 250 vor avea pe 100
drept indicator. : e

II. Doud numere consecutive pot avea acelas indicator ?

Fie N si (N + 1) doud numere consecutive cari au acelas
ndicator. Aceste doua numere sunt prime intre ele, deci nu
au nici un divizor comun, iar unul dintre ele este neapi-
rat par.

Fie: a,, @.. . . . factori primi ai lui N si by, bz, . . . fac-
tori primi ai lui (N - 1), atunci, avand acelas indicator, ur-
meaza Ca: f

IIa IIb
N'I—I(a 5 U (N+1) ‘(b —1)
Prin urmare solutiile nu vor fi decat de forma:
N=1Ib.li(a—1) si N+41=0Oa.O(b—1)
In asemenea conditiuni putem scrie expresiunile:

N ne® +1) 4 P ]
N+1 | gl 3ai poxx g Q.2 . A+))
Avand Sai e BO‘J‘ 24 E“k

conditiile ! o(P) = A . 9(Q)

P.O@Y . A + 1) 2° . m@* . A+

Q.21+Eal H(2ak B, +1)l Q_H(zﬁi_Bj—f—l)
s = 2o T 2o S et

&i
IIA; 9(P) = HBK¢(Q) =1IB;. ¢(P)

unde parantezele inseamnid numere prime, iar A4, B, P, @
numere impare, iar P si @ prime cu ceilalti factori.

Prima coloand ne poate furniza perechile de numere:
{1, 2), (3, 4), (15, 16), (255, 252), . .

i
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A doua coloani, pentru P =13, @ — 21, A — 1 sia=2
ne da perechea (104, 105).

Ultima coloand, pentru s =1, a = 5, 4, — 3, § — - 1§
fp=8=2 B, =B, =1 B,—3 si @ =1 ne di pe-
rechea (194, 195). : i

Prin urmare pot exista o infinitate de perechi de numere
consecutive cari corespund aceluias indicator.

III. Trei numere consecutive pot avea acelas indicator ?

Fie' N, (N 1) si (N -+ 2) cele trei numere consecutive si
(@, Qoo o .), (by, by oo o) si (€1, €, . . .) Tfactorii lor
primi, atunci va trebui si avem:

PN) =9(N +1) —o(N--2).
adica: 3
Ila IIb Ile
: 'H(a—l)__(N+1)'H\(b—-1):(N+2)'H—(ch—1)
Solutiunile posibile vor fi deci de formele:
N=1b.O(a—1) =Tc.l(a— 1)
N+1=Ha.l(b—1)=1IHc.(b— 1)
N+2=Ha.l(c—1)=1b.I(c—1)

In consecintd putem avea expresiuni generatoare de sg-
lutiuni de genul:

N=p.2' t 24 10ob g )
N1 =@ ot
N+4+2=R, 2l + 2 S RS I
cu conditiunile ca toate parantezele sa reprezinte numere
brime, numerile P, Q, R, Bj 5 Ck’ E . sunt impare, iar pri-
mele trei prime cu ceilalti factori si avand:
Za; 4 28 . =By — %, + 2,
IB; . (P) =1C, . ¢(Q) —1LE_ . ¢(R)
Deasemenea, mai putem avea expresiuni de genul:

N

N=P.0@" A .4+ 1
N+1=Q.2' T3 o o 7

Biaog Nt iy
- cu aceleasi conditiuni de mai sus si:

= _— e
2oy =28y A+ 2 =23

HAi «¢(P) = Ck . 2(Q) :HDI - 2(R)
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IV. Exista perechz de numere consecutive pare sau‘ zmpare
cari sd corespundd aceluias indicator ?

Aceasta problema se reduce in a lua solutiunile extreme
date mai sus (Exercitiul III), pentru numerile N si N + 2.

Se pot gisi astfel perechile: (4, 6), (7, 9), (8, 10), (10, 12),
(26, 28), 32, 34), (70, 72), (74, 76), (122, 124), (146, 148), . . .

Se constaté chiar ca putem avea si trei numere: (8, 10, 12),
cari au acelas indicator. -

V. Cdrui indicator de doud cifre ii corespund 17 numere?
. @) Indicatorul fiind de doua cifre, se va»gési intre nume-
tile dela 10 1a 99.

b) Indicatorul numerilor mai marica 2 fund totdeauna
pare (4), numerile, impare vor fi eliminate.

¢) Conform proprietdatei (5) indicatorul nu poate avea
forma:

X p . a+nY. @ BLnZ ...
daed x<e—1 + «+ B . . incazulcdnumarul are factor

pe 2 sau, daci: x — «—+ B . . .in cazul = = 0, iar P este
produsul numerilor 4 .B . . $
Vom elimina prin urmare numerile:

952 03 ety — A4 3 Lo orEAY] —34
2.(@2. 9-1+1) =38 : :

2. (2 1541 =62 2.(2+ 1)2 —50
Zetd-o 21115 —"86" s 2 3T =58
Dt 23 1y = 94

2oz g Ty — 96 2 ..(2+1)2. (22+1)=90
2.(22. 9+1) = 54

Fo Oy — 00 a0 S SRR R

d) In baza celor aratate mai sus, indicatorul cautat se
va gasi numai printre numerile.

12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 80,
84, 88, 92 si 96.

e) Unui indicator de forma 2% . n unde n este impar, ii
corespund numerile: :

9% +1 pentru n = 1

@ 1t

‘ : 2 3 : St O g —1
202* + 1)5 }Dentru (2° + 1) prim sin = @27+ 1)



2 ;

e iy : :
1 pentru (2n + 1) prith

L )

e =rnii 1) }

202% 1 n Loy

2.oc-—1'33+1

pentru (2* . n + 1) prim

pentru n = 35

@.a+1 @.bp+1 }pentru paranteze prime,
2. a4+1) @ . bty [XF+Vy=asia.b=n

@ arD e v D@ el Caai L

2% a1 @ bt D Pl eb) ) sia by

Si astfel se poate continusg oricat, insa, in ecazul nostru,
avem a« £ 6, deci vom examina numai aceste cazuri.

Pentru « = 2 corespund cel mult zece numere;

Pentru « — 3 corespund cel mult nous numere;

Pentru « —4 corespund cel mult patrusprezece numere;

Pentru « =25 si « — 6 corespund cel mult cate patru numere.

7) Eliminand deci toate numerile de aceasta formi, ne
mai rdiman numai: 72 si 96. ;

g) Procedand acum, cu aceste dous numere ca la Exer-
citiul I (10), constatdm c3 numai lor le corespund cate 17
numere, asa cum se vede in tabloul indicatorilor (3).

VI In ce caz putem avea: (N4 1) < o(N)?
Fie a; factorii lui N si b; factoriilui (N+-1). Numerile N si

(N + 1) fiind prime intre ele, au factorii primi diferiti.
Tinadnd seam3i ec3:

Oa —1) I(b—1)
¢(N) =N. Ha $1¢(N+1)=(N+1)*Tb—
neegalitatea devine: j
N. [ll(a—l) =y = 1)] S Lb—2)
- v Ha b b
De unde rezulta ci trebue si avem neaparat:
O(a —1) I(b—1)
IIg = == =<Hky

Dar pentru a g#si diferite clase de solutiuni, vom proceda
prin incercari.

a) Fie N=a" si N +1=10" , atunci neegalitatea are loc
pentru a > b. Dar nu vom avea dous numere prime absolut
consecutive decat: (1, 2) si (2, 3), cari nu dau solutii.



b) FleN=a"si N +1= bf‘ 3 blﬁ2 atunci trebue sa avem:
s (b1 = bg:'l) >b1.bg
Dar se observa lesne ei trebue si avem: @ = by St a 2~ by,
deci: !
b; + b — 1 > b; sau b,
In acest caz vom avea solutiile: N=p si N+1=p+1!
unde p este un numaéar prim mai raare ca 2.
Verificarea este usoard, caci avem:

] 1
o(N) =p—1 si o(NH41) £ p;_

asa cum se aratd in 7 (nota II).
¢) Prin analogie cu solutiile de mai sus, vom lua: N=p.¢
siN+1=p.q-+171 unde p si ¢ sunt numere prime. In
acest caz vom avea:
(p—5. (g—1) > 92®.q-+1)
F Am vazut insd (7, nota II) ca:
p.q +1
sp.a+1) £ —9 —
Deci, in cel mai defavorabil caz, va trebui sa avem:

drt
B—1.@—1n>207=

Neegalitatea se reduce insid la:
p.a+1=>2.(+a
Pentru a dovedi existenta acestei neegalitaticand ¢=>p:= 3,
vom face inlocuirile:
=3-+x si q=3-+x+Y¥
unde x si y sunt mai mari ca 1.
Dupi inlocuire, obtinem:
2xX+y+x.x+y) >2
Or, pentru £ — y — 1, adicé cel mai defavorabil caz, ne-

egalitatea este satisfacuta.
In felul acesta se pot gisi oricate clase de solutiuni.

Indicatorul unei sume.

.

11. Cazul cdnd termenii sumei sunt numere prime.

Fie: A, B, C .. mai multe numere prime intre ele,
avand drept factori primi: (a,, @.. @s...), (by, b b )i

23
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(¢w Cx C...), etc... si fie: (s, S2, Sg,...) factorii primi
ai sumei acestor numere, atunci avem:

IM(s—1
#(A+B+C+.) ~(A+B+C+..) . L=
i I 1) ‘Hv(b 1)
?(A)+3(B) £ 9(C) +..— 4 L= + B~
II(c=1)
T e e

Daca numerile date sunt prime, atunci:
?(A)+ ¢(B)+ ¢(C)4... — (A4+B+C+...)—n unde
n este numaérul lor. Prin urmare vom avea:

s £ (1
®  e(Ea)— [Sow)+n] LD

Exemplu: Fie; A—3, B=5, C=7 si D—11 atunci avem:
P B3+5+T7+11)— 12:

?(3) -+ ¢ (5) + o (M) + o dA1) |4 — 28
3+5+ 7+ 11 —28—19 13
A=l . @-1ds-1) 2 3
II s 7= 2. 13 T 13

Prin urmare: 12 = 96 . 313‘3

12, Cazul cand termenii sumei au aceiasi factori,
avind exponenti cel putin egali cu unu.

Daca numerele 4, B, -0 5 ha aceiasi factori, cu
exponenti cel putin egali cu unu, atunci:
- A4+B+C+..=—M.N
unde M are aceiasi factori ca numerile A=B6
cu exponenti cel putin egali cu unu, iar N are fac-
tori primi diferiti. Fie q, b, C, . . .factori primi
ai lui M, atuneci:

? (A+B4-C4..)— (M) . o(N)— M I—I% ¢ (N)

_va 2 (N) (a1
W o

~
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Apoi :

e (A)fo(B)F ¢(C).. — 2 A
Prin urmare avem:

7 o(A+BC+.. )—[ao(A)+cp(B>+cp( Ve NN)

Daca facem A —= B—C — ... — L, numairul terme-
nilor fiind !, atunci avem:
v (L) .9 (1) > cand I este prim cu
~ ceilalti factori.
1.9 (L) —> cand ! are aceiasi
factori.
Dar asupra acestor formule vom mai reveni.

II(a—1)
II a

¢ (LL) =

"Ezemplu: Daci A — 6; B — 12; C — 24 si D — 36 avem:
9 (6 +12+ 24 +36) —14 (2.3.13) =24 si

N 12
¢ ® +¢U2) + 0 34) +5 (06 = rP =4

Observatie : ,
Indicatorul unei diferente de doi termeni se poate
stabili ca pentru o suma, unde semnul este minus.

Indicatorul’ unui produs

13. Cazul cand factorii produsului sunt przmz :
intre ei.

Factorii sunt numere prime absolut

Am vazut ca:

8) p(ax.bf .cy...)—ax—L.bt—1.cr—L1...(a—1) (b—1) (c—1)...
—[az—1(a—1)].[bé —1(b—1)].[cYy—1(c—1)]...
= o (a%). o (bB). o (e1)...

Prin urmare indicatorul unui- produs de factori
primi este egal cu produsul indicatorilor factorilor.
: Factoriifsunt primi intre ei

Fie A si B doua numere prime intre ele, avand
drept factori pe a; si b; , atunci observam ca avem:

oA Bp=g@i el copt b )
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Cum numerele 4 si B sunt prime intre ele, inseamna
ca factorii lor primi sunt diferiti, prin urmare:

P(A.B) — 91a) . 2(a) . . . (0¥ . 20F) ..

sau: ; ;

9) 9A.B) —q(a.a". . ) .gb" . bE. . )
= 9(A) . 9(B)

In mod analog se rationeazd si pentru un produs
de numere prime intre ele, cu un numér mai mare
de factori.

Deci, si in acest caz, indicatorul produsului mai
multor numere prime intre ele. este egal cu produsul
indicatorilor fiecarui numair.

14. Cazul cdnd factorii produsului contin aceiasi
factori primi.

Presupunem doud numere 4 si B cari au aceiasi
factori primi: a, b, ¢,. . . atunci stim ca:

P(A) — A . m_.lllfana D i 9(B) B, ————H(ana 2

Prin urmare: i

?(A-B) — o(4) .9(B) . 2
l(a—1)

Fie acum numerile: 4, B, C, . . . si fie A; pro-
dusul primelor puteri ale tuturor divizorilor primi
comuni la doud numere, si numai la doui, din nu-
. meriie date; A, produsul primelor puteri a tuturor
divizorilor primi comuni la trei numere oarecare, si

numai la trei, din numerile date; si asa mai departe
atunci avem?):

10) HA B G <) =9(A). 9(B) .o(C)- 1" =

<ol ksl [T
A ] " oA | " |e(Ay)

Ezemplu. Fie: A =210 =2.3.5.7;B—=2.3.5. 11—330
SIFC =20 37 11 — 462, atunci avem:
4;=5.7.11 =385 si 4=2.3=6

1)Théorie des Nombres par E. Lucas — 399.
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Prin urmare: ;
9(A.B.C)=—2.4.6.10.22.32.5.7. 11
%(A) . @(B) .9(C) = (2.4.6) . (2.4.10) . (2.6.10)

A, 5.7.11 [ A ]2_ 2
v — 4810 Seay | =%

Inlocuind si simplificand, gisim egalitate.
15. Indicatorul puterei unui numar.

Daca in formuld 10 admitem:
N—A —B—C-— 0 i termeni);
atunci avem:

e I1 s
11) = o(N™) = [o(N) ] . lﬁ(a—il—)—l i

e —1 SRR
e [ T ] '@(N)'[H(a—l)l

— Nm—! . o(N)
Pe 0 cale directa, avem:
N—=ax . bB.cy . . . deci N = gma bmj . cmy
Prin urmare:
o (Nm) — gma—1 pmi-1 cm“x'—1 ..... (a—1) (b—1) (c—1).....

Nm
— . (a—1) (b—1) (c—1) .
— Nw—1_N. lliaﬂ';—” — Nm—1  o(N)

O consecintd. Stim ca ¢(N) < N, prin urmare
[p(N) ]! < Nm—! sau:

[p(N) ] < No—1 . o(N) — o(N™).

16. Indicatorul unui numdr poate sd fie puterea
altui numar ?

Mai general vom examina cazul cand indica-
torul puterei unui numar poate fi puterea altui
numar, adica:

P(Am) — Am—l . (A) — Br

Va trebui deci sa avem:

Am—t — B} si ¢(A) = B}
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Vom admite deodata:
! I =i e m gk
si '
A=2%.02%. P 4 1). (2%: Q" +1).
unde parantezele sunt numere prime si unde trebue
sd avem:
% —14aydo;Fi ... —=n
Cea mai simpla solutie este cand 4 — 29 !

17. Daca numerile A, B si (%) sunt intregi si au

absolut aceiasi factori primi (exponentul lor fiind
cel putin unu), atunci avem :

{ cp(A.B)—B.go(A) =A.¢e(B)

13) A
B.g (E) =9(A)

Stim c& daca e; sunt factori primi ai acelor dous
numere, atunci:

H{a = 1): = @a—1) .
AT a S1 CP(B)=B.—Ha‘—

?(B) =

Apoi mai stim (12) ci:

: lla
A. e —
?(A.B) — 9(4) . 9(B) . T 1)
- Pr1n urmare: :
.:p(A)—A ¢(A) —A B, . H8 5
Ha—M

—9(A) . 9(B) . H(aﬂil) —<(A.B)

Deasemenea avem:

A A - Hia—1y
B. Sy _ —_—
cP(B) = B la

I(a —1)

e o
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- Ezemplu, Fi_e P A=23,8=15 5. B=3%.5"—225; atunct
avem : :

: ¢(A.B) = ¢(33.5%) =225 . ¢(15) — 15 9(225)
si

5.0 (225

; ﬁ) = 15. 9(15) = ¢(15°) = 9(225)

Indicatori si divizori

18. In afard de cdteva exceptii, indicatorul unui
numdr este mai mare decdt numdrul divizorilor lui.

Fie in adevir: N — g« .bf .¢r . . .un numir
dat, atunci indicatorul si numarul divizorilor lui, au
expresiuniie: i
¢(N) =ae—t.bb~'.cx1. . (a—1) (b—1) (c—1) . .
YN) = (= +1) B+1) (14+1)-

Aceste expresiuni le vom compara. :

Fie deocamdata N — a=, atunci ar trebuisa avem:

‘ ae=l(a > 1) Sa-f1

Dar, pentru a > 2 si pentru « =1 avem a—1>2,
iar pentru « =—2 avem a(a—1) > 3. T

In consecinta, daca pentru « =&’ neegalitatea
subzistd, atunci ea va subzista sipentru a=a + 1
deoarece membrul intai devine: %

a¥l. (a—1) xXa=ax.(a—1)
adicd este inmultit cu a, pe cAnd membrul al doilea
devine:
(€ +1) +1=0"+2
adica este sporit.cu 1. :
Fie N =a=« . b8, atunci va trebui sd avem:
a==l b1l (a—1y (b—1)> (a+1) (B+1)

Insd am vazut mai sus cd pentru ¢ > 2 avem:
as'. (a—1) > o+ 1, or, cum b>a, vom avea si
bé—l. (b—1) >B + 1. Inmultind ambele neegalititi,
gasim conditia pusi.

In acelas fel se procedeazd si pentru N cu un
numar de factori oricat de mare.

Exceptie, dela regula de mai sus, fac numerile
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mai mici si in special acelea cari au pe 2 factor

prim, adica:
— numerile: 1, 3, 8, 10, 18, 24, 30, au indicatorul

egal cu numarul divizorilor;
— numerile: 2, 4, 6, 12, au indicatorul mai mic
decat numarul divizorilor.

19. Suma indicatorilor tuturor divizorilor unui
numar este egald cu numdrul dat.
Admitem N — aq=, atunci divizorii acestui nu-

mar sunt:
! Wet: e RN

si prin urmare suma indicatorilor lor este:
1+(a—1)+aa—1)+. . . +a* @a=1

—14+(@a=1x(1F+a+ . . . +a*h
—idqmey 8o
= g8 =— N
Admitem N — @2 . bf, atunci divizorii acestui nu-
mar sunt:

2L R S e s e Y
G o [ IO e R
ab;cabd s S Hanlioh
abf, a®. bB,. . . .a«. b
Suma indicatorilor lor va fi:
— suma indicatorilor primei linii: as
— suma indicatorilor liniei a doua: bk —1

— suma indicatorilorlinieiatreia' (a*—1).(b—1)

— suma 1nd1cator110r ultlmel hnn (a"‘ ~.1) bﬁ—‘(b—l)
Adunénd: aceste sume, avem:
ax + bf—1 + (ax—1) .(b—1)
+ (ax—1)b(b—1)

i (aa~—1)b5—1(b—1)
—as+bf— 14 (ax—1). (bﬂ-—- 1)
=az . bf = N
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In mod analog se poate proceda pentru N cu un
numdr de factori mai mare si vom obtine acelas
rezultat. Deci, daca d,, d., . . . dy sunt divizorii lui
N, atunci avem: :

14) Zo(d) = 9(d;) + 9(dz) +9(dv) =N

unde avem: d, — 1 si dy = N.
Dar formula (14) se mai poate stabili pe o cale
directd. In adevar, fie:
S — Y ogd) — N

si
S =Zgd) =N

unde N’ = N . I*, [ fiind un factor prim diferit de,
factorii lui N. In acest caz observim cad divizorii
lui N’ vor fi compusi din toti divizorii lui N si din
produsul tuturor -acestor divizori prin puterile :
LB el
' Prin urmare:

S =3o(d) + Zed.d) + . . . + Ze(r.d)
Dar cum ! este prim cu d, avem:
=8S.AI+e)+ . . . +9(0*)]=S.A=N.1

Asa dar, cunoscdnd suma penfru N=—ax, vom
deduce lesne formulele si pentru N — a=. bé si astfel
pentru oricati factori:

Nota I-a. Avem:

Yg(dm) = dm— p(d)

' _, (a—1).(ame—1)
15) —1I ll + am-1, g J
Yog(dm) = X dk. o(dm—k) :
unde Il se refera la numairul total al factorilor.
In adevir, fie N — a«, atunci se vede lesne ci:
: : . (a—=1).(axm—1)
Ip(dm) — [l—l—am -2 ey ]
Fie apoi S suma cerutisi S’— X¢(d’) unde d’
reprezinta divizorii numarului N’==N .+, [ fiind un
factor prim diferit de factorii lui N. Dar divizorii




lui N' vor fi compusi din toti divizorii lui N, plus

produsul acestor divizori prin fiecare din factorii:

VB il Prin urmare: C
S' = Zo(dm) 4 To[(l. d)m] o Sotoes o[(r.d)m
Cum 1 este prim cu g, urmeaza cd vom avea:
S'—=8. [14p(im) + PAM™) + . L L4 p(lAm)]
(I=1). (1mr —1)
e e 1+1m_1. iy
Prin urmare, pentru N — a« . % vom avea:
: (8 1).(aum——1)J
Mg, ol —1
.._; P(dm) —’:1 + am 3 am — 1
(b— 1)(.bgm —1)]
—1
<[1 e o=pany

Siin general pentru Noarecare se obtine

formula15).
Exemplu. Fie N=2.5

=10 si m =2, atunci avem:
P(12) - ¢(22) + 9(5%) + 9(102) — 63

2—1)(22—1 5—1)(52—
[1 gl (;)\fl’] [1 +5=1 (;)\fll’]zamzﬁs

-Nota II. Avem: 4

By i 5 (8 — 1)m (gam _.7)

16) I [p(d)jm = H[l - e

Pe o cale similars celei de sus,

In adevir, mergand
avem pentru N — go - ’
: a—1)m_ (gam__3]

I p(d)m—1 4 %

am—1
Apoi, succesiv obtinem:

(i@ FRaaie G das i
=s.[1+[cp<1>1+noaa>m+. A @) ] :

—pm, (am - 1)7.
=s.[1+ a 1)1m_(1 )

- Se ajunge deci usor la formula 9) pentru ¥ oricare.
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Exemplu: Pentru N=2.5—10 si m =2 avem:
[p(1)1 + [9(2)12 + [9(5) 1 + [9(10)2 = 34

—1)2. (22— — D2 -]

20. Sd se arate cd avem relatiile:

2
Sde(d— 11(1+a.";°‘_.:11)

1

x%cp(d) =N H(l—}—aa—;l))
unde N=ax. bb... iar d reprezintd divizoriu lui N.
inclusiv 1 si N.

Pentru N—a«, avem in primul caz:

Tdo(d=1+a.p(a)+ a%.¢@% + ... +a=. ¢ (a=)
=1+ a(a—1)=—a2a%*(a—1) +...4 a%«—1(a—1)
=1 +a (a—1)[1+ a%+ ... + a?(a—1)]

a?a—l
Pentru N — q«. b8 avem:
2d.9(@) = Ed o (d

17)

1L X bE g (bB)]
Deci:
2eries
L d p(d)— [1 +a(a_1).iz-_—_T1]

2
[1+b (b —1); 225_1]

Si in general se constatd cd se obtine usor for
mula data.

Ezxemplu: Fie N — 2.5 = 10, atunci:
1o (1) 2 ¢ (2 + 5 9 (51 + 10. ¢ (10) — 63

: 2 —1 52 —1
1L2 . : —3.21 — 63
|1+ ][1+55+1] s

P s |

1) Aceastd formuld a fost datd de D-1 I. Ionescu ca So-
lutie a problemei 1099, propusé de D-1 M. Filip in Gazeta
Matematicd XVII.

3



Fie in cazul ~aI doilea N-= a=; atunei: .

i —ffp(d)=a°c [l—}—aa 1] N.[1+-a.ﬂ]
e . e ]
Fie apoi N=a« b#, atunci'
E gl (b.d) +. +\‘ (% .d)
T a? e ch g%

='2%¢(d) [1+\ wibiel L (bﬁ)]

bé
e

Iar in general, se deduce lesne formula data.
Exemplu: Fie N = 2.5 = 10, atunci:

10- = 10 10 10
S e R == o (50) . @ (1) = 27
. ();2 (2) + 5 4(‘. 55 @ (

10.[1'+1. 2= 1]. [1+1.5‘ 1] Liyp 259 5y
1 5 3 5

Nota I. In mod analog se pot stabili urmatoarele
formule:

S dm, % (dm) =] [1 + g2m—1, (a-——l) . a‘a m_l)]

2 =Sl
18) . :
o 1)m a-am ]
§ \'[d'ip(d)]"‘=ll[1 + gm, (a azm i : )}
Lipi(d) ; R
e ”[1 % gt ]
19) $5:°
; g EI~) —1l.ax. — N
\ a, S £er :
SN e
ke dm - ¥ (dm) = W 1—{—-0(.3 :
20)

5
rlnl-s [1+“(a;1)‘"]

.Si in felul acesta pot fi. stab1hte si altele, prln
convenablle conbinatii.
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. Exemple: Fie N = 2 5 = 10 si m = 2, atunci avem?
3 dm, g(dm)= 12 3 (12) + 22 9 (22) + 52 ¢ (52).+10%p (102)=:45.9

n[l + am—, B2 D (a“m—l’]_g 501 — 4309

am — 1
3 [dy(d)1m= [Le(1) 12+ [2.9(2) 12+ (5.9(5) 12+ [10. '4)(10h?=2035

I [1.; Gipte = b, (aan 1’] 5. 401 — 2005

am — 1

LoD ) 9@ | w8 w(10)_ 27
Ta=lg 1 2 5 10 10
1[[1+aa’ 32 30 27

2 B

cofe) o) () o (2 - )=

10 10 10

Bk dm.__ (12 -L_,(;Jz"-’) ———L(5) <0102
dcp() \0)‘“(b 10_,()

—27

21 S e
2 4 =11 — 3.9 =27
[ 2J[1+1 5] 3.9

; m S ; H o 2 =T
SN, [@] 2 10.'[*_?_’]2 4;710.[* ;2’]2 £ 10 [‘_éQJ 10,
=
DSiit= 5221 41
g Tip) pilee oy o 1 i
[ ] [ (55 )= 2

Extinderi asupra indicatorilor

Indicatorul unui numir fati de un sir de numere
consecutive

21. Indicatorul lui N fatd de sirul de numere cur-
secutive dela 1 la M. (Numdrul numerilor prime cu
N din sirul numerilor consecutive dela 1 la M)1).

Fie N—qge .bé.¢cy . . . un numar dat i E(i)
simbolul care rep:ezinta intregii lui ¢ (notatiunea
lui Legendre). Daca notém prin IM(N ) numarul nu-

‘1) Exercices d’Arithmétique par Frxtz-l’a.tnck et Chevrel
pag. 400. <
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merilor prime cu N din sirul de numere consecutlve :
dela 1 la M, atunci avem:

) IM(N)=‘J—‘E( )+E (a—l\i) E(al:){c)Jf

In adevar, este lesne de observat ci in sirul nu-
merilor consecutive pini la M avem:

E (—1;{—) multiplii ai faetorului a;

M
E (?) 2 9 1 b ’
E (—1\5) ” » ,, c;
, c
Dar 1ntre acesti mu1t1p11 se gasesc in acelas timp
si multiplii ai produselor ab, ac, be,. . ., decari

trebue sd tinem seams, céci ei intra de doua ori.
Deasemenea ‘ vem multipli ai produselor: abe, abd,
bed,. . . cari intrand in sirurile multiplilor de mai
sus, trebue sd tinem seami si de ei, intocmai ca la
regula de formare a lui P(N) vazuta la 2. Si urmand

deci o cale analoagi stabilirei lui p(N), gasim for-
mula 21).

Exemplu. Fie M —30 si N—=3.7— 21, atunci avem:

30 30 30
Lo (21) = 30 —E (3)~E (T) +E (5_7)
=30—10—4+1=17

Iar numerile prime cu 21 din sirul numerilor consecutive
pana la 30 sunt:

124 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17:519590::92: 23, 25, 26 si 29.
- Adicd tocmai 17 numere.

22. Indicatorul lui N subordonat lui M din sirul
numerilor consecutive dela 1 la M. (Numdarul nume-

rilor prime cu N si M din sirul numenlor consecu-
tive pand la M).
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Fie: o', b, ¢/, . . factori primi ai produsului M.N,
printre cari se gésesc si factorii primi ai lui N,
atunci pe o cale analoaga celei dela (21) gisim:

22) Iu(N,M) =M — 3 E (?)-4-25:(—)—

a’b’
M
—_— v —_—
2 B (a'b'c') 2
Exemplu. x

nmms—s () 5 (%) e (2) _s (2]
0

o

Iar numerile ca_ri raspund sunt : 1, 11, 13, 17, 19,"23 $1.29,
adica sapte numere.

23, Indicatorul lui N fatd de sirul de numere con-
secutive cuprins intre A $i B. (Numdrul numerilor
prime cu N din sirul de numere consecutive dela
A la B). ,

Indicatorul lui N fatd pe sirul numerilor conse-
cutive dela 1 la M este dat de formula 17). Daca
in aceastd formula facem M — A, apoi M — B, si
scddem, avem :

23) Iiss(N) =Ig (N) —TI, (N)
In acelas sens se poate ardta deasemenea cd avem:

2% ¢(N) =L, a(N) +Insa(N) + . .+ IL»N(N)
) (M) = Ls a () + Iasss () + . . + Lpu(N)

4, B, C,. . . L fiind numere cuprinse in sirurile
de numere dela 1 la N sau dela I la M, astfel incat:
l1<A<B<C<...<L<N (sau M)

Exemplu. Fie N—=3.7=21 si A=10; B= 30, atunci:
T50(21) =17 si I,0(21) =6 deci Iip—»>3(2F) =11 |
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- Deasemenea: j : e
: @(21);11%10(21)+Ixt)—+éx(21):5+7:12 :
Ie(2) = Il*’lo\(zl) 7+ Lio—>20(21) + Lop—35,(21) =5 +6+6=17

24. Indicatorul lui N subordonat numerilor A $i
B, din sirul de numere consecutive dela A lg B.
(Numdrul numerilor prime cu N, cu A si cu B din
sirul mumerilor consecutive dela A la B).

Utilizand formulele 22) sij 23), gasim:

25) Ix>s (A,B,N) =I5 (A, B,N) —1,(4,B,N)

Exemplu. A= 11, B=30 si N — 21, avem-
I50(11, 30, 21) — 6; I,,(11, 30, 21) — 1
‘om avea deci: ;
Lii—5(11, 30, 21) — 5-
adica toecmai numerile: 1°, 17, 19, 23 si 29.

25. Sd se arate ecd avem :
26) Isis (N) =1, (N) 4 Ig (N) —¢

unde ¢ — 0 cdnd numerile A sau B, sau ciand suma
lor se imparte exact eu produsul factorilor primiai
tui N. In celelalte cazuri « poate si fie egal cu 0 sau
cu 1,dupd cum sumgq resturilor diviziunei numerilor
A si B prin produsul unuia sau mai multor factori
primi ai lui N este inferioard acelui divizor sau este
egala cu acel divizor. ]

Bieca, b.0¢, .7~ daetori primi ai lui N, atunci
conform formulei 21) avem:

Taiu(N) — (A LBy _3g (A%B) 4+3E (A—?f)

sy [A+B
—YE
' : (a.b.c)+ :
Dar fatd de un divizor oarecare A avem:

= (555 = 2(4) + 5(2) + n(eat )
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unde 7, si-rp sunt resturile diviziunei lui. 4 si B
pri A iar: i

: -0_41;—“‘1'1'*? <2 -

Cu aceasta vom scrie ca: :
Ty s () = A—‘E( )+‘ Sl
c \ab

unde Y¢, reprezintd valorile sumei expresiunilor :

A
Ye, cand A ia valorile: ab. ac, be,. . . si asa mai
departe.
Dar observam cd valorile maxime ale acelor insu-
mari sunt:

FBY - 3 :
E (A_r ) cand A ia succesiv valorile: a, b,c,. . .,

_Evl——cn;)- ’=Cfl;'
Apoi cum stim ca:
s S gl bR ..+(—1)n.02=—1

Urmeaza ca:
Iagn (N) = IA(N) +-1p(N) —¢
unde ¢ — 0 sau I in cazurile semnalate mai sus.

Exemplu. Avem: 7
Lo (21) = 6; I (21), —17; I,(21) = 23
1,(21) = 7: T,4(21) =17; I,(21) =23 =24 — 1

Nota. Daca facem B — 1 in 25) avem!:
27) IA+1 (N) —Ip (N) = Tiioe
unde am presupus I,(N) = 1.
Aceasta relatie se poate stabili si direct deoarece
dacd (A+ 1)este prim cu N, avem un numdr in plus.
Dacid facem A—N si B—=(A—I1)N, si A—(A—1).B
avem: '
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'-2 { In N (N) — I(A—I).N (N) ="IN(N) ‘==<P.(N)
N e T o

~

26, Sa se arate ca avem:

29) Ins(N) — A Ty (N)x ta
=B .I, (N)xts

unde t, §i ts vor fi determz’na;z’ mai jos.
Prima cale

Fie a, b, c,... factorii primi ai lui N, atunci con-
form formulei 21) avem:

A.B A.
= — BE| . yt R -
La(Nj—A B El\a)—{—LE(aﬂb)

Dar, dacd A este un divizor carecare, atunci avem:
A.B) - '(B) (A) (rA. rB)‘ '
Bl Frk Sy ZA B
( A A .E = +r,. E -~ + E %

i A B Ta. rB)
__BE(K) —}—rBE(Z)‘—}—E(‘A
Prin urmare:

s (N):A.B~A.ZE(%) 1Ay E(%)_...
afrnfe) sl

Ffrnm () 4 n e ra)

~

unde 74; si 75 reprezinta resturile diviziunei lui 4

si B printr'un produs de ; factori diferiti ai lui N.
Daca admitem cj: Ti = a. b, e ceace nu-i posi-

PR : :

bil, totusi pentru a determina un maximum maxi-

morum, atunci: . » e ;
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A Tps -T'n,
— 2 [ m() ¢ m ()
o :
<E(A+a)—Z(A+ab) +
Sau, t;mand seama ca:
e IO
avem:
OéltA|<|A—{—“a_Eab‘+...|
si deci £4 poate avea si valori negative:
Deci : ‘
Ing () = A.Is (N)T ts
Pe o cale analogad se stabileste 51 a doua relatie,
unde:
0<|ts|<|B+Xa—2ab+ ..|

A doua cale

Daca in relatiunile 25) fdcem s& varieze A dela
2 la 4, atunci obtinem relatiunile:
Is(N) — Iz (N) =1z (N) — &
Ls (N) — Leg(N) = Ig (N) — &
IAB(N) g I(A—))B(N) = IB (N) ae -
Adunand si reducAnd termenii asemenea, ne ra-
méne :
< A
Ifs (N) = A.I; (N) — X¢

2
Si pe o cale analogd obtinem:

B 0
Ins (N) = B.I, . (N) _2 &

Dar am vézut ca ¢ are valoare 0 ori de cateon
4 . B se imparte exact prm factorii primi ai lui N-
Deci ori de cate ori 4 sau B ia una din valorile
cuprinse in divizorii lui N, atunci ¢ devine nul. In
celelalte cazuri el poate fi-sau nul sau -unu. Deci
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daca m, reprezintd numérul divizoriilor lui ¥, cari
sunt mai mici sau egali cu 4 si mp numarul celor
mail mici sau ecrali cu B; atunci avem:

si
Z It} <{B=ng = 1}k
unde valorile negative le are pentru n,> 4 saunz>B.

Notd. Dacd in prima relatie facem B — N atunci
obtinem :

30) Inn (N) — A. ¢ (N)
Exemple :
Fip- 8)7o—=18; T, (8) — 9 TI. (8)i= 3
Is (8 =5.1, (8) — 2 ;
: R R (9)
Fos (10) 2= B T (30)- = 15 X, @0y =12
Tis (10) = 6 T, (100 =1

=2.1g (10)-+ 1 >
Foro(1D)s— 18700, (15). —9:-1, (1)~ = 4
Toi (15) = 7. T4.(15) —= 3
3T 5) —a
Is (13) = 33;'I; (13) = 5; I, (18) — 7
Iis (13): —7 .15 (13) —2

— 5.1, (13) — 2
Tsap (11— 30 Is (11) = 3 T 1) = o (11) = 10
P e ¢ (11) = 30

= 11.1a (1E=="50

I

I

Notd. -
Utilizand relatia 30), observim ci mai putem avea!
81) Inx (N) + Iny (N) = (A + B) .5 (N)

Relatia putand fi atinsi la ori cati termeni.
Deasemenea avem:

32) Isnsan (N) = (B — A) .5 (N)

Relatie usor de stabilit tinidnd seami de rela-
tiille 26) si 30).

27. Sa se arate cd:

33) Iase(N) — I,y @) (N) — 0 sau 1
dupa cum B nu este prim sau este prim cu N.
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‘Scriind ambele siruri de numere, vedem ca ele di-
fera numai cu B, deci stabilirea este evidenta,
‘Se mai poate stabili si drept o aplicatie a relatiilor
20) si 23), caci se deduce lesne:
Iise(N) —Ias @y = 1a(N) _IB—I(N)
Nota I. Deasemenea avem:

34) Iass(N) = Tan>@2(N)
dacd 4 si B sunt simultan primi sau neprimi cu N.
Ca o aplicatie a relatiei 23) avem:
I,»>s(N) =Is(N) — I5(N)

Ia—ny>@E_n(N) = Iz (N) — I (N)
Apoi cum in general, daca z este prim cuy, avem:

()=}

deoarece pertru x —k.y + r, totdeauna 1 <r <y.
Or, in asemenea conditiuni se vede lesne ca:
Is(N) —IA(N) = Ig 1 (N) — I, (N)
Egalitate care se mai poate demonstra si cu aju-
torul relatiei 27). ;
Nota II. Imi propun s& arat cd- avem'):

si

N N
%-L—)N(N) = E 19(1)
35) % =
Yi. Ii—>N(N) —Ji. Cp(l)
1 2

In zdevir, ficand in prima relatie din 28) N =4
si dé.nd lui 4 valori dela 11la(B—1),avem relatiile:

A= B—-l

36) A-' B nlA)=— IA—> @e—1(A)] = 9(B)

deoarece de cate ori 4 este prim cu B, membrul al
doilea este egal cu 1.

1) Théorie des Nombres par E. Lucas, pag. 403, Exem-
plul V. : :
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Facand acum: B =2,3, . . . 4, avem prima relatie
din 35). '

In mod analog se demonstreazd si relatia a doua
din 35), unde inmul{ind ambi membri ai primei re-
latii 35) cu %, apoi procedand ca mai sus, se ajunge
la rezultat.

Mai general insa putem scrie ca :

A=B—1 :
36 bis) I Tass(N) —Isy e p(N)]=1s (N)
A=1 :

Indicatorul unui numir dat de termeni consecutivi
ai unei progresii aritmetice

28. Intr’un sir de N termeni comsecutivi ai unei
progresii aritmetice, a carei ratie este un numdr r,
prim cu N, numdrul termenilor primi cu N este egal
cu indicatorul lui N.1)

Fie: / :

&, a+r a+t2r,. . . a4+ (N—1).r
cei N termeni ai unei progresii aritmetice de ratie
7, unde 7 este un numir prim cu N. Acesti N ter-
meni pot fi insg inlocuiti, intr’o ordine oarecare, cu
termenii:
J//N/+1, MN A2, MNL3,. . . MNLN

deoarece resturile diviziunei fiecirui termen prin N
reproduz numerile:

122 53 N

In adevar, daca doi termeni oarecari ai progresiei:
{a+1i.7) si (a+j.r) divizati prin N ar da aceleasi
resturi, atunci diferenta lor: (j — i ) .7 ar trebui sa
. se Impartd exact cu N, fapt imposibil deoarece
este prim cu N, iar 0<j—i<N., :

In asemenea conditiuni este lesne de observat ca
numarul numerilor Iprime cu N, din sirul dat, este

1) Théorie des Nombres par E. Lucas, p. 396.
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egal cu numarul numerilor prime din sirul format
numai din resturi, adica este egal cu ¢(N).

Aceasta se mai poate demonstra si astfel:

In baza relatiilor 20) si 34) avem:

37) Iy non n+n (N(= Iy nin(N) — Iyn(N)
= Iun(N) + In(N) — lyn(N)
= In(N) = o(N)

Relatia se mai poate stabili si in baza relatiei 32)
unde facem B— A = 1. :

29, Intr'un sir de N termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice, a carei ratie este r, numarul r
fiind prim cu un numdr dat M. numdrul numerilor
prime cu M este egal cu indicatorul lui M fatd de
N, adicd cu Iy(M). .

Demonstratia este analoagid cazului de mai sus.

30. Inir’o progresie aritmeticd de N termeni con-
secutivi, avdnd drept ratie un numar r prom cu N,
numdrul termenilor cari au cu N —d .3, pe o drept
cel mai mare codivizor, este egal cu indicatorul luid.')

Inlocuind termenii progresiei, dupd cum am vazut
la 28 cu resturile:

122 oot N
atunci termenii cari au pe & drept cel mai mare
codivizor sunt: :
525 8.6 0040
Dar pentru ca i.5 si d8—=N si aiba pe & drept
cel mai mare codivizor, atunci ¢ si d trebue sa fie

primi intre ei, prin urmare numarul cerut va fi
egal cu o(d). -

1) Théorie des Nombres par E. Lucas, pa . 397.
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Indlcator redus

31. Daca q)(N) reprezmta cel mai mic comun multzplu
- al zndzcatonlor Jactorilor primi:

%, bf’, clhiiaas 1>
unde N = a%*.bf .cY . . . . 1* atunci avem:
Fioed oo s AW s gy

unde A este un numdr oaiecdre dat.
. In acest caz ¢(N) ia numele de ,indicator redus“!)al luz N.
In adevar, dupa teorema lui Euler avem: .
Ag(a%) _ 1 = _J/aw
APDE) 1 grbe
Afect) - 1 — M et
Dar dacd u(N) este cel mai mic comun multiplu al expo-
nentilor, atunci avem si:
5 A.:])(N)

1= jla*
AN 1= grnb
AP = — ey ;
In consecinti, factorii Gt fiind primi, ur-
meaza ca:
e AYN 1 — /N

Se observa deci lesne ci: :

— bentru N =2, 4, pm, (2 pm) unde p ‘este un numar
prim impar, avem ¢(N) — o(N):

— pentru N diferit de valorile de mai sus, Y(N) este
.0 parte alicotd a lui ¢(N).

Indicatori de ordin superior.

32. Definitiune. Dacd notdm cu g, (N) indicatorul
lui N si dacd il vom denumi «indicator de ordinul
intai», atunci vom nota cu 9, (N) indicatorul indi-
catorului lui N, adica ¢ [¢ (N)] si i1 vom denumi
,indicator de ordinul al doilea®. In conditiuni simi-

1) Numele este dat de d- l E. Lucas, vezi Theorze des Nom-
bres, pag. 429. :
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lare; vom avea in general expresia ,,mdlcatoruIm de
ordinul m“ al numarului N

40) f‘?m (N) =‘97 [@m—d (N)]
St ?r‘ [‘:P [‘i’m— (N)]]

B ’=<?[¢[¢[..lgo(N)]_]..._]'
rparanteze

Exemplu I. Fie N — 300 = 2*.3.5%, atunci avem:
o (N =.21.5 =80 o (N) = o (80) = 25:=—-32
3 (N) = ¢ 32) = 2+ = 16; ¢ (N) = ¢ (16) = 2*® =— 8 _
s (N) =0 @) =22 =4, ¢¢ (N) = ¢-(@) — 2
sige (N) =9 (2) =1 :
Ezemplu II-Fie N — 7%.13% atunci avem:
G (NJ == 1381 = 1) (13—1) = 25 32 79", 13***‘
9o (N) =5, 38, 70=" 13F—
g5 (N) = 2735 72", 136"

RS R R Ll AR

33. Erxercitii.

1. Care este cea mai mare valoare a lui N, stiind cd avem
Py (N) =12

Vom lua dela inceput ¢, (N) = 2, cdci v; (N) =1 nu are -
sens, solutiile incadrandu-se in celelalte. °@

Numerile cari au pe 2’ drept indicator sunt: 3, 4, 6. Cum
insa orice indicator este par, urmeaza ca:y. (N) = 4 sau 6

Numerile cari au pe 4 drept indicator sunt: 5, &8 10 si 12,
iar pe 6, sunt: 7, 9, 14 si 18. Eliminand numerile impuse,
ne ramane: :

oy (N) = 8,10, 12, 14,18

Constatam apoi cad numarul N:

— nu poate avea factori mai mari ca 19;

— nu poate avea pe 2 la o putere mai mare ca 4;

— nu poate avea re 3 la o putere mai mare ca 37

— nu poate avea pe 5.si 7 la puteri mai mare ca 2;

— nu poate avea pe 11, 13 si 19 la puteri mai mari ca L

In consecintd N va fi compus din factorii: 2, 3, 5, 7, 11,
13 si 19 la ‘puterile aratate mai sus. Or, cu acestl factori se
pot forma numerile -



CIQA 930322 .32 95 5 193 1, 2085 02001, 91370 1y 3,
&0y 3111319 0273 :5; 95 37 ; P
Dintre acestea, cel mai mare este 54, deci avem :
1 (64) = 18; w, (54) — ¢, (18) — 6
%3 (54) = 9, (18) = o, (6) = 2
Py (54) = 9, (18) = %2 (6) =9 (2) =1
- IL Sa se arate cd dacd v, (178 ) = 2, atunci « — 4.
Avem succesiv:
o TRy = 9bt (17— = i
2 (178 ) = 27 1782

Ps 178 ) — 2413G—D yn—3 __ 535+1

e (178 2Lk :

Dar pentru eca si avem 3.E+1—k=1, pentru a sa-
tisface conditiei enuntului, urmeazi cj trebue sa avem
k=3B,$idecia=§+k=4§. 5 .

Mai general putem admite, in loc de 17, numaérul prim
A = 2m 4 1 atunci se giseste lesne ci o — m §.

Si mari general, dacs: '

N=@m + 1):@m, £+ 1)
gtunci-avem e (nBj = 21 dgges:

K
e =3 2m —kK(E—1)+§—7
1

Ordinul indicator. total.

34. Numdrull total al indicatorilor unui numir
dat sau ,,ordinul indicator total-.

‘Dacé ¢, (N) reprezints indicatorul de._ordinul i
a lui N si daca avem:
%a (N) =1 iar ¢, (N) — 2
atunci n reprezintd numirul total al indicatorilor
lui N sau ,.ordinul indicator total‘.

Limita inferioari a ordinului indicator total
Fie mai intai v — a«, atunci avem succesiv:
¢ (N) — a=x-1, A, unde Ar—m

(M) = A2 " unde A — (a . ? (Aa1)
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Pentru de—=1 avem n = «;
i Ag> 1 NS
In cazul cand N — a«. b8. ¢ ... unde presupu-
nem: ¢ < b < ¢ < ..., vom admite cel mai deia-
vorabil caz cdnd: @ — b — ¢ = ... si atunci:
NEC—ge Bty . <= N
Prin urmare, tindnd seaméa de primul caz, avem:

41 o R A

Pe o altd cale se mai poate aridta ca, avand:
<< < €< .. sl eum:
¢t (N) = ae—1-bF-1. cr—1.. (a—1)(b=-1) (c—1)...
vom presupune:
(@—1).(b —1).(c — 1).. = 2r. A,
unde p este mai mare sau cel putin egal cu nu-
marul factorilor primi ai lui N, iar 4, este impar,
avand printre factorii lui primi poate si pe cei mai
mici factori primi ai Iui M.
Analog avem :
% (N) = 220+ @ — 1. as—2 bi—2 cr—2.. A,
unde ¢, este puterea lui 2 care rezultd din indica-
rea factorilor lui 4, diferiti de a., b, c;...
Deasemenea, avem: _
93 (N) = 23p+a:+q.—2. a=—3. bi—3. er—3... Ay
Dar dupd un ordin oarecare de indicare e, dis-
pare de pilda factorul es' a lui N, apoi dupa alt
ordin ¢, dispare factorul fe, etc... deci, odatd cu
disparitia tuturor factorilor, vom avea:
tep (N) — 26D+ (P—D+..+ep—Zei. Ag
Dacd admitem Ae, — 1, ceace este desavantajos,
atunci vom avea ¢, (N) — 1 cind:
D—epte.pte (P—1) + . Fep + Lo
=(—1)p+(e.—1(P—1) + .. + ¢
unde am presupus & < & < - < €p.
Dar intr’o ordine oarecare exponentii e; reproduc
4
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exponentii: «, §, %, .. aranjati dupa méirime, deci
cum avem p > 1, céci pentru p — 1, demonstratia
este datd in primul capitol si cum:

EGE—1)Pp+ (8a—1) + .. +6p>a+§+1+
urmeaza ca:

=a + B+ 4 ..
Limita superioaria

Plecand dela ultima demonstratie de mai sus,
vom admite As, — 2v, unde 2v este imediat superior
lui I* adicd ultimului factor (cel mai mare) a lui
N, ceace este cu totul desavantajos, atunci obser-
vém ca:

=EG—DDp+ (—1).(p—1) + .. +3p+v
Prm urmare putem admite ca

42) n<p. (@4 B+ 714+ ..) +v
unde trebue si luam:

6 log. 1*
e [log. 2J

Ezxemplu. Fie N — 33 7. 11,
atunci avem : 1

¢ (N) = 22, 33, 5 7:

$2 (N) = 25, 33

s (N) = 25, 32

Ps (N) = 25-3

95 (N) =

................

Apoi cum:

L [log. L g
) log. 2

vom avea:
SABIH2 1) 0 342 41

Indicatorul de ordin superior ai unei sume

35. Cazul cand termenii sumei sunt numere prime
intre ele (nu au aceiasi factori primi).
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Fie A, B, C,. . . o serie de numere prime intre
ele, si, fie respectiv: a;, b;, c;, . . . Tactorii lor
primi, notédnd apoi cu:

(Pp)a = (a; — 1); (Qy)a = 1a,
(Po)B Sy H(b R 1)1 (Qo B Hbl

Apoi :
(P a=1(a"y —1); (Q)a=IHa!,
(Pl) B H(b' == 1)" (Q)s = [[b'
unde a'; , b P sunt factorl cari resulta din in-
dicarea a doua anumerilor A, B als, bl

. rezultad din a treia, si asa mai departe.
Cu aceste notatiuni avem:

P,
w® =4 (),

..........

S () (Pm_:)
i A'(QO)A'(Q,)A A,

|2 P
%(3) =B . ( ) ( 1)
e Q)= \Q
P, P Pt v =
o= ), ), ()
i (Qo) (Q, Gt
$i asa ma1 departe pentru celelalte numere.
Atunci vom avea:

P [P
Som(A) = A I (——) “+ BII (—) v
38) LA LA o Arn

: = P

-
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Cum ifln'gener'al'(—(1;—)EA este mai mic sau cel mult

: . & P
egal cu oricare din parantezele (—) : (-—) e
: : : \Q@/a Q/s

urmeaza ca vom avea:

43) Zom(A) = 9 (ZA)

Exemplu : Fie A— 3, B _,.5, (=7 81 m = 2 atunci avem:
92(A) = 2; 92(B) = 1; 9.(C) =2; 9:(A + B} C) =4
Rezulfd deci cé.
@2(A) + 92(B) + 9:(C) > @:(A + B + C)

36. Cazul cdnd termenii: A, B, C, . . . au aceiasi
factori primi, insd cu exponenti astfel alesi incdt
dupid a m—a indicare, sd dispard aceiasi factorz la
toti termenii.

Analog cazului dela 35, vom deduce lesne ci pro-
dusele P si @ au aceleasi valori la toti termenii,
respectiv fiecarui ordin de indicare, avem :

4 P
T (AY A Tt
e -(Q)

A

44) <

Q/za

cari din fractiunile: (i) sau (i\) , etc. cari sunt
: R/la  \QJ/s :

: B e
Cum in general avem: [— mai mic decat orl-

aceleasi, urmeazi c3i:

. Zom(A) > @, (ZA)
adicd ajungem iar la relatia 43).
.Dacd facem: A =B — (¢ — _

: . .="L, numarul
termenului fiind I, atunci avem :

45) " 1.on(l) > ¢,(1.L) A



Exemple: 3 :
1) Fie 4=2.3%; B=23*;C=23%3° si m=2, atunci avem:

(A) = 2.3 . (%) (%)
b

» e deRu

94(C) = 20.3° . (_;7) (%)

1 1
A+ B a3 1T =
P3(A + +C‘) 3 (3) (3)

Prin urmare:
. 9(A + B+ C) = 9,(A) + 9:(B) + 9:(C) o
+2) Fie A=B=C=L—=—2.3 si 1= 3 atunci trebue si
avem :
©3(23 . 3%) > 93(23.3%)
Or, stim ea: 93(22.32) = 22 si 3123.3°) = 2® deci cum avem
12> 8, relatia este verificata,

Indicatorul de ordin superior al unui produs.

37. Cazul cdnd factorii - produsului sunt primi
intre ei.

Intrebuintdnd aceleasi notatiuni ca la sume (35)

avem:
46) 1 g, (A) — IIA.[II (P—O)An (g%)é...]
nA

Q
47) g, (I A) — 1 A. n( )
Qo
Urmand formatia produselor P si @, se vede bine
ca; ,
P Py P
o) 0 () <)
7 [ Qy/A Q,/B Qp/1 A
Prin urmare vom avea:

48) 9n (LA) = 1T ¢, (A)

Aceastd ultimd relatie se mai poate demonstra
scriind ci vom avea intotdeauna:
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49) o (aa.bb..) > o (@a=) .o, (b)...

In adevar, stim ci:
¢ (@2) = as—1, (a — 1)
Vonr nota apoi: :
a—1 — 2x .3y.. pt . unde p < a.
Deci :
9 (a%) = ax—2. (a—1) .2x—1 3y—1.. pt—1.
v 9 (2.3... D)
om (@2) = se—m , 2mx—(m—1) + % .3my—(m—1)+y’.
wo pMmt—(m—1)
Pe de alta parte:
P (a%. bB) — as—1 . be—1. (a—1) . (b—1)
Dacé si aci vom face notatiunea:
(@—1) . (b—1) = 2xtx, 3Zvtv, . .~ - @5ts unde
¢ <b, atunci analog avem:

om(ac. bf) = aat(m—De—m_ pp—m . 2MEEX )~ (m—D)+x"+x’,
s 3ty )= (m—I)ty -y L

unde z’, ', ¥, y'y, . . sunt exponenti cari rezulti din
indicarile succesive ale ansamblului de factori ai
produsului (e— 1) .(b—1). Prin urmare, atit expo-
nentii sunt mai mari, cat si factorii, cici este foarte
posibil si avem g > p, in orice caz insa, pani la
factorul p ii avem. '

In consecintd, in cazul mai multor factori, mari-
mea exponentilor si chiar a factorilor se accentuiazi,
deci proprietatea este demonstrata.

Pe o alta cale se vede lesne ci avem:

¢m(a%) = as—m A ynde Am = (a—1)¢(An_y)

9m(bf) — bB-m . B, unde B,, — (b—1)¢(B,._,)

unde in cazul cand unul din exponentii «, B, .
este egalat de m, dispare complect factorul a si fac-
torul (a—1) de pilda in 4,,. :
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Deasemenea avem:

cpm(aﬁ bﬂ . ) = aw—mFe; hf-—mien |
@ 1) . M,
unde’ &, ,: €ps - - .sunt exponen’gl cari rezulta din
termenii: (b—1) .(c—1) . . .,iar My — o(Mpu—y) si

_ rezultd din indicarea succesivd a produsului:
(a—1).(b—1).(c—1) .
Dar se observa lesne ca avem exponentii lui:

g, b,¢,. .k (fard ultimul factor I), superiori lui:
(¢-m), §—m), (+—m),. . . din cauza addogirei
valorilor: €, &5, . . . Si mai avem:

M, > A, .Bn. ;
deoarece indicarea partiala a termennor (a—1),
(b— 1), . . tinde mai repede la 1, decat la indicarea
produsului lor.
Erempll. =2, b=7,c=13, a=3, =2, T=1stm=3,
atunci avem:
0a(2%) = 1; 95(12) = 22; 95(13) =2
Apoi:
s.(23.72.13) =2¢.3
Prin urmare vedem ca:
95(23) . 93(T2) . 93(13) = 2°
deci: 28 . 3 > 2s.

38. Cazul cdnd factorii produsului au aceiast fac-
tori primi,insd cu exponenti astfel alesi incdt dupd
a m—a indicare, sa dispard aceiasi factori primi la
toti factorii produsului.

Analog celor vazute la 36 si 37, produsele P si Q
sunt egale la toti factorii produsului, pentru fiecare
ordin de indicare, deci :

e (®) = 1 [ﬂ("’)]l

m(A) = IIA . -0

50) Pm(A) Qs
P

unde I este numarul factorilor produsului.
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Dar cum avem :

&) W (L)
H(QOHA FI,QOA

51) 9m (A) — g (TA) | [H. %)JH

0

urmeaza ca :

Dacd facem: 4—PB—C — « . .= L, numéryl
factorilor fiind I, atunci avem -

l[a m(1—1)
92) Pm (Ll ) = [em (L) [m]

Ezemple :

1) Luand aceleasi valori ca la 36 exemplul 1, avem:
Hps(A) =210 . 3; o, (IA — 210 3

2) Fle: A=B=0C=2_3% atunci:

[9:(20. 391 =29 o,[(28.37%) =90 . 3¢ g5 l'ﬂ—]z(:t—-l) =
" L O(a-1)

Alte proprietiti si consecinte ale indicatorilor
de ordin superior

39. Dacd p < q atunci avem ;

Pp (N) a—p v
Bd) Pa (N) =2 '

In adevir, stim ci orice indicator mai mare ca I
este par, deci vom avea:

P (N) < -9 (N)

- 22(N)

0| DO

54) Ps(N) <

H .

Pm(N) < 5+ Pma(N)
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Or, adundnd si inmultind relatiile intre ele, ob-
tinem: :

| w23 <200 —wm
55) '
20mts () < 9m M) < 5o 0 (M)

Inmultindu-le insd numai dela ordinul p la ordi-
nul g, avem relatia din enunt, unde pentru p=1
si g=m, dadm peste relatia 50).

Dacd in relatia 50) facem m — n, adicid il facem
egal cu?,ordinul total de indicare*, cum avem
% (N) =1, urmeaza ca:

56) ¢ (N) = 2m—

Ficénd apoi pe m—1, 2, 3, . . . . n si adunénd
sau inmultind, obtinem :

a 2L 2n__1
) + 9 (N)+ . . . Pa (N) é—z‘;;:r . ¢ (M)
51) ;
%(N) + 9N)+ . . . oo (N(é@ [p: (M)
2 2

40. Dacd a este un nmumdr prim, atunci avem:
58) [oa (a2) ] > gme(am2) ‘

In adevar, am vazut la 35 ca:
% (a%) —=2ax—(e—D+x' Juy—G—Dty’ pat—@=D.
PMa(gma) — 9ma.x—(ma—D+x’ gmay—(ma—1)+y’, .
T pmat—(na—l) 5

Or, ridicind prima egalitate la puterea m —8, ob-
tinem exponenti superiori celor din a doua egali-
litate, deoarece o simpla comparatie ne aratd ca avem:

mex— (@ —1) + x] > mex — (ma—1) +%
pentru m > 1.
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Dacéd admitem 2 =1 si in locul lui a luim un
numar oarecare N, atunci se poate stabili ¢i avem:

59) [P MN)? = ¢p (N™)

Aceasta relatie ') se mai poate stabili direct stiind
cd avem :

B P
piN) =N D o N S
cl“l( ) QO : QO
12 P, P
N) —oN) .~ =N -0 =1L
60) cP2( ) \c‘l( ) Ql OO Q1
. 1o ED Ly T
. N g ok N ; 1—1 s — _1 ) i—1
% () =Pl()Q @ . s,
unde: ;
Py =1l(a,—1); Q, = lla,
P,—Il(a,—1); Q1 N, i o8
Pi = H(ax = 1) Qx — Hai
@y by €y, . . . fiind factorii primi ai lui N; a,, by, ¢,

factorii primi ai Iui ¢ (N),. . .a;, b;, ¢; factorii
primi ai lui g; . :
Deasemenea avem:

%, (N™) — Nm _ (P—%) — Nm. (i)
: A 0

61 ) S e IR B i = e 5
P P P
i (Nm) — o, (Nm 1 1) m. =0 (_2_)
CP ( ) CP 1( ) (Qi—l i—1 N Qo Q1 1

i
"\ Qi—t/i—

1) A fost stabilitd si de d-1 I. B. Florescu in Gazeta Ma-
tematicd, XXXVI—166.
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unde : (—g’—) reprezinta fractiuni provenite din fac-
it

tori mai mari decat in cazul cand m — 1. deoarece
disparitia factorilor a, b, ¢,. . . alui N,prin indi-
care se face mai incet, dupa valoarea exponentului
puterei. Prin urmare avem:

(). < a)

Inlocuind in 49) valoriscoase din 93) si 55) gasim,

@, @, )

Qo Q2 1' Q" 2 g = Qm—l m—1
ﬂm(ﬂ) . By (P) Eh(Pl—_x)
Qo_ Ql 1, Q" 2 Sy QO" Q—ml m—1

Urmeaza ci relatla 53) este stabilita.

Dacd tinem seama de 47) si de 54), obtinem :

(_139)"““> P, P,  Pma
.QO Ql Q" Qm—l
Deci si in acest caz vom avea:
PO Pl Po P2 Po Pm—l
B 0 L
Qo Ql Q™ Qz Qo Qm—1
In mod analog se stabileste ca :
62) Pt @) Gt M)
: Pq (N®) = 9o ()
unde g > p.

8. Dacd a este un numdr prim, glunci avem -

63) ¢a (a%) . ¢ (aF) > g p(astF)
Hy; (al ) >0 (a2)

Servindu-ne de relatiile 51) avem:

AT
?a(au) a (Qo) (Q1 S R e

2 P\ (P Poak - fa;‘)
w35, -G (.
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unde am presupus.f>a si:

P P Po—

PB-—I G sz—l‘B—)
Qp-1/g—1 Qatpg—1 a+3—1

Inlocuind in relatie, ne ramane:
)

o \Q e \Q:
care este evidentd, dupi cele aratate la 40.
Relatia generals se stabileste analog.
Deasemenea, daci avem:
?m(a%) = 1; ¢q (aB) — 1 i g, (aath) =1
atunci avem:
m+4n>p
60) { Zi>p (n general).

Este de observat ci trebue s3i avem ;

M=a+q; n—f+q 5i p=atfiq
unde g > 0.

40, Exercitii.

1. Sa se rezolve ecuatia:
GIx R Yy =iy
Admitem z <. g, atunci vom da lui x valori dela 1 1a 3,
caci pentru valon mai mari 2 perzists, si astfel indicind
avem, de pildd pentru z ==
P:(7.11y) =22, 3.5 11y—t
P2(7.11y) =925 .5 . 11y—2
P3(7.11y) =27 .5, 11y—s
Pentru y < 3, ne ds e=248.
Asa dar tabloul de solutiuni va fi :

xJii -1 2 ' 3
yluz3! 12 3 w3 L R
z' 2,4, 8 4, 7, 10 129212
II. S@ se rezolve ecuatia:
, ¢x[¢y(2“)-¢z(3ﬁ)]=1




Avem gy (2¢) = 22Y; o, (38) = 2. 38— ecuatia devine

deci:
Px [ ge—y+1. 38—2] =1
Fie: a>y si <z atunci:
— dacd: £=8— 22— ¢ atunci:
cpx[ ] — ga—yt+1, 3¢
deci nu avem solutie.
— daca r=§—z, atunci: : 3
@x[ ] == 2a—y+l
deci avem relatiile 2= si y—=a+ 1.
— dacd: x=8—2z-}¢, atunci:
el - 1= zeviie
deci avem solutiile: * +2—=ftcsi y=a—e+1.
Fie: a <Ly si §> 2, atunci avem: z-+2>8 si y> o
Fie: e£y si L2, atunci z=1.

=

42. Indicatori de ordin superior pentru divizori.

Imi propun si arat ca:

6) - Tg.(dP) — Sd9.gpm(dP9)
unde ¢ <p.

In adevar, pentru d — a= avem:
Pm(dP)=ara—m (a __1).A,
¥m(d?=9) — a®—ve—m (2 —1) . Ap,

Pentru d — a«. b¢ avem:

9m(AP) = 9 (@%P) . o (DEP) . 25P . Ay . By
Om (dp—q) = ppfax®=a] o [bEP-9] . asP, A B

a caror egalitate este evidenta.

61

In mod analog se poate stabili o egalitate -pentru

un d cu oricati factori.



CAPITOLUL 1I

Suma numerilor prime cu un numir dat si mai
mici decat el

1. Stabilirea formulei. .
Daca notam cu o(N) suma numerilor prime cuN
$i mai mici decdt el, atunci avem :

1) a(N) — % ~N.o(N)

Calea I-a. Fie:! p,,p,, . . . p, numerile prime cu N
§i mai mici decit el, (avem totdeauna p, — 1 sl
Pn =N-—1). Se observd atunci lesne ci:

{ Pi 4+ pn =N ‘
P2 + Py =N

2) B
'\ Pi4 poiiy=N
numerile p; $i p,_;;; denumindu-se ,;numere prime
complimentare:, '

In adevar, numerile p; fiind prime cu N si' infe-
rioare lui, au formele Pi = N—17r; unde r; este un
numar tot prim cu ¥ si, implicit, inferior lui. Fi-
cand si varieze i dela 1 la n atunci numerile:
Ti, T2,. . .7, reproduc intr'o ordine inversi nu-
merile . pacys Pr.

Facand acum si varieze, in relatiunile 2), i dela
1 la n si adunandu-le, gasim: e

3) Pp+DP:+ . . -+pn=—%~.n.N
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Dar n — (N ), prin urmare formula este stabilita.
Calea II-a. Fie N — ax, atunci stim cd numerile
neprime cu N sunt:

S RIS B | e .E.a
a

2
din suma tuturor numerilor dela I la N, ne ramane:

Suma lor este: —1—N . (1 e —aN—) pe care scazand-o

s(as) — o(N) =~—;—N.N(1 — é—) = %N -2 (N)

Fie N —a«.bf, formand la fel sirul numerilor
neprime si sumele respective, gasim:

1 N =0l N
Dar avem o serie de numere neprime socotite de
doua ori, deoarece intra si intr’o parte si in alta, si

atunci trebue deduséd, adicd trebue sa sciddem odata
suma: ¥ omet

ab+ 2ab+ . . .+—§%.ab=%N(1+%)
Cu aceasta, vedem 95\:
1 N
c(aa.bﬁ)_=G(N)=»;—N(N+1)~——2—N(1+~a—)
1 N
—?N@+f)
y G N
+—2—Nll—t‘a—6]
1 N oM N
“?h @ T+ﬁ]
1 : e 1
lew b4
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Si pentru cazul general, vom avea deci:

=y N N N
. — 1o
unde a, b,c,. . . sunt factori primi ai lui N.

Ezxzemple.
I Fie ~ =30 atunci: 3

0(30) =174 114134174 19423 4-29—120
(30) =8 :

14+29—=7 4+ 28=11+419=13}17—30
1L, Fie N; 210, atunci:

a(N) :%.210.[210— (21°+%’+%+3}?_")+ (@er

o

o 23725
210 , 210 , 210 210\ - 210 210
25 E+T5+Tﬁ+ﬁ) (“.3.s+m+
210 210 210
s 251 > 3.5.7) + (2“3?)

=105. [210 — (105-70}-42 -} 30) — (35421 + 15+ 14
+10+6) — (74543 + 2) 1 (1) —5040
Proprietiti si consecinte

2. Din examinarea formulelor 4 ) deducem cd pentru
N>2 avem :

5) P(N?) < 2(N) < N?

de fapt 2(N) < N(N—1). ’
Daca s(N) reprezints suma, divizorilor 1ui N, atunci
avem : <

6) c(N)é%N(N—}—l)—s(N) S

3. Doud numere A $¢ B sunt proportionale cu suma

numerilor lor prime $i mai mici decit ele, numai
dacd au indicatorii egali.
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* Adicd, avem :
: c(A) o
unde inlocuim sumele in functie de indicatori, numai
daca @(A) =@(B). .’
Erxemplu. Fie A =14 si B — 18 indicatorii lor fiind egali, au
valoarea 6, iar numerile lor prime si mai mici decat ele sunt:
(1,3,5,9,11,13) si (1,5,7,11,13,17)
Suma numerilor va fi deci: 42 si 54, deeci avem :

B)
B

' 4. Doud nmumere diferite nu pot avea niciodatd
aceiasi sumd a numerilor prime cu ele si mai mici
decdt acele numere. .

In adevar, pentru ca sa avem: o(4) = o(B) ar tre-
bui si avem: A.@(4) — B.¢(B) sau ¢(4%) — ¢(B*).
Adicad ar trebui ca indicatorii patratelor lor sa fie
egali. Dar aceastd inseamnd ca ar trebui sd avem:

) U(; —1)  , b, —1)
sau: ,
A*/1lb, . H(a; — 1) = B*.Ila, (b, — 1)
unde @; sib; reprezinta factorii primi ai lui 4 si B.

In aceasta ultima egalitate vedem ca dacd b este
cel mai mare factor al lui B, care nu se gaseste
printre factorii (a¢; — 1), atunci in membrul intaiil
gasim la. puterea unu, pe cand in membrul al doilea
il gésim cel putin la puterea a 2-a, in B* deci nu
este posibil. ,

Dacd admitem insd cd numerile au aceiasi factori
primi la puteri diferite, atunci nu mai avem A%?=B?,
deci nici in acest caz nu se poate:

Asa dar: unei sume de numere prime Cu um mnu-
mdr dat si inferioare lui, ii corespunde numai un
singur numar.
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5. Fiind date doud numere A st B, astfel incat
A>B, in ce caz putem avea: c(A) <a(B)?
Aceasta problema trebueste examinati intr'o prima
instanta sub forma : i oy
~ In ce caz avem simultan neegalitatile:
A>B si ¢(A) <¢(B)
Dar ambele conditii pot fi scrise sub forma:
B.9(4) <A . p(4)
sau : o e
S on
Sau in sfarsit, dacid a, si b; sunt factorii primi
ai numerilor 4 si B, atunci ar trebui s3 avem:
R I(a; —1) I(b; — 1)
colla e e
Aceasta conditie ne poate genera numeroase SOIupii:
Fie A — af'si B — b atunci trebue si avem:
o, < by, deci rezultia a; > B;.
Avem de pilda solutiile: 4 — 3 $i B=5% A—=5
s1 B = 11* si in general putem lua:
& =2a si b= (2a+1)
Fie A—a¥ . g2 i B— bi1 b2  atunci se con-
statd lesne ci:
~— pacd a; <b, trebue si avem a, <<b,
G o a17>b1 e % % e 8 e
Deci in orice caz ay < b,. '
Avem de pildi: B — 23, 32 il S e
In general trebue ca factorii Primi ai lui A si fie
mal mici §i mai numerosi, iar ai lui B mai mari sl
mai putin numerosi. :
Depilda: 4 —=2.3.5.7 — 210 St B =11.17— 187,
atunci vedem ecj: P(4) =48 st o(B) — 160,



Suma numerilor prime $i mai mici ca o suma -
sau un produs de numere dat

6. Suma si produsul. Suma numerilor prime si
mai mici ca 0 suma sau produs de numere date se
studiaza analog cecr vazute la indicatori (vezi I,
11, 12; 135 $4). ;

Se poate totusi observa lesne ca:

Dacd avem un produs de 1 factori primi inixe ei:
A, B, C, . atunci:

7 oA.B.C. . .)—2"".0(A).9(B).o(C) .

1. Suma. numerilor prime cu puterea unui numdr
dat §i inferioare ei, este:

8) . o(Nm) = sz{-n .o(N)
Si se poate stabili lesne observénd ca:
o) = 5 Nm () — - Nt 5 )
— N2tm—1) o ()

Comparatie intre suma numerilor prime cu un numir.
dat si inferioare lui si suma divizorilor
acelui numar

8. In afara de cdteva exceptii, suma numerilor
prime cu un numdr dat si inferioare lui este mai
mare decdt suma divizorilor acelui numar.

Fie N—ag=.béi.er . . . un numar dat si

G(N)=%a2z—{.bzs—1. . .(a—1) . (b—1)

suma numerilor prime si mai mici ca N, jar:
aa.-i—l.. 1 bbel—1
S(N) = :
= b—1
Suma divizorilor lu1 N.
Trebue sa aratim ca

@) > S(V)

-
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Pentru aceasta. vom arita Pe: grupe de factori
cd avem:
afe—l(a—1)2 > 2(axt1i_1)
Z Dar, desi in desavantaj, vom admite relatia:
a’«—1(a—1)2 > 2 . gat?
care se reduce la:

= ar a4yt =%
Aceasta ultima relatie este satisficutd pentru:

a | 1 2s5i3] 4

a |[>4|x3|>2

- In mod analog rationand pentru toate grupele,
stabilim conditia generali.

9. Numere imperfecte $t numere inamice.

Se stie cd un ,numar perfect” este acela a carei suma a
divizorilor, exceptie ficand numarul insisi, este egala cu nu-
mirul dat.

Prin analogie vom numi ,numar imperfect" acelea care
satisfac relatia: :

N=o(N) — N
si-care se reduce la ®(N) = 4, deci N =58 10, 12,

Deasemenea se zice ci dous, numere sunt ,amice" cind
unul este egal cu suma divizorilor celuilalt.

Prin analogie, vom zice c3 doud numere sunt »inamice*
cand suma numerilor prime ¢u unul si mai mici ca el este
egald cu celalalt numar, mai putin numarul, adici avem:

=d(B) — B
B=oc(A) —A
‘Dar se observi bine cj trebue s3 aveme6
2(A+B) = -%(A) =B.y(B)

Dacéd ne referim 1a 11, 4,

8 vedem c¢i .nu exista solutii.
Daca admitem:

A=1%(B) — A $I.B—o(A) — B
de unde deducem: P(4) .9(B) — 16, atuneci:

A 1,2 3,4,6

e e N
B |17, 32,34, 40,48, 60| 15, 16, 20, 24, 30



69

10. Insumdri in legdturd cu divizorii unui numar-

i Daci d reprezinta un divizor a lui N atunci avem:?)
r

Z[G(d)}m-——l— [ (1+am @—1™. 'f‘ffi“__—_—%)
9 | ‘(+2m—1]

iar in cazul m =1

1 [a2a+1-|—__1 p2ti41 +1]
T G e e

Pentru numerile mai mari ca 2, avem:

So(d) —

lo (d) P o @™

Dar pentru d — 1 avem c(1) — 0 pe cand do(d)=1,
deci vom lua:

mmw=§hﬂmaw+wu4]
Prin urmare: -

wmw=$th@w+W—]

5 il_l)_ldm[c @1 + 2™ — 1]

Dar valoarea lui Xdm [E(d)]™ © cunoastem dela
I, 20, Nota I, formula a doua din 18). Deci formula

se poate lesne stabili. :
Pentru cazul m — 1, formula are O asemanare cu

formula sumei divizorilor uanui numar dat

1) Gazeta Matematicd, XXVII-69, problema: 2253, propusa
de D-1 0. Mayer si rezolvata de D-1 Al Pantazi.
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Suma numerilor prime cu un numir dat si mai
-mici ca. el, ridicate la puteri egale

11. Prima cale’) (calea directa).

Fie Py, Do, . ° . P numerile prime cu N si! infe-
ripare lui si @, b, ¢, . . . factorii lui primi. Fie:

: Sp=1m42m 4 | Nm
si Spp—pP+ppt. . pm

Atunci Xpm se obtine ‘scazand din S, suma tu-
turor numerilor neprime cu N si ridicat la puterea
+ m-a, adica:

N N
Goer
10) Sm=am§m+bm%lm_+_
N
ab*
— gmpm ¥jm
1
N

abe

+ ambm em Yjm |
1

Prin urmare:

n

11) SpP = 8§, — 8§
1

In acest med se geseste ca:
Suma patratelor estel):

12) %pf = oi N.[2N.o(N) + (—1)v .p@abec. .))

unde v reprezinta numarul factorilor primi ai lui N.
Suma cuburilor este:

18) g~ L N Ne@) + (—1)v. g(abec. . )]

1) G/azeta“Matemattcd,' XLVII 465, solutia problemei: 3733
a D-lui I. B. Florescu.
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Suma bipatratelor este?'):
)  Ipt— i N.[6N*.o(N)
]pi =35 . - .9

4 (1)v.9(@bc.) .(N2 f—:%'%fil ﬂ

12. A doua cale (calea indirecta).
RidicAnd relatiile:

e e U e
la puterea m-a si acunandu-le, obtinem:

15) ‘;‘«p;“ - Elcgn Bp et L)

+IC7 ps P (P77 + p™)
=—12—n.Nm=-;-chp(N)

Se poate insid usor observa ca:

Dl e — f(N, P1Pn) i :
Riméne deci ca sumele S(p; p.)? s3 fie determi-
nate pe altd cale, unde:

S(P: Pn)f = (P:1Pn)f + (P2Pn1)P + -
Astfel pentru m = 2, avem:
16) %p§=%—.N2.cp(N)—2.S(plpn)
unde avem:
1) S(pipn) = %QN.[N.@(N)._(——I(v g(abc..l
Pentru n — 3 avem:

& 1 '
18) Sp; = 5 o) — 3N.S(P: Pn)

1) Datd de D-1 I. B. Florescu in Gazeta Matematicd,
XLVII - 467.
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Pentru n — 4 avem :

19) . %’p;*=%N‘*-cp(l\n—wa.si(1o1pn)+'zsu>1p,.)i

Si tot asa mai departe. ¥
Nota. Daca relatiun.le 2) dela II, (1) le seriem
sub forma:
Pn—it1 = N— b
apoi le rldlcam la puterea (2m 4-1)-asile adunam
obtinem:

20) g‘,pi?m-l-l A p;m-rl e p§m+l e i p§m+1=,/1/[N
1

Extinderi asupra numerilor prime cu un numir dat
si mai mici ca el -

Suma numerilor, dintr'un sir dat de numere conse-
cutive, prime cu un numdar dat

13. In sirul natural al primelor M numere, sumae
numerilor prime cu N este:

20)  Su(N)— ——M(M+1)_L_E( ) [1+E(—]

.

e

unde N — ax, b,

~ In adevar, daca dln Suma primeior M numere de-
ducem suma numerilor neprime cu M, obtinem suma
de mai sus. Insa observim ci avem in acest §ir :

M
E (?) multiplii ai factoruiui a,;

M
E (F) ?s 1] s 5 b;



3

~

Dar intre acestia se gésesc multipli in acelas timp

si ai produselor: ab, ac,. . .apoi ai produselor : .

abc , abd,. . . si asa mai departe, de care trebue
sa se tie seamd, ca la I (21), unde s’a stabilit expresia
lui Iy(N).

Insuménd apoi aceste numere neprime cu N si
scazandu-le din suma primelor M numere, deducem
formula 20). -

Exemplu. Fie M = 20 si N = 14, atunci:
820(14)‘=_;_;20 21 —[% 10.11 +.;_.2.3]+1?4.2 —93
1434549411413+ 15+17-}19—93
14. In sirul natural al primelor M numere, suma

numerilor prime cu N si cu M (subordonate lui M)
este:

2)  Su(M) = MM+1)—3Z g (g)

[ion @222 5(20) [ren(2)

unde a’, b’, ¢’,.. . .sunt factorii primi ai produ-
sului M . N.

Formula se stabileste analog celei de mai sus si
tindnd seama de cele vizute la I (22).

Exemplu.

820(14,26>‘=.;_.2o.21> [% 101142 Sy 5+l 2. 3]

. +[£’_2.3+_.1.2+0]—0=73
1+3+9+11+13+17+1g_73

15. Suma numerilor prime cu N din szrul de numere
consecutive dela A la B este datd de formula :

22) Sass (N) = S(N) — Sa(N)
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In adevar, avem :

Sasn M= 5 (B.(B+1) A, (A+ D]

= EE)e(E) ()

s

Fr%. E(a—?o)’HE(a_}i’)]*E(%)

=(4)]]

In mod analog se poate arata c3a:

23) { o(N) =Sl—+A(N)+SA—>B(N)+-»--+SL—>N(N)

SuM)=S,, A(N)+8ay 5 (V) +.. 4S5 (N)
4, B, . . . L, fiind numere cuprinse in sirul dela
1 la N sau M, astfel incat sa avem:

Tc A =B - <L<N (sau M)

Ezemplu. Fie 4 =10, B=20 si N =18 atunci avem-
Si0—>20(18) — S, (18) — Si(18) = 73—13 =60

' Deasemenes :
G(IQ) == S}‘-*EO(IS) + Sw—);s(ls) =13 —f— 41 =54

S5(18) =81—51,(18) -+ S10—>20(18) — 144-60=13

16. Suma numerilor prime cu N subordonate nu-
merilor A si B, din sirul numerilor consecutive dela
A la B este datd de formula : . ;

24) - Sa>5(A,BN) — S, (A,BN) Sa(ABN)

- Cu ajutorul formuielor: 21) si 22) se poate stabili
lesne formula de mai sus. :

Exemplu. In cazul €xemplului dela 15 avem:
Si020(10, 20, 18) = 8,4(10, 20, 18) — 8,0(10, 20, 18) — 49 —8 — 41



17. S se arate cd avem: ,
25)  Sats(N) = Sa(N) + Ss(N) + L) + R
unde avem: 0 L|R|< A + B —I,(N) — Is(N).
Avem:

Saa®)= 5(& +B).(A+B + 1)

—25 2 (87) [=(?)

oo o) )

() (G

-~

. Dar ol_?sefv.a?trl;x ;:é.: ;
%(A +B)(A+B+1)— %A‘(A—{- 54 %B(B—HH-AB

-
s5i daca A este un divizor a lui N, care insa ia

numai valorile:
8o DGl e e B
ab, ac, ad, . .
abe, abd, abe,

atunci: :

1 E‘(A-AFB) ll+E (A4A-B)]= % E (%) : [1 +E((

unde avem: + Qa
A B A ra+rs
a-£(%).5(3) +5(5) 2(2F

;' B ra+ ria)
unde 74 si 75 reprezintd restul diviziunei lui 4 si

B prin A. : : :
Cumavem: E(rA—Z'rE) — 0 sau 1 atunci urmeaza cé:
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a) Dacd A si B sunt divizibili cu A sau ‘dau res-
turi astfel incat r, - rz<< A, atunci:

o —5(3).x(3)

b) Daca 4 si B divizati cu A dau resturi astfel
incidt A <7, 1 75 < 2A, atunci: :

= [m(@)] [ren(@)] 1
Pe de alta parte observam cé:
5 (3) B5(3)=2(%0)ra5(2) ~rar(2)

: e ( rAA.er )
si SEE
[1+E(%)] -[1+E(§’)]~‘1 e -E(%) ‘

F ) E(A%E("“ r’?‘)
R
Prin urmare:

Ba+s(N) =S4 (N) + S5 (N) -{—‘AB—)IE (éé—B)

A.B 3 < »
E(ab) .+ EAQN

unde am notat: R — IA.Qa si unde

f it B A Ya-. I'ep
=t A« 1HF

A.Qa— : - In primul caz (cazul a)

(1—ra).E (%)_l_ (1—r1g).E (%) _E(“AA.ZI'B)

in al doilea caz (cazul b).

Observim acum ci-

o ABY o S ARIEE
o IA.B@ —AB- I (7) i %*E(a—b)‘—.
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Apoi ; : ~
e¢) In primul caz vazut mai sus:

o () o) g
Tag .. T
~1'A2E( )"l"rBZE( ) (::; szz)
e B A Tas 1'33) ,
_r‘“E(abc) E( b ) E(W :
< b) In al doﬂea caz:
m_E+E()+4 )

=)= (G5)

-+ E () + 25

unde 74; sau rg, reprezinta restul diviziunei lui 4
sau B prin un produs de ¢ factori primi ai Iui V.
Mai observam apoi ci : :
R, =R, + [A — I..(N)] + [B — I, ()]
Daca acum, prm absurd, admitem :
Ta; = I'p;j = A
Atunci se observi lesne ci -
_ OéR,>~[A+B~_IA(N)—IB(N)]
si
' 0<R, <+ [A+ B_—I,(N) Iz (N)]
Sau, ludnd valorile absolute:
0<|R|<A+B—I,(N) - Is ()
Exemple. Avem:

s (8) S(8) S¢(8) ;- 1,8y L R =
{ 10 4 + 69 8 412+0

Sm(s) = 34(6) —f— 56(6) Iz.s(g) +§

Sm(15) = Sg(15) + S6(15) + I,(15) + R
St he e

26" 415 -

S (8)=S(8) S:(8) +1,(8 +R
= g i 167 ey g

:

{

{ 820(30) = Ss(30) + Sy (3C)+ Ts(30) - R
{ i S
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Notd. Daca facem B—1, avem ;
26) Sata(N) =S, (N) +0 sau (A+1)
dupa cum (A+1) este divizibil cu N sau prim cu N.
Se vede dar ca in acest caz avem :
I . atn(N) +R—=0 sau (A +'1)
Daca facem A — N si B= (4 — 1) . N, atunci:

20)  San(N) —Sx (V) + Sia (M) + Iiay. w2(M)

Daca facem in 27) perand 4=1,2, 3 . .4si
adunam, atunci avem : ’

- ety
28). - San(N) =A.o(N) + %ILN-’(N)

Dar in baza relatiilor 29) dela I, 26, avem:
II.N"’(N) = i'. INZ (N) — i. NCP(N)
Deci vom avea :

; .
29) SA_:N(N) —=ATe(N) F -2—A(A-—1)IN=(N)»
= A* . o(N)
Exemplu. Avem:
S;3.6(6) =32.0(6) = 54
S:.7(7) =2 .0(7) — 84
Tinand seami de formula 30) dela I, 26, observim
cd avem:

i
30) San(N) = 5 A N.Iyn(N)
Formuld care generalizeaza relatia obxcmmta a
lui o(N).

De aci vedem ci avem :
32)  San(N) +8an(N) — (A* + BY).o(N)

Relalia putdnd fi extinsd la oricAti termeni
vom voi,
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Deasemenea, : ;
33)  Sen(M) —San() — (B — 4% .o(N)

Si in fine :
34) Sansan(d) = (B* —AY) . 3(N)

18, Sad se arate ca :
35) Sa>e(N) —Sass@_y(N) =0 sau B
dupd cum B este neprim sau prim cu N si: -~
36) SAQB(N) —_ S(A—l)—)(B—l)(N) ==0 Sau (B—A)
dupa cum A si B sunt neprimi sau primi cu N.'
. In primul caz relatia este evidentd, daci scrim
sirul de numere dela 4 la B sau la (B—1) unde
vedem ca difera numai cu B.

In al doilea caz, sirurile diferd eu numerile 4 s1 B, .
(A—1) si (B—1); deci dacid 4 este neprim cu N,
atunci (4 — 1) va fi prim, fapt similar cu B si (B—I)
Asa dar vom avea diferenta (4—B) in orice caz.

Relatiile pot fi stabilite si drept o aplicatiune a
relatiei generale din 12) (II, 15).

Notd. Tinand seama de 35) (II) avem :
A—-B‘-—l
37) X [SA..)B(N) ""SA--»(B-1)(N)] =B Iy (N)
A=—1
Sau daca N = 4 :

A=B-—1

38) 2‘ [SA»B(A)*“-SA——)(B n(8)l=B.eB) |



CAPITOLUL III

Produsul numerilor prime cu un numir dat si mai
mici decat el

: 1. Stabilirea formulei.

Fie N — a«, atunci numerile neprime cu N si mai
mici decat el sunt:
N
a, 28,38, 5 iy
a
Daca din produsul tuturor numerilor pana la N,
deducem, prin impértire, produsul tuturor numerilor
neprime, atunci ne ramane produsul numerilor prime
cu N si mai mici ca el, adici:

N
().
a

Vom admite totdeauna H(1) =1.



Fie N—a«.bi, atunci numerile nepnme cu N si
mai mici decit el sunt :

a5 2a-8a ia

c'l 2 5|2

b, 2b, 3b, . e

Dar in aceste doud siruri existd numere egale, mul-
tiple in acelas timp si de @ si de b, deci de ab si

sunt in numar de (%) Dar ele fiind in ambele siruri

2

trebuesc deduse din produs odata. Aceasta ne face
sa scrim ca :
N
N'(N)l(ab) ab

N N
(E_) ! (E) laa pb
a b

Observand insa ca:

?(N)=T— —

I(N)—

Mai putem scrie :

I(N)—

() e(F)rax o) pol-)
N’(%)!

== N)  P(N)
() (3) P
a/ \b
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Fie' N —a=.bé.cr, atunci numerile neprime cu
N sunt: g

a; 2a; 34, .y—.a
a
N

b, Zb,73b,. X .?.b

¢, 2¢, 3c, . .—Ii.c
c

Iar numerile cari vor fi comune la doud siruri
sunt :

N

ab, 2ab, 3ab, .— .ab
ab

ac.=Zac;3ae; s —N .ac
ac

be, 2be, 3bc, . E— .be-
bc

Vom elimina deci cate un rand din aceste numere.

Insd vor mai exista: si un sir de numere comun
la toate trei siruri din prima categorie si anume:

abe; 2abe,3abe i —N—:.abc
_ , abc i

Vom adadoga un rand din aceste numere si astfel
vom avea produsul numerilor neprime cu N. Dedu-
cAnd apoi acest produs din N/, avem:

| bl L
I(N) = 1\;! (a—DIIO> ; (%) : (%)! .(ab):'i. (jlc)TNc ; (bi,b;
o BRI oF Eee
SR
(O (@ D B

Astfel procedand in mod analog si tinand seamd
de formula 2) I, prima relatie, atunci observam ci
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semnul (4) dela formula 2(I) corespunde semnului
-(X), iar semnul (—) corespunde semnului impar-
tirei, avem: '

N\ N X7
N ! H(a—b) {...I(ab) % ..., I(abed)abe,

1)  II(N) = N v E %
Sl ol B [} et b
11( a) ! H(abc)!...q(a) Bt IIYabc) abe
N N
1 e ==
() m(E
= T
H(E)!H(i)!. L Py R
a abe : :
unde (@) ' = Gy) ! ()L
Exemple :
I N=2323.5=60, atunci:
60!110!614

TN) = 3575571213720 35 5 =1.7.11.13.17.19.23.29.31.37.41.47.49.53.59
II. Fie N=a.b.c, atunci: ;

(abc) fatbte

1= @by T(ac) T (b6) T ab-De—  HBE—DF—T oI5

Proprietati si consecinte

2. Dacd p(N) reprezintd produsul divizorilor lui
N atunci avem :

Nt
p(N)

Daca II(N) reprezinta produsul numerilor prime
Cu N si mai. mici ca el, si daci p(N) reprezinta
Produsul  divizorilor lui N, atunei este evident ci
vom avea :

2) p(N) = [I(N) £

N!=U(¥) .p(N) . P
unde P reprezints produsul numerilor neprime cu
N. Or, cum #x 1, inseamypa ca vom avea :
E N!
HND= ———
RS p(N)
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Roméne acum sa aratdm si prima parte a ne-
egalitatei.

Insa se vede ca, in afard de cazul cind N — 203
4, 6 si 12 cand p(N) > II(N) avem totdeauna
O@) > p(V). In adevir:

Sa consideriam sirurile :

2é31<32<- RS
2L b P e . <C bp unde a < §
a B

atunci vom zice ca dacsi avem Xa; > ¥b, vom avea
1 =

o B
si Ha; > Mb; .
1 1

Neegalitatea este evidentd, daca in general fiecare
factor b; este mai mic decat ai:.

Daca admitem apoi cj » =B si Jg; _ Fb = £ ur-
meaza ca factorii q, vor fi egali cu b; afard de unul
singur- a 4 , de pilda, care va fi egal cu (b, < 1). Atunci
Inseamna ca vom avesg :

A
A — g, =ak.£=(bk+1).§
kK

B=ubi=bk.b£
k

Dar ceilalti factori fiind egali, inseamni ca

B
= — — C, pri -
2 By prin urmare-

llai = (bk—,-l) %, & $1 l[bl =bk Sl
Deci neegalitatea este satisfacuta si in acest caz
Prin urmare si partea intaia a neegalitatei este
demonstrat. e

3. Sa se arate cg dacijA > B nu putem avea
niciodatd 11(A) < 1(B).
Este lesne de observat ca ar trebui sa avem:
: : : Bil(A) < All(B) :
Fie: a; factori Primi ai lui 4 si b; factori primi
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ai lui B, atunci aplicand formula E (I1I), ar trebul
sd avem : : : :

(A—l)!II<A)!II( A‘)!.
a; a,) 2,858384
PA)
H(i)!HLA )z. = o e
N8y G1Asas :
B B
"4 1 ! }
B—-—1'I (b1 b-z) I (b1b2b3b4>'

A LA
| : b1—2
H(bl) H(b1b2b3) el )

Dar observam ca, dacd 4 > B, avem :
A-DH!I>B-1! i
Iar daca scrim acum neegalitatea sub forma.

A _1)! 1‘1( - )1 H(—A—) [
80, 2,2 2,2,

<

(B_dl)' . H( B ) : . H(—B—) : « o ® IQ].
: b,b,/ = - \b;bbyb;/ - :
H(A)! n( e )! o=
< : alaéa*“ S
Tt My Hahe

unde Q,,,,, reprezintd intregii sau fractiunile cari
rezultd din faptul ci unul din numerile 4 sau B
areé mai multi factori primi. :

Presupunem cid A si B au acelas numar n de
factori primi, atunci ar trebm sa avem :

Lo e
: ala2-....a?k 3.13.2 ..... a2kf1 e

unde 2k < n. De aci rezultd ci trebuesi avem:

b < ax.
Daca n.este par, atunci vom putea avea 7 = 2k:
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Daca n este impar, cazul este cu totul defavorabil,
cidci ne riméane in membrul al doilea la numitor

IN2eensy n :

care nu-si are corespondent la,numarator.

Dar sa admitem cazul cel maj favorabil, cand n
este par si daca mai admitem ci in adevir avem
b < a, atunei toate fractiunile din membrul intai
sunt mai mici ca respectivele lor din membrul al
doilea. '

Insa le vom presupune egale, caz si mai defavo-
rabil, atunci, tinind seami ci Qi=@Q,—Q,=1,
ne raméne : :

P(A)

(A—1)! Ia; a—
) < ?(B)
Hbi bi—1

Pentru cazul cind i — 2 avem :

o B=—] —1
A—1D 165" < B 1y an°

Ori cum 4> B si b, <@, urmeazs cj ar trebui si
avem o, foarte mic fatd de B,, dar aceasta nu este
posibil, cici n’am mai avea 4 > B,

-Deasemenea, pentru i — 1, 2, rezults ca exponentii
@ §i @, trebue sa fie mici fatd de B, si B,, ceeace
iar nu se poate. 5

'Si astfel, din aproape in aproape, analizind valo-
rile, ajungem Ia Imposibilitatea datj.

4. Produsul produselor tuturor numeiilor prime
cu divizorii unui numar si mai mici ca ei, este:
‘ - B
3 IH(d; )= —
) bt e
. TS
a2~ - a1

n fiind numdrul divizorilor numdrului dat. .
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.Fie N = a«, atunci divizorii lui sunt:

T oanrat il 3 an

Or, produsul numerilor prime cu af si mai mici
decat el este; dupa cum am véazut la 1 (1II):

all ; p
B )
al—-l | q8 -1 .
_Prin urmare :
3 2 ]
¢ s ae az !
DH@Ey =1. .,
1 a.-ala ga—1]| aa“
ax! N !
= a“—lz a%—1
aa-—l aa—-l

Fie N=a=, bf, atunci divizorii vor fi:
Tias a2y

e A
b s hB
ap;-azh s ecah
“a.b2asbs - anph?

a.bh, a2bf . . .ax.bs

Produsul primelor doua siruri este:

ax! bi !
ao—1 - bf‘—l‘

a a—1 a_b:l

Apoi stim céi : :

II(az.bf )=
(a=.bE) ! (asx—1. bE)!

(as—1. bB ) ! (ae .bf—t) laa #7710 F i) pa e fla—n

Facand: =1, 2, 3,. . . si inmultind apoi rela-
tiiie intre ele, obtinem :

(bB—1) ! . (ax.bi)!

 ba—l
(bB)!(ax. be—1) 1 gbFio—na—1 ‘poi~l. - et

\



sﬁt

Ficand apoi: §—1,2,3,. . .8 si inmultingd re-
latiile intre ele, obtinem : :
(az.bg) !
b f—1

— (atl—l)

a G—1
(bB)!(ax)la ot 0 =

Inmultind apoi si cu primele doua produse, avem:

g i (ax.bi)! = N!
[}I[(dl )= v 0 at—1 b B—‘l T B a “__1 Bbﬁ_l
aa e b b-1 . b b—1

Sau in general avem formula din 3).

Exempluy. Fie N=22.35, atunci divizorii lui sunt:
123456101215203060

Prin urmare:

M) 1= D) = E BE)=2; (4 =3

I( 5) = 233; I(6) = 5; I(10) = 337

(12) = 5.7. 11; H(15) — 27.7.11.13

0(20) = 33,7.11.13.17.19 :

1(30) = 7.11.13.17.19.23.29

I(60) = 7.11.13.17.19.23.29.31.37.41.43.47.49.53.59

12 (2:3.5)1 60!
PR e e R e
2. 3"y

Iar pe de altd parte:
12 :
H.0(d;) = 2“.38.52.73.115.13°.173.l93.232.292.31.37_41.43.47.49.53.59'
1

Comparand rezultatele, vedem c3:
— €xXponentul cel mai mare al Iui 2 care imparte pe 60! este:

2(3) ¢ =) + =8 +=(®) 1 nfe)
8041547434 1=56—11445

- — exponentul cel mai mare al lui 3 este- 3
60 60
tidid B2 iad e D = 8429
(2)+ (3’) +E(33) 20+6+ +

— exponentul cel mai mare al lui 5 este :

Sl

:ai tot a.sa mai departe.
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prime cu un numir dat si mai mici ca el

5. Divizibilitati ale produselor partiale.
Daca scriem relatiunile 2) dela II (1) sub forma:

Pu N — P
e
4) : - pn L : P2 i
------- \-\ . - LY . ~
Pn—iti = N—P:
unde p;, P», . . . Pn reprezinti numerile prime cu

N si mai mici ca el, apoi daca inmultim intre ele
aceste egalitati, obtinem :

5) Pn—iti.DPn—itz - - Pn= J{Nﬂ‘ (—1);.p1:p2- -Bi

S : n
Facand i = > avem :

pi-}'l . [‘i +2 LR ¥ pn =t/;{N+(—‘1)2 . p1 .pz eS| p.!l

6) 2 2 . 2
Pi.Ps- + - Pn— MN=(—1)2.[p1.P2. . -Pal

Dacéd facem notatiunile:
—PiPs. - -Pn Si P,,==p;_,_+lp,2iJrz i o )

atunci avem :
: P (-1)2 P1 MN
7) P,.P,— (—1)= P2 =N
n
P2 _—(—1D2.P,.Py=MN

Ridicand prima relatie la patrat, avem:

n
8) Pl P2 (DB Po— N



g
2

Ihmult;ind ultima cu (—1)2, avem:

9) (._1%. P2, —P,.P,— MN

Adunand cu a doua din 7), obtinem :
10) P2, __ P2 — WMN

Ridicand prima relatie din 7) la puterea m-a, avem:
11) Pime o 1);"“.‘1 P;™ — /N

Inmultind relatia 10) cu P,% apoi cu P, ?, obtinem:

OI(N)]? — P*— N

12) : ==
Po* — [I(N)]P = MN

unde H(N) = P, .P,.
Dar dupa o cunoscutd teoremi?), pe care o vom
demonstra mai jos, stim c&:

13) @) Pr—1 =(/I/IN
Prin ufmare‘avem:
[ Pl4 —_— 1 == CMN
14) PRiine oy = MMN
l P* -+ Po* 22— MN

Daca relatia:

Z“pi‘=pl+p2+- « + Pn =o(N)
o ridicam la puterea m-a, atunci avem :

o s E“!ﬁ!-....a! P1%. Pof .pra = MN,

undeAa—l—B—}—. L= m.

1) Exercice @’Aritmetique par Flritz-Patrik et Chevrel, 418.
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~Dar, conform relatiei 20) dela IT (12), prima parte
a sumei este MN, atunci pentru m impar vom avea si:

m!
La‘ SE.
6. Sa se arate ca :
f@pm 1= HMN
m fiind un intreg si pozitiv oarecare.
In adevar, daca plecam dela relatiile 4) dela III

(4) si le inmultim cate (2k 4 !) intre ele. apoi le
aduném, obtinem:

16) i PE-PE . . pp— AN

-

17) 25 p;.Pa .. - Poth = MN

- Cum 7 este totdeauna par, urmeaza ci vom avea:
18) 25 p;-P2- - - Pnoy = MN

Dar, de aci, rezultad ci fiecare termen al sumei
este prim cu N, deci vom avea : :

S Py o D s Pk ¥ Pe= MN LT

Dar resturile 7; reproduc intr’c ordine oarecare
numerile p; si deci vom avea :

19) (Pr-P>- . -Pn) = MN +p;.1;.

Facand apoi i—1, 2, 3,. . . n si inmuitind intre
ele toate relatiile, vedem ca:

20) (p:.P2--Pn)? = AN +(p; - Po--e--Pn ) (Ty - Too.olp )
Dar am vazut ca : :

Pr-Pz. . «Pn=1I;.Ta. . . Tp
Prin urmare : g
(@1-Po- . - Pn)—?—1— MN -
23) sau :

[I(N)Jpm — 1= MN

deoarece n este par.
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‘Dar in 20), tindnd seamd cd n — p(N), avem
dupd teorema lui Euler:
I(N) ™ — M N + 1
Deci ne raméane:
[HI(N)J? —1 AN,
Relatiunea 18) ne mai permite si serim:

n ]_ n
24) 5o ERL SN
2 Pi 2

7. Sd se arate cd peniru N —k.p unde k este un
numdr oarecare superior lui 2, iar p un numdr prim
absolut, mai mare ca oricare din factorii primi ai
ui k, avem : :

25) P:—1).(Ps—1). . (Pn—1) = MN

P2 Ps, . . . Pn fiind numerile prime cu N si mat
mici ca el (p; =1).

In adevar, pentru k=1 avem:

P:=2; p;=—3,. . .pa=p-—1

Deci printre factorii (p: — 1) nu vom gasi pe
factorul p.

Pentru N — 2 avem: :
Pr=3,Ps=5, . . Py =p—2; P —=p+2. .p,—2p—1

Dar nici prmtre acestia nu vom gési factorul p.

- Pentru k>2, vom gasi neaparat factorul p; =
(k—1i)p+1, deci (p; —1) — A p. Deasemenea vom
gasi si ce11a1t1 factori ai lui k, deoarece ei sunt in-
feriori Iui p.

Notd. Pentru k — 1 avem:

(—1)!+1=Mp-
adicd tocmai teorema lui Wilson.
Iar pentru k — 2 avem :

n —1)! "
fi(p — 1) =2n—1.(‘;T1)=2p—1-(pa2)!



Dar stim cil): :
(P—2)! = Mp+1
Prin urmare :
l(p; —1) = Mp + 201,
2 .
Si daca p > 2, atunci:

26) (p: —1) = Mp 1
o

Extinderi asupra produsului numerilor prime cu un
numir dat si mai mici decat el

Produsul numerilor, dintr’un sir dat de numere consecn-
tive, prime cu un numar dat
8. In sirul natural al primelor M numere, produsul
. . 4
numerilor prime cu N este:

27) Pu(N) —
| 1IE(5%)! o HEhEs)

HE(%)!HE(EI:)I—C)E ..... (@)= () . i@abe)= () e
unde a, b, ¢, . . .sunt factori primi ai lui N.
Plecand dela formula 21) I (21) si formula 1)
dela III (1), avem :
Pentru N — g%, numerile neprime cu N din sirul
numerilor pana la M sunt:

a,2a,...a.EE
a

Deci produsul cautat va fi:
M!
Pu(N) = i 2
E(?) ! aE(T)

1) Exercices d’Aritmétiqde par Fritz-Patrich et Chevrel,
“pag. 427.
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Pentru N — aq«bé numerile r eprime cu N din sirul
natural al numerilor pani la M sunt:

a,2a,.....a.E(E)

: a
M

b,2b,.,...A.b.E(?),

Dar vom avea in ambele siruri numerile

ab,'%b,: . - ab.E(—l‘ﬁ)
ab

Deci, produsul ciutat va fi: 3 STEEN
M = (i
T gagen
MIE (ab). @b) " ) |
E(3)e(3) 125 g (0

Si tot asa procedand, ajungem la formula 25).
Exemplu.

Pu(N) =

3 10!
Py (15) = T31z13 5 = 287 = 1..2.4.7.8

9. In sirul naturael al primelor M numere, produsul
pumerilor prime cu N §t M (subordonate M) esie:

23) Pm(N,M) —

M M
! H —— ' 5 e E e
M E(a,b,>. ll(ab). (7ab s s
¥ M M S =
e (ﬁ) IE (m) LS I[(a') E ( D ) : H(a'b'c’)E (—_—a'b'c' )
aeib e - fitnd factori primi ai produsului
M.N.

Formula se stabileste cu usurintd urméand aceiasi
cale ca pentru formula 25) III

Ezemplu.

: _ 10!(10_0) 16.10
P05 10y = = BB ERT Loan
% 5I3Ta0Z 305 1 e
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10, In sirul numerilor consecutive dela A la B,
produsul numerilor prime cu N este:

W oo~ m(3) ()

T ;
B HE(E) ! IIE(—A—) !
\a \ab/’

I (ab)® (o) —=( 4
1M (a)= (=) —=(%)
unde a, b, e,. . .sunt factori primi ai lui N.

In adevar, formula se stablleste cu usurlnta tmand
Seama ca avem: :

Pasa () — 200

Aceasta expresiune nu este intotdeauna intreaga.
Inlocuind expresiunile lui P,(N) si Pp(N) si ordo-
nand convenabil termenii, obtirem formula de

mai sus.

Exemplu.
201="51 31 31 63—t
Pig—20(12) = 7T01-101- 61 * 11 ‘g5 gi— =11, 31719 _
Nota.
Pe o cale analoaga se constata ca avem : :
30) { OMN) = P1_s(N) . Pasn(N) . . . P _,n(N)
Pm(N)=P1_.>A(N) - PA—)B(N) . . PL—)M(N)
4, B,. . .L fiind numere cuprinse ‘in sirul de nu-

mere naturale pana la M.

11. Sa se exprime P, . x(N), in functie de P, (N)
Formula 27 (III) ne permite sa scrim ca:

31) Pa+s(N) = ‘. :
(A+B) | IE (A+B) L UEnt (D)

HE(A_’_B)'HE(A_EB) (e (32

A1B
abe
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Cum insa avem:

(A+ B)!
CA+B CA-I—B Al

urmeaza cid vom putea scrie:

(A + B)l = Q,.A! B!
A+B B
B52) o o2)e(2)
unde A poate lua valorile (a,b,. . .); (ab, ac, . . . )s
(abe, acd, . . .) ete.. .

=ChCl
e E(%) - E(%)jtg(%)
CE(A,+B) CE(M) |

unde 7,4 §i 7p reprezinta resturile diviziunei lui 4 si
B prin A.

Daca apoi @, corespunde Iui A — 7 ; @ luid =
abyc,. . .; @ lui A— ab, ac, be, . . e
A —.abe, acd, ace, . . . atunci avem :

32)  Pain(N) —P,(N).Pa(N) . 0-11Q.

QM= . .
1
X [laATB—Ta 5™
unde ‘
Cﬁ (%)
a
nQ, =1
A+B
s (215)
()
nQ,= - i ’?b
3 & (A+B)
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b

o'

oo )
CE(;;;)

Dar cum in conformitate cu formula 29 III, avem:

33) PA+1§ (N) =P, (N) 'PA—)(A+B) (N)
- =Ps(N) .Ps 5115 @)

Urmeazi dar ci rapoartele

R— Pasaa®™)  Po,pin@)

Py (N) Py (N)
S Qi Lt % 1
Q, IQ, . . . ~ Mas—Tiamm

vor putea avea valori intregi numai daci numerile
prime cu N din sirul pani la B se vor gasi in sirul
numerilor prime ‘cu N din sirul dela 4 Ia (4+B),
sau acele prime cu N din sirul pana la 4, se vor
gasi in sirul dela B la (4+B). Aceasta se intampla
insd foarte rar si in special cdnd N este un numair
prim, deoarece in acest caz avem :

(N—1)! — (N—x) | (x—1)1 Cz:x%C;:;

1

unde simbolul combinérilor re prezintd numere intregi.
Deasemenea pot lua valori intregi cAnd N sau di-

vizorii lui sunt primi cu (4+B). )
In orice caz insi R va cuprinde numerile prime

cu N din sirul dela Bla (4+B), daci ele sunt prime

si cu restul numerilor pani la B. : :

Ezemple: '

I). Puy(10)

1.3.7.9.11.13.17.19 :
Pg(18) . P12(10) . R

(13.7) . (13.7.9.11) . (

I

13.17.19)
1.37

[
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Apoi:
13.17.19 9.1143.17.19 ©  Paepso(10)
RS “way s Tatod o T oh ah
13.17.19 P20 (10)
N R Ps(10)
II). Pi(11) = 10! = 41 61(2.3.5.7) — Py(11) . Py(11) . R
S1

=S Pe—>10(11) S _ Piye(11) 101" — 957
N P.(11) T 4! L= Py (11) B o

IIT). P:x(35) = 1.2.3.4.5.6.8.9.11 = P5(35) , P;(35) .R
= (1.2.34) . (1.2.3.4.6) . (3.11)
si

P;—>4,(35) 89.11
R=_"mey — 129z — 35U
_ Py>13(35) 6.8.9.11 :
= T P.(3%) — 12346 — 3l

Notd. Observam ca, dacd A=<A’'.A si B=B'.A
atunci:

A+B)! (A’+B)!
Bobarmy § R %R s

Daca admitem apoi A’ —= B — 1, atunm este lesne
de vizut ca:
(A+B)!

et Ri== Al B!

12, Sa se arate cd avem:

Pass() . Pa(N)
Pas@(N) = Pr ,(N)
P,(N)  Pp@) A

35) Pa-n>@n®)—= P, (N) = P,(N) B
— A

34)

= 0 sau B.

si- ‘
' P (N).
36 A—>B =iy
) Pia—y—» @iy (N) sl

Scriind toate sirurile de numere si examinand ca-
zurile cand: (4 —1), 4, '(B—1) si B sunt sau nu
prime cu N, atunci obtmem lesne relatiile de mai sus.




ANEXA

Asupra distributiei de numere prime

1. Numdrul numerilor prime cuprins intre A si B
este dat de functiunea :

Iisul2 8571 11 (]/’BT]'

unde paranteza repre%z'ntd produsul tuturor nume-
rilor prime pdnd la cel mai mare numadr prim, care
este imediat inferior intreqului din I/B si pe care
il notim. cu (Vﬁ), iar functia I,_,g(N) reprezintd
numarvl numerilor prime cu N din intervalul de
numere dela A la B. -

Este usor de constatat ci numerile cuprinse in
intervalul de numere dela 4 la B si cari sunt prime
cu produsul numerilor prime pani la (J/B) inclu-
siv, vor fi ele insdsi numere prime.

In adevdr, dacd P reprezintd un numir compus,
cuprins in intervalul dela 4 la B, el va avea factori :
primi mai mici decat (|/B), deci nu va fi prim cu
paranteza. Dacd insd P va fi prim cu paranteza,
raménand inferior lui B (cuprins fiind intre 4 si B)
va 1i desigur un numar prim, numar care se va
gdsi de fapt in intervalul dela (|/B) 1a B, daca (J/B>A.

. 2. Intre numerile n(n+1) si (n+1)2 va exista tot-
deauna cel putin un numdr prim. -
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Pentru a stabili aceasta, vom ciuta si determi-
nam numerile 4 si B din relatia:
Isa»el235711. . . (JB)]=1
ceeace corespunde cazului cind in intervalul dela
4 la B ar exista un singur numéir prim.
Vom pune B— 4 | ¢ si cum stim eci:
Tass(®) =Iz (N) — I, (N)
si
Is () = Tapu(N) = I, (N) I, (N) —e
Tindnd seami ci® —0 sau 1, vom lua:
Is (N) £I, (N) + I (N)
Prin urmare : :
Iass(N) £I, (N)

Sau in cazul nostru :

Mass[235711. . . (B)1<1, (235711, . (/B)]

Dar nu trebue sj se neglijeze faptul ci I, | e
prezintd numerile prime cu paranteza, insa numai
intre (/B) si z, sau intre 2 si (JB).

Dar, pentru ca in intervalul dela 4 la B siavem
un singur numir prim, trebue ca < (/B). cum
insd nu putem determina Cu precizie pe z, in raport
de (J/B), vom admite z — (/B), in acest caz vom
fi obligati sa spunem ci intre A $i B trebue sd avem
cel putin un numdr prim.

Cum insi avem B — 4 4 Z, vom avea atunci
A—=B— (IB) si deci daci notsm cu: n=(JB)—1,
obtinem :

A=n.(n+1) Si B= (n 4 1)2

De aci rezults urmatoarea consecinta :

»Intre patratele a doug numere consecutive este
totdeauna cel putin un numdr prime.

Observatii :

I) Dupa teorema lui Bertrand de monstrats de Tchebycheffs
stim ca:
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wPentru 2x> 17, intre x si 2(x — 1) este cel putin un nu-

mar prim*.
Dar intervalul [z —> 2(x —1)] este mai mare ca [n(n+1) >
(n-+1) 12, fapt usor de constatat deoarece, daciz=n. (n 1)’

observam ec3 :
2x—1) > (n + 1)

pentru n > 3.
II) Daca admitem ci B=zx.4, atunci:
In (N = Ixa(N) —x.Ia (N) —j
unde 0 £ j < x. Deci :
Ia>B(N) = (x—1).Ia(N) — j
Pentru cazul cand A=(VB—) avem IA (N) =1, iar pentru

cazul cand (JB) £ 4 < B, atunci: 14 (N) > 1.

Vom lua insd cazul cel mai defavorabil cand 4 este foarte
apropiat de B si =0 si deci inlocuind Iz (N) prin Iz (N)
si apoi I (N) prin z, avem :

IaA>B(N) = (x=1) . x =1

Adicd r=1,618. . ., deci:

»Intre n gi 1,618 . n este cel putin un numdr prim*.

Aceastd proprietate este mai interesants decat prima, sta-
bilitd mai sus, deoarece limitele intervalului nu sunt numere

compuse.
3. Intre A si B este un numdr mai mic de numere
prime decdt intre k. A si k.B pentru k> 1. :
Fie:
n, = Is,5[235711. . . (JB)]

N —Ta5xs[235.7.11 . . (JkB)]
Trebue sa aratdm céd n,<n,.
Vom pune B — 4 + z, atunci vom avea:
In»5[235.7.11. . (JB)] =1[235711. . (J/B)] —=
Lias>is [2.3.5.7.11...(Jk.B)] = I, [2.3.5.7.11...()k.B)] — ¢
Cuminsd: I.[ ]1<Ii[ | deoarece pentruz—(|B) -
avem kx> (J/k.B), urmeazi ci n, < n,, adici inter-
valul de numere [(}/B)—>z] este mai mic decat in-

tervalul de numere [(Jk.B)—>k.x].
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Observatii :

Pentru 4=1, B=1n si k=n constatim ci:

Intre 1 si n este un numdr mai mic: de numere prime
decdt intre n gi n2.

II) Pentru k= A4 avem:
Intre A si B este un numdr mai mic de numere prime
decal intre A? si A.B.

III) Pentru k= B, avem:

Inire A si B este un numdr mai mic de numere prime
decdt intre AB si B

IV) Proprietatea 2 se poate deasemenea stabili dacd pu-
nem B==z .4, in care caz avem :

15V BT O el B e T I=Iral 1
ceeace se reduqe la:
Ial 1<Ixal 1

Unde se vede ca intre I si’A sunt mai putine nhumere
prime decat intre 1 si k. A. >

4. Intre (k—1) .N si k.N sunt mai putine numere
prime decdt intre 1 si (k—1) . N, pentru k> 1.
Trebue deci sd arédtim ci:
Ix-nyn [2.35.7.11.....(J (K —1).N)]
<Ta—yn>rn[2.3.5.7.11....(JkKN)]
Inlocuind insd in primul membru (/(k—1).N) prin

(/k.N) deoarece nu se schimbi nimiec, raméne sa
aratam ca:

2Lg—n.n[ I1>Linl ]
Dar cum stim c3:
I(k—l).N [ ] = (k—l) . IN [ ]— j1
tnde sy ol o) Si:
Lenl 1=k.In[ 1—j,
unde 0 < j, < k, urmeazi cj
(k—2) Iy 1>2j,—j, ,
Dar chiar daca, prin imposibil, admitem e o
si j» =0, atunci deoarece avem In[ ]°> 2, neegali-
tatea va subzista.
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Insd mai putem scrie succesiv :

Linl 12 Lenl ] —Ion—n[—]
2Len—nl 1> Tenl 1
2Ignnl 1=Ten—n[ 1+In[ 1—c¢
Iin—~x[ 1>Ix[ 1—c¢
Ceeace este evident, deoarece pentru k£ > 2 sunt mai
multe numere prime intre.1 si (k—1).N decat
intre 1 si N.

Observatii :

I) Pentru k=2 vedem ca:

Intre 1 si N sunt mai mulie numere prime decdt inire
N si 2N. -

Aceastd proprietate este de mult cunoscuta.

II) Pentru k= N avem :

Intre (N—1)N si N2 sunt mai multe numere prime decdt
intre 1 gi (N—1)N. :

III) Intre 1 si N> sunt mai multe numere prime decdt
intre N* gi N. (N--1).
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