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INTRODUCERE 

Asupra „Indicatorilor“: s'au publicat puţine lucrări, 

iar capitolele respective din „Teoria Numerilor“ în- 

trebuințează adesea matematici superioare, fapt ce 
nu-i fac accesibili oricărui amator, sau: sunt mai greu 

_de înțeles de începători. : 

Pentru a înlesni deci celor ce - dorese să studieze 
„Teoria, proprietăţile şi frumuseţea Indicatorilor“« am 
întocmit această modestă lucrare. In acest scop 
mam servit de următoarele tratate: 

Theorie des nombres par E. Lucas, volumul I. 
Exercices d'Arithmetique par JI. Fitz Patrick și 

G. Chevrel 
şi de numeroasele: artico'e, note și problemi publi- 
cate în Gazeta Matematică. | 

Toate capitolele sunt tratate cu ajutorul mate- 
maticelor elementare. 

* ka 

Lucrarea de faţă fiind întocmită de un modest 
cunoscător al ştiinţelor matematice, va avea desigur 

și unele inerente lipsuri şau chiar greșeli, pentru care 

bucuros aș cere dintru început scuze, dar asemenea 

formule de politeţe ne obișnuindu-se în matematici, 

rog pe cetitori să arate orice neajuns, care ar micşora 
sau chiar ar schimba adevărul ştiinţific. Mărturisese 

cu toată sinceritatea, că, urmăresc, de-mi.va fi cu pu- 
tinţă, să fac și eu un pas cât de mic înainte pentru



progresul matematicelor, iar nicidecum, acăţându-mâ, 
de câteva teorii, să-mi făuresc o glorie personală, 

pentru care nu sunt cu nimic îndreptăţit 

Dacă voi reuşi, cel puţin în parte, să-mi ating 

scopul, atunci nimeni nu va, îi mai mulțumit ca mine, 

iar dacă nu voiu veuși, mă voiu resemna la gândul 

că, pe ruinele încercărei mele se vor găsi destui mate- 

maticieni români, cari vor ști să clădească și în acest 
domeniu o operă de afirmare a geniului românesc. 

Ye 

In dorința de a desăvârși această lucrare, cel puțin 

din punct de vedere al tiparului, am rugat pe bunui 

_meu prieten D-l Profesor Virgil Claudian să-mi dea 

o mână de ajutor la revizuirea corecturilor. D-sa 
mi-a îndeplinit, ruga mai mult decât ar fi făcut-o 

un prieten. Li mulțunmesc deci din tot sufletul. 

Eu ” 

Aș dori să mai adog ceva, nu drept o scuză a mea, 
căci nu mi-aș îngădui aceasta, ci pentru a nu micşora 
cu nimic stima și drag „ostea mea ce o am pentru ma- 
tematici. - ” ÎN 

Normal ar fi tost să dau cât mai multe aplicaţiuni şi 
exemple numerice, în legătură cu părţi'e teoretice, dar 
scumpetea. hârtiei şi a tiparului, precum şi modera- 

tele mele posibilităţi, mă obligă la o cât mai mare 
economie. 

I. LINTEȘ



TEORIA INDICATORILOR 

CAPITOLUL I 

Numărul numerilor prime cu un număr dat şi mai 

mici decât el. Indicatorul 

1, Definiţie. Prin indicator se înțelege numărul nu- 
merilor prime cu un număr dat şi mai mici de cât el, 

D-l 1. Ionescu!) dă următoarea definiţie: 

„Indicatorul unui număr W este numărul nume-, 

rilor inferioare lui N şi coprime cu el“. | 

Denumirea „indicator'' a fost, dată de Cauchy. iar 

notaţiunea obişnuită este e (N). | 
Pentru primele numere avem: | Sa 

e(1)=1; ș(2)=1; e(3)—2; p(4)—2; e(5)=4; 
Şi în general, pentru un număr prim p avem: 

1) e(p)=p-—l 
Faptul că s'a admis drept indicator al lui1pe 7, 

sa născut între unii autori o controversă, care ana- 

lizată fiind în detaliu de către d-l 1. Ionescu!), a- - 
junge la concluzia că trebueşte admis (1) = 1, iar 
nicidecum (4) — 0, cum au propus unii autori. 

2. Stabilirea formulei. Formula indicatorului se 

stabilește din „aproape, in aproape“ plecând cela 

cazurile cele mai simple. 

1. Gazeta Matematică, XLII-17.



Să presupunem mai întâi un număr de forma 

N = aa, unde a este prim. Numărul numerilor ne- 

prime cu N, adică numerile cari au cel puţin un 
divizor comun cu N și mai mici decât el sunt: 

a, 2a, 3a,. ... (2) a 
a 

2 - N) : , 
adică sunt în total (+) numere neprime cu N și 

mai mici decât el. 
__ Atunci numărul numerilor. prim cu N şi mai 
mici decât el va fi: 

N i 

adică va îi diferenţa dintre numărul total de numere 

mai mici decât N şi numărul de numere. neprime. 

Să presupunem acum un număr de forma N=—ae. bi, 

„unde a şi b sunt două numere prime. 

In acest caz numerile neprime cu N şi mai mici 
sdecât el sunt: 

a,2a, 3a,. ... (5). a; adică (=) numere; 
a a 

2,28, 3a,. .. (=) „b; adică =) numere. 

Dar în ambele șiruri de numere avem numere 
identice cu: 

N . N ab, 2ab, 3ab,. . . |-—l.ab: ă (—— , (3) ab; adică (=) numere 

Deci, aceste numere găsindu-se în acelaş timp în 
ce'e două șiruri de mai sus, va trebui să eliminăm 
o serie, adică să le scădem odată din cele două 
şiruri Gate. . 

Cu aceasta, numărul numerilor prime cu N şi mai 
mici decât el va fi: 

e) NI N_NI_ d LL mon [Etapa



Să presupunem acum un număr de forma: 
N=aa..b8 .cx, unde a, b,c sunt numere prime; 

In acest caz numerile neprime cu W și mai mici 

decât el sunt: 

a,2a; 3a,. .. (=) .a; adică (=) numere ; a z mere 

b,2b,3b,. .. N ..b; adică x) numere ; 
b b : 

c,3c,3c,. .,, (3) .c; adică 3 numere. 

Dar luând aceste trei şiruri de numere couă câte 
două, vom găsi că ele conţin numere identice cu: 

ab, 2ab, 3ab, . ... (=) „ab; adică =) numers; 
- ab ab 

ac, 2ac, 3ac, . . . (2) „ac; adică (=) numere; 
(ac ac 

bc, 2be, 3be, . ... N „bc; adică N numere. 
" be . bc | 

In consecinţă, aceste numere găsindu-se de două 
ori, trebue să eliminăm o serie, adică să le scădem 

odată din cele de mai sus. 
Dar atât în primele trei șiruri de numere, cât 

şi în aceste trei ultime şiruri, se găsesc și numerile: 

abc, 2abe, 3abe,. ... (2 „abc; adică N numere; 
| ) abe abc Ma 

prin urmare, scăzând ultimele trei șiruri din primele 

trei şiruri, vom elimina complect acest şir din urmă, 

ceace nu se poate, deci vom adăoga atunci aceste 

r
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numere, după 'scăderile de mai sus. Cu alte cuvinte 

numerile totale neprime vor fi: 

N N.N N N N N 

ab Tfoab ac be * abc 

Şi atunci numărul numerilor prime cu W' şi mai 

mici decât el, va fi: 

Up N N NN NN 
? = N | ++ c — ab —a5— 56 + az] 

= (=) les) (+) 
Raţionând în mod analog şi din aproape în a- 

proape, găsim pentru un număr de forma: 
N = aa bf cr... IA expresia: Î 

| | N N N 
2 N) = N -—S — Si — —S— 

) e (N) at ab abc 

spe af) te te 
Pe. 

> gg Aa=D-(B= Dute: 1)... 0—1) 
a. b.c....1 

= aa—l. bB-1. ey—1.., nl, (a—1).(b-—1) 
ia —(e—1).. (1-1) 

II (a—1) 
ie Il a 

unde simbolul 5 reprezintă o însumare a tuturor 
termenilor rezultați din numărul: factorilor primi 
ai lui N, iar simbolul II reprezintă produsul tuturor 
factorilor respectivi.



- 1 

Euler !) a fost primul care a găsit o. expresie ge- 

nerală a lui e(N). - 

Observaţie. Expresia lui (N) fiind dedusă prin inducţie. 

este cazul să arătăm că, în adevăr ea este generală. In con- 

secinţă, dacă presupunem că q este un număr prim cu N. 

atunci. numărul numerilor prime cu N și mai mici. qecât 

N, este gq + (N), deoarece împărțină toate aceste numere 

prin N, se vor reproduce de g ori acest șir de numere. 

Imulţinăd deci ambii membri ai formulei generale din 2) 

prima expresiune, atunci găsim: 

a — _s EN AN sa, 
3) q. e(N) = q.N—= FI + ab | > ape 

Dar membrul al doilea nu este altceva decât: numărul 

numerilor prime cu W din şirul cu numere - consecutive 

până la q.N, adică tocmai ceace ne propusesem. i 

3. 'Tabloul indicatorilor î). Având nevoe, în nume- 

roasele calcule ce urmează, de valorile numerice ăle 

multor indicatori, vom da tabloul de mai jos: 

+ 

„ 

1)..L. Euler, Novi Comn. Acad. Petrop. 2 .(1760-1.:) ed. 

1763, p. 24 (159) ;: Commentat. Arith. 1 St. Pâtersbure 1849, 

p. 214. 
2). Theorie des Nombres par E. Lucas, pag. 305.
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Tabloul numerilor. care corespund unui .. 
îndicotor dat, până la 100. 
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4, 6 
, 8, 10, 12 
» 9, 14, 18 
5, 16, 20, 24,30 

11, 22 
13, 21, 26, 28, 36, 42 
17, 32, 34,-40, 43, 60 
19, 21, 33, 54 
25, 33, 44, 50, 66 

33, 46 
33, 39, 45, 52, 56, 170, 12, 78, 8a, 90 
29, 58 
31, 62 
51, 64, 68, 20, 96, 102, 120 

317, 91, 63, 14, 116, 103, 114, 126 
41, 55, 75, 82, 88, 100, 110, 132, 150 
43, 4, 86, 98 
6; s2, 138 
47, sa 

65, 104, 105, 112, 130, 149, 144, 156, 163, 180, 210 
53, 106 
81, 162 
81, 116, 174 
59, 118 

6!, 93. €9, 122, 124, 1£4, 186, 198 ! 
85, 10, 136, 160, 110, 192, 204, 240 
67, 134 
71, 142 
13, 91, S5, 111, 117, 135, 146, 148, 152, 182, 190, 216, 

222, 223, 234, 252, 27y 
119, 158 . 
LE J€4, 165, 176, 200, 220, 246, 264, 330, 330 

166 
2, 1417, 172, 196, 2'8, 294 
89, "145, 18, 184, 230, '216 

141, 18, 282 
91, 119, 153, 194, 195, 208, 224, 238, 260, 280, 288, 

306, '3:2, 336, '369, 390, 420 
101, 125, 202, 250   
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Rezultă din tabloul de mai sus, că numerile: 

14, 26, 34, 38, 50, 62, 68, 74, 76, 86, 90, 94 şi 98 nu 

pot reprezenta indicatori. 

Proprietăţi şi consecinţe 

4. Indicatorul unui număr mai mare decât 2 este 

totdeauna un număr par. - 

Am văzut mai sus că expresia generală a indica- 

torului poate fi pusă sub forma: . | 

p(N)=aa—1.b8—1.cv—l, . (a—1) (b—1) (c—1). .. 

__Or, pentru N >> 2 produsul paramitezelor este tot- 

deauna par, deoarece numerile a, b,c,. . .sunt 

prime deci, în afară de cazul când s'ar putea în- 

tâmpla să avem a =2, toate celelalte sunt impare. 

5. Pot exista o infinitate de numere pare, cari să 

nu reprezinte indicatori. ' 

__ Să presupunem că avem un număr de forma: 

N=— 29, (Qa.A+I)a.(2b.B+1)? 

unde parantezele reprezintă numere prime absolut. 

Atunci indicatorul lui este: 

9(N)= 2e-lța+b+ . „A.B. . .Qa.A+ la 

e Qb. B+)... 

Or, dacă am avea un număr de forme: 

M—2n.-Qa.A+1)y- (2b.C+ l)a AR 

unde avem P—A.B.. .. și unde, dacă (M +1) 

nu este prim absolut și: 

— cacă e > 1, avem: p<e—lra+br. RR 

— dacă e—0, avem: m<a+bi A 

atunci M nu poate reprezenta indicator, | 

“Se mai poate intâmpla ca să avem: ne — 1+a+ț 

b+... în pr.mul caz, saumzar p+..:.-în 

al doilea caz, totuși, numărul M să nu poată repre- 

zenta, indicatori, dacă în-produsul P ar lipsi unul
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sau mai mulţi dintre factorii: A, B,. . . sau ariîi 

înlocuiţi cu alţi factori diferiţi. De exemplu numă- 
rul 76 =— 22. (2.9+ 1)— 22.19 nu poate reprezenta 

indicator de oarece îi lipsește factorul A =9. 

Astfel de numere pot îi găsite oricâte. 

6. Un indicator corespunde la cel puțin două 
numere. 

Am văzut (4) că pentru N > 2, indicatorul lui este 
totdeauna un număr par, indicator care va cores- 
punde şi unui număr par şi unui număr impar. In 

cazul că N este impar, atunci se vede lesne că a- 

vem: ș(2N) = e(W), deci lui N (impar) şi lui (2N) 
îi va corespunde acelaş indicator. 

O demonstraţie riguroasă a acestei consecinţe nu 

se poate da, cu toate că este de multă vreme cunos- 
cută sub forma: 

„Pentru un număr dat n, ecuația (x) =n sau 

nu are soluție, sau are cel puţin două“. 
Aceasta a fost verificată, până la numere de 38 

de cifre de câtre Cârmichael. 

7, să se arate:că pentru N >1 avem întotdeauna 
p(N) 2 N—1. 

  

Fie: a<b<c<... <1 factorii primi ai numă- 
" ralui N, atunci avem: 

a b- e 1 
a > ba > >: PT 

Dacă admitem că N —s.c(N), atunci vom avea 
întotdeauna: 

I Na 

ST > Na 
'Inlocuind însă pe s(N ) prin A, vedem că trebue 

să avem: 
N 

“SNȚI
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* 

” Ha 
Cum însă minimum lui e este ta urmează că va 

trebui să avem: 

- N E) 
NIZ < Na) 

ceace este normal din moment. ce avem: N: lla. 
Egalitatea nu poate avea loc decât dacă N are un 

singur factcr prim ridicat la puterea întâia, adică: 

N = 9, unde p este un numâr prim. 

Nota 1: Consecința de mai sus mai „poate fi res- 

trânsă la condiția: 

4) AN) EN) +1 
unde (N) este numărul divizorilor lui N. Această 

condiţie se demonstrează lesne ținând seamă că, în 

şirul de numere consecutive dela 7 ia N sunt cuprinse 
toate numerile prime cu W și mai mici: decât el şi 

toţi divizorii lui N, însă mai sunt cuprinse şi nu- 

merile neprime. 
Cum numărul numerilor neprime este nul în cazul 

unui număr prim, înseamnă că egalitate nu pu- 

tem avea decât pentru N=7, p fiind prim. 
Nota II. Dacă N este un număr par, atunci avem: 

ș(N) <a. Fie N—2*. M, unde M este un număr 

impar, atunci: 

e(N) = 2. 9(M. 
Maximum lu ș(M) este atunci când M este un 

număr prim și are valoarea (M—41), ori constatăm 

că, dacă M> 2, atunci: 
. | a N 

p(N) | = 2-1. (M—1)<2—.M = 7 
max, 

"Adică maximum lui N este mai mic decât 5) 

r
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| „Nota III. Dacă scrim: 

mp dl. a2—l ,ân—l 

? (0) N-a aa an 
şi dacă ţinem seamă că: 

    

> za pentru a, = 2 

anl 3 n+i—l 

a,  OOONFF1 

Observăm că, prin îmulţire, avem: 

nt 
PIN) > 

n fiind numărul actorilor primi ai lui N. 

„Putem dar afirma că: 

5 i < e (N) 2EN—y (N) +1 

8. Să se arate că dacă (N—1) se împarte exact 

cu e(N), atunci N este prim. 

Fie N=—aa bt cr... atunci ar trebui să avem: 

(aa. bă. cr... —1) = Maat. b3—1. cr. ii 
(a—1).(b—1).(c—1)...] 

“Dar a, b; c, ... fiind numere .prime nu vor îm- 

ărţ i exact, diferența din primul membru. 

. In consecință va, trebui neapărat să avem: 
af — 1, şi cu aceasta ne rămâne: 

(a.b.c...— 1) = Mle. (p— 1). (e—1)...] 

Făcând: N=—a constatăm imediat că egalitatea 
- subzistă. | 

; Făcând: N =—a.b, dăm peste o egalitate de formă: 
(a b=—)=k.(a—1). (b—1)



ÎN LA 

De aci se deduce că trebue să avem: 

AR II 
=1+ ke — a—l 

„a—l, 

. B=1+ (a— I-a 

Or, aceasta nu este posibil decât dacă a=2 şi 

k=2, ceace ne dă b=— 2, ceace nu se poate. 

Fie N=—a.b.c., dăm peste o egalitate de forma: 

| (a.b.c.—1)—k. (a—1).(b—1).(c—1) 

care se mai poate scrie: 

  

1 - p-re—1— 
be = : sa i 

1 — k(a—l 

Dar, a, b, c fiind întregi pozitivi, egalitatea nu 
poate avea loc. | 

Fie WN=a.b.c. d, atunci avem: 

D (a. b. c. d—1)=k.(a—L).(b—1) (e—). (4 —1) 

care ne aduce la egalitatea: 

9 1 
N. 5 e d _ bc- +băd+eăd—b—c—d—1— E(a—i) 

d = Fa Ă o k:(a—1) 

care nu este posibilă. 

Raţionând în mod analog și mai departe, consta- 

tăm că, în adevăr (N—1) nu se poate împărţi 

exact cu (N) decât dacă N este un număr prim. 

9. Să se arate că indicatorii a două numere sunt 

proporționale cu numerele. respective, dacă sunt 

compuse din aceiași factori primi!) 

  

fo „En . [4 Wa m , 1 

- Pie A= a, .Qp-.. dm Şi B=b, .b> -.. ba 

1)a Exercices d'Arithmetique par Fitz-Patrick et G.. Chev- 

rel pag. 392 și Gazeta. M țică XXXV pag. 190 (problema 

D-lui 1. Ionescu), oa 
      2
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două numere date, atunci: 

- - I(a—1) E (b—1) p(A)—A. e și e (BB. LED 
Deci, pentru ca să avem: 

9 (A) _ 2 (B) 
A B , 

va trebui să avem: 

Il (a—1) II (p—1) 
| Na  |ip 

sau: N 

(a, —1). (a. — 1)... (a — 1) .b,. ba...b, = (pb, — 1) 
(b2—1)... (ba—1) a. az... am 

Să presupunem că avem: a, <a, <..< das 
bi <<... <tb, şi d, > am atunci toţi factorii 
din membrul al doilea ai egalităței sunt mai mici 
ca b, şi cum acesta este prim, egalitatea nu este 
posibilă. Trebue deci neapărat să avem a, = b,. 
Dar în acest caz, simplificându-se A cu b, din ega- 
litate, ne rămân drept cei mai mari factori bi și 
Gm—, unde deasemenea putem lua: b,_, > Um - 
Ajungem deci la concluzia Că am = boa. 
_Procedând mai departe 1a fel, conchidem că A şi 
B trebue-să aibă aceiași factori primi. 

10. Exerciţii 

- Î. Cari sunt numerile cari au drept indicator pe 100? 
Fie 9(N)=100—2:, 52, atunci numerile N vor fi de forma: 

ONE. 02 A 0% But 
unde numerile A, 8,... sunt impare, iar parantezele nu- mere prime. . - 

Prin urmare: 

e(N) = gs. — 1 + a + b-+.. . A.B. Appel 
eb.Byypf—l,



Va trebui deci să avem: . 

ZE Itatbte aşi A.B... 02.A4+pel: 

- (Pb. Br i. =. 
Rezultă dar că nu putem avea decât un singur factor 

prim diferit de 2 şi atunci: 

N=26. a. A+D* 
Dacă = >1, atunci: 

N=2.5 şi 2.(%. 5-41) 

Dacă s =, atunci: 

N=—5% şi (22.524) 
Prin urmare numerile: 101, 125, 202 și 250 vor avea, pe 100 

arept indicator. | _ 

II. Două numere consecutive pot avea acelaș indicator? 

. Pie N şi (N-+ 1) două numere consecutive cari au acelaș 
ndicator. Aceste două numere sunt prime între ele, deci nu 
au nici un divizor comun, iar unul dintre ele este neapă- 

rat par. 

Fie: a, 44. . . factori primi ai lui N şi bi, bz,. :; îac- 

tori primi ai lui (+7), atunci, având acelaş indicator, ur- 

mează că: 
Tia Ilb 

N-a Zi) = (NT D-aB=0 
Prin urmare soluţiile nu vor fi decât de forma: 

N="Mb.I(a—1) şi N+1l=—Ha.N(b—l) 
In asemenea condițiuni putem scrie expresiunile: 

  

  

    

N n + pri 
ON+I i plai m(a%ra1) Q.0%. A+. 

Având | ai > Za f Za | 
condiţiile | pp) ZA.eQ) 

PO. A+ 2 ui A+ 1 
  

Q.2i fi na. a, +0] Q.nefi.B,+1) 
Dai — Pay F Zax e—1+ 22, = 2, 

IA, $(P) = IB, ș(Q) NA, =HB,. e(P) 
unde parantezele înseamnă numere prime, iar A,8.P,Q 

numere impare, iar P şi Q prime cu ceilalţi factori. 
Prima coloană ne poate furniza perechile de numere: 

(1,2), (3,9, (15, 16), (255, 252),. . . 

  

  

9
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A doua coloană, pentru P =— 13, Q— 21, 4A=—1 și a =2 
ne dă perechea, (104, 105). 

Ultima coloană, pentru e = = 1, 435, A —3, 8 = 1, 
fn — Ps —2, B=B =, B=3 şi — 1 ne dă pe- 
vechea (194, 195). 

Prin urmare pot exista o infinitate de perechi de numere 
consecutive cari corespund aceluiaș indicator. 

III. Trei numere consecutive pot avea acelaş indicator ? 
Fie W, (N>+ 1) şi (N-+ 2) cele trei numere consecutive și 

(Gu 02. . d, (82, ..) şi (ec, . ..) factorii lor 
primi, atunci va trebui să avem: 

PN) Z9N+ D=9N+72). 
adică: 

na m ne N- na Zi > (N+D. i == NT 2-2 
i Soluţiunile posibile vor fi geci ae formele: 

N = Db . (a — 1) = Ne. n(a — 1) 
N 1l=Ha.D0(b—1)=ue.1(p—1) 

N + 2=—Ha. (e —1) =1b.(e—1) 
In consecinţă putem avea expresiuni generatoare de so- luţiuni de_genul: 

| 
N=p.al tă poi, B+ 1) 

N+1=—Q.nQ2Ik. 0,+ 1) 
N+o=R.2 tă pam. E.+D 

cu condițiunile ca toate parantezele- să reprezinte numere prime, numerile P, Q,R, B; Cu, Em Sunt impare, iar pri- 
mele trei prime cu ceilalţi factori şi având: 

Za, + 28, = 2 = Să, za 
HB, . e(P) = NC, . e(Q) = IER e (RR) 

Deasemenea, mai putem avea expresiuni de genul: 

_ N=P.NQ%. A,.+ 1) 

N+I=e.2T5% nam. Cr + 1)-. 
N+2=R. nQă D+D 

- eu aceleaşi condițiuni de mai sus şi: 

Sa, =. 3, + = tă 

TA; -Q(P) =C, . 9(Q) = ID, .e(R)
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IV. Există perechi de numere consecutive pare saz impare, 

cari să corespundă aceluiaş indicator ? ? 

Această problemă se reduce în a lua soluţiunile extreme 

date mai sus (Exerriţiul III), pentru numerile N şi N-+ 2. 

Se pot găsi astfel perechile: (4, 6), (7, 9), (8, 10), (10,12), 

(26, 28), 32, 34), (70, 72), (74, 76), (122, 124), (146, 14),.... 

Se constată chiar că putem-avea şi trei numere: (8, 10, 12); 

cari au acelaș indicator. - 

V. Cărui indicator de două cifre îi corespund 17 numere? 

- a) Indicatorul fiind de două cifre, se va găsi între nume- 

rile delia 10 ia 99. 

d) Indicatorul numerilor mai mari ca 2 fiina totdeauna 

pare (4), numerile, impare vor îi eliminate. 

c) Conform proprietăţei (5) indicatorul nu poate avea 

forma: - - 

2 pP. 00% AI). Br... 

dacă x<s—1+a +84. . încazulcă numărul are factor 

pe 2 sau, dacă: x<a-tB+. . .în cazule =0,iar Peste 

produsul numerilor A.B. . - 
Vom elimina prin urmare numerile: 

2. (2. 341) = 14 2.2 +1) = 34 
2. (2. 941) — 38 a 
2, (2.154+ 1) —62 2. (02 1)2 : O—50 

2. (2.21 +1) = 86 2.0.8 + 1)  =—858 
2. (2.23 +1) = 94 

2. (22. 3-+ 1) = 26 2 (2412. 22+1)=—90 
2. (22, 9+ 1) = 54 
2. (2.11 +1) = 90 2 0.9+1) = 

d) In baza celor arătate mai sus, indicatorul căutat se 

_va găsi numai printre numerile. 

12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 32, 56, 60, "64, 68, 72, 80, 

84, 88, 92 şi 96. 

e) Unui indicațor de forma 2% „n unde n este impar, îi 

corespund numerile: o 

gr pentru n =1 

2 i z & Ia : DU % N: — 

202% + 8 | pentru (2 + 1) prim șin = Q +)
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2% — 1 2 +1) | 17 : pentru (2n + 1) prim . 2* — 1.3. n) 

Q2*.n+1 | 
202% .n+10. 
2% 1 af + 1 

pentru (2% .n + 1) prim 

pentru n = 3 

(2%. a+1) QY. pb+1) | pentru paranteze prime, 
20%. a+1D 29. br |Ety=așia.b=n. 

x y z pentru paranteze Gabi Ze | primera Pt 
22*.a+1) (29 .b+1) Q2.e+) şi a.b.ec=n, 

Şi astfel se poate continua oricât, însă, în cazul nostru 
avem « <£ 6, deci vom examina numai aceste cazuri. 
Pentru a — 2 corespund cel mult zece numere; 
Pentru « = 3 corespund cel mult nouă numere; 
Pentru a — 4 corespund cel mult patrusprezece numere; 

* Pentru a=—5 şi a=—6 corespund cel mult câte patru numere. 
P) Eliminând deci toate numerile de această formă, ne 

mai rămân numai: 12 şi 9%, - i 
9) Procedând acum, cu aceste două numere ca la Exer- 

cițiul I (10), constatăm că numai lor le corespund câte 17 
numere, așa cum se vede în tabloul indicâtorilor (3). 

p 

„VI. In ce caz putem avea: P(N-A+ 1) < p(N)? 
Fie a; factorii lui N şi b, factorii lui (N+1). Numerile N şi 

(N + 1) fiind prime între ele, au factorii primi diferiţi. 
Ținând seamă că; i 

H(a —1 
(N) =N. da și eN+ D= Na) 

neegalitatea devine: . 
N. [na —» _ ob] > 1b-2. 

- „ a Ilb Mb: 
De unde rezulta că trebue să avem neapărat: 

N(a — 1) I(b— 1) 
Da > - Db 

Dar pentru a găsi diferite clase de soluţiuni, vom proceda. 
prin încercări. 

Nb —1) 
nb 

  

a) Fie N=a“ şi N+1—865 , atunci neegalitatea are 10c 
pentru a > b. Dar nu vom avea două numere prime absolut: 
consecutive decât: (7, 2) și (2, 3), cari nu au soluţii.
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d) PieN=af şi N+1= op: . oi: atunci trebue să avem: 

a .(b, + b—1) > b,. be 

Dar se observă lesne eă trebue să avem: a >b. și a:-b>, 

deci: ” 

b, <- b—1>b, sau b, 

In acest caz vom avea soluţiile: N=p şi N +1 1=p+i 

unde p este un număr prim mai rare ca 2. 

Verificarea este ușoară, căci avem: 
1 

(N) =p—l și e(N+ID pi 

așa, cum se arată în 7 (nota II). 

c) Prin analogie cu soluţiile de mai sus, vom lua: N=—p.q 

şi N+1=—p.gQ+1 unde p şi q sunt numere prime. In 

acest caz vom avea: , 

| (p—b.(q—b > e(p.q9+1l) 

E Am văzut însă (7, nota II) că: 
p.qa +1 

ep.a+i) —z 

Deci, în cel mai defavorabil caz, vă trebui să avem: 

p.a+1l 

2 

  

(p—1d.(q—) > 

Neegalitatea, se reduce însă la: 

p.a+1>2.pța) 

Pentru a dovedi existenţa acestei neegalităţi când g9g>p: 3 

vom face înlocuirile: 

| p=3+x şi Q=3+x+y 

unde x şi y sunt mai mari ca 1. 

După înlocuire, obţinem: 

2x+ ya. (x+y) >2 

Or, pentru 2 —y—1, adică cel mai defavorabil caz, ne- 

egalitatea, este satisfăcută. , 

In felul acesta se pot găsi oricâte clase de soluţiuni. 

Indicatorul unei sume. 

11. Cazul când termenii sumei suni numere prime. 

Fie: A, B, C... mai multe numere prime între ele, 

având drept factori primi: (a, d Qa...); (Da, bo, br...),
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(Cr Ca C ....), etc... şi fie: (s,, s2, 83...) factorii primi 
ai sumei acestor numere, atunci avem: 

II (s—1 P(A+B+0+..)=(A+B+0+..), LD 

  

apoi: | | 

L ; Il(a—1) I(p-—1 704 B+ p(0)p a. ROD p Lb) 

II(c=—1) + Cc gt 

Dacă numerile date sunt prime, atunci: 
p(A)+e(B)+o(C)—... = (A+B+C+...)— n “unde 

n este numărul lor. Prin urmare vom avea: 

II (s—— 6 e CA)= Dolar n]. SD 
Exemplu: Fie; A4A=—3, B=5, C=7 și D=11. atunci avem: e (3+5+7+11)— 12; 
e(3) +e5) + e + o (1) +4 — 96 3-F5+1+ 11 = 26 = 2. 13 

Sa DN (S—1 e 2-0 (3-1) 2.3 DS 213 = 13 
Prin urmare: 12 = 26. Ra 

12. Cazul când termenii sumei au aceiași factori, având exponenţi cel puțin egali cu unu. 
Dacă numerele A, B, C,.. au aceiași factori, cu exponenţi cel puţin egali cu unu, atunci: 

»A+BI+C+.. = MN 
unde M are aceiaşi factori ca numerile A, 8,C,.. cu exponenţi cel puţin egali cu unu, iar W are fac- tori primi diferiţi. Fie a, v, €,. . . factori primi ai lui M, atunci: 

e (A+B+0+..)— e(M) .9(N)=M a) e (N) 
Z>a. 200) Map TA Ta 

  

=
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Apoi: 

e (A) +e(B) IF e(0)..=5A. 
"Prin urmare avem: 

7) P(A+B+C+...) = [p(4)++8) Fe(C)-t...] - LD a 
Dacă facem A — B = = C=..=—L, numărul vetmne- 

nilor fiind [, atunci avem: 

e (LL). (1) > când Z este prim cu 

__ ceilalţi factori. 

1. (L)  — când 1 are aceiaşi 

_ factori: 

Dar asupra acestor formule vom mai reveni. 

H(a—l) 

Il a 

g(.L) = 

"Exemplu: Dacă A = 6; B = 12; C = 24 și D = 36 avem: 
e (6 +12 + 24 + 36) —4 (2.3.13) =—24 și 

12 
Oe teen te 00 =36; D= 

Observaţie : | 

Indicatorul unei diferențe de doi termeni se poate 

stabili ca pentru o sumă, unde semnul este minus. 

Indicatorul: unui produs 

13. Cazul când factorii produsului sunt primi - 
între ei. 

Factorii sunt numere prime absolut 

Am văzut că: 

8) (aa „DE „e ...)==a%—1.p8—1.cy—1..„(a—1) (b—1) (c—1)... 

la sa—li [bf —1(b—1)].ler—1(c—1)[... 
e (a). q (b8). e (er)... 

Prin urmare indicatorul unui- produs de factori 

primi este egal cu produsul indicatorilor factorilor. 

Factoriizsunt primi între ei 

Fie A și B două numere prime între ele, având 

drept factori pe a, şi b;, atunci observăm că avem: 
i a a pb £ (A. B)—e(a,-a,.. pi .b.. -)
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Cum numerele A şi B sunt prime între ele, înseamnă 
că factorii lor primi sunt diferiţi, prin urmare: 

MA. B) = pia”) . pa)... pp) pph).. 
sau: " 

9 șA.B)—p(at ae. mph pe.) 
= 9(A) .e(B) 

In mod analog se raţionează şi pentru un produs: 
de numere prime între ele, cu un număr mai mare 
de factori. 

Deci, și în acest caz, indicatorul produsului mai 
multor numere prime între ele. este egal cu produsul 
indicatorilor fiecărui număr. 

14. Cazul când factorii produsului conţin aceiași 
factori primi. 
Presupunem două numere A şi B cari au aceiași 

factori primi: a, b, c,. . .atunci ştim că: 
N(a—1) | N(a—1 9(4) a NAD 28) = BED 

Prin urmare: : 

A.B) — (4) 29). ra 
Fie acum numerile: 4, 8,C,... . Şi fie A, pro- 

dusul primelor puteri ale tuturor divizorilor primi 
comuni la două numere, şi numai la două, din nu- 

„meriie date; A, produsul primelor puteri a tuturor 
divizorilor primi comuni la trei numere oarecare, și 
numai la trei, din numerile date; şi așa mai departe, 
atunci avem !): 

10) p(A.B.C. . .) (4). 9(B).(0)... 

> [el [pes] les] (4) ] e(Â2) " Le(Â2) 
Exemplu. Fie: A — 210 — 2.3.3. 7:;B = 2.3.5. 11 = 330 

şi C— 2.3.7.11 =— 462, atunci avem: 
4; —5.7.11— 385 și A = 2. 3=6 

1) Theorie des Nombres par E. Lucas — 399.
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Prin urmare: | 

»(A.B.0)=2.4.6.10.22.82.5.7.11 

(A) . 4(B) .e(0) = (2.4.6) . (2.4.10) . (2.6.10) 

â, NU | A | 
= Za sil za | =2% 

e(â,) 46.10. (Aa) 

Inlocuind și simplificând, găsim egalitate. 

15. Indicatorul puterei unui număr. 

  

Dacă în formulă 10 admitem: 

N=A=B=C=, .. ..(m termeni), 

atunci avem: 

la mA 
11) e(Nm) = [p(N)]. za 

na [Na—1) P „Ma e? 
—N [es] 000 -| ee] | 
= Nu . e(N) 

Pe o cale directă, avem: 
N=aa.b8.cy . . . deci Nm — ama bmp. cmy 

Prin urmare: 
(Nm) — ama. pmg-i, em aie (a—1) (b—1) (c—1)..... 

” Nm - 

= — (a—1) (b—1)(c—1) . 

= Nu N. Da = Nm, e(N) 

O consecință. Ştim că «(N) <N, prin urmare 
[p(N)]n— < Nm sau: 

[e (N) < N . e(N) = 9(N»). 
16. Indicatorul: unui număr poate să fie puterea 

altui număr ? 

Mai general vom examina cazul cână indica- 

torul puterei unui număr poate fi puterea altui 

număr, adică: 

p(Am) = Am . p(A) = Bi 
Va trebui deci să avem: | 

Ami =—Bi şi q(4)=B
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Vom admite deodată: 

o m-=1=n.q: 
şi 

A=—2%. (2%,P" + 1). (2%. Q" +1). 
unde parantezele sunt numere prime și unde trebue 
să avem: | 

e —lho-kto+. ..=n 

Cea mai simplă soluţie este când 4 —2"ti, 

17. Dacă numerile A, B şi (4) sun sunt întregi; şi au 
absolut aceiași factori primi (exponentul lor fiind 
«cel puţin unu), atunci avem : 

| e(A.B) = B. (A) = A.q(B) 
13) A B.s [&)-ota 

Ştim că dacă a; sunt factori primi ai acelor două 
numere, atunci: 

_ IN(a—1) I(a—1) . p(B) = A. Tia și e(B) =B a 

  

Apoi mai ştim (12) că: 

P(A.B) = q(A) .e(B). 
- Prin urmare: 

_ Ia 

Il (a — 1) 

B. e(A) —A.q(A) =A.B. arte 

Ila | = e(A) .e(B). Ia = e(A.B) 

  

Deasemenea avem: 

A A H(a— B.e(]-—-p A 

na CA a e)
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-Exemplu, Fie : A= 3, 5=15 şi B=—32.52—225, atunci, 
avem : | 

ș(A.B) = q (32, 55) — 225 . p(15) = 15 ș(225) 
și 

225 15. 9 (22%) = 15. 9(15) = p(159) = (225). 

Indicatori şi divizori 

18. In afară de câteva excepţii, indicatorul unui 

număr este mai mare decât numărul divizorilor lui. 

Fie în adevăr: N=—aa«.b5.cr . . .un număr 

dat, atunci indicatorul şi numărul divizorilor lui, au 

expresiuniie: 
e(N) = aa. pâ-t crt, , (a—1) (p—l) (c—l)... 

HN) = (+ DD E+DU+D. 
Aceste expresiuni le vom compara. i 

Fie deocamdată N =— a, atunci ar trebui să avem: 

aa-l. (a - 1) Xa+t 
Dar, pentru a >> 2 şi pentru a =— 7 avem a—1 2, 

iar pentru « —2 avem a(a—1)>3. a 

In consecinţă, dacă pentru «= neegalitatea 

subzistă, atunci ea va subzista şipentru a=a +1 
deoarece membrul întâi devine: - 

ax-l. (a—1) Xa=a*.(a—1) 
adică este înmulțit cu a, pe când membrul al doilea, 
devine: 
a (a rDpi=e+2 

adică este sporit. cu 7. 
« Pie N=a«.b8, atunci va trebui să avem: 

aa. bi. (a— 1) (b—1)> (+1) (Ș+1) 
Insă am văzut mai sus că pentru a >2 avem: 

aa. (a—1) > a +1, or, cum b>a, vom avea şi 

bi. (b—1) >fB 4 1. Inmulţind ambele neegalităţi, 
găsim condiția pusă. 

In acelaș fel se procedează şi pentru N cu un 
număr de factori oricât de mare. 

Excepţie, dela regula de mai sus, fac numerile
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mai mici şi în special acelea cari au pe 2 factor 

prim, adică: 

— numerile: 7, 3, 8, 10, 18, 24, 30, au indicatorul 

egal cu numărul divizorilor; 

— numerile: 2, 4, 6, 12, au indicatorul mai mie 

decât numărul divizorilor. 

19. Suma indicatorilor tuturor divizorilor unui 

număr este egală cu numărul dat. 

Admitem N —a«, atunci divizorii acestui nu- 

măr sunt: | 
1, a, 8%,. . „aa 

şi prin urmare suma indicatorilor lor este: 

1+(a—D+a(a—l)+.. . vaz (a-l) 

=1+(a—1). ara. , ra) 

= ae =N 

Admitem W — ae . bi, atunci divizorii acestui nu- 
măr sunt: 

la, a,. .. . . .aa 

pb, p2,. .... .b8 
ab, ab?,. .. . . .ac.b 

ab, a2.bp,. . . .a«. bâ 
Suma indicatorilor lor va fi: 
— suma indicatorilor primei linii: aa 
— suma indicatorilor liniei a doua: b —l 
— suma indicatorilor liniei a treia: (a —1).(b—1) 

— suma indicatorilor ultimei linii: (ae 1) bt), 
Adunând aceste sume, avem: 

"aa + bi—1 + (ae —1) .(b—1) 
+ (aa —1)b(b—1) 

.  . . . . . 

+ (ac —1)b8-1(5—1) 
= ax 4+bhi—1+ (aa —1). (bi — 1) 
82, bf == N
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în mod analog se poate proceda pentru N cu un 

număr de factori mai mare şi vom obţine acelaș 
rezultat. Deci, dacă d, d.,. . . dv sunt divizoriilui 

N, atunci avem: 

14) > pd) = (d) + (42) + (4) =N 

unde avem: d, =1 și d; =. 

Dar formula (14) se mai poate stabili pe o cale 

directă. In adevăr, fie: 

S — 5 q(d) = 
şi 

S = i o(d) =N | 
unde W—N.l,Z fiind un factor prim diferit de, 

factorii lui W. In acest caz observăm că divizorii 
lui N” vor fi compuși din toţi divizorii lui N și din 

produsul tuturor acestor divizori prin puterile: 

i P Ba „D. 

prin urmare: 

S = Se(d) + Se. d) +. . php i.d) 
Dar cum 1 este prim cu d, avem: 

Y=S.U re Dr. . ro D)I=S.B=N.A 
Aşa dar, cunoscând suma pentru N=—a«, vom 

deduce lesne formulele şi pentru W — a«. b8 şi astfel 

pentru oricâţi factori: 

Nota I-a. Avem: 

> p(n) = E du (d) 
. 15) = ap am. a = Dan D| 

mui—l 

I p(n) =— 5 dk, o(Am—k) 

unde [| 'se referă la numărul total al factorilor. 

In adevăr, fie N = ae, atunci se vede lesne că: 

Ş " _ (a—1).(axn —1) 
PX p(d) = [ + an— „aaa =] 

Fie apoi S suma cerută şi S'—s«(d') unde d! 
reprezintă divizorii numărului N'==N.H,  fiindun 

factor prim diferit de factorii lui W. Dar divizorii 

-_ N
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lui W' vor fi compuși din toţi divizorii lui W, plus produsul acestor divizori prin fiecare din factorii: BB UA. Prin urmare: 
S — Stan) + 5 AU. d)... +a. dn] - 
Cum 1 este prim cu d, urmează că vom avea: 

S = S.[l+rop(m) + pm - + e(lân)] | 0—1). (mă —1) > Soma am 
Prin urmare, pentru VW — aa . bs vom avea: 

Satan) [1 + am. (a Diee==u) 
x | pm P—D(bâm—1) x[i o 1, | 

Si în general pentru W oarecare se obţine formula 15). 
Zzemplu. Fie A=—2.5=—10 și m = 2, atunci avem: 

P(12) + (22 + p(52) + (102) — 63 
— 2 — 

— 2— [ara 1 „pe pe e "|| | 52, EDD ș e "oaza 
“Nota II. Avem: - | 

16) * felâ)n = ai 4 e men) 
In adevăr, mergând pe o cale similară celei de sus, avem Pentzu Na: 

— 1)m HN —] > [p(d) n =] + am (aan —y 
—1 

Apoi, succesiv obţinem: 

SSI) + Sp A+. + Stea. a) 
e brmorrmene.. AF loa) ] 

—s.u e Dar =) 
. Se ajunge deci uşor i formula. 9) pentru W oricare.



33 - 

Exemplu: Pentru N = 2.5—10 şi m=—2 avem: 
[e(1)]2 + Lp(2)12 + [e(5)1? + Le(10)2 — 34 

i 2— 192, (22—1) 5 — 192, (52—19] 
|a+ pas aa     

20. Să se arate că avem relațiile: 

  9 p(d)= n(ra.ă ze) 
17 

az) 
a 
  . ed) =N. 1 (ta 

unde N=—a«. bt... îar d reprezintă divizoriu lui N. 

inclusiv 1 și N. 

Pentru N=—aa, avem în primul caz: | 

Ldp(d)=1+a.p(a)+a.qp(a2) +...4+- ax. (aa) 
—1+a(a—1)= a*(a—1) +...4 a2a—1 (a—1) 

= ]1+a(a—1)[l+a2+... + a2(a—)]. 

„ a2a—1 
=1+a(a—t. II 

Pentru N — a«. b8 avem: 

E d.p(d) — Sa. 9() + Sb.d.g(b.d)+... 
PS 8. d. e (b2. d) 

= Sd.p(d)[l+ib.eb)-+ 
„+ E bB ge (b8)] 

Deci: 

5 a gp(4)= E + ala. 27| 
2 

[+ (b—1), Ea 

Și în general se constată că se obține ușor for 
mula dată. 

Exemplu: Fie N = 2.5 — 10, atunci: 
1 (1) + 2.2) 5.q (B+ 10. e (10) — 63 

a 1 52 —1 1+ 2, . 5. = 3. 21 = 63 
| + 2] [a - >] 

    

1) Această formulă a fost dată de D-l I. Ionescu ta so- 
luţie a problemei 1099, propusă de D-l M. Filip în Gazeta 

Matematică XVII. 

3
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Pie în cazul al doilea N: = az atunci: : 

  

  

e 2 (â) 2 aa. [tă | = = N. [ra =] 

Fie apoi N—aa d8, atunci: 

N N N „N L acp(dr) = Spa) PE e d - gre (d qP(0) page (pd) ++ ge (bt d) 

  
_v N > Pb) » &(bf) N pc [set ok e) 

cererea) 
Iar în general, se deduce lesne formula dată. 

  

„-Extemplu: Fie N = 2.5 = 10, atunci: 

1 10 10 10 Rinâsdă 2 A pa, = —* ()- e ) + 3 cp (50), 10 e (1() 

AI a 5 — | 10. 2.: 9 27 
i 5 ST 

Nota 1. In mod analog se pot stabili următoarele 

formule : i 

    

  

  

  

Sans (a) = [a + an a aten= 0 | 

a IN 3 — J 
. ld. e (d) = n|: + an, (a 7 Sata iei — =] 

eo) LC Ţ. a —1 

gol : A. a = 
9 

a SI Q ) == Mae — 

2) e (d) N im 

ee d [- N it |   
„ȘI în. felul acesta pot fi. stabilite și „antele,. prin 

convenabile - conbinaţii.



; Exemple: Fie N = 2:5 == 10 şi m = 2, atunci avem: -- 

> dm, ș(dm)= 12 q (12)-+ 22. q (22)+ 5. e (52)+10 e (102)=—='45:9 
N 

aj + am, a = Date =] — e 9. 501 = 4:09 
am — 1 

> (aptă) = (Lg (DIE 02. P(2) 2 15(5) [+ 110, (10) 205 5 

ar: am, (ă — Dr (ata — =] - 5 401 = 2005 

  

  

am — 1 

PA) PD PD e el 
d 12 5 * 10 10 , 

+ aa ZI 2 22 e 
a 2 5 1 . Ia 

„ [10 10) (10), (20) — 
e (3) - 2 (9) + =)» 8) e ef)» 

N __10 10 10 
2 plm 5 e 02) e 5) 1: 

= 21 

20| + 2]. | +a. | 39 — 27 

N. [+o|- 10. [2 - +10.[€ a +10 "e 10. 
d a 2]. 5 

  

[esa] [rate] e 
Extinderi asupra indicatorilor” 

Indicatorul unui număr față de unșir de numere 

consecutive 

21; Indicatorul lui N. față de şirul de numere cun- 

secutive dela 1 la M. (Numărul numerilor prime cu 

N din şirul mumerilor consecutive dela 1 la M)!). 

Fie N=a«.bi. „.„ „un număr dat și E(î) 

simbolul care rep: ezintă întregii lui î (notaţiunea 

lui Legendre). Dacă notăm prin Im(N ) numărul nu- 

“1) Exercices d'Arithmâtique păr Fritz-Patrick “et Ohevrel, 

pag. 400.
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merilor prime cu N din şirul de numere consecutive 
dela 1 la M, atunci avem: 

ar MM M 2) Tu) —28(3) > E (a)- (ac) pe 

In adevăr, este lesne de observat că în şirul nu- 
merilor consecutive până la M avem: 

E (2) multiplii ai factorului a; 

M 
E (+) > 33 > b > 

E CM » » c; | c. 

Dar între acești multipli « se găsesc în acelaș timp 
şi multiplii ai produselor ab, ac, bc,. . ., decari 
trebue să ținem seamă, căci ei intră de două ori. 
Deasemenea, : vem multipli ai produselor: abc, abd, 
bcd,. . . cari intrând în șirurile multiplilor de mai 
sus, trebue să ținem seamă și de ei, întocmai ca la 
regula de formare a lui (N) văzută la 2. Şi urmând 
deci o cale analoagă stabilirei lui ș(N), găsim for- 
mula 21). 

Etemplu. Fie M = 30 şi N= 3.7—21, atunci avem: 

30 30) 30 
Iso (21) = so (9) —z (20) + n (32) 

= 30 —10—4+1—17 
Iar numerile prime cu 27 din şirul numerilor consecutive 

până la 30 sunt: 
1,2, 4, 5, 8, 10, îl, 13, 16, 7, 19, 20, 22, 23, 25, 26 şi 29. 

- Adică tocmai 17 numere. 

22. Indicatorul lui N subordonat lui M din şirul 
numerilor consecutive dela 1. la M. (Numărul nume- 
ilor prime cu N și M din șirul numerilor consecu- 
tive până la M).
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Fie: a, b', c',. . factori primi ai produsului M. N, 

printre cari se găsesc şi factorii primi ai lui W, 
atunci pe o cale analoagă celei dela (21) găsim: - 

oa) 
M ! 

— S 4 
E (4 p' -) +. 

Ezemplu. 

„Tio(2120) =30 — E (2) E (2) — E (2) —E (2) Ă 

3 

  22) IM) = M me (i 

o
 

sef) a) rel) el) 
+a (33) 2 (733 = 

Iar numerile cari răspund sunt: 2, 11, 13, 17, 19, "23 şi 29, 

adică șapte numere. i . . 

23. Indicatorul lui N față de șirul de numere con- 
secutive cuprins între A și B. (Numărul numerilor 

prime cu N din şirul de numere consecutive dela 

Ala B). 

Indicatorul lui W faţă pe şirul numerilor conse- 

cutive dela 7 la M este dat de formula 17). Dacă 

în această formulă facem M>=A, „apoi M — B, şi 

scădem, avem: 

23) O O—OIasB(N) — Ia (N) —Ta (N) 
In acelaş sens se poate arăta deasemenea că avem: 

04 p (N) = Lisa (N) + Taoa(N) +. . F Iron) 
) 200000 a + Ia a(N) 

4,B,C,.. .L fiind numere cuprinşe în șirurile 
„de numere dela 1 la N sau dela 1 la M, astfel încât: 

1I<A<B<C<. „SN (sau M) 

Exemplu. Fie N=—3.7——21 și A=10; B= = 30, atunci: 

I30(21) = 11 şi Io(21) =6 deci oa (20) il
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„Deasemenea. Da Aa 
A P(21) = Li 0(21) ke Los (2D 254112 , ; 

Is (21) = Ti (21) — Lis—y20(21) + Izo0->30(21) = 5+6+6 = 17 

24. Indicatorul lui N . subordonat numerilor A şi 
B, din şirul de: numere consecutive dela A la B. 
(Numărul numerilor prime cu N, cu A și cu B din 
şirul numerilor consecutive dela A la B). 

Utilizând formulele 22) şi 23), găsim: 

25), Ian (A, B,N) =/Ia (A, B, N) — Ia (A, B,N) 
Evemplu. AU, B=—30 şi N = 21, avem: ” 

Tall, 30, 21) = 6; ICI, 30, 21) =] 

“om avea deci: - 

Taa(1l, 30, 21) = 35: 

adică toemai, numerile: 1”, 17, 19, 23 și 29. 

25. Să se arate că avem : 

26) Ia+s (N) = Ia (N) + Is (N) —e 
unde e = 0 când numerile A sau B, sau când suma lor se împarte eract cu produsul factorilor primi ai lui N. In celelalte cazuri e poate să fie egal cu 0 sau cu 1,după cum suma resturilor diviziunei numerilor A și B prin produsul unuia sau mai multor factori primi ai lui N este inferioară acelui divizor sau este egală cu acel divizor. , 

Pie: a, b,c,.. . factori primi ai lui N, atunci conform formulei 21) avem: 

Iais(N) = (A LB) —sE (45) LE (442) 
b 

—se [ATB 
E (25, 

Dar față de un divizor oarecare A avem: 

e (30) a (A a(E) (ea) 
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unde 7, şi-rp sunt resturile diviziunei. lui: A Și, B 

pri A, iar: . -. o - 

Tr r 
| -0 o tra < 2 

. A 

Cu aceasta vom scrie că: 

A A 
IA m-a se (Are (4 -. +at ) a 2b 

[BY sa [BI ro-se( 2) sală) - 
* 

— €, —- to — 

unde £e, reprezintă valorile sumei expresiunilor : 

A-+B| , . AR Ia 
E (ee când A ia succesiv valorile: a,b,c,. ..., 

Ve, când A ia valorile: ab. ac, be,. . . şi așa mai 

departe. 

Dar observăm că valorile maxime ale acelor însu- 

mări sunt: 

Se 0; te =că;. 
Apoi cum ştim că: | 

— Ci pF 02 —CÂ+. e +=. Ca =—t 
Urmează că: 

Ta+s (N) = IA (N) + Ia(N) —e 

unde e =0 sau 1 în cazurile semnalate mai sus. 

Exemplu. Avem: ” 

I0(21) = 6; Eap(21) — 17; Lss(21) — 23 

Ia(21) =": Izp(21) = 17; Do(2l) = 23 = 24—1 

Notă. Dacă facem B. = 1 în 25) avem: 

21) Tau (N) — Ia (N) = 1 —e - 

unde am presupus I,(N) = 1. 

Această relaţie se poate stabili și direct deoarece 

dacă (4+ 1)este prim cu W, avem un număr în plus. 

Dacă facem A=N şi B=(A4A—1)N, şi A=(4—1).B 

avem: ,
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“op | Ian (N)— Lao. (N) = IN) = e (N) 
20| IA. s(N)— Ia —v.s(N) = In (N) —s 

* 26, Să se arate că avem: 

29) IAs(N) = A.Ia (N)zta 
= B: IA (N)z te 

unde ta și ta vor fi determinaţi mai jos. 

N 

Prima cale 

Fie a, b, c,... factorii primi ai lui W, atunci con- 
tor.n formulei 21) avem: 

Ia (N —A.B_ e (a n (4-5). 
Dar, dacă A este un divizor oarecare, atunci avem: 

A.B 
A TA. iz) e (i) acea) (i) +a (ae 

=B. E (4: tra. e g (E + (ara 5) 

Prin urmare: - 

Iaa (N) =A.B_A, see) +A, = 2 (33) _ | | a.b 

= [a] [ez] 
+ race (4) + a (s-a) 

unde r,; și rai reprezintă resturile diviziunei lui A şi B printr'un produs de i factori diferiţi ai lui W. Dacă admitem + că: r; = a.b. Cc ceace nu-i posi- 
—— 

i 
bil, totuşi pentru a determina un maximum maxi- morum, atunci: -



  cae [ef refeza), 
5 a. (35) +E (zare) 

<5(4+a A tab) +. 
Sau, ținând seamă că: 

Cpt — Ce a (— Ca = 1 

avem: 
OZ|ti | <IA+Sa—Sab+..|] 

şi deci îA poate avea și valori negative:. 
Deci : | | 

Ias (N) = A.Is (N) ta 
Pe o cale analogă se stabileşte și a doua relaţie, 

unde: 

OZ |<IB4 ao sabai | 

A doua cale 

Dacă în relaţiunile 25) făcem să varieze A dela 
2 la A, atunci obţinem relaţiunile: . 

I28 (N) — In (N) = Is (N) — e 

Isa (N) — Is (N) = In (N) — ez 

Ias(N) : — Ta (N) = Is O) — fa 

Adunând și reducând termenii asemenea, ne ră- 

mâne : 
A 

IAs (N) = A. Is (N) — as; 
2 

Și pe o cale analogă obținem: a . 

Ia (N) = B.Ia. (N) — e 
2 

Dar am văzut « că e, are valoare 0 ori de câteori 

A ..B se împarte exact prin factorii primi ai lui N. 
Deci ori de câte ori A sau Bia una din valorile 

cuprinse în divizorii lui W, atunci e; devine nul. In 
celelalte cazuri el poate fi-sau-nul :sau unu. Deci
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dacă n, reprezintă numărul divizoriilor lui W, cari 

sunt mai mici, sau egăli cu A și ng numărul celor 

mai mici sau egali cu B; atunci avem: 
OZlta | E|A-—na — 1] 

şi iai 

| 0 |is]z IB — ns — 1] 
„unde valorile negative le are pentru na = > A sau na B. 

Notă. Dacă în prima relație facem B'= N atunci 
obținem : 

30) Ian (N) = A. 9 (N) 
Exemple : 

Lis (8) = 8; 3 (3) = 2; Is (5). =- 

ls (8) = 5.1, (8) — 2 

— 3 . Is (£) — 1 

5; Ie (10) = 1; Ie (10) = 
6.1» (10) —1 

2.le (10) +1 Îi 
Jun (15) = 11; Is (15) =3; 1, (1) — 4 

Ia (15) ?.Is (15) —3 - 

3 12 15) — 1 

Las (13) — 33; '1; (13) = 5; 1 (13) =" 
Io (13) =— 7.15 03) —2 - 

= 5.1, 03) —2 

Isa (Îl) = 12.9 (1) = 30 . 

=— 11. Is (1) = 20 

|; HI (10): 

Ti (10) ] 
| 

] 
] 

Notă. - 
Utilizând relaţia 30), observăm că mai putem avea: 

31) Ian (N) + Iau (N) = (A+ B). (N) 
Relaţia putând ti aţinsă la ori câţi termeni. 
Deasemenea avem; 

32) Isn=an (N) = (B— A). (N) 
Relaţie uşor de stabiliţ ținând seamă de rela- 

țiile 26) şi 30). | 

27. Să se arate că: 

după cum B nu este prim sau este prim cu N.
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„Scriind ambșle şiruri de numere, vedem că ele di- 

feră numai cu B, deci stabilirea este evidentă, 

“Se mai poate stabili şi drept o aplicaţie a relaţiilor 

20) şi 23), căci se deduce lesne: | 

Ia=>s(N) — la sv = 18 (N) —Ta_(N) 
Nota 1. Deasemenea avem: ” 

34) IAB (N) = Tana (N). 

dacă A şi B sunt simultan primi sau neprimi cu N. 
Ca o aplicaţie a relaţiei 23) avem: 

Ia—s (N) = Is (N) — Ta (N) 

Tan (82a) (N) = Ia (N) — Tao (N) 

Apoi cum în gerieral, dacă zeste prim cu y, avem: 

Y Yy 

deoarece pertru z=—k.y+r, totdeauna 1 Lr<y. 

Or, în asemenea condițiuni se vede lesne că: 

Ia (N) — Ia (N) = In (N) — Ta (N) 
Egalitate care se mai poate demonstra şi cu aju- 

torul relaţiei 27). ” 
Nota 11. Imi propun să arăt că- avem!): 

şi 

N N 
> Ii (N) = ei) 

35) ga pa 
Si. Lion (N) = i.e) 
1 2 

In edevăr, făcând în prima relaţie din 28) N= A 
şi dând lui A valori dela 1 la ( B-—1 ), avem relațiile: 

A=B—1 

36) PCA (IAs(A) — IA= a-n(4)l= (8) 

deoarece de câte ori A este: prin cu B, membrul al 

doilea este egal cu 7. 

1) Theorie des Nombres par E. Lucas, paz. 403, Exem- 

plul V. -
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Făcândacum: B — 2,3, .. . A,avem prima relaţie 
din 35). . a 

In mod analog se demonstrează și relaţia a doua 
din 35), unde înmulţind ambi membri ai primei re- 
laţii 35) cu î, apoi procedând ca mai Sus, se ajunge 
la rezultat. 

Mai general însă putem scrie că : 

36 bis) E Nasa (N) — Ia 6-01 = 1(N) 
A=l 

Indicatorul unui număr dat de termeni consecutivi 
ai unei progresii aritmetice 

28. Intr'un șir de N termeni consecutivi ai unei 
progresii aritmetice, a cărei rație este un număr t, 
prim cu N, numărul termenilor primi cu N este egal 
cu îndicatorul lui N.) 

Pie: | | 
a, ar, a+2r,. . a + (Nur 

cei N termeni. ai unei progresii aritmetice de raţie 
r, unde r'este un număr prim cu W. Aceşti N ter- 
meni pot fi însă înlocuiţi, într'o ordine oarecare, cu 
termenii: | 

HANAL, ANI 2, AN+3,. .  NNIN 
deoarece resturile diviziunei fiecărui termen prin N 
reprodu: numerile: 

1,2,3,...N 
In adevăr, dacă doi termeni oarecari ai progresiei: 

(a+i.r) și (a+j.r) Givizaţi prin N ar da, aceleași 
resturi, atunci diferența lor: (4 —î).r ar trebui să 

„se împartă exact cu W, fapt imposibil deoarece 7 
este prim cu W, iar 0<j—i<nN. a | 

In asemenea condițiuni este lesne de observat că 
numărul numerilor prime cu VW, din şirul dat, este 

  

1) Thcorie des Nombres par E. Lucas, p. 396.



45 

egal cu numărul numerilor prime din şirul format 
numai din resturi, adică este egal cu e(N). 

Aceasta se mai poate demonstra şi astfel: :.. 

In baza relațiilor 20) și 34) avem: 

37) Im n=>M nn (N (= Im n-a (N) — Imn (N) 

— Imn (N) + In (N) — lun (N) 

= In (N) = e(N) 

Relaţia se mai poate stabili și în baza, relaţiei 32) 

unde facem B—A =. 

29, Intr'un şir de N termeni consecutivi ai unei 

progresii aritmetice, a cărei rație este r, numărul r 
fiind prim cu un număr dat M. numărul numerilor 

prime cu M este egal cu indicatorul lui M față de 

N, adică cu Is(M). | 

Demonstrația este analoagă cazului de mai sus. 

30. Intr'o progresie aritmetică de x termeni con- 

secutivi, având drept raţie un număr r pr.m cu N, 

numărul termenilor. cari au cu N—d.5,-pe drept 

cel mai mare codivizor, este egal cu indicatorul lui d.) 

Inlocuind termenii progresiei, după cum am văzut 

la 28 cu resturile: 

| 1,2, 3,....N | 

atunci termenii cari au pe 5 drept cel mai mare 

codivizor sunt: 

| 5, 25, 3.3,. .. .43 

Dar pentru ca î.d şi dă=—N să aibă pe 3 drept: 
cel mai mare codivizor, atunci îi şi d trebue să fie 

primi între ei, prin urmare numărul cerut va fi 
egal cu o(d).: - 

1) Theorie des Nombres par E. Lucas, pa . 397.



Indicafor redus 

31. Dacă ua reprezintă cel : mai mic comun multiplu 
„al indicatorilor Jactorilor primi. 

a&, bb, ci, î.. [A 

unde N=—ak,bpi.cT,... a atunci avem: 

38) ri a AD — 1— IN 

“unde A este un număr oarecăre dat. 
„In acest caz (N) îa numele de „indicator redus“i)agl lui N. 

In. adevăr, după teorema lui Euler avem: . 

As(a2) _— 1 = Maa 

AP(bE) —1.= — ATbB 

A (ec) — IL = Met 

Dar dacă ș(N) este cel mai mic comun multiplu al expo- 
nenţilor, atunci avem şi : 

- AWD _1 = /raa 

- APD — 1 — tb 
AVN — 1 — Met 

In consecinţă, factorii ab,c,..... fiind primi, ur- 
miează că: | 

39). AO 108 
Se observă deci lesne că: N 
— pentru N — 2, 4, pn, (2 pmj unde D. este un număr 

prim impar, avem 4(N) = (N); 

— pentru N diferit de valorile de mai sus, V(N) este 
„o parte alicotă a lui e(N). 

Indicatori de ordin superior. 

32. Definiţiune. Dacă notăm cu ș, (N) indicatorul 
lui. N și dacă îl vom denumi «indicator de ordinul 
întâi», atunci vom nota Cu ș (N) indicatorul indi- 
catorului lui W, adică g [e (N)] şi îl vom denumi 
„indicator de ordinul al doilea“. In condițiuni simi- 

1) Numele este dat de d- l E. Lucas, vezi Theorie des Nom- 
bres, pag. 429. :
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lare, vom avea în general exprăsia „indicatorului de 

ordinul In al numărului N: 

40) cn (N) = 0 pi OD 
= e Le lem= DI] 

= = e Lele. 9 (DI ]..] 

_ m paranteze. | 

Exemplu 1. Fie N — 300 = 22.3. 52, atunci avem: 
e, (N) = 21.5 — 80; o (N) = e (80) = 25 = 32 
fa (N) = 5 32) = 21 — 16; pa (N) = 9016) 22 —=8. 
45 (N) = 9 (8) = 2: — 4; ce (N) = (0) =2 

şi e (N) =sș(2)=1 
Exemplu [1.-Fie N — 7% 13% atunci avem: 

9 (N) = 70 138 (71) (431) a 02, 82 7 188 

9 (N) = 45.83.7042 135 ” 

o (N) = 22.850, 185 

em (N) =— 22mH1 g2m-— um ga8—m, 

33. Exerciţii, 

I. Care este cea mai mare valoare a lui N, şiiind că avem 

EZI (N) = 1? 

Vom lua dela început a (N) == 2, Căci o N) == 1 nu are - 

sens, soluţiile încadrându-se în celelalte. : 

Numerile cari au pe Z' drept indicator sunt: 3, 4, 6. Cum 

însă orice indicator este par, urmează că:q (N) = 4 sau 6 

Numerile cari au pe 4 drept indicator sunt: 5, 8, 10 și 12, 

iar pe 6, sunt: 7, 9, 14 şi 18. Eliminând numerile impuse, 

ne rămâne: | , - 
Ca (N) =— 8, 10, 12, 14, 18 

Constatăm apoi că numărul. N: 

— nu poate avea factori mai mari ca 19; 

— nu poate avea pe 2 la o putere mai mare ca 4; 

— nu poate avea pe 3 la o putere mai mare ca 3; 

— nu poate avea pe 5.și 7 la puteri mai mare ca 2; 

— nu poate avea pe 1, 12 şi 19 la puteri mai mari ca 1. 

In consecinţă N va fi compus din factorii : 2, 3, 5,7, 11, 

13 și 19 la:'puterile arătate mai sus. Or, cu aceşti facţori se 

pot, forma numerile: : =



"23, 93. 8, 92.82, 22,5, :02:q 2, 33, 2.11, 2.13, 2.19%, 
3.5, 3.71, îl, 13, 19, 2.3.5; 2.3;7. - ai 

Dintre acestea, cel mai mare este 54, deci avem: 
i (54) — 18; 2 (54) = ş, (18) =86 
Pa (54) — 2 (18) =", (6) = 2 
fa (54) — a (18) = 2 (6) = A (2) = 

„II. Să se arate că dacă șa (178) — 2, atunci a = 4, 
Avem succesiv: 

Pa UTE) = 1761 (17—1) = 22, 1 
po (178 ) = 27, 1782 

ga 178) = 2-0 pp pp 
Peene n e. . 1 |. [cc [. . . . |... | 

Dar pentru ca să avem 3.5 +1—k=1, pentru a sa- 
tisface condiţiei enunţului, urmează că trebue. să avem 
k = 33, şi deci a = f+ă = 4, A . 

Mai general putem admite, în loc de 17, numărul prim 
A =— 2 + 1 atunci se găseşte lesne că 2 = m fi, 

Şi mari general, dacă: | 
N = Qm, + 1).2m, + 1)... 

atunci avem şa (NB) = 2%, dacă: 
Ai | 

a = 8 m, ESD 3 
1 

Ordinul indicator. total. 

54. Numărul total al indicatorilor unui număr 
dat sau „ordinul indicator total. 
„Dacă 4 (N) reprezintă indicatorul de._ ordinul i 

a lui W și dacă avem: | 
“Pn (N) = 1 iar Pn— (N) = 2. . atunci n reprezintă numărul total al indicatorilor 

lui W sau „ordinul indicator total. 
Limita inferioară a ordinului indicator total 

Fie mai întâi N = a«, atunci avem succesiv: - 
?a (N) = aa-l. A, unde A =a—1 
?2 (N) = a«—2. A, unde A. (a—1). e (A,) | PI N) _ A , . , 

unde Aa = (a—1). 9 (Aa—1)
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Pentru 4«==1 avem n = ă; 

» Aa >1 » n > a, Ă 

In cazul când N — a“. bf. cr... unde presupu- 
nem: a <b<c<..., vom admite cel mai defa- 
vorabil caz când: a = b =c=.. şi atunci: 

N == aarBry+.. <N 

Prin urmare, ţinând seamă de primul caz, avem: 

41) natia u- 

Pe o altă cale se mai poate arăta că, având: 

2<a<b<e<.. și cum: 
Pi (N) = aa-—l. bf, ey—l.., (a—1) (b=-1) (c—1)... 

vom presupune: 

(a — 1). (pb — 1).(c — 1)... = 2.A, 
unde p este mai mare sau cel puţin egal cu nu- 

mărul factorilor primi ai lui N, iar A, este impar, 

având printre factorii lui primi poate și pe cei mai 
mici factori primi ai lui W. 

Analog avem : | 
Pe (N) = 22prq—l. aa—2. b;—2. cy—2... A2 

unde q, este puterea lui 2 care rezultă din indica- 

rea factorilor lui A, diferiţi de a, b, c.... 

Deasemenea, avem: - 
$a (N) = 23p+autqz—2. au—8, bP-—3. c-—3,.. A 

Dar după un ordin oarecare de indicare e, dis- 
pare de pildă factorul e' a lui W, apoi după alt 

ordin e, dispare factorul - fez, etc;... deci, odată cu 

dispariția tuturor factorilor, vom avea: 

ep (N) = 2ep +2 (p—1)t..tep— Zei. Acp 

Dacă admitem As, = 1, ceace este desavantajos, 
atunci vom avea ș, (N) —1 când: 

n=ep+re.phe(p—1)hu.khepr ei 

= (apr D(p—Drurep 
unde am presupus s, <&<..< ep. 

Dar într'o ordine oarecare exponenţii ei reproduc 

4
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exponenții: &, 6, 1,... aranjaţi după mărime, deci 
cum avem p >> 1, căci pentru p — 7, demonstraţia 
este dată în primul capitol şi cum: 

(a —Dp+(e2—1)+.. hepSarBrir - 
urmează că: 

Satra... 
Limita superioară 

Plecând dela ultima demonstraţie de mai sus, 
vom admite As, = 2, unde 2 este imediat superior 
lui A adică ultimului factor (cel mai mare) a lui 
W, ceace este cu totul desavantajos, atunci obser- 
vâm că: 

= 6. —Dp+ (e2—1). (p—1)+.. ep 
Prin urmare putem admite că: 

42) n<Pp.(a+8+r+..) + 

unde trebue să luăm: 

__ log. A 7 

= B |ise: | 

Exemplu. Pie N — 33. 7, 11, 
atunci avem : o 

Pa (N) = 22, 33, 5.7; 

  

Po (N) = 25. 83 
Ps (N) = 25, 32 

ea (N) = 25, 3 

es (N) =— 25 

Po (N) = 1 

Apoi cum: 

=E£ ji: | a 1 
ă log. 2 

vom avea: 

34G+2+D+1>10>3+aq1 

Indicatorul de ordin superior ai unei sume 

35. Cazul când terinenii sumei sunt numere prime 
între ele (nu au aceiași factori primi).
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Fie A, B, C,. . .o serie de numere prime între 

ele, şi, fie respectiv: q;, b;,c;, . . . factorii lor 
primi, notând apoi cu: 

(Po) A — TI(a, — 1); , (Q.) a —— ila, | 

(Po) 8 Îi Ho ÎN D; (9o)» — Ub - 

Apoi | 

(P.)a =Il(a, — 1); (Qi)a =ila, 

(Pe B= n — 1); (8) n B =  Ilb", 

unde a“, o! i. _sunt factori cari i resultă din in- 

dicarea a doua a numerilor A, 8, . . .; 0,b", 

„rezultă din a treia, şi aşa mai departe. 

Cu aceste notaţiuni avem: 

  

sc 
mw-abe) le 
m-a), -l&i), «le, 

Apoi: 

aa = la),-l6), 
P, P, Pm- | - 

tu 2 .[e),.(6), - - - (2), 
Şi aşa mai departe pentru celelalte numere. 

Atunci vom avea: 

  

B - 

| pj, le 
25) Dem (A) = A. (2): BI (3) + 

P 

-



"sa 

a [P mai mir 
_Cum în general 2) este mai mic sau cel mult 

: : P P 
egal cu oricare din parantezele (5) , (5) .. 

- i “1QJa' 4Q/a 
urmează că vom avea: 

43) Xpa(A) = pm (SA) 

Exemplu : Fie A=3,B =5; (=7 şi m= 2 atunci avem: 

V(A) = 2; ş(B) = 1; p(C) =2; pa(A + B+ 0) =4 
„Rezulţă, deci că 

pa(A) + P(B) + pa(C) > pl A+Br+. c) 

36. Cazul când termenii: A, B, C,. . . au aceiaşi 

factori primi, însă cu ezponenți astfel aleşi încât 
după a m—a îndicare, să dispară aceiaşi „ Pactori la 

toți termenii. 

Analog cazului dela 35, vom. deduce lesne că pro- 
dusele P și Q au aceleaşi valori la toţi termenii, 
respectiv fiscărui ordin de indicare, avem : 

p 
g = SA. (-— Pra (A) A n (5) 

A 44) 

SA 

| P m (TA) = EA . 1 [E ?m (TA) an (3) 
. Pi mia aceat arii Cum în general avem: |--—] mai mic decâtori- 

Q Jza 

cari din fracţiunile: (5) sau (3) „ete. cari sunt 
Qja  (Q/n - 

aceleași, urmează că: | | 

„ XPm(A) > em(XA) 
adică ajungem iar la relaţia 43). 
„Dacă facem:. A=B=C-=-. | „ „= L, numărul 
termenului fiind 7, atunci avem: 

45) 1 Pm(L) = Pm(l. 5)



Ezemple: . ., | : 
1) Fie 4—%.3:; B—23,32; C—2%.33 şi m=—2, atunci avem: 

%(A) — 23.82 . (2) . 3) 

94(B)=—2.% . (2). (1) 

ga(0) = 25,3 | (1). (3) 

1 1 
A+B =2 232. [2]. (= ma + B+ 0) =243 (2) (2) 

Prin urmare: 

„. P(A+ B+ OC) = pa(A)+o2(B)+p(0)  - 
+ 2) Fie A=B=0=—L=2:.3% şi 1—3 atunci trebue să 
avem : , 

3(22 . 32) > cps(22. 32) 
Or, ştim că: qpa(22, 32) — 22 şi cpsr23,33) — 23 deci cum avem 

12>8, relaţia este verificată, 

Indicatorul de ordin superior al unui produs. 

37. Cazul când factorii -produsului sunt primi 

între ei. 

Intrebuințând aceleași notaţiuni ca la sume (35) 

avem: 

46) II a (4) oua [n (e) ne) 

41 = ) a (LA) 1 A. II E 

Urmând formaţia produselor P şi Q, se vede bine 
că: - 

P P,) - P (E), (e), en) | | Qola  (Qo/B Qo/n A 
Prin „urmare vom avea: 

48) ea (UA) = II a (4) 

„Această ultimă relaţie se mai poate demonstra 

scriind că vom avea întotdeauna:
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49) îm (aa. bi...) S m (20). (b8)... 

In adevăr, ştim că: | 

q, (a) = aa—l.(a — 1) a 
Vom nota apoi: , 

a—l = 2x .39..pt . undep <a. 
Deci : 
Pe (az) — aa—2, (a—1) .2x—1. 3y—.,. pt—. 

"9 (2.8... p) 

Pm (ac) — aa—m 2maz—(m—1) +. am Y—(m—l)+y, 
.. pmt—(m—).., 

Pe de altă parte: 

(8%. b8) = aa—1.bi—1. (a—1). (b-1) 
Dacă şi aci vom face notaţiunea: 

(a—1). (p—1) = 2 ay, QSts unde 
q<b, atunci analog avem: 
em (ax .b?) = aatim—e—m, bf—m . 2m(xtx)—tm—0-ht, , 

” . 3m(ytyp=m-Dry+y, Pa 

unde 2, z,.y,y,:. . sunţ exponenţi cari rezultă din 
indicările, succesive ale ansamblului de factori ai 
produsului (a— 1) . (b—41). Prin urmare, atât expo- 
nenţii suni mai mari, cât și factorii, căci este foarte 
posibil să avem g >> p, în orice caz însă, până la 
factorul p îi avem. 

In consecință, în cazul mai multor factori, mări- 
mea exponenţilor şi chiar a factorilor se accentuiază 
deci proprietatea este demonstrată. 

Pe o altă cale se vede lesne că avem: 
?m(a«) = a«-m . A, unde Am = (a—1)o(A—) 
?m(b8) = bi-m.B, unde B, = (b—1)9(Ba-1) 

? 

. a ua 

unde în cazul când unul din exponenţii a, f,. . . 
este egalat de 7, dispare complect factorul a și fac- 
torul (a—1) de pildă în Am. -



Deasemenea avem: 
îm(a%.b8 . .-.) = aa mtea.bB-mteb . 

„(a—1) —1). . . . Ma 

unde îa,&,. . . sunt exponenţi cari rezultă din 

termenii: (b—1).(0—1). . .siar Ma = 0(Mm-) și 

„rezultă din indicarea succesivă a produsului : 

(a—1). (0-1). (c—1) . 
Dar se observă lesne că avem exponenţii lui: 

a,b,c,. .k (fără ultimul factor 1), superiori lui: - 

(a -m), (8—m),.(—m),. . . din cauza adăogirei 

valorilor: ea, &,. . . şi mai avem: 

Mm S Am. Bm. - - 

deoarece indicarea parţială a termenilor : (a—1), 

b-1),... „tinde mai repede la 7, decât la indicarea 

produsului lor. 

Exemplu. a= 2, b=—7,c=13, a=— 3, B=2,v=1 şi m=3, 

atunci avem: 

Va(25) = 1; pa) = 2; pa(13) = 2 

Apoi: 
pa.(22. 72.13) 22.3 

Prin urmare vedem că: 

ps(29) . pa(12) . pa(13) = 2 
deci: 2. 3>2. 

38. Cazul când factorii produsului au aceiaşi fac- 

tori primi, însă cu exponenţi astfel aleşi încât după 

a m—a indicare, să dispară aceiași factori primi la 

toți factorii produsului. 

Analog celor văzute la 36 şi 37, produsele P și Q 

sunt egale la toţi factorii produsului, pentru fiecare 

ordin de indicare, deci : 

— NIL A Mea(a) — ta. |n (32), 
Po 

ma) — na (2), | 
unde 1 este numărul factorilor produsului.
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Dar cum avem: 

2) _ (+) 
n (e NA (a, A 

5) Ilem(A) — cada) |n 2) | 
Dacă facem: A=B-C0=. . . = L, numărul 

factorilor fiind 7, atunci avem : 

urmează că: 

m (11) 52) PL) — Iem(DII. lar] 
Exemple : 

1) Luând aceleași valori ca, 1a 36 exemplul 1, avem: 
Tip (A) — 2, 3; pa(IA — 2, x 

2) Fie: A=B=0—2. 3, atunci: ” 
[pa(22. 82)] "20; a[ (25. 32)3] = 90.3 si | ae ” = ga " lia 

Alte proprietăţi şi consecinţe ale indicatorilor 
de ordin superior 

39. Dacă p<g atunci avem: 

| Pp Pe (N) oa 5 ca 52 
In adevăr, ştim că orice indicator mai mare ca 1 este par, deci vom avea: 

- 9. (N) 

- P(N) 

| a) 2 

ah
 54) Ps (N) < 

fn (N) < 2 em-u(N)
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Or, adunând și înmulţind relaţiile între ele, ob- 

ţinem: 

a | p(N) < Sr (N) 2 2 pi (N) — ?m (N) 

35) ” 
: Dă 

2 fm) < m (N) < a . Vu (N):   

Inmulţindu-le însă numai dela ordinul p la: 'ordi- 

nul q, avem relația din enunț, unde pentru p=—1 

și qQ=7m, dăm peste relaţia 50). 

Dacă în relația 50) facem m == n, adică îl facem 

egal cu?,ordinul total de indicâre“, cum avem 

%a (N) = 1, urmează că: : 

56) e. (N) > 2 
Făcând apoi pe m=—1, 2, 3,. . . .n și adunând 

sau înmulţind, obținem : 

(0) rar. e na 0 LE (N) 
51) | 

700 + pa. - ea cca A [012 
9. 2 

40. Dacă a este un număr prim, atunci avem: 

58) lea (aa) n => pra(a*) 

In adevăr, am văzut la 35 că: | 

Qa (ac) —2axto—Dt Bay—(a—Dty” pata) . 
pa (ama) = 9ma.x—(ma—Dtr', 3may—(ma—D-y, 

„pmat-(na—i) . 

Or, ridicână prima, egalitate la puterea m —a, 0b- 
ţinem exponenţi superiori celor din a doua egali- 

litate, deoarece o simplă comparaţie ne arată că avem: 

max — (a —1 +] > max — (ma Dr 
pentru m > 1.
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Dacă admitem ta = 1 şi în locul lui a luăm un 
număr oarecare W, atunci se poate stabili că avem: 

59) [pi (NDI2 = ea (Nm) 

Această relaţie 1) se mai poate stabili direct ştiind 
că avem: 

lua —n. Po —x. Fo 
(N) N A  Qo 

_ Po c0) | 9200 = și-ar — No 

| q (N) = 00. „Ea = (N). 2     

Qi— Qo A, ” Qi 

unde: Ă 

Py = ll(a — 1); Qo = Ilag 

p, = II (a, — 1) ; Q = Ha, 

P, — Nav; a, = a, 

0 by C,. . . fiind factorii primi ai lui N; abc, 
factorii primi ai lui q(N),. . .a,b;,c, factorii 

primi ai lui ș;. - 
Deasemenea avem: 

my —— Nm (Po __ Nm P, 
[asa = (3) N (22) 

| m m P, m Pa ne nem [ai - = (2) (3) iq
 

o 

61) Ă MR 
P;— P P 

i (Nm) == poa (Nm i ) m 20, (2), i. 
fi ( ) % . ). (2 i— —N Q9 Q, 1 

| | | RE) 
1) A fost stabilită și de d-l 1. B. Florescu în Gazeta Ma- 

tematică, XXXVI-—166. 
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unde : (=) reprezintă fracțiuni provenite din fac- 
ii 

tori mai mari decât în cazul când m = 1, deoarece 

dispariţia factorilor a, b, c,. . . alui W, prin indi- 

care se face mai încet, după valoarea exponentului 

puterei. Prin urmare avem : 

(a) = [a] 
Inlocuină în 49) valori scoase din 93) şi 55) găsim; 

(= (6,.(2). 2) Qo Qoja |Q/2 Qm—/m—i 

Ba (i); £ „Po >(2) Fes (en) 

Qo Q 1? Q2 2 | Qo Q—mi m—! 

Urmează că relasie 53) este stabilită. 

Dacă ţinem seamă de 41) şi de 54), obţinem : 

(2 > Bi Pe Ema 
. Qy Q, Q2 Qm— 

Deci şi în acest caz vom avea: 

Po Pi Pp. P2 Po Pm- 
Oe Re = 
Qo> Qi Qi e Qo > Qm- 

_In mod analog se stabilește că: 

62) Par (N m) z ptr (N) 

fa (N3) eo (N) 
unde q>p. 

41. Dacă a este un număr prim, atunci avem ! 

63) a (a) . ep (a) S para (aetf) 
Ile, (ai ) ez: (azi ) 

Servindu-ne de relaţiile 51) avem: 

4) == aa Po Pa (a 

Ya (a) a (2) (3) "* (Qa-ija-t 

e) (2) fe). (e) 
Pe (a) —ai. (5). (2). E), Gps 
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unde am presupus. f > şi : 

a+8) — aa. [Po] (Pi Pe) eri ae (3) (3). RE 
Pg— Na e 

Q8—1/p— Qa+p=1 a+g— 
Inlocuină în rela! lie, ne rămâne: 

île), 
  

  

o Qi a (Qi 
care este evidentă, după cele arâtate la 40. 

Relaţia generală se stabilește analog. 
Deasemenea, dacă avem: 

fm(a2) — 1; a (28) = și qp (ast) = 
atunci avem: 

m+n>p 
60) | Ji>p (n general). 

Este de observat că trebue să avem : 
m=a+q; n=f+aq și p=a+B+rq unde g>>0,. 

40. Exerciţii. 

I. Să se rezolve ecuația: 
.(7x..113 ) = 9z 

Admitem z <-3, atică vom da lui z valori dela i la 3, căci pentru valori mai mari 2 perzistă, şi astfel indicând avem, de pildă pentru =]: 

Pa(7.11y) = 22,3.5.11y—t 
Pa(17.11y ) — 395.5.11y—2 | 
%a(7.11y9) — 27,5, 11y— 

Pentru 3, ne dă 2—2,4,8. 
Aşa dar tabloul de soluţiuni va fi: 

x] 1 2 | 3 
| 12,3 | 1,2, 3 1,2, 3 
z| 2,48 | 4,7, 10 1,9, 12 

II. Să se rezowe ecuația: 

E pal py (2%). 2 (38)]=a 
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Avem şy (2%) = 229; q2 (38) — 2. 38-2, ecuaţia devine 
deci: - | 

px [| 22—9T1. 38-2] — 1 
Fie: a>y şi B<e atunci: 

— dacă: z=p—a2—e atunci: 

- cea | ] = 2a—Y+1 ga 
deci nu avem soluţie. 

— dacă 1r=f—a2, atunci: E 

ex | ] — 2a—yh 
deci avem relaţiile z-+-2=—f) şi pg=a041.: 

— dacă: r=—f-—a2-+e, atunci: 

ex | ] = 2a—yta-e 
deci avem soluţiile: z+-z=—fp-e şi ya. 
„Fie: a<Cy și î>>2, atunci avem: z-l+-2>fşiySă. 
Fie: a<y şi pa, atunci z—]. 

Pi 

42. Indicatori de ordin superior pentru divizori. 

Imi propun să arăt că: 

64) pm (0P) = Ida. pm (0p—a) 

unde qg<p. 
In adevăr, pentru d = aa avem : 

Pm(dP)=—abpa—m . (a — 1) . Am 
Pm(di-a) = a(p-a)a—m . (a — 1) . Am 

Pentru d — aa. b? avem: 

Ym (AP) = fr (222) - pm (PB:P) . aeP . Am . Bm 
?m (0P-5) — epm[aa2-9] . pm [b56-9] . as? „Am . Bm 
a căror egalitate este evidentă. | 

În mod analog se poate stabili o egalitate -pentru 
un d cu oricâţi factori.



CAPITOLUL 11 

Suma numerilor prime cu un număr dat şi mai - 
mici decât el 

1. Stabilirea formulei. . 
Dacă notăm cu c(N) suma numerilor prime cuN 

şi mai mici decât el, atunci avem: 
1 

1). s(N) = 3: N-e(N) 

Calea I-a. Fie: pup. . : pu numerile prime cu N 
şi mai mici decât el, (avem totdeauna p, —1 și 
Dn =N— 1). Se observă atunci lesne că: 

[| Pta =N ! 
na = N 2) P2 + Pn— 

ÎI P+ Paz = N 

numerile p; şi Da-i denumindu-se „numere prime 
complimentare“:. Nu 

In adevăr, numerile p, fiind prime cu W și infe- 
rioare lui, au formele p; = N—r; unde r,; este un 
număr tot prim cu W și, implicit, inferior lui. Fă- 
când să varieze î dela 1 la n atunci numerile : 
Ti» 725. - + 7n reproduc într'o ordine inversă nu- 
merile pp, pi-r,. .. Di. _ 

Făcând acum să varieze, în relaţiunile 2), îi dela 
1 la n şi adunându-le, găsim: o 

3) P-hp+.. EP Zen.N
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Dar n = 9(N ), prin urmare formula este stabilită. 

Calea M-a. Fie N = a“, atunci ştim că numerile 

neprime cu N sunt: 

a, 2a, 3a,. .a "a 

x) pe care scăzând-o 
2 a iba 

din suma tuturor numerilor dela 1 la N, ne rămâne: 

aaa) — 009) —N.N[i — 1] 2 -200 

Suma lor este: Ip . ( + 

Fie N=—ae«.bt, formând la fel şirul numerilor 

neprime şi sumele respective, găsim: 

1 N „1 N 

Dar avem o serie de numere neprime socotite de 

două ori, deoarece intră și într'o parte și în alta, şi 

atunci trebue dedusă, adică trebue să scădem odată 

suma: o 

ab+2ab+., + 5 

Cu aceasta, vedem că: 

D
a
 

_.
 

+
 

»
|
z
 

—
_
—
”
 

o(aa.bt) = a(N) — ÎI N(N+ 1) — N



64 

Și pentru cazul general, vom avea deci: 

4) m | - re rm A: .] 

N. 20) — 29 
unde a,b,c,. . .sunt factori primi ai lui X. 

Ezemyple. 

1. Fie A = 30 atunci: 
o (30) SIT ar oras 
?(30) = 38 
1 29=—17 + 23—11-+19=—=13-+17—30 

IL. e N = > 210, atunci: 
om=l 210. [20 (go-rera pare 0). (ue mo, 

2.3 |! 25 
20 210 , 210 216| - 210 210 + 229--210.4.210 4 a) (220420 
210 210 210 

+ 0 aa). T “(2 
= 105. [210 — (105-+ 104 42-+- 30) — (35-21 + 15-14 

A 10-+6) — (7-+5-+3 + 2) + (1) 5040 

Proprietăţi şi consecinţe 

2. Din examinarea formulelor a ) deducem că pentru 
N>2 avem: 

5): P(N2) £ 200) <N: 
de fapt 2(W) < N(N—1). 

Dacă s(N) reprezintă suma divizorilor lui W, atunci 
avem : 

6) S0D<-INN +1) —s(N) +1 
3. Două numere A și B sunt proporționale cu suma numerilor lor prime şi mai mici decât ele, numai dacă au indicatorii egali.
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" Adică, avem: 
(4) —20) i = 

unde înlocuim sumele în funcţie de indicatori, numai 

dacă (4) —+(B).. 

Exemplu. Fie A — 14 şi B=— 18 indicatorii lor fiind egali, au 

valoarea 6, iar numerile lor prime şi mai mici decât ele sunt: 

(1, 3,5, 9,11,13) şi (1,5,7,11,13,11) 

Suma numerilor va, fi deci: 42 şi 54, deci avem: 

42 54 Aa = 18 =8 14 18 

"4. Două numere diferite nu pot avea niciodată 

aceiași sumă a numerilor prime cu ele şi mai mici 

decât acele numere. 
In adevăr, pentru ca să e avem: o(A) —o(B)artre- 

bui să avem: A.q(4)=—B.e(B) sau q(42) = o(B?). 

Adică ar trebui ca, acte patraâtelor lor să fie 

egali. Dar această înseamnă că ar trebui să avem: 

Wa —1D) pe Nb —1) 
Ma Ilb; 

    

aa 

sau: | 
A? 1lb, .I(a; —1) = B2. la, .Il(b; — 1) 

unde 4; şi b; reprezintă factorii primi ai lui A și B. 
In această ultimă egalitate vedem că dacă b, este 

cel mai mare factor al lui B, care nu se găsește 

printre factorii (a; — 1), atunci în membrul întâi îl 

găsim la puterea unu, pe când în membrul al doilea 

îl găsim cel puţin la puterea â 2-a, în B*, “deci nu 

este posibil. | 

Dacă admitem însă că numerile au aceiași factori 

primi la puteri diferite, atunci nu mai avem 42=B2, 

deci nici în acest caz nu se poate: 

Așa dar: unei sume de numere prime cu un nu- - 

măr dat şi inferioare lui, îi corespunde numai un 

singur număr.
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5. Fiind date două numere A şi B, astfel încât 
A>B, în ce cae putem avea: s(A) <o(B)? 

- Această problemă trebueşte examinată într'o primă 
instanță sub forma : a 

In ce caz avem simultan neegalităţile: 

A>B și e(A)<e(B) 
Dar ambele condiţii pot fi scrise sub forma: 

B. (A) <A .o(A) 

9 (4) _+(B) 
AS B- 

Sau în sfârșit, dacă a, și b; sunt factorii primi 
âi numerilor A și B, atunci ar trebui să avem: 
AR Ii(a; —1) a tb —1) 

| “Ia, Ib, 
Această condiţie ne poate genera numeroase soluţii: 

„Fie A= ah şi B = dh atunci trebue să. avem: 
a, < b,, deci rezultă a, >f.. | 
Avem de pildă soluţiile: 4 — 33 și B=5, 4A=5 

și B — 11* și în general putem lua: 
aa şi 'b,=(2a+1) 

Fie 4A=ati.a* şi B— bh biz, atunci se con- 
stată lesne că; | 

— pacă a,<b, trebue să avem a,<b, 
Ta ah - o a<b, 
seci în orice caz a, <b,. . 
Avem de pildă: B—20.32 şi 4 —22_ 1, 

„In general trebue ca factorii primi ai lui A să fie 
mai mici și mai numeroși, iar ai lui g mai mari și mai puţin numeroşi, 

„ De pildă: A=—2.3.5.7— 210 şi B 11.17 — 187 
atunci vedem că: o(4) — 48 și o(B) — 160. 

.. 

sau : - 

  

?



  

Suma numerilor prime şi mai mici ca o sumă 

sau un produs de numere dat 

6. Suma şi produsul. Suma numerilor prime şi 

mai mici ca o sumă sau produs de numere date se 

studiază analog ce'cr văzute la indicatori (vezi I, 

11, 12, 13 şi 14). _ Si 
Se poate totuşi observa lesne că: 
Dacă avem un produs de! jactori primi între ei: 

A,B,C,. . atunci: 

1 (A.B.C.. ) 2 20.0().0(8)-500) 

7. Suma numerilor prime cu puterea unui număr 

dat și inferioare ei, este: 2 

8).  s(Nm) — Nztm=i), (N) 

Şi se poate stabili lesne observând că: - 

cam) = = N gain) — ZI Nam . c(N) 
— Nam, s(N) 

Comparaţie între suma numerilor prime cu un număr. 

dat şi inferioare lui şi suma divizorilor 

acelui număr i i 

8. In afară de câteva excepții, suma numerilor 

prime cu un număr dat şi inferioare: lui este mai 

mare decât suma divizorilor acelui număr. 

Fie N=a«.bî.ey . . .un număr dat și 

(N) = 2 ara „pp (a—1) . (b—1) 

suma numerilor prime și mai mici ca N, iar: 
aa Fl—= 1 btth — 1 

SN) ZI ZI 
suma divizorilor lui N. 

Trebue să arătăm că 

s(N) > s(N)



* 68 

Pentru aceasta. vom arăta pe: grupe de factori 
că avem: | | 

ata (a—1)2 > 2(aet1—1) 
S Dar, deși în desavantaj, vom admite relația: 

ata l(a—1)?2 > 2. ash 
"care se reduce la: 

  

S as. (a—1)2>1 | 
„Această ultimă relaţie este satisfăcută pentru: 

a | 1 2şial a 
a |=4|= 3|=2   

    

“In mod analog raţionâna pentru toate grupele, 
stabilim condiţia generală. - 

9. Numere imperfecte și numere inamice. 
Se știe că un „număr perfect“ este acela a cărei sumă a divizorilor, excepţie tăcânad numărul însăşi, este egală cu nu- mărul daţ. | , 
Prin analogie vom numi „număr imperfect“ acelea care satisfac relaţia: i - 

N = (N) —N 
şi care se reduce la P(N) = 4, deci N = 5; 8. 10, 12, Deasemenea, se zice că două numere sunt „amice“ când unul este egal cu suma divizorilor celuilalţ. Prin analogie, vom zice că două numere sunt „inamice“ când -suma numerilor prime cu unul și mai mici ca el este egală cu celălalt număr, mai puţin numărul, adică avem: 

= s(B) —B 
B=—os(A) —A 

“Dar se observă bine că trebue să avem 
2(A+B) = A.v(A) = B.e(B) Dacă ne referim. la II, 4, ă. istă Dacă admitem: a 

_A=o(B) —A şi B=o(A)-—-gB 
de unde deducem: (A) .9(B) = 16, atunci: 

A 1,2 | aag. în ENOINN n dI B |17, 32,34, 40, 48, 60 | 15, 16, 20, 24, 30
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10, Insumări în legătură cu divizorii unui număr. 

Dacă d reprezintă un divizor a lui W atunci avem:t) 

aa — ) 

am — 1 sto = 2 |n (i-am (a—bn. 

9) . | | rama] 

iar în cazul m=1: E 

| 1 [azerii bfri1 | 
5 a PE FI 

| Xe) — | a pi! bEI + 

Pentru numerile mai mari ca 2, avem: 

(o(A) m = zi» d” -le(3) Im 

Dar pentru d = 1 avem (1) = 0 pe când de(d)=1, 

deci vom lua: a 

(dr = A ante (am +2 1 | 

Prin urmare: 

sto (a im — pi 5 [antec + 2" — | 

= A | santeti + Somn — | 

„Dar valoarea. lui »d” [E(d)I”. o cunoaștem dela 

1, 20, Nota I, formula a doua din 18). Deci formula 

se poate lesne stabili. , ie 

Pentru cazul m — 1, formula are o asemănare cu 

formula, sumei divizarilor unui număr dat. 

1) Gazeta Matematică, XXVII-69, problema: 2253, propusă 

de.D-l 0. Mayer şi rezolvată de D-l Al. Pantazi. .
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Suma numerilor prime cu ur număr dat şi mai 
- „mici ca. el, ridicate la puteri egale 

11. Prima cale!) (calea directă). 

'Fie Pi Pa. . - Pn numerile prime cu N și: inte- 
rioare lui şi o, b, c,. . . factorii lui primi. Fie: 

_Sm e 

Atunci pm se obţine scăzând din $,, suma tu- 
turor numerilor neprime cu W şi ridicat la, puterea 

* m-a, adică: -. x 
N 
b 10) Ss. — am m + bm Sim .. 

1 n L 

abi 

am bm Sim 
1 

: N. 

abc 

+ am pm cm aim +. 

Prin urmare: 
| a 

11) Xp iai Sa — S'a 
1 

In acest mod se gâseşte că: 
Suma patratelor este 1): 

12) pe = 3 N. I2N.9(N)+(—1)v.p(abc. .) 
unde v reprezintă numărul factorilor primi ai lui N. 
Suma cuburilor este: 

13) Sp = z , N: Np() (19. e(a.b.e. ..)] 

  

1) Gazeta Matematică, XLVII. 465, soluţia problemei: 3133 
a D-lui 1. B. Florescv.
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Suma bipatratelor este 1): 

14) pi N. 162. (N) 
pi 30, 

12. A doua cale (calea indirectă). 

Ridicând relaţiile: 

Pb Pi= Pat Dna: e Poti N 
la puterea m-a şi aaunându-le, obtinem: 

15) Spit SC piPn (pr + Pa) 
- 

SC pa ph (pr + pr?) 
3 

1 rm 

Se poate însă ușor observa că: 

pe + Pa = (N Pi Pn) | 
Rămâne deci ca sumele S(pr pn)? să fie determi- 

nate pe altă cale, unde: 

S(p. pn)? = (p. po)? + (P2Pn-)f + - 
Astfel pentru m = 2, avem: 

16) Sp -N2- e) —2.S(:Pr) 

unde avem: 

17) OS(p.pn)= NIN e) — (10 e(ab e...) 

Pentru n = 3 avem: | 

a 1 18) Sp — 3 NE. (N) — 3N . S(p. Pr) 

1) Dată de D-l 1. B. Florescu în Gazeta Matematică, 

XLVII - 467. :
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Pentru n —4 avem: 

19) . Spit — NA. 9000) —4N2. S(p, pa) -+ 25p. pai 

Şi tot aşa mai departe. 
Notă. Dacă relaţiun.le 2 dela II, W) le scriem 

sub forma: 

“Pair: = N— p;. 
apoi le ridicăm la, puterea (2n + 1)-a și le adunăm, 
obținem: -- 

20) Sptma- = pm + pm part — AN 

Extinderi asupra numerilor prime cu un număr dat 
şi mai mici ca el - 

Suma numerilor, dintr'un, șir dat de numere conse- 
cutive, prime cu un număr dat 

13. In şirul natural al primelor M numere, suma 
numerilor prime cu N este: 

20) Su (N)= îena _s 2 p(Y) Ă E 2(*) 

ta) et) 
unde N = a, b8, cy 
„In adevăr, Gacă din suma primeior M numere de- 
ducem suma numerilor neprime cu M, 6bţinem suma de mai sus. Insă observăm că avem în acest şir: 

M 
E (27) multiplii ai factoruiui a; 

M 
„BE () > - » 5... b;
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Dar între aceștia se găsesc multipli în acelaș timp 
și ai produselor: ab, ac,. ...apoi ai produselor. ; . 
abc ,abd,. . . și așa mai departe, de care trebue 
să se ţie seamă, ca la I 21), unde s'a stabilit expresia 
lui IM(N). _ 

Insumând apoi aceste numere neprime cu N și 

scăzându-le din suma primelor M numere, deducem 
tormula 20). - 

Exemplu. Fie M =— 20 şi N — 14, atunci: 

Sm(14)=2-+20. 21 — E 10. ur. 2. arie. 2—93 

1-F9--5:4-0$ ăr:p18-4-15.4 1-19 28 

14. In șirul natural al primelor M numere, suma 
numerilor prime cu N și cu M (subordonate lui M) 
este: 

21) | Su (NM) = 2M(M + ps „E (). 

(ere (09) ba(3) 
unde. a, b', c',.. .. , sunt actorii primi. ai produ- 

sului M.N. 

Formula, se stabileşte analog celei de mai sus și 

ţinând seamă de cele văzute la 1 (22). 

Exemplu. 

Szo(14, 26) = 2. 20.21 — 2. 10. + Dea. +2. 2. 3] 

| +[ipa-arfa-aro]-0=r 

23-94-11 18-11-4191 

1 5, Suma numerilor prime cu N din șirul de numere 

consecutive dela A la B este dată de ormula: 

22) Sia (N) = Sa(N) — Sa(N)
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In adevăr, avem: 

Sas (N)= 218. (B+) —A.(A+1)] 

=> |ahz(e) a) 

- rs = | 

ste [erat] ate) 
+23) 

In mod analog se poate arăta că: 
23 | S(N) =S.4 (N) +Sa—s(N) +... FSN) > Î Su SA) ) pa su0 4,8... .L, fiina numere cuprinse în şirul dela 1 la N sau M, astfel încât să avem: 

ICASCB<... <L=<N (sau M) 
Exemplu. Fie A=—170, B=20 și N == 18 atunci avem: S10—>20 (18) — S2o (18) — S:0(18) = 13 — 13 =— 60 * Deasemenea : Ă 

a(18) = Sr 0(18) + S10—>s (18) =— 13 + 41 = 54 S20 (18) = Sic (18) + So (18) = 14-+ 60 = 13 

16. Suma numerilor prime cu N subordonate nu- merilor A şi B, din şirul numerilor consecutive dela A la B este dată de formula: 
24) Sa-a(A,B,N) = Sp (4,B,N) — Sa (A.B.N) 
„Cu ajutorul formulelor: 21) .și 22) se poate stabili lesne formula de mai sus. ! 

Exemplu. In cazu) exemplului dela 15 avem: So > 20(10, 20, 18) = 2, (10, 20, 18) — S,0(10, 20, 18) =— 49 —8—41



"17. Să se arate că avem: | 

25) —O—Sa+a(N) = SA(N) + Sa(N) + Ias( N) +R 
unde avem: 0O<|RI< A+ B—IAa(N)— I8(N). 

„ Avem: 

Sara (0)= (A + B)(A+B+1 
* 

  

  
  

să. (445). + (245) 

rase (az) eralei2) 
sete abate) alee) 
a observăm că: 

A + B) (A + B + 1)= zaa+ 1) +. LBB+1+AB 

şi dacă A este un divizor a lui W, care însă ia 

numai valorile: 

a,b,c,. . _ 
ab, ac, ad, ..... 
abc, abd, abe .... 

atunci: 

tei) em) me) a 

unde avem: | + Q 

A B A Tate 
a-2(3)-2(3)+a().a(e 

_ +a(3)-a(3*) 
unde r4 și rp reprezintă restul diviziunei lui A și 

B prin A. . . 

Cum avem: p(atie — 0 sau 1 atunci urmează că: 
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a) Dacă A și B sunt divizibili cu A sau “dau res- 
turi- astfel încât ra + rs<A, atunci: 

a -2(3)x(2) 
b) Dacă A şiB divizați cu A dau resturi astfel 

încât Ac =Ta-+ TB <2Â, atunci: 

aa Sit ate): 
(3) 2) - (Era (2) 103) 

şi | | | — E ( “e ) 

[-(6)) reia a) 
A Ta.Y + ara): e (0) (1432) 

Na AB . | +e(35) 
Prin urmare: 

Sa+s(N) = Sa (N) + Sa (N) p AB—SE (4-8) 

  

a [AB . Ep | $ 
$ [i + (AB). 4 SA.Q4 

unde am notat: R= SA. Q'4 şi unde 

na(a)ma(4) at) 
A.Qu4 = -. -. în primul caz (cazul d): 

oma) ocna) a 
în al doilea caz (cazul b). 

  

Observăm acum că: 

AB AB ii  Iaa(N) —AB— E (48) xx (AB Mas) —AB- e( rep) i in 
N



o 

Apoi : . - 
a) In primul caz văzut mai sus: 

a ea ue) 
E 25) + rare(A ) a (Laz ee aa tea) -, 

E B A Tr T ra B( Er Ina ela 3 )- s[ ze) 
A. : | . . 

NI v) In al doilea caz: 

B.=na(A)+ a(2) 
—a(â)-=(2) 
„FE (4) rE 153) 

unde 74; sâu ra, reprezintă restul. diviziunei lui A 
sau B prin un produs de î factori primi ai lui W. 

Mai observăm apoi că: 
Re = R, + [A — IA(N)I + (B — Ie (N)] 

Dacă acum, „prin absurd, admitem : 

Tai = TB; = A i 

Atunci se observă lesne că: 
OR, > —IA+ B—IA(N) — Is (N) 

OCR-<-+IA+ B—IA (N) — Is (N)I 
Sau, luână valorile absolute: 

O<|RI<A-+B — Ia (N) - Is (N) 
Eztemple. Avem: 

| Sus(8) = 5.8) + Se(8) + I22(8) +R 
= 4—+ 9 +  12-+0 

sut = Su(6) + Sa(6) In (9) FR 

suc) = su05 d sua9 —Î Ia(15) + R 

+ "ao. 

( 

A au = 5.60 + Sue goi Ies(30) -+- R 

  

și 

= + + 26 +15. 
S “ = 5; (8 s, &) Is (8) +R (0 = as Ea ja
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Notă. Dacă facem B — 1, avem : | 

26) Sasa(N) = Sa (N) +0 sau (4A+1) 
după cum (A+1) este divizibil cu W sau prim cu W. 

Se vede dar că în acest caz avem: 

Ia ca+o (N) +R=0 sau (A+ 1) 
Dașă facem A =N şi B= (4. — 1)..W, atunti: 

21) San (N) = Sa (N) + Su nn (N) + Ia. (N) 

Dacă facem în 27) pe rând A=—1,2, 3. ...Ași 
adunăm, atunci avem: ” 

28). San(N) = A. a) + Sa) 

Dar în baza relaţiilor 29) dela I, 26, avem: 

Luxe (N) =. Im2(N) = i. Ne(N) 
Deci vom avea: 

29) Sa) A. 30) ++ ACAD) 
A. o(N) : 

Exemplu. Avem: 

S:. (6) = 32. c(6) — 54 

S2. 2(7) = 2% .o(7) = 84 

Ținând seamă de formula 30) dela I, 26, observăm 
că avem: 

1 
| 

„- 30) N San (N) = AN. Ian(N) 

Formulă care generalizează relația obicinuită a 
lui c(N). | 

De aci vedem că avem: 

32) Sa.n(N) + San (N) — (A2 + B:).o(N) 
Relaţia putând fi extinsă la oricâţi termeni 

vom voi. ”
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Deasemenea : | 

33) San(N) — San(N) — (E — A?) .a(N) 
Şi în fine: | 

34) Sana. (N) == (B? — A?) .s(N) 

18, Să se arate că: | 

35) Sa-sa(N) — Sa-sa-u(N) =0 sau B 
după cum B este heprim sau prim cu N şi: - -- 

36) Sa=B(N) — Stana (N) =0 sau (B—A4) 

după cum A și B sunt neprimi sau primi cu N. 
- In. primul caz relația este evidentă, dacă scrim 
şirul de numere dela A la B sau la (B—1) unde 
vedem că diferă numai cu B. 

In al doilea caz, şirurile diferă cu numerile A şi B, 
(4—1) și (8—1); deci dacă A este neprim cu W, 
atunci (4 — 1) va fi prim, fapt similar cu B și (8-1). 
Așa, dar vom avea diferenţa (4—B) în orice caz. 

Relaţiile pot fi stabilite şi drept o aplicaţiune a 
relației generale din 12) (II, 15). 

Notă. Ţinând seamă de 35) (ID) avem: 

A=B—l 

3 [Sas (N) Saca O) = B.Is (N) A=1 

Sau dacă N=—A: 

A=B—] 

38) A [Sasa (4)—Saoa- p(4)l=B -P(B. LINIA 
A=



CAPITOLUL III 

Produsul numerilor prime cu un număr dat şi mai 
mici decât el 

4. Stabilirea formulei. 

Fie N — a«, atunci numerile neprime cu N și mai 
mici decât el sunt: 

N a, 2a, 3a, a T .a 

Dacă din produsul tuturor numerilor până la N, 
deducem, prin împărţire, produsul tuturor numerilor 
neprime, atunci ne rămâne produsul numerilor prime 
cu N și mai mici ca el, adică: 

N! 

  

N N a a 

Vom admite totdeauna II(1 )=1.



a 
Fie N=a«.bî, atunci numerile. neprime cu N şi 

mai mici decât el sunt: 

a, 2a, 3a,. 

2 i
 

b, 2b, 3b,. 

Dar în aceste două şiruri există numere egale, mul- 
“tiple în acelaș timp şi de a și de b, deci de ab și 

sunt în număr de (2) Dar ele fiind în ambele şiruri, 

trebuesc deduse din produs odată. Aceasta ne face 
să scrim că: 

  

na N! (2) (ab) 35 
TN N 

_ | (2) ! (3) la a bb 
2 a b 

Observând însă că: | 

. N N N N 

Ara tab 
Mai putem scrie: 

IN NN PN) PN) E a/ |b |
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Fie' N — ax. bî.cr, atunci numerile. neprime cu 
N sunt: i 

a, 2a, 3a,. Na 
a 

N bb 3 b 

ce, 3, 3,.. N e 
e 

„Iar numerile cari vor fi comune la două șiruri, 

sunt : 
i N 

ab, 2ab, 3ab, „— .ab 
ab 

ac, Zâc, 3ac, . N „ac 
| ac 

” be, 2be, 3bc, . N „be. 
be 

Vom elimina deci câte un rând din aceste numere. 

Insă vor mai exista. și un șir de numere comun 

la toate trei şiruri din prima categorie şi anume: 

, N 
abc, 2abc, 3abc, . . . —.abc 

| . abe | 

Vom adăoga un rând din aceste numere și astfel 
vom avea produsul numerilor neprime cu N. Dedu- 

când apoi acest produs din N, avem: 
N N 

(0) = S (35) (45) (+5) (ab) 35, (ac). po) 

(25) (3) (2) RE ae PI]! 3 5 ce. 250 

SR : ( "la/'ie/labe laa „pb .ce.(abc) 

= — A8b/ Vae/ (be/ 

=) (( 
[N PU) PO) 209 

— (i i = Zi ac-l 
( a “Aa . (=) (23) ! a a-i „BD a -C 

Astfel procedând în imod analog și ținând seamă 

de formula 2) 1, prima relaţie, atunci observăm câ 
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semnul (4-) dela formula 2(1) corespunde semnului 
-(X), iar semnul (—) corespunde semnului împăr” 
țirei, avem:. - : 

RA N N 
N! n(2) 1....Il(aby)a2b ...., II (abeq)abea..:.. 

N 

2) IN) = n() (One): mabe)55 

  

a 

| nn(a( A). i. 

- (N) n(n(2O. Ma... a abe | 
unde N)r=()! GI... 

  

Exemple : 

I. N=2.3.5==69, atunci: 

60 '110!:6r4 

II. Fie N=a.b.c, atunci: 
I - (abc) !a!b!c-: a II(N) = (ab) ! (ac) ! (be) ! abc, poze ca 562 

I(N)= 301201 12131316,3e 53 =—1.7,11.13.17,19.23.29.31,3'7.41,47.49.53.59 

Proprietăţi şi consecinţe 

2. Dacă p(N) reprezintă produsul divizorilor lui 
N atunci avem : 

, 

NI Da 
| PN) 

Dacă lI(W) reprezintă produsul numerilor prime E 
cu N și mai.mici ca el, şi dacă p(N) reprezintă 
Produsul divizorilor lui W,' atunci este evident că 
Yom avea : 

2 pu) 

N!= UD .p(N). 2 
unde 2 reprezinţă produsul numerilor neprime cu 
N. Or, cum 2: 1, înseamyă că vom avea,:. . 

= NI. | 
II (N) 2 — 0 <a. 

a «
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Române acum să arătăm și prima parte a ne- 
egalităţei. Ă 

Insă se vede că, în afară de cazul când N = 2,3, 
4, 6 şi 12 când p(n) > N(W) avem totdeauna 
(N) > p(N). In adevăr: 

Să considerăm șirurile : 

2<a,<a< . . . . < âa 

22 bb <b< ... „  bp unde a<f 
& $ 

atunci vom zice că dacă avem Xa; >> Sb; vom avea Ţ Pi 
a: Ș 

și la; > IV; | 
1 1 

Neegalitatea este evidentă, dacă în general fiecare 
factor b; este mai mic decât a;. 

Dacă admitem apoi că «— B şi Sa; — Yb; =1,ur- 
mează că factorii a,. vor. fi egali cu b; afară de unul 
singur. a +, de pildă, care va fi egal cu(b, + 1). Atunci inseamnă că vom avea: 

. A A = Na —as ae + D.A 

k 

BI, = by E 
K 

Dar ceilalți factori fiina egali, înseamnă că 4A_ Bo az 7 5, = C. Prin urmare- 

a, = (+ 1).C şi lb, —bu.0 
Deci neegalitatea este satisfăcută și în acest caz. Prin urmare și partea întâia a, neegalităţei este demonstrată. o 
3. Să se arate că dacă; A >B nu putem avea niciodată IL (A) < IL(B). ă 
Este lesne de observat că ar trebui să avem: i Mi Bil(A) < AIT(B) E | Fie: a, factori primi ai lui A şi b; factori primi  
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ai lui B, atunci aplicând formula 1 UD, ar, rebui 
să avem: : 

a—prn( A (A): | 
aa 22 A a2â324 

Pra) 
n(An A ). „a Wagal—i 
Ad S1A2âA3 | - Îi ; 

B B 
— | ! i 

G-bru(555)'1 (oa) 
B)u(_A 22 

! Pa Vbipiz 
II (=) N (ez 237)! bi 

Dar observăra că, dacă A > B, avem 

(4-—D!>8-p! 
Iar dacă scrim acum neegalitatea sub forma: 

4-9! (4) ! (az) ! 

8-9! | n(55,.) | (e) 
_ PCA) 

n (A): u( A ) Maia 
a = Vanazaa/ | 
By 7 E n Oa pe e n 

II (2 — E i 
( b, ) (pre) | ai o“ 

unde Q,,2,, reprezintă întregii sau fracţiunile” câri 

rezultă din faptul că unul din numerile 4 sau B 

are mai mulţi factori primi. 
Presupunem .că A şi B au acelaș, număr a de 

factori piimi, atunci âr trebui să avem: - 

bai) (cir) “Na.a2.....âox Aa doea 

, b,b2 ..... bax i b,ba.... Da: 4 

unde 2k < n. De aci rezultă că trebuesă avem: . 
Da < 0. 

Dacă n. este par, atunci vom putea avea = 2k: 

  

  

  

< 

  

. s ea Qui 
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Dacă n este impar, cazul este cu totul defavorabil, 
căci ne rămâne în membrul al doilea la numitor 
expresia : 

- 

(ce AI buba..ba 7 
care nu-şi are corespondent Ja, numărător. 

Dar să admitem cazul cel mai favorabili, când n este par și dacă mai admitem că. în adevăr avem b<a, atunei toate fracţiunile din membrul întâi 
sunt mai mici ca respectivele lor din: membrul al 
doilea. : 

Insă le vom presupune egale, caz şi mai Gefavo- 
rabil, atunci, ţinând seamă că Q.,=Q.=0Q,=1, 
ne rămâne: ! 

  

e(A) 

(A—1)! _ Ma ai 
. (SZI)I S ?(B) | lb, bi= 

Pentru cazul când î = z avem : 

(AD bb e B._ 1) tab) | 
Ori cum A>B şi b.<a,, urmează că ar trebui să 

avem a, foarte mic față de f,, dar aceasta nu este posibil, căci n'am mai avea A > 8. | 
. Deasemenea, pentru îi=— 7 » 2, rezultă că exponenţii 4 Și a trebue să fie mici față de $, şi f, ceeace 

iar nu se poate. - | 
"Şi astfel, ain aproape în aproape, analizând valo- rile, ajungem la imposibilitatea dată. 
4. Produsul produselor tuturor numerilor prime cu divizorii unui număr şi mai mici ca ei, este: 

3) Onna) Ni 
N aa 

Ia2*  a—4 

n fiind numărul divizorilor numărului dat. . 
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.Pie N — ae, atunci divizorii lui sunt: 

1, a, a3,. .. . .a&« _ | 

„Or, produsul numerilor prime cu ai şi mai mici 
decât el este; după cum am văzut la 1 (III): 

    

ai ! - - 
Ii (ai) = ———— 

ai—l ! aa— Pi 

„Prin urmare: 

a 2 ] E: | a! az! a ! 
UI li(a; =1.—. ala i: * ÎI ea pati 

1 | a a!a aa 1) aa & 

| aa! N! 
aa „a-l     

, a a—l a a—!1 

Fie N—aa. b?, atunci divizorii vor fi: 

La,a2......a. | o 
b, 2. . ... . bâ 

ab, ab ,. . . .ab 

“a.b2, a2.pt, , . aa.b2 

a.bB, a2.b8 . . .ac.bb 

Produsul primelor două şiruri este: 

aa! . bă! 

aa— o bâ—   
Ă a a—l a b— - 

Apoi ştim că: | 

(aa. bt )= 

(aa.b) ! (a.— . bi)! 
(aa—1. 8)! (a .bt—) aa 21.514) „pa 4-A: P-ta 
  

Fâcând: = 1,2, 3,. . . şi înmulţind apoirela- 
țiiie între ele, obţinem : 

(b;—D)!. (a«.bi)! 
bal. 

(8)! (aa. bi— 1 abf-ie—pa-i pf. 0-0) aa 

  

N
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Făcând apoi: f=1,2,3,.. -P și înmulţind te- 
laţiile între ele, obținem : - 

(aa.b&) ! 
  

o fa 
o (aaa 

a &—1 

(b8 ) ] (a«) ! a a b6-v _po= 

Inmulțind apoi şi cu primele două produse, avem: 

  

  

: ! N! 
In (a, >= _ (az.b8)! = _ = 
1 p aă-— pa abB—1 pBă%a „pbi- 

aa a—l .b b-1 a a—i .b b—i 

Sau în general avem formula, din 3). 
Exemolu. Fie N=22.3.5, atunci aivizorii lui sunt: 

1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 
Prin urmare: 
(1) = 1; 12) =; U(3)=3; (4) = 
I( 5) = 23.3; N(6) = 5; I (10) = 35,7 
UI (12) = 5.711; II(15) =— 27.9.11.13 
N (20) == 33,7,11.13.17.19 ă 
n (30) = 7.11.13.17.19.23.29 
H(60) = 1.11.13.17,19.23.29.31.37.41.43.47.49.53.59 

  

12 (22.3.5)! 60: 
DICA) = 353 05 a 215 320 ra 

2 3.5 
Iar pe de altă parte: 

12 

E. (di) = 211,89.52.15.115.134,1'1%,193.232.292.31.37 41.43 4'7,49,53,59- 1 

Comparâna rezultatele, vedem că: 
— exponentul cel mai mare al lui 2 care împarte pe 60! este: 

(2) + (9) (rule ref) 30 +154+7+3+1= 56 = 11 ++ 45 
" — exponentul cel mai mare al lui 3 este: , 

60 60 — E (— E |—| — 20-+64+2 — = 8-+4+29 e (3) + (3) + (8) mo + — exponentul ce! mai mare al lui 5 este : Ă 
60 6) __ e (5) + e (£) —12+2 

şi tot aşa mai departe.
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Divizibilităţi în legătură cu produsul numerilor | 

prime cu un număr dat şi mai mici ca el 

5. Divizibilităţi ale produselor parțiale. 

Dacă scriem relaţiunile 2) dela II (1) sub forma: 

P» =N-—P. | 
= N 4. i Pai Pe a 

[e Sea 

Pon = N—P 

unde pu, D2,. . : Pa reprezintă numerile prime cu 

N şi mai mici ca el, apoi dacă înmulţim între ele 

aceste egalități, obținem : 

5)  Pn=ia.: Pnoiţa e e Pn = WN+(—1), .PaPa.. -Pi. 

a , n 
Păcând î = - avem : 

Pa Pa up Pa SANI (IP. pi-p2 Pa 

P..p2. E + Pa = AN=(—D2. (pi - pz- . + Pal 

Dacă facem notaţiunile : 

P,=PaPe. . + Pn Și Po= Pa Pa, . Pa 

” 2 2 | 

atunci avem : 

D 

| PP, — (1)2.P, = AN 
n 

1) P, . Pa— (17. P2 = AN 
n 

P2 — (—1)2.P,. Pa= AN 

Ridicâna prima. relaţie la patrat, avem : 

_ _ 

8) P2 + P2; —2: (—D7.P,. Pa = AN



n 

2 Inmulţină ultima. cu (—1)2, avem: 

9) Caz. pe, —p,. Pa = AN 
Adunând cu a doua din 7), obţinem: 

10) OP PE AN 
Ridicând prima relaţie din 7) la puterea m-a, avem: 

11) Pam (— par! Ppn — MN 
Inmulţind relaţia 10) cu Pe apoi cu P, 2, obţinem: 

[IL (N) 2 =— Pt — AN 
12) i 

| Pa 4 — [I(N)P = AN 

unde II (N) — P,. Pa. 

Dar după o cunoscută teoremă 1), pe care o vom 
demonstra mai jos, ştim că: 

13) EI (N)R—1 = NN 

“Prin urmare: avem : 

i | P,* — 1 — NN 

14) P„t—1.: = WIN 
| Pt Pay —2=—N 

Dacă relaţia: 

pi = P+p+. .. Pa = 9(N) 
o ridicăm la puterea m-a, atunci avem: 

15) pr, + ă aTBT a Due. pz Pana = HN 

unde a + + îs e =, 

  

1) Ezercice d'Aritmetique par Kpritz-Patrik et Chevrel, 418.



::Dar, conform relaţiei 20) dela 11 (12), prima parte 
a sumei este MN, atunci pentru m impar vom avea şi: 

„m! ; 
10) apr Pi-P „pi = AN 

6. Să se arate că: | 

(UL (N)pm — 1 = AN 

m fiind un întreg şi pozitiv. oarecare. 

In adevăr, dacă plecăm dela relaţiile 4) dela zar 
(4) şi le înmulţim câte (2k +!) între ele. apoi le 

adunăm, obţinem: = 

17) 0 O25p-.pa... Papa = AN 

„Cum n este totdeauna par, urmează că vom avea: 

18) 2% p,.P2- . Pa = AN 

Dar, de aci, rezultă că fiecare termen al sumei 
este prim cu W, deci vom avea: 

„Pi. Pe: e Pia: Pi: Pa = MN +a | 
Dar resturile r; reproduc într'o ordine oarecare 

numerile p; şi deci vom avea: 

19) (p..p2. . -Pn) — UN + Bi: ri, . 

- Făcând apoi i= 1, 2,3,...n şi. înmulţină între 
ele toate relaţiile, vedem că : 
20) (p,. Pac: Pn ) = AN + (Pa - P2.-:--Pn) (e, - Te-a) 

Dar am văzut că: 

P-Pa. e Pa Sea. e e En 

Prin urmare: _ ” 

(p..pz. . - Ph)? —1—AN: 
23) sau : 

"A EI(N)Pm — 1 = MN 

deoarece n este par.
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„Dar în 20); ţinând seamă că n=e(N), avem 
după teorema lui Euler: : 

DIN) = AN +1 
Deci ne rămâne: 

[NE —1 N. 
Relaţiunea 18) ne mai permite să scrim: 

n j] n 

24) > — Xp; = AN 
2 Pi 2 

7. Să se arate că pentru N=—k.p unde k este un 
număr oarecare superior lui 2, iar pun număr prim 
absolut, mai mare ca oricare din factorii primi ai 
lui k, avem: “ 

25) (p2— D.(p5—D. (Po DD =AN 
P» Ps. . -Pn fiind numerile prime cu N şi mai 
mici ca el (p.— 1). 

Ia adevăr, pentru k=1 avem: 

p:—2; Ps=3,. . -Po=p-—l 
Deci printre factorii (p; — 1) nu vom găsi pe 

factorul p. ii 
Pentru N=2 avem: - 

Pz—3, Pz=5, . - Pi —p—2; Piri =p+2. -Pa=2p—1 
Dar nici printre aceştia nu vom găsi factorul 9. 

“Pentru k>2, vom găsi neapărat factorul p; = 
(k—î)p+1, deci (p; —1) == Mp. Deasemenea vom 
găsi și ceilalţi factori ai lui k, deoarece ei sunt in- 
feriori lui p. 

Notă. Pentru k =1 avem: | 

(p—1)!4+1=Wp: 
adică tocmai teorema lui Wilson. 

Iar pentru k = 2 avem: 

îL(pi — 1) = 20, e Do 2. (p—2!
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Dar ştim că 1: 

(p—2)! = Wp + 1 
Prin urmare : 

în; —1) = Mp + 20 
Şi dacă p>2, atunci : 

26) (pi —1) = Hp IL 

E.xtinderi asupra produsului numerilor prime cu un 

număr dat şi mai mici decât el 

Produsul numerilor, dintrun şir dat de numere consecu- 

tive, prime cu un număr dat 

8. In şirul natural al primelor M numere, produsul 

_ numerilor prime cu N esie.: 

21)  Pu(N) = 

| Mu! si SE et) 
  

unde a, b, €,. . . sunt factori primi ai lui N. 

Plecând dela formula 21) 1 (21) și formula 1) 

dela III (1), avem: 

Pentru N = aa, numerile neprime cu N din şirul 

numerilor până la M sunt: 

M 
a, 23, . . . a.B|— 

a   
Deci produsul căutat va fi: 

“ M! 

PCD Ma a(%) a (a) 

1) Ezercices a Aritmetique par Fritz- Patrich et Chevrel, 

“pag. 427. 
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Pentru N — a&b? numerile reprime: cu N din şirul - 
natural al numerilor până la M sunt: 

20... a.B(M) 
o | a 

RE | M 
bb. BM). 

Dar vom avea în ambele șiruri numerile : 

ab, 2ab, ..:. ab.E£ (2) 
ab 

Deci, produsul căutat va fi: o N 

MIE (25 abs (A) _ 

Cai) că sti 
Și tot așa procedând, ajungem la formula, 25). 
Exemplu. 

Pu(N) —     
  

_ 10! 
 Pso(15) — ITZI ge > 201 — L241a 

9. In șirul natural al primelor M numere, produsul 
„Rumerilor prime cu N și M (subordonate M) este: 

23) Pu(N,M) = 

„Ming (A)! a Labe (as) 

ne (A) ne (A Bic . „Il(a”) e (ar ) averi (să 
7 

a,b, fiind „Jactori primi ai produsului 
M.N. 

Formula se stabileşte cu ușurință urmând aceiași 
cale ca pentru formula 25) III. 

Exemplu. 

    

„zou(10) E 
= i Po(15, 10) = RR nat AI a „BII402, 805 at
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10. In şirul numerilor consecutive dela A la: B, 
produsul numerilor prime cu N este: 

zi DEA) ne(2)i 
29) Pas (N A (0), (a 

. B 

u (ab)E las) 

II (a)e (7)-2(4-) 
unde a, b, c,. . . sunt factori primi ai lui N. 

In adevăr, formula se stabileşte cu ușurință, ținând 
seamă că avem: 

— ge OM | 

Această expresiune nu: este întotdeauna întreagă. 
Inlocuind expresiunile lui Pa (N) şi Pe (N) şi ordo- 
nând convenabil termenii, obțirem formula de 
mai sus. 

  

Exemplu. . 201 5 ai . 6 , 
!- . . nt ” 

Proy20 (12) = dor: 101 6 TI n Dios = 11.13.1719 . 

Notă. - 
Pe o cale analoagă se constată că avem: | 

30) | IN) = Pi-a (N) . Pass(N) . . . Pn(N) 
- Pm(N)= Pra (N) . Pass (N) . . Pr>u(N) 

4, B,. . .L fiind numere cuprinse în șirul de nu- 
mere naturale până la M. : 

11. Să se exprime Pass(N), în funcţie de Fa (4) 
şi Pa (N). ; 

Formula 27 (III) ne permite să scrim că: 

31) "PaA+B(N) = 

(4+8) !ug (45) 

na(A-E5) ue (2-5), ta) E 

          an /. 

  

222)            
b
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Cum însă avem: 

(A+ B)! 
Ca ia Ca a A! B! 

urmează că vom putea scrie: 

4A+B)!—0,.A!B! 
A+B A B 

E ( A &EE), — — a a(a)z(3)! 
unde A poate lua valorile (a,b,. . .);(ab,ac,... , 
(abc, acd,. . .) ete... 

& = Cats Cass 
E 

ai e (4) _ n (2) + e(tate) 

Copa Cohia 
unde ra şi rg reprezintă resturile diviziunei lui A și 
B prin A. 

Dacă apoi Q, corespunde lui A.— 1; Q, luiA = 
a, b,c,. 3 Q2 lui A= ab, ac, be. ..; Qului 
A = abc, acd, ace,. . . atunci avem: 

32) Pa+a(N) — Pa (N) . Pa(N) . În at 
1 ge. . 

1 

s (4) 

X 

unde: 

UIQ, =" = 

[cj
 > 

  

[co
 

î 
gl
> 

î
s
 

a
 

C 
m-C 

4-8) 

ab 
  

(3) 
il:
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P 

  

o 

  

a (2 (4) 
| Ca) 
Dar cum în conformitate cu formula 29 III, avem: 

33) PA+s (N) = PA (N) * PAta+B) (N) 
- = Pa (N) . Po a+a) (N) 

Urmează dar că rapoartele : 

R — —Patara((N)_ _ Poosua+a (N) 

  

Ps (N) Pa (N) 
_ Qo.IlQ2. ., x — 1 

INQ,.IQ,. .. Ila(4+8)—1AyB(N) 

vor putea avea 'valori întregi numai dacă numerile 
prime cu W din şirul până la B se vor găsi în şirul 
numerilor prime 'cu N din șirul dela A la (4+8), 
sau acele prime cu Y din şirul până la A, se vor 
găsi în șirul dela B la (4+8B). Aceasta se întâmplă 
însă foarte rar și în special când N este un număr 
prim, deoarece în acest caz avem : 

a-pi= ara CC 
unde simbolul combinărilor reprezintă numere întregi. 
Deasemenea pot lua valori întregi când W sau di- . 

vizorii lui sunt primi cu (4+B). | 
In orice caz însă R va cuprinde numerile prime 

cu N din șirul dela Bla (4+B), dacă ele sunt prime 
şi cu restul numerilor . până la B. | E 
Exemple: - 

D. Pao(10) = 1.3.1.9,11,18.17,19 
| = Pa(18) . Ps2(10).. R 

= (1.30). 031940). (asazas) 
1.3.7
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Apoi: 
13.17.19 9.11:43.17.19 - ——Pa=y2(10) 

R = 137 = 13191 = Pa(10) 
13.17.19 P.2—2o (10) 

O 13 PACO) 
II). Pro(11) = 10! = 416!(2.3.51) = PA(11) . PUD .R 
sl 

a Poovio(1)_ 101 OPuyuulil) 10 sn R = PUD > 26 PUD > rar = 
III). Pu(35) = 1.2.3.4.5,6.8.9.11 = P3(35) , P,(35),, R 

= (1.2.8.4) . (1.2.3.4.6) . (3.11) 
şi 

P—>2(35) 8.9.11 

R = Pu(35) > Taza > 81! 
Ps: (35) 6.8911 311 

D035) 7 13346 > 

Notă. Observăm că, dacă A=A'. A şi B=B'.A 
atunci: 

A+B)! A'+B')! = aia) și 0 Q,—. „= MID) 
Dacă admitem apoi 4A'=B'— 17, atunci este lesne 

de văzut că: 

| 

12. Să se arate că avem: 

  

Pros(N) _ Ps) 
ss ii = 0 sau B. ) Paz (B—D (N) Ps—p (N) sa 

| a Ps-(N)_ __ Pa(N A 
35) Pra-v— 8-a (N)= Poa(N)_ _Ps(N) ) 

Pa (N) PAN): 

  

și - E 
| Pa->s(N). B 36 D= = 1 sau ) Pra s-a (N) A—1 

Scriind toate şirurile de numere și examinând ca- 
zurile când: (4A—1), A; (8B—1) şi B sunt sau nu 
prime cu W, atunci obţinem lesne relaţiile de mai sus. 

 



  
ANEXĂ o 

Asupra distribuţiei de Sumere prime 

1. Numărul numerilor prime cuprins între A şi B 
este dat de funcțiunea : 

IAB [2.38.5711 . . . VB 
unde paranteza reprezintă produsul tuturor nume- 
rilor prime până la cel mai mare tuimăr prim, care 
este imediat inferior întregului din |B şi pe care 
îl notăm. cu (8), iar funcţia Ia_yn(N) reprezintă - 
numărul numerilor prime cu N din intervalul de 
numere delă A la B. - 

Este ușor de constatat că numerile cuprinse în 
intervalul de numere dela A la B și cari sunt prime 
cu produsul numerilor prime până la (/8) inclu- 
siv, vor fi ele însăşi numere prime. 

In adevăr, dacă P reprezintă un număr compus, 
cuprins în intervalul dela A la B, el va avea factori | 

primi mai mici decât (8), deci nu va fi prim cu 
„paranteza. Dacă însă P va fi prim cu paranteza, 
rămânând inferior lui B (cuprins fiind între A şi B) 
va li desigur un număr prim, număr care se va 

găsi de fapt în intervalul dela (8) 1a B, dacă (VB>A. 

„2. Intre numerile n(n+1) și (n4+-1)2 va ezista tot- 
deauna cel puțin un număr prim. :
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Pentru a stabili aceasta, vom căuta să qetermi- năm numerile A şi B din relația: 
Ia->B[2.3.5.7.11. . . (VB]=1 

ceeace corespunde cazului când în intervalul dela A la B ar exista un singur număr prim. 
Vom pune B=Az și cum știm că: 

Ia->s (N) = Is (N) — IA (N) și 
Ia (N) — Ia+x(N) = Ia (N) + + (N) —e 

Ținând seâmă că = —0 sau 1, vom lua: 
Is (N) < IA (N) + 1. (N) 

Prin urmare : 

Ia-a(N) ZI, (N) 
Sau în cazul nostru ; 

„Tae 235741... (V5)] <1,02.3.51711. . (5) 
„Dar nu trebue să se neglijeze faptul că 1,[ ] re- prezintă numerile prime cu paranteză, însă numai 
între (8) şi z, sau între z şi (8). 

Dar, pentru ca în intervalul dela A la B să avem 
un singur număr prim, trebue ca zz (/8).: Cum însă nu putem determina cu precizie pe z, în raport 
de (/8), vom admite z — (E), în acest caz vom fi obligați să spunem că între A și B trebue să avem cel puțin un număr prim. 

- Cum însă avem B-A +7, vom avea atunci 
A = B— (VB) şi aeci dacă notăm cu: n= (8), obținem : 

A=n.(0+1) şi B= (na): De aci rezultă următoarea consecință : „intre patratele a două numere consecutive este totdeauna cel Puțin un număr prime, 
Observaţii : 
I) După teorema lui Bertrand de monstrată de Yehebycheff ştim că: 

. -
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„Pentru 2x >>", între x şi 2(x — 1) este cel puțin un nu- 
măr prim“. - - 

Dar intervalul [2 —> 2(2 —1)1] este mai mare câ in(n+1) > 
(n1+1)]?, fapt uşor de constatat deoarece, dacă z—n. (n - 
observăm că : 

2(x—1)> (n +12 
pentru n > 3. 

II) Dacă admitem că B=—z. A, atunci : 
I8 (N = Ix.A(N) = x.Ia (N) —j 

unde 0cj< x. Deci: . 
, IA—B(N) = (3 — 1). ZA (N) —j 
Pentru cazul când 4=(/8) avem ZA (N) = 1, iar pentru 

cazul când (VB) <A < B, atunci: 74 (N) =7, 
Vom lua însă cazul cel mai defavorabil când A este foarte 

apropiat de B şi =—0 şi deci înlocuind ZA (N) prin 8 (N) 
şi apoi I8 (N) prin z, avem: 

" TA=B(N) = (a—1).x=1 
Adică z=— 1,618. . ., deci: 
„Intre n şi 1,618. n este cel puţin un număr prim“, 
Această proprietate este mai interesantă decât prima, sta- 

bilită mai sus, deoarece limitele intervalului nu sunt numere 
compuse. 

35. Intre A și B este un număr mai mic de numere 
prime decât între k.A și k.B pentru k >1. 

Fie: | 
n = TaoB[235711. ..V5] 

şi | | 
Nk = Ixayka [2.35.7111  .. (Vk.B)] 

Trebue să arătăm că n,<nmy. 
Vom pune B=— A+, atunci vom avea: 

As (2.35.7.11. . (VB8)] =14[2.3.5.711. . (VB)]—e 
Ira [2.3.5.7.11...(Vk.B)] = Ie [2.3.5.7.11... VERB) — e 
Cum însă: 7+[ Il ] deoarece pentru z=(/8) . 

avăm kz>(Vk.B), urmează că n, <n,, adică inter- 
valul de numere [(/8)—z] este mai mic decât in- 
tervalul de numere [(/&.8)-—k.z].
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Observaţii : 

Pentru A=1, 8B=n şi k=—n constatăm că: 
Intre 1 și n este un număr mai mic: de numere prime 

decât între n şi n?. 

II) Pentru k=A avem: 
Intre A şi B este un număr mai mic de numere prime 

decât între A? şi A.B. 

III) Pentru k=B, avem: - 
Intre A şi B este un număr mai mic de numere prime 

decât între AB şi B:. | 
IV) Proprietatea 2 se poate deasemenea, stabili dacă pu- 

nem B=s.A, în care caz avem: 

Iza J—IAl JCIx.xal l=Ixal 1] 
ceeace se reduce la: 

IAL J<lxal ] 
Unde se vede că între 7 și A sunt mai puţine numere 

prime decât între 1 și k&.A. Ă 

4. Intre (k—1).N şi k.N sunt mai puține numere 
prime decât între 1 şi (k—1).N, pentru k>1. 

Trebue deci să arătăm că: 
Ion [2.3.5.7.11.....(V(& —D.N)] 

< Lao [2.3.5.7.11.....(Vk.N)] 
Inlocuind însă în primul membru QC k—1).N) prin 

(Vk.N) deoarece nu se schimbă nimic, rămâne să 
arătăm că: 

2Ia-v.nl IS Ia ] 
Dar cum ştim că: 

Ik. | ] — (k—1) . In | ] — În 
unde 0<j, <k—1 şi: o 

Iei I=E-Inl je 
„unde 0£j, <k, urmează că: 

| (&—2) Int 1>2i—j | 
Dar chiar dacă, prin imposibil, admitem Î=k—l 

Şi j = 0, atunci deoarece avem În ]2>2, neegali- 
tatea va subzista.. |
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Insă mai putem scrie succesiv : 

IN I>Ienl 1]—Iix-n ll] 
2 Inn I> Iun |] 
2 INN ] = Icon 1+ In j—e 

Isn-nl 1>Iul ]—e 

Ceeace este evident, deoarece pentru Fk > 2 sunt mai 
multe numere prime între 1 și (&—1).N decât 
între 1 şi N. 

Observaţii : 

I) Pentru k=—2 vedem că: 
intre 1 şi N sunt mai multe numere prime decât între 

N și 2N. | 
Această proprietate este de mult cunoscută. 

II) Pentru k=—N avem: 

Intre (N—1)N şi N? sunt mai multe numere prime decât 

între 1 şi (N—I)N, . 

III) Intre 1 şi N? sunt mai multe numere prime decât 
între N* şi N. (N+I).
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