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PREFACIA

LA EDITIUNEA ANTEIA

Elementele presinte de Algebra suntu fructulu me-
ditatiuniloru de patru anni. In patru ronduri am pro-
fessatu aceste elemente, facendu_pre fia-care annu, ess
perientie noue in privinti’a predarei loru, sk, hé’siiti
fericitu, deca mi este permissu a crede co & impli-
mitu_scopulu ce mi propuncamu, adico de a descepta
interessulu pentru studiulu sciintieloru essacte, si de a

-pune junimea studiosa in stare de a urma acestu st
liu mai departe si cu suceessu. Observatiunea con-
iciintiosa si esperienti’a din tote dillele mi au aretatu
(o teorille aci cuprinse, form’a si desvoltarea care s'a
datu fia-caria din elle, suntu celle maj potrivite pen-
fru implinirea acellui scopu. Ne mai avendu astad;
gccasiune de a desvolta aceste teorii d'a dreptulu,
eredu a aduce unu ore-care avantagin junimei nostre,
puindu i in mani unu opu serissu in spiritulu lectiuni-
loru ce amu professatu; unu deffectu pote cine-va im-
puta acestoru elemente co cu tota tendinti’a mea, totu
nu suntu reproductiunea fidela a unui cursu facuty de
viua voce, conditiune grea de implinitu, si pre care in
genere majoritatea cartiloru didactice este departe de
a o satisface.

Annulu 1866, BACALOGLO.



PREFACIA

LA EDITIUNEA A DUOA

Lips’a totala de ua carte elementara de Algebra,
difficultatile ce intimpina scolarii de a studiea dupre
carti scrisse in limbi streine si cautarea de care s'a
bucuratu editiunea anteia acestoru elemente, me au
decisu a procede la ua a duoa editiune a lorn. Dimen-
siunile, form’a, sistem’a si desvoltarea materiei au fostu
conservate mai intacte; pentru co esperienti’a din tote
dillele facuta in scolele nostre au continuatu a areta
co suntu celle mai nemerite pentru studiulu acestei
setintie. Mici modificari seu adaose. cari nu influintie-
dia de locu sistem’a, au fostu introduse pre aici si
acolo, pentru implinirea unoru mici lacune, si pentru
a satisface pre catu se pote cereriloru differiteloru pro-
gramme. Me voiu simti fericitu deca si acesta a duoa
editiune va potea fi de veri ua ufilitate junimei scola-
stice.

BacanogLe.



ELEMENTE DE ALGEBRA

CAPITOLU 1.
NOTIUNI PRELIMINARIL

§ 1. INTRODUCERE.

Candu mai multe catimi au intre elle ore-cari relatinni
determinate, adico suntu legate intre elle astu-feliu ca seam-
barea unora sa attraga ua seambare si a celloru-alte , attunci
ne potemu propune sa studiemu legile dupre cari se facu
aceste scambari correlate , sa cunnoscemu proprietatile caracte-
ristice alle catimiloru cari implinescu acelle relatiuni , sa des-
coperimu alte relatiuni noue intre catimile considerate, in fine
sa determinamu cu ajutorulu legaturiloru date catimi enca
necunnoseute : acesta formedia objectulu Matematicei propriu
dissa. Astu-felin candu radi’a unei sfere se scamba , suprafecia
sforei se scamba asemenea; candu temperatur’a unui eorpu
variedia , volumulu lui variedia aSemenezL, ete. Radi’a si supra-
feci’'a sforei, temperatur’a si volumulu corpului suntu catimi
legate intre elle prin ore-cari conditiuni si variatiunile simul-
tane alle loru se facu dupre legi determinate si cunnoscute.
De aci se vede importanti’a Matematicei , care se applica la
Fisica, la Mesanica, Astronomia , ete.



6

A

Deca in studiulu catimilorn si allu relatiunilorn ce le lega
domnesce metod’a representativa, adico deca Iu facemu cu
ajutorulu figuriloru si ne preoccupamu de proprietatile acestorn
din mrma, attunci formamu acea parte a matematicei care
porta numele de Gteometria in tota estensiune. Deca din contra
ne servimu de metoda calculativa, adico deca ne servimu de
calenlu cu,numere, (indifferentu deca acesten suntu aretate cu
cifre seu cu littere), attunci formamu partea matematicei nu-
mita Analisa matematica. Algebr'a este numai ua parte ele-
mentara, ua introducere Ia analisa matematica,

Ua catime care variedia precum temperatur’a unui corpu ,
si aduce printr'acesta varietiunile altoru catimi, eari depindun
de densa, s.e. dilatatiunea corpuriloru, se numesce ua
variabila. Catimile cari depindu de acesta variabila si cari se
seamba impreuna cu densa se numesen functiuni alle acestorn
variabile.

(a sa esprimamu catimile ne servimu de litterile alfahetu-
lui; apoi servindu-ne si de ore-cari semne, S.e. acella allu
adunarei , allu seaderei, allu potrivirei, efc., potemu esprima
mtr'nnu modu precisu si seurtu tote relatiunile ce ne potemu

'inchipui intre differite catimi,

Catimile cunnoscute si pre acellea cari nefiindu suppuse la
varietiuni le numimu constante , le insemnamn obicinuity prin
celle d’anteiu littere alle alfabetului a, b, e,...; era pre celle
necunnoscute si variebile, prin celle din urma littere R IO
cu tote acestea nu essista na regula fissa pentru acesta dis-
tinctiune.

Catimile potu fi intreei seu fractionare, rationale sen
commensurabile si irrationale seu incommensurabile , positive
sen negative, etc. Ua catime affectata de semnulu radi-
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calu v se numesce ua eatime irrationala seu incommensu-
rabila.

Catimile in natura nu suntu nici positive, nici negative ;
elle essista intr’unu modu absolutu, Noi, comparandu-le intre
elle gasimu, co unele au unu modu de essistentia oppusu la
altele, s.e. 500 lei considerati ca capitalu esprima unu ce cu
totulu oppusu la 500 lei considerati ¢a datoria ; ua distantia
de 10 stanjeni spre resaritulu unui puntu este cu totulu dif-
feritu de aceia’si distantia stimata, spre apusu. Ne invoimn -
dera sa numimu positive catimile stimate intr’unu sensu, ora
negative pre celle stimate in sensu contrariu,

Espressiune algebrica se numesce impreunarea mai mul-
toru catimi (litterare seu numerare) legate prin semnele cun-
noscute alle Algebrei, s. os. az?+3bx —7en—q2.

Unu termenu este impreunarea mai multoru catimj cari nu
se despartu intre elle prin semnulu & sey —;5s.e8. 4a zy.

Ua espressiune de unu termenu se numesce monomu; de
duoi termeni, binomuw : atb; de trei, trinomu ; atb+e; de
mai multi termeni, polinomy - atb+tc+d+te.

Coefficientu se numesce ua catime cunnoscuta (litterara
Seu numerica ) prin care se afla immultita ua alta catime, in
genere necunnoscuta. Astufelin in espressiunile : 5z,— 7qy?,
bea?, coefficientulu lui z s y suntu 5, 7a si be; de multe ori
numimu coefficienti tote catimile cunnoscute cari intra intr’ug
espressiune algebrica. Coefficientii potu fi in multe casuri si
catimi necunnoseute pre cari ne potemu propune a determina.

Termeni asemenea numimu aceii car nu se deosebescu de
catu prin semnulu + sen — gi prin coefficienti. Asia : + 523
st + 73, 4 4az2 & —5ba®, ‘aw 8 + by §i —ex s =
suntu termeni asemenes, ! 2

o . = g m el

=
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Fsponentw. se numesce unu numeru seu ua littera care se
serie la drepta unei littere (sen numeru ) si ceva mai susu si
care areta de cate-ori acesta littera este luata ca factorn,
s.e8. a®, b°, a™ 1" unde 3, 5, m si n suntu esponenti.

Unu polinomu se numesce omogenw , candu summ'a espo-
nentiloru din fia-care termenu allu lui este unu numerun con-
stantu. Astu-feliu polinomulu :

bab%c — 30’y — 7¢%® + b%:® — 6abex
este omogenu, pentru co summ’a esponentiloru in fia-care
termenu este constanta si = 4.

/ § 2. ADUNARE 81 SCADERE.

Adunarea espressiunilorn algebrice se face seriindu-le una
langa alta si fia-care cu semnulu ei. Deca in espressiunea re-
sultanta, seu summ’a, seafla termeni asemenea , iireducemu ,
adico ii impreunamu intr'unulu.

~Essemple. 1°. Sa adunamu polinomele :
1Rb—3¢c —7m+3n si —3b+8¢ — -In+5h.
summ'a este 226 — e — 7+ M — 3+ 8¢ — 9n—+-5h.
seu facendu reductiunea termeniloru asemenea :
9b+5¢—7m— 6n+-5h.
20, Sa adunamu espressiunile :

ard-Fabx®+ abx, pad- pgrd—piqe,—re® L rse?-stz.
summ’a va fi : :

azd+abr?+ a%bz+ pad— por—pgr—rad+rse’+ sz,

seu facendu reductiunea termeniloru asemenea :

(atp-—-r) *+ (ab—pg+rs) z° + (a®b—p3g+s?) z.

Scaderea espressiunilorn algebrice se face seriindu termenii
polinomului scadietoru cu semmnele scambate langa polino-
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mula - descadintu, si facendu reductiunes, termeniloru age-
menea.

Este lesne asi da seams de acestu modu de g opera scade-
rea. In adeveru se scie €0, ca sa scademu d'intr'unu numery
A pre unu alty B trebue sa seriemu A-B, adico trebue sa
seriemu langa A pre B cu semnuly scambatu; dera a scamba
semnulu lui B, va sa diea alu considera intr’uny sensu op-
pusu de eatu acella in care se afla. Deca acum B se compune
din parti, unele positive si altele negative, se intiellege de
sine co scambarea in sensuly lui B nu se pote face altn-feliu,
de catu facendy negative partile Ini Positive, era positive pre
acelle negative ; adico din + q—p sa facemu —a + b, si intoc-
mai acesta este moduly indicatu pentrn oOperarea scaderei,

Essemple. Sa se scadia, espressiunile urmatore g duoa din
cea d’antein : i

10 — 774 3m— 8z, —62—5m—2z4-34 1 8.

Differinti’a va i : e

— X+ 8m— 8z + 63+ 5m+ e —3d—8,
seu facendu reductiuneq termenilorn‘asemenog, eSS
—7f+8m—34-8,
29, (aad 4 b2 4 iy (mx3—nx2——p¢ +q).
= awd 4 pp? L Ad— a3 4 nz? - pr—q,
=(a—m) 234 (b+n) 22+ pg +d—q.
3% (32a+ 3b) — (—da+ 271).
= 32+ 3b -+ 5q— 170,
= 37a—14b,
§ 3. NMULTIRE,

Immultirea a duge espressiuni algebrice se reduce totu de
una la aceea a duoe monome. In casulu celly maj simplu care
se pote presinta, adico acells de a immulti pre g ¢y b, vomuscrie
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CB cu suprafecia — 4 X m; in sensulu
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simplu @ X5, Deca ensa @ si b suniu affectate de ore-cari
semne, attunci vomu avea in genere celle patru casuri possibile :
il Bal o O S TR —b;—a X —b.

Deca ensa ne aducemu a minte de definitiunea immultirei,
dupre care productulu trebue sg resulte din deimmultitulu
+asen —a, precum immultitoraly b seu'— b se afla for-
matu din unime, vomu vedea , eo productulu va fi in fia-care
din acelle patrn casuri :

“+ab, —ab, —ab, + ab.
adico co productulu are semnulu + sen — , dupre cum fac-
forii au amenduoi acellu-asi semnu (ori-care va fi acestu
Semnu ) seu semmne contrarii. y

Ca sa esprimamu mai seurtu unu productu de mai multi
factori, seu ca sa facemu mai en inlesnire differite reductiuni
potemn muta factorii Ini, seriindu Iitterilo asemenea una
langa alta; acesta ‘operatiune se hasedia pre principinlu ur-
matoru , eunnoseutu din Aritmetica :

Valorea unui productu de mai multi factori nu se seamba
candu mutamu intr’ensu ordines factorilorn ; astu-feliu , s. es.
ab.klmn...qr — ab...kmln...qr.

Pentru acesta este destulu sa demonstramu c¢o ab...klm
=ab...kml, seu » insemnandu pentru preseuriare productalu
ab...k cu A4, co dlm — Aml, Pre ua drepta AB sa luamu ua
lungime ecala cuvalorea Tuj 4 ;insen- A 4 B
sulu AC sa Juamu AC ecala cu valore \

Lui m, si vomu forma uny dreptanghiu ¢/} B

AD perpendiculary pre dreptanghiulu
UB fialungimea AD =1 si vomu forma
{4 arpallelepipedu allu carui volumu va i = A m X1, Dera
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acestu volumu ln potemn enca messora considerandu antein
fecia DB=A X1 si immultindu-o cu inaltimea AC seu 4X1
Km; de unde Aml= Alm.

Candu avemu sa immultimu mai multe catimi affectate de
esponenti, de es. a"Xa"Xa?Xa?, scriemu ua data litter'a
communa si i damn de esponentu summ’a esponentiloru; astu-

felin a”.a".af. al=q" +*+1+7 In adevern m, n, P, ¢ are-

tandu numerulu factorilorn @ cari intra in a”,a"...., m +n
+ p -+ ¢ va areta numerulu totalu allu factoriloru cari frebue
sa intre in productulu cautatu.

Ess. 19.... Zab*w X 3a%bar*=4ab2343b 2+

=4 X 3a0*h*baz*
=12a*132>.
20....500%X - 7aby®X - 6b%y*= Saxy7aby>6bdxy*
=5X7X6aabb v ryyy* = 210ax3y5.

Dupre acestea resulta co ca sa immultimu duoe monome,
mmmultimu anteiu coefficientii numerici intre sine , apol seriemu
litterile commune va data. dandu-le de esponentu summ’a
esponentiloru, apoi scriemu litterile cari intra numai la unulu
din monome si in fine damu resultatului somnuln - sen —, du-
pre cum monomele date au avatu ‘acellasi' semnu sen semne
contrarii,

Unu polinomu fiindu ua espressiune eompusa de mai mulfe
parti, nrmedia co immultivea Ini se va face prin’ immultirea
in parte a fia-carei parti, si pentru acesta nu se cers altu ra-

tionamentu, alta demonstratinne de catu acellea cari se dau.

in Aritmetica la immultirea unui numeru compusu din mai
multe ciffre (de es. 465=4 sutimi--6 decimi+5 unimi); ¢u
unt alte numern de ua ciffra seu de mai multe. De aci re-
sulia co :
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a) Ca sa immultimy unu polinomu cu unu monomy trebne
sa immultimu fia-care parte a polinomului gy monomu ; astu-
feliv (a+b—c) X m—am + dm— em,
Bss. 1°. (3ab~5a3-85%) X - 94 = R7a% 450442 + 7. oapt

2% (=6a+ 2b=8¢) X 7a = - 4942 4 14ab - 564e¢.

 b) (a sa immultimu dpee polinome intre elle, immultimu
fia-care termenn ally unuia din elle cu fotj termenii cellyi-

 alta.

W-{-b =€) (mtp—n)—qm + b — Cm—dan—bn
o tontaptip gy,

2°. (20— 3b—So—dt-9¢) (FFtgg—n)~.. .
3%, (bab+3ac—die) (7ab— 18ac+2bc+dy—.. .
4%uldn%r g 6az+352) (503 — 24 *2)=2005— 8844
+47a%%— 6025,
5% (a*+ad+ %) (@2 —1)—a®— 2,2 (a5—1).
6°, (#*—3x—7) (x—.?):.—x4—(?~c3~3x2-x+ 14,
A 7@3—-5a21)+6'ab2—,963) (3at-— 4a*h+16a%?)
=21a"— 43a5b+ 1504502 _ 11003+ 10443p*
— 32025, _
8% (a-+b ) =a’+2al+ b% (= b)i—p2 2ab+62,
1 9% (a+0) S=a®+ 342 + 342 463
r (a—b)3=.=a3—3a26+3ab2~b3.
10% (a+8) (a—b)=g2__ 32 4
Celle din urma tre; essemple au ua applicatiune forte dessu.
89 esprima Patratulu summei oy differintiei & doue catim; ;
Seu a unui hinomy; 90 esprima cubuln summej sen differintiei
a doue catimi sey g unui binomu; 109 areta, co productuin
summei a doue catimj prin differinti'a loru este ecalu cu diffe-
rinti'a patrateloru Jory, -
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§ 4. IMPARTIRE,

Impartirea a duoe espressiuni algebrice se reduce asemenea
Ia aceea a duoe monome. Deca ne gandimu co catulu a duoe
monome trehue sa implinesca conditiunea, ca immultitu cu
monomuln impartitorn sa dea pre cellu de impartitu, vomu
cunnosce indata co, ca sa impartimu unu monomu printr’altu
monomu , trebue, sa impgrtimu coefficientulu numericu -ally
cellui d’anteiu prin acell’a allu monomuluai imp’&rtitoru, apoi
sa scriemu tote litterile commune la amendoue monome, dan-
du-le de esponentu differinti’a esponentiloru, si sa mai adao-
gamu si litterile cari se afla numai in monomulu de impartitu ;
catului astu-feliu aflatu, i damu semnulu + seu -— , dupre
cumnu celle duoe monome date an acellasi semnu seu semne
contrarii,

De aci resulta co impartirea nu se pote face : 1° canduua
littera va avea la impartitorn wnu esponentu mai mare de
catu la deimpartitu; 2° éandn impartitorulu cuprinde littere
cari nu se afla To deimpartitu. In aceste casuri aretamu numai
impartirea sub forma de fractiune.

Essemplu. 5a%02%c% : 3ab% = 5aety. Littera b2 care
are acelluasi esponentu in amenduoe monome a fostu scosa.

Ca sa impartimu & : 0", vomu serio ¢ - a"=a”™, Candu
m=>n differinti’a m—n va fl positivasi esponentulu asemenea
positiva. Candu m=n, vomn avea a""‘:a"=a‘_) ; pre de alta
parte a”:a"=1; de aceea ne invoimu sa punemu a®=1, sisa
dicenmu co ori-ce catime affectata do esponentulu nulla este

_ecala eu 1. — Candu m<n, m—n este negativu si béféiﬂu
SCri@ #m—n=—p, attunci va fi ™ 0'=a""=a"; predealta
i . a” a” a™ 1 by i
parte a":q" = @ gmr T gng = g Ne invoimu si aci

—

’
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Sa scriemu u =a7’ astu-feliu ua catime affectata de anu

esponentu negativu este ecala _cu L impartita cu aceeasi ca-

time ;. avendu acellasi esponentu Inatn positin,

m e R ke This
Essemple 1°. 14a%hc%%y - ~ 3ab2exy® =~ %ty

_7461 2(’44}2 .
=i “37.2/?“ .
20 — 42073 Im5E26 « = 6a*ki®mbty2
7a%k 2t

-Z5

= 4 703k Byt =

Ca sa impartimu uny polinomu i)rintr"unu altu polinomu,
asiediamu amenduoe polinomele dupre poterile descrescende (seu
créscende) alle unei si acelliasi littere principale ; sa ne inchi-
puimu co cunnoseemu catuly si co lu amn asiediatu asemenes
dupre poterile descrescande (seu crescende) alle acolliasilittere,
Este claru eo productulu cellui d’antein termenn alluimparti-
torului eu eellu d’anteiy termenu alln catului va da unu fer:
menu in care litter'a principala va avea cellu mai mare espo-
nentu, si care prin urmare va f cellu d'antein termenu ally
deimpartitului, De aceea impartimu cellu d’antein termenu ally
deimpartitnlui eu cellu d’antein termenu alln impartitoralui
si catulu acesta va fi celln d’antein termenu allu catului co-

Jrutu; immultimn eu acestu anteig termenu pre toti termenii

al impartitornlui si ii scademn din deimpartitn. Restuln ace-
stei scaderi va fi formatn din productele tutulorn termenilory
mmpartitorului cu toti termenii catului, afara de acelln aflatn,
si ellu d’antein termenu alln acellui restu va fi produetulu
cellui d’antein termenn allu impartitorului eu allu duoilea ter-
menn allu catului. — Do gcaes impartimu era pre cellu d’an-



15

AR

teiu termenu allu acestui restu cu cellu d’anteiu termenu allu
impartitorului si vomu afla unu allu duoilea termenu allu ca-
tului; immultimu cu acesta pre toti termenii impartitorului si
scademu era. Pre cellu d’antein termenu allu acestui noun
restu Iu impartimu era cu cellu d’anteiu termenu allu impar-
titorului, si aflamu wnu allu treilea termenu allu catului.
Urmamu astu-feliu pene candu sa ajungemu Ia unu restu nullu
(impartire essacta, catu intregu), seu la unu restu allu carui
cellu d’anteiu termenu sa cuprindia litter’a principala 1a ua
potere inferiora de catu aceea ‘a cellui d’&ntelu termenu alla
impartitorului. In acestu din urma casu uupartlrea nu se mai
pote face si catulu este fractionaru, adico compusu de unu
polinomu intregu si de unu restn care se pote pune, ca si in
Aritmetica, sub forma de ua fractiune.

Candu asiediamu dupre poterile crescende alle unei littere
si gasimu unu restu in care litter’a principala porta unu espo-
nentu mai mare de catu differinti’a intre cei mai mari espo-
nenti al acestei littere in deimpartitu si impartitorn, attunci
catulu nu pote fi intregu.
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§ 5. CATE-VA TEOREME DE IMPARTIRE

Teorema 17, Restulu independinte de litter'a » a impar-
tirei polinomului 4w+ 4.2™'+ A, 2™2+4 :c’"’s_;-.. PRI
+ 4, + A4, prin z—a este unu polinomu de aceiasi forma :

A"+ Add + A g™+ Ada™ L LA et A
care resulta de la cellu d'anteiu scambandu pre « in a.

In adeveru, fia @ catulu impartirei si R restulu si vomu
avea: A@"+da™' L.+ 4,=Q(z—a)+ R;
facendu aci =g, termenulu anteiu a membrului alla duoi-
lea se annulledia, era R care nu cuprinde pre # remane ne-
seambatu si vine :

Aoa’”-f-Ala”"’—l-A;a"“?-}-. vov.4+4,=R.

Teorema 2" Candu, puindu @ in loculn Ini % in polinomulu

A"+ Aa™mt - dp™e ., .. L A, acesta se reduce

la nulla, atunci acestn polinomu se imparte essactu (fam
restu) prin binomulu »— a.

In adevern, dupre teorem’a precedinte, vestulu, de aru
essista, aru fi: dja”"+ 4@ ..., 4 A,;
dera, dupre suppositiune, acesta espressiune este nulla ; asia
dera si restulu este nullu si impartirea essacta.

Teorema 3% Catulu impartirei hinomului «” — @™ prin bi-
nonulu z—a, este polinomulu :

™ 1_‘_ ax™ 2+a2x7n 3+ asy™ 4+ T ’+ am-gw_‘_am-.;

coci, immultindu acesta cu z—a, aflamu binomulu #” —a™,
dupre cum se areta aci : '
o™ 4 an™? 4 a%a™P LAt A A 4™ o™t
T—a
R S R T R R

—aa”™ ' — o™ e g™ g
.

2L 10TE
" Ce

SMIFR . 11 aEIvrDeSiEr . s
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§ 6. FRACTIUNI ALGEBRICE

Teori'a fractiuniloru algebrice este aceeasi ca si a fractiu-
niloru aritmetice si nu avemu aici de catu a aminti celle cu-
noscute din Aritmetica. :

1. Ua fractiune algebrica cresce eandu numeratorulu ei
cresce seu candu numitorulu ei descresce. Ca sa immultimu
dera ua fractiune eu unu intregu, i immultimu numeratorulu
seu i impartimu numitorulu cu acellu intregu.

3abz® 18a%bz3y

Essemple 1. Fedy® X 6azy = Pody®
5a%b ; 5a%bz?®

> Toupty D= gy

2. Ua fractiune algebrica descresce, candu numeratorulu
ei descresce seu candu numitoruln ei cresce. Ca sa impartimu
dera ua fractiune cu unn intregu, i impartimu numeratornlu
seu i immultimu numitorulu cu acelln intregu.

18absy* 3by*®
. Essemple 1. b B et x
LT,
" 3abx® e  18a%ba’y

3. De aiei resulta co ua fractinne mu si scamba valorea
candu i immultimn sen canduy i impartimu ambii termeni cu
aceea-si_catime. Impartindu dera amenduo termenii unei frac-
tiuni cu cellu mai mare comuny impartitoru allu loru, o
Treducemu la espressiunea cea mai simpla.

Essemple. Sa se reduca la cea mai simpla espressiune frac-
tiunile : :
artz ayg

TR e T



plle Ll

21ah% — 9ab’e? 70’ —8bc
" 15a’h%c 1 3a’b'c’—12ab% ~ bat a‘b2 =y
142 —7az 7z

™ 10bz —5ab 50"
bax+ 9bx—54"  »
% 12adf FI8bdF= 10dfz  JdF’
i G A5a2+ daz _ ba
—T i AP RS ey b
o a8+(a+1ﬁif oL
e e 0 a'——y; )
n3—2n2 ; nt 5 ‘
V7'$CIEIZ;£"E;
e 2+ —3 g1
S PTBut6 zF2
g Y8318 953 ‘,
T 224 11p+ 30 o /
2y + 2 2uy L re 4 22y Rt A
10. P O e g
Y é Yz :Is\ y—=z’
5 o' — 2wy ae 4 Y — 2z x—2%
i I e B i e

4. Immultirea, impartirea, adunarea, scaderea, reductiunea
fractinnilorn la acellasi numitoru se facu ca si la fractiunile
numerice.

Sab’s  Sacn’y 150%sly
7 X o3 249
7edf 7 2b3df T 14bd%
3a°kinz"y 6a’rP a%lcgézma o
mE e O

1 1 1 bec—ac+ adb
e

Ess. 1.




R

.

12.

‘13,

> L3 21 <
a 2 a2 z?
HEPRE PR o
az @a—¢ 3az—a*—22
o 57 g R et
(a+x' b~z o—z bz
o—z _bfm),x(a%;x b @)3
4(ab4-22)2
(a2_w2)(62 x‘z)’
arslp ad+bc
'-'_7+5% bd  (ad+be)fh
oy s AT
W0k T |
4 7ab . 2lac 502 83bs 362
e AL s
- 3¢ et
3a—5b+z
-a+g'—~—zc
Care din duoe fractiuni ﬁ’ = este mal mare?
b b+ m

14.

‘:“"‘:“318,9.13—-5541 3
ST e
3a—4b 2q—p—¢ —5a—5b+ﬁ:_

S e e e R

2 b2

A . a
Sa se afle valoraa fractiunei

- b candu a=b;
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a?— b2 : :
3~ g Dera observandn co a—b este factor

atunei

comunn la ambii termeni si simplificandu fractiunea vine -
@ —b?_ (a10)(6—b) _
g b a—b a+b
MeaR

a—p T

pentru a=1> se face :

0
Simbeluln 0 este semnulu nedeterminarei ; acesta pote es-

prima ori-ce catime.

15. Sa se afle valorea fractiunei é candv b=z

STk a P
atunci R, Sa ohservamu co cu catn = se apropie de

a deveni ecalu cu b, cu atata numitorulu fractiunei b—uz de-

; R ; y G : :
vine mal mieu, era fractiunea insasi EE devine mai mare

de catu ori-ce catime data.
Candu dera numitorulu b —2 devine nullu, fractiunea devine
mfinitu de mare ceea co se insemnedia cu 00 ; asia dera



CAPITOLU II.
ECALITATI DE GRADULU ANTEIU,

§ 1. INTRODUCERE.

Candu ne propunemu sa deslegamu ua problema frebue sa

eunoscemu ore-cari relatiuni intre catimile problemei: aceste
- relatiuni, candu problem'a data este de natura determinata ,
voru conduce in genere la potriviri seu ecalitali intre espres-
siunile compuse din catimile problemei. Astu-feliu printr’ua
ecalitate sen ecatiune (*) intiellegemu obicinuitu ua potrivire
intre catimi parte cunoscute, parte necunoscute, cu tote co
acesta nu este de rigore si in genere potrivire , ecalitate si
ceatiune suntu sinonime, precum si dicerea o areta. Ua eca-
litate seu potrivire este formata din duoi membri despartiti
prin semnulu potrivirei —.

Ua ecalitate cuprindiendu ua conditiune, ua relatiune intre
mai multe catimi, pote servi pentru determinarea uneia din
elle : ua ecalitate determina na necunoscuta.

Obicinuitn insemnamu catimile cunoscute alle unei pro-
bleme prin celle d’antein littere alle alfabetului; era pre celle

necunoscute prin litterile finale.

R e g B |
(*) Distinctiunea intre ecalitate si ceatiune porta in sine ceva pedantu ;
amenduoe areta na potriyire care essista independentu de consideratinni parti-

" colare alle nostre, dupre cari unele din catimi ne aru fi necunoscute seu cu-

noscute.
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Ca sa fia ua problema determinata trebue sa cuprindia unu
numeru de relatiuni, cari sa conduca Ia unu numern de eca-
litati, ecalu cu acell'a allu necunoscuteloru ce suntu a se de-
termina.

Candu numernlu ecalitatiloru este mai mare de catu acella

allu necunoscuteloru, atunci unele din aceste ecalitati suntu ;

de prisosu ; se pote enca intempla ca une din elle sa contra-
dica pre celle-alte, ca ecalitatile sa fia incompatibile intre
elle,

Candu ua problema cuprinde mai pucine relatiuni seu eca-
litati de catu necunoscute, atunci problem’a este nedeter-
" minata.

Ecatiunile cari resulta dupre conditiunile unei probleme,
cari ‘esprima relatiunile intre catimile problemei , potu cuprinde
pre necunoscute la poterea antela, seu la unu gradu ore-care
mai mare, Ecatiunile se numeseu atunci de gradulu I', allu
I, alle III'* dupre gradulu poterei necunoscuteloru; se
intiellege cola pretiuirea gradului unei ecalitati, necunoscut’a
nu trebue sa se afle la numitoru, seu sa fia aﬁ"ectata de semne
radicale.

§ 2, DESLEGAREA UNEI ECALITATI DE GRADULU Tin CU UA NECUNOSCUTA.

Ca sa deslegamu ua ecalitate, adico ea sa aflamu valores
necunoscutei cuprinsa in acesta ecatiune , cautamu sa o trans-
formamu astu-feliu in catu sa isolamu necunoscut’a intr’unu
membru , lasandu in cellu-altu membru numai catimi ennog-
cute : Pentru acesta :

1. Eliminamu mai anteiu numitorii, deca scatiunea va
avea, dupre acelleasi reguli, ca la reductlunea fractiuniloru
la acelluam numitoru,
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e

2. Trecemu toti termenii cari cuprindu pre necunosent’s
intr'onu membru, s pre toti termenii cunoscuti in cellu-altu
membru , observandu regul’a, ca Ia transpositinnea unui ter-
menu dintr’unu memhry intr’altalu sa i seambamu si semnulu,

3. Facemu in amenduoi membrii reductiunea termenilory
asemenea. si impartimu membruly cunoscutu en coefficientuly
necunoscutei (*),

7 1 Sz

2
Essemple 1. i E=%“E+E'

Eliminamu numitorii, observandu co 5400 se imparte essactu
prin toti cei-alti numitori :
54000 — 54 R520x = 15890x — 10 + 960z,

Trecendu pre toti termenii cu # intruny membru si pre
toti termenii cunoseuti in cellu-altu cu semnela scambate :

54007 — 2520% — 1890z — 9602 — 54— 10
Facendu reductinnile : b
30x= 44., 5

\\_\

(*) Tota teori'a unei ecalitati de gradulu anteiy cuua necunoscuta se raducs
Ia ceea ce s'a disy aici. {Uni autori francesi mai considera enca s proprietatile
unei ecatiuni, adico co ge potu immulti seu imparti amenduoj membri cu aceeasi
catime, seu co ge potu adaoga sen scadea de Ia amenduoi membri aceasi ca-
time, fara a strica ecalitatea, Acestea suntu ensa nisce principii: elementare de
aritmetica. — Asemenea 8¢ gasesce prin une carti si prin imitatiane g'g intro-
dusu si la noj Pre aici si acolo obiceinln de g face si va discussiune aunei eca-
litati de graduly anteiu en ua necunoscuta » C€ea ce nu are ensa nici ua impor-
tantia, Dupre regulile de mai sngy deslegandn-o0 yomn ajunge la ua ecalitatede

4 Sl e
form'a 42— B ge unde z = B- Tota discussiunea se reduce attunci intru a

g ’ ¥ B :
dice ¢o 1% ge pote intampla co 40, de unde 2= 5= QO si ecalitatea data

b ST SR, .
esteimposibila ; sially 2-1s g 4=0,B=0si atunci »—= o’ adico valorea lui
@ este nederminata, Se iutiellege co asemenea studii nu sunta nici de cam seriose.
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ST

e

Impartindu cu coefficientulu 30 allu Iui &
44 29 .

e amiET e 7y

¢

. i 1 oh :
Asia dera valorea Iui 2 este75- Punendu acesta valore in

loculu lui  in ecatiunea data , ne potemu incredintia eo o sa-

tisface scambandu-o intr'ua identitate ; astu-feliu gasimu :
L 4 Wi 09 7 158X 98
[T R e
care este ua identitate. Acesta substitutiune & valorei aflate
a necunoscutei in ecalitatea data se numesce si verificatiune,
@ ar dx
2. of = B 7
Eliminandu numitorii gasimu : -
ba + afz —befg — cdz.
Trecendu termenii cunoseuti intr’uny membru si pre cei
necunoscuti in cellu-altu :
) ofx + cde =Dbfeg — bd.
Facendu reductiunile termenilory asemeneg :
(af + cd) z=10(feg —d).
Impartindu cu voefficientulu 1o 2 -
_blefy—a)
af +cd
Alte essemple :

"\.\
6
i 8x—5=13—7x; z:/g}

LA 2
—= 2. 25+ 7+§x=6'a:_71—23;‘w=12.
3z 7v, 3z 7o 2

1 e 5 T 156=0;2=66+ 5

e e e -l

Dmert e e R e S =

A



Logh
75 148

Z
3 4.~+u—5;+*=/x—7]2+5;1“=166+ 367
d—b

a—c
[ Sab  4ac . 2ex 23
o 6. "Z-)+ %*c i ‘_f’,aj=—g~2ab— bex;
B . (7]
_(170b—3c)a
GRS

m(a—z). (m — 3b+ 3a)
Wb s
a(d?+a22) qz “d
TR e ey G
Sabe | a®%® (235 b)b% bz

SaH T (g by ' G tayr et oy
e St el ) BT TR Y db . b

—_—

Dy

o

c0rtb=cx+d; p=

8.

[ N

§ 3 PROBLEME.

X1, Unu parinte murindu ordona prin testamentulu Ini ca,
cellu d’anteiu fin ally luj sg ia ua summa a si a % parte din
ceea ce remane din staren lui; allu duoild fiu sa ia summ’a
2asi a n parte din restu; allu treilea fin sa is 22 sian parte
din restu, si asia maj inainte. Dupre impartirca acesta sa
gasitu co toti copii an ayuty parti ecale, fara sa mai remana
nici unu restu. Se cere acum starea totala , nwmernly copiiloru
si partea fia-caruia,

Sa insemnamu cy starea, en 2 numernln copiiloru si eu
Y bartea fia-caruia, Dupre celle aretate in problema va lua :

> . i a
3 Cellu d’anteiu fin , . . . e s



i

— 2a

=y-

iz
Cella dalla trolen . ... . 50 + 224/

Cellu d’allu duoilea . . ... .2z + ﬁ:'%z

Fla= 1)y—-za
n
Fiindu co in modulu acesta fota starea s'a impartitu fara
restu, urmedia co partea cellui din urma fiu este 2a, sl fiinda
co numemlu fitlora este 2, resulta co de 2 ori za seuzza— @.
Dera fiindu co tote partile suntu ecale, va fi si :

g
o=
n

Celln-waliu se - 0 W TR

3
r’.
o

geu puindu 2% in loculn lui # :
2275
a-+t

—— =g,
Eliminandu numitorulu # :
na |- az? — g —naz
trecendu termenula #e in membrulu din drepta :
az* — a=naz — na,
seu  a(e®—1)=na(z—1),
sen  a(et1)(z—1)=an(z—1)
impartindu cu factorulu comunn a(z -~ 1), vine :
zt+1=n,
de unde Z=n—1
asia dera numerulu copiilorn 2 este ecalu ca y — . Partea
fia-carui fiindu za, vomu avea :
Yy=w0=a(n— 1)
si starea fiindu ecala cn productalu parti fia-carui prin nu-
wervlu copiiloru , vomn avea :
T=Yyi=a(n— 1)2

T e SR
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e SN

Asia dera starea oste a(n— 1)?%, partea fia-carui fin
a(n— 1) si numerulu lory 5 — L

2. Duoi currieri pleca de ua data unulu de la A cuiutiel’a
v, cellu altu de 1a B cu intiel’s v', mergendu in aceiasi direc-
tiune spre C. Departarea puntului A )
de la B este cunoscuta si ecala ¢y a5 8 :
Se cere distanti’a « a puntului ¢ de Ia 4 s. e., unde amen-
duoi currierii se voru intalni,

Distanti'a # impartita cu lutiel'a », seu 5 esprima tim-

pulu ce va trece pene candu currierulu A sa ajunga la pun-

; e 2 ; e x—d
tula C; distanti’a 2z — d lmpartita cu iutiel'a ¢’ sen T
esprima asemenea, timpulu ce va trece pene candu currierula
B sa ajunga la C; si fiindy co currierii ajungn de ua data Ia
C, timpurile acestea voru fi ecale si vomu aves :

B Cw—1d ;
i 80U V= vn — vd
v v
seu _ (v—v)z—=0d
vd
de unde ; r= —,.
C v—p

Valorea acesta a lui  devine impossihila , candn » — v, seu
="y,
vd
In casulu anteiu, adico candu » s ¥a il g 0= 990
currierii avendu iutieli ecale, voru fi totu de una departati
cu aceiasi distantia d gi Iu se voru intalni nici ua data, sen
la infinitu.
Candu 0 < v, 2 dovine negativu, si este claru ¢o currierulu
A mergendu mai incetu de catn B nu Iu va ajunge nici ua data
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Candu currierii A si B mergu in sensu contrariu spre unu
puntn C intre A si B, atunci ecatiunea de mai susu se
scamba in :

= sen: vr—od—yz

de unde : x=;}—+7-

Problem’a currieriloru se pote esprima si sub differite alte
forme. Astu-feliu cestiunea de a sci de cate ori minutaruln se
intalnesce cu oraruluin timpude 12 ore,
este identica cu a currierilorn. Minuta-
rula m este currierulu A si iutiel’a lui
este 12; orarulu o este curriernlu B si
intiel'a Iui este 1, pentru co minuta-
ralu percurge de 12 ori cadranulu pene
candu orarulu lu percurge ua data ; era distanti’a primitiva
AB seu d o potemu pune == 7, insemnandu cu 12 circumiferin-

: : ; : vd
ti'a cadranului. Atunci formul’a de maj susu : == i
se transforma punendu »= 12, v=1,d=1 fin:
12 1 5
A Sz e —— = 10 5 SR
SN s UG e

prin urmare minutarulu se intalnesce ey orarulu de 11 ori in
12 ore.
~3. Duoe fontane ampln unu reservorin una in @ ore, cea
alta in b ore; ua gaura in reservoriu lu golesce in ¢ ore. Des-
chidiendu de ua data‘catesi trelle gauri, in cate orese va am-
plea reservoriulu ?

Fia @ numerulu cerutu de ore, s sa esprimamu cu 1 ea-
pacitatea reseryorinlui, Proportiunile : :



arr=1:-—
a
: z

b x~1.b 4
z
Coo— 0=
c

vorn da partile reservoriului amplute, respective desiertate ,
prin fia-care din aceste gauri in timpulu 2; astu-feliuin caty -

290
AR
ISR A iR 7

de unde : r= Belgiay!

&~ 4. Sa se afle duoe numere @ caroru summ’a sa fia a; era
unuln sa fia de » ori maj mare de catn cellu-altn.
g ng
8l ———.
n 1 (B Sy
~2: Sa se impartia numerulu ¢ in'duoe parti cari sa fia intre
elle : : m : n.

Respunsu :

ma  ng

Bli=——1y
A - n @i\{n
6. Sa se impartia numernlu « in trei“parti astu-felin in
catu partea anteia sa se aihg catre a duwoa ::m :n; era a
duoa catre a treia : : p:q.

Resp.

: mpa C npa
Resp. Partile suntn : s ik figrs ol al 5
WP+ 1P ng mp 4 np 4 ng
m‘m
mp +np+ ng

7.
"

/7. Unu murindu a lasaty nevestei selle diumetatea din sta-
rea sea; fia-carui din duoj copii ai sei a 6 parte, servito-
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S

rului & 127 parfe, si restnla de 600 lei Ia saraci. Care a
fostu staree acestui omu ?
- Resp. 7200 lei. )

o §8 Sa se afle trei numere a carorn summ’a sa fia 70 ; allu

duoilea impartitu cu cellu d’antein da eatulu 2 si restalu 7;

alln treilea impartitu cu allu duoilea da catalu si restiln pre

acellasi numeru 3. it
Resp. 7, 15, 48.

—9. Unulu a plecatu de la unu locu sa merga la altulu si a
observatu co, in acesta calletoria, rot'a d'inante a trasurei
selle a facutn 2000 de invertituri mai multu de catu coa de
inderetu. Se scie co circumferinti'a rotei d'inante este de
5 -+ !/+ piciore, era aceea a rotei d’inderetu de 7 1/s, Se cere
distanti’a # intre aceste duoe locuri. s

Respunsu : @ = 389900 piciore.

10. Unu tata de 40 anni are unu copilu de 9 anni. Preste
cati anni etatea tatalui va fi induoita de a finlui ?

Resp. Preste 22 de anni.

11. Ore cine are ua amestecatura de 7 parti nitru eu
3 parti sulfu, imprewna 80 kilogramme. Sa se adaoge Ia
acesta massa enca nitru astu-falin ca rapportulu nitrului catre
sulfu sa fia acum precum 11 catre 4.

Resp. Sa se.mai adaoge 10 kilogramme de nitru.
~~12. Tvei fontani ampla unu reservoriu fia-care in 1 o
3 '3, 5 ore. In catu timpu lu vorn amplea curgendu tote im-
preuna ? ' » :

Resp. In 48 minute,
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§4. ECALITATI DE GRADULU [iu og DUOE NECUNOSCUTE,

Form’a generals acestoru ecalitati este :
ar 4 by —¢
CT 4 by~ ¢
Ca sa le deslegamu trebue g eliminamu suecesgivy cate una
din necunoscutele 2 si y. Eliminarea ge bote face in differite
moduri cari engg go reducu Ia duoe metode principale : me-
tod’a Substitutiune; aceea @ reductiune; g acellasi coeffi-
cientu,
L. Metoda Substitutiune;. Consideramu in ecatiunea anteip
Pre z ca cunoscuty sj o deslegamu despre y, ceea co ne da :

C— ax
e

Valorea acesta, 3 Iy Y 0 punemn in ecatiunea g duog

C—ar
—=c!

=

adx+ b,

si astu-folin obtinentu ua ecatiune €U ua necunoseuts pre care
0 deslegamu dupre regulile do mai susu, Vomy gasi astu-
felin : i

b’ — be!

o
Puindu acests Valore in loculn Iuj in espressiunea aflats

mai susu pentry ¥, Vine z, #

' C—ax__ac'— o'

0 1 ’= ab’' — pg'
ssemplu. Vo — 8y— 1.
x4 15y=58.

: : 7r—15
Eealitatea antejy da: 7w =28y 4 15, de unde y= = o

81 punendy acesta valore a Iuj ¥ in ecatiuneg a dnoa vine :
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o — 15
%A 15— 3 — =56,

Eliminandu numitorii si facendu immultirea aretata cu 15:
Qe+ 105z — 295=174

HEW 13
. e . 1 . ’
de unde : T gms T gy T 8 e :
era pentrn y gasimu :
; 133
7= 150 EXge T o
WS N TTOTg T R FEL T

1L Metoda prin reductiune. Sa 1 propunemu Sa ellml-
namu pre y din ecalifatile ; :
ax + by =c
az+by=c';

Atunci immultimu pre toti termenii ecalitatioi anteia e
coefficientulu necunoseutei in ecatiunea g duoa , si pre toti
termenii ai acestel din urma en coefficientaln mvellem si necu-'

noscute din ecatiunea anteia apoi &dunamu seu scademu

aceste ecatiuni dupre cum necunoscut's pre care voimu sa o

eliminamu are semne confrarii seu acella’si semnu in amen-
duoe ecalitatile. -
Essemplu. (0w 3y=15
9z + 15y=158.

Immultimu ecatiunea anteia en 75, era pre a duoa en 3 Sl

le adnna.mu fiindu ¢o necunoscut’a ¢ 4 are semne contlaru m

aceste duoe ecahtafm : - «,g,_*
105x+ RI%== 225+ 174
o 399 i83 :
VR v &S 5005 At T
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Apoi ca sa eliminamu pre », immultimu antei’s ecalitate
cu 9, pre a duoa cu 7 si le scademu :
105y + 27y =406 — 135.
d . == & — L7y
¢ unde : Y =739 =21 "1z,
Valorile generale cari deriva din solutiunea ecalitatiloru de
mai susu, adico :
cb' —be' ac' —ca’
ab' —ba'’ I b’ — by
au acellasi numitoru; era numeratorulu fia-carei din elle re-
sulta din numitorn, scambandu coefficientii necunoscutei in
termenii cu totulu cunoscuti din ecalitatile respective, s, e.
asia'inesic;erabdsib inecsic.,

—_—

; . i b
Candu numitorulu comunn ab’ — o' —0 sen B fara

ca si numeratorii sa fia =0, atanci z — 00, ¥=00 Sl eca-
litatile az +by=c, a'z+b'y=c' suntu imposibile, pentru
co membrii din stanga ai acestorn ecalitati suntu proportionali
intre ei sise au::a:a':b: b'; era membrii din drepta
¢ si ¢’ nu stau in acellasi rapportu.

Candu numitoralu @b’ —ba’=0 si totu deua data si unulu
din’ numeratori, s. e. ¢’ — b¢'=0, atunci resulta co si

0 0

ac' — ca' =0; x si y se presinta sub form'a z— 0’y =psi
seimu ca acesta este simbolulu nedeterminarei, Intr'adevern,
atunci nu avemu in realitate de catu numai va ecalitate intre
celle duoe necunoscute  si y; eraa duoa ecalitate resulta din
anteia prin immultirea cu unu numern eonstanta. Dupre suppo-
sitiune esteg b= b—b,si§= CE, seu % = b—b, = ;: asia dera toti

2
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coefficientii ecalitatiei a'z+b'y=c' suntu proportionali cu
coefficientii ecatiunei ¢z +by=c (*).

§ 5. ECALITATI DE GRADULY 11 oy MAI MULTE NECUNOSCUZE,

Ca sa deslegamu m ocalitati cu # necunoseute :
alw—{-bly—}—clz-}- ceveen=F,
aza;—f—b;,y—[-czz-{_. .....=7£2'
a3x+b3y—Fcaz+ vevnei=Fk

o T S =£k,
trebue era sa eliminamy necunoscutele cate- una, pens candn

(*) Aceste pucine observatiuni in privinti’a valorilorn generale alle Tui 2 si y
precum si regulile date mai susy pentru solutinnea a duoe ecalitati de gradulu
antein cu duoe necunoscute constitue tota teori’a acestoru ecalitati. Cei mai
multi antori francesi, in cari acesta teoria se reprodnce intr’unn modu aprope
stereotypu, mai adaoga enea si unu studiu sub titln «discussiunea valorilorn
cb’ — be' ac’ — ca’ : 3
ab—bg V= ab’ —ba’ > Wnde se cuprindu acelle pucine ob-

generale » =

Servatiuni de mai susu. Acesta metoda s'a introdusu prin imitatiune si in inve-
tiamentula nostru cu ua admirabila fidelitate. Ecca in seurta ua skitza acestei
discussinni : :

1 Se studiedia casulu candy unulu din numeratori ¢b’—pe! son ac' —ca/
este nullusiintielloge ori cine co acesta nu ave trebuintia de nici ua discussiune ;

2* Candu numitornly comunu ab’—ba' = 0;

3¢ Candu pre langa acesta si unaly din numeratori este nullu;

42 Se dau reguli, ce le numescu mnemonetice (?!), pentru formarea valori-

. loru generali si alte asemeneg,

Cu ajutorulu unui nationamentu sanetosu se pote vedea co acestu studiy
care 8’3 intamplatu sa occupe pre unu professorn in timpu de una s chiara de
duoe lectiuni nu adaoga nemica la cunoscintiolo cuprinse in pucinels ohserva-
tiani din textu; i numai impovaredia studiuly seiintiei, pre candu acesta discus-

siune nu presinta nici chiaru vre ua importantia practica de ua insemnetate
mai mare,
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s5a ajungemn la ua ecalitate cu wa singura neeunoscuta, pre
care o deslegamu dupre cum s'a aretatu mai susu. Eliminarea
acesta se face era : 3
L. Prin substitutiune : adico lnandu valorea lui « spre es-
semplu din ecalitatea anteia si substituindu-o in tote celle
“alte; astu-felin vomu avea m — 7 ecalitati cu m — 7 necu-
noscute. Urmanda astu-felin vomu elimina pre y, pre &, si
celle-alte. k

L. Prin reductiuni successive la acellasi coefficientu , ap-
plicata successivu la aceste ecalitati luate cate duoe.

L. Prin factori arbitrarii sen prin metod’a numita a
lui Bézout, modificata de Gergonne, care ensa in principin a
fostu aretata mai inainte enca de Euler ; immultimn pre celle
m ecalitati date cu m factori arbitrarii si apoi le adunamu
pre tote; astu-feliu formamu va ecalitate in care pre langa
celle m necunoseute date mai figuredia enca alte M numere
necunoscute P, Pz, Psevver P -

(al_pl'+ @,p> +' e + “mpm)x—,_ (blpl +b'2p‘2 + i :{— bmpm) Y
e vk ainpes o B Dy LI VA ke s

Fiindu 0. p,, Doy 0o P, sunta numere arhitrarii potemn
dispune de-elle facendu ca coefficientii tutulorn necunoscute-
loru, afara de acella allu lui 2 de essemplu, sa fia= 0, adico:

B i st oy s A b, p,=0
CyPy - CoPy - vver ot CoPm=0

Lnandu dupre voia pre unila din aceste numere p, , ... ..
Doy determinamu pre celle-alte m — 7 numere prin aceste
m— ¥ ecalitati; atunci punemu valorile lora in valorea ur-
matore a lui z :
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lp1+ k2p2+ +kmpm

i & P + 3P + + ('m]’m 3
Dupre metoda acesta se vede co deslegarea celloru m eca-

litati date s’a redusu la deslegarea de alte m — 7 ecalitati ¢
asemenea potemu reduce successive la m — 2, m — 3 si asia
mai inante.

Bs fe L DOEAn SE L L o
| z+5y=191
S Ty= %% —3 0
9. [ Ty=2 Y | =883y =173/,
“ V9L aopiakf Y, YT (G I =T

|3 { (24+9) (9 +£7)=(z+ 1) (y—9) -+ 112
E 2@+ 10 =3y - 1

r=3, y=95,
bow+ b—cy=0 = l
it == / , b
4, TR ML S
4 lbem,,’_,a(c ; ),__.__, 03;,/,17“ be Y= 2
e S be ¢
(86—2f)b
5 Sy = —
: Z—+ by e

3 bef 2 ey
bw — btf+(b+c+f)ﬁ'/=f2‘~’«“+(b+~°f)bf

b e
A :L_b—f,“ _m
x*—f-g/:_—lol
wha=19 jx=3, y=7, 2=16.
y—l—z:,?J’J '
Bty +2=129 Yy
Xai Tt srb 2= 18 Yt =16, y= 731,555,
lw+y-+,a:!33/4J
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A~y

A sy
{2:0—}-3/45:93—2——2

8. V7 —be=y+z — 86 2=48, y=54,2=64.
Ty Dl

: E+§+Z_58

e —7, —55=11

22 2
D ?g/—f- 3YT2=108 (x=12y=25 =64

oy~ 29431280

VA | i Ll pd
10. ks Ml B e R 0
Ty a’w+z ’y+z ¢
.2_ 2 i 2
i a+b—c'Y P A AL b+c—a

13:
%

L iz :
5*1* §+5=‘79, Y+ z+u=248
=12, y=30, =168, u=>50.

§ 6. PROBLEME.

1. Regele Siracusei a datu 6 kilogramme de aurn ca sa i
feca ua corona si a cerutu do Ia Archimede sa i spuna deca
aceea corona nu cum va cuprindea sj dl‘gintll. Archimede, care
& descoperitu principiulu co porta in Fisica numele Iui, a de-
terminatn densitatea aurnlui = 19,3; aceoa a argintului
= 10,5 si aceea a coronei =16; de unde se vede co coron’a
€rea ua combinatiune. Dupre aceste date eum a potutu Archi-
mede sa cunosca cantitatea de aurn 81 pre aceea de argintn
¥ cuprinse in corong ?

Greutatea de auru z impartita cu densitatea lui 19,3 seu



39

x

793 Areta volomulu oecupatu de auru ; aceea de argintu y
bl - :

: . : . K
impartita cu densitatea lni 70,5 sen }f)/“{; areta volumulu de
t
; ”*
argintu ; in fine greutatea coroneds, impartita eu densitatea

3 6 ;
el 16, seu 16" areta volumulu coronei ; de unde resulta :

z Lo ass
.1.9’,37L 10,5 167

dera mai este si T4 y=16.

Deslegandu aceste duoe ecatiuni cu duos necunoscute aflamu ;-

=452, y=148.

2. 4 oste datorn 7200 lei; B este datorn 2550 si nici
unulu nici altulu n’au destulu ca sd plateasca datori’a loru.
4 dice Iui B # <dami a 8 parte din ceea ce ai si me voiu
' plati de datoria.» B dice lui 4 : « dami fu mai bine a
67 parte din ceea ce ai si me voiu plati de datoria. » Ce ca-
pitalu a avotu fia care?

« insemnandu eapitalulu lui 4, y pre acell'a allu lui B,
va fi :

Yy . L
z +(§‘= 1200 si y+6—,— 2550,

de unde aflamu : =900, y=2400.

3. Unulu are trei hetio de nisce combinatiuni differite de
auru, argintu si cupru. Celln d’antein hetiu ate 10 gramme
auru, 30%" argintu si 605" cupru; allu dusilea 405" auru,
56%" argintu si 96 cupra ; allu treilea hetiu are 245 aury,
78%" argintu si 48" cupru. Se cere catu sa ia din fia-care
din aceste betie, ca sa feca unu alln patrulea betiu compusu
din 20%" auru, 46" argintu si 52" eupru.
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Insemnandu cu @, y, z ceea ce se va lua din fia-care din
betielo date , vomu gasi cantitatile de auru, de argintu si de
eupru cuprinse in z, puindu proportiunile :

10+ 30+ 60 seun
10 30% 60x
100210 . : 100,100 30 00 100"
era cantitatile de auru, argintu si cuprn euprinse in y si 2
voru fi :

40456 + 96 seu

192:40: 520 195 5.1 59208\ G5 gt 114%
5 -v‘f/ 191’ . Ye 19;')1 & e 799
24+ 78+ 48 seu
160: 94 2228 iy g 0788 i e, 148
s S e ' 155
De aci resulta : |
10x 40y, J,
A :9 A el %=(~
an 06‘3/ 78,:,' 3:1: 7y 13 :
100 " 1927 150, %6, - 10+24+p5—46
60z 96y 48 6n 12y 82
AT T R . S v A v )

de unde afamu :  2=20, y—=48, 7= 50.

4. Ce conditiune trebue sa implinesca coefficientii a, b, c
a', b'; ¢' ca espressiunea :

. a + bz ca?
a'~+b'ztca?

S8 conser ve ua valore constanta m pentru ori care valore a
Ini 22
a+ bz + cz2

in : — S BB R
o @ +b'x+c'a?

=m
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resulta :
a+ bzt cx®=a'm+ b'mw + ¢'mz?

3 a i
Facendu =0, vine a=a'm, sen g/ = ™, prin urmare

ecalitatea de mai susu se reduce Ia bz + ca®=b'mz + c'ma?;
~ de unde impartindu en 2 :
. b+cw=b‘m+c‘mm;
facendu era =20 resulta :
! b <
b=b'm, seu [7=m,
si in fine va fi :

¢
c=Cc'm, seu i .

Din aceste valori alle lui m resulta :
a_ b ¢
&b
adica co coefficientii poteriloru ecale alle Iui 2 Ia numeratoru
si numitoru frebue sa fia proportionali intre ei.
5. Ore-cine voindu sa cumpere ua casa, se decide sa re-

traga de la fia-care din datornicii sei wa summa ecals z de

lei, ca sa platesca cas’a. Cerendu de la fia-care cate 7250

1 aru lipsi enca 20000 lei ca sa Dlatesca cas’a; cerendu ensa
cate 1600 i ar remanea unu restn de 4400 lei. Se cere sa
fissamu summ’a « ce are sa ia de Ia fia-care datornicu , nume-
rulu y allu loru si pretiulu casei.

Resp. #=15621/2,y=32 era protiulu casei =500001ei.

7. Unu reservoriu de incapere de 210 litre este alimentatu
de duoe fontane. S scie co aceste duoe fontane curgendn una
4 ore, ceea alta 5 ore, dan impreuna 90 litre de apa; alta
data era curgendu una 7 016, ceea alta 3'/2 ore, au datu
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126 litre. Se cere cate litre de apa da fia-care fontana pre
‘ora si in cate ore aru amplea reservorinlu, curgendu amen-
duoe impreuna.

Resp. I* 15 litre ; TI* 6 litre;
amenduoe impreuna amplu reservorinlu in 10 ore.

7. Summ’a a duoe numere z si yeste a; differinti’a lora b.
Sa se afle numerile.

Resp. trme ol
. P 1
8. Valorea unei fractinni se reduce la 7 candu scademu

1
numernlu 3 din amenduoi termenii sei ; ea devine ~ candu se

adaoga 5 la ambii termeni, Sa se afle fractinnea.

L&

Resp. 1L9'

9. Sa se afle duoe*numere a caroru summ’a sa fiade m ori
era productulu de # ori mai mare de catu differinti’a loru.
' 2n 2n

Resp. il ey
ny m—1" i

10. Cinei persone so punu 1a joeu ca conditiune ea acella
care perde sa platesca la fia-care din cei-alti atatu eatu va
avea fia-care din ei. Dupre b jocuri la cari fia-care a perdutu
cateua data s'a gasitu co toti an summe ecale si fia-care cate
32 lei. Se cere catu a avutn fia-care din jucatori la meeputi.

Resp. SLMaAH B 536 T,

? b3

§ 7. ECALITATT NEDETERMINATE DE GRADULU I,

Candu va prohlema cuprinde mai pucine conditiuni de catu
necunoscute duce la wnu numeru mai mica de ecalitati de catn
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acell’a alln necunoscuteloru; acestea nu potu fi determinate
si problem’a este nedeterminata. Potemu ensa sa ceremu ca
necunoscutele sa implineasca ore-cari conditiuni, s. es. sa fia
numere intregi, seu intregi si positive, si atunci problem’a
nu mai este nedeterminata de totu; numerulu solutiuniloru
pote sa fia astu-felin restrensu. Partea Algebrei care se occupa
cu deslegarea, dupre nisce conditiuni date, a ecalitatiloru,
_candu numerulu loru este mai micu de catu allu necunoscute-
loru, s'a numitu Analisa nedeterminata. Aici ne vomu ocenpa
numai cu ua parte a acestei analise, adico cu deslegarea unei
ecalitati de gradulu I" eu duoe necunoscute.

Form’a generala a unei asemenea ecalitati este :

Az + By = C.

Candu 4, B, C voru avea veri unu factoru comunu, impar-
timu ecalitatea cu acestu factoru si astu-felin obtinemu pre
ceea urmatore eu coefficienti mai miei :

. A'z+4 By=0C.

Potemu si in loculu acestei ecalitati sa punemu alta cu
coefficienti mai mici, candu se va intampla ca 4’ si €', seu
B’ si €, sa aiba unu factoru comunu. Fia D acestu factoru
allu lui 4’ si C'; impartindu vomu gasi :

.BI ;
. A”x+ 5 Y =0
Puindu y = Du vine : A"z Bu= (",
unde 4” si C” suntu mai mici de catu 4’ si €,

Eealitaten 4z By== C nu pote priimi solutinni intregi
de catu numai candu coefficientii necunoscuteloru A si B voru
fi numere prime intre elle. Caci deca A si B au unu imparti-
toru comunu o, care nu imparte essactu si pre C, potemu

N e e T

s

e —s
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A 0
scrie : A+ By= 5

. C .
A, si B, fiindu numere mtregi, era 4 nu numeru fractio-

naru, se vede co z, seu y, sen amenduoi trehue sa fia aseme-
nea fractionari.

Sa ne inchipuimu co, dupre ce amu facuta tote simplifica-
rile possibile, amu ajunsu la ecalitates :

ax - by = c,

unde a, b, ¢ suntu numere prime si prin urmare neecale intre
elle ; sa supunemu co ¢ <74 si sa deslegamu ecalitatea despre
@, adico despre necunoscut’a cn cellu mai micuy coefficientu ;
vomu gasi :

-

c—by
x _—
a
Sa impartimu b eu @ si sa insemnamuy catnlu ou g, restulu
ou » si va fi :

C—#y
b=aq+r,a=—qy + aa A b

: c—ry : ]
unde s’a pusu “ 4 ¢ (insemnandu cu ¢ unu numern in-

tregu ore care, fiindu co numaj atunci  pote fi asemeneca
intregu ). De aici resulta :

vy~ at=c¢;
adico era ua ecalitate cu duoe necunoscute, ensa cu coefficientii
mai mici de catu acei ai ecalitatioj propuse ; deslegandu des-
pre y gasimu :

c—at
Y= e a=rq +7r,
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c—1it
Y=g r 1 =gt
e— 1yt
unde amu pusn era ECER
de unde : ¥t 41t =c.

Deslegandn si pre acesta ecalitate, unde “coefficientii suntu
enca si mai mici, gasimu :

C—= rtl s r?.tl
t:‘7—77=7192+79,t=“‘ Gaby + - 5 =—gb T
1 7y
si-asia mai inante :
€ — 1ty C—7¥ily
dis r VP S0y, b =— qsts+ =—qb+ i
e C— thg C_T,;trg

= S e ro=rgq 47, t2=—g4t3+ E e Qls Bl 715
3 | 3
si asia mai inante,

Impartirile successive a lui b cu @, a lui @ cu restulu an-

tein 7, a Iui 7 cu restulu allu duoilea 7., a Iui #; cu restulu

allu treilea r,, etc., formedia operatiunile prin cari se afla
celln mare comunu divisorn a duoe numere ; si fiindu co @ sib
suntu numere prime, vomu ajunge dupre mai multe asemenea
impartiri la celle duoe restari din urma 7 si 0. Sa supunemu
€0 ry=1 sl r,=0; atunci aflamu prin substitutioni suc-
cessive :
by=— Gls+c, b= ( 959 + 1)85— qsC,
= — ((12(]39'4 S 4> =+ (I4) bs -+ (¢]z(]‘a sEiflye,

Y= QG0+ G+ G+ Goga+ 1) ts—(qugugot-q: - e,
== (909 P7F 900+, 9+ 9qsq:+ ugsqi+ 9+ g9t

: + (9019295 + 99 +9¢:+ qugs + 1) c.
Asia dera « si y se presinta sub form’a :

r=w04 At;, y=p8-+ Bf;
si voru avea valori intregi pentru tote valorile intregi alle Init,.

B e DS ER U St a1y it b

S
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Essemplu. Sa seafle tote valorile intregi alle Iui @ si y cari
satisfacu ecalitatea : 7774 — 1 28y=95;
vomu gasi successivu :

177r—95 492 — 95
_—— . = ‘%zx—‘—t,
128 128
49x — 95 s = ik
LY =t, 490 — 128t=95,
1285t 95 = 198 795 19t— 95
o= e e S e o o= oy Sl e =3
49 - 49 49 49

5
e el oyra A
8.5

‘?‘—_ tl, t=49t1+ 5,

substituindu acum valorea Iui ¢in aceea a Iui « sia lui y gasimu
V=3t — 196 = 3(49h + 5)— 195 = 15+ 128¢,
Y=+ t=15+ 1284 + 494, + 5 = 20 + 1774,
dandu lui ¢ valori positive, vomu afla asemenea pentru @ siy
valori positive.
Teorema. Deca, « si B este ua pereche de valori alle lui =
siy cari satisfacu ecalitatea : ax—+by=c,
abunci valorile generale alle lui « si y suntu cuprinse in for-
mulele :
: r=0—bt, y=p+ at
unde ¢ insemnedia nnu numery intregn ore-care, si acesta se
afla immultite pentru fia-care neounoscuta cu coofficientulu
cellei-alte necunoscufe, lnatu pentru y cu semnulu lui , era
- pentru & cu semnulu contrariu si vice-versa.
In adeveru, e« si B formandu na solutiune a ecalitatiei :
ax -+ by=c
vomu avea: aa + WB=c;
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scadiendu : a{r—a)+b(y—p)=0

de unde : &=z g —

: y—8 L
Ca sa fia @ intregu este destuln ea i—(? sa fia unu in-

; y—p3
tregu, adico g_a_ =1,
de unde y=3+at
si prin urmare : r=a—bt

Cu ajutorulu fractinniloru continue se pote totu de una afla
ua pereche de valori e si .

Numerulu solutiuniloru intregi date prin valorile generale:
r=0—>bt, y =B+ at, pote efica fi restrensu, deca ceremu
ca 2 si y sa fia numere positive. Pentru acesta avemu condi-
tiunile :

e—bt>08 B+at>0
o ; ﬁ
de unde : t<1_ Sl t>——

astu-feliu # nu va potea lua de catu numai valoule intregi
cuprinse intre aceste duoe limite.
Problema. Sa se platesca 7000 lei in sfanti si icosari ;
fiindu numerulu sfmtllox u; ¢ allu icosarilorn vomu avea
o+ 125 = 1000,
“seu 9+ 49y = 4000,
de unde aflamu h
4000— 49y . 4000—4y

=5y
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Si—— “=¢, do unde y=1000 — 9¢

8i prin urmare :  x= — 5000 + 49¢

« 8 y trebuindu sa fia positive vomy avea :
2000 — 9t>0 gi — 5000 + 49t > 0,

de unde : t<ﬂ)= 111y i t>~5000

‘ i 9 : 49

asia dera valorile Iui ¢ cari satisfacu cererea suntu in numeru

de noue :

=103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111,
 asia dera summ’a de 7000 lei se pote plati in noue differite
moduri.

= 102249,

Probleme. Sa so afle solutiunile infregi si positive alle eca-
litatilory : :

1. 172—28y=19: g _ T+25t, y=—64+171,¢ > 1,

24 2

2. 11m~5y=254,'x=24—5t,y=—2+11t,—5— >t,>ﬁ~

3. 200 —S1y=7; =08 4 315, y= 631 201,

4. Sa se afle tote numerile car| impartite ecu 2 dau res-
tuln 7, si impartite ¢y 5 dau restnlu 2,

Respunsu r=7 4 15¢.

5. Sa se afle tote numerile cari impartite cu § dag re-
stulu 5; era impartite ca 77 dau restuln 4.
Respunsu © =37 | 88,

6. Sa se afle unu numern divisibilu prin 9 si care impartita
¢u 74 sa dea restulu 8,
Respunsu x =386 4 126t
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7. Mai multi barbati, femei si copii an facutu ua escur-
siune. Fia-care barbatn a cheltuitu 79 lei, fia-care fomes 10,
era copii cate 5. Barbatii au cheltuitu 7 lei mai multu de
catu femeile si acestea 75 lei mai multu de catu copii. Se
cere numerulu barbatiloru, femeiloru si allu eopiiloru.

Respunsu 13, 24, 29.



CAPITOLU I11.
ECALITATI DE GRADULU ALLU DUOILEA.

§ 1. ECALITAT1 CU UA NECUKOSCUTA.,
1 d

Form’a cea mai generala a unei ecalitati de gradulu allu
duoilea cn ua necunoscuta, dupre ce intr'ensa s'an facutu tote
reductiunile, este :

ax®+ bz +c=0.

Impartindu tota ecalitatea cu coefficientulu g allu patratu-

- lui necunoscutei obtinemu ecalitates

b
x2+—:v+3=0
@ a

o G b {
Si puindu pentru preseurtare : 3 =p,£=g, vine :
&®+pr+g=0.

Ca sa deslegamu acesta ecalitate, observamu co 22+ pz

‘suntu cei duoi d’antein termeni ai patratului unui binomu
i b 2

e o P

x—+ 5 adaogandu dera la ambii membn?v vomu forma unu -

patratu completu, adico :
p‘Z p2
2 & —,
asEpe - +q 7

seu trecendu pre ¢ eu semnuly contrariu in membrulu cellu-
? »*_p*
altu : 2 —l—px+z=z—g
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B
s ST W e 13_'\/p”_'
sen : (x+2)——4 q,seu.m+2—_ Friea

de unde aflamu 2= —Z‘—;i /%—QI-
De aci se vede co necunoscut’a unei ecalitati de gradulu allu
duoilea admitte duoe valori si co aceste valori sunta ecale cu
diumetatea coefficientului poterei anteia a necunoscutei, luatu
cu semnulu contrariu, plus seu minus radicin’a patrata a pa-
tratului acestei diumetati mai pucinu termenulu cu totulu
cunoscutu. .
Ua ecalitate de gradilu ollu duoilea are duoce radicini
si nu pote avea mai multe. Sa impartimu membrulu anteiu
2%+ pr+q cu i — 'y @ insemnandn un’a din radicini, si
vomu avea la catu unu hinomu da gradulu anteiu, era vestulu
va fi nulla (capit. I, § 5, teor. II); astu-feliu va fi : 8
2 +prtq=(s—z) (z—a") = i
si 2" este a duoa radicina a ecalitatioi a*+-pr+g=0, pentru
co facendu z=2", allu duoilea membru allu ecalitatiei de mai
susu se anuledia si prin urmare si cellu d’antein. Acum de
mai essista ua a treia radicina z”, ar trebui ca trinomulu
2% 4 pax+ q seu productuiu (z— 2 )(z—2") sa fia divisibiln
cu £ — " ceea ce nu se pote.
Din ecalitatea de mai susu : |
e tprtg=(2—g) (g—2" ®
resulta co, ori-ce trinomu de gradulu allu duoilea 12+ patq t
pote fi descompusu in duoi fagtori_binomiali de gradulu

De alci mai resulta-enca :

2%+ pr+ g=2?— (2 +a") e+ zz" :
si fiindu co acesta ecalitate trebue sa fia adeverata pentru ozi-

¥

e
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care «, trebue ca coefficientii poteriloru ecale alle lui z sa fia
ecale (vedi capit. IT, § 6, probl. IV), adico ca :
=2 Lo =0z

Asia dera : coefficientulu poterei anteia a lui X este ecalu cu
summ’a radiciniloru luata cu semny contrariu, sitermenulu

cu totulu cunoscutu este ecalu cu productulu radiciniloru.

Aceste duoe teoreme se potu enca demonstra si in moduln
urmetorusI™ Trinomuln de gradulu allu duoilea
@ +pa+q
pote fi pusu sub form’a

2 p?

; 2 e
seu (x+§J—(p?—q)

Considerandu acesta espressiune ca differintia a duoe patrate,
0 potemu descompune in productulu a duoi factori, adico

» R [ i
ooV

va fi productulu din urma, adico trinomulu

2 +p2+tq=(2—a') (z—2');
ceea ce probedia teorem’a co trinomulu 24 pe—-q se pote
descompune in duoi factori hinomiali de gradulu anteiu si -
totu de ua data se vede co termenii #' i 2" suntu radicinile
acellui trinomu.

IT™ Deslegandu ecalitatea
2+ pr+ g=0,

amu gasitu pentru necunoscut’a celle duoe valori
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Adunandu-le gasimu immediatu :
x+1'=—p.

Immultindu-le si observandu co valorea anteia represinta

RS e  Lag :
summ’a, era a duoa differinti’a catimilorn — % si — %— q.

: A p? 2
vine maz=2—-(\/z— )=q;

ceea ce areta co summ’a radicinilorn este ecala cu coefficien-
tuln termenului po luatu cu semnu contrariu, era productulu
loru este ecaln cu termenulu g.

De aici resulta co, candu ¢ este positiva, amenduoe radi-

cinile au acellasi semnu si suntu positive, candu p este nega-

tiva; negative candu p este positivu. Radicinile suntu de
semnu contrariu, candu ¢ este negativu. Insemnandu dera eu

p si g valorile absolute alle acestoru catimi, vomu avea a
considera celle patru casuri :

w -+.4=0, atunci avemu duoe radicini positive ;
@ tpet g=0, g > »  negative;

~ - UNa positiva si alta negativa.

“’C‘“‘d‘if"irecendu de la unu termenu la altulu, semnulu se
seamba, spre es. de la + la —, seu de la — la -, dicemu
GO avemu ua vgrighinne ; candu semnulu nu se scamba, avemu
ua permanentia (de semnu ). .

Eeatiunea anteia are 2 variatiuni si 2 radicini positive,
»  a&duoa , 2 permanentie si 2radicini negative,
»  afreia , 1 perm. si 1 variat. } 1 radicina posi-
»  apatra , 1 variat. si 1 perm. / tivasi 1 negat.

o~
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de unde resulta co ua ecatiune de gradulu allu duoilea are
atatea radicini positive-cate v » variatiuni. si atatea radwnn ne-
gatlve cate permanentie,

2
i 3 P g A :
Catimea de sub radicalu 7 @ care intrain valorealniz:

2
m=—§i : %—g,- pote fi positiva, nulla seu negativa.
2
Candu : pz — ¢ >0, atunci catimea radicala este reala si
celle dnoe. valori alle lui ., sen.radici-
nile ecalitatiei, suntu reale si neecale.
= A
» %— — ¢=0, atunci radicalulu estennlln,x = g si
radicinile suntu reale si ecale, (in rea-
litate n’avemu de catu ua smgura radl-
cma)
P* B
» R <0, atunci radicalulu devjne imaginaru, si

avemu duoe radicini imaginare si neecale. In casulu acesta

ecatiunea 2?4 pzr+ q=0 este imposibila. Fiindu co este
2 2
%—q < 0, potemu pune%—- g=—Fk% deunde: 45 5 —+k2 A

si ecalitatea devine : 22+ pz -+ ? + i

seu x -+ = ’ + k2=

g T |
ecalitate imposibila, pentru co nici ua data summ’a a duoe
patrate, adico a duoe catimi positive, nu pote fi ecala cu nulla.

Ecatiunea generala de gradulu allu duoilea :
ax?-bx-+c=0
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pote fi deslegata directu, immultindu-o cu 4a si adaogandu
la ambii membrii 42 astu-felin gasimu :
40222 | 4abx + b2+ 4ac=1b?,

seu : (2a2+b)%=02%— 4ac,
bV b:—4
deunde: = M
2a

acesta espressiune va fi reala seu imaginara dupre cum
b%— 4acz 0; era regul’a semneloru radicinilorn este aceiasi

~ca si mai susu, facendu suppositiunea co a este positivu.

§ 2. ESSEMPLR SI PROBLEME.

Esemple.
522 =82 Tip¥eoml

k BT

eliminandu numitorii : 715022 — 144w =302%— 402+ 48
facendu reductiunile : 7202% — 1042 —48=0,

; Te_ﬁm_é_o
g0l £ 0 G D5 s
6
2 2 5
smio: o=t/ 42
3

2. 9322 —90Ys o+ 195=0; o' =631, x"=3a.

3z%  21z— 27782 .
3. 80x 4 — +——-2———18591/3—3w2;

x® =46, x'= 24+

@ : b3
4"re+60_3m+5"x—14,m = —10.
T g Masg, ) G AT 1w Bi=E,
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18+ _ 20x4-9 65

6. 6‘(3+az)—19—7m_4(3__m); Lt e P
b
7. adw— acx®=bew —bd; v'=— ,%__E,

2 3
8. gdiz-i-% —(a—b) (2¢+ad) %i= (a+b) %—(a?—zﬁ)m?;
Feedeehad. Sy i
e TORE LR e T 5
9. 3y 112 — 8x=19+4\ 32+7; /=6, o'=— 112,
10. Vo2 +7 4V 32—18 =y 7o+ 1; 2 =9, g'= — 3.
— Probleme. 1. Sa se afle duoe numere z si y alle caroru
snmm'’a sa fia s, era productulu p. Va fi :
z+y=s 8 xy=p :
Din ecalitatea anteia resulta y=s — z, sisubstituinda acesta
valore a lui » in ecalitatea & duoa, vine :
(s —2)=p, seu: sz —z2=p,

de unde : 2% —sp+p=0.
Deslegandu acesta ecatiune precum amu aretatu mai susu :
B e Vsi—4p
2
si numerile cerute suntu :
s+ys2—4p s—y/s2— 4p
r=—-"———— g v Al
2 2

<

II. Sa se determine pe drept'a care trece prin punturile
A si B puntulu B (R,, B,) ecalu luminatu de duoi lumi-
natori ce se afla la aceste punturi. :

Distanti’a 4B aluminatoriloru -

R YA{ T RY:-2B B
se da =d, si intensitatile respective alle acestorn duoi lu-
minafori (la unimea de distantia) le insemnamu cu a si b,
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Fia R puntulu cerutu ; distanti’a Ini de la 4 sa o insem-
namu eu , éra pre aceea de la B eu d—a. Se scie din Fi-
sica co intensitatea luminei descresce cu patratulu distantiei,
adico sta in rapportu inversu cu acestu patratu; prin urmare

a
mtensnfited luminatorului 4 va fi la R ecala cu — 27 era aceea

b
a luminatorului B la R va fi ecala cu - P Puntulu R,

priimindu lumina ecala de la 4 si B, va fi :
Ll b
a? m’.
cu tote co ecatiunea acesta este de gradulu allu duoilea, pote
ensa fi deslegata ca ua ecatiune de gradulu anteiu. Estragendu
radicin’a patrata aflamu :
v a =vh
Z A
seu : dva—avVa= %
de unde: 2Va + Vb =dvVa seu 2

) Seu \/a(d

si in fine: Wit

De aici se vede co sunta duoe punturi ecalu luminate de
45si B: unulu R intre 4 si B, determinatu prin distanti’a

F=—

dv’a P
AR= “Va 4V 3
4R x= A a4
cellu-altu R,, dincolo de B determinatu prin distanti’a
Va
AR == e £ T - Candu a<b mtunm acestu allu duoi-
a _.

lea puntu ca,de la B,



Candu a= 0, atunci numai unu puntu se afla intre 4 si B
ecalu luminatu de 4 si B, si cade la mediuloculu dreptei 45.
III. Ua dama care traia in secolulu allu 127, intre-
bandu-se de etatea ei, a respunsu co, deca differinti’'a intre
annii ei si numernlu de ordinu allu secolului in care traesce
se va immulli cu numerulu annilou ce i mai trebue ca sa im-
plinesea unu secolu, se va gasi cellu din urma annu allu seco-
lului allu 197,
 fiindu etatea necwunoseuta, 2 — 712 va fi differenti’a intre
-anuii damei si secolulu in care traia; 700 — 2 suntu annii
cari i lipsescu ea sa implinesea unu secolu; era productulu
(z—12) (100 —x) trebue sa fia ecalu cu cellu din urma
annu allu secolului allu 197, adico = 7900. Asia dera vomu

avea : (2—12) (100 — ) = 1900,
de unde : - x?— 1122 + 3100 = 0,

& =056 + V3136 — 3100 = 56 +6,
asia dera =62, sen = 50,

De aici vedemu co cate-ua data ecatiunea care servesce spre
a deslega ua problema, pote cuprinde mai multe solutiuni de
catu permittu conditinnile fisice alle problemei. In celle mai
multe casuri potemu decide care din aceste solutiuni corres-
punde cererei cuprinse in problema si care este straina, pre-
cum se areta in problem’a urmetore.

IV. Lasandu sa cadia na petra intr'unu putiv de mina, s8'a
gasitu co a trecutu ¢ secunde infre momentulu pornirei selle
si acella la care sunetulu din fundulu putinlui a ajunsu la
urechea observatorului. Sa se afle adencimea = a putialui.

Se scie din Ficica co, unu corpu care cade in golu (aici
vomu face abstractiune de resistenti’a aerului), percurge in
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secund’a anteia unu spatin insemnatu cu = ( g este == 9",8088),
in 2 percurge de 4 ori atata in 3 de 9 ori atata, in ¥ se-
cunde de »® ori atata, adlco 9 y*=ax, unde y insemnedia

secundele in cate petr'a a ajunsu la fundulu putiului; de aici
2

aflamu :

Pre de alta parte scimu co sunetulu percurge intr'ua. se-
cunda a (~ 337 ) metre; insemmnandu cu z numeruln seeun-
deloru ce a intrebuintiatu sunetulu ca sa ajunga din fundula

putinlui la urechea obselva,tom]m, va fi za=2a, de unde
il Summ’a secundeloru y si 2 trebue sa fia impreuna

=t, de unde :

2
Y+ 2=t seu \/?+5_

Eecalitatea acesta o potemu serie si sub form'a

L
UitV s
seu redicandu la patratu
2% " ‘71‘3;
= 2 me +
9

eliminandu namitorii si aswdlendu :

y ,a(gt+cc)
i — 2 T+ a

a(gt +a fib ey
de unde : & = (g sk )—f—\/“k(ﬂ._m)ﬁ__aztg

(&(gt—} a)

850y o ey
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3 —
seun . = E(gt —}-\ai\/a(i’gt—{-a)

Acesta valore a Iui @ pote enca fi scrisa :

x=at+g[ai\/a(2gt+a)].

Este claru co una din aceste duoe valori este straina, pen-
fru co putinlu are numai na adencime. Ca sa cunoscemn care
din elle correspunde cererei, ohservamu co @ trebue sa fia mai
micu de catu at, pentru eo sunetulu, ca sa percurga spatinluz,
a intrebuintiatu mai pucine secunde do catu ¢; dera lnandu
semnulu + vedemu co se mai adaoga lui at, astu-felin in
catu atunci z va fi mai mare de catu at; trebue dera sa
luamu semnulu —, si atunci adencimea putinlui va f -

x= at+%(a—\/a(29t+ a)

3

A
"° § 3. DUOE ECALITATI DE GRADULU ALLU DUOILEA CU DUOE NECUNOSCUTE.

Deslegarca loru conduce in celle mai multe casuri , prin
eliminarea uneia din necunoscute, la ua ecalitate de gradula
allu patrulea, pre care in genere nu o potemu deslega prin
metodele Algebrei elementare; une ori ensa ecalitatile suntn
astu-feliu, in catu le potemu reduce la na ecatinne de gradulu
allu duoilea.

Problema. Sa se afle duoe numere z si Y, astu-felin in catn
sumw’a patrateloru loru sa fia = s2, era productulu lorn =p°,
Vomu avea celle duoe ecalitati de gradulu allu duoilea
Tty =8, zy=p"

Dera immultindu pre a duoa cu 2, si adanandu-o cu cea
d’anteiu, apoi scadiendu’o, gasiniu ;
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o'+ y' + 22y ="+ 2p, seu (w+y)2—s + 2p*
@' 4yt — 20y =" — 297 sen (x=y)=s"—2p%
de unde resulta celle duoe ecalitati de gradulu antein :
24y =Vs'L 2, & —y=Vs— 2p
si in fine :
R N ot
2 ; 2
Eealitatea bipatrata @' + pa® + ¢ = 0 care este do gradualu
allu patrulea, in care ensa intra numai poterile parii a necu-
noscutei, pote asemenea fi tratata ca ua ccalitate do gradalu
allu duoﬂea s punemu z’=y, de unde :
acesta din urma ecatiune da :

= ﬁ_

asia dera fiindn co m=iv Y, Va ﬁ 8i:

w—+\/ ——g

de aici vedemu co ecalitatea blpatrata. are patru radicini, In
generalu se demonstra in teori’a generala a ecatiuniloru, co
ua ecatiune de gradulu m, are m radicini reale sou imaginare.

Valorea i X se presinta sub forma de unu radicaly ; -

duoitu: VA ot + VB si se pote cere sa lu transformamu intr'ua
alta espressiune de forn’a v/x 1/ Y in care s nu fia de catu

numai radicale simple. Ca sa ajungemu la acesta. sa punemu :

VAFVE =zt j;
redicandu ambi membrii la patratu, aflamu :
A+VB—a:+/+ \/xj
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Acesta ecalitate fiindu compusa de catimi rationale si ne-
rationale, se descompune in duoe, a,«hco intr'na ecalitate intre
catimi numai rationale :

A=z 4+ Yy
81 ua alta intre catimi nerationale :
VBT
redicandu pre a duoa la patratu vine :
B = gy

B
Asia dera avemu ecalitatile : 25y = 4, wy= Vi

gl # si y suntu radicinile ecajitatiei de gradulu alla duoilea.

B
X?—4X + T
’ REEVdTS
de unde : X “‘\\/2—
A+JA—B 4—V4A4_B

n:, o= Y=
L) 2 ’ Y 5
si prin urmare :

Vel JARVEB, | [4— V5

Transformatiunea cernta se va potea face prin urmare, cande

VA’—B va fi ua catime rationala sen candu 4° — B va fi
unu patratu essactu. ;

Essemple 1, \/ 81—10\/6= \/ 81—/ 600; A=31, B=600.

Asia dera VA —B=\/961— 600 — 19
este unu nuumern rationalu si prin urmare

b s sl 31+ 19 "
\/31—1()»'6:_.\/. 5 _\/_’ =5 L e
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2. Sase transforme egpressiunea : \/ 43— 15/8in5—3\/2;

frmee g, /2
X \/ 24y3= sl z

o

4.\ o b f—9(¢\,/b —a4Vb;

\/Za—i—‘)\/u — 2ot p- +va—1b;

. \/x+,a V;c—j =1 —{—ya?—j,

U!

(=]

§ 4. PROBLEME DE GRADULU ALLU DT OILEA,

L. Sa se afle duoe numere alle caroru productu sa fia a,
si catulu b.

. S a—
Respunsu : vab si \/b—-
II. Summ’a patratelorn a duce numere este «, differinti’a
acestoru patrate este b; sa se afle numerile.,

a+b , Ja—b
Respunsu : 5 rE

IIL. Sa se afle trei numere, astu-feliu in catu productele
loru luate cate duoe sa fia a, b, c.

ab | bc
Respunsu : \/

1V. £a se afle cinc1 numere, astn-fehu in catu immultindu
pre fia-care din elle, cu acell'a care vine dupre ellusi pre
cellu din urma cu celln d’anteiu, sa aflamu productele :
a,b,c, d,e.

V. Unulu intrebatu de etatea lui a respunsu : mum’amea
a fostu de 20 anni candu m’a nascutu, era productulu anni-
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~loru mei eu ai mumei melle, intreeu cu 2500 unimi summ’a
loru. ‘

Respunsu: Etatea coruta este 42 do anni ; aceeaa mumei 62,

VL. Unulu a cumperatn hatise pentra 60 lei; de aru mai
fi luatu enca 3 Datiste toty o cei 60 lei, pretiulu fia-caria
ord sa fia cu unu leu mai pucinu. Se cere numerulu batis-
“teloru. :

Respunsu : 72,

VIL. Unulu voindu sa impartia 864 lei 1a cati-va omeni,
observa co, deca numeruln lorg aru fi cu 6 maimicn, fia-care
aru priimi duoi lei mai multu. Se core numerulu omenilorn.

Respunsn : 54

VIH. Unu tata murindu lasa 46800 lei la copiisei ca sa
impartia de ua potriva. Inainte de a imparti acesta summa,
duoi din copii moru, si cei alti jau eate 1950 lei mai multu.
Se cere numernlu totalu alln copiilorn.

Respunsu : 8. :

IX. Duoi commercianti au facutu na intreprindere comuna
cu 500 de galbeni. Unulu a lasatu capitalulu lui 5 luni, era
cellu-altn numai 2 luni; candu 8'au desfacuty a luatn fia-care
cate 450 galbeni. Se ceru snmmele cu cari a inceputu fie-care
acestn commerciun,

Respunsu : 200 si 300.

X. Care este numerulu care impreuna cu radicin’a sea pa-
trata da numerulu 13329

Respunsu : 7296,

XIL. Sa se afle duoe numere astu-feliu in catu summ’a loru
impreuna cu summ’a patrateloru loru sa fia = 330, era diffe-
rinti'a loru imprenna cu differinti’a patrateloru lorasa fia — 750,

Respunsu : 9 si 75,
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N

XII. Sa sa afle duoe numere alle caroru summ’a, productulu
si differenti’a patratelorn sa fia ecale intre elle.

FIVE - fgls
Respunsu : L

XIII. Trei numere formedia ua proportiune geometrica con- -
tinua ; summ’a loru este 126, era productulu loru 13824 ;
sa se afle aceste numere.

Respunsu : 6, 24, 96,

XIV. Differinti’a a duoe numere immultita cu differenti’a
patrateloru loru este 160; era summ’a lorn immultita en
aceea a patrateloru loru este .)80 Sa se afle numerele acestea.

Respunsu : 3si 7. iR oy :

XV. Sa se impartia numerulu « in duoe parti astu-felin in
catu summ’a poteriloru a patra alle acestoru parti sa fia b.
Partile cerute suntu : : ,
a+\/-— 30°+V8a*+8b a— \/— 302+ V8a*+ 8b

g5 0 e 2 :

XVI. Intr'ua proportiune geometrica, summ’a mediilorn
este ecala cu @, aceea a estremiloru este ecala cu b, summ’a
patratelorn cellorn 4 termeni este ¢. Sa se afle proportiunea.

Respunsu :
b——\/bﬁjaé a——\/c b2 a-{-\/ b2b+\/c—a2

2 2 2

x;!

§ 5. DESPRE MASSIMA SI MINIMA DE GRADULU ALLU DUOILEA.

Candu ua variabila @ priimesce differite valori atunci ur-
media co si ua functinne ore-care £() a acestei variabile sa
priimesea asemenea differite valori. Deca in acesta successiune
de valori se va intempla ca pentru ua valore particulara z=a

)
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SRR A

fanetiunea 7(#) sa priimesea ua valore correspundietore 4,
tare sa fia mai mare (sen maj mica } de catu tote valorile ve-
cine alle lui £ (), atunci dicemu ez A este mazimum (sen
minimum ) si o functinnea (%) priimesce ua valore massi-
mala (sen minimala). Tn partea superiora a analysei matema-
tice se dau motode generale pentru a determing valorile varia-
bileloru cari facu ca us functiune a loru sa devie uny massimum
Seu minimum, precum s Pre aceste massima seu minimg
ensusi. ‘
Dera si ecalitatile do gradulu allu duoilea dan wuny medin
spre a le determina celly pucinu in une easuri particulare.
Spre essemplu, deca functiunes y depinde de variabil'a o
: . SR g
prin relatinnea urmetore : y = W Ler L7 7 Sl ceremu sa
aflamu valorea aceea a luj @ pentru care ; sen espressiunega
i 2 S i <3
m— devine unu massimum sey Unu minimum, supy-
nemu pre y ca cunoscutu si deslegamu ecalitateg despre z.
Espressiunea pre care o vomu gasi pentru # trehuindy sy dea,
pentru acesta valori reale, va fi supusa la ore car conditiuni,
SeU y va fi cuprinsu intre ore-cari limite, preste cari de va
trece, valorile torrespundietore alle lni # devipy imaginare.
Aceste valori limite sunty massima seu minima functiunei y
cantandu co devine atunci espressiunes pentru z, aflamu Va~-;
lorea Ilui correspundietore la massimum sen minimum Inj .
Eliminandu mamitoruly in ecalitatea de mai susg aflamu :
Y+ eyx + fy = az® + bz 4-¢ j
trecendu toti termenii nftr'mnn membry si reducendu termeni
asemenea

(8 —dy) a4 (b —ey) ¢—fy=o,
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9 b— €y C— fy
seu a2 : g
¥ +a—dyx+a-——dy 0
puindu pentru prescurtare : Bt ) ek el
: » . G dy p’ W= dy q,
Vine < {L‘2 -+ px + qg= 0;
e
de unde : x=_§i %_q,
pQ
Ca sa fia @ realu trebue ca 4 — 4> 0 seu cellu pucinu
p2
0 il O

La acesta limita correspunde valorea limita a Iui y, care va
fi unu massimum sew minimum; valorea correspundietore a

Iui z va fi atunci : piotl

2
Problema I. Sa se impartia numerulu @ in duoe parti allu
caroru productu sa fia massimum, adico cellu mai mare pos-
sibilu.
« fiindu un’a din partile, a — @ va fi cea-alta si se cere ¢a
productulu loru (e — ) = y sa fia unu massimum. Desle-
gandu acesta ecatiune despre z aflamu : 22 — az+y=10

2
a a
de unde : x=_—*\/——y.
B~ g
o
Asia dera — oste mai mare de catu y, seu cellu pucinu
a* 8

4 = Y- Asia dera y trebuindu sa fia mai micu de catu —-»

2
a ;
coea mai mare valore pre care o pote lua este —; atunc
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-

0 a
X= 5 SLprin urmare ¢ —o = 55 de unde -se vede €0, niu-

mernlu a trebue sa fia impartitu in parti ecale, in duoe diu-
metati, si productulu massimum este ecalu cu patratulu aces-
tei diumetatiei.

De aici resulta co, productulu cellorn parti alle unui
numeru a este massimum, candy partile acestea suntu ecale
intre elle. -

Fib @), 2, 0 5.0, Z,, aceste parti si va fi -
Byt %o X5 + ... +Z,=a,siz L3 e ens . T, == MASSIMIMIN.
Deca duoe din aceste parti, spre essemplu : z, si Z;, nu voru fi
ecale intre elle, atunci productulu nu va fi massimum, In ade-
veru atunci potemu serie :

otz 2+,
Mo e el

42 2+ a,
2

si productulu X, ca formata din parti ecale, va

fi mai mare de caty productulu a, ,, asia dera si :
Ot @+, ;
2 2
II. Sa se descompuna numernln ¢ in duoi factori a carorn
summ’a sa fia minimum,

Bgonne ey >0 2,05, . s s Ly

- : . a . ;
- # fiindu unulu din factori, o Va fi cellu-altu, si summ’a

loru trebue sa fia uny minimum, adico :
a
@+ s e

Deslegandu acesta ecalitate despre z aflamu :

7 2
@? — Y¥+a=0, de unde : w*éi \v/—z-a,
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2 42

Y Y g
De aici resulta co, - >a seu cellu pucinu. 7-=a ; asia

It ¢ T . y a0
ders minimum cerutu este y= 2Va; atunei @=5=Va.
J 2

II1. Din tote trianghiurile dreptanghiuri cu aceeasi ipote-
nusa @ care este acella allu carui perimetru este massimum
sen minimum ?

Sa insemnamu eu b, ¢, catetele acestoru trianghimi, sa
observamu co dupre na teorema din geometria

2+ c2=a’;
era pre de alta parte fiindu co ipotenus’a a este constanta
perimetrulu va fi massimum, candu summ 'a cateteloru va fi
ensasi massimum, adico candu :
b+c=y.

Redicandu acesta din urma ecalitate la patratu si scadiendn
dintr’ensa pre cea d’antein, gasimu :
e

e

2be=y%—a? seu bc=

Asia dera b si ¢ suntu radicinile unei ecatiuni de gradulualln
duoilea de form’a : %

2__ g2
XXt =0,
: =3+\/m=z_/+ 2T
de unde : X ke . = = P ,

si prm Trmare :
y-{—\/,?az——yf"; c_y-V?d—E—?jé
AT, 2
Ca sa fia aceste valori alle lui b si ¢ reale trebue ca :
i 242 — %> seu cellu pucinu =0, ‘
sen %< 'seu ecalu cu 2a’ Ay

h=
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S A

%2 trebuindu sa remana << 2a? cea mai mare valore pre care
0 pote lua este 2a2; asia dera y=a V2 este valorea massi-
RONS ot bt c=aty=dtay2—q(1+ V2) este
massimum perimetrului. Atanci b devine ecalu cu ¢ s
Y ay2 g 3

==

* Trianghiulu dreptunghin cu pel:imetrulu

o

g

V2
massimum este trianghiulu isoscely. Dera valorile catetelory
b si ¢ trehue sa implinesca si ua alta conditiune, trebue sa
fia positive, asia derg :
Y>v2a2 — 42 gy YE> 202 — 42 oy 2y% > 2q2
si prin urmare - Y2 > u? sen Yy=>a si cellu pucinu y— g,
Dera atunci va fi ¢— 0, b=a, si perimetruln @44 L ¢ — 2a;
de unde se vede co Vp‘erimetrulu este minimum , eandu toty
trianghiulu se reduce Ia ua linia drepta.
Alte essemple. Sa se afle valorile lui x cari facu massimum
seu minimum funetinnile.
Ly=a2y(s —2)%; Resp. w=4, ¥ =232 minimum.
2y=vw V10—z; Resp. =5, y= 2/5 massimum.
2 2
3.4 = Tt 5 Resp. z= g; Y= 4o minimun.
4. Din tote dreptanghiurile de acellasi perimetru 2g sa se
afle acell’a allu carui suprafeci’a este massimum.

a
Respunsu : patratulu cu latur'a = e

=~

§ 6. cANTITATI COMPLESSE SI IMAGINARE,

Radicin’a patrata si in senere aceea de unu gradu pariy a

unui numern negativa, seu simbolulu v —4? Iy numimu ua
espressiune imaginara ; pentra eo nu essista nici ua catime
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reala care immultita prin ea insasi sa produca unu numeru
negativa; espressiunea de maj susu o potemu pune si sub
form’a : av — 7,
In generaln numimu espressiune complessa sen imaginara

ua espressiune de form’s a+bV—1 in care a sid suntu

numere reale, intregi sen fractionare, positive sen negative,

commensarabile seu incommensurabile,
Espresiunile a+5v— 7 §i ¢ — 3V 7 oani nu se deose-
besen de catu numai prin semnuly coefficientului lui v.— 7 ge
numescu conjugate.

Cantitatea reala si positiva Va2 52 so numesce modululy
espressiuniloru imaginare conjugate a+bv— 7,

Candu avemu ua potrivire intre catimi reale si imaginare,
acesta se desface in alte duoe, una intre catimile reale si alta
intre catimile imaginare, adico intre coefficientii ni V— 7,
Spre ess. din : A4+ BV 7 — PoregV Ty
results : A=P si B=¢.

Neinvoimu sa applicamu sila catimile complesse acelleasiope-

ratiuni sireguli ca si Ia catimile reale. Astu-feliu gasimu pentru
adunares : '

(@ 48V = D)4 (c+ &V TT) = ab o4 (b a) T,

scaderea :

(a+0V— 1)~ (c+ &V —1)=aq—ct (p— W1,
immultireg :

(@a+bV—1)(c+ AV — 1) =(ac—bd) + (ad 4+ be)V 7,
impartirea :
a+b¢?1_(_aiﬁ/?1) (c=dV—1) act+bd ad—be

ShS N S ol e
c+ady—1 (o+d\/~1)(c—d\/—1) ¢*4d? 24 g2
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e

De unde vedemu co resultatulu operatiunilorn algebrice, appli-
~ cate Ia espressiuni imaginare, este in generalu ua espressiune
d9 aceeasi forma, - 4+ BV _7, :

Cateva teoreme elementare, dera,‘importante, asupra eom-
plesselorn suntu ce]lé‘urmetore o B 3
 Teorema I. (3 sa fig ug espressiune complessa @ + v/ — 7
nulla, trebue si este destuly ca modululu ei Va? 3% g5 fig
nullu. Coci atanei : ¢ — 0, b=0 si prin urmare gk — 1=,
- Teorema II. Modululy unui productu de mai multe espres-
siuni complesse este ecalu cu productnly moduleloru factorilory.

Immultindy espressiunile a4 4/ — 7 ¢+ dy— 7 intre
elle gasimu : ;
(a+b\/l7)(c+d\/’??)=ac_bd+ (ad+be)y— 7.
Modulele factorilory sunty : \/a?_+b2 Si y"c2+d2, era acell’a
allu productului este

V(ac—bd ) (aﬂ +be)? = \/"azézp‘lf'232+ c'z?d?—{—?c?
=V )+ (1) & — i +0)(E @)

=LKL E,

Teorema IIT. Modululy catului a duoe espressiuni complesse
este ecalu cu catuly modulului alln deimpartituluj prin acell’a
ailu impartitorulu.

Fiaat+by _—1 deimpartitulu, ¢ + @/— 7 impartitornlu
si p+gv/— 1 catulu, Dupre teorem’a precedinte va f -
V' L0 =L @\ g
pentru co deimpartitulu este ecaln cu productulu impartitory-
lui cu catulu, de aici resulta :

Al {22 b"é
e e
Ve + d

ceea ce erd de demonstraty,
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APPENDICE.

Pene aici s'an aretatu metode pentru a deslega ecalitatile
de gradulu anteiu, cu una seu mai multe necunoscute, pre-
cum si pre acellea de gradulu allu duoilea, cu ua singura ne-
cunoscuta. Metodele prin cari se deslega ecalitatile de gradulu
allu treilea si allu patrulea, la cari conducu obicinuitu si eca-
tiunile de gradulu allu duwoilea cu mai multe necunoscute,
suntu imperfecte si complicate. Italienii Ferrei si Tartalea,
pe la 1505 au datu acesta metoda pentru ecalitatile de gra-
dulu allu treilea cu ua necunoscuta, metoda numita obicinuitu
a lui Cardanus, care a publicatu-o cellu d’anteiu; asemenea
italianulu Aloysius Ferrari a deslegatu ecalitatea de gradulu
allu patrulea, si metoda lui porta numele de regula lui Bom-
belli. Deslegarea generala a ecatiuniloru de grade superiore la
allu’ patrulea cu coefficienti litterari fiindu asta-di impossibila
si chiaru pentru gradulu allu treilea si allu patrulea in celle
mai multe casuri nepracticabila, matematicii au cautatu metode
speciale ca sa deslege aceste ecalitati, candu coefficientii loru
suntu numerici ; aceste metode dau ensa in genere numai re-
sultate approssimative si se gasescu espuse in teori’a generala

a ecalitatiloru care constitue un’a din partile superiore alle
Algebrei.



CAPITOLU V.
,POTERI SI RADICINI ALLE ESPRESSIUNILORU ALGEBRICE.

§ 1. OPERATIUNI CU MONOME.

Din regulile immultirei results €0, ca sa redicamu unu mo-
nomu la ua potere, redicamn la aceen, potere pra coefficientulu
numericu si pre fia-care littera in parte, immultindu esponentii
loru cu esponentuly poterei la care se redica monomulu ; resul-
tatulu va avea acellasi semnu cn monomulu datu, candu espo-
nentulu acesta este impariu, era totn de una semnuly -+, candu
acesta este pariu.

Essemplu.

(£30°%°°)" =+ 27455, (+ 34%1 )=+ 81a"%™,
O 8a_estragemu dera radicin’a m a unui monomu trehue
sa estragemu in parte pre aceea a coefficientului numericy si
a fla-carei littere in parte, impartindu esponentii lor eu indi-
cele radicinei. Radicin’a va avea acellasi semnu c¢u monomulu
data, candu indicele radicinei este impariu, era candu acesta
este pariu radicin’a pote avea in generalu amenduoe sem-
nele + si —,

Essemplu.

4 TR 8 ey €t e R v
Vo' <1+ 0%, /27 — Sal’c’,

In generalu va fi dera (a")"=a™ si candu n va fi uny

m

n_—. —_—
numeru intregu, va fi si ya"=g ",
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De aici resulta co potemu scote ua littera de sub unu radi-
calu, estragendu’i radicin’a aretata prin indice, si vice-versa
potenin pune sub unu radicalu va littera care lu immulfiesce
redicandu-o la potérea aretata prin indicele radicalului.

Essemple :

3 3 G sl el
1. V166068 F =\ PaC2bd — 24’ \ bl

2..ac° ;’/b—a(;2 =;7'a’30“bm2. 4
8. (a—a)Vaz=\/(a—2z)ax.
(Ca sa adunamu seun sa scademu duoe radicale, operamu ca si cu
esnressinnile algebrice rationale, reducendu radicalele asemenea.
‘Radicale asemenea numimu acelle cari nu se deosebescu de
catu prin coefficientii cari le immultiescu; spre essemplu :

gt s g o : ;
5ay/be*, — 3eybet, 72\/be*, cari potu fi redusse, spre ess. :

S (A R ST 8oLy

5800 L Tanfbe — Bov'Be = (5up T L 96) 4k
Potemn face ea ori cate radicale sa aiba acellasi indice ,
precum se face cu reductiunea fractiuniloru la acellasi numi-
toru. Potemu immulti seu imparti indicele unui radicalu cu
unu numeru intregu si positiva ore-care fara ca radicalulu
sa si scambe valorea, deca vomu immulti totu de ua data cu
acellasi numeru si esponentulu catimei de sub radicalu ; astu-

m— m,

feliu : va= ya"

In adeveru plecandu din identitatea (7\775)47; =a, si redi-

: 2 M \ M0
candu amhi membri la poterea n, gasimu : (\/ a) =a", deo

m— mn_—__.
unde estragendn radicin’a mn : Va = ya"
€a sa immultimu duoe radicale seu sa le impartimu, le adu-
cemu la acellasi indice si apoi seriemu tote catimile sub unu
radicalu comunu.
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Essemplu,
m,— mn___

Wy W mn_ oM mml \/ a \/ a” i (b—n
Va Xyb= Va' x Vi = Vath™; =t e

\ / bm Zl”

7Il72“ mn )
Va" o
In adevern ,,;,7_— va fi dupre regul’a redicarei fractiuni
bm

mn _>mn

5 a" a" s mn [ n \mn  @"
loru la ua potere = W = 3 dera si(\/ a ) e

m

Duoe catimi ecale cu ua a treia fiindu si intre ello ecale &e-

mn—— 113

sulta : S ey
e A

Ca sa redicamu unu radicalu la ug potere, redicamu cati-
mea de sub radicalu la aceea potere :
m__ — — — m—\n e m
(\/a) =vVaxXyaxya..., seu (Va) =Va.a.a....=ya"
Ca sa estragemu radicin’a unui radicalu, o estragemu din
catimea de sub radicalu. Sa insemnamu cu @ radicin’a neey-

X : . m— .
nosuta » a radicalului /a, adico

R foie .
m,
\/\/t—z =x;
sa redicamu ambi membrii 1a poterea n :
m—
Va=1";
si era la poterea m, adico -
a pr— mﬁlﬂ _— (wﬂl )n
Sa estragemu acum suceessivu radicin’a # si apoi radicin’a m

W
0ot n—
V= AV s
mi—

Din ecalitatea de mai susn a=a"" rosulta ensa = /g
2
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mn
8l &= \/\/_a, de unde : \/\/a — Va; adico, ca sa estra-
gemu radicin’a » a unui radicalu, potemu enca immulti indi-
cele radicalului cu numerulu ».
Esponenti fractionari. Candu la estragerea radicinei » a
monomului @™, m nu se imparte essactu cu », atunci aretamu
numai acesta impartire si ne invoimu sa consideramu siin ca-

mn W
sulu acesta ca ecivalente espressiunile a» si v a™, adico co :

n— m

Va™=qn». Esponentulu i este atunci fractionaru. Totu
prin aceeasi conventiune applicamu catimiloru affectate cu es-
ponenti fractionari acelleasi operatiuni ca si catimiloru cu es-

ponenti intregi. Astu-feliu spre essemplu :
m P + 4 mq 4-np -
1 a”Xa‘l—an ¢=gq ®¢ ; pentru co :

ng—— ng—  NGg——
o5 X =V a ¢ Vad N L

- \/amq-}-np e a'mq 7;; np.
m P m P
9 gnit g =N 19,
m.p  mp

§ 2. RONDUIRI, PERMUTARI, COMBINARI.

Avendu mai multe catimi, objecte seu littere, potemu sa le
asiediamu una langa alta’ in differite moduri, luandu-le pre
tote, seu numai cate duoe, trei, patru, etc. Aceste differite
asiediari se potu face numai intr'unu numeru limitatu de mo-
duri cu unu numern limitatu de objecte. Acestu numeru pre
care ne vomu propune aici sa lu aflamu, este de ua impor-
tantia mare pentru formarea poteriloru binomeloru si alle po-
linomeloru, precum si la differite alte parti alle analysel ma-
tematice.
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Ronduiri se numesen tote grupele cari se potu forma cu

unu numeru datu de ohjecte luate cate 2, 8, 4, ete. ; fia-care
objectu intra numai ua data in fig-care grupa. Fia R, nume-
‘rulu ronduiriloru de m littere cate n; R acell’a de m littere
cate n—7; R do m littere cate 5 2, si asia mai inainte
R, dem littere cate 7, adico R, —m. Sa ne inchipuimu co
amu formatu tote ronduirile RZJ; ¢a'sa formamu pre acellea
R, trebue la fia-care grupa B, sa mai adaogamu pre rondu
fia-care din litterils lasate, cari suntu m—(n—1) seu
Mm—mn+1; asia dera fia-care grupa din &, va fi Inata de
(m—mn— 1) ori si prin urmare : '

R, =(m—n+41) 5.
Scambandu aici Pre rondu pre n in n— 7, = Ay D0 T
aflamy :

By =(m—n+2) R

B =(m—n+23) B

-4

B =(m—ndt4) R

R, =(m— 1) B,

R, =m, ;

Immultindu tote aceste ecalitati impreuna cu aceea de waj
susu si scotiendu factorii comunj la-ambi membrij :

R =m(m— 1) (m— 2)ove(m—n+3) (m— +2) (m—n-1).

Acesta formula ne da numeruluronduiriloru de m litters cate ",

81 sa observamu co numeralu factoriloru este 7,
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A

Permutari se numescu grupele cari se potu forma eu m
littere asiediate in tote modurile possibile; permutarile suntu
dera nisce ronduiri de m littere cate m. Sa insemnamu cu P,
numerulu loru si sa observamu co dupre formul'a de mai susu
avemu :

P, =R,=m(m—1)(m—2)...(m—m+ 2)(m—m-+ 1)

de unde scambandu rondulu factoriloru :
P,=1.23.4...(m—2)(m—1)m.

Acestu productu de m numere 7.2.3...m se numesce cate

ua data va facultate si se insemnedia penirn prescurtare

cum!

Combinari se numescu grupele cari se potu forma cu m
littere luate cate n, astu-feliu ensa in catu duoe grupe sa se
deosebesca cellu pueinu printr'una din litterile cari se afla
intr’ensele.

Ca sa aflamu numerulu de combinari ce potemu forma cum
littere luate cate », adico C,., sa ne inchipnimu anteiu co le
amu formatu pre tote si le amu inserisu infr'va colona verti-
cala; in fia-eare grupa a acestei colone care cuprinde » littere
sa formamu tote permutarile alle carora numeru sa lu insem-
namu ca si mai susu cu P, si sa le scriemu pre lini’a orizon-
tala ; totalitatea grupeloru astu-feliu formate va esprima prin
urmare ronduirile de m littere cate » si numerulu lorm
va fi R,. Dera acestu numeru se pote enca afla immultindu
numeruln grupeloru din colon’a verticala, adica C,, cunume-
rulu grupeloru din fia-care rondu orizontalu, adico P, siva fi
= O, X P,. Do aici umedia : C.X P,=R., de unde :

(3

C = IT'"; puindu in loculu Iui B), si P, valorile loru de mai
> :
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susu, aflamu numerulu combinarilorn de m littere cate n,

adico :
n_mm—1)(m—2)..... (m—mn+1)
e 12.34.....n
/xTeorema. Numerulu combinariloru de m littere cate n este
ecalu cu acell'a de m littere cate m— n. In adeveru la fia-care

grupa din C, de catu n littere correspunde ua alta grupa de
m—n littere cari au remasu. Astu-feliu Cl= C”™ seu :

m(m— 1) (m— 2)... (m—n+1) m(m—1)(m—2)...(n+1)
: FOEE AR m. e 1223000, - no)’
Acesta se pote enca demonstra si prin aducerea acestoru duoe
espresiuni la acellasi numitoru ; atunci fractiunile cari resulta
voru avea si numeratorii loru ecali si vorn fi ecale intre elle.

§ 3. FORMUL'A BINOMULUI LUI NEWTON,

Candu voimu sa redicamu unu binomu la ua potere supe-
riora la a duoa seu la a treia, operatiunile devinu lungi si o8-
tenitore ; essista ensa ua regula data de Newton spre aforma
ori-care potere m a unui binomu datu si care pote fi applicata
si la polinome.

Sa formamu mai anteiu productulu de m factori binomiali
cari se deoshescu numai prin allu duoilea termenu :

(v+a)(2+b)=22+a|2x+ ab;
+0b/ '
(#+a)(@+b) (@+ ) =2+ a |22+ ab| 2+ abo;
+b| +ac
Sl =L he

(@+a) (2+0) (x+¢) (- @) =21+ alz®+ abla®+ abelx+abed ;
+ b +ac +abd
+¢| +be| +acd|
+d| —+bdl +bcd

+a
+Cdl

si asia mai inainte.



De aci se vede co celln d’antein termenu allu productului
de m factori (v +a)(z+0b)..... este formatu de poterea m
a lui z adico este »” ; '

Allu duoilea termenu cuprinde pre « la poterea m — 7, avendu

de coefficientu summ’a litteriloru @, b,¢...m

Allu treilea termenu cuprinde pre 2 la poterea m — 2, avendu
de coefficientu summ’a producteloru litterilorn a,b,¢...m
Inate cate duoe; *

Allu #* termenu sen termenulu genemlu cupunde pre z
Ia poterea m— (n— 1) sen m—n - 1, adico "+, avendu
de coefficientu summ’a producteloru a acestoru m littere luate
cate n—1;

Allu (m -+ 1) seu cellu din urma termenu cuprinde pre
« la poterea O si este formatu numai de productulu celloru
m littere @, b, ¢ ... m. -

« La desvoltarea acesta a productuhu de m factori bimomiali

(x+a)(x+d) (x+c)... (v-+m) sa supunemu ¢o - |

a=b=c=... =m, atunci produectulu se scamba in (x+-a)
(2 a)(z+a)...(x+a),adico intr’unu productu de n fac-
tori acali si esprima poterea m a binomului 2 + @, adico (+a)™;
coefficientulu poterei 2™ devine a+a-+a+ - =ma; coef-
ficientulu potereio™* devine : aa +ac+ be+ - = a®F a4
adico a® luatu de atatea ori catu este numerulu producteloru
de m littere cate 2, adico numerulu combinarilorn de m lit-

: m(m—1) Ly
tere cate 2, adico —T/,,coefﬁmentulu pgterei &

devine : abc+-abd +bed + .. . =a®+ a® + ..., sen a® Inatn

de atatea ori, catu este numerulu productelorn seu allu com-

m(m—1)(m—2)
VO

binarilorn de m littere cate 3, adico

asia mai inainte.
6

A AU P Pl T e
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Coefficientulu termenului » + 7 adico allg poterei 2™ agte
ecalu cu « luatn do ataten ori, cate eombinari potemu forma,
cum littere Inate cate n, adico '
m(m—])(m—2)...(m —n+1) :
gy WETRL L i
cellu din urma termenn este-a.b.c... = qm
De aici results :

(Q"_I‘ a)'"=x"'+ ?naxm-l +

U ﬁz(mf;g%‘ . G
7)7.(m~1)...(m——n+ 7)
+\1\. ST

Acesta formnla porta nnmele o binomuly iy; Newton.
Poterile Tniw mergu descreseondn ey yg unime; acellea alle
Tui & ereseu ¢y ug anime ; coefficientii gp formedia_dupre re-
gul'a de mai sugsy. Astu-foliy coefficientuln termenului n—+41
este ecalu cn numeraln combinarilory de  littere cate ny

_'])
)

~

m (m :
- a2

anmm-;‘r + Pt + ‘a’m.

- nunierula totaly ailn termenilory este m + 7.

Regul'a €sponentilory si g poterilorn s’a generalisatu prin
inductinne, conchidiendu de Ja 9 3 termeni ; so pote ensa com-
pleta demonstratinne, Sa admitemy o aceste reguli sunty
adeverate pentry esponentuln m si yomy demonstra co sunty
asemenea adeverato i pentru esponentuly 1 + 1; atunei re-
gulile fiindu demonstrate pentru esponentuly 2, 3voru fi s
pentru 4, 9, 6 s8i in geners pentru ori-ce esponentu. Sa im-

- multima dery desvoltarea hypotetica de mai Susu & binomulyj
(z+a) ey T+ a, ¢a sa aflamn desvoltarea lui (z+a)m+1

astu-felin vomy gasi :
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S e

—1
(x—i—a)"'“——%"‘“—}—m' m+m(m =5 i a2 e
e +m
—1)...(m— 7 '
.+7I'L(m : .)2 (m" nn—,_ );an,bm-n+1+'..+1axm+am+1.
m(m—1)...(m—n+2)|
e +’”!

In acesta desvoltare coefficientulu termenului n + 7 este : '

m(m—1)...(m—n4+2)(m—n-1)

T2 . 2 {n—1)%
m(m—1)...(m—n-+2)
4 1.2...(n—1)

m(m—1).. (m—n+2) m— n+1

ATl N ( n +1)

_m(m—1)...(m—n-+2)(m—n-+1+n)

s 020 n=1)n

_(m+1)m(m—1)...(m+1——n+1)

= P d 2 Bt .
si se vede co este formatu totu dupre aceeasi regula, a,dlco
esto = C,, , ,. Regul'a esponentiloru este evidenta.

Teorem’a I. Termenii ecalu departatl de la estremi au acel-

lasi coefficientu. Sa consideramu termenulu alla » + 7 de la
inceputu si pre allu »+ 7 de la finitu, care va fi alln
m~+ 1 —mn— 1 socotitu, de la inceputn seu alln (m—mn )™,
Coefficientulu cellui d’anteiu va fi ecalu cu numeruln combi-
nariloru de s littere cate n sen O ; coefficientulu cellui-altu
termenu va fi asemenea ecalu cu numerulu combinariloru de
m littere cate m —mn, seu C), *; dera amu vediutu mai susu la
U

combinari co C, = C,, .
Teorem’a II, Summ’a coefficientilorn bmomlah este = 2",

e e T R o e e e e o —

o

AT o R AR ! T R EARRE o T T ez

=
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In desvoltarea binomului (# -+ @)" sa punemu z=71, g= 1
. ¥ m(m— 1) m(m— 1) (m— 2)
S1 va ﬁ G 2 =1+7n+ﬁ _Tﬁ‘— sse

+\’7’(”’;1)g\'("‘“"+1)+-.-+m+1.
5 rees ] *

Sa scambamu in binomulu Iui Newton @ in — a, atunci

-~ foti termenii desvoltarei Iui (#—a)" in cari intra « la ua

potere imparia voru lua semnulu — , astu-felin gasimu :

; m(m—1

(3’3 it a)m = xm__ maxm-] + J___‘_‘) a2‘,l;m-2
P52
m(m—1)(m—2)
- ) = 3,.m=8 ”

; *NZ.‘? 3 @z N T
Sa facemu enca in formulele (z+a)" si (z—a)" z=1
Sig=u:

m(m—1) .
(1+:c)””=1+mx—f-(%~~)m”

e
m(m—i)(m-—2) _ :
Wﬁ [L's—,- sy e (L"n,

m(m—1
(I—a)'=1—ms+ ‘“'(],‘2#‘) o

-4

_wgu,wﬂm.
pa R .

Binomulu lui Newton care s'a demonstratu aici numai
pentru poteri infregi si positive, este adeveratu pentru ori
cari valori alle lui m; generalisarea acesta este ensa mai pu-
cinu elementars.

§ 4. BADICIN'A PATRATA UNUI POLINOMU.

Ca sa estragemu radicin’a patrata a unui polinomu lu asie-
diamu dupre poterile descrescende alle unei littere: celly
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d’antein termenn allu polinomului astu-feliu asiediatu va fi

patratulu cellui d’anteiu termenu allu radicinei cerute ; sca-
demu acestu patratu si impartimu pre celln d'anteiu termenu

allu restnlui eu induoitulu termenului antein allu radlcmel

ceea ce ne da unu allu duoilea termenu allu acesteia ; immul-
timu cu acesta termenii aflati ai radicinei din cari celd anteiun

suntu induoiti si scademu din polinomulu datu; impartimu

era pre cellu d’anteiu termenu alln acestui allu duoilea restu

cu induoitulu cellui d’antein termenu alla radicinei, si ope-
ramu asia mai inainte ca sila estragerea radicinei numeriloru.
Dispositiunea ca,lcuhloru se Vede in essemplulu urmetoru

dat—12a2" 4 25022 — 2403+ 160*| 22° — Sax + 4a?

— 4zt _ 4n* — 3az
0 +12a03— 9a2? — 3az a3
+16a%2 | 4a® — bax +4a®
—16a%c® + 240’z — 16a* +4a%
— e

« 3

)

o

4R
i

o B VT e e ——
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CAPITOLU V.
SERIT ST PROGRESSIUNI

Seria se numesce ua suecessiune de termeni in numeru ne-

limitatu cari deriva uni de alti dupre ua lege data. Numimu
mai ‘:pemalu progressiune aritmetica sen prin rlzﬁ‘ermtm ua

seria in care differinti’a intre duoi termepi consecutivi este con-
stanta; progressiune geometrica seu prin catu, na seria in care
catulu intre duoi termeni consecutivi este constantu.

§ 1. PROGRESSIUN! ARITMETICE

Ua progressiane aritmetica seu prin differintia’
NS ke R

in care differinti’a constantajintre duoi termeni consecutivi este

0, pote fi serisa:

a.a+0.b+0.c+d.d+0.e+d.... k40,
seuencaa.a+90.a+20.a430.a+40...a+(n—1)0,
unde se supune co numernlu termeniloru este »; astu-felin ter-
menulu generalu 7 sen allu %7 allu unei progressiuni aritme-
tice se gasesce prin formul'a ¢

L; '+ (n — 1‘)5.

Candu J este positivu, atunci termenii progressiunei de mai
susu mergu creseendu, adico progressiunea este crescenda;

candu J este negativu, atunci avemu ua progressiune deseres-

cenda :
a.a—0.a—20.a-30....a—(n—1)0.

fte o

ol ol e e | i

—

>

]
¥
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Teorem’a I. Intr'ua progressiune aritmetica summ’a a duoi
termeni ecalu departati de la estremi este constanta si ecala
cu summ’a estremiloru. ' !

Fia progressiunes :

8ol o vese
in eare fia % termenuly aliy 7 de la inceputu si p termennly
allu n"* incependucdo la finitu; atunci » va fi asemenes ter-
menulu allu #” incependu de 1a P si vomu avea, differinti’a
fiimdu era J

k=a+(n—2)0, U=p+(n—1)d.

Scadiendu aceste ecatiuni vine : ; !

k—~u==a—p, seu k+p=a+u
i fiindu co summ’a estremilory @+ u este constanta, urmedia
¢a si summ’a termenilory k, p, ecalu departati de estremi, sa
fia asemenea constanta.

Teorem’a II. Summ’a de n termeni unei progressiuni arit-
metice este ecala cu cellu ’antein plus cellu din urma ter-
menu, immultiti cu numernly loru s impartiti eu 2.

Sa ingemnamu summ’s acesta cu S, adico :

B=qgt bt el .. +itk+1;
sen S=l—f—k+z’+.....+c+b+a;
adunasidu aceste potriviri : A

'.98=(a+l)+(b+k)+(c+z‘)+.....+(a+l).
Numernlu parenteseloru este » si tote suntu ecale intre elle
dupre teorem’s precedinte, de unde :

s 28=n(a+1), seu S:LJ;“"-

Problema. Dandu-ni-se duoe numere i b, so cere s aflamn
alte # numere carj impreuna e a si b sa formedie ua progres-
siune aritmetica. Fig 2 differinti’a necunoscuta intre duoj ter-

7
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meni conseeutivi, seu ratiunea progressiunei cerute, si yomu
avea progressiunea : ]

a:. a+w.a+?z.....b.

b fiindu termenulu allu -+ 2, lu potemu esprima precum | s 0

media :
=a+ (n+ 1),
de unde aﬂamu dxﬁ”ermtl a necunoscuta x
: b—a
i s
n 4 1

si cunoscendun-o potemu forma pre toti termenii ceruti.

-

§ 2. PROGRESSIUNI GEOMETRICE.

Ua progressiune geometrica sen prin catu :
g B piady Rk :
in care catulu constantu intre duoi termeni consecutivieste ¢,
pote enca fi scrisa sub form’a :
a‘aq'bQ' eys L s gy
seu Bilar agicdr . ik el
unde supunemu co numerulu termeniloru este n; &stu-fehu

termenuln generalu I seu allu n¥* va fi ;
7= 1

i
l—-ag

“Candu progressiunea este c‘”ﬁS‘cemﬁ g>1; candu oa este des-
crescenda g este < 1. - :

Teorem’a I. Productulu a duoi termeni ecalu departati de

estremi este constantu si ecaln cu productulu estremiloru. -
Fia progressiunes : =

] OB o O S Ay At R

du termenulu allu n de 1& mceputu era p allu n de la, ’

k=ag™;  u=pg; =




S

impartindu intre elle aceste duoe. potriviri, vine :
| ]iz = ). seu kp= .
u p i

Teorema II. Productulu de # termeni consecutivi unei pro-
gressiuni geometrice este ecalu cu radicin’a patrata poterei »
a productului.cellui d'anteiu cu celln din urma termenu :

Fia P acestu productu si vomu avea :

C SR R N s
sen Y s A b.a
de unde prin immultire : .
P2=(al)(b7c)....(al); '
numerulu parenteseloru este 7 si tote suntu ecale intre elle .
de unde : :
P?=(al)" seu FP=i/(al)"

Teorema IIL. Summ’a de 2 termeni consecutivi unei pro-
gressiunei geometrice este acala cu differinti’a intre cellu
din urma termenn immultitu cu catuly g si cellu d’antein ter-
menu, impartita cu differinti’s g — 1; seu este ecala cu cellu
d’anteiu termenu immultity cu differinti’a ¢" — 7 si impartitu
cu differinti'a ¢ — 7,

Sa insemnamu summ’a acests cu S, adico :

=aLb+ o4 k1
sa immultima amenduoi membri cn q, ceea ce da :
Bg=ag+bg+cqg+ ..+ kg+ lg,
seu Sg=ltgt .. L1+
Scadiendu din acesta ecalitate pre ceea de mai susu vine :

lg—a
S —_ ={0 — =_t[“-7'
g —S=lg—a, de unde b
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Deca observamu co [ = a?-! yva f &

S= L, soF B gl =l ;

g,k g—1 : =

Aceste formule potu enca fi serise, deca scambawn semnele 5
la amenduoi termenii ai fractiunei, sub form’a : E
Ig 1 T 5

get e g

11— q 1 il é

si servescu pentru casulu unde ¢ este << 7, adico candu pro-
gressiunea este descrescenda. s : »
Formul’a din urma o potemu enca scrie sub form’a,
e aq”.
—Tag g
candu ¢ <1, poterile selle mergu descrescendu si deca con-
sideramn unu numeru infinitw de termeni, adico n= 00, a-
tunei si ¢"=o; asia dera in casulu acesta, summ’a termeni-
loru progressiunei descrescende cu catu numerulu loru este -
mai mare, cu atatu se apropie mai multu de valorea espresm-
unei date prin formul’a : SaE
S=_2 |
LA
de i et . 7
Essemplu. j+§+2+§+""'— i
Problema. Se cere ca intre duoe numere @, b sa punemu
n termeni cari impreuna cu @ si b sa formedie na progressi-
une geometrica. Fia @ catulu seu ratiunea necunoscuta & pro-
gressiunei cerute si vomu avea, observandu co numerulu to-
talu allu termeniloru este n + 2 e
a, a8, a5’ ... b, b=qag't!, ds'xe
de unde aflamu catuln necunoseutn e -
041 b e
=

=2

.

T
v,

a
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- Cunoscendu acestu catu, potemu lesne sa formamu progressi-
unea ceruta.

.

§ 3. DESPRE INTERESSE 81 ANNUITATI ok

Teori’a interesselorn si annuitatiloru se hasedia pre aceea
a proportiunilorn si a progressiunilorn geometrice. Uny capi-
talu ¢ datu la interessu de # Ig %o da intr’unu annu interes-

sulu i, era in » anni, interessula %" care impreuna cu
100 100
- capitalulu primitivu ¢ da capitalulu definitive C, adico
e crn rn -\
C=c+ —— =§(1 -+ 700,

Candu la finitulu fia-carui annu interessulu se adaoga la
capitalu, producendu si ellu in annuly urmetoru interessu now,
atunci dicemu co capitalulu primitiva este datu la interessu
compusu. In teoria ne potemu inchipui co interessulu se im-
preuna in totu momentulu eu capitalu, ca sa maresca interes-
sulu in momentuln urmetory, Calcululu interessului compusu
dupre acesta suppositiune cere cunoseintie de caleulu infinite-
simalu si apoi in transactiunile commerciale interessulu com-
pusu se socotesce numai prin intervalle annuale, lunare, ete.

Fia ¢ capitalulu datu pre » anni la interessu compusu de
7 %o pre annu; Ia finelo annului anfeiu acestu capitalu im-
preuna cu interessulu va pretiui

»

Gl rcss i
] ( ! 100 )’

acesta summa considerata ca ung capitalu nonu va pretiui Ia fi-
nele annului allu duoile :

et r TNy r o NemE
"(H?‘o*a)x(”70‘5)—0(“765) :
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N e

la finele annului allu treilea vomu avea

c'(j * 7;75)2 (’¢+3€0) (’6+ 100)

asta-felin vomu avea pentru capitalulu definitiva C peste n

anni :

S Ll
_c( E B

Acesta, formula, fiindu ua relativne intre patru (‘,d:tlnll. pote
servi la deslefrarea de patru probleme differite; este destulu

sa ni se dea trei din aceste catimi si vomu potea determma'._ffn

pre a patra.

Candu cunoscemu ca,pltalulu definitiva © si ceremu capita-

lulu sen valorea actuala ¢, avemu ua problema de scontu, a-
tunci
C

ﬁ
| 15 200 )

Candu ni se cere procentulu » cu care trebue sa damu unu
capitalu ¢, ca preste # anni sa devia C, punemu ecalitatea

sub form’a
mo ; \/

unde potemu calcula radicalulu \/ S en ajutomlu logarmm-

. loru.

Candu necunoseut’a este », applicamu logaribmii (vedi teo-v :
ri'a loru) si aflamu

-

logC—loge

== s
log (1 S —1‘0”5)
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Sandn 00, - L 3

| (1 i 700 }
Annuitate se numesce ua summa fissa care se da pre fia-
care annu la interessu; insummandi-se cn colle din annii pre-
cedenti. Annuitatile servescu’ obicinuitu pentrn amortisare seny
- rafuire de datorii cu termenu lung a.

Sum. adata Ja annu 1 sta la inter. » anni si pret. u\ 4 100

v -1
> a » S Iy BB e » 011—}-**)

\ 100

24 5 » IIT » y =2y » (1 = ]00)

> n-1 > 9 /1 55 a%

> @ > » n—7» P) ey > a(\ + 1@)

> a » B s » i » a [ 1 -]L 3 Jr_‘ )

: Sl e { 150 |

Summ’a totala va fi :

el 14 “r“\- {1+ '1 ‘ .,r \+1+ ;)j )z_]l_

T T ( 00 1oL

i Y =2 2] I

+(1+70~0J+ (1+,ﬂ:)) F
Observandu €0 termenii serisi in parentese Iomledla, ua pro-
gressiune geometrica a carei catu este 7 4 - 7 07) si facendn

summ’a acestel pl'Ogl'eSSlun] Vllle
¥ \n

(1+ 100)* 2
A—a(1+ 100) r

100
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Si acesta formula ‘pote deslega patru classe de probleme,
dupre cum va fi 4, @, r seu n catimea necunoscuta. Pentra
esercitiu propunemu problem’a urmetore &

Unu stata imprumutandu-se cu 75000000 lei eu interessu
de 3°/0 pre annu vrea sa scia cata summa @ trehue sa pla-
tesea la finitulu fia carui annu, ea sa se rafuesca de acesta
datoria preste 30 de anni.

Ecalitatea de care depmde solutiunea acestei probleme este
T e
0)_ 0,03

: 450000 (1,03)"
de unde , Z == 0 =1

Ca allu duoilea essercitin propunemu aceeasi ploblema ensa
cu interssu simplu ; atum eca,htaten de care depmde desle-

garea ei va fi :

1000000%1 G2

15000000>< (1 +i>ig'—q)._a:(1 -+
\

3><29)

100 100

3IX 28
+1’(1+ % o e +x(

100 100 }‘F .
: FXC80N T oo
15000000 X (1+ - )_1(30+1_05 v )
de unde se pote calcula . :

§ 4.. CELLE D'ANTEIU NOTIUNI DESPRE SERII IN GENERALU SI DESPRE
CONVERGINTI’A LORU.

Ua seria se numesee converginta, candu summ’a terme-
niloru sei se apropie de ua limita constanta cu atatu mai
muitu, eun catu adunamn unu numeru mai mare de terment ;
aceea limita se numesce swmm’a seriei. Seri’a se numesece
diverginta, candu snmm'’a termenilorn sei se departedia de
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(S DN

ori-ce limita fissa, cu catu adunamu wnu numeru mai mare
de termeni. Unu essemplu de ua czeua. converginta ne da pro-
gressinnea xzeomemca de mai susu :

] 7

iy 4+8+11‘ 1+« o+ pene la infinitu,

e

& carei summa ama gasitu-0 = £ ; cu catu adunamu ung nu- -

Heru mai mare de termeni, cu atatu ne apropiemu de summ’a 2,
(asa pota fi ua serja conver ginta, trebue ca termenii ei sa pota
descresce necontenitu si deveni mai mici de catu ori-ce catime
data; caci altu-felin luandu unu numeru mare de tepmem
summ’a lorn pote deveni mai mare de catu ori ce catime data
si seri’a nu mai converge catre ua-limita fissa. Dera acesta
conditiune singura nu este destula spre a conchide co seri’a
este in realitate converginta, coci essista serii diverginte alle
carorn termeni mergu descrescendu si potu deveni mai mici

de catu ori- ce cafmmo data spre es. seri'a numita armonica,
1
14— + + + +---+ +n+1+m+-'-

1 /
T +2n+1+ 7H2+ el +:47+1+
Cu totP ¢o termenii acestei serii desclescu si potu deveni mai
mici de catu ori-ce catime data, seri’a nu este convergenta,
si summ’a ei pote deveni mai mare de catu ori-ce catime data,
de vomu Ina numai unu numeru de’ termeni destulu de mare.

In adeveru seri’a acesta pote fi scrissa :

-].
(1+§+§+2+"'+h)+(n+1 n+"+ +‘7n‘
1 ¢ § ; 1 T

+(2n+1+§nm+2+---+4-“\+(4 e

Numerulu termeniloru din aceste parentese este n, 2n, 4n, &n...
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si observandn co cellu. din urma termenu din fia-care paren-
tesa este mai micu de catu cei-alti, vomu avea :

Lot y 2 1
SloE

1 1 g o0 feiin
n+1+¢a+2+”'+§7~z)nx%—2’
1 b3l ><* 1
mi i g >"” 21
1 1 1
f'n—l—1+4n+2+ + >m><—=—2-,
1 1 S e
GRk A g >8”>“16—n“§’

si asia mai inainte.

e 7
Asia dera seri’a propusa este > 1 + G e 5+ adico

: v <
mai mare de catu 7 + 5 luata de unu numeru nemarginitu

de ori, pote deveni mai mare de catu ori-ce catime data si

este divergenta. : ,
Teorema I. Ua seria u,, uy, gy . .. u,, Uy 41+ . eSte
convergenta, candu, de la unu termenu inainte, rapportulu

unui termenu catre precedintele seu este mai micu de catu -

unu numeru fissu mai micu de catu unimea. Fia % < 1 acestu
numeru si vomu avea :
Sty Sty Bebs g ot
Uy~ Uy, +1 U, 42
SeW U g < hothy, Uy s <Koy 1y Uy g s <Kty 5o
800 2 Uyy <Ky, Upyo < B0, Uy s By, s <3
de unde prin adunare : '

un+1 +un+9+un+s+ 20990 <kun+k?un+k3ztn + Tt 2.0 ¢

7

T e N S e SN ey,

_re




S
De aiciresulta co de Iy termenuln #, inainte suinm’a termeni-
loru seriei date este mai mica de catu aceea a unei progres-
siunei geometrice descrescende fu, R, - By . allu
carei catu este k< 7. Do amu vediutu mai susu {despre
progres. geom., Teor. TI1.) ¢o summ’a acestei din urma este
ke, i y ; ;
T adico unu numery constantu ; de unde urmedis €0 si
seri'a propusa ai caria termeni suntu mai mici de catu acei ai
Progressiunei este convergenta.
De vomu face summ’s cellorn d’anteiu » termeni aj seriei ,
u1+“2+u3+u4’+ """ + %,
lepedandu pre cei alti : Undr -ty s Uy of ..., gresial’a
Pre care o commitemu este mai miea, de catu TMLL

xé

5
123 e T

Y z  a
-Essemplu. Seri a.. 1+ ;—{- 73 +
' z" o 1
; r 1.2...1z+1.2...n(n+1j+"'
este convergenta, pentru eo rapportulu :
T 2 A 2% @

12 n(nf1) 1.2..0 ny o Dotedeveni
mai micu de caty unimea, candu luamu pre n destulu de
mare. Luandua summ’a cellory d'anteiu 4 7 termeni

; 2 3 T
Z Z €z .z,.
e e e S T R e N
Lt iet i SE

dreptn summ’a seriei intregi commitemu ua erore
&x

n

= @
Candn = 7, gori’a devine :
L5 1 1 1
1+'1T2+ 1.03 4*?2'3.74---'; era erorea <nt?1§2‘3"ﬁn
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B

Acesta seria este importanta la teori'a logaritmiloru si in

alte parti alle analisei matematice; summ’a el 0 insemnamu

cu litter'a - €= 7182818284 ...

Teorema II. Ua sena cu termenii descrescendu pene la
nulla si alternativu positivi si negativi este convers senta.

Fia seri’a :

g —— Uy U — Uy - U — veee Uy = U gy b U ygi— i
pre caré o-potemu scrie si sub celle duoe forme : _

(Uy =t s =+ U Y=ty 4 170, 1 2) — (Wi 5= Uy ) e
si (u— U +”3“—"'+“nf‘ Uy 1) (U 4 o — “n{s)
+(u11+4 _%ﬂ+5)+""'

de unde se vede co summ’a seriei propuse este :

Cg— Uyt U, — Ut Uy
si >y — o Uy — Uy - s Uy — Uy 1
prin urmare se afla cuprinsa intre duoe limite alle caroru dlf-
ferinti’a este u, ., si pote deveni mai mica de c&tu ori 68 ca-
time dafa. :

Ua espressiune algebrica pote fi transformata intr'ua seria,
in differite moduri. Ca sa transformamu spre essemplu espres-
siunile 7 + 2, VI —« in serii, le scriemu sub form’a
I+ x)%', (1— :z:)?1 si le desvoltamu dupre formul’a binomu-
{ui Tui Newton, admitendu precum se va demonstra mal inante
co acesta formula este adeverata pontru ori ce esponentu :

€T i
(1+$6) —1+—§—'8—+—ﬁ—1_9‘6;+--“'

1 x* a® bzt
e Tl e
L : R :
Espresiunile Gt 1 le transformamu In seril sea prin

e ol
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e A impartire, seu puindu-le syh form’a (7 + ), (1 —a)t g

SR IR S, S T U 5 L T

desvoltandy dupre hinomyly -

74 ;
ey 2100 g o .
s 1 $+x J: +Q/ ey

7
1=

=1+rc+a:2+x3—{-:c4-+

aceste patru serii sunty forte convergente, candu 2 este forte
micu. ;
Teori’a derivatelory si metod’a coefficientilory arbitrarii ne

conducu mai sjeurg la desvoltarea nnei espressiuni algebrice
in seria, -

11 (LA IV V.
T R M =

Sy 1151010 5 1

T
1 11 | Sl j
e SR AN SR
V151535 70 126210, 11138
Vi1 /m%‘é;?qg!...l i1} i

1
_§_!\

pinlu urmetory : g 1¢ inchipnimy 7 SCrisa pre ua linia ori-
zontala de mai multe ori; sa adunamn 1, 2, 3 termeni aj
- acestei serii si resylfatele Sa le scriemu pro ug 3 duoa linia
orizontala, formandy astu-foliu sori’s, numerilorn naturalj :.
1-.2.3.-1.5_6‘. 7o Bt
Seu numerilo figurate do ordinulu I. — Sa adunamu erg pre
cei d’anteiy duoi, trei, patru,.... termeni aj acestei seriei s
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: s e ot
vomu forma ua seria noua serisa in a treea linia orizontala,
adico : 1,36, 10, 15591 28 ;.51
seu numerile figurate de ordinulu allu II*, numite si numere
trigonale. Asemenea vomu forma numerile din rondulu allu pa-
trulea seu numerile figurate de ordinuln allu IIT*, numite si-
piramidale, si asia mai inainte.

Aceste differite ordine de numere figurate le potemn asiedia

~si sub form’a unui trianghin care porta si numele de tnau-
ghiulu Ini Pascal.

Teorema I. Termenulu allu » din seri’a m este ecaln cu
summ’a cellorn d’antein » termeni ai seriei m— 1; . ess.
termenulu allu 6 din seri'a IV, adico 126 =14+ 10
+ 20 + 35 +56. Acesta resulta din modulu in care s'a for-
matu tabelulu acesta.

Teorema IL. Termenulu alln » dinseri’a m este coefficien-
tuln termenului m 4 7 din desvoltarea poterei - m — 7 a
hinomului lui Newton, seu potemu enca dice co este ecalu cu

. numernln combinarilorn formate cu n- m — 7 littere luate
cate m, adico insemnandu pre acestu termenu cu T Vi
: (nt+m—1yn+m—2)....(n+m—1—[m—1]
Lom= TSR S BRIy
_n(n+1)...(n+m—1)
T e ey
Sa admitemu co teorem’a acesta este adeverata pentru seri'a
m si pentru cei » — 7 termeni d’anteiu ai seriei m + 7, teo-
rem’a va fi generala, candu vomu demonstra co este adeverata
si pentru termenulu » din seri’a m -+ 1.
Dupre teorem’a anteia avemu :
» T S ,11 + 1 ‘f‘

{133

e —

S

T a7 e e et
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-

8i in fine : Ll =

102 g
dera prin suppositinne
\ _n(n+ 1), (n—{—m-j)
e i

nm

T ce.m
P (w—])n(n—!—f) ..(’fl+ﬂl—-1)
bt bl R 2 3 oM (mE 1) 1) i

- prin uimare :

: n(n41)y.., R-t+m— 7))/ w7
ﬂi,m-{‘]wn.-]‘.m-]-l:j\)# .)_:

A e L m—_}«fm,/;
_n(n+1)...(n+;m—I)Xm+n
S B N S+ 1

' n(n—{-]).....(n—/-m——])(m—/-n)

el cem(m1) 7
n(n—f—i) ..... (n+am)
o= 2 S (m+1) "’ &

~ Asia dera si termenuly » din seri’a m + 1 este formatn fotu

dupre acellasi principiu. Toti termenii din seri’a I fiindu coef-
ficienti bmomla.h, precum si cei d’ antein termeni: 7, 3, 4.,
din seri’a II, urmedia ¢o s allu 4’“ prin urmare si allu :
5™, ete. termenu din acesta seria va fi formatu dupre regul’a
coefficientiloru hinomiali ; si era ally 27 termenu 4 din se-
ri‘a III fiindu uny coefﬁmentu binomialu, urmedia ¢o si allu
R » ote. voru fi asemenes formati si asia mai
Inante,

Din acesto duoe teoreme resulta co summ’s, S, . a cellorn
# d'antein termeni ai lumereloru figurate de ordinulu m,
fiindu ecala cu termenuln allu % ailu numereloru figurate de
mdmulu m—+ 1, adico =T, 11, va fi esprimata prin for-
mul’a '

: __u(n—f])(n—f—?).. (/z—{—m—I)\n +m)
R e e mmt1)




103

R AN

Applicandn acesta formula la numerele figurate de ordinalu I
: ; . : n(n+ 1)
gasimu : S, =1+4243 444 ... fp= =
mul'a cunoseuta din progressiunile aritmetice.
Ponh‘u numerele trigonale ( de ordinulu allu IT) gasimu :
=143+64+104 15+ 214+28L36 4 ...
_n(nt1)(n+2)
SEREETR
Pentru numerele piramidale seu de ordinulu allu 11T :
S s=1+ 4410+ 20485+ 56 L ...
_n(n+1)(n+2)(n+3)
LR e 4
s1 asia mai inainte, unde numelulu termeniloru in fia-care so-
ria este n.

» for-

-_‘.1

§ 6. GRAMED] DE CORPURI SFERICE.

Gmpun sferice, precum glontw, ghiulele, ete., se potn '

-asiedia in grupe largi la basa si mai anguste Ig verfu. Nume-
rulu ghiuleleloru de na asemenea grupa depinde de form’a si
dimensiunile basel. Numerele figurate ne vorn servi pentru a
determina numernlu ghiuleleloru unoru grape, spre essemplua
acelloru cu basa {riangulara, patrata si rectangulara.
Ghiulele asiediate intr'ua asemenea grupa triangulara, for-

media straturi cari incependu de susu, cuprindu una , trei,

sesse, diece, ete. ghiulele, prin urmare summ’a ) /
loru este : 7+3T6-F10F154+211 ... —¢u £
samm’a numereloru figurate de ordinulu allu SR
IT™* ; asia dera » fiindn numerulu strateloru, o

S summ’a ghiuleleloru, vomu avea : e

A

%

W D




- m—(n— 7). Summ’a totala g ghiulelelorn
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getlo Uit 3) w Dt 2y
; B R b
Ghiulelele asiediate intr'ua grupa patrata, formedia gtra-
turi cari incependu de susy cuprindu una, X
patru, nous, ete. ghiulele, si summ’a totala "

- represinta summ'a patratelorn numeriloru na-

tarale, adico : :
14224824 42 4 n?

s 0
® o
® e

FL e d 194 950 0 o+ #?
D6 care o potemu descompune in duoe serii . . . .
triangulare, adico :  * g
I+449+416. ..., +n?
1
=242 6+10+f. av n(n; )
(=7 Suz + 8,1
+1+3+6 e o 5
Dera avemu dupre formul’s generala :
8, =28+ D(+2) . (a—D)n(nt1)
OB ERCRE S L Le2ed
de unde : : :
"n(n41 n 1) (2nt1
e ( ;:J(nnL 2+ n- 1)=‘(7‘2L)6~(M
asia dera :

. X 2
e L LT +,32=’_’ﬁ13;(~?+1);
Ua grupa rectangulara este formata de stratari rectangu-
lare cari, incependu do Josu, cuprindu WSO LN
Wﬁﬂ)w~4h(m—2nn—2LMa:::::::

ghiulele ; stratulu superioru este formatung-- - - .
mai de unu siry de ghiulele in numeru de . . . . . .

Vaﬁ: ........
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S=mXn+m—1)(n—1) 4 (m—2)(n—2) £.....
+(m—[n—1]) (m—[n—1]);
desfacendu fia care termenu in trei producte, vine :
S=mn+ mn+mn+ ... +mn+4 1422432 (...,
+(n—1)2—(1+2+3+---+(n—1)),‘(m+n)
o  (n—1)n(2n—1) (m+n)n(n—1)
=mn? + G = )

=%{6‘mn+(n—1) (2n—1) — 3(m—+n) (n—i)},

n
geu: S= E{O’mn + 2n%—3p + 1—3mn-—-3n2+ 3m - 3n

=§{3mn-—n2+3hz+1}=§{3m(%+1)—("2— 1)}

n(n+1) (3m—n+ 1)
S= 7 3

8i in fine :

T S S S

=

e

2

e



CAPITOLU V1.
NOTIUNT DESPRE FRACTIUNILE CONTINUE.

Valorea unui numern # care ny este intregu o potemu es-
prime prin celln mai mare intregu @ cuprinsu intr’ensu plus

1 1
ua fractiune de form’a 51 astu-felin 2= ¢ - i Numerulu y

7
pote fi intregu, sen unu intregu & plus ua fractiune - s astu-

\ feliu:

] A o e
2 va fi asemenea ecalu cu ¢ -+ Sl asia mai inainte. Potemu

dera pune pre z sub form’a urmatore :
T=q—4 1

Ua asemenea espressiune so numesce fractiune continua si
este formata de unu intregu ( care pote fi si =0) si de ua
fractinne allu carei numeratory este Z, era numitorulu se com-
pune de unu intregu plus ua fractiune allu carei numeratorn
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este erasi 7, era numitorulu unu intregu plus ua fractiune,
si asia mai inainte.
:d

e i 7
Fractiunile intermediare : i ey se numeseu frac-

tiuni integrante seu partiale. Numerele @, b, c... se numesen

caturi necomplete ; era espressiunile :

a 1_ab+1 1 (be+1)a+ec

R W N e
¢

adico ua fractiune ordinara, ecala cu ua parte a fractiunei con-

tinue Iuata de la inceputu, se numesce redusa sen fractiune

convergenta.

Ca sa transformamu ua fractiune ordinara in fractiune con-
tinna, operamu ca si pentru aflarea cellui mai mare comunu
impartitorn intre numeratorulu si numitorulu fractinnei date;
caturile successive formedia caturile incomplete alle fractiu-
nei continue cerute, pro care atunci lesne o potemu forma.
Impartirile successive spre aflarea divisorului comunu, fiinda
in numeru limitatu, urmedia co si fractinnea continua se va

termina, adico va fi compusa de unu numern limitatu de frac-

tiuni partiale. Fractiunile diecimale avendu de numitoru 7 ur-
mata de cate-va nulle, nu se deosebescu de fractiunile comune
si reductinnea loru in fractiuni continue se face totu in acel-
lasi modu.

Essemplu.
21] 1 1 1 iz
Q08 608 . B T e = ete.
= DR T kT
271 2l ' 971 7
66 47 55

e S R &

S e e

e W

e =
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Aflarea cellui mai mare comunu divisory :
/ 2 49|23 caturi incomplete
608 1577 CEFIS T T
de unde :
2l el
608 2+1

=k

2

3

1
9F1
244
3.
Ua fractiune continua o transformamu in fractinne ordinara
prin reductiuni successive, Astu-felin ca g transformamu

fractiunes, :

a+1
b+ 1
¢L
d+..
L +17
v+ 7

S| 3

i ote.

in fractiune comuna, formamu redusele consecutive :

a {1 _ab4 1 1 (ab+12)¢ + 4

7w+z=*7“w+a+§=“ﬁzrrﬁ

51 asia maj ‘nainte,

©  Pentru formareg reduseloru successive avemu ua regula forte
importants, cuprinsa in teorem's urmetore, :
Teorema I, Numeratoruly B allu unei reduse go gasesee
immultindg Pre acell'a IV allu reduge; Precedinte cu catuly jp-
completu » correspundiatory Ig, cea-d’anteiu si adaogandu ny-
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meratorulu M allu redusei ante-precedinte ; numitornlu R,
se afla totu prin acelleasi operatiuni appiicate la numitorii N,

M N R
si M, ; astu-feliu —— =+ fiindu trei reduse consecutive,
MNAR,

vomu avea :

B Ne+M
R=Nr+ M, R — Ny + M, si E~Nlr+M

Sa supunemu co acesta teorema este adeverata pentru —- B
1

. ea va fi generala, deca o vomu demonstra si pentru redus’a -

8§ R
urmetore 5+ — Acesta din urma se pote forma din & puindu
1 1

7
1n loculu catului incompletu espressiunea » -+ — = astu-fehu
vafi:

g N(r-l—{)-f-M

— (Nr + Mys+ N
S, N{7+ ]—Fﬂ'] (1\17'+47’L)3+M "

dera Nr+ M= R, Ny+ M — R, dupre supositiune, do

unde :
E Bs +N
S Bs + -Nl A
o2 Gt e B SR
de unde se vede co redus’a g, se formedia din g S N’ pre-
0% N i
omm din . N n dera formarga acesta este adeverata
y e
pentru a treia redusa - t —f—) 7 e care s'a formatu din

SN

e e

b o e e s o~ e e T
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B A

' U e
celle precedinti : Z 62 7 conformu regulei date, prin ur-

- mare va fi adeverata si pentru a4, a 5" redusa, ote.
Teorema IT. Numeratorulu differintiei a duoe reduse conse-

: M N
cutlve A si N, este & 7, dupre cum redus’a din care scademu
este de rangu parin seu impariu, incependu a numera de Ia

: . a 3 AT .
anteia redusa 7 care pote fi si=0; differinti’a ensasi va f :

BilM
N M, MN

it N R
Sa consideramu mai multe reduse consecutive —— M R ;

8 k
g Sisa formamu differintiele :
1

N M NM-NM
MM N,
« B N . Nr+M N, ' NM—MN,
RN Nr+M & WNT& RN,
de unde se vede co differintiele successive au tote acellasi nu-
meratoru NM, — MN, si numai semnuly se scamba de la una

Bl L 5 ab—+ 1 2
la alta. Differinti’a intre redus’a a duoa S anteia ¢

7
fiindu B urmedia co NM, — MN, = +1,

Redusele suntu fractiuni nereductihile, pentru co deca ter-

o5

N
menil fractiunei N voru avea unu factoru comunu, acesta ar

fi trobuitu sa impartia membrulu anteiu alln potrivirei NM,
—MN,=x=1; ceea ce nu se pote, pentru co membrulu allu
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duoilea, unimea, nu are altu impartitoru de catu unimea’'en-
sasi. :
Teorem’a III. Valorea fra.ctiunei continue z este mai mica

de"catu ori-care redusa de rangu pa,rlu N, si mai mare de catu

: e B
ori ce redusa de rangu impariu B
1

Sa observamu mai anteiu co « resulta din valorea 1edusel
R Nr +M

R, No + M’
e ! i
g3 s -
pre care pentru prescurtare o insemnamu cu y; asia va fi :
Nyt M
Nyt M
si prin urmare :
M Ny+M M Y
“TH T Ny+I M Ny,
My ANy M N 1

oy 1—\71 1\19+M N1 : (MZ/'FM)N;” :
differinti’a anteia fiindu positiva, era a duoa negativa, urmedia
M AN SR ‘
co &> i, © =5 N

Valorea « a fractiunei continue fiindu cuprinsa intre duoe
N
reduse consecutwe sx N » gresiala pre care o commltemu

candu lnamu pre un'a dm acestea in loculn valorei essacte =z,

M. N9 1
este mai mica de catu differinti’a loru & ( il N ) seu +—— T

: B !

substituindu in loculu lui » espressiunea

e i e e i
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Teorema IV. Ua redusa se apropie de valorea z a fractiu-
nei continue cu atatu mai multy cu catu va fi de unn rangu
superioru.
In adeveru facendu differintisle pre cari le amu avutu siin
teorem’a precedinte :

L e L
# N, W M, Nl— (My‘f‘M)Nl’
M Ny+M M 7

& — - =

M Ny+M~ M~ (Ny+M)M;
vedemu co, netinendu sema de semne, antei'a este mai mica,
de catu a duoa; pentrn co numeratorulu ei 7, este mai micny
de catu acall'a y allu differintiei a duoa, era numitorulu cellei
d’antein este mai mare de caty numitoruln d’ally duoilea, pen-

tru co NV, > M,.
N :
*  Teorema V. Ua redusa ore-care N, 56 apropie de valorea
1

essacta z a fractiunei continue mai multy de catu ori-ce alta

fractiune — cu térmeni maj 1icl, 1n care m << N si n < N,.
: n

T e s
@ fiindu cuprinsu intre duoe reduse consecutive W N tre-
1 1

bue ca si w Safia cuprinsu intre acelleasi reduse, coci altn-

felin s’ar departa mai multy de ; de aici urmedia :
m MON mM, — n M 1
;—371 <FI*E' seu — *@[1‘—<\—NJ{1 .
Ca sa esiste acosta nepotrivire trebue cg » >N, fiindu co
numeratorulu mM, — uif » €& ua diferintia de duoe numere

intregi, nu pote fi maj micu de catu /. Asemenea so demon-
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1

: mo Ly M N
stredia com =V, pentru ca — fimdu cuprinsa intre - si ==,
n M, N,

trebue ea si invers'a % sa fia cuprinsa intre inversele j si
N iy,
N adico :
%o MM PN
n B N’
nM—m M, 1 ) :
seu : B e (in valore absoluta.).

: mn . :
De unde se vede co fractiunea 5, u esprima valorea 2 mai

N
essactu de catu N de catu numai deca m > N si n> N
1

Ua catime nerationala seu necommensurabila nu pote fi
transformata intr'va fractiune continna limitata ; coei for-
mandu redusele successive alle acestei din urma, amu trans-
forma-o, deca ar fi limitata, intr'ua fractiune ordinara, care,

fiindu catime commensurahila, nu pote fi ecala cu catimea ne- -

rationala propusa. :

Ua fractiune continua se numesce periodica, candu fractin-
nile partiale sa reproducn in aceeasi ordine. Sa transformamu
de ess. numerulu V45 intr’ua fractiune continua ; pentra acesta
observamu co celln mai mare patratu cuprinsu in 15 este 9;
prin urmare potemu pune :

e 1
¢15~3+5

: 11—
ca sa determinamu pre « avemu : = V15—3,

By

e " i

i s
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SRAR A A A

de unde : :

1 V15 1.3 V15 4 3
e "FT"‘“‘L_“‘—‘_‘" = \_‘f& o 1 —f—
L V-3 (Vi5--3) (Vi5+ 3) 6
si pentru determinarea lui ¥ avemu :

!‘

Y

1 V1543 NI LT
e RS ol s
de unde :

6 6(VI5+3) 1
pa st i A G R G
. N T _ 4 2

- Pentru 2 gasimn erasi
et 1 Vi5+ 3 1
i e g A
4 vi15—3 6 Y
De unde se vede ca 2 este ecalu cu x si prin urmare de

aici inante se vorn repeti totu acelleasi caturi incomplete ;
de aici resulta fractiunes continua periodica :

0+, .
Teorema VI. Ua fractiune continua periodica este un’a din

radicinile unei ecalitatiei de graduluallu duoilea cu coefficienti
rationali.
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e

Fia fractiunea“continua periodic.a; USSR
r=q+ 1 : seu ax=a+ 1
b+ 1 : bije s 2
e i '
el < M fd
a-+1
b+
2
wt.

M Vi :
S& lnsemnamu cu - si 55 cvlle duoe din urma reduse alle
MR, :

- periodului si vomu avea :
_Nz+M
T Na+ M, ,
care represinta ua ecalitate de gradulu allu duoilea despre
sida: ,
No*+ (M,— N)a — M=0.
Deca fractiunea continua este mista :

it e BT oL Pema H T i
A b+1
E L Ut
p+1 &
Lo
Sk
g Rl
9+
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@ insemnandu periodnlu, atunci insemnandu’ea si mai susu cu
M
M,

si . ctelle din urma reduse alle periodului, era en
1 1

Sl S

S
8L 77> pre acellea alle partiei neregulate, vomu avea :
p i

- Vz4+ U Np+M
s Vi U ieET Naz+M, '’
eliminandu pre », gasimu ua ecalitate de gradulu allu duoi-
lea despre . :
Fractinnile continne gasescu intre altele. ua applicatiune si
la deslegarea ecalitatilorn nedeterminate de gradulu anteiu cu
duoe necunoscute : g +by=e¢.

1

-

b ‘ v /)
Sa,,transformamu catulu = intr'ua fractiune continua; fia e

penultim’a redusa si vomu ayea dupre teorem’a a duoa :

moob - 1 ‘

;——E-:i an’ Seu am — m=+1;
immultindu en +¢:

Team ¥ bnc=c¢
de unde : z=tme, y="7F ne,
Cunoscendu astu-felin ua pereche de valori alle Ini 2 si ¥y

potemu afla si valorile generale dupre teoremele date in Cap. II,
§ 7; astu-felin va fi : '

x==xmc+bt, y=F nc— at,




CAPITOLU Vi, 14 =
LOGARITMII

§ 1. PROPRIETATILE LOGARITMILORY

Logaritmulu unui numern se numesce espenentulu poterei
la care trebue sa redicamu unu alta pumern constantu numitn

R
basa, ca sa producemn pre cellu d an’nelu Astu-Telu b fiindu
unu numeru pre caré ln amu alesu dupre voia ca sa represinte

has’a,  esponentulu poterei la care trebue sa redicamu bas'a -

b ca sa producemu unu-wemera-a, ¥a fi -
N=10"si z=1IogN.

Dupre acesta difinitiune a logaritmiloru este clary ¢o, candu
wai multe numere formedia ua progresiune geometrica, loga-
ritmii loru voru forma ua progresiune aritmetica. In adeveru
fia progresmne& numeriloru cu catulu ¢ -

“Ny s Ny:ooo..s0u N :Ng: Ng* Ng

20 s e 5

si N b”“ q= 12, astu-felin in catu termenu acestel progxe- s

siunei potu fi serisi dupre cum urmedia :
b% : b0 b7 X% o
L ”"b"+a'b°“+°5 pe+ 35 .

eI |

.8y

de unde vedemu co esponentii z, x+4, x4 20, ote., EI,dIGO:
logaritmii numeriloru &V, &, NG f01med1a ua progresiune
aritmetica cu diferinti'a ¢, care este

Z.x40, 2420, T30 B
De essemplu numerile serise mai Josu, pre a duoa linia orizon-
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- tala, suntn logaritmii numeriloru din lini’a anteia, rapportati
la bas'a 2 - : S
1:2:4:8:16:32:64:128 : 256 ; 512 . . . umere
R R e R R ... logaritmi
Asemenea si progresiunile urmatore, unde has’a este 70 :

1:10 :100 : 1000 : 100007, numere

DB IO BT S ... logaritmi.
Bas'a logaritmilorn comuni, caleulati de englesulu Briggs
este 70; inventatorulu logaritmiloru este erasi unu matema-
ticu englesu Neper seu Napier care calculase logaritmii nu-
miti naturali sen hyperbolici seu si neperiani, dupre ua alta
basa insemnata cu litier'a e=2,7182818284.. . care oste
ua fractiune diecimala nelimitata si represinta summ’a unei
serii converginte (vedi Cap. V, § 4)*).

-*) In aritmetica se considera logaritmii ca termenii unai progresiunei arit-
metice, era numerele ca termenii correspundiatori ai unei progresiunei geoma-
trice; se intiellege ensa co acestu modu de a represinta logaritmii este mai pu-
cinu practicu. Cu ajatoralu unei prolixitatiei mai mari se pote funda tebri'a
elementara a logaritmilory si pre acesta hasa. Ecca duoe teoreme carorn se da
ua importantia in acesta teoria :

I Inchipuindune progresiunea numerelorn
; aiaqgiagrag®s, . ag"ag"t ;..
se probedia co differinti'a qg™ ! __ ag" 2= ag"(g— 1) intre duoi termeni
consecutivi pote deveni mai mica de catu ori ce catimg data, deca g, rema-
nendn > 7, differa de 7 cu ua catime forte mica ; pentra co atunci faetoruln
q— 1 tinde catre nulla si differinti’a ag" Tl ay" ensasi davine mai mica
de eatu ori ce catime, ;

IL. Be pote gasi in progressiunea de mai susu unu termenu ag” care sa se a-
propie de unn numera datu & catu de multy voimu,- In adevern termenii aces-
tei progressiunei crescendu fara, limita, vomu gasi pre unulu din ei de e85
ag™t ! > N, asto-felin in catu N va fi cuprivsu intre ag" si ag” ', si fi-
indu-co acesti duoi termeni potu differi intreei catu d2 pucinu voimu, urmedia
co differinti’a intve fia-care din ei si & va fi mai mica de catuori ce catime data-
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Teorema I. Logaritmulu wnui productu de mai multi fac-
tori este ecalu cu summ'a logaritmiloru factorilorn. Fia nu-
merele N, N, N,,... si logaritmii loru , Tiis 250 s THALS
dupre na hasa ore-care b ; va fi :

N=1, N=bt, N,=b>,..... '
si & =log N, ,=log N,, x,=logN,, ...
immaultindu intre elle aceste ecalitati aflamu :
NN N, ..=b X0 X b2 ., =potmtmtn
dupre regul’a immultirei poterilorn acelleiasi littere. De aici
resulta co summ’a @+, + , + ..., fiindu esponentulu po-
terei la care trebue sa redicamu has’a & ca sa formamu pro-
ductulu : N, V......, represinta logaritmulu acestui pro-
ductu, adico :
log(NN,\N,..)=z+z, +2....
. seu puindu in loeulu lui z, @,, @,. . . valorile lorude mai susu :
log(NN, V,..)=log N+ log N, 4 log N, +. ..

Teorema II. Logaritmulu catului de duoe numere este ecalu
cu logaritmulu deimpartitului minus acell’a allu impartitoru-
lui, seu logaritmulu unei fractiunei este ecalu cu logaritmulu
numeratorului, minus acell’a allu numitorului ; astu-feliu :

_Z\T
log(N : N)) = Zog-lv1 =log N — log N,.

Din  N=0? Ny=b", resulta ;
NN = e
de unde : log (N: N,) =2 — a, =/log N — log N..

Teorema IIT, Logaritmulu poterei 7 a unui numern este

eealu cu logaritmulu acestui numern immultitn eu espounen-
tulu m. ;

Fia N=07 de unde ;: N"= ™, prin urmare :
log(N™) = ma ‘

h e MRS e TSR e LiieC I

e
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si in fine : log (N™)==m log N.

Teorema IV. Logaritmulu unuiradiealn este ecalu cu loga-
ritmulu catimei de sub radicalu, impartitu eu indicele radi-
calului ; astu-feliu :

e
log i g N
og\/l\ m
3 "o m - % t
Fia N=5% de unde VN —y/ b = i ; asia dora :
logVN=2, prin urmare : logy ¥ — 9
m m

Bas'a logaritmiloru & trebue sa fia unn numern differitu de
unime, < seu < 1; pentru.co 7 redicatu la ori-ce potere nu
pote produce altu numeru do catu pre sine insusi.

Candu &> 7, adico candu bas’a este = 1, atunci resulta
din N=173" ¢0 = va fi> 0 candu N > 1 si devine cn
atatu mai mare, cu catu numerulu N cresce; de aici resulta
€0, candu b > 7, tote numerele mai mari de catu 7 au loga-
ritmi positivi si eu atatu mai mari en catn numernlu ensusi
este mai mare, “

Candu numerulu N < 7 » atunci potemu sa lu punemu sub

1 1
form’a N N, fiindu acum > 7 si @, >0; potemu
1

SHR PR S
6nsa sa scriemu acesta din urma potrivire si ik b*1, de

1

unde resulta co, candu &> 7, logaritmulu unei fractinnei < 7

este negativo. Acesta resulta si din teorem’a II.
! 1 1

1 ) o
Candu N, = 00, atunci A = 0. si potrivirea N

‘ 1 1 !
devine 00— o b2, seu: 0=0b"%; asia dera candu
b= 1, logaritmulu Iui 0 este infinitulu negativn,
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Logaritmii comuni fiindu caleulati dupre bas'a 10 care este
> 1, totu ce s'a disu pene acum se applica la ei.

Candu b <1, adico candu bas'a este<< 7, N fiinda unu
numeru > 7, va fi : '

N=L=b” -1—=b’°'-i*=b°°'
b* L i ¢
asia dera in casulu acesta, numerele > 7 au logaritmi nega-
tivi, numerele <C 7 au logaritmi positivi si logaritmulu lui 0
este infinitulu positivu.

Bas’a, fiindu totu de una unu numera positiva, nu pote
prin redicarea la poteri sa produca numere negative, de aceea
s'au esclusu din table logaritmii numereloru negative.

Dupre ceea ce s'a disu pene acum, se vede co logaritmii
comuni ai namereloru 7, 10, 100, 1000, 10000 .. ... suntu
013, 233585 Tote celle alte numere cuprinse intre 1 si
10, adico 2, 8, 4. .. .. au logaritmii << 7 esprimati in die-
- cimale; numerele intre 10 si 100, adico 11, 12, 13. ...
au logaritmii loru intre 7 si 2, prin urmare ecali cu una plus
ua fractiune diecimala; logaritmii numeriloru intre 200 si
1000 sunt ecali cu duoe plus va fractiune diecimala si asia
mai inainte. Partea intrega a unui logaritmu se numesce cate
ua data si caracteristica.

Logaritmulu unui numeru de 70” ori mai mare de catu unu®
altu N are la caracteristica # unimi mai multa de catu loga-
ritmuln acestui din urma ; era partea diecimala este comuna
la amenduoi logaritmi, pentru co dupre teorem’a I :

log (10" XN)=log 10"+ log N=n + log N.

Tote numerele cuprinse intre 70" si 70"+ suntu compuse
de n+ 1 ciffre, era logaritmii loru fiindu cuprinsi intre n si
n+ 1, au caracteristic'a n; de unde resulta cologaritmulu

T

T s

k
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e

~ unui numern are la caracteristica atatea unim; intregi, cate

ciffre are numerulu, mai puciny una,

Logaritmulu nnei fractiuni diecimale , spre  ess, 0,0005
= ms 88 gasesce scadiendy log 10000 care este — 4 gip
log 5, adico :

log 0,0005 — log 5 —log 10000 — 0,69897 — 4.
Pentru preseurtare vomy serie :
: log 00005 = 4,69897,

unde partea diecimala este positiva; era numai caracteristic’a
este negativa ; de unde se vede co logaritmii fractiunilorn die-
cimale mai mici de catn 7 an caracteristic’a negativa, si nu-
merulu unimiloru ce og cuprinde este aretaty prin rangulu ce
occupa dupre virgula ceeg d’anteiu ciffra semnificativa a die-
cimalei.

§2. FORMAREA SI USULD TABLELORU DE LOGARITMI,

Sa vedemu acum cum s'ay potutu caleula tahle de logaritmi,
Sa lnamu unu numery N Si 82 ne propunemu sa ij aflamu lo-
garitmulu z. Dupre definitiunea logaritmilory avemu : N=p°;
cautamun mai anteiu poterea hage; b care s apropie forte multy

~de IV, fara ensa ca saly intreca; fia m acests potere si vomu

: 1 g
potea scrie pre 2 sub form’s, - Z=m 77 astu-felin va f :
T 1
szm‘f"y—=bm></)y-;
Lo N
de unde : by=b~m=bl,

de unde b=¥!, adico ua’ecatiune de aceeasi forma cq s

N=0V". Cautamn era cea mai mare potere a lui b, eare se
apropie de &, fara ca s lu intreca, si insemnandu-o ey n,
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yomu avea :

b
1 s .
y=n+— s b=b"7=b x 7,

b
_—b—;l:bz

|-

de unde b,

siin fine &; =5%. Fia era p cellu mai mare intregu cuprinsu
in 2, si vomu avea :

' 26 Ry 0
s=ph s b=U Ry X by,

1
~ de unde : b;‘_‘ =Z-;,= b, si by=1b; si asia mai inante.
Substitnindu in 2 aceste valori alle lui Ys ..., gasimu
pre x esprimatu printr'ua fractiune continua. ;
Z=m-1
n-41
/S
si astu-feliu potemu sa determinamu logaritmuln 2 alla Ini N
cu ori cata approssimatiune vomu voi. ‘
Aceste operatiuni suntu camu lungi, si intentiunea nostra
a fostu nomai de a areta possibilitatea de a ealeula logaritmii
numerilorn. Dupre ce s’au calculatu logaritmii prin asemenea
metode grele, s’au inventatu alte metode multn maj espedi-
tive pentru calcularea loru, despre cari vomu vorhi mai tardiu.
Cunoscendu ua sistema de logaritmi dupre ua basa b po-
temu sa trecemu Ia ua alta, adico sa aflamu logaritmii dupre
ug alta basa b,, fara ca sa avemu trebuintia sa calculamu
enca ua data si directu pre aceste din urma. Unu numeru N
pote fi represintatu dupre aceste duoe base prin N =47 gi
N=0", unde = =1log N si @, =Jog, N. : :
Ca sa determinamu pre a; adico logaritmulu lui &V dupre
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- bas'a b, sa applicamu logaritmii eunoscuti dupre has'a b la

potrivirea : N= 5, si ¥a veni :

: log N=2,X log b, ,

de unde aflamu : 7

1
S S e
ay=log, N = g, Togh, Xlog N.
Ca sa aflamu dera logaritmii numerelorn dupre ua basa

n0ua b;, immultimu pre toti logaritmii dupre has'a vechia & cu
i

ua catime constanta b, numita modulu, pre care o caleu-

: :
lamu ua data pentra totu-de-una, impartindn unimea cu loga-

ritmulu basei cellei noue, Inatu in sistem’a cea vechie.

Dupre aceste principii ne potemn servi ia ori-ce calenlu do
logaritmi ; dispositiunea lorn nu este aceeasi la tote tablele de

logaritmi si fia-care din elle este insocita de na instructiune

esplicativa a dispositiunei logaritmiloru. Dera tote tablele se
compunu in principiu de duoe colone verticale alaturate, inti-
tulate un’a Numery si ceea-alta Logaritmu ; ceea d’anteiu
cuprinde tote nnmerele intregi incependu do 1a 7, era a duoa,
logaritmii loru dupre bas'a 70 en 9, 6 seu 7 diecimale. Astn-
feliu candu ni se da unu numeru, lu cantamu in table, si ga-

simu in dreptalu Iui logaritmnlu Iui si vice-versa, candu ni se

da logaritmalu, cautamn in dreptulu lui numeralu care i eor-
respunde. »

. numern * ) )
Candu ni se da, unu { 1o garitmu) care nu se afla in table si

m,_\\“‘_‘,‘_*ﬂ;_\

*) Candu numerulu este Prea mare, s, e. 2067315, 1u impartimu cu 1000 g
eautamu logaritmulu Ini 2067,315 la care adaogamu pre urma enca 3 unimi ;
numerulu 2067,315 este cuprinsu intre numerele consecutive 2067 si 2068,
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logaritmulu

ni
iy cere{ numerulu

}lul, cauntamu in table duoe {1ogari it

numerulu
logaritmulu

numere }

consecutive intre cari sa fia cuprinsu[ }datu,

aflamu differinti’a intre acesta si cellu mai micu din celle duce

numere
{logaritmi
Differinti’a 1 & acelloru duoe numere consecutive se are ca-
tre differinti’a logaritmilorn loru, care obicinunitu se afla in
table inscrisa intr'ma a treea colona, precum diferinti’a

cunoseuta
necunoscuta

} din tabla si asiedamu proportiunes :

% datu | . s Sl
Intre numerulu si cellu mai micu din

cerutn }

S .o+ 4 [ necunoscuta
numerele consecutive din table, catre dlferlntl’a.{ }

cunoseuta

intre logaritmulu {cg;t:;clu} si acell’a alluacestui din urmanu-

meru ; caleulamu termenulu necunoscutu in acesta proportiune,
logaritmi

Ilu mai micu din
In adaogamu la ce S

} consecutive si

logaritmulu |

cerutu correspundiatoru la
resultatulu va fi { numernly | p

: { nurqerulu } dais
logaritmulu

'
-

§ 3. CATIMI SI ECALITATI ESPONENTIALE

Numimu eatimi esponentiale, nisce catimi cunoscute afec-

tate de esponenti necunoseuti, spre ess. a® 2, ¢%... Candu

esponentulu este necunoscutu, afunei aceea esponentiala se nu-
mesce de gradulu seu ordinulu anteiu; candu esponentulu en-
susi este ua catime esponentiala, atunci catimea se numesce

NP PR TN~

e,

R i
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Aaaa )

: ua esponentlala. de gradu]u seu ordinulu allg duoilea, spre es.
¥, si asia mai inainte,

Ecahtate 8sponentiala se numesce ug, ecalitate in care intrg
ca,tlml esponentiale, seu in care necunoscutele se afla Ig es-
ponentu; graduln ef ge determma dupre gradulu esponentia-
 leloru ce cuprinds,

- Logaritmii potu servi do mult

6 ori la deslegarea sen cellu
pucinu la transformares, d

€ nisce asemenes ecalitati in ecali-
tati algebrice, ~
Fia Spre ess. ecalitatea : @"=b; applicandn logaritmii
aflamy :
: log b
@loga=1logh de unde : oo =-—7_,

loga

Fia enca ecalitatea o=, applicandu era logaritmii vine :

b* X loga =c, de unde 7* =
applicandn enc& ua data loga

Zoga
ritmii, ving

ey

[ G €y
Zogb

nnlu anteiy -
1 4 C®+ 2, =0

zlogb=1logc,, de unde :

Sa luamu ecalitateq esponentiala de ordi
Aam'c—;-m +Bbﬂt + n
Sa 0 seriemu sab forma, :

4a" . o™ 4 B, b %0, o — g
seu Ada™ 4 By | opr 0;
88 punemu ) = ,F s e=a', B siy%indy necunoscute cari se
~ botu determina prin logaritmi :

log b log ¢
;/J)="‘“7 =
loga loga
si va fi Ad'a™ | B b= + Ca? =0
- puindu @®=y, , Jungemu la ecalitatea algebrlca



torealmiz: z=

197

e

4" + By# + Cyw=0

in care esponentii suntu cunoscuti. Candu vomu afla din acesta

ecalitate valorea lui 7, vomu potea determina pre aceea a lui

* « din ecalitatea esponentiala «”=y care da :

e logy
zloga=logy; dg unde = 0
Probleme. I. Sa se afle valorea lui « din ecalitatea :
: ame >< b — c.
loge
Tm log a-+nlog b
II. Sa se afle 2 din ecalitatea 8%==177147.
Respunsu : z=11. .
IIL. Sa se resolve ecalitatile :
logz — logy=1logn, ax+by=c.
ne e
antb Y anib .

Respunsu :

Respunsu : =

i 1
IV, Loga=slga—— log b.
\/a
\/b

V. Sa se afle ecalitatea de unde a provenitu valorea urma-
hlog ¢+ k log d —flog a— glogb
mloga—+ n log b — plog ¢ — qloqd
Respunsu : o™ T/ 5™ +0 — cp2+h gez +F,

Respunsu :




CAPITOLU vy,
CELLE D'ANTEIU NOTIUNI DIN TEORT'A DERIVATELORY

§1, NOTIUN: PRELIMINARIE; DERIVATELE FUNCT{UNILORU ALGEBRICE

R R e v (@,y,2)
areta co y depinde intr'uny modu ore-care de %, co ¢ depinde
de z si y, si asia mai Inainte.

Ua functiune se dico continua intre duoe limite date, candu
variabilele ei variandy fars intreruptiune, functiunea trece age-
menea fara intrernptinne prin tote valorile possibile intre acelle
duoe limite, '

Limita unei functinnei 86 numesce valorea catre care tinde, -
candu variabilele de care depinde convergu ensasi catre limite
determinate.

- Zoan Bernouilli si Leipnits au_ generalisaty cei d’antein
notiunea de functinne ; mai inainte ua functiune er3 ua potere
& unei littere, spre esg. o, :

Candu va catime 2 variedis intr'unu mody continun, ne po-
-~ temu inchipui ¢o acees catime 2 priimesce in totn momentnly
unu crescementu, na variatiune (positiva deca catimea cresce,
negativa deca descresce) catu de mica, mai mica do caty ori-
ce catime data, si acesty crescementu infinitu de micg Iy nu-
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mimu differentialulu catimei 2, sen incrementulu i si ln in-
semnamu cu caracteristic’a d, seu da.

Ua asemenea variatiune correspunde si la functinnea y=
f (%) care depinde de variabil'a z; acesta se numesce era dif-
ferentialulu functiunei y seu f(a) si se areta prin aceeasi ca- -
racteristica d, adico dy, seu df (#) = f (@ + de) — f(z)-

Rapportulu intre differentialuln unei functiunei si acell’a
allu variabilei selle independente, seu rapportulu intre varia-
tiunea mnei functinné si variatinnea correspundiatore a varia-
bilei selle, amenduoe variatiunile considerate ca infinitw de
mice, se numesce catu differentialu, seu coefficientu differen-
tialu, sen derivata. Acestu rapportu, sen functiunea derivata

df(z) . f(z+da)—f(2) : .
P - dz ~=, pre care o insemnamu pentru
prescurtare si 7 (), areta enca intiela cu care variedia func-
tiunea primitiva 7(z) in wma scambariloru variabilei selle.
p _
In adeveru, deca ne inchipuimu eo variabil'a independenta

este timpulu, era funetiunea spatiulu percursu, catuln impar-

i) i T ke A G .
tirei a spa,tmlul cu timpu, adico g areta spatiulu per-

cursu in unimea de tnnpu, adico iutiela en care spatiuln este
percursu. y
Derivat'a fiindu in generalu ua functiune a variabilei inde-
pendente @, va fi ensasi supusa la variatiuni, candu acestadin
urma se scamba; va avea prin urmare, ca si ori-co alta faneti-

ar(z)
dx

une a variabilei z, differentialulu df’ (x) siderivat’a ei

seu £’ (), care va esprima era iutiel'a cu care se scamba

f()

seu " () & derivatei /(@)
9

derivat'a anteia. Derlvat’
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86 numesce derivata a duog seq de ordinulu ally 17 ; ase-
menea va fi ua derivata a II1* seu de ordinulu ally IIT™; de-
rivata a IV* sen de ordinulu allu IV si asia, mai inainte,
Studiulu rapporturiloru, allu relatiunilorg cari essista intre
functiunile primitive s derivatele loru, formedia ua ramura
Speciala si ceea mai importentaamatematicei, numita caleuly
differentialy s; integralu, seu caleuly infinitesimalu, desco-
peritu pre la a duog, diumetate a secoluluj allu XVII, de Ia,
1656 incoce. Glori'a acestei descoperirei, cellei maj mari in
domenulu sciintielory teoretice, revine 1a duoj matematici mari,
Leibnitz si Newton, cellu d’anteiy germanu si cellu d’ally

este ensa mai conformg naturei lueruriloru si maj produe-
tiva, de aceen si mai generaly intrebuintiata, Numai en aju-
tornlu acestei sciintie fisic’a, mecan‘c’a, astronomi’a, ete. §'au
potutu desvolta si perfectiona. Acestu capitolu va fi wa inro-
ducere, si aceea numaj preliminara, la acesta ramura a anali-
sei matematice,

Variabil'a de care depinde ua functiune, pote ensasi sa de-
pinda de ua alta variahil, independenta si sa fia astu-felin ua
functiune a aceste; din urma; atunci fanctiunea anteia va f
na functiune mediaty 5 variahilei independente, seu ua func-
tiune de functiune ; SPre ess. y =f (u) esprima co % este ua
funetiune, ¢ depinde intr'unu mody ore-care de catimea : ;
dera u insusi pote depinde de ua alty variabila 2, pote fi «
=@ (z); atunci ¥ va fi ua functiune mediata a Ini =, ua fune-
tiune de functiune, si vomy Potea scrie 1y =f[ ¢ ()], unde
AU Serisu g () in loguly ecalului seu w. Astu-folig pote sa
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fia functiuni intreite, impatrite, ete. , spre ess. @ =*f(u), u

=9(2), s=y () sy =f19[ w(1)]{-

Teorem I Derivat’a unei functiuni de funetiune despre
variabil'a independenta este ecala cu productulu derivateloru
acestorn functiuni, despre variabil’a de care fia-care din elle
depinde 1mmed1atu Astu-feliu y fiindu na functiune de func-
tiune, adico y =f(u), u =1y (x), sen y = f[(p(m)] va fi ;-
dy dy . du dy df(u) do («
de  du” de’ 5" dp du L 9" ) W)Xy @

In adeveru, derivat’a functiunei f(u) despre u este :

dy _f(u+du) —f(u)
i du ?
era derivat’a functiunei ¢ (a') despre « este
du_ g (+dv) — g(a)
de Ty e
Immultlndu intre elle ageste duoe ecalitati vine :

By du [t d) — f(u) (@t d)—gp(2)
dan”> dz Ko de du da
si la limita va fi ;

dy _
dw T (@) X¢' ().

Teorema IL. Derivat'a summei seu differintioi a duoe func-
tinni este ecala cu summ’a seu differinti’a derivatelorn aces-
toru functiuni in parte.

Fia y=rfe)=9(x)+y(@)— g(2).

Derivat'a va fi ;

: dyi df ()
de] de
_9@tda) Ly (@ fde)— g0+ do)— [9(@) Fy(@) — 1@)]
= di 4
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- seu desfacendn parentesele :
af (x)
. ; az - :
- Y@+dn)— g (x)+ Y(@tde) — y(x)—[ 4 (2+-da)— y(@)]
3 -:‘\m\

—ICLE)—g@) | yetdo)—y() A 8L e 1
dx dz dz

sl in fine : '
dfd;m) S F(2)=9'(@) + ¥/ () — ' (a).

Este clarn co ua catime tonstanta, nefiindy supusa la va-
riatiuni, nu pote aves niei differentialy nici derivata, cu alte
cuvinte, differentialuly sj derivat'a unei constante este nulla
8 vice-versa derivat’a ugei functiunei despre ua variabila fiindu

‘nulla, aceea funetiune va fi constanta, adico independinte de
aceea variabila.

De aici resulta ¢, duoe functiwni cari ny se deosebescu deo
catu printr'ua constanta, ce se adaoga seu se scade la un’a
din elle, au aceeasi derivata ; de ess, derivat’a comuna a fune-
tinniloru 7 (2)sif(2)+e vafh ' (). Era candn duos fune-
tioni au ua derivaty comuna, atunci acelle functiun; suntu
identice, seu so deosebescu numai printr'ua constanta,

Teorema III. Derivats unui productn de duoe fanetiuni,
este ecala cu derivat’a collej dantein, immultita ¢y {unctiu-
nea a duoa, plus derivat'a acestel din urma, immultita ca
fanetiunea anteis. ;

Fia - =1 Xy ().
derivat’a va fi : .

Y@+ a) X9 @+ dn) — F2) X g (2)
dz dx
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Potemu adaoga si scadea aceeasi eatime f(2) X q>(r+dw)
1a numeratoru, fara sa i scambamu valorea; astu-feliu gasmu

dy
ar ' 7
f(w+d£v)><(p(&+dw) /(x)xfp(w+dw)+f(’v)>xfp(%+df) ~f(Z)Xg()
da
f(%—f-d’f) (%) ¢ (2 do)— 9 ()

2L X et dayk—— K@)
La limita, adico candu dz devenindu mai micu de catu ori

f(z+da) —f(2)

ce catime data tinde catre 0, P represinta de-
dz) — ¢ (2 '
rivat'a f (2); 707 2; cp(m), derivat’a ¢ (z); era

¢(x+ da,) este ecalu cu ¢ (z). Prin urmare Hotemu serie :

ety (@)% (@)
De aici resulta co derivat'a unui productn de mai multe
functiuni este ecala cu summ’a ploductelom formate prin im-

multirea derivatei fia-caria functiunei cu celle alte functmnl 5

astu-felin deca este : 7/_t w.v.w, vafisi
dy  dt dv
uvw—l-f—tv Wt ——tuw —tuv
W @ g ’
gou: y=t wow+uwtow+v tuw+w twv.
Teorema IV. Derivat’a poterei m a unei variabile @ este

1L
ecala cu de m 011 poterea m — 1 a lui @, adico ~E—mx”“

In adeveru, candu in espressiunea de mai susu toti factorii
suntu ecali intre ei si =z, adico y=x.2.2...=2", 6a 50

. transforma in :
dy dz

dx seu d';} ﬁw-mwl ,»_ mm-l_f__mm-l+ ''''' =7nmm-1.

1
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oL 58
Deca m este unu numéru fractionary =
do unde 47—
dy - dy 454 221,
gy’ . d~i=pw"", do unde ~7 P @ . 2
si punendu in Joculy Ini y¢

p
» VoMU aves y = 52
2%, Luandu derivate]e :

o g e ¥
si y valorile lorg de mai susy
5 »
dy _p a oy p or.,

T ==Xy .
de — q° g g

; : , 1
Candu m este negativu, adieo Yy=a™ va fi Yy=_m seu
Y@™ =1, Luandg derivatele -

ay =
G tymani =g
dy ymm-] -
dounde: -“— _ ,, STmyalie e
da o' i g

Teoremg V. Derivat’

& unui catu soy a Unej
 ecala en derivat’a num

fractiuni, ogte
eratornluj immultit

& €u numitorn, ij-

: ) : ; o ]
Fia 45— 1\") SI teorent’a vy fi es rimata prin formul’y -
9(2) P

dy _ =L @)X g @)~ ¢ () (2)
T

: LY e R
Eealitates de mai spgy se

pote serie - YXop(x) =F(z)
si luandy derivatele dupre teorem’s, I, vine -

Y X9(@)+yxg (@) =F (2),
de unde Y9 (x) ==Y ) 49 (x);
Punendu in loculy 1y Y valorea spg

VD= @)~ L0 () L @9 ) gy

2,
9 (e} L7,



iin fine : 5 sou =L@ 9@ g @)f(x)
i g (2)]?

§ 2. DERIVATELE FUNCTIUNILORU ESPONENT]ALE ST LOGARITMICE
L

Ca sa aflamu derivat'a functiunei esponentiale y = «*, sa
damu variabilei 2z unu micu crescementu %, atunci functiunea
y va priimi unu crescementu correspundiatoru /, astu-feliu in
catu ¥+ k=a"*" si prin urmare k=a"*" — ¢ Derivat’a
esponentialei ¥ = a* va fi dupre definitinne rapportulu intre

- crescementulu % allu functiunei y si crescementulu % allu va-

riabilei -, candu aceste crescemente tindu a deveni mai mici
de eatu ori-ce catime data; astu-feliu va fi :

d;/_l t o k - g hligt et
gy = limita rapportului y =Lim—————= Lim e

Scotiendu pre e” ca factorn comunu si observandu co @ re-
mane constantu, pre candu numai % variedia si tinde sa de-
via mal micu de catu ori-ce catime data, vomu avea :

dy d.a* : g
o . Lim oot

Ca sa aflamn dera derivat’'a esponentialei ¢, trebue sa cu-

Ly

—_—

noscemu limit'a la eave tinde espressiunea 5 candu %

ensusi tinde catre nulla. Pentru dcesta sa observamu co ¢’

fiindu =1, a" va differi forte pucinu de 7, in catu potemu pune.

al=1-+ 3 d fiindu ua catime forte mica si care tinde catre
nulla, ecandu/ ensusi tinde a deveni nullu; atunci vomu avea :
s (et =7 & R
R s
Dera din @' = 7+ ¢ resulta prin applicarea logaritmiloru :

hloga=log(1+9),
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; _log(140) | 1 loga
SRER TS e e 10y
fmmultinde ambii membrii ey o '

PO e Ly
: b log (14 0) slog (14 9)
si fiindu co dupre teori’a logaritmiloru :
1
3109 (1+ 8)=1log (1+ 0)z,
0 a*—1 loga

de unde :

1
3

Ll AT g1 )
prin urmare :
d.a® i : loga 1 a’loga 1

L Lm B log(1+ é‘)8 . fz’mllog(i—k?) %

fiindu co log a este constantu, Mai remane dera saaflamy care
1

este limit'a espressiunei (7 4+ d) %, candu ¢ tinde deveni .

= 0. Sa observamu co potemn face ca o sa devia mai micy

1
de catu ori-ce catime data, puindu ¢ — 5 S luandu pentru »

valori intregi si positive din ce in ce maj mari, Atunci va fi;

1
== =,n”

3

-

e - :
Lirn(1+ 0)F= Lz’mki & é)

7z
Sa desvoltamu espressiuneg (1 = ;) dupre binomulu lui Ney-

'ton, pre care lu amu demonstratn numa; peatru esponentiin-
 tregi si positivi si se applica aici, » fiiindu intregu si positivy :
Iy 1 n(n—1) ¢ nm—1)(n—2) 1
(1+n) B v ke e s AR

: :‘_n(w—l)(n—2)(n—3) 1
FERR A I Rk

.
D
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scotiendu pre » din parentese si impartindu pre ambii termeni
*ai fractiuniloru respective cu n, #%,n3 n*... vine :

1\ i /) -
(“m:) SETASE Ty Wi e

1'(1"5)(1‘3(1‘%%_”_ 1t

it Ty i
Candu » va fi infinitu de mare, atunci tote fractiunile scrise
, 10219
in parentese Pl e devmu =0 si espresssiunea de

mai susu ajunge la limit'a ei, adico va fi :

(1) Lim(1+-712~)ﬂ=2+1.12+1.21.3
iy 1 z
T 2 " y s TR S Sl *
Dera amu vediutu mai susu (Cap. V § 4, Teor. I) co acesta
seria este convergenta si summ'a ei = 2,77/82818284.....
‘amu insembvatu-o cu litter'a e, observandu totu de ua data co
e este bas’a logaritmiloru numiti neperiani; asia dera :

INn
Inm(l—i-%) A A Ll A R =e
Y : 1 -
si prin urmare : Lim.(1 + 0) 5 =e¢, Lim. log (1 4 d)s=loge,
_siin fine :
da® a®loga log a
{2 ) de log e

Lim. log(1+ 0) 3
Deca sistem’a logaritmiloru cu care operamu este ceea nepe-
riana seu naturala, atunci e fiindn bas'a, log e vafi=1 si
prin urmare : :

RS A AT e

T B T e e
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e

! d.a® |
(3) B PRt 18 |
inseninandu cu 7 4 logaritmulu naturalu, spre a lu deosehi de
cei-alti log a; de unde vedemu co derivat’a esponentialei ¢®
este ecala cu esponential'a ensasi ¢® immultita cu logarit-
mulu naturalu ally constantei q,

Candu @ = ¢ adico ecaly e bas’a logaritmilory neperiani,
atunci 7 e fiindy = 7 , Vine :

de s
(4) iy

-

Asia dera derivatele esponentialei e” suntu ecale eu functiy-
nea primitiva.

Differitels simplificari cari au fosiy introduse mai susu prin
Suppositiunea co e este has'a logaritmiloru préeum si differi-
tele proprietati alla acestei espressiunei, ca aceea de a fi ecala
cu derivatele ei ete. , facu ca acests functiune si numeruly e
ensusi sa fia de na importantia mare in teori’a funcétiuniloru,
Nisce proprietati -analoge au condusn pre Neper sa formedie
eu acestu numern e logaritmii numereloru cari, ca cei d’antein
logaritmi, an parutu & fi si mai naturali au fostu numiti
naturali. Acesti logaritmi s'an numitn enca si neperiani dupre
inventatory si hyperbolici, dupre ua relatiune forte intima in
care stau cu ua linia curhg numita hyperhola.

Sa aflamu acum derivat'a espressiunei y=log z. Fia abas'a
acestoru logaritmi si vy, f dupre teori'a cunoscuts a logarit-
milorn 2= @Y, era derivat's _

do_ o

dy log e
dupre cum '3 aretatn mai susu. Fiindg €0 a este hasa, lo-
garitmulu ej va fi — Z; era ¢/ =z prin urmare
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. dx z d/ log e d.loge loge
() @=loge’ de unde T e s =
Candu operamu cu logaritmi natuxah yloge=1, e fiindu has’a,
de unde :

(6) ' dz .

§ 3. TRANSFORMAREA FUNCTIUNILORU IN SERII CONVERGENTE ; GENERALISAREA

BINOMULUI LUI NEWTON

Vorbindu despre serii (Cap. V, § 4), am datu cate-va es-

semple de transformarea unorn functiuni in serii convergente
cu ajutorulu binomului lui Newton, pre care nu lu amu de-
monstratu pene acum de catu numai pentru esponenti intregi
si positivi, Aceste transformari in serii suntu do ua intrehuin-
tiare mare in matematica si-fisica, pentru a caleula valori ap-
prossimative alle differitelorn catimi pre eari nu le potemu
calcula directu prin formule limitate si pentru alte. Newton
si Leibnitz au aretatu cei d’antein metodele acestei noue des-
coperiri si de atunci incoce desvoltarea seriilorn a devenitu ua
ramura importenta a analisei matematice. Derivatele, combi-
nate si cu coefficientii nedeterminati seu arbitrarii, ne dau
unu medinlocu forte inlesnitoru pentru formarea seriilorn;
binomulu lui Newton duce adesea la acellasi resultatu, ensa
are trebuintia de a fi generalisatu ; in fine ua formula, potemu
dice cea mai importenta in tota matematic’a, formul’a Iui
Taylor, pre care o yomu demonstra mai tardin, ne da mediu-
loce escellinti pentru formarea seriiloru.

Generalisarca binomului lui Newton. Fia binomuln (a+x)™
pre care lu potemu pune sub form’a :

=

D s o et

TR, e TSR

e
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xm
a 1+5 seu o™ (/4 2)"

%
facendu pentru prescurtare Pty

Candu m este unu numern intregu, seimu o potemu desvolta
(1 + 2)™ intr'ua seria cu poterile erescende alle Iui 2; 5a sup-
punemu dera co in generalu, insemnandu cu A, o As oA
nisce coefficienti nedeterminati sey arbitrarii, vomu aveg -
(1+2)"=1 T Ao+ A% 4254 ..... + A A,
§i 8a ne propunemu sa determinamu valorile acestorn coeffi-
cienti. Sa formamu dupre regulile de mai susy derivat’a fia-
carui membru allu acestei ecalitati : :
Mt =4, L Rdwe+ 34572+ .....
o HhA A ()4, F g
Immultinda ambi membrii ¢y (Z+ 2), vomu avea :
m(1+2)"=A,+ 2A._.[z—f-3A3132+---—{-kAk !Izk'1+(k+1) Ak+1;z"+ e
t Al 24 R0, shd, |
Comparandu acesta ecalitate cn aceea de la care amn plecatu,
immultita cu m, adico en ecalitatea :
m(1+2)" = m+md,z 4 mAz o Lmd
si observandn co aceste duge valori alle lui m (7 & 2)" trebue
sa fia identice pentru ori-care valore a lui 2, ajungemu la re-
sultatulu co coefficienti; poterilorn ecale alle Ini » in aceste

duoe espressiuni trehue sa fia ecali intre ei, adico ;
4 =m, 4,424, = mA,,
2A2+3A3==mA2, ..... kA, + (k+ )4, ,=mAd,,
de unde prin substitutiun; successive
4,(m—1) mm—1
dy=m, 4,= o i - (1 Vs ,),
_Ag(m—2)=m(m— 1) (m—2)

3 ER e 3 2

4,
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4 (m—k) m(m—1)(m—2)..... (m—Fk)
LasllG T TR Tk (hr1)
si prin urmare puindu aceste valori alle coefficientilorn
A Agiv in espressiunea primitiva a lni (14 2)"

m(m—1) -,
(7) (o=t et g2
m(naéj)(m—g) 3 m(m—1)...(m—k+1) ,
IS R
unde vedemu co coefficientii poteriloru lui 2 suntu formati
dupre aceeasi regula ca si candu m este unu numeru intregu.

. IT * * . 2 . » .
Puindun S 0 toculu lui 2z si immuliindu ambi mewmbrii cu a”,

va veni :
m(m—1
(a+1)m__am+mamlx+ ( 5 )an12m2
m(m—1) (m—2)
7 2 3 i /R e SRR

Desvoltarea lui a~ si * in serit convergente. Sa punemu :
=14+ Ax+ Az + A+ 42 +.....
unde_ cellu d’antein termenu -trebue sa fia = 7, pentru co,
candu =0, o’ = 1; sa formamu derivatele si vomu avea :
Lloga

oge =4, 4 24,0+ 340" + 4457 + -+ -+
l
seu, puindu pentru prescurtare : k= l—z%

a® h=A + 242+ 8457 + 442° + .. ...
Dera immultindu pre cea d’anteiu ecalitate cu %, aflamu :
o h=k+kAdxwt+EAx*+ kA ...
de unde urmedia ca si mai susu co coefficientii poteriloru

T L
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ecale alle lui # in aceste duos espressiuni alle lui ¢°. k tre-
bue sa fia ecali intre ei , adico :
A1=k, 2A2=k£41, 3A3:kA2, 4A4=kA3, etc.
si prin urmare :

i K k°
'Al=k) 'A2=_T2) A3=1-2.3) A4=1.2'3.4) etc'

Puindu aceste valori alle coefficientiloru A}, 4,, 4;...ineca-
- litatea anteig : *

! ke - (k) (ka)® (k)
(8) ““1+7+1.2+/.2.3 o gl
care este seri’a ceruta,. :

i log e
 Candn a=e, va fi g j= Eg‘a == 1 si vomu avea desvolta-
rea lui ¢, adico :

i gt 2° at °
ki 18t 135 raaat rangst

Ne potemu lesne incredintia, applicandu teorem’a T din teori’a
seriilorn (Cap. V, § 4), co aceste duoe serii suntu conver-
gente. In adeveru, termenii consecutivi allu m™* i allu
(m~+ 1)™ fiindu : ‘
T } i
1.2.3.. (m— 1) * L3 m—Dym’

: e
catulu loru va fi m S1 acest’a converge catre nulla, candu m

tinde catre oo,

Scambandu in seri’a iy urma z in — z, foti termenii de
 Tangu pariu cari cuprindy potérile imparii alls lui 2 voru
scamba semnulu si va f -



1
e'mzé?c
@ 2 z° at x° -
SRR R

Desvoltarea lui log (14 =), log (1 + =), log ;+ in se-

rit. convergente. Fia :
log(1+a)=Aw+ A’ + A’ LAzt & ...
Sa luamu derivatele, aducendu-ne aminte co : ’
d.log(1+2z) loge
e o) g +£U;

si vomu gasi :
log e

Tp = At 24wt 34"+ 440"+ v

% — Sye s s £ CRER el S
dera,.1+x (I+a2)y'=1—a+2"—2°+ a*—a®+

si prin urmare :
log e
R

de unde : :

Zoae—-:v loge+a*.loge—2®. loge -+
l l l
A, =loge; A,= ,O‘Ze; 4= oge A4=——o—gf.....

si prin urmare scotiendu factorulu comunu log e :
&€

e R DM
(10) _Zog(j+x)=loge{x—3+§—?+g-—_..:.:};
scambandu pre z in — z, vine : ’ ;
@l g gt g
(11) log(i—x):—loge{w-f-g—{—3—{—?—(-34- ..... };

si scadiendu aceste duoe formule, un’a din ceea alta -
' log (1+2)—log (1 —z), seu :

kL
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A~

1+ 2 o : b @t g g ,
(12) log(m)——2loge:m+—3—+g+7+§...}

Deca operamu cu logaritmi neperiani seu naturali, loge—=1,
si formulele de mai susu se transforma, in celle urmatore :
[ w? xf} x4 5)

; ) B
W(itz)y==2n — '2“'?‘—5—7*1-‘5——“-" ;

x‘l xs x4 -x")‘
(18) Ji(1—a)=—(at T+ 2122 )
1+ 2 N R LGP ;
l(T_—;;)=2(x+?+?+7+?+ ----- J

Aceste sesse formule suntu convergente candu x << 7. Es-
pressiunile pentru log (£ + ) si 1(Z -+ z) suntu enca con-
vergente si pentru & =7 (vedi despre serii Cap. V, § 4).

Facendu in formul'a (12)

142 e
Zog(»l—_—gj):Qloge{er?—f-?-Jr?*}- ----- },
7 : 17 554
x—;ydeunde 1‘+w=1+;—— )
. i e
81 1‘_-Z=1'—z— 3 ’
Wi, Y AR A
S1 prin urmare : P oA L
1+ a z+ 1
log(lix)———log (3_1}=log(z+1)- log(z — 1)
: 1 1 1
=.2l0ge[;+3“23+5‘z;,+ ----- }7
de unde : A
: R | 1 1
(14)log(zf1)=-log(z-1)+2loge{;+:73+5‘z;,+777+---}-

" Prin mediuloculu acestei formule vomu potea lesne sa calcu-



e

lamu logaritmii tutuloru numereloru, facendu successivu

=2, =3, =4,=5..... Seri'a este convergent& pen-
tru 2> 1.

§ 4. CASURI DE NEDETERMINARE ALLE FUNCTIUNILORU CARI S8E PRESINTA SUB
FORM'A '% i
Teori'a derivateloru ne da enca regule generale pentru a afla
valorea adeverata a functiuniloru fractionare E ;carl pentru

valori particulare alle variabilei  se reducu la form’a nede-

0
terminata 0 Vorhindu despre fractiuni, amu aretatu co de multe

ori in asemenea casuri potemu determina sensulu acestui sim-
bolu, seotiendu unu factoru comunu la ambi termenii ai frac-
tiunei care singuruse anulledia ; dera scoterea acestui factoru

nu este totu de una lesne de facutu, nici nu este la tote casu-

a®—b®

rile posibila ; spre ess. espressiunea

0 , :
0 pentru 2 =0 si nu se vede vre unu factorn comunu la ambi

4
termenii ei, afara numai deca ne vomu servi de seria (8)
applicata la a” si 4% i

Fia functiunea fractionara yqjg)) care pentru ua valore @, '

. g : e
a lui 2 se reduce la o Bsteinvederatu co valorea acestei fune-

P (2, + 42)
Y (w4 4 x)

tiunei resulta din ceea urmatore , candu cresce-

mentulu 4z se anulledia. Dera scimu co, candu variahil’a 2 a

unei functiunei priimesce unu crescementu 4z, functiunea en-
: : 1075

se reduce la form’a

R R e L B

~ 4

e
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8asi ¢ () priimesce asemenag unu c;*escementu pre care lu in-
semnamu cu 4 (z), astu-felin in catu :
9 (ot da)= (4,)+ A (), sou A9 (@)= (@t da) — ()
Asemenea va fi :
Y (wo—f—dw)zy/ (7o) + dy/ (), seu Ay ()= U, dz)— y(z,)
si prin urmare : . »

P do) _ (@) + dg ()

Y (2 + 40)  y(z,)+ v (o)
Fiinduco ¢ (2,) = 0 g v ()= 0, dupre suppositiune, va fi -

dy (@)
1@t d)_ dy(e) o
Y (@t dz) ™ Ay(2) ™y (a)
Az

trecendu la limite, adico facendu pre 4z mai micn do catu
ori-ce catime data, funetiunile @ (@, + 4dx) si 9 (2, + dz) se

(i iunile 49.(2)  dy(2)
reducu I ¢ (,) i y(z,), era functwnllve G S M

S d
transforma, in (lc;'x(i)’ %x_ si esprima derivatele 9'(z),

v’ (2); prin urmare va f k
¢ (2,) @’ ()
15 oy
e V(@) y(a,)
De aici resulta regul’a : candu ua functiune fractionara de

z) 0 o,
form’a % se reduce Ia form’a o bentru ua valore particu-
lara #, a variahilei selle, atunci cautamu in parte derivatele
numeratorului si a numitornluj s punendu in loculn lui z acepa

~ Valore particulara %y, catulu acestoru derivate va esprima va-

BTN §
lorea adeverata 4 espressiunei z (mt)' Deca se va intempla ca
0
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derivatele ¢ () si ¢’ () sa se anulledie si elle pentru » = a,
atunci considerandu pre acestea ca pre nisce functiuni primi-
tive, cantamu derivateleloru ¢”(2) si y" (), adico derivatele

"

: s : iP_(xo) :
secunde alle lui @ (2) si w () si catuln — va esprima

Y ()

valorear adeverata a functiunei ﬁg Deca si derivatele de or-

dinulu allu I ¢” () si w” () se anulledia luamu pre acellea
de ordinulu allu ITI™ ¢" (), ¥" (&) si asia mai inainte.

- a®"—b" 0 .

Essemple. Functiunea ——-—— luandu form’a 0 pentru
a = 0, formamu derivat’a numeratorului, adico :
o L O S
R PAEL e e L

. : L .
candu @ == 0; era derivat’a numitorului este 7-= 1, asia dera

A : l.a—1.b :
e pentru x=0 devme=L1—=la—lb=l.;—:-

y log 1 5 0 E
2. Functiunea -—— devenindu =5pentru =1, formamu

1—w

derivatele numeratorului si a numitorului in parte :-
d.loge l.e d(1—=a)

SRR e U s o s

dx @ dz 2
prin urmare :
le
gz s 2o = daaer — loge pentru 2 =1.
. 7 ~

& Wi :
g devine =i pentra # = 7, Derivat’a numeratoru-

R =

R B e

et

o

@
b
S




s

lui esté = 7; aceen 3 numitorului este =nz"" '; prin urmare :
z— 1 1 1
i Yo nx”‘l = v pentm =l
z ;
22 —14 (2—1 : 0
7% +( e devine o bentru = 7; derivat’a
(z*— 1)z : —x41

»

3
numeratorului este — Exz + F(@—=1)T : ; aceea a numito-

1
rolui este = 3 (22 — 1)2x— {1, si valorea espressinnei pro-
puse pentrn =171, va f

S
\/ ot 5‘5\/1“1

i s pentru =71,

_3.zx/w-/—1=2x/mi 2
3 3 1 3
?__1_;.(1__1) \/rc+2 s 5
\/:&2 : ,h:@_() » =1,
Vot — 1

a—V2ax_—3° ) 0 ’ T
: mm, devine = bentra z=a, Deri-

g a—zx
vat'a numeratorului estg = —

57 ACeea a numitorn-
2ax — g

: a : :
lui este = — ( 2k ?) Prin urmare functiunea propusa va

fi pentru 2= ¢ -
a—zx a—a

V2ax — 2° va _a—q

2+% e

:0.
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§ 5. MASSIMA SI MINIMA FUNCT{UNILORU CU UA VARTABILA INDEPENDENTA

Ecalitatile de gradulu allu II"™** ne dau in unele casuri me-

diuloculu de a determina massima si minima functiuniloru de
ua variabila; dera acelle casuri suntu forte speciale si numai
teori’a derivatelorn ne da metode sicure pentru deslegarea ge-
nerala a acestel probleme.

Sa consideramu valorile successive alle unei functinnei Y
={(«) correspundiendu la tote valorile asemenea successive
alle variabilei #, admittendu co y variedia intr'unu modu con-
tinuu, fara intreruptiuni si fara ca sa priimesea valoriinfinite
in intervallulu consideratu in care aceste din urma casuri nu
pote sa essiste nici massimum, niei minimum.

Deca valorile jui y dupre ce au crescutu incepn era a des-
cresce, atunci y a trecutu printr'ua valore mai mare de cata
acelle care o preceda seu cari vinu immediatu dupre densa;
aceea valore o numimu valorea massimala seu unu massimum.
Din contra, deca valorile lui y dupre ce audesereseutu incepu
a cresce, atunci y trece printr’ua valore mai mica de catu tote
acelle cari o preceda si o urmedia immediatu, pre care o nu-
mimu valore minimala seu minimum. Ua functiune pote sa
nu aiba nici minimum, nici massimum, seu pote sa aiba pen-
tru differite valori alle variabilei selle mai multe minima seq
massima. ,

In figur'a alaturata sa insem- u b
nedie abscissele AN, An, AB "
valorile successive alle variabilei
independente z, era ordinatele Aa,
MN, mn, ete. valorile successive A N 7 B
correspundiatore alle functiunei y = £ (#) ; atunci intre 4
si n este unu massimum N, intre V si B unn minimum no.

a
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Determinarea valorei massimale seu minimale a unei- fune-
tiunei revine la determinarea valorei correspundiende a varia-
bilei independente care este propria sa dea pentru functiunea
unu massimum seu unu minimum,

. Candu ua functiune y = () trece de la ua valore la alta ve-
cina mai mare, priimesce unu crescementn positivi dy= d.f(x)
pre care lu amu numitu si differentialuly functiunei £ (z) ;
d.f(x)
: dz
differentialulu si derivat’a unei functiunei care cresce, tin-
diendu spre massimum, remann permanentu positive. Candu
din contra functiunea f() trece de la ua valore la alta vecina
mai mica, atunci priimesce unu crescementu negativa (des-
cresce) ; prin urmare differentialulu si derivat’a unei functiu-
nei care descresce, departandu-se de massimum, remanu per-
manentu negative. Derivat'a ' () a unei functiunei f(z), in
casurile celle mai comune in cari acesta este continua, scam-
handu dera semnulu, candu functiunes trece printr'unu mas-
simum, devine nulla in acestu casu. Asemenea gasimu co de-
rivat'a unei functiunei trece era prin valorea nulla, scambandu
semnulu, candu functiunea ensasi trece printr'unu minimum ;
scambarea de semnu se face ensa acum de la negativa la po-
sitiva. De aici resulta co candn ua funetiune priimesce ua va-
lore massimala seu minimala, derivat'a anteia a acestei fune-
tiunei devine nulla si scamba semnula trecendu de la positivu
la negativa pentrn massimum si de Ia negativu la positiva
pentru minimum. |

. Uasa aflamu dera massimum sou minimum unei funetiu-
nei, formamu derivat'a anteia, o punemu ecala cu nulla si
deslegandu ecalitatea care resulta, aflamu valorile variahilei

atunci va fi si derivat'a 7’ ()= positiva. Astu-felin
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independente cari anulledia acesta derivata si care prin urmare
dan massimum sen minimum functiunei propuse ; substituindu
valorile astu-feliu aflate alle variabilei in functinnea data, de-
terminamu valorile ei massimale seu minimale ensasi. La celle
mai multe easuri natur'a functiunei ne areta deca avemu a
face cu unu massimum seu minimum.’

Cu tote acestea teori’a derivateloru ne da unu caractern si-

curn spre a distinge massimum de minimum. In adeveru,
pentru casulu de massima, derivat’a variandu intr'nnn modu

continun trece de la positiva la negativu prin nulla si prin
urmare deseresce, priimindu astu-feliu crescemente seu diffe-

rentiale negative; asia dera derivat’a ei care este devivat’a a

duoa a functiunel primitive remane in permanentia negativa.
Pentru casulu de minima, derivat’a trece prin nulla de la ne-
gativu la positiva, prin urmare cresce; differentialulu si de-
rivat’a ei suntu prin urmare permanentu positive si acesta de-
rivata este ca si mai susu derivat'a a duoa a functiunei pri-
mitive.

De aici resulta co ua functiune va fi massimum sew mini-
mum, candu derivat’'a anteia fiindu = 0, derivat'a a duoa
este megativa sew positiva. :

Functiunea f(z) amu supusu-o positiva; deca este negativa,
atunci la massimum correspunde ua derivata a duoa positiva
si la minimum negativa.

Ua proprietate importanta a functiuniloru este co valorea
loru variedia forte incetu in vecinetatea valoriloru massimale
seu minimale. Acesta proprietate a descoperitu-o Keppler si a
demonstratu-o basanduse pre teorii geometrice.

Problema I. Sa se determine pre drept’a 4B puntulu cellu
mai tare (slabu) luminatu, adico A’ B B

i
R e R e e




Lt
massimum  seu minimum intensitatiei luminei impreuna.'te a
acestoru luminatori. :

Problem’a acesta amu tratatu-o sub unu altu puntu de ve-
dere, candu ne amu occupatu cu deslegarea ecalitatiloru de
gradulu allu IT"™. Notatiunea remanendu aceeasi, lumin’a pre
care o priimesce unu puntu ore care R de Ia cei duoi lumina-

tori, va fi :

b >
f(m)—_'gz‘f‘m;

Ca sa gasimu mai lesne derivat’a anteia a acestei functiunei,
0 punemu sub form’y : )
f(2)=aa"+b(d—z)*
si-apoi operamn dupre teorema a IV* de mai susu :
s * 3 2a 2htad T ,
f(z)=— 202 + 2b(d—2x) =—;§+m—0,
de aici resulta :
: & Skt
a b Va Vb

@l (d—an P d—a
de unde :
b [ ety - i
L av'y
r=3—5—sld—-o=53-—-—.
Va+vVp Va +vb

Pentru valorea acesta a lui z derivat'a f"(z) devenindu
=0, functiunea 7 (z) va fi unu massimum sen minimum ; for-
mandu derivat’a a duoa :

1@) =+ 6az'+ b (i—a)' =204 O

x (d—a)
vedemu co acesta remane permanentu positiva; de unde con-
chidemu co valorea de mai susu a lui » correspunde la unu

- b
minimum allu functiunei 7 (2) = ;ZT; i (d—z)"
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Acesta Va.lore minimala ensasi o aﬂamu puindu valorile 1u1
2 81 d — a, ceea ce da :

" (Wat+vs)'
) i i
fle)=——~—
s
Distanti'a v =d *L ’ fiindu mai mica de catu d = AB,
\/ a+ \/ b

puntulu celln mai slabu luminatn R va cadea intre A si B
de la R lumin’a cresce pre amenduoe partile spre A si B, de
unde inainte descresce era pene la distanti’a 8 oo la drept’
de 4 si — 0O la steng’a de B.

IL. Din tote dreptanghiurile cari potu fi inserise intr’unu
cercu de diametru datu d care este acell’a allu earui suprafe-
ci’'a este massimala ?

Fia z un’a din laturile dreptanghiului cerutu ceea alta
va fiy/d2 — 2?si suprafeci’a dreptanghiului va fi=a\/d% — 2%;
prin urmare :

f (@) = aVd— ot = o (42 — £?)T
Oy o g2 dz'"?xQ._
fa)=Vd? —¢ N e = Vo
d
V2
Asia dera dreptanghinlu cerntu este patratulu si supxafecl &
Ini este massimum.

HI. Sa se impartia numerulu @ in duoe parti = si a —,
astu-feliu in catu productulu =™ . (g — 2)* sa fia massimum,
m 81 n fiindu numere intregi si positive.

f(x)=a" . (a—a)",

f (&) =ma™ (@ — )" — o (@ -—-2z)! ‘

de unde : =

i { -
B oo o

TS e




154

seu : [ (2)=a""(qa— gy fmila — ») — na |
=2z"(a —a )" (ma — max-— nr)=0;
prin urmare conditinnea pentrn massimum este -
ma
M@ —mx —ng =0, do unde : 2 = — ._
m—+n

§ 6. FORMUL’A LUI TAYLOR

Acesta formula fundamentala si din celle -mai importante
in analis’a matematica, descoperita de englesulu Taylor, ser-
vesce intre altele pentru desvoltares, fanctinniloru in serii ,
dupre poterile crescende allo variabileloru. Demonstratinnea di-
recta a ei, data de inventatoruly ensusi si care pare a fi ceea,
mai buna sub multe punturi de vedere, presupune ore-cari cu-
noscintie de calcululn differinticloru finite, care a trebuitu sa
 fia lasatu in acesta scurta espunere a teoriei functiuniloru ; aici
vomu da ua alta demonstratiune totu asia de rigurosa, mai
simpla chiaru, ensa mai pucinu directa. %

Sa consideramu functinnea f(2); sa seriemu 2 + % in Jo-
colu lui 2, unde % nu maj insemnedia unu crescementn jnfi-
nitu de micu, ci ua catime finita ore-care. Astn-folin vomu
forma functiunea £ (#+ 1) si ne propunemu sa o desvoltamu
dupre poterile crescende alle Ini %. Pentru acesta sa pu-
nemu : ;

(16) He+b)={@)+h . ¢ (a,h)

unde ¢ (z, k) insemnedia ua functinne enca necunoscuta a luj
2 si h, astu-felin in catn termenulu 7 . ¢ (z, ) sa se anulle-
die pentru = o, Din ecalitatea acesta resulta :

9 (2, h) = -&ik)];t[(ﬁ

in eare membrulu din drepta tinde a deveni ={f"(z), candu ’



B L
tinde a deveni=10, si dupre definitiunea derivateloru la limita
 este={"(@), fiindu co atunci % devine unu crescementu infi-
nitu de micu allu variabilei .. Potemu dera pune ;

(17) q (m:h)=f’(a’)+k(ﬁl(a})k):

unde ¢, (2, 2) insemnedia era ua functiune noua, astu-feliu in

catu, pentru h=o, termenulu % . g, (2, h) sa se anulledie.
Pumdu in ecalitatea (16) valorea lui ¢ (2,%) din (17) vine :
(18)  f@+h)=f(@)+h . (@)+h2. gi(a,h).
De aici resulta pentru determinarea functinnei 9, (2, h) :

e T T

: ; 2 4 :
care espressiune devine = i pentru A=0. Applicandu ensa

regul’a din § 4 formnl'a (15) si observandu co derivat’a lui

f(z+1) este aceeasi despre = seu despre %, vomn gasi co
derivat’a numemtoruhu este f'(@+h)—F (a:) sl aceea a

numitorului =1 .2 . 7, de unde :
f(l+72)—f(fv) f(x)
B oAl e S

pentru co candu 4 devine unu’crescementu infinitu de micu ,
espressinnea acesta esprima derivat'a lni ' (2), seu derivat’a
a duoa a lui /(). Fiindn co dera ¢, (#,h), pentru h =0

devine—-f’-(i‘)- hotemu pune ;
N S
91 (2, h) =~ L ) 5 T hg. (2, k).

unde ¢, (z, k) msemundn ua noua functinne care pote fi de-
terminata ca si functiunile ¢ (2, %), ¢, (x, k). Puindu in (18)
aflamu :

(1) F@+R=1@)+ 31 @)+ o PGS, galth)

PACRAL RS- oL

e e S I S st i

R e g

e ™

e o
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De aieci resulta era pentru determinarea lui 9o (2, 1) :

Bt
fla+B) —f(@)~f (@) =7 .1 ()
gh(a,h) = S .

! 0
Fiind co-espressiunea acesta se reduce la o Dentru b =0,

applicamu era regul’a din § 4, formula ( 15), formandu suc-
cessiva de duoe ori derivatele numeratorului si pre alle numi-
torului in parte, ceea ce da :

: (:PQ(Q?, k)
oG L (O TC
R ERER h T hda’ @
Astu-feliu potemu era sa punemu :
" (=)

P, k) =53 T hye(e, )
si puindu in (19) aflamu :
f(z+h)
ety h? A er

@G @) F S f @) F s () g )
Fara ¢4 82 mergemu mai inainte, vedemu legea dupre care se
formedia termenii successivi: fia-care din el cuprinde cresce-
mentulu % la ua potere mai inalta cu ua unime de catu ter-
menulu precedinte, era coefficientii acestorn poteri alle Iui A
suntu derivatele de. acellasi ordinu (aretatn prin esponentulu
lui %) alle functiunei f(z), impartite cu productulu numere-
loru naturali 7, 2,8,4.,...d8 la 1 pene la numerulu care
areta ordinulu derivatei; astu-folin so formedia formul’a :

er s ey ‘]1,"”_7&3,,",
B0 BT Ple) ¥ Pt ot ()4

snu R G
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care este aceea a lui Taylor. Acesta formula este supusa laore
cari restrictiuni, despre eari nu potemu tratain aceste elemente.

Matematicii cari au simtitu importanti'a ceea mare a aces-
tei formule s’au grabitu a o demonstra in differite moduri si
astu-feliu essista na multime de demonstratiuni pentru acesta.
Unu interessu istoricn presinta demonstratiunea data de La-
grange, unulu din cei mai mari matematici francesi ; de'rgons-
trafiunea lui ensa nu este nici rigurosa, nici generala si de
aceea astadi este lasata de foti; numai unii din autorii de

algebre elementare o reproducu, nepotendu a se inaltia la

principiele mai sanetose alle caleulului infinitesimalu. Lagrange
a pretinsu sa deduca si sa fundedie pre aceea demonstratiune
tota teori’a derivateloru si a funetiuniloru si a crediutu co va
potea sa scape de teori'a limiteloru a Iui Newton si a differen-
tialelorn lui Leibnitz; spre acesta a si serisu duoe tratate :
Théorie des fonctions analytiques si Lecons sur le calcul
des fonctions. Teoriile lui ensa au fostu defectuose si nu au
potutu avea nici unu successu, de catu numai la inceputulu
apparitiunei acestoru tratate, cari negresitu sub alte punturi de
vedere au merite mari. Ecca cum se esprima in privinti’a lorn

unu autoru francesu ( Cournot) din cei mai stimati: « Deca

-« aceste duoe tratate, din caus’a numelui imposantu allu anto-
‘< rului loru, au fostn d’anteiu admisse de ua generatiune in-
« trega de juni matematici ca bas’a instructiunei in matema-
< tica, ua essaminare ensa mai profunda a trebuitu sa arete
«co in elle se afla unulu din acelle paralogisme metafisice,
«in eari potu sa cadia chiaru invetiatii eei mai mari, candun
« natur’a subjectului loru ii silesce sa iasa din analis’a si sin-
"« tes’a scientifica, ca $a intre in critic’a ideiloru cari formedia
« materialulu ensusi allu seientioi. »

‘BIBLIOTECA cggqirgm.ﬁf
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Sa facemu in formul's (20) 2 =g, h=2a, ceea ce va sa
dica sa punemu pentru  ua valore determinata @ in fanetin-
nea primitiva /() si in derivatele ei si sa ceremu valorea ge-
nerala a functiunei f (), va veni :

(21) fla+ )
=f(a2‘+§f“ (a)+ %f"’(a}+ 7_%5; f(a)+ 1.;7.4/”‘(@ L

ua formula care ne da functiunea f () esprimata intr'ua s&ia
dupre poterile crescende alle variabilei 2, candu eunoscemu
valorea functiunei si a derivatelory el pentru ua singura va-
lore a variabilei «,

Gandu ¢ =0, formul'a de-mai susy se transforma in cea
urmatore :

(22) f(z)

2 gt & e
S0+ f O+ 552" (o) + 1252l @+,
iumita obicinuitu formul’s Ini My c-Laurin, cu tote co ade-
veratulu inventatoru este Stirling. Acesta formula este totu
asia de generala ca si aceen 1 Iui Taylor ; Mac-Laurin seu
Sﬁrling, amenduoi englesi, an demonstraty-o independentu de
formul’a Iui Taylor.

Ca sa damu uny essemplu forte simplu din nenuneratels
la care se applica aceste formule, sa ne propunemu sa demon-
stramu hinomulu lui Newton, Atanei f(2) =

()= ma™ (@) =m n— 1™, . (x4 hy=(x +h)",
8i prin urmure : ;

- 2 I e
TE+R =@+ h)r=, " mha™ - mf(”% f—-~) Bt L
A 1.3

Pentru allu duoilea essemplu sa luamn fonctinnes, €“; pen-
tru & =0 vomu avea ¢® — 1 ; Prin urmare f (z) =2, f (0)=1,
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fo)=e"=1,f (0)=1, ete. si applicandu formul'a lui
Mae-Laurin, vine : . :

2 3 ks

Ll @ &
M e =il o 123 1.2.3.4

formula pre care o cunoscemu de mai inainte.

S 7. DESPRE INTERPOLATIUNE

Candu ua catime este ua functiune a unei alte, candun de-
pinde de acesta printr'ua ecalitate algebrica de unu gradu su-
perioru la allu 11", seu printr'ua ecalitate transcendenta,, adico
in care necunoscut'a intra ca ua catime esponentiala, logarit-
mica, goniometrica, ete., atunci de multe ori ecalitatea este
insolubila si in celle mai multe casuri, deca solutiunes se pote
face, va fi lunga si complicata preste mesura; se pote enca
intempla, si acestu casu este forte importantu, nu numai pentru
co & condusu la teori’a interpolatinnei, dern mai eu sema pentra

¢o 88 presinta in totu momentulu la applicatiunile sciintielorn

fisice, se pote intempla nici sa nu cunoscemn ocalitatea , lega-
tur’a intre duoe catimi dependente una de alta, ci sa scimu numai
ce la nisce valori date alle uneia din elle correspundu nisee valori
asemenea cunoscute (spre ess. deferminate prin esperientie) alle
cellei-alte si sa ceremu a areta printr'ua formula matematied mo;
dulu legaturei lorn, seu a intercala, a interpola, intre duos pe-
rechi alle acellorn catimi dependente una de alta, unu numern de-
terminatu de valori noue. Acesta este problem’a interpolatiunei
care se poteresolve prin formul’a interpolatiunei a Ini Lagrange.

Fia y si 2 celle duoe catimi dependente una de alta; sa
represintamu relatiunea necunoseuta intre aceste duoe catimi
prin ecalitates :

(e) y=a+bx+cx’+.....Lgh!
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Candu valorile variabilei 2 formedia ua progressiune arit-
metica, atunei in loculy formulei (49 potemu pune ua alta mai
simpla, data multu maj inainte de Newton si pre care se ba-
sedia si demonstratiunea directa a formulei lui Taylor. For-
mul'a do interpolare a Iui Newton este forte desu intrebuin-
tiata, dera aici nu potemu sa o demonstramu, pentru co pre-
Supune cunoscinti’a caleulului en differintie finite.

Fixg

<hue
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