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PREFACIA 
LA EDITIUNEA ANTEIA 

Elementele presinte de Algebra suntu feuctulu me- 
ditatiuniloru de patru anni. In patru ronduri am pro- 
fessatu aceste elemente, facendu, pre fia-carb anna, esă 
perientie noue in privinti”a predarei loru, st.rh6''sirtat 
fericitu, deca, mi este permissu a crede co Sh impli- 
nitu, scopulu, ce mi propuneamu, adico de a descepta 
nteressulu pentru studiulu sciintieloru essacte, si de a 

- pune junimea studiosa in stare de a urma acestu stu- 
liu mai departe si cu successu. Observatiunea con- 
sciintiosa si esperienti'a din tote dillele mi au aretatu 
co teoriile aci cuprinse, form'a si desvoltarea care s'a 
datu fia-caria din elle, suntu celle mai potrivite pen- 
tru implinirea acellui seopu.' Ne mai avendu asta-di 
occasiune de a desvolta aceste teorii d'a dreptulu, 

„eedu a aduce unu ore-care avantagiu junimei nostre. 
puindu i în mani unu opu serissu in spiritulu lectiuni- 
loru ce amu professatu; unu deffectu pote cine-va im- 
pută acestoru elemente co cu tota tendinti”a mea, totu 
nu suntu reproductiunea fidela a unui cussu facutu de 
viua voce, conditiune grea de implinitu, si pre care in 
genere majoritatea castiloru didactice este departe de 

"a o satisface. 

Annulu 1866. . BACALOGLO. 
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PREFACIA 

LA EDITIUNEA A DUOA 

Lipsa totala de ua carte elementara de Algebra, 

dificultatile ce intimpina scolarii de a studiea dupre 

carti scrisse in limbi streine si cautarea, de care s'a 

bucuratu editiunea anteia acestoru elemente, me au 

decisu a procede la ua a duoa editiune a loru. Dimen- 

slunile, form'a, sistem'a si desvoltarea materiei au fostu 

conservate mai intacte; pentru co esperienti'a din tote 

dillele facuta in secolele nostre au continuatu a areta 

co suntu celle mai nemerite pentru studiulu acestei 

sciintie. Mici modificari seu adaose, caii nu influintie- 

dia de locu sistem'a, au fostu introduse pre aici si 

acolo, pentru implinirea unoru mici lacune, si pentru 

a satisface pre catu se pote cereriloru differiteloru pro- . 

gramme. Me voiu sinti fericitu deca, si acesta a duoa 

editiune va potea fi de veri ua utilitate junimei scola- 
stice. 

BACALOGLC.



ELEMENTE DE ALGEBRA 
  

CAPIVOLU |. 

NOTIUNI PRELIMINARII. 

Ş 1. INPRODUCERE. 

Candu mai multe catimi au intre elle ore-cari relatiuni 
determivate, adico suntu legate intre elle astu-feliu ca seam- 
barea unora, sa attraga, ua, scambare si a, celloru-alte „ attunci 
ne potemu propune sa studiemu legile dupre cari se facu 
aceste scambari correlate , sa cunnoscemu proprietatile earacte- 
ristice alle catimiloru cari implinescu acelle relatiuni , sa des- 
coperimu alte relațiuni noue intre catimile considerate, in fine 
sa determinamu cu ajutorulu legaturiloru date catimi enea, 
necunnoscute : acesta formedia ohjectulu Matematicei propriu 
dissa. Astu-feliu candu radi'a, unei sfere se scamba , suprafecia, 
sferei se scamba asemenea; candu temperatur'a unui corpu 
variedia , volumulu lui variedia asemenea, ete. Radi'a si supra- 
feci'a sferei , temperatur'a si volumulu corpului suntu catimi 
legate intre elle prin ore-cari condițiuni si variatiunile simul- 
tane alle loru se facu dupre legi determinate si cunnoseute. 
De aci se vede împortanti'a Matematicei » are se applica la 
Pisica, la Mesanica,, Astronomia , ete.
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Deca in studiulu catimiloru. si altu relaţiuniloru ce le lega, 
domnesce metod'a, representativa,, adico deca lu facemu cu 
ajutorulu figuriloru si ne preoceupamu de proprietatile acestora 
din urma, attunci formamu acea parte a matematicei care 
porta numele de Geometria în tota estensiune. Deca, din contra 
ne servimu de metoda calculativa , adico deca ne sârvimu de 
calculu cu,numere, (indifterentu deca acestea, suntu aretate cu 
cifre seu cu littere), attunei formamu partea matematicei nu- 
mita Analisa matematica. Algebra este numai ua parte ele- 
mentara, ua introducere la analisa matematica. 

Ua catime care variedia , precum temperatur'a unui corpu, 
si aduce printr'acesta, varietiunile altoru catimi, cari depindu 
de densa, s.e. dilatatiunea corpuriloru, se nnmesce ua 
variabila. Catimile cari depindn de acesta variabila, si cari se 
scamba impreuna, cu densa, se numeseu functiuni alle acestori 
variabile. 

Ca sa. esprimamu catimile ne servimu de litterile alfabetu- 
lui; apoi servindu-ne si de ore-cari semne, s.e. acella allu 
adunarei, allu scaderei, allu potrivirei, ete., potemu esprima 
mtr'unu modu precisu si scurtu tote relatiunile ce ne potemu 

“inchipui intre differite catimi. 
Catimile cunnoscute si pre acelloa cari nefiindu suppuse la 

varietiuni le numimu constante, le insemnamu obicinuitu prin 
celle d'anteiu littere alle alfabetului a, D, €,...; era pre celle 
necunnoscute si variebile, prin celle din urma littere Z, Mai 
cu tote acestea nu essista ua, regula. fissa, pentru acesta dis- 
tinetiune, 

Catimile potu fi intregi seu fractionare, rationale seu 
commensurabile si irrationale seu incommensurabile , positive 
seu negative, etc. Ua catime affectata de semnulu radi-
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calu V/ se numesce ua eatime irrationala seu incommensu- 
rabila,. 

Catimile in natura au suntu nici positive, nici negative ; 
elle essista, intr'unu modu absolut, Noi, comparandu-le intre elle gasimu , co unele au unu modu de essistentia oppusu la, 
altele, s.e. 500 lei considerati ca, capitalu esprima unu ce cu totulu oppusu la 500 lei considerați ca, datoria ; ua, distantia 
de 10 stanjeni spre resaritulu unui puntu este cu totulu dif- 
feritu de aceia'si distantia stimata spre apusu. Ne invoimu 
dera sa numimu positive catimile stimate intr'unu sensu, era negative pre celle stimate in sensu contrariu, 

Espressiune algebrica se numesce impreunarea mai mul- 
toru catimi (litterare seu numerare) legate prin semnele eun- noscute alle Algebrei, s. es. ax2-+8ba — Vo —d2, 

Unu termenu este impreunarea mai mulţora catimi cari nu se despartu intre elle prin semnulu + seu —3 s, es. day. 
Ua espressiune de unu termenu se numesce 7mo0nomu; de duoi termeni, Vinomu : ab; de trei, trinomu + atb-+te; de mai multi termeni, polinom : atb+et+dte, 
Coefficientu se numesce ua, catime cunnoscuta (litterara, 

seu numerica ) prin care se ufla immultita ua, alta catime, in. senere necunnoscuta, Astufeliu in espressiunile : 5z,— ag, 
bez?, coefficientulu lui z si Y suntu 5, 7a si be; de multe ori numimu coefficienti tote catimnile cunnoscute cari intra int”ua, 
espressiune algebrica, Coefficienții potu fi in multe casuri şi catimi necunnoscute pre cari ne potemu propune a determina. 

Termeni asemenea numimu aceii cari nu se deosebescu de catu prin semnulu -+ seu — şi prin coefficienţi. Asia : + dară Si + 75, + da? si — dai, -Faz si + be si —ea si +z, suntu termeni asemenea, - 
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sponentu se numesce unu numeru seu ua litţera care se 

serie la drepta unei littere (seu numeru ) si ceva mai susu si 

care areta de cate-ori acesta littera este luata ca factoru, 

3.68. a, d5, a”, b* unde 3, 5, m si n suntu esponenti. 
Unu polinomu se numesce omogenu, candu suna €spo- 

nentiloru din fia-care termenu allu lui este unu numeru con- 

stanta, Astu-feliu polinomulu : 

5ab?z — 3a5a — câ? + D202 — Gabez 
este omogenu, pentru co summ'a esponentiloru in fia-care 

termenu este constanta si = 4. 

| $9. ADUNARE 81 SCADERE, 

Adunarea espressiuniloru algebrice se face seriindu-le una, 

langa alta si fia-care cu semnulu ei. Deca în espressiunea re- 

sultanta , seu sumnv'a , se afla termeni asemenea , îireducemu , 

adico ii împreunamu intr'unulu. 

Rssemple, 10. Sa adunamu polinomele : 
120—3e —Tin-+3n si —8V-+ 8 —9nt6h. 

summ'a este: 125 —3c— 7 + 3n— 8b+8c —9n+5h. 
seu facendu reductiunea termeniloru asemenea, : 

95-+5c—7m— 6n4+-5h. 

20. Sa, adunamu espressiunile : 
az?-Faba2+ a2bz, pr? pg? — p?qr, —ra5 + rsz24-55z. 

summ'a va fi : | | 

az%-Fqb2+ a2bz-+ pz5— pg? —p2qa— ra3-+ rs72-t s3a. 

seu facendu reductiunea termeniloru asemenea : 

(a+p-—r) 23+ (ab—pqg+rs) a? + (a2)—p?q+s5) z. 
Scaderea espressiuniloru algebrice se face scriindu termenii 

polinomului scadietoru cu semnele scambate langa polino-
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mulu - descadiutu, si facendu reductiunea, termeniloru ase- nenea, 

: Este lesne a si da, seama de acestu modu de a opera scade- rea. In adeveru se scie CO, ca să scademu d'inti'unu numeru A pre unu altu B trebue sa seriemu A-B, adieo trebue sa, scriemu langa A pre B cu semnulu scambatu ; dera a scamba „ Semnulu lui B, va sa diea, a lu considera intr'anu sensu 0p- pusu de cau acela in care se afla, Deca acum B se compune din parți, unele positive si altele negative, se intiellege de sine co scambarea, in sonsulu lui B nu se pote face altu-feliu, de catu facendu negative partile lui positive , era positive pre acelle negative ; adico din + a—b sa faceau —g+- d, si intoc- mai acesta, este modulu indicatu pentru operarea scaderei, Essemple. Sa, se scadia, espressiunile urmatore, a, duoa din. cea, d'anteiu : 
10. —77+ Sin —8x, —6—5m — 2 +34+8. Differintia va fi: - | ai — [+ 3m— 8z+ 6g+ 5 + 20—34—8, seu facendu reductiunea, termeniloru asemenea : | 

— 7f+9m—34—8, | 20, (aa3+ bg? + d) — (220 — na02— pas + q). = az5+ ba24 d—ma3+ na? + poe —g, =(â—m) 234 (d-ta) 22-+ pa +d-—g, 30. (32a+ 30) — (—5a+ 27 ). 
= 5204 8b-+ 5a—179, 
= 57a— 14), 

, 
$ 3. IMMULTIRE, 

Immulţirea, a duoe espressiuni aleebrice se reduce totu de una la aceea a duoe monome. În casulu cellu mai simplu care se pote presinta, adico acela de a immulţi pre acu 0, vomuserie



„OB eu suprafocia, — AX m; în sensulu 

MO _ se 

simplu ax. Deca ensa a si d suniu aftectate de ore-tari 
semne, attunci vomu avea în genere celle patru casuri possibile : 

PF aX+b; — aX+d; tax —d; —-aX—b. 
Deca ensa ne aducemu a minte de definitiunea immultirei, 

dupre care. productulu trebue sa resulte din deimmultitulu 
+ a seu —a, precum inumultitorulu +-b seu — D se afla for- 
matu din unime, vomu vedea , co productulu va fi in fia-care 
din acelle patru casuri : 

“ab, —ad, —a0,+ ab, | 
adico co productulu are seranulu + seu —, dupre cum fac- 
torii au amenduoi acellu-asi semnu (ori-care va fi acestu 
semnu ) seu semne contrarii, “ 

Ca sa esprimamu mai scurtu unu produciu de mai multi 
factori , seu ca sa facemu mai cu inlesnire difterite reductiuni 
potemu muta factorii lui, scriindu [itterile asemenea una 
langa alta; acesta “operatiune. se basedia, pre principiulu ur- 
matoru , eunnoseatu din Aritmetica : 

Valorea unui productu de mai multi factori nu se scamba, 
candu mutamu int'ensu ordinea, factoriloru ; astu-feliu , s. es. adela neg = Qb...„kmln...Qr. | 

Pentru acesta este destulu sa demonstramu co ab...klm 
= ab,...kand, seu, insemnandu pentru prescurtare productulu 
Ab....h cu A, co Ala — Anul, Pre ua drepta AB sa luamu ua lungime ecala, cu valorea lui A; insen- A > B sulu AC sa, Iuamu AC ecala cu valorea N | lui 2, si vomu forma, unu dreptanghiu și] D 

  

  

      AD perpendicularu pre dreptanghiulu C 
OB fia lungimea AD =1 şi Yomu forma, 
unu ârpallelepipedu allu carui volumu va fi = AS m XI. Dera 
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acestu volumu la potemu enca messora considerandu antein 
fecia DB=AX1 si immultindu-o cu inaltimea AC seu AX] 
Xm; de unde Aml= Alm. 

Candu avemu sa immultimu mai multe catimi affectate de 
esponenti, de es. a"Xa"XaPXat, seriemu ua data litter'a 
communa si i damu de esponentu summ'a, esponentiloru; astu- 
felin a”. af. ql= qi t+1 +7, In adevera m, n, p, g are- 
tandu numerulu factoriloru a cari intra în a", a%...., m +n 
+p+4-q va areta numerulu totalu allu factoriloru cari trebue 
sa intre in productulu cautatu. 

Ess, 10,,.. 4ab24X3a5b21==4ab 27565 

=4 X Saa5b2baat 
= Iata, 

20,...5ai?29X - 7aby5X - 6b5zyt= Paz y7aby6ayi 
=5X7X 60555020 9y% = 2 1002b6039,8, 

Dupre acestea resulta co ca sa immultimu dnoe mnonome, 
immultimu anteiu coefficientii numerici intre sine, apoi seriema - 
litierile commune ua data," dandu-le de esponentu snmm'a 
esponentiloru, apoi seriemu jitterile cazi intra numai la unulu 
din monome si in fine damu resultatului semnula + seu —, du 
pre cum monomele date au avutu .acellasi: semnu seu semne 
contrarii; | 

Unu polinomu fiindu ua, espressitine compusa de mai multe 
parti, urmedia co immultirea lui se va; face prin immultirea 
in parte a fia-carei parti, si pentru acesta nu se cerealtu ra: 
tionamentu, alta demonstratiune de cau acelea cari se dau. 
in Aritmetica la immultirea unui numeru compusa din mai: 
multe ciffre (de es. 465==4 sutimi+-6 decimni +3 unimi), cu - 
unu altu numeru de ua ciffra seu de mai multe. De aci re | 
sulia co :



S
S
 

e
 

a
t
m
 

a
.
»
 

a
,
 

12 

a) Ca, sa immultimu unu polinomu cu unu mononiu trebne sa immultimu fia-care parte a polinomului eu mMonomu ; asţu- felia (a+b—c) X m=am+ bm— cm, 
Ess, 10, (3ab-5a5-855)X -9ap = -270202-+45a4024 72abt. 20. (-6a + 20-60) x7a > = 4002+ 14ab—56ae, | „ b) Ca sa immultimu duog Polinome intre elle, îmmultimu fia-care termenu alla unuia din elle cu toti termenii cellui- alta, 

Sulf —0)(m-tp-—n am + bn — Cin — dn —bn > Fontaptăp— cp, 
20, (2a—3b—80— +9) (7f-+-2q— D=, 30, (5ab+3ac—4dc) (7ab— ISac+-2be+d)=.... 40. (4a2—7 6az+ 31?) (5a3— 2a21)-—20a05 — 8Baty 

TF 47a342— 623, 
50. (a2-kat+ a6) (09—1)=a85—a2—q2(q6-— [). 60, (75—37—7) (2—2)=cat — 273972 74. 70, a — daf 6002205) (3at — 4904 160242 2101 — 48a50+150q5p2__ 110a03+ 104apt 

— 82425, | 80, (ao )2=a2+2a0+ d? (a — Dia — Dadb+-b2, 190. (a+5) 3 03+ 3020 + dab? +4; Sa (2—b)9=a05—3020 + 3a32__p5, 10%. (a-+5) (a—b)=a2-g2, | Celle din urma trei essemple au ua applicatiune forte dessu, 80 esprima patratulu summei seu differintiei a doue catimi , Seu a unui binomu; 90 esprima cubulu summei seu differintiei a doue catimi seu a unui binomu; 100 areta, co productuiu Summei a doue catimi prin differinti'a loru este ecalu cu diffe- rinti'a patrateloru loru. |
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$ 4. IMPABTIRE, 

Impartirea, a, duoe espressiuni algebrice se reduce asemenea, 
la, aceea, a, duoe monome. Deca ne gandimu co catulu a duoe 
monome trebue sa iniplinesca, conditiunea, ca imuiultitu cu 
monomulu impartitoru sa, dea pre cellu de impartitu,, vomu 
cunnosce indata co, ca sa impartimu unu monomu printr'altu 
monomu, trebue, sa impârtimu coefiicientulu numericu -allu 
cellui d'anteiu prin acela alu monomului imyărtitoru , apoi 
sa, seriemu tote litterile commune la amendoue monome, dan- 
du-le de esponentu differinti”a, esponentiloru , si sa mai adâo- 
gamu si litterile cari se afla numai in monomulu de impartitu ; 
catului astu-feliu aflatu, i damu semnulu + seu —, dupre 
cumu celle duoe monome date au acellasi semnu seu semne 
contrarii, | 

De aci resulta co impartirea nu se pote face : 10 candu ua, 
litera va avea la impartitora unu esponentu mai mare de 
câtu la deimpaatitu ; 20 candu impartitorulu cuprinde Îittere 
cari nu se află Ti deimpartitu. In aceste casuri aretamu numai 
impartirea sub forma de fractiune. 

Essemplu. 15030245 : 3ab2 = 5007. Litera d2 care 
are acelluasi esponentu în ameriduoe monome a, fostu scosa. 

Ca sa impartimu a':a*, vomu serie a : q*—a"": Candu 
mn differinti'a m—n va, fl positiva si esponentulu asemenea, positivu. Candu m==7, vomu avea a: ar=—a0; pre de alta 
parte a”: "=; de aceea ne invoimu sa, punemu a0==1, si sa, 
dicemu co ori-ce catime affectata de esponentulu nulla este 
„ala n. 1. — Candu mn, m—n este negativu si potemu 
serie în—n=—p, attunci va fi a: ar=qpru e + pre dealta 

a a a” l | - Ş Me ha e a . . . . parte a" :a ai go age > ap: Ne invoimu si aci 
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| _ l a , sa scriemu dpi astu -felin ua catime aftactata,_ da unu 
esponentu negativu_&ste_ ecala en 1 impartita, ACEASI ca. 
time „„avendu, acelasi esponentu Inatu positiva, 

ada oa 14 i aa Essemple 10. /4abcă3y + — Babos = — ab lcta?ye 

I4a?cigt . 
apei | 

20, — 49a'p5imi502ui6 : — G6atBlSm5tu2 
a3p2 4 

= + 7ă3h? Bta = Tatu r e, 
Ca sa impartimu unu polinomu printr unu altu polinomu, asiediamu amenduoe polinomele dupre poterile descrescende (seu crescende) alle unei si acelliasi littere principale ; sa, ne inehi- puimu co cunnoscemu catulu si co lu amu asiediatu asemenea dupre poterile descresconde (seu crescende) alle acelliasi'littere. Este claru co productulu cellui d'anteiu termenu allu imparii- torului cu cellu d'anteiu termenu allu catului va da unu fer. menu in care iitter'a, principala va avea. cella mai mare espo- nentu, si care prin urmare va, fi cellu danteiu termenu alla deimpartitului. De aceea, impartimu cellu d'anteiu termenu alla deimpartitului cu cellu d'anteiu termenu alla impartitorului si catulu acesta, va fi cellu d'anteiu termenu alla catului ce- „Tatu ; immultimu cu acesta anteiu termenu pre toti terinenii ai impartitorului si ii scademu din deimpartitu. Restulu ace- stei scaderi va fi formata din productele tutuloru “termeniloru impartitorului cu toti termenii catului, afara de acellu aflatu, si cellu d'auteiu termenu alu acellui restu va, fi productulu cellui d'anteiu termenu allu impartitorului cu allu duoilea ter- menu allu catului. — De aceea impartimu era pre cellu d'an-
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teiu termenu allu acestui restu cu cellu d'anteiu termenu alu 
impartitorului si vomu afla unu allu duoilea termenu allu, ca- 
tului; îmmultimu cu acesta, pre toti termenii impartitorului și 

„ scademu era. Pre cellu d'anteiu termenu allu âcestui BOuu 
restu lu impartimu era cu cellu Wanteiu termenu allu impar- 
titorului, si aflamu unu allu treilea termenu allu catului. 
Urmamu astu-feliu pene candu sa ajungemu la unu restu nullu 
(impartire essacta, catu intregu), seu la unu restu allu carui 
cellu d'anteiu termenu sa cuprindia litter'a principala la ua 
potere inferioa, de catu aceea 'a cellui W'anteiu termenu alu 
impartitorului. In acestu din urma casu impartirea nu se mai 
pote face si catulu este fractionaru, adico compusu de unu 
polinomu intregu si de unu restu care se pote pune, ca si în 
Aritmetica, sub forma de ua fractiune. | 
Candu asiediamu dupre poterile crescende alle unei liftere 

si gasimu unu restu în care litter'a principala porta Unu espo- 
nentu mai mare de catu difterinti'a intre cei mai mari espo- 
nenti ai acestei littere in deimpartitu şi impartitoru, attuuei 
catulu nu pote fi intregu.
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$ 5. CATE-VA TEOREME DE IMPARTIRE 

Teorema 1*. Restulu independinte de littor'a z a impar- 
tirei polinomului Age + A+ Aa? PA? p., a... 

+ Amt + A, prin z-a este unu polinomu de aceiasi forma : 
Aa” + Aa + Aa? P Asa? 4. + Aga + Aa 

care resulta de la cellu d'anteiu scambandu pre 2 in a. 

In adeveru, fia Q catulu impartirei si R restulu si vomu 
avea: Ag" Ag + A=Q(a—a)+R; 
facendu aci —a, termenulu anteiu a membrului allu duoi- 
lea se annulledia, era A care nu cuprinde pre z remane ne- 
scambatu si vine : 

A+ A+ am, îs. LA=R. 

Teorema 2". Candu, puindu a in loculu lui gin polinomulu 
A” + Ai + Aga p.... + A, acesta se reduce 
la nulla, atunci acesta polinomu se imparte essactu (fara 
restu) prin binomulu z— a. 

In adeveru, dupre teorem'a precedinte, restulu, de aru 
essista, aru fi: Aa"+ 4,01... 4 An; 
dera, dupre suppositiune, acesta, espressiune este nula; asia 
dera si restulu este nullu si impartirea essacta. 

Teorema 3%. Catulu impartirei binomului 2” — a” prin bi- 
nonulu 2—a, este polinomulu : 

a! aa: 2 0205 ai qhreppaei; 
coti , immultindu acesta cu z—a, aflamu binomulu a — a“, 

dupre cum se areta aci : 

a aa Q3a00 e 34 e e Qâg gt! 
r—a | 

a aa ai e ar a Aaa get. 
— af i — qi? 

  

  

7% 

LIOTE 
a? Oa 2 

7. pati PR AM rise a 

— 378 a Aaa gt pag
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$ 6. FRACTIUNI ALORERICE 

Teori'a fractiuniloru algebrice este aceeasi ca si a fractiu- 
niloru aritmetice si nu avemu aici de catu a aminti cele cu- 
noscute din Aritmetica. 

1. Ua fractiune algebrica cresce candu numeratoralu ei 
cresce seu candu numitorulu ei deseresce. Ca sa immulţimu 
dera, ua fractiune cu unu intregu, i immultimu numeraţorulu 
seu i impartimu numitorulu cu acellu intregu. 

    

| 3aba Baby Essemple 1. Zodgă X Bay = 7cdy * 
Saba? 4 Saba? , 2, TB X6a y= hp! 

2. Ua fractiune algebrica descresce, candu numeratorulu 
ei descresce seu candu numitorulu ei cresce. Ca sa impartimu 
dera ua fractiune cu unu intregu, i impartimu numeratorulu 
seu i immultimu numitorulu cu acellu intregu. 

18ab3y _ _38y* „ Essemple 1. Daia: Gaby = daiba5 | 
2 Pedy __ "7edyp 

" Bapg? * 00% o 18atbay 
3. De aici resulta co ua fractiune nu si scamba valorea 

candu i immultimu seu candu i impartimu ambii termeni cu 
aceea-si catime. Impartindu dera amenduoi termenii unei frac- tiuni cu cellu mai mare comunu impartitoru allu loru, o 
educemu la, espressiunea, cea, mai simpla. 

Essemple. Sa se reduca, la, cea mai simpla espressiune frac- 
tiunile : e 

az apa: 
Le Dio Spa



Se
a 

it 19. 

  

21aîb?c — 9ab?c2 7a?.— 8bc 

" 150 + 3atbic—12ab*c Ba. abc: 
14z? —T7az 7 | 

  

  

5 ob Z5ab 5 
Gaz br a 

t- Taaf F I8baf— ddd — 3df' 
„„ Ba+5az a i | 5. AIE Cazi Mi 

2, g 44 (a+ 1? ya pe a +7 A topo 
PT3 — 2n2 pe 

Vîntu ta nai 
m2+ 25 — 3 al | 

"ai+ăz+6 zţ? i 
015 5342— 18 au —8 , 
EFIla 30 oz i 

0 Ph 22+ 20 + ea + dj _a+yta 
pi 02 2 da azi 

z? — Day + a 22 — 2ya _ 2 —2y | 
DI popa Tag | 

  

10.   

— 1.   

4. Immultirea,, impartirea, adunarea, scaderea, reductiunea 

fractiuniloru la acellasi numitoru se facu ca si la fracţianile 

numerice. 

  

  

“ab?  Bacădy  1Ba?aty 
"Ess, l. cf x 205ăf Îi 14bdîf?? 

3aShinziy  6asa5 _ 0202 en? 

ma Da Om” 
1 1,1 _be—aec+ab 

Sapho i %  



NI 

12, 

    

De 5 60 
3a — 4b da-—b—c_ —5a 5b+7e, pp 7 

a z q2-e2 
Se aha aa: 
9 pp, ai—22 aa qi—g2 7 

  

  

    

  

are bai [a—az ba _ 
(haz azi 

„laba 

(a? — 22) (b2 — a) 
aj ad + be 
d d _ bd _(ad+ ad + be) fh 
ea eh fa (a rmba 
| ha 

"7ab  2lac 502 Sate 3c2 2 a RC 90 SbC dos dz gta 3 
9 3a — si $ 

TA 
at = 

1 
, ag | 13. Care din duce fractiuni =, an este mai mare? b b+m 

__ h2 14. Sa se afle valorea fractiunei a candu a=b;  
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q2— b? ta Zi >g: Dera observandu co a—b este factoru 
  atunci — 

comunu “ ambii meri și simplificandu fractiunea vine ; 

P—b (ajb)(a-d)_ 
ai pad 

q2 p2 

pentru a=b se face ZI =2a, 

. 0 RE Simbolulu Ş este semnulu nedeterminarei ; acesta, pote es- 

prima, ori-ce catime, 

= a 15. Sa se afle valorea fractiunei ȘI cand b=z 

  

„4 a a atunci ia: Sa, observamu co cu catu se apropie de 

- a deveni ecalu cu b, cu atata numitorulu fractiunei & —a de- 

  vine mai micu, era, fractiunea insasi 

de catu ori-ce catime data. 
Candu dera numitorulu 3 — devine nullu, fractiunea devine 

infinita de mare ceea ce se insemnedia cu 00; asia dera 
d. 

g > 0 

  

a - . 

devine mai mare . 
b—a 

e 
ce

 
PR
 

e 
a
 

a
,



CAPITOLU II. 

ECALITATI DE GRADULU ANTEIU. 

$ Î. INTRODUCERE, 

Candu ne propunemu sa deslegamu ua problema trebue sa 
cunoscemu ore-cari relatiuni intre catimile problemei ; aceste 

- Telatiuni , candu problem'a data, este de natura, determinata , 
voru conduce in genere la, potriviri seu ecalitati intre espres- 
siunile compuse din catimile problemei. Astu-feliu printr'ua, 
ecalitate seu ecatiune (*) intiellegemu obicinuitu. ua potrivire 
intre catimi parte cunoscute, parte necunoscute, cu tote co 
acesta nu este de rigore si in genere potrivire , ecalitate si 
ecaliune suntu sinonime, precum si dicerea, o areta. Ua eca- 
litate seu potrivire este formata din duoi membri despartiti 
prin semnulu potrivirei =, 

Ua ecalitate cuprindiendu ua conditiune, ua relatiune intre 
mai multe catimi, pote servi pentru determinarea uneia din 
elle : ua, ecalitate determina, ua necunoscuta. 

Obicinuitu insemnamu caţimile cunoscute alle unei pro- 
bleme prin celle d'anteiu littere alle alfabetului ; era pre celle 
necunoscute prin litterile finale. 

  (*) Distinctiunea intre ecalitate si ecaţiune porta in sine ceva pedantu ; amenduoe areta ua potrivire care essista independentu de consideratiuni parti- ” colare alle nostre > dupre cari unele din catimi ne aru fi necunoscute seu cu- noscute.
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Ca sa fia ua problema determinata, trebue sa cuprindia unu 
numeru de relatiuni, cari sa conduca la unu numeru de eca- 
litati, ecalu cu acel” a allu necunoseuteloru ce suntu a se de- 
termina. 

Candu numerulu ecalitatiloru este mai mare de catu acella 
allu necunoseuteloru, atunci unele din aceste ecalitati suntu | 
de prisosu ; se pote enca intempla ca une din elle sa contra- 
dica pre celle-alte, ca ecalitatile sa fia încompatibile intre 
elle, 

Candu ua problema cuprinde mai pucine relatiuni seu eca- 
litati de catu necunoscute, atunci problen” a este nedeter- 

“ minata, 

Ecatiunile cari resulta dupre conditiunile unei probleme, 
cari 'esprima, relatiunile intre catimile problemei , potu cuprinde 

- pre necunoscute la poterea anteia seu la unu gradu ore-care 
mai mare, Eeatiunile se numeseu atunci de gradulu I*, alu 
II, allu III” dupre gradulu poterei necunoscuteloru ; se 
intiellege co la, pretiuirea gradului unei ecalitati, necunoscut'a 
nu trebue sa se afle la numitoru , seu sa fia affoctata de seinne 
radicale, 

$ 2, DESLEGAREA UNEI ECALITATI DE GRADULU tiu CU UA NECUNOSCUTA. 

Ca sa deslegamu ua ecalitate, adico ca sa aflamu valorea 
necunoscutei cnprinsa in acesta ecatiune, cautamu sa, 0 trans- 
formamu astu-feliu în catu sa isolamu necunoscuta, intrunu 
membru , lasandu in cellu-alţu membru numai catimi cunos- 
cute : Pentru acesta : 

1. Eliminamu mai anteiu numitorii, deca ecatiunea va 
avea, dupre acelleasi reguli, ca la eductianea fractiuniloru 
la acelluasi numitoru. 

  

“ 

; ! 

i 
£ 
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2. 'Trecemu toti termenii cari cuprindu pre necunoseut'a intr unu membru, si pre toti termenii cunoscuti in cellu-altu membru , observandu regul'a,, ca, la transpositiunea unui ter- menu dintr'unu membru inti'altulu sa i scambamnu si semnulu. 3. Facemu in amenduyi membrii 'reductiunea termeniloru asemenea si impartimu membrulu Gunoscutu cu coefficientulu necunoscutei (*), 

7 7 Z 9 
Z Essemple 1. 2 — 200 — 75 “20-30 + 

Eliminamau numitorii, observandu eo 5400 se imparte essactu prin toti cei-alti numiţori : 
54002 — 54 — 2520 = 18907 — 10 + 9602, 

Trecendu pre toţi termenii cu z intr'unu membru si pre toti termenii cunoscuti in cellu-altu cu semnele scambate : 54007 — 25202 — 18902 — 960 — 54 — 10, 
Facendu reductiunile : 

302 = da. 
II 

(*) 'Tota teori'a unei ecalitati de gradulu anteiu cu ua necunoscuta se readuca la ceea ce s'a disu aici, Uni autori francesi mai considera enea si proprietatile 

  

  

time, fara a sţrica ecalitatea, Acestea suntu ensa nisce principii: elementare de aritmetica. — Asemenea se Basesce prin une carti si prin imitatiune s'a intro- dusu ai la noi pre aici si acolo obiceiulu de a face si ua discussiune a unei eca- litati de gradulu anteiu cu ua necunoscuta » Ceea ce nu are ensa nici ua impor- tantia. Dupre regulile de mai susu desleganâu-o vomu ajunge la ua ecalitate de 5 
A 

a . 
. 

form'a AB, de unde z= p. Tota discussiunea se reduce attunci intru a i. , ? B , , 
dice co 1-i: se pote intampla co A =0, de unâg z= 0 == OO si ecalitatea data 
este imposibila ; si allu 2-a ap 4=0,B=0si atunci z= adico valorea lui a cate nederminata, Se intiellege co Asemenea studii nu suntu nici Qe cum geriose,
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Impartindu cu coefficientulu 30 alu lui  : 
44 299 . 

“50 15 
o 22 Asia dera, valorea lui este-—,- Punendu acesta, valore în 

loculu lui z in ecatiunea, data » ne potemu incredintia co o sa- 
tisface scambandu-o într”ua identitate ; astu-feliu gasimu : 

22 1 7 29 7 29 1.: 8:22 15 100 15% 15 30X 1551 x 
care este ua identitate. Acesta substitutiune a valorei aflate 
a necunoscutei in ecalitatea, data se numesce si verificatiune. 

d aa dz 2. cf + 9 — z 

Eliminandu numitorii gasimu : - 
bd + af = befg — cd. 

Trecendu termenii cunoseuti: intrunu membru si pre cei 
necunoscuti in cellu-altu : 

af + cdz = bfeg — bd. 
Pacendu reductiunile termeniloru asemenea, : 

(af-+ cd) z=0(fog —d). 
Impartindu cu toefficientulu lui  : 

def — d) 
af-+ cd 

Alte essemple : 

6 Î. 5 —5=13 —7a, =] 

I; og 2 — > SETI gate 28; p12, 

pp 90 Pa Sa dap 2 | pop z o gt D5>0;0=66+ 3 
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Pi 

775 143 

  

  

      

Za NI t DE 
4 4, zlegt aa 719 + Zi D= 166 + 367 

_ PR d- = d—b 9 az+ b=ce+d; = ag 
| | Sab , dac. dea 3ac | , Dep pg — a trai 

__ (7706 —3c)a 
4 D007 
„m(a—z) _a(m-— 35 + 3a) 

î-b=at data 4 ZaFrn 
a(d2+a2) ax “d 

7 3ade 4 a202 (2a+ b)b22 gap b2 at (ard alai)? det i, N AN mc 

CF 

$ 3 PROBLBME. 

1. Unu pâtinte murindu ordona, prin testamentulu lui ca, cellu d'anteiu fiu allu lui sa ia ua summa a si a n parte din Ceea ce remane din starea lui; allu duoilet, fin sa ia summ'a 2a si a n parte din. restu; alu treilea fiu sa ia 3a sian parte din restu, si asia mai inainte. Dupre impartirea acesta s'a, gasitu co toti copii au avutu parti ecale, fara sa, mai romana nici unu restu. Se core acum starea totala, numerulu copiiloru si partea, fia-caruia, 
| Sa insemnamu cu starea, cn z numerulu copiiloru si cu 7 partea fia-caruia, Dupre celle aretate in problema va lua : 

Cellu d'anteiu fin ....... at = 7 A 7. 
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i | _ 3 | 
Cellu d'allu duoilea ...... 2a po 4 = 

—1—8 Cell d'allu treilea... a pa 

= 1)y--za Cellu d'allu zl ...... za+ D= (0 Dy za î 
. «i n 

Fiindu co in modulu acesta tota, starea, s'a, impartitu fara, 
restu, urmedia, co partea cellui din urma, fiu este 28, si fiindu 
0 numerulu fiiloru este z, râsulta, co de z ori za seu aa. 

Dera fiindu co tote partile suntu ecale, va, fi si : | 

at LA za 
n 

seu puindu 224 în loculu lui z : 
220 --a 

a+ n = 28, 

Eliminandu numitorulu m : 

na + 022 — a =—naz 
trecendu termenulu na in membrulu din drepta, : 

dz? — a=naz — na, 
seu  a(22—1)=na(z—1), 
seu  a(2+1)(2 —1)=an(z— 1) 

impartindu cu factor ulu comunu a(z -- 7), vine : 
z+ 1=n, 

de unde 2=n—l 
asia dera nume rulu copiilor z este ecalu cu n — î. Partea 
fia-carui fiindu za, vomu avea : 

I=2a=a(n— 1) 
si starea fiind ecala cu productulu parti fia-carui prin. nu- 
ierulu copiiloru, vomu avea, : | 

== an 12,   

R
E
P
E
R
E
 

LO
 

AN 
R
T
R
:
 

7
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c
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o
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tT
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e 
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r
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Asia dera starea oste a(n— 1), partea, fia-carui fiu a (n — 1) si numerulu loru n — 7, - 
2. Duoi cusrieri pleca de ua data, unulu de la A cuiutiel'a o, cellu altu de Ia B cu iutiel'a Y, mmergendu în aceiasi direc- tiune spre C. Departarea, puntului A __ , 

de la B este cunoscuta si ecala, cud, A B C Se cere distanti'a a puntului C de la As. e., unde amen- duoi curierii se voru intalni, 
, - . . PIERE z , : Distanti'a 2 impartita cu iutiel'a 2, seu  esprima tim- 

pulu ce va trece pene candu currierulu A sa, ajunga la, pun- 
PI ARI a—d tulu 0; distanti'a a — d impartita cu iutiel'a seu —7— 

esprima asemenea timpulu ce va trece pene candu currierulu B sa ajunga la C'; si fiindu co currierii ajungu de ua data la, C, timpurile acestea voru fi ecale si vomu avea : 

  

D  z—d , 
O OP Su vi=0 —vd v v 

seu (2 — vw) z=vd 
vd de unde = 

v—v 
Valorea, acesta a, lui 4 devine imposibila , candu v=U,seu v<y, 

| , vd In casulu anteiu, adico candu v=v, va fi 1= = 00; 
currierii avendu iutieli scale, voru fi totu de una departati cu aceiasi distantia d si nu se voru intalni nici ua data, seu 
la infinitu, 

Candu v < o, z devine negalivu, si este claru co currierulu A mergendu mai incetu de catu B nu lu va ajunge nici ua data,



ra 
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Candu currierii A si B mergu in sensu contrariu spre unu 
puntu C intre A si B, atunci ecatiunea de mai susu se 
scarba, in : 

| 

= Sen: Dau —wa 

vd 

+ | 
Problem'a, curieriloru se pote esprima, si sub difterițe alte 

forme. Astu-feliu cestiunea, de a sei de cate ori minutarulu se 
intalnesce cu orarulu in timpu de 12 0re,..- 
este identica cu a eurrieriloru. Minuta= 
rulu 7 este currierulu A si iutiel'a lui 
este 12; orarulu o este currierulu B si 
iutiel'a lui este 1, pentru co minuta- 
rulu percurge de 12 ori cadranulu pene 
candu orarulu lu percurge ua data; era distanti'a primitiva, 
AB seu d o potemu pune = 7, insemnandu cu 12 cireumferin- 

ti'a-cadranului. Atunci formul'a de mai susu : = 

se îransforma punendu = 72 „V=1,d=7 in: 
12 7 5 II —— sa 10 X7 a di 11 il 5+a 

de unde : z=   

   

„prin urmare minutarulu se intalnesce cu orarulu de 11 ori in 
12 ore. 

| 
"8. Duoe fontane amplu unu reservoriu una in a ore, cea 
alta in b ore; ua gaura in reservoriu lu golesce in c ore. Des- 
chidiendu de ua data'catesi trelle gauri, in cate ore se va am- 
plea, reservoriulu ? 

Fia & numevulu cerutu de ore, si sa esprimamnn cu | 6a- 
pacitatea reservoriului, Proportiunile :



B 
a >=: 0 | 

& 
d z=I:s 

. 

z ” ca = 1: — 
c 

voru da partile reservoriului amplute, respective desiertate , prin fia-caxe din aceste găuri în timpulu z; astu-feliu în cata : 

222, 
ad ce 

abc 

ac+ be — ab! 
4. Sa se afle duoe numere a caror sumn'a sa, fia a; era unulu sa fia de n ori mai mare de catu cellu-altu, 

  

de unde : = 

  

R II a: "na 
espunsu . n 75 nFI. 

„A+ Sa se imparția numerulu a in'duoe parti cari sa fia intre 
elle ::m:p. 

R Ma. na esp. a SI ——. 
partia m 6. Sa se impartia numerulu a în trei “parti astu-feliu in catu partea anteia, sa, se aiba, catre a duoa : : mn; era a duoa catre a, treia, : : pg. 

. | 21pa ” pa Resp. Partile sunt: — 0 APA — RP pun mp ping 
| | nqa 3 

up up- ag 
/7. Unu muriudu a lasata nevestei selle diumetatea din sta- rea sea; fia-carui din duoi copii ai sei a 6-2 parte, servito-



dl 
rului a 12* parte, si restulu de 600 lei la saraci. Care a 
fostu staree acestui omu ? 

- Resp. 7200 lei. o 
«5. Sa se afle trei numere a caroru sunum'a, sa, fia 70; alla 

duloilea impartitu eu cellu Wanteiu da catulu 2 si vestulu 7; 
allu treilea impaztitu cu allu duoilea, da catulu si restilu pre 
acellasi numeru 3. a 

Resp. 7, 15, 48. 
———9. Unulu a plecau de la unu locu sa merga, la alţulu si a 

observatu co, în acesta calletoria, rota d'inante a trasuri 
selle a facutu 2000 de invertituri mai multa „de catu cea de 
inderotu. Se scie co circumferinti'a rotei d'inante este de 
5+ 1/4 piciore, era aceea a rotei d'inderetu de 7 1/8. Se cure 
distanti'a z intre aceste duoe locuri. — 

Respunsu : z= 89900 piciore, | 
10. Unu tata de 40 anni are unu copilu de 9 anni. Preste 

cati anni etatea tatalui va fi induoita, de a fiului ? 
hesp. Preste 22 de anni. 
11. Ore cine are ua amestecatura de 7 parti nitru cu 

3 pati sulfa, impreuna 80 kilogramme. Sa se adaoge la 
acesta massa enca nitru astu-feliu ca rapportulu nitralui catre 
sulfu sa fia acum precum 11 catre 4. 

Resp. Sa se.mai adaoge 10 kilogramme de nitru. 
-—12. Trei fontani amplu unu reservoriu fia-care in 1 1/3, 
3 1/3, 5 ore, În catu timpu lu voru: amplea curgendu tote im- 
pieuna? - 

Resp. In 48 minute.
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Ş 4, ECALITAȚI pg GRADULU Lin CU DUCE NECUNOSCUTE, |, Form'a generala a acestoru ecalitați este : 
aL + by =c . 
Gaby! Ca sa le deslegamm trebue sa, eliminamu successivu cate una din necunoscutele 2 si y. Eliminarea, se pote face in difterite moduri cari ensa se reducu la duce metode principale : me- tod'a, Ssubstitutiunei şi aceea a reductiunei la acellasi coefifi- cientu. | 

I. Metoda substitutiunei, Consideramu in ecatiunea anteia pre z ca cunoscutu si o deslegramu despre , ceea, ce ne da : 
C— 04 

= 

  

Valorea, acesta a, lui Y 0 punemu in ecatiunea a duoa 
C— az 

=Q! az 

  

si astu-feliu obtineniu ua, ecatiune cu ua necunoscuta pre care 0 deslegamu dupre regulile de mai susu. Vomu gasi astu- feliu : 
o 

cb' — de! 
ab' — da! Puindu acesta Valore in loculu lui in espressinnea aflata “ai susu Pentru , vine Z. 

C-— ar _a0'— ca! JP N 
D= Yy ab — da 

L= 

Essem plu. 7 — 3y= 15, 
9 + 15y = 58, 

, 
7a— 1 

Ecalitatea, anteia, da: 70=3y+ 15, de unde y= 3: 

  

Si punendu acesta, valore a lui 7 în ecatiunea a, duoa, vine :



  

z—15 
  9 4 151% — = 58. 

4 

Eliminandu numitorii si facendu- inmultirea aretata cu 15: 

272 + 1052 — 225 = 174 

  

2 

"899 183 A a PI 199 1 de unde.:. “= 155 Zi 3% în. | 

era pentru z gasimu : 
133 | 

7 — 15 ISI 2 A Sa 
ITI aa 155 

II. Metoda prin reductiune. Sa ne propunem sa elimi- | 
namu pre g din calitatile : 

az + by = =c 

az+b'y=c'; îi 
Atunci immultimu pre toti tonnenii ccalitatiei anteia ei 

coefficientulu necunoscutei în ecaţiunea a “duva , şi pre toli a 
termenii ai acestei din urma, cu coefficientala acelloia' si necu- 
noscute din ecatiunea anteia ; apoi adubamu seu scademu 
aceste ecatiuni dupre cum necunoscut'a pre care voimu sa o. 
eliminamu are semne contrarii seu acella'si semnu in amen- 
duce ecalitatile. - 

, Essemplu. Pr 3 75 
"92 + 15y=58. So 

Immiltima ecatiunea anteia cu 75, era pre a dnoa, e css 
le adunamu , fiindu co necunoscuta, ș Y are semne contrarii în Ă 

ED 

   aceste duoe ecalitati : : ii 

1050-+ 270 225+ 174 i 
Ş 399 i E de unde: 233 Zz > 3+ a. | i
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Apoi ca sa eliminamu pre z, immultimu antei'a ecalitate 
cu 9, pre a duoa cu 7 si le scademu: | 

105y + 97y =406 — 135, 
271 

de unde: V= Tag > 2 he. 

" Valorile generale cari deriva din solutiunea ecalitatiloru de 
mai susu , adico : 

cb' — be! ac' —ca' 
ab! —ba'?Y ab! va! 

au acellasi numitoru ; era numeratorulu fia-carei din elle re- 
sulta din numitoru, seambandu coefficientii necunoscutei in 
termenii cu totulu cunoscuti din ecalitatile respective, s, e. 
asi a' incsic';erabsib'incsic, 

| | , a bb Candu numitorulu comunu ad —da'=0 seu ag fara, 

ca si numeratorii sa fia =0, atunci 4 = CO, Y= 00 si eca- 
litatile az+ by=e, a'z+b'y=c' suntu imposibile , pentru 
co membrii din stanga ai acestoru ecalitati suntu proportionali 
intre ei si se au::aq:aq'::0: b'; era membrii din drepta, 
€ si c' nu stau în acellasi rapportu. 

Candu numitorulu ab' —ba'==0 si totu de na data si unulu 
din numeratori, s. e. cb” — dc'=0, atunci resulta co si 

0 0. ac' — ca'=0; a si 7 se presinia sub form'a z= p:y=gsi 

scimu ca acesta este simbolulu nedeterminarei. Intr 'adeveru, 
atunci nu avemu in realitate de catu numai ua, ecalitate intre 
celle duoe necunoscute z si y; eraa duoa calitate resulta din 
anteia prin immultirea, cu unu numeru constanțu. Dupre suppo- 

a c a d c ,. a_b , , sitiune este > psi zi = zi seu > pi = Z: asia dera toti
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coefficientii ecalitatiei a'z +b'y=c' suntu pro portionali cu coefficienții ecatiunei at + by=e (*), 

Ş 5. ECALITATI DE GRADULU [iu CU MAI MULTE NECUNOSCU'LE, 

Ca, sa deslegamn m calitati cu 7 necunoscute : 
AL byte... =. 
dati by + ca , e Sh 
At —- Day -f- csa +. înmoaie 

Ot-t bat Graf fe ee ee En 
trebue era sa eliminamu necunoscutele cate una, pene candu ÎN III II 

a 

(*) Aceste pucine obsorvatiuni în privinti'a valoriloru generale alle lui a si y precum si xegulile date mai susu pentru soluţiunea a, duoe ecalitaţi de gradulu anteiu cu duoe necunoscute constitue tota teori'a acestoru ecalitati. Cei mai multi autori francesi, în cari acesta teoria se reproduce intwunu modu aprope stereotypu, mai adaoga. enca si unu studiu sub titlu « discussiunea valorilorn ch — be ac —ca? enerale e = 273 pa 0 Tea >> unde se cuprindu acelle pucine ob- 
g ada Ia ba » 

  

Servatiuni de mai Susu, Acesta, metoda, s'a introdusu prin iinitatiune si in inve- tiamentulu nostru cu ua admirabila fidelitate, Ecca în scurtu ua skitza acestei discussiuni 
| l-iu Se studiedia casulu candu unulu din numeratori cb! —e' seu ac' — cai este uullusi intielloge ori cine co acesta nu are trebuintia de nici ua discussiune ; 2'* Candu numitorulu comunu a'—ba' = 0; , 3e: Candu pre langa acesta si unulu din numeratori este nullu ; 4% Se dau reguli, ce le nimescu mnemonetice (?!), pentru formarea valori- „ locu generali si alţe asemenea. 

Cu ajutorulu unui nationamentu sanctosu se pote vedea co acestu studiu cars s'a intamplatu sa Occupe pre unu professoru în timpu de una si chiaru de duoe lectiuni uu adaoga nemica, la cunoscintiele cuprinse in pucinele observare tiuni din textu; ci numai impovaredia, studialu seiintiei, pre candu acesta, discus- siuue nn presinţa nici chiara vre ua importantia practica de ua insemnetate mai mare,
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sa ajungemnu la ua; ecalitate cu ua singura necunoscuta, pte 

„care 0 deslegamu dupre cum s'a aretatu mai susu. Eliminarea 

acesta se face era : “ | 

1. Prin substituliume : adico luandu valorea, lui z spre es- 

semplu din 'ecalitatea anteia si substituindu-o în tote celle 
“alte; astu-feliu vomu avea m — 7 ecalitati cu m — 7 necu- 

noscute. Urmandu astu-felin vomu elimina pre ş, pre z, si 

celle-alte. - * | 

II. Prin reductiuni, successive la acellasi coefficientu , ap- 
plicata snccessivu la aceste ecalitati luate cate duoe. 

III. Prin factori arbitrarii seu prin metod'a numita a 
lui Bezout, modificata de Gergonne, care onsa în principiu a 

fostu aretata mai inainte enca de Euler; immultimu pre celle 
m ecalitati date cu m factori. arbitrarii si apoi le adunamu 

pre tote; astu-feliu formamu na ecalitate in care pre langa 
celle m necunoscute date mai figuredia | enca alte m numere 
necunoscute Dio Po Ps. - Da 

(apt apa + cu) z+ (b,pi tat 3% Om) 
Pa... = upu- + J3Da! Fe ..+ Rap 

Piindu co Pio Pas ese +: Pai Suntu numere arbitrarii potema 

dispune de elle facendu ca coefficientii tutuloru necunoscute- 

loru, afara de acolla alu lui z de essemplu, sa fia= 0, adico: 

bibi + bp+ .... *F bu Pm==0 

CP + CW Feeseek Cu Pm = 0 

Luandu dupre voia pre unulu din aceste numere p,, pa... 
Pr» determinamu pre colle-alte m — 7 numere prin aceste 
m— 1 ecalitati; atunci punenu valorile loru în valorea ur- 
matore a lui ;
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2 k, p + la Da +: .. [Pa 

4 p, + da Pa +... FAP E ” 

Dupre metoda acesta se vede co deslegarea celloru me eca- 
litati date s'a redusu. la deslegarea de alte m — 7 ecalitati ; 
asemenea potemu reduce successive la m — 2, m — 8 si asia 
mai inante. 

Rss, ie | 32 + 2y= Tajo, y= 36. 2 5y = 191 
“9: | 7y=2a—3y 2883 Sa 2, | = — 195, ” (e Ti ru) 55 ay = 17 
| ErDUD=te+ D-ra 

Li de+ 03941 | 
z=3,y=5. 

3 

| 
| 

  

beat 2b-cy=0 
3__23 go ab 4 le pet 20 apte 

324 5y tă, iu, 

5. vef? | 

Be ppt (Uefa Pe (B+2P9f 
bf. Of : 

| cp up 

o pety= 
6. ez lu 3, y= =. 

1 + 223 

_ atita | 

E 7, z-pi+2=18 VAI i y=73fu, 51. 

  

Z+y+2=>=735 ]
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3:93 2x + 54 y:=398 32 

8. 3 7r—5o=y+a —86 1=48, y=54,2=64. 
Za 

ztatg 58 

182 — 7; —5a== 11 
22 2 9 | yt3yt2=108 |o= 12, y=25,2=—64, 
1fa sp ++ 9 + la 2==80 

  

  

  

10. | zh agitate 

2. 2 2 
o arbzo'9 apod' 29 poa 
Toy Ba 2 y 2 
35788, phgta=76 

II. Z 32 | 3 3tz>7, y+atu= 248 

2 = 12, y=380, 2= 168, u=50. 

$ 6. PROBLEME. 

1. Regele Siracusei a datu 6 kilograme de auru ca sai 
feca ua, coroua si a cerutu de la Archimede sa i spuna deca 
aceea corona nu cum va cuprindea si argintu, Archimede, care 
a descoperitu prineipiulu ce porta in Fisica, numele lui, a de- 
terminatu densitatea aurului = 19,3; aceea a argintului 
== 10,5 si aceea, a coronei = 16; de unde se vede co coron'a 
„€rea ua combinatiune. Dupre aceste date cum a potutu Archi- 
mede sa cunosca cantitatea de auru Si pre aceea de argintu 
7 cuprinse in corona? 

Greutatea, de auru & impartita cu densitatea lui 19,3 seu
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793 âreta volumulu oecupatu de auru ș aceea, de argintu g 9: 

impartita, cu densitatea lui 10,5 seu 10.3 ăxeta volumaulu de 
. pi 

argintu ; in fine greutatea coroneM6, impartita cu densitatea, 
, 6 

ei 16, seu 7g: areta volumulu coronei ; de unde resulta, : 

% Y 6, 
193 + 10,5 16? 

dera mai este si 2-+y=16, 
Deslegandu aceste duoe ecatiuni cu duoe necunoscute aflaniu : 

2 =4,52 „ V= 1,48. 
2. A este datoru 7200 lei; B este datoru 2550 si nici 

unulu nici altnlu m'au destulu ca să plateasca datori'a loru, 
A dice lui B + cdami a 8-2 parte din ceea ce ai si me voiu 

"plati de datoria.» B dice lui A: < dami îu mai bine a 
6* parte din ceea ce ai si me voiu plati de datoria. > Ce ca- 
pitalu a avutu fia care? 

a insemnandu capitalulu lui A, y pre acell'a'allu lui B, 
va fi: | | 

zi 1200 i y + == 2650, 
de unde aflamu : 2 = 900, = 2400. 

3. Unulu are trei betie de nisco combinatiuni difterite de 
auru, argintu si cupru. Cellu d'antein beti are 10 gramme 
auru, 30% argintu si 6Qer- cupru; allu duoilea“40* auru, 
56% argintu si 96%: cupru; allu treilea betin art 24*"- auru, 
78%: argintu si 48e. cupru. Se cere catu sa ia din fia-care 
din aceste betie, ca sa, feca unu allu patrulea betiu compusu 
din 20% auru, 46“: argintu si 52* cupru, 

m
a
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Insemnandu cu z, y, z ceea ce se va lua din fia-care din 
betiele date, vomu gasi cantitatile de auru, de argintu si de 
cupru cuprinse in 4, puindu proportiunile : 

10+ 80+ 60 seu 

10 30% 602 100: 10 :: a: 100 100:30 =: ET 100 :60::x: 109: 

ara cantitatile de auru, argintu si cupru cuprinse în y si 2 
voru fi : 

40 + 56 + 96 seu 

192a0::p: 300, 192:56::y: DU a92ioo:ige 9, 
24+78+ 489 seu 

24a "782 402 150: 24:: 2: 250 159:78=—a: 150 150:48::2: Tg: 

De aci resulta, : | 
10 40y ' 24e 53 100: Ta = 20 seu 170% 380 20 

302 4 56y „782 _a6 3z 7y 182 
| 700 * 192 . 150. » 10 Ta4T 23 

60z , 96y , 482 "6 129  9z i 52 ha. 100 ! 192" 150 10 24 25 
de unde aflamu : z=20, y=48, z=50. 

4. Ce conditiune trebue sa implinesca coeficientii a, d, c, 
a', b', c' ca espressiunea : 

. a + bea? 

a'+ba+ aa? 
sa conserve ua valore constanta m pentru ori care. valore a 
lui 22 

= 46 

  

at be + că? 

Din : Wu + ba cai 
= 

+
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resulta, : | 

a+ bt cr? a'm+ b'ma + ema? 
. a DR Facendu = 0, vine a=a'm, seu =, prin urmare : a 

ecalitatea de mai susu se reduce la ba + ca2= b'mz + e'ma?; 
“de unde impartindu cu  : 

| b+ cr=b'm + cz; 
facendu era = 0 resulta, : * 

b 
b=bd'm, seu = i; 

si in fine va fi: 

Cc 
C=cm, seu > 28 

Din aceste valori alle lui 7 resulta, : 
a_b _c 

a doc 
adica co coefficientii poteriloru ecale alle lui z la numeratoru 
si numitoru trebue sa fia proportionali intre ei. 

5. Ore-cine voindu sa cumpere ua casa, se decide sa re- 
traga de la fia-care din datornicii sei ua summa cala z de 
lei, ca sa platesca cas'a. Cerendu de la fia-care cate 1250 
i aru lipsi enca 20000 lei ca sa platesca cas'a ; cerendu ensa, 
cate 1600 i ar remanea unu restu de 4400 lei. Se core sa - 
fissamu summ'a 4 ce are sa ia de la fia-care datornicu, nume- 
rulu 7 allu loru si pretiulu casei, 
„Rosp. 2=1562 1f.,y=32, era pretiulu casei = 50000 lei. 

1. Unu reservoriu de incapere de 270 litre este alimentatu 
de duoe fontane. Se scie co aceste duoe fontane curgendu una 
4 ore, ceea alta 5 ore, dau impreuna 90 litre de apa ; alta, 
data era curgendu una 7 0, ceea alta 31/2 ore, au datu
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126 litre. Se cere cate litre de apa da fia-care fontana pre 
ora Si in cate ore aru amplea resertoriulu, curgendu amen- 
duoe impreuna. 

Resp. I* 15 litre; II 6 litre; 
amenduoe impreuna amplu reservoriulu în LO ore. 

7. Summ'a a duce numere & și y este a; differinti'a lora b. 
Sa se afle numerile. 

a-+b a—b Resp. LD y= —z   

, SI 7 8. Valorea unei fractiuni se reduce la Z candu scademu: 

7 numerulu 3 din amenduoi termenii sei ; ea, devine 3 candu se 

adaoga 5 la ambii termeni. Sa se afle fractiunea. 
Y 

Resp. 13: 

9. Sa se afle duoenumere a, caroru sumn'a sa fia de m ori 
era productulu de ori mai mare de catu differinti'a loru. 

2n . 2n Resp. m 7 Si mii 

10. Cinci persone se punu la jocu cu conditiune ca acella , 
care perde sa platesca la fia-care din cei-alti atatu catu va 
avea fia-care din ei. Dupre 5 jocuri la cari fia-care a perdutu 
cate ua data s'a, gasitu co toti au Sume ecale si fia-caro cate 32 lei. Se cere catu a arutu fia-care din jucatori la inceputa. Resp. 81, 41, 21, 16 1. 2 > 

Ş 7. ECALITATI NEDETERMINATE DE GRADULU pi, 

Candu ua problema cuprinde mai pucine conditiuni de catu necunoscute duce la unu numeru mai micu de ecalitati de catu
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acell'a allu necunoseuteloru, acestea nn potu fi determinate 
si problem'a, este nedeterminata. Potemu ensa sa ceremu ca 
necunoscutele sa implineasca ore-cari condițiuni, s. es. sa fia 
numere intregi, seu intregi si positive, si atunci problem'a 
nu mai este nedeterminata de totu; numerulu solutiuniloru 

„pote sa, fia, astu-felin restrensu. Partea Algebrei care se ocupa 
cu deslegarea, dupre nisce condițiuni date, a ecalitatiloru , 

„candu numerulu loru este mai micu de catu allu necunoseute- 
loru, s'a numitu Analisa nedeterminata, Aici ne vomu oecnpa 
numai cu ua parte a acestei analise, adico cu deslegarea, unei 
ecalitati de gradulu 1” cu duoe necunoscute. 

Form'a generala a unei asemenea, ecalitati este : 

 Az+ By=0, 

Candu A, B, C voru avea veri unu factoru comunu, impar- 

timu ecalitatea cu acestu factoru si astu-feliu obtinemu pre 

ceea urmatore cu coefficienti mai mici : 

„44 By=0. 

Potemu si -in loculu acestei ecalitati sa punemu alta cu 
coefficienti mai mici, candu se va intampla ca 4” si O”, seu 
B' si C', sa aiba unu factoru comunu. Fia D acestu factoru 
allu lui A' si C'; impartindu vomu gasi : 

| i A+ 8 y=0 
, D 

Puindu y = Du vine: 4'z+ Bu=C", 
unde A” si 0" suntu mai mici de catu 4' si C. 

Ecalitatea Az-i- By== CO nu pote. priimi solutinni intregi 
de catu numai candu coeficientii neeunoscuteloru A si B voru 
fi numere prime intre elle. Caci deca A si B au unu imparti- 
toru comunu d, care nu imparte essactu si pre C, potemu 

1 

 



44 

  

scrie.:  Az+ By = 

a 
S
l
O
 

A, si B, fiindu numere intregi, era, aj Unu numeru fractio- 

naru, se vede co z, seu ş, seu amenduoi trebue sa, fia, aseme- 
nea fractionari. 

Sa ne inchipuimu co, dupre ce amu facutu tote simplifica- 
rile possibile, amu ajunsu la, ecalitatea, : 

ax + by=c, 
unde a,b,c suntu numere prime si prin urmare neecale intre 
elle; sa supunemu co a <b si sa deslegamu ecalitatea, despre 
a, adlico despre necunoscut'a cu cellu mai micu coefficientu ; 
vomu gasi : | 

Sa impartimu 8 cu a si sa insemnamu calulu cu g, restulu 
cu 7 si va fi: 

Cory: bag kr, z=—gy+ SS wyrt; 
, c—ry , | unde s'a pusu aq t Unsemnandu cu £ unu numeru in- 

tregu ore care, fiindu co numai atunci z pote fi asemenea 
intregu ). De aici resulta, : 

ry-+al=c; 
adico era ua ecalitate cu duoe necunoscute, ensa, cu coofficientii 
mai mici de catu acei ai ecalitației propuse ; deslegandu des- „Pre y gasimu : 

c—at 
7 

  

y>= 2 a=ra+r,
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c—rit 
y=—qt+ = = —qtrkt, 

e—rt 
unde amu pusu era > ki; 

de unde : rthri=c, 

Deslegandu si pre acesta ecalitate, unde 'coefficientii suntu 
enca, si mai mici, gasimu : 

  

  

  

  

  

e—rt c—rzt | Ptr 0 atu = gt ki, 1 
„Ti 

si asia, mai inante : | 
C— 7iba - C— şi, 

= 7, PI SFgFra, bi =— dat + Ţ = — Qi +- &; i 

C— Fals - c—rul 
l2= Fi TRE Tsukr, bn = — Qutst - re = — Qbs +ti. 

si asia mai inante, 

Impantirile succesive a lui d cu a, a lui a cu restulu an- 
„teiu , a lui cu restulu allu duoilea 7, a lui , cu restulu 
all treilea 2, ete., formedia operatiunile prin cari se afla 

„cellu mare comunu divisoru a duoe numere ; si fiindu co a sib 
suntu numere prime, vomn ajunge dupre mai multe asemenea 
impartiri la celle duce resturi din urma 7 si 0. Sa supunemu 
00 7s=1 sir,=0; atunei aflamu prin substitutiuni sue- 
cessive : 

bo = — Gt +e,t = ( 9:90 + 1 ls — QC, 

= — (Qaqsqs + he + 4.) b + (9e9s + 1)c, 

WC datat dat Quit aut DD (qua quo); | 
= — (age donat gqiqt- qaaqit dedau gt drkd)t, 

E (adidas F qi + das + dq + 1). 
Asia dera z si se presinta sub forma : 

z=a+ 4, y=8+ B& 
si voru avea, valori intregi pentru tote valorile intregi alle lui 4.  



II 

Essemplu. Sa se afle tote valorile intregi alle lui a si g cari 
satisfacu calitatea : 1772 — 7 28y/= 95; 
Vomu gasi successivu : 

__1772—95__ a 492 — 95 
  

  

2 Pap pp 133 755 Ti, 
49 — 95 
ag = , 49 — 126t=95, 

125t+ 95 - 194 95 194 — 95 I= 30 agp), 49 - 49 49 49 

, i—5 
D= 3 — 19 > 3 — 19, 

i—5 
9 = ti =494 + 5, 

substituindu acum valorea, lui tin aceea, a lui si alui 7 gasimu 
D= 3 — 19h = 3(494, + 5) — 194, = 15+ 128, 
y>=at t==16+ 1285 + 494, + 5 =20 + 1774, 

dandu lui î, valori positive, vomu afla asemenea, pentru z si 
valori positive. 

Teorema. Deca « si f este ua, pereche de valori alle lui a 
si 7 cari satisfacu ecalitatea, : az+ by =c, 
atunci valorile generale alle lui z si y suntu cuprinse in for- 
mulele : 

| 
z=0—b,y=B+at 

unde £ insemnedia, unu numeru intregu ore-care, si acesta se 
afla immultitu pentru fia-care necunoscuta, cu confficientulu 
cellei-alte necunoscute, luau pentru y cu semmulu lui, era 

- pentru 2 cu semnulu conţrariu si vice-versa. 
In adeveru, « si 8 formandu ua solutiune a ecalitatiei : 

az + by=e 
YOmu area: aa +b8=c;
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scadiendu: a(z—0)+ b(y—8)=0 

a 
de unde: & == a 

, y—b a Ca sa fia a intregu este destulu ca LE sa fia unu in- 

  tregu, adico L 6 =, 

de unde y=8-+at 
si prin urmare : a=a—bi 

Cu ajutorulu fractiuniloru continue se pote totu de una afla 
ua pereche de valori « si B, 

Numerulu solutiuniloru intregi date prin valorile generale: 
aa —bt, y=8+ at, pote efica, fi restrensu, deca, ceremu 
ca 2: si y sa fia numere positive, Pentru acesta, avemu condi- 
tiunile : 

20030 si BLat>0 

a Ă B de unde: t<; si i>—g 

astu-feliu £ nu va potea lua de catu numai valorile intregi 
cuprinse intre aceste duce limite. 

Problema, Sa se platesca. 2000 lei in sfanţi si icosari ; 
fiindu numerulu sfantiloru) ș alu icosariloru vomu avea, 

Ze <4- 1299 = 1000, 

  

  

“seu 9 + 49y = 4000, 
de unde afiamu Ă | 

4000 — 49 4000 — ây 

1000 —y 
= — Byk 4 = —5y at,  
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_1000—y 
Sp ==t, de unde y= 1000 — 9; 

Si prin urmare : a — 5000 + 49t 
2 si y trebuindu sa, fia, positive vomu avea 

1000 — 98>0 si — 5000 + 494 > 0, 

  

5000 d de: 4 1000 qi i 0 
e unde: fa 9 =. f si t> 23   => 102249, 

asia dera, valorile lui £ cari satisfacu cererea suntu in numeru 
de noue :' 

(= 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, “asia dera summ a de 7000 lei se pote plati în noue differite moduri. 

Probleme, Sa, se afle solutiunile intregi si positive alle eca- litatiloru : | 
| 

1. 17029919; 0=— 7236, 3010, 34. 
24 - 2 2. 110—5y=254;0=24—5t, >= — 214, >> 

3. 202 —51y=7; 2=98+ 31, y=63+ 204 
4. Sa se afle tote nmmerile cari impartite cu 2 dau res- tulu 7, si impartite cu 5 dau restalu 2, 
Respunsu u== 7 + 18. 

5. Sa se afle tote numerile cari impartite cu 8 dau re- stulu 5; era, impartite cu 1 dâu restulu 4, 
Respunsu  2=97 + 88, 

_6. Sa se afle unu nuimeru divisibilu prin 9 si care impartitu cu 74 sa dea restulu 8, 
| Respunsu 2 = 96 + 1264,
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7. Mai multi barbati, femei si copii au facuta ua eseur- 
siune. Fia-care barbatu a cheltuitu 19 lei, fia-care femee 10, 
era copii cate 5. Barbatii au cheltuitu 7 lei mai multu de 
catu femeile si acestea, 75 lei mai multu de catu copii. Se 
cere numerulu barbatiloru, femeiloru si allu eopiilora, 

Respunsu 15, 24, 29.



CAPITOLU III. 
ECALITATI DE GRADULU ALLU DUOILEA. 

$ 1. ECALITATTI CU UA NECUNOSCUTA. 

Form'a cea mai generala a unei ecalitaţi de gradulu allu 
duoilea cu ua, necunoscută, dupre ce intr'ensa Sau facutu tote 
reductiunile, este : 

az2+ be+c=0. 
Impartindu tota ecalitatea, cu coefficientulu a allu patratu- 

lui necunoscutei obtinemu ecalitatea | 
b 

22240 
aa 

a d c , sI puindu pentru prescurtare : a Pa d, vine: 

2 +pr+9=0. 
Ca sa deslegamu acesta, ecalitate, observamu co 22-Fp 

suntu cei duoi d'anteiu termeni ai patratului unuj binomu n - m 2 

2, .. .P e+ 33 adaogandu dera, la ambii membri 2: vomu forma unu - 
patratu completu, adico : 

p? p? pat +g> Z 

seu trecendu pre g cu somnulu contrariu in membrulu cellu- 
, pp? altu : zrpetz=—g
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(PPP Po VE, seu : (ar) = a sutat Z>b 

= PE _ de unde aflamu  z= 3+V Z 

De aci se vede co necunoscut'a unei ecalitaţi de gradulu allu 
duoilea admitte duoe valori si co aceste valori suntu ecale eu 
diumetatea coefficiențului poterei anteia a necunoscuti, luatu 
cu semnulu contrariu, plus seu minus radicin'a patrata a pa- 
tratului acestei diumetati mai pucinu termenulu cu totulu 
cunoscutu. | 

Ua ecalitate de gradulu allu duoilea are duoe radicini 
si nu pote avea mai multe. Sa, impartimu membrulu - anteiu 
z2 + pu gq cu z—7, d iosemnandu una din radicini, SI 
vomu avea la, catu unu binomu de gradul amteiu, era, restul 
va fi nulli (capit. I, $ 5, teor. II); astu-feliu va fi: 3 

2+pz-+9= (z—z)(z—z) ! 
si 2” este a duca radicina a ecalitatiei z2-+ +-pz+q9=0, pentru 
co facendu 4= =", allu duvilea, membru alu ecalitatiei de mai "9% 
susu 80 anuledia, si prin urmare si cellu d'anteiu. Acum de 
mai essista ua a treia radicina 2”, ar trebui ca trinomulu 
22+ pă + q seu productulu (z— z')(z—a”) sa fa divisibilu 
cu 2—" ceea ce nu se pote, 

Din ecalitatea de mai susu : 

+ po +9=(2i) la”) 
resulta, co, ori-ce trinomu de gradulu allu duoilea 42-+- pz+g 
pote fi descompusu._ în. duoi, factori. binomial „d de gradul 

anteiu,, 
De aici mai resulta-enca, : 

22 pa + q=a2—(+r)zt+aa | 
si fiindu co acesta, ecalitate trebue sa, fia, adeverata pentru ori 

Be 
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care «, trebue ca coefficientii poteriloru ecale alle lui sa fia 
ecale (vedi capit. II, $ 6, probl, IV), adico ca : 

p=—(z+a), q=ua. 
Asia dera : coefficientulu poterei anteia a lui X. este ecalu cu 
summ'a radiciniloru luata cu semnu contrariu, si termenulu 
cu totulu cunoscutu este ecalu cu prodhictulu radiciniloru. 

Aceste duoe teoreme se potu enca demonstra și in modulu 
urmetoru. I* Trinomulu de gradulu allu duoilea 

a2+pa + q 
pote fi pusu sub form'a 

2 2 | 
tpar — +a, 

2 2 me 
Considerandu acesta espressiune ca, differintia a duce patrate, 
0 potemu descompune in productulu a duoi factori, adico 

era) ler) 
P_/p_ + Pup? Insemnandu —3— 2 gag +VE—g= > 

va fi productulu din urma, adico trinomulu 
ci +pe+ 9=(2—) (z—a); 

ceea ce probedia teorem'a co trinomulu 22-+ pe q se pote 
descompune în duoi. factori binomiali de gradulu anteiu si - 
totu de ua data se vede co termenii 7 si a” suntu radicinile 
acellui trinomu, 

II" Deslegandu ecalitatea, 
22+ pr+ q=0, 

amu gasitu pentru necunoscut'a cele duoe valori



  

Adunandu-le gasimu iunediatu _ 

Da =—p. | 
Immuliindu-le si observandu co valorea anteia represinta, 

- 
, pe eur A p. 3 summ'a, era a duoa differinti'a catimiloru — si E —q. 

Ă „ „_D2 Vp - ke vine art —| 1 l-a 

ceea, ce areta co summ'a radieiniloru este ecala, cu coefficien- 
tulu termenului pz luatu cu semnu contrariu, era productulu 
loru uste ecalu cu termenulu g. 

De aici resulta, co, candu g este positivu, amenduoe radi- 
cinile au acelasi semnu si suntu positive, candu p este nega- 
tivu; negative candu p este positivu. Radicinile suntu de 
senu contiariu, candu g este negativu. Insemnandu dera cu 
p si q valorile absolute alle acestoru catimi, vomu avea a 
considera, celle patru casuri : 
E Ea 0, atunci aveau duoe radicini positive ; 

» » » negative; 
    

pa ună positiva si alta negativa. 

Onu rocenat de la unu termenu la alţulu, sennulu se 
scamba, spre es. de la + la —, seu de la — la +, dicemu 
co avemu ua-vgriatitine ; candu semnulu nu se seamba,, avemu 
ua permanenti (de semuu). 

Eeatiunea anteia are 2 variatiuni si 2 radicini positive, 
, aduoa „ 2 permanentie si 2 radicini negative, 
» atreia „ 1 perm. si | rai | 1 radicina posi- 
»  apatra „1 variat. si 1 perm, | tivasi 1 negat, 

  

| 
| 
| 

| 
j 
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de unde resulta, co ua ecatiune de gradulu allu duoilea are 
atatea radicini .positive-cata, Xaziatiuni. și atatea, radicini ne- 
gative cate „permanentie, 

m. aa ere 

2 
« . E , , , 

Catimea de sub radicalu  — a, care intra in valorea lui z.: 

pu j [2 a — | ŞI 9 pote fi positiva, nula, seu negativa, 

p? 
Candu : Z9>0, atunci catimea radicala, este. reala și 

celle duoe_alori. alle. lui > seu. radici- 
nile ecalitatiei, suntu reale si neecale. 

p? p 
OZ OI>= 0, atunci radicalulu este.nullu, LL — Tzi 

radicinile suntu reale si ecale, (în Tea" 

litate n'avemu de catu ua singura radi- 

cina). 

p? RR | 
» Za <0, atunci radicalulu devine imaginaru, si 

avemu duce radicini imaginare si neecale. In casulu acesta 
ccatiunea 224+-pz-+ q=0 este imposibila. Fiindu co este 

p? | _ p? pe 

Za<0, potemu pune —q=— k2, de unde > Zr, 

2 
si ecalitatea devine : 22-+ pr + 2 + p2=0 

seu | le + : += 

ecalitate imposibila, pentru co nici ua data summ'a a duoe 

patrate, adico a duoe catimi positive, nu pote fi ecala cu nula. 

Ecatiunea generala, de gradulu allu duoilea : 
az2 + ba + c=0



pote fi deslegata, directu, immultindu-o cu 4a si adaogandu 

la ambii membrii b?, astu-feliu gasimu : 
4a2z2 + 4aba + b2+ 4ac=b?, 

seu : (2ax2+ b)2 =—02— dac, 

b+y b2—4 
de unde: T=— bey 0 dac 

| 2a 

acesta espressiune va fi reala seu imaginara dupre cum 

p2— 4acZ 0; era regul'a semneloru radiciniloru este aceiasi 

„ca si mai susu, facendu suppositiunea co a este posiivu: 

Ş 2. ESSEMPLR SI PROBLEME. 

Esemple. / 
5z2 3 m a 1 

l 3 goats 
eliminandu numitorii : 15022 — 144 = 3022 — 402+ 48 

facendu reductiunile : 12022 — 104 —48=—0, 

13 2 
. 2 op — === seu: ap 30 

6 
32 a 5 

do md: 2 Bre tr 5> _a 
3 

2, 91/3 2— 901524 195=—0; a == 3, a" =31]4. 
32  21a— 27782. , 

3. 802 + pt pg > 1859/s—3a; 

az == 46, p' = 241 
4, a 7 7 , 
260” 32 gi = 4,8 = — 10, 

243 2a , 
  5. — Gl; = 182, a'=8, 10 —a 3532
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18+2 _20249 65 aa 
(5 Pa) 197 Ii 
  

e: b 
7. ada — acu? boz —bd; = aie c a E 

2c2 . ac ag ca 

8. Dat (0-2) (chat) = (045) (2-a; 
„_ 2e+od e 

“a(arb):€ d(a2d) 
9. 3y/ 112— 8a= 19+V32+7; p=6, a = — 118, 

10. j22+ 7 +y 3x18 = 701; =9, = —82. 
— Probleme. 1. Sa se afle duoe numere z si alle caroru 

snmm'a sa fia s, era productulu p. Va fi : 

riy=s si ay=p. | 

Din ecalitatea anteia resulta y= s — z, si substituinda acesta, 
valore a lui ; in ecalitatea a duoa, vine: 

z(s—2)=p, seu: sz—42=p, 

  

de unde: : z2—sz+p=0. 

Deslegandu acesta ecatiune precum amu aretatu mai susu : 

p— S5EVs%—4p 
2 

si numerile cerute suntu : | 
2 2 past e 2 > = se — 

II. Sa se determine pe drept'a care trece prin punturile 

A si B puntulu R (R,, R2) ecalu luminatu de duoi lumi- 

natori ce se afla la aceste punturi,. 3 z 

Distanti'a AB a luminatoriloru i 
Ri A E R B RR 

se da =—d, si intensitatile respective alle acestoru duoi lu- 

minatori (la unimea de distantia ) le insemnamu cu a si d,
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Pia R puntulu cerut distanti'a lui de la A sa, o insem.- 
nâmu cu 2, era pre aceea de la B cu dz, Se scie din Fi- 

sica co intensitatea luminei deseresce cu patratulu distantiei, 
adico sta în rapportu inversu cu acesta patratu ; prin urmare 

, , , 4 
intensitatea luminatorului A va fi la £ ecala cu ză eră ateea 

d 
"a luminatorului £ la R va fi ecala cu (Za Puntulu A, 

priimindu lumina ecala de la A si B, va fi: 

aq _ d 

a (da? 
„cu tote co ecatiunea acesta este de gradulu allu duoilea, pote 

ensa, fi deslegata, ca ua ecatiune de gradulu anteiu. Bstragendu 
radicin'a patrata aflamu : 

      
  

a = » seu : Va(d 

seu : dVa—a«Va= : 

de unde: Va +aVb =dva seu 2 dva 

si în fine: z= a 
Vaztvb . 

De aici se vede co suntu duoe punturi ecalu luminate de 
A si B : unulu & intre A si B, deterniinatu prin distanti'a 

„da 
Va + 

cellu-altu E dimcolo de B determinatu prin distanti'a 

aR= care este < 48, cori Va <-Va + Vi; 

d 
fa DR Candu a<b atunci acestu allu duoi- 

lea puntu cade la R;. 

AR, ==
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Candu a= d, atunci numai unu puntu se afla intre A si B 

ecalu luminatu de A si B, si cade la mediuloculu dreptei 48. 

III. Ua dama care traia in secolulu alu 12"*, intre- 

bandu-se de etatea ei, a respunsu co, deca differiuti'a intre 

annii ei si numerulu de ordinu allu secolului in care traesce 

se va immulii cu numeralu annilou ce i mai trebue ca sa im- 
plinesea unu secolu, se va gasi cellu din urma annu alu seco- 
lului alu 19. 

a fiindu etatea necunoscuta, a —- 22 va fi differenti'a intre 
. annii damei si secolulu in care traia; 700 — 2 suntu annii 
cari i lipsescu ca sa implinesca unu secolu; era productulu 
(2— 12) (100— x) trebue sa fia ecalu cu cellu din urma 
annu allu secolului allu 19"*, adico = 1900. Asia dera vomu 
avea : (a — 12) (100 — a) = 1900, 

de unde: p2 —- 112% + 3100=0, 

a = 56 + V3136.— 3100 = 56 +6, 
asia dera = 62, seu = 50. 

De aici vedemu co cate-ua data ecatiunea care servesce spre 
a deslega, ua, problema, pote cuprinde mai multe solutiuni de 
catu permittu-conditiunile fisice alle problemei. In celle mai 
multe casuri potemu decide care din aceste sohuţiuni corres- 
punde cererei cuprinse in problema si care este straina, pre- 
cum se areta in problem'a urmetore. 

IV. Lasandu sa cadia, ua petra într'unu putiu de mina, s'a 
gasitu co a trecutu t secunde intre momentulu pornirei selle 
si acella la care sunetulu din fundulu putiului a ajunsu la 
urechea observatorului. Sa se afle adencimea « a putiului, 

Se scie din Picica co, unu corpu care cade in golu (aici 
vomu face abstractiune de resistenti'a, aerului ), percurge in



  

% i ” . 
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secund'a anteia unu spatiu insemnatu cu 3 Ii g este == 9",8088), 

in 2 percurge de 4 ori atata, in 3 i 9 ori atata, în y se- 

cunde de 2? ori atata, adico 2 =, unde y insemnedia 

secundele in cate petr'a a ajunsu la fundulu putiului ; de aici 

| 2a 
  aflamu : y = 

Pre de alta parte scimu co șunetulu percurgă intr'ua. se- 
cunda e (= 337 ) metre; insennandu cu 2 numerulu secun- 
deloru ce a intrebuintiatu sunetulu ca sa ajunga din fundulu 
putiului la urechea observatorului, va fi za=a, de unde 

x 
== Summa secundeloru y si z „kvebue sa fia impreuna, 

=, de unde : 

2 a 
y+z=t m VE > 

Ecalitatea acesta o potemu serie si sub form'a, 

  

2a: N 
—=f—— 

a 
seu redicandu la patratu | | 

Da Bia a 
e pi — 

| 9. a a: 

eliminandu numitorii si agiediendu : 

, 8 gt + a pe _ pA9t+ , La 

9 

a(gt+a (gta) 
de unde: 2= (te) + V aa — at 

  
  

—— — p 2a £ q2— ap 3 “Vo + 2a09t+ J, 

e
 
D
c
 

a
 
a
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seu : = "latra Vote) 

Acesta valore a lui 2 pote enca fi scrisa : 

mat 9 Vetoae+a)) 

Este claru co una din aceste duoe valori este straina, pen- 
tru co putiulu are numai na adencime. Ca sa cunoscemu care 
din elle correspunde cererei, observamu co a trebue sa fiai mai 
micu de catu at, pentru co sunetulu, ca sa percurga spatiulu z, 
a intrebuintiatu mai pucine secunde de catu î; dera luandu 
semnulu + vedemu co se mai adaoga lui at, astu- feliu in 
catu atunci z va fi mai mare de catu at; trebue dera, sa 
luamu semnulu —, si atunci adeneimea, putiului va fi: 

arta Vaza). 

    

ar i» 

* 88. DUOB ECALITATI DE GRADULU ALLU DUOILEA CU DUOE NECUNOSCUTE, 

Deslegarea loru conduce in cele mai multe casuri, prin 
eliminarea uneia din necunoscute, la ua ecalitate de gradulu 
allu patrulea, pre care in genere nu o potemu deslega, prin 
metodele Algebrei elementare; une ori eusa ecalitatile suntu 
astu-feliu, în catu le potomu reduce la ua ecatiune de gradulu 
allu duoilea. 

Problema. Sa se afle duoe numere z si Y, astu-feliu in catu 
- sumw'a patrateloru loru sa, fia = s?, era productulu loru = p:, 

Vomu avea celle duoe ecalitati de gradulu alhu duoilea, : 
+ =s5, ay=p. 

Dera immultindu pre a duca cu 2, si adunandu-o cu cea 
d'anteiu, apoi scadiendu'o, gasiuiu :
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s. 

F+pP+ 2ay = 524 2p, seu (24 = s 4 2p 
Fa — 2, = 5 — 0p, sea (ay pps —2p, 

de unde resulta celle duce ecalitati de gradulu anteiu : 
2 y = Vs 2pe + 2p?, a —y=Vs.— 2p2 2p” 

si în fine : | 
Vs Ft 2 + 2p ue ap =, _V-+ 2 + 2p — vs — 2pi 5 2p 

i 2 
Fealiiatea, nat ata + pa + q = 0 case este de gradulu 

allu patrulea, in care ensa intra numai poterile parii a necu- 
- noseutei, pote asemenea fi tratata ca ua, ccalitate de gradulu 

allu duoilea ; sa punenu 2" =, de unde : 

  

  

f+py+g=0; 
acesta, din urma ecațiune da : 

| 2 P3V/P_ 
y 2 — 4 

. 

asia dera fiindn co z=:f yy, va fi si: 

= 2+Vr 
de aici vedemu co ecalitatea, bipatrata are patru radicini, In 
generalu se demonstra in teori'a generala, a ecatiuniloru, co 
ua ecatiune de gradulu 7, are m radicini reale seu imaginare, 

Valorea lui x. se presinta sub forma de unu radicalu în- . 

  

  

duoitu : VA VB si se pote cere sa lu transformamu întrua 
alta espressiune de forma Va + yy y în care sanu fia de catu 

„numai radicale simple. Ca sa ajungemu la acesta, să punemu.: 

VAFVB =vz+vV3; 
redicându ambi membrii la patratu, aflamu : 

dtvVB=a+y+ 2 Vary.
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Acesta ecalitate fiindu compusa de catimi rationale si ne- 
rationale, se descompune in duoe, artic inta” na ecalitate intre 
catimi numai rationale : 

si ua alta intre catimi acei : 

VB= + 2Vay. 
redicandu pre a duoa la patratu vine : 

B = 4zy 

Io
 

Asia dera avemu ecalitatile : 2 y= 4, ay= Zi 

si + si  suula radicinile ecajitatiei de gradulu allu duoilea, 
B 

AX AX+ 20, 

    

| A+ y4:— 
de unde : = dB 

4+vZIZB 4 VAB seu : ga y= 3 

si prin urmare : 

Voiaj, VE, 

  

= B va fi ua catime rationala seu candu 42-— B va fi 
unu patratu essactu. 

Essemple 1. 3 toi ya 300; 4 4231, B=600, 
Asia dera VA'—B=y96 (600 = 19 
este unu numeru rationalu si prin urmare : 

Var toi 19 _ Vu, — fe. 
2 
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2. Sase transforme espressiunea : V 43 — 15V8in5—2 V2 ; 

5+ 2 
Va+v3= Y Ey, 

4. Ve+d Tail 0 Vă; 

Vas av Vatrb+ya=b; 

6. Va+: Vz=1=1+yz=i, 

  

%
 

  

  

e
 

  

Ş 4. PROBLEME DE GRADULU ALLU DYOILEA, 

Î. Sa se afle duoe numere alle caroru productu sa fia a, 
si catulu d. 

. _ a 

Respnusu : Val si VE 

II. Summa patrateloru a duce numere este , differinţi'a 
acestoru patrate este d; sa se afle numerila. 

a+b . fa—b 
Respunsu : sv 

III. Sa se afle trei numere, astu-feliu in catu productele 
loru luate cate duo sa fia a, d, c. 

d b 
Respunsu : a, V*, E C 

IV. fa se afle cinci, numere, astu-feliu în catu immultindu 

pre fia-care din elle, cu acell'a care vine dupre ellu si pre 

cellu din urma cu cellu d'anteiu, sa aflamu productele : 
a,b,c,d,e. 

V. Unulu intrebațu de etatea lui a respunsu : mum'amea, 
a fostu de 20 anni candu m'a nascutu, era productulu anni: 
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„loru mei cu ai muinei melle, intrecu cu 2500 unimi Summ'a loru.. 
- 

Bespunsu : Btatea coruţa este 4 de anni ; ăcâea a mumei 62. “VI. Unulu a cumperatu batiste pentru 60 lei ; de aru mai fi luatu enea 3 batiste totu cu cei 60 lei, pretiulu fia-caria, oră sa fia cu unu leu mai pucinu. Se cere numerulu baţis- . “teloru. 
a 

Respunsu : 72, 
VII. Unulu voindu sa impartia 864 lei la cati-va, omeni, observa, co, deca numerulu loru aru fi cu 6 mai micu, fia-care aru priimi duoi lei mai mnultu. Se cere numerulu omeniloru. 
Respunsu : 54. 
VIH. Unu tata murindu lasa 46800 lei la copii sei ca sa impartia de ua potriva. Inainte de a imparti acesta, summa, 

duoi din copii moru, si cei alti iau cate 1950 lei mai multa. 
Se cere numerulu fotalu alla copiiloru, 

Respunsu : 8. i 
IX. Duci commercianti au facutu ua intreprindere comuna 

cu 500 de galbeni. Unulu a lasatu capitalulu lui 5 luni, era 
cellu-altu numai 2 luni ; candu s'au desfacutu a luatu fia-care 
cate 450 galboni. Se ceru summele cu cari a inceputu fie-care 
acestn commerciu. 

Respunsu : 200 si 300. 
X. Care este numerulu care impreuna cu radicin'a sea, pa- trata da numerulu 1332 9 
Respunsu : 7296. 
XI. Sa se afle duce numere astu-feliu in catu summ'a loru 

impreuna cu sunm'a patrateloru loru sa, fia = 930, era, diftoa- 
rinti'a loru impreuna cu differinţi'a pâtrateloru loru sa fia == 759, 

Respunsu : 7 si ză,
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XII. Sa sa, afle duoe numere alle caroru summ'a productulu 

si differenti'a patrateloru sa, fia, ecale intre elle, 

3+V5 1+V5 
si 2 - SI "5 . 

XIII. Trei numere formedia ua proportiune geometrica con- - 
tinua; summ'a -loru, este 126, era productulu loru 13824; 
sa se afle aceste numere. 

Respunsu : 6, 24, 9%, 

XIV. Differinti'a a duoe numere immultita cu differenti'a 

patrateloru loru este 160; era summ'a loru immultita cu 

aceea a patrateloru loru este 580. Sa se afle numerele acestea. 
Respunsu : 3 si 7 A - 
XV. Sa se imparta numerulu a în duoe parti astu-feliu in 

catu suma poteriloru a patra alle acestoru parti sa fia d. 

Partile cerute suntu : 

    Respunsu : 

  

  

a-+V — 3022: V6at-F 55 a — Daazva 8 
DR si 3 

XVI. Intw'ua, proportiune geometrica, summ'a mediiloru 
este ecala cu a, aceea a estremiloru este ecala cu d, summ'a 

patrateloru celloru 4 termeni esto C, Sa se afle proportiunea. 

Respunsu : | 

b—ye—. a a—ye— ba + V ZE 5 + Vc=a2 

2 gg 

$ 5. DESPRE MASSIMA SI MINIMA DE GRADULU ALILU DUOILEA. 

Candu ua variabila a priimesce differite valori atunci ur- 

media co si ua fanctinne ore-care f(a) a acestei variabile sa 

priimesca asemenea diferite valori. Deca in acesta, successiune 

_ de.valori se va intempla ca pentru ua valore particulara z=a 
9
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functiunea f(z) sa priimesea ua valore correspundietore A, care sa fia mai mare (seu mai mica ) de catu tote valorile ve- cine alle lui / (2), atunci dicemu ca A este mazimum (seu minimum ) si ev functiunea f(a2) priimesce ua, valore massi- mala, (seu minimala). In partea Superiora a analysei matema.- tice se dau metode generale pentru a, determina valorile varia- bileloru cari facu ca, ua functiune a loru sa, devie unu massimum seu minimum, precum şi pre aceste massima seu minima ensusi. 

Dera si ecalitatile de gradulu allu duoilea dau unu mediu spre a le determina cellu pucinu in une casuri particulare. Spre essemplu, deca functiunea, Yy depinde de variabila a . „i _ __aaî+bate , prin relatiunea, urmetore : = EI ez f: SI ceremu sa, 
aflamu valorea aceea a lui 2 pentru care +; seu espressiunea, arbare 

RE dz per EP f devine unu massimum seu unu minimum, supu- 
nemu pre ca cunosculu şi deslegamu ecalitatea despre z. Espressiunea, pre care o vomu gasi pentru z trebuindu sa dea pentru acesta, valori reale, va fi supusa, la ore cari condițiuni, seu g va fi cuprinsu intre ore-cari limite, preste cari de va, trece, valorile correspundietore alle lui  devinu imaginare. Aceste valori limite sunțu massima seu minima functiunei y cantandu ce devine atunci espressiunea, pentru z, aflamu va-; lorea, lui correspundietore la massimum seu minimum lui g, Eliminandu namitorulu in ecalitatea de mai susu aflamu : dy + eye + fy = a? 4 bee | trecendu toti termenii intr'unu membru si reducendu termenii asemenea, : 

(a— dy) 24 (d — ep) e — fe =0,
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b — ey 
  

  

  

o Cc — fu 
seu ah = a Ta aa 0 

puindu pentru prescurtare al = p, EH = i | ” a — dy b, a — dy d, 

vine : 22 + pe + q=0, 

3 
de unde : == SV 

p? IER Ca sa fia a realu trebue ca Z 9120 seu cellu pucinu 

pe 
ZT4= 0. 

La, acesta limita correspunde valorea limita a lui g, care va 

fi unu massimum seu minimum; valorea correspundietore a 

lui 4 va fi atunci : =— E 

Problema I. Sa se impartia numerulu a în duce parti alu 

caroru productu sa fia massimum, adico cellu mai mare pos- 

sibilu. 

z fiindu un'a din partile, a— a va fi cea-alta, si se cere ca . 

productulu loru z(a —a) = y sa fia unu massimuun. Desle- 

gandu acesta ecatiune despre z aflamu : 22— az+y=0 
  

2 a a 
de unde: - 2=aEV/——y. 3 Vaz Y 

a | 
Asia dera 7 este mai mare de catu ş, seu cellu pucinu 

2 . q2 

7 >y. Asia dera ş trebuindu sa fia mai micu de catu 7» 

| 2 a , 
ceea maj mare valore pre care o pote lua este Zi atunei-
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Sin 

ad. a 2 = 3 SI prin urmare q—a= 3; de unde se vede co, nu- 
inerulu & trebue sa fia impartitu in parti ecale, in duoe diu- 
metati, si productulu massimum este ecalu cu patratulu aces- 
tei diumetatiei. - i 

De aici resulta co, productulu celloru m parti alle unui 
numeru 4 este massimum, candu partile acestea suntu ecale 
intre elle, - 

Fia a, o a... 2%, aceste parti si vă fi: 
BF 2 at n. Fa = G, Si 24 23 3 „4... La = massiuum. 
Deca duoe din aceste parti, spre essemplu : z, si 42, NU voru fi 
ecale intre elle, atunci productulu nu va fi massimum. In ade- 
veru atunci potemu serie : 

WF az -F a 
— + - La + za =a 

  

8i productulu aa e = e ca formatu din parti ecale, va, 
fi mai mare de catu produetulu a, >, asia dera si : 

ta + ai +a, 
| 

2 2 

II. Sa se descompuna, numerulu a in duoi factori a caroru summ'a sa fia minimum, 

Dans ta > Da ae e en e me 

, .. „d . , - 2 fiindu unulu din factori, 2, Va fi cellu-altu, si summ'a, 
loru trebue sa, fia unu minimum, adico : 

a 
+ -—=y, 

Deslegandu acesta, ecalitate despre z aflamu : 

2 — gi a==0, de unde: pa V-a
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2 22 
PN d a Y. . 

De aici resulta co, IL Da seu cellu pucinu p-=a; astă 

. - , Y — 
dera minimum cerutu este y=2vVa; atunti «= 5= Va. 

III. Din tote trianghiurile dreptanghiuri cn aceeasi ipote- 

husa a care este acella allu carui perimetru este massimum 

seu minimum ? 

Sa insemnamu cu b,c,; catetele acestoru trianghiuri, să 

observamu co dupre ua teorema din geometria 

2 02= 02; 

era pre de alta parte fiindu co ipotenus'a a este constanta, 

perimetrulu va fi massimum, candu suum'a cateteloru va fi 

ensasi massimum, adico candu : 

b+e=: 

Redicandu acesta, din urma calitate la patratu si scadiendu 

dintr'ensa pre cea Vanteiu, gasimu : 
pp — ad 

2 = 2boy2—a2 seu be= 

Asia dera b si c suntu radicinile unei ecatiuni de gradulu allu 

duoilea de form'a : _ 
, ag 

| Xp po, | | 

mda 29 PP aj pr 
de unde: X + Z 3 3% Z 

si prin urmare : | 

vrei IV 9 
a 2 

Ca sa fia aceste valori alle lui D si c reale trebue ca : 

202 — y2>> seu cellu pucinu =0, 
seu 72<'seu ecalu cu 242, i 

b= 
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72 trebuindu sa, romana, <2a2, cea mai mare valore pre care 
0 pote lua este 242; asia dera, y=a V2 este valorea massi- 
Mun Su arb+e=a+y=d+a V2=a(14 V2) este massimum perimetrului, Atunci d devine ecalu cu ce si 

=% = az = îi Trianghiulu dreptunghiu cu perimetrulu 
massimumn este trianghinlu isoscelu. Dera valorile cateteloru b si c trebue sa implinesca si ua alta, conditiune, trebue sa, fia positive, asia dera, : 
> V2a2 — 2 seu 42>> 202 — 72 seu 272 > 2a2 Si prin urmare : Y2>> u2 seu y>a si cellu pucinu y= a. Dera atunci va fi c=— 0, b=a,si perimetrulu a-+d +c=2a; de unde se vede co perimetrulu este minimum, candu totu trianghiulu se reduce Ia ua, linia drepta. 

Alte essemple. Sa se afle valorile lui a cari facu massimum seu minimum functiuni]e. 
1. y=a2+(8—a)2; Resp. 2z=4, y=32 minimum, 

2. y=vya 4 VI0—z; Resp. = 5, == 25 massimum, 
q2  aq2 | 

3, Vata 
4. Din tote dreptanghiurile de acellasi perimetru 2a sa se afle acell'a allu carui suprafeci'a este massimum. 

  
a 

Resp. 1= 3 y=4a minimum, 

Respunsu : patratulu cu latur'a = 

w
l
a
 

$6. CANTITATI COMPLESSE si IMAGINARE, 

Radicin'a patrata, si in Senere aceea de unu gradu pariu a 
unui numeru negativu, seu simbolulu y Za? lu numimu ia espressiune imaginara ; pentru co nu essista nici ua catime



a! 

reala care immultita prin ea, insasi sa produca unu numeru negativ; espressiunea, de mai Susu- o potemu pune si sub 
forn'a : a/ — 7, 

In generala numimu espressiune complessa, seu imaginara 
ua espressiune de form'a, : a+bV— 7 în care a si d suntu numere reale, intregi sea fractionare , positive seu negative, commensurabile seu incommensurabile 

Espresiunile a+-5V—7 si a--pV/ i cati nu se deose- 
“ besen de catu numai prin semnulu coofficieniului lui v— 7 se Dumescu conjugate, 

Cantitatea, reala si positiva Va2-F02 se numesce modulul 
espressiuniloru imaginare conjugate a +by— 7, 

Candu avemu ua potrivire intre catimi reale si imaginare, acesta se desface in alte duce, una, intre catimile reale si alta 
între catimile imaginare, adico intre coeficientii lui V— z, 
Spre ess. din: A+ 8/Ii— P+Qv—1 
resulta : A=P și B= Q.: 

Ne invoimu sa applicamu si la cai mile complesse acelleasi ope- ratiuni si reguli ca si la, catimile reale. Astu-feliu gasim u pentru adunarea : 

(a-+ây— 1) + (crdV ZI) = ate (+ d)V ZI 
scaderea : - 

(a+dvV—1)—(0+ dV—1) = a—c+ (0 d)V—1, immultirea ; 

(2-4 dj — 1)(c + dv = 1) (ac 00) (034 boV impartirea, : 

CNI (ere _aeția ad-te ct —1 (cd —D(0—dV 21) cz drd
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De unde vedemu co resultatulu operatiuniloru algebrice, appli- „= cate la, espressiuni imaginare, este in 8eneralu ua espressiune de aceeasi forma, : A+ BV, 
Cateva, teoreme elemenţare, dera importante, asupra com- plesseloru suntu celle-urmetore : N _ | Teorema 1. 0a. sa, fia ua, espressiune complessa, a + by —7 nulla, trebue si este destulu ca modululu ei d?+52 sa - fia nullu. Coci atunci : a=0,5=0si prin urmare a+b/27 2 3, „Teorema II. Modululu unui productu de mai multe espres- Siuni complesse este ecalu cu productula moduleloru faetoriloru. Immultindu espressiunile a + 3 V—7 si c+dy=—1 intre elle gasimu : 5 

(kb — Dot 1) acd + (ad bc)y— 7, Modulele factoriloru sunţu : Vai si Veă+dă, era acell'a, allu produetului este : | | a Ve —d3P 3 Cad-F ic? = Vaze Fitazi adi bă? VETO E VE FEED 
ya Fix Ve+ de, 

Teorema III. Modululu catului a duoe espressiuni complesse este ecalu cu catulu modulului all deimpartitului prin acell'a, ailu impartitorului. 
Fiaa+by—i deimpartitulu, e +- d —1 impartitoralu si p-+ gy— 1 catulu. Dupre teoren'a precedinte va, fi : VEŢI = VE XV pentru co deimpartitulu este ecălu cu productulu impartitoru- lui cu catulu, de aici resulta, : 
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APPENDICE. | 
Pene aici s'au aretatu metode pentru a deslega ecalitatile 

de gradulu anteiu, cu una seu mai multe necunoscute, pre- 

cum si pre acellea de gradulu allu duoilea, cu ua singura ne- 

cunoscuta. Metodele prin cari se deslega ecalitatile de gradulu 

allu treilea si allu patrulea, la cari conducu obicinuitu si eca- 

tiunile de gradulu allu duoilea cu mai multe necunoscute, 

suntu imperfecte si complicate. Italienii Ferrei si Tartalea, 

pe la 1505 au datu acesta metoda pentru ecalitatile de gra- 
dulu allu treilea cu ua, necunoscuta, metoda numita, obicinuitu 

a lui Cardanus, care a publicatu-o cellu d'anteiu; asemenea 
italianulu Aloysius Ferrari a deslegatu calitatea de gradulu - 

allu patrulea, si metoda lui porta numele de regula lui Bom- 

belli. Deslegarea, generala a, ecatiuniloru de grade superiore la 

allu patrulea cu coefficienti litterari fiindu asta-di impossibila 

şi chiaru pentru gradulu allu treilea si allu patrulea in celle 

„mai multe casuri nepracticabila, matematicii au cautatu metode 

speciale ca sa deslege aceste ecalitati, candu coefficientii loru 

suntu numerici ; aceste metode dau ensa in genere numai re- 

sultate approssimaive si se gasescu espuse in teori'a generala 

a ecalitațiloru care constitue un'a din partile superiore alle 
Algebrei. 

 



  

CAPITOLU IV. 
Ep POTERI SI RADI CINI ALLE ESPRESSIUNI LORU ALGEBRICE. 

  

$1. OPERATIUNI CU MONOME, 

Din regulile immultirei resulta CO, ca sa, redicamu unu mo- 
nomu la ua potere, redicamu la aceea, potere pre coefficientulu numericu si pre fia-care littera in parte, immultindu esponentii loru cu esponentulu poterei la care se redica monomulu ; resul- tatulu va avea acelasi semnu cu monomulu datu, candu espo- nentulu acesta este impariu, era totu de una Semnulu + , candu 
acesta, este pariu. 

Essemplu. 
(da'b'a*) = 2700075; (+ 9atizi Ji = PF 81057, 

Ca, sa, estragemu dera radicin'a, m a unui monomu trebue să estragemu in parte pre aceea a coefficientului numericu si a fia-carei littere in parte, impartindu esponentii loru cu indi- cele radicinei. Radicin'a, va avea acellasi semnu cu monomulu datu, candu indicele radicinei este impariu, era candu acesta, este pariu radicin'a pote avea în generalu amenduve sem- nele + si —. 
Essemplu. 
4 9 
Va'b = +a; / 37 a'bci? = — 3altc5, 

În generalu va fi dera, : (4) = a» si candu n va, fi unu 
m 

XR— — numeru intregu, va fi si Vai= aq”,
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De aici resulta, co potomu scote ua littera de sub unu radi- 

calu, estragendu'i radicin'a aretata prin indice, si vice-versa, 

potemu pune sub unu radicalu ua littera care lu immultiesce - 

redicandu-o la poterea, aretaita prin indicele radicalului. 

Essemple : 

1. VI6a06d = VF 2U = 200 Vl 
2. ac Voua =yj ahc'5ba?, 

3. (a—a)Vaz=v(a—zyaz. 

Ca sa adunamu seu sa scademu duoe radicale, operamu ca si cu 

estiressiunile algebrice rationale, reducendu radicalele asemenea. 

“ Radicale asemenea, numimu acelle cari nu se deosebescu de 

catu prin coeficientii cari 16 immultiescu; spre essemplu : 

dai, — 305, Pa Vă, bet, cari potu fi redusse, spre &ss. : 
—— 3 —— 3 —— 3 

so + 7avbe* — 3ceybet = (5a + 7 —3c)ybei. 

Potemu face ea ori cate radicale sa aiba acellasi indice , 

precum se face cu reductiunea fractiuniloru la acellasi numi- 
toru. Potemu immulti seu imparti indicele unui radicalu cu 

unu numeru infregu si positivu ore-care fara ea radicalulu 

sa si scambe valorea, deca vomu immulti totu de ua data cu 

acellasi numeru si esponentulu catimei de sub radicalu ; astu- 
m RR, 

feliu : Va = Va. 

“Ta adevoru plecandu din identitatea (Va)” =, si redi-! 

candu ambi membri la poterea n, gasimu : (Y2)” = 9”, de 
T— MR 

unde estragendu radicin'a mn : va = ya”, 

Ca sa immultimu duoe radicale seu sale impartimu, le adu- 
cemu la acellasi indice si apoi seriemu tote catimile sub unu 
radicalu comunu.
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Essemplu. | 

1 MR —— Dn a a Va? mau qi xi Vexio Ver; ale je VB Von b» 

AR ____ man 
* 

Va” IE E In adeveru 3 va fi dupre regul'a rodicarei fractiuni: pn 

NR ——N nn 

( Va” ) Qq" 

3 

= [- Pg 

loru la, ua, potere = 2 i = ——; deragi | "2 a m _ 

( Ve) d ja d 
Duoe caimi ecale cu ua a treia fiindu si intre elle ecale gg- 

MR — 
Is. 

sulta : va = Y/ a 
vi vă 

Ca sa redicamu unu radicalu la ua, potere, redicamu cati- mea de sub radicalu: la, aceea potere : 
n — — ni NB a (Va) =VaXVaXya..., seu (a) =Va.a.a....= Val. 
Ca sa estragemu radicin'a unui radicalu, o estragemu din 

catimea de sub radicalu. Sa insemnamu cu a radicin'a necu- 
a . Mu — . nosuta n a radicalului ya, adico 

n . 

7%, Vaza 
sa redicamu ambi membrii la poterea n : 

PR — 

Va=a; 
si era la poterea, 7, adico : 

a == gin = (a p 

Sa estragemu acum successivu radicin'a 2 si apoi radicin'a în: 
îi p——— 

BR R2— 

Va=an; VVa=a, 

Ri Din ecalitatea de mai susu a == 2" rosulta ensa = ya,
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"fa PR mm 

si = Va, de unde: VVa = Va; adico, ca sa estra- 
gemu radicin'a n a unui radicalu, potemu enca immulti indi- 
cele radicalului eu numerulu 7. 

Esponenti fractionari. Candu la estragerea radicinei n a 

monomului a”, m nu se imparte essactu cu n, atunci aretamu 

numai acesta impartire si ne invoimu sa consideramu si în ca- 
LL N— 

sulu acesta ca ecivalente espressiunile a si Va”, adio co : 
TU 7 

Va” = as. Esponentulu 2 este atunci fractionaru. 'Totu 

prin aceeasi conventiune applicamu catimiloru affectate cu es- . 

ponenti fractionari acelleasi operatiuni ca si catimiloru cu es- 
ponenti intregi. Astu-feliu spre essemplu : 

m 2 na 2 2 MO ap * 

Il. an Xat=a" 1=a m ; pentruco: 
  

Pg —— RM 
aa Xa Var XVab =Vati x Va? = Van Xa? 

RA A n 
—VaFid — ga a, 

PR 2 RP 
9. an qi=an a, 

na mp mp | 
3. lan Ja=an dai, 

- $2, RONDUIBI, PERMUTARI, COMBINABI. 

Avendu mai multe catimi, objecte seu littere, potemu sa le 
asiediamu una langa alta in diferite moduri, luandu-le pre 

tote, seu numai cate duoe, trei, patru, etc. Aceste differite 
_ asiediari se potu face numai intr'unu numeru limitata de mo- 

duri cu unu numeru limitatu de objecte. Acestu numeru pre 

care ne vomu propune aici sa lu aflamu, este de ua impor- 
tantia mare pentru formarea poteriloru binomeloru si alle po- 
linomeloru , precum si la differite alte parti alle analysei ma- 

tematice.
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Ronduiri. se numescu tote grupele cari se potu forma, cu unu numeru datu de objecte luate cate 2, 8, 4, ete. ; fia-care 
objectu intra numai ua, data in fia-care rupa. Fia 25 nume- 

rulu ronduiriloru de m littere cate n; R"" acell'a, de m litere 
cate n—7; R"" do m littere cate n — 2, si asia mai inaințe ; 
R,, de m littere cate 7, adico Ru =m. Sa ne inchipuimu. co 
amu formatu tote ronduirile Be; casa formamu pre acellea, RA, trebue la fia-care grupa R* sa mai adaogamu pre rondu fia-care din litterile lasate, cari suntu m—(n— 1) seu m—n+ 1; asia dera fia-care grupa din Re va, fi luata, de (mn —n-+ 1) ori si prin urmare : 

Ba =(m—n+1) Bi, Scambandu aici pre rondu pre n in n— 7, 2 — 2, i... 9,1, aflamu : 

Ru =(m—n+2) RE 
Ri (m —n +9). R*? 
Ri = (m—n 44) RS 

Ru =(m—Dă, 
BR, =, - 

Imumultindu tote aceste ecalitaţi impreuna cu aceea de mai 'Susu si scotiendu factorii comuni la ambi membrii : 
Ru =m(m— 1 (m— 2).--(m—n+3)(m—n+2) (n—n+1). Acesta, formula ne da numerulu ronduiriloru de m liţtere cate n, si sa observamu co numerulu factoriloru este p,



IEI 

Permulari se numescu grupele cari se potu forma, cu m 
Jittere asiediate în tote modurile possibile; permutarile suntu 
dera nisce ronduiri de m littere cate m. Sa insemnamu cu P, 

numerulu loru si sa observamu co dupre formul'a de mai susu 
avemu : j 

P„ = Re= m(m—1)(m— 2)... (m—m+2)(m—m+ 1) 

de unde scambandu rondulu factoriloru : 

Pa= 1.2.3.4... (m—2)(m—1)m. 

Acesta productu de m numere 7.2.3... m se numesce cate 

ua data ua facultate si se insemnedia pentru prescurtare 

cu m! 

Combinari se numescu grupele cari se potu forma cu m 

litere Inate cate n, astu-feliu ensa in catu duoe grupe sa se 

deosebesca cellu pucinu printi'una din litterile cari se afla 
intr'ensele. 

Ca sa aflamu numerulu de combinari ce potemu forma cu m 

littere luate cate n, adico C7,, sa ne inchipuimu anteiu co le 

amu formatu pre tote si le amu inserisu intr'ua colona verti- 
cala ; în fia-care grupa a, acestei colone care cuprinde n litere 

sa formamu tote permutarile alle carora numeru sa lu insem- 

namu că si mai susu cu P, si sa le scriemu pre lini'a orizon- 

tala; totalitatea, grupeloru astu-feliu formate va, esprima prin 

urmare ronduirile de m liţtere cate n si numerulu loru 

va fi A. Dera acestu numeru se pote enca afla immultindu 

numerulu grupeloru din coton'a verticala, adica C',, cu nume- 
rulu grupeloru din fia-care rondu orizontalu, adico P,, si va fi 

=0,XP,. De aici urmedia : CX P,=R", de unde d 
a 

% 

0 =; puindu in loculu lui R”, si P, valorile loru de mai 
n P p : . 

RR 

a 
a
p
 i
 

i 
, 

    

e O
P
T
A
T
 

ai 
A
T
E
I
 

IN 
R
a
 

TI
PI
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susu, aflamu numerulu combinariloru de m littere cae m, 
adico : 

n _m(m—1)(m—2)..... (m—n+ 1) 
„= 1.2.3.4.....n 

„Teorema. Numerulu combinariloru de m littere cate n este 
ecalu cu acell'a de m littere cate m — n. In adeveru la fia-care 
grupa din Cp, de catu n litere corespunde ua alta grupa de 
m—mn littere cari au remasu. Astu-feliu 0" = 0" seu: 
mm — 1)(m— 2)...(m —n+1)__m(m—1)(m—2)...(n+ 2) 

1.2.3... n o 1.2.8. (nm) 
Acesta, se pote enca demonstra si prin aducerea acestoru duoe 
espresiuni la acellasi numitoru ; atunci fractiunile cari resulta 

-_voru avea si numeratorii loru ecali si voru fi ecale intre elle. 
$ 3. FORMUL'A BINOMULUI LUI NEWTON, 

Candu voimu sa redicamu unu binomu la ua, potere supe- 
riora la a duoa seu la a treia, operatiunile devinu lungi si 0s- 
tenitore ; essista ensa, ua regula, data, de Newton spre a forma 
ori-care potere m a unui binomu datu si care pote fi applicata, 
si la polinome. 

Sa formamu mai anteiu productulu de m factori binomiali 
cari se deosbescu numai prin allu duoilea termenu : 
(2+a)(2+8)=22+a|+ ab; 

  

+b ” 
(2+a)(2+b) (+ 0=a5+a| 22 ab |a + abc; 

+b| +ac 
+el +] 

(+a) (+0) (2-0) (zh) =a0-+ alr2+ able?+ abelz-+-abcd; 
+ bl —+ac] +abd 
+e +be| acd 

+d| bd) +bed 
+a 
+ cd 

si asia mai inainte,



Ba 
De aci se vede co cellu Manteini termenu alu productului 

de mm factori (+ a) (+0)... este formatu de poterea m 

a lui  adico este 2”; 

Allu duoilea termenu cuprinde pre 2 la poterea m — 7, avendu 

de coefficientu summ'a litteriloru a, 8, 6... 

Allu treilea termenu cuprinde pre z la poterea m — 2, avendu 

de coefficientiu sum 3 producteloru litteriloru a,d,c...m 

luate cate duoe; 

Allu mile termenu seu termenulu generalu cuprinde pre: & 

a poterea m— (n — 1) seu m—n + 1, adico am, avendu 
de coefficienta summ'a produeteloru a acestoru 7 littere luate 

cate n—7; - 

Alu (i + 1)” seu cellu din urma termenu cuprinde pre 

a la poterea 0 si este formatu numai de productulu celloru 

m littere aq, î,c...m. ” 

- La desvoltarea acesta a productului de m factori binomiali 

(za) (2+3) (e4+e)... (2+m) sa supunemu co 

abc: =, atunci productulu se scamba în (24-a) 

(z+a)(a+a)...(2+a),adico inte'unu productu de m fac- 
tori ecali si esprima poterea ma binomului z + a, adico (2+a)”; 

cosfficientulu poterei 2" devine a+-a-ta-+:-:=ma; coef- 

ficientulu poterei 2”? devine : aa -tac-+ be+ «: - = 02-ta2+.. 
adico a2 luatu de atatea ori catu este numerulu producteloru 
de m littere cate 2, adico numerulu combinariloru de m lit- 

n (n — 1) 3 
„2 Tetiera pgterei 2" 

devine : abe-+ abd + bed +... =ă3-+a5+ a5...,seu a5 luatu 
de atatea ori, catu este nurmerulu producteloru | seu allu com- 

m (m — 1) (m — 2) 

1.2.3 

tere cate 2, adico = 

inarilora de m littere cate 3, adico 

asia mai inainte. 

6 
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Coefficientulu termenului n + 1 adico alu poterei m este ecalu cu «” Inatu de atatea, ori, cate combinari potemu forma, cu 2 littere luate cate n, adico 
_ m(m — 2) (m — 2)... Cn a) Ri 123 cellu din urma termenu este-a.D.c.. == an, 

De aici resulţa, : 

    

m m B(m— 7) 2 m-a (2+ a)'=g + mag! Iza 
| 7 nn 2 2) aaa a. 

mn — 1)... (ma 1.) 
+ 1.2... 

Acesta formula porta, ntimele de binomulu lui Aenwton. Poterile lui mergu descrescondu eu ua unime; acellea alle lui a crescu cu ua anime ; coefficientii se formedia, dupre fe- gul'a de mai susu. Astu-feliu coofficientulu termenului n z este ccalu cu numerala combinariloru de littere cate n, „ nmnierulu totala ailu terneniloru este m + z, Regul'a esponentiloru si a poterilora Sa generalisatu prin inductiane, conchidiendu de la2 „3 termeni ; se pote ensa com- pleta, demonstratiunea. Sa, admiteinu co aceste reguli suntu aleverate pentru esponentulu m si Yomu demonstra co suntu asemenea, adeverate si pentru esponențulu “+ 1; atunci re- gulile fiindu demonstrate pentru esponentulu 2, 3 voru fi si pentru 4, 5, 6 si in senere pentru ori-ce esponentu. Sa im- „ ultimu dera, desvoltarea, hypotetica, de mai Susu a binomului (z+ a) cu +a, ca sa aflamu desvoltarea lui (z+a)p+i, astu-feliu vomu gasi : | 

  

aha + îi. + a, .



  

    

  

  

  
+ 

—1 
(z+a)t'=wt' am cap = or 

+1 + m 
—1)...(m—n+1)| | Pin - )- (m Pi ) pam + Ip sed azm-tan +, 

. an (n — 1)...(m—n+2) | 
120 | m 

  

In acesta, desvoltăre coefficientulu termenului 1 + 1 este.: 

m (în — 1)...(m—n + 2)(m—n4$1) 
  

  

1.2... (n—1)n 

m(m—1)...(m—n+ 2) 

+ 1.8... (n—1) 

  

mm —1).. (mn 2) [m— n+i 

TI 2 n = +1) 
mm 0) m mp 2904 14n) 

1,2... (n—1)n 

(m + m (m— 0 (mt 
- 1.2.3 in e 

si se vede co este formatu totu dupre aceeasi regula, adico 
este = Oi, +. Regul'a esponentiloru este evidenta. 

  

  

Teorem'a I. Termenii ecalu departat de la estremi au acel- .. 
lasi coefficientu. Sa consideramu termenulu allu n + 7:de la . 

inceputu si pre alla n + de la finitu, care va fi alu 
m-+ 1—n—1 socotitu,de la inceputu seu allu (m—n)y*. 

Coefficientulu cellui d anteiu va fi ecalu cu numerulu combi- 

nariloru de w littere cate n seu 0; coefficientulu cellui-altu 

termenu va fi asemenea ecalu cu numerulu combinariloru de 

m litere caţe m —n, seu Ci; dera amu vediutu mai susu la 
1-7 

combinari co 0u= 07. 

Teorem'a II, Summ'a coefficientiloru pinomiali este = 2”, 
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In desvoltarea binomului (a + a)” sa punemu 2=7, a=1 
| - m(m— 1)  m(m—1)(m—2 SI va fi: 2 1 n+- pt iz zgo tr 

„Rim —1)...(m—n4+1) 
pina Du | | 1. 2,..n 

* 
Sa scamhamu in binomulu lui Newton a în —a, atunci 

„toti termenii desvoltarei lui (2 —a)”" in cari intra a la ua 
potere imparia voru lua semnulu — , astu-feliu gasimu : 

| m (m — 1) 
2-2 

aa 
1.2 

(a — a)" = ph — ma + 

m(m —1)(m—2) 
a i n3 a-8 22 | Za 3 Mata, 

Sa facemu enca in formulele (2+a) si (z—a) = 
siag=z: . 

m (n—] (ko map Das | 

m (m— 1) (m—2) 3 
Ta 1.2.9 

+ 

m(m—1) (1—2)'= 1— ma mn) a 
1.2 

a (în — 1) (m—2) n DZ Phoeeeear, 
Binomulu lui Newton care s'a demonstratu aici numai 

pentru poteri intregi si positive, este adeveraţu pentru ori 
cari valori alle lui ma ; generalisarea acesta este ensa mai pu- cinu elementara. 

Ş 4. BADICIN'A PATRATA UNUI POLINOMU. 

Ca sa estragemu radicin'a patrata a unui polinomu lu asie- diamu dupre poterile deserescende alle unei littere; cellu
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d'antein termenu allu polinomului astu-feliu asiediatu va fi 
patratulu cellui d'antein termenu allu radicinei cer ute; sca- 
demu acestu patratu si impartimu pre cellu d'anteiu termenu 
allu restului cu induvitulu termenului anteiu alu radicinei , 
ceea ce ne da unu allu duoilea termenu allu acesteia ; imnul: 
timu cu acesta termenii aflati ai radicinei din cari cei d” anteiu 
suntu induoiti si scademu din polinomulu datu ; impartimu 
era, pre cellu d'anteiu termenu allu acestui allu duoilea restu 
cu induoitulu cellui d'anteiu termenu allu radicinei, si ope- 
ramu asia mai inainte ca si la estrag gerea;radicinei numerilora. | 
Dispositiunea caleuliloru se vede in essemplulu urmetoru : 

— 12a% + 250242 — 94034 1 6a4| 3m2 — 3ax + 4a2 
— sa | 4 — Ja 
0 +120g8— aa — 5az 

+ 16a2x2 4 — Garda 
— 160222 + 24034 — 16at| +a? - 

0 
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CAPITOLU V. 

SERII SI PROGRESSIUNI 

Seria se humesce ua successiune de termeni in numeru ne- 

limitatu cari deriva uni de alti dupreua lege data. Numimu . 

mai specialu progressiune aritmetica seu prin differintia ua 

seria în care Aiflerinti'a intre duoi termepi consecutivi este con-- 
stanta; progressiune geometrica seu prin catu, ua seria in care 

catulu intre duoi termeni consecutivi este constantu. 

Ş 1. PROGRESSIUNI ARITMETICE 

Ua progressiune aritmetica seu prin differintia; 

| a.b.c.d.e.....h.l 

in care differinti'a constantaiintre duoi termeni consecutivi este . 
9, pote fi scrisa: 

a.a+8. BF. cr. ri. e+t0....h+5, 
son encaa.a+ 9.a+ 20.a-+80,a+49...a+(n—1)5, . 
unde se supune co numerulu termeniloru este n; astu-feliu ter- 
menulu generalu 7 seu allu n! allu unei progressiuni aritme- 
tice se gasesce prin formul'a ; 

d a+ (n — DĂ 
Candu 0 este positiru, atunci termenii progressiunei de mai 
susu mergu crescendu, adico progressiunea este crescenda; 
candu 9 este negativu, atunci avemu ua progressiune descres- 
cenda : 

a.a—0.a—20.a—30....a—(n—1)9.  



  

38__ 

Teoreni'a 1. Inti'ua Progressiune aritmetica summ'a a; duoi termeni ecalu depariati de la estremi este constanta si ecala,. 
cu summ'a estremiloru. 

” 
Pia progressiunea, : 

a. bc hee.p, a... 
in care fia  termenulu altu n-lea de la inceputu si p termennlu allu prez incependide la finitu; atunci w va fi asemenea ter- menulu allu prea incependu de la, p si vomu avea, differinti'a, fiindu era 9 : | 

k=a+ (n —2) 5, u=p+ (n —1)9. 
„ Scadiendu aceste ecatiuni vine : | 

| h—u==a—p, seu t+p=a+u | “si fiindu co summ'a, estremiloru a + u este constanta, urmedia, ca si summ'a termeniloru k, p, ecalu departati de estremi, sa fia asemenea constanta. 
Teorem'a II. Summ'a de n termeni unei progressiuni arit- metice este ecala, cu cellu d'anteiu plus cellu din urma ter- menu, immultiti cu numerulu loru si impartiti cu 2. 
Sa insemnamu summ'a, acesta cu S, adico : 

S=a+b+ c+ me Fi+E+l; 
sou S=Ihaii +e+b-+a; 
adunazidu aceste potriviri : 

9S=(a+D+O0+)rleri)r..... +(a+d). Numerulu parenteseloru este n si tote suntu ecale intre elle dupre teorem'a, precedinte, de iinde : 

(a+I)n. pp 

Problema. Dandu-ni-se duoe numere «si b, se cere sa aflamu alte n numere cari impreuna ci a si d sa formedie ua, progres- siune aritmetica. Pia, diferinti'a necunoscuta intre duoi ter- 

Lu 2S=n(a +1), seu S= 

; 4 7
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meni consecutivi, seu ratiunea progressiunei cerute, si vomu 

avea progressiunea, : . 

a a+a: aha. bi 

d fiindu termenulu allu n-+ 2, lu potemu esprima, precum | ur- 

media, : 

=a+ (n+1 )z, 

„de unde aflamu titanii a necunoscuta 2 
b—a 

n 1 

si cunoscendu-o potemu forma pre toti termenii ceruti. 

YV=   

* Sia 

1 > 82, PROGRESSLONI GEOMETRICE, 

Ua progressiune geometrica seu prin catu : 

aibe: chel 

in care catulu constantu intre duoi termeni consecutivi este d, 
pote enca fi scrisa sub form'a : 

a:aq: bq:cq:...... kg, 

seu a:aq:aq:aqi: age, 
unde supunemu co numerulu termeniloru este n; astu-feliu 
termenulu generalu 7 seu allu n' davai 

la i 

“Candu progressiunea este diăsesii da, q>1, candu ea este des- 
crescenda g este < 7. | 

Teorem'a [. Productulu a duoi termeni ecalu departati de 
estremi este constantu si ecalu cu productulu estremiloru. - 
Fia progressiunea : N 

a:b:c: deep ai 

Ș 

  

i=ag; ip a  



Sa 

impartindu intre elle aceste duce. potriviri, vine : 
ka | >= S0U FDP, up - 

Teorema II. Productulu de n termeni consecutivi unei pro- 
Sressiuni geometrice este ecalu cu radicin'a patrata poterei n 
a productului .cellui d'anteiu cu cellu din urma terimenu : 

Fia P acestu productu si vomu avea : 

P=a.d.c. i hkil 
seu Ph, b.a 
de unde prin immultire : . 

P*= (a) (d8)....(al); | 
numerulu parenteseloru este n si tote suntu ecale intre elle. 
de unde : : 

Pola seu P=y(alji, 
"Teorema, HI. Summ'a de n termeni consecutivi unei pro-. 

Sressiunei geometrice este ecala cu differinti'a,. intre cellu 
din urma termenu immultitu cu catulu g si cellu d'anteiu ter- 
menu, impartita cu difterinti'a q — 1; seu este ecala cu cellu 
d'anteiu termenu immultitu cu diftrinti”a q'— 1 si impartit 
cu difterinti'a, g — z, 

Sa insemnamu summ'a acesta cu S, adico : 
Sati gr tri; 

sa immultimu amenduoi membri cu q, ceea ce da: 
Sg =ag+ bgrcg+ + kq+ lg, seu Sapte + irlg, | 

Scadiendu din acesta ecalitate pre ceea de rai susu vine : 
Sg —S=l1q—a, de unde s= Ie.



A 

  

Deca observamu co l==a07 va fi si . 
aq'—a = 7 ga MTA , seu S= ad: 
q —1 q—1 A 

Aceste formule potu enca fi scrise, deca scambamu seinnele 
la. amenduoi termenii ai fractiunei „Sub forma : 

S$= 

  

  

si servescu pentru casulu nude q este < 1, adico candu pPrO- 
gressiunea este descrescenda. 

Formula din urma o potemu enca scrie sub form'a, 
| ao 

= 
| 0 dai 
candu gq <C, poterile selle mergu descrescendu si deca con- 
sideramu unu numeru infinitu de termeni, adico n= 00, a- 
tunci si q"=o0; asia dera in casulu acesta, summ'a termeni- 
loru progressiunei deserescende , cu catu numerulu loru este - 
mai mare, cu atatu se apropie mai multu de valorea espressi- 
unei date prin formul'a : Pe Sali 

Si 8. > 
= 7 E 

    

| 1 11 
Essemplu. Iata   

Problema. Se cere ca între duoe numere 4, d sa punemu 
n termeni cari impreuna cu a si b sa, formedie ua progressi- 
une geomeirica. Fia a catulu seu rațiunea necunoscuta a pLo- 
gressiunei cerute si vomu avea, observandu co numerulu to- 
ialu allu termeniloru este n + 2 : 3 

Q, 07, 00 .D bati, bose 
de unde aflamu cațulu necunoscuta O e 

ni 3: 4 sr | 

a     
m 

ae 
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Cunoscendu acestu câtu, potemu lesne sa formamu progressi- 
unea, ceruta, 

$.3. DESPRE INTERESSE SI ANNUITATI: = 

Teori'a, interesseloru si annuitatiloru se basedia pre aceea, „a proportiuniloru si a progressiuniloru geometrice. Unu eapi- talu c datu la, interessu de r la %o da ints”unu annu interes- 
cy _ . crn . Sulu ——, era in n anni, interessulu ——— care impreuna cu 100 

100 
- capitalulu primitivu e da, capitalulu definitivu 0, adico a ern mi C=c+ 200 =c[1+ 2). 

Candu la finitulu fia-carui annu interessulu se adaoga, la, 
capitalu, producendu si ellu in annulu urmetoru interessu nov, 
atunci dicemu co capitalulu primitivu este dau la interessu 
compusu. In teoria ne potemu inchipui co înteressulu se im- 
preuna în totu momentulu cu capitalu, ca, sa, maresca, interes- 
sulu in momentulu urmetoru. Calcululu interessului compusu 
dupre acesta suppositiune cere cunoseintie de calculu infinite- 
simalu si apoi în transactiunile commerciale interessulu com- 
pusu se socotesce numai prin intervalle annuale, lunare, ete. 

Fia c capitalulu datu pre n anni la interessu compusu de 
7 90 pre annu; la finele annului anteiu acestu capitalu im- 
preuna cu interessulu va, pretiui 

j- 

| rap) 
acesta summa, considerata, ca unu capitalu nouu va pretiui la, fi- 
nele annului allu duoilea, : 

/ Y Y __ -P Na A (+00) + ia Jel2+ 0) ;



3 
la finele annului allu treilea vomu avea 

(a + 15) 4 20) cba+ 25): 
astu-feliu - vomu avea, pentru capitalul definitivu O peste n 

anni: 

dara] 
Acesta formula, fiindu ua relatiune intre patru eatimi, pote 
servi la desiegarea de patru probleme differite ; este destulu 
sa ni se dea trei din aceste catimi si vomu potea determina, 
pre a patra. 

Candu cunoscemu capitalulu definitivu C si ceremu capita- 
lulu seu valorea actuala c, avemu ua problema de scontu , a- 
tunci 

C 
c=— (+25) 

| 1+ 100 

Candu ni se cere procentulu 7 cu care trebue sa damu unu 
capitalu c, ca preste n amni sa devia C, punemu - calitatea 
sub form'a 

E 150 e 

„unde potonuu calcula radicalul ja cu ajutoralu logaritui- 

„. loru, 

Candu. necunoseut'a” este n, applicanu logaritimii (vedi fe0-. 
ri'a loru) si aflamu 

- 

log0— logc 

log L + 1)   
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log 2 
IRI 

lo ( 7 UT 200 0 ) 
Annnitate se numesce ua Summa fissa care se da pre fia- care annu Ja interessu, insummavidu-se cu celle din annii pre- cedenti. Aunuitatile servescu' obicinuitu pentru amortisare sen „rafuire de datorii cu termenu lunga. 

  

_ candu 0C= 2e, 

pe 
[ p „Sum. adata la annul sta la inter, n anni si pret; a + | 

100 ji 

. . ă . [ Pp Rl » a. 5 ÎL o x n-Z> ». a 1+ 23 

20) > II > | > 2 > > 1+ 150) 

. , ke 
>a> > m=iy > 2 > > al + — 

> a» > n > > 2» a|1+ 25 
Summ'a totala, va, fi: | 

, op ap 2 4=dr+ 50) ++ m) + 200 + .... 
. pe pf a-l ” +( + Zi)? (+3 +— | 

Obsorvandu co termenii Scrisi in parontest formedia ua pro- 
gressiune geometrica a, carei catu este 7+ Di si facendu | 
Summ'a acestei progressiuni vine 

Pr 

A4=a| 1+ br za) E 190 r 

100 
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Si acesta, formula -pote deslega patru classe de probleme ,- 
dupre cum va fi 4, a, r seu n calumea necunoscuta. Pentru 

esercitiu propunemu problem'a urmetore : | 
Unu statu imprumutandu-se cu 15000000 lei cu interessu 

de 8%o pre annu vrea sa scia cata .summa « trebue sa pla- | 
tesca la finitulu fia carui annu, ca sa se rafuesca de acesta, 
datoria. preste 30 de anni. 

Realitatea, de care. depinde solutiunea acestei probleme este 
80 (1,03) —1 

15000000 ( 1 + 3 1002003 

| e 450000 (1,03)% 
de. unde i - X == oa 

Ca allu duoilea essertitiu propunemu acebasi problema, eusa 
cu interessu siinplu ; atunci ecalitatea do care  dopihde desle- 
garea ei va fi : 

3x29 
13000000X | + 2x30) (7 x )   

  

  

700 100 
3X28 XI 

+a (+05) Aaa rola ra 
3X 20 9 30X29 

15000000 X (« + 109 )= | 2(20+250- 2020), | 

4 de unde se pote calcula ze. 

$ 4,. CELLE D'ANTELU NOTIUNI DESPRE SERII IN GENERALU ȘI DESPRE 
CONVERGINTI'A LORU, 

Ua seria se numesee conver ginta, candu summ'a terme- 
niloru sei se apropie de ua limita constanta cu atatu mai | 
multu „cu catu adunama unu numeru mai mare de termeni ; 
aceea, innita se numesce suma seriei. Seria se numesce 
diverginta, candu summ'a termenilor sei se departedia de
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ori-ce limita fissa, cu catu adunamu anu numeru mai mare 
de termeni. Unu essemplu de ua, seria converginta, ne da pro- 
gressiunea, geometrica de mai susu : 
” PI da - A 17 + tati too pene la infinitu, 

4 carei summa amu gasitu-o = 2; cu cau adunamu Unu nu- : 
meru mai mare de termeni, cu atatu ne apropiemu de summ'a 2, 
„Casă pota fi ua seria, converginta, trebue ca termenii ei sa pota, 
descresce necontenitu si doveni mai miei de catu ori-ce catime 
data; caci altu-feliu luandu- unu numeru mate de termeni, 
sumnm'a loru pote deveni mai mare de catu ori ce catime data 
si seri'a nu mai converge catre ua-limita, Tissa. Dera acesta 
conditiune singura nu este destula spre a conchide co seri'a 
este in realitate converginta, coci essista serii direrginte alle 
caroru fermeni mergu descrescendu si potu deveni mai miei 
de catu ori-ce catime data; spre es, seri'a numita armonica. 
1 111 1 d 1: 
It at gata aa aF3t 

1 1 / 7 7 
Tata t 2n +2 Pont Za * 207 1 

Cu tote co termenii acestei serii deserescu si potu deveni mai 
mici de catu ori-ce catime data, seri'a nu este convergenta , 
si summ'a ei pote deveni mai mare de catu ori-ce catime data, 
de vomu lua, numai unu numeru de' termeni destulu de mare. 

În adeveru seri'a, acesta pote fi scrissa : 
1 71 d 7 1. ! 1 | 

agite) atata ta) 
7 1 1 1 

+ + + sapat RL Ta z 
Numerulu termeniloru din aceste parentese este n, 2n, 4n, 8n... 

  

    

  

  1; 
+ .. + Spit”
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si observanda co cellu. din urma termenu din fia-care paren- 
tesa, este mai mie de cau cei- at, vomu mea 

gat In x2=4 

  

  

  

  

E rate + >nx3, SA = 

iati i Jp 203, -z; 

în Pit at > xi=l; 

it te Taz Ca 24, 

si asia mai inainte. 

1 11 „i 
Asia dera seri'a propusa este > 7 + tar Zino> adico 

mai mare de catu 7 + 3 luata de unu numeru nemarginitu 

de ori, pote deveni mai mare de calu ori-ce: catime data, si i 
este divergenta, | 

Teorema I. Ua seria ui, 0, Hay. Uni» + este 
convergenta, candu, de la unu termienu inainte, rapportulu 
unui termenu catre precedintele seu este mai micu de catu 
unu numeru fissu mai micu de catu uniniea. Fia & <17 acestu 
numeru si vomu avea : 

ay Un Up 
E cp ph At Ch, ete. ; 
Un ni Ha pa 

S8U : Mata Clay Ure Chun, Vas Chita pe. 
SU : Vi Chu Ura Chu Ups CE, i, s 
de unde prin adunare: | . 

Um ti F mopa Fara feo. Sf nt Eu + n.  



    

98.. 
Sa 

De aici resulta, co de la, termenulu 4, inainte suinm'a termeni- loru seriei date este maj mica de catu aceea a unei progres- siunei geometrice descrescende Rit Ft Pa a. allu carei catu este F< 7. Dera amu vediutu mai susu (despre progres. Seom., Teor. TI.) co summ'a acestei din urma, este 
122 adico anu numeru constantu ; de unde nrmedia co si 

d —h 

seri'a, propusa ai caria, termeni sunțu mai mici de catu acei ai progressiunei este convergenta, 
De vomu face summ'a celloru d'anteiu n termeni ai seriei , 

Fr akku n... +u, lepedandu pre cei alti : Uri Fm pa Us eee. gresial'a 
pre care o commitemu este mai mica de catu TI 

- ga ză Pa Essemplu. Sori'a: 1+ 1fî2* 123 toat 
zh ” pri Th + 1,2... 1.2...n(n+1) . este convergenta, pentru co rapportulu : 

: an +l - ah ze 
IRI PI a ote deveni 

| 1,2...n(n+1) 1. 2u.h n Pb e de mai micu de caţu unimea, candu luamu pre 2 destulu de mare. Luandu summ'a, celloru d'anteiu 4-+ 7 termeni 
n DZ a2 z3 ai ZI ist Dag T 723 "dreptu summ'a, seriei intregi commitemu ua, erore 

[oi 
: | = aa , 

| —2 1.2.3. 
- Candu g= 7 > seri'a dovine : 
Ze 1 7 

1 7 1+13* î23 TIzaz tera erorea <A 7.23.
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Acesta, seria, este importanta la teori'a logazitiniloru si in 

alte parti alle analisei matematice; summ'a gi o insemnann 

cu littera - e = 2,7182818284.,. 

Teorema IL. Ua seria cu termenii desctescendu pene la 

nulla, si alternativu positivi si negativi este convergenta. 

Fia seri'a : - 

di — of Up — uk Us — a — Me pF Usa ni 

pre care 0. potent serie şi sub celle duce forme : | 

(4 H+ Mg ph (4, iu 2) (0052 ta. 4 8)>: 

si (ue up -bug— Fa — Up) (n 2 d 

Can se + în... 

de unde se vede co summ'a seriei propuse este : 

Li 43 vtr 4 

si > — sf Up — Mp ee Fa Va o 

prin urmare se afla cuprinsa intre duoe limite alle carora dit. 

ferinţi'a este 4, a Si pote deveni mai mica de cau ori ce ca- 

time data. e 

Ua, espressiune algebrica pote fi transformata intr'ua seria, 

în diferite moduri. Că sa transformamu spre essemplu espres- 

siuniloe VI pa, Vi—a în serii, le seriemu sub form'a 

(+ 2), (1— a) si le desvoltamu dupre formul'a binomu- 

lui lui Newton, admitendu precum se va demonstra mai inante 

co acestă formula este adoverăta pentru ori ce esponentu : 

a ga ad at 
(d-ra = 1133 tag 7128 î.... 
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impartire, seu puindu-le sub form'a (7+2), —a)! si desvoltandu. dupre binomulu : 

  

Teori'a derivaţeloru şi metod'a coefficientiloru arbitrarii ne conducu mai sicuru la desvoltarea, unei espressiuni algebrice in seria, 
: 

     
     

                  

[i II iiȚi Ai III IV VI...) Tie ase PEPE I1j1]3/6 10) 15 |ăriag|-] a] mijaiozos5 56 sa] Ina IŢI [5 [15/35/70 [136/219|.. Isa i | Ppeuieeaiea În ulalaju| || CF ii ] Moro s! | 
| ; .: Numerele figurate formedia aa classa, de serii dupre princi- piulu urmnetoru : sa ng inchipuimu Z scrisa pre ua linia ori- zoutala de maj multe ori; sa, adunamu 1, 2, 8 termeni ai „Acestei Serii si resultatele sa le scriemu pre ua a duoa linia orizontala, formandu astu-feliu seri'a numeriloru naturali -. 1.2.9.4.5.6, 7.8... seu numorile figurate de ordinulu 1. — Sa adunamu era, pre cei d'anteiu duoi, trei, Pâlru, ... termelii ai acestei seriei si
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vomu forma ua sesia noua scrisa in a treea linia orizontala, 
adico : . 1,8, 6, 10, 15, 21, 28... 

seu numerile figurate de ordinulu allu 1I*, numite si numere 

trigonale. Asemenea vomu forma numerile din rondulu allu pa- 
trulea seu numerile figurate de ordinulu allu III”, numite si. 
piramidale, si asia mai inainte. 

Aceste difterite ordine de numere figurate le potemu asiedia, 
„si sub form'a unui trianghiu care porta si numele d triau- 

ghiulu lui Pascal, - 

Teorema I. Termenulu allu din seri'a m este ecalu cu 

summ'a cellora d'anteiu n termeni ai seriei m— 7; s. es8. 

termenulu allu .6'* din seri'a IV, adico 1926==1+4+10 

+ 20+ 35 +56. Acesta resulta din modulu în care s'a fot- 
matu tabelulu acesta. 

Teorema IL. 'Termenulu allu n dinseri'a a este coefficien- 
tulu termenului na 1 din desvoltarea poterei n -+-m.— a 
binomului lui Newton, seu potemu enca dice co este ecalu cu 

. numerulu combinariloru formate cu p-+ m — 7 littere luate 
cate m, adico insemnandu pre acestu termenu cu 7 Ya fi: 

_(n+n—29(n+m— 2)... (n mp — 2 — [mn— 1] 

Înm 128 m 
_n(n+1)...(n+m—1), 

2 Bem 7 
Sa admitemu co teorem'a acesta este adeverata pentru seri'a, 
m si pentru cei n — 2 termeni dWanteiu ai seriei m + 2, teo- 

reui'a ya fi generala, candu vomu demonstra, co este adeverata 

si pentru termenulu » din seria în + 1. 

Dupre teoren a anteia avemu : 

Nae “ Ta pa În, pt: | 

  

  

  

   



era prin suppositiune ; 

“prin urmare : 
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De 

» 

_n(n+1).. (atu) nm SD, 
a 7 _(n—Dn(a+.9). (n + m) nm 1 Danone D 2) 

a 

  

= + DE Mn Dj n— 7) 

  

Zm m pi Sp mA m+ 1) 
„ne: in mu: 

î.C... 2% cm Sa 1 , ai. rm Domnia) 
DD mm +1). 

si în fine: 7, „mii = D) ia E a), E 
“ Asia dera si termenulu m din seri'a m 1 este formatu totu dupre acellasi principiu, Toti termenii din seri'a 1 fiindu coef- ficienti binomiali, precum si cei d? auteiu termeni : Z, 3, 6.. din seria II, urmedia co si allu 41 » prin urmare si alu | > etc. termenu din acesta; seria, va, fi formata dupre regul'a cootbcieilor binomiali ; si era, allu 2" termenu 4 din se- ri'a III fiindu ună coofficientu binomialu, urmedia co si allu Be alu 4*, etc. voru fi asemenea, formati si asia mai inante. 

Din aceste duoe teoreme resulta co summ'a Sam ă celor U m d'anteiu termeni ai numereloru figurate de ordinulu m, fiindu ecala cu termenulu allu 7 alu numereloru figurate de “or dulu m 1, adico =T, +1» Va fi esprimata prin for- mul'a 
| n(n+ 1)(n+2) a... (n m —1)(n+ m) Sam = 129
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Applicandn acesta formula la numerele figurate de ordinulu I 
n(n4+ 7) 

gasimu : Sa = 14 > SĂ... N n= Tz for- 

mul'a cunoscuta din progressiunile aritmetice. | 
Pentru numerele trigonale (de ordinulu alu IL) gasimu : 
Sa = 1 34+6+ 104153 91+284363... 

__2(n4+1)(n+2) 
| 28 
Pentru numerele piramidale seu de ordinulu alu III : 

Su,3=1+4+10+20+85+564... 

| Rn + 1) (n +2) (+2), 

1.2.8, 4 : * 

  

si asia mai inainte, unde numerulu termeniloru i in fia- -cara se- 
ria , este n, 

$ 6. GRAMEDI DE CORPURI SFERICE, 

Corpuri sferice, precum alontie, e ghiulele, etc., se pota 
"-asiedia in grupe largi la basa si mai anguste Ig verfu. Nume- 
rulu ghiuleleloru de ua asemenea grupa depinde de formia, si 
dimensiunile basei. Numerele figurate ne voru servi pentru a. 
determina numerulu ghiuleleloru unora grupe, spre esseinplu a - 

“ acelloru cu basa triangulara, patrata și rectangulara. = 
Ghiulele asiediate intr”ua asemenea grupa triangulara, for- 

media straturi cari _incependu de susu, cuprindu una, trei, 
sesse, diece, etc. ghiulele, prin urmare summ'a, - : ] 
loru este: 7--3F5FIOFI5+217...=ca . 
summ'a numereloru figurate de ordinulu allu N 
ÎI"; asia dera pp fiindu numerulu strateloru, LE 
S summ'a ghiuleleloru, vomu avea, : PRR 

| 

p
c
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g=20t Dn+ | 1.2.3 
Ghiulelele asiediate intr'ua grupa patrata, formedia stra- turi cari incependu de susu cuprinda una, . 

patru, none, etc. ghiulele, si summ'a totala, .. ” represinta sam a patrateloru numeriloru na- ” 
turale, adico : 
10322 + n2 

Su 72+4+9+26q..... +-n? 
Pre care 0 potemu descompune in duoe serii 
triangulare, adico : * 

n (n + Da+2) ra 

. 
. 

. 
.
.
 

. 
. 

. 

1+4+9+163...., + 
=1+3+6+10p.+ mata) 

(n — n > Sua + Sua FI+3+6... + 3 
Dera avemu dupre formul'a generala : ă Str DO+2) (n 2m(n+ na 1.2.3 2 Da > 1.2.3 

de unde : ” 

Sat apt TD aia. 1)= PF) na) 

  

3 

asia dera : | 

IPA a pup meet Dania), 
Ua grupa rectangulara este formata, de straturi rectangu- lare cari, incependu de josu, cuprindu m X mie 

(m 2) (n), (m 2) (0 2obeiiiiii „ghiulele; stratulu superioru este formatunu- e. mai de unu siru de ghiulele în numeru de ........ - m— (n — 2). Summia totala a ghiuleleloru !;:: 0: a fi: 
Dra
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SOAD 

S=mXn + (m—1)(n— 1) + (m—2)(n—2) +... 
+ (m — [n -- 11) (m—[n—1]); 

desfacendu fia care termenu în trei producte, vine : 
S= mn + mn mm + mn 1+ 224323... 
(n 1 — (1p2 + 3-40) (m n) 
= me p 0 Dn(2n — 1) _(mrm)n(n 1) 

6 2 
n 

= 5 (om +(n— 1) (2n—1) — 3(m+n) (0-0). 

seu : S= | omm+ 2n—3n + 1 amn— 3 3m + 3n 

= 5 [am-ntamr)-[amort-D- 5-0), 
1) (3m — Z | si in fine : sah Om=nt0 

3 

C
O
R
R
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P
T
 
r
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e
 

e
 

a
 

  



    

CAPITOLU VI. | 

LE CONTINUE. 
NOTIUNI DESPRE FRACTIUN I 

Valorea unui numeru z care nu este intregu o potemu es- prime prin cell mai mare intiegu a cuprinsu intr'ensu plus. 
1 1 ua fractiune de form'a, i astu-feliu z= a + j Numerulu g 

| 
Z „pote fi intregu, seu unu intregu d plus ua fractiune 7 astu- 

feliu : 

P z=a+ j 

A
l
 

2 va fi asemenea ecalu cu c+ a? SI asia mai inainte. Potemu 
dera pune pre z sub form'a, urmatore : 

Z=ah 1 

+1 
c+I1 

Aș 
Ua asemenea espressiune se numesce fractiune continua, si este formata de unu intregu (care pote fi si = 0) si de ua fractiune allu carei numeratoru este 1 » era numitorulu se com- pune de unu intregu plus ua fractiune allu carei. numeratoru 
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este erasi 7, era numitorulu unu intrega plus ua fractiune, 
si asia mai inainte, 

a 111 | 
Fractiunile intermediare : a” p? g*'*** Se numescu frac- 

tiuni integrante seu partiale. Numerele a, d, c... se numescu 
caturi necomplete ; era, espressiunile : 

a 1 d+I 7 (bc + 1)a-+c 

pati 3 at pi bo 7 
RE c | 

adico ua fractiune ordinara, ecala cu ua parte a fractiunei con- - 
tinue luata de la inceputn, se numesca redusa seu fractiune 

convergenta. | 

Ca, sa transformamu ua fractiune ordinara in fractiune con- 
tinua, operamu ca si pentru aflarea cellui mai mare comunu 
impartitoru intre numeratorulu si numitorulu fractiunei date; 
cajurile successive formedia caturile incomplete alle fractiu- 
nei continue cerute, pre care atunci lesne o potemu forma. 
Impartirile succesive spre aflarea divisorului comunu, fiindu 
in numeru limitatu, urmedia co si fractiunea, continua se va 
termina, Adico va fi compusa de unu numeru limitatu de frac- 
tiuni partiale. Fractiunile diecimale avendu de numitoru 7 ur- 
mata de cate-va nule, nu se deosebescu de fractiunile comune 

  > ete, 

si reductiunea loru in fractiuni coutinue se face totu i în acel- 

  

    

lasi modu. 

Essemplu. | 

DI 11 
608 7508 66 d == ol, 
zi Tzi 21 573 

“66 aa 66  
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base: 

Aflarea, cellui mai mare comunu divisora : 

            

2 14191918] caturi incomplete 608]27 166 71317] 
de unde : 

271 _ 7 

608 "237 
4+I1 

93+7 
„2F1 

EX 
Ua fractiune continua o transformamu in fractiune ordinara prin reductiuni suecessie, Astu-feliu ca sa transformamu fractiunea, : 

    

a+1 

RI 

C++ 7 

d+., 

+7 

+1 

s+, * 

ate, in fractiune comuna, formamu redusele consecutive : a I ab+i 7 __(a5+ Z)cra > i = — 1 Ta 
pat ara, d d be+I > si asia mai "nainte, 

Pentru formarea reduseloru successive avemu ua regula forte importanta, cuprinsa in teorem'a urmetore. 
, Teorema I. Numeratorulu R allu unei reduse se gasesce immultindu pre acell'a N allu redusei Precedinte cu catuli in- completu 7 correspundiatoru la cea-d'anteiu si adaogandu nu-
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meratorulu JM allu redusei ante-precedinte; numitorulu &. 
se afla totu prin acelleasi operatiuni appiicate la numitorii N, 

MN R 
si M; ; astu- feliu == a, findu trei reduse consecutive, MNAR 

vOMu avea : - 

R ONr+M R= Nr + M, Ri = Nr + M, si RO NF: 

Sa supunemu co acesta teorema, este adeveraţa, pentru Zi 
1 

„ea va fi generala, deca o vomu demonstra, si pentru redus'a .. 
S R urmetore * — Acesta din urma se pote forma din Ş puindu , 1 1 

. 1 oa: în loculu catului incompletu 7 espressiunea, 7 + > astu-feliu 
va fi: 

. 1 | - 

5, Meir Ori o 1 E 

dera Ar+ M=8R, Nr+M= =, dupre supositiune,, de | 
unde : 

  

N 

1 

Ss R de unde se vede co redusa 2 FA se formedia, din -= si Ne be 

NM 
cum i din . N si EAI dera formarga acesta este adevorata - 

- (ab (ad:+ 2)c+ a pentru a treia redusa” bei 7 Care sa formatu din | 

C
r
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n 

| e ab+a. celle precedinti a : si 7 conformu regulei date, prin ur- 
  

- mare va fi adeverata, si vontra a 4, a 5” redusa, etc. 
Teorema Il. Numeratorulu differintiei a duoe reduse conse- 
MN 

| cutive 2 EA si N este + 7, dupre cum redus'a din care scademu 
este de rangu pariu seu impariu, incependu â numera de la 

, q , mea , anteia, redusa, Ț care pote fi si= 0; difterinti'a ensasi va, fi: 

NM _ d 
XM AN 

NR 8 Y 
Sa consideramu mai multe reduse consecutive = MP Y â, > 

S. 
5, si sa formamu differintiele : 

N M _ NM-NM 
NM Mo NM ” 

BR O N NWr+M N NM-— NU — MN, 
RON Nr N AN: 

de unde se vede co differintiele sucecessive au tote acellasi nu- 
meratoru NM, — MN, si numai semnulu se scamba, de la una, 

  

RA , 1. „d la alta. Differinti'a. intre redusa a, duoa « si anteia 7 

„ud | | , fiindu z urmedia co NM, — MN, = +17. 

Redusele suntu fractiuni nereductihbile, pentru co deca, ter- 
N - 

menii fractiunei = x Tora avea unu factoru comunu, acesta ar 

fi trebuitu sa impartia membrulu anteiu allu potrivirei NM, 
— MN, = 4 1; coca ce nu se pote, pântru co membrulu allu
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duoilea, unimea , nu are altu impartitoru de catu unimea; 6n- 
sasi. - 

Teorem' a III. Valorea nuotiunei continue & este mai mica 

de! catu ori-câre rodusa de rangu pariu 37 N, si mai mare o de catu 

ori ce redusa de rangu impariu Ș 
1 

Sa observamu mai anteiu co 4 resulta din valorea redusei 

  a 7 5 » Substituindu in loculu lui 7 espressiunea | 

, 

rs 2_ 
a to | 

pre care pentru prescurtare o insemnamu cu ş; asia-va fi: 

_ NM +uU 
NyruU 

si prin urmare : | 

NOU N 
MM NyrM MANU 
N_NW+rU N d 

SON ON N OgyFM)N + 
differinti'a anteia fiindu positiva, era a duoa negativa, urmedia 

M N a 
co Lp JI, si Caz N 

Valorea z a fractiunei continue fiindu cuprinsa între duoe 
MN 

reduse consecutive = IV si N gresiala pre care o commitemu | 
ă 1 1 

candu luamu pre una din acestea, in loculu valorei essacte z, 

M 1 
este mai mica de catu difterinti'a loru + (7 1, —X, 37 ) Seu p-——— 7 A   

a
 
I
P



= 
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Teorema IV. Ua redusa, se apropie de valorea 2 a fractiu- n6i continue cu atatu mai multu cu catu va fi de unu rangu superioru. 
In adeveru facendu difforintiele pre cari le amu avutu si in teorem'a, precedinte : | 
NAIN Na N N FL N (N + A), 

M Ny+HM MM 
OV FUM, O Cpt vedemu co, netinendu semna de semne, antei'a este mai mica de catu a duoa; pentru co numeratorulu oi 7, este mai micu de catu acela ș/-allu differintiei a duoa, era numitorulu celei d'anteiu este mai mare de catu numitorulu d'allu duoilea,, pen- tru co X. >M,. 

- 
a * Teorema V. Ua redusa ore-care D Se apropie de valorea, 

1 
essacta z a fractiunei continue mai multu de catu ori-ce alta 
fractiune 7 Cu termeni mai mici, in care m <A si n<N. 

a PE NN 2 fiindu cuprinsu intre duoe reduse consecutive MN: tre- 
1 1 

bus ca si 4 Sâ fia cuprinsu intre acelleasi reduse, coci altu- 
feliu sar departa mai mulţu de 2; de aici urmedia : 

m MN OM NM, —nM 1 n SN TA, 0 paz “AI 
Ca, sa esiste acesta nepotrivire trebue can, fiindu co nuineratorulu MM, — pMŢ » că ua diferintia de duce numere intregi, nu pote fi mai micu de catu /. Asemenea se demou- 

 



* si 

„418. 

trediaco m > N 2. findu cuprinsa între 2 şi A stredia co m => AY, pentru ca —- fiindu cuprinsa intre 5 N 

n a N trebue ca si inverş'a pp Să fia cuprinsa intre inversele ST si 

N 
N adico : 

n MM, AN 

m MUN! 
nM—mM, 1 , - e 

- a SUN (în valore absoluta). seu : 

De unde se vede co factiunea „DU esprima valorea g mai 

N 
essactu de catu N de catu numai deca m > si n> AN. 

Ua catime nerationala seu necommensurabila nu pote fi 
transformata, intr'ua fractiune continua, limitata ; coci for- 
mandu redusele successive alle acestei din urma, amu trans- 
forma-o, deca ar fi limitata, intr'ua fractiune ordinara, care, 
fiindu catime commensurahila, unu pote fi ecala cu catimea ne-. : 
rationala propusa. - 

Ua fractiune continua se numesce periodiea,, candu fractiu- 
nile partiale se reproducu in aceeasi ordine. Sa transformamu 
de ess. numerulu v 75 intr” ua fractiune continua, ; pentru acesta 
observamu co cellu mai mare patratu cuprinsu în 15 este 9; 
prin urmare potemu pune : 

| — 1 
15= — V15=3+ Z 

» | _ ca sa, determinamu pre a avemu : 2 V15—3, 

a
a
a
 

  ar



de unde: o 
7 VI-a VI15 +8 j == - == O 

= 7 — Vi5—3 53) (V75+23) 6 y si pentru determinarea, lui 7 avemu 
1 VI5+3 _Vi5—2 
y 6 | go 

de unde: 
| 6 6(V15+3). 1 > = =V15 d=6-A4+--—. Y VI5—8 59 ot z „Pentru z gasimu erasi : 

  

7 | 1. V15+3 1 IVI 3; a iti pl z V15—3 6 y De unde se vede ca z este ecalu cu z si prin urmare de aici inante- se voru repeti totu acelleasi caturi incomplete ; de aici resulta, fracțiunea, continua periodica, : 

VI5=33 17 

1Ț1 
6+17 

6+.,, 
Teorema VI. Ua, fractiune continua periodica este un'a din radicinile unei ecalitatiei de gradulu alu duoilea cu coefficienti 

rationali,
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Fia fractiunea” continua, periodica : 

  

  

  

  

  

a=a+1 seu z=a+i 

1 ” F. d ae PE 
"+1 n+I 

ari | SE IEI | 
"+1 Dai e 

a. : 

M 
sa insemnamu cu 3 XI, si N caile duoe din urma reduse alle 

„ periodului si vomu avea : 

_N z+M 

Na+ M, | | 
care represinta ua ecalitate de gradulu allu duoilea, despre a 
si da: 

| N + (M.— N)a — M=0, 

„Deca fracțiunea continua este mista, : 

  

    
=a0+1__ seu y=ațI 

FI DE: 
c+I Ă e+i 
pi a 

Qq+, 44 | _ 

+1 
pri 

+, It,  
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a insemnandu periodulu, atunei insemnandu'ca si mai susu cu MN. | E . , m Si a celle din urma reduse alle periodului, era cu MA, | 

SI
 

Sg V 

- 

TF si > Pre acellea, alle partiei neregulate, vomu avea : 1 - _ . 
1 

Pz+ U Wae+M 
CA Va+ UN M,? 

eliminaudu pre z, gasimu ua ecalitate de gradulu allu duoi- 
lea despre y. 

. 
Fractiunile continue gasescu intre altele. ua applicatiune si la deslegarea, ecalitatiloru nedeterminate de gradulu anteiu cu 

duoe necunoscute : aa + by=e. | 
d. , “18 Sa transformamu catulu q IBtr ua fractiune continua; fa 

penultim'a redusa si vomu avea dupre teorem'a a duoa, : 
m b- 7 | n at ap? SEU am — br = 13. 

immultindu en + c: 
| Z can bnc=e 
de unde : Z= Ec, y= Ene, 

Cunoscendu astu-feliu ua, pereche de valori alle lui 2 si 
potemu afla si valorile generale dupre teoremele date in Cap. ll, $ 7; astu-feliu va fi: 

a E mc+ bi, y = nc— at, 

 



a
:
 

  

CAPITOLU VI. p 
LOGARITMII | 

  

$ |. PROPRIETATILE LOGARITMILORU 

Logaritmulu unui numeru se numasce esponentulu păte i 
la care trehue şa redicamu unu altu numeru constântu;- numita 
TISA ca, sa producemu pre cellu d atei” ehu-b fiindu 
„unu numeru pre cară lu amu alesu dupre voia ca sa, represinte 

   

“bas a,  esponentulu poterei la care trebue sa redicamu bas'a, 
„b ca sa producemu upn-nurnrera- N, sta, fi: 

N=W si a=logN. 
Dupre acesta difinitiune a logaritmiloru este claru co, candu 

mai multe numere formedia ua progresiune geometrica , loga- 
ritinii loru voru forma, na, progresiune aritmetica. In adeveru 
fia Progres unea numeriloru cu catulu g : i 
INN Ni. seu N: Na: Nq: NP: a... 

si pi =", q= 88, astu-feliu in catu termenii acestei progte- 
Siunei potu fi scrisi dupre cum urmedia, : 

Le: XD e DPXD2Bpexp3 e, 
seu . pe + petă, pr+ 2 e pat 38 + 

“> 

.. 

de unde vedemu co esponenții z, apă a 20, ete,, adico. 
logaritmii numeriloru JW, N, N... formedia ua progresiune 
aritmetica cu diferinti'a d, care este 

E FO., +20, m4+30.,.., 
De essemplu numerile scrise mai josu, pre a duoa linia orizon- 
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- tala, suntu logaritmii numeriloru din lini'a anteia, rapportaţi 

la bas'a 2 + | | 
_102:4:8:16:92:64: 128 î 256 + 512... numere 
0.1.2.3.4.5.6.7, 8 . 9 ...logaritmi 
Asemenea si progresiunile urmatore, unde bas'a este 70 : 

1 î 10 : 100 : 1000 : 10000. ?. numere 
0.1.2. 3. 4 «n logaritmi, 

Bas'a logaritmniloru comuni, calculați de englesulu Briggs 
este 70; inventatorulu logaritmiloru este erasi unu matema- 
ticu englesu Neper seu Napier care calculase logaritmii nu- 

„iti naturali seu hayperbolici seu si neperiani, dupre ua alta 
basa insemnata, cu litter'a, e= 2,7182818284...care oste 
ua fractiune diecimala nelimitata și represinta summ'a unei 
serii converginte (vedi Cap. V, $4)*). 

    

"*) In aritmetica se considera logaritmii ca termenii unei progresiunei arit- metice, era numerele ca termenii correspundiatori ai unei progresinaei georaa- trice; se intiellege ensa co acesta modu de a represinta !ogaritmii este mai pu- cinu practicu. Cu ajatorulu unei prolixitatiei mai mari se pote fonda tebri'a elementara a logaritmiloru si pre acesta basa. Ecea duoe teoreme caroru se da ua importantia in acesta teoria : 
I. Inchipuindune progresiunea numereloru 

Gaga: ag: apti: cc... 
se probedia co differinti'a ag" ti __ aq += ag*“(q — 1) intre duoi termeni 
consecutivi pute deveni mai mica de catu ori ce catime data, deca q, rema- 
„nendu >> 7, differa de 1 cu ua catime forte mica; pentru eo atunci factorulu 
q—1 tinde catre nulla si difterintia ag" +! __ ay” ensasi davine nai mica 
de catu ori ce catune, PI 

- JI, Se poție gasi in progressiunea de mai susu unu termenu aq“ care sa se a- propia de anu numera datu N cata de multa voimu,. În adeveru termenii aces- 
tei progressiunei crescendu fara limita, vomu gasi pre unulu din ei de ess. 
aq? + 1 > 2, astu-felia în catu N va fi euprinsu între aq” si aq? si f&- îndu-co acesti duoi termeni pota differi intre ei catu de pucinu voimu, urmedia co differinti'a intre fia-care din ei si A va fi mai mica de catuori ce catime data.
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Teorema I. Logaritmulu unui produetu de mai multi fac- 

„tori este ecalu cu summ'a logaritiniloru factoriloru. Fia nu- 
merele Î, A, N... si logaritmii loru ze, 0, aa... luati 
dupre ua baga ore-care d; va fi: 

N=5 Na, Neu, | 
si 2 = bg N, 2, =log N, 2, =log N... 

„ immaltindu intre elle aceste ecalitati aflamu : 
NN N, BX Xp petatate 

dupre regul'a immultirei poteriloru acelleiasi littere. De aici 
resulta co summ'a +a, Fa... fiindu esponentulu po- 
terei la care trebue sa redicamu bas'a & ca, sa formamu pro- 
ductulu : NA, N,..... » Trepresinta logaritmulu acestui pro- 
ductu, adico : | 

bg (NN N...) ta... 
„seu puindu in loculu lui z, a, 22... valorile lorude mai susu : 

log(NN, Y,.. dog N+ log N + log N... 
Teorema II. Logaritmulu catului de duoe numere este ecalu 

cu logaritmulu deimpartitului minus acell'a alu impartițoru- 
lui, seu logaritmulu unei fractiunei este calu cu logaritmulu 
numeratorului, minus acela allu numitorului ; astu-feliu : 

N 

log (N : N.) = log pp > log N — log N.. 

Din  N=0*, N=b*, resulta : 
N:N bb spa, 

de unde : log (N:N,) = — a, => og N—dog N. | 
Teorema III. Logaritmiiln poterei m a unui numeru esta - 

ecalu cu logaritmnulu acestui numeri immaltitu cu espouen- 
tulu ze. ! 

Fia N= *, de unde : Nn== n, prin urmare 
log (N") = ma i  
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si in fine : log ( N") = m dog N; 
Teorema IV. Logaritmulu unui radicalu este acalu en loga- 

ritmulu catimei de sub radicalu, impartitu cu indicele radi- 
“calului; astu-feliu : 

  

  

log N= log N 
Ha | 

Fia N= b*, de unde V N= y LE = d ; asia dera : 

logyN=”,, prin urmare : logyV N= log N m m 
“Bas'a logaritmiloru 3 trebue sa fia unu numeru differitu de 

anime, < seu < 7; pentru co 7 redicatu la, ori-ce potere nu 
pote produce altu numeru de eatu pre sine insusi. 

Candu 5 >> 7, adico candu bas'a este > 2, atunci resulta, 
din N= 5” co a va fi > 0 candu N > 2, si devine cu 
atatu mai mare, cu catu numerulu N cresce; de aici resulta 
Co, candu d > 1, tote numerele mai mari de catu 7 au loga- 
ritmi positivi si cu atațu mai mari cu catu numerulu ensusi 
este mai mare. “ 

Candu numerulu N < 7, atunci potemu sa lu punemu sub 
Z 7 RE form'a, N a N, fiindu acum > 7 si a, >0; potemu 

1 

o d ensa sa scriemu acesta, din urma potrivire si AN = bi, de 
1 

unde resulta co, candu 3 >> 7, logaritmulu unei fractiunei < 7 
este negativu, Acesta resulta, si din teorema II. 

Z CZ 1 Candu N, = OO, atunci N > 0. si potrivirea N Sa 

1 | . devine <g = D=, seu: 0=b%; asia dera candu 
b>> 1, logaritmulu lui 0 este infinitulu negatiru.
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Logaritmii comuni fiindu calculati dupre bas'a 10 care este 
> 1, totu ce s'a disu pene acum se applica la ei. | 

Candu d 1, adico candu bas'a este 7, N fiindu una 
numeru > 1, va fi: | 

| 7 7 7 
N= =, I=b; o bi 

asia dera in casulu acesta, numerele >> 7 au logaritmi nega- 
tivi, numerele < 7 au logaritmi positivi si logaritmulu lui O 
este infinitulu positivu. 

Bas'a, fiindu totu de una unu numera positivu, nu pote 
prin redicarea la poteri sa produca numere negative, de aceea, 
s'au eselusu din table logaritmii numereloru negative. 

Dupre ceea ce s'a disu pene acum, se vede co logaritmii 
comuni ai numereloru 7, 70, 100, 1000, 10000..... suntu 
0, 1,2, 3,4... Tote celle alte numere cuprinse intre 7 si 
10, adico 2, 3, 4..... au logaritmii < 7 esprimati in die- 

“ cimale; numerele intre 10 si 100, adico 11, 12, 78.... 
au logarituii loru între 7 si 2, prin urmare ecali cu una plus 
ua fractiune diecimala; logaritmii numeriloru intre 100 si 
1000 sunt ecali cu duoe plus ua fractiune diecimala si asia 
mâi inainte. Partea intrega a unui logaritmu se numesce cate 
ua data si caracteristica. 

Logaritmulu unui numeru de 20* ori mai mare de catu unu* 
„altu N are la caracteristica n unimi mai multu de catu loga- 
ritmulu acestui din urma; era partea diecimala este comuna - 
la amenduoi logaritmi, pentru co dupre teorem'a 1 : 

" bog(10*XN) = log 10*+ log N=n + log N. 
Tote numerele cuprinse intre 10” si 10”+" suntu compuse 

de n+ 1 ciffre, era logaritmii loru fiindu cuprinsi intre n si 
n+ 1, au caracteristica n; de unde resulta co logaritmulu 
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unui numeru are la caracteristica atatea unimi intregi , cate ciffre are numerulu » Mai pucinu una, 

Logaritmulu nnei fracțiuni diecimale, spre ess, 0,9005 = îm Se gasesce scadiondu log 10000 care este = 4 din log 5, adico :! | E 
log 0,0005 = log 5 — log 10000 = 0,69897 —4. | Pentru prescurtare vomu scrie : 

log 040005 ==4,69897, | unde partea diecimala, este positiva, era numai carăcteristic'a este negativa ; de unde se vede co logaritmii fractiuniloru die- cimale mai mici de catu 7 au caracteristic” negativa, si nu- merulu unimiloru ce ea cuprinde este aretatu prin rangulu ce occupa dupre virgula ceea, d'anteiu ciftra semnificativa, a, die- cimalei. 
| 

Ş2. FORMAREA SI USULU TABLEIORU DE LOGARITMI, 

Sa vedemu acum cum s'au potutu calcula table de logaritmi. Sa luamu unu numeru A si sa ne propunemu sa ii aflamu lo- garitmulu z. Dupre definitiunea logaritmilora avemu : N=B*,; cautamu mai anteiu poterea, basei b care se apropie forte multu „de A, fara ensa ca, sa lu intreca ; fia 1 acesta potere si omu , 
7 - potea scrie pre z sub form'a : = mp + y ; astu-feliu va f.: 

1 1 
Ni = xy, 
LN de unde : bi = ad, 

de unde 2=, adico ua ecatiune de aceeasi forma, ca, si N=t. Cautamu era cea mai mare potere a, lui d, care se apropie de d, fara ca sa lu intreca, si insemnandu-o cu A,



  

vomu avea : 

1 

de unde be = 

3
)
 

si în fine d, =b*. Fia era p cellu mai mare intregu cuprinsu 
in 2, si vomu avea, : 

7 1 1 
a=pti si btu X bu; 

: 1 

„de unde: bi =i5=b, si bi=bt si asia mai inante. | 
Substituindu în aceste valori alle lui g, z...., gasimu 

pre z esprimatu. printr'ua fractiune continua. 
Ă em] 

n 1 

Se ph 
si astu-feliu potemu sa, determinamau logaritmulu z alla lui N 

„cu ori cata approssimatiune vomu voi. 
Aceste operatiuni suntu camu lungi, si intentiunea, nostra, 

a fostu numai de a areta possibilitatea de a calcula, logaritinii 
„numeriloru. Dupre ce s'au caleulaţu logaritmii prin asemenea, 
metode grele, s'au inventatu alte metode multu mai espedi- 
tive pentru calcularea, loru, despre cari vomu vorbi mai tardiu, 

Cunoscendu ua sistema de logaritini dupre ua basa d po- 
temu sa trecemu la ua alta, adico sa aflamu logaritmii dupre 
ua alta basa b,, fara ca să avemu trebuintia sa, calculamu 
enca ua data, si directu pre aceste din urma. Unu numeru N 
pote fi represintatu dupre aceste duce base prin N=e și 
Nb, unde 2 = bg N si a, =log, N, | 

Ca sa determinamu pre 2, adico logaritmulu lui AV dupre 
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bas'a d, sa applicamu logaritmii cunoscuti dupre bas'a d la 
potrivirea : N= d, si ta veni : 

| log N= a, X log b,, 
de unde aflamu : | 

dog 1 
log d;  ogă, Xb9N. 

Ca sa aflamu dera logaritmii numerelora dupre ua basa, 
noua b,, immultimu pre toti logaritmii dupre bas'a vechie d cu 

  2 = log, N = 

, 1 . ua catime constanta, îog5,? numita modulu, pre care o caleu- | | 
lamu ua data pentru totu-de-una, impartindu unimea, cu loga- 
ritmulu basei cellei noue, luatu in sistem'a, cea, vechie. 

Dupre aceste principii ne potemn servi ia ori-ce calculu de 
logaritmi ; dispositiunea, loru nu este aceeasi la tote tablele de 
logaritini si fia-care din elle este insocita de ua instructiune 
esplicativa, a dispositiunei logaritmiloru. Dera tote tablele se 
compunu in principiu de duce colone verticale alaturate, inti- 
tulate un'a Vumeru si ceea-alta ogaritmu ; ceea d'anteiu 
cuprinde tote numerele intregi incependu de la 7, era a duca, 
logaritmii loru dupre bas'a 10 cu 5, 6 seu 7 diecimale. Astu- 
feliu candu ni se da unu numeru, lu cautamu in table, si ga- 
simu in dreptulu lui logaritmulu lui si vice-versa, candu ni se 
da logaritmulu, cantama in dreptulu lui numerulu care i cor- 
respunde. 

numeru *) 
logaritmu 

ÎI 
NI 

*) Candu numerulu este prea mare, s. e. 2067315, ln impartimu cu 1000 si cautamu logaritmalu lui 2067,313 la care adaogamu pre nrma euca 3 animj ; numerulu 2067,315 este cuprinsn intre numerele consecutive 2067 si 2068. 

Candu ni se da unu | |earo nu se afla in table si
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logaritmulu ni 
se cere] numerulu hai, cautamu i table duca | numere 

logaritmi 
numerulu datu, 

onsecutire intre cari sa fia cuprinsu consecutive p logaritmulu 
aflamu difterinti'a intre acesta, si cellu mai micu din celle duoe: 

numere 
(e 

Differinti'a 1 a acelloru duoe numere consecutive se are ca- 
tre diiferinti'a, logaritmiloru.loru, care obicinuițu se afla in 
table inscrisa intr'ua a treea colona, precum diferinti'a, 

cunoscuta datu 
necunoscuta cerutu 

din. tabla si asiedamu proportiunea, : 

intre numerulu | si cellu mai micu din 

umerele consecutive din table, catre diferiati'a numerele consecutive din table, catre dife cunoscuta 

intre logaritmulu (nt) si acell'a allu acestui din urmanu- 

meru ; calculamu termenulu necunoscutu in acesta proportiune, 
logaritmi la cellu mai micu din lu adaogamu la ce numere . consecutive si 

logaritmulu 
resultatulu va, fi | numerulu 

| numerulu | aatu 
logaritmulu 

Ş 3. CATIMI SL ECALITATI ESPONENIIALB 

Numimu catimi esponentiale , nis6e catimi cunoscute afec- 
tate de esponenti necunoscuti, spr6 ess. a%, b2, c%... Candu 
esponentulu este necunoscutu, atunci aceea esponentiala se nu- 
mesce de gradulu seu ordinulu anteiu ; candu esponentulu en- 
susi este ua catime esponentiala, atunci catimea se numesce 

oarba - 

cerutu correspundiatoru la 
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ua esponentiala de gradulu seu ordinulu alu duoilea, Spre es. a”, si asia mai inainte, 

„ Ecalitate esponentiala 59 numesce ua ecalitate in care intra catimi esponentiale , seu in care necunoscutele se afla, la es- poneutu ; gradulu ei se determina, dupre gradulu esponentia.- leloru ce cuprinde. 
|  Logaritmii potu servi de multe ori la, deslegarea seu cellu „Pucinu la transformarea, de nisce asemenea, ecalitati in ecali- “lati algebrice, Sa 

- Fia spre ess. ecalitatea : "=0; applicandu logaritnii aflamu : 

log b log a== logb de unde : Ta: 
Pia, enca, ecalitatea a” = c, applicandu era, logaritmii vine : IE 

c b Xbga=c, de unde Ş = ioga ti 
applicandu enca ua, data, logaritmii, vine : 

: i 
ligc, zlo9d = loge,, de unde = op 

Sa luamu ocalitatea esponentiala de ordinulu anteiu : Age +a, + Beta, + Cop2 + pi. 0 
Să 0 scriemu sub forma : | 

da”. ame 1 Du, pp PF Cela . cr = g seu A'qme + Pb -F Or = 0; Ă 
Sa punemu b=af, c= 4, Bsi y Tindu necunoscute cari se “ potu determina prin logaritmi : 

log d log c = z——— 7 == Ia 3 

ga si va fi da" Baba Ca =g; puindu =, ajungemu Ia ecalitatea algebrica, :
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ei 

A; Ră 4 By + Op =0 E 

îm care esponentii sunţu cunoscuti. Candu vomu afla din acesta 
ecalitate valorea lui 7, vomu potea determina pre aceea a hi 

- a dim ecalitatea esponentiala a*—y care e da: 

logy, 

log a 

Probleme. 1. Sa se afle valorea lui z din ecalitatea : 
ă qm x bit = C 

logc 
“mlogatnlogd 

II. Sa se afle z din calitatea, 8%== 177147. 

Respunsu: z=11. . 

TUI. Sa se resolve calitatile : 

ga —logy= og, dee 

zlog a=logy; de unde z= 

Respunsu : 

  R pt espunsu : ani 9 ai = ai. 

. 1. 
IV. Loga= hbga— 3 2 log d. 

a | va | 
- Respunsu : e 

d 
V. Sa se afle ecalitatea de unde a provenitu valorea urma- 

hloge+ k log d —flog a — glogb 

mloga+ n log b — plog c — giogă! 
Respunsu : Qtek = co gat 

    tore a lui 2: 4= 

          
  
 



CAPITOLU VII. 
CELLE D'ANTEIU NOTIUNI DIN TEORIA DERIVATELORU 

ŞI. NOTIUNI PRELIMINABIE ; DEBIYATELE FUNCTIUNILORU ALGEBBICE 

Ua catime a carei valore depinde de aceea a altoru catimi 8e numesce functiunea acestoru din urma, Era acestea se nu- escu variabile seu variabile independente alle functiunei, Astu-feliu : g= (2), = 9(z, 9), 2= Flat), uz y(2,y,2) areta co / depinde intr'unu modu ore-care de 2, 00 2 depinde de 2 si , si asia mai inainte. 
Ua functiune se dice continua intre duoelimite date, candu variabilele ei variandu fara intreruptiune, functiunea trece ase- menea fara, intreruptinne prin tote valorile possibile intre acelle duoe limite. | - 
Limita unei functiunei se nuuiesce valorea catre care tinde, candu variabilele de care depinde conYergu ensasi catre limite determinate. 

- Joan Bernouilli si Leibnitz au generalisatu cei d'anteiu notiunea de functiune ; mai inainte ua, fanctiune eră va potere | a unei littere, spre ess. an, 
- Candu ua catime a variedia intrunu modu continuu, ne po- „ temu inchipui co aceea catime 2 priimesce în totu momentulu unu crescementu, ua variatiune (positiva deca catimea, cresce, negativa deca descresce) catu de mica, mai mica de catu ori- ce catime data, si acestu crescementu infinitu de micu lu nu-
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mimu differentialulu catimei a, seu incrementulu si si lu în- 

semnamu cu caracteristic'a, d, seu dz. 

Ua asemenea variatiune correspunde si la functiunea = 

F(22) care depinde de variabil'a z; acesta se numesce era dii- 

ferentialulu functiunei 7/ seu f(2) si se areta prin aceeasi ca- - 

racteristica d, adico dy, seu df (2)=f(e + da) — f(2). 

Rapportulu intre differentialulu unei functiunei si acell'a 

allu variabilei selle independente, seu rapportulu intre raria- 

tiunea, unei functiuni si variatiunea correspundiatore a varia- 

bilei selle, amenduove variatiunile considerate ca infinitu de 

mice, se numesce calu difțerentialu, seu coefficientu differen- 

tialu, seu derivata. Acestu rapportu, seu functiunea derivata, 

df(a) _f(z-t da). =), 
da da 

prescurtare si f' (2), areta enca intiela cu care variedia func- 

tiunea primitiva f(2) în urma scambariloru variabilei .selle. 

In adeveru, deca ne inchipuimu co variabil'a independenta 

este timpulu, era functiunea spatiulu percursu, cătulu impar- 

  > Dre care o insemnamu Dentru 

EX Ş df (4 
tirei a spatiului cu timpu, adico sa) aieta spatialu per- 

cursu în unimea de timpu, adico iuţie'a cu care spatiulu este 

percursu. 5 

Derivat'a fiindu in generalu ua functiune a variabilei inde- 

pendente «, va fi ensasi supusa la variatiuni, candu acesta din 

urma, se scamba,; va avea prin urmare, că şi ori-ce alta fancti-. 

dr (4) 
di 

  
une a variabilei z, differentialulu df (2) şi derivat'a, ei 

seu f” (2), care va 'esprima era iutiel'a cu care se scamba, 

di (2) 
derivat'a anteia. Darivat'a d eu f'(2) a derivatei f(a) | 

9 - 
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se numesce derivata a duoa seu de ordinulu allu II “lea . ase- menea, va, fi ua derivata, a IIŢ-+ seu de ordinulu allu II 1 de- rivata a IV'* seu de ordinulu alu IV** și asia mai inainte, Studiulu rapporturiloru, alu relatiuniloru cari essista intre functiunile primitive si derivatele loru, formedia ua ramara, Bpeciala si ceea mai importenta a matematicei, numita calculu difterentialu si întegralu, seu calculu înfinitesimalu, desco- | peritu pre la a duca diumetate a secolului allu XVII , de la, 1656 încoce. Glori'a acestei descoperirei, cellei mai mari in - domenulu sciintieloru teoretice, revine la duoi matematici mari, Leibnitz si Newton, cellu, d'anteiu Sermanu si cellu d'allu duoilea englesu, Pia-care din ei a facutu inventiunea, lui inde-: pendentu de cellu-altu, plecandu din punturi de vedere diffe- rite si amenduoe metodele se completedia ; metod'a lui Leibnitz este ensa mai conforma naturei lucruriloru si mai produe- tiva,, de. aceea, si mai generalu intrebuintiata. Numai cu aju- torulu acestei sciinţie fisic'a, mecan'c'a, astronomi'a, ete. Sau potutu desvolta, si perfectiona. Acestu capitolu va fi ua intro- ducere, si aceea numai preliminara, la acesta ramura, a anali- sei matematice. 
Variabil'a de care depinde ua functiune, pote ensasi sa, de- pinda de ua alta variabila independenta, si sa fia astu-feliu ua, fanctiune a acestei din urma; atunci functiunea anteia va, fi na functiune mediata a variabilei independente, seu ua func- tiune de functiune ; Spre es. 7 ==f (4) esprima, co 7 este ua functiune, co depinde intr'unu modu ore-care de catimea +; dera u insusi pote depinde de ua, alta, variabila a, pote fi =g(2); atunci Y Va fi ua funcţiune mediata a lui , ua fanc- tiune de functiune, si vomu potea scrie ::y=/[g(2:)], unde amu scrisu g (22) in loculu ecalului seu , Astu-feliu pote sa.
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fia functiuni intreite, impatrite, ete., spre ess, ; == f(u), u 

= 9(2), z=y(0) seu v=folpo]ţ 
Teorema [. Derivata unei functiuni de funetiune despre 

variabil'a independenta este ecala cu productulu derivateloru 
acestoru functiuni, despre variabila, de care fia-care din elle 
depinde inunediatu. Astu-feliu ș fiindu ua functiune de fune- 
tiune, adicoy =f(u), u=y (2), seu y= Lol va fi :- 

d df (u) Et m 7 VO eee 
In adeveru, derivat'a functiuni ra) despre u este : 

dy _Flu + du) Fu), 

du du 

era derivat'a functiuinei q (a) despre z este : 
du _ (+ dz)— p(2), 

  

da "da a 
„ Immultindu intre elle ageste duoe ecalitati vine : | 

UI x d seu dy — ut du) — Hu) (2 + dz)—o(z) 
du 1 dz du da 

si la limita va fi : 

  

dy 

= (u)X9'(z), 

Teorema II. Derivata sumei seu differintiei a duoe func- 

țiuni este ecala cu summ'a seu difterinţi'a derivateloru AG0s- . 
„toru functiuni in parte, 

Fia pF) — (0). 
Derivata va fi: 

dy _df(a) 
2 IL 7 

_P(e+tdo)-ky(z-t-da) — (+ do) — [9(9 tul) — (2 , 
o da ? 
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seu desfacendu parentesele : 

df (2) 
da 

= Med) — (0 (ed) — (0) — a (td) 10] 
_ Plz+da)— g (2) pp W(zrda)— wa) z(e da) — (2) Ea da da NR Za „si in fine : 

TE mn pe=pi(0)4 Vl) 
Este claru co ua catime constanta, nofiindu supusa la va- riatiuni, nu pote ăvea nici differentialu nici derivata, cu alte cuvinte, differentialulu si derivat'a, unei constante este nulla, „Si vice-versa derivat'a, unei functiunei despre ua variabila fiindu „nula, aceea fanctiune va fi constanta, adico independinte de aceea, variabila, | | „De aici resulta co, duce functiifai cari nu se deosebescu de cau printi”ua, constanta, ce se adaoga son se scade la un'a din elle, au aceeaşi derivata ; de ess. derivat'a comuna a fane- tiuniloru f(2) si f(-) + c va fi f (2). Era candu duce fune- tiuni au ua derivata comuna, atunci acelle functiuni suntu identice, seu se deosebescu numai printr'ua constanta. Teorema III. .Derivaţ'a unui productu de duoe functiuni, este ecala, cu derivat'a cellei d'anteiu, inmultita cn functiu- nea a duoa, plus derivat'a acestei din urma, immaltita cu functiunea, anteia. 

Fay Ploxola). derivata va, fi : 

MU (e + da) X (td) — Fo) xy (2) dz da 
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Potemu adaoga si scadea, aceeasi catime f(2)X p(cc-kdz) 

la numeratorn, fara, sa i scambamu valorea ; astu-feliu gasimu 

  
  

dy 
da 

_feztda)xgterda)- xp xatetde) At) 
da 

_ Pet da) - — fa (0) (e da Petz) ada) g(z ZI a 2). 

da 
La, limita, adico candu dz devenindu mai micu de catu ori 

f(4+da)— (2) 
ce catime data tinde catre 0, ——— represinta de- 

+ d “ 
rivata f! (2); —— gta Ea) pe DIE derivat'a p (2); -era 

p(z+ în) este ecalu cu g (2). Prin urmare botemu serie.: 

Ip (2) X9(2)+0 (o xf(o). 

De aici E ta co derivata unui productu de mai multe 

fanctiuni este ecala cn sumn'a producteloru formate prin îm- 

miutirea derivatei fia-caria functiunei cu celle alte functiuni ; 

astu-feliu deca este : ptr u.V. w va fi si 

a duo pt too 0 tu + “otv, 

seu : y =tuvwțtu oii o tuv. 

Teorema IV. Derivata poterei m a unei variabile e este 
m : 

Ie -, 

ecala cu de m ori poterea m — 1 a lui z, adico ——— d ML 

Iu adeveru, candu in esprossiunea de mai susu toti factorii 

suntu ecali între si si =, adico y=a.7. 7... =%", ea 96 

transforma în : 

dy da” ml sa-l si-l ml 
„Su = Fa p Poe =m 

da



de unde 42= a, Luanda derivatele : Y 
dy dy pa papi 

pp . D= pari de unde 2 = Y Tag Si 7 valorile ] 

pa ip 

si punendu in localu lui g2 oru de mai susu 

  

P-a 
=oa de gap g“ - | 

7 
Candu 7 este negativu, adico =", va fi y= Zi 8eu Ye"== 7. Luandu derivatele : 

dy a dat kyman =0, 
dy van de unde: da na = TME = — pam 

Teorem a V. Derivata, unui ceafa seu 
erivat'a, Dumeraforului imnu] 

aț'a numitorului immultita, e cu patratulu numitorului, 
f(a) (2) si teoront'a, va fi esprimata prin formul'a, : 

â unei fractiuni, sste 
„ecala cn d 

tita cu numitoru, mi- 
U numeratoru, totulu imparli tu 

Fia Y= 

ZI — DX pl) — p'ta)r(a) 
d [9 (2)]2 Ecalitatea, de Mai Susu se pote scrie YXop(a)=f(z) si luandu derivatele dupre teorem'a, III, vine : IX9(2)+yx'9 (2)=/ (2), Yp(a)=p (5) —yg' (2); lu lui / valorea sea : „ , /(2) Yola)=f D=) 

de unde 
punendu in locu 

pr (2) P(09 O cron
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dy _f(oo()=9 (2) flo) 
sin no date Lă 

$ 2. DERIVATELE FUNCTIUNILORU ESPONENTIAL.R SI LOGARIPMICE 
a . 

Ca sa aflamu derivata functiunei esponentiale = a?, sa 
damu variabilei a unu micu crescementu 7, atunci functiunea 
y va priimi unu crescementu correspundiatoru 7;, astu-feliu in 
catu + k=a"** si prin urmare l = 2th — a”. Derivata 
espenentialei y = a? va fi dupre definitiune rapportulu intre 

" creseemântulu & allu functiunei y si crescementulu / allu Va- 
riabilei 4, candu aceste crescemente tindu a deveni mai miti 
de catu ori-ce catime data; astu-feliu va fi: 

dt h a th ma 

= limita rapportului - =—Lim— = Lim 

Scotiendu pre a? ca factoru comunu si observandu co a? re- 
mâne constantu, pre candu numai P variedia si tinde sa de- 
via mai micu de catu ori-ce catime data, vomu avea : 

dy d. , a—1 

da ag Lin j 
  

Ca sa aflamu dera derivat'a esponentialei a, trebue sa cu- | 
II 

i a : , a noscemu limit'a la care tinde espressiunea, 1 candu 4   

ensusi finde catre nulla. Pentru Acesta sa obserramu 60 a? 
bindu — 1, a" va diferi forte pucinu de 7, in catu potemu pune. 

= 1+ 3, O fiindu ua catime forte mica si care tinde catre 
nulla, candu  ensusi tinde a deveni nullu; atunci vomu avea : 

d—1 1+0—-1 9 
ha 

Dera din a'== 1+ 0 resulta prin applicarea logaritmiloru : 
hloga = log(1+50),   

   



= 9 (1 + 0) si 1 | ga 
| log a h  bog(1+ d) 

Immultindu ambii membrii cu 9 ; 
| - 0 _ loga ___ loga 

| n log(1+0) Tg 70) 
si fiindu co dupre teori'a logaritmiloru : 

i 

3 log (1+ 0)= log (14 9), 
da log a 

de unde: .- 

Ei 
5 

    

va f si 3 03175) 
prin tumare : 
d. a* „7. h—1_ „7. loga a loga a "da 0 Lima Lim log(1+9)" ” Zim.log( 145% fiindu co log a este constanta, Mai remane dera sa aflaniu care 1 
este limita espressiunei (7 + 0)&, candu 9 tinde a deveni . = 0. Sa obsorvaru co potemu face ca $ sa devia mai micu 

7 
. „de catu ori-ce catime data, puindu 9 = 7 Si luandu pentru 2 

valori intregi si positive din ce in ce mai mari. Atunci va fi; | | 
3=n, 

ar. 1 Lim (1+ 6)ă = Lim( 4 + -) 
i 

« . ÎN . Sa desvoltamu espressiunea ( 1+ ) dupre binomulu lui New- 
ton, pre care lu amu demonstrata numai pentru esponenti in- „tregi si positivi si se applica aici, n fiiindu intregu si positivu : DN 1 n(n—1) 7 a(n—1)(n—9) 1 (+2) DI mat Da 

(n — Dn —2)(n—3), 1 
1.2.,89,4 mt 

. 
“3
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scotiendu pre n din parentese si impartindu pre ambii termeni 

ai fractiuniloru respective cu n, n2,:n8, nt... vine : 

orarul alee 
  

1,2 

  

+ 1.2.9.4 Poor 

Candu n va fi infinitu de mare, atunci tote fractiunile scrise 
| 12 
în parentese > 2": - devinu = =0 si espresssiunea,. de 

mai susu ajunge la limit'a, ei, adico va fi: 

Tatra (1) Zim(2+- at
at p

 _ 

1 

ta gat 1.3. 525* 

Dera amu vediutu mai susu (Cap. V, $ 4, Teor. I) co acesta 
seria este convergenta si summ'a ei = 9,7182818284,.... 

“amu insemvatu-o cu litter'a e, observandu totu de ua data co 
e este bas'a logaritmiloru numiti neperiani ; asia dera : 

int) = 271828... = e 

  ...... 

si prin urmare : Lim.(1 + 0)8 ă =e, Lin. lg (1 +6)s. : =loge, 
_ si in fine : | 

da? a“ loga l 

(2) dz ” = 7 i Lim. log(1+ 9) 3 
Deca sistem'a logaritmiloru cu care operamu este ceea, nepe- 

riana seu naturala, atunci e fiindu bas'a, log e va fi=1 si 

prin urmare : 

  

(i ae 

m
a
s
a
 

mei   
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Sar 

d. az (3) ra ela, 

  

insemnandu cu 7 a logaritmulu naturalu, spre a lu deosebi de cei-alti log a; de unde vedemu co derivaţ'a, esponentialei a? este ecala cu esponential'a ensasi a* immultita, cu logarit- mulu uaturalu alu constantei a, 
Candu a = e adico ecalu cu bas'a logaritmiloru neperiani , atunci de fiindu == 1, vine ; 

Lt 

(4) se =, ! 
Asia, dera derivatele esponentialei e” suntu ecale cu functiu- nea primitiva. 

Differitele simplificari cari au fostu introduse mai susu prin suppositiunea co e este bas'a, logaritmiloru , precum si diffori- tele proprietati alle acestei espressiunei, ca aceea de a fiecala cu derivatele ei ete. facu ca, acesta, functiune si numerulu e ensusi sa, fia de ua, importanti, mare în teoria funstiuniloru, Nisce proprietaţi -analoge au condusu pre Neper sa formedie cu acestu numeru e logaritmaii numereloru cari, ca, cei d'anteiu logaritmi, au parutu a fi si mai naturali si au fostu numiti naturali. Acesti logaritmi Sau numitu enca si neperiani dupre - inventatoru si hy perboliei, dupre ua relatiune forte intima, in care stau cu ua linia curba, numita hyperbola. Sa aflamu acura derivaţ'a espressiunei = log . Pia a bas'a, acestoru logaritmi si va, fi dupre teori'a cunoscuta a logarit- miloru z == a”, era derivat'a 
da „loga 

dy“ ioge? dupre cum s'a aretatu mai susu. Fiindu co a este basa, lo- garitmulu ei va fi= 7; era a! =; prin urmare
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_ d __ 4 dy __loge d.log lo; 
(5) d7 ge: de unde da a Sa 

Candu operamu cu logaritmi naturali „loge= 1, e fiindu bas'a; 
de unde : 

6 e Sa   

$3. TRANSFORMAREA FUNCTIUNILOBU IN SERII CONVERGENTE ; GERERALISAREA 

BINOMULUI LUI NEWTON - 

Vorbindu despre serii (Cap. V, $ 4), am datu cate-va es- 
somple de transformarea unorn fanetiuni în serii convergente 
cu ajutorulu binomului lui Newton, pre care nu lu amu de- 
monstratu pene acum de catu numai pentru esponenti intregi 
si positivi. Aceste transformari in serii suntu de ua, intrebuin- 
tiare mare in matematica si fisica,, pentru a calcula, valori ap- 
prossimative alle differiteloru catimi pre cari nu le potemu 
calcula directu prin formule limitate si pentru alte. Newton 
si Leibnitz au aretatu cei d'anteiu metodele acestei noue des- 
coperiri si de atunci incoce desvoltarea seriiloru a devenitu ua 
ramura importenta a analisei matematice. Derivatele, combi- 
nate si cu coefficientii nedeterminati seu arbitrarii, ne dau 
unu mediulocu forte iulesnitoru pentru formarea, seriiloru 
binomulu lui Newton duce adesea la acelasi resultatu, ensa, 
are trebuintia de a fi generalisatu ; in fine ua formula, potemu 
dice cea mai importenta în tota matematic'a, formula lui 
Taylor, pre care o vomu demonstra mai tardiu, ne da, mediu- 
loce escellinti pentru formarea seriiloru. 

Greneralisarea binomului lui Newton. Fia binomulu (aka) 
pre care lu potemu pune sub forma :  
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im 

ar(2+2) seu a" (12), 

% facendu pentru prescurtare Pica a 

Candu 7 este unu numeru intregu, scimu co potemu desvolta (+ 2)” intua seria cu poterile crescende alle lui 2; 88 Sup- punemu dera, co in generalu, insemnandu cu A, A, As Ai: nisce coeficienţi nedeterminaţi seu arbitrarii, vomu avea, : (1%2)"=1+ 4,24 4224 4204 mm PA + Apt pe, si sa ne propunemu sa determinamu valorile acestoru coeffi- cienti. Sa, formamu dupre regulile de mai susu derivat'a fia- carui membru allu acestei ecalitaţi : 
„m(I+a)i= 47 RA + 34924... 
FRA (el 1) Apei, 

Immultinda ambi membrii cu (Z+ 2), vomu avea: (1 +2)"=A4+ 2 Are +84s|22+...-+h4, 214142) Aaz+. -. Al H245) Oda sta, | Comparandu acesta, ecalitate cu aceea de la care amu plecatu, immultita cu 2, adico cu ecalitatea, : 
m(1-+2)”" = m m A+ MA? pe... FA... si observandu co aceste duoe valori alle lui m (1 + 2)” trebue sa fia identice pentru ori-care valore a lui z, ajungemu la re- “sultatulu co coeficientii poferiloru ecale alle lui z in aceste duoe espressiuni trebue sa, fia ecali intre ei, adico : 

4=m, 4, + 24, =mA,, 242 3 43 m 45, o... A+ (&+ 1) 4 =, de unde prin sabstitutiuni Successive : 
A.(m—1) m(mn— d, =, A, = 4 (1 dn) 3 

de (n—2)__m(m— 1) (m — 2) A, EI ai LD ONE AA Bi . —— 

1.2.3 2
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(m —R). __m(m—1) (m— 2)... (m —k) 

Apa 4 (33 TI II 
si prin urmare puindu aceste valori alle coefficientiloru 

A, Ape in espressiunea primitiva a lui (14+2)” 

m(m — 1). 
(7) (roma e 

m(m— 1) (m—2) m(m— 1). «(ink 1) 

+ e, a Zomta E aa pe 
unde vedemu co coefficientii poteriloru lui 2 suntu formati 

dupre aceeasi regula, ca si candu m este unu numeru intregu. 

  

ph aie 

  

Puindu Z în loculu lui 2 si immulţindu ambi membrii cu a”, | 

Ya veni : 

o m(n— 1 i 
(aa ama 17 + mn) a-2p2 

m (m — 1) (n— 2 i MD 2 ama pe, 

Desvoliarea lui a* si e* în serii convergente. Sa punemu : 

q2= 1+ Ace + A + A + Ag +... 

unde. cellu d'anteiu termenu -trebue sa fia = 7, pentru co, 

candu z=0, a'=— 1; sa formamu derivatele si vomu avea : 

       
loga _ 

q* ge 
ot + 3 + 44 + i 

| __ loga 
seu, puindu pentru prescurtare : k= loge: 

ae. = A+ 24 + 9Asa + 44 e... 

-Dera immultindu pre cea d'anteiu ecalitate cu k, aflamu : 
a. k = h + h A+ h A? + h Ag e... 

de unde urmedia ca si mai susu co coeficientii  otorilora  
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ecale alle lui z in aceste duoe espressiuni alle lui ae, k tre- bue sa fia ecali intre ei , adico : 

A =k, 24,=Hk4,, 945 = kA, 44, =k4,, etc, si prin urmare : A | 
ha A He A.=ă, 4:=73, 4.133, 4: aaa ete, 

„ Puindu aceste valori alle coefficientiloru 4, A, Aş... in gca- " litatea anteia : * 
, ha (ha) (ha) (ha) - 6) arti ra+iag 1332: 

care este seri'a ceruta, 

: „„__doge . „Candu a=e, va fi si p= ga == 1 Si vomu avea, desrolta- 
rea lui e*, adieo : | | 

ae a as zi a (9) erat 15% 133* 1.23.2133 + Ne potemu lesne incredintia, applicandu teorem'a I din teori'a seriiloru (Cap. V, $ 4), co aceste duce serii suntu conver- gente. In adeveru, termenii consecutivi allu 2%: si allu (m+ 1)'* fiindu: 
anl | ap 

1.23u(m— 1) 123 

..... 

p catulu loru va, fi m Sl âcest'a converge catre nulla, candu m 
tinde catre 00. 

Scambandu in seri'a din urma & in — a, toti termenii de „Yâhgu pariu cari cuprindu potările imparii alle lui a voru scamba, semnulu si va fi:
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1 
e?= — 
po 

| pad ai as . 
1313183 1.3:3.4 12523 t 

1 
Desvoltarea lui log (1+ z), bo9 (1+ 2), log = Din se- 

rii convergente. Fia : | 

log(1+ z)= A + As” + Ag? + Ag + e... 

Sa luamu derivatele, aducendu-ne aminte co : 

d. log (1+ 2) _ log e e 

  

dz “1pa 

si vomu gasi : 

log e A , _ 
pg > Ant 24 + 3 As% + 4a Foii 

1 
dera : Ta = (Ia 10 aa Pie, 

si prin urmare: 
loge _ i , , 
Tipa bge— a. logea „loge—a. loge-+ »---. 

de unde : , 

N, d d 
A, = lge; A,= — A;= sue as Re 

si prin urmare scotiendu factorulu comunu Zog e : 
apă gt a 

(10) orange pt3 +3 d... ; 

scambandu pre z in —z, vine: 

| mai 5 
(1) opt tge zip +E + i ; 
si scadiendu aceste duce formule, un'a, din ceea alta : 

| log (1+2)—bog(1—a), seu: 

C
c
 

a 
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| 1+& aa agp (12) a (E tapet pe 

„Deca operamu cu logaritmi neperiani seu naturali, log e= 7, 
si formulele de mai susu se transforma, in celle urmatore : 

2 4 5 z ta) = pp i 
, 2 3 4 5 
(13): i-a)=[or ra 2 a... ); 

Î[I+a iai a 9. 
(e (er ra i ) 

Aceste sesse formule suntu convergente candu «<< 7. Es- 
pressiunile pentru log (1+a) si I(2 + %) suutu enea con-. 
vergente si pentru z = 7 (vedi despre serii Cap. V, $ 4), 

Pacendu in formul'a (12) 

  

  

  
  

1+a a a pi ap [ 0 apelat 2 424 2 + a... , 

7 1 2+1. 
a = > de unde 1+a=I+= m 

, - 1 _2—1 
Sl - 1—a=1— = z 3 

o +a 2+1 Si prin urmare : Ia Ii vine : 

1+a z+1)__ | og (70) (2) toote+- 0 — tagte — 1) 

. 1 1 1 
= 2logel + aaa + n. E 

de unde : 

[la 112,1 (UA) logte + D= tog(e- Dr doge gat st st) 
" Prin mediuloculu acestei formule vomu potea lesne sa calcu-
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lamu logaritmii tutaloru numereloru, facendu successivu 
2=> 2, =9, = 14, =5i,... Seria este convergenta pen- 
tru 2>17. ” 

; Ş4 CASURI DE NEDETERMINARE ALLE FUNCTIUNILORU CARI SE PRESINTA SUB 

„0 
POR A 9 , 

Teori'a derivateloru ne da, enca regule generale pentru a afla 

  valorea adeverata a functiuniloru fractionare e cari pentru 

valori particulare alle variabilei a se reducu la form'a nede- 
0 îi . . 

terminata, g' Vorbindu despre fractiuni, amu areţatu co de multe 

ori în asemenea casuri potemu determina sensulu acestui sim- 

bolu, scotiendu unu factoru comunu la ambi termenii ai frac- 

tiunei câre singuru se anulledia ; dera scoterea acestui factoru 
nu este totu de una lesne de facutu, nici nu este la tote casu-' 

qo—pe 

  rile posibila ; spre ess, espressiunea se reduce la form'a, 

0 , | “ , 
9 pentru = 0 si nu se vede vre unu factoru comunu la ambi 

termenii ei, “afara, numai deca, ne vomu servi de seria, (8) | 

applicata la a” si b”, 

  Fia functiunea, fractionara ne care pentru za valore a _ 

: 0 PIE 
a lui z se reduce Îa g: Este invederatu co valorea, acestei func- 

p (2 + 42) tiunei xesulta, din ceea urmatore FA 
w(zo+ 42) 

mentulu 4z se anulledia. Dera scimu co, candu variabila za 

unei functiunei priimesce unu crescemențu 4, functiunea, en- 10 - 

PR
E 

RR
 
p
a
 

a
 

ATA 
e 
E
 
a
m
e
 

o. 

; 

şi ţi 

+ Candu cresce- . 

  

ma
 

a 
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sasi q (2) priimesce asemenea, unu crescementu pre care lu in- Semnamu cu 4g(z), astu-feliu în catu : 
P (+ 4a)=g (22)+-4p (2), seu 1p(0)=9 (2+ 49 g(a,) Asemenea, va, fi: 

| y (20: 4a)=y (70) + My (2), seu 4ul)=w(a9+ 42) — (a) SI prin urmare : . 

9 (2.+ 4) VP (2.)+ 4p (2), 
W(20-f de) pla) Faye) Fiindu co q(2)=0 si y (20)= 0, dupre snppositiune, va fi : 

Ş (20 + Si) _dp(a)_ 
Piz 42) 2p(a) pa 

da trecendu la limite, adico facendu pre Za mai micu de câtu ori-ce catime data, functiunile p(2 + 4r) si p(2+ 4a) se 
reducu la e (a) si w(2), era funetiunile 49 (2) (2) dy (2) se 

Are de 
„d d transforma, in ste) 3 a) si esprima derivatele 9'(2), 

(2); prin urmare va fi: - 

p(2) _ ala) 
(15) W(20) (0) 

De aici resulta Tegul'a : candu ua functiune fractionara, de a P(z) „9 ţi form'a (2) se reduce la form 3g pentru ua valore particu- 
lara z, a variabilei selle, atunci cautamu în parte derivatele numeratorului si a numitorului şi punendu in loculu lui z aceea „ Yalore particulara z,, catulu acestoru derivate va esprima, va- 

a. (2) lorea adeverata, a espressiunei Pa Deca se va intempla ca 0 
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derivatele g' (2) si y (2) sa se anulledie si elle pentru z = ze, 

atunci considerandu pre acestea, ca pre nisce functiuni primi- 

five, cautamu derivatele loru (2) si (2), adico derivatele 
v 

9: (20) 
secunde alle lui g (2) si y (2) si catulu —„2 (20) va, esprima, 

  valorear adeverata a functiunzi 20 Deca si derivatele de o- | 

dinulu allu IL'* e" (2) si (2) se annlledia luamu pre acellea 

de ordinulu allu III" g”(2), p"(2) si asia mai inainte. 
ti XP | a 

Essemple. Functiunea — Pr     

a = 0, formamu derivaț'a numeratorului, adico : 
da? db” 
do aaa ela — lb =la — lb, 

da - 
candu 2 = 0; era derivat'a numitorului este -— dai = 1; asia dera 

0 — N A 1.5 
  

7 "b 

| log 1 , 0 , 
2. Functiunea 7 —— devenindu = pentru 2:= 7, formamii . 

derivatele numeratorului si a numitorului în parte :. 
d.lbge l.e d(1l—a) 

== > =   

  

de - cs da 

prin urmare : 
le 

log z z loge.. 
a a e = — loge embru a =, 

I—g  —a1 z ge 

ai , 0 

3, j devine —  pentra z = 1. Derivat'a numeratoru-   

0 . 

luandu for 25 pentru 

pentru = 0 devino = 00: ia pziă Pi 

c
e
e
a
 

am
e 
c
o
 

a
e
 

a 

    
sp

 
a
 

i 

  

 



148- 

lui estâ == 7; aceea a, numitorului este =” 1; prin urmare: 
p— 1 _ 1 7 7 Pap pentru z=7, 

3 3 : 

22 —14+(2—17 0 4, — ) devine — 3 pentru = 1; derivața, (2 — 1)?—apa 

  

- 
9 numeratorului este zei +2 (a— 1 7; aceea a numito- 

rului este = 3 (2 — 7)7 : z— 1, si valor 
puse pentru 2= 7, va fi: 

3 8 sarea ori 3-a == — 

ea espressiunei pro- 

3 Vai — 1 — 2V1—î—q 

Va a z 1 3 e i 1pe=_ a _ ; 

z co” 

Va? — 7 

» pentru a:=7, 
2
3
|
 

          

a—V2a — a dori 0 | . Za — 27 Ș 3ala al evme = pentru z= a: Deri- 

vata numeratorului este = — 

  

a—z , 
; aceea a numitoru- V2aaz — 2? 

. a . . lui este = — ( 2+ =) Prin urmare functiunea, propusa va 
fi pentru a=a : 

a—c a—q 
V2az—a Va a—a 

3a 2+9 5 2+ Z + 
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$ 5. MASSIMA SI MINIMA FUNOTIUNILORU CU VA VABIABILA INDEPENDENTA 

Ecalitatile de gradulu allu II** ne dau in unele casuri me- 
diuloculu de a determina massima si minima funetiuniloru de 
ua variabila ; dera acele casuri suntu forte speciale si numai 
teori'a derivateloru ne da metode sicure pentru deslegarea ge- 
nerala a acestei probleme. 

Sa, consideramu valorile successive alle unei funetiunei + 7] 
= f() correspundiendu la tote valorile asemenea, successive 
alle variabilei 2, admitţendu co z variedia intr'unu modu con- 
tinuu, fara intreruptiuui si fara ca sa priimesca valori infinite 
in intervallulu consideratu in care aceste din urma casuri nu 
pote sa, essiste nici massimum, nici minimum. 

Deca, valorile iui  dupre ce au crescutu incepu era a des- 
cresce, atunci g-a trecutu printr'ua, valore mai mare de cata 
acelle care o preceda seu cari vinu immediatu dupre densa; 
aceea valore o numimu valorea massimala seu unu massimnum, 
Din contra, deca, valorile lui 7 dupre ce au desereseutu incepu 
a cresce, atunci trece printi”ua valore mai mica de eatu tote 
acelle cari o preceda, si o urmedia immediatu, pre care o nu- 
mimu valore mânimala seu minimum. Ua, functiune pote sa! 
nu aiba nici minimum, nici massimum, seu pote sa aiba pen- 
tru difterite valori alle variabilei selle mai multe minima seu 
massima, | 

In figur'a alaturata, sa insem- M b 
nedie abscissele AW, An, AB 

valorile successive alle variabilei 
independente a, era ordinatele Aa, 
MN, mn, etc. valorile successive “A N 7 B 
correspundiatore alle functiunei 7 =f (2) ; atunci intre A 
si n este unu massimum NM; intre N si B unu minimum nm. 
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Determinarea, valorei massimale seu minimale a unei: fune- . 
tiunei revine la determinarea valorei correspundiende a varia- 
bilei independente care este propria sa dea, pentru functiunea 
unu massimum. seu unu minimum. 
„Candu ua functiune y=f (2) trece de la ua valore la alta ve- 
cina mai mare, priimesce unu crescementu positivu dy= d.f(2) 
pre care lu amu numitu si differenţialula functiunei f(); 

  

atunci va fi si derivat'a (2) = ) positiva. Astu-feliu 
IX 

, dz 
differentialulu si derivat'a unei functiunei care -cresce, tin- 
diendu spre massimum, remann permanentu positive. Candu 
din contra functiunea f(z) trece de la ua, valore la alta vecina 
mai mica, atunci priimesce unu crescementu negativu (des- 
cresce) ; prin urmare difterentialulu si derivat'a unei functiu- 
nei care descresce, departandu-se de massimum, remanu per- 
manenţu negative. Derivaţ'a f' (2) a unei functiunei f(z), în 
casurile celle mai comune în cari acesta este continua, seam- 
bandu dera semnulu, candu functiunea, trece printr'unu mas- 
simum, devine nulla, in acesta casu. Asemenea gasimu co de- 
“ivat'a unei functiunei trece era prin valorea nulla,, scambandu 
semnulu, candu functiunea, ensasi trece printr'unu minimum ; 
scambarea de semnu se face ensa acum de la negativu la po- 
sitivu. De aici resulta co candu ua functiune priimesce ua va- 
lore massimala, seu minimala, derivat'a anteia a acestei func- 
tiunei -devin6 nulla si scamba, sâmnulu trecendu de la positivu 
la negativu pentru massimum si de la negativu la positivu 
pentru minimum. | 
„Ca sa aflamu dera massimum seu minimum unei functiu- 
nei, formamu derivat'a anteia, o punemu ecala cu nulla si 
deslegandu ecalitatea, care resulta, aflamu valorile variabilei



„ 

independente cari anullediă acesta, derivata si care prin urmare 

dau massimum sen minimum funcţiunei propuse ; substituindu 

valorile astu-feliu aflate alle variabilei in functiunea data, de- 

terminamu valorile ei massimale seu minimale ensasi. La celle 

mai multe casuri natura functiunei ne areta deca avemu a 

face cu unu mâssimum seu minimum. 

Cu tote acestea teori'a derivateloru ne da unu caracteru si- 

curu spre a distinge massimum de minimum. În adeveru,: 

pentru casulu de massima, derivat'a variandu intr'unu modu 
continuu trece de la positivu la negativu prin nulla si prin 

urmare descresce, priimindu astu-feliu creseemente seu difte- 

rentiale negative; asia dera derivat'a ei care este derivata a 

duoa a functiunei primitive remane in permanentia negativa. 

Pentru casulu de minima, derivat'a trece prin nulla de la ne- 

gativu la positivu, prin urmare cresce; differentialulu si de- 

rivat'a ei suntu prin urmare permanentu positive şi acesta de- 

rivata este ca si mai susu derivat'a a duoa a funetiunei pri- 

mitive. 

mun, candu derivat'a anteia fiindu = 0, derivata a duoa 

este negativa seu positiva.. | 

Functiunea f (2) amu supusu-o positiva,; deca este negativa, 

atunci la massimum corespunde ua derivata a duoa positiva, 

si la minimum negativa. 

Ua proprietate importanta a functiunilora este co valorea 
loru variedia forte incetu in vecinetatea valoriloru massimale 

seu minimale. Acesta, proprietate a descoperitu-o Keppler si a 

demonstratu-o basanduse pre teorii geometrice, | 

Problema, I. Sa se determine pre drept'a AB puntulu cellu 

mai tare (slabu) luminatu, adico Ap B 

De aici resulta co ua functiune va fi massimum Se mini- 
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massimum seu minimum intensitaţiei luminei inipreunate a 
acestoru luminatori. . 

Problem'a” acesta amu tratatu-o sub unu alţu puntu de ve- 
dere, candu ne amu occupatu cu deslegarea, ecalitatiloru de 
gradulu allu II**. Notatiunea remanendu aceeasi, lumiri'a pre 
care 0 priimesce unu puntu ore care R, de la cei duoi lumina- 
tori, va, fi: 

b . 

D= ai 

Ca sa gasimu mai.lesno derivat'a antoia a acestei functiunei, 
0 punemu sub form'a : | 

f(z)= aa+ b(d—a)? 
si-apoi operamu dupre teorema a IV de mai susu : 

„. 3 a 2a 2 f ()== — 2az + 28 (d—a)?= — Et (aa 0: 
„de aici resulta : 

PI Va Vi 
a (da) seu > . 
ze d—sz 

de unde : 
. 3 3 

da , dv Ls Bi == = 
Va+Vb Va+vb 

Pentru valorea acesta a lui a derivat'a f' (2) devenindu 
== 0, functiunea 7 (2) va fi unu massimum seu minimum ; for- 
mandu derivat'a a duoa : 

„ 6a 6b F" (2) = + 6az*+ 60 (d—a)' = Taz 

vedemu co acesta, romane permanentu positiva; de unde con- 
chidemu co valorea de mai susu a lui z correspunde la unu . 

d . 
minimum allu fanctiunei f(2) = = + (da)
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Acesta valore minimala ensasi o aflamu puindu valorile lui 
az Si d — z, ceea ce da: 

fl 2)= (a la i). 

3 

Distanti'a 2 = d RR a A > fiindu mai mica de catu d= AB, 
Va+ Vă b 

puntulu cellu mai slabu luminata R va cadea intre A si B; 
de la A lumin'a cresce pre amenduve partile spre A si B, de 
unde inainte descresce era pene la distanti'a + 00 la drept'a 
de A si — OOla steng'a de B. 

II. Din tote dreptanghiurile cari potu fi inscrise intr'unu 
cercu de diametru datu d care este acelba allu carui suprafe- 
ci'a este massimala ? 

Fia « una din laturile dreptanghiului ceruta ; ceea, alta 
va fi y d2 — a? si suprafeci'a dreptanghiului va fi=ayd2 2 d2—a2; 
prin urmare : IER . 

f (2) = avd? — aa (d2 — 2) 
— a? d? — 22 Vai Da — e e TI f(a)=vVă zi fi za ji 

de und d | : D= = e unde Ța 

Asia, dera dreptanghiulu cerutu este patratulu si suprafeci a a. 
lui este massimun. 

III. Sa se impartia numerulu g in duoe parti e si a—a, 
astu-feliu în catu produciulu *.. (a — 2)" sa fia massimum, 
în si n fiindu numere intregi si positive. 

f(o)==a. (a—c), 
P (a) = ma (a — a) — na” (q -- ai |   
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seu: f (2) = am (a — pri (m (a — 2) — n) 
= 2" (a —)! (ma — ma-— n) =0; prin urmare conditinnea pentru massimum este : 

"a 

m-Fn? 

MA — 0 —- n =0, de unde : „+ — 

$ 6. FORMULA LUI TAYLOR 

Acesta formula fundamentala si din celle :mai importante in analis'a matematica, descoperita de englesulu Zazlor, ser- 
vesce intre altele pentru desvoltarea, functiuniloru in serii, dupre poterile crescende alle variabileloru. Demonstratiunea di- recta a ei, data de inventatorulu ensusi si care pare a fi ceea, 
mai buna sub multe punturi de vedere, presupune ore-cari cu- 
noscinţie de calcululu differintieloru finite, care a trebuitu sa 
fi lasatu in acesta scurta espunere a teoriei fanctiuniloru ; aici 
vomu da ua alta domonstratiune totu asia, de rigurosa, mai 
simpla chiaru, eusa mai pucinu directa. 

Sa consideramu funstiunea f(2); sa seriemu a + h in lo- calu lui a, unde 4 nu mai insemnedia unu crescementu infi- 
nitu de micu, ci ua catime finita ore-care. Astu-feliu Yomu forma functiunea f (2+ 4) si ne propunemu sa, o desvoltamu dupre poterile erescende alle lui 7. Pentru acesta sa pu- nemu : 

(16) Piz) q (ah) 
unde q (,h) insemnedia, ua, funcțiune enea, necunoscuta a lui 2 si k, astu-feliu in catu termenulu 4 . (a, h) sa se anulle- 
die pentru / =o, Din ecalitatea acesta resulta. : | pay Pet D = e) 
in care membrulu din drepta tinde a deveni = F'(2), candu 4
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"tinde a deveni==0, si dupre definitiunea derivateloru la limita 
„este =f (2), fiindu co atunci P devine unu creseomentu infi- 

nitu de micu allu variabilei a. Potemu dera pune : 
(17) deh) =f (2)+ hp), 
unde ș, (, h) insemnedia era ua functiune noua, astu-feliu in - 
catu, pentru k =o, termenulu Ș . p, (a, 4) sa se anulledie. 
Puindu in ecalitatea (16) valorea lui e (z,h) din (17) vine: 
(18)  f(z+h)=F(a)rh Fr. ai(az,h). 
De aici resulta pentru determinarea functiunei g, (z,h): 

(2, h)= e) f(a)— hf (7), 
  

care espressiune devine = 3 pentru P=—0. Applicandu ensa 

regul'a din $ 4 formnl'a (15) si observandu co derivat'a lui 
f(z +4) este aceeasi despre  sen despre 4, vomu gasi co. 
derivat'a numeratorului este f' (+ î) —f (2) si aceea a 
numitorului = 7. 2. 3, de unde: 

o Pe+=Fflo) ro) 
Pl) ra 

  

pentru co candu Ah devine unu'crescementu infinitu de micu, 
espressiunea, acesta esprima, derivat'a lui f' (4), seu derivat'a 
a duoa a lui f (2). Fiindu co dera p.(2,h), pentru kh=0 

a 

  devine = ——3: potemu pune : 

e, (z,h)= [0 + hp (&, h), 

unde g» (, h) insonnodia ua noua functiune care pote fi de- 
terminata, ca si funcțiunile g (z,h), g. (2, h). Puindu i in (18) 
aflamu : 

(9) Per =HDt prd As Fo ri. gate. 
. 

Ri 
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| De aici resulta, era, pentru determinarea lui > (2, h) : 
m Pa bf dr 73rf to) ga) = pa 
  

  
  

, 0 Fiind co.espressiunea, acesta se reduce la g bentu 4 =0, 
applicamu era regul'a din $ 4, formula (15), formandu suc- 
cessivu de duoe ori derivatele numeratorului si pre alle numi- 
torului in parte, ceea ce da : 

pa, h) 
Per PO_ 1 Peh-flo 1 p 1.2.3.h 133 h —raz! 

Astu-feliu potemu era, sa punemu : 

F (2) Pe (2, h)= gt hga (e, h) 
si puindu in (19) aflamu : 

F(z+ h) | ah 2, h3 ADI (Dra ra (+a 
Fara Ca să mergemu mai inainte, vedomu legea, dupre care se 
formedia termenii succesivi ; fia-care din ei cuprinde cresce- - 
mentulu 4 Ja ua potere mai inalta cu ua, unime de catu ter- 
menulu precedinte, era coefficionţii acestorn poteri alle lui / 
suntu derivatele de acellasi ordinu (aretatu prin esponentulu 
lui 4) alle functiunei (2), impartite cu productulu nuimere- 
loru naturali 7, 2, 3, 4.7.+.de lă Z pene la numerulu care 
axeta ordinulu derivalei ; astu-feliu so formedia formul'a, : 

pi h 2 , MB , (20) [(2+ =f/(0)-+IP(e) + 15101 Do (ri. 

ET Sal. 
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care este aceea alui Taylor. Acesta formula este supusa laore 

cari restrictiuni, despre cari nu potemo trata, in aceste elemente. 

Matematici cari au simtitu importanti'a ceea mare a aces- 

tei formule s'au grabitu a o demonstra în diferite moduri si 

astu-feliu essista ua multime de demonstratiuni pentru acesta. 

Unu interessu istoricu presinta demonstratiunea, data de La- 

grange, unulu din cei mai mari matematici francesi ; demons- 

trafiunea lui ensa nu este nici rigurosa, nici generală si de 

aceea astadi este lasata de toti; numai unii din autorii de 

algebre elementare o reproducu, nepotendu a se ivaltia la . 

principiele mai sanetose alle calculului infinitesimalu. Lagrange 

a pretinsu sa deduca, si sa fundedie pre aceea demonstratiune 

tota teori'a derivateloru si a functiuniloru si a crediutu co va 

potea sa scape de teori'a limiteloru a lui Newton si a diiteren- 

tialeloru lui Leibnitz; spre acesta a; si scrisu duoe tratate : 

Thâorie des fonctions analytiques si Legons sur le calcul 
des fonctions. "Teoriile lui ensa au fostu defectuose si nu au 

potutu asea nici unu successu, de catu numai la inceputulu 

apparitiunei acestoru tratate, cari negresitu sub alte punturi de 
vedere au merite mari. Ecca cum se esprima in privinti'a loru 
unu autoru francesu ( Cowrnot) din cei mai stimati:: « Deca 
-« aceste duoe tratate, din caus'a numelui imposantu allu auto- 

«< rului loru, au fostu d'anteiu admisse de ua generatiune in- 

« tnega de juni matematici ca bas'a, insiructiunei in matema- 

« tica, ua essaninare ensa mai profunda a trebuitu sa arete 

« co în elle se afla unulu din acelle paralogisme metafisice, 
« în cari potu sa cadia chiaru invetiaţii cei mai mari, candu 

< natuu'a subjectului loru ii silesce sa, iasa din analis'a si siu- . 

“< tes'a seientifica, ca Sa intre in critic; a ideilor u cari formedia 

« materialula ensusi allu stientiei. > 

“BIBLIOTECA CENTRALI   

A
I
 

i 

  



158. 
SD sera 

. 

Sa facemu in formul'a (20) 2 =a, h=a, ceea ce va sa, dica sa, punemu pentru 2 ua valore determinata a in functiu- nea primitiva f(2) si in derivatele ei si sa, ceremu valorea, ge- nerala a functiunei f (2), va veni : 
(21) fiara) 

2 3 â OF (0+ 7r+ Tal (0) +. 
ua formula care ne da, functiunea / (2) esprimata intr'aa sâtia | dupre poterile crescende alle variabilei 2, candu cunoscomu valorea functiunei si a derivateloru ei pentru ua singura, vas lore a variabilei a, 

Candu 4 =-0, formul'a de-mai susu se traustorma in cea urmatore : 

(22) f(z) 
a 32 3 4 OO ro+ ro+ Tal) + 

numita obicinuitu formul'a. lui Mac-Laurin, cu tote co ade- veratulu inventatoru este Stirling. Acesta formula, este totu asia de generala ca si aceea, a lui Taylor; Mac-Laurin seu Stirling, amenduoi euglesi, au demonstratu-o îndependentu de „ formul'a lui Taylor. e Aa Ca, sa, damu unu essemplu forte simplu din nenumeratele la care se applica aceste formule, sa ne propunemu sa demon- Stramu binomulu lui Newton. Atunci f(a-) =a, Pf (0)=ma”, (0) = m (n— Da2,.../( + h) = (2 +H9", 8i prin urmure : 

    

m(m — 1 , Fie+ = (24 hn= 2" nai + mn) Rae i, 
Pentru allu duoilea, essemplu sa luainu funcliunea, e; pen- tru 2 =0 vomu avea ee — 7 ; prin urmare f (2) = a”, f(0)=1,
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f(0)=e6=7, f'(0)=1, ete. si applicandu formul'a lui 
Mac-Laurin, vine : - 

aa a ah 
fo)=e=ititiatizat 15.32 

formula pre care o cunoscemu de mai inainte. 

  
  

$ 7. DESPRE INTERPOLATIUNE 

Candu ua caftime este ua functiune a unei alte, candu de- 
pinde de acesta printr'na ecalitate algebrica de unu gradu su- 
perioru la allu II"**, seu printi" ua ecalitate transcendenta,, adico 
in care necunoscut'a intra ca, ua catime esponentiala,, logarit- 
mica, goniometrica, ete., atunci de multe ori ecalitatea, este 
insolubila si in celle mai multe casuri, deca solutiunea se pote 
face, va fi lunga si complicata preste mesura; se pote enca, 
intempla, si acestu casu este forte importantu, nu numai pentru 
co a condusu la teori'a, interpolatiunei, deru mai cu soma, pentru 
co se presinta in totu momentulu la, applicatiunile sciinţieloru * 
fisice, se pote intempla, nici sa nu cunoscemu ecalitatea,, lega- 
tur'a intre duoe catimi dependente una, de alta, ci sa scimu numai 
ce la nisce valori date alle uneia din elle correspundu nisce valori 
asemenea cunoscute (spre ss. determinate prin esperientie ) alle 
cellei-alte si sa ceremu a areta printr" ua formula matematied 100; 
dulu legaţurei loru, seu a intercala, a interpola, între duoe pe- 
rechi alle acelloru catimi dependente una de alta, unu numeru de- 
terminatu de valori noue. Acesta este problem'a interpolatiunei 
care se pote resolve prin formula interpolatiunei a lui Lagrange. 

Fia y si z celle duoe catimi dependente una, de alta; sa 
represintamu relatiunea necunoscuta, intre aceste duce catimi 
prin ecalitatea : 

(e) YV=a+ boier. hal  
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Candu valorile variabilei z formedia ua progressiune arit- „melica, atunci in locul formulei (3 potemu pune ua alta mai simpla, daţa multu mai inainte de Newton si pre care se ba- sedia si demonstratiunea, directa a formulei lui Taylor. For- mul'a de interpolare a lui Newton este forte desu intrebuin- tiata, dera aici nu potemu sa o demonstramu, pentru co pre- supune cunoscinti'a calculului cu difterintie finite. 

Fixe. ” 

A îy ă | . A — ji pd 
4 Î + 

=
>
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