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PRÉFACE. 

L' Ouvrage dont | je publie aujourd’hui la première Partie est 

le résumé des Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant les 

hivers de 1882 à 1885, J'avais commencé l’exposilion de la Théorie 

des surfaces dans Le but unique d'y trouver des applications nou- 

velles de la théorie, si vaste ct si peu connue, des équations aux 

dérivées partielles. Je comptais consacrer une année à peine à cet 

enseignement; mais l'intérèt du sujet, et aussi les demandes de 

‘mes auditeurs, m'ont entraîné bien au delà des limites que j'avais 

primitivement fixées. 

Ce premier Volume comprend trois parties distinctes. Le pre- 

micr Livre traite des Applications à la Géométrie de la théori 1e 

des mouvements relatifs; j'aurai à revenir sur les propositions 

qui y sont exposées, dans la partie où seront étudiées plus tard, 

avec tous les détails nécessaires, les belles formules de M. Co- 

dazzi. Le second Livre contient l'étude des différents systèmes 

de coordonnées curvilignes. J'y considère successivement les 

systèmes à lignes conjugués, dont l'étude a été trop négligée, les 

lignes asymptotiques, les lignes de‘courbure, les systèmes ortho- 

gonaux et isothermes. | 

Le Volume se termine par la Théorie des surfaces minima où 

j'ai mis à profit les travaux si remarquables publiés'par d'éminents 

géomètres dans ces dernières années. Elle forme à peu près la 

moitié de ce Volume; sauf les trois derniers Chapitres qui ont été 
rédigés au moment de l'impression, elle a été enseignée à deux
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reprises diflérentes, en 1882 et 1885. Une ou deux questions im- 
portantes ÿ ont été omises; elles seront mieux à leur place dans 
la suite, quand j'aurai donné les propositions générales auxquelles 
on peut les rattacher. | 

Suivant son habitude constante, M. Gauthier-Villars, après 
avoir accueilli cet Ouvrage, a apporté tous ses soins à l'impression ; 
qu'il reçoive ici mes plus vifs remerciements; je dois aussi les 
adresser à mes auditeurs, qui ont désiré voir ces Leçons publiées, 
et plus particulièrement à un de nos jeunes géomètres, M. G. 
Kænigs, Maître de Conférences à l'École Normale, qui.a bien 
voulu m'aider dans la revision des épreuves. 

14 juin 1887. 

ÈS —
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DES SURFACES. 
  

  

PREMIÈRE PARTIE. 

LIVRE I. 
APPLICATIONS À LA GÉOMÉTRIE DE LA THÉORIE 

| DES MOUVEMENTS RELATIFS. 

CHAPITRE L 
DU. DÉPLACEMENT A UN PARAMEÈTRE ; APPLICATION A LA THÉORIE 

DES COURBES GAUCIIES, 

Déplacement d'un système invariable. — Application à la théorie des courbes 

gauches. — Propriété caractéristique de l’hélice. — Formules de M. J.-A. Serret. 
— Indicatrice sphérique. — Recherche de la courhe dont les normales prin- 
cipales sont aussi normales principales d’une autre courbe. — Développées des 

courbes gauches. | 

‘ 

1. Considérons un corps solide ou système invariable, mobile 
autour d’un point fixe. On sait qu’à un instant quelconque les 

vitesses des différents points du système sont les mêmes que s’il 
tournait autour d’une droite passant par le point fixe, droite qui à 

reçu le nom d’axe instantané de rotation. On démontre en Mé- 
canique que les rotations peuvent être représentées géométrique- 

ment par des droites, comme les forces, et composées ou décom- 

posées suivant la même loi, c’est-à-dire que, si l’on compose ou si 
. l’on décompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimée 

par la rotation résultante à un point quelconque est la résul- 

D.— I, I
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Lante des vitesses qui seraient communiquées au même point par 

chacune des rotations composantes, existant isolément. On sait 

aussi que, si l’on considère un point mobile par rapport au système 

invariable, la vitesse absolue de ce point est la résultante de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d'entraînement. On désigne sous 
ce nom la vitesse qu'aurait un point qui, à l'instant considéré, 
coïnciderait avec le point mobile, mais demeurerait iñvariablement 
lié au système solide. ‘ 

I! résulte de ces propositions que l’on pourra construiré, à un 
instant quelconque, les vitesses de tous les points du système inva- 
riable dès que l’on aura, en grandeur et en direction, la rotation 
à cet instant. 11 semblerait naturel de déterminer à chaque instant 

celte rotalion par ses composantes relatives à trois axes rectangu- 
laires, fixes dans l’espace et ayant pour origine le point fixe du 

système solide. En réalité, les éléments les plus importants, les 
seuls qui permettent le plus souvent une étude approfondie du 

mouvement, ce sont les composantes de la rotation relativement à 
des axes mobiles, entraînés dans le mouvement du système inva- 
riable. Rappelons rapidement la méthode employée en Mécanique. 

Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant par le point fixe O 
du système et Ox, O7, Os trois axes rectangulaires invariable- 
menL liés au système mobile. Nous supposcrons que les deux sys- 
"lèmes d’axes aient la même disposition, c’est-à-dire qu’ils puissent 
être amenés à coïncider. De plus nous supposerons que les sens des 
axes aient été choisis de telle manière que la rotation autour de 
OZ, qui déplaccrait OX du côté de OY, soit représentée par üne 
droite dirigée suivant la partie positive de OZ. Nous déterminerons 
les axes mobiles par les cosinus des angles qu'ils forment avec les 
axes fixes. Pour cela nous écrirons le tableau : 
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ui fait connaître les cosinus des angles formés par chacun des : 5 P 
axes fixes avec les axes mobiles. 

On a les relations 

abc? — 1x, aa + bl'+ cc —0, 
a+at+atir, ab + a'b'+ ab" —0, 

  

@) a b c ‘ 
a =b'e"— cb", a b' c'|=r, 

a" bc” 

auxquelles il faut joindre toutes celles que l’on obtiendrait par des 
permutations circulaires effectuées, soit sur les letires, soit sur 

. les indices. Rappelons encore que les neuf cosinus peuvent être 
exprimés par les trois angles d'Euler, au moyen des formules (!} 

&—=  cosû sing sin + cose cost, 
b=  cosûsing cos — cos sine, 

' c==  sinôsin®, 

a’ cosû cosŸ sine — sind cose, . 
(2) b'=—  cosû cost coso + sind sine, 

° c'r= sind cost,” . 
a"= —sin0 sine, 

| b'= — sin0 cose, 

| c'=  cosi, 

: Désignons maintenant par p, q, r les composantes de la rotation à 
Pinstant £ par rapport aux axes mobiles. Considérons un point 

.dont les écordonnées soïent x, }', 5, relativement aux axes mobiles, 
et cherchons les composantes de sa vitesse absolue par rapport 
aux mêmes axes. En écrivant que cette vitesse absolue est la résul- 
tante de la vitesse-rclative et de celles qui seraient dues aux trois 

(*) Dans ces formules, 4 désigne l'angle de OX avec l'intersection commune ON 
des deux plans des x} et des XY, & désigne l'angle de Ox avec la même droite ON ; 
enfin 0 est l'angle de Oz et OZ. L’angle ÿ, mesure la grandeur de la rotation 
qu'il faut imprimer à ON dans le plan des y, et dans le sens direct, pour faire 
coïncider ON avec Ox; on peut supposer qu'il varie de o° à 180. De mème, 4 
mesure la rotation que l’on doit imprimer à ON dans le plan des XY, toujours 
dans Le sens direct, pour amener cette droite à coïncider avec OX : cet angle varie 
de o° à Go.
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rotations p, g, r, on obtiendra les expressions suivantes de ces 

composantes oi 
dx 

Vz= 7 +<q3—rY; 

* Fr — op s (3) Vr= +rx—p ; 

d: 
Ve Z rer Ir 

dont nous aurons souvent à faire usage. 
Nous allons montrer, dès à présent, comment on peut en déduire 

les expressions de p, g, r en fonction des neuf cosinus et de leurs 
dérivées par rapport au temps. Pour cela, considérons le point pris 

sur l'axe OX à la distance r. Ce point a pour coordonnées relatives 

(c’est-à-dire relativement aux axes mobiles) a, b, c. En exprimant 
que sa vitesse est nulle et en appliquant les formules (3), nous ob- 
ticndrons les équations fondamentales 

da 
srl = br — cg, 

: db . 
(5) D = Par, .: L 

. d 

A = aq — bp, 

auxquelles on peut joindre les suivantes 

  

_ = b'r—c'q, 

(4) D =cp—a Tr, — 

° a = «q—V'p; 

bre. 
C4). Ÿ = c'p—a"r, — 

de” 

dr 1 Pr: 
, z °« que l’on démontrera de la même manière. 

‘
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On déduit de là les formules 

pdt= Scdb=—2©°&bde, 

(5) | g dt==Xadc=—X%c da, 

le de= SD da = sad, | 

qui donnent les valeurs cherchées des rotations. Si l’on remplace 
les cosinus par leurs expressions en fonction des angles d’ Euler, 

on aura le système 

dy dû 
p =sin® sin0 D — cos ? 

dy a 
(6) q = cost esin0 TE sing? 

ee 050 À, Eau æ&? 

qu'il serait aisé de démontrer géométriquement. En résolvant par 

rapport aux dérivées des angles, on trouve 

di : 
. Ti :gsin? —pcose, 

UE 
(3) sin À = gC05® + p sino, 

ds : 
ner cot0(p sing + q cose). 

2, Tout cela étant rappelé, nous allons étudier la question sui- 
, Yante, qui est fondamentale dans notre théorie: On donnep,q;r 

en fonction du temps t, et l’on propose de déterminer complè- 

tement le mouvement. 

Il est clair que la question sera résolue si l’on a les expressions 
des neuf cosinus en fonction du temps. Or il résulte immédiatc- 
ment. des formules (4) que, si l'on sépare les cosinus en trois 

groupes, formés respectivement de a, d,c; a, b', c'; a”, D’, c”, 
les trois cosinus de chaque groupe sont des solutions simultanées 
du système 

da 
TH PT UT 

. ° d3 _. | 

(8) TH =tP— ar 

dy 
| de = xqg— pp.
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Toute la difficulté se réduit donc à l'intégration de ce système. L'étude détaillée de cette intégration fera l'objet du Chapitre sui- vant. Pour le moment nous nous Contentcrons de signaler les pro- priétés suivantes du système (8). 
D'abord, par suite de sa forme linéaire, il admettra toujours une solution, ct une seule, pour laquelle les valeurs initiales de 4, B,y seront donnécs. 

EL En second licu, si a, By; a, £, Y désignent deux systèmes de solutions quelconques, les cxpressions 

fre, qu BB y, 24 gr 7° 
Seront des constantes. On le reconnaît aisément en les différentiant et Lenant compte des équations (8). 

Ces propriétés vont nous permettre d'établir qu'il y a toujours, quelles que soient-les Expressions de p, q, r en fonction du temps, une infinité de mouvements dans lesquels ces trois quantités sont les Composantes de la rotation relativement aux axes mobiles, Considérons en effet un trièdre trirectangle (Ts), de même sens que Île trièdre OXYZ, formé par les axes fixes et soient os Vo, Co; -.. les cosinus directeurs de OX, OY, OZ par rapport aux axes de (Ts). Détcrminons les trois systèmes de solutions des équations (8), à, b, c: a, V',c'; a", W', ce, qui correspondent respectivement aux valeurs initiales suivantes : Gos Dos Co; 45, D, 
Co Los Do (UE 

Les fonctions, telles que 

+ bte, . a@"+ bb'+ ce, … 

ant pour valeur initiale 1 ou 0, et devant rester constantes d’après les Propriétés du système (8), ne cesseront pas de con-. server leurs valeurs initiales ; par conséquent, les neuf quantités a; a', a", ... seront à chaque instant les cosinus directeurs de- trois droites rectangulaires formant un trièdre mobile (T) dont la posilion initiale sera (To). Comme cette position initiale peut être choisie à volonté, on voit qu’il exisie une infinité de mouvements. pour lesquels p, 7: T Sont des fonctions données du temps. Tous ces mouvements, qui dépendent de trois constantes arbi- traires, se réduisent au fond à un seul, mais qui serait rapporté à des axes fixes différents.
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En effet, considérons, dans l’un quelconque d’entre eux, la posi- 
tion occupée par le trièdre mobile à l'instant initial, et choisissons- 

la pour le système d’axes fixes auquel nous rapporterons le mou- 

vement du système mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus 
sont alors 1 ou o, la solution qui correspond à ces valeurs 

numériques ne contient aucune constante arbitraire et est bien 

déterminée. ‘ 
Il résulte de ce qui précède que, lorsqu'on aura obtenu une 

solution quelconque du problème, c’est-à-dire un système de valeurs 

des neuf cosinus, il suffira, si l’on veut avoir la solution la plus 

générale, de changer d'axes fixes, ce qui introduira trois constantes; 

puis de supposer que les nouvelles formules se rapportent aux 

anciens axes. 

3. Nous allons maintenant étudier le cas où le système mobile 
- ma plus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes p, q, 

r celles de la vitesse de l’origine O des axes mobiles, prises tou- 
jours relativement aux axes mobiles Ox, Oy, Os. Désignons-les 

- par Ë,n, €; jointes aux trois rotations, clles interviennent dans 

toutes les questions relatives à l'étude du mouvement. Supposons 
que l’on connaisse les expressions de ces six quantités en fonction 

du temps, et cherchons comment on déterminera le mouvement 
du trièdre mobile. Désignons par (T) ce trièdre mobile, et soit 

(T") le trièdre dont l'origine est un point fixe quelconque el 

dont les axes sont parallèles à ceux de (T). À un instant quel- 

conque les deux trièdres sont animés de la même rotation et, par 
conséquent, les neuf cosinus se détermineront au moyen de p,q;,r 

comme dans le cas précédent; d’ailleurs, si X5, Vos Zo désignent 

les coordonnées de l'origine mobile O par rapport aux axes fixes, 
on a évidemment, en projetant la vitesse de cctte origine sur les 
axes fixes, 

dXs > 
| = aë + bn +ct, 

dYo , , 
(9) : = +bn+Ct, 

dLo "> r ny. 
Te = Titane 

Quand on aura déterminé les cosinus, ces formules feront con-
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naître X5, Yo; Lo par de simples quadratures qui introduiront trois 
constantes nouvelles. : 

Ici encore, tous les mouvements possibles correspondants aux 
différentes valeurs des six constantes arbitraires se réduisent à un 
seul et même mouvement, observé par rapport à des axes diffé-. 
rents; car l'intégration n’introduit aucune constante arbitraire et 
ne donne qu’un seul mouvement, si l’on suppose que les axes fixes 
coïncident avec la position initiale des axes mobiles. 

: Jerappcellerai, relativement au cas que nous venons de considérer, 
que si æ,y,s sont les coordonnées d’un point relativement aux 
axes mobiles, la vitesse absolue de ce point aura pour composantes, relatives aux mêmes axes, les trois quantités | 

| dx 

ar? 
(10) Vy=nrz ps a, 

x Ë+gs—ry + 

dt 

Considérons, par exemple, les points invariablement liés au SYS- tème mobile et cherchons ceux pour lesquels la vitesse est mini- mum. Î] faudra déterminer les valeurs de &, ÿ,3 rendant minimum la somme 

+937} + (+ FD —pPsR + (Ep — qu}. 
En égalant à zéro lès dérivées Par rapport à x, à J° et à z, on ob- - Uent trois équations qui se réduisent aux deux suivantes : 

k = ° : SITES nr ps C+py—gr . — = . P_. q r 
Ces deux équations représentent une droite, l'axe central du . « TA Le 

. 
Mouvement à l'instant considéré. On trouve facilement, pour la valeur commune dès rapports précédents, 

ÉP+rg+tr . P+girre? s 

ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse, 

ÉPHig+er 
VPi+ gr
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La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement du 
système se réduise à une simple rotation est donc la suivante 

ép+ig+ir=o, 

et, dans ce cas, l'axe de rotation est représenté par les trois équa- 
lions 

| Ê+gs—ry =0, 

(ni) U+HFT—-p3=0, 

C+py—qgx=0, 

qui caractérisent en effet les points dont la vitesse est nulle, comme 
le montrent les formules (10). . 

© 4. Pour indiquer dès à présent une application des propositions 
précédentes, considérons une courbe gauche quelconque et étu£ 
dions le mouvement du trièdre (T) formé par la tangente que nous 
prendrons pour axe des x, la normale principale que nous pren- 
drons pour axe des y’, en la supposant, par exemple, dirigée vers 
le centre de courbure, et la binormale qui sera l’axe des 5 et dont 
le sens est défini par les conventions déjà faites. . 

, Prenons Parc s comme variable indépendante où, ce qui estla 
même chose, supposons : ‘ 

‘ ds 
a = 1. 

Onaici | 
° Ë=1, rx=0, E=o, 

et, si x; 3, 3 désignent les coordonnées du point de la courbe, 
qui est le sommet du trièdre, par rapport à des axes fixes, 

dr ,__d r _ 45 
A = —) a = 

ds ds”? 77 

+ 
Les formules générales (4) nous donnent 

(12) da= (br —cq)ds, db =(cp— ar)ds, de = (ag — bp} ds. 

Exprimons que la binormale, dont les cosinus directeurs sont c, 
c', c”, est perpendiculaire au plan osculateur, c'est-à-dire aux deux 
droites dont les cosinus ‘directeurs sont a, a, dt a+ da, 
a'+ da, «+ da”. L'une des équations sera satisfaite d'elle-même



J0 - LIVRE LE — CHAP. I. 

et l’autre nous donnera la condition 

Ecda= qds=0o. 

Ainsi la composante g doit étre nulle, et les formules (12) se 
réduisent aux suivantes : | 

da db ‘ (13) Ts 0" ds -PTan. x = bp. 
‘ 

IL est aisé d'obtenir la signification géométrique des rotations P 
ctr. 

Menons en effet par un point'fixe des parallèles aux arêtes du 
trièdre (T); nous obtiendrons un trièdre (Ti) dont la rotation sera 
la même, à un instant quelconque, que celle du trièdre (T'). Un 
point situé à la distance 1 sur l'axe des + du trièdre (T,) aura une 
vilesse dont les Composantes seront, d’après les formules (3), 

0, 7, 0, 

cl; par conséquent, ce point décrira le chemin 7 ds; ou, ce qui est 
la même chose, la tangente à la courbe tournera de l'angle r ds . Œuand son point de contact décrira l’are ds; donc la composante r 
est égale à là première courbure de la courbe. : 

En prenant un point situé à la distance 1 sur l’axe des 5 du tièdre (T;), on verra de même que les composantes de sa vitesse 
scront 

0, —P; 0, 

€t, par conséquent, le plan osculateur tournera de l'angle — p ds, quand le point de la courbe décrira l'arc ds. En d’autres termes, — P Sera la torsion de la courbe. Ainsi nous pourrons poser 

(14) r= 21, P=— à, 
. ‘ 

p et+ désignant les rayons de courbure et de Lorsion, et les for- mules (13) deviendront 

Q5) dB de bb dc a 
ds _ p? ds 7 ds T7 pp 

On reconnaît les formules de.J.-A. Serret, qui jouent-un rôle si Mporlant dans la théorie des courbes gauches.
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. La méthode qui nous a permis de les établir met en évidence 
quelques ‘propositions qu'il serait aisé de démontrer autrement ct 
dont on fait un usage continuel dans les démonstrations géomc- 
triques. 

Étant donnée la courbe gauche (C), si par l’origine on mène une 
parallèle à la tangente de cette courbe, de longueur égale à 1, l’ex- 
trémité de cette parallèle décrira une courbe sphérique que nous 
appcllerons, avec M. P. Serret, l’indicatrice sphérique de la 
courbe gauche. Il résulte de ce qui précède que la tangente à l'in- 
dicatrice sphérique est parallèle à la normale principale de la 
courbe (GC); car le point qui décrit l’indicatrice est celui qui est 
situé à la distance 1 sur l'axe des x du trièdre (T,}, et nous avons 

vu que la vitesse de ce point est égale à : et parallèle à la normale 
principale. | | |: 

De même, si par l'origine nous menons une droite de lon- 
gueur 1, parallèle à la binormale, l'extrémité de cette droite scra 
le point à la distance 1 sur l'axe des 3 du trièdre (Ti); ce point 

aura une vitesse égale à - et qui sera encore parallèle à la normale 

principale; la courbe sphérique qu’il décrit sera parallèle à l’indi- 
catrice : on l’obtiendra en portant sur les grands cercles normaux 
à l’indicatrice, et dans un sens convenable, une longueur égale à 
un quadrant; en d’autres termes, ce sera la courbe polaire de 
l’indicatrice sphérique. . | 

6. Nous signalerons encore le théorème suivant qui est fort 
important (!): 

Toute courbe, dans laquelle le rapport À est constant, est une 

hélice tracée sur un cylindre quelconque. 

En effet, si nous considérons le mouvement du trièdre (T;) pa- 

  

(1) Voir, au sujet de ce théorème : 

Puisetx, Problème de Géométrie (Journal de Liouville, r°* série, t. VIT); Ber- 
TRAD, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes (Journal de Liou- 
ville, x°* série, t. XIIT); Liovvitue, Application de l'Analyse à la Géométrie par 
Monge, 5 édition, Note I.
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rallèle à (T), nous savons que, la composante q étant nulle, l'axe 
instantané de rotation est toujours dans le plan des æ5. Lorsque le 

à rapport Ê ou —E demeurera constant, cet axc instantané deviendra 
fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait que, lorsque l'axe 
instantané occupe une position invariable par rapport au système 
mobile, il demeure fixe dans l’espace. Le trièdre (Ti) tournera 

‘ donc autour d’une droite fixe: son axe des æ, qui est parallèle à la 
tangente de la courbe, fera un angle constant avec cette droite fixe 
ct engendrera un cône de révolution. On reconnaît la propriété 
caractéristique de l’hélice.tracée sur un cylindre quelconque. 

Lorsque p et = sont constants, cette hélice est tracée sur un 
cylindre de révolution. Dans ce cas, en effet, le mouvement du 
trièdre (T) présente à chaque instant une translation et une rota- 
tion invariables. Alors tous les points du système mobile, et en 
particulier l’origine du trièdre, décrivent des hélices tracées ‘sur 
des cylindres circulaires droits. 

T. Dans le mouvement que'nous venons d'étudier, trois des 
six quantités Ë, ..., p, ... sont nulles. Nous allons montrer que, 
réciproquement, si l'on a 

n=i=g=o, 
5 + *. PE . D: l’origine du trièdre décrit une courbe qui est langente à l'axe des 

æ de ce trièdre et admet l'axe des y pour normale principale. Le 
Premicr point résulte immédiatement des équations 

4=$=o. 
, ‘ e | _ D'autre part, la Composante g étant nulle, nous avons 

| Ecda=o. 
, 

. . 
à ‘ 115 

L’axe des : du trièdre mobile est donc normal à deux positions ‘Consécutives de l’axe des +. En d’autres termes, le plan des x)" est le plan osculateur de la courbe décrite par l'origine des coor- données. 
. En réduisant toutes les vitesses dans le même rapport, de ma- 

nière que Ë devienne égale à 1, on doit remplacer p, r par F Fe 
$ La courbure’ et la torsion de la courbe sont données par les for-
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mules 

(16)   

. _ 

8. La méthode cinématique que nous venons d’exposer s’ap- 
plique d’une manière élégante à la solution complète du problème 

suivant, complètement résolu par M. Bertrand (!) : Aechercher 

s’il existe une courbe dont les normales principales soient aussi 

normales principales d’une autre courbe. 
Soient M un point de la courbe donnée et (T'} le trièdre relatif 

à ce point. Si l’on porte sur la normale principale une longueur 

MM = a, la vitesse du point M aura pour composantes 

da 
Fra, 45”? PA; 

suivant Mr, My, M3 respectivement; cela résulte des formules 
(10). Si l’on veut que la courbe décrite par le point M soit nor- 

male à MM, il faudra que l’on ait 

a devra être constant : ce résultat était évident a priori, et nous 

aurions pu le supposer immédiatement. 

Alors la vitesse o de M’ est perpendiculaire à My et, si l’on ap- 

pelle w l'angle qu’elle fait avec Mx, on a 

b COSW —=1— rt, 
A     

  

y sin & = pa. 

La droite M A alors normale de la courbe décrite par le 

point M’; mais elle ne sera pas en général normale principale. 
Construisons le trièdre (1°) formé par la tangente M'z' à la courbe 

décrite par le point M”, par la droite M'y et par la perpendiculaire 
s 

commune à ces deux [droites, ct remarquons que l’axe des y .de 

  

(*) J. Benrraxn, Mémoire sur la théorie dés courbes à double courbure 

(Journal de Liouville, 1° série, t. XV, p. 332). Voir aussi le MEmoire de M. Bonnet 

inséré dans le XXXH° Cahier du Journal de l'École Polytechnique, où l’auteur 
démontre (p. 134) que, si deux courbes ont les mêmes normales principales, leurs 
plans osculateurs aux points correspondants font un angle constant. ‘
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ce trièdre coïncide avec l’axe de même nom de (T). On aurait un trièdre ayant même orientation que (T') en faisant tourner le trièdre (T') de l'angle w autour de son axe des J On obtiendra donc la rotation instantanée du trièdre (T”) en composant les deux : .,! ss + d rolaons p, r du trièdre (T) avec une rotation Te autour de M. 

Or la condition nécessaire et suffisante Pour que la droite M)- ou My soit la normale principale de la courbe décrite par le point M' est, nous l'avons vu, que la rotation de (T) autour de’ M'y soit nulle. 11 faudra donc que l’on ait ‘ 

do 
dd 9° 

EL, par suite, que l’angle w soit constant. Ainsi les plans osculateurs des courbes décrites Par les points M, M devront se couper sous un angle constant w. 
oo Si l’on se reporte maintenant aux formules (15), on en déduit, par l'élimination dev, | 

sinw 
l'in -- D COSw a S TP 

ou, en remplaçant et p par leurs expressions géométriques, 
(8) : sintw [sin  cosw 

a P 7 

  

Il y" à donc une relation linéaire entre les deux courbures. 

9. Réciproquement, s'il existe une relation linéaire entre les deux courbures 
| 

la courbe Jouira en général de la propriété indiquée. On identi- ficra la relation précédente avec l'équation (18), et l’on aura 

A B ad= —, Cottu = — —. 
G 

À 

Signalons Cependant deux cas d'exception : .) 
: . Si l'ona C— °, Sans que À soil nul, la relation entre les cour-
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bures prend la forme 

«
1
 

= const., . 

et a devient infini. Ainsi la seconde courbe, lieu de M’, est rejciéce 
à l'infini. La courbe proposée est alors une hélice. 

_ Sil'ona A — 0, c’est-à-dire si la courbe a une torsion constante, 
a est nul et les deux courbes, lieux de M et de M’, se confondent. 

On peut avoir plus de deux courbes ayant les mêmes normales 
“principales : 1° si la valeur de a est indéterminée, c'est-à-dire si 

l'on a A—C—o; dans ce cas, la courbe sera plane; 2° s'il y a 
plus d’une relation linéaire entre les courbures, c’est-à-dire si les 
deux courbures sont constantes ; dans ce cas, l'équation (18) sera 
salisfaite pour toute valeur de a ct fera connaître w; il y aura done 
une infinité de courbes ayant les mêmes normales principales. La 
courbe primitive et, par conséquent, toutes les autres seront des 
hélices tracées sur des cylindres circulaires droits; la surface 
formée par les normales principales sera l’hélicoïde gauche à plan 
directeur. 

10. Revenons au cas général et cherchons les deux courbures 
de la courbe lieu de M’. Le trièdre (T'} relatif à cette courbe est 
invariablement lié au trièdre (T). Hsuffira donc, pour avoir les 
composantes p’, r” relatives au trièdre (T'), de projeter les rota- 
Lions p, r sur les axes de (T'). Cela donne 

P= ptosw+rsine, 

1'= — p sinw +7 Cosw. 

, , 1 Or on a, d’après les formules (16), en désignant par FT les 

deux courbures de la courbe licu de (M'}, 

eo e 
1 — P — . P = — =) F=- 

Les relations précédentes nous donnent donc, par la substi- 
tulion des expressions de Ps Pi; 

  

    

    

e cose) sinw F 

He p ? 

(19) . 
çe sin wo cost 

PT tp”
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formules auxquelles on peut joindre le système suivant, obtenu 
en remplaçant r et p par leurs expressions dans les formules (15): 

. p COSW = 1 — 

(20) 
À à sine = — 

- Les formules (19) et (20) contiennent toutes les relations entre 
les deux courbes. On en déduit, par exemple, 

cos w sin &w sinw 
5 7 = — 

+ ° P (42 
    

  

relation linéaire entre les deux courbures de la nouvelle courbe 
dont l'existence était évidente a priori, D'ailleurs le système (19) 
peut. être remplacé par le suivant 

  

cos w 
—_ =l+ —) . P ? (21) ‘ . 

Sin o «a 

To T3? 

qui est beaucoup plus simple (t). 
L'un des cas particuliers les plus intéressants avait été déjà 

signalé et étudié par Monge (?):.c’est celui où les plans oscula- 
teurs des deux courbes sont perpendiculaires ; on a alors 

P= a p'=—a. 

Chacune des deux courbes est le lieu des centres de courbure de , . . , . , : l’autre et aussi le lieu des centres des sphères osculatrices à l’autre. 

  

| C) Voir une Note Sur les courbes qui ont les mêmes normales principales, insérée par M. Mannheim dans les Comptes rendus (t. LXXXV, p. 212), où se trouvent démontrées quelques relations que l’on.pourrait déduire des formules établies ici. 
| C) Moxcr, Supplément où L'on Jfait voir que les équations aux différences ordinaires, pour lesquelles les conditions d’intégrabilité ne sont Pas satisfaites, sont suceptibles d’une véritable intégration et que c’est de cette intégration que dépend celle des équations aux dérivées partielles élevées (Mémoires de l’Académie Royale des Sciences pour l'année 1784, p. 536 ct suiv.). Ce beau travail vient compléter, comme l'indique son titre, le célèbre JZémoire sur le Calcul intégral des équations aux différences partielles, publié dans le
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11. Les résultats obtenus par AL. Bertrand donnent immédiate- 
ment la solution d'un problème dont on s’est beaucoup occupé : 
Déterminer toutes les surfaces gauches dont les ra ons de cour- 
bure sont, -en chaque point, égaux et de signes contraires. 

En effet, les surfaces gauches cherchées devront avoir, en chaque 
point, pour indicatrice une hyperbole équilatère et, par consé- 
quent, leurs lignes asÿmptotiques curvilignes doivent couper les 
génératrices rectilignes à angle droit. Le plan osculateur d’une 
ligne asÿmptotique étant le plan tangent de la surface, on voit que 
les génératrices rectilignes doivent être les normales principales 
de toutes les asÿmptotiques. D'après le résultat précédemment 
démontré, ces asymptotiques ne peuvent être que des hélices et 
la surface réglée un hélicoïde à plan directeur. On a vu d’ailleurs 
(n° 9) que cette surface jouit bien de la propriété énoncée. Ainsi 
l’hélicoïde gauche à plan directeur est la seule surface réglée 
dont les rayons de courbure soient, en chaque point, égaux 
et de signes contraires. 

12. Nous terminerons ce sujet en donnant la détermination 
des développées d’une courbe gauche. 

Considérons le trièdre (T') relatif à un point M. La développée 
devra être engendrée par un point N du plan des y, et ce point 
devra être choisi de telle manière que la tangente à la courbe qu'il 
décrit vienne, à chaque instant, passer en M. 
Appelons y et = ses coordonnées. Les composantes de sa vitesse 

sont ‘ ‘ 

dy 5 (22) . Pr GS PS TE TP). 

  

mème Volume (p.-n8), et où se trouvent les premières recherches de Monge 
sur l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. Monge fait voir, dans 
le Supplément, que si unc courbe ‘a un rayon de courbure constant, le lieu des 
centres de courbure jouira de la mème propriété et aura ses centres de courbure 
sur la courbe primitive. De plus, les plans osculateurs des deux courbes aux 
points correspondants seront rectangulaires. Mais le procédé que Monge fait con- 
naitre, pour la détermination de l'équation en termes finis des courbes dont la 
courbure est constante, est évidemment inexact. Les équations finies que donne 
l'illustre géomètre contiennent, en effet, deux fonctions arbitraires qûe Monge 
regarde comme indépendantes, bien qu’il ait démontré, quelques pages auparavant, * 

‘ qu’elles sont liées l’une à l'autre par une équation différenticlle. i 
D.— I. 2 

geo TES; 

CENT ALA 
UNT. ERSI5ARX 
è 
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Exprimons que la vitesse est dirigée vers le point M. Nous avons 
les deux équations 

s 

  

ou - | . 

sdy— y ds: ês ay r à = pds ds 
Fi+. 5 = 

En intégrant, nous trouvons 

’ 3 ds 
arctang 2? = | —. 

y = 
On a donc 

Y = P,; 2 

(23) sg ns fe. 

Ces équations contiennent toute la théorie des développées. On 
voit que l'angle V, formé par la normale principale avec la droite 
qui joint le point de la développée au point correspondant de la 
courbe, a pour valeur | 

ds 
v=f$; 

donc les normales de la courbe qui enveloppent deux développées 
différentes font, entre elles, un angle constant. Réciproquement, 
si deux normales à la courbe font un angle constant, et si l’une 
enveloppe une développée de la courbe, il en est de même de 
l’autre. Ce sont là des propositions dont on fait souvent usage! 

La première des formules (23) nous montre encore que les 
développées sont tracées tout entières sur la surface polaire, 
enveloppe des plans normaux à la courbe proposée. Il résulte, en 
effet, des formules (22) relatives à la vitesse du point (y, =) 
que tous les points du plan normal situés sur la droite y = 9 ont 
leur vitesse dirigée dans ce plan; donc cette droite est la généra- 
trice de contact du plan avec son enveloppe, la'surface polaire. 
D’ailleurs, le plan osculateur de la développée, contenant la tan- 
gente à la courbe proposée, cst, par cela même, normal à la 
surface polaire. .
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CHAPITRE IL. 
SUR L'INTÉGRATION DU SYSTÈME LINÉAIRE QUI SE PRÉSENTE 

DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

Systèmes linéaires possédant une intégrale du second degré. — Leur intégration 
ramenée à celle d'une équation de Riceati, — Remarques générales sur cette 
équation. 

  

13. Il nous reste à étudier d’une manière détaillée l'intégration 
du système 

da 
TD 

. dn . () D par, 
di 
dd = I— 8P; 

auquel satisfont les trois groupes de cosinus. Nous avons déjà 
signalé une propriété fondamentale de cc système. Il admet l’inté- 
grale du second'degré 

(2) a+ 82 y — const. 

et lexistence de cette intégrale entraîne, comme corollaires, une 
série de propositions qui facilitent, dans plusieurs cas, l’intégra- 
tion du système: 

Avant de commencer l'étude des équations (1), je vais d’abord 
montrer que tout système linéaire de la forme - 

: ! da ". 
j“" Ac + B? + Cy, 

d , , (3) ire | 
| dy : 7, #A: #æ | [a = Aa D'ê+ Cr, 

où À, B, C, ... sont des fonctions de t, peut être ramené à la
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forme (1) toutes les fois qu'il admet une intégrale du second 
degré 

(1) 07 8, 7) = const., 

.& désignant une fonction homogène du second degré, à coefficients 
constants ou variables. | 

En cffet, par une substitution linéaire qui ne change évidem- 
ment pas la forme’des équations (3), on peut ramencr l'équation . 
(4) (sauf les cas exceptionnels, que l’on traitera facilement, où la 
fonction © serait un carré ou une somme de deux carrés) à la forme 

(5) - a+ 82 + 2 — const. 

Si l’on exprime que le premier membre de cette: équation est une 
intégrale du système (3), on obtient les équations | 

N 
A=B=C=B+A-=C+A"=C+B'—0o, 

qui montrent bien que le système (3) se ramène à la forme (1). 
Le système (1) noùs apparaît donc comme le type ou la forme 

réduite d’une classe entière de systèmes présentant la propriété, 
que l’on rencontre fréquemment dans les applications, d'admettre 
unc intégrale du second degré, Ce caractère particulier des équa- 
tions que nous allons étudier méritait d'étre signalé et suffirait à 
justifier l'étendue des développements qui vont suivre. | 

14. Je vais montrer d’abord que, toutes les fois que l’on con- 
naîtra une solution particulière (x, Bo3 Yo) du système (1), on pourra 
joindre l'intégrale du premier degré | 

ao + Po + Jo == const. 

à l'intégrale déjà donnéc du second degré. 
.En cffet, si l’on à une solution quelconque (x, 8, y) du sys- 

tème (1), on en pourra déduire, d'après les: propriétés de tout 
système linéaire, une solution plus générale 

a+ ao, B+kBn + Yo 

f désignant une constante quelconque. On devra donc avoir, pour 
toutes les valeurs de 4, | 

(a+ ka} + (B+ 80) + (+ EYo}?= const.
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ou, en développant, 

+ PL io (ar + 235 pro) + Aa + 83 + 8) = const. 

Le premier et le dernier terme du premier membre étant con- 
slants, il en sera de même de 

220 + Fo + Yo) 

comme il fallait le démontrer. 
- Il résulte évidemment de là que, si l’on connaissait seule- 
ment deux solutions particulières du système (1); (os Bo Yo), 
(&, Bis yi), on pourrait immédiatement écrire la solution géné- 
rale, qui scrait définie par les équations 

a + 82 + Ji — const. 

a20+ Po YYo— const. 

a+ ÊB1+ Vi = const. 
5 

ces équations peuvent être résolues ct donnent pour a, 8, les 
valeurs ‘ _ 

z = Co%o + Q4—+ Ca(Bo'fi — Bo) 

(6) Ë © Co Bo + C1 Pr + Cr (Yo x — %oY1), 
= Cote + Cr fi + C( 20 81 — 21 Lo), 

OÙ Co) Cis Co désignent des constantes arbitraires. Mais on peut 
obtenir une proposition plus complète et montrer que, si l’on 
connaît une seule solution du système (1), unc seule quadrature 
suffira à nous donner son intégrale générale. 

15. Pour établir ce résultat essentiel, remarquons que les va- 
leurs les plus générales de «, B, y doivent satisfaire à la relation 

a+ 82+ y? const. 

Commençons d'abord par écarter le cas où la constante serait 
nulle; on pourra loujours, en divisant ces valeurs par une con- 
stante convenable, supposer que l’on a 

D + per 
Remarquons même que, dans le problème parliculier que nous 

avons à traiter, 4, Ê, y, étant trois cosinus directeurs, doivent né- 
cessairement satisfaire à cette relation. Il est naturel d'exprimer o,
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B, y en fonction de deux variables indépendantes, de manière que 
la relation précédente soit toujours satisfaite, et ‘de chercher les 
équations différentielles auxquelles devront satisfaire ces deux 
variables: - | 

Or, si l'on regarde &, f, comme les coordonnées d’un point de 
l’espace, l'équation (7) représentera une sphère. de rayon 1, ayant 
pour centre l’origine ‘des coordonnées. Considérons cette sphère 

. Comme une surface réglée, admettant un double système .de géné- 
ratrices imaginaires, ct prenons pour variables deux quantités 
demeurant constantes respectivement sur les génératrices de chaque 
système. Pour cela, nous poserons 

  

++ = 7 8 . (8) Jai _1+y : 1 ° 
  

I—Y 2H y 
ce qui donnera 

  

| ITR cp. 1+xy THEY, 
(9) a= z—y? Bi) Ta   

  

? Ai : . . Remarquons que, d’après les formules (8), æ et y seront imagi- 
maires quand +, $, y seront récls, et, en outre, l'imaginaire conju- 

1 guée de x sera — =. 
Y 

\ » 

Si nous substituons les valeurs (9) de &, 8, ÿ dans les équations 
différentielles, ces équations se réduiront à deux, comme on devait 
s’y attendre, ct, après quelques calculs faciles, on obtiendra le 
système 

Ps IP, q+ip,, 
(10) a 2 2 dy — à + à PA = ing + IL + IR 2, 

z €t y doivent donc être deux solutions différentes de la même équation en & ‘ 

(nr) D = ira + =D, 9+P, dt _ 2 2 ! 

et l'intégration du système proposé est ramenéce à celle de cette seule équation. Deux solutions-particulières distinctes de cette équation donneront toujours, par l'emploi des formules (9), des
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valeurs réelles ou imaginaires de «, 8, y, vérifiant le système (1). 
Remarquons même que, lorsque p, g, r seront des fonctions réelles, 
il suffira de connaître une solution particulière o de l’équation(r1) 
pour en déduire une solution (x,f8,y) du système proposé. En 
effet, désignons par 6’ l'imaginaire conjuguée de &. Je vais mon- 

1 + . . , . 
trer que — = est encore une solution particulière de l’équation(1 1). 

Pour cela changcons £ en — i dans cette équation, nous aurons 

des LEP IEP on 
. 2 -2 dt 

ct, par conséquent, 

a ) =—ir (- à) + IP IP (- 2) 
dt c co 2 2 s 

al : à 1 I suffit de comparer à l'équation (1 1) pour reconnaître que 3 

est bien une solution particulière de cette équation. 

46. L'équation en + appartient au groupe des équations de la 
‘forme 

(13) | EL a+ ob + ect, 
dt 

où a, D, c sont des fonctions quelconques de £. Ce sont les plus 

simples après les équations linéaires. Comme on les rencontre fré- 

quemment dans les applications, on leur a donné le nom de Ric- 

cati, parce qu’elles comprennent comme cas particulier l'équation 

ds 
dt 

= acî+ bin, 

qui, seule, a été l’objet des recherches du géomètre italien. Nous 

allons rappeler rapidement leurs principales propriétés. 
D'abord, elles ne’changent pas de forme quand on effectue 

“sur & une substitution linéaire, c’est-à-dire quand on substitue à & 
la variable } définie par l'équation 

_ Po+Q 

É °— Ro+S’ 

où P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de £. 
En second licu, on peut les intégrer dès que l’on en connaît
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une solution particulière. Soit, en effet, 5 = oc une telle solution. - 
Posons | | 

1 
CZ Go+ ï , 

et nous obticndrons pour À l'équation linéaire 

dÀ (11) = —C—2(c5+b)à, 

dont l'intégration cxigera seulement deux quadratures effectuées 
successivement. | 

De là résulte une des propriétés fondamentales de l'équation de Riccati. Comme la valeur générale de } est linéaire par rapport 
à la constante arbitraire C et de la forme : 

PC+Q, 

on voit que l'intégrale générale de l'équation de Riccati sera de la forme | 
__RC+S 
” PC+Q? 

, ç 

P, Q,R, S étant des fonctions de la variable indépendante: de 4. On déduit de là que le rapport anharmonique de quatre solu- Lions de l'équation est constant et égal à celui des quatre va- leurs de la constante arbitraire correspondantes à ces solutions. 

17. Si donc on connait trois solutions particulières 59, F5 l'intégrale générale scra donnée par la formule 

F— T0, G—9 ST TEE 6, S1— Co Gi1— 0» 
  

€ qui ne contient aucune quadrature, , 
Si l’on connaît seulement deux solutions Sos 1, Une seule qua- drature suffira. Voici le procédé le plus rapide pour obtenir Ja solution. Posons 

} _ 5 — So 

  

°C— 

ud I ds __ ds | ‘1 ds ds Ad oo (GS) 

on aura
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ou, en remplaçant d, da dn par Îcurs valeurs tirées de l'éc ui , P çi dd ü , di PE ë S cs cqui 

tion (13), 
dÀ 

d£ = CS — 51); S1
 

= 
À s’obtiendra donc par une simple quadrature, ct l’on aura 

T— 3: 

F—5S C(To— Gide (15) | À = TT 2 Cof(r-si ue, 

C désignant une constante arbitraire. 
L’équation de Riccati possède donc une des propriétés fonda- 

mentales des équations linéaires et la connaissance de chaque so- 
lution particulière permet de faire un pas vers la solution générale. 
Et, en effet, il est aisé de ramener son intégration à celle d’une 
équation linéaire du second ordre. . 

Voici le procédé qui nous paraît le plus élégant pour démontrer 
cetle dernière proposition, 

18. Posons 

l'équation deviendra 

da d 
y 2 , : 2 Lt = tè+abu ren, 

et cette unique équation peut évidemment ètre remplacée par les 
deux suivantes 

de 

ds 

dt 

- da = av+(b+h)ju, 

(16) 
| =—cu—(b—hj, 

où À désigne une fonction que l’on choisira arbitrairement ('). 

  

*) Il'est bon de remarquer que, si l'intégration complète du système (16) en- 1 q q P ÿ 
traine celle de l'équation de Riccati sans qu'il soit nécessaire d'effectuer une qua- 
drature, la réciproque n’est pas vraie. L'intégration de l'équation de Riceati une 

: ’ 2 , ne . * fois effectuée, on a seulement Ie rapport F5 la détermination de p ou de + par 

- les équations (16) exige encore une quadrature,.
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Or l'élimination de 4 ou de y conduit, évidemment, à une équation 
linéaire du second ordre. ‘ 

Si l’on prend, par exemple, À = D, on aura 

à — 1 d 

BTS dt 
el y satisfcra à Péquation 

dy c'\ dy G7) . ‘ a —(20+E)D + ae, 

Si », et y: désignent deux solutions ‘particulières de cette équa- 
lion, on aura 

(18) « C=— — ——— — 

C désignant une constante arbitraire. 

19. Nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre 50- lutions particulières quelconques de l'équation de Riccati est constant. Il est aisé d'établir que cette propriété cest caractéris- tique, qu’elle appartient à cette seule équation. 
En effet, si So; Si So Sont lrois solutions particulières, linté- grale générale de l'équation considérée sera donnée par la formule 

| 
T— 09 . 72 — Go 

=C, C— Gi  G2—0 
\ 

et l'élimination de C par une différentiation conduit à une équa- tion de Riccati. 
| 

20. Appliquons ces Propositions générales, relatives à l’équa- tion de Riccati, à notre équation (11) en c&. Toutes les fois que l'on connaîtra une solution du système (1) pour laquelle la somme conslante 4? B?+ y? sera différente de zéro, on pourra réduire cette somme à l’unité, et les formules (8) nous feront alors con- naître deux solutions particulières de l'équation en oc. Désignons . 
Ï 

? . , 
ces deux solutions Par Go, — + Îl suffira, pour déterminer l'in- 0 
tégrale générale de l'équation en ç, d'effectuer une seule qua- drature. L'application de la formule (15) nous conduira par des
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transformations faciles à l'équation 

FO ati 
? 

  

  

107 

ou encorc 

_ -f (LS) (a) 
GS — Go To x Go 6: 

r — C /Re. U ; 
1+ 09 So 

C désignant la constante arbitraire. 

La quadrature qui figure dans ces formules porte sur une fonc- 
tion réelle, toutes les fois que les rotations p, g, r et la solution 
particulière d'où l’on est parti sont réelles’; car alors 55, 5, seront 

imaginaires conjuguées, et la fonction sous le signe f, dans les 
formules précédentes, sera de la forme 10, © étant réelle. 

Il est donc démontré que, toutes les fois que l’on connaîtra , 

une solution particulière du système (1) pour laquelle la constante 

a+ f$%+y? sera différente de zéro, la solution générale de ce 
système s’obtiendra par une simple quadrature. 

21. Supposons maintenant que les solutions particulières con- 
sidérées x, $, y satisfassent à la relation 

a+ pt+ = o. 

Nous commencerons par remarquer que l'une au moins des 

quantités «, $, y est imaginaire. On aura donc, en mettant en 
évidence les parties réelles et les parties imaginaires, 

ae #+ix, B=p+Ef,  y=r+ig. 

Cela posé, si p,q,r sont des fonctions réelles de t,#,8",% 
et a”, f", ÿ' constitueront évidemment deux systèmes différents de 

solutions réclles du système (1), pour lesquels la somme &? + f? +7? 
sera différente de zéro. L'application des formules (6) fera con- 
naître alors, sans intégration nouvelle, Ja solution complète du 
système (1). 

Supposons maintenant que p, q, r soient des fonctions imagi- 
naires. On pourra poser ° 

ai 
(9) Ty = t = a—i$  



, 
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et, en introduisant un facteur de Proportionnalité 9, on aura 
(20) æ = p{i1—x!)}, B = ip(1+ x?) = 2pr. 

La substitution de ces valeurs dans le système (1) nous conduit aux deux équations 

° (20) | e = irx + TT + TL, 

1 do . . - (22) | 3 PA = —(q + ip}r. 

Ainsi, x devra être une solution de l'équation (11). D'ailleurs, si l’on pose / 

T =r+ ÿ ? 

cette équalion prendra la forme 

D Lip 
de 2 

e 

  

+lèr-(q + ip}æ]à 

OU, En Lenant compte de la formule (22), 

On aura donc } ct, par conséquent, 5 par une seule quadra- | Lure: donc, dans tous les Cas, la connaïssance d’un seul système de solutions des équations (1) permet d ‘obtenir, par une seule quadrature, ! ‘intégration complète de ces équations. Les systèmes Particuliers de solutions pour lesquels la somme 2 + R?+ V?est nulle Jouent un rôle essentiel dans les importants travaux de M. Ilermite sur la rotation d’un corps solide (1). 

22. Euler, qui a, le premicr, étudié le mouvement d'un corps solide, a démontré le résultat précédent Par une méthode toute diffs rente. Nous avons vu qu'il a exprimé les neuf cosinus au moyen de trois angles seulement, ct nous savons que les rotations p, gr s’expriment en fonction de ces angles et de leurs dérivées Par rap- Port au temps par les formules (6) [p. 5]. Si donc on suppose D
 

() Henure, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, Gau- thicr-Villars, 1885.
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connues les rotations, ces trois formules constitucront un système 
d'équations différentielles qui remplacera le système (1) et suffira 

à déterminer les angles 0, 6, 4. À la vérité, le défaut de symétrie de 

ces équations ne permet guère de les employer d'une manière géné- 

rale; cependant on en déduit très simplement la propriété fonda- 

mentale du système (1). 

En effet, soient a”, L", cles valeurs particulières, supposées con- 

nues, de x, $, 7, vérifiant le système (1). Si nous prenons pour axe 
OZ la droite dont les cosinus directeurs sont a”, L", cl, nous aurons 

alors À et o par les trois dernières formules (2) [p. 3]. Ensuite la 

dernière des formules (6), ou la seconde des formules (5) [p. 5], 
nous pcrmeltra de déterminer à y par une quadrature. Connaissant 

les trois angles d'Euler, nous aurons trois solutions particulières 
du système (1) et, par conséquent, aussi la solution générale. 

Il est aisé de voir que les quadratures à effectuer dans les deux 
méthodes se ramènent l’une à l’autre ct ne diffèrent que par des 
quantités exactement intégrables.
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CHAPITRE JII. 
INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA MÉTHODE DÉVELOPPÉE 

DANS LE CHAPITRE PRÉCÉDENT. 

Étude des coordonnées syinétriques dans le cas de la sphère. — Interprétation 
géométrique d’une substitution linéaire effectuée simultanément sur les deux 
coordonnées. — Formules d'Euler et d'Olinde Rodrigues relatives à la trans- formation des coordonnées. — Représentation de la variable imaginaire par un * point de la sphère suivant la méthode de Riemann. ‘ 

  

23. D’après les développements précédents, on voit que l’intégra- 
Lion de tout système d'équations linéaires à trois inconnues, admet- 
tant une intégrale homogène du second degré, se ramène à celle 
d'une équation de Riccati, c’est-à-dire à celle du système linéaire 
le plus général à deux inconnues. Î] nous paraît intéressant de justi- 
fier et d'expliquer ce résultat par quelques considérations de Géomé- 
tric pure. Pour cela, nous allons faire une étude rapide du système 
des coordonnées curvilignes Z,J', qui déterminent les points de la 
sphère de rayon 1, et qui sont définies par les formules (9). 

Par un calcul élémentaire, ces formules nous conduisent à la re- 
lation suivante 

4 dr dy es 2 2 2 — @) du+ dRt+ dy? = ap 

  

qui fait connaître la différentielle de l'arc décrit par le point de 
coordonnées curvilignes +, J'+ On voit que cet arc sera nul quand 
on sc déplacera sur l’une ou l’autre des génératrices rectilignes de 
la sphère : c’est là un résultat bien connu; mais la formule (1) va 
nous conduire à d’autres conséquences. 

24. Son second membre jouit de la propriété de se reproduire quand on soumet x et y à une même substitution linéaire. Posons 
cn cffet 

(2) az z— 1+ à aYi+ d 

Cri+ d’ CY1+ d°
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a, b, €, d'étant des constantes; nous trouverons 

4 dr dy L 4 di dyi . 

(T—-y}  (m—yi} 

I résulte de là que, si l'on considère sur la sphère deux figures 
décrites, l’une (F) par le point (x, 7), l’autre (F,) par le point 
(13,71), la distance de deux points infiniment voisins quelconques 
de l'une des figures scra égale à la distance des points correspon- 
dants de l’autre; par conséquent les triangles infiniment petits, qui 
se correspondent dans les deux figures, ayant leurs trois côtés égaux, 

. Seront égaux ou symétriques, et les deux figures seront égales ou 
symétriques : je dis qu’elles sont égales. 

En effet, dans les formules (2), faisons varier a, b, c, d d'une 
manière continue de leurs valeurs actuelles aux valeurs suivantes : 
1,0, 0, 1. La figure (F,) se déplacera d'une manière continue: et; 
comme elle est toujours égale ou symétrique à (F}, elle demeurera 
toujours superposable à sa position primitive. Or, pourles valeurs 
extrêmes de a, b, c, d, la substitution (2)se réduit à la suivante : 

LT = Li YF =Yr 

La figure (F,) est venue coïncider avec (F}et, par conséquent, 
les deux figures sont égales. 

Le second membre de la formule (1) se reproduirait aussi si l’on 
cmployait la substitution 

(3) __ah+b _am+b 
— eh+d? Tem+d 

Mais il est clair que cette substitution résulte de la composition 
de la substitution (2), qui remplace toute figure (F) par une figure 
égale, avec la suivante : : 

T—=FI Y = &i. 

Il suffit de se-reporter aux formules (9) [p. 12] pour recon- 
naître que cette dernière substitution remplace un point de Ja 
sphère par le point diamétralement opposé, c’est-à-dire Ja figure 
(F) par une figure symétrique; il en sera donc de même de la sub- 
stitution plus générale définie par les formules (3). 

25. Les résultats précédents ont été déduits de l'équation (i)qui
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donne la distance de deux points infiniment voisins. Mais on peul 
aussi les oblenir par lPemploi de la formule qui exprime, dans. le 
Système de coordonnées x, y, la distance de deux points quelcon- ques de Ja sphère. 

Soient, en effet, M, M’ deux points de coordonnées T,93; x, On aura, en désignant par AIM’ l'arc de grand cercle qui les. 
réunit, 

(5) cos = 2 2T px y )(at + y) 
3 C7)" — 7") 

d'où l’on déduira 

| MM (ra) — y) ce MN Gr y )(y 2) 5) cos— = 7 SP = TT o Enr) 2 (a NG a) 
Ces formules, que j'ai déjà données avec plusieurs autres en 1872 (!), peuvent encore s'écrire sous Ja forme « 

M” oo, . MM on, cos? SRG, ya, y) Sin = Rx, ',3", y}, 

Ra, b, c, d) désignant le rapport anharmonique des quantités a, b,c, d. Il est clair que ces expressions demeurent invariables quand on applique aux coordonnées des ‘deux points l’une ou l'autre des substitutions (2) où (3). On voit que ces substitu- tions ne changent pas la distance sphérique de deux points quel- Conques; elles ne peuvent donc que remplacer.une figure (F) par une figure égale ou symétrique, ce qui confirme Ja proposition déjà obtenue. 
‘ 

IL résulte de ce qui précède que, si l'on considère quatre points quelconques M, M', M”, M" à Ja surface de la sphère, le rapporl anharmonique des valeurs de la coordonnée x relatives à ces quatre points demeurera constant quand on déplacera d'une manière quel- conque la figure invariable formée Par ces quatre points ;-en d'au- Lres Lermes, ce rapport anharmonique ne dépend que de la forme du quadrilatère. On en connaît différentes expressions que je ne n'arréterai pas à établir. Il nous suffira de savoir qu'il demeure Constant quand le quadrilatère se déplace sans se déformer. 

  

. (1) G. Dannoux, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de sur- faces algébriques, p.-2r2. °
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26. D'après cela, revenons au système (1) du Chapitre précédent 
et considérons-y &, f, Y comme les coordonnées d’un point de la 
sphère. A chaque solution particulière du système (1) correspondra 
sur la sphère une certaine courbe décrite par ce point. Il résulte 

‘des propositions établies tout d’abord (n° 14) que; si deux points de 
la sphère représentent deux solutions ‘particulières différentes du 
système, ils demeurent toujours à une distance invariable l’un de 
l’autre; donc, si quatre points décrivent dans leur mouvement les 
courbes qui correspondent à quatre solutions particulières diffé- 
rentes, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmo- 
nique des quatre valeurs particulières de x qui correspondent à ces 
quatre points sera constant; c’est dire que x, considéré comme 
fonction de t, devra satisfaire à une équation de Riccati (n° 19). 

Il nous reste à expliquer pourquoi la seconde coordonnée 3 
satisfait à la même équation que la première. Pour cela, il suffit de 
remarquer que, si un point M de la sphère donne une solution du 
système (1), il en sera de même du point diamétralement opposé, 
qui correspond à des valeurs de «, B, y changées de signe. Or on 
passe d’un de ces points à l’autre en échangeant x et y; ces coor- 
données doivent donc satisfaire à la même équation différentielle. 

27. Les résultats analytiques du Chapitre précédent sont ainsi 
complètement expliqués. Nous ne Poursuivrons pas maintenant 
l'étude complète du système de coordonnées æ, 3, Ct nous nous 
contenterons d'indiquer comment on détermine le déplacement 
correspondant à une substitution linéaire elfectnéc simultanément 
sur les deux coordonnées. 

Reprenons les formules 

  

| Ia LL .I+zy sJETHT. (6) FT x? Bi? | rer 

qui donnent les coordonnées rectangulaires #, , y en fonction de 
æ,7. Si l'on effectue sur x et sur y la substitution définie par les ») 

I 
formules 

() h MTi+n _MYi+n = — 1", = AIT À 
‘ Pr+9 PYi+q 

et si l’on désigne par «, Br» y: les coordonnées rectangulaires 
qui correspondent à æ,, J, on trouvera, après un calcul qui: 

D. — [. : 3
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n'offre aucune difficulté, 

u=ar+ as + a", 

(8) Pi= da +08 +02, 

= cr+eêi +c"y, 

a; 0, c, ... ayant les valeurs suivantes 

    

a= Lrmen—p pit pg=mn 
2B 2 B 

17 nt m2 p? ,_ MmMæ+nepi+ gt __.pI+mR 
(y) fai 2B " b= 2 ST! Bo? 

»_ RG — mp -_. :MP+RG r. Mmÿ+np 
FFT ?. Dai TR 

où B cst le déterminant de la substitution 

B = mg — np. k 

(ui) 

Il est aisé de reconnaitre que ces neuf quantités sont les coeffi- 
cients d’une ‘substitution orthogonale, de détermirant r, ce qui 
démontre une fois de plus le théorème établi plus haut (n° 24). 

Si l’on remplace m2, n, p, q par les expressions suivantes 

ME=—pH,  R=—yp-+i, 
T=—-p—i, pe p+i, 

cn posant, pour abréger, 

(10) ‘ B=t+urtys os, 

on trouve 

Ba =pt+)t— pu, Bb = 2 + sv), Be =2(2v—pu), 

Ba = 2(u — ve), Bl'= gp), Be'=2(u +2), 

Ba= (+), BE" = 2(u — 22), Be gt+ut je pe, 

Ce sont, sous forme homogène, les expressions bien connues des 
neuf cosinus, dues à Euler ct à Olinde Rodrigues. 

28. Puisque les formules (97) définissent un déplacement réel ou - 
imaginaire, c’est-à-dire une rotation finie, proposons-nous de dé- 
terminer l’axe et la grandeur de cette rotation. On obtient ces 
deux éléments de la manière suivante : 

Les points où l’axe de rotation vient rencontrer la sphère de-
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meurent immobiles dans le mouvement, Ils doivent donc satisfaire 
aux relations 

TEL, = 1; 

Par conséquent x, 7 seront les racines de l'équation 
(12) Pa +(g—m)r—n=o, 

qui définitles éléments doubles de la substitution linéaire. Soient z', 
J'les deux racines, que nous supposerons différentes, de cette équa- 
tion. On voit que le mouvement laissera invariables les quatre points 
a3). {r=x, x=y, mx, =; 

lr=2, j=a, per, yey 
Les deux premiers sont à distance finie ct diamétralement op- 

posés : ce sont les points où l'axe de rotation coupe la sphère. Les 
deux autres satisfont à la relation x —=J', ct, par conséquent, 
d’après les formules (6), ils sont sur le cercle de l'infini. De là ré- 
sulte cette définition d’un déplacement au point de vue projectif. 
C’est une transformation homographique de la sphère laissant in- 
variables quatre points dont deux sont à l'infini, et dont les deux 
autres sont diamétralement opposés. Ces quatre points fornient les 
sommets d’un quadrilatère gauche, entièrement situé sur la sphère. 

Quant à la grandeur de la rotation, on la déterminera de la ma- 
nière suivante. Écrivons les équations (3) sous la forme canonique 

Gi) PR =RUE, ITS AS, 
T—Y Ty F —J Ji 

Cette forme se conservera évidemment si l'on effectue un dépla- 
cement d'ensemble, c’est-à-dire si l’on soumet toutes les variables 
z,3, 2', ... à la même substitution linéaire. Supposons que ce 
déplacement ait été choisi de telle manière que le point x — x’, 
j =7" vienne se placer sur la partie positive de l'axe des 5: alors 
æ' deviendra égal à © , 3” à o et les formules (14) deviendront 

(5) ° | ons kz, J1= ky 

ou, en revenant aux coordonnées rectangulaires et appelant a, £, 
Y3 %, Bis Yi les coordonnées rectilignes de deux positions corres- 
pondantes du même point 

ai pet, mi _ rai, 
I  1—}? I+y . ki 

Ces formules conviennent évidemment à une rotation autour de
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O3, d’un angle Ü défini par l'équation 

(16) el K. 

On le reconnaît immédiatement en considérant les points du plan 
des +) pour lesquels ona LL . 

== 0. 

Ainsi la grandeur de la rotation sera déterminée sans ambiguïté 
par la formule (16). Quant à la valeur de , elle est donnée, comme 
on sait, par l'équation 

LL Mm—pr 
(17) Re 

ou, si l'on veut l'obtenir sans passer par les valeurs de x, 3*, par 
l’équation | 

1 + #y? m+ aq} 
GS) Q+xy à) = (m+gY . 

k mg — np 

29. Le déplacement défini par les formules (7) n’est pas réel, en 
général; mais les différentes méthodes précédentes permettent 
d'indiquer à quelles conditions ce déplacement sera réel. En effet, 
nous avons vu que, si deux points réels ont pour coordonnées x, F 
et Xi, JA respectivement, les variables imaginaires æ, x, auront 

ne I 1 . 1 pour conjuguées px En changeant donc à en — à dans Ja. 
1 

première équation (3) et désignant par mo, Roy Por Go les quan- 
utés conjuguées de m, n, p, g; on devra avoir 

ï — Mo + Roi — 2 = 700), 
Y — Po + Go 

et cette relation, devant avoir lieu toutes les fois que x, y sont les 
coordonnées d’un point réel, devra nécessairement être identique 
à la seconde des formules (5). Cela donne les conditions 

Po _— T0 _—M 
ñ mt q : P° 

qui permettent d'écrire les formules (5) sous la forme . 
: mz; +n NnYi+ An 9) LE =, — RoTi + Mo — R}1+ D 

Mo; Ro désignant les imaginaires conjuguées de 7x ct de n. 

30. Ilest facile de reconnaître que, lorsque, suivant la méthode 
de Riemann, on représente une variable imaginaire par un point
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de la sphère, la quantité que nous désignons par x est l’affixe du 

point (a, 8, 7). | 
La effet, la méthode de Riemann consiste à représenter d’abord 

la variable 3= x'+ y par le point (x’,3) dans le plan des y, 

comme l'ont fait Gauss et Cauchy; puis à faire la projection 

stéréographique de ce plan sur la sphère de rayon 1 qui a son 

centre à l’origine, en prenant pour pôle le point de cette sphère 

situé sur la partie positive de l'axe des 3. Si nous désignons par 

%, 8, y les coordonnées de cette projection stéréographique, un 

calcul élémentaire nous donne 

è . 
7 = Hi = x +iy = 3, - 1 Y 

ce qui justifie notre remarque. 

31. Dans la théorie des fonctions et dans différentes recherches 

de Géométrie, il peut être avantageux de modifier légèrement le 
système de coordonnées z, y et de substituer à y la variable 

To" 

On a alors pour x, 6, y les expressions 

T+To To —T . TLo—1 
(20) LE) B—=i———, = ——— 

:, IH TTo 1+XTo : TT 1 

et l'équation (1) prend la forme 

4 dr dro 
(21) da + di? + dy? = Gran) 

Avec ce nouveau système, les coordonnées æ, &o de tout point 
réel sont imaginaires-conjuguées; mais, d'autre part, un déplace- 
ment n'est plus représenté par la même substitution linéaire 
effectuée sur les deux variables (1). 
  

(*) Pour tout ce qui concerne les relations entre les déplacements et les sub- 
stitutions linéaires, on pourra consulter les importants Mémoires de M. F. Klein, 
insérés dans les tomes IX à XII des Aathematische Annalen, où ces relations 
se trouvént approfondies et appliquées à la solution de plusieurs problèmes du 
plus haut intérèt.
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\ 

CITAPITRE IV. 

APPLICATIONS DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements dans 

lesquels il y a deux relations, données à l’avance, entre les rotations. — Déter- 

mination des courbes gauches dont la courbure et Ja torsion satisfont à une 

relation donnéc. — Étude du cas où cette relation est linéaire. — Courbes à 

torsion constante. 

32. Avant de continucr l'exposition de Ja théoric générale, nous 

allons faire quelques applications des propositions qui précèdent. 

Reprenons le système 

da a 2 d: 
GO  Tefr-vn = Tag —Êp, 

auquel satisfont les cosinus des angles que fait une droite fixe 

avec les axes mobiles. On sait que, lorsqu’ un corps solide se meut 
autour d’un point fixe sans être soumis à l’action d’aucune force, 

le système précédent est vérifié si l’on substitue à z, 8, y les 

dérivé of, of La es dp° 20°? 
0g 

cond degré, qui représente la demi-force vive totale du corps. 

Cherchons tous les mouvements jouissant d’une propriété ana- 
logue, c’est-à-dire pour lesquels le système (1) admet la solution. 

une fonction f(p, q,r}, homogène et du se-" 

(2) 4 — of o _ À CU 
pp F0g Tor 

Mais ici f(p, q, r) ne sera plus assujcitic à être homogène et 
du second degré. Comme 2, 8, cet les dérivées de fse transforment 

. par la même substitution, quand on effectue un changement des 

axes mobiles, il est évident que la propriété précédente est indé- 
pendante du choix des axes. 

En écrivant que le système (r) est vérifié par les valeurs (2) de
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2, 8, y, nous aurons les “rate 

df dF 12, 
, dp Fi Tor’ 

of 
(3) (6 n PE Top? 

d 2\ 1 of. 

de \or TP 5? 

d'où l’on déduit 

pa()ed(a) re) =e 
On a donc, en intégrant, 

: ef. NN pe 
Ci) 15 Toq + + PTT = const., 

équation à laquelle il faut joindre la suivante 

o CÉORCE 
qui exprime que +, B, y sont des cosinus directeurs. 

En portant les valeurs de p, q tirées de ces équations (4) et (5) 

en fonction de r dans l’une des équations 6) on aura le temps 

me une quadrature. Après avoir obtenu ainsi les expressions de 

, gs r en fonction du temps, on achèvera, au moyen d'une 

leute quadrature, l'intégration du système (1) dont on connaît déjà 

la solution particulière fournie par les équations (2). 

La solution est, on le voit, toute pareille à celle que l’on a 

donnée dans l'étude du mouvement d’un corps solide abandonné 

à lui-même; mais l’analogie est plus complète encore, si l’on sup- 

pose que la fonction f soit homogène. Alors l'équation (4) se 

réduit à Ja suivante , 
f(P; q r)= const, 

et l'on peut représenter Je mouvement en faisant rouler sur un 

plan fixe la surface invariablement liée aux axes mobiles dont 

l'équation, par rapport à ces axes, est 

FE Jr =) =1. 

Si l'on suppose que / soit entière et du second degré, on retrouve 

ainsi la solution de Poinsot.
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33. Comme deuxième application, préposons-nous de déter- 

miner les mouvements dans lesquels ily a deux relations données 

à l'avance 

(6) 1: 4 r)=0, g(P, g r)=0,. 

entre les trois rotations. Nous allons donner d’abord une méthode 

géométrique indiquant le degré de difficulté de ce problème.’ 

Dans la représentation de Poinsot, le mouvement est obtenu si 
l’on fait rouler le cônc (y), lieu de l’axe instantané de rotation 

dans le corps mobile, sur un cône fixe (C). Or les deux équations 
précédentes, déterminant le lieu décrit dans le corps par l’exiré- 
mité de l’axe instantané, nous font connaître par cela même le 

cônc (y). Quant au cône (C), prenons-le arbitrairement, mais de 

telle manière que la section de ce cône, par la sphère de rayon 1, 

soit la développée sphérique d’une courbe arbitraire tracée sur 

cette sphère, ce qui permet d'obtenir l'arc de cette section sans 
aucune quadrature; puis faisons rouler le cône (y) sur le cône (G).' 
Les équations que nous aurons-à écrire pour exprimer ce mouve- . 
ment contiendront évidemment la quadrature qui donne l’are de 

la courbe d’intersection du cône (y) par la sphère de rayon 1. Pour 
une position quelconque du cône (y), l’axe instantané sera la gé- 
nératrice de contact de ce cônc avec le cône (C), et les rapports 

de p, g, r seront connuüs. Les équations (6) nous feront donc 
connaître les grandeurs de ces rotations. En exprimant que le cône 

(r) roule à chaque instant avec la vitesse ainsi obtenue, on aura 
à cffectuer une nouvelle quadrature qui déterminera le temps. 

Ainsi le calcul peut être dirigé de telle manière que l’on n'ait à 

effectuer que deux quadratures, On arrive à des résultats équiva- 
lents par la méthode analytique suivante. 

34. Supposons trois des neuf cosinus, «, b, c par exemple, 
exprimés en fonction des deux variables + et y: par les formules 
(6) [p.33]. Si a, 6, c sont réels, x et y seront des imaginaires de 
la forme 

1 
æ=h+ ki, FE 

En exprimant que ces deux quantités vérifient l'équation de 
Riccati (11) [p. 13], on a deux relations; elles sont identiques à 

«
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celles que l’on obtient en substituant seulement la valeur de x 
et égalant les parties réelles’ et les parties imaginaires 

dh _ . LT + 2 2) — ce . - | PA = rk L 5 eh X } phk, 

(D) : dk P 
Pr =—rh+qhk (+R), 

Éliminons P: 4 rentre les équations (6) et (7h nous serons 
ainsi conduits à une équation de la forme 

F(4, k, dh a) … 

“dt” dt 

Et, si l’on prend pour #, par exemple, une fonction arbitraire 
de k, cette équation fera connaître le temps £ par une quadrature. 
Nous connaissons trois des neuf cosinus, a, b,c. Une dernière 
quadrature nous fera connaître les six autres. Les résultats ainsi 
obtenus coïncident, on le voit, avec ceux que nous a fournis la 
méthode géométrique. 

‘35. Nous avons vu que, si l'on considère une courbe gauche 
quelconque et si l’on étudie le mouvement du trièdre formé par la 
tangente, la normale péincipalc et la binormale en un point, on 
aura, en supposant que l’origine de ce trièdre décrit l'unité d’are 
dans l'unité de temps, 

: I 
P——->) q =, T= —) 

9 et = désignant les rayons de courbure et de torsion. Proposons- 
nous de déterminer toutes les courbes pour lesquelles il y a une 
relation donnée à l’avance entre la courbure et la torsion 

I I \ 
( :) = 0. 

r p 

Cela reviendra à déterminer le mouvement d'un trièdre dans 
lequel on a, entre les rotations, les deux relations 

(8) g=0, JP r)=0. 

En appliquant la méthode générale donnée plus haut, on aura 
les expressions des neuf cosinus qui déterminent la position du 
trièdre mobile, en fonction de l'arc de la courbe qui, ici, est égal
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au temps; puis, on déterminera les coordonnées rectangulaires x, 

7, s du point de la courbe, sommet du trièdre, par les formules 

dr a dy a ds _ 
ds” ds  ? ds ? 

qui donneront 

æ=$fads, y=fa'ds, 3= fa"ds. 

36. La méthode que nous venons d'indiquer, et qui est générale, 

‘est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers. 
Supposons, par exemple, que l’on demande les courbes dont la 

torsion est constante. Les formules de M. Serret 

de _b de" _ bd’ de” . db 

as 7? ds 7? = 

nous donnent D, L', L’ en fonction des dérivées de c. Si l’on porie 

ces valeurs dans les relations entre les neuf cosinus 

a = b'e"— cb", a'= DL'e — be”, a" == be'— cb’, 

on trouve 

" ds 
y dé 

ds }” 
EE = 

1 e , de 
ŒÆ=T TH CH 3 

=" de _e dc’ 

CU ds ds 

On aura, par suite, pour les coordonnées rectangulaires d’un 

point de la courbe, les formules 

æ= fa ds=:=f(c"de — c'de”), 

7 = Sa ds==f(c de"— c'dc), 

s = fa" ds==f(c de — c de}, 

c,.c', c'‘étant trois fonctions d'une seule variable assujetties à 
l'unique condition 

c+c?+ei=r. 

Si, par exemple, on pose 

1 

VERRE 
-2-° 
KT
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on aura 
__ fltdk— kdl 

Jet 

_ffhdl—!ldh 

J E+RTE 

[A dh— h dk 

JR rE 

, 

(9) JF 

= 

Ces formules coïncident, aux notations près, avec celles que 
M. J.-A. Serret a données dans la 5° édition de l’Application de 
l’Analyse à la Géométrie de Monge, p. 566. 

81. Une méthode analogue s'applique à la détermination des 3 I 
courbes dont Ie rayon de première courbure est constant. Repre- 

nons, en effet, les formules 

dx da b 

On en déduit 
BV 5 

Se = dat + da’ + da? 
i 

et, par conséquent, 

dx = ap dat + dar + da”. 

On aura donc, pour les trois coordonnées d’un point de la 

courbe cherchée, 
| | æ=pofa ds, 

(10) : y=rfa ds 
3 = pfa" ds, 

Il 

ds désignant la différentielle de l'arc de la courbe sphérique 

décrite par le point (a, a’, &"). Le centre de courbure aura pour 
coordonnées les valeurs suivantes 

m=r+bp=e TE +ofads, 

, da ; (1) . Jing + d'p=p+pfads, 

» da” % 
H=s+0d P=P-z +Pfa ds, 

ctilest aisé de vérifier, conformément aux résultats du n° 10,
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que le lieu de ce point est aussi une courbe dont la première cour- 

‘ bure est constante et égale à celle de la première. 

38. Enfin, si l’on cherche les courbes jouissant de la propriété 

signalée par M. Bertrand (n° 8), et dont les deux courbures sont 
liées par l'équation 

; mn 
(2) _— + = =l, 

p = 

on poscra 

Ma + ne = a YmMmE+ rè, 

(13) : ma'+ nc=x'y/m+ n2, 

ma + nc = %y/m?+ n?, 

%, 2, 2” étant trois fonctions évidemment assujetties à la relation 

a+ ur, 

Les formules de Serret 

da 

ds 
b 

= -) — = 

P 

nous donneront, en tenant compte de la relation (12), 

| d2' , da PET h ; ——— de 
(if) Vrè+ ni =b, , TER = Ÿ", ni HR = dr". 

Puis on aura 

na— mce=n(b'e"— cb") — m(ail"— L'a) 

G5). oo A fodé dé 
= (m +,29)(2 TH —* Se) 

et de même 

na'— mc —=(m?+ n°?) 4 _ ra 
; T ‘ ds ds}? 

ce? na"— me"= (m?+ n°) 2 & 4 
= Gr + &  *&) 

Les relations (13) et (15) nous permettent de déterminer 4, a’,
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a"; ce, c',c”, et nous donnent 

” m ° » dx , de 
[St NS Te 2 7 Jp 

Ve rt as as 

G6) a m , n (= dx #a) 
n DU ———_— x + —— — 

vm?+ nt ds ds 

» m y , dx dx 
Per +n(r re 2): 

ï mi+ n? as as 

Des formules (14), nous déduisons d’ailleurs 

ds? = (m?+ n?}(da° + dx + de?), 

On aura donc les coordonnées rectangulaires d’un point de la 
courbe par l'emploi des équations 

“æ=fads, y=fads, z= fa ds, 

ve qui conduit au résultat définitif 

ds = Vdz + dat + dei, 

mf a ds + n f(x dx — x dx), 8 Il 

| r=mfx ds+ nf(x dx — x da), 

3 =mfx ds+nf(x dre — x dx). 

S | 

Suivant que l’on fera m ou r égal à zéro, on retrouvera les for- 
mules (9) ou (10); «, 4, #” sont d’ailleurs, nous l'avons vu, trois 

fonctions d’une seule variable assujetties à l'unique relation 

(18) . + a+, 

Les formules précédentes s’établiraient aussi très aisément par 

l'emploi de la Géométrie. 

39. Des trois systèmes (9), (ro), (15), le plus simple est le 

système (9), qui détermine les courbes dont la torsion cest con- 
stante. Nous allons les appliquer à la recherche de la courbe à 
torsion constante, dont l'indicatrice’ sphérique est une conique 

sphérique. On reconnaîtra aisément que, si par le centre de la 
sphère de rayon 1 on mène unc parallèle à la binormale, cette 
parallèle coupera la sphère en un point dont les coordonnées 
seront c, c', c”, et qui décrira unc ellipse sphérique supplémen- 
taire de l'indicatrice sphérique.
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En choisissant convenablement les axes, on pourra donc obtenir 
pour k, #, { les expressions très simples 

x _ TE=TT =?) 
Ds a-oe— “Vous VS 
qui conviennent à la courbe située sur le cône 

m2, 
ab 

D 

= ©, 

o
l
x
 

et, en portant ces valeurs de 2, k, [ dans les formules (9), on aura 
le système 

FT 2 en fees 

d (19) FT; Vases 

FT 2 Vers 
qui définit la courbe cherchéec. 

On ne connaît, croyons-nous, aucune courbe algébrique et 
réelle dont la torsion soil constante. Il serait intéressant d’exa- 
miner si toutes les courbes à torsion constante sont nécessaire- 
ment transcendantes ou bien, s dy en à d’algébriques, de déter- 
mincer les plus simples. 
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CIAPITRE Y. 
DES DÉPLACEMENTS À DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 

Relations différentielles entre les deux systèmes de rotations. Détermination du 

mouvement quand ces rotations sont connues. Application au cas où elles sont 

fonctions d'une seule variable. 

40. Dans les Chapitres précédents, nous avons vu comment on 

rattache la théorie des courbes gauches à l'étude du mouvement 
d’un trièdre. D’autres recherches de Géométrie et, en particulier, 
celles qui se rapportent à la théorie des surfaces exigent que l’on 
considère des systèmes mobiles dont les différentes positions dé- 
pendent de deux paramètres distinets. Nous allons entreprendre 

l'étude de tels systèmes; et, pour étudier d’abord les propriétés des 

rotations, nous commencerons par supposer que le système mobile 
a un point fixe qui sera, comme précédemment, l’origine à la fois 

des axes fixes ct des axés mobiles. 

Alors les neuf cosinus qui déterminent la position des axes mo- 

biles sont des fonctions de deux variables indépendantes, u et ». A 

partir de chacune de ses positions, le système mobile peut prendre 
une infinité de mouvements, qui correspondent aux difiérentes rela- 
tions que l’on peut établir entre w et #. Nous introduirons ici deux 

systèmes différents de rotations. Les unes, que nous désignerons 

par P, gr, se rapportent au déplacement dans lequel & varie seule. 
Elles donnent naissance au système 

02 : . 03 a . { — a (1) ge PT UD y PT 5 27 ÊP 

qui devra admettre comme solutions particulières les trois cosinus 
de chaque groupe. Les autres, que nous désignerons par pi, qi, ra, 

seront relatives au cas où # varie scule. Elles donnent également
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naissance au système 

© dx - . d d: 
QG). TS =fn-tau y an, agi bp 

tout semblable au premier. Il résulte immédiatement de là que, si 
l’on considère un déplacement du système dans lequel & et 6 sont 
des fonctions données de £, on aura 

di _, ‘ . ds dy 
a =eR—YQ a il, de = *Q—BP, 

P, Q, R ayant les valeurs 

du dv du do du dv (3) P=p +pPir C7 + Rer tn 

et, par conséquent, ces Lrois quantités P, Q, R seront les rotations | 
relatives au mouvement considéré. Les projections sur les axes 
mobiles du chemin ou de l’arc infiniment petit décrit, dans ce 
mouvement, par un point dont les coordonnées relatives à ces axes 
seraient Z, ÿ, 5, auront pour valeurs , 

{ dz+(qdu+ gidvo)s —(rdu + ridv)y, 

dy + (rdu + rido)z—(pdu + pidv)z, 
| ds + (pdu+ pidv)y —(qdu + qidv)x. 

Nous allons d'abord établir certaines équations aux dérivées 
partielles auxquelles satisfont les six rotations. 

" ‘ CE : Égalons les deux valeurs de -=-= que l’on e iffé-  Egalons € 53 que l’on peut obtenir en diffé 
rentiant les deux premières équations des systèmes (1)et(2). Nous 
aurons, après avoir remplacé les dérivées de 8, y par leurs valeurs 
tirées de ces deux systèmes, : ' 

dr dr d d ê (& — —PD+ 772) =} (7 rm +pn). 

Comme cette relation doit avoir lieu quand on remplace 6, +, 
soit par d, €, soit par D’, c’, soit par L”, c”, il faudra que les cocffi- 
cients de $ et de soient nuls séparément. Nous aurons ainsi deux 

, . Up 7 À d: a équations. En égalant de même les deux valeurs de 22, ©T qe ‘ du dv du dv 
duites des systèmes (1) et (2), on obtiendra une seule équation 
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nouvelle et l’on sera conduit au système 

, Op dpi 

D du 717 7Iu 
= d d 

(5) ‘ Li pr, 

dr dr, _. 
dw du PT — Pis 

qui joue un rôle fondamental dans la théorie (*). 

41. Réciproquement toutes les fois que l’on connaîtra six quan- 
ULÉS P, Q3 Ty Pis Qu l'a, satisfaisant aux équations (5), il existera 
un mouvement dans lequel ces six quantités seront les rotations. 
Pour établir ce résultat, il suffit évidemment de montrer que l'on 
peut obtenir des valeurs des neuf cosinus satisfaisant à la fois aux 
systèmes (1) el (2). La démonstration de cette proposition essen- 
telle pourrait se déduire des théorèmes généraux relatifs aux 
équations aux dérivées partielles; mais on peut aussi l'obtenir 
directement de la manière suivante. 

Je dis d’abord qu’en supposant les équations (5) satisfaites, on 
pourra déduire de tout système de valeurs (a, Ê, y) satisfaisant aux 
équations (1), mais non aux équations (2), une solution nouvelle 
des équations (r). ‘ 

Posons en effet 
224 

À = J —$r+Y%q1 

02 
B — D Pi + 4 

dy ‘ 
C= T — 141 Bpre 

Nous allons montrer que les quantités À, B, C, qui ne sont pas 
toutes nulles par hypothèse, vérifient les équations (1). 

  
  

(*) Ces équations ont été obtenues ( Annales de l’École Vormale, t.IV, 1 série, 
p.108) par M. Combescure qui a employé le premier des considérations cinéma 
tiques dans la démonstration des formules relatives à la théorie des surfaces et 
aux systèmes orthogonaux. Nous les avons données de notre côté, avant la pu- 
blication du Mémoire de M. Combescure, dans le Cours que nous avons fait 
cn 1866-67 comme suppléant de M. J. Bertrand, au Collège de France. 

D.— I. | 4
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On a en effet : 

OA Da, 2% om dqr 
du oude ou Ton 

Qt ne 
du i du 

= Rr— 49) A È + 3% +2 

ou, en remplaçant #, % par leurs valeurs et tenant compte des 
équations. (5), 

(6) Se Br Cg. 

On aura de même, en effectuant des permutations, 

° 0B . 
0’ | ou = CP Ar 

. JA Bp: ‘ [on 1 PP; 

‘et, par conséquent, À, B, C donnent bien une solution nouvelle 
du système (1). Le.système (6), étant du premier degré par rapport 
aux dérivées des fonctions À, B, C, admet, évidemment, une seule 
solution pour laquelle les valeurs initiales de ces fonctions, corres- 
pondantes à une valeur donnée &, de w, sont des quantités À), 
Bo, Co données à l’avance (). Et il est encore évident que, si ces 
valeurs initiales sont nulles, la solution unique qui leur correspond 
est celle qui est déterminée par les équations 

. A=B=C—0. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : Si l’on 
connait une solution du système (1) qui, portée dans les équa- 
tions (2), satisfasse à ces équations quand on donne à u une 
valeur particulière w, elle y satisfera également pour toute 
valeur de u.” 

  

(*) La proposition que nous admettrons ici, et dans les développements qui vont 
suivre, à savoir que, lorsqu'un système d'équations différenticlies du premicr 
ordre est résolu par rapport aux dérivécs des fonctions inconnues, il admet une 
seuie solution pour laquelle les valeurs initiales des fonctions inconnues sont 
données, est due, comme on sait, à Cauchy qui l’a démontrée dans toute sa géné- 
ralité, Elle admet, à la vérité, des exceptions, correspondantes aux cas où les 
dérivées des fonctions inconnues se- présentent, en totalité ou en partie, sous une 
forme indélerminée ou infinie. Mais nous n'avons pas, évidemment, à nous 
préoccuper de ces cas d'exception dans les questions qui nous occupent.
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42. Ce point'étant établi, supposons qu'il s'agisse de trouver les 

solutions les plus générales communes à la fois aux équations (1) 
et (2). Nous allons voir qu'il existe une infinité de valeurs de o, 8, 
ÿ satisfaisant à ces équations, et que chaque système de solutions 
communes est complètement déterminé si l'on donne les valeurs %05 
Pos Yo de &, Ê, y qui correspondent aux valeurs initiales Us So de 
u ct de v, . 

Supposons en effet que l’on remplace & par wo dans #, &, y. Les 
solutions cherchées se réduiront à des fonctions de v, x, f', y. Or 
ces fonctions de » sont pleinement déterminées par la condition 
de satisfaire aux équations (2) où l'on a remplacé & par u,, ct 
d'admettre pour =, les valeurs initiales »,, Bos Yo. D'autre 
part, #, $, y sont des fonctions de w qui doivent satisfaire aux 
équations (1) et se réduire à +, b", y! pour u# = ü5. Elles sont 
donc, elles aussi, complètement déterminées par cecile double 
condition, ct il nous suffira de montrer que ces fonctions #, 8, + 
satisfont également au système (2). ‘ 

Or ce fait est à peu près évident; car, si l’on remplace & par 44, 
4, D, y se réduisent alors à »/, £/, y ct satisfont, pour cette valeur 
particulière de 4, aux équations (2); par conséquent, elles y satis- 
feront pour toutes les valeurs de «, d’après la proposition que 
nous venons de démontrer. 

43. 11 ÿ a donc une infinité de systèmes différents de solutions 
communes et Ja solution la plus générale dépend, on le voit, de 
trois constantes arbitraires. D'autre part, six, f, y; o, 2;, y. dé- 
signent deux systèmes différents de solutions, les fonctions 

BE au fit + Bt 

demeurcront constantes pour toutes les valeurs de & et de ; la 
démonstration sc fait ici comme dans le cas d’une seule variable. 
Par suite, si nous prenons trois systèmes différents de solutions 
a, b, ce; a, b', c'; a", D”, c', dont les valeurs initiales soient les 
neuf cosinus qui déterminent la position d'un trièdre Wirectangle 
(To) par rapport aux axes fixes, on aura, pour toutes les valeurs 
de « et de s, des rclations telles que les suivantes 

bi et, aa"+ bb ce = 0,



52 LIVRE I. — CHAP. V. 

et nos trois systèmes de solutions définiront, pour toutes les va- 
leurs de & ct de +, la position d’un trièdre mobile, trièdre pour 
lequel les rotations seront précisément les quantités données p, 
T3 T3 Pis Gus Tac | . | 

Ici encore, comme dans le cas d’une seule variable, toutes les 
solutions que l’on peut obtenir se déduisent de l’une d’elles par 
un simple changement de coordonnées. On a loujours le même 
déplacement, mais il est rapporté à des axes différents. 

44. Comme application, proposons-nous de rechercher les mou- 
vements dans lesquels les six rotations dépendent de la seule va- 
riable ». Alors les équations (5) deviennent 

d 
de = {ri ri, 

à . 

(7) | ST =rm-pr 
ùr 
d — PT — Pi. 

. On déduit de là | 
0p .  dq . 9r 

P 5 9%; ani d — ©; 

ct par conséquent, L étant une constante, 

P+ += he 

On voit déjà que les systèmes (1) et (2) admettent la solu- 
Lion | 

Nous pourrons prendre celte solution pour représenter «”, L”, 
c”, et, en nous servant des formules d'Euler, nous aurons 

— sind sine = #, | — sind cose = ?, cost= 

ce qui montre déjà que Ü ct © sont des fonctions de la seule va- 
riable 6. 

Si nous nous reportons aux formules (7) [p. 5] qui donnent
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les rotations, nous avons ici 

sin 0 = p Sino + g cos? 
du — P SMS 7 Fo 

: nd : 
sin D —/?18ing + q1 cos? 

ct par conséquent 

dg d __ Pri+ qq 
De De en lo 

ce qui donne 
d=— hu V, 

V désignant unc fonction de ». Réciproquement les formules (6) 
[p+ 5] nous montrent que, si 0, ne contiennent pas & et si Ÿ 
ne le contient que linéairement, les six rotations seront bien des . 
fonctions de la seule variable p. 

45. Dans l'exemple précédent, les six rotations sont fonclions 
de l’une des variables indépendantes. Proposons-nous, d'une 
manière plus générale, de rechercher tous les cas dans lesquels 
elles sont fonctions d’une quelconque d’entre elles; alors p, gr; 
Pis Qu F pourront être regardées comme des fonctions d’une 

certaine variable G, qui dépendra d’une : manière quelconque des 
variables & et e. 

Si nous désignons par Ph d'... les dérivées de Pre par 
rapport à 0, les. équations (5) nous donneront 

[ ,00 , dû , 
P y Pin 1717 

, 90 , OÙ - 
(8) Law D 98 — PI Prv 

0 
Ty l1gx —PTi— Pr. 

Si, de deux quelconques de ces équations, on pouvait tirer les 
00  0ô . 

valcurs de Te” 7? CCS valeurs seraient de la forme 

nr D jo h 2 = &(0), Ju 

ct ces deux équations conduiraient pour 0 à une expression de la
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forme ‘ . 
0 = F(au = bo), 

& ct D étant deux constantes. En substituant aux variables # et v 
les suivantes 

Mau br, = as — bu, 

on scrail ramené au cas précédent. 
11 nous reste donc à examiner seulement le cas où les équations 

8 ‘ent être résolues ' ra À À, ctoùl a 
(8) ne peuvent être résolues par rapport à Je? gs” Ctoù lon a, 
par conséquent, 

@) LL, pq 
‘ P1 gr Qi rh TPa—Pri  PJi— qi 

On déduit d’abord de ces relations 

Pp+gq+rr =o, 
7 1. ‘ + ee — Pin+gig+rne=o, 

et, en intégrant, | 

P°+qg?+ rt = const. 
» 9 9 

1 ri = st Pi dirri const \ 

En multipliant les variables w et par des.constantes convena- 
blement choisies, on pourra écrire 

P+gt+rzit, 

2 Lun pe — 
Pirdgi-riet, ' 

et, par conséquent, les extrémités (p, q, r}, (pa, qus 1) des deux 
axes de rotation décrivent par rapport aux axes mobiles deux 
courbes (GC), (C') situées sur la sphère de rayon 1. | 
I résulte des premières équations (9) que ces deux courbes 

ont pour chaque valeur de Ü leurs tangentes parallèles. Ce sont 
donc deux courbes parallèles Pune à l'autre; et si l’on suppose, 
ce qui est évidemment permis, que l’on ait pris pour Ô l’are de 
Ja courbe (C) compté à partir” d’une origine fixe, on pourra poser 

| 
Pi= pcosh+sinA(qr — rg'h (10) gu= q cosh + sin (rp" — pr) 

LATE COS + sinA(pg'— qp'}. 

} étant un angle constant.



DÉPLAGEMENT A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 55 

A6. On peut déduire de ces résultats une représentation géomé- 

trique du mouvement. Considérons la courbe décrite dans l’espace 
par l'extrémité de l’un des axes instantanés : par exemple, par le 

point (p, q, r). Si l'on désigne par a, b, c, a!, .… les neuf cosinus 
qui déterminent la position du système mobile et par X, Y, Z les 

coordonnées de ce point relativement aux axes fixes, on aura 

X= ap = bg + cr, 

Ya ap--d'q-c'r, 

L=a"p--l'q+cr. 

Différentions totalement la première de ces équations ct rem: 

plaçons da, db, de par leurs valeurs déduites des formules (1), 
(2). En substituant ensuite à P1, qi, ri leurs valeurs tirées des 
équations (10), nous obtiendrons | 

dX=(ap+ bg'+ cr)d(0+ sink). 

Cette formule nous montre que X, Y,2Z dépendent d’une même 

variable, 0 + v sink. Par conséquent le pole (X, Y, L) décrira 
dans l’espace une courbe (T) tracée sur la sphère de rayon 1 el 

qui sera loujours en contact avec la courbe (C). Nous sommes 

ainsi conduit au résullat suivant :: : 

Considérons sur la sphère de rayon 1 deux courbes (GC) et (Tr). 

Sinous déplaçons la courbe (C) en l’assujettissant à rester tangente 

à la courbe (T), une courbe (C') parallèle à (G) et entraînée dans 

son mouvement demeurera toujours langente à une courbe fixe (T") 

parallèle à (T). Le déplacement des deux courbes (C) et (C’) est 
précisément celui que nous nous proposions de définir. Quand « 

varie seule, la courbe (C) roule avec unc vitesse constante sur (Tr); 

et de même, quand # varie seule, (C') roule sur ([”), avec une 
vilesse qui est aussi constante.
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CITAPITRE VI. 
INTÉGRATION SIMULTANÉE DES SYSTÈMES LINÉAIRES RENCONTRÉS 

DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. : 

Réduction du problème à l'intégration simultanée de deux équations de Riceati. 
— Propositions diverses relatives à ces deux équations. — Autre méthode de 
solution reposant sur la détermination de a, a, a”. 

ÂT. Après avoir reconnu l'existence des solutions communes 
‘aux Systèmes (1) ct (2), nous allons indiquer comment on les 
déterminera. Comme on ne doit considérer, dans Ja question qui 
nous occupe, que les solutions pour lesquelles on a 

(1) a+ ftp, 

on pourra exprimer z, Ê, y en fonction des variables æ, 3 par les 
formules (9) [p.22], ct, d’après les résultats obtenus au n°. 15, 
les variables x, y devront, l’une ct l'autre, satisfaire aux deux 
équations 

Tire + IEP IH (2) du 2 2 

ds =—ir 5 gi ipr L Hip 2, 
dœ 197 2 ‘ 2 "+? 

qui sont évidemment compatibles, comme les systèmes d'où on les 
‘a déduites. 

48. Nous sommes ainsi amenés à ce problème d'Analyse : étu- 
dier l'intégration simultanée de deux équations de la forme 

ds ‘ 
Ju 4 +2bs +, 

(3) { 
ds b " 
nn = di+obis+ est A 1 15°; 

où a, L, c; a, bi, ce, sont des fonctions données de w et de v
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gd? 

En égalant les deux.valeurs.de Ju 

équations, on sera conduit à la relation 

2(c3+bj(aitabis+cst)—o(cis +, Xa+abs+es?) 

da du 5 db ob: _ of de da ‘ 

+ dw du)” 

qui est du second degré par rapport à &. 

de du dœ d 

Si cette relation n’a pas licu identiquement, les deux équa- 
tons (3) ne pourront admettre au plus que deux solutions com- 
muncs. Donc, si l’on demande que le système (3) ait une solution 

contenant une constante arbitraire, il faudra que les coefficients 
des différentes puissances de o dans l’ équation précédente soient 
nuls, ce qui donne 

j d d 
De + 20e — 2 abs 0, 

ob Do 
(1) et C& — AC —0, 

de Ju 

dc de 
d% — 5 + 2cb; —2bc;=0. 

Ces relations, appliquées aux équations (2), reproduisent les 
formüles (5) du Chapitre. précédent; par conséquent nous pour- 

rons les supposer vérifiées dans la suite de notre discussion. 

49. Nous allons montrer réciproquement que, lorsque les cocf- 
ficients @, b, C; &, bi, ce, satisfont aux conditions (4), les équa- 

tions proposées (3) admetlent une solution commune contenant 

une constante arbitraire. Pour cela, désignons par & une solution 

quelconque de la première de ces équations, et posons 

‘ 3 

(5) = —a—abis—cst, 

On a, d'ailleurs, , 
: DE : 

— —a—92b53—cs=0,. 
du 

Différentions l'équation précédente par rapport à v, l’équa- 

lion (5) par rapport à &, ct retranchons les deux relations ainsi 
obtenues. Nous aurons, en Lenant compte des identités (4), aussi 

 BIBLIo 10%; LA CENTOo Ar x
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bien que des deux équations précédentes, 

: oû (6) gun —2(cs--b)(, 

ce qui donne, par l'intégration. 

# 

$ tcG+b)du 
(7) t= de JL, : 

4 

Do désignant la valeur de 0 pour u = 9. Si donc Ü est nulle pour 
= o, elle le sera pour toutes les valeurs de w. | 

Ce point étant établi, faisons # — to dans la seconde des équa- 
tions (3), et déterminons la fonction s' de + qui satisfait à cette 
équation et se réduit à s pour # — 65. On aura donc 

, 
= = a+ 2di 5 C7? 

pour 4 = Uo. 
Considérons ensuite la première des équations (3), et détermi- 

nons la fonction 5 qui satisfait à cette équation et se réduit à 5’ 
pour u = us. D'après ce que nous venons de démontrer, ‘cette 
fonction s satisfera aux deux équations ; car la valeur de la fonc- 
tion que nous avons désignée par Ô, relative à la solution ainsi 
déterminée, est nulle pour u = wo, et, par conséquent, elle restera 
nulle pour toutes les valeurs de #. La fonction qui satisfait aux 
deux équations contient, d’ailleurs, la constante arbitraire s,. 

Toutes les opérations que nous venons d'indiquer sont possibles 
et n’exigent aucune quadrature quand on sait intégrer séparément 
chacune des équations (3). Ainsi l’on saura déterminer, sans inté- 
gralion, la solution commune aux deux équations quand on aura 
obtenu l’intégrale de chacune d'elles. ° 

50. Nous allons maintenant démontrer quelques proposilions. 
qui rendent plus facile l'intégration simultanée des équations (3). 

Supposons d’abord que l’on connaisse une solution communc 
de ces deux équations 5 = +. En posant | 

[ 
ST -- —) 

(0)
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on sera ramené à deux équations linéaires de la forme 

du 
D ee 

du Po @& 

d0 
4 = P; €) —- Q1. 

et la valeur générale de w s’obtiendra par la formule - 

(8) U) = ef du+bidi fee del d(Q du-=- Qi dv), 

qui ne contient, comme on s’en assure aisément, que des difft- 
rentielles exactes. 

Il est inutile de s'arrêter au cas où l’on aurait deux ou trois 
solutions communes; la méthode que nous avons suivie au n° 17 
s’appliquera sans modification; mais il convient d'examiner l'hypo- 
thèse où l’on aurait pour l’une des équations une solution parli- 
culière ne satisfaisant pas à l'autre. Aux résultats déjà établis, 
on peul alors ajouter le suivant : On peut déter miner, sans au- 

cune quadrature, l'intégrale générale de celle des équations 

dont on connaît une solution particulière. 
Soit, par exemple, x une valeur de 3 satisfaisant à la première 

équation et non à la seconde. Posons 

I 
GS T-i---e 

two 

Si nous portons cette valeur de 5 dans la première équation (3). 
clic deviendra 

du 
— =-—9(b--cr)w— ec. 
vu ( Je 

fntroduisons la fonction 0, définie par l'équation (5) où l'on 
remplace 5 par #, cet qui, d’après la forniule (6); vérifie l'équation 

dû 
— =o2(b--cr)l. 
du ( ) 

L’équation à laquelle satisfait ü) ) pourra être mise sous la forme 

suivante : 

d(tf)) 
<- ch —o. 

ou 
  (9)
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Or, un calcul facile conduit à l'identité 

à | o) d f1 dlogf Por D ere TE ae — 0). 

En substituant la valeur de 60 dans l'équation (9), nous trou- 
vons 

  

d p 1 2log0 
du ® 2 dœ a? bi) = 0. 

ct, en intégrant, 

, 1 dlos0 se ar+b 0   

  

(10) . w) = — + C, 

C désignant la constante arbitraire qui peut être une fonction 
de p. La formule qui fait connaître l'intégrale générale de la pre- mière équation ne contient, comme nous l'avons annoncé, aucun 
signe de quadrature. ‘ 

La'proposition-établie en dernier lieu, jointe à celles qui pré- cèdent, nous permet de conclure que, si l’on connait pour chacune 
des deux équations (3) une solution particulière ne satisfaisant 
pas à l’autre, il sera possible d'obtenir sans aucune. quadrature 
les solutions générales de ces deux équations, et par conséquent 
aussi leurs solutions communes. 

51. Nous montrerons, en terminant, comment on peut, en 
s’appuyant sur ce dernier résultat, former différentes équations 
différentielles dont l'intégration entraînerait celle du système (3) 
sans quadrature. 

Ajoutons les équations (3), après les avoir mullipliées par du 
et dv respectivement, Nous aurons 

ds — (a du + @; dv)—2(b du +0, dy)5 — (cdu + co; &)s= 0, 

Envisageons maintenant les deux équations différentielles que 
nous formerons en remplaçant + successivement par deux fonc- 
lions 51, 5: choisies comme on le voudra 

) d—a du — & dv — aid du + D, dé)si—(cdu+e, dv)s? = 0, 
qi dia— a du — a; dv — 2(b du + bidv)s:—(cedu+e, dp)3? —,0. 

Supposons que l’on sache intégrer chacune de ces deux équa- PI ue ES ,
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tions différentielles. Je dis que l’on saura alors intégrer, sans au- 
cune quadrature, le système (3). 

Soit, en ellet, 
g(u,v)= x 

l'intégrale de la première équation (11) et 

v(u,v) = 8 

celle de la seconde équation. Faisons un changement de variables, 

et substituons 4, 8 à w et ». On aura, d'après la définition même 
dexet de B, 

ds a de du ce d\ , 
+ 93 +92 b— rai + Ta Si;   

  

d WE 05 593 ë (12) ô ë ô 
d33 __ du . : dv Lo pou ed . du. d\, 

où or 9 0x VE REA) 

Quant au système (3), il prendra la forme 

(% ds ou (0% due y, de D )e+(e du a %)ss 
08 — To 93 08 192 08 * 194 
93 du de du du de 
nt UuR +2 (RE +uR)r+ (ce Ta }s 2, 

Les équations (12) expriment que 6, 5: sont respectivement 
solutions particulières de la première et de la seconde équa- 
tion (13); par conséquent, d'après ce que nous avons démontré, 
on pourra intégrer complètement le système (13), équivalent au 
système (3). 

Pour faire une application de cette dernière proposition, reve- 
nons au système proposé des équations (2) et prenons 

(13) 

Si 1; S2—=—1; 

les deux équations (11) deviendront ici 

g du qde + i(r du + ri dv) = 0, 

q du + qu dv — i(r du r; do) = 0. 

Ainsi l'intégration de ces deux équations entrainerait celle du 
système (2). Nous allons expliquer ce résultat en faisant connaitre 
un moyen nouveau, et tout à fait différent de celui que nous ve- 
nons d'étudicr, pour aborder l'intégration du système des équa- 
tions (1) et (2) du Chapitre précédent.
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D2. Désignons toujours par &, db, c, ... les neuf cosinus sa- 
tisfaisant à ces équations (1) et (2). On aura 

da = (br — cq)du (br, — C1) dv, 
(15) db = (cp — ar) du + (ep; — ar; ) dv, 

de = (aq — bp) du -- (agi — bp) dr, 

et les relations analogues que l’on obtiendrait en accentuant «, 
b, c. Si l'on joint à la première d’entre elles les équations qui 
donnent da’, da”, on obtiendra, en faisant la somme des carrés, 

(15) de dat+ de"? (g du + qi do} + (r du r; dy, 

Or a, «', a”, étant liés par l'équation 7 1 )] 

a a+ ai, 

, 
sont les coordonnées d’un point d’une sphère, et il est même évi- 
dent que cette sphère est celle qui est décrite par le point situé à 
la distance 1 sur l’axe mobile Ozx. Si l'on considère, ici encore, 
celte sphère comme unc surface réglée, et si l'on pose 

a -- ia! a— ia! ; 
_ = Ca 

= TT 2) 
(16) id y 1— a" 

l'équation (15) prendra la forme 

(5) Eee =(qgdu-qgidv}:-(rdur, ds}, 

Si l’on peut déduire x, y de cette équation en fonction de w et 
de +, on aura &, «à, a et les formules, telles que les suivantes 

Ja de 
Ju = br cg; px = br cq;, 

feront connaître, par des calculs élémentaires, les six cosinus qui 
restent à déterminer. Ainsi tout se réduit à trouver les valeurs 
de x et de y’, fonctions de & et de #, satisfaisant à l'équation (19). 

Décomposons le second membre de cette équation en deux fac- 
teurs que nous égalerons à zéro. Nous aurons ainsi deux équations 
différentielles 

f q du + qu do = Ë(r du + ri de) = 0, (18) 
lqdu+ gidv— ürds + r dy) = 0.
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Soient 

(19) _ g(ur)= 2, dus) = 8 

les intégrales de ces deux équations. Si nous faisons un change- 
ment de variables et si.nous substituons à & et v les fonctions CA 
8, le‘second membre de la formule (17) prendra la forme Ps 

{À da dû, 

} étant une fonction connue de x et de 3, et Il ‘équation à résoudre 
deviendra 

dr dy 
—— = À di d?. 
(x—yr 

(20) 

Elle ne peut évidemment admettre que l’une des deux solutions 
suivantes 

LT = À, J = B 

-OUÙU 

r= DB, y =A, 

A désignant une fonction de z, et B une fonction de 3. 
? devra donc avoir pour valeur 

A'B’ 
(20) = 

et il faudra de cette équation déduire les valeurs de A et de B. 
Si, par un procédé bien connu, on élimine les fonctions À 

et B, on verra que }. satisfait à l'équation aux dérivées partielles 

(2) Toad hs 
qui nous sera utile. Mais, si l’on veut obtenir l'expression de À 
ou de B, il se présente une difficulté tenant à ce que, d’: après une 
remarque déjà faite, l'expression de } ne change pas quand on 
remplace À et B respectivement par 

minA m+nB - 

P+gA? p+gb? 

ds R, p, q étant des constantes. Il semble donc que l'expression 
la plus générale de À pouvant satisfaire à l'équation (21) devra 
contenir lrois constantes ct, par conséquent, ne pourra être dé-
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terminée que par l'intégration d’une équation différentielle du 
troisième ordre. 

Essayons, en effet, de déterminer À. En prenant la dérivée lo- 
garithmique par rapport à + des deux membres de l'équation (21), 
on à 

, A" 2.À° d log} 

(23) À TAREE x 

Une nouvelle différentiation par rappôrli à « permettra d’élimi- 
ner B et conduira à l'équation 

  (ai) Ar ar &
 

3A72 24" (° De) 2 2} 

3 id 

Nous allons voir que l'intégration de cette équation s'effectue 
sans difficulté. 

Le second membre, étant égal au premier, ne doit pas dépendre 
de f, et, par conséquent, ne ‘changera pas quand on donnera à & 
anc valeur constante quelconque Be. 

Soit } la valeur cor respondante de }; ; l'équation (24) admettra 
évidemment la solution 

A'= dos A = So da, 

ou, Cn lenant compte de l'équation (22), 

1 ologdo, 

F7 2 0% ? 

el il suffira de porter cette valeur de A dans lé équation (23) pour 
en déduire la valeur correspondante de B. 

33. Ainsi, toute la difficulté dans notre nouvelle méthode con- 
siste dans l'intégration des deux équations (8) ilest clair que, si 
l'on avait considéré de même b, D, L'; 0, c', c' au licu de a, a', a”, 
on aurait eu à intégrer les deux équations de Pun des groupes sui- 
vants : 

| P du + p de + ë(r du + ri dv) = 0, 

(23) Pdu + p; dv — i(r du + rdv) = 0, 

(26) Pdu+ p; dv — i(q du = q: ds) = 0, 
26 ‘ 

p du =- pi de — i(q du = qidv) = 0.
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I y a évidemment le plus grand avantage à avoir le choix libre 
entre ces trois groupes différents. 

d4. Nous ajouterons encore une remarque de pure forme rela- 
tive aux deux équatipns (3). On peut ramener leur intégration 
simultanée à celle d’une seule équation de Riccati. Supposons, 
en clfet, qu'il s'agisse de trouver la solution commune de ces 
équations qui se réduil à 5 pour & = &o, V =. Posons 

= ul, 6 = ro 0"t, 

u, v désignant des constantes; 7 deviendra une fonction de 4 qui 
devra satisfaire à l'équation 

d3 953 ,  à7 
UE DUT ve au" av 2(bu'+ biv'}s (ou + ce')7?, 

où les cocfficients sont maintenant des fonctions de £. 
Elle sera donc déterminée par cette condition, jointe à celle de 

se réduire à 59 pour { = 0. Supposons qu'on ait déterminé cette 
fonction | | ‘ 

3 = L'(to,ro, U, v, &). 

Il suffit dy faire 1 — r'et de remplacer «/, v’ respectivement par 
U— 9, 0 — 6, pour obtenir la solution cherchée. 

En tenant compte de cette remarque purement théorique, on 

peut dire que l'intégration simultanée des systèmes G)et(2)du 
Chapitre précédent se ramène à celle d’une seule ‘équation 
de Riccatr. 

D. — I. 

C
r
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CHAPITRE VIL 

DES DÉPLACEMENTS À DEUX VARIABLES DANS LE CAS OU LE SYSTÈME 

MOBILE N’A PAS DE POINT FIXE. 

Introduction des six translations. — Relations différenticlles auxquelles elles 
satisfont. — Mouvements infiniment petits qui se réduisent à des rotations. — 

Théorème de MM. Schünemann et Mannheim. — Cas particulier où il ÿ a un 
centre instantané de rotation, — Théorème de. M. Ribaucour. 

35. Après avoir traité le cas où le système mobile a un point 

fixe, il nous reste à examiner l'hypothèse où le trièdre (T) sc 

meut d’une manière quelconque dans l’espace : alors il faudra 

joindre aux six rotations six quantités nouvelles. Nous désigne- 

rons par Ë, n, {les composantes de la vitesse de l’origine des axes 
mobiles relativement à ces axes, quand &w varie seule, et par &,, 

13 Gi les mèmes composantes quand 6 varie scule. Si l'on désigne 

par Xo, Yo; Lo les coordonnées de l'origine des axes mobiles par 

rapport aux axes fixes, on aura 

AXa » JXa 
1 — =ai+bnrct 

() - du ° 1 ” Us 
  — at, « ‘ + 

sat br ch, 

-_et les équations analogues en Y,, L. Égalons les deux valeurs de 
JXA 

du dv 

les dérivées des cosinus par leurs valeurs, nous obtiendrons une 

  que l’on peut déduire de ces formules. Après avoir remplacé 

équation qui, devant avoir lieu quand on remplacera a, b, € par 

les autres systèmes a',"’, c'; a”, L", c”, se déconiposera dans les 

trois suivantes (!): 

02 di 
Le qu-ni rit ri 

dr, da > > 
(2) ge Pa ip UPS 

of LM » > 
Dm du  PUTPIMT GE Gas: 

  

1) On pourra comparer avec les formules analogues données par M. Kirchhof l . ë l
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56. Réciproquement, lorsque les douze quantités Ë, p, ... satis- 
feront aux équations (2), en méme temps qu'aux équations (5) 
du Chapitre V, il existera un déplacement dans lequel elles seront 
les rotations et les translations ; car nous savons déjà qu’on pourra 
déterminer les neuf cosinus; et de plus les équations (1), qui seront 
compatibles en vertu des équations (2), nous fourniront par des” 
quadratures les coordonnées de l'origine des axes mobiles. Il est 
inutile de répéter ici que tous les mouvements obtenus se rédui- 
sent au fond à un seul, observé par rapport à des axes différents. 

Ï est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions du 
système mobile qui correspondent aux différentes valeurs de & et 
de s, on suppose que « et » soient des fonctions d’un seul para- 
mètre #, les rotalions et translations relatives à ce mouvement 
seront respectivement 

du de du. de du de 

…. (on Ta TE lat 
D Joe, Que de de de 

da de ut Na Dr Ft di 

et les projections sur les axes mobiles de l'élément de courbe 
décrit par un point quelconque M dont les coordonnées sont 
æ,J, 3 par rapport aux axes mobiles seront 

dr =-E dut do-(qdu+qid&w)3—(rdur ds)7, 
({) dy +n dur; do (rdu + r de)x —(p du + Pi de)s, 

ds + 6 du + kde + (p du + pi de)y —(q du + gi dv)r. 

En d’autres termes, si x était le temps, on aurait les composantes 
de la vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois. 
expressions précédentes par dz. Nous ferons souvent usage de celte 
remarque, qui dispense de beaucoup de calculs et permet de laisser” 
de côté tout ce qui concerne les axes fixes. 

En terminant ici ces notions préliminaires sur le mouvement. 
nous nous contenterons de remarquer que la méthode suivie s’ap- 
plique sans modification au cas où la position du système mobile 
dépendrait de trois ou même d’un plus grand nombre de para- 
mètres. 

  

daus la quatrième cet la cinquième Lecon des VPorlesungen über Mathematische 
Plij'sik, 1856. ‘
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+ Dr. Nous allons faire usage des résultats précédents pour dé- 
montrer un théorème important relatif aux déplacements à deux 
variables (1). | ' 

Si Jon considère le système mobile dans unc position déterminée, 
il peut s’en écarter d’une infinilé de manières; les rotations ct les 
translations correspondantes au mouvement le plus général qu'il 
puisse prendre: sont données par le Tableau (3). Cherchons si 
l’un des mouvements infiniment petits que l'on obtient ainsi peut 
se réduire à une simple rotation. 

Il faudra pour cela que l'on ait (n° 3) 

(5) (p du + pi de)(E du +? do) 

+(g du + qi de)(n du + rs do)+(r dur dy)(E du + & dv)= 0. 

Cette équation fournit deux valeurs, en général différentes, de 
du ne T: , L' Ï y aura donc, en général, deux mouvements différents, réels 

ou imaginaires, qui se réduiront à unc rotation. L’axe de rotation 
correspondant à chacun de ces mouvements sera défini par les 
équations 

| édu+ & do+(qgdu+ qgidv)3—(rdu+r, dv)y = 0, 
(6) ndu+ mm do +(r du+ r de)x — (pdu— pidw):=0, 

Edu—+ Ki do + (p du + pidv)y —(q du + gidv)x = 0, 

où l’on remplacera du par Ja racine de l’équation (5) correspon- do 

dante au mouvement considéré. | 
Le résultat précédent a une conséquence importante, qu'il serait 

aisé de vérifier par un calcul direct. Puisque deux des mouvements 
se réduisent à des rotations autour de deux droîtes, que nous appel- 
Icrons D, 4, la normale à la surface décrite par un point quel- 
conque du système invariable devra rencontrer chacune de ces 
droites; ‘ | 

  

{*) Ce théorème a été énoncé en 1866, dans le Journal de Liouville (2° série, 
t. XT), par M. Mannheim, qui en a fait depuis l'objet d’une étude approfondie. 
On ignorait, à celte époque, qu'il avait été donné, onze ans auparavant, par 
M. Schünemann, dans un article présenté par Stciner à l’Académie de Berlin 
(MHonatsberichte, 1855). C'est M. Gciser qui, en 1880, a appelé l'attention sur le 
travail de M. Schônemann ct la fait réimprimer dans le Journal de Crelle, 1. XC, 
Pr. 39 à 48. :
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car cette normale, étant perpendiculaire à tous les déplacements 
du point considéré, l’est en particulier à ceux que prend le point 

dans les rotations, et par conséquent elle rencontre nécessairement 

les axes de ces rotations. 

58. L’équation (5) est du second degré par rapport à S elle 

pourra donc avoir ses racines imaginaires, et alors les deux mou- 

vements qui se réduisent à des rotations seront cerlaincment 
imaginaires; elle pourra aussi avoir ses racines égales. Nous ne 

discuterons pas tous les cas qui peuvent se présenter; mais nous 

étudicrons les déplacements pour lesquels on sait « priori qu'il 

existe deux déplacements sc réduisant à des rotations autour 

de deux droites distinctes ct concourantes. En se plaçant dans 

cette hypothèse, M, Ribaucour a obtenu un élégant théorème () 
que nous allons démontrer. 

Il est aisé de reconnaître que, dans le cas qui nous occupe, l'équa- 
. o . . ., , . du îu 

lion (5) doit être une identité. Désignons en effet par — ; — les. 
dv Ôv 

du . . pee - 
deux valeurs de relatives aux rotations considérées; on aura 

nécessairement 

> 
(pdu + pdr)(du +'de)+...= 0, 

(pôu + piôv)(Edu+tôv)+...—=0o, 

Les axes de ces rotations sont définis par les formules (6). La 

condition pour que ces axes se coupent s'écrit de la manière très 
symétrique 

(pdu + pidv)Œôu + te) + (pèu + pièv)(Edu + Ed) + ..: = 0. 

Les trois équalions que nous venons d'obteni£ peuvent se ramencr 

au Lype suivant : | 

A due à B du ds + Cds? = o, 

(5) 4‘  Aîut+ obBôuîe + Côr? = 0, 

Aduîu + B(duèe + Cdeèu) + CGdvèr = 0, 

  

t) Rimaccour, Sur la déformation des surfaces (Comptes rendus, t. LAN, , 1 

p. 330). É
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où À, B, C ont pour valeurs 

À = Pi +..., 

2B= pié+ ph... 

C= piti..…… 

Si l’on considère les trois équations (5) comme déterminant les 
inconnues À, B, C, leur déterminant sera (dudv — dvdu), et, par 
hypothèse, il ne sera pas nul. On aura donc 

A=B=C=0, 

cl; par conséquent, l'équation (5) sera identiquement satisfaite. 
On arrive aux mêmes conclusions par un raisonnement beaucoup 

plus simple. Si les deux droites D, A se coupent, leur point d'in- 
tersection aura une vitesse nulle dans tous les déplacements. On 
devra donc avoir, si l’on désigne par z’,3”, 5! les coordonnées de ce 
point relativement aux axes mobiles, 

[état = 0 hi +qgs—ny =0, 
(8) Cn+rz'—pz —0o, BUT — pis = 0, 

E+pr ga =0,  U+piy —qia 0, 
el il n’est pas difficile de déduire de là les équations 

A —o, B = 0, C—o. 

Mais voici la conséquence qui constitue le théorème de M. Ribau- 
cour. ‘ 

Supposons que, pour Loutes les valeurs de w etde v, il vait des va- leurs de x’, 3", 5! satisfaisant aux équations (8). Le point (z',3", 31), considéré comme appartenant au système mobile, décrira une surface (s) que nous regarderons comme faisant partie de ce Sys- 
tème. Si l'on rapporte le même point aux axes fixes, il décrira 
une surface (S). Donnons à w et à des accroissements du, dv: le point se déplacera sur la surface (S) et décrira un arc infini- 
ment petit dont les projections sur Jes axes mobiles, données par les formules (4), seront, en tenant comple des équations (8), 

dx", d, dx, 

Or ce sont là les projections sur les mêmes axes du chemin décrit par le point considéré sur la surface (s). Ces deux chemins avant 
toujours même direction el méme grandeur, on voit que les deux
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surfaces (s) et (S), non seulement sont langentes, mais encore 

roulent l’une sur l’autre, de telle manière queles chemins parcourus 

par le point de contact, sur les deux surfaces, aient toujours la 

mème longueur ct la mème direction. ‘ 
En ‘d'autres termes, les deux surfaces se correspondent point 

par point, de telle manière que deux courbes correspondantes 

aient la mème longueur. On dit alors qu'elles sont applicables 

l’une sur l'autre. 

39. Nous pouvons ajouter les propriétés suivantes : 
Tirons des équations (8) les valeurs de E, ..., E,... et por- 

Lons-les dans les équations (2). Après un calcul facile, nous ob- 

uiendrons les relations 

93" 2 ds" dy" 

To —! ou 1x 

dx" . dr’ n 03" 
(9) F5 TP ou Pix — 

dy" dx" y", " 

PT ou Tigu 

qui conduisent à une conséquence importante. Multiplions-les 
. 0x! dy" ds . r 

respectivement pars sr et ajoutons-les. Nous aurons 
dv dep dv 

P1 91 ri 

dr dy" 0: 

du vu du | —=0o. 

dx" dy ds 

dp de dv 

On pourra donc poser, } et , étant deux fonctions convenable- 

ment choisies, ‘ 
dx dr" 

Pi TT tou + 

. , ' 

(10) gi=— M œ à 2 

ds’ ds" 

ri = M du +} de 

On auraït de même’ 
—_ ) 9x — a 

PE qu Ed 

et les équations analogues en g, r. Si l’on substitue d’ailleurs
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les valeurs des rotations dans les équations (9), on obient la con- dition complémentaire 
| 

(1) l1=— à, 
€n sorte que l’on a, pour p, 4, r, les valeurs suivantes ? ? ? , 

, 0x" dx" 
= TA du —+ Ka dv ? 

. dy" dy" (12) q=—d + na, 

93 ds! 

PE + a 
qui, jointes aux équations (10), remplacent les formules (4) 
et (9). - | 

60. L'interprétation géométrique des équations (10) et (12) est évidente. Les dérivées de æ', J', 3! par rapport à & et par rapport à © étant proportionnelles aux cosinus directeurs de deux tan- gentes à la surface licu du centre instantané, les deux rotations 
dont les composantes sont p, Ts PC Pi, Gr, ra sont dans le plan langent à celte surface. Il en sera de même évidemment de la rotalion qui correspond à une variation simultanée quelconque de w et de v; ccla résulte des formules (3) qui donnent les com- posantes de cette rotation. Nous pouvons donc énoncer la pro- position suivante : 

S'il arrive, dans chaque position du Système mobile, que deux des mouvements infiniment petits, par lesquels on amène le Sys- tème dans une position infiniment voisine, sc réduisent à deux rotations autour d’axes COncourant en un certain point, tout autre mouvement infiniment petit du système se réduira à une rolalion autour d’un axe passant par le même point, que l’on peut appeler centre instantané de rotation. Les deux surfaces lieux du centre inslantané, dans le système mobile et dans l’espace, scront appli- cables l’une sur l’autre; elles seront loujours en contact, de telle manière que lout mouvement du système mobile se réduira au roulement de l’une des surfaces sur l’autre, l’axe instantané de la rotalion passant à chaque instant par le point de contact des deux 
surfaces et se trouvant dans leur plan langent commun. 

Il nous reste à donner l'interprétation géométrique de l'équation (11). Elle exprime, on le reconnattra aisément, que la relation
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entre la direction de la courbe suivie par le pôle instantané et celle 

de l'axe de rotation correspondant est réciproque; c'est-à-direque, 

si, après avoir considéré un déplacement infiniment petit pour le- 

quel l'axe de la rotation instantanée a une certaine direction, on 

envisage le déplacement dans lequel cette direction devient celle 
de la route suivie par le centre instantané, l’axe de rotation dans ce 

nouveau déplacement aura même direction que la route du centre 

dans le premicr. On pourra ici constituer une théorie toute sem- 
blable à celle des tangentes conjuguées et de l'indicatrice de Dupin; 

on trouvera également deux séries de lignes, analogues aux lignes 

asymptotiques, qui sont caractérisées par cette: propriété que, 

lorsque le roulement des deux surfaces l’une sur l’autre s’effectuc 

de telle manière que le centre instantané décrive l’une de ces 

courbes, la rotation est à chaque instant dirigée suivant la tangente 

à la courbe. Par conséquent, les deux courbes correspondantes qui 

sont alors les routes du centre sur les deux surfaces ont, à chaque 

instant, même courbure ct même plan osculateur. Nous laisscrons 

au lecteur le soin de développer ces indications. 

GI. Réciproquement, toutes les fois que l’on connaîtra deux 
surfaces (S), (s), applicables l’une sur l’autre, si l’on place la sur- 

. face (s) de telle manière que l’un de ses points coïncide avec le 
point.homologue de {S) et que les courbes homologues des deux 

surfaces qui passent en ce point y soicnt tangentes, Loutes les po- 

sitions que l’on obtiendra ainsi pour la surface (s) dépendront de 

deux paramètres el le déplacement à deux variables défini par ces 

diverses positions jouira de toutes les propriétés que nous venons 

‘de signaler. 

Considérons, par exemple, toutes les surfaces (s) symétriques 

de (S) par rapport à ses plans langents; elles constituent évidem- 

ment toutes les positions d’une surface (s) roulant sur (S). On 

pourra appliquer à ce mouvement toutes les propositions précé- 

dentes. Les surfaces trajectoires des différents points du système 

mobile sont homothétiques aux podaires des différents points de 

l'espace par rapport à (S), le rapport d'homothétic étant 2.
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CHAPITRE VII 
PREMIÈRES NOTIONS SUR LES COORDONNÉES CURVILIGNES. 

Surface de révolution. — Alysséide. — Surface pscudosphérique. — Systèmes isa- 
thermes. — Surfaces réglées. — Surfaces développables. — Détermination de 
toutes les surfaces applicables sur le plan par la méthode de M. O. Bonnet. 

  

62. Dans le premier Chapitre nous avons reconnu que l'on 
pouvait raltacher la théorie des courbes gauches à l'étude du 
mouvement d’un triëdre; de même les propositions relatives aux 
déplacements à deux variables trouvent une application importante 
dans la théorie des surfaces. Mais, avant de développer cette appli- 
calion, nous donnerons des notions étendues sur les systèmes de 
coordonnées curvilignes que Gauss a, le premier, employés d’une 
manière systématique, dans le mémoire fondamental Disquisi- 
tiones gencrales circa superficies curvas, publié en 1828 dans 
le L VI des Nouveaux Mémoires de la Société de Gœttingue. 

J y a, comme on sait, deux moyens de définir une surface. On 
peut la déterminer par son équation, c’est-à-dire par la relation qui 
existe entre les coordonnées de l’un quelconque de ses points; 
mais On peut aussi supposer que ces trois coordonnées aient été 
exprimées au moyen de deux variables indépendantes que nous 
appellerons x et ». Cette seconde manière de définir la surface est 
même plus générale que la première; car, si l'on prend pour &'ete 
deux des trois coordonnées rectangulaires, l'efpression de la 
troisième scra précisément l'équation de la surface résolue par 
rapport à celte coordonnée. | | 

Un systènie de coordonnées curvilignes peut être représenté 
géométriquement. Il suffit de tracer sur la surface les deux familles 
de courbes, lieux des points pour lesquels l’une ou l’autre des va- 
riables #, # demeure constante. Mais il importe de remarquer que 
le système de coordonnées n’est pas complètement défini, si l’on 
donne seulement les deux familles de courbes coordonnées. On
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pourra évidemment,-sans changer ces courbes, remplacer & et v 

par les variables &,, 6,, qui seront des fonctions quelconques des 

preinières 
u=vo(u), si Ÿ(r) 

C'est une remarque dont on fait souvent usage et qui permet 

quelquefois de grandes simplifications. EL 

63. La méthode de Gauss repose essentiellement sur |’ expression 

de Pare d'une courbe quelconque tracée sur la surface. 

Supposons les coordonnées rectangulaires x, 3, : d’un point de 

la surface exprimées en fonction des deux variables & et». L'ex- 

“pression d'un arc de courbe tracé sur la surface scra donnée par 

la formule , 

a) ds= E dut + 2 du dv + Gdv?, 

AOROECE 
OZ. dr* dy dy, 93 05 

He Le 2 22, 
du du d6 du dv 

dx\?  fdy\?. /a:\° 

c-(E) GG) 
Nous appellerons, pour abréger, ds l'élément linéaire. Nous le 

+ + 

où l'ona 

(2) Fe 

+ 

mettrons aussi sous la forme” 

(3). ds?= At du? 2 AC cos x du de -> C2 dot; 

et l’on aura, par conséquent, 

=  . F : 
(5) AZ VE, - C=VvG, COSZ= ——: 

VE VG 

Les formules (2) montrent que À du est l'arc de la courbe 

= const., C de l’are de la courbe & = const. ; enfin # est l'angle 

sous lequel sc coupent ces deux courbes au point considéré. On 

aura donc 
F=o 

toutes les fois que lon emploicra des coordonnées curvilignes 

rectangulaires. Il résulte également des formules (2) que l'élément
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superficiel de la surface aura pour expression 

AC sin x du de — VEG 1 du dr, 

Avant d'aller plus loin, nous allons donner quelques exemples de ce mode de représentation. 

62. Considérons d'abord les surfaces de révolution, et supposons que l’on ait pris pour axe des l'axe de la surface. Si l’on appelle r la distance d’un point du méridien à l'axe, l'équation de la surface scra 
| F=/e). 
Introduisons l'angle # que fait, avec le plan des +=, le méridien Passant par le point considéré; nous aurons, pour les coor- données x, }, les expressions ‘ 

T=rcose,  y=resinr, 

el de là nous déduirons, pour l'élément linéaire, la formule 
(5) . di = dré(i fr) due, ° 

[ci les courbes 7 — const. sont Îles parallèles; les courbes #— const. sont Jes méridiens. Si l'on pose 

drVi=ps = du, 
: 

r deviendra une fonction de u, el l'équation (5) prendra la forme 
(6) ds? = du? c(u)dv?. 

La signification de x est évidente : c’est l'arc du méridien compté à partir d’un parallèle fixe. 
On peut mettre cette expression de l'élément sous une forme un peu différente. Posons 

du. ss dr 
= = duty = 7, 
Ve) HUETE 

  

&(u) deviendra une fonction F(u) de us, et l'équation (6) nous donnera 
‘ = F(u)(du? + dr2), 

65. Toutes les fois que l'élément linéaire d’une surface peut
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être ramené à la forme 

ds? = } (da? di? ) 
î 

on dit que les courbes coordonnées forment un réseau isotherme ou 

isométrique. La première ‘dénomination est empruntée à la théorie 

de la chaleur ; la seconde, qui est duc à M. Bonnet, s "explique par 

les remarques suivantes. | 

Imaginons que l’on trace sur la surface toutes les courbes coor- 
données correspondant à des valeurs des paramètres «, 8 croissant 

suivant des progressions arithmétiques de raison infiniment petite 

2%, X+d1, 1-—2da, . . 
a a n 6 0 da : 
Ps 2 + d3, 6-23, ss 

on aura ainsi décomposé la surface en une série de rectangles infi- 
niment petits, dont les côtés seront égaux si l’on a pris du = de. 
On dit alors que la surface est divisée en carrés infiniment 
petits. Cela n’est pas, sans doute, rigoureusement exact; mais les 
rectangles curvilignes formés par les lignes coordonnées consi- 

dérées oùt le rapport de leurs côtés adjacents d'autant plus voisin 

de l’unité que la raison dx a été choisie plus petite. 

Dans le cas des surfaces de révolution, on voit que les méridiens 

etles parallèles constituent un système isotherme. ‘ 

66. Considérons, en particulier, la surface de révolution en- 
gendrée par. la révolution d’une chainette autour de sa base, On a 
ici . 

.—« ä » È re c+e , 

el l’on trouvera sans difficulié 

u—= Vi 

La formule (6) nous donnera, par conséquent, pour l'élément 
linéaire de la surface, 

(5) ds? = due + (ui + a?) dr?. 

Cetle surface très remarquable a recu le nom d’ l'alyssétde ou de 

caténoïde. Comme la chainette est la seule courbe dont le ravon
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‘ . de courbure soit égal et de signe contraire à la normale, l'alysséide 
est la seule surface de révolution pour laquelle les rayons de 
courbure principaux soient en chaque point égaux et de signes 
contraires. On à donné le nom de surfaces minima à toutes celles 
dont les rayons de.courbure sont liés par cette relation. L'alysséide 
est donc la seule surface minima de révolution 
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On sait que, si l'on considère une chainette dont la base soit Oz et que, du picd P de l'ordonnée du point M, on abaisse une per- pendiculaire PQ sur la tan$ente en M, l'arc de la chaînette, complé à partir du sommet S, sera égal au segment de droite MQ; par 

conséquent, le point Q décrira une des développantes de la chai- 
nette. 

. 
‘Comme PQ est constant et égal au paramètre a de la chaînelie, 

le lieu du point Q sera la ,courbe aux tangentes égales ou 
tractrice. En désignant par & l'angle PMQ, l'arc décrit par le 
point Q, lorsque : augmente de ds, a pour valeur 

ds = MQ de = a cos de. 

Comme d'ailleurs la perpendiculaire abaissée de Q sur Oz a
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pour expression 
= sing, 

on voit que l'élément linéaire de la surface engendrée par la 

révolution de la courbe aux tangentes égales autour de Oz sera 
donné par la formule 

ds? = dst-5 nds = «(colo de? sine dv?) 

Posons 

cote de = du, 

ce qui donne | 

Sins == €", 

ct nous aurons 

(8) ds? = at( du? + et ds?). 

Remarquons d'ailleurs que, dans le triangle rectangle RPM, 

on a : 
MQ.QR = a?. 

Les centres de courbure principaux de la surface sont évi- 

demment les points M et R; donc les rayons de courbure prin- 
cipaux satisfont à la relation 

RR':= — a?. 

Mais cette propriété ne caractérise nullement la surface, il est 

aisé de le démontrer. . 

Proposons-nous, en effet, de déterminer toutes les surfaces 

de révolution dont les rayons de courbure sont liés par la relation 

précédente. Par un calcul sur lequel nous nc reviendrons pas ici, 

on trouve que les variables 3 et 7 doivent satisfaire à la relation 

différentielle 

(9) ds A/R 

  

+4 

b désignant une constante arbitraire:qui peut prendre toutes les 

valeurs possibles. L'élément linéaire de Ia surface est donné par 

la formule 
a? dr? 

ds = —— 7 72 de? ri ab? 

: Supposons d’abord que b soit égal à 4. On retrouve alors la
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surface dont le méridien est la courbe aux tangentes égales. Nous 
lui donnerons le nom de surface pseudosphérique. 

Si b est plus petit que a, le rayon r peut prendre toutes les 
valeurs inférieures à D et l’on obtient une surface qui, comme la 
précédente, à encore un parallèle de rebroussement BC; mais 
tous les méridiens vont couper l'axe de la surface en un mème 
point À, sous un angle fini dont la tangentc a pour valeur 

VA 
Pis, à i3. 2. 

  

St Fon pose alors 

r = Va TE et — en 10 
= — , _ 

2 
  

  

on oblient, pour l'élément linéaire, l'expression 

(iv) dst= a? [aus + (” — =) av]. 

Si D est au contraire plus grand que a, ra un minimum 

  

  

Vb?— a? ct les méridiens ne rencontrent plus l'axe. La surface 
admet alors deux parallèles dè rebroussement et un cercle de 
sorge DE (fx. 3). Si l'on pose . 

put = pu # 
re Vo LT", ÿ = —"_—, 2 bia 

l'élément linéaire devient : 

F ete pH 2 
(). ds= «| du? (5 } de]. 

. » . 
\ Fe 4
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ÔT. Après les surfaces de révolution, nous examincrons le groupe 
si important formé par les surfaces réglées. Elles peuvent être 
définies par les trois équations 

T=au+ b:, 

(2) Y = œu+ b, 

3 = au + Ds, 

où a, b, ... doivent être considérées comme des fonctions d’ un 
paramètre +. Si l’on suppose 

| 

ai+ai+ai=ir, 

u désignera la longueur portée sur chaque génér airice rectiligne 
de la surface à partir de la courbe définie par les équations 

    

  

(3) P=bn J=bs 5. 
. Fig. 5. 

PR Lu e 

DJ OÙ EE  — Z 

B Fc 

On déduira des formules (1 2) l'expression suivante de l'élément 
linéaire 

| 
(ri) ds?= du?+ 2D du de + (A uè+2Bu+ C)d, 

où À, B, C, D sont les fonctions de v définies par les relations 

AZ aË + af + af, | C=br+ reve, 
D= ab + a,b, + a,0!, DE a di + ab, + abs. 

Si l’on suppose que la courbe # — o, dé 
(13), ait été choisie par 

D.— 1. 

finie par les équations 
mi les trajectoires orthogonales des géné- 

\ 

‘ 6
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rairices, On aura 
D = 0, 

et l'élément linéaire prendra la forme plus simple 

(15) ds? = du®+ (Au?+ 2Bu + C)dr?. 

Dans ce cas le système de coordonnées sera formé des géné- 

ratrices rectilignes ? — const. et de leurs trajectoires orthogonales. 

Pour ramener l'élément linéaire général, donné par la formule 

(14), à la forme (15), il suffira de substituer à & la variable suivante : 

u=u—+ [D dv. 

On reconnaît ainsi que, dans toutes les surfaces réglées, les. 

trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes sont déter- 
minées par une simple quadrature. 

68. Considérons, par exemple; la surface formée par les normales. a: ‘ ? P : 
principales de l'hélice ou hélicoïde gauche à plan directeur. 

Elle est définie par les trois équations à q 

3 = av, 

(16) T = u cos, 

y=usinr; 
d’où l’on déduit 

(5) ds®= (a+ u?) de + dut. 

La comparaison des formules (7) et (17) nous montre que, si l'on 
fait correspondre sur l’hélicoïde ct sur l’alysséide les points pour 
lesquels les valeurs de w ct de # sont les mêmes, les arcs de deux 

courbes correspondantes seront rigoureusement. égaux. On dit 

dans ce cas que les deux surfaces sont applicables l’une sur 
l’autre. I est clair, en effet, que si l’on considère une surface 

comme un tissu flexible ct inextensible, et si l’on admet Ja possi- 

bilité de déformer cette surface sans déchirure ni duplicature, 

la longueur de toute courbe tracée sur la surface sera demeurée 

invariable dans la déformation. Sans examiner la question de 

savoir s'il est possible d’amener la première surface à coïncider 
avec la seconde par une suite continue de déformations, on dit que 
deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre quand elles satis- 

font à la définition géométrique que nous venons de donner. Le
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problème de la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnée cst un des plus intéressants, mais aussi un des plus dif- 
ficiles, que l’on rencontre dans l'application de l'analyse à la Géo- 1 | j . métrie. Dans le cas qui nous occupe, l'hélicoïde est applicable sur 
l’alysséide, les génératrices rectilignes de la première surface 
correspondent aux méridiens de Ja seconde et les hélices aux 
parallèles. 

69. Revenons aux surfaces réglées. Il est aisé, lorsqu'on a seu- 
lement l'expression (15) de l'élément linéaire, de distinguer les 
surfaces gauches des surfaces développables. 

En effet, on a identiquement | 

A+ Bu + C = (du + D (qu + 0,4 (au + BY. 
On voit donc que lc trinôme premier membre sera une somme 

de carrés, et l’on aura 
- | ?2— AC<o, 

tant que les équations 

8 S a’ d; (18) ==, 
db bd, b, 

ne seront pas salisfaites. Or ces dernières équations n’ont lieu que 
dans le cas où la surface est développable. 

En effet, les équations (12) nous donnent 

dr = aydu + (au + db!) de, 
dj = adu+(a,u +0b,)dv, 
ds = asdu + (au + 0!) de. 

Exprimons qu’il existe un point de la génératrice -qui décrit 
une courbe tangente à cette génératrice; il faudra qu’en prenant 
Pour & une fonction convenable de » on ait L ‘ 

ce qui donne, en remplaçant dx, dy’, d3 par leurs valeurs, 

caiu+br a;u+b au + + = —— 0 
di A 3 

Si l’on tient compte de l'équation D — 0, on trouvera que la
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valeur conimune des trois rapports précédents doit être égale à 
zéro. 

On devra donc avoir 

Le DL, D 
—uU=+=S= +) ay dd,  «, 

et, par conséquent, les équations (18) expriment les conditions 
nécessaires ct suffisantes pour que la surface soit développable. 

Enfin, en substituant à 6 une fonction convenable de », on 
pourra réduire le coefficierit À à l'unité. Nous avons donc, comme 
forme réduite de l'élément, 

(9) ds= dut [(u — 4ÿ+ 92] de? 

dans le cas des surfaces gauches, et 

(20) ds?= du?+ (u — a}? dy? 

dans celui des surfaces développables, « et 8 désignant des 
fonctions de e (1). 

70. De la forme de l'élément linéaire des surfaces développables 
on déduit facilement qu’elles sont applicables sur le plan. 

Reprenons, en effet, la formule (20) et décomposons le second 
membre cn deux facteurs 

du i(u— 2x) dv, 
x 

du — i(u — 1) de. 

Si l'on multiplie ces facteurs respectivement par eÿ, e-à, ils 
deviennent des différentielles exactes et l'on peut poser 

eit[ du + i(u — 2) dv] = dx + idy, (21) 
er [du — Qu — x) dv] = dx — i dy. 

On à, en intégrant, 

Z+iy= ueiv —ifreiv dr, : (22) | y S , 
l T—iy = ueTiv+ifae-i dv. 

  

{*) Cette théorie laisse toutefois de côté les surfaces réglées imaginaires pour 
lesquelles on a 

at+a2+ai=n, 

et qui sont engendrées par des droites rencontrant le cercle imaginaire de l'infini.
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D'ailleurs, en multipliant membre à membre les formules (21), 
on obtient, pour l'élément linéaire de la surface développable, 
l'expression ' 

dst= dr?+ dy?, 

qui démontre la propriété annoncée. 

Les formules (22) peuvent être remplacées par les suivantes : 

T = Uucosp + fasine de, 

(23) J = usine — [a cosr dv. 

On voit qu'aux génératrices rectilignes de la surface, définies 
par la relation e= const., correspondent des droites du plan; 
par conséquent, les trajectoires orthogonales des génératrices ont 
pour transformées les courbes parallèles, trajectoires orthogonales 
des droites du plan. À l’arète de rcbroussément, =, de la 
développable correspond l'enveloppe de toutes les droites du plan. 
Tous ces résultats, que nous ne nous arrètons pas à vérifier, sont 
bien d’accord avec les opérations mécaniques par lesquelles on 
réalise le développement de cette classe si importante de surfaces. 

71. Nous venons d'indiquer un moyen d'appliquer la surface 
développable sur un plan. Il est naturel de se demander s’il n’y en 
a pas d'autre, et si, par exemple, on ne pourrait pes réaliser cette 
application de la surface en faisant correspondre aux génératrices 
rectilignes de la surface des lignes courbes du plan. Le raisonne- 
ment suivant donne la réponse à cette question. | 

Supposons que l’on ait, de deux manières différentes, appliqué 
la développable sur le plan, c’est-à-dire qu'on ait mis son élément 
linéaire sous les deux formes 

ds®= drt+ dy? dst= drt+ dy"; 

on en déduira | 

(21) | dr?+ dy? = dr'+ dt, 

Il est aisé de résoudre cette équation de la manière la plus géné- 
rale; on peut, en effet, la’ remplacer par l’un ou l’autre des Sÿ8- 
tèmes 

dx = cosa dx —sinx dy,  dx'=cos:d4r+ sinz dy, 
dy'= sinxdr+cosady;  dy'= sinx dx — cos2 dy, 

(25)
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où x est une inconnuc auxiliaire, et qui se déduisent l’un de l’autre 
par le changement de y en — y. Considérons, par exemple, le 
premier. En écrivant que les seconds membres des équations sont 

des différentielles exactes, nous obtenons les relations 

in x 2 = Co 2 22 cos x = sin a 2 SI dy = S dx” dy = 9” 

qui donnent 
dx … dz = 0: 

dr dy 

« est donc constante. En intégrant les formules (25) ct désignant 
Par 0; J'o deux nouvelles constantes, on aura 

z'= æcosx— y sinz + 76, 

J'= 2? sinx+y cosa+ Yo. 

Ce sont les formules de la transformation des coordonnées. Par 
suite, æ, J° et +, y” peuvent être considérées comme les coor- 
données d’un même point du plan, rapporté à des axes différents ; 
et les deux représentations de la surface développable ne doivent 
pas être regardées comme réellement distinctes. 

72. Une autre question très intéressante se présente ici. Nous 
venons de voir que l'enveloppe d’un plan mobile est applicable 
sur le plan. La réciproque est-elle vraie, et toute surface applicable 
sur le plan est-elle l'enveloppe d'un plan mobile? Ceute proposition 
a toujours été admise par Monge et les autres géomêtres de son 
époque, comme le prouve le nom même de surface développable 
donné dès le début à l'enveloppe d’un plan mobile (*). Elle est un 
corollaire immédiat des propositions générales que nous aurons à 
développer dans la suile; mais nous pouvons, dès à présent, en 
donner une démonstration directe et très simple, due à M. O. 
Bonnet (?). | 

Soient x, J', 3 les coordonnées d'un point de la surface cherchée, 
applicable sur un plan, et soient +, 8 celles du point correspondant 

  

Fr. 
(*) Voir, en particulier, le Chapitre sur les surfaces développables dans l’Ap- 

Plication de l'Analyse à la Géométrie de Mosce. 
(*) Annali di Matematica, 2° série, t. VIE, p. 67.
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sur le plan. On doit avoir 

(26) | dx?+ dy? + ds?= di d3?, . 

ce qui donne les trois équations 

PACE 
6? GG) Ge 

Or dx . dy 97 . 9 03 
02 05 01 03 0403 ° 

- Différentions les deux premières de ces équations ; nous aurons 

2 2 3 og? ddr WOy | Us 
0x 0x? 0x 02? 92 dx? ? 

dr dr dy dy . 03 ds: 

tu 

    

(28) dB opt. Of opt on 
. Jar x dy dy. 2 Œs Le 

02 0208 * 02 0208 da da 09 — © 
0x dx dy dy e ds ds: =o 

03 0103 * 0H 0203 03 0203 
  

Différentions maintenant la dernière des équations (27); en Lenant 

compte des précédentes, nous trouverons 

  

  

EE dx dy dy, 05 ds 

DIF 00 TU ? (29) { 
(ES. v 03 ds 

08 0 7 08 da + 93 di 

En comparant les équations (28) et (29), nous voyons que l’on 
doit avoir | 

  

  

dx AY ds 

dx? a CE 

(9 de y A 
  

0x0 0103 0203 
dx dy 3 

| 0203 02 03 0x 03 

(B) 2x y 7 d?3 

Rd 

    

      

ss dx dy ds . ; 
Le système (A) nous apprend que ==; 5; == sont fonctions d’une
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même variable et le système (B) établit qu'il en est de même pour 
0x dy ds 

8” 28° 78 
l’une des équations (29), les deux variables dont dépendent ces 
deux groupes de dérivées sont fonctions l’une de l'autre et, par . 
conséquent, les six dérivées de æ, 7, s'sont fonctions d’une même 
variable, que nous désignerons par 4. 

Cela posé, si l'on désigne par p et g les dérivées de = consi- 
dérée comme fonction de x etdey, pet q seront déterminées par : 
les équations 

+ Mais, par suite de la dernière: équation (25) ou de 

05 dx dy 05 ox dy 
0 2 45% 03 93 993 

.qui montrent que p et 4 sont fonclions de 4: donc p est fonction 
de g, ce qui caractérise, on le sait, les surfaces enveloppes d’un 
plan mobile. | ‘ | | 

Le nom de développables donné à ces surfaces cst ainsi pleine- 
ment justifié.
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CILAPITRE IX. 
SURFACES DÉFINIES PAR DES PROPRIÉTÉS CINÉMATIQUES. 

Ilélicoïdes généraux. — Théorème de Bour. — Surfaces de révolution applicables” les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mouvement d'une courbe invariable. — Surfaces moulures. — Surfaces spirales de M. Maurice Lévy. 

= —_—_— 

13. Les surfaces de révolution jouissent d'une propriété ciné- 
matique importante. Elles ne cessent pas de glisser surelles-mèmes 

‘ lorsqu'on leur imprime un mouvement de rotation autour de 
l'axe. Cetie propriété qu'elles possèdent, de pouvoir être déplacées 
sans cesser de coïncider avec elles-mêmes, appartient aussi aux 
cylindres et à une classe plus étendue de surfaces, les hélicoïdes, 
qui comprennent comme cas limites, etles cylindres, et les surfaces 
de révolution. | 

Considérons, en effet, un système solide animé d'un mouve- 
° ment hélicoïdal. Nous savons que tous fes points de ce système 
décrivent des hélices dé même axe et de méme pas; chacune de 
ces hélices est animée d’un mouvement dans lequel elle ne cesse 
de glisser sur sa position primitive. Si donc on associe loules les 
hélices rencontrant une courbe donnée (C), elles formeront une 
surface qui pourrait être engendrée par le mouvement hélicoïdal 
de la courbe (C), et qui possédera évidemment la propriété de’ 
glisser sur elle-même dans le mouvement. Cette surface est un 
hélicoïde général. Nous allons donner les équations qui la dé- 
terminent et chercher son élément linéaire. 

Les hélices décrites dans le mouvement hélicoïdal permanent 
sont définies par les équations - 

T = COSs, 
(1) J =psine, 

= 5 = 50—+ li, 

où À désigne le pas commun des hélices divisé par 27. Si l'on
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prend pour , une fonction quelconque de », lescoordonnéesx, y, = 
deviendront des fonctions des deux variables o et v, ; les formules 

précédentes définiront la surface hélicoïde la plus générale. Faisons 

= 2(?) 

et calculons l’élément linéaire de l’hélicoïde. Nous trouverons 

ds=(1+0"?)dp®+2he do dvi (9 2) doi. 

En transformant le second membre, on obtient 

‘ . _ pre . ko" ds 2 
(2) ds G+ EP + x) dp+ (+ 8) di + p+ ht 

Si l'on introduit les deux nouvelles variables w, » définies par 

les quadratures suivantes 

| du = ae I+ ——— p°g° 
(3) } pt? 

Les" da 
do = dv + ——>, 

\ + Le? 

c+ L? deviendra une fonction de w que nous désignerons par U*, 

et l'élément linéaire sera ramené à la forme 

(5) ds? = du? + U? do? 

. Les courbes u = const. sont les hélices tracées sur la surface, 
et, par suite, les courbes = const. sont les trajectoires orthogo- 
nales de ces hélices. On reconnaît ainsi que ces trajectoires se dé- 
terminent par une simple quadrature. | 

TA. La forme (4) de l’élément linéaire est identique à celle que 

nous avons déjà obtenue pour les surfaces de révolution (n° 64). On 
sait, d'ailleurs, que ces dernières surfaces peuvent être considérées 

comme des formes limites des hélicoïdes généraux, correspon- 

dantes au cas où le pas commun des hélices devient nul. On peut 

donc prévoir que les hélicoïdes sont applicables-sur des surfaces 

de révolution. Ce beau théorème est dû à Bour, qui l’a établi dans 

son Mémoire sur la déformation des surfaces (Journal de 

l’École Polytechnique, XXXIX® Cahier, p. 82). Pour le dé- 
montrer, nous ferons voir que la forme (4) de l'élément linéaire, 

donnée a priori, convient à une infinité d’ hélicoïdes, parmi les- 

quels se trouvent toujours des surfaces de révolution.
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Les formules (1), où l’on considère :, comme une fonction de p, 

définissent l’hélicoïde le plus général, et la formule (2) fait con- 

paître l'élément linéaire de cette surface. Pour le rendre identique 

à l'élément linéaire donné par l'équation (4), él suffira évidem- 
ment de poser 

ç? o'2 

(+ 5) do?= dut, 
pt + lt 

ko" do 
(e+ he) ( der+ Ho) = Ut dy? 

ou, en extrayant les racines carrées, 

2. Ptdet PES 
| du = + /ar+ ÈS + FEYEÉ 

65) h do HU 
dv, + DL = ——————— dv. 

+ Vrai 4 

La première de ces formules montre que p est unc fonction 

. de #. Pour que la seconde puisse avoir lieu, il faut évidemment 
HU £a Le que le rapport soit égal à une constante que nous désigne- 
Vr+ h? 

I 
rons par —- On aura donc 

Vei+ht=xt muU, 

(6) | ° h da dv 
dv, + —— = —e 

e2+ h? m 

Les formules (5) et (6) nous conduisent, par des éliminations 
faciles, aux valeurs suivantes de p, de, dy, : 

__ nmtU du a 4/u0—mur)- E , L2 
de = ts U?(r — mn? U?)— 

(7) do h & dv hdu a /vemur) LE ; 
PE EU mn U(aÜ— 7e) Ur — met Un 

.P= Ve Ur 2, 

Toutes les quantités qui figurent dans les formules (:) sont 

ainsi exprimées en fonction de w et de v; la question proposée est 
donc complètement résolue. 

15. Les hélicoïdes que nous venons de déterminer dépendent de 
deux paramètres arbitraires et m. ILest aisé de s’assurér qu'ils
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ne sont pas superposables. Considérons, en particulier, le cas où 
l'on a : 

U?= u+ a?, 

el supposons m» — 1. Les formules précédentes deviendront 

p = Var a?— he, 

Var do = NI 27 
u+ ai— Ji? 

Vu Cat du, 

k ds 
dé = dv — ©. 

! u? + a 

Si l'on donne à L toutes les valeurs comprises entre o et &, on 
aura une série continue d’hélicoïdes, lous applicables les uns 
sur les autres. Ils présenteront toutes les formes intermédiaires 
entre l’alysséide et l'hélicoïde gauche à plan directeur, qui sont 
les termes extrêmes de cette série et qui correspondent respecti- 
vement aux valeurs o et & de l'arbitraire L. 

16. Revenons aux formules générales (5). Si l’on y fait L — 0, 
on obtient des surfaces de révolution, toutes applicables Jes unes 
sur les autres, aussi bien que sur les hélicoïdes généraux définis par 
ces équations. Elles sont déterminées par le système très simple 

# 

æ=aUcos Il > 

(3) # 

8
l
e
 

g
i
e
 

aU sin Il 

S
 

? 

i 

[7 SVT EU du, 

où & est mis à la place de m. 
Quand on fait varier le paramètre & on obtient une suite con- 

tnuc de surfaces; nous signalerons, sans les démontrer, les pro- 
priétés suivantes que nous rattacherons plus tard à des théorèmes 
généraux. . 

Si l’on considère sur toutes ces surfaces les points qui correspon- 
dent à une même valeur de w : 1° le produit des rayons de cour- 
bure principaux en ces points sera le même pour toutes les surfaces : 
2° la tangente au méridien, prolongée jusqu’à sa rencontre avec 
l'axe, aura aussi la même longueur pour tous les points considérés. 
Nous indiquerons plus loin une application de cette dernière pro- 
priété, et nous allons étudier deux exemples particuliers. 

Ë
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11. Faisons d’abord 
U=sinu, 

ce. qui donnera les surfaces de révolution applicables sur la 
sphère. 

Les formules (8) deviendront ici 

T=asinutCcos—) 
a 

{ 2 4 
(9) ‘ \J=asinusin-; 

«a 

2 = fy1— a costu du. 

Supposons d'abord a? < 1; u pourra prendre toutes les valeurs 

possibles sans que l'expression de 3 cesse d’être réelle. La portion 
OCA du méridien qui correspond à toutes les valeurs de & com- 
prises entre o et = aura la forme indiquée (Jég. 4). 

Fig. 4. 

A 

G 

2 
/ 0 z   

Les angles que fait en O et en À Ie méridien avec l'axe sont 
finis et nc deviennent droits que lorsque @ est égal à 1. Alors le 
méridien devient un demi-cercle et il engendre la sphère. 

Les variables & et », qui déterminent un point à la surface de la 
sphère, ont une signification très simple; elles sont la colatitude 
et la longitude de ce point. D'après cette remarque, nous pouvons 

déterminer aisément les limites et la forme de la portion de sphère 

qui est exactement applicable sur toute la surface engendrée par 
la révolution complète de la branche OCA du méridien.
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En effet, les formules (9) relatives à une valeur quelconque ? 

de a nous montrent que l'angle », fait par le méridien qui passe au 
point (u, ») de la surface avec un méridien fixe a pour valeur 

6 
(10) Pi = 2° 

Par conséquent, lorsque », aura varié de o à 27, # aura cré de 
2ar. Ainsi la surface engendrée par la révolution complète de 
l'arc ACO est applicable sur le fuseau de la sphère compris entre 
deux plans méridiens faisant l'angle 2a7..On voit que, pour des 
valeurs très petites de a, ce fuseau deviendra infiniment étroit. 

Si a? est supéricur à l'unité, le méridien change complètement 
de forme, car u ne peut prendre que les valeurs satisfaisant à l’iné- 
galité 

Le 
cos?u < m° 

Soit }, l'angle aigu défini par la formule 

cos 9 = 
I 

«a 

Il faudra faire varier w entre }, et 7 — )0. Le méridien aura la 
forme représentée (/ig. 5). La surface engendrée par ce méridien 

Fig. 5. 

   
0 : z 

sera applicable sur la zone de la sphère comprise centre les deux 
cercles de colatitude 4 et +— 4. Mais, de plus, la formule (10) 
nous montre qu'il suffira de faire tourner le méridien ACB d'un 

, , 27 . . . angle égal à T pour obtenir toute la portion de la surface, appli- 

cable point par point sur la zone sphérique que nous venons de 
définir.
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Si & grandit, cette zone diminue indéfiniment et se réduit à 
une bande infiniment étroite longeant l'équateur de la sphère. 

La discussion détaillée que nous venons de faire avait pour but 
de mettre en évidence un fait intéressant. Considérons un mor- - 
ceau, de forme ‘d’ailleurs quelconque, de la surface de la sphère. 
Quand la sphère se déforme de manière à coïncider successive- 
ment avec les diverses surfaces définies par les formules (9), cette 
portion de la surface sphérique que nous avons choisie se dépla- 
cera et se déformera d’une manière continue en demeurant appli- 
cable sur sa position initiale. Mais ce mouvement ne pourra être 
continué indéfiniment sans qu'il se produise une déchirure; car 
nous avons vu que, si le paramètre « augmente à partir de ret 
croît indéfiniment, la seule portion de la sphère qui puisse être ap- 
pliquée sur les surfaces qui correspondent à à ces valeurs croissantes 
de a se réduit à une zone, d’aire aussi petite qu’on le veut, entou- 
rant l'équateur. Par conséquent, si l’on considère une portion 
finie de la sphère, le mouvement .de déformation de cette portion 
cessera d’être possible dès que a aura atteint une limite supérieure, 
qui dépend évidemment de la forme de cette portion. 

T8. Du moins, dans l'exemple que nous venons d'étudier, 
toutes les surfaces définies par les formules (0), et pour lesquelles a? 
est inférieur ou égal à l'unité, jouissent de la propriété de repré- 
senter complètement l'élément linéaire, c’est-à-dire elles ont des 
points réels, correspondants à toutes les valeurs réelles de « et 
de ». Il n'en est plus de même dans l'exemple suivant. 

Supposons que, dans les formules générales, on fasse 

U=er, 

L'élément linéaire aura pour expression 

(ri) | ds?= du? + e2t der, 

et les équations (8) nous donneront'ici 

s . 6 
(12) x=aet cos a J = ac“sin =» ca fVi—aten du. 

Ces formules définissent des surfaces qui sont toutes égales; 
car, si l’on pose 

Q3) acu = sino, 6 = af,
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elles deviennent 
æ=sin? cos#, 

J =sinosins,, (if) +. * 

3 =cos® + logtang ?; 3 2 

6 

et ne contiennent plus a. Nous avons donc une seule surface, qui 
est applicable d’une infinité de manières sur elle-même, et les for- 
mules qui réalisent cette application sont 

ae“ = e"", P = ay’, 

u”, s désignant les coordonnées du point qui correspond au point 
(u, v). Ce résultat est d’ailleurs évident, d'après la forme même 
de l'élément linéaire (11). I] suit de là, et des propriétés que nous 
avons signalées plus haut (n° 76) : 1° que le méridien ne peut être 
que la courbe aux tangentes égales ou tractrice ; »° que le pro- 
duit des rayons de courbure principaux est le même en tous les 
points de la surface. On reconnaît les propriétés de la surface pseu- 
dosphérique que nous avons déjà étudiée directement; et, en com- 
parant l'expression de l'élément linéaire à .celle qui a été donnée 
(n° 65), on voit que le produit des rayons de courbure de la sur- 

. face est égal à — 1. 
U ÿ a ici un fait important à signaler. Pour que les valeurs de x, 

J'; 3 données par les formules (12) soient réelles, il faut que 
l'angle o soit réel, c’est-à-dire que l’on ait 

a? eu I. 

Quelle que soit la valeur donnée du paramètre’ a, il ÿ aura 
done loujours des valeurs suffisamment grandes de w, associées à 
des valeurs quelconques de v, auxquelles ne correspondra aucun 
point de la surface. Par conséquent, s'il est vrai que la pscudo- 
sphère soit applicable sur elle-même d'une infinité de manitres, 
aucune des solutions que l’on choisira ne pourra donner unc re- 
présentation géométrique complète de l'élément linéaire. 

79. Les surfaces que nous venons d'étudier se rapprochent pàr 
une propriélé commune. Elles peuvent être considérées toutes 
comme engendrées par une courbe invariable de forme qui se meut 
d’après une loi donnée. Proposons-nous maintenant d'étudier les 

surfaces les plus générales satisfaisant à cette définition.
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Considérons une courbe (C) et un système d’axes mobiles inva- 
riablement lié à la courbe. Supposons que la position de la courbe 
et des axes mobiles dépende d’un paramètre # qui jouera le rôle 
du temps, et soient £,r,, € 5 P; 93 r les translations cet les rotations 
du système mobile. Ces six quantités scront fonctions de ». Dési- 
gnons par x, 7, 3 les coordonnées d’un point quelconque M de la 
courbe par rapport aux axes mobiles; æ, 3’: 3 seront des fonctions 
données d’un paramètre w. 

. Siles axes mobiles se déplacent, et que le point M se déplace 
en même temps d’une manière quelconque sur la courbe, les pro- 
jections de l'arc infiniment petit décrit par le point seront 

dr +($+as—ry)d, 
(15) d+(i+rx —ps)d, 

: ds +(X+py — gr). 

Posons, pour abréger, 

dr 2 dy =, . ds, 
du"? du 7? du 7? 

le carré de l'élément linéaire de la surface engendrée par la courbe 
aura pour expression la somme des carrés des trois projections, 
c'est-à-dire | 

dst= (2+ 324 32) du? 

' CSS 

(16) tel d'é+pn+sé+lz y du de 

| | P gr | 
\ HG + gs} + + rep + (+ py—qx)] dt. 

80. 11 suffirait d'introduire dans cette formule des hypothèses 
spéciales, convenablement choisies, pour retrouver tous les ré- 
‘sultats précédents... 

Supposons, par exemple, que l’on veuille obtenir l'élément 
linéaire des surfaces réglées. On prendra pour axe des 3 du trièdre 
mobile la génératrice rectiligne de la surface, et l’on fera décrire 
à l’origine du trièdre une trajectoire orthogonale des génératrices. 
Cela donne les conditions | 

T=J)—0o, s=u, É=0, : | | 
D.— I. 7
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et, par suite, la formule (16) se réduira à la suivante : 

(17) ds? = duè+[(+aqu/+(n — pu})]dv?. 

Si l'on veut exprimer que la surface est développable, il faudra 
considérer les projections (15) de l'arc décrit par un point quel- 

conque de la surface. Elles deviennent ici 

(£+qu)de, (rx —pu)d, du. 

  

Le plan tangent au point := u aura donc pour équation, par 
rapport aux axes mobiles, 

r _E+qu 

y  i-pe 

Pour qu'il soit le même en tous les points d’une génératrice, il 
faudra que l'on ait 

— q = — +) 

P S
t
a
r
 

c'est-à-dire que le cocfficient de dv? dans la formule (15) soit un . 
carré parfait. C’est le résultat déjà établi (n° 69). 

81. Considérons maintenant le cas nouveau où le mouvement 
de la courbe mobile (GC) se réduit à une translation. Il faut alors, 
dans la formule (16), faire 

P=I—=r—=0, 

ct l’on a, par conséquent, 

{ d=(xt+ + st) du 

CSD D Hortæy nest) dudo+ (++ tt)d. 
On parvient à un résultat identique par la méthode directe sui- 

vante. Soient 
æ=U, v = U, z= U 

les équations qui déterminent la courbe par rapport aux axes 
mobiles, U, U,, U; désignant des fonctions d'un même para- 
mètre u. Supposons que les axes fixes aient été choisis parallèles 
aux axes mobiles, et désignons par V, V;,, V: les coordonnées de 

l'origine des axes mobiles par rapport aux axes fixes; V, V,, V: 
seront des fonctions d'un paramètre v. Les coordonnées d'un



SURFACES DÉFINIES PAR DES PROPRIÉTÉS CINÉMATIQUES, 99 
point quelconque de la surface cherchée, par rapport aux axes fixes, auront évidemment les expressions suivantes : 

: X=U+V, 
(19) : Y= UV, 

: Z = Us + Vo. 

La symétrie de ces formules nous montre immédiatement que la 
surface peut être cngcndrée de deux manières différentes par la translation d'une courbe invariable, ct que les courbes coordon- nées de chacun des deux systèmes (u) et (v) se déduisent de l’une d'elles’ par un simple mouvement de translation. | 

82. On peut encore interpréter les formules (19) de la manière suivante. Considérons les deux cou rbes définies par les équations 
r=aU, y=ol, 3=2U;, et : : 
=2V, J=aVy, 3=0V. 

Le lieu des milieux de toutes les cordes qui joignent un point de la première à ün point de la seconde est la surface considérée. Cette définition, due à M. Lie, met bien en évidence le double mode de génération de la surface. Il suffit d'associer toutes les cordes passant, soit par un point de la première courbe, soit par un point de la seconde; pour retrouver les deux systèmes de généra- 
trices invariables. 

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions U, V soient réelles et que l'on ait pris, pour les paramètres & et », les arcs des deux courbes 
x=U, J=U, = U, 

PEN P=Vs 32 V:; 
l'élément linéaire de la surface prendra la forme 

= dut + dét+ 2(U'V' + UV, 2 UV, du do 
Si donc on pose 

  

; t=u+s, 

  

=uUu—6e sw T
D
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l'expression de l'élément linéaire deviendra 

{de PEU UN LUN ge 

Go) | UV US Vi UN Ve pos 
“ 2 

Ds 

Cette formule met en évidence un système de coordonnées rec- 

tangulaires sur la surface, car l'élément linéaire est ramené à ‘la 

forme 

21 ds? = A? dr? + C? di? : 

et même avec la condition 

A+ C=1. 

« 83. Nous avons à signaler encore une propriété géométrique 
tout à fait générale des surfaces que nous considérons. Mais, pour 
la démontrer, nous devons commencer par rappeler un théorème 

relatif aux tangentes conjuguées. | 

“Nous dirons que deux familles de lignes tracées sur une surface 

sont conjuguées lorsque les tangentes aux lignes des deux fa- 
milles passant en un point quelconque de la surface sont conju- 

guées (d’après la définition de Dupin). Voici comment on peut 
exprimer cette relation : 

Soient « ete les paramètre s des deux familles de courbes, ct 

supposons que l’on connaisse les expressions des coordonnées 
rectilignes +, y, 3 d’un point quelconque de la surface en fonction 

de u et de ». Si l'on désigne par X, Ÿ, Z les coordonnées cou- 

rantes, l'équation du plan tangentà la surface au point M(x,)J', =) 

sera 

(22) Z—z=piX—-z)+q(Y—)7} 

p et q désignant, suivant l'usage, les dérivées de. par rapport 

àæ età y. Supposons que l’on se déplace sur la ligne v = const. 

L'intersection du plan tangent avec sa position infiniment voi- 

sinc sera définie, d’après la théorie des enveloppes, par l’équa- 

tion (22) jointe à celle que l’on obtient en la différentiant par 
rapport à &, c'est-à-dire, 

dy 0: __ dp r é 
he Or Tu 7 du
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ou, en supprimant les termes qui se détruisent, 

P + 0% y _ 
(23) Ha —r)+ TU —y)= 0. 

Pour exprimer que les courbes (uw) et (v) sont conjuguées, il 
faudra écrire que les équations (22), (23) sont vérifiées quand on 

0x CE 
3 par get + Cela donneles y remplace X — x, Y—7, Z — 

deux équations 
- CE …: x y 

dœ PS. +32 se 
\ dp dx + 99 ùg dy 

du d du 0e 

(25) 
= 0. 

La première est toujours satisfaite, car elle exprime ce fait évi- 

dent que la tangente à la courbe # — const. se trouve dans le 

plan tangent. Quant à la seconde, elle est identique à la suivante 

d'{ 0x, dy\ _ dx y 

du Lg 77% [ P'oud — Toudw — 

ou, plus simplement, 

oz dr y 
(25) du 0v TP Judo dudw — Tu dv du dv 

Si l’on remarque maintenant que p et q sont déterminés par les 

équations ‘ 

ds dr dy 03 __ dr dy 

(26) du Pont Ton D Po 1? 

on pourra éliminer p et g entre les équations (25) et (26), et l'on 
sera conduit à l'équation 

%xr dr dx 

dudv du d% 
  

  

| | y dy dy . 
@7 ). . Le -loudw du dœ|T% 

"023 - ds ùds 

_ - . - du dv Vu dv 

qui est symétrique par rapport aux trois coordonnées. Cette rela- 
tion, qui est d’ailleurs nécessaire, est aussi suffisante; car elle ex- 

prime qu'il y a des valeurs de p et de g satisfaisant aux équations
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(25) et (26), et, d’après les formules (26), p et g seront les déri- 
vées de <, considérée comme fonction de x et de 3. 

81. On peut formuler la condition trouvée sous une forme dif- 
férente. L’équation (23) est évidemment le résultat de l’élimina- 
tion de À et de B entre les trois équations 

  

zx dx dx 
| Dar 9e Lg = 0 

dy dy dy 
(28) Duo ox PS 0 

= A% n°9 = 0. du de ‘du de 

Nous obtenons ainsi la proposition suivante : 

‘La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes (nu) 
et (+) soient conjuguées est que les expressions des trois coor- données rectangulaires en Jonction de u et de satisfassent à 
une même équation linéaire 

‘ 020 , dû o0 
(29) ‘ duo A 5x BP 

où À, B désignent des fonctions quelconques de u et de +. 

Cette proposition, sur laquelle nous aurons à revenir pour la compléter et la généraliser, joue un rôle très important dans la théorie des surfaces. 
Si nous l'appliquons aux surfaces qui nous occupent, nous voyons immédiatement que les trois coordonnées satisfont à l'équation | 

020 
(30) dudv © 

et, par conséquent, les _ deux systèmes de eourbes invariables qui engendrent ici la surface sont des lignes conjuguées. Au reste, la Géométrie permet aussi d’obtenir très simplement ce résultat. 
Considérons, en effet, les deux familles de courbes (&) et (»)- Dans la translation d'une courbe (x), chaque point M de cette courbe décrit une courbe (+). D'autre part, la tangente en M à la courbe (x) conserve, dans la translation, une direction invariable.
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IL'suit de là que la développable circonscrite à la surface en tous 

les points de la courbe (w) décrite par le point M sera le cylindre 
engendré par la tangente cn M à la courbe (uw). Cette simple 

remarque suffit à démontrer que les deux familles de courbes (u) 

et (#) forment un système conjugué ; et l’on voit de plus que les 
développables circonscrites à la surface en tous les points de 

l’une de ces courbes sont des cylindres, engendrés par.les tan- 

gentes aux courbes de l’autre famille, menées au point où.elles 

rencontrent la courbe considérée (\). 

85. Enfin, nous traiterons le cas où la courbe mobile (C) qui 

engendre la surface est plane, et où les vitesses de tous ses points 

sont normales au plan. Nous supposcrons que l’on ait pris le plan 
de la courbe pour plan des xy du trièdre mobile. On doit alors, 

dans les formules (15) et (16), introduire les hypothèses 

(31 3=0, é=r=r—=o. 

Si l’on admet, de plus, que l’on a choisi pour & l’are de la 

courbe (GC), on aura encore 

x y, 

et l’expression de l'élément linéaire deviendra 

(32) | ds = dut+(f-+py — gr} dre. 

Quantaux projections de l’arc décrit par un point quelconque M 
de la surface, elles seront, d'après les formules (15 ; > dap ; 

dr, dy, (K-py —gzx)dr. 

La normale à la surface sera dans le plan de la courbe, et ce 

plan roulera sur une certaine surface développable. 

On reconnait les surfaces étudiées par Monge d’une manière 
détaillée (?}. 

Les lignes de courbure de l’un des systèmes sont les diverses 

  

() S. Lu, Beiträge sur. Theorie der Minimalflächen (Mathematische 

Annalen, t. XIV, p. 332-33;). ‘ ‘ 
(*) Moxcr, Application de l'Analyse à la Géométrie, 5° édition, p. 322. De la 

surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à une même surface 
développable quelconque.
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positions de la courbe mobile; celles du second système sont les 
trajectoires des différents points de cette courbe. 

86. Considérons, en particulier, le cas où le plan de la courbe 
mobile roule sur un cylindre. On obtient alors une surface mou- 
lure. Si nous supposons que l’axe des + du trièdre mobile ait 
été'pris parallèle aux génératrices du cylindre, la rotation du sys- 
tème se fera autour d’une parallèle à l'axe des +, et l'on aura 

g=0. 

7e , L'élément linéaire donné par la formule (32) prendra la forme 
Y 
s 

ñ 2 
ds?= du? ( +) p° dv? 

ou, en changeant les notations, 

(33) ds®= du?+ (U — V}: dt, 

UaV désignant des fonctions qui dépendent respectivement de 
æ et dep. 

On peut donner des surfaces moulures une autre définition, à 
quelques égards plus simple que la précédente. -. 

Quand le plan de la courbe (C) roule sur le cylindre, les trajec- 
toires de ses différents points sont évidemment des courbes planes 
dont le plan est parallèle à la section droite du cylindre, et, de 
plus, ces trajectoires sont à chaque instant normales au plan de la 
courbe (C). Il est évident, d’après cela, que leurs projections sur 
le plan de la section droite du cylindre constitueront une famille 
de courbes planes parallèles admettant pour développée commune 
la section droite du cylindre. De là résulte la génératiôn suivante 
des surfaces moulures : 

On donne dans un plan une famille de courbes parallèles. 
Si l’on imprime à chacune de ces courbes une translation finie, 
normale au plan et variant suivant une loi donnée, quand on 
passe d’une courbe à l’autre, les positions nouvelles de toutes 
ces courbes forment la surface moulure. - 

87. En s'appuyant sur cette définition, on peut montrer que la
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forme (33) de l'élément linéaire convient toujours à une infinité 
de surfaces moulures. 

En effet, écrivons Re de ds? sous la forme 

ds? =(AÜ? + (U — V}tds? + (1— U?)aut. 

Les deux premiers termes pris isolément constituent l'élément 
linéaire d’une surface dév cloppable, et nous avons vu (n° 70) qu'en 
posant 

, Ti Ucose + fV sine dr, 

(35) 3 = Usine — fY cosv dr, 

on aurait 
dx?+ dyt= dUt+ (U — V} dr?, 

La surface définie par les formules (34), jointes à la suivante 

(34) s= JV1- UV da, 

aura donc l'élément linéaire expr imé par la formule (33). 
Si l’on remarque que cet élément linéaire ne change pas de 

forme quand on y remplace # par as, on reconnait la possibilité 
d'introduire une constante arbitraire dans les formules précédentes 
etl'on trouve, en recommencant le calcul, 

. p re ton 
x =aUcos= + f\ sin — dv, 

(5) 2 ab sin L — fV'eos Lie |? aUsin à SY cos dr, 

\ 5 = fiat du. 

Ces formules définissent une famille de surfaces moulures; 
toutes applicables les unes sur les autres (1). 

88. La méthode cinématique que nous venons d'appliquer à de 
nombreux exemples s'étend au cas où l’on considère une courbe 

-qui varie de forme en même temps qu'elle est entrainée dans le 
mouvement des axes mobiles. 1! suffira en effet, dans les formules 

  

(') Bocr, Thcorie de la déformation des surfaces (Jour nal de l’École Po- 
dytechnique, XXXIX* Cahier, p. 89).
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(15) qui donnent les projections du déplacement sur les axes mo- 
biles, de regarder x, y’, z, non plus comme des fonctions de la seule 
variable #, mais comme des fonctions de w et de ». 

Proposons-nous, par exemple, d'appliquer cette méthode aux 
surfaces engendrées par le mouvement d’un cercle. Le plan de ce. 
cercle enveloppera une surface développable. Étudions le mouve- 
ment du trièdre formé par la tangente, la normale principale et la 
binormale en un point de l'arête de rebroussement de cette déve- 
loppable. En prenant comme variable indépendante l'arc de la 
courbe, on aura ici (n° 4) 

T
D
 à

 

Il 9 E=1, 4 — 0; 

D 
l=
 

PET ° 4 =, r 3 

_f et étant les deux rayons de courbure et de torsion de la 
courbe. Les projections du déplacement d'un point dont les coor- 
données sont x, y, 3, relativement aux axes mobiles, auront pour 
expressions 

‘ dr +{(i1—ry) dv, 

‘dy +(rx — ps) dv, 

ds + py dv, 

s désignant l'arc de l’arête de rebroussement. 
Le cercle qui engendre la surface se trouvant dans le plan 

des xy, on peut exprimer les coordonnées d’un de ses points par 
les formules 

| æ=a+Rcose, 

J=b+Rsine, 

+ =0O, 

où &, db, R sont des fonctions de », et où & est la variable qui dé- 
termine un point sur chaque cercle. En substituant ces valeurs 
de x, 7, 5, on aura, pour les projections du déplacement, 

— Rsino do + (a +1 br + R'cos® — rRsino)d, 
Rcose ds + (b'+ ra + R'sino +7 R coso) dy, 

(pb +pR sino) dr, 

et la somme des carrés de ces projections donnera l'élément li-
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néaire de la surface sous la forme (*) 

ds®= R?dot+ 2R[rR +(0'+ ra) CoSo —(a'— br +i)sins] de do. 
+ {pb + pRsino} (a ti bre cos? — rRsino}? 

+(b'+ra+R sino + rR cose}?] de?. 

89. En terminant ce Chapitre, où nous avons étudié surtout des 
surfaces jouissant de propriétés cinématiques, nous allons donner 
la définition d’une classe de surfaces se rapprochant à ce point de 
vue des précédentes, et qui ont d’abord été étudiées par M. Maurice 
Lévy (?). 

Considérons un système qui se déplace, mais qui varie en même 
temps de grandeur en restant semblable à lui-même, et proposons- 
nous de chercher la loi des vitesses de tous ses points à un instant 
quelconque. Soient P,, P, deux positions infiniment voisines. 
Construisons la figure P’ homothétique à P,, en prenant l'origine 
des coordonnées pour centre d'homothétie, le rapport d’homo- 
thétie. étant tel que P, soit égal à P,. On peut passer de P, à P, 
1° par un déplacement infiniment petit qui amène P, en P', a° par 
une transformation homothétique ayant l'origine pour centre 
d’homothétie et transformant P' en P,. Il suit de là que les vitesses 
de tous les points du système sont les résultantes de celles qui se 
produiraient dans le déplacement et de celles qui sont dues à la 
transformation homothétique. Les premières ont des expressions 
bien connues. | 

X+gs—7T)y, B+rT— ps, TP} — +. 

- Quant à celles qui sont dues à Ja transformation homothétique, 
comme elles ont pour cffet de réduire les coordonnées dans.le 
même rapport, elles ont pour expression 

hx, Ly, hs 

En résumé, les composantes des vitesses d’un point du système 

  

(*) Les surfaces à génératrice circulaire ont été étudiées récemment par M. De- 
martres (Annales de l’École Normale, 3° série, t. II, p. 123). 

(7) Marc Levr, Sur le développement des surfaces dont l'élément linéaire 
est exprimable par une fonction homogène (Comptes rendus, t. LXXXVI, 
p- 388). ‘
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dans le mouvement considéré auront pour valeurs 

Vr=2+hx+gs—ry, 

(36) Vy=8+hy+rxr ps, 

V=t+hs-py —-qx. 

Si nous désignons par # le rapport de similitude du système 
mobile pris dans sa position actuclle au même système pris dans 

une position déter minée, on aura év idémment 

. 5 dk 
(37) k = Lu 

Tant que ce paramètre XL n'est pas nul, c'est-à-dire tant que 

le système varic de grandeur, on peut transporter l’origine des 

coordonnées en un pointtel que les termes «, 8, disparaissent 

des formules (36). L'interprétation de ces formules met alors en 

évidence le résultat suivant : les vitesses sont les mêmes que si le 
corps tournait autour d'une droile et éprouvait en même temps 

une transformation homothétique par rapport à un point de cette 

droite. Si l'on choisit pour nouvel axe des 3 cet axe de rotation, 

les formules (36) se simplifient et se réduisent à la forme suivante 

Vr=hx—ry, 

(38) « Vy=hy+rae, 

V- =. 

90. Étudions le cas où l'axe de rotation ct le centre d'homo- 
thétie demeurent fixes dans toute la suite du mouvement, les pa- 
ramètres L et r restant constants. Alors les posilions succes- 
sives d’un point déterminé du système mobile seront définies 
par les équations différenticlles 

dr ee di, ds: ,. 
H=hT— Try, hrs, “ns. 

On aura done, en intégrant, 

3 = set, 

(39) r = rochtcos(wo+ rl), 

J = roehtsin(wo +ret). 

Chaque point du système décrira une courbe tracée sur un
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cône de révolution 

vrtær? 
es 

= const. 

ayant pour sommet l’origine et pour axe l’axe de rotation; la pro- 

tection de la trajectoire sur le plan des æy sera une spirale loga- ] } I ) Ï 5 
rithmique ayant pour pôle l'origine des coordonnées. Si l’on 

considère la spirale gauche décrite par le point comme apparte- 

nant au système mobile et variant de grandeur avec lui, elle 

glissera sur elle-même pendant loute la durée du mouvement, 

absolument comme les hélices décrites par les différents points 

d’un système invariable dans le mouvement hélicoïdal. 

Par suite, les surfaces qui admettent pour génératrices les 

courbes définies par les formules (39) sont évidemment les ana- 

logues, dans la théorie qui nous occupe, des surfaces hélicoïdales 

et des surfaces de révolution. 
Prenons pour 74, wo, 5, des fonctions quelconques d'un para- 

mètre 0. Les formules (39), qui donnent les expressions de +, 

2, sen fonction de t et de , définiront la surface que nous nous 

.proposons d'étudier. Cherchons son élément linéaire, nous trou- 

verons un résultat de la forme 

({o) dst= etht(A dE 2B dt dd + C dû?), 

où À, B, C sont des fonctions de 6 définies par les équations 

j; Azril+rri+ hs, 

(4) | | B = 503, + hrory+rrio, 

G 22 2 212 2 . Vo + Su UE 

Nous allons transformer celte expression de l'élément linéaire: 

Posons 
B 

be — = de, dt nt do ï = dy, 

ce qui donne, en intégrant, 

flans 
L 

L'élément linéaire deviendra 

dst= ev(A' dv? C' db), 

A! et C! étant encore des fonctions de 4. Enfin, substituons à 8 la
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variable & définie par la relation 

u= fyC' di, 

A deviendra une fonction U? de u, el nous aurons pour la forme 
définitive de l'élément linéaire 

{ {2) : ds= ev(du?+ U2 dv?}, 

Nous appellerons surfaces spirales les surfaces que nous venons de définir. Elles se rapproclient de la spirale logarithmique par une propriété essentielle et qui résulte de leur définition : comme celte courbe, elles peuvent être agrandies dans un rapport quel- conque sans cesser d’être superposables à elles-mêmes. 
M. Maurice Lévy à montré que le théorème de Bour s'étend à ces surfaces, qu’il ÿ en a une infinité admettant le même élément linéaire et, par conséquent, applicables les unes sur les autres. On établit cette Proposition par un calcul que nous omctions, parce qu’il offre-la plus grande analogie avec celui que nous avons développé dans le cas des hélicoïdes.
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LIVRE IT. 
DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE COORDONNÉES CURVILIGNES. 

  

CHAPITRE L 
SYSTÈMES CONJUGUÉS.. 

Proposition de M. Kænigs relative à la détermination, sans aucune intégration, 
d’une infinité de systèmes conjugués sur toute surface. — Application à la dé- 
termiaation des surfaces admettant un système de lignes de courbure planes 
dont les plans passent par une droite. — Trajectoires orthogonales d’une famille 
de cercles. — Caractère projectif et dualistique de la définition des systèmes con- 
jugués. — Liaison entre tout système conjugué et une équation linéaire aux 
dérivées particlles. — Surfaces sur lesquelles il existe un système conjugué 
formé de deux familles de courbes plancs. ‘ 

91. Dans les différentes surfaces que nous avons étudiées pré- 
. cédemment, nous avons rencontré ct employé des syslèmes de 
‘coordonnées curvilignes très variés : les uns simplement ortho- 
gonaux, d’autres à la fois orthogonaux_et_isométriques, d'autres 
enfin formés de lignes conjuguées. Il est évident que, sur toute 
surface, il existe une infinité de systèmes orthogonaux ou de 
systèmes conjugués’; car, si l'on trace sur une surface une famille 
quelconque de courbes, leurs trajectoires orthogonales ou leurs’ 
trajectoires conjuguées seront définies par une équation différen- 
ticlte du premier ordre et du premier degré, dont l'intégrale existe, 
bien qu'il ne soit pas toujours possible de la déterminer. On nc 
connaît aucune méthode qui permette de consiruire, sans aucune 
intégration, un système orthogonal sur une surface quelconque. 
Au contraire, la belle, proposition suivante, due à M. Koœnigs, 
établit que, quelle que soit la surface considérée, il sera possible,
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sans effectuer aucune intégration, d’y tracer un nombreillimité de 
systèmes conjugués. 

Soit (5) la surface donnée. Prenons une droite quelconque D 
dans l'espace. Les sections de la surface, déterminées par tous 
les plans qui contiennent la droite D, admettront pour lignes 
conjuguées les courbes de contact des cônes circonscrits à la 
surface, ayant leurs sommets sur cette droite. 

En effet, si M est un point de la surface, le plan tangent en M 
ira couper la droite .D en un point A. Le cône circonscrit de 
sommet À admettra pour génératrice MA, ct cette droite, qui est 
évidemment Ja conjuguéc de la tangente en M à Ja courbe de con- 
tact du cône, est aussi la tangente en M à la section plane de Ja 
surface déterminée par la droite D et le point M. La proposition 
est donc démontrée. | | 

92. Pour en donner dès à présent une application, proposons- 
nous de déterminer les surfaces pour lesquelles les lignes de cour- 
bure de l’un des systèmes sont dans des plans qui passent tous par 
unc droite ‘D. . 

Il résulte de la proposition précédente que les courbes de con- 
tact des cônes circonscrits ayant leurs sommets sur la droite D 
seront nécessairement les lignes de seconde courbure; él, comme 
ces lignes devront être orthogonales aux premières, chacune 
d'elles devra couper à angle droit les génératrices. du cône dont 
elle est la courbe de contact. Par conséquent, les lignes de 
seconde courbure seront sphériques; les sphères qui les contien- 
dront auront leurs centres sur la droite D, et elles scront coupées 
à angle droit par les lignes de première courbure. 

Réciproquement, prenons une famille quelconque de sphères 
(S) ayant leurs centres sur la droite D. Leurs trajectoires ortho- 
gonales seront évidemment des courbes planes, puisque les 
langentes à ces trajecloires vont passer par le centre d’une des 
sphères et rencontrent nécessairement la droite D. Si l’on prend 
une surface quelconque engendrée par ces trajectoires ortho- 
gonales, elle sera une des surfaces cherchées. En effet, soient (4). 
(4°), (4°), ... une suite de trajectoires et M, M',M", ... les points 
où elles coupent à angle droit une même sphère (S). Les tangentes 
aux trajectoires en M, M’, M", ... iront évidemment concourir
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au centre de la sphère (S) et elles engendreront un cône, cir- 
conscrit suivant la courbe sphérique MM'M"..., à la surface 
formée par les trajectoires (4), (4), (4)... Les deux s 'stèmes ] 3 ; ; ÿ 

. de lignes conjuguées définies par le théorème de M. Koœnigs se 
couperont ici à ‘angle droit et seront, par conséquent, les deux 
systèmes de lignes de courbure. 

De là résulte une méthode très simple pour engendrer les sur- 
faces cherchécs. Considérons une famille quelconque de sphères. 
ayant leur centre sur la droite D, ct proposons-nous de déterminer 
leurs trajectoires orthogonales. Soit (£) une de ces trajectoires; si 
on la fait tourner autour de D, de manière à ramener son plan 
dans un plan fixe, elle ne cessera pas d'être trajectoire ortho- 
gonale. Nous sommes donc ramenés à un problème de Géométrie 
plane : Trouver les trajectoires orthogonales d'une famille de 
cercles ayant leurs centres en ligne droite. Voici comment on 
peut le résoudre. . 

93. Considérons d’une manière générale une famille de cercles, 
définie par l'équation 

4 s 

(1) (m—a}+(y—b}= rt, 

où a, db, r sont des fonctions d’un paramètre w. Les Lrajectoires 
orthogonales satisferont à l'équation.‘ - * + :. 

r ° dr D À Le sf} 7 

@) 7. a = ù 
    
ga. y —b? 

et, pour former leur équation différentielle, il faudrait’ éliminer « 
entre les équations (4) et (2). Cette élimination est impossible en 
général, il vaut micux-employer-la méthode suivante. 

Exprimons z, .y en fonction de & et d’une nouvelle variable ( 
par les formules ‘7. et ” . 

+ 
(3) ti LT a+ rcos0,  y=b+nsint. : 

La, signifiéation de 0 est évidente : est l'angle que fait, avec 
l'axe des &;"le râyon du cercle qui passe au point où ce cercle : 
est coupé pat la trajéctoire orthogonale. Des formules (3) on tire Lu 

les valeurs. derd£et.de dy', et, en les portant dans l'équation (2), 
D. 8 F 

“      
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on obtient pour 0 l'équation 

dd 1 da. 1 db 
(4) dur da M0; Zu 050 

qu'il faudra intégrer. Or, si l’on prend comme inconnue 

= f, (5) tang 

on est ramené à une équation de Riccati 

(6) 2 5 du Tru) 

De là résultent plusieurs conséquences. Si l’on connaît une 
trajectoire seulement d’un système de cercles, on déterminera 
toutes les autres par deux quadratures; si l’on en connaît deux, il 
suffira d’une seule quadrature; ct enfin la connaissance des trois 
trajectoires orthogonales permeitra de déterminer toutes les autres, 
sans aucune intégration. 

Supposons, d’après cela, que l'on veuille déterminer le système 
orthogonal le plus général dont une famille soit formée de cercles. 
On pourra se donner arbitrairement deux des trajectoires ortho- 
gonales (GC), (Ci). Il existe en effet une famille de cercles coupant 
deux courbes quelconques à angle droit, et leurs centres se trouvent 
sur la courbe (L) lieu des points d’où l’on peut mener à (C), 
(C1) des tangentes égales. Comme on connaît deux trajectoires 
orthogonales, il suffira d’une quadrature pour obtenir toutes les 
autres. On pourra donc obtenir, avec une seule quadrature, l'é- 
quation du système orthogonal plan le plus général comprenant 
une famille de cercles (1). 

  

(*) Dans sa thèse si remarquable, Ætude géométrique des surfaces dont les 
dignes de courbure d’un système sont planes; Toulouse, 1882, M. V. Rouquet à 
même montré que l’on peut obtenir, sans aucun signe de quadrature, l'équation 
de ce système orthogonal. Considérons, en effet, deux familles de cercles, corres- 
pondant respectivement aux systèmes de valeurs a,, b,, », et ay d,, r, des va- 
riables a, b, r. Si l’on a, pour chaque valeur de w, 

da, __ da, db, __ db, 
QG) ra = —— — = 

r, # CN 
2 

les équations de Riccati qui déterminent les trajectoires orthogonales de ces deux
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I ÿ a néanmoins un cas particulier très étendu dans lequel la 

détermination du système orthogonal n'exigera plus aucune qua- 
drature. C'est celui où l’on saurait & Priori que, parmi les tra- 
Jectoires orthogonales de la famille de cercles, doit se trouver 
unc ligne droite ou un cercle (y); car alors tous les cercles 
cherchés étant doublement normaux à la ligne droite ou au cercle 
(y); cette trajectoire orthogonale particulière devra être comptée 
pour deux ct donnera deux solutions de l'équation de Riccati. Il 
suffira donc de se donner (y) et une autre trajectoire orthogonale 

. (C) pour avoir trois solutions de l'équation différentielle. 
Signalons encore cette conséquence des raisonnements qui pré- 

cèdent : lorsqu'on aura un système déterminé de cercles coupant 

  

familles de cercles sont les mêmes; ct, par conséquent, la connaissance des tra- jectoires orthogonalces de l’une des familles entraîne celle des trajectoires ortho- gonales de l’autre famille. Nous dirons, avec M. Rouquet, que deux familles de cercles sont similaires lorsqu'elles satisfont aux relations QG). Il est aisé d'interpréter géométriquement ces relations. Elles expriment, en effet, que les centres des cercles, qui se correspondent dans les deux familles similaires, dé- crivent des courbes dont les langentes sont, à chaque instant, parallèles; et de plus, que les rayons des deux cercles sont dans le même rapport que les arcs in- finiment petits parcourus par Îeurs centres dans le même temps, c'est-à-dire dans le mème rapport que les rayons de courbure des deux courbes décrites par leurs centres, aux points correspondants. Cette proposition permet évidemment de construire, sans aucune intégration, toutes les familles similaires d’une famille 
de cercles donnée. 

D'après cela, soit une famille quelconque de cercles, correspondant aux va- leurs à&,, b,, r, de a, b, r. On peut toujours concevoir qu’il existe trois fonctions a,, 0, r, telles que Pon ait 

da, _ da, db, __ db, 
, = —) ai + 02 = r r, Fr, d Fr, Î 2 9

 

Par suite, toute famille de cercles peut étre considérée comme similaire d’une famille représentée par l'équation 

(G—aY+(y—b}= a+ 08, 
pour laquelle tous les cercles passent Par un point fixe, l’origine. Comme on Peut mettre en évidence, sans signe de quadrature, les trajectoires orthogonales de cette famille particulière, il en sera de mème, d'après les propositions précé- dentes, pour la famille la plus générale. 
Au reste, dans beaucoup de questions, il importe peu qu’il y ait ou qu'il n'y ait pas de signe de quadrature. L'essentiel est qu’on puisse obtenir, sous forme explicite, l'équation du système orthogonal, ct Jes développements donnés dans le texte établissent que cela sera toujours possible.
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à angle droit un cercle donné, ou ayant leurs centres en ligne 
droite, la détermination de leurs trajectoires orthogonales exige 
seulement une quadrature. 

A un autre point de vue, il résulte de l'équation (6) la consé- 
6 û 0 0 

quence suivante; soient ang tang— tang—) tang— quatre so- 

lutions quelconques de cette équation. Nous savons que leur 

rapport anharmonique est constant. Or ce rapport anharmonique 

des quatre tangentes est, par définition, le rapport anharmonique 

des points où les trajectoires correspondantes coupent l’un quel- 
conque des cercles. On a donc le théorème suivant : 

Le rapport anhar monique des quatre points où un cercle quet- 
conque de la famille considérée est coupé par quatre trajec- 
toires orthogonales fixes est constant. | 

Toutes ces propositions s'appliquent évidemment aux systèmes 
de cercles tracés sur la sphère, qui peuvent toujours, par une in- 
version, être transformés cn systèmes situés dans un plan. 

94. Revenons à la question proposée. IL s’agit de trouver le 
système orthogonal le plus général dont une des familles soil 
formée de cercles ayant leurs centres sur une droite D. 

Pour cela on considérera une courbe quelconque (C) et l'on 
traccra lous les cercles normaux à (C), ayant leurs centres sur D. 
Les trajectoires orthogonales de ces cercles se détermincront sans 

‘aucune intégration. Considérons en effet l’un quelconque de ces 
cercles normal en un point M à la courbe (C). Si 0, désigne 
l'angle de la tangente à la courbe en M avec la droite D, l'équation 
de Riccati admettra les trois solutions particulières 

Go 0; Ts 

et, par conséquent, son intégrale générale sera donnée par la 
formule 

tang! Da = ç' 

lang? — tang® 
°2 °2 

ou, plus simplement, 

(7) ange. Ctangæ,
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Les surfaces cherchées, qui ont d'abord été étudiées par 
Joachimsthal (1), admettent donc la génération suivante : Dans 

un plan passant par la droite D, on forme, d’après le moyen 

que nous venons d'indiquer, la famille de courbes planes (t) 

la plus générale admettant pour trajectoires orthogonales une 
famille de cercles ayant leurs centres sur la droite D. On fait 

tourner ces courbes (t), autour de la droite D, d’un angle qui 

varie d’après une loi donnée, maïs quelconque, quand on passe 
d’une courbe à l’autre; le lieu de toutes leurs positions } nouvelles 

est la surface cherchée. 

Prenons pour axe des x la droite D. Les formules qui sont la 
traduction analytique de la génération précédente sont les sui- 
vantes. Soit 

9 (x—a}+jt=r 

l'équation du système de cercles. Prenons 

a = F(), r= E()sin0, tang£ = Fi(4)tang 2. 

Les coordonnées d’un point quelconque de la surface cherchée 

seront 

| [r=a+rcost, 

(8) L2= rsin0 cos, 

3 = rsin0 sinŸ. 

Ces formules sont identiques à celles que l'on doit à Joa- 

chimsthal. 

95. Après avoir développé une application de la proposition de 
M. Kœnigs, revenons aux systèmes conjugués quelconques. Ces 

systèmes possèdent deux propriétés essentielles sur lesquelles il 

convient que nous insistions, et que l’on peut énoncer comme il 
suit : Tout système conjugué ne cèsse pas d’être conjugué si 
l’on soumet la surface sur laquelle il est tracé, soit à une trans- 

  

(*) Joscmiusruar, Demonstrationes theorematum ad superficies curvas spec- 
tantium (Journal de Crelle, t. XXX, p. 347) et Sur les surfaces dont les lignes 

de l’une des courbures sont planes (mème Journal, t. LIV, p. 181). Voir surtout 
ce dernier article. :
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formation homographique, soit à une transformation par polaires réciproques. . 
. Supposons d’abord que l'on soumette une surface (S) à une 
transformation homographique. Considérons une courbe (C) 
tracée sur (S). Les plans tangents à la surface en tous les points de cette courbe engendreront une surface développable (A) dont 
les génératrices rectilignes seront les conjuguées des tangentes à la courbe (C). Or il est évident que la transformation homogra- phique ne change en rien toutes ces relations. À Ja surface (S) correspond une surface (S'), à la courbe (C) une courbe {C'), à | la développable (A) une développable (4') circonscrite à (S') sui- vant la courbe (C'), aux tangentes de la courbe (C) celles de la courbe (C’), aux génératrices de (A) celles de (4); par conséquent Ja transformation homographique fait bien correspondre à deux langentes conjuguées de (S) deux tangentes conjuguées de (S’). Si, au contraire, on effectue une transformation par polaires ré- ciproques, à la surface (S) correspond une surface (S"), à la courbe (C) une développable (4”) circonscrite à (S"), et à la dé- veloppable (A) la courbe de contact (C”) de la développable (4”). Par suite, aux tangentes de la courbe (CG) correspondent les géné- ratrices rectilignes de (4) et aux génératrices de (A) les tangentes de la courbe (C). D'ailleurs, à deux tangentes en un point M de. (S), correspondent deux tangentes au point correspondant M” de (S”). Ici encore, on le voit, à deux droites conjuguées corres- pondent deux droites conjuguées. 

96. Les propriétés précédentes, que l’on exprime encore en disant que la définition des Systèmes conjugués est projective et dualistique, peuvent aussi être établies par la méthode analytique suivante qui nous permettra de généraliser une proposition déjà donnée (n° 84). | , 
Soient « ct B les paramètres de deux familles de courbes tracées sur unc surface (S). Adoptons un Système de coordonnées homo- gènes ou tétraédriques absolument quelconque, et soit : 

(10) uX+oY+wz+pT=0 

l'équation du plan tangent à la surface; u, 6, sw, P seront des
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fonctions des paramètres « et 8, et l’on obtiendrait l'équation en 

coordonnées ponctuelles de la surface (S) en éliminant « et 8 
entre l'équation (10) et ses deux dérivées 

. du , de dim OP 

{ 
.du rw 2 op = 

(1) 

par rapport à & et à 8. Par conséquent, si l’on désigne par x, J, 
3, t les coordonnées ‘du point de contact du plan tangent, elles 
devront satisfaire aux trois. équations 

UL + Py + WS + pl =0, 

du de dm op 
(12) Fox 7) 92 Sox Hg 

CCR EL EE 
08 98 08 og 

. 

Différentions la première de ces équations, successivement par 
rapport à « et à $; on aura, en tenant compte des deux autres, les 
relations nouvelles 

u 92 Ye # , 9 Vos ga Ps 

c . lue pŸ + ot 0 a + ° 03 03 lon N 

On aurait pu d’ailleurs écrire immédiatement ces équations; 

elles expriment que les tangentes aux deux courbes «= const., 

8— const. sont dans le plan tangent à la surface. 
Les équations (12) ct (13) s'appliquent à tout système de coor-. 

données curvilignes. Cherchons maintenant la condition pour que 

les deux familles («) et (B) forment un système conjugué. Si l’on 
se déplace sur la courbe += const., le plan tangent enveloppera 

une Surface développable ; son intersection avec.le plan tangent 

infiniment voisin sera définie par l'équalion (10) jointe à la seconde 

. des équations (11). Il faut exprimer que la droite représentée par 
ces deux équations est la tangente à la courbe $ = const. Pour 
cela, il faudra écrire que ces équations sont vérifiées quand on y



120 
LIVRE If, — Ci] 

remplace X, Y,Z,T par 

IAP, IL 

05 , ot 
3+ a L+ Ta 

En tenant compte des formules déjà établies (12) et (13), cela ne donne qu’une seule équation nouvelle st 

x du dr , d% dy . dw ds L Ôp dt … (9) 93 0x 7 0 da Ÿ OF On 07 dx — 
et celle unique équation exprime p 
nécessaire et suffisante pour que le 
forment un système conjugué, 

Des formules (12) et (13) on dé 

ar conséquent la condition 
s deux familles (x) eu (8) 

duit par différentiation les identités suivantes applicables à tout Système de coordonnées curvilignes : ‘ 
* 

  

Bu do _ de CE 0203 77 3103 7 F0x08 TC 9x08 | 

__ dx ‘dy dw 03 dp ot ; TAG THË HE ER (5) = 0x | dv ds  dp à TT 002 Ode 08 0 — 08 Se 
L 2m y Le, ds p 20. 

0203 du05 ” 0203 0x 03 

Il suit de là que l'équation 
l’une des trois formes suivantes : 

(14) peut encore être écrite sous 

0x 03 0x 0ÿ 0x 03 02 03 ? 
(16) EE D dE OL dx 03 0x 08 dx 03 0203 

du 29 dw ®p F 0208 rs + 5 
La condition pour que les familles ( 

conjugué s'exprime indifféremment 
quatre équations (14) ou (16). 

97. Considérons, en particulier, 

0208 * {5:08 x =0, 

4), (B) forment un syslème 
par l’une quelconque ‘des 

les équations (12) etla troisième des équations (16); elles ne contiennent pas les dérivées de x, y,
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3, Let l'élimination de ces coordonnées conduit à l'équation 

i du du d'u ; UT 9 7203 

/ pe de 2e _ "02 03 0203 
(17) u dw dw uw = 0, 

dx 03 0:09 ! 

0p dp mp 

? dx 03 0203 

qui ne contient plus que les coordonnées tangentielles (1). 
Inversement, toutes les fois que lPéquation (17) sera satisfaite, 

il existera des valeurs de x, 3, 5, £ vérifiant les équations (12) cet 
la troisième des équations (16); ces équations expriment que x, 
J'} 5, t sont les coordonnées du point de contact du plan défini par 
l’équation (ro) avec la surface qu'il enveloppe ct, en outre, que les 
deux familles (x), (8) tracées sur cette enveloppe sont conjuguées.. 
L’équation (15) est donc, dans tous les cas, caractéristique des 
systèmes conjugués. 

De même, en éliminant u, 9, w, p entre la première des équa- 
tions (12), les deux équations (13) et la seconde équation (16), 
on trouvera la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées 
ponctuelles | 

7 07 à 
0x 05 0203 

dv dy  d?r 

Ÿ 5x 03 005 
  

  

S . à = 

(18) _ ds 03 3 | 
7 0x 03 0203 
y % dde 

  

0x 03 0103 

et l’on démontrera comme précédemment que celte condition, qui 
est nécessaire, est aussi suffisante. 

  

€) Bntosent, Sulle linee di curvatura della superficie delle onde (Annales de 
Tortolini, t. II, p. 135; 1859).
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98. En répétant le raisonnement déjà donné au n° 84, on 
obtiendra immédiatement la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles 
de courbes, de paramètres « et Ê, soient conjuguées, est que, soit 
les coordonnées ponctuelles homogènes, soit les coordonnées 
tangentielles, satisfassent toutes les quatre à une équâtion aux 
dérivées partielles de la forme 

®0 90 00 | : (19) 708 + À + + C0= 0, Litaer 

où À, B,C désignent des fonctions quelconques de » et de 8 (1). 
La transformation homographique ne changeant pas les coor- 

données homogènes, pourvu que l’on fasse varier le tétraèdre et 
les paramètres de référence, et la transformation par polaires ré- 
ciproques étant équivalente à un échange des coordonnées ponc- 
tuclles et des coordonnées tangentielles, on voit que la méthode pré- 
cédente met bien en évidence le caractère projecuif et dualistique 
de la définition des systèmes conjugués. 

Si l’on emploie les coordonnées cartésiennes ordinaires, la coor- 
donnée £ devra être égalée à l'unité; par suite l'équation (19) 
devra être vérifiée par la valeur 0 — 1. On devra avoir’ 

C=o 

et l’on retrouvera le résultat du n° 84.. 

99. En terminant ces développements, je remarquerai qu'il est 
impossible de trouver deux équations de la forme (19) auxquelles 
salisferont en même temps les quatre coordonnées ponctuelles, tant 
que la surface ne se réduira pas à une courbe, ou les quatre coor- 
données tangentielles, tant que la surface ne sera pas dévelop- 
pable. / 

En effet, supposons que les quatre coordonnées vérifient deux 

  

(*} Il est utile de remarquer que l'équation linéaire à laquelle satisfont les quatre coordonnées ponctuelles n’est pas, en général, la mème que celle à laquelle satisfont les quatre coordonnées tangenticlics. - -
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, . ve pe + se CA équations linéaires de la forme (19). L'élimination de <=. entre | 0208 | 
ces deux équations nous conduira à une équation du premier 
ordre | 

0 . 2 
A BC, 

à laquelle devront encore satisfaire ces coordonnées. Or la solu- 
tion générale de cette équation est de la forme | 

0 = 0 F(s), 

F désignant une fonction arbitraire et Moy so des fonctions déter- 
minées ; par conséquent, si l’on divise toutés les coordonnées homo- 
gènes par 0, on les réduira à des fonctions de la seule variable o,. 
Si les coordonnées sont ponctuelles, le point décrit une courbe, 
e si elles sont tangentielles, le plan enveloppe une développable. 

Ainsi, à toute surface non développable, et à tout système con- 
Jugué tracé sur cette surface, correspondent deux équations, et. 
deux seulement, de la forme (19). L'une est vérifiée par les coor- 
données d’un point quelconque de la surface, et l’autre par les 
coordonnées d’un plan tangent quelconque de la surface. 

100. Le théorème précédent permet ‘évidemment de construire 
une infinité de surfaces sur lesquelles on connaitra des systèmes 
conjugués (1). Nous allons, dès à présent, en faire une application 
en cherchant les surfaces pour lesquelles il existe deux familles 
conjuguées formées exclusivement de courbes planes. 

Si les coordonnées tangentielles satisfont à l'équation 

  

la surface correspondante la plus générale sera l'enveloppe du plan 
défini par l'équation 

Go) LA + a (Be+ LA) + gr 
A+ (Pls+ LA (a) + 0(8))e= 0. 
  

(*} Dannocx, Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des sys- 
têmes orthogonaux.( Annales de l’École Normale, 2° série, t. VIL, p. 293; 1858).
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Or on reconnaît sans dificulté que cette surface jouit de la pro- 
priélé indiquée; car, pour avoir l'enveloppe du plan tangent, il 
faut joindre à l'équation (20) les deux suivantes 

HHOESAOENAOEETHOES 
1CB)T +, (8) 0 (B)3+ 8, (8) = 0, 

(21) 

qui ne contiennent chacune qu'une seule des variables 4, Bet 
montrent ainsi- que les deux familles conjuguécs &— const., 

= Const. sont composées de courbes planes. 
La solution que nous venons d'obtenir est très générale; on peut q D 2 

démontrer qu’il n’y en a pas d'autre. Pour cela nous définirons j l ; 
la surface cherchée comme enveloppe du plan 

(22) uX+oY+wz+pT=o 
: T 

Prenons la dérivée de cette équation par rapport à z«, nous 
aurons 

. du ,d6 di, op 
oO. 

Ces deux équations représentent, on l’a vu, la langente à la 
courbe 4— const., toutes les fois que les deux familles (x), (B) 
sont conjuguées. 

Or, si les courbes de paramètre # sont planes, elles seront déter- 
minées par une équalion de la forme 

De fe 
(2i) VA (a) + YA (2) + 2 f (2) + Tf(2) = 8, À 
ct, par conséquent, les trois plans définis par les équations (22), 
(23), (24) contiendront une même droite, la tangente à la courbe 
a = const. ; l’une de ces trois équations devra donc être une com- 
binaison linéaire des deux autres. Écrivons que la troisième 
s'obtient en ajoutant les deux autres, respectivement multipliécs 
paru et par }; nous aurons le système ct 

du 
its) = Bu 

4 de 
Ar(z)= no + EE 

di 
fax) = pi +} 

und P.. 
Jia) = up +1
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En éliminant par une différentiation les fonctions fifa), -.. on 
verra Que &, 0, 4, P doivent satisfaire à la même équation du 
second ordre 

(43%) Lo, 7 u0+à)=o, 

919 2) 0X 00 p 2 
"0x8 7 0x nt 

c'est-à-dire 

(25) = 0. 
o 
D 

En considérant de mème les courbes 8 — const., on trouverait . 
que les coordonnées tangenticlles doivent aussi satisfaire à l’é- 
quation semblable 

, 0 j 90, 9391 ou’ 
(26) 4 Jx + dx 03 + d   

Or nous avons vu que w, v, w, p ne peuvent satisfaire en 

même temps à deux équations de la forme précédente, au moins 
Lant que la surface n’est pas dév cloppable. Il faudra donc que les 

équations (25), (26) soient identiques ; ce qui donne les con- 

ditions 

  
u' __ 9logÀ & _ dlogd 1 dp _ 1 0 
NT 08 ? À vx ? À 03  }' 0x 

En portant les valeurs de et de y dans la dernière équation, 
nous lrouvons \- 

.- dog} _ dlog} 
. VX 0Ë Qadg ? —- 

d'où l’on déduit, en intégrant, 

= re 
ce qui donne La 

° ss D = +) 2 FO), dl 

: JG: ) 

Si nous portons cette valeur de w dans l'équation (25), elle prend 
la forme 

0? ‘ 

703 PAGE 0. 

On voit que, si nous multiplions les quatre coordonnées u, +, 
‘w, p par une mème fonction f(x), ce qui est évidemment permis, |
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elles satisferont à l'équation 

  

et l’on retrouve la solution que nous avons donnée a priori. 
Il est vrai que nous avons écarté de notre raisonnement l’hypo- 

thèse où la surface serait développable. Mais, pour obtenir une 
telle surface, il suffira de supposer nulles, dans la formule (20), 
toutes les fonctions de B. Ainsi notre première solution donne, 
Sans aucune exceplion, toutes les surfaces pour lesquelles il peut 
exister un système conjugué composé de deux familles de courbes 
planes. 

101. Il nous reste à indiquer un mode de génération simple des 
surfaces que nous venons d'obtenir. Pour cela, faisant £— 1, nous 
envisagerons les deux familles de sphères définies par les équations 

(27) ++ St 2 fi(a)x — 2 fa(a)y — 2./3(2)5 — 2f,(2) = 0, 
(28) 2t+ yes 201(B)T + 20:(8B)y + 263(B)3+ 20:(8) = 0. 

Ces deux familles de sphères sont absolument quelconques, et 
d’ailleurs leur plan radical est précisément le plan tangent de la 
surface cherchée, représenté par l'équation (20). Nous sommes 
donc conduits au théorème suivant : 

.. Si l'on considère dans ‘espace. deux familles de sphères 
définies de la manière La Plus générale, le plan radical d'une 
des sphères de la première famille et d’une des sphères de la 
seconde enveloppera la surface la plus générale admettant 
deux familles conjuguées Jormées exclusivement de courbes 
planes. 

Pour déterminer la surface par points, on remarque que les deux 
équations (21) sont les dérivées par rapport à « ct à $ des équa- 
tions (25), (28). Donc : 

SE l’on associe à deux sphères de Jamille différente les 
sphères infiniment voisines, le centre radical de ces quatre 
sphères décrira la surface cherchée. Le plan radical de deux 
sphères infiniment voisines de la méme famille contiendra une 
des courbes de l’un des systèmes con JUTUES. 
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CITAPITRE IT. 
SYSTÈMES CONJUGUÉS. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. 

Application des propositions précédentes à la détermination des surfaces à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes. — Caractéristiques d’une équation 
linéaire aux dérivées partielles. — Théorème nouveau relatif aux systèmes con- 
jugués. — Lignes asymptotiques. — Forine la plus simple de leur équation dif- 
férentielle. — Leur détermination dans des cas particuliers. — Surfaces tétraé- 
drales de Lamé. ‘ ‘ 

102. La proposition obtenue à la fin du Chapitre précédent con- 
duit à une méthode très simple pour la détermination des surfaces 
dont les lignes de courbure sont planes dans les deux systèmes. 
Il suffira, en eflet, de chercher, parmi les surfaces enveloppes du 
plan représenté par l'équation (20), celles pour lesquelles les deux 
familles de courbes conjuguées se coupent à angle droit. 

Considérons la surface enveloppe du plan 

uX +oY+wZpT=o, 

où &, v, sw, p sont des fonctions de & et de 8. La condition d’or- 
thogonalité des courbes de paramètre « et 8 tracées sur l'enveloppe 
est compliquée en général, et contient les dérivées secondes des 
coordonnécs tangentielles. Mais elle se simplifie beaucoup quand 
æ el ÿ sont les paramètres de deux familles conjuguées. En effet, 
si æ, J', 3, t sont les coordonnées du point de contact et si l’on 
fait t = 1, on a les deux équations 

dr ,9r + m9 . 

nt ‘ox 91 © 

du dr de dv dw 03 

08 02 7 03'02 * 03 04 

d’où l’on déduit les proportions 

Ôr ,dy ,05.. dw pd 2 nn %. o 2 
O0 ninint Va Vp UTIU T0
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. 0x dy 05° On a des formules analogues pOur 33 03? 5 
condition d’orthogonalité, on trouve l'équation (!) 

{ [ du dv Le du y % , JP («5 Fr he Üx #98 08 T 03 

(2) 2 pt 1pt) du du do de dv dw = 0 LÉ NE a + 5 98 + D 03 } ©: 

et, en écrivant la 

Remarquons toutefois que cette équation serait illusoire si u,», 
, p ne contenaient pas $, car alors les formules (1) n'auraient 
aucune signification; Ja surface serait développable, 

Pour appliquer l'équation (2) au problème qui nous occupe, il 
faut faire US 

u= Ai B;, v= À Ba, m = ÀA3+ B:, 

A4, Ao, As désignant des fonctions de # et B,, B:, B, des fonctions 
de $. On reconnait que l’équation (2) peut être ramenée à ne 
contenir que les dérivées de la fonction définie par l'équation 

ka u+ 02 + p?— (Ai B;)+ (A2 + B2)° + (A3 + B:}°. 

En effet, cette équation différentiée par rapport à # ct à 8 donne 
successivement 

a 7% = ut, 9% +w 2, Ur" dx dx 0x 

PL = at, d% wmv, 08 d5 08 03 
, VA. dk dk __ du du + do do de div 
0208 ‘ 0203 0x 03 0x 0 ‘0x 03° 

En tenant compte’de ces relations, l'équation (2) prend la forme 

2} 

0x 08 
= 0, 

et il faut, pour qu’elle soit satisfaite, que l’on ait 

k = As B;. 

On peut donc énoncer la proposilion suivante : 

Pour obtenir les surfaces à lignes de courbure planes dans 

  

C) Briosemi, Annales de Tortolini, t. XI, p. 135; 1859.
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les deux systèmes, on commencera par'déterminer les fonctions 
de « et de B satisfaisant identiquement à l'équation 

(3) (Ai + B:}+ (As + B:ÿ + (As+ B:} = (A+ B,}. 

Quand ces fonctions seront connues, la surface sera l’enve- 
loppe du plan représenté par l'équation 

(4) (A+ Bi) + (At Bi} + (Aa B)3 = AD 

où À, B désignent deux fonctions nouvelles qui dépendent res- 
pectivement de « et de $. Les lignes de courbure des deux 
systèmes seront définies par les équations 

(5) Aiz+ AY Az = À, 

Biz B,y+ B,:= PB, 

qui ne contiennent chacune qu'une seule des variables ou B et 
représentent les plans de ces lignes. 

103. Toute la difficulté du problème est ramenée, par la méthode 
précédente, à la détermination des fonctions les plus générales 
satisfaisant identiquement à à la relation (3). Or, si l'on différentie 
cette équation successivement par rapport à & et à 8, on est ramené 

à l'équation plus simple 

(6) AB + ABS + AD = AND, 

dont M. J.-A. Serret a donné toutes les solutions possibles dans 
son important À Mémoire Sur les surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes ou sphériques (Journal de Liouville, 
1e série, L. XVIIE, p. 116). Au lieu de suivre la marche adoptée 
par À M. Serret, nous nous attacherons à à l'équation (3) que nous 
écrirons sous la forme 

(5) (Ai — B 1) + (A2— Ba} + (sms (As Ds } ; 4 

en changeant le signe de toutes les fonctions B. 
Cette équation peut être interprétée géométriquement de la 

manière suivante... Considérons la sphère (S}), variable et dé- 
pendante du paramètre «, dont le centre a pour coordonnées AÀ;, 

A2, À, et dont le raÿon est égal, en grandeur et en signe, à À; 
considérons de même la sphère (S’), dépendante du paramètre 6, 

D. — TI. - 9
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dont le centre a pour coordonnées B;, B:, B, et dont le rayon est 
égal à B,. L’équation (7) exprime évidemment que les deux sphères 
(S) et (S') sont constamment tangentes. Il faut donc que ces deux 
sphères, envisagées successivement, enveloppent la même surface 
(2). Et, comme cette surface (£) est touchée suivant un cercle par 
chacune des sphères (S),"aussi bien que par chacune des sphères 
(S'), il faut que toutes ses lignes de courbure soient circu- 
laires. | 

Nous sommes ainsi ramenés à un problème bien connu, qui a 
été proposé et résolu pour la première fois par Dupin (1) : Déter- 
miner toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont cir- 
culaires. La solution fournit une surface du quatrième ordre, la 
cyclide de Dupin, dont les normales rencontrent une ellipse et 
une hyperbole, qui sont les focales l’une de l’autre et qui con- 
tiennent les centres de toutes les sphères, tangentes à la surface 
suivant une de ses lignes de courbure. Cette surface peut dégénérer 
soit en un tore, et alors l’ellipse focale se réduit à un cercle, soit en 
une surface de troisième degré, et, dans ce cas, les deux courbes 
focales deviennent des paraboles. 

104. Si l’on suppose que l’ellipse se réduise à un cercle, l'hyper- 
bole se réduira à une droite passant par le centre du cercle et per- 
pendiculaire à son plan. En choisissant le centre du cercle pour 
origine des coordonnées et la droite pour axe des 3, nous obtenons 
une première solution de l'équation (7) donnée par les formules 
suivantes : 

Ai = 0, A3 = LA A3 = %, 

B;= cosf, B:= sinf, B3=0o. 

La surface à lignes de courbure planes correspondante est l’en- 
veloppe du plan 

(8) 3 —2xcos$— y sinf = f(2) +o(B). 

Les lignes de courbure & = const. sont dans des plans parallèles 

s=f"{2), 

  

‘(*) Dcix, Applications de Géométrie et de Méchanique, p. 200 ct suiv.: 1822,
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et, par conséquent, cette première classe ne comprend que les sur- 
faces moulures déjà étudiées (n° 86). 

Passons au cas général où l'une des focales est une cllipse. 
Comme on peut multiplier toutes les fonctions A5, B; par un 
même nombre, on pourra prendre, pour cette focale, les équations 

5? = 
+ y =o, 

et l’hyperbole correspondante sera alors représentée par le système 

= 

Un point de la première courbe sera défini par les formules 

(9) T=Ai=2 yY=A:=0o, 2=A3= Vi x, | 

et, de même, un point de la seconde par les formules analogues 
(to)  z=B=o, * y=B=f, 3e Be VITE 

La surface à lignes de courbure planes, correspondante à ces 
valeurs des fonctions A3, B;, scra l'enveloppe du plan 

(1). az fÿy+(2 Vi VIE VTEE) 3 = (2) — 0 (9), 
lorsque x et B varicront. 

On trouvera de même, dans le cas où lellipse se réduit à une 
parabole, que la surface correspondante est l'enveloppe du plan 
(12) c2ax+2fy+(i— at 02 3=/f(2)+9(3). 

105. En résumé, nous obtenons trois classes de surfaces à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes. Mais il résulte claire- 
ment des raisonnements précédents que la première et la troisième 
peuvent être considérées comme des cas limites de la seconde, qui 
est définie par la formule (11). Nous allons faire connaître un 
nouveau mode de génération de ces surfaces. 

Si l'on différentic successivement par rapport à « et à B l'é- 
quation (11),.on obtient les deux équations 

  GB) a pe, 
1— 2% 

G4) pe VIE 

VIF
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qui représentent, nous l'avons vu, les plans des lignes de première 
et de seconde courbure. Ainsi les lignes de courbure de chaque 
Système sont dans les plans tangents d’un cylindre, et les cylindres 
correspondants aux deux systèmes ont leurs génératrices perpen- 
diculaires. | | 

D'autre part, les deux familles de sphères.considérées au n° 101 
ont ici pour équations | 

++ aax —0 is +of(x)= 0, 

++ at — afp — 2 VIE Pis ae(8) = 0; 
les centres de ces sphères sont situés respectivement sur les deux 
focales. D'ailleurs leurs rayons’ dépendent des fonctions (a), 
2(8) et varient, par conséquent, suivant une loi quelconque. En 
appliquant le théorème du n° 101, on sera donc conduit à la pro- 
position suivante : 

(15) 

Pour obtenir toutes les surfaces à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes, on construira deux Jamilles différentes 
de sphères dont les centres seront assujettis à décrire respec- 
livement deux courbes du second degré, focales l’une de 
l’autre, et dont les rayons varieront suivant une loi quelconque: 
pour chacune des deux familles. Le plan radical de deux 
sphères (S), (£), appartenant aux deux familles différentes, 
enveloppera la surface cherchée. Si l’on associe à (E)eà(S) 
les sphères infiniment voisines (2), (S"), le centre radical de ces 
quatre sphères décrira la surface; les plans radicaux de (S) 
et de (S'), de (£) et de (£') seront les plans des lignes de cour- 
bure des deux systèmes (!). | 

Bien que nos raisonnements aient laissé de côté le cas des sur- 
faces développables, les résultats obtenus comprennent ces surfaces 
qui sont, on le reconnaîtra aisément, des surfaces moulures formées 
par les tangentes d’une hélice tracée sur un cylindre quelconque. 

  

(*} On peut définir la variation du rayon des sphères de chacune des familles 
en assujettissant ces sphères à être tangentes à une courbe choisie arbitrairement, 
située dans le plan de la ligne qui contient leurs centres. Alors on pourra con- 
struire géométriquement le plan radical de chaque sphère et de la sphère infini- 
ment voisine. ‘
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106. -Nous tcrmincrons cette étude préliminaire des systèmes 
conjugués en généralisant la proposition donnée au n° 98, et, 
pour le faire d’une manière précise, nous commencerons par 
rappeler la définition des caractéristiques d’une équation linéaire 
aux dérivées partielles. 

Soit 

010 …, 00 0 00 DB +c% +AË 4 BD + C0 0 (16) A3 T 0208 CKE x 08 

unc telle équation, où les cocfficients seront des fonctions données : 
quelconques de à et de 8. Si l’on substitue à ces variables indépen- 
dantes les suivantes : T 

p=g(z, B); pi (a BP), 

l'équation conservera sa forme et deviendra 

eg 20 00 00 0 — 
DT pd op D on 

a; d, c ayant les valeurs ‘suivantes : 

: d2\? ,,,02 do de \? 

- on dr, pfd 0, d di de di QG) Dan ge B(S Sd Cu +203 57 

: 054 \° CETRUETEE 21 \? 

: ° . « a ° d?0 920 Si donc on veut faire disparaître les deux termes en De? D? 
ri 

p et p, devront être deux fonctions différentes satisfaisant à l’é- 
quation | 

e du\?:  du‘du . /du\? (18) (5) Be ge +0 (5) = 0. 

On peut énoncer ce résultät de la manière suivante : 

Considérons l'équation différentielle du Premier ordre et du 
second degré 

(19) A dét—B did3 +Cdx= 0, 

à laquelle nous donnérons le nom d’équation différentielle 
des caractéristiques, et qui se décompose en deux équations
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- du premier degré admettant chacune une intégrale. Soient 

p=g(a f), pi Ÿ(x 8) 

les deux intégrales ainsiobtenues; il faudra prendre 2, 21 pour 
nouvelles variables si l'on veut ramener l'équation en 0 à la 
forme | 

210,00 où 2 _—+b = + e0—o. (20) don a B b PEA +c0=0o 

On voit que la transformation serait impossible si le premicr 
membre de l'équation (19) était un carré parfait. Mais il résulte 
des formules (15) que si l’on prend alors pour & l'intégrale unique 
de l'équation (19); l'équation en 0 se réduit à la forme simple (1) 

0 00 ,, d0 
(21) À dt + a A + bd 0 +c0=o. 

107. Après avoir rappelé ces définitions et ces propriétés, reve- 
nons aux questions que nous avons en vue, et supposons que 
les quatre coordonnées homogènes x, y, z, { ou u, ?, v, p soient 

  

(*) On peut même simplifier encore cette équation dès que l’on en connait des 
solutions particulières; car soient 0,, 0, deux de ces solutions : si l'on prend 
comme nouvelles variables indépendantes p et le rapport 

: ’ 0, — pl 

ëü, = Pis , 

ct si l’on pose | 
0=0,c, 

la fonction s satisfera à une équation de même forme que l'équation (21) 

de. ds ds 
DE AD Far “CS —=o. 

Mais, comme cette équation doit admettre les ‘solutions particulières 

SÆI, ‘sp; 

b, et c, seront nuls, ct elle se réduira à la forme binôme 

de La d% _, 

PE ‘D 

Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que cette forme n'est pas typique 
ct peut être obtenue d’une infinité de manières.
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exprimées en fonction de deux variables « et £. Si l’on a obtenu, 
par un procédé quelconque, une équation de la forme (16) à 

laquelle satisfont ces quatre coordonntes, on peut la ramener, par 

le procédé que nous avons indiqué, à la forme (20) et l’on re- 

connaît alors immédiatement que les courbes (9), (ÿ1) tracent sur 
la surface un système conjugué. Nous pouvons donc énoncer la 
proposition suivante : ° 

Quand on a formé, d’une manière quelconque, une équation 
de la forme (16) à laquelle satisfont, soit les quatre coordonnées 

ponctuelles, soit les quatre coordonnées tan gentielles, les ca- 

ractér istiques de cette: équation tracent sur la surface un 

système conjus qué. 

. Une équation de la forme (16), contenant cinq coefficients, n’est 
pas déterminée par la condition d'admettre comme solutions par- 
ticulières les quatre coordonnées ponctuelles, par exemple. Mais, 
si l’on ajoute à cette condition celle: d'admettre une cinquième 
solution ©, tous ses cocfficients seront parfaitement déterminés, 
ainsi que le système conjugué formé par ses caractéristiques. En 

ce sens, on peut dire que, à chaque fonction #, correspond un 
système conjugué particulier. . 

Ainsi, supposons que l’on prenne des coordonnées cartésiennes 
z, J, 5. L’équation (16), devant alors admettre la solution 

Ü—t—1, ne contiendra pas le terme en 0, ct tous ses coel- 
ficients seront complètement déterminés par la condition qu’elle 
admeite, en même lemps que &, ÿ, 5, une nouvelle solution 

particulière © que nous supposcrons exprimée en fonction 
de æ, y,s, par exemple. Ramenons l'équation à la forme (20) 
en prenant comme nouvelles variables les paramètres p, p, du 

système conjugué formé par. ses caractéristiques; et soit alors 

920 où A0 
D dx ZA +B mi 

sa forme nouvelle. On aura 
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et les équations analogues en ÿ et 3. Si l’on exprime maintenant 
. np Je dx dy dx que 9 en est une solution, et si l'on élimine 27,27, ®s s dp dpi 0307 d9% au moyen des équations précédentes, on trouvera 

do dr dr do /0x dy dy ùx do 03 ds Jet do on pos se + nn ROLE 2x? 09 dn1 * dry | 0 ds ds 05; 05? 09 doi 
+1 

A 
C'est une relation à laquelle devront satisfaire, en chaque point 

de la surface, les tangentes aux deux familles conjuguées. 

108. Si l'on prend, par exemple, la valeur suivante de 5 

° = z? 12. 2 Q=ri+yi 52, 
on aura 

le système conjugué est orthogonal, c'est-à-dire qu'il est formé 
des deux systèmes de lignes de courbure, ce qui nous conduit au . théorème suivant : 

L'équation de la forme 

"d?0 020 020 90 00 A FB30s ro +D FE = 0; 

dont les coefficients sont déterminés par la condition qu’elle admette comme solutions particulières : 

Ts Jr S, + pt 52, 

TZ; J, = désignant les coordonnées cartésiennes orthogonales d’un point de la surface exprimées en fonction de deux va- 
riables quelconques à et B, admet Pour caractéristiques les deux familles de lignes de courbure de La surface. 

L'application suivante, qui est très simple, fournit une vérifi- cation de cette proposition. Prenons comme variables indépen- 
dantes deux des coordonnées x ety. L’équation 

d?0 209 920 00 dû _B J As - og Ci tDg+Er=eo, 
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devant admettre les solutions particulières + et 7, on aura d’abord 

D=E-=o; 

si l’on exprime ensuite qu’elle admet également les deux so- 
lutions 

0= 2, O=axt+ y st, 

on obtiendra les deux relations 

Ar+Bs+Ct=o, A+ p?) + Bpq +C(i+g!)=0o, 

Où p, 4, S, t désignent les dérivées de s, et qui déterminent les 
rapports de À, B, G. L'équation cherchée est donc | 

020 
2) — (SG + 9) — pl   

020 00 
dr + [rpg —s( PNG = 0,   —ÉrG + gt + p?)] 

et l’équation différentielle de ses caractéristiques fournit l'équation 
bien connue des lignes de courbure. 

109. La théorie des lignes asymptotiques d’une surface se-rat- 
tache par les liens les plus étroits à celle des systèmes conjugués. 
Si l’on groupe ces lignes en deux familles distinctes, comme on le 
fait pour les lignes de courbure, on peut dire que chacune des 
deux familles ainsi obtenues est conjuguée à elle-même. Par con- 
séquent les lignes asymptotiques se conservent lorsqu'on soumet la 
surface, soit à une transformation homographique, soit à une trans- 
formation par polaires réciproques. Le calcul suivant met d’ailleurs 
ces résultats en évidence. 

Conservons toutes les notations du n° 96. Soient loujours w, P, 
sv, p les coordonnées du plan tangent, x, y, s, t celles du point 
de contact. On aura, nous l'avons vu, les égalités 

(22) udr+vody + ds+pdt=0, 

( UT + VY + w3 + pl =0, 

l x du + y de +3 dw + edp = 0.
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qui se rapportent à un déplacement quelconque effectué sur la 
surface. . k 

Cherchons l'équation différentielle des lignes asymptotiques. 
Il faudra écrire que le plan osculateur de ces lignes coïncide avec 
le plan tangent, c'est-à-dire que le point dont les coordonnées 
sont \. 

t+dr+idx, y+dy+4dy, 

se trouve dans le plan langent. On cst ainsi conduit, en tenant 
compte des égalités précédentes, à l'équation | 

(23) u Ex +0 dy + w ds + p dit = 0. 

Les identités que l’on obtient en différentiant les deux dernières 
équations (22) nous permettent de remplacer l'équation précédente 
par une des deux suivantes 

du dx + do dy + div ds + dp dt — 0, 
Eu + y do + 3 d'w + 1 dp —0, 

(2) 

qui lui sont équivalentes. 
La première de ces deux formules. donne immédiatement l’é- 

quation différentielle dés lignes asymptotiques quand la surface 
est définie par son équation, soit en coordonnées ponctuelles, soit 
en coordonnées tangentielles ; mais les formules précédentes (23) 
el (24) permettent aussi d'écrire cette équation différentielle: si 
l’on suppose que les coordonnées soient exprimées en fonction de 
deux variables & et 8. Par exemple, si l’on élimine x, v, w, p entre 
la première équation (22), les deux équations (13) du n° 96 et l'é- 
quation (23), on sera conduit à la relation 

YO 
Yu 2 7 

—= 0, 

| _- 93 95 ne 
# ox 08 LS 

dt ot » \ 
LA 9x 03 dt 

_ qui constitue l'équation différentielle cherchée. Si l'on développe
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et si l’on ordonne par rapport à dx, d3, on trouvera 3 3 

dx dx dx 

  

  

  

    

      

© 7 D 06 
dy dy dy 

7 0e di° 
d3 05 ds 

nr 03 ‘dr? ° 

LE où où 
02 0 dx 

eo TE , de de D 
0x 08 0208 0x 03 03? 

» LÉ rs LT 
Hu fete) ne à m[oee 

© 0x 03 0:09 7 0x 03 03 

g D 0 , 0 
- 0x 03 U0x03 dx 03 03: 

L'équation en coordonnées tangentielles est toute semblable et 
s'obtiendra en remplaçant dans” la précédente x, Jr 5 t par 
Us 9, 6, pu 

Nous pourrions déduire de l'équation précédente la proposition 
déjà démontrée (n° 98) relativement aux systèmes conjugués; car 

la condition nécessaire et'suffisante pour que les deux familles de 
courbes (x), (B) soient conjuguées, c’est-à-dire pour que les 

tangentes aux courbes coordonnées qui passent en chaque point 

de la surface divisent harmoniquement l'angle formé-en ce point 
par les tangentes asÿmptotiques, est évidemment que le coefficient 
de da di, soit. nul dans l'équation différentielle (3). 1 Nous re- 
trouvons ainsi la condition déjà donnée (n° 97). 

ad. Réciproquement, toutes les fois que l’on connaîtra sur une 
- surface. un système conjugué, on pourra écrire l'équation des 

‘ lignes asymptotiques sous une forme qui ne contiendra plus le. 
‘rectangle: dx d3: 

[ci se présente unc nouvelle occasion d'appliquer la proposition 

de M. Kocnigs, car si l’on suppose que la droite D qui figure dans 
l'énoncé de cette proposition s'éloigne à l'infini parallèlement à 
un plan fixe, on reconnaîtra que les sections planes, parallèles à



140 LIVRE Il — CIAP, II. 

ce plan fixe, ont pour conjuguées les courbes de contact des 
cylindres circonscrits à la surface dont les génératrices rectilignes 
sont parallèles aux diverses droites de ce plan. Si l’on rapporte les 
points de la surface à ce système conjugué, l'équation des lignes 
asymptotiques ne devra contenir que les carrés des différentielles. 

Prenons en effet un système de coordonnées cartésiennes x, d23 
et soient p, q les dérivées de 3 considérée comme fonction de x et 
de 3. En supposant que le plan fixe ait été choisi pour plan des 
J'3, les variables qu'il faudra adopter seront les suivantes : 

(26) Ta, g= 8. 

Dec l'équation 
‘ ds = pdr+q dy, 

on déduit . 

AE — 97) = p de — y dg = p du — y d8. 
Par conséquent, si l’on pose 

(27) .- S—9J=s, 

et si l’on exprime :/ en fonction de « et de $, l'équation pré- 
cédente nous donnera évidemment 

93 ds 
. PSG = 09? 

ou encore | 

(28) P=P, y=-g, 

p'et g' désignant les dérivées de z' par rapport à « et à £. 
L’équation différentielle des lignes asymptotiques 

dp dx + dg dy = 0 

deviendra donc, avec les variables « et B, 

(29) dp' di — dg' 48 = 0, 

el, si l'on remplace p', g' par leurs expressions 7° da + s' dÿ, 
s’ du + tv dB, en fonction des dérivées secondes 7”, s’, 4’ de z/, clle 
prendra la forme | 

(30) r'd—t'd = 0,
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qui, comme nous l’avions prévu, ne contient plus le terme 
cn da di. 

111. La forme si simple de cette équation permet d'obtenir un 
grand nombre de surfaces dont on pourra déterminer en termes 
finis les lignes asymptotiques. , 

w 

En effet, considérons à la fois une équation différentielle 

  

CRE 
(35) de — C7 8) 

et l'équation aux dérivées particlles ZT: 3e, 
ê *} SERA 

(32) r'—l'o(x, B)= 0. . | 

Si l'on sait trouver une fonction s/ satisfaisant à cette dernière 
équation, on en déduira une surface en remontant à +, y, 3 par 
les formules . 

TEA Y=—g, s=qgy+s=3—8q". 
Or les lignes asymptotiques de cette surface seraient déterminées 

par l'équation 
r'd— r "dB? = 0, 

# 
Fr A . , . et, en remplaçant z par sa valeur déduite de l'équation (32), on 

retrouvera l'équation (31). Toutes les fois que l'on saura intégrer 
cette équation ‘différentielle en même temps que l'équation aux 
dérivées partielles (32), on aura donc des surfaces dont on 
connaîtra les lignes asymptotiques. 

Supposons, par exemple, que l’on prenne pour la fonction # 
une constante #?. Les équations finies des deux systèmes de lignes 
asy mptotiques scront 

8 + £x = const., B— a = const. 

L'équation (32) aura pour intégrale générale 

= F(B+ka)+ (8 — 4), 

et les coordonnées x, y, s d’un point de la surface seront données 
en fonction de « et de $ par les formules 

T 

D = PE PI(E 42), 
3=F--8F+P—8F.
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112. Voici encore une autre application de la formule (25). 
Considérons les surfaces pour lesquelles les coordonnées carté- 

siennes æ, y, 3 sont définies en fonction de deux variables. p, p, 
par les expressions suivantes : 

T—A(P—a)"(p;—ayr, 
(33). J'=B(p—b}(p—0yr, 

3 = C(p—cj(pi— ch. 

Je dis d’abord que les courbes (p); (21) tracent sur ces surfaces 
un système conjugué. On vérifie en effet que les trois coordonnées 
satisfont à l'équation 

CA :oû où 4 — y) — — — — = 0, 
(34) Cp F5, 9 + a D m PEx o 

Il suit de là que, si l’on cherche l'équation des lignes asympto- 
tiques en appliquant la formule (25), cette équation ne contiendra 
pas de terme en do dp;. En faisant le calcul, on obtient en effet 
l'équation différentielle 

mm-—1)ds? ‘ ‘n(n—1 ds? 

(a— pb phe—p) (app) —p) 
  

(35) 

ui s'intègre dans tous les cas par des uadratures, mais dont l'in- qui 5 P ; 
m(m— 17) 

n(nr — 1) est 

tégrale est algébrique toutes les fois que le quotient 
lc carré d’un nombre commensurable. 

Dans le cas particulier où m est égal à r, on peut éliminer 
£ Pa Ct trouver l'équation de la surface, qui est 

Geo (eo (sf (a b)=(a—D)(5—cy(a—c). 
On reconnaît les surfaces tétraédrales, dont Lamé a commencé 

l'étude dans son £ramen des différentes méthodes employées - 
pour résoudre les problèmes de Géométrie, publié en 1818, et 
qui, depuis, ont été l’objet des travaux de nombreux géomètres, 
parmi lesquels il faut citer plus particulièrement A. de la Gour- 
nerie. L’équation (35) se réduit alors à celle qui a été intégrée par 
Euler et qui donne l'addition des fonctions elliptiques. Parmi les 
formes si nombreuses que l’on peut donner à son intégrale, nous
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choisirons la suivante. 

Fi fUT=a) ie) 

VAV/ (a= Da — 0) 
(eo —0)(o1—0 p—c}(pi—c) _ JE ). C 

A/R V7 (c—a)Xc—5) ? 
où «, fi, y désignent trois constantes arbitraires dont la somme est 
nulle. 

En changeant légèrement les notations, cela donne le résultat 
suivant, 

Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale 

m\m ÿ m sm CURE 
sont déterminées par l'équation 

I
S
 m m 

(2 B(2) Lys fs) a() VAE) +5 (6) 0 
où &, $, y sont trois constantes arbitraires dont la somme est 
nulle. Leurs projections sur un des plans coordonnés, le plan 
des y3 par exemple, ont pour équation (1) 

” 

vi) — Ÿ B . 

113. Les formules (33) déterminent un grand nombre de sur- 
faces différentes; elles conviennent en particulier à la surface de 
Steiner pour m— n = 2, à la surface des centres de courburc,de 
l'ellipsoïde pour m —3, n=4, Nous remarquerons qu’elles 
conservent la même forme, lorsqu'on substitue les coordonnées 
tangentielles aux coordonnées ponctuelles. Soit, en cffet, 

13
 

{3
 

V—a= VE (à) 

uX HoY+wmzZ ro 

  

(*) Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales ont été déterminées en 
premier lieu par M. Lie [voir l’article Ucber die Reciprocitäts-Verhältnisse des 
Reye'schen Complexes (Gôttingen Wachrichten, pp. 53-66; 1870)]. La méthode 
indiquée ici a été développée par l’auteur dans le Pulletin des Sciences mathé- 
matiques, L I, 1° série, p. 355; 180.
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l’équation du plan tangent; w, v, sv seront déterminés par les trois 
équations 

dx dy 3 
UT Les d + {p do = 0, 

u 22 +0 D y = 0 
d5 CET di 7. 

4 qui donnent 
(p—ah-m(e, — a}i-# 

A(a—by(a—c) 

Cp— Dji=m (ps — bia 

u > 

PT BO—axb—c) ’ 
w = Co —c)l-"(6; — ct 

C(c—aïe—Db) 

Si, en particulier, on a 
- Mm+R=I, 

on obtient des surfaces qui coïncident avec leur polaire réciproque 
* par rapport à la surface du second degré 

° 2 2 æ? y? 

At(a—b)(a—c) + Bd — a 0 —c) + C(c— a)(e— 0) — . 

Dans ce cas encore, lé uation différentielle des lignes asympto- ? D à P 

tiques se réduira à celle d'Euler (t). 

114. En terminant ce sujet, nous indiquerons, entre la théorie 
des lignes asymptotiques et celle des équations linéaires aux dé- 
rivées partielles, des rapprochements analogues à ceux qui font 
l'objet des n°* 84 ct 107. Une famille de lignes asymptotiques 
pouvant être considérée comme un système qui est à lui-même son 
propre conjugué, le théorème du n° 107 nous donne immédiate- 
ment le suivant : 

Si les coordonnées x, y,:, touu, ?, W, P, considérées comme 
des fonctions de « ct de f, satisfont à une équation linéaire de 
la forme (16) pour laquelle les caractéristiques sont confon- 

fr 

  

(*) On pourra consulter une Vote sur les lignes asymptotiques de la surface 
des ondes (Comptes rendus, 1. XCVII, p. 1039; 1883) où l'on trouvera une 
généralisation de la méthode qui est employée dans les derniers numéros de ce 
Chapitre. °
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dues, les caractéristiques de cette équation tracent sur la sur- 
face une des deux familles de lignes asymptotiques. En parti- 
culier, si elles satisfont à une équation de la forme 

. 20 00 00 (86) 7 + DE + + F0 0, 

les lignes « = const: sont asymptotiques. *  . 

Cette dernière partie de la proposition se vérifie immédiatement, 
à l'inspection de l'équation (25), dans laquelle le coefficient de 
d$? devient nul, en vertu de l'hypothèse. | 

Toutes les fois que l'on aura une équation linéaire de la 
forme (36) et que l’on en connaîtra quatre solutions linéairement 
indépendantes, le théorème précédent permettra d'obtenir une 
surface sur laquelle on connaîtra une des deux familles de lignes 
asymptotiques.
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© CHAPITRE II. 
DES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMES. 

Division de la surface en carrés infiniment petits. — Systèmes isothermes et coor- 
données symétriques. — Cartes géographiques. — Résolution du problème pour 
les surfaces de révolution et les surfaces du second degré. — Systèmes isothermes 
dans le plan. 

! 

—— 

115. Après avoir donné les propriétés les plus simples des 
systèmes conjugués, nous allons considérer les systèmes ortho- 
gonaux et particulièrement les systèmes à la fois orthogonaux ct 
isothermes. Nous recherchons d’abord tous les systèmes de coor- 
données orthogonales permettant de diviser la surface en carrés 
infiniment petits. 

Soit 
ds? = A? du?+ C? dpi 

l'expression de l'élément linéaire; À et C seront des fonctions 
données de & et de » | 

A = f(u, v), | G=v(u, pv) 

Considérons (fig. 6): quatre lignes coordonnées de chaque 
famille : (A), (A), (B), (Bi), correspondantes aux valeurs 

Uo, Uo+ dus, u, u+ du 

de u, et (C), (Ci), (D), (D,), correspondantes aux valeurs 

Vor Vo dr, ?, v-+ dv 

de ». Elles déterminent évidemment quatre rectangles infiniment 
petits (1), (2), (3), (4). Cherchons s’il est possible de disposer de 
du, dv, dus, dos, de telle manière que ces rectangles soient tous 
des carrés. La considération de chacun d'eux nous donnera les 

,
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relations 

Sos Vo) dus = SU, Vo) dvo, 
O(&0, v) do = /(to, ») dus, 
Lu, bo) dos = f(u, Vo) du, 
Ju, v) du = e(u, v) de. 

Ces équations, au nombre de quatre, ne contiennent que trois - inconnues, les rapporis.de du, dv, duo, ds. L’'élimination de ces rapports conduira à une condition, que l’on obtient d’ailleurs immédiatement en multipliant membr © à membre toutes les équa- tions, On trouve ainsi ‘ 

Jo to) f(u, #) _ f{u, v6) f(uo, v) = . PU, o)o(u, v) LU, Po)o(u, v) 

Fig. 6. 

ll 

Î (1) 

  

  

tu (y 

Donnons dans cette relation à tetàt des valeurs numériques quelconques. Elle prend la forme 

Jus ») _ 0(u) 

Cu») Go)? 
et, par conséquent, on devra avoir 

Az f(u, e)= A0(u), 
C=o(u, v)= À (ie), 

À désignant une fonction quelconque de & et de +. : Si l’on substitue ces valeurs de À et de C dans l'élément linéaire,



148 LIVRE IL — CHAP. IIL 

on obtient la nouvelle expression | 

ds? = }2[02(u) du? + 0?(v) dv?] 

ou, plus simplement »] 3 

(à) ‘ ds? = }2(du? + dv?), 

en posant ° 
tu = fO(u) du, = fe) de. : 

“ 

Réciproquement, toutes les fois que l'élément linéaire pourra 
être ramené à la forme précédente, la surface, nous le savons 

(n° 65), sera divisible en carrés infiniment petits par les lignes 
coordonnées. 

‘ . 

116: Nous avons déjà rencontré plusieurs surfaces sur lesquelles 
il existe des systèmes orthogonaux et isothermes: nous allons 
maintenant démontrer que l'élément linéaire d'une surface . 
quelconque peut, d’une infinité de manières, être ramené à la 
forme (1). Pour comprendre la méthode suivante, il suffit de 
remarquer que, si l'on substitue à &4, #, les variables complexes 

= ui + 4, 8 — ui — 4, 

la formule (1) se présente sous la forme 

(2) | ds? = } da d8. 

Cela posé, considérons une surface quelconque dont l'élément 
linéaire soit donné sous la forme la plus générale 

d8®=E du 28 du de + G de?. - 

Posons, pour abréger, 

I? EG—F?, 

et excluons le cas, qui d’ailleurs ne peut se présenter pour des 
surfaces réclles, où EG — F2? serait nul et où l'élément linéaire 
serait un carré parfait (!). On pourra décomposer l'élément li- 

  

(*) L'élément linéaire n’est un carré parfait que dans le cas où Ja surface est 
une développable circonscrite au cercle imaginaire de l’infini. En effet, supposons
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néaire en deux facteurs et écrire 

. ds= = (des à »)(VE au + * +) 
. VE 

  
  

Si nous égalons à zéro successivement les deux facteurs, nous 
aurons deux équations différentielles. Soient 

o(u, v)=zx Vu v)=8 

les intégrales de ces équations; elles définiront deux familles de 
lignes imaginaires tracées sur la surface et . dont l'arc sera égal à 
zéro. On aura, comme on sait, 

{ = F+zc 
da = LE du + ——— dv «(y VE ) 

B= "(Fau+ r— RE %) 

(3) 

a
i
 

  

que l'on ait | 2 
ds? = (mdu + nd), 

Soit + le facteur qui rend 

mdu + nav 
  

k 
une différentielle-exacte. 

On pourra poser 

( . ds'= hd? 

h sera une fonction de $ et d'une seconde coordonnée curviligne & permettant de 
définir, avec 8, les différents points de la surface. Les coordonnées rectangulaires. 
T5 d’un point quelconque de la surface devront satisfaire aux deux équations 

dz\? dy 54 CET ÉCE 
0x 0x , dr dy. 05 ds 
0x 03 0x 08 Ÿ 0x 08 

(2) 
= 0. 

En différentiant la première par rapport à a et à B, on obtient 

dx d'z dy y, ds ds 
3 me je de + pe = 

a RARE RTE 
: 02 0x08 Ÿ 0x 0108 0x Oxd8 © 

Si l’on différentie la seconde des formules (2) par rapport à à, on aura, en tenant
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& lv étant des facteurs convenablement choisis; a, B sont évi- demment des fonctions de w et de m indépendantes l une de l’autre; car leur déterminant fonctionnel 

— 2 pvill 

est différent de zéro. Si on 
la multiplication des deux 
pour l’élément liné 

les prend comme nouvcllés variables, 
formules précédentes nous donnera, 

airc de la surface, l'expression 

T ds?= — dx d3 
4 

Ou, en changeant les notations, 
(1) ‘ ds? = }? da d8. 

  
compte de la seconde équation (3), 

(D QUE dy ds ! dE 0x dE Où 3 gar © 
La comparaison des équ ations précédentes nous montre tions différentes des équ 

que l’on aura deux solu- ations homogènes en u, v, ° 

dy oz ur vs FE =0, 

dy. 5 
#55 + °93 TS = 0, 

si Pon prend, soit 

| u = oz e Q w= Ua”? ” dx? nr soit 

dx d'y dis | UE Ps WE 
On doit donc avoir 

. dx dy gs 
ox 02 _9%., 
0x  Qgy — ds? ; 

d'où l'on déduit, en intégrant, 

dx dy CE (5) 
02 0x x 
JO AD AG 

Si l’on désigne par Œ la valeur commune de ces rapports, 

T=/f(B}x +9(8), 
JS (B)2"+e,(3), 
Se A(B)a +, (8) 

Écrivons que ces valeurs de æ, J'r.< satisfont aux équations {2}, nous trou- 

on aura
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Nous aurons souvent à employer le système des variables «, 8 
qui ont reçu le nom de coordonnées symétriques. Dans le cas 
d’un élément linéaire réel, on peut évidemment supposer que les 
variables « et f soient imaginaires conjuguées, ainsi que les 
facteurs g et y. Supposons, par exemple, que l'on ait obtenu des 
fonctions «et u vérifiant la première équation (3); si l’on change 

cn —i, on voit que les imaginaires conjuguées de « et de pr 
donnent une solution de la seconde équation. 

117. Supposons que l'élément linéaire ait été mis de deux ma- 
nières différentes sous la forme (4) et que l’on ait à la fois 

(5) ds? = À? da d8 = N° dx! dY. 

Nous allons montrer que cette équation ne peut avoir lieu que 
a’, 8’ dépendent respectivement d’une seule des variables &, £. 
En effet, si l’on suppose &’, f' exprimés en fonction des variables 

  

verons 

PBI+SÈ(B)+ JE (B)= 0, 

SUB)S' CBI CR) 71 CBI + (CB) 92 (8) = 0. 

Si l’on ajoute les équations (6), après les avoir mullipliées par (8), (3), 

SR) respectivement, on aura 

(8) JOB + LD + DEEE + SRE Le 

Si on les multiplie par f”, fi, fa, On trouvera de mème, en les ajoutant, 

Zf'(R)+/i(B)+ sa (Be of + a fi +o,fs, 

ou, en tenant compte de Ja seconde équation (3), 

, , d 
(9) zf'(R)+7f1(8)+ 5/2 (B)= nef+rf + f) 

L'équation (9) s'obtient en prenant la dérivée de l’équation (8) par rapport à 8. 
La surface est donc l'enveloppe du plan défini par l'équation (8). Or, d’après la 
première des formules (3), ce plan est tangent au cercle de l’ infini. 

Les seules surfaces pour lesquelles l'élément linéaire soit un carré parfait sont 
donc les développables circonscrites au cercle de l'infini. Les arètes de rebrousse- 
ment de ces développables sont des courbes dont toutes les tangentes rencontrent 
le cercle à l'infini et qui satisfont à l'équation 

da + dy +dz = 0.
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indépendantes a, 6 et si l'on remplace les différentielles de!, d£' par leurs valeurs 

dx! dan 0, 08 Jx + 97 pr di + 95 

l'identité (5) nous donnera les trois équations 
da 0ÿ" da! 08" 0x 08" ox og D 0 TN DE 0 Of 0x je 

La première ne Peut avoir lieu que si «! ou B’ dépendent de. la seule variable +, et, en tenant compte de la seconde, on a les deux solutions 

= (a), B'=s(h) ou 
. 

= É(B), Fe fi(a) 
Nous obtenons donc le théorème suivant : 
Lorsqu'on aura mis l'élément linéaire sous la forme 

ds? = X' da dB, 
ON RE pourra conserver cette forme de l'élément linéaire que si l’on substitue aux variables %, Ê es variables x, $' déter- minées par l'un ou l'autre des systèmes 

ls. a'= $(z) = $,(3) 
2°... a = $(8) = fi(a) 

118. Des coordonnées symétriques on passe immédiatement aux systèmes isothermes. Reprenons, en effet, la formule (4) et remplaçons 4, 8 par les expressions suivantes 
= u+ iv, B= u— iv; elle donnera 

(6) | ds = }2(du?+ dot), 
C'est la forme de l'élément linéaire qui caractérise les systèmes isothermes. En appliquant à ces systèmes les propositions déjà démontrées Pour les coordonnées symétriques, on peut énoncer les théorèmes suivants : 

1° Sur toute surface il existe une infinité de systèmes ortho- 
î
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gonaux et isothermes. On les obtient par l'intégration com- 
plète de l’équation 

ds'= 0. 

2° Lorsqu'on a obtenu un système isotherme (u, +), on passe 
à tout autre système isotherme (u!, v') par L ‘emploi de l’un ou 
l’autre des systèmes de formules 

1° : 

ju+i ef (u+iv), 
(7) l u—iv"= fi(u— iv); 

2° | | ‘ 
(8) u'+iv= f{u-- iv), 

uw — is" = fi(u + iv), 

et par conséquent la connaissance d’un seul système orthogonal 
et isotherme tracé sur la surface entraîne celle de tous les 
autres systèmes semblables tracés sur la méme surface. 

119. La théorie des coordonnées symétriques et des systèmes 
isothermes, qu’on peut faire remonter au premier Mémoire (*) de 
Gauss, publié en 1825, doit son origine à l'étude d’une belle 
question de Géométrie pratique, celle du tracé géographique d’une 
surface sur une autre, et plus particulièrement sur le plan. La 

‘théorie des cartes géographiques avait été l’objet d'importants 
travaux de Lambert, d’'Euler, de Lagrange. Comme il est impos- 
sible (n° T2) de représenter unc portion de la sphère, ou:de 
toute autre surface non développable, sur le plan, de manière 
à conserver les longueurs des arcs, on s'était surtout attaché 
aux modes de représentation qui conservent les angles, tels 
que la projection stéréographique, la projection de Mercator. 
Ces modes de représentation ont la propriété fondamentale d'é- 
tablir la similitude des éléments infiniment petits qui se corres- 
pondent sur les deux surfaces. Si l’on considère en cflet deux 
triangles correspondants infiniment petits, on pourra les assimiler 

  

(*) Garss, Allgemeine Auflôsuns der Aufgabe die Theile einer gegebener 
Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubilden dass die Abbildung 
dem Abgebildeten in den klcinsten Theilen ähnlich wird (Œuvres complètes, 
t. IV, p. 193). | ‘ - ‘
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à deux triangles rectilignes et, comme ils seront équiangles, leurs 
côtés homologues seront proportionnels. Réciproquement, si deux. 
surfaces se correspondent point par point, de telle manière que 
leurs éléments linéaires soient liés par la relation 

ds? = }? ds'?, 

et si l’on considère sur une d’elles une région assez petite pour 
que l’on puisse y faire abstraction de la variation de À, les lignes 
correspondantes tracées sur les deux surfaces seront dans un 
rapport constant; par conséquent deux triangles correspondants 
infiniment petits seront semblables, et les angles se conserveront 
quand on passera d'une surface à l’autre. - 

On peut établir cette proposition d’une manière plus rigoureuse 
cn cherchant l'angle de deux courbes tracées sur une surface quel- 
conque. Supposons que l’on se déplace à partir d’un point de la 
surface dans deux directions différentes ct désignons par les carac- 
téristiques d, à les différentielles relatives à ces deux déplace- 
ments. Soit 

dsi= E du°+2F du de + G dv? 

l'expression de l'élément linéaire. Les formules 

nous donneront 

(9) drôr+ dy èy + ds ès = E du du + F(du ôv + dv êu) + G dv dv 

et, par conséquent, l'angle V des deux directions sera déterminé 
par la formule 

E du du + F(du dv + dv du) + G dv êe . 
VE du 2F du de + G de? VE ou? + 2F du dv + G dv? 
  

(to) cos V = 

On voit qu'il dépend seulement des rapports de E, F, G et 
demeure le même quand l'élément linéaire tout entier est mul- 
tiplié par une fonction quelconque de x et de ». 

120. Comme l'élément linéaire du plan est réductible à la forme 

dst= d+ di,
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le problème du tracé géographique d'une surface quelconque sur 
le plan peut être formulé comme il suit : 

Hettre l'élément linéaire de la surface sous la forme 

ds? = }2(da2 + dB?) 

c'est-à-dire déterminer sur la surface un système orthogonal et 
isotherme. 

Et il résulte des développements précédents que, lorsqu'on con- 
naîtra une solution de ce problème, on pourra obtenir toutes les 
autres sans aucune intégralion. 

Nous avons vu que, sur toute surface de révolution, les mé- 
ridiens et les parallèles forment un système isotherme. On saura 
donc résoudre le problème pour toutes les surfaces de. révolution. 

Considérons, par exemple, la sphère pour laquelle on a 

du? \ 
+ de).   [on ds? = du?+ sin? x de? = sin? ( - 

sin? 

Posons 

du u 
JR = 4e = togtangt, e=ky,. 

sin 

l'élément linéaire deviendra 

4l2ekx 
(12) ‘ ET (dx? + dy?). 

Si l’on fait correspondre au point (x, ») de la sphère le point 
du plan dont les coordonnées rectangulaires sont x, y, on ob- 
tiendra un mode de tracé dans lequel les méridiens faisant des 
angles égaux seront représentés par des droites parallèles équidi- 
stantes, et les parallèles par des droites perpendiculaires aux pré- 
cédentes. Cest la projection de Mercator. Elle offre l'avantage, 
autrefois très apprécié pour les cartes marines, de faire corres- 
pondre aux loxodromies (courbes qui coupent tous les méridiens 
sous un angle constant) des droites de la carte. 

Si, au contraire, on posait | 

u 
5 ; ? =, p=ktang-, 

sinu  p 2
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l'élément linéaire deviendrait 

Le 
ds? = mr + e? dw?). 

En faisant correspondre au point (u, ») le point du plan dont 
les coordonnées polaires sont p eL&, On aura un tracé géographique 
dans lequel, aux méridiens correspondront des droites concou- 
rantes, et aux parallèles les cercles concentriques du plan coupant 
toutes ces droites à angle droit, C'est le tracé que l’on obtiendrait 
en faisant la projection Stéréographique de la sphère d’un point de 
vuc placé au pôle. 

121. Considérons maintenant une surface du second degré re- 
présentée par l'équation 

æ as
 2 (3) + 

«a 

ss 

C f
s
 

+ = le 

On peut la regarder comme une surface tétraédrale (n° 112) et. 
prendre, pour les coordonnées x, J'; 3 d’un quelconque de ses 
points, les expressions suivantes : | 

aa — pa —pi) 
(a—dDy(a—c) ? 

PE 

_ /, 24/8005 (14) | FEV Goo ” 
s=4/20re)C— pi), 
FEV Te—ate—s) 

Nous savons déjà que les courbes (p); (e1) forment un système 
conjugué. Ce système est aussi orthogonal, car les formules pré- 
cédentes permettent de vérifier l'équation 

dx 0x … dy dy ds ds — — — + — — 
CEREN dp du 02 05 

= 0. 

Le système (p, ps), étant à la fois orthogonal et conjugué, est 
donc formé des lignes de courbure de la surface. Les formules (14) 
nous permettent aussi de calculer l'élément linéaire dont on obtient 
l'expression suivante : 

5y ds = PP pds 2 Pi do? | ae es GG ane 4 

,
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Posons 

V3 da = da, V— 51 di = di, 

Vta— pb — pc —p) AC en 
et la formule (15) deviendra 

(16) ds= PR (dx? + d8?). .. 

On à donc un système orthogonal et isotherme; son emploi 
permettra de faire la carte de toute région tracée sur la surface du 
second degré (t). 

Il résulte du calcul précédent que les surfaces du second degré 
sont divisibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de cour- 

bure. Cette propriété appartient aussi, nous l’avons déjà vu, aux 
surfaces de révolution. 

Remarquons encore une propriété essentielle de l'élément li- 
néaire des surfaces du second degré. Dans la formule (16), 9 est 
une fonction de x, p, est une fonction de $. L'élément linéaire 
appartient donc au type suivant 

(7) ds?=[f(a)— F(B)}(d2+ d8?), 

qui se présentera, sous sa forme la plus générale, dans la théorie 
des lignes géodésiques. 

122. La théorie des surfaces homofocales du second degré con- 

duit à un moyen plus élégant que le précédent d’effectuer le tracé 

géographique d’une surface du second degré. 

Soit É 

12
 a? 72 s 

> + + —— —1=0. (a>b>c>o ai TDF et. («>6>c>o) 

l'équation d’un système de surfaces homofocales. [l passera trois 
surfaces du système par un point quelconque de l’espace; l’une 
sera un ellipsoïde correspondant à une valeur 92 de À inférieure 
à c, l’autre un hyperboloïde à une nappe correspondant à une va- 

  

(*) On pourra lire, au sujet de cette représentation, le Mémoire de Jacobi, 
Ueber die Abbildung cines ungleichazigen Ellipsoids auf einer Ebene, bei 
selcher die kleinsten Theile ähnlich bleiben (Journal de Creile,t. LIX, p: 7451861). 

BIBLIO® A renrpar &
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leur 9, de } comprise entre b et €, et la troisième un hyperboloïde 
à deux nappes correspondant à une valeur e de À comprise entre 
a et b. Par conséquent, o, pi, £2 consliluent un système de coor- 
données curvilignes, les coordonnées elliptiques de Lamé, propre . 
à définir tout point de l'espace. On sait que ce système est ortho- 
gonal; l'expression de l'élément linéaire est la suivante : 

ds? — I [Eee dr? 
(18) 4 Je) 

| + 1 P)(pi—ps) dei PIE e) q,:] 
Je) Fi J(P2) J" 

où l’on a posé, pour abréger, 

FE)=(a—p}b— pie — »). 
En y faisant f2= 0, on retrouverait la formule (15). 

Le plan 5 —0 correspondrait à l'hypothèse Pe=c. 
D'après cela, considérons l’un quelconque des ellipsoïdes du système orthogonal et faisons correspondre à un point quelconque (p: p1) de cet ellipsoïde le point du plan des æy qui a pour coor- données elliptiques P', e, les quantités définies par les deux équa- 

lions suivantes : 

  

F dy re VP — ps do 8 , | Î Va pie —0) J. Ta) pe 
Fi ds: gs Vhi— ps do 
  e Va) J, Vannes 

Il résulte de la formule (18) que les éléments linéaires des deux surfaces sont proportionnel : ds, ds' désignant les arcs correspon- dants sur l’ellipsoïde et sur le plan, on aura 

  

La correspondance établie donne donc un nouveau tracé géogra- phique de l’ellipsoïde sur le plan, tracé que l’on peut caractériser en remarquant que, si l’ellipsoïde s’aplatit en demeurant constam- ment homofocal à lui-même, la région représentée vient, à la limite, se confondre avec la carte elle-même.
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123. Revenons aux propriétés générales des systèmes iso- 
thermes. Si l’on connaît sur une surface quelconque un seul de ces 
systèmes, on pourra tracer sur celte surface non seulement les 
autres systèmes isothermes, mais encore une infinité de systèmes : 
orthogonaux. En effet, la connaissance d'un seul système 150- 
therme permet de faire la carte de la surface sur le plan avec con- 
servation des angles et similitude des éléments infiniment petits. 
Par conséquent, à tout système orthogonal tracé dans le plan, cor- 
respondra sur la surface un système orthogonal. Si, de plus, ce sys- 
tème est isotherme et divise le plan en carrés infiniment petits, 
cette propriété appartiendra au système correspondant de la sur- 
face qui sera, par conséquent, isotherme. 

Il résulte de là que nous pouvons nous borner à étudier sur une 
surface plane les questions relatives à la substitution d’un système 
isotherme à un autre. Désignons par X, Y les coordonnées rectan- 
gulaires d’un point du plan et posons 

Z=X+iY, ZL'=X —iY, 

L'élément linéaire du plan aura pour expression 

(19) dS?= dL a7!, 

et, si l’on désigne de même par 5, 7 les variables complexes 

S=T+iy, s=x—iy, 

les formules qui permettent de passer au système isotherme le plus 
général seront | 

(20) Z=f(G)  L'= f(x), 

ou 

(21) Z=fG) Le fi(s); 

si l’on veut que les nouvelles variables æ, ‘y soient réelles en même 
temps que les anciennes, il faudra évidemment que les fonctions 
f; f\ soient, dans les deux cas, imaginaires conjuguées. Pour 
étudier géométriquement les formules précédentes, nous les con- 
sidérerons comme définissant un mode de transformation qui fera 
correspondre à un point mx, y) un autre point M(X, Y) du 
méme plan.



160 LIVRE IL — CIAP. IL. 

Nous savons déjà que les deux modes de transformation définis 
par les formules (20) ou (21) conservént les angles et assurent la 
similitude des éléments infiniment petits correspondants. Mais il 
y a ici une distinction essentielle à faire entre les deux systèmes de 
formules. , 

Supposons que le point m décrive une certaine courbe; soit ds 
la différentielle de l'arc de cette courbe ct w l’angle de sa tangente 
avec l'axe des +. Les formules 

dr = ds cosu, dy = ds sinw 
nous donnent 

(22) ds = dseiv, ds'= dse-tu, 

Désignons de même par dS et Q, les quantités analogues relatives 
à la courbe décrite par le point M(X, Y). On aura également 
(23) di = dS ei, dZ'= dSe-iQ, 

Reportons-nous maintenant aux formules du premier sys- 
1ème (20). Elles donnent | 

dZ= f'(s)ds,  dL'= f(#)d;: 

d’où l’on déduit, en multipliant, 

  

(24) dS?= f'(s5)fi(3) ds, 

-et en divisant - \ 
(5) 

. | ex = er e2iw 

Donc, si l’on considère deux points correspondants 7», M des 
deux figures, les tangentes en ces points à deux courbes corres- 
pondantes quelconques font entre elles un angle constant; par 
suite, à deux courbes de la première figure se croisant en m corres- 
pondront deux courbes de la seconde se croisant en M et y faisant 
un angle, non seulement égal à celui des deux premières courbes, : 
mais ayant aussi le même sens de rotation. Si le point de la pre- 
mière figure décrit une petite courbe fermée autour du point », 
le point correspondant de la seconde figure décrira aussi une 
courbe fermée autour de M et, de plus, les deux courbes corres- 
pondantes seront parcourues dans le même sens. S
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Il n'en est plus de même si l’on emploic les formules (21); en 
effet, la transformation qu’elles définissent se ramène à celle qui 
correspond aux formules (20), précédée ou suivie d’une rotation 
de 180° autour de l'axe des x; par conséquent, dans cette seconde 
transformation, les sens de rotation de tous les angles et de tous 
les parcours seront changés. 

124. Contentons-nous d'étudier les formules (20) ct considé- 
rons seulement les systèmes isothermes réels, c'est-à-dire ceux 
pour lesquels les fonctions /, f, sont imaginaires conjuguées. Nous 
pourrons dire alors qu’à toute fonction de l'argument complexe 
3 correspond un système isotherme, ct nous aurons la proposition 
suivante, dont on fait un fréquent usage : 

Les courbes planes qu'on obtient en égalant à des constantes 
la partie réelle et la partie imaginaire d'une fonction quel- 
conque f(s) de la variable complexe = =x+yi forment un 
système orthogonal et isotherme. De plus la formule 

Z= f(G) : 

qui donne deux équations réelles, définit un mode de transfor- 
mation avec conservation de la grandeur et du sens de rotation 
des angles. 

Considérons, par exemple, la fonction 

  

42 (26) JSE)= =; 

on aura 

X+ vi pe PTE 
T4 ya 

ou 

. _ Lx _—Ay 
TO æ+y? y 

Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques où l’on aurait changé y en — y. Cette dernière trans- 
formation serait définie par la relation
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qui se raltache aux formules (21); et elle appartient par conséquent, 
comme. l'indique le nom d'inversion sous lequel elle est souvent 
désignée, au groupe général des représentations conformes qui 
changent le sens de rotation des angles et des parcours. 

La transformation définie par la formule 

az+b 

2= c:+d’ 

où a, b, c, d sont des constantes, se rapproche de l’inversion en 
ce qu'elle fait correspondre un cercle à un cercle; mais elle s'en 
distingue en ce qu'elle conserve les sens de rotation des angles et 
des parcours, c'est-à-dire assure la similitude directe des éléments 
infiniment petits. Cette transformation joue un rôle important 
dans les recherches relatives à la théorie moderne des fonctions, 
Pour la distinguer de l'inversion, nous lui donnerons dans le 
Chapitre suivant le nom de transformation circulaire. Elle se 
ramène d’ailleurs à celle qui est définie par la formule (26) pré- 
cédée et suivie d’une translation; elle peut aussi être remplacée 
par des inversions en nombre pair. 

Le théorème général que nous avons énoncé peut prendre une 
forme nouvelle très importante. Supposons qu’on l’applique non 
plus à (3), mais à log f(z). La partie réelle de ce logarithme est 
le logarithme du module de f{2) et la partie imaginaire l’argu- 
ment de S (5). On obtient donc cette nouvelle proposition : 

L'iant donnée une fonction quelconque de la variable com- 
plexe 3, les courbes d'égal module et d ‘égal argument de cette 
Jonction forment un système orthogonal et isotherme. 

.125. Les systèmes orthogonaux et isothermes définis par les 
deux théorèmes qui précèdent jouent en Physique mathématique 
un rôle très important. J'indiquerai les applications suivantes. 

Soient Az et M deux points, qui correspondent aux valeurs ayet 
3 de la variable complexe. On a 

3 — dax= preëte, 

.p« désignant la longueur du segment A4M ct 0x l'angle que fait ce 
segment avec l'axe des z. De même, pour un point B4 corres- 
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pondant à la valeur by de la variable complexe, on a 

a bre pre, 

px désignant la longueur de B4M et 0; l'angle de ce rayon vecteur 
avec l'axe des æ. 

Si donc on considère la fonction 

Jo 

les courbes d’égal module auront pour é uation S qui 

  

PiPrePn 22. = const. 
Pi Pa c..?n 

et les courbes d’égal argument | 

O0 +00, +... 0, — 0, = const. 

De là le théorème suivant, qu’il scrait aisé de généraliser : 

St l’on considère deux groupes de n Pôles À,, A2, ..., Anet 
B,, B2:, ..., B,, les courbes lieux des points pour lesquels le 
produit des distances aux premiers pôles À; est proportionnel 
au produit des distances aux n pôles B; ont Pour trajectoires 
orthogonales les courbes lieux des points d’où l’on voit les 
n segments A;B; sous des angles dont la somme est constante. 

Dans le cas où les deux groupes ne contiendront pas le même 
nombre de pôles, les théorèmes seront encore applicables, pourvu 
que l’on introduise dans le groupe qui contient le moins de points. 
un pôle multiple situé à l'infini dans une direction déterminée, 
mais quelconque. 

Par exemple, les cassiniennes, lieux des points tels que le pro- 
duit de leurs distances à deux foyers fixes F, F' soit constant, 
admeltent pour trajectoires orthogonales les courbes lieux des 
points M tels que la somme des angles formés par les rayons vec- 
teurs MF, MF''avec l'axe des x soit constante. Ces dernières 
courbes sont des hyperboles équilatères passant par les foyers 
F, F. oo | 

Il suffit, pour le démontrer, de considérerles courbes d'égal mo-
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dule et d’égal argument, relatives à la fonclion 5 5 ; 

31—0c?, 

126. Considérons maintenant l'intégrale 

[ ds 
== ? 

o Vei— 35 

où c désigne une constante réelle ct positive, et cherchons le Sys- 
tème orthogonal et isotherme formé par les courbes sur lesquelles 
la partie réelle ou la partie imaginaire de cette fonction demeure 
constante. 

Posons 

(27). 3 =cCcos(x + fi), Vet— = csin(a+ fi); 

l'intégrale aura pour valeur « + fi et les deux familles du système 
isotherme seront définies par les équations 

a = const., 8 = const. 

Soient F, F' les points du plan ayant pour affixes c et — c: M 
désignant le point dont l’affixe est z, on aura 

PA (28) 3—c=FMeft}, 540 Per, 

et par conséquent 

FM = r = mod(s— c) = c mod[cos(a + Bi)—1]= c[cosBi— cosz], 
FM= = mod(s+ c)= cmod[cos(x + Bi) +1] = c{cos8i+ cos«]; 

- on déduit de ces équations 

r+r=o2ccos8i, 

r'—r =92ccos2. 

On voit que les courbes de la famille (B) sont des ellipses ad- 
“mettant pour foyers F, F'; les courbes de la famille (x) sont les 
hyperboles homofocales. : | : 

D'autre part, si nous employons, avec M. Weiïerstrass, le sym- 
bole R pour indiquer la partie réelle d’une fonction, l'équation
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des ellipses sera évidemment 

Rif —— = ve— 2? 8, 

et leur équation différentielle 

ids 
= O0, R ——— 

z2— cc? 

L'emploi des formules (22) et (28) nous permet de transformer 
; , 

cette équation et de lui donner la forme 

n e dre>) 
«as T 

R—= s =0, 
Vrr° 

w désignant l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe des æ. On 
a donc 

CN OR 
+  MFx + MF'x> 

Te — ? © = 

2 

ce qui donne la construction bien connue de la tangente à l’el- 
lipse. 

-Nous terminerons ces applications, que l'on pourrait varier 

à l’infini, en prenant la fonction 

fs TS a En) 

où c et ? désignent deux constantes réelles et positives 
Les courbes obtenues en égalant à une constante la partie réelle 

et la partie imaginaire de cette fonction formeront un système iso- D 

therme algébrique que l’on peut définir comme il suit 
Posons : 

LL fR= DE (a+ Bi) 
on aura 

e snt(x+ Bi}, = oc sn?(x — Bi), 

s'— © =— c cn?(x— fi), 

&S = 

=— c.cn?(x+ fi), S— 3 C 

1 € C : = pdni(a— Bi, 
(29) 

c 

c c . 
— 7% za dn?(a + Bi), =
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et, par conséquent, si l'on désigne par r, 7”, r” respectivement les 
distances du point (x, 7} aux trois points en ligne droite 

= _—!, — un € 
| S —='O, = =cC, ST 7: 

on aura 
r= € sn(a+ fi) sn(x— Bi), 

(30) = © cn(x+fBi) cn(a—$5), 

= dn(a+ Bi) dn(x— Bi): 

Écrivons les formules bien connues 

Cnx cn(t+a)+" dnasnx sn (rx + a) = 'Cna, 
dnx dn(r+a)+ Æcnasnz sn(r+a)—dna, 

relatives à l’addition des fonctions elliptiques; si nous y substi- 
tuons les valeurs suivantes de x et de z+a 

T=u+ Br, T+a=a— fi, 

nous trouverons, en Lenant compte des formules (30), 
r'rdn(2Bil= € cn(28i), 

(31) 
"+ ren(2Bi) = 7 dn (285); 

Si l’on remplace ensuite x et x + @ dans les mêmes formules 
par les valeurs suivantes 

—ZT=a+ 8, T+a—=ax— fi, 

elles donneront les deux relations nouvelles 

{ r"—rän(2s)= € cn(2x), 
(32) ‘ 

r'— ren(22) = ra dn(22). 

Les équations (31) et (32) définissent les deux familles iso- thermes. 
Comrie on devait s'y attendre, ces deux familles sont repré- sentées par la même équation, mais avec des valeurs différentes de la constante arbitraire. Elles se composent d'ovales de Descartes 

ayant pour foyers communs les trois points 

t
s
 

S=0, S3=C, S = 

=
 1
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La double équation obtenue pour chaque famille met en évi- 
dence une belle propriété des ovales donnée par M. Chasles dans 
l’Apereu historique, p. 352. 

L’équation différentielle commune aux deux familles d’ovales 
est évidemment | 

ds + dz' _ 

(/2@—0)(:- 7) - /=#6-a(5- 75) È 

‘Elle conduit à une construction géométrique très simple des 
tangentes aux deux ovales qui passent en un point M du plan. 

L’angle de l’une de ces tangentes avec l'axe focal sera la moitié de 

la somme des angles que font, avec cet axe, les trois rayons vec- 

teurs menés du point À aux trois foyers. Cette somme n'étant dé- 

finie qu'à un multiple près de 7, la construction donnera bien deux 

tangentes rectangulaires. 

  (33) 

127. Une famille de courbes isothermes étant définie par unc 

équation de la forme ‘ 

A=f(5) + fit), 

le paramètre À de cette famille satisfait à l'équation aux dérivées 

partielles 

(33) | | Hd “0% 

et, réciproquement, toute fonction } vérifiant cette équation donne 

une famille isotherme. Cette remarque permet de traiter la 
question suivante : 

Proposons-nous de déterminer toutes les familles isothermes 

composées de cercles. L'équation d’un cercle écrite avec les 
variables 5, + a la forme 

(34) s+az+bs+c=o, 

et l’on obtiendra la famille de cercles la plus générale en prenant 

pour a, b, c des fonctions arbitraires d’un paramètre 2. Si l’on 
exige que cette famille soit isotherme, il faudra que la fonction 

À satisfasse à l'équation (33). On est ainsi conduit, par un 
calcul facile, à l'équation de condition 

(35) (ab—cXe"5s+d's+c)—(ab'-+ ba — ca s+ bi +e)=0;
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où a’, L', c'; a", L', c" désignent les dérivées premières et secondes 
de a, b, c par rapport à }, et qui doit être une conséquence de 
l'équation (34). Comme l'équation (35) est du premier degré seu- 
lement par rapport à = et à 3", elle doit être vérifiée identiquement 
ctl’on a . 

__ ab'+ ba'—c 
7 ab—c 

€” 

. 

A
.
 

à
,
 

Il 

. 
S
S
 

On déduit de là, en négligeant le dernier rapportet en intégrant, 

a= le +4, 

b=me+ms, 

LL, m, ms désignant des constantes. L’équation (34) prendra. 
donc la forme 

53" + 5 + mo3 + c(l3+ ms + 1)= 0 

eL représentera nécessairement une famille de cercles passant par 
deux points distincts ou confondus. Il est inutile maintenant de continuer les calculs et de déterminer l'expression de c en fonction 
de ),; car on sait que toutes les familles de cercles passant par deux 
points distincts ou confondus peuvent se déduire par une inversion 
d’une famille de droites parallèles, ou de droites concourantes, ou de cercles concentriques, et Sont, par conséquent, isothermes, De plus, leurs trajectoires orthogonales, qui sont des cercles, consti- tuent également une famille isotherme, conjuguée de Ja première. 
Nous retrouverons cette dernière propriété comme cas particulier d'un théorème général relatif aux cercles géodésiques tracés sur 
une surface quelconque. 

| 
Dans ses Mémoires Sur la construction des cartes géogra- phiques, publiés en 1759 (*), Lagrange a étudié d’une manière dé- taillée une belle question que l'on peut maintenant résoudre en quelques mots. Considérant la Terre comme une sphère où comme un sphéroïde de révolution, Lagrange se propose de rechercher tous les tracés géographiques dans lesquels les méridiens etles pa- rallèles sont représentés par des arcs de cercle. Comme les mé- ridiens et les parallèles forment deux familles isothermes con- 

  

(*) Lacnaxce, Œuvres complètes, t, IV, p. 637.
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| juguées, les résultats précédents nous conduisent à la proposition 
suivante, qui donne la solution complète du problème de Lagrange: 

Les seuls tracés géographiques pour lesquels les méridiens 
ou les parallèles soient représentés par des arcs de cercle sont 
ceux pour lesquels ces deux systèmes de lignes sont figurés sur 
la carte par des arcs de cercle. On obtient tous ces tracés, dans 
le cas où la Terre est supposée sphérique, en combinant avec 
des inversions planes la projection stéréographique ou la pro- 
Jection de Mercaior. |
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CHAPITRE IV. 
REPRÉSENTATION CONFORME DES AIRES PLANES. 

Énoncé du problème. — Principe analytique sur lequel repose la solution. — Re- 
présentation conforme sur la région du plan située au-dessus de l'axe réel d’une 
aire plane à connexion simple limitée par des lignes droites ou par des arcs de 
cercle. — Méthode de M. Schwarz. — Application au triangle plan limité, par 
trois arcs de cercle et au triangle sphérique. 

  

128. Nous avons reconnu, dans le Chapitre précédent, que l’on 
peut faire correspondre à toute fonction Z= f(z) de la variable 
complexe 5 une méthode de transformation avec similitude directe 
des éléments infiniment petits et nous avons exposé les propriétés 
les plus élémentaires des transformations en nombre illimité que 
l'on peut ainsi obtenir. Nous nous proposons maintenant d’étu- 

‘ dier, dans un cas assez étendu, la solution du problème suivant : 

Étant données deux aires planes (A), (A), déterminer la 
Jonction Z= f(z) qui permet d'effectuer une représentation 
conforme de l’une des aires sur l'autre, de telle manière qu'à 
un point, pris dans l'intérieur de l’une quelconque des deux 
aires, corresponde un seul point pris dans l’intérieur de 
l’autre, et qu'aux points pris sur le contour de l'une des aires 
correspondent les points pris sur le contour de l’autre. : 

L'examen de cette belle question prise dans son énoncé le plus 
général se rattache à la solution des problèmes les plus importants 

“de PAnalyse et de la Physique mathématique. Dans l'article 21 
de (!) sa Dissertation inaugurale, Riemann à montré qu'il est 
toujours possible de la résoudre. La démonstration de Ricmann 
s'appuie sur un postulatum auquel l’illusire géomètre a donné le 

  

(*) Riemaxx, Gesammelte mathematische Werke, p. 39.
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nom de principe de Dirichlet. Dans différents travaux, et en 
particulier dans un article inséré aux A/onatsberichte (*) de 
l'Académie de Berlin, M. Schwarz a établi le théorème de Riemann 
sans employer le principe de Dirichlet; mais la démonstration de 
l'éminent géomètre n’a pas encore été publiée dans tous ses détails. 

On doit aussi à M. Schwarz (2) des recherches très étendues 
relatives au cas, très important pour la théorie des surfaces mi- 

. nima, où les aires planes dont il s’agit d'obtenir une représentalion 
conforme sont limitées par des arcs de cercle ou des lignes droites. 
Nous nous proposons de faire connaître ici les principes de la mé- 
thode de M. Schwarz. | ‘ rt 

Si l'on peut représenter deux aires planes (A), (A') sur une 
troisième aire (A"), on pourra évidemment les rapporter l’une à 
l’autre avec similitude des éléments infiniment petits. Le problème 
de Riemann peut donc se ramener au suivant : 

Rcprésenter une aire quelconque (A) sur une aire déter- 
minée (A"); par exemple, sur la surface d'un cercle de rayon 
donné, ou sur la partie du plan qui se trouve au-dessus de 
l'axe des x. 

Le problème ainsi posé n’est pas encore pleinement déterminé ; 
car, si l’on considère, par exemple, la région (K) du plan qui se 
trouve au-dessus de l'axe des x, il est aisé de reconnaître qu'elle 
est applicable :sur elle-même d’une infinité de manitres, avec 
similitude des éléments infiniment petits. Désignons, en eflot, 
par : la variable complexe et considérons la transformation définie 
par la formule 

| : az+b = sd (@) Z 

  

(1) I.-A. Scnwarz, Ucber die Integration der particllen Differentialgleichung 
du du 
de Top 
(Monatsberichte der Berliner Akademie, octobre 1830, p. 56:). 
-(CY IL-A. Scuwarz, Ucber einige Abbildungsaufsaben (Journal de Crelle, 

L LXX, p. 105-120, 1869). 

Ucber diejenigen Fälle in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe 
cine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt (Journal de 
Crelle, t. LXXV, p. 2925 1852). ‘ 

= 0 unter vorgeschriebenen Grens- und Unstetigkeits-Bedingungen
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où a, b, c, d sont des constantes réelles. Soient :, et Z, les va= 
riables imaginaires conjuguées de z et de Z, on aura 

Lo = b 

C5 + d 
cl, par conséquent, . 

Z—L= (ad — be)(5 — So). 
(cs5+ d)(c50+ d) 

si le déterminant ad — be est positif, la transformation, qui fait 
correspondre aux valeurs réelles de 3 des valeurs réelles de 2, 
fera aussi correspondre aux valeurs de z, dont la partie imaginaire 
est positive, des valeurs de Z jouissant de la même propriété; en 
d’autres termes, elle constituera une représentation conforme de la 
région (K) sur elle-même. On démontrera aisément, soit par l'Ana- 
lyse, soit par la Géométrie, qu'il est toujours possible de trouver 
unc transformation de ce genre faisant correspondre trois points 
donnés de l’axe des æ à trois autres points également donnés du 
même axe, ou faisant correspondre un point donné quelconque 
dans l’intérieur de (K) à un autre point également donné dans 
l'intérieur et, de plus, un point de l'axe des æ à un autre point 
pris sur le même axe. | . ; 

Si l’on admet, comme il est possible de le démontrer, que la 
transformation définie par la formule (1) est la plus générale de 
celles qui réalisent la représentation conforme de la région (K) 
sur elle-même, on voit que le problème de Riemann peut être 
ramené au suivant qui devient parfaitement déterminé : 

Étant donnée une aire (A) à connexion simple, la repré- 
senter d’une manière conforme sur la partie supérieure (K) 
du plan, de telle manière qu'à trois points pris sur le contour 
de l'aire (A) correspondent trois points donnés de l’axe des x. 

129. Désignons par 

la fonction de l'argument complexe qui donnera la solution du 
problème. Nous allons énumérer les conditions auxquelles elle est assujellic : | 

1° Elle doit être uniforme: et continue pour toutes les valeurs



REPRÉSENTATION CONFORME DES AIRES PLANES. 173 
de s représentées par des points pris à l'intérieur de l’aire (K); 
si 3 désigne l’une de ces valeurs, elle sera développable dans le 
voisinage de la valeur 34, suivant les puissances entières et posi- 
üves de 3 — z. | ‘ 

2° La dérivée f'(5) ne peut s’annuler pour aucun point 35 com- 
pris dans l’intérieur de l'aire (K); car, si la dérivée s’annulait 
pour 3 = 59, il y aurait, dans le voisinage du point 56, au moins 
deux points 3 pour lesquels la fonction Z aurait la même valeur, 
ct, par conséquent, à un point de l'aire (A) correspondraient plu- 
sieurs points de l'aire (K), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Fig. = 
vu? 1° 

  

A + 3° La fonction Z-ne doit pas cesser d’être continue pour les 
valeurs réelles de s, qui sont représentées par des points de l’axe 
réel. Seulement, on ne suppose pas que, pour ces points, elle soit 
nécessairement développable suivant les puissances entières et 
positives de 3 — 5, : car elle n’est définie, dans leur voisinage, que 
pour les valeurs de 5 dont la partic imaginaire est positive. 

4 Enfin :, considérée comme fonction de 2, doit satisfaire aux 
mêmes conditions que Z considérée comme fonction de 3; c’est-— 
à-dire qu’elle doit être, dans le voisinage du contour de l'aire (A), 
une fonction uniforme et continue de Z, prenant des valeurs 
réelles quand le point Z vient se placer sur le contour. 

Réciproquement, si une fonction Z satisfait à toutes ces con- 
ditions, on démontrera aisément qu’elle donne la solution du 
problème. Plus généralement si, dans une aire quelconque (A), à. 
Connexion simple, se trouve définie une fonction Z uniforme à 
l'intérieur de cette aire et satisfaisant aux conditions que .nous 

#1
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venons d’énoncer, elle fournira une représentation conforme de 
(A) sur une aire (A'), à connexion simple comme la première, 
mais qui pourra, dans certaines parties, recouvrir plus d’une fois 
le plan si la fonction Z prend plusieurs fois les mêmes valeurs à 
l'intérieur de (A) (voir £g. 7). 

Après avoir indiqué les conditions auxquelles doit satisfaire la 
fonction Z, nous allons exposer comment M. Schwarz a donné les 
moyens de déterminer cette fonction dans le cas où l'aire (A) est 
limitée par des droites ou par des ares de cercle. 

130. Voici le principe analytique sur lequel repose la so- 
lution (1). 

Considérons une fonction ‘Z de 3 définie seulement pour la 
partie supérieure du plan ct satisfaisant d’ailleurs à toutes Îes con- 
ditions énumérées dans le numéro précédent. Si la fonction est 
réelle pour toutes les valeurs réelles de voisines d’une valeur 
réelle %,, elle sera développable dans le voisinage de 9 en une 
série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z9 et 
les coefficients de cette série seront tous récls. 

Considérons, en effet (fég. 8), une aire (U) limitée par le con-' 

  

tour À 3, BD, comprise tout entière dans la partie supérieure du 
plan, et soit (U') l'aire symétrique de la première par.rapport à 
l'axe des x. La fonction Z n'est connue, par hypothèse, que pour 
la partie supérieure du plan. Mais on peut là définir aussi pour la 
partie inférieure en convenant qu’à deux valeurs imaginaires con-' 

  

(*) Ce principe a été énoncé et démontré par M. Schwarz dans un article déjà cité (Journal de Crelle, 1. LXX, p. 107). I1 a été aussi employé par Riemann dans le Mémoire sur les surfaces minima {Gesammelte Werke, p. 297).
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juguées de la variable, qui sont représentées par deux points placés 
symétriquement par rapport à Oz, correspondent deux valeurs 
imaginaires conjuguées de Ja fonction. Ce prolongement ana- 
lytique de la fonction laisse évidemment subsister la continuité 
puisque la fonction Z est, d’après sa définition, réelle et continue 
pour les valeurs réelles de 5. 

La fonction étant ainsi définie dans l’intérieur des aires (U) « 
(U”), considérons les deux intégrales 

1 Z dz 1 AU Durub ie eu 
oz). == Di sr’ 1° 2ri eus — 271, Ju $ — 

prises Le long des contours ABDA, ACBA des deux aires. D'après 
le théorème de Cauchy, la première de ces intégrales est égale à 
JK6) et la seconde est nulle lorsque le point € se trouve à l'intérieur 
de l'aire (U); si, au contraire, le point € se trouve à l'intérieur de 
(U”), le résultat est inverse; la première intégrale est nulle et 
l'autre est égale à /(£)(*). Donc, toutes les fois que le point € se 
trouve à l’intérieur de l'aire (U) + (U'), la somme des deux in- 

- tégrales est égale à f{C). Mais, si l’on ajoute les deux intégrales, les 
parties relatives à la portion commune du contour AB, étant 
égales et contraires, se détruiront mutuellement, et il restera seu- 
lement l’intégrale | . 

I Z ds: 

ori) 5€? 

prise le long du contour ACBDA. Or on sait, et il est évident, 
que cette intégrale est développable en série dans le voisinage de 
tous les points à l’intérieur du contour et, en particulier, pour les 
valeurs réelles de €, qui sont représentées par les points de la 
droite AB. 

On aura, en particulier, pour = 3, 

Lo = a(5— 30) +b(5— 5) + ce(s 5h +. . 

  

*) I ÿ a ici une légère difficulté que nous nous contenterons de signaler et 
qu'il est d’ailleurs facile de faire disparaître, tenant à ce que l’on applique le théo- 
rème de Cauchy à une fonction qui n’est pas supposée développable en série pour 
les points du contour, On reconnaitra aisément que le théorème est encore appli- 
cable toutes les fois que la fonction f(<) est supposée continue dans le voisinage 
du contour de l'aire. °
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et comme à des valeurs réelles de 3 doivent correspondre des 
valeurs réelles de Z, les coefficients a, b, c seront tous récls. Si, de 
plus, il arrive, comme dans les exemples que nous allons traiter, 
que : considérée comme fonction de Z doive satisfaire aux mêmes 
conditions que Z considérée comme fonction de 3, l'équation 
précédente, résolue par rapport à 5 — :,, devra donner une série 
ordonnée par rapport aux puissances entières de Z — Lo et, par 
conséquent, le coefficient a scra toujours différent de zéro. 

131. Ce lemme préliminaire étant établi, considérons d'abord 
une aire (A) limitée par des lignes droites (L,), …., (La). Soit 
Zo l’affixe d'un point situé sur une des lignes (L) et soit Lr 
l’angle de cette ligne avec l'axe réel. Considérons la fonction 

(Z— Zo)e-inr, 

Pour un point Z situé à l’intérieur du contour, elle aura les 
mêmes propriétés que la fonction Z. Si le point Z se trouve sur la 
ligne (L) dans le voisinage de Z,, elle sera réelle, et changera de 
signe quand Z passera par la valeur Z,. Il suit de là que l'on peut 
appliquer le lemme démontré au numéro précédent et poser 

(3) eTUR(L — Lo) =(3— 59)p(3— 50), 

le symbole p(s—<,) désignant une série, ordonnée suivant les 
puissances positives et entières de 3—:,, dont tous les coeff- 
cients seront réels, le premier d’entre eux étant différent de zéro. 

Étudions maintenant la fonction Z dans le voisinage de la va- 
leur Z, qui correspond au point de rencontre de deux droites con- 
sécutives (Ly), (Lxy1) (/g. 9) faisant entre elles l'angle «x. 

_ Considérons la fonction Z,—7Z; son argument, qui est l'angle de 
la droite ZZ (fig. 9) avec l'axe réel, varie entre les deux limites 

her, Ner— us, 

quand le point Z se déplace dans l’intérieur de l'aire et se dirige 
de (Lx) vers (Lx41). Il suit de là que la fonction 

, 1 
[CZo— Ze-irha x ‘ 

sera réelle et positive sur le côté (Lx), réelle et négative sur le côté
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(Laye) ct, d’ailleurs, elle aura les mêmes propriétés que la fonction 
2, à l'intérieur de l’aire (A). L'application du lemme précédent 
nous donnera donc 

1. 

Lo Z)e She = (2 — 50) — 5), 
P(5— 30) ayant la même signification que précédemment. On 
peut encore écrire en élevant les deux membres de légalité à Ja 
puissance 

(4) L—L5= ci (s — 30) p(s — 35). 

Fig. 9. 

  

(La) 

Enfin, pour tous les points à l’intéricur du conlour, la dérivée 
de Z n'étant jamais nulle, on aura 

(5) Les 2) (5 2), 
P(3— 20) désignant une série analogue à la série P(5 — 2), mais 
dont les coefficients ne sont pas nécessairement récls. 

I nous reste à considérer le point du contour qui correspond à. 
la valeur infinie de 3. Comme on peut toujours effectuer la sub- 
stitution 

T + ‘ ‘ ‘ 
, ù Il | 

| 
du
 

l 

qui donne unc représentalion conforme de la porlion supérieure 
du plan sur elle-même, ce cas se ramène aux précédents et l’on 
aura ° 

: ler (6) ttes Ep(i)
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si le point n'est pas un sommet du contour, et 

ei I 

(7) me TE p(:) 

si le point est un sommet où les deux côtés consécutifs se ren- 
contrent sous l'angle ax, mesuré toujours dans l’intérieur de (A). 

132. Les développements précédents embrassent toutes les hy- 
pothèses possibles. Pour éliminer les constantes Z, et À qui 
changent de valeur quand on passe de l’un à l’autre, considérons 
avec M. Schwarz la fonction 

dd nn. (6) | log = E(s). 

On trouvera pur un calcul facile: 

1° Pour un point à l'intérieur de l'aire, : 

(9) E(s)= Pis — 2); 

2° Pour un point pris sur un des côtés du contour, 

(10) E(<)= pi(s — 50); 

3° Pour un sommet du contour correspondant à l'angle #7 

zx Gi). EG) = + ils — 50), 
S 

  

Pi(s— 56), pis — 50) désignant des séries de puissances et les 
séries pi(3— 3) ayant de plus leurs coefficients réels; 

4° Enfin, pour le point correspondant à la valeur infinie de 3, 

ï 1 

FAP: () 

si ce point n’est pas un sommet du contour. 

(2) E(<)=— 

t
i
n
 

Les trois dernières formules nous montrent que la fonction 
E(z) est réelle pour toutes les valeurs réelles de 3 et qu’elle peut, 
par conséquent, être prolongée analÿtiquement d’après la mé- 
thode indiquée au n° 130. D'ailleurs elle-n’a, d'après les déve- 
loppements précédents, qu’un nombre limité de pôles, qui corres- 
pondent aux sommets du contour; et elle devientinfiniment petite 

!
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pour 3 infiniment grand. D'après les théorèmes connus de la 
théorie des fonctions, elle sera donc une fraction rationnelle. 

Soient a, b, c, ..., L les valeurs de = qui correspondent aux 
sommeis du contour et soient «x, PT, y, --., kr les angles 

. formés en ces sommets, mesurés dans l’intérieur du polygone. On 
aura : s 

sn LN SI d TZ (3) E(s)=Y l 

avec la condition 

  OS—— 
3—a ds ° dz 

Sa —1) = — 0, 

qui n'est que l'expression analytique du théorème relatif à la 
somme des angles d’un polygone. | 

L'intégration de l'équation (13) nous donne 

Z=C/f(3—a)71(: — CR .(s— 1} 1 45 + €, 

Cet C’ désignant deux constantes arbitraires réelles ou imagi- 
maires. En déplaçant l'aire (A) sans changer ni sa forme ni sa 
grandeur, on peut ramener l'expression de Z à la forme 

(if) Z=Uf(s—a)t1(5—0)-1... (5 — 1) di, 

où I désigne une constante réelle. . 
Telle est la formule donnée par M. Schwarz (1) et par M. Chris- 

toffel (2). | 
Comme on peut prendre arbitrairement (n° 198) les valeurs de = 

qui correspondent à trois sommets du polygone, elle contient en 
réalité 2» — 3 constantes. On peut disposer de ces constantes de. 
manière à obtenir la représentation conforme d’un polygone quel- 
Conque, mais ce résultat essentiel se déduit seulement du théo- 
rême général démontré par Riemann et M. Schwarz sur la repré- 
sentation conforme des aires planes quelconques, et nous ne 
connaissons aucun travail développé où se trouve étudiée d’une 
manière générale la détermination des constantes a,b,e,...,LT 
lorsque le polygone est donné. 

  

(1) Scuwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben, p. 114; 186%, 1866. 
(7) Cumisrorrez, Sul probleme delle temperature stasionarie e la rappresen- 

tasione di una data superficie ({Annali di Matematica, LT, p. 973; 1867).
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Dans le cas du triangle, dont la forme est déterminée par la 
valeur des angles, la solution est évidente. En faisant varier la 
constante FH, on obtiendra tous les triangles semblables à un 
triangle donné et l’on pourra déterminer cette constante de ma- 
nière à obtenir l’un quelconque de ces triangles. 

Si le polygone est un rectangle, on aura 

a=f=y=ist, ‘ 

,; Z deviendra.une intégrale elliptique que l’on pourra supposer ra- 
menée à la forme normale 

5 ds | 
ÿ Z = ——_—— (15) | J Va—: z)Q 25) 

Les côtés du rectangle seront 

a = 21lK, bd = HK, 

K et K’ désignant les intégrales complètes qui entrent dans la 
formation des périodes; par conséquent, si l’on pose 

rk 

TK a g=e =e 

le module sera défini par l'équation 

= Dee | 
k =; À 
VE DQ+g)G +95... ] ? 

qui donnera ainsi, dans ce cas particulier, la solution complète du 
problème. 

133. Passons maintenant à l’examen du cas où le contour est 
composé d’arcs de cercles; nous supposerons, pour plus de net- 
teté, que deux cercles conséculifs ne soient jamais tangents. 
Comme on peut toujonrs, au moyen de la transformation circu- 

laire (n° 124) définic par la formule 

. aZ3 + db 

(6) 2= 5% a 

transformer en une ligne droite un quelconque des cercles qui 
composent le contour, ct même deux cercles consécutifs de ce 

!
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contour, nous pourrons appliquer immédiatement les résultats 
obtenus au n° 131 et nous voyons que l’on pourra toujours choisir 
les constantes réelles ou imaginaires @&, D, c, d de telle manière 
que Z, prenne la forme (3) sur un des côtés, et la forme (4) en 
un des sommets du contour. On aura donc pour Z les expressions 
suivantes : 

1° En un point quelconque du contour, 

_ AS —%)p(s — 3)+ 0, (17) = UE 2)p(G — 5) + di 
2° En un sommet où deux cercles consécutifs font l'angle #7, 

mesuré dans l'intérieur de l'aire, 

5) FRE a) di 
3° Au point du contour qui correspond à la valeur de = ] I ; 

(+6 
1 \ 

(19) Z = 

U
I
Q
I
U
I
S
 

si le point n’est pas un des sommets du contour, ct 

Lo(i)+e 

(2) + d 

si le point est un sommet où deux côtés consécutifs font l'angle ux. 
4 Enfin, pour un point à l’intérieur de l'aire, on aura, comme 

précédemment, 

=
 (20) 

(21) L— Lo =(5— 3)P(: — 50). 

134. Dans ces différentes formules, a, b, c, d désignent des 
constantes réelles où imaginaires, qui ont des valeurs différentes 
suivant les développements que l’on considère. Voici l'artifice 
ingénieux par lequel M: Schwarz a éliminé tout ce qui concerne 
ces constantes.
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Soit, d'une manière générale, 

TD, ours dzaT_6=0 
CT+d . 

une relation entre deux fonctions Z et T d’une variable z. Si l'on 
élimine les constantes par la différentiation, on sera conduit à la 
relation . 

  

(ZT) Z' T 
(ZT) Z To, 
(ZTy Z° 7” 

qui, développée, prend la forme élégante 

( a loz 7 I d A 2 d? loz ZT £ d loz 2T 2 
2) Za(lsT (5 Bu) Se): ST) ? 

où les variables sont séparées. Si l’on adopte une notation de 
M. Cayÿley (1) et si l’on pose 

2, alt= À (iog 2) 1 (4 1 d2\° 
(23) 234 2 (LT 2 EST ? | 

on aura donc 
12, 3{= IT, sf. 

En nous servant des résultats précédents, nous allons étudier 
le développement de la fonction Z, 5] pour tous les points situés 
à l'intérieur ou sur le contour de l'aire (A): 

1° Pour un point quelconque du contour, il faut remplacer T 
_ par le développement 

(3 —30)p(5 — 50), 

qui entre dans la formule (13). On trouve ainsi un résultat-de la 
forme 

2, 3} = h(s — 2)+ (5 — 5) +... 

2° Pour un sommet, la valeur de T est celle qui figure dans la 
formule (18), 

T=(s— 5)*p(s — 5). 

  

(*) Cavzev, On the schivarzian derivative and the polyhedral functions 
(Cambridge philosophical Transactions, mars 1880). :
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Un calcul facile donne alors 

1— 2° t h 
= + ———— ++ Us .. 
2(3— 50) °° 3—% +AXHI o)+ 

3° Pour le point du contour correspondant à la valeur œ de 3, 
on trouve de même 

si le point n’est pas un sommet ct si l’on emploie la valeur de T 
correspondante au développement (19). Si, au contraire, le point 

° . 1 1 . est un sommet, il faut mettre pour T la valeur & (2); ce qui 

donne 

  

Remarquons d'une manière générale que, pour tous ces dévelop- 
pements, les cocfficients sont tous réels. La fonction {Z, s} est 
donc réelle pour toutes les'valeurs réelles de s; elle pourra être 
prolongée analytiquement d’après la méthode du n° 130 et sera, 
par suite, définie dans toute l'étendue du ‘plan. 

4° Enfin, pour un point à l’intérieur de (A), la dérivée o2 ne 

sera jamais nulle et {Z, 5] sera, comme 5, unc fonction dévelop- 
‘pable pour toutes les valeurs de 3. 

La fonction 1Z, 5, ayant toutes les propriétés d’une fraction ra- 

tionnelle pour les valeurs finies de 3, ct devenant infiniment petite 
pour 5 infini, sera une fraction rationnelle. Soient a;, &, ..., an 
les valeurs de 5 qui correspondent aux sommets du contour, &,#, 
Y2, +, 7 les angles correspondants formés par deux côtés 

consécutifs. Si l’on a, pour 3 = a;, | 

la fonction 

demeurant finie pour toutes les valeurs finies de s ct devenant 

infiniment pelite pour z infini, sera nécessairement égale à zéro;



184 . LIVRE Il — CIIAM [v. 

l’on aura, par conséquent, 

RIT 1— 2? LY Le = F() . 12,52 VI tu Gé) . (se 2, CG — a) dis — 

Si le point du Contour, qui correspond à la valeur infinie de 3, n’est pas un sommet, il faudra, nous l'avons vu, que le développe- 
| : I ment du second membre suivant les puissances de -; commence 

T . , 7 au tcrme en —; ce qui donnera les égalités 

Shi =o,: 

(25) | (ah TE) m0,   

2 

STafki+ ai(1—2)] = 0, 

auxquelles devront satisfaire les constantes hi, a. 
Si, au contraire, le point du contour correspondant à la valeur #—% 6st un sommet où l'angle de deux côtés consécutifs est Êr, 

è —$ le développement devra commencer par le terme 

  

I , 
32 CE qui 

donnera seulement les deux relations 

| £hj=—0, 
6 

— 2? — 82 (26) DCE | 

135. La valeur de ÎZ, 5| étant obtenue, la suite des raisonne- Ments nous conduit à considérer l'équation du troisième ordre 

(27) _fBas}=r(), 
et à essayer de l'intégrer. 

L'origine et lesipropriétés de cette équation simplifient beaucoup la résolution de ce problème. | 
En effet, d'après le mode de formation de l'expression 12, :}, la relation différentielle 

  

  

2, :]={2, 3 

est équivalente à la relation, en termes finis, 

'al+d 

cl +d’ 
2
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et, par suite, la connaissance d’une seule solution particulière Z, 

de l'équation (27) entraînera celle de l'intégrale générale, qui sera 
donnée par la formule précédente, où les constantes a, b, c, d 
pourront recevoir des valeurs quelconques. Cette propriélé si 

remarquable de l’équation (23) la rapproche des équations linéaires 

et, effectivement, il est aisé de montrer que l'intégration de cette 
équation peut être ramenée à celle d'une équation linéaire du 
second ordre. 

Considérons en eflet une équation linéaire du second ordre 

d?0 dd 
(28) LE Puy. +99%=e, 

où pet g sont des fonctions données de =, et cherchons l'équation 
différentielle à laquelle satisfait le rapport 

(29) .. L= Fe 

de deux intégrales particulières. On trouvera, par un calcul facile, 

: (z 1 Le _ dp (30) 3=2q— ip Te 

L’équation ainsi obtenue est de même forme que la proposée (25). 

Il suffira de choisir p arbitrairement, de déterminer q par la rela- 

lion ' ° 

. d, 
(31) 29— tp =r(), 

et l'intégration de l’équation (25) sera ramenée à celle de l'équa- 

tion linéaire (28). Si l’on prenait, par exemple, p = 0, l'équation 
linéaire se réduirait à la suivante : 

(32) | D + F(5)0 = 0. 

Au reste, on s’explique qu’une certaine indétermination puisse 
subsister relativement à l'é quation linéaire, puisque le rapport de 
deux intégrales particulières ne change pas quand on les multiplie 
l’une et l’autre par une même fonction donnée, mais quelconque, 
des. , | | 

L’équation (32), ainsi que toutes celles que l'on‘obtiendrait en
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prenant pour p la valeur suivante 

Ne 8; D 
où les constantes f; sont des nombres récls quelconques, a tous 
ses cocfficients et tous ses points singulicrs réels; de plus, toutes 
ses intégrales sont régulières. | 

Réciproquement, si l’on considère a Priort une équation 
linéaire quelconque du second ordre possédant loutes ces pro- 
priétés, on peut établir que le rapport de ses intégrales donne la 
représentation conforme sur la partie supérieure du plan d’une 
aire plus où moins complexe limitée par des arcs de cercle. 

Marquons en effet sur l’axe réel (Jig. 10) les points singuliers 

Fig. 10. 

ç 

lan ha 
&i as Gn=1 Un [0] 

is ns +... A1, &n de l'équation, et soit 

e
 

je 
É
 Z = 

=
 

I 

le rapport de deux intégrales particulières quelconques qui, d’après les hypothèses relatives à l'équation, sont des fonctions uniformes de : dans l'aire (U) limitée par l'axe réel et par le demi- cercle wsw’ de rayon infini. Dans chacun des intervalles a, a, AG, ji Gi, ..., ane, on pourra obtenir deux intégrales particulières qui scront réelles toutes les deux pour des valeurs réelles de 3. Si l’on désigne, par exemple, par 4; le rapport de ces deux intégrales dans l'intervalle &i-1 &i, On aura évidemment 

Z = a+ Bis lin, = Et it 
ia + dir li 

Lis Pis Vénus dia désignant des constantes réelles ou imaginaires, 

f
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et comme la variable £;_, demeure réelle lorsque le point 3 décrit 

le segment a;_; ai, on voit que le point Z décrira un are de cercle. 

Les arcs de cercles décrits par le point Z qui correspondent ainsi 

aux A intervalles forment un polygone fermé dans lequel les côtés 

consécutifs se coupent sous des angles dont la grandeur est quel- 
conque; deux côtés consécutifs peuvent même être tangents quand 

les développements des intégrales dans le voisinage d’un point 

singulier contiennent des logarithmes. Mais l'examen de tous les 

cas, la définition précise de l'aire dont on obtient ainsi la repré- 

sentation conforme nous entraîneraient trop loin. 

Nous nous contenterons de remarquer que l'équation (23) con- 

tient bien le nombre de constantes qui est nécessaire si l'on veut 

effectuer la représentation conforme d’un polygone quelconque 
composé d’arces de cercle sur la partie supérieure du plan. En 

effet, la fonction F(:) dépend de 37 constantes réelles liées par 
les trois équations (25), ct, comme d’ailleurs on peut prendre 
arbitrairement trois des quantités a; (n° 198), il ‘reste seulement 

3n — 6 paramètres réels ; mais il faut leur ajouter six autres para- 
mètres réels servant à former les trois constantes imaginaires qui 
figurent dans l'intégrale générale de l'équation (25). Le nombre 

3n de constantes réelles ainsi obtenu est précisément égal à celui 

des paramètres arbitraires dont dépend un polygone formé de 
n arcs de cercle. | 

Il résulte d’une proposition générale, à laquelle M. Schwarz est 

parvenu par la méthode la plus élégante dans l’article déjà cité('}, 

que l’on pourra toujours déterminer ces constantes de manière à 

obtenir effectivement la solution du problème proposé. 

136. Proposons-nous, comme application, de déterminer la re- 
présentation conforme d’un triangle formé par trois arcs de cercle. 

Nous pouvons toujours supposer que les trois sommets de ce 
triangle correspondent aux valeurs o, 1, « de 5. Soient À, ur, vx 

les angles du triangle en ces trois sommets. Nous aurons ici 

  

  

(*} Monatsberichte, p. 568-584 ; 1850.
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et de plus le développement suivant les puissances positives de 2 
Ti on , . devra commencer par le terme > Cette condition détermine 
  

is @s, et l'on trouve 

DIX 1 ut T'T—}2— nt y (33) {z, => Tr 3 QG —3} +5 z(1— 2) . 

Or, si l’on considère l'équation 

{ ‘ can 2 a AA op 
(31) (1 3) 75 -[y—-(2+ 5 +1)3] Z 280 = 0, 

qui définit la série hypergéométrique de Gauss, on reconnaît aisc- ment, en appliquant la formule (30), que le rapport de ses deux 4 intégrales satisfait à l’équation (33) si l’on prend 

(35) = (1— 7}, m=(y—a—p}, P=(ax— 8}. 
On pourra donc exprimer Z par le quotient de deux intégrales particulières de l'équation (34). Ces intégrales sont bien connues ; : on peut déterminer les variations qu’elles éprouvent quand on suit un chemin quelconque du plan. (*) et l'on vérifie qu'elles four- nissent effectivement la représentation cherchée. ‘ 
Parmi les quatre systèmes de valeurs de 4 Ê, y déterminés par les équations (35), choisissons le suivant, par exemple 

au), 
(36) B= Guy), . 

ES 
. L'équation différentielle (34) admet plusieurs solutions parti- culières, parmi lesquelles nous distingucrons les suivantes 

U=F(:, B y; =), 

D TR (ati Br, 29 à) 
| Gs= Fax, B, 2+p+i—, 1— 5) 
BG) Bree TB +10, I— 5), 
T
T
 

A 

() Keuwen, Ucber die hypergeometrische Reïhe (Journal de Crelle, t. XV, 1836). . 
Gocnsar (E.), Sur ! ‘équation différentielle lineaire qui admet pour intégrale la série hypergéométrique (Annales de l'École Normale, 2° série, Supplément au t. X; 1881). 

‘ 

(37) 
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où le symbole F désigne la série hypergéométrique de Gauss. Si 

l'on convient que les arguments de 3 et de 1 — 3 seront pris égaux 

à zéro quand la variable 3 scra réelle et comprise entre o ct 1, ces 

intégrales seront déterminées sans ambiguïté pour toute la région 
supérieure du plan, et les formules que l’on trouvera aux pages 20 

et 21 du beau Mémoire de M. Goursat permettront d’en calculer la 
valeur pour chaque point de cette région. Elles satisfont d’ailleurs, 

dans toute la région considérée, aux deux équations (que l’on 
trouvera à la page 28 de ce Mémoire) 

‘ 0, = al; + b9,, 

(38) = «'03+ 0'0, 
où l'on a 

a = TT —2— 8) p= LOTO B—T), 

op | TG Tab) PGI) 
| a = Ta—+)T(y— 4 D. FO — nl (x + B— 5). 

\ TG—4)l (1-3) LEx+i— y) P(B+1— +) 

Ces points étant admis, désignons par C une constante réelle ou 
imaginaire ct posons 

S (40). . CZ = 

E
S
 

_ 

. 0: , 
Quand > varie entre o et 1, le rapport 5 est réel, l'argument 

1 

de Z est constant et égal à celui de G- Le point Z décrit donc un 

segment de droite OA (fig. 11). Si au contraire le point 3 passe, 
par la partie supérieure du plan, aux valeurs comprises entre o et 

—®, Î, reste réelle, l'argument de 0: devient égal à (1 —}) ou 

F1. L'argument de Z augmente donc de #}, et, comme il demeure 

encore constant, le point Z décrit un segment OB ayant son origine 
en © et faisant avec OA l’angle Xz. . 

Supposons maintenant que : passe, par la région supérieure du 

plan, aux valeurs comprises entre 1 etc. L'intégrale 0, est 
réelle. Quant à l'intégrale 0,, elle est imaginaire et, comme l'argu- 

ment de 1 — 3 devient égal à — +, celui de l'intégrale est 

—7({—2x—$) où —urz. 

Si donc on pose 

G = eviErT,
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la variable T sera réelle. En divisant membre à membre les déux 
équetions (38), on aura 

CZ d'+b'e-inrT 

| a+be-T 

Si lon change à en — à et si l’on désigne par Co, Zo les imagi- . , , a paires conjuguées de C et de Z, on trouvera 

, a'-- L'eiusT 
Co Lo= a+bemT 

Fig, ar. 

0 

Il ne reste plus qu'à éliminer T entre les deux équations pré- 
cédentes et l’on obtient l'équation | 

(a'L'CCo 220 + ab (1 — etiur) | 
+ CZ(ba'etiur — ab’) + CiZo(ab'etivr— ba') = 0, 

qui.rcprésente l’arc de cercle passant par les points A, B et décrit 
par le point Z quand 3 varie entre 1 et ++, 

La puissance {2 de l’origine Par rapport au cercle précédent a 
pour expression 

1 ab = TT 
CO a'b' 

ou, en remplaçant @, b, a, L! par leurs valeurs ; ag 27€; | ; 

D A) )r (nr) fit 
(1) = 1 Pr) 2 2 -2 2 
  

CG L2(1— 2) TE) . 

2 2 2 2 

Le calcul de cette puissance £° offre de l'intérêt; car, si elle est 
positive, il ÿ aura un cercle décrit de l’origine comme centré et coupant à angle droit le côté AB, c’est-à-dire un cercle orthogonal 
aux trois côtés du triangle OAB. Si, au contraire, elle est négative, 
il n’y aura pas de cercle réel satisfaisant à ces condilions. 
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Comme les arguments des fonctions T' qui figurent dans la for- - 
mule précédente sont tous supérieurs à — r, ces fonctions auront 
le même signe que les variables dont elles dépendent: On reconnaît 
ainsi que la puissance {? sera négative, si l'on a 

k+tu+vi, 

V+1>è+, 

+ 1> +, 

À+iDœuæ+n, 

c’est-à-dire si les angles du triangle OAB satisfont à toutes les 
relations d’inégalité qui existent entre les angles d’un triangle 
sphérique. Au contraire, la puissance {? sera positive si les inégalités 
précédentes ne sont pas toutes vérifiées. Ce résultat est bien con- 
forme à celui que donne la Géométrie : pour qu'un triangle formé 
par trois ares de cercle soit la projection stéréographique d’un 
triangle sphérique, il faut et il suffil,.comme on sait, que le cercle 
orthogonal aux trois côtés du triangle soit imaginaire. 

Si, au lieu de la variable Z définie par la formule (40), nous 
avions choisi la suivante 

  

a, b, c, d désignant des constantes quelconques, nous aurions 
obtenu, au lieu du triangle OAB, ur triangle ayant les mêmes 
angles, mais dont les côtés auraient été, en général, des ares de 
cercle; car il se déduit du triangle OAB par une transformation 
circulaire quelconque. 

Supposons que les angles }, u, y satisfassent aux « relations d’iné- 
galité (42) et prenons pour le module de C la valeur 

_- rü+2) 

VE KG) 
  

  

(— (pr (— —) 
2 2 N 2» 

(= (fe) 
2 2 / 

t? deviendra ï à — 1 et les trois côtés du triangle OAB seront 
orthogonaux au cercle de rayon ë ayant l’origine pour centre. On 
sait que, dans ce cas, les trois côtés peuvent être considérés 
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comme la projection stéréographique de trois arcs de grand cercle 
tracés sur la sphère de rayon 1 ayant l’origine pour centre. Si donc 
on représente, suivant la méthode de Ricmann indiquée au n° 30, 
la variable Z par un point de cette sphère, les résultats précédents 
donnent la représentation conforme de l'aire d'un triangle sphé- 
rique sur la partie supérieure du plan. Le sommet de ce triangle 
qui correspond à l'angle 7 est placé au point le plus bas de la 
sphère et diamétralement opposé au pôle de la projection stéréo- 
graphique.
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CHAPITRE V. 

DU SYSTÈME ORTHOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COURBURE. 

Équation différentielle des lignes de courbure. — Application à la surface 
æ"y" sp = C. — Vormules d'Olinde Rodrigues, — lieprésentation sphérique de 
Gauss. — Équation linéaire dont les caractéristiques sont les lignes de courbure. 

— Lignes de courbure des cyclides. — L'inversion conserve les lignes de cour- 

bare. — Théorème de Dupin relatif aux systèmes triples orthogonaux. 

137. Les propriétés des systèmes orthogonaux et isothermes ne 
dépendent que de la forme de l'élément linéaire et sc conservent 

quand on déforme la surface sans altération des longueurs des ares. 

Il n'en est plus de même pour le système orthogonal qui est 

formé par les deux familles de lignes de courbure. Mais ce système 

se distingue de tous les autres par une propriété essentielle ; il est 

à la fois orthogonal et conjugué, il a un rôle extrèmement impor- 

tant dans l'examen d'un grand nombre de problèmes relatifs à la 

théorie des surfaces et, à tous ces points de vue, il mérite que 

- nous en fassions dès à présent une étude assez détaillée. 

Une ligne de courbure peut être, on Île sait, définie par cette 

propriété que les normales à la surface en ses différents points 

forment une surface développable. L’arête de rchroussement de 

cette développable est évidemment une des développées de la ligne 

de courbure, le point de contact de chaque normale avec l'arête de 
rebroussement est le centre de courbure principal correspondant 
à la ligne de courbure considérée. Nous allons indiquer d’abord 

comment on obtient l'équation différentielle des lignes de cour- 

bure. 

138. Soient x, y, 3 les coordonnées rectangulaires d’un point 

quelconque de la surface considérée, u, v, «w des quantités propor-: 

ionnelles aux cosinus directeurs de la normale en ce point. Les 

coordonnées X, Y, Z d’un point quelconque de la normale auront 
D. — I. ‘ " 13 J
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pour expressions 

() X=vrux, Y=y+voù,, Z=s+wà, 

À étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de 
la normale. Exprimons qu'il existe un déplacement pour lequel ce 

s 
point décrit une courbe tangente à la normale; nous aurons 

les équations 

d(x + ux) _ diy+e d(s+w) 

uw 9 sy 
  

ou, plus simplement, cn retranchant 4} des trois rapports égaux, 

dx +} du _ dy +}dv _ ds} dw 

(2) Ed 

L'élimination de } nous donnera l'équation différentielle ; 

dx du u 

(3) | dy dv pv | =0, 

‘ ds dw w 

qui est celle des lignes de courbure. En la développant, on trouve 

(4) du(e ds — w dy)+ do(w dx — u ds) + dw(u dy — + dr) = 0. 

Cette équation détermine les directions des deux lignes de 
courbure qui passent en-chaque point de la surface; les formules 
(2) feront connaître la valeur de } relative à chaque ligne de‘cour- 
bure, et le centre de courbure correspondant sera alors défini par. 
les formules (1). 

139. On est encore conduit à l'équation (4), si l’on emploie: 
une autre méthode qui repose exclusivement sur l'emploi des 

coordonnées de la normale. On sait que Plücker a considéré la 
ligne droite comme un élément de l’espace et qu’il l'a définie, 

comme on le fait pour un point où un plan, par des coordonnées. 
Nous allons indiquer le système de détermination qui conduit aux 
calculs les plus symétriques. 

Soient : 

| b:— cy+a =0,. 
(5) 

cx—as+b'=—0o
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les équations d’une ligne droite. On pourra joindre à ces équations 
. la suivante | 

(5) | : ay —bz+c—0, 

pourvu que €’ soit déterminé par l’équation 

(6) au + bb" + cc! — 0. 

Les équations (5), (5') représentent les projections de la droite 
sur les trois plans coordonnés. Cette droite est parfaitement dé- 
tcrminée quand on connaît les six quantités a, a, D, L', c, c'; 
nous dirons que ces six quantités, qui doivent toujours satisfaire 
à la condition (6), sont les coordonnées homogènes de la ligne 
droite. { . | 
*. Supposons que ces six coordonnées soient des fonctions données 
d’un paramètre; la droite engendrera une surface réglée. Pour 
que celte surface soit développable, il faudra qu'il existe une 
courbe tangente à toutes les positions de la droite; en d’autres 
termes, il faudra que l’on puisse déterminer les coordonnées ZT, V5 
d’un point variable vérifiant les équations de la droite et salis- 
faisant aux conditions : 

de _ dy ds 

bc 

à 

Si lon différentie les équations (5) et (5") en tenant compte des 
relations précédentes, on trouvera que les coordonnées &,Y, 3 
doivent vérifier les trois équations ° 

| sdb y de + da = 0, 
(7) æ de— da + db —0, 

J'da— x db+ de =, 

qui ne contiennent pas dx, dy, ds. Si on les ajoule après les avoir 
multipliées respectivement par da, db, de, on obtient la condition # 

(8). | da de + db db + de de = 0, 

à laquelle doivent satisfaire les différentielles des coordonnées. 
On démontrera aisément que cette condition, qui est nécessaire, 
est aussi suffisante; et, quand elle sera remplie, les formules (5) 
et (7) feront connaître, pour chaque valeur de la variable indé-
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pendante, Ice point de contact de la génératrice avec l'arête de 
rebroussement, 

Dans le cas qui nous occupe les équations de la normale sont 

X—z _ Y—y _L—3z 

u Ÿ {y 

      

Par conséquent, les six coordonnées de la normale sont w, #, 

et les quantités w, v’, sv’ définies par les égalités 

PS —Wwy+U =O, 

(9) wWT—us + 9 =0, 

uJ— sx +w = 0. 

La condition pour que la normale engendre une surface déve- 

loppable sera donc exprimée par “équation | 

(10) du du + de de + div ds = 0, 

que l’on reconnaîtra facilement être équivalente à l'équation (4). 

140. Proposons-nous, pour donner une application de la mé- 

thode précédente, de déterminer les lignes de courbure de la 

surface | 

‘ u 1) . æmyRSP = C, 

où m, n, p, CG sont des constantes quelconques. L'équation diffé- 

rentielle de la surface sera 

dr dy dz 
M LÉ +p— =0; 

les formules (1) deviendront ici 

m} n) pÀ 
X=x— —, Y=y——;, Z=:— 

æ . y 

et les équations (2) nous donneront 

z? 2\ 3? ar (+) _20z =) _&(i+) 
(2) = 

Si nous substituons les valeurs de dx, dy, ds dans l'équation 
différentielle de la surface, nous aurons l'équation du second 

ie , . }



DU SYSTÈME ORTHOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COURBURE. 197 

degré 

(3) . Ta + — "3 + = 0, 
° X+— + +7 

n P 

  

nt 

qui fera connaître les valeurs de } correspondantes aux deux lignes 
de courbure. . 

Au lieu de faire correspondre à chaque racine de cette équation 
la ligne de courbure dont la direction est définie par les formules 

(12), on peut considérer la ligne de courbure perpendiculaire. En 

désignant par dx, dy, ds les différentielles relatives à cette 

seconde ligne, on aura l'équation 

5) Edr LIU, 54 
k+—  1+ Z À 
nt " 

qui, jointe à l'équation différentielle de Ja surface, déterminerait 

les rapports de dx, dy, ds. Ainsi, pour obtenir les équations 
différentielles des deux familles de lignes de courbure, il suffira 

de remplacer successivement, dans l'équation (14), X par les deux 

racines de l'équation (13). 

Ce- point étant admis, l'intégration est facile. Multiplions en 

elfet l'équation (14) par 2 et ajoutons-lui l'équation (13) multipliée 

par dX. Nous obticndrons ainsi une différentielle exacte 

_æ?\ 7° NT 
a[mL(i+ mi) +nL(r+ ) +pL(+ =) =0;, 

et, en intégrant, nous aurons 

(15) . ep) CEE) n P 

u désignant le paramètre de la ligne de courbure. I faudra, pour 

obtenir les deux familles, remplacer successivement } par les deux 

racines de l'équation (13). Si l'on remarque maintenant que cette 

équation (13) s'obtient en égalant à zéro la dérivée de l'équation 

(15) par rapport à }, on sera conduit au théorème suivant : 

Si, dans l’équation (15), on considère u comme une constante 

et} comme un paramètre variable, les enveloppes des surfaces 

représentées par cette équation, correspondantes aux diverses
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valeurs de u, coupent la surface proposée suivant ses lignes de 
courbure. 

4 

On voit que ces lignes de courbure seront algébriques toutes 
les fois que la surface proposée le sera, c’est-à-dire toutes les fois 
que me, n, p seront commensurables. On reconnaîtra de plus, par 
un calcul facile, que la famille de surfaces représentée par l’équa- 
tion (11) dans laquelle on donne à C toutes les valeurs possibles, 
et les deux familles d’enveloppes dont il est question dans l'énoncé 
précédent forment un système triple orthogonal (1). 

Supposons, par exemple, que l’on prenne | 

N=R=—p=I!. 

L’équation (11) prendra la forme 

(6). = C. 
“+ 

L’équation (13) admettra pour racines 

  

: SEy(r+ s)(y +4); 

il en résultera, pour &, les deux valeurs suivantes 

(17) Vi = VER LV, 
(18) CET ET ESS 

4 

Les surfaces représentées par ces deux dernières équations sont 
les lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs 

  

(®) Dans son Mémoire sur les surfaces orthogonales, inséré en 1843 au Journal de Liouville (1° série, t. XI, p. 246), M. J.-A. Serret, développant unc remarque . de M. Bouquet, a montré, le premier, que les surfaces représentées par l'équation (11) constituent une des familles d'un système triple orthogonal et il a indiqué les moyens de déterminer les deux autres familles qui complètent le système. Mais il n’a développé les calculs que dans les deux cas ‘ 

m =, R =, P=r, ct m=I, n=1x, P=—-+r. 

La méthode suivie dans le texte est exposée, avec les généralisations qu’elle comporte, dans un #émoire sur la Théorie des coordonnées curvilignes et des. systèmes orthogonaux publié par l'auteur (Annales de l’École Normale supé- rieure, 2° série, t. VII, P. 227; 1858). 
:
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distances à l'axe des x et à l'axe des y, c’est-à-dire à deux droites 
rectangulaires qui se coupent, soit constante. 

Si l’on prenait | 
m=R=p—=\, 

les équations des trois familles prendraient la forme 

æys = CG, 
. 3 | 3 

(19) 343 Vu =(x? + 07? + w232)? (rt +uwtyt +wzs?}?, 
12 | 3 

3/3 Va =(rt rw? + w32)? — (rt uwtgt + wst}?, 

w désignant une racine cubique imaginaire de l'unité. Ce résultat 

est dû à M. Cayley. 

141. Revenons à la théorie générale. Les formules (2) prennent 
une forme particulièrement remarquable si l’on suppose que &, 

#, , au lieu d’être simplement proportionnels aux cosinus direc- 

teurs de la normale, soient égaux à ces cosinus que nous appelle- 
rons ©, c', €”. Alors les formules (1) prendront la forme 

(20) X=x+cR, Y=7+cR, Z=s:+cR, 

et définiront un point de la normale situé à la distance R du pied 

de cette normale; cette distance R aura d’ailleurs un signe, elle 

devra être portée dans le sens défini par les cosinus €, €’, €”, si 
‘elle est positive, et'en sens contraire si elle est négative. Les for- 

mules (2) nous donneront les suivantes : 

  
" 

dr +Rdce_dy+Rde _ ds +R dc 
C € C 

Ajoutons les numérateurs et les dénominatcurs après les avoir 

multipliés respectivement par €, c’, c”, nous trouverons, en tenant 

compte de l'équation évidente 

cdr+c'dy+c" ds =, 

que Ja valeur commune de ces rapports est égale à zéro. 
On peut donc écrire les formules suivantes : 

(21) dx +Rde=o, dy +R de = 0, ds+R dc” =0, 

qui sont dues à Olinde Rodrigues et qui jouent un rôle essentiel
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dans la théorie des lignes de courbure. R désigne Ie rayon de 
courbure principal correspondant à la ligne considérée, et les 
coordonnées du centre de courbure correspondant sont définies 
par les formules (20). 

142. On obtient aussi les équations d'Olinde Rodrigues en fai- 
sant usage d’une notion très importante qui est due à Gauss, celle 
de la représentation sphérique. Envisageons une portion quel- 
conque d’une surface donnée et attribuons un sens aux normales 
en tous les points de cette région, en nous attachant à salisfaire à 
la condition que les cosinus directeurs c, c’, c” de la normale soient 
des fonctions continues des deux paramètres qui définissent le 
pied de cette normale. Construisons maintenant le point dont les 
coordonnées rectangulaires sont c, c', c':il appartient évidemment 
à la sphère de rayon 1 ayant pour centre l'origine des coordon- 
nées, et l’on voit que nous établissons point par point une corres- 
pondance entre cette sphère et la surface donnée. À un point M 
de la surface correspondra un point m de la sphère, à une courbe 
de la surface une courbe de la sphère, à une région continue de la 
surface unc région également continue de la sphère. Ce mode de 
correspondance a reçu le nom de représentation sphérique ou 
d'image sphérique de la surface, et Gauss en a fait usage, nous Je 
verrons plus tard, pour établir et formuler une des propositions 
les plus importantes de la théorie qui nous occupe. | 

+ Si nous considérons un point quelconque M de la surface et 
son image sphérique m, il résulte de notre définition que le plan 
tangent à la surface au point M est parallèle au plan tangent de Ja 
sphère en m»; les normales aux deux surfaces sont parallèles, et, 
en ce qui regarde leurs sens, on voit qu'au sens positif de la nor- 
male à la surface correspond celui de la normale extérieure à la 
sphère. 4 jy" ? : 

Imaginons que le point M se déplace à partir de sa position ini- 
tiale sur la surface et décrive un élément de courbe MA, le point 
m qui lui sert d'image se déplacera à partir de m et décrira un 
élément de courbe mm". Cherchons la relation entre ces deux élé- 
ments correspondants. |: | 

Ïl est évident d’abord que l'arc mm! mesure en grandeur l'angle 
des normales en M et M’ ou, ce qui est la même chose, l'angle
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infiniment petit des plans tangents à la surface en ces deux points. 

C’est là une première propriété très importante de la représenta- 

tion sphérique : elle permet d'étudier géométriquement la varia- 

tion du plan tangent. ‘ 

D'autre part, la tangente mm de la sphère et la tangente MM 
de la surface ont évidemment pour conjuguées des droites qui 

D 

sont parallèles, puisque Les plans tangents aux points correspon- 

dants des deux surfaces le le sont toujours. Or, dans la sphère, la 
conjuguée d’une tangente est ‘est perpendiculaire à à cette tangente. On 

< peut donc énoncer la proposition suivante : 

L'angle des tangentes en m et en M aux deux courbes cor- 
respondantes mm et MM est complémentaire de l'angle formé 
par la tangente à la surface avec sa conjuguée. 

Ou autrement : 

A une tangente MT de la surface ayant pour conjuguée MT" 
correspond une tangente mt de la sphère per pendiculaire à 
MT, _ 

Appliquons cette remarque générale aux cas particuliers les 
plus intéressants. 

Supposons d'abord que MT soit une tangente asymptotique : 
elle coïncidera avec sa conjuguée MT" et sera, par conséquent, 

perpendiculaire à son image sphérique. On aura donc l'équation 
différentielle des lignes asymptotiques en écrivant que les dépla- 

cements correspondants sur la surface et sur la sphère sont per- 
pendiculaires. On est ainsi conduit à l'équation 

dx de + dy de + ds dc" = 0, 

que-l’on déduit, en effet, de la première des formules (24) [p. 138] 
en y faisant € = 1. . 

Prenons maintenant pour MT une tangente principale : MT 
sera perpendiculaire à MT’ et, par conséquent, parallèle à met; et, 

réciproquement, si MT est parallèle à mt, elle sera perpendicu- 
laire à sa conjuguée. Ainsi, les tangentes principales sont caractt- 
risées par la propriété d'être parallèles à leur représentation sphé- 
rique. En écrivant les conditions de parallélisme, nous retrouvons
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les équations 
dr _ dy _ ds 
de ” dc. 

qui sont celles d'Olinde Rodrigues, d’où l’on aurait éliminé le 
rayon de courbure R ('}. 

.… Nous aurons fréquemment l’occasion d'employer la représenta- 
tion sphérique et nous nous contenterons, pour le moment, des 
remarques élémentaires qui précèdent. Avant de continuer l'étude 
générale des propriétés des lignes de courbure, nous indiquerons 
comment on peut former leur équation différentielle dans'les cas 
très variés qui peuvent se présenter. 

143. Supposons d'abord que la surface soit considérée comme 
lieu de points et que les coordonnées rectangulaires x, y, soient 
des fonctions données de deux paramètres «, f. On pourrait em- 
ployer l’équation (4); la méthode suivante conduit au résultat 
d’une manière plus symétrique. | | 

Les équations de la normale au point (x, y, 3) seront 

, dr , nd . _ds = Re) +0 JS +—:) =, 

, dr sy LL 93 _ Ke) + 23. B—s)z = 0, 
ou , : 

, 0x dy 03 dr 7 (22) « Xi +Ye + > —=0, 

CR dy 405 dr 

en posant, pour abréser, 

L+ y? + 5 (23) r= ST TSE., 
. 2 

Exprimons que la normale engendre une surface développable, 
c'est-à-dire qu'il existe un déplacement pour lequel un point con- 

    

(*) Voir J. Bentrax, Traite de Calcul differentiel, pp. 665 et Goz. 

 



DU SYSTÈME ORTIIOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COURBURE. 203 

venablement choisi (X, Y, Z) de cette droite satisfait aux 

équations 

ax + dY+ Eat, 
dx 

ax + Say +5 + jg d2 = = 0. 
03 pci 

Différentions les équations (22), en tenant compte des précédentes ; 
nous aurons 

| X 4 +Y a + Z a _ as = 0, 
(24) : . | 

dy d3 dr 
[xa Ya + Lez do _ ds = 0. 

L'élimination de X, Y,Z entre les formules (22) et(24) nous don- 
nera l'équation différentielle des lignes de courbure sous la forme 

d'un déterminant 

(25) ° 

et les formules (22) et (24) feront connaître le centre de courbure 
principal correspondant à chaque ligne de courbure. 

Le résultat précédent peut être encore présenté sous la forme 

suivante. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles 
de la forme | 

020 ©, 020 CA 00 00 
(26) A Bros + Cou Ag + Big = 0, 

et exprimons qu'elle admet les quatre solutions particulières T, 

J'; 3, r; nous aurons ainsi quatre équations qui détermineront Îles 
rapports mutuels de À, B, GC, A’, B’. L’équation linéaire pourra
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‘même s’écrire sous la forme d’un déterminant 

  

  
  

  

CA 020 d?0 où 00 
dE 0x03 DE . 0x  v8 , 
Ar dr dr dr dr 
OX? 0203 081 Ux 08 

y D. nm Lo 
dx? 0203 

ds d?5 

dr dr 

‘x? 9208 NH 7 ° 

Il suffit de comparer cette équation au déterminant (25) pour 
reconnaître que l'équation différentielle des lignes de courbure, 
ordonnée par rapport à dz, dé, pourra s’écrire 

(25) A dB di dB + Cd = 0, 

A, B, C étant les cocfficients qui figurent dans l'équation (26). 
Nous pouvons donc énoncer cette première proposition: . 

Lorsqu'on aura obtenu, par ur procédé quelconque, l’équa- 
tion aux dérivées partielles de la forme (26) à laquelle satisfont! 
à la fois æ,9,5 et 2 + y? +3, l'équation différentielle des 
lignes de courbure sera donnée par la formule (25). En 
d'autres termes, les lignes de courbure seront Les caractéris- 
tiques de cette équation aux dérivées partielles. 

C'est la proposition déjà obtenue par une autre voie au n° 108. 

144. Nous rattacherons au résultat qui précède le théorème sui- 
vant : 

‘ ‘ 

{tant donnée l'équation 

920 0ÿ 00 
—s = DB 0 d208 5, + Bug + C0, 

où À, B, C sont des fonctions quelconques de x, 2, si l’on en 
connaît cinq solutions particulières liées Par une équation ho- 
mogène du second degré à coefficients constants, on pourra
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obtenir une surface dont on saura déterminer les lignes de 

courbure. 

* Soient, en effet, 0,,0:,...,0; les cinq solutions satisfaisant à la 

relation homogène du second degré 

e(0, 02, 03, 0, 0;) = 0. 

On pourra, en effectuant sur ces solutions une substitution 

linéaire à cocfficients constants, ramenct la relation précédente à 

Ja forme 

(28) 0? + 03 + 0? — 20,0; = 0. 

Faisons dans l'équation en 9 la substitution 

0 = c;; 

7 salisfera à une équalion linéaire comme Ü, mais cette équation, 

devant admettre la solution + — 1, sera de la forme 

dc 95 
0202 Er +33 

et ne contiendra plus le terme en 5. Elle admettra les solutions 

particulières 

in 0, 0 IR 
(29) TE G.? Te. 37%; re G 

qui sont liées par la relation 

a? + y? 5 
=! 

Donc, en vertu dela proposition démontrée au numéro précé- 
dent, la surface licu du point (x, 7’, z) admettra z et 5 pour para- 

mètres de ses lignes de courbure. 

145. Pour donner une application du théorème que nous venons 

d'établir, nous choisirons l'équation 

PEU 08 on 
(30) 2 A) Tr D gx  
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qui admet la solution particulière 

0= AVG — a) — a), 
quelles que soient les constantes À, a. Nous allons prendre pour 
ces constantes cinq systèmes de valeurs de Ja manière suivante : 

Posons . 
| JQ)=(u— &)(u— a)... (u— as). 

Les cinq solutions (; définies par la formule générale 

(31) DEVANCE CTEN (= 1,2... 5) 
"(ai) 

satisfcront à l'identité 

0? + +0?=0o 
Prenons 

ai = 0, T2 = Ds, T3 = 3, 

R ns. : . Te — (0 — 605), . Ts = (0 + 605), 

R désignant une constante quelconque; les cinq solutions x; satis- 
feront à l'identité (28). Les formules (29) nous donneront ici 

  

ue RU RU LR 
(32) | 7 0, + c0,” Ti, EG? TT 6, Li, 2 , L 

etre se 2 pre ds — Éd 
MR —+ ëU; ? 

et définiront une surface rapportée au système de coordonnées 
. curvilignes formé par les lignes de courbure. On peut d’ailleurs 
trouver l'équation de cette surface de la manière suivante : 

Les équations (32) nous donnent 

  

  

01 0 0 _ |: BOY 3 at+yprra RÉ SEESANTEE 
| 2R ‘ 2Rc 

D'ailleurs les fonctions ; satisfont encore à l'identité 

| i=s o 

Qt 0 : 

éia;— — 
151 

0; - 

en les remplaçant par les quantités qui leur sont proportionnelles, 
° 

J
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on obtient l'équation cherchée sous la forme 

  

  

  

a y? st 

ak ah a h 

(33) frt+yt + st R?\2 rt y st R?\? 
, | ( KR ) ( 2R ) 

T a; —h + as— T°: 

On trouvera de même les équations qui déterminent chaque 

ligne de courbure. En effet, les radicaux Î; contiennent d’une 

manière symétrique les trois quantités X, 8, 813 l'équation précé- 

dente devra done être encore vérifiée quand on y remplacera A 

par p et par p,. Celte remarque nous conduit immédiatement à la 

proposition suivante : | ‘ 

Si, dans l'équation (33), on considère h comme un para- 
mètre variable, les surfaces correspondantes à deux valeurs 

distinctes de h se couperont mutuellement suivant une ligne de 
courbure commune à ces surfaces. 

Si l’on chasse les dénominateurs dans l’équation (33), on recon- 
naîtra que, le coefficient de k‘ étant nul, elle est du troisième 
degré seulement par rapport à A; par conséquent, si l’on donne 

à À loutes les valeurs possibles de manière à obtenir une famille 

de surfaces, il y aura trois surfaces de cette famille passant par 

chaque point de l'espace. Ces trois surfaces, devant se couper 
mutuellement suivant des lignes de courbure communes, scront 
nécessairement orthogonales. Ainsi l'équation (33) définit un 

système triple orthogonal, analogue à celui qui est formé par les 
surfaces du second degré, et composé de trois familles représentées 
par la même équation. Si l'on suppose, par exemple, &;1, 2, @s, 
a; réels et rangés par ordre de grandeur, les trois familles corres- 

pondront aux valeurs de À comprises entre @; el &3, entre @2 et 

&3, entre as ct @s. 

Les surfaces représentées par l° équation (33) sont du quatrième 
ordre et admettent pour ligue double le cercle de l'infini; elles 
ont reçu le nom de cyclides, 

146. Nous indiquerons maintenant une application d’une autre 
nature. On sait que l’inversion, ou transformation par rayons
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vecteurs réciproques, définie, dans le cas le plus simple, par des 
formules telles que les suivantes 

  

- Kr , K23- . K?s GG Xe, Y=  — nr Ti+yiss Ti+ÿi+s at yi+ st 

fait correspondre une sphère où un plan à une sphère ou à un 
plan, qu’elle conserve les angles, les rapports de similitude des 
éléments infiniment petits. Nous allons montrer qu'elle conserve 
aussi les lignes de courbure. 

Considérons, en effet, une surface quelconque (), et soient :, 
81 les paramètres de ses lignes de courbure. Nous savons que x, 
J’, 3 satisferont à une équation de la forme 

= 920 où 90 
(35) Don À Bo 

ct cette équation se distingue de toutes celles qui seraient rela- 
üves à d'autres systèmes conjugués par la propriété, déjà signalée, 
d'admettre aussi comme solution x? + 7° + 32, Ces quatre solu- 
tions de l'équation (35) s'expriment, au moyen de X, YŸ, 2, de la 
manière suivante : 

  

K2X K2Y : K?Z . K: 
XYZ XIV E AZ XIE VIE 7) XIV: 7: 

Si donc on effectue dans l'équation (35) la substitution . 

ü © 

l'équation en + admettra les solutions .particulières 

X, Y, Zu, 

et scra, par conséquent, de Ja forme 

2 

T
 5 93 95 60) on = M   

D'ailleurs l'équation (35) admettait la solution évidente 0 = 1 
et, par conséquent, l'équation (36) admeltra, en même temps que 
X, Y, 2, la solution . 

se A+ V2 7,  
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Il résulte de là que la surface lieu du point (X, Y, Z) aura 2; 21 pour 
paramètres de ses lignes de courbure. Ce résultat est précisément 
celui qu’il s'agissait d'établir. 

I4T. On démontre d'ordinaire la proposition précédente en la 
rattachant au théorème de Dupin, relatif aux lignes de courbure 
des surfaces qui font partie d’un système triple orthogonal. Nous 
donnerons, cn terminant ce Chapitre, une démonstration nouvelle 
de ce théorème. 

Soient 

Go) =) n=fi(mps), nm=f(r 2) 

les équations de trois familles de surfaces se coupant mutucllement 
à angle droit. Si l’on résout ces équations par rapport à æ, 7, 5, 
les relations 

dx 0x _ dx dx , dy dy 95 05 

| di 0 04 0 Don 
dx Or dr Or dy dy ds 03 

GO a Ge © 2 On 0 0 À D me À 
0x Or 0x 0x dy dy 05 05 

OPu De Opi Ope 7 Var Op Op On 

où nous employons le signe S de Lamié pour indiquer une somme 
élendue aux trois coordonnées d’un même point, devront avoir 
lieu identiquement. Si nous différentions la première par rapport 
à £:, la deuxième par rapport à p,, la troisième par rapport 
nous aurons 

a 
à 9 

dx dx dr dx 

D rs À D 0x Dors = 
dx dx . dr dx 

D nds + pe Om = 
x dx . dr dr 

dpi Op 0pr 7 Os Un 
et, par suite, 

(42) dr dr = dx = GE Pr 
à 0p pr pr dos 0pdps  N0ps on — ©" 

D’après cela, on voit que l’on aura trois systèmes différents de 
D. — I. ‘ 14
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solutions de l'équation en w, », w 

  
  

7, Y, m wo 
d5 2% 7? 

si l’on prend, soit 

u == dr _ dy v 5 
. | di” 7 du TT d’ 

soit 

nu = e = w — 25 

T d92 É T dp ? _ d52 

soit enfin 
u = 2% y w =. 25 

dpi 92” | dpi»? dpi de 

Ces systèmes ne pouvant être linéairement indépendants, il faut 
que le dernier soit une combinaison linéaire des deux premiers, 
c’est-à-dire que x, y soient des solutions particulières d’une 
équation de la forme 
«a 0,0 0. 

Re pr ps Dr de 

Les variables p,, 2 définissent donc, sur la surface (9 Ph, un Sys- 
tème conjugué, et comme, par la nature de la question, ce système 
est orthogonal, il est nécessairement composé des lignes de cour- 

" bure. On : vérifie, d’ailleurs, aisément que l'équation | linéaire (43) 
admet aussi la solution particulière 

0=zi+pt es, 

148. La démonstration précédente conduit à une nouvelle mé- 
thode de recherche des systèmes orthogonaux. Nous venons de 
voir que les coordonnées æ,3, 5 et-la somme x?+ 2-1 52 satis- 

l'équation (43), et il est clair que ces solutions satisfont à 
9. Nous allons mon- 

font à 
deux autres équations semblables en p, pe ets, 0 
rer, réciproquement, que lorsque trois équations linéaires de La 
forme 

0 90 of) 
UP1 02 = TT n 3° 

,, URSS .. 0 
(51) OP 0ps TU 05? 

920 00 90 
Dai ds 03 = Ma 2 + A
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admettent trois solutions particulières x, y, s en même temps 
que la somme de leurs carrés x? + J° + 5°, le système de coor- 
données curvilignes défini par les expressions de x, J,;3en 
fonction de 2; P15 29 est nécessairement orthogonal. 

Considérons, en effet, l’une des surfaces coordonnées (b); le 
système de coordonnées curvilignes (o,, 02), déterminé sur cette surface par les deux autres familles, est formé des lignes de cour- 
bure de cette surface; car Z; 7, 3, considérées comme des fonctions 
de ps, 2e, satisfont, en même temps que +? + y2+ 52, à la pre- 
mière des équations précédentes. Les surfaces des trois familles, 
se coupant mutuellement suivant leurs lignes de courbure, seront nécessairement orthogonales. . 

wi - 

149. Pour ne pas traiter ce sujet d’une manière incomplète, 
nous remarquerons qu’on pei"{obtenir aisément les coefficients 
m,H,... quand on connaît l'& oression de l'élément linéaire 

#4 

ds? = II? deÿ+ 11} dot + I2 dot, 

dans le système orthogonal. Si l’on différentic, en effet, par rapport 
à 5, l'équation, … 

dx\?. 2) - dz ne Ge) + CE) Ge) =, 
ni = ÇE x 

. dpi op dd 

on aura 

CE de D el, en remplaçant 39; Par sa valeur déduite de la dernière équa- PvP . 
tion (44), : £ 

oï dx \? dx dr IH PEN = Me S (à) + 73 SF 9 = ml? 

On a done | ‘ 
+ OI 

Pa = Ti 01° 
I 

Si l’on substitue cette expression et les valeurs analogues 
de Ro, m,n,.., dans les équations (44), on les obtient sous la
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forme 

920 

COVER 
À 920 

(45) Dax 05 

220 
! dp0d5 

qui cst duc à Lamé. 

_ rt oi 00 1 Ole 00 
H; d5 di 15 don 022” 

1 OÏls 00 1 OI dû 
Îl; 05 One II dns 09° 

1 ON 00 1 dl 0 

I Op 0 Ils 0 0m 
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CITAPITRE VI. 
LES COORDONNÉES PENTASPHÉRIQUES. 

Du système de cinq sphères orthogonales. — Relation avec une substitution li- 
néaire orthogonale à cinq variables. — Formules principales relatives aux dis- 
tances ct aux angles. — Emploi des coordonnées pentasphériques dans la théorie. 
des lignes de courbure et dans celle des systèmes orthogonaux. — Inversion. = 
Étude du systéme de deux sphères. — Les six coordonnées de la sphère com- 
parées à celles de la ligne droite. — La transformation de M. Sophus Lic. 

  

150. Dans l'étude des systèmes conjugués nous avons vu que 
l'emploi des coordonnées homogènes et tangenticlles met en 
évidence les propriétés projectives et dualistiques qui appar- 

tiennent à ces systèmes. Si l'on veut, de même, donner une CXpO- 

silion satisfaisante de la théorie analytique des lignes de courbure, 
on est conduit à introduire un système particulier de coordonnées 
auxquelles nous avons donné le nom de coordonnées pentasphé- 
riques. Nous nous proposons de définir, dans ce Chapitre, ce 
système de coordonnées et d'indiquer son rôle dans la théorie des 
lignes de courbure. |: 

Considérons une sphère quelconque rapportée à des axes rec- 
langulaires 

K(2?+92+ 3) +24z+aBy+2Cs+D=o. 

Son rayon p sera donné par la formule 

,_ At Bt+ Ct— DK 
P°—= K® L 

  

La forme quadratique qui figure au numérateur joue un rôle 
fondamental dans la théorie de a sphère. Il est naturel de la ra- 
mener à une somme de carrés; et, dans ce but, nous'écrivons l'é- 
quation de la sphère sous la forme 

  
  

arr 3 R? ie + y? ste R 
(1) 22x+a8y+2ys+ù K Hé | Ne
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Si l’on désigne par e le rayon et par zo, Jo, 30 les coordonnées 
du centre de cette sphère, on obtiendra les expressions suivantes 
de ces quantités 

  
  

2, =ER __—8$8R . _ YR 
: 9 d+i:’ Er OT È + 
(2) RVA ETES D — je 
[VERRE ai+yi+ si pre RS. 

CENE 
9 LE 

Si la sphère n’est pas réduite à un point, on pourra toujours 
supposer que l’on a 

(3) + Bite tar, 

et l'expression du rayon prendra la forme simple 

R- 

+ de 
C5) P=   

O
2
 

Cette formule donne au rayon un signe déterminé; nous re- 
viendrons plus loin sur ce point. 

Si l’on substitue dans le premier membre de lPéquation (1) les 
coordonnées d’un point quelconque, ce premier membre aura 
pour valeur ” 

(5) —? 

S désignant la puissance du point par rapport à la sphère consi- 
dérée. Remarquons une fois pour toutes que, si la sphère se ré- 
duisait à un plan, on aurait 

! + .
 

t—0O, 

et le premier membre de l'équation (1) deviendrait égal au double 
de la distance du point à ce plan. 

Supposons maintenant que l’on considère, en même temps que 
la sphère représentée par l’équation (1), une autre sphère (S") re- 
présentée par l'équation semblable 

22x+oÿy+...=0o. 

Soient p/ le rayon et x°, 3, z, les coordonnées du centre de 
4
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cette seconde sphère. Les formules (2) nous donnent 

Cro— 2) + (Jo — ro) + (50 — 30) — p? — p°° 
(6) D 2Rt(us"+ 88 + y + 00 + cs!) 

— (9 +és)(d + cs") 
  

, 

et, par suite, l'équation 

(5) ax + Ro + y + Le —o 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux 

sphères se coupent à angle droit. Ceite condition subsiste quand 
l’une ou l’autre des sphères se réduit à un plan: sa forme nous p'an; 
permettra de donner une théoric très simple du système de cinq 
sphères deux à deux orthogonales. 

151. Considérons, en effet, cinq sphères (S,), (Sa); .., (S5) 
de rayons R;, ..., R; ct écrivons leurs équations sous la forme 

r?+ + 52— R? 

R 

a+ y 524 RE o 
R To? 

DAT HOËLY HIS + dx 

(8) k = 15 2 De 

en LE 

Nous aurons d’abord, par hypothèse. 

(9) ‘ at + P?+yi+di tite 

et de plus, les sphères étant orthogonales, 

(10) | a ae + Br Bar + age + dada + exige = 0. 

Ces deux groupes de formules rattachent la théorie du 
système des sphères à celle d’une substitution linéaire ortho- 
gonale à cinq variables. Toute substitution de ce genre fournira 

un groupe de cinq sphères orthogonales ct vice versa. 
On sait que les relations (9) et (10) entraînent comme consé- 

quence les suivantes 

Gi) A++. + a mi 

(12) Bytes = 0, 

et toutes celles que l’on obtiendrait en remplaçant, d’une manière 
quelconque, « et $ par x, $, y, 6, e. 

4
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On déduit de cette remarque une première propriété, fonda- 
mentale dans la théorie qui nous occupe. Désignons par Szla puis- 
sance d’un point quelconque par rapport à la sphère (Sx); le 

remier membre de l'é uation 8 sera sk, Si l'on élève cette P q 
Re 

équation au carré ct si l’on ajoute toutes les équations ainsi ob- 
tenues, on trouvera, en appliquant les formules (11) et (12), 

DORE) 1 

+ (+ 32+ R1 

  

9 - 

Ki ) +ASi+ 4yi+ ist = 0. 

Aünsi il existe, entre les puissances d’un point quelconque par 
rapport aux cinq sphères, la relation homogène 

. S\ 
(13) > (&) = 0. 

“Nous rappelons que, si une des sphères (Sx) se réduit à un plan 
(Px), ie doit être remplacé par 214, P4 désignant la distance du 
point (æ, y, :) à ce plan. 

Si l’on multiplie de même le premier membre de l'équation (8) 
par d4+ lex, on trouve | | 

| \Y,- ._ Se D Gr in) = ar 
ou encore 

Sx 1) 2 (15) R? =—), 

en remarquant que, d'après la formule (4), on a 

NS . : 
CRU = — 

Rx” 

152. Nous pouvons maintenant définir le système de coor- 
données que nous nous proposons d’étudicr. Nous appellerons 
coordonnées pentasphériques d’un point les cinq quantités z4 

. , SZ 
proportionnelles à À et nous poserons 

Sz (5) | msg
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Comme nous n’emploierons que des équations homogènes, le : facteur À n’aura aucune influence sur les résultats. On trouvera 
d’ailleurs, en vertu de la formule (13), : 

(16) di +rit.. + vie o. 

Ainsi nos cinq coordonnées seront toujours, comme il fallait s'y attendre, liées par une relation homogène. Il est aisé de montrer 
qu'il n’y à pas entre elles d’autre relation ct que cinq quantités 
satisfaisant à l’équation (16) déterminent un point et un seul. 
Remarquons en effet que les équations (13) et (14) contiennent 

toutes les relations possibles entre les quantités S;; car, pour dé- 
lerminer un point, trois de ces quantités peuvent être choisies ar- 
bitrairement. D'ailleurs, si l’on substitue dans ces relations l’ex- 
pression de Sx en xx, la première se réduit à l'équation (16) qui 
est vérifiée par hypothèse, la seconde devient 

(19) —2} =D 

et fait connaître le facteur de proportionnalité à. 
Au reste, on peut obtenir les’expressions de Z, ÿ, 3 en fonction 

des variables x4; il suffit de résoudre le système 

  

( 2AUS APT + 2 | 
18 A Tips R moy SR S, y 

(18) | pa HI in + RS, # 
R° R OR 

où l'on donne à les valeurs. 1, 2, ..., 0. En ajoutant ces équa- 
Lions après les avoir multipliées soit Par æ, soit par 83, fr dk 
£x On trouve 

. s . 5 
2àx =Y LT, À (x! +yf+ 32— R?) = RŸ SkTE 

1 
1 

ä 
5 

(19) 27 =Ÿ Pare, (r+ pee 5 R?) = — RY ET 
1 1 
s 

25 =Y YA Th 

7 "1 

Les deux dernières équations feront connaître, par soustraction,
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le facteur } sous'la forme 

(20) 22R=— L(0r+ lsr)Te, 

qui est équivalente à l'équation (15); les autres donneront x, y, 

3 et même æ?+y?+ 35? (1). 

En même temps qu’un point M dont les coordonnées x, y, s el 

æ, sont liées par les formules (18), considérons un autre point 
M' dont nous désignerons les coordonnées par les mêmes lettres 
accentuées x’, 3°, 3! et x}. On trouvera sans difficulté 

ME = Ga (pp + (5 — 5) 
(21) _ BETETE —2Srerr | 

T 2h VE nn 24? 
gd Re cod Ry 

telle est la formule qui donne la distance de deux points. Si l’on 
tient compte des relations identiques entre les coordonnées, on 
peut lui donner la forme 

(22) re 2er) 
LL. DRE 
  

() Si l’on voulait se livrer à une étude plus détaillée, il faudrait signaler un 
cas d'exception. La formule (13) montre que les cinq rayons satisfont à la rela- 
tion 

5 
7 I 

(20) Ar ° 
1 

si lon cherche le point pour lequel on a 

x 1 

RTS 

on Lrouvera qu’il est indéterminé et n’est assujetti qu’à .une condition, celle d'être 
dans le plan de l'infini. 

D'autre part, un point du cercle de l'infini a une infinilé de coordonnées qui 
sont déterminées par la formule 

. k 
? DT 

& . 

où X est quelconque et où les æ, satisfont, en mème € lemps qu’à l'équation (16), 
à la relation 

Sao 
: R,
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Lorsque les deux points sont infiniment voisins, on obtient 
l'expression suivante de l'élément linéaire : 

> dr? 

ST ee) 

(EF 

(23) ds? = 

Il est inutile d’insister sur l’analogie que présentent ces deux 
formules avec celles qui se rapportent à la géométrie de Descartes. 

153. Proposons-nous maintenant d'établir les relations d’or- 
thogonalité dans le système des coordonnées x. 
Quand les coordonnées sont fonctions de deux variables 2, 5 

les courbes (p)}, (91) seront perpendiculaires si le coefficient de 
dé dos est nul dans l'élément linéaire, c'est-à-dire, d’après la 
formule (23), dans la somme 

Sdr}. 

Cette condition se traduit par la relation 

Ÿ dr Tr o 
72 ; Ci) 210 0m — 

toute semblable à celle que l'on obtient avec les coordonnées 
tarlésiennes. 

, Étant données maintenant deux surfaces par les équations 
homogènes 

D(Ti5e = 0, rs Zs}= 0, 

ti ’ell à angle droi cherchons la condition pour qu'elles se coupent à angle droit. 
Nous remarquerons d'abord les relations suivantes, qu'il est aisé 
de vérifier, entre les puissances d’un point par rapport aux cinq U 
sphères orthogonales 

2 JS .\2 | CE) CE) (5) 
(25) 4 dx | dy 95 

‘ JSx 054 9Sz Sp 95% S 
D 0 Ÿ 0 à 

l 4(Sx+ R?), 

H 2(Sx-+ Sur). 

D’après cela, remplaçons dans les équations homogènes des deux 
. : : Si surfaces les æi par les quantités proportionnelles R; ©! POsons,
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pour abréger, 
es dy do 0 F CERUR 

dy dy 03 03 

On aura évidemment 

(2, d) = —= Y 7e 2 (Sa, Sax DA 
22408 DS 

c’est-à-dire, en tenant compte des formules (25), 

d 

2) pas) (D) | 

7 2 \ > 0 0ù 

+(Dsx)( &) Di 22 

Puisque les fonctions sont homogènes, on a 

ds 
Sx = = me—o S = nÿ= o Ds. F sx Fo? 

et la condition d’orthogonalité prend la forme 5 P 

5. > à 

(26) (RH eIÈ EE Lo. 

Plus généralement le cosinus de l'angle V, sous lequel deux surfaces 
se coupent et qui est donné par la formule 

D cos V = ——— 
Ve g)C$ Ÿ) 

DE ds La 

VIVCE Ÿ Œ 2T : 

154. Avant de continuer l'étude des coordonnées x;, nous indi- 
querons leur rôle dans la théorie des lignes de courbure. 

aura pour expression 

27) cos V — 
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Considérons une surface quelconque et supposons que les coor- 
données x; d’un point quelconque de cette surface soient ‘ex- 
primées en fonction de deux variables indépendantes a, f. For- 
mons l’équation linéaire 

| œ0 20 > 9 D 1 20 

à laquelle satisfont les cinq coordonnées. Nous allons montrer 
que ses caractéristiques sont les lignes de courbure de la surface. 

Si l’on pose, en effet, 

— +F0—0o, 

0 — 5, 

À étant le facteur de proportionnalité qui figure dans les formules 
(15) et qui est défini par l'équation (15), l'équation linéaire prendra 
la forme 

ds dx PE 2 Pl d5 

d'où le terme en s a disparu, puisque }, étant une fonction linéaire 
des æ;, est une solution particulière de "equation (28). L équation 

en 5, admettant les cinq solutions Ÿ T ou Ÿ x, qui sont des fonctions 

Jinéairement indépendantes de x? RE Ty J'y Sr 1, devra 
admettre comme solutions particulières les mêmes fonctions 

Lo D Jr 2%, + yi+ st. 
# « 

Ce sera donc l'équation considérée au n° 143 et dont les carac- 
téristiques sont les lignes de courbure. Les caractéristiques de 
l'équation en 5 étant es mêmes que celles de l'équation en 9, 
notre proposition est démontrée. On en déduit immédiatement la 
conséquence suivante, qui revient au fond äu théorème du n° 144. 

Si l’on connaît cinq solutions particulières x,, ..., x;.d’une 
équation linéaire 

2 0 (29) 020 = AT +B® 

0203 03 + G, 

liées par la relation 
- Lo? — 

mTjÿ = 0, 

les quantités x; sont les coordonnées pentasphériques d’un
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point d'une surface pour laquelle « et 8 sont les paramètres 
des lignes de courbure. 

De même le théorème relatif aux systèmes orthogonaux, donné 
au n° 148, recevra l'expression nouvelle qui suit : 

Etant données trois équations linéaires 

  

0 m 20 ñ 0 0 | 

Op VEN TT di T d5e FP® - 

020 dû 0 
(30) { F0 ST HMS + pi, 

270 = D nr 0, 0 
don ?0s 207 Pa 

st l’on en connaît cinq solutions particulières x: satisfaisant à 
da condition 

2 Zxi — 0, 

elles pourront être regardées comme les coordonnées penta- 
sphériques d’un point de l’espace, et p, 91, pe seront les para- 
mètres de trois familles de surfaces se coupant mutuellement à 
angle droit ('). 

Considérons en particulier les trois équations 

Co 6) À 00 90 
PU apres À nd 

920 00 00 

POP Da D 
920 90 06 

2) + D 0x 

(31) 2(Pp2—p) 

qui admettent la solution commune 

0= A Ta — pita — pote —p); 
si l’on pose 

(32) Had = tu alu — 0). — es, 

  

(*) G. Danroux, Afémoire sur la Théorie des coordonnees cur vilignes et des 
systèmes orthogonaux (Annales de l’École Normale, 2° série, t. VIE, p. 2975 
1858). 

«
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les cinq solutions définies par la formule générale 

     (33) ri=| LIEN ECG 22) (1,2... 5) 

salisferont à l'identité 
Ex? = 0. 

Les formules (33) détermineront par conséquent un système 
Wiple orthogonal. Les surfaces qui le composent et qui ont recu 
lcnom de cyclides ne sont autres que les transformées parinversion 
de celles qui ont été définies au n° 143; elles sont représentées par 
l'équation unique 

K r} 

dd Ai — } 
  (3j) = 0, 

où l’on remplacera À successivement Par p, fi, 9». Au reste, on 
vérifie immédiatement, en appliquant la condition d’orthogonalité 
(26), que deux surfaces correspondantes à deux valeurs différentes 
de ? se coupent mutuellement à angle droit. En se servant des 
formules (33), on trouvera la formule 

1 Ÿ dax? = Ga) — 52) — Er) qua 

  

un LT J19) . 
| A Gi P)(i— ge) Le (os 2) oi) 2 

l | JG) i+ J(2) de 

qui permet d'obtenir l'expression de l'élément linéaire dans le Sys- 
tème orthogonal considéré. La formule (23) nous donnera 

5? | M2 ds = ET PIE — Be) pee 
JP) 

36 - 
En + RP) en) ge à Ge 2e 80) pus 

| C1) “ Je2) ‘+ 

M ayant pour valeur 

. 5 L . 

ae _ D /lax—e)ar— pile ga) GED Nef on 
{ 

Si l’on fait, en particulier, 8e = const, on obtient l'élément 
linéaire d’une des cyclides qui composent le système sous la
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forme 

M?ds= (p— 1) [ES - Te ax].   

On voit que les cyclides possèdent la propriété ue nous avons q 3 I ; 
déjà reconnue aux surfaces du second degré (n° 121), d’être divi- 
sibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure. 
On pourra donc faire la carte d’une région quelconque tracée sur P q 
l'une de ces surfaces. ‘ 

155. Dans la théorie des systèmes conjugués et des lignes asym- 
ptotiques, l'emploi des coordonnées homogènes nous a permis de 
reconnaître immédiatement et sans calcul que les propriétés de 
ces systèmes et de ces lignes subsistent quand on soumet la sur- 
face à une transformation homographique ou à une transfor- 
mation par polaires réciproques. Les coordonnées homogènes 
d’un point quelconque ne changent pas, en effet, quand on effectue 
une transformation homographique quelconque, pourvu que l’on 
suppose cette transformation effectuée sur le tétraèdre de référence 
cn même temps que sur les points de l’espace. Lé système des 
coordonnées pentasphériques jouit d’une propriété analogue par 
rapport à l'inversion. Voici comment on peut le démontrer. 

Rappelons d'abord que la théorie du contact des sphères, 
celle des centres et des axes de similitude, ont conduit les géo- 
mètres à considérer le rayon d’une sphère comme une quantité 
susceptible de signe; de sorte que, dans beaucoup de recherches, il 
y a le plus grand avantage à regarder comme distinctes deux 
sphères de même centre, mais dont les rayons sont égaux et de 
signes contraires. Nous allons voir, en particulier, que, 'si l’on sou- 
met une sphère quelconque à une inversion, on peul déterminer 
rationnellement le rayon de la sphère transformée en fonction du 
rayon de la sphère proposée. 

Soient, en effet, | 

  

(38) = x, y=— Si — 2 7 XI Yi ZE N+V+ 2 NY: 

les formules qui définissent l’inversion. | 
Par l'application de ces formules à la transformation d’une
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sphère (S), de centre zo yo 50 et de rayon R, définie par l'équation 

(39) S=(r— 20) +(7 —ÿo} + (3 — 50) —r? = 0, 

on obtient l'identité 

Go) Se (XX (Y Yo) (Z — Zoe RE], XI+Y2+71 

Xos Yo; Lo étant donnés par les formules 

{ FD 122% 

Tate? 
42 

(41) Yo = —— 7 ., 
x$ +J$ +sè— rt 

. 125 
Lo 5 à Ti +} + si — rt 

Air 
3e 5 LIL Rp" 

Té FF + So —7 

On pourra prendre un signe arbitraire dans cette dernière 
formule; mais, si l’on convient de prendre constamment le même 
signe, par exemple le signe +, les formules (41) et la suivante 

tr 

aber 
(12) 

détermincront non seulement la position de la sphère transformée, 
mais encore le signe de son rayon. 

Dans cette hypothèse, la formule (40) deviendra 

un
 LS 

Fr XYZ R’ 

S'.désignant la puissance du point (X,.Y, Z) par rapport à la 
sphère transformée, et l’on peut énoncer le résultat suivant : SE 
l’on divise la puissance S d'un point par rapport à une sphère 
par le rayon r de cette sphère, et que l’on soumette la figure 
pes . . ‘ S . pes 
entière à une inversion, le quotient = se reproduira multiplié 

par une quantité qui ne dépend pas de la sphère et ne contient 
que les coordonnées du point. 

6 S . 
En particulier, les cinq quantités À se reproduisent toutes 

: À .… Re 

D.— I. î 15
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multipliées par le même nombre et, comme les coordonnées Ti 
leur sont proportionnelles, on peut dire que ces coordonnées de- 
meurent invariables, le facteur de proportionnalité étant seul 
changé, pourvu que l’on rapporte la nouvelle figure aux sphères 
orthogonales qui dérivent des sphères primitives par l’inversion 
considérée. On voit ainsi que toutes les propriétés établies pour 
une figure et indépendantes du choix des sphères coordonnées 
subsisteront nécessairement pour toutes les figures inverses de la 
figure considérée. | 

Cette proposition étant admise, le ‘théorème du n° 134 montre 
immédiatement que l’inversion conservera les lignes de courbure 
de la surface. 

156. Nous terminerons en indiquant les formules principales 
relatives à la sphère. L'équation (21) qui donne la distance de 
deux points nous permet d'écrire immédiatement l'équation d’une 
sphère dont le rayon est p et dont le centre a pour coordonnées 
Lis «. 43, SOUS la forme 

, 2 ak NW Tr (43) 2 Ducs VE R = 0. 

Cette équation est linéaire par rapport aux coordonnées z;. Réci- 
proquement, toute équation de la forme 

5 

(44) > METR=O 

1 

représente une sphère ou un plan. Il suffit, pour le reconnaître, 
de remplacer les æx par leurs expressions (18) en x, y,s3. Pour 
obtenir le centre et le rayon de cette sphère, il faudra identifier 
les équations (43) et (44). On à ainsi les équations 

4 = + F JE — (45) HArx dut DE Gr .……, 5), 

où y désigne le facteur de proportionnalité. 
Comme on peut multiplier les a; par un nombre quelconque, 

on peut remplacer le facteur uw par un nombre arbitrairement 
choisi; nous ferons, par exemple, 

H = 2.
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+ Je , ‘ - I . Le Multiplions l'équation (45) par Hz ©t ajoutons les équations 

correspondantes aux diverses valeurs de l'indice X. En tenant 
compte de la relation : 

I 
= —=0, 

Dr 

déjà signalée dans la note de la page 218, nous aurons 

% my 

Re > Rz 

D'autre part, si nous ajoutons encore les équations (45) après 
avoir élevé leurs deux membres au carré, nous trouverons 

5 

mins (3) INT = 5 — . 
> ET ( ie) 

£ 

Le rapprochement des deux formules précédentes nous donnera 

: VE nm? 

Om” 
Re 

(16) ? 

et, en portant cette valeur de os dans l’équation (45), nous aurons 

  
vw 2 , = m 1 Xi 

(47) EE 2R Nm 

R4 

Telle est la formule qui fera connaître les coordonnées pentasphé- 
riques du centre. 

= Une sphère cest complètement déterminée si l’on connaît les 
rapports des cinq quantités m3 que, pour cette raison, on peut 
appeler les coordonnées homogènes de la sphère. Mais, dans 
toutes les questions où le signe du rayon entre en considération, 
il est nécessaire d'introduire une coordonnée nouvelle propre à 
faire connaître la valeur du radical qui figure dans l'expression du 
rayon. Nous poserons, en désignant par », celte sixième coor- 
donnée, 

(48) 

 



228 LIVRE II — CHAP. VI. 

. . à , ‘ 
afin que la relation entre les six coordonnées prenne la forme 
très symétrique 

6 

(9) Do. 
1 

Deux sphères de même centre et de rayons égaux et de signes 
contraires auront les mêmes coordonnées my, .…., m,3; mais les 

coordonnées 7», seront égales ct de signes contraires. On aura, 
d’après la formule (46), 

(50) p= im . 

mE 

Re 
1 

  

Cela posé, considérons deux sphères (S), (S'), de coordonnées 

mx, M3 respectivement, et soicnt d la distance de leurs centres, 

p, p' leurs rayons. Les formules (21) et (47) nous permettent de 
calculer d et nous donnent 

(51). dpi pre 1. 

Si donc nous voulons calculer l'angle V des deux sphères, en le 
définissant d’une manière précise par la relation 

(52) = pt+p— 250"cosV, 

nous aurons, en appliquant les formules (50), (51), 

M
 

« 

mm 

53 COSV = — (53) MEME ro 

et, par conséquent, u 

Ÿ mm 
Y éd # 

(54) ot 2 sin = —. 
2 none 

Ces formules vont nous conduire à plusieurs conséquences et, en  
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particulier, à la définition géométrique des coordonnées de la 
sphère. 

Supposons que la sphère (S') se réduise à la sphère coordonnée 
(S4), on aura 

mi, = 0; vs Mme 1, ….,  Ms=0, 

et la formule (50), où l’on fera p — Rx, nous donnera 

My =— 1; 

l'équation (53) deviendra donc 

mr = im COS V4, 

V4 désignant l'angle de la sphère (S) avec la sphère (S4). 
Aïnsi, les cinq coordonnées m,, ., m; d’une sphère quelconque 

sont proportionnelles aux cosinus des angles de cette sphère avec 

les sphères coordonnées. De plus, la relation entre les six coor- 

données prendra la forme 

5 U 
à 

D cos Vi = 1, 

tout à fait analogue à celle qui relie les angles d’un plan avec les 
trois plans coordonnés dans la Géométrie de Descartes. La for- 

mule (53) pourra s'écrire aussi sous la forme 

& 

(55) cos V = > cos Vz cos VE, 

et son analogie avec celle qui donne le cosinus de l’a ngle de deux 
plans est également évidente. 

La formule (54), si l’on tient compte de la relation identique 

entre les coordonnées, peut s’écrire 

.Ÿ (56) Re 

Si l’on suppose que les deux sphères sont infiniment voisines
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leur angle de sera donc fourni par la relation 

  

(87) de? = TE ; 

Toutes les fois que deux sphères sont tangentes, elles se cou- 
pent sous l'angle zéro ou 7; mais, dans les théories où l’on tient 
compte du signe du rayon, il y a avantage à considérer comme 
tangentes seulement celles qui se coupent sous l'angle zéro. Ainsi 
entendue, la condition de contact s’exprime par Ja relation 

6 6 

58 > My — My} =—0 MEME = O0. (58) Enr — mx) Y 217 
1 1 | 

Quand les deux sphères sont infiniment voisines, la distinction 
relative au signe du rayon disparait et la condition de contact dez 
vient / 

6 
. 

(59) Dam = 0. + 
1 

157. La forme de la condition de contact conduit à un rappro- 
chement capital entre Ja géométrie des sphères et celle des lignes droites. Reprenons les équations de la ligne droite, écrites sous la forme déjà employée au n° 139 Li à 

YS—ryÿ+pi=0, 
(Go) _STET—-ps+gqi=0, 

PY—-qt+r=o. 

Les six coordonnées homogènes de la ligne droite satisferont, 
nous l'avons vu, à l’équation identique 

(Giÿ PP1+9qi+rr=0, 

et réciproquement (n° 139) six quantités satisfaisant à cette rela- uon définiront toujours une ligne droite. L'équation (61) est qua- dratique, comme la relation (49) entre les six coordonnées de la 
sphère, et l’on peut ramener ces relations l’une à l’autre en posant 

P=M+im, I=M+ Ms, r= min, (62) 
Pi= Mi — in, Di=M;—im, = Ms — im,
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ou, ce qui est la même chose, 

    

  

+ | + T+r 
Mi = Pr, my= TH, Ms = = 1, 

(63) | 
Pi — — Tr 

me =il2i—P, m, = il=T T, Me = à À . 
2 6 2 

Les formules (62) ou (63), qui conduisent à l'identité 

6 

NY 
PPr+ I += MYs 

1 

font correspondre à toute droite une sphère et vice versa. De plus, 
si l’on considère deux sphères, de coordonnées mx, my, respective- 

ment, ct les deux droites correspondantes, de coordonnées p, q, 

lys. Pqr,...,il résulte de l'identité précédente et de la 
forme linéaire des équations de correspondance l'identité plus gé- 
nérale 

Cp —p'}Cpi— pi) 
(63) +(g—g'Xqi—gi)+(r—-r)(n—r)= DC mi. 

1 

Le second membre de cette formule s’annule quand les deux 

sphères sont tangentes et seulement dans ce cas; le premier 

membre s'annule quand les deux droites considérées se coupent. 
On voit donc que la transformation définie par les formules (62) 

ou (63) fait correspondre à deux sphères tangentes deux droites 

qui se coupent et vice versa. 
Au reste, on peut définir cette transformation sans passer par 

les coordonnées homogènes qui ont été l’objet de nos études dans 
ce Chapitre; car, si l'on prend les équations d’une droite sous la 
forme 

T=AS+p, 
65 

( ) z=bs+g, 

, 

la condition pour que deux droites différentes se coupent s’ex- 1on p q 
prime par la relation bien connue 

(a—a')(g—g'}—(b—0'Xp—-p}=o;
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ct, si l'on pose 

a=T+yi, bd — 3+R, (66) 
T=E—-Ju  p=R—;s 

et, de même, 

a'= x y'i, bd=s+n,, 
- qg'= æ'— y'i, p'= R'—;, 

elle devient 

Ga + y} +(s- sr (R— R'} = o. 
Si donc on considère les formules (66) comme établissant une correspondance entre la droite arbitraire représentée par les équations (65), et la sphère dont le rayon serait R et dont le centre aurait pour coordonnées cartésiennes Z; J', 3, On voit que ces formules font correspondre à deux droites qui se coupent deux sphères qui se touchent, et réciproquement, 
Cette transformation, qui établit une liaison entre les lignes droites et les sphères, c'est-à-dire entre les éléments les plus essen- tiels de l'espace, est une des plus belles découvertes de la Géomé- tie moderne; elle est due à M. Sophus Lie qui, dans un Mémoire inséré au tome V des Mathematische Annalen (), l’a présentée avec ses plus importantes Conséquences. Au nombre de ces con- séquences, il faut surtout citer la suivante : 

La transformation de 31. Lie fait correspondre à ! ’ensemble des droites tan gentes à une surface (S) l’ensemble des sphères langentes à une autre surface (S'). A toutes les droites tan- gentes en un point M de (S) correspondent toutes les sphères langentes en un point M' de (S'). Quand le point M décrit une ligne asymptotique de (S), le point M décrit une ligne de courbure de (S'). Par suêle, à toute surface dont on sait déter- miner les lignes sy mploliques, on peut faire correspondre Par la transformation de A1. Lie une autre surface dont on. connaîtra les lignes de courbure et vice versa. 

(*) Sorurs Lx, Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel- Complexe, mit Anwendung auf die Theorie Partieller Diferentialgleichungen (Hathe- matische Annalen, t. V, P. 145-256; 1871).
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Nous avons éludié ce théorème avec tous les détails nécessaires 

dans notre Cours de 1881-82, qui avait pour objet la théorie géo- 
métrique des équations aux dérivées partielles. Nous y serons 
conduit plus loin par une voic indirecte; mais, pour l'établir 

avec toute la largeur désirable, nous serions obligé de développer 
ici unc théorie du contact qui nous éloignerait de notre objet ct 
que nous réserverons pour une autre occasion.
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CIIAPITRE VII. 
LES LIGNES DE COURBURE EN COORDONNÉES TANGENTIELLES. 

* 

Cas où la surface est définie par son équation tangentielle. — Application à la surface de quatrième classe, normale à toutes les positions d’une droite inva-’ riable dont trois points décrivent trois plans rectangulaires. — Cas où les coor- données tangentielles sont exprimées en fonction de deux paramètres. — Pre- mière solution du problème ayant pour objet la détermination des surfaces admettant une représentation sphérique donnée pour leurs lignes de courbure. — Développements sur un système particulier de coordonnées tangentielles em- ployé par M. O. Bonnet dans l'étude des surfaces. : ‘ 

158. Nous allons passer maintenant à l'examen du cas dans le-. quel la surface est définie par une propriété de ses plans tangents et nous supposerons d’abord que l'on connaisse l'équation homogène | qui relie les coordonnées du plan tangent | 
() . JG # #D)= 0; 

les axes étant rectangulaires. Le point de contact du plan langent ‘ aura pour coordonnées 

of of of LU, D @ FD JT y ‘ dp D. "op 
et les cosinus directeurs de la normale seront proportionnels à w, 9, 4. Pour obtenir l'équation différentielle des lignes de cour- bure, il suffira donc d'appliquer l'équation (4) du n° 138, ce qui donnera 

YU YU dp du — du a p u du 

Of 39 __ 9f ,df , — 2 D — de op 9 dv |—=0o 

of aŸ of d of w dw dp dv dy op
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ou, sous une forme plus symétrique, 

Ÿ  q% du da u du 

of af 
G | d% d% ? dv 

=0 
- Ÿ  4YŸ de di œ div 

LA g 
2 ‘op ° 

Il importe de remarquer, en vue des applications, que l'équa- 
. Lion précédente conserve encorc sa forme, alors même que l’équa- 

tion (1) n’est pas homogène, pourvu que l’on suppose &, v, égaux 

aux cosinus directeurs de la normale et liés par l'équation , 
, à : oi ts 
Po Lo. ‘ Hp mt 1, . oh 

+ 

in 

Pour le démontrer, supposons que | ‘équation (1 )ne soit pas ho- 
mogènc. On peut toujoufs la rendré homogène et de degré zéro, 
par exemple en divisant w, 6, w, p par la quaniité 

SVT ET, Lu "À 

qui est égale à l'unité. Alors il faudra mettre, à ke late dé a, 2, 
dep 

# dans l’équation (3), “ 
\ 

re À un P Ye Y,Yw 
— —) 

| | ; ‘ 0h h° dv Ok h° dw TOR dk ñ 

ce qui ‘équivaut à ajouter aux deux premières colonnes du déter- 
minant (3) les deux dernières multipliées par des cocfficients con- 
venablement choisis, ct, ne change pas la valeur du déterminant. 

* eu + 

159. Co sidérons, pat ci «emple, la’ surface de quatrième classe 
définie par l’équation - 

= au? + bo? + cv? 
(4): , P= ———————; 

| 2 

où w, P, sont les. cosinus directeurs de la normale; p désigne 
donc la distance de l’origine au plan tangent. En rendant, pour un 
instant, l'équation homogène et appliquant les formules (2), on 
trouvera, pour les coordonnées du point de contact du plan tan-
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gent, les valeurs 

(5) =(p—a)u, y=(p—bhe, 3 =(p—cw 

et, pour celles d'un point de la normale situé à la distance X du pied 
de cette normale, 

(6) X=(p+)—a)u,  Y=(p+X— br, Z=(p+X— c)w. 

Les points où la normale coupe les trois lans coordonnés corres- P P 
pondent aux valeurs | 

(7) k=a—p, k=b—p, dh=c-—p, 
dont les différences sont constantes. On a donc déjà cette élégante 
proposition : 

Lorsque trois points d'une droite invariable décrivent trois 
plans rectangulaires et que, par conséquent, tous les autres 
Points décrivent des ellipsoides, la droite demeure constam- 
ment normale à une famille de surfaces parallèles représentées 
par une équation de la forme 

(a+ h)ur + (D + 4)e+ (0 + y? 
= , 

2 
(3) P 

où k désigne la constante qui varie quand on passe d’une sur- 
Jace à la surface parallèle (*). 

On peut d’ailleurs obtenir très aisément une construction par 
points de ces surfaces. Cherchons le pied de la perpendiculaire 
abaissée de l’origine des coordonnées sur la normale: La valeur À 
correspondante à ce point sera déterminée par l'équation 

uX +oY+wZ=o, 

qui donne, en appliquant les formules (G), 

À = p. 

Soient P ce point, M le point où la normale coupe le plan des 

  

(1) G. Danvoux, Sur une nouvelle définition de la surface des ondes (Comptes 
rendus, t. XCI, p. 446; 188r).
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73 et qui correspond, nous l'avons vu, à la valeur } — a — p. Le 

milieu du segment PM correspond évidemment à une valeur de } 
qui est la demi-somme des valeurs précédentes ct, par suite, égale 
, 4 se , 
à Cette valeur étant constante, le milieu du segment décrira 

unc surface parallèle à la proposée. Aïnsi, st l’on considère toutes 
les positions de la droite invariable mobile, le milieu du seg- 
ment formé par le point où cette droite coupe l’un des plans 

coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de 
l'origine sur la droite décrit l’une des surfaces normales à la 

droite dans ses diverses positions (1). 

Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de cour- 
bure. L'équation (3) prend ici la forme 

uw du adu 

e dv Bd |=0, 

æ dw cdw 

"et son intégrale, que l’on trouvera aisément, est définie par l’équa- 
lion 

u? p? w? 

ap 6 cp 
    = 0; 

où p désigne la constante arbitraire. Ce résultat s'interprèle comme 

il suit: 

La représentation sphérique des deux familles de lignes de 
courbure de la surface est donnée par un système d’ellipses 
sphériques homofocales (?). 

160. Supposons maintenant qu'étant donnéc une surface quel- 

conque, on connaisse les expressions des coordonnées tangenticlles- 

en fonction de deux paramètres «, 8. Les coordonnées du point de 
\ 

  

.. () Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathematiques (2° série, 
t. IX, p. 137; 1885), M. Mannheim a retrouvé tous ces résultats par des considéra- 
tions de pure Géométrie. 

(2) Nous ne voulons pas insister sur cette étude particulière, ct nous nous con- 
tentcrons dénoncer ici les deux propositions suivantes :
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contact du plan tangent satisferont (n° 96) aux trois équations 

UT + PY + WS5 + p 

du dp dw op 

eus + 2 0. 
28 ‘2% 0 0 

= O0; 

  

Considérons l’ellipsoïde (E) défini par l'équation 

o z? y° 5? 

La transformation homographique définie par les formules 

  æ X 
= = =) 

man mya 

{ y Y 
vmb+n myo’ 

= Z 
= = , 

Vme + Aa mn ve 

où m et n désignent deux constantes quelconques, fait correspondre aùx nor- 
- males de (E) celles del “ellipsoïde (E,) ayant pour équation 

  

X: + Y3 + 73 Die : , 

ma+R  Mb+R  mc+n  ? “Le 
si l’on pose \ \ 

ù n= ma}, MN ù 

et si, laissant K° fixe, on fait croître m indéfiniment, Î ’ellipsoïde (E,) se trans- 
forme en une sphère de très grand rayon, et ses normales deviennent les 

droites invariables dont trois points décrivent les plans de symétrie de (E). 
Ces droites dérivent des normales de (E) par la transformation homogra- 
Phique . 

° LEAY __&Z 
TT V b TT y c ’ 

EX 
T = —) 

a 

qui est comprise comme cas limite dans la première (a), et s'en déduit lors- 
qu'on y introduit les hypothèses faites sur m et sur n. 

D 

La surface étudiée dans le texte peut donc être considérée comme une surface 
parallèle à un cllipsoïde dont les axes ont grandi indéfiniment. 

Si une surface quelconque jouit de la propriété qu’il existe une transfor- 
mation homographique, transformant ses normales dans les normales d’une 
autre surface el conservant le plan de l'infini, les lignes de courbure de cette 
surface peuvent toujours être déterminées et admettent pour représentation 

sphérique un système d'’ellipses homofocales.
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Un point situé sur [a normale à la distance } de son pied aura 
pour coordonnées 

u} pÀ mx 
(10) X=z+- Y=Y+ Z=s+; 

h désignant le radical 

(11) h= Vur+ 614 we, 

Remplaçons, dans les équations (9), x, y, 3 par leurs expres- 
sions tirées des formules (10); les équations ainsi obtenues 

uX + oY + wZ + p = hà, 

x + y® +1 +2 eat 
(12) | dx er 

du % div LP 
X +Yx Ze = 12% 

° BT TT 7 

définiront le point considéré de la normale. Pour trouver l'équa- 
tion différentielle des lignes de courbure, nous écrirons encore 
qu'il existe un déplacement pour lequel le point correspondant à 
une valeur convenablement choisie de } décrit une courbe tangente 
à la normale, c’est-à-dire pour lequel on a 

d\ étant introduit pour l’homogénéité. 
Si l'on différentie dans cette hypothèse les formules (12), la pre- 

mière donnera 

udX +0 dY + w dZ + X du + Y do +2 diw + dp =} dh+ hd}, 

ou, en tenant compte des deux suivantes et des formules (13), 
4 

(4) Bd,  d\= hd; 

la différentiation des deux dernières formules (12) nous con- 
duira alors aux deux équations 

xd + Ya +148 +a% 14%, 

us) 0 » 4%! r Le 'P è KA + d + dE + 2% nd n°
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Enfin, Pélimination de X, Y, Z, } entre les équations (12) et 

(15) nous donnera l'équation cherchée sous forme de déterminant 

du du du du 
u. 3x pr du ns d' 93 

dv ‘ 
p % .. 

dw ‘ 
(16) œ Pr .. . . [= 0. 

op 

dk dk dk dk 
k H 98 d— 437 

161. Cette équation différentielle offre la plus grande analogie 
avec celle que nous avons formée (n° 143) pour les coordonnées 
ponctuelles et la répétition des raisonnements employés aux 
n® 143, 144 nous conduit aux propositions suivantes : 

Formons l'équation linéaire aux dérivées partielles 

CA 020 020 où où 
(13) Noa +5 0g + Con DZ +E + F0, 

qui admet comme solutions particulières les cinq fonctions u, 
9, 4, p, h de et de $. Lorsqu'on l'aura obtenue d'une manière 
quelconque, les caractéristiques de cette équation, définies par 
l’équation différentielle 

(18) À d$?— B dx dB + Cd = 0, 

seront les lignes de courbure de la surface; par suite, si les 
coefficients À et C sont nuls, a et 8 seront les paramètres des 
lignes de cour bure. 

Cette proposition générale entraîne comme conséquence Je 
théorème suivant : ‘ 

L'iant donnée l'équation 

CN r 90, D 90 , 
(19) | 208 Vo FF + + G'0, 

où A, BD’, C' sont des fonctions quelconques de x et $, sé l’on 

4
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en connaît quatre solutions particulières u, +», w, À, liées par 
la relation 

(20) u?+ + wi ho, 

la surface enveloppe du plan 

uX + PY + w2 +0 = 0, 

où Ü désigne une solution quelconque de l'équation (19), seru 
rapportée au système de coordonnées curvilignes (2, $) formé 
par ses lignes de courbure. 

En effet, l'équation linéaire de la forme (15), à laquelle satis- 
feront alors les cinq quantités w, v, 4, P; h relatives à cette sur- 
face, sera l’équation (19) et, par conséquent, x et @ seront les 
paramètres des lignes de courbure. in 

Nous avons montré (n° 98) que, lorsqu'on a obtenu sur unc 
surface un système conjugué quelconque, les coordonnées tan- 
gentielles 4, 6, w, p, considérées comme fonctions des paramètres 
z et $ des deux familles conjuguées, doivent satisfaire à une 
équation linéaire de la forme (19). L'équation linéaire relative au 
système conjugué formé par les lignes de courbure se distingue, 
on le voit, de toutes les autres par la propriété d'admettre en 
outre la solution | | 

Lk= yur+ ot we, 

162. Les théorèmes précédents permettent de former, d'une 
manière très simple, l'équation aux dérivées partielles dont dépend 
la recherche des surfaces qui admettent Pour représentation 
sphérique de leurs lignes de courbure deux familles de courbes 
orthogonales choisies arbitrairement sur la sphère de rayon 1. 

Soient en effet u, v, w, k les coordonnées homogènes d’un 
point de la sphère, qui seront liées par l'équation 

u+ p+ me 2, 

et que nous supposerons exprimées en fonction des paramètres 4, 4 
des deux familles orthogonales. Un système orthogonal tracé sur 
la sphère étant, par cela même, un système conjugué, &, 6, «, ke 

D.— I. 16
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satisferont à une équation de la forme 

020 00 o0 
(21) os An tb + 60e 0, 

équation qu'il sera facile d'obtenir d’une manière explicite, puis- 
qu'on en connaît les quatre solutions particulières w, », sv, À. 

Cela posé, le plan tangent de la surface, étant parallèle au plan 
tangent correspondant de la sphère, sera représenté par une 

équation de la forme 

uX+oY+wZ+p=o, 

où p devra satisfaire à la même équation linéaire que w, v, «, 

c’est-à-dire à l'équation (21). Il suffira donc, pour résoudre le 
problème, d'intégrer l'équation (21), et chaque solution parti- 
culière de cette équation donnera une solution particulière du 
problème posé. | 

Supposons, par exemple, que l'on se propose de déterminer les 
surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes 

de courbure un système d’ellipses sphériques homofocales; 9, p, 

désignant les paramètres de ces ellipses, on aura ici 

(D—PXb— 1)  _ (Cc—p)c—p) 
(—a)(b—c)? 

(a—p}(a—pi) 
7 (c—a)(c—0b) 

Ça=ba—c). = 2 u? =   

L’équation à laquelle satisfont w, , sv sera la suivante 

020 00 09 
(22) 26) 5x À Ta 

et il suffira d'intégrer cette équation pour obtenir la solution 
complète du problème proposé. 

La surface étudiée au n° 159 correspond à la solution 

0— 5 + pi 

Nous aurons l’occasion de revenir sur le problème général dont 

nous venons d'indiquer une solution. 

163. Au licu de poursuivre ces applications particulières, nous 
allons montrer comment on détermine les rayons principaux ct les 

lignes de courbure quand on adopte un système spécial de coor- 
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données tangenticlles qui a été, avec plusieurs autres systèmes 
très dignes d'intérêt, employé par M. O. Bonnet, dans le beau 
Mémoire sur l'emploi d’un nouveau système de variables dans 
l'étude'des propriétés des surfaces courbes (Journal de Liou- 
ville, 2° série, 1. V, p. 153-266; 1860). Voici comment on est 
conduit à choisir les variables considérées par l’éminent géomètre. 

Lorsqu'on étudie la représentation sphérique, il est naturel de 
rechercher la définition géométrique des courbes de la surface qui 
admettent pour représentation sphérique Jes différentes généra- 
trices rectilignes de la sphère. Soit 4 l’uné de ces génératrices 
coupant le cercle de l'infini en un point p. La courbe qui lui 
correspond sur la surface sera évidemment le lieu des points de 
contact des plans tangents parallèles à d; en d'autres termes, ce 
sera la courbe de contact du cône de sommet p circonscrit à la 
surface. ‘ 

Ces courbes de contact des cônes circonscrits dont le sommet se 
trouve sur le cercle de l'infini jouissent, relativement aux lignes 
de courbure, d’une propriété importante que nous allons signaler. 
D'abord il en passe deux par chaque point M de la surface ; car 
soient À cet B les points où le plan tangent en M coupe le cerele 
de l'infini : les cônes circonscrits de sommets À et B toucheront 
la surface suivant deux courbes passant en M. Les deux tan- 
gentes à ces courbes de contact auront pour conjuguées les gé- 
nératrices de ces deux cônes, c’est-à-dire les deux droites de 
longueur nulle du plan tangent, MA, MB. Or ces deux droites MA, 
MB sont placées symétriquement par rapport à deux tangentes 
perpendiculaires quelconques et, en particulier, par rapport aux 
directions des lignes de courbure. 11 en sera donc de même de 
leurs conjuguées qui sont les tangentes aux deux courbes de 
contact. De là le théorème suivant : 

Les courbes de contact des cônes circonscrits ayant leurs 
sommets sur le cercle de l’infint déterminent sur lu surface un 
Sstème de coordonnées curvilignes admettant pour image 
sphérique le système des génératrices rectilignes de la sphère. 
Les tangentes aux deux courbes coordonnées qui passent en un 
point quelconque de la surface admettent pour bissectrices 
les directions des lignes de courbure.
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: Par conséquent, si l’on emploie le système de coordonnées que 

nous venons de définir, l'équation des lignes de courbure pourra 
être ramenée à la forme simple | 

A di + Cd3 = 0 

et ne contiendra plus le terme en dz dû. 

164. Voici comment on vérifie cet important résultat. Désignons 
toujours par €, c', c" les cosinus directeurs de la normale en un 
point M de la surface; c, c'; c” seront les coordonnées du point me 

qui sert de représentation sphérique à M. 

Les expressions de ces coordonnées en fonction des paramètres 

z, des génératrices rectilignes de la sphère ont déjà été données 
(n°15). Elles sont 

      

1 — 43 +2 a+ 8 
(23) c= hs ci 5, c"= L. 

a—$ a —$ a—$ 

Nous écrirons l'équation du plan tangent sous la forme 
D 

ra 

  cr+c'y+ cs + 5 =0 
2—$ 

ou plus simplement 

(2) (1—a8}r +i(i+a)y +(2+8)5s+E=o. 

On aura donc ici 

u=1— 18, o = i(1+ 8), m=r+$, pi. 

L'application des formules (9) nous donne d’abord les coor- 
données du point de contact. On trouve ainsi 

  

  

re = IP 
T NT rs? 

(25) ie ÉP=EI Lr Ti} Tag — 5 

z=21—%P, 
2— $ 

p et g désignant les dérivées premières de £. En appelant’ de même 

r, 5, t les dérivées secondes, l'équation (16) des lignes de courbure
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devient ici 

(26) dp di — dq d8 = r dx — 1 43 = 0, 

ct les formules générales (12) et(15), qui font connaître le centre 5 14 
principal et le rayon de courbure correspondant, nous donnent 

(2) 2R = (s+VrE)(a —B)+p—9, 
X—iY = 54 Ve, 

(28) 2%= (a+ B)s+Yr)—p— a, 

X+iY=— 38(s+ ré) +ap+8q—E, 

X, Y, Z, R désignant les coordonnées du centre et le rayon de 
. d courbure. Dans toutes ces formules, on a pris pour a la valeur 

/# en sorte que (/ré est mis à la place de 

, À =, 

dr dà 

165. Les formules précédentes se prêtent à une foule d’appli- 
cations intéressantes, tant à cause de leur simplicité que du choix 
des variables auxquelles elles se rapportent. On peut leur donner 
une autre forme qui offre quelques avantages dans certaines 
recherches. 

Nous avons pris pour les cosinus directeurs de la normale les 
expressions (23). Les variables «, $ possèdent ce grand avantage 
de se transformer par la même substitution linéaire quand on 
effectue, soit un changement d’axes, soit un déplacement de la 
surface. Mais, dans certaines applications où il s’agit de surfaces 
réclles à déterminer, les variables complexes & et 8 offrent un 
inconvénient résultant de ce qu’elles ne sont pas imaginaires con- 
juguées. Nous avons vu'que, pour tout point réel, & a pour con- 
. , I 
juguée — 3 Nous changerons donc, dans les formules (23), Ben 

1 . . . . . — 3» ce qui donnera pour les cosinus directeurs les expressions B 
suivantes, déjà employées au n° 31, 

+ .B— x 23 —1 2 = | c'=i " 
(29) - 1+ 23? 1+ 43? 
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et nous prendrons pour l’équation du plan tangent. 

(30) (a+ Bjr +8 — x)y + (aB—13+E—0; 

& sera maintenant une variable réelle et «, B des variables imagi- 
naires conjuguées toutes les fois que la surface sera réelle, et qu'il 
s'agira de plans tangents réels. 

Les coordonnées du point de contact du plan tangent auront 
maintenant pour expressions 

é—ra—gê 
ST Ze —_ ? 

1+ 2$ 

B(E—px—g8) _h 
1+ 28 É 

. E— pr— 
T+HUY = PER 

(31) T—iy=— 

g. 

L’équation différentielle des lignes de courbure sera 

(32) dp da — dq di = r de — 1 dB? = 0, 

comme dans le cas précédent. | 

Et enfin les formules faisant connaître le centre et le rayon de 
courbure deviendront 

2R=E—pa—gB+(i+a8)(s+ Vie), 
2L=ËE—pa—qB—(1—aB)(s+ ri), 

X—EY = p+p(s+ ré), 

UX+iY=— qg+a(s+ ri) 

(33) 

Sous cette forme on reconnaît immédiatement qu'elles four- 
niront pour X, Y, Z, R des expressions essenticllement réelles. 

On passera d’ailleurs du premier système de formules au second 
en faisant la substitution très simple 

Y 

Ï 
(35) P=— ge |"

 
n
u
 

. I 

Enfin on obtiendra également sans difficulté l'équation différen- 
Liclle des lignes asymptotiques, qui estici 

(35) (1+ aB)(r dat + 2s da dj + 1 dB?) + 2 dx di(£—pa—qgB}=0, 

;
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et l'expression de l'élément linéaire 

(36) 7 ds=(s di dgXs di + dp), 

qui se présente ainsi décomposé en ses deux facteurs. 

166. IT ne sera pas inutile d'examiner, en vue des applications 
ultérieures, ce que deviennent les coordonnées 4, f, £‘quand on 

change les axes coordonnés ou, ce qui est la même chose, quand 
on déplace la surface. Considérons d’abord le système primitif 

dans lequel l'équation du plan tangent est - 

(t— a8)X + i(1+ 28) Y + (a+ B)Z+t= 0. 

Quand on imprimera à la surface une translation de compo- 

santes }, 4, v, il faudra, dans l’équation précédente, remplacer X, 

Y,Z par X—), Y—u, Z— y; la nouvelle valeur E’ de E sera donc 

(37) Et k(i—-a8)—in(i+a8)— (x + pr. 

Imaginons maintenant que l’on fasse tourner la surface autour 

de l’origine des coordonnées. Si nous remarquons que, d’après 
leur définition, + et $ sont les coordonnées symétriques du point 

m qui, sur la sphère de rayon 1, sert de représentation sphérique 

au plan tangent, il résultera des propositions développées (Livre, 
Chap. IT) que les nouvelles valeurs «,, 8, des coordonnées a, 8 

s’obtiendront par une même substitution linéaire effectuée sur x 
et sur $. On aura 

Man min 
(38) a = ——— = MAR, , = 

Pu+g Ph+g 
  

Désignons par £, la nouvelle valeur de &. La distance de l’ori- 

gine au plan tangent n'ayant pas changé, on aura 

& Ë 
(39) a a—$   

ou, en remplaçant z ar leurs valeurs 
, | P Ç ? P 

(mg — np) 
(0) (pa+q)ph+g) n

e
 

La question proposée est donc complètement résolue, en ce qui 
concerne le premier système de coordonnées.
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167. En reprenant la même méthode pour le second, dans lequel le plan tangent a pour équation 

NCA BR) + EV(B— 2) + Z(a8 1) +5 0, 

ou en passant du premicr système au second par la substitution 
(34), on verra qu’une translation (à, pe, v) de la surface donne la nouvelle valeur de £ 

{n) BE Ua E)— (8 — à) 128 D. 
Et de même une rotation autour de l'origine des coordonnées scra définie par les formules 

  

_ Ma+n o __P—gf 
(42) #7 Pu+g? FT nm 

(13) g= 0 np) (m— nBipaui+ og) 
is Pr 6 désignant les nouvelles coordonnées. Si la rotation est réelle, on pourra prendre (n° 29) 

T=m, P—=— TR, 

Mo; A9 désignant les imaginaires conjuguées de m ct de x. Les équations précédentes donneront alors | 

= Lu+R 8 Moi + 70 = — 2,3 , — RU + Mo — fit m (14) 
MMy+ AN 

Cm— n$;)(mo— n52) 
fi 

Ces formules nous seront utiles dans la théorie des surfaces 
minima. 

T7
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CHAPITRE VIIL. 

APPLICATIONS DIVERSES. 

Applications des formules relatives aux lignes de courbure données dans'le Cha- 
pitre précédent. — Transformation de M. Lie dans laquelle les lignes de cour- 
bure d'une surface correspondent aux lignes asymptotiques de la transformée. 
— Transformation par directions réciproques. — Relations entre les éléments 
correspondants dans cetic transformation. — De l'inversion dans le système 
de coordonnées (2, 8, £). 

  

168. Nous aurons à faire différentes applications des systèmes 
de formules développés dans le Chapitre précédent. Dès à présent, 
nous allons étudier les suivantes, et, comme il s’agit de recherches 
générales, nous emploicrons de préférence le premier système. de 
formules étudié dans les n°° 164 et 166. 
Remarquons d’abord que l'équation différentielle (26) [p.245] 

des lignes de courbure est identique à l'équation différentielle des 
lignes asÿmptotiques donnée au n° 110. De là ce premier résultat : 

A toute surface dont on connaît les lignes asymptotiques on 

peut faire correspondre une surface dont on saura déterminer 
les lignes de courbure et vice versa ('). 

  

(1) Le rapprochement des formules données aux n°* 110 ct 164 nous conduit au ré- 
sultat suivant : Désignons par x, y, = les coordonnées d’un point de la surface 
dont on connait les lignes asymptotiques, ct par p et g les dérivées de z consi- 
dérées comme fonction de æ et de y; soient X, Y, Z, P,Q les quantités analogues 
relatives à la surface transformée dont les lignes de courbure correspondent aux 
lignes asymptotiques de la première. On aura 

3—x PTTAIT, p= 7?! 

  

X+iVY=—: q—> | T+q° 

ou PH LH 
X iY q—2 Q = z+aq 

= PTHFAIX, 
q—+t 

La théorie des transformations de contact permet d’ailleurs de déduire toutes
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Nous avons déjà signalé (n° 157) cette belle proposilion due à 
M. Lie; nous nous contenterons de remarquer ici que dans l’é- 
quation (30) [p. 140] des lignes asymptotiques, « et $ désignent 
des quantités réelles Pour tout point réel de la surface, tandis que, 
dans celle des lignes de courbure, «et B sont des variables com- 
plexes, même pour un point récl; par conséquent la correspon- 
dance définic par la proposition précédente ne saurait exister 
entre les éléments réels de deux surfaces réelles. 

169. Envisageons maintenant l'équation différentielle des lignes 
de courbure 

@) dp di — ag dB =7r de t 482 — 0; 

“elle possède de nombreuses propriétés qui donnent toutes nais- sance à des théorèmes de Géométrie. 
D'abord elle ne change pas de forme si l'on remplace £ par la nouvelle variable 

(2) | '=i+ A+ Ba+ CR+D, 

À, B, C, D désignant des constantes quelconques. 
Proposons-nous de définir géométriquement cette transfor- 

mation. 

On peut évidemment l'obtenir par la composition des deux 
suivantes : 

“HA(a+8)+ Cas + D, 

+ (a —$). 

La première équivaut, on le reconnaît aisément, à une trans- lation de l’origine des coordonnées : la seconde remplace la surface par une surface parallèle menée à la distance 4 de la première. On sait en effet que, sur deux surfaces parallèles, les lignes de courbure se correspondent. Ainsi la première propriété qui se présente à nous de l'équation différentielle des lignes de courbure 

    

ces formules des relations 

NH =— 5-27, Z(X—iY)=Z— y, 

qui contiennent seulement les coordonnées des points correspondants.
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n’est que la traduction analytique d’une proposilion géométrique 
importante, mais très connuc. 

170. Le déplacement le plus général de la surface proposée se 
traduirait par une substitution linéaire quelconque effectuée sur « 

et sur 8. Cela nous conduit à la proposition générale suivante que 

lon vérifiera sans difficulté : 

L'équation différentielle (x) conserve encore sa forme si l’on 
substitue à «, 8, & les variables «!, À, E' définies par l’une ou 

l’autre des substitutions | 

__Az+B 0 _ A+ 1 IIE 1, 1, 
GO) 2=5E D PC n = HE(Gx + D)(Gi$ + Di), 

AB + B Aux + Bi — PT? — IST Et — > : 1,7 Os ggep P=Gaen 4 =H8(C#+D(CGs+ Di) 

où À, A, ..., [I désignent des constantes quelconques. 

Par conséquent les formules (3) ou (4) font connaître une trans- 
formation de surfaces qui conserve les lignes de courbure. Nous 

laisserons au lecteur le soin de démontrer que cette transformation, 
quand elle est réelle, peut toujours être obtenue par l'emploi com- 

biné d’un déplacement, d’une transformation homothétique et de 

la suivante qui, au premier abord, pourrait paraître trop parti- 

culière. 

k désignant une constante quelconque, prenons 

I 

I1+ 4 
et 1+ À 2 : 

(5) = Ê= 4 =   

Ces formules font correspondre au plan (P) défini par l'équation 

G—aB)X + (+28) + (d+B)Z+E= 0 

un autre plan (P') ayant pour équation 

ee . [ir — f: 
(1— 23)X + ir + a8)Y + [EÉRe+ after. 

Nous voyons déjà que deux plans correspondants se coupent 
dans un plan fixe, le plan des æy. Voici comment on achèvera 

de définir la transformation.
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Associons au plan (P) de la première figure le point » dont les 
coordonnées sont les cosinus directeurs de la normale au plan 

1— 28 r_.1+ 08 » _ A+ 
af? tag SEE 

  

  
C—= 

Ce point se lrouve sur la sphère de rayon 1 et, sile plan (P) en- 
: vcloppe une surface (£), il est la représentation sphérique du 
point de contact de (P) et de (=). 

Associons de même au plan (P’) le point m' dont les coordonnées 
son! | 

  

1—ax$ .1+ af" x +8 

MR ap 7=p 

et dont la relation à (P') est la même que celle de m à (P). Les 
formules (5) expriment, on le vérifie sans difficulté, que les points 
m, m' sont en ligne droite avec un point fixe situé à la distance 4 

* sur l’axe des 5. De Ià résulte la définition géométrique complète 
de la transformation. 

Soient (S), (£') deux surfaces correspondantes: Les plans 
langents aux points correspondants se coupent dans un plan 
Jixe (M). Les images sphériques des points correspondants sur 
la sphère de rayon 1, placée d’une manière quelconque dans 
l’espace, sont inverses l’une de l'autre par rapport à un point 
Jixe À, situé sur le diamètre de la sphère qui est perpendicu- 
laire au plan (M). ‘ 

Cette proposition permet évidemment de construire les plans 
tangents de (X') quand on connaît ceux de (S). En ce qui concerne 
les points de contact, nous ajouterons Ja remarque suivante que l'on pourra vérifier, mais qui résultera aussi des propositions 
établies plus loin : 

La droite qui joint les deux points de contact correspondants 
est parallèle à celle qui relie les images sphériques de ces 
deux points. 

Les relations que nous venons d'indiquer entre les éléments correspondants sont évidemment réciproques et, par conséquent, la transformalion est inpolutive. Cette propriété la rapproche de 

\ 
LV 

\
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l'inversion ; M. Lagucrre, qui l'a étudiée d’une manière détaillée, 

lui a donné, pour cette raison, le nom de transformation par 

directions réciproques (*) que nous adopterons dans la suite. 
Mais la construction précédente donne licu à une autre remarque 

essentielle; la transformation n'est pas univoque et elle fait, en 
général, correspondre à une surface (£) deux surfaces (X'}, ou 

plutôt deux nappes différentes d'une même surface. En effet, si 
l'on considère une région de la surface (©) pour laquelle le sens 

de la normale soit parfaitement défini, chaque point de cette 

région aura une représentation sphérique, complètement déter- 

minéc par le sens de la normale; et la construction indiquée 

plus haut fera connaître, sans ambiguïté, le plan tangent de la 
surface correspondante; mais celle construction donnera évi- 

demment des éléments différents si l’on change le sens de la nor- 
male en tous Les points de (£). C'est ce que démontrent, du reste, 
les formules suivantes, équivalentes aux relations (5). 

Soient 
UX + PY + W3 + p =0, 
ur py+uws+p= 0 

les équations de deux plans correspondants; désignons, pour 
abréger, par L et par k' les radicaux 
  

HE pui oi et, Eur 0 + 05, 

Si nous posons 

u=1— 18, p=i1+x8), mar, p—é, h= 2 —8, 

umi—rf, vp=i(i+ss), œ'=a+$, p'=t 

les formules (5) nous donneront 

  

  

, : : + k 
u'= u, m'+ = a CV — À), 

6 ! ’ ! À (6) s'=#, wi — = GW + x). 

\P'=P; 

La présence du radical 2 montre bien qu'à un plan donné 

  

(*) Lacvenne, Sur la transformation par. directions réciproques (Comptes 

rendus, t. NCIL, p. 713 1881).
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correspondent deux plans différents, qu'il sera impossible de 
séparer analÿtiquement tant que la variable À ne sera pas un carré 
parfait. 

171. Puisque la transformation précédente conserve les lignes 
de courbure, elle fera correspondre nécessairement une sphère à: 
une sphère. On vérifie cette’ proposition de la manière suivante. 

L'équation tangentielle d’une sphère dont le rayon estR ct dont 
le centre a pour coordonnées x, y, 3 est 

(7) uT+prv+ws+p—=RA, 

h ayant la signification déjà donnée; car cctte équation exprime 
que la distance du centre au plan tangent est constante. Pour 
obtenir la surface correspondante, effectuons la substitution définie 
par les formules (6). Nous obtiendrons l’équation 

k 1, 1 N., 

A (W+ 1 TP 
  

  

UT + 6°y + ÉCETE 

LRfr+#x, ,,, I—k, ,.,, fr 9 EE + 09] 7 2 
  

ou, en ordonnant et effaçant les accents, 
2 . = .2 

eeey + (Re on ( 2h 1+ À R). ue 
A 1/5 17 

, Cette équation, de même forme que l'équation (7), représente 
unc sphère dont le centre (x’, 3’, 3") et le rayon R sont définis 
par les formules É 

= mm ItAÆ  24R 
(8) OT 1 1e? 

2k&s 1+ #2 
PEN REG GR 

qui donnent aussi 

[os 1 LitA,. 
S'+R = —zCG-R), 

(9) 1 ke 

FRET G+R) 
et, par conséquent, 

2H pit si RIZ gp Re !
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Il suit de là qu’à une sphère (S) de la première figure, repré- 
sentée par l'équation ponctuelle 

NH YIE ZI ox —2yY —023L+a+yt+ a Ro, 

correspond une sphère (S’) de la seconde, ayant pour équation 

M4 V4 ZI oTX— ay Y—2 [TE] L+xt+ yes Ro. 

On voit que les deux sphères (S) et (S') coupent le plan des 
æ), c’est-à-dire le plan (II) de la transformation, suivant un même 
cercle. | 
Appelons V, V'les angles, définis par les formules 

F — 3 1 # . cos V — R? cos V' — R? 

que font les deux sphères avec le plan (11). Les formules (9) nous 
donnent entre ces angles la relation 

  

14 cos V' _ fit 2 1— cos V 

1— cos V' \1—#) cos V’ 

que l’on peut ramener à la forme simple 

, V 
(10) tang = tang— = —. 

Supposons que l’un des deux angles soit constant, il en scra de 
même de l'autre; de là résulte un moyen nouveau de déterminer 
la surface (£') correspondante à une surface (5) : On construira 
les sphères (S) tangentes à (£) et coupant le plan (N) sous un 
angle constant a. Par l'intersection de chaque sphère (S) et 
du plan (H) on fera passer une sphère (S') coupant (I) sous 
un angle donné $. L’enveloppe des sphères (S') donnera la 
surface (X') correspondante à (©). : 

Une sphère de ‘rayon nul doit être considérée comme coupant 
un plan ou une sphère quelconque sous un angle in/féni. La con- 
struction précédente contient donc la suivante comme cas par- 
ticulier : 

On construira les sphères (S) tangentes à (£) et coupant le
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plan (M) sous un angle constant a, (*). Les sphères de rayon 
nul passant par l'intersection de chaque sphère (S) et du plan 
(11) décriront une surface (£') correspondante à (E) avec con- 
servation des lignes de courbure. 

Bien antérieurement aux études récentes sur les transformations 
qui conservent les lignes de courbure, et à une époque où l’on ne 
connaissait, parmi ces transformations, que l'inversion et la dila- 
tation par laquelle on passe d’une surface à la surface parallèle, 
M. O. Bonnet avait fait connaître une transformation qui est 
comprise dans la précédente et qui correspond au cas particulier 
où l’angle #, est droit (?). | 

Mais on peut, si l'on emploie les sphères, obtenir une con- 
struction géométrique encore plus simple de la transformation. 
Les formules (9) nous montrent en effet qu'une sphère coïncidera 
avec sa transformée, toutes Les fois que l’on aura 

| 1+ #4 
SHR= (SR) 

ou 

S 1 (1) R = ZX" 

Daprès cela, si l’on considère toutes les sphères (S) tangentes 
à une surface (£) et coupant le plan (IT) sous un angle con- 

. e s I A stant, de cosinus égal à 7» elles envelopperont, en méme temps 
que (E), la surface (X') homologue de (S) dans la transfor- 
mation considérée (3). 

  

(9 Pour obtenir l'angle 2, il suffit de faire, dans la formule (10), tang 
On a ainsi ‘ 

(?) O. Boxer, Wote sur un genre particulier de surfaces réciproques (Comptes 
rendus, t. XLIE, p. 485; 1856). . 

(5) Si la constante £ est plus petite que l’unité, les sphères (S) ne coupent pas le 
plan (N); mais le rapport F est toujours constant. C’est dans cette hypothèse 
qu'est tracée la fig. 12. -
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172. La dernière proposition que nous venons d’énoncer per- 

met de donner une définition géométrique simple de la transfor- 
mation plus générale que l’on obtient si l'on soumet une figure 
et sa transformée à une même inversion. À toutes les sphères qui 
coupaient le plan (I) sous un angle constant, l’inversion fait en 
effet correspondre des sphères ou des plans coupant une sphère 
fixe (S) sous un angle égal et constant. Ainsi : 

St l’on construit toutes les sphères tangentes à une surface 
(A) et coupant une sphère fire (S)'sous un angle constant, 
elles envelopperont, en méme temps que (A), une surface (A!) 
qui correspondra à (A) avec conservation des lignes de cour- 
bure. . 

Si la sphère (S) se réduit à un plan (HI), on retrouve la trans- 
formation par directions réciproques. 

I ne sera pas inutile de démontrer la proposition précédente 
d’une manière tout à fait élémentaire. Nous examinerons en pre- 
mier lieu le cas où l'angle constant est droit. 

Considérons toutes les sphères (U}, qui ont leur centre sur une 
surface (£) et qui coupent à angle droit une sphère (S) de rayon 
R. Le centre O de (S) ayant la puissance constante R? par rapport 
à toutes les sphères (U), les axes radicaux de trois sphères quel- 
conques (U), et par suite la corde de contact de chaque sphère 
avec son enveloppe, viendront passer par le point O. De là résulte 
la construction suivante de l'enveloppe : 

Les deux points de contact de la sphère (Ü) de centre M avec 
son enveloppe se trouvent à l’intersection de cette sphère et de 
la perpendiculaire abaïssée du centre O de (S) sur le plan 
tangent en M & la surface lieu des centres (©). 

Soient a, p' ces deux points placés symétriquement par rapport 
au plan tangent de (£). On aura évidemment 

Ou.Ow=R, 

R désignant le rayon de (S), et, par conséquent, les deux nappes 
de l'enveloppe seront inverses l’une de l’autre par rapport au 
point 0. | 

D. — I, | 17 

| BIBLIOY: CA CENTRALA 

UNIV LE TARA 
BUCURESTI
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. M. Moutard a donné le nom d'anallagmatiques (1) aux surfaces 

qui ne changent pas quand on les soumet à une inversion déter- 
minée. Les deux nappes de l'enveloppe précédente constituent 
donc une surface qui est anallagmatique par rapport au pôle O, 
et, réciproquement, il serait aisé de le montrer, toute surface 
anallagmatique peut être obtenue par la génération précédente. 
D'ailleurs, comme les deux nappes de l'enveloppe sont inverses 

l’une de l'autre, les lignes de courbure tracées sur ces deux . 
nappes se correspondent une à une. 

Étudions maintenant le cas général où 1 les sphères variables (U) 
coupent la sphère fixe (S) sous un angle Constant qui n'est pas 
droit. Nous commencerons par établir le lemme suivant : 

Si des sphères variables (Ü) coupent une sphère fire (S) sous 

un angle constant, différent de séro et de +, on peut toujours, 
en ajoutant une constante à tous leurs rayons, les transformer 

- en des sphères (U') qui coupent à angle droit une sphère fixe 
(S') concentrique à (S). 

Soient, en effet, p et R les rayons des sphères (U) et(S); 4 la 
distance de leurs centres; « l'angle constant sous lequel elles se 
coupent; on aura 

d= p2+R?—92pR cos, 

ou encore | 
d'=(p—R cos a)? + R?sin?z. 

Par suite, si l'on ajoute la quantité constante — R cos au 

rayon o de (U), ce qui donnera une sphère concentrique (U'), 
cette sphère (U') coupera à angle droit la sphère fixe (S') concen- 
trique à (S) et de rayon Rsinx. 

Ce lemme étant établi, si nous envisageons toutes les sphères 
(U) qui dépendent de deux paramètres et coupent (S) sous un 
angle donné, elles envelopperont une surface à deux nappes (A), 

  

() Mourano, Vote sur la transformation par rayons vecteurs réciproques 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. III, p. 306; 1864). 
Sur les surfaces anallagmatiques du quatrième ordre (mème Recueil, t. II, 

p. 536; 1864). 
Lignes de courbure d’une classe de surfaces du quatrième ordre (Comptes 

rendus, t. LIX, p. 243; 1864).
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(4”). Les sphères concentriques (U'), qui coupent à angle droit la 
sphère (S'), envelopperont une surface à deux nappes (B), (B') 
respectivement parallèles à (A), (A); et, comme les lignes de 
courbure se correspondent sur les deux nappes (B), (B'), qui sont 
inverses l’une de l’autre par rapport au centre commun des 
sphères fixes (S), (S'), il en sera de même en ce qui concerne les 
deux nappes (A) et (A'). La proposition que nous avions en vue 
se trouve ainsi établie dans toute sa généralité. 

Soumettons la figure précédente à une inversion dont le pôle 
soit sur la sphère (S). Cette sphère sc transformera en un plan 
(1); les deux nappes (A), (A!) se transformeront en deux nappes 
(C), (C), qui seront l'enveloppe commune d’ane famille de sphères 
(U”) transformées des sphères (U) et coupant par conséquent le 
plan (11) sous un angle constant. En d’autres termes, les nappes 
(C) et (C”) se déduiront l’une de l'autre au moyen de la transfor 
mation par directions réciproques la plus générale. Or on peut 
passer de (C) à (C’) en effectuant les transformations suivantes : 
1° unc inversion qui transforme (G) en (A); 2° une dilatation qui 
transforme (A) en (B); 3 unc inversion qui transforme (B) en (B'}; 
4° une dilatation qui transforme (B') en (A); 5° une inversion 
finale qui transforme (A!) en (C’). Ce résultat est conforme à une 
proposition générale de M. Lie (1) d’après laquelle toutes les 
  

(*) Dans le Mémoire déjà cité, inséré au t. V des Hathematische Annalen, 
AL. Lie a fait connaître toutes les transformations de contact qui conservent les 
lignes de courbure; il a mème signalé (p. 186) le cas particulier de Ja transfor- 
mation par directions réciproques; mais cette transformation avait été déjà 
donnée dans différents travaux de M. Ribaucour. Vorr, en particulier, Risavcour, 
Note sur la déformation des surfaces (Comptes rendus, t. LXX, p. 332; 
18-0). 

. 
Sous une forme différente, clle a été l’objet des études de l’auteur publiées dans 

les Notes V ct IX du Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algébriques, 1873. 

Les transformations générales considérées par M. Lie dans son Mémoire peuvent 
être définies d’une manière élégante si l’on emploie les six coordonnées de la 
sphère reliées par l'équation | 

6 

Y mÊ=0 

1 

ct définies au n° 156. Il suffit, pour les obtenir, de faire correspondre à une sphère 
de coordonnées m;, la nouvelle sphère dont les coordonnées m} se déduisent des 
précédentes par une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants. 

v
i
a
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transformations de contact qui conservent les lignes de courbure 
se ramènent à des inversions et à des dilatations. 

173. Revenons aux résultats que nous avons obtenus relative- 
ment à deux sphères qui se correspondent dans la transformation 
par directions réciproques. Ils vont nous permettre de compléter 
les constructions précédentes et de faire connaître de nouvelles re- 
lations entre les éléments correspondants. 

Fig. 12. 

  

  

Considérons dans la première figure une surface (©) ci prenons 
pour plan du tableau (fig. 12) le plan mené par un point quel- 
conque A de cette surface perpendiculaire à la fois au plan (IT) de 
la transformation et au plan tangent en M à (£). Soit MC la trace 
de ce dernier plan; si nous construisons la sphère (U) tangente en M 
à (£) et coupant le plan (II) sous un angle constant dont le cosinus 

it ons qu? ; ô S soit 7» nous savons qu’elle enveloppe, en même temps que (©), 
Ja surface (£) qui correspond à (5). Soit M' le point de contact 
avec (©); le plan tangent en M' à (£') et le plan tangent en M à 
(£) devant couper le plan (11) suivant la même droite, le point M’ 

‘sera dans le plan du tableau et on l’obtiendra en menant du 
point C, où la droite MC rencontre le plan (I), la seconde tan- 
gente au cercle suivant lequel la sphère (U) coupe le plan du 
tableau. Il suit de là que le cercle décrit du point C comme
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centre avec CM pour rayon passera par le point M' et coupera 
normalement les surfaces (5), (%) en M et en M’. Ainsi, st l’on 
construit tous les cercles normaux à la fois à (£) et au plan 
(1), la surface (E') coupera tous ces cercles à angle droit. 

D'ailleurs, comme les deux plans tangents CM, ‘cw sc corres- 
pondent dans la transformation, on pourra leur appliquer la for- 
mule (10) établie pour deux sphères correspondantes quelconques 
et, si l’on désigne par V, V'les angles de ces deux plans avec le 
plan (IT), on aura 

ang Y tang =1=À, 
2 1+A 

Si l’on tient compte du sens des normales aux deux plans, on 
aura 

CR 
V=NCS, V'= NE 

et, par conséquent, 

    

SR MN 

M'CS __£+i, : MCS 
Lang = 7 ang . 

Cette équation qui définit le point M’, quand on connaît le 
point M, exprime que le rapport anharmonique formé sur le 
cercle par les quatre points M’, M, S, S' cst constant et égal à 
k+1 
Ai 

baucour et qui est compris comme cas particulier dans une pro- 
position générale sur laquelle nous aurons à revenir : 

+ On obtient donc le théorème suivant, qui est dû à di. Ri- 

Étant donnée une surface (£), on construit tous les cercles 
normaux à la fois à la surface et à un plan fixe (I). Ces 
cercles sont normaux à une famille de surfaces (?') qui sont 
définies de la manière suivante: : Pour chacune d'elles, le 
rapport anharmonique du point où elle coupe chaque cercle 
normal à (S) et des trois autres points où ce méme cercle est 
coupé par (£) et par (Il) est un nombre constant. Les surfaces: 
(£') sont celles qui dérivent de (E) dans les différentes trans- 
formations par directions réciproques qui admettent le même 
plan (M). 

On peut signaler encore d’autres relations géométriques. Si, du
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centre P de la sphère qui enveloppe à la fois (©) et (7) on abaisse 
une perpendiculaire PR sur le plan (I), elle coupe le cercle en un 
point Q qui décrit une surface normale au cercle, comme il est 
aisé de le démontrer. En effet, la tangente en Q et la ligne MM’ 
coupant l’axe SS/ en un même point H, on a, en vertu d’une pro- 
position de Géométrie élémentaire, 

CE :
 

  
  

€ _. 
T3 = tang 3 tang? tang 

Ou, en tenant compte de la formule donnée plus haut, 

  

  

NS GCÈ kr, MCS 
FE 2 Vite 

le rapport anharmonique des points Q, M, S, S' étant constant 
en vertu de cette équation, la surface décrite par le point Q est 

bien normale au cercle et elle correspond à (X) avec conserva- 
uion des lignes de courbure. On a d’ailleurs 

MP° = MQ x MQ'= PR°— RQ 

ou, en remarquant que MP, PR sont liés par l’équation (11), 

RQ = PR Vi 

on obtiendra donc la surface lieu du point Q, en réduisant dans le 
rapport de 4/1 — #? à 1 les ordonnées perpendiculaires au plan (11) 
de la surface lieu du point P. De là le théorème suivant : 

Si l’on considère toutes les sphères (U) dont les centres dé- 
crivent une surface (S) et qui coupent un plan (I) sous un 

. , SI angle constant, de cosinus égal à 7; elles enveloppent une sur- 
ve 

Jace à deux nappes (), (©) dont les lignes de courbure corres- 
pondent point par point à celles de la surface (S') obtenue en 
réduisant, dans le rapport de Vi—Æ#? à 1, les ordonnées de 
(S) perpendiculaires au plan (I). 

Si, par exemple, la surface (S) est du second degré, ce théorème 
permettra de déterminer immédiatement les lignes de courbure
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des deux nappes (5), (£’); elles correspondront, en effet, aux lignes 
de courbure de Ja surface (S”) qui sera ici du second degré. 

174. Nous allons maintenant chercher ce que deviennent les 

formules relatives à la transformation par rayons vecteurs réci- P y 
proques, quand on emploie le systèmé de coordonnées (4, 8, £ 

Soient 
Y 

JF 

2 

a+ yt+ st 8
1
1
 

u
i
 

les formules de la transformation. Au plan 

(12) . uX+pY+wZ+p=o 

correspondra la sphère : 

uz+ DY +ws + £ (x?+y2+ 2) = 0. 

Cherchons l'équation tangentielle de celte sphère, c’est-à-dire 
la condition pour que le plan 

ue + vy +w's +p'=0 

lui soit tangent; l'application des méthodes élémentaires nous 
conduit à l'équation cherchée 

2pP' re + ut + 0" + pm! E VE Het wi yurLrir WÈ= 0. 
Cl 

Introduisons les coordonnées Ë, «, $ à la place de w, v,w, pet. 

&, a, P' à la place de w’, v', w’, p'. L'équation précédente prendra 
la forme 

22349228 — (a+ p)(2 +B)+(x—8)(x —$)= 0. s
x
 

L
e
 

CD
 

| 
10
 , 

En prenant successivement le signe + et le signe —, nous 
aurons les deux équations 

G3) - = Ha — a CB — fr"), 
(14) = R(B— a )(a — 8), 

.. qui réalisent, en quelque sorte, le dédoublement de l’inversion.
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Ces formules se ramènent l’une à l'autre quand on échange » et : . 
o ct cet échange ne modifie en rien l'équation d'un plan dans le 

Système (x, f, £); nous pourrons donc nous borner à con- sidérer une seule des deux équations. Nous choisirons la for- 
mule (13). : | 

Quand Le plan défini par l'équation (12) enveloppe une surface (£), Ë est une fonction donnée de « et de f, et la sphère définie par l'équation (13)eno/, £', E' enveloppe la surface (x) correspondante à (£). Pour avoir le point ou plutôt le plan de contact de cette sphère avec son enveloppe, il faut appliquer les principes généraux de la théorie des enveloppes et joindre à l'équation (13) ses deux dérivées par rapport à « et à B; Ë étant considérée comme une fonction de x et de B. En appelant p et q les dérivées premières 
de Ë, on trouve ainsi le système 

{ = k2(2 — x)(B— 8"), 

jPÈ=— ER pr) 
gé=—k(a— a), 

(15) 

qui détermine a, @', £’ en fonction de « et de 6. 
Si l’on différentie maintenant la première équation (15), en tenant compte des deux autres, on trouve 

BAY = AB —B')dx + (ax) d9. 
On aura donc, en désignant ar p', g! les dérivées de Ë par , 5 Par p;glesc rapport à æ, @!, 

a6) * Ep = (8 — 8). 
ig'= (a — x). 

Les formules (15), (16) définissent toutes les relations entre les éléments correspondants des deux surfaces. Elles fournissent le tableau suivant : 

r _. AE r _ k CE € 
= 77 =D PT p’ » kr . , $ , 2 6 Ë ï Œ =a— — = — = — =; 

(17) P° q P° q q° 

» rs, 
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d'où l'on déduit, par un caleul facile, 

k? 
dp' dx — dg' d% = — — (dp di — da d3). Ip gd Pa (2 qd) 

Cette équation établit de nouveau que l'inversion conserve les 
lignes de courbure. : 

Il importe d'établir nettement ce qui distingue, au point de vue 
géométrique, les formules (13) ct (14). Quand on échange # et B 
l'équation du plan tangent ne change pas ct, par conséquent, on a 
toujours la même surface; mais le sens positif de chaque normale 
est évidemment changé. Cela résulte des expressions 

  

1— 28 ci 88 = a+ f c = 
a—$ a— $ a —ÿ 

  
  ’ 

des cosinus directeurs de la normale. Par conséquent, les formules 
(13)'ou (14), qui se déduisent l’une de l’autre par l'échange de 

_et de $, font bien correspondre à une surface (£) la même surface 
(F); mais à un sens déterminé d’une normale à la surface (©) 
correspondront des sens opposés de, la normale à la surface (Ÿ) 
suivant qu'on adoptera la formule (13) ou (14). Pour caractériser 
au point de vue géométrique chacune de ces formules, il suffira 
donc de donner la relation entre les sens positifs des deux nor- 
males, qui correspond par exemple à la formule (13). Pour cela 
considérons deux surfaces homologues (£), (£'), et deux points 
correspondants M, M, sur ces deux surfaces. À un point de (©) 
décrivant une courbe infiniment petite autour de M dans un sens 
déterminé correspondra un point de (£') tournant également dans 
un sens déterminé autour de M'; attribuons aux deux normales un 
sens tel que les deux courbes paraissent être parcourues en sens 
contraire autour de leurs normales respectives: on aura ainsi la 
correspondance entre le sens des normales, définie par la formule 
(13) et par celles que nous en avons déduites. 

Pour le démontrer, il suffit de considérer la sphère (S) de 
rayon R ayant pour centre l’origine des coordonnées et dont l'é- 
quation esL 

= R(2— 8). 

Les formules (17) nous donnent pour la sphère correspondante 

Pas ep, ge Pre.
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Les deux premières formules montrent que le sens positif de la 
normale se trouve changé et la proposition précédente se vérifie dans 
ce cas particulier. Cela suffit; car, si l’on déforme progressivement 
la sphère (S) de manière à l’amener à coïncider avec une surface 
quelconque (£), la proposition établie pour la sphère (S) doit né- 
cessairement se conserver, en vertu de la continuité, pour la 
surface (X).
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LIVRE II. 
LES SURFACES MINIMA. 

CHAPITRE I. 

RÉSUMÉ HISTORIQUE. 

L'équation aux dérivées particlles de Lagrange. — Mémoire de Meusnicr sur la 

courbure des surfaces. — Premières recherches de Monge. — Méthode rigou- 

reuse de Legendre. — Détermination de quelques surfaces minima nouvelles, 
par M. Scherk. — La surface minima réglée, le théorème de M. Catalan. — 
Recherches générales sur la théorie par MM. O. Bonnet, Catalan et Bjürling. 

173. Avant de continuer l'exposition des théories générales, 
nous allons faire une application étendue des méthodes et des ré- 

sultats développés dans les deux Livres précédents. Nous avons 

choisi les surfaces minima dont l'étude présente un intérêt véri- 

tablement exceptionnel; car elle touche à la fois au Calcul des va- 

riations, à la Physique mathématique et à la Théorie moderne des 

fonctions. 
Dans le célèbre Mémoire intitulé : Essai d’une nouvelle mé- 

thode pour déterminer les maxima et les minima des formules 

intégrales indéfinies, qui est inséré dans le 1. [I des J/iscellanea 

T'aurinensia, années 1560-61 (*), et qui contient les principes de 

son Calcul des variations, Lagrange, après avoir généralisé les ré- 

sultats obtenus par Euler relativement aux intégrales simples, sc 

propose de montrer, dans l'Appendice I, que sa méthode s'applique 

aussi aux intégrales doubles; et il choisit comme exemple celle 

qui exprime l'aire d'une portion de surface rapportée à des coor- 

données rectangulaires | 

SJ ax dy Vi+p?+ at. 

  

() Voir aussi Œuvres de Lagrange, t. 1, p. 335.
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Il trouve ainsi que la surface minima passant par un contour 
donné doit satisfaire à l’équation 

2 P +2 q 0 
dx Vi+p?= qè dy Vi+pi+ g? | 

« Le problème se réduit done, dit-il, à chercher p et g par ces 
condilions que ‘ | 

Pdz+gqdy et 2 gd 
1+ pi+ g? 

soient des différentielles exactes. 

» Ilest d'abord clair qu'on satisfera à ces conditions, en faisant 
P et q constantes, ce qui donnera un plan quelconque pour la sur- 
face cherchée; mais ce ne sera là qu'un cas particulier, car la 
solution générale doit être telle que le périmètre de la surface 
puisse être clioisi à volonté. » 

Lagrange se contente des remarques précédentes; car le but 
unique de son admirable Mémoire était la formation des équations 
différentielles auxquelles doivent satisfaire les courbes et les sur- 
faces qui donnent la solution des problèmes posés; et il termine 
l’Appendice consacré aux intégrales doubles en donnant équation 
aux dérivées partielles de la surface dont l'aire est minimum parmi 
celles qui circonscrivent des solides égaux. | 

La théorie si simple et si féconde que Lagrange avait substituée 
aux méthodes d'Euler ne fut pas immédiatement acceptée par tous 
les géomètres. En 1567, Borda fit imprimer, dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences, un travail intitulé : Éclaircissement 
sur les méthodes de trouver les courbes qui jouissent de quelque 
propriété de maximum ou de minimum, et il crut faire une 
œuvre utile en démontrant par une voie nouvelle, et sans rien lui 
ajouter, le résultat de Lagrange. 

176. C’est dans un beau Mémoire de Meusnier (*) qu'est com- 
mencée, et de la manière la plus heureuse, l'étude de l'équation 

  

(") Mémoire sur la courbure des surfaces par M. Mecswien, Lieutenant en premier, surnuméraire au corps royal du Génie, Correspondant de l'Académie, lu les 14 ct or février 15:06 (Mémoires des Savants étrangers, 1. X, p. 4775 1585).  
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aux dérivées partielles de Lagrange. Ce travail contient une théorie 

nouvelle de la courbure qui, à tous égards, aurait mérité d’être 

conservée à côté de celle d'Euler; Meusnier, après avoir rappelé 
qu'Euler avait publié en 1561, dans le Recueil de l’Académie de 
Berlin, le Mémoire qui contient les propositions devenues clas- 

siques sur la courbure des sections normales faites en un point 

donné d’une surface, ajoute que « l’on peut présenter la question 

sous un autre point de vue en la faisant dépendre d'une propriété 

intéressante, savoir qu'il existe une génération qui convient à Lout 

élément de surface ». 

La génération dont veut parler Meusnier, et qu'il développe avec 

précision dans le cours de son travail, est la suivante : on peut, en 

négligeant seulement les infiniment petits du troisième ordre, consi- 

dérer tout élément de surface dans le voisinage d’un point donné, 

comme engendré par la rotation infiniment petite d’un petit arc 

de cercle autour d’un axe situé dans son plan et parallèle au plan 

tangent de cet élément. Il nous est aisé, aujourd'hui, de retrouver 

les propositions de Meusnier et de nous rendre compte de sa mé- 

thode. Si, en effet, on considère (fég. 13) un point quelconque M 

de la surface et les centres de courbure principaux C, C' relatifs 

à ce point, toute surface aura en M un contact du second ordre 

avec la proposée si elle admet en Mles mêmes directions princi- 

pales Mæ, My, et si, de plus, elle a les mêmes centres principaux 

. correspondants aux deux directions principales. Si donc on veut 

obtenir un tore ayant un contact du second ordre avec la sphère 

donnée, ce tore devra admettre comme cercle générateur, soit le 

cercle principal de centre Get de rayon CM décrit dans le plan CM, 

soit le cercle de centre C’ et de rayon C’M décrit dans le plan 

C'My. De plus, si l’on considère, par exemple, le premier cercle 

décrit dans le plan CMx, le second centre de courbure principal 

devra se trouver sur l'axe du tore. Cet axe sera donc assujetti à 

la double condition de passer par le point C’ et de se trouver dans 

le plan CMx. En raisonnant de mème pour le second centre de 

courbure, on reconnaît qu'il ÿ aura deux séries de tores osculateurs 

en M; tous les tores d’une mème série auront un même cercle gé- 

. nérateur, décrit dans l’un des plans principaux ayant pour centre 

le centre de courbure relatif à ce plan; leurs axes, tous néces- 

sairement situés dans ce plan, passeront par l’autre centre. de
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courbure. Le mode de généralion considéré par Meusnier revient à substituer à la surface dans le voisinage du point M le torc oscu- lateur particulier dont l'axe est parallèle au plan tangent; les axes des deux torces qu'il obtient ainsi sont les droites D ct A que M. Mannheim a retrouvées et introduites récemment avec succès dans la théorie de la courbure des surfaces. On s'explique aussi, par les remarques précédentes, comment Meusnier, en partant d’un point de vue tout à fait différent de celui d’Euler, est con- duit néanmoins à considérer les mêmes éléments géométriques. 

Fig. 13. 

  

Comme application de sa méthode générale, Meusnier détermine d’une manière très exacte la surface dont tous les points sont des ombilics et il cherche à établir par la Géométrie l'équation aux dé- rivées partielles des surfaces minima. Par des raisonnements, qui sont à la vérité peu satisfaisants, il est conduit à cette condition que la somme des rayons de courbure principaux doit être nulle en chaque point de la surface. C'est donc dans le Mémoire de Meus- nier qu'apparaît pour Ja première fois l'interprétation géométrique de l'équation de Lagrange. | 
Pour trouver des surfaces satisfaisant à cctle équation 

(1) | UH gr 2pgs+(1+pt}t= 0, 

Meusnier remarque que, d’après un résultat déjà donné par Monge, l’équation 

(2) g°r—2pqs +p?t =0 

est celle des surfaces engendrées par une droite parallèle au plan  
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des y. En l'adjoignant à l'équation (1), ce qui donne 

(3) | r+t=o, 

on aura, s'ilen existe, les surfaces minima engendrées par une 

droite parallèle à un plan. L'intégration simultanée des équa- 

tions (2) et (3) conduit. ainsi l’auteur à  l'hélicoïde gauche à 
plan directeur. 

Enfin Meusnier détermine la surface minima de révolution, et 
  

même temps que l'interprétation géométrique de lématioe de 

Lagrange, deux surfaces minima qui sont, ‘aujourd’hui encore, 
au nombre des plus intéressantes et des plus simples. La méthode 

par laquelle est obtenu l’hélicoïde est féconde et a été souvent 

appliquée à la recherche de solutions particulières des équations 
aux dérivées partielles. 

177. C’est dans son Hémotre sur le calcul intégral des équa- 
uonsaux différences partielles (Mémoires de l'Académie Royale 
des Sciences pour 1784, p. 118) que Monge s’est occupé pour la 
première fois des surfaces minima et de l'intégration de l'équation 

aux dérivées partielles de Lagrange. Monge conmence par in- 

tégrer exactement l'équation différentielle des caractéristiques, ce 
qui est le point essentiel; mais 1] commet ensuite quelques erreurs 

de raisonnement qui le conduisent à présenter la solution sous une 

forme inacceptable; car les coordonnées rectangulaires x, y, z 

sont exprimées en fonction de deux paramètres &, a! par des‘ qua- 
dratures de la forme 

| JO da + N da’), 

où M, N sont des fonctions de & et de a! ne satisfaisant pas à la 
condition d'intégrabilité. 

Les erreurs commises par Monge pouvaient étre facilement 
corrigées ct, en effet, dans un beau Mémoire sur l'intégration 
de quelques équations aux dérivées partielles (Aémoir es de 
l’Académie des Sciences, 1787, p. 309), Legendre, après avoir 
signalé les objections que l’on doit adresser à la méthode
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primitive de Monge, ajoute ces quelques mots : Depuis « ses 
recherches l'ont conduit à la vraie intégrale qu’il a bien voulu me 

communiquer avec le procédé qu'il avait suivi; mais ce procédé 

tenant à quelques principes métaphysiques dont les géomètres ne 
conviennent pas encore, j'ai été curieux de chercher la même 
intégrale par la voie ordinaire, et j'y ai été engagé par M. Monge lui- 

même. On verra que j'y suis parvenu fort simplement par un chan- 

gement de variables qui peut être utile dans d’autres occasions et 
que j'appliquerai même à des équations plus générales. » 

Les « principes métaphysiques » dont il est question: dans ce 
passage sont sans doute les idées de Monge sur la génération des 

surfaces par la méthode des enveloppes, idées qu'il a développées 

d’une manière systématique dans l’Application de l'Analyse à 
la Géométrie. Nous avons peine aujourd'hui à les comprendre, 

sinon dans leur esprit, au moins dans leur enchaînement et dans 
leurs détails. Il ne faut donc pas s'étonner que le procédé nouveau 

de Monge, qui coïncide sans doute avec celui qu'il a fait con- 
naître plus tard dans son Ouvrage, ait donné naissance à de 
sérieuses objections (!). 

178. La méthode de Legendre est élégante et irréprochable. 
Elle consiste à remplacer les variables x, 7, 5 par p, q ct 

P=pT+qy—s, 

en considérant » comme unc fonction de p ctde q; ce qui revient, 

suivant une remarque de M. Chasles, à substituer à la surface sa 
polaire réciproque par rapport à un paraboloïde. 

Legendre effectue la transformation de variables d’une manière 
très élégante. Il substitue aux deux expressions de Lagrange 

qg dx — p dy 
= ? ‘pdr+qdy, —< 

- 1+p?+ q? 

  

(*} Si nous nous reportons à unc indication donnée en 1832 par Poisson dans 
une Note très courte que nous citons plus loin [p. 2:55], ces objections auraient 
été formulées par Laplace et auraient donné näissance à de longues discussions 

. entre les deux grands géomètres. 
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qui doivent être des différentielles exactes, les suivantes 

x dp—+y dq = dv, 

q P 
DAT ———© |) ——— 

Fi) ° A) 

et tout se réduit à écrire que Pr 

Op \yiep+gi TA Vi+pi+ gt 

est une différentielle exacte. On a ainsi l'équation linéaire 

  9, 920 
(5). @ + pr +? PI ns RUE) 0 

qui, jointe aux suivantes, 

6 = % .  d% CR CE 

” co Tu lp tla ? 
suffit à déterminer complètement la surface. 

L'équation (4) est de celles qu’il est possible d'intégrer par 

l'application des méthodes régulières ; on peut obtenir les équations 
en termes finis des caractéristiques etappliquer ensuite Ja méthode 

de Laplace. Mais Legendre abrège beaucoup les calculs en for- 
mant l'équation 

Le d0 020 «+ 0 op og 2 
GP) PI T5 UF 27 p 25 0g® 

à laquelle satisfont x, 7, 3 considérées comme fonctions de p et 

de q; on pourra lire l'exposition complète de cetie méthode dans 

le grand Traité de Calcul diffé ‘entiel et intégral de Lacroix, 

(2° édition, t. IF, p. 625). 

Nous devons remarquer que Legendre, après avoir donné les 
formules dont il devait la connaissance à Monge, fait connaître 

. de nouvelles formules entièrement débarrassées de tout signe d’in- 

tégration, et qui auraient pu servir de base à une étude fructueuse 

des surfaces minima. 

179. La méthode d'intégration donnée par Monge dans l'Ap- 
plication de l'Analyse à la Géométrie n'est pas la seule que 

D.— 1." | 18
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nous lui devions; le Traité de Lacroix en contient une auire qui 
repose sur une idée très ingénicuse et très féconde : elle consiste 
à transformer une équation aux dérivées partielles en considérant 
les trois coordonnées x, y, 3 comme des fonctions de deux para- 
mètres «a et b. L'équation des surfaces minima prend ainsi la 
forme 

0x\2 _ /dy\?. /os y dr , 0? Y dz\. 

[Ge) + Ge) + GE) (+28) 
:(E dr drop ds œ)( dx dy 

(6) +Y     - da db da db ‘ da ab ( da 0b * ‘Jaob “Ja an) 
| . [f9z\? . (9 d3\?1/. dr Ê 7 25\ 0 
LT [\æ) (S) F (x © da Lin) = 

X, Ÿ, Z étant les cosinus directeurs de la normale déterminés par 
les équations 

1
S
 

        

vd y 0 
RES da Ta 

E dr dy oz 
Xe +HYe +2 —0o; 
05 ob “0 

et Monge remarque qu'on peut y satisfaire en prenant 

dx … f9r\? 03 \? 

| Ge) + CE) + CE) 0 (8) La joue | dx 20 dr 2 95 2 

(x Fos) To) T°: 
. dx y. CEE : 

(9) da db = ÿadb — Ja db 
ce qui donne 

LE = Ai B:, 

Y = A2 + Bo, 

= = As+ B3, 

A, À, A3 étant des fonctions de a et B;, B:, B; des fonctions 
de d, assujetties à vérifier les conditions 

dA?- + dA?- + dA? = 0, 

Go) dB? + dB3 + dB? = o. 

Mais il est clair que cette méthode si élégante est encore sujette 
à des objections ; car, si l’on prend pour a et b les paramètres des  
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lignes de longueur nulle, l'équation (6) donne simplement 5 5 : 1 Eq 

. dr : y dx x 27, + + LS. = 
va db da db da ob 

ct non les trois équations (9). 

180. La méthode de Legendre ct celle d'Ampère donnée en 

1820 dans le XVIII Cahier du Journal de l’École Polytechnique 
ont été pendant longtemps les seules conduisant sans objection 
possible à l'intégrale dont la découverte constitue un des plus 

beaux titres de Monge à notre admiration. 

Si on laisse de côté certaines surfaces imaginaires trouvées par 
Poisson (!), on n’a connu, depuis 1756. jusqu’en 1830, que les 

deux surfaces minima obtenues en premier lieu par Meusnicr. 

Pendant longtemps on n'a fait aucun usage de l'intégrale de 
Monge et, dans un article de deux pages qui n’était pas de nature 

à encourager les géomètres (?), Poisson déclarait en 1832 que 
« malheureusement on ne saurait lirer aucun parti de cette intégrale 

qui se trouve compliquée de quantités imaginaires et exprimée 

par le système de trois équations entre deux variables auxiliaires 
et les coordonnées courantes de la. surface ». 

Deux ans après, en‘1834, paraissait dans le Journal de Crelle 
un travail de M. Scherk (3) qui ajoutait des résultats importants à 

la théorie des surfaces minima et contenait les premiers exemples 

de surfaces minima déduites de l'intégrale de Monge et de Le-, 
gendre. ° 

L'auteur rentre d'abord dans la voie ouverte par Meusnicr; il 

décompose l'équation aux dérivées partielles de Lagrange en 

deux autres qui auront des solutions communes. C'est ainsi qu'en 

  

©) Poissox, Remarques sur une classe particulière d'équations aux diffe- 
rences partielles à trois variables (Correspondance de l'École Polytechnique, 
t. II, p. 410; 1813). | 

(?) Poissox, Wote sur la surface dont l'aire est un minimum entre des Li- 
mites données (Journal de Crelle, t. VIN, p. 361; 1832). 

G) HF. Scuenk, Femerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener 
Grensen (Journal de Crelle, t. XIE, p. 185). Ce travail est la suite et le com- 
plément d'un Mémoire couronné par Ja Société des Sciences de Leipzig et inséré 
dans le tome IV des 4cta Societ. Jablonovianæ, p. 204-280.
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supposant 

S=0, 

il est conduit à la surface définie par l'équation 

cosax 
cosay 
  (Gr) eas = 

En prenant les coordonnées semi-polaires 3, #, Ü et en sup- 
posant | | 

03 
93 90 

= 0, 

il obtient tous les hélicoïdes qui sont des surfaces minima: ils 
sont déterminés par l'équation 

bVr+ a (2) s= blog[s+ a? + vr2— 0] + & ATCUANG — 
‘ a y? 

+al+e,   

où a; b, © sont trois constantes quelconques (1), et ils com- 
prennent comme cas particuliers à Ja fois l'alysséide et l’hélicoïde 
à plan directeur, qui correspondent respectivement aux hypothèses 
a—o et b—0o. L'auteur montre quelles valeurs on devra attri- 
buer aux fonctions arbitraires qui entrent dans les formules de 
Monge pour retrouver les surfaces précédentes. Mais de plus, 
et c’est là l’un des principaux mérites de son travail, il déduit par 
Punique emploi de ces formules des surfaces nouvelles, assez 
compliquées mais réelles. À la fin de son étude, il se propose, 
mais sans y réussir complètement, de déterminer toutes les surfaces 
minima engendrées par le mouvement d’une ligne droite. Cette 
question, dont nous avons déjà donné une solution (n° 11), a été 
résolue pour la première fois par M. Catalan (2?) qui a prouvé que 

  

(*) En appliquant les méthodes du n°73 à ces hélicoïdes on trouve que leur 
élément linéaire a pour expression 

ds'= du+ (u+ a+ br) dû. 

Tous ceux pour lesquels la somme @?+- &* est la mème sont donc applicables les 
uns sur les autres. . . 

(2) CGarazax, Sur les surfaces réglées dont l'aire est un minimum (Journal 
de Liouville, 1° série, t. VIT, p. 203; 1842). Voir aussi J.-A. Senner, dote sur 
la surface réglée don les rayons de courbure principaux sont égaux et di- 
rigés en sens contraire (Journal de Liouville, t. XX, p. 4515 1946). 
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la scule surface minima réelle engendrée par le mouvement d’une 
ligne droite est lhélicoïde à plan directeur. On peut la rattacher 
d’ailleurs à une proposition plus générale obtenue ultérieurement 
par MA. Beltrami et Dini (1) et d’après laquelle les seules sur- 
faces réglées pour lesquelles il existe une relation entre les deux 
rayons de courbure sont des hélicoïdes. 

181. Nous laisserons de côté différentes recherches que nous 
aurons l'occasion de signaler au cours de cette étude et nous 
passerons immédiatement à une courte Note de M. O. Bonnet 
insérée en 1853 dans les Comptes rendus (?) et qui contient des 
résultats de Ja plus haute importance pour la théorie des surfaces 
minima. L'éminent géomètre y indique un système nouveau de 
formules relatives à la théorie générale des surfaces. On peut ca- 
ractériser la méthode de M. O. Bonnet ct en même temps rendre 
compte des avantages qu’elle présente, en remarquant que les 
variables employées pour la représentation analytique de la sur- 
face constituent un système de coordonnées tangenticlles. Or les 
développements donnés dans le Livre précédent nous montrent 
que, si les coordonnées tangentielles jouent le même rôle que les 
coordonnées ponctuelles dans la théorie des systèmes conjugués 
et des lignes asymptotiques,.elles donnent naissance à des calculs 
ct à des propositions plus simples dans l'étude des questions 
relatives aux lignes de courbure. Les variables choisies par 
M. Bonnet sont les suivantes : Étant donnés une surface (©) ct un 
point A de cette surface, le plan tangent est déterminé par sa re- 
présentation sphérique » sur la sphère de rayon 1 cb par sa dis- 
tance au centre de celte sphère; quant au point » de la sphère, 
il est déterminé par sa longitude ? et sa colatitude 0. L’équation 
du plan tangent s'écrit alors 

(13) Xsin0 cos + Y sin0 sine + Z cos) + à = 9 

  

(7) Beurnam, Pisolusione di un problema relativo alla teoria delle super- 
ficie gobbe (Annales de Tortolini, t. VI, p. 105; 1865). 

Dit (U.), Sulle superficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di curva- tura principale à una funsione dell’ altro (mème Volume, p. 205). 
(3) ©. Bosxer, Note sur La théorie générale des surfaces (Comptes rendus, t. XXXVII, p. 329: 1853). . ee
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mais l’auteur transforme cette équation en introduisant à la place 
de ® et de & les variables isothermes 

D 5 __. 
sing — F— sin ”*? 

et elle prend alors la forme 

(14) X cosæ + Y sinx + Zisiniy = 3. 

Ce ne sont pas, on le voit, les variables que nous avons con- 
sidérées au Chap. VII du Livre précédent ; mais la suite des calculs 
amène le savant auteur à introduire ces variables, très voisines des 
précédentes, au moins dans certaines applications. On pourra 
consulter, en particulier, le Mémoire sur l’emploi d’un nouveau 

système de variables dans l'étude des propriétés des surfaces 
courbes inséré en 1860 dans le t. V (2° série) du Journal de 
Liouville, qui contient le développement complet et systématique 
de la méthode de M. Bonnet ct l'on trouvera à la page 183 de ce 
beau travail l’équation des lignes de courbure ramenée à la forme 
simple 

rdu—1td8= 0. 

Les recherches de M. Bonnet, avant d’être développées dans le 
Mémoire que nous venons de citer, ont été indiquées d’une 
manière très nette dans la Note de 1853 et dans trois autres Notes 
insérées aux Comptes rendus (*). Elles ont réalisé, on peut le 
dire, un progrès décisif dans la théorie des surfaces minima. 
Elles ont donné l'équation intégrale sous une forme qui a per- 
mis d'obtenir toutes les surfaces réelles et un nombre illimité 
de surfaces algébriques; elles ont fait connaître surtout un grand 
nombre de propriétés géométriques communes à toutes ces surfaces; 
elles ont enfin fourni la solution complète du problème suivant 
qui est fondamental : Déterminer la surface minima passant 

(*) O. Boxxer, Sur la détermination des fonctions arbitraires qui entrent 
dans l'équation intégrale des. surfaces minima (Comptes rendus, t. XL, 
P. 1107; 1855). — Observations sur les surfaces minima (Comptes rendus, 
t. XLI, p. 1057; 1855). — Nouvelles remarques sur les surfaces à aire minima, 
(Comptes rendus, t. XLII, p. 532; 1856). 

+
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par une courbe quelconque et admettant en chaque point de 
cette courbe un plan tangent donné. Nous compléterons d'’ail- 

leurs, dans notre exposition, ces indications rapides. 

La méthode de M. O. Bonnet est directe et indépendante de 

l'intégrale de Monge. Dans un travail (1) publié par extraits dans 

les Comptes rendus en 1855, M. Catalan a fait connaître diffé- 
rentes transformations de cette intégrale et de l'équation aux déri- 
vées partielles, qui l'ont conduit, en particulier, à un système de 

formules entièrement débarrassées d’imaginaires. 1] a aussi indiqué 

les moyens d’obtenir un nombre illimité de surfaces algébriques. 

182. Dans ces derniers temps, M. Lie a appelé l'attention des 
géomètres sur des recherches qui, malgré l'intérêt qu'elles pré- 

sentent, élaient restées ignorées. En 1844, E.-G. Bjürling, pro- 

fesseur à l'Université d'Upsal, a inséré dans les Archives de 

Grunert (t. IV, p. 290) un Mémoire de vingt-cinq pages intitulé : 

In integralionem æquationis derivatarum partialium super- 
Jiciei cujus in puncto unoquoque principales ambo radii cur- 

vedinis æquales sunt signoque contrario. Ce travail mérite une 
analyse détaillée. L'auteur ÿ reprend d’abord la méthode de 

Legendre; mais, en choisissant des variables nouvelles, il est con- 
duit à l'équation 

qui est plus simple que celle de Legendre et qu’il intègre par l'ap- 

plication régulière de la méthode de Laplace. Il obtient ensuite 
des expressions très simples des coordonnées x, y, 5 en fonction 

des deux variables & et 8, et de deux fonctions arbitraires. Puis il 

indique comment on détermine ces fonctions arbitraires de telle 

manière que la surface passe par une courbe donnée et y admette 

en chaque point un plan tangent donné. La solution de ce dernier 

problème, que Bjôrling a eu le mérite de poser et de résoudre le 

  

(*} Unc rédaction développée des recherches de M. Catalan a paru en 185$ dans 
le XXXVIL* Cahier du Journal de l'École Polytechnique sous le titre suivant : 
Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure en chaque point sont 

égaux et de signes contraires.
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premier sans en apprécier peut-être toute l'importance, est ramenée 
dans son Mémoire à la détermination d’une fonction dont la 
dérivée troisième est connue. 

Bjürling examine ensuite quelques autres problèmes qu’on peut 
rattacher au précédent, par exemple le suivant : Déterminer la 
surface minima qui coupe une surface donnée suivant une 
courbe telle qu'en chacun de ses points p et’ q soient des fonc- 
tionsdonnées à l'avance de TV, 3 Ci 

Le reste du Mémoire ne contient rien de nouveau. 

183. Les importantes recherches de M. VWeierstrass, publiées 
en 1866 (‘), reposent sur l'emploi des formules de Monge, mises 
sous une forme extrêmement élégante, et qui paraît la plus com- 
mode dans les applications. M. Weierstrass a résolu, le premier, 
plusieurs questions essentielles : il a, en particulier, donné le 
moyen de trouver toutes les surfaces minima réelles et algé- 
briques. Ses formules établissent de la manière la plus claire le 
lien qui existe entre la théorie des fonctions d’une variable ima- 
ginaire ct celle des surfaces minima, puisqu'elles montrent qu'à 
toute fonction de l'argument imaginaire correspond une surface 
minima réelle. Mais, Comme nous ferons connaître les recherches 
de cet illustre géomètre ainsi que les principaux travaux publiés 
depuis 1867, nous arrêterons ici cet exposé historique en signalant 
toutefois un Mémoire de M. Beltrami Sulle proprietà generali 
delle superficie d’area minima, inséré en 1868 dans le t. VIT 
des Hémoires de l’Académie des Sciences de Bologne (2° série). 
Ce beau travail, sur lequel nous aurons à revenir, Contient une 
Notice historique très étendue qui nous a permis, du moins nous 
l’espérons, de n’oublier aucun travail impoñtant publié sur notre 
sujet avant 1860. On consultera aussi avec le plus grand profit le 
Mémoire de M. Schwarz intitulé J/iscellen aus dem Gebiete der 
Minimalflächen, inséré au tome LXXX du Journal de Crelle 
(p: 280, 1855). _. 

  

€*) Wernsrass, Ucber die Flächen deren mittlere Krümmung überall gleich Mull ist (Monatsberichte der Berliner Akademie, pp. 612, 855; 1866). Ueber eine-‘besondere Gattung von Ainimalflächen (mème Recueil, p. 5115 186).
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+ Sr - 
CHAPITRE IL O4 

LES SURFACES MINIMA EN COORDONNÉES PONCTUELLES. # ° * 

Première condition à laquelle doit satisfaire la surface minima passant par un 
contour donné. — Intégration de l'équation aux dérivées partielles. — Formules 
de Monge. — Formules de Legendre ne contenant aucun signe d'intégration. — 
Double système de formules donné par M. Weicrstrass. — Détermination de. 
toutes les surfaces minima algébriques et réelles. — Relation entre la théorie 
moderne des fonctions ct celle des surfaces minima. 

  

184. Considérons une surface quelconque, ou plutôt une por- 
lion continue de surface (©) limitée par un contour, et proposons- 
nous de trouver la variation de l'aire quand on passe à une surface 
infiniment voisine. Soient x, y, s les coordonnées d’un point 
de (E); c, c’, cles cosinus directeurs de la normale en ce point. 
Nous prendrons pour coordonnées cuyvilignes u et v les paramètres 
des lignes de courbure de la surface. Alors, si l'on désigne par R, 
R’ les deux rayons de courbure au point considéré, les formules 
d'Olinde Rodrigues nous donneront 

dx | de dy ‘© dc : ds . de” ” ou ou Qu Ro Get Re = 1 4 

dx 0 CAEN CES 03 . rdc" 
de Ro D RO RS 0. 

On a d’ailleurs 
‘ f de de dc" dc’. dc" dc” 

Où do du d du à © 
(2) | 0x 0x dy dy , d5 05 

du 00 du do + Qu — 

Nous poserons, pour abréger,
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on aura évidemment 

E?=e2R?, Gi= R'29?, 

et l’on obtiendra pour l'élément linéaire de la surface (©) l'ex- 
pression 

(4) ds? = R'e? du? + R'?e? do? = E? du? + G? dot. 7 

Cela posé, considérons une surface (F')infiniment voisine de (£); 
la normale en un point M de (Y) rencontre (£’) en un point M’. 
Désignons par À la distance MM’; la surface (©) sera, évidemment, 
définie si l’on donne ‘x en fonction de w et de v, ct les coordonnées 
X, Ÿ, Z d'un point de (©) seront déterminées par les formules 

X=z+ec}, Y=y+c'}, Z2=5+c"), 

qui donnent 

{ 4X =02 RS de + RyË de + cd, 
£ 1v ‘ de’ ï dc” ’ (5) dY CAR) du +R) de + c'en, 

TT 1" dz = Qi R)SE du + A R)E de + cdd. 

Oa en déduit, pour l'élément linéaire de (©), l'expression 
(6) ds? =(À—R}te? du? +(X — R'} 9? de? + ad} 

et, pour l'élément superficiel, 

/ (a) w : 

 … À À du : (&) | =E 2: 2 TS ds cs R) (: K)\ + 0 RE gt — KR)? 

  

185. Supposons maintenant que l’on considère une portion 
de () limitée par un contour (C) et que l'on veuille comparer 
l'aire de cette portion à celle d’une surface infiniment voisine (£) 
passant par le même contour. Alors } devra être une fonction 
infiniment petite s’annulant en tous les points de (C). L'aire de 
(£") sera représentée par l'intégrale double 

RE ——— ———_—_—_—_—_—_— 

// (2) ay 
. À 2: du de se ffec(i-5)(-5) + EURE gode
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étendue à toutes les valeurs de w, e correspondant aux points 
‘de (©) situés à l’intérieur de (GC); et cette aire, développée suivant 

les puissances de la quantité infiniment petite qui entre en facteur 

dans }, pourra s’écrire 

s= [frcaua- [fers + )u 

(8) ‘ (2 Y Ô) 

| + [ fre Le Aou su AW du dv, 
RR oeR? ‘ 2g?R7 

les termes négligés étant du troisième ordre seulement. Si l’on fait 

À = 0, on trouve l'aire de (£). L'accroissement de l'aire quand on 
passe de (£) à (£') sera donc déterminé par la formule 

ps fra R)diar 
(9) | + ffse me, Ge) .Ë s) du dv, 

RR' 2e? 2e E 
  

au même ordre d’approximation que précédemment. 
Il résulte immédiatement de là qu’il faut, pour qu’une surface 

soit minima, que la somme de ses rayons de courbure principaux 

soit nulle en chaque point. En effet, supposons qu'il en soit autre- 
ment ct prenons pour } une expression de la forme 

I n 

X =m (+ +r)s 

9 étant une fonction de w'et de 6 qui devra s’annuler en tous les 

points du contour (C) et »# une constante infiniment petite. L’ex- 
pression (9) de AS prendra la forme 

s8=—m f [EG (5 +p) & dv, 

les termes négligés étant de l’ordre de 7°. L’ intégrale précédente 
n’est pas nulle, puisque tons ses éléments ont le même signe. On 
peut donc prendre » assez petit pour que les termes négligés, qui 
sont de l'ordre de m°?, soient plus petits que le précédent et, par 

conséquent, pour que chaque élément de AS ait le signe de — m. 
En donnant à m le signe positif, on trouvera pour AS une valeur
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négative; on obtiendra donc une surface dont l'aire sera plus 
petite que celle de (©). 

Ainsi la première condition pour que l'aire de (£) soit Ja plus 
petite possible est que la somme des rayons de courbure prin- 
cipaux soit nulle en chaque point de la surface, ou, ce qui est la 
même chose, que l'indicatrice soit partout une hÿperbole équi- 
latère. L'usage à prévalu d'appeler surfaces minima toutes celles 
qui satisfont à cette condition: mais Ja méthode que nous avons 
suivie môntre bien que, si elle est nécessaire, elle ne sera pas 
toujours suffisante. Faisons en effet R'= — R dans la formule (9): . 
l'expression de AS deviendra 

  
(10) ’ 

2 2 

(à) (à) . 
du de AS = fes — je. fu ? du dv, 

28 

les termes négligés étant du troisième ordre par rapport à }; et il 
faudra que l'intégrale double qui figure dans le second membre de 
cette formule soit positive quand on y substituera une fonction 
quelconque, assujettie seulement à s’annuler en tous les points du 
contour de (£). Nous reviendrons plus loin sur cette condition 
supplémentaire et nous nous attacherons d’abord à la détermina- 
tion des surfaces pour lesquelles la somme des rayons de courbure 
cst égale à zéro. 

186. Nous venons de voir que l’on peut les définir encore en re- 
marquant que l’indicatrice est une hyperbole équilatère ou que 
les lignes asymptotiques se coupent à angle droit. Il ya avantage 
à énoncer la propriété caractéristique des surfaces minima sous la 
forme suivante : Les deux familles de lignes de longueur nulle 
tracées sur la surface doivent former un réseau conjugué. On 
sait en effet que l’hyperbole équilatère est la seule conique ad- 
meltant pour diamètres conjugués les deux droites de cocfficients 
angulaires + £ et — x, 

Ce point étant admis, Prenons comme variables indépendantes « 
et f les paramètres de ces deux Systèmes de lignes de longueur 
nulle. Puisqu’elles forment un réseau conjugué, les coordonnées 
rectangulaires æ, ÿ, 5 seront trois solutions particulières d’une 
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équation de la forme 

020 dû 00 
0203 À —BZ — 0. 

On aura donc 

dr. dx BY = 

0208 ‘0x , d3 

dy dy % _ (11) 2108 oz Dog — 0 

de AU pe, 0208  ‘ 0 93 

et de plus, par suite du choix particulier de « et de B, 

CET 
GG) 

Les formules (r1) et (12) expriment évidemment toutes les con- 
ditions résultant, et de la définition de la surface, et du choix des 
coordonnées. 

Or, si l’on différentie la prémière des équations (12) par rapport 
à $, la seconde par rapport à e, et que l’on remplace les dérivées 
secondes par leurs valeurs tirées des équations (11), on trouvera 

Ox 0x dy dy ds ds : 

(Gare ren)iee 
(érès 0\ 

0x 08 0x 0 ‘02 03]? 

Comme on ne peut avoir 

0x 0x | dy dy 05 d5 

dx 03 04 03 Ÿ 0x 08 © 

sans quoi l’arc de toute courbe tracée. sur la surface scrait nul, il 
faut que À et B soient nuls; les équations (1 1) se réduiront aux 
suivantes 
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dont l'intégration est immédiate ct nous donne 

. T=fi(z)+<oi(8), 

(3) Y = fi(2)+ 428), 
32 fax) + g3(8). 

Mais, pour que les équations (12) soient satisfaites, il faut que: 
lon ait | oo, 

FC) + f22 0) + fs (a) =, 
HOBSAHOEEACENS (15) 

Les formules (13) nous montrent que les surfaces minima 
appartiennent à la grande classe des surfaces que nous avons 
déjà considérées (Liv. I, Ch. IX) et qui peuvent étre engendrées 
de deux manières différentes par la translation d'une courbe. 
Nous reviendrons plus loin sur cette interprétation géométrique 
des formules (13) et nous indiquerons tout le parti qu’en a tiré 
M. Lie. 

187. Comme on peut, sans changer le système de coordonnées, 
substituer à & et à f des fonctions quelconques de ces variables, 
on pourra loujours supposer ° 

fiG)=e  o(8)=8. 

On déduira alors des formules (14) 

PO)= IT FE),  0/()= virer, 
et, si l’on supprime les indices, les formules (13) prendront la 
forme 

T=a+f$, 

(5) Jef) +6 (8), 
2 = if Vif) dis if vi +92(3) di, 

qui est due à Monge (!). 

  

(*) Analyse appliquée à la Géométrie, p. 211. La méthode par laquelle nous 
avons obtenu les équations finies de la surface minima laisse de côté, comme la 
plupart de celles qui ont été employées, le cas exceptionnel où les deux systèmes 
de lignes de longueur nulle sont confondus dans toute l'étendue de la surface. 
Alors. nous l'avons déjà vu (n° 116), la surface sera une développable imaginaire
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Legendre et Monge ont aussi développé unc autre manière de 5 S I 
résoudre les équations (14). Supposons que l'on ait obtenu six 
fonctions satisfaisant à ces équations ct posons 

LOL 4 8 
fi) ® 218) ? 

ce qui donnera 

JiC)= if) Vie at (Re (TE, 

Si l’on prend comme nouvelles variables &, et Pi) ON pourra 
toujours donner à f/ (x), (8) les formes suivantes 

(0 (Ga ote 0 À CES) TE AGE Tr 

et les formules (13) deviendront alors 

re fu) +9 (B) 

= MS (4) — Cu) + Bis (81) — (Br), 
22 if Vrai fa) du à f TBE CB) di. 

Il y a encore des quadratures à effectuer. Voiei comment Le- 
gendre les a fait disparaître. En intégrant par parties, on a 

SR Su) du = fa) VITE — AJ) + JE 
Vi+ ai (+ 2) 

Si donc on pose 

fa) = (12 29} Fm), 
et de même 

| 3 
e(B)=G+ pr) dB), 

les formules seront débarrassées de tout signe d'intégration. On 

  

circonscrite au cercle de l'infini; elle doit ètre considérée comme une surface 
minima; car elle satisfait à l'équation du premier ordre 

++ =Ù, ) {1 

ct, par suite, on le vérificra aisément, à l'équation A ] s 
ue —] 

G+g)r—2pqs+(1+p)t=o, n 
ee 

qui caractérise les surfaces minima.
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les trouvera dans le Mémoire de Legendre et dans le Traité de La- 
croix (1. II, p. 625). : 

188. Mais la solution la plus élégante des équations (14) est 
celle qui a été indiquée par M. Enneper (‘) et complètement dé- 
veloppée pour la première fois par M. Weierstrass dans les articles 
déjà cités [p. 280] des HMonatsberichte. 

Posons 

AC + if: (a) 
—fi(x) 

= U, 

la première des équations (14) nous donnera 

POETHOEEACE 
et par suite les rapports des trois dérivées fi fes Ja Seront déter- 
minés par les formules 

  

LC) fi fit. 
I— ut WI u) ou 

u cest évidemment une fonction de «. Nous pouvons par con- 
séquent, en écartant le cas exceptionnel où & serait une constante, 
représenter la valeur commune des rapports précédents par 

T 

u 5 . 
Nous aurons alors 

file) = 2j —)f(u) du, 

AO TC + u?) F(u) du, 

Ja(x) = Ju F(u) du. 

On trouverait de même, en posant 

g1(8)—iS,(81 

— 93(8) 
(16) = Li, 

  

(") Esxcver (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen (Zeitschrift für 
Mathematik und Physik, L IX, p- 1073 1864). °  
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+ 

et.en suivant une méthode analogue pour ce qui concerne ÿ, 

os 0 
ae 5 {Gun fu) du, 

È cn À ca(B) = — 5 (+ u?) Fi(u) du, 

c3(B)= fa Cu) du. 

Les formules qui définissent la surface seront alors 

4 
x = S fe — 4) F(u) du + s fu- u?) FC) dus, 

. (5) Y = fe ut) F(u) du — 2 fa+up Fi(u) dus, 

3= Jeu + fui fit) dus. 

Il suffira de remplacer #(u) par la dérivée troisième d’une fonc- 
tion f(u) de «, et de mème #,(&,) par la dérivée troisième d’une 
fonction fi(u,), pour obtenir les formules suivantes, débarrassées 
de toute quadrature, | 

D LÉ pu + a fu) — JC) 
+ fi) + au fu) — fil) 

D {,- LE fu) — in fu) + à fu) 
— LÉ plu) + dr PAC) — ét) 

32 0 fu) — fu) + fn) — fi) 
qui ont été données par M. Weicrstrass. 

\ 

189. Avant de poursuivre l'application des formules précédentes, 
nous remarquerons qu'elles laissent de côté le cas où l’une des 
quantités w, u, définies par les formules (15) où (16) ne pourrait 
être choisie comme variable indépendante et se réduirait à une 
constante. Supposons, par exemple, que w soit constante. On aura 
alors 

  
fi) _ HO) (0 
Au? E(i+ ut) où 

19
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. y + I . 
et, si l’on désigne par =('(x) la valeur commune de ces rapports, il 

faudra substituer aux formules (15) les suivantes : 

  T = IE 0x 22 2 fee ut Qu du, 

  paire 2) À [a+ a) cu) du, 

u 0 (a) + IÉAOLT à 

Les courbes #,— const. seront des droites parallèles allant ren- 

contrer le cercle de l'infini. La surface correspondante sera donc 

un cylindre imaginaire (). | 
Si & et u, étaient toutes les deux constantes, la surface, on le 

reconnaîtra aisément, se réduirait à un plan. 

190. Après avoir signalé ce cas exceptionnel, revenons aux 

formules (19) et (18). Nous allons indiquer d’abord comment on 

en déduit toutes les surfaces algébriques. 

Si les fonctions désignées par /{u), f(u,) dans les formules 

(18) sont algébriques, la surface minima correspondante le sera 
aussi. Nous allons démontrer la proposition réciproque et prouver 
que la surface minima ne peut être algébrique que si les fonctions 

f{u), fi(u) sont algébriques. 

Les formules (15) nous donnent les relations 

de _ ;0r 2 2 
(19) du du = y dus du: 0 

95 ? 25 D 

ou dus | 

dont les premiers membres peuvent être calculés, car ils se rap- 
‘portent à des déplacements effectués suivant les lignes de lon- 
gueur nulle de la surface; p et q désignant les dérivées partielles 
de :, les équations 

ds =pdx + dy, 
(20) dx?+ dy? + d:?= 0 

  

(*) Les surfaces de cette nature sont celles qui ont été signalées par Poisson 
dans le tome Il de la Correspondance sur l’École Polytechnique. Voir p. 255.  
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déterminent deux systèmes différents de valeurs pour les différen- 
ticlles dx, dy, ds. Soient 

êx, dy, Ôz; C'æ, d'y, d'a 

ces deux systèmes différents; & et u, seront évidemment définis, 
soit par les formules 

nn !" . Nr Nr OT —icy d'T+HE0y {21) ET = y, 
cs 

  

soit par les suivantes 

  

  

d'æ— id y: êr + idy (22) u =— U, —; =— 4, 
cs 

ct seront par conséquent, dans le cas qui nous occupe, des 
fonctions algébriques de x et de y. Réciproquement x, Jet, par 
Suile, 3 seront des fonctions algébriques de # et de &. Soit 

| Q(u)+ei(us) 

l'expression de l’une quelconque des coordonnées; on aura une 
rclation algébrique 

Fo(u)+ ou), u, u]= 0. 

I résulte de là, évidemment, que &(u) et o,(u,) seront des 
fonctions algébriques; car si, dans l'équation précédente, on 
donne à wi, par exemple, une valeur numérique quelconque, 
2,(&) prendra une valeur constante et il restera une équation 
algébrique déterminant o(u). 

, ._. 
+. En appliquant cetic proposition aux trois coordonnées, nous 

voyons que les parties de leurs expressions qui ne dépendent que 
de & 

2 = EE pu) + a fu) — ft, 

BE fu) — in fu) + if), 

= uf(u)—f'{u), 

sont des fonctions algébriques de w; il en scra donc de même de 
la combinaison 

a(i—u?)+ Bi(i+u)+ 2{U=—2/f(u).



292 . LIVRE 111, — CHAP. II, 

Comme le raisonnement s'applique également à la fonction 
fi(u), la proposition de M. Weierstrass est complètement dé- | 
montrée. 

191. Recherchons maintenant à quelles conditions la surface- 
représentée par les équations (15) ou (18) sera réelle. Considérons. 
d'abord les formules (15); si l’on y prend pour f(u), #(u) des. 
fonctions imaginaires conjuguées et si, de plus, les intégrales re- 
latives à w et à w, sônt prises suivant des chemins imaginaires. 
conjugués, les expressions des différentes coordonnées seront 
évidemment réclles; car, à chaque élément de l'intégrale relative à. 
u, on poürra faire correspondre, dans chacune des trois formules, 
un élément imaginaire conjugué de l’autre intégrale. Nous allons. 
montrer que ces conditions, qui sont suffisantes, sont aussi né- 
cessaires. . 

Reportons-nous en cffet aux formules (20) à (22). Pour tout. 
point réel d’une nappe réelle, on pourra supposer que les deux 
systèmes de rapports ôx, dy, Ôz; dx, d'y, ds définis par les for-. 
mules (20) se déduisent l’un de l’autre par le changement de i en 
— à. Par suite les valeurs de w et de uw, déduites de l’un ou l’autre 
des systèmes (21), (22) seront imaginaires conjuguées. 

On déduit, d'autre part, des formules (15) les suivantes . 

dx « dy dx  .dy 9x , ; … 

du du — 
— —i = Fu), (au). 

Comme les premiers membres de ces relations sont imaginaires. 
conjugués, il en sera de même des seconds. Les fonctions Fu), 
5,(u,) doivent donc être imaginaires conjuguées, ainsi que les. 
arguments 4, LU. | 

Il résulte de là que les nappes réelles de la surface minima 
seront représentées par les équations 

z= RS (Gi — u?) $(u) du, 

(23) JE RSiti+u) É(u) du; 
| 3= Rf2uf(u) du, 

le signe À, déjà employé (n° 126), indiquant que l’on prend scu- 
lement la partie réelle de la fonction. Les deux variables réelles.  
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dont dépend la position du point sont alors la partie réelle et la: 
partie imaginaire de l'argument w. | | 

En ce qui concerne la recherche des surfaces réclles, les for- 
mules (18) présentent une légère difficulté. Il est clair que, si l’on 
y substitue pour /(u), /,(&1) deux fonctions imaginaires con- 
juguées, la surface correspondante aura des nappes réelles que l’on 
obtiendra en donnant à & et à w, des valeurs imaginaires con- 
juguées; mais la proposition réciproque n'est pas exacte. Pour 
que la surface minima soit réelle, il n’est pas nécessaire. que 
J{u) et fi(u;) soient des fonctions imaginaires conjuguées. En 
effet, les expressions de x, y, 3 ne changent pas, on le vérific 
aisément, si l’on ÿ remplace /{u), fi(u) respectivement par 

Ju) +A(—u)+Bi(i+ut)+aGu =o(u) 
AiGu)— AG u?) + Bi(r+ 0?) —oCu; = oi), 

A,B, C désignant des constantes quelconques. En admettant 
même que /(u) et f(x) soient des fonctions imaginaires con- 
juguées, la même propriété ne saurait appartenir aux fonctions 
o(u), &,(u,) pour toutes les valeurs des constantes À, B, C. Mais 
on peut démontrer que, dans le cas où la surface minima est 
réelle, parmi toutes les déterminations possibles du système des 
deux fonctions f(u), fi (us), 11 en existe'toujours une infinité pour 
lesquelles les deux fonctions sont imaginaires conjuguées. 

En effet, les équations 

Te [({—u) fu) + auf'(u)—2/f{u)], 

(21) J=RUG+u) fu) —auf(u) + 2 f(u)], 

s=û [au f'(u) — 0 f'{u)] 

représentent évidemment une surface réelle: et pour toutc 
fonction f(u) satisfaisant à l'équation 

(25) fu) = #(u), 

les différentielles des coordonnées déduites des formules (24) sont 
. identiques à celles que l’on obtient au moyen des formules (23); 
-Par conséquent les équations (23) et (24) représentent deux 
nappes réelles que l’on pourra toujours faire coïncider par une 
simple translation imprimée à l’une d'elles. Ce point étant admis,
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substituons à la place de fu), dans les formules (24), la fonction 
plus générale qui satisfait encore à l'équation 25 S q 

.J(u)+AG—u)+Bi(i+u)+oCu. 

Les expressions de x, y, s s’y trouveront augmentécs respecti- . 
vement de 

L 7 —4RA, — 48, — 4RC. 

\ : On pourra disposer des parties réelles des constantes À, B, C de 
manière à rendre identiques les deux surfaces représentées par les 
formules (23) et (24); quant aux parties imaginaires de ces con- 
stantes, elles demeureront entièrement arbitraires. On pourra 
done, sans changer la surface, substituer à la valeur obtenue pour 
Ju) l'une quelconque des fonctions comprises dans l’expression 

- générale 

J{u)+ ai(t—) +0 + u?) + ciu, . 

où &, D, c sont trois constantes réelles quelconques. 

192. Revenons aux formules (23). Elles établissent, comme l’a 
fait remarquer M. VWeicrstrass, le lien le plus étroit entre la 
théorie des fonctions imaginaires et celle des surfaces minima. En 
effet, à toute fonction $(u), ces formules font correspondre une 
surface minima réelle dont les différentes propriétés donneront la 
représentation géométrique la plus parfaite et la plus élégante de 
toules les relations analytiques auxquelles la fonction donne nais- 
sance. 

Cette surface minima est pleinement déterminée de forme et 
d'orientation, mais elle peut être déplacée parallèlement à elle- 
même, si l’on ajoute des constantes quelconques aux intégrales 
qui figurent dans les formules (23). On peut donc dire qu’à une 
fonction f(w) de l'argument imaginaire corresponü une seule sur- 
face minima, mais la proposition réciproque n’est pas vraie en 
général. {l suffit, pour le reconnaître, de remarquer que les for- 
mules (21) et (22) du n°190 nous conduisent à deux systèmes 
différents de valeurs pour x et w, ct, par conséquent, à deux 
valeurs,, différentes en général, pour la fonction #(u). 

On arrive au même résultat par le raisonnement suivant. Re- 
prenons les formules (15) et cherchons si l’on peut leur substi-
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tuer d’autres formules semblables, où & etui soient remplacées par 

pete, et #(u), (ue) par d'autres fonctions G(v), Gi(v,). Les pa- 

ramètres u et uw, étant, comme # et #,, ceux des lignes de longueur 

nulle de la surface, il faudra que v soit fonction de w et vs fonction 

de u,, ou bien que v soit fonction de &, et #, fonction de u. La 

première hypothèse nous donnerait évidemment 

v=u, = ü, Gt) = Su) Gite) = FiÇu). 

La seconde se traduira par les équations 

(i— u?) f(u)du — QG 02) Gi(o) des, 

G—u})iw)du= (1-6?) G(v) dv, 

{+ uw) #(u) du =— (1-7 0?) Givi) des, 

G+ u?) Cu) du=—(i+ 62) G(9) dv, 

uS(u}du = vi Givi) des, 

. . tu FC) du = v G(v) dr, 

qui donnent 
1 1 

N=—) 0=— —) 
u ui 

I 1 ‘ > 1 ] 

Ga) = K2(- =) . Gt = ia (- 2). 

Si l'on se borne aux surfaces réelles, on voit qu'à une même sur- 

face minima on peut faire correspondre les deux fonctions 

2 UV > I 
Lt —— 51 — Ju) € A » 

u 

qui sont différentes en général. Nous aurons à revenir sur ce 

point très important, pour l'étudier d’une manière détaillée.
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CITAPITRE III. 
LES SURFACES MINIMA EN COORDONNÉES TANGENTIELLES. 

Formules relatives au plan tangent ct à la normale, — Nouvelle méthode ‘d’inté- 
gration de l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. — Équation 
de ces surfaces en coordonnées tangentielles ordinaires. — Détermination des 
fonctions f(u), f.(u,), (tu), J,(u,) quand la surface est donnée sculement 
par son équation en coordonnées tangentielles. — Lignes de courbure et lignes 
asymptotiques, théorème de M. Michael Roberts. — Transformation que subis- 
sent les fonctions /(u), f,(u,), F(u), S,(u,) quand on eTectue un changement 
de coordonnées. — Détermination de toutes les surfaces minima qui sont des 
surfaces de révolution, des hélicoïdes ou des surfaces spirales. 

  

193. Après avoir indiqué les formules qui définissent les points 
de la surface minima, nous allons étudier celles qui concernent 
le plan tangent et la normale. | | 

Soient c, c', c’ les cosinus directeurs de la normale. Ils seront. 
définis par les équations 

ce eX c' 0 à | de een I 

' | eZ eÙ à 095 = 0 
| du du, du 

Si l’on remplace les dérivées de x, y, 3-par leurs valeurs tirées 
des formules (15) [p. 289], on trouvera, en attribuant un sens dé- 
terminé à la normale, 

U+ U 1 ci —u ,  UUy—t . (2) ant Css =. - 1+ UU + LU 1 ul 

Si l’on écrit l’équation du plan tangent sous la forme 

(3) Cu) + (us —u)Y us —1)Z+E = 0, 

on aura 
—E=(u+u)r + it —u)y +(um— ns. 

En substituant à la place de z, 7, 5 leurs voleurs déduites des
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mêmes formules (17), on aura 

(4) ie fau-axiamsoas [ Ga —n)Q mt) Fu) du 

les intégrales relatives à « et à a devant être prises suivant les 

mêmes chemins que celles qui se rapportent à & et à &,. Si, pour 

ne pas avoir de quadrature, on emploie les formules (18), on trou- 

vera ° 

(5) E=ouf(u)+ au fi(u)—G+ ut) (ue) + fi] 

194. Les variables &#, us, Ë constituent ce système particulier 

de coordonnées tangentielles que nous avons étudié au Cha- 

‘pitre VIT du Livre précédent. Avant de continuer, nous montrc- 

rons que les formules établies (n° 165), relativement à ce système 

de coordonnées, permettent de déterminer toutes les surfaces mi- 

nima par une méthode qui revient, au fond, à celle de Legendre. 

Reprenons, en effet, ces équations en y remplaçant « par w, à 

par &. D’après la première des formules (33) [p. 246] qui fait 

connaître les rayons de courbure de la surface, nous recon- 

naissons immédiatement que l'équation aux dérivées partielles 

des surfaces minima sera | 

(6)  E—pu—qu+#(t+um)s =0o;, 

P; gs S désignant, suivant l'usage, les dérivées de &. Cette 

équation aux dérivées partielles s'intègre par les procédés régu- 

liers et, en particulier, par la méthode de Laplace; mais on peut 

encore opérer comme il suit : | 

- Prenons la dérivée seconde du premier membre par rapport à « 

ct à w,; nous trouverons 
2 d?s 

(+ ui) Tin 0; 

s sera donc la somme d’une fonction de w et d’une fonction de wi. 

D'ailleurs, en différentiant l'équation (6) par rapport à w ou par 

rapport à &,, on obtient les deux équations 

r = ( +) ds, 
u du 

1, ds 

CO 
(7)
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qui permettent de calculer r et £ quand s est connue. On pourra 
donc trouver p et q par l'intégration de deux différentielles à 
deux variables. 

Écrivons s sous la forme 

(8) s=f(u)—uf(u)+fi(u)—u fi); 

nous aurons, €n vertu des équations (3), 
(r=—(i-uu)f"(a), (9) Leu) fr(e) 

et, par conséquent, 

P = f(r du + s dus) 

= 2/10) fi us)+ us f'u)—G+ uu,)f'{u). 

g = fs du + t du) 

= 2f(4)—uf{(u)+ufi(u)—(1+ au) fs (us). 

(10) 

Il est inutile d’ajouter aux valeurs de p et de q des constantes 
que l'on peut toujours supposer réunies à /(u) et f (wi). Si Pon 
porte ces valeurs de p et de q, jointes à celles de s, dans l’équa- 
tion (6), on retrouve précisément la valeur de £ donnée par là 
formule (5). 

195. L’équation (5) doit être regardée comme l'équation de la 
surface, écrite dans un système particulier de coordonnées tangen- 
ticlles; mais, si l’on prend l'équation du plan tangent sous sa 
forme la plus générale, 

UX+VY + WZ+P =0, 

on peut aussi obtenir la relation entre U, V, W, P, qui caracte- 
rise les surfaces minima. 

En identifiant l'équation précédente avec la suivante 

XÇu + ui) +EY(u; — u)+ Z(uu —1)+E—=0, 

on trouve, en effet, 

  

  

UV __W _P Æ+ybwr+vrw 
u+u (Mu) uu—r EE UUi +1
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et, par conséquent, 

U+iv U—iV 2P 
= UM :   

H désignant le radical 

H=:#HyU2-+ Vi + Wi. 

Portons ces valeurs dans l'équation (5), nous trouverons 

P=(U—iV)/ (Te) 
+ +MA(ER) nf" (er (EN). 

Si l'on suppose la surface réelle, les fonctions f et ji seront 
imaginaires conjuguées. Posons 

U+iv . 

JR) + 

F,et F2 étant la partie réelle et la partie imaginaire de /. On 

obtiendra, par un calcul facile, l'équation 

o [UF + VE 
= — 3. | 

tr) P=—el [nov | ? 

d'où les imaginaires ont complètement disparu. On peut aussi 

employer la forme 

(12) = AU + aVPs — (UE WE (TT n ) 
dÙ ‘ oV 

qui a été donnée par M. Weicrstrass (article cité, p. 625). 

Supposons, par exemple, 

f(u)=u; 
on aura 

Cp, = L—3UV p, == HV, 
1 = W}?  ? (I Wy 

L OF U—V? |_2W—4l,., 
P=—2if Tr ] = = — V9. 

Pour f{u) = uw", on aurait 

(t— m)H + W 
P= Qu _— Wm-1 

[CU + Ve)a-1(U _ Vipn-1].
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196. Nous présenterons encore une remarque sur l'équation en 
coordonnées tangenticlles des surfaces minima. Écrivons-la avec 
les variables w, us, E; les formules (9) nous permettront sans 
difficulté d'obtenir les fonctions f(u), Fi(u) relatives à la sur- 
face. On aura : | 

pr 
| fu= f(x) = | 1+uu (13) 

< _ fm TT . [Ge roue EE 
il suffira donc de calculer les dérivées secondes » et 4 et d'éli- 
miner £ au moyen de l'équation de la surface pour obtenir les. 
équations qui donnent les deux fonctions Su), Fi(u). 

Considérons, par exemple, l'hélicoïde 

. » 35 arctange 

dont l'équation en coordonnées tangentielles est 

P . U, {y = arc tang ir; 

si l’on remplace U, V, W, P par leurs expressions en fonction 
des variables w, 1, €, elle deviendra 

HU Ulis fu: E=(uus —1) ATC LANGE — I, | — |. U— ui 2 

On aura ici 

r — E(1+ uit) Pt À 179) 
7 ou _ su! 

cl, par conséquent, 

  
> — À : È 

J(u)= Fais )= ——. = ft) 

La détermination des fonctions J{u), fi(us) correspondantes à 
une surface minima donnée peut aussi être obtenue, mais d’une 
manière moins simple. 

La combinaison des formules (3) et (10) nous donne la relation 
nouvelle 

gO+um)—Eu=2f(u)—ou fu) 
° +au(i+uu)fi(t)—(i+ uui) fi(u). 
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Si l’on donne à &, une valeur constante quelconque &,, le second 

membre devient égal à 2/(u) augmenté d’un polynôme du second 

degré en &. On aura donc 

gûi+uu;)—Eu 

2 
Jf{u)= [ + P(u), 

P désignant un polynôme du second degré en u. 

De même, on pourra prendre 

: 1? 

fitu)= [etes | Pin). 
t=« 2 

CE . . 
Écrivons P ct P, de la manière suivante : . 

PQu)= AGi—u)+ Bi(i+u)+aCu, 

PiGu)= AG—ut)—Bii(i+ u)+ 2Ciur 

En substituant les expressions de f{u) et de /,(w,) dans l'expres- 

sion de & donnée par la formule (5), on trouvera un résultat de la 

forme 

Ou, ui, a, @)=2(A+ Ai)(u+ uw) 

+2(B+B;}i(u — u)+ 2(0 + Ci}(uui —1), 

où le premier membre sera complètement connu. Cette identité 

permet évidemment de déterminer, autant qu’elles peuvent l'être 

(ne 191), les constantes À, À,, ... et par suite les fonctions /(u), 
fiQu) S'il s'agit d’une surface réelle, on pourra supposer a ct 
& imaginaires conjugués et prendre 

A= À, B, = B, CGi=0C; 

les valeurs de À, B, C seront alors réelles. 

En appliquant cette méthode à l’hélicoïde, on obtiendra les 

expressions suivantes : 

fa) = Le, Atu)=— Lu 

pour l’un des systèmes de valeurs de f(u) et de fi(u;). 

197. L'équation en coordonnées tangentielles obtenue pour 

les surfaces minima conduit à la détermination la plus simple 

des lignes de courbure et des lignes asÿymptotiques de ces surfaces.
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Lorsqu'on emploie les variables &, 44, Ë, l'équation différentielle 
des lignes de courbure prend la forme (n° 163) 

r du? — t du? = 0. 

Remplaçons r, £ par leurs valeurs (9) et nous aurons 

S(u) du? — Fi(t) du? = 0. 

Les lignes de courbure s'obtiennent donc par des quadratures 
ct'ont pour équation 

{14) SVG du + SJ VF) dus = const. 

Si l’on écrit 

ÿ OP ETADETS 

cette équation déterminera le signe qu’il faut attribuer au radical 
pour chacune des lignes de courbure et les formules (33)[p. 246] 
nous donneront les coordonnées X, Y, Z du centre de courbure 
ct le rayon principal R correspondant à Ja ligne de courbure consi- 
déréc. On a ainsi ° 

2R=(1+ au) F(u) Cu), 

  Lise u?ui— 1 

(15) | 2 
X—iY=x—iy+ u(1+ uu)VS(u) i(us , 

iX+iY=rv+iy+u G+uu)Vi(u) fu), 

VC) Gu), 

æ, J} 5 étant les coordonnées rectangulaires du point de la sur- 
face. ‘ 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques s'obtient 
également sans difficulté, soit avec les coordonnées ponctuelles, soit 
avec les coordonnées tangentielles. Si l’on emploie, par exemple, 
l'équation (35) que nous avons donnée [p. 246] relativement au 
système (u, w, Ë) ‘ 

(+ uu)(r du+ os du dus + tdu?) +2 du du (E— pu — qui) = 0, 

le cocfficient de du du, sera nul en vertu de l'équation aux dé- 
rivées partielles de la surface, et il restera 

$(u) du + ÿi(u) du? = 0. 
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On voit que les lignes asymptotiques se déterminent encore par 
des quadratures (1). 

On a pour leur équation en termes finis 

6) SF du if VF) du = const., 

et les quadratures sont celles qui figurent déjà dans l’équa- 
tion des lignes de courbure. 

Pour obtenir des surfaces minima algébriques dont les lignes 
de courbure et les lignes asymptotiques soient algébriques, il 

suffira donc de connaître deux fonctions algébriques f(u), f(x) 
telles que les quadratures suivantes 

SVP Cu) du, ff) du 

soient aussi algébriques. 
Lorsque la surface est réelle, les équations des lignes de cour- 

bure peuvent s’écrire 

RS VF) du = const., Rif VF) du = const., 

et celles des lignes asymptotiques 

R JV if (u) du = const., RS V— if (u) du = const. 

. 198. Les formules relatives aux coordonnées tangentielles per- 
mettent de résoudre simplement une question essentielle et de 

reconnaître comment se transforment les fonctions f(u), fi(ui), 

$(u), #.(&) quand on effectue un changement de coordonnées 
ou, ce qui est la même chose, quand où déplace la surface en con- 
servant les axes. | 

Supposons d’abord que l’on soumette la surface à une transla- 

tion dont les composantes soient À, mu, y : L'équation du plan 

  

(*) La détermination des lignes de courbure et des lignes asymptotiques est due 
à M. Michacl Roberts qui l'a donnée dans un Mémoire Sur la surface dont les 
rayons de courbure sont égaux, mais dirigés en sens opposés, inséré en 1846 

au Journal de Liouville, t. XI, 1° série, p. 300. Ce beau travail contient aussi 

des recherches sur l’aire de la surface ainsi que sur la surface minima réglée 

Rplus s générale.
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tangent . 

(u+u)X+i(u—u)Y +(uu—1Z+t=o 

deviendra 

(u+um)X Hi u)Y+ (um —1)2+E = 0, 

£ ayant pour valeur (n° 167) 

ni (utus)—in(v—u)—v(uu; —3)s 

On obtiendra cette nouvelle valeur de £ en substituant aux 
fonctions f(u), fi(u,)les suivantes 

À . j D 
| g(u)= f(u) — zu) — EG u?) — T; 

4 
(13) ‘ 

À tt vu 
| Di) = fit) — (1 — ui) + — (1+ ui) — TT? 

{ 4 

qui sont imaginaires conjuguées si /{u), f.(a) le sont aussi. Les 
valeurs des fonctions #(«), #.(w,) ne seront pas changées, comme 
cela était évident a priori. 

Imaginons maintenant que l’on imprime à la surface une rota- 
‘üon quelconque autour de l'origine des coordonnées. Un point 
quelconque M de la surface viendra occuper une certaine position 

-M/, Soit | 
(P+nm)X+in—v)Y— (on 1)Z+t=o 

l'équation du plan tangent en M'. On aura (n° 167) .. 

  

‘ mon MoPi + 7 (8) Æ ——— ER ——— 
Mo— 99 M — nÿ; 

7. MMo+ NN . » Ext 

(19) = Ë . . (N— nv;)(Mo— 70) 

Si l'on désigne par g(v), gi(v,) les fonctions analogues à /(u), 
fiQu) et relatives à la surface déplacée, £’ aura pour expression 

x! 
» m2ng(v) +2ogi(r)— (+ em)[g" (0) + gi(#1)], 

et l’on aura à déterminer g(v), (04) par la’ condition 

{au f(u) +oufi(us)—(t+uu)[f'(u) +fi(n On — nv)(mo— mo} 
Mo + A 

=ong(r) +aogi(m)—(G+em)[s (sr) + gi (01). 
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Pour déduire de cette équation les expressions des fonctions 
g(e); gi(v1), on pourrait appliquer la méthode générale du n° 196; 
mais, avec quelque attention, on aperçoit la solution suivante 

g(v)= Jeu) (M0— nov}, 

gti) = Au) (on — ni}, 

où à désigne le déterminant de la substitution :- 

: 
Ô = MMo—+ Rio, 

et que l’on vérifiera aisément. Si l'on remplace & et w, par leurs 
expressions en #, P;, On aura 

Mo— RoV}? Mmo+n g(r)= Cet, ( ete), 

    

ô Mo— Nov (20) 0 0 

 _ (m—nm} MoVi + No 
v = R nn — }° 

g1(n1) ô fi mm — nŸ, 

199. La question que nous nous étions proposée est ainsi com- 
plètement résolue; car, pour obtenir les résultats relatifs au dé- 
placement le plus général, il suffira de considérer ce déplacement 
comme résultant d’une translation quelconque et d’une rotation 
autour de l’origine des coordonnées, et d'appliquer successivement 

‘les formules (1 q)et(20). nous reste seulement à examiner ce que 

deviennent les fonctions #(u), #,(u,) après le déplacement le plus 
général et, pour cela, il suffira de différentier trois fois par rapport 

à # ou à v, les équations précédentes (20). On obtient ainsi, en dé- 
signant par G(v), Gi(vi) les dérivées g/”(v), g%(v1), les équations 
suivantes : 

no s 
ê? : cè s/{ mo+n 

G6)= — Fu) = a GR), 
(1) (mo— nov} ERo— Ro) * | mo — nov 

", n 

: 02 : o? Mofi+n @ . É Cu) = = 01 720 
91(91) np 7 1) (m—nv;ÿ ? M — nv 

qui font connaître de la manière la plus simple la forme nouvelle 

des fonctions f(u), #,(u,). Il est aisé d’en déduire quelques re- 
lations qui serviront de vérification à nos calculs. 

D.— I. 20*
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Si l’on Lient compte de l'identité 

S(1+ ee) 1 + y = = 1 (Mo—Rov)(m— nv) 

on déduira des formules précédentes la relation . 

Go) Go) Givi) = (+ au) Fu) FiÇan), 
que nous aurions pu écrire a priori, puisque chacun des deux 
membres doit représenter quatre fois le carré du rayon de cour- 

‘bure principal. 
D'autre part, on a 

du 3 . du ô D > = — . do (mo— nov)? dos (nm nv}? 

Par conséquent les formules (21) conduisent aux relations sui- 
vantes 

‘ 

2) Su) du? = G(v)&:, 

(ui) du? — Gi(s1) dot, 

et l’on reconnait ainsi que les équations différentielles (14) et (6) des lignes de courbure et des lignes asymptotiques ne subissent aucun changement de forme lorsqu'on effectue la transformation. 

200. Nous allons donner une application des résultats précé- 
dents en cherchant toutes les surfaces minima qui sont en même 
temps des hélicoïdes ou des surfaces de révolution. IL suffira évi- demment d'exprimer qu’il existe un déplacement hélicoïdal con- tinu dans lequel la surface cherchée ne cesse pas de coïncider avec 
elle-même. Prenons pour axe des 5. l'axe de ce déplacement qui 
est aussi celui de l’hélicoïde. Si l'on fait tourner la surface d’un angle fini 0 autour de cet axe, les formules (18) prendront ici la 
forme très simple 

| u= ve, ui =viei, 

qui convient à ce déplacement (n° 28) ct l'on aura 

_ î . Mm=e 2. n—o, Me à, Ro = 0. w
e
 

En substituant ces valeurs des constantes dans les formules (21), 
on trouvera US . 
(23) G(w)= F(re-t)e-2, Gi (1) = Si(mie)ern,    
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ct ces expressions de G(v), G, (#1) ne seront pas changées si l’on imprime à la surface dans sa nouvelle position la translation pa- rallèle à l'axe des 3 qui l'amène à coïncider avec sa position pri- milive. On devra donc avoir 

‘ GE)= C6) Gin) Fit): 
par suite, #(v), (#1) devront satisfaire respectivement aux équations fonctionnelles 

É(v)= P(ve-0)e-209, ACHEAOCOE 

et cela, pour toutes les valeurs de Q. 
Ces équations expriment que les produits 2$(v), v?#,(v,) de- meurent invariables quand on y remplace v, v, respectivement par veril, sieë et sont, Par conséquent, constants. On pourra donc poser | 

ae-ix 
, 2 u? 

  

£ aeîx ; . (24) (a) = TE? RHONE 

& ct x désignant deux constantes qui seront réelles si la surface est réclle. | 
Les hélicoïdes qui correspondent à ces valeurs de F(u), Fi(us) | sont ceux qui ont été obtenus par M. Scherk et dont nous avons donné l'équation au n° 180. Nous les retrouverons plus loin. La surface minima de révolution, qui est l’alysséide déjà étudiée au n° GG, correspond à la valeur o de «; l'hélicoïde gauche à plan 

‘directeur correspond (n° 196) à la valeur > de la même constante. 

201. Cherchons encore toutes les surfaces minima qui rentrent dans la classe des surfaces spirales signalées au n° 89 et décou- vertes par M. Maurice Lévy. Ces surfaces, nous l'avons vu. jouissent de la propriété de reprendre leur position initiale si on les fait tourner d’un angle quelconque Ü autour de leur axe et si on les soumet ensuite à une transformation homothétique dont le pôle est sur cet axe et pour laquelle le rapport de similitude est e%, a désignant une constante. Si l’on à pris pour axe des 3 l'axe de la surface, il faudra donc que la fonction G(v) relative à la po- sition nouvelle que prend cette surface, après la rotation d'angle
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0, soit égale à . 
3 (p)e®?, 

En appliquant i ici les formules (23), on aura l'équation fonc- 
tionnelle 

ec 5 F(P)= F(ve-i)e-2, 

Posons | 
HO AG), 

or 

on devra avoir 
A(v)ea)= A(ve-0)e-20 emi0, 

Si donc on prend o 
 . M=2— ai, 
il viendra 

A(e)= 2A(ve-0), 

ct, par conséquent, }(v) sera une constante. 

On a donc 

(25) . f(p)= (A+ Bi)o-t+ai; 

on trouvera de même 

(26) Fi(m) = (A — Bijozt-ai, 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’à ces expressions 

des fonctions #, $, correspond une surface qui jouit elfectivement , P qu} 
des propriétés que nous avons recherchées. Si l’on suppose a — 0 PI : 
on retrouve, comme il fallait s’y attendre, les hélicoïdes du nu- 
méro précédent.
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CHAPITRE IV. 

REPRÉSENTATIONS CONFORMES DES SURFACES MINIMA- 

Élément linéaire de la surface minima et de sa représentation sphérique. — La 

représentation sphérique réalise un tracé géographique de la surface minima 

sur la sphère. — Problème de Minding. — Tracé géographique sur le plan dans 

lequel les lignes de courbure sont représentées par les droites parallèles aux 

axes. — Théorème de Bour.— Recherche des surfaces minima à lignes de cour- 

bure planes. — Surface de M. O. Bonnet. — Surface de M. Enneper. — Formes 

diverses de l'élément linéaire. — Représentations planes de la surface indiquées 

par Riemann. 
‘ ° 

902. Les résultats obtenus dans les Chapitres précédents con- 

duisent à un grand nombre de conséquences. Nous allons déve- 

lopper d’abord celles qui concernent les différentes représenta- 

tions de la surface. 

Les formules (17) [p. 289] nous donnent d'abord pour l'élément 

linéaire de la surface l'expression suivante 

{r) oo ds = (1+ um} É(u) (4) du du, 

à laquelle nous joindrons celle qui détermine l'élément linéaire 

“dela représentation sphérique 

27e 2 "> 4 du du 

{2) ds = de?+ dc'?+ de? = Grau) 

La comparaison de cés formules met en évidence une proposition 

du plus haut intérêt, due à M. O. Bonnet : La représentation sphé- 

rique de la surface minima réalise une représentalion con- 

forme, un tracé géographique de la surface sur la sphère. : 

1 est aisé de démontrer que cette propriété caractérise-les sur- 

faces minima : Toute surface autre que la sphère, pour la- 

quelle l'angle de deux courbes est égal à celui de leurs 

représentations sphériques, est nécessairement une surface 

minima. Cela résulte immédiatement de la proposition énoncée
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au n° 142. Nous avons vu que, si l’on considère une courbe 
passant en un point M de Ja surface ct y admettant une tan- 
gente MT, elle a pour représentation sphérique une courbe 
qui passe au point », image de M, en y admettant pour tangente 
une droite perpendiculaire à la tangente conjuguée de MT. Il suit 
de là que, si deux courbes issues du point M y admettent les 
deux tangentes MT, MT", l'angle de leurs représentations sphé- 

 riques en m sera égal à celui des tangentes MU, MU’ conjuguées 
de MT, MT’. L'indicatrice de la surface cherchée doit donc être 
une courbe telle que l'angle de deux quelconques de ses diamètres 
soit égal à celui des diamètres conjugués. Cette propriété n’appar- 
tient qu’au cercle et à l’hyperbole équilatère; la surface cherchée 
ne peut donc être qu’une sphère ou une surface minima. 

Plus généralement, s’il existe sur une surface un système or- 
thogonal admettant pour représentation sphérique un système 
orthogonal et ne se confondant pos avec celui qui est formé par 
les lignes de courbure, on arrivera à la même conclusion. Car 
l’hyperbole équilatère est la seule conique pour laquelle deux dia- 
mètres rectangulaires ne se confondant pas avec les axes puissent 
admettre comme conjugués deux diamètres rectangulaires. 

203. Imaginons, d’après cela, qu'étant donné un système or- 
thogonal (S) quelconque tracé sur la sphère de rayon 1, on pro- 
pose de trouver toutes les surfaces (5) telles que, si l’on effectue 
leur représentation sphérique sur la sphère précédente, les 
courbes de la surface qui correspondent à celles du système sphé- 
rique orthogonal (S) forment un système (S') également ortho- 
gonal. Le problème ainsi posé sera susceptible d’une double so- 
lution : ou bien le système (S') sera formé des lignes de courbure 
de la surface et alors la question sera ramenée à la suivante sur 
laquelle nous avons déjà donné quelques indications (n° 162) : 
Trouver les surfaces dont les lignes de courbure admettent 
pour image sphérique les courbes d’un système orthogonal 
‘donné; ou bien le système (S) ne sera ‘pas formé des lignes de 
courbure et, dans ce cas, la surface devra être une surface mi- 
nima qui scra d’ailleurs quelconque. : 

Les remarques précédentes expliquent certains résultats obtenus
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par Minding dans un travail (‘) publié en 1852. Ce savant géo- 

mètre commence par généraliser et étendre à une surface quel- 

çconque la notion des méridiens et des parallèles. Les méridicns 

sont les courbes pour lesquelles la:normale à la surface est pa- 

rallèle à un plan vertical fixe; les parallèles sont les courbes pour 

Jesquelles le plan tangent fait un angle constant avec le plan ho- 

rizontal. En d’autres termes, dans la représentation sphérique de 

la surface, les méridiens et les parallèles de la surface, tels que 

nous venons de les définir, correspondent aux méridiens et aux 

parallèles de la sphère. Minding se propose de rechercher toutes 

les surfaces sur lesquelles les méridiens et les parallèles forment 

un système orthogonal, et il obtient deux classes bien distinctes 

de surfaces satisfaisant aux conditions posées. Les unes sont les 

surfaces-moulures déjà étudiées par Monge, les autres sont les 

surfaces minima. Ces résultats sont une conséquence directe des : 

remarques qui précèdent; et nous pouvons ajouter que, sur toule 

surface minima, le réseau formé par les méridiens et les parallèles 

sera toujours isotherme, car il correspond à un système isotherme 

de la'sphère. C'est ce que les formules (2) [p. 2961 nous per- 

mettent d’ailleurs de vérifier. Les parallèles seront définis par 

l'équation | oo 

c’ = const. ou uu, = CONSL., | 

et les méridiens par l'équation 

u 
= const. ou — = const. 

ui 

l
o
 

Si donc on fait 
u=peu, m=peri, 

l'élément linéaire de la surface aura pour expression 

ds = (1+ p?) HELOENE e—tw (do? + p? du?). 

Les courbes p— const. sont les parallèles; les courbes w= const. 

les méridiens de la surface, ct l'expression de l'élément linéaire 

  

6) Mismixe, Ueber cinige Grundformeln der Geodäsie (Journal de Crelle, 

t. XLIV, p. 66; 1852).
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montre bien que ces deux familles de courbes constituent un Système isotherme. | | En particulier, si l’on a 

É(u) = Auri FiCu) = Au, 3 ‘ 1 

l'élément linéaire deviendra 

d= AAi(1+ pt)otm[ ds? + F° du]; 

la surface sera applicable sur une surface de révolution, les mé- ridiens et les parallèles se correspondant respectivement sur les 
deux surfaces. 

204. Nous allons maintenant faire connaître d’autres repré- 
sentations conformes de la surface Minima qui ont été, indiquées par Riemann dans un Mémoire important sur lequel nous aurons à revenir (!). oo : _. 

Faisons correspondre au point (u, wi) de la surface le point d’un plan dont les coordonnées‘rectangulaires T1, Jr sont déter- minées par les formules ! 

{ Ti+ Ëÿi = J 2500 au, 

| Ti— Éÿi= Ja) du. 

(3) 

Il résulte immédiatement des formules (22), établies au n° 199, que celte correspondance est indépendante de l'orientation de la surface. C’est ce que mettront d'ailleurs en évidence les propo- sitions que nous allons obtenir. . L'élément linéaire de la surface, déterminé par la formule (:), prendra la forme 

D 8e LG au) AG) Atari + dt) = R(det+ dy? 
R désignant le rayon de courbure principal déterminé par la pre- 

T 

(7) Rrexaxs, Ucber die Fläche vom Kleinsten Inhalt bei &egcbener Begrensung (Œuvres complètes, p. 283, et t. XIII des A/émoires de la Société Royale de Gaœttingue, 1863). 
‘ -



REPRÉSENTATIONS CONFORMES DES SURFACES MINIMA. 313 

mière formule (15) [p. 302]. L'élément linéaire ds de la repré- 

sentation sphérique aura de même pour expression 

(5) . die p(art+ di). 

‘La première de ces deux formules démontre la propriété que 

nous avons annoncée. La représentation de la surface minima sur 

le plan constitue un tracé géographique de la surface, et, si nous 

nous reportons aux équations (14) et (16) du Chapitre précédent 

[p. 302 et 303], nous reconnaissons immédiatement que, dans ce 

tracé géographique de la surface minima, les lignes de courbure 

sont représentées par les droites 

æi=const., Ji const. 

_ parallèles aux axes, et les lignes asymptotiques par les droites 

Ti + Ji const. Ti— Ji = const. 2 1 1 ; 

parallèles aux bissectrices de ces axes. e 

Les formules (4) ct (5) mettent encore en évidence une propo- 

sition intéressante, que l'on peut d’ailleurs rattacher à celles qui 

concernent le tracé géographique de la surface minima sur la 

sphère : Les lignes de courbure qui forment, sur la surface, 

un système isotherme, admettent pour représentation sphé-. 

rique un système qui est aussi isotherme. Mais cette propriété, 

prise dans son énoncé le plus général, ne caractérise nullement 

les surfaces minima, elle appartient aussi, par éxemple, aux sur- 

faces de révolution ct aux surfaces du second degré (n° 10 

903. On obtient d’autres propositions qui méritent d’être signa- 

lées en introduisant dans les formules les deux fonctions 

- ‘ Dr siy 

(6) _ ' T1 Ji 

P = Ti — iVie 

On aura alors 

u=f(a)=A, wu=e(f)=B 

(7) f()= x Fitu)= 
I 

2B"2?
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À”, B' désignant les dérivées des fonctions A et B: et les éléments : 
linéaires ds ct ds auront pour expressions nouvelles 

(1+ ABY dx dB 

AB 
4A'B' dx d3 

(8) ds = {+ ABR 
, ds? = 

    

De là résulte le théorème suivant : 

Si l’on a mis, d’une manière quelconque, l'élément linéaire 
de la sphère sous la forme | 

° ds? = } dr df, 
l'élément linéaire 

ds? — sd d3 

sera celui d’une surface minima pour laquelle a+ 8 et a—8 
seront les paramètres des lignes de courbure, 

* qui a été énoncé, pour la première fois, par Bour (!) et qui résulte 
aussi des belles recherches de M. Weingarten, sur lesquelles nous 
aurons à revenir, pour les exposer dans tous leurs détails.… | 

Introduisons dans les formules de M. Weierstrass les notations 
nouvelles définies par les équations (6) et (3); ces formules se 
changeront dans les suivantes 

  

1— À? 1— B° ‘ z= JR a+ 3É dB, 

. fi+ A? . fi B? (9) jo sf ii [EE a, 

_ A ,- B 
= = JF dr + LE d3, 

qui, sous celte forme, ont été données par Enneper en 1864, dans 
l'article cité plus haut (2). Si on les rapproche du théorème de 
Bour, elles permettent de déterminer les surfaces minima admettant 
Pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure un 
système isotherme donné de la sphère. En effet, si ce système iso- 

  

(*) Bon, Théorie de la déformation des surfaces (Journal de l'École Poly- technique, XXXIX° Cahier, p. 118-119; 1862). 
() Elles se trouvent aussi sous une forme légèrement différente dans le Mé- moire de Riemann (Œuvres complètes, p. 292).
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therme est donné de forme et de position, on connaitra les fonc- 

tions À et B ct les formules précédentes donneront la surface 
minima cherchée. Les surfaces homothétiques s’obtiendront en 

‘ remplaçant x et f par muet mf, m étant une constante. 

E
E
 

L
i
 

m
e
 

206. Proposons-nous, par exemple, de trouver les surfaces mi- 

nima admettant pour représentation sphérique les systèmes iso- 
thermes composés de deux familles de cercles. Le plus général de 
ces systèmes, dans lequel les cercles de chaque famille passent 
par deux points distincts, correspond, avec un choix convenable 

des axes, aux valeurs suivantes de À et de B, 

f1 + — h 8 
A=(/; 7, tan go B = LR tang 3? 

h désignant une constante réelle inférieure à 1. Les formules 

précédentes nous donneront alors 

    

= El G + 8)+ sina+ sin él,   
TR 

_i 
2ÿi— ht 

(10) y [x — 8 + A(sinx— sinf], 

tt =— SUcosa + cosf], . 

L'élément linéaire de la surface sera déterminé par la formule 

      ds? = 
l 
TE [cost —É + cos? a ds. 

Si l’on pose 
a=À+ip, 

B=2—in, . 

ket u seront les paramètres des lignes de courbure. Multiplions . 

par ÿi— h®; les expressions des coordonnées prendront la forme 
suivante 

æ—hl+sinkcosin, 

(1) y =—u+ /hisinip cos}, 

= Yi hi cos) cosui,
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et l'élément linéaire aura pour valeur 

(12) ds? =[cosiu + X cos} ]? (2? + du?) 

Ces formules ont été données par M. O. Bonnet (1). 
La surface précédente n’a Pas encore été étudiée, croyons-nous. Parmi ses propriétés, nous signalerons les suivantes : 
La section par le plan des æy se compose d’un nombre illimité de chaïnettes toutes égales, ayant leurs bases parallèles à l'axe des y. Ces chaînettes sont des lignes de courbure planes de la sur- face. Par cette’ propriété d'avoir pour ligne de courbure une chat- nelle, qui suffirait, nous le verrons, à la déterminer, la surface se rapproche de l'alysséide qui correspond à l'hypothèse 4 — 0. Mais le plan de la chaînette n’est pas un plan de symétrie de la surface et la coupe sous un angle constant, dont le cosinus est égal à A. 

Les lignes de courbure & — const. sont des courbes analogues à la cycloïde et dont on obtiendra la forme en projetant une cycloïde allongée sur un plan parallèle à la base de cette courbe. Elles sont définies dans leur plan par deux équations de la forme 

æ=hl+a sin}, 

J =Vai— cos), 

où X est le paramètre variable, et elles sont rectifiables. 

207. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure planes sont caractérisées, nous le verrons, par la propriété d'admettre comme représentation sphérique un petit cercle de la sphère. . Pour obtenir toutes les surfaces. minima à lignes de courbure planes dans les deux Systèmes, il nous suffira donc de joindre à la surface précédente celle qui admet, pour représentation sphé- rique de ses lignes de courbure, le système particulier de cercles dans lequel les cercles de chaque famille sont tous langents en un même point et ont pour projection stéréographique deux sys- tèmes de droites rectangulaires (2). La surface correspondante, 

  

(*) Comptes rendus, t. XLE, p. 1057; 1855. | (?) I serait inutile, on le démontre aisément, de rechércher Jes surfaces minima à lignes de courbure planes dans un seul système. En effet, toute surface minima
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qui est comprise comme cas limite dans la précédente, présente 

les propriétés les plus intéressantes et mérite d'être étudiée d’une 
manière détaillée. Elle a été signalée par M. Enneper (!). 

Dans ce cas, il faudra faire 

A = L B = 8, 

ou, ce qui cst la mème chose, remplacer dans les formules de 

M. Weicrstrass S(u), #,(u,) par une même constante. Prenons 

cette constante égale à 3. Nous aurons 

(13) z=NGu—uw), y=iGu+uw), s:=îM3u, 

et si l’on pose 
- u—=2— ip, 

“et 8 seront les paramètres des lignes de courbure. 
On a d'abord, en développant les expressions des coordonnées, 

m—32+ 3492 — 20, 

(14) J=38+326— 63, 

3—= 32 — 3292 - 

La surface cest algébrique et unicursale. Dans le tracé géogra- 
phique sur le plan, les sections planes sont représentées par des 
courbes du troisième degré qui n’ont aucun point commun et, par 

conséquent, la surface est du neuvième degré. 

- Les plans des lignes de courbure ont respectivement pour équa- 

tions 

T+153—3%— 92% —0, 

qsy 7—8s—-383—2f5— 0. 

  

admettant pour représentation sphérique de ses lignes de courbure un système 
orthogonal et isotherme, on serait conduit à rechercher sur la sphère un système 
isotherme dont unc des familles seulement serait composée de cercles. Or, la pro- 
position démontrée au n° 127, relativement aux systèmes isothermes plans dont une 

famille est composée de cercles, s'étend immédiatement, par une simple inversion, 
aux systèmes sphériques; et elle nous permet de conclure qu'il n’existe pas sur 
la sphère de système isotherme dont une seule famille soit formée de cercles. Par 
suite, il n'existe pas de surface minima à lignes de courbure planes dans un seul 

système. 
(*) Exxeren (A.), Analy tisch-geometrische Untersuchung gen (Zeitschrift Jar 

Mathematik und Physik, te IX, p. 108; 1861). -
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Nous verrons comment on peut les construire géométriquement. 
Il résulte d’ailleurs des formules (14) que les lignes de courbure 
sont des courbes unicursales du troisième ordre; et nous allons 
montrer qu’elles sont rectifiables. 

En effet, le calcul de l'élément linéaire de la surface nous donne 
ici 

ds? = Q[1+ at + fr]'( dar + d82), 

* et si l’on fait, par exemple, 8— const., on aura » P P1e;, . 

ds = 3(1+ at +82)da, 
et, en intégrant, : | 

S = 3(1+ Pt} + 08, 

Laissant au lecteur le soin de démontrer que les lignes asympto- 
tiques sont à la fois des hélices et des cubiques gauches recti- 
fiables, nous allons chercher ce que devient ici la génération que 
nous avons donnée au n° 103 pour toutes les surfaces à lignes de 
courbure planes. 

L’équation du plan langent au point de paramètres @, B prend 
ici la forme 

(16) : 2AT — 28} + (a+ 1)s +302 — 3e + 06 0. 

Si, conformément aux méthodes-du n° 101, on l'écrit de la ma- 
nière suivante : 

(x — 42} +y2+(s— ou +ry —(— 482 (5 +281 0, 

on voit qu'il est le plan radical des deux sphères de rayon nul 

(D — fa} +y2+(s— ou Li) — 0, 

24 (ÿ — 48) + (542881) = 0, 
dont les centres décrivent deux paraboles qui sont focales l’une de 
l'autre. L'application du théorème du n° 103 nous donne donc la 
génération suivante de la surface de M. Enncper : 

Considérons dans l’espace deux paraboles qui sont focales 
l’une de l’autre. La surface est l'enveloppe des plans élevés 
perpendiculairement sur les milieux des cordes qui joignent les 
points de l’uné des courbes aux points de l’autre. Les plans nor- 
maux aux deux paraboles aux extrémités de l’une de ces cordes 
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sont les plans des lignes de courbure qui passent par le point 
de contact de la surface et du plan perpendiculaire sur le 

milieu de la corde. La surface ( fig: 14) est ainsi construite par 
plans et par points. 

  

  

  

      

SURFACE MINIMA D'ENNEPER. 

(D’après le modèle construit par M. G. Herting et faisant partie de la collection 
‘ de M. L. Brill, à Darmstadt.} ° 

Le réseau rectangulaire figuré sur la surface est composé des lignes de courbure; 
les courbes en diagonale sont des lignes asymptotiques. 

L’équation du plan tangent nous montre d’ailleurs que, dans le 
tracé géographique de la surface, les courbes de contact des cônes 
circonscrits à la surface sont représentées par des courbes du qua- 
trième ordre ayant, on le reconnaîtra aisément, 10 points com- 
muns à l'infini. La classe de la surface sera donc égale à 4?— 10 
ou 6. ‘ 

208. L'application du théorème de Bour conduit, pour l'élément 
linéaire des surfaces minima, à diverses formes que l’on renconire :
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dans les applications et qu’il est bon de connaître. Nous allons les 
signaler rapidement. 

Prenons d'abord l'élément linéaire de la sphère sous la forme 

. dr dy. 
ds? — 

Ter 

Si l’on remplace x ct y par des fonctions A et B de x et de B, on 
aura 

{A'B da d3 dr AD ar ap, 
(À BY} 

| . 

Par suite, on trouvera, pour l'élément linéaire de la surface mi- 
nima, la forme 

(A—BY 
den da di. 

| En substituant à & et à 8 les variables 

| da di 
= a”? Bi 5” 

Qi). ds? = (Ai—B:} du di. ‘ 

! 

on aura 

Cette forme a été obtenue par M. O. Bonnet etpar Bour. Ï 
Si lon emploie la forme 

__ 4drdy 
Gr} 

pour l'élément linéaire de la sphère, on sera conduit de même à 
l'expression suivante de l'élément linéaire de la surface minima 

(8) d®=(i+ AB} di; di, 

qui est duc à M. Lie. 

909. Nous terminerons ce Chapitre en signalant d’autres tracés 
géographiques de la surface sur lesquels Riemann et M. Bel- 
trami () ont appelé l’attention. 

  

(1) RIEMANX (B.), Ucber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be- 
grensung (Œuvres complètes, p. 283). 

BELTRAMI (E.), Sulle proprietà generali delle superficie d’area minima 
(Afémoires de l’Académie des Sciences de Bolo SRE, 2 "série, t. VIT, 1868).



REPRÉSENTATION CONFORME DES SURFACES MINIMA. 321 

Ds reposent sur la propriété suivante : Les sections de toute 
surface minima par une série de plans parallèles constituent 
une famille de courbes isothermes de la surface. 
‘Employons, par exemple, les formules de M. Weicrstrass. 

Toute fonction linéaire des coordonnées x, y, 3 d’un point de la 
surface sera de la forme 

az+by+es=D(u)+ du). 

Par conséquent, les sections de la surface par les plans parallèles 

az +by + cz = const. 

constituent une des deux familles du système défini par les équa- 
tions 

D(u) + Pi(u;)= const., 

Du) — Pi(ui)= const.,- 

système qui est à la fois isotherme et orthogonal. Si l'on oriente 
la surface de manière que les plans sécants soient horizontaux, les 
trajectoires orthogonales deviennent les lignes de plus grande 
pente de la surface. . 

1! résulte des remarques développées au Chapitre IL que l'on 
peut, si la surface est donnée, obtenir par des différentiations et 
des éliminations les fonctions Du), Pi(u,). On pourra donc 

toujours déterminer sans aucune quadrature les lignes de plus 
grande pente de toute surface minima donnée. 

Si l’on fait correspondre au point (, u,) de Ja surface le point 
d’un plan dont les coordonnées rectangulaires +,, 3, sont données 
par les relations 

Lo + EYo = P(u), To — Yo = Pi(ui), 

on aura les tracés géographiques dont nous voulions parler, et pour 
lesquels une série de sections parallèles de la surface est repré- 
sentée, sur la carte, par les droites parallèles à l'axe des y, tandis 
que les droites parallèles à l’axe des x représentent les lignes de 
plus grande pente de la surface. 

Il existe évidemment une infinité de tracés géographiques de ce 
genre, puisque l’on peut choisir arbitrairement la direction des 
sections parallèles. 

D.— I. ‘ ‘al
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CHAPITRE V. 

LA SURFACE ADJOINTE DE M. O. BONNET. 

Surfaces minima associées à une surface donnée. — Surface adjointe, formules 
qui la déterminent. — Formules de M. Schwarz. — Propositions directes et - 
réciproques relatives à l'application et au tracé géographique des surfaces les unes 
sur les autres. — Proposition de M. Bonnet relative aux lignes de courbure et 
aux lignes asymptotiques de la surface adjointe. — Détermination de toutes les 

surfaces minima applicables sur unc surface minima donnée. — Surfaces mi- 
nima applicables sur une surface de révolution ou sur une surface spirale. 

210. Considérons une surface minima définie par les formules 

générales de Monge, | 
æ=A(t)+ Ai(<), 

@) jy = B(r)+ Bi), | c' 
3 = G(4)+ Gi), 

où les fonctions A, B, C; A1, B4, CG satisfont respectivement aux 
deux conditions 

dA? + dB? + dC? = 0, 
(2) dA? + dB? + dCt= 0. 

L'élément linéaire de cette surface sera donné par la formule 

ds® = 2(dA ds + dB dB; + dC dCi), 

par conséquent, il aura la même expression pour toutes les sur- 
faces minima définies par les formules 

2 = eltA(E)+ eria A1(s), 

(3) J =caB(t)+e-#xBi(+), 

‘ z= cixC(t)+e-txCi(r), 

où « désigne une constante quelconque. Toutes ces surfaces 
sont évidemment applicables les unes sur les autres, et les points 
correspondants sur deux quelconques d’entre elles sont ceux qui 
sont déterminés par les mêmes valeurs de & et de +. On recon-
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naîtra aisément qu’en ces points les plans tangents aux surfaces 
sont parallèles. 

Nous dirons que les équations (3) définissent une famille de 
surfaces associées. Pour « = 0, on retrouve la surface définie par 
les équations (1); pour 4=#, on obtient la symétrique de celte 
surface par rapport à l’origine des coordonnées. 

Parmi les surfaces associées à une surface donnée, on doit dis- 

tinguer particulièrement celle qui correspond à la valeur © de «. 
Elle est définie par les formules 

To = i[A(E)— A:(n)], 

(4) Jo = éTB(4) — Bi(=)], 
do = il C(t)— C(=)]. 

Nous lui donnerons le nom de surface adjointe à la proposée. 
Elle a été découverte par M. O. Bonnet (!}. Ses relations avec la 
surface dont elle dérive jouent un rôle essentiel dans la théorie 
des surfaces minima. 

Si, dans les formules (1), on remplace A(t) par A(t)— im, 
A+) par Ai(<)+ im, m désignant une constante, la surface : 
primitive ne sera pas changée, mais la valeur de x, sera aug- 
mentée de 2m. Comme on peut opérer des changements ana- 
logues pour 9; 5, on voit que la surface adjointe peut être 
déplacée parallèlement à elle-même et subir une translation quel- 
conque. Si, d’ailleurs, on échange les termes relatifs à £ et à 7, 
cette surface sera remplacée par sa symétrique relativement à l’o- 
rigine des coordonnées. Ainsi, la surface adjointe à une surface 
donnée n’est pas complètement définie de position. 

Quand on emploie les formules de M. Weicrstrass 

æ= Jude + Jude, 

2 12 
(5) F.= sf Fçu)du à [3 (cu) du, 

3= fustuau . + fu ftudun, 

  
  

  

(*) O. Boxxer, Note sur la théorie générale des surfaces (Comptes rendus, 
L. XXXVIE, p. 529-532; 1853). 

,
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les surfaces associées s’obtiennent en remplaçant #(u), #,(ui), 
respectivement par #(u)eix, #(u,)erit (1). 

En particulier, la surface adjointe est définie par les équations 

Lo — 2 [SEC du if 

(6) Jo = [= E Éé(uydu + [ES 

fu É(u)du + fau) au, 

qui se déduisent des formules (5) par la substitution de z #(u) à 

#(u) et de — if, (ui) à #,(w). À chaque nappe réelle d’une sur- 

face minima correspondra évidemment une nappe réelle de Ja 

surface adjointe. Si la surface proposée est algébrique, il en sera 
de même et des surfaces associées, et de la surface adjointe. 

ue 
Liu) dus, .   

u? 
Fu) dus,     

à li 

211. Quel que soit le système de détermination employé pour 

les valeurs de x, y, 5, &o, Jos So: les coordonnées X, Y, Z d'un 
point de la surface associée correspondante à à une valeur quel- 
conque de « s’expriment de la manière suivante : 

[ X = rcosa+rosinzt, 

(3) Y=7ycos2+ Josinzx, 

L= 30052 + 30sin2. 
F 

En écrivant que le carré de l'élément linéaire de cette surface 

X2 + dY2+ d2? 

est indépendant de «, on est conduit aux relations 

(8) dx? + dy? + ds? = dx + dy + dsè, 

dr dt + dy dyo + ds ds — 0, 

qu'il'est d'ailleurs aisé de vérifier. Ainsi, non seulement une sur- 

face minima et son adjointe sont applicables l’une sur l’autre et 
elles ont, comme deux surfaces associées. quelconques, la propriété 

que leurs plans tangents aux points correspondants sont parallèles ; 

(*) Ce moyen si simple d'obtenir toute une famille de surfaces minima appli- 
cables sur une surface minima donnée est dû à M, Schwarz qui l’a donné dans 
l'article déjà cité [p.280], A/iscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen 
p. 286. 
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mais, de plus, les tangentes à deux courbes correspondantes sont 

toujours perpendiculaires. Nous dirons alors que les éléments c cor- 
respondants des deux surfaces sont orthogonaux. 

219. Avant de continuer l'étude des surfaces associées, nous 

remarquerons que les formules (8) ont conduit M. Schwarz à un 
procédé très élégant de détermination de la surface adjointe (!). 
Nous avons déjà démontré que, si une surface minima est donnée 
par son équation, on peut obtenir par des différentiations et des 

éliminations, et sans aucune quadrature, les expressions des coor- 

données en fonction des variables w, u,. Ces expressions une fois 

obtenues - 
LE c(u) + 914) 

Je 9(u)+ Cu), 
3=y(u)+yi(tu), 

on en déduira immédiatement celles qui conviennent à la surface 
adjointe et qui sont 

ro = É[o(u) — (ui), 

Jo =i[o(ue)— #4), 
30 = i[y(u)— yi(u)]. 

Les formules données par M. Schwarz exigent, au contraire, 
l’emploi de trois quadratures, mais elles sont de la plus grande 
élégance ct ont des applications très importantes. Nous allons les 
faire connaître. * 

Désignons maintenant par X, Ÿ, Z les cosinus directeurs de la 
normale qui sont définis par les formules déjà données [p. 296] 

(9) X = ut, y = ‘Cu u) = ut. 

1 tt, 1+ Hu 1+ ul? 

Ty J'r 33 Los J'o 50 désignant les coordonnées de deux points cor- 

respondants sur la surface minima donnée et sur la surface adjointe. 

On aura 

Go) X dx + Y dy + Zds =0, 

Xdr, + Y do +2 ds = 0. 
en 2. 1° 7, dr À Hp ris. 

  

(') Scrwanz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflachen p. 287.
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Si l’on joint la dernière des équations précédentes à la seconde des 
formules (8), on pourra déterminer les rapports mutuels de dxs, 
dYo, d303 ce qui donnera 

drs . dyo … do . <-À 
Ldy—Yds  Xd:—Zdr Ydr—Xay 

La somme des carrés des numérateurs est égale, en vertu des 
formules (8) et (10), à la somme des carrés des dénominateurs. La 
valeur commune des rapports précédents est donc égale à +1. 
Mais, si l’on remplace daos l’un quelconque d’entre eux X, Y, Z, 
dx, ..., do, ... par leurs valeurs déduites des formules (5), 
(6) et (9), on obtient — 1 pour la valeur commune des trois rap- 
ports. On à donc 

dro = Y ds — Z dy, 
(1) do = dr — X ds, 

do = X dy —Y dx; 

CL To; Jo, So Seront déterminés par l'intégration de ces trois diffé- 
rentielles à deux variables indépendantes, que l’on peut toujours 
former quand on connaît l'équation de la surface. | 

Lagrange, nous l'avons vu (n° 173), avait déjà remarqué que 
l'expression 

- dy — q dx Xdy—Yadx= LUTTE 
1+p?+ g? 

doit être une différentielle exacte. 

213. Nous avons reconnu que deux surfaces associées sont 
applicables l’une sur l’autre, et que les plans tangents aux points 
correspondants sont parallèles. Réciproquement, si deux surfaces 

_sont applicables l’une sur l'autre et st les plans tangents aux 
points correspondants sont parallèles, elles sont nécessairement 
deux surfaces minima associées. Pour établir cette proposition, 
nous emploierons le système de coordonnées tangentielles (x, 8, £) 
du n° 165, dans lequel l'expression de l'élément linéaire est 

ds= (3 d8+ dp}(s di + dg). 

Pour deux plans tangents parallèles, on peut toujours supposer 
que les coordonnées « et 8 ont la même valeur. Il faut donc re- 

_ +
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chercher si deux valeurs différentes &, E, de la fonction £ peuvent 

donner la même valeur de l'élément linéaire, c'est-à-dire si l’on 

peut avoir 

(o) (a dB+ dp}(s du + dg)= (a di + dpi) ds + dgi} 

set 3, ayant d'ailleurs les valeurs suivantes, indiquées au n° 165, 

U3) E— pr— 8 tu pat — g18 

à = 1+ 28 3 #1 — 1549 

    

L'équation (12) peut être vérifiée de deux manières différentes. 

On peut avoir, soit 

s di + dp = À (51 d3 + dpi); 

uÿ) 3 di+d = $ (a d+ ag 

soit . 
sd8+dp=2(a di + dqi} 

(15) | 3 du + dq = ; (51 dB + dpi), 

À désignant, dans les deux systèmes de formules, une fonction 

inconnue. Le premier système donne les équations 

(a+ Si) 

l
e
 

[a+s= Gt s), 3+s= 

(6) ‘ 
| r= Fri t= <tli. 

1
m
 

Si donc la somme 3+s n’est pas nulle, il faudra que À soil. 

égal à + 1. Alors la fonction 

the 

devra satisfaire aux trois équations 

R=o, T=0, E—Pa—Q$f+S(i+ai) 0, 

que L'on résoudra facilement et qui donnent 

== A(aÿ—1)+Ba+ Cf, 

A, B, C étant trois constantes quelconques. 

On reconnaîtra aisément qu’en imprimant une translation con- 

venable à l’une des deux surfaces, on peut annuler € et avoir, par
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conséquent, 
+ 

Éth=o. 

Les deux surfaces proposées sont donc égales ou symétriques. 
Cette solution pouvait être prévue a priori. 

Mais, si l'on a 
3+S=0 

ct, par conséquent, 

Si $1—= 0, . 

les deux surfaces considérées sont des surfaces minima (n° 19#). 
Revenons aux notations du Chapitre IIL et soient 

E—ouf(u) ouf) (+ us )Lf(u) = fu), 
É au o(u)+ou BG) (+ uu)[e'(u) + oi (u)] - 

les équations de nos deux surfaces. Si, dans les formules (16), 
nous remplaçons les dérivées r, 4, ri, Li par leurs valeurs, nous 
trouverons 

. ï 
fu) = À 5" (u), r(u)= x 91 Cu). 

Ces deux équations montrent que } est une constante, Sion la 
désigne par et, on passera de l’une des surfaces à l’autre en rem- 
plaçant Su), (ui) par ex f(u), e-ix Fa). C'est la substitu- 
tion que nous étudions dans ce Chapitre. 

Le système (15), que nous devons maintenant examiner, nous 
conduit aux équations 

r 
5+s= 4, 3HS= 

Hs r=(s+s)h, = 1, 

d’où l’on déduit, en particulier, 

(+ s}—rt= rit — (31+ 1}. 

Cette équation exprime (n°165) qu'aux points correspondants 
des deux surfaces le produit des rayons de courbure principaux 
prend des valeurs égales et de signe contraire pour les deux sur- 
faces. D'après le théorème fondamental de Gauss que nous démon- 
trerons plus tard, il est impossible que les surfaces soient appli- 
cables l’une sur l’autre: et notre réciproque est ainsi complètement 
démontrée. |
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914. Les méthodes précédentes se prèlent à l’examen d'une 

question qui, sous un énoncé différent, a été l'objet des savantes 

recherches de M. Mathet (1). | 

Nous avons vu (Liv. If, Ch. III) que, dans le plan, on peut 

imaginer une infinité de méthodes de transformation avec simi- 

litude des éléments infiniment petits, dans lesquelles, à tout élé- 

ment linéaire passant par un point M correspond un élément 

passant par le point correspondant M/ et faisant avec son homo- 

logue un angle qui ne dépend que de la position du point M ct 

demeure constant quand le premier élément tourne autour de M. 

Peut-on transporter ces propriétés à l'espace? Est-il possible 

d'établir, entre deux surfaces différentes (5), (%,), une corres- 

pondance point par point avec similitude des éléments infiniment 

petits, pour laquelle l'angle de deux éléments correspondants 

passant respectivement par deux points ] M, M'des deux surfaces 

ne dépende que de la position de M ou de M' et nullement de 

la direction de l’un des éléments? Telle est la question & générale 

dont nous allons chercher la solution. 

Soient æ, ÿ, 53; 1, J'is 31 les coordonnées de deux points 

correspondants sur les deux surfaces, qui seront six fonctions 

inconnues de deux paramètres. Les propriétés de la transforma- 

tion sc traduiront par les deux équations 

c dri+ dy? + dit =)X(drt+ dyt+ ds), 
15 ‘ ne 
7) dz dr dy dy ds da = X'Vdrt- dy?+ ds? vd? di dsi 

En tenant compte de la première, on peut remplacer la seconde 

par la suivante: 

(7) dx dr;+ dy dyi+ ds ds = p{drt+ dy? ds), 

qui est rationnelle; À et x seront d’ailleurs des fonctions que 

l'énoncé de la question n’assujectit à aucune condition. q j 
Prenons comme variables indépendantes les paramètres #, à 

  

() Maruer, Solution d’un problème de Géométrie (Journal de Liouville, 

2° série, t. VIII, p. 313; 1863). Étude sur un certain mode de génération des 

surfaces détendue minimum (mème tome, p. 323).
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des lignes de longueur nulle de la surface (S). On aura 

L (EN () + (2) = 
LC) + (8) (5) 

(8) 

Les équations précédentes nous donneront les relations 
nouvelles 

(y + (2) , (%)- dx or, dy dyi + 03 03, 0 T Fr /):=o, ; 0x 02 dx 0x 0x ‘ 0x 02 0x 07 — 
Go) 2e)" (da Ÿ fon), don on don 

93) (os 0) 9 008 050 opos 
Les deux premières, de ces relations déterminent très sim- 

plement les rapports de =, 2, . Æn tenant compte des 
équations (18), on trouve 

07: dÿi d3: 

  

(20) dx _ dx __ 0x 

07 dy ds” 
dx dx 02 

ct Pon aura de même 

or: dÿi d5: 

27 _ dB 0: 
(21) dE 

0 03 où 

l 

Si l’on désigne respectivement par Ü et 6, les valeurs communes 
des rapports précédents, on pourra écrire 

071 _ dx 071 _, dx (22) : x “3%? PORTE 

et les équations analogues en Jet 5. En éliminant z, on ob- 
tiendra l'équation 

d dx 0 dx 

(a) = (5) 
dx 0 dr Où or. 

Os + 33 0x 0103 — 

à laquelle satisferont également y et 5. Par suite (n° 84), aet f 
scront Îles paramètres de deux familles conjuguées; et la surface
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(S), admettant pour lignes conjuguées ses lignes de longueur nulle, 

sera une surface minima. Il en sera évidemment de même de la 

surface (3). De plus, les formules (20) et (21) montrent qu'aux 

points correspondants des deux surfaces; les lignes de longueur 

nulle correspondantes auront la même direction; et, par con- 

séquent, les plans tangents aux deux surfaces seront parallèles. 

-_ Réciproquement, si l’on prend deux surfaces minima quel- 

conques et si l’on établit la correspondance entre les points de 

ces surfaces par la condition que les plans tangents ÿ soient pa- 

rallèles, pour ces points correspondants les quantités w et u, qui 

figurent dans les formules de M. Weierstrass auront les mêmes 

valeurs; et ces formules nous permettent de vérifier que toutes les 

relations (19) scront satisfaites. Ces deux surfaces donneront donc 

effectivement la solution générale du problème proposé. 

Si deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, la corres- 

pondance établie entre leurs points détermine évidemment un 

tracé géographique de lune d'elles sur l’autre. La proposition 

que nous venons d'établir, jointe à celle que nous avons ob- 

tenue au n° 213, nous permet donc dénoncer les résultats 

suivants : | | 

Si deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre de telle 

manière que les éléments correspondants fassent entre eux un 

ungle constant, ce sont nécessairement deux surfaces minima 

associées et les plans tangents aux points correspondants sont 

parallèles. 

Si deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre avec or- 

thogonalité des éléments correspondants, elles ne peuvent être 

que deux Surfaces minima dont l’une est adjointe à l'autre. 

215. Nous ne quitterons pas ce sujet sans remarquer que les 

formules (3) donnent un nouvel exemple d’une surface se défor- 

mant d’une manière continue sans cesser d’être applicable sur 

elle-même. Lorsque « varie, chaque point de la surface décrit 

une ellipse ayant son centre à l’origine des coordonnées. Il y a 

ici une remarque essentielle à faire. Dans l'exemple du n° 71, une 

portion de la surface ne pouvait se déformer indéfiniment sans 

se plier ou se déchirer dès que l’on dépassait cerlaines positions
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limites; dans l’exemple actuel, rien de pareil ne se produit et l’on 
peut continuer indéfiniment le mouvement de déformation d’une 
portion quelconque de surface jusqu’à ce que celle-ci revienne, 
lorsque « a crû de 27, à sa position primitive. Nous laisserons au 
lecteur le soin de démontrer que cet exemple est le seul dans lequel 
une surface puisse se déformer de telle manière que ses différents 
points décrivent des coniques, et nous insisterons sur les propriétés 
géométriques suivantes, qui ont été signalées par M. O. Bonnet. 

Nous avons vu que, si l’on considère la surface minima corres- 
pondante à un système de valeurs de fu), Fi(u) et si l'on pose 

Ti+ y = [V2 du, Ti iÿ = f Vañiu) du, 

les lignes de courbure sont définies Par les équations 

æi= const. y const. 

et les lignes asymptotiques par les équations 

Ti+ 1 const, LTi—Y1= const. 

Pour passer de la surface précédente à toute autre surface 
associée, il faudra remplacer #(w), (ui) par #(u)eis, 5, (us )eréx 
et les nouvelles valeurs æ', 7, de zu, J'1 Seront définies par les 
formules 

.X 
. . 2 . 

Titiyi= € ?(ri+iy), 

i® 
Ti—iyine ?(i+ ui) 

qui donnent 

x . 4 
Tr, = Cos= —ÿ1 Sin= 

, . 4. 2 
JT: sine pi cos 

(23) | 

Par suite les lignes de courbure de la surface associée seront 
définies par les équations 

# 

Ty COS— — sin = const in — =C t 
1 SI = net. T1 SIN Tr }'1 COS - — const. 

1 2 J1 2 , 1 2 J'1 2 3
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etles lignes asymptotiques par les équations 

2% 
Ty COS —   

Tr . 24—T : 
— }1 M = const., 

. 22—7 22—7T 
Lin ——— + ÿ3 COS —— = CONSt. 

4 À s 

On voit que, sur la surface primitive, elles correspondent aux 

lignes qui coupent les lignes de paramètre +, sous des angles = 5? 

z a 
>= +7 Si l'on considère en particulier la surface Tr 4% 

y — 
2 2 2 H

I
 :1 

adjointe, on aura 2 — 2 les lignes de courbure de celle surface 

correspondront aux lignes asymptotiques de la proposée el 

vice versa. | - 

Traitons, par exemple, le cas où l'on a 

T 
F()=— AGa)=— a 

Les formules qui définissent la famille de surfaces associées 

sont les suivantes 

.  eix t erix I 
X=z—-(u+-) + Wu — ) 

À u 4 ui} 

zelfx f1 ie-ixf/ 1. 
(21) ÉY—=—({-—-u)— — — 1 }, 

4 \u "4 ui 

e-it 
Z=— Lu — —Lu+G, 

2 2 

  

  

C désignant une constante quelconque. Posons 

ui = et, u = eEri, 

‘et nous obtiendrons 

. n 
X = SCÉ cos(v + 4) + 5 e cos(v — 2), 

(25) Y = Le-Hsin(y + 4) + = et sin(v — 2), 

' Z=pcosz+vsins. 

Pour & — 0, on trouve l’alysséide. Pour « = Son obtient l’hé- 

licoïde gauche à plan directeur. Ces deux surfaces sont appli-
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cables l’une sur l’autre avec orthogonalité des éléments et les 
lignes de courbure de l’une correspondent aux asÿmptotiques de 
l’autre. Les surfaces qui correspondent à une valeur quelconque 
de « sont les hélicoïdes déjà rencontrées aux n°* 73 et 180. 

216. Après avoir obtenu wne famille de surfaces minima appli 
cables sur une surface minima donnée, proposons-nous de re- 
chercher, d’une manière générale, toutes les surfaces minima 
applicables sur une surface minima donnée (S). Soit 

ds?=(1+ uw) 10) $C) du dus 

l'élément linéaire de cette surface et soit 

ds? = (1+ 00} Go) Gi(o1) do dv, 

l'élément linéaire d’une autre surface minima (F). Pour qu'elles 
soient applicables l’une sur l’autre, il faudra que l'on puisse déter- 
miner », », en fonction de w et de ü,, de manière à satisfaire à l’é- 
quation bp: LU Via tu 

QG oo} Gi(o)G(s1) dodr=(i+ um) Cu) Fit) du dus. 

Cette égalité ne peut être vérifiée (n° 117) que si l’on a 

.. pPæ=g(u) "= (uw), ou 

p= qu) "= ou), 

9 et Ÿ désignant des fonctions à déterminer. En donnant un sens 
convenable aux normales des deux surfaces, on peut prendre 

v = o(u), Pi= Yu), 

et l'équation à vérifier prendra la forme | 

+ 9) Ge) B(b)o dE (+ nu} F(u) Éi(u). 

Égalons les logarithmes des deux membres et prenons la dérivée 
seconde par rapport à w et à ,. Nous aurons 

op" I 
(+ed) (1+uu} 

ou encore 

4 dv dr, _ &dudu 

G+en) (um



LA SURFACE ADJOINTÉ DE. M. O0. BONNET. 335 

Cette égalité exprime que les représentations sphériques de deux 
figures ‘correspondantes sur les deux surfaces sont égales ou symé- 

triques (Livre I, Chap. IT). Comme, par hypothèse, 9 est une 

fonction de w, ces représentations sont ici égales et, par consé- 
quent, on pourra, en orientant convenablement la seconde surface, 
prendre 

p=u, Pi = Us 

Il restera donc à satisfaire uniquement à l’équation 

SC) Si(4) = G(u)GiGu) 

et cette équation ne peut être vérifiée que si l’on a 

G(u) = f(u)eis, 
Gin) = Fi(tihe-tt, 

x étant une constante quelconque. Les seules surfaces minima 
applicables sur ‘une surface donnée sont donc les surfaces 
associées à la surface proposée (1). 

217. I] nous reste maintenant à examiner une dernière question 
qui se rapproche de celles qui ont été étudiées dans ce Chapitre. 
Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima appli- 

cables sur des surfaces de révolution. Comme une surface de révo- 
lution est applicable sur elle-même d’une infinité de manières, il 

suffira de rechercher les surfaces minima qui jouissent de la même 
propriété. 

Reprenons les formules de M. Weicrstrass ct soient (u, wi), 

(v, #1) les valeurs de u ct de w,, relatives à deux points de la sur- 

face. Nous chercherons s’il est possible de satisfaire à l'équation 

(G+uu} Cu) Fitus)du du =(1+ v01) 10) Sim) dv dv:, 

en prenant pour # et v, des fonctions de « et de u, qui devront 

même contenir un paramètre variable et se réduire, pour une va- 

  

(*} La détermination de toutes les surfaces minima applicables sur une surface 
minima donnée est due à M. O. Bonnet. ( Voir, en particulier, le A/émoire sur la 

théorie des surfaces applicables sur une surface donnée inséré au XLII* Cahier * 
du Journal de l'École Polytechnique, p. 8 et suiv., p. 73 et suiv.; 1860, 1865).
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leur de ce paramètre, aux suivantes 

? = u, Pi = &; 

v ne pouvant dépendre que de z ou de tu, sera, par suite, une 
fonction de w et, en raisonnant comme dans le numéro précédent. 
on trouvera encore ° 

du du, _ dvd, 

Gun} (Hem) 

La solution la plus générale de cette équation est donnée par les 
formules 

  

mu+n Moi + Ro = —— 7 DE ————— } — Ro + My — Rly + m 

et l'équation à vérifier deviendra 

= 5 Cmma = nn) </ Mu+n \; /mu+n F(u)Yi(u)= n - £ . . CR nu} (mo — nou} — Ro + My —RRy+ mi 

Elle se décompose évidemment dans les suivantes : 

(mmo+ nn) » nu+n ei 
(to — nou) — ou + Ho ’ 

| (u) = 

(26) ‘ 
z MMo+ no): {Mot + no . | tu) Ce me) 1 ——— }e-0, Çnm— nu} —RU+ M 

où Ü désigne une quantité nécessairement constante, puisqu'elle ne 
dépend ni de w, en vertu de la première équation, ni de & en vertu 
de la seconde. 

Les équations précédentes devront avoir lieu pour une infinité” 
de systèmes de valeurs de m, n, Po, to fonctions continues d’un 
Paramètre et se réduisant, pour une valeur déterminée de ce pa- 
ramètre, aux valeurs suivantes : 1, 0, 1, o. Différentions la pre- 
mière, par exemple, par rapport à ce paramètre. Nous aurons, en 
désignant par des lettres accentuées les dérivées par rapport à 
ce paramètre, ; . 

2(nMo+ nn)  4(my— nu) 50 
My + Ro Mo—oUu 

  

n $' (m'u + n°}(Mo— nou)—(mu+ n)(m —Ru)] | o 
"F (Mo — nou} ‘ _ 

Faisons dans cette équation 

M=M=t, . = Aÿ = 0,
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elle se réduira à la suivante 

S'(u) 

S(u) 
  inçu+a(m— me)+i0 + [ru n'—u(m, —n,u)]=0o, 

où l’on devra regarder m,, mn, n', n, W comme des constantes. 

On pourrait intégrer cette équation et déterminer #(u); mais il 
est préférable de montrer que l’on peut toujours choisir les axes, 
de telle manière que les constantes m/, my, n', nr, prennent des 
valeurs très simples. 

Reprenons les formules de substitution 

= nmu+—n ; = Mol Ro, 

— Ro + Mo M — nu 

Nous savons qu’elles définissent un déplacement à la surface de 
la sphère. Si, en particulier, nous prenons les valeurs de »:, m,, 

n, ro très voisines de 1, 1, 0, 0, elles définiront un déplacement 
infiniment petit du point (w, w,) à partir de sa position initiale.” 
Ainsi les formules 

__ (dm+ru+ dn __ 4Q+ dmo})+ dns 

 —=udn+(+dm) _—udn+(i+ dm) 

représentent une rotation dx autour d’un certain diamètre de la 
sphère. Si nous prenons ce diamètre pour axe des 3, il faudra que 
l’on ait 

.da .di 
dn = dns = 0, dm =i—; dMmo =—i— 

2 2 

et, par conséquent, 

n'=nhy =0; m'= E my = ;% = = = — = — _—. ° ; 27. 7 2 

Portant ces valeurs dans l'équation à laquelle doit satisfaire #(u), 
nous trouverons 

  aix + i0 + 
F(u) 

et, par suite, | 
uS'(u) k 

F(&) 

k désignant une constante. En intégrant, on a 

(27) f(u)= Cu. 
D. — T. | 22
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On trouverait de même 

2 À (27') Fi(u)= CGuf. 

Les surfaces qui correspondent à ces valeurs des fonctions F(u), 
$, (41) jouissent bien de la propriété indiquée et sont, nous l'avons 
déjà vu (n° 203), applicables sur des surfaces de révolution. La 
méthode par laquelle nous les avons obtenues a été indiquée par 
M. Schwarz (1). | 

Nous signalerons une remarquable propriété dont elles jouissent. 
Remplaçons dans les formules de M. Weicrstrass Fu), Fu) 
par leurs valeurs précédentes où, pour plus de netteté, on aura 
mis » — 2 à la place de 4, en sorte que l'on aura 

HOE Cun-2, FC) = Ciumri, 

Si l’on fait tourner la surface de l'angle z autour de l'axe des z, 
les nouvelles valeurs de fu), #, (4) seront, d'après les formules 
(23) du n° 200, 

‘ HO Ce-mitom-2, 

Si(vi)= Cienix pn2, 

On voit que, lorsque m n’est pas nul, ces nouvelles valeurs con- 
vicnnent à une des surfaces associées à la proposée. Le cas où m 
est nul correspond, nous le savons (n° 200), aux hélicoïdes. On 
est ainsi conduit au théorème suivant : 

Si l’on considère toutes les surfaces minima, autres que les 
hélicoïdes, qui sont applicables sur des surfaces de révolution, 
elles sont superposables à leurs surfaces associées ; si l'on fait 
tourner la surface d’un angle quelconque autour de son axe, 
on obtient l’une des surfaces associées. 

Par suite, pour obtenir Loutes les applications de la surface sur 
elle-même, il suffira de Ja faire tourner d’un angle quelconque 
autour de son axe et de faire correspondre dans les deux positions 
les points où les plans tangents sont parallèles. 

  

(*) Scuwanz, Aiscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen, p. 296. Voir 
aussi Born, Thcorie de la déformation des surfaces, p. 99: ‘
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Si l’on veut de même obtenir toutes les surfaces minima appli- 

cables sur une surface spirale, il faudra prendre (1) 

(28) (u)= Gum+ni, Fi(u)= Cruni-nl. 

l'application de la méthode précédente conduit, sans difficulté, 
à ce résultat, que nous nous contentons de signaler. Le lecteur 
démontrera sans difficulté que les surfaces obtenues sont sem- 
blables à celles qui leur sont assoctées. 

  

()S. Lu, Beiträge sur Theorie der Minimalflächen (Mathematische An- 
nalen, t. XV, p. 503; 1859). i
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CHAPITRE YL 
LES FORMULES DE MONGE ET LEUR INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

Recherches de M. Lie. — Génération de toute surface minima par la translation 

de deux courbes minima. — Étude de ce mode de génération, détermination 

nouvelle des surfaces algébriques et des surfaces réelles. — Surfaces minima 

doubles. — Détermination des surfaces doubles réelles. — Courbes minima qui 
sont identiques à leurs conjuguées. — Les surfaces minima dans le premier 
système de coordonnées tangenticlles étudié au Livre II, Chap. VII. — Pro- 

priété géométrique qui distingue les surfaces doubles des surfaces simples. — 

Surfaces découvertes par Môbius et dans lesquelles on peut passer d’une face’ 
à l’autre par un chemin continu. 

‘218. Les Chapitres précédents contiennent l'exposition d’une 
série de résultats qui reposent sur la forme particulière donnée 
aux formules de Monge par M. Weicrstrass. Dans des travaux ré- 

cents (!}, M. Sophus Lie est revenu aux équations de Monge; il 

en a donné l'interprétation géométrique la plus élégante et il'a mis 
en évidence tout le parti que l’on peut en tirer dans l'étude et 
dans la théorie algébrique des surfaces minima. Nous allons déve- 
lopper, dans ce Chapitre, les principes de la méthode de M. Lie. 

Reprenons les formules de Monge. 

æ=A(t)+ Ai), 

@) = B(t)+ B;(°), 

la C(e)+ Ci), 

où les fonctions À, ..., A4, ... satisfont aux conditions 

dA? + dB? + dC2 = 0, 

(2) dA? + dB? + dC? = 0. 

  

()S. Lu, Beiträge sur Theorie der Minimalflächen : I. Projectivische Un- 
tersuchungen über algebraische Minimalflächen (Mathematische Annalen, 
t XIV, p. 3315; 1858). — II. Aetrische Untersuchungen über algebraische Mini. 
malflächen, mème Recucil (t. XV, p. 465; 1$-9). Les recherches de M. Lie 
avaient déjà été publiées en partie dans les Archiv for Mathematik: og Natur- 
videnskab (t. I, p. 157 et 338, 1837; t. III, p. 166, 224 et 340).
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Elles-nous montrent immédiatement que les surfaces minima 

sont des cas particuliers des surfaces étudiées au n° 80 et qui 
peuvent être engendrées par la translation de deux courbes difté- 

rentes; seulement ces courbes sont ici imaginaires ct leurs tan- 

gentes vont rencontrer le cercle de l'infini. Nous obtenons ainsi la 

génération suivante des surfaces minima, qui sert de base aux tra- 

vaux de M. Lie. 

La surface minima la plus générale peut être engendrée de 

deux manières différentes par la translation d’une courbe. 
imaginaire dont les tangentes vont rencontrer le cercle de l'in- 

Jini, le déplacement étant complètement défini par la condi- 
tion qu'un point déterminé de la courbe décrive une autre 

courbe quelconque de même définition que la première. 

919. Cette interprétation évidente des formules de Monge offre 

l'avantage de montrer immédiatement que la théorie des surfaces 

minima dérive de celle des courbes dont les tangentes vont ren- 

contrer le cercle de l'infini et auxquelles nous donnerons, avec 
M. Lie, le nom de courbes minima. En se plaçant à ce point de 
vue;.on peut retrouver facilement les différents systèmes de for- 

mules qui ne contiennent aucun signe de quadrature et déterminent 

les points d’une surface minima. 

En effet, puisque les tangentes d’une courbe minima rencontrent 

le cercle de l'infini, la développable, enveloppe des plans oscula- 
teurs de cette courbe, devra contenir le cercle de l'infini. 

Si l'on prend l'équation d’un plan tangent à cette développable 

sous la forme 
z+ay+iiras+/f(a)=0, 

le point correspondant de la courbe minima scra déterminé par 
les formules suivantes 

œ=af(a)—/f(e)+ fa) + 2), 
(3) ef) GE E) 

s= if (0+#$ 

qui conduiraient aux équations de Legendre (n° 187). 
Mais, le cercle de l'infini étant une courbe unicursale, on peul
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prendre l'équation du plan tangent à la développable sous la forme 
rationnelle 

(4) G—u)z+i(i+u)y+aus+of{u)=0, 

qui donne, pour un point de l’arête de rebroussement, les expres- 
sions suivantés des coordonnées : ‘ 

| | 1 u? : = sf (u)+ u f'(u) TJ), 

| PEU fu) — in fu) + if), 
3= u f'(u)— f'(&). 

(5) 

Si l’on associe ce système au système analogue où l'on changera . en — ë, on retrouvera les formules de M. Weierstrass. Les deux . courbes minima qui interviennent dans ces formules sont les arêtes de rebroussement des deux développables, enveloppes des plans L 
n Q—')r+i(i+u)ye ous + 2f(u) =, 
(6) G—ut)r—i(i+ ut) + 2013 + 92/4) = 0. 

220. Revenons aux équations qui déterminent la surface mi- nima sous leur forme la plus générale et au mode de génération employé par M. Lie. Si l'on veut éviter la considération d’une translation imaginaire, il suffira d'appliquer le théorème donné au n° 82; ce qui donnera Ja proposition suivante : 

Soient les deux courbes minima (T), (Ts) définies respec- livement par les équations 

3 = 2A(E), æ2Ai(s), 

F=2B(t)  : y=aB(:), 
3=2C(r), 3 = 20G(<). 

Le milieu de la droite qui joint un point quelconque de l'une à un point quelconque de l'autre décrit la surface minima la . Plus générale définie par les formules (x). 

La surface demeurera la même si l'on substitue à (T), (Ti) les
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deux courbes suivantes | 

gæ=2A(t)+h, æ—oAi(T)—4, 

y=aB()+k y=2B)—4, 
s=20C(t)+ 1, _s—=920(r)—2, 

où À, k, l désignent trois constantes quelconques, c’est-à-dire si 

l'on imprime à la courbe (T) une translation déterminée quel- 

conque, à la condition d'imprimer à (T, ) la translation égale et 
contraire. 

Soit MM, (fig. 15)une droite doni les extrémités s'appuient sur 
les courbes (T'}, (T,). Sïle point M reste fixe, le milieu p de MM, 

décrira une courbe minima de la surface, homothétique à à (Ti), lé 

rapport de similitude étant ! +. Si, au contraire, le point M, reste 

fixe, le point p décrira une autre courbe minima homothétique 
à (T). Cette simple Feng que, qui a déjà été é présentée d'une ma- 

    que 

nière générale au n°, 82, suffit à montrer que, si l'on a obtenu 

deux générations. différentes de la surface au moyen de deux 
courbes (T), (Ti) et de deux autres courbes (['}, (T'), ces der- 

nières ne sont autres que Îles précédentes déplacées parallèlement 
à elles-mêmes. Soient en cffet MM,, M'M, deux droites apparte-" 

* nant aux deux modes différents et ayant leur milieu en un même 

point p de la surface. Sile point p décrit une des courbes minima 
de la surface, l’un des points M, M, ct l’un des points M’, M’ de- 

meureront fixes. Supposons que ce soient les points M et M’. La 
droite M, M demeurera constamment égale et parallèle à M'M. 
Par conséquent, la courbe (1",) se déduira de (T,) par’ une transla- 
tion constante et égale à M'M. Sile point p décrit maintenant 
l’autre courbe minima de la surface, M, et M, demeurcront fixes 

et la ligne M'M demeurera constante en grandeur et en direction, 

On voit donc que, si l’on a obtenu un mode de génération de la 

“4 
nm 

ñ 

rent 
=
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surface, on obtiendra tous les autres en imprimant aux deux 
courbes (T), (T,) deux translations égales ct opposées. 

Le résultat précédent joue un rôle essenticl.dans les développe- 
ments qui vont suivre. Il permet en particulier: de résoudre la 
question suivante : | | 

Considérons un mode de génération de la_surface,_ obtenu au. 
moyen de deux courbes (T'}, (T,). Est-il possible que les différents 
points de la surface soient donnés de plusieurs manières par cette 
génération, c’est-à-dire soient les milieux de deux ou plusieurs 
segments appuyant leurs extrémités sur ces deux courbes? 

S'il en est ainsi, soient MM,, M'M' (Jig. 15) deux droites 
donnant le même point p de la surface. La trajectoire de l’un des 

: points M', M, du point M’ par exemple, se déduit de la trajec- 
toire (T) du point M par une translation constante MM’. Cela 
posé, si le point M' appartient à la courbe (Ti), cette courbe devra 
dériver de (T) par une simple translation. Écartons ce cas intéres- 
sant qui sera soumis plus loin à une étude approfondie. Si, au 
contraire, le point M’ appartient à la courbe (T), le point M! ap- 
partiendra à (T,) et les deux courbes (T}; (Ti) pourront être 
soumises à deux translations égales et contraires MM, M,M' sans 
cesser de coïncider avec elles-mêmes. Elles seront deux courbes 
périodiques et, par conséquent, transcendantes, admettant la 
même période (1). 

Réciproquement, toutes les fois que les courbes seront pério- 
diques et admettront la même période, chaque point de la surface 
sera le milieu d’une infinité de segments; car soient M,, N, deux 
points pris respectivement sur les deux courbes, En appliquant 
dans les deux sens la translation à laquelle on peut soumettre les courbes, on en déduira deux séries de points en ligne droite (Ag. 16) 

cs M, Ms, Me, Mi, Me, 
Ne ON, No Nu Nu ei: 

Les scgmènts MN, M,N 5 MIN, auront évidemment Je 

    

(*) Nous donnerons ici, et dans la suitc, le nom de périodiques aux courbes ‘ où aux surfaces, nécessairement transcendantes, qui ne cessent pas de coïncider avec elles-mêmes quand on leur imprime une translation déterminée.  
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même milicu et donneront le même point de la surface. La consi- 
dération des cordes MoN, MoN_+ montre d'ailleurs que la sur- face minima sera périodique comme les courbes, et la transla- 
tion Pp, à laquelle on peut la soumettre scra la moitié de celle qui 
convient aux deux courbes. 

Mes M, M 

  Nas 

  

En dehors du cas que nous venons de signaler et de celui où la courbe (T,) n’est autre que la courbe (T) déplacée parallèlement 
à elle-même, les points de la surface qui forment le licu des milieux 
de deux segments différents ne pourront s'étendre sur une nappe 
et formeront tout au plus une ou plusieurs courbes qui seront des 
lignes multiples et, en général, des lignes doubles de la surface. 

221. Après avoir étudié d’une manière générale la construction 
géométrique qui sert de base aux travaux de M. Lic, proposons- 
nous d'obtenir toutes les surfaces 2 Igébriques et toutes les surfaces 
réelles. La surface sera évidemment algébrique si les deux courbes 
(RJ, TR), dont la translation peut engendrer Ja surface, sont 
elles-mêmes algébriques. Réciproquement, si la surface est algé- 
brique, ces deux courbes doivent l'être aussi; car soient (4), (4) 
deux positions de l’une d’elles. 11 existe une translation quiamène 
(Æ) en (4). Appliquée à la surface, cette translation l'amène dans 
une position nouvelle où elle contiendra encore (£'). La courbe 
(#°), étant l’intersection complète ou une partie de l'intersection 
de deux surfaces algébriques, sera donc algébrique. Ainsi : 

Pour obtenir toutes les surfaces algébriques, il faudra 
prendre pour les courbes (T), (Ti). où pour les courbes (K), 
(Ki) dont la translation engendre la surface, deux lignes 
algébriques. 

299, Proposons-nous maintenant d'obtenir toutes les surfaces
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réelles; soient (M) une telle surface et p un quelconque de ses 
points réels; soient | | | 

ZA), y=BG), 3=0C(4) 

les équations qui définissent l’une des deux courbes minima dela 
surface passant par le point p. La courbe conjuguée sera définie 
par les équations 

æ= A(), y = B'(:), z= C(:), - 

où À’, B', C' désignent les fonctions conjuguées de À, B, C. 
D'ailleurs elle se trouve évidemment sur la surface, passe par le 
point p ct ÿ admet une tangente qui est imaginaire conjuguée 
de la tangente à la première courbe. Elle est donc la seconde 
courbe minima de la surface passant par le point p. Ce point étant 
admis, désignons par &5, Jo, 0 les coordonnées du point p; les 
équations ‘ 

Te A(t)+ AC) ro, 

J = B(4) + B(5) —Jo 
s=C(t)+0()— 35  Ù 

déterminent une surface minima qui contient les deux courbes 
précédentes et coïncide, par conséquent, avec Ja surface donnée 

(A). Si l'on augmente À, A! de ©, B, B'de 2, C, C de ©, on 
peut les écrire sous la forme plus simple 

T —= AE) + A'(S), . 

.7= B(t)+B"(), 
_s=C(t)+0C(), 

À, À’; B, B'; C, C désignant encore des fonctions imaginaires 
conjuguées. Réciproquement, il est évident que les formules pré- 
cédentes donneront toujours une surface réelle; car il suffit, pour 
obtenir des points réels, d'y remplacer 4 et = par des imaginaires 
conjuguées. Ainsi : 

Pour obtenir toutes les surfaces réelles; on associera à une 
courbe minima quelconque la courbe imaginaire conjuguée, 
qui est aussi minima. Le milieu de la droite qui joint un point 
quelconque de la première courbe au point imaginaire con-
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Jugué, nécessairement situë sur la seconde courbe, décrira une 
nappe réelle de la surface minima réelle la plus générale. 

223. Les raisonnements précédents laissent toutefois de côté 
une question dont l'examen offre quelque intérêt. Pour que le 
milieu de la droite qui joint deux points soit réel, il n’est pas 
nécessaire que les deux points soient imaginaires conjugués. Ne 
serait-il pas possible d'obtenir des nappes réelles en joignant les 
points de la première courbe à des points de la seconde qui ne 
seraient pas imaginaires conjugués des premiers. Les résultats 
obtenus au n° 220 donnent la réponse à cette question. | 

En effet, soient M un point pris sur la première courbe (FT), Noun 
point pris sur la conjuguée (T') (Jr. 17), et soient Mo, N les 

   
points imaginairs conjugués de M, N,, le premier se trouvant 
sur la seconde courbe et Je second sur la première. Si le milieu 
de la droite MN, est réel, il coïncidera avec le milieu de NM, et, 
par conséquent, chaque point de la nappe réelle étant obtenu de 
deux manières différentes, il faudra, d’après les résultats du 
n° 220, que l'une des droites MM, MN soit de grandeur et de 
direction constantes. Si cette propriété appartient à la droite MM, 
la courbe (T’) se déduira de (T) par une translation déterminée: 
nous avons déjà réservé (n° 220) cette hypothèse pour une dis- 
cussion spéciale et nous pouvons admettre ici que la droite dont 
la grandeur ct la direction sont invariables est le segment MN. 
Comme la figure MNNQM, est un parallélogramme, la droite MN 
est égale et parallèle à sa conjuguée M,N, ctelle est, par suite, de 
grandeur et de direction réelles. La .coùrbe (T}) sera donc unc 
courbe périodique admetlant une période réelle MN et il en sera 
de même de la courbe, conjuguée (T’). La surface minima sera 
aussi périodique et pourra être soumise à la translation réelle 

L ” !
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MN 
sans cesser de coïncider avec elle-même. Quant au milieu p 

de MN,, il se déduira du milieu p' de MM par la même translation. 

Par suile, en joignant seulement les points imaginaires conjugués, 1 J D D D 

M, M, par exemple, sur les deux courbes, on n'aura pas toute la ; Mo 2 Pie; ; 

partie réelle dé la surface, mais on obtiendra du moins une portion 
de la surface dont on peut faire dériver toutes les autres en Ja 

à 
soumettant à la translation —— IN, 

224. Il nous reste à examiner l'hypothèse particulière, réservée 
dans les raisonnements qui précèdent, où les deux courbes (T), 
(Ti) peuvent sc ramener l’une à l’autre par une simple translation. 

Cette étude nous conduira à la notion importante et nouvelle des 

surfaces doubles, qui est due tout entière à M. Lie. 

Nous avons vu que l’on peut, dans la génération de la surface, 
substituer aux deux courbes (T), (T;) deux autres courbes (T’), 

(T;) qui s’en déduisent respectivement par deux translations égales 

et opposées. D’après cela, si nous désignons par (4) la translation 

qui, dans le cas actuel, amène (T) à coïncider avec (T,), nous 
. , . d 4 

pourrons imprimer à (T} la translation (5) et à (T,) la trans- 
. d . . À 

lation — (}: nous obtiendrons ainsi une seule et même courbe 

(D) qui remplacera à la fois (T)et (T,), en sorte que {a surface 
proposée deviendra le lieu des milieux de toutes les cordes de 
cette courbe minima (D). 

Réciproquement, si une surface admet la génération précédente 
au moyen de la courbe (D), il résulte de la proposition démontrée 
au n° 229 que l'on obtiendra tous les systèmes différents de 

courbes (T), (F1) au moyen desquels on peut engendrer la surface 

en imprimant à la courbe (D) deux translations égales et opposées. 

Par suite, les courbes (T}, (T;) relatives à tout système de géné- 

ration de la surface pourront toujours se déduire l’une de l’autre 

par une simple translation. 

Revenons à la génération de la surface au moyen de la courbe 

unique (D), elle permet de reconnaitre que les deux courbes 
minima dont la translation engendre Ja surface sont identiques 

l’une à l’autre. Si l’on considère en effet une corde MM, de la
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courbe (D), les deux courbes minima de la surface passant par 
le milieu de cette corde sont les homothétiques de (D), avec le 

à ECTS t n ‘ 
même rapport de similitude =; par rapport aux points M, M. 

0 
Elles sont donc égales et peuvent être amenées à coïncider par 

une translation égale à> MIA, imprimée à l’une d'elles. Nous 

pouvons ajouter que les deux séries de coûrbes minima tracées 
sur la surface ne peuvent plus être distinguées l’une de l’autre et 

ne une seule famille composée de toutes les courbes que 

l'on obtient en prenant les homothétiques de la courbe (D) par 
rapport à chacun de ses points. Ces courbes sont évidemment 
tangentes à la courbe (D), chacune au centre d'homothétie qui 

lui correspond, ct elles admettent cette courbe pour enveloppe. 

Mais, comme il en passe deux par chaque point de la surface, qui 

est ainsi engendrée deux fois, M. Lie a donné le nom de surfaces 
doubles à toutes les surfaces minima que nous étudions ici et que 

l'on peut caractériser, comme on voit, en disant qu’elles sont le 

lieu des milicux des cordes d’une courbe minima (D). 

Si la courbe {D} est définie par les équations 

æm—aA(t), v=2B(t), s=20C(t), 

la surface double correspondante le sera par le système 

T = A(&) + A(:), 

7=B(t)+ B(:), 
5= C(t)+ C(:), 

où € et 7 entrent symétriquement, en sorte que le même point de 

la surface correspond à deux systèmes différents de valeurs de t 
et de + se déduisant l’un de l’autre par l’échange de ces deux va- 
riables. 

295. La définition que nous avons adoptée permet de recon- 
naître qu’il existe des’ surfaces doubles réelles. Mais, pour faci- 

liter cette recherche, nous commencerons par examiner s’il existe 

des surfaces doubles‘qui soient le lieu des milieux des cordes de 
deux courbes différentes D} (D). 

Nous pouvons appliquer ici les résultats du n° 290 en consi- 

dérant (T) ct (T4) comme confondues avec (D), (T') et (T')
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comme confondues avec (D’). Il faudra que (D) puisse se déduire 
de (D) par deux translations égales et opposées et, par conséquent, 
que (D) soit une courbe périodique. Réciproquement, si la 
courbe (D) est périodique, soit (d) la translation à laquelle on 
peut la soumettre sans qu’elle cesse de coïncider avec elle-même. 
On reconnaîtra aisément qu’en lui imprimant une translation égale 

, /d : : seulement à (£) on obtient unc nouvelle courbe (D’) qui donne 

la même surface que la première. 
Un raisonnement analogue montrera que,'si un point quel- 

conque de la surface correspond à deux cordes différentes de la 
courbe (D), cette courbe est nécessairement périodique. 

En dehors du cas exceptionnel où (D) est périodique, on peut 
donc affirmer qu’à chaque surface minima double correspond 
unc seule courbe (D) et que Les points de la surface qui sont les 
milieux de deux cordes ne peuvent former une nappe et se dis- 
tribuent tout au plus sur certaines lignes, nécessairement mul- 
tiples, de la surface. 

Ce point étant établi, proposons-nous de trouver toutes les sur- 
faces doubles réelles. Soit (D) la courbe au moyen de laquelle on 
peut engendrer la surface; on reconnaît immédiatement, en chan- 
geant & en — i, que la surface peut aussi être engendrée au moyen 
de la courbe imaginaire conjuguée (D). Donc : 

Pour que la surface minima double soit réelle, il est né- 
cessatre que la courbe (D) coïncide avec sa conjuguée ou puisse, 
du moins, s'en déduire par une translation 

Réciproquement, supposons que la condition énoncée soit 
remplie. Si la courbe coïncide avec sa conjuguée, elle contiendra, 
en même temps que le point imaginaire M, le point imaginaire 
conjugué Mo, et le milieu de la corde MA, décrira une nappe 
réelle. 

Si, au contraire, la courbe (D) ne coïncide pas avec sa conjuguée 
(D'), mais peut s’en déduire par une translation, la surface double 
correspondante à la courbe (D) pourra, si elle est réelle, être 
engendrée aussi au moyen de la courbe (D), et la remarque faite 
plus haut nous apprend qu’elle sera nécessairement transcendante 
et périodique. Nous sommes ainsi conduits au résultat suivant :
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Pour obtenir toutes les surfaces doubles réelles non Pério- 
diques et, en particulier, toutes les surfaces doubles algé- 
briques, il suffit de déterminer toutes les courbes minima qui 
sont identiques à leur conjuguée (). 

226. On peut signaler d’abord une solution évidente du pro- 
blèmé ainsi posé. Considérons la développable circonscrite à une 
surface réelle quelconque, transcendante ou algébrique, et au 
cercle imaginaire de l'infini. Cette développable sera, en général, 
indécomposable et, comme elle est définie par des équations 
réelles, son arête de rebroussement sera une courbe minima qui 
coïncidera avec sa conjuguée et donnera, par conséquent, naissance 
à une surface double réelle. | 

Soit 

(7) ° F(U, V, W,P)=0 ‘ | ° 

l'équation tangentielle homogène d’une surface réelle quelconque. . 

  

(*} On peut ajouter les remarques suivantes relatives au cas où la courbe (D) 
peut être amenée par unc translation à coïncider avec sa conjuguée. Si la 
translation qui amène (D) en coïncidence avec (D") est réelle, la surface minima 
correspondante le sera aussi. Soient en effet, a, b, ec les quantités réclles qui sont 
les composantes de la translation. À un point M{x, 3',:) de (D) correspond un 
point N de (D') dont les coordonnées sont ° . 

T+a yY+b, 32+c. 

Le point N', imaginaire conjugué de ce point, se trouvera évidemment sur la 
courbe (D) conjuguéc de (D') et il aura pour coordonnées 

BH +, 4e, 

Tor Jo SA désignant les quantités conjuguées de x, 3, 3. Il suit de là que le milieu 
de la droite MN' qui cest une corde de (D) sera réel ct décrira une nappe réelle 
de la surface. : 

Si la translation qui amëne (D) sur (D') est imaginaire, la surface ne sera pas 
nécessairement réelle. Considérons, par exemple, la courbe (D) définie par les 
équations 

. Ss=lt+ta+ai 

Cette hélice peut être amenée à coïncider avec sa conjuguée par une translation 
r—2$à parallèle à l’axe des 5. La surface lieu des milicux de ses cordes n’est 
réelle que si la constante £ est nulle.
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L’équation d’un plan tangent au cercle de l'infini est: 

(8) (i—u?)x + i(i+ut)y +ous+aoizo, 

Exprimons que ce plan est aussi tangent à la surface; nous 
aurons l'équation 

(9) Ffi—u?, i(1+u), au, 22] =, 

ou plus simplement, en tenant compte de l'homogéncité, 

I 1 ë 
Pl=—u il -+u),2|2=0, 

u u u . 

le symbole D désignant une fonction réelle quelconque. La valeur 
de & tirée de cette équation sera la fonction (a) qui figure dans 
les formules (5). En changeant £ en — i, on aura la fonction con- 
Juguéc f, (u) et la surface minima correspondante sera pleinement 
déterminée, , 

Supposons, par exemple, que l’on considère la développable . 
circonscrite à la fois au cercle de l'infini et à la parabole dont 
l'équation tangentielle est 

U'= WP. 
On aura ici . 

quf(u)=(— ut}. 

ct, par conséquent, 

"f(u) = « 

  

_— u?}? 

qu = fi(u). 

En substituant ces valeurs dans les formules (18) [p. 280], on 
aurait les équations qui déterminent la surface. C'est la plus 
simple des surfaces minima doubles; elle à été découverte par 
M. L. Henneberg (*). Nous la retrouverons plus loin. 

227. On peut se placer à un autre point de vue dans la recherche 
des surfaces doubles et se demander, par exemple, à quelle con- 

  

(*) Hexxeverc (L.), Ueber solche Minimalflächen welche eine vorgeschriebene 
cbene Curve sur geodätischen Linie haben. Zürich, 1855. 

Ueber dicjenige Minimalfläche, swelche die Neilsche Parabel sur £codati- 
schen Linie hat (Vierteljahrschrift der Zürcher Vaturf. Ges., t. XXI). 
Bestimmung der niedrigsten Classenzahl der algebraischen Minimalflächen 

(annali di Matematica, 2° série, t. IX, p. 54; 1852).
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dition doivent satisfaire, si la surface est double, les fonctions 

S(u), (a) de M. Ycierstrass. Si nous considérons les deux 
courbes 

x = AIO æ = 2 fau) Ga) du, 

= 2 fau) é(u)au, ‘ 7 = fau) fa) us 

3= Just du, Ju Fin) du 

dont la translation engendre la surface, il faut exprimer que l’une 

d'elles se déduit de l’autre par une simple translation, c’est-à-dire 
tt Il 

que l’on peut prendre pour &, une fonction de w permettant de 

satisfaire aux relations 

G—u) Qu) du =(1— u?) Fi) dus, 

i(i+ ut) ( u)du=—i(i+ ut?) Fi) dus, 

°u S(u) du = til) dus. 

En divisant membre à membre, on trouve les deux égalités 

  

tu? 1H ui uw 
2 TL y? . 1— u? 1 ui ui 

qui donnent 
1 

UM —=— —° 

Si l’on porte cette valeur de u, dans l’une quelconque des équa- 

tions précédentes, on obtient la relation 

(2) FGu}ut = — 2 É(u), 
que l’on peut mettre aussi sous la forme 

C’est la condition cherchée, et le raisonnement prouve bien qu’elle 
est suffisante. 

Si l’on applique un raisonnement analogue au cas où les deux 
courbes sont définies par leurs plans osculateurs 

Gi—u)æ+i(t+u)y+aous + 2/f(u) 

(i— ui je — iG+ ui )Y +2us+2/f(t)=0, 

D. — E : 23 

0;
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on trouvera, en exprimant que ces deux plans coïncident, les 
relations - 

  (13) MH — 

Le problème de la recherche des surfaces doubles est ainsi 
complètement résolu, 

228. Si l’on veut que la surface double soit réelle, il faudra que 
les deux fonctions f et f, ou $, $, soient conjuguées. On est ainsi 
conduit à une équation fonctionnelle dont la solution est d’ailleurs 
très facile. 

Posons en effet 
” = O(u) 

et désignons par @, (x) la fonction conjuguée de O(w). On devra 
avoir 

I 
O(u) = CR (- :) . 

Mettons en évidence la partic réelle P{w) et la partie imagi- 
naire iQ{(u) de la fonction 6. Nous aurons 

P(u) = P (- 2) 

Qu)=-Q(—;) 
ct, par conséquent, 

| 1 
P(u)=p(u)+p (-2): . 

QG = g0u)—9 (7), 

les symboles p et g désignant des fonctions réelles, d’ailleurs 
quelconques. On déduit de là, pour @(&), l'expression 

E(4)= =) +p(—) +) (- ï) 
ou, plus simplement :Ï P ; 

f(u) 

Tu (14) = O(u)=o(u)+o (- 2
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© désignant une fonction imaginaire quelconque p{u) + tq(u)et 
4, la fonction conjuguée de ©. 
; . , . “ On trouverait de même pour (x) Pexpression analogue 

= I . @5) u3F(u) = çQ(u)—e, (- 2). 

En s'appuyant sur les résultats précédents, on peut démontrer 
que le procédé indiqué au n° 296 donne la courbe minima la plus 
générale coïncidant avec sa conjuguée. Prenons en effet l'équation 5 JUS 
du plan osculateur de cette courbe sous la forme Ï 

! . i 1 TU—.--)+it u — 25 20(U)+29 — = = 0 (ei) +8 (ei) essasto san (1) 20 
t 

où l’on a remplacé f{u) par sa valeur tirée de l'équation (14). En 
identifiant l'équation précédente avec celle d’un plan quelconque 

Ur+Vy+Ws:+P=o, 
on trouve 

UV 1 U—iv P fa 
RW Te y gere 

et, par conséquent, 

PLU iV\ [UV 
PR FA): 

Cette équation définit évidemment une surface réelle à laquelle 
sera circonscrite la développable, enveloppe des plans osculateurs 
de la courbe considérée. 

229. Jusqu'ici nous avons employé les formules de M. Weier- 
strass, qui sont parfaitement appropriées à l'étude des surfaces 
réelles. Dans la théorie des surfaces doubles, où il s’agit de com- 
parer les deux courbes minima dont la translation engendre la 
surface, il sera avantageux de représenter les deux courbes mi- 
nima de la même manière et de les considérer respectivement 
comme les enveloppes des deux plans 

G—au)z+i(i+ut)y+ous + 2f(u) —0, 

G—ui)z +i(i+ut)y+ous + fi) = 0.
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Alors les deux plans seront parallèles si l’on a u, = u, etles deux 

courbes seront identiques si l’on a - 

fiGu)= f(u). 

Les formules qui définissent un point de la surface seront les 

suivantes (!) 

  

1—u?,, , 

= ——f{(u)+ u fu) — f(u) 

+ RÉ fn) + ua fi) Pi) 

(6) { 1+ u? 
| 

F = i—— fu) — tu f(u)+if(u) 

.1+ u? . . 
+ fi () — du fiCus) + i fie), 

s=uf(u)—f(u)+ tu fit) —fi(u), 

et le plan tangent aura pour équation 

(13) G—uu)X +i(t+um)Y +(u+m)Z+Ez=o, 

£ ayant pour valeur 

(8) E=a/(u)+2f(u)— (uw) fu) fi 
C’est l'équation de la surface écrite dans le système (x, B, £) qui 
a été défini et étudié aux n° 164, 166. Elle se prête de la manière 
la plus simple à l'étude des surfaces doubles. 

Dans ce cas, nous venons de le voir, on aura 

(19) J(&)= fix), 

et, par conséquent, € sera une fonction symétrique de w et de . 
Réciproquement, exprimons que Ë est une fonction symétrique 

de u et de w,. Nous devrons avoir 

2/(u)+2fiQu)— (au u)Lf(u)— fi(u)] 
= 2 f(4) +2 fau) — (us) fi (ue) —f' (um). 

J(u)—fitu)= 20(u),.. 
Posons 

  

(*) Ces formules sont, aux notations près, celles qui ont été données par 
Bjôrling dans le Mémoire analysé plus häut [p. 270].
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l'équation précédente ne contiendra plus que 0(w).et deviendra 

20(u)—920(u)—(u—u)[0d'(u)+V()] — 0. 

La seule fonction salisfaisant à cette équation est un polynôme du 

second degré, mais il est inutile de la rechercher. Car, si l’on in- 
iroduit la notation . 

L SC) — 0(a) = f(x) + Ua) = 9(2), 
l'expression de Ë devient 

'Emao(u)+o QCu)—(u—w)[e'(u)—S'(Gu)], 

et nous trouvons l'équation tangenticlle d'une surface double, qui 
correspond à la fonction o(u). Nous pouvons donc énoncer la 
proposition suivante : 

Si l’on emploie le système de coordonnées tangentielles dans 
lequel on écrit l'équation d’un plan sous la forme 

(20) (—a8)X + (+ af) + (x +p)Z +520, 

l’équation tangentielle des surfaces minima sera 

(21) =) + AG BL 

La condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit 

double est que Ë soit une fonction symétrique de à et de 8. 

230. Nous sommes ainsi conduits à étudier d’une manière géné- 
rale la distinction que l’on doit établir entre les surfaces dont 

l'équation tangentielle est symétrique par rapport à « et à f, et 
celles dont l'équation n’est pas symétrique par rapport à ces va- 
riables. 

Envisageons une surface algébrique quelconque, représentée par 
l'équation tangentielle indécomposable 

(22) F(U, V, W, P)=o; 

si l'on y remplace UÜ, V, W, P par leurs expressions en a, P, Ë, 
on aura l’équation 

(23) Fi a8, i(1+ 08), 248, t]= 0, 

BIBLIC'E «4 NTRALA 

FINE = jam
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qui est symétrique en æet Ê. Mais il peut arriver que, l’équa- 
tion (22) étant indécomposable, il n’en soit pas de même de Ja 
précédente. | | 

Supposons, en effet, que l'équation (22) se présente sous Ja 
forme 

(25) PCU, V, W,P)—(U?+ V2 + W2)@{U, V, W, P)— 0, 

l'équation (23) deviendra 

FFC BE) — (2 — BY 91(2, BE) = 0 

ct sc décomposera dans les deux suivantes 

file, B E)—(a— Box, B,£) = 0; 

fit, BË)+(a—B)oi(a, 8,E)= 0, 

qui ne sont plus symétriques, mais qui se ramènent l’une à l’autre 
quand on échange « et 8. Elles donnent, l’unc et l’autre, tous les 
plans tangents de la surface, mais avec des sens opposés pour la 
normale. 

Réciproquement, considérons une surface définie par l'équation 
(25) JC B,£)=0, 

irréductible par rapport à £. Si cette équation n’est pas symétrique 
par rapport à «, $, on sera conduit, avec les variables U, V, W, 
P, à une équation tangenticlle de là forme (24) qui permettra 
d'exprimer le radical VU? + V? + WV3 en fonction rationnelle de 
Ü, V, W, P ou, ce qui est la même chose, des coordonnées du 
point de contact. 

Si, au contraire, l'équation (25) est symétrique par rapport 
à « ct à ÿ, il sera impossible d'exprimer rationnellement le radical 
en fonction de U, V, W, P. Si l'on avait, en cffet, 

DV _ JU, V.W,P) 2 —_ ; (26) VU VIE WE = CU, V, W,P) 
nous trouverions, en remplaçant U, V, W, P en fonction de %, 
D) $ 

(z— Boite, B, ë) = E fi(z, B, ë), 

Ji ete étant symétriques en « et B. Or il est impossible que 
cette équation soit vérifiée par les valeurs de Ë racines de l'équa-
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tion ‘irréductible proposée, à moins que ces racines n’annulent à 
la fois f, etoi. Alors la valeur du radical donnée par l’équation 

: , : 0 , 
(26) se présentcrait constamment sous la forme = et cette équa- 

tion n'aurait aucun sens. 

En appliquant ces remarques aux surfaces minima, nous obte- 

nons la proposition suivante : 

Pour qu'une surface minima soit simple, il faut et il suffit 
que son équation tangentielle puisse être ramenée à la forme 

(24); st elle est déterminée par une équation en coordonnées 

ponctuelles f(x,7,3) = 0, il faut et il suffit que les deux dé- 

terminations du radical 

4/0) + (5) 
soient des fonctions distinctes l’une de l’autre, c’est-à-dire 

que le radical soit un carré parfait. 

Considérons, par exemple, l’alysséide qui est définie par l’é- 

quation 
sf 5 2\2 . 

a+ y? = (ie :) . 

On a ici 

ef  -EŸ al © -2Ÿ 
A= PR ï) =; ete «Je 

4 ° . 

L’alysséide est donc une surface simple. 

Nous pouvons maintenant compléter les remarques présentées 
au n° 192 sur la représentation d’une surface minima par les for- : 

mules de M. Weierstrass. Bornons-nous, pour plus de netteté, 

aux surfaces réelles. Nous avons vu qu’à une même surface on 

peut faire correspondre deux fonctions différentes 

f(u) et LT, (— 
YCu) mille 

Les résultats obtenus au n° 227 nous montrent que ces deux fonc- 

tions ne seront pas distinctes, dans le cas des surfaces doubles, ou, 
plutôt, ce seront deux branches différentes d’une même fonction. 

Si, au contraire, la surface est simple, ces deux fonctions seront
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irréductibles l’une à l’autre et nous aurons deux fonctions diffé- 
rentes d’une même variable imaginaire se rapportant à la même 
surface. Ces deux fonctions correspondront aux deux courbes 
minima distincles dont la translation peut engendrer la surface. 

231. C’est ici le lieu de présenter quelques remarques sur les 
surfaces dont l'équation tangentielle est de la forme 

9? — (UT + V2 WE) = 0, 

Le radical VU? + VE 4 WE étant une fonction rationnelle de U, 
V, W, P et, par conséquent, des coordonnées du point de con- 
lact, on voit qu’il est possible d'attribuer aux normales en tous 
les points de ces surfaces un sens bien déterminé. Si l’on prend, 
par exemple, 

pour les cosinus directeurs de chaque normale, et si l’on décrit sur la surface un chemin quelconque pour revenir au point de 
départ, on ÿ reviendra toujours avec les mêmes valeurs pour les cosinus directeurs. En d’autres termes, il sera possible de distin- guer analytiquement deux côtés de la surface. C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas de Ja sphère ou dans celui de la surface de quatrième classe déjà considérée au n° 159. 
Supposons, au contraire, qu’il soit impossible d'obtenir pour 

VU? + V? + W2 une expression rationnelle en fonction des coor- données, soit ponctuelles, soit tangentielles ; Jes cosinus directeurs de la normale, 

LU V_ w 
VO VE EVE VUE RENE VU 
  

changeront certainement de signe lorsqu'on suivra sur la sur- face un chemin réel ou imaginaire convenablement choisi. Seulement il y a lieu, dans ce cas encore, de faire une distinction très essentielle. Pour certaines surfaces telles que l’ellipsoïde, le paraboloïde, les hyperboloïdes, si l’on revient au point de départ après avoir parcouru un chemin réel quelconque, on retrouvera toujours le même sens pour la normale. En d’autres termes, si l’on imagine une petite sphère parcourant le chemin considéré,
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elle se trouvera, au retour, du même côté de la surface qu'au 

départ. Môbius a remarqué le premier qu'il existe un grand nombre 
de surfaces telles que le sens de la normale se trouve changé quand 
on revient au point de départ après avoir parcouru un chemin 

réel convenablement choisi. Bornons-nous, pour plus de simpli- 

cité, à considérer les surfaces algébriques. Il faut évidemment, 
pour que la circonstance précédente se présente, que la surface 
ait des lignes multiples réelles. 

Considérons, en effet, la-surface parallèle à Ja proposée, ob- 
tenue en portant'sur les normales des longueurs infiniment petites 

égales à 2. Tant que WU? + V?-+ WE ne sera pas un carré par- 
fait, les deux nappes dont se compose cette surface ne constitue- 
ront analytiquement qu’une seule surface et, si l’on considère les 
deux points », m, situés sur la normale en un point M de la sur- 
face donnée, il sera toujours possible de suivre sur la surface pa- 
rallèle un chemin réel ou imaginaire qui conduise de m à m/, Mais, 

si ce chemin est entièrement réel, la fonction 

9 (x, J': 3), 

qui, égalée à zéro, donne l'équation de la surface proposée, aura 
évidemment changé de signe quand on passera de m à n/. Comme 
ce chemin est parallèle à une nappe de la surface, il faudra né- 
cessairement qu’il en traverse au moins une autre et, par con- 
séquent, que la surface proposée ait une ligne multiple ou, au 
moins, un point multiple. 

Il est remarquable que la surface la plus simple possédant une 
ligne multiple-jouisse de la propriété singulière que nous étudions 
ici. Cette surface est la surface réglée du troisième ordre dont : 
nous indiquons ici la forme ( fég. 18). Si l’on part du point »m en 
suivant le chemin mAlusrm, on reviendra au point de départ 
après avoir changé de côté (1). 

  

(*) Cet exemple nous avait été indiqué par II.-S. Smith, professeur Savilien à 
Oxford, dont tous les géornètres déplorent la mort prématurée. Les différentes 
surfaces réglées du troisième ordre sont les transformées homographiques de celle 
qui est représentée par l’ équation 

sx = pt, ° 

La figure se rapporte à la surface dont l'équation cst 

D(i—3)= 2.
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À cet exemple si sim ple d’une surface réelle n'ayant pas de 
côté on peut en ajouter beaucoup d’autres très généraux. 

Prenons, par exemple 
telle manière qu’elle 
ples de tangentes parallè 
de cette courbe avec un sens déter 
continuité déterminer 

> une courbe fermée réelle (K) choisie de 
admette seulement un nombre limité de cou- 

les. Si l’on part d'un point quelconque À 
miné pour la tangente, la loi de 

a le sens de cette droite pour tous Jes autres 

  

  

points de la courbe. Par 

nées d’un point de la 

, & sont les coordon- 
conséquent, si æ, y 

dy dx 
sy — >= seront des fonctions ds” ds 

dx 
courbe, TS 

parfaitement déterminées en chaque point réel de la courbe. 
Soient maintenant M, M' 
prenons le lieu des milie 

deux points quelconques de la courbe et 
ux de la corde MM. La normale au point 

milieu de MM’ aura pour cosinus directeurs 

  

  

dy ds' ds dy ds dr dx di dx dy dy dx! ds ds ds ds dd ds di — ds 4 
À ’ A 7 7 TZ ? 

A désignant la quantité 

a=t/A dx dr" dy dy} ds ds vi 
_ ds ds ds ds * & ds) ? 

que nous prendrons, par exemple, avec le signe +. Fäisons main- Lenant tourner la corde MM, de manière 
M en M, mais en év 
dence de M et de M’ 

limité, 

que M vienne en M’ « 
itant, ce qui est toüjours possible, la coïnci- 
et aussi les positions de la corde en nombre 

pour lesquelles les tangentes en M et en M sont parallèles
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Nous suivrons sur la surface lieu des milieux un chemin véel pour 
chaque point duquel le plan tangent sera bien déterminé et, 
quand nous reviendrons au point de départ, l'échange de M et 
de M aura fait changer le signe des cosinus directeurs de la nor- 
male (1). | | | 

232. Considérons maintenant une surface minima double algé- 
brique ou du moins non périodique, et soit | 

( —ut)r+ii+u)y+ous + f(u) = 0 

l’équation du plan osculateur de la courbe minima au moyen de 
laquelle s’engendre la surface. Soient M, M, deux points de cette 
courbe. Le milieu »# de la corde MM, décrira la surface consi- 

-dérée. Soient w et w, les valeurs du paramètre « relatives aux 
points M et M,. Les cosinus directeurs de la normale en m1 auront 
pour expressions 

1— ut HU U+U 
TT ? lu ) TT ? 
U— U u— ui U— U 

et ils ne seront réels (n° 15) que si l’on a 

M) 

u’ étant l'imaginaire conjuguée de w. De plus, dans le cas qui 
nous occupe, où la surface n’est pas périodique, il faudra, pour 
que le point »2 de la surface soit réel, que l’on assacie à la déter- 
mination f,(u) de f(u), relative au point M, une détermination 
fo(u) de /(u1) complètement définie par cette condition que le 
point M, soit imaginaire conjugué de M. Ainsi, à chaque système 
de valeurs de w et de f(u) correspond un point réel de la sur- 
face et un seul. 

Faisons maintenant varicr w de telle manière qu'il devienne 

  

{*) On rapprochera les remarques que nous avons présentées dans ect article 
de celles que Laguerre, notre regretté confrère et ami, a développées dans une 
suite de travaux intéressants sur la Géométrie de direction. (Voir, en particulier, 
le Mémoire Sur la Géométrie de direction publié en 1880 dans le tome VIII du 
Bulletin de la Société mathématique de France, p. 196, et différents articles 
insérés dans les Comptes rendus en 1881, 1892 et 1883.) ‘
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égal à &, et choisissons, en outre, pour cette variable complexe, un 
chemin tel que la détermination primitive fo(u) de f{u) devienne 
égale à la détermination primitive fo(u) de f(u). Le point M de 
la courbe minima sera venu coïncider avec le point imaginaire 
conjugué M, et, par conséquent, le point M, sera venu en M. On 
reviendra donc au même point » de la surface minima. D'ailleurs, 
dans le chemin réel que l’on aura suivi sur la surface, les cosinus 
directeurs de la normale auront varié d’une manière continue : car 
on n’a jamais 

u = UW, 
c'est-à-dire ° 

uw +I= 0. 

Quand on reviendra au point de départ, on aura échangé les 
valeurs de & et de u,; les cosinus directeurs de la normale auront 
changé de signe, comme le montrent les expressions données plus 
haut de ces cosinus, et l'on se trouvera sur le côté opposé à celui 
d’où l'on était parti (!). 

  

(") Seniuxc, Die Minimalflächen J'ünfter Klasse mit dem: Stercoscop-Bild cines Modells derselben. Gœættingue, 1880. 
Cet intéressant travail contient non seulement une démonstration de la propo- silion que nous venons d'établir, mais encore une étude très détaillée de la sur- face de M. Henneberg. M. Schilling en détermine Pordre, la classe, les singula- rités principales ct il montre qu’elle est le lieu des milieux de la courbe minima définie par les équations ° 

fre . 3 z= (+) ; 7= (re), s=3(w+ =) . 
u 

Elle correspond à la valeur 

F(u) =3(1- m)=3(e- a )(+ i)& 

de Ta fonction de M. Weicrstrass. Cela nous conduit à signaler les surfaces doubles correspondantes à la valeur plus générale 

Ÿ(u) = (e —u)(e ÿn 

où $ désigne un nombre impair.
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CITAPITRE VIL 

LES SURFACES MINIMA ALGÉBRIQUES. 

Détcrinination de la classe ct de l’ordre de la surface minima algébrique cngendrée 

par la translation de deux courbes minima données. — Application au cas par- 
ticulier où la fonction f{u) est rationnelle. — Déterminalion de la surface mi- 

nima réelle, simple ou double, de la classe la moins élevée. — Points à l'infini 

des surfaces minima. — La section de la surface par le plan de l'infini se com- 
pose exclusivement de droites simples ou multiples. — Points multiples à dis- 
tance finie. — Surfaces minima à point conique. 

233. Après avoir exposé, en suivant les méthodes de M. Lie, la 
solution des problèmes les plus élémentaires de la théorie, nous 
allons indiquer comment cet éminent géomètre a déterminé l’ordre 

et la classe d’une surface minima algébrique, lorsqu'on suppose 

données les deux courbes minima dont Ja translation peut engen- 
drer la surface. 

La détermination de la classe r. repose sur le théorème suivant, 

qui est un cas particulier d’une proposition générale déjà énoncée 

au n° 84 ct relative aux surfaces engendrées par la translation 
d’une courbe invariable. 

La développable circonscrile à la surface en tous les points 
dey.une des courbes minima dont la translation engendre cette 
surface est un cylindre dont. les génératrices vont rencontrer 
le cercle de l'infini. 

Soient (+) la courbe minima donnée, »# un de ses points et (1) 

la seconde courbe minima de la surface passant par le point m. 

La tangente en m à (Y,) est une des génératrices du cylindre cir- 
conscrit suivant (y). 

Ce point étant rappelé, considérons le cône circonserit à la sur- 
face ayant pour sommet un point quelconque y du cercle de l’in- 

fini; soit um une génératrice du cône, tangentc en m à la surface. 

Il passe en » deux courbes minima de la surface (+), (y1) dont
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l’une, que nous désignerons -par (y;), est tangente à mm; et 
il résulte du théorème précédent que la développable circonscrite 
à Ja surface suivant (y) est un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à pm, c'est-à-dire un cône de sommet ue. Donc : 

Le cône circonscrit à la surface minima, ayant son sommet 
ch un point quelconque du cercle de infini, se décompose en 
cônes plus simples dont chacun est circonserit à la surface sui- 
rant une courbe minima. 

Ce point étant admis, commençons par considérer une surface 
simple et soit 2 un point du cercle de l'infini. Désignons par (K) 
et (K') les deux courbes différentes dont la translation peut en- 
gendrer la surface. Les génératrices du cône circonscrit suivant 
une des positions de (K/) sont tangentes aux diverses positions 
de la courbe (K). Le nombre des cônes de sommet Lu, circonscrits 
chacun suivant une des positions de (K'), sera donc égal au nombre 
des tangentes que l’on peut mener du point p à l’une des positions 
de la courbe (K). Ce nombre, que nous désignerons par M, est 
évidemment l’ordre de multiplicité du cercle de l'infini sur Ja dé- 
veloppable formée par les tangentes de (K). Z! y & donc M cénes 
de sommet y circonscrits suivant une des Positions de (K') et 
M' cônes de méme sommet circonscrits suivant une des posi- 
tions de (K), M et M' désignant les ordres de multiplicité du 
cercle de l'infini sur les développables formées par les tar- 
gentes aux deux courbes. La classe de la surface sera celle 
de cet ensemble de cônes. | 

= Envisageons l’un des cônes circonscrits suivant une position de (K’), par exemple, et soit (d) une droïtc'quelconque passant par 
le sommet u de ce cône. Pour qu'un plan tangent à ce cône con- 
tienne la droite (d), il est nécessaire et suffisant que la tangente à la courbe (K'), menée au point de contact de ce plan et de la 
surface minima, rencontre la droite (d) en un point situé à dis- 
tance finie. La classe du cône est donc égale au nombre des tan- 
gentes de (K”) qui viennent rencontrer la droite (d) à distance 
finie. Or ces tangentes forment une développable dont l’ordre, 
que nous désignerons par R', a reçu, comme on sait, le nom de 
rang de la courbe. Cette. développable est déjà coupée par la 
droite (4) au point B, qui est multiple d'ordre M’. Elie rencontrera
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donc Ja droite (4) en R'— M points à distance finie ct, par suite, 
la classe du cône considéré sera | 

R'— MW". 

On trouvera de même R—M, R étant le nombre analogue à R', 
pour la classe du cône circonscrit suivant une position de la 
courbe (K). La classe de la surface, c’est-à-dire celle de l’en- 
semble des cônes définis précédemment, sera donc 

M(R'—M')+ M'(R— M). 

Tel est le nombre obtenu par M. Lic. 
Dans le cas où la surface minima est double, il n'y a plus licu 

de distinguer deux séries de cônes circonscrits et la classe devient 
égale à 

M(R— M), 

les nombres R et M se rapportant à la courbe unique dont la 
translation engendrera deux fois la surface. 

Si la surface est simple ct réelle, les deux courbes dont la trans- 
lation engendre la surface sont imaginaires conjuguées. On a évi- 
demment 

M=M, R=R, 

ct la classe de la surface sera 

2M(R— M). 

On voit que toutes les surfaces minima réelles dont l’ordre est 
premier ou impair sont nécessairement doubles. 

Nous signalerons une relation d’inégalité à laquelle satisfont les 
nombres R et M relaufs à toute courbe minima. La développable 
formée par les tangentes à cetle courbe est coupée par une droite : 
située à l'infini en deux points au moins, qui sont silués sur 
le cercle de l'infini et sont multiples d'ordre M. On a donc 

@) R>2M, R—M2>M. 

Il résulte de cette inégalité que, dans l'expression M(R — M) 
de la classe d’une surface double, le plus grand facteur ne peut être ; 16 p'us Srand ] 
que R — M. Si la classe est un nombre premier p, on aura néces- 
sairement 

M=i, R—M=p,
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ce qui donne 
+ R =p+rl. 

, 234..Passons maintenant à la détermination de l'ordre de la 
surface, qui se fait d’ailleurs d’une manière moins précise. Nous 
couperons la surface par une droite (d) assujettie à la seule con- 
dition de ne pas rencontrer la surface à l'infini. Supposons d’abord, 
pour plus de netteté, que cette droite ait été choisie pour axe des 
3. Ses points d’intersection avec la surface seront déterminés par 
les deux équations 

ACL) — Aile) 06, 

B(t)+ Bi(=) = 0. 

Si l’on construit les deux courbes planes définies par les 
équations 

(+) Tæ=A(),  y=B(t) 

et 

(62) T=— Ai)  y=—B() 

le problème sera ramené à la recherche de ceux de leurs points 
communs qui sont à distance finie. Soient (K) et (K') les deux 
courbes dont la translation engendre la surface. La courbe (y) 
sera la projection de (K) surle plan des zy; (7) sera lasymétrique, 
par rapport à l’origine, de la projection de (K!) sur le même plan. 
Les ordres de (y) et de (y) seront les mêmes, en général, que 
ceux de (K) et de (K!). Si donc nous désignons ces ordres paærmet 
m', le nombre des intersections cherchées, égal à l’ordre de la 
surface, sera, en général, 

mm’, 

Toutefois, si les courbes (K) et (K/) ont des points communs à 
l'infini, il en sera de même de leurs projections. Soit &w le nombre 
des points à l'infini que l'on déterminera par les méthodes con- 
nues (!). Dans ce cas l’ordre de la surface sera 

mm — w, 

  

(*) Voir, cn particulier, les différents travaux de M. Halphen insérés dans le 
Bulletin de la Socicté mathématique de France, le Journal de Liouville & 
la traduction française des Courbes planes de M. Salmon.
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Enfin, si la surface est double, chaque point de la surface corres- pondra à deux systèmes de valeurs de £ et de r, Car les véritables paramètres de chaque point sont les fonctions symétriques & +=, ts (n°224). Le nombre précédent devra être réduit de moitié et l'ordre aura pour expression | 

I 
5 (mm — vw ) 

Si l’on veut éviter le changement d’axes, qui consiste à prendre 
pour axe des z la droite donnée, on écrira les équations de cette droite sous la forme 

T=MS+p, 

Ye ns+g, 

et l’on sera conduit à considérer le système 

AE) + As) = m[C(e) + Ci) +p, 
B(4)+Bi(<)= n[C(e) + Ci(=] +9; 

c'est-à-dire à déterminer le nombre des points d'intersection 
des deux courbes. 

« 

@) = Amp, y=B(D— nt) 9. 
et 

: - 
(3) . æ = mOi) — A;(:), J = nRG(r)—B;(5). 

Les résultats précédents, relatifs à l’ordre et à la classe, peuvent être vérifiés dans chacun des exemples que nous avons étudiés. Considérons, par exemple, la surface d'Enneper. Les courbes (K) et (K) sont ici des cubiques gauches définies par les équations 

T=3u— ui, 

J=TiGu+u), 

z=3u?. 
On a 

.M=M=:i, R=R'=— 4, m=m'=3, ® = 0. 

La surface est simple, d’ailleurs; son ordre scrà g ctsa classe 6, comme nous l’avons déjà reconnu (n° 207). 

235. M. Lie a fait une application détaillée des méthodes pré- 
D. — 17, : 2f
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cédentes aux surfaces engendrées par des courbes minima dont lés. 
tangentes forment une développable contenant une seule fois le 
cercle de l'infini. 

Si Pon prend l’ équation du plan osculateur à la courbe minima 
"sous la forme 

(4) ‘ U—)e +iG+u)y +aus+2f(u)= 0, 

fu), étant ici une fonction algébrique de u, sera déterminée par 
une équation de la forme 

F[/(u), u] = 0. 

Le degré de cette équation par rapport à /(uw) donne évidem- 
ment l'ordre de multiplicité du cercle de l'infini sur la développable 
dont la courbe minima est l’arête de rebroussement. Dans le cas 
que nous voulons étudier, cette équation scra donc du premier 
degré et f(u) sera une fonction rationnelle de w. Les résultats 
obtenus au n° 198 en ce qui concerne la transformation des coor- 
données nous montrent d'ailleurs que, si les axes sont quel- 
conques, le degré du numérateur de f{u) sera supérieur de deux 
unités seulement à celui du dénominateur. On pourra donc poser 

> + : Ai 1 Ai 1 | _ u? A u « ami ant; . LA 
(5) sw x t P è ' è Ÿ De ai} (u— ai}nir1 U— a; ? 

les termes du second degré n'auront aucune influence sur le ré- 
sultat et peuvent même être supprimés si l’on imprime à la courbe 
une translation convenablement choisie. 

Si l'on substitue cette valeur de f{u) dans l’ équation (4), on voit 
qu’il passera, par chaque point de l'espace, des plans tangents de 
la développable en nombre égal à 

(6) C= Em; 2. 

Ce nombre est la classe de la courbe : son expression ne nous est 
pas nécessaire, mais elle interviendra pour simplifier les formules. 

Si l’on substitue les valeurs de /{u), f'(u), f"(u) dans les for- 
mules (5) [p. 342] qui donnent les coordonnées x, y, 3 d'un 
point de la courbe, on reconnaît immédiatement que les termes en 

I 1
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figurent dans les expressions de T, 3", 3. La courbe cst donc uni- cursale, et le degré du dénominateur commun de x, 7’, 3 scra 

Em; 24; 

4 étant le nombre des racines ai. Comme les numérateurs de Æ, J, 5 sont de degrés égaux ou inférieurs à celui du dénominateur commun, l’ordre © de la courbe minima sera 
(7) O=Emitag = C+2g—0, 

Proposons-nous maintenant de déterminer le rang de la courbe, c’est-à-dire le nombre des génératrices de la développable qui ren- 
contrent une droite donnée. 

Une génératrice de Lx développable est définie par les deux 
équations Un 

G—u)r+i(i+ U)y +aus +0 f(u) = 0, 
UT (UV + 5 + f'{u) =o. 

Si l'on exprime qu'elle rencontre une droite donnée par les 
équations . 

B:—Cy =A4, 

Gx—Az=B,  AA'+BB+CC=0, 
Ay—Bz=C, 

on est conduit à une équation de la forme 

A[G— ue) fu) + au f(u)] + Bi[(i+ uw) f'(u) —2u/f(u)] 
+20[uf'(u)—/f(u)] + A'i(r— u?)—D'(1+ x?) +2iC'u =, 

dont le degré donnera Je rang cherché. Il suffit de se reporter à 4 lexpression de /(x) pour reconnaître que ce degré est 
(8) R=Em+g+o=C+ag. 

Telles sont les formules qui font reconnaître les deux nombres dont dépendent l’ordre et la élasse de la surface minima. 

236. Proposons-nous, par exemple, de déterminer, parmi les surfaces que nous étudions, celles qui ont la classe la plus faible, Supposons d'abord qu'il s'agisse de surfaces simples. La classe sera égale à ; 
2[Emi+ q +1];
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q et métant au moins égaux à 1, il faut prendre 

g=m=I1; 
on aura donc 

             
f u) T u 

C’est la valeur de /(u) qui correspond à la surface d'Enneper. 
Si l’on veut obtenir les surfaces de huitième classe, il faudra 

prendre 
Emi+ q =3. 

Cette équation admet l'unique solution 

q=1, Mu=0, 
‘qui donne 

À Ai o 
HOE a + = +aut+ fu + y. 

L'ordre de la surface correspondante sera 16. 

231. Proposons- nous maintenant de rechercher les surfaces 
doubles réelles les plus simples. L'équation à laquelle satisfait la 
fonction f(u)(n° 227) 

I 

ru AC 5) 
u I 

u 

noùûs montre que, dans ce cas, à chaque infini a; correspondra un 
. . 1 : ,  q , + . 
infini — = de même degré de multiplicité, a; désignant la conju- 

& 

guéc de ai. Les nombres m; étant deux à deux égaux, la somme 
Sm; sera paire, ainsi que le nombre gq. 

La classe 
Êm+<qg+i 

. {4 

sera donc toujours un nombre impair et, comme on'a évidemment 

Enx+g2s, 
\ 

la classe sera au moins égale à 5. La surface double réelle la 

plus simple correspond donc à l'hypothèse 

q =, Mi Ds I.
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On obtient ainsi, nous allons le reconnaître, la surface de 
M. Henneberg. 

Au reste, on peut obtenir très simplement sous sa forme la plus 
générale la valeur de f(u) qui correspond aux surfaces doubles 
réelles. 

Nous avons vu, en effet, qu’à chaque infini a; correspond un 
‘ . 1 .. . infini — A Choisissons dans chaque groupe, d’une manière arbi- î \ 

. . . 1 PE eo . traire, l’un des infinis «;, — i et réunissons tous les termes qui 
i 

correspondent à ces infinis. Sinous désignons par o(«) l'ensemble 
de ces termes, la fonction . 

I F(u)=/f(u)—o{(u)+ u?o (- =) 

où 2, désigne la conjuguée de », satisfera encore à l'équation fonc- 
tionnelle qui caractérise les surfaces doubles 

FC) _ Ci). 
‘ u 1 ? 

uw 

mais, comme celle ne contient plus les infinis a;, elle ne pourra 
. . . I , . 9 ‘ “pas contenir non plus les infinis — a ctse réduira, par conséquent, 

î 
à un polynôme du second degré que déterminera l'équation fonc- 
tionnelle précédente et qui sera de la forme 

\ a(i—u)+ib(i+u?)+ocu, 

a, b, c désignant trois constantes réelles. On pourra le faire dis- 
paraître, si l’on veut; par une translation réelle et l’on aura, dans 
tous les cas, l'expression | 

Ju) =e(u)— ue, (- :) +a(i—u?)+ib(i+ut)+ocu, 

qui définira toutes les surfaces doubles réelles. 
Dans le cas de la surface de M. Ienneberg, on peut, en choi- D) 

sissant convenablement les axes, prendre : 

«a TORRES
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& étant réel, et l'on aura 

(9) . fu) = gra. 

Si l’on applique à cette surface les méthodes indiquées plus 
haut pour la détermination de l'ordre, on reconnaîtra sans diffi- 
culté que les courbes désignées au n° 233 par (ÿ); (y:) sont ici 
symétriques l’une de l'autre par rapport à l’origine et qu’elles sont 
de l’ordre 6. Les points à l'infini étant des points simples d'in- 
tersection, il restera 30 points d’interscction à distance finie et 
l'ordre de la surface sera, par suile, égal à 15. | 

.. 238. Considérons une courbe minima (K), pour laquelle on 
connaît les nombres R, M. Si on la transforme par inversion, on 
obtiendra une nouvelle courbe minima (Ki); soient R, et M, les 
nombres relatifs à cette courbe. 

Une droite (4) rencontrant le cercle de l'infini coupe la dévelop- 
pable formée par les tangentes de (K) en R — M points. L'inver- 
sion transforme la droite (d) en une droîte (di) rencontrant 
également le cercle de l'infini; elle transforme la développable 
formée par les tangentes de'(K) dans la développable formée par 
les tangentes de (K;). On aura donc 

R—M = Ri— M. 

D'autre part, considérons un cercle passant par le pôle de l’in- 
version; il coupera la développable formée par les tangentes de 
(K) en 2R points; deux de ces points sont sur le cercle de l'infini 
et comptent chacun pour M; enfin d'autres, en nombre que nous 
désignerons par Q, sont confondus avec le pôle. Le cercle coupera 
donc la développable en 

2R—2M—0 

points à distance finie et ne coïncidant pas avec le pôle. 
i l'on applique maintenant l’inversion, le cercle se transforme 

en une droite quelconque et le nombre précédent devient le rang 
de la courbe (Ki). On a donc 

Ri=2R—2M— 0. 

La valeur de R, sera, dans tous les cas, positive et supérieure à



LES SURFACES MINIMA ALGÉBRIQUES. -. 335 

quatre, car il n'existe pas de courbe dont le rang soit inférieur à 
ce nombre; Q est nul si le pôle est quelconque, mais il devient 
égal à deux si ce pôle a été pris sur la courbe (K). On a donc, 
dans tous les cas, 

| 2R—9M—922, 
ou 

R— M2>3. 

Cette inégalité met en évidence les résultats suivants, qui sont 
dus à M. Lie. 

La classe d'une surface minima simple 

M(R'—M')+M(R—M) 

est au moins égale à 
3(M+ M’), 

c’est-à-dire au moins égale à G. Parmi les surfaces simples, la 

surface d'Enneper est donc celle dont la classe est la plus faible. 

La classe d’une surface minima doublé 

M(R—M) 

est toujours supérieure à 3M, c’est-à-dire à 3: 

Si l’on considère une cubique gauche qui soit une courbe mi- 

nima, elle donne effectivement une surface double de troisième 

classe, mais cette surface est imaginaire. En effet, une courbe mi- 
nima ne peut être identique à sa conjuguée que si elle est coupée 
par un plan réel quelconque, en des points imaginaires conjugués 
deux à deux. Elle doit donc être nécessairement d'ordre pair, si la 

surface double, lieu des milieux de ses cordes, est réelle. 

: Si l’on veut que la classe de la surface soit égale à 4 il faudra, 
R — M étant supérieur à à 3, que l’on ait 

- M =:1, R = 5. 

Ïl existe effectivement une courbe minima répondant à la ques- 

ion. Mais nous avons déjà vu que, dans le cas où M =1, la sur- 
ace double réelle la plus simple est celle de M. Ienneberg. 
Ainsi, ël n’y a pas de surface double réelle de classe infé- 

rieure à 5. 

239. Renvoyant, pour plus de détails, en ce qui concerne la dé- 
ermination des surfaces minima de classe ou de degré donné, au
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Mémoire de M. Lie, nous terminerons ce Chapitre en étudiant les nappes infinies des surfaces minima algébriques. 

Dans un Mémoire inséré aux Mathematische Annalen (*) M. Gciser avait établi, par une méthode intéressante et féconde, que la section de toute surface minima algébrique par le plan de l'infini ne peut se Composer que de lignes droites ct du cercle de Pinfini. M. Lie s’est servi du mode de génération qui l’a guidé dans ses belles études pour démontrer cette proposition et Ja rendre plus précise encore. 
Considérons en effet la surface minima comme le lieu des milieux des segments dont les extrémités M, M, décrivent res- Pectivement deux courbes minima (T), (ls). Tant que les points M, M, sont à distance finie, il en est de même du milicu du segment MM,. Si l'un des points, M, par exemple, s'éloigne seul à l'infini, le milieu du segment s'éloigne à l’infini et vient à Ja limite coïncider avec M. Supposons maintenant que les deux points M, M, s'éloignent simultanément à l'infini et viennent coïn- cider respectivement avec deux points m, m, des deux courbes (T); (Ti), situés nécessairement sur le cercle de l'infini. Si les . Points m, m, sont distincts, le milieu de mm, sera indéterminé €t pourra occuper toutes les positions sur la droite mm, (?). Nous obtenons ainsi ce premier résultat : 

  
(') Geisen (C.-F.), Notiz über die algebraïschen Hinimumsflächen (J/athe- Mmatische Annalen, t. I, p. 530; 180). 
(*) Soient, en effet, æ, y, &, t'; æ', ÿ', 5", L les coordonnées Cartésiennes homo- gènes des deux points M, M. Lorsqu'ils tendent vers leurs positions limites m, Pl, CCS Coordonnécs auront pour valeurs limites &,, y, So 05 Tor Fos Sp) 0. Cela posé, les coordonnées homogènes du milieu de ML, ont pour expressions 

X=zt+tzx!, 

Y=yl+ty, 
Z= st +, 

T=ou, 

Il 

Faisons tendre £ et £ vers zéro, de telle manière que l’on ait toujours 

d'= ne, 
\ 4 À désignant une constante. Les coordonnées de X, Y, Z, T divisées par & auront pour limites les valeurs suivantes : 

’ > _ Th+Z, 7à +Yo 5ù +2, 0, 
qui contiennent l'arbitraire x et définissent un point quelconque de la droite mm.
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Toutes les droites obtenues en Joignant ur point à l'infini 
de(T) à un point de (T,) situé aussi à l'infini et distinct du 
premier appartiennent à la surface. 

On reconnait ainsi que, si les deux courbes (T}, (Ti) coupent 
le cercle de l'infini en des points distincts les uns des autres, la 
section de la surface par le plan de l'infini se composcra exclusi-: 
vement des droites qui joignent les points à l'infini de la première 
courbe aux points à l'infini de la seconde. Si me et m' désignent 
les ordres des deux courbes, ces droites seront au nombre de mm. 
Comme, dans ce cas; l’ordre de la surface est précisément égal à 
mn, il est évident que chacune des droites sera simple. 

240. Il nous reste à examiner le cas où les deux courbes (T), 
(Ti) ont des points communs à l'infini et où les deux extrémités 
du segment MM,, dont le. milieu décrit la surface minima, viennent 
coïncider avec l’un de ces points. - | 

Soit 

(10) G—u)x+i(i+t)y +<aous+of(u)= 6 

l'équation du plan osculateur de la courbe (T). En joignant à cette 
équation ses deux premières dérivées par rapport à w, 

(ni) —u(r—iy)+s2/f(u)=0, 
(12) —r+iy+f'(u)=0, 

on aura les trois relations qui définissent, en fonction de u, les 
coordonnées d’un point de la courbe. Elles nous donnent 

(T— ir = fu), 
(3) { s=uf'(u)—/f'(u), 

T+iy =—uf'(u) +ouf'{u)— 2 f(u), 

' 

ou encore 

| Z—iy = J'$Cu) du, 

(13) : s= J'uÿ(u)du, 

| | z+iy=— fu F(u) du, 
en posant k 

. J'(u) = (au). 

Choisissons les axes de manière que le point m de (T) situé à



378 LIVRE III, — CHAP. VIL 

l'infini corresponde à l'hypothèse u#—0, et admettons que la 
courbe (T) soit algébrique ou, du moins, présente en ce point une 
singularité algébrique. Alors J() sera développable suivant les 
puissances croissantes de & et, si p ct q désignent deux nombres 
entiers dont le second est positif, on pourra poser 

  

  

P P+i p+2 p+x 
fu) = aout + ET uw T + au T +... DETEE 

=0 

Nous supposerons toujours qu'aucun des exposants 2 F À prend 
l’une des valeurs o, 1, 2. On peut toujours, en effet, supprimer 
les termes correspondants à ces trois valeurs particulières des ex- 
Posants cn ajoutant des constantes convenablement choisies à x, 
v, 5, comme le montre l'équation (10) du plan osculateur:; et ces 
ConStantes pourront toujours disparaître dans les formules finales 
Par unc translation convenable des axes coordonnés. 

En mettant à profit cette remarque, nous écrirons /(u) sous la 
forme 

pr? £  — @, j (5) mer (= L (er, ? re)   qui donne 

      

P+2 
(16) F(u)=Sau 1 

ct, par conséquent, 

P+à . ; 2 T—1Y = u 1 
TT pri : 

q 
° p+à i 

KT @), TT 
S = - = u 1 (17) | 2 ? ET? 

q 
P+i 

. sl \ — T+iy =— u J È P+T 
i g 

Telles sont les expressions des coordonnées d'un point de la 
courbe en fonction de w. 

Pour que le point m, correspondant à la valeur o de &, soil
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rejeté à l'infini, il faudra que l’un au moins des termes qui figurent 
dans les expressions précédentes devienne infini pour #4 = 0.On 
aura donc nécessairement 

P 
— << 2. 
7 

Mais il ÿ a ici plusieurs cas à distinguer : 
1Sil'ona 

1x<l< 
ge 

fu) et f'(u) deviendront nulles pour &== 0. La tangente en m 
à la courbe (T) sera définie par les deux équations (10) et(r1), où 
l'on fera & — 0 et qui se réduiront aux suivantes 

T+HiIY=O,  3—0; 

lle restera donc à distance finie; il en sera de même du plan os- 
culateur qui est représenté par la première des deux équations pré- 
cédentes. | 

2°Sil’ona 

0 < 5 <1 

f'(u) sera infinie, mais non Ju). Le plan osculateur en #2, défini 
par l'équation : 

T+ y = 0, 

sera encore à distance finic; mais la tangente en me scra rejetée à 
l'infini et coïncidera avec la tangente en ce point au cercle de 
l'infini. 

3° Enfin, si l’on a 

£ <°0; 

le plan osculateur lui-même sera rejeté à l'infini; quant à la tan- 
gente, clle sera la même que dans le cas précédent. 

En résumé, la courbe (T) ne sera tangente en m2 au plan de 
l'infini que si l'on a : 

2 LT 
q 

* 241. Si, comme on l’a fait au n° 229, l'on adopte pour la courbe
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(Ti) un mode de représentation identique au précédent et si 
l’on pose 

Pad 

G8) FiCu)= Sd, a 

on obtiendra des expressions des coordonnées de chaque point de 
Ja courbe en fonction de , analogues aux formules (15) et l'on en déduira les expressions suivantes des coordonnées X, Y, Z d’un 
point de la surface en fonction de w et de ui 

! X—i = J'É Cu) du + fu) dus 

    

| 
.p+h | Pit | — ° 5 — -2 | D Te B T7, Apr, “intl, 

q gi 

Z = J uÿ( u) du + f'u Fu ) du, 

p+r ‘ Pis (19) . = D u 4 !, bi u, 7 7! | P+ À | DER ! ' 
q gi 

Hi farf(u) du — fut fi (un) du | 
Pp+ L Pi+h DT D = — u D —— #2 x A P+à > P: + ! 

! q qi 

Le plan tangent au point (&, u1) sera représenté (n° 229) par 
l'équation 

(20) HET — un (X —iY)+(u+m)Z+E 0, 

et le calcul de & donnerä [ n° 299, formule (18)] 

p+X 
D; 

  

s
y
 LL 5 ayu 1 u, u 

PH}, P+HX_, n+ù |’ 

  

g q q (21) mn 

n CRT u . ‘& 
pi+h, Pith, Pit 

T1 gi: qi 

. l'est à remarquer que l’on pourrait réduire à des polynômes les séries qui constituent les seconds membres des formules (19)
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et(21) en y supprimant tous les termes de degré positif, qui s’an- 
nulent ct sont négligeables lorsque « et w, deviennent infiniment 
petits. 

212. Les formules précédentes étant établies, supposons d’abord 
qu'aucune des deux courbes (T), (Ti) ne soit tangente au plan de 
l'infini, On aura alors ‘ ‘ 

PL; ,S P1 27471 22721 

Lorsque & et u, tendront vers zéro, Z et X -+ E Y atiront zéro pour 
limite. Quant à X —iY, comme il présente plusieurs termes in- 
finis, les uns contenant u, les autres contenant Us, il pourra 
prendre toutes les valeurs possibles, En égalant, en effet, la valeur 
de X — £Y à une constante quelconque, on obtient une équation 
qui admet des solutions pour lesquelles & et x, sont aussi petits 
qu'on le veut; car, si l’on y regarde « et u, comme les coordonnées 
rectangulaires d’un point, cette équation de condition représente 
une courbe qui passe à l’origine des coordonnées. 

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points de la surface mi- 
nima qui proviennent des points de (T'} et de (Ti) infiniment rap- 
prochés de » ont pour lieu géométrique la droite 

Z= 0, X+iY=o, 

qui est tout entière à distance finie. L'équation (20) du plan tan- 
gent se réduit à la suivante : 

X+iY=—o. 

On voit qu'il est le même pour tous les points de Ia droite ("). 

  

(*) Si l'on restitue aux courbes (T'), (T,) leur position la plus générale en leur 
imprimant des translations convenables, les résultats obtenus dans le texte 
donnent Ie théorème suivant, que l'on pourrait établir par la Géométrie : 

Si les deux courbes (T), (T,) ont en commun un point m du cercle de ! ’in- fini et si aucune d'elles n'est tangente à ce cercle, les points de la surface qui proviennent des portions des deux courbes infiniment voisines de m forment une droite situce dans le plan, des tangentes en m aux deux courbes et à égale distance de l’une et de l’autre. Le plan tangent en un point quelconque de celte droite est fixe; il contient à la fois la droite et la tangente en m au 
cercle de l'infini. Fe
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Supposons maintenant que l’une des courbes (T'), (Ti) soit 
tangente en » au cercle de l’infini, c’est-à-dire que l’une au moins 
des fractions D Fe soit inférieure à l'unité. Dans ce cas, les expres- 

1 

sions de Z et de X—{Y conticnnent, l’une et l’autre, des termes 
de degré négatif, et il arrivera généralement que l’une au moins 
de ces deux quantités deviendra infinie quand & et w, tendront 
vers zéro d'une manière quelconque. 

Si une seule des fractions D nm est inférieure à l’unité, la coor- 
donnée Z deviendra certainement infinie quand w et &, tendront 

vers zéro. Si, au contraire, les deux fractions g me sont l’une et 
1 

l’autre inférieures à l'unité, X —:Y ne pourra demeurer finie que 
si les termes de degré le plus faible en w et u, sont du même 
ordre, c’est-à-dire si l’on a approximativement 

  

P Pi, 
Lo — —2 

au? D ul 
——_—— + = 0j 
P Pi, 

gi 

et, de même, Z ne pourra demeurer finie que si l’on a approxima- 
tivement | 

Pi Pi 

ayuT + bu _ 

2 _; 212, 
q gi 

Or ces deux équations ne peuvent être compatibles que si l’on a 

P Pi 
— TJ 

.. 7 gi 

et, même alors, comme elles sont de degrés différents, 2 q—pet 
4 — P; par rapport à 4, il ÿ aura toujours des solutions de l’une 
qui ne conviendront pas à l’autre. On peut donc affirmer que, 
dans le cas où l’une au moins des deux courbes minima est tan- 
gente en m au cercle de l'infini, Les points des courbes (T), (Ti) 
infiniment voisins de m ne pourront donner de point de la sur- 
face à distance finie que si l’on ar = ms et qu'ils donneront 

1 
toujours des points de la surface, situés à l’infint. I reste à
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indiquer le lieu formé par ces derniers points. Or, si l’on se re- 

porte à l'équation (20) du plan tangent écrite sous forme homo- 

gène 
X+iY— uu(X—iY)+(u+wm)Z+ET=o. 

on voit que, « et u, devenant nuls, la section de ce plan par le 

plan de l'infini aura pour équations 

X+iY=o, T=o, 

Les points cherchés de la surface sont évidemment distribués 

sur celte droite, qui est la tangente en m au cercle de l'infini. 

Réciproquement, chaque point de cette droite peut être obtenu 
pour des valeurs infiniment petites de w et de &,; car, à chacun 

de ces points, correspond une valeur déterminée du rapport 

Z 

X—EY 

début de ce numéro, que ce rapport peut prendre toutes Îles 

valeurs possibles. Aïnsi : 

et l’on reconnaîtra, en répétant le raisonnement donné au 

Toutes les fois que l'une des courbes (T), (T,) est tangente 
en m au cercle de l'infini, tous les points de la surface situés 
à l’infini et provenant des branches voisines du point m ont 

pour lieu géométrique la tangente en m au cer cle de l'infini. 

En réunissant les résultats précédents nous obtenons, par con- 

séquent, la proposition suivante, qui est celle de M. Lie : 

Lorsaue les deux courbes (T}, (T,) ont un pount commun à 
? . 

l'infini, les branches de ces deux courbes voisines de m ne 

peuvent donner de point à l’infini de la surface que si l’une 

des courbes est tangente en m au cercle de l'infini; dans ce cas, 
tous les points à l'infini de la surface ont pour lieu géomé- 

trique la tangente en m au cercle de l'infini. 

943. Mais la méthode indiquée dans les numéros précédents 
nous permet aussi de résoudre une question nouvelle et, après avoir 

étudié la section de la surface par le plan de l'infini, de déterminer, 

quand ils existent, les points à distance finie de la surface qui 

peuvent provenir des points à l'infini situés sur les courbes (T'}, 
(T,). Nous avons vu plus haut que cette circonstance ne peut se
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présenter que si l’on a 

| BP Pi, 
q qi 

Supposons celte condition remplie, et reprenons les formules 
déjà démontrées : 

X—iY=/f S(u) du + f Éiçu) dus, 

Z = f'u Cu) du+ fu fi(u) du, 
qui donnent 

(22) - dl —ud(X—iY)=(u—u) fu) du. 

. Pour résoudre la question proposée, nous couperons la surface 
par le plan 

X—iY=u,. 

où « désigne une constante quelconque et nous chercherons s’il 
“existe, dans ce plan, un point de la surface à distance finie pro- 
venant de valeurs infiniment petites de w et de «,. 

Si nous substituons la valeur « de X — ÿY dans Ja première des 
formules (19), nous aurons une relation entre & et «, qui nous 
donnera pour w un certain nombre de développements en série 
suivant les puissances positives de w, développements dont les 
cocfficients pourront contenir «, à partir d’un certain rang. Il 
faudra que l’une au moins de ces valeurs de u, portée dans les ex- 
pressions de Z et de X + £Y, donne des développements de ces 
quantités demeurant finis pour wi—0 el ne contenant, par 
conséquent, aucune puissance négative de w,. Si l’on se reporte 
à la formule (22) et si l'on y fait 

X—iY =, d(X — EiY)}=0, 
on en déduira | 

FE = (ui u) fi(u). 

Tous les termes de Z étant, par hypothèse, de degré positif, _. 
ne contiendra que des termes de degré supérieur à — 1 et, si l’on 
remarque que le degré de ,(u,) est me — 3, on est conduit à 
l'inégalité ‘ 

degré (u— t)+ 2 —3>—:1, 
1
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qui donne E ‘ 

7 
23 U— ui —=0u, 4% | 1 7 

{ étant une fonction de &, qui s’annule pour w,= 0. 
Portons la valeur de w tirée de l'équation précédente dans les 

expressions de Z et de X+{Y, On a 

P+x_, P-( ny 
u 1 = U,7 1+0u, h} 4 

px, 2  P+., ? = «1 (out ñ) = ue + d'u, 

ÿ étant, comme 0, une fonction qui s’annule pour #, — 0. On voit 
donc que, dans tous les termes de l'expression (19) de Z contenant 
4, On pourra remplacer « Par &, cn négligcant seulement des 
quantilés qui s’annulent pour &,= 0 et peuvent être supprimées. 
On aura ainsi la valeur approchée 

Z = futftu)+ Cu) du, 

etun raisonnement analogue donnera de même 

X + iY =— fuitñ(u) + É(u)]du. 

Pour que Z reste finie, il faudra que tous les termes de degré 
négatif en &, se détruisent mutuellement. Si donc on pose 

Fu) = Du) + Wu), 

Fit) = Pi) + Wie), 

® ct D, contenant tous les termes de degré inférieur à — 2, il 
faudra que l’on ait 

- Pi(u)=— bu). 

Telle est la condition cherchée. On-reconnaîtra aisément qu'elle 
cst suffisante ct que la somme X + ;Y demeure aussi finie. En 
réunissant les résultats précédents, on obtient Ja proposition 
suivante : | 

Pour que les points à l'infini des deux courbes (T), (Ti) 
donnent des points de la surface situés à distance finie, il faut 
et il suffit que les termes de degré inférieur & —2 dans les : D.— I,  ° 25
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fonctions $(u), #.(u) soient deux à deux égaux et de signes 

contraires. Si cette condition est remplie, les points à distance 

finie qui proviennent des deux branches infinies considérées de 
(T°), (F1) seront distribués sur une droite passant par le point 
du cercle de l'infini qui est commun à ces deux branches. 

\ 
, 

Pour terminer l'étude de cette question, il faudrait rechercher | 
l'ordre de multiplicité des différentes droites de la surface situées 
soit à l'infini, soit à distance finie, qui proviennent des branches 
infinies de (T) et de (T;,). Mais il suffira, pour obtenir ces ordres 
de multiplicité, d'appliquer les méthodes connues. 

944. Il nous reste à dire quelques mots des points multiples ct 
des lignes multiples des surfaces minima. 

La surface minima la plus générale, ayant été définie par 
M. Lie comme lieu géométrique du milieu d’un segment dont les 
extrémités décrivent les courbes (T), (T;), a, généralement, une 
ligne double, licu des points qui sont les milieux de deux segments, 
et des points triples, situés sur cette ligne double, qui sont les 
milieux de trois segments différents. Sans nous arrêter à l'étude 
des singularités de ce genre, qui sont en quelque sorle normales, 
nous dirons.quelques mots des surfaces minima qui admettent des 
points coniques. ‘ 

Pour que la surface minima ait un point conique O, il faut et il 
suffit que ce point O soit le milicu d’une infinité de segments, c’est- 
à-dire-que les deux courbes (T), (Ti) soient symétriques l’une de 
Pautre par rapport au point O. Cette proposilion montre immé- 
diatement comment on engendrera les surfaces minima à point 
conique. Il suffira de prendre pour la courbe (T,) la symétrique 
de (T) par rapport à un point déterminé. Un raisonnement géomé- 
tique très simple permet d’ailleurs de reconnaître que le cône des 
tangentes au point multiple est exclusivement formé des droites 
qui vont rencontrer le cercle de l'infini (1). 

  

(*) Voir au sujet des points coniques, l’article déjà cité de M. Geiser (4/athe- 
matische Annalen, t. I). 11 peut arriver exceptionnellement, si la courbe (T)a 
des points doubles, que le point conique soit sur la ligne double de la surface; 
alors, au cône indiqué dans le texte viennent s'ajouter un-ou u plusieurs plans 
tangents. 
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La théorie des surfaces minima à point conique se rattache 

immédiatement à celle, des surfaces doubles. Nous avons vu au 
n° 210 comment on passe d’une surface minima à son adjointe. 
Les résultats analÿtiques déjà signalés. peuvent s’interpréter 
comme il suit : 

Étant donnée une surface minima, lieu des milieux des seg- 
ments dont les extrémités s'appuient sur les deux courbes (T), 
(li), soient (1), (T!) des homothétiques de (T), (Ti) respecti- sement, prises par rapport au même pôle O, avec des rapports 
d’homothétie respectivement égaux à +iet à — i. La surface 
adjointe est le lieu des milieux des segments dont les extré- 
mités décrivent les courbes (T'), (Tr). 

Par suite, si les deux courbes (T), (Ti) sont symétriques l’une 
de l’autre par rapport au point O, les courbes (T”), (T°) seront 
identiques et vice versa. On est ainsi conduit au théorème suivant : 

° 

Pour obtenir toutes les surfaces à point conique, il suffira 
de prendre les adÿjointes des surfaces doubles. 

On voit ainsi qu’il y a des surfaces réelles à point conique et l'on 
sait comment on les obtiendra. Le lecteur déduira facilement de 
ce qui précède la construction suivante : 

Pour obtenir l’adjointe de la surface double lieu des milieux 
des cordes d’une courbe minima (D), on mènera par le point 
fixe O des parallèles à ces cordes, d'une longueur érale à la 
longueur dela corde multipliée par . Les extrémités de ces 
parallèles décriront la surface cherchée, qui aura le point O 
pour point conique. |
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CHAPITRE VIIL: 

LES FORMULES DE M. scHWARZ. 

Détermination de la surface minima tangente à une développable donnée suivant 

une courbe donnée. — Application à ce problème des résultats généraux que la 
théorie des équations aux dérivées partielles doit à Cauchy. — Formules de 

M. Schwurz. — Leur démonstration par M. Lie. — Surfaces minima passant 

par une droite réelle; la droite est toujours un axe de symétrie de la surface. —- 

Surface minima réglée, détermination nouvelle de cette surface. — Surface mi- 

nima passant par une courbe plane. — Cas où cette courbe doit être une ligne 

de courbure ou une ligne géodésique. — Théorème de MM. Henneberg et Lie. 
— Surface minima admettant une conique pour ligne géodésique. 

. * 

215. Dans les Chapitres précédents, nous avéns développé les 
propriètés les plus simples des surfaces minima. IL nous reste à 

indiquer comment on .peut € déterminer une surface minima satis- 

faisant à des conditions _données..1 Nous examincrons en premier 

lieu le problème suivant : Déterminer la surface minima DASSCURL Î ÉICNRUNEr la SUr face minima pa 
par _un contour quelconque donné et admettant _en-chaque 
“point de ce contour Fun plan. langent ‘donné, 

Nous ferons connaître d’abord ce que nous apprennent, sur la 

solution de ce problème, les propositions générales relatives à l'in- 
tégration par les séries des équations aux dérivées partielles. Ces 
‘propositions, que l’on doit à Cauchy (*), peuvent être appliquées 
à l'équation aux dérivées partielles 

(+ g'}r—2pqgs+(i+p?)t=o, 

qui caractérise les surfaces minima. Elles permettent de dé- 

  

(*) Les recherches de Cauchy sur ce sujet sont exposées dans différentes Notes 
insérées en 1842 aux tomes XIV et XV des Comptes rendus. On pourra consulter 
aussi un travail beaucoup plus récent, publié en 1835 par Me de Kowalewski 
sous le titre : Theorie der partiellen Diferentielslcichungen (Journal de 
Crelle, t. LXXX, p. 1). . 
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montrer qu'il existe, en général, une de ces surfaces, et une 
seule, passant par une courbe donnée et admettant, en chaque 
point de cette courbe, un plan tangent donné qui passera né- 
cessairèment par la tangente à la courbe; ce problème n'est im- 
possible ou indéterminé que dans le cas où la courbe.est 
une caractéristique de l'équation aux dérivées partielles, c’est- 
à-dire une courbe minima. Mais la solution que l’on obtient 
ainsi, en suivant les méthodes de Cauchy, exige que les coor- 
données d'un point de la courbe, ainsi que les valeurs de p et 
de g en ce point, puissent être développées en séries entières or- 
données suivant les puissances d'un paramètre et puissent, par con- 
séquent, être déterminées aussi bien pour les valeurs imaginaires 
que pour les valeurs réelles de ce paramètre. Elle cesscrait d’être 
applicable si le contour se composait de portions de différentes 
courbes analytiques, ou si la loi de variation des plans tangents 
s’exprimait par des fonctions différentes en différentes parties de 
la courbe. Remarquons enfin que l'existence seule de la solution . 
est démontrée, puisqu'on ne connaît pas la loi des séries au moyen 
desquelles l'intégrale est obtenue. 

IL est facile de prévoir que, lorsqu'on aura obtenu, par un 
moyen quelconque, l’intégrale générale de l'équation aux dérivées 
partielles, la solution du problème posé par Cauchy deviendra re- 
lativement facile, puisqu'elle exigera seulement la détermination 
des deux fonctions arbitraires d’une seule variable contenues dans 
l'intégrale générale. | 

Comme nous lavons déjà indiqué, le problème qui consiste à 
déterminer Ja surface minima passant par un contour donné ct y 

admettant en chaque point un plan tangent donné à été résolu 
pour la première fois par Bjürling et M. 0. Bonnet. Les méthodes 
suivies par ces deux géomètres exigent seulement l’ emploi des qua- 
dratures. Nous allons faire connaître ici celle que l’on doit à 
M. Schwarz (*) et qui repose sur l'emploi des formules dé- 
montrées au n° 219 : 

  

: 

246. Nous avons vu que, si x, J', 3 désignent les coordonnées 

  

() Miscellen, etc., $ V, p. 291. 

sr
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d’un point quelconque d’une surface minima et X, Ÿ, Z les co- 
sinus directeurs de la normale en ce point, les coordonnées Lo) Jo: 
50 du point correspondant de la surface adjointe seront déterminées 
par les formules 

(1) dr=Ydz—72 dy, dys= Z dr — X ds, dss= X dy —Y dr, 

où les seconds membres sont tous des différenticlles-exactes. Par 
suite, si l'on se reporte aux expressions (1), (4) [p. 322 et 323] 
de x, 7,3; Los J'o So, On voit que l’on aura 

T—it=r+if(Zdy —Yds)—2A(e), 
(2) Y— Er = +if(N ds 2Lar) = 2B(e), 

| 3 — 50 = 35 + if (Y dr Xdy)= 2C(4), 

et de mème 

r+ iti=r— if (Lady —Y ds) = 2Ai(), 
(3) 1 +07 —if (ds -Zdr)=02B(+) 

3 +iS =3— if (Yar—x d)= 2Ci(r). 

Soit (L) le contour donné: quand on se déplace sur ce contour, %, 
Jr 55 X, Y, Z deviennent des fonctions d’une certaine variable } 
et les formules précédentes, où les intégrales de différentielles 
totales sont remplacées par des intégrales à une seule différentielle 
dX, donnent les fonctions d’une seule variable A, B, C; A4, B,, 
Ci, exprimées au moyen de À. Soient 4(X), (2), 80); (2), 
(2), 8: (À) les expressions ainsi obtenues. Si Je contour (L) est réel et si les valeurs de x, y, 3; X, Y, Z sont fournies par des re- 
lations numériques ou des lois physiques qui ne permettent pas 
de déterminer ces variables pour des valeurs imaginaires de }, les 
fonctions 4, 1», ©, bi, Nb, ©, seront incomplètement connues 
et les formules relatives à la surface 

I zx (2) + b(), 

J'=WQ)+ bu), 
lee, 

(4) 

I 

Permettront de déterminer seulement les points qui correspondent à des valeurs réelles de } et de ).. Mais, si le contour (L) est une
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courbe analytique, réelle ou imaginaire, et si les fonctions X, Ÿ, 

Z, qui doivent déjà satisfaire aux deux équations - 

| Xi+ Y?+Zæi, 
6) Xdr-Ydy+1d:=0 

sont aussi des fonctions analytiques de à, c'est-à-dire six, y’, 3; 

X, YŸ, Z ont une signification déterminée aussi bien pour les 

valeurs imaginaires que pour les valeurs réelles de }, il en sera de 

même évidemment des fonctions b, 15, ©; «br, Us, ©, qui devront 

être regardées comme complètement connues et fourniront la dé- 

termination complète des deux courbes minima dont la trans- 

lation engendre la surface. En remplaçant ces fonctions par leurs 

valeurs dans les formules précédentes, on aura pour les coor- 

données x’, 7", s! d’un point quelconque de la surface les valeurs 

  

suivantes - 
4 . pda 

. __ Tite £ CV = —Zdy a = TT +] (Y ds — Ldy), 

Vite, É } (6) = ni if (Z dr — X ds), 
2 2 k 

= AE + LP dr), 
2 2, 

z59 1, 21 désignant les valeurs de x, y, < pour À = ct, Ja 

z, les valeurs des mêmes variables pour À='h On pourra donner 

à, et à }, des valeurs tmaginaires quelconques; en sorte que les 

points obtenus dépendront, comme cela doit être, de quatre para- 

mètres réels. ‘ 

Si le contour (L) est réel et si l’on désigne par À, la valeur de À 

_ correspondante à un point réel déterminé du contour, on pourra 

prendre 
| x if? , ‘ 
CX) = 5 + J (Z dy —Y ds), 

ou pÀ ‘ 

(G). BOIS E + f (X ds —Zdr), 

Lo hh 
e(À)= = + fl (Y dr —X dy), 

h
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ct la partie réelle de la surface sera définic par les équations 

À 
g'= Rat) = a[++ Î | (Zdy —Y as], 

Lo 
à °(8) RG SR ref as—2n)|, 

“0 

= RE) =R É + " dr—X a], 
de 

où l'on devra donner à x unc valeur imaginaire quelconque. Il résulte évidemment de la méthode précédente que la surface définie par les équations (6) ou (8) est la seule qui puisse satis’ faire à toutes les conditions posées et il reste seulement à démon- trer qu'elle satisfait effectivement à ces conditions. Or, si l'on re- marque que, d’après leur définition même, les fonctions -L(2), …., b1(2), ... vérifient les relations 

AA? + di? 422 — 0, Xdh + Ya + Zd2 — 0, 
dL?+ dis? + d2? = 0, XdU+Y db, + Z dE; = 0, » 

On reconnaitra aisément: r° que la surface obtenue est une surface minima; 2° qu’elle passe Par le contour (L) et y admet en chaque point le plan tangent donné: elle fournit donc bien la solution unique du problème proposé. | | 
En résumé, la méthode de M. Schwarz repose sur les deux Propositions suivantes : 

Une surface minima est pleinement déterminée quand on donne une courbe analytique tracée sur cette surface et la courbe correspondante tracée sur la surface adjointe. Lorsqu'on connaît sur une surface minima une courbe (L) et les plans langents en chaque point de cette courbe, la courbe Correspondante de la surface adjointe peut étre déterminée par de simples quadratures. 

247. Dans son Mémoire sur les surfaces minima (*}), M. Lie a donné pour les formules de M. Schwarz une démonstration nouvelle 

  

(*) Mathematische Annalen, t. XV, P. 463.
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que nous allons faire connaître, parce qu'elle peut être généralisée 
et appliquée à d’autres questions analogues. 

Reprenons les équations d’une surface minima sous la forme 
générale 

a'=A(D)+A(), J'=B(O+BG), z=0(4)+ 0) 

où les fonctions À, B, C:; À,, B,, C; satisfont aux relations 

(9) dA? = dB? + dGC? =0,. 

(to) . dAt+ dB?+dC?= 0. 

Pour que la surface contienne la courbe donnée (L), il faudra 

que, &, J', 3 désignant les coordonnées d’un point quelconque de 
celte courbe qui sont des fonctions connues d’un paramètre }, on 
puisse déterminer pour £ et = des fonctions de } salisfaisant aux 

trois équations 

(tr) z=A+A, J=B+B, s=C+0G. 

D'autre part, si X, Ÿ, Z désignent les cosinus directeurs de la 
normale à la surface au point considéré (x, 3’, 3) de la courbe (L), 

il faudra exprimer que le plan tangent contient les tangentes aux 

deux courbes minima de la surface qui passent par ce point, ce 

qui donnera les deux équations 

(12) X dA\ + Y dB + Z dC =0, 
(13) XdAi+Y dB+2dC=e0, 

qui, jointes aux précédentes, expriment loutes les conditions du 

problème. Différentions les équations (11) en supposant que l’on 

se déplace sur la courbe (L); on aura 

[ dr = dÂ + dA;, 

dy = dB + dB;, 

ds = dG + dCi. 

(14) 

En vertu de ces relations et de l’équation évidente 

Xdr+Ydy+Zd:=0, 

qui exprime que le plan tangent contient la tangente à la courbe 

(L}, et qui doit être vérifiée par les valeurs données de X, Y, Z, 

les deux équations (12) et (13) se ramèneront l’une à l’autre, et
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il restera seulement six équations distinctes (9); (ro), (r2) et (14) 
qui permettront en général de déterminer les différentielles 
dA. ...,dA,, .... 

Déduisons en effet des équations (14) les valeurs de dA,, dB,, 
dG, et portons-les dans la relation (10), nous aurons 

(15) de d\ + dy dB + da À, 

s désignant l'arc de (L). Cette équation, jointe aux deux relations 
(9) et (12), dont l’une est du second degré, va nous donner les va- 
leurs de dA, dB, dC. 

À cet effet, prenons comme inconnue auxiliaire (*) le déter- 
minant 

X Y 2Z | 

A=| dr dy ds |; 

d\, dB daCœ | 

si on l'élève au carré, en effectuant la multiplication des lignes 
entre elles et tenant compte des relations précédentes, on trouvera 

' 0 o 

ds? 
4° o ds? — ds* , 2 [=—. 

ds? 
— oo 

On a donc : 

(3=(Yd5— 2 dy)dA . 
a6) | + Gdr—Xde)dB +(Kdy—Yar)ac = 

et l’on est ainsi ramené au système des trois équations (12), (15) 
et. (16) qui sont toutes du premier degré. Le déterminant de 
ces équations étant égal à ds?, elles Pourront toujours être ré- 
solues tant que le contour (L), réel ou imaginaire, ne sera pas 

  

(*) Toutes les fois que l’on doit résoudre un système d'équations algébriques dont la résolulion peut sc ramener à celle d'une équation du second degré à un: inconnue, il ÿ a avantage à prendre comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel des équations par rapport aux inconnues; car ce déterminant, s'an- nulant dans le cas où les deux systèmes de solutions se réduisent à un seul, ne 
peut qu'être égal à la valeur du radical qui doit figurer dans les formules défini- Lives et, par conséquent, son carré se-calculera rationncllement. 
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une courbe minima. On obtient ainsi par un calcul facile Îles 

valeurs suivantes de GA, dB, dC : 

dr à , 
l ÀA=—+- ds — 1 ° dA 5 +-(Yd Z dy), 

(17) a = Ÿ + (La —Xds) 
2 2 

ds Lt 
= — E-(X r—Y ; ac z € :(Kd Y dx); 

d’où lon déduit, à l’aide des formules (14), 

dÂi= & FE 2 CY ds — Z dy), 

(18) | + dB= œ + L(Z dr —X ds), 

| aC= £ FL (X dr Y dr). 

les signes se correspondant dans les deux systèmes. Prenons, par 

exemple, les signes inférieurs et supposons cffectuées les qua- 

draiures qui donnent les expressions de À, B, CG; Ai, Bi, G en 
fonction de À. On peut toujours déterminer les constantes qui 

entrent dans ces quadratures de manière à satisfaire aux équations 

(11), et l’on retrouve ainsi les formules de M. Schwarz. 

248. La méthode précédente peut être généralisée; elle s’ap- 

pliquerait, par exemple, aux surfaces engendrées par la translation 

de deux courbes dont l’une satisferait à l’équation différentielle 

dx dy 

ff &)= F9 

et l’autre à une équation de mème forme 

o dx dy\_ o 

f\d da) 

Elle offre surtout l'avantage de bien mettre en évidence Îles cas 

d'exception; ils correspondent, nous allons le voir, à ceux qui 

sont indiqués par les théories générales de Cauchy. 
Nos raisonnements supposent en effet que les trois équations 

(12), (15) et (16) déterminent dA, dB, dC, ce qui n'aura pas lieu
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si leur déterminant cest pul, c’est-à-dire si la courbe (L) est une courbe minima. Dans ce cas particulier, la méthode tombe en défaut, mais les résultats acquis nous permettent une discussion directe et élémentaire. I] faut, pour que le problème soit possible, ‘que la développable formée par les plans tangents en tous les points de (L) soit un cône ayant son sommet sur le cercle de l'infini (n° 233). Si cette condition n'est pas remplie, le problème sera impossible; si elle l’est, Le problème sera indéterminé, car on connaîtra l’une des courbes minima dont la translation peut en- gendrer Ja surface : ce sera ici la courbe (L); mais la seconde courbe minima sera assujettie à l'unique condition de couper la courbe (L), d'admettre au Point commun une tangente donnée et Pourra, d'ailleurs, être tracée arbitrairement. La solution du pro- blème contiendra donc encore une fonction arbitraire, comme le Montrerait aussi la discussion des équations (9), (10), (tr) et (12), dans ce cas spécial. | 
Les raisonnements Supposent aussi que X, Y, Z sont les cosinus directeurs de la normale en un point de la courbe (L) et satisfont à l'équation 

X2+ Ye 7er, 

Si Ja développable formée par les plans langents en tous les points de la courbe est circonscrile au cercle de l'infini, les for- mules n’ont aucun sens. Mais on obtient encore une solution du problème posé, fournie par la développable elle-même qui doit être considérée (noie du n° 187) comme une véritable surface minima, Cette solution est Ja seule que l’on puisse obtenir dans le cas où (L) n’est pas une courbe minima ; mais, si l'on a à Ja fois 
ds?— 6, A+ Yi Z=0, 

lPindéterminaiion reparaîit et l'on obtient encore une infinilé de surfaces minima ('). Cette discussion ne présente aucune diffi- 

  
(*) L'interprétation géométrique ct la discussion du dernier cas que nous venons de signaler conduisent à une propriété générale des surfaces minima que nous nous contenterons d’énoncer. 

Étant donnée une surface minima quelconque, lieu des milieux des droites dont les extrémités s'appuient sur les deux courbes minima (T}, (,), la courbe de contact (C) de la développable circonscrite à cette surface et au 
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culté, mais elle offre de l'intérêt au point de vue de la théorie gé- 
 nérale des équations aux dérivées partielles. 

\ . 
/ 

249. Les formules de M. Schwarz conduisent à un grand nombre 

.de propositions intéressantes que nous allons faire connaîlre suc- 
‘cessivement. 

Cherchons d’abord les surfaces minima contenant une droite 

réelle donnée et admettant aux différents points de cette droite 

des plans tangents donnés. Si l’on prend la droite pour axe des 3, 
les formules (6) deviendront ici 

æ' if Y ds — LA Y da, 
2.) 2) 

(19) rtf Xdz+° X ds, J : : 2) 2 }, 

Il 

X et Ÿ satisfaisant à la relation 
; 

20) | X2-+ V1, 

On voit immédiatement que, si l’on échange 3, et‘, 3’ ne 

change pas, x’ ct y’ changent de signe sans changer de valeur. 

Donc : 

‘Toute droite réelle tracée sur une surface minima est néces- 

sairement un axe de symétrie de cette surface. Un 

Cette proposition élégante, due à M. Schwarz, conduit à une 

  

cercle de l'infini est aussi l’arète de rebroussement de cette développable; on 
l'obtient en prenant le milieu de tous les segments qui réunissent les points M, 
M, des courbes (T), (T,) où les tangentes à ces courbes sont parallèles. Tous 

les points de (C) sont des ombilics; cette ligne est une arète de rebroussement 

de la surface minima, elle satisfait à la définition des lignes asp mptotiques 
et aussi à celle des lignes de courbure. 

Les deux courbes minima dont la translation engendre la surface ne cessent 
pas, dans leur mouvement, d’être tangentes à la courbe (C), en sorte que l'on 

pourrait définir la surface minima comme engendrée par la translation 
d’une courbe minima (K) qui, dans son mouvement, est assujettie à demeurer 
tangente à une autre courbe minima (C).
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démonstration très simple du théorème de M. Catalan : La seule 
surface minima réelle réglée est la surface de vis à filet carré. 
” Considérons en effet, si elle existe, la surface minima engendrée 
par le mouvement d’une droite réelle et soient (d,), (d:) deux 
positions de cette droite. La droite (ds), symétrique de (d,) par 
rapport à (d2), appartient encore, d'après la proposition précé- 
dente, à la surface. En prenant de même Ja symétrique de (d2) 
Par rapport à (d;), et répétant indéfiniment cette opération, on 
obtiendra une série de droites 

(di), (di), (ds), (d,), 

qui seront toutes sur la surface et qui appartiennent évidemment 
à tout hélicoïde gauche à plan directeur qui contient les deux 
premières (d) et (d,). Si nous considérons, en particulier, le plus 
simple de ces hélicoïdes, celui pour lequel il faut faire moins d'un 
demi-tour sur la surface pour passer de (d,) à (d:), on voit qu'il 
contiendra un nombre illimité de droites équidistantes de la sur- 
face minima. Si les deux droites (di) et (d:) se rapprochent sur 
la surface, les droites communes à l'hélicoïde ct à la surface sc 
rapprochent indéfiniment : la surface doit donc coïncider avec la 
position limite de l'hélicoïde, ce qui démontre le théorème de 
M. Catalan. | 

7. Nous allons exposer encore la démonstration que M. Schwarz a donnée du même théorème, parce qu'elle repose sur une idée ingé- 
nicuse et féconde. Lorsqu'une surface réglée contient une droite, 
les plans tangents en tous les points de celte droite ne sauraient être choisis arbitrairement et sont assujettis à la loi découverte par M. Chasles. Si l’on prend Ja droite comme axe des 3 et si l'on choisit convenablement les autres axes coordonnés, les plans tangents de la surface doivent être les mêmes que ceux du para- boloïde défini par l'équation 

S = 12, 
T 

4 

où & désigne une constante. De là résullent, pour les cosinus di- recteurs de la normale en chaque point, les déterminations 
. 3 , — X= 2, Y = 

: V3 at 
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et, si l’on porte ces valeurs dans les formules (19), on obtiendra 

la surface cherchée. 
En faisant, pour la commodité des calculs, 

3= 2usint, 

ce qui donne 

X = itangt, Y= —; 

on trouve 
, 

T = ; Ce — ti} 

at 
ty —= TZ (costi— costz), 

at, . : 
= (sin + sin/a) 

. , 

æ'= arc ung(2)- 

Cette équation définit bien la surface de vis à filet carré. 

et, par suite, 

950. Les formules (19) ne contiennent en définitive que deux 

quadratures distinctes 

v=1 fra a} [vas 

= 5° 
ct l'on a 

2 dx? + dy? = 

E 

; scra donc l'arc de la courbe décrite par un point dont les coor- 

données seraient æ et 7. Cela nous conduit à Ja proposition sui- 

vante. Prenons, dans le plan des æy, une courbe quelconque (+). 
La surface minima la plus générale passant par l'axe des sera 

déterminée par les formules | 

| g'= E(Ti— T2), 

(21) = 17e) 
3 = Si +82, 

Li, Ja3 Le, Ja désignant les coordonnées de deux points différents 

de la courbe, 5, et s2 étant les arcs de cette courbe comptés à partir 

d’une origine fixe et terminés en ces deux points. L'interprétation 

géométrique des formules est d'ailleurs évidente. Soient M et N
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les deux pounts de la courbe; par l’origine des cordonnées on 
mènera une droite parallèle à MN et égale à iMN, on élèvera 
à l’extrémité de cette droite une perpendiculaire égale à la 
somme des arcs de la courbe terminés en M et N ; de sommet de 
celle perpendiculaire décrira la surface minima. 

On peut donner encore l'interprétation suivante : Les deux 
courbes minima définies par les équations 

(22) Te it, = y, s'=s, 
(23) : d'=—ix,  y=—iy, .+'=s 

sont celles dont la translation peut engendrer la surface et elles 
sont placées symétriquement par rapport à l'axe des 3. 

Pour que la surface soit algébrique, il faudra que les deux 
courbes précédentes soient algébriques, c’est-à-dire que yet x 
soient des fonctions algébriques des. En d’autres lermes, la courbe 
(y) devra être la développée d’une courbe algébrique, d’ailleurs 
quelconque. 

251. Une autre application intéressante des formules de 
M. Schwarz peut être faite au cas où la courbe (L) par laquelle 
doit passer la surface est plane. Supposons, pour plus de netteté, 
que le plan de cette courbe soit réel et choisissons-le pour plan 
des æy; les formules générales (6) nous donneront ici 

Lib Te 
L'= —— + - 

2 2, 
+ 

x 

Z dy, 
. 

3 : L 

’ - J DE 
21) F'= HIT Je — cf Z dr, 

2 2 . 
? 

Il 3! f (Y dx — X dy). 

Introduisons l’angle 8 que fait, en un point de (L), le plan 
tangent à la surface avec le plan des Z)', On aura 

! : lr (25) X= - Usine, Y= Te sin 8 Z=cos3,
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s étant l’arc de la courbe, et les formules (24) prendront la forme 

ee die FO, 
T= —— + - cos8 dy, 

2 2 
Ts 

. X 
F1 Fe t 

(26) J'= 2 — - f cos3 dr, 
2 2... 

Ur 

i ri 

3'= -— f sin 9 ds. 
\ 2 

Ts 

Si l’on veut que la ligne (L) soit une ligne de courbure de la 

surface, les normales en tous les points de (L) devront envelopper 

une des développées de la courbe et l'angle 8 devra être constant. 
On aura alors 

2 UE £J"1 cos 8 + ET ip cos 3 , 
2 2 

r _ Ji Ër cos 8 . Jrtire cosi 

2 2 
  (27) Y 

r __ ESi—s2)sing 

2 

Les deux courbes minima dént la translation engendre la surface 
seront définies par les équations 

T1 E Ey1 cos 8 »,_ JT id cos8 , — , - Es és sing. y (28) z'=— 3 ; = > 5 è Îl- 

Pour qu’elles soient algébriques, il faudra encore que (L) soit 
la développée d’une courbe algébrique; on a donc le théorème 
suivant, dû à M. Lie : 

Pour que la surface minima admettant une ligne de cour- 

büre plane soit algébrique, ü faut et il suffit que cette ligne 1 q 
plane soit la développée d’une courbe algébrique. 

Cette proposition générale explique pourquoi les lignes de 
courbure planes de la surface d'Enneper sont des courbes recti- 
fiables (n° 207). 

Si l’on suppose $ — =; la courbe (L) devient une ligne géodé- 

sique de la surface. On retrouve donc le théorème suivant : 

* Pour que la surface minima admettant comme ligne géodé- 
D.— I. 26
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sique une courbe plane soit algébrique, il faut et il suffit que 
cette ligne soit la développée d’une courbe algébrique, 

qui est dû à M. Tenncberg et qui a été le point de départ des 
travaux de M. Lie sur cette partie de la théorie. 

Si, dans les formules (23), on fait 8 — > On trouve 

Ti 2 di Ja 
(29) PE JE 22; 

on est ainsi conduit à la construction suivante de la surface 
minima : 

Soit MN une corde de la courbe (L). Élevons en son milieu 
une perpendiculaire égale au produit.de à par la demi-diffé- 
rence des arcs de la courbe terminés en M et en N. Le sommet de 
celte perpendiculaire décrit la surface minima qui admet (L) 
pour ligne géodésique. : 

Si l’on échange les points M et N, le signe de la perpendiculaire 
est changé; on a donc, dans tous les cas, ce théorème : 

/7 SE une surface minima admet une courbe plane comme 
: digne géodésique, le plan de cette courbe est nécessairement o o 3 

| «un plan de symétrie de la surface. \ 

Ces propriétés de symétrie, que nous avons déjà rencontrées à . 
propos de la ligne droite, ont leur véritable origine dans le fait, 
qui est mis en évidence par les formules de M. Schwarz, mais qui 
résulte aussi des théorèmes de Cauchy, qu'il existe une seule 
surface minima tangente à une développable donnée en tous les 
points d’une courbe donnée. Car, soit (M) une surface minima 
admettant la ligne géodésique plane (L) et coupant, par suile, à 
angle droit le plan de cette ligne; la surface (M) symétrique de 
(M) par rapport au plan de (L) admettra, en tous les points de 
cette courbe, les mêmes plans tangents que M ct coïncidera par 
conséquent avec clle; (M) sera donc nécessairement symétrique 
par rapport au plan de Ja courbe (L). Ce raisonnement, que l’on 
pourrait appliquer au cas de la ligne droite, permet de reconnaître 
que, si (L) a un centre, ce point sera aussi un centre de la surface,
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et que, si celte courbe a un axe, le plan normal au plan de (L) et 
passant par cet axe sera un nouveau plan de symétrie de la surface, 

On peut donner encore la construction suivante de la surface 
qui admet (L) pour ligne géodésique : Sur le cylindre ayant (L) 
pour section droite traçons une courbe minima (y) et prenons la 
symétrique (y,) de celte courbe par rapport au plan de (L). La 
surface cherchée sera le lieu des milieux des segments dont les ex- 
trémités décrivent les courbes (y), (1). | 

La surface minima admettant comme ligne géodésique une pa- 
rabole a été étudiée dans les premiers Mémoires de M. Catalan. 
Si l’on prend les coordonnées d’un point de la parabole sous la 
forme . 

Go) T=—2psinte, 

J'= 2pisin®, 

la partie réelle de la surface sera définie par les équations 
+ 

| = À (—psin), 
7 = À (2pisine), 

. LL n [SD 
Ss = Uk 

2 

(31) 

À 

Si l’on donne à © une valeur réelle, on reconnait que la section 
de la surface par le plan des x est une cycloïde. Cette courbe, 
située dans le plan de symétrie passant par l'axe de la parabole, est 
aussi unc ligne géodésique de la surface. 

La surface minima admettant comme ligne géodésique une 
ellipse ou une hyperbole est nécessairement transcendante; mais 
elle admet, on le reconnaît aisément, une famille de lignes algé- 
briques. Elle a été considérée par M. Schwarz ("). 

Nous termincrons ici ces applications des formules de 
M. Schwarz. Comme l’a remarqué M. O. Bonnet, la solution du 
problème étudié dans ce Chapitre permet de déterminer unc sur- 
face minima lorsqu'on connait, soit une de ses lignes géodésiques, . 

  

(*) Scuwarz, Ueber diejenigen Minimalflächen, welche von einer Schaar von 
Kegeln sweiten Grades eingehüllt werden (Journal de Crelle, 1. LXXX, 
pp. Jo1-31%; 1855). ‘
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soit une de ses lignes asÿmptotiques, soit une ligne de courbure, 

soit enfin une de ses lignes d'ombre ou une de ses lignes de per- 

speclive; car toules ces conditions font connaître, en même temps 

qu'une ligne tracée sur la surface, le plan tangent en chaque 
point de cette ligne.
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CHAPITRE IX. 
SURFACES MIXIMA ALGÉDRIQUES INSCRITES DANS UNE DÉVELOPPABLE 

ALGÉBRIQUE. 

Cas où la développable est un cylindre. — Le problème n’est possible que si la ° 
section droite est rectifiable. — Solution analytique du problème proposé. — 
Première solution géométrique. — Construction générale des surfaces minima 

algébriques inscrites dans une développable algébrique. — Théorèmes relatifs 
à dés cas particuliers donnés par M. Lie. — Deuxième solution géométrique. 
— Génération nouvelle des surfaces minima due à M. Kibaucour. — Le pro- 

blème se ramène à la détermination d'une surface réglée dont la ligne de stric- 

. tion doit satisfaire à une condition donnée. 

959: Les résultats que nous avons exposés dans le Chapitre pré- 
cédent conduisent naturellement à l'examen d’une question dont 

la solution offrirait un grand intérêt pour la théorie des surfaces 

minima algébriques : 

A. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques con- 
tenant une courbe algébrique donnée; 

er 
ou plus généralement 

B. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques in- 

scrites dans une surface algébrique donnée. 

Aucun de ces problèmes n’a encore été abordé dans toute sa 

généralité; mais, dans son second Mémoire inséré au t. XV des 

Mathematische Annalen, M. Lie a soumis à une discussion ap- 

profondie le problème B, dans le cas où la surface algébrique 
donnée est une développable. Il résulte de ses belles recherches 
que le problème peut être complètement résolu si cette dévelop- 

pable est un cône, et aussi dans le cas où, la développable étant : 

quelconque, on connait déjà une surface minima inscrite dans 

celte développable. Nous allons reprendre iei l’étude de cetie
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question, et nous montrerons que l’on peut obtenir la solution 
complète du problème posé par M. Lie. 

, 
253. Commençons par considérer le cas où la développable (4) 

est un cylindre. La proposition suivante, due à M. Henneberg, 
permet de reconnaître immédiatement que le problème posé n’est 
pas toujours possible : 

% 

Lorsqu'une surface minima est algébrique, la section droite 
de tout cylindre circonscrit & La surface est la développée 
d’une courbe algébrique. 

Soit en effet (£) la surface minima donnée; la surface adjointe 
(2) sera aussi algébrique (n° 210), et l'on aura, cntre Jes points 
correspondants (x, y, s)et(æo, Jo, 30) des deux surfaces, les re- 
lations différentielles 

dx drs+ dy dy, + ds: d:= 0, Q). 
de+ dyi+ ds = dr + dy3+ ds, 

auxquelles il faut joindre les suivantes (n°212), 

Xdc+ Ydy +Zad:=—o, 
X dro+Y dyo+ 4 ds = 0, 

exprimant qu'aux points correspondants des deux surfaces les 
plans langents sont paralléles.…. 

Considérons sur la première surface la courbe de contact du P 
cylindre circonscrit parallèle à l’axe des =, à laquelle corres- 
pondra la courbe de même définition sur (So). On aura, en tous 
les points de cette courbe, ‘ 

Z = 0, 
ce qui donnera 

‘ Xdr+ Y dy =, 

X dro+ Y dry = 0, 
. pe X ou, en élinrinant le rapport > 

(2) dr dy5— dy dry= 0. 

Si, entre les équations (1) et (2), l'on élimine successivement
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dt, dys et dx, dy, on sera conduit aux deux relations 

. 
(3) Var + dé = ds, 

(4) ‘ Varie dyà = ds, 

qu’il serait aisé d'obtenir par la Géométrie et qui démontrent le 

théorème de M. Henneberg; car la première, par exemple, ex- 

prime que l'arc de la section droite du cylindre circonscrit à (*) 

est égal à 5. 
Il résulte évidemment du théorème de M. Henneberg qu'une 

surface minima inscrite dans un cylindre ne pourra être algébrique 

que si la section droite de ce cylindre est la développée d'une 

courbe algébrique. Considérons un cylindre (C) pour lequel cette 

condition soit remplie et dont la section droite (S) sera placée 

dans le plan des x; proposons-nous de déterminer toutes les 

surfaces minima algébriques inscrites dans ce cylindre. 

Désignons par æ, y les coordonnées d'un point quelconque de 
(S); le problème sera résolu si nous parvenons à déterminer les 

quantités déjà définies æo, Jos 50, + en fonction de x et de y. La 

formule (3) nous donne d’abord 

= 58; 

s désignant l'arc de la section droite (S); les équations (1) ct (2) 

nous permettent ensuite de déterminer dx, dy) et nous donnent 

dz ds 
dr — dx — dyy=— d 

(5) 9 ds”? Jo as? 

3 sera donc, au signe près, l’arc de la courbe décrite par le point 

(Gos Jo), et l'interprétation géométrique des formules conduit sans 

difficulté à la construetion suivante : 

On associe, dans le plan des x}, à la courbe (S) une courbe 

(So), assujettie à l’unique condition d’étre la développée d’une 

courbe algébrique, et l’on établit une correspondance entre 

les deux courbes par la condition que les tangentes aux points 

correspondants M, M, soient parallèles. Si l’on élève en M 

une perpendiculairé au plan de (S) égale et de signe contraire 

à l'arc de (S$) terminé en M,, L'eztr émilé de cette perpendi- 

culaure décrira sur le cylindre (G) la courbe de contact de la
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surface minima algébrique la plus générale (©) inscrite dans 
ce cylindre. Si l’on élève de méme en M, une perpendiculaire égale à l'arc de (S) terminé en M, l'extrémité de celte per- 
pendiculaire décrira la courbe de la surface (S,) adjointe à 
(©), qui correspond à la courbe de contact de (E) et de (C). 

Nous savons d’ailleurs (n° 246) comment on peut déduire, sans 
aucune intégration, des expressions æ, y”, 3; Zo, Joy 30 les équa- 
Lions qui définissent la surface. Le problème est ainsi complè- 
tement résolu. 

Si l’on suppose que le cylindre (C) se réduise à une droite, on 
retrouve comme cas particulier la construction, qui a été donnée 
au n° 250, des surfaces minima assujetlies à contenir une droite 
donnée. 

254. Passons maintenant à l'étude du problème général ct pro- 
posons-nous de déterminer toutes les surfaces minima algébriques 
inscrites dans une développable algébrique donnée (A). 

Si l’on écrit l'équation du plan sous la forme 

Cu + tu )X + Qu — u)Y + (ut —1)Z +E = 0, 

On a, pour Loute surface minima, en vertu de l'équation (5)[p. 207] 
(6) = ou f(u)+ au fi(ui)—(1+ ut )[F' (a) + fi (a) 

D'autre part, on définira la développable (A) de Ja manière la 
plus générale en supposant que, pour les plans tangents de cette développable, #, w,, € soient des fonctions algébriques données d’une variable auxiliaire £; et, pour résoudre le problème, il faudra exprimer que l'équation (6) est vérifiée identiquement quand on 
y remplace u, u,, Ë par leurs expressions en fonction de £. Cette équation conticnt deux fonctions arbitraires Ju), fifa) avec leurs dérivées f'(u), Ji); si l'on se donnait arbitrairement l’une de ces deux fonctions, l'équation ‘de condition à laquelle on est conduit en substituant pour u, wi, £ leurs expressions en fonction de £ serait une véritable équation différentielle qui n'admettrait pas nécessairement de solution algébrique; pour échapper à cette difficulté, nous introduirons la variable auxiliaire 

du du (7) À = f(u) Pr +AGu)9
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Si l’on différentie cette valeur de }, on aura 

du du &u du D'G)+ fra Li LP fou) DE DE, 

et, en substituant la valeur ainsi obtenue de la somme 

J'Cu) + fi) 

dans l’équation (6), on obtiendra la relation 

_ ca 
| Lau Ge) ou fit) PTE 

d'u: du a | 
(8) 

| = (un) [70 DE + fu) 7 — 7% 

On peut maintenant déduire des équations (7) et (8) les ex- 
pressions de /{u), f.(u,), ce qui donne les valeurs suivantes 

du ce 
eu)= feu TH + (+ ut) | 

> dt PA à du 
— ———— — 1- —— —— 

SH de ( ut) a” 

(9) \ du dus 
0 fit) —— à Len TL ++) Ë Le Te | 

; du du +({i+un) À 
a de UC )% 

D du 

‘dt? 

9 désignant le dénominateur commun 

O—=2u—— ne — —— 
du dui on du due? (re nu du dut, du du 

dt de ou de Cr) Ts du à} 

Prenons pour À une fonction algébrique quelconque de 4. Si, 

dans la première équation (9), on exprime &, 4, Ë en fonction de 

u, on aura /(u); si, dans la seconde, on exprime de mème w, £, £ 

en fonction de w,, cette équation donnera /,(&). 

Le problème est ainsi complètement résolu ; pour que la surface 

soit réelle, il sera nécessaire et suffisant que la fonction } le sou, 
s’il est supposé toutefois que £ soit un paramètre dont les valeurs 

réelles donnent les plans tangents réels de la développable (4). 

La solution précédente serait illusoire si la fonction @ était 
nulle identiquement : supposons que cette circonstance se présente
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cl que l’on ait 

e à ou du du? ou du; du? + ut) d'u du du du, o = Fe — re pe +(i+ TE D 7 ) =0o. dt di IT dr VUaE dt dt dt . 

Cette relation constitue une équation différentielle dont on obtient aisément l'intégrale générale, qui est 

Au + Bu, + C(uui—1)= 0, 

À, B, C désignant des constantes. Cette équation en termes finis exprime que le plan langent est parallèle à une direction fixe; la 
développable (A) sera donc un cylindre: ct, en effet une étude PP ) > ; directe nous a montré ue, dans ce cas, le problème n'est pas que, ; P P toujours possible : la surface minima inscrite ne peut être aloé- 
brique que si la section droite du cylindre est la développée d'une 
courbe algébrique. 

La méthode que nous avons suivie s'applique du reste à ce cas particulier: si l’on suppose que le cylindre soit parallèle à l’axe des y, il sera défini par les équations 

= u, = du). 

Si l’on prend ici £ = u, On aura 

À=f(u)+ fi(u), 

et l'équation à résoudre prend la forme 

dr { 2) — SET VC) ++) au) —=0 

Elle admet pour intégrale la suivante 

À d(u) du o: 
IT J (+R TT ‘ 

il faudra donc, pour que } soit algébrique, qu’il en soit de même 
de la quadrature 

Vu) du. 

(+ u?}? ? 

et l’on retrouve ainsi, par un calcul facile, la condition à la fois nécessaire et suffisante qui résulte du théorème de M. Henneberg. 

255. La solution que nous venons d'exposer est purement ana-
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Iytique; la suivante offre l'avantage de conduire à une construction 

géométrique simple des surfaces minima algébriques inscrites dans 
la développable (A). 

Soit (R) l’arête de rebroussement de cette développable : rap- 

portons les points de l’espace, comme nous l'avons déjà fait (Liv. I, 

Ch. T), au trièdre mobile (T) formé par la tangente, la normale 
principale et la binormale à cette courbe. Les projections sur ces 

trois axes des déplacements infiniment petits d'un point, dont les 

coordonnées relatives à ces axes sont X, Y, 2, auront pour ex- 
pressions (n°* 3 et#) 

dX + ds — À ds, 

(10) d\ + G + 2) ds, 
P 7 | 

d?, — Vas. 

Cela posé, le problème sera résolu si l’on trouve deux courbes 

algébriques (C), (Cs), l'une (G) tracée sur la développable (A), 
l’autre (CG) située dans l’espace, satisfaisant aux conditions sui- 

vantes : les éléments correspondants des deux courbes seront à la 
fois égaux et perpendiculaires ; de plus, si M et M, sont les points 

correspondants de ces deux courbes, le plan tangent en M à Ja 

développable (A) devra être parallèle à la tangente en M, à (C;). 
En effet, si l’on considère la surface minima inscrite à (A) suivant 
la courbe (C), la courbe (C) aura pour conjuguée (C,) sur la sur- 

face adjointe, et, ces deux courbes (C), (C;) étant algébriques, il 
en sera de même de la surface minima. 

Soient x, 0, o les coordonnées de A par rapport au trièdre (T) 
Et Los Jo So Celles de M,. Les projections du déplacement de M 
seront, d’après les formules rappelées plus haut, 

(tr) dr + ds, 2, 0; 
F 

celles du déplacement de M, seront de mème 

(12) dr, + ds _ = ds, dyo+ (£ + 2) ds, d3,— 2 ds. 

En exprimant que la tangente en M, est parallèle au plan des
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Z}, On trouve cette première condition 

(13). do 2 ds = 0. 

Si l'on écrit ensuite que les deux déplacements sont à la fois égaux et perpendiculaires, on obtient les deux conditions nou- velles 
‘ 

2 ds2 » 2 = : (dr + asp + AS — (era 24 + [a+ (+2)«] , 52 

(dx + ds) ( duo ds — 2e) + [a+ (£ + 2) ds | = 0, 

que l’on ramène facilement aux suivantes 

. [car + ds) = dyo+ (+2) ds, (5) 
| F Te = dry ds — 706$ ds 

où les signes se correspondent. Il est aisé de voir que les équations (13) ct (14) peuvent donner les valeurs de y, :o, x en fonction de 5; car, si l'on différentie la seconde des équations (14) après l'avoir écrite sous la forme 

, dr, =r—Jos—p(- +1), 

on obtient, en Lenant compte de la première, la relation nouvelle 

3 d d (15) | CRETE al )], 0 = ds 

qui, jointe à l'équation (13) et à la seconde équation (14), nous donne les valeurs suivantes de Jo, 30, & : 

fu Le _ à (ro [Tr 8 PA ni | ; 

: d= 
(16) ‘Jon &? 

Ces formules donnent la solution complète du problème pro- posé, Si la développable (A) est algébrique, il suffira de prendre
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pour æQ une fonction algébrique du paramètre dont dépendent 

algébriquement les éléments de la développable; les fonctions 
501 Jo & el, par suite, la surface minima correspondante seront 
également algébriques. 

256. Les formules que nous venons d'obtenir s’interprètent 

géométriquement de la manière suivante. 

Construisons (fg. 19) le trièdre (T) et soit PRQ le plan défini 
par l'équation 

5, {S P 

  

        

  

Quand le trièdre (T) se déplace, ce plan enveloppe une dé- 
veloppable (D); si æo, 3”, 5! désignent les coordonnées d’un de 
ses points, les projections du déplacement de ce point sur les 
trois axes seront, conformément aux formules (10), 

4 (15) dot ds(1— 2h d'+(R+£)as ds — L gs. 

Par conséquent, l'équation 
F 

dro+ as (1 z) =0, 

qui définit les points du plan dont le déplacement est perpendicu 
laire à Ox, c'est-à-dire parallèle au plan, représentera la généra-
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trice de contact du plan avec son enveloppe (D); la droite QS 
ainsi obtenue cst évidemment parallèle à Os et l’on déterminera 
son point de conctact S avec l’arête de rebroussement (S) de (D), 
en écrivant l'équation 

dy" + (£ + =) ds = 0, 
+ 

par laquelle on exprime que le déplacement de ce point est aussi 
perpendiculaire à Oy-. Les deux formules précédentes nous con- 
duisent, pour les coordonnées du point S, aux expressions 

15 . (18) , TT dy" TT d %) , Es <= 0 piis == )]. P ds ? ds ds 

La comparaison de ces résultats avec la première des formules 
(16) nous donne d’abord 

(19) %0= 37%. 

D'après'cela, si l’on porte sur S une Jonsueur I ; Ï 5 

ST = —=;, 

le plan HKT, mené par le point T parallèlement au plan des xy, 
aura pour équation 

8 = 0 

et, si nous désignons par +’, J”; % les coordonnées d'un quel- 
conque de ses points, les projections du déplacement de ce point 
seront 

u ns # (20) de +as{i—T), d'+(E+2)a, di 2 ds; 

par suite, l'équation 

. 

A &
 

t 0 
= J'o (21) "= sl 

définira l’arête de contact NN’ du plan avec la développable qu'il 
enveloppe, développable que nous désignerons par (A5); et, si l'on 
Joint à la précédente la relation 

: dy" zx” . 

(22) PTS + 5 Los Il &.
 

a
l
à
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ces deux formules (21), (22) définiront le point de contact N de 
NN’ avec l’arête de rebroussement de (Ao). _ 

Le point M, où la droite NN’ coupe le plan PRQ a pour coor- 
données %6, J'o, 50, il décrit done la courbe cherchée (Co), tandis 
que la droite NN’ engendre la développable (45). Si l’on re- 
marque enfin que la dernière formule (16) peut se mettre sous la 
forme 

=£(ÿo—y)=+ETM, 

. On scra conduit à la construction suivante : 

Etant donnée la développable (A), on construit une courbe 
algébrique (S) dont les tangentes soient perpendiculaires aux 
plans tangents de (A) et dont les plans osculateurs soient, par 
suile, perpendiculaires aux génératrices de (A); sur une droite 
SQ tangente en S à (S), on porte la longueur | 

ST ==>, 

= désignant le rayon de torsion de l'aréte de rebroussement 
(R) de (A) au point O où cette courbe (R) est touchée par le 
plan tangent de (A) perpendiculaire à SQ. Le plan mené par 
le point T normalement à SQ enveloppe la développable (A;) 
et la touche suivant une droite NN', nécessairement parallèle à 
la tangente de (R) en O. La projection M, de l'un des points 
S, T'sur cette génératrice de (As) décrit la courbe (Co). Pour 
obtenir la courbe (C), on portera sur la tangente de (R) en O 
une longueur égale à 

2 TM. 

257. De cette construction générale on peut déduire toutes 
celles qui’ sont relatives à des cas particuliers et qui ont été 
données par M. Lie. Supposons d’abord que la développable (4) 
soit un cône, son arêle de rebroussement, réduite àun point, devra 
être considérée comme homothétique à une courbe finie, le 
rapport d’homothétie étant nul. Il faudra done supposer dans la 
construclion précédente 

T7 —0. 

Le point T se confôndra donc avec le point S et le plan HKT 
deviendra le plan normal en S à la courbe (S). Par suite, la ligne
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NN' sera l'axe du cercle osculateur ct le point M, le centre de 
courbure de (S). On est ainsi conduit à la construction suivante, 
qui est due à M. Lie (t) : 

Pour obtenir la surface minima algébrique la plus générale 
inscrite dans un cône algébrique, on construira une courbe 
algébrique quelconque (S) dont les plans osculateurs soient 
perpendiculaires aux génératrices du cône, ét l’on portera sur 
chacune des génératrices du céne, à Partir du sommet, une 
longueur égale au rayon de courbure de (S) au point corres- 
pondant. L'extrémité de cette longueur décrira sur le cêne 
la courbe (C) de contact d'une surface minima alsébrique, 
inscrite dans le cône; la surface adjointe de cette surface 
minima contiendra le lieu des centres de courbure de (S). 

258. Nous indiquerons une autre application particulière re- 
lative au cas où la courbe (S), mentionnée au n° 936, se réduit 
à un point. S'il en est ainsi, les composantes (13) du déplacement 
du point $ devront être toutes nulles, et l'on aura à ajouter aux 
équations (18) la suivante 

t . > 
ds — = ds — 0, 

qui nous donne 

r d; 

TT" 
Comme on a d'ailleurs 

, Le da 

Joe TT? ‘ 

l'expression (28) de prendra la forme 

dz5— 3!) 
T=È: 

ds 

  

ou, €n lenant compie de l’équation (19), 

ds 
  T=T 

  

(!) dathematische Annalen, 1. XV, p. 485.
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Cette expression de x donne le curieux théorème suivant : 

Etant donnée une courbe algébrique (R), s£ l’on porte sur 
les tangentes à cette courbe, à partir du point de contact, une 
longueur égale à 

‘ _ dr 
+ ds 3 

on obtiendra une courbe (C) suivant laquelle une surface 
minima algébrique (M) sera inscrite à la développable formée 
par les tangentes de (R). | 

Remarquons une fois pour toutes que les propositions données 
dans ce Chapitre sont applicables aux courbes et aux développables 
transcendantes. Dans ce cas, au lieu de surfaces minima alvébri- 
ques, les opérations indiquées nous donneront des surfaces mi- 
nima que l’on pourra déterminer sans aucune intégration. C’est 
ainsi que le théorème précédent nous conduit, si la courbe (R) est. 
transcendante, à une surface minima dont on peut écrire les équa- 
tions sans aucun signe de quadrature. : 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier directement cette 
proposition par l'application des formules de M. Schwarz. On 
trouve ainsi pour déterminer la surface les formules suivantes 

ai= À z+ az Lie Ese , 
«ds d' ds 

,Laf, Æs pd, neñfr+ratee(vaee)], 

Reco fu as R[s+ae Gi +is(o ete) 

a, a, a; b, L', Vic, c’, c’ désignant respectivement les cosinus 
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binor- 
male cn un point de la courbe considérée. Ces cosinus directeurs 
satisfont aux formules données par M. Serret [p. 10].. 

259. La proposition que nous venons d'établir dans le numéro 
précédent donne une solution particulière du problème général 
qui fait l’objet de ce Chapitre. On doit à M. Lie une construction 
élégante qui permet.de le résoudre d’une manière complète lors- 
qu'on en connaît une seule solution particulière, obtenue d'ail- 

D.— I, | 27
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lcurs d'une manière quelconque; nous allons montrer comment 
les résultats précédents conduisent à la proposition de M. Lie. 

Reportons-nous aux formules (16) que nous écrirons sous Ja 
forme suivante 

. de d dx = ÈT— ro — — = ° a . di (e+ a) 
= ‘ , __ 45 : 

(25) 170 dr? 

en introduisant les angles de contingence et de torsion, ds, dn; et 
supposons que l’on ait déterminé la surface minima correspon- 
dante à une valeur particulière x de x. Si l’on veut obtenir la 
solution correspondante à la fonction algébrique la plus générale 
que nous mettrons sous la forme 

, LA 

Lo Lys 

il faudra ajouter aux valeurs trouvées d'u 36 & de Jo, 30, & des 
termes ÿ%; %, 2” que l'on obtiendrait, par suite de la forme li- 
néaire des équations (25), en remplaçant dans ces équations +, par 

# . . . æ, et supprimant les termes + *) — ÿ Qui ne contiennent pas rs, 
c’est-à-dire en faisant 

r—=9=0, ° 

ce qui revient à supposer que la développable (A) se réduit à un 
cône. En particulier, la quantité 4” qu’il faudra ajouter à x’ sera Ja 
même que si la développable (A) se réduisait à un cône; cette re- 
marque, jointe à la construction déjà donnée (n° 257) pour le cas 
particulier du cône, nous conduit au théorème de M. Lie : 

Si l’on a obtenu une surface minima (M) énscrite dans la dé- 
seloppable (A), on construira la courbe algébrique (G) la plus 
générale dont les tangentes sont perpendiculaires aux plans 
tangents de (A) et l’on portera sur chaque génératrice de (A), 

‘ à partir du point de contact de cette génératrice avec la sur- 
face (M), une longueur égale au rayon de courbure de la courbe 
(C) au point correspondant. L’extrémité de cette longueur dé- 
crira la courbe de contact de la surface minima algébrique la 
plus générale inscrite dans la développable ( A). ‘
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260. Aux deux solutions différentes que nous venons de donner 
successivement on peut ajouter la suivante, que nous allons déve- 
lopper, parce qu’elle repose sur une génération nouvelle des sur- 
faces minima, obtenue dans un important Mémoire de M. Ribau- 
cour (!). 

Nous avons vu (n° 220) comment on obtient la surface minima la 
plus générale au moyen de deux courbes minima (TC), Mi); si M, 
M sont deux points appartenant respectivement aux deux courbes, 
le milieu & du segment MM, (fig. 20) décrit la surface minima ct 

Fig. 20. 

    DA 
le plan tangent en y est parallèle aux deux droites MT,M,T,, 
tangentes'en M et en M, respectivement aux deux courbes (T), 
(Ts). Soit (P) le plan osculateur en M à (T), nous désignerons 
par (£) la développable qu'il enveloppe et dont (T} est l’arête de 
rebroussement ; nous désignerons de même par (P;) le plan oscu- 
lateur en M,.à (T;) et par (£,) la développable dont l’arête de 
rebroussement est (T°,). Les deux plans (P), (P,) se coupent sui- 
vant une droile qui touche respectivement les deux développables 
en œ ct en #,; je vais d'abord prouver que cette droite ax, Cest 
perpendiculaire au plan tangent en u à la surface minima. 

Il suffit, pour le reconnaître, de se rappeler la propriété carac- 
téristique des plans tangents au cercle de Pinfini : toute droite 

  

(*) Rimaccoun, Étude des élassoïdes ou surfaces à courbure moyenne nulle, 
Mémoire couronné par l’Académie de Belgique dans la séance publique du 16 dé- 
cembre 1880 ( Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers publiés 
par l’Académie royale de Belgique, in-!°, t. XLIV'; 1881).
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s perpendiculaire à un tel plan lui est aussi parallèle et va passer 
par le point de contact du plan avec le cercle de l'infini. Il résulte 
de là que la tangente MT située dans le plan (P) lui sera per- 
pendiculaire et sera, par suite, perpendiculaire à la droite a%, 
située dans ce plan. Pour la même raison, 42, sera perpendiculaire 
à M,T,; celle sera donc perpendiculaire au plan tangent en &, qui 
est parallèle à la fois à MT età M,T,. | 

Ce point étant établi, nous remarquerons de plus que le plan 
langent en ui, qui est parallèle aux deux droites MT, M,T,, est 
aussi à des distances égales de ces deux droites; il passera donc 
nécessairement par le milieu 8 du segment de droite «x. 

En réunissant tous ces résultats, on obtient évidemment le mode 
de génération suivant des surfaces minima, qui a été donné par 
M. Ribaucour : | ‘ 

Si l’on considère deix développables (S), (£), cérconscrites 
l’une et l’autre au cercle de infini, la surface minima la plus 
générale est l'enveloppe des Plans perpendiculaires à æutes les 
tangentes communes de ces deux développables, ces plans étant menës à égale distance des deux points de contact de ces tan- 
gen les communes. 

Cette définition est moins simple ct moins complète que celle 
de M. Lie, qui détermine à la fois le point et le plan tangent de la 
surface minima; mais elle offre l'avantage de ne.faire intervenir 
que les plans tangents, et elle associe à la surface minima, lieu du 
point p, la surface lieu du point $, à laquelle M. Ribatcour a donné 
le nom de surface moyenne et dont il a fait connaitre un grand 
nombre de propriétés remarquables. | 

Les droites av, dépendent évidemment de deux paramètres et 
elles engendrent ce que l’on appelle un système de rayons rectili- 
gnes ou unc congruence. Comme elles sont tangentes à la fois aux 
deux développables (©), (5), il est clair que toutes les surfaces 
réglées formées de ces droites qui contiendront, par exemple, 
l’une d'elles «x, seront tangentes les unes aux autres aux points « 
et &i. . . 

Les plans tangents communs en ces deux points, étant ceux des 
développables (A), (A;), sont, par cela même, tangents au cercle 

“
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de l'infini. Or'il est aisé d'établir, soit par l'Analyse, soit par la 
Géométrie, la proposition suivante : ° 

Étant donnée une surface réglée, si, par une de ses généra- 
trices, on mène les deux plans tangènts au cercle de l'infini, le 
segment formé par les deux points de contact de ces plans a 
pour milieu le point central de la génératrice; de plus il est 
égal au paramètre de distribution multiplié par 25 (1). 

Il suit de là que la surface moyenne est le lieu des lignes de 
striction de toutes les surfaces réglées formées avec des droites 
de la congruence, et que le paramètre de distribution est le 
même pour toutes celles de ces surfaces qui contiennent une 
même droite de la congruence. M. Ribaucour, à qui sont dus ces 
résultats, les a obtenus par des méthodes qui en font moins bien 
connaître la véritable origine. 

La génération précédente conduit à une solution très simple du 
problème que nous avons à résoudre. En effet, si l’on considère 
une développable (A) circonscrite à une surface minima, les droites 
4%, perpendiculaires aux divers plans tangents de (A) formeront 
une surface réglée dont la ligne de striction devra être décrite 
par le point de la droite «x, qui se trouve dans le plan tangent 
correspondant de (A). Nous sommes ainsi conduits à la propo- 
sition suivante : 

Pour obtenir toutes les surfaces minima inscrites dans la 

  

+) Si l’on prend, en effet, la droite pour axe des z, le plan central pour plan P » P siCP P P 
des xs et si l’on place l’origine au point central, la surface réglée a, Can tous les P $ P 5 
points de la droite, les mêmes plans tangents que le paraboloïde défini par l'é- 
quation ‘ 

Y 
S—=X—) 

æ 

où « est le paramètre de distribution. Pour un plan tangent au cercle de l'infini, 
on doit avoir \ 

‘ Ten; 
, ZT 

On obtient donc pour = les deux valeurs 

ai, —x2i; 

d'où résulte immédiatement le théorème.
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développable (A), on déterminera toutes les surfaces réglées 
dont les génératrices sont normales aux plans de (A) et qui 
ont pour ligne de striction la courbe cigendrée par le point 
de rencontre de chacune .de ces génératrices avec le plan 
Correspondant de (A). Les arêtes de rebroussement des deux. 
développables circonscrites à la surface réglée et au cercle de 
l'infini seront les deux courbes (T), (Ti) au moyen desquelles 
On peut engendrer la surface minima. 

Pour déterminer les surfaces réglées satisfaisant aux conditions 
que nous venons d’énoncer, reprenons les méthodes du n° 253 et rapportons les points de l'espace au trièdre (T) relatif à l’arête de rebroussement (R) de (A). La droite qui engendre la surface 
réglée cherchée aura Pour équations, relativement à ce trièdre, 

T=T;, J = J'1: 

et le déplacement d’un de ses points (CIRE Z), dans un mou- vement infiniment petit du trièdre, aura pour composantes 

ds ds ds Ji dpi 14 1 dx, + ds — En? 

P ê : 
; d:;   

__Jrds 

Le plan tangent en ce point à la surface réglée aura donc pour 
équation 

  

dr; + ds — Ji ds Tr P_. 
F—Ji Ti ds + ds 

- 

dyi + —— pi . 

Quand :, varie, on obtient les plans tangents en tous les points de la droite; en particulier, pour :,= +, on trouve le plan 

T= Ti. 

Le plan central, devant étre perpendiculaire au précédent, cor- 
respondra à la valeur de 3, donnée par l'équation 

di ds  5ids 
dy; + TT + =o. 

: Comme le point central doit être dans le plan des xy', la valeur de 5, déterminée par cette équation devra être nulle; il faudra
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‘donc que l’on ait 

  
di+ di ds = 0 

ou 

LL, Di di 
(26) DS 

Cette formule si simple résout complètement le problème pro- 
posé; on choisira arbitrairement y-,, et elle donnera x. 

Si l'on fait, en particulier, &, = y’, = 0, on retrouve la solution 
particulière, donnée au n° 9258. On pourrait aussi prendre 
æ=0, 34, À désignant une constante quelconque, ce qui 
donnerait une solution particulière nouvelle, un peu plus générale 
que la précédente; mais il est préférable de résoudre l’équa- 
tion (26) par de simples constructions géométriques. 

Pour cela, nous construirons, d’une manière quelconque, une 
surface réglée (K') dont les génératrices soient perpendiculaires 
aux plans tangents de (A), et nous mènerons le plan perpendicu- 
laire à chacune des génératrices de (K') en son point central. Les 
différents plans ainsi obtenus envelopperont une développable (4) 
pour laquelle on aura évidemment une solution du problème 
proposé, fournie par la surface réglée (K!). Comme les angles de 
contingence et de torsion sont les mêmes pour les arêtes de re- 
broussement de (A) et de (A), la solution fournie par (K’) relati- 
vement à (4”) fera connaître les fonctions les plus générales 4, 
Ji vérifiant l'équation (26). Il suffira donc, pour avoir la solutior . 
générale du problème posé, de construire la surface (K}) dont 
chaque génératrice a, par rapport au trièdre (T), relatif à un point 
de l'arête de rebroussement de (A), la même position que la gé- 
nératrice correspondante de (K!) par rapport au trièdre (T') dont 
les arêtes sont parallèles à celles de (T) et qui est relatif au point 
correspondant de l’arête de rebroussement de (4). En d’autres 
termes, pour avoir la droite de (K), il faudra imprimer à la droite 
de (K’) une translation égale à celle qui amènerait le tritdre (T”) 
en coïncidence avec le trièdre (T).
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© CHAPITRE X. 
LE PROBLÈME DE PLATEAU. s 

DÉTERMINATION DE LA SURFACE MINIMA PASSANT PA UN COXTOUR 
DONNÉ COMPOSÉ DE LIGNES DROITES, OU DE PLANS QUE LA SURFACE 
DOIT COUPER NORMALEMENT. 

  

Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M..Weicrstrass et de M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode à suivre dans Ie cas où il n’y a pas de point de ramification. — Surface minima passant par deux droites, — Coupant à angle droit deux plans donnés et contenant une droite donnée, — passant par trois droites dont l’une coupe les deux autres, — passant par Îles quatre côtés d’un quadrilatère gauche quelconque. — Introduction des poinls de ramification, — Propriétés géométriques relatives à ces points, — Solution générale du problème proposé. ° 

261. Nous allons maintenant compléter l'exposition des ‘pro- priétés les plus simples des surfaces minima en indiquant les principaux résultats qu'ont obtenus les géomètres dans l'étude de la question suivante, posée par Lagrange, et qui a donné nais- sance à toute la théorie. 

Déterminer la surface minima, Parfaitement continue ou assujeltie à des discontinuités de nalure connue, passant par un contour fermé. 

On sait que Plateau a résolu ce problème par l'expérience en plongeant le contour donné, réalisé physiquement, dans une dis- solution de liquide glycérique. L’Analyse mathématique n’a pu, jusqu'ici, imaginer aucune méthode générale permettant de com- mencer l'étude de cette belle question. Toutefois, dans le cas, particulièrement intéressant, où le contour est formé de lignes droites, et dans celui où quelques-unes des portions de ce contour sont remplacées par des plans que la surface doit Couper nor- malement, les Propositions que nous avons fait connaître rela-



LE PROBLÈME DE PLATEAU. 425 

tivement aux diverses représentalions conformes de la surface ont 
permis de préparer la solution du problème, et même de le ré- 
soudre d’une manière complète pour certaines formes simples du 
contour. Les principaux résultats acquis à la Science dans cet 
ordre de recherches sont dus à Riemann, à M. Weicrstrass et 
à M. Schwarz. | 

262. Nous. avons déjà cité plusieurs fois le Mémoire fonda- 
mental de Riemann, présenté, le 6 janvier 1867, par M. Ilatten- 
dorf à la Société Royale de Goettingue et inséré dans le t. XIII 
des Mémoires de cette Société (1). Ce beau travail, qui figure di- 
gnement à côté des plus importantes productions de son illustre 
auteur, contient des applications très intéressantes des vues nou- 
velles ct profondes que Riemann a apportées en Analyse. On peut 
le considérer comme composé de deux parties bien distinctes. 
Dans la première, Riemann étudie d’une manière générale les 
surfaces minima ct il ÿ fait connaître, en dehors des propositions 
que nous avons établies, une formule’ remarquable qui n’a pu 
trouver place dans notre théorie, et qui est relative à l’aire d’une 

‘portion limitée de la surface; il y cmploie en particulier le 
système de coordonnées dont la première idée appartient à M. O. 
Bonnet (n° 181); c’est-à-dire qu'il détermine un point de la sphère 
et le point correspondant de la‘surface minima par la valeur de la 
variable complexe qui est l’affixe de ce point (ns 30 et 164). Les 
transformations de coordonnées, dont Riemann fait usage à dif- 
férentes reprises, mettent naturellement en évidence le fait si 
souvent signalé dans les pages qui précèdent : Toute transforma- 

  

(1) Dans une note placée au commencement du Mémoire (Aiemann's gesam- 
melte Werke, p. 283), M. Hattendorf nous apprend qu'il a dû rédiger entièrement 
€ Mémoire d’après un manuscrit de Riemann qui ne contenait absolument queles 
formules et les résultats. Ce manuscrit, qui cst daté des années 1860 et 1851, a Êté 
envoyé à M. Hattendorf cn avril 1866. On sait que Riemann est mort en Italie au 
mois de juillet suivant. | 

Dans un Travail présenté comme thèse en 1880 à la Faculté des Sciences, 
M. Niewenglowski à fait connaitre en France les principaux résultats obtenus 
par Ricmann. Voir le Mémoire.: Exposition de la méthode de fiemann pour 
la détermination des surfaces minima de contour donné, inséré aux Annales 
de l’École Normale, t. IX, 2° série, p. 225.
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Lion des coordonnées, ou tout déplacement, s'exprime par une 
substitution linéaire particulière effectuée sur la variable 
complexe, proposition dont l'importance et l'intérêt n’ont été 
pleinement reconnus que depuis la publication des beaux travaux 
de M. Klein relatifs à l'intégration des équations linéaires du 
second ordre, à l’icosaèdre et à la résolution des équations al- 
gébriques. 

| 
La seconde Partie du Mémoire çst presque entièrement consacrée 

À la détermination de la surface minima limitée par un polygone 
gauche dont tous les côtés sont rectilignes (!). Riemann n'exclut 
même pas le cas où le contour serait partiellement ouvert et où la 
surface devrait avoir des segments infinis, analogues à cette por- 
tion de l’hélicoïde gauche à plan directeur qui s'étend à l'infini 
centre deux génératrices rectilignes de la surface. Après avoir dé- 
veloppé la solution générale du problème, solution qui exige la 
formation, toujours possible, d’une équation différentielle linéaire 
et la résolution d'un Système d'équations transcendantes dont 
l'étude est laissée de côté, au moins dans le cas général, Riemann 
aborde les applications et examine successivement les contours 
suivants : 

« 

1° Deux droites infinies qui ne sont pas dans le même plan. 
Si l’on suppose que le secteur infini s'étendant entre les deux 

droiles n'a pas de discontinuité ni de point de ramification, on 
trouve l’hélicoïde gauche à plan directeur. 

2° Trois droites, dont deux se coupent, la troisième étant 
parallèle au plan des deux autres. 

Sous les réserves précédentes, la solution, ici encore, est com- 
plète cet les formules définitives sont obtenues. 

3° Trois droites placées d’une manière quelconque dans 
l’espace. | 

  

(*) Ricmann ÿ montre aussi que l'on peut résoudre le problème de Plateau pour le cas où le contour est composé de deux cercles quelconques situés dans deux plans parallèles. 11 suffit d'admettre que toutes les sections déterminées par des plans parallèles aux plans des deux cercles sont des cercles. La surface ob- tenue dépend des fonctions elliptiques. °
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Pour bien se représenter Je problème résolu par Ricmann, on 
peul imaginer un hexagone gauche. Si trois côtés non consécutifs 
de cet hexagone s’éloignent indéfiniment, les trois autres restant 
fixes, la surface minima qui était limitée par les six côtés de 
l'hexagone tend vers une surface à trois secteurs infinis, dont 
on aperçoit aisément la forme générale. C’est cette surface que 
détermine Ricmann. 

4° Un quadrilatère gauche quelconque. 

Riemann forme l'équation linéaire du second ordre dont dépend 
la solution du problème. Cette équation, que nous donncrons plus 
loin, à une forme très remarquable qui la rapproche de l'équation 
de Lamé. On n’a pu encore l'intégrer dans le cas le plus général; 
Riemann considère le cas particulier où les quatre côtés du qua- 
drilatère sont aussi les arêtes d’un tétraèdre régulier, ct il obtient 
alors la solution du problème par une méthode directe et très 
élégante, que les travaux déjà rappelés de M. Klein nous aident à 
comprendre dans tous ses détails. 

5° Trois droites dont l’une rencontre les deux autres, en 
sorte que la surface a deux sommets et un secteur infini. 

6° Deux poly gones rectilignes non éloilés situés dans deux 
plans parallèles. 

Ces deux derniers exemples ont été publiés pour la première 
fois dans les OEuvres de Riemann ('). 

263. Les résultats précédents demeurent, aujourd'hui encore, 
les plus complets et les plus généraux parmi ceux qui ont été 
publiés sur le problème qui nous occupe. Mais, quelques jours 
avant la présentation du Mémoire de Riemann à la Société de 
Gütuingue, le 20 décembre 1866, M. Weicrstrass avait commu- 
niqué à l'Académie de Berlin, dans une Note de deux pages (?)}, le 
résumé de ses recherches sur le même sujet. 

Les résultats annoncés par M. Weicrstrass sont en parfait 

  

(*) Riemann's gesammelte Werke, p. 413 à 426. 

(°) AMonatsbcrichte der K. P. Akademie, p. 855: 1866.



428 LIVRE III. — CHAP. x. 
accord avec ceux de Riemann. Malheureusement cet illustre géo- mètre n’a pas indiqué d’une manière détaillée, au moins dans un travail imprimé, la méthode qu'il a suivie et les cas particuliers qu'il à traités. Nous devons signaler toutefois, dans le court résumé qu'il a donné, une indication très précieuse résultant d'une forme remarquable, sur laquelle nous reviendrons plus loin, . donnée aux équations qui déterminent la surface minima. 

264. Les premières recherches de M. Schwarz ont été publiées avant les précédentes; mais elles sont relatives à un problème particulier. Dans une courte Note insérée en 1865 aux Comptes rendus de l’Académie de Berlin ('}; M. Schwarz se reporte à des études antéricures relatives à la représentation conforme de la surface d’un polyèdre sur la sphère, études qui ont été publiées dans le tome LXX du Journal de Crelle; et il annonce que la solution de ce problème de Ja représentation conforme pour les différents polyèdres réguliers permet de déterminer, par l’ap- plication d'un théorème de M. VWeingarten qui sera étudié dans la suite de cet Ouvrage, un certain nombre de surfaces minima sur lesquelles se trouvent une infinité de droites. Ces droites ne sont pas isolées les unes des autres: elles se rencontrent mu- tuellement de telle manière qu'un certain nombre d'entre elles puissent servir de limite à une portion de la surface, simplement connexe. C'est ainsi que la surface minima dérivée du cube, sur- face dont la détermination s'effectue au moyen des fonctions cllip- 

2 

# égaux; chacun d'eux est formé avec quatre arêtes d’un tétraèdre régulier et permet de limiter une certaine portion de la surface. On a donc une solution, obtenue il est vrai d’une manière in- directe, du problème de Lagrange et de Plateau pour le contour formé par ce quadrilatère régulier. 
Le second travail de M. Schwarz est un Mémoire beaucoup plus étendu, couronné en 1867 par l'Académie de Berlin et publié 

. ï « . ss tiques de module 7 conlent une infinité de quadrilatères gauches 

  

(1) IH. Scuwanz, Weber die Minimums-fläche deren Begrensung als ein von vier Kanten eines regularen Tetracders gcbildetes, vindschiefes Viereci: ge- geben ist (Afonatsberichte der X. P. Akademie, p. 119-153; 1865).
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en 1851 sous le titre suivant .: Bestimmung einer speciellen 
Hinimalfläche (*). L'auteur y aborde, cette fois par des mé- 
thodes directes, la détermination de la surface minima passant 
par les quatre côtés d’un quadrilatère gauche, et il montre que 
l’on pourra donner la solution complète du problème dans le cas 
particulier où le quadrilatère gauche cest assujetti à l’unique con- 
dition d’avoir un plan de symétrie, passant nécessairement par 
deux de ses sommets opposés. Il considère en particulier, comme 
Riemann dont le Mémoire était encore inédit à l'époque où 
M. Schwarz communiquait son travail à l'Académie de Berlin, 
le cas remarquable où les quatre côtés du quadrilatère gauche, 
sont les arêtes d’un tétraèdre régulier; il retrouve alors la surface 
déjà définie dans sa Communication précédente; on l’obtient en 
faisant, dans les formules de M. Woeicrstrass (n° 191), 

F(u) = —_—— 
Virtua + us 

Enfin, dans un Appendice qui termine le Mémoire, l’éminent 
géomètre fait connaître cerlaines surfaces minima, pour lesquelles 
la fonction #(u) est l'inverse de la racine carrée d’un polynôme 
du huitième degré, et qui contiennent des droites avec lesquelles 
on peut former des polygones gauches d’une nature spéciale, 
limitant certaines portions de la surface. Supposons, par exemple, 
que, dans un parallélépipède rectangle, on supprime les six arètes 
qui aboutissent à deux sommets opposés; il restcra un hexagone 
gauche, par lequel on pourra faire passer une des surfaces définies 
par M. Schwarz; la portion de surface limitée par cet hexagonc 
scra simplement connexe et ne contiendra aucun point singulier. 

265. Un autre travail du même auteur, Fortgeselste Untersu- 
chungen über specielle Minimalflächen, imprimé en 1872 (2), 
contient l'étude détaillée et la solution complète d’un problème 
proposé en ces termes dès 1816 par Gergonne G):. 

  

(*) Harrwitz und Gossmann; in-4, Berlin, 1871. 
(°) Monatsberichte der K. P. Akademie; janvier 18-2. 
() Annales de Gergonne, t. VII, P: 99.
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Couper un cube en deux parties de telle manière que la sec- 
tion vienne se terminer aux diagonales inverses de deux faces . 
opposées et que l'aire de cette section terminée à la surface du 
cube soit un minimum. Donner en outre l'équation de la 
courbe suivant laquelle la surface coupante coupe chacune des 
autres faces de ce cube. 

b 

  

  

On trouve à Ja page 148 du tome VII des Annales de Ger- 
gonne un cssai sur ce problème dû à T'édénat, recteur de l'Aca- 
démie de Nîmes, l’un des rédacteurs les plus assidus de ce Journal; 
mais la solution ‘proposée est inexacte. Le calcul des variations 
permet, en effet, d'établir que Ja surface cherchée doit couper à 
angle droit deux des faces latérales du cube, ct l'hélicoïde con- 
sidéré par Tédénat ne satisfait pas à cette condition. . 

M. Schwarz reprend le problème de Gergonne, ou plutôt il se 
propose de déterminer toutes les surfaces minima, parmi lesquelles 
doit se trouver la surface cherchée, qui passent par les deux dia- gonales inverses de deux faces opposées et qui coupent à angle droit deux autres faces opposées du cube. Le résultat obtenu est 
particulièrement intéressant : de même qu'il y a une infinité 
d'hélicoïdes gauches à plan directeur passant par deux droites données, il y a aussi une infinité de surfaces satisfaisant aux con- ditions que nous venons dénoncer. I] n’est pas difficile de choisir 
parmi loulcs ces surfaces celle dont l'aire est récllement un mi- nimum. | 

Dans ce même travail, M. Schwarz fait aussi connaître une extension, très digne de remarque, des résultats de Riemann et de
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M. Wecicrstrass; il substitue au problème abordé par ces deux 
géomètres le suivant, qui est beaucoup plus général et se résout, 
comme nous le verrons, par l'emploi des mêmes principes : 

On donne une chaine continue fermée, composée de segments 
rectilignes, ou de plans, ou de segments rectilignes et de 
plans; et l’on propose de déterminer une surface minima, & 
connexion simple, ne contenant aucun point singulier dans 
son intérieur, limitée par les segments rectilignes et les plans 
de la chaîne et coupant ces derniers à angle droit. ù 

Par exemple, si l'on considère (fig. 22)[p. 437] deux tiges AB, 
AC réunies en À etappuyant leurs extrémités BetC contre unelame 
de verre, la surface que l’on obtient en plongeant le système entier. 
dans le liquide glycérique s'appuie sur les tiges AB, AC et coupe 
normalement la lame de verre. Cette surface peut être étudiée et 
définie analytiquement par des méthodes toutes semblables à celles 
qui avaient été employées antérieurement dans le cas spécial des 
contours exclusivement composés de lignes droites. 

‘ Nous nous contenterons des indications précédentes et nous 
ferons maintenant connaître les principes sur lesquels reposent les 
recherches dont nous venons d'exposer les résultats, en négligeant 
les détails qui exigeraient beaucoup de développements ct que 
l'on trouvera dans les Mémoires originaux. 

266. Au Chapitre LV [p. 309], nous avons signalé deux tracés 
géographiques différents de la surface minima. L'un d'eux est dé- 
terminé par la représentation sphérique de la surface; si l'on 
adopte les coordonnées w, ui, si souvent employées dans les pages 
précédentes, la variable complexe « est l’affixe d’un point réel de 
la sphère qui est l’image du point correspondant de la surface 
minima, et la représentation ainsi obtenue constitue, comme l’a 
montré M. O. Bonnet (n° 202), un premier tracé géographique de 
la surface minima sur la sphère d£ rayon 1. Si maintenant on 
introduit la variable complexe définie par l'équation 

() 3 = [V2 au, 

et qu'on la représente sur le plan, on obtiendra un nouveau tracé
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géographique dans lequel, nous l'avons vu (n° 204), les lignes de: courbure auront pour représentation des parallèles aux axes coor- 
donnés, tandis que les lignes asymptotiques seront représentées 
par des parallèles aux bissectrices de ces axes. 

La considération simultanée des deux représentations conformes 
précédentes joue un rôle capital dans les raisonnements qui vont 
suivre et conduit par une voie naturelle à la solution du problème 
proposé. ‘ 

| | 
Si l’on découpe sur une surface minima un segment limité (M), 

à connexion simple et ne contenant aucun point singulier dans son 
intérieur, l'intégrale & sera, sous certaines conditions que nous 
indiquerons plus loin, une fonction uniforme ayant une valeur finie 

.et bien déterminée pour chaque point de (M). La représentation plane de cette portion de surface sera alors une aire plane, limitée, à connexion simple, qui pourra, dans certaines parties, se com- 
poscr de plusieurs feuillets ct qui se terminera à Ja courbe dont 
les points correspondent à ceux de Ja limite de (M). Or, si l'on 
veut que (M) soit limitée par des droites ou par des plans qu’elle coupera normalement, les différentes portions du con- tour seront des lignes asymplotiques de la surface si elles sont des droites, ou des lignes de courbure si elles sont dans les plans que la surface doit couper normalement. Par conséquent, il leur correspondra, dans le tracé géographique plan, des parallèles aux axes coordonnés dans le second cas, ct des parallèles aux bis- sectrices de ces axes dans le premier. Ainsi ce tracé géogra- phique se composera ‘d’une aire plane (S) limitée par des droëtes dont la direction au moins sera connue ct qui se suc- céderont dans un ordre déterminé. 
Étudions maintenant Ja représentation sphérique de (M). Elle se compose d'une aire (S), pouvant recouvrir plusieurs fois cer- taines parties de la sphère; mais il résulte, comme nous le verrons, des hypothèses faites sur & que cette aire (S) n'a aucun point de ramification dans son intérieur. lei encore on peut détcrminer Ja courbe limite de (S). En effet, pour chaque portion de droite comprise dans le contour, la représentation sphérique sera un arc, plus ou moins étendu, du grand cercle dont le plan est per- pendiculaire à cette droite. S’il y a, dans le contour considéré, des plans que la surface doit couper à angle droit, la courbe limite
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de la surface située dans ce plan sera représentée sur la sphère par 
une portion du grand cercle dont le plan est parallèle au plan 
correspondant du contour. On voit donc que la représentation 
sphérique (S) du segment (M) sera limitée par des arcs de 
grands cercles dont la position sera connue et qui se succé- 
deront dans un ordre parfaitement déterminé. 

Les deux aires (E) et (S) constituent deux représcntalions con- 
formes de la surface (M). Si celle-ci était connue, il est clair que 
lon pourrait obtenir une représentation directe ct conforme de 
l'aire sphérique (S) sur l’aire plane (©). Inversement, si l’on a pu 
déterminer directement ce tracé géographique de (S) sur (E), 
c’est-à-dire si l’on a exprimé + en fonction de U, On aura 

(2) ._ FW=iÉ; 
et, la fonction Ÿ(u)étant ainsi connue pour toutes les valeurs de w 
qui correspondent aux diverses parties de (S); le segment (M) scra 
pleinement déterminé. Nous sommes donc ramenés à la solution 
du problème suivant : | 

Réaliser une représentation conforme d’une aire sphé- 
rique (S), limitée par des arcs de grands cercles, sur une aire 
plane (E), limitée par des droites. 

Or, cette solution est contenue implicitement, au moins pour 
les cas les plus simples, dans les développements donnés au Cha- 
pitre IV du Livre II [p. 150]. On représentera les deux aires (S) 
eL(S) sur la moitié supérieure du plan, ce qui donnera 5 et # en 
fonction d'une variable # assujettie à la seule condition que sa 
partie imaginaire soit positive. Puis on Portera ces valeurs de w et 
de & dans les formules de M. Wecicrstrass, où l’on aura remplacé 
$(u) par sa valeur tirée de la formule (2); ce qui donnera 

no fi—u? ds 
= /f > PrÉ 

.i+ u? ds? (3) r=h fi 2 PrÉ 

‘ La ds? 
S = R fu pr 

u ct étant des fonctions connues de la variable 4. 
D. — I. | 2$ 
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267. Nous allons indiquer différents exemples auxquels on peut appliquer la méthode précédente. | 
Proposons-nous d’abord de déterminer la surface minima (M), 

nécessairement infinic, limitée par deux droites quelconques. 
Construisons, sur la sphère de rayon 1, les deux grands cereles 
COC'0", DOD'O"' se coupant en O, O’, dont les plans sont perpendiculaires à ces droites: et soit 4x l'angle COD de ces deux 
cercles, égal à celui des deux droites. La surface cherchée (M) 
aura pour représentation sphérique une aire limitée par ces deux cercles. Choisissons, par exemple, pour cette aire, le fuseau OCO'D, d'angle #7. Si l'on prend pour axe des : le diamètre 
O'O et pour plan des 73 le plan ODO’, l'origine des coordonnées élant toujours au centre de la sphère, le point O correspondra 
à Ja valeur zéro de la variable w et le tracé géographique du fuseau 
OCO'D sur la partie supérieure du plan sera déterminé par la formule | 

(6) | “= 13; 
car on voit immédiatement que, lorsque l'argument de 4 varie centre o er, celui de « varie entre o ctur. 

Mais, il importe de le remarquer, on peut imaginer une infinité d’aires sphériques ayant les mêmes limites que le fuseau précé- dent; si l’on fait tourner, en effet, le demi-cercle ODO’, dans tel : sens que l'on voudra, autour de O0, en continuant indéliniment le mouvement, il viendra périodiquement coïncider avec l’une 
des moitiés du second cercle OCO'C/, et Ia nième coïncidence se produira après que ODO' aura fait » — 1 demi-révolutions. 

L'aire sphérique ‘ainsi engendrée par le demi-cercle se com- posera de plusieurs feuillets superposés et pourra recouvrir la sphère autant de fois qu'on le voudra; il sera évidemment permis de la substituer au fuseau précédent et de la considérer comme la représentation sphérique de la surface cherchée. On reconnaît d’ailleurs aisément que l'on embrasse tous les cas que nous venons d'énumérer en augmentant æ, dans la formule (4), d’un nombre enlier quelconque, positif ou négatif, Ou, ce qui est la même chose, en convenant de désigner par 47 une quelconque des dé- terminations de l'angle des deux droites données, 
Examinons maintenant le second tracé géographique, la repré- 

\



LE PROBLÈME DE PLATEAU. 435 

sentation plane (S) de (M). Si l’on suppose que les deux droites 
qui limitent (M) appartiennent à un même système de lignes 
asymploliques, cette représentation se composcra d’une bande du 
plan comprise entre deux parallèles à une même bissectrice des 
axes coordonnés. Cette bande peut être considérée comme un 
quadrilatère dont deux angles opposés scraicnt égaux à 7, les deux 
autres étant nuls. Par suite, en appliquant la formule donnée au 
n° 132 et en remarquant que les angles nuls correspondent aux 
valeurs 0, « de £, on aura 

: le ; 
6 = Geir [Ÿ = Ceiklogt. 

Lorsque la variable £ varie de o à w,W'argument de & doit être 

égal à 7 ou à — 3" Le choix est indifférent, par suite de la pré- 

sence du radical VE(&) dans l'expression de +. Posons 

(5) o= Ce Tloge. 

On aura alors 

LE 
s—=—e ‘logu, 

“ 

et, par suile, en prenant la dérivée par rapport à &, 

. —i- 
/ $ tu) = C 
v23( ) au 

ou | 
e 1K . 

Uu)= — F(u)= 

K désignant une constante réelle. Nous retrouvons la valeur 
de (uw) qui caractérise un hélicoïde gauche à plan directeur 
(n° 196). 

Mais, si l'on veut déterminer la constante C, il vaudra mieux 
substituer les valeurs de © et de w en fonction de £ dans les for- 
mules (3). On aura ainsi 

—jc? 
s=hR 

œ 

  logé. 

Si l’on remplace { par peñ, o et désignant le module et l'argument
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de £, 0 varicra entre o et = et l’on aura 

S = 

8[
e 

Les deux droites, parallèles au plan des xy, qui limitent la sur- 
face (M) correspondent aux valeurs o et + de 0. On a donc, en 
désignant par A leur plus courte distance, 

= Cr 

2 

et les formules (3) prennent ici la forme définitive 

    

rm fi Lg up) 
F t 274 

(6) lys Ra Len Lars, 
s=Rf-2S = R— log, 

où tout est connu. Il suffira de donner à « toutes les valeurs de 
l'angle pour obtenir tous les hélicoïdes qui contiennent les deux 
droites. 

268. Dans l'exemple précédent, il y à une certaine indétermi- 
nation, relativement au moins à Ja représentation sphérique; et 
celte même indétermination, qui se présente, comme nous l'avons 
indiqué, dans les solutions si étudiées données par M. Schwarz 
pour certains problèmes particuliers, se reproduirait évidemment 
dans les problèmes plus compliqués que nous avons à examiner. 
Voici comment on pourra opérer lorsqu'on voudra, négligeant 
tous les cas possibles, obtenir, par exemple, la surface réellement 
minimum, celle qui cst réalisée par les expériences de Plateau. 

Proposons-nous, par exemple, de déterminer la surface (M) 
qui est limitée par deux droites AB, AC et qui coupe normalement 
un plan MN (J£g. 22). Soit BC la courbe inconnue suivant laquelle 
la surface cherchée coupe le plan MN. L'expérience apprend que 
celte courbe, qui se réduit à une droite quand le plan BAC est 
perpendiculaire au plan MN, n’a pas d'inflexion et est placée, par. 
rapport à la droite BC, du même côté que la projection de A sur 
le plan MN. Les normales en A, B, C à (M) sont connues de
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direction; car la normale en À est perpendiculaire au plan ABC, 

et la normale en B, par exemple, doit se trouver dans le plan MN 

et être perpendiculaire à AB. D'ailleurs le sens de la normale en 
A détermine celui des normales en B, CG et, généralement, en tout 
point de (M). On voit donc que la surface (M) aura pour repré- 
sentalion sphérique un triangle sphérique dont les sommets se- 

ront parfaitement déterminés. 

Fig. 22. 

  

/ | a 

TT € 

| M 7 

Considérons maintenant la représentation plane. Les lignes AB, 
AC auront pour images des parallèles aux bissectrices des axes 

coordonnés, tandis que la ligne de courbure BC sera représentée 
par une parallèle à l’un des axes. Il faut donc admettre que cette 

représentation est donnée par la surface d'un triangle rectangle 

isoscèle abc dont l'hÿpoténuse est parallèle à l’un des axes coor- 
donnés: | 

Soient X7, ur, vr les angles du triangle sphérique qui sert de 

représentation à (M). En conservant toutes les notations du n° 136 
et en supposant que les sommets ?,, pe, y correspondent aux valeurs 

o, 1, © de £, nous aurons, pour déterminer la représentation de ce 

triangle sur la moitié supérieure du plan, la formule 

U-YEF(a+i— 7, BHi pet) 

F(z, 8 0) 

a, 8, y étant déterminés par les formules 

(7) Cu = 

a= 2 (à —p+v) ai = (++ v) : 

= Gps) Berg = itth ps), 
Y=1—à, | 2—{—=1+),
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et le module CC, de GC ayant pour valeur ' 

T(2— 7) /= F(a)F(B)T (2) (7 — 2) . tn Voie reine) 
Quant à la représentation plane, on l'obtiendra en appliquant 

la formule (14) du n° 139 [p. 159] au triangle rectangle isoscèle. 
En supposant que le sommet } corresponde au point de rencontre 
À des deux droites et, par conséquent, au sommet a de l'angle 
droit du triangle rectangle, il faudra faire dans cette formule 

  

(9) VCG = 

a=— 0, "bai, C=, 

I ; I 
2= -— 8 = - = 5 3? i $ { 7° 

ce qui donnera 

. : = dt (10) 
3=yK T3? 

(e—r)t 

K étant une constante réelle afin que l’hypoténuse du triangle 
soit dirigée parallèlement à l’un des axes coordonnés. 

L'exemple précédent, qui a été traité pour la première fois, 
comme nous l'avons indiqué (n° 264), par M. Schwarz, a élé, dans ” 
ces derniers temps, étudié d’une manière approfondie dans un in- 
téressant travail de M, Ncovius (). 

269. On peut traiter de la même manière le cas, considéré par 
Riemann, où le contour ‘est formé (is. 23) par une droite AB 
qui en rencontre deux autres AC, BC. Jci encore la représentation 
sphérique du segment (M) sera un triangle sphérique. La représen- 
tation sphérique du point À sera située sur le rayon perpendicu- 
faire à AB et à AC, la représentation sphérique de B sera située 
sur le rayon perpendiculaire à AB et à BC’ et enfin la représenta- 
tion sphérique du point situé à l'infini, soit sur AC, soit sur BC’, 
sera située sur le rayon perpendiculaire à ces deux droites. Nous 
adoptons ici l'hypothèse la plus simple relativement à ce secteur u 

  

: (7) Neovits, Lestimmung swveier speciellen periodischen Minimalflächen auf selchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene geodätische Linien liegen. Helsingfors, 1683.
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infini; il faut concevoir le segment (M) comme étant limité par 

une droite CC/ qui rencontre AC et BC’ et s'éloigne indéfiniment. 

Quant à la représentation plane, elle sera évidemment formée 

d'une droite ab, correspondante à AB, parallèle à l’une des bis- 

sectrices des axes, et de deux droites ac, bc! perpendiculaires à ab. 

On peut envisager cette figure comme un triangle dont l’un des 

sommets s'est éloigné indéfiniment. Si l’on suppose que les valeurs 

Fig. 23. 

L Ç 
0,1, de t correspondent respectivement aux points a,bet c c’, 

la formule, déjà rappelée, du n° 132 nous donnera ici 

— i À 
(11) s=yKe ? ——, 

Vt(i—t) 

K. étant une constante réelle. Cette formule, jointe à celles qui 
définissent la représentation sphérique, déterminera la surface 

cherchée. 

970. Il nous reste à étudier le plus important et le plus difficile 

des problèmes auxquels peut encore s'appliquer la méthode élé- 

mentaire précédente. Supposons que le contour donné soit formé 
par un quadrilatère gauche quelconque, ABCD. On aperçoit ici 

encore d'une manière très nette la représentation sphérique de la 

surface. Elle est formée par un quadrilatère sphérique dont les 

‘sommets sont parfailement déterminés, et elle est la même que 

celle du paraboloïde hyperbolique passant par les quatre côtés du 
quadrilatère gauche (1). On peut toujours supposer (n° 128) que 

s 
  

(*) On peut signaler à ce sujet un rapprochement très curieux donné par 

M. Schwarz dans une des notes du Mémoire déjà cité: Bestimmung einer speciellen
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les sommets consécutifs du quadrilatère correspondent aux valeurs 
° I y , . 0,1, 73 de 4, k désignant une constante réelle plus petite que r. 3? © 

D'après les méthodes développées aux n°134 et 135, on obtiendra le tracé géographique sur la moitié Supérieure du plan du qua- drilatère sphérique qui est la représentation de (M) en posant 

0, et étant deux solutions particulières, convenablement choisies, 
d'une équation linéaire 

0  « p— (12) de Pa r9%=0, 

dont les coefficients p ct g doivent satisfaire à l'unique condition 

-(13) 2g— EE ut 

{u, t} ayant ici la valeur suivante 

  

  

2 e 272 : ES 
avec les relations 

hi+ lo+h3= 0, 

us) SR + SSL nee, 

Dans ces formules, MT UT, Ur, 4,7 désignent les angles du quadrilatère qui correspondent respectivement aux sommets 0, 1, 
1 . 

. ° . 7 ©; lu, Ro, 3 sont des constantes arbitraires et inconnues 4 

comme le module 2, assujetties uniquement à vérifier les re- lations (15); il reste donc deux constantes arbitraires dont il faut 
fixer la valeur. Les théorèmes généraux établis par M. Schwarz 5 IS P 

  

Minimalfläche. Dans le cas où le quadrilatère est régulier et a ses angles égaux 
à 3’ la différence entre l'aire du paraboloïde et celle de la surface minima est 
cer 1 

: inférieure à Ess de la valeur de l’une quelconque des aires; de Plus, les deux 
surfaces sont tangentes l’une à l'autre au point central du quadrilatère,
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permettent d'affirmer (n° 135) qu’il sera toujours possible de dé- 
terminer ces constantes de manière à obtenir effectivement, par 
le quotient de deux solutions particulières convenablement choisies 
de l'équation (12), la représentation cherchée du quadrilatère 
sphérique sur la partie supérieure du plan. 

La représentation plane (£) du segment cherché (M) est évi- 
demment limitée par les côtés d’un rectangle; on aura donc 
{n° 132) 

Æ
l
A
 

— i dt 6 s=Vyi —_— T5" . co vite Pr 2 

I désignant une constante réelle. 

271. On voit que la surface serait complètement déterminée 
par des quadratures si l’on savait intégrer l'équation linéaire (12). 
Parmi les formes différentes que peut recevoir celte équation, 
nous signalerons la suivante. 

Adoptons pour la fonction p,.qui peut être choisie arbitraire- 
ment, une expression de la forme 

ei es ezk? 
_ + = —_—— 

€ .t—1 Tri 
  P = 

I I I 

BE? (ED? (Er 
pourront disparaître de l'expression de q. Il suffit, pour cela, 
que €, €, es satisfassent aux équations 

/ 

(ei —1} = af, (e:—1} = ai, (es) = aÿ. 

On démontre aisément que les termes en 

Si l’on prend, par exemple, 

  

_ LI A+ I e 3H I 

(17) PR > 

on aura 
< 

29 = Cat), (a+i)(as+r)#t 
U8) Te ru IC ET) 

(t3+1)(u+ DA hs 1h 
Fr CEE € er ETESrÉ
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‘ L'équation (12) peut donc se ramencr à la forme suivante : 

1 d0  X D on (19) (GG) Ta + OIEENLE RP) (MED )0 = 0, 

qui a été l’objet d'un grand nombre de recherches ; car elle est la 
plus simple de toutes les équations du second ordre, après l’é- 
quation de Gauss dont elle peut être considérée comme une géné- 
ralisalion (1). On n'a pu jusqu'ici l'intégrer que dans un petit 
nombre de cas particuliers; et même les résultats obtenus dans 
celle voie ne scraienL pas toujours applicables à Ja question que 
nous avons à résoudre. . 

' 

272. Si le quadrilatère gauche a un plan de symétrie passant 
par deux sommets opposés, la surface qui donne la solution du 
problème de Plateau devra nécessairement, si elle est unique 
comme il est naturel de l’admettre, avoir le même plan de symétrie 
que le quadrilatère et, par conséquent, couper ce plan à angle droit. 
Par suite, si l’on se propose de déterminer seulement la portion de 
celte surface qui se trouve d’un côté déterminé de ce plan de sy- 
mélrie, on scra ramené au problème que nous avons résolu précé- 

. 

(*}) Si l'on prenait pour p la valeur suivante 

LL ‘ I 4? 
PTT te) 

“on obtiendrait l’équation mème donnée par Riemann (Gesammelte Werke, p- 308). 
En substituant à £ la variable & définic par l'équation 

= su?u, 

et qui ne diffère de ç que par un facteur constant, on donnera à cette équation la 
forme élégante 

1 d'0 IN © »s  t\dn'z +  _1\Atcn'u 9 1 rase) + (,2 2 + (2x5) 72 sntu + 1 9 4/sntu ? {/cnu $ dn’ * 4 ? 
ET 

l'étant une constante arbitraire que l'on peut substituer à 2. Dans un article 
inséré au t. XCIV (p. 1645) des Comptes rendus, j'ai montré que ectte équation 
peut être intégrée, par l'application des belles méthodes de M. Hermite, de la 
même manière que l’équation de Lamé, qu’elle comprend comme cas particulier, 

: I 1 x ï : toutes les fois que les nombres x,—=, 2, —2, x —1,, 1 ont enticrs. Noa Ÿ 2 3 2 4 

t
s
 

&
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demment (n° 268). Telle est la méthode suivie par M. Schwarz 

dans les Mémoires que nous avons analysés. 

213. Ici se terminent les applications que nous voulions donner 
de la méthode générale. Dans chaque cas particulier, nous avons 

obtenu les valeurs de + et de & en fonction de 43 il suffira de” 

porter ces valeurs dans la formule (3) et de donner à £ Loutes les 

valeurs dont la partie imaginaire est positive. Mais, pour compléter 

la théorie précédente, il nous reste à démontrer que la surface à 

laquelle on est ainsi conduit donne effectivement Ja solution du 
problème proposé. Voici comment-on peut établir ce résultat 
essentiel. 

On reconnaîtra d'abord aisément que le segment de surfacc (M) 

n’a aucun point singulier dans son intérieur. Négligeons ce premier 
point, qui apparaîtra de la manière la plus claire dans une autre 
méthode que nous donnerons au Chapitre suivant, et qu’il est d’ail- 

leurs très aisé de démontrer. Il suffira donc de prouver que la 

courbe limite du segment (M) se compose de droites et de courbes 
planes, et qu’elle peut être identifiée avec le contour donné & 
priori dans chaque cas particulier. | 

Pour le démontrer, nous donnerons à 4 les valeurs réelles, qui 
fournissent tous les points de la limite du segment, et nous sup- 
poserons d’abord que £ varie seulement dans l'intervalle auquel 
doit correspondre une des droites (4) du contour. 

D'après la détermination de 5, la portion considérée du con- 
tour, étant représentée sur le plan par une parallèle à l'une des 
bissectrices des axes, sera nécessairement une ligne asymptotique; 
et, d’après la détermination de w, cette même portion du contour 
aura pour représentation sphérique un arc de grand cercle dont 
le plan sera perpendiculaire à la droite (d). Or toute ligne asym- 
ptotique qui admet un grand cercle pour représentation sphérique 
est nécessairement une ligne droite : car les tangentes d'une 
ligne asymptotique sont perpendiculaires à celles de sa représen- 
tation sphérique; et, par conséquent, elles seront ici toutes per- 
pendiculaires au plan du grand cercle. Ainsi cette. portion du 
contour de la surface trouvée QD) scra unc droite, parallèle 
à(d). . 

Considérons maintenant lan des intervalles pour lesquels la
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portion du contour doit se composer d’une ligne plane située dans 
un plan (P). D'après la détermination de 5, cette portion du con- 
tour aura pour représentation plane une droite parallèle à l’un des 
axes coordonnés et sera, par conséquent, unc ligne de courbure; 

- d’après la valeur attribuée à #, cette ligne de courbure aura pour 
représentation sphérique un are du grand cercle dont le plan est 
parallèle à (P). Donc cette portion du contour de la surface trouvée 
sera bien une courbe plane située dans un plan que la surface cou- : 
Pera normalement ct qui sera parallèle au plan (P). 

On voit donc que, dans chaque cas particulier, la surface mi- 
nima obtenue sera limitée par une chaîne composée de droites et 
de plans, parallèles à ceux qui avaient été choisis à priori. Mais 
ici se présente une seconde question. 

214. Les directions des droites et des plans qui composent le 
contour de la surface obtenue sont bien celles des droites et des 
plans de la chaîne donnée. Mais la solution ne contient plus 
qu’une constante arbitraire, celle qui entre en facteur dans c ct 
qui est toujours réelle (K dans les premiers exemples, II dans le 
dernier); et, par conséquent, elle ne peut donner que les surfaces 
limitées par un certain contour ou par tous les contours homo- 
thétiques. Or il'est évident que deux chaines, telles que celles 
considérées par M. Schwarz, ne sont pas nécessairement iden- 
tiques ou homothétiques dès qu’elles sont composées d'éléments 
parallèles. Supposons, pour fixer les idées, que-le contour ne se 
compose que de droites dont la direction soit connue. Le théorème 
des projections donnera seulement trois relations entre les lon- 
gueurs des côtés. Si le nombre de ceux-ci est supérieur à 4, si 
l'on a par exemple un hexagone, il ÿ aura une infinité d'hexagones 
non homothétiques dont les côtés seront parallèles. | 

: On voit donc que les hypothèses faites précédemment sur Ja 
surface cherchée sont trop limitatives. Alors même qu'elles pour- 
raient être maintenues dans tous les cas, elles ne donneraient la 
solution du problème que pour des contours spéciaux. Elles pour- 
ront être acceptées ct donneront certainement une solution du 
problème quand la forme de Ja chaîne sera déterminée par la 
direction de ses éléments : c’est ce qui a lieu dans tous les 
exemples précédents ; mais, dans le cas où la direction des éléments
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ne suffit plus à déterminer les rapports de leurs longueurs, elles 
seront trop spéciales et ne pourront conduire à des solutions 
générales. Il faut donc reprendre la solution du problème, exa- 
miner la signification des différentes hypothèses que nous avons 
faites et rechercher celles de ces hypothèses auxquelles il faut re- 
noncer. 

275. Nous avons admis que l'intégrale 5 ou fv2$tu) du est 
une fonction finic et uniforme dans toute l’étenduc du segment 
(M) que l'on veut déterminer. Nous allons voir que, même en 
excluant le cas: où la surface (M) aurait des points singuliers, il 
faut admettre qu'il peut exister des points particuliers du segment 
(M) qui seront des points critiques de cette intégrale; en sorte 
qu’elle cessera d’être uniforme. | | 

Imaginons, par exemple, trois plans, désignés par les numéros 
d'ordre 1, 2, 3, se coupant suivant une droite (d) et formant ainsi 
six angles dièdres que nous supposcrons égaux entre eux, ayant, 
par suite, pour valeur commune 3 Construisons un segment de 

droite terminé aux plans 1 et 2. Si l’on prend le symétrique de ce 
segment par rapport au plan 2, puis les symétriques des deux scg- 
ments obtenus par rapport aux deux plans 1 ct 3, on formera un 
hexagone gauche doué d’une certaine régularité, admettant Ja 
‘droite (d) pour axe de symétrie ternaire. La surface minima 
limitée par les côtés de cet hexagone jouira évidemment de Ja 
même propriété; elle sera normale en un point u à la droite (d), 
qui sera aussi pour elle un axe de symétrie ternaire. Par suite, si 
l'on porte l'origine des coordonnées au point u en prenant la droite 
(d) pour axe des 5, il sera impossible que le développement de 
3 suivant les puissances de x et de y commence aux termes du 
second degré, aucune surface du second degré à courbures appo- 
sées n'ayant un axe de symétrie ternaire. IL n’est pas impossible, 
au contraire, que le développement de : commence aux termes du 
“troisième degré. Le point w ne cessera pas d’être simple, mais 
l'équation différentielle des lignes de courbure et celle des lignes 
asymptotiques s’y présenteront sous unc forme indéterminée. 

‘276. II faut donc considérer ces points pour lesquels l'équation
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de la surface rapportée à des axes convenablement choisis prend 
la forme suivante : 

(20) SE Qn(r, J)+ Gam(r, y)+..., 

_&(æ, 7) désignant un polynôme homogène de degré i, et n pou- 
vant être supérieur à 2. 

On verra facilement, en prenant les termes de degré moindre 
dans l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima donnée 
au n° 176, que l’on doit avoir 

don do, _—" 
dr? 

= O0, 9 

op. 

En choisissant convenablement l'axe des æ, on pourra donc 
prendre 

a « . 2e = = (c+gi + (z— ri], 

a désignant une constante réelle. Posons 

(21) , T+yi=é, æ—yiZr; 

on aura 

. «a (20 bis) 3 = -[{t+rr] +... 
n 

Les valeurs de # et de &, relatives à l'origine peuvent être sup- S1nC P P 
posées nulles. Pour reconnaître comment s'expriment x et É(u) 
dans le voisinage de ce point, on peut employer la méthode sui- 5 P ; | 3 
vante. 

L'une des lignes de longueur nulle passant par l’origine est 
représentée par les équations 

{ te . 

ë = - f u? F(u) du, 
0 

‘ ut 

(22) = J-Ftudu, 
0 

[14 

+= Ju #0 du. 
0 

L’équation différentielle de cette ligne est d'ailleurs 

dé dn + ds? = 0
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ou, en (remplaçant dé, dn par leurs valeurs déduites des formules 
précédentes, 

u? = [-(ain- +... )ut+ amet +... Je 

On üre de Re £ désignant l’unité positive ou négative, : 

Eu —(ait-l +... )ut + ane +, .., 

ce qui donne pour «& une valeur de la forme 

(23) u— as +,,.,: 

les termes négligés étant, par rapport à £,r, de degré supéricur 
à na — 1. Si l’on porte cette valeur de & dans l'équation 

dE 

dx, 
(24) =— u? 

on aura l’équation différentielle suivante 

CE 

E tn 
di, 

La valeur de Ë qui satisfait à cette équation et s’annule pour 
% —= 0 sera, comme on sait, de la forme 

(25) g= nt P(x), 

P(x) désignant, suivant nos conventions, une série ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de n ct qui ne s'annule 
pas pour  — 0. On déduit de là et de la formule (23) 

u=mtP;(x), 

P;(x) ayant la même signification que P(r). En résolvant par : 
rapport à %, On trouvera 

1 1 
(26) = ur Pe(ur—i), 

Si l’on différentie maintenant celte équation, en remplaçant da par 
sa valeur #(u) du, on aura 

2=n —n 

(27) . É(u)= u* Rip, GA), 

Telle est la forme de f(u) qui convient au point considéré; et il
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est aisé de démontrer que, réciproquement, toute valeur de cette 
forme donne un point simple pour lequel le développement de : 
a la forme (20). 

Faisons en effet 
‘ ‘ LU = pri, 

les formules du n° 191 qui définissent la surface deviendront ici 

æ =(n — 1) f (i—e22-2)P;(0) dy, 

(28) = @—DR [ ir v22-2)Ps(s) de, 
0 . 

° 3 = GR [ 20n—1P;(9) do. 
. ‘ 9 

Comme P;(v) contient un terme constant, les valeurs de x ct 
de y sont du premier degré par rapport à 6 et à sa conjuguée e,. Src p I LE: On peut toujours les résoudre par ra ort à v et à », el porter les ] J 
valeurs obtenues dans 3; les premicrs termes de z seront bien du 
degré nenxeten y. 

217. Imaginons -maintenant que l’on ait représenté la surface 
cherchée (M) sur la moitié supérieure du plan (1). Soit 4 la va- 
riable complexe représentée sur la moitié supérieure du plan ct 
soit &.la valeur de t relative au point considéré de (M). Les coor- 
données x et y de ce point seront développables suivant les puis- 
sances de {— a et de la quantilé conjuguée 4, — a, ; et elles con- 
tiendront nécessairement les premières puissances de ces deux 
quantités. D'ailleurs, comme la variable y qui figure dans les for- 

. mules (28) est le paramètre d’une ligne de longueur nulle, elle 

  

(*) Étant donnée une portion de surface quelconque (M) à connexion simple, peut-on la représenter sur la partie supéricure du plan? La proposition qui ré- sulte d'une réponse affirmative à cette question n'a pas cacorc été établie; mais nous croyons, avec M. Klein, que les rècherches récentes relatives au principe de Dirichlet pourraicnt, sans trop de longueurs, en fournir une démonstration ri- goureuse. Dans le cas des surfaces minima, elle a été énoncée dans les articles si souvent cités de M. Weicrstrass, ct l'on pourrait la faire dériver de l'existence et des propriétés de la représentation sphérique de la surface. Pour abréger, nous l'admettrons ici.
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sera fonction soit de #, soit de 4,. En échangeant, si. cela est né- 
cessaire, la partie inférieure et la partie supérieure du plan, on 
peut Loujours supposer fonction de 4. Cela posé, il faudra que, : 
des deux intégrales 

f Pa(e) dr, f RO 
0 (1 

qui entrent dans les expressions de + et de ÿ Ct qui. sont déve-’ 
loppables suivant les puissances de £ — @, l'une contiennce la 
première puissance de cette quantité. Ce scra évidemment celle 
qui est du degré le moins élevé, ct l’on pourra poser 

[rt dv = (t— a)P(t— &). 

. En intégrant par rapport à set en résolvant, on déduira de cette 
équation la valeur suivante de » ‘ 

p=(t—a)P;(t— a), 

ou, en remplaçant # par sa valeur en fonction de &, 

(29) u=(t—a)r1Pa(t— a). 

Comme on connaît déjà l'expression (25) de Ÿ(u) en w, on con- clura de l'équation précédente 

ds\?  /dz\°/du 2 du\? (% = dt d =2#&(T) 

ou, en substituant, 

. ‘ ds\? . (30) (g =(t— a) Pt a). 

Telles sont les deux formules qui permettent de déterminer la 
forme de & et de 5 dans le voisinage du point £= @. 1l nous reste 
à indiquer les propriétés géométriques qui en résultent, et pour la représentation sphérique (S), ct pour la représentation 
plane (£). 

278. Désignons par « le point de (M) qui correspond à la valeur @ de £ et par 4’ sa représentalion sur Ja sphère; soient u un point de la surface, très voisin de 4, et W" le point correspondant 
D.— 1. 

29
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de la sphère. Lorsque le point 4 décrit un petit cercle autour de x, 
l'argument de £— & augmente de 27. D'après la formule (29) 
l'argument de « augmentera de 2(n— 1) et, par conséquent, le 
point p fera 7 — 1 tours autour de #!. On voit que le point 4! sera 
un point de ramification, d'ordre » — 2, de la surface de Riemann 
qui forme la représentation sphérique de (M). Aussi, dans la 
suite, dorinerons-nous aux points tels que « le nom de points de 
ramification d'ordre n— 2 (1). Si le point « se trouve sur le 
contour de (M), le point & de la surface, situé dans l'intérieur de 
l'aire, ne pourra faire qu'un demi-tour autour de e, et cela quand 

-On passera de la partie du contour qui précède ‘x à celle qui le 
suit. Alors le point correspondant de la sphère fera seulement » —1 
demi-tours. 

Supposons d’abord n égal à 3 ou, plus généralement, 7 impair. 
Lorsque le point pu parcourt cette portion du contour qui est 
voisine de @, le point u’ parcourt un arc de grand cercle passant 
par le point correspondant a. Si le point u décrit à l'intérieur de 
(M) un demi-cercle, en passant de la partie du contour qui pré- 
cède « à celle qui le suit, le point x’ décrira un nombre entier 
de tours, et reviendra, par conséquent, sur la partie de l'arc de 
cercle qui précède a. Il ÿ aura donc un rebroussement dans le 
mouvement de y sur l’arc de cercle. Si la portion considérée du 
contour de (M) est rectiligne, cela signifie que la normale à la 
surface, après avoir tourné dans un sens bien déterminé et tou- 
jours le même autour de la droite, commencera à tourner en sens 
contraire. Si celte partic du contour est une ligne de courbure 
plane, le mouvement de la tangente changera de sens et l’on 
passera par un point d’inflexion. 

Supposons, au contraire, pair; il y aura un simple stationne- 
ment dans la rotation de la normale si le contour est rectiligne, 
et un sommet de la courbe sile contour est une ligne de cour- 
bure plane. 

219. Relativement à la représentation plane (£) définie par la 

  

(*) Riemann s'est borné à considérer le cas où #7 — 3, en indiquant que les 
points les plus généraux peuvent être formés par la réunion de plusieurs de ces 
points particuliers.
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fonction s, on peut obtenir des conclusions tout aussi précises. 
Si » est impair et si le point « est dans l’intérieur de l'aire, on 

aura, d’après la formule (30), un point critique {= « pour l'inté- 
grale &. Par conséquent, cette intégrale sera multiforme, et la 
rcprésentalion plane se composcra d’une série de portions se 
reproduisant périodiquement. On voit ainsi que l'hypothèse d’une . 
représentation plane parfaitement limitée ne saurait convenir à tous les cas. Si le point « est sur Le contour de l'aire, la fonction 
5 cessera d'être multiforme, mais son argument augmentera de 

n : 
, F É — i) lorsque £ passera par la valeur &. Par conséquent, la 

portion du contour de (M) sur laquelle se trouve le point &, au - lieu d’être représentée par une seule droite, le sera par deux seg- 
ments perpendiculaires l’un à l’autre. ‘ 

Supposons, au contraire, 7 pair. Si le point « est dans l'in- 
térieur de l'aire, la rcprésentalion plane (©) admettra un point 

« . . a . . ° . de ramification d’ordre 7 —1- Si le point & est sur le.contour, il 
y aura simplement un stationnement où un rebroussement sur la 
ligne droite parcourue par le point de (=). 

280. Il nous reste maintenant à examiner les modifications, 
d’ailleurs très simples, qu’il faudra faire subir à la méthode géné- 
rale par laquelle nous avons déterminé les deux fonctions w ete. 
Si l’on reprend la suite de raisonnements développée au Cha- 
pitre IV du Livre IE, et si l’on tient compte des singularités qui 
résultent pour & et pour s de la présence des points de ramifi- 
cation, on verra que chaque point de ramification d'ordre nr — 2 

. . ds \2 introduira simplement dans (G) le facteur 

(£ _ ajr—2(t _ ay}? 

(&o étant la quantité conjuguée de a), s’ilest situé dans l’intérieur 
de l'aire, ou le facteur 

(£ _ a}i-i, 

s’il est silué sur le contour et si, par’ conséquent, & csi réel. 
° . , ds\? . . . ., | D'ailleurs le degré total de (2%) devra toujours être égal à — 4
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lorsque la valeur £— + ne correspondra ni à un sommet, ni à un : ; 
point de ramification. 

Pour déterminer la fonction w, il faudra ajouter à l'ex ression . ? 

de là, t}, donnée au n° 134, des termes tels que les suivants 
1 IC k Di—(n—i} 
2 (t— a} tu 2 C— a) TE a 

si le point de ramification est dans l’intérieur de (M), et seulement 
la moitié de ces termes 

Ti—(n—i} 
27 ({t— a)? Tea? 

  

si le point se trouve sur le contour. Quant aux angles du polygone 
sphérique ct aux valeurs de », on les déterminera dans chaque cas 
en sc faisant une idée de la forme de la surface cherchée, c'est- 
à-dire en résolvant, pour éviter des tâtonnements, un problème 
plus ou moins difficile de géométrie de situation. On pourra, 
étudier à ce point de vue l'exemple donné au n° 273: si l'on veut 
déterminer la représentation sphérique de la surface, on peut 
hésiter entre deux hexagones; mais on reconnaît aisément, et de 
différentes manières, qu’il faut choisir celui qui fait deux fois le 
tour de la sphère. . 

Nous ne développerons pas davantage la méthode précédente 
qui présente encore des lacunes et qu'il n’est nécessaire d’em- 
ployer que pour un seul des exemples traités par Riemann, le 
troisième de ceux qui sont signalés au n° 262. Dans le Chapitfe 
suivant, nous allons proposer une autre solution, qui se rapproche 
peut-être de celle de M. Weïerstrass, et qui repose dans tous les 
cas sur de belles formules dues à cet illustre géomètre.
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CIEAPITRE XI 
LES FORMULES DE M. WEIERSTRASS. 

Forme nouvelle, due à M. Wicrstrass, sous laquelle on peut mettre les équa- 
tions qui définissent une surface minima. — Formules relatives à une transfor- 
mation de coordonnées ou à un déplacement de la surface. — Équation linéaire 
du second ordre à laquelle satisfont les deux fonctions G et H. — Définition 
d'une famille de surfaces minima. — Application à la détermination de la sur- 
face minima passant par un contour donné. — Formation de l'équation linéaire 
correspondante à cette surface. — Indication des questions qui resteront à ré- 
soudre après la formation de cctte équation. — Propriétés géométriques de la 
famille de surfaces minima définie par cette équation. 

981. Reprenons les équations du n° 191 

= R f G-ur) #(u) du, 

(D) = R f'ii+ur) g(e) au, 

5 = R fauf(u) du, 

qui définissent une surface minima réelle, et supposons que l'on 
substitue à la variable indépendante & une fonction quelconque 
t de u. Si l'on veut étudier, par exemple, une portion limitée de 
la surface, à connexion simple, et si on la suppose représentée sur 
la partie supérieure du plan, £ pourra être l'affixe du point du 
plan qui correspond au point de la surface; mais, pour le mo- 
ment, "nous supposerons que la nouvelle variable 4 ait été choisie 
d'une manière-quelconque. Cela posé, si l’on introduit les nota- 
tions nouvelles 

(2) U=— ——, F(u) du =— it) dt,
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les équations (1) prendront la forme suivante 

| z= R fire 12 (2)] &, 

(3) 7=R [ 16@)+wmçeyar, 
g 

3 = À } 2ÈG(+) (4) dt, 

qui à été donnée par M. Weicrstrass (*). 
Des formules (2); qui servent de définition à H(t) età G(4), on 

déduit les suivantes 

; #0, Hs 
(1) s(u) = HG GIr 

et 

({a) Cu) du? =i(lG—GW')ar, ) 
Get 1]' désignant les dérivées de G et de II par rapport à &. Par 
suite, la fonction + définie dans le Chapitre précédent aura ici 
pour expression : 

(5) += Î V2i6— Gi à; 

l'équation différentielle des lignes asymptotiques (n° 197) de- 
viendra | 

(6) R EUG'— GW) d®= 0, 

et celle des lignes.de courbure sera, de même, 

(7) RG — GH') 4 = 0. 

Nous allons maintenant chercher comment se transforment, 
avec les notations nouvelles, les équations relatives à un déplace- 
ment de la surface ou à un changement d’axes coordonnés. 

282. Reprenons les formules, données aux n°° 198, 199, 
: . « ds NV +R a G< — PTE C)z fu) (8). Mo 9?” J(P)= ) Gr nor)” 

  

(:) -Wonatsberichte der K. P. sAfademie, p. Gi2 et suiv.; 1866,
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qui définissent le déplacement. On peut écrire la seconde sous Ja 
forme —. 

7 - $(u) du. (9) Ge) de = CEE 

Si l'on désigne par G;(c), H,(4) les valeurs nouvelles de G(b), 
II(4), c'est-à-dire les valeurs de ces fonctions relatives à la sur- 
face déplacée, on aura, d’après la définition même de ces quan 
tités, 

(10) v=— LR Ge) do = — ETI2 (4) de. 

En portant ces valeurs dans la première équation (8) cet dans 
l'équation (9), < on trouvera 

G(t) … mGi(t)— nie) 

C4) molle) + no Gite)” 

PLCON HO 
Hi) = [to Hi(6) + 20 G (OF 

ou, plus simplement, 

m 

G(E) = — Gi(t) Hi(e), u vê vê 

[ut= ee à Gi (+ Ii(e), 
vê 

le radical V5 pouvant être pris, soil avec le signe +, soit avec le 
-signe —. Ce double signe devait naturellement se présenter; car 
la forme (3) donnée aux équations qui définissent la surface n’est 
pas altérée si l’on change à la fois le signe de IT et celui de G. 
Comme à désigne, dans les formules précédentes (n° 198), le 

déterminant : . 
MmMo+ AN, 

. On voit que le déterminant de la substitution linéaire définie 
par les formules (11) est toujours égal à unité. De là résulte 
Je théorème suivant : 

* Un déplacement de la surface minima, ou plutôt un déplace- 
ment de la courbe minima définie par les équations 

G2) æ=if(G-Ht)a,  y= f(G+H)d, 32 fric, 
D
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se traduit par une substitution linéaire, au déterminant + 1, efectuée sur G(t) et U(t), IL, et G, désignant les nouvelles 
valeurs de XI et de G, on a | 

ni GE EG (D — 

H()= a Gu(E) + 

at 

CIS vè 
no 
—< Ii(e); 
vè | 

st le déplacement est réel, m et RQ Sont respectivement les ima- 
ginaïres conjuguées de m et de n. 

Hi(t), 

283. La proposition si simple que nous venons d'établir conduit immédiatement à une conséquence importante. Formons l’équa- tion du second ordre 

| d10 am. 
(13). dE PT +g@=0o, 

qui admet comme solutions particulières les deux fonctions G(4) et IT(£); il résulte du théorème précédent que cette équation de- 
meurcra la même lorsqu'on déplacera la surface d’une manière quel- Conque dans l’espace. Il est donc naturel de se proposer la ques- 
Uon sujvante : . 

Considérons une équation linéaire du second ordre donnée « priori, et prenons pour G(£) et H(£) deux solutions particulières 
quelconques de cette équation. On aura ainsi une infinité de sur- 
faces minima qui dépendront de quatre constantes arbitraires, pou- vant être imaginaires. Nous dirons que ces surfaces forment une même famille. Peut-on passer d'une de ces surfaces à toute autre par un simple déplacement ? Où, s’il n’en est pas ainsi, quelles sont les relations géométriques entre les différentes surfaces de la 
même famille ? : 

Pour répondre à cette question, il suffit de remarquer que l’on passe d’une des surfaces à toute autre de la même famille en effec- tuant sur G et IT la substitution linéaire la plus générale. Or une telle substitution résulte toujours de la composition des deux sui- 
vantes ‘ 

G=—aGi, H=afl,. 
et 

G = eix Gi, IH = ex], :
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où «& et x désignent des quantités réelles, avec une substitution 
quelconque au déterminant + 1. « 

La première de ces trois substitutions définit une transformation 
homothétique à pôle et à module réel, suivie, si l'on veut, d'une 
translation. Elle aura donc pour effet de remplacer la surface 
Minima par une surface homothétique. 

La seconde définit une transformation homothétique à pôle réel 
et à module imaginaire; en sorte que les modules des deux trans- 
formations appliquées aux deux courbes minima dont la transla- 
tion engendre la surface sont imaginaires conjugués. Si l'on se 
réporle au commencement du Chapitre V, on reconnaît immédia- 
tement que les surfaces obtenues sont les surfaces associées à la 
surface primitive. On aura, en particulier, la surface adjointe si 
l'on prend . ‘ | 

(14) Gi=ViG, I, = VE. 
\ 

Enfin la substitution au déterminant + 1 définit un déplacement 
qui est généralement imaginaire... | - 

En réunissant les résultats précédents, nous obtenons la réponse 
suivante à la question proposée. . 

Toutes les surfaces réelles d’une même famille se déduisent de 
l’une d’elles par l'emploi des deux opérations suivantes : transfor- 
mations homothétiques à pôle.réel et à modules imaginaires con- 
Jugués, appliquées respectivement aux deux courbes minima dont 
la translation engendre la surface; déplacements imaginaires con- 
jugués respectivement appliqués à ces deux courbes. La première 
de ces opérations donne les surfaces homothétiques des surfaces 
associées à la proposée. Quant à la seconde, elle n’a pas encore 
été étudiée avec tout le soin qu’elle parait mériter. En général, 
l'étude des surfaces minima qui correspondent à une même équa- 
Lion linéaire du second ordre présenterait, au point de vue analy- 
tique aussi bien qu’au point de vue géométrique, un très grand in- 
térèt. ‘ 

284. Nous venons de voir qu’un déplacement de la surface se 
traduit par une substitution linéaire, au déterminant + 1, effectuée 
sur G et IT; on reconnaît aisément que l'opération plus complexe 
par laquelle, après avoir déplacé la surface, on prend sa symétrique 

.BIBLIC FE [UC A rRALA 
VIRE 7 ss nmE£z
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par rapport à un plan, se traduit de même par la subslitution, au 
déterminant — 1, 

| Gt)= 2 Gty+ n(e, (15) / | | 0 vè La 

H(t)= 3 CU) — IN (D, 

Où 9, À Sont les conjuguées de m et de n quand la transforma- 
Lion est réelle. 

Pour obtenir, en effet, par rapport à un plan donné (P), Ja sy- 
métrique (F,) d’une figure (F) que l'on a déplacée d’abord d’une 
manière quelconque, on peut évidemment prendre la symétrique 
(F”) de (F) par rapport à un plan particulier et soumettre ensuite 
(F”) à un déplacement convenablement choisi. Or, si l’on effectue 
ici Ja transformation 

G()= GE) H(e)=—H(e), 
la coordonnée : de la surface change seule de signe, et cette sur- 
face cst remplacée par sa symétrique relativement au plan des xy. 
Si l'on applique ensuite à G, et à IL, les transformations qui ca- 
ractérisent un déplacement réel, on obtient effectivement la sub- 
stitution, de déterminant — 1, définie par les formules (15). | 

Nous aurons à employer dans la suite les formes canoniques des substitutions linéaires (11) et (15); on les obtient sans diff- 
culté de la manière suivante. 

Nous avons déjà remarqué que, si l’on considère la rotation dé- 
finie par la substitution linéaire ‘ 

mp + n = TT. 
Mo— Nov 

et si l’on prend pour axe des 3 l'axe de cette rotation, on doit faire 
| ° —i +i R= NO, m=e À, Mo =e ; 

e
i
n
 

I
R
 

4 

4 désignant l'angle de la rotation. Si l’on introduit ces hypothèses dans les formules (11) et (15), on trouvera : 

. & 

=te TGi( (110) + G(t)=ce FGite), 
.% 

H(t)=<e? H(e),
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_
—
 

(#
1 

©
 

pour la forme canonique de la substitution (ni), et 

(15e) $O= «TE Gato 
OT I

R
 

Hi(e), 

pour la forme canonique de la substitution (15). Dans ces deux 
Systèmes de formules, e désigne l’unité positive ou négative. Les 
dernières mettent en évidence le théorème suivant, auquel on > auq 
parvient aussi par la Géométrie : Tout déplacement suivi d'une 
transformation par symétrie relative à un plan uelconque équi- P que’c vaut à une rotation d'angle fini autour d'une droite, suivie d’une 
transformation par symétrie relative à un plan perpendiculaire à 
la droite. 

285. Nous allons appliquer les remarques précédentes à la ré- 
solution du-problème étudié dans le Chapitre précédent, c’est 
à-dire à Ja détermination du segment de surface minima (M) 
limité par la chaîne de plans et de droites qui a été déjà définie; 
mais nous présenterons d’abord la remarque suivante, qui sim- 
plifiera la solution. 

Imaginons le segment de surface (N), adjoint à (M), et cher- 
chons comment il sera limité. D’après les propriétés données au 
Chapitre V (n° 211), les plans tangents aux points correspondants 
des deux segments scront parallèles, et deux éléments correspon- 
dants seront toujours perpendiculaires. Il suit de là qu’à une droite 
(d) limitant (M) correspondra nécessairement sur (N) une courbe 

) dont les tangentes seront perpendiculaires à la droite. La 
courbe (G) sera donc située dans un plan (P) perpendiculaire à la 
droite; et le plan tangent à (N) en chaque point de cette courbe 
scra nécessairement parallèle à la droite (d), c'est-à-dire perpen- 
diculaire au plan (P). Ainsi, à chaque droite (d), limite de (M), 
correspond une courbe plane (CG), limite de (N); et cette courbe 
est située dans un plan que la surface doit couper normalement, 

On démontrera tout aussi facilement qu'à chaque courbe plane, 
limite de (M), correspond une droite, limite de (N); et l'on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Le segment adjoint (N) est limité par une chatne toute pa-
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reille à celle qui limite (M); deux éléments correspondants des deux chaînes sont toujours d'espèce différente et sont perpen- diculaires l’un à l’autre. 

Cela posé, considérons la représentation conforme du segment (M) sur la partie supérieure du plan; et prenons maintenant pour t la variable complexe qui réalise cette transformation, c'est- à-dire l’affixe du point de la partie supéricure du plan qui corres- pond au point de la surface: G(e) et H(4) seront alors des fonc- tions qu’il faudra déterminer, au moins Pour toutes les valeurs de t dont la partie imaginaire est positive. Nous avons vu que, si l’on Passe au segment adjoint (N), il faut les multiplier l’une et l'autre 
par Vé. 

lormons léquation du second ordre 

0 dà 

à laquelle satisfont G et IL. Les coefficients p et g sont des fonc- tions de £ déterminées par les formules | 
Un) __ GW HG  G'H"— HG" à 7 PTT Gr" 7 "GIF — HG 

D'après les remarques précédentes, ces fonctions nouvelles ne changent pas lorsqu'on déplace la surface (M), ou lorsqu'on la remplace par son adjointe. Ces propriétés sont très importantes au point de vue de la question que nous avons à résoudre; elles permettent de substituer, avec de grands avantages, l'étude des fonctions p et g à celle de G et de IH; on Pourra, en effet, dans l'étude de p ct de 9; orienter le contour donné de la manière qui scra le plus commode, ou encore substituer au segment (M) le segment adjoint (N). 

286. Prenons d'abord un point à l'intérieur de (M), correspon- dant à une valeur imaginaire & de 4. On peut choisir ce point Pour origine et prendre Pour axe des 3 la normale en ce point; les coordonnées x, 7, : d’un point voisin de la surface scront déve- loppables suivant les puissances de £— & et de la quantité con- juguée 4 — a; et les Premières puissances de ces deux binômes
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devront apparaitre dans l’un au moins de ces développements. 
Par suite, les trois intégrales 

fac ['ecwncwar, [cod 

seront développables suivant les puissances entières de 4 — a,ct lun 
des deux développements au moins devra contenir la première 
puissance de £— a. Comme la variable w doit être nulle ou infinie 
à l'origine, d’après la direction attribuée à l'axe des 5, il résulte de 
l'expression (2) de u que l’une des fonctions G(4), Ie) sera infi- 
niment petite par rapport à l’autre. Soit, pour fixer les idécs, Il(+) 
celle dont le degré est le moins élevé. La dernière des trois inté- 
grales précédentes sera celle qui aura le moindre degré et qui 
contiendra, par conséquent, la première puissance de t— a. On 
-pourra donc écrire 

" & . 
[ I2(4) de = (t—a)P(t— a), 

ou, en différentiant, 

(8) H(t)=P(t— a), 

P'ayant la signification que nous lui avons toujours donnée, c'est- 
à-dire représentant une série ordonnée suivant les puissances 
positives de £— a et ne s’annulant pas pour {= «a. 

Quant à G(c), il sera déterminé par la formule 
3 

J'en = (1 a) P(t— a); 

d'où l'on déduira, par la différentiation et la substitution de la 
valeur de Il, 

(Sa) G(G)=(t— a) P(s— a), 

ñ étant un nombre entier au moins égal à 2. 
D'après ces développements, on voit que le point t= a est né- 

cessairement un point ordinaire de l’équation linéaire toutes les 
fois que » est égal à 2. Si n est égal ou supérieur à 3, ce sera au 
contraire un point à apparence singulière. Le point corres- 
pondant du segment (M) sera alors un de ceux auxquels nous
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avons donné (n° 278) le nom de points de ramification. En 
réunissant les deux cas, nous pouvons énoncer cette première 
proposition : 

L’équation linéaire n'aura que des points ordinaires où des 
Points à apparence singulière pour toutes les valeurs de t qui 
sont représentées par des points de la Partie supérieure du 
plan. 

Si, des expressions de G et de I, on déduit celles de pet de g, 
on trouvera 

Rn—2 
P=— 1=& +A+B(—a)+..…, 

| 

(19) k 

l—a: 

Il   

E
S
 

g .…s 

les cocflicients X, À, B, ... pouvant être nuls. On aura de 
même, cn substituant les valeurs de G et de IT dans les équations 
(2) et (5), 
(ga). u=(t— ay P(t— à), (RE) = ay pçr— a). 

287. Examinons maintenant les points situés sur le contour de (M), et supposons d’abord que la portion du contour considérée soit une droite (d). Choisissons les axes de telle manière que (d) soit parallèle à l'axe des y. Si l'on se déplace sur la droite, 4 prendra des valeurs réelles comprises entre les deux valeurs dk, 
Axys qui correspondent aux deux sommets du contour silués sur 
(d),'et les différentielles dzx, ds devront être nulles. On sera ainsi conduit aux deux équations | 

REUG—I)=0, RICH 0, 
ou, en désignant par G, et IL, les imaginaires conjuguées de G et de H, 

Gt = Gr 1e, 
GH = G; H,. 

On déduit de là l’un des systèmes 

G=eG;, G=—:inl,, 
H=—:l,, I = eëGi.
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où s désigne l'unité, positive ou négative. Le second doit être 
écarté; car il conduirait à l'équation impossible . 

GG: + HI, = 0, = 

et d'ailleurs il donnerait dy — o. Il reste done seulement le pre- 
micr, d’où l'on conclut que les quantités 

. 
ft—eiiz (1—Ee)ir 

e + GG ee #1 

sont égales à leurs conjuguées eg sont, Par conséquent, réelles. 
Ainsi l'équation linéaire doit admettre, pour toutes les valeurs 

réelles de t comprises entre @x el &rx1, deux solutions particulières 
réelles. . | 

* La même conclusion a lieu lorsque la partie considérée du con- 
tour cest une des courbes planes situées dans.les plans que la sur- 
face doit couper normalement: car il suffit alors (n° 285), pour 
retrouver le cas précédent, de passer à la surface adjointe et de 
remplacer G, IL par G4/, Hy/£. On est ainsi conduit à la règle 

. Suivante : 
Si la portion considérée du contour cest une droite, supposons 

que l’axe des y ait été choisi parallèle à cette droite; si elle est une - 
courbe plane, supposons que l'axe des J" Soit perpendiculaire au 
plan de cette courbe; et soient G(£), IT(2) les solutions particu- 
lières relatives à cette position des axes coordonnés. Les inté- 
grales 

“1
 

€” 4 5 

G(t),  e"YH(e) - 

seront réelles sur toute la Partie considérée du contour, n étant 
un nombre entier, qui sera pair si la portion du contour est 
rectiligne et impair st élle est simplement plane. 

Il suit de là que, si l'on considère une chaîne composée de s 
éléments et si l'on désigne par &, &, .…, a, les valeurs de £ rela- 
uives aux divers sommets de cette chaîne, l'équation linéaire ad- 
mettra deux solutions particulières réelles pour chacun des inter- 
valles (aia2), (asas), .…, (as-1@s), (asc &), c’est-à-dire pour 
toutes les valeurs réelles de £. Donc les fonctions P et q de la 
variable t seront nécessairement réelles pour toutes les valeurs 
réelles de t. _ . :
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988. On peut déduire des résultats précédents d'autres consé- 
quences en adoptant la méthode de prolongement analytique due 
à Riemann et à M. Schwarz et développée au n° 130. Nous avons 
vu que, si une fonction cest déterminée pour la partie supérieure 
du plan et si elle est réelle pour.des valeurs réelles de 4, elle peut 
être définic pour la partie inférieure du plan par la convention que 
les valeurs de la fonction relatives à deux valeurs imaginaires con- 
juguées de £ soient elles-mêmes imaginaires conjuguées. 

Appliquons cette méthode aux deux intégrales 

"GC, ere), 

qui ont été reconnues réelles: mais Supposons que l’on passe de 
la partie supérieure à la partie inférieure du plan, seulement en 
franchissant la portion de l'axe réel qui est comprise entre les deux 
points &, akys Ct qui correspond à la portion spécialement con- 
sidérée du contour. Nous allons montrer que le prolongement 
analytique des deux intégrales donne un segment de surface mi- nima (MY) qui est précisément le symétrique de (M) par rapport 
à la droite ou au plan de la chaîne; de plus, deux points des deux segments placés symétriquement par rapport à l'élément de la chaîne correspondent à des valeurs imaginaires conjuguées de 4. Pour plus de netteté, supposons que cet élément de la chaîne soit 
unc droite; alors on pourra poser 

niT 

G(t)=e + g(e), 

H(t)=e + A(t) 

& et } étant réelles pour des valeurs réelles de 4 et n étant entier. 
-Le segment de surface qui correspond aux valeurs {, de { re- présentées dans la partie inférieure du plan scra défini par les 

formules 

| ce RS ils (a) (nan, 

RS ML) + Can, | 
| 3 RS (-iMaig(4)A(L) du. \ 

Il (20) 

(l 

Si l'on change ÿ en — ÿ dans les expressions soumises au signe
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+
s
 

D
 

Cr
 

dt, CC qui ne change pas les artics réelles, on a »ccq 5 ES] ; 

| = À Ji 82e) — Je) ar, 
(21) | TE RS Tg(e) exo ar, 

SR (-naig(e) (0) dt. 

Ce sont les formules qui conviennent au segment (M), mais où l’on aurait changé le signe de æ ct de z. On obtient done, comme ” nous l'avons annoncé, le segment symétrique de (M) par rapport à la droite considérée du contour. 
Les intégrales Z(t), A(E) de l'équation différentielle étant des fonctions linéaires connues des deux intégrales qui correspondent à une position déterminée, toujours la même, de (M) par rapport aux axes, on voit que ces deux intégrales peuvent être prolongées analÿtiquement ; maisil aura autant de prolongements analytiques qu'il y a d'éléments au contour. Si l’on passe de Ja partie supé- ricure du plan à Ja Partie inférieure en traversant le segment &@3 de l'axe réel, on obtiendra un segment (M?) symétrique de (M) par apport au premier élément de la chaîne qui détermine le contour; si l’on traverse le segment 2@3, On obliendra le segment (M) symétrique de (M) par rapport au second élé- ment de la chaîne, et ainsi de suile; si l'on traverse enfin le dernier segment &,c “3 0n aura Île segment (M°) symé- trique de (M) par rapport au se et dernicr élément du con- tour. Dans tous ces segments, le point Symétrique d’un même Point de (M) correspond à une même valeur #, de {, et cette valour est imaginaire conjuguée de celle qui définit Je point de (M) . 

On obtient ainsi s prolongements analytiques différents des fontions G(:), Ie); mais, comme ces prolongements donnent des segments tous symétriques de (M) et qui peuvent, par con- séquent, se déduire les uns des autres, soil par des déplacements, soit par des déplacements suivis d’une transformation par sy- métrie relative à un plan, on doit conclure de la Proposition du n° 282 que les divers Systèmes de valeurs de G et de Il ainsi définis s'obtiendront en combinant linéairement les va- D. — 7, 
30
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leurs de G et de I relatives à l’un quelconque d’entre eux (1). 
Par suite, l'équation linéaire (16) demeurera la même pour tous 

ces segments, ou, ce qui est la mème chose, les fonctions p et q 

ne peuvent être prolongées analytiquement que d’une seule ma- 

nière. En d’autres termes, les fonctions p et q doivent être uni- 

formes dans toute l'étendue du plan. Elles sont réelles pour des 
valeurs réelles dé £, et prennent des valeurs imaginaires conjuguées 

lorsqu'on substitue à é des valeurs imaginaires conjuguées. Comme, 

d’après les propriétés du prolongement analytique (n° 130), les 

fonctions G ct IH ne cessent pas d’être développables en séries 
entières pour les différents’ points du contour qui ne sont pas des 

sommets, on voit qu’en dehors de ces sommets l'équation linéaire 

ne peut avoir que des points ordinaires, ou des points à apparence 
singulière; et même, si l’on exclut l'hypothèse de points mul- 

Liples de la surface situés sur le contour, une des intégrales parti- 

_culières devra rester finie pour chacun de ces points. 

En résumé, l’équation linéaire dont dépend la solution du 

problème doit avoir ses coefficients uniformes dans toute l’é- 

tendue du plan, et réels pour des valeurs réelles de t. Si l’on 

exclut les valeurs t = ax qui correspondent aux sommets du 
contour, elle ne peut avoir que des points à apparence singu- 

lière pour lesquels une des deux intégrales particulières 
demeure finte et différente de zéro. 

  

() S'il subsistait un doute sur ce point, on pourrait le lever de la manière 

suivante : 

Nous avons vu que, pour chacun des intervalles (a,@,,,), ile cxiste deux inté- 
grales de l'équation linéaire qui sont réelles pour les valeurs réelles de { com- 
prises dans Pintervalle ct qui, par suite, prennent des valeurs imaginaires con- 
juguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de £ lorsqu'on les prolonge à à 
travers l'intervalle (a a,,,). 

Il suit de là que l’on peut prolonger analytiquement deux intégrales quelconques 
de l'équation linéaire, et cela d'autant de manières qu'il y a d'intervalles diffé- 
rents. Chacun de ces prolongements donnera évidemment pour G(4,) et H(6,), 

- £, étant imaginaire conjuguée de £,, des fonctions linéaires 

aG,+ 0, «'G,+ 0H, 

des quantités G, et I, qui sont les imaginaires conjuguées de G(£}, I1(4). Par 
suite, les différents systèmes de valeurs de G(4£,), H(£,) s’obtiendront en com- 
binant linéairement l’un quelconque d’entre eux.



LES FORMULES DE M. WEIERSTRASS. 467 
Les points à apparence singulière pourront être réels ; mais, s'ils 

sont imaginaires, ils seront placés symétriquement par rapport à 
l'axe réel. ‘ 

289. Sile point correspondant à la valeur æ de £ n’est pas un 
des sommets de la chaîne qui limite le contour, il est aisé de re- 
connaître quelle sera la forme de p et q dans le domaine de l'in- 
fini. J1 suffit, pour cela, de faire la remarque suivante : 

Soient t une variable quelconque et G(4), H(e) les deux fonc- 
tions qui déterminent la surface minima; si l’on substitue à £ une 
nouvelle variable 4’, les nouvelles valeurs de G ct de II seront 

di de ce m7 

D'après cela, si nous désignons par & une valeur réelle de £ qui P a; 5 Ï détermine un point ordinaire de l'équation différentielle, cette : 
équation admettra deux solutions de la forme 

P(E— 2), (t—2)Pi(t— 2); 
si l’on effectue la substitution réelle 

I 
l—i= 

et si l’on applique la règle que nous venons d’énoncer, on trouvera 
les deux solutions 

L I t 1 LP(£ Lr,{! ê Ê Li ra 1 4 ? 

qui caractérisent le cas où le point £= + n’est ni un sommet du 
contour, ni un point à apparence singulière. En portant ces deux 

. solutions dans les formules (17), on trouvera, pour les valeurs de 
p etde q, 

_iLÀ., 
fosfeiss, 

(22) | 2, A . 
rsé+s+.. 

. , .e e. 1 I faut remarquer l'égalité des coefficients de 3 dans p et de 3 
dans gq.
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290." Il reste donc, pour terminer cette discussion, à examiner 
quelle est la forme des intégrales G, Het des cocfficients p, q dans 

le voisinage des valeurs t = «x qui correspondent aux sommets de 

Ja chaîne. On peut employer pour cela deux méthodes différentes. 
Voici la première : 

Soit (fig. 24) t un point compris dans la partie supérieure du 

plan, auquel correspond un point »m de (M); soit 1, le point sy- 
métrique de { par rapport à l'axe réel. Si l’on passe de # à 4, par 

  

Fin, 94 Fig { 

t 

PIS 
/ \. 

/ \ 

/ \ 
/ \ 

—+ Bi Fe 
Gka 1 4 ! Gxti 

\ 4 
\ / 
\ # 
S / 
“\ r 

ser” 

le chemin £24, qui coupe l'axe entre az ct ass, on doit passer, sur 

la surface, du point » au point », qui est l’homologue ou le symé- 
trique de m» dans le segment (M?). Si, au contraire, on suit le 
chemin £f4, qui coupe l'axe réel entre ay_, et ay, on obtiendra 

Je point »: symétrique de 77 dans le segment (M®_,). II suit de là 
que le lacet 4, Beat, effectuera sur les deux intégrales particulières 
relatives au segment (M?_,) précisément la substitution linéaire 
par laquelle on passe de ce segment au suivant (MP). 

Les deux formes canoniques de cette substitution ont été don- 

nécs au n°284. Elles sont contenues dans les deux sy stèmes sui- 
vants ° 

G()= eriarG,(s), (23) H(t)=  efx IL(e), 

, G()= er G(e) (21) II(t)=—eixr Hi(t), 

qui conviennent, le premier au cas où les deux éléments du con- 

tour qui se croisent au sommet a; sont de même espèce, le second 

au cas où ces éléments sont d'espèce différente. On déduit immé- 

diatement de là qu’il existe, pour le point critique ax, deux inté-



LES FORMULES DE M. WELERSTRASS. 469 

grales G et IT telles que les produits 

3 œ 

(t—ar}G, (t— ax) 2 

pour le premicr cas, et 
+, x 

(t—ar)G, (t— ar) ? 

pour le second, soient des fonctions uniformes dans le domaine 
du point «y. 

Comme les quadratures 

JG, JG, f«, 

qui entrent dans les équations par lesquelles se détermine la sur- 

face, ne peuvent devenir infinies ou indéterminées dans le voisi-. 
nage de la valeur a, il est inadmissible que les fonctions uniformes 

auxquelles nous sommes conduits admettent le point a; comme 

point singulier essentiel. Ce point ne peut être qu'un pôle et, 

par suite, l’équation linéaire devra admettre deux intégrales 

régulières à exposants réels. On voit même que la somme des 
exposants de ces deux intégrales sera un nombre entier ou la 

moitié d’un nombre impair, suivant que les éléments du contour 
qui se réunissent au sommet considéré sont de même espèce ou 

d'espèce différente. 

291. On peut encore établir tous ces résultats en utilisant les 

deux représentations conformes de (M), Supposons sculementque 

la portion de (M) infiniment voisine du sommet «x ait une repré- 

sentalion sphérique (S) et unc représentation plane (£) parfai- 

tement définies. Alors, en suivant la marche indiquée aux n°° 131 

et 133 et appliquée déjà dans le Chapitre précédent, on reconnait 
qu'avec des axes convenablement choisis la valeur de &, dans le 

voisinage du point {= a, est. 

u—=(t—a;)4aP(t— ax), 

27 étant l'angle dont il faut faire tourner lun des cèLés du con- 

tour dans la représentation sphérique (S) pour l'appliquer sur le 
suivant, en restant toujours dans la surface de Riemann qui sert 

de représentation sphérique à (M). De mème, dans la représenta-
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tion plane (©) définie au Chapitre précédent, il faudra faire tourner 

l'un des côtés du contour d’un angle ne pour l’appliquer sur le 

suivant; 7 scra pair si les deux éléments consécutifs sont de même 
espèce, c'est-à-dire si les portions du contour qui se réunissent 
au sommet sont toutes deux des droites ou toutes deux des lignes 
de courbure planes; il sera impair dans le cas contraire. On aura 
donc ‘ 

LE 

S=(1— ax) P(1— ay). 

Ces deux valeurs de w et de = 5 permettent de déterminer deux i inté- 
grales particulières G(:) et H(£). On déduit en effet des formules 
(2) ct (5) les valeurs suivantes 

(25) c=-/i te, H=| id 
2 du di 2 du dt 

de G et de IL. En y portant les développements en série obtenus 
pour & el pour &, on trouve les expressions 

. m2, %% + 1 

G=(t— ax) * 2P ({— ay), 
n—2 ax 

H=(i— ar) # TE Pi(t— ay), 

qui meltent en évidence la forme régulière de G et de IL. Il sera 
plus commode d'écrire par la suite - 

gr La 
G=(t— ax)" 2P (t— ax), 

Ni Cr 

He ar) EPL ax). 

(26) 

Le nouveau nombre entier ax se déterminera d’ailleurs comme 
l'ancien. Il sera pair si les deux côtés consécutifs du contour sont 
de même nature : nous dirons alors que le sommet considéré est 
de première espèce. 11 sera impair si les deux côtés consécutifs 
sont de nature différente : nous dirons alors que le sommet est 
de-seconde espèce. 

Des expressions de G et de IL, on déduit par les formules (15)
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celles de p et de g. On a ainsi 

  

  

nk 

= - HA D(I— ar) +... 
P = BC — ax) 

(27) on 
ny rs 

16 À UT ph 
Te Gap 1 ti Bit ax) sos 

A, B, A, Au, Bi, ... étant des coefficients qui pourront être 

nuls, mais sont évidemment réels. 

: 999. Les formules précédentes dépendent de nombres entiers 

qu'il ne sera pas toujours facile de fixer a priori. Nous donnerons 

plus loin des relations auxquelles ils doivent satisfaire; mais il ne 

sera pas inutile de montrer comment on peut les déterminer üm- 

médiatement lorsqu'on a une idéc nette et une vue générale de la 

surface cherchée. ; ‘ 

D'abord #4 sera déterminé sans ambiguïté si l’on aperçoit nelte- 

ment la représentation sphérique de la surface. 

En ce qui concerne #4, remarquons d’abord que, si le sommet 

considéré est à distance finie, il faudra que les intégrales 

f&ca, fir(od, fG(HDH(G)dt 

demeurent finies pour {= ay. Cela donne la relation d’inégalité 

A}: 
> —+I1> 0, 

qui devra toujours êlre vérifiée. 

D'autre part, si l’on néglige les termes de degré supérieur, 
l'équation de la surface dans le voisinage du point ag est de la 

forme 

x= RAÏ(I— a)? at 

(28) y7=RA ae tt, 

3=0, 

À étant une constante quelconque réelle ou imaginaire. Par con 

séquent, lorsque la variable & décrira, dans la partie supéricure 
du plan, un demi-cercle infiniment pètit autour du point a, le 

point correspondant de la surface décrira un petit are de cercle
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égal à 

x. , F (# — a+t) = 4,7. 
2 

à 
e ‘ 

. e 
Cet angle est donc celui dont tourne le rayon vecteur qui joint le point de la surface au sommet infiniment voisin quand on passe d’un côté du contour au suivant. Il est évidemment connu si l'on a unc idée générale de la forme de Ja surface; sa valeur suffira à 
déterminer 74. 

293. Les formes de G, LU, p, q étant déterminées dans le voi- sinage de tous les points du plan, il est aisé maintenant d'obtenir les expressions générales de P ct de g. Désignons par Ja lettre à les valeurs de t qui correspondent aux points à apparence singu- lière réels et par #2’, L' les valeurs correspondantes de l’exposant et du coefficient Z qui figurent dans les formules (19). Désignons de même par les lettres c, c; les valeurs de 4 imaginaires conjuguées correspondantes aux différents Points à apparence singulière qui sont deux à deux imaginaires conjugués, ct soient de même n”, k”, K les valeurs de l’entier » et de la conslanic X relatives à ces points. D'après les résultats établis plus haut et les formules (19), (23), les deux fonctions 
. 

ñnx 
I — 

Y 2 N2— nn Y 2  2— y" ) — ——_—— — —__—_— me L _. 1 —D IC ‘ Fe)» 

  

mil — Gp Ed t 

  

1; Lx k k x g—Y CR TT & 2-2 + | 

demcureront finies et continues Pour toutes les valeurs finies de £: elles deviennent d'ailleurs nulles, d’après les formules (22), pour t= 0. Ces deux fonctions seront donc nulles pour toutes les va- leurs de t, et l’on pourra poser | 
y 7 

2 2— nn! DR on" Ds D NT — 1 2 — >= XEZ: +) 

      

h ni 2 (29) pli À 
TT à LC a) 1 a 

: k vX/ } X 
| Es +2 (+).
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Il faudra de plus, pour. que les fonctions p et 4 admettent la 

forme (22) dans le domaine de l'infini, que les constantes satis- 
fassent aux équations 

2(-* Sn 
sd 

dus di + Qu +k)= 0, 

Go) {Ÿ [É _ S + art] + Sons So + cit) = 2, 

DIE _ À) au + a | + Yes Scene et 

=Y(- a+ SG) + Yan ye+e). 
dm 

Telles sont les relations qui déterminent, autant que possible, 

l'équation linéaire; il faudra leur ajouter encore, pour chacun des 

points à apparence singulière, l'équation de condition, d’une for- 

mation facile, par laquelle on exprime que l'intégrale générale ne 

contient pas de logärithmes, dans le voisinage de ce point. 

294. L'équation différentielle une fois formée, le problème est 
loin d’être résolu. Il ÿ a encore à examiner deux questions très 

essentielles. Reprenons ces segments (M°), (M9), ..., (M?) qui 
sont les symétriques de (M) par rapport aux divers éléments de la 

chaine; et soient, par exemple, G(4,), IL(4,) les valeurs des inté- 

grales qui correspondent au premier scgment. Pour passer de ces 

valeurs à celles qui correspondent au second segment, il faut 

suivre un lacet qui, partant du point dr pénétrera dans la par tic 

supérieure du plan en passant entre «&, ct a», puis reviendra au 

point de départ en passant entre @& ct a3. On reviendra alors au 
point £, et les nouvelles valeurs de G ct de IL seront des fonctions 

linéaires des anciennes. Or ces nouvelles valeurs, nous l'avons déjà 

remarqué, sont connues @ priori. On les obtiendrait en effectuant 

sur les intégrales primitives la substitution, au déterminant +1 
ou — 1 suivant les cas, par laquelle on peut passer directement du 

segment (M) au segment (M°). | 
- Comme ce raisonnement peut s ’appliquer à à tous les lacets dé- 

crits autour des différents points critiques, nous sommes conduits 
à la conclusion suivante :
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Il ne suffira pas de savoir former ! ‘équation différentielle ; 
tl faudra encore exprimer que deux in tégrales convenablement 
choisies subissent des modifications parfaitement déterminées 
lorsqu'on suit un chemin quelconque ramenant au point de 
départ. | 

Ce problème est posé depuis la publication des recherches 
récentes sur les équations linéaires, ct il n’a encore reçu de solu- 
Lion que pour certains cas particuliers. 

Quoi qu’il en soit, supposons résolue cette première difliculté. 
Une énumération de constantes que l’on trouvera dans le Mémoire 
de Riemann, et que nous omettrons ici, montre facilement que l'on 
pourra disposer de celles de ces constantes qui demeurent arbi- 
aires pour identifier le contour obtenu avec celui qui est donné 
& priori, c'est-à-dire que l’on aura autant d'équations que d'incon- 
nucs. Mais le problème qui consisterait à résoudre ces équations, 
ou à démontrer au moins qu'elles sont possibles, n'a pas été traité 
d’une manière générale et n’a été examiné par Riemann que dans 
un cas particulier, qui sera éludié plus loin au n° 307. Tous les 
exemples complètement achevés donnés dans le Chapitre précé- 
dent appartiennent, comme nous l’avons remarqué, à la classe de 
ceux pour lesquels la forme du contour est entièrement définie 
par la direction des éléments. , 

295. On peut éclaircir encore Jes remarques précédentes en 
supposant donnée a priori l'équation linéaire (16), dans laquelle 
P et q auront les valeurs déterminées par les formules (29), et en 
étudiant la famille de surfaces minima (n° 283) définie par cette 
équation. Pour chacune des surfaces de cette famille, il existe un 
segment (M) correspondant aux valeurs de £ dont la partie réelle 
est positive, segment parfaitement continu et limité par un con- 
tour dont la représentation sphérique (S) est formée par des ares 
de grand cercle ou de petit cercle, se coupant consécutivement 
sous des angles déterminés. Cette dernière propriété a été. déjà 
donnée au n° 133 pour une équation linéaire plus générale et 
résulte uniquement de ce que l'équation admet deux solutions 
particulières réelles dans chacun des intervalles réels déterminés 
par les points singuliers. Considérons maintenant la représentation
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si
 ot
 

plane (£) définie par la formule. 

=C[[G— a) M -iI[c— 0 Il Xe", 

Les portions du contour qui devraient être des droites ont ici 

Pour représentation des droites (è), toutes parallèles ou perpen- 

diculaires les unes aux autres ;’il en est de même pour les portions 

du contour de (M) qui devraient être des lignes de courbure 

planes; elles ont pour représentation plane des droites (’} qui 
font avec les précédentes (5) des angles égaux à un multiple im- 

pair de =. Si donc on a choisi arbitrairement deux solutions par- 
i 

ticulières, G et IT, de l'équation linéaire, on pourra toujours, en 

les multipliant par une même constante, ce qui ne change pas 
leur rapport et ne modifie pas, par conséquent, la représentation 
sphérique de la surface minima correspondante, donner à la con- 

stante C qui figure dans la formule (31) un argument tel que les 
droites (’) deviennent, toutes, parallèles aux axes coordonnés, 
tandis que les droites (à) seront parallèles aux bisseclrices des 

- mêmes axes. Alors loutes les portions du contour qui devaient 
être des droites seront au moins des lignes asymptotiques; toutes 
celles qui devaient être des lignes de courbure situées dans des 
plans coupant normalement la surface seront au moins des lignes 
de courbure. 

Comme les lignes asymptotiques qui figurent dans le contour 
ont pour représentation sphérique des ares de cergle, elles scront, 
on le reconnaît aisément, des hélices lracées sur un cylindre quel- 
conque si l'arc de cercle appartient à un petit cercle, et des droites 
si l'arc appartient à un grand cercle (1). De même, les lignes de 

  

- (1) D’après une proposition énoncée au n° 142, les tangentes d’une ligne asym- 
ptotique sont perpendiculaires aux tangentes correspondantes de la représentation 

sphérique de cette ligne. Il suit de à que, si une ligne asÿymptotique admet pour 
. image sphérique un petit cercle de la sphère, ses tangentes seront parallèles aux 
sénératrices rectilignes du cône circonscrit à la sphère suivant ce cercle, et feront, 
par conséquent, un angle constant avec le diamètre perpendiculaire an plan du 
cercle. La ligne asÿmptotique sera donc une hélice tracée sur un eylindre, d'ail. 

;
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courbure qui figurent dans le contour seront des lignes planes 
situées dans des plans coupant obliquement la surface si elles ont 
Pour représentation sphérique un arc de petit cercle, et des lignes 
situées dans un plan normal à la surface si l'arc qui leur sert de 
représentation appartient à un grand cercle. Ainsi : 

Parmi les surfaces de la famille définie par l'équation li- 
néaire, ilen'existe une infinité (qui dépendent de quatre para- 
mètres réels) pour lesquelles le segment (M) est limité par des 
lignes asymptotiques hélicoïdales et des lignes de courbure 
planes se succédant suivant le méme ordre que les droites et 
Les plans qui composent le contour donné à priori. 

La première question proposée dans le numéro précédent s’in- 
terprète donc géométriquement de la manière suivante : 

Peut-on choisir deux solutions particulières G et II de l'équa- 
tion linéaire de telle manière que la représentation sphérique du contour (M) de la surface correspondante soit composée exclusi- vement d’arcs de grand cercle? 

Considérons une surface quelconque de la famille, correspon- 
dante à deux intégrales particulières déterminées G' et H', et pour 
laquelle la représentation sphérique du contour sera un polygone 
(P') composé d’arcs de pelit cercle, polygone (P”) que l’on saura construire si l’on a intégré l'équation linéaire. Si l'on pose 

G ; G' 
U—=— —; U—=— — TI H°? 

on aura évidemment 

u — ml +n: 

pu q ? 
(32) . 

M, R, P, q étant des constantes arbitraires ct inconnues. La ques- 
tion proposée revient évidemment à la suivante : Peut-on, par 
l'emploi d’une transformation de la forme précédente, substituer au polygone (P') un autre polygone (P), exclusivement composé 
d’arcs de grands cercles? | 

  

leurs quelconque. Réciproquement, si la ligne asymptotique est une hélice, sa - représentation sphérique, on Je reconnait aisément, scra un petit cercle de la sphère,
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Or la formule (32) définit ce que nous avons appelé, au n° 124, 

une transformalion circulaire, c’est-à-dire une transformation 
qui résulte d'un nombre pair d'inversions et dans laquelle, à un 
cercle, correspond un cercle. Pour qu’une telle transformation 
fasse correspondre au polygone (P') un polygone (P) exclusive- 
ment composé d’arcs de grand cercle, il faut et il suffit, comme on 
sait, que tous les petits cercles qui forment les côtés de (P') soient 
orthogonaux à un même cercle, qui sera nécessairement imagi- 
naire. On aura ainsi autant de conditions à écrire qu’il y aura de 
côtés moins 3. Ces conditions seront nécessairement transcen- 
dantes; mais, d’après les recherches de M. Schwarz relatives au 
principe de Dirichlet, elles peuvent toujours être résolues et per- 
mettront de déterminer un nombre égal de constantes. 

Cette première difficulté une fois levée, on obtiendra cffective- 
ment des surfaces minima limitées par des contours dont les élé- 
ments seront parallèles aux éléments correspondants du contour 
donné a priori; et il faudra disposer des constantes restées arbi- 
traires pour rendre l’un de ces contours superposable au contour 
donné. Cette dernière question est celle dont l'étude générale n'a 
pas encore été entreprise. | 

On remarquera les caractères distinetifs de la méthode employée 
dans ce Chapitre. Les propriétés relatives aux deux représenta- 
tions conformes de la surface n’y interviennent que d’une manière 
accessoire, et auraient même pu être complètement supprimées.
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CIEAPITRE XIL 
APPLICATIONS DIVERSES DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 

Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines équa- 
tions différentielles linéaires dont on connait l'intégrale générale. — Surfaces 
que l’on peut déduire de l'équation à laquelle satisfait ja série hypergéomé- 
trique de Gauss. — Surfaces déduites de la forme AÏ(&— a)° adoptée pour . 
G(£) et H(£). — Surface minima limitée par une ligne brisée plane et une 
droite parallèle au plan de la ligne brisée. — Problème de Gergonne. — Sur- 
faces déduites de la forme A[TO%{(t— a) ITHÈ(4—0) adoptée pour G(4£) et 

: H(£). — Surface minima limitée par deux polygoncs fermés situés dans des 
plans parallèles. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre 
des solutions du problème. — Surface passant par trois droites situées d’une 
manière quelconque dans l’espace. 

——_—_— 

296. Le problème proposé ne pouvant être complètement résolu 
que dans le cas où l’équation linéaire formée au n° 293 est inté- 
grable, ou, du moins, appartient à la classe de celles pour lesquelles 
on peut suivre la variation de deux intégrales dans toute l'étendue 
du plan, on est naturellement conduit à une marche inverse de 
celle qui a été suivie dans les deux Chapitres précédents. Il’semble 
préféräble d'étudier directement les équations du second ordre, en 
très petit nombre, auxquelles on a reconnu la propriété que nous 
venons de rappeler, c’est-à-dire dont on sait déterminer le groupe, 
ct de chercher ensuite quels sont les contours pour lesquels elles 
peuvent donner la solution du problème proposé. 

Au premier rang de ces équations, il faut placer celle à laquelle 
satisfait la série hypergéométrique 

d20 db Gi) 0 Tr +++) ]S —ap0 = 0. 

Nous avons vu (n° 136) que, si x, 8, y sont réels, lerapport de 
deux solutions particulières donne la représentation sur la moitié 
supérieure du plan d’une airé plane ou sphérique, plus ou moins
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complexe, limitée par trois ares de cercle. Dans le cas où les trois 

cercles limites sont orthogonaux à un cercle imaginaire, on peut, 
en choisissant convenablement deux solutions, obtenir la repré- 

sentation planc d'une aire sphérique limitée par trois arcs de grand 

cercle. Ce cas est caractérisé (n° 136) par l'inégalité 

Va) Tei—8) Dati) TB 
  = j « @) DIGG 

à laquelle on peut donner la forme plus simple 

(3) sinaz sinÿr sin(+— 2)7 sin(y —9)r <o. 

TFoutelois, l'équation à laquelle satisfait la série hypergéomé- 

trique ne peut pas être employée sans préparation. Nous savons que, 
pour l'équation linéaire dont dépend la solution du problème et 
qui a été formée au n° 293, la somme des exposants des deux 

intégrales régulières relatives à chaque point critique doit être 
un nombre entier si le sommet correspondant est de première 
espèce, et Ja moitié d’un nombre impair dans le cas contraire. Or 

les exposants relatifs aux divers points singuliers de l'équation (1) 
sont 

Pour le pointo........ +. 0) 1—Y; 
Pour le point 1........... o, t—2—8; 

Pour le point ......... . % A 

et ne satisfont pas, par conséquent, à la condition que nous venons 

de rappeler. | - 

Mais il suffira de substituer à la fonction 9, qui satisfait à l’équa- 
tion (1), la fonction plus générale 

Bt dt 
(9) tr (it) T0, 

. qui est déterminée également par une équation da second ordre; 
et l’on reconnaîtra aisément qu’il est possible de détermineruet 

de manière à salisfaire, pour les trois points, à la condition indi- 

quéc. Car les trois équations auxquelles on est ainsi conduit 

  

  

. n— 92 
H—I+iI—Y— =“ , 

, - ‘ n'— 
(5) À V—i1+y—2—$ = ; ° - 

| . 2 

+6 
2+ÿ—u—-v+2—  
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sont Loujours compatibles, pourvu que les nombres entiers #, n!', n° 
vérifient la relation 

n+n+n =0, 

qui détermine n" lorsque » et #/ sont connus. 
Nous venons de multiplier 0 par des puissances de 4 et de 1 — 1. 

On sait que, si ces puissances sont convenablement choisies, 
On peut trouver trois fonctions qui satisfont à une équation de 
même forme que l’équation (1), mais où +, B, y ont d’autres va- 
leurs. L'une quelconque des quatre équations ainsi obtenues pour- 
rait être choisie et conduirait toujours aux mêmes valeurs de ©. 
Pour ces quaire équations, les quantités 1—Y,y—x— 8, « — B 
ont les mêmes valeurs absolues et ne différent que par le signe; 
nous supposerons que l'on ait choisi celle pour laquelle les iné- 
galités suivantes 

1—Y5o, 

(6) | 1—2—f$3>0, 
2—$550o 

sont vérifiées, 

s 
297. Conformément aux résultats du n° 136, on obtiendra l’é- 

quation de la surface minima, en prenant pour G et IT les valeurs 
suivantes ‘ 

Et, Yu ‘ 
1—1) ? F(a+i—g B+i—y,2—7, t}, 

C étant la constante dont la valeur cst donnée par la formule (9) 
du n°268, 

  Te), /7 TG TT (8) G=— r(7) \ VG—a)TG+a—4)rG BG +7) 

et K désignant une constante arbitraire. 
Comme on a, d'après une formule connue, ‘ 

4)K2 L (9) Gi nç= DE à 2 Te 
G— 0° ;
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on déduira de Jà 

(to) s=| cn SRE Et 2 

On voit que, si la portion du contour relative aux valeurs de 4 comprises entre o ct 1 est une droite, il faudra prendre pour K? une valeur réelle; sinon, K? devra être Purement imaginaire. 

298. La surface que nous venons de déterminer pourra avoir des formes très variées dans le voisinage des sommets du contour. Cherchons d’abord à quelles conditions l’un quelconque de ces sommets sera à distance finie. 

  

Pour le sommet (o), le plus petit des CxXposants est — ; pour 
que l'intégrale f112(4) dt qui lui correspond soit finie, il faut ct 
il suffit que l’on ait 

4>œo. 

: On trouvera de même pour le sommet (1) la condition 

150, 

el pour le sommet (&) la condition 

_ e>0, après avoir posé 
| BHY—2— 28 = —r—; 

ce qui ramène les équations entre 5 Ps % P, y à la forme 

n 
Ie = —u, 

, n - 2 = —. Qi) da pes, 
o n+n t— = PP ——: 

Nous allons d’abord examiner si les trois sommets peuvent étre 
à distance finie. | 

Les premiers membres des équations précédentes étant néces- saircment positifs ainsi que li, y, 9, on aura, dans le cas qui nous 
occupe, les inégalités 

n—+ 
+? , -n _ n>o, ..n'>o, 5 <2, … . 1. 

D.— TI. 
31 
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qui n’admettent que les trois solutions suivantes : 

= I, n' = J, n'=—9; 

n=1, n=2,  n=—3; 

n= 92, n'=1, n'= —3. 

Dans les trois solutions, le contour a un seul sommet de pre-. 
mière espèce. On peut supposer qu'il corresponde à la valeur 
de £, ct l’on voit ainsi que les deux derniers cas se ramènent au 
premier. 

Les'surfaces obtenues sont celles qui ont été étudiées au n° 268 
et leurs surfaces adjointes qui sont limitées par t une droite et par 

, deux plans. 

299. Si l’on veut que la surface ait un secteur infini, il ÿ aura 

une infinité de solutions. Il suffira, par exemple, de prendre pour 

les entiers # et n' des valeurs positives dont la somme soit supé- 

ricure à 3. Mais on peut, avec Riemann, ne considérer que les 

secteurs infinis ayant une forme particulière, et semblables à un 
hélicoïde ou à la portion de l’alysséide comprise entre deux plans 
méridiens. Alors il faudra que, comme cela a lieu dans l'hélicoïde . 

à plan directeur, la somme des exposants des deux intégrales ré- 
gulières relatives au point considéré soit égale à — 1 ou à 1, sui- 

vant que la valeur correspondante de £ est finie ou infinie. Si 
nous supposons que le secteur infini correspond à la valeur « de t, 

‘ nous trouverons, en exprimant la condition précédente, 

:_ 0 \ = a+8$—p—v+2=i, 
ce qui donne 

- n+n'= 4. 

Prenons 
n=2+ A, n'=2— hi; 

nous aurons, d’après les formules (11), 

oh 
St 

, € Z 

ce) pi" 
AP —P? 

Si les deux autres sommets du contour doivent être à distance
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finie, on aura nécessairement 

Lu >œo, 50. 

On déduit de là et des équations précédentes 

hi A . — — — I — " — 1 — 22h LE <i-(y 8) 
el, par suite, 

h>— 0, lb <a. 

Si l’on prend 4 — — 1, on obtient le système suivant 

vel, 
ITS; ls 

13 
4 a G3) . T—a—B= 

z—8— —p; 

si l’on fait 4 = 0, on trouve 

1—=1—-p, 
(14) T—2—B=i—s, 

2 = —p. 

I est inutile de considérer le cas où h — 1, qui se ramène au premier par l'échange de £ et de 1 — 4. | 
Pour le premier cas, correspondant aux formules (13), les deux sommets à distance finie sont de seconde espèce. La chaîne se 

compose, soit d’un plan et de deux droites qui coupent le plan et ne se coupent pas, soit d’une droite et de deux plans qui coupent 
la droite. ° ‘ 

Dans le second Cas, qui correspond aux formules (14) et a été considéré par Riemann (n° 969 et 269), le contour est formé de 
trois droites dont l’une coupe les deux autres. 

Dans l’un et l'autre cas, il y a une infinité de surfaces passant 
par un contour donné. | 

En donnant d’autres valeurs aux nombres enticrs qui entrent dans les formules (11), on trouverait d’autres cas dans lesquels le segment déterminé aura deux ou trois secteurs infinis. Mais deux 
seulement de ces secteurs pourront être hélicoïdaux; car, si les 
trois l’étaient, la somme des exposants des six intégrales régulières relatives aux trois points critiques devrait être égale à — 1, tandis
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que sa valeur est 1 dans tous les cas. Nous retrouverons plus loin, 
et par d’autres méthodes, la surface passant par trois droites et 

pour laquelle les trois segments sont hélicoïdaux. 

300. Nous allons maintenant nous donner a priori des valeurs 
de G(4) et H(£) qui permettront de résoudre le problème proposé 
dans un cas très étendu. | 

Prenons 

| G(=AT [C0 

| H(t)=B [Ice — a}, 

a et a, désignant des constantes réelles, À, B des constantes 

quelconques. Nous supposerons que les exposants soient liés par 
les relations 

(15) 

(6) Sa=E8s=—i, 

par lesquelles on exprime simplement que la valeur attribuée à 
& n’est une valeur critique pour aucune des deux fonctions. 

Les seuls points singuliers des intégrales G et H correspondent 
alors aux valeurs de £ telles que a; et pour que, dans le voisinage 
de ces points singuliers, G et IT soient de la forme (26) (n° 291), 
il faudra que l'on a ait 

COS IHÈS 

l'entier » étant pair si le sommet correspondant du contour est 
de première espèce, et impair dans le cas contraire. Les relations 

(16) nous donnent alors 

CO oo En=—j; 

examinons maintenant quel est le contour de la surface obtenue. 

Le calcul dec ç nous donne : —- - 

Go) : (G jan Te ef SES Lie 

-- D'autre part, la valeur: des est déterminée, en chaque point du
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contour, par l'équation 

| ds no 5 (20) a = Roi [ Tea}. 

Supposons que les constantes À, B aient été choisies de telle ma- 
nière que le produit A?B? soit réel. Il est évident que le produit 

AB [ce _ aÿ 

est, ou réel, ou purement imaginaire, dans chacun des intervalles 
réels séparés par les valeurs singulières. Soit (axa4) un des inter- 
valles pour lesquels ce produit est réel; alors, (&) étant purc- 
ment imaginaire, la portion correspondante du contour sera une 

. . . on ds , D , ligne asymptotique;. d'autre Part, > étant nulle d’après la for- 
mule (20), cette ligne asymptotique scra dans un plan parallèle 
au plan des xy : ces deux conditions ne peuvent être remplies 
que par une droite parallèle au plan des x}. Si, au contraire, 

nous considérons un des intervalles pour lesquels AB I ] (t— a} 
est purement imaginaire, il suffira de passer à la surface adjointe 
et de répéter Ie raisonnement précédent ; la portion du contour de la surface adjointe relative à l'intervalle considéré sera une 
droite parallèle au plan des 2. Donc (n° 285) la portion corres- 
pondante du contour de la surface proposée sera formée par une 
courbe plane située dans un plan parallèle à l’axe des 3 et que la surface coupera normalement. | 

On obtient done une solution du problème proposé pour Le cas 
où le contour est formé par des droîtes, en nombre quelconque, 
parallèles à un plan fixe (P) et par des plans, également en 
nombre quelconque, perpendiculaires au même plan(P}. Ilscrait 
aisé d’ailleurs de démontrer que cette solution cst la plus générale, 
au moins si l’on suppose qu’à l’intérieur, ou sur le contour et en dehors des sommets du segment cherché, ne se trouve aucun point 
où le plan tangent soit parallèle au plan (P) (). 

  

€‘) Pour établir @ priori la forme admise dans le texte, supposons que le plan (P) soit horizontal et ait été bris pour plan des æy-. Alors; sur chaque partie
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301. Nous indiquerons les deux applications suivantes. 
Prenons d’abord tous les entiers 7 égaux à zéro, sauf deux 

auxquels nous attribucrons la valeur — 2, pour satisfaire à la re- 

lation (18); et supposons que les valeurs « de & correspondantes 
à ces deux derniers exposants soient o et. Les valeurs de Get 

  

du contour, la normale demeurera parallèle à un plan vertical fixe ct, par con- 

séquent, l'argument de w sera constant. Donc la fonction 

dlogu - 

dt 
  

sera réelle pour toutes les valeurs réelles de £. Cette fonction a des pôles qui 
correspondent aux divers sommets du contour; d'autre part, si le plan tangent 
ne devient horizontal en aucun point situé à l’intérieur du segment ou sur un 
côté du contour, elle ne devient infinie pour aucune valeur réelle ou imaginaire 
de € différente de celles qui correspondent aux sommets de ce contour. On a 
donc 

4 4 
d logu ÙY 

dt = >; ? 
    

— «a 

ct l'on déduit de là, en intégrant, 

u=A' Ta. 

.. d3, FA De mème, la fonction ü étant nulle sur toutes les droites du contour, le pro- 

duit GI demeurera réel quand on se déplacera sur chacune de ses droites. La 
considération de la surface adjointe montre que GI sera, au contraire, purement 
imaginaire sur chacune des lignes de courbure planes du contour. On déduit de 

d log GH 
dt 

    là, en considérant encore la fonction 

n 

Gu=R ] [tea 

Les deux formules précédentes donnent bien les valeurs de G ct de II admises 
dans le texte. 

Si l’on veut faire intervenir des points où le plan tangent soit horizontal ct 
situés soit à l’intérieur, soit sur le contour du segment, il suffira d’adjoindre à une 
des deux intégrales G, I des facteurs tels que 

> que GIT sera de la forme 

(t—b)", 
où à sera réel, ct 

(£—c)"(t— 0c,)", 

où c ct c, seront des quantités imaginaires conjuguées.



APPLICATIONS DIVERSES DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 487 

de IT prendront alors la forme suivante 

G(L)= AmTTc — a}, 

I(e)= Bee E(e — a)x. 

Si le produit AB est réel et si les CXposants # sont Lous infé- 

(21) 

: , 1 oo rieurs en valeur absolue à 3° tous les sommets correspondants aux 
valeurs finies de £ seront à distance finie, tandis qu’il y aura deux 
secteurs infinis correspondants aux valeurs 0, © de 4. Nous dé- 
terminons ainsi le scgment (M) de surface minima compris entre 
une ligne brisée plane composée d’un nombre quelconque de 
côtés et une droite qui est parallèle au plan de la ligne 
brisée. 

On trouve 

3= À J'riAB © = RoiAB loge. 
Comme on a 

logt = logp + ce, 

désignant le module et © l'argument de t qui demeure compris 
entreo et r, on voit que 5 varie entre o et — 2 ABx. On devra done 
prendre 

2AB>= = — ô, 

9 étant la distance de la droite au plan de la ligne brisée. Les con- 
stantes qui demeurent arbitraires sc délermineront par la condi- 
tion que les côtés de la ligne brisée aient des longucurs données. 

Cet exemple comprend comme cas particulier un de ceux qui 
ont été traités par Riemanns il suffit de supposer que la ligne 
brisée se réduit aux deux côtés d’un angle pour retrouver le 
second des problèmes signalés au n° 2692, 

302. On peut traiter de la même manière le problème de Ger- 
gonnc (n° 265) et déterminer complètement la surface minima qui, 
passant par deux diagonales opposées d’un parallélépipède droit, 
coupe à angle droit deux faces latérales opposées de ce parallélé- 
pipède. Pour plus de simplicité, nous supposcrons le parallélépi- 
pède rectangle (fig. 21).
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On peut toujours admettre que les sommets a, b, c, d du con- 
tour correspondent à des valeurs de £ que nous désignerons par 

—Ù, —a, +a, +0, 

& étant plus petit que b. De cette manière, les courbes planes be 
et da du contour correspondront aux deux intervalles (— a, + a) 
el (b, sw, — D). | 

On doit poser ici 

G=A(E + t}u(a + t}a(a — 1) (D —1yu, 
(22) = B(0+ 2)hi(a + t)B(a—t)B(Db—1)4, 

avec les conditions 

ni (23) Hs nr - En, 

les entiers n; étant impairs, puisque ous les sommets du contour 
sont de seconde espèce. D'ailleurs, comme tous les sommets sont 
à distance finie, nous devons avoir 

l 
1 , 0, (24) HD— 5 D 

et, par conséquent, en ajoutant,  Ù 

RD— 02. 

Les quantités nr; doivent être supéricures à — 2: comme leur 
somme est — 4, on a nécessairement 

Hi = —1,; 

et les conditions (23) se ramènent à la forme 

I 
(25) += 

Si l'on tient compte des inégalités (24), on voit que «; et 8; 
, . Li . Qt © doivent être compris entre o ct — 3" Par suite, la différence a; —£; 
pre SI | sera inférieure en valeur absolue à 5 

Or (a; — R;}r mesure, au signe près, l’un des'angles formés par 1 D ? Le] 
les deux grands cercles qui servent: de représentation sphérique 
aux deux portions du contour se coupant au sommet (ë); si l'on
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désigne par «x l'angle de la diagonale ab avec le côté ad! du 
parallélépipède, ces deux cercles font entre eux les angles 

27, (1—u4)r. 

Comme (x; — B;)z est inférieur à … il faudra prendre 

Cai— Bis = Hu; 

celte équation, jointe à la formule (25), donne les deux systèmes 
de valeurs 

! [ zx 
ju; 

(26) 4 
le = 1 2 
| BR z 

LL Î & 
He z +; 

(27) i 
fa! 2 
Pi â 2 

pour 4; et $;. On pourrait faire différentes combinaisons de ces 

deux systèmes; mais, pour obtenir celle qui correspond à la 

Îg. 21, nous remarquerons que l'on a ici 

U—=— Ê =— RE + aa ya (a — +) Bd — tj “ 

Or, si l’on se reporte à la figure, on voit qu’en prenant un sens 3 D ? q Ï 

déterminé pour la normale, on a 

u=0, en act en d, 

u=, en betenc; 

il faut donc prendre ! 

' a 
a > Pis a3 € Pa, 23 < Pa > $:, 

\ 

ce qui détermine complètement les exposants ct donne 

l
e
 

(G=Açar— et) 
1,3% Î œ 

+ 2 4 2 (28) H=B(at— 4) 57 ?(b2— 42) 
_ À =)" . 

ei (a) a?— 1:
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Si l’on Suppose que le plan des æ3 ait été pris parallèle à la face ba'cd' du parallélépidède, & doit être réelle dans l'intervalle 

(— a, + @); il faudra donc que à soit réel. On peut d’ailleurs 
déterminer ce rapport par différents moyens. 

Par exemple, on Pourra exprimer que l'accroissement de x est le même en valeur absolue quand on passe du sommet & au SomMeL C, où du sommet d au sommet a. En se reportant aux équations (3) [p. 454] qui définissent Ja surface, on est ainsi con- duit à l'équation 
| 

da 
L-] 2 f CG i)ar = à f (G:— H?)@, 

0 
b 

Effectuons dans Le second membre la substitution 

= —. 

Un calcul facile donnera 

LA /8 x L'II(#) -,B/alz4G(e) 

et l’équation prendra la forme 

ou , “TB/a\rs.  At/o\e J'e-nae f [R(G) G— (2) ie | a, 
ou'cncore 

A2 B? 
[È-xxl 

a 1 1 2975 pe pa /Ot— pt 22 Ja?—j2\?x x f C@— 2) ETS pr) [( . ) +( =. )'le 
Tous les éléments de l'intégrale étant positifs, il faudra que l'où ait | 

    

A2 B? 
ax  G2x° 

On prendra donc, pour satisfaire à cette équation, 

— Lui Le, t A = Vider "ip": ë, 

D
 

+ 

x 1 œ B= VENU ia ré,
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et les valeurs définitives de G(4), IH(4) seront 

1 [ 
1-2 + 

+ + 

u(o= vin (E = ” ri 

M sera une constante réelle : on le reconnaît immédiatement en 

K
R
 

    

(29) 1 

(£ _ * : 

\ 

“I
R 

I
R
 

    

. ls . " 
exprimant que est nulle pour chaque point de la droite ab. 

Le rapport 3 se déterminera par la condition que le parallélé- 

pipède à l'intérieur duquel se trouve le segment déterminé (M) soit 

semblable au parallélépipède donné. Dans le cas. où la base est 
, . . ï 

carrée, il faudra faire 4 = 3 (*). 

303. Nous venons de montrer, par létude de deux problèmes 
particuliers, le parti que l’on peut tirer de la forme générale des 
valeurs de G(£)etII(4), donnée au n° 300. En continuant l’appli- 

cation de la méthode synthétique qui a réussi dans les exemples 
précédents, nous allons étudier deux formes nouvelles des mèmes 

intégrales, qui dépendent des fonctions elliptiques et nous donne- 
ront une solution élégante de l’un des problèmes étudiés par 
Riemann. 

G(e) et 5(4) désignant les valeurs nouvelles des fonctions G 

ct IT, prenons 

go=aThrce-oTTetc- b), 

| 5c0 = sThu*c- of} OP" — 0). 

(*) Si l'on cherche la valeur de la fonction #(&) de M. Weierstrass relative à 
la surface que nous venons de déterminer, on cst conduit à un résultat de la 

forme ‘ 

(30) 

  

—2 
= Kr% 
J(u)= —— 

(= a )(a_ wà ) 

Pour le cube, on a 3 = z ct l’on retrouve la forme de Cu) donnée par M.Schwarz 
4 . 

dans le Mémoire que nous avons cité (n° 265).
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Dans ces formules, À et B désignent deux constantes quelconques; @; 0, 4, $, a, R' sont des Constantes réelles, et le nombre des Constantes & n’est pas nécessairement égal à celui des constantes db; enfin les symboles I et © désignent les trahscendantes de Jacobi, le module Æ étant supposé réel et plus petit que l'unité. En répétant les raisonnements indiqués dans les numéros précé- dents, nous reconnaissons immédiatement que, si l’on donne à 4 des valeurs réelles quelconques, le contour de la surface corres- pondant à ces valeurs réelles de 4 $C composera de droites paral- lèles au plan des Zÿ où de courbes situées dans des plans coupant la surface à angle droit et parallèles à l'axe des 3; il suffira, pour cela, que le produit A2B?2 soit réel et que les exposants satisfassent aux relations : 
, a 

LA —, 
2 

# où» désignera toujours un nombre entier. Mais ici se présente une circonstance tout à fait exceptionnelle : si l'on change £ en LH ER, les formules bien connues 

IT çepeir 0) BC HER)= (re FRET 
LT os+ir er) H(t<—iK)= (re SR 

montrent immédiatement que (4) et $(t) ne changeront pas de forme Pourvu que les eXposanis soient liés par les relations 
(31) Ex — 14

 
“e
o = 0, Ex — LE — 0, 

que nous suppôscrons vérifiées. Alors toutes les fonctions I se changeront en fonctions 9, et réciproquement: on aura 
[ i 7 Lo Ta -X4 e GCe+ ER = AR EST Lecce 0), 

ETS ns SG+ik')= Berkt"* °] Le“) Jus. 
Par conséquent, si l’on a 

(32) 

Lx 
B+$— 3 

et si la somme 

Sa(a+a)—25(p+0) 
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est un multiple de K, il ÿ aura sur Ja surface un second contour 

tout semblable au premier, qui correspondra aux valeurs de £ dont 
Ja partie réelle est quelconque, mais dont la partie imaginaire est 
iK’. Par suite, la portion de la surface qui contient tous les points 
pour lesquels la partie imaginaire est comprise entre o ct iK’ 
formera une espèce de bande, limitée par deux contours dis- 
tincts, de la nature de ceux que nous avons étudiés, c’est-à-dire 

formés soit de droites, soit de plans que la surface coupera 

normalement, les droites étant, toutes, parallèles au plan des zy et 
les plans tous parallèles à l'axe des s. 

Pour nous borncer au cas le plus simple ct le plus intéressant, 
nous supposcrons que les exposants soient liés par les relations. 

(33) d+a2=0,  f'+$—o. 

Alors, si le produit AB est réel et si les exposants «, 3 sont tous 
inférieurs en valeur absolue à +, la bande de surface déjà définie 

sera limitée par deux lignes brisées situées dans deux plans paral- 
lèles au plan des xy. Les sommets de l'un des contours correspon- 
dront aux valeurs | 

is 3 

de £ et à ces valeurs augmentées de multiples de 2K; ceux du sc- 
cond aux valeurs 

bin, bHik, 

et à ces valeurs augmentées également de multiples quelconques 
de 2K. . 

La valeur de 5, donnée par la dernière des formules (3) [p. 454], 
devient ici 

(35) . 3= À f'iiAB dt = 2ABA à. 

Si donc on pose | 

G5) | 2ADK'=—3, 
le segment de surface sera tout entier compris entre le plan des 
zy a le plan : 

NN 

S = 6. 

La périodicité des fonctions @ et I entraîne d’ailleurs certaines
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propriétés de la surface; si, dans les expressions de G et de $, on change t ent + 2kR, un calcul facile donne 

Gt +akR) = e-irXx G(), 36) Rp (36) SC +2K)= er ta 8 (4). 
Ces formules définissent un déplacement parallèle à l’axe des z. Si donc on considère seulement le segment (M) de la surface qui correspond aux valeurs de 4 représentées par des points à linté- rieur du parallélogramme (2K, ëK') des demi-périodes, il suffira, Pour obtenir toutes les autres parties de la surface, de faire tourner le segment (M) d'angles égaux aux multiples de 25Y+ autour d'un axe convenablement choisi, parallèle à l’axe des 3. Nous allons chercher la condition Pour que le segment (M) forme une surface annulaire fermée, qui sera alors nécessairement limitée par deux polygones fermés, et dont chaque point Correspondra ainsi à une infinité de valeurs de 4 qui scront égales, à des multiples près de 2K. . | 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que les valeurs de G?(£), 52(t) soient périodiques, ce qui aura toujours lieu d’après les équations (36), si l’on a l'unique relation 

(37) Sa=N, 
N désignant un nombre entier. La première des équations (31) nous donne alors la relation 

à laquelle devront satisfaire les exposants £. 
Considérons maintenant une section plane quelconque dont le plan soit paralléle au plan des xy. Elle correspond, d’après la formule (34), à une valeur de + . 

u+ ik, 

dont la partie imaginaire est Constante. Pour que cette courbe soit fermée, il faudra, comme le montrent les formules qui détermi- nent la surface, que les deux intégrales 

ik+2KR 
ik+2k A Ga, A f 7 (G+gra ik 

hi



APPLIGATIONS DIVERSES DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 495 

soient nulles toutes les deux. 11 suffit d'intégrer le long d’un rec- 
tangle pour reconnaître que ces deux intégrales seront nulles pour 
toutes les valeurs de k, si elles le sont pour À = 0. 

En résumé, si les trois conditions suivantes sont vérifiées, 

14
 

°k 

z= 28 =N, 

sh 

(G? + $?) dt = 0, 
0 

| 
(38) na Lun pe à LR AG—sane af 

la surface minima déterminée sera un segment annulaire (M), à 
connexion double, compris entre deux plans parallèles dont la dis- 
tance est à et limité par deux polygones fermés quelconques situés 
dans ces plans. Ces deux polygones, qui n’ont pas nécessairement 
le même nombre de côtés, seront, l’un et l'autre, de l'espèce N; 
c’est-à-dire qu'un point mobile ne Pourra revenir au point de 
départ après les avoir entièrement parcourus qu'après avoir fait 
N tours complets. On reconnaît aisément que le nombre de con- 
stantes arbitraires contenu dans la solution est précisément égal 
à celui des arbitraires qui sont nécessaires pour la détermination 
complète du contour. | 

Cet exemple est le dernier de ceux qui ont été traités par Rie- 
mann (n°262). On peut l’étudier d’une manière directe en sui- 
vant la méthode indiquée plus haut, dans la Note du n° 300 (). 

304. Nous développerons maintenant une remarque générale 
qui nous paraît de nature à faire mieux comprendre le caractère 
propre des solutions précédentes. Soit 

L di  « | 

l'équation linéaire dont deux solutions connues, G et IL, doivent 
être substituées dans les formules qui déterminent la surface. 
Substituons à la fonction 6 la fonction plus générale 4, liée à 0 
par la relation 

_ [a (io) | = VR(T +50); 

  

(*) Riemann avait seulement indiqué que le problème pouvait être résolu; et 
les développements si intéressants donnés sur ce sujet dans les OEuvres complètes 
du grand géomètre (p. 418 et suiv.) sont l’œuvre de M. H, Weber. :
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R et S étant des fonctions de 4 qui seront réelles pour les valeurs réelles de 4, et que, pour plus de simplicité, nous supposerons uniformes dans toute l'étendue du plan. Substituons au segment (M) de surface minima déterminé par les deux solutions G et II le segment (M,) qui serait défini par les nouvelles fonctions 

— /dG \ — /4G à 

nous allons voir que ce segment (M) et le segment (M) sont limités un et l’autre par des contours qui ne sont pas nécessaire- ment superposables, mais qui sont au moins de même espèce. Soit, pour fixer les idées, (d) une droite du contour de (M), qui correspond à un intervalle réel (ax, &ky1) dans lequel varie . Si l’on amène l'axe des ÿ à être parallèle à la droite (d), il faudra effectuer sur G et I une certaine substitution linéaire dont la forme a été donnée au n° 2892; il faudra aussi soumettre G, et IT, à la même substitution linéaire, ou à une substitution dont les quatre cocfficients auraient leur signe changé. Si donc on désigne par g, h, g1, h; les nouvelles valeurs de G, I, Gi, IL,, il suit de la forme linéaire des relations (41) que l’on aura 

me wR(T+se), lei (0e + sa), 

< désignant toujours l'unité positive ou négative. 
Cela posé, donnons à 4 la valeur réelle, comprise entre ay ct “kp1, Qui convient à un point de la droite (d); g et A seront toutes les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires (n° 287). Puisque, par hypothèse, R et S sont des fonctions réelles pour toutes les valeurs réelles de lt; 81 Ct hi seront, comme get, loutes les deux.réelles’ ou toutes les deux purement imaginaires, Var suite, la portion du contour de (M) qui correspond à l’inter- valle (ay, Aky1) Sera aussi une droite (di), parallèle à la droite (d). La démonstration se ferait de Ja même manière si la portion con- sidérée du contour de (M) était située dans un plan (P) normal à la surface : la portion Correspondante du contour de (M) serait dans un plan (P,) parallèle à (P) et normal à (M); on le recon- naît d’ailleurs presque immédiatement en passant aux surfaces ad- 

e
e
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Jointes de (M) et de (M). La Proposition que nous avions en vue est donc établie dans toute sa généralité, 

Les fonctions R et S Pourront s’annuler, avoir des pôles ou des points singuliers essentiels. 1 en résullera, pour le segment (M,), des singularités, ou des points de ramification, où des nappes infinies; certains sommets du contour Pourront être rejetés à l'infini, ou ramenés à distance finic ; il pourra ÿ avoir des station- nements où des rebroussements sur certaines parties du contour. Nous n'insisterons. pas sur loule cette discussion. Le Point cssen- licl que nous avons voulu mettre en évidence, et qui est important pour la théoric générale des équations aux dérivées partielles, est le suivant : on Peut trouver une infinité de surfaces minima, dé- pendant d’un nombre limité ou illimité d’arbitraires, qui contien- dront toutes un contour de nature donnéc; en sorte que la condi- Lion, Pour unc telle surface, de contenir un contour donné ne la détermine pour ainsi dire Pas ct ne permet pas, en particulier, de fixer la valeur ou la forme des fonctions arbitraires qui entrent dans son intégrale. Le problème est susceplible d’une solution précise ct déterminée dans le cas seulement où l’on ajoute les con- ditions de continuité indiquées dans tous les exemples précédents. 

305. AL. J.-A. Scrret, dans un article inséré au 1. XL des Comptes rendus (*), a montré qu’il existe une infinité de surfaces minima passant par deux droites, et que ces surfaces contiennent dans Icur équation une fonction arbitraire. On obtiendra toutes ces surfaces en appliquant les remarques précédentes au problème: particulier du n° 267, Les hélicoïdes obtenus dans ect article cor- respondent à des valeurs.de II et de G qui sont de la forme sui- 
Yante G=um, Him; 
si on porte ces valeurs dans les formules (40), on aura 

Gen VR(S+%), ni ms vR(s-15#) 
4 

a 

(} JA Senner, Sur la moindre surface comprise entre des dignes droites données, non situces dans le mème plan (Comptes rendus, 1. XL, P- 1078; 1855). La même question à aussi été traitée par M. O. Bonnct dans le Mémoire déjà cité Sur l'emploi d'un nouveau s'stème de variables, ete. (voir Journal de Liouville, 2° série, t. V, p. 246). 

D.— I. 
32
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ou, plus simplement, 

G=emyP,  I=t--mQYyP, 

P et Q étant des fonctions réelles pour les valeurs réelles de 4. 

306. Supposons encore que, a, 4», ..…, a, étant les valeurs de 
t relatives aux points singuliers, on prenne dans les formules (40) 

= 0, 

(42) R= FC ay, 

tous les nombres 2x étant entiers et ayant leur somme nulle. On 
obtiendra la surface définie par les équations ‘ 

| z=R [ic Ra, 

{ (43) = À f(c+ rer, 

s = f2iGHRat. 

Le segment de cette surface qui correspond aux valeurs de 4 
dont la partie imaginaire est positive est limité par un contour 
dont tous les éléments sont parallèles à ceux du contour qui 
limite la surface primitive. Ce segment n'offre d’ailleurs aucune 
singularité; certains sommets seulement pourront être rejetés à 
l'infini; d’autres ramenés à distance finie. 

Si l’on prenait pour R une fonction réelle quelconque, 'on intro- 
duirait nécessairement des singularités; mais elles Pourraient être 
toutes à unc distance finie du contour. 

307. Nous appliquerons encore les remarques précédentes aux 
différentes solutions du problème que nous avons obtenues au 
n°297 par l'emploi de l'équation de Gauss. Nous avons vu que, si 
l’on pose 

(41) Ge? (r—t) 2 F, 

F désignant une solution particulière de l'équation de. Gauss, les 
deux valeurs G et I de 0 déterminées par les formules (5) défi- 
nissent une surface minima contenant trois droites dont les angles 

 



APPLICATIONS DIVERSES DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 199 
sont quelconques. Substituons à 0 la fonction 

= — DP(DS 2 Q(0)0, 

où P(#) et Q(4) désignent des polynômes réels, de degrés m — 1 et In respeclivement, n'ayant aucun facteur commun. Les deux va- leurs G,, II, de {,, obtenues en substituant successivement (el I à 0, définiront une surface minima contenant trois droites et ne présentant, cn dehors des sommets qui correspondent aux valeurs o, 1,c, que des points de ramification; car les intégrales G, et IL, sont partout finies ct continues et elles ne s'annulent jamais simultanément en dehors de ces sommets. Étudions le cas le plus simple, celui où l’on a 

(45) D = ci {at d(i—:)0, 

les constantes a, b, © étant toutes réelles ou toutes purement imaginaires. | 
Alors les exposants des six intégrales régulières de l'équation en 

f, sont (t) 

. En U— 1 Pour le point 0........,,... ! f 
  

  2 SL 

  

V— TI 
  

  

Pour le point 1........ +Y—2—$; 

  

2 2 
. UHy— 9 MH Yy— 2 Pour Ie point &..,......... B—: ; — 1, a — I 

Si doncon pose 

B—I+i—Y = —i, 

PT È ei, 
BHa—2—(u+v—o)= 2, 

n, n', n"seront des nombres entiers, pairs où impairs suivant que 
Îc sommet correspondant sera de première ou de seconde espèce, 
  

  

(*} Pour certaines relations entre a, b, c, il est clair que quelques-uns de ces €xposants pourraient s'élever. Par exemple, si la Constante à est nulle, le premier exposant relatif au point o est augmenté d’une unité; ct la somme des Cxposants
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ct l’addition des trois équations précédentes nous donnera 1 

nn no. 

Si les deux premicrs sommets sont à distance finie, les sommes 
! 

n zt . à 
— — 1 ct — 1 des cxposantis pour ces deux points devront être 
2 
supéricures à — 1. On aura done 

. : n+n yo 
et, par conséquent, 

n'< 2. 

Le troisième sommet sera done à l'infini, et la surface aura un 

secteur infini, de forme plus ou moins compliquée. Nous laisserons 

de côté l'examen ‘de toutes ces hypothèses et nous remarquerons 

seulement que la surface peut avoir trois secteurs infinis logarith- 

miques; ce qui aura lieu si l’on prend 

n=0, n'=0o, n' = 92. 

Les trois sommets sont alors de même espèce et l’on obtient une 

surface minima passant par trois droites dont aucune ne rencontre 

les deux autres. On a 

CRRY—t  væe-(y—2—$), 

et l’on détermine les valeurs de G, et de IT, qui font connaître la 

surface en substituant à la place de 0, dans la formule (45), les 

deux valeurs de G ct de I définies par les équations (5). 1] faudra, 
dans ces équations, remplacer & et par les valeurs précédentes 
et prendre pour la valeur de K? une constante réclle quelconque. 

Ï est inutile en effet de conserver à K? une valeur arbitraire puis- 

qu’elle vient s’adjoindre comme facteur aux constantes a, b, c, qui 

entrent dans l'expression de (,. Si l’on prend, par exemple, 

(46) . - K?= Z£, 
17 

  

des six intégrales régulières, au licu d’être égale à —1, devient égale à zéro. 
Nous laisserons de côté l'étude de ces cas exceptionnels qui conduiraient, si nous 

ne nous sommes pas trompé, à différentes surfaces parmi lesquelles se trouve 
celle qui a deux secteurs infinis hélicoïdaux ct qui contient trois droites dont 

deux se coupent, l’ensemble de ces trois droites n'étant d’ailleurs assujetti à 

aucune autre condition.
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la formule (9) nous donnera 

1 (47) GG = — ; 

nous allons faire usage de cette relation. 

Les fonctions G, et I, que nous venons d'obtenir, et qui déter- 
minent la surface, dépendent de six constantes arbitraires @, b, c, 
2, B, y. Il est aisé de reconnaitre que la forme du système formé 
par trois droites dépend également de six constantes : si l’on sc 
donne, par exemple, les angles de ces droites et leurs plus courtes 
distances, on pourra d'abord construire le système formé par les 
deux premières; et, pour déterminer la troisième, il suffira de 
mener à deux cylindres de révolution ayant pour axes ces deux 
droites unc tangente commune, parallèle à une droite donnée. Il 
semble donc que la surface déterminée dans la solution précédente : 
pourra contenir trois droites quelconques : on peut mettre ce 
point essentiel hors de doute en employant la méthode suivante, 
qui a été donnée par Riemann. 

308. Nous allons d’abord compléter les remarques générales 
présentées au n° 292, en les étendant au cas où un secteur hélicoï- 
dal infini correspond aux valeurs de # infiniment voisines d’une 
valeur singulière, que nous supposerons, pour fixer les idées, égale 
à zéro. Alors les deux intégrales régulières G et I, considérées au 
n° 291, auront Ja somme de leurs exposants égale à —i;etl'on 
pourra poser 

J 

GAL ia. ,. (48) | | _t+ 
H=Bt4 jiat+... À 

En substituant ces valeurs de G et de IX dans l'expression de s, 
on aura 

  2iABA 
2 
gr ji+geeges. li 4) (g) = 2i(HG'— GW) =— 

d3\?2 ,..., 1. . 
comme ( doit tre purement imaginaire pour les valeurs 

réelles de +, on voit que le produit AB scra nécessairement réel. 
Les coordonnées #, 7, 3 d’un point de la surface s’obtiennent
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en substituant dans les formules (3) (n° 981) les valeurs précé- dentes de H et de G. On trouve un résultat de la forme 

I . 
F=—Z REAtE A 10! 

(50) Josef aire 

3 == 2AB À [élog ti + 0°], 

9, 6", 07 étant des sériçs qui s’annulent pour £— 0. 
En réduisant les valeurs de x et de y à leurs termes principaux, 

on aura 

(51) $ 

fl 1 ns. 
— 7 REA, 

1 4 F=— z À Ath, 

ou encore 

. .È 
T+iy = — z Ath, 

Lorsque le point variable # décrira dans la partie supérieure q : P du plan, un demi-cerele infiniment etit autour de l'origine, + P 1 
D » et y seront très grands ct l'argument de x + ly augmentera de 

hr. Comme on passe ainsi de l’une des droites du contour à la 
suivante, on voit que l’angle du secteur infini sera égal en valeur 
absolue à Az. ‘ 

D'autre part, la valeur de 3, réduite à son premier terme T ? , 

2AB Rx logt, 

où au produit de AB par l'argument de £ pris en signe contraire, 
variera entre o et —2ABz. Si à désigne la plus courte distance des 
deux droites qui limitent le contour infini, on aura donc 
(52) Ô——92ABr. 

a ,. . ds 2 Le développement de l’invariant () sera donc de la forme 

‘ ds\? Shirt (53) () = EL fra pos] 

CR
 

ct son premier terme s’exprimera complètement au moyen des 
éléments géométriques à et 4. Ce résultat, dû à Riemann, est très
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essentiel et nous allons en faire l'application. Remarquons seu- 
lement que, si le secteur infini correspond à une valeur infinie 

. I , de 4, il suffira de changer # en 7 dans la formule précédente, ce 
qui donncra 

# 
° . mu 2 na] s. ° a a 

(54) ($) =Eahefef. . 

309. Appliquons à l'exemple que nous étudions ces remarques 
générales. Les angles des trois secteurs hélicoïdaux sont ici 

G— y) Cr—a—8)r, (2— 6). 

Nous les désignerons par /r, m7, nr respectivement. 
D'autre part, on a généralement 

ds\? . , , 
(9) = 2ë(I1:G: — (en 17’, } 

et un calcul facile donne ici 

G5) (3) = 2i(UG'— GU')[A(1—4)-+ Be — Ci — 0], 

A, B, C ayant les valeurs suivantes : 

2 272 
a= (5-2), 

2 

  

(56) B=(e+2)- 2,   
2 

C=— («5 eye: 

2 4 
  

Si l’on remplace IG'— GIT par sa valeur déduite de la for- 
mule (45),ona . | 

_ ds\? . AG—D+Bt— CI), 
(55) (3) PT QD = 

Pour £—o, on doit trouver, en développant suivant les puis- 
sances croissantes de 4,
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à désignant la plus ‘courte distance des deux droites qui limitent le secteur. . 

On aura donc, en Prenant le premicr terme de ce développe- ment dans la formule (55), 

(58) Êl=— 25 A. 

La considération des deux autres points donnerait de même 
(58)a | d'm=2rD, Sn —2rC, 

ÿ et à’ étant les plus courtes distances des droites qui correspon- dent aux secteurs r et c. | 
| On peut donc considérer À, B, C comme connues, et il reste à déduire des formules (56) les expressions de à, a, c. 

310. Écrivons ces équations sous la forme 

b— 2 = + (/x£E, 

  

  

8, s’, &” désignant l'unité positive ou négative; l'élimination de «a ct de à conduit à l'équation irrationnelle 

  

  

(Go) — £ +e(/a SE + “1/2+ ame 1/04 an = 0, 2 4 4 . J 

qui déterminera c. 
Si l'on chassait Jes radicaux, on trouverait une équation du quatrième ordre par rapport à c?. Nous discuterons celte équa- tion seulement dans le cas où l, m, n sont inférieurs à 1, C’esL- à-dire où les trois secteurs hélicoïdaux ont des angles moindres que %. Alors si, par un point de l'espace, on mêne des parallèles aux trois droites en attribuant à ces parallèles un sens conve- -nable, +, mr, n7 seront les suppléments des angles formés par ces ‘trois parallèles. 

: 
Ür, mr, nx= étant les angles d’un triangle sphérique, on a les
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inégalités , 

1+l—m—n>o, 
(Gr) 1+m—l— no, 1—l—m—n<o. 

| In -l—m>o, 

Par suite, si, dans l'équation (Go), on fait d'abord 

G # 

eo
 

« uw
 

? 

et si l’on substitue à la place de c* les deux valeurs co eto, le pre- 
mier membre scra certainement négatif pour c==c; mais, pour 
C—=0, il aura un signe qui dépendra entièrement de celui du 
facteur s. On peut donc choisir + de telle manière que les résul- 
tats des deux substitutions précédentes soient de signes contraires, 
ce qui met en évidence une première racine au moins de l'équation 
en c?. 

Si l’on fait maintenant, soit 

il Il | 
eo

 

soit 
" 

3: 

Il Il 

on trouvera encore deux autres équations irrationnelles, qui 
auront chacune au moins une racine réelle ; ce qui donne, en tout, 
trois racines réclles de l'équation en c?, convenant chacune à une 
forme connue de l'équation irrationnelle (Go). . 

_ Pour séparer la quatrième racine, changcons c en c'i; l'équa- 
tion (Go) prend alors la forme 

(Go)a VS a EE a VE que,   

Adoptons la combinaison suivante des signes 

#3 Ja 1 » + 9 # c'2£2 c'2m? c'?n? c ë a +4/ = =B+(/ re C—— — 0, / 4 4 4 2 

  

  

A ,. . À DB en supposant que ñ désigne la plus grande des quantités 2° 5° 
G . . . 7° Si nous substituons maintenant et la valeur 

CEETA
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le résultat de Ja première substitution aura le signe de ; 

el+imæn—i, 

c'est-à-dire le signe de e, d’après les inégalités (61). La seconde 
substitution donnera un résultat 

À DB /à CO. yA 
m/à- en ET T 

dont le signe est inconnu, mais ne dépend nullement de +. On 
pourra donc choisir le signe de « de telle manière que les résultats 
des deux substilutions soient de signes contraires, et l’on aura 
ainsi, mis en évidence la quatrième racine. En portant successi- 
vement les valeurs de c dans les formules (59), on déterminera les 
valeurs correspondantes de a et de b, qui seront réelles si l'on 
prend pour c une des trois valeurs réelles, et purement imaginaires 
comme c si l’on emploie la dernière racine. On voit que l’on sera 
ainsi conduit à quatre surfaces différentes, pouvant toutes être 
acceptées. 

: 
Nous terminerons ici, avec le premier Volume de cet Ouvrage, 

la théorie des surfaces minima et l'étude du problème de Lagrange 
ct de Plateau. Cé problème, qui doit compter au nombre des plus 
intéressants que l'expérience ait jamais posés aux Géomètres, cst 
aussi un de ceux dont les progrès sont le plus étroitement liés à 
ceux de l'Analyse moderne; le lecteur l'aura certainement re- 
marqué en étudiant les développements, peut-être trop rapides, 
donnés dans les trois derniers Chapitres. 

FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE.
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problème proposé. Î 

i 

CHAPITRE XL 

Les formules de A1. IWGGPSUMASS. enr e ns esse rrre urnes 
Forme nouvelle; duc à M. Weierstrass, sous laquelle on peut mettre les 

équations qui définissent une surface minima. — Formules relatives à 
unc transformation de coordonnées ou à un déplacement de la surface. 
Équation linéaire du second ordre à laquelle satisfont les deux fonc- 
tions G et IL. — Définition d'une famille de surfaces minima. — Ap- 
plication à la détermination de la surface minima passant par un con- 
tour donné. — Formation de l'équation linéaire correspondante à cette 
surface. — Indication des questions qui resteront à résoudre après la 
formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la famille 
‘le surfaces minima définie par cette équation. 

CHAPITRE XI, 

Applications diverses dé la méthode précédente... 
Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines 

équations différentielles linéaires dont on connait l'intégrale générale. 
— Surfaces que l’on peut déduire de l'équation à laquelle satisfait Ia. 
série hyÿpergéométrique de Gauss. — Surfaces déduites de Ia forme 
AIT(E— a)* adoptée pour G(£) et H(£). — Surface minima limitée 
par une ligne brisée plane et une droite parallèle au plan de la ligne 
brisée. — Problème de Gergonne. — Surfaces déduites de Ja forme 
AIT6*(t-- a) ITHÉ(E— 8) adoptée pour G(£) ct I(£). — Surface mi- 
nima limitée par deux polygones fermés situés dans des plans paral- 
lèles. — Rémarque générale sur les moÿens de multiplier le nombre 
des solutions du problème. — Surface passant par trois droites situées 
d'une maniére quelconque dans l'espace. ‘ 
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ERRATA. 

Page 17%, ligne 17, au lieu de 2, lire 3 — 2, 

Page 190, dans la troisième et la quatrième formule, échanger partout a et sr’, 
b ct à’. 

4 

Page 282, introduire Ie produit du de dans le second membre de la forme ‘ 
qui donne dS et vient après l'équation (6). ‘
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