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| LECŢIUNI ELEMENTARE DE ALGEBRĂ SUPERIOARĂ 
"de N. ABRAMESCU, 
  

  

ANALIZA COMBINATOARE 

1. Analiza combinatoare se ocupă cu formarea, hu- 

mărarea şi proprietăţile diferitelor grupe care se pot : 

face, după anumite reguli, cu un număr de elemente, 
date. Dintre toate felurile de a grupa mai multe ele- 
mente (cantităţi) date, se consideră ca fundamentale 

următoarele : aranjările, permutările, combinările. 

2. Aranjări. Să considerăm n obiecte diferite, pe care: 
„să le însemnăm cu ay, Qz.. „ Se numesc aranjări ale 

acestor. n obiecte: (elemente) iate câte p (p<n) grupele 
ce le putem face cu cele n obiecte, fiecare grupă con- 
ţinând p obiecte și două grupări diferind între. ele prin 

„natura sau ordinea obiectelor. Numărul acestor aran- 

jări se notează cu Pi i 
Aranjările celor n obiecte luate - câte unul sunt dp. 

Qasoee0,, iar numărul lor este Aj=n. Aranjările a n 
“obiecte luate câte două se formează aşezând lângă fie- 

_care din obiectele a, az,..:-0„, pe rând, celelalte 

obiecte, ps 7 o 

Ai, Ca ek. e Ca - 
Cap, Oa e. . . + Cad 

ge. 

AQ Oa e e e ae Gu 

Se obţin astiel, din fiecare grupă a aranjărilor an .:



  

obiecte luate câte unul, câte (n—1) grupe; deci, aran- 
„jările a n obiecte, luate câte două, sunt de (n—1) ori 
mai multe ca aranjările a n obiecte luate câte unul; 

numărul lor este ie 

4= 1 (n = nn). 

Aranjările a n obiecte luate. câte trei se formează. 

așezând lângă fiecare din aranjările a n obiecte luate 
câte două pe rând celelalte obiecte. Cum fiecare aran- 

jare a n obiecte luate câte două conţine două obiecte, 
“mai rămâri n—2 obiecte care nu întră în aranjarea con- 

" siderată, 

Deci, din fiecare grupă a aranjărilor a n obiecte ate 
câte 2, se obţin n—2 grupe noi. Aşa dar, aranjările a 
obiecte luate câte 3 sunt de n—2 ori mai multe ca 
aranjările a n obiecte luate : câte 2, astfel că numărul 
lor este 

A Ain =n (n—1) (n—2). i 

In mod analog se vede că numărul aranjărilor, an 

obiecte, luate “câte. 4 este. 

An (nl) (1-2) (n—3), 

şi în a general numărul aranjărilor a n obiecte luate câte p 
este 

An (n—1) (1n—9).... (n—p+1). 

Această formulă presupune 0< p<n. Dacă p>n, 

"atunci A? n'are nici o semnificare şi se ia A”=o, 

„p>n. "De asemenea se ia Al. | 
De ex,, aranjările a '3 obiecte a, a aa | luate câte două, sunt | 

. ÎN da Ca» 01 03 
a dap aa 

| | +. ap a a 

şi numărul lor este A3=3.2=6,



Aranjările a 4 obiecte a da, 03, a luate câte două, sunt - 

asa 413 34 
Aa, GpQg "30y 

A307 ao  Ag4 
| As N Ada Ada | | 

şi numărul lor este Aj=4.3=—12. . 44=5,4.3= 60, 46=6.5.4.3= = 369. 
“3. Exerciţii. 1. Câte numere de două ciire distincte se pot forma 

cu cifrele 1, 2, 3,....9. 

R. AZ =9.8=72. a , 

x 

2. Ştiind că numărul aranjărilor a n obiecte luate câte 6 este egal 

cu de 12 ori numărul aranjărilor . aceloraşi „obiecte, luate câte 4, să se 

li n. - 

R = 1244; „n (n—l) (n—2) (n—3) (1—t) (1—5) . 

=12n (n—1) 5 aa (n—3).- Simplificând cu n (n—1)(n —2) (n —3y 

rămâne (n—4) (n—5)=12, de unde mon +20 =12, rezolvând n=1: 

sau 8. :Numai n=8. . , 

3. Ştiind că numărul aranjărilor an: obiecte luate câte p este egal 

cu de mori numărul aranjărilor aceloraşi "obiecte luate câte (p—2), : 

să se găsească n. Cum trebue să îio m pentru ca problema să fie posibilă 

şi în acest caz câte. soluţii avem. | 

R. Ecuația “problemei este 2 r(3—0p) +-p2--3p 2-a 0. 
-Problema e posibilă, dacă 1-+4m ce este sub radical este patrat perfect. 

“ Cum (4m+1) este fără soț (nepereche), trebue să avem 1 -+4m=(2k+-1%, 

deci -m=k(k+1), k fiind un întreg oarecare (adică m să fie produsul 

_a două-numere întregi consecutive). Această condiţie fiind îndeplinită, 

"_avera n =pk—0 mpi: ; numai prima din aceste soluţii con- 

vine problemei. , 

“A, Permutări. Permutările a 1 n obiecte sunt grupele ce 

putem forma cu toate aceste n obiecte, fiecare grupă 
conţinând toate aceste n obiecte, o grupă diterind de 

alta numai prin ordinea obiectelor. 

" Permutările a n obiecte sunt un caz particular a 

aranjărilor a n obiecte luate câte p, în cazul p=n. Deci, 

numărul permutărilor an obiecte. este a. 

P,=A,, = n(n—1) . 21 

şi se. notează cu P m» Sau 1. 2... sau ni 
=



De ex., permutările obiectelor a, a. sunt a1a2, a-a.. Pentru a găsi 

permutările a trei obiecte a, ap, Qa, să observăm că în permutarea aa . 

putem aşeza pe ag înaintea lui a,, între a, şi ap, şi la dreapta lui a. 

Obţinem următoarele permutări 

Q30J0o; „010345 110903. 
3 

Operând la îel cu permutarea a2a,, avem 

"QgQoă Op Aaaa; 

Deci, permutărle elementelor a; a az sunt 

A30302 010303; a409a3, aga20, apasa. apaja 

ă şi aşa trebue învăţat a face permutările lor. 

N 

Permutările circulare care se îor- 

mează din permutarea ap a... 
a; se obţin făcând să treacă pri- 
mul element, pe rând, la sfârșitul * 

fiecărei permutări ; ; de ex., în cazul 

a n litere, aceste permutări” sunt: 

  

Fig. 1. 

Ge. - = Cu Goa: » Cui Oa yu Aaa: e e Cu aaa e Cu _a: 

5, Exerciţii. 1.. Câte numere. de patru cifre distincte se pot forma : 

cu ciirele 1, 2, 3, 4. i | : 

„RR. Py=24. i 
„2. In câte moduri se pot schimba între ele literele cuvântului ordine. 

R. Pg = 720. . 

3. In aranjările an litere câte mm, să se aile câte aranjări încep cu 

literele a; ag; în general, numărul aranjărilor care încep cu literele a, 

Gay sep. ! 

R. Scoţând literele a,, ap, ... ap, rămân (n—p) litere luate câte 

_(m—p) în fiecare grupă. Numărul aranjărilor ce se pot forma cu 

ele este AZ? „ Aşezând literele a,, ap... ap în faţa fiecărei aranjări | 

şi permutându-le în 'toate modurile posibile, numărul căutat este 

Pp-A up. In cazul particular, 2 1472. 

6. Combinări. Combinările a n obiecte luate câte p 

sunt grupele ce se pot forma cu. aceste n obiecte, fie-
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, 
N 

care grupă conţinând p obiecte, o grupă diferind 'de 
alta prin natura obiectelor. Numărul acestor combi- 

nări se notează cu 3. N | 

De ex,, combinările a trei obiecte a,; Ga» ag câte două, sunt 

a4d asa, » ada, 7 

pe când” aranjările aceloraşi obiecte câte două sunt — 

0102, 0403, aaa, apag, A304; 0309. _ 

De asemenea, combinările a patru obiecte a, a az, a, câte două A 
sunt 

Ga; Aa; Aa ÎN 

oa, A9y, 

Apa SN | 

Combinările aceloraşi patru obiecte câte trei, sunt 

040303, G30904, a1a3ay apasa 

Să presupunem că am format combinările a n,obiecte . 
luate câte p. Pentru a găsi numărul lor, 'să luăm una 

din aceste combinări, ce conţin p obiecte, şi să per- 

mutăm, în toate modurile posibile, aceste p obiecte ; . 

vom. obţine - P, grupe noi. Repetând această operaţie 

pentru toate . combinările, obţinem în, total CxP, 
grupe noi, care sunt aranjări de n obiecte luate câte p, 

al căror număr este A?. Deci avem 

= xp 
de: unde 

A R(n—0)- (pr, 

P, 12....p 
  

P 
C, = 

Dacă p>n, formula n'are sens şi se pune, pentru si-. 

metrie, C! =0,p>n; de asemenea C'=1. 

„4.3 
2.3 

[3
1]

 

_ 2 41.3 3 
De ex., C, = Ta > = 6, C   = 10, 

_
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“7. Observări. 1. C? fiind un număr. -întreg, urmează 
că produsul a p numere întregi conseculive, n(n—l)... 
(n—p+1), este divizibil cu produsul celor dintâi p nu- 
mere, 1.2...p. o 
II. In formula Da 

| = n(n—1)...(n—p+1) 

n 1.2...p 
să înmulțim ambii termeni ai fracţiei cu 1.2... (n—p); 
avem” i | a. 

n(n—1).. (n—p+1): (n—p).. 21 : 
  P= , = 1.2...p 1.2... (n—p) 

“Sau : . | | 

= | 
» pi(n—p)l 

Inlocuind în această formulă pe p cu (n—p), obţinem 

! mp PG 87 op. C, Îi (n—p) !p! Cui G, > C=Ci, Cs= Ci = 728, . 

7 

- TIL. In tabloul '(T) al combinărilor a n litere câte. p, 
„Să dăm de o parte pe cele ce conţin obiectul a, ; se obțin 

două tablouri, unul (T”) ce cuprinde combinări ce conţin . 
„obiectul as, şi altul (T”), format din combinări ce nu 
mai conțin pe a,. Să lăsăm deo parte obiectul a,, în 
toate grupele tabloului (T”); rămân grupe de câte. 
(p—1) obiecte luate din (n—-1) obiecte, a2... a,, adică 

„tocmai combinările a (n—1) obiecte luate câte (p—1), 
al căror număr este C/_,. In tabloul. (T”) sunt com- 
binările a (n—1) obiecte, d, as..-a,,: luate câte p, 
iar numărul lor este (2. . cr 
„Scriind că numărul grupelor din tablourile (T”) şi 
(T”) este. egal cu acela al grupelor din tabloul (1),:0b- 
ținem formula. > . d IE 

m? p-L ? 
C, — Cu - Cao
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Această identitate se putea obţine “direct înlocuind 

- pe Cui şi Ca, cu valorile dezvoltate 

(n—D! (n 1 

ap) PD (n—lpp! 
  

IV. Făcând în tormula CA = Cui + c?_ 1 pe n esal cu p, p+i, 

p+2 ... n avem 

Ch = cz cf 
p—i chiu =cţri+ cf 

Cha = Chr Chis . 

Ci = bani cz + Cc? 

Adunând, deducem N 

Ş 

cț= C2 ip. câ” iei ppt eee Cai 

Dar ci. „20; deci 2 

CP = CAZ e 00 Ci ae + CZ 
Sau, pusă sub altă forma, a 

pa 
câ + ct pik Cf, =. Uma Pa 

De ex., dducudaai 

8. Exirelţii, 1, Să se afle câte diagonale se e pot duce într'un poligon 

"convex de. 4 laturi, în general de n laturi. 

! o. - .n(n—3 i E - 
R. E_cl=a; c—c= a, | 

2. Să se afle numărul patrulaterelor în care se descompune un po- 

ligon de n laturi. Să se găsească numărul totalal punctelor de inter- 

secţie ale diagonalelor unui poligon convex de n laturi. 

R. CĂ. Descompunând poligonul în patrulatere, se observă că la. 

” tiecare patrulater corespunde un punct de intersecţie al diagonalelor.
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3. Să se efectueze produsul 

(1+2) (3+4+5) (6+74-8+9). ... 

in care se consideră n factori, | . 

R. In factorul de rangul n, primul termen este C2,, şi ultimul 

2 . . . 

C„+2—1.:Suma termenilor din acest factor de rangul n este 

. 

„Gat care at = pr 2 

Produsul căutat. are valoarea .” 

1 1 IE 
e — = - 3 1-2.3-22.8.4. --3 n(n+1) (n+2) 

1 
— 1.2.3 
on 

7 23.4 

4.5.6 

2 

i 1 ! 
| "e n(n+1)(n4+2)= Za nl n! (+1) 2 (n) (n4+2) = 

geht 

9. Noţiuni sumare “din “Calculul probabilităților. Bazele calculului 
probabilităților au fost puse de Pascal şi Fermat (în sec. XVII) cu ocazia 
unor probleme ce se puneau asupra joturilor de noroc. Această teorie 
are azi numeroase aplicaţiuni în Fizică, Astronomie, Teoria asigură- 
rilor, a tragerilor de artilerie, în domeniul matematicilor superioare. 

Să presupunem că o persoană jucând, aruncă un zar perfect cubic, 
fiecare faţă fiind numerotată cu numerele dela 1 la 6, şi că acea per- 
soană câștigă, dacă zarul arată 1. Zarul poate arăta-unul :din cele şase 
numere, fără a putea ști dinainte care (dacă jocul e corect). Vom zice 
că cele şase cazuri posibile din acest joc sunt la fel de probabile. Din 
aceste cazuri posibile în număr de şase, numai unu! este favorabil ju- 
cătorului, atunci când zarul arată numărul 1. Se zice probabilitatea 

„acestui joc, sau a acestui eveniment raportul dintre numărul cazurilor 
javorabile evenimentului şi numărul cazurilor posibile. Deci, când se 

- 1 
aruncă zarul odată, probabilitatea de a câştiga este —
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Să presupunem că într'o urnă sunt 12 bile de egală mărime, 7 albe 

şi 5 negre. Se scoate o bilă la întâmplare şi se întreabă care este pro- 

babilitatea de a scoate o bilă albă. Bile albe fiind 7, sunt 7 cazuri fa- 
7 

vorabile şi 12 posibile, deci probabilitatea dea scoate o bilă albă este: 13 

Probabilitatea este un număr “fracţionar mai niic sau cel mult egal 

cu 1, căci cazurile favorabile sunt mai puţine sau cel mult egale cu 

cele posibile, Dacă probabilitatea este 1, evenimentul este sigur "dacă 

1 
este egală cu — evenimentul este îndoelnic ; dacă este cuprins între 

. 1 , bi 1 

0 -şi 3 evenimentul este posibil ; iar când. este cuprins între 3 şi 1, 

se zice că evenimentul este probabil. În numărarea cazurilor posibile 

şi favorabile, ajungem în multe cazuri 1a probleme de analiză combi- 

natoare. . 

Aplicaţie. La o tolerie ies la ţiecare iragere 5, numere câştigătoare din 

totalul de 90 numere câte are. Jucătnrul câștigă dacă numărul ales de el. 

e:le printre cele 3 nu;nere eşite. Numărul cazurilor posibile este Coe. 

Cazurile favorabile sunt combinările care conţin ' numărul ales. de. 

jucător. Pentru a le forma, să ne închipuim că se scoate acest număr 

ales şi că se combină cele 89 rămase, 4 câte 4, apoi că se adaugă la 

fiecare aceste combinări numărul ales. Avem astfel toate combinările 

„care ar conţine numărul ales. Deci numărul cazurilor favorabile este 

deci Câs. Probabilitatea“ eşirii numărului ales este 

"Ci 89.88.8756, „90.89.88.87.86 5_1 
  

  

4 daia 12545 90 18 > 

Deci, asupra a 18 cazuri posibile; unu! este fav orabil persoanei ce ia 

o tragere şi 17 pentru loterie. Ar trebui, prin urmare, să se parieze 

1 contra 17. Loteria în loc de 17.0ri miza, nu dă de cât de 15 ori acea- 

stă miză. . , E 

Câna am voi să ne 'iasă două. numere alese, se zice un a;nb; dacă 

numerele alese sunt amândouă printre cele 5 scoase, s'a “câştigat ; dacă 

nu, s'a pierdut, Cazurile favorabile sunt combinările care conţin cele 

două numere alese; ele se obţin combinând cele 88 numere. rămase 

3 câte 3 şi adăogând la fiecare combninare cele două numere alese. 

. Astfel că probabilitatea e;irii unui amb este raportul dintre că şi Go. 

„adică 
4.5 2 

90.89. 801
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„Ar trebui deci să se parieze 2 contra 799, sau 1 contra 399 + Zi: 
9 

loteria nu aă decât de 270 ori miza, 

"Tot astfel s'ar găsi ă probabilitatea de a ieşi 3 numere din cele 5 

trase (un tern), cste__ i, iar loteria dă de 5500 ori miza. 
„11748 

i 10. Exereiţii, 1. Intrun sac sunt a bile albe şi b negre. Care este 

probabilitatea ca scoțând în acelaşi timp 2 bile, ele să fie de culoare 

diferită. . - , 

n. Numărul cazurilor posibile este Cau Pentru a număra 

_cazurile favorabile, observăm că fiecare bilă. albă poate fi asociată 

cu b bile negre, deci numărul cazurilor favorabile este a. b. Probabili- 

tatea evenimentului aşteptat este 
7 

| Că darb(a+3—0) 

Probabilitatea evenimentului contrar (bilele să fie de aceeaşi culoare) 

este : . 

a(a—1)-+b(0-—1) 

(arda +00 
| a, Care este , probabilitatea ca dintr'un pachet de 32 carți de joc 

trăgând 5 cărți, în ele să fie 4 aşi, 

R. Numărul cazurilor posibile este Ce. Pentru a număra ca- 
zurile favorabile, se observă că un grup de 5 cărţi, care conţine cei 4 
aşi, se obţine adăoyând la cei 4 ași o carte din cele 28 rămase, după 

ce scoatem aşii. Cazurile favorabile sunt în număr de cls. Probabi- 

1. : 

12192 

34 Se aruncă două zaruri. Care e probabilitatea de a da o dublă anu- 

mită (6 şi 6) de ex. 

R. Numărul cazurilor posibile este 36, căci o faţă a unui zar 
poate cădea cu.una din cele 6 icţe ale celuilalt zar, Un singur cuz e 

litatea este 28: CE, =   

, , , 1 
favorabil, “deci probabilitatea este —. 

Binomul lui Newton. 

ii. Să considerăm produsul 

(radiata)... (z+a,).



x 

„Pentru a-l dezvolta, să luăm cazul a trei factori 

(a-ta(r-ta(z-ta)= asa? (as-t-az+as) 

a(asaa-tasaa-+ az) + Aaaa, i 

care se mai poate scrie Ă | 

| (z-ra)(z-ta(r-+a)= 3-a Fast atasa tavane 

“Din aproape în aproape, se deduce formula 

(oradea (etate 
i Sasa. rr? Sa; a. pt auda: 0 

"unde Sauda. -. d reprezintă suma termenilor ce se 

obţin făcând combinările a n litere a, Q...4, luate 

câte p, iar numărul termenilor de această formă este 

egal cu numărul combinărilor a n litere luate câte. p 

  

adică C?. | Re 

Să 'facem în acdastăi egalitate 0 =Qp= eee SQ =a. 

- Un termen oarecare, Pad . . -, Cp ; devine 

m? a2 Ch, căci în. Xasa...0pr sunt C termeni. 

Obţinem deci formula binomului lui Newlon 

| (+a) za + Cuza Cut te 1. + Cre +. a... a, 

sau 
(+3 = = Scirre, c =1. 

Eicpresiunea: desvoltată a “ formulei binomului, este 

n (n—1) 
2 

nn ppt, 
III 1.2... p 

Pi 

Ei Ci ii ci 1a4- Caiet. RR 

a? a. „te. ra 

Exemple. eta =4 4az5 + Ga? z2 + io z+ai ea) 205 —6azi 

+ 10 a? 2310052? 5at 2-—05, i
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» 12. Observări. L. Coeficienţii a doi termeni egal depărtaţi . 

de exiremi sunt egali. In - adevăr, doi. termeni egal - 
„depărtaţi de  extremi sunt 

CP a-Pat, Ci fata? ; 

Po . 
coeficienţii lor sunt egali, căci C„= GC? . 

PR P , 
II. Să considerăm coeficienţii consecutivi, Cf şi. 

1 
C*"; avem 

ct! _ ar. „(N—p+ID(N—Pp) _ n—p 
Su --P(p+1) p+i 

Deci, - coeficientul unui termen se obţine înmulţind 
coeficientul termenului precedent cu exponentul lui a 

din termenul precedent Şi împărțind cu exponentul . 
lui X din termenul căutat. 

III. Cel mai mare coeficient din desvoltare. Coeficienţii 
—l 

Pasa > adică p< o Dacă n este cu 

soţ, nurniărul termenilor, n+1, este fără soţ, iar termenii 

2 C,. 

  

n— 
cresc dacă 

„corespunzându-se doi câte doi, cel din mijloc este cel 
și 

mai mare și este egal cu C2. Dacă n este fără soţ, nu- 

mărul termenilor este egal cu soţ și fiind doi-câte doi 

“egali, cei doi „coeficienţi de la mijloc sunt egali și cei 
nl 

mai mari, iar valoarea lor este: CE SE 

13. Aplioaţie. Să se desvolte (ah 0221)5 + (a—yj 22196, Insemnând 
cu E expresia dată şi cu b=Va2—, aplicând formula, reducând ter- 
menii, avem 

(a+b)6=a5-+-6a5b + 1501824 200383 4150201 + Gab5 4-05, 

  

(a—6)5 =a6-—6a5b-4-15a452_—000302.4.15a2b4:_Gab5-b5, 
E=2a6-+- 30040524 30a2pt + 206, 

Dar 32 (y 021) —1 =02—, bi=(a2—195, B6 = (2.0), Deci 
E= 2(32a56—18a14-1802—1),



"
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14. Exerciţii. 1. Să se “desvolte (2—a)9. ” 

NR, Desvoltarea are 10 termeni; trebue calculat primii cinci 

coeficienţi 

(209209 9625? 8484 1207612005751 

a — 360722 -+-9az—a?. 

2. Să se afle al șaptelea termen-al desvoltării (0—0%0, i=y=t , 

R. (40040 (—D = Co (2 = Cho (—1)9 =— Co: | 

| 3. Să se arate că CI, + E, + d Cu = 2 —1 .. 

R. In desvoltarea (z-+a) se face z=a=1. ! i 

4, Să se arate că 1—CL, LC et (197 Cu =0. 
   

  

AI DLIGIELA 
R. In desvoltarea (z—a)” se face x=a=l. 

5. Să se arate că | BUCUREŞTI 

Cei 

CE Cit CE 2 DER a 
R. Sin că - 

Ci, + ci, +. + (c, + ci, +: „= =>" —1 .. 

ci, + Cu, +. Gu + ci, +. = 1. , _ 

Adunână, avem ” , , . 

| , 1 - = 
ia 2(C,-+ Ge )=2", Cut Bz Îmi , 

Scăzând, avem” cealaltă relaţie, ; ' 

G! Să se verifice identitățile. 

1 1 1 
Cunot-n = Cut. Cu , , 

2 2. 1 nt 2 
Ca pa Cut Cu Cut Cu» 

3 2 d nl 3 
Cn = Cu + Cu Cui + Cm Cu+ Cu . 

- R. Se vor egala coeficienţii aceloraşi puteri ale lui z din desvol-. 

tarea identităţii (c+a)t =(z-+a)"(74+-a)”. a 

7. Să se determine m astfel ca al 10-a termen al desvoltării 

:(34+m)” să fie cel mai mare. 

mn i o 

CEATRALĂ Erizsziză     
aE i 

    

   a



> 
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R. Cc”, 3-9 m9 > C5,3m—8 mă; m2—8m—27 > o, adicăm trebue. 
să fie exterior. intervalului . rădăcinilor mp=143, ma=4 +4 FCI ale 
ecuaţii m?—Sm—27 =0, M<my M> ha. 
0, 3-9 m9 > cu 9 m —107p10 ; n2—9m—30<0, m interior intervalului 

rădăcinilor ecuaţiei m— —9m—30=0, M3<M<Mg Mas (9—v201) . 
Ordinea “de mărime a rădăcinilor fiind M3<my <mo<mg, m rămâne 

să fie cuprins între 

4/33 şi t (9201) LI //Z// şi trebuind a fi număr: Ms PM... Ma Tia 
intreg, m=11. a Fig. 2. 

8. Să se demonstreze forinulele | 

og 1 ag Ci p= Cecil c ct că cl Fu CICn, 

Co =(0)P+(0) a... (o). 
R., Se identifică respectiv coeficienţii lui 27 şi 2: din desvol- 

tările “ - o | 

(2-a) (za) = (z+a)"?, (zra)” (2-a) = (ea)? 

9. Să se găsească trei coeticienţi binoimiali consecutivi în progresie 
aritmetică, 

- 1 1 1 R. Ci—ch! - ct — cf ;acţ= ct cet print Va 3). 
"Dacă nestecu soţ, n trebuesă fie de forma 2(242—1); p=H2t k—l. 
Dacă n este fără soţ, atunci n= A(h el; p= =2H2—k—1, p= 2K2—3A, 

N 

Aplicaţii ale formulei - binomnui, 

15. Suma puterilor asemenea. unui sir de numere in 
„progresie aritmetică. Fie A Aa; i. a, n numere în 
progresie . aritmetică, cu rația r. Să calculăm suma - 

ă Sata sate d. ta . 
„Avem 

„a +nh= ati Era Ce ami „. a Fh, 

(a, 27)” mi = a Cara, Crai .... ti,



Li 49 
| _ _ E . Pa , 

. | (a, re =a, a ri + Ciusarat „a, „ai. sr m n . 

| 
! 

| 
| « pF-T=Qpyas» avem. 

| | (Le (a, += ati Gian +a r2 s maree +a: 

Făcând m= 1 obţinem 

Adunând membru cu membr uU şi observ ând că 

. (a,+rk =a. + Cr Sutnr, 

„de. unde deducem pe S,. 

“Făcând m=2, obţinem | E 

- (a te=aa +Ci rsa+-ci r *Satnrs, 

| relaţie. « care dă pe S2 căci s, este cunoscut. . 

In cazul când progresia este: șirul natural al nume- 

relor, avem a,=l, r=l, a„=n iar “formula (D devine 

(2 (rr =1-FCiza Sati Sm- ke. +a. 

| In cazul m=l, avem: 

ta= zac S,-tn , sat, 
2. 

“Când m=2, din (2) deducem | 

  

(ih =1-F3Set 35, 

Se, rep net On). Să 

„ Făcând în . ) m= =3, deducem | 

Spy. . ratata | = Ss 

"16, Triunghiul lui Pascal. Să ridicăm binomul (z-+a) 

la diferite puteri șuccesive, iar coeficienţii să-i aranjăra . 

| într! un. tablou, astfel - -



(aha 1 1 
(za 11. a 
(+a 1GG. e tai 
(z+a 10 Cc 13 3 1: 
(arat 1 CC ci 146.41 
RR E 2215101051 
(za) 10, C, CC... .. . . . . e. 

In triunghiul: format, zis triunghiul lui Pascal, avem 
următoarele proprietăţi : Bă 

1. Un număr dintr'o coloană a triunghiului lui 
Pascal este egal cu numărul deasupra lui și pe aceeaşi 
coloană, plus numărul ce se găseşte la stânga - prece- 
dentului şi pe aceeași linie. Ex., 10=—6-+4, sau, în ge- 
neral, Ci=C +! | 
2. Suma numerelor dintr'o coloană este egală cu: 
numărul ce! se găsește într'o coloană mai la dreapta 
și cu o linie mai jos. In adevăr, se cunoaște formula . . . LIT - 

Ci AF Cagat a pGCÂĂ, 5G = e . î=4 
De ex., 10=—=1+3+6. 

17. APLICAȚI(. 1. Să se calculeze 
. n , . 

S=1.2.3-p2.3..44+,.. hn(n+1)(n42) => n(n+i)(n+2). 
n=1l 

Această expresiune se mai poate scrie 

S 3241 432 n-L2yn+1)n 432 manie 31 31 tar a 31 ” 
s 

3T=G + Cp +... + Caz, 

„ 
| N ii i BE SR > S=81 X Cupa=81 Cupa (n -F3y(nr2(n+-Da. 

u=l 

.
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ÎL. In cazul Y n(n—1)(n—3), vom căuta să punem termenul general 

u=4 ” 

: a(n—D(n—3) sub forma următoare 

(3) n(n—1) (n—3)= An(n—1) (n—2) + Ba(n—4) +Cn, 

"adică o sumă de produse de numere întregi consecutive descrescătoare, 

- de trei factori, de doi factori, etc., începând cu n, primul produs având 

atâţia factori cât este gradul termenului general. 

Pentru a determina coeficienţii A, B, C, simplificăm expresia ) cun, 

(4. (04) (n—3)= A(n—1) (n—2)-+ B(n—1)+C 

şi facem n=1; avem C=o. Facem, în (4), n=2; de unde B=—l; 

pentru calculul lui A, facem, în (4), n=3, şi deducem 4=—1.Se putea 

vedea valoarea lui A, observând că trebue să fie egali coeticienţii: lui n3 

din ambii membri din (3). Avem 

n(n—1) (1—3) = n(n—1) (n—2)—n(n—1), 

„ ” „ . 2 - 

S= Y n(n—t)(n—3)= 5 n(a—1)(n—2)—Y n(n—1), 

n=4 - ad Pi u=3 

p . u 3 u 2 

(5) S=31$ C,—21$ Cu. 
n=4 a=4 

Şi de oarece 

CEA Cate: + = Cs 

î] n . 
3 3 3 Ei 

y Cu =y Cu — Ci = Cui —1, 

n=4 n=3 - 

2 " . ” . 

pp Goi Apt, 
po u=4 n=e - 

. 

Inlocuind în (5), avem valoarea sumei cerute 

4 a 
+ S=3! (Cura —l)—2 1 (Cupa —4) 

2 (n--i)n(n—1(n—2)  (n-rin(n—1) j 
= a 3 Niia 
  

n ” 

1. E.xerelţii. 1. Să se calculeze » (2n—4) ani) (2n+3). 
zi -
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R. (0n+3) An+1) n—1) = (27i-+3) En +2) 2041) 

PA En+3)(2n+2)+B (2n+3), 
$ = n(n-+2)(2n2-4-4n—1). 

2, Să se calculeze - îi 

“1n+2 (n—1)+3 n-a. H(n—0) 2.4: 

R. Se va scrie : 

ntanrâny.. mei 242, 34. „+ n(n—1)] ; 

“niar... +n)—2 Sci trena Ca 

3. Să se calculeze limita pentru n —>00a raportului 

(Rr " 
| (1 + 2+...+n) ” 

- 8 
R.. =. i De 3 | | 

4. Să se calculeze . 

"2(a,-tas-t-ag+a)9—a, + ag ag—a95—(ap-tap—ag+aj)2 o 

„(aaa tagta)i—ţ a, -t+ap-tag-ta. . 

R. Rezultatul este o funcţiune simetrică și de gradul al traia, 

„de Bak Fata, kr Xayapaa. Se. face a=i, ap=ag =a4=0, k=o 
Ap, aaa =0, k'=o; a =ap=ag=l, aa= ==0, K!=24; 24 (auzsa: 

Fagazag-k asagag + apagaş). . 

5. Să se verifice identitatea 
. 

9 - - 

ai ! pt EC Ie Ya Sag. 
(a—b(a—e) + (eco) + (e—aj(c—b) = sa kr =ab. 

R. Notând cu E valoarea membrului întâi, aducând la acelaşi - 
numitor, avem : . ” 

e 2 ape | 
ae 

Se face la numărătorul fracţii a== b, şi se obţine zero ; numărătorul , 
e divizibil cu (a—b); la fel se arată că e divizibil cu (B—c) și (0—a), 
adică E este un polinom întreg, omogen, simetric şi de gradul al doilea ; 
avem . a :



23 

ad | ÎN pi. | LL . ct. | 

aa * eo | (ete) 
Facem c=o, şi avem 

a& , po 

= RS2+ K' Sad. 
Y 

4 e Re 2) 
(aha a) FE ab, 

a3—b3 
—— = tb) +K'a 

- a—b |. 

2+P+0= RP) ab; K=1, K'=1. 

ins 

6. Să se extragă rădăcină pătrată a polinomului “44484522 921. 

R. Avem Agt—4a3 +52 224 1 = (0x2+pr+q)2, Se  între- 

buinţează formula (abre+.. = a2+25 ab; ip er, 

2.9a2.pr+4+2.232q9-+2pza. | > 

Identiticând coeficienţii lui 23, 22, z, 20 (termeni constanţi), găsim 

—4=—4p, 5=p2-riq, —2=2pq, 1=q2; E 0041). 
7. Să se aile d aia ca polinomul Bt pat bb rez să fic 

-pătrat perfect. - 

R. 2ac+i=b, (arte). De 

8. Să se extragă rădăcina cubică. a polinomului hm) z6 4-8x5— 

5x34+3x2—1, 

N, (= (a2.+pz-tq)2. Se întrebuinţează formula (au Fap+, 3 3= 

Sa 35: a ap + 6 ayaoa3; (2) => (6 + pta? + 03) F3(zipz + a0pla?-+- 

ga + przig-pzg) + 6” paa. Identiticând coeficienţii lui 5, ză, 

- avem 3=3p, p=1; 0=3p94-39, q=—L; Î(0)= (Dar). 

9. Rădăcina cubică a polinomului 20—9a5-F3374—0870.4-6624-362-8 ' 

„este e 3242, 

DETERAISANȚ IL. 

19. Definiţii și : principii generale. Teoria determinan- 

ților este una din cele mai vechi. Este creată: de Leib- 

nilz (1693), căutând să rezolve un sistem de .n ecuaţii , 

de gradul întâi. | Sa 

Inversiuni. Să considerăm “ o permutare oarecăre 

GaGa 3 Mă celor 4 litere a, Co, Gas. Qa. Se zice că în a- 

această „permutare avem 0 inversiune, când 'o literă cu 

indice mai mare este scrisă înaintea unei litere cu in- 

dice mai mic. In permutarea 4 Q2 43 Q,; avem trei in-
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versiuni relative la a, care este înâintea lui a, az a, 
o inversiune relativă la az, care este înaintea lui a, şi 
în fine una datorită faptului că ag este înaintea lui a; 
în total sunt cinci inversiuni. 

O permutare se zice de clasa întâi, când are un număr 
par (cu soţ) de inversiuni şi de clasa a doua când are 
un număr impar de inversiuni. 

Principiu fundamental. Dacă înlr'o permutare schim- 
băm două litere (elemente) între ele, permutărea îşi schimbă 
clasa. 1. Fie a ada. două litere consecutive în permu- 
tarea P=Aa,agB, unde A reprezintă toate elementele | 
ce se află înaintea lui a, și B toate elementele ce sunt 
după aa. " Schimbând locul literelor a, și az, se obţine 
permutarea P' =Aaşd, B. Indicii clementelor. din A,.care: 
preced pe a,„a,, şi indicii elementelor care sunt „scrise 
după a ada (cele din B), conservă acceaşi relaţie de 
mărime cu 4 și Ș, numărul de inversiuni nu poate fi 
modificat decât 'de așezarea lui a,, aş. Insă, dacă aceste 
elemente prezintă o inversiune în poziţia Q, dg, Nu mai. 
„prezintă inversiune în poziţia dp 4 Şi viceversa. Deci, 
“schimbând locul a două litere alăturate, numărul total 
de inversiuni variază cu o unitate, adică, din par devine 
impar, sau reciproc, și deci permutarea își schimbă 
clasa. 

II. Să. considerăm cazul când elementele a,, d nu 
sunt consecutive, și fie Aa „CagB o permutare oare- 
care; să însemnăm cu k numărul elementelor din C. 

* Schimbând pe 4,» pe rând, cu fiecare din elementele 
din C, se obţine permutarea ACa, „0sB, făcând astfel k 

“schimbări de elemente consecutive. Schimbăm pe a, 
cu ap, se obţine ACaga, B, adică o nouă schimbare | 
de elemente consecutive, Schimbăm în fine acut
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elemente ale .lui C, se obţine permutarea Laz Ca, B, 
deci kk schimbări de elemente consecutive. La fiecare 
schimbare de elemente consecutive permutarea î își schimbă 
clasa ; în total, ca să trecem dela permutarea Aa, Ca B 
la permutarea Ag Ca, B, s'a schimbat de KLR=2E1 

ori clasa permutării Aa, Caz B. Numărul 2k:+1 fiind 
impar (fără soţ, nepereche), permutările Aa, Ca, B şi 

Aa Ca, B sunt de clase dilerite. Deci schimbând! „locul 
a a două elemente oarecare, permutarea își schimbă 

clasa. 
Observare. „Rezultă că schimbând între ele, în toate 

modurile posibile elementele a,, A+ + 0; Numărul per- 

mutărilor, de clasa întâi este egal cu numărul permută- 
rilor de clasa a doua. In adevăr, la fiecare permutare 

de o clasă, întâi de ex., Aa, Caz B, corespunde o per- 

mutare de clasa a doua, Aag Ca, B. Numărul - permută- 

rilor a n elemente fiind n I=12....n, rezultă că nu- 
mărul permutărilor de clasa întâi sau de clasa a doua 

A 

este 1 | eu 

20. Definiţia şi valoarea unui determinant. Să con- 
siderăm elementele a, Gaz Go Ga, aranjate în tabloul: 

Ca  Cu2 
Ca (oa   

  

ce are 2 linii şi 2 coloane. Acest-tablou se zice determi- 

nantul” de ordinul al doilea, format cu aceste 4=— 

elemente. Considerând un element oarecare Ma primul 

indice 1 al acestui element arată linia întâi unde se află, 

iar al doilea indice 2 arată că este în coloana.a doua. 
« Prin definiţie, valoarea acestui determinant este egală. 

cu o sumă de termeni. de forma Cao care se obţin . 

luând câte un element din fiecare linie și din fiecare



coloană, termenii având semnul + sau: —, după cum 
permutarea u.f-este de clasa întâi sau a doua, sau după 
cum numărul 'inversiunilor este cu soţ sau îără soţ, 
Valoarea determinantului considerat este 

Cara aa 
= Ca aa — ao da 

    

Co oa 

primul termen a, az are semnul +, iar.al doilea Qj2 Ca 
„are semnul —, căci indicele 2 din a., este înaintea indi- 
celui 1 din az. a 
Mai clar, să luăm elementele a,,, az: ale diagonalei 
principale a „determinantului dat și să considerăm ter- 
“menul: format cu ele, Aus :022. Să permutăm între ei in- 
dicii de al doilea, adică, dacă acest termen ar fi scris 
sub forma a,, Ga» Să permutăm: între ei indicii a, 5 
(«, 3 sunt numerele: 1, 2 scrise într'o ordine oarecare). 
Găsim 2 1=2 termeni de forma Cu Caps care se obțin 
luând câte un element din fiecare linie și liecare coloană 
a determinantului dat. Valoarea determinantului . se 
poate scrie . . 

> (2-a,,079)= Can C2a — 2 , 

termenii obținându-se permutând indicii a, 3 în toate 
» modurile posibile, și având semnul + sau —, după 
„cum permutarea u f este de clasa întâi.sau de clasa a 
doua. o ” | . N 

De ex, 

ab 1 3 e 
= ab'—ba', => 1.45.3415 —11: a” b* . . 

      

  
21. Să considerăm determinantul de ordinul al treilea 

' Aia: Aaa Gal 
, | Ca 'Qaa Ga], 

” o | aa“ Gaa  aa sa i
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ce are'3 linii şi 3: coloane, format. cu | 32 9 elemente. 

Valoarea sa este Y (-+aua oz (33) care se mai poate scrie 

3 (E asaasa, BE şi se obţine luând câte un element din 

fiecare linie și din fiecare coloană, sau lăsând îicşi 

primii indici şi permutând indicii de al doilea 0,8,Y 

în toate modurile posibile, iar termenii vor avea sem- 

nul -+ sau —, după cum permutarea: «BY este de clasa 

întâi sau clasa a doua. 

Permutările” indicilor 1, 2, 3 sunt (No. + 4) 

ay 312 132, 123, 391, 931, 213, 
m 

iar semnele scrise dedesubt sunt date de clasa lor, având 

semnul + sau —, după cum permutarea este de clasa 

întâi sau a doua, sau după cum numărul inversiunilor- 

este cu soţ sau fără soţ. De ex., permutarea 312 are . 

semnul. +, căci indicele 3 este înaintea lui 1 și înaintea. 

lui 2, deci două inversiuni. | 

Revenind - la termenul general a, sasa a al deter- | 

_minantului “considerat, termenii săi se obţin permutând 

în toaie modurile posibile indicii de al doilea aB%. Dar, 

.permutările: lor sunt date de (1), așa că termenii deter-. 

minantului se obţin scriind în-termenul general 4,0750, 

“în loc de vf: pe rând permutările. d) cu semnele lor, 

. și deci termenii sunt | 

” „7 4 ans aaa E Aus o233 în i-ai 
“e 

— ae dai + 2 d2309— razi Caz 

+ care împreună reprezintă valoarea determinantului dat , 

e 

. , - - . | dz (oo ; 23 .
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Vom da: mai departe o regulă practică pentru o0b- . 
ținerea valorii unui determinant de ordinul al treilea. 

22, Determinantul de ordinul n 

Ga - (3 ... Gu 

Ga da ... a, 

(ua ua ... a, 

are n linii-și n coloane şi este format cu n? elemente 
Q;z primul indice i arată linia și al doilea indice k arată 
coloana: unde se află elementul a; Valoarea acestui 
determinant este egală cu o sumă de termeni de formă 
Aa es 0, 4 B,. +.) fiind numerele 1, 2,...n scrise 

într'o ordine oarecare, ce se obţin luând câte un element 
din fiecare linie şi fiecare coloană, termenii având semnul 
+'sau —, după cum permutarea 4 ...A este de clasa 
întâi sau a doua, sau după cum numărul inversiunilor 
este cu: soț sau fără soț. Valoarea determinantului se. 

"poate scrie 

E (E asa ag- + - n), | | Ie 

termenii obținându-se permutând indicii de al doilea. 
4,f3,... în toate modurile posibile. Numărul terme- 
nilor unui determinant de ordinul n este-deci n |, iar nu- 
mărul termenilor pozitivi este egal cu al celor negativi. 

Vom da mai departe o metodă pentru atlarea valorii 
unui determinant. 
%X23. Proprietăţi. 1. Un determinant nu se schimbă când 
se substitue liniile în locul coloanelor şi coloanele în local 
liniilor. Fie determinantul 

Aaa Ce lg _ 
D=|an a ass „= (Ea a02203,). 

Ax (32 (3
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Schimbând liniile în coloane, se obţine determinantul 

Au za aa 

D' =|a2 Aaa aa], - | ” 

A13 aa (aş 

a cărui valoare, după definiţie, este X(+ka,, az aa). 
Valorile determinanţilor D .şi D' sunt aceleaşi, căci 
amândoi se obțin permutând indicii de al doilea din 
termenul principal a.0320aa; care este același la ambii 

determinanţi. Deci D=D', adică valoarea unui de- 

terminant nu se schimbă dacă scriem liniile în locul co- 

loanelor. 
xII. Dacă într un delerminani schimbă între ele două 

linii sau două coloane, se obține delerminaniul considerat 

înmulțit cu —1. In adevăr, schimbând două linii între, 
ele, aceasta înseamnă că în fiecare termen al determi- 
nantului s'au schimbat între ei doi indici sau. două 

litere. 

Prin urmare, în termenii noului determinant, numărul 

inversiunilor se schimbă cu o unitate. Deci, noul de- 

terminant este egal tu valoarea primului determinant 

înmulțit cu —l. 1 

x III. Un determinant care are două linii sau două co- 

loane identice, este egal cu zero. In 'adevăr, schimbând 

între ele cele două linii sau coloane identice ale de- 
terminantului D, se obţine .determinantul schimbat de 
semn, —D. Pe de altă parte, liniile considerate. fiind 
identice, schimbându-le între ele, determinantul' nou 
este tot D; deci D=—D,2D=o, D=o, adică determi- 

nantul cu două linii sau două coloane identice este nuk, 

424. Determinanţi minori. Dacă în determinantul 
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suprimăm linia de rangul 2 și coloana de rangul 3, se 
obţine determinantul - *- - . 

| ia aa Ciu 

Da = [asi sa Ga]; 

Ca Cao as 

„care .se zice determinantul minor corespunzător ele- 
“ mentului Qa3. Determinantul minor corespunzător ele- 
mentului. a. este 

(oo aa Cos 

| Du=|Aa2 Ga as]. 

ă | aa ia Cos]. 

k25. Desvoltarea unui determinant după elementele unei 
linii sau coloane. Fiecare termen 'al determinantului 

, 

conţine câte un element din fiecare linie şi din fiecare 
coloană și numai câte unul. Să considerăm termenii 

. care conţin: pe au din linia întâi și coloana întâi. Sco- 
țând în factor acest element, termenii care-l conţin : 
se pot scrie da4A+, A, fiind o sumă de produse de câte 3 
elemente luate câte unul din celelalte linii și coloane ale - - 
lui D, afară de linia întâi şi coloana întâi, adică tocmai 
determinantul minor Du ce se obţine surpimând în D 
linia întâi și coloana întâi.: Deci, termenii ce conţin 
Pe au se pot serie au Duu.: 

De asemenea, termenii care conţin pe: Q.2 se pot. s scrie - 
Gusa As fiind o sumă 'de produse de 3 elemente luate . - 
din liniile și coloanele det&minantului D, afară de linia 
întâi şi coloana a doua din care face parte Qs2. Deci .. 
Az=Diz adică minorul corespunzător elementului G2
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- şi care se d obţine suprimână linia: întâi Și coloana : a doua. 

Dar, termenii determinantuliui. D, ce au conţinut pe 

Gi2 au avut acest element ca al doilea factor al produ-. - 

- sului de 4 elemente (determinantul D este de ordinul al 

patrulea) ce formează fiecare termen. Insă scriind pe 

ai în faţă, am schimbat locul: elementului întâi -cu al 

doilea az; deci se introduce o inversiune, termenul | 

schimbă de clasă şi de semn. De aceea, toţi aceşti ter-. 

meni ce conţin pe au, trebue SCriȘI—a2Da2 pentru ca 

readucând pe cu la locul al doilea, al său, în fiecare 

termen, să putem: obţine. tocmai termenii respectivi 

ai determinantului D. - , 

La fel 'se vede că termenii ce conţin pe da. se pot 

Scrie Qs3Daa, iar “termenii: ce conţin pe aa se pot. scri . 

—G3 Dag. Deci valoarea determinantului D._ se scrie 

„D= au Da— dus Dust aia Dia Au Daa: 

_ Aceasta este desvoltarea determinantului D după ele- 

mentele linii înlâi. . 

Dacă voim să avem desvoltarea unui deterininant 

după elementele altei linii, de 'ex. de rangul i, schimbăm 

“locul acestei linii până vine în locul celei dintâi; deci 

se fac (i—1) schimbări de câte două linii ; deci se schimbă 

semnul de i—l ori, se înmulţeşte determinantul cu 

CA), se obţine astfel (—1)'-! D. Să presupunem că - 

vrem â desvolta pe D după elementele linii a doua. 

Aducem linia “a doua în locul celei dintâi, deci se face 

numai -0- schimbare de semn, avem —D. Desvoltând. 

acum: determinantul așa aranjat, după elementele linii 

ma aven ” 

care este desvoltarea determinantului D după ciomentele 
.Q: 

linii a: doua. 

La fel se face! desvoltarea unui determinânt oarecare. 

de orice ordin după elementele unei linii sau coloane. 

7
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26. Desvoltarea determinantului de ordinul al treilea. 
Regula lui Sarrus. Desvoltând determinantul 

Gb a . 
D= - (e ba. Ca 7 

(3 ba G3 

după elementele liniei întâi, avem 

ba Ca ba 

ba Ca b, 

Desvoltând fiecare - din determinanţii de ordinul al. 
doilea, obținem 

Q> Ca 

(3 (3 

| a, 
c , +a la 

a 
o 

D=a TUI 
      

  

  

D= =a,(bac—b, Co) —b, (aaca—aala) + Cu (asb —daba), 

D= = 0 boala — — a,baca — bela + bu + C abs — Cabo 

care este desvoltarea determinantului D de ordinul al 

“treilea. Ia . 

Această destoltare se obţine cu regula lui Sarrus, 
aranjând sub determinantul dat primele două linii 

4 bi ca 
No 7 

N / 
| N_Z 

Ga b, Co ă 

A Nr IS . 

2  bs Ca 
_ Na? N 

„N N 7 A 

u hi 
7 N 

. 2 7 “4 , 

(a. ba Ca 

şi înmulţim elementele din cele trei diagonale complecte - 
care scoboară și apoi scădem termenii formaţi înmulţind 
elementele din cele trei dingonale complecte ascendente 
(care urcă); obţinem | 

AabaCa A- abac -F asbiCa — Cabala — AabaCa — AobiCa-
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Decex., . „- o : , 
p
o
 O
I
 

1 | =1.0.6-H(——2)5.344.2.1—4.0.3—5,1.1—6.(—2)2. 
6 o

 

Pi =0—304+8—0—5424=—3, 

2î. Alte proprietăţi ale determinanţilor. I. Dacă în- . 

“ mulțim sau împărțim cu un număr elemeniele unei linii 
sau coloane, se obține delerminaniul dat, înmulțit sau îm- 

părțit -cu acel număr. In adevăr, să înmulțim cu K els- 
mentele liniei întâia. a determinantului 

      

  

  

sa aa as - 

D= | Qa 022 (23 | =u Dura Diata3 Das 

| Ca (ao (as 

Ga Co Co (as d2 aa 
Du = , De ) D= : 

(32 (33 . da a "| Ca (aa 

Avem .- 

Kau  Kas2 Kasa 

D'= | Qa - Ga _.. Gas 

Ax 32 (33 

şi desvoltându-l după linia întâia, obţinem 

D'=Ka Du— Rae Dia Kasa Da=K.D. | 

Exemplu. 

pi 

II. Dacă elementele unei linii sau coloane sunt zero, 

ajară de unul singur, determinantul este egal cu pro- 
dusul. acelui element- rămas cu delerminantul minor” co- 

respunzător lui. 
„Aceasta se poate uşor vedea, desvoltând determinan- 

tul după elementele “acelei linii sau coloane. 
III. Un determinant ce are elementele de subt diagonala 

principală zero, se reduce la termenul principal. 

N. Abramescu — Algebră cl. VII. ed. Il. — 3 | 3
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In adevăr, desvoltând după elementele coloanei. în- 
tâi, avem 

    

“asediu di i 
o d, ca d, Da Cada. Ca d 20| =a1 [0 csdsl=aa be IP) == GubaCadae _0 0 Cada o od “lo di. . 

o 0 od, - 4 

A IV. Un determinant, în care elementele a două linii 
sau coloane sunt proporționale, este nul. Fie D: determi- 
nantul ce are două linii proporţionale ; putem înmulţi 
cu doi fâctori K şi K”, aleşi potrivit, respectiv elemen- 
tele celor două linii proporționale, astfel ca. să devie 
identice. Se obţine Kk'D. Dar rezultatul obţinut fiind 
un determinant cu două linii identice, este nul. Deci 
Kk'D=0, D=o. * 

„VW, Dacă elementele unei . linii sau coloane sunt suma 
| aceluiaşi număr. de cantități, determinantul dat este suma 
„alâtor delerminanţi câţi termeni sunt în Jiecare element. 
Aceşti determinanţi se: obțin asociind respectiv diferiţii 
termeni ai elementelor linii sau coloanei - compuse, cu. 

- elemeniele celorlalte linii sau coloane simple: Să desvoltăm 
determinantul după elementele. linii sau coloanei com- 
puse. Avem | 

| atky b c4 

  

  
          

  

  

  

        

  

  

  

          

D= jaga. ba Ca tat) Da ca hi da Ca +(a3 E) ja “a, 
| a3-tk3 3 Ca 93 €a Pa cal! 

ba Ca bc Fă ca  |ba€L b& D= ba ca —a3 ba ca +a ra) [ke ba ca 3 Ba ca)! 

a bi cp [Fi Di Ca | 
D= la da “ca +. |.ka ba ca 

a ba ca -] ka - -b3 ca 

  

| VL Valoarea unui determinant nu se schimbă, dacă se. 
adaogă la elementele -unei linii sau .coloane acelea ale 
celorlalte linii sau coloane înmulţite respecliv cu factori 
constanţi. ” Ă
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Fie a a b, cal. 
D= |a bca |. 

- | 3 ba Ca | 
„Să considerăm determinantul 

Ia Mkastk'az BikKba-tK'ba cj + Kca + leg 
D'= LA i ! | ba - Ca e 

Q3 bs Ca 
Conform proprietăţii precedente, avem 

a,b, Ce ka kb, kca Ka kb ke 
D'=—|a2 baca | + |. a. bp cal + 2 ba cal. 

(3 ba Ca | aa da c| ds ba Ca] 
Al doilea şi al treilea: determinant au respectiv liniile 

_întâi.și a doua, întâi şi-a treia, proporționale ; deci 
sunt nuli şi prin urmare D=D”. - 

De ex., să calculăm determinantul | 1 a 
| D= be c+a. a+b 

Îi u b [i | - , “ aa - . 
Să adăogăm elementele liniei a treia la elementele Jiniei a doua şi 

„obţinem - : 
3 a 1 Jia 

"D= ja+b+e a+b+e a+b-+c =(0+b-+c) 111|=0, - 
| a d ” ec : abc   

căci are liniile întâi și a doua identice, | 
_28. Aplicaţie, Această proprietate serveşte ca să reducem un determi- 

„ nant de ordinul n la un altul de ordinul (n-1): în adevăr, se aleg potrivit 
factorii k şi k', astfel ca elementele unci linii sau coloane să fie zero, 

" afară de unul singur. Exemplu. 

2.578]. 
3 4 2"1|: 

P=l6 415 
|5 8 3 + | 

Scădem coloana întâi din a doua, a treia din întâia; avem 
|2 378| | -5 37 8] 
312 11= 2] 

=|6 a. 5-a 15|: * 1:5 
5 334| :: 2334
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Scădem acum coloana întâia din a doua şi a , patra, apoi coloana 

întâi înmulțită cu 2 din a treia coloană; avem 

-5 817 13| | 10:00 217 13 
“| 1o0ool. -5 8 17 13 

D= 5 -7-9 0| >—| 5-7-9 0| >—| 790|. 
2 ua 2] | 2 1-2] A 2] 

„Am redus deci calculul 'determinantului de. ordinul al patrulea la 

acela al unui determinant: de ordinul al treilea, etc. 

Observare. Valoarea determinantului dat D se putea obţine direct 

desvoltându-l după elementele unei linii sau “coloane ; de exemplu să-l: 

desvoltăm după elementele liniei întâia şi avem 

4 2 1 13 2 1 34 1 3 4 2 

D=2|4 1 55| —5|6 1 5|+7|6 4 51—8[6 41 

8 3 +4 5 34 5 8 4 5 8 3 

'Desvoltăm apoi fiecare determinant de ordinul al treilea cum ştim 

după regula lui Sarrus, şi obţinem astiel valoarea determinantului dat. 

23. Calculul valorii câtorva determinanţi particulari. — Desvoltând un 

determinant de ordinul n după elementele unei linii sau coloane, se 

vede că se reduce calculul unui determinant de ordinul n-la acela al 

unui determinant de ordinul (n—1). Operând în mod analog asupra . 

„determinanţilor de ordinul (n—1), se reduce calculul lor la acela al 

determinanţilor de ordinul (n—2), ete. Vedem că operând astiel, ajun- 

gem la un determinant de ordinul al treilea. 

Pentru calculul determinanţilor ne servim de proprietăţile precedente. 

făcând 'ca elementele unei linii sau coloane să fie zero afară .de unul 

singur, 313174 

„N. Exemple, 10 6 28 33 8 

i 10 410 541 13 

8 3746 11 

. 

Să adunăm coloanele întâi şi a doua şi rezuitatul să-l scădem din co- 

  
foana a treia ; avem 313 1 4 

! ” 628 -1 8 

s 10 40 413 

8 37 1 11.   

  

Adunăm linia a doua pe rând la liniile întâi şi a patra şi apoi linia 

a doua înmulțită cu 4 la linia a treia, 

9 a 02| 9 4112 
G 28-18 aa Lai tza 45 

, 34 152 045|. > |5t152%5|. 
14 65 0 19 | 14 65 19
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„ Scădem coloana întâi din a treia ; apoi, din coloana întâi pe a treia, 

înmulțită cu 3 şi înfine adunăm a doua linie cu a treia 

9 41 31| 041 3 o 41 3 4 3 
34 152 11|; 1152 11|; | 1 15211 =— =—3. 

14 65 5 |— 65 5 0 217 16 217 16 

2. Să se calculeze delerminantul lui Vandermonde 

1 11 

D= | ap a 

_ _ | a a. a2 

  

Făcând Q1=03, determinantul obţinut are două coloane identice ; . 

deci este nul. Aşa dar D este divizibil cu QJ—a3. În mod analog se arată 

că este divizibil cu aj—ag şi a—ag. Determinantul D se poate scrie 

. - (aj—as)(a,—a) Ă 
(D- D= E. _ 

(a3—a3) 

„ Termenii determinantului D se obţin luând câte un element din fie- 
. a. - . 1 2 
care linie şi coloană; deci un termen oarecare este de forma a, ag 

ca şi termenul principal apat. Toţi termenii sunt de gradul 14+2=3. 

Insă în desvoltarea (1), se vede că termenii sunt de gradul 24+-1=3, 

deci & este o constantă. Pentru a-l determina să calculăm coeficientul 

termenului apa din determinant şi din desvoltarea (1). In (1), acest 

termen este k(—ap)(—agP=(—1)1t2 apa? 2 pad? k.  Coeticientul 

-acestui termen, după diagonala principală a determinantului D tiind 1, 

„trebue să avem 1=—k, deci k=—1.. Aşacă desvoltarea determinan- 

tului lui Vandermonde de ordinul al treilea este 

—(a,—ao) (aj—a3) | i Se 

(a2—aa)- | | 
”- In cazul determinantului de ordinul n, avem 

aaa 

| d a e.:4u | 

_ a a: .. e =(—l mw (a, —a3) (az—a.). . -(a—a,) 

... ........ . a (a—ag). . -(a2—a,) 

1 2 as A i , îÎ . |... .  .. 

ta, — 1—4n) .



38 

Dia - E =—(a,—a,) (a,—a.) , 1 2 1 ă . De'ex., 104 02. Q3 - 
, u (a2—a2) 

- [O aa Qg 

- 8. Bă se desvolle determinantul 

| | aaa 
ă . la.b e 

DS la 8 38| . 
- ÎN at pi ct gq4 Ă . 

Raţionând ca mai sus, şi observând că D este o funcţiune omogenă, 
de gradul al 8-lea; valoarea sa este , 

D= (a—b) (a—c) (a—d) 
2 0) oo [cererea] 

| | (e 
Pentru a găsi pe k şi k, , să facem în ambii membrii din (2), a=e;: 

avem , 

b e d i E _ 
» . d | E —bed(b—e) (6—0 (| RUP 2-2) e(berea bat) ], 
3 d “ - 

sau . | 

1 11 E , 
bed [52 2-2] = — bca(b—c)(6—d) c-ai B+ ke Be]. 

“|B a-a| ! 7 
Simplificăm cu bed şi pe urmă tacetn P=o'şi avem 

ăi 2 d2|— . 
2 d | E —edte—a [her], 

  

Cd —c) = = aaa [nare]; 
- simplificăm cu cd (0—d) șI obţinem cd= ZMHO0-a2) ke cd, de unde rezultă 
„Ek=o, W=1. | 

Desvoltarea  determinantului este. deci. 

(a—b)(a—c)(a—d) | 

P—0)(0—d) Sa. 
(c—d) , 

4. Să se desoolle determinantul 

A
T
A
 

„
R
a
e
 

R
a
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R. Adăogând ultimele două coloane la cea dintâi, avem 

ab-e b ce - 1 b.e - 

beta c a aere) 1 ec a|= 

e-+a+b ad : 1 ab 

(a-+-b+c) Sa 55 sade X-, care se. obținea direct cu regula 

lui Sarrus. . 

30. Exerciţii. Să se calculeze determinanţii şi să se generalizeze E 

| cu 1 2:3 ja 23 
2 |2 23| 3) [312 DO Î_ea 3). [3 

3 33 ja 31 

R.'1) 2. 2) 3; Catia '3) at EG 

  

7—2 0.5 

—2 6—2 2 
4) o_2 5 ale R. —972: 

| | 5 2 34| 

m Za, 43 
5) „  D=la 2: al. 

- a, aş ti; ” RE 
R. Inlocuind z cu a, determinantul are două linii identice, . 

deci e divizibil cu z—a,; cu z—ag. D fiind de gradul al treilea în z, 

al treilea factor se obține adunând la coloana întâi pe, celelalte. 

D=(z—ap(2—aa)(z-+aj +a2). Se putea direct, adunând” toate coloanele 

la întâia, dând factor comun pe agrar Se poate generaliza, 

„ ae Aba bi 

6 D=|a ad tal. mw
 

[-
] o 

« E ab , 2 

RR. Se împarte linia întâi. cu d, a doua cu aş | +... Se obţine 

determinantul lui Vandermonde. 7 : - - 

D= = abea) (0183 ab (a 3 0gb2) 

Se poate generaliza. | 

i 2 2 - - ntz) 
Dr 21| R. (4) (22-1; —D | (pipi, 

a 1-z . 
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1 “1 “1 
8) D= Z Gr. R. z(a,—z) (aj—2) (a) 

| . a: 200 
9 E 02 2ap|. 

2ab bb 2 

R. Se adună toațe coloanele la întâia. (a5+5%, Sau direct. 

10) Să se rezolve ecuaţia 

l—x 2 _ 3 , 

2- 3—z.: 1 =0. 

3 1  2—z 

R. Se adună toate coloanele la întâia. 

12. 31| 12 3 
(6—x) |1 3—z 1 =(6—2) [0 1—z  —2| =(6—r)-(22—3). 

1 1 2—z O —1 1—z 

11) Să:se arate că avem | ” - Ş - 

a —1 0 . 
0 , 

|a, z —il =ap2-+at+ ap. Se poate generaliza. - 
03, [?) z|: - 

12) Să se arate că 

1 1 1 . 

a2 20 | =——(a—b) (a—c) (B—c) (ab-ţ-be-t-ca). 
a 3 .c3 o 

31. Aplieaţiile . determinanţilor. Rezolvarea ecuaţiilor 
liniare când numărul necunoscutelor este egal cu al 
ecuaţiilor. Fie ecuaţiile 

| E Sar+ By c42—d,= 

(1) - Fo Sagt+tbay-kcoz—d,=0, 
E Eastbay -kc3z—da=0 

cu necunoscutele z, y, z. Să însemnăm cu 

N 

4 bi 
D= [aa ba ca 

03 ba Ca
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determinantul format de coeficienţii necunoscutelor. Să 
presupunem că acest determinant nu este egal cu zero. 
Desvoltând acest determinant după elementele co- 
loanei întâi, avem . 

, (2) D= 040,4, Faza 

unde ba Ca TB: Ib, e 
A =|2 2 3 As= 1 |, A — 1 

” i LA ” |ba Ca 3 l, ba Ca     

      

sunt minorii corespunzători elementelor a, az, az. 

Să înmulţim: ecuația E, cu A, ecuaţia E, cu —A, 
ecuaţia Ea cu Azi adunându-le, avem 

3) (AA, — atasa) PUB Ar boAztba43) 

FACA rca CA) =dAd, Ap-t+da Ag. 

Dar observând relaţia (2), se vede « „că coeficientul lui 
z este 

Apoi b A, —boAa + sAg este tocmai desvoltarea de- 
terminantului D, unde am înlocuit elementele a,,-az,. 
a ale coloanei întâi, cu elementele b,, b;, b., ale coloanei: 

a doua. Adică este valoarea determinantului 

b, b, GC . i „7 

b, ba Ca > ” 

ba ba Ca 

care are coloana întâia şi a doua identice. Deci valoarea 

sa este zero, așa dar coeficientul lui y în (3) este zero. 
De asemenea coeficientul lui z din (3) este 

Chi 
CA, —Cadates 3= |ca ba Ca| =o, 

Ca ba Ca 

căci are coloanele întâia şi a treia identice. Termenul 
liber din (3) este



o II i 

  

  

  

    

“Dita Ad, pc Ca —daip! b, 4 +a ul 

d, b, a 
i D= d, ba Ca 3 

| da ba Ca 

adică un determinant ce se obţine din D înlocuind Co- 
loana întâi formată din coeficienţii necunoscutei z, 
cu -termenii liberi ai ecuaţiilor . trecuţi în membrul al - 

| doilea al ecuaţiilor. aa 

Deci relaţia (3) este. 

2D=Dy 
de unde d, d d | 

da ba ca 
_|da _bs Ca 

  

a a] e 
aa ba ca]: 
23 ba c3| 

    

“In mod analog, obţinem . 

.. D.- | adie ab di]. 
=p» z= 3 Da= | 2 da ca], Da= [az ba dal, 

adi | Q3 da Ca] . a3 ba d3 

unde D, şi D, sunt determinanţii: ce se obţin din D, 
înlocuind respectiv elementele coloanei a doua (a lui y) 

”, şi ale coloanei a treia (a lui 2) cu termenii liberi ai ecua- 
țiilor trecuţi în membrul al doilea. | 

La fel se rezolvă orice sistem de: m n ecuaţii liniare cu 
- m necunoscute. 

> 

31. Ezemple. 1. Să se rezolve sistemul de ecuaţii | 

„22+ 3y— 2 = 4 

z+ y—2z=—3 
3r—2y + z= 7
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2 4— 

                  

  

  

  

  

  

    

Avem 4: 3—l | 

| 31 —2|, ua 
pa NR Al A a pa BP caza, 

aa Zi aia 53 aj O 
11] 1 1—2 
3—2 |. 3—2-1|- 

2. Să se rezolve sistemul de ecuaţii a 

2 ay 022 + 00=0, 

z + by + bz + b3=0,: 
z + cy + 2z + c3=0. 

Avem —aă a 02| 1 a a2 
—B op | —ae]i 0 BP 
—A c' 2 le 2 e 

z= = =.— abc, 
- 1 ..-a' 02 i a.a2 

1. 5 82|. 15 2 
| 1 ec Al 1 ce 

1 —8 a 
1 —05 8 : SR 
1 —0 02| .(a—b)(a—c)(e—b)5iab 

Y= = = — = ab, 

% ia a (a—b)(a—c)(e—b) . 

1 5 82|. 
Ne 2 

1 a —a3 
1 d —B _ 
1e —c 5) (a—0) (c—3)k __ —a-—b) (a te: Za Ze 

    

  

2 ae) ae) 
AU procedeu. Să considerăm funcțiunea , 

nX)= = 5 zA2yX+r. 

__ Se vede că 1a= =0,. Ib=0 |(c)=o0, ca fiind primele membre ale 

ecuaţiilor date, 

Deci RX se divide cu (ă—a) (X—b) (ăX—0). Identiticând, avem 

2 

X3+ză2+ yX+z2 (X—0(X—Bă—0), 

X5+ză2-+-yă +22 3x23 a+xXab—abe, 

zz=— Dia, y= Diab, ze—abe,
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3. Să se discute sistemul de ecuaţii ÎN - 

az+-by=ec, a'z+b'y= ce. 

"Determinantul coeficienţilor este 

    

      
  

  

, a d b'—ba? 
D = a b =a — a, 

19 Dacă D=70, atunci _ 

ce b | a e 

(4 cv ch'—be a <€ ac'—ca' 
L= = = = 

(4) a b |  ab'—ba' YU a d ab'—ba' 

d» E a 

Dreptele az+by=c, a'x+b'y=c" au an singur punct comun. 

a db 
20 Să presupunem D=o, ab'—ba'=0, — = = dar coeficientul az0, 

a 
" adică minorul a al determninantului D este diferit. de : zero. Rezolvând 

ecuaţia întâi în raport cu x, A 

c—by 
z=   , (căci az:0), 

înlocuind în a doua, obţinem 

a ST + by=c, (5) y(ab'—ba)=ac'—ca', 
N a - Ă ă 

Dar am văzut că D=0, ab'—ba'=0. Deci, pentru ca să existe valori 
pentru z şi y care să verifice sistemul de ecuații, trebue ca 

| a c| .a ce 
ac'—ca 0, =0, —=— 

| a' e | 

"Şi cum D=0, p > Wrmează că 

I
S
 

z
l
 

e
 

a db e 

ag: 
Insemnând cu Valoarea comună a acestor rapoarte, avem 

1 
p 

RI
 

s,
 

a'=ka, “b'=kb, t'=ho, - ”



astfel că ecuaţia a doua devine- - . 

| a'z+b'y—c'=h(az+-by—0), 

adică ecuaţia a doua se reduce la ecuaţia întâi. Deci z şi y sunt daţi 

: de o singură ecuatie, e “ - 

az+by=ec, 

c—by 
de unde z= , 

a i 

  

astiel că la fiecare valoare a lui y corespunde o valoare pentru z. Sis- 

temul admite o înfinitate de soluţii, este nedeterminat. Dreptele 

ar+by=c a'x-+b'y=c' sunt confundate, au toate punctele comune. 

Şi cum valorile lui z şi y date de (4) au forma . 

_ cb'—be' - 0 ac'—ca' 0 OT pa TE 
abia 0 abba 0” 

0. ” 
se zice că 3 reprezintă o formă nedeterminată. 

Am văzut că în acest caz am avut determinantul principal _ 

D=0, az0 şi 

a 

a 

  

c . 

, c' =0. - 

Acest ultim determinant se zice determinant caracteristic al siste- 

mului. “ ia 

30 Dacă D= = ab'—ba” =0, a=z0, dar determinantul caracteristic 

la ce | 

a'c' 

  

  
0, din relaţia (5) se vede că membrul intâi al ecuaţii este zero, 

iar membrul al doilea ac —ca'zz0, sistemul este imposibil, nu sunt 

valori pentru z şi y care să verifice sistemul dat. In adevăr din va- 

lorile (4) ale lui 2 şi y se vede că numai numitorul -este zero, valoarea 

fracţii este foarte mare, valorile lui z şi 1. sunt foarte mari. Punctul 

(z, y) de intersecţie al dreptelor paralele 

7 

L
R
 

az+by=ec, aWrby=e' ; = 
“n? a s

e
 

este aruncat la infinit. 

0 Coeficienţii necunoscutelor sunt nuli. Dacă unul din termenii cu- 

noscuţi nu este nul, sistemul e imposibil; dacă ambii sunt nuli, siste- 

mul e .complect nedeterminat, |
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„82. Diseuţia sistemului de ecuații 

a ar+rhy+tez=dy. 
(6) _ o gt bat Coz= da 

E A3T-+-balj +-Coz==da 

Primul caz. Am văzut că dacă determinantul 'siste= - 
mului 

    

          

  

a, b, c, d, - - _ 
. C4 a ab 

(7) D =—| aa ba ca | =aa b 3 * | FCa |. 2 Ca Ca Ca aa b> Ga ba Ca | | 

este deferit de zero, sistemul are Valori determinate 
"și unice pentru z, y, z 

Cazul al doilea. Să presupunem că D=o, dar că unul 
din minorii săi, de ex.. 

ab 

3 = Qa Da 

    

i este diferit de zero. Atunci se pot rezolva primele două - 
ecuaţii (6) în raport cu z și y, avem! 

ar + by = d, —cyz 

3 +- ba = da — caz, 

  

    

    

        

    

  

de unde 

Q—ez b| | a du—ez| | 
! do—co7 bd ap do—coz 2 Q“ “2 - 2 “a 3 

- (8) r = -y= | 
a. ab "la, | 

o ao be | az ba 
Dar * 

| ă 

, da—Caz d ja ÎN —CazZ ba _ ba de 2l9, Ca” 

Ga da—caz a d, a, Ca     

  

  

  

  
„ Pentru ca sistemul de ecuaţii (6) să fie compatibil,



în A 

trebue ca valorile (8) ale lui z și y să verifice Şi ecuaţia 

-a treia din (6). Inlocuind pe z şi pe y cu valorile lor în 

această ultimă ecuaţie din (6), avem - 

          

  

  

            

__ d ra Ca | d, a CO 

A 2 a 2 Co Aaa]. |a>c2 | a,b 
03 — b d=0,8=| 1,1 

a 5 rs 5 = 2 be 

- Desvoltând și aranjând, obţinem | 

bi d a, di 7 b, Cu a. cul — 0, 
—a3 b lulu d, —daâ-tz ash € „ha ae cj? es d|= 

b,c p |aca abil _ alb: d_ adj, alai 

0). Z (asha baca ul +03 Qaba]] da pdl b aula “|azba 

      

  

          

Dar coeficientul lui z,. adică -paranteza, este tocmai 

determinantul D, după cum. se vede din (7), desvoltat 

„după elementele linii a treia: Membrul al doilea din (9) 

„este desvoltarea după linia a treia a ubui determinant 

ce se obţine din D înlocuind coloana-a treia cu termenii 

- dv de d ai ecuaţiilor (trecuţi în membrul al doilea), 

| a, bi d, - 

&'=|az ba dal. 7 

a ba da 

Deci relaţia 9 devine | | | 

(10) a Dz=0. a 

Dar am spus: că D=o. Deci ca sistemul să fie compa- | 

tibil, trebue ca și membrul al doilea să fie zero, adică 

determinantul 50. Acest determinant se zice deter- 

minant caracteristic al sistemului. - 

__ In aceste condiţii, D=o și 8'==0, sistemul e compatibil, 

ecuaţia a treia este verificată de soluţiile ce verifică 

primele două ecuaţii; ecuaţia a treia este o consecinţă
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(o transformare) a 'primelor două ecuaţii. Sunt o infi- 
“nitate de soluţii date de 

- | at by = d, —caz, 
G3t + ba] = da — Caz, 

z fiind absolut oarecare. - - 

Exemplu, 2+2y—32=0, 2z—yţ-z=2, 3z+y—2z==2, : 

Ecuația a treia se obţine adunând primele două ecuaţii. 

Cazul al' ireilea. Dacă D=0, 8=0, dar Yo, adică 
determinantul caracteristic nu se anulează, sistemul este | de 

| imposibil. Din (9) se vede-că z= Z => co este 

foarte mare, și deci și z și y [din (8)] sunt foarte mari. 

De ex.) Z-2y—5=2, 209324, Bayaz 

Primul membru al ecuaţii a treia este suma primelor membre ale 
celor dintâi două ecuaţii, dar membrul al doilea al ecuaţii a treia nu 
este suma membrelor de al doilea ale acestor ecuaţii. 

Cazul al patrulea. Toţi minorii lui D sunt nuli, deci 
şi D=o; unul din coeficienţii necunoscutelor, 4,0. 
Rezolvând prima ecuaţie din (6) în raport cu 2, avem 

L 
2 = — (da — ba —C42). 

4 . 
Scriind că şi ecuaţiile a doua și a treia din (6) sunt 

verificate de această valoare a lui 2, obţinem pentru a 
doua | - | 

(o | , 

a, (d—b, Y—Ci2) by caz=da, 

A, (— ab, + a,b) -+z(—asc, + auc2) =ade — azdi, 

şi pentru a treia 

Y (ab, + abs) +-z (—asc, + 063) =ayds— ad.



      

  

  

Sau 

ab A C| - |a di 

y 2 ba da Ce]  |az “| , 
(11); | 

i y 4 b Ga Ca] _ |d d Ş 

3 bs O3 Ca 3 da],   

          

Dar coeficienţii lui y şi “z sunt determinanţi minori ai 
lui D; şi cum am spus că toţi minorii lui Dsuntnuli, 
urmează că pentru ca sistemul să fie compatibil, trebue 

ca determinanții caracteristici din membrii al doilea 
din (11) să fie nuli | | 

a, d, 
a2-da 

a d 

3 da     

  

  

Ecuațiile a doua și a treia se reduc la: prima ecuaţie 

și soluţiile sunt date-de 

4 _d__ da paz, y=y, z=7, 

da A A 

y' şi Z fiind arbitrare. 

De ex. z—y+2z=3, 2r—2y4-4z=—4, 32—3y4-62z=6. 

Cazul al cincilea. D=—o, toţi minorii lui D sunt nuli, 

dar unul din determinanţii caracteristici este diferit. de 

zero. Sistemul este imposibil. 

De ex., 2x—y-kz=2, 4x—2y-4275=4, 6x2—3y+37=1. 

Cazul al şaselea. Coeficienţii necunoscutelor sunt nuli. 
Dacă unul din termenii cunoscuţi nu este nul, sistemul 

_e “imposibil; dacă toţi sunt nuli, sistemul e complet 
nedeterminat. SE | 

„99, Exemple, 1, Să se discule sistemul de “ecuații 

5z + ây—itz = 13 

4z—5y + 47 = 18 
9z — 2y — 772 = 235. 

N. Abramescu — Algebră cl, VI, ed, 11 — 3. o o]
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Determinantul coeficienţilor este “ 

5 3—li 

4—5 4|=0, 
9.—2— 7 

„căci adunând linia întâi şi a doua, determinantul obţinut are două linii 

identice. Să considerăm : determinanţii de „ordinul al doilea, minorii 

“săi. Luând primul 
, 15 3 

  

  

4—5 
0. 

ca determinant principal, se poate forma determinantul caracteristic Ă 

5 3 13 
4—5 18 
9—2 25 

" - care fiind” diferit de zero, sistemul 

2. Să se discute sistemul 

„a 4 ay + a2z 
z + ay + abz =a 

br + ay + c2bz =a2%. . = 

Determinantul principal este 

1 a a2 
D= |l a ad |=a2ţ1 1 

La ab 

11l.a pi 

d|=a2]0 
bi „ab “IB-1 

este imposibil. - 

l a | 
0  B—a | =a2(b—1)(8—a); 
0 ab—a |: 

" Avem trei cazuri. 10 a= =0, 20 b=1, 30 a=p. Pentru uşurinţa discuţii, 
întrebuințăm metoda gratică (Fig. 3), considerând a şi b coordonatele . 

unui punct din plan. Dacă D:£0, adică a£0, sau 51, sau ab, adică 

- punctul (a, b) nu este pe axa 0b, pe dreapta b== 1, „pe Disectoarea întâi ” 

b=a, scăzând primele două „ecuaţii avem 

, 1—a 

a(a—b) 
„ etc. 

10 Dacă a-=0, sistemul devine” 

z=l, -r= 0, . 

şi este ipostbil. 

B2=0, 

C(=1,1) 
T 

e) 

  
  v Fie. 3 _



: . 51 

20 Dacă punctul (a, b) din plan este pe dreapta 5=1, sistemul devine 

2 + ay + a2z=1 . 
r-+ay-+az=a 

2 + ay + a2z=a2. 

„Când a=0 sistemul e imposibil ; deci presupunem az:0. Determi- 

nantul sistemului este - 

â>
 

0, 
n
 

R
R
 

R
R
 

Dacă a=1, nici un minor de ordinul al doilea 1 nu este diterit de zero ;. | 

măm ca determinant principal primul element | 1 |. Determinanţii ca- 

racteristici sunt în acest caz (a= 1) 

1 |. 1 1 
=0, 1 a] =0, 

sistemul este nedeterminat de ordinul al doilea şi y su z oarecari), căci 

se reduce la ecuaţia z+-y-t-z=1. 

Dacă a1, putem forma un determinant principal de ordinul al 

doilea | 

11     

aa 02 
aa2|“€ 1 a 

  

  

    

ja ee (aaa. 

Ecuațiile principle sunt a doua 'şi a treia, cu „necunoscutele princi- , 

vale y şi z. Formăm determinantul caracteristic- | i 

a «a a| 1 1 a] - ji: 1 a 
a: 2  q2i=c2l1. a a2=a2l0a—t a2—a 
a a 1] a 1]- lazi 1—a 

1 a Su 
chat 14 = apa). - 

  

  

Dacă a=—l, determinantul caracteristic este nul, sistemul e deci 

“posibil, 
30 Când b==a, sistemul devine 

” z tay+az=1 
- z +ag+az=a 

az + ay + az = as.



ui
 

>
 

Determinantul necunoscutelor erte 

1 a a2 

1 a 02] =0, 
a a a 

 Excludem cazul a=1, studiat, deci presupunem as. Putem lua ca 
O determinant t principal 

l a 

la a 

  

=a(a—1).. 

  

Determinantul caracteristic este - 

i -laa la 1 a a " - 
a a aî| =ali a =a|0 1—a: ata—1 =a(1—a22£0,. 
la1 lal| |o o i-a 

sistemul este imposibil, 

34. Condiţia ca trei ceuaţii cu două necunoscute să fie 
compatibile. Eliminarea a două necunoscute între trei 
ecuaţii. Să considerăm ecuațiile 

af dy Le =o0 
Gaz F- Pay + Ca =0 

A3% + ba + Cc =o, 

care sunt verificate de valorile lui z și Y, date de ex., 
de primele două ecuaţii 

    
  

e, bi 
—Ca bo d fo—c, ba a C4—a, Co 

= = »Y= “ 
a d Aba—aa bi * a, bs—aa bi 
03 ba i   

  

A 

Scriind că aceste valori. verifică ecuaţia a treia, ob-.- 
ținem | 

biCa—baCu C1(2—Cai | - 3 C3=0 
3 Qba—aob, a,bz—azb, + 3 , 

  

aa(d, Ca—beci)—ba(auca—asc,) “ca(G,bz—asb,) =o,



care este desvoltarea determinantului 

Di a b, Ca 

aa be Cal, 
03 ba Ca 

format de coeficienţii celor trei ecuații date. Deci, con- 

diţia ca sistemul să fie compatibil, adică cele trei ecuaţii 

să fie verificate în acelaşi timp de - necunoscutele zşiy, 

este ca determinantul 

ah 
Go ba Ca =0, 

3 ba Ca 

A scrie că sistemul de trei ecuaţii cu două necunoscute 

este compatibil, înseamnă a elimina pe z și y între cele 

trei ecuaţii date și a găsi relaţia de condiţie care se” 

exprimă" egalând cu zero deterimninantul coeficienţilor. 

In mod analog se procedează în cazul a n ecuaţii cu 

_(n—l) necunoscute. | 

Exemplu. Să se ajle condiția ca dreplele reprezentate de ecuaţiile 

2x—3y+1 =0. ” 

z +2y—3=0 Ă 

ar+ g—2:=0 

să Jie concurente. inseamnă că este un punct ale cărui coordonate 

z şi y verifică aceste trei ecuaţii. Deci, trebue să avem 

2 —3 1 | - 
1 2 —3|=0, a=1,. 
a 1 — - 

"35. Condiţia ea trei ecuaţii: liniare omo gene în raport 

cu- 7, y, Z să admită soluţii nu toate nule. Fie ecuaţiile 

omogene | | 

AT+by-+Cz=0,. 
A37-+ boy FCaz=0, 
“Opta -kCaz=0, 

AN



o IN e 

„care sunt verificate de valori pentru z, y, znu u toate nule. 
Presupunând că z£0, divizând ecuaţiile cu z, avem 

= + dig + ca=0: 

(D îi a27 + ds Tr ea=0.. 

z u 

Usca 
trei ecuaţii verificate de necunoscutele = Da Eliminând 

- aceste necunoscute între ele, după. cele ce am văzut 
mai sus, trebue să avem 

A d Cu 
aa ba Ca| =0, Si 

aa d, Ca DR 

care este condiţia ca cele trei ecuaţii omogene să aibă 

„soluţii nu toate nule. -. | 

„ Din primele două ecuaţii (1), presupunând 

a d 
a> ba o, Ă     

„rezolvându-le în raport cu > avem . 

    

  
    

  

  

    

  

      

    

-C b, , - , | G -C, 

z -Ca ba Yy | a. -Ca 
Ț= = » 
Z ab] Z- 4 bi] - 

E a a ba Ga ba 
de unde urmează o 

z „__Y Z 
= == - , 

b, | C GC 4 _ 4 i b, - 

ba Ca Ca 2 a, b,
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care ne dau valori proporţionale pentru z, y, 3 ce veri- 

- fică ecuaţiile omogene date. - | 

„Exemplu. Să se rezolve sistemul de ecuatii Ie - 

2y—Az=sz, 

2%0-+2y-—22=Sy, 

—Ap—D2y =. 

Big =1. 

Primele trei ecuaţii fiind oinogene în”raport cu z, A z, 

_ —sz-+2y —z=0, 

(2). : 2x-+(2—s)y—2z=0, 

—Az—2y —sz=0, 

ca sistemul să aibă soluții nu toate nule pentru” z, y, 2, trebue 

—s 2 A 

3 2—s —2] =0, 

— —2—s i 

- şi desvoltând, avem s 3_—952_—945=0; 51==0, sp=—A4, s,=6. Dând lui s 

„una din aceste valori, deducem din primele două ecaaţii (2) 

  

_ z y 2 

2 la si] 2 
2—s5—2| |—2 2 2 2—s|     

az - y. z | Ver fr . 1 

45 Ta. 054 Iapa V 

Deci, 

2 za a 1 

sic Ea a pf ai TR! 
pa 1 E a — 

36. Exerciţii. a Să se rezolve cu determinanţi ecuaţiile 

zhyz=1, z—ykz=2, a ytz=3, 

R = —, y=2 za „a „z==—e 
2” u 2.
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2. Să se 'rezolve sistemul 

| - 22—8y+4z=7 3x-+2y—52=8, 5z—y—z=15, 

R. Sistemul e nedeterminat, ultima ecuaţie «e consecință a 
celorlalte. = 

. 1 “ 1 , 
= — (38+72, y= — (0225). z 3 +12) u 3 e ) BI 

3. Să se. rezolve cu determinanţi sistemul 

4x—3y +2u= 

_ 2z + 6z _=28, 

—2y -+4u=14, 
3z +4u=26. - 

R. z=2, y=38, 2=4, u=5, 
3. Să se discute sistemul 

z+y+z=9, 3z—y-ţ+2z=10, 224 1y—37==8, 

az—by-tez= 20, az-tby-kez=44, 10a2+-38y—ez= 26. 

R. Din primele trei ecuaţii se găseşte z=1, y=3, z=5, Scriind | 
__că verifică şi pe celelalte (adică scriind că determinanţii caracteristici 

sunt  nuli), se: obţin condiţiile: a—3b-ţ+-5e= 20,  a+3b+4-5c=44,. 
"10a+9b—5c=0, o 

a=2, 5=4, c=6, 

4. Să se discute sistemul. 

ax-by+ez=1. 

bz-tey+az=1, 

cr-+ay+bz=t 

R. 'Determinantul sistemului este 

a bc 1 . 
b' ec a| =——(a+b+c) [coopera]. 
ca dl. 2 | E 

Dacă abc, “a+k-b-hezz0, soluţii determinate. * Dacă a-pb=ze, 
a+b+e=0, „sistemul incompatibil, căci determinantul caracteristic 

0. 

o
a
 

R
a
 

m
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. “ 

Dacă a=b=ec, sistemul nedeterminat, ecuaţiile se reduc a una. 

5. Să se discute sistemul 

z+4-2y-+3z=a, " 

2x+3y4+ z=b, 

az-by-ţ- z=0. 

R. Determinantul prinicipal este 

=5b—7a—1. 

Se construește dreapta D2=5b—7a—1 =0 în raport cu axele Oa, 05. 

Punctul (a, b) nefiind pe dreapta D, sistemul e compatibil. Dacă (a, b) 

este pe D, atunci 7a—5b4+-1=0. Luăm ca determinant principal 

- 1 2 - Ă 

2 3 |:£0 

7 

_determinantul caracteristic este . = q2—(b—2a)2== 

R
P
R
 2. 

3 
d. , 

O
I
 
R
 

„= [a —6—20)] |aro-20 | =0—oea-b. 

Determinantul e nui pentru a=b, 3a=b. Când punctul (a, b) epe dreapta 

D şi pe una din dreptele b=a, 3a=b (ce trec prin origine), sistemul 

este nedeterminat ; adică pentru punctele de intersecţie ale drepte- 

lor 5b—7a—1=0, a=b şi 5b—7a—1=0, 3a—b=0. ”



FUNCȚIUNI. LIMITE. 

37. Noţiunea de îuneţiune. Se numeşte cantitate va-. 

-riabilă, sau simplu variabilă, o cantitate care poate să 

- ia după voe diferite valori. Se zice că 'y este o funcţiune 

de o variabilă z, când z fiind dat, atunci y este deter- 

minat. Variabila z care poate să fie dată după voe, 

se; zice variabilă independentă. 

Geometria, Fizica,- Mecanica, ne dau numeroase 

"exemple de funcțiuni. Astfel, aria y a cercului este o 

funcţiune de 'raza sa d, definită de relaţia =; 

„lungimea unei vergele este o funcţiune de tempera- 

". tura sa. 

In general, o funcțiune de variabila z se scrie 

y=/2) 
și se citeşte ef de z; forma expresiei j(2) ne arată felul 
cum 'y depinde de z, şi ne indică șirul de operaţii ce 

trebue a le face asupra lui z, ca să avem valoarea lui y. 

De ex., y=2—371+2, y= |. Formula y=/f(2), care 

este o ecuaţie cu două necunoscute z şi y, rezolvată în 

raport cu y, definește pe y ca funcţie ezplicilă de x. 

Această relaţie dintre y şi z se înţelege uşor prin ur-. 
mătoarea interpretare geometrică. Să dăm lui x o va- 
loare z=0P (Fig. 4) .şi fie y valoarea îuncţiunii f (2), 
când facem pe z=0P. Să construim în raport cu două 
axe de coordonate punctul M cu : abscisa z (egală cu.
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OP şi ordonata y. egal cu f(2), y=PM. Când facem 
să varieze z,atunci şi y va-. . y 
riază, iar punctul M des- | E m — (0) 
crie o linie, care reprezintă . . Po 
grafic funcțiunea f (x). x» 

O ecuaţie 12-+-/2=9, sau 
în general, f(z,y)=o, ne- 
rezolvată,” în raport cu y, 
defineşte pe y ca i ăi 

implicilă de z. 

După cum unei funcțiuni 3 y=f (a) corespunde o curbă, 
invers fiind dată o curbă (C) (Fig. 4), există o relaţie între 
abscisa z=0OP și ordonata y=PM a fiecărui punct M 
al curbei, adică F(2,y)=o, care poate fi rezolvată în 
raport cu y, y=f (2). Deci, la orice curbă corespunde o 

ecuaţie F(x, y)=o, sau y=f (2), natura Îuncţiunii, î(2) 
depinzând de forma curbei. 
“Sunt și funcțiuni ce depind de mai multe variabile 

%, Y, Z, cum este de ex. 

Kay, 2 = + 2ay + 52 Ba + 4yz,. 

4 

a z 

P    
Fig.. 4. 

unde z, y, z pot lua orice valori. De ex., volumul cilin- 
drului, V=ma?y, este o funcţiune de raza z şi înăl-. 

țimea y; volumul paralelipipedului, V=—ayz este o 
funcţiune de cele trei dimensiuni z, y, 2 ale sale. 

O. funcţiune se zice algebrică când ea exprimă că 
asupra cantităților de care depinde se efectuează un 

număr finit: sau mărginit de operaţiunile aritmetice 
cunoscute.. De. ex., un polinom, o îracţie, un radical, 

o)= 2294723247, T(2) = WEz: Sa 0 (2) =. 

- Orice funcţiune « ce nu este algebrică se zice iranscen- 

dentă. De ex., f(2)=log(z+1), g(a)=a*, h(a)=sinz.
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--O funcţiune este întreagă când nu conţine variabile 

la numitor. De ex. 

2 7 
22 Dr 3 

"3 

O funcţiune se zice fracţionară, când variabilele întră 

la numitor. De ex, 

4729 —3 

2 — 2y2 

Forma generală a a unei fracțiuni raţionale de « o singură 

variabilă este 

- P(a) aaa, DI Fa PF 

Q(0) bo bar. boa Tiba 

P(x) şi Q(a) fiind: două polinoame în z. 

O îuncţiune se zice iraţională când variabila intră sub 

radicali ; de ex. 

  

1—0 

Vi y= Vaze, y= Via 

O îuncţie se zice raţională, când variabila nu intră 
sub radicali; de'ex., un polinom sau o fracţie raţională, 

  

27 apa 2E-HteB î(2)= 3 —32+1, noi . 

38. Tsereiţi Să se exprime explicit y definit de ecuaţiile 

„Z—Zy+2y4+3=0, 2+p2=2, zy=3, D—p2=1, ye=2ax,şi să se cal- 

culeze valorile tuncţiunii corespunzătoare pentru z=0, —1, z 2, 

39. Noţiunea de limită și de număr irațional (incomen- 
surabil). Se zice că o constantă A este linita unei can- 
tități variabile X, când X variind se apropie ori cât am
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"voi de-A, așa în cât diferenţa X—A este oricât de mică. 
Aceasta 'se scrie limX=A. 

In Aritmetică sunt exemple care să dea noţiunea de 
limită. De ex., o fracţie ordinară nereductibilă (numără- 
torul şi numitorul primi între ei, n' au factori comuni), 

5 
care nu se transformă exact în fracţie zecimală, G =0, 8333, 

este limita către care. tinde fracţia zecimală periodică 

0,8333. .., când numărul perioadelor (aci este 3 perioada) 
creşte nemărginit. 

De asemenea, când rădăcina pătrată dinte” un număr 

nu se extrage exact, de ex. Ye, o reprezentăm cu un 

număr zecimal, și cu cât aflăm mai: multe zecimale, 

“cu atât ne apropiem de rădăcina pătrată exactă, așa 
fel că rădăcina este considerată ca limita către care 

tinde fracţia zecimală când numărul zecimalelor crește 
nemărginit. 

Mai mult, să considerăm valorile apropiate ale lui |>; 
prin lipsă şi adaus, adică 

Aia l4M<... 
1,5>1,42>1,415>... 

Aceste două şiruri se pot serie 

a Mda a 

10105 Sp 
a,+l ag+l a„+l 
  FR >> ... 10 ge PS? 

  

Am obținut deci două şiruri de numere, cele din 

șirul întâi cresc rămânând mai mici ca Ye, iar cele din. . 

şirul al doilea descresc, rămânând mai mari ca E. 

Orice număr din şirul întâi este mai mic decât orice 
număr din. şirul al doilea. Diferenţa dintre doi termeni
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foarte depărtaţi, corespunzători la aceeaşi valoare a 
lui n, a 

dati - Ga __ 1 

10101 10" 

"tinde către zero, când n creşte . nemărginit, asttel că 

la limită, când n este foarte mare, termenii corespun- 

zători din cele două şiruri se apropie foarte mult . de Va. 

Reprezentând pe o axă Oz (Fig. 5), prin A, şi B, 
punctele de abscise egale cu 1,4 și 1,5; apoi prin Aa şi 
B, punctele cu abscisele egale cu 1,41 şi 1,42; prin A, 

şi Bn punctele de abscise 

  04,4, op, titi 9 fate 
. ” 10? n A " An Ba B, 

. E ! : Fig. 5 

se vede că. iritervalul 
| 1 

(4 B,) =0B,— O4,= = Tg 

tinde către zero când n—> oo (n tinde către infinit); 
astiel că la limită, când n creşte nemărginit, intervalul 
(4, B,) tinde către zero, punctele A, și B, tind către 

“același punct L a cărui  abscisă este limita comună a 

celor: două şiruri de numere, V2. 

„__ Valoarea exactă a lui V2 nu se poate calcula, și atunci 
definim acest număr prin cele două șiruri de numere 
raţionale (întregi sau fracţionare), care îndeplinesc 

condiţiile enunțate mai sus şi care dau valoarea apro- 

piată a acestui număr. Numărul astiel obţinut, se zice 

“irațional sau incomensurabil. - 

Infinit mare, este o cantitate variabilă care creşte ne- 
mărginit. De ex., să considerăm fracțiile ordinare. 

-3 3 
„5 , 0,05 --* . 
  3 

5 ;
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în care numitorul se micșorează şi tinde către zero. 
Aceste îracţii se pot scrie 

3 30 300 
TI Ie. . 

5.5 

şi se vede că fracțiile cresc, iar când numitorul tinde 
către zero, valoarea ei creşte nemărginit. Deci 

„1 N 
_im=—=o00, 

a-x0% : E 

Când lim.X=A, atunci X=A-+a, a fiind oricât de 
mic (care tinde către Zero). 

Dacă X are 'ca limită pe A, aceasta se exprimă prin 
inegalitatea 

|X—A|<s, 

unde e este o cantitate oricât de mică am voi, iar |X—A | 
valoarea absolută a diferenţei X—A. 

Se zice că limita unei funcțiuni f(2) pentru z=—a 

este A, când diferenţa j(2)—A tinde către zero în același 
timp cu z—a. Aceasta se mai poate scrie 

[(D=A4A+a,  z=a+8, 

a și B fiind oricât de mici am voi şi tind către zero în 

același timp. 

40. Limita sumei mai multor cantităţi variabile este. 

"egală cu suma "limitelor q_celor cantităţi, dacă numărul 

cantităților este finit. In adevăr, însemnând cu X;, 

X3,...X, cantităţile variabile și cu Aj, A2...A, limi-, 
tele lor, avem limă,=A,. . „limĂ == Ap 

XI =Azkape . XA 

unde dap.Ua; +... a, tind în același timp către zero. Deci - 

Xa e PX SAstAst... Apa, Fe
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“Trecând la limită şi observând că atunci Case e Up 
tind către zero, urmează că 

lim(X, +. .. +Ă)=Aa + . . . +Ap 

lime tă) lim PlimX,, 

41. Limila unui produs de mai mulți factori variabili | 
ese egală cu produsul limitelor a celor jaclori, dacă nu- 
mărul lor este finil. , 

In adevăr, dacă lim: X, =A4, lim Xo=Aş, lim Xs=Az 
avem | 

A SAstip  Xs=Aştaus | Xa Ask az 

Xa =(4, +a) (A+ Go) (Asta) = AsAsAs+ 

E AAzta + AzĂ sa + Age FF AUa03 + A ala + 

A sala FU 0 ol a. 

Insă, la limită toţi cra, ta a tind către zero, deci 
IX X2X3) = A4z4g = lim XlimXlim Xa, 

La îel se arată pentru cazul de mai mulţi factori. 
42. Limita unei puteri este egală cu puterea limitei 

dacă exponentul este finit. Să considerăm întâi cazul 
când exponentul este întreg și pozitiv, X”. Avem lim A: 
=A, lim X"=lim (XX. ..X)=lim X... lim A=(lim XA). 

43. Limita câlului a două cantităţi variabile este egală 
cu câtul limitelor acelor cantităţi când limita numitorului 
nu este zero. X şi Y fiind cele două cantităţi, să punem 

S=z, deci X=Y.Z, 

lim X=lim Y. lim Z, de unde . 

lim 2 = IX, via X Im, lim Y Y limY 

cu condiţie ca lim Yo.



47. Limila rădăcinii unei cantităţi variabile este egală 
„cu rădăcina limitei acelei cantităţi. Să punem 

ON Ye unde X=y, 

lim X = lim Y* = (tim w, 

şi extrăgând rădăcina a n-a, avem 

„lim Y= im >, tim j> — Vima. 

Observare. In cazul când exponentul puterii este Brac- 
aj 

„ționar, avem x = 32, Deci 
———— Pai 

"lim Xe — lim |x= lim: XP = V dim Xy, 

| | lim Xa = (lim xi. | 

De asemenea, exponentul puterii fiind negativ, avem 

1 _ 

2 Qim 3) x 

“im x-n = (im A)”. 

lim x = = lim 32 

Deci, şi în cazul exponenţilor negativi sau fracţionari, 

avem lim AX” = (lim X). _. 

“15, Aplicaţii. 1. Să se afle limita peniru z=la ezpresii 

A) 
i 

d p2a0—3z 

Ă 0 i 

„Făcând z=1, expresia are forma nedeterminată Aceasta, înseamnă 

| că- şi numărătorul şi nuwitorul fracţii se divide cu z—l. Făcând îm- 

părţirea, « aveinr De e | 

pa erat) Bai 

D230) a23z ? 

_N. Abramescu == Algebră el VII. ed. 1]. — 3 „5
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unde făcând z=1, obţinem 

X
E
 

lim E = 

II. Să se afle limita pentru z=a a expresiunii 

Va aaa sf 
5— 3 Vz— Va 

- 6 "6 
Se aduc radicalii la acelaşi indice şi se pune Vz: z=u, Va a=b şi căutăm 

limita pentru u=ba expresii obţinute 

  

3 N 5-4 3bu? 3028 _ (u—2)(u2-+ Abu +82) Goa) a E Ga 
Se simplifică ambii termeni cu u—b şi pe urmă se face.u= p. Se 

obţine 3 ya 

a tga - 
; — pentru a=o sunt 

a a 
  III. Să se arate că limitele ezpresiunilor 

egale cu 1. Se vede pe un cerc trigonometric că 

  

    

sina 
sina <a <tea, sina<a< > , . cosa | 

şi divizând cu sina, avem 

1 | 1<— . 
. Sina .  cosa „A 

Dar când a tinde către zero, cosa tinde către 1, aşa că raportul 

  

variabil 

  

: 1- 
— rămâne cuprins între două cantităţi 1 şi — ce tind sina cosa ” 

ambele către 1. - 

tinde către 1 când a tinde către zero.   

aq 
Deci şi — 

sina 

tea sina 1 sina 1 
Pentru a 

a cosa a. a cosa 
  

ă sina 
şi se ştie că — —>»1,cosa—>1. 

a - N 

IE - zsinz i 
IV. Să se afle limita pentru z=0 a expresii . . i N - l—cosz 

=
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R. Avem 

- z 
” zx2sin — cos — (=) 

zsin 2 zsin z 2 2 2 z - 
= 3 = — = —Z = 3 cos = şi cum 

—cos £ 
. 

” 2 sin2 — 2sin2 — sin (3) 
. 2 2 2 

2 , 
—7— > 1, limE— 2. 

z . 
sin (=) 

2] - i: 

- „2 cos2a—cos2b 
V. Limita peniru a=b a expresii ————, Avem 

- sin(a—b) 

, a a—b a+b , a—b 
. 2cos cos sin psi 

(cosa+ cosb)(cosa—cosb) 2 2 2. 

o a—i a : a—b a—b ! 
2sin — cos —— 2sin —— cos 

2 2. 2 2 

a+b 
  

a+b : E 
=—2 sin — cos ; limE=—in 20. 

VI. Limita peniru z=1 a expresii Iu , 

Ve rserâ-s . - 
z—l * - _ 

Se face numărătorul raţional 

p(/EE8e%3a) VER) 224524+-3—9 
(2—1) e /Ppazraa a) (Va 5z+3 +3) 

> - | o “ 7 

" Se simplifică ambii termeni cu z—l, şi pe urmă sefacez=1; limE = , 

45. Exerciţii. 1. Limita pentru z=1l a expresii 

hi —1—m(z—l). 

(z—1P 
- R. Se divide de două ori numărătorul şi numitorul cu z—l, 

—l 
„pe urmă se face z=1; lim B=123ann ma E 

22-+-4x+4 
2. Limita entru z=—2 a expresii ——————————— 

P Presa 473



. 1 , | > - 7 

Re | 
| a Da 

. Vi 
"3. Limita” pentru z=l a expresii E£E= ——   

  

IS at 

TE ag | R. E = 2 co. - . | (a—12 . al 0 _ 

| Ra 
4. Limila pentru z=—l a expresii ———-, 

Ma P Ni P Vata 
„s 

R V (a2—1)2 z2—1 
. —— = L————0. 

(2—1(a24-1) Va 

"5. Limita pentru z=1la expresti -- 

Tg oi PE E a 
E V 2534-2246 — 6—z—at N 

- “ PV Broz a . 
R.. Din fiecare parțe raţ: :onală sau iraţională se scade valoarea 

pe care u in pentru z=l, ctereiuțele se vor divide cu z—1; avem 

E REE— . ves — 

z—t z—l 
-B= 

224+4—5.. ERIS —5 
z—l o: ol 

Se caută limita fiecărei părţi. Pentru prima '« se > procedează astfel 

ZF a2g —0 up 
Li'= A   
a su x a 6, v= 2, 
o al ! X—1.: va + + 

și pentrucă îne'cele ran: calului este '3,. ne servim de u3—p3== 
zale tuo )» şi avem i E 

pati E 1 aleea); 133 
aa Eno Po aul Oz Fur Fe: - 

ada? ro 1 
r—i rugul ai u2puo pe” 

S
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Se caută limita primei fracţii şi cum lim u=limv=2, lim B= - 

35 , N 

lim P==, 
3 

E 

6. „Să s se. deterimine m asttel ca limita pentru c=1 a expresii - 

_Wz—0 2 — = a m(Vz 219 43 (7 
Că 

să fie finită. Apoi să se afle limita. 

—1) (p— ai 3 ap , a. pp 2 AP mu frate - 

“Se divide fiecare termen dela numărător cu VP şi simpliticând, 

avem 

  

  

WP4u+D UDmpat Rp 
y—i 

B =   

Trebue ca numărătorul să se anuleze pentru y> 1; G4-9m4-12— =0, 

m=—2, Se desvoltă numărătorul, se divide cu -y—t; pe urmă se faca 

y=1, limE=—15, | - 

sin (2 — 309), ,. 
"7... Să se afle “limita pentru 2=300 a expresii - 

a N - - - 1—2sin e 

ISI 2—300 _ z—300 
2sin---- _—cos   

  

    

, sin(z—300) 2 -- 2 
R. E=- = 

| 1 , ” -  2(sin 30%—sin z) 
2|——sinz] .- . - 

vila: 
sn(2 — 180)cos E, 

„_800—z .  300+4- 
2 sin. Cos —— 

| 2 
z K 

cos “e — 0) , | 
1 2 z „i 1 

Ba, Când'z= =300, cos (2 — 150) mina 
2 50 

cos 3 2 șa 

--46.: Limila. pentru 'z eyal cu infinit a [fracții ;..- i ai 

a papale n bag 12kam > 

E Bat ba le ce stbn—a%kba pn ze dee 2 
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"SA vedem care este valoarea unui polinom pentru z—>00. Avem 

ă a, 1 a, 1 

az ago, apar 1 pp 1) 
2 - AZ a an 

11 , 
„ Când z—>00, atunci —, ... —tind către zero, deci valoarea 

: z z . u 

polinomului depinde primul termen az, şi este +00 sau —00, după : 

cum a este pozitiv sau negativ. 

Când z-—> —00, valoarea polinomului eo, după cum gradul m al 

-polinomului este cu soţ sau fără soţ şi după cum a este pozitiv sau 

negativ, ” 

Expresia dată are deci pentru z—y» 00 Jorma e. Pentru a-i calcula 

limita, o scriem sub forma. 

  

Ă ! a - . | a a 
ob: Lp) apr 

E i ia = PX . 

d ba 
(er Dee + 

a: : z z 

" Dacă m=n, atunci 

a, . - 
a-l PF... ! 

- z 
E = z, 3. lim E=—y 

adică raportul coeficienţilor lui z la puterile cele mai mari dela nu-- 

mărător şi numitor. 

Când m> n: m=N+p, p pozitiv, avem 

a - | i 
ap +... a 

z - a 
E = z————, limE= lim(z?), >= 00. 

pp ..., IO 

Deci, când gradul numărătorului e mai mare ca, al nuinitorului, 
limita etse oo. 

Când m<n, n=m+q, g pozitiv



T1 

pt + ap— ... 

1 z o i-a 

_ z Bee => 00 

astfel că dacă gradul numărătorului este mai mic decât al numitorului, 

limita este zero. 

. z ă 

" 47. Limila expresiei 2" sin când n—> 00. Vedem că dacă 

. , 0: 
n—> CO, are forma CO. 0. In acest o aducem sau la forma 3 sau la 

forma SE Pentru aceasta o scriem 

t. oz [a 
sin — sin | — 

- an on 

  

Fracţia e de torma e când a—>0; deci limE=z 

i 48, Limita pentru z—> 00. a expresir 

Bo VEI 
Vedem că pentru => 00 , expresia arce iorma 00—00. Limita o cal- 

culăm scriind-o 

(u—0) (u2--uvr02) u3—v3 
E =u— = ; 

mul u?2+uv+-u? 
  

u = Y232+1, v=z. 

(23-42 1)—a0 

(20 + Preia pă y 

3 A i) = 
2 N ESaI + + = ] 
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simplificând cu z2, observând că termenii cu — tina către zero pentru . . z . , 1 

| z—»00, urmează că lim E= 3: - . 

N 200 

. 49. Exereiţii. Să se afle limitele pentru 2-00 a expresiilor 

E 3 

- | | a 
1 | 322—92z +1 BR. a Vs-2 az 3, 

Ea 2 Ra „3. - 2x43. _ 2242) 

ă 2. zf +2 a e 
Ve R Vz =u, aa 3 u—> 00, limita este 0. 

3. Vai —/ai 

u2—u2 2 
R. u—v= = ——3 0   

- - pe. 32 (341) a 
R. u—p=s—— a LFN: co 

un pei “(e ad :) 
. ! 

„5. Să se determine 'p astfel ca pentru z => 00 imita expresii 

VER. + Va7 FIII p să fie finită şi definită de zero. 

R. Vama IVEFEI tind către infinit cu zi să scriem 

expresia sub forma (VEI —z) + (VEI 
Ă . : 1 . 1 Când > 9%, Prima paranteză tinde către „a doua către-— 3 ca ]i- 

j . “ .  .. Și ” ” | 5 ” _ mita să fie finită; trebue p=2, îar limita! este —... ;



a DERIVATE. 
50. Funcţiune crescătoare şi descrescătoare. Fie y=f(2) 

o funcţiune difinită în intervalul (a, b),. adică a<zx<b. 
Dând lui z două valori diferite z, şi 4, Qin intervalul. 

(a, b),- valorile corespunzătoare ale funcţiunii” sunt [(z 

-şi” [(22). Dacă, pentru zi<%>, avem f(2,)</(22), se zice 

că funcțiunea y=/(z) este crescătoare ; din contră, dacă 

pentru z,< 22 avem f(x) >f(22), se zice că y= = 2) este 

descrescătoare în intervalul (a,b). Pa 

Diferenţa r—z,=h, se zice - creşterea variabilei, iar 

VW =f(z2)—l(aD=k creşterea :funcţiunii ; k poate fi 

- pozitiv, -negativ sau zero. Se mai notează şi cu Âz . 

creşterea variabilei z: și cu Ay. creşterea funcţiunii 

-y=[(2). Valoarea funcţiunii pentru z fiind y=/(7), dând 

lui z creşterea Ax, corespunde pentru y:creșterea Ay, 

„așa “că valoarea funcţiunii peniru z+Ar este | “ 

y+ Ay= f(a+ 40). 
Scăzând din aceasta pe y= =[(2), se obține 

Ay=f(z-+ A7)—[(2), 

“care este : creşterea funcţiunii 1 corespunzkitoare la 

„creşterea Az pentru variabila z. 

Acestea fiind stabilite, să considerăm curba. (0), re- 

“prezentarea gralică € a' îuncţiunii y= =) (Fig. 6). 

   
„Fig, 7. | 

Să considerăm pe. această . curbă: punctele -M şi M
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corespunzătoare valorilor lui egale cu OP=z, 0P'=z+ 
Ax. Avem 

“y=PM,  y+âAy=P'M. 

Panta mijlocie, a curbei între punctele M şi M' este 
raportul dintre creșterea funcţiunii şi creşterea va- 
riabilei, 

yet AA), 
= Az Az 

Să însemnăm cu Q punctul de intersecţie (Fig. 6 şi 7) 
al paralelei din M la Oz cu paralela din M” la Oy. Atunci 
MQ= Az este creșterea variabilei şi QM'= Ay este. 
creşterea funcţiunii y (în cazul figurii 7, este descreş- 
terea funcţiunii, care se zice tot creştere, dar este o 
creștere negativă). NE 

Aşa fiind, din (1) se-vede că 

Ay OM 

Az  MQ 

„şi cum QM': MQ este panta (tangenta trigonometrică 
a unghiului făcut de segment cu axa Oz) segmentului 
MM", rezultă că panta mijlocie .a curbei între M și 
M' este panta dreptei MM!. care unește cele .două 
puncte ale curbei. | Ii 

Presupunând că creșterea Az:>o, se vede că dacă 
juncțiunea y este crescătoare (Fig. 6), când z variază 
dela z la z+Az, creșterea Ay este pozitivă; panta 
mijlocie a curbei între M și M” “este pozilivă, curba se 
urcă dela M la M'. Dacă funcția y este descrescătoare 
dela z la z+Az (Fig. 7), creșterea Ay este negativă, 
panta mijlocie a curbei între M și M' este negativă, | 
curba se coboară dela M la M'. 2 

54. Funcţiune continuă. Considerând o funcţiune
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142), am văzut că dând “variabilei z o creştere Az, 

corespunde pentru funcţiune creşterea 

Ay=f(z4+A—l(0). 
Presupunând că lăsăm pe constant, dacă creşterea 

Ay a funcţiunii tinde către zero când creşterea Ax 

a variabilei tinde către .zero, prin valori pozitive sau 

negative, se zice că funcţia f(z) este continuă pentru: 

valoarea z,: sau continuă în punctul Z. 

_. De ex. pentru-polinomul y= [(20)==322—5x4+2, dând lui z creșterea 

h, sau Az, adică înlocuind pe z cu z-+R, corespunde pentru Y creşterea 

k sau-Ây, 

k= z-tb)—A2) = [atenta] eset], 

k==3h2+6hz—5h, 

şi vedem că dacă creşterea h a variabilei tinde către zero, şi creşterea 

k a funcţiunii tinde către zero, deci polinomul este o funcţiune continuă ” 

pentru orice valoare a lui z. 

Presupunând că o funcţiune y=/(2) este continuă în 

intervalul (0,5), punctul reprezentativ (& J) descrie o 

linie neîntreruptă. - 

In cazul când funcțiunea. nu este continuă, ea ar 

“trece brusc dela o valoare la alta, linia reprezentativă 

ar fi întreruptă, ca în figura 8. n 

In această figură, presupunând AY, 

că variază dela a=0A la N 8 

c=OC, y este reprezentat prin" AT Cc 

linia neîntreruptă A'C'; apoi, 

z variind dela c=0C la b=0B, 

y este reprezentat prin linia ne- A C 8 

întreruptă CB”, începând dela 

un punct C” altul de cât C' pe Fig. 8. 

ordonata punctului C. Se zice atunci că pentru z=c 

funcțiunea y=/(2) este discontinuă. 

In cazul funcţiunii 

  
[ | va
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se vede că: dacă z<1, y<o, când z>l, y>0. Când z=o, 
y=—1, avem punctul M(0,—1) (Fig. 9). Când z creşte şi 

se apropie de 1, numitorul z—i 
este negativ, se apropie de zero, 
deci crește, așa că inversa sa 

  

1 . | 
y = descrește și este. nega- 

tiv, iar: când z este foarte a- 
-proape de 1, prin valori mai 
mici ca 1, z—l se: apropie de 

  

o, ' iar Za tinde către o câtime 

| | foarte mare, şi cum y este 
negativ pentru z<1, y tinde —oo (minus infinit) ; linia 

„ce descrie punctul M se apropie nemărginit de dreapta 
- 21, paralelă cu Oy, adică dreapta AC (Fig. 9), pe partea 

stângă a ei.. A a 
Când z>1, y>o, dar când z se “apropie de 1 prin: 

„ Valori superioare lui 1, numitorul z-—1 tinde către Zero, . 

Fig. 9. ; 

3 tinde către o valoare foarte:   

prin valori pozitive, y= 

mare pozitivă, --co (plus infinit), curba descrisă de M 
„se apropie de dreapta AB, z=l, pe partea dreaptă; 
„Ya sărit brusc în punctul A, pentru: z=1, dela o va- 
loare foarte mare negativă la alta foarte mare: pozitivă, 

„_Y este o funcțiune disconlinuă pentru z=1, iar dreapta 
„AB a cărei ecuaţie este z=1, se zice: asimptotă la curba 
reprezentată de ecuaţia a -- ă a a 

Ta 
Se vede deci. că o fracţiune' raţională 

„2a3—3a2-pă- 
23242 -



este discontinuă pentru valorile: varibilei z -care anu- 

lează numitorul. In. cazul considerat sunt rădăcinile 
l și 2 ale- ecuaţii, a2—3x-+2=0 (rădăcini care nu anu- 

lează şi numărătorul 2a3—372-+-4). 

sa” Proprietăţile funeţiunilor continuie. I. Ca şi. la limite, se poate 

: arăta că suma mai mullor juncțiuni continue (în. număr finit) este o. 

luncțiune continuă. In adevăr, fie UD w trei funcțiuni continue ce 

depind de z. Dând lui zo creştere: Az, rezultă pentru u, o, ip creşterile. 

Au Av, Aw, iar valoarea funcţiunii 

y= ue 

când dăm lui z. valdarea” z-+Âz, este : 

y+Ay=u+ Bu pante, 

“Ay fiind creşterea funcţiunii y. Inlocuind pe y cu valoarea's sa ao, 

şi făcând reducerile din. ambii membri, rămâne - EI 

Ay=Au+ Av-+ Av. 

„Dar funcțiunile a, v, w fiind continue, rezultă că dacă creşterea Az 

a variabilei z tinde către zero, atunci şi creşterile Au,âv.âw tind. 

către zero şi deci şi creşterea Aya funcţiunii y tinde către zero, adică 

suma unui număr finit de funcțiuni continue este o Iuncţiune continuă. 

De ex., y=r” este o funcţie continuă, căci dând lui z creşterea b, 
= 

creşterea tuncţiunii este - . i - 

. 
—1 m 

= (ah) = "Cur ha , 

n m! DEI Li 
K= cz" “10 Chua pn? în +. „Ph 

şi se vede că dacă h tinde către zero şi creşterea ka tuncțiunii y=a" 

tinde către zero. IN - - .. 

Deci şi un polinom 

| y= Age +A, zi ăn 
fiind o sumă de funcțiuni continue, este o funcţiune continuă. _ 

I1.- De asemenea; produsul unui număr “jinit "de uncjiuni continue 

este o juncţiune continuă. Fie y=uv, u şi v fiind continue. Dând lui z. 

creşterea Az,: valoarea. fuhcţiunii y: devine : 

pi pvAy=(p Au) (6+A0. ina,
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"Deci creşterea Ay a funcţiunii este - a / 

Ay=(u+Au) (0+ Ao0)—y=uo-roAuţuAv—uv, 

Ay=vĂu+ţuâv. 

Se vede că aacă Az>o, atunci şi Au şi Av tind către zero (căci u 
şi v sunt continue) deci Anoo, a adică produsul uv este o funcţiune con- 
tinuă. 

De aci rezultă că puterea unei funcțiuni continue este o funcțiune 
continuă. . 

III. Câtul a două funcțiuni continue este o funcțiune -conlinuă, afară 
"de valorile tariabilei care anulează numitorul cătului (tracţii). De ex. 

„pi Au—uAv 

“o orâo) ? 

  

şi se vede că dacă Az->o, atunci Au, Av şi deci Ay tind către zero. 

IV. Rădăcina unei funcțiuni continuă este o Juncţiune continuă. Avem 

uz, Ay Ma Țăa —fa. 
Punând = "/ urău, w= "fu, adică v''= u-+âu, w"'=u, obţinem 

, i , Pi—p PR 

Ay=0v—w== - i , - pnl oo how? pol 
  

u-+Ău—u . 

far Buy ZT Pac Bt Arta, 4 njcat Au)um —2 a ami 

- Câna Az->0, atunci Au>o, şi deci numitorul are * ca limită 

m mr ZA n 1, pa + "um2u pa Vu ui =m Vu 

Numărătorul lui Ayj fiind Au, se vede că dacă Auyo, atunci şi 
Ayo, y este o funcţiune „continuă. 

53. Derivata unei îuneţiuni. Când y=/(2) este o func- 
ţiune continuă de x, derivata juncțiunii y în raport cu z 
«este hmita raportului creșterii funcţiunii către creşterea 
variabilei z, când creşterea lui z tinde.către: zero, 

. — di 
Derivata se exprimă cu simbolul Pe sau y”, iar dacăy 

este exprimat prin Î(2), derivata se reprezintă prin:



179 
N 7 

/(o). Aceasta se mai exprimă şi cu simbolul 4 Y'„ pentru 

a arăta că derivata se ia în raport cu variabila z. 

Astfel, dacă fa), 

du Ay - A — 

SL —hotim 0, = Jim leit, 
sau A | 

su pa A" n Fa __ im AO, 

lo 

după cum notăm creşterile cu Az, Ay sau cu h.şi k 

De ex., săse calculeze derivata polinomului ș y=hz)=ar24-bz țe. 

Dând lui z creşterea h, creşterea funcţiunii y=Î(z) este 

k=f(e+h)—1(2)= = atat 2-0 I)re—azt-tbz-+-0), 

k=al24-2azh-+bh. 

- Deci “ „- 

Ă k i 7 k 
=ah+2az +5, y'=f(2) = mp2 

Exemple. 1. y= =az*, a fiind o constantă şi n întreg pozitiv. Dând lui 

z creşterea h, va rezulta pentru y creşterea 

k= a(z+b)” — az" = a[(z4+-h)"—z"] 

k=a(a? + nai... + hr —), 

k=a(nzi- tt Ca 2Ie + ph), 

“Divizână cu bb, avem 

k 
= lim — = lim nani ret „FE 1, 

ho h ho 

- p=naz”!, 

y 

care dă regula pentru a afla derivata lui y=a2* 

constante c este. zero, căci creşterea eu Ac este tot- 
2. Derivata unei 

Ac A i 
—— =0, şi prin urmare limita este 

deauna Zero, oricare ar fi z, şi deci 13 

Zero,



„.8 Derivata unui, polinom 4 1=2325-478.p220.462—5 « se. obţine adu. 

nând în ordinea. lor „derivatele termenilor şi avem , „ pi 

p=15zt—12044a, a 

54. Observare. Am văzut « că expresia derivatei unei, 
funcțiuni Î(a) este . . 

i lim CEE a 04 po. 
„ho 

Inainte. de + a trece la imită, avem 

Ke+h—A(2_, a 
A op ——=I'( ae, 

2 fiind oricât de mic, ce tinde către zero. în acelaşi” timp 
cu h. De aci rezultă formula importantă 

fo = Hp (7)-+e]. 
35. Interpretare geometrică pentru derivata unei îunc-. 

țiuni. Panta unei curbe. Keuaţia tangentei. într'un punct 
al unei curbe. 1. Să considerăm curba reprezentativă 
a îuncţiunii y=/(7) şi pe ea punctele M şi M' C (Fig. .10) 

cu abscisele z și z+Az. 
- Panta: mijlocie (No. 50) a 

“curbei între M şi M! este 
“panta dreptei MM”, adică 

Ay ferAd—(0, 
Ax o:  Az 

“Când punctul” M” se: a- 
„propie de M, dreapta MM'. 

tinde către tangenta în M la curbă, Ag tinde către 
Zero, iar panta acestei curbe. în M estă panta tangentei 

„în M, adică E 

  

Fig. 10. 

“im Ret tanto, oh i. 
Az>o
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“care: este derivata funcţiunii f/(2) în punctul. z.- Deci, 
derivata unti" funcțiuni y=f(z) în punctul este panta 

sau coejicientul, unghiular al tangeniei în acesi punct la. 

curba y=|(2).- 
„ Presupunând că se consideră pe curbă punctul Mu 

de abscisă a îi corespunde ordonata y,=/(2.). Tangenta 

în acest punct este dreapta ce trece prin punctul (2.1) 

„şi cu coeficientul unghiular (sau panta) f'(2,). 

Deci, ecuația tongeiței în. M, (2 Yi) la curba y= =, 

” este 

pf (cot), | ha). 

II. O altă interpretare” a derivatei. Să presupunem că 

un punct M (Fig. 11) are o mișcare rectilinie pe axa 

Ox, ceuaţia mișcării fiind s=/(0, 1 fiind timpul şi s 

spaţiul deseris de mobil. Dacă M şi M' sunt poziţiile 

mobilului la momentele £ şi î-+- At, drumul descris de 

„mobil în timpul At este MM'=.. o MM a 

0M'—0M= 0 AD—[(D= âs. Să | 

ducem pe Oz, începând dela M, . Fig. 10. 

| Di As as 
și i în sensul MA, olungime MW egalteu A: vectorul —— i 

se zice vitesa: mijlocie a mobilului M în intervalul de 

timp At. Presupunând că Af tinde către zero, atunci 

- vitesa, la: momentul î este dată de De | 

. t+At l 
v = lim „EEAD=10 0 _ = 10, 

Alto” tă , 

adică vitesa este derivălă spaţiului s= -j(0) în raport cu 

timpul. 

56. Calculul derivatelor. Derivata unei funcțiuni în- . 

mulţită cu o constantă este egală cu conslanla înmulțită - 

:cu derivata funcţiunii. - Să considerăm funcţia: y=cu, 

„c. fiind o. constantă și u o funcţiune de z. Să însemnăm 

N. Abramescu — Algebră ce. VII. cd. U — 3 | | 6
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cu Ay şi Au creșterile funcţiunilor y şi u corespunză- 
toare creșterii Az a variabilei. Avem | 

Ay=c(u + Am—cu=câu. . 

  
  

De unde 

Ay Au Ay .. .. Au 
îz =c 13 > lim AZ = c lim Az , 

deci 

dy e du, , 
dz = d *y|=cu,. 

De ex. y=8(224+52++2), y'=3(22+ 5z+4+2)'=3 (2z++5). 

57. Derivata sumei unui număr finit de funcțiuni este 
egală cu suma derivatelor funcțiunilor. Fie u, v, w, trei 
funcțiuni de z și să considerăm funcțiunea 

Y=u+v+w. 

“Dând lui z creşterea Az, corespund pentru u; v,w, y 
„creşterile Au, Av, Aw şi: Ay. Avem 

Ay=(u+ A u+v+ Av-+w+ Aw)—(u-rvu) 

Ay=Au+âAv+Av, 

Ay, Au Av. Aw 
Ax az + az t Ax 

Presupunând că Az tinde către zero, și aplicând . 
teoremele asupra limitelor, avem 

  

Aw 

Az 
  

Lă Az A A 

y=u'+o' rw! 

Bz. y=a%—2245247, y'=3304245, 

Au Av. 
lim lim lim 

1 Az 

„50. Derivala unui produs de un număr finit de factori 
este egală cu suma produselor obținute înmulțind derivata
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fiecărei fjuncţitini cu toţi ceilalți factori. In cazul: a două 

funcțiuni u şi v, avem y=uv. Dând lui z creşterea Ax, 

fie Ay, Au, Av vreșterile funcţiunilor y, u şi v. Avem 

Ay=(u+ A moş Avj—uv=u Av-+vA u-+-AuAv. 

Când Az—o, 

  

"Ay Av Au 
lim———=u im -+rolim--— Zn - JimâAv. 

Au Az 

Cum limAv=0, urmează 

y'=—uv'4+vu'. 

Fie acum cazul a trei factori y=uw.. Considerând 

uv ca o singură funcţiune şi aplicând rezultatul găsit 

pentru cazul a doi factori, avem 

y' =uvww "4w(uv)y =uvw'-t+w(uv' our, 

-y! = uvw' + uwv' -+-vwu', 

y'=u'viw+-v'uw-4+-wW'uv. 

Demonstrația se aplică la un oarecare produs finit- de factori. 

De ex., y= = (02520) 

dy 
y' “a =(2— arăta 5 (02 5)30— 22) A oz-5)(0-2002y 

=(0—a2)232 + (22—5)x3(—22) + (0x25) (2—22(322), 

pr —1025-p2544-1622—3022. 

59. Derivata unei fracţii este egală cu produsul numilo- 

rului prin. derivata numărătorului, minus produsul nu- 

mărătorului prin. derivata numitorului, şi totul împărțit 

u 
cu pătratul numitorului, Fie y= pu și v două îunc- 

ţiuni de z. Avem 

u+âu u _vAu—uâv | 

v+âv. v w+vâv să 
  

“ Ay=
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ee Au Av 
E Ay” Azi Aa : 

| - Az w+vâv 

Când Aa->o, aplicând teoremele limitelor, avem - 

  

    

| Au ni Av - 
p lim —— —u lim-— 

A Ag Az MN 
A =:  oeolim Ap 

de unde „ Tvu'—uv” - 
= . 

-Y p2 
a a a LE 3 Exemple. 1. Y= pi 2 oa Da: 

Ma 201, (la (0a21)2a 6z 3. PS, ya a = Fe 
z+1 - (24-12 Q2+IP 

60. Derivata unei iuncţiuni compuse: Dacă y este o. 
juncțiune de u şi u este o funcțiune de x, atunci y este 
Juncţiune de z, şi derivata lui y în raport cu « este egală 
cu derivala lui y în raport cu u înmulțită cu derivata lui u 
în raport cu z. La o creştere Aa corespunde pentru 
u creşterea Au și la aceasta corespunde o creștere Ay 
pentru .y. Avem. cc Ma | Ay 
  

  
  

Ay... Ay Au j - Ay lin i, Au 
iz o Au Azi Ag > Ay az? 

Mi ! ? - 

YU Yu U | 

unde -y,, arată că se ia derivata lui y în raport cu a, 
„iar u', este derivata lui u în raport cu.z. “ 

” 1 Exemplu. y=4u5—5u2+2u+3, uz, Z e 
- 1 12 10 “a 17'= (12u42-—10 „| (22 )(-3) 7 ne i0uta)j za t2) a   

12—1022--2x - . - , 

  

25,



61. Derivata, unei: puteri u”. 19 n: număr întreg. Luând 
derivata lui ur" ca a unei funcţii compuse, avem 

n ” - 

d du N " sp Ia 
= it = nu Us ă 

care dă rau pentru. a afla derivata unei puteri. 

4 pg 
_20 Când n este fracţie pozitivă, n= 7» să punem. 

p | | 

y=u?. 

Ridicând, ambii membri la puterea, q, avem 

y? = u?, îi _. 

Aceste două funcțiuni y?7 și uP sunt egale pentru 

orice vâloare alui z. Dând lui z creşterea Az, rezultă . 

creşteri egale o | | a 

A (97) _A(u%) 
A) A), Taz iz 

  

deci la limită 

du)-_ dt) , pri! = ur, di “az? qY YU P | 

„căci p şi q sunt numere întregi. Inlocuind pey cu va 

loarea sa uz, obţinem i o 

  

2 2 
— 1 

A pP-ură u' 
î- 7 . q . Li 

geci şi în acesteaz - - | 

du) ina 
dz . . z 

30 Când.n este număr raţional negativ, :n=—m, Să 
- punem. i N tu ie 

d 
ap * Ie



86, 

Aplicând regula derivării pentru o fracţie, avem 

dy ( ) —mum 1 ma 
da > [a] = mau. 

Inlocuind pe —m cu n, rezultă 

| - y=(u”) =nu' tu, 

așa că regula găsită se aplică în toate cazurile. 

Ez. y=(22—32+2)5, y= 5(22—3-+2)4(2z—3). 

ani 

62. Derivata unui i radical y= Vu. „Scriind-o., sub 

forma y= ui „ avem 

  Ie ] 1 | 1 1—m 

y' = ur ai” U'=—umn u', 

m mn o. 

  
  

  

care dă regula pentru calculul derivatei unui radical. 

  

: 1 —— 1 
63 Exemple 1. y=/z, y' = ——3 2. 9 =Vat3, ps 

Ve Da V | 2/z+3 

3. y= Vaza, pp = Ed 
_ 2/az2+rbze 

4 At 4 3 2 ip 2; pa 2127 /. 4, fă + 25-a w=3 a —0z2 3 = 

si cazi. | 

= ez /EF) + 3241 Qx+1y= 

A a | | a 

paz) 20 3 pF, 2 = PEEDVEHVErL 
2/21 Var . 

4224242 

Vara
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1 [aiate 1028 1—028 
a 4 
"3x3(234-1)3 

64. Formule. Dăm tabloul formulelor demonstrate asupra 'deriva- 

telor funcţiunilor considerate ” - 

g=ute y=u, “ y=uv, y'=uv'-+ou', 

y=cu, y'==cu!, Ma pi z vu'—uv! 

y=u-o, j'==uv' “ Vo a? 

- p=un, y'=nut-lu' 

., rr? 

Uz > Yuulze 

65. Derivate -de ordin superior. Dacă y=/(2), atunci 

derivata sa y'=/f'(2) este în general o funcţiune de z 

_şi poate fi derivată în raport cu 1. Rezultatul 

se zice derivata a doua a lui y, în raport cu z. 

e. yu d ( - .- , dy . . , 

şi se notează cu u) , sau pe scurt da | (7) sauy”. | 

De asemenea, derivata derivatei a doua se zice derivata 

dă Pa 
-a treia și se notează y””, E sau f'"(2) şi aşa mai departe. 

  Ba. Dacă = e să se calculeze Io). . 

Avem - | 

—2p2z+i 2x3—622—6x4+2 
= a e = a» 

NI E (221) 
n 2.0—6.0—6.0+2 _. 

0)= O — = 

o (0+1)3 
, 

66. Exerelţii. Să se calculeze derivatele .funcţiunilor 

1, y=(02++3)(24+32—1). R. y'=622++182+7,
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2, y2(024-42—3)(328-+122-4-12). y'=6(0-+2)(2224-82+1). 

3 z-+-a —a 

YI z—a „= (2—af, 
  

22-42—3. i 38(2+1) 

O 322625" = (32276245) ' 

papa ED 
| „r4z+i (ada 

6. (05-10. pr a(ad)3a2, 

| 7. y> VS re pa ED | i 

| ! : -3y/3x2-+- 6z—5)2 

Ra VE a A 
- 8. y= e 

zl ata 

(at78.4 Ga 30 —3)(ai-—2a +3)7 

  

  

  9. y= (at 203)? (204195, Li 

= (241) 

1.10. y= (20 za. poze : 
2 
+1 

__Să se afle derivatele” de ordinul întâi şi al doilea ale funcţiunilor 

0)
 

    

  

Pozi Aa) atz2) 
11, y= ———— RR. ya Ye — 
Re —B. 20 

12.1 23 R A af za 3 
12. y=3/— RR. y= — "= aaa 

Ă z—l - 2 z—1 , “9 Vaz 

67. Derivatele îuneţiunilor trigonometrice. IL. y=sinz. 

Dând lui z creșterea” h, corespunde pentru y „creşterea . 
k=sin(erh)—sinz, Deci 

eh | r+h+z 

  

  

k __ sin (2-H1)—sinz an e 2th 
ho h oh , 

FR. „sin 4 pc ho 
a zi cos (z+ 3).
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Dar când h tinde către zero, raportul sinusului către 

arc are limita 1, deci 

  

sin Rh 
lim—2=—1, : limeos (rr) = cost, 

î | __h=o. îi Aa 

a y'=lim 7 > Cosz. 

Deci, derivata lui y=sinr este y'=cosr. 

a a a 
„IL. y=cosz. Avem y=cosz=sin Și ajsinu, uz 

Aplicând derivata unei funcțiuni compuse, avem 5 
2 

Te 

YU UV, = cosu, U d 2 Ci =—l. 

Deci y'=(cosu)(—1) cos a = — sinz., 

Deci derivata lui y=cosz este 1 y: "= sint. 

III. y>i9r. Avem | 

| sinr |, cosz (sinz)” in (co52) N 
  

  

  

| = 

Y= cosz” y 2 cor. a 

COS zcosz—(sina)(—sinz) “cosz--sin2z, 

> a. 0082 e rr. costa 7 

. 1 = : . 

- | Y — Costa 

cosz 
  

IV. y=cotgr. Avem y= Sina 

“sinz(cos2) -cosaţsiha) _ inz(-sinz)— cos. cosz, 
  

  

U= 7 

y- sin2z e sin2 o 

. . ş , - i 

—(sin2z4+cos2%) . Î 
U= Ț = Ţ . 

a d sina. i sin2z 

Y a A | Sint 
„ p=secz, Avem y=. —— YU =: . 

EL, my cosă, “ : 'cos2z 
  

=
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Ra | A: al „_ —Cosz 
. y=cosecz. Avem y= —— ps, 

VI. y | YI sina sin2z 
  

68. Exereiţii, Să se calculeze derivatele 

1. y=2 sin3z cosz. - 
“R. y'=6sin2z costz—2sinâz= 2 osin2(4-—4sin2a). 

2. y= =tgaz—tg2r. - 

    „2—Btga z R. y= 
cost2z cos2z 

= 2scc2az-—dtgz sec2z. 

69= Derivata unei “tuneţiuni inverse. Dacă 1 y este o 
funcţiune de z, atunci z este o îuncţiune - de: y. FieAz 
și Ay creşterile lui z şi y. 

Avem Ax 1. ; Az 1 

AU AU AU im AU 
dz Ax 

și trecând la limită,. 
da 1 E 1 

dy doo» 
dz 

adică derivata | unei funcțiuni inverse este inversa deri- 
vatei funcţiunii directe, 

70. Derivatele îuneţiunilor . trigonometrice inverse, 
I. y=aresine. Avem z=sin y. Dar, am văzut că: 

1 IA 
> | | 

Cum zy=cosy=-+ Visin:y=+ iz, urmează că 

„dl ) = == 
a (o | 

Pentru a vedea semnul ce trebue luat înaintea ra- 
dicalului, să observăm că cosa y = |l-—sin?y == 1—x£ 
este pozitiv când y este în cadranul întâi sau A. patrulea



e A 01 

și este negativ când arcul y este în cadranul al doilea 

şi al treilea. Deci, pentru: arcele y din primul cadran, 

avem 

  

. . | ” , 1 | 

- y=aresinz, y = 
” | - 1—a? 

Il. y=are cosz. Avem | | 

L=Co0sy, 7, =—siny = Dcosty=F 1—az, 

| 1, 1 | 

Ie a, d Fi 

Dar avem siny= V 1-—cos?2y când arcul y este în 

cadranul întâi sau al „doilea, şi siny= — Vl—cos?y 

când y este în al treilea şi al patrulea cadran. Deci 

„pentru arcele y din cadranul întâi, avem 

  

y=arc cosz, y' =— a . 
1—a 

  

III. y=arctgz. Avem 100, a r= 

ii | 

Dar | _cosy= , 

y V1-+-192y 

unde înlocuind pe îgy cu egalul său z, urmează 

1 
cosy= 

ii “| 1 —) 

  

2 = 
  

? 1. , 
Y-= Dra pa” 

  

care este derivata funcţiunii y=arctgr. .



o i 

1 
sin? y 
  IN. y= —arecotgz. Avem 2 —cotgy Y, %, pa 

SÂN a = 
= Virigiy Viorcotgty-- 

ia pe cotgy cu egalul său z, urmează 
. | PE 1 

-$ =—( 2 e sint za at TE 

_ Da | 1 
astiel că derivata funcţiunii y=arccotgreste ns 

  

vV. y=aro-ecz. Avem o 

DE a siny Vice 
=scey, ces = = 

7: cos? TR - Cos2y 

1 

“A 

  

7, poa UL 

  

  

  

o ” . 1 

astfel că derivata funcțiuni =ares cea este y' = ———= 
| | zVe—1 —1 

„NI. y=arecoseer, == _ 
| aa—1 

31. Exezeiţii. 1. == aresta Vi—, 4 fiind un are mai mic decât 90%, 
a 1 

N. y=uest nu, y = We u. = == 2) „y = 
i VI —a2) V . iz? 

XI - 
2, W==ucs, nj —= TI. ORI A - 

V 1:4- a” Da 1-a - 

  

x. | | 
» 2=ereluz au aceeaşi derivață. Să se 

—. 

. NE 4 
3. Fureţiun'le y=arctg 

1 

„explice rezultatul. o 

T. Avem pa TFuneţiunile având acceaşi derivată, diferă 
MR 1 îi . 
cu u coustantă. Duci: y=zc, e fiind 'v- constantă: Aceasta se „poate



93 
2 z- 

“vedea direct, căci din z=arcigr, avem tgz=z, şi înlocuind pe z în 

valoarea lui y, obţinem “ : : 

itez intr 
arct At „= te(z4+489), y= ete, —tg2 29 = Zig350t 62 ta(z4+-45%)   

de unde y= 24480.47, k. fiină o constantă, deci zuncţiunile y şi 2 

diferă cu o "constantă, de aceea au aceeași dierivată.” - 

VARIAŢIA FUNCŢIUNILOR ă 

ȘI REPREZENTAREA LOR. 

- "72. Variația unei îuneţiuni.. Introducerea noţiunii de - 

derivată ne permite a studia variaţia unci funcțiuni 

y=|(7). In adevăr, dacă într'un interval, la o creştere 
Ax. a variabilei corespunde o creștere pozitivă a 

funcțiuni, atunci /(24+ A2)>[(a), deci - e 

Ay _Fekid—f(2) 
Az Az 

derivata -y =p (2) a funcţiunii este pozitivă. Funoţiunea 
este crescătoare, curba reprezentativă. a iuncţiunii 

"y=f(a) se -urcă spre dreapta. Dacă, din contră, la o.- 

creștere Az a variabilei, corespunde o descreştere. (0, 

"creştere negativă) pentru funcţiune, atunci Î(z-rAz)< i, 

„deci Ay Rata). 
az Ag 

SI 0, y' >0,. .   

<a <a, 

derivata este negativă. Funcțiunea este “descrescătoare, 

curba reprezentativă a funcţiunii. se coboară: „spre 

dreapta. . | - 

De ex. pentru „funcțiunea y= ş (329 27), 

Vp 3 pa SRI y: == 3 (0-9) Dar ? y' este po- | 
| 8 4.8 

zitiv pentru | z<—1, negativ pentru —l< z<3, și po- 

zitiv' pentru I>3:. Funcţia este deci crescătoare când
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z<—l, descrescătoare când z e cuprins între a şi 3 şi şi 

crescătoare când z>3 (Fig. 12). 
Se vede că pentru z=-—l, 

derivata y' se anulează schim- - 

bând semnul; înainte de —l. 
derivata este pozitivă, după —l 
este negativă, deci înainte de 

* a=—1 funcţia creşte, „după 
PI -r=—l y” descrește, deci valoa- 

Fig. 12. "rea ce o ia funcţia y=/(2) pen- 
tru z=—1, AP=f(—1)=4 (Fig. 12), este cea mai 
mare, este un mazimum pentru funcțiunea y=f(2). De- 

asemenea, se vede că pentru z=3, derivata y' a 
“funcţiunii se anulează din nou, schimbând semnul, 

înainte de z=3 este negativă, funcţia descrește, după 

z=3 derivata este pozitivă, funcţia creşte; deci va- 
loarea ce o ia funcțiunea pentru z=3, f'(3)=—0, este 
cea mai mică, un minimum pentru funcțiunea y=/(2). 

  

In cazul funcţiunii uz —9a2+27 -19), derivata sa 

„U =a12—624+9=(2—3) este totdeauna pozitivă. Func- 
“iunea y este totdeauna crescătoare, derivata se anu- 

lează pentru I=3, dar nu-şi schimbă semnul. In punctul 

M de coordonate z=3, = 163. (Fig. 13) curba 

prezintă un sunet de infleziune. 
Tangenta în punctele. curbei 

„unde derivata se anulează, având 
panta (coeficientul unghiular) 
nulă, este paralelă cu axa 0z, 
ceeace se vede în punctele P,Q 

(Fig. 12) și M (Fig. 13). 
„Deci, valorile pentru: care o 
funcţiune este maximum sau  
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minimum corespund 'vălorilor lui z pentru care de ri- 
vata funcţiunii se anulează, schimbând semnul. 

Peniru a studia variaţia unei funcțiuni y=/(2), 
determină mai întâi intervalele în care funcțiunea există 

unde are valori reale. Se află valorile lui z pentru care y 
se anulează, date de ecuaţia f/(2)=o, și care cores- 

pund punctelor unde curba reprezentativă a variaţii: 
funcţiunii tae axa -Oz. Se determină valorile lui 2 pentru 
care y devine infinit, adică direcţiile în care curba 

Yy=f(2) are ramuri infinite. Se calculează derivata 

Y=/(2) a funcţiunii, se vede semnul său, și pentru 

- valorile lui z pentru care y'>0, funcţia f(2) crește, 
iar. pentru acelea pentru care y'<0, funcţia f(2) des- 

creşte, Valorile lui z, pentru care derivata f'(2) se anu- 

lează schimbând scmnul; corespund la maximum sau 
minimum. funcțiunii ; când derivata f'(2) trece dela sem-" 

nul + la —, acolo este maxim, iar când trece dela — 

la + avemun minim. De fapt, studiul variaţii unei 

funcțiuni y=/(2) revine la construcţia curbei y=f(2). 

In cele ce urmează vom studia variaţia a câtorva din 
cele mai simple funcțiuni. 

73. y=ar+b, a şi .b fiind numere date. z 

poate să ia valori dela —cola +-oo.y=ocândaz+-b=o, 

z = d ao. Derivata. este y'=a; când a>o, 
a E . 

y creşte și când a<0, y descrește. Variația funcțiuni 
se vede din tabloul alăturat, iar curba reprezentativă 

este o dreaptă, ce tae axa Oz în punctul de abscisă r=—-—; 
i . ” ă . “ ” a - 

a cărei pantă este a și pe care ştim a o construi, obser- 
vând că tae axa Oy, în punctul de abscisă z=—0 și or- 
donată y=b.



  

  

      
    

| d>o0,z| — o 8 doo 
a 

+ + 
y|— oo creşte o creşte -roo i 

“a<o,z|—o d „Foo 
. _ a ” 

» y - Ă — — _ 

Y| + co descrește o descrește—oo 

2 . 
In cazul y=z2 +3 avem tabloul alăturat. 

  

Ir ki i 
yl—o 0 o 

74. y=aa2+bz+c, a, b, „e constante și ao. 10 Avem 
y=0 pentru * rădăcinile ecuaţii az2-+bz-tre=o; când 
rădăcinile sunt reale, curba tae axa Oz în două puncte 

- diferite; când 0b2—4ac<o, curba nu tae axa Oz; când 
b*—Aac=0, curba tae axa Oz în două puncte confun- 
date, este tangentă la axa Oz în punctul a cărei abscisă 
este rădăcina dublă a ecuaţii -az2-Pbz-t-c=0.: 2 Curba 
tae axa Oy în punctul de abscisă z=o, şi ordonată y=c . - 
dată de ecuaţia curbei y=a22-+ba-+c unde facem. z=0.: 

30 Derivata fiind y'=2az-+b, se, anulează pentru z=—p 

și schimbă semnul, deci avem maximum sau minimum! 
pentru această valoare a lui z. Când a>o, atunci y'<o 

> 

d. . b N - pentru 1<—— şi y'>o pentru z>—-, avem un mi- 
| 2a _ 2a | 

nimum, Dacă a<o, atunci y>o pentru 2z<—— şi p'<o 
2a
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. Ă 3 . , ă - - 

pentru > este un maximum. 4% Pentru z=--o0,, 

y este -Foo, semnul fiind dat de a;când a>o, termenul 

ax?, care dă valoarea pentru 1 =+ 0, are semnul +, 

deci y —x oo; când a<0, J> —60. Avem deci tablourile 

„alăturate, iar curba este o parabolă, pe care ştim să o 

construim. 

  

  

    

    
  

  

  

  

ao oi o: 
“ 2a , 

y' o i o + ' 

y| oo descrește x minimum creşte 4 . 09 

a<o = Ei _ 20. —— > 
y + TI 
y| — oo creşte 7 maximum descrește n +00 

| z |—oo "0 DER 

73. Exemple. 1 y=—022, | XE a — 

| | Y | —co A maxim N —00 

„z|—0 1 2 3 co 

2, ya-47+3. w| — > + 

IS 0 min. 2047 o 
. , E “a __0o _a 

      

  

  

  

3 00 

8. yale IT — 0 + 

o ylo N = Zoo 

. | e I— > 00 

4. ps p3z i, y' + o — 

i yl—o Ai —7 N — 

| maximum : 

Abramescu — Algebră cl. VII. ed. Îl. — 3. BI ! 7
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5. Se-dă o._ bucală de carlon în formă de pătrat ABCD (fig. 14) 

“eu latura Ab=a. Se desenează pe acest: carton liniile FE, HG, MN, 

PQ depărtate de .marginile  carlonului cu acecaşi distanță DE = 

HC=CM=PB=BG=EA=A Q=ND==z. Aceste linii se tac în pune- 
tele în, n, P qQ. Se tae din. carton bucăţile “CHmy, PBGp,.AEqQ, 

- NRED şi se îndoeşte carlonul rămas 

  

  

D F . _ H. _ e " de-a-tungul liniilor mn, nq, qp, pm, 

i i ia ca astfel ridicale, să facă o culie 

paralelipipedică, cu baza mngp şi 
N R m M | - înălțimea x.. Să se ațle distanța x 

| astfel ca volumul cutii obținute să 

: i -. jie maximum. Se vede că baza pa- 

| ralelipipedului este pătratul mpng . 

            
q D cu latura egală cu mn=a—2z7, 

Q | P îar înălţimea este a. Deci volumul 

este y=(a—2xz. Când z variază, 
A E GQ B volumul y variază dela o pentru 

z=o0; iar maximul său este dat 

| de valoarea ce anulează derivata, 

pentru care derivata are inainte semnul + şi apoi semnul — 

„Derivata este . 

= 2(a—2 2) (—2)z- + (a—2x)2=(a—22)(—A4x+ a— z)=(a—2x) (a—6x)= 

y'=(2z—a)(6z—a). 

Fig. 14, 

- a _a . : 

Sc anulează pentru z== şi r=> ; între rădăcini y'<0, în afară 

. a a N Ă 
Y>0, deci dela 0 la > y'>0, pentru 3 se anulează, apoi y'<0, aşa că 

ș : 

- - - a : ala 203 
maximul are loc pentru z= 3 şi este egal cu a—2— 

76. Exereiţii. Să se studieze variaţia funcţiunilor şi să se construiască 

curbele reprezentative . 

E | 4, y=a2—1, 2, 224745, 3. g=9-—422, | 
4. y=a—D2a2, 

5. Să se afle conul de volum maximum înscris | 

într'o sferă de rază r. i 

R. Insemnând cu uAC raza conului 

şi 2 = EC (Fig. 15) înălţimea, volumul este     > u2. z. Din triunghiul dreptunghic DAE, -



— | . - Tg Ă 

AC2=DC.EC, u2=a(2r—x), v= 3 (Qr—a)22. Max, 

32 
  

4r - 
z= şi este egal cu 77 

6. Să se aile dreptunghiul de aria“ cea mai mare înscris într'un 

triunghiu dat. - 

RR. DEHF fiind dreptunghiul înscris în uriunghiul ABC (Fig. 16) 

de bază AB=a şi înălţime h=C6G, să insemnăm cu x= =DF şi -y=DE. 

dimensiunile: dreptunghiului. Aria “este 

  

      

C 
1 - , 

= —2y. Dar din triunghiurile asemenea | ț 
2 D IE 

CDE şi CAB, avem ! 

DE:AB=(0—D:h, y:a=(h—m:h, 

de- unde yo (n-a), s= 1 dz a B e-unde y=—(h—x), S= ——z (t—n). - ce o ze 42 A FRF GH 
„Maximul -are loc pentru .valoarea ce Fig. 16.: 

. ” hp 7, E 

anulează derivata, z= z adică atunci când DE trece prin mijlocul 

înălţimii. 

77. y=223+a%—8z+4-5. 10 Avem y'=622427—8 şi se anulează 
când 622+-2z—8==0, sau simpliticând, 322-p2—4=0, admite rădăcinile 

4 4 
1 şi — 3: Trinomul Ba2.+a—4 are între rădăcinile — 3 şi 1 semn 

contrat cu primul termen 322, adică semnul —, şi în afară rădăcinilor 

4 
semnul +. Pentru z=— 3 derivata y trece de la + la — anulându-so 

| „deci este maximum; iar pentru z=1, derivata trece dela — la +, 
adică y este un minimum. Valoarea minimului se află făcând z=l, şi 
este /(1)=2,1+1—8.1+5=0; maximul se abţine făcând - 

“ :) | | :) | 3) +s- 343, 

3j- 3 3 | „27? 
"-20 Vedem că y=0 pentru rădăcinile ecuaţii 273 -a0—8x+5=0, 

care se observă că admite rădăcina 1, căci făcând z=1, avem 2.13.4-12— 

8.14+5=o0. Divizând cu .z—l, avem 2234 a2—82-4-5=(2—1)(222+4 
+3x—5) ;. deci celelalte rădăcini sunt date de 2x2-+3z2—5=—o, care sunt 

- 5 . . _ . 

1 şi —>- Dacă nu putem rezolva ecuaţia 2x5-+a22—8z+5=0, din: 

99 

are loc pentru .. 

*
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"construcţia curbei vedeam unde tuc axa Oz, acolo fiind y=0, şi ne 
făceam o ideie de intervalele unde sunt cujrinse rădăcinile acestei 

ecuaţii. o - 
3U Vedem că pentru z=0, y=5, deci avem punctul unde curba tae 

pe'Oy.. 

40 Când z=00,y=-t00, iar când z=—00 „ polinomul 273.432—82+5 
"fiind de gradul al treilea (fără soţ) are s:mnul —c0. 

Avem tabloul şi curba alăturată (Fig. 17) construită aproximativ.     
  

y ll. uy 
— 0% —% 

+ creşte 

5 
— — . 0: 

- , 2 | 

+ creşte 

5 4 |- 343 Ș 
"3 —— 0 — maximum 
— 3. 7 

- — descr. 

1 0 0 min. 
, + creşte 

Fig. 17 , % | ! + ce 

z— 1 " 
76. y= — 2 Când z=o, avem y=> punctul unde curba tae axa 0y; 

pentru y=0, avem z=1, punctul curbei pe axa 0z. 

, - 1 - 
Derivata este = ap nu se anulează și are tot timpul 

r—2y | 

semnul —, y descreşte, . . , 
y devine 00 când se unulează numitorul, z—2=0, z=2; dreapta - 

za 2 paralelă cu Uy «ste o usimptotă. Se observă că pentru valori ale 

lui z mai mici ca 2 şi learte aproape de 2, adică z=2—s (E foarte mic, 

ce tinde câtre zero), atunci 

  y= 

y este negaitv şi deci când £ tinde către zero, y tinda către —00. Când 

z tinde câtre 2 prin valori pozitive (mai mari ca .2), z=2+8, 

2-e—l 1 de 
_y= == >0, = ea
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şi când € tinde către zero, adică atunci când se apropie de 2 prin va- 

lori mai mari ca 2, y tinde către +00. . 

i Gradele numărătorului z—l şi al numitorului z—2 fiind egale, 

urmează că pentru z= +00, y tinde către raportul coeficienţilor de gradul 

cel mai mare al lui x—i1 şi x—2, adică 1. Deci y=1 este altă asimptotă - 

* a curbei, Pentru z=2, y sare dela —00 la +00, funcţia y nu este 

—00 1. - 2 co . 
  

  

  

  

  

    

2] y 
y | — — — | 

i —00 : 
pla A S-a 

| 2 09 N 

1 

. , ————__] ” . 

continuă în acest punct. Avem . = z 

tabloul şi figura 18. Gurba este o o 3 

iperbolă echilateră, cu usimplotele 

z=2, y=i perpendiculare. 

zly o Fig. 18. 

| [2 70. parti. ş „vede că E .- = „ Se vede c: —00 [ler y 9 

” +00 | ! 

— || y=0 când 222—3741=0, deci 

ag Lt cau 
= 0 - z=l şi 3: y devine infinit când 

2 | er : 
. 

3—2, 2 a2—x1—2=0, adică z=—l şi 2; 

5—3y/2 10 [3 Maxim deptelez=1 şi z=2 sunt asimptote, 

[e perete ate ir af0eiT, ă crivata este y'=- „:--— gh, SC 
| J - y (32722 

—| des 

—00 enulează pentru. 22 —10 x +72=0, 

2] | a =5+3y/2 şi derivata este pozitivă 
—| des . 

“ — în afară de rădăcini şi negativă între 
— 34+2y2 

5-+3y/2 [0] —z— ele, 5—3 V2 <x<5+3y2 ; deci are 

, +] cr un maximum pentru = 5—3yj2,     00 PR - care se calculează



02 aaa 

  

, . . _ Z . 

înlocuind 1 în y pe z cu 5—ay/2 şi are valoarea — ş minimul are 

2/2 - 
loc pentru z= 5+ay/2 şi este egal cu axa, Ă " . 

Când înlocuim pe z cu +0, gradul numărătorului lui y fiind egal cu 
al numitorului, y tinde către raportul cocjicienţilor lui z la gradul cel! 

  

  

      

Y 

2 

| | 

O je | az 
= 7 ă z 5+5f 
ja 

Fig. 19. 

mai înalt, adică 2: 1=2; deci dreapta y=2 este o o asimptotă. Se aşează 
valorile principale ale lui z în ordine de mărime crescătoare, se calculează 

" Valorile lui a y pentru aceste valori ale lui z şi avem tabloul şi ligura 
alăturată (Fig. 19). 

z-+i 
  . Pentru ca y să fie real (să existe), trebue ca să fie 80, UV => 

Va2-rz—2 

Pozitivă câtimea de sub radical, adică 22-42—2>0. Rădăcinile ecuaţii 
„ 224-92—92=0 fiind 1 şi —2, trinomul 224 z—2 este negativ între rădăcini 

şi pozitiv în afară, deci z nu poate să ia valori între —2 şi 1, astfel că 
curba reprezentativă este în afară de regiunea determinată de dreptele 
I=—2 şi z=1 paralele cu Oy (Fig. 20). Pentru aceste valori —2 şi 1 
ale lui z, numitorul se anulează. y devine infinit şi anume pentru 
x=—2 numărătorul x+1l al lui y arc valoarea —1<0, deci 
limy = — 00, iar pentru z=1, y=00. 
a=—2 

y se anulează când z+1=0, adică z=—1, Dar între —2 şi 1, func- 
(iunea y nu este reală, totuși pentru x== —1, funcțiunea ia valo: rea 
reală y=0. Cuin înainte şi după această valoare y este imaginar, re-



4 

„ mului: termen —zx 

înainte de rădăcina | Sa , //] 

__ creşte înainte de —5 . E 
i descrește apoi, ast- . | / // Fig. 20. 

: NA A e 

“după z=—5, y'<0. == 

103. 

zultă că punctul corespunzător z=—], y=0 este un punct izolat al 

curbei reprezentative a funcţiunii date. Curba nu tace axa Ox. 

Punctul unde curba tae axa Oy se obţine făcând z=0, căruia îi co- 

respunâe pentru y o valoare imaginară, căci am văzut că în intervalul 

(—2, 1) curba nu există. _ i | 

  Pentru z=—00, y are forma: » şi valoarea adevărată se obţine 

ap 
pi 

scriind 

——) 

Ve (+a) 
“şi pentru z —>—00 este. egală cu —1, căci numărătorul este negativ 

. 00 
şi numitorul totdeauna pozitiv. Pentru -z—>00, y are forma — şi 

“tinde “catre 1. Deci dreptele y=—i şi y=1 sunt asimptote pentru 

curba reprezentativă, . 

Calculând derivata y', avem 

, —7—5 

rap 

şi se anulează pentru z=—5. Cum —z—5 este de semn contrar cu coeți- 

cientul —i al pri- 

x=—5 şi de acelaşi 

semn. după z=—5, 

urmează că înainte - 

de —5, y'>0, iar 

  

-5 - 
  

  

  

Deci funcțiunea. y. :       
fel că pentru z=—5 | . | 

y este maximum egal cu valoarea ce se obţine făcând pe z=-5 în y, 

| 4 DR i 
adică ——=.* 

2 
Avem deci tabloul şi curba alăturată (Fig. 20).
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"81. y=2 sin2z cos z (Examen de Admitere, Şcoala de Artilerie şi 
Geniu, 1910). Avem y'=6sin2z cos2z—2 siniz=2 sin2z(1—4 sin2z). 

  

  

  

      

Z3 , Z 

—5 | 0 — 37 Max 

aa || deser 

o UNITĂ: 
Di "| 2 ase 

Fig. 21. . Ie „00 1 
E destul a face să varieze x dela 0 la 2%; y'=0,când sin2z=0, şi 1— 
4sin2z=0. Dar factorul sin2z este totdeauna pozitiv, deci semnul de- 

- - _ , 1 : rivatei îl dă 1——A sin2z, care se anulează pentru sinr= + z: pentru 

- 1 TO 7 ŞI sent a = - smrx =-—, avem 2 =— T——=5—; eniru sinr =——, avem EC 6! 6 gi 3 
TE 710 57 T 

Zn şi Rr Semnul derivatei îl aflăm scriind 

1 [a pe-1—4 sin2z sub forma —( sntz— 1-a (sn 2) (sin2+2) 

| şi se vede semnul fiecărui factor pe un cere trigonometric (Fig. 21) şi apoi 
semnul produsului. Avem deci tabloul alăturat, iur curba se poate 
construi uşor. Ă ! 

  

  

  

    

. z | 

z |o 6 6 6 G,  2£ 

sinrz—-- — 0 + 0 — — — 

„7 
1 N 

. 
- snzr | pp o — 0 

y- | _+ 0 — 0 0 2 7 

y o A 3V3 S —V3 A max 4 min 7 o 

Max. min
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92. Exerciţii. Să se studieze  vaziaţiafancţiunlor 1. y>—zâ 22245, 

Avem tabloul şi curba variaţiei (ie 22). 

v 

6 

    

  

  

  

  

        
  

    
  

Fig. 22. 

z| 2 teze! y Aaaa) |. 

—00 ă Ă - | —00.- 

: : — + + cr 

—V 1/5 0 

> : — + + er 

—_| 0. 0 G Max 
” — — — descr 

= o 0 7 0 5 min 

“+ — + crește , 

| 9 9 6 max 

| + + — descr 

V 1+4V/6 | | 0 

_ + + — descr 

O - . “| —00 

Pra _ | 
PĂ = (Artilerie şi Geniu, 1908). (Fig. 23). 

_ —oe — 1—e]1+e 3 00 

' + 0 - 1 — 0 + 

—00 A —1 N —0o|co N 7 09   
max -
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3. = a (Bursele Facultăţii de Ştiinţe, Bucureşti; 1899). 
i z—! . , - 

, Fig. 23. - 

R. z | —co cr —1.cr 2 cr 5—3ya cr 1 cr 2 er 5 + 3/2 cr oo 

y' + + + 0 — — — 0 + 

+ 0 3—2y/2 —c0 322 y|2 7 O AorZ 0 yu == N. [2 Za go NON N 
| -Max a | min 

4 3z2—z—1 
. UV a. - 

| y 2x24 z—1 î- 

R. y''nu se anulează, y n'are nici maximum nici minimum, . 

Ip aa PI zoo  — ba-A/13) 3 l1+V13) co 

y + Fo d Di 
3 -+-co : „3 v|Ş a ro a oa ar 2 | 2 0 —o- —o .: - , d 

5. y= Vrea. 

R. y este reai cână z3++22-27>0, (224 z—2)>0; semnul 
xpresii 25 a2—2z se vede, observând semnul lui « şi al factorului
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Ba (z—1)(2+2) şi apoi al produsului lor ; deci z poate să ia 

  

  

3x24 2x—2 5 
valori între (2, 0) şi (1,00). Derivata este y'= i Şi sem- 

_ . , 2/ x3 + P—z 

„ - 14 
nul său este dat de 3x24+-2x2—2, cu rădăcinile ——— ; între rădă- 

cini are semnul —, în afară ra | 

z | — co: — 0 1. | 00 

z — — 0 + pi 

(2—1) (+2) Ea O — => 0 + | 

x(x—1)(x+2)| — XE — pp 

Se vede că pentru z=—2, O şi 1 numitorullui y'seanulează, y->00, i: 

deci panta tangentei în aceste puncte Ja curbă este infinită; tangenta 

face cu 0z 900, este perpendiculară pe 0 în aceste puncte. Avem deci 

“tabloul şi curba alăturaiă: (Fig. 24). 

2 | w-] E 

“ A ] 

4 

20+5 E. max ai pese 

  

    = Ti 

6. y=3 sin (= +2). 

R. Inlocuind pe z cu 22%, y rămâne neschimbat ; deci vom 

studia variaţia numai în „intervalul (0, 27). y=0, când 220,
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! 

ae 7 27% 5 co] 2) pa — =1%, ===, — = 218, r= i y'=3cosi z-p— Pg Pg opt go May Y3 
: T TE T T 37 7T : 

este nul când arpgazrgspz=a Avem tabloul 

aliturat, iar curba este asemănătoare unei sinusoide deplasată parale! 
TE , 

pe axa Oz în punctul = — şi ordonatele mărite de 3 ori. 
fr - 

  
  

  

  

3 

1 2. 17% 107 
z|0 4 — 0 — 

6 6 6 6 

Wl+ 0 — 0 0 + 
3 3/3 i pal 70 so sar 

17. y=2 cos 3, , - . * 

- „27 > - 
R, Inlocuind pe z cu rr y rămâne neschimbat; deci studiem 

. - i - 27 ă variaţia numai în intervalul 0 . Variația lui y este periodică, 

A 2p , o 2%: perioada este Z=T iar ecuaţia dată devine y=?cos = z.  Deri- 

27 271 . | . “vata este =. sin 7 Făcând pe z să varieze dela 0 la T, ob- - 

ţinem tabloul alăturat. In Cinematică ecuaţia s=2 cos3ţ, t fiind timpul 
_Şi s Spaţiul, defineşte o mişcare vibratoare simplă . cu perioada Po tdi . A 
 T=—, 

T- 37 
4 2 4 

w_|0_— — 0 + Fo 

y 2 xi 2 a0az 2 

  

8, y=sin z+cosz, 

R. y=0, sinz-țteosz=0, tegr=—l, sm E 3 Y' = coszr — 

T —sinz, y'=0, tgx=1, z=kr+ Semnul derivatei se vede pe un 

37% 57 710 
WE — şi vă- 

cerc trigonometric, aşezând extremităţile acelor, Ii 
4
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zând mărimea sinusului faţă de cosinus şi semnele lor. Avem tabloul 

  

  

TU 37 5% 7T 

e |0 — — — — 27 
. 4 4 4 4 

| + 0 — — 0 + + 

9. pa SE IN 

1-+ sin z | - 

R. Va fi de ajuns dea studia variaţia întrun interval oarecare 

egal cu 22, de a construi curba corespunzătoare şi de a imprima acestei 

curbe translaţii succesive dealungul lui Ox şi egale. cu 27. Dacă se 

schimbă z în T—z, y nu se schimbă ; deci curba este simetrică în raport 

TE 
cu un punct A al axei Oz de abscisă 3 Pentru'a simplifica construcţia 

.. , . a 

curbei, trebue găsit un interval egal cu 2F, cu mijlocul A in şi acest 

* PE m , 

interval este (= —T, Zn ) şi vom studia numai într'o jumătate a 

„acestui interval, şi pe urisă luăm simetrica în raport cu A. Jumătăţile 

- T Ti IT : , , 
acestui interval anr( Em E) şi (£, 247) și deci -vom studia în 

- A 2 2 2 2 ă 

Ta T. 7 a i 
primul interval (= —n=— 3 =) apoi vom lua simetrica în raport 

j - T i . .. | a. . NI . - 

cu A de abscisă Z şi avem imaginea variaţii funcţiunii într'un inter- 

"val egal cu 27. 

- Avem , | | E _ 

Aa Vs =) 
sin — ———— | | sinz 

sin2z+sinxz—i . 2 2 

14-sin % o - A+sinz | 

+V5 
2 

    

sunt totdeauna pozitivi, căci sinz este 
  

1 
Cum 1+sinz şi sinx-- 

PR ' —1+V/5 

cuprins între —1 şi +1, semnul derivatei y' depinde de sinrz— —z— 

  

, şi care a este cu- 
—1 +5 

2 a 
„Insemnând cu a unghiul astfel ca sin a=
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5 , T 1 
prins între 0 şi Eu vedem că y' se anulează în intervalul - zf 
7 x 

numai pentru a şi că y' >0 pentru z<a şi y'<0 pentru z>a. 
Avem deci tabloul ! ? 

w| + ok — i 

.Y | A 0 A Max x 0: 

- 7 0. i 
Pentru z=-=— ce y are forma-—-. Pentru a aila adevărata valoare, 

D | | să punem == + 0, O având 

3 
y      

   

ca limită pe zero; avem atunci 

  

sin 20 2sinf) cos 

Usi 
-z AC % , 2 sin2 — 

F 33 

ÎN 2 2 cos-_cos 0 

| Fig. 25. - | sin 

B . - 

şi vedem că pentru 0—0 prin valori pozitive, y este infinit negativ,. 

„Avem curba corespunzătoare BUA (Fig. 25) şi apoi luăm simetrica 

ACD în raport cu A. Pantele tangentelor la curbă în O şi A.sunt date de 

= . 
derivata y', unde facem z=0 şi->5i avem forma curbei în aceste puncte. 

SERII. a 

93. Generalităţi. Să considerăm un şir nelimitat de 
numere. | 

Up Uz n. Ups, | 

care se deduc după o lege dată. Se zice serie suma 

Uuzte kuta.
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Fie S, suma a n termeni 

S,Sustuzt. ku. 

Seria se zice convergentă când S, are o limită finită 
și determinată, pentru n=c ; în orice alt caz seria se 

zice divergentă. | 

Restul serii bug. Pup. 

4 

este i . Ra Uau Fe d 

asttel că S fiind suma seriei, avem 

“ . =S,+R,- ă - 

Condiţia ca seria să fie convergentă se mai ex- - 

primă zicând că restul serii poate rămâne mai! mic 

decât orice număr pozitiv e oricât de mic am voi, sau 

că acest rest tinde către zero când n creşte memărginit. 

„ Progresia pereti descrescătoare 

1 Lu d nai 

este o serie: convergentă căci suma Su are ca limită 

1 
lim Sa 

2 

Seria 12 nt. „este divergentă, căci suma 

a întrece orice mumăr dat; în fine scria. 

. iii. .. 

este divergentă, căci suma 5, este nedeterminată, O sau. 

Un alt exemplu de serie convergentă: îl avem considerând Jraclia 

periodică (1) a=0, 36741741. .., Cu perioada 741. Aceasta se poate scrie 

36 41 36 „241 a 

a 200 10000: 7102 1 105 105-



1 12 - , Ă | N . Ă . ” 7 | / 

. (- 

Pentru a găsi valoarea acestei îracţii periodice fără ajutorul progresiilor, . 

să înmulţim în expresiunea ei (1)'cu 105 (exponentul arată câte'cifre 

sunt la partea neperiodică 36 şi câte sunt la partea periodică 741). 

Avem | 

(2) 10000 a = 36741, 741 741... 

Inmulţind cu 102 (2 arată“câte cifre sunt la partea neperiodică), 

obţinem ” IN / 

100 a = 36,741 741.; | 

Scăzând această egalitate din (2), găsim 

10000 a — 100 a = 36741 —36, 

99900 a = 36741 —36, 

36741 —36., 

"99900 

Aceasta este fracţia generatoare a fracţii periodice 0,36 741 741..., 
şi are ca numărător diferenţa dintre numărul format din partea neperio- 
dică alături cu „cea periodică, minus partea neperiodică, iar ca nu- 
mitor un număr format din atâţea 9 câte cifre sunt la partea periodică 
urmat de atâtea zeruri câte citre sunt la partea neperiodică. 

Fracţiile periodice ne dau un exemplu simplu de noţiunea de limită. 
In adevăr, să considerăm, fraeţia periodică simplă 

21 567 | 
33 = 559 * == 0,567 567... - 

. , i 
cu perioada 567. Dacă aflăm câtul cu aproximaţie de 1009! câtul apropiat 

. prin lipsă este 0, ,567, tar prin adaus 0,568. Deci 

21 
0,567 <—- <0,568, , << 6 

i : 1 
Calculând cu aproximaţie de ——— aven proximaţ 10002 âYer 

21 Ă 
0,567 567 <370,567 568. 

Valorile prin lipsă | 
0,567 ; 0,567 567; 0,567567557 jo...
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, i . . 21 Ă 

merg crescând, rămânând mai mici ca 37 Valorile apropiate prin 

- adaus 0,568 ; 0,567 568 ; 0,567 567 568... 

21 
merg descrescând, toate fiind mai mari ca — - SS 

Avem deci două şiruri - 

21 
„0,567 <0,567 567<...< ze 

| - az 
| ai 
1 0,568>0,567,568> „..> 22 

astfel că diferenţa dintre doi termeni corespunzători de rangul n este 

zip deci tinde către zero când n 00, şi aceste două şiruri au ca limită . 

comună pe 2, i | . . ă 

04. Dacă seria - | 

Uz e e FUg Fuga te. 

esie convergentă atunci termenul general descreşte şi tinde 

călre zero. 

In adevăr, $ fiind suma 'serii, avem pentru n foarte 

mare | ă 

lim Sa=5, lim S,=5, 
lim (Sai 5) =5—5=0, 

„lim Uri =0, 

adică termenul general Usa tinde către zero când n 

creşte nemărginit (tinde. către infinit). 

Această condiţie nu e Sulieieniă. De ex., seria 

+a =+3 Lit ho. 

1 La aaa 
are termenul general Up > 23 descrescător și tinde către 

N. Abramesca — Algebră cl, VII. ed. MI, — 3 : 8
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zero, totuși seria e divergentă. In adevăr, avem 

111 _ 
aaa, 
la , 
gaara 
II La: ] 

„grota 32 | 
Adunând, se vede că suma seriei este mai mare ca 

+a + ... +3 +. 

un număr . oar te mare, adică seria e divergentă. 
O “A msi An An Această serie se zice .armo- 

F ai , nică căci reprezentând pe o 
Fig. 26. dreaptă lungimile 

„1 1 1 OAu+ = 04, = a? 0An- =—— 3 av +1 n II avem Fig. 26) 

2 11 SR 
OA, OA, 04 

relaţie. care probează că diviziuea (OA, Asa An-) 
este armonică. - ! 

95. Criterii de” convergenţă a seriilor. In cele ce urmează, 
ne vom ocupa de serii cu termeni! pozitivi. [.. Se calcu- 

__ lează dacă se poate, suma S, an termeni şi pe urmă se 
„Pace n. să tindă către: infinit. - 

| 2n+1 

n(n+1) (n++2) 
Descompunem termenul general u,, într'o sumă de trei fracţii, 

- Exemplu, Seria Fus, up = 

2 A 8 cc 
nina fo ZX + . n(n+-1 (n+2) n n+i n+2 
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Pentru a determina pe A, B, C, se înmulţesc ambii membrii respectiv Di 

cu n, (n+1), (n+2) şi apoi se ace, pe rând, n=0, n=—1, n=—2; avem 

2n+1 : | Bn Cn 
  

      

  

  

  

  

  

    

. 1 
A: - ;n=0,4= =; 

(n+i)(a+2 2 * n+i + n-+2 " 2 

“on (2 4 je 10 +8 3 „. 
_- = (-— n sn=—l, B=1; 

an +2 at apartin 
"2n +1 (+ - ) 3 
n 2 — 2)+C; =—, C=— =>, 

“ n(n+l) Van + ni (a+ )+C:n _ 3: 

Avem - ” . _ | 

2n+-1 _a1 (+ 2 3 
n(n+1) (n+2) "Talna N+L n+2 

Facem, în această relaţie pe n egal cu 1, 2,...n şi obţinem i 

3 1 [+ 2 ) 
1.2.3 241: 2 3) 

5 1 : 2 :] 

2.3.4  al2- 3 4] 

7 1 E 2 ) 
3.4.5 213 4 57” 

2n+i1 (1 2. 3 ). 

n(n+I(n+2) 2in _n+i  n+2/ 

. | EX 1 2 -3|- - o 
Adunând, termenii 3 + — —?) , etc., se reduc și deci 

. 3 3 3]. 

s=2(u 2 1 3 2 2 ]- 1-2 NI 
no putza ai Tari na] 2 ” 2 n+l n+2 4 

Când n creşte nemărginit, - 

E 5 
S=—lim S, oa 

96. II. Se compară termenii serii date cu termenii altei 
serii a cărei natură este cunosculă. Dacă termenii serii u 

suni, începând dela un rang oarecare p,: mai mici: ca



- 7 

. / 

lermenii unei serii convergente v, atunci seria u este 

convergeniă. fo 

In adevăr, avem . / 

/ 
asa Usa eee C Due F Duga Fo | ] 

adică restul seriei u este mai mic ca restul seriei D, 

şi deci și |R,„|<e. 
Dacă lermenii serii u sunt mai mari ca termenii serii 

divergente v,. şi seria u esle divergentă. 

Exemple. Seria 

, 1 

Ta Ta ti 
  1+ i + i + 

. 1 1.2 

este convergentă, căci începând dela rangul al treilea, avem 

1 1 
<A eu 

O DE aaa SE: a 
  

La 

1.2 211.2.3 

    

adică termenii sunt mai mici ca temenii serii convergente 

1 
ptr - 

9 
|
 

o progresie geometrică descrescătoare. 

- 1n mod analog, seria 

mai mari ca termenii serii. armonice. 

Seria de comparație este 
, a = 
al 
totzi  
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„Să vedem cum.trebue să fie « pentru ca această serie 
să fie convergentă. ” | 

Avem 

  

  

  

IL 4 1 i 
< = za] 

Suma serii 5" este mai mică decât a progresii 
- n” 

1 ol 
Dap 

-  Progresia este descrescătoare, când. 

1 
a-i 

    

aa 

  < 1, 2% >1, a—1>0. 

- Nu se poate a=1, căci seria 

N i 1. 
datorat 

devine, seria armonică, divergentă. 

Deci seria | 

Le Lo 
ET TI a... + Te PF .. 

este convergentă când a >. Ex. 

| | 1 
ph tate
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Ezemplu. Seriă | 
1 1 pi 1. A 
123 * 234 ninti) (n4+2) 

este convergentă, căci termenii săi sunt mai mici ca ai serli convergente 

e Ie Rae îi 

tt 

87. 1]. Teorema raportului (4D' Alembert). Dacă înce- 

pând dela un rang oarecare, avem 

Ur u 
DR, XE <k<l; 

UA E n+1i _ 

seria e convergenlă; dacă - 

aa o Up 
E >, > pes RI 
, U, Up . 

seria e divergentă. 

In adevăr, avem 

  

Uz | An — k Ua Sk 
a 

u E +2 2 Ei ZE, Usyo< hus <ltu,, 
U, 1 | 

Termenii seriei u, sunt, începând dela termenul Usa. 

mai mici ca ai progresici geometrice descrescătoare 

uAE-tIE) R<L 

deci seria u este convergentă. .- - 

__ Dacă luăm în loc de suma adevărată a seriei, suma a n 

termeni, eroarea ce o facem este egală cu 

k 
| Ra Uni FUnoF. <UIZR . 

=
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Avem, astiel, limita superioară a eroarei ce o facem, 

când se ia numai primii n „termeni în serie. 

Când uri >k>1, înseamnă că începând dela ter- 

menul de rangul n, avem ui >u; termenii serii 

cresc, seria e diveregentă, . 

„In practică. se calculează lim nt 1 Dacă I<1, 
u, 

seria e  convergenlă; dacă I>1, e divergentă; dacă l=1, 

tinz zând către 1 prin valori mai mari ca 1, seria.e diver- 

gentă ; iar dacă I=1, "tinzând către 1 prin valori mai mici 

„decât 1, este îndoială. 
In adevăr, dacă I<1, putem alege între 1 şi 1 un număr 
e cu | | | 

fix k<1, faţă de care E <k, deci seria e conver- 
” a 

gentă. Dacă L>1, putem alege, între. 1 și L un număr 

k>T, faţă de care avem . Parti > deci seria e : diver-. | 
n 

_gentă. Dacă l=1, tinzând către 1 prin valori: superioare 

lui 1, atunci termenii serici merg crescând, seria e diver- 
gentă. | m 

88. Aplteaţi!, 1. In cazul serii 7 

a-+2a2 + 3a3-+-...4+na!+..-, 

seria e convergentă când raportul 

Uma _ (n+lanti ont a 
u na” - n 

  “e mai mic decât 1; deci, trecând la limită, lim- aaa = a; dacă a<1, 

seria e convergentă ; dacă a>i, divergentă, Când a=1, seria e divergentă, 
a | | 

II. _ : Lp pt 
_ hat -a(n+1) 

Avem . . - _ . 

a pi a | nai) n 
= lim . = 

ip (nrin+2) 1 n+2 
7 

lim
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1 
Ar îi deci îndoială. Dar Up S< „ deci seria e convergentă. . 

  

, z 2 zu ” i 

Il. , Ttrzt: „+ Fe... Avem 

u . 

tim PE — tim cr. =z, 
Uu 

Dacă |z]<u seria e convergentă; dacă z>1, divergentă ; z==i, di- 
vergentă. - 

99. IV. Teorema rădăcinii (Cauchy). Dacă, incepând 
- dela un: rang destul de depărtat, „avem 

Vi < țarat «ast 1, 
seria e convergentă, Dacă 

: 
Va, >k > SI 

seria e divergentă. 

In adevăr, în primul caz, avem 

"Na <K, Un he 

nl i 

“na < k, UaS ji - 

... . .. . . . . . . .... 

Termenii | serii sunt respectiv mai mici ca termenii 
serii convergente : 

pe, K<I, 

deci seria e convergentă. Luând, în loc de suma serii, 
suma a n termeni, eroarea ce o facem este 

i | Je 

Ra Uni Fiat << + pri Fo. .= 
1—k? 

deci, mai mică decât pe 

1—k 

  

  

N , i Ş a = j - 

Dacă, din contră, avem Nu >t>1, rezultă u,>&, 
k>1, seria e divergentă, căci are termenii mai mari ca 
ai progresii geometrice crescătoare [+14 ...
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In practică, 'se calculează lim Vu,=l. Dacă l< 1, seria . 
e convergentă ; dacă 1:>1,: divergentă ; dacă l=1, îndoială. 

Demonstrația este analoagă ca la teorema raportului. 

* Dacă Va tinde către 1 prin valori mai mari ca 1, 

„seria e divergentă. | 

- Exemplu. Seria 
n a 

142 +. nn zik 

este totdeauna convergentă, căci 

a n x ” 
- lim Vun=tim- = 9<1. 

n - 

90. Exereiţii.. Să se găsească suma celor dintâi n termeni ai Serii- - 

lor următoare. şi să se deducă convergenţa lor - 

a lg i 
Tata tre "n(n+2) 

-4 | ? pf 3n+1 

2.3.4 345 arDut2) (n+3) 

1 

3. ata 7 nete erele +. „karetg- oz zh ee 

  

, 1 (1 1 ji ea 1 ) 

“nn 2n na 2072: ni na] 

lim Su | 

341 15 — 5 3n+5 

"(n+i) FD (pe) și aa n3 6 (n-ka(nr3)” 
  

"lim Su îi . 

  

1 
ctg 5, =arctgl—arctg- 

. 1 A 1 - 

R. 3. arctg = arctg —— ar Za 2n 41 

j TE 
lin Su = 

4
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4.:Să sc arate că seria următoare e convergentă e - 

_ i Sitani 

a n5i 
, | , 1 

R. Se compară cu scria de termen general TZ: 

5. Să se cerceteze natura serii - 
> 

23 
Mg ta tag aa foci ue 

„_ Uuzi 1 : 
R. lim —— = 3» convergentă. 

_ o u, , e 

„ Să se cerceteze seria 9 

1. 1 ” 1 

z3 25 
1 

za T 5 Zion) ... 

R. Teorema raportului ; convergentă. 

7. Pentru care valori ale lui z seria j 

(aaa + Za pf ZI i.   
  

e convergentă. _ , 

R. Se aplică teorema rădăcinii. Trebue să avem —1 <<, i 2241 
z>0 sau z<—l. 

91. Calculul numeric al sumei unei serii convergente. 
Fiind dată seria convergentă 

U-tuz+. .. Fu. ..s 

metoda întrebuințată pentru calculul valorii apropiate 
a sumei unei serii constă în a păstra un număr oarecare 
de termeni începând dela primul şi-a neglija ceilalţi, 
care sunt: relativ mici, căci termenul general tinde către 
zero. Mai mult, se înlocuiesc termenii păstraţi prin 

» Valorile lor zecimale apropiate cu un.grad de aproxi- « . 

= .
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maţie oarecare. Oprindu-ne la termenul U,, şi înlocuind 

termenii d Uz see Prin ui, U5,:...U, suma 

Sutu. ... -+u, 

reprezintă o valoare apropiată a svmei S a serii. Eroarea 
comisă se ccmpune : 19 din restul serii 

Ra Una Husa. ..3 

, 
20 din erorile făcute când se iau valorile ui Up 

în loc de u,, Uz, ... 11. In general, se dă mai dinainte 

„gradul: de - aproximaţi: cu care voim a calcula pe S; 
se determină rangul n al tesmenului la care trebue să ne 
oprim, apoi aproximaţia cu. care să- calculăm. termenii: 

conservaţi, astfel ca eroarea totală să fie inferioară celei 
ce se dă. o 

I. In cazul serii cu termeni pozilivi, limita superioară 
a lui R, se calculează, căutând o progresie geometrică 

- descrescătoare, ai cărei termeni să fie egali sau superiori 

acelora ce compun pe R,. Se aplică, sau teorema ra- 

portului, sau a rădăcinii, cu care ocazie se cunoaște o 

valcare apropiată a restului serii, . 

tie Fura. . „<< Usa (| RARA .. J, Rit, 

: . 1 , 
Exemplu. Să se'afle cu aproximaţie de 100 suma “serii 

  

, 1 a 8. n 
_ gratii fate” 

„Avem i | , 

Up N+Fi _u 1 nl + , lim u+il = 21 _ 

Un , 8n Uu 8 

-“ seria este convergentă. Restul este 

n+i n+2 
R, = Lo. 

gu+1 82
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u - n+a Pi 
„na Fi cum - Se observă că —— = — 
Uni S(n+1) 

  
  

  

  

u,, „ou : : “ +1 <k, n+2 < Rp 

- LE | Ul . 

-- n+2 
k poate fi“cel mult egal cu => iar restul e mai mic decât | | 8(n+1)”. ia 

Uni _ n+1 1 A (a+1R , 

1—k guri ___RE2_ (în+6)8 
(ni) 

Ă 
1 Pentru n=4, acest ultim număr este mai mic decât 3000 * deci 

1 N i i î 
Rn <z050: Trebue atunci a păstra primii 4 termeni ; primul fiind exact, 

- " 
1 - 

rămâne de calculat ceilalţi trei, fiecare cu aproximaţie de TGV: lroarea 

totală va îi inferioară cantităţii 

a i 3 5 

5000 10000 10000 
  

, : ! 1 | | | şi deci cu atât mai mult mai mică decât 1000 * Să luăm primii patru 

termeni cu patru zecimale, 

uj =0,125, 
u3=0,0312, 
1, ==0.0058, 
u.=0,0009; 

j - pp de unde, adunând, Fuse, =0,1629. Aceasta este valoarea 
4 

apropiată prin lipsă a serii cu aproximaţie de 70   =0,0005. Suma e 
000 Se 

cuprinsă între 0,1629 şi 0,16294-0,6005=0,1634, 

II. Când termenii serii descresc repede, ne mulţumim a calcula termeni 
începând deia primul, cu una sau couă zecimale mai mult decât are apro- ximaţia cerută ; ne oprim atunci când, calculul astfel condus, nu mai dă cilră însemnătoare şi sc face Suma termenilor calculaţi. Se vede că restul care este comparabi! cu priniul ternien neglijat, este inferior croril ce se
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dă şi atunci nu-l mai calculăm. Totuşi, e bine să facem o limită superiozră 

a restului şi să vedem dacă nu sumva eroarea totală nu este mai nare decât 

cea impusă la început. In exemplul precedent, calculând termenii cu 

patru zecimale, avem pentru zi, us, us, uy valorile deja găsite, iar 

pentru us, 0.0001, şi ua, nu mai intervine. Suma termenilor conservaţi 

este 0,1630 şi se ia 0,163 ca valoare cerută, 

92, Namărul Piti lui) e. Să considerăm seria 

1 1 
pr stagii aaa 

„2.9 1.2... 
  

care e convergentă, căci , 

1 1.2...(n—l 1 
. Lan) )_ li m = 0o<l. „a: Uma . __, 

lim cu lim 1.2...n 1 
  

Suma acestei serii este un număr care se notează 

cu e. Dacă ne oprim la-termenul 
| Si 

3 

132...n 

croarea ce o facem este 

1 1 
D= : 

“1. aa (2 

avem Me 
po 1 
a m 

n LO (0+DI ard). 

1 1 

(n+2)! = (nl; Ii n+I): 

E | . 1 . . . .. . 1 . E . 1 . - 

PN II 1 — — 7 ... |» 

| Ru 1.2...n(n++l) | Tai? CFD: + 

1 n+l, R,< 1 L e a Ra 
Zar) 1— a Ta nn) n
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aa 
A, „<Ţ 2. n "n _ 

93. Calculul lui e. Numărul e este incomensurabil Dacă . 
am. avea 

m _ 
= Iri +5 +. “TR at Ri 

adică egal cu o , fracţie, înmulţind cu ni, deducem | 

m(n—l) I=n In 1484. .n+.. In IR, 

 Insemnând cu Aşi B membrul întâi şi partea întreagă 
a- membrului al doilea, avem 

A—B=n! ! Ru. 

11 
„Dar, am văzut. că R,<7 al Deci - 

Sa 11. 1. 
| A—B<n!—- A B<—, 

Nin | n 
  

Ar urma, deci, ca un număr întreg (A — B) să fie mai 

mic decât o îracţie-—, coca ce este. absurd. Deci nu se 
m 

poate exprima numărul e cu o îracţie —,. adică este! un 

număr “incomensurabil. 

Să calculăm pe e cu două zecimale exacte. Luând 
n=5, eroarea este. 

1 1: R 1_ 1 
— În STa345: 5» "600 500 * 

Suma termenilor păstraţi este 

Ea atata ae
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- Să. calculăm . ultimii tri, cu trei zecimale; eroarea - 

făcută e mai mică decât o 

3 5 a 
„500 1000 1000 “100 

“Suma primilor cinci termeni este . 

1+14+0,5-+0,166-+0,041+0, 008=2,715. 

Numărul e, este cuprins între 2,715 şi 2,720. Valoarea 
lui, e cu cinci zecimale- este c—2,71828. 

94. Seria e este un caz particular al serii. . 

pa a i 
atat aaa ti 

care este convergentă, oricare ar îi z finit. | 
m i „* - 

95. Limita expresii _ În + =) pentru m-—> 00. Să pre- 

supunem mai înlâi m întreg şi poziliv. Vom demonstra . 

mai, întâi următoarea propoziţiune : 

Dacă - d (lao «+ + Cp sunt numere mai mici decât J, avem 

II(1—a)= (a )(1—a)-: (1—ap)=1-A „(astazi a. | 
| 6, fiind un număr cuprins între O şi 1. 

In. adevăr, avem i 

- Oa) a) = ta)-Faag>1—aas). 

i „Ca să restablilim egalitatea, trebue să micșorăm scă- 

zătorul, deci trebue înmulţit cu un număr 9 < 1, 

'astiel ca să avem. 

(ala) aere). 

_De asemenea, - 

aaa adi creaţia,
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3 o - ! ” 
II (I—a)> t—(a,-+az-+a3) + aaa, +-a2) >1—(a, + aa), 

3 . . 

II (1—a)=1—0a(a, -Faz-+as), 0<03<1; 

Din 'aproape în aproape, se vede că. - 

(—a)(1—a).-(1— a) = 10 aa. rad 0<6<l. 
 Voim să demonstrăm că această relaţie este generală. 

In adevăr, să presupunem că e adevărată pentru cazul 
an factori, când avem 

(1—a.).. (1—a,)= 1—0,„(a; +.. i 0< pi 

şi voim să arătăm că este adevărată Şi pentru cazul 
a a (n+D) factori. Avem 

(1—a)(1—a2). . „1 —a,)> Iau haz. +a), 

C—aD(1—a2). (1-a) —an 40 >[ ag --Fap)] Uau), 
(—a,).. (1 an 410)> Aa + a+.. «Partea 0) kata. +a); | 
deci (1—a]).. (1 04 3+0D0> Î—a tag. Faur N 

(I—a). + (1—a 1) = 1—6, aaa e. hand o baza. 

„Relaţia este deci generală. 
Așa fiind, să considerăm desvoltarea 

( (a) | 
pentru cazul m întreg şi pozitiv. Aplicând formula bi- 
-nomului, avem 

m m 1 m(m—l) 1 IN (++) SI oh te m 1 m 1.2 m“ 

m(m——0). (mii) 1 4 m(m-—1)...1 1 
ducesă mi i 1.2... m 

Transformând această expresie, obținem 
- : , 1 1 2 

im a 1 (1-2) (+7) 
1 — 14 — A III A SIN A 

| +) +a + 1.2 + . "31 
  

het
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- : n A Si 

ot, 
i! m. 

Insă, după propoziţiunea- precedentă, ti 

“Oa (ap) 1 pt az --tap), o<6, <1, 

avem (iai) ara 23) 
| mp. m . m]. mata). 

- a 2 II 2 Boa 
deci ” (1—.) (le 7) =1——— î(i—]); 

m m m 2m 
, 

    

, 3 
1— =>: 1—0— 102 43 

pd "az dq N 2m + 4 

m 1 21: 31 4! a 
, “ Dia i 9 

1 ATi iti Pa mot ay 
“20 i(i D. 1 ei m(rm- 1 

. pp ——, 
il ml 

4 m 1 1 1 ă 1 

(+2) dtz gr tt ar 

G 0. - Oi 9 1 ip 2 a 3. fe TI pp ZI 
2m + 1 + 2! + Ă F (î—2) 1 , er 51| 

Când m tinde către - co prin valori întregi și pozitive, 

  

1 

ara itzi Pat at 
tinde către... e 

| 1 | 

| pa F- „+ rai + ...=e6, 
iar ml - | 

„7 _ 0, IN 2 d, 1 Da 

Sa aa Pt at (m—2)i Sp 
tinde către o serie, ai cărei termeni suni mai mici ca ai 

serici i convergente | | 

1 a pe, + a Fe 
Li 21 - (m—2)1 2 

N. Abramescu — Alselra cl, VII. ed. 1. — 3 - / . 9 

7
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căci 6, 6... 6, sunt mai mici decât 1. Deci seria S 
este convergentă, și prin urmare - i - 

e "1 „0 
taie la 

- „ma = 20 2 : i 

pm 1 
lim 1+ 2] = ja +3 +. + at: 

pi = 90 ă 

- Așa dar, numărul e este limita, pentru . m gal cu' in- 
finit, a- expresiei. : | 

| 1 su , 

+7) . 

96. Să arătăm că această. limită este aceeaşi când m 
tinde călre so trecând prin valori * “Jracţionare sau irațio- 

„nale. In: acest caz, m este cuprins între două numere 
_ întregi consecutive, m ȘI (m' +1); deci 

mi 1 Pi [ra m am 
(î+2) <[es 27 +2) > ah 

1. Va 1 i. , m Amr. 

(0) (iza) (e) <(r+ 2) (+3) 
, . | . Ie _ . 1 m. 

„Când. m=ce, atunci și m'=co şi deci (+1) este 

  

cuprins între două cantităţi, care tind: respectiv: către 
i A | 1 m ” 

e:l=e, şi e.l=e, adică lim (+2) =e 2 

Când m linde călre co prin valori negative, să punem 
„m=—m, m'>0, Avem Sa 

seteaza 
ral (ma) 
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Deci, Ă | | 

m . m-a 

lim (cr = lim + =e. 1=e 
m= SO . mr co 

"- Aşa dar, în toate cazurile, 
! a - Ş 1 im 

lim ir =e, 
m= % m 

. i . 1 . 

97, Limita pentru 20, a ezpresii a ra este egală | 
1 

cu e. Punând a = m avem 

lim Gas im (+1) = 
1=o e. | mo m 

= 

| 98. Limita ezpresiunilor de forma'1% „ Fie că, pentru 

-. anumite valori, lim u=], lim v=% ; atunci lim.u”=1%, 

“Putem scrie în acest caz 

(eo ! 

ue e = lrre-0P 23) os ua 
| (o | 

„lim u”= lim (ra) „lim u”=—etim (de 

Izemplu, Limita ta expres ( 323 pentru m x . Ave 

u= = a o= =m, (u—1p= =, lim im (142) = e 

_99. Seria e. Dezvoltând cu formula binomului 

ă , apoi făcând m=o, printrun raționamerit 

analog cu cel făcut pentru +7 , găsim 
i A 2 

lim (+2) =1.+ 9 +5 i, +a
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Şi comparând, cu rezultatul obținut precedent, -avem 

ah. 

pai + aa tat 

„100, . Exereiţii.. 1. Limita pentru z=0 a expresii (sina) coter, 

R.1% , lim a? = elim (u—1)v; ei. i 

| . . .. a . a 2, Limita :expresii cos—4-z sin— pentru m= 00. 
. Yo 

a 0 

sin2m a. a e 
R. (u—1) v= a —— —| zcos — sin 2— peaă, 

. 2m ! 2m 

  

2m!: , a pa 

  

E _. „i na" 

3. Să se cereceteze natura serii a | %) . 

E a CEE II . 
“R. lin u,, =e7* <1, convergentă, 

nuta 
4. Să se aplice teorema ra ortului i rădăcinii serii dy = ———: pice p : "na „. -. : . .... i e 

1 I 
Una =—<1, convergentă. 
ua 2 

R, lim E 

x 

Funeţiunea „exponențială. Puneţiunea logaritmică. 
îi pp pr 

101. Funcțiunea | y=a* sc zice juncțiunea exponen- 
țială. Dâna lui x o Valoare. întreagă n, - valoarea lui y 
se obţine ridicând pe a la puterea n. Dacă n este o frac- 

„ție Pe y este rădăcina de rângul: 4 din puterea” p: a lui a. 

Când, n este un număr. irațional. (incomensurabil), se 
„poate obţine valoarea apropiată a lui y=a*,. exprimând 
pe z aproximativ cu un. număr raţional. Dacă z=0, 
atunci y= = =1, iar când z= =—m, m fiind un număr 

1 pozitiv, atunci y = a ine SR i 
Q : '
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e Vede. Că dacă xidicăm . un. număr a>1. la puteri z. 

care!. cresc; atunci. ŞI. valorile corespunztoate ale .lui..a* 

crese(a. ; ; deci: funcțiunea. exponențială. Y= a”este .crescă- 

toate când ax. Avem a* =, iara =23—0, 
a - 

Dacă a< 1, când exponentul z crește, atunci puterile 

a* descresc; deci, dacă a<1, atunci 4 y= =a* este o func-. 
1 

iune descrescătoare. Punând a=yp v>1, se. vede - că 

d astea pentru 2-a, a a 

Pa Lu : 1 Ă 

oz = (căci b>1). 

“Pentru funcțiunea exponențială avem - uihmătoarele 
7 „tablouri a variaţii și curbele corespunzătoare is. 27, 

28); ce au axa Oz ca. asimptotă. „o e 

  

“Fig. 28.    
aja „0 „o. i ia E 

Ei Der ler o a<li Y| co descr 1: deser 0 
  

Funcțiunea /pgarilmică . este Y=l08a '7. Cum za, 

„iar a” fiind totdeauna pozitiv, rezultă că: pentru ca 

logz să existe, trebue ca z să fie pozitiv, 'văriabila să iia 
valori pozitive, a N 

... - î... ” . 3 

  

(Î) A se vedea, N. Abramescu, Algebra clasa. VI. Doe 27 ie
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- “Tabloul variaţii şi _ curbele reprezentative (Fig. 29, 
"30),.se obţin din cele de'mai sus, schimbâna în locul lui 
'z pe, şi în locul lui y punând z, și apoi răsturnând 
figurile pe dos. Se observă că log 1=0. 

   
  

Fig. 29, a Fig, 30. 

2] OCoerlero :  zl0 cr 1 cr- o. 

Y = ogaz „Y>IOBil., deser 0 descr — oo a>l—ocr 0ero a<l| a   

Deci, pentru a>1, y=logaz este o funcţiune crescă- 
„toare, numerele mai mici: ca 1 au logaritmi negativi, 

log 1=—0, numerele mai mari ca 1 au logaritmi pozitivi. 
„Pentru. a< 1, y=logaz este o funcţiune descrescă: 
„toare, numerele mai: mici ca 1 au logaritmi pozitivi, . 
iar numerele mai mari ca 1 au logaritmi negativi.: 

102. Sisteme de logaritmi. Logaritmi neperieni. Am 
văzut cum se poate defini un sistem de logaritmi cu baza a 
cu ajutorul funcţiunii exponențial y=a, considerând * 
șirul de numere | Sa | 

(D 0123... n... 

care sunt logaritmii valorilor | 

0 Lane... a. 
corespunzătoare funcţiunii a*.
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Se vede că i şirul 4 este o: progresie aritmetică cu, 
primul termen O 'și-raţia 1, iar şirul -(2) este o progresie 
geometrică cu primul termen 1 și raţia a. „Deci, aceste 
două. progresii-: definesc un sistem de logaritmi, astfel 

că termenii din. progresia aritmetică sunt. logaritmii 
numerelor "corespunzătoare, din progresia geometrică. 

Să considerăm două progresii, una. geometrică 

= 1: (+a): aha: . ra: 

şi alta aritmetică * a 

| = 0. ai miei 

- Logaritmul unui număr din progresia geometrică este | 

numărul corespunzător din cea aritmetică. Baza este 

numărul (+a), al cărui logaritm mă este egal cul; 

“adică me=l, m Cână & este destul de mic și 

tinde către zero, numerele din progresia geometrică 
sunt foarte apropiate, iar baza acestui sistem de loga- 

ritmi este : 
| 1- 

lim (l-+ra)*=e.. - 

"Se zic logaritmni . naturali (căci alegerea bazei este 
* făcută raţional, natural) şi se notează € cu L; se mai zic | 

şi logaritmi neperieni. 

„103. Schimbarea bazei. Fiind cunoscut logaritmul unui 

număr N în. baza a, să călculăni logaritmul lui N în 

„baza b. Avem | 

loga N=u, N=a“ ; „og log —uloga, 

Ş. loguN =logN. logd. | 

Punând l0g,5= V, avem b= = „log,5= loga”, 1 ologza, 

1=log.b loga; deci înlocuind în.(3),



136 

a 1 1 
loga = Li 05, pp) log, iN= top N io Sa 

Numtorul los. se zice “modul de transformare, De ex. 
. - oa . : N 1 

La1og2 loge' 

“In tablele de e Jogaritrni Dupuis p. 30, „avem .. 

  loza =2, 30258 și deci L2= 0,30103 x 2,30258. 
ge . 

104. Feuaţii- exporienţiale Şi logaritmice sunt acelea în 
- care necunoscutele întră la exponenţi s sau “prin logarit- 
mii lor. - 

| “ Bzemple, 1. a*=5, a> 0,:5>0, Aplicând sogaritmii, avem 

  

  

, oâ5 a 

zioza = logd, z= i 

e „loga 
"2 ab: =, a>0, o30;- î>0. Avea. 

, logc 
b*loga =logc, b* = . 

loga 

Aplicând din nou, logaritmii, “obţinem ; 

logc logloge-—logloga 
  - Zloub = log e | | 

Le 98 198 loga - : logb 3 : 

lopă loga 
3, 98% + lose 2 Discuţie. i - 

” log (m +2) : . . : E PR a 

Ă “Avem” . „Ioga = 2log(miţ), iogăz = login, Bă 

az = (m+az), "224 (oma) + n2= 

Ca rădășinile să fie reale şi pozitive, trebue (2m—ap—4m2 >0 şi 

a 
_2m—a<0. Din prima m<* din a doua m<=:; deci trebue m 

„Mai trebue ca m+z>0, z>—m. Când m>0 ambele rădăcini convin, 
„iar. când: m=<0. “numai 'cea mai mare. . ” 

4. .z24+-y=65, logz+logy 23.
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„+ Ultima ecuaţie se scrie log zy=:3, ăy=1000. Necunoseutele z şi y: 

„a căror sumă și produs sunt cunoscute, sunt rădăcinile ecuaţii * -: 

22—6524+ 10000; 2=25, y=40. 

t
ă
 

* 

103. Exereiţii. 1) aaa; 2 a 1; 3) 3) 2-a 

R. 1) 22052) 22—00; 8) 222,7 

4. 822 geti 810. _ E 

-R. 8132-(325+1 2810, 3%, 0924+9y—810=0, j=9, 22, 

5. 87 5ye=10125, 2+y=7. i | 

mm e rom (2-a i Ti = —] = = I—]o2=4,y=3. „ Se poate scrie 5, 5 ZI 3 y 

6. 22+-p5=101, 2logz-t-3logy= ae Si 

R. loga22y5=2; a2=u y5 =v, u-0=101, uv=100, z=10, y=1. 

  

„7 app, ao | a 

-R. Avem zlogy = ylogz, plogz = glogy, _pPr= ay, plogz = 

ga 
. “(ple-a pye-e 

eri) 22)  y= (2) a. q af. q - 

106. Derivata funeţiunii exponenţiale y= ae,  Insomm= 

“nând cu h creșterea variabilei și cu Î: creşterea func- |. 

  

v 

țiunii, avem Stiai a | ” 

, „n k ă at —q” a—l 

4 O =U şi 

«4 h.- h - h 
» AR - 

e 

Derivata ! y' este im pentru n=o. Deci, trebue a a găsi 

limita” expresii i 

  LS]
 

i
 

pentru fo. "Din această relaţie, avem, PE 

ca Zaha Le 12, a= ara
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Luând limita pentru R=0, a ambilor membri, avem 

a=lim(1<+-zh)*. * 

“Dar această expresie este de forma i”, unde 

L=1-+zh, =, şi are forma 1% pentru h=>0. Ă 

Am văzut că. E Ea 

o "Vima etimtete, a —1=1++zh—1 zh, 

(u—Iv= zh >, | _ 

Deci - “lim(l+zh) =e, a=e, 

| z=La. 

sii (4), avem derivata funcţiunii Luând limita expre 

y=a*, care este - i 

y'=a*La, 

In cazul y=e*, avem y'=e*, căci Le=1.. e 
Când avem funcțiunea y=a“, u fiind o funcţiune de z, . 

aplicând derivata unei funcțiuni compuse, avem - 
ă o pl — re | YU =a)u, 

p'=a La. u edi 
ia Si dz 

De ex. y=e%, y'=et,u'; | 

| z ada? o 
y=e—:?, pet i CI) es? (pp) ore, i 

dz . . 

107. Derivata îuncţiunii logaritmice y =log x. Avem 
z=a care este funcțiunea. inversă a funcţiunii logă- 
ritmice, Derivata acestei funcţiunii a” în raport cu y 
este a” La, adică z, =a” La. Insă ştim (N. 69) că derivata



“ - | „139 

- unei funcțiuni inverse este inversa derivatei funcţiunii 

directe. ' Deci derivata funcţiunii logaritmice este -in- 

versa acestei derivate, 

1 1 
Vp 

z,-: La 

Inlocuind pe a” cu egalul său z, avem 

| = L pol p as 
Ye aa” Y Cala” A 

4 

Cum știm (Nr. 103) că Ta = log, e. obţinem. derivata 

funcţiunii y=logaz, y=3 logae. 

108. Tahloul derivatelor  funeţiunilor'exponenţiale şi loyaritmice este 

. 1 
y=et, yet > LB = 

- e E: 1 

y=a%, ' y'=a* La, „ Y=l0gaz, = loga6 . 

y=e%, y'=—etu'. ÎN y=Lu, y'=— u', 
: . - ou . 

, | ri îi 

y=a%,. y'=(a“La)u' YloBau, ir (none). 
J u 

109. Exerciţii. Să se afle derivatele funcţiunilor - 

1 . a pa 
= . 1 == 

1..y>e 3. "Ri page €. 2. yet, R. p=dzeti, 
z s 

'3; je 28), R, pr =er(1—322—r8). 

ei—e— tt . | 4. ” . | i pă ă | 

E — 9 i „= x Ry 4. y =: R.y = 5.y L(e -+e R.y e 

* la , 1 1 1 

se mnațita) rate 
| 943 4: 

. 
 



Ta Te 

  

  7, y=L(z+ 1x22 ).. R= 

8. Variația funcțiuni y= a. 
” . 

| R.y "at La, totdeauna at este pozitivă. Dacă a>1, La>0, 

deci v y'>0, funcțiunea. creşte ; dacă a<1, La<0, atunci y'<0, iunc- 

ţiunea descrește. Avem tablourile următoarele şi curbele (Fig. 27,28). 

  

_z|—o 0 „eo! z|—o 0 . 
a>1, y' | pe + | a<t, y! | - — — 

yo z 17 o yo sii N 0. 

9. Variația funcțiunei y=loga £. | i 

“ La - 
R. = - Cum z este totdeauna pozitiv, dacă a>1, La>0, 

z La , ie 

funcțiunea este crescătoare; dacă: a<1, La<0, "funcțiunea este des- 

» „crescătoare, Avem tablourile şi curbele (Fig. 29, 30). 

  

lo: 1: o z2[|0 1 oo 
w | pa. vw — — 

a>1, yo 7 04 o. a<1,y | IX 0 4 —co 

Ă x x 
| . a| = —— 

10. Variația funcţiunii y= (e -+e ") . 

o oz 
R. Cum ev-este „totdeauna pozitivă, urmează că e ae 2>0,deci 

2 ZX 

y, nu se poate anula, Pentru x —c0, eâ—> 0,e "ao, deci y yo ; ; 

deasemenea când - ro, yo. 

i ta: Arte pi Ap EN! 
Avem y=—|e2.—+e (7) pl ci 2), - 

- 2 a a 2 / 

Derivata y' s6 anulează când 

XE 
— — 
a
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> 

0. IE Ă . po. e poe NE IE 

adică — =0, deci z=0. Pentru z<0, y'<0, şi când 250, y'>0, 
a m e SR ai 

deci pentru z=o0, y=a' l. y'. lo 
este un minimum. ÎI IRI 

Curba e simetrică în: | — | des 
raport Mina o căci | o |: g a min 

„punctele. de abscisă z.-: pia: 

şi—z au: „acceaşi ordo- , 

nată.! Curba (Fig. 31): 

obținută este poziţia de “echilibru al unui 

fir greu fixat la cele două extremități şi se 

numeşte chaînette Qănţişor).! . 

  

11. y=e-i sin2z, Mee Pa Fig. 31. 

“R, .e—* fiind totdeauna pozitivă, y se anulează nuimai- pentru 

Da 3a. | 
2z=K5, adică z= 9 3, Tg — Zr Cum i y „—sin2z, —D. pe-a cos2z, 

y'=e—*(2cos?2z—sin2z), y' se anulează când Dcos2z==sin2z, te z=2: 

a pina astiel ca tg2a =—2,a > 450, y'=o pentru arcele 2rx=Az +20, = 

ez +a, k fiind înt reg. Valorile lui ypot fi calculate înmulţind ordo- 

natele curbei y=2"* prin 

valorile lui sin2z pentru 

„abscisele _ corespunză- _ 

toare. Cum vâlorile lui 

sin2z oscilează între —1 

şi 3-1, valorile -lui e 
sin2z nu pot întrece .. , 

acelea ale lui e—*. 

„Curba (Fig. 32) 'este 

„deci situată în porţiunga planului cuprinsă între curbele (trase punctat) 

  

  

et = — , , . =e7 și = e pi i . ” 

v: 
Funeţiuni de mai multe variabile. - 

1:0. Când într'o expresiune intră mai multe variabile 

7, Y, 2, care pot-lua-orice valori, se:zice că acea expre- 
siune este funcţiune. de. acele variabile” și se scrie 

u= Aa i Ye ăi
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„De ex, volumul unui paralelipiped este funcţiune | 
"de cele trei dimensiuni z,:y, z ale sale, 

V=zyz , 

O funcţiune f(z, y) este continuă î în raport. cu varia- 

„bilele de care depinde, când la o creștere foarte mică 
"dată variabilelor, corespunde o creştere foarte: mică . 

* pentru funcţiune, sau dacă creșterea funcțiunii tinde 
către zero în acelaşi timp cu creșterea variabilelor. 

Presupunând că variabilelor z şi y le dăm creşterile 
h şi k, creșterea funcţiunii u=f(z, y) este 

„Au=f(z+h, y+—f(z, y). 
111. Derivate parţiale. Se zice derivata parţială a unei 

funcțiuni f(z, y, 2) de mai multe variabile, derivata 
acestei funcțiuni în raport cu una din variabile, celelalte 
fiind considerate constante. Derivatele parţiale de or- 
dinul întâi în raport cu z, y, z se notează cu LA Î,> lo > 

oi of 2f 
9x” 9y* y? 02: 

Acestea. fiind funcțiuni de z, Y, Z pot aamite și ele 
derivate parţiale de primul ordin ; acestea se zic derivate 
parţiale de ordinul al doilea ale funcţiunii f. Derivatele 
lui fi (2,4 Y, 2) în raport cu z, y, z, se scriu fi mp rr. sau 

9% _0*f of | 
da? 9z9y! 9x02: | 

Tot asemenea, derivatele parţiale ale acestor derivate 
de ordinul al doilea se zic derivate parţiale de ordinul 
al treilea și așa mai departe. 

.. De ex., ” 

sau cu 

Î249) 32224 399—5zy-42—2y4+3, 
averi Ă e 
3 [= 223—5y 44425944, 

f, == 2.3y—57—2 = 6y—5x—2. 

lee Ip —5 [a=6. -
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Se demonstrează, ceea ce se vede direct: pe exemple, 

“că o derivată parţială nu se schimbă, dacă se interver- 
tește ordinea. derivării. In cazul de mai,sus, se vede că 

. p! '=—5, l, =—, 

, ay 

adică « se poate lua derivata în raport cu z şi apoi 

derivăta acesteia în raport cu Y, sau să se ia derivata 

întâi în raport cu y şi apoi derivata ei în raport cu z. 

112 „Exerciţii. 1. Să se calculeze derivatele parţiale în raport cu z,y,z 

_ale tancţiunii , _ 

Hz) = 7223 98-52. —4y_-ag2— 22 + PD. 

Egalând aceste derivate parţiale cu zero, se obţin trei. ecuaţii 0Mo- 

gene în raport cu z, y, 2 care au soluţii nu toate „nule. „Să se găsească . 

apoi. "valori proporţionale pentru -z, , Z , e 

_R. Se arată că determinatul acestor ecuaţii omogene este zero, 

iar din două se abţin. valorile proporţionale pentru z, y, 2. . 

 2.'Să se calculeze derivatele parțiale în raport cu z şi y ale: fane 

ţiunii -. E 

re y) = [E cosy +-V/1—y2 sinz., 

| p ——00s ysinz 
n. fe= DS i Peosz, l, fifa E,     

RR Ve i, Vip 

3. patat + pc ae a + aloca ab) 

7 a ” b a i cc N 

R. l= cost(az+-bi —cz): : osia Paz) | cosă(—ez-+-ay+br) 2 

4 Să se afle derivatele: parțiale ale funcţiunii 
IE j 

= arctg —. y | 8 Zi 

pp - -y IX 

n niz În sia 
Sa . azi 

5, De asemenea -pentriu funcțiunea y=aresin VzrE 

  , | /2 zy | , |: 222 

R f e =» 1y= > 

| ” Er? Vat—y2 - (2) 

p
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-6. Să se afle derivatele” parţiale. ale funcţiunii 

L "| a2 a | « y 1: 2 2 ) i 
!(2,y) = DE tz are ctg“ Zale ot E]: 

IE 2 - a: 52 z E Rp Ep y y 
BEE pp a2a2-B2y? pa 

, 7. Să se afle derivatele. parţiale "de ordinul întâi şi al doilea a 

funcţiunii . : 

î(z.y = 273 —3a%y ag —893 4 529 72-09 +3. : ) 

113. -Derivatele uncţiunilor compilse. Am văzut (Nr. 
57, 58), cum se poate calcula derivata unei funcțiuni. 
de 6 variabilă z obținută combinând : prin adunare, 

înmulţire şi împărţire alte funcțiuni u, V, W, de z, ad- 
mițând derivate. In ceea ce urmează, ne propunem 
a. generaliza formulele găsite, pentru o. funcţiune 
y=[(u, v, w) obţinută prin, o combinare oarecare -a 
funcţiunilor u, v, w. Funcțiunea y=|(u; v, w) este deci.o 
funcţiune de z, prin intermediul funcţiunilor u, VW, şi 
se zice că f(u, v, w) este o funcţiune compusă. 

Dând lui z o creștere Az, rezultă pentru u, v, w. „creşte- 
rile Au, Av, Aw, iar pentru y creşterea A y deiinită, de 
egalitatea 

y-+ây= frau. o pda), 

de unde avem 

Ay=f(u+âu, p+Av, rai v, 2). 

„Aceasta se “mai poate scrie 

(1)  Ay= = ut-âu, v-+-Ao, tă) —f(u, + Ao,to-Lâ15). 
- lu, v+âv, w+Aw)—f(u, v, w-+-âw) 
+f(u, v, w-+-Aw)—f(u, v, w): 

Dar, am văzut ANr. 54) că „pentru funcțiunea, F(a), 
avem 

eh) Fo Fa ei 
d



a F(z+D Fa) =a[F(o +2], 
unde h este creşterea lui z, F' derivata în raport | cu z 
a funcţiunii F, iar'e' un număr foarte mic ce tinde către 
zero în același timp cu A. 

Aplicând. acest rezultat pentru expresia 

„HKuâu, v-râv, w-+Aw)—jiu, v+râvw++-Aw), 

unde. numai u are . creșterea Au, care în (2) era h, Te- 
zultă 

(3) (u+ Au, v+-Av, A) vânt iu= —Sullure =]. 

Avem. de asemenea - a , -. 

(4 j(u, v-râv, tw-+ 0)-—f(iu, v, tău) = Av[fu+e'], - 

căci .aci v are creşterea - Av, iar e! tinde „către zero în 
acelaşi timp cu Av.. a 
„In ine - 

o | fus, w-tAo)-—f(u,0,0)= Aulju-+e”], 

' tinzând către zero în acelaşi timp cu âw,. 

- nlocuind în d) expresiunile, 6), 4), (5) cu valorile lor, - 
obţinem “ 

Ay =au(fuk +e)-râoţ, oa?) 

- unde împărțind cu Aa, avem: i 

= Au 

+ 

_ Ax Az. (re ) e (fe) 
ra = (ae .. 

“Trecând la: limită, “când Az 0, atunci - a 

lin pap > Wee ÎI pe Vo Aa Wee pa Yo 

“e, e, e” tind către zero şi astiel avem 

. y' = le ui, V'+Î,Ww', - 

1 N Abramescu — Algebră cl. VII. ed, Il — 3 “ 10 
7
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„care. este derivata funcțiuni. compuse: f(u, v, DĂ în ra- 
-. port cu z, - 

114. Formula lui Euler: pentru funcțiunile: omogene. 
Un polinom de 'mai multe variabile este omogen în 
raport cu aceste variabile, când gradul termenilor săi, - 
în raport cu acele variabile, este acelaşi. De ex., 

22424 222 Zizi pt-rzt, a5 Pra pri Prag 

| | sunt polinoâme” omogene, primul de gradul al patrulea, 
“ultimul de gradul al treilea. 

Funcțiunea ax+b, y-tez este forma generală a func. 
ţiunilor liniare omogene. Funcțiunea 

| (2, 9, D=A+2 Bzy+Cy2 +2 Daz+2 Eyz+-Fz 

„este:forma generală a funcţiuriilor omogene de gradul al 
doilea de trei: variabile Tzi 

Inlocuind pe: DV Zicu te i, dz se vede că 

(6) | a, a %w, (2) ej y, z) 

care: este proprietatea caracteristică a unei funcțiuni 
„ omogene de gradul 2. In cazul unui polinom de gradul m, 
| exponentul 2 al lui £2 este m. 

Insemnând cu. u = ta, v=iy, 'w tz, - se. vede. că, E 
[tz ly, t2)=f(u, v, w) este o luncţiune de ? prin interme- 
diul lui” u,. v, w, Deci derivata sa în raport cu L este 

(2 far Popa” = feet Hz, 
Luând Şi derivata î în raport. cu (a membrului al doilea 

ez i Y, 2 din (6), obţinem Ă - 

“8 a 2, Y. 2. 
„_* Egalând. aceste derivate (2 şi (), căci şi funcțiunile, 
“au fost egale, cum se vede din (6), obţinem | 

lee ta i Y 2).



o aa 

Fă Xcând î în această expresie t=1, U,. vw ) devin TU, 2 
şi avem - 

_ zfe-rul-bafi21 (a pd 
care este formula, lui „Euler relativă la funcțiunile omo- | - - 
gene. In cazul unui polinom. omogen de- gradul m, 
avem 

. 

Pa Îi 
prurit mit i Y, 2. Pa Aid 

15. Ezemple: 1. y=u”, uşiv fiind funcțiuni de z. Avem, - 

| = az y o „a 

| . 7 a 

Ponoare por) - îi 

2 y = (arctg Ls, Punând u= parctez, v= Lz, avem y=ut, 

  

LN =puy—t 2Lu)o”, ur ae pr „o: 

y: =ou nea ») NR re 
şi înlocuind, avem 

Li „y = (arctgz) | 
E 

me 
e „=(£); .: - pa aa Ri A 1 o „7 

PIN az a :) (5) tgz . 1 ( “ )] = [- Sa Lp —) |=[(2 2 a 
y (+) a + ate ] z z costa | 

E E (2)”[ie tez La _ 

=) Laz 2 * Costa ă 

Pi 2 | | - pe =t = 1 , „4. y=ta(az+b) , Se pune z=(az+ )*, y= 82 y': oz? 

+ —L (arctg d 

“
 

  

  

  

' p)* 2 LL b 
= ara +9) »] [ praz I 

“ z(az-5)2. 
d DU A a ae L 5 

cos2(az+-b)* E * az .
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- EP ” ” , i tg 2U0 - “se danez 2uv.; 2  atctg y: 2, 

. y=arel > Se pune 2= 53 y= % = y , Ss Y av ş 14% 

E: p UD bu”! ' 
"9 = 4 . 

u2--v2 

2yuv Da uv'—vu' 
-*:6. y= aresin .y =   A ae 

u+y (+0) V/uv 

7. Fiind dată y=uvw, să se calculeze Y- . m, 
. : pp 

BR. Se aplică logaritmii. ŞI, avem Ly= LutLotLu, aboi se ia 

derivata în raport cu z, - 
, . 7 

AR u' vw. 
pap 
u o w 

S
S
 

116. Derivata unei funeţiuni implicite. Ecuația [iz Y)=0, 
fe nu se poate rezolva î în rapori, cu z, defineşte o func- 
țiune implicită ş y de z, adică Y=(2). Pentru a calcula 
derivata în:raport cu z a, acestei funcțiuni implicite, 
să luăm derivata în raport cu 2 a funcţiunii „compuse 

“Îl, y)=0, ce „depinde de 2 prin intermediul funcţi- 
unilor u=z, v=y. î 

Avem e Da 
poa 20, v=l th =0,, | 

relație de unde aflăm derivata 4 Y' în raport, cu. za func- 
ţiunii implicite, a PE 

: za: 

y le a . 
: Po 

Y. 

Aaa 

Derivata | y' este cocticiesutial unghiular al tangentei în 
punctul, (7 'y)-la curba f(z, y)=0:- ia 

117. Exemple. 1. Derivata tuneţiunei implicite y definită de ecuaţia 

a) 224 jp—F2=0 a 
este . i



  

PR 2 2 A 2 Ia) = at —1=0; Hz) — 105 p—2pz=0 

„= + biz p 
= —î V'==— 

Ra, 2y :y ay? y y 

22 2 Ss - 

3. z3+y5—a3=0; pr [7. 
z 

a - i z2—aj - 4 ip —3 azu=0i pe 
. . - y—ax - 

277 y(a—y) - IZ 

5. e” —z=0; pe, se observă că e > =z, 

6, acele 2kzy=0; po VO 
Pai n Ă : -. z(1+22+ 2) 

119. “Expresiuni nedeterminate. “După « cum am mai 
întâlnit (Nr. 45), unele exemple simple, sunt căzuri'când 
expresiuni date au, pentru anumite valori ale varia- 
bilelor, formele 

ps" 0.0, co—05; 0, 0%, 1%, 
Se pot căuta limitele acestor expresiuni cu ajutorul 

derivatelor. 

090, 

IL. Forma d: De ex., dacă funcțiunile Î(2) și g(2) se 

Ă 2 
anulează pentru z=a, „atunci raportul LE. g 2) pentru. z=a 

f(a) 0 AR , 
are forma —— sta) 20 Pentru a găsi limita acestei. expresii, 

ne „servim de relația (AX. 54). 

pt Na+ Aa = =h E (a) + =], 

unde h tinde către zero în acelaşi timp cu e. Cum ja)= =0, 
avem 

fa+h= =A[p re] ”



E PI | Ia 

De asemenea ” e 

. | g(a-+h)=h [9'(a)+e], 
și deci - 

o ah __Mp(o)-+re] [tote 
atat) algote] „ro 

- Când facem h=0, avem 

O uim 
go 9) 

mA _ tim FO. i 
va (2) za 9 7 

adică limita răportului. a două juncţiuni ce devin nule 
pentru o valoare a variabilei, este egală cu limita raportului 
derivatelor acelor funcțiuni. 

_ Aceasta se zice regula lui Hospital. 

Deci 

. . pm — am ; 
119. Exemple. 1. Limpita expresii = ———— pentruz = a. Avem i , , z—a pa 

man 1: 
=mah—l, 

  : my = lim 

2. Limila peniru z—>o a a expresii , 2 

„eter 
z _-   

0 “ E SR Fiind de forma g luăm raportul derivatelor numărătorului şi numi- 

torului, | , 
Ă N | eter 

A , . „2 

  

, 

N Â. ? SI 0 ” C i care, pentru z—>0, fiind tot de: forma 3 căutăm limita raportului a 

derivatelor termenilor fracţii, şi avem - 

| „ies 

2 
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tare, pentru z—>0, este . 

1+1 - . , 
=1, 

2 
  

7 

Să se afle limitele expresiunilor 

ze2% 4 aer — 02% 4. dez 

  

  

, ” 1 
-3. A entru z=0 - ă R. — 

(e5—1)5 e p a .6 

ar—bi. IE 
4, pentru z=0.. „R LA, 

„z - : aa d 

using “ Aa | 5. a Padina pentru z=0. . ! R. 0 | l—cosz . 

6 ze “pentru z=1 pl . ” —— entru' z= — — 
1l—z—Lr Per . ! „n 2 

- _eă—e—2 2 - | 
7, ———————— pentru z=0. ! R. 2, 

: _X—sinz , _ 

- Laz . - ” i 1 
8. HUI a—2 pentru z=0. : R.——, 

, a2 o 2 

9. V-razra2— V PRI) 

- Vaz —V/ a—z 

120.. Observare. Regula lui Hospital (se citește Hopital), 

se aplică chiar când nedelerminarea are loc pentru z=o, 
In adevăr, dacă f(2) şi g(2) se anulează pentru zoo, ! 
„putem face schimbarea de variabilă 

1 

: u 

pentru z=0. R, Va 

şi se vede că dacă z->c0, atunci u tinde către zero. Deci | 
- ii NR : | | 1 Ă Ă i 

e IO 16) 
i lim —— = lim 

z—> 00 g(2) u=o (2) ).. 

și se poate aplica regula de mai sus ultimului raport, care 

  

0 1 1 
este de forma-—- pentru. u=0. Dar (A “a sunt | Se
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“funcțiuni de funcţiune în raport cu u și deci aplicând 
raportul derivatelor, avem 

NO _ n! —zr(0). IO ro. . — m li = lim = lim - eo 900 ea) n gt) eo Da 

  

  

Exemplu. Limita pentru. n->oo a expresii . » 
1 

Di a —1 | SR pa 
pi 

a — 

2 

fiind de forma a (variabila este 2, aplicând limita raportului deri- - 

vatălor, avem + | Ă a , ” 

  

——a La - 
: 1. limy=lim ESI . 

O p+i Păi pP+I 
e La 

121. Forma" Să presupunem că funcțiunile Î(2) și 
g(z) devin infinite pentru z=a. Limita raportului j a 
poate fi sau o "valoare finită L, sau zero, sau co... 

  

„1 Fie că. 

Î(2) 
m ——=l 

! z=a 92). 
Avem | Pa | | | 4 SI II | | y= Î(z ID = Si Ra AR (a) i 

- şi cum 1 şi (o. devin co pentru z=a, atunci inversele 

  

l . . us or (2) ? 2) don 0, astfel că raportul y se prezintă 

0 sub forma şi i se poate aplica regula” lui Hospital 
Avem; deci la limită pentru ra i
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1. _ 2) Su 
  

  

  

    

m cin 0 um 05 _ up limy = lim gaz) > 1 CI => lim AT ILOR 

a To TO 

Rei  Lg(2). SI ID limy = l= » I=lim- imy lim: fa) (2) a F5 fa) l lim (2) 

i 7 9 

Deci regula lui. Hospital. se aplică şi în acâst caz. 
*:20. Când limita 1 a raportului este zero,. să considerăm 
expresiunea 3 Sa 

na. Ro _ “rel 
ID. | „99 5 

unde k este 1 un număr finit. Această expresie la limită 

N) 
ga) 

Suntem deci ca în cazul precederit 16, deci se poate 
aplica: limita raportului. derivatelor. Avem -. 

Y ( 

limz = k =— lim Kg” CR x)... | 

e. de” fornia, Eat „dar are limita k finită, căci lim — 

  

ioaiml o- | o= > lim „le, 

adică limita: căutată: cai€ este: Zero. este egală c cu limita 
raportului derivatele. astieli:că. 

mid. 2 tii 100, 
"o În pa 

şi deci regula lui Hospital se: aplică și când; limita este zero. 

30 Când limița! l->o, „atunci limita. „raportului invers 
7 

 



154 

este = adică 0, și deci suntem în cazul precedent 

20, când: limita este zero Și aplicând. regula de mai 

g(2) 2 
10 

sus, avem- 

so _ 
| O = lim -——— RO 

- de unde urmează _ 

m ÎD. Do 
| bn, so 

pa -- 
sp IT 

"Prin urmare în toate cazurile, când 5) expresie se prezintă 

sub forma >, se aplică regula lui Hospital 

m AD TD) _ 
ga) 

m 19) . 
7! 

Se poate arăta că aceasta are 106 și când linăita se 
caută pentru 7%, “ca și pentru valori finite ale lui z. 

122 Ezemple. 1, Limita expresii y = tez 
tg 

00 
de . forma —, avem g. 

o . 

  

cos232 

  

  

  

_ 3 „—sinz 

. Ă . LOL. 3 
2. Limita expresii y = (ra) 

ha za 

322 

NE 18. 
limy=lim i 

Ă „22 

__cos23z 1 cos3z |? 
lim 3 = zi lim 

3cosz . 3 * cosz 

( _—3sin3z ) 1: 
= =llim =39=3. 

  

md 3. 
2(1ad) -. "2.822 

a 

  entru z=—, Cum este 
37 pen 2 E 

  

  

pentru z—>09. Avem 

  

lim —0,.
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- . IE 7 ax . 

3. Limita pentru 'z—>»o00 “a expresii y= Z: Avem - 

- _ a*“La ! a*La 
lim y = lim = La lim 

Ă E 3x2 » 
    = (La) li        

_.123. Forma 0.0. Cândo expresie y=/(2)g(2) se pre- 
_zintă pentru z=a sub această formă, se aduce sau la 

  forma S seriind-o J G 2 , sau la forma a seriind- 0 = a! 2 

Ec 
şi apoi se aplică regula lui Hospital. “ 

124. Ezemple, 

| 15 

să se afle limitele expresiunilor ” 

    

  

1.y= (2) taz pentru. 27. La 

o. Ă ÎN LT 7 
Le == 

E det 0 te scrie y = 2 e forma 0.0; oa = = , 
- - se P e Sere y 1 cotgz. 

ctgz, 

lim y = lim 2 = lim sin2z =—sin25. = —1,, 

“sina _ - - 
1 

a N ! e 

a pozei pentru. z= =0. R. Vei 09. , 

, : — i i 

3. y= Laz pentru z=0.. Ry 30 . , 

| | za 

125. Forma co—oco. Când două funcțiuni f(2) şi 'g(2) 

devin infinite pentru .0 valoare z=a a variabilei, atunci 

expresiunea y= =ID—a(0), are forma co—co. Limita 

„acestei expresii se află seriind-o 1 y= =/(2) 12] n
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căutând limita. expresiei E) care se prezintă sub forma (2 | 
E: Se.pot prezenta. două cazuri. Aaa 

| 

10 im SE) =]. Atunci | Y are. iormia :00. 0, „pe 

cărei limită știm a o găsi. 
. . , .. 

pa? 1 
Ezempiu. y= cotga —— pentru = -0 are forma oo —c5. Aveni x 

i 1. o 1 - tax , 12) = cotaz, g(1)= —» y=cotgz 1———] = cotgz 1——]: | Pe LX E "zcotgaz e Zi, 
- Căutăm | . i ” NE 1 

cos2az 
  

  

tgz - E - lim „82 = lim = 1, astiel că y este de forma 00.0, x—>o z. N | _ » N . 

Deci ” RE . i 
” tgz - 1 „tea | 

Ze potgz: e. O cosz î-, = lim = lim 
” tgz 

tez+ 'cotgz . E costa 

  

“lim y= lim   

      

  

= dim cos2z—1 _—2cos zsin z | 

  

= lim —— 
sinz COSTI + z z=ocostz—sin2z-P1 

Lă 

astiel „că expresiunea dată tinde: către zero când z tinde către.0. 

"20 Când im EL atunci 4 v=p|-20] este la li- 
mită produsul limitei lui Î(2) care este foarte mare, 
cu o câtime finită Lia asttel că limita expre- : po 
siei date este foarte mare. 

126, „Exerelţii. 1. ea Pentru z=c, . - 

vo. 

„fe 
on. y== ax (2). lim ce, lim y= 00. Se'mai putea serie şi 

w=e(r2), lim, 70; lim Y=001=0. d ee ia i .



  

Days! pr Vi3z 1 panitru ze: tt e zei 

R. lim i y este de forma C0—0. "Avem ti 
tară 

popa E Cr—(VAZ3zk. zi, 
= — SR i De ea 

u+o 2zV4—3241. 254+V/4—3ari 

Gradele numărătorului şi numitorului: în'x fiind cgale cu L împăr- 

ind: ambii ternicnii “cu z; âvem +": - : ai: 

1 i 
34+— 

y = li 5 ăci li 1 —>0,p>0. d ST, lim =—, căci lim — Ira 
3 oa po 

2+ t-zta 1 - 

z a Ta 

A se vedea exerciţiul dela No. 18, .]n cazuri analoage: este mai 

bine a se urma acest procedeu, decât cel: expus în-teoria de. mai sus. - 
i 

“BugsV/atrpa pe-a /agbaz-Fea pentru —x60; 1.5 i. | Fr GV arta PODU Poe a 

  

R. co. 

= entru = : - ” 
-u xi—l 7 o iii i 

R. y este de formă 09 —60. Este bine a se efectua caletilele 
N tie, isi OZ E pps E Sai 

rLa—z+il - 0... . „a ! . . 
=, ce are forma—iși -se. aplică, regula „lui : Hospital, 
(La "0 

/ i La : i nLz 1 E PI IE ea 
lim y = lim > lim —— - 

r—l iz >: 
La+ 

5, ea pentru z= =0. 

R, y'c de forma. 00 2, căci L0=—co. sc poate scrie 

1 La i; . - .. Li . 4 . .. 

otite se caută .limrLz = sum 0, deci lim = 

. + . 

a OO e aa ae 
127. Foriiiele. 09, 600 'şi 0“ se aduc la acele studiate, 

aplicând logaritmul neperian expresii. y,: ce. are 'una 
- . '
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din aceste forme şi apoi se caută limy, $ şi pe urmă se re- 
vine la y.. 

7 
. 

Exemple. 1. y=(sinzinz pentru 20. 

R. Ly = sinz Lsinz, 0.(—co),.. 

  

cos 

Lsin sinz ; im Ly= lim —— = lim 2 lim (sina) =0, lira Ly=0, Jimi = 1 1 cosz 

sin sin2z 
1 

PR: 2. y=z* pentru z—>00... 

1. Ia 
R..000, Ly= —Lz; lim Ly= limy=1. 

- i x Ă EI - 

3. (4) pentru z->co.: 
x - 
a a 

R..0%; Ly=eL-—, lim Ly=c0, (—o0) =—oo, limy=0, - 
. z . 

18. Forma 1% Dacă o expresie ! y=u” devine de forma 
1%, am văzut: (Nr. 98), că liriny=elim tea, Se caută 

„lim (u—1)o. şi apoi limy e cunoscută. 
Exemple. „Să se, afle limitele expresiilor 

1. y=(1—sinz)coter pentru z =0. = :R, et. » 

' ! : T . 2. y=(sinz+cosz)tez ,, za. : „Re 

. tei E o 2. 
3. y 22 » = a. . R. ef... a IN „i 

IE | LA 4 (ce n 2=0 o R. e €. 
5. altx-1) pai, o R. 1, 

6. n(V/a—) | câna n=, . : 
- N | | E . A 

„R. Se notează y=n(V/ a—4), de made) a, . = . - “Aa „- 
a=eliv>, jimy=La.



    [Ie A aa 
pentru n. 

— 1 : . 
. "n — e N Si - ? 

R. Va=a" tinde către i câna n-—>o0. E de forma u”, 

lim u=l, lim D1=00, 

u—o= (Vaz are DR ruta 

m(/a—1)n= La, im(u—p=: ps -f iar limita ex- | 

presii date este cm oa V ab. : 

129. Aplicaţie. Variajia: funcțiuni 

cum 

  

=z+ ad La az retgz. Y=L+F —— —3 —- La 

ai 2042 î 

NI 2 —1)(a—2 
| 

R. g'= 2 ee 2 semnul î. dă numai ee; 

ap | nai rea ă 

y creşte dela --00: la 4 —3La—4 sactgi, aesozeste: până 

a 3—3 L5—4 artg2, „apoi creşte până 1 la. FE 

7
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APLICAŢII pp Cearameă 

130. Cinematica este acea parte a Mecanicei, care stu- 
diază mişcarea corpurilor, fără să se ţie seamă “de cau- 
zele care au produs acea mișcare. In cinematică intervin 
două unităţi fundamentele : unitatea de lungime şi 
unitatea de timp, care sunt centimetru Şi secunda. 
Durata. timpului este evaluată dela un moment deter- 
minat, numit originca timpului, sau timpul zero. Timpul 
i este pozitiv sau negativ, după cum momentul consi- 
derat este posterior sau. anterior momentului iniţial 
(originei). Si | “ _ 

Un corp poate fi considerat ca format dintr'un sistem 
de puncte materiale. De aceea, se începe în Cinematică 
cu studiul mișcării unui punct material, sau a unui 
mobil. m 

131. Tracetorie. Ecuația mișcării. Drumul (spaţiul s) 
descris. de un punct material în mișcare se zice tracc- 
toria acelui punct. "Mișcarea este rectilinie sau curbili- 
nic, după cum tracctoria sa este o linie dreaptă sau curbă. 

V Poziţia: unui punct M pe ira- 
ectoria sa (Fig. 33), este o cunoscută, 
dacă se știe lungimea arcului 0M =s' 
socotită dela un punct fix Qal cubi 
numit originea spaţiilor. Punctul M 

(0) E va fila dreapta sau la stânga lui 
O, după cum lungimea arcului OM este un număr 
pozitiv sau negativ. - 

« 
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Socotind timpul t dela o. origine dată, să presupunem - 
că M (Fig. 33) este poziţia mobilului Ia timpul f pe traec-' 

“toria sa. Cum la altă valoare a lui £ corespunde o altă 
poziţie determinantă pe curbă (tracctorie), după o 
lege anumită, rezultă că spaţiul s=0M descris de mobil 
este o funcţiune f(() de timpul î. Relaţia s=/(D se zice 
ecuaţia mișcării mobilului pe traectoria, sa. Această 
relaţie ne arată cum se mișcă mai repede sau mai încet 
mobilul pe curbă la diferite momente, şi nu are nici o - 
legătură cu forma curbei, care poate fi linie dreaptă sau . 
o curbă așezată întrun plan, sau curbă strâmbă în: 
spaţiu. De aceea vom presupune Că: mișcarea repre- 
zentată de ecuaţia s = f() se face o linie dreaptă. - 

132. Sehimbarea originei spaţiilor. Schimbarea originei . 
timpurilor. Este uncori nevoe de a schimba originea. - 
spaţiilor, adică cunoscând poziţiile diferitelor puncte- 

în raport cu.origin6a-0 de pe traectorie (linia dreaptă, 

axa Os) (Fig. 34),.ne propunem-a calcula poziţiile acc- 
lorași puncte față de altă | 
origine, altpunct O'altra- 0 0 fn s. 
cctoriei luat ca nouă ori: a 
gine. Este evident că trebue 

a cunoaște poziţia punctului O' în raport cu punetu 0, 
adică trebue să știm lungimea 00'=d. | 

Să însemnăm cu s=0AM abscisa- punctului M în ra- 

port cu originea O şi cu s '=0'M abscisa aceluiași punct 
în raport cu originea O'. Avem - 

"001=00'-+0'M, s=A+s, s=s—d, 

adică abscisa unui punct M în raport cu noua origine 
O' este egală, cu abscisa lui. M în raport cu vechea ori- 
gine O, din care se scade abscisa origini cea nouă în 
raport cu cea. veche. | 

Şi pentru timpuri este uneori-nevoe a. schimba ori-: 
ginea.: Raţionând la fel, se vede că, însemnând cu LĂ 

Fig. 34, 

N Asramescu = Algebră cl. VII. ed. 1 —3 Ş u
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epoca (timpul) unui eveniment socotit dela o origine . 
O și cu t' epoca: (timpul). aceluiaşi eveniment socotit 
dela o origine nouă O”, a cărui epocă în raport cu ori- 

.ginea O' este lo, 'se vede că i a 

Sol, Votat | 
adică epoca /' a unui eveniment în raport cu 'noua ori- 
gine, este egală cu epoca sa-t în raport cu cea. veche, 

„micşorată cu epoca , a originei cea nouă în raport cu 
cea: veche; De.ex., dacă socotim orâle dela 0 la 12, când 

- zicem că este ora 7-seara, înseamnă: că socotim timpul. 
dela amiază când este ora 12, și au trecut 7 ore, iar când 
„măsurăm timpul dela miezul nopţii (când este ora zero), 
atunci avem ora 7-+12=19 ore, au trecut 19 ore; deci 

- 7=19—12, unde 1=19, =7, t9=12. Sa 
133. -Vitesă. Să considerăm mişcarea s=f(D) ce se face 

pe dreapta Os (Fig. 39) şi fie M, şi M, poziţiile mobilului 
la timpurile. î, şi fs (î3>(1),. adică - e 

* OM, =s.=f(,), OM===s=](l3). 

Spaţiul descris de mobil în timpul tt, este O0M,— 
OM =AMa Mi Moss). 
“Se zice vilesă, mijlocie în timpul î-—4,- raportul - 

„Sas, _ II) ȘI 

lata bt. 
adică raportul dintre spaţiul descris şi timpul în care a. "fost descris, - 

Vilesă la momentul î. Dacă M şi MP (Fig. 35) sunt 
i EV poziţiile - mobilului: la mo- | Sie 5 . mentele tşi t-i Ab, spaţiul 

3 ” descris” de mobil în timpul „ Tis: 35. IAA, -este MM'= OM'—O0M =f(t-HAD—-f(b =Aş, „Să ducem pe :0s, în- cepând dela M, şi în sensul AM! o lungime MV egală cu 
.. ?
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As As. d iara 
27 Vectorul îi este vitesa mijlocie a mobilului M în 

intervalul de timp At. Presupunând că At tinde. către 

zero, și că funcțiunea j(î) admite o derivată în raport cu î, 
„atunci vitesa la" momentul t este dată de pelația 

 KtrâD— 10 po, 
vin ———ap i At 

„adică vitesa este derivata spaţiului î în "raport cu timpul. 

In cazul mişcării rectilinii, vectorul vitesă este în- 

dreptat după dreapta pe care se face mișcarea, în sensul 
mișcării. În mișcarea unui mobil M (Fig. 33) pe o curbă 
(C), M fiind un punct infinit vecin de M, vitesa este Ji- 

, ds ” 

Ar: adică — d: 

tangenta în M la curba (0), asttâl că vitesa MYV în acest 
„caz este îndreptată, dealungul tangentei în M [la traee- 

- torie,. în sensul arcelor crescătoare. 
„> De ex., în cazul mișcării s=21+3, vitesa v la Mo- 
mentul t este egală cu. p=—2. Pentru: s=at+b, a'și:b 
constante, v=a. Când s=3t—5t4-2; vitesa v=614—5, - 
i, Mişcare uniformă este aceea în care : vitesa veste. - 

constantă. - n - ” | 

"I.:Dacă v=const., pantru a găsi ecuaţia mişcării s= =f(0, 

trebue să căutăm 'o funcţiune a cărei derivată în raport 

cu timpul să fie -o constantă UĂ Această funcţiune de 1 

este 

mita raportului 

„10= Vt-FSo, 

| __So fiind o constantă, de oarece derivata ei în raport cu . - 

timpul este v. Deci. ecuaţia mişcării uniforme este 

s= VitSo 

0 funcţiune liniară (de gradul. întâi) i în. raport cu tim-, .- 

DU 

„ Dar MM" tinde către |
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" Făcând pe t=0, adică socotind spaţiul la originea: 
timpului, avem s=s9; deci so din ecuația mișcării este 
spaţiul la. momentul iniţial, iar dacă M, este punctul 

"cu abscisa 0Mo=s rezultă că. M, este poziţia punctului 
pe traectorie la momentul iniţial (originea timpului). 

Coeficientul v este vitesa în această mișcare uniformă. 
Considerând poziţiile M, Ș Me a mobilului la momen- 
tele d şi to, avem 

OM, 50-59, 
  

OM, =, =ul, +-So - 

de unde urmează 

  

m.M, 
it = v=const., 

adică raportul dintre spaţiul descris M, Ma. şi: timpul 
ia——l, în care a fost descris este constant şi egal cu vitesa v, 
deci în- mișcarea unilormă în timpuri egale se 'descriu - 
spaţii egale. Sau vitesa este cantitâtea cu care crește 

“spaţiul în unitata. de timp. 
Ecuația redusă a mişcării uniforme. Ecuația s=ul-Fs9 

se poate scrie s—so=vl. Să luăm ca origine a. spaţiului 
poziţia mobilului la momentul iniţial t=o când spațiul 
este egal cu sa. Insemnând-cu S şi. T spaţiul şi timpul î în . 

"raport cu aceste origini, avem 

S=5—s5o T=i, ' 

astfel că ecuaţia mişcării uniforme în raport cu aceste 
noui. origini este 

| „S=uT, | 

sau cu aceleași litere s-şi'(; se poate scrie s==vf.: 
II. Diagrama spaţiilor. Diagrama vilesei. . Se .poate
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“urmări cu ușurință o mișcare, dacă se face reprezen-.: 
“tarea grafică a ecuaţii mișcării, care se zice diagrama 
spaţiilor. 

135. Bzemple. 1. 5=24—3, Luăm două axe perpendiculare ot şi Os, şi o 

- figurăm valorile timpului £ pe axa Of, reprezentând o secundă printr'un 

- centimetru: Valorile spaţiului să le figurăm pe axa Os, reprezentând . 

un metru printr'un centimetru. Pentru construcţia Qreptei reprezen- 

tată de ecuaţia s=2(—3, facem întâi (=0, şi găsim punctul B(0, —3) 

(Fig. 36) unde tae axa Os; făcând s=0, avem punctul A(0) unde 

tae axa Of. Diagrama spaţiilor este dreapta AB. 

Această reprezentare ne - 

înlesneşte studiul mişcării, 

permiţând să determinăm 

_grafic . spaţiul descris de 

“mobil la un moment dat.. 

De ex., la timpul t=3 sec, 

spaţiul este s=CD=3. 

Diagrama viteselor este 
dreapta reprezentată de 
ecuaţia v=2. Figurăm vi- 

tesele , pe axa. Os, repre- 

" zentând vitesa de 1m pe 
secundă, 1m/s, cu un centi- 
metru... Diagrama vitesei 

este dreapta EV (Fig. 36) 

paralelă cu 0t, In triunghiul 

  

  

  
Fig. 36. 

ACD, avem CD=3, AC= OC—04A= =3—1,5= 1,5, 

CD=ACtgCAD, 3= LStgCAD, tg CAD= 

” ceeace trobuia, căci 2 din ecuaţia s=2/—3 a dreptei AB este coeti- : * 

cientul unghiular sau panta acestei drepte. Deci tangenta unghiului 

“CAD, sau panta dreptei AB, se exprimă prin acelaşi număr ca şi vi- 

tesa v a mobilului. - . - 

2. Să se studie:e, cu ajutorul dicgraimelor, mişcarea a două aulomo- 

bile cafe parcurg aceeaşi linie dreaptă cu vilese constante de 60 km. şi. 

40 km pe oră. Distanţa dinite ele la momentul inițial esle de 25 km. 

Să se determine! grajic momentul întâlnirii lor şi spațiile parcurse. de 

- țiecare din ele, ” 

Fie O (Fig. 37) staţia în care se găseşte “primul automobil, la mo- 
a
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mentul! iniţial şi O' staţia unde se găseşte al doilea automobil la ace- 

laşi moment, Luăm originea Swaţiilor în O şi sensul pozitiv al axei. ! 

dela O Ia O” (Fig. 37). - 

  

  

  

PO 2 
- aa 9 O, 2 

o O_ _ o 

NO 9 « 9 | z 
  

” Tig. 37. 

Deosebim în problemă patru cazuri după direcţia în care se mişcă 
„cele două automobile. Sta indicat prin săgeți pe figură aceste sensuri. 

10 in cazul întâi, ecuaţia mişcării primului automobil este z==601, 
însemnând prin z spa îul; mişcarea celui de al doilea automobil este 
dată de ecuaţia y=25—404, y fiind spatiul. Pentru a construi 

Ă , diagrama spaţiilor celor două automobile, 

s "reprezentăm o oră prin un centimetru 
---7A6I,6) > „şi. 10 km prin un centimetru. Diagrama 2 

- primului automobil este dreapta OA 

(Fig. 38) ce trece prin originea axelor. 

şi. prin punctul A(1,6). Diagrama celui 

de al doilea automobil este dreapta 
"CD ce trece prin .punctul C (1;—1,5) 

şi_D(0;2,5). Coordonatele punctului 1 

1 . [- ” 
(2: 15) de intersecţie a celor două 

drepte z = 604, z = 25—40, ne-dă mo-   

  

- N ÎN . 
mentul l= oră şi distanța z=15 km 

Fie. 38. 

de întâlnire a celor două automobile. Tabloul 'ce urmează rezumă 

mişcarea automobilelor. 

  

. Da 1 a | 
t —00 ÎN 0, Z | „+oo 

z |—oco mişcare . 0 . 15 directă +00 
  

  

y | +oo mişcare  - 25 15 retrogradă —oo



„167. 

20 In cazul acesta ecuaţiile de mişcare a celor două automobile sunt 

" z=—604, :y=25+4-404 :Se observă numai decât că dacă în aceste 

ecuaţii punem î== —t' ele devin identice cu ecuaţiile din primul caz, 

Deci cazul 10 şi 20 diferă numai prin sensul în care a fost socotit tim- 
pul. De ex., în acest caz automobilele s'au 

1.: 
întâlnit la timpul i= Z ore în punctul de-       

P- = /Ctiu es) părtat cu z=15 km. Diagramele aceştui caz se . 

deduc din cazul întâi luând Ol ca sens negativ. . 

30 Ecuațiile de mişcare în acest caz sunt 
'z=604, y=25-+40t. Diagramele le figurăm păs- | 
trând aceeaşi scară ca în cazul întâi. Diagrama 

mişcării primulul automobil este acceaşi dreaptă 

OA caîn cazul 10 (Fig. 39). 
Diagrama mişcării celui de al doilea auto- 

mobil este âreapta CD ce trece! prin punctele 

- C(1;6,5) şi” D(0;2,5) (Fig. 39). Punctul de 

întâlnire (1, 25 ; 7,5) al dreptelor diagramelor. ,   „2606, z= 254-404, ne "aă momentul (= 1 

ore şi distanța =75 xn de întâlnire a celor Fig. 39. 

două automobile. . : . ÎN 

Tabloul ce: urmează ne rezumă mişcarea. - 

1 

  

  

00 o. | o, Sua Z + 

z | —co mişcare. 0 75 directă +09 

__y | —oo mişcare 25 | 75 directă +co 

40 In acest caz mişcarea este dată de ecuaţiile 2=-—602 y=25—40t . 

Cazul acesta se reduce la cazul 30, în acelaşi mod, cum am redus cazul 

2 la "cazul 10. | . „. 

- 83. Un tren pleacă din stația O: către staţia O! la: Dea ore. Un al doi-. 

lea tren pleacă din O” către O cu c oră mai târziu decât prirhul tren. 

Ambele trenuri au o mişcare uniformă, primul parcurgând, distanța 

00'=90 Hm în 2 ore şi'al doilea în 3 ore. Să se afle ora 'de întâlnire 

a celor două trenuri. Să 'se reprezinte diagramele de mişcare. Se ia dreapta 

00* ca axa Oz originea fiind în- O şi sensul pozitiv dela O către O”. Se ia 

” deasemenea originea timpului în momentul plecării primului tren. Timpul 

îl. socotim în ore şi spaţiul în kilometri. Mişcarea primului tren este dată
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de &cuaţia X==451, căci la momentul zero el se găseşte în O, iar vitesa lui 

„este 45 km'oră. Ecuația mișcării trenului al doilea este y=—301-+-120 - 

. căci cl are vitesa 30 km/oră, iar pentru (=1 .avem y=90 km, Intâl- 

” 8 
nirea celor două trenuri este dată de 151=—-301.4120 şi este la => 

, „ore 36 dela piecarea primului tren. Ora de întâlnire este deci 

ore: 

147 | 10ră 36m = 15% 51, Pentru a construi diagramele, vom 

reprezenta o oră prin un centimetru şi 10 km prin ilcm. Diagrama 

„primului tren este dreapta OA (Fig. 40), care trece prin punctul: 

- “A (154,5). Diagrama trenului al doilea 
este dreapta BC care trece prin punc- 

tele B(4 ; 0) şi C(1 ; 9) Coordonatele punc-= 

s 

8 
tului (2:72) ne dau momentul şi 

distanla întâlnirei trenurilor. | 

4. Un mobil M plecând din O se 

mişcă uniform pe dreapta Oz (Fig. 41) cu 

vitesa 4 m/s. Un alt mobil N pleacă din 
-“0, în aceluşi timp cu M. Ce tracctorie 

reclilinie irebue să descrie acest mobil 

peniruca meryând cu o mişcare uniformă 

să inldlnească mobilul M. Vilesa lui N 

este egală cu diagonala palratului construit 

pe vitesa lui M. Se dă distanța 00,=. 

: Fig. 40. NI 24 m şi unghiul 0,0x= 450. Fie OA 

. - * (Fig. 41) traectoria sui A. Această Lraec- 

„torie va fi determinată dacă vom cunoaşte unghiul 0OA=g. 

Insemnând cu ( timpul când cele două mobile ajung în A, avem OA= 41, 

O, OA =4y/24, căci mobilul M are vitesa 

4 m/sec, tar N are vitesa 4/2 m/sec. 

iu triurghiul OO,A avem egalităţile 

  

  

OA OA -00, 
sin Sîn450 sin (a +45)” 

  

    Primele două rapoarte ne dau înlocuind - 

a peOA şi OJA cu valorile lor 

1 V2 
sine  sin450”



| 

sin450 1 
de unde.sina = =—, deci a=300. N trebue să meargă pe tra 3 

Vp 2 
cctoria OJA care face 30 cu 00, pentru ca să întâlnească pe M. Din. 

egalitatea . 

OA 00, 
sine N sin (a +450) ! 
  

deducem înlocuind mai întâi pe OA şi 00, cu valorile lor in funcţie: 

de timp 

o xaXsin750 sin750. * 

Insă avem sin 750 ==sin (4594300) = sin 450cos 300-ţ-cos 450sin 300= 

VE ve 1 
222 2 aja 

Deci i=3/2 /3—), se găseşte aproximativ 1=3 sec. 

136. Graficul mersului (renurilor. Graficăle căilor ferate, 

sunt diagramele mișcării trenurilor. Mersul trenurilor | * 

care circulă pe o linie, fie la, dus, fie la întors, în 24 ore, 

„este reprezentat cu un grafic. Figura alăturată este un 

extras al liniei Cluj— Oradea. o. 

Timpurile, care sunt luate ca abscise, au ca unitate : 

“de durată 10 minute, şi spaţiile, luate ca ordonate, au 

lungime dela 10 la 20 km. Originea spaţiilor este staţia i 

Cluj, aceea a timputilor ora 24 (miezul nopţii) sau 0: 

(zero). A doua coloană. indică stațiunile, iar: prima 

kilometrii socotiți dela Cluj... “ | a 

Mersul “trenurilor este socotit uniform între fiecare 

staţie; opririle în gări sunt figurate cu o paralelă la 

axa: timpurilor, a cărei lungime arată durata opririi. 
(- 

- Graficul considerat reprezintă mersul a 4 trenuri Cluj— ă 

Oradea, două dus, două pentru întors, mișcarea trenului . 

fiind presupusă uniformă între staţii. Pentru trenul 

Nr. 43 Cluj—Oradșa, dăm orariul î în tabloul alăturat. 

169 

24 | 3 | | . . 

.
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Staţii _| Distanţa | Sosire | Oprire | Plecare 
Ă în Km. [Ore min.| min. : IOre min. 

Cluj... — — 5 
| Mi |: ă 

Nădăşel ... ... — 5: — 5s2 
375 | | 

Huedin ........ — 6» . 1 Gu 
i 22,6 - , 

Ciucea ...... — ŢI. 7 mit 
a 20,7 , 

Bratea ........ —. 3. 6 Țit 
” 13 - | 

Vadul Crişului ..... —- 8 — 8 
- 36,9 

Oşorhei -. ... | — | 8% 2 - si: 
E Ps 5.9 . ii ” . 

Oradea Veneţia .. . —- 8: - — 8% 
| 3,6 - 

Oradea ....... — 8               

137. Exerciţii. 1. Un tren pleacă din Bucureşti la 20 ore 50m și 

ajunge la Cluj la 8 ore 20 m. Ştiind .că distanţa parcursă este 502 km., 

să se calculeze vitesa mijlocie a „trenului, în kilometri pe oră şi în 

metri-pe secundă. 

2. Un punct mobil parcurge pe fiecare secundă o distanţă de 25 mm; 

la momentul de când începem să socotim timpul, el se găsea la 9 m 

depărtare de un punct fix. Să se găsească distanţa mobilului după o 

oră, distanţa socotită dela acelaşi. punct îix. 

R. x=atol, a=9, v vitesa, semnele + şi — _ corespund la cele 
două sensuri ale mişcării. In cazul considerat, = 9225, 60.60, 99 m sau 

— 31 m, după sensul mișcării. N . 

3. Intr'o mişcare rectilinie uniformă un punct mobil se găseşte, la 
momentele î, şi î, la distanţele Z, şi 43 de un punct ţix O depe dreapta 
parcursă de mobil. Să se afle vitesa şi ecuaţia mişcării. Aplicaţie t„=1 sec., 
i2=5 sec,:24=2 m, xp=20 m. să se figureze diagrama mişcării. 

R. Ecuația mişcării este de îorma = zor; avem z=zg+oh, 

  

Lot zalz— Tata 2 =zotole de unde p= RET to = Tu (t2— i azi 2—Xoly+ 

18 
(zp—zil Pentru datele numerice v= II =4,5m[sec. ; L==4,51—2,5. Se 

construeşte: dreapta 2=4,51—2,5,
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4. La ce interval de timp trebue să lansăm unitorm şi rectiliniu două 

mobile dintr'un punct A, pentru ca ele să ajungă deodată la distanța 

a de acest punct, ştiind că vitesa primului mobil este' de 3 ori mai mică _ 

decât vitesa v a celui de al doilea. 

R. Se calculează "timpul în care parcurge fiecare mobil spaţiul 

a: diferenţa dintre 'aceste timpuri este intervalui de timp cerut 

a a 2a ” pt. 
(sa . 

v v v 

3 

5, Un mobil pleacă dintr'un punct A cu vitesa de 5 cm/sec. După 

10 minute pleacă din acelaşi punct A un al doilea mobil, care ajunge 

„pe cel dintâi după 2 minute. Să se afle vitesa mobilului al doilea. 

„_R. Il ajunge pe cel dintâi după 12 minute, care face drumul 

s=0.05 x 12X 60 metri. Cel de al doilea face acest drum în 2 minute sau 
. Ss . 

120 sec. cu vitesa p= —— = 0,3 metri/sec. 
120 

6. Să se studieze şi să se figureze diagramele mişcărilor definite de 

"ecuaţiile z=214—3, z==l, z=—3142. “ 

_138. Acceleraţia. Mișearea variată. Am: văzut că în 
mișcarea s=f(î), vitesa este-v=f'(1), adică derivata spa- 
ţiului s în raport cu timpul î. Vitesa.v fiind o funcţiune 
de î, dând timpului lo creştere ât, vitesa va avea o 

Av 
creștere Av.. Raportul + dintre creșterea vitesei și crește- 

rea timpului se zice acceleraţia mijlocie. . Acceleraţia la 

momentul î este limita raportului dintre creșterea vi- 

tesci şi creșterea timpului, când creșterea timpului tinde 
către zero. Notând cu-Y acceleraţia, avem 

„Av dv 
7 =limp = TE 

adică acceleraţia este derivata vitesei în raport cu 
timpul. Cum vitesa v este derivata întâi a spaţiului în 
raport cu timpul, urmează că acceleraţia este derivata 
a doua a spaţiului în raport cu timpul f, 

Di re PO.
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- Exemple. 1. s=0gt4-so. Avem D=s=0p qui =s!= 0. 

Deci, în mişcarea uniiormă acceleraţia este zero, - 

2. s=al2+-bl-+-c, a, d. e fiind constante. Avem 
. 

D-=3 "=2at+b, + =0'=2a= const, 

Această. mișcare unde acceleraţia este constantă se 
zice uniform variată, căci vitesa v=2al4+-b variază pro- . 
porţional cu timpul. Acceleraţia este cantitatea cu care 

„„ variază vitesa în unitatea de timp. 
„+ 199. Mişearea uniform variată. 1. Pentru a găsi ecuaţia 

” mișcării uniform variate, în care accelerația este con- 
“stantă, şi egală cu-y, să calculăm mâi întâi vitesa v. 
și apoi spaţiul s. Acceleraţia fiind derivata vitesei v în. 
raport cu timpul î, vitesa v este o funcţiune de f, astiel 

_Că derivata ei să fie egală cu y, deci 

(DD So 
vo fiind o constantă. In adevăr, derivata acestei fune- 
ţiuni în raport cu t este y. Presupunând că facem i=0, | 
atunci v=vg este vitesa mobilului la momentul iniţial. 
Deci: constanta Vo din (1) este vitesa la momentul iniţial, 
1==0. 
„Pentru .a găsi spaţiul 's, în funcţie « de timp, ştim că 

„__vitesa v este derivata spaţiului s în raport cu t. Deci s 
este o funcţiune de î, a cărei derivată este expresia (1) 

„- Yizkuy. Această funcțiune este 

2 

P) S=Y 3 Foobso 
| pe 

- So fiind o constantă, căci derivata sa este 27 volvo: 

Deci ecuaţia mișcării uniform variate este dată „de 
relaţia (2) 

p 

s=T 3 FVol-A+-So-



2 
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„Făcând 1=0, se: vede Că Ss=so adică So este Spaţiul 
0Me (Fig. 42) la mo- . 
mentul inițial, care dă : Mo Mi N 

„poziţia Ma, a punctului 9 A T 
_M la momentul inițial - a. Fig, 4. 

__ „(originea timpului). - 
 Vilesa în această mișcare este -dată- de (1) 

Ar 
s 

V=Vt-tvo 

Și este figurată cu vectorul M V (Fig. 42), având că 

origine mobilul .M la momentul considerat şi dirijat în 

sensul mișcării, dealungul traectorii rectilinii. Aceasta 

este o caracteristică a mișcării rectilinii, că vitesa la 
orice moment este îndreptată dealungul traectoriei. 

- Acceleraţia este y și este reprezentată de vectorul. 
MT (Fi ig..42) așezat. pe traectoria mobilului. - 

'Tn general, s=ak2+5t +e este ecuaţia unei mișcări | 

e uaiiia îi - a , l 
uniforme variată, şi se vede că în această ecuaţie a=5% , 

b= vo c=So, care dau. acceleraţia Y”, vitesa Vo şi spaţiul 59 
la momentul iniţial t==0. Vitesa este v==2a(+-b, iar ac- 

„celeraţia este y=—2a. 

140. Nelaţia dintre spaţiu şi vitesă în același moment. 

- Ecuația (2) a mișcării se poate scrie 
. . ” t - 

ae pl Dj Vo2 
ss Vip — , gre) ee 

Şi notând cu st So, această ecuaţie. devine 
B Ă | 7 , , . . „i 

IER - 1 2 
(4). 5 sr (ere) 

po 

- Vitesa v. este v=yt-vo care se Doate scrie



(5) = (22) 

de unde | , 
by v 

pt + 
a | DV le Inlocuind în (4) pe + cu 7 avem Sept N 

6 D*=—2y (s—s.), | 
„care este relaţia dintre spaţiu şi vitesă în același mo- 
ment. Sa Sa 141. Ecuația redusă a mișcării uniform. variată. Vitesa | ) 

fiind dată de (5), se vede că se ănulează când t2-0, - 

„de unde =. Să însemnăm ci Li = — momentul 

cână vitesa este nulă. Spaţiul s în acest moment este 

dat de (4), unde facem - şi avem s—s,=0, sa 

| = grkS Atunci ecuaţia (4) se poate serie 
. , IE ÎN 1 ( re E . 

s—s,=zy(i—Ll. | 1 37 a Ş | 

Să luăm ca origine a timpului -momentul 1, când 
vitesa se anulează și ca origine a spaţiului poziţia mo- - . 
bilului la acest moment când spaţiul este s,. Insem- .. 
nând cu 7 şi S timpul și spaţiul în raport cu aceste rioui 

- origini, avem i 

| Tot. S=s—sy . _ 

astfel că ecuaţia mișcării în raport cu aceste noui origini. 
„este redusă Pi a A:



E | a 
Se Si „Soare 

"Sau, întrebuihțând tot s şi i în loc de- S şi 7, ecuaţia 

redusă este 
lo 

a = | 

"iar vitesa este v= ut. - 

Subt aceste: forme, se vede: că vitesele sunt propor- 

ționale cu timpurile, : iar spaţiile proporționale cu pă- 

- tratele timpurilor. Se mai vede că, în aceste forme re- 

duse, relaţia dintre spaţiu şi vitesă este p2=27s. 
142. Mişeare  reetilinie uniform accelerată și unilorm : 

întârziată. Se zice că. o mişcare este accelerată sau în- . 

târziată, după cum vitesa. crește sau descrește, în va- 

” loare'absolută în raport cu timpul. 

„ Expresiunea vitesi fiind - 

portat n 

se vede « că se anulează când t=l şi semnul stiu , depinde 

de factorii y şi t—l. Distingem două cazuri. 

7 +19 Dacă 7>0, avem tabloul alăturat. In acest caz A 

se vede că înainte de timpul n, vitesa este: negativă, se 

  

  

  

  

(| co i % 

pi +. +. 

- tt) — 0 RF 

v=y (i—)|_— 0 -+ 
DY — î   

apropie -- de zero, deci ;descreşte în valoare absolută, 

„este. mișcare “întârziată. După î,, vitesa v este: pozitivă, 

„creşte şi deci creşte în . Valoare absolută ; este mișcare 

accelerată. . 
Se “vede că, înainte 'de.î, când vitesa descrește în 

4
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valoare absolută, produsul vy<0, iar după î, când 
"viteza crește în valoare absolută, produsul vy:>0. 

. Deci, vitesa creşte în valoare absolută, avem mișcarea 
uniform accelerată, când produsul vy >0;- din contră, 
vitesa descrește în valoare absolută, avem mişcare uni 
form întârziată, când produsul 'vy<0, - ” 

20 Dacă y<0, avem tabloul următor. In acest caz, 
se vede că înainte de î, vitesa este pozitivă, se apropie 

  

  

  

    

b— ce | i - - 

E — 0 în ni 

v=y (1—l) + 0 — 
vY —. 0 - + 

de zero, deci descrește în valoare absolută produsul. 
wY<0; după 4, vitesa este negativă, porneşte dela 
zero, crește în valoare absolută, produsul vy >0: Să 

Deci, şi în acest caz, mişcarea este uniform accelerată, 
sau uniform întârziată, după cum produsul val vitesei - 
cu acceleraţia, este un număr pozitiv sau negativ. 
„Aşa dar, o mişcare uniform variată este accelerată sau - 
întârziată, într'un interval, de timp, după cum în acel - 
“interval produsul vy al vitesci cu „acceleraţia este un. 
număr pozitiv sau negativ; sau. după cum vitesa și 
acceleraţia au același semn sau semne contrare. - 
“In cazul mișcării uniform accelerată, valoarea absolută 

a vitesei creşte cu o cantitate constantă în unitatea 
de timp;- în mișcarea uniform întârziată valoarea 
absolută a vitesei descrește. | Ia 
-Vectorul accelerației de mărime Y este îndreptat în 

„sensul: vitesei sau al mișcării dacă este uniform acce- 
lerată, sau în sens contrar dacă mișcarea este întârziată. 

Un exemplu de mișcare “uniform acceleraţă. este că- 
derea corpurilor | la suprafaţa pământului. Creşterea 

.



, 

AI , „ud. : în raport cu timpul, | adică > ==. 
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vitesei, adică acceleraţia (zisă a gravităţii) este de 98m 
pe secundă la Bucureşti. 

143. Diagramele mişcării uniform aliate. Diseuţia 

mișcării. Se ştie că faţă de: două axe perpendiculare Oz 

şi - Oy, ecuaţia y= = aa2--bre reprezintă. o parabolă, a 
cărei așezare. dep'nde de s:mnul lui a şi de realitatea 
rădăcinilor ecuaţii: ar2+br+c=0, "care. corespund 

_punctelor de intersecţie ale parabolei cu axa 0, * 

In cazul mișcării uniform variate, diagrama mișcării 
este parabola reprezențată, de 'ecuaţia „mișcării 

7 y 

(D 5 = 3 P-toat-ts ia e 

în "raport: cu- axele de. coordonate perpendiculare - ot 

(axa timpurilor) şi Os (axa spaţiilor) (Fig. 43). 
Pentru a o construi și discuta mișcarea, să luăm de- 

rivata în raport cu timpul't a funcţiunii s definită de 
„ecuaţia (7) şi avem 

ds 
„ dr =s P=loo.o V= at Do | 

, 

v fiind vitesa.  Accelerația. mişcării este derivata vitesei ' 
7 

Distingem două cazuri după cum y este pozitiv sau 
negativ. LI. y<0. 10 Diagrama. mişcării este curba re- 
prezentativă a luncţiunii 9. Cum derivata acestei func- 

, ” , Vo 

ţiuni se anulează pentru. [1-+vo=0 „ l=— se vede 

-. 

Do RES 
că dacă t variază dela —co la:— —» atunci derivata 

| v N 
plug | -( —)] are semn contrar cu Y, adică: 

semnul 1; deci funcțiunea crește.. Când t variază dela 

N. Abramescă — Algebră el. Vile ed. Îl. — 3 DI E 2
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—— la --oo, derivata are același semn cu Y, adică 
  

semnul —; deci funcțiunea s descrește. Așa dar, pentru . 
- V , , Ă LE | a j , „ - 

| Pa funcțiunea s este un maximuin, a cărui valoare 
Y.: E . , E 

” s6 obține. înlocuind în (7) pe t cu —Ț şi este 

Lo po PR pi 
- (=) Fm) ses 

  

„Fie DFig. 43) punctul pe axa O! astfel ca 0D=—-; 
a o pe - perpendiculara 

“în D'pe Of să'luăm 

fiecare valoare a lui 
-1=0Q corespunde . 
din .(7). o valoare 

“pentru s=QP. 
Punctul :P astfel! 

„construit descrie 
„. curba (parabola) re- 

prezentată de (7) 
și anume (Fig. 43) 

      

  

pentru valori ale lui mai mici ca —- descrie ramura 

„ BAF, iar pentru valorile lui £ mai mari ca —p descrie 
„ ramura FC. F este. vârtul parabolei. Această parabolă 

este diagrama mișcării. Are concavitatea (partea des- 
chisă) către direcţia negativă a axei Os. Punctul A .. unde tae axa Os corespunde lui !=0, iar valoarea lui s . dată de (7) pentru 1=0 este s=sg. Deci OA =soeste spaţiul
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la inomentul iniţial 4=0. Punctele B şi C unde parabola - | 
- tae axa Ol- corespund la valorile lui î pentru care s=0, - 

ziaru, care sunt reale dacă. 

PLN D920: N 
Dg2— —y — — - 0 ; 

4( 5) >0, =: e) 
cum 1<0, 030, deci - sunt reale. dacă” 

„Vo? 

Vo 2 

“Ceea ce trebuia, căci i soţie = DP (Rig. 43, adică 

trebue ca acest maximum al lui s să fie pozitiv, “punctul 

F deasupra axei Ol. 

Când vârlul, F al parabolei. este dedesubt, adică . 

- DF 59 — -<0, parabola ni mai tae axa Of, este . Aşe- 

” zată subt.axa: ot. 

Scriind ecuaţia mișcării “supt. forma (3), 

E ge a 
| Vo 

să înlocuim pe tcu valorile EH ste corespun-. 

zătoare punctelor. Q'- şi Q (Fig. 15) de pe Ol simetrice 

faţă de D. 

„Obţinem. pentru s aceeaşi valoare 
1 2 
STIE — ge so a 

Și cum 7<0, urmează că zm<0, deci această valoare IN 

- este mai mică “decât tars Aşa dar, ordonatele. QP 

şi QP corespunzătoare sunt. egale, deci curba (dia- . 

grama) este simetrică iaţă de dreapta DF (Fig. 43).



180 “ 

Diagrama vilesei v=—yt--vgeste dreapta V'V (Fig. 43), 

care tac axa Oi în punctul D corespunzător lui = 

panta (coeficientul unghiular) dreptei V'V este egală 
cu Y, adică face cu Oi unghiul «a, asiiel că tga =. : 
Cum panta Y<0, dreapta V'V scoboară. | 

Diagrama” accelerației este . dreapta IT, (Fig. 43), 
paralelă cu O, la distanţa de O egală cu Y<0. A 

Discuţia mişcării. Diagrama ne arată cum variază 
spaţiul, care este reprezentat prin ordonatele QP ale 

„acestei curbe. Să ducem dreapta SOS' (Fig. 43) paralelă 
cu Os și-fie Mo M, M, punctele ei de intersecţie cu 
paralelele din A, P, F, la Of. Dreapta SOS” figurează 
traectoria. Spaţiul la momentul iniţial (=0, este OA= 
OMo, deci My este poziţia mobilului la momentul inițial. 

„Când timpul crește, curba: diagramă se urcă dela A 
către F, ordonatele curbei cresc, spaţiul s crește, mo- 
bilul merge dela Mg la M și ajunge la distanţa cea mai - 

mare OM,=DF, când: ==. Din tabloul alăturat se 

vede că până la acest timp, vitesa v este pozitivi şi 
descrește până la 0, acceleraţia Y<0, deci v și Y.sunt de... 
“semne contrare, produsul vr<0, așa “dar mișcarea este 
întârziată. a 

  

  

  

  

    

| | pe: 
pl — — — 
o | E i + 0 — 
»y_| , — — + 

x Ea 2 
s —xo A. sg: A sp—2 N o | 2y 

Mişcarea - |. . întârziată „| accelerată 

Timpul crescând dela valoarea ——, ordonatele dia-
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gramei descresc, spaţiul. s se micșorează mobilul se în- 

toarce îndărăt, dela M, către-0O, mișcarea se face în 
sens contrar celei: dintâi ; vitesa v<0, şi descrește, acce= . 

leraţia Y<0, deci de același semn cu v, produsul vY >0, 

așa dar mişcarea este accelerată. 
Inlocuind în valoarea vitesei v=yt-koo : pe timpul l 

Vo "Vo 
„cu ——+k şi 00 ke corespunziitoare la momente si- 

Y Y . , 
D 

metric aşezate ai de momentul —7 se obţine pentru 

v valorile 

(otet | a]roa= —rk, 

care sunt egale şi de semne contrare. Dar, am -văzut că 

pentru aceste valori ale lui t spaţiile 'crau egale, adică. 

- mobilul trece de două ori prin același punct M al traec- 

toriei SOS' (Fig. 43), odată când merge către M, apoi 

când se întoarce îndărăt. Deci, la cele două treceri ale, 

mobilului prin același punct al traectoriei; vitesele 'sunt 

egale și de semne contrare, mobilul are aceeaşi vitesă în! 

valoare absolută. 

144. Cazul II. Y>0. Diagrama mişcării este curba 

| reprezentativă E i eleraba | r, 

(Fig. 44)a func oo 

ţiunii i 

v* [2|S 

  

Ma | | - 
= —Yy824+vo9t+ So. s 27 ok i So 

Derivata este 

p=țli+uvy se. 

anulează pentru : 
7 7 7 

V a 
b=— Dia- 

    
  

Fig 44 

_ grama viteselor feste dreapta VV' reprezentată de *
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ecuaţia v=Yl++-vy, care se urcă în Sus, căci panta (coefi- 
cientul unghiular) este. Y >0. Diagrama acceleraţiilor 
este dreapta IT, paralelă -cu 04, deasupra axei -0Ol, 

depărtată de O cu Y>0. Traectoriă e reprezentată prin 
„dreapta SOS paralelă cu Os. La momentul iniţial (==0, 
spaţiul este OA=s, M, este poziţia mobilului la mo- 

mentul iniţial. Când timpul crește, diagrama spațiilor 

| coboară, spaţiul s descrește, mobilul: merge dela M, la 

Mas e care corespunde la distanţa cea mai mică (minimum) | 

Do 
OM,=DF, când e Din. tabloul alăturat se vede 

că până la M, vitesav este negativă și creşte până la 0, . 
v şi Y sunt de semne contrare, mişcarea este întârziată. 

V 
Timpul crescând - dela — spaţiile cresc, mobilul se 

ntoarce îndărăt dela M, către O, mișcarea se face în 
sens contrar cu cea dintâi ; vitesa v>0,-Y >0, de același 
semn, produsul vY >0, așa dar mișcarea este accelerată. 

  

  

  

  

  

, 
i | —o : 0 — co 

| DY 
7 +. + +. 
o.| — — + 

wy_| — — — 
— CREIER 

s o N s0 x: sp A 09 
e 27 

Mişcarea Ă ] întârziată | accelerată 

"se vede de asemena că în acest caz Y >0, diagrama 
„este o parabolă simetrică faţă de dreapta DEF, cu con- 

| cavitatea către Os; la două momente simetrice faţă de 
i 

Vo | 
momentul =" spaţiile sunt egale, iar vitesele. în acele 

momente sunt egale.și de semne contrare, adică la două 
«
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treceri ale mobilului prin acelaşi punct al _traectorii 
vitesele sunt egale şi de semne contrare. - | 

Aceasta se poate vedea şi din relaţia 6), dintre vitesă 
și spaţiu în același moiient 

D2—9y7(3—50), = 5035. 
E ușor de văzut-că vitesa v este reală, adică Y(s—s,)>0. 

In adevăr, când Y<0, s,=DF (Fig. 43) este cel mai 

mare (maximum), deci s—s,<0, Y(s—s,)>0. Când 1Y>0, 

s.=DF (Fig. 44) este un minimum, s—s4>0, Y(s—s,)>0. 
| Apoi la aceeaşi valoare a lui s, rezultă din D=ty/2r(s—s) 

două valori egale și de semne contrare pentru v, adică 
“la cele două treceri ale mobilului prin acelaşi punct, 
mobilul are aceeași vitesă în valoare -absolută. 

145. Aplicaţii. 1. Un mobil descrie o dreaplă cu o mişcare uniform 

accelerală. Să se găsească ecuaţia mişcării, ştiind că la timpurile O, 1, 2, - 

„spațiile sunt egale cu 3, 6 şi 19. Să se determine momentul când mobilul 

este cel mai aprnpial de oriyinea spațiilor şi care este această distanță minimă. 

  

1 
Din ecuaţia mişcării marete deducem 

s9=3, Sp-k-vo+ = 7=6, 30-20-2719, 

de undo.59=3, 0p=—2, 410. Ecuația mişcării este s=582—24-3, iar 

  

   
              

it lo jos | | "Mişcarea , S 

To | +. 
, — —  |descr. 

0 3 PR . întârziată . . IL —- 
— —  |deser. : „8 i M, 

1 7 14 Ă ' 
= II — oprire — 
so 5 » ET aa M, 
Op + "lereşte 5, 

2 - 3 accelerată , 

Ma : , 4. 2 _ + + [creşte Ma 5 3 | 

co + ro a Fig. 45. |&: 

vitesa v=101—2. Din tabloul şi diagrama alăturată (Fig. 45), se vede
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1 1 
că până la ir este mișcare “întârziată ; în acest moment t= 3 este 

oprirea ; apoi mobilul se întoarce, înapoi cu mişcare accelerată. Mobilul 

este cel mai aproape de orginea “spaţiilăr când vitesa se anulează, == 

1 
- când s este minimum şi egal « cu ze - . 

IL. Două mobile descriu aceeaşi dreaplă cu acceleraţiile constante 4=6 

şi 7*=4. La momentul inițial trec împreună prin originea spațiilor cu 

vilesele vyg=—l şi dp =1. Să se găsească locul şi momentul întâlnirii a 

doua, Ecuațiile mişcării sunt s=32—, s=2£2+1; la a doua întâlnire au 

aceeaşi distanţă de originea spaţiilor, şi acest moment e dat de 

223 t—382—t, 

ş. Suprimând rădăcina (==0, care 
: corespunde la momentul) iniţial, 

se obţine (=2, iar spaţiul este 

s=2.22+42=10. " 
Se poate şi cu ajutorul dia- 

gramelor spaţiilor, găsind al 

doilea punct M al intersecţii lor. 

(Fig. 46). . 

146. Exerciţii. 1. s fiind spa- 
“ţiul descris de un punct mobil şi 

. t timpul în secunde, să se afle 

2 i. vitesa mobilului după 5 mi- 

nute, când ecuaţiile mişcării 

sunt s=(24+31-+-4,s=a2+bt+c. 

Fig. 46. R. p=2t4+ 3, 0=2al+b; 
după 5 minute, 0=—2.5.00+3==603 unităţi de felul lui 4 pe sec, 

v==600a-4-b unităţi de felul lui c pe sec. Dacă e reprezintă metri, atunci 
b metri pe secunâă, iar a metri pe secundă la pătrat. 

2. Să se studieze mișcarea 3=3—24 i (2, unităţile fiind metru şi 

secunda. Ce devine această ecuatie când se ia ca unitate de Jungime 

km şi ca unitate de timp ora. ' ” 

R.: La (=0 mobilul este la distanţa s=3 m cu vitesa —2 m/sec, 

merge spre origine primele două secunde, îar când ajunge la distanţa 

s=1m are vitesa nulă ; îşi schimbă apoi sensul mişcării pornind spre 

dreapta şi se mișcă necontenit în acest sens cu vitesa care creşte de 

M(2;3) 

,:
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asemenea necontenit. Se construeşte diacrama. Când se ia ca unităţi 3 - 

1000 1000 

s=0,003—7,2t+ 61802, v=i—7,264+ 12960, 

3. Să se studieze mișcarea rectilinie uniform variată, cunoscând ac- 

celeraţia 1=12 „em/sec?, spaţiul s=—1m la ora 12 şi 3 secunde, iar vitesa. 

p=107,5 m, 'sec. la ora 1214 (şi un stert.). ” 

N. Luând ca unităţi metrul şi secunda, momer.tul iniţial ora 12, 

se aduc datele la aceste unităţi s=3%7 24 vgf-tso v=tkeo unde în- 

locuind datele, obţinem s=0,0612—0,54—0.04, 

| 4 Ştiind că vitesa unui mobil este v=7—24, să sc găsească drumul 
4 

      

= 1 . 

km şi ora, s= x (60 x 60)L+ 60 x 60)212, 
A ) 2.1000 ( , ) | 

ce-l parcurge între timpurile, 4 =2, l=5. 

R. s=—(2+ 7t+-s0- La cele două epoci spatiile sunt egale, s4 =s2= 

s94+10, mobilui trece prin același punct al traectorii, unde vitesele sunt 

egale şi de semne contrare, »=3 Up=—3 “Vitesa se anulcază pentru 

ts=7, când 'spaţiul este atunci sg=s59+12, 25. Mobilul a parcurs 2.25 

"_întrun sens şi 2,25 în sens opus, In total 4,50 (unităţi de lungime). Se 

vede bine acest rezultat construind diagrama. „spaţiilor. 

- 5, Să se afle acceleraţia unci mişcări uniform variate ştiind că la 

momentul 1=1, spuţiul este 1, iar la momentul 1=2, vitesa sa este zero 

şi spaţiul descris este egal cu —l. 

R. s=A12rogti-so. Pta; praasoet, 21-+2u04+59= 

—1, 21 +09= 9; 7=4, vp=—8, so=7. 

6. Se dau două axe perpendiculare Oz,Oy, pe care se mişcă două mohile 

M şi M” cu acceleraţiile Yşi 7. Mobilele pleacă fără vitesă iniţială din punc- 

tele date A pe Ozși Bpe Oy către punctul Ocu o mișcare uniform accele- 

rată. Să se afle : 10 după cât timp distanţa MM! ă celor două mobile este 

un minimum ; 20 valoarea acestei distanţe ; 30 poziţiile curespu nzătoare 

ale mobilelor pe axe. Aplicaţie pentru OA.» -20 m, 0B=10m, ţ="%"=1m.: 

R. OA=a, 0B=b, z=0M=a—tit, j= b—482, = Mar? = 

- 0324-0312 2, „= 
(a— 31240 12,2 , | j 

| 2-20 —(ai + br2(a2-39), 

"10 Acest irinom bipătrat trece prin două minime pentru 

Bp—aV 

lb =F Zar tb) i 20. In acest răoment, distanţa d = za, 

iri Ea ia Tr 

20 at site pă tu SA oziţile 2 Trtar- 50) , T(6r—at”) 
une a, 

3. o ilele ocup a p 1= ape Yi ez 

aid e (ba a—b 
, câna 7= T5 a > d Dr as:
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Numeric, (= V 30 =5,47scc, di = V 50 = "1 07m;z,=5m, y=—5m. 

147. Căderea corpurilor. Căderea corpurilor la supra- 
faţa - pământului este o mişcare uniform accelerată. . 

Aceasta se demonstrează în Fizică cu ajutorul planului 

înclinat al lui Galileu, cu mașina lui Atwood, cu aparatul 
Morin.- Experiențele celebre, asupra. căderii corpurilor, 

au fost executate în mod public de Galileu (1590), la 
turnul înclinat dela Pisa. Ele au stabilit, contrariu 

opiniei lui Aristot,- că în „vid toate corpurile: cad cu 
„aceeași vitesă. Şi a- 
nume, spaţiile parcurse 

_de un corp, în cădere 
liberă, sunt proporțio- 

niform variată. (A se 

  Nr. 141). | 
„Aceeleraţia gravită- 
i 

Acceleraţia acestei mi- 
șcări de cădere se zice 

„acceleraţia  gravităţii 
și se notează. cu g. 

  

  (| 9,8 m la Paris, 9,83 m 
la, pol, 9,781 la ecua- 
tor. 

| „Turnul înclinat din Pisa. 

_nale cu pătrătele tim- 

- purilor încare au căzut. 

Mișcarea este deci u- 

vedea ecuaţiile reduse, - 

Valoarea . sa este -de. 

7 

148. Corp căzând în cădere Liberă, IL: "Corp plecând. din | 
repaus. Corpul este totdeauna presupus că se imișcă în 

„vid. Acceleraţia r=g. Corpul plecând din repaus, vitesa 
sa inițială este v;=0. După timpul corpul a căzut dela 
înălțimea ho . | RI
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Dna 

iar vitesa este a - - | NR 

(2) = gt. | 

„Scoţând valoarea lui î din (2) şi înlocuind în (1), operaţie 
care se zice eliminarea lui f între. aceste două ecuaţii, 

avem 

i=2, n= (0), „ae , 
pg Dig 2 

(3) -- - „p2= 2gh. | 

Deci, după căderea dela înălțimea i, vitesa “mobilul 

este v=2gh Aa 
Făcând î=1, în , găsim . 

ha 7, 9 = 2 

deci; acesleraţia gravităţii g este egală cu îndoitul spa- 
ţiului parcurs în timpul primei secunde de' cădere. 

Acest spaţiu este aproximativ 4,9 m. 

Diagramele mişcării. Diagrama . spaţiilor. Ecuația 0, | 

este reprezentată cu.o parabolă (Fig. 47) cu axa OR, ver- 

-ticala care scoboară. Curba -.. . si 

este cu ramură infinită, - 

„căci mișcarea de cădere: 
poate să se facă indefinit. 

„Diagrama vileselor este o 

dreaptă OV (fig. 47). ce 

trece prin origine, cu panta 

sau coeficientul unghiular 
g. Diagrama ' acceleraţiilor . .. . 

este o dreaptă TI, paralelă 

cu OI, și dedesubt, căci g>0, 
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149. Corp aruneat în jos eu o viteză vo. Aveni 
| | | . 

(4)  h=ugt 3 gt?, 

6) ot. 

Dar, din (5) avem - 

D—V9 
  

= N , 
9 

pe care înlocuind-o în (4), obţinem 

h= „Da(v—00) + (v—vo)? n= Ciu 

- 29 29 
de unde 

| (6) V= |/vo2-+2gh . 

Deci, după căderea dela înălţimea h, mobilul are 
vitesa v = |/0924-2gh . 

Diagrama spaţiilor este o parabolă | cu axa verticală . 

AB(Fig. 48), cu vârful în A, de abscisă OB=i=— 

g» . (ce corespunde la v=0) 
O Sie ; “şi ordonată 
  

- . D92.. 

h= BA =—-——. 
sp | 29 

  
Fig. 48.   S 

Diagrama viteselor este 
dreapta .V'V, cu panta- 
(coeficientul unghiular) . 

„9. Diagrama acceleraţii- 

“lor este dreapta TI, pa- 

ralelă cu Ol, şi dedesubt, 
căci 9>0. 

"150. Exemple. 1. căt timp trebue unui corp Peniru a cădea dela o tnal- 
jime de 300 m. Din a) avem
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42 1. Oh: 

h=g9—s 2 = 2 

2 9 

V 500 
= = 7 sec, 82 

„9,8 

Din (2), obținem E | 

0=/29h = Vs, 62x300 = 76,72 m/sec. 

| 2. Două corpuri cad din acelaşi punct, la 2 secunde de interval. Se cere . 

distanţa dintre ele după. 5 secunde de cădere a primului corp. După 5 se- 

cunde de cădere, primul crop a parcurs [a se vedea” formula (1)] 

n = = 39,81. 82 = 122,625 m. 

La acest moment, corpul al doilea plecat cu 2 secunde mai târziu ca - 

primul, a căzut dela înă.ţimea- 

| = 39, 81 x 32=—44, 145. 

Cele două corpuri sunt deci unul de altul depărtate cu 

| 122,665m — 44,4 145m = = 78,48 m. 

Aceasta se putea obţine direct 

h= = pui = = A 301689) = 7, 48 m. 

151. Corp aruneat vertical de jos în sus. I. Ecuațiile 

mişcării: Punctul greu este aruncat cu o vitesă iniţială Vo. 

“Să luăm ca sens pozitiv. al traectorii sensul 'de urcare 

“al mobilului şi ca origine momentul şi punctul de ple- 

care al mobilului, s;=0. Acceleraţia fiind Y=—g, vo vi- 

“tesa iniţială, avem ,. 

Do h=vt—g29P. 

($) O p=0o—gb 
Eliminând pe î între aceste ecuaţii, obţinem 

v = V/oo?-—2gh 2—29h. 

IL Durata. şi înălțimea ascensiunii. Ascensiunea se
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oprește când vitesa se anulează. Deci când - 

; 00310, - dog, t= 

* Durata ascensiunii este deci. 

Yo 

| 9 | 
" Inlocuind-pe î.cu valoarea aceasta “în (7), înălţimea 
maximă este. i a 

“ la 3 9. iod pda 393 DR 

III. Căderea mobilului. In” această primă fază a miș- 
cării sale, mișcarea este uniform întârziată, căci vitesa v 
și acceleraţia g sunt 'de semhe contrare.” Dela. această 
“înălțime .k, mobilul cade liber, cu: o mișcare uniform 
„accelerată.: Timpul în care se descrie acest spaţiu h, în" 

cădere liberă este dat de h=y9b, t=N—. 

IE Inlocuind pe h cu valoarea sa din (9), avem, _ 

| N 2ie Neo, re, 
9: . p.. 9: 
  

  

deci timpul în care cade este același în care s'a ridicat. 
"In momentul căderii dela. înălţimea h, mobilul are vitesa 
dată de (3) - a 

  

V=V/29h, E 
unde înlocuind pe kcu valoarea sa dată de (9), na , avem 

Vai Na om V= N 293 Vo, v=w. 
ma” aa 
>
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„Deci, vitesa mobilului în momentul căderii, este gală 
cu vitesa iniţială v, cu care a fost aruncat de jos în sus. 

la momentul iniţial. Ceea. ce trebuia, de oarece mişcarea 
considerată fiind uniform variată, se știe (Nr. 143), e 

la cele două treceri ale mobilului pe traectoria sa, în 

acelaşi punct, mo- . | 
bilul are aceeași oh A S. 
vitesă în valoare - | 
absolută. -*. | ! 

““Diagramele miş- Ny” 
cării (Fig. 49), sunt ! 
analoage cu. cele . N 

| 
4 

! 
y 

din cazul general: . A 
Alegând originea NO 
în locul unde e" —— 
aruncat,. parabola. g<o::. | 
trece prin originea .p | 0 N „sr 
O, dar ramura AC, pi 
corespuhzând că- 

„-derii, se: prelungeşte nemărginit. : 
„132: Exemple. 1. Un corp este aruncal vertical de jos în sus cu o vitesă de 

450 m/sec. Neglijând rezistența aerului, să se afle înălțimea la care se va 

"- ridica şi timpul care. trece între plecarea şi căderea sa. Inălţimea maximă . - 

de ascensiune este . 

      
Ni Ă EI Iu v2 60)2 

Sa = 000 = 00) — 183,48 m. 
po „29 2.981 | 

Timpul total este îndoitul celui necesar ascensiunii 

„a Da 2.60 
2 ==, 23 s sec... 

9. 981. , 

 Vitesa datorită căderii este o=V/2gh = ja 9,81.183, 48 = 60 metri, cu 
„care a fost aruncat. - 

2.' Se aruncă de jos în sus verlical două corpuri A şi B cu vitesă de 30 

m/sec, dar B este aruncat cu 3 secunde mai târziu ca A. Să se afle după 

câ! limp şi la ce înălțime va [i întâlnirea lor. Pentru primul mobil, 

- 
în 2306 — 1 gt 
aa
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şi pentru al doilea o . ÎI | 

î = 3004—3)—3 as. 

” „Aceste înălţimi fiind cele .ce corespund întâlnirii, sunt egale ; decl 

by hp 301—2gp —304t-3)-— 3 03, 

De unde e 3gt=90+-4,5 g. Îi 

Inlocuind pe 9=9,81, obţinem 1==4,56 see, şi deci hj= ho= 34,88 m, 

: - Intâlnirea-are loc după 4,56 
„sec. dela plecarea primului 

“nobil, şi 1,56 sec.după a 

“eclui de al doilea ; şi anume, 

în timpul căderii primului 

şi a ascensiunii celui de al 

"poilea, căci timpul ascen- 

siunii este 3,06 see. 
Diagramele spaţiilor 

ț (Fia 50) 
  

  

a. 
h= i 

“Fig. 50, 
n=30 ud — 3 9-3 

pun în evidenţă mai uşor fazele acestei mişcări, întâlnirea cezespunzând | 
punctului M de intersecţie al parabolelor. » ! 

133. Exerelţii. 1, Un observator lasă să cadă o piatră în fundul unei 
* fântâni. Să se afle adâncimea fântânii, dacă suntetui căderii se aude după 1=9 sec, ştiind că vitesa sinetului este p= 310 m/sec. Să se construiască diagramele. IP 

R. 2 viLesa sunetului. Timpul i v +, e al căderii pietrii, 4” al 

urcării sunetului, Adâncimea este atat; ; de unde t= 20 , . . 

g 9 

Avem ecuaţia 

2 2. , 
h—2 (ot nreze=a, IN 

h= pF — LE (+9), o 

2 Vg 
înlăturând rădăcina pozitivă care ar da v> i, Numeric 1=9s, h=319 m.
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„ Alegem două axe (fig. 51) oi şi Oh, verticală şi iăreptată în sensul 

1 
căderii. Diagrama mişcării piotri, hat este paratola OA. Diagrama 

mişcării sunetului, h=vl coste: o dreaptă , AB, cu „panta v; este 

. paralelă cu. dreapta: EC, şi tae : „ 

axa Ol a timpurilor în punctul B.. O 1 2 3 a 56 7D: 9, 

de abscisă OB=(=9. see şi para- 

bola în punctul A de ordonantă 

AD=h=319m adâncimea fântânii - 

. 2. Două corpuri cad din acelaşi 

punct, fără vitesă iniţială, la în- 

terval de () secunde. Să se afle: 

10 1a ce moment ele sunt la distanţa 
h Şi 20 ce drum au parcurs ele . C 
până atunci. Aplicaţie 0=23 sec. . 
h==103 m, 9=9,81.. | 

R. -10: După. t secunde dela  .., Fig.5l.: 
căderea primului, distanţa care le separă este 

      

  

a - 2h-k+gB2 i = gl 1—0)2=— —30(24—0), îs ——— 5 sec. 
ze, zu ) 3 =Y) | 299: Da: 

- 1 2i+u02) 
20 Primul mobil cade dela pl Lega d — = 122, 62 şi al a 2 „gi ..9 

20-a 
doilea dela hi cae). =19,62. 

3. Un mobil este lăsat să cadă fără vitesă iniţială; după se- 

cunde se aruncă.de.sus în jos cu vitesa n, dealungul verticalei, care 

îl ajunge pe cel dintâi la distanţa d de punctul de plecare. Să se 

aile timpul 6 cât a trecut între plecările lor. 

- R. La momentul întâlnirii, ecuaţiile, mişcării 'mobilelor sunt .. 

r. , 

| j2d ay) 

9... 

1 f iza: CR 1 — ie 
(20); avem ecuaţia ZT 902— (o+ Voi, Ț>0 

* N Abramescu — Algebră cl. VII. ed. 1. — 3 

i 

d= 0, unde - m ne şi d=o, a tata 

7 
.: 3
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de unde dn teota VE 7, v=V/ 29a 2gd fiind vitesa primului n mo- 

bil după căderea dela înălţimea d. Semnul + nu este admisibil, căei0>t 

timpul necesar căderii dela înălţimea h a primului, 

4. Un. corp grei cade liber dela 144 m înălţime. Când a parcurs - 

25 metri, se aruncă un alt corp dela aceeaşi înălţime după verticală. 

Cu ce vitesă a lost aruncat al doilea „COP, ca să ajungă la pământ 

în acelaşi timp cu primul. ă 

: R. h=144m, d=25m, vg vitesa mobilului al doilea. Timpul 

4: necesar . primului mobil ca să parcurgă h—d este acelaşi cu acela 

„24 2k î 
în care al doilea parcurge kh. Dar i je- — > 3 unde . 

jiji. Deci h= = poat i de unde dp = 

  

În De Aa 
> ZE Problema e posibilă, căci h>k. Numeric VE: 

2 Va. a Mi a 

„_Dp= 30,056 m. ÎN - 

5. Două mobile cad din două puncte A şi B-situate pe aceeași ver. - 

ticală depărtate cu distanţa d; ele sunt aruncate de sus în jos cu vi-! 

tesele, iniţiale v şi v”, iar cel mai ridicat pleacă cu ( secunde înaintea 

celuilalt. Să 'se afle: 10: după cât se întâlnesc; 20 la ce distanţă de 
- B se găseşte punctul de întâlnire. Să se figureze diagramele. Discuţie. 

R. C fiind punctul de întâlnire, să punem BC=y şi sensul 

pozitiv al. verticalei care coboară. Ecuațiile mişcării celor două mobile : 

sunt , 

i a 
ac=ara zur, poata. 

d— Su, 7 
7 ; 

  
, | 1 

10 Scăzâna, d=(u—v'-+- 90)t-4-v0 + — 962, -1= 
. 2 V4—0 

ste 200, o, ==0++90 

iind spaţiul parcurs și viteza câştigată de primul mobil în timpul 6. 

Discuţie. Cum i>o, trebue (d—s.) (0p—s” )>0. Cazui 1. d>s,, trebue 

: >; primul mobil neajungând în. în momentul plecării 'celui de 

al doilea, trebue ca în acest moment. vitesa > pentru ca întâl-. 

" nirea să aibă loc ulterior în C. Cazul II, d<sy p,<o'; primul mobil 

a.trecut de B în momentul plecării celui de al doilea; ; acesta nu poate 

„să-l ajungă de cât dacă vitesa 'v! > Cazul Il. d= =s, "dacă Dr£0, 

_ -
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” avem Io; cele două mobile, odată în coincidență în B, se depăr- 

0 
tează fără a se mai putea întâlni ; dacă D=", = mobilele merg Îm- 

preună, de unde rezultă şi ' nedeterminarea. Construind diagramele 

se văd mai uşor rezultatele. - 

6. Trei mobile cad liber din acelaşi punct, dar la intervale de timp 

egale 0=2 secunde. La ce moment distanţa celui de al doilea mobil 

„de primul va fi. dublul distanţei -sale de: al treilea. - Generalizare, 

„R. Ecuațiile mişcării celor trei mobile sunt s4 = 00+20p, 

7 1 1 27 ” , | 
"59 =>, 599. Dacă distanţa sy—sg este de n ori mai mare 

în valoare absolută ca distanţa 3a—5a, avem (2-5 20)2 — (t+6)= 

a[(e+0- e t=5 

t= 1sec, ” La 

7. Cu ce vitesă iniţială trebue aruncat vertical 1 pentru a se putea 

ridica la 2000 m, neţinând seamă de rezistența aerului. Care este 

. timpul ce a trecut între plecare şi cădere, : 
2 

o 
“R, Inălţimea maximă h=— Era » 29 (/2h,=198, 09 m. Timpul 

9 

"n 0.cai 1> o, trebue 1 <<. Când 0= =2sşi n=2,   

o | 

scurs între plecare și cădere este îndoitul lui = adică 40, 39 secunde. . 

8. “Un proectil,- aruncat * ve rtical de jos în sus, a revenit în punctui , 

de' plecare după 9 secunde. Să se afle : 10 vitesa iniţială vp şi 20 la 
ce înălţime h s'a ridicat. Aplicaţie (= =105, 9= 9,81. 

LI 
-2 3 

e
 Qq
 

S
P
 

R. 10 Durata ascensiunii " fiind 3 avem 
, 2 . 

dp =40, 05 m; 20p = 2 = 122,62 m. 
| 29 . 

6. Un observator, aşezat la înălţime; h, vede trecând în faţa lui un 

corp aruncat de jos în sus, şi 9 secunde mai târziu îl vede din nou. 

Să se afle : 10 vitesa iniţială a corpului; 20 înălţimea maximă a ascen 
siunii sale. „Aplicaţie h=60 m, 0=8s, 9= 9,81. - 

“ % Vă — 29h, 
, | 1 _ 
cobortre. Avem ordonând. în î, pab—wotth=o t= , 

7 

4 . 

R. "Ecuația este h= vot- — 3: gt atât pentru urcare ca şi pentru |
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5 n" 9Voa—29h 
Dar diferenţa rădăcinilor tr =0, = 

| N 
* 10De unde, vitesa 

- iniţială => Via sn 52, 12m ; 209 înălţimea maximă de ascensiune” 

2 - . - " 
Vo i] NR 

he = 138, 18. m. . 29 

-10, Un procctil este aruncat vertical de jos în sus cu vitesa vp. Si! 

'se alle în cât timp va âjunge : 10 la jumătatea înălţimii sale maxime, 

20 v înălțime, A. Discuţie. Să se figureze diagrama. 

. 2 
d +V/v 1 ) 

R. hSrgit—— gt, (Ii oaza - Câna h=hy= 22. 
mă 2 "y 2 49 

(h, înălțimea maximă), ment t+ V:) semnul—coiespunde la ur- 

"care şi + la coborâre. 
v02 

Discuţie. Problema e posibilă dacă og ?—00t>0, ae, inălţimea h 

i trebue să fie cel mult egală cu înălţimea masimăt a Cazul L. h>o. 
Ambele rădăcini sunt pozitive şi conv în, cea mai mică ta corespunde 

punctului A în urcare, cea mai. mare. ti la coborâ;e după ce mobilul 

20 
a atins punctul cel mai de sus B. Cazul Il. h=o, t,=o, DA == —, cea 

dintâi corespunde momentului . de plecare din originea O, a doua 
este timpul necesar proectiiului pentru a 1eveni la punctul de plecare 
şi este îndoitul duratei de urcare. Cazul NL h<0. Făcând h=—kh 

în (),: avem t>— 20 +V (73) şi numai rădăcina pozitivă con- 
9 

vine. Mobilul pleacă din O, 'se urcă până î în B, se coboară la punctul de 
plecare unde are vitesa vg şi ajunge în punctul dat GC dedesubtul 

„punctului de plecare la timpul /. Rădăcina negativă corespunde 
momentului când mobilul era în C înainte de a se urca în 0. 

v 
Cazul IV. ah valorile lui (sunt eg gale cu 4= -0, necesare ascensiunnii. 

9 
11. Două corpuri grele sunt aruncate succesiv din acelaşi punct, de 

"jes în- sus, cu aceeaşi vitesă - vp. Să se aile timpul 6 ce trebue între 
plecările lor pentru ca corpurile să se: întâlnească : 10 la înălțimea h, 
20 na mujlocul înălțimii maxime. a ascensiunii lor. 

4 . 

N R, 10 Ecuațiile mişcării sunt ha = dota gt?, 0, == 0p—gl
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ha= vo(t-+0)— are Va= do —a0+0); t fiind momentul întâlnirii, 

-0 
h=ha de unde t= 2 ——, înlăturând = =0 şi deci înălțimea de întâlnire 

2 

7 o 02 
h - se „obţine înlocuind pe ft în h= 3 (Ta » de unde 

- _o 
2 A 20 p= Î pr “o = , 9= 2 ut 29 Z. 3 A, 9 ez fiind 

impul ascensiunii pi, 

12. Din două puncte Aşi B (Fig. 52) situate pe aceeaşi verticală la 

distanţa d, se aruncă două mobile, întâiul. de sus în jos cu vitesa 7, 

al doilea de jos în sus cu vitesa vf”, Se cere locul şi momentul întâlnirii, 

i Discuţie. Să se construiască diagramele. Aplicaţii d=100m, v=20m, 

v'=30m. 9g=9,81. : - 
1: 

_ R.. G „fiind punctul de întâlnire, avem AC=ol i gt, 

BC=-= g2 — o, de A Q. | i 

unde prin scădere AB= 

  . d=torwt= d deci - o i 129 , hi o “e . 

a 20'(u5<+v”). , 

2000 CP -/- =Ă „Nh<o 
Discuţie. 10 Intâlnirea i : 

"are loc deasupra -lui'B : Di A 
"(Fig.. 52), dacă h<o, NA Ra 

_pe= h= 

. d. 

-v(o4+v)> d 20 în 
PRE 2 _ , e Na 

B, dacă no - Gap   
ro+m=5 ;.30 dede- . -B | 

subtul lui B, dacă h>o, _ Fig, 52. 

d 
moro) < După: cum avemit= das 1<0, sau t>0, întâlnirea 

mobilelor are Joc în punctul 'cubminânt “C al ascensiunii mobilului 

al doilea, sau în timpul urcării, sau, în timpul scoborârii. Construind 

diagramele se pot vedea mai limped aceste. rezultate. “Numeric t= 2 

sec, h=—40,383m, întâlnirea, între,..A. „şi: B. 
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134. Mişearea rectilinie generală. Să considerăm miş= 

carea unui mobil M pe axa Os (Fig. 53), ecuaţia mișcării 

fiind s=f(?), unde f(£) este 
  

-0-Tf V..-s 
9 « M >——— o funcţiune oarecare de 

Fig 53 timpul î, iar spaţiul descris 

la mometul 4 este OM=s= =. Vitesa vla momentul £. este 

E ds 
=f i 3 = Ţ» v=I (0 va; 

derivata spaţiului î în răport cu timpul, şi este reprezen: 
—> 

tată cu un vector MV cu originea în M şi îndreptat 

dealungul “traectorii Os. Aceasta este o caracteristică: a 

mișcării 'rectilinii, ca vitesa să fie îndreptată dealungul 

d?s 
„ traectorii. Acceleraţia este 1 = d D=, „sau 1 =ag> s”, 

Y=/"(D, adică derivata a doua a spaţiului în raport cu 
timpul î. Acceleraţia se reprezintă .cu un vector: MP 
așezat! pe traectoria rectilinie, cu originea în punctul 

considerat. In mișcarea uniformă vitesa v este constantă _ 

Şi acceleraţia este zero. In mişcarea uniformă variată, 

acceleraţia este constantă. Mișcarea este accelerată sau 
întârziată, după cum viteza v şi .acceleraţia Y sunt de .: 

același semn sau de semne contrare, sau după cum pro- 
dusul v este pozitiv sau negativ. ” - 

Se poate înţelege mai ușor mișcarea s=/(?) a mobilului 
pe. traectoria sa rectilinie, dacă construim diagrama 
spaţiilor s=/0), a viteselor v=] (5 şi a ” aceeleraţiilor 

v=1'0. 
Să considerăm mișcarea _s==13—71—6, pentru care . 

o sos8k—7, saga 

Diagrama spaţiilor este curba reprezentată de ecuaţia s=105—74—6, 

în raport cu două axe perpendiculare, timpurile t ca' abscise .şi: spa- 
“ ţiile s ca ordonate. Reprezentăm unitatea de timp cu' o? lungime"
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îndoită ca aceca care . reprezintă unitatea „spaţiilor (Scara timpurilor 

şi aceea a spaţiilor sunt independente), Pentru construcţia. diagramei , 

spaţiilor ABE (Fig. 54) avem tabloul : ! 

“|-00 8 a 15 10 di 2 3 a - 
  

  

  

    

    

225! FF ROZ III ZO II 
1>s" | __— — — = Or +. Po + + 
| — 4 = + po 

ş -co 4 127 07 1 NOS —6 4. —12 N -13 A -12 7107 

i . Max infi “min 

Miscarea] întârziată | M,. accel. Mg întârziată M3 accelerată 

Diagrama viteselor. w= 32—7 este parabola CLD (Fig. 54) cu vârtul 

L, cu axa OS. Dia- 

""grama acceleraţiilor - 

7 =61 este drepta OT. 

(Fig. 54). Traectoria 

este repretzentată de 

dreapta SS. | 

Poziţia mobilului 

la un moment î=t, 

se obţine luând pe - 

Ot o lungime 0K=1, 

şiordonata corespun= 

zătoare KQ=—12.- 

"determină poziţia M 

a mobilului pe tra-, 

ectoria SS”, ce se 

obţine ducând prin Q 

paralela  QA/ la Oi. 

Vitesa în acest punct | 

este egală cu EN=-—7 | 

şi se ştie că tangenta „ „- 

în Q: la diagrama | - - Q 

spaţiilor s=13—74—6 

"are ca pantă” (coe- 

    
      

  

= 

  

   

S
a
.
 

i 
. 

D
O
 

    

  

    
ficient. -unghiulor tga E =s”, adică panta tangentei în Q este vitesa 

v=—7 a mobilului în acest punct. 

„7 Witesa.o se: anulează în 'C(—1,5 ;0) şi D(, 5 ;0) unde tangentele în, 

A şi 'B la diagrama spaţiilor. sunt paralele. cu ol. „Ordonatele CA și 

7
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DB a acestor puncte sunt maximum. şi, minimum, cărora le corespund! 

pe traectoiia SS” punctele My şi Mo. In aceste punete. “mobilul si 

schimbă sensul mișcării pe tracctorie. ” 

„Mobilul pleacă dela — co ajunge în AI, ce. corespunde lui AG 15 3: 

” în acest: interva! vţ-<o, mişcarea ee te întârziată, Dela M, se întoarce” 

înapoi până la Mp ce corespunde lui 1(0,—t) unde acceleraţiaT=6t=0; 

“în acest interval vţ>0, mișcarea este “accelerată, De aci mobilul: 

merge către S5, şi ajunge în Ma, ce corespunde lui B(1,5; —13). 

unde vitesa se anulează; -în acest interval vr<o, mişcarea! este 

întârziată. Dela Ma mobilul merge către S, schimbându-şi sensul miş- 

cării, în acest interval vY>0, mişcarea , este. accelerată. 

155. Exereiţii.. 1. Să se studieze “mişcarea 5=8+34+2, Să se figureze, 

„__ diagranele şi să se arate că este un punct unde Spaţiul, vitesa şi 

acceleraţia suni egale. - i 

“R. Dela —oco la O mişcarea este întârziată, ăela o la 00 miş 

carea este accelerată. Când” t=1, s=v=f. . 

2, Să se studieze mişcarea, s= ae 2) „ Ce devine această relaţie, 

precum şi vitesa * corespiinzătoară, când în: locul unităţilor metru şi, 
secundă se ia ca unitate de. “lungime Km, şi- ca unitate: de timp ora. 
să: se figureze diagramele, | : : 
. I- 

. ! 

R.. i |.o creşte i sec creşte oo: 
  

se A Im A: 9 a deveni uniformă. Când se 
v | —00 4 o A „29 „schimbă unităţile: 

  

IER 1 
: s=1,8t ——— i 8— 

Sai 2x 1050 n 72X10582 
! |. 

i bt ASE . , 

3, Problemă analoagă pentru mişcarea s= Vi—2. ! i 

    

R.-â | o Re 1 sec! | - A 
s | la Ra ; Grafic avem un sfert de:cerc de 

: rază 1. Când se schimbă unităţile 
v e [o —0o : : EI 

Î ÎN iai | 
Mă Vo. 00112960 ” 

-- 156. Mişcarea - circulară. "se zice -că o mişcare este 
_circulară,;- când traectoria mobilului este un: cerc. Po-. 

Când t creşte, mişcarea tinde: 

3,
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ziţia punctului. M “(Fig.” 55) pe cere este cunoscută, 
- dacă se ştie relaţia '6=/(4), care dă unghiul făcut de raza * 

- variabilă OM: (Fig. 55), cu. o 
rază fixă OA. Socotind arcele 

s dela 'originea A și în sensul |. 
indicat pe figură, avem s=. 
RO,R fiind razacercului, iar f) 
unghiul exprimat în radiani. 

"” Witesă. Vitesă un ghiulară. 

Vitesa î în această mişcare este 

„ds d _ 

| Pop Ra dt | Fig. 55. 

  

a dO tak CA | 
_ Cantitatea dj >o se zice vitesă unghiulară la mo- - 

“mentul î. Vitesa liniară v a punctului M este egală cu: 

vectorul MV=Ro (Fig. 55) tangent în M la cerc, 

„Toate punctele de pe raza OM au aceeaşi vitesă 

unghiulară. Descriind un cerc cu raza OP=Il, vitesa 

liniară a. lui P este vw. 

Mişcarea cireulară este uniiormă, când viteza V. este. Să 

constantă, adică vitesa unghiulară w este constantă. 

"In: acest caz, avem B=0t-+0o s=R(ot+6o), 

| s=vl+-so v=Ro, 

6, şi so fiind. valorile lui 6 şi arcului s la momentul ini- 

ţial, 1=0, 

“Insemnând « cu LT durata de rotaţie a “mobilului M, pe 

cercul pe care. se mișcă uniform, adică timpul în care 

„parcurge lungimea cercului 27 .R, (un tur), notând cun 

„numărul de tururi pe minut, avem ! 

e __60 Ia oa OaR an ERN 
ZE pi VS, O= == 

n T T 30. 30
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Acceleraţie. Hodograful mişcării. Pentru a înţelege mai 
„bine mișcarea, să ducem prin centru) Oal cercului (Fig. 

- — a — . _ . 

56) .un vector OV” echipolent cu vitesa MYV (OV' egal și 
pi i paralel cu MV). Când 

descrie o curbă . care 

se zice hodograful mi- 
șcării. - Vitesa mobi- - 

_„t este figurată . prin 
— 

vectorul V'I” tangent 
în V' la hodogral şi 

dirijat în sensul miş- 
cării lui V” 

CC =“ Când mobilul M are 
Fig. 5. o mişcare uniformă 

o o „de vitesă unghiulară 
„ constantă vw, vitesa sa v= Ru, este constantă şi punctul 
„ V'descrie un cerc cu raza: 0V'=y. Mișcarea lui. V” este * 
tot uniformă și mai mult, punctele M şi V' au a- 

„ceeași vitesă unghiulară. vw. Vitesa VI” a lui V'. 
„este constantă și egală cu produsul razei v a cercului - 

său cu vitesa unghiulară vw, adică -VT'=v.o = Ro. 
„ Această vitesă liniară V'T” a lui V' este tangentă în V”. 

(Fig. 56) la cercul său, deci paralelă cu OM, adică per- 
pendiculară pe vitesa MY a mobilului M. 

  

Vitesa, mobilului V' este accelerația mobilului M la, 
„momentul considerat. Acceleraţia mobluluii M este re- . - — | 
„prezentat cu vectorul MT, (Fig. 56) echipolent cu vr 

şi- este îndreptat după raza. MO, perpendiculară pe 
tangenta MV la cere (MC se mai zice normală la cerc). 
In cazul mișcării circulare uniforme, acceleraţia este 

„normală la traectorie și îndreptată către. centrul O al 

M - descrie cercul, V'. 

lului V” la momentul . .
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„ cercului. Valoarea . sa' Y, este Y,= Ro, şi cum v=R, 
acceleraţia - în mișcarea circulară uniformă. este, 

pe 

| = Ru%, Y,= =: | 

T fiind | durata de rotaţie” a mobilului M, „avem 

DE a 2m AR. , 
Ă w=. pF» [= =: 

137. Aplicaţii. JI. Un volan al unei maşini cu vapori de 5 m diamelru 

lace 120 tururi pe miriăl. Să se calculeze 10 vitesa unghiulară ; 20 vitesa 

unui punct al cercului; 30 acceleratia. 10 Timpul T al -unci rotații 

GOsec 1 
| —. sec, „20 Vitesa unghiulară este 
12G 2 , 
  complecte este T = 

"+ 2x | e - 
us 4% rad./sec. 30 Vitesa liniară este p=wR=45.2,50=102=' 

4 + 

.-- 31,416 m/sec: 

iu ” v2 10072 ” 
40 Acceleraţia este „= R = 350 = 405%=> 894,784 m /sec.2 

"11. Doi biciclişti se mişcă uniform pe două piste circulare de raze R 

şi R?. Când merg în acelaşi sens, cel care parcurge periferia cercului 

interior întrece pe celalt la fiecare m secunde ; iar când merg în sens 

contrar, ei se întâlnesc după n secunde.. Să se afle vitesele şi accelera- 

țiile fiecărui biciclist. Aplicaţie penlru cazul gând lungimile pistelor cir- 

culare sunt 500 m şi 60 metri. şi m= -2410s, n=48 secunde. Se infelege 

că cei doi biciclişti se îritâlnesc când ge găsesc pe acceași rază şi de aceeaşi + 

parte a centrului coniun celor două cercuri. Tie w şi w vitesele unghiulare 

„ale bicicliştilor, primul fiind pe pista interioară. 10 Vitesele unghiulare. 

Dacă pleacă din puncte așezate pe 3 aceeaşi rază și merg în același sens, 

diferenţa drumurilor pe un. cerc de rază 1 este v—w "după 1 secundă, 

După m secunde această: diferenţă este egală cu lungimea 'acestui cerc, - 

-" adică ” 

  

- 02 , 

. â 

(1) | 27 =(0—0 "m, w—u' =: 

_” Dacă merg în: sens contrar, diterenţa “drumurilor după tr secundă 

"este w-kw', deci , i 

, zi :  ..2a 

ECO Da = =(0 + un, rs 

Din ecuaţiile, (1) şi (2) avem : | , 

: | 1. 1 +) „ ( 1 ) E . 

e a ont] oa] Su 

"120 Vitesele şi acceleraliile. Pentru primul
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PI IN : [112 m=on=on (i +2), = u2R = 2*R (£ +2) . _ n mi . “n 

Pentru al doilea - ” 

Ta 112 w'= uw'R= aR' (2-4) „= aR'= renu(I —2) . 
n m. n m 

Ă 560 _280 „600 300 . 3%. Aplicaţie. = = == 

1 1 EEE Das se Da 

i 1 i Ma ă Pentru primul v=280x PT ="7m[sec., sau 25,200 km/oră, 

280 ( ) 7os 0,5497 2 1 =280x (oc oa = . m/sec? 

N 
E - 1 _ N 

LE Pentru al doilea v = 300x 0 =5 m/sec,. sau . 18: km/oră; ra N | 

Y'= z00s( 2.) = —7 2=0,2618 m/sec?, 

| 158. Exerciţii, 1. Să se calculeze vitesa liniară şi acceleraţia unui mobil care descrie uniform un cere de rază R=5 m, făcând n=2500 
tururi în î=8 ore 43 m 36 sec. 

, 2r în ” . m. . . R. p= —— = 2,5 m/sec; >= > 125 m/sec,   

2. O roată de 2 metri diametru are o vitesă liniară v de 9,425 m pe secundă. „Să se afle numărul de tururi pe minut, 

  

R Rn 300 90 + 
V=——, Nn= = i, 30? ZR ururi 

3. O locomotivă merge cu o vitesă uniformă de 60 km pe oră. pe un drum circular de 600 metri rază. Să se afle acceleraţia. i 

60000 m 2 , P=0X00- = 16 m/sec. ; Yu = Fă = 0,465 m/sec.? 

4. Un mobil descrie un cerc de rază R=10cmcuo vitesă constantă. 
egală cu jumătatea acceleraţii. Să se afle ; 10 vitesa unghiulară a mo-
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bilului ; 20 numărul de tururi pe minut (cu o aproximaţie de o unitate) ; ; 

30 vitesa şi acceleraţia.. 

. 

30w 
R. 1020=7, 20 R= =w2R, w= -2rad/sec. ; inte, 19 tururi; 

T 

30 v=20cm/sec., + =40em/sec.2 
5. Două mobile parcurg acelaşi cerc cu „0 mişcare uniformă, în ace- 

laşi sens, unul în 42 minute, celalt în 105 minute. Să se afle cât timp 

va trece,: 10 între două întâlniri consecutive; 20 Intre două întâlniri 

„în acelaşi punct .al cercului. SI Da 

R. Fie î şi (* aceste două “intervale. 10 Vitesele arighiulare 

22 FR 27: ! 
sunt — =, = ww; luând ca origine epoca unei întâlniri, la mo- 

42 ” 105 

23 Păi 
—— i= 2 t= 70 

42 105 
mentul î diferenţa drumurilor fiind 2m, avem ( 

minute. 20 La momentul t, fiecare drum este egal cu un număr întreg 

“ 27, 2 ! k- 105 5 
= kr, Pana Ţ e 

42 105 pF 42 ,2 

Cea mai mică valoare a lui & este 5. Atunci ('=5 x 42=210 minute. Cum 

avem ț'-=31, se vede că cele două mobile se vor regăsi în acelaşi punct la 

interval de 3 secunde, unul făcând 5 tururi şi celalt 2. ' 

6. Acele unui ceasornic având vitese unghiulare constante, să se 

aile la ce ore ele vor fi îndreptate după acceaşi dreaptă. 

-R.uw io fiind vitesele unghiulare şi t una din epoci socotite 

  
  k sau k' de tururi. Avem 

ka ARE . . 

dela 12, avem cort i=ka == ! ÎN , 
| . w'-w - - . 

“ 22 ” 2w ; 7 . 
Dar w a, oc î=k x 32 min, 43 — sec |. 

3600 12 x 3600 i 

7. Ce interval 6 de timp separă duuă întâlniri consecutive : 10 ale 

acelor orelor şi minutelor ; 20 ale acelor minutelor. şi secundelor. E 

1 11 
“R. Ora fiind luată ca unitate, = pr 

0 1 12 3 
T= 25 2 1 A= —, = pere =l oră 5m27-- sec. 

11 50-60 - 1 
20 1 1159 pa minute = 1m1l— sec. 

59 59 9, 160 60 

8. Trei ace arătând, «rele, minutele şi secundele se mișcă pe un cadran 

al unui ceasornic, şi coincid la. ora 12. Să 'se afle la ce momente. 

unul din ele este bisectuarea unghiului format -de celelalte două.
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! a. ai 2r „20 ., 2w 
R. Vitesele unghiulare sunt u= 13200 „e = 3000 „wT= To * | 

10 t epoca “unde acul orelor este bisectoare, w't-p 'w"t=2ut+2ka, 
/ 1 2ka ? 13 Ă SI 
= iona =x(50- 3) sec; 2% acul minutelor este bisectcarea, 

4 

  

, , 683 ş 
w (+ w'l=2w't4+2kz, tr(1m 1 acc) ; 30 acul secundelor este 

  
„o Su , 390 

bisectoarea, of+ w'1=2 w%t-4-2ka » I=k (s0+ aa o | 1427 
întreg oarecare, putând lua valorile k=1,2, ... Se mai observă că 
w'=12w , w”='720w.. - 

sec. k este un 

159. -Mişearea reetilinie oseilatoare (vibratoare) simplă. 
„Să considerăm un mobil M care se mișcă „uniform pe 

E o Ş e e e 27 cercul O de rază R și cu vvitesa unghiulară o 

Insemnând cu 6 unghiul făcut de raza OM (Fig. 57), 
„cu o rază fixă OA, fie P proectia punctului M pe dia- 

metrul OA, Avem. 

- OP= Rcos 0 = Rcos ot, 
M e 

  

Când M se mișcă pe 
__cerc' şi descrie arcul 

9 “A BA”, punctul P descrie 

Pi segmentul AA”; când M 

“descrie arcul A'B'A, 
punctul .P descrie seg- 
mentul A'A. Insemnând 

    

  

  Br | * cu.z=OP, ecuaţia mi- 
ării n i. ste Fig. 57, şcării pu ctului P e 

27 
z= Rcos ut, w=—, 

. 
- T 

. 

T fiind timpul în care mobilul M face odată ocolul 
cercului. Mișcarea lui P se face între A şi A”. Fiecare din 
deplasările deia A la A”, sau dela A? la A, constitue o
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oscilație simplă . şi ambele .acesțe două. deplasări conse- 
cutive este o oscilație dublă sau oscilație. complectă. 
Punctul P are -0. mișcare _oscilatoare pe diametrul 
AA. 

Se zice clongația punctului P abscisa OP= z;.aceasta 
variază dela —R'la +R; maximul său R se zice ampli- 
ludinea oscilaţii. Punctul O,-mijlocul lui AA, este centrul, 
oscilajiunii. Se alege punctul O ca origine a spaţiilor în. 
“mişcarea punctului P. Unghiul AOM = of. se zice faza 
mișcării oscilatorii a punctului P. 

Mișcarea oscilatoare este periodică. In adevăr, la in- 

tervale de timp egale, ori de câte ori de ex., mobilul M 
revine în același punct al cercului, după intervalul 
de timp T, P se: ailă în n aceeași poziţie Și .cu aceeași 
vitesă. a 

Durata de timp constantă 7 în care face ocolul : 
“complect al cercului, se zice perioada mişcării oscila- 

toare. Frecvența este numărul de oscilațiuni complete 
efectuate în unitatea de timp. Insemnând cu.N acest 

1 
număr, trebue să avem N. T= 1, de unde N= m 

160. Proccţia unei mișcări. circulare uniiorme pe un 
"diametru ce trece prin originea spaţiilor. Vom considera 

mai întâi căzul când la momentul iniţial, =0, mobilele 

M şi P (Fig. 57) pleacă amândouă din punctul A, adică 
originea timpurilor “coincide cu originea spațiilor, pentru 
punctul .M. Ecuația mişcării, este 

(| n a= = Reos ul, 

vitesa și accleraţia sunt“ 

(2) e v=—Ro sin ot, 

(3) „ p=—Ro? cosul. 

Inlocuind în y pe R cosul cu valoarea.sa z, obţinem
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(4) i == — 027, 
care arată că într'o mişcare oscilatoare simplă, z= Reosul, 
acceleraţia este proporțională cu elongaţia şi semnul ne- 

„gativ arată că ca este totdeauna dirijată dela P către 
centrul O de oscilație. Se zice că O este centru atractiv. | 

Din relaţiile (1) şi (2), avem . 

, . 2 ” 

z*= 2 cos?uf, —=R?sin?ot. 
. t02 | 

Adunând și ţinând seamă că sin?ol+cos2wf=1, avem 

p? ———— 124+—=l, v=t+to VR—a, | E 

„relația dintre vitesă şi elongaţia x. 

- De asemenea, din (2) şi (3) avem. 

2 o n 2 Ri . Ă — ÎI =R(costut-Fsina?p, 

o 
» 3 Y | Ra p =w2P2 = 2092 _p2 Pag, vote VRiotzi,, 

  

relaţia dintre acceleraţie și vitesă. 

„Mișcarea considerată este: oscilatoare, cu amplitu- 
e.N ! i e 

dinea R și perioada T= cai 

» Făcând și pentru această mișcare oscilatoare simplă 
„discuţia ca şi pentru mişcarea uniform variată, avem 

„>... tabloul următor, pentru o oscilație complectă. Se pot 
„construi diagramele (Fig. 58), z= Rcosol, v=—Rusinuf, 
v=—Ro?cos wl, ale spaţiilor, viteselor, acceleraţiilor, 
care sunt cosinusoide pentru spaţii, și acceleraţii şi sinu-



209 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

wi o — 7 3 2 
- 2 2 “ 

' TE 7 
i o — — 37 2n 

2w w 2w 

7 —Ru?2 —.::o0 + Ruo2 .+ — -Ru 

v N 7 7: N 
o — Ro — o Ru + o 

pi pe 

z | Rs o N-AR A oz R 

mişcarea retrogradă retrogradă directă | directă 

| “ accelerată ! întârziată ” accelerată | întârziată 

% 

A 

  

Ar. 

Segendă: — spalii--- -vilese;--- —-acceleraţii 
N 

  

    
Fig. 58. 

soidă pentru vitese. Se vede că mişcarea oscilatoare este 

accelerată când mobilul se: apropie de punctul 0; în 

caz contrar este întârziată. Vitesa este maximă în valoare 

“ absolută, când mobilul trece prin O și este nulă în A şi A“. 

N. Abramesea — Algelră cl. Vil, cd. II. — 3 NE Hi
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Acceleraţia se anulează în O Şi este maximum în valoare 
absolută în A şi A. | 

161. Proceţia mișcării punctului A pe diametrul DD 
perpendicular pe AA?. Insemnând cu „9 proccţia, lui 
M- pe: BB' (Fig. 57),. avem 

O0Q=y=R sin ot, 

care este iarăși o mișcare oscilatoare cu amplitudinea R 3 

ŞI perioada p2E 
wW 

Vitesa v şi acceleraţia Ya mişcării, punctului Q sunt. 
_v=R cosul, v= Ru? sin ot, y=—w2y. Se pot de asemenea . 
„construi diagramele și discuta mișcarea: ca și în cazul 
z= Rcosul. . 

162, Proceţia unei mișcări cireulare unitorme pe un 
diametru al cercului în cazul când originea timpurilor 

nu €oineide cu originea spaţiilor. Mobilul M trece în A 
(Fig. 59) la momentul t=0, dar deja a parcurs spațiul 

: MoA =5 dela orignea spaţiilor 

Mo. Să proectăm punctul M 
M. pe. diametrul MM”, care trece 

prin originea Alo a spaţiilor. 

A. Axei em 

M OP=z=R cos MM = 
o - - 

R cos (wt-+ 5), 

Tig. 59. „a Reos (0tk8),.. 
da , . dv ” . v= P7i =2=—Ro sin(ol4+5), 7 = ai —v = Ro” costul +a) - 

  

= 02, 

„Aceasta reprezintă o mișcare oscilatoare (vibratoare). | 
Spaţiul s oscilează între —R și R. Amplitudinea este R, 
iar unghiul wi +-â este faza. Durata unei oscilaţiuni
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complecte, dus și întors, este: cea mai mică constantă, | 
care trebue adăogată lui î, pentru ca z și v, adică sin(ot-1-8) 
şi cos(wt+-ă); să reia aceleași valori. Deci . 

oT—2z, T = 27 
E DR vw 

Se pot face aceleaşi discuţiuni ca în: cazurile pre= . 

cedente, și se pot construi diagramele respective, care 

sunt sinusoide şi cosinusoide. 
165. Mișearea generală . oseilatoare (vibratoare) = 

_ Acosaf+ Bsinaf. Să căutăm a aduce ecuaţia la forma . 

(5) „. x=a cos (at4-B). 

Desvoltând această ecuaţie, : obţinem 

z=a cosal cosp—a sin al sin f. 

„Identificând cu ecuaţia dată | 

I=A cosat--Bsin al, 

obținem | A E 

(6) a cos p= =A, —a sin B=B. | 

Ridicând la. pătrat şi. adunând aceste relaţii, avem. . 

| aPcostp= 4%, a'sin"p= =B&, 

aPcos? B-ta?sin? B=A24+B2, a2 (cos? B-tsin?p 4048, 

a2—A2+B?, a=|A2+B2. 

Din 6 geme valoarea lui Bi dată de ecuaţiile - 

| —B.  —B 

a VAF 

  

„sin= 

  

„(7 cosţ= 2 aq Vaz ap 

Așa dar ecuaţia generală z=A cosat+-Bsinat se aduce. 

„la forma 

(8) | za cos (at), a A, N



"ecuaţia mişcării, înmulţină cu numărul de grade ce are un radian — 

8 fiind dat de: ecuațiile (7) ; deci este“ o , mişcare vibra- 
toare. . 

Ecuația (8) se mai poate simplitica, luând ca origine a 

timpului atunci când timpul este egal cu 2. Inlocuind 

8 pe i cu 8, se vede. că dacă î1=0, atunci din i= = 
&. - J 

= 

rezultă I=— E Făcând î în n ecuaţia $) pe t= tf, ob-: a | 
” ţinem. . n 

z=a cos 8 +p a cos li: 

“adică ecuaţia generală z= 4 cos «t4+-B sin at se reduce 
la forma - 

„I=a cosat, a=/2EFEE, 

deci reprezintă o mişcare oscilatoare, cu amplitudinea 
9 

=VA2+B?, cu perioada 728 
a 

164. Exereiţii. 1. Să se” studieze mişcarea z= 3sin24. Să se alle 
vitesa şi acceleraţia după 5m. . 

360 R. v= 6 cos 24, după 5 minute, vw= ces scan) 
7 

aproape 6cos1770=—5 „99 misec ; Y =—12sin24, după 5 minute, aproape _—12sin1770=—0,628m' sec2. Am transformat în grade radianii 24 din 
3600 

= aproape .570, [ . o 
2, Să se studieze mişcarea. z=sin(3t++4).. 

e - „.. 28 SR R. Amplitudinea 1, perioada T = =2161, îrccvenţa ! 

N= = 0,467., Diferenţa de fază 4 arată că în raport cu vibrația 

| , 4 - , r=sin3l, cea propusă are loc înainte cu= (din secundă), căci pentru 
9 , 

N - 

=——, z=0.. 

3
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N . i pa 

3. Să se studieze mişcările z=sinZ, == —cos2t. 

4. Să se studieze mişcarea z= 3sint-+-acost. Să se afle maximul vitesei. 

R. Amplitudinea a=V/A24B2 = 32.742 =5, Paza sae Si+f 
Da 3 3 

z=acos(t+ f), din (7) rezultă tep=—-p p=—arcts u= cost — 

4 sint este maximum când acceleraţia  =—(3sint-+4cost) trece dela + 

a 4 496 
la tgt=- sint = — pa cost 3 Vitesa maximum n=3 rs 

5. Să se arate că mişcarea rectilinie z=5—2cos2/ este oscilatoare.: 

Să se determine centrul de oscilație, amplitudinea, perioada. 

R. z variază între 3 şi 5; luând noua origine z4=4, şi punând 

X=a— = 1—2cos2ţ = —cos2t = costs +20), amplitudinea este 2, iar pe- 

rioada este 3. o , 

"6. Să se determine o mișcare oscilatoare rectilinie, ştiind că la mo- 

mentul (==0 mobilul se găseşte la distanţa zg de un punct lix O, are 

vitesa 0p, iar durata unei oscilaţii duble este T. Aplicaţie zy=—im, 

dp=2m/sec, T = 3sec. - - a 

R. z=Acoswl + Bsinut, v=—Aw sinwt + Bucosal; trebue să avem 

2zt. c9f 2at 
T9=Ă, vy=Buw ; wT=2s, r=%0 cos Ca + 7 sin > numeric, 

z=——ec0s (2,0944) + C,955 sin (2,0944). - 

7. Să se studieze. mişcarea rectilinie. ce are ecuaţia | 

E z = 6 + 2tcost— 2. | 

R. p=1—2 sint, == —2 cost sunt periodice cu perioada: 25 şi 

oscilează a doua între —2 -: ” : : 

„şi 2 şi prima între —t şi 

3. Accelerâţia schimbă de - 

, 1 
semn pentru (= (+2) e 

  
şi vitesa pentru sint = 3 

(0241) £ şi (2k+4+5)2 

Diagrama . este o curbă 

sinusuidală oblică, cuprinsă 
între dreptele paralele z=f,.. -. . a 
z=t-—4 (Fig. 60), pe care . 
le atinge prima la momentele î2kz, a doua Ia timpurile [==(2k-F-1)x 
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8. Se consideră mişcare rectilinie 

z=e—k! (Acosuwt + Bsinw), 

A,B,o, k fiind constante. Să se arate că momentele unde vitesa este 

nulă formează o progresie aritmetică, cu raţia 2? iar abscisele cores- . 

KT 

punzătoare fac o progresie geometrică cu rația —e “. Să se arate apoi 
că mişcarea se compune dintr'un şir de oscilațiuni cu durata constantă, 
dar cu amplitudini care tind către zero. Aplicaţie pentru x=e”f sint, 

R. A se vedea exerciţiul 11 dela No: 109. 

165. Mişearea relativă.- Compunerea viteselor. — Când 
zicem că un corp este în repaus 'sau în mişcare, se înţe- 
lege că acest repaus sau mişcare au loc în raport cu alte 
corpuri considerate ca fixe, numite de reper. Cum cor- 

„purile la care raportăm mișcarea sau. repausul nu sunt 
fixe, căci toate împreună cu Pământul se mișcă, urmează 
că ideea de mişcare este relativă, şi totdeauna trebue 
spus care sunt corpurile în raport cu care se defineşte 
repausul'sau mișcarea. De ex., o persoană care este pe un 
vapor ce se mișcă pe un fluviu este în repaus faţă de 
vaporul în. care stă, dar este în :stare de. mișcare faţă 
de ţărmul fluviului.. | Sa 

Deci, mișcarea unui punct este un fenomen relativ, 
care depinde de sistemul de compâraţie la care se ra- 

"portă poziţiile succesive - ale mobilului. Ă 
Aşa fiind, să presupunem că se cunoaşte “mișcarea 

unui punct M în raport cu'un sistem de comparaţie 
(S) şi voim a: studia mişcarea punctului M în raport 

„cu alt sistem (A), cunoscând mișcarea sistemului. ($) 
în raport cu sistemul (A). Cum ar fi de ex., un vapor 
care se mișcă pe un îluviu, şi vrem să studiem mișcarea 
unei persoane în raport cu ţărmul fluviului, cunoscând 
mișcarea persoanei pe vapor. 

Mișcarea punctului M în raport cu primul sistem ($) 
se zice mișcare relativă, iar-vitesa în această mişcare,
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se zice vitesă relativă ; vitesa sistemului (S) îni raport cu. 

(A) se zice vitesă de antrenament; vitesa punctului M 
în raport cu sistemul (A) se zice. vitesă absolută.- 

Fie C traectoria descrisă de mobilul M (Kig. 61) în - 

raport cu sistemul de comparaţie (S). In timp ce mobilul M 

  

  

descrie această curbă C invariabil legată de (S), sistemul 

(S) se deplasează astfel că la momentul ( mobilul, siste- 

mul de coniparaţie şi traectoria sa ocupă poziţiile M, 

(S) și C, pe când la momentul următor L-A, ele: ocupă 

poziţiile M,, (Sa), Ca. Deplasarea rezultantă a mobilului 

este MM,, iar mobilul merge. din. M în M, descriind 

curba C, care este 'traectoria mișcării rezultante. 

“Fie M: poziţia ce ocupă la momentul t+AL punctul 

sistemului (S) cu care M era în coincidenţă la momentul t;. 

M'M, este deplasarea relativă: a mobilului în raport cu 

sistemul '($,); MM” „este. deplasarea de antrenament, 

Vectorul MM, este rezultanta vectorilor M'M, şi MM", 

care. se notează vectorial . 

_ o, 

MIM, = M'M, + MM,



26. Da 

Impărțind cu. A avem 

NM ATA NM MM - 

AA A 
    

să luăm -pe dreptele MM] MM; MM. vectorii 

pei MM, MM ru; MA 
= , W,= »W,= 7, care sunt res-. 

. At At At Si 
          

_„pectiv” vitesa mijlocie a mișcării rezultante, vitesa mij- 
locie a mișcării relative și vitesa mijlocie a mișcării de 
antrenament, Primul din aceşti vectori este rezultanta 
celorlalți doi și avem egalitatea vectorială - - 

: — — 
(D). W a W+- W,. 

Dacă Ai—>0, punctele M' şi M, se confundă cu.M, 

curba C, se coniundă cu C, cei trei vectori „precedenţi 
— 

tind respectiv către "vectorii Va V„ V, cu punctul de - 
— 

aplicaţie în M (Fig. 61), şi sunt vitesa Na a mişcării 

rezultante la momentul & vitesa relativă v, și vitesa de 

antrenament v, "Deci trecând la limită, din relaţia (1) 

deducem egalitatea vectorială 
, —_ 

N V+ Va 
—y 

adică vitesa V, în mișcarea rezultantă este rezultanta 
— _. 

vitesei relative V, și a vitesei de antrenament v,a 

punctului M. 

Aceşti irei vectori sunt respectiv dirijaţi după 

tangentele în M, primul v, la tracctoria mişcării rezul- 

tante, al doilea v. la tracctoria relativă C, al treilea 
— 

V,-la traectoria punctului geometric. al sistemului (S) 
cu care punctul M coincide la momentul i
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Deci: vitesa» în: "mMișer rca a rezultantă - este - rezultânta 

viteselor relative şi vitesci de' antrenărnent ; ca este 

„ diagonala paralelogramului construit cu vitesele rcla- 

tivă şi de antrenare tf. 

„166. Aplicaţie la coimpunerea mişcărilor. - =— Fie punctul 

M (Fig. 62) ce are dcodetă mişcarea uniformă dealungul 

dreptei Oz cu vitesa v,=MV, și de alungul lui .Oy mișcarea 

uniformă cu vitesa, p' = MY, Punctul M se mișcă, dea- 

  

  

, “Fig. 62. pg, 68 | 

țungul. diagonalei ! MV, a  paralelogramului construit cu 

MV, şi MV,, ca şi ctim ar avea vitesa MVa Va 

167. Ezemple. —a. O barcă trebue să traverseze un râu de lărgime Î, 

! 
+ 40 

Vitesa sa este v,, iar aceea a apei este p,. Să se afle : 10 în ce punct 

va ajunge pe celălalt - țărm al râului, dacă se îndreaptă perpendicular: 

-pe râu ; 20 în ce direcţie trebue să îndreptăm barca pentru ca -raver- 

sarea să se facă perpendicular pe.râu; 30 în ce direcţie trebue îndrep= 

tată barca pentru ca să ajungă într” un punct determinat pe celălalt 

țărm (Se consideră că. barca ar. ri ca un punct ma crial).- 

pp: MMM pi 

     
Fig 64 

Fi 65 . 

10 Dacă apa ar îi imobilă, n'ar fi mişcarea. de antrenament, distanţa 

a d 

AB is 63) ar “i parcursă în — secund:. In realitate, la sfârşitul 

vp. 
1 

acestui timp, barca se e găseşte în B' . astt.I că BB! ve [i



. 
7 

. 

i PENE 
este suma viteselor v, =u+o” şi = Deci v =0j—= 
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20 Fie AB direcţia “căutată, ce. tace - unghiul a cu u perpendiculara - 

(normală) pe râu (Fig. 64). Avem 

VpVa d 
    sin4'= 

AV, vw 

Problema e posibilă dacă v,<v,. Când Ve=bpa a =909, barca ar ră- 

mâne - nemişcată. | 

30 Pentru a ajunge în B (Fig. 65), trebue ca vitesa: rezultantă să tie 

îndreptată după AB. Se cunoaște unghiul BAV, şi vitesele V, Şi; 

trebue a rezolva un triunghiu cunoscând două laturi și unghiul opus 

la una din ele. Pot fi, nici o soluţie, una sau două soluţii ; ; cazul a două 

soluţii înseamnă că pentru a ajunge în B, putem îndrepta barcă sau în 

direcția AV, «au în direcţia! AV! 

186. Exerciţii. 1. Un râu are o vitesă de 0,50m/sec, iar un vas care 

merge pe acest râu are o vitesă proprie de 12 km/oră. Cât timp va trebui 

acelui va s ca să parcurgă distanţa dintre două oraşe situate pe marginea 

acelui râu şi depărtare cu 30 km. .. 

Ă R. Dacă vasul merge în josul apei, vitesa rezultantă a lui 

“este suma vitesei relative (proprii) a vasului şi vitesei 'de antrenament 

a curentului, iar dacă merge în susul apei diferenţa lor. Avem 10 v=12 ' 

. ” - --830 - . | Ă . 

++ 0,0005 X 3600= 13,8 km/oră, Tzi aproape 2 ore 10 min. 
» 

- Ă , , E 30 | - . 

20y9==12—0.0005 x 3600= 10,2 km/oră, T=—=2 ore 56 min.: 
, 

” 2. Două trenuri merg în sens contrar, unul cu vitesa de 40 km. pe oră, 

iar celalt cu o vitesă necunoscută. Să se determine vitesa trenului al 

“ doilea, ştiind că o persoană din primul tren a observat că are 40 va- 

goane, care împreună cu locomotiva au o lungime de aproape 210m, . 

şi că trecerea trenului al doilea, prin faţa voiajorului care face obser- 

- Vaţia, a durat-12 sec. 

R. Insemnând cu v şi vf vitesele celor două “trenuri, vitesa re- „ 

lativă o, a trenului al doilea în raport cu observ atorul din primul tren, 

210" 40000 
| 123600 

=6,39 m/sec. =23 km./oră. în 
- 8. Dela Brăila la Sulina vapoarele de pasageri ale Navigaţiunii Flu- 

viale Române, fac în afară de timpul de oprire, 7 ore, iar dela Sulina 

la Brăila 834 ore. Distanţa Brăila—Sulina fiind aproximativ 150 km, 
să se găsească vitesa mijlocie Proprie a vapoârelor” şi . vitesa mijlocie 3 
Dunărei.
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R. v şi v' fiind vitesele proprii mijlocii pentru vapoare ă pentru 

150 , 150 . 1 
Dunăre,avem v+o'=—km oră, vo = ekmoră ; = 75| - +a , 

7 8,75 | 8,75 , 

= 19,3 *m/oră, 9'=2,14 im /oră= 0.60 în /sec. . 

4. Două puncte,se mişcă pe aceeaşi axă, astiel că la monentul i absci- 

” sele lor au ca expresii 54=302451+6, 39 =602—56-4-4. Să se afle vitesa 

relativă la momentul când distanţa lor este maximum sau minimum. - 
Ba | 3 

R. ds g— 54 =302—101—2 admite un minimum când lp=-z 

Vitesele mobilelor sunt v4=61 +5, va=124g —5, iar v -tesa relativă este 

Da—0 =61g—10= 0, căci în acest moment vitesele lor sunt egale şi de 

acelaşi sens. - , | 

5 „Revoluţia sinodică a Lunci, dată prin observ area eclipsclor, fiind, 

în zile solare mijlocii, 29,53, şi revoluţia siderală a Pământului de 365 ,250, 

să se afle durata de: revoluţie siderală a Lunei. : 

R. z liind durata revoluţiii siderale şi & deplasarea unghiulară 

a Pământului în jurul Soarelui în timpul revoluţiei sinodice, avem 

  

z "29,53 a 0 om e -9ata 

27 e 2a+a = 29,53 365, 35 — 394,786 

| 365,256 
n 2209,58 x = 27,322 zile. . | 

394,786. Da pm 

6..0 barcă traversează un râu de lungirea 1=40m. vitesa sa este 

2m|sec, iar vitesa apei 0,50m/sec. Să se afle: 10 In ce punct şi după 

ce distanţă va. ajunge, „dacă îndreptăm barca, perpendicular pe ţăr- 

murile paralele ale râului ; 20 în ce "direcţie trebue să fie orientată barca, 

şi în cât timp, ca traversarea să se facă „perpendicular la țărm ; 30 înce 

direcţie trebue îndreptată barca, pentru ca" plecând : din' A să ajungă 

„ în B pe celalt țărm, astfel ca unghiul dreptei BA cu țărmul lui A să fie 

„de 40' 300, , - . 

Rn. 10 Insemnând cu ve şi v, vitesa de antrenament a râului şi 

vitesa relativă (proprie 2) a bărcii (Fig. 63), timpul în care se face tra- 

d. 
versarea. este— = 49 20: 'sec., BB' ==20x0, 5= 10m, ârumul parcurs 

Vr -2 

de Barcă este AB' = y40% +102 —41,23m. 29 Avem Grig. 64) sin BAB=! 

d iar B'AB=—14028 este înclinarea pe verticala BB' 
4 - : : | , 

-ce trebue să dăm bărcii spre a traversa perpendicular râul şi vitesa 

.
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- rezultantă este Da=AVa=a |AV2—AVe2 =1,93 m/sec., durata traver: 

sării este 40 A Va =20,7 sec. 30 In triunghiul VaAVe(Fig. 65)se cunoaşte 
unghiui V.AVe =40930' şi laturile AVe=ve=0,5, VeVa=AV'=v,=2m; 
avem numai o soluţie, 2: sin 40030'=0,5: sin, &=VaAV,, sină= 

1 - . 
7 sin 409307, &=90 19731%, barca să facă cu țărmul de unde pleacă: 

unghiul 4030'+4-9019/317, | a Da 
7. O persoană merge pe stradă cu vitesa 2m/sec. în timpul unei ploi 

care cade vertical cu 1,40m/sec. Ce direcţie trebue să dea umbrelei ca 
să fie cât mai bine apărat de ploae. 

| R. Bastonul umbrelei trebue 

să facă cu verticala (Fig. 66) 

iul ! Ve 2 y. 
unâhiul .&, Be — = — 5 9 Va 1 > e 

fiind vitesa de antrenament a 
- | persoanei şi Va vitesa absolută 

Fig. 66. ” a picăturilor de ploae ; bastonul. 
. | umbrelei are direcţia vitesei 

relative .V, rezulranta vitesci Va şi a unei vitese egală şi direct opusă 

  

, - > > , 
cu a voiajorului, V, = Va —Ve; a = 550, i: 

8. Un cilindru gol are bazele sale de hârtie; el:se învârteşte în jurul 
axe sale cu o mişcare uniformă. La un moment dat un glonţ de puşcă: 
străbate cilindrul parale! cu axa lui ; razele care trec prin centrele celor 
două găuri făcute de Slonţ în bazele cilindrului, fac între ele unghiul &. 
Să se deducă vitesa Slonţului, presupunâna că ea este constantă în 
timpul cât glonţul străbate cilindrul, Aplicaţie când cilindru face 80 
rotații pe minut, lungimea lui este de 1,20m., &=30, „. 

R. Fie 1 lungimea cilindrului, w şi o vitesa unghiulară â cilindrului 

  

  

       
    

   

2x80 
E l i şi a glonţului; avem l=ovţ, z=ut, =; numeric, v= 120% 60 & 27 X3 

NE „800, 
= 192 m/sec. Ă 
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