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LECTIUNI ELEMENTARE DE ALGEBRA SUPERIOARA
de N. ABRAMESCU

ANALIZA COMBINATOARE

1. Analiza combinatoare se ocupa cu formarea, nu-
mirarea si proprietitile diferitelor grupe care se pot -
face, dupi anumite reguli, cu un numir de elemente
date. Dintre toate felurile de a grupa mai multe ele-
mente (cantititi) date, se considerd ca fundamentale
urmitoarele : aranjdrile, permultdrile, combindrile.

2. Aranjari. Si considerim n obiecte diferite, pe care
si le insemniam cu a;, d,...d,. Se numesc aranjari ale
acestor n obiecte (elemente) luate cate p (p<<n) grupele
ce le putem face cu cele n obiecte, fiecare grupa “con-
tinind p obiecte si doud grupdri diferind intre ele prin
natura sau ordinea obiectelor. Numdrul acestor aran-
jiri se noteazi cu Al.

Aranjirile celor n obiecte luate cate unul sunt a,,
a,,....a,, iar numirul lor este Aizn. Aranjarile a n
obiecte luate cite doud se formeazid asezand langa fie-

care din obiectele a;, a,,....a, pe rand, celelalte
obiecte, '

AN Ot s L

A O T P

Wl A e

Se obtin astfel, din fiecare grupd a aranjarilor a n



obiecte luate cate unul, cate (n—1) grupe; deci, aran-
jarile a n obiecte, luate cate doud, sunt de (n—1) ori
mai multe ca aranjirile a n obiecte luate cate unul;
numirul lor este

Al=A} (n—1)=n(n—1).

Aranjirile a n obiecte luate cate trei se formeaza
asezand langd fiecare din aranjarile a n obiecte luate
cate doud pe rand celelalte obiecte. Cum fiecare aran-
jare a n obiecte luate cate douiéi contine doud obiecte,
mai rAiman n—2 obiecte care nu intrd in aranjarea con-
siderata.

Deci, din fiecare grupd a aranjarilor a n obiecte luate
cate 2, se ob{in n—2 grupe noi. Asa dar, aranjdrile a n
obiecte luate cdte 3 sunt de n—2 ori mai multe ca
aranjirile a n obiecte luate cate 2, astfel cd numirul
lor este ;

Al — A (n—2)=n (n—1) (n—2).
In mod analog se vede ca numarul aranjirilor a n
obiecte luate cate 4 este
A,=n (n—1) (n—2) (n—3),
si in general numarul aranjarilor a n obiecte luate cate p
este
Al =n (n—1) (n—2) . .. (n—p+1).
Aceastd formuld presupune o<<p<n. Daca p>n,
atunci A2 n’are nici o semnificare si se ia Al—o,

p>n. De asemenea se ia A,=1.
De ex., aranjirile a 3 obiecte ay, @y, Gy luate cite deud, sunt

189550y 0
g 035 oty
aydyy Gy

si numirul lor este A3=3.2=6.
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Aranjérile a 4 obiecte ay, dg, A3, A4, luate cate doua, sunt

s R W o L
Sodyc i tidaly Oy
e o LA S W 20
Agdy- N da e Ay Uy "
si numdrul lor este Ai=4.3=12. .Ag=5.4.3=60, A§=6.5.4.3=369.

3. Exereitii. 1. Cite numere de doua cifre distincte se pot forma
cu cifrele 1, 2, 3,....9.

R. A =9.8=72.

2. Stiind ca numirul aranjirilor a n obiecte luate cite 6 este egal
cu de 12 ori numirul aranjarilor acelorasi obiecte luate cite 4, sd se
gaseasca n.

R A% —124%, n (n—1) (n—2) (n—3) (a—4) (n—5)
=12n (n—1) (n—2) (n—3). Simplificand cu n (n—1)(n—2) (n —3)>
ramane (n—4) (n—>5)=12, de unde n®—9n-+20=12, rezolvand n =1
sau 8. Numai n=8.

3. Stiind ci numdrul aranjirilor a n obiecte luate cite p este egal
cu de m ori numirul aranjarilor acelorasi obiecte luate cate (p—2),
84 se giseascid n. Cum trebue si fie'm pentru ca problema sa fie posibild
si in acest caz cate solutii avem.

R. Ecuatia problemei este n2-+n(3—2p)+p?>—3p+2—m=0.

Problema e posibild, daci 1-44m ce este sub radical este patrat perfect.
Cum (4m-1) este fird sot (nepereche), trebue si avem 14+4m=(2k-+1)2,
deci m=Uk(k-+1), k fiind un intreg oarecare (adicd m si fie produsul
a doua numere intregi consecutive). Aceasta conditie fiind indeplinita,
avem ny=p-+k—1yn,=p—k—2; numai prima din aceste solutii con-
vine problemei.

4. Permutari. Permutirile a n obiecte sunt grupele ce
putem forma cu toate aceste n obiecte, fiecare grupi
continand toate aceste n obiecte, o grupad diferind de
alta numai prin ordinea obiectelor.

Permutirile a n obiecte sunt un caz particular al
aranjirilor a n obiecte luate cate p, in cazul p=n. Deci,
numirul permutdrilor a n obiecte este :

P,—A, =n(n—1) .. .21

si se noteazii cu P,, sau 1.2 ...n, sau n!



De ex., permutirile obiectelor a;, a, sunt a;a,, a,a;. Pentru a gasi
permutirile a trei obiecte a;, a,, a3, s4 observam cd in permutarea a,a,
putem aseza pe ag inaintea lui ay, intre a; si a,, si la dreapta lui a,.
Obtinem urméitoarele permutari

A30109, G10305, 01@505.
Operand la fel cu permutarea a,a;, avem
3050y, Axlaly, dglds.
Deci, permutarile elementelor a;, a,, ag sunt
gy, (y0305, Ay0503, d3dy, ApAg0y, d9lyds,

si asa trebue invatat a face permutarile lor.

(i

Permutdrile circulare care se for- / :
meazd din permutarea a;, ...
a,, se obtin ficAnd si treacd pri- i Lol
mul element, pe rand, la sfarsitul a{v
fiecdrei permutari; de ex., in cazul /
a n litere, aceste permutiri sunt ay

Fig. 1.

Gy 210505 A0 L D L 0 5 T O b O g

5. Exereitii. 1. Cate numere de patru cifre distincte se pot forma
cu cifrele 1, 2, 3, 4.

ROP,— 24

2. In iéte moduri se pot schimba intre ele literele cuvantului ordine.

R. Pg = 720.

3. In aranjarile a n litere cate m, sa se afle cAte aranjiri incep cu
literele a;, a, ; in general, numdrul aranjérilor care incep cu literele ay,
Gy -+« Gy

R. Scotéand literele a;, do, ... @y, Tdman (n—p) litere Inate cate
(m—p) in fiecare grupa. Numirul aranjirilor ce se pot forma cu

ele este A:’__pp - Asezand literele a;, dy,. .. @y in fata fiecarei aranjari
si permutidndu-le in toate modurile posibile, numirul ciutat este

P,.A ;,”:Pp. In cazul particular, 2 1A% 5.

6. Combiniiri. Combinidrile a n obiecte luate cate p
sunt grupele ce se pot forma cu aceste n obiecte, fie-
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care grupd confinand p obiecte, o grupd diferind de
alta prin natura obiectelor. Numirul acestor combi-
niri se noteazi cu C’.
De ex., combinirile a trei obiecte a;, ay, ay cite doud, sunt
a3y,  ay@., Ayag,
pe cand aranjarile acelorasi obiecte cdte doud sunt
10y, (403, Gyy, Ayly, U3y, Uady.

De asemenea, combinarile a patru obiecte ay, ay, a, a, cite doud .
sunt

2189, = AyCqy 070
ayag, Ay,
aga,.
Combindrile acelorasi patru obiecte cate trei, sunt
10905, Q150 Q1030 Aylaay.

Sa presupunem ca am format combinirile a n obiecte
luate cate p. Pentru a gisi numirul lor, si luim una
din aceste combindri, ce confin p obiecte, si si per-
mutim, in toate modurile posibile, aceste p obiecte ;
vom obfine P, grupe noi. Repetand aceasti operatie
pentru toate combinarile, obfinem in total CﬁXPP
grupe noi, care sunt aranjiri de n obiecte luate cate p,

9 o ? .
al caror numir este A. Deci avem

A, = C.xP,
de unde
i A _ n—D)...(e—p+1)
Ay = N2 Lh

Daci p>n, formula n’are sens si se pune, pentru si-
metrie, €, =o, p>n; de asemenea C =1.

o o 43 43
i ey 2.3

(511

il o =410,

-t
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7. Observari. I. C’ fiind un numir Antreg, urmeazi
ca produsul a p numere intregi consecutive, n(n—1). ..
(n—p+-1), esle divizibil cu produsul celor dintdi p nu-
mere, 1.2, .. p.

II. In formula

Y n(n—1)...(n—p-+1)
4 .25 0p

sa inmul{im ambii termeni ai fractiei cu 1.2... (n—p) ;
avem
,  n(n—1)...(n—p+1) (n—p)...2.1

3

»” 1.2_.,p 1.2.-~ (n‘p)
sau
n!
S ety
p!(n—p)!

Inlocuind in aceastd formuli pe p cu (n—p), obtinem

nl

ﬂ*P 2B b 5= T

* T @p)pl |

IIL. In tabloul (T) al combindrilor a n litere cate P,
sd dam de o parte pe cele ce contin obiectul a, ; se obtin
doud tablouri, unul (T’) ce cuprinde combiniri ce contin
obiectul a;, si altul (T”"), format din combiniri ce nu
mai contin pe a,. Si 13sim de o parte obiectul a;, in
toate grupele tabloului (T’); r#méan grupe de cate
(p—1) obiecte luate din (n—1) obiecte, a,. .. a,, adica
tocmai combinirile @ (n—1) obiecte luate cate (p—1),
al cdror numir este C2 ). In tabloul (T”) sunt com-
bindrile a (n—1) obiecte, a,, 3. ..a,, luate cite p,
iar numirul lor este C. .

Scriind ¢ numirul grupelor din tablourile (T") si

(T") este egal cu acela al grupelor din tabloul (T), ob-
{inem formula

P . 3 2 8.7
Cn ) C:'):C:')a Cg:cg:ﬁzzs

» Pk b
Cn N Cn—] —l'_ Cn-»l'
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Aceastdi identitate se putea obtine direct inlocuind
pe C,,_1 si C?_, cu valorile dezvoltate

(Rt (n—1!
(m—p)! p—1)!" (n—1—p)!p!

IV. Fiacand in formula C Cﬁ 1+ C,, 1 pe n egal cu p, p+1,
p+2, ... n, avem

=il del s
—1
C£+1=C$ +C$9

=y
C£+2 = C§+1 +Chuns

—1
ch=chi+ch
Adunind, deducem
—1
1

el =ebi it i Ch O+t Gl
Dar C$41=0; deci ~

—1 | Sy
el=ci et e . e
Sau, pusid sub altd forma,

k k k&
Cp + Cle:~_1 +..o0F Cm S CmIi‘

De ex., C§+Ci+c§+c§=c§’.

8. Exereitii. 1. Si se afle cite diagonale se pot duce intr’un poligon
convex de 4 laturi, in general de n laturi.

n(n—3
TS U, e R —-(—ZJ
9. Si se afle numirul patrulaterelor in care se descompune un po-
ligon de n laturi. Si se giseascd numirul totalal punctelor de inter-
sectie ale diagonalelor unui poligon convex de n laturi.

R. C,‘f. Descompunand poligenul in patrulatere, se observd cd Ia
fiecare patrulater corespunde un punct de intersectie al diagonalelor.



3. Si se efectueze produsul
(14-2) (3+4+5) (6+7+8+9)...,

in care se considerd n factori.

R. In factorul de rangul n, primul termen este Ci_,r 1 si ulti mul

C;2,3_.2—1. Suma termenilor din acest factor de rangul n este

—2(0,,+1 B —n@+1) (n+2).

Produsul cautat are valoarea

1 1 1
e O e L pau =
B 1.2.32_.3.4... 2n(n—}-l) (n+2)

1

— 2.3

2)1

2,3.4
4.5.6

n

1 !
t R+ (4= — ntal (n+1)';—(n+1) (n+2) =

it (n D3 (n+1)2(n+2).
91 -+1
9. Notiuni sumare din Caleulvl probabilititilor. Bazele calcululut
probabilititilor au fost puse de Pascal si Fermat (in sec. XVII) cu ocazia
unor probleme ce se puneau asupra jocurilor de noroc. Aceastii teorie
are azi numeroase aplicatiuni in Fizici, Astronomie, Teoria asigura-
rilor, a tragerilor de artilerie, in domeniul matematicilor superioare.
Sa presupunem c# 0 persoani jucind, arunci un zar perfect cubic,
fiecare fata fiind numerotatd cu numerele dela 1 la 6, si cd acea per-
soan# castigd, daci zarul aratid 1. Zarul poate ardta unul din cele sase
numere, fird a putea sti dinainte care (daci jocul e corect). Vom zice
ca cele sase cazuri posibile din acest joc sunt la fel de probabile. Din
aceste cazuri pesibile in numir de sase, humai unul este favorabil ju-
catorului, atunci cand zarul arati numirul 1. Se zice probabilitatea
acestui joc, sau a acesfui eveniment raportul dintre numdrul cazurilor
favorabile evenimentului si numdrul cazurilor posibile. Deci, cand se

1
aruncd zarul odat#, probabilitatea de a castiga este w3



13

S% presupunem ca intr'o urnid sunt 12 bile de egala marime, 7 albe
si 5 negre. Se scoate o bild la intamplare si se intreabd care este pro-
babilitatea de a scoate o bild albi. Bile albe fiind 7, sunt 7 cazuri fa-

-

i
vorabile si 12 posibile, deci probabilitatea de a scoate o bila albi este 5

Probabilitatea este un numir fractionar mai mic sau cel mult egal
cu 1, cdici cazurile favorabile sunt mai putine sau cel mult egale cu
cele posibile. Dacii probabilitatea este 1, evenimentul este sigur; daca

1
este egala cu = evenimentul este indoelnic; dacii este cuprins intre
2

1 1
0 si 5 evenimentul este posibil ; iar cand este cuprins intre Y T B

se zice ci evenimentul este probabil. in numdirarea cazurilor posibilé
si favorabile, ajungem in multe cazuri la probleme de analizd combi-
natoare.

Aplicatie. La o loterie 1es la tiecare tragere 5 numere cdstigatoare din
totalul de 90 numere cdfe are. Jucatorul cdstigd dacd numarul ales de el
esle prinire cele 5 nuinere esite. Numairul cazurilor posibile este 05 .
Cazurile favorabile sunt combinirile care contin numirul ales de
juc#tor. Pentru a le forma, sfi ne inchipuim ca se scoate acest numér
ales si ca se combind cele 89 ramase, 4 cate 4, apoi ca se adaugi la
fiecare aceste combiniri numirul ales. Avem astfel toate combinirile
care ar contine numirul ales. Deci numirul cazurilor favorabile este

deci ng. Probabilitatea esirii numarului ales este

Csy 89.88.87.86 90.89.88.87.86 5 1
S, 1234 . 12345 “90 18

Deci, asupra a 18 cazuri posibile, unul este favorabil persoanei ce ia
o tragere §i 17 pentru loterie. Ar trebui, prin urmare, si se parieze
1 contra 17. Loteria in loc de 17 ori miza, nu di de cat de 15 ori acea-
std miza. {

Cand am voi si ne iasi douii numere alese, se zice un a:nb; daci
numerele alese sunt amAndous printre cele 5 scoase, s’a castigat ; dacid
nu, s’a pierdut. Cazurile favorabile sunt combindrile care contin cele
doud numere alese; ele se obtin combinind cele 88 numere ramasc
3 cate 3 si addogand la fiecare combninare cele douid numere alese.

Astfel ci probabilitatea esirii unui amb este raportul dintre Css st Cg()
adica
4.5 2
90.89 801
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|
Ar trebui deci si se parieze 2 contra 799, sau 1 contra 399 + ?:

loteria nu did decat de 270 ori miza.
Tot astfel s’ar g#si ca probabilitatea de a iesi 3 numere din cele 5

trase (un tern), este , iar loteria da de 5500 ori miza.

1-
11748
10. Exereifii. 1. Intr'un sacsunt a bile albe si b negre. Care este

probabilitatea ca scotind in acelasi timp 2 bile, ele sa fie de culoare
diferita.

R. Numirul cazurilor posibile este Ci+b. Pentru a numira
cazurile favorabile, observim ca fiecare bili albid poate fi asociata
cu b bile negre, deci numirul cazurilor favorabile este a. b. Probabili-
tatea evenimentului asteptat este

ab 2ab
Ciip  (a+b)atb—1)

Probabilitatea evenimentului contrar (bilele si fie de aceeasi culoare)
este '
a(a—1)+b(b—1)
(a+b)(a +6—1)

g=1—p

* 2. Care este probabilitatea ca dintr'un pachet de 32 carti de joc
tragand 5 cirti, in ele si fie 4 asi.

R. Numirul cazurilor posibile este ng. Pentru a numira ca-
zurile favorabile, se observi ci un grup de 5 ecirti, care contine cei 4
asi, se obtine adiogand la cei 4 asi o carte din cele 28 ramase, dupa
ce scoatem asii. Cazurile favorabile sunt in numir de C;S. Probabi-

1
12192

3. Se aruncd doui zaruri. Care e probabilitatea de a da o dubld anu-
mitd (6 si 6) de ex.

R. Numirul cazurilor posibile este 36, ciici o fatd a unui zar
poate ciidea cu una din cele 6 fete ale celuilalt zar. Un singur caz e

litatea este 28: C§2=

1
t‘av‘orabil, deci probabilitatea este 5

Binomul Iui Newton.

I1. Si considerim produsul

(+a)(x+ay)....(x+a,).
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Pentru a-l dezvolta, si ludm cazul a trei factori
(x+a)(T+a.)(x-+az)=22+2% (a,+a,+a3)
+ (@854 o053+ A30y) + A0,
care se mai poate scrie

(x4 a)(z-+a)(x+az) =23+ 22 2a1+x2alag+ala,a3.

Din aproape in aproape, se deduce formula |
(z+a)(@+ay).. . (z+a,)=2"+2"2a
rx T, . +277 oy a,. . a0, .0,

unde La,a,...a, reprezinti suma termenilor ce se
obtin ficind combindrile a n litere a;, @,...a, luate
cate p, iar numirul termenilor de aceastd forma este
egal cu numirul combindrilor a n litere luate cate p,
adici C.

Si facem in aceasti egalitate a;=a,=...=¢a,=a.
Un termen oarecare, " ?Xaya, . . . a,  devine
2" g C., cici in Xaa,...a, sunt C’ termeni.
Obtinem deci formula binomului lui Newion

(z+ay'=x"+ C:,x”_1a+Cix”—2a2+... RO Pk ke
sa 0 2 ) !
g (z+d§ = e G o=t

p=o0
Expresiunea desvoltatd a formulei binomului. este
n (n—1)

1.2

i n(n—1). .. (n—p—+1) 2
12D

n
(x+a)”=w"+Tx”" a+ o PRl

2P ... +a".

Exemple. (z-+a)* — A 4023 1+ 6a22® + 43z + ot (v—a)® =25 —5az?
+ 10 a® 23—10a%2? +hatr—ad.
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12. Observiri. 1. Coeficientii a doi termeni egal depdrtafi
de extremi sunt egali. In adevir, doi termeni egal
departati de extremi sunt

i n—p e
Clar?at, C. ‘ata"?;

coeficientii lor sunt egali, cici C,=C) .
II. Si considerim coeficientii consecutivi, C si
Cf:“; avem
ctt n(n—1)...(n—p+1)(n—p) n—p ct
: PP+ P
Deci, ' coeficientul unui termen se obtine inmultind
coeficientul termenului precedent cu exponentul lui a
din fermenul precedent si impartind cu exponentul
luix din termenul cautat.
ITI. Cel mai mare coeficient din desvoltare. Coeficientii
n— i n—I1
1 >1, adicd p< —5
sot, numadrul termenilor, n-+1, este fara sot, iar termenii
corespunzandu-se doi cate doi, cel din mijloc este cel

”n
mai mare si este egal cu C;. Daci n este fard sot, nu-
marul termenilor este egal cu sof si fiind doi cate doi
egali, cei doi coeficienti de la mijloc sunt egali si cei
n_-—_l
mai mari, iar valoarea lor este C,?

cresc daca

Dacid n este cu

13. Aplieatie. Sd se desvolte (a+\ a2—1)® + (a—y a®—1)8. Insemnind

cu E expresia datd si cu b=\/a2—1, aplicand formula, reducind ter-
menii, avem

(a+b)® =a® 4 6a% + 15a%6% + 204363 + 15024 4 6ab® + b5,
(a—b)®=a®—6a%b +15a*62—20a3b3 + 15a2h%—6ab5 b5,
E=2a%430a%2 304202 - 255,

Dar B2=(ya®—1)2 —a® 1, p4— (a®2—1)2, b8 = (a2—1 )3, Deci
E=2(32a%—48a%+18a%—1).
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14. Exereitii. 1. Si se desvolte (z—a)?.

R. Desvoltarea are 10 termeni; trebue calculat primii cinci
coeficienti

(z—a)® = 29—9ax8 + 360227 —84a3x% + 126a4x5——-l 2605zt + 84a6 z3

—36a7224+9a8x—a®.

. Si se afle al saptelea termen-al desvoltarii (1—i)?, i=y—1 .

[

R. (—1)8C% (—)® = €5 (D) = €5 (—1)® = Cio-

3. S#ise arate i Gt Cy + + s « + Ch=2m—1.

R. In desvoltarea (x+a)” se face x=a=1.

B onnige e A et e R e e e g

SLIBTE

{ ceamnall sl )
~JCUREST,

R. In desvoltarea (z—a)” se face r=a=1.

. Sa se arate ci

I oot U Rl
(oo R il o S, o TN B
R. Stim ca

CLib Gl e HC  Ch s <) =27
B et e X S
Adunand, avem

1 3 ; 1 3
UCH + Cyt- o+ )=2",Cpy+ Gyt - =
Scizand, avem cealaltd relatie,

=1

(o8

6. Si se verifice identititile

ity G F G 3
Caiin= Gt EpiCat Gy
CBrin= Gt O Gy Cri Gt Ci
R. Se vor egala coeficientii acelorasi puteri ale lui x din desvol-
tarea identitatii (z+a)T"=(z+a)"(z+a)".

7. S4 se determine m astfel ca al 10-a termen al desvoltarii
(34+-m)” si fie cel mai mare.

N. Abramescu — Algebri cl. VII. ed. Il. — 3 2

w



18

R. €, 37 °m¥> 5,378 m8 , m®_8m__ 97> o, adichm trebue
sa fie exterior intervalului radicinilor m1=4—\/4_3, my=4 -H/E ale
ecuatii m®2—8m—27=—0, m<my, m>m,.

Cpy 3" m®> Cht 3" ~10m10. ;12 om 300 m interior intervalului
radacinilor ecuatiei m>—9m—30=0, my<m<m, m3,4:—$(9—\/§(i) &

Ordinea de marime a ridacinilor fiind mg <my <my<Mm,, m rimane
sa fie cuprins intre

i il 7
4+/43 si & (94y/201) %SM
si trebuind a fi numir ms my nmy  my
intreg, m=11. g Fig. 2.

8. S& se demonstreze formulele
y 1_9—1 2 g—2
el i, =k iciel AL o R ST o
143 y
C;n=(C: 2+(Cn)2 S g T +(C;: -2'
R. Se identifici respectiv coeficientii lui 27 si 2 din desvol-
t arile
(:c-l—a)" (z —|—a)/J = :(:t—,i—a)"—H’, (z+a)™ (z+a)'= (x-f—a)?".

9. Sd se giseascd trei coeficienti binomiali consecutivi in progresie
aritmetica.
; —4 1 p—1 1 4 T
R G—C =a—chach= 7 1 2 p=L(nt \/nT2).
Dacid nestecu sof, n trebuesa fie de forma 2(22—1); P=k251—1.
Daca n este fara sot, atunei n=4(k—1)k—1 ; p=2k%—l 1, p—2k2 3k

Aplieatii ale formulei binomului.

I5. Suma puterilor asemenea unui sir de numere in
progresie aritmetici. Fie a;, a,, ... a, n numere in
progresie aritmeticd, cu ratia r. S% calculim suma

Sp=a"La .

n

Avem
3} 2
(4 e " PG e ST i bt RO

‘ ¢ 1 2 g
(ay+r)" =gt + G @ G, rfal A o,

)
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iq 1 2 gl 4
(IRl s S Bl ST BN Y et e T S

Adunind membru cu membru si observand ca
ap+r=a[,+1, avem

(- (@, +ry i =a"t +C,,irS,, +Chpy 1 S _it..nr
Facand m=1, obtinem

(a,+r)> =(l? —4— C; r S;+nr?
de unde deducem pe S;.
Facand m=2, obtinem
(a, +r)3=af -%—C; rSQ—{—Ci r2S,+nr3,

relatie care di pe S, cdci S; este cunoscut.
In cazul cind progresia este sirul natural al nume-
relor, avem a,=1, r=1, a,=n, iar formula (1) devine

Gyt i s s

In cazul m=1, avem

n(n+1)
. :

F4

(n+1P=14C, S;+n, S;=
Cand m=2, din (2) deducem
(n+1P=143S,+3S;+n,
1
S,=124+224 ... —(—n?:?n(n-{—l) (2n+1).
Ficand in (2) m=3, deducem
1 2
S,=184 28 £ o4 ¥ [—2—n(n+1)] = S; .
16. Triunghiul lui Paseal. S ridicim binomul (z+-a)

la diferite puteri succesive, iar coeficientii si-i aranjam
intr’'un tablou, astfel

o



(g " :

(z+ar 11 11

e La)s. oG 6 19,1
(repa)s i 018G, Cro 13585
(ot “1ocs e, e +usiei g1
...... 1510105 1

O § o M S e o

In triunghiul format, zis triunghiul lui Pascal, avem
urmétoarele proprietiti : -

1. Un numir dintr'o coloani a triunghiului lui
Pascal este egal cu numirul deasupra lui si pe aceeasi
coloand, plus numirul ce se gaseste la stinga prece-
dentului si pe aceeasi linie. Ex., 10—6-4, sau, in ge-

~ —1
neral, C,-=Cf_1+Cf_1

2. Suma numerelor dintr’o coloani este egald cu
numérul ce se giseste intr’o coloani mai la dreapta
sl cu o linie mai jos. In adevir, se cunoaste formula

V- 3 V- A1 e 21
C/z + C/e+1+ el +Cm :Cm—l—l ) Z Ci == Cm—*-—H :
i=k

De ex., 10=1+3+6.

17. APLICATIL I. Si se calculeze

n
S=1.2.342.3.44, . +n(n+1)(n+2) =¥ n(n41)(n+2).

n=1

Aceastd expresiune se mai poate scrie

SE132.10 543D e (n+2)(n4-1)n

SR e D 31 ¢
S 3 3
3‘l=03+c4+---+0,31+2,

;i 1
S=31% Chis=81Ch, = (2 +3)(n+2)(n+ 1.

n=1
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IL In eazul ¥ n(n—1)(r—3), vom ciuta si punem termenul general
n=4
n(n—1)(n—3) sub forma urmateare

(3) n(n—1) (n—3)=An(n—1) (n—2) - Bn(n—1)+Cn,

adicd o sumi de produse de numere intregi consecutive descrescitoare,
de trei factori, de doi factori, etc., incepand cu n, primul produs avand
atatia factori cat este gradul termenului general.

Pentru a determina coeficientii A, B, C, simplificim expresia (3) cu n,

(4) (n—1) (n—3) = A(n—1) (n—2)+ B(n—1)+C

si facem n=1; avem C=o. Facem, in (4), n=2; de unde B=—1;
pentru calculul lui A, facem, in (4), n=3, si deducem A4=1.Se putea
vedea valoarea lui A, observand ca trebue sa fie egali coeficientii Tui n®
din ambii membri din (3). Avem

n(n—1) (n—3) = n(n—1) (n—2)—n(n—1),
= ‘_ n(n—1)(n—3)=Y n(n—1)(n—2)—Y n(n—1),
n=4 n—-4 n=4

n : ”
) I T Y S T 5 5
n=4 n=4
Si de oarece

% V-3 : +1
Ck+ck+1+... +C§= s1
urmeaza

n 7

3 3 3 4
2 C, =2 C,—Cy = Cn-(—-l 1
n=4 n=3

n n < X
2 2 2 2 3 .
2 C,= E C—Co—Cy= (‘u—{-l—'l_“i-
n=4 n==2
Inlocuind in (5), avem valoarea sumei cerute
4 3
§=3! (C;1+1""1)—2 ! (C;1+1—“4):
P (n+1)n(n—1)(n—2) (n+1)n(n—1) 2
= % L = AT

n
18. Exereigii. 1. Sase calculeze ¥ (2n—1) (2n+1) (2n+3).
n=1
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R. (2n43) 2n+1) 2n—1) = (2n+3) (2n+2) (2n+1)
+A(2n+3) (2n42)+ B (2n+3),
¥ = n(n+2)(2n2+4n—1).
2. 5S4 se calculeze
1n42((n—1)4+3 (n—2)+...+(n—1)2+4+n.1.

R. Se va scrie

n+2n4i3n4... +n2—[1.2+2.3+ ke n(n—])] :
P
n(14+24...+n)—2 ch,:?nz(n+1)—2 €1

3. 84 se calculeze limita pentru n —-00a raportului

(124224 .. +n??
(1 + 2+.. +n)?

8
I
9

4. Sa se ealculeze

2(ay +ay+ag+ag)d—(ay +ay+ag—ay)P—(a; +ay—ag+a,)3 /
—(ay—ay+ag+a)d—(—a; +a,+az;+ay)d.

R. Rezultatul este o functiune simetrici si de gradul al treilea,
& Xa?{+k’ Ea?az-i—k"zalaza:,. Se_ face a;=1, ay=az=a,=o0, k=o;
a=ay=1, ag=a,=0, k'=0; a;=a,=az=1, a;=o0, k" =24;24 (a a5,
+ayaya,+ajaga, +ayasay).

5. Sa se verifice identitatea
at b c4

e — = Sa*4 Y.
@tya—e) © o—a) | (e—aliempy = T

R. Notind cu E valoarea membrului intai, aducand la acelasi
numitor, avem

T ——a4(b——c)—b4(c-—a)——c4(a—b)
TN (a—b)(b—c)(c—a)

Se face la numiritorul fractii a=b, sise obtine zero; numiritorul
e divizibil cu (a—b); la fel se aratd ci e divizibil cu (b—c) si (c—a),
adicd E este un polinom intreg, omogen, simetric si de gradul al doilea ;
avem
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at b4 ¢t
e | t—ot—a) | (c—a)e—b)
Facem ¢=o, si avem
at bt
(a—b)a e b(b—a)

{ ng!

K

I

.a®+ K'Yab.

= K(a®-+b%)+K'ab,

3
= K(a®-+b%) 4+ K'ab,
a—b

@1 p2Lab= K(a®+b%)+K'ab; K=1, K'=1.

6. Si se extraga ridicina pitrata a polinomului 424434 502 2x4+1.
R. Avem 4zt 4331522 9x41 = (222+px-t+q). Se intre-
buinteazi formula (a4bdc+...)2=X a®4+2%ab; 424 4 p2a? 4 g2+
2.2a2. px+2.222g1-2paq.
Identificand coeficientii lui x3, 22, x, 20 (termeni constanti), gasim
—4—4p, 5=p®+4q, —2=2pq, 1=¢%; *+ (22%—z+1).
7. S¥ se afle conditia ca polinomul a2x?4 ax®4ba®+ cx+c si fie
patrat perfect.
R. 2ac+1=b, +(ax?+1x+o).
8. Si se extragi riadicina cubici a polinomului f(x)=2a8 +325—
53 +32—1.
R. f(2)= (22+px+g)°. Se intrebuinteaza formula (a;+ay+...03=
Yol 4380 ap + 6L aganay; [(2) = (28 + p3a® + ¥+ 3(xtpa+aPpPet 4
atq+ 22g® 4+ p2a2q+ pag?) +622pxq. Identificand coeficientii lui 25, 74,
avem 3=3p, p=1; 0=3p%4 3¢, y=—1; f(®) = (@@4z—1).8
9. Radicina cubici a polinomului x8—9x5 33246323+ 6622362 +8
este x2—3z12,

DETERMINANTL

19. Definitii si prineipii generale. Teoria determinan-
tilor este una din cele mai vechi. Este creatd de Leib-
nitz (1693), ciutand si rezolve un sistem de n ecuatil
de gradul intai.

Inversiuni. Si considerim o permutare oarecare
a, a, a; a; a celor 4 litere a;, a,, a3, Q- Se zice ca in a-
aceastd permutare avem o inversiune, cand o litera cu
indice mai mare este scrisd inaintea unei litere cu in-
dice mai mic. In permutarea @, @, a; @;, avem trei in-
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versiuni relative la a,, care este fnaintea lui a, a, a,,
o inversiune relativd la a, care este inaintea lui a, si
in fine una datoritd faptului ci a; este inaintea lui a, ;
in total sunt cinci inversiuni.

O permutare se zice de clasa intai, cand are un numir
par (cu sot) de inversiuni si de clasa a doua cand are
un numir impar de inversiuni.

Principiu fundamental. Dacd intr'o permutare schim-
bam doud litere (elemente) intre ele, permutarea isi schimbdi
clasa. 1. Fie a,,g doud litere consecutive in permu-

tarea P:AaaaBB, unde A reprezinti toate elementele
ce se afld inaintea lui a, si B toate elementele ce sunt
dupa . Schimband locul literelor a, si ag, se obtine
permutarea P’:Aaﬁaa B. Indicii elementelor din A, care
preced pe a,dg, si indicii elementelor care sunt scrise
dupa a,ag (cele din B), conservd aceeasi relatie de

mdrime cu « si 3, numirul de inversiuni nu poate fi
modificat decat de asezarea lui a,, az. Insd, daci aceste
elemente prezinti o inversiune in pozitia a, a;, nu mai
prezintd inversiune in pozitia ag a, si viceversa. Deci,
schimbind locul a dou# litere aliturate, numirul total
de inversiuni variazi cu o unitate, adic, din par devine
impar, sau reciproc, si deci permutarea isi schimb3i
clasa.

IT. Sa considerfim cazul cAnd elementele a, dg nu
sunt consecutive, si fie AaaCaBB 0 permutare oare-
care; s insemndm cu k numirul elementelor din C.
Schimband pe a,, pe rind, cu fiecare din elementele
din C, se obtine permutarea ACaq, .03 B, facand astfel k
schimbéri de elemente consecutlve Schimbim pe a,
cu ag, se obtine ACaBaaB, adici o noui schlmbare
de elemente consecutive. Schimbim in fine a; cu k
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elemente ale lui C, se obfine permutarea ALao Ca, B,

deci k schimbiri de elemente consecutive. La flecale
schimbare de elemente consecutive permutarea isi schimbz
clasa ; in total, ca si trecem dela permutarea Aa, Ca‘3 B

la permutarea Aaﬁ Ca, B,s’a schimbat de k+1+k=2k+1
ori clasa permutarii Aa, Cag B. Numirul 2k+1 fiind
impar (fard sof, nepereche), permutirile Aa, CaﬁB si
Aa‘g Ca, B sunt de clase diferite. Deci schimband locul

A

a doud elemente oarecare, permutarea isi schimbi
clasa.

Observare. Rezultd ci schimband intre ele, in toate
modurile posibile elementele @, a,,...a, numirul per-
mutérilor de clasa intdi este egal cu numirul permuti-
rilor de clasa a doua. In adevir, la fiecare permutare
de o clasd, Intai de ex., Aa, Caa B, corespunde o per-
mutare de clasa a doua, Aag Ca, B. Numarul permuta-

rilor a n elemente fiind n!=1.2....n, rezulti ci nu-
miarul permutérilor de clasa intai sau de clasa a doua

t 1!
este —n
2

20. Definitia si valoarea unui determinant. Si con-
sideram elementele a;,, a5, @5, a,, aranjate in tabloul

a3y Ay

|
i
| gy Ay

ce are 2 linii §1 2 coloane. Acest-tablou se zice determi-
nantul de ordinul al doilea, format cu aceste 4=22
elemente. Considerand un element oarecare a,,, primul
indice 1 al acestui element arata linia intai unde se afla,
lar al doilea indice 2 aratd cd este In coloana.a doua.
« Prin definitie, valoarea acestui determinant este egali

cu o sumi de termeni de forma a,,a,5, care se obtin

luand cate un element din fiecare linie si din fiecare
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coloand, termenii avand semnul + sau —, dupi cum
permutarea o 3 este de clasa intai sau a doua, sau dupa
cum numérul inversiunilor este cu sof sau firi sof.
Valoarea determinantului considerat este

ayy Uy

= (yy Uz — Ay5 Ay,
Ay Uy

primul termen ay; a,, are semnul -+, iar al doilea a;5 ay;
are semnul —, c#ci indicele 2 din a,, este inaintea indi-
celui 1 din a,,.

Mai clar, si luim elementele a;;, a,, ale diagonalei
principale a determinantului dat si si considerim ter-
menul format cu ele, a;; ay,,. Si permutim intre ei in-
dicii de al doilea, adici, dacii acest termen ar fi scris
sub forma Qy, Qygs sd permutim intre ei indicii o, 3
(o, 8 sunt numerele 1, 2 scrise intr’o ordine oarecare).
Gasim 2 !=2 termeni de forma @,,d,, care se obtin
ludnd cate un element din fiecare linie si fiecare coloani
a determinantului dat. Valoarea determinantului se
poate scrie

) (iala azg) = Oy G — g5 gy,
termenii obtinandu-se permuténd indicii o, 3 in toate
modurile posibile, §i aviand semnul -+ sau —, dupa

cum permutarea o 3 este de clasa intii-sau de clasa a

doua.
De ex.
| a b J#1<3

a’ b’

=ab’—ba’, =1.4—53=4"15=—11.

1

21. Sa considerim determinantul de ordinul al treilea

Ay Qyp Ay |
gy, Qgp  QAyg ! .
Ay Q3 Ay |
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ce are 3 linii si 3 coloane, format cu 3?=9 elemente.
Valoarea sa este ¥ (+a;; @y, ag3), care se mai poate scrie
E(iamazgaw), si se obtine ludnd cate un element din
fiecare linie si din fiecare coloand, sau lasand ficsi
primii indici si permuténd indicii de al doilea a, B,
fn toate modurile posibile, iar termenii vor avea sem-
nul -+ sau —, dupi cum permutarea a3Y este de clasa
intai sau clasa a doua.

Permutirile indicilor 1, 2, 3 sunt (No. 4)

@ 3% 12 12, 32, 2L 213,
s g T R

iar semnele scrise dedesubt sunt date de clasa lor, avand
semnul - sau —, dup# cum permutarea este de clasa
intai sau a doua, sau dupid cum numirul inversiunilor
este cu sot sau fird sof. De ex., permutarea 312 are
semnul -+, cici indicele 3 este fnaintea lui 1 si inaintea
lui 2, deci dou# inversiuni.

Revenind la termenul general a , da,ga. al deter-
minantului considerat, termenii sii se obtin permutind
in toate modurile posibile indicii de al doilea a Y. Dar,
permutdrile lor sunt date de (1), asa ca termenii deter-.
minantului se obtin scriind in termenul general a , a,.a..
in loc de =37 pe rand permutirile (1) cu semnele lor,
si deci termenii sunt -

- (13 Ag9— (17 A3 U3p 1 A11 a2l 33
= s A
U3 Ay gy + A2 023051 — (1505 33,
care impreund reprezinti valoarea determinantului dat

012 a

2 23 | *
2

=
1
-

:

I

£

=
[

45
k
4
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Vom da mai departe o reguld practici pentru ob-
tinerea valorii unui determinant de ordinul al treilea.

22, Determinantul de ordinul n

Ay Ay ... g,
Ay Uyy - dy,
anl an2 Yepizs! ann

are n linii $i n coloane si este format cu n? elemente
a,, primul indice i aratd linia si al doilea indice k arati
coloana unde se afld elementul a,. Valoarea acestui
determinant este egald cu o sumi de termeni de forms:
A yg - - - Gy, O, B,...A, fiind numerele 1, 2,...n scrise
intr’o ordine oarecare, ce se obtin luand cite un element
din fiecare linie si fiecare coloan#, termenii avand semnul
+ sau —, dupd cum permutarea o f3...A este de clasa
intdi sau a doua, sau dupd cum numirul inversiunilor
este cu sot sau fird sot. Valoarea determinantului se
poate scrie

}:(j—_alaazg. s a,,)‘),

termenii obtinandu-se permutind indicii de al doilea
%, (3,...% in toate modurile posibile. Numirul terme-
nilor unui determinant de ordinul n este deci n !, iar nu-
mérul termenilor pozitivi este egal cu al celor negativi.
Vom da mai departe o metodi pentru aflarea valorii
unui determinant.
¥23, Proprietiti. I. Un deferminant nu se schimbé cdnd
se substitue liniile in locul coloanelor si coloanele in locwl
liniilor. Fie determinantul

Q11 Az gy
D=ay a5 ay

: =Z (+a,a5,a5;).

a3 A3 Qg
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Schimband liniile in coloane, se obtine determinantul

Ay Az Az
’
D' =la, @y as|,
Q33 Qz3  QAgg

a carui valoare, dupd definitie, este X(4a;, @, asy).
Valorile determinantilor D si D’ sunt aceleasi, cici
amandoi se obtin permuténd indicii de al doilea din
termenul principal a;,a,,a4;, care este acelasi la ambii
determinanti. Deci D=D’, adica valoarea unui de-
terminant nu se schimbad daca scriem liniile in locul co-
loanelor.

¥ II. Dacda intr'un determinant schimbam intre ele doud
linii sau doud coloane, se obtine determinantul considerat
inmultit cu —1. In adevar, schimband doud linii intre
ele, aceasta inseamni cd in fiecare termen al determi-
nantului s’au schimbat intre ei doi indici sau doua
litere.

Prin urmare, in termenii noului determinant, numaérul
inversiunilor se schimbid cu o unitate. Deci, noul de-
terminant este egal cu valoarea primului determinant
inmultit cu —I1.
¥ III. Un determinant care are doud linii sau doud co-
loane identice, este egal cu zero. In adevir, schimband
intre ele cele doui linii sau coloane identice ale de-
terminantului D, se obtine determinantul schimbat de
semn, —D. Pe de alti parte, liniile considerate fiind
identice, schimbandu-le intre ele, determinantul nou
este tot D; deci D=—D, 2 D=0, D=0, adica determi-
nantul cu doud linii sau dou# coloane identice este nulk.
# 2%. Determinanti minori. Dacd in determinantul
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suprimdm linia de rangul 2 si coloana de rangul 3, se
obtine determinantul

Ay G Ay,
Dy = |ay  agz  ay|,

H

Qg Qg Qgq

care se zice determinantul minor corespunzitor ele-
mentului @,;. Determinantul minor corespunzitor ele-
mentului a,; este
Ao Qg3 Uy
Du:iaaz Az Qg -
[Aag Qg5 gy

X 25. Desvoltarea unui determinant dupi elementele unei
linii sau coloane. Fiecare termen al determinantului

Ay Ay Qy3 gy
o Ay Uy g3 Uyy
31 Qg A3 Ay
Ay Qg Q4 Ay

contine cate un element din fiecare linie si din fiecare
coloand si numai cite unul. Si considerim termenii
care contin pe a;, din linia intai si coloana intai. Sco-
tand in factor acest element, termenii care-l contin
se pot scrie a;;,4;, A, fiind o sum# de produse de cate 3
elemente luate cate unul din celelalte linii si coloane ale
lui D, afard de linia intai si coloana intai, adicd tocmai
determinantul minor D,, ce se obtine surpimind in D
linia intai si coloana intdi. Deci, termenii ce contin
pe a;; se pot scrie a;; Dy;.

De asemenea, termenii care contin pe a,, se pot scrie
@134, A, fiind o sumi de produse de 3 elemente luate
din liniile §i coloanele det&minantului D, afari de linia
intai si coloana a doua din care face parte a,,. Deci
Ay=D,,, adicd minorul corespunzitor elementului a,,
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si care se obtine suprimand linia intéi si coloana a doua.
Dar, termenii determinantuliui D, ce au continut pe
4,5, au avut acest element ca al doilea factor al produ- -
sului de 4 elemente (determinantul D este de ordinul al
patrulea) ce formeazi fiecare termen. Insd scriind pe
a;5, In fati, am schimbat locul elementului intdi cu al
doilea a;5, deci se introduce o inversiune, termenul
schimbi de clasi si de semn. De aceea, tofi acesti ter-
meni ce contin pe a;,, trebue scrisi—a;Dys, pentru ca
readucidnd pe a,, la locul al doilea, al sdu, in fiecare
termen, si putem obtine tocmai termenii respectivi
ai determinantului D.

La fel se vede ci termenii ce confin pe a5 Se po}
scrie a,3D,; lar termenii ce contin pe a4 se pot scrie
—da;,D,,. Deci valoarea determinantului D se scrie

- D=a;Dy—ay; Dyp+ay3D15—14Dsa

Aceasta este desvoltarea deferminantului D dupd ele-
mentele linii intdi.

Dacd voim si avem desvoltarea unui deterrmnant
dupi elementele altei linii, de ex. de rangul i, schimbidm
locul acestei linii pand vine in locul celei dintai; deci
se fac (i—1) schimbari de cate doud linii; deci se schimba
semnul de i—1 ori, se inmulteste determinantul cu
{—1)"% se obtine astfel (—1)~" D. Si presupunem ca
vrem a desvolta pe D dupd elementele linii a doua.
Aducem linia a doua in locul celei dintai, deci se face
numai o schimbare de semn, avem —D. Desvoltand
acum determinantul asa aranjat, dupd elementele linii
intai, avem

D =(—1)(ayDy;—55Ds5+ 55D a34D5y),

care este desvoltarea determmantulul D dupa elementele
linii a doua.

La fel se face desvoltarea unui determlnant oarecare
de orice ordin dupi elementele unei linii sau coloane.
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26. Desvoltarea determinantului de ordinul al treilea.
Regula lui Sarrus. Desvoltand determinantul

ay by e
D—Hq, by e,
Qs Dy 163

dupa elementele liniei intai, avem

by

bs|
Desvoltand fiecare din determinantii de ordinul al

doilea, obtinem

by ¢,
by ¢,

a, ¢
D=a s c
1 a, ¢, +¢y

Wl

as
as

D=(11(b2c;—b362) —b, (aycy—asc;) + ¢y (asbg—ayb,),
D=a,byc;— a;bsc — biascy + biases + €,a505—cqazb,,

care este desvoltarea determinantului D de ordinul al
treilea.

Aceastd desvoltare se obtine cu regula lui Sarrus,
aranjand sub determinantul dat primele douf linii

a b, ¢
N 7
N 7
N 7
a, b c,
/ N\
Rl
5
as by ¢
ST g
o o /\/\ N
(11 bl Cl
// N N
' N
a3 by ¢,

si inmultim elementele din cele trei diagonale complecte
care scoboard si apoi sciidem termenii formati inmultind
elementele din cele trei damgonale complecte ascendente
(care urcd); obtinem

A1boCy + asbge; + azhycy, — agzbyc, — aybac, — agbyc,.
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De ex.,
1.2 3 [
—2 0 1 i-_—1‘0.6+(—2)5.3+4.2.1—-4.0.3—5.1.1——6.(—2)2
4 hiig o

=0—30-+8—0—5+424=—3.

27. Alte proprietati ale determinantilor. I. Daca in-
mulfim sau impar{im cu un numdr elementele unei linii
sau coloane, se obline determinantul dat, inmulfit sau im-
partit cu acel numar. In adevar, sa inmultim cu k ele-
mentele liniei intaia a determinantului

Ay Uy Oy3

D= | ay @ a3| =03 Dy;—ay5 Dys+ay3 Dy,
1; A3y Q39 Ugg |
Uy azsl | dgy Qg gy Ay
Du A {2 D12:r s D13=
A3y Qg | | U3 Qgg A3y dzp
Avem :
K, e Ky ‘

D'=| ay Az Ay |
gy A3o Qzs '
si desvoltandu-l dupa linia intaia, obtinem
D'=Ka;, D;y—Ka,s Dy+Ka; Di;=K.D.

Exemplu.

|8 4.6 423]
“123=2 {0 =gk
[+5:76 564}

II. Daca elementele unei linii sau coloane sunt zero,
afard de unul singur, determinantul este egal cu pro-
dusul acelui element rdmas cu determinantul minor co-
respunzator lui.

Aceasta se poate usor vedea, desvoltand determinan-
tul dupé elementele acelei linii sau coloane.

II1. Un determinant ce are elementele de subt diagonala
principald zero, se reduce la termenul principal.

N. Abramescu — Alzebri cl. VII. ed. Il. — 3 2
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In adevir, desvoltind dupi elementele coloanei in-
tai, avem

ash Codp] :
01 bl cl dl i b2 Cg d2 : d :
= 2 ‘ =a1 0 63 d3 =a1 bz 3d3 ‘ = a1b263d4¢
00 caid; oo 0 d, :
0o 0 od, =

X IV. Un determinant, in care elementele a doud linii
sau coloane sunt proportionale, este nul. Fie D determi-
nantul ce are douf linii proportionale ; putem inmulti
cu doi factori K si K', alesi potrivit, respectiv elemen-
tele celor douf linii proportionale, astfel ca si devie
identice. Se obtine kk'D. Dar rezultatul obtinut fiind
un determinant cu dou# linii identice, este nul. Deeci
kk'D=o0, D=o.

V. Dacd elementele unei linii sau coloane suni suma
aceluiasi numdr de cantitifi, determinantul dat este suma
atdtor determinanti cdfi termeni sunt in fiecare element.
Acesti determmany.‘l se obfin asociind respectiv diferitii
lermeni ai elemenfelor linii sau coloanei compuse, cu
elementele celorlalle linii sau coloane simple. S& desvoltim

determinantul dupd elementele linii sau coloanei com-
puse. Avem

a1+k oy ¢
D= |ay+ky by Ca —(al*kl) ba ey |—(a2+k2)‘ 2% +(ag +k3)
[a3+1\3 by g by 2
Nan bz”zl_a | By ey byt | by 5 byey |6y ¢y
Llbgeg| "2|byes| 8| by0, A bacsl 2logeg| T B[ Dy0
]“1 by cpl 1]‘1 by s
D= ta, & ¢| -+ [ ky by oyl
a3 by ¢ kg by o

VI. Valoarea unui determinant nu se schimbd, dacd se
adaogd la elementele unei linii sau coloane acelea ale

celorlalte linii sau coloane inmulfite respectiv cu factori
constanti.
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Fie a4 b |
D == az bz CZ i .
a; b, c; |
Sa considerim determinantul
| ay+kay+ka; b, +kby+Kby, ¢ + key + Ic’cg

H— a, b, Cs ;
i as bs Cs
Conform proprietitii precedente, avem
a; bye ka, kb, ke, } Kay k'b; K,
Di=ita; b c et a by, ¢ |+ = by ek
; dg by cy | @R e g by e,

Al doilea si al treilea determinant au respectiv liniile
intdi §i a doua, intii si a treia, proportionale ; deci
sunt nuli si prin urmare D=D".

De ex., si caleulim determinantul 1 1 ;e
btc cta atb |.
b5 o
a b c

L L
Sa addogim elementele liniei a treia la elementele liniei a doua si
obtinem

1 1 1 i,
D= latbte a+btc atbte| =(atbto) | 111 =0,
a b ¢ | abe

caci are liniile intdi si a doua identice.

28. Aplieatie. Aceast3 proprietate serveste ca si reducem un determi-
nant de ordinul n la un altul de ordinul (n-1) : in adevir, se aleg potrivit
factorii k si k', astfel ca elementele unei linii sau coloane s# fie zero,
afard de unul singur. Exemplu . :

2578;
8rid 95
Pl g i 5
[Fo 8 9i 4
Scadem coloana intdi din a doua, a treia din intdia; avem
[2 3 7 8] 5 &8
S T 1 i 0=
Priginry s 5—215}~ :
15334,' 2 33 4]
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Sciadem acum coloana intdia din a doua si a patra, apoi coloana
intdi inmultitd cu 2 din a treia coloani; avem

5 817 13 | (=152 07-10 150 817131
100 0, 5 81713

B & ST 0 ) esilytienng b et Vil
e TR 2. 1122 o et

i i
Am redus deci calculul determinantului de ordinul al patrulea la
acela al unui determinant de ordinul al treilea, etc.
Observare. Valoarea determinantului dat D se putea obtine direct
desvoltandu-1 dupi elementele unei linii sau coloane ; de exemplu sa-I
desvoltam dupia elementele liniei intaia si avem

e 3 2od 3741 3409
D=2|4 1 5| -5|6 1 8L+71%6 4,6 —8p6 4 1
8 344 5 3 4 5.8 4 583!

I

Desvoltiam apoi fiecare determinant de ordinul al treilea cum stim
dupa regula lui Sarrus, si obtinem astfel valoarea determinantului dat.

29. Caleulul valorii citorva determinanti particulari. — Desvoltand un
determinant de ordinul n dupa elementele unei linii sau coloane, se
vede ca se reduce calculul unui determinant de ordinul n la acela al
unui determinant de ordinul (n—1). Operand in mod analog asupra
determinantilor de ordinul (n—1), se reduce calculul lor la acela al
determinantilor de ordinul (n—2), etc. Vedem ca operand astfel, ajun-
gem la un determinant de ordinul al treilea.

Pentru calculul determinantilor ne servim de proprietatile precedente.
facand ca elementele unei linii sau coloane si fie zero afari de unul
singur. I 313 17 4

: 6 28 33 8
i 10 40 54 13
| 837 46 11 ’

Sd adunam coloanele intai si a doua si rezultatul sa-1 seadem din co-

\| Exemple. 10

foana a treia; avem 343 1 .4 l
6 28 -1 8 !

| 1040 413 |

Bl VAR

=

Adunim linia a doua pe rand la liniile
a doua inmultitd cu 4 la linia a treia,

ntdi s1 a patra si apoi linia

0 41 012 9 41 12
6 28 -1 8

4 -2 5

. 34 152 0 45 Srind 4o

14 65 0 19 | 14 65 19



37

Scadem coloana intéi din a treia ; apoi, din coloana intai pe a treia.
inmultita cu 3 si infine adundm a doua linie cu a treia

grcd1 3= 0 41 3 0 41 3 5413
34152 11 1- 15211 L0 L AE 2 sl e—=— —— 5.
14 65 15 —1 65 5 0 217 16 217 16
2. Sa se calculeze determinantul lui Vandermonde
i 1 1 1
D= ay a, ag 2
2 2 2
L 5t l

Facand a;=a,, determinantul obtinut are doui coloane identice ;
deci este nul. Asa dar D este divizibil cu a;—a,. In mod analog se arati
ca este divizibil cu a;—ag si ay—ag. Determinantul D se poate scrie

o il (‘11‘—“2)(“1""’3)}
(ay—ag)

Termenii determinantului D se obtin luind ¢ite un element din fie-
care linie si coloand; deci un termen oarecare este de forma a; ag
ca si termenul principal ayal. Toti termenii sunt de gradul 14+2=3.
Insd in desvoltarea (1), se vede ci# termenii sunt de gradul 24-1=3,
deci k este o constantd. Pentru a-1 determina sa calculdm coeficientul
termenului a2a§ din determinant si din desvoltarea (1). In (1), acest
termen este k(—a,)(—az)2=(—1)112 azag k=—a2a‘33 k. Coeficientul
acestui termen, dupi diagonala principald a determinantului D fiind 1.
trebue si avem 1=-—k, deci k=—1. Asacd desvoltarea determinan-
tului lui Vandermonde de ordinul al treilea este

—(a,—ay) (a;—ag)

(ay—ay).
In cazul determinantului de ordinul n, avem
1 1 14
‘r a;  a, a,
1
{oreois 2 gH(n—1)
L a as ...a, =(—1)"~ (ay—ay) (a;—ay). . .1a;—a,,)
S B e (ay—ay). . . (a—a,,)

(@, _1—ay).
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5 Pyt § 1
De" a a a =_(al 2) (al 3)
€ ex., 1 2 S
2.3 2 (a,—ay)
a ay ag

3. Sa se deswolte determinantul

% O e | l
a b ¢ d
@ B3 3 g |
ot bt b gt |

Rationidnd ca mai sus, si observand ci D este o functiune emogen#,
de gradul al 8-lea, valoarea sa este

D = (a—b) (a—¢) (a—d)
P (b—c) (—d) [ k(@242 + 24+ LKy ab].
(c—a)

Pentru a gisi pe k si k’, si facem in ambii membrii din 2), a=e;
avem

b et d

B 3 a3 =_ped(b—e) (b—d) (c—d)[ k(B2 21 a?) +Ic'(bc+cd+db)],
bt 4 gt
sau

D=

B g
bed |82 2 &| = — bed(b—c) (b—d) c—d)[ k2 B+ K3 bc].
b3 3 d3 -

SimplifieAm cu bed si pe urma facem bh=o si avem

¢ g2
3 a3
Ed(d—e) = —ed(c—a)| k(c2+d‘3)+k'cd] ;
simplificim cu ed (c—d) si obtinem cd =k(c24-a%) +Kk’cd, de unde Tezult
k=o, K'=1.
Desvoltarea determinantului este deci
(e—Db)(a—c)(a—d)

C—00—d) | .
(c—a)

= _cd(c—d) [k(c2+d2)+k'cii:|,

4. Sa se desvolte determinantul

L TR~ .Y
RSO
L~ T
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R. Ad#ogind ultimele doud coloane la cea dintéi, avem

a+b+e b ¢ tizbere
bteta ¢ a| =(@+db+ec) |1 ¢ al=
ct+a+b a b ) o

(a4b-4c) (O, ab—, a®)=3abe— . a3, care se obiinea direct cu regula
Iui Sarrus.

30. Exereitii. Sa se calculeze determinantii si sd se generalizeze

: 1 23 123
1)’1“" 2) |2 2 3 3 (31 2
=% 3. 3°3 2 3 1

R. 1) 2. 2) 3; (—1)"+ln. 3) (—1)311333+1).

1 o o e
—2 6—2 2
4) } A oA > Re —972.
L IS e |
B0, oy
5) D=1a; = a
a; a

R. Inlocuind z cu a; determinantul are dou# linii identice,
deci e divizibil cu z—a;; cu z—a,. D {iind de gradul al treilea in z,
al treilea factor se ob{ine adunand la celoana intii pe celelalte.
D= (z—ay)(z—ay)(x+a;+a,). Se putea direct, adunind toate coloanele
la intdia, dénd factor comun pe z-4a;+4a, Se poate generaliza,
| a? asby b?

~

n

6) D=|dy agh, b3.
2
3

ag - aghg b
R. Se imparte linia intéi-cu a?, a doua cu ag ;-+. oSe obtine
determinantul lui Vandermonde.
D =—(a;b5—a5b;) (a;65—a.b;) (aybs—agh,)
Se poate generaliza.

nn--1)
LR (1) (23—12; (—1) 2 (@—1y— L

1 z 12'
Dz =2 1
o e
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1 1 1
8 D=|z a z|.R.z(e—7) (ag—2) (—+ = )
£ z a;—-T a,-x
lz = a4 : 2

a®  2ab B2
9) 2 a® 2ab|.
2ab 2 a2

R. Se aduni toate coloanele la intfia. (a3-+b32 Sau direct.
10) Sa se rezolve ecuatia
=2 2508
2 3—z 1 =0
3 1 2—zx
R. Se aduni toate coloanele la intéia.

3 140 3
(6—x) 1 3—m 1 =(6—2) [0 1—ax —2| =(6—=a){(x2—3).
sl 0—1 1—z

11) S& se arate cid avem

|

; ao —1 0

[ ay x —1 | =aga®+a;2+a, Se poate generaliza.
‘ a, 0=

12) Sa se arate ca

g S RS
i a® B2 | =—(a—b)(a—c) (b—c) (ab+be+ca).
a3 B3 8

31. Aplicatiile determinangilor. Rezolvarea ecuatiilor
liniare ednd numirul neeunoscutelor este egal eu al
ecuatiilor. Fie ecuatiile

E=a,2+b,y+c;2—d;=o0
(1) E=a,x+by+c,z—d,=o),
E.=ax+by+cyz—d;—o
cu necunoscutele x, y, z. Si insemnim cu
a; by ¢,
D= 02 bz 62
as by ¢,
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determinantul format de coeficientii necunoscutelor. Si
presupunem cd acest determinant nu este egal cu zero.
Desvoltind acest determinant dupi elementele co-
loanei 1intai, avem

(2) D=a,A;—a,A,+a;4,,
unde b, ¢ (b, ¢ 'b. ¢l
An PG i 403 Gy fr1703161
wr ¢ AP A B 4s by |} 4, lb2 s

sunt minorii corespunzitori elementelor a,, a, as.
Sad inmultim ecuafia E; cu A,, ecuatia E, cu —A,,
ecuatia E; cu A;; adunandu-le, avem

3) (@ A —aeA ,+azA ) +y (byA1—b,A,+b;A,)
+2(cA—CAy+C3A ) =d A —dyAp+d,As.

Dar observand relatia (2), se vede ci coeficientul lui
Toeste
;A —a,Ay,+a;A,=D.
Apoi b A,—Db,A,+b3A; este tocmai desvoltarea de-
terminantului D, unde am inlocuit elementele a;, a,,

ag ale coloanei inti, cu elementele by, by, b,, ale coloanei
a doua. Adica este valoarea determinantului

by by ¢
by by c3l,
by by ¢y

care are coloana intiia si a doua identice. Deci valoarea
sa este zero, asa dar coeficientul lui y in (3) este zero.
De asemenea coeficientul Iui z din (3) este

¢ by ¢
e A;—CAytesA =3 s Cof =0,
3 by 3

cici are coloanele intdia si a treia identice. Termenul
liber din (3) este
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b, c b, ¢ b,c
D,=d,A,—d,A,}+d,A,=d, b: cj i 3 |b; c: +dy b; c:,
d, b; ¢
D,=|d, b, c,|,
d; b, ¢,

adicd un determinant ce se obtine din D inlocuind co-
loana intdi format¥ din coeficientii necunoscutei X,
cu termenii liberi ai ecuatiilor trecuti in membrul al
doilea al ecuatiilor.

Deci relatia (3) este
$D=D1,

dy by o
dy by ¢y
PR NGRS L B
a; bl ¢
ap by
ag by ¢

de unde

In mod analog, obtinem

d, ¢ a; b, d
e D ; a4y ¢ diliy Gy
yz_g 2 D2: a, dz Cy ,D3= ay b2 dZ’
a; d; c3 a; b, dy

unde D, si D, sunt determinantii ce se obtin din D,
inlocuind respectiv elementele coloanei a doua (a lui y)
si ale coloanei a treia (a lui z) cu termenii liberi ai ecua-
tiilor trecuti in membrul al doilea.

La fel se rezolvi orice sistem de m ecuatii liniare cu
m necunoscute. :

31. Ezemple. 1. Si se rezolve sistemul de ecuatii

2x + 3y — z = 4
T+ y—2z2=—3
3r—2y + z= 7.
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2 4 —1

Avem 4 3 —1
—31 —2 1 —3—2
7—2 1 —44 2 5 ARy B
B N T e i
1 12 1 1 -2
3 —2 1 3 —2 1
2. S# se rezolve sistemul de ecuafii
z + ay + a% + a3=0,
z + by + b2z + b5=0,
z + ey + 2z + 3=0.
Avem —a3 a a® |1 a o
—b3 b b2 —abe|ll b B2
— ¢ s BT .
= a o 11 a o arliopt
1 b b2 1 b
1 ciiice) 1 ¢ ¢
1 —a® a®
\1 —b% B
1 —& &| (a—b)a—c)(c—b)Xab
y= —+ — = =2¢lb,
Eias (a—b)(a—<¢)(c—b)
1 b b2
1 ¢ 2
[ a-—a®
1 b —b
e~ —(a—b) (a—0) (c—b)kXa Za

z = =
(a—b)(a—rc)(c—b) (a—b)(a—c)(c—Db)
Alt procedeu. Si considerim functiunea

(X)=X34+zX2+yX+x.

Se vede ci f(a)=o, f(b)=0, f(c)=0, ca fiind primele membre ale
ecuatiilor date.
Deci f(X) se divide cu (X—a) (X—b) (X—¢). Identificind, avem

X34 2X2 4y X + 2 = (X—a)( X—DN(X—0),
X34zX3 L yX 4= X’——X32a+ XZM‘-

z-—-—-—-Za, y= Zab, z=—abe.
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3. Sa se discute sistemul de ecuatii
ar+by=ec, a’z+by=c’.

Determinantul coeficientilor este

a
= a b =ab’—ba’.
19 Dacd D=£0, atunci
c b a
@ e cb'—be’ a’ 4 ac’—ca’
= = o= S
a b RO f a b ab’—ba’
Al b [-a” . b’

Dreptele ax+4-by=¢, a’x+b’y=c’ au un singur punct comun.
a b
20 S3 presupunem D=0, ab'—ba’'=0, — — 7 dar coeficientul a=£0,
al ’
adicd minorul a al determinantului D este diferit de zero. Rezolvand
ecuatia intai in raport cu =z,

c—by
r=

, (cdei az£0),
inlocuind in a doua, obtinem

c—by
a’——-" 4+ by=c’, (5) ylab'—ba’)=ac'—ca’.
a

Dar am vizut c¢i D=0, ab’—bd’ =0. Deci, pentru ca si existe valori
pentru x si y care sa verifice sistemul de ecualii, trebue ca

ac’—¢g'=0, " |

’

|a ¢ | a-oc
a
. a b =
Si cum D=0, — = — , urmeazi ci
gl mch
a b ¢
a’ b’ ¢’ &
e 1
Insemnand cu Ivaloarea comund a acestor rapoarte, avem

— =—, a’'=ka, " b'=kb, r=lp,
iy c¢’'=ke,
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astfel ca ecuatia a doua devine-
a’x+b'y—c’' =k(ax+by—¢),

adicd ecuatia a doua se reduce la ecnatia intai. Deci z si y sunt dati
de o singurad ecuatie,
ax-+by=c,

c—by

de unde =
a

astfel cd la fiecare valoare a lui y corespunde o valoare pentru z. Sis-
temul admite o infinitate de solutii, este nedeterminat. Dreptele
ax+by=c a’x-+b’'y=c’ sunt confundate, au toate punctele comune.
Si cum valorile lui x si y date de (4) au forma

cb’'—be’ 0 ac’'—ca’ 0

TR Y 1L I N TSR

0
se zice ca — reprezintd o formad nedeterminata.

Am vazut cid in acest caz am avut determinantul principal
D=0, as£0 si
a
a

4
L
c

Acest ultim determinant se zice determinant caracteristic al siste-
mului.

30 Daci D=ab’—ba’=0, a0, dar determinantul caracteristic
la ¢
‘a’ (5

=0, din relatia (5) se vede cad membrul intdi al ecuatii este zero,

iar membrul al doilea ac’—ca’-£0, sistemul este imposibil, nu sunt
valori pentru « si y care si verifice sistemul dat. In adevar din va-
lorile (4) ale lui x si y se vede cd numai numitoral este zero, valoarea
fractii este foarte mare, valorile lui = si y sunt foarte mari. Punctul
(x, y) de intersectie al dreptelor paralele

a b
ax+by=e, a'x+by=2t, —=—,
a

b!
este aruncat la infinit.
49 Coeficientii necunoscutelor sunt nuli. Dacii unul din termenii cu-
noscuti nu este nul, sistemul e imposibil ; dacd ambii sunt nuli, siste-
mul e complect ncdeterminat.
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32. Discutia sistemului de ecuatii

a,x+by+cz=d,,
() a5t +-byly +coz=d,,
asx+by+c.z=d,.

Primul caz. Am vazut cid daci determinantul siste-
mului

i c a c a b
o 16 1 G 1 0
(VD =| az by ¢y | =a, R o 13 o b
abci 2 C2 2 Cp 2 02
303C3

este deferit de zero, sistemul are valori determinate
si unice pentru z, gy, z. ;
Cazul al doilea. Sa presupunem ci D=o, dar ¢i unul

din minorii sii, de ex.
e | @ b

| ay by

este diferit de zero. Atunci se pot rezolva primele doud
ecuatii (6) in raport cu z si y, avem

a,x+by=d, —c;z

ax + by = dy, —cyz,

de unde
d;—ocyz by | | ay dy—c; zl
d,—coz b ay do—Cy z
2—Co% by g dg—Cy
(¢) x = = | \
“11 by | la, b, |
ay by | | ag by
Dar
di—¢zb,|  dy b, 4 i~clz b, b, d, s b, &
= | SR
dy—c,z b, {dy by | —CoZ by by dy by cy|’
a; di—c,z a, d, a; ¢4
ay dy—Cyz a, d, as Cqi"

Pentru ca sistemul de ecuafii (6) si fie compatibil,
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trebue ca valorile (8) ale lui z si y si verifice §i ecuatia
a treia din (6). Inlocuind pe x si pe y cu valorile lor in
aceastd ultimi ecuatie din (6), avem

_|bydy| o by ¢y aydy|  laye
bydy|  |baCe aydy| . (A6 |ay by
ag 3 3 3 +c,z—d3=0,0= b
Desvoltand si aranjand, obiinem
b, d, a, d, & by e |as el =7
—tly g +-b, s —dg3+z a;,,ib2 o by % 62! 1 c,0 =0,
bycy| 1‘1101 aby|\_ [bady| ‘a1d1 a; by
= (0ol 5|~ s b

Dar coeficientul lui z, adici paranteza, este tocmai
determinantul D, dupi cum se vede din (7), desvoltat
dupi elementele linii a treia. Membrul al doilea din (9)
este desvoltarea dupi linia a treia a unui determinant
ce se obtine din D inlocuind coloana a treia cu termenii
d,, d, dg, ai ecuatiilor (trecuti in membrul al doilea),

a by dl‘
a'z az bz d2 .
az b, d;

Deci relatia (9) devine
(10) Dz=¥'.

Dar am spus ¢i D=o. Deci ca sistemul sa fie compa-
tibil, trebue ca si membrul al doilea si fie zero, adica
determinantul & =o. Acest determinant se zice deter-
minant caracteristic al sistemului.

In aceste conditii, D—=o si ’=o0, sistemul e compatibil,
ecuatia a treia este verificatd de solutiile ce verificd
primele dou# ecuatii; ecuatia a treia este o consecin{d
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(o transformare) a primelor dou#i ecuatii. Sunt o infi-
nitate de solutii date de

LT+ by =d;—cz,
a,x + by = d,—c,z,
z fiind absolut oarecare.
Exemplu. x+2y—3z=0, 2x—y-+z=2, 3x+y—2z=2,
Ecuatia a treia se obtine adunand primele doui ecuatii.

Cazul al treilea. Daci D=o, d=o0, dar & o0, adici

determinantul caracteristic nu se anuleazi, sistemul este
o ¥

imposibil. Din (9) se vede ci FiSamesirk 00 este

foarte mare, si deci si x si y [din (8)] sunt foarte mari.
De ex., z4+2y—z=—2, 2z—y+-3z=4, 3xt+y+2z=1.

Primul membru al ecuatii a treia este suma primelor membre ale
celor dintai doui ecuatii, dar membrul al doilea al ecuatii a treia nu
este suma membrelor de al doilea ale acestor ecuatii.

Cazul al patrulea. Toti minorii lui D sunt nuli, deci
$i D=o0; unul din coeficientii necunoscutelor, a; 0.
Rezolvand prima ecuatie din (6) in raport cu x, avem

1
T =— (d;—byy —cy2).
01
Scriind ¢ si ecuatiile a doua si a treia din (6) sunt

verificate de aceasti valoare a lui u, obtinem pentru a
doua

a
;j (di—by y—c,2) +by+cyz=d,,

Y (—asby + ab,) +z(—aye, + a,¢) =a,dy — ayd;,

si pentru a treia

g (—aabl + a1b3) +Z (—a3cl + a163)=ald3—a3d1.
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Sau
a, by ay ¢ | |4 dy
y a, by ay G1-Za g dyh
11y
- a; by a ¢ | _ &4,
a; b, as 03‘ a; dy

Dar coeficientii lui y si z sunt determinanti minori ai
lui D; si cum am spus ci toti minorii lui D sunt nuli,
urmeazi ci pentru ca sistemul si fie compatibil, trebue
ca determinantii caracteristici din membrii al doilea
din (11) s& fie nuli

a, d, |
a d,|

a; dy

—0
lag dy

—u} \

Ecuatiile a doua si a treia se reduc la prima ecuatie
si solutiile sunt date de

b W -
Ay @ RO

x

y' si z' fiind arbitrare.
De ex., x—y-+42z=2, 2x—2y-l4z=4, 3x—3y-+6z=6.

Cazul al cincilea. D=o, toti minorii lui D sunt nuli,
dar unul din determinantii caracteristici este diferit de
zero. Sistemul este imposibil.

De ex., 2x—y+z=2, 4xr—2y{2z=4, 6x—3y+3z=1.

Cazul al saselea. Coeficientii necunoscutelor sunt nuli.
Daca unul din termenii cunoscuti nu este nul, sistemul
e imposibil; daca toti sunt nuli, sistemul e complet
nedeterminat.

33. Exemple. 1. Sa se discute sistemul de ecuatii

5r + 3y —11z = 13
4r —5y + 4z =18
9r — 2y — 7z = 25.

N. Abramescu — Algebri cl, VII, ed, Il. — 3 4
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Determinantul coeficientilor este

|5 3—11
la—5. 4]0,
lo—2 7

cici adunand linia intai si a doua, determinantul obtinut are dou# linii
identice. S& considerim determinantii de ordinul al doilea, minorii
sai, Luénd primul

: Sy
45|

%0

ca determinant principal, se poate forma determinantul caracteristic

DO NS
45 18§,
19‘2 25

care fiind diferit de zero. sistemul este imposibil.
2. Sa se discute sistemul
x +ay+a¥z =1
x +ay + abz =a
bx + ay + a®bz —a?b.

Determinantul principal este

1aa? 11 d Lol i
D=1 aab |[=a®1 1 bl=a?l0 0 b—a | =d*(b—1)(b—a).
1 a a2 51 ab b-1 0 ab—a

Avem trei cazuri. 19 a=0, 20 5=1, 39 g=b>. Pentru usurinta discutii,
intrebuin{am metoda grafica (Fig. 3), consideridnd a si & coordonatele
unui punct din plan. Dacd DF0, adicd a7%0, sau b>~1, sau a7b, adici
punctul (a, b) nu este pe axa 0b, pe dreapta b=1, pe bisectoarea intai
b=a, scdzand primele dould ecuatii avem =

s b K
=g
R AR e I o 2 2
a(a—>b)
C(-1,1)j1 b=
10 Daci a=0, sistemul devine T
I
z=1, x=0, bx=0, ; 0 L
si este imposibil. | Fig. 3
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20 Dacéa punctul (a, b) din plan este pe dreapta b=1, sistemul devine

z + ay + a®z=1
z + ay + az =a
z + ay + a®z=d2.

Cand a=0 sistemul e imposibil ; deci presupunem a70. Determi=
nantul sistemului este
1 a a
e o =0
1 a?
Dac a=1, nici un minor de ordinul al doilea nu este diferit de zero;
luim ca determinant principal primul element | 1. Determinantii ca-
racteristici sunt in acest caz (a=1)

Tkl peaf
£ g b=t il g =0
sistemul este nedeterminat de ordinul al doilea (si y si z oareeari), cici
se reduce la ecuatia z4y+z=1.
Dacdi a5=1. putem forma un determinant principal de ordinul al
doilea §

[ 1

1
i =a2‘ 20 l=a2(a—1)q&0.

a a®

Ecuatiile principle sunt a doua si a treia, cu necunoscutele prinei-
vale y si z. Formim determinantul caracteristic-

a a a 1= - a 1 1 a
a @ &=l a a=a0a—t o®—a
a & 1 ‘ 1 a1 0a—1 1—a
La
=a*a—1)? 1| =—a¥a—1Pa+1).

Daci a——1, determinantul caracteristic este nul, sistemul e deci
posibil.
30 cand b=a, sistemul devine

z +ag+az=1
z +ag+ad®z=a
az + ay + a3z = a®.
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Determinantul necunoscutelor erte

1 a &
1 ay a2l —0.
a a a3

Excludem cazul a=1, studiat, deci presupunem as£1. Putem lua eca
determinant principal

it

|
|(1 ol =ala=—1)..

Determinantul caracteristic este

l1aa laa b a a
aaad=allla=al0 1—q a (a—1)|=a(1—a)?5%0,
1ail 1a1 070 1—a

sistemul este imposibil.

J4. Conditia ea trei eeuatii cu douit necunoseute si fie
compatibile. Eliminarea a douii necunoscute intre trei
ecuatii. S3 considerim ecuatiile

GQT+ b y+e¢ =o
Ay X + by + ¢, =0
a3 + b3y + ¢3 —o,

care sunt verificate de valorile lui z si y, date de ex.,
de primele dou# ecuatii

= by
_ = by’ by cy—e; by LR
SR el e
a; by ’ ayb,—ay, by a; by—a, by
ay by |

Scriind c¢d aceste valori verificd ecuatia a treia, ob-
tinem

bico—b,c, C1a5—Coat;
3 C; = 0
4 a4 by—a,b, aby—a,b, Tt 3

as(byc—Dbyc,)—b (@ co—ayc,) + ¢s(aby—a,h,) =o,



care este desvoltarea determinantului

a, by ¢
a, by ¢,
as by ¢

format de coeficientii celor trei ecuatii date. Deci, con-
ditia ca sistemul si fie compatibil, adici cele trei ecuatii
si fie verificate in acelasi timp de necunoscutele z si y,
este ca determinantul

a; by 4
d, b5RC =0
Iag b3 Cy

A scrie ci sistemul de trei ecuatii cu doud necunoscute
este compatibil, inseamnd a elimina pe x si y intre cele
trei ecuatii date si a gisi relatia de conditie care se
exprimi egaland cu zero determinantul coeficientilor.

In mod analog se procedeazi in cazul a n ecuatil cu
(n—1) necunoscute.

Exemplu. Sa se afle condifia ca dreptele reprezentale de ecuatiile

2z—3y+1=0
x +2y—3=0
ax+ y—2=0

sa jie concurenfe. Inseammni cd este un punct ale carui coordonate
x si y verifici aceste trei ecuatii. Deci, trebue sa avem

2 —3 1
1 % —= =0, ra=1
a 1 —2

35. Conditia ea trei ecuatii liniare omogene in raport
eu z, y, z si admiti solutii nu toate nule. Fie ecuatiile
omogene

a;x+by+cz=0,
a,x+byy+c,z=0,
;X -+bgy+Cc3z=0,
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. care sunt verificate de valori pentru z, y, z nu toate nule.
Presupunind ci z#o0, divizand ecuatiile cu z, avem

x y
(IITz == bl; s ¢, =0

z g
(1) az; 5 bzz + =0

oy
aaz + b3; + C3=0

2 ¥ s z ¥ o
trel ecuatii verificate de necunoscutele —, — Eliminand
aceste necunoscute intre ele, dupd cele ce am vazut
mai sus, trebue si avem

G b
L ehac =0,
a bs ¢
care este condifia ca cele trei ecuatii omogene si aiba
solutii nu toate nule.

Din primele doud ecuatii (1), presupunind

a; by
a, by

Zo,

z ¥
rezolvandu-le in raport cu S0 5 avem

-¢, b, & a, -¢
x -Cy by y @y ~Cy
—_ = - = 5
b a b Z 4 b
de unde urmeazi
x 5 y Z
_ = >
by GoSea; a b,
by ¢, £30 004 ag: bg
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care ne dau valori proportionale pentru z, y, z, ce veri-
ficd ecuatiile omogene date.
Exemplu. Sd se rezolve sistemul de ccuatii
2y—4z=sx,
2z 2y—2z=sy,
—4x—2y —ga
2+ y2 422 —1.

Primele trei ecuatii tiind omogene in’ raport cu z, ¥, z,

—sx-1-2y —A4z=0,
(2) 2z +(2—s)y—2z=0,
—4x—2y —sz=0,

ca sistemul si aib3 solutii nu toate nule pentruit, y, z, trebue
—s 2 —4
OfiD- g L9 ()
—4 —2 —s
si desvoltand, avem s3—2s>—245=0; 5,=0, s,=—4, s3=6. Dand lui s
ana din aceste valori, deducem din primele doud ecuatii (2)

z y z
| 24| |—4 —s| |— 2 3
’ 2—s ——-2‘ | —2 2 2 2—3;
T y z a2+ 2422 1

4—4s = -—8—25 32—25—4 \/(4_43)2 5 (——8———23)2 i (32_23____4)2 \/—_:
Deci,

syt 1 1 PR LR = R |

S =0 === = T T | ST A
T8 e gfiiz 46T 4l e e e
s 1 1 1 1 —1
=~—4, rT= —, y=0,z=—: 5 33=6, T=—— = — Z=——,

: V2 BB E
36. Exereitii. 1. S& se rezolve cu determinanti ecuatiile

r4y—z=1, z—y+z=2, —x+y-+z=3.

R - 2 -
o= =, g=2,2=—,
e 3
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2. Sa se rezolve sistemul
2r—3y+4z=7, 3x42y—5z—8, 5x—y—z=—15,

R. Sistemul e nedeterminat, ultima ecuatie e consecinta a
celorlalte.

1 1
= — (384-72), y= — (22z—5).
z 13( +72), y 13(_ )

3. S4 se rezolve cu determinanti sistemul

4x—3y +2u= 9,

2z +6z =28,
—2y +4u=14,
3z +4u=26.

R. x=2, y=3, z=4, u=>5.
3. Si se discute sistemul

T+y+2=9. 3z—y+2z=10, 2z+7y—3z=38,
axr—by+-6z=20, ax+bytcz=44, 10ax+3by—ez—26.

R. Din primele trei ecuatii se giseste z=1, y=3, z=>5. Scriind
cd verificd si pe celelalte (adicd scriind ci determinantii caracteristici
sunt nuli), se ' obtin conditiile a—3b+5¢=20, a-+3b+5c=44,
10a+9b—5¢=0,

4. Si se discute sistemul

ar4-by+cz=1.
brteytaz=1,
cxt+ay+bz=1.

R. Determinantul sistemului este

a b ¢ 1
b fiEe 5 (a+b+0) [(a_b)2+(b__c)2+(c__a)2] 3
¢c a b

Dacd aszbzte, a-+b+c=£0, solutii determinate. Daci az£b=£ec,
a+b+e=0, sistemul incompatibil, eici determinantul caracteristic

F0.

o o R
Q 6 o
e
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Daca a=b=¢, sistemul nedeterminat, ecuatiile se reduc a una.
5. Sa se discute sistemul

z4+2y+-3z=a,
2z+3y+ z=b,
ax+by+ z=0.

R. Determinantul prinicipal este

1 2 3
2031 =5b—Ta—1.
avsp: -1

Se construeste dreapta D=5b—7a—1=0 in raport cu axele Oa, Ob.
Punctul (a, b) nefiind pe dreapta D, sistemul e compatibil. Daca (a, b)
este pe D, atunci 7a—5b-+4+1=0. Luam ca determinant principal

1 2
3 g [F0
1 2 . a
determinantul caracteristic este ) =a?—(b—2a)®=
a b 0

= [a__(b—za)] [a+(b——2a) ] =(b—a)(3a—Db).

Determinantul e nul pentru a=>b, 3a=>b. Cand punctul (a, b) e pe dreapta
D si pe una din dreptele b=a, 3a=>b (ce trec prin origine), sistemul
este nedeterminat; adica pentru punctele de intersectie ale drepte-
lor 5b—7a—1=0, a=b si 5b—7a—1=0, 3a—b=0.



FUNCTIUNL LIMITE.

37. Notiunea de funefiune. Se numeste cantitate va-
riabild, sau simplu variabild, o cantitate care poate sd
ia dup# voe diferite valori. Se zice ci y este o functiune
de o variabili z, cAnd x fiind dat, atunci y este deter-
minat. Variabila z care poate si fie datd dupd voe,
se zice variabili independenta.

Geometria, Fizica, Mecanica, ne dau numeroase
exemple de functiuni. Astfel, aria y a cercului este o
functiune de 'raza sa =z, definitd de relafia y=ma?;
lungimea unei vergele este o functiune de tempera-
tura sa.

In general, o functiune de variabila z se scrie

y=[(),

si se citeste ef de x; forma expresiei f(x) ne aratd felul
cum y depinde de 2, si ne indicd sirul de operatii ce
trebue a le face asupra lui z, ca si avem valoarea lui y.
De ex., y=2>—-3z+2, y= Vx—2. Formula y=f(x), care
este o ecuatie cu doudt necunoscute z si y, rezolvatd in
raport cu y, defineste pe y ca functie explicild de z.
Aceasti relatie dintre y si x se intelege ugor prin ur-
miitoarea interpretare geometrici. Si dédm lui x o va-
loare x=0P (Fig. 4) si fie y valoarea funcliunii f(z),
caAnd facem pe x=O0P. Sa construim in raport cu doua
axe de coordonate punctul M cu abscisa x (egald cu
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OP si ordonata y egald cu f(x), y=PM. Cand facem
sd varieze z, atunci §i y va- y

riazd, iar punctul M des- M ©
crie o linie, care reprezinti
grafic functiunea f (x). »

O ecuatie 22+y2=9, sau
in general, f(x,y)=o0, ne-
rezolvati, fn raport cu y,
defineste pe y ca functiune
implicitd de x. :

Dupd cum unei functiuni y=f (z) corespunde o curb,
invers fiind dati o curbi (C) (Fig. 4), existi o relatie intre
abscisa x=OP si ordonata y=PM a fiecirui punct M
al curbei, adicd F(x,y)=o, care poate fi rezolvati in
raport cu y, y=f (x). Deci, la orice curbid corespunde o
ecuatie F(z, y)=o, sau y={ (), natura functiunii f (z)
depinzand de forma curbei.

Sunt si functiuni ce depind de mai multe variabile
xz, y, z, cum este de ex.,

— —

x

OF— -

Fig. 4.

(z, 1, 2) =2% + 22y + 52 — 32z 1 4yz,

unde z, y, z pot lua orice valori. De ex., volumul cilin-
drului, V=mna%, este o functiune de raza =z si inil-
timea y; volumul paralelipipedului, V=zyz este o
functiune de cele trei dimensiuni z, y, z ale sale.

O functiune se zice algebricd cand ea exprimi# ci
asupra cantitdtilor de care depinde se efectueazi un
numir finit sau marginit de operatiunile aritmetice
cunoscute.. De ex., un polinom, o fractie, un radical,

f(x)=22—4224-32+7, F(z)= 2—5 ¢ (r) =|/a2+1.

Orice functiune ce nu este algebrici se zice franscen-
dentd. De ex., f(z)=log(x+1), g(x)=a", h(x)=sin z.
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O functiune este intreagd cand nu contine variabile
la numitor. De ex.

9} 7
2 el
s

O functiune se zice fractionars, cand variabilele intra
la numitor. De ex.
4x%y —3
r—22
Forma generald a unei fractiuni rationale de o singura
variabila este
P(z) apx"4a,x" '+...+a,_x+a,
Q(x) bex” +b 2" '+...+b,_,x+D,
P(x) si Q(x) fiind doud polinoame in z.

O functiune se zice irationald cind variabila intra sub
radicali; de ex.

s lx—2D

-

S rs SR
PNV =\/x+1 '

O functie se zice rationald, cand variabila nu intra
sub radicali; de ex., un polinom sau o fractie rationala,

f(x)= 3'35 —3x+1 F(x) _ﬂ

B a3
38. Exereifii, Sa se exprime explicit y definit de ecuafiile
r—xy+29+3=0, 22+y2=2, 2y=3, 22—12=1, y®=2ax,si s se cal-
1
culeze valorile tunctiunii corespunzitoare pentru =0, —1, = 2.
3). Notiunea de limita si de numar irational (incomen-
surabil). Se zice c# o constanti A este limita unei can-
titati variabile X, cand X variind se apropie ori cAt am
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voi de A, asa in cat diferenta X—A este oricit de mica.
Aceasta se scrie limX=A.

In Aritmeticd sunt exemple care si dea notiunea de
limitd. De ex., o fractie ordinari nereductibili (numiri-
torul si numitorul primi intre ei, n’au factori comuni),

5
care nu se transforma exact in fractie zemmalé,g —(008333,

este limita catre care tinde fractia zecimald periodici
0,8333. . ., cand numairul perioadelor (aci este 3 perioada)
creste nemarginit.

De asemenea, cand rad#icina patratd dintr'un numar
nu se extrage exact, de ex. VZ 0 reprezentam cu un
numir zecimal, si cu cat aflim mai multe zecimale,
cu atdt ne apropiem de rddicina pitratd exactd, asa
fel cd raddcina este considerati ca limita citre care
tinde fractia zecimala cand numirul zecimalelor creste
nemarginit.

Mai mult, si considerdm valorile apropiate ale lui ]/2,
prin lipsd si adaus, adicid

BA=141-1414— ..
=142 =1 A0 5 =

Aceste doud siruri se pot scrie

a_1—<a2 an <

OET g
a,+1 a,+1 >a,,+1\
0 > 108 = g

Am obtinut deci doui siruri de numere, cele din
sirul intdi cresc ramanand mai mici ca V_—,, iar cele din
sirul al doilea descresc, riméanand mai mari ca VZ
Orice numdr din sirul intdi este mai mic decat orice
numdr din sirul al doilea. Diferenta dintre doi termeni
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foarte departati, corespunzitori la aceeasi valoare a
lui n,
a,+1 g X
10° 5 otk

tinde citre zero, cind n creste nemarginit, astfel ci
la limitd, cand n este foarte mare, termenii corespun-

zdtori din cele doudt siruri se apropie foarte mult deV/2.

Reprezentand pe o axi Oz (Fig. 5), prin 4, si B,
punctele de abscise egale cu 1,4 si 1,5; apoi prin A, si
B, punctele cu abscisele egale cu 1,41 si 1,42; prin A,
si B» punctele de abscise

it gt (o) 1‘\2 L B, i}
# _1_()”’ o 10” ] A, Au Bu B]
Fig. 5.
se vede ca intervalul
1

(4,, B,)=0B,—0A,= 0
tinde citre zero cand n—» oo (n tinde cétre infinit);
astfel cd la limitd, cand n creste nemirginit, intervalul
(A,, B,) tinde citre zero, punctele A, si B, tind citre
acelasi punct L a cirui abscisi este limita comuni a
celor doudd siruri de numere, {/2.

Valoarea exactd a lui V2 nu se poate calcula, si atunci
definim acest numir prin cele dou#i siruri de numere
rafionale (intregi sau fractionare), care indeplinesc
conditiile enuntate mai sus si care dau valoarea apro-
piatd a acestui numiar. Numarul astfel obtinut, se zice
irafional sau incomensurabil.

Infinit mare, este o cantitate variabild care creste ne-
mirginit. De ex., sia consideram fractiile ordinare
3 3

0,5’ 0,05 """

3
5 L
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in care numitorul se micsoreazi si tinde cHtre zero.
Aceste fractii se pot scrie

3 30 300

ey
si se vede ca fractiile cresc, iar cdnd numitorul tinde
citre zero, valoarea ei creste nemirginit. Deci

lim — = oo,
o
a—>0

Cand lim X=A, atunci X=A 1} a, « fiind oricat de
mic (care tinde catre zero).
Dacad X are ca limitd pe A, aceasta se exprimi prin
inegalitatea
: | X—A | <e,

unde ¢ este o cantitate oricAt de mici am voi, jar | X—A |
valoarea absolutd a diferenfei X—A.

Se zice cd limita unei functiuni f(x) pentru z=a
este A, cand diferenfa f(x)—A tinde citre zero in acelasi
timp cu x—a. Aceasta se mai poate scrie

f@)=A+a, =z=atB,
@ §i B fiind oricat de mici am voi si tind cétre zero in
acelagi timp.

40. Limita sumei mai mulfor cantildfi variabile este
egald cu suma limitelor @ celor cantitafi, dacd numdrul
cantitdfilor esle finit. In adevér, insemnand cu X,
X,,...X, cantititile variabile si cu A, 4,,...4, limi-,
tele lor, avem limX,=A,,...IimX, =A4,

X1=A2+11,. . 'XPZAP—{—,XP’

unde oy, Oy ... o, tind in acelasi timp cétre zero. Deci

Xyt X,=A FApt .. A0+ L,
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Trecand la limita si observand ci atunci Oy . Oy
tind catre zero, urmeazi ci

Hm(X;+...+X,)=A4; + . . . +4,,
Hm(X,+. .. +X,)=lmX, +. .. +limX,.

41. Limila unui produs de mai mulfi factori variabili
este egald cu produsul limitelor a celor factori, dacd nu-
mdrul lor este finit.

In adevir, daci lim X, =A,, lim Xy=A,, lim X;=A,,
avem

Xi=A+0;, X,=A,+ta,, Xe=A,+0,
X XoXy=(A;40,) (As+ ) (Astoy) =A4;4,4,+
+ A1 A5 +AA 0, + AgA 0, + A 0,05 + A0, +
A 30,105 -0, 0Ly

Insd, la limitd toti oy, o, oy tind citre zero, deci
Im(X,X,X,) = A;4,A; = lim X limX,lim X,.

La fel se arati pentru cazul de mai multi factori.
42. Limita unei puferi este egald cu puterea limilei
dacd exponentul este finit. Si considersm intai cazul
cand exponentul este intreg si pozitiv, X*. Avem lim X -
=A, im X"=lim (XX...X)=lim X...lim X=(lim X)".
43. Limita cdtului a doud cantitafi variabile este egald
cu catal limitelor acelor cantitdfi cdnd limita numitorului
nu este zero. X si Y fiind cele douf cantitati, si punem

‘;’:Z o decl X =Y 7.
Im X=lim Y. lim Z, de unde
i o S R
lim Y Y IlmY

cu conditie ca lim Y=zo.



65
%7, Limita rdddcinii unei cantitati variabile este egald
cu raddcina limitei acelei cantitaji. S& punem
\X=Y.de unde X=V",
X — hm Y — {im ¥)",

si extrigand radicina a n-a, avem

lim ¥ —\/lim X, lim\/X — \lim X.

Observare. In cazul cand exponentul puterii este frac-

PR i
tionar, avem X¢ = \'X?. Deci

; 2 STk 2553 gp
lim X7 —limy X—y/lim X? —\/ (im Xy,

2 £
Iim X¢ = (lim X)« .
De asemenea, eXponentul puterii fiind negativ, avem
P 1 -
X imX)
lim X~ = (lim X)™".

Iim X7 = lim

Deci, si in cazul exponentilor negativi sau fractionari,
avem lim X” = (lim X)".
' 45. Aplicatii. 1. Sa se afle limita pentru x=1 a expresii
z3—1
T 23192% 3x

]
Fiacand x=1, expresia are forma nedeterminatéb—. Aceasta inseamni

cd si numiritorul si numitorul fractii se divide cu x—1. Facand im-
partirea, avem 3 .

(a—1)(2+z+1) 2?4zl

(z—1)(x2 4 37) a243z

r

N. Abramescu — Algebri ¢l Vil. ed. II. — 3
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unde ficidnd x=1, obtinem
3
lim E = —,
4
II. Sa se afle limita pentru x=a a expresiunii
ik BISa8 20 it
\/x—f—S\/a\/:c-—s\/a‘/a:——\/a
8— 8 -
Va—ya
6 6

Se aduc radicalii la acelasi indice si se pune \/ z= i \/ a=>b si cautam
limita pentru u=>b a expresii obtinute

u3 4 3bu—3b2u—b3 (u—Db)(u2+4bu -+ b?)
u?—p2 = (u—b)(u+b)

Se simplificd ambii termeni cu u—b si pe urmi se face u=b. Se
6
obtine 3 \/a.
sina tga

s — peniru a=o sunt
a a

egale cu 1. Se vede pe un cerc trigonometric ci

II1. Sa se arate ca limitele éxpresiunilor

: 3 sina
sina<a<tga, sina<a< 5
cosa
si divizdnd cu sing, avem
1
1< S s
sina .  cosa

Dar cand a tinde citre zero, cosa tinde citre 1, asa ca raportul

a
variabil ——rdmane cuprins intre dous cantititi 1 si
sina

ambele catre 1.

ce tind
a

a
Deci si — tinde citre 1 cand a tinde citre zero.
sina

tga sina 1 sina 1
Pentru — = .

a cosa a a cosa

3 _sina
-si se stie cda— —>» 1, cosa—>1.
a

5 xsinz
IV. Si se afle limita pentru z=o0 a expresii

NI,
1—cosz
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R. Avem
i & x
2 x2sin — cos — —
zsinx zsin x 2 2 2 A
= = = = cos — si cum
1—cos = x LA T x 2
- 2 sin® — 2sin? — sin | —
2 2 2

2
x
sin ( —)
2
cos2a—cos?h

V. Limita pentru a=b a expresii —— . Avem
: sin(a—Db)

—> 1, lim E > 2.

B (cosa—+-cosb)(cosa—cosb) 2 2 2 2
52 PN Ty = SUI g b rraash !

2sin cos

2 2 2

a+b a+b
cos

E=—2 sin , limE=—sin 2a.

VI. Limita pentru x=1 a expresii

{/a2452+3—3
: z—1 ¢
Se face numdridtorul rational

E_(\/a:2+5x+3f3) (Va*+52+3+3) _ 224 524+3—9
(z—1) (/22 +52z+3+3) (z—1) (/221 52z+3+3)

7
Se simplifici ambii termeni cu x—1, si pe urma se face r=1; limE=E.

45. Exereitii. 1. Limita pentru =1 a expresii

" —1—m(z—1).

(z—1)2
R. Se divide de doud ori numairitorul si numitorul cu z—1,
m—1)m
pe urmi se face z=1; lim E=1+2+3+...+m—1=£———2—)-

224 4z44

2. Limita pentru r=-—2 a expresii ——+——.
e e 234222 4z 8



08

R. — —.
4

\/12——1
3. Limita pentru r=1 a expresii = ——1—
PsE

21 H1 5
R. E = e ¢E__ri e l/.?._, fo o
(x—1)2 T 0

x2—1

sy

(@2—12 & \/x2—1
@ @1 Vaig1

“5. Limita pentru r=1 a expresii

4. Limila pentru x=-—1 a expresii

\ x3+:1:2+6 —\/ 6—ax—a?

B Ll
12+4 ~\/ 524 9r+11

R. D fiecare parfe rafionald sau irafionala se scade wvaloarea
pe care v ia pentru x=1, difercalele se vor divide cu r—1; avem

2. Af6—z"a? 2

z—1 x—1
E= - R :
24+4—5 (/5224 9x 111 —5
r—1 z—1

Se cautd limila fleciirei pirli. Pentru prima se procedeazii astfel

e—_—

e o W I v =R

AT = Se— = \,m3+x2+6 0=2
1—1 x—1 :

B

si pentrucii indcele radicalului este 3, ne servim de uS—p8—
(u—o)(u2+uv+o°), si avem

L'—“—-” 1 (n—=2+up40?) 1 uB—p3
ey e L e u2+zllv+lf3‘_7—x1—1 u2+uo+'vi_
uS—p? ificd s iews Ll ie B 1

21 w2t gy r—1 TR
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. 5
Se cautd limita primei fractii si cum lim u=Ilim v=2, lim E’=al
35
lim E =—.
5

6. SA se deterimine m astfel ca limita pentru x=1 a expresii

(yz—) §z —1) +m(/z —1)2 +3 (= —1)2

Ee= e
(= —1)®

sd fie finitd. Apoi sid se afle limita.
(13—1) (P—1) +m(y®—1)2-+3(2—1)
(y—1)? o

Se divide fiecare termen dela numiritor cu (y—1)2 si simplificand,
avem

R. {/z =y E=

E =

(F+y+1) G+ +m@P+y+1)+3(y+1)2
e o 2
Trebue ca numaritorul si se anuleze pentru y=1; 6+9m412=0,
m=—2. Se desvolti numiratorul, se divide cu y—1, pe urmi se face
y=1, imE=—15. -
sin (z — 309),
1—2sin =

7..S4 se afle limita pentru x—30° a expresii

. 2300 z—30°
2sin - —cos
sin(z—309) 2 L
R. E= =
1 : 2(sin 30°—sin x)
2{——sinx

x x
sill(———15°)cos(————15°) vk
2 2

30%-=z 300tz
cos ‘2

2sin

xr
cos| —— 150 A
2 3 2  §
E=—-— —, Cand z=30% cos|—-—150) =1 limE=— .
2 x 2 \/3
cos| — 4159

- 46. Limila pentru z e,al cu infinit a fractii
ax"‘-{-ala:’”‘ e + 8y Ty
S bx"+blz"‘1+ contbp o (T4b, 2
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S4 vedem care este valoarea unui polinom pentru z—-00. Avem

a1 Wy
az"’+a1x'ﬂ~1+_ . -+am=axm(1+—l— R = _)
azx @

1 1
Cand z—>»o0o0, atunci —, ... —mtind cdtre zero, deci valoarea
z x
polinomului depinde primul termen ax™,si este 4 00 sau —o0, dup#
cum a este pozitiv sau negativ.

Cénd z—»-—00, valoarea polinomului +00, dupi cum gradul m al
polinomului este cu sot sau fard sot si dupd cum a este pozitiv sau
negativ,

Expresia datid are deci pentru — 00 forma % Pentru a-i calcula

limita, o scriem sub forma

a a a a
i (e S R LR R L
( +x+ +x”‘) =+ 5 =t g
E = —oaht o e
b b : b b
x (b+—1+...+—"— bptigefgapa
x T x x?®
Dacd m=n, atunci
a
G =LA
x a
E= TN o lim E=—,
b_*_._L L T—>» 00
T

adicd raportul coeficientilor lui z la puterile cele mai mari dela nu-
miritor si numitor.

Cand m>n, m=n+p, p pozitiv, avem

a
» lim E = lim(z?). — = 00.
by b
b+T s 200

Deci, cand gradul numirstorului e mai mare ca al numitorului,
limita etse oo.

Cand m<n, n=m+gq, q pozitiv



1
Bl ot s o B it el

astfel ¢ dacd gradul numiratorului este mai mic decat al numitorului,
limita este zero. :

. x kY = ~
47. Limita expresiei 2" sin—27 cdnd n—>00. Vedem cad daca

0
n—> 00, are jorma 00. 0. In acest o aducem sau la forma 6 sau la

forma g% Pentru aceasta o scriem

sing
Fractia e de forma —— cand o—>0; deci imE=z.
o
48, Limita pentru x—» 00 a expresii
E = ?/x3+ 241 —x.

Vedem cid pentru xz—» 00, expresia are forma 00—o0. Limita o cal-
culdm scriind-o
(u—7) (V2 +-uv+v?) ud—y3
w2+ up+ o2 w2tupto?’

E=u—v=
u = €/x3—|—x2+1_, p=2z.

Avem
(a3 +a241)—ad
‘/(13+1'2+1)2+ 3\‘ 4241,z —i-:::Z'

1
x2(1 +:2—)

TR S WO 1 3
22[\/ 1+~;+? + \/1'*‘?-!- 273, +1
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s 1 s
simplificand cu z2, observand ci termenii cu — tind citre zero pentru
o
1
*—>»00, urmeazd cid lim E= —. +

=00 2

¥, Exereitii. Si se afle limitele pentru z—>00 a expresiilor

. 2 1
ST AT L W 3—_ T =
1 ]/3x2—2x+1 R. x\/ x+x2_ {/3
s v i e
2x4-3. (242)
2. zyz 42 s u3 42
1/2__: R. \/ =u.—u—4i1 ;5 u—>» 00, limita este 0.
3 Vx+1 —\/:z:—l
u?—p2 2
R. u—p= T ———2.'0;
uttl ogleps tfa—
4 9r~Vx2+l
1
x2 gl
u2—p2 3a241 (3+xz )
R. o—p=- — — = —: 00.
" {
u-+ 2x+\/xz+l = 2_}_\!]—}._1
=

5. Si se determine p astfel ca pentru & — 0o limita expresii

e Pl S
\/x2+x+1 5 \/J:3+x2+x+1—pa: sd fie finitd si definitd de zero.

S
R. \/x2+a:+1 ;i\/x3+12+x+1 tind catre infinit cu x: si scriem

expresia sub forma (\/E—}Tz?—x) 4 (‘3/x3+x2+z+1~—x)-—(p-—-2):c~

1 1
Cand x— 0o, prima paranteza tinde citre 52 doua citre g s ca li-

=

mita si fie finitd, trebue p=2, iar limita" este s
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DERIVATE

50. Functiune erescitoare si descrescitoare. Fie y=f(x)
o functiune definiti in intervalul (g, b), adicd a<z< b.
Dand lui = douft valori diferite z; si z, din intervalul
(a, b), valorile corespunziitoare ale functiunii sunt f(z,)
si f(x,). Dacdi, pentru x,<<x,, avem f(z)<f(z.), se zice
ci functiunea y=f(z) este crescitoare; din contrd, daci
pentru T,< Z,, avem f(z,)>f(x,), se zice cd y=f(x) este
descresciitoare in intervalul (a,b).

Diferenta x,—x,=h, se zice cresterea varlabllel, iar
yo—11=f(xo)—f(z;)=k cresterea functiunii; k poate fi
pozitiv, negativ sau zero. Se mai noteazd si cu Az
cresterea variabilei z si cu Ay cresterea funcliunii
y=f(z). Valoarea functiunii pentru z fiind y=/(z), dand
lui = cresterea Az, corespunde pentru y cresterea Ay,
asa ci valoarea functiunii pentru z+Az este

y+ Ay=f(z+ Ax).
Scizand din aceasta pe y=f(x), se obiine
Ay=f(z+ Ax)—[(x),

care este cresterea funciiunii f(x) corespunzitoare la
cresterea Ax pentru variabila .

Acestea fiind stabilite, si consideram curba (C), re-
prezentarea grafici a functiunii y=f(z) (Fig. 6).

y ©
mk-—1 9
IM'

x

!
|
!
T !

'U"" Lot

Fig. 7.
-S4 considerim pe aceastd curbd punctele M si M’
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corespunzitoare valorilor lui z egale cu OP=z, OP' =z}
Az. Avem

y=PM, y+Ay=P'M.

Panta mijlocie a curbei intre punctele M si M’ este
raportul dintre cresterea functiunii si cresterea va-
riabilei,

) Ay [+ D))

) Ax Ax

S& fnsemnim cu Q punctul de intersectie (Fig. 6 si 7)
al paralelei din M la Oz cu paralela din M’ la Oy. Atunci
MQ= Ax este cresterea variabilei z si QM’'= Ay este
cresterea functiunii y (in cazul figurii 7, este descres-
terea functiunii, care se zice tot crestere, dar este o
crestere negativi).

Asa fiind, din (1) se vede ci

Ay QM
Az MQ

si cum QM’:MQ este panta (tangenta trigonometrici
a unghiului ficut de segment cu axa Ox) segmentului
MM, rezults ci panta mijlocie a curbei intre M sl
M’ este panta dreptei MM’ care uneste cele doua
puncte ale curbei.

Presupunidnd c#i cresterea Azx>o, se vede ci dack
funcfiunea y este crescdtoare (Fig. 6), cand z variazi
dela z la x4 Az, cresterea Ay este pozitivd; panta
mijlocie a curbei intre M si M’ este pozitivd, curba se
urcd dela M la M’. Daci functia y este descrescitoare
dela z la z+ Az (Fig. 7), cresterea Ay este negativi,
panta mijlocie a curbei intre M si M’ este negativd,
curba se coboari dela M la M. A

54. Funetiune eontinui. Considerand o functiune
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f(x), am vizut ci dand variabilei x o crestere Az,
corespunde pentru functiune cresterea

Ay=f(z+ 8 2)—f(2).

Presupunand ci l#sdm pe x constant, dacd cresterea
Ay a funcliunii tinde cdtre zero cand cresterea Az
a variabilei tinde citre zero, prin valori pozitive sau
negative, se zice ca functia f(z) este continud pentru
valoarea , sau continui in punctul z.

De ex., pentru polinomul y={f(x)=322—5x+2, dind lui z cresterea
h, sau Az, adici inlocuind pe  cu z-+-h, corespunde pentru y cresterea
k sau Ay,

k=f(x+h)—i(x) = [3(.1: +hP—5(z+ )+ 2]—[3x2—~5:c o 2],
k=31?+6hx—5h,
si vedem cii daci cresterea h a variabilei tinde citre zero, si cresterea
k a functiunii tinde ciitre zero, deci polinomul este o functiune continui
pentru orice valoare a lui x.

Presupunand ci o functiune y=/[(x) este continud in
intervalul (a,b), punctul reprezentativ (z,y) descrie o
linie neintreruptd.

In cazul cind functiunea nu este continud, ea ar
trece brusc dela o valoare la alta, linia reprezentativa
ar fi intreruptd, ca in figura 8. "

In aceastd figurd, presupunand
ci x variazd dela a=0A la !

: r B!
¢=0C, y este reprezentat prin A'l/",c _
linia neintreruptd A’C’; apoi, |
z variind dela ¢=0C la b=0B,
y este reprezentat prin linia ne-
intreruptd C’B’, incepand dela
un punct C” altul de cat C’ pe Fig. 8.
ordonata punctului C. Se zice atunci cd pentru z=c
functiunea y=f(z) este discontinua.

In cazul functiunii

;|

T
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se vede ci daci z<1, y<<o, cand z>1, y>o. Cand z=o,
y=—1, avem punctul M(o,—1) (Fig. 9). Cand xcreste si

B se apropie de 1, numitorul z—1I
y \ este negativ, se apropie de zero,

deci creste, asa ci inversa sa

7= descreste si este nega-

(0] A z z—1
tiv, iar cAnd z este foarte a-

M proape de 1, prin valori mai
\ mick ca ‘I r—lise apropie de

tinde citre o catime

& ' 0, iar i
Fig. 9. foarte mare, si cum y este
negativ pentru z<1, y tinde —co (minus infinit) ; linia
ce descrie punctul M se apropie nemarginit de dreapta
z=1, paraleli cu Oy, adici dreapta AC (Fig. 9), pe partea
stdnga a ei.

Cénd z>1, y>o, dar cind z se apropie de 1 prin
valori superioare lui 1, numitorul z—1 tinde citre zZero,

prin valori pozitive, y= tinde ciitre o valoare foarte

1
mare pozitivi, +oo (plus infinit), curba descrisi de M
se apropie de dreapta AB, z—1, pe partea dreapti;
Y a srit brusc in punctul A, pentru r=1, dela o va-
loare foarte mare negativi la alta foarte mare pozitiva,
y este o funcfiune discontinud pentru z=1, iar dreapta
AB a cirei ecuatie este x=1, se zice asimptotd la curba
reprezentati de ecuatia
il
y—:-
Se vede deci ci o fractiune rationald
2133224
xz-‘—3x+2—
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este discontinuad pentru valorile varibilei x care anu-
leazi numitorul. In cazul considerat sunt ridéacinile
1 si 2 ale ecuatii 2> —3x+2=0 (rdddcini care nu anu-
leazd si numaratorul 2z —3x%-+4).

52. Preprietitile funetiunilor eontinue. 1. Ca si la limite, se poéte
arita ci suma mai mullor junefiunt continue (in numar finit) este o
functiune continud. In adevir, fie u, . w trei functiuni continue ce
depind de z. Dénd lui z o crestere Az, rezultd pentru u, v, w cresterile
Au, Av, Aw, iar valoarea functiunii '

y=u4rv+4w
cand dam lui x valoarea z-+Az, este
y—|—Ay=u+Au+u.+Av+u'+Aw,

Ay tiind cresterea functiunii y. Inlocuind pe y cu valoarea sa u v+,
si ficdnd reducerile din ambii membri, ramane

Ay=Au+Av+Aw.

Dar functiunile u, », w fiind continue, rezulta ca daca cre;;tereé Az
a variabilei z tinde citre zero, atunci si cresterile Au,Av.Aw tind
catre zero si deci si cresterea Ay a functiunii y tinde citre zero, adica
suma unui numir finit de functiuni continue este o functiune continud.
De ex., y=2x” este o functie continui, cici dand lui z cresterea h,

cresterea functiunii este

1 1

P (x+h)m_xn =xm I C:;;Ifm_ P +hm_$m’

R e | n—2,2 7

k—Cl ™ hi e . Hh,

si se vede ea dacd h tinde ciitre zero si cresterea k a functiunii y=a"”

tinde cdtre zero.
Deci si un polinom
y=Agz” + AT 4. 4 A
fiind o sumi de functiuni continue, este o funciiune continua.

11. De asemenea, produsul unui numar finil de funefiuni continue
este o funcfiune continud. Fie y=uv, u si v fiind continue. Dand lui x
cresterea Az, valoarea functiunii y devine

y+Ay=(u+An) (v4+-Av).
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Deci cresterea Ay a functiunii este
Ay=(u+Au) v+ Av)—y=uv+ vAu-+uAv—uo,
Ay=vAu+ulo.

Se vede ci dacd Az>o, atunci si Au si Av tind ciire zero (cHci u
si » sunt continue) deci Ay]—»o, adicd produsul uv este o functiune con-
tinui.

De aci rezultd ci# puferea unei funcfiuni continue este o funcfiune
continud.

II1. Cédtul a doud functiuni continue este o funcfiune continud, ajard
de valorile rariabilei care anuleazd numitorul cdtului (fractii). De ex.

u _u+Au u vAu—ul>s
»+Av v b (viAp) ]

si se vede ci daci Az»o, atunci Aw, Av si deci Ay tind citre zero.
IV. Raddcina unei functiuni continud este o funcfiune continua. Avem
v=""a> Ay =" o B "
Punand 0= "{/EATz, w= ”‘1/;, adici v"'= u+Au, "=y, obtinem
v — "

Ay=v—w— :
VPl p o2y put? g1

utAu—u

"\Z/‘(;z+ Auyn—1 +‘"\1/(u+ Au)’”—2u+.v.-:"‘7>(u+ Au)u’”—2—+""/um—1

Cand Axz>o, atunci Au>o, si deci numitorul are ca limit3
m =2 m 7 == g
‘/u’” 14 Num—2y +...+";/u"’ 1=m”\1/’u’” 1,

Numiritorul Iui Ay fiind Au, se vede ci daci Au>»o, atuneci si
Ay>o, y este o functiune continu.

53. Derivata unei funetiuni. Cand y=f(z) este o func-
tiune continui de z, derivata funcfiunii y in raport cu x
este hmita raportului cresterii functiunii citre cresterea
variabilei x, cind cresterea lui x tinde citre zero.

» d
Derivata se exprim# cu simbolul d_i]c » sau y’, iar dacd y

este exprimat prin f(z), derivata se reprezintd prin
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f'(x). Aceasta se mai exprima si cu simbolul y’,, pentru
a arfita ci derivata se ia in raport cu variabila z.

Astfel, dacid y=f(x),
dy 35 Ay fat+An)—f(x)
o e\ G, e

sau
Y _ j(ay = tim %: lim f——(x)HZ——_"f o

d(l: h=>»o h-»o

dupi cum notim cresterile cu Az, Ay sau cu h.si k.

De ex., sidse calculeze derivata polinomului y={(x) =ax21+bz +c.

Dand lui x cresterea h, cresterea functiunii y=/(z) este
k=f(x+h)——f(x)=a(x+h)2+b(z+h)+c—(ax2+bx+c),

k—ah®+2axh-+-bh.

Deci

k
— =ah 4+ 2ax + b, y’:f'(:c):lim——=2a:c+b.
h-)oh

Ezxemple. 1. y=ax", a fiind o constanti si n intreg pozitiv. Dand lui

z cresterea h, va rezulta pentru y cresterea
k=a(x+h)" —ax”= a[(z 4+ h)?—a”],

k=a(z" +nz” 1h4... 4 W' —2"),
k=a(n:c”—1h+Cix"_2h2+ e B

Divizand cu h, avem
k g
LG i ot = i hme alrete +Cia:"_3h+. R R

y
h>»o h h>o
1

y’=naa:"_ 5

care di regula pentru a afla derivata lui y=az”.
cici eresterea eu Ac este tot-

9. Derivata une: constante c este zero,
Ae
—_ —o, si prin urmare limita este

3

deauna zero, oricare ar fi x, si deci 5

Zero.
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3. Derivata unui polinom y=3z%—423 {2224 8x—5 se obiine adu-
nénd in ordinea lor derivatele termenilor si avem 4

y'=15x% 1222 421 8.

4. Observare. Am viazut ci expresia derivatei unei
functiuni f(x) este

lim f(x—{-hz—fﬂ = fi{x).

S

Inainte de a trece la limitd, avem

r+h)y—f(x
. h) 'f‘(‘)=f’(x)+s,
e fiind oricat de mic, ce tinde ciitre zero in acelagi timp
cu h. De aci reznltd formula important

f(@+h)—f(x)=h[f (x)+c].

55. Interpretare geometriei pentru derivata unei fune-
fiuni. Panta unei curbe. Ecuatia tangentei intr'un punet
al unei curbe. I. Sd considerim curba reprezentativi
a functiunii y=f() si pe ea punctele M si M’ C (Fig. 10)

; cu abscisele x si x+ Az
Y ] Panta mijlocie (No. 50) a
curbei intre M si M’ este

M ; T panta dreptei MM’, adici
I
: i Ay e+ Az f@)
0 ! i A2 Ax

Cand punctul M’ se a-
‘ propie de M, dreapta MM’
tinde cdtre tangenta in M la curb¥, Az tinde citre

zero, iar panta acestei curbe in M este panta tangentei
in M, adici

Fig. 10.

o [&+ A 2)-—f(z)

Z&»o Ax Sy f’(x)’
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care este derivata functiunii f(z) in punctul z. Deci,
derivata unei funcfiuni y=f(x) in punctul x este panta
sau coeficientul unghiular al tangentei in acest punctla
curba y=f(x). ;

Presupunind ci se considerd pe curbd punctul M,,
de abscisa z,, ii corespunde ordonata y,=/(z;). Tangenta
in acest punct este dreapta ce trece prin punctul (z,,y,)
si cu coeficientul unghiular (sau panta) ['{z,).

Deci, ecuafia tangentei in M, (xy, y,) la curba y={(z),
este

y—y; =1 (x)(@—21), gi=(zy)-

11. O qlti interpretare a derivatei. S3 presupunem ci
un punct M (Fig. 11) are o miscare rectilinie pe axa
Oz, ecuatia miscirii fiind s={(f), ¢ fiind timpul si s
spafiul descris de mobil. Dacd M si M’ sunt pozitiile
mobilului la momentele # si {+ Af, drumul descris de
mobil in timpul Af este MM'= g M M 2
OM'—OM=[(t+ AD)—f(f)=As. Sa— t :
ducem pe Oz, incepand dela M, Fig. 10.

S e As
ng° vectorul —r
se zice vitesa mijlocie a mobilului M in intervalul de
timp At Presupundnd ci Af tinde citre zero, atunci
vitesa la momentul f este datd de relatia

- AD—f)  d
v = hmi(———tx)—_f£2 = Fj = f'{®),

Di>o

si insensul MM, o lungime MW egald cu

adici vifesa este derivata spaifiului s=[(t) in raport cu
timpul.

56. Caleulul derivatelor. Derivata unei funcfiuni in-
mulfitd cu o constantd este egald cu constanta inmulliia
cu derivata funcfiunii. Si considerdm funclia y=cu,
¢ fiind o constanti si u o functiune de ». Sa insemnidm

N. Abramescu — Algebri ct, VII. ed. Il. — 3 6
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cu Ay si Au cresterile functiunilor y si u corespunzi-
toare cresterii Az a variabilei. Avem

Ay=c(u+ A u)—cu=cAu.

De unde
Ay Bt s Ay : u
A_x—c Ax,hm —E—chm ACII’
deci
dy du

—=C—— y'=cu’.
dx dz’ Y ,
De ex. y=3 (22452+2), y’'=3(22+ 5z+2)’'=3 (2z-15).

57. Derivata sumei unui numdr finit de funcfiuni este
egald cu suma derivatelor funcfiunilor. Fie u, v, w, trei
funcfiuni de z si si considerim functiunea

y=u-+ov-+uw.

Dénd lui x cresterea A z, corespund pentru u, v, w, y
cresterile Au, Av, Aw si Ay. Avem

Ay=(u4 Au+v+ A vt+w+ Aw)y—(u+v4w)
Ay=Aut+ Ap+ Aw,

Ay . Au Av  Aw
Ax Ax i Az + Az’

Presupunind c¢i Az tinde citre zero, si aplicand
teoremele asupra limitelor, avem

Al R ) SRS e T R
lim o -hm—A = +lim i —Hlm——A ~
yl:ul+vl +wl.

Ex. y=a3—22245247, y'=322 4245,

58. Derivata unui produs de un numdr finit de factori
este egald cu suma produselor obfinute inmulfind derivata
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fiecdrei funcfiuni cu tofi ceilalfi factori. In cazul a doua
functiuni u si v, avem y=uv. Dand lui x cresterea Az,
fie Ay, Au, Ap cresterile functiunilor y, u §i ». Avem

Ay=(u+ Au)(v+ Av)—uw=uldv+vAu+Auldo.

Cand Ax—o,

y A
S

Cum lim A p=o0, urmeaza

* limAuv.

1 Au I Au
Folint . S U

lim
y =uv’ +ou'.

Fie acum cazul a trei factori y=uwvw. Considerand
uv ca o singurd funciiune si aplicand rezultatul gasit
pentru cazul a doi factori, avem

y’ =uow’ +w(uv)’ =uww’ +w(u’ +ou’),
y' =uvw’ -+ uwv’ +owu’
y' =u'vw-+v'uw -+w'up.
Demonstratia se aplicd la un oarecare produs finit de factori.

De ex., y—(2a—5)(2—a?)z5.

: 3
y’ :Ty =(2——12):t3(2a:—5)'+(2x—5):c3(2——::2)'+(21—5)(2——1:2(x3)'
x
y = (2—22)x32 + (2x—5)x3(—2x) +(2a—5) (2—=2)(322),
y'=—10x5 42524 +16x2—3022.

59. Derivata unei fracfii este egald cu produsul numito-
rului prin derivata numdrdtorulut, minus produsul nu-
mardtorului prin derivata numitorului, si fotul impdrfit

u
cu pdtratul numitorului, Fie y=, u si vdoud func-

tiuni de x. Avem
5 _u+Au u;_vAu—uAv
y—v—f—Av v v4vlp

b
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Au Ap
Ay ‘v—l_\?~-u Az

Ar oA

Cand Ax—o, aplicand teoremele limitelor, avem

e XD
Lo lim ety lim As
WU TE e
de unde , vu'—u’
l =~—DT.
Exemple. 1 y:i y':_i‘); 2 y:ia’ y ::—‘?zsx'-":%i;
2 22 z x 4
B¢ :{@:} ,:(;t:2+1)41":(21‘i——L21': 6z :
21 (2%4.1)2 (x24+1)2

60. Derivata unei funetiuni compuse. Dacd y este o
funcfiune de u si u este o funcfiune de z, atunci y este
funcfiune de z, si derivata lui y in raport cu x este egali
cu derivata lui y in raport cu u inmulfitd cu derivata lui u
in raport cu z. La o crestere Az corespunde pentru
u cresterea Au si la aceasta corespunde o crestere Ay
pentru y. Avem

Ay o By Rirse s S Ag DT oA . Au
T kg e pie e
yI:y; ll"r,

unde y, arati cii se ia derivata lui y in raport cu u,

iar ', este derivata lui u in raport cu x.

1
Exemplu. y=4ud—5024 2043, y—_,

T
Rl 12224 1
y'=(12u2——10u+2)( 2):(____+2) (__)
X

zt a2

o

12— 10224224
L gl e
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61. Derivata unei puferi u”.1° n numir intreg. Luand
derivata lui u” ca a unei functii compuse, avem
d(uh)

dry

@), .t = nu" ",

care di regula pentru a afla derivata wumnei puteri.
; ; gt e
20 Cand n este fractie pozitivd, n= - -, sd punem

2
I —us.

RidicAnd ambii membri la puterea g, avem
yq e up h

Aceste dou# functiuni y? si w’ sunt egale pentru
orice valoare a lui x. Dand lui z cresterea Az, rezulta
cresteri egale

A@yh) =A@, oy ok

deci la limita
@) _dw)
de  _dx

qy? Yy = prr'u,

cici p §i ¢ sunt numere intregi. Inlocuind pe y cu va-
loarea sa u‘%, obtinem
2
Pt
y’ =——=n? u’,
q
deci §i in acest caz

Ay
e =nu’ tu.
30 Cand n este numir rational negativ, n=—im, sé
punem e
:—”l 1
y =u s >
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Aplicand regula derivarii pentru o fractie, avem

dy (1)' —mu™ W’ e
== e e () e

dx b u” u2m

Inlocuind pe —m cu n, rezulta
y =@y —nu
asa cid regula gasitd se aplicd in toate cazurile.

Ex. y=(22—3z+42)5, y’ = 5(22—3z+2)4(22—3).

62. Derivata unui radical y P e e,
1

forma y=u~», avem

T\ 1 Ty j RS
y, :(u i ) :—~u1n u, = ———‘u m u',
m m
B e i 1 v
y = El[ e —;,__—lu = eneaeesw o UL
mu » m\/ u"!

care da regula pentru calculul derivatei unui radical.

63 Ezemple 1. y—\/x — Yz+3 :
mple 1. y=\/z, y’'= —; 2. § =\/x y Y =—
2|/x 2/z+3
_— 2 b
3 y=\/ax2+b:c—|—c, y’=_(ix___—+_
2\/axz+b$+<'

il it o 4 41 4= S =D
4. y=l/:c4+? = z8dx 2; y'=§ a —23:_2_1:5'/3: —=.
o

5. y=Qa+1)/z+1.

y == (2$+1)(VI2+1) -+ v:z:2+1(2.1:—|—1)'=
22 —
Pt e s A g (2:c+1)z:+2&/_1:2~+1‘/x2+1 _
2/2241 V2241
= 4224 x4 2

V22+1
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3 2 - 8 4"
G 3x3(z34+1)3

9 1 (xs—}-l)% 1—2z3 1—2x3

x

64 Formule. Dim tabloul formulelor demonstrate asupra deriva-
telor functiunilor considerate

y=ll+c, ,—:ll', !J=U!’,y'=uu'+vu',
!

y=cu, y’'=cu’, w L oncuy
el =9

y=u-+to, y'=u'+v’ v v

y'=u", y' =nu* o’
7 EF
Yo ="Yuls-

65. Derivate de ordin superior. Daci y=/(%), atunci
derivata sa y'=f'(x) este in general o functiune de x
si poate fi derivati in raport cu 2. Rezultatul
se zice derivata a doua a lui y, in raport cu Z
' it (dy dy 5
si se noteaza cu o E:;) , sau pe scurt i f’(x)sauy". :

De asemenea, derivata derivatei a doua se zice derivata
3 - ~ rre d3y e s £
a treia sise noteaza y'”’, 5, sau f"(z) si asa mai departe.

—1
Ex. Dacd y= IT—, si se calculeze ['/(0)-
41
Avem
— 249241 223—622—6x+2
@)=, (@)= —— 5 »
(22 1) (a®+1)
2.0—6.0—6.0+2
f”(O): ______3__ — 2
0+1)

66. Exercitii. Si se calculeze derivatele functiunilor

1. y=(2z+3)(z®+3z—1). R. y’'=6x2+18z+7.
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2. y=(a2+42—3)(3224+12x4-12). y’'=6(x+2)(22%2+8x41,.

e —2a
S z—a S5 (z—a)® "
T 222 40—3 S 38(x+1)
T 8224 6x+5 0 (322462152
2 —4(x+2)
A e ¢

221 4p11 e (x2+4x+15§ :
6. g=(x3—1)2. gy =2(x3—1)322
6(z+1)

o
3y/32% 4 62—5)2

x+1 7
8. y= Ly = —
z—1 (1—x) {/x?—1

(5at—723 1 622+ 3x—3)(a2—2x 1 3)}

SAE LI S
7. y= /3221 62—5.y'=

3 e
9.y=(2—22+3)* (a3 +1)°, y'=

1
(@*+1)°
292 et

2241

Sd se afle derivatele de ordinul intai si al doilea ale functiunilor

10. y=(a—1) {/2241.y'=

2__x+1 1 2z 42
X y:f_xnt e =zl (x+2)

P B
s 3 s 21'——3\/- x Ly 3
.y=\/— R y= ) S e e A
(z—1)° 2(/2(z—1)8

67. Derivatele funcfiunilor trigonometrice. I. y=sinz.
Dand lui x cresterea h, corespunde pentru y cresterea
k=sin(x-+h)—sinz. Deci

e x+h—x x+htz
k  sin (x+h)—sinz _...sm S AR O

o h e h :
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Dar cind h tinde c#itre zero, raportul sinusului cétre
arc are limita 1, deci

'n—'l
Sin

lim

h
=i, lim cos (x +—Q-) =COS%,

=
2 h—o

y'=lim ok

Deci, derivata lui y=sinx este y'=cosz.

T =
I1. y—cosz. Avem y—cosx=sin |5 —}=sinu, u=5 —2.
2 2
Aplicand derivata unei funciiuni compuse, avem
n 7
7 ’ ’ 7 ’
y, =y u.,y, =cosylu = (—2—*3:) =—1.
- ’ € ﬂ -
Deci 1’ =(cosu)(—1)=—=cos\5; —x|=—SInT.
2
Deci derivata lui y=cosz este y'=—sinz.
1II. y=igx. Avem
sinz |, cosx(sinz) —sinz (cosz)
e l — s e TR
V= cosz Y cos’x g
. cos xeosr—(sinx)(—sinz) cos2x-+sin’x,
T cos2x 5 coseLi
1
’_—-
¥= costz
N ) A CoST
. y=cotgzx. Avem y= —
J 8 = Sinz’
? sinar(cosx)’ —cosx(sinz)’ (sinz)(-—sinx)—Ccosz.cosz,
e e e e 2
g sin?x sin%x
- —(sin2z-+cos’x) 1
L sin’x sin2x”

1 , sinx
V. y=secx. Avem jy= iy

e :
coSZ, cos2x
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il —COoST

7

VI y=cosecz. Avem y=

5 Y= et
sinz’ sin2z

68. Exereitii. Sa se calculeze derivatele
1. y=2sin3x cosz.

R. y’=6 sin2z cos?x—2sinx = 2sin2x(1—4sinz).
2. y=tg2x—tg2x.

: 1 1
R. y= . 2—2tg * —— —2sec2x—2tgx sec2z.
cos®22x cos2z
69: Derivata unei funetiuni inverse. Daci y este o
functiune de z, atunci x este o functiune de y. FieAz
si Ay cresterile lui z si y.

Avem Az 1 : Az 1
Ay B Ry
= lim —=
Az Ax
si trecand la limit,.
dx 1 2 1
s e
dy dy’">» i
dzx

adicd derivata unei functiuni inverse este inversa deri-
vatei functiunii directe.

70. Derivatele functiunilor trigonometrice inverse.
I. y=arcsinz. Avem x=siny. Dar, am vizut ci

; 1
Y.= 7”!"
g
/ P o P
Cum ), =cosy=+ V1—51n2y=i]/1—x2, urmeazd ci
Yom —=
i e

Pentru a vedea semnul ce trebue luat inaintea ra-
dicalului, si observim cx cosy =]/1——sin2y=]/ T 0
este pozitiv cand y este in cadranul intai sau al patrulea
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si este negativ cand arcul y este in cadranul al doilea
si al treilea. Deci, pentru arcele y din primul cadran,

avem

y=arcsinz, y' = V__
1—a?
I1. y=arc cosz. Avem
r=cosy, T,=—siny =F) 1—costy=+/1—a2,

4 r 1

L
Y= —xj’ yx_ﬁi_—?‘.

Dar avem siny= ]/l—coszy cand arcul y este in
cadranul intdi sau al doilea, si sing=— J/1-—cos®y
cand y este in al treilea si al patrulea cadran. Deci

pentru arcele y din cadranul intai, avem

1
y=arc cosx, § =— V_———_— :
1—2?

III. y=arc tgz. Avem z=tgy, x"_coszy

1
Dar cosy=———
J1+tg%y
unde inlocuind pe fgy cu egalul siu z, urmeaza
1 1
cos st o =14,
0sy +V1+x2 'y (__—1__)2
V 1422
bl
. z, 1+4a?

care este derivata functiunii y=arctgz.
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IV. y=arccotgz. Avem zx=cotgy, x, =— St
tgy 1 :
“Vittgy Jiteotgy
Inlocuind pe cotgy cu egalul sdu x, urmeazi

: 1 1
z,=—(1 +x2),y.’r=x—,—_*w'

Sll’l

l

: 1
Siny=————,
. ]/1—}—:c-
1

astlel ¢l derivatafunctiunii y=arccotgzeste y’=—1+—m,-

V..y=arc ccx. Avem

LoV, “sing l/ 1—cos?y
T=5CCl; CCSY=—, &, = = ,
; x cos?y cos? y
: cai 1 1
Tty =
5 y JX ’ £
'T_y X l//l'z—l
1
asifel cii derivata funcliuniiy=arcsecz este y'=———=
zlz2—1
: 1
NI, ' y—arccosecss Y =——— ——
x)a—1

71. Exercitii. 1. y= arcsin \/1—.&-", y fiind un arc mai mic decﬁt 909.

=y, 1 ]
RSt Sl = e e M—a?] ==
V1—(1—2a2) \/ \/1——1:2
T 1
3 y=agicsin— — ., R oy=——
14 a<

\./ 14- 2%

142 !
—, Z=2arelgr au aceeasi derivatad. Sa se

3. Tunctiun’le y=arctg
explice rezultatul.

1422
cu v constanta. Dock y=z+4¢, ¢ Hind o~ constanti. Aceasta se poate

: 1 :
L. Avem py'=z'= Funeliunile avand aceeasi derivatd, diferd
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vedea direct, cdci din z=arctgz, avem tgz==x, si inlocuind pe x in
valoarea lui y, obtinem
14tgz tgd50-tgz

=arct, tog=s —— —
¢ . ST tga50tgz

— tg(z-+459),
-t g(z+45%)

de unde y=z+45°+k1'c, k fiind o constantéi; deci functiunile y si z
diferi cu o constanti, de aceea au aceeasi dierivati.

VARIATIA FUNCTIUNILOR
SI REPREZENTAREA LOR.

72. Variatia unei funetiuni. Introducerea nofiunii de
derivatd ne permite a studia variatia unei functiuni
y=f(z). In adevdr, dacd intr'un interval, la o crestere
Ax a wvariabilei corespunde o crestere pozitivd a
functiunii, atunci f(z-+ Ax)>f(z), deci -

Ay (x40 —f(7)
Az Ar

derivata y’=f'(z) a functiunii este pozitivd. Funciiunea
este crescitoare, curba reprezentativi a functiunii
y=f(x) se urci spre dreapta. Dac#, din contrd, la o
crestere Az a variabilei, corespunde o descrestere (o
crestere negativil) pentru func{iune, atunci f(z-+A2)<f(z),

deg Ay flat+An)— @)
A:r _Ar

>0, y' >0,

<oy<m

derivata este negativi. Functiunea este descrescitoare,
curba reprezentativi a functiunii. se coboard’ spre
dreapta.

Fod
De ex., pentru functiunea y= §($3—3x2—.—9x+ 27),

3 3.9 3 : .
y== 22— "2, y'=—(z+1)}(2—=3). Dar y’ este po-
T s U wihit ) y P
zitiv pentru z<—1, negativ pentru —1<z<3, si po-
zitiv pentru x>3. Functia este deci crescitoare cand

i
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x<<—1, descrescitoare cand x e cuprins intre —1 si 3 si
crescitoare cand x>3 (Fig. 12).

Pl|Y Se vede cd pentru z=—1I1,
derivata y’ se anuleazd schim-
band semnul; inainte de —1
derivata este pozitivd, dupa —1

A Q este negativd, deci Inainte de
7 = Sy funcfia creste, dupa
e x=—1 y descreste, deci valoa-

Fig. 12.

rea ce o ia functia y=f(x) pen-
tru x=—1, AP=f(—1)=4 (Fig. 12), este cea mai
mare, este un maximum pentru functiunea y=f(z). De
asemenea, se vede ci pentru x=3, derivata y' a
functiunii se anuleazi din nou, schimband semnul,
inainte de z=3 este negativd, functia descreste, dupa
x=3 derivata este pozitivi, functia creste; deci va-
loarea ce o ia functiunea pentru z=3, f(3)=0, este
cea mai mic#, un minimum pentru functiunea y=f(x).

In cazul functiunii y=%(x3 —9a2+27x-19), derivata sa

.y'=x2—6x+9=‘(x—-3)‘~’ este totdeauna pozitiva. Func-
fiunea y este totdeauna crescitoare, derivata se anu-
leazd pentru x=3, dar nu-si schimbi seminul. In punctul

M de coordonate x=3, y= f(3)=§_. (Fig. 13) curba

v prezintd un punct de inflexiune.
Tangenta in punctele curbei
unde derivata se anuleazi, avand
panta (coeficientul unghiular)
nald, este paraleld cu axa Oz,
T ceeace se vede in punctele P,Q
(Fig. 12) si M (Fig. 13).
Deci, wvalorile pentru care o
Fig. 13. functiune este maximum sau

=

—_—
[y
Py ESpeE
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minimum corespund vhlorilor lui z pentru care de ri-
vata functiunii se anuleazi, schimband semnul.

Peniru a studia variafia unei funcfiuni y=f(x), se
determind mai intai intervalele in care functiunea exist3,
unde are valori reale. Se afld valorile lui x pentru care y
se anuleazd, date de ecuatfia f(z)=o0, si care cores-
pund punctelor unde curba reprezentativi a variatii
functiunii tae axa Oz. Se determini valorile lui @ pentru
care y devine infinit, adicd directiile in care curba
y=/f(x) are ramuri infinite. Se calculeazi derivata
y'=f(x) a functiunii, se vede semnul siu, si pentru
valorile lui = pentru care y’>o, functia f(x) creste,
iar pentru acelea pentru care y'<o, functia f(z) des-
creste. Valorile lui x, pentru care derivata f(x) se anu-
leazd schimbind semnul, corespund la maximum sau
minimum  functiunii ; cAnd derivata f(x) trece dela sem-
nul 4 la —, acolo este maxim, iar e¢and trece dela —
la + avem un minim. De fapt, studiul variatii unej
functiuni y=f(x) revine la constructia curbei y=f(z).

In cele ce urmeazi vom studia variatia a catorva din
cele mai simple functiuni.

73. y=ax+b, a si b filnd numere date. z
poate si ia valori dela —oola 4-co.y=o0cand ax+b=o,

x:—k, a # 0. Derivata este y'=a; cand a > o,

a

y creste si cind a<o, y descreste. Variatia functiunii
se vede din tabloul aldturat, iar curba reprezentativa

este o dreapti, ce tae axa Ox in punctul de abscisd x=—;
a

a cirei pantd este a si pe care stim a o construi, obser-
vand ci tae axa Oy, in punctul de abscisd x=o0 §i or-
donata y=b.
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b
a>o0,r| — oo —_— _}..w
a
v fe FE T
yI — oo creste o creste Joo
b
a<0,x| — 0o —_ —+ o0
a »
y 21 LT

y| + oo descreste o descreste—oo

In cazul y=?27x +%, avem tabloul aldturat.

:c,——oo M—M?) 00
o R S e
y|~oo P 0 > 0o

74. y=ax®+-bxtc, a, b, ¢ constante si as=0. 1° Avem
Y=o pentru ridicinile ecuatii ax?+bx+c=o0; cand
rddécinile sunt reale, curba tae axa Oz in doui puncte
diferite ; cand b>—4ac<o, curba nu tae axa Oz; cand
b*—4ac=o, curba tae axa Oz in doui puncte confun-
date, este tangentd la axa Ox in punctul a cirei abscisi
este rdddcina dubli a ecuatii az®+4-bx-tc—=o0. 2° Curba
tae axa Oy in punctul de abscisi z—o, si ordonatd y=c
data de ecuatia curbei y=az?-+bx-+c unde facem x—o.

; = ¢ b
3% Derivata fiind y'=2ax-b, se anuleazi pentru x=~—-2—

a
si schimbd semnul, deci avem maximum sau minimum
pentru aceastd valoare a lui z. Cand a>o, atunci y'<o

s s ot ;
pentru x<—_si y’'>o0 pentru :c>—£, avem un mi-
2a 2a
: > 3 b:
nmum. Dacid a< o, atunci y>o pentru :c<—2— siy’<o

a
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LY ¢
pentru x>—§—, este un maximum. 4° Pentru x=+-o0,
. =ird

y este 4-oo, semnul fiind dat de a;cand a>o, termenul
ax?, care di valoarea pentru x = + oo, are semnul -+,
deci y —o00; cand a<<o, y—> —o00. Avem deci tablourile
aldturate, iar curba este o parabold, pe care stim sd o

construim.
\ b
A=0 7\ 0 s T +OO
o 2a .
y = 9 g
y| oo descreste N minimum creste A 00
b
| — 00 s oo
% % e
a6 ——- 2 Ve
y + =
y| — oo creste A maximum descreste N 40
x| —oo 0 o)
’ 0 =¥,
75. Exemple. 1. y=—2z2 : i 5
i ‘ —00 A maxim O\ —00
x [ —00 1 3 oo
y’ — =0 £ +

2: y=x2—4x+43.

3 y=22+zt1.

4. y=—5:2+3x;—4.

| St
y!oo\O\min.fO/ o)

y’ = 0 =5

y I 00 N % A o}

s | —o0 o 0o

v’ P o s

y ’ —00. = A —Z~ N —oo
maximum

Abramescu — Algebra cl. VIl ed. Il. — 3 7
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5. Se dd o bucald de carton in formd de pdtrat ABCD (fig. 14)
ou latura AB=a. Se deseneazd pe acest carton liniile FE, HG, MN,
PQ departate de marginile cartonului cu aceeasi distanf@ DF =
HC=CM=PB=BG=EA=AQ=ND=2x. Aceste linii se tae in punc-
tele m, n, p, q. Se tae din carton bucdalile CHmM, PBGp, AEqQ,

7 NnFD si se indoeste cartonul ramas

D F H c de-a-lungul liniilor mn, ng, qp, pm,
ca astfel ridicate, sa facd o cutie
paralelipipedicd, cu baza mngp si

N n m M

indalfimea x. Sa se afle distanfa x
astfel ea volumul cutii ub,lihute sd
jie maximum. Se vede ci baza pa-
ralelipipedului este patratul mpng

q P cu latura egali cu mn=a—2z,

Q P iar indltimea este x. Deci volumul
este y=(a—2x)%r. Cand x variazi,

A E G="B volumul y variazii dela o pentru
Fig. 14. xr=o0; iar maximul siu este dat

de valoarea ce anuleaza derivata,
pentru care derivata are inainte semnul -+ si apoi semnul —.
Derivata este
y'=2(a—22)(—2)z -+ (a—22)%=(a—2x)(—4x+a—27) = (a—2x)(a—61) =
. y'=(z—a)(67—a).

a _a
Se anuleazid pentru x=€ si x=§ ; intre rdddcini y’<0, in afara

a a
y'>0, deci dela 0 la . y’>0, pentru E se anuleazd, apoi y'<<0, asa ca

: a a\2a 2a3
maximul are loc pentru z= — siesteegal cula—2—]— = —.
6 6/ 6 27
76. Exereitii. Sa se studieze variatia functiunilor si si se construiasca
curbele reprezentative
E 1. y=22—1, 2. y=224x+5, 3. g=9—422
4. y—z— 222

5. Si se afle conul de volum maximum inscris
intr’o sferd de raza r.

R. Insemnind cu u= AC raza conului
si x=EC (Fig. 15) indltimea, volumul este

1]
V= 3 u? x. Din triunghiul dreptunghic DAE,
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= : T
AC?=DC.EC, u?=z(2r—z), u=§ (2r—z)22. Max. are loc pentru

4r 32r3
= —g si este egal cu T

6. Sd4 se afle dreptunghiul de aria cea mai mare inscris intr’un
triunghiu dat. X

R. DEHF fiind dreptunghiul fnsecris in triunghiul A BC (Fig. 16)
de bazd AB=a s iniltime h=CG, si insemnim cu x=DF si y=DE
dimensiunile dreptunghiului. Aria este

C
1
= —uxy. Dar din triunghiurile asemenea A
2 D E

CDE si CAB, avem
DE:AB=(h—x):h, y:a=(h—zx):h,

B

a 1a
de unde y=~h-(h—x), S=E-ﬁx (h—=x). A F G H

Maximul are loc pentru valoarea ce Fig. 16.

h
anuleazd derivata, z= E’ adica atunci cind DE trece prin mijlocul
inaltimii.

77. y=2234a2% 8x45 19 Avem y'=6a22422—8 si se anuleazi
cind 6a%422—8=0, sau simplificAnd, 322-+z—4 =0, admite ridicinile

4 4
1o 5i— ~ Trinomul 3224+ 2—4 are intre ridicinile — - si 1 semn

contrar cu primul termen 3x2, adici semnul —, si in afari ridicinilor
4

semnul . Pentru z=— 3 derivata y’ trece de la + la — anulandu-se

deci este maximum; iar pentru z=1, derivata trece Jela — la +,

adicd y este un minimum. Valoarea minimului se afli ficand A s1
este f(1)=2.14+1-—-8.1+5=0; maximul se obtine ficand

(=3)=2= 3] # (=5 =5) o= 22
Sl 3 3 3 BRI
29 Vedem cit y=0 pentru ridicinile ecuatii 234 22—8x+5—0,
care se observd cd admite ridicina 1, cici ficAnd z=1, avem 2.13 112

8.145=o0. Divizand cu z—I1, avem 2a%+a2 8xr45=(z—1)(222+
+3x—75) ;. deci celelalte ridicini sunt date de 2x2+3x-—5=o, care sunt

1 si———;. Dacd nu putem rezolva ecuatia 223422 8z 4+5=0, din
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constructia curbei vedeam unde tae axa Ox, acolo fiind y=0, si ne
fdceam o ideie de intervalele unde sunt cujrinse radicinile acestei
ecuatii.

3% Vedem ci pentru x=0, y=>5, deci avem punctul vnde curba tae
pe Oy.

40 Cand =00, y= 400, iar cAnd x=—co, polinomul 2234 228z 45
fiind de gradul al treilea (iird sot) are s>mnul —o0.

Avem tabloul si curba alituratd (Fig. 17) construiti aproximativ.

Yy z | oty
: — | —oo
| =
. - ’ creste
; St 0
1 2
1
| - creste
2. ; - S
2 A O : x ———3— | Emaxxmum
s 1 - descr.
1 0 0 min.
—— creste
Fig. 17. 2 IEES

r—1 1
7. y=— 5 Cind z=o0, avem y=§, punctul unde curba tae axa 0y ;

pentru y=0, avem z=1, punctul curbei pe axa Oz.

Derivata este y’:-(:—lér)é, nu se anuleazia si are tot timpul
semnul —, y descreste.

y devine 00 cand se anuleazi numitorul, x—2=0, x=2; dreapta
x 2 paraleld cu Uy tsle o asimptotdi. Se observa ci pentru valori ale
lui  mai mici ca 2 si foarte aproape de 2, adicad x=2—=¢ (¢ foarte mic,
ce tinde catre zero), atunci

y este negaity si deci cind ¢ tinde citre zero, y tinds citre —oo. Cand
z tinde catre 2 prin valori pozitive (mai mari ca 2), x=2-+-¢,

24-e—1 142
= = y>0;

y= =
24e—2 €



si cand € tinde citre zero, adica
lori mai mari ca 2, y tinde catre
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atunci cand se apropie de 2 prin va-
+ 00.

Gradele numiriatorului 2—1 si al numitorului x—2 fiind egale,
urmeazi ci pentru £=+00, y tinde ciitre raportul coeficientilor de gradul
cel mai mare al lui x—1 si z—2, adica 1. Deci y=1 este altd asimptota
a curbei. Pentru =2, y sare dela —00 la +00, funciia y nu este

' | —o0 2 fo) y
= 1 —co
y1 N e e e
| 2 o
1
continudi in acest punct. Avem '\ =
tabloul si figura 18. Curba este o 0 B e
iperbold echilatera, cu asimptotele
r=2, y=1 perpendiculare. i
Fig. 18.
z|v, .
< o e R e
— . Se vede el
—oo |, |er e
+ 00
=il =y y=0 cind 222 —3x+1=0, deci
jobtes 1 SRS
e 0 T=150 —2-; y devine infinit cand
2 + cr
. e 3—2, 22— r—2=0, adick r=—1 5 2;
5—3y/2 [0 Sy Maxim dieptelex=1 si =2 sunt asimptote.
—| des . 2% 10x+7
1 0 Derivata este y’' =- e Ly ke
(x2—x—2)
—1 des
- —o0 snuleazit pentru 22 —10z + 7 =0,
doo x=5+3 \/: si derivata este pozitiva
—{ des
fn afard de 1ddacini si negativa intre
= 3422 =l =
5+3y/2 [0 —3 ele, 5—3 {/2 <x<5+31/2 ; deci are
+| er un maximum pentru r=5—3 V’?,
(e 0) 2 carc se calculeaza
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— 3—2/2 :
inlocuind in y pe = cu 5—-—3\/ 2 si are valoarea — ; minimul are

at 3+21/2
loc pentru x=5+3¢2 si este egal cu LS\/

Cand inlocuim pe x cu +00, gradul numiritorului lui y Pind egal cu
al numitorului, y tinde citre raportul coeficientilor lui z la gradul cel

Y
- \‘[-
\
|
|
M |
Ol i ; y (7
B 1 /zs-vs 2 54342
1

Fig. 19.

mai fnalt, adicd 2:1=2; deci dreapta y—2 este o asimptoti. Se aseazid
valorile principale ale lui = in ordine de marime cresciitoare, se calculeazd
valorile lui y pentru aceste valori ale Ilui z si avem tabloul si figura
alaturata (Fig. 19).

x+1

80. y=-— . Pentru ca y si fie real (si existe), trebue ca si fie
ya24z—2

pozitiva catimea de sub radical, adici 2242—2>0. Ridicinile ecuatii
224290 fiind 1 si—2, trinomul 22+ x—2 este negativ intre ridicini
si pozitiv in afard, deci x nu poate si ia valori intre —2 si 1, astfel ca
curba reprezentativi este in afari de regiunea determinati de dreptele
x=—2 si x=1 paralele cu Oy (Fig. 20). Pentru aceste valori —2 sil
ale lui x, numitorul se anuleazi. y devine infinit si anume pentru

x=—2 numirdtorul x+1 al lui y are valoarea —1:<<0, "deci
limy = — oo, iar pentru z=1, y=oco. :
x=-—2 .

y se anuleazid cind x+1=0, adici r=—1. Dar intre —2 si 1, func-
fiunea y nu este reald, totusi pentru r=—-1, functiunea ia valo: rea

reald y=0. Cum inainte si dupa aceastd valoare y este imaginar, re-
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zulta cd punctul corespunzator x=-—1, y=0 este un punct izolat al
curbei reprezentative a functiunii date. Curba nu tae axa 0x.

Punctul unde curba tae axa Oy se obtine facand =0, ciruia {i co-
respunde pentru y o valoare imaginari, céci am védzut ¢ in intervalul
(—2, 1) curba nu exista.

—00
, 51 valoarea adevérata se obtine

o

= —2—1—2_—.’

si pentru * —>—00 este egald cu —1, caci numiaratorul este negativ

Pentru x=—00, y are forma

scriind

(oo}
si numitorul totdeauna pozitiv. Pentru r—00, y are forma — si
o e}

tinde catre 1. Deci dreptele y=—1 si y=1 sunt asimptote pentru
curba reprezentativa,

Calculdnd derivata y’, avem

—x—5

Z sz—i— .!:——55 .

si se anuleazd pentru x=—5. Cum —x—>5 este de semn contrar cu coefi-
cientul —1 al pri- ‘/ Y

mului termen —zx 1% //

fnainte de radicina ]/' /

xz=—75 si de acelasi « //

semn aupa r=-—75, A

urmeaza ca finainte -5 ,1/6 12 b
de —5, y’>0, iar T o

dupa z=—5, y’'<0. T T

Deci funciiunea y - ’/

creste inainte ae —5
si descreste apoi, ast- Fig. 20.
fel ca pentru x=—>5
y este maximum egal cu valoarea ce se obiine ficind pe x=-—5 in g,

4
adicd ———*
3y/2
Avem deci tabloul si curba aldturatad (Fig. 20).
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81. y=2 sin3z cos z (Examen de Admitere, Scoala de Artilerie si
Geniu, 19i0). Avem y’=6sin%z cos®r—2 sinfx=2 sin%x(1—4 sin2z).

ek k5 y
e : ~c:1
= 01— g% Ma'x
I ] | deser
T
. — de::r.
Fig. 21. 00 :

E destul a face si varieze z dela 0 la 275 y’'=0,cand sin2x=0, si 1—
4sin?z=0. Dar factorul sin?z este totdeauna pozitiv, deci semnul de-

1
rivatei il dd 1—4 sin®z, care se anuleazi pentru sinz= i 5; pentru

3 1 T TT T > 7§
sinx =5, avem x=g, ﬂ:—~6=5—-; pentru sinx =—~§, avem

T Iw S5t 1w :
x=n+g=? si 1r+—6—=T. Semnul derivatei il aflim scriind

1 1 1
pe 1—4 sin?x sub forma —* sinzx—z =—4 {sin x—E sinz+—2~

si se vede semnul fieciirui factor pe un cerc trigonometric (Fig. 21) si apoi
semnul produsului. Avem deci tabloul alaturat, iar curba se poate
construi usor.

T 5T T 111t
z |0 6 6 6 6 2%
L
inzx—-—- — e - I
S 5 | -+
1
smx+5 b -+ + 0 —— 0 -
7
y- e Arat s —alpt o s e oL
5 s = A
v o E\/B N == 8 7 max \ min (13
J

Max min
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82. Exereitii. Si se studieze variatiafunctiunilor 1. y=—a*+222+5.

Avem tabloul si curba variatiei (Fig. 22).

&

Fig. 22.
z | z |(x———1)(x+])| y=—_azz—)(z+1) | ¥
1200 —00
= < & cr
—\/ 1+/6 0
= k =c cr
—1 0 0 6 Max
== = = descr
0 0 0 5 min
ok = i creste
1 0 0 6 max
2 — descr
\/ 146 0
-t + == descr
(0] —00
BLadR o :
5 e (Artilerie si Geniu, 1908). (Fig. 23).
z | —oc —1 1—e|1+& 3 00
9o + 0 — — -
y !—oo 7 —1 N —oolco N 7 A 00

max min
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222 3z41
8 g I asali b St Bt 1899).
29
y -
(&
|
|
|
l
/ |
|
|
0 t z
-1} 1 8
-1
\ Fig. 23.
R [ —oco cr —1 ecr % cr 5—3V2_ er:l er 2 ¢cr 5+3\/—2_cr oo
{J'_ = ZE S 0 Sl e ) -+
+ o ARy —o  342/2
o A A A TR TE STl 0 \
% — 00 3 N X (o} 3
‘Max min
o 3x2—z—1
= Yy ==
2224 r—1
R. y’ nu se anuleazd, y n’are nici maximum nici minimum.
1 — 1 1 —
T \—oo —1 —{1-—/13 — —{1 13
6( \/ ) > 6( +\/ ) o
y’ S b + Sy
3 0 3
AR B AR S e e i
E =0 —o0 . 2

5. y= Vx3+x2—2x.

R. y este real cand 3422 2z>0, z(z24+2—2)>0; semnul
expresii 2®+4 222z se vede, observand semnul lui z si al factorului
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224 z—2=(x—1)(x+42) si apoi al produsului lor; deci x poate sa ia

. 3224 22—2
valori intre (—2, 0) si (1,00). Derivataeste y/'=——F— ———
2\/ 23 4+ a2z

sisem-

. e
nul siu este dat de 32242x—2, cu ridicinile 3_ ; intre rada-

cini are semnul —, in afard 4.

x| —oo —2 0 1 ©
& = A A e
(x—1)(z+2) 3+ 0= Ee e
x(z—1)(x+2)| — e 2, e
Se vede c¢i pentru x=—2, 0 si 1 numitorul lui y’se anuleazi, y'—>»00,

deci panta tangentei in aceste punctela curbi este infinita ; tangenta
face cu Oz 90°, este perpendiculard pe Oz in aceste puncte. Avem deci
tabloul si curba aldturaia (Fig. 24).

Ily’ly

o //% //// ////////
1_3_\/3 :)L /20+5 {/6 max

0

N

N

¥

\\
E\\\ N

i des S oV 1
o |- 7w
:?ﬁi////i//////////// % ///
. ‘ = ; Fig. 24.

T
6. y=3 sin (x +§)

R. Inlocuind pe x cu z-+27w, y rdméne neschimbat ; deci vom

Vi
studia variatia numai i intervalul (0, 2m). y=0, cand x+§ =10;



o T 21t T 57 ( ‘r:)
= = — = =— & + — = 2W, 2= —. y'=38cos| z}—
x = Tt . T, x 3 = 3 3 y 3
T8 ik 7T T 3T 7T
—=—, =—,2+}+—=—,r=—, Avem tabloul
este nul cind x4 3 > P + 3 > 6

aliturat, iar curba este aseminiitoare unei sinusoide deplasat# paralel

n -
pe axa Ox in punctul = = E si ordonatele mirite de 3 ori.

| T T 77 101
R e Ry 7 st e
| 6 6 6
i DS = 0 +

;1[3?37'3.\0&—37'3’ﬁ

|

<]

7 g=2!¢cos 3x.

27
R. Inlocuind pe x cu x+—3—, y ramane neschimbat ; deci studiem
' ( 21 :
variatia numai in intervalul (O,? . Variafia Iui y este periodici,
: 27 27 -
periocada este —§—=T, iar ecuatia dati devine y=2cos o z. Deri-

2T 27 ;
vata este y’'=—2. -—'ITSIHF. Ficand pe x si varieze dela 0 la T, ob-

tinem tabloul aliturat. In Cinematici ecuatia s=2 cos3¢, ¢ fiind timpul
si s spatiul, defineste o miscare vibratoare simpld cu perioada
21

3

=

T 3T
2

ylz\o\—z),o,z

8. y=sin x4-cosz.

: 3w
R. y=0, sinz-}-cosz=0, tgr=—1, a:=1m:+—4— 5 Y = cosx —

. ’ n
—sinz, y'=0, tgz=1, x=Im+T. Semnul derivatei se vede pe un

3 5 T 37T 5m 7
cerc trigonometric, asezind extremititile arcelor—4—, = —n, = si vi-

’

7 S Gl
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zénd mirimea sinusului fati de cosinus si semnele lor. Avem tabloul

| T 37 5T 7T
T ‘0 — — — _— 21T
4 4 4 4
T — 0 4+ o
g |1 4 V2 N A%

sin 2z
14 sin z
R. Va fi de ajuns de a studia variatia intr’un interval oarecare
egal cu 27, de a construi curba corespunziitoare si de a imprima acestei
curbe translaiii succesive dealungul lui Ox si egale cu 27. Daca se
schimbi z in T—=, y nu se schimbd ; deci curba este simetrica in raport

T
cu un punct A al axei Ox de abscisd 5 Pentrn a simplifica constructia
3 rs Tt . .
curbei, trebue gisit un interval egal cu 27, cu mijlocul A in; si acest

T (1 5
interval este (? — T, —+T ), si vom studia numai intr’o jumitate a

acestui interval, si pe urmi luiim simetrica in raport cu A. Jumatatile

St T T YT T . s :
acestui interval sunt E—W’E si E’ E—H‘c si deci vom studia in

; 5 T T T : : e
primul interval (W = 5 E)’ apoi vom lua simetrica in raport

Tt - .e 3 . 12 A .

cu A de abscisi — si avem imaginea variatii functiunii intr’un inter-
2

val egal cu 27.

Avem

sinz+sinx—1

sinx— ———2— sm:z:——~——
y=——2—— =2 —

14sinz 1+4sin x

145 i
Cum 14sinz si sinx+——*—_2l/—sunt totdeauna pozitivi, céci sinz este

L] +\/5
cuprins intre —1si 41, semnul derivatei y’ depinde de sinx— ——2'—~

—14y5
Insemnand cu o unghiul astfel ca sin u=—'2—\/—, si care o este cu-
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T T %
prins intre O si e vedem cd y’ se anuleaza in intervalul (—?, ‘E )
>a

numai pentru o. §i cd y° >0 pentru z<e si y'<0 pentru z
Avem deci tabloul .

T K1
x e 0 o .
2 2
y | + - -
y l =0 A 0 A max e 0
T 0
Pentru z=— & y are forma—a. Pentru a afla adevirata valoare,
D : T +6,0avand
sd punem r=—— ,Bavan
y /! 2
ca limitd pe zero; avem atunci
sin 20 2sinf) cosh
y _— —_—— =
T . 11—cosh f
TNST 3T
z 2 2 cos—cos 0
2
: Fig. 25. AR

B

si vedem ci# pentru §—0 prin valori pozitive, y este infinit negativ.
Avem curba corespunzitoare BOA (Fig. 25) si apoi luiim simetrica
ACD in raport cu A. Pantele tangentelor la curbi in O si A sunt date de

T
derivata y’, unde facem x=0 si;si avem forma curbei in aceste puncte.

SERIL

83. Generalititi. S3 considerim un sir nelimitat de
numere
Uit U 5 ST i
care se deduc dupd o lege dati. Se zice serie suma

utus+...4u,+...
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Fie S, suma a n termeni

S, =u;+u,+...+u,.

Seria se zice convergentd cdnd S, are o limitd finitd
si determinati, pentru n=oc ; in orice alt caz seria se
zice divergenta.

Restul serii utust.. a4
este o=l ot
astfel ca S fiind suma seriei, avem

S8 R

Conditia ca seria si fie convergenti se mai ex-
prim# zicind ci restul serii poate rdmane mai mic
decit orice numir pozitiv € oricdt de mic am voi, sau
ci acest rest tinde citre zero cand n creste nemadrginit.

Progresia geometricé descrescatoare

1+ + = +9,,+
este o serie convergentd, cdci suma S, are ca limitd

1
lim S,=——=2.

1
2
Seria 142-4...4+n+... este divergentd, caci suma
a intrece orice numir dat; in fine seria
1—14+1-1+..

este divergenti, ciici suma S, este nedeterminat#, O sau 1.

Un alt exemplu de serie convergenta il avem considerand [ractia
periodica (1) a=0,36741741. .., cu perloada 741. Aceasta se poate scrie

36 741 36 741 741

e e =
: 100+10000+ 102 10° 108
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Pentru a gisi valoarea acestei fractii periodice fird ajutorul progresilor,
si inmultim in expresiunea ei (1) cu 10° (exponentul arati céte cifre
sunt la partea neperiodici 36 si cite sunt la partea periodica 741).

Avem
2) 10000 a = 36741, 741 741....

Inmultind cu 102 (2 arati cate cifre sunt la partea neperiodica),

obtinem
100 a = 36,741 741. ..

Scézand aceastii egalitate din (2), gisim
10000 a — 100 a = 36741 — 36,
99900 a = 36741 — 36,
36741 — 36
a— 2

99900

Aceasta este fractia generatoare a fractii periodice 0,36 741 741. . .,
§i are ca numiritor diferenta dintre numirul format din partea neperio-
dica aldturi cu cea periodicd, minus partea neperiodici, iar ca nu-
mitor un numir format din atatea 9 cate cifre sunt la partea periodici
urmat de atétea zeruri céte cifre sunt la partea neperiodici.

Fractiile periodice ne dau un exemplu simplu de notiunea de limiti.

In adevir, si consideram fractia periodica simpla
1 567

2
——===——=110,567 5675
37 999

1 .
cu perioada 567. Daca aflam catul cu aproximatie de m), catul apropiat

prin lips# este 0,567, iar prin adaus 0,568. Deci

21
0,567 < — <0,568.
37

Calculand cu aproximatie de , avem

1
10002
21
0,567 567 <§<0,567 568.

Valorile prin lipsa
0,567 ; 0,567 567 ; 0,567567567 ;. ..
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21
merg crescand, raminand mai mici ca = Valorile apropiate prin

adaus 0,568 ; 0,567 568 ; 0,567 567 568;. ..

21
merg descrescand, toate fiind mai mari ca —77 =
Avem deci doud siruri
21
S,
37
21

0,568>0.567 568> ...> o >
7

0,567 <0,567 567 <. ..

astfel ca diferenta dintre doi termeni corespunzitori de rangul n este
l =
TOO”’ deci tinde citre zero cAnd n—> 00, si aceste doud siruri au ca limita
21
comuni pe — -

84. Dacd seria

utu,+...+u,+u, 4. -

este convergentd atunci termenul general descreste si tinde
cdtre zero.

In adevir, S fiind suma serii, avem pentru n foarte
mare

lim S,,,=S, lim S,=S,
lim (S,,—S,)=S—S=0,
lim u,,+1=0,

adici termenul general u,,; tinde catre zero cand n
creste nemirginit (tinde c#tre infinit).

Aceastd condifie nu e suficientd. De ex., seria
e | 1
1 = = e +_+ " e
i D) ok 3 % ”
1 B 2% >
are termenul general u,= e descrescitor si tinde catre

N. Abramescu — Algebra cl, VII. ed. 1. — 3 g
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zero, totusi seria e divergentid. In adevir, avem Vi

oy M| /
1+ 5 >§+ 5’  »
e S o L ] /
34 ala
LTt
5o a8 g
Adunand, se vede ¢i suma seriei este mai mare ca
e - L
§+§+---+§T- )
un numdr foarte mare, adici seria e divergents.
Q- A A A Aceastil serie se zice armo-
; : nicd cici reprezentand pe o
Fig. 26. dreapta lungimile
04, = - »0A i gatiie ’avem (Fig. 26)
Sernk] e e g:

2 1 1
e e iy
G, DA TG AT
relatie care probeazi ci diviziuea (OA, A, A4,
este armonieci.

85. Criterii de convergenta a seriilor. In cele ce urmeazi,
i€ vom ocupa de serii cu termeni pozitivi. I. Se calcu-
leazd daca se poate, suma S, a n fermeni §i pe urmd se
face n sd tindi catre infinit.

2n+1
n(n+1) (n+42)

Descompunem termenul general u,, intr'o sum# de trei fractii,

Ezemplu. Seria Xu,, u, —

e B ¢
n(n+1 (ny2)y - n T nt1 = nt2’
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Pentru a determina pe A, B, C, se inmuliesc ambii membrii respectiv

cun, (n+1), (n+2) si apoi se 1ace, pe rand, n=0, n=—1, n=—2; avem
2n4-1 Bn Cn 1
=4 5 ;n=0, A= —
(n+41) (n+42) n+1 n+42 2
2t (A 2= C )( +1)-EB 3 f ey |
ST T e B B e uEL sn=—1I1, =ke3
n(n+2) n n-+4-2 =
e (A + )( P el g
==l n sl —"=Cd, (G sy
n(n-+41) n n-+4-1 thhog 2
Avem
2n+1 4t (1 i 2 3 )
QT b o (o) R o e e A

Facem, in aceastd relatie pe n egalcu 1, 2,...n si obtinem

3 1(1
fogs S 2
5

2
2

1(1+2 3)

o BN e R

2n+41 1(1 - 2 3 )
n(n+1)(n+2) T n+1 n+2

Adunind, termenii (E + — —E) , ete., se reduc si deci

51(121 3 2 3)1(51 3)
n gk a L et T ol sk At aaal

Cand n creste nemarginit,

S=tlim S, =

| o

86. I1. Se compard termenii serii dafe cu termenii alfei
serii a cdrei naturd este cunoscutd. Dacd termenii serii u
sunt, incepdnd dela un rang oarecare p, mai mici ca
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termenii unei serii convergente v, atunci seria u este
convergentd.
In adevir, avem
Uy FUpoteoe <VpyotVppet...5

adica restul seriei u este mai mic ca restul seriei v,

si deci si |R,|<e.
Dacd termenii serii u sunl mai mari ca termenii serii

divergente v, si seria u este divergentd.

Exemple. Seria
i}

1
T+ — 4 — = s T .ve
G * 1.2.3 & i 1:2.3...n S

este convergenta, cici incepand dela rangnl al treilea, avem

1 ’ 1
S S e e e e

o DR R R :

adica termenii sunt mai mici ca temenii serii convergente

1 1 1
E+T%+"'+2T+""

o progresie geometricid descrescitoare.

In mod analog, seria

: A5 . =k = ! o
Viove AN
e divergenta, cdci termenii sunt
4 1 1 i 1 1
i e e i R R 5 :
\2 2 V3 3 VH n

mai mari ca termenii serii armonice.

Seria de comparalie esle

Ligis s 1
et o b A,
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S& vedem cum trebue sa fie o pentru ca aceasti serie
sa fie convergentd. -

Avem

1 1 1 1 4 1 1 2
S 2[)‘.-—1 %

e e T ET e

1
Suma serii )~ - este mai micd decat a progresi
n

1 1
i

1+
2'1—1 (2a~1)2

Progresia este descrescétoare, cand

1

2&—1

B e S R

Nu se poate o.=1, céci seria

1 1
o e O e s
1 n

devine seria armonicd, divergenta.
Deci seria

TheTae

este convergenti cand « >1. Ex.

1 1

1
1—2+—2?+..- + .11_2+.--.
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Ezemplu. Seria
i 1 1
i + —_—

4. Fg— 4
1.2.3 2.3.4 n(n+1) (n+2)
este convergenti, cici termenii sdi sunt mai mici ca ai serii convergente

1 1 1
T AT R e
87. III. Teorema raportului {D’Alembert). Daca ince-
pdnd dela un rang oarecare, avem
u”; = u
e =i 5 [
un un+1

seria e convergentd; dacd

un+1 >k, U, s

u, un+1

ol N |

seria e divergentd.

In adevir, avem

U, 41
dle u, < ku,
”n
Uyys
_"+_< k, Uy, o< kun+1< k2un,
un—{—l

e e W e s wmie e s e “eee

Termenii seriei u, sunt, incepand dela termenul u,.,
mai mici ca ai progresiei geometrice descrescatoare

uk+ke+...), k<1,

deci seria u este convergenti.
Daca ludm in loc de suma adevidrati a seriei, sumaan
termeni, eroarea ce o facem este egali cu

k
R,,=u”+1+u,,+2+ . < Ll,, 1——]{' .
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Avem, astfel, limita superioard a eroarei ce o facem,
cand se ia numai primii n termeni in serie.

A u A - v A A
Cand —"—tl—>k>1, inseamnd cd incepand dela ter-
- 7

menul de rangul n, avem u,.,>u,; termenii serii
cresc, seria e diveregenta. 3

In practicd se calculeazd limi:li'i-:l. Daca L1,
n
seria e convergentd; dacd l>1, e divergentd; dacd =1,
tinzdnd cdire 1 prin valori mai mari ca 1, seria e diver-
gentd ; iar dacd [=1, tinzdnd cdfre 1 prin valori mai mict
decdt 1, este indoiald.
In adevir, daci [<<1, putem alege intre [ §i 1 un numér

5 13 u i .
fix k<1, fati de care 1~k deci seria e conver-

un

gentd. Daci [>1, putem alege intre 1 si [ un numdr

% U, 14 - ; :
k>T1, fatd de care avem —2= >k, deci seria e diver-
n
gentd. Dacd [=1, tinzand céatre 1 prin valori superioare
lui 1, atuneci termenii seriei merg crescand, seria e diver-

gentd.
88. Aplieatii. 1. In cazul serii
a}2a2 4 3a3+...4na%+...,
seria e convergentd cand raportul
u,01  (a+Da@ Tt nti
— = a
u, na* n
Uy i1 e

e mai mic decit 1 ; deci, trecand la limiti, lim a; daca a<1,

seria e convergenti ; daci a>1, divergenti. Cand a=1, seria e divergenta,

1 1
¥ e ik e L
1.2 2.3 i i n(n+1)
Avem
1 n(n+1) 3 n
im % = lim =
u, (n+1)(n+2) 3 n-+2
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1
Ar fi deci indoiala. Dar u,, <—-, deci seria e convergenta.

n2
xr x2 x”
I11. —4—4...4+—4. .. Avem
3 1 2 n
u
lim—ﬂ=lim z =
u,, n+41

Daca Ix }<1, seria e convergentd ; daci x>1, divergentd; z=1, di-
vergenta.

8. IV. Teorema radacinii (Cauehy). Dacd, incepdnd
dela un rang destul de depdrtat, avem

Vi, < 5"V, <k ... k<1,

seria e convergentd. Dacd

n
Vu, >k>1,
seria e divergentd.
In adevir, in primul caz, avem

Nu, <k, u,<

nt+l [T
U, <k, u, <k

Termenii serii sunt respectiv mai mici ca termenii
serii convergente

e & il SRR S

deci seria e convergentd. Luand, in loc de suma serii,
suma a n termeni, eroarea ce o facem este

2
Rttty ot <K 4R 4 =

>

deci, mai mici decat K"
11—k

g = i) g G T

Daca, din contri, avem \/u,,>k>1, rezulta u, >k",

k>1, seria e divergent#, ciici are termenii mai marica
ai progresii geometrice crescitoare K*-k"*14.. ..
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In practica, se calculeazda lim Vu,,=l. Daca <1, seria
e convergenld; daca 1>1, divergenld; dacd =1, indoiald.
Demonstratia este analoaga ca la teorema raportului.

Daca "\/l: tinde citre 1 prin valori mai mari ca 1,
seria e divergentd.

Ezxemplu. Seria
"

5 T +:c
- Ll n"+""
este totdeauna convergenti, cici
{0 TR x
lim \/un=]im——= 0<1.
n
90. Exercifii.. Si se giiseasci suma celor dintdi n termeni ai serii-

for urmitoare si si se deducd convergenta lor

1 1 1

) o At e e F———— 4.
1.3+2.4 = - n(n+2) 17

4 7 1 ; 3n+41 5
Fod | Gan e it A

1 1 1 1
3. arctg = —}-arctgg +arctg1—8- +...+arct g-vﬂé— +an

1 1 1 1 1/(1 1 1 1
o= f . LS,=—\- 4ok
nn+2) 2\n n+4+2 2\1 2 n+1 n-+42

lim'S,——:
4

g B, —1 g 5 3n+5
T (n+2)(n+3) ]

i 3n+41 2 e
"% (n+1) n+2)(n+3) n+1 n+2 n+3

lim Sn ZE

1 1
SRCE S = te——, S, =—arctgl—arctg
R. 3. arctg a0 arctg2n__ arctg ol 2 g on+1

T
]in Sn =—Z.
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4. Si se arate ci seria urmaitoare e convergenti
Zn4+5n+1
n®4+1
1
R. Se compari cu seria de termen general ==
n

5. S& se cerceteze natura serii

5 2 3 4 ‘5+ Y
+’§+3—2+33+34

2 Uyt 1 %
R. lim —— = 3* convergenta.

uy

6. Sa se cerceteze seria

i 1 1 - i1 &
2 283 T ¥t 22=1(op< 1y ' "
R. Teorema raportului; convergenti.

7. Pentru care valori ale lui z seria
ld-(x+l) (:c—l )"
i P S :2——{-1 55
r—1

R. Se aplicd teorema ridicinii. Trebue si avem —1 <x2—+1<1,

e convergenta.

x>0 sau x<—1.

91. Caleulul numeric al sumei unei serii convergente.
Fiind datd seria convergents

Wyttt fu, .,

metoda intrebuintati pentru calculul valorii apropiate
a sumei unei serii constii in a pastra un numir oarecare
de termeni incepand dela primul si a neglija ceilalti,
care sunt relativ mici, ciici termenul general tinde ciitre
zero. Mai mult, se finlocuiesc termenii pastrati prin
valorile lor zecimale apropiate cu un grad de aproxi-
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maftie oarecare. Oprindu-ne la termenul u,, si inlocuind
termenii u;, Uy, ... u, prin uy, uy, ...U, suma

i r 4 {4
S,=u,+u,+...+u,

reprezinta o valoare apropiata a stmei S a serii. Eroarea
comisad se ccmpune : 19 .din restul serii

R,=u, +U, s+ ...
’

29 din erorile ficute cand se iau valerile u), uy, ... u,
in loc de uy, u,, ... u,. In general, se di mai dinainte
gradul de aproximaii: cu care voim a calcula pe S;
se determini rangul n al tetmenului la care trebue si ne
oprim, apoi aproximatia cu care si calculim termenii
conservati, astfel ca eroarea totald si fie inferioara celei
ce se da.

1. In cazul serii cu termeni pozitivi, limita superioara
a lui R, se calculeazi, ciutdnd o progresie geometrica
descrescitoare, ai cirei termeni s# fie egali sau superiori
acelora ce compun pe R,. Se aplicd, sau teorema ra-
portului, sau a r#dicinii, cu care ocazie se cunoaste o
valeare apropiati a restului serii,

U1

U=t ot . <u,, (FEkHe+ ), R,< 1)

suma serii

Exe; 3 {1 aproximatie de
mplu. S& se afle cu ap i <00

1 2 b 3 s +n »
§+;2 e e b
Avem
1 u %
S S A B,
U, 8n uy, 8

seria este convergentd. Restul este

n+1 n+42
”n = gnt1 gnt2
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u n+2
Se observi ci S — —, si cum
u, 1y 8(nt1)

Uy i1 Uy to

=y

., Uy q

LG Nassis
ni2s PR

k poate fi cel mult egal cu =, > lar restul e mai mic decat
8(n+1)

TR | 1 (n+1)2
1—k gnti L nt2  (7n16)8"
8(n+1)

1
Pentru n=4, acest ultim numir este mai mic decat m , deci

1
R, <%0 Trebue atunci a pistra primii 4 termeni ; primul fiind exaet,

. liroarea

1
ramane de calculat ceilalti trei, fiecare cu aproximatie de o0
totala va {i inferioard cantitatii

1 3 5
5000 10000 10000

3 1
si deci cu atat mai mult mai mica decat m . S& ludm primii patru

termeni cu patru zecimale,
uy =0,125,
Uy =0,0312,
u,=0.0058,
U =0,0009 ;

’ 7
de unde, adunand, u1+u2+u;+u;=0,1629. Aceasta este valoarea

. - » . 5
apropiatdd prin lipsa a serii ca aproximatie de 10000- =0,0005. Sumae

cuprinsd intre 0,1629 si 0,1629+0,(:005=0,1634.

11. Cdnd termenii serii descrese repede, ne mulfumim a caicula termeni
incepand dela primul, cu una sau coua zecimale mai mult decat are apro-
Ximatia ceruti ; ne oprim atunci eand, calcuiul asifel condus, nu mai di
cifra insemnatoare si se face Suma termenilor calculati. Se vede ci restul
care este comparabil cu primul termen Deglijat, este inferior erorii ce se
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da si atunci nu-1 mai calculdm. Totusi, e bine sa facem o limita superiozrit
a restului si si vedem daci nu eumva eroarea totald nu este mai mare decat
cea impusd la inceput. In exemplul precedent, calculand termenii cu

. ’ ’ 4 4 . . - s
patru zecimale, avem pentru uy, uy, uz, uy valorile deja gasite, iar

7 4 5
pentru u;, 0.0001, si u; nu mai intervine. Suma termenilor conservati
este 0,1630 si se ia 0,163 ca valoare ceruti.

392. Numarul (Seria lui) e. Si consideriim seria

gt
it

1
5 s e

care e convergentd, cici
D 1 1.2...(n—1)

lim & =plim
. w2 on 1

Suma acestel serii esie un numir care se noteazid
cu e. Dacid ne oprim la termenul
1
1.2 on

if
=lim—-—=0<1.
n

3

eroarea ce o facem este
! = ! 5
12...n(n+1) (n+2)!

o s s g

R=

avem
1 1
=
n+2 1 (n+1)! n41) .
1 1
_.___p____< — e e
(n+3)! " (n+1,! n41)°
= et S TE e S5 e
R, < 1.2...n(n+1)[ e S
1 1 1 n-1,
R > ’ R,.,< .
i 12...n(n+1) 1— X 1.2...n(n+1)" n
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1
R"<1.2...n o

93. Caleulul lui e. Numiirul e este ineomensurabil. Daci
am avea

et

1
- + + 5 + e

adicd egal cu o fractie, inmultind cu n!, deducem
m(n—1) !=n!4n!4+34....n+...+14+n'R,.

Insemnénd cu A i B membrul intéi si partea intreagi
a mecmbrului al doilea, avem

A—B=n! R,.
=1
Dar, am vizut c¢d R, < gy Deci

il 1
A =BoRd et e B
n!n n

Ar urma, deci, ca un numir intreg (A — B) sj fie mai

mic decat o fractie > ceea ce este absurd. Deci nu se

m e
B = adica este un

numar incomensurabil.

S& calculdim pe e cu doudl zecimale exacte. Luand
n=>5, eroarea este

1 1 1
R.<12345°5 % <% S500-
Suma termenilor piastrafi este
1 1

H—+ﬁ+y+ e
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Sa calculim ultimii trei, cu trei zecimale; eroarea
fidcuta e mai mici decat

§ Sl ) Fi=te

500 © 1000 _ 1000 100
Suma primilor cinci termeni este
1+4+140,54-0,166+4-0,0414-0,008=2,715.

Numirul e, este cuprins intre 2,715 si 2,720. Valoarea
lui e cu cinci zecimale este e=2,71828.
9%4. Seria e este un eaz particular al serii

71

TN

X
SEEELEa S T aa Y

care este convergenta, oricare ar fi x finit.

95. Limita expresii (1 = ;) pentru m — co. Sd pre-
supunem mai intdi m infreg si poziliv. Vom demonstra
mai. intai urméatoarea propozitiune v

Dacd ay, ay,. . .a, sunt numere mai mici decdt 1, avem
O(1—a)=>1—a)(1—ay)... (1—a,)=1-0,(a;+a,+...+a,),
6, fiind un numdr cuprins intre 0 si 1.

In adevir, avem

(1—a)(1—ay) =1—(a, +a3) +a;05>1—(a; +ay).

Ca si restablilim egalitatea, trebue sd micsoram sci-
zitorul, deci trebue inmul{it cu un numir 6, < 1,

astfel ca sa avem
(1—a)(1—a)= 1—0,(a, +ay).
De asemenea, s

(_1_01)(1—‘“2)(1_‘“3) >[1‘-(‘11 +a2)](1—a3),
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; :
IT(1—a) > 1—(a,+a,+ag) +as(a, +a,) >1—(a,+a;+ay),

3 s
I (1—a)=1—b(a, +a,+a,), 0< 6, 1.
Din aproape in aproape, se vede ci

(1—a))(1—ay)...(1—a,) =1—6 (a; +a,+... +a,),0<6,< .l :

Voim si demonstrim ci aceasta relatie este generala.
In adevir, si presupunem ci e adevirati pentru cazul
a n factori, cand avem

(1—a)...1—a,)=1-0,(&;+... +a,), 0<0,<1,

$i voim s aritdm ci este adevirati si pentru cazul
a (n4-1) factori. Avem

A—a)(l—ay)...(1—a,)> T—(ay tap1 - schay),
(1—01)(1_‘12)- -(l—a,)1—a, +1)>[1—(¢11+ v +an)] (1—a, 1),
(1—ay)...(1—a, . {)> I—(aytay .00 @G+, 1)+, (e ++a,) ;

deci (A—a))...(1-a, . 1)> I—(gy+ay+...+a,49),
(—ay).. (1—a, 3)=1—0,  ((ay+... +a, ), 0<0,. 1<1.
Relatia este deci generali.
Asa fiind, sd considerdm desvoltarea

: 1\»
(1—*_%) s
m
pentru cazul m intreg si pozitiv. Aplicind formula hi-
nomului, avem

1+1 - 1 m1 m(m—1) 1

( m) FE T g

m(m—1)...(m—i+1) 1 £ m@m--1)...1 1
TR mt 12...m  mm

Transformand aceastd expresie, obtinem

1 1 2

g B | Bt

1+l"‘=1+l+J+( m)( m)
m 1 9 TRy
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iy S

il m

Insd, dupa propozitiunea precedents,

‘

(A—a)—ay)...(1—ay)=1—0,(a;+a,+.. . +a,), 0<B, <1,

1 2 i—1 il 2 i—1

avem (1——){1——).. [1——|=1—0; -—+—+...+—),
m m m m m m

] i 2 i—1 0;—
deci I— M (1—). . f1— —} =1—

m m m 2m

3 6
I——  1—f,— 1—343
m m 2.

§ 1\m - 1 m
(+m) TR ok IR TR 41 iy

1(1—1) 2

m—1

il Ry m!

1\m 1 1 1 1
oty o b —
1 ! ! m!

3
6 .
ot _3 i—1 m—1
[+ R iy (m_g)l].
Cand m tinde citre oo prin valori intregi si pozitive,

1 1 1. d
T

tinde célre

1 1 1
1 — — ——— cee =6,
2 S 1 == 91 Sheirau ob ol < e
i 62 63 ez 1 %ot .Qm—l 3
S_1+7T+2_1 sl +(T;2)‘ v (m—2)1’ 0<6P<1'

tinde cétre o serie, ai cirei termeni sunt mai mICI ca ai
seriel convergente

g e
bl athor e (m_2)1+...,

N. Abramescu — Alzelre cl. VI ed. II. — 3 9
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cici 0;, 6,,... 6,,_, sunt mai mici decat 1. Deci seria S
este convergentd, si prin urmare

c S | By -0 ]
Jm ol i T
: ( )m 1 1 1 1
ml=”c?: 1—]—171 = +T+2_'++n'+=e

Asa dar, numdrul e este limita, pentru m egal cu in-

finit, a expresiei
1 m
{2
m

96. Sa ardtdim cd aceastd limitd este aceeasi cdand m
tinde cdlre oo frecdnd prin wvalori fractionare sau irafio-
nale. In acest caz, m este cuprins intre douX numere
intregi consecutive, m’ si (m’+1); deci

1 \m 1 \m/+1 1 \m 1 m!
2 oo o2 o)
m m m m +1

(oo )™ o ) <o 2 <o 2 o 2)
: | = I | e et 14 — 14—
+m'—|—1 +m'+1 i m <( +m' +m’

1 m
Cand m=co, atunci §i m'—oco si deci (1—{—;) este
cuprins intre doul cantititi, care tind respectiv cétre

1 m
e:l=e, si e.l=e, adici lim (1—{—;1—) e

Cdnd m tinde cdtre oo prin valori negative, s§ punem
m=—m’, m'>0, Avem

e 0 Wik S W i AV,
ool el
m m’ m’ m’'—1

e ) i (e
1 =14 ) , (1 )
i m’'—1 m'—1 +m'——1
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Deci,

1 m ml —1 1
lim (1+— = lim{1+ 14+ ) e lil =g
T m il m'—1 m'—1

Asa dar, in toate cazurile,

1 w
lim (l +—~) =8
m= 0 m

X :
97. Limita peniru «=0, a expresii (1+4a)* este egald

1
cu e. Punand a= —, avem

i 1 %—lin‘l (1—}——1—)’"—
im (L4+a)*= pE =e.

= m= /
a=o0 . %

98. Limita expresiunilor de forma 1%° . Fie c#, pentru
anumite valori, lim u=1, lim »=2 ; atuncilim.u’=1%.

A

Putem scrie in acest caz
1 (-1
o’ ={[1+(u—1)]"—1} Pt
(x—1)v
lim #°= lim (l-}—a)“ i uf = etmiEi
x m
Ezemplu. Limita expresii (1 +—~) pentru m —»c0. Avem
m
< e Ve
u=1+—, v=m, (u—1)p=z, lim (1—}-—\) =se
m m
99. Seria e*. Dezvoltand cu formula binomului
x m
(1—{—;) , apoi facand m=oco, printr’un rationament

analog cu cel facut pentru (1+;) , gasim

2 xn

nm(1+%)~1+ For e

o o e
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$i comparand cu rezultatul obtinut precedent, avem
i x 755 a”
e =1+T+2—i S R +Il'

100. Exereitii.. 1. Limita pentru =0 a expresii (1—sinx) cofg=,

.oy

R. 1%, lim u?=¢lim (¥ -z . o1
a a m
2. Limita expresii (cos—+xsin—) pentru m= oco.
: \ m m

a

sin2m a a o
R. (u—1)v=a — —{ xzcos — —sin — ) ; 9%,
" a 2m 2m

2m

°

o
Sae n
3. Sa se cereceteze natura serii u,,=( —) -
. . 3 n-+ta

n/
R. lim\/ u,, =e~% <1, convergenti.

nnTa
4. Sa se aplice teorema raportului si rid4ecinii serii Uy == e
(2n4-1)
: Uy i1 1 x
R. lim —— = 5 < 1, cenvergenti.
u, 3

Funetiunea exponentiald. Funetiunea logaritmies.

101. Functiunea y—a* sé zice functiunea exponen-
{iald. Dand lui x o valoare intreagd n, valoarea lui y
se obtine ridicand pe a la puterea n. Dac n este o frac-

tie f[—), y este riddacina de rangul ¢ din puterea'p a lui a.

Cand n este unm numir irational (incomensurabil), se
poate obtine valoarea apropiati a lui y=a, exprimand
pe Z aproXimativ cu un numir rational. Daci z=0,
atunci y=a®=1, iar cAnd x=—m, m fiind un numir

pozitiv, atunci y =a—"= =
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Se vede c& daca ridicim un numir a>1 la puteri z.
care’ cresc, atunci si valorile corespunzitoare ale lui .a*
cresc(* ; deci functiunea exponentiald y=a”este cresci-
toare cand a>1. Avem a®—>ow, iar a ® =-;—>0.

a

Daca a<<1, cand exponentul x creste, atunci puterile

a® descresc; deci, dacd a<<1, atunci y=a* este o func-

! : 1
fiune descrescitoare. Punand azg, b>1, se vede "ea

1 g B 9L
S astfel ca pentru z—w, a =g 590,

x

a

& a—w’zlr_wzbw-m (ciici b>1).

Pentru funé’giunea exponentiali avem urmitoarele
tablouri a variatii si curbele corgspunzatoare (Fig. 27,
28) ce au axa Oz ca a51mptota

Y

:a>1- , 1/ a<ll : 1 e

Flg 27 S : © “Fig. 28.

xl——oo 0 o Ti=—100 0. 7w m
a>1ly| Ocrlcr o a<ly| o descr 1 descr-0

Functiunea lpgaritmicd .este y=log, x. Cum z=d’,
iar a” fiind totdeauna pozitiv, rezultd cd pentru ca
logz si existe, trebue ca x sa fie pozitiv, variabila si ia
valori pozitive.

(Y) A se vedea, N. Abramescu, Algebra clasa. VL p. 27.
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Tabloul varia{ii §i curbele reprezentative (Fig. 29,
30), se obtin din cele de mai sus, schimb4nd in locul lui
Z pe y, si in locul lui y pundnd z, si apoi risturnind
figurile pe dos. Se observi ci log 1=0.

) Yy
: a<i
oz 0] 1 z
O 1 o
Fig. 29. Fig. 30.

z] Ocrler w 0 ey TR ot

y=log,z y=log,,x'oo descr 0 descr —w
a>1l—owecer 0 cr a<1

Deci, pentru a>1, y=log,z este o functiune cresci-
toare, numerele mai mici ca 1 au logaritmi negativi,
log 1=0, numerele mai mari ca 1 au logaritmi pozitivi.
Pentru a <1, y=1log,z este o functiune descresci-
toare, numerele mai mici ca 1 au logaritmi pozitivi,
lar numerele mai mari ca 1 au logaritmi negativi.

102. Sisteme de logaritmi. Logaritmi neperieni. Am
védzut cum se poate defini un sistem de logaritmi cu baza a
cu ajutorul functiunii exponential y=a, considerand
sirul de numere

(1) L e e TR T
care sunt logaritmii valorilor
) Bi-ig ¥ igs s e

corespunzitoare functiunii a*.
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Se vede cid sirul (1) este o progresie aritmetici cu.
primul termen O si ratia 1, iar sirul (2) este o progresie
geometricd cu primul termen 1 si ratia a. Deci, aceste
doud progresii definesc un sistem de logaritmi, astfel
ca termenii din progresia aritmetici sunt logaritmii
numerelor corespunzitoare din progresia geometrici.

Sd consideram dou# progresii, una geometrici

= 1: Q+4e): A+2)?: ... (14+a)": ...
si alta aritmetica

S BERE SR 7 Sy

Logaritmul unui numar din progresia geometricd este
numarul corespunzétor din cea aritmeticd. Baza este
numirul (1+4+«)”, al carui logaritm ma este egal cu 1,

adica ma =1, m=l. Cand « este destul de mic si
«

tinde catre zero, numerele din progresia geometrici
sunt foarte apropiate, iar baza acestui sistem de loga-

ritmi este
i I

Hm (14a)*=e.

oa-»o

Se zic logaritmi naturali (cdci alegerea bazei este
facutd rational, natural) si se noteazad cu L; se mai zic
si logaritmi neperieni.

103. Schimbarea hazei. Fiind cunoscut logaritmul unui
numir N in baza a, sid calculdm logaritmul lui N in
baza b. Avem

log,N=u, N=a"; log,N=log,a*=ulog,a,
3) log,N=logN. log; a.
Punand log,b=v, avem b=a", log,b=log,a®, 1 =vlog,a,

1=log,b log,a; deci inlocuind in (3),
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3 1 ; S §
log,a = lggj), log, N=log, N.@-

1
Numairul Bg-g se zice modul de transformare. De ex.,

1
’ L2=1log2 @
In tablele de logaritmi Dupuis p. 32, avem
1
= = 2,30258 si deci L2= 0,30103 x 2,30258.
oge :

104. Eecuatii exponentiale si logaritmice sunt acelea in
care necunoscutele intrd la exponenti sau prin logarit-
mii lor.

' Exemple. 1. a*=0b, a> 0, b> 0. Aplicind 1ogaritmii, avem

logh
zloga = logh, x = 7
0g a
.2 a=c, a>0, >0, ¢>0. Avem
loge
b*loga =loge, b¥ = —-
loga

Aplicand din neu logaritmii, obtinem

loge logloge —logloga
zlogh = log ——» x:Lg_g_.
loga

logb
loga + loga s
3. o LA = 2. Discutie.
log (m + )
Avem logaz = 2log(n+ ), logax = log(m+x)2,

ar = (m+-x)%, 224+ (2m—a)z +m2=0.
Ca riddiacinile sa fic reale si pozitive, trebue (2m—a®—4m2>0 si
; z a a a
2m—a<0. Din prima m<z.- din a doua m<5; deci trebue m<z~

Mai trebue ca m+-z> 0, x>—m. Cand m>0 ambele ridicini convin,
. dar ¢and m<0 numai cea mai mare.

4. x4 y=65, logr+logy=3.
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Ultima ecuatie se scrie log xy=3, xy=1000. Necunoscutele xsx y
a caror suma si produs sunt cunoscute, sunt rédicinile ecuatii

22—6524+1000=0; x=25. y=40.

x =4

105. Exercitii. 1) e® —2 @ ; 2) a®*=1; 3) 32°=81
R x=0;2) t=——00 3) £=2;
4. 32 4 9r+1 _g10.
R. 3v321(3%)*+1 =810, 3*=y, 9y2+9y—810=0, y=9, z=2.

5. 3% 5y=10125, z+y="7.

L _ (3\* 10125 3ixe
R. Se poate scrie 3* 5% =10125, { — e ek s —A53 =3
5

6. 22+ y>=101, 2logz+3logy=2.
R. loga?8=2; 22=u y®=v, ut+v=101, =100, =10, y=1.
Ty, Jal—y1.

R. Avem zlogy = ylogz, plogx = qlogy, px= qy, plegz =

Ay &
-9 pN2 T
q(loga: + logB), x — (ﬁ) = (_) i
q 97 q

106. Derivata functiunii exponentiale y—=a®*. Insem-
‘nand cu h cresterea variabilei si cu k cresterea func-
tiunii, avem 5

T d'—1

o) =
R iR h

(4

k- ; : :
Derivata y’ este limz pentru h=o. Deci, trebue a gisi
limita expresii
id—1
h
pentru h—>o. Din aceastd relatie, avem

Z= s

1 -
sh—ah 1, d"=14zh, a=(1+zh)".
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Luénd limita pentra h=0, a ambilor membri,

a=1lim(1 +zh)%.
Dar aceastd expresie este de forma u?, unde
t=14zh, v= %, si are forma 1% pentru h—0.
Am vizut ci

limu® ="y 1—14zh—1=—zh,
1
(u—1)p= ZhH_"

1
Deci lim(14-zh)" =¢°, a=¢",

z—l0.

avem

Luand limita expresii (4), avem derivata functiunii

y=a®, care este
y'=a*La.

In cazul y=e*, avem y'=e*, cici Le=1.

Cand avem functiunea y=a*, u fiind o functiune de z,
aplicdnd derivata unei functiuni compuse, avem

y=yu =),

g —a i lia u’=d—u
SR dx
De ex., . y=e¥, y'=e% u’.
; od(—x2
y=e-’2, gi—=es=rs ( )=e—‘2(—2x)=—2:ce-
dx

107. Derivata funetiunii logaritmice y —log,z. Avem
r=a’ care este functiunea inversi a functiunii loga-
ritmice. Derivata acestei functiunii ¢’ in raport cu y
este a” La, adica x; =a” La. Insi stim (N. 69) ci derivata
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unei functiuni inverse este inversa derivatei functfiunii
directe. Deci derivata functiunii logantrmce este in-
versa acestei derivate,

A 1_ 1
y"_x;—ayLa'

Inlocuind pe & cu egalul sdu z, avem

Ve 1 o 1
Y= ke

xl.a’

1 ' :
Cum stim (Nr. 103) ca Fh log, e,. obtinem derivata

1
functiunii y=log,x, y’z—x— log e.

108. Tabloul derivatelor fune{iunilor exponentiale si logaritmiece este

1
g=er, y—e* g=; Loy e yl——r
T
1
y=—a’. g'—a*La; y=log,z, y'=—1log,e,
T
2 1
y=e¥, y'=e“u’ y=Lu, y'=—u’,
u
1

y=a*, y'=(a*Laju’ y=log,u, y’=(—logae)u'.
u

109. Exereitii. Si se afle derivatele functiunilor

e 1% s :
s =t & R. y'="3¢e *. 2 y—cr Tl R} y'=2xe-‘~'2+1.
x
3. y=e*(1—x3). R. y'=e*(1—322—2z9).
er e % 4 (i
Lty = w2 o x —x B e e
4. y—e"+e“x' R.y P 5.y=L(e*+e~*).R.y PP
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A RS REC el QUL 4% |
._2 ¢ g U2 ™ @ B ; P .— cos.
sin( )cos() sin (Z—l—z) ‘sm(E:{-x)
\ AR e
7. g=L(z+{/1+22). - R.\/—lﬁ-

8. Variatia functiuni y=a®*.

R. y’=a* La, totdeauna a” este pozitivd. Dacd a>1, La>0,
deci y’>0, functiunea creste; daci a<1, La<0, atunei y’<0. func-
tiunea descreste. Avem tablourile urmitoarele sicurbele (Fig. 27,28).

z|—co 0 ook z|-—o00 0 o)
a>1, o' + - e gt e S
y | 0 A A oo y ioo NG TN 0
9. Variatia funciiunei y=log, z.
o | .
R. y'=—.?. Cum z este totdeauna pozitiv, daca a>1, La>0,
x La

functiunea este crescitoare; daci a<1, La<0, functiunea este des-
crescidtoare. Avem tablourile si curbele (Fig. 29, 30).

z| 0 1 oo 2z 1.0 1 oo
y | + L v s ey QAL
a>1, yl-oo A 0 A oo a<iy|oe N 0 N —o

X x
a = —_
10. Variatia functiunii y= 5(8“ +e -") %

x i

R. Cum e* este totdeauna pozitiva, urmeazi cie?+4e >0, deci

X x

y, nu se poate anula. Pentru ——0o0,e%—> 0,e %— 00, deci y—>0 ;
deasemenea cind xz—-00, y—>»0oO.

; aliEa Lo 1 WL s
Avem y'=—| e®.— + e “(—*) ; ’=—<e“;-e “).
2 2 a a 3 2 7
Derivata y’ se anuleazi cand

X
a
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adicd — =0, deci x=0. Pentru z<0, y'<0, si cand 2>0, y'>0,
a g S

¥

deci pentru z=o0, y=a x | g’ l y Y
este un minimum.
el e

Curba e simetricd in — e
raport cu axa Oy, cici 0 0 i
punctele de abscisd @ | oy o
si—x au  aceeasi ordo- o0 i e
nata. Curba (Fig. 31) ‘
obtinuti este pozitia de echilibru al unui @
fir greu fixat la cele doud extremititi sise 2
numeste chainette (lantisor). o)

LEir=—e =¥ igin 2x; Fig. 31.

R. ¢~ 7 fiind totdeauna pozitivd, y se anuleazi numai pentru
2x=kr , adica r=o0, g’ Ty %—n, Cum y’=sin2zx. (—1) e~ * e *2 cos2z,
y'=e " (2cos2x—sin2x), y’ se anuleazd cand 2cos2x=sin2c, tg2 x=2
o fiind astfel ca tg2a =2, o >459%, y'=o0 pentru arcele 2e=kr 420, 1=
IcgTt + @, k fiind intreg. Valorile lui y pot fi calculate inmultind ordo-

natele curbei y=2"*prin

valorile luisin2x pentru 1 Y
abscisele corespunza- By =
toare. Cum valorile lui Sl -
sin2z oscileazit intre —1 O m ZNR RS a0
3 X7y
si + 1, valorile lui e™* 3 = Tﬂ’\_ y AT
sin2x nu pot intrece 5 e
acelea ale lui e~ *. //’
=1 Fig. 32

Curba (Fig. 32) este
deci situati in portiunea planului cuprinsa intre curbele (trase punctat)

oa

y=eit shy=—¢
Funetiuni de mai multe variabile.

110. Cand intr’o expresiune intrd mai multe variabile
z, y, z, care pot lua orice valori, se zice cd aceaexpre-
siune este functiune de acele variabile si se scrie

Ty by (AT
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De ex., volumul unui paralelipiped este functiune

de cele trei dimensiuni z, y, z ale sale,
V=22

O functiune f(x, y) este continui in raport cu varia-
bilele de care depinde, cand la o crestere foarte mici
datd variabilelor, corespunde o crestere foarte mici
« pentru functiune, sau dacd cresterea functiunii tinde
cdtre zero in acelasi timp cu cresterea variabilelor.

Presupunand c& variabilelor z si y le dim crestenle
h si k, cresterea functiunii u=f(x, y) este

Au=f(z+h, y+k)—f(z, y).

111. Derivate partiale. Se zice derivata partiali a unei
functiuni f(z, y, z) de mai multe variabile, derivata
acestel functiuni in raport cu una din variabile, celelalte
fiind considerate constante. Derivatele partiale de or-
dinul intai in raport cu =z, y, z se noteazii cu a f; B

i of of
o Oy’ 0"

Acestea fiind functiuni de =z, y, z, pot admite si ele
derivate partiale de primul ordin ; acestea se zic derivate
partiale de ordinul al doilea ale func{iunii f. Derivatele
lui f (x, y, z) in raport cu z, g, z, se scriu 7, f:;, f” . sau

af  *f
0x¥ o0xdy’ Jxdz’

Tot asemenea, derivatele partiale ale acestor derivate
de ordinul al doilea se zic derivate partiale de ordinul
al treilea §i asa mai departe.

De ex.,

sau cu

f(x,y) =222 4325y +4a—2y+3,

avem
[/, =2.2z—5y44=4dz—5y 44,
f; =23y—52—2=6y—5z—2.
e T 174
laa=h fL5==55 [=6



143

Se demonstreazi, ceea ce se vede direct pe exemple,
ci o derivati partiald nu se schimba, dacd se interver-
teste ordinea derivirii. In cazul de mai sus, se vede ca

f __5 f”

2.

adici se poate lua derivata in raport cu « si apoi
derivata acesteia in raport cu y, sau si se ia derivata
intai in raport cu y si apoi derivata ei in raport cu .

112. Exercitii. 1. Si se calculeze derivatele partiale in raport cu z, g, z
ale functiumnii

f(x,y.2) = 722 + 6y2—|—5z2——4xy—4yz——2(x2 + 12 4 22).

Egaland aceste derivate partiale cu zero, se obtin trei ecuatii omo-
gene in raport cu x, y, z care au solutii nu toate nule. Sa se gaseascd
apoi valori proportionale pentru z,y, z.

R. Se arati cii determinatul acestor ecuatii omogene este zero,
jar din doui se abtin valorile proportionale pentru z, y, z.

9. S se calculeze derivatele partiale in raport cu x si y ale fune-

tiunii
f(z,y) = \/1’—_3E cosy —i—\/l—y2 sinx.

—xcos ysinx
Bt = \/1——yzcosx f), ——\/l—xzsmg——

\/l——x2 \,/1—92 :

3. f(z,y, 7) = tg(ax + by—cz) + tg(bx—ey + az) + tg(—cx + ay + br).
R 7 a X D ¢
e cosz(ale-by—cg cos?(bx—cy+az) cos®(—cx+ay+-br)

4. Si se afle derivatele partiale ale functiunii

y= arctg E .
X
’ y ’ x
Rl im 2@
o s
5. De asemen entru functiunea y=arcsin \/——-— .
e asemenea p \/x2+y2
= f’ v—z— zy ,I e \/2 2
. L 7 Wt - p———
I @ +pP)
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6. Si se afle derivatele partiale ale funectiunii

o
1(z,y) = ¢—‘+——3T0tg~~5\ 2 +? .
a®x v x ’ b2y T y
T a2x2+b2y2+x2+y2 @' VT 22l 2ig

7
R Jx

7. S4 se afle derivatele partiale de ordinul intdi si al doilea a
functiunii

f(z, y) =223 —3 2%y 4 xy®—8y3 + 52%—3ay + Tx—2y L 3.

113. Derivatele funetiunilor eompuse. Am vizut (Nr.
57, 58), cum se poate calcula derivata unei functiuni
de o variabila x obtinutd combinind prin adunare,
inmultire §i impirtire alte functiuni u, », w, de z, ad-
mitand derivate. In ceea ce urmeazi, ne propunem
a generaliza formulele gisite, pentru o functiune
Yy=f(u, v, w) obtinutd prin o combinare oarecare a
functiunilor u, », w. Functiunea y=f(u, v, w) este deci o
functiune de z, prin intermediul functiunilor u, v, w, si
se zice ci f(u, v, w) este o functiune compusd.

Dand lui z o crestere Az, rezultd pentru u, v, w creste-
rile Au, Av, Aw, iar pentru y cresterea Ay definiti de
egalitatea

y+Ay =[(u+Au, v+ Av, w+Au),
de unde avem
Ay=f(u+Au, v+Av, w+Aw)—f(u, v, w).
Aceasta se mai poate scrie
(1) Ay=f(u+Au, v+Av, w+Aw) —f(u, v+ Av, w-+Aw).
- +(u, v+Av, wAw)—f(u, v, w+Aw)
+f(w, v, w4-Aw)—f(u, v, w).

Dar, am vazut (Nr. 54) ci pentru functiunea F(z),

avem

F(x—}—h)h——F(x) Lpinies
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(2) F(z+h)—F(z) = h[F'(z)+<],

unde h este cresterea lui z, F’ derivata in raport cu x
a functiunii F, iar & un numir foarte mic ce tinde citre
zero In acelasi timp cu h.
Aplicand acest rezultat pentru expresia
f(u+Au, v-1-Ap, w-+Aw)—f(u, v-1-Av, wAw),

unde numai u are cresterea Au, care in (2) era h, re-
zulta '

(3) f(u+Au, v+Av, w+Aw)_——f(u,v—}—Av,zv+Aw=Au[f;+s].
Avem de asemenea

(@) f(a, v+Av, w-+Aw)—f(u, v, w++Aw) =Ao[ f, +¢'],

caci aci v are cresterea Ap, iar € tinde citre zero in
acelasi timp cu Ap.
In fine

(5) 1, v, w+8w)—f(u, v, w)y=Aw[ f,+&"],

e” tinzand catre zero in acelasi timp cu Aw.
Inlocuind in (1) expresiunile (3), (4), (5) cu valorile lor,
obtinem :

Ay=2au(f,,+2)+Av(f, +2)+Aw(f,,+&"),

unde impartind cu Az, avem

Ags A Ko oS 2N o
== Fe) +-— ey + —(f, +€")-
g (fu+)+Ax(/y+ )+Ax(l‘+ )
Trecand la limita, ciAnd Ax —0, atunci
Au Ap : T
1 s 1 — = 4 = — 1 — ’,
hmAx =3, hmA:c D1y, hmA:v W, nnAx y

e, &/, &” tind citre zero si astfel avem
Ji 4
y’ == f:/ u,+fu U,+f»i:w,’

N. Abramescu — Algebri cl. VII. ed. Il. — 3 10
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care este derivata functiunii compuse f(u, v, w) in ra-
port cu =z. : ,

114. Formula lui Euler pentru functiunile omogene.
Un polinom de mai multe variabile este omogen in
raport cu aceste variabile, cand gradul termenilor sii,
In raport cu acele variabile, este acelasi. De ex.,

Y24y 4+ 2202+ 2Lyttt P4+y34 B8+ aty+ gz 22at ayz
sunt polinoame omogene, primul de gradul al patrulea,
ultimul de gradul al treilea.
Functiunea axz-+by-t-cz este forma generala a func-
tiunilor liniare omogene, Functiunea
iz g —Aa212 Bzy+Cy2+2 Dzxz+2 Eyz--Fz2
este forma generald a functiunilor omogene de gradul al
doilea de trei variabile z, y, z.
Inlocuind pe =z, Y, z cu iz, ty, fz, se vede ci
(6) [, ty, i) =2f(x, y, 2),

care este proprietatea caracteristici a unei functiuni
omogene de gradul 2. In cazul unui polinom de gradul m,
exponentul 2 al lui # este m.

Insemnand cu u = tx, v=ty, w=tz, se vede ci
f(tz, ty, tz)=f(u, v, w) este o functiune de ¢ prin interme-
diul lui” u, », w, Deci derivata sa in raport cu f este

@ Wl [V [ = [t fly 4Lz,

Luand si derivata in raport cu famembrului al doilea
£f(z, y, z) din (6), obtinem

(8) 2tf(x, y, 2).

Egaland aceste derivate (7) si (8), cici si functiunile
au fost egale, cum se vede din (6), obtinem

fx+-y+fz=2tf(x, y, 2).
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Facand in aceastd expresie =1, u, », w devin T2
si avem

x/;+yf;+zj;=2f(x, Y, Z),

care este formula lui Euler relativd la functiunile omo-
gene. In cazul unui polinom omogen de- gradul m,
avem

. +yf,+ef=mf(z, y, 2).

115. Exemple. 1. y=u?, u si v fiind functiuni de z. Avem
14 4 - g
Y =Yy Us+ Yy Vs
G
Y =ou’ lu'+ w?Lu)v'=u? | —u’+v'Lu)-
u

2. y= (arctg 2)*. Punand u=arctgz, v=Lz, avem y—u?,

1 1

/' —pg? =Y u?Lu)v’ U=———s p'=—
y'=ou®~"u’ 4 (u"Lu)r’, i 2
si inlocuind, avem
Lx S + Arere )]
‘= (arctgx — arctgx
G gtde ) (1+a2)arctgzr | &

T )] 2 )]

( 1)'gx tgx Lz
L z i cosZx

8 |

’

_ a2 = bx?, =tgz, y'= %

4. y=tg(az+b)*, Se pune z=(az+bh)*, y=tgz, y cos?z
; i [(am+b)‘2][ 5 a+2z L(ax+b)]
Yi= cos2(az+b)* ax+b

z(ax+b)** [ ax

- + L(ax+b2]
cos?(az+b)** | az+b 4
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' 1 2up 2 2ur - PG ¥
st ; z= ——— ; y=arctgz, y = ——>
5. y arctguz_L2 Se pune P2 y y 1422
315 uv’—ou’
iz u?p2
—1; uv’—ou

2
<16, y=-arcsin y = = ==
u—+o (u-l—v)\/uv

3 AEE ECEREEL 20

v
7. Fiind data y=uovw, si se calculeze —-
y

R. Se aplicd logaritmii si avem Ly=Lu-+4Lv+Lw, apoi se ia
derivata in raport cu =z,

u U w

116. Derivata unei funetiuni implicite. Ecuatia f(z, y)=0,
Le nu se poate rezolva in raport cu z, defineste o func-
tiune implicitd y de x, adici y=f(z). Pentru a calcula
derivata in raport cu x a acestei functiuni implicite,
sd lufim derivata in raport cu z a functiunii compuse
[(x, =0, ce depinde de =z prin intermediul functi-
unilor u=z, v=y. : ;

Avem : g

Ly =0, 2 =1, f.3fy=0,
relatie de unde aflim derivata y’ in raport cu z a func-
tiunii implicite, :

Derivata y’ este coeficientul unghiular al tangentei in
punctul (z,y) la curba j(x, y)=0. TA

117. Exemple. 1. Derivata functiunei implicite y definiti de ecuatia

() =22+ 2 _R2—0
este

’
] Ix 2z x
y =—-—’ = — e =

A T
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2 2 PR
2. f(x,y)=a—2 ok b—2—1=0; /(x’y)=a—2—;2——1 =0; y*—2px=0.
—b2x b2z p
Pl o= Ay =t
a?y 2%y y
2 2 Y2
. X —I—y ——a —0 y =_\/_
22—a
4 2243 3qxy—0; y,:_?_y_
y“—azx
x—y A x—y
F9 e it
B bz —x=0; y’:Lz—y), se observi ci e 2 —z.
7
y g2
6. aretg — 1t xy—0; =
S a2t

118. Expresiuni nedeterminate. Dupi cum am mai
intalnit (Nr. 45), unele exemple simple, sunt cazuri cand
expresiuni date au, pentru anumite valori ale varia-
bilelor, formele

0
0 z; 0.00, co—oc0, 0°, Om, 122

Se pot cduta limitele acestor expresiuni cu ajutorul
derivatelor.

0
» OO7.

0
I. Forma —. De ex., daci functiunile f(2) si g() se

0
2 : f(2)
anuleazi pentru xr=aq, atunci raportul 9(2) pentru x=aqa
flay 0O e - :
are forma —(7 0 Pentru a gasi limita acestei expresii,

ne servim de relatia (Nr. 54).

; f(a+h)—f(@=h[f(a)+&],

unde h tinde catre zero in acelasi timp cu . Cum f(a) =1
avem

f(a+h)=h[f (@)+¢].
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De asemenea

g(a+hy=h[g'(a)+<"],
si deci

fath) Hf@+e] j@+e
gla+h)  hlg(@+e] g(a)+e’
Cand facem h=0, avem
e )
lim W_ lim T(a),'
e LR e
Y e

adicd limita raportului a doud functiuni ce devin nule
pentru o valoare a variabilei, este egald cu limita raportului
derivatelor acelor functiuni.

Aceasta se zice regula lui Hospital.

Deci

M gn
119. Exemple. 1. Limpita expresii et — CPDERLTO &1—7g " Avem
r—a

maxm—1

Iimy=1im =ma” 1,

2. Limita peniru x—»o0 a a expresii

eXle=#*_9

22

0
Fiind de forma o ludm raportul derivatelor numdrdtorului si numi-
torului,
ert—e—x
s ' o
e 0
care, pentru x—-0, fiind tot de forma o cdutam limita raportului a

derivatelor termenilor fractii, si avem

er fe—x
2
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eare, pentru x—0. este
1-+1
2

Sa se afle limitele expresiunilor

ze2X | pe¥_9p2% | 9e%

1
3 it = . =
“—1)° pentru =0 R S
a* —p*
4. pentru z=0. R. L—,
% b
xr—sinx
5. — pentru z=0. R. 0
1—cosz
22—z : 1
6. : pentru x=1 R——
1—z—Lx 2
e¥—e ¥ 2x
7 _ pentru z=0. R. 2.
r—sinx
L+ 2)—2z 1
8. g—— pentru x=0. R.——
x2 2
9. (/22 tarta®— (/2> _arta® =
‘/ 2 v 23 pentro x=0. R. \/a

Vare—fa—z

120. Observare. Regula [ui Hospital (se citeste Hopital),
seaplicd chiar cdnd nedeterminarea are loc penfru r—ooc.
In adevir, dacd f(z) si g(x) se anuleazi pentru x—co,
putem face schimbarea de variabild

1

r=—o0
u

si se vede ca daci x—oco, atunci u tinde catre zero. Deci

i A (f),
+>00 J(X)  u—>o 9(7)

si se poate aplica regula de mai sus ultimului raport, care

0 {53 g 1\'
este de formaH pentru u=0. Dar f(?) si g(?, sunt
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functiuni de functiune in raport cu u si deci aplicand
raportul derivatelor, avem

i @, sl )

peo e
m T L e e T .
£—>» 00 g(x) u—»0- ugg ( ) u—>0 g,(j) =00 g( t)

Exemplu. Limita pentru n—>oco a expresii

R i

fiind de forma —O— (variabila este n), aplicand limita raportului deri-
vatelor, avem

e
—~—§a"La
= . n 1
limy=1lim Lo Y
n—y 00 p+1 P+ p+1

121.F0rma§' S& presupunem cj functiunile f(z) si

g(x) devin infinite pentru x=a. Limita raportului"—~ S

9(2)
poate fi sau o valoare finitd I, sau Zero, sau oo.
1° Fie ci
s )
Iim ———
x—a 9(2)
Avem
1
meE
gx) !

M=)
si cum f(x) $i 9(x) devin oo pentru r=a, atunci inversele
lor

1 .
—— devin 0, astfe] cx s
!](13) /‘(x) astlel ca raportul y se prezinti

sub forma i si i se poate aplica regula lui Hospital.
Avem deci la limity pentru x—gq
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Ly AC

(&) " =~ gl i 9%(x)
limy = lim—— Yy lim o = lim __f’—(x)’
/(@) (@)

[%r St e

Pyl
7@ - 7@

li-my = lim

Deci regula lui Hespital se aplica si in acest caz.
20 Cand limita [ a raportului este zero, si consideram
expresiunea

s @ K@+ @

g(x) g(x)
unde k este un numair finit. Aceastd expresie la limita
e de forma >, darare limita k finitd, c#ci hmiz =0.
% 9(2)

Suntem deci ca in cazul precedent 1°, deci se poate
aplica limita raportului derivatelor. Avem

limze=F —"lm kg'(®)+1"x)
q'(x)
QARG &k
=k , =N :
k P im P

adica limita ciutatd caré este .zero este egald cu limita
raportului derivatelor, astfel .ca

@ @,

9(2) 9@

si deci regula lui Hospital se aplicd si cand limita este zero.
3% Cand limita [—oco, atunci limita raportulm invers
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g(x)
f(x)

2°, cand limita este zero §l aplicand regula de mai
sus, avem

este % adica 0, si deci suntem in cazul precedent

9@ . g@
el T
de unde urmeazi
f( 2 MR ¢
0 s b

Prin urmare in toate cazurile, cind o expresie se prezinta
sub forma % , se aplicd regula lui Hospital,
n1® 1@
" @) 9'(x)

Se poate ariita cii aceasta are loc si cAnd limita se
cauta pentru x— oo, ca §i pentru valori finite ale lui z.

tgx

122 Exemple. 1. Limita expresii § — — oo pentru z — -~. Cam este
3 2

oo
de forma —, avem
oo

1

. tgx  cos?x cos23z i 4 cos3z |2
lim = lim —— = lim = — | lim
tgd3z 3 3cos?x 3 cosx
cos23zx
1( . —3sin3z )2 1
= —{1lim =—9 =3,
3 —sinx 3
. & L(1+28)
2. Limita expresii y= ) = peniru z—>00. Avem
322
1423 3z

lim

me—— - 3
2(1+a3) 2. 322

limy=Ilim =
T
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a*
3. Limita pentru "z—-co a expresii y= 3 Avem
x
X a X ax
limy = lim 32 = Lalim = (La)? lim —>00.
G

123. Forma 0.co. Cand o expresie y=f(x)g(x) se pre-
zintd pentru x=a sub aceastd formi, se aduce sau la

forma 9, seriind-o /() , sau la forma 2 seriind-o 9®)
0 17 o0
g9(x) f(x)

si apoi se aplici regula lui Hospital.

12%. Exemple. Si se afle limitele expresiunilor

y—=g = t t H
Y= ——2— grpenrux—»;.

&

T ™
rT—— r——
’ 2 2
E de forma 0. co; se poate scrie y = = s
1 cotgx
tgx
< 1 g EL . oT
lim y = lim ————— = —lim sin®z =—sin 5 =—1.
“sin%z
1 eT
20 y—.cerrpentraao—0. R y:—l; D
z
Lx
8. y = zLzx pentru. = 0. B i~ ; 0.

T
x

125. Forma co—oo. Cand doud functiuni f(x) si g(z)
devin infinite pentru o valoare r=a a variabilei, atunci
expresiunea y=f(z)—g(x) are forma oco—oo. Limita

g(w)] s

acestei expresii se afld scriind-o y=f(x) 1—.m
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cdutand limita expresiei ™= care se prezintd sub forma

9(2)
/()
%. Se pot prezenta douf cazuri.

1 i i 9 =1. Atunci y are forma 00.0,” pe  a
1) e
cdrei limitd stim a o gisi.

1 £ty
Exemplu. y=cotgz—— pentru z—0 are forma oo —co. Avem
z

1 1 tgx
. I(@®)=cotgzx, g(x)=—> y= cotgx (1——— ) — cotgxr ({1———
&

Tcotgx &
Cautim
1
L by . cos2zx
lim -— = Iim =1, astfel cid y este de forma 00.0.
r=>»0 T i ;
Deci
tgx 1
S SR
. : . T—tgz cos?x
limy = lim = lim = lim —
tgx :
e
cotg x i cos2z
] cos2x—1 —2 cos xsin z
= lim = lim

) ’
sinzcosr + x . cos®z—sinZrt1

astfel ca expresiunea dati tinde cdtre zero cand z tinde catre O.

2 Cand llm/,(( ))#=1 atunci y= f(x)[l——f((;))] este la li-

mitd produsul limitei Iuj [(x) care este foarte mare,

cu o catime finity hm[lﬁf(\)] astfel c# limita expre-

()

siei date este foarte mare,

126. Exereitii. 1. y=e*—zx pentru =00,

e¥ ex
R. yg==z (;“1), lim z 0. limy=co. Se'mai pitea scrie'si

. - X 3 &
‘g=ez(1_e_x), hme—x—>0, lim Jy=00.1=00
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2.‘-‘1]%2‘@—‘——\/4:152';—3:;—1—’_1 pentra z—»00. . v} vidaaun o

R. lim y este de forma co—oco. Avem

LT i u2—p? o (21:)2—(\/4_1;2——-'3a:+1)2 : 3x+1
u+v 2x+\/4x2—3x+1 2:c+\/4:i:2——3:c+1

Gradele numdrdtorului si numitorului in 2 fiind egale cu 1 i‘mpér-
;md ambii termeni ‘cu z, avem f

1
34—
& 3 3 §
y=——"""—— lim y=—, cici im— —>0, p>0.
4 x?

o 0L

243 /4— + =

pnliet
A se vedea exercitiul dela No. 48. .In cazuri analoage este mai
bine a se urma acest procedeu, decat cel expus in teoria de mai sus.

)

3.,';g_—4/a.1:2 4hr ¢ — \/a:1x2+blz+cl pentru —»oo.
R. oo.

4 o : t 1
- = e entru r=1.
g z—1 Lz ¥

R. y este de forma oco—oco. Este bine a se efectua calculele

%2 - g { . a

zLe—xt1 : 2
'—, ce are forma%' si se aplica regula lui = Hospital,

T @)L
f < 22 Lx nLz 6l
limy = lim — —idime—
—1 xLx—}—t——l PR
Lz 4
x

1
5. y——: ——-+Lx pentru x=0.

R y e de forma oo — oo, cici LO=-—oco. Se poate scrie
Ay ! Lx S 1
.ll——_r——, se cautd limxLzxz = limT=0, deci lim y= E_) oo.

X
12", Formiele 0°, oo® si 0°° se aduc la acele studiate,
aplicind logaritmul neperian expresii y,' ce are una
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din aceste forme si apoi se cautd limy, si pe urmi se re-
vine la y.

Ezxemple. 1. y=(sinx)S"* pentru z—0.
R. Ly = sinz Lsinz, 0.(—o0),

cosx

Lsinz ;E
lim Ly=Ilim P lim = lim (—sinz) =0, lim Ly=0, limy=1.
o

sinz sin2z
1

25— x—; pentrv x—» co.
1
R. 000, Ly=—Lz; lim Ly— limy=1.
T
1 x s
3. y=(— pentru x—-o00.
X

1
R. 0%°; Ly=2L—, lim Ly=co. (—o0) =—c0, limy=0.
T

1£8. Forma 1°°. Daci o expresie y=u” devine de forma

oo 9 o = oo e
1™, am vizut (Nr. 98), cx limy=e¢lim ®—17 Qo cauty
lim (u—1)v si apoi limy e cunoscuts.

Exemple. Si se afle limitele expresiilor

1. y=(1—sinx)%* pentru z — 0, R. e 1,
; g T
2. y=(sinz+cosz)'es , = _ . Fe
2
Tx
tg =~
< f g2(1 i
3.y=|(2—— s X =g R. e
a
o 1
4 (cos\/x)x THERAEN oo 13 R
5. al(==1) 0w Ry,

@
_
—_
b4
3
i
N

cind n—00,
1

5 =
R. Se noteaza y=n(\/ a—l), de unde(l +£)”=a,
n
a=emy Jimy—La,



;Y SN ; ”n
\/a+ b
7 e pentru n—»00.

<5 1 :
n Lot
B \/a: a” tinde citre 1 cind n—>oco. E de forma u?,

-

lim u=1, lim p=o00.

nr " i
(u—1)p= (V + V.o 1)n=(\/a—1)"+(vb—1)"

2

m(/a—1)n=La, m@u—1)r— La:Lb L\ ab, iar limita ex-

; cum

presii date este e"m(“ 1o a'b

129. Aplieatie. Varta{za func[lunu

y—x+ _312:____i L(1+x?)—Larctgx.
21+22) * 2
22(z—1)(a—2) ! ; 3
R. g'= S Ee semnul il di numai (x—1)(x—2);

y creste dela —oo 1la -%-——%LZ——-%alctgl, descreste panid

a 3——L5—— artg2, apoi creste pana la +oo.



APLICATII LA CINEMATICA.

130. Cinematica este acea parte a Mecanicei, care stu-
diazd miscarea corpurilor, firi si se lie seamd de cau-
zele care au produs acea miscare. In cinematics intervin
doud unititi fundamentzle : unitatea de lungime si
unitatea de timp, care sunt centimetru si secunda.
Durata timpului este evaluati dela un moment deter-
minat, numit originea timpului, sau timpul zero. Timpul
t este pozitiv sau negativ, dupd cum momentul consi-
derat este posterior sau anterior momentului initial
(originei). :

Un corp poate fi considerat ca format dintr’un sistem
de puncte materiale. De accea, se incepe in Cinematici
cu studiul migcarii unui punct material, sau a unui
mobil. F

I31. Traectorie. Ecuatia migedrii. Drumul (spatiul s)
descris de un punct material in miscare se zice traec-
toria acelui punct. Miscarea este rectilinie sau curbili-
nie, dupi cum traectoria sa este o linie dreapta sau curba.

Pozitia unui punct M pe tra-
ectoria sa (Fig. 33), este o cunoscuti,
daci se stie lungimea arcului OM=s
socotitd dela un punct fix O al cui bei
, numit originea spatiilor. Punctul M

()]t va fi la dreapta sau la stdnga lui
0, dupd cum lungimea arcului OM este un numir
pozitiv sau negativ.
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Socotind timpul ¢ dela o origine dati, si presupunem
cd M (Fig. 33) este pozitia mobilului la timpul £ pe traec-
toria sa. Cum la alta valoare a lui ¢ corespunde o alt}
pozifie determinantd pe curbid (traectorie), ‘dupd o
lege anumitd, rezulti ca spatiul s=0M descris de mobil
este o functiune f(f) de timpul f. Relatia s={(f) se zice
ecuatia miscarii mobilului pe traectoria, sa. Aceasti
relatie ne aratd cum se migcd mai repede sau mai incet
mobilul pe curba la diferite momente, si nu are nici o
legdturd cu forma curbei, care poate fi linie dreapti sau
0 curbd asezatd intr'un plan, sau curbi strambi in
spatiu. De aceea vom presupune cd miscarea repre-
zentatd de ecuatia s = f(f) se face o linie dreapti.

132. Schimbarea originei spatiilor. Schimharea originei
timpurilor. Este uncori nevoe de a schimba originea
spatiilor, adici cunoscand pozitiile diferitelor puncte-
in raport cu originéa O de pe traectorie (linia dreapt¥,
axa Os) (Fig. 34), ne propunem a calcula pozitiile ace.
lorasi puncte fati de altd .
origine, alt punct O’ al tra- O O Ms
ectoriei luat ca noua ori-
gine. Este evident ci trebue
a cunoaste pozifia punctului O’ in raport cu punctul O,
adicd trebue si stim lungimea 00'=d.

Si insemnim cu s=0M abscisa punctului M in ra-
port cu originea O si cu s'=0’M abscisa aceluiasi punct
in raport cu originea O’. Avem

OM=00'4+0'M, s=d-+s', s'=s—d,

adici abscisa unui punct M in raport cu noua origine
O’ este egalid cu abscisa lui M in raport cu vechea ori-
gine O, din care se scade abscisa originei cea noud in
raport cu cea veche.

Si pentru timpuri este uneori nevoe a schimba ori-
ginea. Rationind la fel, se vede cd insemnand cu ¢,

Fig. 34.

N. Adramescu ~- Algebri cl. VII. ed. 1I. — 3 11
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epoca (timpul) unui eveniment socotit dela o origine
O si cut’ epoca (timpul) aceluiasi eveniment socotit
dela o origine noud 0’, a cirui epocd in raport cu ori-
ginea O este f, se vede ci

e e S

adicd epoca ' a unui eveniment in raport cu noua ori-
gine, este egald cu epoca sa t in raport cu cea veche,
micgoratd cu epoca #, a originei cea noui in raport cu
cea veche. De ex., daci socotim orele dela 0 Ia 12, cand
zicem ci este ora 7 seara, inseamni cX socotim timpul
dela amiazi cand este ora 12, sl au trecut 7 ore, iar cind
masurim timpul dela miezul noptii (cénd este ora zero),
atunci avem ora 7-4+12—19 ore, au trecut 19 ore; deci
7=19-—12, unde t=19, t'=7, 1;=12.

133. Vitesd. Si considerim miscarea s=/(f) ce se face
pe dreapta Os (Fig. 35) si fie M, si M, pozitiile mobilului
la timpurile ¢, si ¢, (t;>t,), adici

OM,=s,=f(t,), OM,=s,—f{(t,).

Spatiul descris de mobil in timpul ¢, este OM,—
OM,=M M, M,M, =So—=S1=[(1,)—{(t,).
Se zice vitesd mijlocie in timpul #,—¢;, raportul

P e )

by S O .
adica raportul dintre spatiul descris si timpul in care a

fost descris.

Vilesd la momentul t. Daci M si M’ (Fig. 35) sunt
Y pozitiile mobilului la mo-

o Mo M' 5 mentele i AL spatiul
descris de mobil in timpul
I4+At—t=At, este MM'=
OM'—OM =ft4-A)—f({t)=As. Sz ducem pe Os, in-
cepand dela M, si in sensul MM’ 0 lungime MV egald cu

~ 3}

3

Fig. 35.
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A A: : Lkl
A—:. Vectorul E; este vitesa mijlocie a mobilului M in

intervalul de timp Af. Presupunand ca Af tinde citre
zero, si ca functiunea f(f) admite o derivata in raport cu {,
atunci vitesa la momentul ¢ este datd de relatia
t+AH)—/(t
v=lim s A)t—fQ = %it = f'(D),
At—>0

adica vitesa este derivata spatiului in raport cu timpul.

In cazul miscérii rectilinii, vectorul vitesd este in-
dreptat dupi dreapta pe care se face migcarea, In sensul
miscirii. In miscarea unui mobil M (Fig. 33) pe o curba
(C), M’ fiind un punct infinit vecin de M, vitesa este li-

7

ds

v adica e Dar MM’ tinde citre

tangénta in M la curba (C), astfel c& vitesa MV in acest
caz este indreptati dealungul tangentei in M la traec-
torie, in sensul arcelor crescétoare. ‘

De ex., in cazul miscérii s=2{-3, vitesa v la mo-
mentul  este egald cu v=2. Pentru s=ai-+b, a si b
constante, v=a. Cand s=3£—5t+2, vitesa v=6f{—5.

3. Miscare uniforma este aceea in care vilesa veste
constantd.

I. Dacd v=const., pentru a gisi ecuatia migcarii s={(),
trebue si ciutam o functiune a cérei derivatd in raport
cu timpul si fie o constantd v. Aceastd functiune de ¢
este

mita raportului

f(t) =vt+5,,

s, fiind o constant#, de oarece derivata ei in raport cu
timpul este ». Deci ecuatia miscdrii uniforme este

s=ul18;,

o functiune liniard (de gradul intdi) in raport cu tim-
pul £
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Fédcand pe {=0, adicd socotind spatiul la originea
timpului, avem s=s,; deci s, din ecuatia miscirii este
spatiul la momentul initial, iar daci M, este punctul
cu abscisa OM,=s, rezulta ci M, este pozitia punctului
pe traectorie la momentul inifial (originea timpului).

Coeficientul v este vitesa in aceastd miscare uniforms.
Considerand pozitiile M, si M, a mobilului la momen-
tele ¢, si t,, avem

OM y=s,=vt,+s,,

OM, =s,=vt,+s,,

de unde urmeazi

MM ;=0M ,—OM, =v(t,—t,),
MM,

= U==const.;

adicid raportul dintre spatiul descris M, M, si timpul
f,—t, in care a fost descris este constant si egal cu vitesa v,
deci in miscarea uniformi in timpuri egale se descriu
spatii egale. Sau vitesa este cantititea cu care creste
spatiul in unitata de timp.

Ecuafia redusd a miscarii uniforme. Ecuatia S=vt-}s,
se poate scrie s—sy=0f. S& ludm ca origine a spatiului
pozifia mobilului la momentul initial {=o0 cand spatiul
este egal cu s,. Insemnand cu S si T spatiul si timpul in
raport cu aceste origini, avem

S=s—s,, T=t,

astfel cd ecuatia miscarii uniforme in raport cu aceste
noui origini este
S—DT,

sau cu aceleasi litere s si #, se poate scrie s=ut.
IL. Diagrama spafiilor. Diagrama vitesei. Se poate
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urméri cu usurintd o migcare, dacd se face reprezen-
tarea grafici a ecuatii miscérii, care se zice diagrama
spatiilor.

135. Exemple. 1. s=2{—3. Luam dou# axe perpendiculare 0¢ si 0s, si
figurim valorile timpului f pe axa 0f, reprezentand o secundd printr'un
centimetru. Valorile spatiului s# le figurim pe axa Os, reprezentand
un metru printr’un centimetru. Pentru constructia dreptei reprezen-
tatd de ecuatia s=2{—3, facem intéi {=0, si gasim punctul B(0,—3)
(Fig. 36) unde tae axa 0s; ficand s=0, avem punctul A(3,0) unde
tae axa 0f. Diagrama spatiilor este dreapta AB.

Aceastd reprezentare ne
inlesneste studiul miscérii,
permitand sid determinidm
grafic spatiul descris de Disgeanmvilsbalor s
mobil la un moment dat. E
De ex., la timpul {=3 sec.
spatiul este s=CD=3.

Diagrama viteselor este ()
dreapta reprezentatia de
ecuatia v=2. Figurim vi-
tesele pe axa Os, repre-
zentdnd vitesa de 1 m pe
secundi, 1m/s, cu un centi- -
metru. Dia{grama vitesei B(O) b)
este dreapta EV (Fig. 36)
paraleli cu 0f. In triunghiul Fig. 36.
ACD, avem CD=3, AC=0C—0A=3—1,5=1,5,

3
CD=ACtgCAD, 3=1,5tgCAD, tsCAD= — =2

ceeace trebuia, cici 2 din ecuatia s=2{—3 a dreptei AB este coeti-
cientul unghiular sau panta acestei drepte. Deci tangenta unghiului
CAD, sau panta dreptei AB, se exprim& prin acelasi numir ca si vi-
tesa » a mobilului.

9. Sa se studieze, cu ajutorul dicgramelor. miscarea a doud automo-
bile care parcurg aceeasi linie dreaptd cu vitese constante de 60 km. si
40 km pe ord. Distanta dintie ele la momentul inifial este de 25 km.
S se determine grajic momentul intdlnirii lor si spafiile parcurse de
jiecare din ele. .

Fie O (Fig. 37) statia in care se gidseste primul automobil la mo-
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mentul initial si O’ statia unde se giseste al doilea automobil la ace-
lasi moment. Luim originea spatiilor in O si sensul pozitiv al axei
dela O la O’ (Fig. 37).

o o) % S s z
PAC O . ] ﬁio' e
3 S i

L j A o’ 3 e

Fig. 37.

Deosebim in problem# patru cazuri dupi directia In care se misci
cele doud automobile. S’a indicat prin sigeti pe figurid aceste sensuri.
19 In cazul intai, ecuafia miscirii primului automobil este =601,
insemnand prin x spa iul; miscarea celui de al doilea automobil este
data de ecuafia y=25—40f, y tfiind spa'iul. Pentru a construi
diagrama spatiilor celor dou# automobile,

S reprezentiam o ord prin un centimetru
~--7A(1,6) si 10 km prin un centimetru. Diagrama
H primului automobil este dreapta OA
(Fig. 38) ce trece prin originea axelor
si prin punctul A(1,6). Diagrama celui
de al doilea automobil este dreapta
CD ce trece prin punctul C (1;—1,5)
si D(0;2,5). Coordonatele punctului I

2
o
o

1 I
(Z; 1,5) de intersectie a celor doui

- \C(1;-45
& 3=4,5) drepte = 60f, *=25-—40f, ne di mo-

mentul t=—1— ord si distanta x=15 km
Fig. 38. 2

de fintalnire a celor doud automobile. Tabloul ce urmeazi rezumi

miscarea automobilelor.

1
t } —00 5 0 —:1— + oo
z | —oo mscare 0 15 directa + o0

y | +oo miscare 25 15 féﬂogradi —o0
|
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20 In cazul acesta ecuatiile de miscare a celor douii automobile sunt
z=—60t, y=25-+440f. Se observd numai decdt c¢i daci in aceste
ecuatii punem i= —1{’ ele devin identice cu ecuatiile din primul caz.
Deci cazul 10 si 20 difers numai prin sensul in care a fost socotit tim-
pul. De ex., in acest caz automobilele s’au

intalnit la timpul =

ore in punctul de-

C(1,6,5)

partat cu =15 km. Diagramele acestui caz se Al
deduc din cazul intai luand Of ca sens negativ. e

3% Ecuatiile de miscare in acest caz sunt
2=60¢, y=25-+-40f. Diagramele le figurdm pas-
trand aceeasi scard ca in cazul intai. Diagrama
miscarii primulul automobil este aceeasi dreapta
OA cain cazul 10 (Fig. 39). D25y

Diagrama miscarii celui de al doilea auto-
mobil este dreapta CD ce trece prin punctele
C(1;6,5) si D(0;2,5) (Fig.39). Punctul de / Ok
intalnire 1(1,25; 7,5) al dreptelor diagramelor

L

1
=60, *=25+40f, ne di momentul {=1 e

ore si distanta =75 km de intalnire a celor Fig. 39
doua automobile.
Tabloul ce urmeaza ne rezuma miscarea.-

| 1
i — 0 =g + oo
i E
z | —oco miscare 0 75 directd 400
y | —oo miscare 25 75 directi 4+ oo

40 In acest caz miscarea este data de ecuatiile x=——60f y=25—40¢
Cazul acesta se reduce la cazul 30, in acelasi mod, cum am redus cazul

20 1a cazul 19.
: 1
3. Un tren pleacd din stafia O catre stafia O’ la 147 ore. Un al doi-

lea tren pleacd din O’ edlre O cu ¢ ord mai tdrziu decdt primul tren.
Ambele trenuri au o miscare uniformd, primul parcu}gdnd. distanfa
00’=90 km in 2 ore si al doilea in 3 ore. Sd se afle ora de intdlnire
a celor doud trenuri. Sa se reprezinte diagramele de miscare. Se ia dreapta
00’ ca axa Oz originea fiind in- O si sensul pozitiv dela O cétre O’. Se ia
deasemenea originea timpului in momentul plecarii primului tren. Timpul
il socotim in ore si spatiul in kilometri. Miscarea primului tren este dati
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de ecuatia r=45/, cici la momentul zero el se giseste in O, iar vitesa lui
este 45 km ord. Ecuatia migedrii trenului al doilea este y=-—30{4120
cici el are vitesa 30 km/ora, iar pentru {=1 avem y=90 km. Intal-

8
nirea celor doud trenuri este data de 45(=-—30{-}120 si este la !=——5—

ore=1°4 36™ dela plecarea primului tren. Ora de intAlnire este deci

ore
147 1014 3gm — 150T€51M  Pentru a construi diagramele, vom

reprezenta o ora prin un ceatimetru si 10 km prin 1em. Diagrama
primului tren este dreapta OA (Fig. 40), care trece prin punctul
A (1;4,5). Diagrama trenului al deilea
este dreapta BC care trece prin punc-
tele B(4; 0) si C(1 ; 9) Coordonatele punc-

s

8
tului 1(3;7,2) ne dau momentul si

4. Un mobil M plecdand din O se
miscd uniform pe dreapta Oz (Fig. 41) cu
1)8,9) vitesa 4 mfs. Un alt mobil N pleacd din
O, in acelasi timp cu M. Ce tracctorie
rectilinie {rebue sd descrie acest mobil
pentruca mergdnd cu o miscare uniforma
sa inltdlneasca mobilul M. Vitesa lui N
este egala cu diagonala patratului construit
pe vilesa lui M. Se da distanfa 00;=

Fig. 40. 24 m si unghiul 0,0x=450. Fie 0,A

© (Fig. 41) traectoria lui A. Aceasti traec-

torie va fi detetminald daci vom cunoaste unghiul 00;A=a.
Insemnind cu { timpul cind cele doua mobile ajung in A, avem OA=4i,

0, OA;=4y/21, cici mobilul M are vitesa

|
|
:—':— 1 : distan{a intélnirei trenurilor.
:
i

/A

e e e~ S

1
1
1
|
Lot
|
|
1

L:
o
Nt

el |
o

4 m/sce,, iar N are vitesa 4\/2 m/sec.
In triunghiul OOA avem egalitatile
OA 0;A 00,4

sinz  sind5%  sin (« +459°

Primele douarapoarte ne dau inlocuind
x DPe OA si O;A cu valorile lor
1 V2

Tig. 41. sine  sind50’
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: i sind50 1
de unde sing =— _ =——
ya.y 2
ectoria O;A care face 300 cu 00, pentru ca sd inlalneascd pe M. Din
egalitatea

, deci o=300. N trebue si meargi pe tra-

0A 00,

sino sin (@ +459%) :

deducem inlocuind mai intai pe OA si 00; cu valorile lor in functie
de timp
24 3

2% 4xsin759 - sin750

i—

Insd avem sin 750 —sin (459 30%) = sin 45%os 300+ cos 45%in 307 =

V2 ‘/54—@ 1y

20 2 2 af
Deci t=3\/-.‘_2-(\/§——1), se giseste aproximativ {=3 sec.

136. Graficul mersului trenurilor. Graficele cailor ferate
sunt diagramele miscdrii trenurilor. Mersul trenurilor
care circuld pe o linie, fie la_dus, fie la intors, in 24 ore,
este reprezentat cu un grafic. Figura alaturatd este un
extras al liniei Cluj—Oradea. : 4

Timpurile, care sunt luate ca abscise, au ca unitate
de durati 10 minute, si spatiile, luate ca ordonate, au
lungime dela 10 la 20 km. Originea spatiilor este stafia
Cluj, aceea a timpurilor ora 24 (miezul noptii) sau 0
(zero). A doua coloand indicd statiunile, iar prima
kilometrii socotiti dela Cluj.

Mersul trenurilor este socotit uniform intre fiecare
statie ; opririle in giri sunt figurate cu o paralela la
axa timpurilor, a cirei lungime aratd durata opririi.

Graficul considerat reprezinti mersul a 4 trenuri Cluj—
Oradea, doud dus, dou# pentru intors, miscarea trenului
fiind presupusid uniformdi intre stafii. Pentru trenul
Nr. 43 Cluj—Oradea, ddm orariul in tabloul alaturat.
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Statii | Distanfa | Sosire | Oprire | Plecare
in Km. |Ore min.| min. |Ore min.
Cluyj . —- — 5%
.1
Nidisel — 5% - b2
3755
Huedin. & L0 -— (70 1 642
22,6
Ciucea — 7 7 7
Ed MO 20,7 4
Braton/ RSy L e T — 28 6 744
13
Vadul Crisului —- 8 — 8
36,9
Osorhei — 8% 2 8t
59 .
Oradea Venetia . . . —(-) 830 - 820
3,
Oradea’t z7 B oA — 8

137. Exereitii. 1. Un tren pleacd din Bucuresti la 20 ore 50m si
ajunge la Cluj la 8 ore 20 m. Stiind ca distanta parcursi este 502 km.,
sd se calculeze vitesa mijlocie a trenului, in kilometri pe ori si in
metri pe secunda.

2. Un punct mobil parcurge pe fiecare secundi o distanti de 25 mm ;
la momentul de cind incepem s# socotim timpul, el se gisea la 9 m
depértare de un punct fix. Si se giseascd distanta mobilului dupi o
ord, distanta socotita dela acelasi punct fix.

R. x=a+ot, a=9, v vitesa, semnele + si — corespund la cele
doud sensuri ale miscdrii. In cazul considerat, ©=9-+25.60.60, 99 m sau
— 81 m, dupa sensul miscirii.

3. Intr’o miscare rectilinie uniformi un punct mobil se giaseste, la
momentele 4 si £,,1a distantele z; si x, de un punct fix O depe dreapta
parcursi de mobil. Sa se afle vitesa si ecuatia miscirii. Aplicatie ty=1sec.,
t,=5 sec, ©;=2 m, x,=20 m. S& se figureze diagrama miscirii.

R. Ecuatia miscirii este de forma z= o+t ; avem T =zy+0t;,

To—% zl—x,t
2 3 12 271
Zg = _—.,(tz—tl)x=x112.__12[1+

T,=x,+0l,, de unde v=
2 0 - ?
to—t; lo—t;

18
(zy—z;)t. Pentru datele numerice v = %5 =4,5m/se.c. ; x=4.5{—2,5. Se

construeste dreapta x=4,5(—2,5.
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4. La ce interval de timp trebue sd lansim uniform si rectiliniu dou
mobile dintr'un punct A, pentru ca ele si ajungi deodatd la distanfa
a de acest punct, stiind cid vitesa primului mobil este de 3 ori mai mici
decat vitesa v a celui de al doilea.

R. Se calculeazd timpul in care parcurge ficcare mobil spatiul
a: diferenta dintre aceste timpuri este intervalul de timp cerut

a a 2a

f=— —— = —.
v v v
3

5. Un mobil pleacid dintr’'un punct A cu vitesa de 5 cm/sec. Dupa
10 minute pleacd din acelasi punct A un al doilea mobil, care ajunge
pe cel dintai dupa 2 minute. Sa se afle vitesa mobilului al doilea.

R. Il ajunge pe cel dintdi dupad 12 minute, care face drumul
§=0.05 x 12 X 60 metri. Cel de al doilea face acest drum in 2 minute sau

s
120 sec. cu vitesa v= —— = 0,3 metri/sec.
120
6. Sa se studieze si sd se figureze diagramele miscarilor definite de
ecuatiile x=2t—3, z={f, a=—3(+2.

138. Aceceleratia. Miscarea variatd. Am viazut ci in
miscarea s=f(f), vitesa este v=f'(f), adica derivata spa-
tiului s in raport cu timpul ¢ Vitesa » fiind o functiune
de t, dand timpului ¢ o crestere Af, vitesa va avea o

Ap
crestere Av. Raportul Al dintre cresterea vitesei si creste-

rea timpului se zice acceleratia mijlocie. Acceleratia la
momentul 7 este limita raportului dintre cresterea vi-
tesei §i cresterea timpului, cAnd cresterea timpului tinde
citre zero. Notand cu v acceleratia, avem
Dol dD
¥4 IhmA_t =k
adici acceleratia este derivata vitesei in raport cu
timpul. Cum vitesa » este derivata intdi a spatiului in
raport cu timpul, urmeazi ca acceleratia este derivata

a doua a spatiului in raport cu timpul ¢
d*s

= 1=1"0.

’ ‘Y =
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Ezemple. 1. s=pgl+s,. Avem p=s'=p;, 71=1'=s""=0.
Deci, in miscarea uniform# acceleratia este zero.
2. s=at24bt+e¢, a, b. ¢ fiind constante. Avem

v =3'=2at-+-b, y=0'=2a=const.

Aceastd miscare unde acceleratia este constantd se
zice uniform variatd, cici vitesa v=2al-+b variazi pro-
portional cu timpul. Acceleratia este cantitatea cu care
variazd vitesa in unitatea de timp.

- 139. Misearea uniform variatii. I. Pentru a gisi ecuatia
migcarii uniform wvariate, in care acceleratia este con-
stantd, si egald cu v, si calculim mai intai vitesa v
i apoi spatiul s. Acceleratia fiind derivata vitesei v in
raport cu timpul {, vitesa v este o functiune de #, astfel
cd derivata ei si fie egald cu y, deci

(1) v=vt+0,,

v, fiind o constanti. In adevir, derivata acestei func-
{iuni in raport cu f este y. Presupunand ci facem (=0,
atunci v=v, este vitesa mobilului la momentul initial.
Deci constanta v, din (1) este vitesa la momentul initial,
t=0.

Pentru a gisi spatiul s, in functie de timp, stim ci
vitesa v este derivata spatiului s in raport cu f. Deci s
este o functiune de f, a carei derivati este expresia (1)
Yi+4v,. Aceastd functiune este

12

@) S=Y 5 +0et+50
t
Sp fiind o constant, cici derivata sa este 27§+v0=‘)'t.+vo.

Deci ecuatia migcirii uniform variate este dati de
relatia (2)

t2
S= 5 0ol +S,.
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Ficand {=0, se vede ca s=s,, adica s, este spatiul
OM, (Fig. 42) la mo-
mentul initial, care di - M, M M
pozitia M, a punctului : : T e
M la momentul initial 9 T
(originea timpului).

Vitesa in aceastd miscare este -datd de (1)

§

D—"TI 15,

si este figurati cu vectorul MV (Fig. 42), avand ca
origine mobilul M la momentul considerat si dirijat in
sensul misciirii, dealungul traectorii rectilinii. Aceasta
este o caracteristici a miscérii rectilinii, ea vitesa la
orice moment este indreptatd dealungul traectoriei.

Accelerajia este y si este reprezentatd de vectorul
MT (Fig. 42) asezat pe traectoria mobilului.

In general, s=at*+bt+c este ecualia unei miscari
! : ! 1
uniforme variaté, si se vede ca in aceasti ecuatie a:?, 3

b%vo, c=s,, care dau acceleratia v, vitesa v, sispatiul so
la momentul initial f=0. Vitesa este v=2af-+b, iar ac-
celeratia este y=2a.

140. Relatia dintre spatiu si vitesit in acelasi moment.
Ecuatia (2) a migcérii se poate scrie

1 00)2 i
3 BT T
3) S 9 'l’( S ” % +$
2
si notand cu 31=——22°—+ Sg, aceastd ecuafie devine
v \
1 vy\?
4 S —”) :
“) S—5 27(”’.‘,

Vitesa v este v=yt-+v, care se poate scrie
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®) (¢+2)
Doe =
3 0§
de unde ,
Dy
———.
3 @
| Vg D R
Inlocuind in (4) pe t—l—? cu ?, avem s_slzi_‘y_z,
- (6) V2=2y (s—s5,),

care este relatia dintre spatiu si vitesi in acelasi mo-
ment.
141. Ecuatia redusi a misecirii uniform variati. Vitesa

: v
fiind data de (5), se vede c# se anuleazi cand t—i—?o=0,

s ' s i Yo
de unde i=~?. Sa insemnidm cu t, = i momentul

cand vitesa este nuli. Spatiul s in acest moment este

1

dat de (4), unde facem t:———{f si avem s—s,=0, s—
v 5
81:—53-—}—80. Atunci ecuatia (4) se poate scrie

1
3‘51:57 (t—t)?.

S& ludm ca origine a timpului momentul #, cand
vitesa se anuleazi si ca origine a spatiului pozitia mo-
bilului la acest moment cand spatiul este s,. Insem-

niand cu 7 si S timpul si spatiul in raport cu aceste noui
origini, avem

T=t_t, S=s-s,

astfel cd ecuatia miscirii in raport cu aceste noui origini
este redusi ’



1 2
— 27 7 A

Sau, intrebuintand tot s si f in loc de S si T, ecuatia
redusa este

1 12
S
iar vitesa este v=rl.

Subt aceste forme, se vede: cd vitesele sunt propor-
tionale cu timpurile, iar spafiile proportionale cu pa-
tratele timpurilor. Se mai vede c&, in aceste forme re-
duse, relatia dintre spatiu i vitesd este v>=2ys.

142. Miseare rectilinie uniform aceeleratd si uniform
intarziatd. Se zice ci o migcare este acceleratd sau in-
tarziati, dupd cum vitesa creste sau descreste in va-
loare absolutd in raport cu timpul.

Expresiunea vitesei fiind

p=rl+0o=7 (1), 11:—%—0,
se vede ci se anuleazi cand f=t, si semnul siu depinde
de factorii y si t—f,. Distingem doud cazuri.

1° Daci y>0, avem tabloul aldturat. In acest caz,
se vede ci inainte de timpul ¢, vitesa este negativa, se

l‘— oo iy o0
R +
Ry (BT 0 5
v=y (1) — 0 3z
[ +

apropie de zero, deci descreste in valoare absolutd,
este miscare intarziatd. Dupd f,, vitesa v este pozitivé,
creste si deci creste in valoare absolutd; este miscare
accelerata.

Se vede cii, inainte de f;, cand vitesa descreste in
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valoare absolut#, produsul vy<<0, iar dupd {,, cand
viteza creste in valoare absoluti, produsul vy >0.
Deci, vitesa creste in valoare absolut#, avem miscarea
uniform acceleratii, cand produsul vy >0; din contri,
vitesa descreste in valoare absolutd, avem migcare uni-
form intarziati, cand produsul vy <0,
2° Dacd v< 0, avem tabloul urmitor. In acest caz,
se vede cd fnainte de #,, vitesa este pozitivd, se apropie

t‘— oo 2} 0
‘Y = e
| — 0 ]
) 0 -
VY = 0 -

de zero, deci descreste in valoare absolutds produsul
vY<<0; dupd #, vitesa este negativ, porneste dela
zero, creste in valoare absolutd, produsul vy >0.

Deci, si in acest caz, miscarea este uniform accelerat3,
sau uniform intarziatd, dupi cum produsul vy, al vitesei
cu acceleratia, este un numir pozitiv sau negativ.

Asa dar, o miscare uniform variati este accelerati sau
intarziatd, intr'un interval de timp, dupid cum fin acel
interval produsul vy al vitesei cu .acceleratia este un
numdr pozitiv sau negativ; sau dupd cum vitesa si
acceleratia au acelasi semn sau semne contrare.

In cazul miscirii uniform acceleraty, valoarea absoluts
a vitesei creste cu o cantitate constanti in unitatea
de timp;- in miscarea uniform intirziati valoarea
absolutd a vitesei descreste.

Vectorul acceleratiei de miirime y este indreptat in
sensul vitesei sau al miscirii daci este uniform acce-
lerata, sau in sens contrar daci migcarea este intArziati.

Un exemplu de miscare uniform accelerati este ci-
derea corpurilor la suprafata pamantului. Cresterea
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vitesei, adicd acceleratia (zis# a gravititii) este de 9,8m
pe secunda la Bucuresti.

143. Diagramele miseciirii uniform variate. Discutia
misedrii. Se stie ca fatd de doud axe perpendiculare 0z
si Oy, ecuatia y=ax*+bx-+c¢ reprezinti o paraboli, a
cdrei asezare dep'nde de s mnul lui a si de realitatea
rdddcinilor ecuatii ax?+bx+c=0, care corespund
punctelor de intersectie ale parabolei cu axa Ozx.

In cazul miscarii uniform variate, diagrama miscarii
este parabola reprezentatd de ecuatia miscarii

(7) s = % Y12 -+-vot +Sps i ;
in raport cu axele de coordonate perpendiculare - Ot
(axa timpurilor) si Os (axa spatiilor) (Fig. 43).

Pentru a o construi si discuta miscarea, si ludm de-

rivata in raport cu timpul # a functiunii s definita de
ecuatia (7) si avem

d :
5:3 — Yt -y, D=1+ Do,

v fiind vitesa. Acceleratia miscirii este derivata vitesei
= : . dv
in raport cu timpul, adlca_d?:v’:],.

Distingem dou# cazuri dupad cum Y este pozitiv sau
negativ. I. y<0. 1° Diagrama miscarii este curba re-
prezentativi a functiunii (7). Cum derivata acestei func-

Dy
tiuni se anuleazd pentru Ti+0v,=0, t:—?,se vede
Uy : :
ci daci t variazi dela —oc la — — atunci derivata
Vo Lo
8 =qttvy=7| t— ——? are semn contrar cu ¥, adica

semnul - ; deci functiunea creste. Cand ¢ variaza dela

N. Abramescu — Algebra cl. VIl ed. II. — 3 2
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D 3 ’ G
— " 1a +oo, derivata are acelasi semn cu Y, adici
Y
semnul —; deci functiunea s descreste. Asa dar, pentru

v , : veEe
{=——" functiunea s este un maximum, a carui valoare

et Do
se obtine inlocuind in (7) pe ¢ cu Sid si este
el ) )
e f Raeetecs By == Sp=8;— —.
( 00 (—2) 0= 5

v
Fie D (Fig. 43) punctul pe axa Of astfel ca OD:——Yi ;

pe perpendiculara

3 S in D pe Of s luim
Nit b auie ey M, Do
L1 e N S I S e e T
f \\A i 0 27

: fiecare valoare a lui
i t=0Q corespunde
| din (7) o valoare

(0} ~ ! t pentru s=QP.
B Q O Punctul P astfel
P_/ﬂ_ccglgfgy_a_ o g construit descrie
iE s’ curba(parabola) re-
Fig. 43. prezentata de (7)
i anume (Fig. 43)

Traectoriq.

: : =Rk Dy 2
pentru valori ale lui £ mai mici ca Surv descrie ramura

2 . A . . 1 b
BAF, iar pentru valorile lui f mai mari ca-?odescrle

ramura FC. F este varful parabolei. Aceasti paraboli
este diagrama misciirii. Are concavitatea (partea des-
chisé) citre directia negativd a axei Os. Punctul A
unde tae axa Os corespunde lui t=0, iar valoarea lui s
datd de (7) pentru =0 este s—s,. Deci 0A =s, este spatiul
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la momentul initial £=0. Punctele B si C unde parabola
tae axa Of corespund la valorile lui ¢ pentru care s=0,

1
2—712—|—vot—{—so=0, care sunt reale daca

2 4(173)>0 Y(s v°2)>0
e s TS ;
AR e
cum Y<0, —v >0, deci sunt reale dacd
152
So—g >0

: 0, ; SR
Ceea ce trebuia, cici 50—2:7=DF (Fig. 43), adica

trebue ca acest maximum al lui s si fie pozitiv, punctul
F deasupra axei OL

Cand varful F al parabolei este dedesubt, adica
2 .
DF:=—s, —go— < 0, parabola nu mai tae axa Of, este  ase-
i

zati subt axa OL
Seriind ecuatia misc#rii subt forma (3),

1 U \omhs
s= 51 (t+7) s

. Do 7z Vo .
s# inlocuim pe f cu valorile ———Y——I—If 51—?—k corespun-

zitoare punctelor Q' si Q (Fig. 43) de pe Ot simetrice
fatd de D. ;

Obtinem pentru s aceeasl valoare
1 v’
= k2 s P '+‘S ’
57 g

1 : %
si cum v <0, urmeaza ca §7k2< 0, deci aceasta valoare

B
este mai mica decat —fgoy——i—so. Asa dar, ordonatele QP

si Q'P’ corespunzatoare sunt egale, deci curba (dia-
grama) este simetrica fati de dreapta DF (Fig. 43).
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Diagrama vitesei v=yt+-v, este dreapta V'V (Fig. 43),

% & ) Uy
care tae axa Ofin punctul D corespunzitor lui tlz—T;

panta (coeficientul unghiular) dreptei V'V este egala
cu v, adicd face cu Of unghiul a, astfel ci Tooi=—a
Cum panta <0, dreapta V'V scoboari.

Diagrama accelerafiei este dreapta TT; (Fig. 43),
paraleld cu Ot, la distanta de O egald cu v<<O.

Discujia miscarii. Diagrama ne arati cum variazi
spafiul, care este reprezentat prin ordonatele QP ale
acestei curbe. Si ducem dreapta SOS’ (Fig. 43) paraleld
cu Os sifie M, M, M, punctele ei de intersectie cu
paralelele din A, P, F, la OL. Dreapta SOS’ figureazi
traectoria. Spatiul la momentul initial =0, este OA=
OM,, deci M, este pozitia mobilului la momentul initial.
Cand timpul creste, curba diagrama se urci dela A
citre F, ordonatele curbei cresc, spatiul s creste, mo-
bilul merge dela M, la M si ajunge la distanta cea mai

D
mare OM,=DF, cand {——. Din tabloul alfturat se
i

vede cd pand la acest timp, vitesa v este pozitivd si
descreste pana la 0, acceleratia Y< 0, deci » $i Y sunt de
semne contrare, produsul »y< 0, asa dar miscarea este
intarziata.

| %
t | —o 0 i co
l T
el = oL =
U5, + St 0 S
vy_| — — +
P}
87 Ftop M RG het so——2 N T
2y
Miscarea | intarziati | accelerats

- A v
Timpul crescAnd dela valoarea ——0, ordonatele dia-
Y
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gramei descresc, spatiul s se micsoreazid mobilul se in-
toarce indirat, dela M, citre O, miscarea se face in
sens contrar celei dintai; vitesa v<<0, si descreste, acce=
leratia Y<<0, deci de acelasi semn cu v, produsul vy >0,
asa dar migcarea este accelerata.

Inlocuind in valoarea vitesei v=yi+uv, pe timpul {

Vo : Uy 4 :
cu —— -+ k si ———LFK, corespunzitoare la momente si-
¥ .

v
- metric asezate fata de momentul — -2, se obtine pentru
T

v valorile
Vo / Vg
y(-—?—{—k}!—vo:]’k, Y[—?——k}—}—po——-—ﬁfk,

care sunt egale si de semne contrare. Dar, am vizut ca
pentru aceste valori ale lui f spatiile erau egale, adicd
mobilul trece de doud ori prin acelasi punct M al traec-
toriei SOS’ (Fig. 43), odatd cand merge cdtre M, apol
cand se intoarce ind#ridt. Deci, la cele doud treceri ale
mobilului prin acelasi punct al traectoriei, vitesele sunt
egale si de semne contrare, mobilul are aceeasi vitesd in

valoare absoluta.
144%. Cazul II. Y>0. Diagrama migcarii este curba

Sy S ~
reprezentativa ncr_g_le_rq{:c_z__r_‘ ol §
(Fig. 44) a func- —.—\——--

tiunii

l .
s=—Y2+vgl + ;. -
2 Vo

Derivata este
v="Y1L-Fv, se
anuleazd pentru

D, <
t1=——._[.). Dla'

Fig. 44. el

grama viteselor feste dreapta VV' reprezentati de
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ecuatia v=Yt-+v,, care se urcd in sus, cici panta (coefi-
cientul unghiular) este Y >0. Diagrama acceleratiilor
este dreapta I''; paraleld cu Of, deasupra axei Of,
depirtata de O cu Y >0. Traectoria e reprezentati prin
dreapta SOS’ paraleld cu Os. La ‘momentul initial £=0,
spatiul este OA=s;, M, este pozitia mobilului la mo-
mentul initial. Cand timpu! creste, diagrama spatiilor
coboara, spatiul s descreste, mobilul merge dela M, la
M, care corespunde la distanta cea mai micad (minimum)

v
OM,=DF, cand t:—;‘—)- Din tabloul aliturat se vede

cd pand la M, vitesa v este negativi si creste pani la 0,
v si ¥ sunt de semne contrare, miscarea este intarziati.

: 2 Do 5 : :
Timpul crescand dela ——, spatiile crese, mobilul se
Y

ntoarce indarat dela M, catre O, miscarea se face in
sens contrar cu cea dintdi; vitesa »>0, ¥ >0, de acelasi
semn, produsul vy >0, asa dar miscarea este accelerati.

)

t | —oo 0 —_— o0
i
T AN AR 3 S - s
vaul — — +
oy | = = =
: 2
s oo N S N so—-o~ A 0
. 2y
Miscarea | intarziata | accelerata

Se vede de asemenea cd in acest caz Y >0, diagrama
este o parabold simetrica faid de dreapta DF, cu con-
cavitatea citre Os; la doudi momente simetrice fati de

Vo o ; . :
momentul —— spatiile sunt egale, iar vitesele in acele
1

momente sunt .egale si de semne contrare, adici la doui
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treceri ale mobilului prin acelasi punct al traectorii
vitesele sunt egale si de semne contrare.

Aceasta se poate vedea si din relatia (6), dintre vitesd
si spatiu in acelasi moment

P2=27(s—s,), U=H/21(5—s)).

E usor de vizut ca vitesa v este reald, adic 7(s—s;)>0.
In adevar, cand v<<0, s;=DF (Fig. 43) este cel mai
mare (maximum), deci s—s;<<0, 7(s—s;)>0. Cand v>0,
$;=DF (Fig. 44) este un minimum, s—s, >0, Y(s—s;)>0.
Apoi la aceeasi valoare a luis, rezultd din «J~+\/2 T(s—sy)

doua valori egale si de semne contrare pentru v, adica
la cele doui treceri ale mobilului prin acelasi punct,
mobilul are aceeasi vitesa in valoare absoluta.

145. Aplieatii. 1. Un mobil descrie o dreapld cu o miscare uniform
accelerata. Sa se gaseascd ecuafia migearii, stiind cd la timpurile 0, 1, 2,
spatiile sunt egale cu 3, 6 si 19. Sa se determine momentul cdnd mobilul
este cel mai apropiat de originea spafiilor si care este aceastd distan{a minima.

1
Din ecuatia misc#rii e Y2+0yt+5,, deducem

1
$p=3, 50+"o+ Y="6, So+209+2Y=19,

de unde s;=3, 00=—2, 1=10. Ecuatia miscirii este s=5122{13, iar

t l v | o7 [ s ! Miscarea
=00 —+ oo
— — | descr.
0 3 |} intarziatd
— — | descr.
1 14 <
= 0 22 oprire
5 5
+ + creste
2 3 accelerata
5
<5 + | creste :
o0 + e Fig. 45. g’

vitesa »=10{—2. Din tabloul si diagrama alaturati (Fig. 45), se vede
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1-4¢ 1
ca pand la i= E este miscare intarziatad; in acest moment tzg este
oprirea ; apoi mobilul se intoarce inapoi cu miscare acceleratd. Mobilul
. 1
este cel mai aproape de orginea spatiilor cind vitesa se anuleazi, t=§’

14
cand s este minimum si egal cu =

I1. Doud mobile deseriu aceeasi dreapta cu accelerafiile constante =6
si T’=4. La momenlul inifial trec impreund prin originea spaliilor cu
vitesele vy=—1 si vé:l. Sa se gaseasca locul si momentul intdlnirii a
doua, Ecuatiile miscérii sunt s=3{2—f, s=2f2--{; la a doua intalnire au
aceeasi distanta de originea spatiilor, si acest moment e dat de

2021 =312t
s Suprimand rddacina {=0, care
corespunde la momentul initial,
se obtine {=2, iar spatiul este
§=2.2212-—-10.

Se poate si cu ajutorul dia-
gramelor spatiilor, gasind al
doilea punct M al intersectii lor
(Fig. 46).

146. Exereitii. 1. s fiind spa-
tiul descris de un punct mobil si
t timpul in secunde, si se afle
vitesa mobilului dupd 5 mi-
nute, .cand ecuatiile miseérii
sunt s=12+43t+4,s—at24-bt+c.

Fig. 46. R. v=2t+ 3, 0 =2at+b;
dupd 5 minute, =2.5.604+3=603 unitiati de felul lui 4 pe sec,
v="0600a+b unitati de felul lui ¢ pe sec. Daci ¢ reprezintd metri, atunci
b metri pe secundi, iar a metri pe secundi la pitrat.

2. Si se studieze miscarea s=3—2{+L1% unitdtile fiind metru si
secunda. Ce devine aceastd ecuatie cdnd se ia ca unitate de lungime
km si ca unitate de timp ora.

R. La =0 mobilul este la distanta s=3 m cu vitesa —2 m/sec,
merge spre origine primele doua secunde, iar cdnd ajunge la distanta
s=1m are vitesa nuld; isi schimb# apoi sensul misecarii pornind spre
dreapta si se miscd necontenit in acest sens cu vitesa care creste de

M(23)

TV e e
-

0
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asemenea necontenit. Se construeste diagrama. Cind se ia ca unitadfi
3
1000 1000 Gy 0 2.1000
$=0,003—7,2t+ 648012, v=—17,2t+12960.

3. Sa se studieze miscarea rectilinie uniform variata, cunoscand ac-
celeratia T=12 cm/sec?, spatiul s=—1m la ora 12 si 3 secunde, iar vitesa
v=107,5 m sec. la ora 127 (si un sfert.). :

R. Luind ca unititi metrul si secunda, momertul initial ora 12,
se aduc datele 1a aceste unitati s=172+vt+sg, v="Tl+0v(, unde in-
locuind datele, obiinem s=0,06t>—0,5(—0.04.

4. Stiind cii vitesa unui mobil este v=T7—2¢, s se pdseasca drumul
ce-1 parcurge intre timpurile ¢; =2, ,=5.

R.s=—+21 7t+sy. Laccle doui epoci spatiile sunt egale, s;=s,=
so+10, mobilul trece prin acelasi punct al traectorii. unde vitesele sunt
egale si de semne contrare, v;=3, 1/2=——3. Vitesa se anuleaza pentru
t3=%, cand spatiul este atunci 53=so+12,25, Mobilul a parcurs 2.25
intr’un sens si 2,25 in sens opus, In total 4,50 ‘(unitifi de lungime). Se
vede bine acest rezultat construind diagrama spatiilor.

5. Si se afle acccleratia unei misciri uniform variate stiind ca la
momentul {=1, spatiul este 1, iar la momentul t=2, vitesa sa este zero

(60 x 60)22,

km si ora, s=

si spatiul descris este egal cu —1.
R. s=1(24vgt+sg v="T1+0p; 371 +0o =1 2 + 205 +5p=
—1, 27+405=0; T=4, vos—S, sqg=1.

6. Se dau doui axe perpendiculare Oz,0y. pe care se miscd doud mobile
M si M’ cu acceleratiile Ysi 7’. Mobilele pleaci [4rd vitesd initiald din punc-
tele date A pe Ox si B pe Oy citre punctul O cu o miscare uniform accele-
rati. Si se afle : 19 dupi cat timp distanta MM’ a celor doud mobile este
un minimum ; 20 valoarea acestei distante ; 30 pozitiile corespunzitoare
ale mobilelor pe axe. Aplicatie pentru 0A-20m, 0B=10m, {=Y'=1m.

R. OA—a, OB —b, =0M=a—}11% y=b—11 #=MM*=
OM> 1 OM2=22 112, &=(@a—FP+0—F1't)?
B=1 (27D (@ +O1)E+ @+

10 Acest trinom bipitrat trece prin doud minime pentru

2 ¢ by—ay’)®
t.—+ 2@y b1 ). 20, In acest moment, distanta df = (—l»—,[)—
b e L%

0 : s : (il i 1(at’—bT) = T(oT—at’)
3Y. Mobilele ocupa atunci pozitile x; = —:{2_:77 13 = —'72_*_—_‘,2—-

; a+tb (b—a)? a—b
cand Y=Y, ;=" V/ & o

> —

LR 2
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Numeric, L= \/?36 =5,47sec, d; = \/E) =7,07m;z;=5m, y;= —>5m,

147. Caderea corpurilor. Caderea corpurilor la supra-
fata pamantului este o miscare uniform acceleratd.
Aceasta se demonstreazd in Fizica cu ajutorul planului
inclinat al lui Galileu, cu masina lui Atwood, cu aparatul
Morin. Experien{ele celebre, asupra caderii corpurilor,
au fost executate in mod public de Galileu (1590), la
turnul inclinat dela Pisa. Ele au stabilit, contrariu
opiniei lui Aristot, ¢i in vid toate corpurile cad cu
aceeasi vitesd. $i a-
nume, spafiile parcurse
de un corp, in cdadere
liberd, sunt proportio-
nale cu pdlratele tim-
purtlor incare au cazut.
Miscarea este deci u-
niform variatd. (A se
vedea ecuatiile reduse,
Nr. 141).

Acceleratia gravitd-

{ii.
Acceleratia acestei mi-
scéri de cadere se zice
acceleratia gravit#tii
si se noteazd cu g.
Valoarea sa este de
9,8 m la Paris, 9,83 m
la pol, 9,781 la ecua-
tor.

'148. Corp edzind in cadere liberd. 1. Corp plecand din
repaus. Corpul este totdeauna presupus ci se miscd in
vid. Acceleratia y=g. Corpul plecind din repaus, vitesa

sa initiald este »,=0. Dupa timpul ¢, corpul a cdzut dela
inaltimea h,

Turnul inclinat din Pisa.
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(
1) h—Lp,
iar vitesa este

2) D=9k

Scotand valoarea lui £ din (2) siinlocuind in (1), operatie
care se zice eliminarea lui { intre aceste doua ecuatii,

avem
v\ 2 v?
(—') ) h:g'* s
g 2 g

Deci, dupi ciderea dela indl{imea h, vitesa mobilului

<

(3) v?= 2gh.

este v=|/2gh . :
Ficand (=1, in (1), gésim

h, :g, g—2h,
deci, acceleratia gravitétii g este egald cu indoitul spa-
tiului parcurs in timpul primei secunde de cddere.
Acest spatiu este aproximativ 4,9 m. :
Diagramele migcdrii. Diagrama spafiilor. Ecuatia (1),
este reprezentatd cu o paraboli (Fig. 47) cu axa Oh, ver-
ticala care scoboara. Curba g
este cu ramurd infinitd, 0
cici miscarea de cidere T 7 [ ;
poate s se faci indefinit. SN
Diagrama viteselor este o Py s g 870
dreaptd OV (Yig. 47) ce S
trece prin origine, cu panta ' 5
sau coeficientul unghiular \
g. Diagrama accelerafiilor v
este o dreaptd I'T';, paraleld
cu Ot, si dedesubt, cicig >0. Fig. 47. S
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149. Corp aruncat in jos eu o vitezi Vo Avem

1
@) h=0t + 5 g1,

5) v =1, +¢i.

Dar, din (5) avem

=

U‘_—Do

pe care inlocuind-o in (4), obtinem

Tyt o(v—05)

(0—,)?

g
de unde

2g

) h=

(6) U= |/v02+2gh -

Deci, dupd c#iderea dela iniltimea h, mobilul are

vitesa v =Vvo2+29h :

Diagrama spatiilor este o paraboli cu axa verticald

AB(Fig. 48), cu varful in A, de abscisi OB=f=——"

A =
,/’T“ 0
<
I \\
i N
| \'Ad
sl sl L NG A
r : 3 B
; N
|
1 N
L}
h
Fig. 48. S

Vo

g
(ce corespunde la v=0)
si ordonata

Diagrama viteselor este
dreapta V'V, cu panta
(coeficientul unghiular)
g. Diagrama acceleratii-
lor este dreapta IT, pa-
raleld cu O, si dedesubt,
cici ¢>0.

'150. Exemple. 1. Cdt timp frebue unui corp pentru a cidea dela o tnal-

{ime de 300 m. Din (1) avem
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2 2h 2h
h=g5, t2=—, [_.\/

\/ 600
== —— =17 see, 82.

Din (2), obtinem
o=1/27h — /19,62 300 = 76,72 m/sec.

i 2. Doua corpuri cad din acelasi punct, la 2 secunde de inferval. Se cere
distanfa dintre ele dupa 5 secunde de cddere a primului corp. Dupa 5 se-
cunde de ciddere, primul crop a parcurs [a se vedea formula (1)]

h=19,81x 52 — 122,625 m.

La acest moment, corpul al doilea plecat cu 2 secunde mai tarziu ca
primul, a cizut dela ina.timea

h’ =4 9,81 x 32=44,145m.
Cele dou corpuri sunt deci unul de altul depdrtate cu
122,625m — 44,145 m = 78,48 m.
Aceasta se putea obtine direct
h=h'=L1g(®—t?%) = 19,81(5>—3% = 78,48 m.

151. Corp aruneat vertical de jos in sus. I. Ecuafiile
miscdrii. Punctul greu este aruncat cu o vitesa initiala v,.
S4 ludm ca sens pozitiv al traectorii sensul de urcare
al mobilului si ca origine momentul si punctul de ple-
care al mobilului, s,=0. Acceleratia fiind Y=—¢, v, vi-
tesa initiald, avem

(7) h =v,t—1 2922

) v =v,—¢t.

Eliminand pe ¢ intre aceste ecuatii, obtinem
v =]/002—2gh .

II. Durata §i indlfimea ascensiunii. Ascensiunea se
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opreste cand vitesa se anuleazi. Deci cand

-
Vo—9t=0, - vy=gt, t=?”.
Durata ascensiunii este deci
v,
t=-2.
g

~ Inlocuind pe ¢ cu valoarea aceasta in (7), indltimea
maximi este

1 Uy A Tt~ pi2

9 hi=vgt—cglf—p,. 2 g 0 0

( ) 0 2g 0 g 2g gz 2g
II1. Cdderea mobilului. In aceastii prima fazi a mis-
cdrii sale, migcarea este uniform intarziati, cici vitesa v
si accelerafia ¢ sunt de scmne contrare. Dela aceasti
indltime h, mobilul cade liber, cu o miscare uniform
acceleratd. Timpul in care se descrie acest spatiu h, in
: e 1 2h
cédere liberd este dat de hzggﬂ, I=\/—

Inlocuind pe h cu valoarea sa din (9), avem_

i:\/i;? Fit \/”_§ ol
g g° %

deci timpul in care cade este acelasi in care s’a ridicat.
In momentul cdderii dela indltimea h, mobilul are vitesa
data de (3)

i V/ 2gh,

2
unde inlocuind pe h cu valoarea sa dati de 9), h=v21, avem
9

v= \,/ 2g% e \/1)02, D=1



191

Deci, vitesa mobilului in momentul ciderii, este egald
cu vitesa initiala v, cu care a fost aruncat de jos in sus
la momentul initial. Ceea ce trebuia, de oarece migcarea
considerata fiind uniform variata, se stie (Nr. 143), ca
la cele doua treceri ale mobilului pe traectoria sa, in
acelasi punct, mo-
bilul are aceeasi h A S
vitesd in valoare
absoluta. -

Diagramele mis- Ny
carii (Fig. 49), sunt o
analoage cu cele N
din cazul general. N
Alegand originea
in locul unde e
aruncat, parabola g9<0 <
trece prin originea [ [~ _[‘_1 R PP S’
0, dar ramura AC, v

Gais 5 Fig. 49.
corespunzand ca-
derii, se prelungeste nemaérginit.

152. Exemple. 1. Un corp este aruncatl verticalde jos in sus cu o vitesa de

60 m/sec. Neglijand rezistenfa aerului. sd se afle inaltimea la care se va

ridica si limpul care trece inire plecarea si caderea sa. Inilfimea maximi
de ascensiune este

o2 60)2
B i e Py e
29 ~ 2.9,81
Timpul total este indoitul celui necesar ascensiunii
v, 2.60
t=2— = —— = 12,23 sec.
g 9,81

Vitesa datoritd ciderii este p={/2gh = {/2.9,81.183,48 = 60 metri, cu
care a fost aruncat. :

2. Se aruiicd de jos in sus vertical doud corpuri A si B cu vitesa de 30
m/sec, dar B este aruncat cu 3 secunde mai tdrziu ca A. Sa se afle dupa
cdt timp si la ce inalfime va fi intédlnirea lor. Pentru primul mobil,

h, =30t ; 2
il 29
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si pentru al doilea
: \2
h2=30(l—-3)—-5 g(t—3)~
Aceste inil{imi fiind cele ce corespund intalnirii, sunt egale; deci
{c e 1 3
fy=nh,, 30t—§gl~=30(1—3)— 59(1—3) 4

De unde 39t=90+44,5 g.

Inlocuind pe ¢=9,81, obtinem t=4.56 see, si deci hy=h,=34,88 m.

Intalnirea are loc dupi 4,56
sec. dela plecarea primului
wobil, si 1,56 sec.dupa a
celui de al doilea ; sianume,
in timpul caderii primului
sia ascensiunii celui de al
poilea, cici timpul ascen-
siunii este 3,06 sec.
Diagramele spatiilor

h

(0] ¢ (Fig 50)
1
h= 301——§g12,
Fig. 50. 1
h=30(t—3)— = g(t—3)%

pun in evidentd mai usor fazele acestei miscari, intalnirea corespunzand
punctului M de intersectie al parabolelor. ,

153. Exerellii. 1. Un observator lasi si cadi o piatra in fundul unei
fantani. Sa se afle adancimea fantanii, daca suntetul ciiderii se aude
dupad {=9 sec, stiind ci vitesa sunetului este o= 340 m/sec. Sa se
construlasca diagramele.

R. v vitesa sunetului. Timpul t=t'4-t", ¢’ al ciderii pietrii, 7 al

I3 1
urcirii sunetului. Adancimea este h=—gt2—pt""; de unde t=v gﬁ i
> 5
g v
~ Avem ecuatia
22
P—2 {pt4 — h4p22—0,
g

h=Di+12—- /02 ( ﬁ

P V-y— 2vl+;

Inliturdand radicina Pozitiva care ar da #’> ¢, Numeric t=9s. h=319 m.
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Alegem doui axe (Fig. 51) Ot st Oh, verticala si indreptati in sensul
caderii. Diagrama miscérii pietrii, h=?g12 este parabola OA. Diagrama

miscirii sunetului, h=vf cste o dreapti AP, cu panta v; este
paralela cu dreapta EC, si tae
axa Ot a timpurilor in punctul B 0 1 23 4 56 1D 9
de abscisi OB=f=9 sec si para- : E 8| B
bola in punctul A de ordonanti l
AD=h=319m adancimea fantanii |

2. Doui corpuri cad din acelasi !
punct, fara vitesa initiala, la in-
terval de 0 secunde. Si se afle : /
19 1a ce moment ele sunt la distanta A
h si 2" ce drum au parcurs ele C
pand atunci. Aplicatie § =23 sec. .
h=103 m, g—9,81. Il n

R. 19 Dupa ¢ secunde dela Fig. 51.
céderea primului, distanfa care le separd este

1 1 1 2h+g62
h——g2— g(—0)2— —oH(2t—0), — =2 58t
5 - 9( ) 77 ( 299

1 2h+¢062
20 Primul mobil cade dela hlz?glzz %, ( 7 —122,625i al

(2”_—992

doilea dela  h, ——~g(l—6)2—-— 9 =19.62.

89

3. Un mobil este ldsat sa cadd fara vitesad initiala; dupa 0 se-
cunde se arunca de sus in jos cu vitesa Ty dealungul verticalei, care
il ajunge pe cel dintai la distanta d de punctul de plecare. Si se
afle timpul  cat a trecut intre plecirile lor.

R. La momentul intdlnirii, ecuatiile miscarii mobilelor sunt

1 oy
d:;ytz, unde t= 24 = sid=uy, (—0) +—g(1—6)2~v[ 3‘1—9

g Gy

A 1 ] 2d
+7{ (V g BJ; avem ecuatia - 9% (v°+ \/zga)6+l,°\(/?=0.

N Abramescu — Algebra cl. VII. ed. Il. — 3 ¥ 13
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i LD 23T,
de unde f=— (vo—i—vli\/zzi —{—v?), vl=\/ 2¢d fiind vitesa primului mo-
g

bil dupd ciderea dela indltimea d. Semnul + nu este admisibil, cici §>¢
timpul necesar cidderii dela indl{imea h a primului.

4. Un corp greu cade liber dela 144 m iniltime. Cind a parcurs
25 metri, se aruncd un alt corp dela aceeasi inialtime dupia verticali.
Cun ce vitesd a fost aruncat al doilea corp ca si ajungi la piamant
in acelasi timp cu primul.

R. h=144 m, d=25m, vy vitesa mobilului al doilea. Timpul

t necesar primului mobil ca si parcurgi h—d este acelasi cu acela
2 2d 2k

in care al doilea parcurge h. Dar i= \/~— ;: ; unde

TP S ; 1.6 2k
‘/k:\/h—\/d- Deci h=vol+?gt =, ?-}-k,deundevoz

g h—k

2 e
vy = 30,056 m.
5. Doua mobile cad din dou# puncte A si B situate pe aceeasi ver-
ticald depirtate cu distanta d; ele sunt aruncate de sus in jos cu vi-
tesele initiale v si v/, iar cel mai ridicat pleacid cu f secunde inaintea
celuilalt. Si se afle: 10 dupi cat se intdlnesc; 20 la ce distanta de
B se giseste punctul de intdlnire. Si se figureze diagramele. Discutie.
R. C fiind punctul de intalnire, si punem BC=y si sensul
pozitiv al verticalei care coboarid. Ecuatiile miscirii celor doui mobile

sunt

. Problema e p051b11a, caci h>k. Numeric \/k 7,

1 : 1
AC=d+y=t(t+9)+Eq(l+6)2, BC=y=— v't+5.qtz-

i d—s
10 Scizand, d=(b—v’+ge)t—|-v6+? g02, 1= ——17 ;
g vi—
1

s; =00+ g9 vy =v+g0

iind spatiul parcurs §i viteza castigati de primul mobil in timpul 6.

Discutie. Cum > o0, trebue (d—s,) (vl—z; )>o0. Cazul I. d>s;, trebue
vl>v ; primul mobil neajungand in B in momentul plecirii celui de
al doilea, trebue ca in acest moment vitesa u1>v pentru ca intal-
nirea si aiba loc ulterior in C. Cazul II, d<sy, v,<v’; primul mobil
a trecut de B in momentul plecarii celui de al doilea’; acesta nu poate
sd-1 ajungd de cit daci vitesa »'>p,. Cazul IIL d=s; daci 0,
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avem t=o; cele doud mobile, odatd in coincidenti in B, se depir-
0 ;
teaza fiard a se mai putea intalni; daci vl=v’,t=3,m0bilele merg im-

preuna, de wunde rezultd si nedeterminarea. Construind diagramele
se vdd mai usor rezultatele.

6. Trei mobile cad liber din acelasi punct, dar la intervale de timp
egale =2 secunde. La ce moment distanta celui de al doilea mobil
de primul va fi dublul distantei sale de al treilea. Generalizare,

1
R. Ecuatiile miscarii celor trei mobile sunt Sy =—2—~g(t+26)2,

1 1
S5 =Eg(t+9)2, s3=Egt2. Daca distanta s;—s, este de n ori mai mare

in valoare absolutd ca distanfa s,—s; avem (t+29)2—(1+6)2=

[(H—G —tz:l t~ gy % 9.ca {>o,trebue 1<n<3. Cand § =2s5i n=2,

t=1sec.

7. Cu ce vitesa inifiald trebue aruncat vertical pentru a se putea
ridica la 2000 m, netinidnd seamia de rezistenta aerului. Care este
timpul ce a trecut intre plecare si ciddere.

” e
R. Indltimea maximi hz?g, uoz‘/2gh,=198,09 m. Timpul

v
scurs intre plecare si cidere este indoitul lui t1=—°, adica 40,39 secunde.
g

8. Un proectil, aruncat vertical de jos in sus, a revenit in punctul
de plecare dupi O secunde. Si se afle: 10 vitesa initiald v, si 20 Ia
ce indltime h s’a ridicat. Aplicatie §=10s, ¢=9,81.

6 o
CHR

=]
<
o
-

R. 1° Durata ascensiunii - fiind oL avem

2
v

9y=40,05 m; 20h=—-=122,62 m.
29

6. Un observator, asezat la indl{ime h, vede trecand in fata lui un
corp aruncat de jos in sus, si ) secunde mai tarziu il vede din nou.
S# se afle : 10 vitesa initiald a corpului; 20 iniltimea maximi a ascen

siunii sale. Aplicatie h=60 m, 0=8s, g=9,81.
1
R. Ecuatia este h=vyl— E gt% atat pentru urcare ca si pentru

vy + \/u:d, — 2gh_

1
coborire. Avem ordonand in £, -Eglz—vot-l—h:o, = :



196

2\/v2 —2gh
g

Dar diferenta radicinilor (‘—t”"=0, §= - 19 De unde, vitesa
1 Rt i N
initiala v0=5\/g(g()2+8h) =52,12m ; 20 iniltimea maxima de ascensiune
2
vo
h; ——=—138,48 m.
2g

10. Un proectil este aruncat vertical de jos in sus cu vitesa Ug- St
se alle in cit timp va ajunge : 10 1a jumatatea indltimii sale maxime,
20 o indltime h. Discutie. Si se figureze diagrama.

2

1 v 1 v
R. hzvot—zgtz.(l)t L - Can dh=3h1=zﬁ
q

v
(2, inalfimea maximi), avem = ( t+ VE]’ semnul-—corespunde la ur-
q

care si -+ la coborére.
2

v

Discutie. Problema e posibild daca 002—291‘:20, < 2—0, indltimea h
4y

trebue si fie cel mult egald cu inal‘gxmea maxima hy. Cazul I. h>o.

Ambele ridicini sunt pozitive si convm, cea mai mica t, corespunde
punctului A in urcare, cea mai mare t1 la coborare dupi ce mobilul

2v
a atins punctul cel mai de sus B. Cazul II. h=o, t;=o, t1 = —0, cea
; g

dintdi corespunde momentului de plecare din originea O, a doua
este timpul necesar proectilului pentru a 1eveni la punctul de plecare
si este indoitul duratei de urcare. Cazul IIl. h<0. Ficind h——h’

1 e e
in (1), avem t=—(u0ivlvoz+2gh'), si numai raddcina pozitivd con-
g ;

vine. Mobilul pleacd din O, se urcd pani in B, se coboari la punctul de
plecare unde are vitesa v, si ajunge in punctul dat C dedesubtul
punctului de plecare la timpul #. Radicina negativid corespunde
momentului cind mobilul era in C fnainte de a se urca in O.

v
Cazul IV. h=hy, valorile lui { sunt egale cu 4= —0, necesare ascensiunnii.
: g

11. Doua corpuri grele sunt aruncate succesiv din acelasi punct, de
jes in- sus, cu aceeasi vitesi vy Si se afle timpul f ce trebue intre
plecirile lo1 pentru ca corpurile si se intalneascd: 19 la inaltimea h,
20 Ja mijlocul indltimii maxime a ascensiunii lor. ’

1
R. 1% Ecuatiile miscarii sunt e 913, vy = vy —gt;
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hy= vy (140)— 5g(t+6)2, vy=1y—g(t+0); f fiind momentul intAlnirii,

v, 6

h1=h2, de unde i= —0—;, tnlaturand 6 —o si deci in#ltimea de intAlnire
h btine inlocuind t 1 h ‘q(v"2 02) d

se obtine inlocuin: e 0 PR e (e S

> B by 2\ 2 1 e unde

DR 1 2 Pl il
0= "\/v2_2gh. 20 h=—h'=-"2, §="22 = * fii

g\/o g = - g\/Z’ 9 \/2, t fiind

impul ascensiunii h’.

12. Din dou# puncte A si B (Fig. 52) situate pe aceeasi verticald la
distanta d, se arunci douid mobile, intiiul de sus in jos cu vitesa v,
al doilea de jos in sus cu vitesa »’. Se cere locul si momentul intalnirii.
Discutie. Si se construiascd diagramele. Aplicatii d=100m, 5=20m,
»'=30m. g=9,81.

i
R. C fiind punctul de intdlnire, avem AC=vt+—2—g12,

1
BC = Egt.2 't de A 0 :

unde prin scidere A B=

d :
Gl . e C Ly
st g AT ARy
gd—2v"(v+0’) :
e v :R(1-0)
2(s+-0’) Cl— i h<O0

Discutie. 19 Intilnirea
are loc deasupra lui B

(Fig. 52), daci h<o, B R2
d _____ — ——-_— —

2@ +v)> ;20 in EXHN\ \\"-0
: 2
B, daci h = o, C’.iﬁ_——'——_Ra'_

( - 30 ded i
v(vtov)=— ; ede-

+2) S h

subtul lui B, dacid h>o, Fig, 52.

’

d . v
v’(_u+v’)<g?. Dupi cum avem i=9=;,sau t<0, sau t>0, intalnirea

mobilelor are loc in punctul culminant C al ascensiunii mobilului
al doilea, sau in timpul urcirii, sau in timpul scoborérii. Construind
diagramele se pot vedea mailimpede aceste rezultate. Numeric f = 2
sec, h=-——40,38m, intalnirea intre 4 si B. ' :
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154. Misearea rectilinie generala. Si considerim mis-
carea unui mobil M pe axa Os (Fig. 53), ecuatia miscirii
fiind s=f(f), unde f(¢) este

I Vv $
Q < M — > o functiune oarecare de
Fig. 53. : timpul ¢, iar spatiul descris
la mometul  este OM =s={(f).Vitesa vla momentul{ este
ds
e % t ) _— .
bl ARy

derivata spatiului in raport cu timpul, si este reprezen-
o

tatd cu un vector MV cu originea in M si indreptat
dealungul traectorii Os. Aceasta este o caracteristici a
migcdrii rectilinii, ca vitesa si fie indreptata dealungul

dv dzs

’ ’”

traectorii. Acceleratia este v =g =Y sau = i =s',

Y = [f"(t), adici derivata a doua a spatiului in raport cu
timpul {. Acceleratia se reprezinti cu un vector Ml
agsezat pe traectoria rectilinie, cu originea in punctul
considerat. In miscarea uniformé vitesa v este constanti
si acceleratia este zero. In miscarea uniformi variati,
acceleratia este constantd. Miscarea este accelerati sau
intarziata, dupa cum viteza v si acceleratia y sunt de
acelasi semn sau de semne contrare, sau dupéd cum pro-
dusul » este pozitiv sau negativ.

Se poate intelege mai ugor miscarea s=f(f) a mobilului
pe traectoria sa rectilinie, dacd construim diagrama
spatiilor s=f(f), a viteselor v=f'(f) si a acceleratiilor

T=1"QD). :
S# consideram miscorea S=13—7{—6, pentru care
s'=0=3812—7, s”"=Y==6t

Diagrama spatiilor este curba reprezentati de ecuatia s—t3—7{—8,
in raport cu doud axe perpendiculare, timpurile { ca abscise si spa-
tille s ca ordonate. Reprezentim unitatea de timp cu o lungime
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1r‘1doité ca aceea care reprezintd unitatea  spatiilor (Scara timpurilor
si aceea a spatiilor sunt independente). Pentru constructia diagramei
spatiilor ABE (Fig. 54) avem tabloul

oo =37 -2 1,5 -1 0 1 1,5 2 3 o
B o o ;
T=s" | = e et i b A el
o | — T R + i
s |mo0A 12404 1 NON 6N 12 X\-134 12704
! Max. infl min

Miscarea| intarziati M, accel. M; intarziatd M, accelerata

Diagrama viteselor p—3i2—7 este parabola CLD (Fig. 54) cu varful

L, cu axa 0S. Dia-
grama acceleratiilor - S
=6t este drepta OT
(Fig. 54). Traectoria
este repretzentata de
dreapta SS’
Pozitia mobilului
la un moment f=1,
se obtine luand pe
Ot o Tungime OK=1,
siordonata corespun-
zitoare KQ=—12
determinia pozitia M
a mobilului pe tra-
ectoria SS’, ce se
obtine ducand prin Q
paralela QM la OL
Vitesa in acest punct
este egalicu KN=—7
sise stie cd tangenta s e '__ Lk
in Q la diagrama i
Malor a6 [ el g R S e M,
are ca panta (coe-

b

SESR e R v M3

ds
ficient unghiulor tga )E —s’, adici panta tangentei in Q este vitesa

p——7 a mobilului in acest punct. ‘
“ Vitesa p se anuleazd in ‘C(—1,5;0) si D(1,5;0) unde tangentele in
A si B la diagrama spatiilor sunt paralele cu Of. Ordonatele CA si
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DB a acestor puncte sunt maximum- si, minimum, cirora le corespund
pe traectoria SS’ punctele M; si M, In aceste puncte -mobilul fsi
schimba sensul miscirii pe traectorie. . [

Mobilul pleacé dela — co ajunge in M, ce corespunde lui A(—1,5;1);
in acest interval v{ <o, miscarea ecte intarziati. Dela M; se intoarce
inapoi péndla M;ce corespunde Iui I(0,—6) unde acceleratiay=6{=0;
im acest interval vY>0, miscarea este accelerati. De aci mobilul
merge cidtre S’ si ajunge in M,, ee corespunde Ilui B(1,5; —13)
unde vitesa se anuleazi; in acest interval vY<o, miscarea este
intarziata. Dela M, mobilul merge ciitre S, schimbandu-si sensul mls-
cdrii, in acest mterval vY>o, nnscarea este accelerata.

155. Exereifii. 1. Si se studieze mlscarea s=1343f+2. Sa se figureze
diagranele si si se arate ci este un punct unde spatiul, vitesa si
acceleratia sunt egale.

“R. Dela —oo la 0 miscarea este intarziati, dela 0la co mis-
carea este acceleratd. Cand t=1, s=p=7.

: 1 1 :
2. Sa se studieze miscarea s= 5 (t+ 7) . Ce devine aceasta relatie,

precum si vitesa corespunzitoaré, cand in locul unititilor metru si
secundd se ia ca unitate de lungime Km, si ca unitate de timp ora.
Sa se figureze diagramele.

E |

R. t [ o creste 1sec creste co
Cand £ creste, miscarea tinde
_s’ e L 2 ©© a deveni uniformi. Cand se
p|—0 A o A oo schimbi unititile

s=1,8t4 sy 0=1,8—

72 %1052

1
72 x 105¢

3. Problemi analoagi pentru miscarea s— \/ t—12,

Grafic avem un sfert de cerc de
razd 1. Cand se schimbi unititile

1m %

0 g —o0

s

R. t \ o creste 1 séc
|
v |

—12960¢

s=1/0,0012—1296012, p= — —
1/0.0012—12960¢2

156. Misearea circulard. Se ziee ci o miscare este
circulars, cand traectoria mobilului este un cerc. Po-
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zitia punctului M (Fig. 55) pe cerc este cunoscutd,
daci se stie relatia 6=f(f), care da unghiul facut de raza
variabila OM (Fig. 55), cu o
raza fixa OA. Socotind arcele
s dela originea A si in sensul
indicat pe figurd, avem s=
RB,R fiind raza cercului, iar f
unghiul exprimat in radiani.
~ Vitesa. Vitesi unghiulara.
Vitesa In aceastd migcare este
Eoar -
dt dt Fig. 55.

D=

: do : e gl
Cantitatea @i — w se zice vitesd unghiulard la mo-

mentul . Vitesa liniard v a punctului M este egald cu

vectorul ]\7 V=Rw (Fig. 55) tangent in M la cerc.
Toate punctele de pe raza OM au aceeasi vitesa
unghiulari. Descriind un cerc cu raza OP=1, vitesa
liniard a lui P este w.
Misearea circulari este uniformd, cand viteza v este
const’anté, adica vitesa unghiulara o este constanta.
In acest caz, avem O=owi-+0;, s=R(wt+0,),

s=vt-+s,, v=Row,

6, si s, fiind valorile lui 6 si arcului s la momentul ini-
tial 1=0.

Insemnand cu T durata de rotatie a mobilului M, pe
cercul pe care se miscd uniform, adicd timpul in care
parcurge lungimea cercului 2nR, (un tur), notand cu n
numirul de tururi pe minut, avem

T 60 27w 2w R TN U__TcRn_
_.—_-E— ,(J.)——i‘——, l)——,‘r——)m— 30 V=" 3"0
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Acceleratie. Hodograful miscarii. Pentru a intelege mai
bine miscarea, si ducem prin centrul Oal cercului (Fig.

- —
96) un vector OV’ echipolent cu vitesa MV (OV’ egal si
paralel cu M V). Cand
M descrie cercul, V'’
descrie o curbid care
se zice hodograful mi-
scarii. Vitesa mobi-
lului V’ la momentul
t este figurati prin

—
vectorul V'I" tangent
in V' la hodograf si
dirijat In sensul mis-
carii lui V',
Cand mobilul M are
Fig. 56. 0o miscare uniformi
de vitesd unghiulard
constantd w, vitesa sa v=Ruw, este constant} si punctul
V’descrie un cerc cu raza OV’ —p. Miscarea lui_ V' este
tot uniformd si mai mult, punctele M si V' au a-
ceeasi vitesi unghiulardi . Vitesa VI’ a lui V'
este constantd si egali cu produsul razei » a cercului
sau cu vitesa unghiulari o, adici V'T'=p.w — Ro?
Aceastd vitesa liniara V'T a lui V' este tangenti in V'
(Fig. 56) la cercul siu, deci paraleld cu OM, adici per-
pendiculard pe vitesa MV a mobilului M.

Vitesa mobilului V' este accelerafia mobilului M la
momentul considerat. Acceleratia mobluluii M este re-

—
prezentat cu vectorul MT, (Fig. 56) echipolent cu \71"
§i-este indreptat dupi raza MO, perpendiculari pe
tangenta MV la cerc (MC se mai zice normali la cerc).
In cazul miscarii circulare uniforme, acceleratia este
normald la traectorie si indreptati citre centrul O al
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cercului. Valoarea sa Y, este Y,=Ro? si cum »=Row,
acceleratia in miscarea circulard uniformd este

R 2
e 2 e
Y]‘[ u) ’ Y}z R .
T fiind durata de rotatie a mobilului M, avem
27 4m2R
= — s
T ¥ T2

157. Aplieatii. 1. Un volan al unei masini cu vapori de 5 m diamefru
face 120 fururi pe minut. Sa se calculeze 10 pitesa unghiulara ; 2° vitesa
unui punct al cercului; 3° acceleratia. 19 Timpul T al unei rotatii

60sec 1 c :

complecte este T = 130 = = sec. 20 Vitesa unghiulard este

2% :
o = Fi 4% rad./sec. 30 Vitesa liniard este =0 R=4%.2,50=10%=
31,416 m/sec.

vz 10072 5
40 Acceleratia este Y,= — = — 4072=394,784 msec.?
G R 2.50

11. Doi biciclisti se misca uniform pe doud piste circulare de raze R
si R’. Cand merg in acelasi sens, cel care parcurge periferia cercului
interior intrece pe celalt la fiecare m secunde; iar cdnd merg in sens
contrar, ei se intdlnesc dupd n secunde. Sa se afle vitesele si accelera-
{iile fiecarui biciclist. Aplicalie pentru cazul ¢dnd lungimile pistelor cir-
culare sunt 500 m si 60 metri si m=240s, n=48 secunde. Se infelege
¢a cei doi biciclisti se intdlnesc cdnd se gdasesc pe acceasi razd si de aceeayt
parte a centrului comun celor doud cercuri. Fie w si o’ vitesele unghiulare
ale biciclistilor, primul fiind pe pista interioard. 1° Vitesele unghiulare.
Daci pleacii din puncte asezate pe- aceeasi razd si merg in acelasi sens,
diferenta drumurilor pe un cerc de razi 1 este o— ' dupa 1 secunda.
Dupi m secunde aceastd diferentd este egald cu lungimea acestui cere,

adica

27
m
" Dacd merg in sens contrar, diferenta drumurilor dupd 1 secundi

b

1) IT = (0 —w)m, vo—e'=

este w+ w’, deci iy
27
(2) 2 =(w + w)n, o+ m’=—£— g

Din ecuatiile (1) si (2) avem

1 1 1 1\=
(3) w=xl—+— ,u)’:ﬁ e .
; n m n m
20 Vitesele si acceleratiile. Pentru primul :
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n m

1 1 1 1\2
v=0 R=wR (— e —), 1= w?R = n2R (— ~+ —) .
n m
Pentru al doilea
1

1 1 1)\2
= 0’'R= &R’ (———) s T=w?R’'= 7,;23'(_ ——) .
N ] LT

5 i 5 560 280 = 600 300
3 Aplicatie. =—=—, Rl'=—— = 5
ey 2w T 2w ™

1 1 1: 1 1 1 f 1
T T ey ol M e

1
Pentru primul v=280 x o =7m/sec., sau 25,200 km/ord,

UNTE 70r
1=280={—) = = 0,5497 m/sec?.
40 40

1
Pentru al doilea v’ = 300 x s =5m/sec, sau 18 km/ori ;

300 (1 )2 " 02618 2
f = Tl—) =— =0, m/sec2,
T 60 12 /

158. Exereitii. 1. Si se calculeze vitesa liniara si acceleratia unui
mobil care descrie uniform un cerc de razi R=5 m, ficand n=2500
tururi in /=8 ore 43 m 36 sec.

2z Rn / 2

R.o— = 2,5 m/sec; 7:; = 1,25 m/sec2.

2. O roatd de 2 metri diametru are o vitesd liniari » de 9,425 m
pe secundd. Si se afle numirul de tururi pe minut.

30 = g =90 tururi.

3. O locomotivi merge cu o vitesd uniform3 de 60 km pe ora pe
un drum circular de 600 metri razi. Si se afle acceleratia.

60000 m e 2 2 o ies .
e o L IR R S el B sec.
60 % 60 3/sec 5 T R il

4. Un mobil descrie un cerc de razid R=10 cm cu o vitess constanta
egald cu jumitatea acceleratii. Si se afle: 10 vitesa unghiulara a mo-
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bilului ; 2° numirul de tururi pe minut (cu o aproximatie de o unitate) ;
30 vitesa si acceleratia. : '

g 30w
R. 1920=7, 20 R=w?R, o=2rad/sec. ;20 n=——, 19 tururi;
™

30 v=20cm/sec., 1 =40(:m/s‘ec.2
5. Doud mobile parcurg acelasi cerc cu o miscare uniformd, in ace-
lasi sens, unul in 42 minute, celalt in 105 minute. Si se atle cat timp
va trece: 19 intre dou# intAlniri consecutive; 2° Intre doud intélniri
in acelasi punct al cercului.
R. Fie f si ¢ aceste doui intervale. 1% Vitesele unghiulare

2= DA
sunt — =0, — = w’;luand ca origine epoca unei intalniri, la mo-
42 105
.. 2
mentul ¢ diferenta drumurilor fiind 2=, avem — =2 ,1=70
42 105
minute. 20 La momentul ¢/, fiecare drum este egal cu un numar intreg
2= 2n t’ k 105 5
k sau k’ de tururi. Avem — =R e
42 105 k 42 2

Cea mai mici valoare a lui k este 5. Atunci {’=>5 X 42=210 minute. Cum
avem #'—3t, se vede ci cele doui mobile se vor regisi in acelagi punct la
interval de 3 secunde, unul ficand 5 tururi si celalt 2.
6. Acele unui ceasornic avand vitese unghiulare constante. si se
afle 1a ce ore ele vor fi indreptate dupa aceeasi dreapta.
R. wsiw’ fiind vitesele unghiulare si t una din epoci socotite
k=
dela 12, avem w’t—o t=kr, = <

7w.

2% 20 t 7
Dar w = , ' =———, =k X 32 min. 43— sec].
3600 12 x 3600 11

7. Ce interval § de timp separd doud intdlniri consecutive : 19 ale
acelor orelor si minutelor ; 20 ale acelor minutelor si secundelor.
1 y Bt |

1 1 i | 12 3
T — E’Tr_:ﬂ 1 Lo - =" —gre =1ora om2l—Set,
o’ h 1 12 12 11 11
59 60
20 1=1_L= ,§' = — minute = 1m1— sec.
2 60" 160 59 59

8. Trei ace aritand crele, minutele si secundele se misci pe un cadran
si coincid la ora 12. Si se afle la ce momente
ghiului format de celelalte doua.

al unui ceasornic,
unul din ele este bisectoarea un
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¥ ; 2% 1 2w o 12
R. Vitesele unghlulére sunt o= 900" ni= 36067 W= P
1% ¢ epoca unde acul orelor este bisectoare, w’t4 o t=2 wl-+2kr,
t—= i— =k(59+ E) sec ; 20 acul minutelor este bisectcarea
o'+ w”—2u0 23 ’ 2

683
w i+ 0t=20't+2kr, t=k(1m 1 @ sec) ; 3% acul secundelor este

390

bisectoarea, wi+ w't=2 0w’ t+4+2kr, t=k (30+ ﬁ) sec. k este un
{

intreg oarecare, putidnd lua valorile k=1,2, ... Se mai observi ci

o'=120, 0”=720w0.

159. Miscarea rectilinie oseilatoare (vibratoare) simpla.
S& considerim un mobil M care se miscd uniform pe

; : : 2%
cercul O de razi R si cu \vitesa unghiulari NS

Insemnénd cu 6 unghiul ficut de raza OM (Fig. 57),
cu o raza fixd OA, fie P proectia punctului M pe dia-
B metrul 04, Avem

OP = Rcos 6 = Rcos ot.
Q M

Cand M se miscid pe

cerc si  descrie arcul
A’ L 0 b ABA’, punctul P descrie
segmentul AA’; cAnd M
descrie arcul A’B'A,
punctul P descrie seg-
mentul A’A. Insemnand
B cu x=0P, ecuatia mi-
scdrii punctului P este

2%

Fig. 57.
s

T fiind timpul in care mobilul M face odati ocolul
cercului. Migcarea lui P se face intre A si A’. Fiecare din
deplasirile dela A la A’, sau dela A’ la A, constitue o
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oscilafie simpld si ambele aceste doufi deplasiri conse-
cutive este o oscilafie dubld sau oscilatie complecta.
Punctul P are o migcare oscilatoare pe diametrul
AA'.

Se zice elongafia punctului P abscisa OP=x; aceasta
variazi dela —R la +R; maximul siu R se zice ampli-
ludinea oscilatii. Punctul O, mijlocul lui A’A, este centrul
oscilafiunii. Se alege punctul O ca origine a spatiilor in
migcarea punctului P. Unghiul AOM=uwl se zice faza
migearii oscilatorii a punctului P.

Miscarea oscilatoare este periodicd. In adevir, la in-
tervale de timp egale, ori de cate ori de ex., mobilul M
revine in acelasi punct al cercului, dupid intervalul
de timp T, P se afld in aceeasi pozitie si cu aceeasi
vitesa.

Durata de timp constantd T in care face ocolul
complect al cercului, se zice perioada migcarii oscila-
toare. Frecvenfa este numarul de oscilatiuni complete

efectuate in unitatea de timp. Insemnand cu N acest
1
numir, trebue si avem N.T=1, de unde NZT'

160. Proectia unei miscéri cireulare uniforme pe un
diametru ce trece prin originea spatiilor. Vom considera
mai intai cazul cand la momentul initial {=0, mobhilele
M si P (Fig. 57) pleacd améandoud din punctul A, adici
originea timpurilor coincide cu originea spatiilor, pentru
punctul M. Ecuatia migcirii este

(1) 2—Reos wt,
vitesa si acceleratia sunt

(2) v =—Ruw sin wf,

(3) : 1 =—Ro? coswl.

Inlocuind in v pe R coswi cu valoarea sa 2, obtinem
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(4) NP o

care aratd cd intr’o miscare oscilatoare simpli, = Rcosof,
accelerajia este proporfionald cu elongafia si semnul ne-
gativ aratd cd ea este totdeauna dirijati dela P ciitre
centrul O de oscilatie. Se zice ci O este cenfru afractiv.
Din relatiile (1) si (2), avem
v2
2>=R? cos?uf, E:stinzmt.

Adunand si tinAnd seami ci sin®wf+-cos2wf=1, avem
v? e
B2 1, v—to R,
o2

relafia dinire vitesd §i elongafia x.
De asemenea, din (2) si (3) avem

DR 2 ;i
Eé_f_F:1[{2((:052csot—l—smmzt), :

2 L
V2 12_ =02R?, y—+4o V/szz_vz,
o Gl

relafia dinfre acceleratie si vitesd.

Miscarea considerati este oscilatoare, cu amplitu-

@

dinea R si perioada T=2—:.

Fécand si pentru aceasti migcare oscilatoare simpli
discutia ca si pentru miscarea uniform variati, avem
tabloul urmitor, pentru o oscilatie complectd. Se pot
construi diagramele (Fig. 58), 2= Rcoswt, v =—Ruwsinwf,
Y =—Rw%o0s wt, zle spatiilor, viteselor, acceleratiilor,
care sunt cosinusoide pentru spatii si acceleratii si sinu-
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wl 0 £ - 2
PR Tc —
2 2 i
T 1 3 2n
t 0 S S ot feiible
20 ® 20 ®
¥ —Rw? — o ool & — ~Ho
£ N A ) N
0 — -Ro — o 4+ Re . o
vy - - i e
T B Ny o N R AR e
i retrogradid | retrogradi | directs directa
s accelerati | intarziati accelerata intarziata
xX
A
3
(0]
AI
xl

Segend&: — spa:!ii5 - ———vilese;
Fig. 58.

soidd pentru vitese.

— .- -—-accelerddii

Se vede ci miscarea oscilatoare este

accelerati cand mobilul se apropie de punctul O; in

caz contrar este intarziata.

Vitesa este maxima in valoare

absolut¥, cand mobilul trece prin O sieste nuld in A i A"

N. Abramescu — Algelri clo Vils ed. I1. — 3

14
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Acceleratia se anuleazi in O si este maximum in valoare
absoluta in A si A’

161. Proectia misecirii punctului M pe diametrul BB’
perpendicular pe AA’. Insemnidnd cu Q proectia lui
M pe BB’ (Fig. 57), avem

0Q=y=R sin v,
care este iarfisi o miscare oscilatoare cu amplitudinea R

2
si perioada Tzl.

(O]
Vitesa v si acceleratia y a miscirii punctului Q sunt
v=R cos wl, 1=Rw? sin vf, y=—u2y. Se pot de asemenea

construi diagramele si discuta miscarea ca si in cazul
&= Rcoswl.

162. Proectia unei miseiri ecireulare uniforme pe un
diametru al cercului in eazul cind originea timpurilor
nu coincide eu originea spatiilor. Mobilul M trece in A
(Fig. 59) la momentul t=0, dar deja a parcurs spafiul

MyA =3 dela orignea spafiilor
M,. S& proectam punctul M
M pe diametrul M,M’, care trece

prin originea M, a spatiilor.
< .

A Avem
M OP=gz =R cos MM =
(1]
R cos (wt+ ),

Fig. 59. =R cos (wf+3),
das : dv
b= =¥'=—Rosin(wt+38), Y = — —='=Rw2cos(wl+5)
dt dt
= —w22.

Aceasta reprezintd o miscare oscilatoare (vibratoare).
Spatiul s oscileazd intre —R si R. Amplitudinea este R,
lar unghiul wf4 este faza. Durata unei oscilatiuni
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complecte, dus si intors, este cea mai micad constanta,

care trebue addogati lui £, pentru ca z si v, adica sin(wt+3)

si cos(wl+38), si reia aceleasi valori. Deci

2

i —2m B — ik
(0]

Se pot face aceleasi discufiuni ca In cazurile pre-
cedente, si se pot construi diagramele respective, care
sunt sinusoide si cosinusoide. i

163. Miscarea generald oscilatoare (vibratoare) z=
Acosal+Bsinat. Si ciutim a aduce ecuafia la forma

(5) x=a cos (zt+B)-
Desvoltand aceastd ecuatie, obfinem
x=a cosal cosf—a sin ot sin 8.
IdentificAind cu ecuatia daté
x=A cosat- Bsin «f,
obfinem
(6) acos B=A, —asin g=B.
Ridicand la pitrat si adunand aceste relatii, avem
a’cos*p=A? a*sin*g=B?,
a*cos*3+-asin® 3=A2+B2, a? (cos®g+-sin®g) =A2+ B2,
a?=A2+B?, a:]/A2+Bz_
Din (6) deducem valoarea lui g, datd de ecuatiile
—B —B

’SinBZT:m'

A
(7) cosp= e VW

Asa dar ecuatia generald z=A4 cosat -+ Bsinat se aduce
la forma

@®) z—a cos (at+p), a=|/A*+B%



L

B fiind dat de ecuatiile (7); deci este o migcare vibra-
toare.
Ecuatia (8) se mai poate simplifica, luAnd ca origine a

timpului atunci cand timpul este egal cu —g- Inlocuind

s

pe t cu tl—E, se vede ci daca t;=0, atunci din t=t1—;
%

rezulta i1=—

] |

. Fécand in ecuatia (8) pe t=tl——E, ob-
L o

tinem
T=a cos [a(tl- g) —Hi]:a cos al,,

adicd ecuatia generala x=A cos af-+ B sin af se reduce
la forma

T=a cos at, a:V/Az—f—BZ,

deci reprezintd o migcare oscilatoare, - cu amplitudinea

a=\/A*+B? cu perioada T:E,

o
164 Exercifii. 1. Si se studieze miscarea x=3sin2f. Si se afle
vitesa si acceleratia dupa 5 m.

360\
R. v=6 cos 2¢, dupd 5 minute, u=6cos(2><5><60>< ),

2n
aproape 6cos1779=—15,99 mfsec; ¥ =—12sin2f, dupd 5 minute, aproape
—125in177=—0,628m sec%. Am transformat in grade radianii 2¢ din
3600

ecuatia miscdrii, inmultind cu numirul de grade ce are un radian
13

aproape 579,
2. Si se studieze miscarea T=sin(3{4-4).

i 2r
R. Amplitudinea 1, perioada T =?=2,161, frecventa
1 -
N= ?= 0,467. Diferenta de fazi 4 aratd ¢ in raport cu vibratia

2 i3 4
T=sin3f, cea propusi are loc inainte cu =y (din secundi), cici pentru

t=—0 z—0.

3
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i / ‘
3. Sid se studieze miscarile x:sinﬁ, r=—cos2f.

4. Sa se studieze miscarea x=3sinf4cost. Si se afle maximul vitesei.
R. Amplitudinea a—{/A2-+B? = {/3%4+42 =5. Fazasap =t+§,

3
z=acos(f+ p), din (7) rezulta tg;3=—z, 3=——arctgz; v= 3eost —
4sint este maximum cand acceleratia y =—(3sint{-4cost) trece dela o
e 4 ’ 4 > 3 : 9 +16 "
—, tgf=—-—, sinf=——, cost=—, vitesa maximum 0y =—"-"1—=35.
< g5 5° 5 17575

5. S# se arate cii miscarea rectilinie x=5—2cos?t este oscilatoare.
S&% se determine centrul de oscilatie, amplitudinea, pericada.

R. x variazi intre 3 si 5; luand noua crigine z;=4, si punand
X=I—1‘1=1—26082[=—00521=COS( = --2t), amplitudinea este 2, iar pe-
rioada este =.

6. Si se determine o miscare oscilatoare rectilinie, stiind ca la mo-
mentul =0 mobilul se giseste la distanta x; de un punct tix O, are

vitesa vy, iar durata unei oscilatii duble este T. Aplicatie xy=—1m,
9y=2m/sec, T = 3sec.
R. z—Acoswi -+ Bsinwt, 0——Awnsin®wi - B® coswi; trebue sd avem
2ni T | 2.11_ .
Ty=A, vy=Bw, oT=2r, T=T, COS = + =y sin e numerie,

z=—cos (2,09441) + €,955 sin (2,0944t).
7. Sa se studieze miscarea rectilinie ce are ecuatia

x =t + 2t cost — 2.

R. p—1—2sinf, 7= —2 costsunt periodice cu perioada 2w si

oscileazi a doua intre —2
si 2 si prima intre —1 st
3. Acceleratia schimba de

!
semn pentru {= (k+§) =

si vitesa pentru sint = E’

&au+n%ga%+m%

Diagrama este o curba
sinusuidald oblica, cuprinsi
intre dreptele paralele x={,
x=1t—4 (Fig. 60), pe care
le atinge prima la momentel

(Fig. 60.
e t—2kr, a doua la timpurile t=2k+1)rx.
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8. Se considerd miscarea rectilinie
x—e—*! (Acosw f + Bsinw ),
A, B, w, k fiind constante. Si se arate ci momentele unde vitesa este

s s v . w .
nuld formeazd o progresie aritmeticd cu ratia o lar abscisele cores-

km

punzitoare fac o progresie geometrici cu ratia —e © . S¥ se arate apoi

¢l miscarea se compune dintr’un sir de oscilatiuni cu durata constanti,

dar cu amplitudini care tind ecitre zero. Aplicatie pentru x=e’sin2t.
R. A se vedea exercitiul 11 dela No. 109.

165. Misearea relativi. Compunerea viteselor. — Cind
zicem ci un corp este in repaus sau in miscare, se inte-
lege cd acest repaus sau miscare au loc in raport cu alte
corpuri considerate ca fixe, numite de reper. Cum cor-
purile la care raportim miscarea sau repausul nu sunt
fixe, céci toate impreuni cu Pimantul se misca, urmeazi
cd ideea de miscare este relalivd, si totdeauna trebue
Spus care sunt corpurile in raport cu care se defineste
repausul sau migcarea. De ex., o persoani care este pe un
vapor ce se migcd pe un fluviu este in repaus fata de
vaporul in care sti, dar este in stare de miscare fatd
de tarmul fluviului.

Deci, miscarea unui punct este un fenomen relativ,
care depinde de sistemul de comparatie la care se ra-
portd pozitiile succesive ale mobilului. ,

Asa fiind, sa presupunem ci# se cunoaste migcarea
unui punct M in raport cu un sistem de comparatie
(S) si voim a studia migcarea punctului M in raport
cu alt sistem (A), cunoscand migcarea sistemului (S)
in raport cu sistemul (A). Cum ar fi de exX., un vapor
care se misci pe un fluviu, si vrem si studiem migcarea
ur}ei persoane in raport cu tarmul fluviului, cunoscand
migcarea persoanei pe vapor.

Miscarea punctului M in raport cu primul sistem (S)
se zice miscare relativd, iar vitesa in aceastd miscare,
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se zice vitesd relativd ; vitesa sistemului (S) in raport cu
(A) se zice vifesd de antrenament; vitesa punctului M
in raport cu sistemul (A) se zice vilesd absolutd.

Fie C traectoria descrisd de mobilu! M (Fig. 61) in
raport cu sistemul de comparatie (S). In timp ce mobilul M

descrie aceastii curbi C invariabil legaté de (S), sistemul
(S) se deplaseazi astfel ci la momentul mobih.xl',‘ siste-
mul de comparatie si traectoria sa ocupa pozitiile M:
(S) si C, pe cand la momentul urmitor +Af, ele’ ocupd
pozitiile M;, (S,), C,. Deplasarea rezultantd a mob11}1_1111
este MM,, iar mobilul merge din M in M, descriind
curba C, care este traectoria miscarii rezultante.

Fie M’ pozilia ce ocupd la momentul ¢-+Af punctul
sistemului (S) cu care M era in coincidentd l.a Amomentul b5
M'M, este deplasarea relativii a mobilului in raport cu
sistemul (S,); MM’ este deplasarea de a{ltrengmentl.
Vectorul MM, este rezultanta vectorilor M'M,; si MM',

care se noteazi vectorial

— = rig )
MM, =M'M, + MM'.
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Impartind cu :At, avem

- — —
MM, MM, +M !
AL T A At

S& luim pe dreptele MM;, M'M,, MM’ vectorii

it I\ MM
> MM, . MM MM
W, = e W= Ry W, — et care sunt res-

pectiv’ vitesa mijlocie a migcirii rezultante, vitesa mij-
locie a miscarii relative si vitesa mijlocie a migcérii de
antrenament, Primul din acesti vectori este rezultanta
celorlalti doi si avem egalitatea vectoriald
— — —

(1 W.=W,+W,.

Dacii At—0, punctele M" si M; se confundd cu M,
curba C, se confundd cu C, cei trei vectori precedenti

> > o

tind respectiv catre ‘vectorii V,, V,, V, cu punctul de

—
aplicatie in M (Fig. 61), si sunt vitesa V, a migcéril

—
rezultante la momentul , vitesa relativa V, si vitesa de

- .
antrenament V,. Deci trecand la limita, din relatia (1)
deducem egalitatea vectoriala

> > >

Vel AT

—

adica vitesa V,in miscarea rezultanti este rezultanta
- . _> -*
vitesel relative V, si a vitesei de antrenament V, a
punctului M.

Acesti trei vectori sunt respectiv dirijafi dupa
—>
tangentele In M, primul V, la traectoria migcérii rezul-

- .
tante, al doilea V, la traectoria relativi C, al treilea
-

V., la traectoria punctului geometric al sistemului (S)
cu care punctul M coincide la momentul ¢.
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Deci vitesa ' fn' misc: rea rezultanti este rezultanta
viteselor relative si vitesei de antrenament; ea este
diagonala paralelogramului censtruit cu vitesele rcla-
tivd si de antrenaine t.

_ 166. Aplicatie la compunerea misedrilor. — Fic punztul
M (Fig. 62) ce are dcodetd migcarea uniforma dealungul
dreptei Oz cu vitesa v,=MV, si dcalungul luzi Oy miscarea
uniform cu vitesa p*=MYV,. Punctul M se miscd dca-

RIS

._._>.Ve

Yefaa=o Vi

T T AT

Fig. 62. Fig. 63.
jungul. diagonalei MV, a paralelogramului construit cu
MV, si MV,, ca §i cum ar avea vitesa MV, =0,.

167.Ezemple.— 1. O barci trebue si traverseze un rau de lirgime L
Vitesa sa este v,, iar aceea a apei este . Sa se afle : 1%in ce punct
va ajunge pe celalalt {arm al raului, dacd se indreaptd perpendicular
pe rau; 90 in ce directie tiebue si fndreptam barca pentru ca raver-
sarea sa se faci perpendicular pe rau ; 30 in ce directie trebue indrep=
tata barca pentru ca si ajungi intr’un punct determinat pe celdlalt
{arm (Se considera cid barca ar fi ca un punct ma erial).

SN A )

Va———)VE

Fig. "64a ' Fig. 65.

19 Dac# apa ar fi imobila, n’ar fi migcarea de antrenament, distanta
l : ;s
AB (Fig. 63) ar fi parcursa in — secund . In realitate, la sfarsitul
r
l

» ’
acestui timp, barca se giseste in B’, astf 1 ca BB =0, ;r
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20 Fie AB directia ciiutatd, ce face unghiul o cu perpendiculara
(normal#) pe rau (Fig. 64). Avem
Vrva De

sino. = 5
AV, v,

Problema e posibili daci v, <v,. Cind v,=v,, x=90%, barca ar ri-
maéane nemiscata.

30 Pentru a ajunge in B (Fig. 65), trebue ca vitesa rezultanti si fie
indreptata dupid AB. Se cunoaste unghiul BAV, si vitesele v, siv,;
trebue a rezolva un triunghiu cunoscind doui laturi si unghiul opus
la una din ele. Pot fi, nici o solutie, una sau doua solutii ; cazul a dou2
solutii inseamni ca pentru a ajunge in B, putem indrepta barca sau in
directia AV, rsau in directia AV:

186. Exercitii. 1. Un rau are o vitesd de 0,50m/sec, iar un vas care
merge pe acest rau are o vitesa proprie de 12 km/ora. Cat timp va trebui
acelui va s ca sa parcurga distanta dintre dou# orase situate pe marginea
acelui rau si departare cu 30 km.

R. Daca vasul merge in josul apei, vitesa rezultantd a lui
este suma vitesei relative (proprii) a vasului si vitesei de antrenament
a curentului, iar daci merge in susul apei diferenta lor. Avem 19 p=12

. 30
-+0,0005 x 3600=13,8 km/ora, T=—1— aproape 2 ore 10 min.;

>

30
20p —12-—0.0005 x 3600=10,2 km/ora, T=——=2 ore 56 min.

>

2. Doui trenuri merg in sens contrar, unul cu vitesa de 40 km. pe ori,
iar celalt cu o vitesd necunoscuti. Si se determine vitesa trenului al
doilea, stiind cd o persoani din primul tren a observat ci are 40 va-
goane, care impreunid cu locomotiva au o lungime de aproape 210m,
si ci trecerea trenului al doilea, prin fata voiajorului care face obser-
vatia, a durat 12 sec.

R. Insemnand cu » si v’ vitesele celor doud trenuri, vitesa re-
lativa p; a trenului al doilea in raport cu observatorul din primul tren,

210 40000
12 3600

210
este suma viteselor vy =00’ si 1)1:—1—2——. Deci v'=Dl— =

=6,39 m/sec. =23 km./ora.

3. Dela Briila la Sulina vapoarele de pasageri ale Navigatiunii Flu-

viale Romane, fac in afard de timpul de oprire, 7 ore, iar dela Sulina

la Briila 83 ore. Distanta Braila— Sulina fiind aproximativ 150 km,

sa se giseasci vitesa mijlocie proprie a vapoarelor si vitesa mijlocie 3
Dunarei.
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R. v si ¢’ fiind vitesele proprii mijlocii pentru vapoare si pentru

758,10

Duniire, avem v+u’=ﬂkm/or§, v.—v':is—okm/orﬁ s u=75(—1—+ : )
7 8,75

=19,3 km/or#, »'=2,14 km/ord=0.60 m/sec.

4. Doué puncte se misca pe aceeasi axi, astfel ci la momentul ¢ absci-

sele lor au ca expresii 51=312+5t+6, 32=612—5t—|—4. Si se afle vitesa

relativd ]Ja momentul cand distanta lor este maximum sau minimum.

R. d=so—s;=3(2—10t—2 admite un minimum cAnd fo=—-.
3

Vitesele mobilelor sunt v1=610+5, vz=1210—5, jar vitesa relativa este
Uy—13=6,—10=0, cici in acest moment vitesele lor sunt egale si de
acelasi sens.

5. Revolutia sinodici a Lunei, datad prin observarea eclipselor, fiind,
in zile solare mijlocii, 29,53, si revolutia siderald a Pamantului de 365,256,
si se afle durata de revolutie siderald a Lunei.

R. z liind durata revolutiii siderale si @ deplasarea unghiulara
4 Pimantului in jurul Soarelui in timpul revolutiei sinodice, avem

x 29,53 o 21 2tt+ao
2w - 2nto 20,53 365,356 394,786
365,256 ]
2=929,53 X ——— — 27,322 zile.
394,786

6. O barci traverseazi un rau de lungimea [=40m. vitesa sa este
2m/sec, iar vitesa apei 0,50m/sec. Sa se afle: 10 In ce punct si dupa
ee distantd va ajunge, daca indreptim barca perpendicular pe tar-
murile paralele ale raului; 20 in ce directie trebue si fie orientata barca,
si in cAt timp, ca traversarea sa se faca perpendicular la tarm ; 30 ince
directie trebue indreptata barca, pentru ca plecind din A sd ajungi
in B pe celalt tarm, astfel ca unghiul dreptei BA cu tdrmul lui A sd fie
de 40' 30°. -

R. 1% Insemnand cu ve §i vy vitesa de antrenament a raului si
vitesa relativd (proprie) a barcii (Fig. 63), timpul in care se face tra-
versarea este—l— = —42-(-)_—.20 secC., BB’ =-20x 0,5=10m, drumul parcurs

Ur

de barci este AB =\ 4024102 _41,23m. 2° Avem (Fig. 64) sin B'AB=

1 ¥
Pe 2 _ © jar B'’AB—14928" este inclinarea pe verticala BB’
4

ce trebue si dam biarcii spre a traversa perpendicular raul si vitesa
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rezultanti este ra—AV, =¢ AV2—AV.2 =1,93 m/sec., durata traver-

sdrii este 40 AV,=20,7 sec. 30 In triunghiul V,AV(Fig. 65) se cunoaste
unghiui V,AVe=40930' si laturile AV, =0e=0.5, VeV2=AVF=p,.=2m;
avem numai o solutie, 2: sin 40%30°=0,5: sina, &=VaAV,, sing=

1 -
7 sin 409307, ¢x=9% 19’31”, barca si faci cu tirmul de unde pleacd

unghiul 40"30"49019/31"/.

7. O persoani merge pe stradd cu vitesa 2m/sec. in timpul unei ploi
care cade vertical cu 1,40m/sec. Ce directie trebue si dea umbrelei ca
sa fie cat mai bine aparat de ploae.

R. Bastonul umbrelei trebue
sa facd cu verticala (Fig. 66)

il s i
unghiul ¢, lgot= — = —,V
s : Vi el 4’ E
fiind vitesa de antrenamenta
persoanei si V, vitesa absoluti
Fig. 66. a picaturilor de ploae ; bastonul

umbrelei are directia vitesei

relative V, rezulranta vitesei Vg si a unei vitese egali si direct opusa

- S ->
€u a voiajorului, V; =V, —Vea:a — 559,

8. Un cilindru gol are bazele sale de hartie ; el se invarteste in jurul
axe sale cu o miscare uniformi. La un moment dat un glont de pusca
stribate cilindrul paralel cu axa lui : razele care trec prin centrele celor
dou# giuri ficute de glont in bazele cilindrului, fac intre ele unghiul ¢.
Sa se deducd vitesa glontului, presupunand ci ea este constanti in
timpul cat glontul stribate cilindrul. Aplicatie cand cilindru face 80
rotatii pe minut, lungimea lui este de 1,20m., =30,

R. Fie { lungimea cilindrului, o si v vitesa unghiulara a cilindrului

27t X 80
si a glontului; avem l=0t, =, u=lﬂ; numeric, v — 1,20X" 60
£ 27 x 3
360.
=192 m/sec.
LITE LVERIFIOAT
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