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PREFAŢĂ 
„ Primele capitole ale acestor lecțiuni -conţin, expunerea proprielă- 

jilor-generale ale funcţiunilor analitice de două variabile complexe, 
deduse din expresiunea lor în serii de puteri și din teoremele lui 
Cauchy asupra integralei unei funcțiuni de 'variabilă compleză.- Un 

“capitol este consacrat proprietăţilor generale ăle Juncţiunilor al;e= 
Lrice de o variabilă, cuprinzând teorema lui Puiseux, relativă la se- 
paraţiunea ramurilor:în domeniul unui punct critic. Se introduce, în 
acesie lecțiuni, noțiunile cele mai simple relative: la suprafeţele lut, 
„Riemann şi la studiul juncțiunilor uniforme pe aceste. suprafeţe. 
Se face studiul integralelor eliptice. aduse la formele normale clasice 
şi se demonstrează, teorema celebră. a lui Abel, relativă la adițiunea 
integralelor eliptice de speța întâia, - | i i 

- In capitolele următoare se studiază funcțiunile eliptice, Această 
parte -a fost litografiată. în anul 1911; ea apare aci mai -complectă * 
decât în prima edițiune. Plecând dela integrala eliptică de speja! 
întâia, a cărei inversiune se efectucază, se deduce existența funcţiu- * 
nilor uniforme dublu periodice. - Se adoptă, că: purict de plecare, 
funcțiunea cu ă lui Woeierstrass, de unde se deduce funcțiunea pu 
şi derivata ei p'u. Cu ajutorul acestor elemente se: conșiruește efectiv 

"o funcţiune eliptică oarecare. Tabla de: maierie indică chestiunile tra. 
"tâte. în acest curs, a E - - 

. «Casei Școalelor), care a avul bunavoinţă a dispune tipărirea 
acestui volum, ezprim adâncă mea recunoștință.  - E 

Editurii «Cultura Naţională» datoresc' mulțumirile mele pentru 
atențiunea. susținută în tot timpul tipăririi acestor Lecţiuni. 
„D-lui Înginer A. Froda, care ma ajutat la 'revizuirea corectu-" 
rilor. şi. d-lui Inginer E. Abason, la desenarea figurilor, exprim viile. 
-mele mulpimiri. . - 

S



i TABLA DE MATERIE Sa Ia 

ae „CAPITOLUL E, 

| Aaa Funeţiani analitice de două variabile. ai - E - ai , i o Dag 
  

$ 1—21. Domeniul unui punct reprezentat prin două variabile complexe. 
Serii de puteri; .cercuri de convergenţă. asociate. Serii întregi.» Seria 
Taylor. Prelungire analitică. — Extensiunea integralei lui Cauchy la o - 
funcţiune de două variabile. — Teoreme generale: asupra funcţiuniior 

; analitice de două variabile, olomorie întrun câmp dat. Puncte singulare, * 1. + 

3 e CAPITOLUL II, 

a _]__ Funcţiuni algebrice, . . -- 

„ $-29—34, Definiţiunie. Ramurile unei funcțiuni algebrice.- Permutarea ra- 
murilor în domeniul unui punct critic (pânct de ramificaţiune), Deter- 

„.minarea ciclelor relative la un punct critic. Metoda lui Puiseux. Pro- -. 
-  prietăţile caracteristice ale funcţiunilor” algebrice” de o variabilă „25, 

, . 

CAPITOLUL IIL.- N Ra 
$ 35—36. Exemple de Puncţiuni algebrice. II = 46 

"CAPITOLUL 1V, 

„Suprafețele lui Riemann.- =. _! 

- 8 37—39, Generalităţi. Construirea unei suprafeţe Riemann pentru o func- - 
ţiune algebrică dată. Tăieturi sau Linii de trecere dintre foile câri for> 

mează suprafața. Exemple particulare, Cazul general .., .. 60. - „. . 

om CAPITOLUL V, 

„- Puncţiuni uniforme pe. suprafeţele lui Riemann. - _ 

-$ 40—58.: Punct analitic. Domeniul. unui punct pe suprafaţa T. Expre-- 
”siunea funcţiunii în domeniul unui punct al supraleţii. Desvoltarea în 

“serie” în domeniul unui punct de ramificațiune, Teorema lui Cauchy.
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- a Dia Ia _ Pag. 

pe o suprafaţă a lui Riemann. Teorema relativă la suma reziduurilor i 

unei funcțiuni uniforme care, pe toată suprafaţa T, are un număr limitat *. 

de singularităţi. O funcţiune olomoriă pe suprafaţa T este 'o constantă. 

Funcţiuni raționale 'peisuprafaţa T. Ordinul unei asemenea funcțiuni . 67 

- a CAPITOLUL VI,- 

Funcţiuni raţionale pe o suprajaţă T cu două foi, 

59—66. Forma sub care se poate pune o asemenea funcţiune. Ordinul 

minimum al unei funcțiuni raţionale pe suprafaţa 'T în cazul când 

_ numărul punctelor de ramificațiune ale suprafeții este > 2. Exemple _ 

de funcțiuni raţionale. Coneziunea suprafeţelor T. "Conexiune simplă . 

şi conexiune multiplă. > Transformarea - suprafeței T cu conexiune 

multiplă într'o suprafaţă 'T' cu conexiune simplă (conturul suprafeţei) : 

Exemple et 79 

u
n
 

a CAPITOLUL VII 

Integrale eliptice. . Se 

$ 67—74. Reducerea integmlei la elemente simple. Cele trei speţe de in- 

„tegrale eliptice; Multiplicitatea valorilor integralelor eliptice. Modul de - 

periodicitate (perioade). Determinarea perioadelor .. . i ci. 90 - 

a. - 

CAPITOLUL VIII. 

a Integrala eliptică de speța 1: 

$ 75—814: Perioadele integralei determinate. de un -sistem dat de tăieturi 

.. ale suprafeţei T (conturul suprafeţei T'). Raportul perioadelor este ima- =: 

- ginar, Schimbarea sistemului de: tăieturi și transformarea corespunză- 

toare a perioadelor e e eee ee ae 99 

CAPITOLUL IX, - 

! Teorema lui Abel 'peniru adiţiunea integralelor eliptice de speța IL 

85—90. Demonstrarea acestei teoreme. Diterite forme sub cari se poate 

enunță teorema lui Abel. Aplicaţiuni. Ecuaţiunea lui Euler ae 109 

W
N
D
.
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CAPIOLUL N _ 

“Transformarea integralei eliptice de spieța i prin substiaiuni lineare, 

91—105. Substituţiuni lineare. Invarianţii polinomului de gradul al pa- 

“trulea. Reducerea integralei la : trei. forme normale. Forma normală -a 

lui WVeierstrass.. Forma normală a lui. Riemânn. Forma normală a lui 

Legendre «eee ee 118 

P
P
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RE - a O TÂBLA DE MATERIE vo 
CAPITOLUL XI. i: 

ii i | Inversiunea integralei de speța 1. rue 
pi “ş 106—110. Funcţiuriea inversă a integralei II . aa . . 7. - 

, . „fI - - " . _ E ÎN a aa - dz si - DDR a - : . u= ue o Pe 
E pi - a Zo* E DR a a Pag. 

R(2) fiind un polinon ge gradul 3 sau &,- este 5 funcţiune uniformă * - 
E "dublu periodică. Reprezentarea conformă a suprafeței T' pe'planul (u) - 

printr'o: integrată eliptică de speța 1, Reprezentarea: conformă -a unui! E 
semiplan (2) pe un dreptunghiu în planul (1) printr'o integrală a lui .. . 
Weierstrass, în cazul când rădăcinile ecuaţiunii -R(a) = o sunt reale . 135 

A “CAPITOLUL XII. 
35 NR a A Funcţiuni dublu periodice. i i 

„3 111—135. Funcţiune eliptică. “Reprezentarea geometrică a .periodicităţii - 
duble, Paralelogramul perioadelor. Perioage primitive. Nu există func-: 

 ţiune întreagă dublu periodică. Ordinul unci: funcțiuni eliptice. Ordinul 
pi minimum este 2. O. funcţiune analitică uniformă de o:variabilă nu ad-... 

mite mai mult decât două perioade 'distincte. Transformarea ; perioa-, po 
delor. Teorema asupra sumei reziduurilor, Teorama asupra” numărului . , 
zerurilor şi al polurilor. Relaţiuni dintre suma zerurilor şi.suma polurilor! . .  ...: 

- într'un paralelograri de perioade, Analogii între proprietăţile funcţiuni- 
lor raţionale pe suprafaţa T cu două foi și & puncte de ramiticaţiune şi . 

- proprietăţile funcţiunilor eliptice într'un paralelogram de perioade. dh 

„2 CAPITOLUL XIII, o 
i, Funcţiunile ou, tu, PU 

2 $ 186—172 Funcțiunea au definită printr'un produs dublu. Funcţiunile 
tu, pu definite prin serii duble. Seria dublă a derivatei p'u. Dubla perio- 

: dicitate a funcțiunii pu. Ecuafiunea: “diferențială a funcţiunii'pu. In- » 
“variauții g2, ga. Desvoltarea funcţiunilor pu; Cu, ou în domeniul u = o, — 

a Definiţiunea funcţiunii pu prin invarianţi. — Mărirea argumentului u_, 
cu o perioadă în funcțiunea fu. Cantităţilo 7, 17, 173. Relaţiunea lui Le- 

"-gendre, Mărirea „argumentului u cu 'o perioadă în funcțiunea cu. Ex- 
- presiunea funcţiunilor eliptice prin funcțiunea ou. Formule de adiţiune 

| pentru funcțiunile fu, pu. Expresiunea funeţiunilor eliptice prin Îunc- , - 
ţiunea fu. Orice funcţiune eliptică se poate: exprimă printr'o' funcţiune. - 

.waţională de pu şi p'u. Orice. funcţiune eliptică admite o: teoremă! de | 
„adiţiune algebrică. — Integraţiunea funcţiunilor eliptice .î. . 162 - 

“CAPITOLUL XIV. a 

, 

Multiplicaţiinea' argumentului luncţiunii pu. aa Pa 
Ş 173—174. Expresiunea: p2u. Funcțiunea Pn (u): Formule generale pentru * -. 

2 - -eXpresiunea nu. ea nea 204.
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CAPITOLUL AV. 

„Relaţiuni algebrice între ficțiuni “liptiea, Ecuaţiune algebrică intre o o pune- —Ţ- 
_fiune eliptică şi derivata sa. 

.$.175—182. Intre două funcțiuni eliptice, Cari au un sistem comun de pe= : 
- rioade, există o ecuaţiune algebrică” cu coeficienţi constanţi: Orice func-" 

țiune eliptică satisface o ecuaţiune diferenţială de ordinul întâiu cu coe- 

dz - ficienţi constanți. Forina necesară a ecuaţiunii diferenţiale F 7, îi di] > e 

pentru ca z'să fie "funcţiune eliptică de u. Cazurile, în. cari „integrala E 
dan ccuăţiunii binoame me (35) = f (a), este o Îoneţiune eliptică... .,: 206 

i a a “cărora XVI. | m 
Puneţiunile, o cu îndici, Funcţiunile eliptice ale lui Jacoi: * 

$ 183—211. Funcţiunile dau, (a=1, 2, 3). Mărirea ariumentului cuope- - 
ioadă. Mărirea argumentului „cu jumătăţi de perioade. Expresiunea 
iuncţiunilor gau prin produse duble, „Transformarea funcţiunilor cau 

_când se înlocuese perioadele date prin "perioade echivalente. Determi- 
narea radicalelor Va e ea . “Relaţiuni algebrice între pătratele func: 
ţiunilor. o. Raporturile tuncţiunilor CĂ Funcţiunile eliptice ale lui Jacobi. 
Ecuaţiuni diferenţiale, „Desvoltarea integralelor . 

- N E 1 
a i i - o” k . - 

- R = a E Pa i - aa jr Ut). „A Via) Uz . - 1.7 

după puterile modulului h. — Formule de adiţiune pentru “funcțiunile Ă 
snv,. cnv, no emma DIZ 

“CAPITOLUL XVII. 

Eapresiunea. funcțiuni. țu, pu prin. serii de funcțiuni simplu periodice. .. -* 
Funcţiunile cu, dau. exprimate prin produse de .Juncţiuni. simplu periodice, 

Ş 212—921: Transformarea seriei duble a funcţiunii fu în serie trigono- - 
metrică. Seria trigonometrică a funcţiunii -pu. Produsele trigonometrice 
ale Iuncţiunilor 0.— Valorile funcţiunilor o pentru jumătăţile de perioade. 

"Determinarea adiealelor Vaza a” Va Ie eee 038 

CAPITOLUL XVIII. i ae 

Funcţiunile 2(v) ale lui Jacodi. | IE 

992-944. Seria 2,(v) dedusă din “funcțiunea ou. Funeţiunile dv), 
9 (v), 2 bb). Expresiunea funcţiunilor 86) sub formă de serii şi de 

$ 

n. N 7 - 2 Pag



„produse, Mărirea argunientului p respectiv cu 

ME "TABLA DE MATERIE 

8 

„ diferenţială. Exptesiuneă radicalclor V Ip Va 

7 
— 

2—. prin  lumeţiunile 
ze 

3 
1+z 

9 - 

2 K- 

x 
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“Ecuaţiune | 

2 

9. Expresiunea invarianţilor fa 2os JI prin  tonoșiuile 9. Exptesiunea' 
funeţiunilor o prin funcțiunile 9. Expresiunea iuncţiunilor sn, cn, dn 
prin funcțiunile 9.— Transiormarea lineară a funcţiunilor 3 (»). Trans- 
formarea: îuncţiunilor sri, cn, dn „prin substituţiuni lineare de perioade.” 
— — Observ are asupră diferitelor notaţiuni ale funcţiunilor 2 

To. 

Puncunite eliptice de. speța II şi de spela II. 

Ş 245 

CAPITOLUL XIX, 

. „255 

301. Proprietăţi gonerale: ale funcţiunilor eliptice de speța II. — 
Funcţiuni eliptice de speța III. Ordinul funcţiunii. Funcţiuni de speța III 
întregi. Caracteristice. Relaţiuni între funcțiuni de- speța III întregi de 
acelaş ordin și i aceleași caracteristice. Aplicaţiuni 

cxierotur xx 

- Degenerarea puncțiunilor” eliptice, 

_. 281 

„o 

262-973, Degenerareă considerată relativ la crioade: "Una din crioadele $ P p 
devine infinită, sau amândouă, Degenerarea considerată relativ la anu- 
Jarea. discriminantului 4... 

D 

$ 274 —289, I. 4>0. Există un dreptunghiu de perioade primitive Po, 204). 

A CAPITOLUL XXI: 

„ Puneţiunea „pu cu invarianţi reali.” 

Variaţiunea funcțiunii. pu şi a derivatei p'u dealungul dreptunghiului- - 
(0045 cs). Valorile lui 1 pentru cari pu şi p'u sunt reale împreună. 
II. 4<0, Există! un romb 'de perioade primitive. Valorile Lui z pentru - 

„cari pu şi p'u sunt reale amândouă. — Variaţiunea | funcţiunilor sn, 
“cnv, dnv dealungul dreptunghiului (K, iK). Reprezintare. conformă. — 
„Funcţiunile pu, du, cu în „ cazul când unul din invatriaţii 3 & este nul. 302 

OT 

“CAPITOLUL, XXII. 

. 

.$ „290-302. Integraţiunea ceuaţiunii : 

„ „ [dr 

po Adu js 

Problema Insersiunii Integrale eliptice. 

Prin aplicarea unei substituţiuni” lincare, X fiind un polinom de z de : 
". gradul 3 sau 4. — Altă metodă. Rezoluţiunea ecuaţiunii de gradul : al 
patrulea. —, Integrale: eliptice rc. 

. 

. „3897
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Pa CAPITOLUL, XXIII, 

, SN Transforinarea funeţiunilor eliptice, 

$ 303-320. Problema! generală a“ transformării. Transformarea rațională - 
de un grad n. Transformare de gradul al doilea: Transformarea Landen, - 

_ Transformarea Gauiss. Transformarea de gradul al doilea prin care se re-" 
“duce cazul diseriminantului A<0 la „cazul: d>0. PP 

II „. CAPITOLUL try 

Problema Diviziuni,” 

$ 321—925, Ecuaţiunea diviziunii argumentului funcţionei pu : printr” un 
număr întreg n. Diviziunea prin 2; — Ecuaţiunea “diviziunii perioadelor, 
funcţiunii! pu, Diviziunea. prin 3. — Diviziunea prin 2 a argumentului 
funcţiunilor snv, cnv, dn, 

a „CAPITOLUL. XXY, a 

Calcul. „numeric a puicțiunilor eliptice, 

326—337. Perioadele fina. date, se poate alege, un sistem echivalent. 
prin, care valoarea absolută a cantităţii q=eitt să fie cea mai mică posi- 

„bilă. Calculul Tuncţiunii prin seriile 9. — Invariaţii fiind daţi, avem 
;valorile modulelor k, A”. Calculul lui q prin k sau 4'; sau în funcţiune 

  
  

de una din cantităţile - . e ae 

Ea - VE VE 
14/14 Va - 

— Caleulul integralei de speța Li. aa 

CAPITOLUL XXV. 

Lie Aplicaţiuni geometrice. 

- $ 338-358, Cubica plană. Teorenie generale.” Cazurile 4>0, d<), — 
. Leinniscala. — Teorema Poncelet. eee eee. 

CAPITOLUL XXVII. 

Funcţiuni modulare. 

  

-$ 359—409. 1. Perioadele integralei cliptice a _ 
i ă > i . 2 | , 

. dn . ÎN MI u= Va E , 
2V'z( (1 a) 1-12) i 

o , Ma 
considerate, ca funcțiuni de modulul 4 al integralei. Ele sunt funcțiuni 

359 » 
7 

olomorfe în domeniul oricărui punct ÎzE0, 1, e. Variaţiunea perioadelor. 
„în domeniul punctelor 4=0, 4=4.
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— ” TABLA DE MATERIE 

II. Raportul 7 al perioadelor privit ca funcțiune dei și, viceversa, 
2 privit ca funcţiune de 7. ! - a 

III. Substituţiuni modulare. Grup zăodular. Grupul Gal funcţiunii 4. 
_Reprezintarea funcţiunii A. (7) pe scmiplanul 7>0. Domeniu funda- 

XI 
Îi Pag. 

mental. — Substițuţiuni modulare de speța II.: Giupul modular ampli- - 
ficat G. Substituţiuni modulare de speța II periodice, Linii de simetrie. 
pmpărțirea semi planului £>0 în domenii fundamentale ale funcţiunii 
Î (7). - 7 

IV. Grupul modular Ț (7). Grupul G este un subgrup invariant al 
grupului Ț. Funcțiunea modulară J(7). Grupul ampliticat T. Liniile .. - 
de simetrie corespunzătoare. Domeniul fundamental al îuncţiunii I(0). 
Reţeaua odulară, Funcțiunea J privită ca. funcţiune de 7. Reprezin- 
tarea  funcţiunii J pe. planul - (1). — Funcțiunea inversă 7 (J) 

pa 2 x 

CAPITOLUL XXVIIL. - 

Teoremele D-lui Picard, 

410—413, 1.0 funcţiune întreagă” primește orice. Valoare finită. excep- 
tând poate una singură. 

„ 401 

II. O" funcţiune uniformă, având un. număr Garecare de poluri și un 
singur. punct singular esenţial z=co, „primeşte orice vâloare finită, 
exceptând cel mult două valori finite. 

III. O funcţiune uniformă Î(2), care "admite “un punct “singular: î- 
esențial o, primeşte, în domeniul âcestui punct, -0 infinitate. de ori, | 

„orice „valoare, „exceptând cel mult două valori, printre cari una 
poate Bee ere o. [1 . . . .. 

NOTAT | a 

„453 . 

Despre juneţiunile. uniforme cari admit o teoremă de ddițiune albebrică. act 
- 2 Pi 

S 

Sa „NOTA, 
S - [ . - : 

„Despre Wransjormarea juncţiunii modulare Je) prinir'o eubstiiugurie de - 

un grad >1, ta e Tae e e . .. . 

NOTA UL. i -, 
Multiplicaţiunea compleză ... Aa RR | 

. NOTA IV, 
- 

“Seria Xa nu se prelungeşte i în afară din cereul său de conve ergenţă 
o. 

163 

469



 BRRATA VOLUMULUI 1. 

  
  

Pag. 1 linia e Inlocde! - "Citeşte -" 
19 18 AB. DA 2B - 
85 d 5). | (10) 
87 "Nota , _Ase adăugă ($.171) - 
96-47. aaa i. “ apa 

| 99 Îi prin ata e, Prin, area 
„109 6 (de jos) am i | 

115. 46 aj o: E 
„122 41 (de jos) a se .adăugă linia: uâul din ele ar. fi pre- 

lungirea celuilalt (20 $ 331): ceeace este imposibil ($ 138). 
196 7 pr. E p<r i 
130 (Ş 172). Acest paragrai trebuie. înlocuit, prin “următorul: .. 

$ 172. Fie z=€-+i, [(2) )=u(6, 2) -+io(£, m), u şi v funcțiuni 
reale “de variabile reale £, :).' Valoarea mazimă -a Juncjiunilor 

ul, 1), p P(£, 9), în domeniul punctului 20 =Eo to nu este atinsă 
decăt pe cercul Jz— ar: . 

In adevăr, din egalitatea . pe 

a =[(ad) = = (So, 19 + iv(6o, 70) | 

| „rezultă | (6) ), 8, Ş 1414] egalităţile, Sa | ” 

„ ulto mezi in vf m)= A er dp. 
Fie A mâximul funcţiunii us, :) și B maximul funcțiuni P(£ 7) 

“în « cercul jz— z=r; din egalităţile. precedente rezultă „inegalităţile 

“ua o) <A, oa SE ei i | ă 

“Notă. „Nici una din valorile u(Ep, 70), v(£o; 20), nu poate îi egală cu. ma 
ximul respectiv fără ca funcțiunea u(€, 7) sau v(£, 4) să 'se reducă la o con-  - 
stantă, Vom -vedeă mai departe dacă una din aceste funcțiuni este o 'con- 
stantă, rezultă că:şi. cealaltă este constantă și prin urmare f/(2)=ctă,
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“Citeşte | - 
Pag. linia - - i In loc de i 

„4184 formula (9) fm (2) -. A (o): 
| 142 Nota -- mzen! mn 

143 5(jos): ok a 
ua lei azi 
„148 - 8 (jos) - |zi<l 23 

„2 14810 (jos) „jz]<i. las. 
- 163 -- 3 (jos) o fig. 12 "fig? 3 
AGA e d fig. 48 fig. 14 

2464219 (jos) fig. 14 „fig. 15... 
164. 11 (jos). e<0 - Za 

165 2 | p<0 =0 
167. 47. în loc de (172 ) (op) aie ) e 

IN ne se citeşte .(1—12) (rep 2p. 
167. „ - | AZ 251 
169 . 2 (jos) - cel ceea 

„17340 pai pall=y i da . dz “: 
- 173 - 14 (os) RO. dp 120, 4 pl 

180 „9 fig. 1 fig. 20 a 
180 ul omb |anc amb | anc... 
180 „12. omb. amb 
181 1 and “end 
183 10 "—m pi m 
ID fig Ma) (oa) 

192 1 osie 
194. 44 (jos) - parte uhui | “parte, unui 
190: - 7 "P (2— 20) P, (2— 20) 
197. A se adăugă după a doua linie: Să. „mai considerăm seria - 

zn 
ă Ta care se poate scrie” - 

a n aria Na 
Z 25| 2 dz = (1 Saam foe =a) ae a 1 pr 1.1 Jp- 2 
  

  

NE „lo | E , . | - - Funcțiunea nu are altă singularitate decât punetul .- 

=1; de unde rezultă aceeaș concluziune pentru integrală Și prin 
„urmare, seria dată are, pe cercul său de convergenţă, unicul punct 

. singular a=l, - 

198 3 (jos) - 

199 3 (jos): 
212. 5 (jos) 

A suprimă prepozițiunea pe. 
A închide. [e] 
S” față de S. S' faţă de S



+18, 19 - 

linia 
  

18 

3 (305) 
1 (jos) - 

i 
îi
 

4 (jos) 
A (jos) 

16 

pi 

94 
"95 

40 
ia - 

asr a= io 

ERRATA VOLUMULUII RV 
_ Inloede . | N Citeşte 

cu £ LT i : 
N Fie z= 

(3— 2? (a—z=h) (a (z—a—h) 
  

pa a, hi. 

ma 
. an. E . Ă E , ap: Da N 

3 zar le-a): Tag (ia): 

Ft Pap 
toate . | „toată _- 

im. 10 
3— LS za 

aa 
> a | gap E a Ra 

a 
<A 

  

A NI (2z—a)”+ 
iz a DOE Di o. 
en” - | „en? 

DI SEI 
legaritmicei . „.. logaritmice 

p(2 el, 
E Ta 

48 (Jos) (3) 2) 
Mah , , a, da 5 

PiauPl) Pate), Pubo 
| Aa op pe | 
A se înlocui în fig. A, 4 „prin. SLY? 

lee e palsr 
A Da po . „2 SV
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326. S(jos): O fig..70.. fig. 75 
931 120 - 7 - ase Şterge (iș 2 
885 8 7 (fig. 92)-. a (lige 83) a 

39815 ta, —00), (în -Foo) -u- 2) [ip 4) 
pi 16 - Se (fig. 84): . (fig. .85) 

„839.  9(jos) - 2 Kit K-FR 4R e Ka 
843: 5(jos) oo (fig. 88) + (fig 89) 
„A se înlocui, pe fig. 89, punctele z, 2” prin 2,” 

345. 9(jos):  - (fig. 89. - (fig. 90) 
347 A (jos) Reza ez Ă 

359 - 5 (Notă) N: E pen Ep, (2) nn Sp, (2) - - 
a v De | 

6 9 Zi ED Ia 
370 - 20 A se închide” parenteza după ăla e 

BGP e Po | 
36 Aaa , | 

380 - 6 (jos) N Ala - - “A şi tinde cătrece ecua. 

380 - 5 d avem | sin zz|< 1. avem aşădar |sinzz|<l. 
386 .2(jo) e e zi ay a 
387 al) E ag re ă 

391 Vo Vata: e Yoo 
391 „12.oi9 Ri punctelor “punctele : 

. - PI _ , >. _ - a. 

- 393 - IL = = poi? - 

393 . 0. ap 
a . _aatb o __aa+b 

„894 _ 5 ad a ară _ 

-398 - 15 (jos) - pp 
400 - 41 pp ra 
400  Literile A şi B ale primului cere trebuie permutate între. ele - 

- 400 “Ultima linie trebuie descompusă: și scrisă astfel: 

  

1 04, 4 _ 08, 1, 4 :OA+OB, 
| DA a  0B a DAT OB a ! 
însă OA +0B=20C, prin urmare a N 

1 41, 20€, a 
OA 0B7 Oa 70D 
 



“ERRATA VOLUMULUI Il. 

Pag. E Linia - | **. In loc de E | E Citeşte 

334 At) A ul) E 
67. 4 .... Numărul VII să fie şters. 

„12 (Nota) aa=aP aaa 
pa E IN SH .. 

97 (fig. 25) - Semnele =£, pe tăietura A, să fie permutate. 
108 (fig. 29) Litera B lipseşte pe tăietura din stânga. 

„176 Adaos (după egalitatea. (12): Coeficienţii desvoltării lui - - 
du se pot obţine, introducând în identitatea . | | 

cutu= ou. ES 

seria cu=u asul apus hau? +... şi identificând ambele membre, i 
după. ce s'a înlocuit fu prin seria (11). -. 7... | 

- 186 ..16 utorw=o. ro uto+pZo- 
201 12 (Gos) pu p'2u . 
a n 
o 204, „10 Di PET. ui 

„309 (fig. 52) o cab > oasorhoj 1453... 3 Te De N a 
, - ” E Cf : N



0 CAPITOLUL, 

FUNCȚIUNI ANALITICE DE DOUĂ VARIABILE. 

12 PROPRIETĂȚI GENERALE. 

1. Fie z şi y două variabile complexe independente. Le vom 
-veprezentă pe două plane! diferite: planul (z),- planul (9). Un 

sistem de valori z=29, y =yp se zice că constitue un punct (20, yo). 
„Domeniul unui asemenea punct este format. din ariile cercurilor 

| “le—al=r ly—vwl=e, 
-7şi o fiind două numere pozitive destul de mici. - | 

“Fie A şi B „două arii situate respectiv în planul (2) şi în pla: - 
„nul (3); vom zice că un punct (20, Yo) este situat în regiunea (A,B), 
dacă 29 este în interiorul lui A. și Yo în interiorul lui B. 

O variabilă complexă 3. se numeșta funcţiune de variabilele 
7, Y definite într'o regiune dată (A,B), dacă fiecărui punct situat 
în acea regiune corespunde una sau mai multe valori” determi- 
nate pentru z, Continuitatea și continuitatea uniformă a unei 

funcțiuni de două variabile complexe se definește ca în cazul 
variabilelor reale, O. funcţiune continuă într'o regiune dată este 
mniform continuă în acea regiune, i. a 

2. Fie - | 

Ă Ă | ha ba le eee Dn (eee 

un șir nelimitat :de funcțiuni « de variabilele Z Și y; să considerăm 
seria 

. > n (a, Y). 

Totalitatea punctelor în" cari această serie, este convergentă. 
-  onstitue regiunea sa de convergenţă, . . 

| Definiţiunea convekgenţei .uniforme "a unei serii dc. func- 
şiuni de două variabile independente într'o regiune (A, B) este 

1 DAVID EMMANUEL



2. | „CAPITOLUL: - 

acecaş ca în cazul uni singure variabile ; îulocuim, punctul z prin 
punctul (z, y) şi aria A prin regiunea (A, B). 

Avem propoziţiunile următoare a căror demonstraţiune este 

acceaș ca în cazul: funcţiunilor de o singură variabilă: 
„19, Dacă ezistă un şir de numere pozitive 

Oas apese apese 

astfel” ca oricare ar fi punctul (2, y) în regiunea (A, B) să avem. 

hi DlZan (n=1, 2.) 
și dacă seria X a, este convergeniă, seria * E 

E nl) | 

este absolut şi uniform convergentă în interworul lui (A, B). 
20. Suma “ 

i i F (e, = Îhle pi o 
a -unei serii uniform convergente de funcțiuni continue într'o re- 

giune dată este o funcțiune continuă în acea regiune. . J 

30. Serii de puteri. O. serie de puteri 7, y este de forma 

ai . | E amin 2", 
, - Pa mn=—x 

coeficienţii am, n fiind cantităţi constante. “Dacă m șin primesc 

numai valori întregi și p6zitive, seria se zice întreagă. 

Teoremă. Dacă pentru un sisten de valori z= Zo = Yo mo- RI 

_dulele ter menilor seriei întregi 

” „0 ! , Ra a 

- | Pe Damn .. 
PN n=o _ , | - 

sunt mai mici ca un număr pozitiv dat Ar, seria este absolut şi 
unijorni convergentă pentr u toate valorile lui z și Y cari satisfac 

inegalităţile . . 

zi <a uitai a 
Această. teoremă este o extensiune a teoremei lui Abel rela= 

tivă la seriile întregi de o singură variabilă. Să punem 

- a, lo | = To |v] = d |z| Th ly | = e. 

Vom aveă, în virtutea ipotezei, 

(Damn rome CM



"“FUNCȚIUNI 

  

A, n 

p _m o 2 ” 

pn on < M =) —— . 
To 90 /. 

ANALITICE DE DOUĂ VARIABILE. , . 3 

Presupunând r'< ro, o<ou avem | 
«e 

9 
et 

o 
| o 4 9o/ ja , 

  

„Multiplicând aceste două serii între ele, obţinem egalitatea 
- EI ” p NI PI 

, > -) ” (2%) E m,n=o (79 00 

e 

Co 

d 1 - 

=) [i 3) To 90/. 

de “unde rezultă (10 $ 2) că-seria propusă. este: absolut ș și uniform 
convergentă în regiunea era tă, 

(2, VA) ea va fi absolut și uniform. convergentă pentru toate va- 

Corolar. Dacă. seria P (2, y) este convergentă într un punct 

lorile lui z şi y cari satisfac inegalităţile -: 

lzl<lal, lyl< Il 

“De inde rezultă că dacă “seria este divergentă întrun punct 
(20, 19) ea va fi divergentă pentru toate valorile. lui 7 şi y e cari: 
satisfac inegalităţile - 

„este convergentă, 

lzi>lal Sl. | 

4. Cercuri. de convergență asociate. Fie:R şi “Rp” două nu mere 
pozitive astfel că pentru [a | <R şi ]y |< R' seria P (z, 3) 

iar pentru |z|>R,]y| CĂ R” această serie 
este divergentă, Vom zice că cercurile l2] = 
cercuri de convergenţă asociate ale seriei P (2, 3 y). "Există o deose- 

R, |y]= R' sunt, 

bire esenţială între cercurile de conve ergenţă astfel definite și între 
cercul de convergență al unei serii întregi de o singură variabilă. 
In cazul din urmă cercul de conv ergenţă este unic, pe când în cazul 
a două variabile, avem în genere o infinitate+de sisteme de cer- 
curi de convergenţă asociate. Da exemplu seria: - a 

3 (m+n)! 
m no mimi, 

este convergentă pentru 

Zn 

ce mr te ra 
poa 

lz|l+|y|<1 și numai în acest caz;: 
„prin urmare razele R și R! ale cercurilor de convergenţă asociate 
satisfac egalitatea R+R' = 
Se poate însă întâmplă, ca şi în cazul unei serii întregi de două 

1. Numărul lor: este deci nelimitat. 

7 

i
a



“sunt nuli. Ceeace' demonstră teorema. , , 

4 îi . E CAPITOLUL, | a 

variabile, să existe un sistem unic de cercuri i de convergenţă 
asociate. Astfel seria: * i 

ÎN - . - e îi + 7 | . e 

_ _ > an 3 =| 3 an 3 ym a . 

- m, n=o m=o0 n=o 

este convergentă numai pentru | |- <1, lyl< 1; prin urmare 
R = R'=1 . | Ă 

5. Dacă o serie întreagă: . - 

P (7,-y) = 5 dm, n gin pn 
m, u= 

se anulează pentru o infinitate de valori ale variabilelor z și y, inde- 
pendente între ele şi vecine cu zero, ea este identic nulă. - 

“In adevăr, să presupunem y fix, dar având o valoare oarecare 
vecină. cu zero, și să ordonăm seria după puterile lui x 

P (z,y) = 3 Am 77 , Au =. 5 am, ST 
m=o , n=o 

PN i 5 . | . 

Seria > Apa fiind; prin ipoteză, nulă într?o infinitate de 
a=0 

puncte a căror limită” este 2=0, rezultă 

Am = o! (m = 0,1, 2...) 

"Aceste egalităţi fiind adevărate pentru o infinitate de valori 

y a căror “limită este y = 0, rezultă că toţi coeficienţii seriilor 

.. > (im, n ap | (m = 0,1,2....) 
n=0 

Corolar.. Dacă două scrii întregi P (, y), P, (2, 3) sunt egale' 

într'o infinitate de punete (z, 9) vecine cu punctul (z =, y = o. 

ele sunt identice. . | 

6. Inegalităţi ce satisfac coeficienţii. unei serii întregi. 

Fie - i 
d - . . * 

p'(&, y)-= Za dm, n zi yh = 5 Azi an e - 

” mn=0 , „5 m=o 

& 

An = 2 au,n 3 a 
. n=0 ! 

- ? ANII A | _ 
r şi o două numere pozitive; respecliv mai mici decât razele cer- 

curilor de convergenţă relative la variabilele z, y. Fie M modulul 
maximun al « seriei . P (7, 9) pe cercurile. (7) și (o); avem 

NE M o 
m An Sai



FUNCȚIEI ASALITICE DE DOUĂ “VARIADILE . 5 

prin urmare coeficienţii seriei E 

00 

| IN „- Am-= ă An, n 9" 
- =0 

vor satisface ineșalităţile | 

Ă Mo. 
„ema i , . „- 

(a, n =o0, 132...) 

7. Sumă de serii întregi. Teorema lui VVeiărstrass asupra sumelor. 
de serii de puteri de o singură variabilă se aplică şi seriilor de 
puteri de mai multe variabile. Ne mărginim a consideră o sumă 
de serii întregi de două variabile. ! 

Fie | _ RR 

(D) a Pb (2, 9), DP. (z, -. P: (z, ee - 
un. şir nelimitat de serii întregi, convergente în cercurile | 7 | =R, | 
Isle ', reprezentate prin cgalilățile Si - că 

o Pe 
şi să presupunem că seria : : e ” 

| | a 2 

3) „rile Y) 

este uniform convergentă dealungul cercurilor 2] = r|yl =e, 
r Şi o fiind două numere pozitive mai mici respectiv decât N și 
N” însă putând fi oricât de aproape voim de aceste numere. Voim 
să demonstrăm — în aceasta consistă teorema” lui IVeierstrass — . 
că suma (3) se poate înlocui prinir'o serie întreagă,: convergentă 
în interiorul cercurilor |z]| =R, |y|=nR7- 

In” virtutea convergenţii uniforme a seriei (3), la un număr 
pozitiv “arbitrar de mic," corespunde un număr întreg n astfel 
încât să avem - Da 

co - z ÎN e 
(4) | Pitz, »|<g E Pi(z, a) — a 

” | isp 2 itp “zi 

de unde inegalitatea 

(5) 3 Pi(z,yl<e; | | za | 

oricât de mare ar fi numărul întreg pozitiv p. Primul membru al 
4
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acestei inegalităţi conţinând un” număr Tiritat de: serii, „putem 

grupă termenii după puterile ui: 7, y Și să scrim - 

m! pete ÎN . 

> > ai, znypn|<ae 
- m, n=0 = - „ , 

N - J 

„Şi prin urmare, în virtutea . inegalităţilor ce satisfac coeficienţii 
unei serii întregi ($ 6), .. _ | - 

ptp - a. 
Za | < er-mg—n.. 
i=u Si 

De unde conchidem că seria 

2 at 
- 2 mn 

- , - 

este convergentă. In locul inegalităţi precedente putem dar serie - 

„Pe. cea „următoare , . , i. 

Să punem 
a 2 

A mn = P> a, 
. i=i - 

şi să considerăm seriă i - e 
N Ă | N | | 

(7) - > m, n a 2 a 

o , să m,n=o , 4 

Vom probă că această seric este convergentă în regiunea con- 

 siderată. Pentru aceasta : să punem 
+ 

4 

pu — Do 
mn ST at, > mn Za Gun 3 

iz = - 

vom aveă _ 

” ÎN - bmn = mat mn 3 T 

şi prin urmare 
SE | 

(8) 2 bun 2" n = Eu mer gi + 5 Mp, 
m, n=0 Mu n=o : m, n=o 

„ cu condiţiunea 

(9 on [er a.



FUNCȚIUNI ANALITICE DE DOUĂ VARIABILE NI , Ț 

De aci: rezultă 'că pentru toate valurile lui z, y cari satisfac 
inegalităţile E “ 

jale ra lpie<a 
avem | | | | | | - „ + . , ” - - i | _ 

o |. 3-a 5 (eo asr 3 7197 oi | | 
rit e 

  

Seria. 

> Di n a 3 "ap 

.._ . - . hi ne-o 

este așă dăâr absolut: şi uniform convergentă în interiorul cercuri- 
lor lz] =r, |y. l= g. De altă parte, seria 

. AIE a-i IL 
“Up ” Z bon ze w: = PP D(z) 

it - i= 
fiind suma celor dintai 4 serii (1) este convergentă. în aceleași 
cercuri. „Prin urmare. seria . 

mn=0 | : 

este absolut convergentă pentru sale 

asr sigle 
„. Să considerăm acum. diferenţa i a 

N pla 5 Dn 2 pr, 
mn =9 i 

care, în virtutea egalităţei (11), este: egală cu, diferenţa 
IN n i mi , o E : 

2 Piz) 5 mm znapn 
in | - mn =0 

„prin urmare 

   | = P, (a, = > Ba sp] 
$ it , . m, n=0 Ă | 

  

5 7, (7, sală 3 mar n 
i=H mano - 

  

„De unde, în virtutea inegalităților (4) și 40), “rezultă inegali- 
îatea ră 

Pi (20) 2 any Pr |< ela ti) > | î
s
 

  

m, n=0
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"Insă membrul întâiu fiind independent de '£, rezultă că et 
este riguros nul; de unde egalitatea - 

o. ăi o - i 

(12), E Pia) = 2 mn hp 
i=i mn=0 i 

valabilă! în interiorul cercurilor |z| =r, - ly| = 0 și prin. ae 
mare în interiorul cercurilor de convergenţă |z| = R, |y|=R'; 
căci prin ipoteză, r şi o o difer respectiv de R.şi R' oricât de puţin 

“voim. - 

8. Consecinje. Din teorema precedentă decurg consecințe ana- 

loage cu cele relative la seriile de o singură variabilă, anume: 1) 

]. Produsul a două serii întregi P, (2, y), Pe (2, y), conver- 
gente în aceleași cercuri |2| =, |y|.=.R”, se poate înlocui | 

“printr'o singură serie întreagă convergentă în aceleaşi cercuri: 
De unde rezultă o consecinţă analoagă pentru o funcţiune raţio- 
nală întreagă de un număr limitat de serii întregi» convergente 

în cercurile =] = R, ly]= n, 
4 

IL. Fie De E 

09). - - | P (u, p)=..2 | amp un. : DN 
9 -mn=o , 

o serie întreaga de variabilele complexe u Şi p, conve rgentă în cer- 
curile |u| =, [o] = R';.de altă parte, fie ă 

(14) a u= P, (2, JP = Pa (7, y) N 

două serii întregi convergente în cercurile le] =R, lyl=Ri. 
Inlocuind în seria (13) u şi v prin seriile (14), P (u, v) va deveni. 

"o serie întreagă de z și 7 convergentă în domeniul punctului 

(2 =o0,y =o) sub condiţiunea necesară și suficientă ca să avem 
inegalităţile - - 

_ oil) IT, Iata) I<e. ” 

Acecaș demomtraţune ca în cazul seriilor. de o singură va- 
riabilă. ! 

III. Fie P (z, y) o serie întreagă convergentă în domeniul 
originei z =y =o şi să considerăm câtul " 

i 
p . P (2,9): 

19, Dacă numitorul nu: se anulează în punctul z=y =0, 
există, în virtutea continuității, un număr pozitiv rastiel ca pentru 

2] <r, lyl<r 
  

DI &190. | '



FUNCŢIUNI ANALITICE DE DOUĂ VARIABILE. - "9, 
-săavem - . - ' “ m 

| P (2 Pepe) II Pra) 
“ Punând pei tru prescurtare 

DP, (72, y) =P(z,3 p—2te; o), 

  

  

avem dar | , A 

P, (a, y) 1 

: ” P „fo, 0) | 

și prin urmare... 0 a e e 

1 = i ! =. A: >. (—1) P. (7, 9) me 
P (2, y) P(o,0)+P,(zy) P (o, o) no P (o, o)]: 

gt d e o wo o Fay), | Pip | | 
adică câtul considerat se poate exprimă printr'o ' serie întrea gă: 
convergentă în domeniul originei. . - _ 

'20, Dacă P (o, 0) = o, egalitatea (1) este imposibilă ; căci în. 
Vecinătatea originei z =y = 0, membrul “ întâiu poate în va- 
oare absolută deveni -mai mare ca un număr poziliv, oricât de: 
mare voim, și nu poate prin urmare fi reprezentat printr” o scrie 
întreagă (2, y). 

Să. considerăm acura două serii P (z, y), P (az, y ) convergeitte- 
_în acelaș domeniu “și câtul ă , 

Pia). 0). . 0 | 
P (2,9) - 

Din cele ce: preced rezultă că dacă P: (, 0): Z 0; câtul (2); privit. 

“ca produsul. lui P, (2, y) prin 5 “se va exprimă -printr”'o- 
i 

(2,9). 
scrie întreagă P (2, y) convergentă în domeniul punctului z =o, 
y: = 0. Dacă P(o,0) =o și P, (0, o ) fo asenienca expresiune 
este imposibilă. ! 

Dacă o egalitate de forma 

Pay) a 
Di p (2, i poe Y) - - 

este posibilă, se zice că “seria P, (z, y) este. divizibilă cu seria 
„P (2, y). Avem atunci ” 

P, (z,y = Play) 72,3 Y). 

Divizibilitatea astfel: definită este. totdeauna posibilă dacă 
seria P (2 4) nu se anulează în “punctul z=y =o. 

.



10 “ o "CAPITOLULI î. _- 
Dacă ambele serii P (z, y), P, (, y) nu se anulează în “punctul 

(0, 0), fiecare din ele este divizibilă prin cealaltă. - - 
Cazul când ambele scrii se anulează în acelaș timp. îl vom 

studiă mai departe. , _ Ia 
9. Seria Taylor. “Fie | . , . % 

. Ti 

0 . Pl ZT, = „2 Ann Dry - Ă - m=o , - 

o serie întreagă convergentă în cercurile |z| = R, lv [= R' și 
To 29 + h, yo ot puncte situate respectiv în aceste cercuri. .. 
Vom avea 

(2) P (at mt h= 5 amp (29 (o + bn, 
Nn=0 

Membrul al doilea se poate iranstormă într'0 serie întreagă 
de h şi k convergentă, sub condiţiunile 

(3). za ZRy ly|+IkIZR, 
R; şi Ry fiind două numere pozitive respectiv mai mici ca R 

şi- N”, însă oricât de apropiate'voim de aceste numere. 
Pentru a justifică. această . propoziţiune,.să privim L şi -k ca 

„Puncte variabile raportate respectiv la 9 și yg ca origină. Atunci 
“inegalităţile (3) exprimă că aceste puncte sunt situate în interiorul 
sau. pe cercurile, având punctele 19 Şi Yo ca centre și razele - 

r= Ra —lz, | : o = Bi =lust 

In aceste puncte avem i 

“Lam, n (0 + hm (y, + hp je Za „| Rana 
prin urmare scria. ai cărei termeni sunt funcțiunile raţionale și 
întregi de h şi k A 

Gm,n (20 + It (i. + pr, 

este absolut Şi uniform convergentă și suma sa se e poate reprezentă 
printr'o serie întreagă de h și &, convergentă. în „cercurile, consi- 

" <erate, - | | 
Putem dar serie egalitatea - . - 

- » . hm n | 6 P(zo + le gat) = E Paun (o) Tar 

în care cocticienţii Pun (20; 2 va) sunt serii întregi de 20, Vo $ și anume: _ 
we IN - 

Po, (20 yo) = > Amn o" Vo” E 
: m, neo , | - 

PE a «& ” „ E 

Pro (9; yo)= E mania ag a, Pou (20 W)= En Am, n a "ol, 
'm,n=o = . ; m, n=o * _ -



BI 

. Da Ă N PC. . N 

FUNCȚIUNI ANALITICE DE DOUĂ VARIABILE 11 

cuprinse toate în expresiunea generală 

Pr (a 10) = E m(m-t).. (mit) n (p-ta ph john, 
m=u | , _ 
NV o - o - 

(rodi a a 

"(Să nu uităm că. punctele 20. Şi Yo sunt interioare. cercurilor - 
lz|=R, |ly|= 

Seriile 
  RR). 

P.o(z, y) = Sim an, m 1 an Pasta, = E n amn pl 
m, n=o _ m,n=o | 

se numesc derivate parţiale de ordinul. întâiu ale seriei P (2, y) 
respectiv în raport cu 2 şi Y; ele se reprezintă prin 

AP Pia 
dz dy. d 

Aceste serii au ăceleași cercuri de convergență ca seria primitivă ; 
căci, precum am zis mai sus, ele sunt conv. ergente în interiorul - 
cercurilor || = lyl= "și se recunoaşte fără greutaie 
că ele sunt dive rgente pentru valorile lz]>R,lyl> 8, pen- 
“iru cari seria dată este dive rgentă. (A se vedeă cazul seriilor de o. 
singură variabilă 1). 

- „Grupul de serii 

Pa (7,9), Piu (a, », Paz (7,9) . 
constitue derivatele parţiale de ordinul al doilea; le reprezen- 
tăm prin | - : i 

- &Pp (2, W. 2 P (a D up P (2,9), 
  

da? „day i dy. _ 

„Intr? un mod general, Pan (7.9) se reprezintă” prin 

e am p Pa 
i E da dy 

Şi se numeşte derivată parţială de ordiriul m +na seriei primi- 
- uv e, luată de m ori în raport cu z și de nori în raport cu. y. 

- Din expresiunea (5) rezultă că valoarea unei derivate par-" 
ţiale oarecari, . este independenti de ordinea: în care operaţiunea 
este efectuată. 

Punând .. E Ea 
z+h=z, Vth =y 

1. $ 100; -



. 49 pa ” - CAPITOLUL I 
- Ss 

egalitatea (1) se va 'putcă serie Ne Sa | - 

” ă e +n , ma (oi 

(6) Plzy)= (2 P (e, 2) (0) (ya) 
- 9 az d [ia 

„m, n=o0 Za, Ye “m! n! 

In această dezvoltare consistă seria Taylor pentru o funcţiune 
de două variabile. - a | | 

10. Reprezintând membrul al doilea (6) prin P, (z—ag Y—yo), 
avem egalitatea _ _ a 

(7) i P (3, Y) = P, (2— ao Y—Uo), | a 

valabilă în toate punctele z-și situate” în interiorul cercurilor 
având punctele zo şi 49 ca centre şi tangente respectiv la cercu- | rile [a] =, |y= a 

Razele cercurilor. de. convergenţă ale seriei P, (2—zy y—vyo), 
dedusă din:seria P (7 1), ale căror centre 'sunt punctele o Și Yo 
sunt cel puţin egale cu 

a R—|z| R'— ll i Ia 
dar ele pot fi mai mari. In cazul din urmă se zice că.seria dată 
se prelungeşte în afară din cercurile sale .de convergenţă. Se 
probeăză ca, şi în cazul unei singure variabile că - egalitatea (7) 
subsistă în toată regiunea comună de convergenţă a seriei pri- 
mitive P (2, y) şi a seriei deduse P, (2 — o y— 90). " 

"11. Noţiunea de prelungire analitică și de funcțiune analitică 
de două variabile se introduce ca și în cazul seriilor de o singură 
variabilă), Fie... a ia 

S = P(z—a Y— Yo) 

o serie întreagă convergentă în cercurile C şi C'. Presupunând 
că seria se prelungește în afară din aceste cercuri, reprezentăm 
prin . " E ă - i 

S, = P(2— o 9 2) 
seria prelungită, z, fiind un punct în interiorul cercului C Și Va 
un punct în interiorul lui C', Fie C, şi C4 cercurile de convergenţă 
corespunzătoare. Dacă seria S, se prelungeşte afară din aceste 
cercuri, reprezentăm prin - > 

| Sa = P(2— 20 90; Zi Vii To ya) 
seria prelungită, zz fiind un punct în C, și ya un punct în C,; 
ete. Totalitatea seriilor $, S,, S$,,... constitue o funcțiune ana? 
litică f (z, y) de variabilele independente z, y; una oarecare din 

  

  

+ 

1) 1. & 145.
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aceste serii se numește element al funcţiunii. Regiunea acoperită. 
de totalitatea cercurilor de convergenţă ale acestor serii for- 

- mează regiunea de existență a funcțiuni: 
Noţiunile de funcţiune uniformă și multiformă a funcţiunilor : 

analitice de două variabile se introduc prin consideraţiuni ana- 
loage: cu cele din cazul unei singure variabile. 

O funcțiune analitică / (2, y) se zice olomorfă sau regulată, în 
domeniul unui punct (zo; 10), dacă În domeniul acestui punct ca i 
se poate pune sub forma 

(Da Pazo vu). 
Funcțiunea se- zice. olomortă într'o regiune daă, dacă este 

olomoriă în domeniul fiecărui punct al regiunci ; ea se zice întreagă 
dacă este olomoriă pentru toate valorile finite ale variabilelor z 
şi y. Dacă-numărul termenilor lui P (z, y) este limitat, funcțiunea 
se zice întreagă rațională ; în caz: contrar funcțiunea se zice trans- 
cedentă. - ; . 

Dacă în domeniul“ “unui punct (20, a 70) âgalitatea (1) este impo- 
“sibilă, punctul (20; 7) se zice punct singular al „uncţiunii. 

12. În privinţa funcţiunilor analitice întregi de două varia- 
bile, avem teorema următoare, analoagă cu aceea a lui Liouville. 

O funcţiune întreagă f (x, y) nu poate rămânea [inită în tot câm-" 
pul de variaţiune al variabilelor z şi y 1), dacă nu se reduce la o 
constantă. Ă „7 | „- ” , Pi 

„In adevăr, fie --! „i | Si j 

o Nain 
Ă AR n=0 

N 

o funcţiune întreagă ; să presupunera. că există un număr pozitiv 
M astiel ca e - 
O Ia l<w A - 

pentru toate valorile z, y satisfăcând iţi 

al Blgl= 
R şi R! fiind două numere arbitrar de mari. d 

Vom. aveă peniru coeficienţii a m,n,inegalităţile ($ 6) 
| M 

2 anna hi ” 

Insă R și R' fiind „prin ipoteză oricât de mari voim, rezultă | că 
1oţi coeficienţii an,n sunt nuli exceptând coeficientul ao. Cecace 
demonstră „teorema, : 

  

„2) Adică în tot planul (2) şi în tot planul (y),



de unde integrala lui Cauchy --" 

14 , anima "CAPITOLUL I .- 

„43. Dacă în locul incgalităţei (2), avem-inegalitatea. ... .. Yi , 
T, 4 i a fl | M, 

_ ay ERE 

    

P şi q [iind cele mai mici numere întregi satisfăcând această inega: 
litate, funcțiunea f (2, y) este un polinom de gradul p în z şi de 
gradul q în y. Căci, în virtutea acestei inegalităţi, coeficienţii. as, 
satisfac inegalităţile Mo a 

| Am, n |.< Rar Rn , 

- şi prin urmare sunt nuli-pentru toate valorile. m>p, n> q. 
E , Da g.e.d. 
14; Eztensiunea- integralei lui Cauchy la o funcţiune analitică 

de două variabile, olomorfă- întrun câmp dat. - N 
Fie f(z,y) o funcţiune olomortă în câmpul format -dintr”o 

. 

4 

- „arie-limitată de o curbă închisă C situată în planul variabilei z 
și dintr'o arie limitată de o curbă închisă C" situată în planul va 
riabilei y, continuă pe ambele curbe. Avem egalităţile 

0 Ha D= cz e dz, 

[pal | Lt) au, : 270 e u—y 
0   

  8 Has p=— L | | lea du, | 

  

  

  

a 2) (7) 
715. Egalităţilă (1) şi (2) dau respectiv: N 

of pomi po 4 = 3 , (eta paza 
a fly) n! ft - . 

(5) | dy ab (pri du 
de unde Sa Ma e 

omtf (9) mini. | f(z, u) „a. 
Oa oo VĂ ape poe ed e 

  

  

1) Nu ne ocupăm aci de teoria integralelor duble de variabile complexe, 
Integrala dublă (3) are un sens bine determinat, consistând în: două integra- 

„ ţiuni simple consecutive, precum rezultă din operaţiunile (1) şi (2). Mem: 
brul al doilea (1) reprezintă o funcţiune olomorfă de z în interiorul curbei 
C, oricare ar fi punctul y în interiorul lui C', şi membrul! al doilea (2) re- 
prezintă o funcţiune olomoriă 'de y în interiorul lui C', oricare ar fi punctul 
3 pe conturul C, Rezultatul celor două operaţiuni “consecutive, reprezintat 

- prin integrala dublă (3), este o expresiune analitică a "funcţiunei olomorfe 
(z,y) în- domeniul considerat, - 

Pi
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integralele fiind luate în: sensul pozitiv dealungul fiecăreia . din 
curbele C și C'. Ne - 

Corolar. Dacă C şi C'. sunt cercuri având centrăle lor respectiv 
în punctul z și în punctul 3 yeurazelerşir'- -. 

lz—aţ>r, o u—yl= 
şi dacă M este maximul lui l/.( u) | alunga acestor! cercuri, 
formula (6) ne dă inegalităţile 

  

i on (a, 5)] 2 mini M i | 

, om. “rm p'n e 

    

16. Fie z. =a, y=bun -punet ordinar al funcțiuni (zu y) 
şi „(a b) > o. Zicem că punctul (a (a, b) este un zero al funcţiunii- 

(Trebue să observăm că uri zero nu: este un “punct izolat, ci 
- face parte dintrun. continuam de zeruri.- “Aceasta rezultă din fap-" 

tul că, în virtutea ecuaţiunei / (a, a 3) = o satisfăcută într'un punct 
“ordinar, fiecare din -cele două variabile T, y. variază într'un mod 
continuu împreună cu cealaltă, precum se va vedeă nai departe). 

Să considerăm desvoltarea - funcţiunei în domeniul unui zero 
și, fără a „restrânge generalitatea, putem. presupune că acest punct 
coincide cu origina. Este deajuns pentru: aceasta, să facem sub- 
situţiunea z=a+az,y by şi să considerăni funcțiunea 
l(a+z, d +y)=f (pă »Y'), olomorfă în „domeniul punctului ” 
I = y' =o şi anulându-se în acest punct.: a 

- Funcțiunea Î (z, y) olomorfă în domeniul punctului z, =y =. 
Și - nulă în acest punct este reprezentată printr'o serie” întreag 
de forma 

(1)/(z i) aro + don + ama ta 2. tr aoz 9? 2 
convergentă în două cercuri |z |:= R, ly] = RR şi R' fiina. : 
două numere pozitive. - | 

Să: presupunem întrun mod general că toţi coeficienţii ai 4 
în “cari indicele i < m, m întreg pozitiv, sunt nuli şi coeficientul 
dm.o:f 0; avem expresiunea de forma , 

2) Î (2, 3 Y) = an P (z, y), I > (o, 0) = dm,o 
- Funcțiunea f(, y) admite punctul z = 0 ca zero de ordinul: 

m, oricare ar îi valoarea lui y satisfăcând- inegalitatea |y | < R! 
ceeace constitue” pentru funcțiunea dată. o infinitate de seruri 
neizolate în - domeniul punctului z=y = o" (fapt fără analogie 
în cazul funcţiunilor analitice de o singură variabilă). 

Dacă toţi coeficienţii 'a;x în care k <n sunt nuli și a; fo 
avem expresiunea de forma: : E 

(3) ay) = P(z,y), : [P-(0, 0) = ama].
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Punctul 4 y =o este un zero de ordinul n al fancţiunii, oricare 
sar fi punctul z în interiorul cercului lz|= R: concluziune ana- 
Joagă. cu cea de mai sus, funcțiunea admite.o infinitate de zeruri 
meizolate în domeniul punctului z = y=o. . 

Dacă toţi coeficienţii ai pentru i<m şi h <n sunt nui 
Şi Ga, nf 0, avem expresiunea de forma 

a. 

(4) fe op Pia); Ploo)=amn]. 
Funcțiunea admite punctul z = o ca' zero de ordinul m, ori- 

«care ar Îi punctul g în. interiorul cercului | y | = R! şi. deasemenea 
punctul 7 = o ca, zero de ordinul n, oricare ar fi punctul. 2 în in- 

steriorul cercului. |z]| =. 
Dacă funcțiunea f (z, y) nu conţine ca factor comun nici una 

“din cele două variabile, funcțiunea (0, y) nu poate admite în 
cercul |y | = R” decât un număr. limitat de zeruri, deasemenea 

“funcțiunea f (2, 0) nu se poate anulă în cercul |z|.=R decât. 
întrun număr limitat de punște, 

as TE TEOREME GENE ERALI. 

17. Teoremă. Fie / (& J) o funcţiune analitică de variabilele a z, y, 
-plomor fă pentru toate valorile acestor variabile satisfăcând inegalităţile 5 

ai lz|zR, lylznR;,. 
R şi D' fiind două numere” pozitive. . Dacă pentru . x =o0 func- 
țiunea f (o, y) admile-y = o ca zero multiplu de ordinul. n; există 
«două numere pozitive r < BR, p-< N! astfel încât pentru o- valoare 
 satisfăcând inegalitatea |z|<r,. Juncțiunea f (2,9), admite 
„n zeruri având modulele lor. mai mici ca o, cari tind către zero când 
„a tinde către zero. - | 

Pentru a demonstră această teoremă, să desvoltăm Il %). 
“după puterile crescânde ale lui z | De 

(DP) = (o) te Pa (para P PA) e Pai 
coeficienţii P, (y), Pa (y),... fiind serii întregi de ş „Y, convergente 

- “în cercul ly|= R” și pe acest cere; Reprezentând prin M ma-. 
ximul lui |f/(z, y) |'pentru valorile |z| = R, Il = R', avem, 
pentru coclicienţii seriei (1),. inegaltățile - e : 

. . . . M- . 2 

o. |Z , 
p E | Pa (y - Ra”? 

oricare ar îi y salisfăcând inegalitatea lvlzR' Prin urmare . 
punând =] = r< R, avem, în regiunea considerată a lui y, 

| 2P, (9) Ft 2 Po (pp) eee tr 2 Pa (9) + SM 2 (n): 
7 „o i
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sau - EI | 

(3) |zPi(p +... + 2 Pa (9) +... |< M RR 

De altă parte, putem determină un număr pozitiv: g < R' 
astfel ca pentru valorile lui y satisfăcând inegalitatea | |<e, (o, y) să nu se anuleze decât pentru y =o; căci, în - virtutea 
ipotezei, f-(o, y) este de forma - Ă ” 

(How Pay, Ma 
Po (y) fiind o'serie întreagă convergentă în cercul |y| = BR” și Po (0) o. Fie m minimul lui | f (o, y) | pe cercul |y | =-0 aşă 

determinat; ni este mai mare ca zero. Să determinăm numărul 
r astfel ca să satisfacă egalitatea 

  

r: 
M ——— = - M RI m 

" „de unde si Da 
 mR Şi - _ r ==, - - Mm 

“Punând. e aa 

08) (2, y).= 2 P. (9) + 22 Pa (pro 
SL avem, în virtutea inegalităţi (3), Di | 
NS le lewi<lttamr aa 
2 pentru toate valorile 7, y satisfăcând condiţiunile Ă Li , Ta . . N 

“lzi<r lyl=e. 
"Prin urmare funcțiunile Î (7,9) =1(0,y'+o(z,y) Și f (0, y) au, în interiorul cercului ly | = o, acelaş număr de zeruri oricare ar fi punctul z în interiorul cercului lz|=r (1. $ 348). De unde rezultă că oricare ar fi valoarea lui z satisfăcând inegalitatea |z] <.r, funcțiunea (2, y) are n zeruri și numai n: ya, Va. -, Un: ale căror module sunt mai mici ca! 0. Toate celelalte zeruri ale acestei funcțiuni, dacă există, sunt exterioare cercului |y |.= e. Prin urmare dacă ' facem z să tindă „către zero, p(z, Y), tinzând astfel către zero, rădăcinele 3; yp..., Yn ale ecuaţiunei 

f (2, y) = o şi numai acestea, vor. tinde către zero în acelaşi timp, în virtutea ecuaţiunii (4), q.e.d. 18. Teoremă. Cele n zeruri infinit mici, a căror ezistență, a, fost stabilită prin „teorema precedentă, satisfac o ecuaţiune de forma 
(DP pipi pa a) =0: 

o (2),. - pr (2); fiind funcțiuni oloforme în domeniul lui a = 0, cari se anulează penlru z =o; ASI | 

UNIV, | R 
9. Snaea LUnreri 

    

      

2 DAVID EMMANUEL



18. “CAPITOLUL 1 

-. Păstrând notâţiunile de mai sus, avem, k fiind un număr - 

întreg pozitiv, 

, 4 sia | Preda os pi Uzl<n,.- 
Di a. fim) i 

integrala fiind luată în sensul pozitiv dealungul cercului | |: = 0; 

căci Yi Ya---» Yn sunt polurile funcţiunei de: sub semnul , 

situate în interiorul 'cercului. lyl = o, iar membrul al doilea al 

egalităţei este egal cu 'suma reziduurilor acestei funcțiuni: relative 

(8) - 

la aceste” poluri. 
Să punem''expresiunea Ă 

[ta 5) = 9 Pot) + 2 Pa) + PP ti. 
sub forma 

Iana bre rio] 
Sa 

y" Po (3 

de unde NR ” | 

, e (—]pm—l 2 

og (4) = nlogy + los PA) + Ze (ore, Ps) 
| moi n Po (7) 

Derivând ambele membre în raport cu y, obţinem, pentru. 

lu (a 9), o. expresiune în seric -de “forma a. - 
Fa.) | 

  bu (e Dn Bo) 0 tr 0 
O) F (27 9) TB (i) Q (9) Q(p)r-- 

Q, (9), Q2 (y);. . -” fiind serii Laurerit, convergente pentru valorile 

lui y cari satisfac incgalităţile . -. - 

aZiylZe 

“0o fiind un număr: pozitiv mai nic ca 0. | 

“Multiplicând ambele membre ale egalităţei (9) cu yf și punând 

iz bei "Oa (piy, Se = ie   (10) aw- 
m 

_avem (8) seria 

(11) Sr= ab era + ...+ an m 4 e 
m 

convergentă în interiorul cercului p z | = . 7, care se anulează i îm- 

preună cu £. 

Dând lui k valorile 1, dei conchidem că funcțiunile si- 

„ metrice: elementare 

zu Zu Tao zi Vi Va Un
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se exprimă prin serii întregi de z „convergente în cercul ll 
şi cari se anulează pentru z=o. < . | 
"De unde rezultă că Yi Va. Ya sunt rădăcini ale unei ecua- 

țiuni de forma (7)1). . g. e. d. 
"19. O expresiune foarte interesantă 'a unei funcțiuni [tz y) 

“olomorfă î în domeniul (o, o) este dată de teorema următoare, da- 
torită lui Weierstrasş. „Vom presupune că „funcțiunea se anulează 
în punctul z=-y ="; în:cazul contrar este deajuns a înlocui 

-1(z, 9) prin. diferența E (7,9) = f(2,9) —7lo,o): 
Teoremă.. Fie f (z, y) o funcţiune olomor|ă în domeniul (o, 0); 

dacă F (0, 3 y) admite y = o ca. zero de ordinul n, „avem "ezpresiunea 

(12). „= ( 7, » P (a 0 
în care 5 SR | 

(13) pla Ș) =: în —u 

este membrul întâiu al ecuațiunei () ($ 18) şi p (z, y) este « o serie 
„Întreagă care nu se anulează în domeniul (o, L) 

Pentru a demonstră această teoremă, să ne retorima mai întâiu la 
„cele două teoreme precedente, In virtutea acestor teoreme. există două 
numere pozitive r şi e astfel că pentru | z|<r funcțiunea admite -- 
n zeruri şi numai n,: Ub Yo: Ym. cari satisfac 'ecuaţiunea (7) . 

Și ale căror module sunt mai mici ca -g. 
Ficracum y = 7 un punct situat în interiorul cercului a y | = = î | 

diferit de - “purietele- Yu Ya -+ Un Şi să considerăm funcțiunea. | 

E 10 9): y—n | 
Privind punctul z fix, însă având o poziţiune' oarecare în in- 

-teriorul cercului le] = 7, expresiunea (14), considerată ca func- 
_ţiune de y, n'are în interiorul cercului ly|=e, alte singularităţi 
decât polurile de. ordinul. întâiu 7, ya, ya..:, Yn. 

“Vom aveă dar, aplicând teorema reziduurilor, 

at] Fa dy (5 ai du fe, 
y= 2iz (o) f (209) ym. | met Ya dn. s i u- w 

sau - | lit 
5) az), Fa Pu(2.9) i did plin, i 

o 2izde) fly dq Pa 7) o 

  

1) Fiind. dată ecuaţiunea " 
i n E Ayn + Aa yn—2 Fe. mâna, : 

_ avem (v. funcțiunile simetrice) 
o Sik A =o0,. S + 4,S, +24, = 0: 

PI Sn +, A, Sn—i Fie “+ An =0. 
2* [
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Să evaluăm integrala” din membrul întâiu.- Punctul: 7 fiind în 

interiorul cercului - 7! = 0 pe când 4 y descrie acest „cerc, avem 

      

seria , 
d 1 ș NR U6) apt ee fiare | 

„Miltiplicând ambele membre ale acestei serii cu cepe d 2 și 

integrând dealungul cerculuii - dul: = o, avem 

A | ful ) dv: = 5 mm | uta) y) dy 
Dizdce) | (29) ym, dizm=o Je) fa) ppt! 

Expresiuriea de: sub semnul f din “membrul al doilea fiind 

funcţiune olomorfă de z în interiorul cercului |z | = r, pentru 

toate valorile lui y>satisfăcând egalitatea |y | = 0, rezultă că 
această integrală este o funcţiune olomoriă de 2 în „cercul consi- 

derat: Putem dar pune - o 

ad z, dy 43 3 ep (ohm 01,2) - 
2izle) f (2,9) tt - - - 

“ Pm+i (2) fiind o serie întreagă convergentă în interiorul cercului 
e. , * 

4 

4 

lz| =r. 
- Membrul întâiu al egalităei (17) este, aşă dar egal cu suma 

Zi buza (9) m 
. pe m=0 

şi egalitatea (15), Păi ce înlocuim 7 prin y, se poate scrie. 
o ” Ă 

- (19) „Îl Y) => ym Prti (2). ' 

7 “play îs Sa 
“De unde rezultă egalitatea: | 

. , Mi Sp ( 

. m - — Pmri (7 e 

20 ED open lvize 
Pl) 

în care p () este o funcţiune introdusă prin integraţiunea ecua- 

ţiunei (19). Această funcţiune este olomorfă în cercul (7) şi nu 

se anulează în interiorul acestui cerc. În adevăr, oricare ar fi va- 
loarea lui: privit constant, situat pe cercul |: ] = 9, funcțiunile 
T(z,y), plz y) sunt funcțiuni olomorfe de. z, cari nu se anu: 

“lează în. inteziozul cercului (7); raportul lor şi prin urmare func- 
țiunea w (2) este o funcţiune olomoriă în cercul (7) şi nu se anulează 

“în interiorul acestui cerc. 
Membrul al doilea al egalităţii. (20) este deci o “funcţiune olo-: - 

morfă de z, y pentru -valorile |z|<r,|y|<o. Putem dar 
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reprezentă meiabrul. al doilea prin P (25), serie convergentă în 
„domeniul (0,0), care nu se anulează i în acest domeniu. Egalitatea. 
(20) i ia dar forma _ 

00 few) 959) Pa, » 
p(z, y) y) Şi p (z, y) având semnificările cuprinse în enunţul teoremei. | 

T - : i a Dee d. 

„Corolare 1. In virtuteă acestei teoreme, rădăcinilă 4 Y, în-număr .. 
nelimitat, ale ecuaţiunilor f(z,y) =o0, plz, = 0; „coincid 'în 
“domeniul z = o.. Se a i 

II. Dacă funcțiunea f (z, y) este olomorfă în domeniul. unui 
punct (a,b) și f (2, y) admite y = b ca zero de ordinul N: egali- 
tatea (21) se înlocueşte prin cea următoare . . ... 

0 aia Pa ayd), 
în care seria p (z— ay —b) nu se anulează în punctul (a, 5 s şi 

(28) + p (3, y)= (y—0) + e (2) (Dr n (7 
coeficienţii PA (2),..., Pa (2) fiind funcțiuni olomorie i în “domeniul 
lui z = a, anulându- -se' în acest punct. 

“III; Dacă funcțiunea (a; y) olomorfă în domeriiul (o, 0)-ad- 
mite z = o ca zero de ordinul 4, dricare ar:Îi y vecin .cu zero și 
J = o ca; zero de ordinul P oricare ar fi z vecin cu Zero, câtul 

ha = MD 
zu 3 

este o funcţiune olomorţă î În domeniul originei și, dacă presupunem 
că În. (o, J) admite y =::0 ca zero de ordinul n, obţinem pentru 
(2, y), „expresiunea sI T 

00) opinie (0) Pap, 
p (2,2 D şi P(z, y) având: semnificările considerate mai sus. 

III. DIVIZIUNEA: A DOUĂ SERII, 

20. Cu ajutorul teoremei lui Weierstrass putem complectă 
teoria divizibilității â două serii es P (i 1), P. (2, y), .con-. 
vergente în cercurile 2 =R, |ly|=R;, na ele se anulează | 
în punctul z =-y=o1).: Sai ae | 

Considerând cazul cel mai i general, avem  egalităile 

4 E P (2 y)= po (3,9) Fleiy)! 
P, (3, Y) > haz Yh Pa n (2 4 y) Ș (2 7
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în cari, 4:97, Ha; Yp sunt numere întregi mai: mari sau egale cu - 
zero; funcțiunile p (z, y), p. (2, y) sunt polinoame de ; y: 

(9) Pl) = pate. + pm (2). 
Po (= pu (op + pa (2), 

ai: căror coeficienţi p (2) și p' (2) sunt serii întregi. convergente 
întrun cerc cu centrul în punctul z = o, având o rază convena; 
pă r<hR zi cari se anulează în acest punct, pe când seriile 

F. (2, 9), Za (a, y) sunt convergente pentru valorile |z|<r i 
ly|< 0 e având. o valoare convenabilă mai- mică decât BR” 
cari 'nu se anulează în domeniul determinat de cercurile | z | =r, 
lyi=e)). | d 

Să considerăm câtul 

  

Ei Fa (2, 3 D= aro pa Pi (79) Fim) 
DP (7 y) pe.) Fa p. 

Pentru ca membrul al doilea al acestei cgalităţi să lie o func- 
ţiune olomorfă de. 2, Yy în domeniul (0, 0), este necesar ca expo- 
nenţii Ha = să nu fie negativi. - 

F, . . 

Să examinăm tâturile şi A Pi . Cel. dintaiu este o funcţiune 

olomoriă în domeiiul (o, 0), căci seria dela nuinitor nu se anulează 

în acest domeniu. Pentru -ca al doilea cât 7! să fie funcţiune 
olomorfă în domeniul (0, o) este necesar și suficient ca el să ră- 
mână finit în acest domeniu; prin urmare este necesar ca la un 
& dat oarecare vecin cu z=o, rădăcinile corespunzătoare Yu 
fo. - > Yu ale ecuaţiunei p (z, y) = o să fie rădăcini ale-ecuaţiunei 
Pi (7, 9) = 0. De unde rezultă că q, (2, y), privit ca polinoin de - 
y, trebuie să fie algebriceşte divizibil cu o (7, y), privit deasemenea 
ca polinom. de y. Trebuie dar.să avem n >m. Efectuând împăr- 
ţirea Și reprezentând câtul prin» 

pr Pi "(2) y ppm + ... RE Pam (2 

şi restul prin | 

pa (e) pp a) a 

avem, î în domeniul originci, identitățile : 
(4) | cap pila mit e + Pa (2) | = [2 y" + Pi (2) ym-i FF pa (2): 

„ [armă p” (7) 2 ppt + ... + nm | (2) ], 

(5) pu) 0, pa(7) ocs pn (a =o. | 

  

1) Vezi teorema lui WVeierstrass ($ 19). 

ES
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Din identificarea: ambelor membre (4) rezultă că coeficienţii 

(2... Pan (7) sunt serii. întregi cari se anulează! pentru 
z.=o. _ 

dentităţile (5) formează condițiunile necesare Şi suficiente 

ca polinomul q, (£, y) să fie divizibil cu polinâmul g (2, y). Ele 
conţin o infinitate de ccuaţiuni, ce se obţin egalând cu zero toţi: - 

coeficienţii seriilor din membrul întâiu.. i 
În rezumat, pentru ca seria P, (2, y) să [ie divizibilă cu seria 

P (z, y), definite de „egalităţile (1) și (2), .este necesar și suficient 
să avem 

Aa > ha o > 

Şi ca polinomul de y, p. (7, y), să fie algebricește divizibil cu. poli- 
nomul de y,-p (x, y). Ă 

Dacă aceste condițiuni sunt împlinite, d avem în domeniul (o, o) 

- -P. (2,9) _ po 
- a P (2, y) Pe (9), 

P„(a,y) fiind o serie întreagă convergeniă în domeniul con- 
siderat. - 

21. Puncte singulare. Fie z=a, y=b un punct singular al - 
funcțiuni / (7, 9). Prin definiţiune egalitatea : 

a) = Pay 
este imposibilă în domeniul (a,b). | 

Se poate întâmplă să existe o serie Pg (z— a, yd), e care se | 
"anulează în punctul (a,:3) şi astfel ca produsul - “ 

Ta) Po(z—a,y—b)! 
să fie olomori î în domeniul acestui punct, adică să avem. 

(0) a) Pole—a, yd) =Pi(z—a, y—b; 
de: unde, pentru funcțiunea f (2, y), expresiunea 

pu pap E, 

. 

valabilă în domeniul (a, d). Un asemenea punct se “numeştă punct 
singular neesenţial. 

"Dacă nu există nici o serie P o(z—a, 3 y—b) astfel « ca egalitâtea (1) 
să fie posibilă, punctul (a, b) 'se numeşte punct singular esenţial. 

In „cazul funcțiunilor -uniforme de o singură - variabilă nu 
există: decât un. singur tip de punct singular neesenţial, polul.. 

„ În cazul: funcţiunilor uniforme de. două v variabile, considerăm 
două, clase de puncte singulare neesenţiale, Vom zice că punctul |
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singular” (a, 5) face "parte din clasa: 1, dacă P (a, o o. In acest 

- caz, | f (z,.y) | poate deveni oricât de. mare . voim! pentru. valori. 
destul “de mici |z—a |, yd]. Funcțiunea Î (2, y) tinde. către 
unica valoare co, când tinde către a și y către bd, oricare ar i 
drumul urmat de fiecare 'din aceste variabile. - - 

Zicem atunci că „punctul (a, b) este-un pol al funcţiunei. . i 
“Trebuie să observăm că uri pol al funcţiunei f (z, y) nu este 

punct izolat de alte poluri, ci face parte dintr'un continuum de 
poluri, căci un zero al serici Po (7, y) face parte dinte” un continuum 

„ de zeruri ($ 16). 
- Vom zice. că punctul (a,.3). face. „parte din clasa ur: dacă 
P, (a, 6) = o, fără ca seriile P, (2—a, 3 y-—b), Po (z—a, 3 y—b) să 

aibă factor comun (cecace se poate totdeaună” Presupune, supri- 
“mând din egalitatea (1) factorul comuri,. dacă există), Da 

In acest caz, când: z tinde către a şi y-către. d, valoarea; către 
care tinde funcțiunea. depinde de drumul urmat de fiecare din 
variabilele z, y; într? un mod mai. precis, de limita către care” 

II 
  tinde raportul 7 : funcțiunea dar nu tinde către: o valoare . 

determinată, finită sau infinită. Punctele de această. speţă, sunt 
puncte izolate; căci ele. satisfac ambele ecuaţiuni . - i 

P, (a, b) =0. Pia, b).=o. 

Eemple. -L Puneţiunea, 1 =. = admite ca: peluri 

grămada nelimitată a: = yo; iar punctul = y = = 0 ca punct | 
singular ncesenţial -de . clasa _II.. Punând: -Y- = z, ca devine 

funcţiune de. variabila: arbitrară. î: 

Pa To aeri 

ai d—t. 

care poate primi o infinitate! de valori, cale sau complexe, când 
Z Şi y tinde către zero. ă 

:20 Funcțiunea . 

1 
Ă —+ 

ZIĂy a: 
a ra z=y 

admite piinetul” z =y =o0 ca punct singulâr : iesenţial:. 
„214: Funcţiuni implicite. Fic “f(z, y)o funcţiune olomorţă * în 

domeniul unui: punct z'=-a, y = b,:în care:câ: se anulează, Să 
presupunem că:y = este o: rădăcină!: simplă -a. ecuaţiunei 

a]
: 
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Î (a, |) = 0. Vom av eă, în virtutea teoremei lui Weicrstrass, î în do-.'- 
meniul punctului (a; d), egalitatea 

(0) Hz 9) Lya) Plz—a) ]P (za, 4 va, 
P (2—a) fiind o serie întreagă „convergentă, în. domeniul “punctu- 
lui z =a şi P, (z—a, y—b) o serie întreagă * convergentă în do- : 
meniul purictului (a,b), care nu se anulează în acest punct. De 
unde rezultă | că “unica rădăcină y a ceuaţiunei - - iau E a 

E Aa ao 
care se reduce la b când z tinde către a este exprimaă prin : seria - 

(3 = 0 + (0—0) P(z—a) 

convergentă întrun cere lz—a| =r. “Dacă această serie se pre- 
- lungește afară din 'cercul de conve ergenţă, prelungirea. sa satisface 
ccuațiunea (2), în. virtutea permanenţi relațiunilor analitice î 

Seria (3) este un element “de funcţiune analitică: „implicită, . 
dotinită de ecuaţiunea (2). Fiecărei rădăcini. simple a : ccuaţiu- 
nei /(z, 3 Y) = o corespunde câte un element de funcţiune anali- 
tică. Funcţiunile implicite așă' definite sunt ramurile unei: func- 
țiuni analitice, multiforme, cu un număr. limitat. sau „nelimitaţ 
de ramuri. . SN NI Rr | | 

Ne vom mărgini în cele'ce urmează numai. i la cazul când Î (2, y) 
-este funcţiune raţională de a z Și Yi adică la, cazul Îincţiunilor! alge-, 
brice, o 

Da CAPITOLUL UL. pi 
FUNCȚIUNI ALGEBRICE. | i 

22, Fie 

NE (1); Aa) = fl) 9 + fn lo pa... în (e (2. 
o funcţiune raţională întreagă de variabilele 2; y. de gradul: pi. în 

“raport 'cu amândouă: variabilele, coeficienţii fe (2), 3 fn (2) fiind 
funcțiuni raţionale și întregi de z, Să considerăm couaţiunea 

ÎNC 0 De 
pe care o presupunem ireductibilă, adică membrul întâiu nu se . 
descompune în factori, de grade, mai mici raţionali. și întregi în 
z și y. Po a 
„La o. valoare finină z. care r nu axiuicază coeficientul h (2) co- 

respund, pentru Yo m valori finite Yu - Ye mo în “genere 

  

IL S170, i 

7



26. „CAPITOLUL II 

inegale. Trebuie să exceptăm valorile lui z cari anulează discrimi- 
nasitul D (2) al ecuaţiunei (2), adică rezultanta eliminaţiunei "lui 

y între ceuaţiunile. - | | 

E j 
2, y)=0, A =o. ao 5 

. / ” ! he 

Teuaţiunea - (2) fiind ireductibilă, polinomul D (2) al cărui 
grad este mai mic sau egal cu pi (pi —1)nu poate fi identic-nul 1); - 
prin urmare punctele z, căror corespund valori egale pentru y | 

_sunt în număr limitat și prin urmare puncte izolate. 
Dacă z coincide cu o rădăcină a ecuaţiunei Îo (2) ='0, una cel 

“puţin din valorile corespunzătoare ale lui este infinită, „Dacă 

= o, "facem substituţiunea 2 = Și reducem astfel studiul 

„rădăcinilor y. în domeniul : (2 = 00) la studiul rădăcinilor ccua-. - 

“ ţiunei transformate în domeniul punctului - z'=o, ” 

23. Fie z =a.0 valoare a lui z diferită de valorile excepţio- 
nale considerate mai sus și fie 

La 

(3) i Li Da. 

valorile corespunzătâăre ale lui y. Vom aveă, în virtutea teoremei 
asupra funcţiunilor implicite, în domeniul punetului „2 z=a,. m 

elemente de funcțiune analitică: " 

(4) = În + (20) P P, (—a), „n = 1; 2 m); 

cari, pentru 'z=a, se reduce respectiv la. valorile (3) şi- cari 'satis- 
fac ecuaţiunea (2). Fiecare din elementele (4) defineşte o ramură 

a unei funcțiuni analitice y (2),- multiformă cu m ramuri, numită 
funcţiune algebrică- de z. 

1) Tie întrun înod general, f (£, ş) şi fi(z, y) două -polinoame de z, y re- 

spectiv de grade m şi n, m>n şi D (1) rezultatul eliminațiunei: lui Y între 

ccuaţiunile f(x,y) = o, fi(z, y) = o. Dacă D (2) ==o, cele două polinoame 

au un, divizor comun polinom de z, y. In adevăr, aplicând operaţiunile celui 

mai mare comun divizor între polinoaniele îl, y) și fil, Y) ordonate după 

puterile lui , fie egalităţile obţinute. ” 

Î = Q+ ln _ 
hi = Qe fa 

ÎN por Ph Que + a, 
> Ia E Înti Qi + D (e) 

Dacă D (7) =o pentru orice valoare a lui z, rezultă că polinomul fn+-1 . 

divide polinomul./x şi prin urmare divide polinoamele fr-—4, «++ fi şi fe. 
Polinomul / (z,y) ar admite așă dar. ca divizor un polinom de un grad mai 

mic. ca m și prin urmare n'ar fi ireduetibil, ceeace este contrar ipotezei.
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2, Calculul elementelor relative la un "punct ordinar dat, Tie 
z=a o valoare a lui z şi y=bo rădăcină simplă a „ecuaţiuinei 

Î (a, y) = 0. Punând, pentru prescurtare, N 
—_ 

a 2 (Oa) 
po „a Pie za 

şi ţinând. seama că Ap = f (a, d):=0, vom aveă, în domeniul 
punctului (2 =a,y = d), dezvoltarea 

Fi 

(2) Hz Y)= “Ala Late 242 Aula Aode (9-0) i 

în: care coeficientul Ac este, în virtutea * ipotezei, diferit de zero, 
Elementul care se reduce la b: când 2 tinde către a este dat 

. de o serie de forma 

  

(3) y—= a, (z—a) + a (aa) Pa. e , 
ai cărei coeficienţi îi | î a - | Ă 

d [dy | - 

co ai [arca i 
_sunt determinaţi de ceuaţiunile | i E a Ă 

27 day! | 
dz. ră dz -- ie 

62f . dy. 9% (dy of dy | a Pa 2 o pot = | , 
e da ro dy dz pu ali) dd. =0 

i * di . 
. 

  

în cari înlocuim z prin a și yprin d, adică de ecuaţiunile 

[Acra + Apo SE ” (4) | Ac 02 ++ Aga 02 + 2 Asa, + Ap = 6 
cc... |. | . . . . 1. . . . . . . . . . . . a 

„Fiecărei rădăcini simple a “ecuaţiunei i(a, y) =o corespunde - 
2 0 desvoltare de forma (3) ai cărei coeficienţi se calculează în acelaș: 
“mod. Cercurile de convergenţă ale acestor serii cu centrul comun 
„în punctul z=a pot coincide sau să fie diferite. | 

Prelungind fiecare element din aproape în aproape, obţinem 
ramura corespunzătoare, câre rămâne olomortă în orice arie ce. 
nu conţină nici. un punct critic. | i LT 

Observare. Dacă coeficienţii ccuaţiunei 2. sunt reali i a,b 
"numere „reale, b fiind rădăcină simplă “a _ecuaţiunei f (a, y) =o, 
ea ax sunt reali ; prin: urmare elementul corespunziitor 
iC) P (z—a) este real împreună cu z, = 
„Ecemplu. -Fie „ccuaţiunea: 

e 7 By 8a =o. a -
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“Lui a = o: corespund pentră y valorile distincte '0 Vy/3—y/3.. 
Cele trei rădăcini y sunt dar funcțiuni olomorfe. în domeniul z=o, 
Pentru a obţine desvoltările lor în acest domeniu, vom aplică scria 

_ A Y'0 pa ai . oi 
în care înlocuim Jo respectiv prin 0,+)/3 şi yo, Oare ee brin 
valorile corespunzătoare ale derivatelor “scoase din. ecuaţiunea 
dată. Calculând primii termeni, obţinem - 

E E | 
uoatga far... iau 

a VE LL 35 
Va Spa 37 pe — 3 7716 ăn 

IN VS ae 1 1 35 
—Vă-ga+ 31 git Ha 

“Rădăcina a cărei valoare iniţială este egală cu zero nu conjine 
în desvoltarea sa decât puteri impare a lui z; căci schimbând 2 
în —z, una din rădăcini îşi schimbă semnul, sau toate își schimbă 
semnele. Cazul din urmă însă nu este admisibil, degarece rădăci- 
nile fiind funcțiuni. continue de z în “domeniul z=o, numai acea 
rădăcină își schimbă semnul care se anulează împreună cu 
Această rădăcină 6ste o funcţiune impară. de a. . 

25. Permutarea ramurilor în. domeniul unui punct: critic. Să 
examinăm efectul produs asupra ramurilor, funcţiunei 7 (2) când z, 

„plecând dela un punct ordinar zo. descrie 
o curbă închisă în jurul unui punct critice 
fără a trece prin niciunul din punctele critice. 

Fie z=a un punct-critic și y=b una din 
rădăcinile ecuaţiunei la, = Putem în- 

locui curba - închisă printun contur ele- 
Ă __ mentar echivalent, - adică printr?un : drum | 
Fig 1 format dintr un cere foarte mic descris din 

| - punctul: a ca centru şi dinti'o linie dreaptă . 
sau curbă” care. unește punctul iniţial 2 cu un n punct a al acestui 

veere (fig. 1. - | - e 
Fie . - i Ă 
(Di | io Val m e valorile rarăurilor, în punctul 79 și 

(2) N i Ya Vaqse e ses Yma i 

valorile ce primesc respectiv aceste ramuri în punctul a când a 
” descrie linia. 29 a. . _



FUNCȚIUNI ALGEBRICE. |. „29 
Dealungul cercului. (a) fiecare ramură variază întrun mod 

continuu. Să considerăm ramura a cărei valoare în « este ua, 
„După ce z descrie. cercul (a), revenind la “punctul a, se poate în-' 

punct de ramificaţiune de ordinul nl. ' 

tîmplă ca această ramură să regăsească valoarea sa iniţială sau nu. 
In cazul întâiu ramura: considerată esie olomorfă în domeniul z = a 

şi descriind conturul elementar 20 a(a)a 29 regăsim Valoarea inițială. 
Ya. În cazul al doilea, via se schimbă într'una din celelalte va-. 
lori (2). i 
Fie ya “valoarea în care Ya se schimbă când z descrie cercul 
(a) în sensul pozitiv; acelaş cere descris în sens invers cu valoa- 
rea iniţială aa va” reproduce prin urmare, pe :7aa.' Dacă descrim 
cercul (a) în sensul pozitiv cu valoarea iniţială Va, valoarea fi- 
nală va fi diferită de cea iniţială ; căci altfel, acest cere descris. 
în sensul negativ ar schimbă ș Yea în el însuși, pe când, precum dm - 
Năzut, în acest sens, yza se schimbă în yal). Aşă dar 3 aa se schimbă 
într'una din celelalte rădăcini (2). Dacă 1 Vaa se schimbă. în -7ua, 
atunci 3 ia $ Și Yaa se permulă între 'ele când z descrie cercul (a); 
„prin urmăre. 7, Şi ta formează! relativ la puncțul a un sistem cir- 

-- cular, Să presupunem că za se schimbă în Yaa. Descriind cercul 
(a) cu aa ca valoare iniţială, nu putem obţine ca valoare finală 
Nici Yza Nici Vai căci dacă ar fi așă, ar urmă ca acelaș cere de- 

- Scris în sens invers să ne dea în cazul întâiu ș oa 5 Şi în al doilea vyaa,. 
pe când valoarea finală trebuie să fie aceea câre, când cercul a fost : 

"descris în Sensul pozitiv, a dat Pe Yaa; âdică trebuie să obţinem 
valoarea za; rezultă dar că, Yoa Se va schimbă întruna din can- 
tităţile (2) diferită de za şi Ysa:. Dacă 3 „Ya “se schimbă în vyua, . - 
atunci cele trei rădăcini 1; Y2a- YJaa- Prin. urmare yj: Ya; Ya; for- 
mează un sistem circular 'relativ la punctul de ramificațiune, a. 

Continuând în -acelaş mod, recunoaştem că după un număr 
n de învârtiri în jurul punctului a, nm, regăsim în punctul 29 
valoarea inițială y,. Presupunând dar că dacă z descrie conturul 
elementar considerat de n ori: după rând și în acelaș sens, va se 
schimbă în. Yo Ya ÎN ym: noa În Un Şi Yn în Ea zicem că ra- 
murile- ale căror valori în 2 sunt respectiv 1-2 Un formează 
relativ la punctul critic a un cielu sau un sistem circular de or- 
-dinul n. Punctul critic, relativ la un ciclu de. ordinul n, se e numeşte 

Dacă n< nm, plecând dela ay cu îina din rădăcinile. ră-. 
„mase, de exemplu 7n+:vom „obţine, relativ la: acelaș. punct, de 

  

- . a Ni i 

1) Două valori iniţiale diferite, nu pot duce. în, a la o. singură valoare, 
„căci a nu este punct critic, ,
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Tamilicaţiune, u an: “sistem tircular format din: n! ramuri diferite de 
cele precedente, n+r' Zm, ete. 

“Este evident că tot ce am zis până aici se aplică la orice punct 
de ramificaţiune și că cielele formate de ramurile funcţiunei y (2): e 

nu depind dâ punctul origină g, ci numai de punctul de ramifi- 
caţiune considerat. Când trecem dela un punct de ramilicaţiune . 
la altul, ramurile cari se permută între ele sunt în genere diferite. 
Putem dar enunţă” propoziţiunea: următâare: 

„Cele m ramuri -ale funcțiuni y.(2), definită de ecuajitinea 4), 
se grupează, relativ la un punct critic oarecare; întrunul sau mai 
multe sisteme circălare, ale căror ordine pot ţi egale sau diferite, 
dacă conveni a privi ca Jormând un ciclu de ordinul întâiu ra- 
mura cara se reproduce pe sine însă-și. IE . 

26. Determinarea ciclelor relative la un punct critic dat. Inainte 
de a trată cazul general, voim să examinăm două 'cazuri “simple. 

"10, Fie y =b o rădăcină multiplă de ordinul n a ecuaţiunei 
“f(a,y) =o. Păstrând notaţiunile de mai sus: să presupunem că 
“avem = -: 

“Ag = Ap =... Aaa = 0; Ano, A z o. 

„ Coeficientul A9 Vind. diferit de zero rezultă” că z=a este'o - 
rădăcină simplă a: ecuaţiunei Î (e b) = o: Privind dar z ca func- 
țiune de ş, vom aveă, pentru ramura z care se reduce la a când 

y tinde către b, o scrie de forma - ! 

W ză [a tas (90) haz (yd Vp +... 
în care ago. Extrăgând rădăcina na ambelor. membre, obţi- 

nem , . - . nem i: | a 

(== A) Bajo pif di po 
De unde,- prin inversiune, 

ina 4 na 2 
(2) y—b = met aaa + pa 3 

Punctul z = a este așă dar, relativ la rădăcina ş y =, un 
punct de: ramificaţiune în jurul căruia se permută cele n ramuri - 
cari devin egale cu b, când z tinde către a. Aceste ramuri sunt 

! 
reprezentate prin seria” (2), în care înlocuim radicalul (z—a)” 

„prin cele n valori de care este susceptibil; ele-formează un singur 
sistem. circular. i 
„20. Cazul când ccuajiunea (1) ordonată după puterile crescânde 
ale lui z—a, y—i începe cu un grup de termeni: omogeni de gradul n n.
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Fie i 

Ma Lt za tAaa eco tr ai D)n]+...=0, 

Putem presupune că coeficientul: Aon es este diteit de zero. In 
adevăr, aplicând substituţiunea 

| z—a=ax + opiu, 

coeficienţii d, B, y fiind supuşi la unica condiţiune 

. | a p —P Zo, E | | 

“ ecuaţiunea (3) se: transformă într'o ecuaţiune. de acelaș ' grad, 
ordonată după puterile lui 2, y' în care grupul omogen de gradul 
cel mai mic este n. Coeficientul Tui-z y "n în acest grup fiind 

ATA + ia Ana 1.7 ., AI Aon pm > 

"este deajuns a da lui yo “valoare care să nu anuleze 'parenteza. 
precedentă. , 

Să revenim la couaţiunga (3), în care vom: presupune - Aon sp o 

"și să facem substituţiunea 

  d i = 
4) p î oa 

: Ecuaţiunea. 6). va luă forma e a 

(5) hr (2—a) Însa (0) (20) fn (2). 
“În (î), hei (oh... fiind polinoame de grade egale cu indie lor. 
„Se poate întâmplă ca.rădăcinile ecuaţiunei. 

he 
să “fie toate simple. sau nu. Să considerăm mai întâi cazul când: 

rădăcinile Cry „Co «3 Cn ale acestei ecuaţiuni sunt “toate simple. 

Reprezentând prin e una din cle,! “vom aveă pentru elementul z 

„care se reduce la c când z tinde către a, o serie de 'forma 

3 =i0+ a, (2—a) + a2 (2—a)2 +... N 

ŞI: prin urmare - 

(D pi = cla—a) + a (2—a) + „.. 

| "Fiecăreia din rădăcinile 'c; =, 2. A )) ccreapuriăa: câte o 

desvoltare analoagă -cu-cea precedentă. Cele n ramuri cari devin 

egale cu b, când z tinde către a,'sunt aşă dar olomorte î în domeniul 
punctului 2 =a,. . 

„Fie acurn'z := 0.0 rădăcină-multiplă de un ordin Kc n;a ecua- 

țiunei (6) -şi-:să “presupunem *că “polinomul; fas (2) :nu' conţine 
|
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factorul z—ec. Ordonând polinoamele fa (3), fn ),. .. după pă- 
terile crescânde ale lui s— c, ecuaţiunea (5) va luă forma” ! 

(8) A(—c + Aa (ot +. + Aa e o) . 

00 BB la 
"primul coeficient A și primul coeficient B din | parenteză fiind, 
în virtutea ipotezei, diferiţi de zero, ..: -. « 

De unde rezultă desvoltarea 

A PE 
z—a = (eo (a—chti +, 

şi, prin inversiune, | | S 

3—c.= au (r—aja +a (20) zi (aro). 

” Prin urmare, pentru ramurile „corespunzătoare 7, avem , des- 
_Yoltarea 

- scut SLI 
(9) y—b=c c(2—0) +a, a (00 E + do (z—a) a 

Tiecărei rădăcini multiple a ecuaţiunei . (6), canine câte 
un grup de ramuri (4) formând sisteme circulare - compuse. din 
atâtea ramuri câte unităţi sunt în ordinul de multiplicitate al | 
rădăcinii. Așa dar cele n ramuri (y) cari se reduc la b pentru z=a, 

„se grupează în diferite sisteme circulare corespunzătoare rădăci- 
nilor multiple ale ecuaţiunei (6). : 

27. Cazul general. Metoda lui Puiseuz 1). Fie z = aun punct | 
critic căruia corespunde, între alte rădăcini, o rădăcină 7 y=b de 
ordinul n de multiplicitate. Făcând substituțiunea z=a+az, 
y=b -+y, ecuaţiunea transformată f (a + 2, +:9) = o va avea 
pentru z'= o rădăcina 2/'= o multiplă de ordinul n. Făcând dar 

“în această ccuaţiune. 2 = 0, exponentul termenului în y' de gra- 
“dul cel mai mic va fin. Ecuaţiunea transformată fiind iredueti.. 
bilă - în acelaş timp cu ecuaţiunea primitivă 2), va conţine cel : 
puţin un termen în d, A zh, h >1 independent de y' și cel pu- 
ţin un termen în 7%, independent de z', al cărui exponent în vir= 
tutea ipotezei: este: n. Suprimând: accentele și păstrând simbolul - 
/ pentru membrul întâiu, ecuaţiunea ordonată după puterile 
crescânde ale lui g:va avea forma _ 

(0) Ne) Azi Ati pe (Agata re dft e 2024 Bat, 
ÎN n n f = (Brody + Zhapt Vi , 

Î- 

  

1) V. Briot et Douquet Fonctions doublement periodiques p. 42. . 
”) Dacă amavei f (a + d + y) = e(z,y)f, (7, y'), g și f. polinoame de 

Z',y', ar urmă să avem f (a y) = ep(z—a,y —0)fi(z —a,y—b). Contrai ipotezei,
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“în. care parentezele. fiind ordonate. după puterile crescânde ale:, 
lui z, exponenții 03, 03, ... ai primilor termeni din fiecare din ele 
sunt > 1 şi exponenţii.f din ultima sumă sunt mai mari ca n. 
In acelaș timp coeficientul A al lui 2 şi coeficientul B a lui gr 

„sunt diferiţi de. zero. Voim să arătăm că cele.n ramuri cari se a- 
_nulează Împreună cu: z, admit desvoltări în serii de forma 

J = apa +a, ghete + aa het ta” Fi. , 
Hi, poa. fiind nurnere” pozitive, raţionale ce va: trebui să deter- - 
minăm; o | De ae 

„Să facem - substituţiunea | 

0) | 
u fiind o nouă variabilă care nu se anulează pentru z = o. Ecua- 
iunea. (2) va deveni | Aa 

(3) A (Are) Ph ui (Apr) at Bat fe 
A (Bhea)aua + > Aap z**Bhufi = o. 

LE 

y = uk, 

" Variabila u fiind diferită de zero pentru z = o, să punem 
"u=apg+u', ap fiind o constantă diferită de zero, ce va trebui 
să determinăm şi i! o variabilă care se anulează î împreună cu z. 

- În virtutea acestei. substituţiuni, termenii cari conţin z'la gradul 
cel mai mic nu se pot află decât; printre cei următori 

Ac „A at But i Pi, Aa et Bt u fe i, Batu, 

Dacă facem să crească Hu dela zero; exponenţii lui z 

(4) : ” h, a+Bi WM, d2+Bauj "o RA: , 

afară de “cel: dintâiu care .este constant, cresc necontenit, și cu 
atât mai repede cu cât multiplicatorul lui pi este mai mare. Do 
unde rezultă, ținând seama de inegalităţile - 

! , B. < Ba < <..: n . e _ ă 

că i pentru valori destul de mari ale lui 4, unul oarecare din + nume- 
rele (4) poâte întrece pe toate cele cari îl preced. Insă pentru pH. 
foarte mic, n pu este:cel mai mic riumăr, prin urmare făcând să 
crească Hu, dela zero, într'un: mod continuu, vom întâlni neapărat 
o valoare 4 = pr pentru care n pi va deveni egal cu unul sau mai 
multe - din numerele (4). Fie 

a; + Bin, ai, + fi eee Bi<fi<...<n), 

numerele cu cari ni devine egal; vom aveă, pentru 4 = Ho 
aaa ai + Bi = Gt Ba pa > nn e, 

3 DAVID EMMANUEL - -
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“De unde . _ a; . | . 
Ea Mi > n=B; . | 

Făcând acum pusă crească dela pu, numărul a; + f;pu, care 

creşte mai încet decât numerele situate la dreapta lui, va deveni 

mai mic decât numerele a; + fi; 4,...j mp cu cari a fost egal 

pentru 4 = pia. Fie ui = H2 > pupi cea dintâiu valoare ce întâlnim 

"pentru care a; + fi pu devine egal cu unul sau cu mai multe din 
„numerele (4) rămase. Fie ax + Bu, u cel mai de la, stânga din a- 

ceste numere; vom avcă, pentru UL = Hi2 - 

- a; + Ba Ha= art Br, Ha >. = ai, 4 Bi Ho , 

. Ba <a.) - 
„De unde A a; — a, 

Ă Ha = 

Continuăra î în acelaş mod până ce printre numerele cele mai 
„mici se găseşte numărul h. Introducem astfel succesiv acele va- 

lori ale lui p pentru cari două sau mai multe din numerele (4) 

sunt egale între” ele și mai mici decât toate cele rămase. Toate 

aceste valori ale lui pu sunt numere raționale. : 
28. Reprezintare geometrică: care facilitează determinarea nu- 

_ merelor pu. Să ccnsiderăm două axe rectangulare 0a, 04 și să. 

fixăm punctele ale căror coordonate (a, £) sunt exponenţii ter- 
„menilor consideraţi mai sus, anume 

(5). (ho), (auf) (a Boca (0, n 

Cu modul acesta fiecăruia din acei termeni ai ccuaţiunei 

date corespunde câte “unul din punctele (5). 

Print” unul din aceste puncte (e B.) să ducem. dreapta 

Vp a = (X-a) 
1. 

având — — drept coeficient unghiular; abscisa la origină a acestei 

ai B: 10. : 
număr care coincide cu gradul termenului corespunzător acestui” 

punct. De aci. rezultă . că “dacă prin toate punctele (a, £) ducem 

drepte este. 

“drepte paralele cu direcţiunea 0 punctele cari se află pe aceiaș 

dreaptă reprezintă „termeni de acelaş grad şi că dreptei a cărei 
abscisă la origină este cea mai mică "corespund termeni de gradul 

cel mai mie. 
Prin urmare dreapta care conţine cel puţin două puncte (a, £) 

şi care lasă deasupra.sa: (de partea opusă cu origina) toate punc-
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tele cari nu'se află pe dânsa, dă un grup omogen de termeni de 
gradul cel inăi mic. 

Din ceeace precede rezultă modul cum putem determină va- 
Să lorile ce se cuvin să luăm pentru H.. 

Prin punctul (0, n) să „ne închipuim £ o dreaptă care. ;. coincide 
mai întâiu cu axa 0 £ şi care se învârtește: în jurul - acestui punct 
în sensul axei 0a, până ce Întâl- a 
nește unul sau 'mai multe din A 
"punctele (5). In jurul ultimului -4(o,n) 
punct să facem să 'se învârtească | 

- dreapta în acelaș sens, până ce va 
“întâlni unul sau mai multe puncte 
„rămase. Continuăm astfel până ce 
dreapta va trece prin punctul (h,0). 

- Formăm cu, modul acesta 'o.linie | 
poligonală convexă, cu convexite- 
tea spre origine. Fiecare din latu-. 04 
rile poligonului prelungită lasă de 
partea opusă originei toate cele- : . 
lalte puncte. Valorile căutate ale lui pi vor fi dar inverşii coefi- cienților unghiulari, cu semnele schimbate, ai laturilor poligonului considerat, . . 

Să considerăm una din aceste laturi, şi fie (fig. 2) 

(ai, 8, (ai, fi... (ar 6) 
grupul de puncte situate pe această latură, dispuse dela 08 spre”. 00, adică 4;> Bi >. > Ba. | „ 

Valoarea coeficientului [ va fi: 

  

  

_ Fig.2 

  

| a a, —a; Se —a, 

(6) ” - p = Bi — Bu PB 

= fiind o fracțiune ireductibilă, 

p- 

Pentru „această valoare a lui pi substituţiunea (2) devine | 

(7)... . Y=uz? =ugt, 2 =, - Si o 
" Ecuaţiunea (1) sau (3) va luă forna 

(8) A he ., + (4, +. ..) "pasa ufi +. 

+ (B+ în) Zau + > Acp a'patab fa o. 
Grupând împreună termenii corespunzători laturii conșiderate şi al căror grad . 

pai + gf; = pai, + af, = = pas ae an 
3* - ” i LR
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este mai mie decât al tuturor celorlalţi termeni, ecuaţiunea pre: 

cedentă se va puteă scrie, după suprimarea lui a'Paitai, 

- (9) A; ufi + A, „ufi +. FĂ ufr + z 9 (7, u) =o, 

p (2, u) fiind un polinom de z' și u. Făcând 2 =0 și suprimând 

factorul uf 1) obţinem ecuaţiunea - 

(00) As ui A vf Pe 4 Aus 

“care ne dă, pentru W B; — Bk valori finite și diferite ac Zero.: Pen- 

tru valori z' vecine cu zero, ecuaţiunea (9). va admite. dar B; —B 

rădăcini infinit vecine respectiv cu rădăcinile ecuaţiunii (10) 

aq 
17 > = ap gP.va îi beniru z vecin cu zero, 0 rădăcină apro- 

? pă 

piată a-ecuaţiunei (1), adică primul termen al desvoltărei în serie” 

ă unei ramure a funcţiunei y (2) 2). Prin urmare latura ale cărei 

. extremități au ordonatele f;, + dă primul termen. al desvoltărei 

în serie a f;—Bx ramuri. ? a 

De unde concluziunea următoare: - 

Fiecărei laturi a poligonului corespunde primul termen al desvol- 

tărei în serie a atâtar. ramuri ale funcţiunei y (2), câte unități sunt 

în diferența dintre ordonatele eztremităților sale. 

»- 

"Suma acestor diferenţe fiind egală .cu n, rezultă că totalitatea - 

laturilor dă primul termen al desvoltărei în serie a acelor n ramuri . 

cari se anulează în punctul e = o.- 

- În virtutea ccuaţiunilor (6) putem, serie, 

ay? „za zin Bu Be ap eee 
0,— a; =1q, ga, — i, = În a c.. 

1, d fiind numere întregi pozitive. Punând - E 

(2 up e, 
ecuaţiunea” (10) devine - : i 

(13) .. A; pi + Ai pt inut Ap =0.. 

La o rădăcină simplă v = poa acestei ccuaţiuni, “vor corespunde | 

ecuaţiunei. (10) p rădăcini simple date de ecuațiunea (12) în care 

înlocuim v prin p. . . - 

Fie ag una din aceste rădăcini; cele p rădăcini vor. „putea î 

“reprezentate prin 

: 2q, Ag. 2(p—t)q, 

(1 a ep? a) , Zau) = - ia Qo, do =a9e > of =apeb pe. 09 = age PP 
  

7 3) Nu ţinem seamă de soluţiuhea u= 0, căci se caută pentru u numai , 

valori finite şi dilerite de zero ($ 24). : . 

2) Posibilitatea acestei desvoltări va îi stabilită prin prezenta teoremă. -
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| Prin urmare în: domeniul lui 2! =o, ecuaţiunea (9) va n admite 

p soluţiuni de forma - 

„ue = apti) + a Pe (2 h (k=0,1,...,„p— 1 

cărora vor corespunde ecuaţiunei (1), -în domeniul lui 2 =o,p 
soluţiuni de. forma - - : 

„ - “4 -4 | - i - 

ua Ve = aP “fi +azP plz) (k = o, 1, pl). 

Dacă z descrie un cere în jurul lui z=o, “termenul ag z?. 
20 qi ” A Ii . 

devine ageP  azP=a 7, termenul at zP. se schimbă în 
N a - 

agt2) Pi, termenul ao p (PV 9 se „schimbă în ao zP ; adică 

termenii principali: : ea 

o aa a 
(15) „do TP, ap 22, ..., ag(P-I) zP 

ai seriilor (14) formează un sistem „circular, In acelaş timp yr se 
schimbă în . AR 

Ss 

i A di 1 (22 3] 
UI j . 

-eP ap [ag see 2? Pa ePzt 

agp 2 (a+1) 1 Zi -1 
= zp a, (+1) + e PU in ze PL ( 25). 

Insă Yi trebuind să se schimbe | într'una din soluţiunile + Vo 
Vu Vp nu se poate schimbă decât îni ta. În adevăr, 
să presupunem că Yr. se schimbă în Ynrt kk; va trebui să 
avem Fi - i _ Ă - 

1 4 7) — ! 2040; AL (22 7) 
apfhti + zP Pra zP aglkt1) +e P ap Prlev ze], 

sau | - - j | 
- a. le zau, (& iN. ( 3)) 

ao ara — a pri) = zP. Le -P “Pe eb gP s_ Pin zP 

egalitate imposibilă, căci merbrul întâiu -este, o constantă di- 
ferită de zero și membrul al doilea. tinde către zero împreună cu * - 
z. Trebuie dar să avem h = =], şi în acelaş timp identitatea 

( 7)- e 2(a+ ; Ă (22 1Y. 

Pau zP p “p, eP 27), 

adică 4 Yu se' schimbă în yu. Aşa “dar ramurile vo, Yu- pi for- 
mează un singur sistem circular și se prezintă în ordinea în care 
se e permută valorile lor principale (15). De po 

2 , , Pt
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Cele p ramuri considerate se pot reprezentă printr'o sin = 

gură serie, “ 
+ a ă ati pa 

40 y = a 20 tz? Tie to 
a _ 

în care se dă lui zP cele p valori de care este susceptibil. 
Astfel, la fiecare rădăcină simplă v a ecuajiunei (13), cores- 
punde ecuajiunei (1) un sistem circular de-p ramuri de forma (16). 

. Dacă toate rădăcinile ecuaţiunei (13) sunt simple vor cores- * 
punde ecuaţiunei -(1): 4-p = fi; — fiu ramuri de forma . (16),: for- 
mând A sisteme circulare de câte p ramuri. Ramurile corespunză- 
toare laturei considerate sunt 'astfel. separate de la prima aproxi- 
maţiune, fate dceste ramuri sunt în raport cu z de acelaș ordin 

« 

infinitezimal - ră N aa e 
„Să presupunem că v = vp este o rădăcină multiplă de ordinul 

n" (n ch) a ecuaţiunei (13); fiecare din rădăcinile ecuaţiunei 
.- 2gk iz ir 

(12) î în care înlocuim p prin o adică ape P „(k =0, 4. pP— 4) 
este: rădăcină multiplă de: acelaș ordin a “ecuaţiunei (10); 

"în. domeniul lui z'*= 0, ecuaţiunea (9) va -admite dar câte 3 Ă 

n' rădăcini u infinit vecine respectiv cu fiecâre din ele. Prin ur- 
mare  ecuaţiunea (1) va admite, pentru z. vecin cu 'zero, câte n' 
rădăcini 3 y a' căror valoare principală este 

| E a 
„7 | „do e: p (k=0, Iun p— 1), _ 

Sa căutăm a separă ramurile corespunzătoare. Plecând, de 
-. exemplu, dela rădăcina. "49; să punem în ecuaţiunea (9) - 

(7) E ” ua y'; > 

Us “fl p=o 
care, pentru z' =o0, admite o rădăcină y' = o multiplă de - or- 
dinul n. Acestei ecuaţiuni vom aplică acceaș metodă ca ecua- 
ţiunci (1). Dacă ecuaţiunile anăloage cu ccuaţiunea (13) au numai. 

  

1) Se poate întâmplă să avem-n „=: =îp=n; prin urmare p =4, Ega- 
ditatea f; — Ba = A p devine f; — fr = n; de unde, în virtutea formulelor 
(11), rezultă egalitatea Lă =n,fr=o, a; =o, d, = ng. Poligonul se reduce” 
la o singură laţură ale cărei extremităţi sunt puuctele (0, n) (na, 0). 

Ecuajiunea. (9) ia forma - 

N Ai (u—aa)n + zel, «) =o o] _ 

și cele n rădăcini infinit mici 7 au acelaş termen principal ay 21 .



” rădăcini simple, cele n' ramuri cari se anulează împreună cu z 
-se vor grupă în sisteme circulare dela ' cea dintâiu aproxima- 
țiune. _ 

Fie | i 
a i a ” ai +2 Ă - 

(19) . y' = az +DBv re Badr Fo 

unul din aceste sisteme circulare compus din p' ramuri. Acestui . 
sistem (7) corespunde sistemul circular - 

(20) y=uzt = (a + E: ze 
. | a arat apti 
„> ao a?! aa +B,z PE a 

cuprinzând Pp' ramuri.. In adevăr, când z 'se învârteşte | în . jurul 
d 

lui z= 0, primul termen art primește p Valori: diferite ; după: p 
învârtiri primul termen îi reiă valoarea iniţială, pe când: cel 

2g is 
- Mal doilea. se reproduce multiplicat cue pp, Aşa dar este nece- -. 
sar ca z să se învârtească de pp! ori în jurul lui z= o pentru ca cei: 
dintâiu doi „termeni (20) să se. reproducă simultan. Toţi, ceilalți” 
termeni se reproduc în acelaş. caz. Exptesiunea (20) reprezintă 
dar un sistem circular (7) compus din pp! ramuri. _ 

Dacă cele n” ramuri (7), cari se anulează pentru z' =o, nu se 
separă în sisteme circulare dela. cea dintâiu aproximăţiune, vom 
repetă operaţiunile de măi sus şi vom conţinuă în acelaş mod . 
până ce vom ajunge la o ecuațiune fn (z%,-yh)=o, pentru ' „care 

- ecuaţiunile analoage cu (13) au toaţe rădăcinile lor. simple." 0b- 
ţinând asticl separaţiunea sistemelor circulare ale ecuaţiunei fi =o, 
deducem separaţiunca - în sisteme circulare - ale ramurilor y(z) 
definite de: -ecuaţiunea propusă (1). 

„Seria de operaţiuni se termină. neapărat, In adevăr, numărul 
Y. (ordinul de. multiplicitate al rădăcinei 2 y =o corespunzătoare 
lui z' = 0 în: ecuaţiunea (18) ) fiind Lizip, ati an. După 

“a doua operaţiune dacă va fi nevoie, ecuaţiunca (18) va fi înlo-: 
cuită printr'o ecuaţiune analoagă având, o rădăcină ş y' = o mul. 

_tiplă de un ordin n” Zn, ete. 
Avem astiel un” șir de numere. „înizegi” pozitive n, nn” po... 

"cari nu cresc, Dacă nici unul din aceste numere nu este esal cu 
1. va „trebui ca! începând dela. un rang încolo, aceste numere să 
fie egale între. ele. Să presupunem, Pentru a fixă ideile, că ele 
sunt egale dela cel d'al doilea, adică n! = n” =:... Fie (04,8!) 
(a, 61) exponenţii lui (2, y”) cari în ecuaţiunea (18) :au acelaş rol 

, . . | - | 
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ca exponenţii (a; f ), (a, Br), în eenaţiinea (1). Deasemenea, 
A” are'rolul lui 4. Egalitatea n” = „ trage după sine egalităţile 

p' = 1, Bi= n, Br=o, ai= o, ay= Big = n'g _ 

şi linia poligonală corespunzătoare se reduce la o singură latură 
având extremităţile (0, n'), (n'q', o). Cele n' ramuri ale ecuaţiunii. 
(18),: cari se anulează împreună cu 2, vor aveă acelaș termen 
principal . E | 

- rgr , 
"a X 3 | - . - iai 

> 

aa fiind rădăcina multiplă de ordinul 1” a ecuaţiunei analoage 
„cu „ecuaţiunca (13) şi vor puteă îi reprezintate prin expresiunea 

ap yi= zau pc = 1, Zn) 
- 

yY tinzând către zero împreună cuz. 

Făcând în (18) substi tuţiunea aa ” 

CI Weiler) Ia 
“ obţinem o ecuaţiune - Pa | | _ 

(23) ma 
"între z'şi y”, căreia prin ipoteză! se aplică concluziuni: identice c ca: 
ecuaţiunei (18), adică cele nm” ramuri: (3 N cari se anulează 
cu £', vor aveă acelaș termen "pzincipal a2z9" şi prin urmare 

„cele n“ ramuri (4) corespunzătoare vor avea aceiași primi - doi 
termeni în desvoltarea lor şi vor putea fi reprezintate prin, 

gi=a „ate atei [az + Pi(z 5], (31, 2. n). 

Continuând în acelaș „mod, recunoaștem, deoarece . prin ipo- 
teză seria operaţiunilor nu se termină, că cele: n' ramuri (y') con- 

. _siderate sunt reprezintate printr'o singură serie întreagă de z 

pp | 
Suindu- -ne. la substituţiunea (2) (Ş 28), în care + “înlocuim u 

„prin valoarea sa (17), obținem expresiunea | 

1... 
j - y; Lo3e )]z "= [at 71 (22)]z?;1 (i=2..) 

care reprezintă n' ramuri ( y) corespunzătoare. la aceeaș ' valoare 
1 

a lui zP şi-prin urmare pn! ramuri, dacă dăm lui z? cele p va- 
lori ale sale. Prin urmare câte n! din valorile y (2) considerate 
coincid într'o infinitate de puncte în domeniul lui 'z. = 0; ceeace. 
este imposibil, căci: punctele în cari două sau imai multe ramuri.
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au aceeaş valoare sunt puncte izolate, ecuaţiunea, (d fiind ire- | 
“ ductibilă 1). : 

În rezumat din teorema precedentă rezultă că ramurile” 3 (2) 
„cari devin egale cu un număr b întrun punct de ramificaţiune z=a, 

se. grupează în unul sau mai multe sisteme circulare şi că ramurile + 
aceluiaș sistem sunt repr ezintate printr o scrie unică de forma .  - 

. : a ki „. : 
(25)... 02 ap (2 —0) 7 -vau(a—a) Po 

P veprezintând. numărul ramurilor sistemului, care” poate fi egal - 
cu d, şi q fiind un număr întreg > şi. prim cu p. : 

29. Valori finite ale lui z pentru cari y devine infinit. Fie 2 

(0 hem=blz zh th +. fala) = „o 

„ecuaţiunea dată şi z=ao valoare a lui a care anulează primul 
coeficient fo (2). În punctul z=a una cel puţin din .ramurile y 

” devine infinită, Să presupunem întrun mod general că cei dintâi 
n coeficienţi flz), Îiț7)ooshn—(2) se anulează. pentru - z=a şi 

Î-(a)fo; n.ramuri: y vor deveni infinite: Să facem substitu-" 
țiunea - - . ei - DI 

pi . 
ccuaţiunea transformală.  - | | 

(9 
va avea peniru z=a, n rădăcini y'=0o. Cele n'ramuri (2) 

cari, se anulează în punctul z=a, se grupează, în domeniul 
acestui punct, într'unul sau mai multe sisteme circulare. Fie 

(4) _y= =(0—0) Pe-o], P(( [(2—aj7 lnezo, 

unul din aceste sisteme, De unde rezultă - 

1 

5) y= =(2— a. 72, [la 2—a) ], Pte-alae,” 

'p, fiind o serie întreagă de (z— aj convergentă într un „cerc cu 
; centrul în a şi trecând prin punctul critic cel mai apropiat. 

Aşa dar ramurile cari devin-infinite se grupează şi ele. în- 
trunul sau mai: multe sisteme circulare, ramurile unui sistem 

  

_ 1) Dacă exponenţii n, n' e. ar fi egali:dela cel dintâiv, cele n ramuri cari. : 
se anulează în punctul z = ar coincide; ecuaţiunea propusă ar fi reducti- ” 

„bilă, de forma - | - 

io” uta) =o, Înloso' o 
p (2) şi î.(z, y) fiirid polinoame.
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fiind reprezintate printr'o serie de forma (5) în care numărul ter- 
menilor cu exponenţi negativi este limitat. Punctul a se zice pol de 
ordinul g al “ramurilor cari compun sistemul circular dat. Dacă 
p=Î, ramura corespunzătoare este uniformă- în domeniul pune- 
tului a-şi acest punct este atunci un .pol ordinar al ramurei. Dacă - 
p>A, punctul a este pol și punct de ramificaţiune în acelaş timp 
pentru ramurile sistemului, sau sistemelor corespunzătoare. . 

30. In fine, mai -rămâne de examinat cum.se comportă ramu- 
rile 7 (2) în. domeniul punctului z=co. „Pentru aceasta, făcând 

_substituțiunea - - ă 

G) - . aa, 6) a | 
suntera conduşi a. studia ramurile definite de. ecuaţiunea transfor- 

„mată. a Ru . | 

Di et o 
în i domeniul lui z'=o, - i 

O soluţiune a acestei ecuaţiuni, în domeniul lui 2 =0, va. fi 
de: una, din formele 

_ A a! m ID 
y= =biaitpl Tau y= = p( i), ” SE 

_ după cum z'=o0 nu este pol sau este pol al ramurei considerate, 
presupusă ca făcând parte dintr'un sistem” circular de P ramuri 
în cari p poate fi egal cu 1. - 

- Revenind la variabila z, ramurile unui sistem circular compiis 
din p. ramuri, în domeniul punctului z=00, „vor. fi reprezintate 

- printr'o serie având una-din formele. 

| a as 2 Pa 
(8) y= b+- a laur Pre + EI | - 

sau : E | 

(9). ya ja tz? ? Asa a). 

Forma din urmă corespunde cazului. când z = co este un pol 
de ordinul gq al ramurilor cari compun sistemul circular” considerat. 

Numărul termenilor. cu ezponenţi pozitivi în această serie este 
mărginit. 

31. Din tot studiul precedent rezultă * că o funoțiune algebrică ” 
este o juncţiune analitică multițormă cu un număr mărginit de ramuri, 
neavând în tot planul variabilei, inclusiv punctul dela.0o, alte sin- 

- gularităţi -decât poluri. şi puncte de ramificaţiune. Aceste , Proprietăţi 
“sunt caracteristice funcţiunilor algebrice, adică:
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Teoremă. Orice Juvicţiune analitică 

y = (2), 
muluiformă cu un număr r limitat de ramuri, care, în tot planul, inclu- 
siv punctul co, mare alte singularități decât poluri şi puncte de ranui- 

 ficajiune satisface o ecuaţiune algebrică. , E 

- | Ă E (3, y) = 0 , | , 

F (2, y) fiind un polinom în z şi y. Pa - 
În adevăr, fie - . a PI a 

(10) _ , i Yi Yoo Ym 

„valorile funcţiunei y.= f (2) într un. “punct 2 parecare, 
Să considerăm funcțiunile * simetrice 

(11) ă Zy ZU Ve . 9 Yam | | 

formate respectiv cu sumă valorilor (10), cu: suma produselor lor 
două câte două, etc. a 

In domeniul unui punct ordinar, fiecare ramură fiind funcțiune. 
uniformă de z, funcțiunile (11) sunt funeţiuni uniforme în acelaş 

-domeniu, : - a - 
In domeniul unui punct critic — fie că în acest. punct raraurile 

sunt finite, fie că unele din ele admit acest punct ca pol — ramu- 
rile cari fac parte din acelaș sistem circular se permută între. ele, 
când z se învârteşte în jurul acelui „punct. De unde rezultă că orice 

- funcţiune simetrică formată cu aceste ramuri, reiă: valoarea ini-- 
ţială când z revine la punctul de: plecare şi prin urmare este o func- 
țiune uniformă de z în» domeniul” considerat. Aceeaş coneluziune 
se aplică punctului z=o, 

Expresiunile (11) sunt prin urmare funcțiuni analitice unifome 
neavând în tot planul (2 ), inclusiv punctul z = 6, alte: singula-' 
rităţi decât-poluri. Ele sunt așa 'dar funcțiuni raţionale de z. a 

Reprezintându- le prin F 

N „Vu (2), wa ( 2), .... (- —1)m ala), 

cele m valori. (40) vor fi rădăcini ale ccuaţiunei 

(2) umttpa (2) gi -trpa (2 2) ya da | 
| care defineşte funcțiunea algebrică y (2). j 3 o qe d. 

pi 

N 32. Teoremă. Polul unei: ramure a “ecuaţiunei algebrice 1). 

= UYRlasy)= tf, (opt (0) tt. tm) than 0, 
este pol cel. puțin al unuia din coeficienţii ecuațiunei şi vice-versa, 

* DIR 

4) Adică a fapețiuni y (2) definită de E (2,5) = o. 

v 

oz
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m a CAPITOLUL n . „1 - 

un pol al unui “coeficient este „pol cel puţin al uneia din ramur ile junc- . 

țiunei. 

Fie. y4 ramura care admite punctul a ca A pol. Să 5 scrim - 

0) Pe, 9) (your (7) pm poa + pma(0) 
de undg rezultă, prin identificaxea ecuaţiunilor (1) și (2); egalitățile 
următoare: " : 

a în0) =-uum-a(2), - a 
| ma (0) == Pm=a (0) FPmal0) e 

3) a... 
po | În(2) = voua) roata), _ 

Ă E ho) =—ntpule 2 | - 

Prin ipoteză Yi (a) = = oo; rezultă fn (a) = oo, afară dacă Pm-r(2). 
admite za =a ca zero de un: ordin. cel puţin egal. cu ordinul 

polului ramurti YI (2). În acest caz, av em 

[2 „= le) po, 

şi i în virtutea “aceluia raţionament, rezultă Îm-— (a) =. co sau. 

Pm-—2 (a) =, cel puţin de acelaș ordin ca mai sus, ete: Dacă 

toate: "funcțiunile Sr - 

DP Pm-2 (pute (5 

au a ca zero de ordinul menţionat, rezultă „egalitatea E | 

hola 
prin urmare he (2) are acelaş pol ca y, (2... 

Reciproca' teoremei este evidentă, căci dacă, de exemplu, coe- 
ficientul fu (2) are polul z = a, -urul cel puţin din termenii sumei 

E Vi Va--- x devine infinit pentru z =a și, prin urmare una 

cel puţin -din rădăcinile Ve yn devine, infinită, pentru 
„această valoare a lui z. 

"33, Funcțiunea algebrică definită de o “ctuajiune ireductibilă aste. 

“monogenă în n sensul lui Weiersir "ass I), E 
Fie Ă i ie: 

(1) DE: i f(z, 9) =o | a _ 

"'0 ecuaţiune algebrică ireductibilă de gradul m în y şi | 

(2) | Aa “vu(0), Ve(20),. « .> Ym(26)- 

valorile ramurilor într'in punct 29 diferit de un punct critic. Dacă 

z, plecând dela punctul zy,- descrie -o curbă. închisă, una oarecare 

1) Adică două elemente oarecari se pot deduce unul din celalt prin pre”. 

N 
,
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din rădăcinile (2) se reproduce, sau. se 'schimbă întruna din cele- 
lalte rădăcini. Voim să arătăm că, oricare ar fi valoarea iniţială a 

"ramurei corespunzătoare punctului o, ozistă drumuri închise astfel 

ca valoarea jinată să fie. una oarccare din rădăcinile (2), dată după 

voie, 
| In adevăr, să “presupunern că oricare ar fi drumul înshis, care 
"plecând dela zo revin la ao, nu obţinem decât o parte din rădă- 

cinile (2): y1> Yo: Un (n-< m). Este evident că în acest caz, 

rădăcinile y7, Yz:=-> Yn nu pot decât să se permute între ele când 
z” descrie o curbă închisă oarecare. De altă parte, aceste rădăcini, 

ca ramuri ale unei funcțiuni algebrice, n'au alte singularităţi. decât . 
un număr, limitat de poluri şi de puncte de ramilicățiune, prin ur- - 

mare- ele satisfac o ecuaţiune algebrică . - d - 

pi p(&y=o a 
de gradul n în y. „ Ecuaţiunea' (1) admițând; c oricare ar. îi valoarea - 

lui z, toate rădăcinile ecuaţiunei gă rezultă că polinomul ? (x; y) 
este divizibil cu polinomul g (2, 7); cecace este în contrazicere cu- 

ipoteza că ecuaţiunea (1) este ireductibilă. p 
Vice-versa. Dacă plecând dela punctul zp cu. rădăcina yi (20) 

de exemplu, putem, prin drumuri închise convenabile, să obținem 

"toate rădăcinile (2), ccuaţiunea considerată -(1) este ireductibilă. 
In adevăr, să presupunem. că f (z, y) conţine ca factor un polinom: 
e (7, y) de.un grad ri < m și fie yi(20),.--, ya (zo)cele n rădăcini 

ale ecuaţiunei p (9 y) = o. Este evident că dacă plecăm dela pune- 

tul zg cu rădăcina y; (29) ca valoare iniţială, nu vom puteă obţine 

„ca valoare finală decât una din rădăcinile acesti ecuaţiuni, oricare: 
„ar fi drămul descris de “a: ceeace este contra ipotezei. Ecuaţiunea 

(1) este. aşadar ireductibilă. Polinomul f (7, y) este. dar ireducti- 
bil, sau o-putere a unui polinom ireductibil. - 

34. Observări. 10 Să ne închipuim fixate toate punctele de ra- 

mificăţiune ale funcţiunei Y (7) 'și construite contururile elemen- 

tare. corespunzătoare, origina fiind un punct ay dat, ăstfel ca a-" 

ceste contururi să nu se taie între ele. Să re închipuim deaseme- 
nea determinate ciclele relative la fiecare punct de ramificaţiune. 

Să presupunem acum că plecând dela zp cu una din valorile cores- 
punzătoare y (20) ca. valoare iniţială, descriem o, curbă închisă C 

care nu trece prin nici un punct de raimificaţiune. Cum obţinem 
"văloarea sa finală? Pentru aceasta, considerăm contururile elemeri- 

tare cari prin succesiunea lor formează un drum echivalent cu C. 
Valoarea “finală ce obţinem, după. ce z descrie aceste contururi 

elementare, este” valoarea căutată. Dacă C se tae pe sine însuși, - 
- E = 7
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înconjurând mai de multe ori un punct de ramificațiune, conturul 
elementar corespunzător va fi descris, î în sensul convenabil, de ace- 
laş număr de ori. ” 

20, Dacă limităm! planul (2) prin tăeturi făcute: dela fiecare 
punct de ramificațiune până la 00, astfel ca ele să nu:'se întâlnească, 
fiecare ramură este: funcţiune uniforană în acest plan. 

7 

7 
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„ CAPITOLUL N. De 

EXEMPLE DE PUNCȚIUNI ALGEBRICE, 
2 

95, |. Fie ceudițiunea 

(1) a B—3 y-r-a=o. 

Valorile lui a cărora corespund. rădăcini „esale, sunt date de 
Ă ecuaţiunea 

DI 
adică z=4+2. Lui z=2 corespunde rădăcina simplă 3 y= 3. ŞI -. 
rădăcina dublă 3 y>l” Lui a= —2 corespund rădăcini egale” și de 
semrie contrarii cu acestea. Mă a Să 

Să examinăm cum se comportă ramurile în domeniul lui z=2. 
Ramura y, care devine. egală cu—2, este olomorfă ; ca este dată 
de seria | . Să ia : 

Bunge giga le-apr îR _ 
Pentru a obține desvoltarea ramurilor cari detin egale cu î, 

să mutăm origina în punctul 2=2, y=l, „Punând 

= +2, 2 TRE „ - 

Ecuaţiuncă 4) devine RE 

(4) | ap3+8 3 gta =0; | 
cele două ramuri 1 y, “cari se anulează pentru x =0 se poi obţine 

„efectuând -inversiunea seriei E 
r | , - da . î 

orale +) = V/Z3y (ta...) 

  

1) SE 2 + 7 an (2—2)n 
- i . 1 : 

Me | 1 (di 
: în = pi (dan) 22,
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N „-de unde rezultă 

cm d lu, 
(5) Ă ' YI z 3 Ig € + , 

Revenind la variabilele iniţiale, avem ME 

(6) y=1l+—= (2—2)0 tag (52) Fe 
V 73 

Punetul z = 2 este aşadar un punet de 'zamificaţiune, î în jurul >» 
căruiă 'se permută cele două ramuri considerate.  - 

In. mod 'analog, găsim, relativ la, punctul, z = — 2 ramura 
“olomortă 

Da Lea) tota (7). -I>2-g (z+ aaa (et Pre 

"şi cele două ramuri, cari devin cgale' între ele, veprezintate prin * 
seria. - e , 

ES rit (ar) Le PD 
/ă 18 , 

Să alegem ca origină a contururilor elementare; punctul z=o0, 
căruia corespund rădăcinile simple. . -- - 

11%=0, Wa=V/'3, p=V3. DR 

Acestor rădăcini corespund respectiv ramurile olomorfe 

  

1 - 
noa Pra + | 

(9) A ga 2 V3 De a.. 
. - , 6: . VE 

x , zu, BERI 

= —V/3—$ pet Be. 

Să examinăm cum se comportă aceste rarâuri când z descrie 
conturul (0, 2) sau (0, —2). " a Ia 

“Rădăcinile ecuaţiunii (1) fiind reale pentru valorile reale z cu- 

prinse în intervalul (— 2, + 2), rezultă că ramurile (9) sunt reale 
dealungul! segmentului (— 2, 2) al axei reale. Ramurile y, și ya 
fiind pozitive pentru z pozitiv şi fpârte mic, păstrează acelaş semn 

“ în intervalul (0, 2), pe când.ramura y, este negativă în acest inter- 
val. De unde rezultă că z descriind conturul elementar (0, 2), ra- 
murile” y,: şi 2 se” permută între ele, iar. ramura yp se “reproduce, 
„Dealungul segmentului (0, —2), ramurile y, şi vs. sunt negative;
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jar ramura y, este pozitivă ; conchidem că conturul (0, — 2) per- 
mută ramurile ya, 3 şi reproduce ramura vy2.. - 

Din cele ce preced rezultă că conturul (0, 2) urmat de” conturul 
(0, —2) schimbă 740 în 2/20, 1/20 în. ya0, Ya în 710. 

Aceleaşi contururi descrise în: “ordinea. inversă,: schimbă. 4 -Y0 în 

Vo Pa în va pat în ya. ă 
Punctul z = co este un punct de ramificațiune, î în jurul căruia 

_se permută cele trei ramuri cari devin infinite în acest punct, Căci, 
punând - - - 

ccuaţiunea (1) devine. - | pn 1 

| y35—382y2+a'=0. 

" Puntul z' = o este un punct de. ramificaţiune, în .jurul căruia 

se permută cele trei ramuri 7, cari. se anulează, 

" Pentru a obţine desvoltarea lor, punem A | 

I=8, put 

Ecuaţiunea transtormată 

Brio. N 

"-dă, pentru t =-0, trei valori inegale. lui u; acestor valori corespund 

prin urmare trei ramuri u, funcțiuni olomorife de î. Este de ajuns 

să calculăm una din ele..Fie aceea care, pentru î = o, este egală cu—d. 
„ Găsim pentru această ramură o desvoltare de forma 

us tati - 

de unde rezultă; pentru cele trei ramuri y, desvoltarea 
- po i 4 , 

= (— Aa ha ză pe), 

Revenind la variabilele iniţiale,» cele trei ramuri, cari devin 
infinite pentru z = 0,'sunt reprezintate printr'o serie de forma 

1 2: 

(00) Oy (iz 3 ra 34...) 

Punctul z = 00 este un pol. de ordinul al treilea al î acestor ra- 
muri. - 

Se obicinueşte a numi contur elementar, relativ la punctul o, 

drumul format dintr'un cerc având o rază destul de mare, pentru 

ca în tot planul, exterior cercului, funcțiunea să nu.aibă altă sin- 

gularitate decât - punctul 00, şi dintr'o rază — linie dreaptă sau
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  5 curbă — care unește un punct al cercului cu centrul său și care nu . 

trece prin niciun punct singular. Un asemenea contur este echivalent 
cu totalitatea contururilor elementare descrise fiecare o singură 
dată într'o ordine" determinată. Conturul OABCAO (fig. 3) este! 
echivalent cu succesiunea contururilor. (0, 2) şi | 
0,—2); prin urmare el permută- valorile” iniţiale - 
7710, 320, 940 în aceeaş ordine ca aceste contururi. cl&-eole 

Relativ la conturul elementar (0, co), ramu- : N. 
rile y (2) formează dar.un singur sistem circular, 
“Acest fapt se citeşte direct „pe desvoltarea (10); căci 
pentru valori ale lui z,al căror modul este: foarte. - 
mare, ramurile“ sunt aproximativ “ reprezintate prin: expresiunca 

1 

. - „i Pa CD 
şi se permută, conform acestei exprâsiuni, când z descrie cercul - izi=R, R fiind destul de mare, i 

Raomplul 1]. Să considerăm ccuaţiunea 

(1). n 2P— (8y—da)t=o. 
Punctele critice la distanţă finită sunt. z=o0 şi =. Pune- 

tului « z=0 corespunde rădăcina simplă, ș Y = z și rădăcina dublă 
: 

1 ” . : 
y = ; pometului « z=| corespunde rădiciia simplă y = şi ră 
dăcina dublă 4 y=2: să examinăm cum se comportă ramurile func- ţiunii y (2) în-domeniul fiecăruia din punctele critice, ” 19 In domeniul punctului Z = 0, ramura 'olomoriă este repre=- zintată prin seria o e ” N + A 

(2) == getea | - 

“Pentru a găsi termenii. principali ai desvoltării ramurilor cari se anulează, să punem | & a 

= 
ouaţiunea (1) devine, suprimând factorul a 

(3). N Pup o NE 
: Lui'z=o corespunde rădăcina dublă u =3. Suntem conduși a :căută desvoltarea celor două “ramuri u (2, cari: devin egale cu 2 

3 
. Punând | 

A DAVID EMMANUEL i 
7
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obţinem ccuaţiunca i 

  

  

92 a— î a ze (1 +60 -+352) 0, 

care dă desvoltarea Da E E a 

»=5 7 at + ăc + iii 

prin urmare. | ” 

- 2 4 
u=z + sp +az+ 

și, în finc,. pentru cele două ramuri g cari se anulează, avem ex- 
presiunea 

2 4 3 
(4) | îi 1303? ee | 

20. In domeniul punctului z = l, ramura olomorfă. este de. 
„forma a - NE | A „” 

PB y=3 FE (a) ta (2024 
3 . 

Pentru a „obţine expresiunea ramurilor « cari” devin egale cu 2 | 
punem. o | Ma - - 

| zi = +2, 
“Ecuaţiunea (1) devine: E î5 | o a 

0 32104 (at 342 po; 
de unde se deduce. a | . 

= 73 pă ta z' +. , 

prin urmare ramurile, cari devin egale cu 2 penru z =, sunt 
date de seria . | | E 

  

pai (2-1)? +a (2-10)+.. Mi - | 

Să luăm ca origină a contururilor elementare un punct zp, si- 
tuat pe axa reală între punctele 0 și 1, foarte aproape de cel din- 
tâiu. Conturul (29, 0) permută între ele ramurile (4). 7 N 

Conturul (o 1) permută între ele două ramuri ale funcţiunii 
y. Se pune întrebarea: dintre ramurile (2) și (4), cari sunt cele ce 
se permută între ele? Pentru a răspunde la această întrebare să 

  (7) = =2+



. , 
1 

“până la punctul singular cel mai apropiat. Pentru x, = 3 avem rădăcinile 
a SR _ o 

„reale şi pozitive y ==» 2+)/3. Ramurile corespunzătoare sunt așă dar real 
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observăm că rădăcinile ecuaţiunii (1) sunt reale și pozitive în in- 
tervalul (0, 1). 1) De altă parte, în virtutea acestei ccuaţiuni, ex- . 
presiunea 3 y—2 z nu se poate anulă decât pentru y =o, prin . 
urmare numai pentru z =o; de „unde rezultă că 3y—2z— 
funcţiune continuă de z — păstrează un semi invariabil pentru , 
D<az<l. | 

Să reprezintăm prin y, ramura olomorlă (2) şi să separăm ra- 
murile (4) scriind e a - 

  

ape | “ _ VL 7 che, | 3 -9)/3 , 

2 4-3 
  haos Muia | îi 

» - 
îi 

De unde rezultă că :pentru z > o şi foarte mic, avem inegali- 
tățile . Ă 

. 3ya-27>0, 32240... 
Prin urmare, pentru z foarte aproape de 1, avem . 

| AER _39 o - 2 TE Lc 

Poze Sg a 

Insă pentru 2 = Î, avem două:'valori y = 2. De unde rezultă | p mu l PY. : 
că dintre ramurile (2) şi (4), y. și ya sunt cele ce-devin. egale cu 2. 

Conturul (9, 1) permută așa dar aceste două ramuri ŞI Tepro- . 
duce ramura gg. - i | 

In acelaș timp putem conchide că, dacă prelungim: ramurile 
Yi Ya» Ya în afară din cercul |z | <4, în care ele sunt coâvergente, 
prelungirea analitică a celor dintâi două. coincide cu ramurile (7), 
iar prelungirea celei de a ireia coincide cu ramura (5). - 

- r 

  

II 1) In intervalul (0, 1), exceptând valorile 2 =0, z=1 ramurile 7 (2) 
sunt funcțiuni olomorfe.: Fie o<z<1 şi. y, valoarea corespunzătoare a unei 
ramuri; avem, în domeniul . 

. Yo = E Vo) (on aa - ă i n=1 n! _ , Pf “a . . - , 

Coeficienţii ecuaţiunii (1) fiind reali, dacă ya este real, toate derivatele gya(n) 
-sunt reale; prin urmare ramura corespunzătoare” y este reală dealungul unui 
segment al axei reale. De unde rezultă (1. p, 305) că ea este reală cel puţin 

9 
- - 

în interiorul intervalului (0, 1) şi neanulându-se rămân pozitive în tot inter- 
valul, i 

p. - | 2
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“Punctul -z=00 este un punct de ramificațiune relativ la care 
avem sistemul circular (97 Va 2) Sau (yu, 2: Ys) după cum con- 
turul elementar (9, 00) este descris în sensul în câre se succed con- 
tururile (20, 1), (co 0) sau în sens invers. 

Ezemplul 111]: Să considerăm Petinea | | 

D. p—3ayr2 = 0. - | E 

Punctele crilice sunt date de ceuaţiunea A 

(2) (=, - 
ale cărei rădăcini -sunt | E 

22 Biz _ + 

si eso hi 

  

Cele trei din urmă se. găsesc pe "cercul la[:=1, razele cores-- 
: punzătoare făcând cu direeţiuneă pozitivă a axei 

  

(05 : ş îi 27 Ax 
reale unghiuri. respectiv egale cu 9, = Zn 3 

Punciului 2 =o corespunde rădăcina triplă - 
yo. Pentru a „separă ramurile corespunzătoare 

Fig. 4 acestui” punct, să "construim linia . poligonală ale 
cărei vârfuri sunt exponenţii ecuațiunii (1); obţi- 

nem (fig. 4 latura 4(0, 3), (1, 1)) şi latura ((1, 1), (3,0) ))- 
- 10, Primei lature, corespunide substiiuțiunea” - 

« 
y-=u zi =uz, (222. 

. Ecuaţiunea (1) devine, după 'suprimarea factorului 23, > 

A (05 —3) + 2 =0, 

Rădăcinile” u diferite de zero sunt u= Vă. Raniurile u(a”) 
sunt așa dar olomorie în domeniul a =0. Este de ajuns a calculă.. 

  

2) Eliminarea lui y între ecuaţiunile 

pp —3ay+2 2 =0, p—z=0, 

-evine la eliminarea lui y între ecuaţiunile 

îi ryo, qp=z) 
a | . - sau între 227 za, = a, 

y 
Rezultatul se mai poate obține aplicând condiţiunea 

| .Î . - Pp 3 q 2 în _ Ă ” - 

ar ee NE 
relativă la ecuaţiunea 4 +.py + g=o..
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una din ele. Găsim pentru ramura, care se reduce la |/3,0 des- -. 

„Yoltare de forma Do i 

- o 1 V3, E (3) o ue Vogl e E 

în care exponenţii lui 2 sunt multiplii de'3. De unde, pentru ramu- 
rile y cari se perinulă între ele, în domeniul z = o, o desvoltare 
a cărei formă este - o 

AL 3 | 3n+1 , 
(6) - y=/3 a —za e Vărai Fa. 

po. Celei de a doua: lature a liniei poligonale corespunde substi-. 
tuţiunca A ie . „i 

(7) op su, 
. 

care conduce la ecuaţiunea transformată 

Bud —3u +2 =o, 

Această ccuaţiune dă ramura oloniorfă 
- 9 93 . E 

usa + a, Edi III 3 * zi - 

căreia . corespunde ramura olomorfă 

. [9 23 Ă Ş E - -. (8) N PESE 
i tate pe 

> 

"Să considerăm punetul critic a =. Acestui punct cores- 
_punde rădăcina simplă y=—2 şi rădăcina dublă -3 y = l, 

„Cea dintâi dă ramura „olomorfă N 

(9) y>==2=3 (2—1) + h.. aa 

Pentru celelalte. două ramuri, punem 

z=a +1, y = pl 

 - Ecuaţiunea transformată 

y ap 8ay +70 42 2) =o - 
nc dă cele două ramuri cari se permută între ele: 

a. p =iai rari. GV; 53 

  

1) Punând în ecuațiunea „0%) z3 =, obţinem desyoltarea 

| = Var an n,
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prin urmare cele două ramuri cari se permută în n jurul punctului 
= sunt date de seria : 

4 2 
(10) | p=1ita=pt ra en 

a 

29
 

| Pentru a studiă ramurile relative la punctul-z=e 3, obser- 
văm că punând 

  

N e Bir dia 

z=rei, y=y'es, 

  

. „ecuaţiunea (1) nu se schimbă. Rădăcinile y (2), când z descrie raza 
care trece: prin acest punct, nu difer dar, în totalitatea lor, de ră- 
dăcinile „aceleiaș „ecuaţiuni, când z descrie raza care trece prin. 

diz E 

punctul z = 1 decât prin factorul e i 

De asemenea ecuaţiunea (1) nu se schimbă dacă punem 

a „ a iz ta | 
. z= ae 5, y=yeă, i 

de unde conchidem că rădăcinile, dealungul razei care trece prin. 
- Aia x 

punctul z=e 5, difer, în totalitatea lor, de cele corespunzătoa re - 
2ia 

razei care trece prin punctul z = Î, numai prin factorul e ?. 
-Fie a, d, c (fig. 5) „punctele cari figurează respectiv valorile 

iz 4iz 

z= 103 3 că, şi 29 un. punci situat pe. axa 

reală între 0 și 1, foârte aproape de z=o. Fie 

  

. , | dia aim 
- = 3 = 3 2 > 20 €- + D=%e:, 

  

două puncte situate pe cercul | z | = 20, ps razele 

cercului lz| = 1, cari trec respectiv prin punc: 
Fie. 5 

"tele b și c. Să luăm ca origină-a contururilor elementăre punctul 
29. Conturul elementar relativ la. punctul a are forma rectilinie 
obicinuită; conturul relativ la. punctul b este format de arcul 
20 & urmat de porțiunea razei z, b; conturul relativ la punctul c 

este format de arcul ag 2, 22 urmat de porţiunea razei a €. 
In fine conturul elementar relativ la punctul. = 0 este cercul 

“Să examinăm în ce mod se permută rădăcinile y corespunză- 
toare punctului 29, când 2 descrie fiecare din contururile elemen- 
tare considerate. : 

Conturul (29 a). Dealungul razei 2pa, rădăcinile ccuaţiunii (1) 
sunt reale, două sunt pozitive şi una este negativă, --
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Să reprezintăm prin 49, 920, y0 aceste rădăcini în punctul z, 

date de formulele (8) și (6): 

9 9: . a 

y0= 3 gri Pa.   

— 1 , | 
(0) pes VS — ate (e =) 

Ai A 
Pa — Di 

, ; 

Cele dintâi două sunt; pozitive, cea de a treia este negativă 1). 
Conturul (2, ermută dar rădăcinile ş 0, 20 și reproduce rădă- . od WoY2 $ 

cina 2Jg0. 
Conturul (o za D). Pentru'a vedea cum se comportă rădăcinile 

„dealungul acestui contur, să căutăm mai întâi ce devin ele în 
„Punctul z când z descrie arcul o zu Fie:ys, Va, Va valorile în 

> iz - 
cari se schimbă respectiv rădăcinile (1), când înlocuim 2 prin 29e “3 . 
Precum am văzut mai sus, aceste valori nu difer de cele dintâi, 

N 
di 

- abstracţiune făcând de ordinea lor, decât prin factorul e 3 Pa 
când această înlocuire, obţinem egalităţile următoare 

  

dia ZE 12 

(12) Vi=ypeă,, a= ve ae Vae * » 

cari arată că, abstracțiune făcând de factorul e — FI, rădăcinile Yu 
Şi y si sunt: pozitive, iar rădăcina 3 Ya” este negativă. Conturul consi- 

; derat permută dar. între ele rădăcinile Y10,. Va Și reproduce rădă- 
„ina 920. - - a - 

„ Conturul (9 za c). In “punctul za rădăcinile, precum s'a văzut, 
nu difer de rădăcinile (11), abstracţiune făcând de ordinca. lor, 

2iz 4iz 

decât prin factorule * . Inlocuind în (11) 2 prin ae 3, obţinem .- 
„valorile corespunzătoare ale rădăcinilor 

” siz 2iz ÎI 2is 

(13) gt pie = pe Tg = peă „= pe? 
„De unde rezultă că conturul considerat are asupra rădăcinilor. 

acelaș efect ca conturul (za); el permută rădăcinile 0, y20 și . 
reproduce rădăcina. yg0. 
  

), In intervalul (0, 1) rădăcinile: 3 1 Va Va fiind reale, distincte Şi diferite 
de zero, fiecare din ele îşi conservă semnul; cele cari devin egale în punctul 
z = 1 sunt cele de acelaş semn; ele se permută în jurul acestui punct, 

pă
 

,
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n In fine, conturul elementar relativ la punctul critice z =o, 
La “adică cercul | a | = ao, permută, conform egalităţilor. (6), (8) și (i1) 

-. “rădăcinile 3 120, Ya şi reproduce rădăcina yd. . E 
Punctul z=% este pol al tuturor ramurilor, fără a fi punct critic. 

_ Eraemplul IV. Fie ecuaţiunea: . - ; 

- (1) | PB pai o. i 

| Valorile z cărora. corespund rădăcini multiple” sunt date de | 
"_ecuaţiuinea Ma “ 

| ai (ai — 1) = o. . 

Lui lesă o corespunde rădăcina simplă y = 3 și: rădăcina 
“dublă y = " 

Ramura | care se reduce la 3 este e de forma 1). 
asi [i - - D 

(2) - - 5 36 ai aa ha. x 

” | Ă pa 3 : o . . . 

Peniru cele «cari se anulează, facem substituţiunea 

- pu 
Ecuaţiunea transformată - | e 

243 — 3 u24+ 4 =o0 

dă, pentru z= o, valorile inegăle diferite de- zero, mie 

- Ramura care se reduce la Ț3 * este dată de seria - 2 

2 3. o ” 
usa azi +. 

. -/3 - _9 - . N 

- ” ă - - 9 ” 7 

ramura care se reduce la fi se obţine schimbând j3 în — V3 

în toţi coeficienţii seriei cari conţin acest radical. , _ 
Acestor valori ale lui u corespund: două ramuri olomorfe pentru g 

- - 9 2 E 
“3 i pati pi (9) | I- ja fo 

N 

cari diler între ele prin semnul radicalului BI Punetul . z = = o.nu 
“este așa dar punct de ramificaţiune, ” 

Să examinăm 'cum se' comportă ramurile în domeniul rădăcini- 
“lor ecuaţiunii ai = |. o - | 

  

1) Punând în ecuăţiunea (1) zi = 4, obţinem desvoliarea 
i 

y=3+Santh.
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Fie a, (+1; +1) una din “aceste rădăcini. Inlocuind -z pri 
ecuaţiunea (1) devine - 

pps; 
- > 

ca admite” rădăcina simplă -y = —1-și rădăciria dublă gy = 

„Să considerăm punctul z = le In domeniul acestui punct ra- 
mura. olomoriă aste Da - " aa 

w. A i | E Da = - 

î as +1 = +2 

Ieuaţiunea transforma tă | | | | aaa 

y aa (66 +a șa) o E 
dă pentru ramurile 7, cari se anulează, desvoltarea 

Pi 5 - ” pat pi 

Ramurile care devin egale cu 2 se permută dar între cle î în do- 
„meniul punctului z = 1 și sunt reprezintăe prin seria 

(5) Ia rapi 1)? one, 

Dezvoltările ramurilor în ' domeniul celorlalte trei puncte z, 
(—L, 2 1) se deduc respectiv din foimulele (4) şi (5), dacă inlocuim 
z prin 2 4 şi considerăm domeniul 2 = î._ - 

4 (n MIA 

Pentru desvoltarea ramurilor cari devin egale cu 2, punem 

  

        
BUCURESTI 

"Cele “patru rădăcini ale, ecuaţiunii ai = 1 sunt aşadar patru : 

puncte de ramificaţiune; în jurul cărora se permută respectiv cele 
două ramuri (5) și cele corespunzătoare prin transformarea z= z, 2 

Să examinăm cum se prezintă ramurile olomorfe din domeniul 

z = 0, când 'z descrie contururile elementare corespunzătoare 

“celor patru puricte critice, origina acestor contururi fiind” punctul 

z = 0. Pentru aceasta, să observăm că rădăcinile ecuaţiunii (1) 

-: sunt reale pentru a real și cuprins în intervalul (=, + 1), rpre- 
cum și pe axa imaginară în intervalul (=, +0, două din ele sunt 

pozitive şi. una esie . negativă, - anume: ramura (2) este” pozilivă 

pentru_toate aceste “valori ; dintre „celelalte „două, ramura al cărei 
„primul termen este
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„este pozitivă: pe axa reală și negativă pe axa imaginară ; pe: când 
din contra, ramura al cărei prim termen este 

este negativă pe axa reală și pozitivă pe axa imaginară. 
. Reprezintând cele trei ramuri în. această ordine prin yu_Y2 Va 

„rezultă că ramura y, se permută cu sp, pe conturile (0, 1), (0, —4) 
şi cu Y3 pe celelalte donă' contururi (0, i), (0, — i). Cele dintâi două 
contururi sunt neutre pentru ramura Ys și cele două din urmă pen- 
iru ramura 73.. _ E E , 

Punctul z=»%» este pol și punct de ramificaţiune. Conturul ele- 
"„mentar corespunzător, descris în sensul pozitiv în raport cu origina, - 
permută cele trei ramuri în ordinea. (y,, Vs Y2); precum rezultă 
descriind succesiv cele patru contururi elementare (1; (9, (—0,(—0. 

Eemplul V. Să considerăm ecuaţiunea e 
00 pap pay doo 

şi să separăm ramusile în domeniul punctului z = o: Acestui 
, punct corespunde rădăcina simplă = 1 şi rădăcina 

y=o0, multiplă de ordinul al cincilea.” | 
Celei dintâi corespunde ramura olomorfă - 

«+ 

02) o yslaranr,.. 

  

Pentru a separă ramurile cari se anulâază, con- 
struim linia poligonală aci alăturată (fig. 6). 

Latura (0, 5),- (1, 3) dă substituţiunea 

9 tao 

Fig. 6 

. . -L . (3) Y=ua: =uz, (zi = 2 

Ecuaţiunea (1) devine, după suprimarea factorului ze, 
E (u2- 1) — a (2 a — i —3 zu + u5) = o. 

Pentru 7 = 0, avem două .rădăcini inegale u = 1, cărora 
corespund două ramuri olomorie. Fie: 

„u=1+ Sr Fe, 
_ iei 

una din aceste ramuri, căreia corespund ramurile y, cari se per- 
mută între ele, * ! : ăi 

(4) poz arazt +... Ls 
> „Aodoua latură a liniei poligonale trece prin punctele (1, 3), (3, 1) 
(4, 0); ea conduce la substituţiunea . | 

65) pu,
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Ducând această expresiune în ecuaţiunea (1) și suprimând " 
factorul, zi, obţinem ecuaţiunea 

„(6) a | W—3ut2—z(lrui—z u6) =0, 

sare, pentru z = o, se reduce la i 

i 32 2 (ur Du Da 

Rădăcinei simple” u = — 2. corespunde ramura olomorfă 

: 3l 
u al a Po. "9: 

căreia corespunde, pentru y, ramura olomorfă , 
ină e “31 > A - 

ia ap adapa - (7) yu oa gti a 
4 ” - .. 

Pentru a separă ramurile u, cari pentru z =:0.devin egale 
cu Î, punem în ecuaţiunea (6) . ! 

. | u=l+rw, 

= - Ecuaţiunca transformată - 

3 p2— 2 a + termeni de grad mai înalt = 

dă pentru » două ramuri cari se permută, cuprinse în expresiunea-- 

Si - e atata i 

prin urmare râmurile corespunzătoare. ale funcţiunii u sunt 
- i ORI NE 5 3 _ E 

usi azi raz+ ba? 4... 
+ 

In fine, cele două ramuri y cari au rămas neseparate 'până aci,- 

se permută între ele şi sunt: reprezintate prin seria 

(:)) - aia vanat Fa a - 

In rezumat, cele șase ramuri y (2 ) ale ecuaţiunii (1) se separă, 
"în domeniul punctului z = 0, în două ramuri olomorfe date de 
„ecuaţiunile (2) și (7) și. în patru ramuri formând două sisteme cir- 

_culare reprezintate respectiv prin ecuaţiunile (1) si (9). ” 
36. Observare. Separaţiunea ramurilor unei funcțiuni definită 

de o ecuaţiune algebrică, în cazul când coeficienţii sunt reali, con- 
stitue o metodă de studiu al curbei reprezintative. în vecinătatea 

punctelor multiple. ale ei. a . a 
- .- Să luăm ca exemplu ccuaţiunea 4) din exemplul precedent. 
Curba reprezintată de această ecuaţiune admite origina ca punct 

- multiplu de ordinul al patrulea. Forma ei este dată de funcțiunile,
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(4), (7) și (8), cari se anulează împreună cu z. Astiel valorile apro- - . RI IRI piate .ale celor două ramuri (4) y=a: dau. arcele parabolei: ş2=z, 

Y-2A    
-care în 

    
reprezintă două arce t 
şi de alta a acestei îiangente. Punctuloz = 

tangentă. . Sa 
| „Valoarea apropiată a ramurei 
(7) y=—2a, este dreapta. tan-” 
-gentă la parabola 

y+ da + 

situată de o parte şi de alta a 
axei Uz, având axa Oy ca 

31 

po, 
vecinătatea originei. se 

confundă cu curba dată. Valorile” 
„apropiate. ale ramurilor (8)... 

Fig, Ș,. -. . | - Yy>ar+ e 

angente la dreapta y = z, situate de o parte! 
y = 0 este dar pentru curbă, un punct de întoarcere de speța I.- Forma curbei în vecină- 

cr, 
Da i 

a. 

CAPITOLUL IV. 

tatea originei este reprezintată prin (fig. 7)... 

SUPRAFEŢELE LUI RIEMANN, GENERALITĂȚI 3, -. 
37. Am construit în altă parte 2) suprafeţele Riemann pentru 

[uncţiuni algebrice de forme particulare, Inainte de a trece la ca- “zul general, să mai considerăm: câteva exemple! particulare. 
]9. Fie ecuaţiunea . -: 

P= (d) (d) (2—c) 
Fiecare din punctele a, b, c este-puncet de ramificaţiune în jurul - căruia se permută cele trei" ramuri ale funcțiunii y.- Reprezintând 

  

  

prin 4 una din valorile lui într'un punct z diferit de-un punci : Ea Ii RR Dir : 2iz „iz critic, celelalte două vor fi We 2 a = we î. =mei, 
- Dacă plecăm dela un punct ordinar .z cu valoarea - iniţială: VW 

și descriem în sensul, pozitiv o curbă închisă în Jurul unuia oarecare din punctele critice, obţinem ca “valoare finală 2; dacă cu aceiaş 

  

  

| 1) Pentru un studiu complect, a: se vedeâ tratate speciale asupra Îune- țiunilor algebrice; de exemplu, Appel! et Goursat, Tltorie des fonctions algc- briques et leurs integrales. 
21, p. 182. o
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- valoare iniţială deseriem o curbă închisă c care să conţină: în interio- 
"rul ci două punete critice, obţinem. ca. valoarea finală y3. In fine, - 

o curbă închisă în jurul celor trei. puncte critice, descrisă în acelaș 
sens, readuce valoarea iniţială. . -. a 

Aceste observaţiuni fiind făcute, să ducem o linie care să u- 
nească punctele a, d, c și care să nu se tac pe sine însăș. Dealungul 

- acestei linii să facem o tăietură în. planul (2) peste care variabila 
să nu treacă. In plânul astfel limitat, fiecare ramură . 
este o funcţiune “uniformă, căci o curbă închisă, sau C 
“nu conţine nici unul din punctele critice; saule con 
jine” „pe toate. Să reprezintăm prin d porţiunea Lăe- 
“turii cuprinsă: Între punctele a şi b; prin la porţiunea '* 
„cuprinsă între punctele I și c şi să texaminăm relaţiu- 
nile cc există întrevalorile funcţiunii ş Yy în două punete 
infinit apropiate, de o parte şi de alta a: lui ta, sau . 
a lui 4 (fig. 8). Sa 

- Fie ș valoarea lui y întrun punct pe țărmul stâng al lui ti şi 
- 2iz - 

  

Fig. 8 

3 . 7 valoarea. sa pe țărmul drept. 1); avem = ne? căci irecerea 
” dela primul punct la cel de-al doilea se face deseriind o curbă în- 
"chisă în sensul pozitiv în jurul” punctului a. Dacă 1] „este valoare a 
„lui 3 Y într'un punct pe ţărmul stâng al lui 2 valoarea sa pe farmul 
a size Biz 

a .. . - “drept este 7 e s sau, cecace este tot una,-pe căci trecerea dela . 
ţărmul stâng la cel drept se face. sau descriind în sensul pozitiv o 
curbă închisă în jurul punctelor a- și b, sau, în sensul negativ, o ..- 

"curbă închisă în jurul punctului c. - : 
Din cele ce preced rezultă modul. de î construi o suprafaţă Ric: 

mann pentru' Tuncţiunea dată. Suprapunem peste planul (2) repre- « 
zintat prin Ps, două plane P. și Pa şi în fiecare facem câte o „tăic- 
tură suprapusă pesie cea din primul plan; 

Haportând ramura pla planul P4,-(k =1,2, 3), facem să 
coincidă,- dealungul lui îi; țărmul drept-al lui P, cu Țărmul stâng: 
al lui P2; țărmul drept al lui Ps cu cel'stâng al lui P3; ţărmul drept 
al lui Pg cu cel stâng al lui P,. Dealungul lui tz, facem să coincidă 
ţărmul drept al lui z, cu țărmul stâng al lui Pg țărmul drept'al lui . 
Pb cu cel stâng al lui P, şi ţărmul drept al lui Pa cu cel stâng al lui 

-P,. „Pe această „suprafaţă funcțiunea 7 y este uniformă. Trecerea 
dela o ramură la alta, adică dela un plan la altul se face numai - 

“străbătând tăieturile tu la cari, pentru acest motiv, se numesc linii. 

  

„_1) Cele două! puncte 2, 1 sunt situate faţă în “faţă: georucricește le se 
„ pot consideră confundate, analiticeșie î însă sunt distincte, | i -
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de trecere. Valoarea z = 0o' este reprezintată prin irci puncte 

ă distinete suprapuse, câte unul în fiecare foaie, punctul co nefiind 
punct critic, . | e Să 

Suprafaţa Riemann plană poate fi înlocuită printr'o. supra- . 
- faţă” sferică cu trei foi suprapuse, : i 

20, Fie - Ă 

= (ea ee lea), 

= _. 
N - - ..- 

„Pentru a obţine suprafaţa Riemann a acestei funcțiuni, este 
Ra "de.ajuns a introduce în suprafaţa. din exem= 

; plul precedent o tăietură în cele trei foi între 
PT >. Punetele critice d și co şi a uni țărmurile a-. 

cestei tăieturi din cele trei foi în acelaş mod, 
-ca dealungul tăieturii d. Punctul . 00 :este 

„comun tuturor foilor suprafeţei (fig. 9). 
30. Fie” ! 

Fig. 9 

| = (000 (2-0, 
O curbă închisă, care conţine în interiorul său punctul a şi unul din 

„celelalte două puncte b sau c, descrisă întrun sens oarecare, readuce 
valoarea iniţială a fiecărei ramuri. De unde rezultă că suprafaţa 
Riemann a acestei funcțiuni se poate deduce: din | 

- suprafaţa considerată în exemplul 20, suprimând din. , | o 
Se fiecare foaie tăietura dintre punctele b și c și fă-. 
. „când ca, dealungul tăieturii 4, (fig. 10), țărmurile să £ 

coincidă în acelaş mod ca în t (fig. S), adică țărmul ” i 
P- drept al lui t din P, să coincidă cu țărmul stâng din Tie. 40 

„Pa, ete.; iar dealungul tăieturii (c, co) trecerea dela. E 
o foaie la alta să fie ca dealungul lui î (fig. S):-ţărmul drâpt din 

--P, să coincidă cu țărmul stâng din P,, etc. “ > 

49, Fie S | a _ 

- se „pol7=0 (20) 
TOS Ie: i 
Fig 

Se:recunoaște lesne că tăietura trebuie să 
„treacă prin punctele a, d, c, co şi că țărmurile porțiunilor: (a, d), 

- (6, 00) trebuie să coincidă în acelaş mod ca dealungul lui 4, din 
exemplul 19 și coincidenţa ţărmurilor porțiunii (d, .c) este aceiaş ca. - în acel exemplu. (fig. 11). . | Aa '38. Cazul general. Fie ecuaţiunea ireductibilă 

i (1) . | | Îo y" + X, pp. 2 ... Am = 0, 

Ao; Xe, N fiind, polinoame de z.. | o
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În. exemplele particulare considerate şi, în general, în cazul 

ecuaţiunilor Dbinoame y2 = R (2), R (2) fiind o funcţiune raţională 
- de z, punctele critice fiind "cunoscute, ciclele corespunzătoare la 

toate punctele. critice sunt date imediat; pe când în cazul unei 
ecuaţiuni algebrice de formă generală. este nevoie, precum sa vă- 

zut' din metoda lui” Puiscux, .de operaţiuni, în: genere, destul de 

lungi pentru obținerea ciclelor. Cunoașterea tuturor. ciclelor fune- 

țiunii este necesară pentru. construirea suprafeţei corespunzătoare 
a lui Riemann. Presupunând “dar că cunoaștem -toate punctele 
critice: a Aa... dn. precum și ciclele corespunzătoare, putem ' 
procede î în modul următor: i 

Facem în planul (2) o tăietură trecând: prin toate punctele cri-, 

_tice, dela punctul a, până la GG, care să nu se taie pe sine însăși. 

- In planul așă limitat, toate ramurile funcţiunii 7 sunt funcțiuni 

uniforme. Peste. planul (2) reprezintat prin P, punem-m-—l plane 
Pg. - + +3 Pme efectuând în toate aceeaș tăietură ca în P,. Fie y,, 

Vass -3 Ym cele m valori ale lui y întrun punct ordinar z. „Fiecare 
din: aceste ramuri, rapoftată la -planul afectat cu acelaş indice, 
este o p funcţiune uniformă de z în acest plan.: Rămâne să obţinem 

Pe i o .0 trecere prin continuitate. dela. o ramură 

la alta, cecace revine a stabili legături 
convenabile între .cele m foi.    

   
“Să repfezintăm prin ta, ta; +. ta por- 

"-ţiunile de tăieturi cuprinse respectiv între punctele 

(a, a) (az, a)... (a , co) (fig. 12) și să examinăm 
relaţiunile dintre valorile: ramurilor. în punctele si- 
tuate faţă în faţă pe țărmurile acestor tăieturi: 

Să considerăm prima: tăietură îi. Fie ya (5), yr (d) 
valorile ramurii Yi (2) în punele situate respectiv 

GQ, 1 pe țărmul stâng și pe ţărmul. drept al acestei tăie- 
| pia. uri. Dacă punctul a, nu este punct critic pentru 

ramură y+, cele două valori ale acestei ramuri,dcă- 

lungul lui î, sunt egale între ele; tăietura 4 în planul P, este inu= 
ulă, o suprimăm, astfel că, în punctul a,, planul Pg este separat de 
celelalte plane ale suprafeţei. Dacă însă ramura Ye face parte, relativ 
la punctul a,, dintr'un ciclu de p ramuri, facem să coincidă țărmurile 
lui &, din planele corespunzătoare acestor ramuri, precum am pro- 
cedat în exemplele particulare considerate mai sus. "Aceste p Plane 
au punctul a, comun și sunt distincte, în acest punct, de celelalte: 
plane ale suprafeței. Dacă în afară de cele p ramuri considerate, 
există alte ramuri formând ui ciclu relativ la punctul aj procedăm. 

În acelaş mod cu planele corespunzătoare, Cele m plane se reunesc .
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astfel între ele, în punctele a, situate pe acceaş verticală la planul 
(2), în grupuri,. conform ciclelor corespunzătoare lui.z = a. Două 

"grupuri diferite n'au nici o legătură în punctul a,. Un punct va- 
'riabil z care se învârtește în jurul ui a, străbătând tăietura 4, ră- 
mâne numai pe planele cari fac parte din acelaș grup cu planul iniţial, 

„* Înainte.de a trece la tăieturile tg... să reamintim propozi: - 
țiunea următoare 1): In planul (2) din. care; suprimăm toate tăie-. 

„turile, un - drum! închis conţinând În interiorul său un număr de 
puncte critice, -descris în sensul pozitiv. dela un punct z, este echi- 
valent cu drumul format de contururile elementare corespunză- 
toare acelor puncte critice, descrise în acelaș sens din punctul ze 
ca. origină. Ordinea în care aceste contururi sunt descrise: trebue 
să fie aceea în care o rază vectoare cu origina în 2, învârtindu-se . 
în sensul pozitiv, întâlnește punctele critice considerate,. ... o 

Din această propoziţiune. rezultă. că din cunoștința ciclelor re- 
lative la punctele a,, az,..., a, conchideim ordinea în care ramurile” 
se permută când z descrie o curbă închisă în jurul acestor puncte 
şi prin urmare, relativ la tăietura t, (h =2, 3. „n—1), fiind dată -o'ramură yy pe ţărmul drept al acestei tăieturi, se poate deduce 
ramură cu care ea coincide pe ţărmul stâng. "Ne aflăm astfel în con-. 

_dițiuni ânaloage ca Wlativ la prima tăielură 4 și procedăm în acelaș 
„mod în ceeace privește legătura planelor P. între. ele. * - 

In ce priveşte ultima tăietură! i observăm că a descrie în sen-- 
sul pozitiv o curbă închisă în jurul tuturor punctelor critice situate 
la distanţă finită, revine a descrie acecaș curbă .în .sensul negativ 
în. jurul punctului co. Legătura: între planele Py dealungul lui 44 
se poate dar determină ţinând seama de ciclele relative la punctul co, 
Dacă punctul co nu este punet critic pentru nici o ramură, tăie- 
tura îa se suprimă -din toate planele. . Dia 

Tăieturile 4, î3,... ta se numesc linii -de trecere. Trecerea dela 
o ramură la alta a funcţiunii se obţine dacă sirăbatem una din 
aceste linii și numai atunci. Convenim. că nu există legătură între 
două foi ale: suprafeţei dealungul unei linii de trecere. 

Suprafaţa “astfel construită este: suprafaţa T a lui Riemann, 
pentru funcțiunea. algebrică definită de ecuaţiunea generală (1).: 

"„Ea poate-fi înlocuită! prin o suprafaţă sferică formată din m îoi ! 
suprapuse, rezultând din proiecţiunea pe o sferă a foilor plane, 
după metoda cunoscută. 2); legăturile între aceste foi corespund 
legăturilor foilor plane. - - 

  

  

2) Lp. 478... Da ai e ; Si 
)Lp.52 o IE - | -.
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"O suprafaţă T se poate forma în difcrite moduri. Liniile de ire- 

cere pot fi drepte sau curbe. Putem reuni între ele punctele critice, 
în diferite moduri, prin urmare introduce linii de trecere diferite, 
In orice caz, însă, toate foile suprapuse sunt legate între ele, adică. 

„_se poate trece dela o foaie oarecare la alta oarecare fără a eşi din 
suprafață, Căci, dacă una din foile P.-ar fi fără legătură cu cele- 
lalte foi, ar rezultă ca' dela ramura corespunzătoare acestei foi să 
nu putem trece la nici una' din celelalte ramuri ;-ceeace este în con- 
“tradicţiune cu ipoteza că ecuaţiunea (1) este ireductibilă. Supra-. 

* Îaţa: lui Riemann corespunzătoare unei ecuaţiuni algebrice - este. 
aşadar o' suprafaţă conexă, Pe N 
„Din construcţiunea suprafeţii.T rezultă: - . - 

10, Fiecărui punct al suprafeţii corespunde un sistem unic (z, y); 
20, Funcțiunea y definită de ecuaţiunea (1) se comportă pe Tcă o. 

funcţiune uniformă ; orice drum dus dela un punct.la altul, fără a 
„trece printr'un punct critic, conduce la aceeaș valoare a funcţiunii. 

- 30. Dacă unui punct zg corespunde o rădăcină 'multiplă Vo de un 
ordin 4, fără ca acest punct, să fie de ramificaţiune, sistemul (20, 9) 
reprezintă pe T 4 puncte “confundate în cari foile corespunzătoare 

„se ating, fără a fi legate între ele în domeniul acestui punct. Punc- 
tul. (20; 46) este un punct multiplu al'suprafeţii cu foi separate. . a "39. Ezemple. Să formăm suprafeţe Riemann pentru ecuaţiu- 
nile I—IV, considerate în capitolul precedent. | i 

I. o P—dyheaso, 

Fie yu, Y> Vs ramurile olomorfe în domeniul” z = o și P, Pa. Pa 
plancle la cari se 'raportează respectiv aceste ramuri. -Ci- 
clul relativ la punctul critic z=2 este (7 -%2), cel relativ 
la punctul £ = — 2 este (9 Va. ai ti i 

„ Obţinem suprafaţa T, făcând în . 
planele P,, Po tăietură dealungul 
axei reale dela +'2 la co şi în —$= 

LII Bye a . _ 
mai, 3 3 e m Ă 

  

Fig. 13 . A - Fig. a 

. planele P., Ps o tăietură dealungul aceleiaş axe dela —2 la— oo şi - 
facem să coincidă ţărmul stâng al tăicturii dintr'un plan cu țărmul 

- drept al tăieturi din celalalt plan şi viceversa (fig. 13), Trecerea între - 
planele P, și Pe sc face dealungul tăieturii comune, tot astiel între . 
planele P, şi P,. Trecerea dela Pe la P, sau vâce-versa se face prin 
intermediul planului P.. Un drum care conţine în interiorul său - 
„Punctele +2 nu se poate închide decât înconjurând Grigină :de - 

5 DAVID EMMANUEL
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trei: ori, Plecând dela un punct situat întrun plan, acest drum 
„trece dela un plan. la altul, străbătând liniile de trecere „respective, 
până revine pe planul mia la punctul dela care am plecat (fig. A), 

IL — (3yj—2 zh =o. i ” 

Ciclul relativ la tai critie z = L'este (yu, Ya), cel relativ la | 

” - "a =0 esto -(y2 ya). Obţinem | 

suprafaţa Ta ecuaţiunii date, 
EI făcând dela 1 la co o tăietură 
2 — comună planelor P., Pe şi, dela 

Ola —oo, o tăietură-comună ! 

o planelor P2, Pa (fig. 15). 

Fig 15 a NI. P—3ay 2 =o 

Ciclul relativ la punctul a = o este (92 -Y3); cele relative la 

__punctele a şi c cuprind ramurile y, vw; ciclul relativ la punctul : 

b este (4, 2). Contururile elementare - a 
fiind, în ordinea pozitivă (a), (5), (6), | 

(0), obţinem : suprafaţa T în: modul. 
următor: prelungim până la co ra- 

„zele Oa, Ob, Oc şi fhcem tăieturi dea- . 
lungul acestor prelungiri, astfel ca tă- 

ieturile cari pleacă. dela punctele a și - 
-c să fie comune planelor':P,; Pe și 

- tăietura “care pleavă . dela punctul. b 

să fie comună planelor P,, Pa. In fine 
introducem între Oa şi Oc o tăietură _ 

dela O la co, comună planelor P2, Pg a 16). 
Un punct mobil care descrie un cerc cu centrul în origină, cu 

o rază mai mare ca î, revine la punctul de plecare după un singur 

„circuit, ceeace este de accord cu faptul că punctul a co.nu este punct 
"de ramificaţiune.. .- 

    

  

IV. p3yp- + 4 zi= 
Punctele critice z = + 1 per- 

mută ramurile vy,, ve; punctele 
z=+ i permută ramurile y4, Va: 

„ Obţinem suprafaţa “T făcând pe 

axa reală tăieturile (+ 1, + 00), 
(—1,— 00) comune planelor P,, Pz- 

Şi pe axa imaginară - tăieturile 
Fig, 17... (ri, + 00), (ii — 00) comune 

planelor. Ps Pa (ic. 17). - 
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„CAPITOLUL V 
VII. FUNCȚIUNI UNIFORME PE SUPRAFEŢELE. LUI : 

> RIEMANN, o 
40; Fie i 
Papa 

o ecuaţiune algebrică ireduetibilă de gradul m în raport cu y. Se “numește punct analitic (z, y): un “sistem format dintr'o valoare a lui z şi din una din rădăcinile, corespunzătoare ale ecuaţiunii (1). Să reprezintăm prin T suprafaţa cu m foi-a lui Riemann corespun-" zătoare - acestei ecuaţiuni. Din definiţiunea suprafeţei rezultă că . Între punctele ei şi între punctele analitice există o corespondenţă biunivocă, exceptând punctele” critice în domeniul cărora ramu- rile y se grupează în mai multe sisteme circulare.” Dacă, de exemplu, valorilor z =a, y=b,a şi b satisfăcând ecuaţiunea F (a,b) =o, - corespund p>4 cicle, punctul de „ramilicaţiune - corespunzător va reprezintă 4 puncte diferite ale suprafeţei, fiecare- fiind comun ramurilor cari se permută între „ele. Aceste puncte numite vâr-: furi ale ciclelor corespunzătoare, fiind! în număr limitat, putem, . în virtutea corespondenţii biunivoce, să _figurăm punctele anali- _tice (z, 9) pe suprafaţa T.. E îi 41, Definiţiune. Domeniul unui punct pe suprafața T. Fie z =a un punct ordinar. al suprafeţei. T. Numim: domeniu al-.punctului o _a totalitatea punctelor situate pe: foaia acestui punct, satisfăcând inegalitatea a a o 
o “lz—alzr,. N . - 

7 Îiind un număr pozitiv destul de mic. 
Să presupunem acum că punctul z = a este un punct critic în jurul căruia se permută p ramuri. Numim domeniu al punctului a totalitatea punctelor situate pe cele p foi, cari „trec prin acest punct, satisfăcând inegalitatea | a 

| le=aizr, Sa 
-r fiind un număr „pozitiv destul de 'mic. Curba închisă care limi- "tează acest. domeniu înconjoară dar punctul a de p ori. | Să facem substituţiunea ” i - , 

-p 
? - (2) z—a=az 

şi să fipurăm variabila a! pe un plan diferit. Când z se învârteşte -. în sensul pozitiv de p ori în jurul punctului a, z*. se învârteşte odată în acelaș sens în jurul punctului a = o. Fie C curba închisă „care limitează pe suprafaţa T domeniul . punctului a şi C! curba “se | |



pg - CAPITOLUL V . | 

corespunzătoare în planul z “ Aceste două curbe, precum și i ariile 

ce ele limitează se corespund punct cu punct; exceptând punctul - 
z = a, a = o, fiecare arie este transformata conformă a celeilalte. 

42. Fie z = 1 (2) o funcţiune uniformă pe suprafaţa T sau, 
cecace este. tot una, o funcţiune uniformă g (, y) de punctul ana- . 
litic (2, 9). Să căutăm forma desvoltării în serie! a funcţiunii în 

domeniul unui punct al suprafeței. | 

| Fie (a, d) un punct analitic în domeniul căruia * funcțiunea 
" P(z, y) este olomoriă; vom avea în domeniul acestui punct ($ 11). 

(3 plz, y)=P (e-a; yd). 

Dacă b=c0, înlocuim y— b prin - şi avem în domeniul pune, | 

“vului (a, co), | E _ | 

pla) Plaa). 
Să presupunem că funcțiunea p (2, y) admite punctul (a, d) 

ca punct singular izolat, pol sau punct singular esenţial, vom avea 
în domeniul acestui punct. 

6 plai Pâgte-a wi, 
a ȘI -B primind valori întregi i, pozitive şi negative.l) Dacă i = o, 
expresiunea precedentă se înlocueşte . prin, ceă următoare : 

(6) pla poz lea 
Pentru a obţine. desvoltarea funcțiunii f (2) corespunzătoare 

desvoltărilor precedente ale funcţiunii e (2, y), trebuie să înlocuim, 

în fiecare din ele, ramura prin desvoltarea sa corespunzătoare 

punctul analitic considerat, . 
19. Să presupunem că punctul z'= a al suprafeţei T nu este 

punct critie pentru ramura 4 câre devine “egală cu b în acest punct. 
Dacă b este finit; avem în domeniul lui z.=a, 

(7) Pale), 

EI) Funcțiunea p (2, 3) este, în virtutea ccuaţiunii E (z, ş)= o, o funcţiune 

de o:singură variabilă; de unde rezultă că polul (a, b), definit de egalitatea 

Pe (z—a, y —b) o (2, 9) =-P (z—a, y—b), este punct izolat. Dacă unul cel pu- . _ 

ţin din exponenții a, f primeşte o infinitate de valori întregi negative, punctul 

(a, 2) este punct singular esenţial al îuncțiunii P (n y). Acest punct poate îi 

izolat 'sau nu; îl presupunem izolat. 
*
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P„(z-a) fiind. o serie întreagă care se anulează pentru e =a, 
In cazul când b =, punctul z = a este pol al ramurii conside- 
rate. Fie pi ordinul acestui pol; avem 

.. . t 

B te-a)” P (2-0), 
- Pa (2 —a) fiind o serie întreagă diferită de zero în punctul z=.a.: 
„Făcând în egalităţile (3) şi (4) respectiv substituțiunea (7) sau (8), 
"obţinem, pentru funcțiunea z = f (2), expresiunea, unică. 

(9, 2 
= 

valabilă pe suprafaţa T în domeniul punctului z.= a. 
Egalităţile (5) și (6) conduc, în virtutea acelorași substituțiuni, | 

la expresiunea Ii - 

(0). 1 (2)= E Anteco, 
- Ra—yV 

> fiind un număr întreg pozitiv finit sau, „infinit, 
20, Să presupunem âcum că punctul z=-a al suprafeţei T este 

„un punct de ramificaţiune, de ordinul pt "Vom aveă, în dome- 
niul acestui. punct, 

a 

(op eo] 
sau ă ” ” . . i ” Ă . ” . | , 

cop a 02) poe batea), putea z o 
g fiind un număr întreg pozitiv, după cum ramura 7 are în punctul 

= a o valoare finită” b sau- este infinită în acest punct. Inlocuind. 
7 

în egalitățile (3) și (4) respectiv j i =—b sa prin valorile“ (11) şi (12), - 

obţinem pentru Î (2) o expresiune âvând forma unică 
- a. | 

(13) pa-6te-a) “| = Ao- HA (20)? +. Fnte—a)i pa 

Egalităţile (5) şi (6) conduc: deasemenea la expresiunea - 
a _ n 

(14) "(= 3 An (z—a)? 
Ma m 

- > fiind un număr întreg pozitiv, finit sau infinit, - 55 
ă DIR | pa 4 

Dacă a=co, înlocuim în : forimulele precedente z—a prin —. : AI , - E în ic zu
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"43. Din cele ce preced rezultă că o funcţiune _ 

[(2) = pay), | 
uniformă pe suprafaţa T, corespunzătoare ecuaţiunii (1), nu are 
alte puncte de ramificaţiune decât acelea ale funcţiunii y definită 

- de acea 'ecuaţiune şi numărul valorilor” sale” corespunzătoare unei - valori z, este egal cel mult cu gradul ecuaţiunii. Ordinul unui punct - 
de ramificaţiune al funcţiunii / (2) este de asemenea cel mult egal 
cu-ordinul lui ; el poate fi nul... a - 

Exemplu . a 

F(2yj=p—z=o, 

„Hd=olipoprpara 
Funcțiunea g (7, y) se reduce la z?+ 2-2, funcţiune întreagă; - 

punctul de ramificaţiune. z = o al lui y este punct ordinar pentru 
funcțiunea f(z), oc Sa . 

44. Vom zice că punctul de ramificațiune z = a este un zero 
de ordinul / al funcţiunii f (), dacă seria (13) se anulează în acest 

punct și dacă puterea cea mai mică a lui (z— a) este (z—a)” ; 
de asemenea vom zive că £ = a este un pol al funcţiunii f (2) de 
ordinul 4, dacă în seria (14) avem v = pu. Aceste definiţiuni sc 

- justifică prin aceea că în punctul de ramificațiune a al suprafeţei T, 
- , Ş ARII E p ramuri se anulează. sau devin infinite, fiecare de acelaș ordin- p : 

” zerurile sau polurile suprapuse în acel punct constitue un zero sau 

pol de. ordinul p > = m. Ele se mai justifică în modul următor: 

„: Dacă avem. - a aa ă 
| A DR [09 (e-orejte—97), p feo 7 ze, 

i 1=a 

şi facem substituţiunea 

pasa, N A 
obţinem: | | | 

- a . , ” 4 . o. ” ă E Ho) lata =a"P(o)-uzo) 
Punctului. z = a corespunde punctul z' = o, care este, pentru . 

funcțiunea transformată, un zero sau pol de ordinul p. 
Dacă în seria (14) ». = oo,-adică dacă numărul termenilor cu 

exponenţi negativi este nelimitat, punctul a se zice punct singular 
“esențial al funcţiunii Ho. 

-*



”FUNCȚIUNI UNIFORME PE SUPR AFEȚELE LUI RIEMANN N ZI 

Derivând seriile (13) şi (14) se. recunoaşte că un punct de 
E ramificaţiune al funcţiunii este punct de ramificațiune de acelaș | 

ordin al derivatei, Avem de observat că, pe când în domeniul unui 
punct care nu este de ramificaţiune, derivata este continuă în 

- acelaș timp cu funcțiunea, nu este totdeauna astfel în domeniul 
unui-punct de ramificaţiune. | - 

Fie, de exemplu - 
, | gi - i , 

7 (2) = În + 4 (2-0 + Am (2-a) + eu I<pAz0; 
"de unde 

ga ha 09 = Toate 5 71 lar anale ta] 
derivata” admite dar punctul z =a ca pol de: ordinul | pP—9. 

1 
45. Integrala unei serii întregi de (— a)? este o serie de a- 

ceeaş formă. Să presupunem că punctul de ramilicaţiune a deor- 
dinul p— este în acelaş timp un punct singular al funcţiunii ED 
Î (2) şi fie, într'un mod general, în domeniul acestui punct, 

             

pai a 
05). no = E ante is 

de unde. integrala nedelinită j 

RIC > A „9 ja CA 7, 
suma raportându-sc la. toate valorile” întregi pozitive și ne- | 
gative ale lui n, exceptând valoarea — p.. Să facem ca z să descrie, 
în sensul pozitiv, în jurul punctului a, o curbă închisă ŢI, situată 

“în domeniul acestui, punct și care să nu conţină în interiorul său 
altă singularitate nici alt -punct critic decât punctul a. În descrie- 
„rea acestei curbe pe suprafață, T, z se învârteşte. de p ori în jurul 
lui a, toţi termenii seriei îşi reiau valorile iniţiale și log  (2- a) se 

| reproduce mărit cu 2pi. Avem dar 

| j, (2) dz = PpizAop. 

Prin analogie: cu u definițiunea reziduului unei funcțiuni uniforme 
pe planul sirăplu al variabilei, numim rez iduu al funcţiunii f (2), 

“relativ la un. punct singular, care este în acelaș timp punct de ra- 
ie. 

“mificaţiune, cxpresiunea EIN /[ 2) dz, 

pe
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Avem așadar, pentru reziduul corespunzător, valoarea 
| 1. Da (17) dia (re z) dz=p Am | e 

Dacă "A_p= 0, seria integrată este de acecaș formă cu seria . 
propusă. Dacă punctul de ramificaţiune. a de. ordinul p—l. este. 
un. pol de un ordin g < p, avem, totdeauna A_p= 0. ._ . 

In domeniul punctului z = co, dacă acest punct est punct 
singular izolat şi de ramificaţiune de ordinul pP—d: avem, într'un 
mod general î 

de unde, integrând ambele membre în sensul negativ, în raport .. 
“cuz=0, dealungul unei curbe închise C pe suprafaţa T, în exte- 
riorul căreia nu se găseşte nici un punct singular situat la „distanţă 
finită, avem, pentru reziduul corespunzător punctului z=0%, 

EC zi [(2) dz = —p Am 
Si Această « expresiune arată că reziduul relativ la punctul co ” poate 
“fi diferit de zero şi în cazul când acest punct nu este singular; pe 
când, relativ. la un punct situat .la distanță ' finită, diferit de un 
punet singular, reziduul este totdeauna nul. ” 

„Corolar. Ti ie 

(9) 1(2)= e 0) p ea) 20, 
z=a -. 

q fiind un număr. întreg pozitiv sau negativ. Avem, în domeniul 
punctului z=a, - i 

Pg | | *] | . | —— + 2 z—a)Pe|. a TĂT patf e 
și prin urmar6, în virtutea: formulâi (17), - 

  

  

"(20) - | _ zi; ă 
: E - xzaf(2) E 

| 1) Obţinem acelaș rezultat, aplicând substituţiunea z—a = 2? şi con- 
-  siderând:” integrala 

1 f dz . 
-- — az — dz, 

dim $- da 
Ti 

Tu fiind o curbă închisă în planul a corespunzătoare curbei T, De: unde rezultă . 
Ă „egalitatea 

  

ZI] (2 = z [ (e +27) 2] = p Ape , 
xr=a I=0 dz
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adică reziduul derivatei logaritmice a funcţiunii Î (2), relativ la un 
zero sau pol al funcţiunii, dă “ordinul acelui zero sau. pol, fie că cl 
este punct ordinar sau punct. critic. - 

46. Teorema lui: Cauchy pe u suprafată a lui Riemani. “Se ştie” 
că pentru a-aplică teorema fundamentală a lui Cauchy funcţiunilor  * 
uniforme într'o porţiune a planului variabilei complexe, este necesar 
ca, conturul, dealungul căruia se consideră integrala, să limiteze 
-acea porţiune într'un mod complect, adică să fie imposibil a trece 
prin continuitate dela: un punct interior la un punct exterior, sau 

viceversa; fără a întâlni conturul. Voim să arătăm că această teoremă 
se aplică. funcţiunilor uniforme pe. suprafaţa lui Riemann în orice 
regiune în care un contur închis limitează complect o porţiune a 
suprafeţii. Este „de observat că o curbă închisă, care conţine în 
interiorul său linii de trecere, nu limitează prin sine însăş o porţiune * 
a suprafeţii. 

Fie f (2) o funcţiune olomoztăi între arie S a suprafeței T alui 
Riemann, continuă pe curba închisă C care limitează această arie, 
fără a trece prin. nici un punct critic. Cazurile următoare se pot 
prezentă: i - 

10, Aria S se găseşte într'o singură . foaie a suprafeţei T, Acest 
caz se confundă „cu cel în 'care variabila este figurată pe un plan 
simplu şi „prin urmare avem. . 

Si Vimaz=a | Ie 

2, Aria S este situată în mai multe foi fără a “conţine puncte 
de ramificaţiune. Rezultatul este acelaş, căci forma unei linii de 
“trecere se poate modifică astfel ca aria considerată să nu conţină 

nici un punct al unei asemenea linii și prin urmare să fie conținută 
într'o singură foaie.: Cecace, rămâne neschimbat: sunt punctele, de 

_ raniticaţiune, cari, prin ipoteză, sunt exterioare lui Se - 
30, Aria S conţine un singur punct critic. Fie z=a un asemenea 

punct în jurul căruia se permută p ramuri. a 

Punând. =a + z'Pşi reprezintând prin C curba din pianu 
(2%). corespunzătoare lui C, avem „. 

vu 

ao, Aria Sse întinde i în mai multe foi ale lui T, conţinând npuncte , 
critice şi este limitată de un contur simplu C. Descompunem S în n 

„arii: destul de mici astfel.ca fiecare să conţină un singur punct. 
critic, Fie Cu, Cp. -, Cu contururile cari le limitează, şi La, Lo, :. .ș.
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“La,-n linii care .unesc respectiv un punct al fiecăreia din ele cu 
câte un punct al curbei C, fără a se întâlni între . dânsele. îi 

Aria limitată de curbele C, Ca, ..- Ca şi de liniile L necon- 
ţinând nici un punct critic, integrala luată dealungul conturului. 
total este nulă. In descrierea acestui contur, liniile L sunt descrise 
fiecare de două ori în sens invers, prin urmare integralele cores- 
punzătoare se 'distrug. Avem așa dar egalitatea. : 

| 4 Hod +5 | f(2) dz. =0 
C 0. aa 

Integralele de sub semnul fiind toate nule, rezultă egali- 
tatea - - 

e 

0 rază, | id. 
47. Teorema subsistă dacă conturul C este format din mai multe 

curbe închise, limitând într'un mod complect o porţiune de supra- 
faţă şi integrala este luată dealungul'acestor curbe în sensul pozitiv 
în raport cu aria limitată de- conturul total. Demonstraţiune ana-.. 
loagă cu cea relativă la planul simplu 5, aa 
48.-Fic f(2) o funcţiune olomorfă într'o arie S.a' suprafeţei T, 

pusă sub forma. - aa i 

Hu rin), (ese iq) - | 
u şi o fiind funcțiuni reale de variabilele reale £, n. Fie C conturul, 

"-care limitează aria S fără a trece prin punctele critice. Avem inega- 
- tatea (Riemann). Aa Ea | Sa 

(22) a (ude > o, 
aie e CI Ș Ă ă 

integrala fiind luată în sensul pozitiv. Această inegalitate a fost 
„stabilită în cazul planului simplu 2);- ea, subsistă pe suprafaţa  T. 

- În adevăr, descompunând S, în arii fără puncte critice şi în, arii 
foarte mici conţinând un singur punct critic, putem scrie - - 

” ” . E . : 7 Îi _ n" [. 

i . | N (dr=> |de 
” - - Cc C; = - 

.. 

integralele din ambele membre fiind -luate în sensul pozitiv în 
raport cu ariile limitate de curbele C şi Ci. Ariile de speța întâiu - 
se găsesc în cazul ariilor situate în planul simplu 2); -inegalitatea 

  

  

:) 1, p. 2%, A 
2) 1. p: 232. a PE | 
3) Printr'o mică modificare a liniei de trecere, aria se găseşte toată. si- : „tuată într'o singură foaie, | A 

Pa
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(22) se aplică. dar. acestor arii: In ce priveşte ariile cari conţin câte : 
un punct critic, făcând să tindă către zero! contururile corespun- . 
zătoare, integralele respective “tind către zero, căci funcțiunile u 
și v sunt, în virtutea ipotezei, . “funcțiuni continue ! în 'aria S, De 
unde rezultă inegalitatea (22),  -- 

49. Teorema reziduurilor, Fie ft o funcţiune uniformă îâtr?o 
“arie S a suprafeţei T, având în această arie un număr limitat de. 
“puncte singulare a, a, ..., ani indiferent dacă acest puncte sunt 
de ramificaţiune sau nu. Fie C conturul care limitează această arie, 
contur format din una sau mai multe curbe închise cari nu trec 
prin puncte. singulare sau de ramificaţiune. Să izolăm punctele 

“singulare respective prin curbe închise c,, cp, ..., Cu cari să nu se 
întâlnească între ele. In aria limitată. de curba C și de aceste-curbe, 
funcțiunea Ho) fiind olomortă, avem, aplicând teorema lui Cauchy, | 

bela 
său, schimbând. sensul integraţiunilor după curbele cu Ca 5 Ca 
avem i - - 

a 4 para) +] Pi. + 
a Ca | Jen , 

- Roprezentând prin Aa reziduul lui fa) relativ la singularitatea . 
"a, avem aa ” 

$, 1(2 de = = 2 izAa ; * 
- J*R 

prin urmare e 

03) ş Lo da) = 2in (A, + A2 + Stii Â ). 

Teoremă lui Cauchy, asupra reziduurilor, subsistă dar pe supra- 
faţa T în aceleaşi condițiuni ca pe planul Simplu. - 

50, Corolar.. Fie za şi «două puncte situate pe' : 2 : 
„suprafaţa: T ş și-L, L' două drumuri cari. unesc aceste 
puncte fără a trece prin puncte. singulare sau puncte "1 L 
critice (fig. 18). Dacă aceste drumuri împreună for-, _ 
mează un contur care limitează o porţiune de su- .. . 
prafâţă, în- interiorul căreia se găsesc punctele sin- Za 

Figaa gulare îv .. "Ga avem 

[poa = Vas tan, i. a ). 
zL' 2 ZaLz . 

-51. Teoremă. Suma reziduurilor unei funcțiuni uniforme, care : pe 
ioată suprafaţa T are un număr limitat de singularități, este nulă,
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In. adevăr, să ne închipuim supraiaţa T sferică şi să izolăm, prin 
curbe.închise, toate punctele singulare, precum și punctul %, din 
fiecare foaie: a suprafeței. In suprafața rămasă după exclusiunea' 
acestor puncte, funcțiunea fiind olomorfă, rezultă că suma integra- 
Jelor a | 

“luate după toate aceste curbe, descrise. în acelaș sens, este nulă. 
Cecace demonstră teorema, +. | e 

52.:Fie f(2) o funcţiune uniformă într'o arie. S a suprafeţei 'T, 
__ neavând în această arie alte singularităţi decât poluri. Se presupune 
„că conturul C nu trece prin puncte singulare și critice și prin nici 

un zero al funcţiunii. În acest caz integrala pf 

ro; ACT) o -(24) . — | —— dz, A , as ara DE 
“luată în sensul pozitiv, este, în virtutea formulei (20) - (S 45) Şi a 
egalității (23) ($ 49), egală cu diferența dintre suma ordinelor zeru- 

"rilor și suma: ordinelor polurilor funcţiunii cuprinse în aria S$. Cu 
„alte cuvinte, integrala (24) este egală cu “diferenţa dintre. numărul 

zerurilor-și numărul polurilor funcţiunii cuprinse în' S, fiecare zero 
"și Jiccare pol fiind socotit de. atâtea ori. câte unități sunt în' ordinul 

" “său de multiplicitate. | SER 
53. Funcţiuni raționale pe suprafaţa T. O funcţiune raţională pe 

- suprafaţa T, sau de punctul analitic (2, y) este de forma * 

= RR 

| n -(z). | 
- Qu (7, y) și Q (2, g) fiind polinoame dez şi y, aceste două variabile 
“fiind legate între ele prin ecuaţiunea (1). In domeniul unui punct! 

z = a pe suprafaţa T, numărătorul şi numitorul se desvoltă în 

5 ate), 

serii întregi de (—a) sau de, (z—a)P după cum punctul a nu este 
„sau este punct de ramilicaţiune de „ordinul p— 1. Câtul celor două 
polinoame nu poate dar aveă, în domeniul “punctului 2 = a, decât 

„una din formele următoare - SE 
7 

= (2—a)" P (2 —a), [e (a oz tu
 

i |eotezofe a-i], je oi]za 
" pfiind un număr întreg, pozitiv negativ sau. nul. Numărul termenilor 

—
 

za
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cu  exponchţi negativi “este dar mărginit. Dacă a=o, înlo- 
1 cuim în formele precedente z—a prin —.- -De unde rezultă că 

într un punct oarecare al suprafeţei T, funcțiunea 3 este olomorfă 
„- sau admite acest punct ca pol. ÎN - 

O funcțiune raţională pe suprafața T nu admite „dar alte singu- 
larităţi decăt poluri. 

54. Vice-versa. Orice Juncţiune uniformă z, care pe toată supra- 
- faja sferică T rare alte. sineularităţi decât poluri, este o funcţiune 

rațională de z și.y. 
Fie y,; Ya îi. -> Ym ramurile funcțiuni algchrice + y definită de 

"ecuaţiunea (1) Și 2 20 oa 2 ramurile - funcţiunii z = [(a) co- 
respunzătoare ramurilor 7 y. Să considerăm cele m sume i 

zi y5 + za + ..... + 2m Ye (e =0, |... m—0. 

Când z descrie o curbă închisă oarecare în- planul. său, termenii i 
acestor sume nu pot decât să se permuie între ei: fiecare din aceste 
sume este. dar, în virtutea: ipotezei, 'o funcţiune uniformă de z, 
neavând în tot planul inclusiv punctul co, alte singularităţi decât 

” poluri şi prin urmare ele sunt funcțiuni raţionale de_z, pe cari le 
reprezintăm prin Ra (2): 

(97) za pt pt eta pt = RA (0), (301 mA), 
Să considerăm determinantul “ | 

La 
m Ya» . a e Ym | 

ama . - POL 97 n mi 
z 

Două oarecari din ramurile: 3 Yw Vo a. TR nefiind. identice, 
- determinantul D nu este identic nul. Soluţiunile z,, za; -. :2m ale 
sistemului de ecuaţiuni lineare (27) se prezintă dar sub formă” de: 

câturi a doi determinanţi, Fie câtul 
N 

35 Si _D, 

în care avem e E a 

09): Die em
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Determinantul D este o funcţiune simetrică de rădăcinile yale 

„ ecuaţiunii F! (z, y) = o şi prin urmare o funcțiune raţională de z. 
Determinatul D, este o funcţiune rațională de: și raţională şi 
simetrică de ramurile vp, -.. -> Ym: Aceste ramuri sunt însă rădăcini 
ale ecuaţiunii : - Pa | 
- | F(z 9) e a aa 
prin urmare D, este o funcțiune  raţiânală de coeficienţii acestei. 
ecuaţiuni, adică o funcţiune raţională de z şi de:y,. Ramura 2 
este .așadar o funcţiune raţională de z și y.; ceeace vom scrie: 

80) 2 = R (2, y) = Ulei, Se . Ă Ă E Q (z, Y.) . a _ 

Q,( 2, y.) şi Q (, ya) fiind- două polinoame de z Şi vu. Această rela- 
țiune subsistă -pentru toate sistemele (7, 2), (i = 1,2,...m); 

"căci prin prelungirea analitică a ramurii Yi obţinem succesiv cele- . 
lalte ramuri 1, cărora corespund, ramurile z, ale funcţiunii z. Avem 
așa dar, pentru funcțiunea _z, relațiunea - 

(31) a Riy 
155, Teoremă. Funtţiunea rațională -R (z, y) se poate pune sub 

Jorma unui polinont de y de gradul m— cu coeficienți raționali 
de z. Pentru a demonstră .această teoremă să multiplicăm ambii 

„ termeni ai fracțiunii (30) cu produsul Q (2, ya): -Q (2, Ym). Numito- 
rul devine o funcţiune simetrică întreagă de ramurile y; va, -- 3.9 

“şi numărătorul o funcţiune simetrică întreagă de y,, Tg eee me 
Rezultă peniru numitor o funcţiune y (2) raţională de z şi pentru 
numărător o funcţiune p (z, y,) raţională de z şi rațională și întreagă 
în raport cu wi: | 

| o Ii 
Prin prelungirea analitică a ramurii Ymse conchide că această 

relaţiune subsistă pentru toate ramurile funcţiunii R (2, y). Avem 
aşadar. . Si a 

R (2,3) Pa Si m | 
De altă parte, ecuaţiunea F (2, y) =o, de gradul m în raport 

- cu y; permite să se exprime puterile y*, gti, ... prin polinoame | 
de gradul m—1 în Y, ai căror coeficienţi sunt funcțiuni raţionale 

"de z. De unde rezultă forma - 0. 

pi 

(62) Ri) = XX Xp fra Xp, 
coeficienţii Xo Na ei X-a fiind funcțiuni raționale de z.
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"56. Aplicând teorema reziduurilor (Ş 49) funcţiunilor raţionale 

pe suprafața T, în acelaş mod ca în cazul funeţiunilor raționale 
„în planul (2), conchidem: - 

I. Suma reziduurilor unei funcțiuni raționale f2) be toată supra. 
fata T este: nulă. . 

f (2) 
Î (2). 

suprafaţa T, suma tuturor reziduurilor sale pe această suprafaţă 
este nulă. Cu alte cuvinte, numărul zerurilor unei funcțiuni raţionale 

  II. Derivata a logaritmică fiind o funcţiune : raţională pe 

pe suprafaţa T' este egal cu numărul polurilor sale, fiecare zero sau . . 
“pol fiind socotit cu gradul -său de „multiplicitate. , 
„57. Numim ordin al unei funcțiuni raționale R (z, 3), de punctul 
analitic (z, 1), numărul. polurilor sale, fiecare pol fiind socotit cu 
gradul său de multiplicitate. Fie N acest ordin. Diterenţa 

Ă R (2, y=— 
C fiind o constantă arbitrară, are aş poluri ca funcțiunea 
R (2, 9); prin urmare este de acelaș ordin, adică funcțiunea 
raţională R (z, y) de ordinul N primeşte o valoare arbitrară 
oar ecare în N puncte ale suprafeţei T, printre cari „unele . pot 
coincide. | 

58.0 huncţiune olomorță pe suprafața. T- oste constantă. Fie 
= f(a)- o funcţiune olomorfă pe toată suprafaţa T şi 2, z. .. 

Zm ramurile acestei funcțiuni corespunzătoare aceleiași valori z. 
Funcţiunile simetrice”: 

> 2 E za eoei 20 20. me me 

sunt funcțiuni tniforme de z, olomorfe, în virtutea ipotezei, pe tot 
planul (2), inclusiv punctul z ='0o; ele-sunt așa dar cantităţi con- 
stante. _ : 

. Funcțiunea z satisface, dar o ccuaţiune algebrică cu coeficienţi 
constanţi şi prin urmare ca însăș este o, constantă. 

CAPITOLUL VI Aia 

FUNCȚIUNI RAȚIONALE PE O SUPRAFAȚĂ T 
CU DOUĂ FOL “ 

'59, Să considerăm, cazul când suprafaţa T este formată din 
- două foi, adică când ecuațiunea algebrică F (z, J) = o este de gradul Ă i 

A i o 

  

1) 1. p.:260.-
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al doilea în raport cu y, Putem presupune ecuaţiunea de forma 

 binoamă I) şi fie 

„să avem egalităţile 

AD pleaca eeclean), 
n n fiind un riumăr par sau impar > 3. O funcțiune, rațională R a y) 

“se pune sub forma | i a 

Plata) (2) Da RD 2 

P, Q, R fiind polinoame de 2; pe cari le putem, presupune “fără, 
factori comuni, Fie z un zero de un ordin a al numitorului, diferit 
de un punct critic Și 49 valoarea corespunzătoare a lui y. Unul cel... 
puțin din punctele (20, yo), (20— 24) este pol de ordinul a al func: 
țiunii z, căci dacă. nici unul din aceste! „puncte n'ar fi pol, ar trebui 

Pl) +a) = =0, Pa) Pa) =, 
de unde ar “rezultă P (20) = 0, Q (20) = o, adică polinoamele P, 
Q, R ar aveă un factor comun, cecace -este contra ipotezei, 

Dacă z, coincide cu unul din punctele critice a; Și P(a;)zo, 
ordinul polului este 20. Dacă P (a; )= o, ordinul polului eşte 2a- 12). 

“Să observăm cătun punct 19 care anulează numitârul, poate 
"anula numărătorul fără a anulă polinoamele P și-Q, căci putem 

sau punând. 2—aq,; =z2. 

P(a)şiQ (ai ] nu sunt nuli în acelaş timp. 

aveă una din cgalităţile “ o - 

P (20) + ve Q (20) 3 =0, P(20)—yQ (0) =o, 
nu însă amândouă,: precum am văzut mai sus. Într'unul 'din aceste 
cazuri, expresiunea 2 se prezintă sub formă. nedeterminată ; 

  

VW-t2by+e=o, Ia a 
d şi ce fiină două polinoame de z, se aduce la forma binoamă dacă punem , 

y+b=q. 
2) In domeniul (ai), punând R()=(z—aije R(z), avem 

1) O ecuațiune de forma ..  : 

2 == (z— ai) [aer auto 3 +. 

—2a 

32% (At. - 

P-lai) - Qla) 
„o Ra) A =R, (ai) a) 
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nedeterininarea dispare, dacă înlocuini Y prin desvoltarea sa în do- 
meniul punctului (2, Yo). sau (9, — Y9) în care numărătorul se 
anulează și desvoltăm funcțiunea z în domeniul acestui punct, 
“Unul -din aceste puncte fiind pol d€ un ordin varecare pe o“ 
foaie, este dar, pe:cealaltă foaie, pol de un ordin -mai mic, sau 
nu este pol, sau chiar poate fi un zero. 1) 

-60. Dacă numărul punctelor de ramificaţiune este mai mare ca 2, 
nu ezistă funcţiune rațională pe suprafata T, al cărei ordin să fie 
mai mic ca 2. . a o i | 

"În adevăr, dacă funcțiunea n'are'.nici un, pol la distanţă finită, 
numitorul N (2) trebuie să fie o constantă, căci altmintrelea uh zero. 

_ al lui R(2) este, precum am văzut, un pol al funcţiunii. In acest 
“caz, funcțiunea este de forma - - 3 

(9) e P(ryQ(). | 
Dacă polinomul Q (2) este identic nul, punetele 2 = O, y=400 

sunt poluri, fiecare de un ordin egal cu gradul polinomului P (2). 
Dacă P(2) este identic nul, ordinul polului z = co este dai .de 
produsul [y Q (2)!z=«. Dacă nici unul! din aceste: polinoame nu 
este identic nul, punctul a = co este pol cel puţin pe una din cele 

"două foi ale lui T'şi ordinul „acestui pol nu poate evident îi 
n o 5 | - | IE mai mic decât 3» dacă n este par (n = 4,6, ...),'sau mai mie 

"decât n, dacă n este impar (n=3,5,...)2. 
. . . . d Ea ? e, 

. . - . - 

  

1) Exemplu: . ” ! ” a 
i ltazirba + ya), Ea - . a a y>= Vita P 

Punctul z=o, y = este pol de ordinul al doilea. : 
In domeniul punctului. z == 0, y = —1, avem: - 

i Ă 3 i a . 
a — 2,4 (33 aa. 

Dacă a=£2, acest punct “este pol de ordinul întâi; dacă a = 2, avem. 

Z = b— 3 4: 0 saia == 0, după cum d este zf 3 saiu= 3 . 

2 In cazul n = 2, avem, în domeniul (00), 

usa oase); e 
în cazul n = 2k + 1, avem, în acelaş domeniu. * 

n k E i Zn îi = i. - VL - (A kAz Fe.)  (Aorâz. Fes, (z=zi, 

6 DAVID EMAANUEL ,
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-O funcţiune raţională de ordinul cel mai mic: posibil, “când. 
numărul punctelor de. ramificaţiune este mai mare decât 2, are 

forma [i . PR p 

E e o n pu Î 

(4) po . za NR 
| z—29 : 

  

“a şi b fiind două constante. Dâcă zp este diferit de un punct critic, : 
punctele (o Yo); (o Yo) sunt poluri de ordinul întâiu;. dacă a 

"este punct critic, punctul (20, '0) este pol de ordinul al doilea. 
Din tot ce precede rezultă că o funcţiune rațională pe o supra-" 

faţă T cu două foi şi cu 'mai mult. decât două puncte de ramifica=” 

țiune, este cel putin de ordinul al doilea. | a, 

Ă “qe. , 

GL. Dacă avem 'două puncte de ramificaţiune, punctul co fiind 

sau nu unul din aceste puncte, este posibil a formă funcțiuni raţio- 
nale pe suprafaţa T, având un singur pol de ordinul întâiu, la dis- 

tanţă finită sau infinită. . - : 
Eaemple.—*, Fie ccuațiunea 

. (1) pat + 2ba ve. = (z-a) (=; 

Îuncțiunea a. | - - , 

(2) - a A(az 4 - + B : 

A şi. B fiind două constante arbitrare, admite pe o singură foaie. 

unicul pol z =.co de ordinul întâiu, Deasemenea, funcțiunea 

gr s=A +BUZY ZI A i. 
„i . 7-29 E 

admite unicul pol (29; — 1), Ze fiind un punct oarecare alsuprafeţei 

“T şi yg una din cele două “valori corespunzătoare ale lui y. Dacă 
punctul de ramilicaţiune z =.0, y = o este pol de ordinul întâiu 

      

funcțiunea are forma N 

4) 
20, Fie. ecuaţiunca - i 

6 pa 
funcțiunile a a a i 

(6) .- a A BEA + By 

admit ca .pol de ordinul întâiu, cea dintâiu punctul z = o, cea de, 

a doua punctul 2 =. x
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In toate exemplele precedente putem dispune de unul! din coe- 

Ticienţii A, B pentru caz să aibă un zero dat, | | | 
In fine, observăm că în cazul a două puncte critice, variabilele -. 

Z şi y se pot exprimă într'un mod raţional cu ajutorul unei varia: 
Bile auxiliare convenabile și prin: urmarb “o funcţiune raţională 
oarecare de (7, y) devine, în acest caz, o funcţiune raţională de o: 

„singură variabilă. | i i 
Astfel în exemplul 19, punând y=(z—a), obţinem expresiunile 

ae bus SER 
In exemplul 20, avem - - E E 

| ă SE Ad , 1 
age 

62. Ezerple de ]uncţiuni raţionale. 
zemplul 1. Fie dată ecuaţiunea i = . 

(0) pe Baa] 
şi funcțiunea | i o 

2). az, Da 

Să căutăm polurile și zerurile: acestei funcțiuni, _î : 
19. Pentru z = 1, ecuaţiunea ()dăy=+2.. , 
In domeniul punctului a =1, y=2, avem, pentru ramura y, 

desvoltarea a ae 

y = 2+ 3. (2 — 1) + Tg (2, 

_ căreia corespunde, pentru. z, desvoltarea 
D A 15 2 + O a asi pi a ah 
Punctul. (£ =1, y = 2) este așa dar un pol de ordinul întâiu 

al funcţiunii z, cu reziduul 4, , . - [ 
-In domeniul (2 =1, y = — 2), “avem pentru y. o. desvoltare egală cu cea precedentă, însă de semn “contrar, . 

< 

pa 8 3 | | y>-2- 3 ED (ee | | 
Ducând această desvoltare în expresiunea (2), obţinem ... 

Ul 5 | a 2 = > tie (2-1) + a (2-1) ha 

„Punctul (2=1; y=—2) este aşa dar un punct'ordinar al funcţiunii 2, i ge
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20, Punctului z = 00, ;pe foaia determinată de : lim Aa /3 
„ao tt 

corespunde desv oltarea 

, . ; | 
y= Vas a Te EI E - 

__de unde, pentru , 

Ă Da 7yVău.. 
„20 Va (2 +1)+ + a +a +, 

„Punctul 0% pe foaia considerată este un pol de ordinul întâiu, 

cu reziduul — 7 m.   

, , Aa Y - Punctului z = 00, pe [oaia determinată de lim a=-V/ă, 

corespunde aceiaș desvoltare în care Vă este înlocuit prin — /3. 
Valoarea corespunzătoare a lui z este - - 

o 2=0-V3) tere a 

Punctul z = % pe a doua.foaie este N de ordinul întâiu cu 

veziduul—(2- 14) 
| . 

-(2- 2/8) ale polurilor este 

nulă, conform teoremei generale ($ 56). | 
Zerurile funcţiunii z sunt determinâte de sistemul de „ecuaţiuni 

_ 32051, z (Qz+y)=o,. 

cari dau sistemele următoare de valori: 

Suma reziduurilor 4, — +? Î 23), = 

z=0; y= +1; a =1,y=—2; az = —4, y=2, 

= Sistemul z =1, y= —2 dă = 3 - Să examinăm celelalte 

sisteme: - 

In domeniul punctului z = o, avem 

= + tam) = +a 2...) 

Ducând aceste valori în „esxpresiunea (2), obţinem respectiv 

desvoltările ae - „- 

z=—z(l+3z + ), 

moortea



+ 
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-. “ Punotele. z=o, yszi sunt :zeruri de. ordinul întâiu. 
o Inlocuind î în expresiunea: (2) a: prin —1, avem N 

15 

7 

A o said pu 
“In domeniul“ 2 = —1, ramura y a -ecuaţiunii (1) care se reduce 

"a.2, este dată „de desvoltarea A e Sa 

i 2 3 ler). + 2 (ot + SR 

de unde rezultă, pentru 3 “expresiunea E E _ i | | E 

= eta [ore derne ] _ 
Punctul z=—1, y=2 este un zero. de ordinul întâiu. Nu- 
mărul  zerurilor este 'egal . cu al. polurilor: conform teoremei... 
ED 

- Ezeniplul II. să considerăm eduaţiunea Ra 

0 pa zi—1 - ă E 
și funcțiunea. - PE Sa E a E IE RR 

- , i | - . . ! a 03 zy. Ă Li ” îi . 

(2) A . po z—I II 

Si 19. Pentru : a obţine” desvoltarea acestei. fincţiuni î în domeniul 
punetului z = 0, să. punem. 2 =1 +1: cele două ramuri - y() vor 

: î date de seria " 

, y =th (2 -F 3 + at at. ED RI 

Ducând_âceste valori în 'ecuaţiunea 9), obţinem | 

Punctul a =1,y=o este un , pol al funcțiuni pe ambele foi; el 
"este dublu e cu reziduul 2 Do ÎN 

pa a | - A. -B SEE a | i J | 

NDaa Ea VP PC 

  

I=l - 

, ZE =p.4; = 2) (54). 

oa IE aa 2 > (Ur 20 +3 + ză ah 

ae da Zi at ma tst ger 

p



+ 
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„2. În domeniul z = co ecuaţiunea (1) dă două ramuri infinite, 
uniforme, ale căror desvoltări sunt A pe a 

Ni ns ei dja bi 
- - Ya a! d 22 

  

- Să. considerăm ramura EN și să” ţinem- seăma de desvoltările . 
. 7 _ . DR 

3 

  i a C_ oieut ri Se: Pi Me , zl ni ai a aa 

  

Di ZI: | | 

Substituind | aceste valeri, în - expresiunca & obţiner, pentru z, 

„ desvoltarea- Sa , ae a 

-12 +: hi a 

Punctul z = & pe foaia, suprafeţii T, cu ramura Yu este. dar i un. 
-- pol de” ordinul al doilâa' cu.-- -reziduul 9. 

- Dacă înlocuim. ramura: Ye prin 1 ro mura 2 obţinem desvoltatca ş 

ÎS „7 a : i 1 - . 

ae 2 aă 
  pate) 

Punctul z = "oo pe “suprafața 7 cu ramura vi este un zero de or- 
dinul al doilea al funeţiunii 2 z, . Reziduul corespunzător acestui punct, 
este nul. | | 

Zerurile funeţiunii: la: distanţă finită sunt punctele! a = o 

y= zi. Desvoltarea funcţiunii Z în domeniul punctului z =, 

7 = i este Ie . E 

= ia (pa t .] 

 Desvoltarea celeilate vamuri. se. deduce din « cea „precedentă, “înlo- 
cuind i prin -—i, 

63. Coneziunea suprafetelor. 7.0 suprafaţă T. se zice 'coneză 
dacă două puncte oarccari ale ci pot fi unite între ele printr'o linie 

“continuă, situată” pe suprafaţă, Cea mai, simplă dintre suprafeţele | 
conexe este suprafaţa plană. - - . 

O .suprafaţă plană său sferică, - formată dintro singură. foaie, 

: limitată de un :contur simplu, adică de o curbă închisă, care- poate. 

fi descrisă printr'o_ mişcare. continuă, se zice că este simplu coneză. : 

Orice suprafaţă S între punctele căreia şi acelea ale.suprafeţii plane 
simplu conexe se poate stabili o corespondenţă analitică bi- -univocă, 

"se zice deasemenea simplu conesă. Conturului simplu. din plan 

„corespunde un contur simplu” pe suprafaţa 5.
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“O suprafaţă T cu două foi și dou puncte de râmificaţiune este. 
simplu conexă, căci între această suprafaţă. și o suprafaţă plană” 

„se poate stabili o relaţiune biraţională. ”. , 
„Să considerăm, de exemplu, suprafeţele corespunzătoare ecua- 

ţiunilor- ” - A ae . 
(D „=, a _ 

ee 
10, Ecuaţiunea (1) se poate înlocui prin cele. două următoare 

(3) Ă E a, SL 

. Figurând variabila t pe planul (0, vedem că fiecărui punct t cores- 
punde un singur punct analitic (z, 9); viceversa, fiecărui punct 

| analiție (2 y) corespunde un singur punct , 

  

  

  

id - ” N L . , . 

a) - - Ă |=—. | . i a NC | IE a 
20, Ecuaţiunea (2) se poate scrie 

i „z=a 
= (a—0k i (op 2 

punând | : Ă 

“ po r—a 9 - _ = £ AR 

au | 
objinem -ecuaţiunile | 

Ș - b—a . (b—ajt i . 
(6) pa, pt (20) (070. e 

a Ri _ p2—] Ni -.. a 

și i 
2 

_ = —— , - . 

. . z-b 

cari pun în evidenţă corespondenţa bi- -univocă între punetele supra- 
fetei AS ) şi acelea ale: planului (0. 

4. Coneziune multiplă. Orice curbă închisă situată, pe o supra- 
rară. male conexă, precum şi orice linie interioară care uneşte 
două puncte ale conturului peste care un punct mobil al suprafeței 
nu trebuie să treacă, distruge conexiunea suprafeţei; căci două 
puncte situate de o parte şi de alta a unci asemenea linii, nu pot 
fi unite între. ele printr'o linie situată pe suprafaţă. Această pro- 
prietate' este evidentă pentru” plan și prin urmare, în virtutea co- 

respondenţei biunivoce între suprafaţa simplu conexă și plan, ea 
“este adevărată și pentru suprafaţa considerată. ” 

-. Propoziţiunea precedentă poate fi luată ca definiţiune a conc- 
xiunii simple. De unde,: prin opoziţiune, rezultă definiţiunea 

.
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următoare: Coneziunea unei suprafețe se zice multiplă, sau suprafața se 
„zice multiplu coneză, dacă se poate trage o curbă închisă pe suprafață 
sau o linie între două puncte ale conturului, privite ca frontiere, care. * 
să nu distrugă conexiunea suprafeţei. Două puncte situate de o parte. 
şi de alta a 'unei asemenea curbe se-pot uni între ele printr'o. linie 
pe suprafaţă, fără a :o străbate. Este evident. că :nu orice curbă 
închisă se bucură de această proprietate... N . 

Ezemple. 10. Aria plană limitată de o curbă închisă C și de mai. 
EU multe curbe închise C., C, ... interioare: | 

celei dintâiu, este cu conexiune multiplă. 
Conturul total, care limitează aria, consistă | 

6) (5) în “curba exterioară și curbele interioare. 
T Introducând liniile af,:76 cari unesc două 

O “puncte oarecari a, y ale curbei C respectiv - 
Fig cu două. puncte oarecari f, 5 ale curbelor 

_ o interioare (fig. 19) și privind aceste linii ca 
făcând. parte din conturul total, conexiunea ' ariei: nu este dis-, 
trusă. Aria limitată de curbele primitive şi de liniile introduse 
devine simplu conexă, conturul ci poate | 
Îi descris printr'o mişcare: continuă. 
„20. Să considerărA, ca al doilea exem- 
plu, o suprafață Riemann cu două foi şi 
patru puncte de ramificaţiune a, b, c, d, 
suprafaţă care serveşte de bază integră- |. 
lelor eliptice î).-.. .:: _. A | | | 

Această suprafaţă este multiplu conexă. In adevăr, să consi- 
derăm o curbă închisă C situată pe o singură. foaie, de exemplu, 
pe foaia întâiu și cuprinzând în interiorul ei linia de trecere ab Ş 
fie a, fi două puncte situate de o parte și'de altă a,curbei C (fig. 20). 

  

--"Figpe 20 

  

  

, 1) Ecuaţiunea corespunzătoare este 7 „o 

(0) pac (aa) (22) (ac) (ed). 
” Dacă” unul din punctele critice este la infinit, membrul al doilea este de 

„gradul trei, Se poate trece dela-un caz la celalalt printr'o transtoi mare birt = 
ţională, Astfel substituţiunca 

  

a oua 
| reduce ecuațiunea (Î)-la formă | ' . 

(9) mpi Br CD. . 
Viceversa, formulele E . . 

ii y - - 

Ta 1 a: 
transformă ecuaţiunea (3) în ecuaţiunea (1).



FUNCȚIUNI RAȚIONALE PE O SUPRAFAȚĂ 'T CU DOUĂ FOI s9' 
Aceste două puncte” se pot uni între ele printr'o linic Î care stră- 
bate liniile de trecere ab şi cd fără a întâlni curba C.1) O a doua curbă 
inchisă care ar înconjură aceleași puncte critice a, b, sau care ar 
înconjură celelalte două puncte c, d ar rupe conexiunea, suprafeţii, 
precum lesne se recunoaşte. e 
„+ -Obseroare. Intre o suprafaţă T cu conexiune multiplă și o supra- 9 | 

"faţă formată dintr'o sinoură foaie nu există corespondență analitică . .P . - 
biunivocă. Căci, dacă o asemenea corespondenţă ar există, ar urma 
„ca unei curbe închise a suprafeţii 'T, care nu distruge conexiunea ei, 
să corespundă: pe a doua suprafață o curbă închisă care să nu 
distrugă conexiunea acestei suprafeţe.“ Ceeace este imposibil... „65. Să privim curba C (fig. 20) ca frontieră a suprafeţei considerate, 
sau să cfectuăm o tăietură dealungul acestei curbe. Suprafaţa astfel 
transformată este conexă, precum arm văzut, dar nu este simplu co- 

- nexă; căci o.a doua tăie- Ne 
tură C', făcută după o curbă DA 
închisă care conţine în inte- 

       ” 

2 
î * , 
na... ... "4 

  

Fiza Fig, .22 | 
riorul ei: punctele critice b și c, nu distruge conexiunea suprafeţei 
(fig. 21). De aci înainte, orice tăictură făcută "dealungul unei curbe închise ar distruge conexiunea suprafeţei. - Supra- 

"faţa transformată prin “introducerea tăieturilor C şi C'- este . >» -. . . 4 aL. dar simplu  conexă.  Tăieturile C și C' se întâlnesc. într un. 
singur punct O; amândouă împreună, adică cele patru țărmuri ale 

- lor, formează un contur care poate Îi descris printr'o mișcare continuă 
și-prin urmare este un contur simplu. Pentru a face conturul mai 
vizibil, să lărgim puţin spaţiul dintre țărmurile opuse ale tăieturilor 
A şi B (fig.-22). Tăietura B este pe foaia întâiu, tăietura A este 
parte pe foaia întâiu; parte pe foaia a doua, străbătând liniile de 
trecere ab şi cd. 'Țărmurile_exterioare-sunt figurate prin linii,. re- 
spectiv puncte, mai groase decât cele interioare. Sensul în care 
conturul este descris este indicat prin săgeți. 'Țărmurile opuse sunt * 

- descrise în sensuri inverse. ” 
Este important de fixat pentru fiecare tăietură direcţiunea ei,: 

astfel ca expresiunile de țărmul stâng (+) și ţărmul drept (—) să 

  

” i) Porțiunea plină a liniei £ face parte din foaia întâi, cea punctată din 
foaia a doua. - .
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- fie bine definite. Sensul direct pentru conturul iotal poate fi luat 
întrun. mod. arbitrar; dacă însă.s'a fixat sensul direct pe ţărmul 

unci tăieturi, acest sens este determinat pe tot conturul, care tre- 

buie descris în acelaş sens printr'o mișcare 'contihuă. - 

Dacă, de exemplu, privim pozitiv țărmul exterior al lui A, vom 

privi pozitiv ţărmul interior al lui B. “Acest țărm este continuarea. 
țărmului + al lui A, când descriem cele două tăieturi în sensul 

-. „ăndicat de săgeți. Țărmurile respectiv opuse 'sunt negative. 
Suprafaţa limitată de țărmurile tăieturilor A Şi B, suprafaţă 

pe care o reprezintăm prin T”, este formată din două părţi ale supra- 

feţii primitive T, conexe între ele: anume, o parte situată de aceeaș 

parte cu țărmurile exterioare și o parie situată de aceeaș parte cu 

țărmurile interioare ale tăieturilor A şi :B. Țărmurile acestor două 
tăieturi constitue conturul total T al-suprafeţei 1”. Pe această supra-! 
faţă teorema lui Cauchy relativă la integrala dealungul unei curbe 

* închise, se aplică fără restricţiune. De unde rezultă că dacă toate 
- reziduurile funcţiunii f (2) sunt “nule pe suprafaţa T, integrala 

Z SI . N 

| f(a)da 

. 7o N 

este o funcţiune „uniformă pe această suprafaţă. 
66. Teoremă.: Integrala” unei funcțiuni uniforme. pe suprafața T, 

luată dealungul conturului total al suprafeții T”, „este nuilă. 
In adevăr, cele două ţărmuri ale fiecărei tăieturi. sunt -descrise 

„în sens contrar și funcțiunea trece pe ambele ţărmuri prin aceleași 
valori, căci, prin ipoteză, ca: este uniformă nu numai pe T! ci și 
pe T. Integralele provenite din cele două țărmuri se distrug între”: 
ele şi integrala totală este nulă. 

PRI i a q.e.d. x 

i CAPITOLUL VII. 
aa INTEGRALE ELIPTICE 

„1. REDUCEREA LA ELEMENTE SIMPLE, GENERALITĂȚI. 

67. Fie (2 un polinom de gradul. trei sau patru fără factori . 
multipli și R (7, 7743) o funcţiune raţională de z și de Vi) (2))- 
Numim” integrală eliptică” o integrală de forma ' 

n (a Vr5). dz. 
1) Dacă Î ta) e este de gradul patru şi a este o rădăcină a ecuaţiunii | (2) =o, 

  

substituţiunea z — a =" transformă integrala î în alta în care polinomul de



a 0 INTEGRALE ELIPTICE: - i a g 

a Acest nume se datoreşte faptului că lungimea. unui arc de lipsa se. 
"exprimă printr'o integrală de această speţă. Ni 

„O funcţiune rațională, de 2 și de VZR _se poate pune sub forma 

a VI) = AB, a 

a (i “ )- CIDVIS 
“A, -B, C, D fiind: polinoame. de z. Multiplicând ambii termeni ai 

tracţiunii prin c— D V (2), putem scrie... 
cai Aa „si Rai 
Da n Va) P. > Via 

A, N, P fiind polinoame de'z.: Avem așa A Dice E Ta 

1 N desi 
z dz = dz + Lb E 

E (= Vi) = VA. 
“Lăsând la .o parte prima "integrală din membrul al doilea, "care, | 

: fiind integrala unei funeţiuni raţionale de-'z, se: exprimă, printe'o ; Pa 
funcţiune raţională. şi. prin Jogaritmni - de funcțiuni raţionale, să: 

“considerăm cea dea doua Da ga 
. - $ N a , | Ă n - DN Do. _ | . 

PV 

  

a 

N ” . 4 

. Fracţiunea- raţională Pi descompusă într'o funcţiune întreagă 

şi în fracțiuni simple; dă loc la integrale de forma - Sa 

Za u=d, 2 2, Ei a a - 

  

DN a i iu 

i E presupunem i de. die patru și fie. i | 

i i (0-1 = dori + dau + Gazaă + da + ai. Da ae | 

: de i - “ e Ia 

le Va one Vi este 
(n +2) ao + 2 (an +3) agate e + Das: +2(2n RA taia E 

sub radical | este e de gradul al treilea.: Vicev crsa, dacă 4 (2) este de gradul al trei- 

lea şi, a un număr, oarecare diferit de o rădăcină a ccuaţiunii f (7) - = o aceiaş 

substituțiune. realizează transformarea inversă. 

  

=
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„Integrând ambele. membre, obţinem. formula recurentă Sa 

. 2 (n+2) Price V 1 —2 (243) a, Pra—6 (+) a Pata i +2 (2n +1) as Pana E Pa | 
“Dând lui n valorile: 0,1, 2, ... vedem că toate integralele P,î înce- - 

  

| a pând dela n = 3, se reduc la a 

| na pia Îi: 21775 = da. - „= da î 

| VE Via; | (Ia 
- “lacari se mai idaugă o fâncţiune algebrică p (2) PT e (2)! fiind 

un" polinom. i, SE 
Se obţine 6 formulă de medueitne pentru i integrala! GQ, plecână 

- dela egalitatea . 

  

  

aj TI. ES | „UTE, pc | : „dz | (20 n „o an ui | “| (2) Da 

i niz rai tare m 
| 2z—a) V/ 12). 

“Desvoltând” numărătorul după puterile lui (e—a) avem - : 

d VT 2 200 (oma te (a) (2—a) | 
Si i - = 

-. | bed o afet fe), | 

on) Tata ci 5) jo) (ear Sa) (ea) 
— 

>. 
- Aaa A Ho). 

de unde) integrând ambele membre, - | 

unei AIE E + a ri (0) Qa +:   

i i E 
2 

  

    

E . 
[0 Qu-a+ Ea 0) as rame 

SR Să presupunem întâiu că a nu este rădăcină-a ecuaţiunii 1 (a)= 
- şi să i dăm lui n valoarea 2 2; objinem, | = 

a via „L E e Lp (4) „—a ) Q2= > Î (a 0, — 73 f (0) Qi —zP (0) Q-a. 
Insă i o Di 

Ei Da 
(0-a 
i = = 2a P, + Pa.
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De unde conchidem că toate integralele Q pentru n 1 > 4 se exprimă 
cu ajutorul integralei. | Da 

PR . dz - 
2 î == p ura 

şi cu ajutorul integralelor dejă considerate P., P., P. 

„Dacă a este rădăcină a ecuaţiunii f (a) = o, f.(a) fiind neapărat 
diferit de zero, căci factorii lineari ai lui f (2) sunt simpli, rezultă 
din formula (4) că integrala Q, şi prin urmare toate integralele Q 

se exprimă cu ajutorul integralelor Po, P,, P2. 

68. In cazul când polinomul f (2) este de gradul al treilea, inte- . 
grala Pe se reduce la integralele Pg şi P., precum -rezultă din formula 

recurentă (2). în care facem coeficientul ag al lui zi egal cu zero 
Toate integralele P, se reduc dar la cele două Po şi P,. Integrala. 

Q, subsistă' în aceleaşi condițiuni ca şi în cazul când f (2) este de 
gradul 4. In acest caz integrala eliptică generală 

În le VI) d 

„se reduce la trei spoţe de integrale ireductibile între ele 

  

75534 rai 7. o). 

69. Să considerăm integrala 

- | dz 
UL? 

IVI 
(2) fiind un polinom de gradul trei sau patru. “In domeniul unui 

" punct 29 sa de un zero” al lui 7 (2),:avem _ - 

u | = P 2), P(z—a o; 

Ii Tia ez: [ed i) a 
“de unde | a 

(2) i u=F (2 — 20). 

- Dacă o este un zero al lui-f (2), avem în domeniul - acestui punct 

  
ă 1 —l Pa 7 Ă 

3). = (o — a): 2 P (—a), | P (a — 20) ; 0 Dea Pen) | e auze 
de unde a cc A 

(4). Pa u= C++ (2— 0) 7 (20). - 

In domeniul punctului z = oo, avem 

„6 Zi” = 0 P (21) sau €P (a), [ete =] za   

(2)
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după cum f (2) este de. gradul 4 sau 3. Acestor egalităi corespund |. 
pentru integrala u respectiv expresiunile - 

(6). _u = 2 (7, u = P( -5)— Ca “i =, 
Din desvoltările precedente rezultă că integrala“ u-este 6 " funcţiune i 
analitică dez, câre rămâne finită pe toată suprafaţa T a lui Riemann, 
corespunzătoare ecuaţiunii % *=f (2); ea este uniformă pe suprafaţa 
simplu conexă T' (S 65), căci, pe această suprafaţă, funcțiunea 
  Vii este “olomorfă. Vom vedea că „pe „suprafaţa T ca este mul- . X 

- 
tiformă cu o infinitate de ramuri. 

70. O- integrală eliptică, care- rămâne finită pentru orice valoare 
a variabilei finită sau injinulă, se zice că este de speța întâia, Înte- - 
grala considerată 

SI A . i; dz - A 

este de speța întâia. Ea este, abtracţiune făcând de iin factor constant | 
și de o constantă aditivă, singura integrală de speța întâia, relativ la 
aceeaş suprafaţă T, 4/2= f(z), : 

In adevăr, să presupunem că integrala - 
ap 

re 
_ încare R (2, y) este o funcţiune raţională, este de speța Întâia. - In do- 
„meniul unui punct ay, avem 

UR) 2 (za Plai inu: VE (29) = (za) 
a . | a 73 [ Ă 1 

(2, 9) > (za)? P + — 7], 
după cum 2 este „punct, ordinar sau punct critic, u fiind un număr. N 

„ întreg pozitiv, negativ sau nul. Dacă To=00, înlocuim în formula: 
precedentă 2—ay prin =: “In virtutea acestor expresiuni și ţinând 

“seamă de desvoltările de mai sus date de formulele (1), (3), (5) 
ale lui — LL l ($ 69), conchidem că „Pentru ca integrala Y “Vi (2) 
să fie finită pehir orice valoare a lui z, finită sau 1 infinită, este 
necesar și suficient ca funcțiunea yR(z,y) să rămână finită pe 
toată suprafaţa T, inclusiv punctul co. De unde rezultă că “această 
funcţiune este o constantă C (Ş. 58), adică
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-de unde | Ia 

71. Integralele eliptice cari admit: poluri, nu însă “și -puncte- 
critice logaritmice se zic integrale de speța doua. Astiel integrala. 

   ct 

ada RI i a. A 

E 
[2 fiind polinom: de gradul trei, este o. integrală de speța doua, 

având punctul z = 00 ca pol de ordinul întâi. Integralele cari admit - 
puncte critice logaritmice se zic de speța treia. Numărul acestor 
“puncte este cel-puţin egal cu doi. În adevăr, pentru ca un punct 

„analitic (o, yo) să fie logaritmic al integralei -. | - 

- În (2,5) dz, . 

- este necesar și suficient. ca reziduul Iuncţiunii N (2, y), relativ la 
polul (9; 40), să fie diferit de- zero." Insă suma reziduurilor func- 

țiunii raţionale R (z, y) pe toată șuprafaţa T este nulă, prin ur- 

mare avem cel puţin două reziduuri diferite de zero. 
Printre aceste integrale se găsește integrala 

r 

j A | dz. E 

(z—a) V'î (2 a 
(2) polinom de grâdul trei și a diferit de un "zero al acestui L 

“ linom. “Punctele logaritmice ale aesatei integrale sunt (a, + VI? a) 

Și reziduurile: corespunzătoare E FRA A IE 

II. MULTIPLICITATEA VALORILOR INTEGRALELOR 
ELIPTICE, Da 

-. 
Na 

72. Să ne închipuim suprafaţa T, „corespunzătoare ecuaţiunii 
= [ (2); transformată în. suprafață simplu conexă -T' prin aju- 

“torul a: două. tăieturi A, B ($ 65, fig. 22). Tăietura B situată 

pe foaia întâi, conţine în interiorul său linia de trecere ab; tăie- . 
tura A, situată parte pe una, parte pe cealaltă foaie, conţine în 

interiorul său “punctele. critice “b și.c. Al patrulea .punct critic este 
exterior curbelor A şi B, la distanţă finită sau la infinit, după cum - 
polinomul / (2) este de gradul 4 sau de gradul 3; a doua linie de. 

trecere uneşte punctul c cu cel de al patrulea punct critic.
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Din definiţiunea celor trei speţe de integrale eliptice, rezultă 

că pe suprafaţa T” integralele de speța I și II sunt funcțiuni uni- 
forme; cele dintâi sunt funcțiuni olomorfe și cele de al doilea fune- - 
țiuni meromorfe. „Integralele de speța III însă sunt suceptibile - 
într'un punct oarecare al suprafeței “Ţ” de o infinitate de valori. 

„Fie io integrală de speța III, având punctele logaritmice aj, ap... 
4 pe cari le presupunem diferite de punctele de ramificaţiune 

dw 0. E: A . „d. - şi fie A, A9..-; An reziduurile derivatei 4. corespunzătoare dz 
acestor puncte. Să reprezintăm prin s, una din valorile integralei 
într'un punct z al suprafeţei T”; expresiunea generală a integralei 
s în-punctul z este dată de expresiunea. 

5 = pg + 2i7 (m A+. Ma Ân),. 
"Ne <> Mafiind numere întregi. i 

73. Fie - Ă 

It) na ae 
--0 integrală eliptică de speța I sau II. Această integrală este, pre- . 

propoziţiunea următoare: - a 
Diferenţa între valorile integralei în două -puncte ale conturului 

lui T”, situate faţă în Jaţă, unul pe țărmul stâng (+), 
-- celalt pe ţărmul drept ( ), este constantă dealungul 
_conturului, i NE - 

cum am văzut, o funcţiune uniformă de z pe suprafaţa 1”. Avem 

. 

e
l
e
.
 

Z 

„In adevăr, fie a, a' două puncte situate pe țărmul 
Fig, 23 (+) și D, b' cele două puncte în faţa „lor pe ţărmul 

„() (fig. 23) Funcțiunea -R (2, y), fiind raţională pe 
suprafaţa T, trece prin aceleași valori pe cele. două țărmuri și 
prin urmare avem, integrând respectiv dealungul acestor țărmuri, 

|, R (2, y) dz = În (2, y) dz, 
a Iu „db 

adică E i 

| I(0)—1(a)=10)—10), 

TOTO). - 
Diferenţa constantă 7 (a) — (5) a valorii integralei din ţăr- 

mul (+) şi a aceleia din țărmul (—), a: primit numele de modul 
de periodicitate sau, mai scurt, de :perioadă a integralei I (2). Fie- 
cărei țăicturi corespunde o. perioadă.



| principală valoarea : acestei inte. -- 

- tricţiune şi să 'examinăm efectul 

E descrise succesiv în sensul'săgeţii. . 
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“Să reprezintăm prin S7 ȘI. B perioadele corespunzătoare tăieturi- 

lor A și B. Pentru a calculă aceste perioade-să fixăm patru puncte 
1, 0, n, » infinit apropiate. de punctul de întâlnire al celor două” 
tăieturi: 7, e fiind situate respectiv pe ţărmul 4 al tăicturii A, 

de partea negativă a tăicturii B şi 4, > având aceiaș poziţiune ca 
4, 0, relativ. la tăietura Ă, însă situate de partea pozilivă a tăie- - 
„turii B (fig. 2) Vom aveă i 

“ 

Va 10 —10)= 101002 Sani pa 
VCRA 

Zi U)— 10) =14) 7 (0)= ji (2 y) dz= În . dz; 
! : . . ADE .- Qin , 

Adică: perioada Veste egală, cu valoarea 
integralei |. 

i (n (2, 9) da, 

d luată dealungul tăieturii B, “dela: jărmul 
Fie 2 - „(la cel (+) al tăieturii. A; iar peri- 

| “oada “ este egală cu valoarea aceleaşi 
integrale, luată dealungul tăieturui LĂ, dela irmul (— ) la cel (+) al . 
tăieturi B. - 

  

74. Până aci am presupus că drumul de integraţiune (a0.. 2 | 
"rămâne pe suprafaţa T' adică nu străbate. nici una din tăieturile 
„Asau -B. Se numește valoare - ” 

- prale. Să suprimăm această res- 

„produs. asupra integralei, când 
“drumul de integraţiune străbate Ă ” 
conturul. a . Ă „Fig 25 

Să. considerăm dar un- drum care uneşte punctul. 29 cu punctul. 
z şi străbate tăietura A întrun punct M, trecând dela. țărmul (+). 
la cel (—) şi fie M, M două puncte ale acestui drum, infinit apro-. 
„piate de M, situate respectiv pe cele două: Şărmuri (fig. 25). Să re- 
“prezintăm prin Î' valoarea integralei dealungul acestui drum, 
și “fie I valoarea principală -a. integralei luată între aceleaşi limite. 
Drumul corespunzător se poate reduce . la drumurile a ii 

2 Ma, M, 0, tăieura B (pe ţărmul —),. OA, A, 2 

“7 DAVID EMMANUEL - Pi  
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Integralele după drumurile: M, 0, OM, se distrug, funcțiunea 
R (2, y) fiind uniformă pe suprafața T. Avem dar 

= (ntz) dz — 574 + ja (2, ds 7, 
| 7 Mac | 
de unde . Se : 

| | I=I14+9%7 
Dacă drumul de integraţiune străbate! tăietura A, trecând dela 

ţărmul IO 1a „rmul (+) obţinem egalitațea . ..- - o 

Mi sf 
Avem dar egalitatea i Ps 

| DI, 
după cui trecerea se face dela țărmul (+) la fărmul —, sau. vi- 
ceversa; Be 

Deasemenea, dacă drumul de integraţiune strabate tăietura 
B, obţinem egalitatea “ 

i 

o De D123, e E 
după cum trecerea+ se face dela șărmul (+) la țărmul (—), sau. 
viceversa. : 

Intr'un mod general, dacă drumul” de integraţiune străbăte - 
tăieturile A şi B de „un număr oarecare de ori, valoarea I' a integralei 
în punctul final z este legată de' valoarea principală / prin formula 

OB DT min Z 
în şi n fiind numere întregi pozitive sau negative. 

Integralele eliptice de speța I sau de speja II sunt așa dar junc- 
fiuni analitice : monogene pe toată suprafaţa T a lui Riemanu, având 

o infinitate de: ramur i, cari difer de ramura principală corespunză- - 
- toare printi'o sumă de multipli arbitrari de perioade. Fiecare -ramură 
este o funcțiune uhiformă pe suprafața T”. 

- Dacă integrala este de speța III, pe lângă perioadele: la cari 
dau naştere tăicturile A și B, cari se determină în acelaș mod ca . 
cele ale integralei de speța I şi II, avern alte perioade. cari se  întro-. 
duc. din cauza punctelor singulare logaritmice. - : 

Pe suprafaţa T”, integrala de speța III nu este unitorrăă;: însă 
" putem transformă această suprafaţă într'alta_T”, în care integrala 
„să fie uniformă. Aceasta se realizează. dacă izolăm punctele. loga=" 
ritmice prin cercuri foarte mici şi unim „câte un punct. al fiecăruia 

| 'din ele 'cu un “punct al conturului lui T', de “exemplu: cu: punctul 
O, comun curbelor A: şi B, prin linii L,; La. „„ cari hu se întâlnesc *
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între ele Și cari nu întâlnesc conturul .detât în punctul O şi obligăni 
variabila a nu le străbate (fig. 26). | 

Șuprafaţa T” este simplu :conexă; conturul ei este format din 
„conturul lui T” și din țărmurile tăieturilor făcute dealungul liniilor 
Las Loje... . 

Reprezintând prin Ay reziduul lui.R (3, Y relativ la polul 
= ag: diferența valorilor integralei. ! 
între Hrmul (++) și cel (—) al tăieturii 

„Lu este +-2dizA: această constantă 
este “perioada integrălei relativ la tăie- 
tura La. 

Dacă variabila sirăbate această tăie- 
“tură integrala se măreşte cu + di A, 

  

i , Fig. 26 
după: cum trecerea se face dela țărmul . , . Ă 
(—) la cel (+) sau viceversa. Intriun punct 2, o ramură oarecare 
I-a integralei este exprimată prin egalitatea 

ia . : 
(4) I' = 7 Fi, m sn n +3 "3 Nu: An j : za 

1 fiind valoarea principală şi m, n, Ma fiind numere întregi. 
Ouservare. Din egalităţile (3) şi (4) rezultă că valoarea unei 

integrale eliptice, luată după o curbă închisă, este egală cu o sumă 
de multipli de perioade, căci valoarea principală corespunzătoare 

“este nulă." - - 

CAPITOLUL VI 
, “ INTEGRALA ELIPTICĂ DE SPEȚA L 

75. Printre integralele clhptice relațive la suprafaţa T a. lui 
Riemann, cea de speța I 

(ou (3 
„VI(2) 

_are o: importanţă deosebită, datorită proprietăţii de a fi finită pen- 
_tru orice valoare finită sau infinită -a variabilei; de unde rezultă, - 
precum am văzut, că ea este unică, abstracţiurie făcând de un mul- 
tiplicator constant și de o. constantă aditivă. o altă proprietate 
de o importanţă analitică fundamentală a integralei de speța I 
este, precum vom vedcă, aceea a inversiunii uniforme; ceeace în- 

„semnează -că limita superioară z a integralei . u este o funcţiune - 
uniformă de u'în tot planul acestei variabile. Vom vedeă 

z* - K - - ,
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de asemenea - că, întrun : mod general; o “ tuneţiune raţională 
R (2, y) pe suprafața T este o: funcțiune: uniformă de această in- ” 
tegrală. IE n = 

“ Este importâni de observat că x și VF -nu se pot exprimă 
prin funcțiuni raţionale “de un parametru, MN aceasta este 
posibil în cazul când polinomul f(a)-este de gradul întâi sau al 
doilea. Căci dacă s'ar puteă ca e | 

P(0, Vi) =709, 
„să fie funcțiuni raţionale de ar urma ca integrala de spea I, de- 

"venind integrala unei funcțiuni raţionale de t. o 

o DPI pi . ae 

! io ia = 
să devină înfinită cel puţin odată pentru o valoare finită s sau inli- 

nită:a lui î, şi prin urmare a lui z. Ă | 

76. Să reprezintăm prin & și o' perioadele integralei i u, relative” 
la tăieturile A şi B; vom avea „Pentru u, în acelaș punct 2 pe supra- 

„faţa T, expresiunea - - 

(2)... aur mor mo, 

- m și m! fiind numere întregi și up ina una “din valorile lui u to- 
respunzătoare lui z. Re ae a 

Să examinăm rela iunea . există între valorile integralei în 

două punete suprapuse (7 9), (2— y) ale suprafeței T. 

i Da punctul iniţial este un: punet de 

ramificaţiune a şi drumurile cure. „unesc acest 

punct cu punctele finale: (2, 9), (2, —y) 

“sunt suprapuse îni toată intinderea lor, ta- 

| lorile “integralelor sunt egale și de semne con- 

tarii ; căci dealungul acestor drumuri, VI) Î (a 

trece “prin valori egale și de semne e 

rii. Rezultatul subsistă dacă înlocuim unul 

din cele două drumuri printr'un drum echi- 

  

valent: cu el. | a : 
Să considerăm acum două drumuri L L”, plecând dela un punct 

„(20 Yo), cel dintâi situat pe foaia. întâia; iar cel de a al doilea stră- 

“bătând, de exemplu, linia de trecere ab întrun punct P (fig. 27). 

Să înlocuim aceste drumuri prin drurâurile respectiv echivalente 

z04B(2,y), zpa f!' (x, —y) formate din drumul comun zg u-— punctul a 

fiind foarte aproape de punctul critic a — din. două semicereuri 
af, uf' cu centrul în a și din drumurile suprapuse f (2, y), B- (2,—y)- Sa € J
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Vom aveă, reprezintând prin 1 ȘI u valorile integralei după L și L, 

Sa da. 

  

” f 1 da 4 per 
Via A VI) 

ut - |. dz + da 3] —y da = ! | _——_ 

a do, VI dp Vi e Vi 
Făcând suma. acestor ii ŞI: ani, scamă că integralele 

după arcele af, af” tind către zera îinpreună cu aceste arce și că 
ultimele integrale din “membrele de al. doilea devin egale și de semne, 

"contrarii, „rezultă cealitatea 

  

(3) . _ -U wi 2 2 a,
 . E Ş | 

Reprezintând prin o una "din. valorile lui u în punetul le-a Y), 
avem: La , 

LN Cp? _ US mo=no, _ | 

m şi n fiind numere întregi oarecari, pozitive sau negative. Sub- 
- stituind aceste valori ale. lui -u* în calitatea 6), obţinem expre- 

„. siunea generală e . 

Ă E 9. a a a _ a (4) a ukupg=2 Ti Su no -+ no Pe 
- a “do vs a LT 

Din. egalităţile (2) și (4) 'rezultă că întrun punct z pe planul 
simplu al variabilei, valorile integralei u „sunt cuprinse în expre- 

= siunile - - , j | 

Pa [we +a, -: 

6) u= . E de i j i 2) 9 „Vii —ug+ = MOo+ no, - 
a) 

_ 

Dacă limita inferioară 29 coincide cu punetul a (în genere, cu 
un punct critic), expresiunile (5) devin : - 

4 

u = to + mo + no, 

7. Fi6 C, G două. curbe- închise situate pe aceiaş foaie, conţi- 
 nand în interiorul lor respectiv liniile, de trecere a), cd fără a se 
tăiă între. ele. Avem - Sa 

- . : 
! i Ir ” da , - Do Liar = =%0 De - () de Vie Ve Sa 

integralele. fiind “luate în acelaș sens, Pentru a justifică această” - 
egalitate, să considerăm un cere (R) situat pe aceiaș foaie, având! 
o rază RH destul: de mare pentru ca: să “cuprindă în interiorul său 
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curbele C și C'. In aria limitată de cercul (R) și de aceste două: 

  

  

curbe, funcțiunea 1 fiind olomorfă, avem 
LL Via) Sea - Di 

9 | Cad def de: Sa 

e) $ Vis - i ha | la Via)... e 

Făcând E să tindă: către infinit, membrul al doilea tinde căire 

zero ; valoarea sa fiind constantă, aceea a membrului întâi,. este - 

riguros nulă. De unde. rezultă egalitatea (1). i 
78. Perioadele & şi w'.sunt date, precum am văzut ($ 72) ID 

. (da - Da = , 
de integrala iz nau, cea dintâi după o curbă închisă con- 

ținând în interiorul ei linia de trecere az: ae și situată în foaia 
„întâi; cea de a doua, dupăo curbă închisă conţinând. punct- 

tele de ramificaţiune az, aş, situată parte pe.o foaie, parte pe cea- 
laltă foaie, ambele curbe fiind descrise în 'sensul negativ în raport 
cu punctele critice :situaie în interiorul lor. Valorile acestor inte- 
grale rămân neschimbate dacă modificăm forma celor două curhe 
fără ca ele să întâlnească vreun punct de ramificaţiune. Forma 
liniilor de irecere deja o foaie la alta poate.deasemenea fi schim- 
bată, Ceeace rămâne - invariabil sunt punctele de ramilicațiune a 

„căror poziţiune este dată. 

Să ne:  închipuim curbele de .integraţiune reduse, cea dintâi la 
cele. două ţărinuri situate.pe aceeaș 

foaie ale liniei a, aa și la două cercuri. 
infinit mici având centrele lor în punc- 

- tele a,, ax; iar cea de a doua la drumul 
format din două linii suprapuse între 
punctele az şi az, una în foaia întâi,- 

cealaltă în foaia doua a lui:T și două cercuri infinit-mici, având: 
centrele lor în aceste puncte. (lig. 28). Integralele, dealungul cer- . 
curilor tinzând către zero împreună cu razele cercurilor și Vf (2) 

  

Fig. 23. 

trecând prin aceleași valori cu „semne contrarii pe laturile opuse, 
„ rezullă „egalităţile : - 

fa aa aa dz “ - | p=92 = Wa =, «) o | Vi - | Via 
integralele fiind luate pe ţărmul stâng” al segmentelor a ao 

ȘI dag Sa . : - 
s 

  

A Ă - - : - - 

Pe 
şi repectiv pin oşi o oc. . :) Inlocuim literile «£
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79. Să considerăr,. de exemplu, integrala - normală a lui Le- 

gendre ! 

| a "Pa a. - o. ata e o Vii) UR) 

în care presupunem modulul k real,. cuprins între 0 și 1 și radicalul 
egal cu + 1 în punctul z = 0 pe ţărmul stâng din foaia, întâi. 

Punctele critice sunt. +, E i Să luăm a — 1, as z 1, 
1 | - | 1. | Ea | : , i NE | 

3 > a as = — Î-- Formulele (1) dau, adoptând notaţiunile 

lui Legendre și Jacobi, . | i 

DE n pi ii - 
o Rao bb. i 

VUZE) e 
da i | 

(3) a 1 o Ă 
- e - : 4 , d | + - RR - i d - . 

Dia | e Di bt 
VDO) VEDEREA 

1 | : 1. 

“radicalele reale fiind pozitive. De unde i 

Pa Dia 
_ Ă -_ i da: ; ta da : 

Mares: o Ver | 

Să - considerăm, :ca'al doilea exemplu, integrala normală a 

Aui- Weierstrass i “ 

a dz 
4 UR i „ (4) IN o 2 Vaze) (2—e2) (2—e2). ” 

în cazul când e,, ez, ea sunt cantităţi reale, dispuse în 'ordinca e, > 
ez > es. Radicalul este luat cu valoarea. sa pozitivă pentru z real 
şi > e. o a 

Dacă punem 2 

01 63 Aa ex. ae. a = 00, 

2) Radicalul Va> z:) | — ia?) se schimbă î în —i (ze — 7 (1 — ha 2) 

i 
pe ţărmul stâng al segmentului (1, ph



îs 
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avem, în virtutea formulelor (1), egalităţile 

    

o = E de de = 
| (era) (ez) (2-a) 

(5) E o NE ay 2 1 da e ij e dz _ 
| l (ec) (ez—2) (2-6) Ne ae (e, 2) (ez) Dai 

pEzi 
d . în cari radicalul V( (22) (e2—a).(z-0,) din prima egalitate. şi ra- dicalul ]/ (e 2 (a-ea) (2-63) din ultima egalitate sunt : reale: şi pozitive 1), e RE - 

w' . Ş N Raportul —— al perioadelor este, precum se vede, imaginar- w 
în ambele integrale considerate. Această teroremă este generală, 

„80. Teoremă. Raportul, perioadelor unei. „integrale eliptice de | spela Î este imaginar 2). NE i - 
“Să punein integrala i 

  

- . d z (1). E u=j —— > a VK 
sub forma | Ma aa E 

(2) ua pic =E iq i 
p' şi w fiind funcțiuni reale de variabilele reale £ £, 1] şi să considerăn 

integrala a 
! Ă 

(3) „ jar, 
- i . Ă - - r E 

Juată în sensul pozitiv dealungul conturului T (fig. 2 22, $ 65), care 
limitează într'un mod complect suprafaţa T”. Integrala u fiind 

"0 funcţiune olomoriă de z pe această suprafaţă, avem, în virtutea 
teoremei lui Riemann, ($ 48), inegalitatea 

(4 IN A (us o. - 

„Să caleulăm membrul întâi. Fie 

(5), i - o=atif, v=asip 

perioadele. integralei u relative la tieturile A “şi B. Reprezintând 

    

1) “Dacă 2 descrie în sensul negativ un semicere cu centrul în ex, situat " deasupra axei reale, radicalul ]/es Za se schimbă în—i //z — ez 
*) Teoremă deja văzută I..p. 327 : : -
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rd, | ode ed od, + . - — , a 
A 

„integralele luate în sensul direct (indicat de s săgeți) după ţărmu-. 
„vile pozitive Şi negalive ale :celor două tăieturi, avem - 

. [a = | sd de | + i pp | pu A 
= (o—dor 6) dr, i Sa 

. , | - A - i 7 ” - + PI . 

o și vre eprezintând valorile v în două! punete situate faţă în faţă 
"pe țărmurile respective. -. a -. 

Însă, în virtutea definițiunii perioadelor « o şi o Ai avem - 
NI , + = SI 
(7) u—ul =u vip u—u]= a + ip | 

B 

(8) d(v+ în)= o'= af + ip, Ș dp în) == = (a 6). ro Mi “B 

De unde rezultă egalităţile | Nae DI ae 

IER pp a 
(9),  - (a :] =ug i — :) aq, 

- i A ! .- N B | 

ao). fre 
- ” A: B . 

In virtutea ăcestor egalităţi, egalitiitea 6) devine: a 

() A vdw = u DA a: Pa e | 

"Avem așa da acre | e 
(12) e af—fau>o. 

„Din această inegalitate rezultă: , e 
19, Cantităţile a şi nu pot fi nule în acelaş timp; deasemenea 
cantităţile a' şi f'. Nici und din perioadele o, w'inu poate dar "fi nulă 

"20. aportul -: -- 

o! tri 3 cazi La — = O —— 0 ai e 2+f2 -a2+fp2 - 
este i imaginar şi coejicientul lui este pozitiv SI PI Da „i 

  

  

1.572, 7-a Z =, _ . 
2) Acest semn corespunde direcţiunii considerate a tăiturilor A, Bi: Într'o 7 

” dispoziţiune diferită, semnul ui i ar „puteă [i negativ. -



, 

"406. - CAPITOLUL VIII a 

S1. Observare. Dacă membrul întâi (12) ar fi nul, integrala u 
sar reduce la o constantă. Căci din egalitatea 

», do)? (002 Ă - | | [ri ASIP7 627] oa ee 
rezultă egalităţile 

5 . d ă 9 o , - = — =o . 
d "0 7 

adică v=const; de unde, precum se știe, rezultă şi 

dv. mw. 

| BE 
Prin urmare i o 
i p + îw = const. 

+ SCHIMBAREA SISTEMULUI DE TĂIETURI.  -. 
82. Cele două tăieturi necesare, pentru -a face suprafaţa T 

simplu conexă, pot fi determinate în diferite moduri, de unde pot. 
rezultă diferite sisteme de perioade. Este interesant de examinat 
ce relaţiuni există între perioadele corespunzătoare la două sisteme 
diferite de tăieturi, N E i 

Tie A, B tăieturile primului sistem și A”, B” tăieturile sistemu- 
lui al doilea. Pentru ga 'tăieturile A, B' să nu distrugă conexiunea 
Pr este necesar ca fiecare din ele să sirăbată cel puţin odată una 

„din tăieturile A, B, căci suprafața T' fiind simplu conexă, “orice 
curbă închisă trasă pe această suprafaţă distruge conexiunea ci. 
„Să reprezintăm prin 12, 9" perioadele relative la sistemul (A4',B”). 
a N , “ dz. Aceste perioade fiind valorile ce primește integrala ț-===— luată; aa | Vi 

în sensuri convenabile, dealungul curbelor A”, B', vor fi date de 
egalităţi de forma | 

(1)  D=notno, O'=m'o n o, 

m, nn, ' fiind numere, întregi (observare Ş 74). 
Pentru acelaș motiv, perioadele o, 4, relativ la sistemul (A, B), _: 

sunt sume de multipli de perioadele 2, 9, | 

0). OPpOT 0, ou Dir | 
Identificând valorile perioadelor 'o-şi o din ccuaţiunile (1) 

și (2), obţinem egalităţile Ă 

  

  

m n, mm 4 mn 
(= PR Vs po = 3 4 4? 4? d 4: > nm?
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prin urmare . - : - 

  

; av Î. mn | _ d 

| 4 £, p a: | —m!. |” E A. 
sau. Pa _ 
3 dA =, | 

adică sa | : e a 
B Ass 

scinnele fiind aceleași pentru _ Aşi 4. _ Ă 

Se zice că' două .sisteme de perioade (0, 0), (9, 2") sunt echi- 
valente, dacă între ele'există relațiunile (1) și (2). Schimbarea Lăie- 
turilor suprafeţei T are dar” drept efect a înlocui un sistem de pe 
rioade printr'un sistem de perioade echivalente. 

  

83. Fie - PI j e 
- ” w' “ . 7 “ ” i 

= urii; | o De | 
vom aveă i a Ie 

9 _ (m'+n a) + n UB. AIBA 
) 

N a 9. (m+na)-nif. = (m-a n fe 

"A=(m'+n'a) (m+na) + ni! B. a 
, , a - - 7 Di , 

O i 
Raportul Ze corespunzător . raportului —a, este dar. de ase- 

9 w 
menea imaginar. și coeficienţii lui i în ambele raporturi au “acelaş 
„semn sau sunt de semne contrarii. după cum 4 =+1. - 

84. Aplicaţiune.: Să considerăm integrala lui Weierstrass 

  

  

Ă , - | . da - | „2% 2 

. | 2 (ae) lee ae): i 
Cc. Ca es fiind trei cantităţi date oarecari: distincte între ele şi să 
examinăm, în câteva cazuri, relaţiunile dintre perioadele integralei, 
când tăieturile A şi B au diferite dispoziţiuni, 

"- Pentru a'evită orice confuziune să numim A tăietura' al cărui 
țărm + este luat după voie, ori care ar- fi cele două punete critice 
cuprinse în interiorul ei; A se va zice. prima tăietură.. "Țărmul + a 
celeilalte tăieturi,. reprezintată prin B, (a doua tăietură), este i 
mul care' urmează imediat după cel 4 al lui A, când conturul su- 
prafeţei T” este descris în sensul direct (+). Conturul este descris 
în sensul direct, dacă aria suprafeţei TI” situată de partea țărmului. 
+ se .găsește .la stânga observatorului care “descrie acest contur, 
Să reamintim: primo, perioada relativă unei tăieturi este diferența 

1) Nu punem semn înaintea radicalului, punctul z plecând dela oo pe 
una sau pe cealaltă foaie. . 2 a -
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între valoarea integralei întrun punct al țărmului al. tăieturii ! 
şi valoarea ci în „punctul. opus din ţărmul —; ea este dată de va- 
loarea integralei luată ' dealungul celeilalte tăieturi în sensul care 
duce dela punctul țărmului — la punctul țărmului + al tăieturci: 

„la care sc referă perioada ($ 73); secundo, variabila. z străbătând 
o tăietură, integrala use mărește cu + perioada corespunzătoare o 
acelei -tăieturi, după cum trecerea se- face dela țărmul + la cel—: 
sau viceversa ($ 74). _ . 
1, Să plecări dela sistemul seprezintau prin figura (29) și fiec oo 

  

Fig. 30 

  

„perioadele relative la tăieturile A, B, w este valoarea integralei u 
dealungul curbei B și ' este valoarea integralei dealungul curbei 

| A, descrise amândouă în sensul săgeţilor exterioare, ” 
- 20. Să. schimbăm 'semnele. țărmurilor lui A; se schimbă în ace- 
„aş timp semnele ţărmurilor lui, B (is. 30). Numind 2, că perioadele 

- 

2=—o, 2 =—o. 

30; să permatăm tăieturile Aşi B, adică să luăm B drept prima 

corespunzătoare, avein . | , „o 

   
Fig, 31 IE Fig, 32 - 

tăietură şi s'o notăm A” şi drept a doua! tăietură A pe care o 
notăm B: (fig..31). Reprezintând prin 2, 2 perioadele relative la 

- AB, avem. | | | a 

9-0, 9'=o. 

40, Schimbând. în figura precedentă „semnele lui -A“, semnele 
lui B” se schimbă în acelaş! timp; de unde rezultă : (fig. 32) aceleaşi 
“perioade cu semnele schimbate - Dă | 

- 2 =, O = —o. | i
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50, Să păsteim in cazul 10 tăieturu B şi să înlocuiu tăietura A 
printr”o tăictură A” care să conţină în interiorul ei punctele e, şi 

€3. Obţinem figura (33) sau figura (34), după cum descriind conturul 
lui T” în sensul direct, tăietura A! „străbate. tăictura” Ă trecând dela 
ţărmul — la cel +, sau viceversa. 

In ambele aceste dispoziţiuni perioada O 'elativă la tăietura 
A” este egală cu perioada o relativă la tăietura A; iar perioada 

relativă la tăietura B este dată respectiv de egalităţile 

O =Fo w, : 

SP ă - 

   
Fig. 33 Ă i . - Fig, 34 

căci drumul A străbate ambele “tăieturi A şi B, pe cea dintâi în 
- sensurile menţionate. și pe cea de â doua dela ţărinul + la cel —.. 

N 

Schimbarea sistemului 19 în sistemul 50 are dar "drept efect a înlocui 
perioadele iniţiale O, o' prin perioadele 29 9" date respectiv: de 
egalităţile ” 

Sa D=,  OV=roro. 

__ “În toate formulele precedente deteriminaiatul substituțiunii e este 
egal cu +1. | - _ 

e CAPIDOUL Di 
TEOREMA LUI ABEL PENTRU - ADIȚIUNEA INTE- „7 

. GRALELOR - ELIPTICE DE „SPEȚA l. ea 

s5. Fie R (2,9) o funcţiune rațională, de ordinul n pe suprafaţa 
je / (a ), având zerurile:. | | 

| (az Va.) (a no ca 
și polurile 
i (bo m) De ha: + i (Ba a). | 

Printre zerurile. de o parte ca și printre polurile de altă parte, 
pot fi mai multe. egale Între ele. „Vom reprezintă aceste puncte.



- suprafaţă T. Să. considerăm integrala . 

7 

' 
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analitice mai scurt, respectiv prin punctele. 

Av ao ee An, bu bo .. » bn 

situate pe suprafaţa T, Presupunâm că aceste puncte nu sunt 'si- - 
tuate pe tăieturile A și B, ceeace se poate totdeauna obţine mo- 
dificând, dacă -este necesar, “forma acestor tăieturi. 

Fie acum_u(z) o integrală eliptică de speța |, relativă Ia aceiaș 

9) ” = — Ina , (2) 5 1 fi 77, los R (29) d, 

dealungul conturului / al suprafeţei T”, (fig 22, $, 65), adică | 

| 1-4, + ++ L. a. 
da JA n 

2 - - . - 
E d. . - | 

” ț. F ț = [ — los ÎN (z,y)dz=o(losh), N Sia i da (2 (los 1), 

Avem 

. 
* e a . | d 5 . . | , . 

- + = d g — , a] 

, - 3 o” ja da log R (7, y) da o (log d 

Valoarea finală a funcţiunii R (z, 3) pe fiecare din tăieturile 
A şi B fiind egală cu valoarea sa iniţială, diferenţa dintre valoarea 

" finală și ceă iniţială a funcţiunii log R (z, y) este nulă sau un mul- 
tiplu de 2 iz. De unde rezultă. epalitatea. 

(2) _ N! = 2 ia (mo + m! o) - 

m şi m' fiind două i numere întregi 

=0, . A 

>. ale căror valori sunt date de integralele 
N - 2 Ă 

  
(3) ml (LR = l Ra a di JR dia e RI ' 
O altă expresiune a integralei (1) se obţine aplicând “teorema . 

reziduurilor pe toată suprafaţa -T. - : 

Reziduurile funcţiunii ut log E (z, y) provin numai dela zeru- 

„rile și - polurile funcţiunii Ata Y), căci funcțiunea u (2) rămâne 
finită pe suprafaţa T și în punctul z = 00 reziduul său este nul. 
Avem așa dar egalitatea j 

oaia ta Su 
sl



2 
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- Din egalităţile 0) şi (4) rezultă relaţiunea aa 

n 

6) RE Zu (a) — Put) se (mata) 

In aceaştă relaţiune consistă teorema lui Abel, pentru. adijiunea 
integralelor eliptice de speța I. . a a 

Ea se enunță: ie: 

Suma _: - i 
| N - by . | ra - Date 3 fie | 

li a, | 

valorilor integralei eliptice de speța 7 alo). luată” între două sisteme 
de puncte în cari funcțiunea. rațională R (z, y) pe suprafaţa T se. - 

- anulează și devine infinită, este nulă, „abstracjiune. făcând de o sumă” 
de multipli de perioade. 

N Această teoremă este cuprinsă î în teorerăa mai generală relativă 
la integralele de forma | LS 

fana i 
p(z,y) fiind o funcţiune raţională de variabilele z, y legate între- - 
ele printr'o ecuaţiune algebrică E (z, y) = o de un grad oarecare, - 
integrale, cărora Jacobi a dat numele de integrale Abeliane î în m6- 
moria lui Abel ?). 

S6. Teorema lui Abel se poate enunță sub o forntă diferită. Pen- 
iru aceasta, să considerăm funcțiunea raţională de ordinul n pe 
suprafaţa: T. a | Îi 

6), Rs, 
4 fiind o constantă oarecare dată, Fie 

aj, done Ga 3 bu, Dos 3 "ba 7 

„respectiv zerurile şi “polurile funcțiuni. Intre aceste puncte: avem 
relaţiunea lui Abel - 

- 
Li 

- o. ua) u(b:) = mo + m! o. | 

M
a
 

„Dacă facem să varieze. întrun mod continuu parametrul Î, 
zerurile funcțiunii (6). vor varia într "un. mod continuu, descriind. 

a) Această notaţiune exprimă că “membrul întâi este nul, abstracţiune 
făcând de un multiplu de & şi, de un multiplu de o'. 

2) Vezi tratate speciale ;.de exemplu, Appell et Goursat, „Thâorie des jonc- 
tions algebrigues et de leurs intâstales. .
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linii determinate pe suprafaţa T, pe când polurile rămân neschira- 
bate. Dacă drumurile simultane descrise de. zerurile "ay nu întâl- 

_ mese nici una din tăieturile A! sau B, integralele u (a ) variază în- 
trun mod continuu. De unde rezultă că la o variațiune, foarte 
mică a lui 4 nu poate corespunde pentru membrul întâi (7), adică 
pentru suma X > u(a,), decât o Varia iune foarte mică, prin urmare, ] kP 

> - “I 

-0 variaţiune foarte mică pentru membrul al doilea, Insă, valoarea - 
membrului al doilea nu se poate schimbă decât î împreună cu unul 
din numerile m, m'. Aceste numere fiind întregi nu pot variă decât! 
într'un mod - brusc. De unde rezultă că pe cât timp drumurile des- 
crise de zerurile a: nu întâlnesc tăieturile A, B, numerele ; m, m, 

“rămân constante; prin "urmare, variațiunca corespunzătoare a su=. 
mei X u (a) este nulă. Așa dar, făcând să varieze 7 dela o valoare - 
iniţială 73 până la o .valoare. finală Î, astfel ca drumurile descrise: 
de zerurile funcţiunii (6) să 'nu întâlnească tăieturile Â, B, varia- 
ţiunea sumei dealungul acestor drumuri este nulă. - 

Din cele ce preced rezultă. enunţul următor: 
Dacă 01, 09... (n reprezintă un ststem de puncte în cari o o fune- 

- iune rațională R (z-y) de ordinul ri. pr imeşte aceiaş valoare. î9 şi 
Bu B2---, Ba un al doilea sistem de puncte în cari R- (a Y) Primeşte 

 aceeaş valoare 3 avem egalitatea . - - 
a on „ i 

(Sc st du (2) = i 
1 “Qy; 

integralele” fiind luate dealungul drumurilor. simultane descrise de z, 
când î “variază dela valoarea iniţială până la valoarea finală, astfel 
ca drumurile de integrațiune să nu întâlnească tăieturile A, B. 

Dacă drumurile (a4;,...64) străbat un -număr oarecare de. ori | 
tăieturile A, B, egalitatea „precedentă trebuie înlocuită prin cea, . 
"următoare o Ma . 

E Be i [ (9). E du (2)= mo + - mo. 
"1 JO. - - 

87. Să înlocuin î în membrul întâi (8) limitele: inferioare ay prin 
n puncte a luate după. voie pe suprafaţa T și să ţinem: seamă de - 
egalitatea 

Ă - - „(Ba (ax (Ba 

| i VA n eQp! GQ  - 

obţinem egalitatea. . 

. n Br ” , 7 a n 

00) 3 d, du(2)= 5 4 “du (2) = 
hal a, ha dj
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" constânta C fiind independentă - de limitele superioare. f;; prin. 
„urmare independentă de valoarea 4 ce funcțiunea R (z, y) primeşte 
în- punctele fi. Să ne închipuim că înlocuim 4 printrun coeficient» 
oarecare al funcţiunii” R (2, y), conchidem că suma (10) este in- 
dependenţă de toţi coeficienţii funcțiunii R (2, y). Putem: dar 
enunță teorema lui Abel sub forma următoare: |. E 
"“Puind“dată o funcțiune rajională oarecare R (2, y) de ordinul n; 

suma valorilor unei integrale de speja întâi ale căror limite inferioare 
sunt n puncte date după voie pe suprafaţa T! iar limitele superioare sunt 
n puncte pe aceiaș suprafaţă în cari h (2, y) primeşte aceiaș valoare. 
arbitrară 1, este o constantă independeniă de coeficienţii funcțiuni, 
88. Luând 4 = o, avem, în termeni geometrii, enunţul următor:. 
Suma valorilor iritegralei u (2), luată dela n puncte jize oarecari 

ale curbei y? = f (2) până la punctele de intersecţiune 'ale ei cu o 
«curbă mobilă care o taie în n puncte, este o: constantă independentă 

- de. coeficienţii curbei "mobile. i A 
Dacă cele n puncte fixe aparţin curbei mobile, într'una din po- 

zițiunile ci, constanta este” nulă sau egală cu o sumă de multipli 
de perioade, în virtutea egalităţii (10) în care facem ap =: (k=l, 
Do Me A _ Da 

„89. Aplicaţiuni. Adiţiunea- integralelor eliptice de speța I. 
Suma valorilor unei integrale eliptice de speța I îritrun număr m 

: de puncte este egală, abstracțiune |ăcând de o constantă „aditivă, cu. 
„ waloarea: aceleaşi integrale întrun singur punct, ale cărui coordonată 
„sunt funcțiuni raționale de coordonatele. celor dintâi. a: 

Fie mai: întâi m = 2 şi să considerăm succesiv cazurile când . 
“ecuaţiunea a - E 

| Po 
este de gradul trei sau patru. +. ” 
fie | Da N 

| N (1) , pe= AĂ 23+ A, 2 4 Az e + Ag. A E - Da - 

Să luăm, drept: curbă mobilă, linia dreaptă _ a 

_ 2) - i Ni N y az + B. 

- Abscisele: punctelor de intersecțitine. ale. acestei, drepte cu curba 
(1) sunt rădăcini ale ecuaţiunii de gradul al treilea 

(8) e (arti = Ar Aa Ac Aa 
Fie 2, 2 2 aceste rădăcini, variabile împreună cu coeficienţii 

a şi b,.căror corespund, pentru y, Valorile - aa 
4. ji = azi a 2,3): 

8 DAVID-EMMANUEL.
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“Două! din- cele trei puncte de intersecţiune (zu YI (22, Ya) fiind 
date după voie, rezultă pentru a și b valorile. raţionale , Ie 

5 aa Yu Pl PI 2 Zvi to 
Du — Za Zi — Za 

Inlocuind î în  ecuaţiunea (3) a şi b prin. aceste valori, fiecare din” 

- cele trei relaţiuni, cari există între rădăcinile şi coeficienții ecua-" 
“ţiunii, va da pentru z, o expresiune' rațională de coordonatele celor 
două puncte date;. de: unde rezultă pentru y3= > azsi-b o expre- 

siune raţională de aceleaşi coordonate. 
„Considerând, de exemplu, relaţiunea 

| | i 

za 2a+ Ta Are, . 

2 obţinem relaţiunile raţionale. o Da 

7 

N ! a” 

Za =) i (n) | , 
Li ta 

  

2 Vu Ya]: h __ [| Vu 7 Va | DV, 
Ya lata Aa (ea) js zid II 

Fie acum (£& mi), (i =1,2, 3), trei puncte date după voie, pe 
curba (0 luate ca , limite inferioare ale integralei 

| pa 

0) 

[i vi 
| A a. i d 

Di _ u (zi, Yi ) Ei Yy 

„i e Si, ai 

„avem ($ 88) 
(d u (225 Ya) Fu (22 v2) + u (23, Ya) = C; 

sau înlocuind, în integrala a reia 3 y prin —y ceeace dă 

u (2p— Vs): == u (2 vw _ ” 

avem, venind “ zi ) în “loc de u (ai , yi ) egalitatea | 

(8) u (2) + u (22) = u (23) + C. . 

Constantă C depinde numai de limitele interioare ; ea este nulă, 

sau egală cu o sumă de multipli de perioade, dacă punctele (& 7), 
se găsesc pe dreapta (2) ($ 88, fine). e poi 

II, „Fie | 

(9). p= 2 Ai 4, B+. At + Aaa FA | . 
Luând, drept curbă mobilă, parabola SR 

(0) Da y=Ant+az+d, Lu c
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- avem, „pentru deteriminarea 'absciselor punctelor de intersesţiune, 

- „ ecuaţiunea de gradul al treilea Ă 

UD 2A a (ez +5) + (acizi, Ag Age tau 

_ Fie zi Za. za. rădăcinile acestei ceuaţiuni, căroi corespund 
- enieu y Valorile: E a aie i zi 

(2) pai tai 0 ua, i 
N “Punctele (zi, 2 Va), (> 3 vw) fiind date după. voie, ecuajiunile (12) 

“"vor'da pentru ași b valori raţionale de coordonatele acestor puncte. .. 
Substituind aceste. valori. în ecuațiunea! (11). Şi. procedârid: :că în 

“cazul! |, ajungem la- acecaș: concluziune.. :. -.::2. e i. o 
Am presupus până aci.m=2; Pentru a arătă că : teorema 

este adevărată. pentru un „număr întreg m oarecare, să arătăm că, 
„dacă este adevărată pentru m, Va. îi „adevărată și pentru m+1..- 
„Avem prin ipoteză“ - - 

uz (zi pe. Fu tem Yn)= at, 1). + c; 

4E, 7) fiind un punct al curbei z = f (2), ale cărui coordonate sunt , 
funcțiuni . raţionale” de coordonatele - celor : m puncte, date tă Yi) 
(0 =>1, 2 i A: 

Fie acum (21 Ym) a un punct oarecare al curbei considerate ; 
„există pe” această curbă un punct (zii “Ym-+r2) “ale: cărui coordo- -: 

- nate: sunt funcțiuni raţionale de (Zn Ym), și de (£, 7), astfel că 

u (ama Ym) ue, 1) = ui (amsz, una) + Gu 
„de inde rezultă egălitatea E e - Di 

mi - a tă 

2 Z, (2, vu, ma , Yo +C, 
- . an 

"în care m, V-a sunt fiancţiuni- raţionale de cele m + 1. puncte; 
date după” voie. - - - 

“Teorema este așă dar generală. Aa i i 
9%. Vom întâlni mai departe formele normale: 

sina (1) - Ş pi Ang 278 „WVeiorstrass), + 
D paz (29 4— 22) (Legendre). | 
“40, Relativ la cea dintâi, punctele Zu, Za, g fiind pe aceiaş ” foais; 

- a lui T şi limitele inferioare ale. celor trei integrale fiind punctul 
00, care este un punct: de râmiticaţiune î în care „ele sunt nule, avem 
ADD 

LR 

po “tea ut dai Să 
3 - a | See ae DT IE 

-



6. Da 7 em ea a Dea mia 
- a Ă E 7 a 1 1 Ya E Di , Za PE 

E z = —— IN „a 
e O Rae ” ata N „4 (a — a 3) De ta 

| - precuin “rezultă” di: | prima . calitate (6). ($ 89). ee 
Astfel dar, fiind” date punctele . (2 Yi (20-95); valoarea. ui 

2 este determinată ; acestei valori corespunde valoarea; unică 

pa Ta Ra TV e - . | A se 2 2 Va Mi 2 po 

- aa - 55z aa e 

au de a . doua egalitate (6). “ 
„. Să . considerăm forma ! lui: Legendre. și să Tuăm fâmilia dc. 

  

  

- nara. e ETI. PICA E ia | 

o usa 
i Sa Abscisele- punctelor de intersecțiune- sunt rădăcinile” ecuaţiunii N 

- a [lt +2 abat (2 a+HL-HI) a zi d =o. 

„.. Punctul z.=.0,y = A rămânând fix, avem numai trei puncte 
"de intersecţiune variabile. împreună. cu coeficienţii a, d. “Abscisele 

a Zu Za, Za ale acestor punete satisfac relaţiunile a 

m Ta actaa = tăi Ea 
pm e 20 ile | a: DI za (ata)= a. A De, . ÎN | o . a—ft, o - 

y Aa „a Ze 3 ae a . . 

. de unde rezultă egalitatea, INI i , aaa 

(6) ă mr Sorteaza asaza Ei | ă 
De altă parte, ecuațiunea (5) ne dă ” 

E Sa N > aa + ba 1, e ad + ba +1; 

de unde, eliminând d între aceste două ecuaţiuni, avem Îi 

(7) | i mai marti 2 Zu : . | 

De | Bod 
DE Din ecuaţiunile (6); şi R zezulță oxpresiunea. | 

Ă (8) a . II oi, - NE 
ia aa e Mt
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„sau raultiplicând ambii. termeni cu: Ya Te + 2, 2 avem, în vir- 
-- tutea ecuaţiunei! (2), 

- a a hp (9) a 1 Vo E Va Ta | 
Se ka d! 

Luând punctul (2 =0,y = 1) ca imită inferioară a celor trei 
integrale ie 

10 | UT) > 
i 9) Ma ( $ Va) (i—hiz 

i şi schimbând în (3) 23 în — za avem - | 

(11) ul) tru (22) = u (2), 

cu relaţiunea a E 

(12) 2 -V/ = >) (ARE 272) + aa V (13) Ta E . = 3 - x 3 
„dh za za | 

- dedusă din egalitatea (9), : i 
Ecuaţiunea lui Euler, geme diferenţială i , 

de Ia 
Va? Ti V a 

- (3) 

în care f (2) este un n polinom de gradul trei sau patru, poartă numele | 
de. ecuațiunea lui Euler. Integrala generală a .acestei ecuaţiuni, 
presupunând f (a ) de forma -lui „Legendre, s se obţine: înlocuind. în 

"“ formula (1) Zu Și „To respectiv prin Z Și y şi d printe'o con- 
stantă C: ie o 

Dai E Ey Ri En i i 

Ta adevăr, integrala generală a senaţiunei (43) Ea i 
esle  .: ” ” Dă e aa pi î . SE 

(15). 2) zi tă ar itrară,. 
J - | do Via (2) Yi 5 p _ A | , 

-- Membrul întâi. al acestei ccuăţiuni fiind identic cu “membrul 
* întâi (11) în care facem z,=z, z2=0/, rezultă că membrul al doilea 

U (73) trebuie să se reducă la o constantă arbitrară, ceeace trage 
după sine Că: Za este o constântă arbitrară,
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“CAPITOLUL X. 

TRANSFORMAREA: INTEGRALEI ELIPT ICE DL: 
SPEȚA I PRIN SUBSTITUȚIUNI, LINEARE. 

  

  

a. Fie. DR 

(DO f(m= atita a 23.+6a, 2? +4d, ză 
_un polinom de gradul al patrulea, fără factori multipli şi | 

2) o a u = dz Ie RE ST 
VĂ 

integrala eliptică corespunzăitoare., Să facem substituțiunea | 

pp - De Ei 
. de unde ae - “Sof. i _ Si 

(4). | . YO Tea - E “ Mi 

a, ,- 7 6: fiind „coeficienţi constanţi cu condiţiunea 

    

a Plaza de 7.5 7 Obţinem . IN 74) ; N E - Le, | , PB „(2 ryo): aa 

9 (y) fiind un -polinom de gradul al patrulea. 
Integrala (2) devine E 

6 . (2 -a dy 
0 Vi Vo. 
Integrala eliptică de speța 1 este aşă dar un covariant al poli- 

__nomului f (2) de ordinul — , căci reprezintând integrala transfor- | 
“mată | Prin 9, avem - ' 

p=A4-lu, 

Substituțiunea (3) este. determinată când se dă raportul a trei 
coeficienţi. către al patrulea, însă pentru ca polinonaul P (7) să fie - 
determinat este necesar ca toţi coeficienţii substitujiunii să fie 
daţi. Putem determină substituţiunea (3) astfel ca 'la. trei zeruri 
ale lui 'f (2). să corespundă lui e (7) trei zeruri arbitrare, însă dis- 
tincte, sau ca coeficienţii acestui - polinom 'să satisfacă: trei condi-. - 

"ţiuni date. Bine înţeles, . aceste condițiuni trebuie să difere 'de cele 
ce-exprimă că P (y) are un zero multiplu. Putem, de exemplu, face
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"ca coeficientul termenului de gradul patru să: fie nul, nu însă în 
acelaş timp şi.cel- de gradul irei, căci atunci: "punctul. y = co ar fi . 
un zero dublu al polinomului g (y).. Cu alte cuvinte, putem face 
ca polinomul transformat să fie de gradul trei, nu însă. de gradul 
doi 1). . 

92, Fie zi, d Za z, zerurile polinomului 1. ȘI 7 Y2 Va trei 
puncte arbitrare distincte date, ce voim să corespundă punctelor 

Ti, Za Ta. Substituţiunea care - realizează această corespondenţă 
-este, precum se recunoaşte imediat, | 

 " (y— +) At) 2 (ri) (233) „ E 
2) (Vr—y9) (2—z2) (2) 

Al patrulea punct Ya corespunzător lui z,.va fi dar dăterminat: 
de egalitatea | - sa . 

E | (e) | (a Yan) (Uz) = (24 —2) (za) * E 

Dică (Vary) (271973) (222): (29 

adică raporturile anarmonice, formate de o parte cu: punctele z, 
și de alta cu punctele y,;, sunt egale. Egalitatea precedentă exprimă 
o condiţiune necesară pentru ca „polinomului (2), ale cărui zeruri 
sunt 24, Za Za, Za să corespundă, în virtutea transformării liniare, . 

- “un polinom 9 (9), astfel ca zerurile lui /(2) să corespundă respectiv 
2erurilOr 21; 2, Ya» Ya ale lui 9 (y). Această condiţiună este suficientă, 
căci înlocuind unul din” punctele 2: , de exemplu z,, prin variabila 
z şi punctul corespunzător Y, prin variabila ș Y, obţinem substitu- 
iunea lineară (7), care împlineşte condiţiunile cerute. 

Să punem - ie 

-(9) A = ao (24 — 22) (23— 24), B = ao (a — 25) (1 — 2), 
aa 3 CC = ao (2) (d), i 

B și C rezultând din A prin permutarea circulară a indicilor 1,2 2, . 
8 Intre A,:B, C există relaţiunea . - e 

(0) Ia A+B+C=o îi a 
Permutând indicii Î, 3, 3, 4, obţinem 24 permutări cărora 0- 

'vespunde, pentru fiecare din constantele A, B, C, 6 valori diferite, 
cari se obţin păstrând unul din indici şi permutând pe ceilalţi trei. 
Patru câte: patru, din, cele 24 permutări, dau aceiaș, valoare, anu- 
me: cele ce, sc; obţin când Ppermutăa în acelaș timp indicii doi „câte 
doi. . „2 . . ” E ei - az 

i 1) Această imposibilitate mai rezultă şi din faptul că dâcă polinomul trans=. | 
format ar fi de gradul doi, z şi Vf (2) sar exprimă prin funcțiuni raționale 
de un- parametru, ceeace este imposibil ($- 11). ” - ” 

 



12 CaproLUL x - 
Avem, precum - se recunoaște lesne,” tabloul următor; în care ' 

„ celor 6 permutări ale numerelor 1, 2, 3 corespund respectiv valo- 
zile în cari 'se schimbă cantităţile A, BC: ii 

Ta a AB c 
. 2.3. 1 B- C _A- 

a 3 4 2 C.A. B 
„UD 1 3 2 — CB A. 

3-2 1 — B—A—C A 
2 4 3. = A— C—B ie 

Să. reprezintănă prin 4 valoarea unuia din cele 6 raporturi anar- 
- monice. 2 | . 

ao Bi 

Fiecărei linii orizontale a: tabloului. corespunde « câte o valoare 
pentru 2 Aceste valori sunt respectiv. 

C_ Cc (9) i Bio Ca ate | GA BIC 124 
A. BIC 14: Bo] E ps DI ee pai, - BB A 2-1 

jo 1-1, jo Ca di - 
, B 7 . 

Toate raporturile. sunt. funcțiuni raţionale lineare de unul din 
cle şi se permută între dânsele când permutăm rădăcinile z,, Z2 Xa 

"a, ale ecuaţiunii (2) =o. Prin -urmare orice îuncţiune simetrică . 
„a celor 6 valori 4 fiind funcţiune simetrică de.rădăcinile z,, 22, 23 -.. 

__ Zaeste o funcţiune raţională de coeficienţii lui- f(2); de unde rezultă 
„că 4 este rădăcina uncisecuaţiuni algebrice de gradul al șaselea, ai 

"cărei coeficienţi * sunt funcțiuni raţionale de coeficienţii lui f (2). 
„Cele 6 valori 4: sunt în general inegale. Excepţiune există îi cazu- 

rile următoare: - - m 
* 40. Una din constantele Â, B, C este nulă. Valorile î sunt egale: 

două câte două respectiv cu 0, î, oo. In acest caz două din purictele 
2 coincid, Integrala corespunzătoare încetează de a fi: eliptică." 

20. Două din cantităţile A, B, C sunt egale între ele. Fie de exem:. - | 
plu B = C; avem . i Na 

R
i
 

! ds = —4, SS
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„Lui î = corespunde diviziunea. armonică EI 

. aaa aa ă 

- a a ” „ro ta Di Ş 

Ă B CC. 
30, BCA Valorile corespunzătoare ale lui î sunt 

“1rei câte trei egale între ele și Satistac, cenaţiunea , 

pu (2 rio. DI Ca 

Vom formă mai departe ecuațiunea. de gradul al .șaselea a lui î. 
93. Digresiune asupra invarianţilor unui polinom de gradul al 

„ patrulea sau a unei forme bipatratice. Te 

„ Da i. a 
Să punem z=— şi să -considerăm un" polinom omogen... 

Ta , ă 
- . - / N 

Î (Zu 22) => ao zi + Aa 28 tat Gas de A aa aa d ta ai 

Să aplicăm acestui polinom substituţiunea lincară 

Za 0 at fi ya. 20 9 Yu td We D= > 6 Fo, tiu 

"corespunzătoare substituţiunii (9) şi, fie. . i: 

P (Vis 92) > doit 4 ba 3 at6 Da i? ve + Ab Yu e DE Yi 

polinomul transformat. - 

- Se verifică lesne că expresiunile a] o 

(13) - pa = ao a. 4 Aa Sa, 

a do a, da i e - 
(14) 32| au az ds |agaj at? a a aj—ao az a apă 2, 

Aa 03 4 Re a O” = 

raţionale ş şi întregi de coeficienţii polinomalui /(2 z4)'s se: reproduc 
în polinomul transformat (yu? Y2) multiplicate! „respectiv- cu Di: 

şi D$; anume, reprezintând prin-g'2 şi ga aceleâşi „expresiuni, for. 
“mate cu coeficienţii bai lui g (o Ya), avem - 

(15) . 6, = Dia, 8 = DS 8 

Pentru acest motiv, funcțiunile ga Şi 8 au primit numele de 
invarianți ai polinomulii omogen Î (zu za), precum şi ai: polino- 
mului neomogen f(2). 

„ Oricare ar îi valoarea determinantului D, raportul 
.- > 

3 SR - : o . . i 

2 . 

, Pia Ss a - 83 i 

rămâne invariabil. Acest raport. este un. invariant absolut al: 

>



122 “ „0 CAPITOLUL N | 
„polinomului f(2). Orice funcţiune raţională a acestui raport se bucură 
evident de aceiaș proprietate. | 

Să aplicăm generălităţile. cari i preced pentru a aduce integrala 
eliptică de speța I la cele trei forme normale clasice. si 

1, FORMA NORMALĂ. A ur WEIERSTRASS, 
94. In loc dea aplică substituţiunea lineară generală, putem 

aplică succesiv „Substituţiuni lineare mai simple al căror efect este 
acelaș. . , a . =, 

Fie 2 z =ao0 o rădăcină a ccuaţiunii /(2) =o, . Să punem 

(aa ge . . n y: a 
obţinem. egalitatea: - Ioa a D - 

n ENI PI i - 2 == “ 
2) Se / (3) = po i E 

în care avem 

7 

| 5 | ?() 7 top ipod sr (oy+ ao, 
“Pontu a faca să dispară termenul! de grădul ai doilea” din 'po- i 

linomul p (9); aplicăm substituțiunea ” a -- 

Lp). 
sr. 

Repreintând prin P(2) polinomul transformat; avem 

„6 = pt ae “i jr rare: 

4 i ya 

zale rare 30 o 
„a cărui formă este . - e a E po 

Pa (2) = = , 3 "Pța) i A ? " Fi(a) 3 E 

Putem ideritifică acest: polinom cu polinomul complect de gra- dul! patru, în care facem - A 
. 2 i E “ , Di 

„7 ! pă: i. 9= 0. azi (a); 1420 „43 f (6) ie i Ca — Fa” 

lteprezintând . prin g' 93 invarianţii acestui polinom de gra-. 
"dul patru avem, în virtutea expresiunilor (13) și (14) ($ 93), 
LI N ID a Bad, 9 =:B.
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Determinanţii substitațiunilor, (1) şi (4) fiind egali cu 1, rezultă 
“că invarianţii £'2 şi g's sunt egali cu invarianţii 22 şi & ai polino- 

* mului Pta astiel” că polinomul q, (3) este . - 
. - z 4 , a 4 

piper     

Sa. 

Să punem î în fine 

a 0 2 Fii 
| obţinem, reprezintând polinomul trânstormat prin 7 (9, 

, 5. e (2) = = zare ia 

- Din subitaune considerate rezultă egalităţile | = 

da dy az d. 
  

VI Vei Vad i Mea 
şi relaţiunile 

  

„i La Y 
=: 4] (a), 

(11) ae ra 
| VP - 7 ia: Via 

In virtutea! acestor solaţiuni, suprafaţa lui Riemann relativă - 
la ecuaţiunea Si Ma Se 

Ra 
corespunde punci cu punct suprafeți definită de ecuaţiunea 

. În Adi 
! T? = 48 -— 8 2b— ga: 

- Integrala de forma . Ii 

. - , ni dz - Si 
_ a UL . 

! PE | y 4 aa E 

- se nuimește integrala normală de speța I a lui Weierstass. 
- Avem patru “substituţiuni.. diferite cari - transformă integrala . 

_propusă în aceia a lui -Weiersirass, după cum luăm drept a, una 
oarecare din cele patru .rădăcini- ale ecuaţiunii - -Î(2) = o. Toate | 

aceste substituțiuii nu schimbă “coeficienţii gs şi ga, cari sunt func- 

țiuni raţionale de coeficienţii acestei ecuaţiuni. 
95. Transformarea integralei lui W=eierstrass în ea însăşi. Să 

"reprezintă. prin ep €2s eg zerurile polinomului - - 

(0) OR (04 ga o ga4 (aa) (ce) (ae). i 

NT a
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In cazul când “cele trei zeruri sunt în linie dreaptă, presupunem 

ca cuprins între e, și e,. Pentru ca o substituţiune lineară să poată transforma: o integrală în ea însăși, este necesar ca să fie cuprinsă 
printe substituţiunile cari permută punctele critice două câte 
două, astiel ca raporturile anarmonice formate cu âceste puncte să fie egale (9), DI a 

Să considerăm, de ex., raportul anarmonic 

pe (ea =e0) (ces) Se 
| (e2— co) (e—e5), _ 

și să permutăm cele patru puncte conform tabloului 

J IN | o e fa ea - 
| (2) | _ -- - e, - e & Ca 

- | Ca. seg-. 0 Aa Mc 
Ma o i €g ep a 0. a 

» În care punctele primei linii se permulă respectiv cu cele situate pe âceiaş coloană ale “celorlalte trei linii, 
Obţinem egalităţile 

fese) (ea—eq) _ (eoes) (epoe) | 6) O | (e — 00) (e.—es) îi (eg—a) (00 — ee). 
- 2 "(exe c;) (co — e.) _ (e2—ea) (e.—co) „2 _ a (00 —ez) (ea—a.) | ea) (eso). po i 
Să înlocuim în primul raport punctul. 0o prin variabila y şi în 
celelalte raporturi să înlocuim prin variabila z punctele cu cari - :00 se permută. Cu.modul acestă vom egala raportul 

” (e.—y) (e2—ez) A 
It DR „| (e2—y) (e.—eg) 

respectiv cu raporturile a 7 

  

- i ST ep—z poe 

! E3— tt. ge e. 
- Din egalitățile astfel obţinute rezultă substituțiunile - - 

(4) _ so (es—c2)(a.—es) PI (ea-zes)(ea—e3) - e - y—ea * 
- E 5 ex— e es—e, 1 . cea desene 05) 

o > Vea. 

  

| Da 
1) Oricare din cele șase sistenie de patru raporturi, anarmonice egale dă "aceleași substituţiuni,. + e o Da 

| E N - > - N . . . Ă
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| Cele două din urmă nu difer de 'cea: dintâi decât. prin permu-: 
tatea. punctelor (e,,. '€2), (ex eo). „Aplicând prima substituţiune (h 

” „obtinem relaţiuinea 

0 RR ler să DR: 
"Toate aceste substituţiuni cind . egalitatea. 

| _ i Pa dz | St dy stiri pi 

i Va “Vai 
E „Semnul. membrului al doilea rămâne neant pe. it timp . 

nu fixăm corespondenţa: dintre ramările V iisuă şi VE, (el le- 
gate între ele : pri formula 5). 

Fiind dată ratăura VR&, (2), dacă lun dep voie una din cele 

„semnul astfel! ca cele două membre- -(6) si să N “egale pentru valorile 
Z, y cari se corespund D, A - . DD 

„ Substituţiunilor . (4). corespund : zcspeetiv calităţile Da 
di La E . - E - dy Pa Ie 

pa . _ Li 5 . ? | dy , - Ă EI Nu 

_ , a ol de VRG (9) - ii LL 1. 

| 96. Să notăm" cu op (03 -un sistem de. două semipericade, date 
de. integralele Mă CE 5 Ca - Ea 

| a Ea Si „fr dz. pa pa (A dz » Da 

( a aaa ,Viă 7 lea Vai) i. „i Di 

luată. fiecare “dealungul liniei care. unește puncicle. critice 'cores- - 

punzătoare. Aplicând acestor. integrale respectiv a: treia şi a doua | 
„ „substituţiune (4), obţinera, pentru cele „două semiperioade, un al 

  

| doilea sistem. de integrale, anume. a 

- A di e: da ) r 

do VR). % . Va 
7 

, 1) Să “presupunem, de. exemplu, . rădăcinile” reale e>ea>e, şi pentru a 
“ „real > &, V R (2) >o; semnul: “membrului al doilea, va. Îi „semnul ce voim 

-să 'dăm lui V. R (9). E ae o 

2) Egalităţile fe, - SI i [NI Sa 

„* se pot deduce din egalitatea (1) (577), dacă curbele e, c' se reduc la țărmurile 

liniilor. cari unesc respectiv punctele ea cu £s Şi e. cu oo. =! - ST



-. “această integrală, din aceia a lui “Weierstrass 

126 Po CABIIOLUL:X 
II: FORSIA. NORMALĂ-:A LUI “RIEMANN, 

97. Integrala. normală a lui Riemann” este de formă -- 

| ş 4 -. i p:= (37 7 dz a - Ea ” 

Di Vas CU d a 
“7 fiind 0 constantă diferită de zero'și unu. Să. căutăm â- deduce 

= 
Ii 

TI Va a (y— i a i se 
“- Pentru aceasta, să aplicăimi variabilei 3 Yo transformare lineară, 

făcând. să se corespundă. într” o ordine. oarecare, punctele: eritice! ale: 
integralelor” (1) şi 9). | 

„Să considerăm, de- exemplu, coresporidența, i 
jo 

= 

y: o €3 2 es, 

| „căreia corespunde „egalitatea anina anarmonice | 

a o) (1-0) 
a bere leac) li Da 

i - î ” “lea —e5) (e.— o) = (120) [z—o) | ă - _ o. _ 

De ande, penirută, valoarăa De 3 a 
. , i, - Ei -, a cx—e ” | - E = IERI 1 =. a Poe aa 

6) - ă LS e— e3. 

Din egalitatea - (4): se pot deduce patru. substituţiuni lineare, 
prin care trecem. dela integrala lui: "Weiersirass la integrala lui Rie- - 

4 
> Tann, dacă înlocuira ! — prin £ și punem y succesiv în. locul pune- 

  

d. 
“telor ej, ez. ez, &.. ea Ă 

, Substituţiunile cari rezultă astfel sunt date respectiv de egali: i 
- tăţile N SE II 

. a RS o epeg i e > | yeslea=es)z, Ya — ăi i 

( ) ă a 7'z. 
  

I , 

y— a=(a— re z ea =(e1—e5) Ta 

"A având valoarea (5). i N 
„Toate aceste substituțiuni conduc la egalitatea. A aa 

up dy Ada 

0 Voua - Vasa Vata 73:  
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de unde respectiv. pentru fiecare din ele 
z dz : 

  

Va 

2 - ă | | i Va 

| , ” , . . N ( da 

Vo Vu aa A o | , z 
, i dz . 

S
I
 

a 

| R (2) =5 (1-2) (1-22). | 
Semnul radicalului Ve e, — ez poate fi luat după voie, iar. sem- 

- nul radicalului din membrul al doilea se determină -desvoltând 

“ambele. membre în domeniul a două puncte critice cari se cores- - 
pund şi egalând valorile principale corespunzătoare, _ 

“Reprezintând prin o, w semiperioadele integralei lui Riemann 
corespunzătoare semiperioadelor (8) din paragraful precedent, avem 

„A fi __de ” A (i dz. _ cc Pag aa 
Intre cele două. sisteme de perioade: avem, în Virtutea substi- 

ci 

tuţiunii y—e3= ze şi a valoarei Î = 
o . - ea PE 

(10) o = a ae = 03 V/ ese 

„98. Avem patru. substituţiuni lineare, printre cari substitu- 

_ ţiunea identică, cari transformă integrala lui Riemann în ea însăş. 
„Aceste substituţiuni se pot obţine procedând ca în cazul integralei - 

lui Weierstrass. Ele se mai pot obţine înlocuind în prima egalitate 
(6) z-prin x şi eliminând y' între această egalitate şi celelalte trei. 

  

“ Obţinem substituţiunile: aie | 

UA ar ho zi ÎL ii „d = Aa ; 
Îz Î i—a „d la 

în virtutea cărora avem respectiv egalităţile 

| SI De pa | i N 

2 vea
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99, Permutând în egalitatea (5) punctele e. €2 ex obţinem 

„pentru A şase valori diferite, funcțiuni raţionale de una din ele: 
cele șase, raporturi anarmonice corespunzătoare. Acestor permu- 
tări „corespund în virtutea egalităţii (6), şase sisteme de substitu- 
țiuni diferite, cari transformă integrala lui Wcierstrass în. aceea 
a lui Riemann, având pentru 4 valoarea corespunzătoare acestei 
permutări, 

Aceste substituțiuni « se 'pot obţine căutând a. transformă inte- 
grala dată a lui Riemann în alta de. acecaș formă, având pentru 2, 
7 cele şase valori considerate. Să reprezintăm prin /' una: dintre . 
aceste valori și să. stabilim corespondenţa î între cele două: variabile 
7, z' astfel ca ele să se anuleze în acelaş t thp, Pentru aceasta „trebuie 
să stabilim corespondenţele următoare: 

N 

  

    
  

a = 0 1 A o 
7 $ 

—— II P g d 
1 „0 kă Ţ „00 

20 01 oi: 

(3 za lo oa L 
| po. 

o. A , | _ î 0 Ț 1. 00 

8 [0 oa 
a pi 9. d 

6 0 % 7 NSE 

i ” 2 2 dz 

- $7 (1—2) (U—'2) 

integrala dată și 

= [fr “da 

| JI (i—2) (1 2 

integrala transformată, vom avea egalitatea, . 

6, 

-M fiind un multiplicator dependent de z 
x
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Formulele de substituţiune, valorile lui 7 și a multiplica toru- 

lui M sunt date de tabloul următor: " 

  

pa: 7 |. = 
Piz | i „d 

[oo (la 4 _l_ ae a 1—] a 1—1- 1 
ao A Amt te 4 da 2 E 

= so UD 1 NE Da ZT II | 
N i . z 

7 oz 3. — G | Ea i 4 a T aa       
100,  Eapresiunea invarianţilor. 82 83 şi J în. juneţiune de ?. 

| Polinomul - 

(0) dai) (ta) = 41224 +) a EYE 

poate fi privit ca un polinom de gradul patru cu coeficienţi binomiali 
1 în care am ăveă E Pc E 

-- E %9 >. as aia (+, î =1, a = o. o 

Reprezintând prin g 9'2 g 2 cei doi învarianţi. ai i acestui polinoni 
avem, aplicând formulele (13). și (14) ($ 93) - 

itzi si= 3 pa-ai-oa șa. 
1 

Să considerăm una din' substituțiunile lincare (6) ($ 97), cari 
transformă integrala lui MVeierstrass în „aceea a lui: Riemann; fie, - 

„de ex., substituţiunea 

(3) " Yes =(02—0) z, 
_„ căreia corespunde valoarea 

  

- ” - DR - a, — e AP - 7 (47 IE î = 2 3, _ 
4) ă ” ae 

- obţinem egalitatea - 

6) 4 Poate)? (ese) 2 (a) (12 
Se recunoaște lesne: că multiplicând polinomul: 0) « cu sul 

(ex — es)? (e, — 63); invarianţii g'2 și g; 'se multiplică respectiv cu 
. » 

- 9 DAVID EMMAN UEL
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"pătratul şi cubul'acestui produs, adică po za 
4 - . 22 = = (e2—e3)i (e.-—e3)? (=) . | _ , 

(6) Ă 4 r 
2 | ” | 83 = 33 (e2— ea) (e ae a e-a 8442). 

Intre. invarianţii ambelor membre 5), avem, în virtutea pro- 
prietăţii acestor invarianţi (15) -$ 93. 

e '2= Dig = Dig IN 

D fiind determinantul sbstiuțiuni considerate, 
Determinantul substituţiunii fiind -- - 

e D=e—ep- . 

“rezultă pentru ga și es, expresiunile e | 
e 

Na | ga = ee (2240), 
(7) Ie | 4 7 - - | - „0 ea = aere Qp-aeaa2, a 

O verificare a” acestor formule se obţine înlocuind î. prin va- 
Joarea să (9 ceeace ne dă valorile cunoscute: 7 

a=—4 (e. catea es-tea a) 8 

YA ec e 03|). 

e | 
(8) A =g29—27 a? ==16 (ej— 02)? (ea 03)? (es—ei)2 

1) Dacă reprezintim prin A+ una din cele şase valori ale lui. 7, adică 

| e—e - 
la, % - , 

 ep—ey a e Ie B 

a, £, p: fiind, într'o:ordine oarecare, numerele 1, 2, -3 şi considerăm expresiunea” 

| y— e, = (6, — — e ) Tr. . 

care stabilește corespondenţa 

Y| e, e, e a a > 6 

  

zoo 1 ÎL S 
hi o 

  

= = 

obţinem expresiunile 

. 4 i ă ” » 

Be 7 legea (Pi ki) 

£s = 3 IE FI (ep e? 038 — 32324 +2). 
i
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diseriminantul polinomului ” 

: n A Pg ja 
 Inlocuind coeficienţii ga Şi 83 prin valorile lor (7) obţinem. 

(9) a A =16 (ee E (1— 1, 

Expresiunea De E: 

d 3-5 
este, ca şi raportul E, un invariant absolut. 

-Din formulele (7) şi (9) rezultă egalitatea. 
. 3 - ÎI e 

Membrul al doilea este o funcţiune simetrică de cele şase va- 
lori (12) ($ 92) de cari este susceptibil prin permutarea punctelor 
€1, €3, Ea sau, ceeace este "tot una, prin “permutarea rădăcinilor le 

- ale ecuaţiunii -- : 

= 1tm= =agri-H a, 1240 ay 24 a ata 

101. Fie 'J” invariantul analog lui J al unui polinom e (3 y) de 
gradul trei sau patru.. Pentru ca să existe o substituţiune lineară 
între z şi , în virtutea căreia polinoamele f(2) și P (y) să se poată - 
corespunde, este necesar şi suficient ca cei doi invarianţi să: fie. 
egali. i - 

In adevăr, pentruca rădăcinile: 2 “ale ccuaţiunii Fa) = o să: 
corespundă într'o ordine dată: rădăcinilor ş Yk1) (k = 1,2, 3, 4) ale 
ecuaţiunii p (y ) = 0, este necesar și suficient ca raporturile ' anar- 

„monice Î, ! corespunzătoare, formate cu aceste rădăcini, să fie 
egale ($ 92). Insă din egalitatea A = 4! rezultă că toate raporturile 
anarmonice, funcțiuni raționale de 7, sunt egale respectiv -cu toate 
raporturile anarmonice, funcțiuni raţionale de 4 „ De. unde rezultă 
egalitatea J = J”. „o 

102. Fiind -dată valoarea invariantului J, ccuaţiunea (14) de- .. 
“termină “cele șase valori de cari. este susceptibil raportul anarmo: * 
nic 4, format cu rădăcinile ecuaţiunii de gradul al patrulea sau 
ale ecuaţiunii de gradul al treilea, cu: condiţiunea de a .privi îna- 

“cest caz a patra rădăcină infinită, Aceste valori sunt distincte şi 
- Îimite pentru orice valoare JI o, ll, „%0. 

  

1) Dacă. e lv) este de gradul trei, luăm Ye =, i = 
95 Ă _ | . | A
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10, Pentru J =», ecuaţiunea (11) devine : 

(î— 1+ik =o, 

ale. cărei rădăcini sunt egale trei câte trei, având vâlozile - 

Ă ÎI z Wa. 

+90. Valoarea J = 1. dă ccuaţiunea 

4 (Rît 1271204 —1) 2 “ - 

7 

ale cărei rădăcini egale două câte două sunt- “respectiv 

o 30, Pentru J = o, avem trei valori egale două câte. două, 
anume 

Pa 0,1, o. 

In acest din urmă caz integrala 

ai da , 
- u = = 

| JVil. | 
încetează de a fi cliptică; precum rezultă din, transformata « ci dată 
„de forma. lui Riemann - . 

dz ) 
9 =. a şi 

ra aa 

TUL. FORMA: NORMALĂ A LUI LEGENDRE.! 

„103. Integrala noimală a lui Legendre este de forma . 

(0 vw = | dă, 
: DVD RA 

în care pusf-+ 1 poartă numele de modulul integralei. a _ 

Să deducem această integrală din aceea a. lui Riemann: 

-Q) ! „p= [ e da NI 
. ia 2V/ 215 (1 — 2) (i —12) 

| cu ajutorul unei substituţiuni lincare, E 

1) Regăsim astfel pe altă cale excepţiunile menţionate ($ 92). _ 

po



A) 

» mească valori diferite pentru aceeaș valoare. 4, ceeace, în virtutea 

A i ăi - FORMA SORMALĂ A LUI LEGENDRE 133. 
Să considerăm 'corespondenţa.- urmiitoare între punctele cri-: 

lice al celor două integrale: * 

a 2. 00 0 A - d 

(8) e, ia „% aa 2 
At - d - 

de unde rezultă condiţiunea. ($ 92). 

ea (i) tea) 

  

eonle) te n) 
adică 55 | d 3 

po zeii 

    

- Eta Le 
de unde - ai - o DR 

(0) ou 1 A, - - IV 
- - Au (7) Sa îm. a Up 

Imlocuind în. egalitatea (4) -Î- prin 2 Și puneiul corespunzător nlocuimd în. egahtatea (4) II pn 2 Şi punctu corespunzător o 

  

— 1 prin z, obţinem substituţiunea . .--. | 
Pa a Lua 8) ga bta, dz, 

2 nu | —z. 

„.. Efectuând calculele şi ţinând seama de valoarea. (7). alui 4, | 
obţinem -egalitatea . . . aa 

Veti dia) VU (E 
7 

104. La o valoare 7 corespunde, în virtutea formulei (6),- două 
valori. diferite “pentru 4, inverse - una alteia, iar dacă înlocuim 4 

7 ( _ : , ; PI - i prin 177» care deasemenea este una din valorile: raportului anar- 
  

monie al acelorași puncte critice, obţinem pentru 4i valori respectiv. 
egale și de semne contrarii. La valori diferite ale lui 4 corespund 
valori diferite pentru 4; căci, în cazul contrar, ar urma ca î să pri- .
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egalităţii (7), este absurd. Cele douăsprezece valori pe corespunză- 

toare celor șase valori î sunt dar distincte. . ! 

Integrala generală. - Ă 

d 2 „- “ | 7 

Vi o 

care se transformă în. șase integrale diferite de forma lui Riemann, 

Legendre, adică în integrale de forma ” ” 

Mi x ja __-d z 

ES i 
în care e sistemul (MI, 1) are douăsprezece valori diferite. 

105. Avem, pentru integrala lui Legendre, ca şi pentru inte- 

“orala lui Weierstrass şi-a lui Riemann, trei substituţiuni .lineare 

diferite, cari o transformă în ca însăş. Aceste substituţiuni se 

obţin, în virtutea corespondenţelor următoare, cari lasă neschim- 

bat raportul anarmonie. (4) - 

  

  

N E 
pe, 1 

| mpa o, 
(10) II H 

pad —1 1 JL, Ă 
po: pe 

— 1 A AL 1. 
i A po 

Ei Substituţiunile corespunzăloare sunt date de formulele ». 

UD pl paz 
| Na ha i 

In virtutea celei dintâi din aceste formule, avem egalita Lea 

se transformă dar, în douăsprezece integrale diferite de forma lui . 

+ 

  

eg ea da 
12 

„4 7 2 pla) TE z2) (Lp? 25 E 
po 

“ Integrala , normală a lui” Riemann se irunsformă imediat în 

aceca a lui Legendre prin substituţiunile de” gradul al doilea 

z=t, i i:
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Obţinem: i a 

dz o Q d. a 

7 2 (2) Ul 7 (5) (ZE 
Modulul k este diferit de modulul 4 obţinut: prin ajutorul trans- 

„* formării lineare considerate mai sus. a 

  
  

Da CAPITOLUL XI, 
| "INVERSIUNEA INTEGRALEI DE SPEȚA LI. | 
"106. Să considerăm : integrala 
iC Sica i ( dz 

(1) | u = „V R(. 

„în care Î () este un polinom de gradul 3 sau 4 și 29 un punct dat. 
după voie la distanţă finită sau la. infinit, Această integrală ră- 
"mâne finită pentru orice valoare finită-sau infinită a lui z; ca nu. 
„poate deveni infinită decât prin adăugarea. unui număr nelimitat 
de perioade, prin urmare numai când z descrie un număr infinit 

„de ori un-drum închis care introduce modulele : de periodicitate, 
| Ecuaţiunea (1) este echivalentă cu ecuaţiunea diferenţială 

(00 Ia E VR, 
_ îicare facem să corespundă lui z'0 valoare finită. 10 dată :după 

voie. i i 
“ Dacă ap este diferit de un punct de ramificațiune, avem în do- 

aneniul (9) . N i Ea , 

(8) VR(=P (z—a0)=ao-tas (7 20)-tas (29) + --sagto; 
iar dacă zo este un punct de ramificaţiune, desvoltarea lui]/ R (2) 

” este de forma - 
y 

4) VR(=(e—20)" Plz—a0), Pele. 
In cazul întâiu avem aşa dar 

  

  

du A 1 Pa a. „dz apa (zar i. “ao. bu (220) tac) +. N , 
“de unde | i i 

a a 
” U—u= = 220 hu (200) (ao, .. : a 3



= 

de unde î 

- 

* 

2 
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Efectuând inversiunea seriei din urmă, avem ea 

LB) = aa=ao luu te, (ue +.: i 

În cazul al doilea, punând. z— ze, ecuaţiunea. (2) i ia forma. - 

“de 
pri aa, Et az A+. 23.00 o; 

uug + ba E-tba B+. 
49 _ Si DE 

sau, ridicând ambele membre la pătrat și înlocuind £ prih 2 — za 

            

„= , SRI . | 
(u—uo) = a (7-20) to (2— ap)... 

De unde, prin inversiupe, | : d 

(6) | „220 > celui + aa (u— ut + 

- membrul al doilea conţinând. numai puteri pare de u— ug. 
Dacă? 2 = ce, avem, în domeniul acestui punct, 

pe aa 
x 

* 

sau 

w:  VR( = p() 

“după cum I (2) este de gradul 4 'sau 3. 
“. In cazul întâiu avem: . 

du A aa z za | 20 + + Za + E 3 dyofo 

u—u a 0 4 Aa 

0 z Dag - 

4 a 
a AT [ - ba (u—u0) + Da (u—ug-+ |; 

v - Co . 

a ÎN 1 A 
  

u—ug Î +; (u--u9) + ba (u— up) + ... 

a î- SE i , 
ES eco tes(u—uo) + cp(u— ut... „- U—u 4 Sa
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" În cazul al. doilea, avem a - - 

du : Se i a (BN aa E E ă _ = dz > apt A + ze eee Ri do, 

- _ , 
ou up = —2apazi? [+ Pra | RE pa 0, a at _ i : . 

Ă dap |: I. ” a 3— o_ . | |. „ 

a 
a. e rd, (uzu? 4-...|e - z. Aag2- adu | o) pp E . 
de unde. _ E 

ha i o 4. 4. z = + ap a, (u — uoP+ az (u— Vor... 
(u— ug)2 i 

membrul al doilea conţinând numai puteri pare de u—up.. 
407. Din cele ce preced rezultă că orice integrală za ecuaţiunii 

“(2) se poate pune, în domeniul punctului ug; situat la distânţă fi- 
„nită în plarul (u), sub una din formele i 

  

UD Pup | m 
sau Da | Ei „i . |] ze 

-(12) _ a O ag btu o) | | - | o uuu 5 

- m fiind egal cu 1 sau 2, după cum NR (2) este de gradul 4 sau 3. 
"Ceeace revine a zice că există numere pozitive r, a căror limită - - 
inferioară este un număr o > o, astfel că în cercul lu—w|=r, 
ccuaţiunea (2) admite o integrală de forma (11) sau (12).  :- 
„Pentru a puteă conchide că integrala. generală z este o.fune- | 

țiune analitică uniformă: de u, neavând în tot planul alte singula- 
rităţi decât. poluri, rămâne să arătăm că. plecând dela un punct 
“dat ug cu o “valoare arbitrară z = 20, obţinem prin prelungire. ana= - 
litică, întrun punct oarecare u, o valoare deterniinală (finită „sau: 
infinită) pentru z; căci în stabilirea formulelor (11) şi (12) s'a pre- 
supus că asociăm o valoare finită a lui u cu o valoare determi- - 
nată, finită sau infinită z, Da a 

Să considerăm dar un drum oarecare L trecând prin Up și lie „2 = 2 valoarea ce facem să corespundă lui Up; valoarea ce va primi 
z prin prelungirea elementului iniţial dealungul acestui drum va 

„fi determinată :în orice punct al drumului. Să presupunem că n'ar 
. - - . . -.
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Îi așa și fie u =a cel dintâiu punct pe L în care z devine nedeter- 

“minat. Să considerăm pe L un.punct u = cuprins între --ug și 
a aşa ca distanţa sa de a să fie mai mică decât e. Elementul care 

1 
re prezintă a sau — corespunzător punctului, f va fi convergent 

a 

într'un cere ci centrul în f şi a cărui rază este cel puţin egală cu p, 

prin urmare acest cere cuprinde în interiorul său punctul a; ceeace - 

este în contradicțiune cu ipoteza că punctul e.este:un: punct de 
„medeterminare. Ipoteza 'că funcțiunea z ar puteă deveni nedeter- 
minată întrun punct'u oarecare este. aşădar inadmisibilă. i 

Așa dar funcțiunea z, obţinută prin inversiunea integralei elip- 

tice de speța 1, este o funcţiune analitică, uniformă în tot planul, 
neavând alte „Singularităţi decât poluri de ordinul întâi sau al doi- 

lea, după cum polinomul de sub radical este de gradul 4 sau 3, „pre: 
cum rezultă. din formulele (9) 5 i (10). 

Reprezintând prin o şio' două module de periodicitate dis- 

tincte ale integralei u, avem (Ş- 74), pentru aceeaşș vuloare a lui z,- 

o infinitate de vi lori pentru u, cuprinse în expresiunea - 

(13) u = up + mo + no, 

up fiind una din ele. De unde rezultă, punând = g (u), egalitatea 

e e:- - Ă 

W ip (u + mo + no) pu), 

oricare at [i valoarea finită a a lui u. 

Funcțiunea 2 = p (u) este așa dar o funcțiune de u, având can- 
titățile. w și w' că perioade. Această proprietate fundamentală a 

fost descoperită în acelaș timp de Abel şi Iacob. . i 
7 

da ” A , 
Corolar. Din tinta FT => p' (u) rezultă că radi- 

du 

„calul VRG. (2), privit ca funcţiune de u, este funcţiune uniformă în tot 

planul (u), având aceleaşi poluri și i aceleași perioade ca funcțiunea ! 
p (u). E . . . 

108, teprezintarea suprafeții 1 a lui Hiemann pe planul (i d): 
prinir'o integrală eliptică. de speța I.: 

N Fie | Di - 

* e
i
 

o integrală cliptică de speța 1, f(2) fiind un polinom de gradul 3.
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sau 4. Orice ramură a integralei fiind o funcţiune olomoriă de z 
pe..supafaţa T' ($ 71) și viceversa, z = p(u) fiind o funcţiune: 
uniformă în tot planul (u) ($ 107), rezultă că suprâlaţa T” şi aria. - 
(24) în care ea se transformă, în virtutea integralei (1), se cores- 
“pund punct cu punct. Conturul lui 1? „ adică cele patru' ţărmuri ale 
tăieturilor. A şi B (fig. 35) se transformă întrun: contur simplu. în- 

- chis ale cărui puncte sunt toate situate .la distanță finită. Acest: 
contur este: format din patru porţiuni de. hnii, drepte sau curbe, 
corespunzătoare, punct cu punct, . celor patru țărmuri, De: altă. 
parte, în două puncte situate faţă în faţă pe țărmurile unei: tăie- 
turi, -diferenţa. dintre valorile integralei fiind constantă „(egală cu 

"perioada corespunzătoare tăicturii), rezultă că punctele conturului 
(d) se corespund două câte două: u, u”, -asilel că între ele 'există 
relaţiunea * . RI 

x 
0) uta perioadă. 

Ut. Uo+0010' 

    

  

   Uo+ti 

  

Fie 3 i _ ” 

Fie, de exemplu, Uo valoarea lui u în punctul de întâlnire Oale 
celor patru țărmuri şi să presupunem că z plecând dela punctul 
O descrie. ţărmul exterior B în sensul săgeţii: u va desorie un arc . 

"de curbă ale cărui puncte extreme sunt Vo Vot 4; "punctul:  'con- 
tinuând mişcarea sa și descriind ţărmul exterior! A, u va a descrie 
un are “dela” punetul Upt- o până la punctul uj+tot+o'; o şi w 
fiind respectiv perioadele corespunzătoare tăieturilor A și 'B ($ 73): 
Țărmurilor: opuse celor. două dintâi vor corespunde, în virtutea 
relaţiunii (2), două arce respectiv paralele, cel dintâi cuprins între 
punctele - (Mt+oto, up+o) şi cel din urmă între: punctele 
(up o', us) (fig. 36). Conturi lui (A) este așadar un paralelogram 
xectiliniu sau curbiliniu, pe care îl numim paralelogramul perio- | 
adelor. Când z descrie conturul lui T', u descrie acest parale- 
lâgram fără a trece de două ori. prin acelaș punct, în... virtutea 
corespondenţii biunivoce dintre: suprafaţa T” și aria A:: 

109. Să considerăm, „În . particular, integrala normală a lui 
Woierstrass ! i 

  

1 uz. 07. | O arzi ea
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“în cazul când rădăcinile e,,-ez, ez; ale polinomului de sub radical, 
„sunt reale: și. dispuse în ordinea-ej> e > e. Să limităm planul 
(2) prin două tăieturi dealungul axei reale (e. +00), (ex, e) (fig. 37), 
sau (eg,=—00), (e, e.) (fig. 38) şi să considerăm suprafaţa T' formată 

- din acest: plan — pe care îl numim planul P—și dintrun plan 
„* suprapus — pe care îl. numim planul -S$—, liniile de trecere dela 

„un plan.la. celalt fiind tăieturile considerate. Conturul acestei: su- 
prafețe va fi considerat ca format din țărmurile tăieturilor, din 

„cercul lzl= -R şi din: cercurile z=ea|= (a = 1,2 2 3) toate 

  

„Fig. 37 o. a Fig. 38 - 

” situate în planul P, unind între cle două puncte opuse ale tăieturii_ 

corespunzătoare; lim Rh = o, limr=o. - o 

Să reunim. aci determinaţiuvile radicalelor 

Va — eu Vz— €2 a — €a 

considerate pe „cele doiiă piane pentru z real, cuprins între — 00 
i 00, . . . . - 

Adoptând, pentru z>e în planul: P, pe țărmul: inferior, alei 

- pozitive pentru cele trei radicale, avem, dealungul axei reale, în 
partea, inferioară, egalităţile 

  

  
ARI Ea | /z>a =—u Vaz pentru ze, 

| 8) Vaza =—iVaZa. ». IS 

o | o » De 

Radicalele vor Îi determinate pe arhbele plane ale suprăfeţii 1”. 

„In virtutea acestor determinaţiuni,, integrala. * - 

  

_ Ă - pa — da o 

„(3 u = i pe 
4 ÎNRE | 2 (zei) (ze) (2— e) 

luată dealungul conturului închis-(fig. 37) sau (fig. 38), în sensul



(4) 
7 

6) 

'gul conturului format din axa reală, din care ? 
- excludem punctele critice prin semicercuri: 

= 

INV ERSIUNEA INTEGRALEI DE SPEŢA 1 o 141 

„indicat de săgeți; conduce respectiv: “la “egalităţile . următoare, cari 
” determină un sistema de perioade 1): - 

  
20, = 

Je V (ae) ) (z—ez) Ga 7 Pee (2 (a =, 

  

2 

8, o da , . if da . do =i (* DI A A 
e e, V/(e.— 2) (2—e2) (27—e3) 

o V(e.—2) (ez) (eg—z). 

radicalele fiind reale şi pozitive în ambele membre. -.,- 
Perioada'2 co, este dar reală și pozitivă, iar perioada 2 3 Gste 

pur imaginară, coeficientul lui i fiind pozitiv. 
In virtutea rezultatelor de mai sus, este ușor să găsim reprezin- 

tarea planelor P și S pe planul (u)'cu ajutorul integralei (3). _.: 
Pentru a Obține reprezintarea_ semiplanului P, situat dedesub- 

tul axei reale, să luăm integrala (3) dealun- 

infinit mici, şi din semicercul. cu centrul în 
Z = 0, având orază R pe careo facem să 
tindă către infinit ; toate semicercurile sunt | 
situate dedesubtul axei reale (fig. 39). A Fig. 39 

Se recungaşte lesne că semicercurilor |r—ea | = r corespund în 

  

“planul (u) arce cari difer foarte puţin de cadrane circulare descrise 
în sensul negativ şi cari tind către zero împreună cu raza r; iar! 

- semicercului | z | = R corespunde un cadran 
ot, a - . 3 A 

- cu-centrul in U = o, care tinde câtre zero îm- 

   „preună cu =- 1 27» Segmentelor (R, e) ș şi (ez, e3) co- 

IE respund, pentr u, valori reale cari variază 
a AI respectiv dela 0 la c, şi dela” o, tos până la 

Wa; segmentelor (ev e3), (ex, — R) corespund 
Fig. 40 

expresiunile 

za ti > oa n sa 

t crescând dela o la sa. Figura (40) reprezintă conturul (u u), cores- 

“punzător conturului (2) (fig. 39).. Cele două contururi corespun- 
zându-se punct cu punct şi u fiind Îuncţiune olomorfă de z în in- 

  

') Conturul din (fig. 37) este format din liniile: 7 E 
"Re, + evez + ex e. + cercul (63) +- ea ez + e, & +a R + cercul (R), 

Conturul din fig. (38): 
(— R, es) tree tea + cercul (ei) Ea 4 -F ea eg + (ep, — R) + cercul (R), 

Integralele după segmentele e; e, și ez e din prima figură și cele după segmentele e a ea ea din a doua figură se “distrug, | , „d
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“teriorul conturului (2), rezultă, făcând r = o, R'= co, tă: semi- 
planul P, situat dedesubtul” axei reale, este reprezintat -într'un 

mod conform, pe dreptunghiul (4) ale. cărui vârfuri sunt „punctele: 

O, u,, o + 0 oa 

Prin prelungire analitică se conchide 1). că semiplanul P, situat 

- deasupra âxei' reale, se transformă. într'un dreptunghiu simetric 
cu cel dintâi, î în raport cu axa reală (u), ale cărui. vârfuri sunt puric- 

tele u = 0, 0, 0 ay 003. - 

w+w Cele două semiplane P, separate print o tăie- 
3 tură făcută” dealungul axei reale dela punctul e 

până la — 00, cu alte cuvintă, planul P limitat de 

tăietura (e;— Co), şi dreptunghiul (u) cu v ârfurile 

  

—— 

— 03, 04 = 0 ot oo a       
w3 == „se corespund-_dar punct cu punct. Acest: 

dreptunghiu, “poate fi obţinut prinir'o - miş- 

" “dela punctul —0o deasupra axei. reale (fie. 3$) şi descrie drumul 
închis indicat de săgeți, u pleacă dela punctul u.=o şi 

- . 1. . , 

descrie, în sensul  săgeţilor, conturul reprezintat prin fig. 4]. 

Când “cercurile cele :mici tind “către zero: și cercul cel mare 

“către infinit, 'contuul devine: dreptunghiul considerat.. 
Pentru a obţine reprezintarea pla- -: - 

  

, 

Fig. 41 care continuă a lui z; de -ex., dacă z pleacă - 

; 

nului S$ pe planul. (u), este deajuns "oa o... zi [it 03 

"să observăm că în două puncte su- : Da D | 
prapusc în planele P şi .S$, radicalul O? -. - 0 E inu 
V (=) (z— e) (2 — ea) are valori aia |. 

egale şi de semne contrarii; prin ur- '“61-(03 03 oa 
mare, acestor puncte z corespund pune- Fig, 42 
tele u simetrice în raport cu origina u = o. Așă dar semiplanul S, si- 

tuat deasupra sau. dedesubtul axei reale (2), este reprezintat pe 

planul (u (u) printr'un dreptunghiu situat respectiv deasupra sau dede- 

subtul axei reale; cel dintâi având vârfurile O, og — o tos. —o 
şi- cel de âl doilea având vârfările 0, — op — o — CO — o. 

Planul .S, limitat de tăietura (e,— 4) şi dreptunghiul cu. vârfurile 
Oa OF Oa — 03 — tg, — wa se corespund punct cu punct. 

Cele două dreptunghiuri (u), corespunzătoare planelor P și $, 

- formează -un „dreptunghiu D (fig. 42), -având vâriurile 

o — — 03 o + oa TO Ta — 04 —03 

FI. p. 302
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Putem alege un contur pentru z astfel.ca-u să deserie contu- 
rul lui D întrun mod continuu. Pentru aceasta, să considerăm 
suprafața_T” limitată -de tăieturile (e. e2), (ex, — co) și să luăm 
drept coritur druinul format din liniile următoare (fig. 43): segmentul 

e, €g din semiplanul inferior P; cercul (e4). trecând din Pin S; 
țărmul superior eg e, urmat, prin intermediul cercului e, de cel 
inferior e e pe planul 'S; cercul (e3) trecând din-S în P; ţărmul 

- superior e3 e, din P; cercul (e,) trecând din ţărmul: superior la cel 
imferior al lui P. 

Când z descrie a- 
203... oc 2423 

cest contur (fig. 43) poi IS 
în sensul pozitiv, în- Mă 

-cepând dela punctul Lo - Î. 
€4, u descrie, în ace: si (20003 

      Fig, 45 

4 

laş sens, conturul lui D, începând dela punctul w,; (fig. 42), Liniile 
„pline: ale conturului (2) sunt situate pe plaiul P, cele punctate 
pe planul S; liniile corespunzătoare ale dreptunghiul D sunt 
reprezintate în acelaș mod. - 

110. In locul liniilor de trecere dintre planele P și 3 reprezintate, 
prin (fig. 38), să considerăm liniile de trecere reprezintate prin (fig. 37) 
și să facem ca z să descrie conturul format din liniile următoare 
(fir. A): a a 

„(Red led ae) (BCR, (Mere): 
(eaR)-(R'CR), (Re) (es) (erR)= (RER), [n e) (5); 
(e). (RD-(RORP 

“segmentului (a 3). Parentezele” (P),(S) reprezintă cele două plane în 
cari sunt situate liniile cari preced aceste semne; (e.) şi (es) sunt! 
cercurile cu centrele in punctele corespunzătoare, situate, parte 

| 
- - Notă, — Notaţiunea (ad) indică țărmul superiori său inferior al 

Ş intr'un plan, parte in celalt plan, 

Cand z descrie: acest contur, plecând. dela: punctul, R(+o) 
[e ţărmul. inferior din planul P, 'u pleacă delă: O și descrie drept- 
unghiul 2 Op: 2 05) (fig. 45). Liniile pline şi cele punctate se co- 
respund. - Ea e 

7 - > 

Li 

.
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e CAPITOLUL XII, 

FUNCȚIUNI DUBLU PERIODICE: 

“du 0 funcţiune /(u) se zice periodică dacă oxistă « o cantitate ” 
conștantă w asifel că, oricare ar fi valoarea variabilei u — căreia 

de obiceiu se zice şi i em .-.- a 

e tai ae 
, w se chiamă periodda tuncţuni- 10.- a 

Ducă o funcţiune admite mai multe perioade w, o orice 

cantitate de forma | A , | . 

mo + moi... Ă 

în: care rm, m',.;. sunt numere întregi, “pozitive sau negative, este 

evident o perioadă. | 

„2. „Fie, î în domeniul unui punct lo a 

it = (u — to) | ao + a (2 —uo)+.. “|; a z 0, e 

E fiind un număr întreg pozitiv sau negativ, Să înlocui, în ambele 
membre, u prin u— co; membrul întâi se reproduce şi avem ega- Ss 

„litatea e - Ie e, 

beta o en ua 3] 7 

"De unde se conchide că dacă funcțiunea flu) admite punctul 
u ca zero său pol. de un ordini Fi, ea admite respectiv ca zero sau | 

„pol de acelaș ordin punctul ot - o.Și, în general, toate punctele 
„cuprinse în expresiunea - | 

“ ue mono, 

mşin fiind numere întregi arbitrare. 

"113. Să considerăm punetcle cari figurează perioadele u uriei func- 

ţiuni uniforme f (u), cărora; pentru prescurtare, le vom zice puncte 
perioade. Să unim printr'o linie dreaptă origina cu un punct perioadă 

a oarecare și îie, pe acestă dreaptă, o. punctul perioadă cel mai apro- 

piat de origină. Există un număr 0>o astfel că lo l>o; căci a 

presupune contrariul, ar urma să fie posibilă inegalitatea | 

lol 
e fiind un număr pozitiv arbitrar de mic. -De unde ar 'rezultă ca 

- întrun punet ordinar. oarecare u și în punctul infinit. vecin u + o, 

funcțiunea f (u).să aibă, aceeaş valoare, adică. punctele ordinare î în . 

cari f (u) primeşte -aceeaş valoare w'ar fi puncte izolate; ceeace este 
„imposibil, afară numai dacă î4u) se reduce la o constantă.”
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Fie 2 un punct perioadă situat -pe dreapta nelimitată care u- 

neşte origina cu punctul o; „vom aveă egalitatea ' 

9 = mo, a 7 

m fiind un număr întreg =o0, Căci dacă punctul 

(m +4)o,. 

A fiind real şi cuprins între 0 şi Î, ar ţi o “ perioadă, ar urmă ca 
Îw să fie o perioadă ;. ceeace este contrar ipotezei că este, pe dreapta 

considerată, punctul perioadă cel mai apropiat de origină. * | 
Peridada &w, care împlineşte condiţiunea că. orice perioadă fi- 

gurată pe dreapta (0, o) este. un multiplu pozitiv sau negativ de 
0, se numește perioadă primitivă.- . „ 

114. Să presupunem că funcțiunea /(u) admite: puncte perioade 
situate şi în afară de dreapta (0,w), care unește punctul O cu. 
punctul w și fie ow' unul din aceste puncte. 
(fig. 46) a cărui distanţă de dreaptă (0, o). 
este cea mai mică posibilă. De unde râzulță 
că, în fâşia cuprinsă între dreapta nelimi- 

tată (0, o) şi paralela la această dreaptă - - Fig 46, 
"dusă prin punctul e” nu. există nici un punct perioadă: o este 
o perioadă primitivă; căci pe dreapta (0, w'), punctul." este cel 
mai apropiat de origină. Orice punct perioadă situat, pe această 
dreaptă este de. forma no, n fiind un humăr întreg pozitiv sau 

negativ. E a N - - 

115. Teoremă. Două perioade” între cari: ezistă o  relațiunie linear, 
omogenă cu! coeficienţi întregi, sunt multipli ai unei singure pe- 

In adevăr, fie o, o' două perioade întie cari există o relaţiune 
lincară şi omogenă pe care o putem presupune pusă sub forma 

Ap 
m și. m' fiind numere întregi, prime între ele. Putem determină 

"o infinitate de sisteme de două numere întregi n și n! cari să satis- 
facă ecuaţiunea. A 

(2) a mn + m'n' = 1 

Să reprezintăm prin %2 raporturile (0 şi să măultiplicăm ambele 
membre (2) cu 2; vom , obţine: egalitatea 

(3) no +. no = 9. : 

Cantitatea 12 este aşa dar o perioadă * și o = = m9, o' = m'O.sunt | 

„multipli ai acestei perioade. . - . i ! q. e. d, 

10 DAVID EMMANUEL 
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"Două perioade se zic distincte dacă între ele nu: există .rela=" 
„ţiune de forma (1). : . - Se a 

116. Teoremă. raporil a dou perioade distincte ale unei june: 
jiuni analitice uniforme nu poate fi un număr real. | Ă 

In adevăr, dacă raportul a două perioade o, w' este real, punc-. 
tele perioade corespunzătoare sunt în linie dreaptă cu origina Şi 
prin. urmare o și o sunt multipli:ai unei „aceleiaş perioade „pri- 
mitive: ele nu sunt dar distincte. .:-- - 

- lată alt mod de a.probă aceste tcoremă fundamentală. 
„405 Dacă raportul celor două. perioade ar ai raţional, ele n'ar 

îi. distincte ($ 115). 
, w 

„Să presupunem raportul — “egal: cu un număr incomensu- w. 
abil şi să-l desvoltăm îritr'o- fracțiune continuă, 'Reprezintând 

m: 
prin 0 redusă de un rang oarecare, avem -- 

i Ii | a 

< . 
o! m 

vw. n 

  

9 - - 
ua 

    

"de unde - 

lo L |mo—no' pa e 
n- 7 

Membrul întâi al acestei inegalităţi este o perioadă a funcţiune, 
care: poate deveni mai mică decât orice cantitate dată, căci n poate 
fi luat oricât de mare voim: ceeace este „imposibil. - : 

LL “REPREZINTAREA GEOMETRICĂ. A PERIODICI-- . 
a Ia E TĂȚII DUBLE, na 
7, “fie « o =geia, o =p' eia' două perioade distincte ; prin 

urmare diferenţa a—a': este diferită de o și de z. Putem 
dar pe segmentele (0, o), (0, o). să construim 
un paralelogram: paralelogramul perioadelor. 

“Vârfurile acestui paralelogram (fig. 47) sunt 
- punctele u = O, e, o,oro. iată 

Să ne închipuim prelungite laturile para- 

lelogramului. până la infinit, în ambele sensuri, 
și pe latura. (0, ..w') prelungită ca şi pe para- 

lela ei să luăm, începând dela. vârturile paralelogramului, dis- 
tanţe egale cu lo |; deasemenea pe celelalte două laturi pre- 
“lugite să luăm, începând”: dela aceleaşi vârluri, . distanțe egale 
cu lol. Prin punetele așa obţinute să ducem paralele cu laturile 

a 

P+wW 

  

Fig, 47 

N
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paralelogramului ; formăm în modul acesta o reţea de o infinitate de 
paralelograme de perioade cari acoper tot planul. Vârfurile acestor 

. paralelograme sunt date de expresiunea mio + no, m şi n fiind 
numere întregi pozitive, negative sau: nule; prin urmare, excep” - 
tând punctul u = o, ele. sunt puncte perioade. Ia 
148. Două. puncte Up; 4 se zic congruente,. dacă între ele există 

relăţiunea .. IE 
(1) us u+mo+no', . n 

m şi n fiind numere întregi oarecari. Această egalitate se înlocueşte 
de obiceiu prin congruența .. . e 

i U == ug(mo85 o, w'), 1) 
după exemplul din Teoria Numerelor unde, dacă voim să punem 
în evidenţă restul r al diviziunii unui număr a printr'un număr 
d, fără a menţionă câtul, scriem : 

_ ar (modd). -   

Relaţiunea (1) arată că în interiorul unui paralelogram de pe- 
rioade nu există două puncte congruente între. ele, pe când unui 
punct situat pe o lature a paralelogramului îi corespunde un punct. 
“congruent' pe laturea opusă și că toate vârfurile sunt puncte con- - 
gruente. Pentru -a putea enunță propoziţiuni generale relativ la 
un paralelogram de perioade, convenim a privi o lature a rețelei 
de paralelograme ca făcând parte dintr'un singur paralelogram, 
iar laturea opusă ca aparţiânnd paralelogramului imediat vecin. 
Cu modul acesta, unui punct al paralelogramului —: fie acest punct 

„Anterior, pe o lature sau un vârf — nu-i corespunde nici un punct 
congruent care 'să facă parte din acelaș paralelogram. “Aşadar două ” 
puncte congruente aparţin la paralelograme diferite. Aceeaş rela- 
țiune (1) arată că unui punct ug oarecare din plan îi corespunde 
un punct congruent în primul paralelogram. - | e 

Să mai observăm că putem luă ca paralelogram de perioade un 
paralelogram care să aibă unul din vârturile sale întrun punct 
u=a oarecare, celelalte, vârfuri vor fi atunci punctele. a + o, 
a+o,a+o+o'. Printro translaţiune în plan putem -aduce 
acest paralelogram să coincidă cu cel al căruia unul din vârfuri 
este punctul u =o. . | N a 

119. Fie o și w' două perioade primitive, paralelogramul cores- 
punzător se zice elementar, Din definiţiunea perioadelor primitive 
rezultă că în interiorul unui paralelogram elementar, având unul 
  

  

- 1) Notaţiunea mod5 a fost adoptătă pentru a distinge congruenţele rela- . tive la două- module de cele relative la un modul, 

10* , -
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din vâriuri.în origină nu există punct. perioadă. De asemenea pe 

aturile paralelogeamului NUL. există alte puncte perioade “decât 

vârturile - lui... Propoziţiunea este evidentă în privinţa . laturilor 

(0, w), (0, o). De altă parte, existenţa unui punct perioadă pe 
una din laturile (0,0 +0); (0, o+ o) ar atrage: după sine exis- 

tenţa unui asemenea punct pe laturile opuse (0, o), (0, w'). De 

unde conchidem că în tot planul nu există alte“ puncte perioade 

decât vârfurile” reţelei construite cu ajutorul paralelogramului 
(0,0). Căci dacă ar există în plan un punct perioadă diferit de 

un vârf al reţelei de paralelograme considerate, ar urmă să existe 

un asemenea punct în paralelogramul elementar (0,6) sau pe 

una din laturile acestui paralelogram întrun punct diferit de vâr- 

Îurile sale: cecace am văzut că este imposibil. De aci rezultă 1co- 

rema fundamentală următoare: 

O funcţiune. analitică uniformă de o variabilă nu admite mai 
mult decât două perioade distincte. | 

120. O funcţiune analitică uniformă dublu periodică . admite o 

infinitate de sisteme de perioade primitive. In adevăr, lic w şi o 

un sistem de perioade primitive și o, o, alte două perioade; avem 

„(e osuotuo, ov=row to, 

4 4, 9,» numere întregi. Pentru ca co, şi să formeze un sistem 
de perioade primitive este necesar şi suficient să avem 

(3) = m, + mo, = no + R'OO'a . 

, 

m, n, n, n' numere întregi; căci atunci orice per ioadă se:va exprimă 
printr”o sumă de multipli de o, și o. Pentru aceasta este necesar 
și: suficient să avem - a. 

- - ia n p' 
(3) | Ă d = pf = o 

Condiţiunea este evident suficientă, Ea “este şi necesară. Din 
ecuaţiunile (1) scoatem . 

- Lă a. „îi. , . - . YOU AO 
(4) .- DR Ir L, W = PO, 

pa 
Tdentificânid aceste valori ale lui co şi c cu cele date de ecua- 

ţiunile (2) obţinem , n 

  

(5). „7 = mâ, pu = md, p=—nd, u=nă 

*.De unde rezultă E 
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sau E = (mm —nni)d =1; SE - 
ambii factori ai membrului” întâiu fiind i numere întregi, conchidem | 

mr — nm = 21. pu — vi = xi i 

“semnele: superioare, şi inferioăre fiind luate” împreună. IE 
Egalitatea pi — Wu = +1 fiind „posibilă . pentru o infinitate 

de valori, propoziţiunea este justificată. De - DC 
121. lie w și o” un sistem de două perioade vârecâri. şi o ou 

un'al. doilea sistem de perioade legate de cele dintâiu prin ecuaţiu- 
nile (1). Pentru ca perioadele W, o să se poată. exprimă” prin sume - 
de multipli de o, și o', este „necesar şi suficient ca: condiţiunea . (3) 
să fie împlinită. Raționamentul este acelaș în ca cazul considerat 
mai sus. E iii - - - 

Două sisteme de perioade legăte între ele prin: ccuaţiunile W: 
cu condiţiunca (8). se zic echivalente, propriu sau „impropriu, după 
cum A4A=zl . | 
* Toate sistemele de perioade. primitive sunt. cehioalente între ele. | 
“Corolar. Două. reţele construite cu ajutorul a două sisteme de 

pericade primitive (0, o'), (co, i), dacă au un vârf comun, "vor: 
„ave că “toate vârfurile comune; căci perioadele Îecărui. sistem” sunt 
sume de multipli ai. perioadelor celuilalt sistem, . 

- Propoziţiunea este 'ade 'ărată 'şi pentru două reţele constriiite 
cu: ajutorul a două sisteme de perioade echivalente oarecari. = - 

122, Condiţiunea [A | = 1 exprimă că ariile păralelogramelor. 
echivalente fa) (a oi) sunt egale.. In adevăr, fie “ 

_ =a il Sa pa 
vom aveă a a > a 

u co, = (patul) iu Hub). _ oi=(ra+-ra atit), 

Reprezentând prin s, S ariile paralelogrămelor corespunziitoare 
avem, abstracțiune făcând de semn: : Ia 

soi Se W' p' 5 _ 

la 2 sul Di 

Toate paralelograrhele elementare au. “âcecaș. arie; . . 
123. Dintre toate paralelogrămele de perioade, paralelogramele ele- 

mentare -au aria cea mai mică. In adevăr, reprezentând prin (o, o) 
un sistem de două- perioade primitive şi prin (i; o.) un sistem de 

"două perioade oarecari, nu primitive, Voin avcă: 

i 0 =uo + pu a, oi ro ia | ee 
Ă , - . Pi „i îi up - Lu pa, - ȘI deterrinantul 4>|. | este un număr întreg diferit de unu. 

9 ie -- E
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Păstrând notaţirile de mai sus, rezultă 

Ss=]4]s>s. 

“ Observăre Dacă w și w' sunt două perioade primitive ale unei 
“Îuneţiuni uniforme Î (o), este imposibil. să avem în acelaș” timp 
egalitățile | a Ma -. 

1lu+ == 0,1 (+ 3) -- —i DI 
Î- ? 

w-+w 
—— ar. formă un sistern de: „perioade 

a] căror “ paralelograza: are o arie mai mică decat aceea a paralelo- 
gramului (6 w ): ceeace'este-în conlrazicere cu teorema precedentă. 

căci „altmintrelea” w și 

S 

AI. TRANSFORMAREA PERIOADELOR. 

a,
 

124, Fie (ou, o2),: (oi, 3) două sisteme „de “perioade legate 
între ele prin egalităţile i | E 

(Dn oi= a, + boz: o= CO dez 
„coeficienţii a, :d, c, d: fiind. numere - întregi - " dâterminantul 
ad—bc=n>o:, Se zice că aceste egalităţi constitue, o transformare a 
perioadelor de gradul: n. Dacă n = 1, transform marea se zice lineară. 
Transformarea. este determinaiă de coeficienții a, d, c, d şi se repre- - 
zintă: simbolic prin notaţiunea o 

NE fe pi A 

Să considerăm o: a doua transformare. 

(2) o =a' o! + oz, Li =0 wi +doi adio =, 
de gradul m, reprezintată simbolic i “prin, N Sa i 

” o i N [. b' | o E | i 
i | - : fi a) . e | Ă Ă . SI 

"Să înlocuim în egalităţile (2) oi, o; prin Valorile (1); : obţinem 
egalităţile. E i o | - ” | 

6) oo Pasta cotata 
cu relațiunile | a 
4. ” (57 aa' + cb”, . br = bă + d, : 

o =ac + ed, d! = bo + dd, “ 
cari arată că determinantul coeficienţilor transformării (3) este egal
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cu produsul determinanţilor coelicienţilor transformărilor (1) și 
(2). Transformarea (3) care rezultă din aplicarea succesivă a trans- 
formărilor (1) şi (2) se notează 

_ „ „ 7 , 

0) (de) 
şi se zice că este produsul celor dintâi două. 

Prin aplicarea a doiiă transformări succesive rezultă o a treia 
transformare al cărei grad este produsul gradelor celor dintâi. Este 
important de observat ordinea în care acest produs este efectuat: 
se multiplică elementele liniilor verticale ale. primului factor cu 
elementele liniilor orizontale ale celui de al doilea. Schimbând or- 
dinea factorilor, produsul, adică transformarea rezultantă, se schimbă 
în genere, precum ne-arată egalităţile (4). i 

In acelaș mod” se introduce produsul a, trei şi a unui număr. 
oarecare de transformări. Se recunoaște că proprietatea asocia- 
tivă a produsului subsistă, adică aplicarea succesivă a trei transfor- 
mări, pe cari le notăm, pentru prescurtare S$, S', S”, se poate: re- 
prezintă prin egalităţile 

S. S.S” = (S.S) s” = s (ss); a 
. Dacă, întrun caz particular, proprietatea comutativă se con-.- 

servă, adică dacă. produsul a două transformări nu se schimbă 
când schimbăm ordinea factorilor, se zice că cele două transformări 
sunt -permultabile. 

Dacă două transformări au aceiaşi coeficienţi, transformarea 
care” rezultă din aplicarea lor succesivă se notează simbolic 

| sasa pd Sina e d 
In acelaș sens avem. egalităţile. 

E si St = Sita, - | | RI 

Notaţiunea S0 reprezintă iransformarea 

E 
„numită transformare identică; ca lasă neschimbate cantităţile că- 
rora se aplică. Se scrie 

So = 1. - 
, 

| , PRR 
Transformarea S$ se zice transformarea inversă a! trunsfor- 

- — 
mării S; ca reprezintă o transformare astfel că produsul S.S 

,
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este o transformare identică: E ac 

i rezultă 

(6) OO Ss so [e 0), e Ii loa] Aa 
Fiind dată transformarea | 

S = Și ): ad—be = n, | _ te „d . Aaaa i 

deducem transformarea inversă a 

Ma s= fa 8 . > 5 

"aplicând formula (6). Obţinem egalităţile 

„autef=1 ba +df=0, 
ap-+eâ=0,_ . vp +'d6 =; 

de unde | | . i E 

apa pa pa 
n” n no n 

Dacă transformarea S este lincară (n = 1), avem. 

s- [=d 2) 
= —c a | 

'* Transformările S Şi Ss” sunt inverse una alteia, '« căci avem 

SSI=sS = 2 
.- Se verifică egalitatea . . 

(SS | 
„căci ambele membre “multiplicate cu 5.5 dau un produs egal cu Î. 

(5.5). (S.s)=s s-s s= sI s'= | 
Fie. S, S, Trei transformări legăte între ele prin egalitatea 

o i | 
itzi sat membre, ta dreapta, cu. sI, obţinem 

„- Ss, 
“De asemenea, multiplicând ambele membre; la stânga, cu S-! 

i 

A _ gta 
N S=ST, 

“În mod analog, din: egalitatea 

Sss ar 

1
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rezultă egalităţile 

SS =Tsmi 
îi -.S= p gr=t- go! 

, . Sosiri Ă 

_ N 

“In cele ce urmează vom consideră numai transforinările l- 
_neare, Da ” ” 

125. Reducerea -transformărilor lineare 1 la tipuri, simple, * 
Teoremă. Orice transformare lineară -. . 

ap i ab o | ii o. 
- (1) - V = (, /). „add = 1, | | 

se poale exprimă printr un produs. de puteri pozitive: și. negative : cu 
E ajutorul transformărilor elementare. ..-: Ă 

OA [ip o 
0) r= [o .). Solul 

I. Unul din cele patru numere a, d, c, d este nul, 
Putem presupune că acel număr” este situat în prima linie a 

„lui V;-căci în caz contrar, produsul 

pa bye 5) [ei N R 

| Rig al 1-0) loa] 

are un număr nul î în. primă linie. De unde rezultă expresiunca 
v=| e ur 

—a —b 
7 

„= Dintre cele două numere ale primei linii, putem presupune că 
numărul nul -ocupă rangul ce voim, de ex. rangul al doilea. Căci 
dacă a = o, considerăm produsul 

20 (04-49) 
de unde ă , o 

[a a) 
NT (2$).. 

Fie dar i a, - 

| o v=(3 4). ad | 
de unde  . A e . ” 

a=d=1 sau a =d=—1. 

„1); Aceste transformări coincid cu formulele 4, 50, , 8%); ele corespund 
"sistemului de tăieturi din paragratul citat. . N
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1%. a = d = 1.. Dacă c>o, considerăm egalităţile 

(cai 1) (a 1-6 sl [i 18 
de .unde . 

1 Oe 4) Via [ | 1) = si 

Dacă c<o, considerăm” egalităţile - | a 
E 10) [10_(. 10 [1002 [1 0j—e 
e 1] lei 1] (-1 1] be2 1] [o 1] Se aa] = 

Insă i 

1 0 —1 

a a-si 
prin urmare, în ambele cazuri (cs 0) egalitatea (4) subsistă. 

20, a= d=—, adică 

—1. 0 

| Y - (Ce —1) | 
„avem: , : 

i —1 0-10 10) o. 
(. 1) | 0 aj (ce 1)-s 

Insă ! 

prin urmare i _ | 
A | —1 0) eo ve sm 

II.” Aici unul din cele patru numere a, b, c, d nu esle nul. Acest 
„caz se poate aduce la cel „precedent. 

Presupunând. | a > |b |, tie 

a = bi + aş, 

& fiind restul diviziunii lui a prin b; prin urmare | a | < | y|. Sa- | 
punem 

ec di +a; 
„avem E 

fa 0) 0 d b 
ml - le =s & 4) 
In cazul |a|< |d|, avem:1 =o,a, =a, a = e. 
“Dacă a, = o, transformarea intră în cazul]. 
Dacă a, fo, îie | | 

banks lul<lal



E 

se, reduce în “modul următor. “Avem. SR 
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a . d = cui + di; _ 
avem E - ee 

“Dacă bd, = o, intrăm în cazul. I, ete. Resturile. a, „bi aa. 
ale diviziinilor merg deserescând, astfel că- după un număr limitat 

de operaţiuni, unul din numerele „primei linii devine nul, 
„ Transformarea | E - A 

pp 
e op 
ELA tera 

„prin urmare -. 

her 
- De unde rezultă, pentru transformarea” V, „esDresiunea, 

pi 3) st isa Sa 
i E „= sâte m git a 

... i 

“numerele 7,- 4, Îsi . fiind numere: întregi pozitive sau. “negilive; 
“numărul. 4 „poate p nul. a : 

 Bienple,. a NI - RE a - 

pvc B d E 
“Î 5)- [i 1 & %) (s. T; S)2 Se (formula S 

„No S6Tspe- erste, n 

v
o
i
 
a
 

IO e E 2-3 S 

O
N
:
 

3 ji y E - = 
E 

“A a 
Aaa o
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i  VN=sti Tisei. îi 

p AI - 1 0 - L_ 0-— 1) SE | _ sa mb) 
0 ca (LA 

3 ih Ss = (3 
. A) : - ă - i a) dei 

A | = 

Y
 d, y 

T
I
 

O
=
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126. '0 funcţiune uniformă dublu periodică devina neapărat inf. 
nită întrun paralelogram de-perioade. In adevăr, funcțiunea având. 

" aceeaș valoare în puncte, congruente, dacă modulul ci âr fi în- 
trun paralefogram de perioade, mai mic decât un număr fix M,: 

„urmă ca el să fie. mai.mic decât M în tot planul, prin urmare tone 
jiunea s'ar. reduce la o constantă. Așadar nu există “funcţiune dublu 

“periodică . care să fie: olomortă” întrun. paralelogram de perioade, - 
» Se numeşte funcțiune eliptică o funcţiune uniformă Î (0) dublu 

periodică care: nu are alte singularităţi. decât _poluri: 'Este evident. - 
„că punctul. dela infinit este punct singular - esenţial, căci altmin- 
 trelea flu) s'ar reduce la o funcţiune raţională. 

„Numim ordin al unei funcțiuni eliptice; numărul volur ilor ce. 
“ are funcțiunea într? un « paralelogram „elementar, fiecare - pol fiind 
„socotit cu gradul său: de multiplicitate. -: PR TI 

* 

„427. Suma -reziduurilor „unei. funcțiuni liptice î(u u). relative la ” 
 polurile situate într'un paralelogram de perioade este nulă, In adevăr, 
această sumă este dată de integrala” RR 

  4 = 
Sa pa Diaz ă 

je zu | i | Ei ă . E _ 

- luată după conturul paralelogramului în sensul: pozitiv, Insă în - 
două puncte congruente F(u) având: acecaș. valoare şi două laturi 
ale paralelogramului- fiind descrise în sens, invers, aceste laturi 
dau pentru întegeală valori egale ȘI -de semne contrarii. De unde i 
rezultă a Me î o 

S=o. 
- > în s 

Demonstrațiunea. presupune” că funcțiunea. i nare poluri 
pe conturul! paralelogramului, căci în aceste puncte integrala n are 

“ sens. “Insă polurile funcţiunii find. puncte, izolate, p putem, printr”'o 
  

  

porii stia 
< 

-
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translaţiune convenabilă, face ca. laturile paralelogramului, să nu 
- treacă prin niciunul din ele D, i - 

Corolar. Ordinul unei funcțiuni eliptice este cel puţin doi. Căci 
dacă ordinul funcțiuni ar fi unu, reziduul său ar fi nul, adică func-. 
ţiunea n'ar aveă niciun pol într'un paralelogram elementar; ceeace 
este imposibil ($ 126). i 

"128. Numărul zer urilor unei funcțiuni eliptice întrun paralelo- 
gram de perioade este egal cu numărul polurilor. - E 

Fie n numărul zerurilor și n' numărul polurilor funcţiunii f (u) - 
situate întrun paralelogram . de perioade. Putem presupune acest. , 
paralelogra m situat astfel ca laturile salc-să nu conțină nici un zero 
și niciun pol al. l.Ini fu). Avem aşă dar i 7 SLI , 

7 Al ş 1Ă Eu] 
. . n—nm' = iz E aa, (zi (Liei si u | 

, _ . 2iz flu UCURESTI 

SUCURE tz 
integrala fiind luată după conturul parălelogramului în sensul Pozi- 

f(u) a PE ' E este o funcţiune eliptică având aceleași” perioade ca 

     

    

uiv. Insă 

flu); integrală considerată este, aşadar nulă (Ş 127) şi avem = n.. 
Corolar. Funcțiunea f (u) —C, C fiind o constantă arbitrară, - 

având aceleași perioade şi poluri ca fu), va admite întrun para- - 
“Jelogram de' perioade acelaş număr de zeruri ca Î (u). Dacă. f (u) 
este desordinul n, numărul zerurilor egale sau ncegale ale ecuațiunii - 
FU) —C =ova fi n. Cu alte cuvinte, există în interiorul para- 

A | Fig. 49 d 

lelogramului n puncte, ui, uz, U..> Un, distincte sau nu, în cari - 
/ (u) primeşte acecaș valoare arbitrară C. Numărul acestor punete 
este. egul cu ordinul funcţiunii. -.  - a -. 

129, Suma zerurilor unei funcțiuni eliptice în. interiorul unui > 
D „paralelogram de perioade, este „egală cu 

C suma polurilor, abstracjiune făcând de 
“multipli de perioade” (Liouville). 

Să considerăm un paralelogram ABCD 

având vârtul A întrun punct ordinar lo, 

celelalte vârturi fiind respectiv, în punctele 

Ă ă ug+o, upto-to; up ov. e PR 
  

  

” 1) Se mai poate: precede în modul următor: 

Dacă f (u) are poluri pe o lature,. va aveă tot: 

atâtea poluri şi pe laturea opusă care, prin defi-- 

niţiune, nu face parte din acelaş paralelogram. . 

Vom evită polurile (fig. 48) prin semicercuri con- m 

gruente (ale căror punte s sunt respectiv congru- 0 Piga 48 

ente). E : , De: 
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N Fie aj, .ap..., aa zerurile ȘI br Ba. bn polurile funcţiunii, distincte ” - 

sau nu, situate în acest paralelogram. Avem: - 
. Sa — 0 LL l 1 (re (u) 4 

i ii , „2iz /(u) . : 
. - “ | ABCDĂ.. 

Să evaluăm - integrala după laturile paralelogramului, paralele 
două câte două. . | i 

Avem o , 
, PS - Uo+o i treoo 

- _luf(u) __ uj uf(u) 
(AB) + (cp) = fo du | 70 du, 

ă “ Ug ud +a 

sau, înlocuind în ultima integrală u prin u +o,. a 
| Uo +0 i 

| 0 _ uf(u) (2 +”) f (u-+o') 
(AB) * (CD) E [ (u) fii „du j 

Uo +4 

E apr buoto) 
o) ruj duo be = 

U9 E pi 

De - asemenea, avere E 

(BC). + (D A) =9mizov, n 
m şi m fiind numere „întregi sau zero. Prin urmare - 

Za— 55 = mo + mo, : o 
sau, abstracţiune făcând de multipli de w și o, | 

sa Si Sa=să. , . 
Corolar. Fie u,..., un rădăcinile ecuaţiunii 

| IO=—C=0, - 
situate întrun paralelogram de perioade. C fiind. o constantă: ar- 
bitrară, Vom aveă . - . 

- Zu; = = Sb; = constantă, 

=— —o' logl=2mizo', 

adică, suma valorilor argumentelor dinir'un paralelogram de pe- 
rioade pentru care /(u) primește aceeaş valoare arbitrară este constantă 
= suma polurilor). CI 

130. Din corolarul precedent rezultă că dacă / lu) este o func- 
ţiune eliptică de ordinul al doilea având un pol dublu ce, sau două 
poluri simple a, B, avem respectiv 

fa +u) = fla—vw), (SE a B, u) =f (Su). 

Puncţiunea transformată Ii 

pofta,
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- satisface 'egalitatea - Da _ 

Pl =op(u), 
oricare ar fi-punctul u. Ea este așadar o funcţiune pară. N 181, Teorema lui Lioupille (129) este cuprinsă în' teorema lui Abel - "asupră adițiunii integralelor eliptice de speța Li a 

In adevăr, fie R (2) o funcţiune raţională. pe suprafață T; &, 
mi (i = 1,2;..., n) respectiv zărurile şi polurile sale şi fie. u (2) „integrala eliptică de speța I relativă la suprafaţa T ; avem (5 $ 85): 

Do > iau (:) (mob 0,0). 
„d . ' . 

Insă, u (2) fiind integrală cliptică de speța 1, rezultă că fune- -_ ţiunea inversă 2 = g (u) este o funcţiune eliptică de u; prin ur: -- mare expresiunea - - 
2) &(9=Blo]=Fo 

este funcţiune eliptică de u. Fie a; una din valorile integralei u în "punctul £; şi b; una din valorile aceleiaş integrale în punctul! m; “adică - o : i o 
-u(f)=a u (7) =. | N Ia 

Punctele a; şi b; sunt. aşă dar reşpectiv zerurile și polurile -fune= 
| ţiunei F (u): “Egalitatea” (1) devine E - A ae a 

i a Sas b(modoo). si _ | gi î aa qeesd, 
- 192. Două funcțiuni eliptice, Î (i), e (u) având aceleași perioade, - aceleași poluri și aceleași zeruri sunt întrun raport constant.; Căci 

raporiul __ NE a . e 
1(u).. , : | . . ii 

Da PO Da "este o funcţiune cu aceleaşi perioade și fără poluri, prin urmare “se reduce la o constantă, i o - 
„2133. Două funcțiuni eliptice f (u), p (u) de ordinul al doilea, având - aceleași. perioade şi aceleaşi poluri, sunt lăgate între ele printr'o ecua- Jiune lineară cu coeficienți constanți, a a 

In adevăr, presupunând. polurile simple, fie a și b cele două _poluri situate întun paralelogram elementar., Ii interiorul para- e lelogramului cele două. funcțiuni se vor puteă pune sub forma. - - 

  

  

A zi tu = a tu, o 

. p (u) = 4 | A - i) nu Es 
U—a u—b
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Ă şi A fiind reziduurile lor, corespunzătoare polului a a şi fi(u), pu(u) 

fiind funcțiuni olomorfe în interiorul paralelogramului. Eliminând 
parenteza între aceste două egalităţi, obținem ecuaţiunea . . 

A 1 Apt) Ap (Anu). 
Membrul al doilea fiind olomorif în paralelogramul considerat, | 

rezultă că membrul întâiu, care este o funcţiune” eliptică, se reduce 

„la o constantă. Avem aşă- dar, între cele două funcțiuni, o. ecua- 

țiune de forma | i 
0) a AA) =c. 

Dacă a este. un pol dublu, reziduul corespunzător este nul şi 

ecuaţiunile (1) se înlocuesc prin cele următoare ” 

, : i = —————— FF hiv), . (3) Hg hbo | 
: 

e, (0), Il
” 

ie _ e (u) ua 

A şi A fiind doi coeficienţi constanţi. Rezultatul, eliminării lui 

N 
(a conduce. la acecâş ecuaţiune (2). 
(u 

134. Teoremă. O funcțiune eliptică | (u ), care primeşte valori reale 
dealungul unui segment al azei reale, admite o perioadă. reală şi o" 
perioadă pur imaginară. Să demonstrăm mai întâi că dacă o can- 

titate imaginară o tste o perioadă a funcțiuni, cantitatea imaginară. 

-conjugată, reprezintată prin w, este de asgmenea 0 perioadă. 

„În adevăr, fie u şi w' două argumente imaginăre conjugate, can- 

tităţile u+o, u'+o' sunt de asemenea imaginare! conjugate 
şi prin urmare valorile 

| Fr), far + o) 
sunt respectiv conjugate cu valorile 

Pe 
În virtutea ipotezei, avem 

flu + o) =[(u), 
ame 

[tu +a)= tu). 
Insă u ca şi u este un argument oarecare, de unde. conchidem 

că egalitatea 

„Iu ro) = 
subsistă c „oricare ar îi valoarea lui u și prin urmare w' este o perioadă. 

N N 

1) 1. p. 299- 300,
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„De aici rezultă teorema ce voim. să demonstrăm. Căci suma şi - „ diferenţa a două perioade sunt perioade, prin urmare cantită- le o+o' şi o—o' sunt perioade ale funcțiunii: cea dintâi este - ". reală şi cea de a doua este pur imaginară. ” 
„135. Analogii între proprietățile funcțiunilor raționale F (a, y) pe suprafaţa T cu două joi-şi patru puncte critice şi proprietăţile -fune- jiunilor eliptice! f (u) întrun paralelogram de perioade. Să menţio- -_năm proprietăţile următăare: - E 

40, O funcţiune raţională F (7, 9) finită pe toată suprafaţa. 
este o constantă ($ 58); aceeaş proprietate apar 

"eliptice f(u). înir'un paralelogram de perioade. NR 
20, Ordinul minimum al unei funcțiuni raţionale. F (z,y) pe suprafaţa 'T este 2 ($ 60), adică funcțiunea F (z, y)-are, pe supra- - faţa T, cel puţin două poluri simple sau un pol dublu; aceeaș. pro: prietate aparţine funcţiunilor: eliptice întrun paralelogram ele: . - mentar, i i 

ține funcţiunilor 

30 Suma reziduurilor unei Îuncţiuni raţionale F(2,/y) pe su- prafaţa T este nulă ($ 56); aceeaş. proprietate aparţine funcţiunilor eliptice întrun paralelogram de perioade. | - 49 Numărul zerurilor .funcţiunii F (z, y) este egal: cu umărul 'polurilor,. fiecare zero și pol fiind socotit de atâtea ori câte unităţi . sunt în ordinul său de "multiplicitate ($ 56), “Acecaş proprietate aparţine funcţiunilor eliptice Î() întrun paralelogram de perioade. „Aceste analogii se explică dacă observăm, de o. parte, că su- prafaţa T, limitată prin contutul format de. țărmurile celor două tăieturi cari o fac simplu conexă (suprafaţa 1”), corespunde, înti”un mod biunivoc, unui paralelogram de perioade ($ 108) ale cărui “laturi corespund acelor țărmuri şi, de alță parte, că variabila și variabila y = Vh(o,.a (2) fiind _ polinom de grădul 3 sau 4, sunt funcțiuni eliptice de acecaș variabilă vu. e In Virtutea acestor proprietăţi, funcțiunea “raţională E (z, y)! „se transformă într'o funcţiune eliptică f(u), zerurile și polurile - (z, 9) ale funcţiunei F (2, 7) se transformă în. zeruri Și poluri (u) de. acelaș ordin ale funcţiunii / (4). In fine, integrala 

ep 
dealungul conturului suprăfeţii T” se transformă învititegrala 

- 

- De roza : 

dealungul paralelogramului perioadelor, - E i 
HI DAVID EXOLANUEL a : -



,. 

162 a - “CAPITOLUL XIII 

CAPITOLUL XIII. | 
FUNCȚIUNILE ou, îu, pu. 2 

Prin inversiunea integralei eliptice, de speța I ($ 107) s'a a stabilit | 
existența funcţiunilor eliptice ; ne propunem acum să construim - - 
efectiv asemenea funcțiuni, Vom consideră funcțiunile introduse= 
de _W-cierstrass. ' . 

„136. Funcțiunea ou. "Cu două cantităţi date ou o al căror ra- 
port este imaginar putem “construi o funcţiune întreagă care să 
admită ca zeruri de ordinul întâiu punctele 

(1) o = 2moy + 2noogj 

m şi n primind toate valorile întregi dela —co la +oo. Una din” 
funcțiunile în număr infinit ce:se pot construi astfel (toate diferind 
între ele printr'un factor exponențial e6t2)) este funcțiunea îin- 
trodusă de “Weiersirass - a 7. 

Dau au 7 = pa 
în care “simbolul II” înseamnă că m și n primesc toate valorile în- 

„tregi, afară de valorile 'm = n = o. (I. p. 369). 
- Să ne “închipuim construit paralelogramul (24, 205) având 
unul din vârfurile sale în origină, precum și rețeaua corespunză- 
toare. Zerurile. funcţiunii ou coincid cu vârfurile acestei reţele. 

Funcțiunea. ou depinde de argumentul u şi de constantele” O 
m 1) cariau servit la construirea ei. Dacă voim să punem, în evidenţă 

aste constante, se obinueşte a se. scrie 

| solu | 19 09). 
Proprietăţi. 10, Funcțiunea ou este o huncţiune i impară, adică avem 

egalitatea | 

| (2). ia o (—u) =— cu. Ş E 3 

In adevăr, fiecărui factor 

u iu: 
| - tz zi 

-. , (= 5) e 

. P . 

corespunde, în produsul (1), factorul ..- 

| | Ai _ - ă iut u Di 

ua 
(i + 3) e - 

sp i 

1) Cantităţile 20, 2 le numim perioade. - 
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dedus din cel dintâiu când schimbăm semnele indicilor m, n. Însă - înlocuind -u prin —u, acești doi factori se permută și produsul - II nu se schimbă. De unde rezultă egalitatea (2) 

Să notăm egalităţile următoare: 

o im 9 La [dou (3) a u I, fa ab 

cari rezultă din expresiunea (1). - | 
„20, Funcțiunea gu este omogenă în raport cu cantităţile u, o, oa şi gradul său de omogeneitate este egal cu 1. Această proprietate se constată imediat, dacă înlocuim,. în egalitatea. (1), u, a, 03 prin ît, Aos, Îog, A fiind un factor arbitrar diferit de zero. Obţinem ega- 

litatea | | i _ . E 
(4) sula, 103) = i o (u lo, o). 

„30: Funcțiunea ou nu se schimbă dacă înlocuim perioadele 2 w,, 20, printrun sisten. de perioade echivalente. Fie (20, 20) un sistem de perioade echivalente cu perioadele 2 o,, 2 o; şi 0 
o e “ 1 u im , (5) > o(ulo,w)=u IP 1%) e” 2%, w'=20m oi t+2n og 

funcțiunea ou construită cu aceste perioade. Vârfurile reţelelor de paralelograme construite cu. ajutorul acestor două sisteme de pe- rioade fiind aceleași ($ 121), rezultă că zerurile funcţiunilor 

o (u lo, 0), o (i |o'2, 03) 
coincid prin urmare şi membrele de al doilea (1) și (5) conţin ace- " iași factori într'o ordine diferită. Aceste produse fiind absolut con- vergente, conchidem că cele două funcțiuni ou sunt identice. 

Dacă substituim perioadelor 200, 20 alte.două, perioade nu echivalente, funcțiunea -ou corespunzătoare nu are aceleași zeruri ca fuhcţiunea primitivă şi prin urmare cele două funcțiuni ou sunt “ “diferite, Din cele. ce preced - conchidem: : a » Condiţiunea necesară și suficientă pentru-'ca “două funcțiuni ou, "construite cu perioade: diferite, să coincidă, este ca cele doui sisteme " “de pericade-să [ie echivalente, | a Să 137. Funcțiunea în, Această funcţiune este definită prin. ega- litatea i o 
î pd _0'u (6) n Gu = ia log ou 

“ Luând. derivata logaritmică a ambelor membre ale egalităţii! (]), 
dI*



"164 | : CAPITOLUL XIII 

obţinem | 

UD tu = 24 ( ra) | i 
îi u i E) MI po 

simbolul >” referindu-se la toate. valorile întregi ale numerelor 
mși n dela — co la + O, exceptând valorile m =u =o. 7 

Se poate vedeă direct că':seria' din membrul al doilea este ab- 
solut și uniform convergentă în orice porțiune. finită a planului 

„care nu conţine nici unul din punctele u =. Căci termenul general. 

Pa 4 | 4 u u DR e ap E Li 
u—swp 9 p2 pă (a — ww) - 

  

este, peniru-valori foiirte mnari ale lui m și n, comparabil cu -ter- 
7 menu —. | - . pă _ , | | , i 

„ Punctele u = sunt soluri de ordinul: intâiu ale luncţiunii ; » 
reziduul relâtiv la un pol oarecare este egal cu Î. De aci rezultă că 
funcțiunea fu nu. poate fi funcțiune eliptică, căci 'oricare ar fi: 
paralelogramul considerat în plan, suma reziduurilor relative la 
polurile situate în interior ul său nu este. nulă. ! - 

Proprietăţi, 19. Din relaţiunile -. 

ă o(—u) = — ou, | 0'(—u) =-ţou, îi ÎN 

rezultă ca - Da 

AQ o (ou) = — bu [i 

adică tu este o funcţiune impară, , A 
„20, Dacă în seria (II) înlocuim 4, o, o prin îu, Îi log eh | 

ţinem egalitatea, Rt 

[S
ă 

(9)... z(ru Nos io) = == e ( u (u | O oo 

care- exprimă că tu este 0 muie omogenă de gradul — Li în raport 
CU UV, Op o 

„Desvoltarea funcțiunii zu în domeniul. originii. Să. consoderăim -" 
un cere cu centrul” în origină şi trecând prin cel mâi apropiat pol! 
w. În interiorul acestui cere avem lu] < |]; prin urmare - -pu- 

  

tem. scrie i E : . | E 

E a -ȚA. - CRIN E 
Ei = at nt .. |. o . U— sp wp - spa pn . - 

Inlocuind, în egalitatea (11), 22 Prin desvoltarea precedentă - . u— Mii 
ei Ea cati SR 1 _ ŞI ţinând, seama“ că seriile X —7 pentru 2> d, sunt absolut .con- d - p - .



2. FUNCȚIONILE ou, fu, pu Aa 165 
va Eibți 

PR -. o, Î e Ă e _Yergente și că în sumele Dar termeni se distrug doi câte doi, 
“obţinem, ordonând după “puterile lui u, 

. LN - qi 4 Ş Ea | | _ 

(10) . Cu = a PP. 
- | u ” pi. , 4p6 | _- 

„Să integrăm ambele membre ale egalității precedente; obţinem: 

ÎN . U 7 1 4. i pg Pg Lt. 
, cu A i Gps n 

De unde .  : Pa | Si a 

a uJ o 

Deşvoltând exporienţiăla din membrul al doilea în sepie. în-. 
treagă, obținem, pentru funcțiunea. ou, seria 

x 
. 

. 

. Bl ul. (1) „0u=u O a pt Ap. 

„.. Această egalitate, deşi obţinută în ipoteza că |u | este mai mic 
ca cel mai mic din modulele 2 |, |, 2 | 3 |, este: valabilă în.tot 
planul (u), căci membrul întâiu fiind o funcţiune întreagă şi ainân- 
două membrele fiind 'egale într'o regiune a planului, sunt egale în 
tot planul. Ă i - .. 

138. Funcțiunea pu. Această funcţiune este definită de egali- 
tatea . - - a ăi 

  

Sa Du | „(2 E pu = O du O dak cu. | 

Avem aşa dar, derivând seria: (1), a 
IE 1 1 1. . us —+ 3 e DP (= a 
„_ „Din convergenţa absolută a seriei (I]) rezultă că seria din urmă este 
absolut convergentă în tot planul (u) din care excludem punctele u=w,-. 
Acest rezultat se constată direct, observând că' termenul general 

. a A E a . 

  

este, pentru valori foarte mari ale lui m şi n, comparabil cu “a -
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Punctele u = w sunt poluri de ordinul al doilea ale funcţiunii 
pu; reziduurile” corespurizătoare sunt nule, 

„Proprietăţi. 10. Funcțiunea pu, fiind derivata unei funcțiuni 
impare, este o funcţiune pară. Avem așă dar 7 

(12) , p(—uw=pu - 

Funcțiunea pu este- omogenă de şradul— 2 în raport cu u, o, 
„a; ceeace se recunoaște “înlocuind în egalitatea, (II) u cop o 
prin Îu, A dog: 

, IE A (13) . P (fu | îs, 09) = — 
2 = 

(u| Op 03). 

x
 

Derivând ambele: membre ale egalităţii (10), avem 
Se 1 Aa 

(14) pu = at 3ue Sa Dir, 
Ie ud pi sp6 - a 

egalitate valabilă în acelaş cerc. ca şi seria (10). | | 
139. Derivata: p'u. Derivând ambele membre ale egalităţii (UD, 

obţinera funcțiunea. - 
. 

1 Iv put, i (IV). „Du UD ? 

La
t 

care admite punctele u uw = w ca poluri de ordinul al treilea, Această 
luncţiune este. impară: | - _ | 

(15) pu) = — p (20). 
- În domeniul originii avem, derivând ambele membre ale ega- 

-Dtăţui (14), e 

- o 1 dl (16) pu — 2 +6u5 Sp 9085 e 
ua si „9p6 

140. Proprietatea 30 ($ 136) a funcţiunii ou de a rămâne ne- 
schimbată, când substituim perioadelor 2, 20, alte două pe- 
rioade echivalente și numai în acest caz, „aparţine funcţiunilor fu, 
pu, pu. - 
AL, Dubla periodicitate. Expresiunea (IV) a derivatei pi u pune 

În evidenţă proprietatea „acestei funcțiuni, aceea a periodicității 
duble. Intr'adevăr, înlocuind u prin ui + 21 obţinem egalitatea 

TU 

[u—2(m—1) o, —2n ok: 
  p' (u + 20) = _25 

în care membrul al doilea nu diferă de membrul! al doilea (1V) de 
cât prin aceea că indicele m este înlocuit prin m—1; însă m va- 
riind dela — co la «+ 0, m—1 trece prin aceleași "valori și cele 
două serii sunt: egale. 

4



FUNCȚIUNILE ou, €u, pu Ii 167 
Avem așă dar . 

Wii pu + 26) = piu. 
__ In acelaș mod se recunoaște că avem 

0 Deh 2a9 piu, | 

[i 

De. unde rezultă că funcțiunea p'u admite cantităţile” 2o,, 203 ca 
perioade. IE i , ai n 

- Integrând ambele membre ale egalităţii (1), obţinem E RE Ă - 
o p (u P 20) — pu + C. | a - - . | Ra 

Făcând u = — co, rezultă: 

po = p(-ov +C. 
Însă po, =p(—o.), prin: urmare C=o. Aşă dar, avem 

(0) pur 20) =pu 
Deasemenea, plecând dela egalitatea (2), găsim a 

(4) e "p (u + 20) = p U, _ 

- Funcțiunea: pu admite așă dar aceleași două perioade. Această 
funcţiune neavând în tot planul alte singularităţi decât poluri şi : 
admițând perioadele 2001; 203 este, prin urmare, o funcţiune e- 
liptică. . | | , Sa | | 

Proprietatea periodicității duble a funcţiunii pu rezultă şi . 
din definițiunea (III) a. acestei funcţiuni.. În adevăr, diferenţa 
p(u + 20) — pu se poate scrie 

  

„ea +o Ea a p(utdo)—pu= >. - 1 i — : | . - ns e me o L(u + 2042 (u—ww] - 

Di da 4 ? 

Pentru o valoare constantă oarecare a lui n, seriile” 

_ E ; , ma |u— 2n o3— 2(m— 1) oi |? m |u— 2n 0g— 2m o]: 

sunt absolut convergente şi evident egale căci m şi m—l trec; prin 
aceleași valori când m variază dela — co la + C; prin urmare 
avem - o 7 - 

. + +: Me , . , - , 

„ n=—o unse [ur 2o—w)2 (u—w) 
  

"de unde rezultă - 

p(u + 20) =pu. 

„În acelaş-mod se probează că 2wp este o perioadă. 
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Intr'un paralelogram construit cu perioadele 2 o; 20: func- țiunea pu are un singur! pol dublu. „Această- funcțiune este aşă dar . de ordinul al doilea — ordinul cel mai "mic posibil — și paralelo=: “gramul (2001, 203) este iun paralelogram elementar. Funcțiunea “pu este ceă mai simplă intre funcțiunile eliptice: derivata să p'u fiind de ordinul al treilea pe, când derivata unei funcțiuni eliptice - care are două poluri simple, este de ordinul a] patrulea. - --, 
142. Iădăcinile - ecuațiunii *- ENI 

(0) Si pu=pa. Se „o 
a fiind o constantă arbitrară diferită de uni multiplu de perioade. 

Funcțiunea pu fiind de ordinul al doilea, ecuaţiunea precedentă 
are două rădăcini întrun paralelogram elementar, prin urmare două | „rădăcini nu congruente în tot planul. Punctul u=a este cvideni o rădăcină şi deoarece funcțiunea pu-este pară, u=—a este” de asemenea o rădăcină. Expresiunea. generală a rădăcinilor ecuaţiunii (1) este așadar | i Să _ 

ÎI 6) > uzat? +2nog, 

m şi n fiind numere întregi arbitrare: 
In- cazul a=c,, top ta punctele 'a şi —a sunt puncte congruente; atunci este neapărat o rădăcină dublă a ccuaţiunii (1). Se va vedcă, dealimintrelea, mai jos, că. valorile 0, oz, 'or-+oz anulează derivata pt, Do Pa a 

- 143. Derivata p'u având'un pol triplu unic, u=0, absiracţiune 
făcând de multipli de 2001, 23, este o funcţiune eliptică de ordinul al. treilea, pentru care perioadele 20, 203 sint perioade primitive. - .. î. Zerurile funcţiunii p'u. Să facem în egalitatea e i 

. 
p'lu+20)=p'u 

u=—0; obținem - N j | 

Po=p(-o)==po > - 
Punctul u = o, nefiind pol, rezultă că cl este un zero. 
In acelaş mod conchidem, plecând dela relaţiunile .  - 

s 

ni 
- pP'(u+2o3)=p'uj P'(u +20, +203)=p' u 

în cari. înlocuim respectiv prin Oa —(00 + 003), că os și ou -k+og 
sunt zeruri. o Ca 

“Se introduce, pentru motive de simetrie, cantitatea o, definită 
de relaţiunea Ie : - _ 

eco toztozo,



, Mc - - FUNCȚIUNILE au, fu, pu : 169 
Zerurile. funcțiunii p u sunt dar, abstracţiune, făcând de multipli 

de perioade, - 
ay s t 

Da 09 Op (0. 

TA paralelogramul ale, cărui vârluri, sunt. punctele: 

0,2 2 lo, +05) 20 Doo Pa Di 

Zerurile lui pi u sunt 'senăiperioadele N _ 

oa 02 03, - 

Să punem 
- DC Zi ca 

- Po =ey “poz =€3, Pa ex 
Aceste tc cantități, sun diferite între ele; ; că ăci, dacă am avea 

Po =poz A Na ă 
ar urmă să avem  egaliiatea (2. $ 149): - 

wi = = to +2mo, “+ 2dncoz, 

îidică” perioadele 2 du, 2 o. mar [i “distincte ($ 115). 
“Ini acelaş mod s6 recunoaște “imposibilitatea cgalităților 

> . = 
pa a po = poz. poz =pog _ 

144, 4. Bcuaţiunei: difer enţială a funcțiunii pure Intre funcțiunea j 
pu şi derivâta sa p'u există o ccuajiune algebrii ică cu coeficienţi 
independenţi de u ce se poate obţine i in "modul următor: Să for măi 
diferența .- - * - : i _ : 60 L , : 1 RU B ă Pa RR “ 

ou — 4 pă = = În — 40 35: — (1) p*u —4 pu E îi no» în) AA; 

servindu-ne de seriile (4) și (16), ($ 138, 139), cavi peprezintă func- 
țiunile pu și p u în domeniul originii. În acelaş domeniu avem seria 

(2) , 260 pu 190 pi 1 4 Bug a 

Adunând calităţile (1) Și 02), obţinem cgalitătea - a Ia 

(3) puf put 60 pi de-o via Cr + a. e 
. 

“Membrul întâiă. fiind o funcţitine- eliptică. cu perioadale 20, 
2003, olomorfă în paralelogramul perioadelor; se reduce la o con: 
stantă, i i 

_ „Această constantă este — 140 Za valoarea - membrului .al -. wp6.?. i 
doilea pentru uzo, e
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_- Punând. Me - 

(4) = 607, pe amo 2 wi ?. 23 

vom aveă între pu şi p'u efuaţiunea. fundamentală | 

(5) > Papu gapu pp 
Coeficienţii ga și 83 Sunt, precum ne arată expresiunile (4), de- terminaţi când constantele o și o sunt date; ei sunt omogeni în raport 'cu aceste cantităţi și gradul lor de omogencitate este re-. spectiv egal cu —4,—6. Da 

„Dacă substituim perioadelor 20, 2, un alt sistem de perioade primitive 20, 203, vârfurile paralelogramelor celor două reţele “corespunzătoare fiind aceleași, rezultă că expresiunile 2mo, + 2nwg şi 2mo', + 2no', trec prin aceleaşi valori când m şi n primesc toate valorile întregi dela — co la +" 00, :De unde urmează că, substituind unui sistem de perioade primitive un alt sistem de perioade primi- tive, coeficienţii Sa şi eg :rămân neschimbaţi, Pentru acest motiv coeficienţii g2 și gg au primit numele de invarianţi. Pe ” Observare. Fiind date ccuaţiunile pu =, pu = b; cu 'condi- țiunea de compatibilitate. 2 = 400 — ga — a există într'un para- „lelogram o singură valoare u care să satisfacă cele două ecuaţiuni. | 
| In adevăr, fie vw uN'argument astfel ca pr = a; vom aveă u= to; Insă p'(—v) = —p'; de unde rezultă că numai una din valo- rile + p satisface ecuațiunea pu =... N | . 
"145. Punând £ = pu, ecuaţiunea (5) devine 

s 
, - | dana | 

(6) îi (2) = 4 me — aa. 

* Funcțiunea z=pu este-așă dar o soluțiune a acestei ecuațiuni. 
diferenţiale; ea este o integrală particulară a. ecuaţiunii (6), anume 
aceea care devine. infinită pentru u =g. Această: ecuaţiune rămâ- 
nând neschimbată când înlocuim u prin u + C, C fiind o constantă 
arbitrară, rezultă că z = p(u + C) este o integrală și prin urmare integrala generală a ccuaţiunii. o E 

Să punem în evidenţă valorile €1, €2, ez ale lui pu, cărora cores- 
„punde valoarea zero pentru p'u; ecuaţiunea (5) se ya serie 

(7) pu = 4 (pu — e.) (pu— ea) (pu ej), - 
Cantităţile e,, e2, e sunt, după definiţiunea lor, omogene, de 

gradul — 2, în raport cu &, și oz; ele satisfac, în virtutea ecua- 
S 

, -



i „ FUNCŢIUNILE su, Qu,-pu 1 
țiunii (5), relaţiunile 

A E C2 -t €2 03 tf pf, =— sa (8) . | 4 

€1 6263 Ba 

Heprezintând prin 4 diseriminantul -ccuaţiunii Ie . zu 
(9) i 42%—g, ta = 0, - 

vom luă . ” i PC . a 

(0) 4 = 16 (ea— es)? (es eg)? (ee. So 
"Factorul 16 se introduce -pentru simplificarea rezultatului. 
Pentru a caleulă acest diseriminant, să punem - 

A 3— pe — = pa 2 — , [ (0) = bat= pa og = flae) (03) (20): e 
de unde, prin derivare, şi înlocuind succesiv 2 prin e, e C3, avem 

P(e.) = 4(e.-—e2) (e.—es), 
f(e.) = &(ez-- e) (e—e,), 

f'(02) = De ) (es—e2), i. 

Lp (e) fe) 1 = 6 (îu-ez)? (ez es)? (ese)? = A. 
, 

_ Insă ” Ei ă - . , 

a Î(a) = Da; 

prin urmare o i 

eu [ez (eo = (12 ei—g2) (1203 —a2) (12 63 —ga) i 
=1ei es eş—122 celei vede? + ele 2419 g iei a 24 e) gi, 

= 4 (27 pă —e2). 
Aşadar avem | E E 

(1) | Aga 2 AI E 

A este omogen și de gradul—12 în raport cu o, şi a. | 
Constantele e, ez, e, fiind distinete, rezultă A Zo. 

+ 146. Definiţiunea funcţiunei -pu prin invarianţi “ 
„Până aci funcțiunea pu a fost definită în funcţiune de perioadele 

date Zoo 2 2003; ea satisface: ecuaţiunea diferenţială 

. dai? E ” | , 
3 

În care ga Și ga au valorile (4) ($ 144). Să considerăm acum această



ICE AI ” | „CAPITOLUL XIII 
- ecuaţiune dată, în care coeficienţii g fa ȘI- 83 sunt. două 'constante arbitrare cu condiţiunea ca discriminantul E - 

9). a A= Be ! Da 4 

"să fie diferit de zero. Voim să arătăm că soluțiunea acestei. ecuaţiuni care, peniru u = o, se reduce la Co, coincide 'cu « juncjiunea pu, con- 
struită cu perioadele integralei , - 

= 
- îi e du -(3) DE u = 
n Vi Za g 

determinate de două tăieturi cari Jac simplu coneză suprafaţa '' co- 
respunzătoare ectaţiunei ps ÎN ÎN 

  

3 

  

(4. > Îi Ta 

- In adevăr fie, a = p(u) funcțiunea ce rezultă” din inversiunea - integralei (3). Această funcţiune “este uniformă în tot Planul (u), neavând la distanţă finită: alte singularităţi decât: poluri; ca. este dublu -periodică, având ca perioade două perioade distincte ale integralei (3) ($-107). Cu aceste perioade pe cari le notăm 20, 2 do, 
putem construi funcțiunea p (u oo). Limita” inferioară a integra- lei (3) fiind un punct de ramificaţiune (punctul 'z=c0), rezultă că! p (u) este o funcţiune pară [ (10), s 106] ș și. totalitatea vâlorilor lui ae în cari ea se reproduce este cuprinsă în expresiunea 

(5) Eug + 2f os 2003 
“ug fiind una din ele ($ 142) adică funcțiunea P (u) nu poate. relua „valoarea p (uo) decât într'unul din punctele cuprinse în expresiu- „nca (3). DR -. | , a 

In domeniul: punctului . u=o, funcțiunea. pl. este de. fonta 

op (u) ze 2 + a hui 
- 

tea egalităţii | E - 

(6) e (2 u + Îmo,. + 20) = e (u), - 
toate polurile fancţiunei sunt de ordinul al doilea şi date de, expre- “siunea!. .- e e a 

Punctul u = o este dar un. pol de ordinul al doilea şi, în. virtu- 

- (7) ua = 2mciy. “+ 2no. Sa 
Din cele. ce preced, rezultă, că diferenţa 

d p (u) — p (u | | 015 03)” 

este o funcţiune eliptică care” nu'arc nici un pol; ea se reduce dar la



FUNCȚIUNILE: cu, Cu, pu i 18 
- - N . ” . o constantă. Această constantă este mulă, precum:rezultă din des- 

„Yoltarea funcţiunilor pu şi P (u) în domeniul lui u = o. Avem așa 
dar idenţitatea ” Si E 

pu) = pu o - a 

Pentru. a: “Dune în evidenţă invarianţii funcţiunei. pu, se: scrie - 
p' (u; 2 83). De! usemeiiea în „privinţa funcţiunilor , ou şi ci: 

, G(u; 82 85); (ui ga a , . ME 
Formulele de omogenitate corespunzătoare celor” trei funcţiuni 

sunt - Sa | ia K 

| G [ius&, 8) 0 (ui; 8 8), 

& E [ius 8) = Lui zu, 
i P (zu Li S8- ai ap (us a 8). | 

căci, multiplicând o și oa cu Î, invarianţii ge şi gy se reproduc 
- multiplicaţi respectiv cu 4,4, - | 

- lăcând în forinulele „precedente î = i și înlocuind u prin iu, 
“obiinem relațiunile n Aaa A 

IE SI o (în; t2 8) = (ui : ii); - o € = 22 | (9) E (iu: g 52 83) == (ue; gx— a), Pa 
p (it: 82 83) = prea — 2). a 

147, Derivate. de. diferite ordine ale Jinciunii pu „Derivând 
„ecuaţiuniea - : Da o 

ID piu = 4 PU — se pi — 8 
și suprimând pu a din amândouă membrele, obţinern 

2). „pu = pt ui lg a 

De unde, prin derivaţiuni succesive, ae 

CITI p u = pupu, Aa “ E ” | piu = 12p2u +12 pu p' 'u. E 
î Ş- = 120 pu 18; &2 pu—12 2 . pu = 18S0opu pu 

- . . 1. |. . |... |. . |. 1... . ş îi 

Toate derivatele de „ordin par sunt polinoame de pu, pe când 
. _ deriv atele de: „ordin i impar se pot exprimă “printrun. produs de p'u



Te: „CAPITOLUL XIII | 
cu un polinom de pu. 'Coeficienţii acestor polinoame sunt funcțiuni 

„d . | întregi de 5- ge şi de gs. . | P - _ i . - 

Se mai poate observă că punând _ 
E c-5 ui) pu=f(pu), p” u=pup(pu), 

gradele polinoamelor f (pu), p (pu) sunt respectiv Ni, n. Aceasta 
se verifică din: aproape în aproape. a II 

148. Din ecuaţiunile (2) și (3) putem, viceversa, deduce pute- 
rea a n“,'a lui pu, precum și produsul acestei puteri prin p'u (n = 2, 3,...), în funcțiune lineară de pu și de: derivatele sale. 
In adevăr, să considerăm ecuaţiunile cari. deterinină derivatele 

> 

de ordin par . A 

pu, piu, piu, o 
- = Acest sistem de n ecuațiuni, lineare în raport cu puterile 

pu, pu... prtiu; : 
determină aceste puteri în funcţiune lineară de derivatele - - 

| pup PD, ptu, aa 

Considerând, de altă parie, ecua iunile care determină deri-: d “ > 
” vatele de ordin impar, obţinem luneţiunle - 

E pu pu, pu pi,..., pu phu 
exprimate în mod linear cu ujutorul derivatelor: 

2 p re u, pitu, a... pini) u, 

149. Formulă recurentă pentru a determină "coeficienţii: desvoltirii 
Juncțiunii pu după puterile crescânde ale lui u, 

Punând, pentru prescurtare - 
1 _ “4 Ă - | N 

(4) INERR "Co =35—, = 353 e 2 

- pi ww 

„avem (14) ($ 138). a . _ e . 

(5) PU eat d cui ut a, 
u . | i 

De unde,_ derivând ambele membre, . 

(6) pu = — dau â ce et 2n—2) ua i 

(7) pru= 8.42 cp 4-43 Cp V-a. +(2 n—?) (2 n—3)u2 RA ae -. u x 
. N -



, 

= — şi Zi — 
! wâ» 

Ă | FUNCȚIUNILE ou, fu, pu TB 
„. Ducând desveltările lui pu şi p'u în egalitatea 

- .. i a Ei : , , , 

p'u = 6pu——g, -- - 
2 

și identificând coeficienţii lui u2-4 din amândouă membrele, ob=: 
ținem - aa 

Qn—2% 8 n — 3) ca = 6 (e, FF Ca Enzo Cu cat cn); 

de unde o : dă Sea 
| Ă 3 na i ” 

cu, = —— 3 e; --n=45 . | (8) | Can = Er) =, Ci Cn—i, : n=ă, Da. 

Această formulă arată că coeficienţii 'cş, cş,... sunt funcțiuni 
întregi de ca și cş și servește a-i determină din aproape în aproape. 

„ Coeficienţii c, și €3 sunt daţi prin definiţiune de expresiunile 

ale, as la; i . pi 20. w6 28 _ 
sau, se deduc din ccuaţiunea (1), în 'care înlocuim pu și p'u prin 
desvoltările lor (5) şi (6) și iidentificăm. Coeficienţii desvoltării 
funcţiunii pu, în domeniul u=o, sunt așă dar funcțiuni întregi, cu coeficienţi raţionali, de invarianții e și pp 

N 

  

Observare. Din cecace precede rezultă că sumele X? ——: n fiind pan 

un număr întreg > 3, sunt funcțiuni întregi de cele două sume AP 1 4 i , . DR n. 

w5 | i pi 
150. Incepând dela n=4, “formula (8) ne dă. 

  

l "ză 

A pi a 
Cs = 3 Ca C3 = Sef Ă i (9). ll - 24, 5.7141 

De unde primii termeni ai desvoltării iuncţiunii: 

ÎN 1 -S "2 | 23 | (10) pu = sa Sue + Ba ut TE + en. 24. 3



176 - CAPITOLUL Xi -.. IN , 
Din această desvoltare deducem aceea a funcţiunii du == (pi du, 

“un Cu Lai, . u-.. 60 28.9 | 
fără constantă arbitrară, căci din. deliniţiunea” funcţiunii. fu (11) 
($ 137) rezultă că diferența fu — Î. se anulează pentru u 20: . i 7 - u ai i i 7 _ Integrând ambele membre ale egalităţii (11) Şi ţinând seamă , ou „ de - relaţiunea 2) =], obținem | ă - o d a 

  

u 
Ne ou | - , „ log -—- = Bi. 53 WU — o. | - u 00.4. 28.5.6 | aa - De unde, trecând dela: logaritm la: funcțiunea exponențială și desvoltând această funcțiune într'o scrie. întreagă, obținem, pentru 

  

primii termeni ai desvoltării funeţiunii ou: a . SE N . _ (12) - “ou = u— 82 US ue i 213.5. 23.3.5.7.- Mă 
- ” Cocficienţii seriilor celor trei funcțiuni PU, fu, ou; „desvoltate după. puterile lui u, sunt funcțiuni întregi de invarianții ga. 83 cu coeficienţi numerici raţionali, a - 

„ordinul —?, rezultă că coeficientul lui un în desvoltarea (10) este „omogen în 4, o SI gradul său de omogeneitate. este —(On +2); prin urmare acest coeficient este de forma: 

151. Observare. Funcțiunea pu fiind omogenă în u, 01 03 şi de 

Î 
'aQ DB Aapatef, | 

Aap fiind numere raţionale și a, fi numere întregi pozitive satisfă- când egalitatea EP SC a a [ „2da+3B=nzţ. o . 
Ceeace permite a' serie partea “literală a . coeficienţilor seriei, în funcţiune de s; şi Ba. i ÎN a „152. Mărirea argumentului u cu o perioadă în funcțiunea tu, „Din relaţiunea Mi : 

- pu = — du , N Si du E ae deducem - i 
di do) atu o o 

, „de (u + 20) — du. | a du du,



, FUSCTIUSILE su, fu, pu 177 
de unde,. prin, iritegraţiune,. E Ea 

- . r Na -G(u: 20) = tu-+ 6, | i a ri ? 

. Dia - Su Eu + 205) = tu 4 Ci, iri ai | 

Făcând în prima din aceste egalităţi u = o, şi şi în a “doua: 
ua obţinem Sa o 

i taottce 6, catea re, 
de unde i Ş o pr , | - | . i PC 

N Coop Cd Punând er: i - 
: : - N 

(1) | IN 20 = bas m 
“avem relaţiunile * - E | 2) - [eat i | N 

Sa Eero ete 
“Intr” un mod general, avem - po | 
(3) E E (urma, t2no) = Buta 2nm, po 

x mşin fiind numere întregi. Pa 
Făcând în egalitatea | “precedentă: m:='n = A și introducând 

cantitatea '73 definită de - relațiunca 3 “ 

(4) i mei | 
obţinem egalitatea Ă 

| (5) a î (u + 202) = =cu + 23. . 
Talocnind u: prin — ov această. egalitate dă 

(6) 2 - - fos. = Ma Sa 
„Aşă dar, oricare ar fi semiperioada. da, avem  egalitățile 

(Eero) tus ma toa, 
pe lângă cari plăturăra rehţinile ' o tii 

(8). Za Zma=o, a 12,3, 

7. 153; Constantele” Ii introduse mai sus, sunt funcțiuni uniforme de 
semiperioadele 01 03; ele sunt, finite, oricare ar fi sistemul (ou; 03) 
cu condiţiunca, ce se presupune - împlinită. în toate desyoltările:. 

03 
precedente, ca raportul —£- să; fie imaginar. Două" din aceste con- o; 
stante nu: pot fi nule în “acclaş timp, căci altmintrelea: ar” rezăltă 

“din prima formulă (7) ca funcțiunea fu să fie dublu periodică; 
ceeace este imposibil. a ÎN 

2. DAVID EMMANUEL 7 , . o
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"Să considerăm două din cantităţile a > fie-m şi ma. Aceste con: 
-stante nu sunt independente între ele, ci sunt legate printr'o rela- 
țiune numită relațiunea hui Legendre. Pentru a obţine « această re-. 
laţiune să i considerăm integrala 

[. Zu du, 
S 

“luată după un: paralelograni de perioade. (20... 20), având unul 
din vârfuri într un punct up diferit de un pol. Acest paralelogran: , 
conținând un singur pol. al funeţiunii cu cu reziduul A, valoarea 
integralei este egală: cu 2iz, . 

„Să presupunem pozitie coeficientul lui i i îns în aportul 22, . E 
. e i 

” îa "op - 
e» o<La<a. .- EC a _ 

6) ă O 0 
In acest « caz, plecând: dela: vârful A (10), ' (fie. 49) ($ 129) şi 

descriind: paralelogramul în sensul pozitiv, avem 
(AB) + (BC) + (CD) + (DA) = = di 

Rcunind integralele după, laturile opuse, două câte două, obţinem 

03 

    

20, A ok 200,20, ! 

45) (CD) = Cu du — “tu du i 

| | uo e Vol 
ut i N | j 

= [fu— îtu + 203) ] du | 
m | 

Ă Pa 
= —2m | du =—4 1 0da.. : 

” De asemenea găsim | _ Sa 
a (BO + (Dâ) mo o. 

| Relaţiunea, lui Legendre consistă în egalitatea” | 

Al : 4 ia 
” Pe 0) mama, =    

- Dacă în raportul 98 coefi- 
o: . 

cientul lui i este: negativ 

(o>d>—a), SI 
 dispoziţiunea paralelogramului. 

este: precum. arată „is, 50) In acest caz: „obţinem. relaţiunea, | 

Daria o ua 

Fig. 50 

ai N 2 ARE i 
LO - m Up — ma O = — Dn : E ,



_ FUNGȚIUSILE cu, fu, pu Si NE 179 - 
“ Introducând cantităţile (02, 1Ja în relaţiunea lui , Legendre; ob- 2 

3: ţinem, în virtutea formulelor. (8), e egalităţile următoare: 
a IX „(09) momo = m 0 — 12 03 = og 715 = E o 

în cari i Ium sâmnul” + „după, cum. coeficientul lui i. în raportul 
. 03 

ăi 
.* —. este pozitiv ș sau negativ, a o. a. Ra , | 

134. Este interesant, de exăininat. cum: se “modifică! cantitățile 7 73 când înlocuim sistemul. de perioade (os 203) : printr! un "sistem de perioade echivalente (2o',; 2w'4). Fie _ 
(0) : o = ao, + fos; 03 = pot doz, - ad —Bp = 1 

formulele de: transformare ale perioadelor. Avem, în virtutea for- mulelor (2 Sea a > 
= Cu 24 2fo5) = fu + dam + DB, e 

a (u + dot 20003) = Cut dp + 2073, i 
Făcând în aceste egalități respectiv... | E - 

u = —0o0—fo u po, —5 Op 
dedicem formulele E 

d (cout fos) = aja + Bay aa 
e (po - da) > Put 01. 

sau, „punând Da DI CI a 
| = îi = £ (acea + Bo), m=toi = 6 (os + do: 
avem ue de „transformare i a . ÎN 

| b)_ mia a 2 Any m = „Pa kt Oras a 
identice” cu formulele (a) în cari înlocuim cop o W'1 0'3 respectiv 
prin 1 23 Tia Na - ” i "155. Mărirea argumentului u: cu o perioadă în funcțiunea 0u. ă Pentru a găsi ce devine funcțiunea ou, când înlocuim u. prin u+ 200r 
să integrăm ambele membre ale egalităţii (7. E 
„Obinem Ă a a Ă 

. “o(u+2o De Mini 
| | - log Ca ă "Mau aa - 

„2 Ă a 
09 “ou 20) .= Ce Plai au 

c fiind o.constantă a cărei valoare se e ni făcând u.= — wa; - obţinem 
Da | a a | ; 20 ge i i : i ma Ge a : i,



180 i „CAPITOLUL, XIII» a 

-:: Avem așa! dar relaţiunca a 
Da oii 

(14) clu, 4 204) =—ei 2na (+ oa) ou, la. =i, 5, 3). 

| ” Efectul produs asupra fincţiunii ou, când adăugăm argumen- - 
tului u:o: perioadă oarecare, este dar'a:o 'reprodiuce * multiplicată 
cu un factor exponențial al cărui exponent este o funcţiune lincară 
întreagă de u. Eră evident că, prin această substitufiune, funcţiu- | 
nea :0u trebuie să se reproducă. multiplicată- cu un:factor care nu 
se poate anulă, căci funcțiunea a (ui +20) are. aceleași zeruri. ca 
funcțiunea cu. - . E a a 

Relaţiunea mecesară între aceste: "două fumeţiuni este. așă dar 
de forma. 

Ă o (u 120.) = eslu)g u, a a 

„8 (u) fiind o funcţiune. întreagă. : Luând, derivata logaritmică a am- 

belor membre, „avem .. ... îi: a 

zu 120). = zu +a (4); 

prin urmare,. în. virtutea, egalităţii (Da - 

a. (0) = na i mi 

Agă dr E E | E 
g(u) = oma iu i, “a(u + 20) = E sa cu 

Sa înlocuim în ambele membre (4) 4 a prin u +2 tai 3 
avem |. : Sa aa ir ea 

Op— o 
a (u + 2ho „= Pra lut h ta oa] o|u +2 (k—1) oa]. 

Dând. lui | valorile: 1, d MR și i făcând produsul tuturor. ega- 
- ităilor, obţinem formula: +. -: Ea n 

2 mu-t- ma Să 
(15): a (u +2 m). = (— 1 e? la ( - a) dou. 

e “Inlocuind î în amândouă! mei nbrele acestei ci egalicăți u prin ui 2nop 

pga=i, 2,3, obţine 

)- L Aman 2 brmatrnp (urma aro) —2mn (jo op Foc) i 

    

o (u+?moat2no) vu, 

sau, în virtutea formulelor 02, Si - 
- ai 

(Câyreirtaae Amar (it moatnop) ; | 
„(9 ie mo honis ap- 

i a 456, “Biprăsiuăiea” fibicțiichilor alipite: prin fizncjitinea 9. 
I. Ne propunem întâiu problema . următoare: Să se constru-. 

iască o funcţiune eliptică . având “două: perioade primitive: date



- - , 
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020, 209) ale: cărei. “zer uri și poluri să fie respectiv. punctele date 
. 

“ay, da. .. an 

: 2 ba. base 23 bn Pi aia , | i 4 

“Pentau ca: problema. să fie :posibilă este necesar: ca între! „zeruiild 

cae 

(a;) şi polurile (B;) să existe in virtutea teoremei lui Liouville ($: 129), | 
relațiunea . „i Se a 

(0. Sa (modb 204 20). 
Li i 

16, Sa presupuneri : că. cOngruenţă. w se: reduce, n. egalitatea 
(2). Ia Sau a 

“Să eonsidestim raportul. 

E i otuza) DID 
Pa E e ou=b) 3 ea 

  

"care reprezintă o- funcțiune uniformă î în tot'planul având, “abstrac- 
ţiune făcânid 'de multipli -de perioade; singurul zero. i = a; Și sin- 
gurul pol u =b;, De altă parte, în „virtutea - formulei (4) din Ppara- 
graful precedent, avem egalitatea - - ă 

o (u— a: + 204) _ netu a) o (u — ai), 
d 

5) au —bi 200) E - ou d) i 

:Dând lui. i valorile : d, 22 n-să considerăm Buncţinnea 
. - - --g (u—d.) o o(i—a3)::.0 (i iar) +: RI AIA . a ID A p (4) = -ig (u—b,) oțu—b,). :0: Ub) i 

Această funcţiune satisface xelaţiunile 

  

7 

  

: 9 Zu, — = Ie 

ÎN Da “Poti2a a ul = RI ed EI RA 
“i 6) “AL mei sa, pa - i 7 E, lu +. 203) = p (u) e sii ! a 

prin, urmare, în virtutea egalităţii (2). avem - | i NR . ] - | 

(6) plu + 20.) = p(u); pl + 205) = pe te] 

Funcțiunea p (u). îiaplineşte condiţiurile cerute: ea este o June: 
ţiune eliptică având perioadele 20,2, zerurile (a) şi polurile (0). Ă : 
Foaie funcțiunile eliptice :având aceleași. perioade, : “zeruri: Şi :poluri 
nu pot 'diferi dep (u) decât printrun factor “constant, : a aj 

+. Să observăm că nu este exclus cazul când! punctele a: de. a pârte; 
sau. „punctele b; de altă parte n'ar fi distincte între ele. Dacă;- de 
ex. a; este un zero: multiplu de: ordinul CĂ Xepetăm, în expresiunea 
lui g 4 punctul aj de. dori, i. | .? 

  

î
i
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20, Să presupunem acum că între “zerurile ai şi i polurile Di “există 
“egalitatea 

(7) Za Zi 20, + day 
Î şi-n Fiind: două: numere întregi. date. “Fie a un punct congruent. 
cu punctul a, legat de cl prin egalitatea -- e 

(8) a =a+2io + 2 oa. 

Funcțiunea | _ | a AR 
(ua) o(u—a)...0(u—a,) 

| 9 (u—b.) o (u—be). -. 0 (u—d,;) 
împlinește condiţiunea cazului precedent: suma zerurilor. este egală 
cu suma polurilor; ea admite dar perioadele: 205 Dog. Inlocuind 

7092 

„a prin valoarea sa (8), avem, în. Virtutea formulei (16). ($ 155), egu- 
„litatea > | E - 
De a(u-—a) =a(u —a+ lo, r2uo5) | 
=(—0) apletirin e Preto) ut los os) a(u—a,) = Cetin (ua, 

în care "e (—1) Iran ezite) tăcerea), Lăsi înd la o parte fac- 
“torul constant C, „rezuvă că funcțiunea - 

(9) E pl: = c2netter) a Ip ua). _ Pe 1 6(u—b) 
este, în cazul egalităţii (7), o: funcţiune eliptică având perioadele 
20, 203, zerurile' a; şi polurile b;. o: 

„II. Să presupunem acum dată o funcţiune eliptică [(u) având. 
perioadele 200, 203 și fie 

A e n; Da Dao, ba 
7 

: respectiv zcrurile şi polurile sale, distincte sau! nu, situate întrun 
paralelogram elementar. Dacă între aceste puncte: există congru- 
ența“(1), înlocuim un zero sau un pol prin punctul respectiv congru- 
ent asilel ca egalitatea (2) să fie împlinită și construim funcțiunea 

06). E xpresiunea lui flu va fi o 

  

. 
m o acli 2). SE ist (n —bi). 
' Constanta: C se. e determină dând lui u o valoare particulară di- 

ferită de a; şi de b; și exprimând că amândouă membrele sunt egale 
Dacă, de ex: nici unul din punctele a; și bi nu este congruent cu q. 
avem SE a i 

a) - mucnoj esta. Sa



| ! FUNCȚIUNILE ou, țu, pu NE e 4183 - 
Constanta Cs se mai poate determină desvoltând ambele membre 

(10) în domeniul unui pol b; ii egalând coeficienţii puterii celei mai 
- 

înalte. a lui 

  

4 
u—b; 

 Observare. Expresiunea funcţiunilor cliptiee prin “funcțiunea o 
este analoagă cu aceea a unei funcțiuni raţionale pusă sub forma 
unui cât de- două polinoame descompuse în factori de “gradul în- 

“tâiu, funcțiunea. o (u — a) ţinând locul facțorului linear u—a. 
157, Aplicajiuni. Il. Eapresiunea derivatei p'u prin funcjiunea o. 

Funcțiunea pu admite zerurile incongruente: o, oz 03 a; „căror 
„sumă este” nulă şi polul triplu U.=.0. Avem așă dar . 

a p'u'= C o (u—vu,) a (ui — aj) 0 (u — 3) , 
  

du a 

“In domeniul originii, „valorile principale ale „ambelor: membre - 
“ sunt respectiv: 2 a a _ 2. 9 0oa0o, a 

Ă Ta? e u Sa 7 -. , 
92 2 a 

„de unde rezultă C = ——— și prin urmare . 0 - | ” 000, 02 003 - a ti 

ru 29; ou — on) o o (u — 02) o(u —o3) o pu =   
- 0. 1007 002 003 oi . 

II, Să considerăm funcțiunea o 

“pupe, a ae 

v fiind o constantă nu: congruerită. cu 0. Zerurile- acestei funcțiuni i 
sunt punctele u= + şi punctul. u=o este un pol dublu, Luând 

ca. zeruri punctele + o, avem expresiunea - 

o(u +v)o o (u —+) ŞI 

su. 

7 

pu— pe = C | 

. Valorile principale ale ambeloi membre î în i domeniul lui u =o 
fiind respectiv, " 

—> — că er a A ” - SI) 
Îi . Ni ” - o. 

” - - - 7 

rezultă formula funda mentală 

ou +9) o(u—p) i 
„0?u 02p o 

2). pupe=— 

In cazul când p este egal cu o, semmiperioadă, P=0q, punctele 
E v sunt. congruențe şi P = Ga este un zero dublu al funcțiuni



184 0 CAPITOLUL Sur | 
Pui Doa Formula devine ae 

E Sa i o. pr 
ÎN ICI (u + oi) o (i oa): (3: —e 39 | 65) pu €a oo 7 ia 

"158, „Din. „formula (2) rezultă. o nouă expresiune. a derivatei pu - | prih funețiunea, o. Să Împărțim ambele membre. ale acestei egali- 
tăţi cu u— p: 

. i . T : : pa 
age it i NED Ai PE Ia Ea 

ati i au + 9): olu—o). 
ÎN East up it 0u.0%. u—p e ba Pa: 

şi să- facem v să tindă: către u; obţinem egalitate . 
ot, _sui: 

(4) | a „Pu = - aa - SO 

159, Aceiaş formulă (2) conduce la ordine interesantă pentru, funcțiunea o.'.Să considerăm! identitatea : ; zi. 
(B—C) (DA) + EA) (0-3) + 4-3) (D-6) = 0; 

și să punem - 

  

A-'= pa, B= pb, | ci D = pd;. 
“obţinem identitatea “+ Aa a 3 

SE _(pb--pc) (pupa) (pe—pa) (e) Hea=p, (pupe) =0, | 
, Aplicând parentezelor formula ( (2); obținem relaţiunea căutată | 

o(u+a)o(u- -a)a(brc)a(b-c) ra(uti)o(u- -Doleraja(e-a)+alutc)a( (u-0o( (a+b)o(a-b)=o. 
| 160. Formule de adițiune: penlru eneţiunile ca, pu, p'u. Să re- luăm formula fundamentală a e: 
NI a a n pa ou +) 3 a 

pu Po oare 
și să luăm derivatele logaritinice ale ambelor. mernbre succesiv 

„-în raport-o cuu şi în raport cu 9; vom avea: : 

E CR E e e o eta pt atu cai | 

tutte — | 
Adunând aceste două calităţi, obţinem formula zisă de adi- „ hiune pentru funcțiunea țu: 

er L pu pe: . Depot ina Pe



FUNCȚIUSILE | vu, tu, pu “ | . 153 
Această” formulă de adiţiune nu este algebrică, căci intre. pu şi 

du nu există ecuaţiune “algebrică Şi prin urmare atu ro: nu este” 
- funcţiune algebrică de” tuşidețe, - ir a 

„2461. Derivând formula (4) în raport cu u, obţine: formula de: 
adiţiune pentru. funcțiunea pu:- : 
DRE qi d piu pp Ă o pura, mate 

- Această” formulă şe poate: “transformă Şi pună sub diferite: "forme. 
Pentru a obţine una din aceste forme; să cfectuăim” derivaţiunea 

din merabrul al doilea în raport cute “i 2 

ap i up pupe pu — pb ia (pup 
şi să permutăm u cu p _: Da E Da | A i SII -1 pei A (pu— po) pe pu + %)- PY = 2 pu pa: (pu— pe: 

Adunând aceste două „egalităţi și ținând: seamă de identitatea: 

| pu—p'o=6(pu— pp), | ia 
-obţinermi formula! de adiţiune: * îi LA iata atac 

| Aa E: (ez) Sa (6) pus dt m pps Z pu po e 
- +. 

Această. formulă re dă: sexpresiunea lui: P (u' 4 » în. funcțiune ra- 
jională de -pu, po și derivatele lor 'p'u, p'pp precum? formula de adi: 
țiune a funcţiunii sinu „dă expresiunea. lui sin (u- --.P): în funieţiune 
raţională de“sinu; sin p și de derivatele”-lor. cos uj; cos v. 

+ Eliminând pu şi p'v intre ecuaţiunea (6), şi” cuiul: i 
pu: —4p u— Sa mai: . p'2p = = 4 po sape 

obţineni î între. So , 

Put d) pi pi a 
o ecuațiune algebrică, De aceea se zice că funcțiunea eliptică pu ad- 
„mite o, formulă (sau o: teoremă), de adițiune algebrică. pa 

162, O altă i formă « se obţine punând: în n (6) 

ut i - Dă 

E) 

4 pu— po 

“Membru intâiu „rămânând, “invariabil - când. permuităm între ele 

Formula devine 

  

i pu + pot po = |



186 „CAPITOLUL XIII: 

argumentele u, -p, s deducem egalităţile . 

| (ez): (ze) = (poze): 
pu — po pr — pw Aa p'w— pu 

De unde - i i RR - | DE - 

  

(7) pu pe. p'P— p'w _pw—pu i utoto = LS 
- pu —pv pr — pw „pe — pu 

Semnele. primelor două rapoarte se > justifică considerând va- 
lorile lor principale în domeniul lui e = 0; al treilea raport este o 
consecință a celor dintâi. -- , : . 

163. Formula de adiţiune (7) se poate purie sub forma” unui de- 
terminant ! | 

a 2 1 pu pi. Ă 
(8) l-ppol=o. i: 
e Apr pp 

Această ecuaţiune transcendentă între. argumentele, u, 0, este 
 aşă dar o consecinţă” a. relaţiunii algebrice 

9) | ut ot =o, 

N Viceversa, ceuaţiunea (8) trage după sine relaţiunea (9), sau în 
v general, relaţiunea Ă Da “ 

(10). Ia u p +a w == o, (modd, 20, 209). 

In adevă ăr, membrul întâiu al ecuajiunii, (3), privit ca funcţiune - 
de u, este'o funcţiune eliptică de ordinul al: “treilea, având u = o 
ca pol triplu. Această. funcţiune se anulează evident pentru u = ș, 
u =; prin. urmare. cel de al treilea zero este u=—(p+ De 

„unde rezultă relaţiunea: (10). . 
164, Se obţine o formulă de adițiune pentru derivata p' u, ,deri-. 
vând egalitatea 6 în raport cu e, obţinem + 

    

u + 0) =], Lă d „2 du sl pu — =) 
sau... : ” A | . 

„ p"2 p BN po pp - p”2 u . pu , 
12 Up) > | — UE | — p; „(ze tza 2 (pe—pu) P z —pwh 2 (pupe ip 

" Inlocuind p'2u, p'?, pu, p''o prin valorile lor î în funcţiune de 
E „pt pe vedem că a p (u + i) este o funcţiune raţională de „Pus PP, 
pu, pe - 

Acceaș concluziune: se aplică deriv: atelor de orice ordin pre) (u o): 
toate aceste , deridate sunt. funcțiuni rajionale de pu, po, p u, P 'p,



„obţinem formulele . 

i  FUNCȚIUNILE au, tu, pu 487. 
Nu există” teoremă” de adiţiune ; pentru . funcțiunea ou. 

165. Aplicaţiune. In formula 'de adiţiune - (6) să facem s succesiv 
v = o (02, Wa. Ținând seama de. relaţiunea 

a pu spui) (pu e) (pur — es); 

N e, —eş e —e 
pu +o)—a — (ea eo) (ea ea) 1 e e), 

UB a a a (ee) (e-—e) O pe roza a, 
a? >: (ea —ei) (e —e2) - ; | praga dez 

, 

Observare. Aceste; formule se pot obţine: fără a recurge la formula: 
de 'adiţiune. dacă obsârvăm că produsul x 

Ra [ntre =] (pu—e, ) (a = 4, 2, 

este olomort în paralelogramul perioadelor și” că prin urmare. se 
reduce! la o constantă C. Pentru a obţine valoarea acestei constante 
să înlocuim u printr'o. semiperioadă op diferită de a; obţinem 

poa tape, |pog e) = ep Za ep —ead 
Avem. astfel formula 

| a (ca— eg) i i „n DO oa) ca e a pu , 

cate rezumă formulele (13). _- 
„166. Formulă de: -adițiune a funcțiuni: pu: pentr u un număr oare 

care de argumente, a a 

= u, ua Ia... Um. - 
n. puncte incongruente între ele şi incongruente cu zero; să consi- 
derăm. determinantul | e e 

aa - 1 pu pu e epitu “] 
i aa a 1 Pus Due piu, 

- (0). Pa du, uz uz... um=| 4 pua pa. ... d die 3 ” 

4. Pin p' a. .. Pun 
. 

“Acest determinant privit ca funcţiune de u este-0 funcţiune 
eliptică de .ordinul n+4, "având. polul 'u=o de “ordinul n+1; 

„ea se anulează î în punctele u= U Uz Un prin urmare se anulează
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"și în punctul. : ta: ua i : hu) 4 129). Aşă "dar:6cua- _ 
punea îi î i SR a E 

2) entu a 
„trage după sine:congruența . 3 | i II uz 

(3) tiu fuge, hu =o (mobd 2, 209. Si 

"In virtutea acestei congruenţe; ccuaţiunea (2) este o ecuaţiune” 
algebrică - "între,  furicţiuinea: * P (ua kt uo+., k U.) Şi: ' funcțiunile 
PU Pg... Pun : Ea constitue formula de “adiţiune căutată, 

Să „exprimăm. funcțiunea Dn (i ua Uoye e 3. în), cu ajutorul _-: 
, funcțiuni g. - - : - ă 

:. Funcțiunea; eliptică n de. Variabila. u, având. polul „a u=9 de. 
ordinul ni şi: zerurile simple Us Uoe ee: Un (ugtuz un), 
este de forma | ă | SR - - 

  

, auz) e olt): uta) o(utuit.. iu 
6 „Pnl = 7 Mi ot u = Mii 

făctorul cn fiind. independent. de u. Pentru:a obţine acest faclor 
să egalăm : valorile principale . ale desvoltării ambelor membre în 

. domeniul lui, u= =0. „Valoarea | „Principală . a membrului al doilea 

  

SI este - . " Pa | : N pi a 

0 a au Oua: «20 un 0 (um true si. tun), A 
, . uni . A 

iar aceca a membrului Întâiu este. a 

Si n! e - 

  

at pna fu, up un), 

“Pa fiind. “determinantul minor dedus din (1) când suprimăm linia 
întâia şi coloana din urmă: Avem așă: dar egalitatea” - - ; 
(5) n! pn a(u Usse:atin) = (— 1 noii t-cino(t + tit) 

Să privim Pn—4 ca funcţiune de u, şi să-i aplicănă 0 for nulă ana- 
loagă cu “formulă” (4); obţinem expresiunea 

  

a „Aur us) olt). . o(tu—ur) o(u, Eu ae Fun) 0 rupt. . ui) Cn Ț 
an u- 

“în care factorul Cn—+ este independent de u,. Din 6) și ( 6) rezultă | 
 relaţiunea TU ga 

0 Omron dna Ob) uzi) dur un) iai a ze ORF, OU, i 0 Un .



  

Po m PUNCPIUNILE ou; fu, pu 4897 
- De asemenea, avem egalităţile ;.: NE 

fa — (= 1-2 (n —1)! ca_a 9.(uz— 3) 9 (ue ta): +9 (uz — un) 
| aa . O" Uo GUg...0 Un 

, |, 2 aq Suna) a E i . * 
, . | a 03 Un—ti 0Un.- 

Coeficientul c, îl deducem. direct. din: expresiunea 

4, Lu nau au Pa (Uni a) = | PU. a, 2 (um = — Un) O (unt + tin) | 
E | - 202 Un—i Ă A , a - 

8 (un — Un) 0 (uni + Un) , . 

„0% Un—i 02 Un. - 

  

de unde | Su De ia 
Pa 1 Ă . (9) i o a? o? da . i 

„Multiplicând egalităţile (4) (7, (8) și (9), obţine a 

| Pi Olt în tt un) Io (ui—u) | 
n (n—t 

2213. 0 te ui. Un) = (—1) Pn (ta ti, ao n J „= (0 up. guri: - Ta e: 
Pa 1 - "a: SI: 

(£ = 0,1....n—1; k =1,2...nj L<Ă, u =u). 

- Până aci s'a presupus că punctele u; sunt distincte. Dacă două 
din aceste puncte coincid, de EX. Uz = ui, determinantul Pi de- 
vine identic nul. Să examinăm prin ce se înlocucște formula (10), 
“Să_punem-us =u, + h şi să înlocuim linia a- treia prin diferenţa . 

- dintre această linie și-linia a. doua. Determinantul :(1). desvoltat 
„după puterile lui h devine” Ta 

ai 4pu Pure piu 

pu. Piese pu, | : Ă a 
| ! | 0 piu, puse: pin) u | E LA 
e Ah ] Î Pus pug... ph-u; + î 4), 

LA Pun. Pine pi un 

P(4). fiind. o. serie întreagă de h convergentă în domeniul h = o. 
Substituind „această expresiune, în formula (10) și ținând: seamă : . : -: i : . N . * . ” „de egalitatea  -... - . o. 

oh ii Ă A lim = 
, Hbo h E



- 
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i 1 pu 

1 Pui 

(11) 

„p-ta 

out du tut: 
=—c 

- (4 =3, 4. 

0 pu, 

l pug- 

„Cabirol, UL OSII +...” 

obţinem, suprimând” factorul l. şi făcând: h =o, 

pu... pliu a 

Piept | : 
pu: "pi ui i i: Ă 
p'ug. . pti=ug | 

..- 

- 

 DUn see 

tun)? (u—u,) Ils o (uz) 02 (u,—u.) II o (uj — 

ati u gan+t) a ont ii 

„n n 4, Di 

-” x 

pi ua 

U) 

. ontiu, 

n; 1< n) 
“e fiind coeficientul numeric din membrul al doilea (10). 

Să presupunem că și punctul uz tinde către u,; punând! în (11) 
U=u+h şi înlocuind linia ă a patra Prin diierenja d dințro această 

linie și linia a doua, 

e. 

- 1 “pu 

E , l Piu 

i 13 op Op i 

(9 37 0 pu 
ui o. 1 Pita _ 

ol 1 pia 

nai out 3ta rue. 

pu ee 

                                  

pu... 

” - pu. 

? Pug.. 

„i. 
Pun. 

piu, 

 Divi- 
d: 

zând ambele membră cu RA şi fucaă n: = o, egalitatea ini) devine - 

pti=ba E) Do 

pu, 

ph ui 
| pai ua 

piu” Se 

  

  

Fun) 0% (u—u,) II a(u-—ui) 0%(u—u;) 116 (uz— up). 

ÎN otil u 3 uj ont u, . OT up 

(= = 4,9.. putin = 5,6, "ni î<n) 

„Fie, întrun mod! generăl, u = U= = i vom obţine, 
procedând în mod analog, ceeltaea i : - 

1 pu IE pu... pu i 
4 Is ICR (n—l) 

+ pl PU se. 1 Uj 
e . TIE in). 

(19). i 37 il nt) 5). E oo) : Pi a. 21 31...(5-1)! '10 p d Piu... -p u, : E - , 

| Î Dupri - Puya. pOPu pp 

l Pun: pun. pu
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n - , Da - vw: 6(u+ vuq potop ase kun)0” (u—tu) II o (u=u;) o*(u—u)]7 (o 14 up) =(— 1) 2 0 v+i i | 
    ot! u. gti) u, gti tipi „.0%ti up, 
= pm r=pr2uii pn; î<u): 34 4 

-Să presupunem, în fine; că loate punctele 4 ui coincid ; von av că, 
_ punând În egalitatea (13) v = n a = =» Şi înlocuind constanta e prin valoarea. sa: E e 

ŢI pu ra -. pu | a pe pp “pazp. e 
| DI IO po, pwi.. po... (14) . 1) = 0 po. po. pi pete 

0: php po... : penz2 

- e 3... 0 JE ru 0 stu tn), - alu gintbg. 
Funcțiunea 1! (u), reprezintată. prin determinantul procedeait, | este o funcţiune eliptică de ordinul n + 1, având polul u=o0,mul- - tiplu de ordinul n + și, precum. ne arată membrul al doilea, ea “admite u = ca zero multiplu .de ordinul n ȘI u-= — no ca zero simplu. Acest din urmă rezultat se conchide dircet din forma” de- terminantului, Căci acest. determinant şi primele n—1 derivate 

ale sale: - 

0 pu: pPttu... ptnto-tj” 
dq PP D'pose n php 

(15). - ft) = 1-0 Popp: php: 

0 pli=ip pp. . „pii-ap: 
| _ (7 =12 2, nn 

- se. anulează. pentru u = 9 şi, prin urmare, în virtutea teoremei ($ 129) se anulcază și pentru u =—n p, ii Iu 
„Corolar: Dacă în egalitatea (14) multiplicăm ambele membre cu urşi facem u=o, xezultă „egalitatea DT i a 

DR 

|ipo po. php a _ | Ra 
[O pp ppuu, phi=bp |. = e i 

AN oa . m Ş IS 1 0"p onv —n! Op: Pipe po | -c p rai. m tn arteri 

O pti=îp pipi, pm | e
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pr p'e - pe. „ pp, - -- IN ii . - 

7 | i i pie po po |. A - 

  

CU =(—10)0—0[21 31... (ne. 
„(16) ee a ja) | [ ! -(n—01] ging . 

i pene pp. “ pana] | 
Această interesantă fotmulă ne va servi la soluţiuneă, „Proble: mei de multiplicaţiune a funcţiunii pu. - 
167. Ezpresiunea. funcțiunilor eliptice prin . functiunea” c. Din definiţiunea funcţiunii Cu rezultă că funcțiunea î(u—a), a fiind un punct arbitrar, admite acest punet ca „pol simplu cu re- - ziduul 1. In n domeniul punctului a avem 

(1) | a - ua = +P(ua, 

  

u—a . P (u—a) fiind:0 o serie întreagă de u—a, conv „ergentă în domeniul acestui punct. Derivând ambele „membre de. a ori după rând, ob- 

    

ţinem expreșiunile: DRE: e i e 

ua = + Pia), i _ i ? : ra po | . ;, 42 „, i 
e (u—a) = pr (u— a, o ue A 

. 1. . . ..:. . o. .:. . . . .  . .. 

oua) = (ari + PO (ua), 
Din relațiuiea - cu) = pu a) rezultă că derivatele Z'(u—a), î"(u—a),. „=. sunt funcțiuni: eliptice având perioadele „20 203; ele. admit, în, virtutea formulelor (2) punctul a ca i pol. de un ordin respectiv. egal cu 2, 3,...:,.0+4,. 

| “Ne propunem 'să construim o “funcţiune, eliptică cu . perioadele - 20 203, ăvând, în paralelogramul perioadelor, polurile a, 0,...], „respectiv de ordinele a FIBRA și” astfel 'ca. părțile principale din desvoltarea! funcţunii în domeniile” "acestor 'poluri 
ELI 

  

să fie-respectiv .:  î. De 

| a pi aa Aa - l.u—a (u—a)2 (u—ajâti: - i 

| „B B. , :7 i Ia 

8] DDR pt Bia i 
ş - L E . : E i . L | : , 

(ep E, 

Oonp. :
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coeficienţii cari figurează la numărători pot fi arbitrari cu unica "condițiune ca suma reziduurilor E ! 

Sa AB RIU LL 
"să fie nulă, conform teoremei ($ 127). Această condiţiune fiind împli- . „nită rezultă că suma | a 

(4) " Af(u—a) + Be (u—d)...+ LE(u—D 
“admite perioadele 20, 203. În adevăr, din'relaţiunile - -:- 

| € (ua +20) =t(u—a) Fa st (u12oa) =€ (0) +2ina, y 
deducem egalitatea a a i 
Ac (u—a-+204) ta +LE(u—l+2oa)=A € (u—a) + a. tiu); | 
adică suma considerată este. o funcţiune €liptică având aceleași perioade ca: funcțiunea pu. îi Aa 

„Din cele ce preced recunoaştem imediat 'că funcțiunea 
„ i Azi maia, (5) p(u) = SActu—a)—A,t (u—a) toi (ua) (A) Teztu—a)], 

| >: L, este o funcţiune eliptică având proprietăţile date. a a Fie acum f(u) o funcţiune eliptică dată având aceleași perioade „* Şi poluri ca funcțiunea g (u) și ale cărei părţi principale în domeniile _ Polurilor să fie cele din tabloul (3). Diferenţa | 

| „Id—elu). a 

în-care simbolul- se referă la toate polurile. a, d,.. 

„va fi o funcţiune eliptică neavând nici un pol, prin. urmare această „ „diferență se reduce la o constantă. De unde rezultă, “pentru f (u), expresiunea - ! 

6) fl) =c4 5 [A e (u—0)—4, E (ua) + a 
S CD ze u-a)]. N 

a! 
  

Constanta C se determină dând lui u o valoare particulară, _? sau din desvoltarea în serie a ambelor membre în domeniul unui . - pol. Formula - precedentă „constitue o Jormulă” de descompunere a. funcţiunilor eliptice în elemente simple, elementele. simple fiind - funcțiunea €.și derivatele sale; ca este analoagă cu expresiunea Îracţiunilor raţionale în fracțiuni „simple. Această formulă a. fost dată de /lermite, E o e 
Formula (6) se poate înlocui prin cea următoare: 

Ma a 
SA Aa p&—(u-a) |. “a d 

„ 

tu) =c+z [A e cară pu) A ru a.-.+ 
"ID EMMANUEL
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1 

Ex. Fie Ft) = —= o Această funcţiune de ordinul al. treilea *u. 

admite ca poluri simple punctele incongruente U=ca cu reziduu- 

  
rile corespunzătoare „a= 1, 2, 3. Avem aşă dar - P'oa Si 

_ 1 , : 
= TI > 7, î (u — Wa) pu. “pi! Wa - 

  

Ma . 
Și . P'oa: ii 

„4168, Teoremă, Orice funcţiune” eliptică f(u) se_ poate exprimă 
printr:o funcțiune rațională de pu şi p u, construite cu aceleaşi  pe- 
rioade (Lioucille). i | . 

"Pentru a demonstră a această teoremă, să punezn funcțiunea lu) 
sub forma (7) şi să aplicăm formulele de adiţiune ale funcţiunilor 
î(u—a), p(u—a). şi ale derivatelor p(u—a)... Funcțiunea 
P(u—a) și derivatele sale sunt funcțiuni raționale de pu, pu, 
pa şi p'a. Formula de. adiţiune a feneţiunii fu, în care  înlocuima a - 
prin —a, dă: ! - | 

î (a— a) = = tu— ta+ > 

  

Făcând u =o, rozultă C=3 

1:p'u+p' a 

2 pu— - pa! i a 
- de unde egalitatea 

8. ZAz(u— 0) = tu ZA — Ata +3. i xAPukpa 
2 pu— pa 

"Insă, în virtutea teoremei asupra reziduurilor, avem ZA =0; prin 
urmare membrul întâiu al egalităţii precedente este o funcţiune - 
raţională de pu'şi p'u. De unde rezultă că funcțiunea f(u), repre-- 
zintată prin egalitatea (7), se.poate pune sub forma | N 

09) = Ripupw),. 
_R fiind funcţiune raţională de pu şi pu. 

In Virtutea ecuaţiunii ”. 

| pu =4Apu—gapu—g e - 
putem aduce funcțiunea (9) la forma 

AAN pu 
00) pa 

M, N, Ma, Na fiind funcțiuni raţionale de pu. Schimband uîn—u, 
formula precedentă devine 

(41) HD SR) pa Ri (po). 

=> R (pu) +puR, (pu),
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De aci rezultă că dacă /(u) este o- funcţiune pară, R, =0 şi dacă f (u) este o funcţiune impară, avem R = 0, adică: 
Orice. funcțiune eliptică pară este o funcțiune raţiohali de pu şi ” orice funcţiune eliptică impară este un produs de p'u prinb'o June- jiune raţională de pu; funcțiunea pu fiind construită cu perioadele funcțiunii eliptice date. : ” N ” i Corolar. Dacă funcțiunea f(u) arc unicul pol u=o de ordinul a, funcțiunile raţionale R (pu), Ru (pu) se reduc la. două polinoame P (pu), P, (pu). Dacă a este un nuinăr par, f(u) este o funcţiune - 

pară şi avem. 

1) = P pu); 
dacă a'este-un număr impar, f (u) este o funcţiune impară şi 
avem 

Fr 2 = pu Pi (po). 
Ordinul funcțiunii pu fiind 2 şi a] derivatei fiind 3, rezultă că p „ȘI al d 
gradul polinomului P (pu) este și al polinomului P, (pu) este 

"169. “Teorema precedentă. se poate stabili independent de : for- mulele de adiţiune. Pentru aceasta, să facem mai întâiu observă- rile preliminare următoare: 

a—3 , 
  

a 

1. Dacă o funcţiune eliptică pară f (u) se anulează sau devine „infinită pentru u = o, acest.zero sau pol este de un ordin par de multiplicitate. Căci 7 (u) desvoltat după puterile lui u, în domeniul - lui u = 0, trebuie să conțină numai puteri” pare ale acestei va: riabile.. i o „Il. Ordinul” unei funcțiuni eliptice pare este un număr pâr, căci unui zero (sau pol) a îi corespunde un zero (sau pol) egal cu —a, dacă ao; în cazul a = 0, ordinul său de multiplicitate * este un număr par, precum am văzut mai sus. 
Fie acum f (u) o funcţiune eliptică pari şi 

RI Ea, E Go... d an, 
. E bu, + Dao n ba 

respectiv zerurile “şi polurile acestei juncţiuni, incongruente între ele. Printre zeruri pot îi mai multe egale; de asemenea mai multe. poluri pot coincide. 
19. Presupunând că nici unul din punctele a sau b nu este con- „„Sruent cu zero, considerăm funcțiunea 

pu) = pu Pe): + (pu — par), | 
| i (pu pb (pupi re 13* Ă | i 

- e



"şi poluri; de unde rezultă, C fiind o constantă 
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2, Dacă asa... = :=0, punem. 

g (u) _ (pu — parta)... (pu — pa,) i Ă 
_ (pu — pb)... (pu — pa) i a 

- 130 In “fine, dacă bb, bo, punem. = 

pt: (pu — pa). ++ (pu — par) ca a | 
„(PU — Phaşa)... (pu — pb) 

“În câte trele cazuri funcțiunile /(u) şi o (u) au aceleași. zeruri . . 

Si | flu) = Cp(u), 
adică f(u) este o funcţiune rațională de pu. e 

Dacă f(u) este o funcţiune eliptică impară, câtul 

i. 
Dai p'u 

va fi o funcţiune eliptică pară şi prin urmare & funcţiune rațională, de pu.:De unde - | a Ă - 
| _ | 10 = pu R (pu), i | i 
In fine, să presupunem f (u) o funcţiune eliptică oarecare. Ex- presiunile . | Aa A 
00 + Fu) 

bi IW=fo 
2 

2 ă DL | 
sunt funcțiuni eliptice cu aceleași perioade ca funcțiunea f (u), „cea dintâiu pară şi”a doua impară, Avem aşă dar pi 
Zi [(u) FI R (pu), . 

| _ LC pri RA (pr). - | 

- De unde 

1) = Ri(pu) + puR, (pu). a 
+ 170. Teoremă. Orice funcțiune eliptică. f (u) admite o teoremă de, * " adițiune algebrică. In adevăr, 'în virtutea - teoremei precedente, putem scrie 

e 
(DTD = Rip) + pu (pu). N 
PR rpoRutpo), e 6). ete) = Rlpteto)] + piete) R[ptuo)].
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Inlocuină în ultima egalitate: pu + 9) şi p'țu + o) prin : va- 
lorile lor în funcţiune de pu, pu, pv. pw; obţinem pentru flu +») 

a) expresiune raţională de! pu, p'u, „PP, p'w: - 
(4) ae f (ue) = R (pus pp. up 0). | | 
Eliminând- pu, pv, pu, P v între ecuaţiunile (4), o, (4) şi cele 

două. „următoare: - | E 
pu = 4Apiu—g pu— Za p'= ipo—g 82 PP — 2 

_ obţinem 9 ecuaţiune algebrică între. flu + d fu si) 

. II. „INTEGRAȚIUNEA FUNCȚIUNILOR ELIPTICE. 
7. ie /t o. funcţiune. eliptică oarecare. Pentru a efectu 

integraţiunea 
- „pa 

„Putem procede în două moduri: E 
16, Descompunem- funcțiunea în elemente simple (Ş 167) 

Et A anu -a]; ;. 

  

u)=C +2 [Acu -LĂpti 032 pre "(ue —0) +. 

„de unde rezultă, integrând ” fiecare termen, 

| (co au = C, + Cut XA bgoţu—a) 

| -al 
„+: Integrala; în genere, nu este funcţiune eliptică. Pentru ca in- tegirala să fie funcţiune eliptică este necesar și suficient să avem 

o C =0, ' XA, =o. 
şi ca cocficienţii Â, B . cari multiplică funcțiunile log ua), log o(u—b),..., adică reziduurile juncţiunii f(u), să fie nule. Condiţiunea că aceste reziduuri să fie nule este necesară pentru ca fungţiunea integrală să fie: uniformă în tot planul, - ii . Să presupunem funcțiunea eliptică pusă, sub forma 

Iu) =R (pu) + pu R, (po), 
a şi R, fiind funcțiuni raționale de pu. Vom avea 

i (ru du = [n (pu du + (piu Rulpu) da. 

Preta pla) +. - (apr Aa Aa pa-0tu u — 9. 

,



Bi 

+ 
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- Punând z =:pu în a doua integrală; avem 

(pu Ra (pu) du = ( N, (2) dz, 

” integrala unei funcțiuni raționale de z. Rămâne. de considerat prima integrală, . - - tă Peniru -aceasta, să descompunem funcțiunea raţională R (pu). în fracțiuni simple. Vom avea o expresiune de forma 

    

R (pu) = & + eu pu +... + cm pu De 
A_ + pa An, R, Ba. tau Baa Pia pe (pai (pur pp (pupi pupi Puterile întregi şi pozitive ale lui pu se pot înlocui prin func- țiuni lincare cu coeficienți constanţi de pu şi- de derivatele sale de ordin par. Astfel avem (Ş 148) - 
A d piu = 2 “u+ a), P i gP Tae) 

| pu = 10 (£ pu + : 82 pu + 8), 

: 1 d. vw 14 , 25 oi : tu = —— | pu fa “u + 20a2. pu zf 
„DP . 10 (36? gs2P i - 831 1282 CI 

Prin urmare partea întreagă va aveă forma. 
= Co+Cupu +Capu +... + Cm pen-2u, 

a cărei integrală se obţine imediat și este egală cu expresiunea, . 

? 

* Cou—C,ţu + Capu +. 3 Cm pliu, 
Să considerăm acum termenii : fracţionari, . Determinăm . nai întâiu câte o soluţiune a ecuaţiunilor  .-. i 

pu =a, -pu = Bi... 
. Fie respectiv a, b,... asemenea 'soluțiuni, astfel că 

, pa =a, pb =... De 
“* Vom aveă de considerat frâcţiunile 

AA, 
ă T Po Pu—pa (pu—pat 

    

„. Reterindu-ne la formula [(3), (Ş 160)... 

  

e (u to) luato = — _ pre _, 
- e: - IEI . pu— po
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-_ putem serie - a Sa a 

(. i a tut +a) +2ta]- 
 pu—pa pa . . e 

„De unde rezultă -  - | a | 

- (- du = [bee o(u — a vaute]re. i 

pu—pa  p'a ou + a) 
“Diferenţiând egalitatea (1) în raport cu:a, obţinem 

0 Pste|te-a-tevaezta [eta eteta-22a))   

7 
| a 

formulă de descompunere î în elemente simple a expresiunii (pipa) 

Derivând această formulă în raport cu a, după ce dividem am- 
bele membre cu'p'a, » obţinem formula de descompunere a fracțiunii 

i | - 
0 ete, 
(papi 

De unde se deduc imediat integralele . 

- 

  
  

_ “| du ; $ du . 

 J(pu— pal (pu pa) 
Formula. (1) nu se „aplică dacă a „este, egal cu unul din nume= 

rele eu "2, €3, căci atunci .- — i 

Ba | p 'a=o. 

“In acest caz, fie de ex. a = e, avem (43), 165) 

3 [pere —a];- 
pu— ea: (e. —e2) (e, — 63) 

Ridicând această egalitate la diferite puteri! întregi: Şi pozitive 
| obţinem fracţiunile 

  

E 

- ue 
exprimate în funcţiune, întreagă de p(u+oj). Talocuind puterile 
lui p(u + c&,) "prin expresiunile lor în funcțiune lincară de p(u + o.) 
şi. de derivatele sale de ordin par, obţinem pentru Îracţiunile, con- - 
Siderate, expresiuni de forma. .. . 

Co + Cc plu + o) + Ca p' '(u + o) +. i+o Cm „pentu + E 
„ale căror integrale sunt 

Cu — cu „u + o) + cs p'(u + 4) tat cm ptn-ațu toi) 
- 172. Se- - poate obţine o formulă de reducţiune pentru integrala 

n 9,3. 

o A - |n pu du,



- obţinem valorile integralei JI, pentru n=3, 4,. 

200 , aa CAPITOLUL XIII. 
în “care n este număr întreg pozitiv sau negativ. As "cm 

- 3 [ pup ] =(n— pr pi testa u u 

==) pr-*u (4 pu Be pu 85) tnt ( pu — 32) 
= (4 n +2) piu (î- — 2) 82 Prtutr0) g &3 pu, 

Din această egalitate rezultă formula “de reducţiune . . 
4 (5); p'—lu p 'u=(4 n +2) În — — 1); Ba Ina (n— ga n-—3. | 

Dând lui n succesiv valorile 2, 3. -> Şi ţinând seamă de egalitățile 
IN = u; 

” 

I, fai zu _ 

INA = | eu du - 5 [p "asi api- a Su, 

Dacă în. egalitatea (5) înlocuiza, n rin —n, obţinem formula . _de reducţiune, 

6) bete Lat + +; e Int 22) La - Pou. “ 

  

» Dând. lui. n succesiv valorile, 0, 1, 2 ., obţinem integralele 
Do a, (n > 1) - . _ 

pu 

exprimate în funcţiune lineară „de Dn 0,4,...), de u, fu 
“şi de integrala. | - 

- du 
Iza =4— | a pu -: | 

Pentru a obţine ulțima integrală, trebuie să cunoaştem un zero al funcţiunii pu. Dacă ua este un zero diferit de o „semiperioadă, - aplicând formula (1), ($ 171) în care facem pa=0, avem 

14 a [Eau + ata]. | pu p'a | | Dacă a=oa aplicăm formula (3) (s 171) în care face ca=0; obţinem formula . - ia i 1: 1 
pu ep Pet o--z pt tag, 

a, , fi, pi fiind numerele 1,2, 3, însă diferite între. de.
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CAPITOLUL. XIV. 

„MULTIPLICAȚIUNEA ARGUMENTULUI FUNCȚIUNII pu. 
„ L73.. Funcțiunea pnu şi derivata sa p'nu, n fiind un număr În 

treg oarecare, sunt funcțiuni eliptice” având perioadele: 20, 203 
cea dintâiu este pară și cea dea doua impară. Prin urmare “pnu, se 
exprimă printr”o funcţiune raţională, de pu, iar p'nu este produsul 
lui p'u printr'o funcţiune raţională de pu ($ 168). 

Fie n=2. Pentru a obţine expresiunca lui pou si să facem î în: for- 
mula de adiţiune - 

(1). | ptetormrze= (Ei a ă 4 pu — po 
» să tindă către u. „Raportul din membrul al doilea prezentândur -se - 

o 
sub forma 3 îl: vom înlocui prin raportul derivatelor. 

Obţinem astfel”, a Sa 

£ -) _L (6ptu— tg 

pu) . î 4 pu — ga pu — 8 

=
 

put 2pu = = 3 

- de-unde, pentru N 

pitt 8o PU +-205 Pute 58 
4pSu-- ga Pu— 83 

o expresiune raţională de gradul 4 în 'pu.- 
Derivând ambele membre, obţinem p'2u exprimat printi” un 

„produs al'lui p'u printr'o funcţiune raţională de pu de gradul 6. 
Făcând în formula: de adiţiune (1) v=2u şi înlocuind pu, 

p'2u prin "valorile lor, obținem p3u, p'3u, etc, 
174. Se pot obţine formule generale de e multiplicaţiune urmând 

o cale diferită. - 
Să plecăm. dela formula &) (Ş 157) în care să lăcen p= = nu 

0). pau= 

0 0 (n + Du s(n—. Vu u—pnu = 
pe P „ o*nu ou 

Această formulă se "poate scrie” 

  

Ci 'o(n +1). u o(n—au: 

„pu — pnu = — i ——. 

Punând a a î Aa a 

coat) = A Bstlia dp 
ou : - ai



202 - „_ CAPITOLUL XIY 
avem egalitatea 

r 
. 

(u) pna (u) 
pi 

(9) pu pu = Paz 

„Funcțiunea Pa (u) are polul unic u=0 (060 20,, 204) de or- dinul n?— 1, căci acest punct este în acelaș timp un zero de ordi- nul întâi al numărătorului. Zerurile acestei funcțiuni în paralelo- - gramul (201, 20) sunt date de egalitatea . 
(4) a = 210 ue, | EI a n 

în care £ și 4 primesc valotile 0, 1,2,...,n— 1, exceptând sistemul 4 =u=0. Funcțiunea Pn (u) este o funcţiune eliptică cu perioadele "2001 2, precum se recunoaşte aplicând raportului din membrul al doilea (2) formula (15) ($ 155) sau, în virtutea” formulei (16) ($ 166), care: reprezintă raportul considerat printr'un: determinant ale că- rui elemente. sunt derivatele de diferite ordine” ale funcţiunii pu. Formula (2) arată că. funcțiunea e, (u) este pară sau impară, după cum n este un. număr impar sau par, In ambele cazuri, mem. brul al doilea (3) este o funcțiune pară, căci funcțiunile Pna(u), Pn-(u) sunt de aceeaș paritate şi numitorul 2 (u) este o funcţiune pară ; ceeace, de altmintrelea, 'rezultă şi din forma membrului: în- „tâi. Din cele ce preced rezultă că funcțiunea _p, (u) este de una | din formele - „ a - N 

6. sii 
sa N | , e 

6) n) = pu Pa (pu), N 
"după cum n este impar sau par, P și P, fiind polinoame de pu. Gra- -: 

Rd , ma ŞI al" celui de .a] doilea este — 
< 

    

ep dul celui dintâi este 

- ($ 168), (corolar).. | a Si | Peniru a formă polinoamele P(pu) şi P, (pu) cari se anulează în punctele (4), trebuie să ținem seama de relaţiunile 
P (20 —u) = pu, p(Qos—u)i= pu; 

> de unde rezultă o reducţiune a numărului valorilor menţionate . „ale lui 4 și qi. Astfel, sistemul (4, 4) şi sistemul (n— 2, în — pi) dau : aceeaș valoare pentru pu. Să “considerăm după rând cazul n impar „Şi cazul n par. - e 
o _ IE i Pl. » 19 Dacă n este un număr impar, obţinem cele = 3 rădăcini 
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„ale ecuaţiunii a 

P(o)=o0 (e=pu, 
" “Tuând, de ex., sistemul format 'de valorile. -. 

  

  
  

  

„|a=o | > aa . | 
= , n—i E 

_ (7) = 1] Do... — Hu = 0 

nl | | n—4 Î = 19, 3 NE Lat Des j—. 

al căror număr este Să . - _ i 

n—l n—l n n2— 1 
za 

“Funcțiunea întreagă 
- 23 2 $) G(mw= în [pu = pet), 

corespunzătoare sistermolui (7), nu poate diferi de polinomul P(pu) 
decât printr” un factor constani:. 

Pip) =CG(py. o. 0 
Termenii principali în “domeniul u=0a ambelor membre fiind, | 

precum arată i formulele (2) și (8). respectiv 
a - n C 

ui? um—i , - 

rezultă valoarea C = n, Avem așa dar egalitatea” NE 

pal) on Gea impar, 
20. Dacă n este un număr par, funcțiunea Pa(u), are în  parale- 

logramul perioadelor zerurile 0, — o ca cuprinse în formula (4), 
_ în' care facem reșpectiy 

„suo uta 0, = - _ 

n2—4 - > i 
şi-alte 3 zeruri date! de. acecaş formulă, î în care putem da nu-. . 

  

„a 

merelor  /, n valorile „cuprinse în: vabloul:. 

  

  

(a a, RI2, 202 - 
a | 2 S îi 

n a - „o n—2 
(10) 4 = 0, pi 4 Zoia E 

n—2 n—2 
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al căror număr este: . 

| - _9)2 aq (n — 2) + (n — 2) (n —2P n :, 

  

2. 2 - Funcțiunea întreagă | _ d FN Ai 20 + 2 pg] - (1). “6, (pu) = II | p E noa , 
corespunzătoare tabloului (10), nu poate: diferi de polinomul P,(pa) 2 decât printr'un factor constant; prin urmare ” 

  

- . 
zi - a Pau) = Cpu-G, (pu), . - -.. . e A : . . 

.. - 
Termenii principali în domeniul u = Qai ambelor membre fiind "respectiv Mi a | - | -- a -u Cc ——, , ă nn _ nai 

. 
- 

rezultă valoarea C = —.. Avem aşă “dar egalitatea 

„
S
a
:
 

i . DAE a „ | Da _ 09), (mpa, 
Inlocuind în - formula (3) funcțiunile Pa (u). prin expresitinile lor (9) și (12), în cari duncțiunile: G (pu), Gu(pu) sunt date de ex. presiunile (8) şi (11), obținem, fie n par sau impar, pentru pnu o! expresiune de forma 

Ugo. = Be (pu) (13). e pnui = apt) | - 
| termenii. fracțiunii fiind polinoame de pu, de grade egale cu in- dicii lor. | 

PI Observare. Polinoamele G (pu), G, (pu) date de cgalitățile (8) 
2 do +2 po. 

n . 

și (11) conţin constantele p » ale căror valori nu 
pot fi considerate ca cunoscute. Determinarea acestor constante constitue problema diviziunii perioadelor. SE „Albă formă a problemei (Riepert) 1). Soluţiunea problemei si reduce, în virtutea egalității (3), la calculul funcţiunii g„(u). Avem, sub formă. de determinant (16, $. 166), expresiunea 
a E pu pu, „piu aa ZIP pu - Pup u 09 d pai ai) e Pe” n], a i pe bu pu... „pl ÎI N 

2 3) Journal de Grele, t. 76, 1838,



N 

.- 

"cărei coetieienţi sunt. funcțiuni - întregi de 
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rațională întreagă de derivatele pu, p' ri: ... per u. Funcțiunea 
Pn(u) este aşa dar o funcţiune raţională întreagă „de pu ȘI p! u, ai, 

3 7 82 și 83 

Să dăm lui n succesiv valorile L 2. Pentru n = 1, formula 
(2) ne dă ă E 

(ao o 
Incepând dela n = 2: reciirgem la formula 4), în care înlo-. 

cuim derivatele de diferite ordine p” u, pu... prin expresiunile 
lor ($ 147) în funcţiune de pu $ și p'u. Obţinem astfel, pentru n=2" 
3, 4, valorile Î ” 

Pa(u) = —pu, | . | o . _ 

o sa pi apti Aa 
16 NR Ă po 

„- (9) Pa (1) = naja ut + rapi 10 go put Ş peptu 

RR
 

  
- 4] "d a . 

n. „+a pu tat, se | » - 
7 

Calculele. pe această cale sunt din ce în.ce mai lungi.” Există | 
însă formule de recurenţă între funcțiunile. Pn(u) 'cari permit a se 
caleulă lesne “valorile lor începând dela n = 5. Pentru a: obţine 
aceste formule, 'să înlocuim î în formula 

E | “pă—po = — au + E») o luv) O 
_ ou | A = 

u prin mu şi v prin.nu; obținem egalitatea 

A Să „2 0(m+n)yuc(m—n)u Pa pnu— pnut Se 
e 0nut 0?nu 

o(m+nu o (m—n) LAN A Ii 
pf Si DE (ou) (m+n)* "(0u) (m—n) 

  

    

OMU Y2 ( Onu 32 
IEI nd 

on u o u 
adică ă 

DP mn P mn (u)__9 Pm—n (2) , Şi 12 | - pnu — mu ze IRI | m Pe Sg E 

  

1) Funcțiunea pn (1) este, în virtutea definiţiunii sale (2), o funcţiune o- 
mogenă de gradul — (n? — 1) în raport cu u, cos, Ga; ceeace explică lipsa în 
polinoamele de-pu, din membrul al doilea, a termenului ui poa, m fiind gradul 
acestui „polinom. , ÎN a - + 

5
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Pentru a. stabili legătura” între funcțiunile pur Pi Pro Pns 
-să considerăm indentitatea 

(18) (pnu — pmu) + (pu — pnu) + (pmu — pu) = 0. 
Inlocuind: parentezele acestor identități” prin expresiunile lor , date de” formulele (3) şi (17), obţinem 'relaţiunea - Și 

| p (19) Pmtn Pm—n = Pi Pi p2 —— Pn+i Pr Pie 

„Făcând în această egalitate m =n +4. şi ţinând seamă de -. valoarea pi ='1, obţinem egalitatea a 
020) P (w)=e (ui) (up (u)e(u).- 2n+l ne n a—l n-+l | . 
Dacă. în acecaş egalitate facem m =n +2 și apoi înlocuim-n „prin n—1, avem, ţinând: seamă” de valoarea Pa(u) = — p'u, 
(21) p'u pan (10) = a (1) [o n (u) Pinot (U)— pn (1) Para (4) ]. 
Formulele (20) și (21) sunt formulele de recurenţă căutate. Dând . în cea dintâi lui 1 valorile 2, 3,..., obţinem expresiunile funcţiu- , nilor 5, p2,...; pe când cea dea doua dă, pentru n = 9,4, ex- presiunile funcţiunilor pu pe(u), p'u gs(u),... 
Problema multiplicaţiunii argumentului lui pu printr'un număr întreg este astfel comyăect rezolvită. - o 

| CAPITOLUL XV. - - 
RELAȚIUNI ALGEBRICE INTRE FUNCȚIUNI. .- 

Ii | ELIPTICE. e 
ECUAȚIUNE ALGEBRICĂ INTRE O FUNCȚIUNE ELIPTICĂ | 

ȘI DERIVATA SA. ” 

175. Pentru ca între două funcțiuni eliptice f (u) şi pu) să eziste „0 ecuațiune algebrică cu coeficienţi constanţi este necesar ca aceste . funcțiuni să aibă un sistem comun de perioadă. - . 
Fie e 

. 
* - D-. „Fi, olu)=o | | o ecuaţiune algebrică cu coeficienţi cânstanţi între funcțiunile f (u), P (u), de gradul m în raport cu p (u). Să reprezintăm prin 205, 2 

un sistem de perioade primitive ale funcţiunii Î (u) şi să înlocuim - în ecuaţiunea (1) u prin u +2ko.+ 2hk'o', k şi ' fiind numere în- 
iregi arbitrare. Funcțiunea / (2) reproducându-se, ccuaţiunea (1) va deveni: | - E 
(Pup lu + 2ko + 2h'o')) = o, 

>



- „oelicienţii, fiind numere întregi. Determinanţii. 
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Gradul acestei ecuaţiuni în raport cu e fiind m, la o valoare 
"dată lui u, funcțiunea - 

(3) Aa p (u ho + 2170), 

privită ca rădăcină a ecuaţiunii. (2) nu poate admite mai mult decât: 
m valori distincte. Insă, dacă perioadele funcțiuni pu) : nar” fi 

cuprinse în expresiunea 

A Do tdko, 
pentru valori convenabile ale numerelor k şi k', ar urmă ca , dând 
acestor numere o infinitate de valori, funcțiunea . (3) să admită o 
infinitate de valori pentru aceeaș valoare a lui-u; căci numărul 
punctelor incongricnte, în cari funcțiunea se poate reproduce, 

- fiind egal cu ordinul ei, este limitat. De unde rezultă că perioadele 
funeţiunii p (u) sunt cuprinse în expresiunea (4). Funcţiunile Î 
şi p (u) admit dar un sistem de perioade comune. - . , 

Corolar. Fie a, b, c,.d patru numere întregi pentru cari-expre- 

siunile 2ao + 2bo', 2co + 2do' coincid cu două perioade distincte 
„20, 20' ale funcţiunii p(u), adică - _ i 

O =ao+ho,. D=co+rdo, , -, 

Reprezintând prin 20 204. un sistema de perioade prizmitive 
ale acestei funcțiuni, avem | 

O = ao + boi: 9 =co +dos, 

ad — be, md, — Bucu 

“sunt diferiți de zero; căci dacă vreunul. din acești determinanţi 
? 

ar fi nul, raportul = ar îi real și prin urmare periadele-29, 202' 

n'ar fi distincte. De unde rezultă că între perioadele primitive ale 

funcţiunilor f (u) şi p (u) există două relaţiuni de forma . - - 

ac + bo' = aj boi, 

co + do' = ac + doi, 

coeficienţii fiind numere întregi și. determinanţii 

” ad—de 40, ad bhaf0.: 

176, Viceversa. Intre două funcțiuni eliptice Hu) şi pu) cari 
au aceleași perioade ezistă o ecuaţiune algebrică cu poețicienji con- 

stanți. i . 

In adevăr, să exprimăm hu) şi P (1) în funcțiuni raționale de - 

“pu şi pu; putem scrie tă 

(5) ft) =A+Bpu, p(u):= A + Bipwu,
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A,B,A,, B, fiind funcțiuni raţionale de pu şi p'u. Elimainand pu | 
şi .p'u între ecuaţiunile precedente. Și ecuaţiunea 

(6) „pu =A4ptu 1 — Sa PU — 8 
obţinem o ecuaţiune algebrică ae 

(7)... | F(f(u), e (w))=o, Ea 
“ai cărei coeficienți sunt. independenţi de u. Se poate determină. 
gradul ccuaţiunii în raport cu “fiecare din cele două funcțiuni. Să 
„Punem, a . 

a 2-10, veto. . ai 
Ecuaţiunea (7) devine | 

e Piese 
“Gradul acestei ecuaţiuni în raport cu z este egal cu numărul 

rădăcinilor sale în z corespunzătoare. unci, valori arbitrare a lui y 
Și viceversa, gradul său în raport cu. este egal cu numărul. rădă- 
cinilor sale în y. corespunzătoare unei valori oarecari a lui z. Aceste 
numere se pot lesne determină. .- - | 

„Fie m ordinul funcţiunii z = f(u) şi n ordinul funcțiuni ș y= tu): 
La o valoare oarecare „Y, ecuaţiunea y = P (u) va da, pentru u, n 
valori i incongruente Up Up: Un, în genere distincte 1). Fiecăreia 

- din aceste valori corespunde câte o singură valoare pentru z = f (in)... 
De unde rezultă că,- pentru o valoare a lui y, ecuaţiunea (8) admite 
n rădăcini z, adică ecuaţiunea este de gradul n În raport cu această 
variabilă. Intrun mod analog se stabileşte că ecuaţiunea 9 este - 

- - bă „de gradul m în y. = [ 
177. În cazuri particulare, gradul ecuaţiunii (8) se e poate mic 

șoră. Astfel, dacă [ (u) și p (u) sunt amândouă funcțiuni pare, ora: 
dul ecuaţiunii se reduce la jumătate în raport cu fiecare din aceste 
funcțiuni. In adevăr, în acest caz, cele. n valori-u corespunzătoare 
unei valori 3 y sunt două câte două egale și de” semne contrarii ; fie 

(9) . . a E up Eu i Eu 

_âceste valori. Insă f (u) fiind funcţiune pară, - avem f (u) = = 
și prin urmare valorilor (9) 'ale lui, u le vor corespunde numai. 

  

1) Dacă unei valori particulare ș Y = d îi corespund k valori egale u = ug 
_unci valori ş y vecină cu y, îi vor corespunde k valori inegale. In ici în 

A "cazul considerat avem, în domeniul lui a desvoltarea ş wo luu) € ... 

şi prin inversiune "u — up = [ze wi K Ph pe : „.. Această expre- 
” 9 . . 

siune justifică aserţiunea noastră. -



. 
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valori pentru, z; “adică unei. Valori. arbitrare a lui a y corespund 3 
valori pentru z,-ete. : Ce i 
"178, Să examinăm un al doilea caz particular. Să presupuneră 

că: “funcțiunile z şi yau aceleași poluri şi fie n ordinul. comun al 
„acestor două funcțiuni. Ecuaţiunea F(z,y) =o, de: gradul n: în 
raport cu fiecare variabilă, vă Îi. de gradul n în raport cu amândouă 
variabilele. In adevăr, privind :z, y ca coordonate cartezianc, gra- 
dul 'ecuaţiunii E (z, y) = o este egal cu numărul punctelor de in- 
tersecţiune ale curbei F =o cu o Snap oarecare 

“ - Aa+By+C=0, e i 
Prin urmare acest: număr este egal cu. numărul valorilor î incongru- 

"ente ale lui u cari satisfac ccuaţiunea  ,,.. 

Au) + Bou) +C=o. 

Insă membrul întâiu al acestei ecuaţiuni este o funcţiune elip-, 
„tică de ordinul n, prin urmare, numărul, zerurilor-sale este n. 

119. Teoremă. Orice funcțiune. eliptică satisface” o ecuațiune dife- 
-- renţială de ordinul întâiu cu coeficienţi constanți. Această teorermă 

- 

este o consecință imediată .a celei precedente. Căci 2 = f(u) fiind | 
da o o funcţiune eliptică, "derivata sa . Za este! o “funcţiune eliptică e cu 

u 
da aceleaşi perioade; prin urmare: între, z şi a € există o. 7 ecuaţiune 

rii u - 
algebrică - | i a | , | E (i 

E , ” „da . . . (1) F 0, 

care. nu conţine, variabila independentă înte? un mod expliciț. | 
"Să evaluăm gradul ecuaţiunii.. Un pol de un ordin „a al func- 

.. ps 
i 

ţiunii ADR fiind pol: de ordinul a + 1. al derivatei /(u), urmează . 
„că, dacă: flu) are n poluri respeotiv de ordinele a, 6,..., î, ordinul 
său este i 

i: N = apa e i 

„Şi ordinul derivatei: sale este Sa 

- Nan 
, . î . 

Aș dar gradul ecuaţiunii w este Ni în- raport cu: ti Şi. N. Se n în 
u 

  

= . 7 raport cu zi: e e tiu 5. 
- Dacă toate polurile sunt simple, avem N =. şi gradul î în raporț 

“cu z'este' 2n. Dacă polul este. unic, gradul. peuaţiunii” în "aport, 
cu z esten +, PN te aa e m î.. 1-a a 2 : . 

14 DAVID EMMANUEL
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"180, “Forma ecuaţiiinii (1) se poate preciză mai mult. Fie m or- 

dinul funcţiunii z.= fu); gradul cel mai mare posibil ce-l poate 
-aveă ecuaţiunea (1) în raport cu z este 2m. De altă parte, derivata - 
unei funcțiuni uniforme neputând deveni infinită decât. în acelaș 

timp cu funcțiunea, urmează că dacă ordonăm ecuaţiunea (1). după. 

puterile descrescânde ale derivatei da. coeficientul puterii cele 

“măi înalte trebuie să fie o constantă, pe care o puiem presupune 

„egală cu “unitatea. Forma ecuaţiunii este așă- dar - 
r 7 dz (0) mt Xtreme tm o, SE 

u 

coeficienţii X; fiind polinoanie de z de grade cel mult egale cu 2m. 
Suma valorilor argumentelor Uz, Uz,...3 Um pentru cari z=f(u)- 

„primește aceeaş vâloare fiind constantă ($ 129, corolar):. 

E ta Pa bee Pun Ce 

rezultă egalitatea 

  da du Pa di 20. E 
dz . da. | dz AR 

sau ii - ” - i i : . . . 

1 d a 
(3)... .: Lo dt 20 cade. | 

a a m du; PR 

- Această egalitate exprimă că suma inverselor rădăcinilor ecu- 
aţiunii (2) este nulă.. De unde rezultă condiţiunea 

(4) i E i Xa = = 0. Ă r- 

Forma ecuaţiunii (2) este așa dar Ă 

(5). IP+-Ă ant fi e Xa? Xa =0. 
Se poate fixă o'limită superioară a gradului fiecărui i polinom, Xe 

Pentru aceasta să facem substituțiunea, 
m ÎN , 

Ei | zi e 

, i - 

. , p: Y a y 2 

o - 2 ap 

Ducând aceste valori în ecuaţiunea (5), obținem _ 
(6) i ym eX m + y*Xay 1pm—2.— id 24 Xa 27 Xii -=0. 

Coeficienţii ecuațiunii trebuind să fie polinoame de. y :(în urma 

      

înlocuirii lui z prin), urmează „că “polinoamele. N Nope ea A 

sunt respectiv de grade cel mult egale cu 2, 4: „..2m, - E
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181. Aplicație. Cazul m = 2; „Peuaţiunea între funcțiunea 
dz 

z = şi derivata” sa du €ste de una din formele” Se 

| (=) Ă = Azi FA + Aaa + Aaa, Ei - 
u . i Ii - 

sau - . | UT Ă | 

da)? NR a | .. .- .) „= Aa3+ Aaa Asa + Aa, Pa | - uj Pe 
"după cum Hu) are un pol dublu, sau: două poluri' simple. | 

"182. Forma ecuaţiunii diferenţiale (5 (5) (S 180), necesară între o 
funcţiune eliptică şi derivata sa, nu este suficientă. Să considerăm. 
cazul cel mai simplu, anume, când, ecuaţiunea se reduce la forma 

. . | dam | Sta o 

O n Aa a 
și să examinăm condiţiunile. ce. trebuie să împlinească polinomul 
/ (2), precum şi ce valori poate avea gradul n, pentru ca integrala 

„să fie o funcţiune eliptică z >=p(u 3 
Înainte de toate avem de căutat condiţiunile ca' această inte- 

grală să fie o funcţiune uniformă, neavând, alte singularităţi de cât 
_poluri. Pentru aceasta, să considerăm integrala - 

da e DR | îi 

şi, procedând ca în ($ 106), să examinăm desvoltarea ei în domeniul 
unui punct zg, diferit de un zero al polinomului f (2), situat la dis- 
tanţă finită sau a la infinit şi în domeniul unui zero al acestui poli- 

binoamă , . - | ai 

> NO, . 

10, Fiez=a un punct oarecare. situat la” distanţă finită, 
(29) fo. In domeniul acestui punct avem forma... i 

a 
, Ra SE a 

- = Pe a0) ee = a fo. 

Va | vre 
Fie ug o valoare finită a lui u ce voim să corespundă lui « z == ao 

Integrala (2). conduce, la o desvoltare: de: forma ;. 

SE uta deea) me apt ha... foi 
de unde. -:-: | N | 

(3). a (ea) =p (ui. 

18* - Ă
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-20; Să: presupunem 20=00, Pentru ca integrala. să fie finită 1) 

când z tinde către infinit, este necesar, și suficient ca gradul lui 
f (2) să fie cel puţin m+1. De altă parte, gradul acestui „polinom 
este cel mult egal cu 2m ($ 180). Putem totdeauna presupune că 
gradul lui / () este Im: Căci; făcând substituțiuriea, 

- A 
z=a +, 

a fiind diferit-de un zero al lui.f (2), ecuaţiunea. (1) se transformă 
într'o ecuaţiune de: aceeaș formă, -în care polinomul din membrul 
al doilea este de gradul 2m. In: acest: caz avem, în domeniul” -pune- 
tului” z= 00, 

pi = Aa pr SI js p „a, fo; 

Via) 2 Nae 
“prin urmare | a K 

7 

N Mi po : pi ao „A: e 

„De unde rezulţă, pentru z o desvoltare de forma îi 
A DD Ii . e... ” . La 

  pi - a LE FPu=ug). 

Punctul u= =u este așă dar un pol al funeţiunii z=o (u). 

30, Fie z=a un zero al: polinomului:. [ (2) de un ordin a. Pen- 
7 

tru ca integrala (2) să fie finită când z tinde către a, este necesar - 
şi Suficient . ca a. să fie < m, 

In domeniul „punctului z= =a, avem 

  

aia ee : „a „a e i pr 
ui = a) ” P (2-a), ” [P (za) za fo; 

“prin urmare iii: Ă 
N ÎN - Ă m—a S . 

6). Vu = = (279) . Pu (z—a),, [Pilaze. 

De unde rezultă o “ lesvoltare de forma | | - 

(6). . | ma(u—u) solu ul ” 
? 

7. 

2) Nu se consideră valoarea u = e ; căci, dacă z= — o (u) este funcţiune 
eliptică, u este integrală de speța IL. în raport. cu z şi prin urmare este fi- 

e nită pe toată sfera (2). i,
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" Pentru ca & să fie funcţiune.uniformă în. domeniul punctului. ug 

  

Ă m 
întreg: - ! DI a i a | 

(7) Rap a 

” - Cc. ._. ” : . Mt N esie necesar și suficient, ca exponentul să fie un număr . DR - . , — a: - | - . 

care, în virtutea expresiunii (5), reprezintă numărul ramurilor- i cari. se permută în jurul punctului z=a, Din (7) rezultă. valoarea | ” i ba ie i . 

Pa at . FR]. ! o 
Numărul mi trebuie dar să fie divizibil cu k 

Fie a, a..., aa zerurile polinomului Î(2) şi a, a2..., Qa or- 
dinele corespunzătoare acestor. zeruri. „Din cele ce preced rezultă: 
condiţiunile necesare E . ; 

9) vass m[i— le), (i oma 
numărul &; având, relativ la punctul a;, semnificarea” numărului E relativ la punctul :a, -. Sa | az 

Așă dar: dacă. polinomul f (2) este de gradul 2m şi ordinele zeru- 
rilor sale împlinesc condiţiunile, (9), integrala: generală: z=g (ui) a 
ecuaţiunii (1) este o funcţiune “uniformă: în. domeniul oricărui punct 
u situat la “distanță. finită,. neavând. alte. singularităţi decăt poluri, 

- De unde conchidem, printr'un raţionament analog cu cel din. ($ 
108), că 'p (u) este o funcţiune uniformă în tot planul (u), neavând 
la distanţă, finită alte puncte singulare decât poluri. PN 

_» Să presupunem ecuăţiunea: (1) ireductibilă şi să! examinăm 
soluţiunile posibile, ale ecuaţiunii (9), adică ce valori pot primi 
numerele întregi k;, de unde va rezultă și valoarea gradului 'ră.i Să 
observăm că: acest grad, ;care, precum am văzut, este divizibil cu 
numerele 4; este cel mai mie :multiplu comun al acestor” numere, 
In. adevăr,.să presupunem m':cel mai mic multiplu comun al,nume- 
relor ki şi fie m = um", pi fiind un număr întreg. Ecuaţiunile (9) 
scrise sub-forma ,... 0 aa 

7 ” 2 | 

- : ai = pu (ki — DL, - Su Ip 

arată că exponenţii a,, ap... a şi m sunt divizibili cu numărul 
pH: ecuaţiunea (1) n'ar îi ireductibilă ; "ceeace este contra ipotezei. 
„Din cele ce. preced se poate deduce valorile întregi ale nume- 

relor k; și prin urmare. valorile corespunzătoare. ale lui m. Căci,
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„siima ordinelor Sa, fiind cenlă cu 2m, rezultă, În virtutea egali- 
. i= =1 N: , 

tății: (9), i a i, . | 
, n 4 - 

m(1 poa a, 
at ku: 

habe 
ha în - E ka 

“Numerele” ki fiind mai mari ca 1; sunt cel puţin egale cu 2 

de unde, egalitatea - 

(0) E nai, 

prin urmare membrul al doilea al “egalităţii precedente este <a 

“de unde, dubla inegalitate 

one. 

“ E panza i 
| „Numărul > n al zerurilor distincte ale polinomului f(2) nu poate 

r [i decât 3 sau-â. “ 
“n, Fie n = 4. Ecuaţiunea (10) devine 

popă 1 
Ea a_ a ni — =09 

m a Î R* Th 

Unica oluţinre a acestei egalităţi - „este 

| ă ha hp 

căreia corespunde “valoarea m = =2 (cel m. m- ultiplu comun al . 
numerelor hp). : - - - 

În acest .caz, ccuaţiunea (1) este de forma 
. PR . d ÎN - 

0 (Eaton odata). 
- 2) - Fie n =.8. Eeuaţiunea. (10) -este de forma _ 

tii Ad (UB: RER Rt 

” “Toate soluţiunile întregi sunt: cuprinse în tabloul de valori: 
. .] 

  

  

hi | ha [| hs| ma | a2 | aa! : 

3|3.[31|3:|'2(|2|a2. 

pala aaa lala | 
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cărora corespund. respectiv ecuaţiunile de forma. -. 
E da UD). 5 (e 

Um =] 

a. „[e]=a 
2) ziceai, 

j=a (i— a)? (ap (oo, 
i 

a] A (2— a) (ca a ina 

Din cele ce preced rezultă că- dacă gradul polinomului (2) din 
ecuațiunea (1) este 2m, ecuaţiunile (I), (II), (111) și (IV) sunt 'sin- 
gurele a căror integrală generală este o funețiu 

se exclude punctul u= nul (u) — din 'care 
( 

"rităţi decât poluri.. 

ne uniformă în tot pla- 
— neavând alte singula-. 

N 

Dacă substituim' variabilei z o altă variabilă astfel! ca unul 

+ 

_ A. 
LA = — 

_: 4; fiind unul din aceste zeruri, ecuaţiunile transfor 

din-zerurile lui f-() să fie aruncat la infinit, punând 

mate ale celor 
„Patru ecuaţiuni “considerate se: bucură de “aceleaşi proprietăţi. . 

Ecuaţiunile (1) şi (11) dau naștere la. câte o singură ccuaţiune nouă, . 
a căror formă este respectiv, înlocuind litera £ prin litera z, ia 

A 

4 

0) 

“In fine, ecuaţiunea (IV)_dă naştere la trei -ecuațiuni transfor- . - . 

0 (oaze Pie | dul A e 

Mp [S-a (2 — a (ada, 

| Ecuaţiunea (III) dă naștere la: următoarele două ecuaţiuni; 

Ul) (joace | i du a a 
mpa (dana? IN UI) (+) = A (z—af (z—bp, Ea: „3 Adu A 

mate: “- 

5 dz . „- Pa IV —| = — ai (z—b ( 2 | () A e ; % (2 - ăi 

UV) [Eta (2000, i) Fi AG (0, 

du ta 

wo za (720) (ao, | 

v
s
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Noim-să arătăm: acum că toate 'acesie ecuaţiuni: ; definesc furic- 

ţiuni eliptice de argumentul u; Această propoziţiune este evidentă . 
"pentru 'ccuaţiunea (1). In ce: “priveşte celelalte ecuaţiuni, se! stabi- 

leşte lesne că, prin substituţiuni raţionale, le aducem la forma 

” Ei ” . - . | dz | | 

(2) = x, 

-X fiind un polinom. de z de gradul 3 s sau 4 
Să le 'considerăm după rând. . - a 
Ecuaţiunea ; (1) « se „serie 

Srem -. Să. punera: 

  
  

ESP 
de unde | i a _ 

  
  

  

- afeoetj e caat, i 

2 du Ă du 

prin virare, în virțutea „ecuaţiunilor (1), şi (2), - 

  

    

a di 18 E 
3) (= 3 (a + — ), (3) “lau y VAZ(42 + (a hp). 

Ecuaţiunea (111), în. care punem . 

pp si-a, 
devine. * : 

(5) EI fj- Regia b). ; - 

Ecuaţiunea' (1112) se' scrie aa Di ri 

(6). [En _ [i ab fab 7 N "a (0). (i) = 4|[ E 75 ) (ez) pa 

Punând Pi E e 

” | a+ 2 V eo - 

avem : ” a sat o: pă N 

| eh az di Ş o 

2 '] du du î...:.
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Ecuaţiunea cosiderață devine! i. 0 

8 = (= rau (ete), 
Eeuaţiunil (Iv) şi (V2), în cari punem | i 

(9. ii | aa se, 
„devin respectiv. o 

- ” 3 : pi - 

O [e TA ce a pa—b. i . i i lau g (E ta d), 

[i 5. 
, du 9 e vă i) 

 Ecuaţiinea (UV), în: care punem 
i
l
 
o
 

„ -(12) _ - - | _ z—a =. > , 

devine - Mie au AR DR . 
e das | 4 a (13) [| =A 2ta—b)zr 1 [Aaa a [za Î (15) a.) i i[ . Ja (j ă e 2 +3] 
de aceeaș formă cu (IV). , 

- Teorema este aşă dar demonstrată. 

CAPITOLUL, XVI. 

CORFU UNCȚIUNILE, 4 0 sau “FUNCŢIUNIL o'cu INDICI. 
! „„ PUNCŞIUNILE ELIPTICE ALE, „LUI JACOBI. - 

E A “Cofuneţiunile 6. 
183. Pe lângă funcțiunea” ou se consideră trei funcțiuni, „numite 

cofuncțiuni cu. ou, sau funcțiuni o cu: indici: ȘI. definite în modul 
următor E Ie | ca 

po cun ema tutaa, a=1,2,3. Di 
0Wg . 

- . 

Referindu- -ne „la formula, [(4),. 156] i 

(2) . E -0 (au +2 2 o) = ga a [it aa) cu... 
Şi inlocuind u prin u— oa obţinem igalitatea 

8) eta la ra) toli
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De unde rezultă dubla definiţiune a Rineţiunilor dau. 

a a akg (u + o) Ta“ 3 (op —u) - (4) Ogu=e —————— ze: a 9 Wa dou . 
7 

Funcţiunile Gau sunt funcțiuni întregi ca şi. funcțiunea cu şi 
din dubla lor definiţiune rezultă că ele sunt funcțiuni pare - 

(5) A | Ca (— u) = Oa u, 

“Făcând î în (4) u = 0,'0a, op, obținem respectiv . 

Pi AR Ma Bo o: 
(6) Lc Gu 0 = 1, ca wa=0, % op = —e ca   

0 Wa 

Zerurile. furicţiunilor Ogu sunt valorile cari anulează funcțiunea - 
0 (0 u—u); ele sunt așă dar, date de expresiunea 

Se uit ma, t2noy i 

sau, întrun mod explicit pentru. "fiecare din 'aceste funcțiuni, 

| [Omar io+2nop - pentru '0.u, 
Ri (7) u = (2 mat lo +(2n+log -» -ozu, 

- Ei 2mo tn +1) o d Oa, Ă 

"m şi n fiind numere întregi arbitrare. Aa _ 
Funeţiunile Oa sunt. omogene şi de gradul zero în raport cu : 

w u 1, 1 Oa căci raportul bea este de gradul zero i a = to a 
a 

este funcţiune omogenă, de gradul — 4, în raport cu O ŞI Oa 
184, Alărirea argumentului. cu .0o perioadă. Inlocuind în, formula 

(1) u prin u+2 Oa Şi ținând. seamă „de relaţiunea: AS, obținem - 
formula 

EI 7 o E . 9 o + 

AI 2n „(u-to ). (8). caut 2o)=—e 0: ou 
Deasemenea, în” virtutea relaţiunii 

E - , - . - - . 7 _ - . , 

(9) - Ma 0p—poa=ti Sa 

(10) 08 (u -+-2w ger 1a(ut-or) op W, | a, B=1l 2, 3 az B. i 

  

- 

NE _ za ra 
1) Analogie cu formulele cos u=sin [e — 4) = sin 63 -+ +) 

_- 

a
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185. Mărirea “arguimentului cu: jumătăţi de perioade. Din dubla ” 
definiţiune (4) ($ 183) a Buneţiunii dq scoatem, 

i (11) | _ o (ut oa) = i eta 0 a zu, 

- semnele. „superioare 'și inferioare. mergând împreună. Inlocuind. în 

(14) 

. sau, permutând $ cu d, 

formulele de definiţiune . - 

oa e Mat ăloatu 42) out et Bla, ca u = la toat 
tă ENI - 9%g | e gog 

. 

în cea următoare 

u5. a oa aa), petit ada CU 
! Ă A „9oa. . 7 

semnele superioare Şi inferioare. mergând împreună. Inlocuind în 

ca respectiv prin u + T Wa U— Oa obţinem două ealităi cuprinse 

a doua formulă (12) u prin u + &p, iar în cea dintâi u prin. ut — dp, - 
obţinem respeotiv egalităţile 

  

u, 

1 u—c op _ Pe _ 
alu ap) = la (A op). tea Una op 99 ou, 

, 904 , . . DE 9% 

: " (u— o (u+o _ — - a(u—op)=—e Tla (u op) [ ») _ „pi a op_90p 

, 00 e 00 Y a 2 

Să facem u =-0 în una din! ii (i obieau N 

(05) oa a 9 

  

Permutând « cu 7, avem. 

| a 

  

(16)... ep — 2. 
aaa op 
Multiplicând între ele aceste două ceai, rezultă : 

1 

oa”, a = =.0 app opr 

i ă (2 _ E lada = dpao wa pr ii î-. - IRC 

186, In formula [(4), ($ 160)] 
- _ Li ați 4 o) o(u—v) 7 | 
pupe = Tu 

  

Oa 0at5p | a,
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„să: facem: v'=0g; obţinem - 

"* o(u'+ too (u— 64) 

AN II II Caan , N 

au, multiplicând între ele cele două expresiuni (4) ale lui oa u, 

. A , ou 
(18) „PU ea =- , 

” i RL Si _ Bu 

.. 

  

De. unde rezultă că cole două determinaţiuni ale radicalului 
Vpu—ea sunt funcțiuni uniforme de. u. Vom luă, prin deliniţiune, - 

g , 

9 - Va, a =1,2,3, 
Semnul zadicalultii: fiind determinat de funeţitinea uniformă din 
membrul al: doilea... Din formulele (2), 6) Și: (10) rezultă că func- 
Hunile | E Pa 

Voua , Via o. aa e 

sunt: funcțiuni . eliptice având respectiv. ea perioade primitive « can=- 
tităţile 

  

, , (2oo., to), (bou, 207, (40, 205). 

1187,  Introducând funcţiunile-'oau, “formula (1) ($ 157) 
4 = 3 s(u— o) o (u — 4) a(u— 05) 

  
:. piu 

| p 60. 002: 90, cu „a 
se va scrie: Ra) pa - 
a . 0 0 OU Dau Oau E (20) - Pu=—2I—— 

- 05u 

Această formulă se mai poate deduce înlocuind i în (9) a prin - - 
4, 2, 3 și făcând produsul eealităţilor corespunzătoare 

  Onu Ontt 0su Pra Aa pia => gr! 
De altă parte avem 

  

pu = — 2 Vp e) (pr =: PE 
membrul al doilea fiind precedat de semnul — pentru | ca " Saloa- 
rea sa principală în domeniul lui u. = o;să coincidă cu aceea a mem- 

„brului înțâiu. De unde rezultă formula (20). Din această formulă 
şi din egalitatea ii Ra E 
- _ a -. gau 

pu 45 159
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rezultă, pentru o2u, expresiunea Ă 

01). = 02u =20u 0. Ozu Oy. 

187. Fzipresiuzica funeţiunilor- Sau sub formă: de produse. 
- In expresiunea : 

=— ă Pf —]j „=> 2r mete (pta d) nota ma, 
"să înlocuim u succesiv prin a şi prin u +a, a a fiind ză, i să 'scă: 
dem rezultatele între ele. Obinem a 

i (0 pet li — Ce] Dă 

  

  

Integrând între o şi u, rezultă “egalitatea - pi 

  

A A , | u |; 
-P a pat (— a) 

(2) & (uta) ta upe=>|, - 

Integrând, între aceleași limite; ambele membre ale acestei 
cgalităţi, avem 

Ă P | - a u 1 ut - 
log aur, uta Z “pa = = log oI (e a) pa 2 : 

de „unde * Ne i IN - 

  

ca sp—a 

i 
Pa ie ut 2 (8) suta), uta gea. l-a el 

Făcând în această egalitate a a = oa și ținând seamă de relaţiunea 

„Ma u o (u 3 Oa) 

  

i 0„u=e | 
- .. 5 ” G ” '90%a : 

” - obţinem expresiunea căutată | 

Pa eu E | . _ u. pe 
. . , $ Cal | ————. a 

u P—o p— o 0 ana oaie 2 poa) 
Ă Di W— Oa IS A 

188. Transformarea cantităților. aşi a funcliunilor dau “când în- 
locuim perioadele 2w,, 203 prin: două, perioade echivalente 2oi, 23. 

Fie a a i 

6) | Ze? des e 3 = co, + dog 

“a Bi DR _ 

„| = 
ec: d 

formulele de iranstorinare ' ale pericadelor. “Invărianţii ” Şi Ba 
rămânând, ; neschimbaţi, rezultă că rădăcinile Ia 

    

0 - e = ploi] o, 3) - , a = 4 : 3 
„e
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ale ecuaţiunii 

(8) agp =o. 

“ coincid, abstracţiune făcând de ordinea lor, cu rădăcinile.“ e. 2 

“reprezintând, în virtutea echivalenţii perioadelor, aceleaşi. puncte . 

eg ale aceleiaș ecuaţiuni. Ordinea în.care aceste rădăcini. se cores- 

pund depinde de paritatea coeficienţilor substituţiunii. Egalitatea 

(6) arată că numerele din aceeaș coloană sâu linie” nu pot fi pare 

în acelaş timp; ; . deasemenea nu toate pot Îi în acelaș timp impare. 

Avem pentru aceste nuniere șase congruenţe: (mod. 2)... 
„ Figurăm aci printr'un tablou aceste congruenţe împreună. cu 

valorile. corespunzătoare ale rădăcinilor ea: | Se 

  

  

          

_ auz c=|d=|eţ =lea =|e3 = 

o 1 | 0.| 0 1 |-a e eg 

a 1 | O|ai li le | e | es 

(9) 4 | Polita la e 
A 1 1 10 [e le la _ 

0 1 1 0 e |'e.| a 

Oi | ilie la | Da     
  

Sa. considerăm acum cotunoţiunile « G corespunzătoare s sistemului 

celui nou -de: perioade. Punând RI 

îp! = 2 m o +2n &'3 

"Yom aveă, în virtutea formulei (4), 

W—O pi. „i 

„ Expresiunile 

2m' o + 2 a ap, i 2moj + 2nog— a * 

când m, n, n „»' primesc toate valorile întregi dela — 00 la + 00, 

“rezultă că membrele de al doilea (4) și (10) sunt 4 aceleaşi; prin 
“urmare avem Ă . a ma 

+ 

- 5 E eu | pe ui 
(11) oplu lor, o)e £ =0a(u o. 6) e Sg. 

a
 

" Substituţiunea (5) fiind dată, la fiecare: valoare a(l, 2; 3) co-. 

respunde o: valoare 8 (i, 2, 3), pentru care, în virtutea tabloului 

(10) FDA a4) 00 e 2 i oz Popa vapi



(9), : avem c'p = 

(12). 

efect a permută între ele cofuncțiunile o în aceeaş ordine în 
_ermută cantităţile e., ex, ep 1), - 

189, Fapresiunea radicalelor Vea — ep. In formula - 

hr 

coruiseuusILE o SAU FUNCȚIUNILE o CU INDICI | 

ea. Pentri "u această valoare f, avem 

%'3) = ca (u |, oa), 
adică, înlocuirea perioadelor date prin perioade echivalente. are. drepe 

ap (u |o v 

pu 

să înlocuima' u prin ap; obţinem 

0w 
8 

  

EA u 

îa%p „maopo (oa op) 
00 a %%p 

(0cpbp7 12,5), 
Permutând numerele a şi. 8, avem 

2) Je — ep = 

Radicalele din membrele 'dintâiu ale egalităţilor (1) şi (2) 
astfel determinate fără ambiguitate. 

—'“e pa 

cuprinse următoarele radicale: - 

(3). > 

  

1) Acest rezultat se poate deduce 

tea căreia pătratele ou se permită. 

Ves— e2= 

  

  

» — 02004 
V e—e2= == 

00: 

Vaza 

vă ÎN e3= 

  

00 

eg — e = 

Va — 63: 

003. 

  

0103 —a=a1 
GW3: 

LATĂ _ 

0103 

— 93002 
  

0203 
93 
  

— he 

“
 e 

— e 

11 (Da 
e 

—e 

ii=o, cele trei funcțiuni du fiind egale. cu 4, 

în acelaş mod, 

  

- vu 

a O 
e 

mo 

care se . 

—1la op_- „90, 

e 0000 p 

O 
| dog 04 p 

003 

  

003 02 

0003: 
——— — 

d001 02 

dop 
„> 

001 0003 

  

0003. 

  

3 „00, 03 

—1s O 
- 

"0603 0a 
—7a Os 

6w 

  

CW, 

  

"0003-6003. 

din formula pu — ea 

In fiecare din cgalități 

  

o2u . 
în aceaş 'ordine ca e;, Can ea. Pentru 

sunt 

sunt 

o u | “a . - 

, în vutu= 

rezultă. că i ele se permută
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I „3 ue n ipoteza că i coeficientul lui i în- raportul: —S aste pozitiv, 
A E Ie "0 avem egalităţile (12) Ş (153) RR | 

EI Tia Mau = a co, — m as = Mos — poa i3, Ă 
în virtutea cărora formulele precedente dau Si SR 

a „re Na Di — moi .. — Va Za e : asaza 2 Ve A 

ÎN . 150, — în Oa 
(6)- Ve—a=e.- Vai Vaza, , 

VaZa= pa "a = i Ve. 

„190. „Releţiuni. între pătratele funeiunilon 0. In formula 

  

  
  

  
  

  
  

Sai a 6% u- 
Ea - Pu—ea = |   

ou ' 

să dăm lui a valorile 1, 2, 3: şi să climinăra funcțiunea pu între ecua- 
'ţiunile astfel obținute, Găsim 'ecuaţiunile ” 

„5. |otu—oau + (e, —e2) 02u = 0, 
(1) d Gău — 03u + (ea — 69) 0%u = o, 

Viu —oîu + (e —e,) ou =o0, 

:: Multiplicand- aceste o egalităţi; respectiv: CU: €3> £a5 €2 Şi adunând, 

“avem - - 

(2) (ea — e) oiu + (eg —e.) o; i NR ou iu =o0. 

191. Raporturile junejinilor a. Din formulele 

! , 21a (i-a) 
[o u209 == su, _ 

PR RR - 2na (u-toa) i 
(Î) dalu. + 204). 2 | Sau, 

- 5 i (utoa) | 
aplu ta) = Top . 

rezultă că raporturile funcţiunilor « o luate două câte: două: se reproduc, 
abstracţiune făcând de semn, când mărim argumentul cu o perioadă. - 
oarecare. Aceste raporturi, în număr de 12, se pot exprimă cu aju- 

-torul a trei dintre ele.. -.. - N | 
Să considerăm . cele trei următoare: A - 

a ou ou Opu.-- 
(2) Cop = —— Dyglt = 2 Dag = a - 

” PT m Op, e e Op 1: n Opt» a 

cari definesc funcțiuni uniforme în tot planul ncâvând alte singulari- 

tăţi la distanţă finită decât poluri, anume zerurile numitorului 03. u: 

(9) Ob um + nioo u,



x 

- COFUNCȚIUNILE 0 SAU FUNCIUXILE o cu INDICI 23 Din rclaţiunile (1) rezultă formulele - 
(4) * [2 (u + 2 o) = ou , pentru a =3 

003 (u.-+.2 & a). = — ap u | » - a = 1,2, AES - 

"e ] 913 (u +2 a) = = Ca u. » a =2 

% Lore (u +20) =— au ui a=1,3, € 
6. [iati 24 = au o a=1 d ( 

923 (u: +2 0a) = — aa u i Da = 2, 3. Să sr. 

Fiu uncţiunile 03 u; 
al doilea, „având respectiv ca perioade - primitive perioadele 

| , (7) ” - dc 20; io, 20, + a); "2oo, 403, 
căci fiecare diri ele :are în -paralelograzmul de 

1 

dau, 023 u sunt funcțiuni eliptice: de Grdinul 

) 
„| 

| 
Î 4 

perioade. „corespuhză- 
. - 

tor numai două. „poluri simple, anume . 3 pt) 

(8) 

Funcţi iunea a u, este impară, celelalte două sunt are, Pentru 
03 p u = 0, avem. 

Ri 

  

dou “| oz, 03 + 20, a 8 

._. 

funcțiuni | poluri 

  

— 
03 u O t2o, og +4 a, | 

— 
- _ + _ „s „ea. og 3 i e 

, 

0, 0 20 io aaooa ă 
Intre pătratele acestor funcțiuni luate două câte două. există relaţiuni ce se deduc 'din foimulele: (1) ($ 189), dacă le dividem cu o02u. Considerând cele „două din urmă, „obţinem 

co 

„Din. formulele AS 189), 
pa. PAR ? i d 

out (ec) oau i, 
Poza u + (e — e) oa u = Il, 

192; Mâridea drgumentului cu jumătăţi de perioade. 

u 
m - - o (u + oa) = e “owa %at, 

(Da a lu + o) =  geberud au. = Aba - 

  

elite aa 1 ap 0 ou, _ , 
0w 

iitând scamăi “ag expresiunea radicalelor Da “pl ($ 188), deduce 25 DA VID EMMANUEL 

, 4
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tabloul următor ag egalităţi: a 

Os (u + o) 

o o (u - + + 02). 

ou + o») 
O(u + o) 03). 

(u 

ou(u + o.) 

03 (26-02). 

o(u + 05) 

03 (u E 03) 

02 (u: + 0) 

i (u + 0.) 

su + 03) 

Valu + 43) 

Oa (u + o) 

A: da(u “+ 03)   
19 bis, Din definiţiunea celor irei i funcțiuni rezultă că 

(1) 

9 UFO): 

Gu + o). 

o, (u +0) 

o (u+ o) _ 

= e 

dos (4 | 201, os) 

 9aa (lu | lor. Jo): 

  

  

    

  

  

  

  

  

ata 001'003 Gu 4 ou. Dă 
e _ —— ——— FF a 

002 Oa Va= 263 ou 

1302 00)a 0053 Oolt. 4 Lu! 
— e - To = TI) 

po 000  Veza Oa 

aa 024 Out i i 1 _ î 1 au Ă 

— €., “ 3 = OTP e 

ou. Ve=e V ex—e3 ou 

— 0. 0Wg- cu m du: 
= e ÎI nai PA e; — (22) > 

004 0002 . Gou Dau - 

, 2 TI . 

(13—nahcoa (20) Opt _, V ere Os, 
, low] ou ep—eg dili 

a ghtos 003003 OU 2 Dat - 

"0 0u . Viza s du - 

owa 2. Z lo (222) Opu ZA Ca Oa 
, 002]  0au Vesa au | 

— 002. 00 du - ou 
= e oa 23 — == i Vera —: 

0001 003 Oul Opus 

2 go Do 003 0 e IE LU 

0003 ou Ves—e. su 

ă avem 

1003 (u | o. os), 

Caz (u ] 0.2), (a =1, 2, 
A fiind un factor arbitrar. Aceste funcțiuni sunt. dar omogene în. 
raport: cu u, Op 3 ceă dintâiu de gradul : unu -şi celelalte două de 
gradul Zero. . 

De altă parte, radicalele | - 

> y 

Va | sp - _ aa 

  

fiind î în raport cu , 43 omogene și de gradul —1, rezultă că “pro- 

- dusul funcţiunii 093 u printr "unul din. aceste radicale este o func- 
ţiune omogenă și de gradul zero în raport cu u, wa, 03:



| FUSCȚIUSILE ELIPTICE snt, cnv, dnv ALE LUI JAconI 997 II. FUNCȚIUNILE” ELIPTICE snv, cnv, dnv ale lui JACOB. 
193. Raporturile funcţiunilor CĂ considerate mai „Sus, 

0o3 (u | Wu o), 013 (u u | 0 03), Cas(u | o co) 
conduc la funcțiunile eliptice introduse în  Anăliză de Jacobi. Să „înlocuim fimoţiuneă Costi prin produsul 

Aa o p00 = VE cau, 
omogen şi de gradul zero în raport cu u, o, 43 ca și funcțiunile . 9 “Vauu şi să facem schimbarea de variabilă 

0. us Si 
V Cea, 

-- Funcţiunile 

o "(pa 
= 

  

  = o a), (a = 1,2) 
Ve, | cp 3, » Ca (= 7 

o; 
„depind n numai, "de arguimentul Pi de. raportul z. 2 2% perioadelor: 

2 , 
In adevăr, multiplicând o, co printrun . factor arbitrar 1 şi reprezintând prin ÎN Pa 

wa = 3) , A —————— - Ă , . - _ _ ceeace devine Ve, —— Ca, avem -. De 

    

Wa = - paz i Rea 

prin urmare DR Să - 

  

lo, 10) E 

  

| AER (= = , 
. Jo : o o |. = p (= A A „=9 = mo) 

adică funcțiunea p == == lo, a) este omogenă. ȘI de gradul - 1 3 

  

zero în raport cu o 3; ca depinde așa “dar de argumentul v şi de | w raportul = Sa, 
- Wa “ | îi . 2 ” Pia 

- 
ba Acccaş concluziune si se e aplică funeţiunilor « Ca3 | IF 

=) 
150. 
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194. Funcţiunile (2) așă definite au fost introduse în Analiză 
de, Jacobi, „care le reprezintă! prin notaţiunile 

sin am. ,. cosamv , A amp 1). 
. 

şi cari 'se notează mai scurt: ” 

„snp 3cno , ne. Da 

Aceste trei funcțiuni sunt așa: dar definite prin expresiunile 

Ma cu -.- 
snp = ra —» 

a ou o 
| cnp So o uVe—e: 

BD ou Ves — a 
Ă 0»u Pi - Bi 

dup = 2 | 7 o. 
“Osu 

cari, în' virtutea relațiunilor (18) ($ 184), se pot seric 

  | m VE, . 
a e Vpu gi ar 

Î _ “ Ă f o N : 

(4) -.. * cn = puza, | o=u Ve —e. 
” i |. Vpu— es Aa i, . 

mpa. 
Vpu— e. 

Cea dintâiu este impară şi celelalte două sunt pare: 

(5) sn — P) = —sn p, -cn (— ») = en 9, dn (—») =dn9 p. 

„Pentru v = "o, avem 

(6). a „md =0, enO0=dn0=1. - 
L. PI i 

. Dacă voim să punem. în ovidenţă raportul T=— a] perioade- 
. | O 

lor, scriem o E , _ 

“sn (e, 7) en (b, 2, dn (o, 7). 

„195, "Să, observăm „că sezanul radicalului - V e, — e, care figu- 
rează în definiţiunea funcțiuni: sn o, este indiferent, însă acelaş 

ca “în fârmula ov = u Ver—e; căci schimbând semnul acestui 
“radical, se schimbă semnul lui > şi ecuaţiunea care defineşte fune- 

ţiunea 'sn v rămâne neschimbată. 

  

2) Pundamenta nova: sinus amplitudinis v, cosinus: amplitudinis. v, delia 

amplitudinis v,



, 

"în cazul când ele sunt complexe și situate în linie dreaptă, re- . 

FUNCȚIUNILE ELIPTICE snv, cn, înv ALE LUI JACOBI 929 
* 196. Să -introducem cantitatea f definită, de egalitatea 

e — 

=, 
- Cre N 

care se numeşte modul al funcţiunilor eliptice ale lui Jacobi; vom 
aveă, în virtutea egalităţilor (10) ($ 191), între Ppătratele acestor 
funcțiuni, relaţiunile următoare: 

| o sn2v + en? p =1, i (2) Di A. a 
- 2 sn?p + dn? =1, | 

-Pe lângă modulul k se introduce modulul complementar k', de- 
finit de egalitatea i E , po 

| 2 = Aa ae Na i 
RR a er—e3 | E E 

“ Din egalităţile (1) și (3) rezultă egalitatea 

(4) Re =, 
Cantităţile e,, e., eg fiirid distincte, rezultă că modulele k şi k 

sunt finite și diferite de 0 şi 1. Se Presupune totdeauna că dacă 
cantităţile e;, ex, eş sunt reale, cle sunt dispuse în ordinea e,> e23> e; 

prezintăm prin ez punctul cuprins între e. Şi e3. In aceste cazuri, 
A? și k'2 sunt reale, pozitive și mai mici decât 1. In cazul general, 
când cele trei puncte formează un triunghiu, latura (e,, e) este pre- 
supusă cea mai mare, sau: cel puţin egală "cu: celelalte laturi; un- 
Shiurile 6, & ce ea formează 'cu acestea sunt așă dar ascuţite. Aceste 
unghiuri fiind respectiv egale'cu cea mai mică valoare absolută 
a fiecărui argument al raporturilor membrelor de al. doilea (1) și 

2 

a a z (3), rezultă că aceste argumente sunt cuprinse între —— ȘI + 

Cu modul acesta, punând 

  

> __Eo—e . ip m _ea—c2 ip! 
le = = = ge k2 = = p'e!?, a a— 6 

. avem inegalităţile i 

<1, 91, —<pel, —Acpaă, | PS Sa a SP pn asa 
Prin definițiune, luăm 
o a 1 | ze = 9. . „- k=oez, WI = glet, 

AP up - . 1— 

i=oef, Vi=otet, -
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În virtutea acestei definiţiuni, modulele. k, k' şi rădăcinile lor 

sunt reale, pozitive şi mai mici decât 1 în acelaş timp cu k? și ke 
în cazul general, pariea lor reală este pozitivă. 
 Introducând notaţiunca lui Jacobi relativ. la perioade, punem 

(5) -K = 0, Vaza i uK' = ca Esec 

497, Este interesant de observat | că modulele k, , precum Si 
şi cantităţile K şi 2 K' sunt funcțiuni omogene-și de gradul zero în 

a Op 003; ele depind dâr numai de raportul 22. De unde rezultă . - 1 
"că dându-se” una din aceste patru cantităţi, celelalte nu pot fi luate - 

- întrun mod arbitrar, Intre modulele k și k' avem relaţiunea 'alge- 
brică (4). Relaţiunile ce există între k și K, i K” sunt transcedente, 

- precum vom vedeă mai deparie. | 
198, Mărirea“ argumentului. o cu 2K, DK 
Să înlocuim î în formulele “ 

7 

i. ——— du au. aq IN EI (1) mele — onp 4%, dnp = 924 (p= ue — e) „i | * 03u OU  Osu _ 

succesiv prin pp SR, o 2iK ; ceca ce revinc,. în virtutea for- 
mulelor (5) ($ 197), a mări u respectiv cu 20, 203: Obinem rela- 
ţiunile următoare: - 

IP e 21) apa n(e + 2 K)=-cno, dn(o +2K)=dno,. 
- Le +2K' = sn, en(e +2K' )=—ens, dute -+- 2%) =—dnv. 

Schimbând v în —v, aceste relaţiuni devin 

o. (2 K—6) = sno, en K— 0) =-enp, du? K—5)= = no, 
: (a 0) =—sno, cn(2iK' —): =—cnb, dn(2i—) = =dnp, 

Din formulele (2) rezultă că funcțiunile sno,. cno, dnp admit 
respectiv perioadele | “ 

4 K, 2iK'; , ac, 2K ARI DK”; 2K, 4K.. 

“ Polurile celor trei funcțiuni, fiind punctele - corespunzătoare 
zerurilor ' funcţiunii Ogu, sunt date de expresiuncă 

pp om + (2n + 1) K, 
m şi n primind toate valorile întregi. dela — 0 la, + 00. Aceste. 

-. poluri sunt de. ordinul întâiu, precum sunt zerurile funcţiunii opt



Ss 

„2 Ă FUNCȚIUNILE ELIPTICE s snv, cn, dnv ALE „LUI J ACONL _ - 231 

şi fiecare din funcțiunile” sns, cnv, dn arc, prâcum se “recunoaşte 
imediat, numai două poluri în paralelograrăul respectiv de perioade - 
Perioadele considerate: sunt aşadar primitive pentru aceste func- 

“ţiuni. 

zerurilor funcţiunilor cu, Gu, 0zu, sunt de ordinul întâi, date, în 
„virtutea formulelor (7) ($ 183), de expresiunile . : * - 

> = 2mK + 2niK!, | pentru snv,. 

= Qm + K+ OniK" _ » cn, 

p = (2m +1)K + (n +1)iK! » do, 

*
 (5) 

199, Mărirea « argumentului p cu K, i”, KR i, 
Să. înlocuim, în formulele (î), e succesiv prin p-+K, p+- i? 

 Zerurile celor trei funcțiuni, fiind “punctele corespunzătoare, 

ceeace revine a înlocui u respectiv-prin u + o, ut Oa. Obinema, 
N "i în virtutea formulelor ($ 191), relaţiunile următoare: 

cnv, nr. 

  

    

mer a 

wa 5 [= Ze 

men Pace 
a on ; i o = pda ci = 

o | cn b + iK”) Ta zu = — Dia 

i dn e + :K pie = -i în 

_ Inlocuind în aceste din -urmă eralităţi o prin . pi K, ohlinem, 
în virtutea - formulelor (6), 

[on:to +4 Rn = die | 

(8) E î_i k 1, . a. Pa - . Dia cn (e! Mi) E Î în? îi 

dn ( +K+ Top ip 
cnv aa
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„1200. Din formulele precedente rezultă următorul tablou de valori= | eOK RR PR 

a 
E , 

LD ” . 

  

a sw =| 0: 4 Ri 00, “ i 
a: 9 

. ” Rn 2 i _ 
„A ) . cui 2 . | ş 0 RU N să . 

o TR 
do =| 1 p-1.0 oo, - 

201. Ecuaţiuni diferenţiale. E uncțiunile snp, 'eno, dnv fiind fanc- - ţiuni eliptice de ordinul al-doileă cu poluri simple, trebuie să satis- , facă ($ 181) ccuaţiuni de forma | i, - 
| (2) = polinom (2) de gradul 4; mmm 

i A _- SR INI .- Vaii usi % reprezintând una oarecare din aceste funcțiuni: e cec ti Pentru a formă ecuaţiunea diferenţială a funcţiunii snp, să de- . rivăm, în raport cu e, prima ecuaţiune (4), ($*194) îşi să ținem - 

  

seamă de egalitatea | - 

„pu =—2V(pu—e.)(pu e) (pie). | „2 
| Obţinem ecuațiunea căutată ia : 

(DS on ame POT 
- Derivând celelalte ecuaţiuni (4) sau ccuaţiunile (2) ($ 196), " obţinem ecuațiunilă diferenţiale ale, celorlaltă două: funcțiuni: . 

+ 

[se = —snp dn = — Ț( —cn?p) (fe2 4- h?ep2p), o) | do 

d div 
_ = 1 sr cn = — VO arts 3. 

  

d. | 
Punând z = sro, ecuaţiunea -(1); se scrie 
N | dz oa ui 
[ti . . 1. 9 f4 "Om die i Pau a | = (1— 20) (4— 22: la o aa 

- Funcțiunea z = snv este-o integrală-particulară a acestei ecua. „țiuni și de oarece ecuaţiunea nu se schimbă: când 'înlocuim v prin .. > i . .. - pd - : 
p+ C, C fiind o constantă arbitrară,” rezultă că z := sn (+0): .* Ă Ra . .. : : . 
este integrala gendrălă a ecuaţiunii. a. Aa Funcțiunea z = suo este: funcțiunea inversă 'â' integralei 
e [Z dz N (4). Ă PI 
(4) J V ( — 22) (1—h2 23)
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precum 2 = pu este funcțiunea inversă a integralei! 

(5) Ă | = Da A DRE iu Vă 23 — ga 22 — 83 i 

Aceste două integrale se numese integrale normale, cea dintâiu 
a lui Legendre şi cea de a doua a lui Weierstrass. Variabilele inde- 

„pendente, p, u ale; funcţiunilor lui Jacobi și Weierstrass sunt. res- 
pectiv integralele normale considerate. Intre aceste două: varia- 
bile există relaţiunea p.= u Ve, — eg. 

Funcţiunile lui Jacobi depind de un singur parametru, Mo- 
dulul f;, iar funcțiunea pu a lui Weierstrass depinde de.două para- 
metre, invarianţii ga și ga. Perioadele 20, 23 ăle funcţiunii pu sunt 
independente între ele, p6 când printre perioadele funeţiupilor lui 
Jacobi numai unâ poate fi: arbitrară, n 

Dacă voim să punem modulul k în evidenţă, « scriem 

| sn(v, B), cn($, h), dn(p, R) Si 

171202. Integrala (4) conduce; în virtutea tabloului [0 (5200), pi "la expresiunile următoare: Sa 
_ 1 

(6) x-Î3 ae cafe 
- VER). de VI 0225 
de unde | Ş | . - Pe 

(7) iK = | E i 
VU 

Integralele. sunt” luate după drumuri rectilinii (sau altele echi- ! 
valente) cari nu se întâlnesc decât la' limita comună,. punctele cri- * 
tice ce se pot ailă pe aceste drumuri fiind evitate prin câte un are 
de cere infinit mic descris într” un sens convenabil. Acest sens poate 
ti ales astfel ca în raportul, ” i 

SE II RE d, 003 - Cu RTT etib | 
a şi B fiind. cantităţi reale, să avem B>o. Da 

203. Desvoltarea integralelor K şi N după puterile modulului k. 
Din definiţiunea modulelor k şi k' ($ 196): 

e.—e e —e . Ra 2, 2 = 2 . - . e ee i a 

rezultă că dacă punctele eg; ex, ez sunt notate astfel ca 

le—e|5 | ez — ea], - 

| e, — Ca l
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" Valorile absolute ale acestor. module . sunt mai mici ca 1; ceeace - vom presupune în cele ce urmează, 

Î. Să considerăm integrala 

, - 2 da ( a PP O Ia a 2) 
"luată. dealungul segmentului . (0, 1), valoarea radicalului pentru - 2 = 0 fiind egală cu “+ 1 şi valoarea iniţială a “integralei fiind egală 
cu“zero. În tot: “intervalul considerat avem. - | 

” | aja o 
prin urmare. Putem aplică formula binoriului _ _ 

4 1.3 13.. (On—) — m 7 _ 54 1 mA ph 2 h2n sân , 
a ne 2) i+gee + iz +. E aa k m + 

- de unde deducem. 

              

  

(2 dz | z 4 a 13... (2). 1 da: 2) = = Ir R2ng?n (= (EA ml a pa Pt. pi 
„ Aplicând formula de reducţiune E | 
ete an dz în —1 pân—2 | „t- —— a - (3) fr o ha dz — dei 2 - 

“şi punând | N 

| 20, - O pe Da îi 
obţinem. egalitatea! . - i | a DR 
(2 anda | 2 da N 5 a a. 4 T= 22 Pa d, 9 pa cea je Pa (2) 

P, (2) fiind polinomul de gradul 2n—2 E Ă . _ 
2 2.4 . n —2) 2 a Za 2n—3 (6) P. (2)= 1 + gta, a Un 1) P 

Mulipicine ambele membre (4) cu ah? și făcând suma pentru a n=1,2, 3,......00, la care “adăugăm întegrala membrului. întâiu pentru n =o, obținem. “egalitatea : 
o fi da = (răi 2 da Sa pt pt, pa and + -2n 

d __ mp2 a2n . O raza” [si ) PI 3 cale Palo) 
Seria: - - tă pa (6) Asii



E 
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este absolut convergentă, e căci termenii cisunt în valoare absolută 

„mai mici ca termenii progresiunii geometrice Sen] =7 E] 5 
e să examinăm seria a - Di - 

P(z )= ai erp, (2) =a? A? | ci 

2 + asie(i +32) 
e 3 
20 (1 a 2. 

tâk(iiga rasa) e 
- 2 ă 24. - (22) - 2: jean me 202 _ +a RR ein „+a n :) 

Seriile formate din termenii situaţi pe acecaş coloană sunt abso-” | lut convergente şi sumele lor. sunt :în- valoare absolută mai Mici . 

  

respectiv ca termenii ăi Ta . -- | 

DE Ea 
IE AEP DE 

"a căror sumă este finită pe cât timp |n ze | < 1. Această sumă. rămâne finită şi pentru z'= 1, | a 
Seria P (2) este aşă dar absolut conve ergentă şi o putem ordonă după puterile lui z: i 

224 aaa i (9) P()=a+3 Cox? tea te. 35 OZ) Caz he. : 

(10) e, = 5 caz, (n = 4, d). SE > 7R=R - 2 

„Avem aşă dar egalitatea e Na 

ICR pe E 
o V(—a2) (12 RE) A 

E pi 2n-0) 2-07. = A aa oaia cuatr 2-âc zi a 2Arţn-2) Ca E tac - oVI—a2 3 35. 8.5 -(2n-1) ” 
De unde, pentru semiperioada K, în interiorul cercului [i Î =1, 

desvoltărea . . 3 . A 

  

  

brie oii Ștei, 

  

-
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Observare. Din egalitatea | || < 1 rezultă că 1—12a2 nu poate fi egal cu un număr 1 număr negativ ; prin -urmare, partea reală a radi- câlului . VEZI (hi) ) păstrează un semn invariabil când z "variază dela O la 1. Acest semn fiind acelaș şi pentru partea „reală a lui K, rezultă că această i semiperioadă nu se anulează în cercul Iej=a, - IO 
II. Să consideră acuz integrala NE 
Ma | NR [ 

U3) ea = fra TR ma 
și să facem schimbarea. de variabilă 

(14) 202 + p'22 pe = 4, Aaa | 
Obţinem, înlocuind litera y prin litera z, | 

115) a d A $ e aie 
a Vii ko) 

- expresiune care nu. diferă de aceea a integralei” K decât prin înlo- " cuirea modulului k prin modulul complementar:k', De unde rezultă, "pentru K „ desvoltarea după puterile lui ke ă 
ia. -, n 0) e]. acts azer je) 

Seria (2) convergează cu atât mai repede cu cât modulul k este mai aproape de zero,: dar atunci „fiind : aproape de Î, seria” (16) convergează - încet. Viceversa, dacă Pi: este aproape de zero, seria (16) convergează-repede și seria (12) convergează încet. Pentru k=4, seria (12) este divergentă şi pentru k =o; seria (16) este dese i Aa a E Pentru E. =o0,, „avem. DRE 

7 

2? 
UD KR= 

“Punctul k=o este așădar un punct singular pentru integrala K'. Să căutăm forima analitică a. acestei integrale în domeniul punctului k = o. “Pentru aceasta, să reluăm formula (2) care, abstracţiune făcând. de semn, se poate scrie . 
1. Mi 

i, ia Î Rr CR dz , 8). A $ Vi 02 3) 
A o ; Intre limitele 1 și A să intercalăm punetul j7 7 Și să “înlocuim 

N
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Întegrala din membrul al doilea. prin suma. 
1 o 1 . Si: 

| $ i ez) |, Cita !, Nuca Z5 | 

  

- În ultima integrală să facem substituțiunea 
E „_ L- NI 

-V= Î3 > 

prin care se reproduce prima integrală. Putem dar scrie 
= 

"U9) 

1. i | aia o oo _2 dz . _ 
(20) 2 ID ue 5 e - 

x i | - 4 _ . . 

Pe segmentul ue. avem 

Iei IVRl<t; a 
putem dar aplică formula binomului 

| i „9 18; (On —1 (1 — 229) 2 = pp 

= 

an 2, 

„Dacă: considerăm formula de reducţiune e 
a? da  dn—4 gan-2 1 DR SE d Lg va Vai  2n —l: i îm 

şi  procedăra ca. mai sus, obţinem egalitatea 

  

, | o. -V= da o 1 > a2 +.9 a2 „dn ), 00 Ro ee Va E VIE aa lb, (e 
PA [-) fiind polinomul (6)î în care înlocuim a prin - -De altă porte, 
avem expresiuneai 

oa 

  

  

dz LIV 4 1 pa (VIB a oa „te 
Va SV Ta RV 

-în care. trebuie să “dăm logaritmuilui Valoareă sa “principală 1, 
căci numai astfel membrul întâiu” este feal şi pozitiv dacă k, fiind 

"real și „cuprins între O și 4, „luăm pentru Vk şi VI=k valorile lor, 
pozitive, aa 

_. ” ' - N Eu i E 

:) Valoarea principală a logaritmului unei cantităţi z == gel . - este „defi- 
nită “de: egalitatea log z = log e 0, < O<z,



233. „CAPITOLUL. XVI 
 Peniru Ta | <1 avem desvoltările 

1 138 3 On mi i Ji=R= get + geek Sg) 73 toz3   pa) 24. ..2n nl. ---) , 
N e AVIZ 4 RR i CD OR biti .. 
i - AIE a a | log Sp esp — [3 tipi -.]. 

Făcând înlocuirile în egalitatea (21), obţinem expresiunsa “ana-. “litică a lui K', în domeniul k.= 0 a cărei op este 

(23). K'= = [i + 3 > ei log ip (2) = 2 2 og ip (12 , 

P (42) fiind o serie întreagă de je 

- 

cu cetei numere raţionale, | convergentă în cercul Ir] =1, ai cărei primii termeni suni. 

(24). P(= pei lei 

- Faptul că seria P conţine numai puteri paie ale lui R se justi-: fică prin aceea că integrala K'; prin definiţiunea sa (12), este func- țiune de le Şi primul termen al membrului al doilea (23), î n virtu- i 

tea relațiunii log 41 > log 16. te de asemenea funcţi iune del? 
, ea relațiunii TF > 8 ja > este e ase 2 ţ 

Tot ce s'a spus ape integrala Li în domeniul k = 
integralei K, în domeniul k'= 

o, se aplică 

- mută k cu k' şi K/ 
1 sau j' = 0, Este de ajunsa per-. 

cu K. Avem așă dar în domeniul punctului 
k = 0, d =1 . 

+05) K= 4 + > a ee be Pra = 27 “log E —p (3). 
„204, Desvoltarea. în serie a funcțiunii snv în domeniul originii 

Derivând ecuâţiunea ! 

- (0) (209 100 ia, 

  

1) Plecând dela egalitatea 

d N dz Via pia 
d 2 

| = zi + a Das at. an an + 
integrând, obţinem ... : i : 

d, 

  

4 ma ani ai lon). V 1—z=1— [za tag Tonga) n = aa *
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obţinem Sa a 

| aa = —( +) z+ DI: 20, 

RI Pa ge i 

„7 dpă pie E, Pa . 

dia _. a_n va dz „dz 
dpi = +6 h 2) i z a | 

da 426 paz 24 fi ae , 
gps UE a? if off; 

Făcând =o, prin "urmare. 2 = 0, obţinem 
„1 Ă 2 da =), da le) ni = Ur 106, 

dv]e . Adv că dp5 Ă o . 

derivatele 'de ordin par fiind toate nule. - 
" Desvoltarea căutată eşte aşă dar de forma . 

Ii - i +, 1 +1442 + hi 5 Gan ani - 

ai on 
coeficienţii dani fiind, precum se recunoaşte lesne, polinoame . de 
Î2 cu. coeficienți întregi. Această desvoltare este valabilă în cercul 

„cu centrul în punctul p =0 şi trecând prin polul. cel mai apropiat. - 
„205. Plecând. dela ecuaţiunile diferenţiale ale funcţiunilor cn», 

de, obţinem desvoltări cari conţin numai Puteri pare ale lui p:, 
” ” 7 boa 2n .- “ba 2 | 

cnv =4 rai Sao "oi?   

RE _„dno = + taie p2 kai pp, 

- coeficienţii Dan, Con fiind polinoame de l£, 
206. Ecuaţiunile snv = sna, cnv = cna, , do = = dna, 

„Din. formulele 

sn (2k — 9) = snv, en(-tv) =cno, dn (49) = =dnp _ 

conchidem, ţinând scamă de perioadele” primitive ale celor trei . 
iuncţiuni, că soluţiunile ecuaţiunilor 

- snp=sna, cn v=cn a, -dnp =dn a, af 2mK (on +0 
  

E dz dz i 
1 = = ) Din d > cnv div zur (9) +1
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sunt date respectiv. de cgalităţile a 

2 -l a+ Am K+ 20, 

—a + (4m+2) K+ Ani”; | 

= za+ (4m-t2 2n, K +2niK'; 

p> a +tmK + AniK! 

Rădăcinile corisiderate sunt simple; exceptand, respectiv va- 
lorile următoare ale lui a: - E . 7 

az e o 
- a = o, 2K, Spa, 3R + iK, 

0, K, K+ 280, 2K + 2R, 

abstracţiune făcând de multipli de perioade corespunzătoare iuncțiu- 
nilor sn, en, dn. Aceste valori dau rădăcini duble, căci: ele anu- 
lează derivatele funcțiunilor respective, 

- | SR, cnb, dp. 

„207.  Funcjiunea sno. Să „considerăm - funcțiunea 

Sin (e + a) + sn:(v—a) 
No | . | E = o . sn 

a fiind” o constantă E IK, K' K + KU, Această. uneţiune este 
pară. şi admite * perioadele 2K, 2K'. 

» Se recunoaște lesne că f(») n'are “poluri decât cele ale + numără - E 
torului, cari, abstracţiune făcând de multipli de perioade, sunt 

„date de expresiunile . Dia 

p= Lai! 

"Polul numitorului, p = K”, anulează  numărătorul, căci avem - , .. - 3 . , , . - 

sn (a.+ iK') = sn (a—iK), - | 

Punctul v = iK” este aşadar un zero dublu al funcţiunii f(p); cl | 
nu poate fi de ordin mai înalt, căci, î în paralelogramul (2K, 21), 
/(v) are două poluri simple. 

Să introducem acum funcțiunea 

po) =1+ a sn, 

„a fiind-o constantă diferită de zero. Aceâstă funcţiune are aceleași 
perioade și admite, abstracţiune făcând de multipli de perioade, 
unicul pol dublu p = il“. Să determinăm a astfel ca funcțiunea 

III. FORMULE DE : ADIȚIUNE 1 PENTRU FUNCȚIUNILE 

N
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S “FORMULE DE ADIŢIUNE PENTRU FUNCȚIUNILE sn, cnv, dm. 244 
„p(P) să-se anuleze în punctul v Za + iC”; ea se va anula atunci 
ȘI în punctul p=—a + iK!. Trebuie dar să avem 
Di las (a +iR)=0, 

, sau, în virtutea formulei sn (a + IK) = Î po i Să | - | | -  ksna . 
- N | , a _ 

Si | 1 oa > 0: - . 
De unde, pentru funcțiunea g (>), expresiunea 

(2) O 0 OOp(0) = 1—H2sn?a sn, 
Produsul - f(p) p(e) neavând nici un pol este o constantă. Avem - | dar | 2 ” - _ . a | , 

. 

sn (p+ a) + sn (o—a) _ C , 
sn 1 —Răsn2a snzp - 
  

Făcând -p = o, obţinem C=2sna., E 
Avem aşă dar formula îi - 

  

(3) sn (p + a) + sn (v—a) __. 2sn'a 
- srp 1 = Răsn? sn2o ? 

- sau, ţinând. seamă de relaţiunea . .. 

sn'a-= cna dna, 

avem formula fundamentală 

2snv cna dna 

1—'hsn?a sn? o 

(4)  sn(o+ra + sn (p—a) = - 

Permutând cu a, avem | ş a 
Os a cnp dp 6). n et a) snto-a) OTE Poza 

Adunând aceste două egalităţi, obţinem formula de adiţiune 
| h E sno cna dna. + sna cnp duo 

(6) SI (> + = 4 — K?sn?a sn. | 

208. Formula subsistă și pentru valorile excluse ale lui a. Căci „ambele membre ale egalităţii (6) fiind funcțiuni analitice de a „egale pentru o infinitate de valori ale acestei cantități, sunt egale | şi pentru acele valori. particulâre. De alimintrelea, pentru valorile a = K,K, K + iK! avem ($ 199) expresiunile 

sn (p + K) = sn (o + i) = 0, sn (or K 4 iR)= „= dap _ | ksno E 
| cuprinse în formula generală (6). 

  

    

np 

k cnv - 
Sa 7 

Î DAVID EMMANUEL - a
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„209. P uneţiunea cnv. Avem 

en? be + a) _ ds ia a)= (11 antasnto)P (sn cna dna + +-sna cnv dee 

“(1 — l?sn2asn?o)? 

Insă | | ă , ă i 

1 —h? sn2a sn? = l — sn?p (1:— dn?) =:en?p + sn?edn?a 

= 1—sn?a (1 — = dn) = = cn?a + sna dn*w. 
, 

Inlocuind primul termen al numărătorului (1 — Monta sn20)2 
prin produsul (en? + sn? dn?a) (na + sn?a dn) avem - 

cn (p + a) _ (ena cno — sna dna snv dnv)2 

îi CU —Rsntasnep) | 
Lua u Iu. „a u A u - Pa 

- Extrăgând rădăcina pătrată și observând că pentru » = o, am- 

bele membre trebuie să,se reducă la cena, obţinem formula 

Se cena cnv — snă snv dna dnv 
(7) . en(p+a)= E II IPC PIC 

! "1 sn?a sn?p * 

210. Pueţiunea. dnv. Pentru .a obţine formula de adiţiune a 

funcţiunii dnv, plecăm dela „egalitatea 
S 

i dn? (o + a) = 1— sn e + a). | 

i _( — h2sn?2a neo — E? (snv cna dna + sna cnv dno)? ai 
a n, Ă   
a Ma (1 — 12 sn?a'sn2p)? - - 

Insă - o e 
- 1— 2 sn?a sn?p = dn?p + *sn2p cn?a- 

> = dna + le sn?a cn. 

Inlocuind primul termen al numărătorului prin produsul 
(dn?p + k?sn?p cn?a) (dn?a + k?sn?a cn?v), “obţinem 

dna dnv — h? sna snv cna cn) 
dn? (p + a) = ! R 

. , (1 — 12 sn?a sn? | 

„De unde, extrăgând rădăcina pătrată. şi observând că pentru! 
e = o, ambele membre trebuie să coincidă cu dna, avem formula ** 

“dna dnv — h?sna sno cna cnv 
(8) . dn î ta) | 

1 — ?sn?a sn E , 

211 Făcând P=a în egalităţile (6), (7 ) şi (8), obţinem calităţile 

- 9sna cna dna 
SNOQ a 3 

_ 1—h? snia 
. en2a—sn?a dn?a 

(9) . | CN i 
- , ? 1 — 2 snta Da 

! dn?a—h? sn?a cn2a 
dna TI — 

„1 — 2 snta
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CAPITOLUL XVI. 
_Expresiunea funcţiunilor fu, pu prin serii de “Îuneţiuni 
e „simplu periodice, - 

„= Funcţiunile ou, Oa u exprimate prin produse de “funcțiuni 
"simplu periodice. i 

FUNCŢIUNILE îu, pu; ou, au. _ 

- 212. Funcțiunea țu. Seria dublă care definește funcțiunea tu 
(II, 137) se poate, printr'o grupare convenabilă a termenilor, trans- _2 formă într?o serie cu un singur indice:. Să facem substituţiunile 

- . _ u . w 
a Wu Do Boa; „N | w, „o . 

seria considerată se va scrie ” - i 
| DN SE INS] MEN III IE INI A PRE „- (2), cu = a ta | = (m + nz) ta tt. 

  

Să reunim în- membrul al doilea, de o parte, toţi termenii În. 
cari n = 0 şi, de altă parte, toţi termenii în cari n are aceeaș'va- 
loare oarecare diferită de zero. Ieprezintând prima sumă prins, - cea de a doua prin sa şi ținând seamă de egalităţile 
a Eee 

a m 6? ms antim)? sin nz ) î3 Di 

      

a A pă? +) = cota - „ pe wb—mim 
, 

eu _ co na ă | : = | cota | — nr) +cot nat]; ne-alv—nr—m nm]. [ . ( + |; - 
vom aveă - 

„ 
o - - - 

- - - 7 scol av - ” „- og ZE, „bo, o 

Spit 4 a [cota (e 12) + ot nr ] | 
= — z (p — col nat |, * Do sininar 3 ol | 

1) Dit a dintre funeti AR Te IN 4) ii crența infre funcțiunea Sinaia Și seria 2 (era absolut şi 
"uniform convergentă în tot planul, exceptând polurile z=—m, „este, precum se - recunoaşte lesne o funcţiune olomoriă în tot planul, Această. diferență se re- duce dar la o constantă, a cărei valoare este nulă (I, pag. 3830—41). Inlocuind - prin nt, obţinem egalitatea de mai sus, - a 2 Lip. 382. ! 

]6*.-
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Raportul 7 al perioadelor fiind imaginar, seriile 

” . d 4 

sin? na 

1 . > [cor 2 (p— ac) - + cot Nate | = == Sin Ip 
i sin nat sin 3 (p—nr) 

sunt absolut convergente, Este de ajuns a “probă că cea dintâiu 
din aceste două serii este convergentă, de unde, în "virtutea ega- 
lităţii 

„_ |sinz(v—nr j lim sintem = 
na] - SIR NAT 

    

va rezultă că și cea de a două este convergentă, 

  

Punând , Ă 
me = a + if, fo; 

avem Na - 
_ j e nia._ BT nia 

A sin nr = Ii , 

de unde egalitatea Ma 
Si SE “ 

[sine naz| “mp2 , 

care justifică convergenţa seriei considerate. 

"Avem aşădar egalitatea i 

mes a a - : IE a 29 iaz a 7 co 7 x — zu a [oa Z "za mo + 7 [cot sz (p—nz) + cor ma]. 
„N 

1 
Făcând p 3! şi observând că termenii sumei 2” [cota (în + cot ot na], 

2 

corespunzători la valori ale lui n egale Şi. de semne contrare “se dis- 
rug, obținem - a 

m i « 4 i | “ : o 

A n Elia). | | 20, 1sin2nz 

Egalitatea (3) devine | A N 

(5) fu= neta cot zu ra [cot a (p-=nz) +-coL na], 

mpi = cot ze ge E [cota (e —nz) “cota (p+-n7)].. a 

213.  Pinoțiunea pu. Derivând cealitatea precedentă în raport 
cu 7, obţinem! _ ” 

2 eo e - 
(6) pu=— a + 2 le, a. | O boot — Sin alo nt) - 

- : _ 7



2 

„„PFUNCȚIUNILE fu, pu; ou, oau în „245 

A A 77 Si Făcând succesiv = ta 3 rezultă | 

  

  

  

. z m 4 . în. i - 

2 Ș _ . MO = —e2 a ho Ter o cos? na ? 
„ PI po - o m. 1 a | | = ep (7). noi ex? + Z 2, ; în Da 

* cos = sur o 

op - 2 sr? Ă 7 - 70 = — 630? + Z , 
— - LS 3 

  IT 

a e 9. 2Nn—A i * sin? : ie 

214. Funcțiunea” ou. . Integrând egalitatea (5) în raport cu v, 
“obţinem Ă 

  

„cu sin a(v— nr log = 202 F> [log pinten e co cot ae]. c sin av —sin nat 

Trecând dela logaritrai la numere şi făcând p = 0, găsim 
20, , 

z 
i o   

Avem aşă dar expresiunea căutată a tancţiunii cu, sub formă 
„de produs simplu, 

(8) ou = 224 emo: sinzp o Sin 2(e=nz) gFtv cot naze. EI az — sin ne 

0 altă formă a “acestui produs se. obţine, dacă grupăm factorii 
„doi câte doi- corespunzători la 2 n şi ţinem seamă de identitatea 

. sin 2 (v—n7) sin aţă) =sin? no sin? nar, 

„ Belitatea (8) devine 

1, Ă 2 20, 9? : sin? ap (9) ou =. 201, nor „sin zp ÎI = e), a i a sin2 ant 
0 a treia forihă a produsului sub: care se poate pune funcțiunea 

- du se obţine, dacă înlocuim î în 6) funcțiunile circulare prin func- 
ţiuni exponenţiale. | - 

Introducem notaţiunile următoare: o 
(10) A - ein = z, ei =q . , 

şi observăm că pute, fără a  Testrânge generalitatea, presupune 
la Căci, punând Da Sa 

7 

G pr - 
—=a+ib, pat!
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pa
d 

S&
 

avem - | 

7 q=e  -. Die Ea 
Putem totdeauna dispune ca b.să fie pozitiv, schimbând, dacă 

este necesar, semnul lui 03; ceea ce n'are e influenţă asupra fune-. 
țiunii ou, Vom avea 

  

  

N „TI 

 Sinap=—— 

i -. n —n 4 | _ „a 
” sin nus sii; m oii 2 og - 

—n n —i 2n „=-2 E . —9 3 „1— . 3 sin z(v—nr) = i Î — iz , . a 2 . 2p 
, a , 

n —n i — n , e qzq iz „Dt1l—g 2. _ sin a(p nr) SII iz ZI, _ e RE ui . 2 

Substituind aceste valori. în egalitatea 8), ob inem g ţ 

SI _2o0i mut? at re (1-20 22) (| gina 2 
(4) a 27 ag 
Produsul up) este “ absolut convergent, căci. la |: < 15 

  

“de asemenea „pentru orice valoare z, finită şi diferită de zero, pro- 
dusele _ i - - e 

E (Ur), ÎI (gr a) 
sunt absolut şi uniforra convergente, Putem dar descompune pro- 
dusul din membrul al doilea UD î în trei produse şi scrie 

(12) | ou = 2, nos | zi 1 [a 2%) Îi (1—qn LII 

| 2 . ă — 2 LĂ i - - ji (P— q2n)2 . 

N 1 

sau , ae ă . 

  

„9 IP | ji u —2 gina cos dap ta”) 
(13) 'ou = 0 0 sin ap Ap - 
e 7 - Iane 

245, Introducând cantitatea g în egalitatea: (4), obţinem - 

_ z2-[1 «e g2n 
14 = = ia Sol ( | ) . | h - 20, ? 

. 

6 - 1 (1 - q2)2



FUNCȚIUNILE fu, Pus ou, dau 247 
" expresiune comodă peritru calculul lui pi. Valoarea lu 119 se va 
deduce din formula. lui Legendre 

45) "dat 
nas =   > 

în care înlocui m prin valoarea sa din (14). 
Prin introducerea .lui g egalităţile (7) devin” 

“ao 

Pi ŢA 
m oua olt k at 

1 

a 

1 ae o 242 ze > 

225 
qm an—i 

Tha 01 = —e3 o? 

2n 
q 

2 (1 q2n— 

“sl ! 

E 

pp 
246. Valorile funcțiunii ou pentru ua (a=1, 2, 3). Făcând în 

1 
“ formula (12) succesiv p= > 

0003, 002 sub formă de produse... 

10, Boa — Făcând v=p prima formulă (10) dă z 
(12) devine - 

Î a 
2 w 2 1-3 

  

bţinem valorile dou, 

= şi formula 

  

UI 4 an 
_ - 20, Ta ou 1 +a > ” (17) 0, 201 e _ _ - 2 ur 
20, goz.— Pentru pape, formulele (10) d dau z=e 13 =. ia | ww 2 

| | E | 1 N . | .. 

Ducând valorile =, z= 9? . în egalitatea (13), cinem . 

, o IU- gri) Îi. 

doge cina du 
IA Lu 2) 

„Insă din formula 5 rezultă o 

(5) nt map 
Ducând această valoare în ex 

factorul d — i 

a | 

presiunea lui o 

  

3 Şi făcând să intre” 
în primul produs al numără torului, avem 
SR 1 d g2n12 _ , AI ros —+ 1 ( 1 ) " 003=i—e q DD 

- ” II(I — gmp 
t î.
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a 1.o, i z 7 Da 
0 Rina pa a Te i == 7, 3. Fie 7 a j—g; Prin urmare iq Ducând 

aceste valori ale lui P şi z în egalitatea (12), avem 

  

| î Tara) pg 
da 1 ea, a +9) ae . 

Insă dia formula a | 
| (20) | Na 0 1 (a = , 

„rezultă " KE e i | | 

00 memo toma 
Avem „aşă dar - 

_ _ ti gi hal: 73 1 (4 pe g2n—1)2 : = î) (22) ce, Vaza Miza) 
217. Funigiunita a dau. — Vom caleulă succesiv produsele funcţiu- 

nilor 07, 02, Ox, cari nu pot fi cuprinse. într'o singură formulă ; căci 
perioadele 20,, 22, cari în produsele duble intră în mod simetric, . 
figurează în mod diferit în produsele simple. 

în Mu 
. e. , ut+ou 40, Funcțiunea .oju=e alura), _ 2 oo. 

o Aa NR u.- A | A mări u cu 4, revine a mări o E cu 3, prin urmare a 
„20, 

înlocui z=ei%” prin iz. Făcând aceste substituţiuni î în formula (2), 
_avem | 

i 20 2 z— II (1 2nz2) ŞI, 1 4 q2nz— Mu ZU Pot +4) 2 +2 ( +q ( ge 2) 2 alura) = DOE 
Divizând această egalitate cu 0%, (17), obţinem 

uz pm oiet z+z II(1 + gen?) II(4 + q2nz—2) (23)  ou= 3 TUE 

  

  , 

"sau: 
Rs 

Fi 1 +22 cos 2rp + gri . 
1 (pg): ” 

Ş mu o(uto 20. Funcțiunea opu=e Pi . - Dai dog 

20. (24) ou =e" 1” "cos sp 

SN
 

                                                  

La
i 

+ ă 
q? z. Prin această înlocuire avem, în virtutea egalicaţii (15), 

2 oa 6 = 23 o, o:tize= Tip U-kirp,



“ FUNCȚIUNILE fu, puj ou, dau | 249. 
Făcând substituțiunea şi ţinând seamă de egalitatea (18), for- 

mula (12) devine , 

mount poa 4 II (ot 0) 11 A gtn-i 2, e q IQ ge 

" Divizând ambele membre cu 9w, (19), obținea | 

— ata _ 
e o (utoj)= ie 

Iu- — gin ii (Lo gntz2) 1. 1 
  ai | opuse meri _— i Do 

i ge | E 
sau - o . a 

PB) suo RE, 

a 30. Funcțiunea apuc Tei 9 (urez) | 

ou | e 
. IE . 1 7 - Inlocuind u prin u tea adică v prin = zprin valoarea 

. 1 N ” 
. 

corespunzătoare —izg si, ținând seamă de egalitatea (21), formula 
(12) devine - 

" 

he
 

  

i II (1 gtn-t 22) II (4 gin 2-2) . ; _ gin a = 
Nu g (to) =—-21 oz avi Pui n d Nr , 

| 

TU gene 
A: A 

Divizând ambele membre -cu „0 (22), obţinem 

  

| | „du an (Leni) (27) 02 (u) ze Mae 1. ie 
o 

Ji (+ gri, 
sau .: 

(05) ca (joc meie [12782 co da ga 
pn ” 

218; Să punem ÎN ai a 

motan (29) . iu Ia 
de = sp hal (linii), 

Aceste produse sunt absolut ȘI uniform convergente pentru. 
toate valorile lui g cari, satișfac inegalitătea lg] <4;. ele repre-" 

- zintă dar funcțiuni olomorfe i în interiorul cercului | q| = 1. Aceleaşi



230 -. CĂPITOLUL XVII. ă 
produse privite ca funcțiuni. de z, sunt olomorte în „semiplanul 
situat deasupra axei reale a variabilei z. _ | 

Multiplicând între ele- produsele situate pe acecaş linio orizon= 
tală (29), ) obţinem e 

mata Dn tin=fi 4 a 
Produsele do Și do di de da conţia aceiaşi factori; avem n așă dar 

do dn Q2 43 —4o,: de „unde egalitatea | 
e 

- (80) a i Mai =. a 
Introducând : aceste notaţiuni, formulele (17), (19) şi (22) se 

scriu E 

do, 20, - 5 mad, 

za 
, N = Oy VIlal0a Q3 - omori dati, 

i zf 01 1 271]9003 d, - 
Di e al e gi 
219. Cu ajutorul acestor expresiuni, valorile radicalelor ag 

(Ş$ 188) devin, ţinând seamă de. setea (30) de mai sus, 
. e. 

ja la = —— ad e ai 

| __ . - Ă 1 iar 
(1) Ve—e=i Ves—e, = d qi | qi =e 2 , L Ea - 20, 

A zi 
Verze=— D ea aa q3 

Aceste radicale. sunt asă dar funcțiuni uniforme de aportul T 
al perioadelor. 

2 

  

“In. „cazul când wi ? sunt reale şi “pozitive, q=e“ | 2% este real şi 

. cuprins între O şi 1; prin urmare, cantităţile do di da (3 sunt 
reale Şi pozitive. De unde rezultă că, în acest caz, “radicalele 

_ . IN V aa, |e.—e, 

sunt reale și pozitive, iar radicalul 

, Ra / €2— 63 
este real și “negativ. 

Egalităţile precedente ne permit : a defini, în nod univoc, rădă- 
cinile de ordinul al! patrulea ale diferenţelor e3—e3, ae e. —eg.



- 
, IN FUNCȚIUNILE fu, puj ou, oau *  : i i 251 

"- “Observăm mai întâi.că acestor radicale nu se pot da decât două 
„Valori egale şi de semne contrarii, ale căror pătrate sunt membrele 

dintâi (1). -Să mai observăm că, dacă luăm după voie semnul unuia 
din cele trei radicale, semnele celorlalte sunt determinate. Căci, 
din produsul a două din egalităţile (1), de ex., a celor dintâi, * 

| | | e | ea Vaa=— =) 

  

  

o d N Sa 4 . 

ap] 1 90 ai a 
- ANEI te NE ” - 

|
 

v 

. i „ i 2 * deducem, luând V/—1=e Pa ! > . 
a E A 7 Zi. 

a Vea—eg Va—e=igi d do d d: 

  
  

Semnul produsului fiind determinat, semnul ce se dă unuia din. - 
factori determină semnul celuilalt factor. pd 

- Putem dar pune 
. 4 _ - 1. - i : | ă - - Ti 2 , . "| Ve-a=2i [o 9a qi, , , 20, , 

4 - e. Du 7 XI 2 o TA IE (2) Vei a= | 2-0 g2, ge 
. Y Z a i N . 

e—e= |/— . Ia 204 do 3 

  

  

Semnul radicalului | 
| 

a. „ aa 37 Poate fi mat după voie, însă acelaș . „ L Pa 

în toate egalităţile.: Radicalele | ca—€p astfel definite sunt func- 
iuni uniforme de 7. .. a a 

Din egalităţile precedente rezultă, pentru rădăcina a opta â 
- discriminantului ” | ” 

  

  
  

Da 4316 (ee) (en)? (ese), 
expresiunea |. : IN | De -, 

s. 4 4 A | o IE 
(3) - Va=V 2 Ves— ea ese; Vezi 2 gh m. . Ia 2 -. ” 1 1 

" 

220. Am: definit. modulele -k, k' ca „rădăcini pătrate ale .ex- 
presiunilor îi Ea Dai 

. (4) | n i 
o. „a. - Se Liei i die: i . 

2 = 2 2, ERIE 

e . €3 - . 
, 

  

2 Și : a , Ei cu condiţiunca! ca partea :reală a acestor rădăcini să fie pozitivă. 
a
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" ($ 196). In virtutea acestei definiţiuni, luăm. 

6 ns Vaza, paza, ai Ei 

5»
 

  

Wee  :  .Ve—e 

“ 

SSC a PE „o caci, precum: am văzut mai sus, în cazul când 0, şi —3 sunt: reale 
, , . ă I Ă ” 

și pozitive, radicalul. |/e2—e,_ este negativ, iar celelalte două sunt, 
“pozitive. Substituind în locul radicalelor valârile lor (1), avem ex- 
presiunile | E 

- - _ o i Ă 4 j 

6... k=4g? (2) k' = (2) ; (6) | 1 (a), a] 3 

de unde, în virtutea aceleaș definiţiuni, 
a a aa 

| : = —jo -Vhke= >]. (7) Vk=2q (2) Vă (2 : - AN da a 
“Din a doua egalitate (1) rezultă, pentru cantitatea 

  7 . R=o, VeZeg. 
valoarea 

Za Ă (8) „R=z a qi; 
-- de "unde expresiunca 

(9) S ” do ga: 

Multiplicând egalitatea (3) cu su (12) (Ş 214) şi egalităţile (2) 
respectiv cu funcțiunile ou, 02u, 0u date de egalităţile (23), (27), (25) 
($ 217), obţinem expresiunile următoare ale. celor patru funcțiuni o 

8 — 27 2 : : o . ” . IE 
=: 4 du =6 Mo wi (2—z2—0) q1qa ÎI (1-2 gen-2) (4— q2nz2), 

7 ” ” 1 i 

20, î— - A 20? . ja z 21 | ] z 1 Ves—ezou =ie (+21) q lg (1 +q”z) ( ghz), 

  

  

(10; - | 
î mw? _ 

Zi V E 302u =e i doll (1 + gin—122) (1 gr—z->), sI a: 

do, 4 mw? 2 o | - , JE eee alia pete ao gre), 
7 221. Formulele (2) (3) ($ 219) și tormulele (10) ($ 220) au - 
fost stabilite plecând dela două perioade primitive (o, 203). 
Este. util a'aveă formule analoagă, corespunzătoare unui sistem 
oarecare de pericade echivalente Qâ 289) e 

  

 



N 

FUNCȚIUNILE. £u, pu; ou, dau _ 253 

E e GO =a0+boz,  s=costdoz  ad—be =1, 
(0 - i tâ+â,=o. | 

| Să punem | Ă Să 
(0) .. Pi =c, Pa ep Pâs=e,, a 

indicii î, 4, v primind, într'o' ordine oarecare, valorile 4, 2, 3 de- 
- terminate. de coeficienţii a, d, e, d, conform tabloului (9) ($ 187). 

x E a. & Este esenţial de observat că coeficientul lui i în raportul Z . 
1 

are acelaş semn ca în raportul 23, precum se recunoaşte imediat . o - - , 
Pentru a obţine formulele: corespunzătoare celor considerate, 

"este de ajuns a înlocui în acele formule semiperioadele Oi, 02 Wa! - prin semiperioadele transformate &, 2, Ga şi, în acelaș timp, can- 
tităţile construite cu ajutorul celor dintâi prin expresiuni construite în acelaș mod cu ajutorul celor din urmă. - 

"Aşa dar, înlocuind o, ay 03 respectiv prin G, Ga, Cp vom 
. înlocui 277, 72 73 prin transformatele” corespunzătoare -îj,, îj, Tla» determinate de ecuaţiunile | " 

” Îh ap ba | îjg = co + da, 1 His =01), o 

- În acelaş timp, vom înlocui €15 02, es prin e, e, e, și funcțiunile 
“ transformate _ n 

a . : 
dr (ua), 03 (2]âu6a), 03 (4,63), i . = 

“le vom scrie | 

97 (u[eo.,o9), -9u (u]oc3), % (ulco-03), i ” 
sau, mai scurt, . a . “ 

Ta 2 ou, Op, “0,u, . , o. 

. 
- subînţelegând perioadele iniţiale. a 

Cantităţile . 

| ue Op o, e nr o (3). | | Pg Te q=e PR - 

O O : j 
se vor înlocui prin a i 

A ou 36 i (4) =, =, I=e 
O. - 

— . 

1) V. ($ 244). -. 
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Pentru a nu încărcă formulele cu prea multe accente; | vom 
păstră, în formulele generale, literile P, 7, 9, fără accente; valorile 
lor însă vor. fi cele exprimate prin formulele (4), In fine, produsele 

| do , (=), nl ( gr) - 
(5) i 

a=1I (1 ( tan), “da = (1 n) 

păstrează aceiaș formă, q având valoarea! menţionată (4). ? 
Aplicând cele zise mai sus, formulele, corespunzătoare formu- 

elor (2), 6) ($ 219) se vor scrie : -. 

| |Praz pm e 

= je o 

= 2, ja ide 
- Deasemenea, fogeulele transformate ale formulelor (10) se: - 

„vor scrie. „-. i - i ” 

E la me ema 

  

i. 
4 
li (ge 2) U- n 2, 

7 

 ȚIZ Ve —e, —e,0; mie v (aka) q Eat 22) (da 2 

= = e n u= eh ” ao erp 2) u pg 2-2), 

2%, - Popi e | 
pă Va pu = e 2 tg ol ua 2n—1 2) (1— —g2n +1 272). 

In toate aceste formule, demente p, 2, 7 şi g sunt definite de 
egalităţile. o j 

ÎN _ u , _ iv ” _ 3 __izr 
(8) a "o zapioe ae i 

 Obserpare. Discriminantul A este un invariant relativ la orice . . 
transformare de perioade echivalente; nu se: poate spune acelaș 

lucru. despre radicalul VA, a cărui valoare transformată diferă 
de cea dintâiu printe” un factor £, (e5=1 ), care depinde de perioadele 
transformate.



FUNCȚIUNILE 9 (e) ALE LUL-IACODI ca 255 

- CAPITOLUL XVIII. | 
FUNCȚIUNILE 9(p) ale lui JACOBI. 

Jacobi a introdus în Analiză o clasă de serii cari poartă nu- „mele de serii sau funcțiuni 2, funcțiuni “simplu periodice; în locul 
acestor funcțiuni, Weierstrass a introdus funcțiunile a. 

222. Seria 9,(v). Pentru a formă scria ce se reprezintă prin sim- 
bolul d,(P) şi a găsi în acelaș timp relaţiunea ce o leagă de. func- 
iunea gu, să plecăm dela expresiunea acestei. funcțiuni sub formă 

- de produs simplu (12) ($ 215). - 
" 12 , , o | 

> X.Ty w i 1 z— zl o o. Ă . 

(Dre 1 ou ss MU = gin) (U — gznze „d ae ia - g2 a IU T 2) (- q E ) 

pa = iz = git , = 14 — 2n) E do . „d! d, i - q-),. 

şi să căutăm a transformă membrul a] doilea într'o serie de: puteri, Să punem | 

„poezia pei pia, 
In virtutea ipotezei |q|<41, produsele 
. po Na 

NU gr), II — ga 
„sunt absolut și uniform convergente, cel dintâiu pentru orice va-  loare finită a lui z, cel de al doilea în tot planul, exceptând punc- 

tul z=0, a E PR 
- Funcțiunea” p (2) este așădar uniformă în tot planul z, neavând 

alte singularități decât punctele z =-0, z = oo, cari sunt-puncte | 
singulare esenţiale; prin urmare ca 'se desvoltă în serie Laurent, 
convergentă pentru orice valoare finită 3, exceptând, valoarea 2 = 

Funcțiunea g (3),' definită de egalitatea (2), satisface relajiunile 
(3) „e pl = o o - 

We i-oa. 
Din relaţiunea (3) rezultă că. desvoltarea acestei funcțiuni în 

serie Laurent conţine 3 numai la puteri impare şi este de forma 
| i B - + i m - 

(5). p (3) = 2 Azi, 
. - - . —e ii . 

din relaţiunea (4) rezultă că termenii seriei, în cari exponenţii lui 

1 
,
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a sunt egali şi de semne contrarii, trebuie să fie egali şi de semne 
contrarii. De unde deducem, pentru P (2), forma = 

(6) p (2) A: San (ani zen) 

 Determinaria coefiziențilar 4 Să considerăm: produsul 

(7 m (2) = (2 — 21) Z Îi — qi — grata), - 

a cărui limită, pentru n = 00,. este funcțiunea - p (2). Putem scrie. 

sub formă de sumă, | Me 
Ă „ 

—1 (3 241 __ —2mi 
(8) pr (2) =ao (-—z ) auz —z pal mi _ potent )) . 

Coeficienţii ay, (k = 0, 1,...,: m), variază împreună cu m şi 
avem lim ax == Ag .-Căci: 10 oricare ar fi valoarea finită a-lui z, 

ă Ma 

exceptând 2=0, există un număr întreg pozitiv 4 astel că pentru 

m> >.u avem 

lei (2) — Pn ol | 
e > o arbitrar de mic; 20 desvoltarea este unică. 

“Intre coeficienţii ax există o formulă de recurenţă, care se deduce 

din egalitatea (6) în care înlocuim z prin a. Obţinem astiel -iden- 
titatea i n : , | 

“4 1—g2m+2 z2 35 
Pm (12) Da i 

“sau ! o Sa 

(9) (7 ph) ?m (42) = ? 2m402—1) pm (3. 
Să înlocuim m (2) prin expresiunea sa (7), precum și Pr (q2) 

prin aceeaș expresiune în care scriem qz în loc de z și să egalăni coe- . - 
ficienţii lui z2+1 din ambele membre (9); obţinem egalitatea 

ani 242 2m+2 
„dk — ay 1 = pp —a; 

de unde ie a a 
. a q2 1 — q2m—2k+2) | - 

(10) - : CH iata 1 gin zepz ri . 

- Dând lui k valorile 4, 2, 3,... k şi făcând produsul egalităţilor 

(10) aşă obținute, găsim o Ea 
Sa  (1—q2m) (qm)... (1— gem—2k+2) 

2 (ar gater AEZ (11) ax = ( 1) gr (1— ar) (= game, U- ga FaF2) 40 

N 

  

şi făcând kk = m, 

(02) cz mia (Pg (i) (12) _ în (4) q Pro (= dn). = e 

pn - i



x 

FUNCȚIUNILE 9 (o) ALE LUI JACOBI 

De altă parte, egalitatea (7) ne: dă :direct Valoarea : coelicien- 
tului puterii celei mai înalte, z2n+1, care este: 

257 

(3). 

  

  

  

= (—1p qm: - - o 

7 Avem aşă, „dar - e i | ecelâiă Lil uezsizs= 
. - a Br 

n 4 a a ICUR RS 

(04) ap UP) (gem): ame CURE | CA 
- A . i PR pi : ea :. 

Produsul 1 1 — 2 fiind absolut conver ent, la un. e dat q g | 

corespunde, un număr: întreg pozitiv, “astfel că pentru m>nu, 7 
avem. inegalitatea - a e 

Ă - 2m _ E3 II 
= — d n) 2 1 < e; . 

nm Ea 

de unde rezultă că. niumărătorul: nembrilui al doilea tinde către 
4, “când -m: tinde către: infinit, astiel că avem 

“us | E si 

  

: ta Le o Ag 2 lim ag 2 ni E 
me, up dop 

Ni - Ă i , . - _ Ă E ăi 

” Deasemenea, făcând, în forniula (11), m = 00 şi înlocuind 

lim ag prin —, obţinem, pentru orice "valoare finită şi întreagă k, 

(6) A = lim'a, = (=) glet) Ash qi, ie, . 
. - m=> a i „do i : 

Desvoltarea funcțiuni P (2), reprezintată prin cgalitatea (5), 
este aş dar Te . 

7 ” Ă - Q , , _ - , 

ta - . „Qi E 8 7) p re = Eton gnin-+-1) zen 2 i (—1)n gintz) zarit 
40 —» 7 „o —— - - - 

e e : Ca IER i zi fă pe m : a-i i, 2 Sai _ E 

= Î 4 S  (— 2, mi IP elzntliz, zei | 
„doi NEI a . 

Se reprezintă „Prin % “seriă 

II 2, 0 = LE - op arti) ne, Ra 

Li 

ci pană dei câte o doi te terraânii cari corespund vălorilor n sir), 
egalitatea precederită devine... - - ii Tea 

(09) 2 25 (în gri! sin (2n +1. 

17 DAVID EMMANUEL



09- 2 20 = mii 

03) 

258 -. AR CAPITOLUL XVIII 

Referindu- -ne la produsul (2), avem, pentru 2, 1(»), -expresiunile 
următoare sub formă de: me ee 

  

      a 

20), 20) - = 2'do & sin zw Î (— —2 7 cosdz +-gn). 

> 

e 
_ a pn E d. 

(02) - Oe orou=qo ga), 

care leagă între- dânsele- funcțiunile, du şi' d(p). _ 

223. Pe lângă funcțiunea d „(P), care corespunde funcţiunii ou, se 

consideră “funcțiunile 92(b),. 9a(v); Jo(p) - corespunzătoare funcțiu- 

nilor dat, oa, „Oat. Vom deduce aceste funcțiuni din funcțiunea d(+ NR 

S
ă
 

„0,  Funejiunea 2, (p). Să înlocuim î în formula (18) 9 prin p+3 3 

“și să punem. -: ME 
a Ș) _ „le + ID), | | | 

vom avea egalitatea 
% at do -k (n+1) paria, 

4) al) Za 
“sau a E a 

05) Sai 2 d(0) =2 3 pe +) cos (2n +1) 2. 

20, Funcțiunea Dale) sa înlocuim în' egalitatea (5) p prin 

pr ro sau, ceeace este tot una, în (24) p prin ot ; obținem. 

“4 nt) +(n+-1) (2 rute 

apte 3) 5 pu Pee 
“ Punând în membrul din urmă n — 1 în loc de n, avem. 

1 d _izwe - n2 niz 
2 (26) auf) ale ra) = 2 q" e. - 
—» 

"Seria. din membrul al doilea se reprezintă prin -9g (e): 

> de 2nizzo OD be 

Tntrodutând uneţiunea 205. în formula ( obţinen relaţiu- = i | 

nea



- FUSCȚIUXILE (b) ALE LUI JACOBL - 239. 

„sau 

“na 

e (28) e 90) =1+2 5 q cos 2 

„Intre funcțiunile d (e) sau do) Și O (6) avem  așă dar relaţiu- a 
mile - a | N . - - 

PR [. Ă - die ) 
(9) % ( at 2) = de + +3) =q te bi 9, (>) e 

N 

„90, Pamieiunea Jo(p). Să înlocuimi în egalitatea (18) + » prin p +5 

av em 

ŢI. ta a? Mois 
db+)==i E (pat tnt zen) iv 

o —» . 

ă . : ȘI | 5 Ă , =—iqi Z(1 Dieter i, 

sau, scriind n — 1: în loc de n, 

(30) . | | | Dori) site ei Sopra E - 

Se reprezintă prin 3) seria din meiul al doilea 

| (31) Do | | „dt Eton cz 

a i 

02. „i t2 3 (07 casti, i 

Intre 2, (v) şi Vo (>) avem: așă dar. relaţiunea 

69. Deta) iți oo). 

“004, Pentru a obține. cele trei. funcțiuni 9 (o) sub. formă de pro- E 
duse, vom-face, în produsele (20) şi (21) ale Auneţiunii 9,(0), substi- 

- tuţiunile corespunzătoare considerate. mai sus. 2 - 

în, 240). Mărind p cu 

o
f
 

„3 se. înlocuieşte prin iz "obţinem ex- 

presiunile... : Sa 

da(0)= = og (z+ 5 ii u +2 (1 +72, ! 

(34) > SE 

2 COS avil (1 24 "cos merg,
 

12* a , A a



200 0 * CAPITOLUL XVIII 

20. d(6). Să înlocuim în prima egalitate (34) e prin va 

” - a A - E „de 
ceeace revine a înlocui z prin g? z; obţinem 

_ SI a DRE 

Dale) oa E II grei), 
Prin urmare, în virtutea relaţiunii (29) dintre 3, b+ și 

Ă ab): | 

e dl) aul iai iu agir sI 
(33) | a 

a pl (ragr- 1cos rogi? ). 

: i 

80, Sute). Tadocuind în egalitatea 20) p „prin vre > sau 3 prin q?2, 

obţinem : 

Dao) iza € i -i (gin Piz), 

De unde, învirtutea: relaţianii (83), | PS 

i ale) do Napp?) (0 o ( ze 
2 

"=ao4I (1 20 A c052aw--g Ana) 

"225. Să reunim, de o parte, „seriile, de altă pârte, produsele 

funcţiunilor Ş: 

(3 ati o png (n+i? gentia _ 

ostompgpei sin(2n + ze, | 

ae) Serbian 
.: E Stoa e . 

(0 NI a. 
240- Sai SI 

= să co în, 

daţi EC gi nimi 
. E îi e apă Btcritcos 2nzip, E: 

| 1   
Dai 

4



 PUSCȚIUSILE 3 lv). ALE: LUI JACOBI a 264 
a 

3 0)= out sinzv Iu 2 renta gtn, 

da(0)—2 zi ccozelfu +2a "cos ag, e 

PR 

94 all i+24 an cop fgte-? ), 

dut)= = do lu —29 052 te: 2 

206, Funcţiunile 24) sunt funcțiuni întregi; 9,(p) este  fune- 
țiune. impară, celelalte trei sunt funcțiuni pare. facând i în formulele 

- precedente v=o, avem . : 

, (0) =>0, . Ă , i 

(0) —2 Str? 20 jt în pt a P2(0)—220, j a AU q ur? a dor» 

8], 
da(o) = 103 du DU d cor, ! 

Do) =1+2 3 a voi ua casă 
Din calităţile precedente rezultă 

90(0)92(0)22(0) = 2qi folie) 
„sau, în virtutea relaţiunii (30) ($: 218), 

op 2a(0)94(0)240) =2a 
Derivând funtiuzica. 9.(») exprimată sub formă de prodăs (2) - 

şi făcând o = 0, obţinem egalitatea : 

E: Vi) =2aqt Îl ua? d =oapt do. =. 
Avem âşă dar identitatea | | | -. 

6 000) =204(0)040)0.00). 257 _ 
„ Observare. Este: inieresânt “de observat” că ă cele patru: serii 

20) sunt cuprinse în. formula : 
ă E DE (n s)., i în Du (e) Dă: e 5 > (—1)'"g n+= Ă 2i2 (n+ 29, NE 

” 7 —%» ... . - 

în care indicii: g, h" primese respectiv. valorile d, n, (, 0), (0, 0, 
(0, 1), astfel că avem . i 

Diu(p)= A ab) 4); Doa)= înbo), to do(e).



262 „CAP ITOLUL 3 XVII 

228, Mărirea” argumentului p „respealiv e cu 1și LĂ Din tabloul (1): 
rezultă relaţiunile următoare: Z 

7 

(7) 

De unde 

8     

Bet) Ba), Dao) 0al: 
„adera = 0), date) = ob). 
etno bă tag (+ :), 

2 let =ge 20,0), 5 

dolor) =qte*%9,(0), 

do(o+-7)=— de dolo). 

9 (ol +7) = ge "*9,(0), ” 

9 „(oi += de da () 

dale) = die 90), 

date +140)= —d iei, - 

| 7 ue 
- 

229. “Mărirea argumentului respectiv cu 3 = Din acelaş 

tablou -() deducem formulele . următoare: .. 

(0. 

|, 

  

%, + +1) = o ” | _ 

+ i-a 

aaa 
9 o] = 9.05). „? Ia - 

Il 

ANI IRI Ă | 
igo ep (p), , r). So

 
=
 

2
 

3 
- 

+
 

I
S
|
 

- 1 N i 

| (+3) = ge da (o), 

| T oi) ( 
9 [er =q 2 > 

d (+3) = iq te id, (0).



ă FUNCȚIUNILE 9 (v) ALE LUL JACOBI - . 203 

8, (+ +a +2) = q tei (0). 

d (rr gheo tea (e), 
ÎN Ce - Sia 
og (+3 + 3)=i qiei0, (5), 

lo er ga tei (0): 

230. Ecuaţiune “diferenţială. Cele patru funcțiuni d (e, 7) pri- 
vite ca funcțiuni de variabilele v şi 7 satisfac una. şi aceeaş 'ecua- 
“ţiune cu derivate parţiale. -In- adevăr, reprezintând prin 2, 7) 
una oarecare din ele, se verifică ecuaţiunea diferenţială 

a 029 (0,7) 33 dot 7), 
(DS Al | 2 

231. Pepresiuna, radicalelor 

ap 4] fi i [E 

“In virtutea mt (3) $ | -egalităile 2), „S 249) se 
pot scrie [ Io o. Ă 

E je aa (0) = rail tate | ), 
  

LT 

(7) ] 20 ja = % 0) trairi. 
=. i, 

  

a 

Ea ja d (= 1 apă 0 +. 

de unde, în virtutea cealităţilor (6) $ 189), - 

30, j . o i 

A aaa = Vi pai aa =ii' 0240), -z |= z 

ț 20, o, 
i ($) | za ja = Ț | 2 = pie (0), Vi- =e: 

i 2 az re = = [i Do( i 

Deaserinenea; în virtutea . formulei 6 ($ 205), “egalitatea (3) 
($ 219) se serie O - _ 

  

*
 

ş 
| 

  

    
Te II E 

9) Je — V da d (0) dica.



CICA tz oi “CAPITOLUL SV i uz 

 Exresiunile vadicalelor VE YE, | 2, date, de cealităţile (7);. PERII 
x (9) ($ 220) devin, în virtutea calităților, (7), şi ţinând seamă de 

expresiunile (3) ($ 226) ME . 

o „Ii 2 90) 219 tipat. ze 
, | ] 2a(0).. „1r2q+2qt apr. 
  

    

o 0) _ Ag dqi0p +. ui 1/7 q+2q1—29 
, «d ) kr 240) AFROIIZ 
IE 21 3 a a Sa a a E 240) tara. DRE 

Putem obţine, pentru “membrul întâi: al: egalităţii precedente, 
o serie mai” convergentă, adunând a doua şi a treia din egalitățile 
(e 

* 

  

  

  

202 2 (0) +0 0) = — (În 2g%42q15+ 2q36+...)3 
= jah Matea i de unde i 

Ro i (9) az = IF da ai pogeraga. .. i : A 

"Din calitatea (UD rezultă expresiunea Ea 

„an ENE 0040 ape. J 
- SEI rai 0)+3(0) . 1 pdgi + 254... 

Membrul: din urmă al acestei egalilăți nu diferă. de! acela al 
egalităţii (10) decât prin înlocuirea lui g prin gt; ceeace corespunde 
la înlocuirea lui r prin 47, Reprezintând membrul | întâi prin l și 
punând T.în evidență, avem egalitatea ...: : 

a Tora 

: Din egalităţile (10) și (11) ridicate la pătrat, și tinând seamă 
de egalitatea J2 + k? = 1, rezultă identitatea 

(16) A 0a(0)+% (0)= 03 (0). - 
232. Eapresiunea cantităților ea; a invarianțilar Bi £3 ŞI a inva- - 

riantului- absolut J. a PE 
“Din egalităţile (7 rezultă | ARE 

my: a = 2, : : zu N? : . zh 4 ă (17) ec (3) da(0), ar-es=(pa.) 9410); a—e; (65) d;(0)



FUNCȚIUNILE 9 (e) ALE LUI con. 265: 
„De unde, în “virtutea relaţiunii e. tea hez =, AER 

[ai -f). sote - 
| us i 3 (2) 1 [240)— —0(0)], 

| 3ea = (2) 040 040). 
- Adunând. cele dintâi două egalităţi (17) şi scăzând: a treia -9b- 

“ine relațiunea (16) de mai sus, >" 
_ Pentru a obţine expresiunca inv ariantului “2 2 Alezertâzeaveata); 
să considerăm identitatea Sa i | 

(ea— ez)? -H(ez—e;)? Hâedt= 2 eee regi-0 lea ezei-reş); 
de unde „deducem a Sa o i 

i L-a E i u 

09 agale, zoo poa) a, 0. 
Expresiunza invariantului zsâeieze este 

AS 5 ca 20) pape Jo 20) (op op 
“Sa: cohasiderări invariatul! absolut ii 

N - | . . _ 3 > 

Ia 
care, fiind omogen și de gradul zero: în raport cu, Ei ŞI Oa, depinde 

3 numai de raportul £ =. Inlocuind za Prin valoarea sa (19) şi (05| 

- deseriminantul. ACI . ca | 

a 4 =16 (ee) (ee): (eat 
prin valoarea. sa dedusă din formulele, (7), adică 

al) n a=io jo 
obținera. expresiunea ” i , 

1 98.-03.+08 , “ (22) , J= SL a PR - îE DE ADD 
„233. Epresiuneă funețiunilor o prin —fuețiinile 9 3. Intre | 

funcțiunea vu și funcțiunea: 2 (0). avem (22). (5 222), . velaţiunea 

e ma e Sa 
(1) Si aia de e- "cu =9(0).. “tu = = 209). 

e



"266 : - CAPITOLUL XVIII 

Divizând ambele membre cu 7 și făcând p=0, obţinem ega-. 
litatea 

Io a daqt qi =0i(0), 
care reproduce relaţiunea (5) (S 226). "Relaţiuncă (1) se poate 
dar. serie a o 
mas 20. 

    

  

  

  

  

-(3 , „e 20 20, du = 20, Ă OD 00). | 
Să dăm lui u succesiv valorile o 02 = Or + 0 03, cărora 

corean valorile pa, 1, z, obţinem egalităţile 

mo (A 9 | Poaie au B00 aa, 20, 
_ fii (e „du(0) . 940) - _ dz 9 Da La 3 2 

(4); e” o dop —2o, A 21 =—20 pa 
N mes a a i „a LT 

e 20 003 = 200, - Z 2_ = 2io, gi o ). & LU 00) 
In. virtutea formulelor | 

| 2 a î3 - o 
m = to; ra (+2, m 22 = moat ($ 210), - w 2 oii 2 

” egalităţile precedente devin | a Ț _ 

co 7 i . 
e 2 d ='20, a po îi - 

. 22002 ” 
(d. gi ud i | | , 

Na ” = De dup =2io, po d (0), Se 
o. 0). DR 

Pentru a: obţine relaţiunile: dintre tuncțiunite e dau şi funețiunile 
9 (o), să. înlocuiri î în formula, (6). u succesiv prin u A o u— 02 

  

  

| E + W3, prin urmare v respectiv prin ol pp Le, v +, re? 

zultă i - | | 

E aducea)? 9 (o 4-a i 9 %) ego dito)2 =20, ta it, 
1 Va 

N (us)? 9 (e aLtt : — tip dolor) - (6) 1 e————— oţu—ci) =2w 2 / 0oq ie: pa ha 20, ( 2) = A - 7 (0) d a 2, (0) 

af —_ d. —fro Ț) e— matuo? olu-+o 5) = 20, Du (e ra) =2o0q fe iz do) 
20, | - IA (0)



i : E FUNCȚIUXILE 9 (e) 3 ALE LUI JACORI 3 967 
Să facem în acâste egalităţi. u=p=0 şi să dividem. fiecare 

din ele prin valoarea care îi corespunde; obţinem 

- [e omu o(u to) - da(o)' 
e | = > 

  

  

  

ei — a = 0%, 9.(0) o , . (3) Ț -e + Te 6 (03 — u) — iz da (e). : 
/ 3 e 1 e ———— =.€e 0 02 20) - 

.. , _mue _ mes, O(u + o). —treOo(o) . e 20 e DO e e. - ie Op Do(0) 

Insă, în virtutea” formulelor. lui Legendre . ă Ei 

ia te 
MM Oa — Mao = — d 7 og -m msi j 

- avem .- e Ea SI i 
Mou im = Pta pe — iz 

e Oi. =e «e 3 eh -=e ie, 

De unde rezultă expresiunile. funcţiunilor 6 > prin “funcțiunile. 9: 

  

    

  

  

ou = 2 e a 2 CL | . 
. , "amet . 

” Ă Gu =. e - 

(8) ” a | 2? da (o), - 
. l-opu = e 
i " „9 0) | 

0. 
„Expresiunile- precedente se pot pune sub'altă formă, înlocuind 

numitorii membrelor de al doilea prin valorile lor date de egali- 
tățile du şi (7) ($ 231). Obţinem eseliăţile i 

ii oitao, 
ă do, ” out” i 

| |] 20: pe —63 d, u=ie 1 dlo), a 

dt), (--z | i 
4 . . . 9 ) 2 - i | Ze 20 Ă - pa Ve—e2 Ogu=e A db). 7 

  

o. [20 —— 20?! 
“e A ee ou=e” 

Pi 

  
Fiecărei funcțiuni G corespunde : -0 funcţiune. 9 al cărei indice 

” întrece, cu o unitate indicele corespunzător al funeţiunii o; „indicele. 
4 se înlocueşte” prin, indicele o... . ii: it



>. 

263 CAPITOLUL XVI - - 
234. :Dacă : în' locul perioadelor (2 ou, 203) introducem Un” sis= 

"tem de perioade echivalente (26; 265), formulele [(7), (9), $ 231. : ȘI 
formulele (9) din paragraful precedent se vor, „înlocui respectiv 
prin cele două tablouri. de formule” “următoare : 

  ] [254 DD 
: 7 Ia er=idzl ai “medii, : 

di Di 
_ — Ja Te = ( Im. dos? , a . 
(10) 4 4 i sg . 23 i Ii ala =uţolry- d și, 

, [2 Jă = = ză 40 Im) =i &, dai qa. 

la) Vâ. ou: = pt el Di 

  [doi 23 SN [ai eu —e, ou u=ie 2 ho i d, (e (e. |zi), 

      (ID) | -]/2â, i - 3 pa : i — ea erp >e ii o (za), 

A ca „2 un a, -i (Lg, „ 

mellas pp us Pr, ao U- pn 
Indicii 7, 4, » sunt numerele, 4, 2, 3 în ordinea. determinată de 

tabloul urrhător în care numerele «, „bc, dsunt date (mod, 2): 

    

! ab e. d iu 

1.00 11237 

1 0-11 132 
(12) 1 0 1 2 173 

11 10231 
O 1 10 3:24 

COL ad 8 4: 

" Funcţiunile o; u, Oy u, 0,usereferă la perioadele iniţiale (2, 203:)



FUNCȚIUNILE 9 (b) ALE LuI JACOBI 269 
235, Ezpresiunea produsului îi, &. aa 
Desvoltarea! în. serie a funcțiuni 9. (o) după puterile lui veste 

- 
a 

2 (9=e9, (0)+ 00) 

iar funcțiunea ou, desveltată după puterile lui w are for ma - 

ou =u hau tau? iii 

Dacă dar. desvoltăm, „după puterile lui” 5, ambele. membră” 'ale 
primei ecuaţiuni (8), în care înlocuiră 2, o; prin îi în şi i identificăm 
ambele membre, „obţinem egalitatea = 

1. 0140) _ 21902506 —, ; (3). inu e Aa De ep ra | BO) Bir. 
  

Această “egalitate ; ca : şi „egalitatea (14): ($ 215) determină 
cantitatea 3, fiind dată 2, și:q = iz? 

„236. Zerurile funcţiunilor 9 (v). a 
Zerurile celor patru funcțiuni. 26| 7) sua, în virtutea egali- 

tăților (8) sau (9), date de“valorile b = E 
: - Va; 

rilor funcţiunilor “OU, Gt, Ozil, Ogtt. „Aceste ; zeruri sunt (7). [SI 183) 
date de tabloul” A pm 

  

  

  

  

“funcțiunea * "_zeruri . 

| (pi m ant 

(14). a Da (0). mtnz 

Va (>) mega tina j 

ama 
Zerurile funcțiunilor o fiind de ordinul întâiu, rezultă e că  zerurile 

funcţiunilor 7 (e) sunt: de; acelaș ordin I). a] 
237. Ezpresiunea fuineţituilor îu,-pu prin funcțiunile 9 (p), 
Luând, în raport cu %, derivata logăritnăică. a primei „egalităţi 

(8) (Ş 235), obţinem „espresiunea 

(15) . _ du= a, [me wp-k 0 SI 
. A "Do, Si . - > 

De unde, derivând ambele membre î în raport: cu v, 

Ă 10 d, (e) d”. (o) =9() u=——— [4 ae (0) ta (0)7V (0) . 
(6) - „P | 42 (ana Th ot de 2 (+); - 

i 

“ Se obţine « o formulă mai simpla, dacă conţiderăim egalitatea 
i 

corespunză Loare zeru- 

1) Zerurile tuncţiunilor d t) ezuliă- şi din expresiunile acestor funcțiuni 
sub formă de e produse ((2)'(3 235), - i



270. i "CAPITOLUL XVIII , 
“ | _ dau 1 9,0) 9100) dap) CU Vpte= au 2o Dad) du p 

” cuprinsă în aceleași formule (8); de unde - 

1 E (0)dazul (>) 

o: |Dazit0) d, (6) 
„238, Ezpresiunea Juncţiunilor * sn, no, do, - 

“Formulele (3) ($ 154) cari definesc funcțiunile Sue, cn, dnv se-. - pot scrie astfel a - - d 

NE (48) Pu eg tr — a] eo 1,2, 3,9 = 9. 

  

  

      

  

UB. mpa, 

  

  

2 A dno=, a eg 

IE Ia „lr 

Tnlocuind funcţiunile o prin “valorile, lor (8) ($ 233) şi ţinând 
seamă „de relaţiune osVerea=K, obţinem egalităţile - | 

    

  

| (20) „sd enp= 

Anp= 0  
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sau, în „virtutea. egalităţilor (6) ($: 226) și (10),. (11), (12). ($ 231), 

  

  

Sa , SRI 

a np a 1 d (3) _ 

SNP = 

i -Vk 9 | A | ” o (5 | _ 

2;[ i) i id 

- ” : i e! 2 3R, Ei - (20) tcnv= k_ E. „ - Vă 3 ) _ 

OR 
[oy 

Înv = Va — | - 
i 99 () ca   

239, Transformarea lineară a , funcţiunilor 2(]o.- 
Pentru a'obţine relaţiunile dintre funcțiunile 7 (p | 7), corespunză 

toare perioadelor (20,, 2003), şi funcțiunile d ( (oz), corespunzătoare 
__. perioadelor echivalente (26, 204), ne putem servi de formulele gene- 

rale (11).($ 234), înlocuind, în primele membre, elementele trans- * 
formate prin valorile lor determinate de formulele (10), conform .. 
tabloului (12), şi eliminând, după aceea, funcțiunile. 6 între cecu-. 
aţiunile astfel obţinute și: ecuaţiunile (9). ($ 233) corespunzătoară 
sistemului iniţial: (20 20). aa 

„Este deajuns a' consideră substituțiunile. fundamentale 

1-0, Op 
= i) „li DE - 

cu ajutorul, « cărora se poate exprimă orice: sibstituţiune lincară - 
: ($ 125). Se | 

I. Suativaţianii 5. E 

W =uwy 3 = O 3 i a 

corespund. vâlorile '- 

e = €y & = 3, & = 02; 

prin urmare . a 
r 

Pi az, n=3, v=2, 

- Vom'aveă_ dar E - 

S Ş



- 2 CAPITOLUL "XVIII: 

“ Făcâna aceste . substituţiuni î în eaiăţite (11) ($ 234 4) și ţinând | 
- seamă: de egalitatea 

  

, . 3 - cr 
. ” i - i Ea i i 

Par) ja $ 20, A 
de unde rezultă, pentru valoarea corespunzătoare « a radicalului ZI 

3 E Pi i N . “ş 

V 2)- 2 la Ie | a 7 VA, 
- obţinem ogalităţile 

  

    

  

    

  

- oz “ . 

rȚ 2 DY Vi 2 Bi=ie "a led) 

_ — | 22 . i Vi | ja au =ie A d ele) i 

| 4) “| a | /= mo? . ” | Ve—es Ogu=e 24 | +4), 

: 4 — a: pe - Ş : 7 
ai Doi mov _ d i 
m. eră Due i. Yo. te | 1); 

” Comparând” aceste egalităţii cu ezalităile: (9); ($ 230, deaticem 
tonalele de: transformate: î i DT at: 

se ap : i o ERE: a 

€ SIT st. 
“ 

Gu | N 
Sa , a elita: di 7). Ea te 

II. să: considerăm acum substituițiunea To | 
| e: G, = Us. "a = Ov: - | . 

căreia. 4, corespund valorile — - i 

, a = ex "a =ez &=a; E a prin urmare - _ Ă n a „ 
— î=3, u=2, v i ii, LT n _ 

Elementele transfornate sunt. ... .- - 
- - A Lo o? Î. (3) 7 a 131 Tdi 

E _ Op d - 

o u' o Phăit 2603 „2 - = Z—p=— = . _P1 23 W3 z _ o, 

Insă, în virtutea formulei -: * Ă E 

A „01 03 — > ia 
: ă e pa A aci . iai 

rezuliă - a | LL 

a 9 = =9p0 a e | _ e Ia, Ph :
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- “prin urmare a | iq . 
: Dal Pope p , ” (4) pe =e- , 

-. i. a: 

“Ducând £ aceste valori în egalităţile (11). ($ 234) şi ţinând seamă 
de egalităţile (8) S 231),. obţinem Ş a 

1 
m]. 

2 ist — E pe p “| Vi = 7 ouzie 7 2, [e 

2 Zu 2 | = - 
Vi | ja Ogtu =ie De i LE [= —2) , 

  

  

  

  

  

Ă 
zi,r 5). i ati 77 "2 ——v p 4 Î, 20 a omu =e * 9, e 2] 5 - a UT | 27 

mot za [ ) 
Cg—c3Ou=e | — >]. 23 231 . 017| 7 

  

oma a aceste egalităţi cu egalităile 9 ) ($ 233), deducem | „ formulele de- transformare: 

iz [e EFitreztraea 
da [2 = Ve." doo), 

  

| 0 E . fe] 1 IE e 
| d = 3) = j-ize: "9% ele), 

9% :|-3 = pie” %, (ele). 

Semnul radicalului V=iz este: determinat ds condiţiunea ca partea. sa reală să fie pozitivă, căci 'semnul acestui radical nu se schimbă fără că “partea reală a lui (—iz) să-şi schimbe semnul; 
prin urmare partea. reală a lui |—ir conservă totdeauna acelaș semn. Însă, pentru z=j şi v=0, avem d (0J;) =V13 ( 0|;); de. | 
unde VI= +1. 

240 Făcând u=p= -0 în formulele, (5), obţinem expresiunile :. 

  

(7) zic 2, o |-2) (a +a ma Di | 

6. 20 aa =a=0, b I- =1 2727 07. +. pai 

„09 5 Jag 2 | o -a)= =1— —2q+2qi 2. 

"18 Da VID EMMAN VEL - 

-



DT ă CAPITOLUL XVIII 

2, ( -4) +3, b 2) 

Adunand ogalităţile (8) și. (9), avem. 

  

u0- Je- 
a Ei 4 4 

- VaZez + Vez—eş . 
  

Inlocuind î în egalităţile (8) şi (0) aleea p prin “i ($ 190), ob- 
ținem „eSpresiunile . a 

(1) - | ag of |-2) =1 Fog qi +2p+r... A 

  

2K 2. 
(12). = (1r2gi 2 14. 
„69 Z1+Vk aa) 

a căror formă este aceeaș ca a expresiunilor (12) şi (13) ($ 231),. 
din cari ele se pot. deduce înlocuind T,- ke, K respectiv prin 

d, i E 

241. Formulele de transformare ale funcţiunilor dello, con- 
siderate i mai sus, se. pot obţine fără a face uz de formulele generale 

a. “4 

(11) ($ 234) cari presupun, . pentru radicalele Vea—ef, un semn 
luat după voie, „de. câre relaţiunile dintre funcțiunile d sunt inde- 
pendente. - - 

10, Să considerăm substituţiunea S, care: constă în transfor- 
marea 

căreia corespund valorile 

pei fait Îi). 
. „de =—a q =] | i=et 

Substituind aceste valori în seriile cari definesc funcțiunile 
(0) (1) :($ 225), obţinem imediat” relaţiunile-(2) ($ 239). - Ă 

20. Cazul substituţiunii T este mai puţin simplu; căci, în acest 
caz, relațiuncă dințre cantităţile - 

, ze iar E - - 
PP g=e şi q=e - : 

nu este algebrică. Substituţiunea - 7 permutând între ele cantită- 
ţile e. şi eg şi lăsând e2 neschimbat, lasă funcțiunea au neschimbată 
şi permută între ele funcțiunile ou şi ou. Pentru transformarea 
radicalelor, observăm că prin permutarea cantităților e, și e, se 

- permută între ele pătratele (e2 — e), (e4—e3)?, iar pătratul (e1—e9)2 

N . N >



FUNCȚIUNILE 9 (6) ALE LUI JACORI 
"se reproduce; de unde rezultă că rădăcinile de ordinul 
„ale acestor Pătrate, adică radicalele 

Ya eo— e /: 01 —€3, (Ra 

“sunt. determinate: abstracţiune făcând: de un factor, rădăcina, a opta a unităţii, Transformatele: acestor radicale, precum şi a radi- A 

calului Va, s se pot dar scrie | 

- o i (=) = Ve | (paa)=a Vaza - - 

975 

al optelea 

      

A 8 "s- a ————— n E [A = NR . ” (ra) EA ( d) eVă, a 
numerele £, e;, &, e fiind rădăcini convenabile ale ceuaţiunii- 8=4 

. între cari există relațiunea - e = e, £2 €, în virtutea definiţianii 

    

„radicalului VA Ya $ 249). De unde rezultă egalităţile 
PE 1 izzv? 

i d le -3)= =e Vie? * del), 
| - . a 1 în i 

_ A Da = —]=a % (el), 
. (2), - 1 ÎN 27 

, [P 2 Via 7 PR e aleea Pae, 
- . ap 4 ap? i E p 
. „9 |-4) =e eee * Datol. 

Aceste” cgalităţi subsistă oricare ar fi“ valoarea lui z cu condi- 
țiunea” ca partea reală a lui îs să fie pozitivă D, Făcând p= 0. şi 
r=i, cele trei “din urmă cgalităși devin. a ” 

| „9200 =eVi3a 00], 
Albeo, 0 
AD da (Oli) =es V i9 ob. 
“In acest caz, avem valorile 

| 1 oa 

q= =e7 Z g =e o | 

în virtutea cărora formulele 6) ($ 226) dau, ș pentru, 
n 

cantităţile 

1) Această condiţiune - este. necesară pentru ca la|< 1 şi prin urmare. pentru € ca seriile 9 tel) si să fie convergente, a ” 
180 Da “
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5 (0 | 5, d 03, %(0|»), valori reale şi pozitive; de unde re- 
zultă valorile necesare ia 

. . 1 , , 

(4) 2 E. CES 
| Si aa 

- ŞI prin urmare > - a o | 
Lo , e 1- | _ N | . 

(5) a s= 
i zi e 

“ Ducând aceste valori în formulele o, obţinem formulele de 
„transformare (6) ($ 239). - e | | 

242, Transformarea juncţiunilor snp, cn, dup prin substitu- . 
fiuni lincare de perioade. Pe când funcțiunea eliptică p(u; 85.83) 
rămâne neschimbată când înlocuim perioadele inițiale prin” 
perioade echivalente, coeficienţii 22 Şi 3 fiind invarianți cores- 
punzători acestor substituţiuni, nu este tot așă'cu funcțiunile 
sn (>, k), cn (v,k), dn (o, k); :căci, prinir'o transformare lineară -a 
perioadelor, modulul “k, definit de ccuaţiunea 

bă 2 = ex=ea - 
eg - Să N 

primeşte, în genere gcase valori diferite 1), Vom consideră substi-- | 
tuţiunile S și 1. - i Da 

I. Substituţiunea E De Ă 
S) - a So Soto 

transformă expresiunile 

  

- o—e > 01 —ea 
v=ej—ezu, = i-ai pa 12 

Ce. —e3 e.—e3 

în cele următoare e _ 

| ex—e 2 ” bi To Co . = ee u= ho, 32 = a 
E Ca l “ , 4 

de unde rezultă funcțiunile transformate: 

7 e au: „sn, 1) ro = a. 2 ha 
sn (i v, iz) 01 —ea ou: = dn(p, k) 

  

  

| po i) _ Gu: en(b,k) 

(d) “n i a Ra] O ou dn (o, E)? 

Fa ou 1 ] ( — 13) 29 
“a ko h'2 0u dn, k) 
  

  

1 Prin deiniţiane, la. 6 valoare a lui k2 corespuhde o valoare unică 
pentru R: ($ 196, 2 22



| | FUNCȚIUNILE 9 (e) ALE LUI JACOBI - Ă „217 
„Sau, înlocuind 1 prin %, avem 

  

- - Pi sn (2) A | - 

| [ r:) — * NR sn [0,—3= ap | A 4 dn [+ :) | “ aaa pe _ 

_ N cn [e 1) - 

(2) cn ( 1) = , i > ja 1 P 

i (e 
d | le? 1 i | (pe) ot 

- dn (4) 

h 

II. Substituţiunea - 

D. op js 
ne dă valorile transformate 

o mol u=—ip, Re =p2;   

Za 

de unde rezultă 

îi sn (în, Ri SA 

(3) - | | | cn (ip, = | 

dn (io, )- 
ICSI Se 

Sau înlocuind, iv prin v, avem expresiunile: transformate ale 'celor 
> irei funcțiuni, când înlocuim modulul F prin modulul complemen- 

tar. kW: a CR , a 

sn) = i pa 
- | 1 | 

“en (iv, k) i 
„dn (îv, k), _ 

“cn n (io, h R . E 

bento) = 

„dn (p, k) =
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Permutând între ele modulele k și 4, avem formulele - 
3 - „sn(io, hi). i sn (6,1) = — i RU), 

Si J cn (ip, h')” . 

  

LB nt, | -. 6) - a ) | en (0, k) 

dn (pp) = nik) 
cn (ip, h) 

Inlocuind în aceste formule! » prin ip, avem! 
- Da „sn (p, ') sn (io, h) = i, 

en (o, ') a 

  

6) - îi cn (ip, h) = —— 0 „6) | 4 , cn (p, k) 
. „dn (o, ke! dn (iv, h) =. dn (6) 

„en (>, k”) | 
243, Observare asupra “diferitelor notaţiuni ale Juncțiunilor 9 şi ale funcțiunilor sn, cn, dn. “Notaţiunile adoptate “mai sus pentru - . funcțiunile 9 sunt acelea ale lui W=eierstrass, 1) cu deosebirea! că litera A este înlocuită prin litera g, după Jacobi. Jacobi?) pune 
a SIRE EN d (2) = (19 9 etnic 1—2g cos 24291 cos 4 z—299 cos 6 +... dp eri beti e a | D(7)=— Zi igienti) je ni” 29 sin z —2/99 sin 3z +2qsin5z—... 

- 7 
Ă _ o a 2 0 N 4 4 aq : “| Da(0)= E gen pent bir 9/7 cos z + 2/8 cos 32 + 25 cos 5 4... 

„se 

Va (2)> 0 etnix = 4 4 2q cos 2 + 2qt cos 4 + 2qcos6z +. RE 

“Aşă dar se trece dela notaţiunea lui Jacobi'la aceea a lui Weier- . . Z - 
- ÎN ” PR - strass scriind 2 (2) în loc. de 9a (2), a= 1,2, 3, iar indicele zero 

„se suprimă. Avem astfel relaţiunile - n a | 

Lee], De e [esto loalE)y. sau .. aa a =1,2,3, 

ate lea), i [oale = [ou (22), 

  

1) H. A. Schwarz. Formeln und Lehrsătze zum Gebrauche der clliptischen . Funliionen, anul 1885. In Vorlesungen îiiber die Th. der cl. Funktionen, Band V, notaţiunile 3, 9, 9. 9 sunt înlocuite resp. prin 9, 8, 9, 9 - „2 Gesammelte YVerke, Erster Bana, pag. 501. |
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= 2 indicii w J, veprezititând respeotiv notaţiunea lui Jacobi și a lui 

Weierstrăss. - 
In «PFundamenta nova, “teorie jutetionuna ellipticarunu“ Jacobi 

| adoptase notaţiunile H și 0, variabila: independentă fiind integrăla 
normală a: lui Legendre, _aceeaș ca. în funcțiunile snp, cnp, duo: 

"Între aceste funcțiuni și funcțiunile d — notaţiunca lui VWeier- 
strass — există relaţiunile următoare: 

9 = a, (5) d )- a 
9) = (32) =% () „- e > uazeas PI 

  

  

  

Ma 

210 

e) HI .(P) = 2 (3) = da ) ii K- oa, | 

0. (0) = d (2) - 2, & ee 
„Cu ajutorul acestor relațiuni avem aşa dar . 

| EI E 
1. H He) „em= li H, o, _ e 8te) 0,(P) 

Vi 0. Vk 9 0 () 

Formulele după cari se transforniă funcțiunile H şi 0. când _ 
mărim argumentul e cu 2R, 2iK, K, iN corespund formulelor (1—6) 

e me 

48228, 229) în cari p.se măreşte respectiv cu 1, sp z şi se pot - 

deduce imodiat din acelea. Nu le transeriem adi... 
244. Să menţionăm notațiunea .lui Hermite. e 

KşiK fiind, nu ca în notaţiunea lui Jacobi dependente între ele, 
ci două constante oarecari, supuse la singura condițiune ca par- » 

K' “tea reală a aportului p- K să fie pozitivă, 'se pune 

, oa i 
Doe K, , 

E | Hi (= =254 a +2) fai ae 
2R 

ot 24425 pa îe coş PU , 
K (4) 

| Ko 
nau o 

K 

Hut) =25a (+ 5, ant Dau 

  

0, (u) = 1-2 Sam cos 
Ă , 1
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Constantele K „şi: K' fiind arbitrare, putem identifică KE cu a 
şi K cu oi avem astiel relaţiunile- ” . . e 4 ti =, 2); -9tu)= (3); 

5). n (0) = 0, (=) Oulu) -2 (3). | 
„Cu ajutorul acestor Bunoţiuni, Hermite scrie | ! . - 

_I- u (0). VE HI, ( . '6, (u) 1) | 46) snu = i za cni e 20) » dn VE, 8 

Comparând aceste formule cu formulele (a $-238) şi intnă | 
seamă că între constanta K a lui Jacobi din acele formule și w,.. - 

"există. relaţiunca K = Ve, ez, rezultă că între funcțiunile: 
sne, cnv, dnv ale lui Jacobi şi cele ale lui Hermite există selaţiu- 
nile ia a Ă 

Di mu] n= [snt 22) z end u=| ata n lruda= lanlu Fa 
De unde rezultă că cu notațiunca lui. Hermite avem  va- - 

  

  

  

loarea -. „7 A 
. - IER „- _ . 

i snu — A 9. - Sa), Paza i 
pe care Hermite 'o reprezintă prin o. Punând z=snu, teuaţiunca 
diferenţială a acestei funcțiuni, este i 

i o da as . 
(9) | (2) =? (1 — 2?) (ka). a 

- G se numeşte “multiplicatorul funcţiunii 2 = shu:; Această func: 
ţiune: dar, ca și funcțiunea pu a lui MVeierstrass; depinde de două 
parametre, modulul k și multiplicatorul c.: Constantele K şi. sK? 
în această notaţiune sunt date. de egalităţile | | . 

10 “ dz “ zi ay da 
A E VU) dis ha VU) (- iz 

1) Constanta 

ro Q = OV =e ” K -- ; po 2 ţ 

are acecaș semniticare în toate notaţiunile, prin „urmare și constantele //î; 
VF au pretutindeni acelaş sens, căci seriile” (10) şi (11) (ş 231), cu cari ele se exprimă sunt aceleași, e i -
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CAPITOLUL XIX. 
FUNCȚIUNI ELIPTICE DE SPEȚA A DOUA ȘI DE. 

SPEȚA A TREIA. ” 

. I. FUNCȚIUNI ELIPTICE DE SPEȚA Ă DOUA. 

245. După Ilermite se numește funcţiune eliptică de speța a doua * 
o funcţiune uniformă în tot planul, neâvând la distanţă finită alte 

„singularităţi decât poluri și care se reproduce multiplicată cu un 
- factor constant, când mărim argumentul cu una sau cealaltă perioadă 
20, 200. O asemenea funcțiune satisface așă: „dar două ecuaţiuni 

i funcţionale independente, de forma 

(4) : i : | Î (u+2o1) = / (4), i ” 

Ă [ (u+2o5)=us | (v), 

în cari A și 43 sunt două constante numite multi plicatorii funcţiunii 
date. -Dacă ambii multiplicatori sunt egali cu 1; f(u) este o func- 
țiune eliptică ordinară, căreia i se zice, uneori, funcţiune eliptică 
de speța I. Prin cuvântul de funcţiune eliptică, fără cpitet se va. 
înțelege cea de speța 1. 

Câtul a două funcțiuni eliptice de speța a doua cu aceiași mul: 
tiplicatori este evident.o funcţiune eliptică-de speţa:I: 
„246, Din „egalităţile (1) rezultă că. dacă un punct u=ug 'este 
„un zero -sau un pol al funcţiunii f (u), punctele congruente 
U = ugt- 2mu, + 2nop vor fi respeetiv zeruri sau. poluri, ale func- 
țiunii de acelaş ordin ca punctul: 

“Dacă reprezintăm prin A reziăuă lui fu) relativ la. polul 19, 
-_veziduul corespunzător punctului. ug-+2mco, +2 va fi 

i ă n Hi3 CĂ, 

“Aceasta rezultă din ecuaţiunea i NE 

/ (1 +2mot2noz) = je pă f (u), 

„care este o consecință a ecuaţiunilor (1). | a 
247, Faemplu, Funcțiunea 

O plu)= pu Su), - 0 IE | ou. AR 

. în care Î şi p sunt constate arbitrare, este o funcţiune eliptică de - 
speța a doua; căci, în virtutea formulelor (3) ($ 156), avem - 

y i _ _ 97 a . : e p(u +2) =e wi 21 (ui) (1), 
a n lose 

- p(u +22) =e p() 7
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Multiplicatorii funcţiunii sunt așă dar | - - 
(2). “ 2co—2po 2] 03—23v lu=e path, 

3 

Putem dispune -de constantele 7 și v. astfel. ca „multiplica torii 
să aibă valori date după voie. In adevăr, din (3) rezultă egalităţile NR N - . ” ă a = "2ho—2v=log pa, * Dog 2 =log ua 

din cari, ţinând seamă de formula lui Legendre 7.03—0, 7p= i ati 

scoatem valorile 
i pp i 

a 2 lu los poa log pa 
(4) , - Ă . a a 

| i v=1 fo, log ui3— coş log ui at . Si _ 
logaritmii având determinaţiuni oarecari, însă respectiv aceleași + - 

"în ambele egalităţi. o ÎN 
O funcţiune exponențială e (u)=e4%; al cărui” exponent „este o. 

funcţiune lincară de i, poate fi considerată 'ca o funcţiune eliptică | 
de speța ÎI, cu multiplicatorii pe, =e240i, lg ella, | 

248. Câtul a două funcțiuni eliptice de speța a doua cu aceiași 
“multiplicatori fiind o funcţiune eliptică ordinară, rezultă, din cele 
„ce preced, 'că.o funcţiune. f (u) de speța. II intră într'unul din ti: 
"purile următoare: a a 

(6 or e 

Dr pm ou _ 

F (u) fiind o funcţiune eliptică. Din aceste expresiuni rezultă că o 
* funcţiune elipiică-de speța II are în paralelogramul. perioadelor 

- atâtea poluri câte zeruri,: fiecare - pol şi fiecare. zero fiind socotit 
de. atâtea: ori câte unităţi sunt în ordinul său de multiplicitate. 

249. Multiplicând” o funcţiune f (1) de speța II cu exponenţiala 
ec“ și dând lui c o valoare convenabilă, putem face ca unul din mul- 
tiplicatori să fie egal cu 1. In adevăr, fa Şi pia fiind multiplicatorii 
ui fu) multiplicatorii produsului ecu Î (0) vor îi 

= 9co, 2co, | a Rp | 
. Pentru, ca primul din acești multiplicatori să fie egal cu. Î, 

& 

este 'de ajuns să luăm e = — 3 log 4ta, oricare ar Îi determinaţiunea E O a -
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logaritmului. Făcând, în cgalităţile (4), pa =1, avem 

UD) o Cltogpy 1tog pi 0 (11) = log Ho 2 i log Hi3 o, 

- In cazul particular pi=p3=1, n fiind un număr întreg, puterea 
“a n-a funcţiunii, [/ (4) ]n,. este o funcţiune eliptică ordinară. 
Punând: - 

a iz - o lait 

“n n me n pape), 
  

“Hu şi ka fiind numere întregi, egalităţile (4) dau - . 

4-a Rata), a = (RR + kaoa). N 

| n Gagu a. Ha - » “De ex., câturile Dag au multiplicatorii “= 41; de unde re- 
ME Bi aL 

zultă că pătratele acestor: câturi sunt funcțiuni eliptice, 

II. FUNCȚIUNI ELIPTICE DB SPEȚA A TREIA. 
„220. Se-dă, după Hermite, numele de funcțiuni eliptice de speța 

III, funcţiunilor Î (a) uniforme, cari nau la distanţă finită alte sin- 
gularităţi decât poluri și cari satisfac două ecuaţiuni funcţionale 
“de forma - | | 

(1) _ Pluton) eee | (u), 
| (+ 2co3) = cauti | (u), 

A15 bi da b3 fiind constante. Funcţiunile exponenţiale eaurh Şi east, 
se numesc multiplicatorii funcţiunii corespunzători perioadelor 20, 
20. In această categorie de funcțiuni întră funcțiunile. Gu, Gau 
2 pp 1 A. precum și inversele lor — ——. 

AR Gu Dau: 

Din ecuaţiunile (1) rezultă consecinţele: următoare: - 
10, Dacă un punct ug este un'zero sau un pol al funcţiunii f (i), 

toate punctele congruente sunt zeruri sau poluri respectiv de acelaş 
“ordin. - e - DE 

"2% Câtul a două funcțiuni de: speța III cu aceleași perioade” 
şi aceiași multiplicatori este o funcţiune eliptică. De 

- 80, Câtul sau produsul a două funcțiuni de speța „III, cu aceleaşi - 
„perioade, este. o funcţiune. de acecaș speţă ai cărei multiplicatori.. 
"sunt respectiv câtul sau produsul multiplicatorilor. celor două fune- 
țiuni. - - . a 

„49, Fie c o constantă arbitrară şi 

P()=f (ue);
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ecuaţiunile (1) dau E 
(2) | [7 (u +20) = eee lupt-ie) 9 (u), Ă 

_ P (u-+-2oog) =eratrt- trac) o (u), | 
251.. Luând derivata logaritmică a ecuaţiunilor (1), avem re- 

laţiunile . - - 
P(u-+20,) p (u) : 
Teo) fer 
  

(3) (uta pa 7 Put Po 
[(ut2o05). flu) e 

analoage cu cele relative la funcțiunea dusi 

| î(u +20) =fut2m,. € (u2o)=tu +2. 
„Ecuaţiunile (3) arată că derivata 

d: f(w_dk „i ia 

du f (u) 7 duz log f(u) ă 
  

este o funcţiune eliptică cu perioadele 2 ci, 2 oz. 
. .... e. ..... e . „Ca și cantităţile 74, 7], cantităţile a,, aş nu sunt independente - 

între ele. Pentru a găsi relaţiunea ce există Între a, și aa să mă- 
-rim u în «prima ecuaţiune (1) cu 23 şi în a: doua cu 20. Mem- 
brele dintâi “fiind egale, de oarece “funcțiunea f (1) este uniformă, 
rezultă condiţiunea 

(4 1003 Aato, = niz, 

„m fiind un număr întreg pozitiv, negativ sau nul; Acest -număr * 
este egal cu diferența dintre numărul zerurilor şi numărul polurilor 
uncţiunii f (u). cuprinse în paralelogramul (2004, 202). In adevăr 
fie 9 această diferență; avem a 

: 
? ., 9: u 

26 = Lu) du, . 
 (u) 

integrala fiind luată dealungul paralelogramului în sensul pozitiv 1). 
j | "Ținând seamă de relaţiunile (3), găsim (fig. 49, $ 154) 

Upt20, * uot2o+20  . mugt20 

(AB)+(CD) = Fi du E due, du = — Baga, 
N A) - : Ugt 200 , up - 

uot2c0s-+2c0a 30:20, ok? 

Lo (BC) HDA) = FE du FD duc, du=2a co. 
- uot2w, Yug Ia ug 7 

II o o PINIC PRI 1) Condiţiunea R 72 >0 este presupusă totdeauna împlinită, i, _ i
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Avem așă dar relaţiunea. a _ 
(5) N A1003— 0 =; 

prin urmare m=96, ID 

Acest număr se numește ordinul funcțiunii; el poate fi pozitiv, 
negatţiv sau nul, după cum numărul zerurilor este mai mare, mai 
mic sau egal cu numărul polurilor. Proprietatea ca numărul zeru- 
rilor să fie egal cu numărul polurilor,: care aparţine funcţiunilor de 
speța 1 şi II, nu aparţine tuturor funcțiunilor de speța a ireia, 

Dacă funcțiunea eliptică. de speța III este o funcţiune întreagă 
— proprietate imposibilă pentru funcțiunile eliptice ordinare, iar 
pentru cele de speța II aparţinând numai tipului ea+2—numărul 

i 1 Ă - . _ . o. m = (asog— as.) reprezintă numărul zerurilor funcţiunii situate - iz N - a - 
„ în paralelogramul “perioadelor. Acest număr poate. îi nul. De 

ex., funcțiunea! | a 

(6) mere 
- .. pe - SR LES a, b, e fiind cantităţi constante, este o funcţiune eliptică de speța 

III de ordinul zero. ” ! ! 
Orice funcţiune eliptică f (u) de speța III, întreagă şi de ordinul | 

zero, întră în. tipul precedent. In adevăr, f(u) fiind o funcţiune 
x 

” v 

"întreagă şi neavând niciun zero „este de forma - 

- Te, 
G (u) fiind o funcţiune întreagă. Insă expresiunea  --- 

d? „ Da 
az be flu) =G (v), a 

fiind o funcţiune. eliptică întreagă, se reduce la o constantă; de - 
unde rezultă că f (u) este de forma (6). - A 

252, -Fie f(u)-o funcţiune eliptică “de speța III; produsul 

(7) Di p (netu) n 

este o funcţiune de acecaș speţă, având aceleaşi zeruri și aceleaşi 
poluri. Putem dispune de constantele a, f, astfel. ca multiplicatorul 
lui g (u) corespunzător perioadei 2 o, să fie eat , a și b, fiind 
constante date. Luând a,= b,=o0, multiplicatorul corespunzător 
al lui p (u) va fi egal cu 1. Se zice că o funcţiune de speța III 
este redusă, dacă multiplicatorul considerat este egal cu 1. 
„„ Ecuaţiunea (7) scrisă sub forma 

. 

Reef tu), 
În care presupunem gp(u), redusă, arată că orice funcţiune eliptică
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de speța: TII se poate. exprimă printr'o funcţiune redusă,” multipli-  .cată cu o exponențială de forma eae+tu, 

Făcând a =o în formula (4), obţinem - - 

e Ea miza. 3 . . ” K RR, : . - (8) . , (3 a Ş . - , 

 Eeuaţiunile funcţionale“ (4) corespunzătoare unei a Auneţiuni re= duse sunt dar de forma, scriind — iba în loc de b-, ă 

[20 1), - 

a flu 204) = pole du, 
253, Diferenţă între suma zerurilor şi suma poluirilor, Vom pre- supune funcțiunea flu) redusă, adică - satisfăcând ecuaţiunile (9). 

Reprezintând. prin d diferenţa dintre suma zerurilor și suma polu- : „rilor, avem (fig; 49, Ş 154), 

00) I2izd= [a Lu du. E Să 
- AR ABcof(u) E n 

Ținând seamă de” relațiunile (3) i în cari” făcena a, =-0, avem 

(o flu +2o4) an)+ co-(| u Tu et 203) pesta | 

ru fu Pio o | «optez (i ja) 

| — 2ooslog ee m antet - E î(ug) _ = 

“Funcțiunea ft fiind, redusă, . avem luat 20.) ) = fu); deci 
(AB)+-(CD)= = Ahizoy— 2agcon(up +-c0a +20). 7 

- De asemenea găsim. 
| 

tza 
_ - p. 

ue: 

- _ | | , noi Te at a _ a 
Prin urmare * - a - 

          

  

  4 | TE =4iz(l'o, Rog) — Dastoa(oi +25) —2izzbaton -. ABCD i |
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k şi fiind numere întregi. Inlocuind aş prin valoarea sa (8), for- nula (10). devine, | - - | 

(00) = d=(mboi, (mo802c,,203). 
> 2254. Funcţiuni eliptice de speța III întregi. Fie f (u) o funcţiune cliptică de speța III întreagă, de ordinul m, satisfăcând ecuaţiunile (9) şi fie a,, da.:-3 dm zerurile funcţiunii cuprinse în. parallo- 

'gramul perioadelor; vom aveă (formula (11)): 
- = - a 

Sa (mb) (97 i | 
(12) ” 

. 

De unde rezultă că dacă m—4 zeruri ap, 02, ., dm sunt date, cel 'din urmă a este determinat, abstracţiune făcând de un multi- plu de perioade. Prin urmare două funcțiuni întregi f(u), flu) sa-. „tisfăcând aceleași ecuaţiuni (9), dacă au m — 1 zeruri comune vor - avea comun şi pe cel din urmă. Aceste funcțiuni nu pot diferi între. -ele decât printi'un factor constant, căci raportul lor este o funcţiune eliptică. ordinară, de ordinul zero. | ” Inlocuind argumentul u prin u + C,'C fiind o constântă arbi- irară, zerurile funcţiunii fu -+ C) vor fi a, = a, — C, a căror sumă - va satisface congruența -. i] - De 

„ (13) -. Xa, = Sa mC = (m—by)o, — mC. 
“1 | 

1 = 

Putem dar dispune de constanta. C astfel ca suma zerurilor fune- țiunii f(u + C) să aibă o “valoare dată după voie. Acceaș proprie- tate “aparţine” funcţiunii. eau [lu + C), .a fiind .o constantă arbi- rată e | 
„255, Funcțiunea. fțu) fiind cea ” considerată mai sus, să punem 

4 

CL E Tipa, Aa 

Su fiind un număr real oarecare. Inlocuind u succesiv prin u + 20, u + 203, avem, în virtutea -formulelor (9), ecuaţiunile funcţionale 
T(u-t 20) = 6077), DI - 

a [2 —nmiz - ba (ag ri) “pluta e 

(15) - 
. 

T(u +29) = e e To - 
Să punem ._. _: 

(6). E a A
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Se recunoaşte lesne că oricare ar fi valoarea parametrului ba, 
există un sistem unic de valori reale pentru coeficienții Și Sal). 
„Funcțiunea T(u) satisface dar: ecuaţiunile ” i 

| Tu+20)=c&"T(u), 
” mi 

Ă “T(u +20) =eT&it, o ee T(u). 

Numerele ga, 83 se numesc caracteristicele funcţiunii T (u); se 
„» notează Tess, (u), punând caracteristicele în evidenţă.  Relaţiunile 

(17) rămân neschimbate dacă mărim caracteristicele cu numere 
pare. Suma. zerurilor funcţiunii T(u), cuprinse într'un paralelo- 
gram de perioade, rezultă din congruenţa (13) în care facem C = o. 
Această sumă, abstracţiune făcând de “multiplii de perioade, este 
așă dar. a a DI 

an 

Si S =m(o, -t 003) — bate . . 
(SER , a ee . sau, în virtutea - egalităţii (16) - 

7 

(18). S=m(ooitor) reoa—poo 
"256. Să facem substituțiunile. 

19 ap Do ia (19) 5 50, d, o: 7, e q 

ŞI să. punem i | - - 

(2 e 0. (=T (ui (20) - O er(*) ez,(t)- i 

Introducem astfel o clasă de funcțiuni întregi numite func- 
țiunile lui Jacobi, cari satisfac ecuaţiunile funcţionale | - 

Cl 
Oue(p +1) = go e-eize oo mize Ore, (P). 

1 | Ce (ed) =e-ăi? Oas, (0) - 

- Paralelogramul (2, 23) din planul (u) se transformă, în vire 
tutea relaţiunilor (19), în paralelogramul (Î, z) din planul (5). Suma 
zerurilor ay, a2,.- 3 dr; ale funcţiunii e “) cuprinse, în acest para- - : . 19 Es - 
lelogram, satisface, în virtutea formulei (18),2). congruenţa: 

m 

2. 
(22) | Za, = (1 -+7) +a (a. 7 — 83) (modd 1,7), 

+ - x 

1) Punânde=a-+if, B:zo și b=a-tib, avem gi (a-tif) +a-tib=ai de 

„unde ecuaţiunile . - | 
| Ă | Ba,rb=o, ag +a=g,, ” 
cari determină valorile reale 2 3 a | 

2) In care se împarte membrul al doila cu 2 Ce
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„Să considerăm în particular. funcțiunea 0, 2 (P) de ordinul m “ale cărei caracteristice sunt nule și să scrim 0 (o).în loc de 0, (b). Relaţiunile: (21) corespunzătoare acestei funcţiurii vor. fi 

2(p+D=0(, - (23) “0 (ptr) =g—m e—2mizv 9 (5). - 

Orice altă funcţiune întreagă satisfăcând aceste relațiuni și având m — 1 zeruri comune cu O (p) este de: forma AQ (9), A fiind o constantă arbitrară ($ 254). De unde rezultă că funcțiunea cea mai generală O (o): de ordinul m depinde de m constante arbi- trare; căci putem luă după voie m — î zeruri ale sale şi coeficientul * constant A, : Aaa a 
- "257. Teoremă (Hermite). Funcțiunea 9 (p) cea mai generală care - satisface ecuațiunile (23) se poate exprimă în Juncțiune lineară şi omogenă prin m funcțiuni Qa (9) speciale, satisfăcând aceleaşi ecua- jiuni, (a = o; 1, Dem] E a 

Funcțiunea 6 (p) fiind o funcțiune întreagă, periodică -cu pe- -_rioada 1, se poate desvoltă în seria Fourier . 

Too i (24). 00) = Apei, - 

valabilă în tot planul (p). Inlocuind o prin p+z, avem. : = 
o ă . - : 0p+7)= 3 A g2n e2nizv ; E 

prin urmare, în virtutea celei de a doua ecuaţiuni (23), 7 
- ko 2 o. - to i % An q n e2nizv= gn > A, e2(n—m)izae, 

—9 - _ ] —%9 
Pi . „ i II . sau, înlocuind în membrul al doilea n prin n+-m, ceeace nu schimbă valoarea -acestei 'serii, . - 

to ta -5 A, gneznizav = qm 5 A e2niztv, . n=—o 
n=—o i 

n+m 

De unde formula recurentă a | a 
(05) Art Aa grin | 

care arată că: numai m.din coeficienţii A, pot fi luaţi după-voie, Se obţine o relaţiune mai simplă dacă punem. i - - N n2 _ NE (26) Ap = B, qm, (n=t0, -k1,42,. AD DI 
E ““ Formula (25) devine E : | 

(27) „ Ă - Ban =Ba A 
19 DAVID EMMANUEL
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Din această formulă rezultă egalităţile următoare 

(28)  Bim = Bo, Dim = Bu... Bam =Bp.. - Bin Bop 
„În cari k primeşte toate valorile întregi dela —co +-co. Seria (24). 

”. se poate dar scrie, reunind termenii cu acelaș coeficient B, - 
| (29)  0(0)=Bo Ou()+B, 0,(v) ae +B40,(p) est Baa Om—a(b),. 

punând Să | i 

ȘI fe (mp: aaa Si :(30) 0; (p) = qm ee (imt-h)izv, (h=0, sees m — 1), 
. „== | Aa 

. „Fiecare din funcțiunile 0, (5) satisface, ecuaţiunile (23), căci 
anulând -toţi coeficienţii B-afară de B,., avem 0 (v) = B, 0, (o). 

Cele m funcțiuni sunt linear independente între dânsele, adică 
nu există între ele o relaţiune lineară, omogenă cu coeficienţi con=- 
stanţi. nu toţi nuli; căci punând e2iw= z, seriile corespunzătoare: ” 
nu conţin aceleaşi puteri ale- lui z. Ia 
„258. Teoremă. Intre m +A funcțiuni de ordinul m -, 

- e. - 

| 0, (5), 0(b)..., Om (p) 

"având aceleaşi caracteristice ezistă o relaţiune lineară, omogenă cu 
coejicienţi constanţi nu toţi nuli (Hermite). . *- . - 

x „> Pentru a demonstră această teoremă, să formăm expresiunea: . 

(30). f(0) = 40.06) + Az02(b) ae An Of), 

coeficienţii A,..., Ar fiind constante arbitrare, - | | 
. Funcțiunea f (+) satisface ecuaţiunile (21); să. presupunem 'că 
_- ca nu este identic nulă. Exprimând că această funcţiune. se anu- 

lează în m—1 puncte a, a2,..:, dm, cari sunt zeruri ale func- - 
ţiunii. Om: (p), obţinem sistemul de m — 1 ecuaţiuni lineare, omo- 

[AQ (a) + Az Oa (a) +... 4 An 9 (a1)=0, 
(32). Aa 0; (a) + A2 0, (a2) Poet Am Om (a) =0, - 

gene cu m_necunoscute Ra - _ 

A Oi (amo) tAz Oe (am) tu -tAn Or (am=.1) =0, 

"cari determină raporturile necunoscutelor A,, As... Am către 
una din ele, Printre zerurile funcţiunii Om+a (+) pot îi mai multe egale ;.- 

- unui zero multiplu de ordinul £ vor corespunde k ecuaţiuni lincare: 
_ între coeficienţii A, obţinute, anulând funcțiunea f (o) şi cele dintâi - 
"Rk—1 derivate ; numărul total al ecuaţiunilor este acelaş. - Func- 

ţiunea f (5) astfel determinată având m = 1 zeruri comune - cu 
| funcțiunea Om (») şi satisfăcând ecuaţiunile (21), este de forma



- FUNCȚIUNI ELIPTICE DE SPEȚA ATREA "994: Î(9) Ami Om+(o), Ami fiind o constantă. A vem așădar rela ţiunea 
m+ 

m 

. 1 ? .. 
.(83) -- S An 0, (») =0. Ă ' 

„Acest rezultat este independent de ipoteza că: funcțiunea Î ()-este „identic nulă. In acest caz, avem Amr1= 0. i _ Corolar. Se poate construi o funcţiune O (e) de ordinul m care „să admită m — 4 zeruri date a, a,..., ami ; ca este de forma (31), -* coeficienţii. satisfăcând ecuaţiunile (32). Această funcţiune este dar - determinată, abstracţiune făcând de un factor arbitrar, - "259, Să considerăm cazul când funcțiunile Oe și sunt de ordi- nul întâi (m = 1). In acest caz, unui sistem dat de caracteristice (8a» 85) corespunde o singură funcțiune 0, abstracţiune făcând de un factor constant arbitrar. O funcţiune O de ordinul întâi având. „un singur zero în paralelogramul (1, 7), acest zero va fi 

(34) = ae) .. (formula 22) - 

Dacă caracteristicile sunt. numere întregi, avem patru sisteme 0 000,00, 0), 00, 1); 
căci 'relaţiunile (21) rămân: neschimbate dacă imărim g, sau escu un număr par.. Funcţiunile O, ş, corespunzătoare : coincid. cu func- „iunile da (e |7)(a=1,2,3, 0). Astfel, funcțiunea 0, (5 | 7) de ordi-: nul întâi este dată de seria (30), în care facem m=i, h=0; avem 

+
 

m 

M 05) opta! etnia =, (0) 
—_ 

(1, 7) este determinat de expresiunea (34) 

Punctul în care această juncţiune se anulează în paralelogramul 

Pi - 
7 LA TI . . | 3 o 

Celelalte trei funcțiuni Oy, (v), Oro (9), O (0) nu difer de fune-. ţiunile d (9), 2), % (v) decât printr'un factor constant; ele au respectiv aceleași zeruri și satisfac aceleași ecuaţiuni fuficţionale CD, în cari înlocuim. caracteristicele, prin sistemele corespunză- toare, - i a - 1 260, Să Presupunem m >i şi fie. 0, (0) una din cele m func-. țiuni” O cuprinse în egalitatea (30), ale căror caracteristice sunt: (0, 0). Scriind această funcţiune sub forma.“ 
, 

. 
. je 

Bi ii S-a . . 0, (p | 7) =gn ezhizv 5 entiz (mr) e2niz (mv+i) , 
ae 7 n=—% NEI - 

19* | . . i : - .-
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- recunoaştem “că seria din “membrul al doilea coincide cu seria: 
93 (u|7) în care u =mo+ hr și m, = mr. o 

"Avem așă dar relațiunea  . -- 

(87) 0, (plD=qh ei 9, (mor-ha |mz), (h=0, 1,...m—1). 
Pentru hk = 0, avem i a Ă | 

(88) OOOstel) = 0p(me] mo)... 

Zerurile. funcţiunilor 0, se deduc din zerurile cunoscute ale 
funcţiunii :%, (> |7) (14) ($ 236); Aceste zeruri -sunt date de for- 
mula a a - | E 4 , 

mo hr = + +3) mr, 

de unde. | 

dn e (55) Tito 
n şi v fiind numere întregi cari primesc toate valorile dela--0o la 
„+ 00. Această formulă arată că printre cele m funcțiuni 0, nu 
sunt două cari să aibă un zero comun.. Toate zerurile sunt simple, | 

"- căci zerurile funcţiunii 9, (p) sunt simple. 
261. Aplicaţiuni ale teoremei lui Hermite. e 
I. Pătratele: funcţiunilor da (v), (a = 0,1, 2, 3),.sunt de ordi- - 

nul al doilea și au aceleași caracteristice (2, = gs = 0). Prin urmare, | 
între trei oarecari din ele există o relațiune lincară și omogenă. 

Avem, de ex.: Ri 

D030) =a0o? (6) + 92 (0), 
Da (0) =a d? (6) tb, 92 (>). 

Coeficienţii se determină făcând. succesiv p = 0, 2 ŞI ţi- 

nând seamă de formulele (4), (5) ($ 229); derunde obţinem - 
Ea 2 pi - (Oz. aa (280 po E ao (tel t 30) = d: ad, = 

90 (0) d(0). ke... 
1 2a(0p2_ 4 Da (02_ 0 k = ag] = n (ga 0000) ke 200) 

Avem așa dar relaţiunile i Aa 

D200) de (0 d (5), 
"92 (p)=k De (6) + 02 (0).
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WI. Funcțiunea | | 

[ (6) =9o (e + a) de (p—a) 
este o funcţiune 9 (2) de ordinul m = 2 cu caracteristicele (0, 0). De acelaş ordin cu aceleaşi caracteristice sunt funcțiunile 992 (o), 
d? (P); prin urmare, putem serie - _ ” 

(0) 2 dalorta) dlea) =bbrtto)te de (0), 
Făcând v.= 0, avem E (a) = ba (0). Pentru ep = 2 avem. 

d (a+3) d le 7) =c 92 [-) , 2 

- sau, ținând seamă de' formulele! (5) „($ 229; | 

| 920) = — c0e0). 
_ Prin urmare ! 

020) — lo 
570) |   

SE | 2 (2) - Do(eta) da(pa)= Deo) 
. UL. Funcțiunea: | | SD 

(9) =2u (pa) do (p—a) | | | 
este o funcţiune Q (e) de ordinul al doilea cu caracteristicele (1,0). 
“Funcţiunile 3, (e) Ve (»), Da (5)-93 (o) sunt de. acelaş ordin şi au „aceleaşi caracteristice; prin urmare o Ci - : 

(3) Dafora) da (00) 200, (5) dt) edu) 30). 
Făcârid succesiv v= 0, ș= Z obţinem valorile 

e = 2, (a) 9 (a) , | 
92 (0) 9, (0) 

pp _ Bula +3) do (a— 2) _ de (a) d (d) 
9 (7) do (3) d (0) d, (0) 

- + Ducând aceste valori în ecuaţiunea (3), 'obţinem . 

  

  

d adapa) =) 493 ozn 
„Din ccuaţiunile, (2) şi (4) rezultă i su E 

5) date). (f(0); te) de) 40), (9 06) d) at) 0 000) dota)” 28 (0) dn (002 (0) 920) 2200) 
-“ Divizând ambii termeni ai membrului al doilea cu 9:(0)92(»);. 

  

„i . DR îi pi RI înlocuind. după aceea a şi p prin i ok Și ținând ' seamă de e Sie 2? 2 E DN ANR 

a



004 | CAPITOLUL ÎN. - a Da 
formulele 

DO IE, | a a Vh = —($ 231)... 2 Si 840) Re 3-(0) Ți ($ 81) - | 
și de formulele (21) ($ 238), egalitatea (5) devine 

(6) si (ora) = SN» cna dna + sna eno dns 
i i 1—12 sna snv 

Ceeace este formula de adiţiune a funcţiunii snp. 

| “CAPITOLUL XX. 
DEGENERAREA FUNCȚIUNILOR. ELIPTICE, 

262. Funcţiunile eliptice au fost construite în ipoteza că semipe- 
_rioadele 4, ogsunt finite şi raportul lor imaginar.- Vom conservă 
această din urmă ipoteză (de care depinde convergența absolută. . 

„Şi uniformă a seriilor şi a produselor ec definesc funcțiunile: elip- 
tice), dar vom presupune succesiv că una sau- amândouă perioadele 
devin infinite. Seriile şi produsele funcţiunilor eliptice fiind absolut . - 
şi uniform convergente şi în aceste cazuri; limitele lor vor fi egale . 

„cu suma limitelor termenilor, respectiv cu produsul limitelor facto-. 
rilor corespunzători. Funcţiunile considerate încetând de a fi clip- 
tice, precum vom vedeă, zicem că ele, degenerează. | 

Degenerarea funcţiunilor eliptice se mai poate introduce — con - 
siderând, de ex., funcțiunile lui Weierstrass — dacă presupunem = 

„că discriminantul A = gp? — 27 a? tinde către zero, adică dacă 
două sau toate rădăcinile C4» €2 e ale ecuaţiunii 410 — gaz — ge = o. 
devin egale. Vom consideră după rând ambele moduri de degenerare. 

Sa -I.: Perioadele devin infinite, 

A) n oou finit, o infinit. | E 
„263. Funcțiunea pu. Seria care defineşte funcţiunca pu devine 
pentru o =%, 

SI a , 1 A o 
(put [ez Bio -Tzse |? 

„căci' toţi termenii în cari n go se anulează. Această şerie se scrie a Lee . Pa det E ir, 
de oarece fiecare din seriile membrului al doilea este absolut con- 
vergentă. a |
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Scriind seria „din urmă sub forma e 

  

_ Ă Î Ta d _ 
. 40 = (m) 

20, - 
și referindu-ne la egalităţile 

  

he Sl 
2 (27 sia! dz > , 2 (z—m) sin2 az am2. 6 

obţinem,” pentru. lim P (ui ou, 5), expesiunea 
, Ă - 2. 2: -, 

„12 o E 204 a TU . 
| 20 

„264. Funoţiunea. tu, Din seria care defineşte funcțiunea fu, sau: 
integrând egalitatea: (5) deducem, pentru lim £ (u|o., os) for- 

=» 
mula . , . . IE 
. Sa Mu a mu o (4). - tu= To +3— Za, % cot > Ş a 

. 
fără constantă, țu fiind o funcţiune i unpară. - 

Făcând în această. egalitate succesiv u = ou o, obţinem, ş pen- 
au loz]=o, MIE N 

6) Ida Ma. , Si 

„Ultima cantitate se poate “deduce din formula lui Legendre - 
- " - iz ” 7 Moat Orgi 

” de unde rezultă E e | Ă 

im a Ci Ei O E lim W3 = lim o 120? 
"265, Funcțiunea ou. Plecând dela produsul care defineşte funs: - 

siunea ou, sau integrând egalitatea (4); obținem, - 
2 - ou. at su - e log — put log din ge , E Cc 242 20, - 

de unde, ținând seamă de egalitatea. .. 

dim, i | ei 
avem, , pentru limita funcțiuni cu, expresiunea ! a 

| za 
20, 2oi' . nu -- X ” (7). »  0u=s—e i. sin: - - x: 2o,
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265. Limitele invarianţilor £2 Și a şi ale cantităților e,, €2, ex. 

Făcând în seriile a e E | 

Al Le pl ” 60 2 (2mo, -+2nog)i” 1408” "(mo -t+2nog - 
0900, “toţi termenii se anulează - exceptând - termenii corespun-- 

zători lui n=o. Avem aşa dar 

1 A e Ai 
60 5 af mă gi 90 * | 
2 lei 

  

  140% 2007 7 îns Dat 945 
de unde, pentru limitele celor doi invarianţi, 

| „_d (3) "4 = 
(5): 7 poa , 85=-35 (az) * 

Valoarea limită a discriminantului este aşă dar 

(9) - | “ d =g —27g2 =o. 

Prin urmare două din: rădăcinile e 2, e ale ecuaţiunii 

- 4 ga a—gp=o 
devin egale. Se găseşte-rădăcina dublă 

383 e: 
ai ai de unde rezultă rădăcina simplă | ” 

” _ . i 2=—2a= ELA j 

A 82 
Pentru” a recunoaşte cari din cele trei rădăcini es, ez, ep devin - „egale între. ele, observăm că semiperidada W=—01—03 deve-. nind infinită împreună cu cz; rădăcinile cari devin egale între ele. : nu pot îi decât ex=po, ŞI e3=pos. Avem aşă dar 

a 2983 Î 7? 
| iai 8. Go Ia | 

o eat Sai vacă 

„ Pectiv prin cp, Ga, 00 și observând că 

Aceste valori se mai pot obține înlocuind în formula (3) u res- 

, rul. AP lim [sin] =00, : (a=2,3). 
Wa= o O u=Wa



x 
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297 
266, F "uncțiunile Oi, Osu, Ogu. Scăzând din egalitatea (3) expre- 

siunile e,, e2, ez date de formulele (10) şi ţinând seamă i de relaţiunea 

Dau)? - SE 
7. u—ea=|— |] A | | p a Su]? . 

". obţinem egalităţile - 

oul? 2 „au 
A] e cote 
ou 40, 2 . 01 

au Osu zel | a 

(2) - (23) = fe) sin Zu 

De unde, înlocuind su prin expresiunea 'sa (7) extrăgând râdă: 
cinile şi ţinând seamă că pentru u=o cele trei coluncţiuni sunt 
egale cu +1, avem pentru limitele” lor, expresiunile 

. . , sus _ Ă ze 

Sai: Tu ă . (4) _ Oojusetii cos 2—> “au =au= =eha ME 
-. 

Li 

267. Funcţiunile lui Jacobi. Ecuaţiunile (10) ne dau 

MD   z 
30? 

pentru argumentul p=u Vaza şi pentru 

antităţile K= o, VaZeg iK! =o3 Vaze, vălorile limite 

Ve ep 

“de unde rezulță, . 

  

  

  

| TU a Di o (13) , "do R=3 K =00. E j 

„ Valorile modulelor pa Ve şi = Ves e2, devin : 
- e — 63 - Ve.— E. 

(14). a h=o0, Wa, 

Funcţiunile sn(v, k), cn(b, k), dn(v, k) definite de. formulele (3) 
($ 194), se reduc la expresiunile“ 

- (15)  snp=sin p, cny= = cos e. dn ș= 4, 
Pentru a obţine limitele “tuncţiunilor del) să observăm că. 

o , MR raportul a tinzând către infinit şi coeficientul lui i rămă- 
1 

către -+001),- De unde rezultă 

46) 

nând; prin ipoteză, pozitiv, este necesar ca acest coeficient să tindă 

iq. lime” 0, dim dolimii (1—q) 4. EN 
= | - _ - „d Pi 9 2 

  

p | | . 
1) Fie 7 arig= ii tie, “una „cel puţin, din. cantitățile a, tinde către 

infinit; însă pentru ca = — să nu se anuleze este necesar ca Asă tindă către infinit. 

”
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- + Prin “urmare [(2), $ 225)]: 

AD) lim du(o]e) =lim date) =o, -- 
(18). dim 9 (ele) lim da(el) =, * i 9. dim Ole asinap - a 

1 o. 

lim qi 9 (ol) =2 cos zrp. 
. - 

- 7 
„.B) „O Enfinit, o, finit: . 
“268. Funcţiunile P(u osos), (lo, 45), 6 (u | o, o) fiind si- metrice în raport cu cele două perioade, limitele către cari ele tind, când d, tinde către infinit. pe când o rămâne finit, sunt date de formulele (3), (4) și (7) în cari înlocuim O prin coş. Limitele:canii- | tăţilor 2 şi ale invarianţilor vor fi date de' egalităţile 

  

2 300, ne n = tim E 
. (20) / 00, 13 = 1 d, , lin d lim, 1202 ! 

Fi i _ d m d (22. . : ED oglazi) aiogi lei) ae. Rădăcinile cari devin egale sunt e =po, și e =poz. Avem .. 
ÎN 1 at 1. E ice e Pr: oz! _ 

269, Limitele cofuncţiunilor o și ale funcţiunilor lui Jacobi, din -  câuza disimetriei acestor funcțiuni în raport .cu 0 Și oz, nu sunt cuprinse în formulele corespunzătoare cazului A) prin permutarea lui 0 cu a. Reintrăm, însă, în cazul precedent, aplicând trans- . formarea. perioadelor . 
” ÎN Ia . [i Pas 7. - 

| (22) | Aa 01 =03, 0s=—0,: o | | Fie e, e e î, & 4 rădăcinile şi cofuncţiunile o corespunză- toare sistemului celui nou de perioade; vom avea ($ 187) 
4 — . PP î—o. . - 

(23) 
ei ez, c2=e2, ez er 

a 0103,  0,==02; 0, =0y. 
„> Semiperioada o, fiind finită şi o, =00, ne regăsim în cazul A). Avem așa: dar valorile e o i 

  

. “op a „d aa „, 1 2 e ei e ae 3 024) 6 ore Da 
“și expresiunile . e Aa _ . ut - - aut EI = — 240 . Tu = 24 ai 
(95 ue _ 1 cos dud ue ai , 

„A ) 3 1 îi do. 2 40 ;
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sau, în virtutea formulelor (22) şi (23) 

17 1 aa 
e3=A—=, ee a 3-67: 12 los 

valori deja găsite (21) şi 
T . . _ at ut 7 ” - - i ni ut - 

i  Qhpă _ 240 u. (26) o 0 og Si = OpuUu=0u=e 0 u=e - 1 2 > 3 ă , Do 

270. Pustianite lui Jacobi, Eeuaţiunile (24) dau . 

Ea [Z zu zi 
e, esse ' 20 203 

Insă (6) (Ş: 88); 
  

  

iz AZ, 3—C V ep—e3 ș 

„prin urmare 

  

! m o [ _iz 
(27) o p | Aa De 

8  K=o, lua-o . 1 = SE Je ea=g- 

| Limitele modulelor, | şi e s sunt 

(29 pt ao, 
| Limitele corespunzătoare ale: celor trei funcțiuni rezultă din! - 

- egalităţile : aa 

_sn ie, D, 
an (6, R)= | “Cn (ip, k) ! 

(30) “n 6, n = (ip, e) P (6) ($ 242), 
” dn (0,1) = dn (io, LI 

: - îi Dia şi en (ip) 

în cari facem k=1 şi pe: =0. | 
Ținând seamă de formulele (15), obţinem 

„sin ip eve . 

  

  

- lim sn (o, l=—i E 
k=i A cos ip _ ete E o ay 

  

lim en (p, k) =lim d a sim en (e, ) A ne d) COS 1. eve
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C) „oa infinit, o, infinit, Se 
271. Ambele perioade tinzând către infinit astfel .ca raportul ! 

lor să nu devie real, paralelogramul perioadelor acoperă la limită 
tot planul. . i . o. | 

“Făcând o, = o.în formulele găsite în cazul A), obținem expre- 
siunile următoare: Si N - 

ci tuzl “zu. 
(32) i p a = 9 =u; 

(33) E ; 82 —83=—0; E Ca Sep =eg=0. _ 

Din egalitatea tu rezultă valorile: 

(34) Sg =03 
"prin urmare .- î o 

(33) o O U=0u=0zu=l, 
Deasemenea obţinem 

(36) „= po, 'sn po, “on o=dnv=t, 

"IL. Al doilea mod de degenerare: A =o, 

272. Dintre funcțiunile "lui Weierstrass vom consideră numai 
funcțiunea pu, celelalte putându-se deduce. din cea dintâiu, 
„Să considerăm integrala  . - , 

2 da a da ă 
o > af aa 2 V-a) (2 e) (a) a 

care defineşte funcțiunea z=p (4, ga, 89). Discriminantul A fiind 
nul, două sau toate rădăcinile e €2, es sunt egale. 

10 Tie e2=eş. Vom avea o 

     u=f 

  

  

  

    

o gi dz ad [arte za 2] Să S 2 (2—e3)/z—e, „Ve—ea Ves—eg 2 |; E Si 

„de 'unde. i a a - _- 

Ă (9) - T=ey+(e.—e3) cot? u Ve.—eş, 

sau . - | , 

: Ni e.—e 
(4) | a T=eg+ 1 

 sinlu ese, 

Pentru a găsi limitele către cari tind semiperioadele o, cp să considerăm formulele 

(5) | & Veses=R, . os Verzez=i K!.



" DEGENERAREA FUNCȚIUNILOR ELIPTICE:  “ 301 

2 
„In cazul nostru .(ex=—e3), avem k=o; .prin urmare K=-3 

K' =. E Pat 

De unde , o | - 

(6). N ou Ve—ea=. n , 0g=00, i 

„Cea dintâiu din aceste. două egalităţi, impreună cu egalitatea 

, e +2 ea =0 

la care se reduce relațiunea eurtez-tea o, dau valorile rădă- 
cinilor îi 

(7) , e= al „e ep = — a | - 
Go; 2 12 o: e 

Ducând aceste valori În egalitatea (4 ), obține expresiunea 
funcţiunii pu Ş 

  

  
_ m za 2 4 

. =— LL —— —————— 

(8) papa” (3) zu _ 
| . . sin — - 

“ . 20, 
a forma (3), $ (264).. 

„ Fie e=e,. 

Avea k=1,k =o; cantităţile N şi K permutându- se. între 

- z ——— 
„ele, rezultă K = o, e. =3 Prin urmare 4W,=0, o V-e, = £ 3 

= Expresiunea lui pu se deduce din egalităţile (4) şi (8 ) per- 
2 

mutând ep CU ex, sau 4, cu Oa. - - . 

3%, Toate rădăcinile egale: Cu ea =ea 0. În. acest caz ega- 
litatea (d devine - 

2 . - 

9 _ | „o 1 “dz - 

de unde .. . | 
, - 1 

(10) - E z a 

“Funcțiunea fiind raţională, nu există perioade. De altmintre- 

lea. limitele semiperioadelor (1 03 sunt, în valoare absolută, limi- 
tele integralelor 

mes ie Ă e, pi 
(11) af e wW = de, 

| |âz—a27— Ata 2-8 
a căror limită comună, pentru 22 = =82=0, este | 

pod o 
2 Ma 2, BE



- 

id 

2 o CAPITOLUL NXI.- 

„2787 Puncţiunile. snp, cnv, dnv. Degenerarea acestor funcțiuni corespunde valorilor k=o, k=1. Făcând în integrala 
“ua | f „da - = OT 3 

] e VEDEA. t = 0, avem - | i Z - 
f „da i - P=) Ig =arosin 2, Si , Vi=22 Stai, 

- de. unde. ! 

(14). _Z=snp=sinp ii Ic 
In virtutea relaţiunilor en. v=lZsn? o, dn v=1 = 27 sazop | rezultă A | Ă 
(15) cn p=cosp, “dot... 

Făcând în integrala (13) fe = 4, obţine 

      

- , (e da od ! „Îtz, | Pee 
de unde E Sa | 

(16) 2=snp=f TD , en =dno= — . în 
pe ere” 

„CAPITOLUL, XXI. | 
FUNCȚIUNEA pu CU INVARIANȚI REALI, 

214. In aplicaţiunile funcţiunilor. eliptice, cazul cel. mai im- portant este acela în care invarianţii g2, g; sunt reali. Vom distinge două cazuri, după cum discriminantul ) 

. Aa —2gi 
este pozitiv. sau negativ. 

“1. 4>o. - 
„Rădăcinile ecuațiunii 

4 . i 3 i 3 (1) : i 4 T. — 82 T—83=0, | 
sunt reale; le notăm în ordinea descrescândă. 

în Deep 
Din relațiunea e, + e + es = 0, rezultă e, >.o, e3 O; e2 poate - fi pozitiv, negativ sau nul, A i
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40, Valori u reale. In domeniul u'= 0, av em 

Bd e 
- PN 

Plus) fiind o' serie întreagă cu coeficienţi reali. De unde: rezultă că 
funcțiunea pu este reală dealungul segmentului axei reale cuprins - în interiorul cercului” cu. centrul în origină și trecând prin cel mai 
apropiat pol al funcţiunii, Ea admite aşa dar o , perioadă reală și o 
perioadă pur imaginară ($ 4134), » - 

Fie, în valoare absolută, 204 cea mai mică: perioadă reală și 2 oz 
cea mai mică perioadă” pur imaginară. Polurile reale ale funcţiunii 
pu sunt așă dar toate cuprinse în expresiunea u = 2mo, și cele pur. - imaginare în expresiunea u = 2no3; m Și n primind toate valorile. întregi dela — co la-+ oo. - . 

* Funcțiunea” considerată pu fiind reală pentru valori reale ve- cine cu u=o, rămâne reală pe axă reală, cel puţin până la 'cel mai . apropiat pol 1), adică până la punctul u=20,. Insă, oricărui 
punct al axei reale corespunde..! un punct congruent. cuprins între o și 20; de' unde zezultă că funcțiunea” pu este reală pe toată axa reală; - | | 

Aceleaşi, concluziuni se apieă derivatei pu în virtutea ecua- 
țiunii . - 

(CD puseu, 
„dădusă din ecuaţiunea (2)... Dai Si m. 

Putem presupune .semiperioada o; pozitivă ; o, este. aşă dar. 
cea mai_mică valoare pozitivă a lui u pentru care derivata p'u se. anulează. De unde rezultă că în intervalul “(0, o)! din care exclu- dem valorile extreme, derivata p' u păstrează un semn invariabil; 

9 

“ care este negativ, precum ne arată termenul său principal — _—. - 
ua 

De aci ci rezultă că ficând să varieze u dela o până la O, pu descreşte- 
d necontenit dela +00 (în virtutea termenului său principal E până 

„la valoarea p o, care, precum rezultă din ecuaţiunea - 
0 (4) p?u = 4 (pu — e.) (pu — ec) (pu — e), . 

“este egală cu cea mai mare rădăcină, adică Po = e. - : Variaţiunea. Îuneţiunii pu în intervalul „(ou 20) se deduce” din „relaţiunea 

N E 
1) 1, paz. 305, - a i, 
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Funcțiunea t trece dar în al doilea intervalul „prin aceleași valori 
ca în cel dintâi, însă în ordinea inversă 1). De unde rezultă că pe 

-axa reală, pu poate primi orice valoare. reală > e. Ă 
In intervalul (0, e) derivata fiind negativă, vom scrie, punând 

semnul î în evidenţă, 

  

Ă | dz ——————— 
ă E VID; 

'de unde, i în virtutea variaţiunii funcţiunii pu în acest interval, 

” (e dz dz 
(6) af a => 

N Vânt poa Ja, 42% ga7—8a 
radicalul fiind pozitiv. 

„Derivata pu este, precum” am văzut, negativă în intervalul 
(0, o); din ecuaţiunea (4) rezultă .că, în acest interval, ca variază 

„necontenit în acelaș sens dela:—.0o la zero. .. - 
Din ecuaţiunea (5) rezultă 

toat) ploua), 
adică în intervalul (w., 20,) derivata p'u este pozitivă și variază. | 
necontenit în acelaș sens dela 0.la + co. 

În intervalul (0, 204) "derivata trece așă dar o singură “dată prin 

orice valoare reală și, prin urmare, -pe axa reală, ea poate primi 

orice “valoare reală cuprinsă între — %o şi + 00. 
20. Valori u pur, imaginare u=ip, v real. Avern (91 $ 148) 

$ p (ie; 2 8) =—P (0; Be— 05), 
(9) -p (ip; Ba 83) =ip' (ei ; 82 —83)- . 
Fie - | DI o 

(0) O z=p leit — 3); 
prin urmare +... 

ÎN 2 | : 

W (02) Aaaa 
Rădăcinile ecuaţiunii » | 

(2) O Moare 
fiind egale şi de semne contrarii. cu. “cele ale ecuaţiunii 
4 a2%—ga I—ga =0, avem, în ordinea de mărime descrescândă, 

  

i - -0>=a>oea MR 

1) Figurând funcțiunea z = pu printr'o curbă ra- 
portată la două axe rectunghiulare "(0u, Oz), dreapta 

- L - u= o este o axă de simetriea curbei şi drep- 
9 w, zu, tele paralele u =o, u = 20, sunt asimptote ale ci 

Fig. 51 „(fig 51).
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“Perioada pur imaginară 2, fiind, precum am presupus mai sus,. „cea mai mică în valoare absolută, rezultă că 3 este, în valoare ab- solută, cea mai mică valoare pur imaginară pentru: care p'u se anu- 

lează şi prin urmare valoarea p = —, pe'care o putem. presupune 
“ | _ ea FĂ | , , iai . pozitivă, este cea mai mică valoare pozitivă a lui p pentru care avem 

| o _ 
[oda i | [23 . = „DB (e; sua) =0, , - 

: “Valoarea: corespunzătoare a Îuncţiunii 'p(5; 22 — 89) va.-fi așă. dar. egală cu cea mai mare rădăcină a ecuaţiunii (12) adică - 

LĂ a (iza) e 
“Conchidem, ca şi în cazul 10, că făcând să, varieze » dela 0 până 

la. =, funcțiunea p(v; pg, — 83) descrește necontenit dela O până 
la — e; prin urmare,. când u primeşte valori pur imaginare dela O până la o; funcțiunea “p(u; &x 99) creşte necontenit dela — co până la e. In intervalul (3, 203), funcțiunea irece- prin aceleași. valori, în ordinca inversă, În virtutea „ecuațiunii  p(op + u) = b(os — u). Unui - punct "oarecare situat pe axa imaginară . corest punde un punct congruent pe segmentul (0, 245); de unde rezultă că pe axa imaginară, funcțiunea pu este reală și poate primi orice valoare reală <a. e ai „. Din expresiunea (9) rezultă că, pe axa imaginară, derivata p'u, este de forma ii, Variabila t fiind reală şi crescând dela — co până lă „O când u descrie segmentul (0, o) și dela 0'la + 00; când u descrie: | segmentul (cp, do E Ă “Pentru semiperioada. W3 avem expresiunea - 

4 

_ 
Da What kgg 

      

analoagă cu aceca a lui 0, dată de formula (6), în care e. este în-: „locuit prin — eş și ga prin — Ba Rae Se - Cele: două .perioade considerate (2o,, 205) . formează un “sistem „de perioade primitive. Paralelogramul acestor perioade este -un' . dreptunghiu. Este 'de ajuns a arătă că în acest! dreptunghiu nu "există. nici un pol a] funcţiunii, afară de vârfurile dreptunghiului, „astfel că în dreptunghiul (20, 202) funcțiunea admite “numărul „minimum. de poluri, anume polul dublu u = o. Aceasta este ade- | „Vărat pe cele două laturi (0, 2), (0, 23) şi prin 'urmare pe, la-. turile respectiv paralele cu cele dintâi. - - - 20 DAFID EMMANUEL | To 

” 
. p-
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Fie a +if.un punct interior _dreptunghiului 

      
24 

0<u< 20, i 

Să conisiderăm formula de adiţiune | Ma E 

i 1-(p'a E, | petit pip= (PSC 
_ Cantităţile pa, pif, pa, p'i8 au, precum am văzut mai sus, 

„valori finite şi numitorul membrului al doilea este diferit de zero, 

căci pa >e, și Pip < o. Punctul atif.. nu poate dar fi polal 
funcţiunii pu. IND 

30. Valori u=oz+tv, p real. Avem formula 

za | - (eg e.) (ea—e (5) merge NE, 
de unde | îi . _ | 

1 i Rica ___(ea-en) (ese)... 
(16). p (vo) i (pozei po. - 

Funcţiunile po şi p'p din membrele de al doilea variază, precun 
sa văzut în cazul 10, De unde rezultă că făcând să varieze p dela 

0 la cs p(e+os) creşte necontenit dela eg la e2. În acelaş interval, 
derivata p "(p-k+odz) este pozitivă, anulându-se pentru valorile 

extreme; ea admite deci un maximum în acest. interval: un singur 

„maximum. Căci dacă ea ar aveă două maxime,-ar aveă şi un mi- 

'nimum și reprezintând prin a un număr pozitiv mai “mare decât. 
miniinul şi mai mic decât cel mai mic din cele. două maxime, ar. 

urmă ca ecuăţiunea Si 
- 1 

-. p (pt os)=a _ 

să aibă patru rădăcini în intervalul (0, ,). Ceea cc este imposibil, 
funcțiunea p'u fiind de ordinul al treilea. A . 

Din variaţiunea funcțiuni P(p+os) în intervalul (0, o) de- 
ducem o. nouă expresiune a semiperioadei w,. Punând z=p(ptos) 
avem” 

dz. 
dp e 

Aa — gat—8a ” 
  

| radicalul fiind pozitiv; căci, în intervalul considerat,. derivata 

: p'(p + oa) este pozitivă. De uiide rezultă egalitâtta - 

» , . IN ea 

(17) us < 
VA25— gat 83 ;



_FUNCŢIUXEA pu CU INVĂÂRIANȚI REAL . 807 
. Valori u=cy-kiv, v real. Din formulcle | _ 

„Plou ti-a ea ? . o Pier: 

conchidem, în virtutea studiului făcut la cazul, 20, că, în: ncintervalul 
(0,. =): Ploaie) este - real şi descrește necontenit dela e la Ca. 
In acest interval, derivata - p "(0.+ “îp) este de forma u, £ primind valori reale, pozitie” și anulându-se la ambele « extremităţi, , Din cele ce preced rezultă o nouă expresiune a semiperioadei, w,. Fie | Si ” Pa 

pesti) pet) 
N . - , Ă oz - “

A
 _.
 

, 
- i 4 . - . 

. - - | “=p [po sai) - Ea 

-. Prin urmare, când. p variază dă 0 la Sci z „eregte. dela - — e, i 
la — e și ecuaţiunca 

dz 
(2) =A 5 e 283 

ne.dă egalitatea a 

- 6 - 
- 

  

ă d, 18 AR a i 
4 ) Da “-l azi Sa rea - Ă ă ” v-a 

radicalul fiind pozitiv, căti & și o cresc în acelaş timp. Această. ega- litate se “poate deduce. imediat din formula (17), observând că dacă înlocui, în funcțiunea PU, semiperioadele O Oa respectiv prin. "03 
Pa =, Și Io, 82 nu se schimbă ȘI 83 Își. schimbă semnul; „ceeace: 1 

are “drept efect a schimbă rădăcinile e 2 ea respectiv î în — = ep — e i O . 
i "Rezumând variaţiunea funcţiunii 2 = plus suis), în - cazul: 4 >0, când u descrie dreptunghiul (co: 03), începând dela u = 0, - În sensul pozitiv, vedem că această funcţiune „primește, valori reale * Și. variază într'un mod continuu, respectiv pe fiecare laturc, dela +00 la e; dela e, la'e2; dela €2 la es; dela e la — 00, trecând o sin- gură dată prin fiecare valoare: perimetrul dreptunghiul (4) se transformă punct cu pună în aza. reală (7). ii 

7 Da - Pa
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"Derivata p'u este reală pe laturile (0, &,), (oa oi-to): dea-: | ] l 7 3 007 "003 
lungul celei dintâi, ea variază dela —oo la 0, trecând o singură 

dată prin fiecare valoare; dealungul celei de al doilea; ca este po- 
zitivă variând dela 0 la O și adinite un singur maximum. Pe cele-: 
lalte două laturi, pu este de forma it, primind valori reale pozi- 
tive, dela 0 la O pe latura (o o + 03) şi negative dela 0 la —00 pe 

“latura a patra (oz, 0). 

275. Cari sunt, în tot planul (u) valorile: variabilei pentru cari 

"funcțiunea pu este. reală? Fie'a o valoare .reală oarecare. [Există 

pe conturul dreptunghiului (0, 03) un punct p, unul'singur, pentru 

care avem pv = a. Toate valorile lui u pentru cari pu = pr fiind 
"date de „expresiunea - e a | 

N 

= + p + + 2mo, A 2nog 

rezultă că; abstraeţiuna făcând de multipli de“ perioade, singurele 
puncte u cărora corespund, valori reale pentru pu sunt situate. pe 

conturul dreptunghiului considerat şi pe cel simetric. 'cu acesta în 
"raport cu origina u = 0. In interiorul fiecărui dreptunghiu pu este 

dar imaginar. Ma - a a 

La valori imaginare conjugate ale lui u corespund, pentru pu, 
valori imaginare conjugate: Unui punct u situat în interiorul drept- 

„unghiului (6, oa): eorespunde, pentru z.= pu, un punct z situat: 

de desubtul axei reale. In adevăr, fie a- şi b două cantităţi reale sa-. 
tisfăcând inegălităţile - 

0<a<o, o<b< i 

şi fie a . Ma 

- p(a + i) = = A +iB. Di 

Forniula, 'de adiţiune a uneţiunii pla + 0) dă pentru iB 
xaloarea 

însă p'a <0, pil = it, 1<0. Așă dar B este real și negativ, - 
Rezultatul. precedent. se poate. verifică considerând valoarea 

„„ principală a lui: 'p(a +ib),-a și b' fiind numeie pozitive foarte 

mici. Această valoare fiind 72 ZE i » coeficientul lui este— (a ai 

prin urmare: într'un punct interior dreptubghiului (o, o); în veci- 

nătatea 'originei, coeficientul B este <0. Acest coeficient însă nu: şi 

poate schimbă semnul. fără a se anulă, adică fără ca u să treacă
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prin una - din laturile dreptuiighiului. Semnul lui B rămâne dar acelaș în tot interiorul dreptunghiului, . ! 
2176. Transformare conformă. Din punctul u =0 să ne închi- puim. descris-un; sfert. de cere af cu'o rază o foarte - mică, „măr- 

ginit de direciunile 5 003 (fig. 52) In domeniul acestui punct avem 

- z=pu= = ae e (4). 

Pie A- şi. B punctele: -z corespun;ătoare punetelor« a, B (fig. 53). Când: 
” „5 a aeroz _ | B- , o. A 

   
Fi, 52 E im sa 7 

u descrie arcul ap, z descrie uni ate ACB care diferă foarte puţin 
1. 2 “ de arcul descris de punctul 3 y = adică de un semicerc situat 

dedesubtul axei AB, Aceste două arce se corespund punct cu punct, De, unde rezultă “că conturul dreptunghiului : (0. e) limitat de 
arcul af se transformă punct cu punct, în virtutea ccuaţiunii, z=pu, 

_în conturul. ACBA. Insă, în aria limitată de primul contur, fune- ! 
țiunea pu este olomorfă ; prin urmare cele două arii. sunt transfor- 

_mate conforme, una a. celeilalte. Făcând e să: tindă "către zero, 
cele două arii devin respectiv „dreptunghiul (002, 03) şi: semiplanul 
(2). situat, de desubtul axei reale. De unde concliziunea Tunc- 

"ţiunea z = pu realizează transformarea conformă a dreptunghiului 
"(001 03) în semiplanul (2) situat dedesubtul azei reale. . : = 

„cute dealungul: axei reale 1), - - 

Dreptunghiul : simelric cu cel dintâi, în raport cu axa reală, sc, 
iransformă, în virtutea simetriei, întrun mod: conform în semi- 
planul (2) situat deasupra axei reale. Se recunoaşte lesne că aria. 
(1) limitată de cele două dreptunghiuri se transformă, “într'un mod 
conform, în planul (2) limitat de. tăietura (e, — 00), Deasemenea, 
aria formată. de dreptunghiurile (0, 03), (— as: 03), simetrice. în, 
raport “cu axa imaginară, se transformă într'un mod conform! în 
planul (2) limitat de tăietura (e, + %0).- Ambele tăieturi sunt fă- 

e ao, 
"276, Dintre cele trei rădăcini ale ecuaţiunei (1) una este reală; fie. 

4 

2 rădăcina reală și e ea rădăcinile imaginare "conjugate. 

    

1) A compară variaţiunea funcţii pu, sendiată mai sus; cu variaţiuneca . integralei u ($ 109).
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0, Valori u reale. Ca şi în cazul > o, funcțiunea pu şi derivata 
“sa p'u sunt reale pentru valori reale ale lui u. De unde rezultă că 
funcțiunea pu'admite o. perioadă reală şi una pur imaginară. Fie - 
262 cea mai. mică perioadă reală pe -care o presupunem pozitivă 
z &'2 cea mai mică, în “valoare absolută, perioadă pur imaginară, 

= fiind deasemenea >0. : 

In intervalul (0; 62) pu este < 0; prin urmare când u variază 
dela 0'la Ga, pu. descrește necontenit dela + oo până la valoarea 
'P Ga, egală cu rădăcina reală es,.adică Pda > ea. De unde rezultă 
că în intervalul (0, &) avem, pentru- 2 = pu, ecuaţiunea a 

  

  

po E JTS 
și, în- "virtutea variaţiunii funcţiunii £ z = pu în acest interval, - | 

E j â,= îi dz _ | dz. Și Să 

- dal te 0 dig: 
A radicalul fiind pozitiv. ” 

In “intervalul (Ga, 262) pu trece, în ordinea inversă, prin ace- . 
lași valori prin. cari trece în intervalul (0, î2), în virtutea ecua-. 
ţiunii p (2 +u) = P (2 — u). De unde rezultă că, pentru. valori 
reale-u, pu [oate primi orice valoare reală Se. 

20. Valri u=iv, p real. - Prin consideraţiuni “identice cu cele. 
din (20, A > 0), ţinând. seamă că — ea eşte unica rădăcină reală 

2 a ccuaţiunii (12) conchidem că Ț este cea mai mică valoare po- 

zitivă „pentru care: derivata p'(v; g— 83) se anulează; prin urmare: 

(3) i . p (24; ae = — ea. 
2 > 

SI [ga Da 
De unde rezultă că în intenvalui[0, S, funcțiunea p(e; 82 — 83) 

descrește dela +00 până la—e2; prin urmare . dealungul segmen- 
tului (0, 6.) funcțiunea “plu; “82 83) creşte dela — co pân la LA 

și pe segmentul (2, 262) ca descrește dela e până la — o. Așă 
dar,. dealungul axei „imaginare, funcțiunea pu este reală şi poate 
prin. orice valoare reală 27 e2. In. punctul u:= 6, pu are aceiaș 
valoare ca în punctul u = Ga 

4 Pe = pa e 
„Semiperioada &'2 este dată de integrala 0. 

(5 — Da intii aa | | 
EN zu, Laza 

corespunzătoare egalițăţii (14). (pag. 305). j . |



în care numitorul din membrul al doilea se anulează! pentru u=6'3: 

FUNCȚIUNEA pu CU ISVARIANȚI REALI - - su 
Cele două perioade 26, , 2652 —'cea mai, mică perioadă . reală 

Și cea: mai. mică perioadă pur imaginară, în valoare absolută — 
nu formează un sistem primitiv ; căci, pe lângă. polurile cari coincid 
cu vârfurile dreptunghiului acestor perioade, funicţiunea. pu admite, - . în interiorul dreptunghiului, polul 2 + Ga precum rezultă . din 
formula” 
E 

a „teaei) (ese) p (ură ae), Di | 

Acest punct este singurul pol în interiorul dreptunghiului consi- 
derat. In adevăr, fie a+ 16 un punct ” interior. dreptunghiului, diferit de G2+2; prin urmare nu' avem în acelaș timp a = Ga, - 6 = Gia Să considerăm formula de adiţiune 

e 

| egalităţile precedente devin 

de unde relațiunea O toztaz=0. - 

"punzător este un romb, Să punem . 

pa—p = 
pa—pif 

Pentru valorile considerate ale cantităților d şi f, termenii pa, Pi, p'a, p'if au valori finite ş şi pa este diferit de pif; de unde rezultă că p(a + 1£) este finit' în interiorul dreptunghiului, eSceptând 
punctul + 

Punctul 62 + &, fiind un pol al funcţiunii pu, este un punct. 
perioadă al acestei funcțiuni; căci „polurile funcţiunii pu. coincid 
cu vârfurile reţelei de paralelograme, 'construite pe un sistem oare- care de două perioade primitive, Punctul 2 — 6;, simetrie cu 

-lotip) tnarpip=-, (E 

punctul 6, + Ga În . raport cu axa reală, este, de asemenea, un punct perioadă, | | 
Din. cele ce preced rezultă că cantităţile, > 

(6) 20 = — &, 203 = Gp + Ga | 
formează un' sistem de pericade - primitive; paralclogramul cores-, >. 

(7) în = — oa Ga = os; 
  

2004 3—02toi, 205 =7ozoi, 03 
  

  

    
Să observăm că punctele uto, |, 

sunt congruente cu „punctele u + oz, : 
oricare ar fi valoarea lui u. In par- o. 
ticular, considerând dreptunghiul - E „Fie sa 
(— o, — 03) şi simetricul său (002, 2), în raport cu origină, (fig. 54), 

  
  

„punctele laturilor: (0, 2), (0, în) sunt respectiv congruente cu punctele” “laturilor (203,2), h (op — co2); prin urmare, dealungul laturilor Sai
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(— oa 203), (— os, 203), - funcțiunea pu variază _7espeetiy dela 
e2 la — co şi dela e, la + 00. | | 

Din cele ce preced conthidem că singurile. valori u, abstracţiune 
“ făcând de muluipli” de perioade, pentru. cari. -pu este real, sunt va-, 

lorile reale și valorile - pur imaginare, - 
In puncte simetrice cu axa reală, u = a a id, aşi b satisfăcând 

$ 

inegelităţile 0<a<-— op 0 < b < — Ț , avem 

IE Blazi = AB, 
sepanele superioare - şi inferioare corespunzându- sc, -A. şi “B fiind 
cantităţi. reale și B>0. De unde rezultă că cele două rădăcini 
imaginare _conjugate . Ă 

- ? - / i ? 

e = po = p(— Et 3), ea = poa =p (- az 98) | - SU 22 3 2 2). 

“ale ecuaţiunii (1) au. coeficientul. lui i respectiv 2 0: 

| ed=aif, eg=a—if, B>0. 

Din variaţiunea funcţiunii 2 =. pu, “dealungul dreptunghiului: 
(= 02, — (93), rezultă că dacă punctul u descrie conturul evitând.-- 
vârfurile prin câte un' cadran de cere infinit mic cu centrul în vârf, 
situăt în interiorul. dreptunghiului, punctul z descrie de două ori 
conturul format din axa reală și un semicere foarte mare cu cen- 
trul în origine, situat dedesubtul axei reale. "Dreptunghiului con-. 
siderat (u) corespunde dar de două ori semiplanul- (2) situat dede- 

-subtul axei reale. Punctul z = eg. corespunzător punctului u = og . 
este e punct de. samificaţiune al supraleţii lui Riemann (2 = pu, . 

„277, Sa complectăre - studiul variaţiunii derivatei pu pentru 
valori reale u. Punând z = pus y = =.p avem di 

= pu = 6 a — 3 vi = pu = 12 27 

Dacă ; y nu se anulează în intervalul - 0, — o, y variază ne- . 
contenit în acelaș seris dela — co la-0 şi, prin urmare; trece o sin- 

_gură dată prin fiecare valoare negativă. Pentru ca y să nu varieze |. 
„necontenit în acelaş sens este necesar și suficient ca 7 să-şi: schimbe 
semnul în intervalul considerat, şi, de oarece această derivată ră 

1. 
mâne tinită, trebuie « ca 6 2— 3 8 să se' anuleze pentru + o valoare 

reală î a lui z; prin urmare trebuie, ca... o
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- 2 -Această condiţiune nu este suficientă. In adevăt,- valorile ex- 

„treme ale jui pu în intervalul considerat fiind — co şi 0, existenţa 
"unui maximum trage după: sine! existenţa unui minimum. . Insă, 
în acest interval, Z > €3; prin: urmare este riecesar ca cele două 

1 a rădăcini ale ecuaţiunii 6a2— --- 3” E = = 0 să fie amândouă. mai mari 

ca e. De unde rezultă că ep „ trebuie să fie negativ și prin ur- 
mare gs, al cărui semn este: „acelaș ca al lui e, irebuie să fie ne- 
gativ.. Așadar, în cazul : -.. .. „ - 

- Sa 8>0, a<0 a 
„Şi numai în acest caz, p'u admite î în interiorul (0, —co2) “un maxi 
mum şi un minimum. 

In intervalul (0, o) pi u „trece prin aceleași Yalori cu . semnele 
“schimbate, i - i 

278, Funcţiunile ou, tu; - funcțiunile snp, cnv, dnw, (A: > 0). 
„- Funcțiunea ou este reală pentru valori reale ale lui u, căci fae- 

7 u 1 ut - - 

.. . _U. w 2 
torii srodusului | MW fu — 5) e "sunt imaginari conjugaţi Pe | 

“doi: câte doi. Această funcţiune anulându-se pentru valorile” 
| reale” u, =-2mo,, cari sunt zeruri simple, îşi schimbă semnul când 
„u trece prin una. din-aceste valori şi păstrează un semn invariabil - 
în fiecare interval (2mo,, 2 (m +1) 0). Pentru valori pozitive ale. 
lui u şi destul de mici, derivata o'u fiind. pozitivă, căci d'(0) = 
“funcțiunea - ou creşte împreună cu. u, când u pleacă dela 0; prin 
urmare, în intervalul (0, Za), + ou este pozitiv şi 00, este o canti- 

- tate reală. şi pozitivă,” - -. 
- Pentru valori pur imaginare u = ip, p real, rezultă, în virtutea 

formulei. de omogenitate - A ae 

„ 

(Dalila) =i0tel %io), 
. NE 

"  0ip i i 205) . că —7 este real şi pozitiv când v este cuprins în intervalul 0,—= Ă _ ” 
i _ 

20 
si își schimbă semriul când p trece printe in multiplu al lui ui ps: 

7 ă - - 7 - 00 a - Cantitatea = este așă dar pozitivă. . e 
Derivând. ambele membre ale formalei (1), avem 

Bi d (ishou a) =d (+12 ia). a 

Derivata Gu este aşă dar reală pentru valori pur imaginare ale lui
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De. unde rezultă că junețiuriea 

- „Vu se 
(3 - Cuz— aa 

ou 

este reală” pentru valori reale ale lui u și pur. imaginară pentru va- 

lori pur imaginare, Prin urmare "i și i 13 sunt cantităţi reale 28 
i 

279. Funcţiunile dau. Funcţiunile pâre 0au sunt reale pentru | u 
real precum și pentru. .u pur imaginar, Aceasta rezultă din expre=" 

“„siunile , . : - - 

(4) - . - 0qu= = cu pica (a= i, 2, 3). 

Căci pentru u real, 'avem. pu > e, şi pentru u pur imaginar avem 
pu < ex astfel că ambii factori din membrul al doilea sunt pur 
imaginari în acelaș timp. „Pentru-u=0, cele trei funcțiuni sunt 

"egale cu 1. Funcțiunea ou anulându-se „pentru valorile “reale, u = 
(m +1) wj este pozitivă . în intervalul (— O to), negativă în 
intervalul (c,, 30); etc.; celelalte” două funcțiuni Oa, 03, nea- ! 
vând. zeruri reale, rămân pozitive pentru toate „Valorile reale ale - 

„lui u,. . | | 
"- Dealungul ' axei imaginare, funcțiunile au, Ozu neavând nici 
“un zero, rămân totdeauna pozitive, pe când funcțiunea Ozu, care 
„se anulează în punctele u=(2m+i)o, este pozitivă în inter- 
valul (—03 » “Fo3), negativă în intervalul (4, 33), etc. 

280. Din cele ce preced. rezultă că radicalele reale 
„ 

      

  

  

. 
o, 

rc. 

- ———— 0-w - 

8 Ve Vaza ea—es= SI . 
Ă „VO CO . 

sunt pozitive și radicalul pur “imaginar E Ă 

- E ap Datoa i (6). a Vega 
, . - bei 0W3 

are coelicientul lui i negativ. Prin urmare radicalul -. 

(7) : Ves—e>=-—i Ves—e2 | (6) ($ 188) 
. : . |. PE N _ 

este un număr negativ. De unde rezultă că, în cazul considerat. 

presupune — printr! o. schimbar€ de perioade echivalente, dacă este. nevoie—, 

cs > 1; de unde] 9 gi? 
W 

          

  
<e? + Din expresiunea (a4) se poate astlel con- 

, , p _ 
chide 7 >.oși, prin urmare, din (15), î<o. a 

:) Rezultat care se deduce şi din: formulele (1Â), 15) ($ 215). Se poate



_ (4 > 0), modulele funcţiunilor eliptice. A 

4 
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| (8) - | Ă poe ea “pVazea Lc : 

Ve—es ee 
sunt numere reale, pozitive şi mai mici.decât Î. 1). - - 

De asemenea sunt reale și pozitive cantităţile 

  9) OO Ka Se ae, 
„„ 280. Funeţiunile eliptice ale lui. Jacoli (4>0): 

Ou ——— cu ———0u = ! =: snp= Ver—e3 —, cnv= |e,—e3 ——, dno=| ey—eg——, v=ul ep —eg. „O3u - 03u , 0„u = 3 
Radicalul ee fiind real şi pozitiv, rezultă că variabilele 

9 şi u sunt în acelaș timp reale și de acelaş semn. - 
10. Valori reale. Funcţiunile o fiind reale pentru valori. reale 

u, rezultă că cele trei funcțiuni ale lui Jacobi sunt. reale pentru 
valori reale ale variabilei p.: Funcțiunea dnv este totdeauna pozi-, 
tivă; funcțiunile snp, cnv. sunt pozitive respectiv. în intervalul 
(0, 2), (0, K).: De unde rezultă, în virtutea egalităţii, 

Ă po snocnp dnp, | dp , 

„că funcțiunea. sno creşte necontenit. dela 0 la sn K=1, (Ş 200), 
-. când p crește dela 0 la K. Variaţiunea acestei funcțiuni în inter- 

Valul (K, 2K) se deduce din formula 

“sn (2K—0) =snp; o = 
ca descrește dar în acest interval dela 1 la 0. Din egalitaţea sn (—v) 
= — snp,.rezultă că în intervalul (0,—2K), sno trece prin. valori 
egale și de semne contrarii.cu cele prin cari trece în intervalul (0,2). 
“De altă 'parte; la orice valoare 'reală p, corespunde relativ la. pe- 
rioada 4K, o valoare congruentă, reală, cuprinsă între—2K- şi 
+2K; prin urmare funcțiunea: snp nu primeşte, pe axa reală, alte 

„valori decât „cele cuprinse între—1 şi ti, inclusiv aceste valori... 
„.. Variaţiunea funcţiunilor cnp, dnv rezultă “din formulele | 

E: (0) IN cnv = ViZang, dno= VI= sn, 

radicalele fiind egale cu 1 pentru p=0. | i 
Aceste două funcțiuni descresc necontenit în intervalul (0,K) ; 

cea dintâi descrește dela 1 la 0, cea de a doua dela 1. la Vii, 

  

1) Rezultat care se deduce 'și din formulele (1) -($219). 
. . = . N o _ - , NE
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Din egalităţile n , 

(2) cn 2K— v) = —cn, dn (2K—0) = dap, | 

“rezultă că în intervalul (K, 218) funcțiunea cnv variază dela 0 la 
—1 şi funcțiunea dnv dela 'W'la:1; amândouă funcțiunile fiind - 
pare, se reproduc când schimbăm semnul lui. p. Aceste. două Îune- 

“ţiuni primesc dar, pentru "valori reale o, numai valori cuprinse . 
„respectiv în intervalele (— 1,+10), (4, PH ). Avem așă dar tabloul - 
de valori: îi Ra a 

o 0 RR 
8 sw|l0 10 

E E cnv [1 0 —1: 
a „o dno | Pa | 

- 20, Valori pur imaginare. Avem, formula (6) -($ 242) - 

sn (ek), a 
cit (v, ci (v, k) ) 

"Din „perniutarea modulelor k.; și pF rezultând permutarca cantită- - 
ților'K şi K' (14) ($ 203), conchidem că dacă p crește dela O la K“, 
nutărătorul creşte dela O la'1 şi numitorul descrește dela 1 la 0; 
prin urmare, în acest interval, egalitatea” (4) este de forma 

(4) E mini SA 

6 snt 

i fiind'o variabilă pozitivă! care crește: dela 0 la co.: “In intervalul 
(VK ) funcțiunea sniv rece prin aceleaşi Valori cu „semnul 

'sniv schimbat, Aşă dar când p creşte dela —K' la +K', ca creşte 

necontenit " dela—oo la + 00; prin aceleaşi “valori rece, în înter- 
valele: (K',"3 K”), ete. 

Variaţiunea funeiunilor. cniv, die rezultă din forviulele 

(6). “on n-a ; dn (în, „k)= Lea, 

“In intervalul (0, IK”) ambele tneţiui sunt rcale şi crese necontenit i 
„dela 1 la 00; în intervalul (KV, 2K7) ele cresc dela—co la — 1. 

ariaţiunea acestor trei funcțiuni - -se poate reprezintă pri 
tabloul ÎN 

colo pri ap: i 
m: 7 sniv 0 to - 0: A 

cnio [i ro —4, o 
- „3 dnip Li  —41,



, 
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Bo =iK' +. Avem, (7) ($.199),.. Ă 

sn (K+ ww) = ” (E | +») snow” A 
"dn 

  

6) Ă Na | cn (4 tw)=—i ss, 

cn 

  

dn (Ra) i 
aa N Sn | | : 

“De unde, substituind' valorile (3), deducem tabloul de valori: - 
RR 

RP 

en (IN +), —0 _h —co" 

- sp 

N 

  

si (îR7 + w) 

(9) 
„dh 

E an(iK +) | 0 oa 

oo = Rt im. Avem, (6) ($ 199), - 
a e DIR cn ip! 

dn îi! 

PSR 

  = sn(K+riw)= 

  

(10) . “cn (K “rî9) =—k Ia 

1 
m» 

dn iw 
  dn (K ti) = _h' 

“său, în virtutea formulelor (6) ($ 242), 

aie sn (Er) = - Sai 
tu - m e po SP), - d ) | Ie en (+ iv) —uh day. 

Ă | ea _aCn(5p, IE) _ | | în (5 ris) =h dn (w,k) Ra i - | 

„De unde, înlocuind funcțiunile din membrele de al doilea prin valo- 
- rile lor, cari rezultă - din tabloul (3) prin permutarea cantităților | 
KReu K' şi a modulelor & cu k', deducem tabloul de valori 

-. 

PO Rai 
a a e 4 a , . 

sn (Kori). | 4: Ta 
. Si 2 (12) i _- N o Pe i . i 

| zen (Ki) 0 OR „70 e 

i dn (Kris) | W 0. DI
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Tr ansfo» mar e conformă. 

281. Funeţiunea z=sno. Din variaţiunea funcţiunii snp de- 
“alungul dreptunghiului (K, iK”), putem conchide că funcțiunea 
z=snp transformă, în mod conforin, 'aria. acestui dreptunghiu în 
cadranul planului (2), mărginit de semiaxele de coordonate . pozi- 

„live, In adevăr, în interiorul dreptunghiului, [uncţiunea z = snp 
dz 

este - olomorfă și derivata — este. diferită de „zero, Excepţiune do 
există pentru vârfurile p=RK și» = Ki, în cari derivata se 
anulează și vârlul p = il care este un pol al funcțiuni. Rămâne . 
să arătăm că unui punct p=a+ib, 0O<a<K, 0<i<K? , cores- 
punde un punct s=£+in, £>0, 1: > 0. Aceasta rezultă ime- 

„diat din formula de adiţiune 

n (a +i5)= sna cnib dnib +snib cna dna | 

1—h?sn?a sn2ib 

în virtutea valorilor cuprinse în tablourile (3) și 7). 
"Din corespondența conformă dintre cele două azii, “deducem: 

consecinţele următoare: 
„19, Latura (0, iK”) a dreptunghiului și semiaxa imaginară pozitivă 

(2) corespunzându-se punct cu punct, conchide, î în virtutea simet=: 
rici în raport cu aceste li- Ă - 
nii, că dreptunghiul” IL, 

„ simetricul dreptunghiului 

Ku" K. Bike | E Ja : a 

ate e e 
Me | 

RR RX 
Fig, 55 - . . Fig, 56 

  

  

        

I, (fig. 55) şi cadranul Ilz simetricul lui La. (fig. 56) se cores- 
|. pund în mod conforrh. Segmentele (0 n 1,— -1) (e —o] co- 

„respund respectiv laturilor (0 —R), (—K, — Ki), (K+ RV K). 
20, Latura (0,:K) şi segmentul (0, 4) corespunzându-se punct 

„cu punct, conchidem corespondenţa conformă între. dreptunghiul . 

IV, (IK, — - îK%) și cadranul IV. 'Segmentele (1) fi %) cores- 

„pund respectiv laturilor” (, K— ie ), (K — i, —K). i



Le 
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„30. Pentru motive analoage de simetrie considerând latura (0,—K7) şi semiaxa imaginară negativă (2), conchidem corespondenţa con-. 

iormă.. dintre dreptunghiul III, simetrie cu dreptunghiul : IV. Și . 

1 cadranul III, simetricul cadranului Vă,  Segmeptele [- d 3; 

[, eo |corespuna laturilor (— K —K—iRY), (RX =). 
| | 

. Să observăm că „segmentul h , co) corespunde latuilor” opuse 
(= i, K — i), (KU, K+ Fin! ), echivalente! relativ la „perioada 

A 
2 2 i. Pentru acelaș. motiv segmentul [-ie) corespunde Ja- 
turilor opuse: - iK, 2 = KE — in? ) (IR, — , K + iK?), In fine. să IE 

3 observăm că segmentul ÎI corespunde atât laturii. (K, IN) 

„cât şi aturii (5, KR — i); de asemenea, segmentul =, —) N 
corespunde laturilor (—K, —R—iR%), (RR i), Efectuând -două tăieturi dealungul -acestor “segmente, țărmurile superioare. “ale lor. corespund respectiv laturilor. situate deasupra axei. reale Şi țărmurile inferioare corespund laturilor simetrice cu 'cele dintâi. 

Din cele ce -preced rezultă că dreprumehiul ale « cărui Vârhui sunt punctele 

— R— i, R- — Re, K + i, = -K + i R 

din care excludem ' una din cele două laturi paralele echivalente, „se transformă în mod 'conform în „tot! planul (2), limitat de tăie- 
turile ) - 7) Acest. dreptunghiu constitue: un dome- 

  

  

      
    

  

k 
" niu jundamenial 1) a] funcțiuni Z = snp, i o „982, Puncţiunea'y = =cnp, Din N 1YX Bi ue Variaţiunea funcţiunii o cnv p, dea- . 
IN a |. Y. V 0 —K —2K 

Wa MI |- 
-uk' JL Zi Ă 

Fie, 57 Da Ie i iaca 

lungul dreptanghiului L (& i ), conchidena prin. consideraţiuni 

  

2] Vezi I, pag. 157. 

:
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analoage cu cele din cazul funcţiunii snp, că funcțiunea Yy = cn. 
transformă, intr'un mod conform, acest dreptunghiu în cadranul 1, , 
mărginit. de semiaxa reală pozitivă şi de semiaxa imaginară nega- 

--_tivă. De unde deducem, prin simetric, corespondenţa conformă între 
dreptunghiurile II,, III, IV, cu cadranele Ily, Il, IVy. Este 

„de. observat, că, în virtutea egalităților " 

- cn (— v) = cnp, cn (2K + ip) = en (2K — iv), 

segmentul (1, 00) corespunde laturilor (0, iK%), (0, = iK”) şi seg- 
mentul (— 1,— 00) corespunde - laturilor i SE 

2K,2R + R0), QR 00), Aaa 
- două „câte două simetrice în raport cu: axa -reală (>). 
„De asemenea, în- virtutea egalităţilor 

en (K+-iK' +5) =cn (R+iK'—0), cn (K=iK" +0) cn (KK' 0), 

segmentul [is ico) corespunde. laturilor * 

E RR), (RR, 2K 3 0), 

ȘI segmentul [i „1 00] corespunde laturilor 

RI (= RV, 2K =) 
Din cele ce preced 'rezultă că dreptunghiul ale cărui. vârturi 

sunt punctele - a 
| RR, KIR 

şi planul .(y)- limitat-de tăieturile | a o 

„uoo), (oo), [e i00), [-ip—io). 

se corespund punct: cu “punct. Ea | 
Observare. Reprezentând variabila y pe sferă, cele patru tăieturi se 

pot consideră ca două tăieturi, una între punctele 1-1, cealaltă între = * 2: k 

punctele £i—. 
” n 

„283. Funcțiunea z=dno, Din variaţiunea funcţiunii dne dealungul 
dreptunghiului (K,iK”), conchidem corespondenţa conformă dintre 
dreptunghiul ale cărui vârfuri sunt punctele: 

0, 2K, 2R+F2K, 2, 

N
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și planul (2), în care introducem tăieturile (1,h'), (—1, —H'), cea dintâiu corespunzând laturilor (0, K), (K, 2K) şi. cea de a doua „+ laturilor- paralele (25, K+2iK7), (IK-+2K", 2K+25K7). Fig. 59 şi 60 arată regiunile cari se corespund. 

  

- Ț o | i 7 Upaik ă . _ Ea 
Ă LH? ii tute 2 K+. K? mag — 0 - N   

  

      he Rt ol —— Zu. 1, : |   

Fig. 59 e Ba Fig. 60 _.- SI 

„III. Puncţiunile pu, ţu, cu, în cazul când unul din învavianţi este nul. _-.- o - , 
„284. Vom considera. succesiv cazul când unul sau celalt din cei doi invarianți este nul. - 

| E a 
Să facem, în formula de omogenitate” * 

| . - . , ” “ 1 _ E i 

(1) | p (iu:ă, 0) = Pui 0), 
substituțiunile . i N Ă | 

| | ri (2) dup. ph, , 
„obţinem formula. | Ă .. _ E . 1. _ - - 2) 

LB) P (u: 82 0)=5Vea p (0;4,0). - 
Funcțiunea. Pa a 
A 0) 

    

.1) Membrul al doilea păstrează aceiaș. valoare oricare ar fi determinaţiu= - nea radicalului “ ă , .. 

"Fie 4a una din determinațiunile acestui radical şi lu=to; avem 
PE Ă A=A6, v=toe, (61=1). 

Membrul al doilea (4) devine N . , 
2 î?e%p (voe; 4.0) =42p (v.;4,0) i g adică _22p (054,0) 4p (00; 4, 0). 

21 DAVID EMMAN VEL
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intră în “cazul invarianţilor reali cu diseriminantul 4>0, Avem 

65 (32) = ue 1, a=l, în=0;eg=—l. că 

eprezintând Prin- Op 03 respectiv semiperioada reală pozitivă 
cea mai. mică, și semiperioada pur imaginară. cea mai mică, în va- 
loare absolută, avem (17) ($ 274) - | AR 

I “dy. pt au 
Ș VB .. - Ă 

| 2) Vu 2 Vu | 
Integrala din urmă se poate exprimă prin funeţiunea PF. Punând" 
pP=t, „această integrală se „scrie | 
Se AȚI a — 1 [LA rr a a U—0 Sa=7B(a 5) = rare). 

: o CN 

De altă parte, avem | E Sa | - 

  

prin urmare | _ Sa SI 
pai nori 

(7) - W1= A (7). 

Scmiperioadele corespunzătoare wg ale funeiunii p lu; 82 0) 
sunt așă dar, în Virtutea substituțiunilor (3), _ 

- | op 1 pal) 2 | 
($) oi oral (2), î= 5 Ve 

Paralelogramul” acestor perioade esie' un pătrat. - 
Viceversa. Relaţiunea 03 =, trage după sine valoarea _%=0 

In adevăr, grupând în egalitatea A 

= La 1 A LL, - * 
140% 260,5 (mru) 

termenii sumei doi câte doi în modul următor: 

i 1 NE Ia 
(mt ni (n—nu)6 

şi observând că (n—mi)6=—(m-+ni)6, rezultă g3=0. Această va- 
loare rezultă și din formula - 

a ga 
_P (tos &5) =—p[ ut, to, )- = ”P (los o 

în: care făcând U=0,  ohţinem = ei prin urmare 020. 
De unde gs 0. a



RY - - Si Ă FUNCȚIUNEA pu-CU INVARIANȚI REALI | 323 * 285 Formulele de omogenitate ale funeţiunilor. zu şi ou 
€ (iulie, i) == (lo, o), 

o (iulie, 02) =io (ulei, Oa) 
: „devin, în virtutea egalității, Wa=io, Ri ÎN i 7 

(9) i | (iul, 003) = —it [ (lor, cs), 
fiule, 03) =ioţ (ul, (3); 

de unde, făcând U=0p 

„(10) - 13 = 11 G03= io, 

ia noaţiunea 17, cota, = devine așă dar 
7 N 

ap moi 
„
a
 

Foncţiunite O, Ozu, Oaie fiind omogene şi de ordinul zero; avem 

o (iul 04) = = (ue Ea =0 (a o), 

wW 42) 0 (ile cad uzi *)- 0, (ij —os 0), . 

  

a Pi Wo "03 (ilor os) =c| u 7, e) (l-am). 

De altă parte,. înlocuirea perioadelor oi, 204). prin perioadele „echivalente (—2o, 20.) are drept . efect: a :permută funcțiunile "“01.U, 0su şi a lăsă funcțiunea. Oau neschimbată, ($ 187). i Avea așă dar formulele 
| 

ID [- a (iulo, o) =0, | (ale, Op, 
(13) DE E A „Sa (iul, 003) = 02 (us, o), | | 

03 (iul 2) =a, ( (1 ez: 03).. 
m, | 

286. Sa facem î în- formula de. oimogenitate aa | | , i ” 
4 

. 
(0. | pl: 0,8)- "a (u; 0, 2) a 

ini ai 
. -. E - 6 . 

2) Se up, 1= 53; 
” 2 pa - “ 4 

/ 21 cc N .



324 Ă CAPITOLUL XXI 

obţinem formula - 

pusa |lEp 0s0.0) 
, a 

Funcțiunea - Pa 

(4). - Y>p(oi04) er 
intră în cazul invarianţilor reali, (4<0.) Avem 

3 J m fdyk_. d | 1 6 (3) AWD apti ao og 
Funcțiunea eliptică y are dar două perioade primitive imaginare 
conjugate, Reprezintând prin — 002 —0'2 respectiv partea” reală 
şi partea pur imaginară ale acestor perioade, avem (2) (5) ($ 216) 

(6) —onogţ dy. a) ie du . 
i Vp i Vp 

„287. " Teoremă. „Dacă funcțiunea p(u; 0, 83) admite perioada o, 
„ea. “admite şi perioada 0, .€ fiind o rădăcină cubică sau o rădăcină 
a şasea a unităţii, In adevăr, să facem 1=e' în formula de omo- 
genitate” (1) şi să punem su= = avem 

(7) | pb; 0, 83) Tzp (u: 0, 82). 

“Inlocuind u prin uta, einen 
i 

($) p (oteo; 0, 2-a ap (ut; 0, gs) =—zp (ui O, sa). 

Din (7) ș și (8) rezultă egalitatea Pi | | 

(9) op (p-r eo; 0, 8)=p (0; 0, 82), 

oricare ar fi valoarea lui pp. Dă 
_ Paralelograrhul perioadelor este un romb: ale cărui laturi fac 

între ele un unghiu de 1200 sau de 60%, după cum e este. rădăcina 
a treia sau a șasea a unităţii, 

Cantităţile o şi-eo fiind perioade, rezultă că eta este o perioadă, 
k fiind un număr întreg oarecare. Toate aceste perioade se reduc 
la cele. dintâi două, în virtutea egalităţii 

2i7 

e —1—e, dacă ese? 

i) Membrul al doilea. păstrează acecaş valoare, oricare ar fi determinaţiu- 
nea radicalului ! 

, [9 

| = Țfe, V. ($ 284) Nota. “
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sau, în virtutea egalităţilor a 

ir 
, e=—1+a, s=—1, ei=—e, e5=1l—e, dacă = =e5: 
Viceversa. Dacă raporiul a două perioade are una din valorile 

- 27i iz. - - iz, "e 3 sau e, invariantul 22. este nul, Fie e=e'3, sa grupăm trei 
„câte trei termenii sumei” - - 

a 1 SI     

corespunzători sistemelor dei numere (m, n), (m, n), (m, n”), legate 
între. ele prin. condiţiunile d 

, m +n'e=e (m-+ne) =—n+(m—n) £, 
(0). (e vin'e=e? (m+ne)= (n—m)—me; 

"de unde rezultă egalităţile . i 
(11) = —n, LA =m—n, m” =n—m, n" =—m, 

Cele trei: “sisteme de numere sunt distincte, căci. expresiunile 
m-+ne, e (m+ne), e? (m-+ne). | 

„Sunt. diferite. Suma celor trei iermeni astiel grupaţi fiind nulă, rezultă Ba = 0. i 

Cazul e=c3 se reduce la cel: "precedent, dacă înlocuirn semi-, perioadele. „W, 03 = E, prin sistemul echivalent - 
7 

- 00, Was? 01 =—c0 Fog; de unde - - | ra 
” Pi In 27 -o „E iz - 3 —F=—l+te3=e3 „: 7 - Wa 

i 2iz 

"288, Plecând dela. e=e "3 avem 

| | P (eu; 0, Ba) =e plu; 0, 8) . 
(12). | P (eu 0, go)=p' (u;0, g), 

0 eu=eocu, ( eu=e2fu, 7 

:* Din ultima formulă rezultă - 

(13) - o E 1962; i prin urmare; în virtutea relațiunii ” 
2 —_E5 a 09 13 Oa = O (e-e=z: 

avem .. 
| 

(14) | ! mag: E Ă o 2/3 
289, Zerurile funcţiunii p (u; 0, 82). Se 'poate găsi expresiunea „generală a zerurilor funcţiunii pu în cazul când g> =0. Să presupunem - . 

Ș 2 

— 0 3 Îi | . 60 dipji (m-+ne)t | Sa - 

7
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3 = 1; avem, în virtutea, formulei de omogenitate, ae 

(19) o pl(eu; O, 8) = ep (ui; 0, ga). : 
-De unde rezultă că dacă up este un zero al funoţiunii, punctele :sug, €2ug vor fi zeruri.. Insă funcțiunea pu neavând mai mult decât două zeruri, incongruente, urmează că cel puţin două din zerurile to, Eug, €ugsunt congruente. Să presupunem, de ex., verificată con- gruenţa £ug=g, adică 

af Eug =U9 +2moo, +2n 20. 
Multiplicând ambele membre -cu. g și observând că cu! şi “20, fiind semiperioade,; Eco ecu- este de asemenea o semiperioadă, obţinem congruenţele 

| 
. E use Sa 

La: aceeaş concluziune ajungem dacă plecăm dela - congruența etuos=ug, Cele trei zeruri considerate sunt așă dar congruente.. - " Viceversa, valorile u =. 0 0, „cari: satisfac congruența - î 
_ a. - “ eu==u, - - - . 

sunt zeruri ale: funcţiunii p(u; O, 82); căci altminteri ar urmă, în " virtutea acestei, congruenţe să avem "peu=pu: ceeace este în 

gruente ale lui u=0, cari satisfac” egalitatea _* RR 

contrazicere” cu egalitatea (15), . n - Vom obţine dar toate zerurile distincte căutând valorile incon- 

u=eu+2 (m+ne) o; - “de „unde. - 
; is “ 2(m+na) o - (6) ud | 

sau, în virtutea identităţii ui N 
| e apa 

1-6 (=) = 3 
“zerurile vor fi date de egalitatea: a - 

(7). A N = ere) (mt ne)o, pi a - . 
- N ! , . 

Este deajuns, pentru a sine două zeruri incongruenie, a face m=0, n= +1. Aceste zeruri sunt date de formula e) în e 

  

18 | u=+t : 7 Pa (18) a 3: oi. a i - 
iz Aceeaș formulă se aplică şi în cazul e=e3 ; căci făcând substi-! " tuţiunea . 

01 = 3 = 01 t& 
avem. i . 2iz : - - , 2 N - W 3= es Oy.
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ficare, “deducem - valorile coeficienţilor A. Ma | 
„7 Yiceversa, fiind dat un polinom X de gradul 3 sau 4, fără fac- 
"tori multipli, limita “superioară a integralei de speța I 

a E . „(7 da e E Si Ă 
7 (9) pi _ . u=j N - NE Pi > îi 

- module de periodicitate distincte. ale : integralei. „Determinarea 

"constitue problema inversiunii. Rezolvirea -acestei probleme con-. 

CAPITOLUL XXII. - aa 
PROBLEMA: INVERSIUNIL. - INTEGRALE ELIPTICE. 

| IE I. Problema inversiuni, | e 
290. Am văzut ($ 181) că o funcţiune eliptică de ordinul al 

doilea z = f (u) satisface o ecuaţiune diferenţială de forma! 

[da (2), Da | 
A fiind un'polinom de z de gradul 3 sau 4, după cum funcțiunea 
are în. paralelogramul perioadelor un pol dublu sau două poluri 
simple. . . ai a | : 
“Funcțiunea eliptică f (u) fiind dată, putem determină polinomul 

A. Pentru aceasta este deajuns, dacă [(u) are două poluri simple, 
să punem e ” a e 

X = 20) = AP) + Aflu) Asfel) + Aflu) FA 
și să desvoltăm ambele membre în domeniul unui pol. Prin identi- 

. E , VĂ | , „2 
este: ($ 107) o funcţiune eliptică 'de u, având ca perioade două 

da acestei funcțiuni, de unde rezultă şi aceea a derivatei sale VĂ 

duce dar a exprimă z şi |X prin funcțiuni eliptice de un acelaş ar- 
gument, având aceleaşi perioade; precum," dacă X este' un poli- 

- nom de z de gradul 1 sau:2; exprimăm “2 și X respectiv prin 
- funcțiuni “raţionale sau exponenţiale de un acelaș parametru, - 

„291. Să considerăm întâiu-cazul când X este un polinom de gra- | 
"dul 3 şi fie 

” ecuaţiunea (1) devine, după ce dividem' ambele: membre cu &), 

(3). X = aort-t3apz? + Sp 2 + ap: 
„. Să aplicăm substituţiunea. De 
ID Pa oa 4 2 ie SE 4 ÎN alai . ” PD RE e ao Tag: 

49 [dy E 
(ș) SĂ Pta Vo 

-. .. ba ia



2 

CAPITOLU 328 

coeficienţii ga și gs având valorile 
6): i 3, i (6). 82 —7(ai—axa2), 83= 

Soluţiunea ccuaţiunii (5), 
„fiind 4 

L XXII 

14 
16 (3 Aaaa agay—2 a?), 

N 

care devine infinită pentru u =o, = p (u; ga 83), rezultă, pentru z şi: pentru VĂ X, expresiunile 4 - 
z= aka Pi 

(N |. 
> dz 4 | | Rt câ pre u, -. 

argumentul -z fiind dat de integrala. - , 
| dz (8) u= ip 

“ în care, Y este un polinom de gradul 3: 

X= = pal SA (ap tar ir ta 

292. Să considerăm acum cazul când 

wa 

-De unde rezultă (7) soluţiunea - 

Do), 
[UR S7(a) 

y=— 

Avem dan expresivinile. 

7 F (a) 
z=a+ 

(9 

  
=. dz 
[DT Sadu 
JX du 

u= “da a 

  

pu 
zi lo) 

“Ipi=zz Pta 

X este un polinom de gra- dul 4: - 
(9) x = -/ (2) = apa î0,2%+6așz? + ag va, | 

Fie a o rădăcină a ecuaţiunii AX = o. Făcând. substituţiunea i 
(40): v=az i; o 

Ă Y ccuațiunea ti ia forma . 

up i dy ) =Y, şi du 

II 
“Pia? 

3 

pu,
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ază în  egalităţile 
aleulă cu ajutorul formulelor (6), în cari înlo- 

cuim coeficienţii. 20 a aa a3 pepe prin 

Invarianţii 82 şi gs ai funcţiunii pu, “cari figure 
precedente, se pot e 

(0 dr; ș zi Po, a 
" Obţinem. a a : E _ NR E 

| ca [pr (o)—2p rc ma], 5) d 
es=zal/ (0 7 (9 Pr (9— —s pate DR ro. 

Efectuând, calculele, găsim! 

(16) 2, |eza dy —4a, a3 +3a2 , 

83 00 da a,—ap aj—a? a,+2a, a as—a3, . 

Aceste două expresiuni coincid cu cei doi i inv arianţi S și T ai 
„ formei. bicuadratice , 

ao 2i "lau i aaa? za 4 i apa ză +a zi DI 
sau; cum se mai obişnueşte a se zice, cu invarianţii polinomului X; 
căci ele rămân neschimbate dacă înlocuim în acest polinom z prin . z+h, h fiind o constantă arbitrară. 

- Observare. Punând 

(7) -zI= pu, Z = 49 — ua — ep . 
avem, în. virtutea formulelor (14), 7 | 

(18) 2=a+ — o 

  

bă Tg 
237 fila) 

9) Îsi tara a 
z—ea)(z a) 

  

Funcţiuned z, inversa integralei 

Ia = n , Aa “a pa , 
- . 

. 

  

o Qi a 
=! as aa az]. 

| Ga as as: 

1) Si s= o aha a3 + 3a2, : T= 

Egalităţile. Be = s, Ba= T se verifică imediat, 
43%—8, 2—g, ca de gradul 4 cu coeficientul a= 

    

dacă priv im polinomul “ 
=o şi facem în S și T = 

do=a2=0, a=1, ag=— 82 | 
Z , a, =—8
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în care limita inferioară este un zero al polinomului X, este de: - forma (6) ($ 106). - A 

PSP, 
prin urmare funcţiune pară de u: ceeace explică relaţiunea de gra- dul întâi între funcțiunile eliptice z şi = ="pu, amândouă fiind pare - şi de ordinul al doilea -($ 177).. Formula (18) este “cuprinsă printre substituțiunile lineare” cari transformă integrala. dată în integrala normală a lui Weierstiass ($ 94). . 
"298. Ală metodă. Metoda precedentă pentru a efectuă inversiunea integralei de speța I, în cazul când X este. un polinom de gradul! | „&, cere să cunoaștem o rădăcină a ecuațiunii X=o0. Se poate efec- - tuă această inversiune fără a cunoaște niciuna din rădăcinile acelei ecuațiuni.. Ceva mai mult, din formulele de inversiune obţinute : „Prin această metodă vom puteă: deduce rădăcinile ccuaţiunii. 

Să - considerăm funcțiunea eliptică 

1 pu—p'v - = di 2: pu—po 

. 2 

Da 
în care u este argumentul variabil ȘI Po constantă oarecare. Această. 

  

funcţiune este de ordinul al doilea, având: polurile u=o'şi u=—w; 
prin urmare ca satisface o ecuaţiune diferenţială de forma: E 

E aa Adu] - e 

Y fiind,un polinom de gradul 4. Să căutăm acest polinom. 
_În virtutea substituţiunii. (1), formulele de adiţiune 

A - 1 d pu-=po 
. P (ur)=puz— ai pu—pv SE _ 

  

4 

i dipu=po: 1 poi pu—p'o , pP(u+ pa pupe STI "pupe 3 (pupe? , 

  

se scriu respectiv . Si Cs | 

o up d e 
(2) , Ş p (uto)—pu=— pa Ă | . 

(5) 2[p (2 +5)—po] [pu=po]=p"o—2y pe. 

- . - 

(= 
pu—ps 

De asemenea formula de adiţiune 
PR S | i 1 

P (ue) îputpo=- 

devine , : | 

(4) „a pluko)rputpo=yt;
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de unde a | 
5) [p (+0) — pol pupe] 3, pe. 

Să ridicăm această egalitate la pătrat şi să scădena egalitatea” (3) multiplicată cu 2, obţinem a i 

(6) [put puk=0p—3 poa y p ro—2p 
Prin „urmare, în virtutea ecuaţiunii (2) şi ţinând scamă. de vela- 
jiunea p'o= = Gripa 22, avem senaţiunea ditereninlă 

m dy i a Ă e (e oaco mur Hp teă pa 
Ă Polinomul“ căutat Y este așa dar: i 

8) Yi —6 pop poa te-a pe 9. | | 
„Din cele ce preced rezultă că: fiind dat acest polinom Y, avem, 

pentru a efectuă inversiunea, integralei! - ia Si 
- SN Y d e 

(9) ie =) pe a 
formulele (1) şi 0) adică 

00 - 1 pu=pp | (10) . y=z “pupe? . pr = pup (ue). 

"994. Polinomul considerat Y este „un. polinom particular, însă, 
precum vom vedcă, cazul general se poate aduce la cel precedent. 

Fie mai. întâiu i 
(0) Y= y i Gaz 9 -Haa'y ta, e 

un polinom de gradul 4 fără termen de gradul al treilea. Să iden-? 
" tificăm acest polinom cu polinoniul (8); vom obţine. valorile 

(2)  PP=—a3 pw= aa 92=3 p? Pta =Baf-taj 
Invariantul 83 se deduce din ecuaţiunca i 

_ a p'%= 4'ptp— Pg 
„care dă _?: | IE i . , 

(13) "89 = —Aagt+ Baa asi = aai-ag.. 
„Cunoscând - astfel invarianţii Sa și £ funcțiunea putza, 2). 

este definită şi relaţiunile 

pr = — az po = aş, 

“ compatibile, î în virtutea eaţunii a care ne-a dat Za determină argu- 
mentul; |
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„295. Să considerăm acum un polinom de gradul al patrulea oare- 
care . | ă 

(14 X ap 24-a, 25 -6ap a2 ag d, Ma 
şi să facem substituțiunea | a 

= . „1 - 
0 aia Răi Fag Y 

ă Ecuaţiunea | _ - 
a Tr da? , NI - 

O e 
va luă forma - PR . 

da E 
(17) i i: —y 1-60. 3 pb 4 ytas 

coeficienții a2, az, a, fiind “determinaţi de ceuaţiunile 
2 2 : 9a.3 Qoda—an? a as —3a9 da a2-+2aş | 

da „03 = ao V (18) - - 9 „do ao 

a, _ Goa — Aa02a, as-t- Gaoa2a9— Baii 

Q92. - 
  

4 

Suntem astfel conduși la cazul precedent şi avem 

(9) 7] _Îpu=pe „dy = pu — plu +9). 

se 2 pu — pv du 

Invarianţii 82 Şi 83] precum şi valorile po şi p'v se calculează 
conform formulelor (12) şi. (13). Efectuând calculele, regăsim pen- 
iru go şi gs valorile (16), ($ 292). 

e | 
jar pentru -pv şi p'v avem expresiunile 

82 =09 ag—Aa, a3 L8ări, , 
— 2_-q,3— 

-8a 00 dz aa t2a, 3 aş o 3”: a a? GQ; . 

o 

ad — oa. 
pi i 

21) Aa _ ao | -- Da 
(2 | op agă ap Baoayâz-+-2a8 Si 

| ao Va 

Revenind la variabila z, avem 

a Îl pu=—p'w _ A, 

do 2 Va pu — py | 

  (22) | z = — 

49 lpu — po 
IE x == releu to = fe put pr— : =) |: Ş 
  

1) Dacă a, = a=0, avem p' = O, prin urmare » est: o semiperioadă, |
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Aceste expresiuni în cari toate elementele sunt determinate, 

în virtutea | formulelor (20) și '(21), efectuează inversiunea. inte-. 
gralei | _ Me 

ae | + da îi Ia (24). - - as o „ 

X fiind polinomul (14). Funcțiunea z este de ordinul al doilea 

având două poluri . simple: No funcţiune eliptică 

de u de ordinul al patrulea, având. aceleaşi poluri ca z, fiecare însă 
de ordinul al doilea. 

" Expresiunea (22) ) este o soluţiune particulară. a integralei ecua- 

a jiunii diferenţiale. 

           

da? Ă 

du. - : _ 

Ş ea - corespunde valorilor u = 0, 2 = 0. Soluţiunea generală. se 
obţine înlocuind în (22) u prin u + C, C fiind o constantă arbitrară; 

“căci prin această înlocuire, ecuaţiunea diferenţială 1 nu se e schimbă 

296, Să punem Aa 

05) 2=p (usa Z= VID =pu, 2 =pe, 2=po 
' formulele (22) și (23) devin. _ - i Ma 

| E 
06) Da 22 

[SE = | _ |Z —J7Z 
hp Va ke zi 4 | = — 20 Iza) |. 

"Problema inversiunii revine dar, 'sub formă : “algebrică,. a ex» 

primă z printr”o funcţiune raţională convenabilă de să V/Z) astiel 
ca să avem egalitatea - - 

„m: de de 

De, unde rezultă (26) că şi = este e funcţiune raţională. de ace- 
leaşi elemente. - . 

Relaţiunea dintre z şi 3 devine lineară, dacă în ccuaţiunca di- 

ferenţială (1) facem să se corespundă valoarea u = o şi unul. din 

zerurile polinomului X; căci numai în acest caz z este funcţiune 
pară de u. - “ - 

Viceversa. Variabila z și radicalul |/Z sunt funcțiuni raţionale 
de (&, V>.
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Aceasta rezultă din ccuaţiunile (26), cari dau 
Ap ap o 
23 | raate-) t Va i) die 

(28) 
. V7= ZaVa- 307 ao (2 += + +a XI 

297. Formulele precedente dau loc la interpretări, geometrice 
interesante, Să punem 

- (29) 2 apPeagat 1-6? Haga, 
1 =428 ” | 82323. ii 

„Și să privim (2, y), (3, 1) ca coordonate carteziane, - 
I. Formulele (22), (23), (25) arată că aceste coordonate se 6x- 

primă prin funcțiuni eliptice de un acelaş parametru u, precum 
coordonatele unui punct! oarecare al: unei curbe unicursale se ex- 
primă prin funcțiuni raţionale de un parametru. o 

II. Curbele (29) se pot deduce una din alta .prin transforntări 
biraţionale, adică «coordonatele (4, 9) sunt funcțiuni: raţionale de 
coordonatele (2, 7)-şi viceversa, coordonatele (z, 7) sunt funcțiuni 
râţionale de' (2, ). Această proprietate: rezultă din formulele (26) și (28) în cari înlocuim | X prin y, VZ prin 7. | 
29%, Rezolujiunea ecuațiunii de gradul al patrulea. Formula (22) E 

permite a exprimă rădăcinile ecuaţiunii. - =. 
X= = apr -Hhajz? + Gaga? +Aazz +a,= =o 

cu ajutorul funcţiunilor eliptice. Este de ajuns, în virtutea cgali- . 
tății (23), a înlocui, în această formulă, u prin valorile incongruente 
pentru cari avem » i 

(30) P (ukv)—pu=o. 
-- Aceste valori sunt date de egalitatea - | 

i a uto= tu tomoj-t2noş. Da 
Semnul superior nu convine, căci atunci p ar fi: ceal cu o pe- 

rioadă și po ar fi infinit; cecace este imposibil precum ne arată for- 
mula (21). Avem” dar expresiunea . - 

în S 

(81) o u=<tmay+ neg E . 

în care este de ajuns â da lui. m şi n valorile 0 și. 1 Cale patru 
„ rădăcini sunt aşa dar cuprinse în formula 

| p'” [+ mo, nos) +p'p 
  

2 Va p (i + mo + na) po
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“Membrul al doilea se poate pune sub o formă mai simplă, Pen- 

tru „aceasta să considerăm identitatea 

i 9 pl pu-p' o pop (9), 

” pupe. popa to)” 

care nu este altceva decât formula de adiţiune (2) ($ 162), în care: 
” înlocuim s prin valoarea sa—(u 4-9), sau care se "verifică - direct d 
Făcând u=o, identitatea precedentă "devine 

a 

4 popi pe 
(84). ” pr—p2o po : 

  

Să aplică această: formulă membrului al 'doilâa (32), după 
--cevom îi înlocuit în pe şi în p'p,- e prin p+2mo, tan ceeace 

„nu schimbă rezultatul." Vom aveă, pentru cele. „patru rădăcini cău- 
S tate, expresiunea 

a i | . p” [3 mo no) - i . _ 
(35) za : P — a (mn=0,1.) 

- 2 co pi p [şes +noș) - i 

  

  

TI, Integrale eliptice; - * Si n 

299, Fie. | “ 

i wo ÎN E 6 pa 

o “integrală. eliptică oarecare; polinomul x fiind de forma. normală “ 

N= Atata 

Să punem z=pu, [X=—p'u; ceeace revine a, luă ca variabilă - 
. independentă integrala: normală de, speța 1 

  

a - —dz 
"(2 IN | uz | pi = = 
Prin această momiine integrala” d ia forma 

(3) _ o 1= ȘF (pu, pu) du, 
PE 

___F fiind o funcţiune raţională de pu şi p' u. Suntera astfel conduși 
lao problemă, studiată ($ 174). , : | 

2) Ambele membre au aceleași poluri, cu aceleaşi reziduuri şi -partea prin- 
cipală în domeniul lui u==o este aceiaş. i. - 

N 
r
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800. Fie | | 

(9) F (pu, pw)= lo + iz te-a +A p(u—a)— > p (u—ai) +, 

e q— "Ana 4, i Dc : + (— - 1) zl p (u— an) | _ 

funcțiunea E (pu, p ru) descompusă în , clemente simple (Ş 167). 
Integrând, obţinem un rezultat de forma 

, 

“a l= = Anu 2 An log o ua) 2 > Ana Eta + p (pu, pu), 

p fiind o funcţiune raţională de | pu şi pu. “ Mezubrul al doilea se 
poâte pune sub altă formă; Pentru aceasta, să aplicăm funeţiunilor 
Z (— aj) formula de adiţiune i E i 

_ - | - | t (ua) = Cu—ţay i pupa 

. 2 _PU— Pak 

. 

: , - . po. : Ma 
Şi să observăm că, în virtutea egalităţii SAz=0 ($ 127), putem 

. 1 : - 

scrie A - | 

n . n Ă . 5 
. o(u—a 

_ > Ap log 0 (u—a,;) => Ar log (ua), 

. a a - ou 

Făcând înlocuirile, egalitatea (4) îa forma , Ie 
. n . - . - - ” 

5 9) o (u—a, 
(5) I=w (pu, pu)-+Agu—tu SA tă A. log o(u=a), 

cu 

_w (pu, p'u) fiind o funcţiune rațională prin urmare o funcţiune 
rațională de z şi Vă. 
"Elementele piin cari:se exprimă o integrală eliptică oarecare 

“sunt aşă dar: o funcţiune raţională. de (z, YX, integrala u de 
speța I, funcțiunea fu și un număr mărginit de funcțiuni de forma. 

log 470). | ” a ” A 
ou 

Integrala u este finită pentru orice valoare a lui z. 
Funcțiunea £u, considerată ca funcţiune de z, este exprimată 

prin integrala de speța II 

(6) Ma tre fm 

Această integrală este finită pentru. orice valoare finită a lui Z şi 
devine infinită, pentru z=00, Acest punct este un n pol de ordinul 

7 
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întâi al integralei, precum rezultă. din: desvoltăzea « ei în domeniul „acestui punct.: Avem | - _ DRE 

—82 e aa 28 | Jr tă pe , ) 
Se consideră ca “integrală normală de spela 1 II integrala definită de : „membrul al doilea al eealității, | SI i 

| zdz E e (8) - Ț= u, Lo It: 

_care' corespunde desvoltării ' (7): în domeniul punctului « z=o: 
„Dacă mărim integrala u cu. 20, sau 20, funcțiunea fu mărin- - - du-se respectiv cu 27, 2ma, se zice că aceste cantități sunt perioa-: „_dele integralei normale de speța II, _ corespunzătoare perioadelor | 20 23 ale integralei normale de speța I. Intre aceste perioade 

există relaţiunea cunoscută - | EA sa “ 

„mos Moe - 

301, Printre. elementele egalităţii 6): mai avem de considerat - cele de forma e aa - 
Ma ae pati 2. | 

a ; .9u: - îi ea 
„ Pentru a introduce variabila z în. această funețiune, să revenim la expresiunea | Pa - - | | ipurpia 0 e Cuza) tuia d 1putpa, , - Ă | , , „2 pupa . de unde, prin integrațiuine, a - 

  

za Da o (u—a) . pu+p _ j ae Sprazeaa vase, 
„Să :punem: pa = 20, p'a = — Vo; vom avea ; pa 

got) 1 (RV a Si log 2 ze) =3 prszr pet za+c. NR SL - TI -. Întegrala 

40). a a E ae | 
= Vă: 

este o integrală de speța III, care devine infinită î în punctele critice + 
logaritmice. 229 2.= 0, , Sopespunzăițoăre punctelor u= =, u =0 . (mmo05 20, 20). - 

22 DAVID EMMANUEL
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„Să deterniinăm constanta arbitrară C astfel ca desvoltările 
ambelor "membre (9) î în domeniul. u = o să fie identice. Avem, în 
domeniul u=0 - 

  

NR 4 uă , i 
Ă | 1 pupa _ 1: — pa ui - . + 

| 2 pu—pa | ui 1 pa+ uit. 

a DE 
| _ = TUPpatgpat..., . 

de unde 

102, 20) log ut pa pla o dou gpat gpat | 
i De altă parte. | PR E RE 

. oa ii , _ 

o (u— a) =—o (a—u)=—oa +uv'a— zo'a Fo. 

o. | ou=u—Au5—., 1) | 
"o (au) = (1 „daia. ) . 

su u oa 2 oa , 
de unde : | “ “ Ş 

. -9 AR , . 2. 

5 logolu—€) =log (=) tg ca-ingu- uta ppa+ ou 

Substituind aceste desvoltări în egalitatea (9 ), obținem 

i C = — log (—1) -F log oa. - 

Pentru această valoare a lui C, avem 

up 1 (e, ratat 6230 suta, 
oa 0 

integrala astfel definită se numeşte integrala normală de speța III... 
Dacă permutăm în membrul al doilea argumentul u cu parametrul - 
a, prin urmare, în membrul întâi, ar gumentul z cu u parametrul 29, 
obţinem, prin scădere, egalitatea 

(11) I (7, 20) — (20, 2) = uţa — atu + ar Aia, 

hk fiind un număr întreg. In această egalitate consistă ceeace se 
numește teorema asupra permutări argumentului cu parametrul î in 

integrala eliptică de spela. II. 
  

- | Să i SR 

: - 24.3.5



PROBLEMA. INVERSIUNII. INTEGRALE ELIPTICE “339 
Perioadele integralei. Dacă mărim u cu 24, sau 23, membrul al doilea al egalităţii (10). se reproduce mărit respectiv cu canti- tățile Ă a e 
(12) 20,20, ta— dap 2 23 = dota — dam. 

Aceste cantităţi se numese perioade, ale. integralei. de speța III I (z, 29),. corespunzătoare” perioadelor 2a,, 203 ale integralei u de speța I. Din egalităţile (12) rezultă relaţiunea 

00 D—c03 0, =a (mog— 73001) = 
între perioadele celor două speţe de integrale. .. ” Pe lângă perioadele: 2 0, 20, integrala  nornială de speța III mai admite perioada polară. 2izz 1), căci, dacă u descrie o curbă „„. închisă în jurul punctului u = a, căreia. corespunde, în. planul (2), o curbă închisă în jurul punctului z = integrala se măreşte - cu + 2iz. “Totalitatea valorilor de care integrala este susceptibilă întrun punct (z, |X) este dată de expresiunea ” . 

(3 VĂ aeVX)= +2 0, + 200, + 9hi, 
lo fiind una din acele palori şi m,.n, k fiind numere întregi oarecari, - __ 802. Observare, In notaţiunea lui Legendre şi Jacobi se consi: 7 deră ca integrale de speța I, II, III respectiv integralele” 

i; (= 25 za (E (ara UE a fiind. diferit de punctele critice ale radicalului i „În notaţiunea lui Riemann, cele trei speţe de integrale sunt. reprezintate , prin expresiunile - - - pi 
a dz - ("ada 2 (Red de vaca | N. 

—= i —— 2VR( JR 27. 
în cari A (2) =z (l—a) (1-22) şi ay este diferit de 0, 1, ea 

Oricare ar fi notaţiunea, caracterele analitice ale celor trei ti. puri sunt: următoarele; e e . Ele sunt funcțiuni analitice multiforme, având module -de_pe- 

    

  

riodicitate,. - 
. a. . „Integralele de speța I sunt finite în tot planul variabilei, inclusiv | punctul o. o 7 a i ÎN ac e: 

1) Se 'numeşte perioadă polară a unei integrale f / (2) dz, cantitatea cu - care se măreşte integrala, când variabila a îace o rotaţiune în jurul unui pol al funcţiunii. Perioada polară este egală cu 2iz multiplicat cu reziduul Cores- punzător, 
: d 

220



egale cu zi. E i e 

de unde 

Sp - cartroLur NUL e ei 
Integralele de speța . IL sunt finite în. tot' planul exceptând punc - 

tul z = 00, care este un „pol de ordinul întâiu. 
Integralele de speța . III sunt. finite în tot planul exceptând 

două puncte. singulare. : logaritmice, reziduurile Jogaritmice, « cores- 
„punzătoare 1) fiind egale şi: de semne contrarii. Pa 

In notaţiunile lui Weierstrass şi Riemann aceste reziduuri sunt 
* 
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303, Problema de care:ne ocupăm aici are origina sa-în problema” 
următoare: , : E | 

“Fiind dată ccuațiunea diterenţia)ă : A a Ru Sa BE da die Aa IE 

fă Vp 
î(2) și îi. ( (7) fiind polinoame de: gradul 3 sau. 4 se. > caută condiţiunile 
ce trebuie să împlinească coeficienţii lor pentru. ca această. ecua- 
fiune să admită o integrală algebrică. F (2, y) = 0 Şi găsirea acestei 
integrale; Pe. cale algebrică „problema este foarte: complicată 2; 
ca devine foarte simplă pe. cale trangeendentă, prin ajutorul fune- 
-țiunilor eliptice: : . -- 

- Fie u o nouă: variabilă şi-să. punem 

  

US Sa “du 

VH p0) % 

E
)
 

  

a N Y 

limitele inferioare 20; yo fiind două constante oarecari. In. virtutea 
acestor ccuaţiuni, variabilele Z şi ysunt funcțiuni eliptice de u: 

z=0[ u|ozios), y=plulou o'). 
cu perioade, bine determinate. 

  

| 1) Fie, în domeniul unui punct. aj, Î(a)=A log (22) + P(7—29); | 
coeficientul A, reziduul derivatei f! (2), relativ la polul z=ag al acestei de- 

“zivate,- so: numeşte residuul logarilmic al Îuncţiuini f(2) relativ la acest pol. 
2; Abel: : Precis:. d'une thiorie des Jonctions : elliptiques Oeuvles complăles 

pi Ba Ş 
Jacobi. Pundamenia nova. Bana. I. „P- 49. - | o. 

9 

- da - “ay , i . „” _
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Sub această formă, problema se reduce la căutarea condiţiunilor. 

- dintre perioadele celor două funcțiuni eliptice, pentru ca să existe 
o ecuaţiune, algebrică 

| Pg, po. 
Pentru aceasta, este necesar şi suficieni ca cele. două funcțiuni să 
admită un' sistem :comun de perioade. ($ 175—6). Presupunând 
această condiţiune” împlinită, să vedem cum se poate găsi ecuaţiunea. 

: 3804 Putem. “presupune . diferenţialele aduse la . forma normală: 
"a lui. Weierstrass _ o E Na 

- du= de — = dy = 
Visa Vâp=gay Ea. 

„Luând. 29 =%, avem E - 

  

  

z=p (u lo o. a 
De? “altă: parte; up fiind una din valorile integralei. 

- - mp a _ 
” | o „ : dy : NE ? a = OR: N SR Visa es 
a E a, avem v=o (tul oi ar). 

„ Funcțiunea .p (u-t+ug] Op, 03). fiind, * în. Virtutea formulei de adi- - 
țiune, o. îuncţiune algebrică de pu leo 2 Probleina, se reduce 

la _gășirea ecuaţiunii aa ; - 

Pete lasiag, plai, Je 0, 
_ în ipoteza' că cele două funcțiuni p(u lu 003) şi P ile Io 2) admit „un sistem comun de.perioade.  ... aie : 

305. Fie (2 2; 2 04) un sistem de: perioade distincte coimune- 
“clor două funcțiuni. Aceste perioade sunt: vârfuri: coniune rețele- 
lor -consiruite pe: perioadele (2 o; 203), (o: 1 -20'2) ş. le presu= * 
puneri alese astfel ca 2 0, să fie vârtul cel mai apropiat de punctul =0 și 20; să fie Ja 'stânga vectorului (0, 2:09,) și ca: "distanța | 

_sa de acest vector să. fie cca mai mică posibilă. 'Cu modul acestă -s satisfacem : două - condițiuni: -: - Ie e 
19. Nici un vârf comun celor două reţele nuisc. găseşte în inte= 

riorăl paralelogramului. (2 02.2 23), nici "pe: laturile:. sale, - excep- 
tând vârfurile | acestui paralelogram., : a 

2, Piinând Do a -iB, avem B'>:0; „căci: "argumentul tăpor- . 2-1 2 , 

tului considerat este cuprins între 0 și zi, : , 
Esprimând că punctele, 29 2 2 92 isunt. vârfuri comune „celor . 

Le 

2 . . Ă - - . 7 4 . . n - -
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două rețele, avem egalităţi de forma: 

O, Sao +boz=aw, + Boa, 

2 =co, dos = co +doy's, [ 
coeficienţii a, 3, cd; a bi, c', d', fiind numere întregi şi determi- 
nanţii 

pr 

ad—be=n, add-Vo=r 

diferiţi de zero. Aceşti determinanţi' pot fi consideraţi - pozitivi: - 
“In adevăr, punând -“ . - 

Marii, B>0, 
1. o 

, 0, ab (a-ti) 
, avem - . piti Ba if): . 

de unde _ ad—be n 
  

B= -P (e pda Pf Crdrag 
_ Coeficienţii B și f fiind de acelaş semn (29), rezultă. că numărul n 

- este > 0. In acelaș mod se conchide că n” este pozitiv. 
„ Funeţiunile p (u (u Lou os), p(u lo 0) admițând” perioadele: 
20, 2 04 şi fiind pare se pot exprimă întrun mod raţional cu aju- 
torul pini n p(u|2,, 95): 

9 (u [o os) = R (p (ul 9 94), (2) (u |o',o')=R, (p (u | 9, 9s]. 

rimintnă între aceste două ecuaţiuni funcțiunea intermediară 
(u | 2, 95), obţinem ecuaţiunea algebrică căutată între cele 

leu funcțiuni eliptice date. 

306. Problema transformării algebrice a huneţiunii P| u | 03) 
se poate prezintă astfel: 

„+ “Să se găsească relajiunea. dintre această huncțiune şi funcțiunea 

" în care ea se transformă, când substituim perioadelor 20, 2 3 alte 
două perioade 2 o',, 2 o'a, legate de cele dintâi prin relaţiunile (1). 

Această problemă se reduce, precum am văzut mai sus,.la deter- 
minarea expresiunilor -(2), adică la problema mai simplă, aceea a 
transformării raţionale. - 

807, Transformarea raţională a funcțiuni. p (u |ou 00). _ 

Fie | | ” ÎN N i | a 

(3) z=p (a lo 03), z=plu | 2, 125) 

și egalităţile - | 

(4 2 ao tbog, 193 = cp + do,
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coeficienţii a, b,c,d fiind numere: întregi și determinantul 

Ă | “ad-be= n>0.- o. 

, - Aceşte egalităţi exprimă că vârfurile reţelei cu a perioadele 20, 

204, sunt vârturi ale reţelei construită cu perioadele 2, 203, adică 
perioadele funcţiunii z sunt perioade ale funcţiunii z. „Reciproca 

“ar fi adevărată numai dacă determinantul n al transformării ar fi 

egal cu î. In acest caz cele, două sisteme de perioade sunt echiva- 
" lente şi avem -. 

btu uloros) = =p (u]2,29). - | 

_:308, Fie, pentru n > 1, relațiunea rațională: - 

Ă z=R(). A: 

Voim să arătăm că gradul iuncţiunii R (2) este egal cu dâtermi- 
“ mnantul ad — be = n, numit, pentru acest motiv, gradul transfor- 

mării (4). Demonstrarea acestei teoreme, precuni şi studiul transfor- 

mării raţionale,. se simplifică dacă înlocuim perioadele primitive 

"2 oo, 203 prin două perioade echivalente 26,, 263, astfel ca substi- 
2. duţiunea, (4) să ia forma 

“ ă 9, = ar | 2= câ + dă. 

Să punem | ” DE | 

fi =a, +Bos dare +6ga a5—fy=1. 

“ Formulele” (4) devin: ă - 

(5) (e „=(aa+bp)â, +-(af +to)ăy 
5 Aa 

93 =(ca-+-dy)ă, +(cB+d)â. o > | 

Dacă coeficientul a = = 0, este deajuns alu a=65= 0, f = —y = 
s- 

egalităile (5) iau forma căutată | 

Dă 2 dă tă 

-Să presupunerm a+0. Fie 9, cel mai mare, „divizor comun “al 

numerelor 'a, b, şi fie o 

(6) a=05, p=—00; 

de unde rezultă RI - a Si | 

(7-2 aB+b6=0,  (cB+do)o=n. * _ 

Numerele A şi 6 fiind prime înfre ele, putem satisface: ecua: 
iunea a5 — fy =1, printr'o infinitate de valori întregi a, 7. Cu , 

modul acesta, sistemul (20, 2) este echivalent cu ssistemul 

e Gu pu şi substituţiunea (5) ia forma căutată, î- 

(8) | 2, =0ây, 09 =(ca+dp)â, câ i
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numită forma normală. a transformării perioadelor, Sub această 

„formă, semi crioada 2, are o valoare determinată e când semi- 1 2 

perioadei 2 putem da diferite valori, căci coeficientul ca + în 
poate: avea o: infinitate -de valori. a E: 

“Fie. a= =09, 7=70,-un sistem particular de valori întregi satis: 
făcând couaţiunca a6— —By=1; avem. 

a d = =092-kf, y= =, 

k fiind un număr întreg arbitrar, De unde A 

ca+dy capdpe +Heg +5) = 009 „dy + = 

Reprezintând! membrul întâi prin e. şi suprimând accentele, 
avem : transformarea normală 

9) n Dc Deta 
în care g'este un număr întreg determinat, abstracţiune făcând de 

“un multiplu al numărului întreg = Două transformări: normale 

în “cari e primeşte valori întregi diferind printr? un multiplu al lui 
n 
Ş sunt, echivalente, în virtutea egalităţii 

| e : 

[i % o.0 o: op, 
la n n n BR _ k- 1] le. 3 e d]. | 

hk fiind un “număr întreg arbitrar; ele transforznă funcțiunea pri- 
 mitivă în aceeaş hincţiune raţională, Este dar de ajuns, pentru. 

acelaş oa consideră transformările î în cari e este egal cu unul din 

„numerele. 0, 4, 2, „1, 

309. "Gradul funcțiuni RE), sau numărul valărilor lui z cores- . 
punzătoare unei valori z,- rezultă foarte lesne din cele ce preced, 

Unei valori z = p (| cz, oz) corespunde - eniru u o infini-- i 1 (3 p 
tate de valori. cuprinse în expresiunea | 

ERE | A tu +2lo, up 

își n fiind numere, întregi arbitrare, "Acestor valori corespund fane: 
pionii z=p du So 25) valorile - 

" : =p(tu +2le, *Apajo;0y. 

  

1) Y. pentru produsul celor două substituțiuni ($ . 12 23).



. 

“Numărul total al acestor valori este . 
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Funcțiunea pu, fiind pară; aceste valori sunt date de unica ex- 

"presiune . i : 
Ne | 2= p(u + +2low, +2 2ua]029 

sau, în. virtutea, formulelor 9, 

n > „do z=p [uzata a,a) e 
0 

Membrul al. doilea: al acestei expresiuni; în care u are o valoare 
oarecare, se reproduce numai atunci când dăm lui 2 valori con- 

valori, și numai acestora, corespund lui u puncte congruente (mod 
2%, 205). Valorile diferite ale lui z, corespunzătoare aceleiaș 
valori z, sint dar date de formula (10) în care 4 şi pu primesc, inde-, 
pendent între; ele, respecțiv valorile 

1048. 0-4; u=042,.. m 

No. =n-1) 
o o. Ă . o i . . - 
a o E AL que. d, 
„310. “Dacă considerăni funcțiunea 4 y= = plulo o 09) conchidem, 

” ca şi mai sus, în virtutea formulelor 

- - dedat Da=costduz, ad — Vi =, 

că funcțiunea y = R, (2) este de gradul m! în raport cu z. Ecuaţiu- 
„nea F (z, Y).= ai care: rezultă din eliminarea lui între ecuaţiunile 

= R(y=R (2) este aşă dar de grădul 7 în 

ae gradul n în raport cu y - 

Acest rezultat se: poate. recunâaşte” în modul următor, fără a 
recurge la teoria algebrică a climinaţiunii, . 
„Unui punct u oarecare din plan corespund, în n paralelograimul 

Q 2,2925), n puncte uj,. Usi: Un congruenie (modă 20, 205), 
nu însă, în acelaș timp, congruente (mo5d 20) i :20'3), exceptând 
vâriurile paralelogramului (2991, 225) ($ '305); acestor puncte co 

"gruente (mod o) Şi. lui Hu valori congruente: “(mod =, căci acestor | 

n- raport cu 7 și 

respund' dar, pentru y, n valorisdiferite. Punctul—u dă _respeetiv - 
"aceleași valori ca. punctul u, Asa dar unei. Valori z: corespund n. 

  

pa . 

“y Coneluziunea de mai sus rezultă dizect din formulele (9) dacă observiim 

că - paralelogramul (2 2,2 2 cuprinde o — 7: paralelograme, cchivalentesci 
o 

e 

- paralelogrăriul: Pi, 20); ceeace, se recunoaşte. „foarte lesne;.-:
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valori diferite pentru .y. Deasemenea, unei valori Y corespund 
n: valori diferite pentru z. ! E 

310 Să revenim la transformarea rațională şi să vedem câte 
iransformări raţionale diferite obţinem când o şi e primesc diferite 
valori: o fiind un divizor'al gradului n şi o unul din nuimerile 0, 1, 

n De Rd: | _ ==! 
Fie o' și g' două numere având. aceleaşi semniticări ca 0 și o; 

să punem o . 5 
LL a pn 
(0) 9 = 9o OD =0 Wat zWa 

Pentru ca să avem egalitatea 
. PRD: 

: _ De Plulou„o 3) = p(ulo, (3) . 
este necesar și suficient ca cele două sisteme de perioade să fie echi- 
valente, adică i 

N 

0 = ao, F foz 09 = Vot 5oj 05— Bp=1. 
Substituind aceste valori în egalităţile (11), în cari înlocuim- 

21, 123 prin valorile lor (9), rezultă | 

(dle, + Bo) = do; a Ă 
Ă , Ei n - n 

o'(a, + Boz) + 7 (7. + 603) = e o To 3. 
x 

Prima egalitate dă o a E 
> 

oa =o0, f=0; 
. pe | o . prin urmare a = 6 = 4;-de unde a doua egalitate conduce la - - 

e n IN 

P întreg arbitrar, Si E 
-Așă dar, două transformări raționale sunt diferite dacă divizorul 

o este diferit în cele două transformări, sau fiind acelaş, valorile lui 

0 sunt diferite (mod). o e o 

- Transformările diferite corespunzătoare numărului o se obţin 
Ă E . | . A . . n. i Li „. dând lui e valorile 0, 1, 2,...,2 — 1. Toate transformările de gra- 9 : a 

dul n, în cari o este acelaş ȘI e primeşte valori congruente | mod — .. A - og - 

sunt echivalente; se zice că 'ele fac parte din acceaș clasă. .
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“Fie: - a Da ii 
| 1; o, dp---, Op, n - Di 

- loţi. divizorii” lui n. “Acestor divizori corespund „lui e respeetiv 
valorile - - 

0, 124504, As 0 pa; 1 
0 Ok 1 a-i 

"Numărul total al claselor diferite, corespunzătoare aceluiaș grad 
n, este : Ă - 

- pn n - - (0) N SR +41, „e 0 0. - a 

adică egal cu suma divizorilor lui n. De : 
„Dacă n este un număr prim, numărul claselor diferite este n+1. - 
Transformările normale corespunzătoare se reduc la formele - 

(n 0 401 i pr RI N 4ă do be mi î O 1), t—e m), aiiiisă 

311, Transformareă perioadelor, în „cazul când gradul n. 6ste 
un nurhăr compus, se poate înlocui printr'o succesiune de transformări - : -. 
de grade numere prime. Este deajuns să arătăm că transformarea | 
relativă la un produs de doi factori se poate obţine prin două trans- 
formări succesive corespunzătoare celor doi factori. Ă 

Fie a N 
(ID) Dao tbog O =co +doy. ad-be = 
(12) 9 =a'0+b' O 2'=c?, +40, ad-— be =n, 

două sisteme de transformări de perioade având „respectiv gradele 
n, n și fie : 

(13) 2 =. p (u lo, o, y= p (u | oi 23) ), 3. p [ u (| 2; 09, 

funcțiunile eliptice corespunzătoare celor trei sisteme de perioade. 
primitive . (200, 203), (2 2, 2 23), (29,2 12). 'In virtutea ega- 
lităţilor (11) Şi (12) avem respectiv relaţiunile “ 

a A R(9) 9 = Ra), 
R (7) şi R, (2) fiind anni raţionale, cea dintâi de gradul n, 

„cea dea doua de gradul n'. De unde rezultă, prin eliminarea lui 3 Y 
rolaţiunea raţională | a a 

= Ra (2), Da îi 
de gradul n. INI 

  

1) Numărul e fiind determinat (moa") este indilerent a scrie — g în 
loc de e. . eu , | E 
- - 

7
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De altă parte, din egalităţile - (0 şi (2) rezultă relaţiunile 
„ dintre e perioadele (20 20) şi (22, 203) 

e Qsaat. + d) B+ (ba + în) 03 

Os = (ac red)e + (po + dd) op „o 

al -căror- determinant | 

| aa + cb 'ba + db 

ac + cd! bo + dd 
ab 

d 

ab] 

cd 
= nr, . | i ri 

          

este egal « cu "produsul gradelor celor două transformări date... 
Transformarea perioadelor . se. poate dar. reduce la -transfor-” 

“mări de gradul âl' doilea: şi, la inansiormări de grade: numere im” 
pare. Da , - 

„Ne vom  mărgini la gradul n =2. 
312, Transformarea de gradul al doilea (n = =2).! 
Avem trei transformări normale câreşpunzătoare substitu- 

„ Hunilor o | . E 
Aa 20 “no “o Ai 

eo 65) | —12). a MR 

- Aceste transformări sunt: o a 
Ss 

o. O, 

i 

(2) 2, = o, 2, = 203; o, = 2, og: = e, 

E NI SEE 2+0, 29, - (3) 2, o 82 350 2; do = 2 za 

Pentru | a “exprimă “funcțiunea “dată. P(u | ov o.) în " funcţiune 
raţională . de .p ( (u| 2, .125), trebuie . să „cunoaştem Ppolurile in- - 
congruente ale celei dintâi „relativ la perioadele” 20, 29 ale . - 
celei. de al doilea şi părțile principale „corespunzătoare acestor 
poluri o 
În cazul transformării (1), funcțiunea 

2, o ) - 
2 2 2 

admite în paralelogramul (2 o 2 0) polurile u=0, u= = de - 
ordinul al doilea, cu termenii principali - 

Ta ” . 2 (UZ) je a oa. 

  

- -p te los a)=p [u 

.
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. Aplicând. formula .de. descompunere a funcţiunilor eliptice în 

elemente. simple, avem. -: .- : ' : 

colul ,2)- pt 9 Sapt —0, pape. 

| “Comparând desvoltările ambelor membre în domeniul, u= 0, ob. . 
ținem valoarea: 'constantei C=—pQ. *! | - 

Avem aşă dar, scriind ca în: : loc, de a: iexpresiunea raţională 

de gradul. al doilea II Ro e ST 

    

bol = pu Fp (0) Po a 

- (e.—e2) (a— a), 
pu N 

m. % 
4 romeate 

Permutând indicii “u, 5) şi. «, 2), obţinem eipresiunile corespun- 

Ă zătoare celorlalte două cazuri: 

eh au) =pu+p (u—03)—Poa 

    

  

_ 5) - | a Su ae (63 —e3) (eg—eu), , 

ME ! SP Pu—es , e ie 

| Oa - 
Ă p[u op%2)= = pup (u—o)— pos 

(6 - a 2 + e —e) (e2— -e) 
Pa e Ra a P „PU ea 

818, Să consideră: transformarea (4) ta 

a Per A _ pa (er ezdles—e3) 
| „(0 „ pu=p(u as) pur pu—e. ». 

numită transformarea. lui  Landezi* ID, Punând 
ia Si 

- a, ÎN , Pg = iC te] = =&,, Possă 

_ avem ecuățiunea! Ai - 

(3) Put (pu— &) (fu) (pu-â). 

Derivând. e ccuaţiunea (1). obţinem 
- ? 

E) Pupici ate). . (pu 
“ Membrul întâi se anulează dacă” anulăm unul din cei doi factori 

“ai membrului al doilea. Să considerăm întâi ecuaţiunca: - sa 

Th | pe. -: pu=0; sa i i , 

2) Matematician englez "din secolul al 18-lea. i
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căreia corespund valorile PU ex» 62; es. Pentru pu=e,, ambele “membre (4) devin infinite. Vom consideră numai celelalte două: "pu=ep, pu=ez şi vom căută valorile corespunzătoare ale lui pu. 

Inlocuind în ccuaţiunea (1) pu respectiv prin 2 și ez, obţinem valorile o ” 

(5) - | Zarea ere 2, 
Pa =e3—(e4—e2) = —2e,. 

Egalitatea poz =po, se explică prin aceea că punctele «;, 43 sunt congruente pentru funcțiunea Bu, relativ la perioadele c, 203 ale acestui funcțiuni: i 

02009 (mod 0; 2003). 

Valoarea &=—28, a funcţiunii transformate Bu corespunde semi- perioadei primitive (03. Ecuaţiunea pu=0 ne-a servit dar numai pentru a determină valoarea &. Dacă anulăm al doilea factor din (4), avem ecuaţiunea 

6 * (pre)? e) (ee) 0; de unde 

pu =e:t/(e.—e2) (e1—e3). o 
Ducând aceste valori în ceuaţiunea (1), obţinem pentru pu va- 

loril | azăt i iperioadelor' sale 2, 2% adică îşi &; 
orile corespunzătoare stmiperioade or sale 3, > tos, adică &, și &; 

“avem astfel: . Di - - a 

PR , E, =e, +2) (ex—ez) (ex —ea), 1) | Să 
(7) Sa în =e—2) (e.—e) (ea—e3), , Ă Ia 

IE î,=—2e. E | 

„Dacă „cantităţile e,, e» 63 sunt reale și dispuse în ordinea - €1> e2> eg, valorile 2 sunt de asemenea reale şi satisface inegalităţile aaa NE i 
Invarianţii funcţiunii transformate” se pot deduce din formula (1), dacă desvoltăm ambele membre în domeniul u=0 şi identi- ficăm coeficienţii termenilor lui u2 şi ut, Reprezentând aceşti in- 

  

Ss ; 1) Semnele celor două: radicale sunt determinate de consideraţiunea următoare: Dacă luăm radicalul astfel ca partea sa reală să fie pozitivă, tre- 
, a : - sac a = 003 buie luat P- cu acelaş radical; căci în cazul când ta Și 7 sunt reale, avem 

„O fo , 
PI >P ztos). *
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varianţi prin! E» Ex găsim i . . 

” s) | ga=aa +20(e,—as) (e.— e3)=82 +10 p” Op | 

E o | Bsaar2Bla.—e) (a— e) = Bat GPYoL 

314. Transformarea (5) ($ 312) 

2» 

(es —e) (e3—e2) | (9) | Piu = plu lou)- =pu + pu=e3 

- poartă- numele de transformarea lui Gauss. Ea nu diferă de cea 
precedentă decât prin' permutarea semiperioadelor o, și (0 căreia 

„corespunde permutarea cantităților e. “Şi eg 
Să punem 

o, j 

(10) : Pio Să plc 42) =&, pr= . 

- Derivând ecuaţiunea (9) și procedând ca în cazul de mai sus, găsim, 

.- 

pentru aceste cantități, expresiunile 

= —20 NE N | | _ - 
(0) „| acte) (ea), 

|, Ea =e3— -2V(e.— ea) (cea). 
Dacă cantităţile ea sunt reale și dispuse în ordinea e.>'e2> ep. 
cantităţile 2, sunt reale și dispuse în aceeaș ordine. 

Să observăm egalitatea po Sp, punctele (04 ȘI - (02 fiind 
congruente relativ la perioadele 200, a ale funcţiunii transfor- 
mate pu. - Ș Di 

Valorile transformate ale. invarianilor se dedue din formulele 
(8), permutând- O ŞI 03: | | 

. BB tl0p op. 
19 = Ă 

(12) „Ba Ea Tg PY os. 

"315. Să considerăm a treia transformare : . 

(ex—e.) (e2—63) | - 
Pu- e 

“Un calcul analog cu cele precedente, derivând ambele membre 

(3), ne dă valorile : - 

(49) pai=o a out) pute 

Pa 0 =E, = — 2ep, 
O _ Po NI 

(14) 7 Pe == +2 (2 en)(e2— e), 

Pa la, +)- E, 303 2/(ez—e.)(e 265). 

s
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Dacă 'semiperioadele Os a—iB, os=atif: sunt “imagi- 

nare conjugate, rădăcina ep este reală și celelalte două e, e, sunt - imaginare conjugate; Formulele” (14) ne arată că toate rădăcinile - E» E, E sunt. reale.” Acest rezultat se. justifică. a priori, observând 
că - semiperioadele primitive, o =a—if; == a, ale fune- 
ţiunii transformate 'pzu suni „echivalente -cu semiperioadele 

/ "0 îi 020 oa O 2 cot =— if, 2. Te 

cea dintâi pur imaginară şi cea de a doua reală; celei diriiâi cores- punde rădăcina reală 'cea mai. mică şi celei de a doua rădăcina reală cea mai mâre; de unde rezultă inegalităţile | - 
N cae & < â <&. _ 

_* Putem aplică transformarea considerată în cazul când inva- 
rianţii funcţiunii pu sunt reali iar discriminantul. negativ. „Fune- țiunea -pu transformată are, în virtutea celor. ce preced, discrimi- 
„nantul său pozitiv. a i - Putem dar totdeauna rediice studiul variațiunii funcțiunilor pu, "-0U, Gat, d(v): în cazul discriminantului negativ. la cazul discrimi- 
nantului pozitiv, ea | 
„816. Transformarea lui Landen. aplicată funcțiuni. sn, (9, k). = 

10, Transformarea modulului k şi a modulului :complimentar 
k, definite de ecuaţiunile De A pal 

  

  
  

IE NE AR -e—e, : e—g (1) o k2= 2 3, ot2 — 1 2, | . 
E Aaaa N Să punem a IE 

Ie po a E i (2) - , = 3, h2= 2, PE 
eg. n E—& 

Formulele (7) ($ 313) ne dau 

ă Ă Zu— 23 =3eu +2) (es—ez) (e.—e3) N aa 
N =(Va—a azer)? =(e—es) (1+k) 6 [aa a e 

: „=(Vae—] e —e2)? =(e.—e3) (1—k')2 
«la ast/eaedțe Ze) =4 (0 e) e. 

De unde rezultă ecuaţiunile” 
: ZE pi : , Ro ha af i 6 ka (e ki 4 Tz 

„Presupunem părţile reale ale: lui -k& și K pozitive şi |k|<1, [| < 1. Extrăgând rădăcinile pătrate ale egalităţilor (4), alegem



prin urmare 
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“semnele astlel ca „părţile reale ale modulelor hr şi h' 7 să lie dease- menea pozitive; avem astfel ecuaţiunile 

al AR e) 
DE CTIR LE Up” 6 “UT pi ) 

Să VE. 
[ao pe 

- Ehminând modulul complementar A! intre ccuaţiunile . 
a 1— Ie e 

hp FR : h= ( ii 
obţinem ecuaţiunea 

O Da 2? 0020), =0, | . 
care leagă intre ele modulul transformăt k, cu modulul F, Această. „ecuaţiune se numește ecuaţiunea modulari a modulului. k. 
„Din egalităţile (5), ţinând. seamă de ipotezele de mai Sus, : re ““lative la modulele 7 și rezultă “inegalităţile DI E NR: 

Aa [st <a 
> IES] 

„Să. examinăm acum transformarea funcţiunii 

o 

E Si —— 

  

(7 o sn “e, = I ee, p= ua: - Da: pie 7 IN : Avem (3) ” 

Puf eee tri; 
IN 

  

    

an, 2 EEG, 0. sn (>, ase, ih Vpuza, |pu=a, 
„Referindu: “ne la formula. (4) ($ 312). | 

| „Dee (n | 3 o)- pup (voo)—a A 

- şi şi jinând seamă „de valbarea &=— 2, (1 (7 ) ($ 318), vezi egalitatea. 
m | Puia =pu+p (u tota, D, 

” Lă 
Membrul al doilea se anulează „pentru U=o3- şi U=03;. “prin 'ur- mare. egalitatea precedentă” se poate pune sub forma. 

7 
. Du =C (pu—e) [p( (uto-—e3]. 

„* Constantă C se. deduce din desvoliarea ambelor membre în 

ap (ua) piu). 
„23 DAVID EMAIANUEL 

Dai
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domeniul u=0;: găsim | - 

| o SI 1-6 

Avem așă dar egalitatea. PI Ai 

0) Pas Sateu-edlp tura) ja] (eucea (pie, „Pu—e 

de unde, în virtutea: formulelor 

  > smps ATa, ontpabi i, dnep Piz, - Ă Pu--es. i pu—ez „+ Du—eg 

m. > — 2 (es—e3) dn?p 

Da (0), PT sp Cato 

| Prin urmare, egalitatea ) se scrie N 

- - — 1—hk7 snp. cn, cu) mda) =en o + ru =: erei, 
În această formulă consistă transformarea lui Lănden pentru . 

funcțiunea sn (p, k). . IE 

„817. Să introducem. în egalitatea (Li). notaţiunile 

Usa ne = 
vom aveă | i a ai 

a Via 

PIZ - 
  

(3 SS 

Împreună cu egalitățile 

dz 

  

. iC p 

TOD cap 2 REZ) Ă | 
Sa SI e =) d ps dp,) IUR Up Ah. 
"De unde, ţinând .scamă. că, în virtutea egalităţii (13), z şi yse 

anulează în acelaş -timp, avem egalitatea 

oa lui d Cana 
o [E NU a NE 
  

3 e .? . Aku E . 

1) Prima egalitate RTR (6 (3310), dă re =
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In această egălitate consistă transformarea lui Landen pentru "integrala normală a lui: Legendre. Ea. reduce calculul integralei al. cărei modul k este în valoare absoluiă mai mic decât 1 la o integrală 

de dceeaș speţă, având un modul k, a cărei valoare absolută este mai. “mică decât. | k |. | o E pa 
318. Transformarea lui Landen aplicată constanielor . 

  

(6) Ko e il ad, 
o Va) Ut PE 22) 

„Şi integraleis, 

N i da i | - 

-V(1—a2) (|— 222) - 

modulele k şi K jiind presupuse reale şi cuprinse între Oşi1, 
LL Fie K, şi iK', transformatele constantelor 
„n Ko Vereg, iN! =og Ve—eş; i 

ele sunt date de cgalităţile . 

  1 + 1 

  

O ou ; j _ |ru= gâ-â3 Verca (1+ k)=—K TFh K, 

(7 1- ACI pa ai | II =c03 VE 2 =o3 Ve—e, (1 hill +h) R TI K. : aa fa 
"De unde, 

DRE - | Is ÎN _ i 1.2 , 7 | = 

K=(L-Fhk) Ka (URĂ Pi ii ( D 1 E _ J VU=a (1—Ri2z5) a 

(8) Ic a 
| 
    

Aha per -"l dz 
N Ca ao d 2 VU) UP) - 

* modulele şi K+ fiind determinate de formulele (5) ($ 0 
A Să ne închipuim că aplicăm transformarea lui Landen constan- 

telor. 'I, K', și să reprezintăm prin k;, I'2: modulele transformate - 
ale lui k, și k', și prin-K2, K, transformatele lui K, şi K',; vom aveă 
egalităţile. .. aa o i 

| he? i -2 Vi, ha = TA To? . k 2 = AT , (Dre 2 1 

RU e) Ra K, = har, - 

Roth) (Uh) Ka RUA) 
23%. i e i



S 
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şi inegalităţile . : i 

- ha <h<h ti -- . | _ 

Continuând în acelaş mod, rezultă . - 7 

[E = +) (UP)... (1-a ) Ka 
(19) da arti +4) (1 SH) (1 +a) K wm, 

k > Re > ha >. > Ru 
” Modulele ha sunt pozitive şi descrese necontenit ; ele tind către . 

„Zero când n tinde către infinit, În. adevăr, din egalitatea 

(26) ga Ai zi i li ntz i dp+... 

: 

  Rusa Fa ii 
(1 + | 

rezultă - Ratia. .< jan; prin urmare, pentru n=0o, 
(20) “ Da „lim hp = =0.. i | 

” Da N=2 

De unde, în virtăica - egalităţii JE + pia = d 

20. lim Li 1. 
> n=m 

„ Considerând expresiunile 

  

9 

1 - 1 
a da i da 22) Ra = Ri 
d | pi Ă -| i (1— 13 

conchiden! "valorile 
. - | 7 ; SRI a? , 3 , 

(23) - lim Ku=2 lim Ki=c. 
n= N=B La

t]
 

II. In acelaş mod, plecând dela egalitatea (2) obţinem 

    

Modulul k, dev enind destul de: mic, seria... ME 

  

o 

mu (cz (az sita ide 13, dz 
05 Va ps 2 ia ah pia 

„sau, punând z = sing; seria tanstormat 

"do o Pit , 

convergează foarte. repede, - 

„ 

a (O de (eh) cr. (th) da 
6%) Aa cai a d PU ea)



(1) 

- cŢesc” și iind către zero; 
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= 319, “Transformarea lui Gauss poate: de asemenea servi la cal- 
culul constantelor K şi.K' și a. integralei i de speța I. Din formulele : 

: (1) (Ş$ 314) deducem valorile | | 

E 1 Ga = —des—2 Va €3) (e2—e3) =(V EL Ca— Vasea) =(e.—e3)(1—h)2,. 

îi = —8e3 +2 (ese) (e2—e5) =(Ve=e +) a) = (e.—e3)(1 pa 

  

  

2—2=4 Vie e) (ea). | | 
De unde rezultă, pentru “modulele. hi şi Ku transformatele.. „mo- 

dulelor k și HA i expresiunile -, 

a 2 

- (2) | a Ţ Să d — i | | = e Ji? . | ă SA ZU po 

1 TFR O ORE UE | - 
cari diferă de formulele (5) ($ 316) prin. permutarca lui keul şi 
în acelaș timp a lui k, cu ha, De. unde se deduce ccuaţiunea mor. 

““dulară” - - 
N ” | Pi i , Ah , „ i - 1 oz 

6) aa e 
care diferă de ecuaţiunea (0), din! acel paragral, prin perinutarca 

- modulelor k şi hu . „a ă a . 

Din formulele (2), ipotezele fiind aceleaşi ca în transformarea 
lui Landen, rezultă inegalităţile | “ 

   

a a Ra >, i < hi Pi ă e 

Se conchide, ca şi în cazul precedent, că modulele : hu hc, .. cresc 
și tind către 1, pe când modulele „complimentare ku ka. . des-. 

Procedând ca în cazul. transformășii lui Landen, obţinem cgali- 
tatea : Mea 

. | _ (pu e.) (pu — e) aa 

6) pu a o eroi), Ii | 

„care nu diferă de formula (9) -($ 316) decât prin permutarea lui a 
"cu es şi înlocuirea lui 2, prin &. 

Cu ajutorul acestei egalități putem obține formula de țransfor- 
mare a. funeţiunii. sn (5, k). Egalitatea (3) scrisă” sub forma 

Sa La i (pu e (pu e) pu î3 = înca) 

„ devine, ținând seamă de a doua formulă (1), 
“pu — &, 14 1 pu — es pu—e, pu i 
& — & 1 PA e e, —'eş pu— e pu — e 
  

4.
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Introducând funcțiunile lui Jacobi, această egalitate i ia forma 

    
4 - 1 . cnto dn pe (1 + si + (1.— sn?) (— Î:2sn2) | so. (1 + sn U ate - 

ae (UR sn a 
Ur RP sn - 

Forinula de transformare a luncţiunii sn le % este aşă dar 

a 2VEI_ + sm. n sn(5, r) — [us + he 4 + k , TIR sp Ş 

ua ua goi 
  

. 2Vk 
= [ , he = 4 + Î _ 

320, sa- punem 

- - sn (9, B=a, “sn (9, wi 
_ formula (4) se transformă în expresiunca raţiona lă 

_ | _ _(U+h)z Ă i 3 

5. TR 
de gradul al doilea, în Virtutea căreia avem egalitatea 

  

z , y | 
dz la dy. „6 DĂ ĂR Ea 1+k NBA. 

i STransformatele constantelor K şi K "sunt date, în cazul consi-, 
derat (Gauss), de egalităţile - 

K, =, Va — = (+1) o Va ( PI K, | “i 7 | | 
9 iIR4 = See & — &= E as Va e.= 1 ji i UK. 

“De unde 

  

  

  

p- 

Kao K, = 1 ki DI „A = 3 dk 2 VU) tt) 
    

(8) , E 
m . Da 

K+ a aa a 2, a osticara: 5 

modulele k, şi N, fiind determinate de formulele (2) ($ 319). 
“Aplicând de n ori succesiv transformarea lui: Gauss, obținem” 

„expresiuni. de aceeaș formă ca în cazul transformării lui Landen, 
permutând i în toate desvoltările” modulele k&, şi-4' şi în acelaş timp 

    K' = 
a 

s



- deduce din consideraţiunea următoare: 

- - PROBLEMA DIVIZIUNEI . | „850 
Ka cu Ru (nl, 2,. E 

Rd ARDAF). +) Rao 
K = (UD re. (En) Km. 

„Seriile . convergează. mai repede În cazul întâi dacă: p < <k 
mai repede în cazul al doilea dacă k! < De unde conchidem că 
este preferabil a_ne servi de prima sau a doua transformare după 
cum kk. i 

0 

> Ă . . .- . Ra A 

CAPITOLUL XXIV. - - 
o PROBLEMA DIVIZIUNE. 

I. Diviziunea argumentului funețiunii pu. 

321. Problema diviziunei argumentului printr un număr întreg” 
u . “pozitiv, n consistă în a caleulă valoarea lui Pi În. „funcţiune de. 

pu. Ecuaţiunea care leagă Pa de. pu este dată de „ccuaţiunea > 
| = 7 

moltiplicațiunei lui pnu în „care înlocuim” u prin = (13) ($ 174); 
ca: primeşte forma : | 

0): Pre - ieri p- je a 

1 P şi P, fiind polinoame de pe cel “dintâi de gradul n? şi cel de al 
doilea de gradul n2— 4. Coctcienţii acestor polinoame . sunt po- 

-A 
linoâme doza ȘI gs cu coeficienţi n numere întregi. Unei valori pu, 

corespund” dar n? valori pentru p=: Acest rezultat se mai poate 

Fiind dată Valoarea PU=puoy avem - E . 
- e Ea blo, +2 , Lea 

Â şi pu fiind numere întregi arbitrăre; de unde rezultă - egalitatea 
p- 

- 24 2 Hova. DR poola iba: A _ - p 
No „N > 

Insă ; px fiind. funcţiune pară, această egalitate, n nu se schimbă 
dacă schimbăm semnul lui U0 Şi în acelaș timp semnele coeficienţilor



200 o „3 CAPITOLUL SxIv 

3 şi H.. Toate rădăcinile sunt dar cuprinse în n expresiunea -. 

pentru. valorile 7, 4 = 0,1, .../ n —1; 
„Rădăcinile sunt în generâ distincte; căci pentru cu a două rădăcini 

| [204 270, + a), „(e ug. do - 2 o + 2 raita) 
n n: n 

„să fie egale, este necesar. ca diferenţa argumentelor 

  

22) co 2 (n oa e 
n Ă 

sau, suma lor N Ea 

_ 2 uo 4 2 (îi t Pho +2 (ut) os. IT - — a 
„a 

  

să fie: o “perioadă (au neapărat primitivă). Diferenţa. argumentelor. 
nu poate “fi * perioadă, căci diferențele“ 4—7', pi— sunt - mai 
mici decât n și nu sunt nule-în a acelaș timp. Suma nu poate fi pe; 
rioadă decât dacă ug ar fi o semiperioadă 1). 
" Ecuaţiunea * () este ireductibilă, adică membrul întâi nu este Ș | 

divizibil cu un “polinona de (i: ae e grad mai mic,-ai cărui: coe- 

ficienţi să fie funcțiuni raţionale de pu. In adevăr, să Presupunem 
că ar există un polinoin 

8) Pa (pu) ppt pi) .. +Pa (pu), = 0, mam: 

ai cărui coeficienţi. să fie funcțiuni raţionale de pu. Aceşti coeti: 
_cienţi "rămânând neschimbaţi, când mărim .u- cu un multiplu .de 

perioade 24 cu: + 2 oa, oricare ar fi valoarea lui u, rezultă că dacă 
po age az 

mp i E este una “din rădăcinile ceuaţiunei 8, valorile 

E Sa u os oua) caps n [E a POLE A40g U) au OP . ) j 
vor satisface și: ele această ecuaţiune, adică rădăcinile ceuaţiunilor 

  

  

3) Din calitatea ” - ” iei 
„Sort? (2-F2) cos? (pr) oa. o SE i 

n i ? . 

, 22. hind' o perioadă, rezultă du9=perioadă.



. 

PROBLEMA DIVIZIUNEI 361 
(|) şi (8): vor coincide: ceeace probează ireductibilitatea ccua- 
„țiunei (1). 

Cele n? valori (4) sunt, î în virtutea formulei. de adiţiune, fane-. iuni raționale de cantităţile ' 
x 

cu. 210, +2; Dio, duios 
m a Pa 

De altă parte, dacă, pe lângă pu, presupunem dată valoarea 

  

pu= apar za Da 

Ș , 
recunoaştem că PI este funeţiune raţională de p şi de pu 

"Căci derivând ceuaţiunea (1),. pusă sub forma pu 7 (pt), Sf 

funcţiune raţională, avem 

pe a DP i 
m pr u - | o. - _ &. — si _ ”. PA]. ie 

Aşă dat, toate- rădăcinile ecuaţiuiei (1) sunt funeţitini raţionale - 
de rădăcina Yo:o = ps, ai căror coeficienţi. sunt funeţiuni ae + 
ionale de g2, Și de cantităţile Ei 

  

- ZI -opos „p2ă Otros o IP. ei 

Cele două din urmă sunt, în virtutea formulelor de adiţiune şi de 
20 203. multiplicaţiune, funcțiuni raționale de Po PE şi 

„n 
„2003. o” vatele p224 „p, cari. se. calculează prin două -ex 

| - rădăcini - pătrate. 
Se demonstrează că ecuaţiunea: diviziunei argumen 

"ţiunii pu întră, în clasa ecuaţiunilor nuinite Abeliane. A 
țiuni se rezolvă algebricește prin radicale De 

Ş 322 Diviziunea argumentului funcţiunii. pu “printi? 
compus n se poate reduce, la diviziuni Siccesive, „ivi 
factorii primi. ai lui n. - 

a. 

    

a 
+ - . „T 

2) Durige-Maurer Th. der dlipticeheu Funetioneni pe „325. 

de deri- 

trageri de 

tului: func- , 

ceste ecua: 

> 
un număr 

izorii fiind



300. 7 CAPITOLUL, SNIV 
Vom efectuă calculele în cazul cel inai sinăplu, n = 2, Ecuaţiu- nea corespunzătoare este (V.. egalităţile (3), (15), (16), ($ 174). 

N 

- u 
6 23 —pu =   

u 3 u --u 1 E | Spot pap — gs . 

o 

au u 
3 . ÎPg—api—ta -- 

Soluţiunea problemei pe cale algebrică, adică rezoluțiunea acestei ceuațiuni de gradul al patrulea, este, precum se vede, destul de - anevoioasă. Ajungem însă foarte lesne la soluţiunea căutată, dacă 
i FI - 4 a. u . . ă 

„comparăm membrul întâiu P> — pu al ecuaţiunei precedente cu - - . d. e . N “luncţiunea 

cp tip 2002 Opt Ott  Ouou . = (6) «pp (u) = I%Ozt, Cati ati, Oauogu 
o?u ou o -o02u. 

- Amândouă aceste funcțiuni sunt funcțiuni eliptice, având aceleaşi perioade primitive -4 o, 403; aceleași. poluri duble o - 
ÎN = 0, 20, 2, 2 (0 + og) = — 2cwz, 

reziduurile nule şi aceleași părţi principale corespunzătoare polu- 
rilor. Astfel, în domeniul polului u: = 0, partea principală în am- 

„ bele membre este ! : a : 

      

3 N 

? | Zi . | 3 | E | 

în domeniul celorlalte poluri părţile principale | sunt , 

Il - po 4 

(u— 201 (u—2o5) (u Po 

De unde rezultă egalitatea .. 

o » pu = 0102 , Oattogti Dudu 
(7) „+3 _02u cu o?u 

Mărind u cu perioadele. 20, 20, 2 obținem egalităţile - i bă 

- ” 

O1U0,u a Oe403U  03u0,u 
u o. a to) uU=— — > P( aj OP _ o2u o?u. 02u 

fu —GUOu “0puosu ' o-uo-u (8) p [o] pup E, 2 - > "0u..  o02u- o?u 

OU G2U03U 03udu 
ou : -02u - oîu - | ploi
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„De: “unde, în virtutea: formulei | 
. su Pa 

n Sa pe e 
  

avem, pentru cele paru rădăcini, espresiunile: 

  

şut p -e pice Jpe Ca [i ste “3 | pu= Ze - 

  

a) - mVs -a Ipu- + Vot 63 ; pic re — ae =e3 |pucev - 
pl - 
  p [3 ro) = pupaza pes Vprca | pu +a Ip, E 

  | (to pietre pci Vasa Vaca pa Vpezai. 
Aceste „valori sunt în genere inegale ($ 324), “Dacă: u=oa, 

(a =1,2,3), două câte! două din ele: „devin egale. Astfel avem 

  

    

    

    

E | | pa = =p pfe +a) cae er=ea (10) =: | 
i (e n] = „ls to): a pasa ps | i | 

Ş pR= pl to o ra a m (11) | | IE Îl fra) onora 
pă =p (9244) <a, roca Va - 

UD a Între) cfr acre     
Cele: șase valori cuprinse în prima coloană a cgalităţilor pre 

cedente sunt rădăcinile ecuaţiunei 

-. 9 2 
II [pu „Zlatan pa). =0, 

. t - 77 ă 

"în care A și “u prizmesc valorile (10) (5 1) corespunzătoare lui 
n=4&: 

== 0,3), , =, p= 1), (= 02, IX 

IL. Diziziunea perioadelor fonețiaunii pu. 

_ 323, In legătură cu problema diviziunei argumentului funcțiuni! 
"pu, avem_problema mai „specială. a diviziuni perioadelor, acestei 

po



* 

. o e , n2— polinomului de gradul 

364. CAPITOLUL XXIV 
„funcțiuni; un exemplu am avut mai: sus, unde.: am obţinut valorile (07 _0)a 
pP=.P=, p* în . acelaş timp cu valorile diferite Pa 2 

i (o - w Ş AI lira rr), p( pa). 

- Ecuaţiunea corespunzătoare ' acestei probleme, numită ecua- - fiunea diviziunei perioadelor, se deduce din „ecuaţiunea (1), în care înlocuim uprintr'o perioadă, prin urmare făcând pu = 00. Se ob- „ține ecuaţiunea - 
y Da u E 

13 ! -P.|p=-]|=0 a L „ap n) ai 
ale cărei. rădăcini- sunt valorile ce. “ primeşte 24 a “din formula. (2) pentru -U9 = 0. Aceste valori sunt, - 

„N 

4 a - 2, + duo 
2 2 — po —_3 a Pe Mb n 

a. - , = Ă 4,4 =0,1,..., n—l, exceptând 4=uw=0, | 
"Dacă n este.un număr compus, este de ajuns a aplică operaţiu- nea diviziunei succesiv factorilor primi ai acestui număr, Pentru 1=2, avem valorile Pa = ea, a=1,2,3, 
Putem dar consideră. n număr prim impar. În acest caz, avem, 

4 
în. Virtutea egalităţii Pa Pa a 
AR o. Viu za , SE E n—] 
„2 
  

- - . . - 
Ş - u y 

i 
valori distinete pentru Yi, pe Polinomul P, ( :) e este pătratul 

  

—reprezintat (2) ($ 174) prin 7) înlo- 

- 
Aa ru Aa IO : euind u. prin (5 . Valorile ş Viu sunt aşa dar rădăcinile ecuaţiunci 

> U 
i - Da . ._ . 7[= jo Astfel; pentru n =3, această ccuaţiune, coincide cu n 

ccuațiunea ((16), MT | ăi Sa ga 
(15) 3i— Da8 Saaygei—0, 

ale cărei rădăcini sunt i E 

2, 20 20, 3 207 pu 1 » D238 3 sp 1. a, 

corespunzătoare valorilor î=1, n1=0; 4=0, u=l;i=l, uzi. 7 
+ 

> ÎI



PROBLEMA DIVIZIUNEI . | 865 

cuaţiunea diviziunei perioadelor nu , este, în cazul general, rezo-- 
lubilă prin radicale!) Da . 

"824. Diviziunea prin 2 a ar gumentului fumeţinilor snv, cnv, ne, 
Din formula de multiplicaţiune (9): Ş 211) 

9 SNP cnv »dno 

  

(o sndp=2 — , , i. : | 1—hsnip . „n 

în care înlocuim p prin 3 Și ridicăm la pătrat, rezultă. ecuaţiunea - . " : - _. - . - . 

ap | | 
de gradul al optulea în SR 

CT E E N 

Aa sn? [ian >] i Iane) E 
2 * snto=4 ş (2) =   7 - pay 2 7 

112 snt = 
Da 5 2 - 

ale cărci rădăcini sunt două câte două egale şi de semne contrarii. 
Acest rezultat se poate justifică apriori: 2 

-19 La valoarea „dată snp= =snvo corespande, pentru, % dubla 
serie. de valori .-, Ă | 

> -| pot îK + 2, 
- 2 K — poâ ÎN +2”; 

de unde, pentru a 

[pa 21x pi x), 
(3) sn= = i 4=0, 1; 0,1. 

m (5: - zi 21K + pi *) 

20, Din aţă | o 

| sn (u +2 K + - pi”) = = sn (u “+ i », 

- p în care dim lui pe valorile 0 şi Î şi. inlocuim u succesiv! prin 3- 

i | o şi prin K— =, rezultă că patru din valorile lui vai sunurispeeliy 
“ 

“egale și de semne contrarii cu celelalte patru. 
Na o i - : Da 

  

1) Bianchi. Lezioni silla Teoria delle Iunziani di variabile. complessa e 
, delle Funzioni, eta Gp. 309)... PI a 

! 

-



gg CAPITOLUL 3 XXIV = 

„Oaltă proprietate a ecuațiunei (2) rezultă din prima for multă (7), 
0199), o... | E . i 

7. i | : 

Ve sno. 
  Sa - [Rm ei) 

a po , N ” IAR Dacă -dar punem z=Vhen g, ecoaţiunea (2) se - transformă în 

” ecuaţiuncă reciprocă _ i 

I2 sn2p (1 — zi — 4 (e — a? i) ( — ha?) = 0, 

care se rezolvă prin rădăcini pătrate suprapuse; _ 
Ne 

o 
Aa 325, Se obține o , formulă mai sinaplă pentru sn 3, precum şi 

pentru cn 7 z, dn 3 dacă le exprimăm în faneţiune d6 cnv, dnv. 

Din formulele. de multiplicaţiune (9) (Ş 211) 

  

.. p 

cn? —snz | atitea ai? 

Cnp = — - >. dno = O 3 

A snt 5 Sa 1— snt 5 

deducem egalităţile _ 

_ . Ă . 5 p p 

E den > . -2dn? 3 

Item = 1+dnv = . 
— 4 2 omâf. d Fana. RE 1— = sn 

i | 2 4 d 2 Po - i ope 22 o. 
a$Sn 3 adn“ Oh2sn2 — cn2— - 

2 . 
“Î—cnp= 2 - 2 >» l—dnp = 22 , 

Ah - d p2 opt? 1—h sn 3 d h sn5 

i 2 “ine pe. i 2en gin, 

cno-++ânp= — i 

1—hsni 

din cari rezultă expresiunile - 

| n? _ l—cno _1 1—dne 

| "5 PV itdno k | lene” 

_ |/enodne + dnv p [one + dnv 
/ dn > 

1+dno 12| Licne. 

 



mare: posibilă.- PE 
Acest rezultat : este âtins. dacă valoarea - absolută â perioadei 

CALCULUL NUMERIG AL FUNCȚIUNILOR ELIPTICE + 367 

Se justifică lesne a priori că fiind date valorile funcţiuniloe cnv, 

  

  

  

    

dnp,. avem pentru funcțiunile sn „en 3 *, dn câte două valori 

egale şi de semne” contrarii, | | Ia 

Din formulele (5) rezultă valorile 

| K_.4 _- an FEIS = pesti 
sn ŢI: 4 ST ki 

6 KE EEE zik pi 
O. aa | ph Ma 

€ — RR e [Zi “ 
dnE = E, dn RE -R - | 

2 e 2 hi 

Pentru a obţine valoarea sn să facem p = — — în egalitatea 
. , _ Ei - _ „iC Mo 

-“sn n (pik = = ; de unde rezultă sn? ——= —-— şi prin urmare 
ksno : dh 

i. AK i II INA - 
en? =1+—, dn — = +k. Avem : aşă dar valorile 

- VA 2 i 

i Ki TE 
Î) . sn—= Te „dn. = = ȘI FE 
0 2 Vă E JI 

- Radicalele sunt reale şi. pozitive dacă je „este! real şi cuprins între 

0 şi 1 _ - 

i CAPITOLUL XXV. .- 

I - CALCULUL NUMERIC AL FUNCȚIUNILOR ELIPTICE, 

326. Formulele deduse din seriile 9 dau mijlocul practie de a cal- 
culă funcțiunile eliptice, definite printrun sistem de perioade, sau 

- prin invarianţi. Pentru ca seriile, de cari ne servim, să convergeze -" 

„cât mai repede este necesar ca valoarea absolută a cantităţii q =e int 

să lie cât mai mică. posibilă; pentru aceasta trbuie, € ca partea reală 
„T. Wa: 

a raportului = ii care este presupusă pozitivă, să fie cât mai 
IV 10 : . - EI - a ina 

'20,, este cea mai mică posibilă. In adevăr, fie . ' 

20, =a + î, 2og=c + id; 
“avem - a N A 

oh 
T= e 

_ o a+ id 
 



363- CAPITOLUL xx 
De unde, punând r=e + iB, 

ă IN ad — be S-- 

  

„ i „- , “a e |2o 2” | 

S reprezintând aria “ paralelogramului (200, 23). . Această arie: "având aceeaș valoare, pentru toate. sistemele de perioade echiva- lente, propoziţiunea este justificată, - tă | „827. Fiind dat un'sistem de două perioade primitive (20, 2"), să „ne închipuim construită reţeaua de paralelograme corespunzătoare, având origina. ca unul din vârfuri. Punctele perioade. (vârfurile paralelogramelor) fiind” aceleaşi oricare ar fi sistemul echivalent cu cel dintâi, să considerăm punctul perioadă a cărui distanță de. 

  

origină este cea mai mică. | . ” Nu există de cât cel mult două aseimenea puncte, căci puncte perioade nu pot fi decât vârfuri ale reţelei. Fie 20, acest punct, sau unul din cele două și fie 20%, una din perioadele, care împreună cu '20, formează” un paralelogram elementar, astfel ca unghiul format, de aceste dpuă perioade: să fie cuprins: între 0 şi zi. Toate " punctele perioade, cari împreună cu 2c,. formează paralelograme elementare, sunt. date de expresiunea cc 
20 +2ho,! 

k fiind un număr întreg oarecare. Printre aceste puncte există unul, cel mult două, a cărui distanţă de origină este cea mai mică. Acest punct sau unul din ele, îl notăm 23 Sistemul de perioade primi- tive astfel determinat. se. numeşte; sistem principal, ! 
“Dacă facem abstrăcțiune “de sistemele formate din aceleași perioade cu semnele :schimbate, avem un 'singur sistem principal, sau excepţional două, având perioada comună 2w,, celelate- două "Îiind egale în valoare absolută. Nu facem, în “genere, dcosebire între aceste două sisteme: Ma i Si “Din definiţiunea sistemului principal, rezultă incgalităţile” 

(0 losl>las los + o [> los | lo — o | > os; 
căci paralelogramele” (20, 203), (ct 20, + 20 205) 'sunt echiva- lente și, în virtutea determinării punctului. 203, distanţa acestui punct de origină este mai mică, cel mult egală cu distanţa de ori-. gină. a unuia din punctele dot? | 

De unde - , a * 

Ph 

w wa + ol 
3 >, 3—-i 

o] (03 
  

Y 

Oe ea



CALCULUL NUMERIC AL FUNCȚIUSILOR ELIPTICE 369 
__ Interpretare geometrică: Să considerăm. cercul |z| = 1 şi două 
„drepte: perpendiculare pe axa reală „duse prin: punctele - T = zi 
(fig. 61). Prima inegalitate (2) exprimă că punctul. z este exterior. 
cercului sau pe cere. Inegalitatea |z|2]z—41 |. _ 
exprimă că distanţa punctului 7 de - origină, . “ 
este mai mică sau cel mult egală cu distanța 
sa. de punctul 7 =; prin urmare -punctul 7 

„se găseşte la stânga perpendicularei. dusă prin. 

  

7=3 sau pe: această perpendiculară. In fine, e Pie 

- în virtutea inegalităţi lr]< | + 1]; punctul 7 se găseşte la 
| dreapta perpendicularei: dusă prin. punctul 7 = —4. De unde re 
zultă că punctul 7: este situat în aria “eatărioară cercului Ir] = 
limitată de arcul AB al cercului şi de cele două perpendiuure 
sau pe -una din' aceste trei linii, 

1-3 i „ Afisele punctelor A, B fiind respectiv = 3 tz, rezultă că 

dacă! punem 7 = a + 18, avem 

cp 
— paz, f= 

ol
 
= 

=
=
 

a
j
 

ZI
 

"328. Din desvoltările precedente rezultă, pentr valoarea ab- 
solută a „cantității q = ei, o limită superioară, dată de ine- 
galitatea | p E a a 

a ap a Va i „la oc Păcii, 
N 

1 

> Dg i - „ 03 . CIND POE RPR Dacă o, şi Ț sunt reale, obținem peniru go limită superioară 
„mai mică. Căci, presupunând aceste cantităţi "pozitive, 'ceeace este 
posibil, raportul > este real şi satisface inegalitatea 

| In aceşt caz, cantitatea a este cală, pozitivă ȘI avem 
-_ În a 4 - | E _ i 

o az SR. PI n] _23- 

329; Fiind , date perioadele (2o,, 20) deducem: valoarea rapor- 
“tului LA de unde aceea a cantităților d şi di cu ajutorul cărora se : 

23 DAVID EMMANUEL ,
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construesc seriile d (v, 9). Rămâne să: examinăm între. ce „limite 
putem face să fie cuprins termenul 

ni_2n ra ize - . 
q 2; [E e ) . 

care poată îi privit ca ternenul general al seriilor 2 (e, 9. Pentriu 
aceasta; observăm că orice valoare a cantității, v se poate pune 
sub forma - 

oarbe, i o ă 

a şi b fiind numere reale. In virtutea formulelor de transformare 
_a funcţiunilor 7 (p) ($ 229), putem, în calculul acestor funcțiuni 

să considerăm valorile a și , cuprinse între 7 Și + 3: Valoarea . 

absolută a cantităţii z=ei2% fiind | 
Ea . 7 ă os dizri  -b a - 

e ea. 

                

tz în i i . a ani rezultă că „pentru + lea această . valoare este cuprinsă între 

3 și valoarea absolută a termenului q 22 q? _ - 
i “non în este cuprinsă între gt | 9 . - - 

      

Seriile astfel construite convergează așa dar; foarte repede. 

330. Seriile 9 (p) fiind calculate, putem obţine valorile elemen- 
telor cari se prezintă în funcțiunile lui Weierstrass, precum și va- 
lorile acestor funcțiuni, în virtutea relaţiunilor ce leagă funcțiunile 
lui WVeierstrass cu cele ale lui Jacobi. Astfel formulele (18) ($ 232) | 
ne dai! cantităţile es, ez, eg, de unde rezultă valorile invarianților 
92 Ss, a discriminantului A și a invariantului absolut J. Cantitatea 
17 este dată de formula (13) ($ 235) 

. | | 1 2.7(0) - - m 180 pia 58 gps | 

„A ] 13 PA TE Tg | 
“şi valoarea lui 15, rezultă din egalitatea e -- 

p aa iz 
(2) o 1]03— 1130 => . 

331. Să presupunem că funcțiunea eliptică” ce voim să calculăm 
este definită de invarianţii ga și ga. Cunoştinţa acestor invarianţi 

trage după sine cunoștința rădăcinilor e,, ez, ea ale ecuaţiunii 

(D 410 gac—83 0. 

Să presupunem rădăcinile dispuse astlel_ ca să avem inegali- 
tăţile 

Do cea (ET i a 
lez— es] |



"CALCULUL NUMERIC AL FUNCȚIUNILON ELIPTICE 37] : 

  

Punând . IN De 

SR | "ep—ea. e—e (3) | Rs za e, . e. —e3 e. —e€3 
avem, în virtutea inegalităţilor (2). 

| el, jez. 

Dacă punctele ex €x5 eg sunt în linie dreaptă, e; fiind situat între 
e, Și ex, 2 şi 42 sunt reale şi pozitive. _ -- 

In cazul general, când cele irei puncte formează un triunghiu,-- 
latura” eu 3 'e3 fiind cea mai mare, sau, cel puţin, nefiind - mai mică 
ca nici una din celelalte două, unghiurile ce ca formează cu acestea * 
sunt unghiuri ascuţite. Aceste unghiuri fiind respectiv. egale "cu 
„cea mai mică valoare absolută : a fiecărui argument. al ra porturilor 

cea ae ae 
, „04 —ez e E1— 63 Pa , 

E La 
rezultă că aceste argumente sunt cuprinse Între —zi +a 31) 
De unde rezultă că cel mai mie: argument. în valoare absolută al 

7 “modulelor k şi k îste cuprins- între —z3i +4 Și cel corespunzător 

a De _ al radicalelor Vk, /; este cuprins între — Zi 2 s: Prin urmare 
7 

” | . ” 
putem totdeauna! luă radicălele 

ea prea, 
- astfel ca “partea reală a fiecăruia să [ie pozitivă 2, Dacă rădăcinile 

€1 €2> €3 sunt reale, dispuse în ordinea e, > e2> e3 vadicalele Vi, 
Vi sunt reale, pozitive și mai mici decât 1, 

    

.1) Considerând fisurile 62 si 68; avem (fig, ca). o ş Vila Ş 

  

  

  

e2—0 A " es—e A ! arg-——— =, ar =—a - Boa > d Ea, A - - . 
A Pat _ . Fig. 624 

și (fig 63) 
_ 

e 0 A eg A 
arg =—a3, : amp = “e.—eg a Sac. 1 

  

- » Fig 3 

2) Rezultat. care ; concordă cu deliniţiunea modulelor k, k'. şi a radicalelor 
acestor 7 module ($ 196). Di :
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„832, Calculul lui q. Radicalele JR şi E fiind astfel determinate, - putem, aplicând una din formulele (10) (11) sau (14) (ş 231), să 
calculăm cantitatea g. Cea dintâi din aceste trei formule - 

LS a 
D009) pa tafta 
940,4). 1r2gr2gt +2 +... - 

    

0 Vk= 

| în care punem A Di 
E - Fa ” ia a (5) „i . . Ji + . = ÎN 

„devine - Sa e Ma o - 
(6). a! =] 18248 . - E = AȚI 

i şi 9 LINA 206 4 2p56 pi | 

„Seria: 240, q), absolut şi uniform convergentă! pentru- |9|<1, 
nu se anulează în interiorul cercului la] = 1, precum ne arată _ expresiunea 'sa sub formă de produs (3) ($ 226) 

- 2 na ?  Da(0,9) = Ag”) (Lp ge 
„De unde rezultă că numitorul fracțiunii din urmă nu se anulează 

în interiorul cercului | | = 1 şi, prin urmare, membrul al. doilea . (6) se desvoltă într?o serie întreagă de ], convergentă în acâst cerc, 
ai cărei primi termeni sunt . a 

(.- 8 =h(1—2h4+4+-518—10]12 3 48ja5 +... .), 
Din această desvoltare rezultă,. prin inversiune pentru /, o serie 
de forma 

Ă 

08) O halate 3). 
Calculând-- coeficienţii, precum se ştie, şi înlocuind a şi h prin %a- * 

lorile lor (5), 'obţinem * a aie Pa | 

D ol ast. 
De unde, ridicând ambele membre la puterea a patra, 

10) po bas br 2 rea Lu ANR 116 aa pape 

2) Dacă în ecuaţiunea (7) multiplicăm h cu î, 8 se reproduce multiplicat 
cu i; rezultă, viceversa, în Virtutea transformării conforme, că, înlocuind e prin iş, h trebue să se reproducă multiplicat cu i



CALCULUL NUĂTERIG: AL FUNCȚIUSILOR EraeriGe - 373 
Seriile (9) și (10) convergează în domeniul punctului k = 0. Se „poate proba că ele „Convergează în interiorul cercului lk]|=1. „Pentru aceasta, să ne referim la formula (23) ($ 203) - 

IC = log P(A2), + 
- din care se -deduce egalitatea 
KPD 

—n> =logza +a | RR N 
„Ambii termeni ai fracțiunii din membrul al doilea fiind funcțiuni olomorie de k? în cercul |k| = 4 şi numitorul. neanulându-s -se în interiorul acestui cere (observare $ 203), rezultă că ultimul termen. din: membrul al doilea se poate desvoltă într'o serie întreagă 7 (2) convergentă în interiorul „cercului IRI = 1. Putem dar scrie 

E 
log z 2 | a erat (5); | 

deunde o. , Su i K? Ru : —T = log— +, : 9=e “= =e 16 e? 

15 

333; Piiem obține pentru q o serie mai convergentă “decât seria | (10), . plecând dela egalitatea. d9 (Ş 231), în care reprezintă membrul dintâi prin [: - . E 

= (unt tis . 

ua 1-VF _2,10)-— 00). „gi 5. “1 30) 9000) “Ip Fag - 
„Membrul din urriă al acestei egalităţi nu diteră de membrul al. 
doilea al egalităţii (4) decât prin înlocuirea lui qi prin gi prin ur . 
mare, înlâcuind i în egalitatea (9) ji prin d şi Vi prin Î, avem. seria . 

  

1 tra (2) (i Sa (12) o Aoztâlz De. 
Să, căutăm o limită superioară a valorii absolute a cantităţii 

7 E 2 - _ Ce pa N 

Partea reală a zadicălului VE fiind pozitivă, valoarea absolută. „a lui L este mai. mică decât 1 şi « cu atât mai mică cu cât LE este mai aproape de 1.
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Să. presupunem | k |z|k|<1. In acest caz avem inegali- 
tăţile 

|ez—ea |z < | eu—ea |2 Z e eu |: 
„Latura ezeg a _triunghiului, (e., ez, e); fiind mai mică “decât cele- 
lalte două sau cel mult egală cu una din ele, sau cu amândouă 
(triunghiul, echilateral) rezuliă, pentru unghiul & cu vâriul în 
punctul e, inegalitatea E 

N CI ” 

Acest unghiu Îiind egal c cu valoarea absolută a celui” mai mic ar 
gumeni al lui ]/2 E 331), rezultă inegalităţile 

2 ciori ză; 

„Prin urmare, punând, pentru prescurtare, 224, avem 

a. 

1 
„| Â l cos e. > >: 

Punctul A este așa dar situat în porţiunea planului cuprinsă în 
. interiorul cercului |i|=1, limitată de „dreapta 

B perpendiculară pe axa reală ţrecând „prin punctul 
„1. 

A = (fig. G4 4). In această regiune, cantitatea 

VI N SE p n. 1 fi o 
rin. 6  . esteo funcţiune olomorfă de Î; valoarea absolută a 
ai acestei funcțiuni atinge dar limita sa superioară 

pe conturul regiunii formată din arcul BAB şi din coarda B'B 
Insă, Î fiind real pentru valori reale ale lui 7, primește valori ima- 
ginare conjugate în puncte simetrice cu axa reală. Este dar de 
ajuns-a consideră numai arcul AB şi semicoarda CB (is. 64 4). 

-10. Pe arcul AB, avem 

UA aa; 
prin urmare . 

- 2 1 Li 

. —e 0 

o eat 
. Ațe? 

Valoarea absolută :
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creşte când 0 variază dela 0 ag; de „unde, pentru limita superidară - 

los 2 2043. 

“20, Pe dreapta CB,avem „ 

IL 8.1 
  

mii - . 2 | | n (15) Tao 2 +ug0), îi Dă 

Pentru a examină cum variază |, vom examină cum variază . 
"logaritmul lui_|[|. Pentru aceasta, să luăm derivata logaritmică 
-a ambelor membre (13); obţinem Si 

FI a]. 
a 2 2 

"
a
a
 

- La 122 4 “di 
Dă 20270 2 ai 40: 

-Din egalitatea. (13) scoatem: expresiunile: 

o „d —0 di i 
150 € 3 d0  dcos2? 

  

| prin 'urmare a a 

3 10 = —2easă (tre = iile), 
A | ” 

—i |e2z0s0) : (ms +i sin 4) taca [eo 30 +i sin sin) 

De unde, pentru, partea” reală a membrului întâi, expresiunea: 
3 

| E: Se (16) n (7 iii (2cos0) CE ssinăl o (2030) i 

care este. pozitivă în intervalul considerat, Ținând seamă că partea 
reală a logaritmului unei cantităţi este egală cu logaritmul valorii. 

„sale absolute, conchidem că logaritmul lui |Ij, prin urmare II 

crește când 0 variază dela. la-z . Inlocuind, în  zealitatea (3), 3: 
. | iz | 
- A prin valorile sale extreme, 1, €:% , conchidem că valoarea ab- 

” - - o “ iai . 

solută |] | creşte dela 

a . : 2 

2 Za 49 19 00 Va 218. 
4 . i 7
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- „până: la valoarea. limită 

  

- -- 1 cos î 
Ma cps. 2 NE ul Toma 
17 | 2|= ZT >tope 

- a lt cos 

obținută mâi sus. E o o e 
334. Cantitatea - g fiind cunoscută, obţinem. semiperioada K cu ajutorul seriei (12) ($ 231): S 

(5) Eco o ogogtapa PV 03 (0,0) = kg +2qt-+2g Po 
“sau, cu ajutorul seriei mai convergente (13) i 

16) hagi rog...) „4 ) Ea „XX 1+ VK _ 1. 4 ) 

A A doua semiperioada i! este determinată. de egalitatea | 
| i iK" Pe a 

RI. _ 
"de unde * | a. _ 

E . Sa m K o (7) | a € ab j 

Valorile de, cari logaritmul este susceptibil pentru aceeaș va-. ” „= loare a lui g, diferind între ele prin multipli de 2izz, rezultă, pentru: "1, o infinitate de-valori cuprinse în expresiunea [| 
A K = —2niK, 

"Ko fiind una din ele. Insă, oricare ar fi valoarea întreagă a lui n, sistemele (2 K, 2iK'4), (2"K, 2:K”) sunt echivalente. Dispunem de numărul n astfel ca valoarea absolută a lui K! să fic'cea mai mică, 
„335. Sa presupus |k || |..Dacă |k|> [1%], adică | 

| | e3—eg | > | e.—ea |; ă : 

„ aplicăm formulele de transformare prin 'substituţiunea 
Ta | [00 

„care permută între ele cantităţile e €3; de unde rezultă periau- 
tarea radicalelor Vi, VE. Avea În acest caz (11) ($ 231): _ _ i Ra VE Ta rap...
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şi valorile . a 

. iz, 

q=e ef, 
_1=VR, 

DE ai - 
de unde . EI a o 

Lo [ls url 
Data (2) +15 5). . 7 

Semiperioada K' este dată de una din seriile 

| Eos taiat. 

Ia o, Da n |E- = (1 2qtr2qi6 a...) Va Tag a ci iii 
„ Semiperioada K se deduce din egalitatâa 

- ii - Rr 4 

"sau 

  

- 

_ . K 
a. - N K=— log —. , a - | ag 

In rezumat, deosebirea dintre cazul din urmă. şi cel precedent . - 
este că mai întâi caleulăm semiperioada K” şi apoi semiperioada. - 
K. In ambele cazuri semiperioadele primitive ale lui Weierstrâss 
sunt determinăte de egalităţile ÎN 

Ri. iK 
=> 03= 

4. 

  

  
  

  

| les—e3 Ă 
336. Calculul numeric al integralei de speța 1:  - 

(1) _ , = DN NI - A 

2 (zei) (2—e2) (2—e3) | , | 
Integrala u eşte susceptibilă de o infinitate de valori, cari depind Ă 

de drumul urmat de limita superioară z; ele sunt cuprinse în expre-" 
siunea o. o 

u=ug + multiplu de. perioade. ID 
- Dacă drumul'de integraţiune nu trece prin nici unul din punc= - 

tele critice şi determinaţiunea iniţială a radicalului este dată, va- 
'loarea integralei este determinată. i ea 
+. Pentru a obţine valoarea. numerică a integralei este mai. comod” 

"a o aduce la forma normală a.lui Legendre. Pentru aceasta; putem 
aplică substituțiuni diferite pe cari le alegem astfel ca seriile, ana- 

„loage cu cele ce am întâlnit la calculul perioadelor. ($- 203), să fie. - 
„cât mai convergente. ” 

- 
. . . 7
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Să presupunem - i : 

le — e] > le — e] > ee], 
prin - urmare : De 
Piz zi i 
Sa “aplicăm substiiuţiunea i 

E - , La—e, 
-6) =, 

care transformă expresiunea (1) în cea următoare 

. 

u= 
„A NE dy 2 
Ve es VI pi i 
  
  

Ă 1. 1 , dy? Ă Nu dy - 
4) = ——=ll | 

î. ral jr (hp) i Di 3] 
o ol A, dy 
a Veede VOT ZI 5 

„ Dacă pe. toi drumul de integraţiune avem! inegalitatea 
z ep 

R Se 
puteză dezvoltă binomul (1—R2y2) 2 în serie şi integra termen cu 

“termen, precum s'a procedat la calculul semiperioadelor K și 
-K” ($ 203). Metoda însă nu esie aplicabilă - dacă inegalitatea (5) 
“încetează de a fi satisfăcută. In acest caz, permutăm e, CU eg punând 

> 

  

  

o | 20 . Gr, 
Integrala devine | Ă a 

-(7) uz „1 j DN, ANI II og | fi D/A „Vera Vp) ip) Vera d VU Up 
* Lăsând la o parte factorul constant din membrul din * urmă, 

- să considerăm integrala Ă . „” 

şi de semne contrarii. Dacă dar aplicăm variabilei o. substituţiune 

So | RE 
| VU) Uz) 

Este important de observat că pentru a calculă integrala (8) este 
de ajuns a ne mărgini la un semiplan (3) situat de: 0 parte 'sau de alta a. unei drepte. nelimitate care trece prin origina 7 = 0; căci pe drumuri simetrice în raport cu origina, p trece prin valori egale 

lineară, care să transforme acea „dreaptă întrun cere cu centrul - x 

A 
>
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"în origină, astfel ca semiplanul în care se mișcă 1 să se transforme 
- în interiorul cercului, variabila cea nouă nu va ieşi din acel cerc. 

a fiind un ună pozitiv. 

e 

* 

1 
Fie 2a argumentul cel mai mic în . valoare absolută a lui Î73 

avem-($ 331) . -- | Sa Da 
x 2 = 

- az“ az 

7 

Fie D dreapta care trece prin | 
origină Și face cu direcţiunea po- 

” zitivă a axei imaginare un unghiu - 
egal cu a, acest unghiu fiind privit | 

„Fig, 63 pozitiv (lig. 65) sau negativ (fig. 66); Fig. '66 
după cum semidreapta D situată. 

deasupra axei reale este -la stânga sau la dreapta axei imaginare, 

    
l - 

5 5 . . ._.. stituțiunea: care transformă, semiplanul (9), situat la dreapta -linici 
D, în interiorul cercului : PI - 

Reprezintând prin "raza cercului ce voim să introducem, sub-   

  

ah Aa ES 

este de forma | DE 

pad DE (0) ae Ta | 

„Punctul y= î fiind-situat la dreapta liniei” D. ca- şi punctul 

= +1, 'punetele transformate. corespunzătoare vor Îi în inte- - 
Soul cercului (9). Să dispunem de constantele a şi L astfel ca pune- 

“tele ş y= +1, 3 = să se transforme î în punctele z=],. ==, Obui- 

  

  

nem egalitățile Di | Sa ă 
| ial 1 all e A Tep 
i o j a gg - - 1) Punând zei, 4 =t0B, B=— da) avem i=at33 ge - Când 0 va- 

riază dela —a la 0, punctul ș y descrie semidreapta. D, situată deasupra axei: 
“reale, dela o la O şi când 0 variază dela O la 7, 4 descrie a doua jumătate a 
acestei drepte dela O la co. Semiplanul (y), limitat de dreapta D, descrisă în 
sensul indicat, se găseşte dar la stânga frontierei ca şi interiorul cercului des- 
tcris în sensul pozitiv, Ceeace justifică transformarea conformă a celor două arii, 

Di 7. Pi . -
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de unde, făcând produsul lor: 

z=ae ; - 

prin - urmare, Ă , 

rece e 
Substituind această valoare în egalitatea 0); „avem. formula 

4 i-l a 
a IOSIF tz 

- care nu . conţine altă cantitate nedeterminată decât cantitatea 7, 
In această formulă să facem să se corespundă punctele y = —1 
și pi rezultă egalitatea 

_1— 1— VF. 1— _R i 
| FE = 
IE: AȚI 

Cantitatea l determinată de această egalitate coincide cu expre- 
„siunea (13) ($ 333) a cărei limită superioară în valoare absolută 
este dată de inegtlita tea 

7 

(12) 

Inlocuind în egalitatea (20) y prin —77 rezultă. 

z= — 1. 
. l2 

In rezumat, avem tabloul. următor de corespondențe 

IN - 5 a 
E be 

„Să aplicăm integralei (7) substituțiunea (11). Avem. 

A (22 :)- _4l (2—1) (1—02), 4 af LA 
FO tgp 1 lor) oa (ri 

ao__4l (+a (Ur+a + — 22 Ura) LAT (+: 

  

d: VUZE 
1—EB ra 

dz. Ă 

VI (= = = y
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| 381 „De unde 

y E aa 
dy _: 2. - "da ERA 0 TED 

şi prin urmare 

Ș ă 2 “ d a 
A CT Ea ED 2 - . di e | | - 

In integrala din urmă, punctul'z necşind! din cercul |z | = 7 

avem a 

| <a; 

prin urmare, valoarea absolută a lui 7 fiind mai" mică decât 1, avem IE] <1 şi cu atât mai răult e | 

ke. 

Putem așa dar desvoltă binonaul (1—l122)”7 în serie şi integră 
termen cu termen. Calculele de efectuat sunt aceleași ca pentru 

- > semiperioada K; obţinem (11) $ 203 desvoltarea 

  

  

, a da . 5 d | i ă - oa : 

P = (pe == [n rgazrateaa+...] Dă 
“în care | _ | 

. IE 7 - 

pe ea Da 
od (gag a Ji 

  

i ai L23-: Onu 
i E iza m, | | 

337. S'a presupus | 
les—egl 

| ea— es | |es—ec2|. In: cazul inegalităţi i > lea — ee |; care trage după sine inegalitatea | k | >] |, - aplicăm transformarea - (3). Obţinem aceleași: desvoltări, în cari / este înlocuit prin k şi prin urmare . - | 

=
 

LL
. 

> 

+ 

a | « 

=
 

I
I
 E
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CAPITOLUL XXVI. . 
APLIC: AȚIUNI GEOMETRICE. 

“Cubica plană. 

338. Orice curbă ireductibilă de gradul al. treilea fără punct dublu 
se poate aduce, printr o transformare omografică, la forma norivală . 
a lui Weicerstrass 

Di poa Sa Se 
82 Și 8a fiind două. constante. reale, dacă coeficienţii curbei sunt 
reali | , | " - 

„Să observăm mai întâiu că cubica (1) admite un punct de infle- 
iune la infinit, cu tangenta în acest punct, paralelă la axa: Oy. Putem pune acest fapt în evidenţă aplicând, de ex.» transformarea 

7 > ” - 2 d 2 L=— ==; - O pu y 
ecuaţiunea (1) devine „ 

ÎN CD y > A gay? — gay, 
a: 

. Punctul 7.=o0, y =o este un punct. de inflexiune al curbei - 
transformate şi 7f =o este tangenta în acest punct, căruia” cores- 

y . punde punctul (z=oco, y= 00) în divecţiunea. =00, 
“ LR 

Pentru a aduce ecuaţiunea unei cubice la forma normală, va fi. 
dar necesar să aplicăm ceuaţiunii o transformare” omografică astfel 
încât-unul din" punctele sale de inflexiune” împreună. cu tangenta 
în acest punct să fie aruncate la infinit, într?o direcţiune convena: 
bilă, | îi - . 

Fie DI i . 
CO A Rao. | “ 
ecuațiunea unei cubice ireductibile și Ă 
() aa “aztiyte=i =o, 

ecuaţiunea tangentei într "unul din punctele sale de inflexiune. 
Ecuaţiunea.. (1) se va puteă pune sub forma 

(3). (az+dy +6) p (7,9) + A(d +9 +0)2=0, Ea E 
| P(x, 2 y) fiind o funcţiune de gradul al doilea şi coeficientul A diferit 
de zero, căci dacă A = o, curba s'ar descompune într'o dreaptă 
ȘI o conică. Punctul de inflexiune este punctul de inters secţiune al 
dreptelor i 
(4). az by ded, dz+by+cd=o..
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Să punem E e Se 

(5) y =az+bytre, a =aa+rbytad 

„Şi să substituim variabilele 2, 2 în locul variabilelor. z, gy. Ecua- 
țiunea (3) ia forma | p 

(6) o Valy) rai =o, a 
în care (0, 0) =£0, căci cubica este, prin ipoteză, fără punet | 
dublu. E 
„Făcând în această ecuaţiune substituţiunea 

- | | (2) , , N | ; 1 Ă î - , 

4 Ă II = = - | să NI 0 Ani a E 
obținem o ecuaţiune de forma 

(8) (Y+BIA + Bo + ANS AN rAzĂ “Ag =0,. 

Aplicând, în fine, transformarea 

9 Em N+ pp + BX + Ba 
. . A . Ă i . - 5 A 2 > şi dispunând de paramelrele m şi n astfel ea termenul în £% .să 

-- dispară și ca coeficientul lui £ să fie 4; ccuațiunea. (8) ia forma 
normală - ” s , - _ - . N 

(10) o , MP = A — ga € — go 

fo Şi 83 având valori determinate în funcţiune de coeficienţii ceua- 
ţiunii propuse. N n ” A | 

Din ccuaţiunile (5), (7) şi (9) rezulță “că între coordonatele pri- 
„mitive (, y) şi cele finale (£, 7) avem relaţiuni de forma”, 

z. 

- atit os Bon-tya | 11), . = a SRL e 3 e Ii, (D O aE+fntp SPP - 
„Aceste formule constitue transforinarea "omografică prin care 

ecuațiunea (1) este adusă la forma (10)1) Da e 
- 339. “Teoremă. Coordonatele cartesiane ale unui punct oarecare. al ' 

„anei cubice plane se. pot exprimă întrun mod raţional cu ajutorul a. 
două funcțiuni eliptice având. aceleaşi perioada şi acelaş argument, 
  

  

1) Transformarea omografică pentru a aduce ccuaţiunea generală -a cu- 
bicei la forma normală revine la o proiecțiune 'stercografică pe un plan 
convenabil. Vâriul conului proiectant fiind în afară din planul figurii, se ia... 
drept plan de perspectivă un plan paralel cu planul care conţine vârful şi 
tangenta la cubică în unul din punctele sale de inilexiune, Curba proiectată 
variând împreună cu” vârțul ales şi - cu planul de perspectivă, rezultă că 
transformarea considerată se poate efectuă într'o infinitate de moduri,
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precum coordonatele unei, curbe 'unicursale, se exprimă întrun mod rațional în funcțiune de un -acelaș parametru. 

În adevăr, ecuaţiunea normală (10) se reduce la identitate dacă punem . . Ii e LS 
(12) E = pui 2 a: n=ptu; 8) 

„. Ducând aceste valori în formulele (11), obţinem, pentru coordo- - “natele (z, y) ale :cubicei (1) expresiunile- i 

  

| — Ma putfiputi 2 oxput Be putya (9) za, = - „Gputâputp “o aputBputy 
„Viceversa. Ecuaţiunea (13) reprezintă o cubică plană, căci eli- minând pu şi p'u între aceste ecuaţiuni şi ecuaţiunea 

p*u = 4piu — ga pu — ga, Da 
obţinem o ecuaţiune de gradul al treilea în z, y. . „In cazul f =, = Ba = O, -ecuaţiunea _(13). reprezintă. o linie dreaptă. i E N - "840. Teorema precedentă se mai poate stabili în modul următor, fără a reduce ecuaţiunea cubicei Ja forma normală. | Printr'un punct al cubicei luat ca origine să ducem o secantă 

i - y. = tz, a e ij i _ Sa care taie cubica în două puncte mobile ale căror abstise sunt de- „terminate de o ccuaţiune de forma - 

Az2 + 2Bz+C =.0, 

A, B, C-tiind polinoame de t de grade respectiv egale cu 3, 2 şi 1. De unde | o i _ ” 

| „= SA SEL Aaiiacă 
Expresiunea de sub radical este un polinom R (£) de gradul 3 sau 4, fără factori multipli. Căci. dacă R (£) ar fi de un grad mai mic, sau dacă ar aveă un factor multiplu, z'și prin urmare y sar puteă- exprimă în. funcţiune raţională de 'un parametru şi: cubica ar. fi unicursală, caz ce Presupunem exclus, - i 

La o valoare a lui î, la-care asociăm una din determinaţiunile “radicalului VR (5, corespunde un punct al cubicei;. și reciproc, 
unui punct (z, y) al cubicei corespunde o valoare pentru t = Z şi 0 

"singură valoare pentru RO, căci la două valori. diferite ale radi- _ calului corespund două puncte diferite, Putem dar;'scrie, fără a E



ass 

Y 
. 

“specifică cele două puncte corespunzătoare aceluiaș t, 

4) i a BIRO RO, | y = îz, 

Introducând variabila ' | 
: i ” mt o 

(01-) I us, i a RO 
| putem exprimă văriabila 4 şi radicalul YR (5 prin funcțiuni raţio- 

APLICAȚIUSI GEOMETRICE. 985 

nale de pu şi-p'u [Problema inversiunii]. Ceeace demonstră teorema. 341. Observare. Zerurile polinomului R (£) au o semnificare geo- „metrică interesantă, Ficcăruia din ele, corespund, pentru z şi, prin urmare pentru y, două valori egale; pun: 
- dar tangentă şi valoarea considerată a lui t reprezintă coeficientul unghiular al-tangentei dusă din origine la curbă; Polinomul R (4) - este de gradul 3 sau d, după cum origina este sau nu un. punct de infleziune 1)... a a] 

342. Transformările omografice lăsând neschimbate : proprietățile „Proiectie, : vom consideră, pentru a studiă aceste proprietăţi ale cubicei, forma: normală iii a 
(1) Posâto popi | 

secânta corespunzătoare devine. 

“coeficienţii ga şi ga fiind reali. Această ecuaţiune este identic satis-. făcută de expresiunile . - - a 
(2) _z=pl (4582 8) y = p' (us go a). | 
“Eiecărei valori a lui zi corespunde un punct al cubicei şi vice- „Vezsa, fiecărui punct (z, y) al cubicei corespunde o singură. valoare „pentru u, abstracţiune făcând de multipli de perioade. Avem astfel cecace se numește o reprezentajiune parâmetrică perfectă. Valorile congruente ale lui u dau acelaș punct, prin urmare, pentru a ob-. ţine cubica întreagă, este de ajuns a da lui w toate valorile, cu- prinse . în paralelogramul perioadelor, pentru cari Pu şi pu au valori reale, “ : ii ” ID Să examinăm mai întâiu proprietăţile cubicei. cari sunt inde- „_pendente de'semnul discriminantului 4 = 2 — 27 8 .- 
343. Condiţiunea ca trei-puncte ale cubicei să [ie în-linie. dreaptă. O funcţiune. lineară . - ii a 

a | Az + By+C 

7 

_ 1) V. mai departe ($ 349). 

25 DAVID EMMANUEL. ii 

, 

de coordonatele unui punct (2 = pu; Y = p'u) al cubicei: este o Ni
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funcţiune eliptică de u, de ordinul al treilea, având u = o ca pot - 
triplu; suma zerurilor acestei funcțiuni. este așa dar congruentă: 
cu zero. Reprezentând prin ua, Up, uş argumentele punctelor de in- 
tersecţiune “ale cubicei. cu dreapta” | E 

Az+By+C=0,. 
„vom aveă condiţiunea . po . a 

(3) aha, 
„Această condiţiune este suficientă. Căci, dacă prin cele două . 
puncte ale căror argumente sunt u,, uz ducem o dreaptă şi numim 
p argumentul punctului âl'treilea de intersecţiune al cubicei cu 
această dreaptă, avem | . 

ou buzko=0, 

prin urmare ug == v şi punctul corespunzător lui ug coincide cu cel 
ce “corespunde lui p. * - . 

Dacă ecuaţiunea dreptei este z— d=0, unul din punctele 
de. intersecțiune este la infinit şi valoarea corespunzătoare a lui u 
este =0; ecuaţiunea de condiţiune (3) se reduce la u, + up == 0, 

344. Formula de adiţiune a funcțiunii pu se poate deduce din 
consideraţiunile precedente. Fie - 

Da Pup da = PUz, 23 = pu, 
abscisele punctelor de intersecțiune ale cubicei cu dreapta 

A. 

y=az+b. 

Vom aveă, de o parte, pentru a determină aceste abscise, ecua- 
țiunea.. : ,. IE i. 

| Aa? — aa — as (aa + 0220, 
Ă a o. ÎN . a _ 7 

N 

de unde : ÎN e 
o 2 E 

ha ta=zi 
N 

, i . ă 

și, de altă parte, avem ecuaţiunea de condiţiune (3). Insă a fiind . 
„coeficientul unghiular al dreptei, avem i 

1 , 

Pi PU, 

  

a = ; 
| Pa Pia 

prin urmare 

ÎN a „i 1 (pus — pub - Pus Pua + pug = (aL). . as PU —. Pua



  

+ 

RE APLICAȚIUNI GEOMETRICE - "887 sau, în virtutea condițiunii (3), : Ia 
7 

? 9 Piu —p 2) 1 PU 
p (u, + 12) + Piu + pu = ps — pup 

4 
d. 

ceeace este formula de adiţiune a: funcţiunii. pu. Da 345. Fie, întrun mod: mai general, f (2, Y) o funcţiune raţională întreagă de gradul n în care nu: lipseşte- termenul. în an, - Această - funcţiune. devine, pe cubică, o funcţiune cliptică f (pu, piu) de o- dinul 3n, având în paralelogramul perioadelor unicul pol u = 0 de ordinul -3n, - Să: reprezentăm prin u; (£=1,3...j 3n). zerurile acestei! funcțiuni, adică argumentele “punctelor de“ intersecţiune ale cubicei cu curba / (2, y) = 0; vor avea condiţiunea / 

7 2 3n o E 
- (4) : ă B . î S ui=0, e | 

i=i 

d De exemplu, lăcând-n = 2, obținen condiţiunea ca şase puncte ale cubicei să fie pe o conică: , E a a e 
(5) - | Su =0, a , : _ ist . 

_ - “Dacă conica este tangentă la cubică în trei puncte, al6 căror. „„APgumente sunt u,, up; Us, condiţiunea precedentă devine, socotind ca dublu fiecare din aceste puncte, 
2 (tuia ua) =2mo, nos LE 

de unde 
, Ia 

N O. 
(6) - Miau sto ” ” 

iv3 - 
„Avem așa dar trei familii de conice de trei ori tangente Ja cubică. _ Două -din punctele de: contact ale unci conice dintr'o familie sunt "arbitrare, al treilea este determinat de ecuaţiunea corespunzătoare. (6) a “familiei. NE | _ 346. Prin punctele de contact ale căror argumente sunt u,, u,, U3; ce satisfac, de ex., condiţiunea - R 

(7) Mahu, A să facem să treacă: o conică, care: va tăia cubica în alte trei puncte 
țiunea (5), care în Virtutea! condițiunii (7), devine 

cu argumentele u,, Us, Ug. Între aceste șase argumente există rcla- - 

1) Luând m=n =-0, cele trei puncte Sunt în linie dreaptă; conica se re 
duce la o dreaptă- dublă. . Ei - Ia 25 -. - 

8) - Hg tus ruso 
| -



7 

-gente, diferite de tangenta în punctul considerat (p). - 

. 
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„adică cele din + urmă “trei puncte sunt și ele puncte de contact ale 
unei conice de trei ori tangentă la „cubică şi aparținând” aceleiaș 

familii (7). - a 
347. Tangente duse dela un punct ar cubicei. Fie v argumentul 

unui punct al cubicei dela care ducem tangente la cubică ; fie u 

- argumentul punctului de contact al “uneia din ele. Acest punct 
„trebuind să fie socotit ca două puncte, condiţiunea 8)» va î, 

9 „= Duto=dmotdnog 

de unde: argumentele punctelor de contact i 

(0) up ma re (m, n=0, 1). - 

Prin. urmare dintr'un punct al. cubicei. se pot duce: paru tan- 

Corolar. . Conica care trece prin cele 'patru puncte (10) și prin 
punctul p este tangentă. la cubică -în acest punct. În adevăr, fie 
9, argumentul celui de al şaselea punet de intersecţiune al cubicei - 

cu conica considezată, avem (5). “ 

pho—2p +20, +20, = == 0; , 

de unde „=, adică al şaselea punct, de intersecţiune coincide cu 

“punctul (e). * ă 
348. Puncte de infleziune. Un punct de inflexiune fiind socotit. 

ca trei puncte comune ale cubice: cu tangenta dusă în acest punci,- 
. . . , - - N . . PIE 
avem (3), reprezentând prin u argumentul punctului de inflexiune, 

(11) | “Bu =2mo, +-2no; a 

de- unde a ÎN 
(2) 2 2mo + 2Rog , 

Avem dar nouă puncte "de înflexiune, ale căror argumente sunt 

(m, n=0, L 2). . N 
-"9 

  

  

  

Ă respectiv - _ - 

Da 
0, - | —z | „ « Z . - 

13 203. alo, +03) dot 203 | - 
(5). gg 
ă Ap dau 40 &(o. +03). 5 

- 3 3 E: . 3 — 

Punctele figurate de fiecare linie orizontală, cele figurate de 
fiecare coloană, și, în fine, cele figurate de diagonalele tabloului 
precedent, sunt respectiv în linie dreaptă. 

îi
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Punctul u=0 (z= oo „y =00) este la infinit în direcțianea axei 

„Oy, căci 
Ie - | dy = 2 (2 b u . =0o, 

dz (pu Ji=o 

“ 349. Dirt un punct de infleziune se pot duce numai trei tangente 

  

la cubică, In adevăr, fie v argumentul” punctului de inflexiune dela ” 

„care ducem tangeniele; avem 

2mo, +2no, 
Us) : eg 

Argumentele punctelor de “contact fiind” - _ 

îs P cp » | = 
(15) go af —atos Şt tos, 

unul din ele este congruent. cu e, precum se recunoaște ușor prin, 

urmare unul din cele patru puncte de contact coincide cu punctul” 
inițial, - 

350. punctele de contact ale. tangentelor duse dintru un punet de 

infleziune si sunt în linie dreaptă. In adevăr, [ic s suma argumen-: 

„telor (15): e E Ma 
-- 3520420, ay; .. 

“unul: din! aceste argumente fiind congruent cu p, sumă celorlalte 

trei satisface „eongruenţa E cz A Sa 

: s—v=—3 92 (0, ko) 2 | 

care exprimă condiţiunea ca cele trei puncte să RE în linie dreaptă 

43) (S 343). “Această dreaptă se numește polara armonică!) 
punctului 'de “inflexiune (P). Fiecărui. purict de inflexiune cores- 

.- punde o polară armonică. _ 
„850. Teoremă. Raportul anar monid a patri u  tangente duse la cu- 

bică dintr un „punct P al ei este independent, de pozițiunea lui P.. 

-(Salmon). - 

Fie P (29 Yo ud) punctul dela care se due tangentele și 

A (za Yu u), B (22, Y2 2), C (zp Ya us), D (23, Ya u), A ” 

„punctele de contact. Să considerăm rapor tul” anarmonie | 

o = un _sinCPA * sin DPA III 
sin sin CPE sin DPB * E a 

care se” poate scrie. | | | 

2 N IC Ia DI _ Rea ERIC   

1) Acest nume este justilicat prin” aceea, că o secantă “oarecare. dusă prin 
punctul de intlexiunc taie polara considerată într'uni “punct armonie conjugat. 

cu el relativ la cele: două -puncte de intersecţiune cu cubica." 
z- Sa 

a.
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Si S2 Sa Sp reprezentârid suprafeţele wriunghiurilor CPA, CPB, DPA, DPB, 
| Exprimând aceste suprafeţe prin n. determinanţi în funcţiune de coordonatele. Vârfarilor. triunghiurilor, și ţinând seamă de iden- titătea „[form.: (10). $ 166] în care facem n==?, -: 

  

  

  

d pu pu - a 
(3) 4 p» po | d (ete) a(u—6) a(p—w) au) | 

În po po 7 ozoromP să 
. obținem . | j 

(4) _ Su _ olus=u)-o o(u—u5) a(ug + -kuj) fe, pă 

E ol U2) o(uz— us) a(ug-tuz+-us) ou, 

| 6). — alta) olui—ug altto-tu +-u4) (e); 9 s aluat) 6 alu) ) alea ta tu): ou). ; 

de unde . -. - . | 
(6 :R= alu —u) otuz—u,) alu, Lu ku) o O(g kuz ua), 

„0(u2—ug) a(tu—u) O(ug+u, ku) o(uo-tua ru) 
Argumentele punctelor de contact fiind congruente cu expresiunile 

. U9 u9 up = =, stea, 1900 top, ue o, 

avem, făcând substituție 

(7 poa) doara [e 2 | 6(0a— Wp) d(0a “+wp) 0.) 
Insă | - 

d(oa—c,) O(wa-t- &,) N ăi 

        

Ra Pop boa =0pea, Di . , ae y E „ N IN i 

Moazop) loatog) 
oa. op. PB Poa=ep—ea; 

prin .urmare o a 
i 

e ea—e, (8) Rs, da oep 
a, 8; y fiind numerele 4, 2, 3; întro ordine oarecare. Ceace demon- 

- strează. teorema. 

Făcând între. numerelă i, 3 2, 3 toate permutările „posibile,  « „expresiunea (8) primeşte 6 valori diferite. Reprezentând prin Q una 

N
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din ele, cele 6 valori vor fi i | 

1 a LL pl p-. - 

- oi | 1—e pool | 

două câte două inverse una alteia. Acestea - sunt valorile de 
cari este susceptibil raportul anarmonic al unui fascicol de patru . 

„drepte. 

„351. Distineţiunea cazurilor după semnul. lui. d. 

Os IL. A>o. Avem cu notaţiunea obicinuită: o, şi — reale şi 
d. 

„pozitive; e, >ea > e  Referindu- -ne la variațiunea. funcțiunilor | 
"pu şi pu, recunoaștem că, în cazul considerat, obţinem “cubica - 

întreagă, dând lui u cele două serii- de valori următoare: i. - 

= 10 -u real și variând. dela _— Ola +o, | 

20, = og + p, p.real şi variând în acelaş interval. 
NR Aa Oz este o axă de simetrie ; valorilor reale ale lui u cores- 
'punde o ramură infinită şi, anume, intervalul (0, + 0,) dă ra-. 
“mura situată dedesubtul axei şi intervalul (0, — 0) dă ramura 
“simetrică, A- doua serie de “valori ale lui u dă un oval: valorilor 

» cuprinse - în intervalul (0, +0.) corespunde” ramura situată 

deasupra axei Oz,. și. valorilor “intervalului (0, — w,) corespunde 
xamura simetrică. Punctele. de intersecţiune - -ale cubicei cu axa 
Oz suni date de u=o, o A 3, Oa cărorag corespund ab- 
scisele - D019 e, 6. „In aceste puncte tangentele sunt paralele cu 

Oy, căci avem 

il opeu-o,. [= [Fiorrazzion, tt îuai 
“Puncte de inflexiune, reale sunt „trei, date de valorile 

2c01 doo 20. - = , 1 Es , 
3 3. 3: 

punctul corespunzător, lui u = 0 este Ja infinit şi celelalte două 
sunt simetrice în raport cu axa Oz, situate pe ramura infinită. 

- Tangente duse dintrun punct (ug) al cubicei. Coordonatele punc: Ă 
| telor de contact sunt date de valorile 

_. | 7 imtrea (m,n=o0,(). ÎI 

- - . Ri : - 
  

Si + p' oa. nu poate îi nul, căci! “ altraiitrelea wa ar îi un zero dublu al 

funcțiuni p'u, Câre ar aveă în! paralelogramul: perioadelor cel puţin patru, 

Zeruri: ceeace „este „imposibil, - : . ,
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210 up real.. Două argumente—-32., ——- = o sunt reale: punc- 
tele de contact. corespunzătoare sunt pe ramura infinită, unul deasupra și celalt dedesubtul axei Oz. Celelalte două argumente fiind de forma 03 + br 03 + va (pp, va reale), punctele de contact “ “corespunzătoare sunt pe oval, unul deasupra şi celalalt dedesubtul axei Oz. o. Ă 
29 = 3 + pp reali: Argumentele. punctele: de « contact nu. sunt nici reale, nici. de forma aste. Aşa dar dintr'un “punct al ovalului nu putem duce la cubică + nici o tangentă reală, diferită de: „tangenta în punctul dat, DR 
Tangente. paralele cu Oz, In intervalul (o, + 0.) ca şi în inter- valul simetric. (0, — ww.) p u variând necontenit în acelaş sens, ure mează 'că. pe ramura infinită nu există tangentă paralelă cu Oz; „pe când pe oval există două asemenea stangente î în puncte simetrice 

i „cu axa. Aceste puncte sunt date de: 
valorile lui u pentru cari p'u este 

» maximum ($ 274, 30), 
„_“ Fârma cubicei poate fi reprezen- 
tată prin (fig. 67).. i - 
IL. A<o:—202 cea mai „mică. 

perioadă reală, e2 = POo2. ă 
„ Există numai ramura infinită, 

căci pu și pu nu sunt reale în 
& „âcelaş timp decât pentru valori reale ale lui u, abstracţiune făcând. - 

de multipli de perioade. - | 
Avem trei puncte de inflexiune reale, date de valorile 

  

_ 22, 4op 20. ma ga gi, o 
" Dint un punct al cărui i argument este up putem duce două. 

tangente reale, punctele de contact „corespunzătoare având argu-. 
mentele .:  _ 

- ra a) , Ă 

Tangente paralele cu Oz. Din studiul derivati piu ($ 277) 
- rezultă că dacă go, sau dacă 22>0 şi 83>0, nu există tangentă. 

paralelă cu Oz: curba are aceeaş formă ca ramura, infinită din 
cazul |.



rădăcinile. ccuațiunii 

- prezentată de (fig 68) 

3 
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Dacă însă avem . - a o. | 

22>6, 83 <0 

de unde eo, curba. are patru tangente paralele cu Oz în puncte: 
două câte două simetrice în raport. cu a- , g 
ceastă axă, Abscisele acestor puncte sunt . - 

  | 1 
Ga? —aa-0 _ 

Forma cubicei, în acest caz, este re- - . N - 

  Nj
 

    

  
Fig. 63 

II. Lemniscata, _ 
„852, Fie ă . 

(Da ia 02 2a2cos20 - 5 i 
ecuaţiunea Jemniseatei ; “a avem,  veprezintând prin u lungimea unui! 
are, - - 3 .- , 

DE „= 02 d ode 2402 La 
& n se. + = dain0 

| Făcând schimbarea de variabilă 

(3) .. | îi - Văsind= sing, 

avem, pentru lungimea unui are. mai "mie decât sfer tul 1 lemniscatei, 
luai dela extremitatea - axei, 

a a (o dp 
4 - Ă u == == e ă a 

( ) ae TA JI= şsintp i 

Membrul al doilea este o integrală eliptică de speța I I, cu modulul 

pe "Lungimea “sfertului lemniscatei. este-- 

    

O isi iZşsinip) “pi o 
K fiind sfertul celei. mai mici perioade. zeale, adică 

1 , a E 
K = Si „de | a, te =sinp) Vl gsinip V(i=5 (1—46),: 

Din egalitatea (4). rezultă relaţiunile 

[L p= ami? „cin = | uz s-a = deosp cae E E -
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853. Să introducem raza vectoare ge ca variabilă “indepen- 
„ dentă; formula (2) devine | 

Luând punctul dublu ca Cetigina arcelor, avem: DE 

Pentru a aduce integrala: din mefabrul al doilea la forma nor- 
- inală a lui Weierstrass, s să punem 

-a2 - z. 

(9) pi Sa 

i rezultă . i . 

UD d 
A | 4 (29—2) ; 

| (Di - z= r(s 4,0). 

  

Rădăcinile ecuaţiunii 22—2=0 fiind e, =Î, e=0, e =—1, avem 
„Pentru semiperioadele primitive o;, O expresiunile [(6), $ 284) 

! 
tr) Si Da dz 233 dz 
i ȚaG 2 

Lungimea jumătăţi unei. bucle este dată de egalitatea (10). cores- 
- punzătoare limitei superioare: =1 (9= 2); prin „urmare: lungimea 
„unei bucle este _ 5 . 

(13) „= '1=2aoj.. 
354. Să luăm, pentru simplificarea formulelor, lungirea semi- 

axei 'a=l; vom aveă 

| _ 02 =cos20 - a 

(14) z= 03 =P (ul4,0), - 
i I=2o0p 
Pentru funcțiunile cos 0, sin 6. rezultă . espresiunile liptice” ur- 

mătoare: 
| 

  

cos = || — 2 
ăi (5) a '2 Va pui, | 
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"Coordonatele; rectunghiulare z= 02050, y= = osin0 vor fi dar expri- 

mateprin formulele * . Ea 

06. pa LV | a | | Papu Vo pu - 
sau, ţinând seamă de relațiunile, 

| puea= Sa , (a= 1,2. Sh 

cari, în cazul considerat, sunt 

7 A OU 7 "-0au. Wu 2 K su... pu— > [= 22, Ut = 
„ii ou N ou: P i o - 

avem. . - DI - - 

ao 
“Puncţiunea ou este pozitivă în intervalul (0, 20), şi negativă în 

"intervalul (2, 40.) ; funcțiunea. 0u este pozitivă în. intervalele 

(0; 0), (3c,, 401). și negativă în intervalul (o, 30); funcțiunile 
dau, Osu sunt pozitive pentru orice. valoare reală u ($ 278), 

unde concluziunea: Când u' variază dela 0 la 20, punctul a PE 

descrie, în sensul negativ, bucla din dreapta axei ordonatelor, iar 

când u variază dela 20, la do punctul (2, 9) descrie, în sensul 

pozitiv, bucla din stânga axei. - i 

355.. Dipiziunea lemniscatei în părți egale. Sa presupunem una 
din. buclele lemniscatei împărțită în n părţi egale; lungimea acestei” 
bucle fiind egală cu cea. mai mică semiperioadă reală pozitivă 20 

rezultă, pentru inversele pătratelor razelor vectorii corespunzătoare , 
punctelor de „diviziune, -valorile - 

n u8)- - | : s-a) a) 2 a E i 

- Problema diviziunii buclei î în n părți egale: revine, dar la deter- 
minarea valorii ” « 

z. 
s. 

IE RE oz Plop - i 
căci, în virtutea formulelor. de multiplicaţiune, p [——4| se exprimă 

- 7 ” - , n - . Ă - 

în funcţiune raţională de P(. i o a
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vi Am văzut (Ş 174) că pnu se e exprimă în funcţiune, de pu prin - 
egalitatea | - 

ÎN ” . (pu (9) pu te, , 
ă - =1 -(pu) 

numărătoru fiind un polinom “de gradul 12 şi şi. numitorul de gradul 
—41; Dacă n este impar, nurmitorul este pătratul unui polinom 

1 
, de gradul-A- (n?—1) şi. dacă n este par; numitorul este de' forma 

p'?u G2 (pu), G fiind un polinora « de pradul-z-(r9—4). 

Dacă înlocuim u prin- 

  

20, » | tai , membrul întâi al ceuaţiunii (19). 

[e _.. 
2w, devine infinit, prin urmare „pSteste una din rădăcinile reale” ale n 

> „eeuaţiunii- , Ea 

00 ap) =0. 
Pentru n =2, “ecuaţiunea (20) nu există, Punctul: de diviziune 

„coincide cu vârful buclei. - po ie 
Să considerăm, în particular, valorile n=3 şi n=4,. 
10, n=3, In: acest . caz, _ecuaţiunea „diviziunii „este de gradul 2_ _ 

n 1 =4, “dată de a doua e alitate 16) Ş 174): - 5 g 

  

3 Su! a. Ă 3 p' u— & pu dea pu 7 e2-0 

Făcând 22=4, g 220 « ca -se. reduce la ceuaţiunea bipătrată i 
NE | 3 ptu-6 put = 0, - a 
-ale „cărei rădăcini sunt . 

Aa pa zi E 
Ra 20; 2dio_: - 20, 
Pg pa ra 

o pa. ș 7-a jap. 
“In ultima. egalitate seninele superioare și cele inferioare se 

corespund; ele sunt determinate în virtutea formulei de adiţi- 
une. Razele vectorii corespunzătoare punctelor de diviziune sunt - 

Lă 
  

  

  

determinate de valorile p a Și p Se =p Da Ele sunt aşa dar 
. egale şi: cele două puncte de divi iziune sunt punctele de: intersec- 
_țiune ale lemniscatei cu cercul având centrul în punctul dublu și
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o a 

a 3. - Se 

20, n=4, Ecuaţiunea este dată de a treia egaliiate (16) a para- 
grafului menţionat mai sus, în care. facem B2=4, g3=0: 

q5—5zi—5a22+1= =(zi —622+1) (22+1), (cpu) - 7 

Rădăcinile acestei ccuaţiuni, sunt 

  

  

> 

3 
„pot HP, n p So ppm Ia 

! P (au + 49) =—1+Y3, p[e ta 2 

cout 03 i 

2 Razele vectorii sunt determinate de Valorile . 

a w 30, Wc 
Pg sa > PO PS Z =P->- . - 

Unul din aceste trei puncte de diviziune este vârful . buclei 

(po=1) şi celelalte “două sunt punctele: de intersecțiune ale 
lemniscatei cu cercul:având ni în n punctul dublu şi raza - 

II. TEOREMA: LUI PONCELET. 

  

356. Piind date : două conici, nu ezistă, în general, poligon 
închis întruna din ele şi - circumscris celeilalte; dâcă ezistă unul, 
ezistă o infinitate având acelaş număr de laturi. 

Teoreme preliminare. ]. Coordonatele cartezitne z, y ale unei 
-conici „oarecari se pot pune sub forma 

(1) _ Aa p?u+b, pu+a, = a2ptu +-bp putea. 

Se apzu+b pute . ap?u-tb pute 
invarianţii 82 sai funcţiunii pu fiind determinaţi în mod convenabil. 

Pentru a: stabili această: teoremă să plecăm dela ecuațiunile: 

a 2 | __Mt?tbitea: = ast bat-bea. - 
. | at-+bt+e - _at+bt+e 

cari exprimă coordonatele unui punct (z,y) al conicei prin funcțiuni 
raționale de-un parametru f. In virtutea acestor ecuaţiuni, unei 
valori i corespunde, un singur punct (2, y) şi, viceversa, unui punct 
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(2,y) corespunde o singură” valoare a lui £; căci -eliminând £ între cele două ccuaţiuni, obţinem o ecuaţiune de gradul întâiu în £ cu | coeficienţi raţionăli în (2,9) 2... o | 
Fie te, ti, ta, te valorile parametrului £ corespunzătoare la patru puncte date oarecari ale conicei și fie e 
(8) Pt) (0), 
Să introducem acum funcțiunea: p (u | g2, gs), coeficienţii g; și Sa fiind invarianţii. polinomului (4) şi să punem Ă 
, | . 4 d 

br 
„Vom avea (14) ($ 292) | 

tota —, ae 
i pusi (to) ” o 

O ag 
VE == o pu. | 

[muz 7") - 
a a. ee . - DE In virtutea acestor egalităţi, lui -u=0 corespunde valoarea to 

- Și semiperioadelor - o, Oa (3, corespund valorile (£=1,2, 3); 
viceversa, : valorilor to» ta to, Î3, corespund, abstracţiune făcând de . 

“multiplii de perioade, . valorile u =0, co, oz, oa. a 
Inlocuind în egalităţile (2), £ prin valoarea sa (5), obţinem, pentru 

coordonatele (z,y) expresiuni de forma (1). Ceeace demonstră teorema. 
„ IL. Infăşurătoarea uhei drepte mobile trecând prin două puncte 

"ale conicei, “ale căror. argumente au o sumti constantă, este o conică 
care trece prin cele patru puncte fize corespunzătoare argumentelor - 
ui =0, or, oz, oa . 

- „Fie ce suma constantă și u argumentul unuia din cele : două 
puncte,. c—u va fi argumentul celuilalt punct. Referindu-ne la: 
formulele (1), vedem că coordonatele celor două puncte: sunt func-! 

“ţiuni algebrice de parametrul pu; căci, în virtutea formulei de adi- ţiune, p (c—u) este: funcţiune algebrică “de pu. De unde rezultă 
„că înfășurătoarea căutată este o curbă algebrică. Se poate deter- 
mihă gradul acestei înfășurătoare. Pentru aceasta, să observăm -că printrun punct al conicei trec două și numai două drepte ale familici considerate, căci argumentele u şi —u dau acelaş punct 
pe conică și acestor două argumente corespund argumentele c—u, 
e-t+u, cari dau puncte distincte, afară de cazul când constanta e 

  

_1) Dacă prin eliminarea lui 12 ar dispare și 1, ecuaţiunile (2) ar reprezentă ».0 linie dreaptă.
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_este'o semiperioadă' 1). Prin urmare printr'un “punet oarecare. al 
„conicei date nu.se pot duce decât. două tangente la înfășurătoarea 
căutată. Aceasta este așă dar o conică. : - 

357. Punctele de intersecţiune ale celor două conici. Fie argumen- 
„tul unui punet de intersecţiune ale celor două conici; tangentele 
duse din: acest „punct la înfășurătoare coincidând, rezultă congruenţa 

. cost (c—5), (modă 20 203), 

Luând semnul superior. 2), avem, abstracţiune de multipli de 
perioade, valorile, : Ra . 

v=0, O 0 cos, Ă 

  

| 3) In virtutea egalităţii p (oa—uj=p (oa+u), rezultă că din “orice 
„punct al conicei nu se poate duce decât o singură tangentă. la înfăşurătoare, . 
Aceasta se reduce dar la un singur punct, situat la distanţă finită sau la infinit. 

2) Semnui inferior dă pentru ce-o valoare egală cu o semiperioadă, căreia | 
nu corespunde nici o înfăşurătoare, precum am văzut mai sus. Să conside- 
răm, ca: exemplu, elipsa - 

. | 1 
i e “TE, VE. | 

şi fie valorile 4= =0, b=1, bi=0, lş=—1, cari determină vâriurile axelor 
- elipsei. Acestor, valori corespund invarianţii Bf 8s=0; prin urmare av em 

: - =p (ujâ, 0) * 
- a=t, e2=0,: e=—f1, 

. U0=0; US “U2S00a Udo | 
Să considerăm întâi cazul c=c, şi fie: (ze vo), (25 ya) două puncte ale elipsei, 

cel „dintâi arbitrar .având argumentul u=v și cel de al doilea argumentul 
O3—b = os tv, -Fie 0, 6, valorile lui t cari determină cele. două puncte; avem - 

1 , 

„dup dp tos 3 Ia 

  

o 1—0% 0, _ 
. e 17De mag: , . 

“ 1—0£ 02.—1 
pet, dpi ȘI = 20, 

0, - NR 

„oua VO = 2 

-adică dreapta care uneşte cele două puncte irece-prin centrul elipsei, 
2. Fie c= ai 6, și 0, având aceiaş semnilicare ca mai sus; găsim, î în vir= 

(e,— es) (ex —e,) tutea formulei p bb-ho)-e, Cana ee 08 - 

(6.—1) (0,—1)=2. aa 

"0% , Bâ— - o 
1ȚOs Nb iaz: 

Yi TYo d - 
Di—Z a - 

Dreapta considerată păstrează dar o direcţiune constantă, oricare ar îi 
argumentul v. ” 

„29% La acelaş rezultat. se e ajunge,. dacă Juăra CO 

De unde” rezultă z=—2a 

prin urmare 

. 7 Di - -



400 ÎN CAPITOLUL XXVI 

cărora corespund. pe conica dată patru puncte fixe, independente 
de valoarea lui: c, Făcând să varieze c, obținem o infinitate de conici 

„trecând, prin aceleași patru puncte ale conicei date. „ 
Să observăm că obţinem aceiaș conică înfăşurătoare dacă în- - 

locuim condiţiunea ca suma argumentelor să fie egală cu c, prin 
aceea ca diferenţa lor să fie egală cu aceiaș constântă c; căci punc- 
tele ale căror argumente sunt — ctu. „coincid respectiv cu punctele 
având argumentele cu. . a 

Viceversa. Prin patru puncte ale conicei C, pe cari în virtutea” 
teoremei I le putem consideră determinate de- argumentele u=0, 
015 002, 609, :să facem să treacă diferite conici: fiecare din ele este 

- înfăşurătoarea unei ' drepte_ mobile care unește două puncie ale lui 
"“C, ale căror argumente au'o sumă sau o diferenţă constantă. . - 

In adevăr, fie C una din aceste conici ; să ducem în puietul: 
al cărui argument este u=0 o tangentă Ja C şi fie c argumentul 
punctului- în care această tangentă taie conica C. Infășurătoarea 
dreptei mobile, corespunzătoare coristantei c, este o conică care 
trece prin aceleaşi patru puncte ca C', având aceea. tangentă în 
punctul u=0; Prin urmare coincide cu.C”, - | 

358. „Deinonstraţiunea teoremei lui Poncelet. a 
ÎN Fie C și C' conici date 'oarecari. Precum am văzut,-putem privi 

-C ca înfăşurătoarea unei drepte care unește două puncte ale lui. C 
având _argumente a căror sumă sau diferență este o constantă con- 
venabilă €. Dintr'un punct oarecare al lui C, al cărui argument - 

. fie ug, să ducem o tangentă la C; ; punctul de intersecțiuhe al acestei . 
„2. tangente cu C va aveă argumentul u,=ugte.- Din punctul (u,): 

“să ducem o a doua tangentă la ; ea va tăia conica C într'un al 
treilea” punct al cărui argument va fi-- ! 
În a St -to=ug 2. 

Continuând” în acelaş mod, obţinem pe conica C, puncte ale 
căror argumente sunt _ : 

lo up+c, uo-t20,. 3 une, 
N 

lormână varfurile unei linii poligonale ale cărei Jaturi sunt tangente 
„la C'. Pentru ca linia să se închidă cu n laturi, este necesar ca vâriul 

al arie să coincidă cu. cel iniţial, adică să avem 
(6) a „uothe=+ Uo. o ! e 

Luând semnul superior, . avem - | a a 

(7) i o nc==0, i 

SI relaţiune independentă de "punctul iniţial Ug. “Dacă această condi- 
țiune este. împlinită, linia „Poligonală se va: închide oricare ar fi
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“punctul iniţial. Prin urmare, său. nu există; :poligon de n laturi. înscris în C.şi circumscris" lui C' (cazul general), sau, dacă există un -ase- menea „poligon, există: o infinitate cu acelaș număr. de laturi. ... E Dacă în egalitatea (6) am lua semnul interior, am obţine o linie . poligonală âle.. cărei vâriuri se .suprăpun două câte două:. întâiul 
cu al arie, al | doilea cu al: mica, ete. Căci din „congruența 

- 
| do rit NE A - rezultă “congruențele. a 

A ones = lu), : =, 2 n; 
de unde | 

plu+( (n—he] =Pp (uo+-hc).. i | 
Prin urmare, revenim la punctul de plecare, descriind .laturile _ 

poligonului: în sens - invers. ie 

„caerroiul, XXV, De 

FUNCȚIUNI: MODULARE. oi 
sa .£ Di Pa e . 

Ţ. Perioadele înteghalei eliptice de, „seta 1 considerate ca funcțiuni de. modulul integralei, ._._... : 
359..Să considerăm integrala eliptică. de speța: I. sub foruaa ge- 

nerală - i . 
“3 - 

1 

w ue de, X= “ate aaa a za), VA 

și fie o,o' y două semiperioade determinate de integralele : 

i e re Sa = pe io Lp 

Aplicând variabilei z'o transformare 'lincară ” 

  

„şi reprezintând * prin a a 03, 04 "valorile lui z YU coresptinzăteare valorilor a da 3, d, ale lui: z, prin ae 
, | You ady = a) ) (9 — â) (y.— a) . . 
polinomul transformat al polinomului Ă şi prin o. 4  seniipe- rioadele corespunzătoare ale integralei. transformate, avem egalităţile 

| N ady - ,. (a dy: E Ga dj» o asa" 20, ori4 o VY . | 
FE | 

Na ali ME 
26 DAVID EMMANUEL, |. “
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Relativ la substituţiunea (1), integrala u este un covariant 

, > . . . 

şi perioadele sunt învarianţi relativi (transcendenţi) ai polinomului 
o AI X. Prin urmare raportul perioadelor 7 T=— este un invariant. 
o. 

absolut, (transcendent). Acest raport .rămâne așa dar neschimbat. 
- când aplicăm lui z o transformare lincară oarecare, De altă parte, 
reprezentând. prin î una din valorile raportului. anarmonic a celor 
patru zeruri ale polinomului X, raport, de asemenea invarianț. 
relativ la substituţiunea (3) prin care zerurile- “polinoamelor. x şi 
Y se corespund 1) ($ 99), rezultă că 7 depinde numai de.7. Avem 
aşa dar teorema: SE ă - 

Raportul 1 al perioadelor este  Jongiune de A şi, viceversa, 4 este: 
" funcţiune de i. ăi 

Această teoremă se 'mai poate stabili, aducând integrala u la 
forma normală a lui Riemann. - Su - 

_ Si fu , dz. Aa e 

65) îi E - “Vara (1—2)(1—42) - Aa 7 

în care 7 are semnificarea . menţionată . mai sus, și luând ca semi- 
perioade ($ 105) integralele - SR 

a. o | SI i 7 = 
(6) Di dz o = dz 

Va(1—2) )1=15 Jai (1— 75. 
A 

„dealungul liniilor drepte (0,1) şi (1, 3) , 

Pentru ca integralele (6) să fie bine determinate. este necesar 
d ca, în prima integrală, z să nu treacă prin punctul =— şi, în a doua 
Î 

integrală, z să nu treacă prin punctul O. Luând. drumurile de -inte- 
graţiune rectilinii ŞI - făcând dealungul „âxei reale două tăieturi, 

i - (, +0), (0,— o). 

va fi necesar ca, în expresiunca lui &, punctul 1 să'nu sirăbată tă- 
ietura (Î, + 00) şi, în expresiunca lui a, să nu străbată tăietura 
(0, — 00). Dacă 4 este real și „respeetiv mai mare ca 1 Sau mai mic 

-_ca zero, vom privi punctul Î situat pe: unul sau celalt țărm al tăie- 
_turii respective şi îl vom evită întrun mod convenabil. :Cu. modul 

acesta, luând arg? = 0 când 7 este real și cuprins în intervalul (0,1), 
arşi .va fi totdeauna cuprins între 0 şi sr, sau între O și — 2, după . 
"cum A va. fi deasupra sau dedesubtul axei reale, 

  

  

1) Dacă „unul din  poineame este ae. grădul 3, cel _ăe al patrulea zero se 
” înlocueşte prin o. 

2 

, - 
.
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"360. Teoremă,. F uncţiunile o (Î), o'(4) sunt olomorfe în domeniul 

oricărui punct Î situat la distanţă finită şi diferit de O şi'1.: „ 
“Să considerăm funcțiunea o (7) şi fie Î9 un - punct diferit de 

0 și 1, nu situat pe, axa ' reală în intervalul (1, + co), Există - 
atunci un număr real r> 0 destul de „mic, astfel ca să avem 
r< |l— oz], oricare ar fi valoarea lui z în intervalul (0, 1). 

In interiorul cercului |? — 4 | = r, expresiunea - 

  

aa [i Iapa 
Pe Via a) e 

„se desvoltă într'o serie P (1 — 74), ai cărei . coeficienţi au valori 
finite când z variază dela 0 la 1. De unde rezultă, pentru integrala 

“ui &, o expresiune de forma E o 

N nos FU, 
(4 — în) fiind'o serie întreagă convergentă în cercul.|1 — 4 | =r. 

Să considerăm acum funcțiunea w'(î) şi să facem substituţiunea 

Data 
„obţinem -”- E ii : 

ă E, a Pa Pe | ÎI a RR z 
dez cae (8) TR SE RS d) Vz(—2)(1—72) Vz(1—2)(1—(—12 a. 

. - - - o . , 

„.- Integrala din membrul al doilea, lăsând la o parte. factorul +-i, 
este de acecaș formă ca aceea a lui o, în care A este înlocuit. prin 
1— 4. De unde conchidem 'că o'(Î) este o funcţiune olomorfă în 
domeniul oricărui punct 7; care nu este situat pe axa reală în in-. 

tervalul (0,—0) a i . 
"Dacă 7, este real >1, sau <0, vom privi punctul Îo situat pe 

țărmul superior sau pe țărmul inferior al tăieturii coreapunzătoare 
și modificând puţin drumul de integraţiune, astfel ca. drumul 

_modificat să fie echivalent cu cel: primitiv, conchidem ca mai sus 
că o() și a'(1). sunt olomorfe în domeniul” acelui. punct; Teorema 
este „aşa dar” demonstrată, 2 Aaa 

361. Să examinăm cum se comportă funcțiunile c(1),-o'(4) în 
domeniul fiecăruia din punctele 4 =0, 4 = 1. Pentru aceasta, să 
observăm că dacă în integrala lui Legendre. 

(1— 2) (1—A4222) 

3 

- punem 22=y, k2=4, această: integrală 'se schimbă în' integrala lui 
260 , -. Si " -
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Riemann; “de unde, pentru perioadele uw, o', valorile ... 
(9) i o=2K, a! = 2. | 

Dacă dar ne e referim la desvoltările semiperioadelor K, cK ($ 203) 
şi facem înlocuirile: „corespunzătoare, avem, în virtutea” formulelor 

-(12).ş i (25) în domeniul i =0,: an e 

(0) i o (i d 2 rotea e et 

aa las (ear d], poa 

Deasemenea, î în virtutea formulelor (25) şi ( 6) din acelaș paragraf 
avem, în domeniul punetului Â Ta 

  

(14) a) 2073 PU D . 

a Spot Do 
In. formulele (40) seriile. sunt. convergente. pentru 2 <a Şi, în 
formulele (11), ele sunt convergente pentru |1 —4|< 1. Punctul 
î = O-este un punat, ordinar pentru funcțiunea o (7)- şi punct sin- 
gular logaritmie pentru funcțiunea o 0; contrăriul: are loc relativ 
la punctul 7 =. | 

Din desvoltările: precedente vezultă că dacă î descrie î în, sensul 

  

pozitiv, cercul | 4 | = r<1, funcțiunea” w(]) se reproduce, pe când 
(4) devine, 

UT oa AD =a +20. 
Deasemenea, dacă 7 descrie, î în sensul negativ, cercul |: 1— | =r< 1, 
o 0) se reproduce, iar (4) devine. | 

(13) O) r2iz dU )=o0+2o. 
„Să presupunem, într un mod general, că 7 plecând dela un punct 

oarecare 7, diferit -de-0 și:1, descrie un drum închis care: să con- 
ţină "punctul î = 0, nu însă punctul 4 =, drurh ce putem înlocui 
printr'un- contur "elementar. corespunzător și: fie o, w, valorile 
finale; conchidem, scriind o, în-loc de co(70),...,. egalităţile - 

(14) a =, 0 =?oto. Da Pa 

Deasemenea, dacă curba închisă conţine punctul 2 = = d fără a 
conţine punctul 4 = 0, avem | Ă 

(15) so 32, o; =, | 
„. Semnele =+ depind de sensul în care curbele sunt descrise, 

Din cele ce preced se conchide că dacă 4 descrie un drum închis, 
care înconjoară ambele puncte. critice, fiecare din ele un număr .
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“oarecare de ori, “valorile finale” ale semiperioadelor vor fi date de 
„egalitățile | | . 
(6) _D=ao+fa, | O =70'+50j, | 

a și 6 fiind numere întregi impare, f i Y numere întregi pare; sa- 
tisfăcând relaţiunea, : 

UD: ad—Bp=a. 
cr 

Transformarea considerată a perioadelor, care e rezultă din dru- 
- murile diferite ale lui 7, constitue o transformare lineară, ai cărei 
coeficienţi satisfac congruenţele 

(18) . a=5=24, B=y=0 (rmod.2): 
Aceste congruenţe sunt tocmai cele ce. corespund. perriutăriler 
dintre punctele critice ale radicalului Vă, cari nu schimbă : ra- 
portul anarmonic î Di - _ 

"TI. Raportul “perioadelor privit ca “funeţiune de: modulul i și, 
zice- -versa, Î privit ca funeţiune de raportul perioadelor, 

Î o (A 
362, aportul AIE psi poa : E i 2 

fiind i imaginar pentru c orice valoare finită Â diferită de 0: şi 1, rezultă 
“că funcțiunile o (4), oY(]) nu se anulează pentru nici o -valoare fi- 
-nită 4£0 şi 4. De unde rezultă, în virtutea teoremei (Ş. 360;, 

că T(Î) este o Juncţiune olomorfă în domeniul oricărui punct 1, care 
nu coincide nici cu punctul 'zero nici cu punctul 1. Voim “să stu- 
diăm corespondenţa ce există între planul (7) și planul (7), măr= 
ginit de cele două tăieturi (1, + 00) și (0, — 00). Pentru aceasta, 
vom examină mai întâi cum variază funcțiunile & (4). şi o 6). când 
î descrie axa reală, evitând punctele 1=0,4=1 prin semicercuri, 
situate deasupra acestei axe, şi un' semicerc cu'6 rază foarte mare 
R, având centrul în origine și situat de asemenea în: semiplanul 
pozitiv. In aria Jirhitată de conturul Simplu astfel format, funcţiu- 
nile o (7); a'(4), 7 7 (î) sunt olomorie ” 

1) Intre semipezioadele 0 Os ale funcțiuni p ll op 65) Și semiperioadele 
46), avem (10, ŞI05) cr. 

e = oa a o' = os aa 
  

“prin urmare, reprezintând - prin - o, o, semniperioadele corespunzătoăre 
lui 92 -şi:293, avem egalităţile 

, i 

os= au + fos, ', = oa + 603, 

“cari în virtutea congruenţelor (18), reproduc valorile e., €25 Es, și prin urmare 
lasă 4 neschimbat,: 

2) O luncţiune olomoriă în. domeniul oricărui punct situat: într'o arie, 
limitată de un contur simplu, este olomoriă în toată arin (|, $ 154).
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210, 0<î< 1. Integrala Se 

ÎN Et. dz 

( po v-a I—2) (2 7 
în care luăm argz = arg (| — 2) = arg (1— 2) = '0 şi radicalul po- 
zitiv crește necontenit dela Te A 

- = . pu = E 

“până la + 00, când 1 variază A N la 1 

Pentru a doua perioadă w, avem - 

1. a _ 

  
  

| pă dai dz 
(3) a-j Ve 1=2) 22) = ri z (21) (= 2) 

“radicalul din urmă fiind. real și pozitiv. Această integrală, ale cărei 

limite sărit “punctele critice 1 și = se poate înlocui prin integrala Â 
ale cărei limite sunt celelalte două puncte. critice ($ 77), anume . 
punctul 0 şi punctul, infinit, care, în cazul nostru este — oo, „căci . 

“linia (—oo, 0)'n'are. punct comun cu linia (4; ) "Avem aşa dar - 

egalitatea i 

Do
i 

La
nd
 

  
  

i d j de 5 
0. Îi 2 DU i Ia Ed | 
radicalul din membrul al doilea finid real şi pozitiv ca și cel din 
membrul întâi, 

” Sehimbând î în n ultima integrală semnul lui z, avem _ 

  
  

: ) ! dz . hi % . dz , 

asi j PUZ: 
prin urmare ÎN 

- . IN po % dz . -. i. 

“Făcând / să crească dela o la 1, integrala desert necontenit dela 
4 00 până la valoarea - 

  

„î:*3) Substituţiunea ză realizează aceiaș transformâăre.
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. 7 Ă : 

Din cele ce preced rezultă, pentru raportul — "o. expresiune! de 
: oa pi . 

forma Si a în 

N.
 

i 

e
l
e
.
 

Ge 
t fiind funcțiunea, reală de 7, care, pe când Î creşte dela 0 la 1, des- -. 

creşte necontenit dela +o.la 0... : : - ă 
“Aşă dar: Când Î descrie segmentul (0...1), 7 descrie, necontenit 

în acelaș sens, aza imaginară de la + ico până la 0, valorile ex-: 

„Areme fiind a : ă 

mayia, tine 4-B= o 
* Î=+0 > A+0 - 

„20, > 4, Punctul ? trecând dela 1—ela 1 + £ după un se 

1. 
micere. situat deasupra. axei reale, punctul =-' descrie un are care 

7 
diferă foarte puţin de un semicere având acelaș. centru şi situat 

_ dedesubtul axei i reale, Când Â descrie axa. reală dela 1 la + o, Di 

4. | 
pe ţărmul superior, 7 descrie “segmentul (1...0).pe ţărmul infe- 

_zior;.de unde rezultă drumurile câre determină. perioadele o, o, 

Pentru o, drumul este format din segmentul o, SE şi din pare A 

„_imul superior al segmentului ( 1); pentru w, drumul este format | 

a i [a 1 | - 
din ţărmul inferior al segmentului (4 ) sau, cecace este tot una, 

  

  

Â 
din țărmul superior al segmentului - A AR 

+ T 4 rw; 

(4, 1) (fig... 69). “Avem as. dar, 0 pă _ 
„Se . -- Fig. 69: 
pentru e =0,.- 

da 4 da A 
= = Fi TRI? _ 

i Vz(l—2) (1—12) - „Vz (1—2)(z—l) 7 

7 Sa 
ml N 

N Ie w=i _. “dz E 
: TR) ” 

|. , „2 1—z) (12—1) 

radicalele fiind reale și pozitive; 

1) După ce punctul 1=1 a fost înconjurat. Te
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„Să înlocuim aceste integrale prin altele ale căror liinite să fie. independente de . Consideraţiuni analoage cu cele din cazul pre- 

1 cedent ne conduc a înlocui drumul o, =], care. unește punctele o 4 
critice 0 şi 2 Prin. drumul (.. ”o0), care unește celelalte două 

puncte critice; iar” drumul [pa i) prin drumul [e 0, 0): Avem 
âşadar egalităţile a 

x 

  

E i pi ” % EI 

8) a d da | 
Ia | „Ji (4-2) u- a „PE | 

N 

| AI dz ED o d EEE EX da? , (9) „Pa Go) d Vezi N N EEZEE:) 
ap . aut Ei DIE „ a 

i. 

OV DU. 

Să punem : 

O 
A . o B=l. da. i a 

i să facem shtitțianile. 

„e Da _L. 1, UD a zi 1= oii 
" 6bţinem egalităţile 

- . . 
o 1 

, -t 

- | a=V], 9 ANI | - pdl i) (0 
N | “ sI i Ă dz : 

| „aaa 
în cari 4, este cuprins între FĂ i1 . . . 

Integralele din' aceste două egalităţi coincid respectiv cu inte- 
gralele (1) şi (5); prin urmare, făcând î să crească dela 1 la + ce 

  

ze l—z . . . a 1) Substităirea' z=7 2 realizează aceeaş transformare, . .:
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-- sau îi să î deserească dela 4 la 0, raportul E „ereşte mecontenit dela 

0 la + ce. De unde, în virtutea egaitățilr (7), 

. i „2 a) _i i - Si - i ez 

(A i - P i 
_ vw : aiB Iri , , 

t fiind o variabilă reală care creşte dela 0 la oo, când Fi crește dela 

1 la co. Acestei v variaţiuni a lui î, corespunde, pentru 7 un semi- - 
1 

cerc cu centrul în punctul 7 =7 şi raza. a situat deasupra axei 

reale, precum rezultă din egalitătea 

4 
ze 

  

      

i tza a 
Ta OSI a 

“Așadar: Când punctul 1 descrie țărmul stiperior (l, + co), punc- 

tul 1 descrie necontenit în acelaş sens un semicerc dela, punctul 1 =:0 

până la punctul 1=i, situat deasupra azei reale. Valorile extreme sunt 

dim (i +1) =0,, im = 1 
lao . . 

30. 14<0. Punctul / fiind situat pe țărmul superior al tăieturi 

Ls 

1 
(0; — 00), punctul 3 este: situat pe țărinul inferigir al acestei tăie- | 

turi; expresiunea Li o rămâne dar aceaş ca în cazul: 15, iar. expre- 
siunea lui o“ este... ie ia 

i: da i re dai , e j Ra - iai 

ta „2 (12) (1-42). , Va (12) (li): i 
  

  

  

> In prima integrală a- .  -. NICE 

vem (fig 700 FA 
N arg U— 2) =—27, ” Ș PE Po 

„arg z=arg (1—12)= Oi. Sa ” Tia. 10 . 

iar în a.dova . E ae a zu 

pi arg U—a) = 22a, „arg z =:— 2, arg (1 — d) =0.... 

Avem așa dar-epalităţile e i 

IE = î II dz e : „2 o Țaee taie 
_ w Fa 3 n ii _- - - 

| TOD | 
ii mo pie a 

(14) da dz 
  

  

a a ra 7
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Ultima integrală se poate înlocui: printr alta ale cărei limite - sunt 4 şi + o, Găsim, ca și în cazul 2 > egalitatea 

_ ” dz - dz o LT 

(15) PESE 5 , Va (20) (22) „ 

„] 

    

„Punând 

N _ da _l dz. - | 
(9 d (i a! N Vl DU 

avem egalitatea . - a - 
UD ret beti, 2>0,   

Pentru a vedeă cum variază £ când 3 creşte dela - —- 00 la 0, să facem - substituțiunile DDP A 
(8) ata, ai. 

  

  

obținem Ma | 

Vi dz 
= E 4-2) (442), 

(19) | o | m A dz - = 2 — dz - , 
|a= ji Iza 1—z) (1242) 147) 1 Va 1+2)(1-+13) | 

"Când 4 variază dila — — "co la 0, Î, variază dela 14 la 0; prin urmare. 

  

- integralele (9) coincid respectiv cu integralele (12) şi £ = E creşte - necontenit dela '0 la oo. 
Aşadar: “Când "descrie țărmul “s superior (2 co, 0), punctul 7 descrie necontenit, în acelaş sens, paralela la axa imaginară „dusă - prin punctul 3 = 1, valorile extreme fiind | pp : 

| im e (), = 1, umr(]) =1 + i00, 
=—0 2—0 

- x 

363. Să complectăm studiul de mai sus, examinând “în ce se transformă semicercul superior |4| = R, R -foarte: mare, precum şi semicercurile | 4 — 1 | = 7, [4 |= r, r foarte mie (fig. 71). . 
Relativ la semicercul (R), observăm că punctelor 4= + R cores- pund două puncte 7, 7; foarte apropiate de punctul 7 = 1 situate “ 

respectiv pe semicercul lr—2 =[=3 și pe paralela la axa ima- . 2 
ginară dusă prin : punctul 7 = 1, (fig. 72) Dealungul semicercului - (N), funcţiunea z(), fiind continuă, rezultă. că pe. când / descrie acest semicerc în sensul pozitiv, -z(4) descrie în sensul negativ un are foarie mic care uneşte punctele To Şi Ta. (fig. 72).



Deasemenea, - semicercului '| î — 1 | = r, r :foarte mic, descris 

. în sensul negativ, corespunde! pentru 7 un arc'foarte mic, descris 

în acelaş sens, care unește cele două puncte f,p corespunzătoare . 

valorilor 7 = Î Fr, cel dintâiu fiind situat pe axa: imaginară, cel 

1 1 
de. al doilea pe semicereul fe >l=3 (fig. 72). 

"In fine, pentru . a vedeă care este drumul (7) corespunzător 
-semicercului [4 | = r, să ne referim la desvoltările celor două pe- 
rioade în domeniul lui 4 = 0 _(10) ($ 361): 

00): oz uzi [ 4) tos ep); - 
0 | ME a de unde, punând 1= re, rezultă egalitatea 

eu a = [pia log Luta) 
Pi = 

în care e „tinde către zero împreună cu r; Pentru. 0 = Şi 0 =0, 
egalitatea ia respectiv forma ă 

z 

„7= ri, =. 

i fiind pozitiv, tinzând către infinit: împreună cuȚ. “Dacă dar d 

- variază dela la 0, 7 descrie, în sensul negativ, un arc (0g a) care 
diferă cu atât mai puţin de un segment de linie dreaptă paralelă 

-cu axa reală, cuprins între- axa imaginară şi paralela, ci dusă prin 

punctul T = 1, cu cât r este mai mic. a 
>. Din cele ce preced rezultă că dacă î descrie, î în sensul săgeţilor; - 

conturul abc R(— N) asa, reprezintat . prin figura 71, semicercul cel 
mare având raza R şi semicercurile cele mici având s 

  

raza r,t descrie, necontenit în acelaş sens, conturul. | a So. 
7 

OBproTi0oa  : reprezintat | 
prin fig. 72, plecând dela .- 
punctul « corespunzător : 

      

  

punctului a. De unde re: f d Ala 

= zultă, 7 (4) fiind. tune- _— 
-R 39% b!'€ R ţiuneolomorfăînariali- 0. 4 
ia mitată de conturul (fig. Fiz, 2 

- PT 4), că 4 este funcţiune. 
olomoriă. de 7 în aria limitâtă- de 'conturul (fig. 72) ( Trans- 
formare: conformă, $: 358). Făcând R să tindă către infinit şir 
către zero, avem, de o parte, semiplanul. 1>0 şi, de altă parte, aria. 

limitată de semicercul 

  

7->| >: Du “de. axa imaginară şi de pata- 2 
lela ei dusă prin punetul z=1. Conturul acestei arii poate îi privit 

7 
7 

„FUNCȚIUNI MODULARE au
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că un triunghiu având vârfurile 1T=0,r=1,z7z=io şi unghiurile nule. „Reprezintând acest triunghiu prin _T (fig. 13), conchidem: 

Puncjiunea î(r) este oloniorfă în triunghiul T; unui punct 7 in-: tertor 'sau pe. laturile triunghiului, corespnunde- un punct î în semi- „planul “pozitiv ], Viceversa, unui. punct 1, situat în acest semiplan, corespunde un singur punct 1 în-triunghiul T. Aza imaginară (7) | "corespunde segmentului 10...1); latura circulară şi paralela la aza imaginară "corespund respectiv  ţărnurilor. superioare ale tăietuiilor (+ 00), (— 00,0) e îi - | | 
„Corolar.. Din: corespondența biunivocă dintre ariile (4) şi (0), - reprezintate prin figurile 71 și 72,- şi “din corespondenţa” 

E _ analoâgă dintre semicereul 1=re%, 0(0.. a): 
și linia 09 a, „care se -depărtează. la infinit. 
;când r tinde către “zero, rezultă că: |î | 

„tinde către zero când z tinde către - infi- 
nit' dealungul unei paralele la axa imagii 
nară,. cuprinsă între această axă şi para-! 

„“lela:ei dusă: prin punctul 7=1. - 
364, 'Din “proprietăţile. funcţiunii 4(7),-- 
„de a fi olomoriă în triunghiul T (fig. 73) 
precum și ca laturile acestui" triunghiu și o a axa reală (/) să se corespundă punct cu punct, rezultă că funcțiunea î(7) se prelungește în afară din triunghiu: prin fiecare din laturile sale, astfel ea la două puncte simetrice îni raport cu ună 'din aceste 'laturi să corespundă puncte 'simetrice 

  

Fig, 13 

în raport cu axă. reală (1, $ 364). De unde ? 
rezultă că funcțiunea i (2) este olomorfă în 
triunghiurile simetrice cu'T, în raport cu 
fiecare din laturile “sale; şi că fiecare din 
aceste triunghiuri . şi semiplanul “inferior (4) 

    
se corespund punct cu punct. | 
Să considerăm triunghiul 'T' simetric cu 

. T în raport:.cu axa imaginară ; laturile a--. 
cestui triunghiu sunt” semiaxa imaginară | 

   

  

NE 1 1-A O 1 A (7 = ui, 2>0), senicercul 2+3] = situat a 2 a , Ne a , “i - ” . E "i Fig 4 
deasupra axei. reale, și: paralela la: axa ima- N a ginară -(7,=,— 1.4 it, 1>0). Acest triunghiu -și semiplanul negativ se corespund punct cu punct. “Triunghiurile T şi T” "din care su- primăm latura comună, semiaxa imaginară, formează un patru-'- later” circular. (fig. 74). Funcțiunea. 7 (2). este olomoriă în acest 

N 
Ă ă . .
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patrulater; ea tinde către infinit când -4, fiind pe contur sau în in- 

teriorul patrulaterului, se apropie de vârturile 7 =:4+ Î. În acest - 
patrulater, inclusiv conturul, 7 (7) poate primi orice valoare voim, 
fiecare o singură dată; exceptând valorile corespunzătoare contu- 
rului pe care le primește de două ori: anume, orice valoare reală 
1< O.corespunde la două puncte 7 = +1 it; orice valoare reală 
11 corespunde la două puncte. situate. pe' laturile circulare; si- . 
metrice în raport cu axa imaginară.- - - 

365 Corespondenţa biunivocă între , seshiplanul inferior () şi 
“triuhghiul "T' se :mai' poăte' obţine în acelaş: mod ca între semi- 

“planul superior Şi: triurighiul T. Este de ajuns,. pentru aceasta, a 
- “face ca î să descrie axa reală, evitând co A] | 
purictele * critice 0 și 1 prin! semicercuri” Op pi 
“situate dedesubtul axei reale, adică seg- ST 
meritul '4 (0.. 1) care este privit co- 
“mun -celor două semiplane și țărmurile inferioare 'ale tăieturilor 
(1, + 00), - 0,0). Este dar de ajuns « a consideră: valorile î>1 
şi 4<0. ' | Ie pr ” 

Fig. 75 

10,3 > 1. Punctul i find. situat: pe. țărmul inferior, punctul -. 

este situat pe țărmul superior între.0 şi, 1. Vom aveă, În, Jocul SI
 

ÎN EDER in formulelor (7) pe cele două următoare: : : 

i Pe Ă i Ă 

DI da- dz i , 
wW ÎI 3 

„aia sia) (îi) i- ia) TE) )(z=1). 

021 Aa na | 
IRI dz a 
W =t 

3
]
 

= 

coeticientul lui : i în o este de semn contrar. cu cel din o, căci în 
integrăla 

| 3 m d | a 
AI Ea Va(l=2) (iz) | 

  

  

nu se înconjoară punctul z=l (ti ig. 75). 
- , - 7
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20. 4 < 0; In I6cul formulelor (14) avem egalităţile. 

pl * - - Ia a E a is "da 

za 1—a) (1 E 
- 

a] aa La ” dz = i 
Va (12) 02î2) pe [2 = 

0 oc „a 

7. 

căci în evaluarea lui c se evită numai punctul z = 0. printrun E î „„ 2! semicere superior. (fig, 76). 4 JP a. “Radicalele sunt pretutin- Pa 4 Ț — —— deni reale și pozitive, | o pre ă 366. Comparând formu- - 
„ele (7) şi (22), vedem că “în. două puncte. Z, 4 situate fapă în faţă respectiv pe ţărmul su- ” perior şi pe ţărmul inferior, avem . a 

„o =ottrau, | m 
od 

Deasemenea din comparaţiunea- formulelor (14) și (23), rezultă esalităile a - 

a sn. ut +20 a | “Cecace e revine. a zice că. i dacă Î străbate tăictura (1,-+c0), o nu se schimbă, iar 4 se , schimbă în — - 

o 20, a 
după cum 4 trece din semiplanul inferior în ce] superior, sau în .. sens invers. Dacă însă 4 străbate tăietura .(—oo, 0), w rămâne neschimbat și a” se schimbă în i 

- o 20, 

semnele fiind determinate în „acelaș mod ca relativ la tăietura (1,-+00): Regăsim ' astfel formulele de transformare (14) şi (15) 

N 

„es 

($ 36). 
367. Să considerăm formulele generale . 
(1). 2= =a0 fo, o =po +60, Si . 

cari cuprind toate valorile ce. pot primi perioadele integralei 
N _(. di 3 E 
i u-f, 2-a) I— 2! a
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„pentru aceea valoare oarecare Î, formule deduse din perioadele 
iniţiale o, a, când punctul i străbate cele două tăieturi un număr 

- oarecare de ori (16) ($ 361). . 
In aceste formule, coeficienţii sint numere întregi sătisfăcând 

egalitatea - | i SII 

Q. o ooppaa a 
şi congruențele | - i [ a E 

LB). adi, pp 0 -(mod2): 
“De unde rezultă că între funcțiunile 
Se a : o za p9 

există relaţiunea 

po pd, 

Toate punctele z, legate . între ele prin această relaţiune, sunt si- 
tuate în acelaş semiplan cu 7. Căci, punând 

> ein, = ir, 
avem . . - | Ma e _ 

a. Sa m a e 

7 este așă dar de-acelaş semn cu AIE 
368. Formula (4) cuprinde totalitatea “valorilor lui 7 corespun- 

„- zătoare aceleași valori oarecari a lui 7. De unde rezultă că 7 (4) este 
- o funcţiune analitică multiformă cu o infinitate de ramuri, cari se 
deduc. din cea dintâu, în virtutea relaţiunii (4). "Una din aceste ra- 
muri, cea studiată mai sus, este reprezintată . geometricește prin 
patrulaterul D(T, 1”), care constitue domeniul acestei ramuri. 

“Dacă î descrie o curbă închisă fără a străbate nici una din cele 
„două tăieturi, adică fără a înconjură. nici unul din punctele 0 sau 

. 1 punctul T descrie” o curbă închisă situată. toată în domeniul D; 

- TUL, Substitațiuni modulare. Grup modular, : 
ea 

_369,.  Substituţiunile (4) formează un grup. In adevăr, fie ,. 

a pa tor pr = a rÂT A 
DD ae ati apr : De 

"două substituţiuni ai căror coeficienţi satisfac condițiunile (2) 3 şi 
(3). Subtituind în a: „doua : formulă valoarea -lui 7, obţinem 

  

7
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egalitatea -. Di n au FO T =, / . af i 

t, în care. avem. egalităţile-- | N a aa ini | a=ac +9f, Buofa tf, = 
pay -tp6, "6 =Bp +05, 

ai: căror -coeficienţi a, Ba, 6, satisfac condiţiunile (2) și (3); prin urmare, aplicând două oarecari. din substituțiunile (4), sau făcând, după expresiunea obicinuită, produsul a două din ele, obţinem o. substituţiune cuprinsă printre substituțiunile (4). Printre aceste substituţiuni se găsește şi substituţiunca identică, adică aceea care dă 7 =z. Ceeace demonstră teorema. e Substituţiunile (4) se: numesc substituțiuni modulare şi: grupul, pe care îl reprezintăm prin G, se numeşte grup modular. Două sub-- stituțiuni modulare 

se zic congruente (mod'2), dacă avem: congruenţele 

EI 

2 . a=a, Pf, y=y, 5=5 (mod 2). 
Două puncte 7,7 se numesc echivalente, relativ la grupul G, dacă! “sunt legate între ele prin relaţiunea (4). Două arii se numesc echi- valente, dacă toate punctele lor Sunt. echivalente. două „câte. două. „... Două punete echivalente nu pot coincide decât pentru „valori particulare ale lui z. Să facem în (4) 7 =7; obţinem ecuațiunea | 

: DI - B172+(a—6) r—p=0, 
ale cărei rădăcini sunt, în virtutea relaţiunii (2), 

da POPP | Pap - 
"Punctele astfel: dăterminate sunt punctele fize 'ale substituțiunii, “Toate aceste 'puncte sunt situate pe axa reală '1). 

370. Am Văzut mai sus că puncțul 7 fiind situat în domeniul „D rămâne în acelaș domeniu cât timp” punctul 4. nu ştrăbate nici una din cele două tăieturi. Ce se întâmplă când 7 străbate una din aceste tăieturi? : i i a - DI D . | N 
i 1) Egalitatea a + 6 = o este incompatibilă cu condiţiunile (2) și (8); căci, În virtutea acestor condițiuni, punând a == 24 +1, fp = âh, ar- rezulta ega- litatea imposibilă i | ai aaa o [ aaa (++) =—1, : y
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Să presupunem că 7 descrie o curbă închisă străbătând” o dată tăietura  (0,—oco), adică se învârteşte o dată în jurul punctului 10, punctul 1=1 fiind exterior curbei. Prin âceastă - mișcare, «se reproduce iar a” devine (14) ($ 361) w + 2%; de unde 
(5) Tora, 

după cum rotaţiunea se face în sensul pozitiv sau negativ. 
O rotaţiune în jurul punctului 4 = 1, reproducând o și schimbând w în w+ 2w, conduce la substituţiunea 

(6) ” - 7= o — LR | ă ot20 ata. 

    

după cum rotaţiunea sc face în sensul negativ sau pozitiv. Formu-, Iele (5) și (6) sunt cuprinse în formula generală (4), cea dintâi pentru valorile - a 
E _a=6=1, B=0, p=20; 

cea de a doua pentru valorile 

a=0=1, B=+2, | y=0. 

" Domeniul ramurilor transformate (5) rezultă dintr?o trânslaţiune a lui D spre dreapta 'sau spre stânga cu o distanță egală cu 2, “ 371. Să considerăm domeniul uncia din ramurile- transformate (6), de CX. aceea care corespunde sub- 

  

stituțiunii a - 

_ Pa, 
1+2 7 

. 
a ă 

IP. i Pentru a “obţine transformările triun- T Ţ. ghiurilor T, T' să facem observarea ge- 
_nerală următoare: - a 

“O substituţiune lineară transformând 
cercurile şi liniile drepte în cercuri (cari 
se pot reduce la linii drepte), T şi 1” se 
Vor transformă în triunghiuri ale căror 
laturi sunt reciilinii sau circulare, având -1 o latură comună corespunzătoare se- miaxei imaginare, Laturile acestor tri- unghiuri fiind perpendiculare pe axa reală, care se reproduce prin 

  
    

i 4 
2 

1 
w
o
 

„
O
 

Ga
la

 

Fig, 77 

substituţiunile (4), rezultă, în virtutea conservării unghiurilor, că cercurile în cari ele se transformă au centrele lor pe această: axă. Prin urmare, pentru a obţine transformata” unei laturi esie de . ajuns a.cunoaşte transformatele a două din punctele laturii, 27 DAVID EMMANUEL 
- 

7 

Z
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5 considerăm triunghiul transformat al lui T, 

9 Punctele 1 = 0, z = i0o ale semiaxei imaginare se transformă 
raport în punctele 

_ Ea . 1 7 , ? e Po ri 
linia transformată este dar semicercul 

4 1 4 T — —|=3 
4] 4- _ 

    

i care trece-.prin punctele 0 şi 3: . 

% Semiparalela la axa imaginară. 7 = 1 + 4, (40), se tran: 
tor în semicercul : 

  

“ 1 4 care trece prin punctele Y 3 T =3 corespunzătoare puncielor r=1 

şi z=1+io, 

  

T— i având punctul z = 0 - comun cu: 
axa. imaginară și punctul 7 = 1, comun cu paralela z=1+ LA 
se transformă într'un semicere trecând prin punctele zr=0șşi 

30, Semicereul 

z i ecuaţiunea . acestui semicerc este | 

1] _1 
T——=ie 

6| 6 
Triunghiul T este așă dar transformat î în triunghiul ale o cărui laturi 
sunt. scmicercurile | | | 

4 1 1 -[l - o) bas) lo 49 | 2-3 3... | . - 

notaţiunea (a, d) reprezintând semicercul care trece prin punctele | 
_T=a,T=0, situate pe axa reală. - | 

Procedând în acelaş mod, găsim că triunghiul T' se transformă 
în triunghiul ale cărui laturi sunt . 

pa a 

  

corespunzătoare respectiv axei imaginare, - paralelei la această : 
A 

zi od. 
2|' 2 

  

axă trecând prin punctul 7 =— 1 și semicercului
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Dacă din . cele două triunghiuri transformate suprimăm “latura 1 

. 
„comună (05), obţinem patrulaterul transformat. al lui D, , format | 

- , o o 4 , 4 

de semicercurile (5) f =). i ) (1,0) (fig. 17). Acest patrula- 

ter este așă dar echivalent cu D, relativ Ja grupul G; el corespunde 
punct cu punct cu planul 1, mărginit de cele două tăieturi şi con- 

- stitue domeniul ramurii transformate, 
372. In mod general, unui sistem de valori (a (a, B,9,5) sau aceluiaș 

sistem în care schimbăm semnele tuturor coeficienţilor, corespunde 
o ramură a funcţiunii 7(4); fiecare ramură posedă un domeniu în 
semiplanul 7 > 0. Acest domeniu se obţine. transformând domeniul 
(T, T') cu i ajutorul substituțiunii corespunzătoare, 

Ă - 

Metoda de transformare prin , simetric ie sau înversiune (tr ans- 
” for mare > pr in vaze vectorii reciproce), 

873. Să aplicăm triunghiului T inversiunea î în aport cu fiecare. 
din laturile sale, reprezentând prin A semiaxa imaginară, paralela ei 
prin B şi semicereul prin. C. In raport cu latura A avem triunghiul 
T', considerat mai sus; în raport cu latura B avem triunghiul Ti 

- simetric cu T, ale cărui la- 
"turi sunt latura B comună, 
latura paralelă trecând prin 
punctul 7.= 2 .și semicercul |. Ț T | - Ț | 

34 PL „Si 

Triunghiul simetric în ra- o Ţ 
-. -Port cu latura C este format: ca A C RI Me 

din această latură care ră- | — |. 
„mâne neschimbată şi din se- 

 mmicereurile (03) (a 1), -4 Zi 0. 4: — 

  

        
  

f
e
 f 

m
b
 

2 
“inversele laturilor A Bia 
(fig. 78), - o 

374, Papresiunea analitică a celor trei simetrii, 
Fie. : 

T= Ein, T=E—in,.. 

două puncte simetrice în raport cu axa reală ; punctele 7 și —7 
vor fi simetrice în raport cu axa imagiyară. De aci rezultă, pentru 
27*



4% „2 CAPITOLUL XXVII 
simetria în raport cu laturile A și B, respectiv expresiunile 

(1) Vs 
.. o N , i - _ 

(2) = —7+2,1) | 
"7 fiind un punct interior triunghiului T.' Simetria în raport cu la- 
„tura C rezultă din egalitatea | - o 

Re) 
CĂ 

27—1 

Expresiunile (1), (2), (3) sunt cuprinse într'o formulă generală 
care se obţine înlocuind în substituțiunea modulară ” 

de unde 

Bz 

  

Lă 
(4) E N a pr dr 

, | | - a-+fr 
7 prin — 7; de unde | | 

5) pi 
ar 

” Această. formulă cuprinde pe cele dintâi trei, dacă pe. lângă ega- 
„litatea a =6 =1, facem respectiv. - | 

B>=y=0;.. 8=0,p=2; -B=—2,p=0. - 
375. Substituţiunile reprezintate prin formula (5) se numesc - 

substituțiuni modulare de speța II, substituţiunile (4) fiind consi- 
„derate de speța 1. o 

Substituţiunile de speța II ca și cele de speța I, transformă 
semiplanul 7 > 0 în el însuş. Cercurile se transformă în cercuri, 
unghiurile se conservă, însă în ordinea inversă. Propoziţiunea 

„este evidentă pentru substituţiunea | o 

==, 

punctele 7 şi 7, fiind 'simetrice în raport cu axa imaginară, De altă - 
parte, substituţiunea E 

  

  

» FOT . = , 

a+fr 

D= Sin Pt EP 2 Poem ast 
1 0- 1 —i0 2) Din relaţiunea = pe”: » rezultă a = ge ' ; prin urmare, 

NA pd 0 ia [e -d4 Ț. 1 „d : — 2 = ; ——||T—=l=pp 2 punând 7 p>0e  „rezu ă 2 7] > 00 
-
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transformând semiplanul 7, > 0 în el însuş, conservă unghiurile 
cu rotațiunea în sens direct. Ceeace justifică propoziţiunea pentru 
substituţiunea generală (5), ae ie „= 970. Produsul a două substituțiuni de speța II este o substituțiune - - “de speța I şi produsul a două substituțiuni de-speţe diferite este o sub- 
stituțiune de speța II. ! ” Ă 

10, Fie j 

0 poată, 
o a—Br a —Bit, 

„două substituţiuni de speța II. Din cea dintâi rezultă valoarea 

  

1 a—Br. 
  

Ducând această . valoare în .substituțiunea a doua, obţinem pro- 
dusul i | 

îi - Va -t-Bar 
Tosa 

* Qatar 
în care avem egalităţile 

E | Tea Ta „Ba =0B.— Bas, 
2 =0P—Vâr 62 =05;—fBya 

    

2 =, a==6=1, Bo=p=0 (mod. 2). 7a Oa Do | - | , 
Produsul celor două substituţiuni este aşa dar o substituţiune de. 
speța I. o 
„2, Să considerăm substituţiunile | 

___p—67 Pi Fiti 

a—fi : Mt 
cea dintâi de speța II și cea de.a. doua de speța L. Eliminând Ti între cele două substituţiuni, obţinem produsul 

7p= (ap, 270.) — (By +00,e 

o lacatf— (Bas rof)z 

T1= 

  

al cărui determinant este 

aa tyf. Bu +68, a fa | 1 

ap, +75, An +05, Yu 
şi ai cărui coeficienţi satisfac aceleaşi congruenţe ca în cazul 10, Produsul celor două substituțiuni este așa dar o substituțiune de speța IL. N - 

| log 

> 6 

         



mo CAPITOLUL SXVIL 
": În acelaș mod se. recunoaște că intervertind ordinea: factorilor, 

produsul este o substituțiune de speța II: Ra 
Din cele ce preced rezultă că substituţiunile modulare de speța 

I şi de speța II, luate împreună, formează un grup, pe care îl numim” 
grup modular amplificat şi îl notăm G.. Grupul G este un subgrup - 
al grupului, amplificat G. | . 

Două puncte 7,7 sunt echivalente; relativ la grupul G, -dacă 
sunt legate între-ele printr”o substituțiune a acestui grup, substi- 

„„ tuțiune de speța I sau de. speța Il. Două arii se zic relativ echivae 
„ lente, dacă toate punctele lor sunt relativ. echivalente, două câte 

două. | - o p Substituţiunile modulare. de speța II, periodice de ordinul al doilea. îi . | 377. Se zice despre o: substituţiune oarecare că este periodică 
de un ordin n, dacă aplicând-o de n ori succesiv, se obţine substi- 

- tuţiunea. identică sau dacă „pulcrea a na a substituţiunii “este. 
egală cu unitatea. a Di a 

Printre substituţiunile modulare de speța II.sunt cu deosebire | importante, cele a căror perioadă este 2, Pentru ca substituţiuneă 

(1) Dai papă | N R. a—fr | 
să fie periodică de ordinul -âl doilea este necesar şi suficient ca pă- tratul ei să fie egal cu 4, sau ceeace este tot una, ca substituţiunea "7 şi inversa ei să fie egale înire ele. Din (1) rezultă egalitatea 

  

_p—ar 

- 6—Br 
. : 7 ” ÎN N . . Luând în această egalitate valorile conjugate în ambele membre, 

* şi scriind 7 în loc de z şi viceversa, avem, pentru inversă. substitu-'- 
țiunii (1), formula - ep “ 
a RR De par! 2 Vo 

de asemenea de speţa-II. Egalând-substituţiunile (1) şi (2), rezultă 
egalitatea Pat | “ 
(8): _6=a, | 

 Substituţiunile de speța II periodice de ordinul al doilea sunt așa dar date de expresiunca.. i ” 
(4) 7 - a p—a7 SI 

  I= = A Sa a—fa 
cu condiţiunile 

(5) 2—fy=1, 0:31, pzp=0 (mod3),
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- 978. Substituţiunile-(4) au o semnificare gcomeirică interesantă” 
“Să căutăm punctele ce una oarecare din aceste substituţiuni lasă 
"neschimbate." Pentru aceasta, să facem în €) Tr; obţinem ega- 
litatea DE 

(6) pica +35 +7 =0, 
Să punem 7=€E-kin; ccuaţiunea precedentă devine 

[3 e BEP) Dap, 
= 40, Dacă £=0, avem, în virtutea primei egalităţi (5), a a=xi 

şi punând y=2n, conform, congruențţii r>=0 (mod 2), ecuaţiunea 
(7) se reduce la 

Ș) ez2n, 
n fiind un număr întreg oarecare. Ecuaţiunea (4)-ia forma 

(9). Van, ” 
“ Substituţiunile reprezentate prin această. ecuaţiune lasă dar 

: neschimbate punctele 7=£-+ip situate pe liniile ($), perpendiculare 
“pe axa reală, n primind toate: valorile întregi dela — co la + 00 ; 
cle exprimă că punctele T şi 7 sunt. simetrice în raport cu aceste ip 

linii, numite, pentru acest motiv, linii de simetrie 1). 
20, Fie B20. In: virtutea primei: ccuaţiuni (5), ecuaţiunea (7) 

se poate scrie . Pi : “ 

| o [eo Paaa i | Na Om 
r 

= 

Această ccuăţiune. reprezintă o: familie de cercuri reale; având cen-. 

trele lor ec axa reală în unctele ez i razele corespunzătoare pe p Ş Ş p 

„egale cu 3 “B. fiind un număr pâr. Aceste cercuri sc e reproduc prin 

substituţianile: (4); raza cea mai mare a acestor cercuri este: 

corespunzătoare lui f= 2. „Acestei valori, a razei corespund sistemele 

o a [+1 +3, Fi i 
o TF 0, 42 

Centrele cercurilor a căror rază „este 5 au dar.abscisele 

L3 5 
== +=, —3so. 

pp ip 

  

1), Fic T=E+ini.v'=E'+in; avem în virtutea ecuaţiunii (9), E+&'=2n.
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4 379, Transformarea (4) este o inversiune (transformare prin raze peclorii reciproce) în raport cu cercul ce această transformare lasă, invariabil, E o „Pentru a demonsiră această teoremă, să punem 

a - 0 | | T= roe , 

de unde ” 
- - => A  —0 - T=—-+pe e | Să punem deasemenea - Da 

A 0 T=—>+pe , 
B 

Substituind aceste valori în (4),. obținem ecuațiunea 
| de pi | | 

care nu este posibilă decât dacă 0'—0==90, abstracţiune făcând de “un multiplu de 2z, 

„e 

| .. i q. e. d.. Două puncte 7, 7 inverse unul altuia, se zic simetrice în ra- port cu cercul: corespunzător, numit cerc de simetrie, prin ana- . logie cu ' cazul când; cercul reducându-se la o linie- dreaptă, cele două puncte sunţ simetrice în sensul” obicinuit al cuvântului de simetrie, | i Liniile (8) și cercurile (10) se numesc linii de simetrie ale gru- pului amplificat G. a | _ 380. Teoremă, Orice substituțiune a grupului “amplificat G irans- forniă un cerc de simetrie întrun cerc de simetrie (cercurile se pot reduce la linii: drepte). 
| - - In adetăr, fie C un. cere de simetrie şi V o substituţiune a lui. G, de speța I sau de speța II, care trânsformă cercul C în cercul C,. Substituţiunea inversă V=! transformă C, în-C. Fie V, inver-- siunca care lasă cercul C neschimbat ; produsul v- V, este o: substituțiune care ca și Vi, schimbă C, în Cşi produsul V-! V.V va transformă C în C,; prin. urmare substituţiunea V=v VvV reproduce cercul C,; acest cere este așă dar un cere de si- metric, _ a e 

| Observare., Substituţiunea V, este de speța II sau de. speța I, după cum V este de speța I sau de speța II, căci V, este de: speța II. cc a ” Să | 1.981. ici o dreaptă sau cere de simetrie a grupului G nu străbate triunghiul T, Aceasta rezultă din poziţiunea în plan a acestor linii:
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dreptele de simetrie sunt date de ecuaţiunile £=n şi cercurile de 
. . A “a simetrie au centrele lor în punctele => 

număr par; prin urmare nici una din aceste linii nu pătrunde în 
interiorul. lui T. ” . 

382. Prin metoda inversiuni putem acoperi tot semiplanul 
pozitiv (7) printr'o rețea de triunghiuri echivalente relativ la gru- 
pul G. Pentru aceasta, să inversăni triunghiul T pe semicercul CO, 1). Această latură rămâne ne- E . - 
schimbată, iar axa imagi- A Ț B 
nară şi paralela ci se SN 

Ă transformă respectiv în se- 

micereurile. [0,2 (, 1), 
- ” = . 

pe cari le reprezintăm 
prin c.; Ca. Triunghiul tran- 

“sformat -t are . vârfurile 

    
  - sale pe axa reală în pune- t, ta 

nd Ag tele 0, > l; unghiurile _ 

sunt toate nule. (fie. 79). a 1 a 2 3 i i toate „ie. 79. 0 13 3-3 4 
Aplicând triunghiului | 

t inversiunea în raport cu i - 
fiecare din laturile inferioare Pi ca, obţinem două triunghiuri tu la si- - 

7 

1 metrice în raport cu dreapta £ => 2 având vârfurile lor pe axa, reală, 
Inversiunea pe semicercul Cc, lăsând această latură neschimbată; două 

1 din vârfurile riunghiului t, sunt punctele 0şi zi al treilea vâri, trans- 
- 

1 formatul punctului r=l este, în virtutea inversiuni, punctul 7 7 = 3 

- Inversul î al triunghiului t în. raport cu semicereul c; fiind simetrie 
4 

cu triunghiul î. în raport cu dreapta £ = 2 are vâriurile sale în punc- 
12 (eu _ „_. - tele 5, 3 4, Laturile inferioare, al căror. număr este 4, formează _ - N 

un lanţ. continuu între punctele extreme 0,1. 
. Inversând fiecare din cele două din utmă triunghiuri î,, ta pe 

laturile sale inferioare, obţinem un număr îndoit. de triunghiuri, 
d două câte. două simetrice în raport cu dreapta & = 3» anume, 

, , N „ITAL , inversele triunghiului Fă pe laturile [0, 3) lo sunt triunghiurile 

425, 

i 
cu raza PF B fiind un”
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[o LI [2 ERP 0,73], 55]: cele ale triunghiului la sunt triunghiurile 23) (352 
-inaetia 3 2) E 2, a - sume rice > 53 , 3 z Tp* c. | 

- După n operaţiuni analoage, numărul laturilor inferioare este * 2, formând: un lanţ :continuu între punctele: 7 = 0,7 =4, | Triunghiurile cari se succed prin aceste inversiuni, sunt exte=- rioare unele altora, două triunghiuri vecine neavând alte puncte comune decât un vârf situat pe âxa reală, sau o latură tare le des- parte. i Să a E „De unde rezultă că totalitatea (Î, în î33 9...) a acestor triunghiuri „constitue o arie continuă, care, pentru n = Co, acoperă toată partea planului limitată de axa reală și de laturile A, B, | | Aplicând acestei fâșii o translaţiune, exprimată prin egalitatea _T =r+n, în care n primește toate valorile întregi: dela — co la “00, acoperim tot semiplanul pozitiv (7) cu o reţea de triunghiuri echivalente;. relativ. la G, laturile” acestor triunghiuri fiind linii de simetrie ale grupului G. Nici una din aceste linii nu străbate vreun -triunghiu a] reţelei; căci altfel, aplicând transformarea prin sime= -.trie în_ ordinea inversă, am! obține un cerc de. simetrie (cercurile: de simetrie transformându-se în cercuri de simetrie), care ar stră- bate triunghiul 'T, ceeace este imposibil ($ 381). | 
Orice punct din jumătatea planului pozitiv (7) este interior sau situat pe o latură a unui triunghiu al reţelei. Unui punct 7.din triunghiul T corespunde un singur punct în. fiecare triunghiu al rețelei și, viceversa, unui! punct: dintr'un triunghiu corespunde un singur punct în T. Pentru acest motiv se zice că triunghiul „este un domeniu fundamental al grupului G. „Această numire se poate aplică oricărui triunghiu al rețelei. _ | 383. Reunind două triunghiuri cari au o latură comună ŞI su- primând această latură, “obţinem un patrulater curbiliniu, echi- valent, relativ la grupul G, cu patrulaterul D(T,T”), format! din triunghiul T și simctricul lui T” în raport cu axa imaginară. 

Orice punct din semiplanul 7 > 0 este relativ echivalent pu un: punct al lui D şi numai cu unul, afară dacă acest punct cade pe una din laturile conturului ; în acest caz el este relativ echivalent și cu punctul simetric în raport cu axa imaginară. Vom consideră "ca făcând parte din conturul patrulaterului cele două laturi. din stânga, iar celelalte două laturi ca aparținând respectiv patrula- terelor vecine. Patrulaterul D constitue 'un domeniu fundamental al grupului G; el corespunde, punct cu punct, cu planul (Î) măr- ginit de cele două “tăieturi (1, + 00), “(0, — 00): triunghiul T
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- corespunde semiplaiiului (7) pozitiv şi triunghiul T. seniplonului 
(4) negativ ($ 364).  -. 

384. Funcțiunea modulară ? (0. Funcțiunea: 2 (2) olomorlă în - 
dreptunghiul D (1, 1”) ($ 368) este, în virtutea prelungirii sale 
analitice, olomoriă î în dreptunghiurile 'cari au câte o latură comună 

cu D și prin urmare olomoriă în tot semiplanul pozitiv. (7). Func- 
ţiunea Î(7) reia aceeaş valoare în toate punctele echivalente, relativ 
la grupul G, adică avem 

  

< cu condiţiunile e -, 

a 00—By=l, a=6=1, p=y=0 (mod 2). 
Această funcţiune i intră dar în clasa funcțiunilor automorfe 1); ca 

a primit numele de funcţiune modulară, ?. fiind modulul funcțiuni 

eliptice sn(v, 4). Din corespondenţa biunivocă dinte planul (7) - 
mărgitiit de cele două tăieturi şi patrulaterele echivalente ale gru- 
pului G, rezultă că, în fiecare din aceste patrulatere, ? (7) trece o 
'şingură. dată prin orice. valoare, convenindu-se, precum s'a văzut - 
în paragraful precedent,. ca dintre laturile echivalente, două câte 

două, să se considere ca făcând parte din patrulater numai cele 
două din stânga. Fiecare patrulater al reţelei grupului G consti- 

tue un domeniu fundamental al funcţiunii (7). Funcțiunea 10) 
nu se “prelungeşte dincolo de axa reală din planul (7). Căci patrula- 

terele rețelei tinzând către zero când punctul 7 'se apropie de axa 
reală, rezultă că domeniul unui punct 70, în care egalitatea | 

„ Da dh = P(7 — 7). 

este posibilă, tinde către zro, “când punctul 2 tinde către un punct 
oarecare al axei reale. Axa reală este așă dar-o limită; naturală a 

funcţiunii 7(7). | Ă 

385. Să înenţionăm expresiunea analitică a funcţiunii Uz) (S: 234) 

9.(0, 2) - (it +Q5+., =) — pe — [Ye LE ge 
Ă k ( 920, 7) —16 Lrag tag. 

Seriile 200, 4) fiind absolut $ și uniform convergente în cercul | q | 4, 
fără a se anulă în interiorul cercului, precum rezultă din expresiu- 

nea lor sub formă de produse ((3), $ 226), rezultă că 4(q) este o func- 
ţiune  olomorfă în interiorul acestui cerc. “Cercul |-g | = 1 trans- 

formatul axei reale (7) este o frontieră naturală a funcţiunii iq). 

  

310 funcţiune uniformă / (z ) se numeşte auoinorță, “dacă se reproduce „ 

când aplicăm variabilei transformările lineare ale, unui grup. ”
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"Avem, pentru primi termeni ai desvoltării. 
Lă 

i 
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= 169 (1 — 3q + AM4q—...); 
de unde, înlocuind q prin ei, aa 

1=16elae (1— Beit «Apei. .), 
386. Este interesa 

(1) 

nt a atătă că plecând dela 'expresiunea 

7 — 023 _ POz— Pa , ——" 

C1—€3 Pio, — Piz 
se poate probă că /(7) este o funcţiune automoriă și a găsi grupul - N N acestei funcțiuni, S 

Termenii membrului din urmă fiind funcțiuni omogene de or- dinul —2 în raport cu semiperioadele «,, op, w3 ale funcţiunii pu, 
. .. - j . - e [724 03 . 

„rezultă că 7 este o funcţiune de raporturile %3, = —1——; prin A 
- 

W , . 

urmare A este o funcţ - i 
semiperieadele o,, %3 

3 Wa 
O oa Oa | 

Wa iune de raportul:r=3. Făcând să varieze . - Ă ww - Ă ” 1 
astfel ca raportul lor să nu înceteze de a Îi imaginar, cantitățile poa variază în mod continuu şi rămân diferite între ele. Funcțiunea /(7) se prezintă dar sub forma „unui raport:a două funcțiuni analitice uniforme, continue, cari nu se anulează și nu devin egale între ele. De unde rezultă că (7) - este o funcţiune ana 

într'un mod continuu 
lori nu pot fi atinse, 

- discriminantul A =8% 
două din rădăcinile e, 

litică uniformă care rămâne finită, variând 
fără a trece prin valorile O şi Î. Aceste va- . 
precum și valoarea 00, decât în cazul când 
—27g2, tinde către zero; căci, în acest caz 
€2, e devenind egale, raportul (1) poate primi “una din valorile excepționale menţionate 0,1, oo. 

387. Să căutăm condiţiunile ce trebuie să împlinească două puncte z, 7 pentru ca să avem egalitatea . - 
(0) ir) =A2). i 

Să considerăm două funcțiuni 

p (u|eo-, 2) =p(u; a 82), 

P (ulei, 03) =p (u; gi, g:), 
cu perioade diferite. Fie | e A 

. 2 Dă ȘI Cr» €2, 63; e, e, 3 es rădăcinile respective ale ecuațiunilor 
 Aa8__o mg — : 3 Po 40%— ga 99=U, data =0,
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Avem, prin definiţiune, 

    

apte, 
| - e.— ea e4—€3. a - 

A __08—e3 __e1-+-2e3 1 (7)= = A. 
1 —es ei—e3 

, 

Pentru ca cealitatea (1) să fie satisfăcută, trebuie să avem 

  

- e ei - 

+2 +2 
Ca €3 

e. e? Ps A = DA | 
| _ €3 - Ca - 
- de unde E - . . 

a ei _ea A =, 
” e3 ea 2 „o. 

, 4 €1 o... sau, punând —=A, avem cgalităţile , 
e 1 e 

! es e e 

p batai „Eu 3 ea 

De unde, între invarianții celor două funcțiuni, olaiunil 

(3) Da . 82==H2 22, ga=Ke 53: -, 

Să construim o ă treia funcţiune 

P (ul, 03) =p(u; go 85) | - 
ale cărei perioade să fe determinate de ecuaţiunile 

„foi oa 
= =A, —=7, 
wi 01 - 

De unde rezultă valorile invarianţilor 

pg x foti i ps 5 a zf PL 
, o dot (mint lov 
(4) = , a gi = 35 5 1 _ Oi 5 7 1 7 

160s'6 (min lo; 

Funcțiunea p (ulov, 0%) având acecași invarianţi ca funcțiunea 
iniţială p (ul, 03), este necesar, ca sistemele (o, os), (o, 09). să 
fie echivalente, adică 

(5) -oi' =co,+foz, 03 =7o, dos, a6—fpy=1; 
de unde substituţiunea modulară 

. p 203 005 _p +or 

„(6) oo af | 

„De altă parte, în virtutea egalităţii invarianţilor 82 = E3 =2 
rezultă că rădăcinile ei”, e, es! coincid, în totalitatea lor, cu rădă- 

k



ap - “cArrrotuL xxvar: 
cinile e.ez, es şi sunt respectiv. egale numai pentru Valorile cari satisfac condiţiunile 

Ă 
(7) a5—fp=1, azi, p=y=0 mod 2): . i 

Aşadar, egalitatea Ar) =i(e) este posibilă pentru toate substitu- „ jiunile grupului. G.. . o, - Din analiza * precedentă rezultă dar că pentru toate alorile, Wa 
1T=-—=a+i$, satisfăcând condițiunea ca coeficientul lui i să nu.se % 

„anuleze, adică întrunul din cele două semiplane (7) = « în cazul nostru, semiplanul pozitiv, 6 jiind presupus >0 42) este o func- jiune automorță aparținând grupului G. . _qe.d, 388. Să considerăm un sistem complect de substituțiuni ale - grupului G, mărginind valorile” pare ale coeficienţilor la 0 şi cele | “impare la +1; alăturând valorile corespunzătoare ale semiperioa- delor și ale rădăcinelor Ca, av em tabloul 

  

a 7 0 oi 04 a; ei ez | e3 i 
7 al o0ho | “oja 03 E 63 'eş 

1] 0| 41 | 1] “op „a e, e Ca 
(1) 1| 10 4 O: o co e e, eş i 

1| 4|—1|_0| o 03 0 2 e- ea 
0| 1 —11-0|' a, 02 0. ep eş a 
Of a a Wa. 4 (3 ea. e e... 

Acestui tablou conespude tabloul următor, care cuprinde, în prima 
coloană, valorile: 7=— și, în a doua coloană, valorile. corespun- 

_zătoare 7! Pur): a 
7 RE | 7! 

po 7 a E - 

9 în .. Sa 
„- 0 7 1 2 - 3 i+r Î 

4 __Î A, 
| l+z 1—4: 

a. so d 4, 
z 

pi 34
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Să considerăm, pe lângă cele şease substituțiuni din coloana 

întâi, substituţiunile în cari ele se tranformă prin simetrie în ra- ? 
port cu axa imaginară. Funcțiunea (7) fiind reală pe axa ima- | 
ginară (7), valorile transformate ale lui 4 sunt respectiv imaginar |. 
conjugate cu cele dintâi. Reprezintând prin. 7 valoarea conju- 
gată cu, avem tabloul de transformări corespunzătoare tabloului (2): 

Ţ 7 Ă ” 

poa Ţ 

Dap o 
_ . î—1l 

7 Î_ - 

_ p 1. 1 _ 

- AI+T I—4 

„5 A 1—7 . 7 

- _u - , Ţ N i 7 

Substituţiunile 1, 20, 30, -50 sunt inversiuni pentru ambele va- 
riabile 7. și A “Punând. o 

z=Etin, zopiy . - _ 

și făcând. rr, ]'=4, obţinem liniile de simetrie corespunzătoare 

2. . €=0 - y=0 . 

Cp etno | po carco 
Er 25=0 . 22 p2—1=0 | 

Ep 1p2—1=0 dl i i 

389. “Tabloul (7) ne permite, a determină valorile « ce primește 
4» în punctele următoare . - - 

Ă — /3 
- I=i, ati Hi8, iii (mod. 2. 

— 
10, Trânsformarea T=— admite punctul fix 7=i căruia: co- 7 

respunde egalitatea 1=1— î; de unde 

a 
W | ii 4) = 3 

4



N 

ale cărei rădăcini sunt 14= 

x” 
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20, Substituţiunea Y = TI transformă Î în IZA pentru r=i, 

    

d 

7 a ZI ati, prin urmare * 
avem 7 = dpi IP i e | 

fl Fa Ig a = ] = a dj 22. , 
. a —1 +5 „89, Aceeaş substituțiune admite punctul fix r= e = ZIS, 

P-] 

d. 
TI sau ecuaţiunea 

  

acestui punct corespunde dar egalitatea 4 = 
a Şi 2—1+1=0, 

1+iVă —. Soluţiunea admisibilă este d 

8 „(ere ara, 
a. 

Aa ” 2iz 
i căci punctul 7=e03 fiind situat în triunghiul T”, punctul cores- punzător 4 este situat în semiplanul . negativ. 

1+iV3 | sa 
iz 

Punctul z=ei = 3 — fiind simetric cu punctul e3 în 'ra- 

  

pori cu axa imaginară, valorile corespunzătoare ale lui A sunt con- jugate; avem aşă dar 

(4) | o a [EiE) Ai 

  

2 

Valorile (3) și (4) ale lui 7 se pot deduce plecând dela substituțiunea l+z 
ca T=— a care admite acelaș punct fix 7=ef şi căreia cores= punde transformarea 

40. Avem (20) 

î (+= pa = 
de unde, în virtutea egalităţii (1) și Vinând scamă de cehivalena punctelor titi avem 

6)... (0 =4 (|+i)= 20 = 24, 
1) = )—]
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1V. Grupul modular [ (7). — Funcțiunea modulară J. (7). 

390. Substituţiunile grupului G sunt cuprinse printre substitu= | iunile modulare: A | Sa 
| | »__ pk+6r Ie i 

- (1) 
N Li a+fBr : | . _ 

  

ai cărei. coeficienţi sunt numere întregi, satisfăcând unica condițiune 
(2) De dd—By=1. o | 

“Grupul modular format de aceste. substituţiuni se notează /!; Două 
puncte 7, 7 se numesc echivalente, relativ la grupul '; dacă sunt 
legate între ele prin egalitatea (1). Ele sunt toate situate în acelaş . semiplan cu z. Punctele fixe ale substituțiunii sunt rădăcinile ecua- 

"ţiunii ce se obţine făcând T =r; ele sunt date de ecuaţiunea.. 

  

ceapa. 6 ap | 
Substituţiunea considerată este eliptică, parabolică, sau iperbolică 
după cum avem | | o _ : 

la+6|<2,, |2-+5|=2, ja++6|>2. 
_$ 391. Grupul G. este un subgrup invariant al grupului Iu 

Pentru a demonstra această teoremă să reamintiri “noţiunile „următoare din teoria generală a grupurilor. 

(1) Bale Baa Bapeoe Enyeee 
un şir de substituţiuni in număr limitat sau nelimitat, formând un grup G şi fie l o substituțiune oarecare. Substituţiunea reprezintată prin produsul . |. e d 
-, (2) 8 = high, - (1=0, 1,2...) 

se numeşte transformata substituţiunei 8)” prin substituţiunea 7, 
De unde, vice-versa, - 

(3) 

adică substituţiunea 8, -este transformata substituţiunei 8 prin 

ZI 

8 =>hsj h-t, 

7 substituţiunea” inversă pt, | Si Sa 
Făcând produsul a două substituţiuni de forma (2), obţinem 

egalitatea - - e A ae 
N of rr —1o = 2 pi PIE 

(4) i 5 5p (i - sh) (h 8) k | „(28,) ln 
N 23 DAVID EMMANUEL '
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care exprimă că produsul 5 3 a două substituţiuni transformate, 
este substituţiunea transformată. a produsului 28 prin aceiaş 
substituţiune h; de unde rezultă că substituţiunile” transformate 
ale tuturor substituțiunilor lui G, printr'o aceiaş substituțiune h, 
formează un grup G', numit grupul transformat al lui G. Se notează: 

GG Gr Gh, 
Fiecărei substituţiuni a lui. G corespunde o substituţiune a lui G” 
și viceversa, fiecărei substituţiuni-a lui G? corespunde o substitu= 
țiune a lui G. Se zice că 'cele două grupuri sunt izmorfe. Dacă 
substituţiunea fe aparţine grupului G, substituţiunile transformate 
reproduc . substituţiunile iniţiale, într'o ordine ! diferită oarecare: - 
grupul G' coincide cu grupul G. | | 

i II. Subgrupuri. Dacă o” parte din substituţiunile unui grup G,, 
pe cari le reprezintăm prin a a 

Do - So=l, SS... & A - 
. - Q.. - A 

al căror număr poate” fi limitat sau nelimitat, formează un grup: 
II, se zice că H.este un subgrup-al lui G. Fie T, o substituţiune 
a lui G care nu aparţine lui H, „Substituţiunile :- - 

(0 To Si Spui. 

sunt diferite între ele, ceeace este evident; ele sunt diferite și de: 
substituţiunile (1). Căci, dacă am avea S; T,==S,, ar urina să avem. 
T,=S, "Sp adică T, ar face parte :din substituțiunile (1): contra 
ipotezti,. a | - 

Dacă G conţine substituţiuni diferite de cele din (1) și (9), 
fie Ta: una din ele: Substituţiunile - 

+8) o Ta „Sia Sofa... 

sunt dar diferite între ele şi de substituţiunile (1). Ele sunt dife- 
rite și de substituţiunile (2); căci din S, T2=S, Ta rezultă Ts== de substituţiu n S, Pi 
Ss, S, T, adică 2 ar face parte din substituțiunile (2): contra 
ipotezei. . Si . N 

- Continuând în' acelaș mod, formăm un tablou 

1 Sp Sai. 
(4) _ Ta ST, Se . .. 

| N | “ Ta, S,Tz, SaTa, . 1... 

. . 

compus dintr'un număr limitat sau nelimitat de linii, care conţine: 
toate substituţiunile lui G, fiecare o singură dată. Prima linie | 

.. ” -
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„ constitue grupul H; celelalte linii neconţinând substituţiunea L nu formează grupuri. ” 

| 
Dacă liniile (4) sunt în număr limitat, fie m acest numi, se „zice că :m este indicele subgrupului. [. 
Transformarea subgrupului II prin substituțiunile lui G. 

„ Toate substituţiunile unei linii a tabloului (4) transformă HI într un acelaș grup, precum rezultă 'din egalitatea 

(ST)! H(S;1,) = Ta? (57: ns) Trei HTa. 
__ Substituţiunile - din linii. diferite transformă H în grupuri. în genere diferite, In cazul. indicelui limitat m, avem așa dar cel mult m _Subgrupuri. transformiate, | i - 

EH Ea Hm 
printre. cari “unul “coincide . cu Il. Se zice că “aceste subgrupuri sunt conjugate. în grupul ' G. Dacă subgrupurile - conjugate. sunt „identice, prin urmare grupul  H' se reproduce, oricare ar îi sub: | „stituţiunea lui G prin care îl transformăm, "se zice că -IH este un - - subgrup invariant al lui G. A “Demonstrarea teoremei “enunțată, la începutul paragrafului rezultă imediat. Fie E - 

Ep ip 6] e 

p 
- 

, 

-0 substituţiune oarecare a lui G, și 

V = (e, f) 
Îi 7 . 

7 d0- 
o. substituţiune oarecare-a lui /, neaparținând lui G. Avem 

ă wi O 5 i 2) 

p —a 

| 7—l 2 [(—5 B' a 2py ap — —Ba' N i ( y— Pe (= 5) >B' Ze) 
. 1 ar __[Qa Ș:) , 

| 
N = -( 9 | i Ă 

coeficienții a, fu 2 3, fiind determinaţi. de: ecuaţiunile 
a =a 0087) + —p5 +07)= =—at(a+0)p'p=-a=1, 

=a (af'—Ba')+B'(7p'—5a") =(a—0)af'=0, 
n P(—06' +87)-+5(— pd +5) 00. Â, =p pilaf! —Ba)-t5'(pp'— —dx)= ala +6) (7 

po
uu
) 

2s0



i 

s 

436 __ CAPITOLUL XXVII Do 
Cocficienţii substituţiunei transformate satisfac dar aceleaşi con- 

” gruenţe ca coeficienţii substituţiunilor grupului Gu prin urmare - 
. grupul transformat coincide cu grupul iniţial: V-1GV=G. 

q. e. d. 
392, Toate substituțiunile. grupuliai T se pot ezprimă printr'un 

produs de Puteri pozitive şi negative ale substituţiunilor elementare: 

(4) S(7) =z+1, 7-A, o _ 
precum rezultă 'din teorema ($ 125), relativă la orice transformare: 
liniară omogenă | 

0 =00, Boa 0370 FO; 
- o „de unde s6 deduce substituțiunea (1) a raportului a 

1 
- Substituţiunile: S şi T pot fi dar considerate ca „substituţiunile 

generatoare ale grupului: modular :/. Cea dintâi este parabolică 
"având punctul fix, 7 = co; aplicând această substituţiune- de n 
_ori, avem S* = 7 + n. Cea de a doua este eliptică având ca punct 
fix 7 =. Ea este periodică de ordinul al doilea: 

D= 

Pe lângă substituțiunile S'şi T să notăm substituţiunea repre- - 
zentată prin simbolul U, corespunzătoare valorilor 

. a=0,  f=—1, y=6=t: 

Ei 

  

, Ada | (5) | i | U=z = 

Pătratul acestei substituţiuni este 

(6) . U2 = = 1 = U— i 
[| d+r E 

de unde 

7- TU a 
Substituţiunea U este așă dar periodică de ordinul al treilea; 

» punctul Îix al acestei substituţiuni este 

—1+iV 3 , 
| „2 

Intre substituțiunile S$, T și U există relaţiunea 
(9) ST, 

de unde, în virtutea egalităţii (7), | 
(9) | * ST ST ST =1: 

Substituţiunile fundamentale S şi T nu sunt dar independente.
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393. Toate substituţiunile lui se pot grupă în șase clase satis- 

făcând congruenţele reprezintâte “prin primele patru coloane ale 
tabloului (1) ($ 388) pe cari le reproducem aici; 

  

  

            
  

  

a= | 6= | = | = 
. 10- 1 0 0 1 
204 Ţ0 1 1 00) - 7 (mod 2) 

aa | 1-]0 i 
Ă 5 04 1 [0 

60. 0 1 1 ja -     
Substituţiunile din aceeaș clasă sunt congruente între ele; două substituţiuni din clase diferite sunt incongruente (mod 2). Substitu- țiunile din clasa. 10 formează grupul G, care se mai notează I4. Sub- stituţiunile din celelalte clase .nu formează grupuri. 
Putem ordonă toate substituţiunile lui /' în şase clase conform tabloului precedent. Fie _ 

UD. Va = În Vas Vasea Voce. 
substituțiunile” lui Te şi. 

, Ă . ” - ie (12) Ă V, = 1, V:, V;,. .. Va 
- şase substiiuţiuini ale lui / aparţinând respectiv claselor (10). Gru-: pul /' se va puteă reprezintă prin tabloul . E 

Vi Va, Va ... Van 
ai | Va Vaz, VaVae ei Vo. 

(13) - vo Var Nava. . Van. 
0] Vas VaVa Vava-: ., Viva: 

Vs Vsva Vova:--s VoVa-i 
a Yo Vova VoVa..-, Vona e. 

„-. Substituţiunile fiecărei linii ale acestui tablou aparţin clasei - din care face parte primul element al liniei; prin urmare, elementele din două linii diferite sunt diferite. Cele din acecaş linie sunt de " asenienea diferite între ele; căci din egalitatea - a 
si NE Ni Vp . - 

"ar urma Vi = Vp. In fine, orice substituţiune a lui F, trebuind să aparţină uneia din cele şase clase, este cuprinsă în tabloul (13). Numărul liniilor orizontale fiind șase, se zice că sub grupul G are, relativ la grupul Ț, indicele 6; de unde vine notâţiunea TI; pentru ” acest subgrup. | Pe
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- -  Observare, Se verifică uşor că dacă în locul. celor şase substitu- 

țiuni V; , cu ajutorul cărora am format tabloul precedent, am alege . 
alte şase incongruente (mod 2), am „obţine aceleaşi -substituţiuni 
ale lui 7; ceeace se modifică este ordinea liniilor Și aceea a substi- : tuţiunilor cuprinse în aceste linii. IE 

- Să ne închipuim, de ex., că am înlocui substitu iunea V, prin - | , 3 CA "2. substituțiunea Vv,, linia a doua a tabloului ar deveni 
Var, VaVr:Va, VaViVase e VaVEVa pe - 

> Insă substituţiunile : 
i Va VrYVa a VEVa pe e . 

nu difer de substituţiunile (11) decât prin ordinea lor. Linia a doua 
ar fi. înlocuită prin. a treia și, în această linie, substituţiunile ar fi i -p . ? . “ dispuse într'o ordine diferită decât în cea. dintâi. 

394. Amplificarea grupului. [. Este util, pentru împărțirea semi-. 
planului pozitiv (z) în domenii fundamentale, de a amplifică grupul 
IT, precum am amplificat grupul G, introducând substituțiunile 
modulare de speța II | Ă 

„707, (ID) RE O apa   

Produsul a două substituțiuni de speța II fiind o substituţiune 
de speța I și produsul a două 'substituţiuni de speţe diferite fiind 
o substituţiune de speța II, totalitatea acestor substituțiuni for-: 
“mează grupul modular. aniplificat Fi. Ă 

Printre substituţiunile (1) să considerăm cele periodice de -or- 
dinul al doilea 

N 

  
ra 

caracterizate prin egalitatea $ = a (3). ($ 377). Relaţiunea dintre. - 
coeficienţi se reduce la! - . 

(0) E fps. | 
„Propoziţiunile ($$ 379, 380) relative. la “grupul amplificat  G 

subsistă și în cazul grupului amplificat Z', anume: 
1.0 Substituţiunile periodice de ordinul al doilea (2) sunt inver- 

-. Siuni; substituţiunea (2) lasă neschimbată linia a cărei ecuaţiune este 
(4) BRA) = 206 +p=0, Ei 

„2.0 Orice substituţiune a grupului 7 transformă un cerc întrun cerc. 
“Dacă fi = 0, avem, în virtutea ecuațiunii (3), a = + 1; ecua- 

țiunea (4). se. reduce la | | ai 
06) 26 =
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7 număr întreg arbitrar. Substituţiunea « corespunzătoare (2) ia forma 

(6) e sp 

„ Punctele 7 şi 7 legate prin această ecuațiune sunt simetrice în ra 
pe cu dreapta (5). i 

Dacă AF£0, liniile, ce substituţiunea (2) lasă neschimbate, 
- sunt cercurile 

2 . ” 0 ES 
BI 

a. 

ale -căror centre sunt pe axa reală în punctele £ =z * Numărul 

întreg f poate fi presupus pozitiv, căci putem schimbă' seninele 
tuturor. coeficienţilor substituţiunii. Pentru f = Îl, a poate primi 

"orice valoare întreagă, valoarea corespunzătoare a lui ș, în virtu- 
tea relaţiunii (3), va fi y=a2—1, Obţinem astfel tabloul 
a 0 ta, 

PL 20, 2 si 
abscisele centrelor cercurilor sunt date de valorile lui a, 

1 E Făcând PB. = 2, raza cercurilor este 3 Valorile lui P fiind date z 

“de ccuaţiunea 2p = 02 — 1, rezultă că a primeşte numai valori 
impare. Aveni tabloul” de valori | 
i Ma a], 23, +5, 

| > a pu 
centrele - „cercurilor corespunzățoare sunt determinate de abs- 
<isele - - - 

A 3 | E La ka sie . o 2 2 - - 

Pentru f=3, valorile lui > sunt date de „ecuaţiunea 39 = o — 1; 
av em tabloul . , " 

ali, x? 44, ză, 

7 0, 1 5 S, 

Raza cercurilos este seg și abscisele, sunt 

zi, 22 ad. 
3 83)
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395. Să ne închipuim trase toate liniile de “simetrie; obținem 

astfel triunghiuri ale căror laturi sunt arce de cercuri. Să conside- 
răm liniile de, simetrie următoare: axa imaginară, paralela ei dusă 
prin punctul 7 = — 3 Şi cercul lz] = 1.. Figura S0 formată de 

cele două drepte nelimitate exterioare | 
cercului şi de arcul cuprins între ele 

A B ” poate îi privit ca un triunghiu ale că- 
rui vârfuri sunt punctele 

4 |. | aa 
T=e?=i, r=e5=e,  r=ico 

ODER II ORI E şi unghitirile corespunzătoare 3 3 0. 

| Să'reprezintăm acest triunghiu prin 1. 
„ Proprietăţi. - 1. Wici o dreapiă sau 
cerc de simeirie nu străbate triunghiul 
1; Aceeaş demonstraţiue, ca pentru 

E) triunghiul T al grupului „G ($ 381). 
Fig. 80 Unicul cerc de simetrie, care are cu 

triunghiul 1 un singur punct comun 

            

  

„Punciul e, este cercul cu centrul în punctul 7z=—1 cu raza 1, 
ÎI. Nu există substituțiune” modulară, de speja I sau de speța II diferită de substituțiunea identică (1 =7) care să transforme triun- „ghiul 1 în el însuşi. In adevăr, în virtutea acestor substituţiuni; 
A -. E E IER 2. a unghiurile se conservă; aceste: unghiuri fiind inegale [—, 2 R 9» 3? 

"urmează ca vârfurile să rămână fixe. Insă, dacă substituţiunea este. „de speța I, ea nu poate admite mai. mult decât două puncte Îixe, 
fără a se reduce la identitate 1); prin urmare este imposibil ca toate. 
vârfurile să se reproducă. Dacă substituțiunea este de speța II, 
ca lasă o latură neschimbată, iar pe celelalte două le transformă i 
în linii simetrice în raport cu cea fixă. Triunghiul nu se poate dar - reproduce. . : | A a i 

III. Au există în triunghiul 1 două puncte echivalente relativ. 
la grupul TF. Această propoziţiune rezultă din consideraţiunile ur- 
mătoare: SI . Di 
„10. Dacă “ar există, în. interiorul triunghiului 1, două puncte 
P,,- Pa echivalente, substituțiunea V care ar transformă P, în P,, 
ar transformă punctele vecine cu P, în punctele vecine cu P, (în 

  

1) Punctele fixe sunt rădăcinile ecuaţiunii . - 

- B+ (î—ajr—y=o. iai
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virtutea continuității), prin. urmare triunghiul. 4 în el însuş: ceeace 
este imposibil (II). - - 

2, Dacă P, este pe contur, substituţiunea V. care ar transformă. 
P, în P, ar transformă latura pe: care se ailă P,, adică o linie de 
simetrie, într'o linie de simetrie ($ 394) trecând prin Pg; triunghiul 
1 ar fi străbătut de o linie de simetrie: cccace este imposibil (1). 

„30, -Dacă P, și P2 sunt pe contur, :substituţiunea V care âr tran- 
+ sformă P, în P,, ar transformă un punct vecin cu P,, interior triun- 

ghiului 1, într'un punct eaterior acestui triunghiu, căci două puncte 
interioare nu pot fi echivalente (10); prin urmare substituţiunea 
V transformă triunghiul “1 într'un triunghiu adiacent, având cu 
1 latura comună pe care se află punctul P4. Substituţiunea V lă- 
sând latura comună neschimbată, transformă punctul P, într'un 
punct simetric cu el, în raport cu această latură, V nu poate 
dar transformă P, în P,. - IE a que, d. 

396. Ezpresiunea' analitică a simetriei în raport cu laturile triun- 
ghiului |. Fie 7 un punct în triunghiul 1 și fie 7 punctul simetric 
cu 7 în raport cu axa imaginară, sau în raport cu paralela la această 

"axă, sau în raport cu cercul. Acestor simetrii corespund, respectiv 
substituţiunile, pe cari le reprezintăm prin aceleași litere. A, B, C 
ca. ale laturilor triunghiului o | 

A =r' =—Ţ 

B=r=—1l—7 

K Capo. - 
. 7 

| "Aceste formule sunt cuprinse în formula generală -(2) ($ 394), 
“în care facem respectiv Cu i 

B=720i > 6-0, pol cel; Bai, 7-1, a=0, 
Se verifică imediat. egalităţile 

2=Bi=c2=1 | , | 

AB= 1, BA=1+s AC=CA == 

- - A E _- 

Boo Bo 
Produsele BA și AC=CA coincid respectiv cu substituţiunile 
generatoare. A Cu . soli Dorm_fon | S=l0 i T=(_ 0). 

_ ale grupului / (4) ($ 392). Celelalte produse se exprimă cu ajutorul | 
„acestora. Avem - | a 

BA=S; AB=S-1, BC=ST=U, CB=(ST2=U2, 
7 

7
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Substituţiunea 1 =AC=CA =— = 2 reprezintă dar: simetria A, ur- 
mată sau precedată de simetria c, E Toate substitujiunile grupului Î? se. pot exprima. cu ajutorul si-- - melriilor elementare A, B, C. Căci ' este format din TI. şi din pro- dusul substituțiunilor. lui F printr'o substituţiune de ; speța II, de ex., prin substituţiunea A; iar substituţiunile lui F se exprimă prin produsele formate cu puteri întregi pozitive și negative. ale substituţiunilor S=BA! și T=AC (Ş 392). 

397, Construcţiunea rejelei de triunghiuri ale grupului T. Săi inver- 
săm triunghiul 1 pe fiecare. 

“din laturile sale; vom ob- 
ține trei triunghiuri având 
cu d latura de simetrie co- 
mună. Se obişnucște a se 
nota triunghiurile transtor- 

cu cari se efectuează inver- 

tâiu două fiind simetrice în 
raport cu axa imaginară şi 

  

  

Tnate prin aceleași simboale 

siunile. Avem astfel iriun== 
ghiurile A, B, C: cele din-. : 

-1 -Î 0 - Z 4 = 2 cu paralela ei, cel de al trei- ! 
ii .. “lea fiind simetrie cu cercul 

- ă Fig. si : 

iz o Îrl=4. Varturile triunghiu- lui A sunt punctele i, =că, too ; “cele ale triunghiului B sunt. ” , A punctele —1+i, e, —gtio şi ale triunghiului C sunt punctele 

i, e, 0. Unghiurile în -aceste vârfuri sunt > 3 2.0, (fig. 8 1). 
Inversând triunghiurile A, B,Cpe laturile lor libere și aplicând aceiaș operaţiune triunghiurilor transformate, etc., acoperim semi- planul pozitiv (7) printr'o infinitate de triunghiuri echivalente cu triunghiul 1, ale „căror laturi sunt liniile de simotrie în. cari se ————— 

:) Pentru a obţine simetricul unui triunghiu, în raport cu una din latu- “ rile sale, este de ajuns a găsi simetricul vârfului cars nu se găsește pe aceă latură. Astiel simetricul vârfului op al triunghiului 4, în raport cu latura C, „este punctul 7 =o; de unde rezultă triunghiul C cu vârfurile o, i, e. Vârtul i al acestui triunghiu se transformă, în raport cu latur ura Oe, într'un punct a determinat de intersecția liniilor de simetrie în cari se transformă semiaxa imaginară - şi arcul' ie. 

4 Aceste linii sunt semicercul (0, A] Şi dreapta £ = -; ete, . 
- 

  

,
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transformă laturile triunghiului 1 prin substituţiunile formate de . 
produsele „substituţiunilor A, B, C, adică prin toate substituţiunile 
grupului Fi ($ 396). | E e 

i In particular, domeniul fundamental D (T,'T') al grupului G 
(Fig. 74), căruia aparţine funcțiunea î (7), este acoperit de 12 iriun- 
ghiuri, determinate de intersecţiunile liniilor de simetrie (fig. S1). - 

. lz]=1, le ztl=a lee = £=0, s= xl, ez 
S za . . a o. «Th lg $ 898 Nici unul din triunghiurile reţelei lui /' nu este străbătut 

de linii de simetrie şi nu conţine două puncte echivalente între 
„ele; căci altmintrelea, triunghiul iniţial 1 ar fi străbătut de aseme- 
nea linii și ar conţine două puncte echivalente. Ceeace nu este 

($ 395). - | PI “ 
Totalitatea acestor triunghiuri constitue refeaua grupului mo- 

dular [. Două triunghiuri vecine ale reţelei nau alte. puncte co- 
mune decât latura comună în raport cu care 'ele sunt simetrice. 
Vârfurile pot aparţine mai multor triunghiuri. Astfel vârful «i 
aparţine la patru- triunghiuri, vârful. e la șase triunghiuri și vârful 

“co la o infinitate de triunghiuri. Vârfurile echivalente cu cele -pre- 
-cedente aparţin respectiv aceluiaș număr de triunghiuri: 

Orice număr raţional fiind echivalent cu punctul co 1), rezultă 
că fiecare punct raţional al axei reale (7) este vâri al unui număr - 
infinit de triunghiuri ale reţelei lui 7 

Triunghiul 1, precum și oricare: triunghiu echivalent, 'relativ * 
la grupul Ț', este un domeniu fundamental al acestui grup. 

„399. Fie 7 =V(z) substituţiunea. de speța I sau de speța II care 
transformă _ triunghiul (1) întrun triunghiu V al rețelei ?). Când 
punctul z descrie triunghiul -1, punctul 7 descrie triunghiul V şi 
când 7 străbate laturâ “A, devenind T,=—7 (c fiind interior triun- 

“ghiului 1), 7 străbate latura echivalentă şi devine T= V(7) = 
"V(—2). Triunghiul V,, adiacent cu V prin latura echivalentă cu 
latura A,-este dar transformatul lui 1 prin: V (—7), însă. când 
descrie triunghiul 1, —7 descrie triunghiul A. “Așă dar triunghiul 
V, se obţine iransformând triunghiul 1 în A şi aplicând lui A” 
transformarea -V (7). Această substituțiune este.aşă dar egală . cu 
produsul AY (7) şi triunghiul “V, este reprezentat prin simbolul 
AV. Si Da 

  

  

:) = (2252) = A. 
| | a—Br T=3» 6 _ 

x 

*) Precum s'a văzut mai sus, triunghiul transformat al triunghiului (1) 
” Se reprezintă prin acelaş “simbol prin care se efectuează „transformarea, , 4 . ,
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Deasemenea, dacă, punctul z străbate latura B sau latura C a triunghiului 1; 7 va străbate. latura respectiv echivalentă . cu cea dintâi sau cu cea de a. doua și triunghiul în care V se trans- „ formă va fi reprezintat prin BV sau CV.:Aşă dar dacă V reprezintă un triunghiu al reţelei lui T, cele trei triunghiuri adiacente vor fi ” reprezintate prin AV, BV, CV. Din cele ce preced rezultă că se poate “lesne determină simbolul corespunzător fiecărui triunghiu al reţelei. 400. Ca. aplicaţiune, să” determinăm simboalele celor 12 triun- Shiuri cari compun patrulaterul D (T, T”). Pentru: aceasta, să ob- servăm că plecând dela triunghiul iniţial 1 şi făcând o rotațiune, 

- di. CC . "în sensul pozitiv,. în jurul punctului £ = e 3, care este un vârt co- mun al celor șease triunghiuri cari compun triunghiul. T”, obţinem. succesiv simboalele acestor triunghiuri; iar pentru a obţine sim- boalele triunghiurilor. cari compun iriunghiul T, simetric cu 1? În raport cu axa imaginară, este de ajuns, a multiplică pe cele din- : 

  

  

  

  

  

  

  

tâiu cu factorul A (7 = — 7). Obţinem tabloul 
” Ţ | 7 - | , P | : 7 | 

1 7 O Ă | —7. 
B.  _—l-—7 BA Ar 

CB = pa te LT, Ţ 

Bep BCBA 2 E To 
CBCB | —leBepa . 7 c Î+r Sa La - E * BCBCB=C = CA —2 

. DR IL, : Di 

1) Din: B=—4 —z C= 2 rezultă expresiuneă lui CB: a _ 

mai departe, BCB 

s - — 

  BCB) 7 =-— E ete. 
Ta „1+r 

Din B=—1—7, A=—7 rezultă expresiunea lui BA: 
n=—1—7 = = e, etc. 

Să mai observăm că -din expresiunile lui | B și C, rezultă egalitatea BCB =CBC, de unde CBCB = BC, CBCBA=BCA. -
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__ Primele două. coloane reprezintă triunghiurile lui T” în ordinea 
rotaţiunei și substituţiunile cari transformă respectiv triunghiul . 
1 în aceste triunghiuri. Coloana a treia conţine triunghiurile sime- 
irice cu cele dintâi şi coloana a patra conține substituţiunile cari 

“ transformă respectiv triunghiul 1. în triunghiurile coloanei a treia; 
ele se mai pot obţine făcând : rotaţiunea triunghiului A în sensul 

- iz . 
negativ în jurul punctului r=e'%, vârful comun al celor 6 triun- 
ghiuri cari compun triunghiul T. | 

Substituţiunile deduse din substituţiunea identică 7 =z prin- 
tun număr par de simetrii sunt de clasa I, cele deduse printr'un 
număr impar: sunt de clasa II; ceeace este conform cu teorema - 
($ 376). aa Da 

i 401. Reţeaua grupului (re[eaua modulară). Din reţeaua gru- 
pului amplificat 7 se deduce rețeaua modulară a grupului Ț. Reu- 
nind triunghiul 1 cu triunghiul. A formăm un dublu triunghiu 4, 
limitat de cele două paralele cu axa imaginară, cari trec prin 

. 

punctele 7== 4- 5, exterioare cercului. |r| ==1. Unghiurile acestui triun- 

ghiu sunt = Z, 0. In acest triunghiu nu sunt două puncte echi- 
- e Pi - , a * ” - 

valente relativ la grupul ./, exceptând punctele simetrice în 
raport cu axa imaginară, situate pe conturul lui. Pentru a justifică 
această propoziţiune să observăm că două puncte echivalente în * 
grupul 7 sunt a fortiori- echivalente în grupul amplificat 7; prin 
urmare în nici-una din jumătăţile acestui triunghiu nu pot fi două. 

"puncte echivalente în F'. Pentru «ca două-puncte situate, unul în 
triunghiul 1 şi celălalt în triunghiul A să fie echivalente în Î, trebuie 
să fie simetrice în raport cu axa imaginară (echivalente relativ la F); 
prin urmare, ele nu pot fi echivalente în T, decât dacă sunt legate 
prin una din substituţiunile NE 

> . | , -, 1 

Ţ i - - 

ale grupului . In cazul celor d'intâi două, punctele sunt situate 
pe laturile paralele, în cazul din urmă, pe cercul | | = 4, simetrice - 
în ambele cazuri în raport cu axa imăginară i 

Convenim a privi ca făcând parte din conturul dublului triun- 
ghiu A latura din stânga axei imaginare şi arcul cercului situat 
de aceiaş parte, iar laturile. respectiv simetrice, ca făcând parte 

din triunghiurile alăturate. Triunghiul A constitue un domeniu 
"fundamental al grupului /. !
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Reunind două câte "două triunghiurile reţelei, cari au o latură x - ec: Pal comună, formăm o reţea de triunghiuri având unghiurile za 0. 

Aceste triunghiuri acoperă tot semiplanul pozitiv; ele formează reţeaua modulară a grupului 7. , - Prin analogie cu: notaţiunea “rețelei lui-F, un triunghiu al re- jelei ' se notcăză prin simbolul care transformă triunghiul A în - acel triunghiu, De unde rezultă, pentru triunghiurile alăturate de 4, notaţiunile $, S—,T și dacă V este. o substituțiune care tran= * sformă triunghiul A' în triunghiul V, cele trei triunghiuri alăturate. «se Yor notă respectiv A 

_ SV, S-'v, Tv: 
în care S = AB, S=pă, T=AC=CA. 

Corolar. Dacă 1 = £ + 1 este un punct oarecare situat în triun- ghiul A, avem a | Ii | 

| a 
1 LE<» >]

 

  

De unde rezultă că putem înlocui un sistem de perioade 20, 203 printrun sistem echivalent, astfel ca coeficientul lui i în raportul 
——= 7 să fie > —: Acestor perioade corespunde inegalitatea w, 2 | - 

2 
IT “Tale je 

care asigură convergenţa cea mai repede -a seriilor ? (e, 9) (Ş 225). 

„402, FUNCȚIUNEA MODULARĂ J(7). 

402. Se numește, întrun mod general, funcțiune modulară, o func- jiune analitică de o variabilă, care se reproduce dacă aplicăm varia- bilei o substitujiune oarecare a grupului modular. T, sau a unui sub= grup al lui T,-şi se schimbă Pentru orice altă substitujiune lincară. Funcțiunea 4 (£) este cea dintâiu funcţiune modulară considerată, care a condus la funcțiuni analitice având frontiere naturale, Este evident că orice funcţiune raţională de î este o -Îuncţiune modu- lară, aparţinând grupului lui /, sau unui grup modular conţinând pe cel“ dintâiu ca subgrup. i "Să considerăm irnvariantul absolut 

8 
i 

_ 3 . 

(1) | = Dara It 3 - „sa —27g 

.
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a cărui expresiune: în funcțiune de 7 este (11) (Ş 100) 

| 4 Up | 
7 AI: 
    (MI J = 

Membrul al doilea fiind :o funcţiune raţională și simetrică, de 
“gradul 6, în raport-cu cele şase valori ce A (0) primește prin toate 
substituţiunile lui 7, se reproduce când aplicăm lui'r o substitu- 
ţiune oarecare a grupului 7 şi numai pentru acestea ; căci funcțiunea 
fiind de gradul 6 nu poate rehia aceiași valoare decât pentru: 
şase -valori 4. CN i | 

Funcțiunea J (2) nu se poate dar reproduce decât în -puncte: 
echivalente; prin urmare în triunghiul 1,- precum și pe contur ea. 
nu poate primi aceiaşi valoare decât o singură dată. In acest triun- 

“ghiu, 7 fiind diferit de 1 Și tinzând către zero numai când 7 tinde: 
către infinit “dealungul unei paralele la axa” imaginară (Corolar, 
$ 363) rezultă, în virtutea egalităţii (2), că funcțiunea J (7) este 
olomorfă în triunghiul 1 și tinde către infinit în acelaș timp cu 7, 

$ 403 Să examinăm variațiunea funcţiunii dealungul -conturului 
triunghiului 1. Dealungul axei imaginare, A fiind real! şi cuprins 
între O şi 1, rezultă că, pe această axă, funcțiunea J (7) este reală 
și prin urmare, în puncte simetrice în raport cu această axă,. ea 

„primeşte valori conjugate. De unde rezultă că pe paralelele la axa - 
imaginară, duse prin punctele 7 = e J(9-. primește valori 
conjugate ; însă punctele acestor paralele, simetrice în raport cu axa 
imaginară, sunt echivalente, în virtutea substituţiunilor 7 = z+l, 
prin urmare, în aceste puncte, valorile lui J (7). sunt egale: ele nu 
pot fi dar decât reale. a | E 

Deasemenea, punctele: cercului |7|= 1, cuprinse între punctele aia ia a 
(; es ) și (; e 3 ), simetrice în raport cu axa imaginară, fiind : 
echivalente, în virtutea substituțiunii 7 = — —» rezultă că J (7) 

T . - 

" dealungul conturului triunghiului 1. , 
Pentru a determină variaţiunea acestei funcțiuni dealungul 

conturului, :este de ajuns să cunoaștem valorile ci în vârfurile triun- 
 ghiului: i, i 00; e; căci, punetele acestui contur nefiind echivalente, 
între două puncte ale. conturului, funcțiunea variază "necontenit 

este real dealungul acestor arce. Funcțiunea J (£) este așă dâr reală: 

în acelaș sens. | 
„Referindu-ne la valoarea 7 (i c) = 0 și la valorile 

  

2 op ti
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[formulele (1), (3)] ($ 389), deducem, din egalitatea (2) tabloul de. valori cari se corespund: 

- - r|lio ăi e 
8), IJ| o 1 

"De unde concluziunea: dealungul laturii (i, i co), funcțiunea J. creşte necontenit dela 1 la co şi dealungul arcului (£,i) ea creşte necontenit dela 0 la 1. Pe a doua latură rectilinie J este negativ, căci este real și nu trece prin nici una: din valorile ce primește pe cele- lalte două laturi. Așă dar, când 7 variază pe această laturi dela e la e + oo, J descrește necontenit dela 0 la — o. | 
404. Din variaţiunea funcţiunii J (7) dealungul triunghiului 1, re- zultă că transformarea dintre acest triunghiu şi semiplanul pozitiv 

(J) este o transformare conformă. De asemenea, în virtutea simetriei, 
triunghiul A, simetric cu triunghiul 1 în raport cu axa imaginară, 
și semiplanul negativ (J) se corespund punct cu punct și transfor- marea dintre ele este o transformare conformă. Dublul triunghiu- lui A, format din câle două triunghiuri considerate | domeniu fun- damental .al grupului. /, ($ 401)] este un. domeniu fundamental. al funcțiuni J (7) 1). Aceleaşi concluziuni dacă înlocuim domeniul fundamental inițial prin oricare altul. Axa reală (7) este o frontieră 
naturală a funcţiunii J (7) ca şi pentru funcțiunea 7 (7). Toate punc- 
tele acestei axe surit puncte singulare ale funcţiunii. ? | 

405. Punctele 7 = i, 7 = e sunt puncte. multiple ale funcţiunii - -: J (7). Cel dintâiu este punct dublu, fiind vârf comun a două triun- ghiuri ale rețelei lui Ț, cel de al doilea este punct triplu fiind 
vâri comun a trei triunghiuri. Punctele echivalente z și v=— 3 

„coincid în: punctul 7 = î.. In domeniul acestui punct, avem dar 
- forma 

. Lenea), P(i)z0. (4), 

Punctele 
, 

| _ 1 ” __r+i Ei 7 T, TI = ZII > E 7 = DT , 

echivalente cu z coincid în punctul 7 = e. In domeniul acestui 
  

  

1) Domeniu fundamental al grupului este o regiune conexă astfel că. la orice punct al semiplanului pozitiv (7) corespunde un "punct echivalent în aceă regiune şi numai unul. Domeniu fundamental al funcţiunii este o re-. giune conexă în care funcțiunea primeşte orice valoare posibilă, fiecare o sin- gură dată, 
ă



" FUNCȚIUNEA MODULARĂ (7), 409 
punct, avem forma i - i o 

NS), Pleo, 

„raţional, precum rezultă din „expresiunea 

pt 5 i 
ae i 

Punctul 00. Acest punct este echivalent cu: oricâ punct real 

care poate reprezintă oric6 nimăr raţional. Punctul co „este așă 
dar punct singular esenţial. Când 7 tinde către co dealungul. axei 
imaginare, J tinde către -+.00 ; iar dealungul ordonatelor £ = ș Z: 
J tinde, precum am văzut” mai sus, către — o. 

406. Reprezintând prin 7 una din rădăcinile ecuaţiunii (2), ($402): 
“cele şase rădăcini sunt determinăte de substituţiunile (2): (Ş 388); 
„ele: corespund celor șăse . clase de substituţiuni ale grupului mo: 
dular 7 şi formează un grup de șase“ substituţiuni lineare cari“ 
reproduc funcțiunea J, privită ca funcţiune de 7. 'Se poate descom- 

-pune planul (4) în şase regiuni astfel.ca fiecare. din ele și planul (J) 
să se corespundă punct cu punci. Acest rezultat se poate obţine, - de ex., determinând regiunile din planul (7) corespunzățoare celor şase triunghiuri (£) echivalente, relativ Ia. grupul T, conţinute în. * patrulaterul D (domeniul fundamental al grupului F6), căci fiecare . din aceste triunghiuri- și planul” (J) se corespund punct cu punct ($ 404). Se ajunge „lesne-la acest rezultat, dacă 'consideiăim cele 12. triunghiuri cari compun patrulaterul D, echivalente, relativ la - grupul amplificat T, cari reunite două câte două. formează cele şase triunghiuri menţionate ale grupului . Acestor -12 triunghiuri | (7) „ale căror laturi 'sunt porțiuni din liniile de simetrie | 

(0) -8=0, 280150, Etape 280, Etpap—120 
| "corespund, în planul (2), 12-triunghiuri determinate de. liniile de. - simetrie... .- Mă Pa Si 

> (0)797=0, 222020, 2kt—1=0, 2z—1=0 (4) ($ 388).- 
a Cele dintâi. împart triuâghiul T (jumătatea din stânga patru- laterului D) în şease triunghiuri echivalente . relativ . la “grupul amplificat. ($ 400) şi- cele din urmă împart,. în acelaș: număr „de triunghiuri; semiplanul negativ (]), care corespunde triunghiului T întrun ihod conform ($ 364). Laturile triunghiurilor sunt por- “țiuni din liniile de simetrie considerâte, cuprinse între punctele: de. 

„29 DAVID EMMANUEL? 
- or '. . -



450 > ” Le CAPITOLUL XXVII | 

intersecţiune ale acestor linii; unghiurile sub cari ele se taie sunt 
DRE , z za 1) = 

E o 323 | 
"-“Tiiunghiului I din planul (7) (fig. 82), limitat de liniile 

-, E £=0, 5 E=—> E+p=i, | | . | 

  

  

  

Fig Pi a 

__ corespunde, tfiunghiul. limitat de liniile - - 

y=0, 2442220, 2a=1 (fig. 83) 
Corespondenţa este biunivocă,- Vârfurile acestui triunghiu sunt. 

aa LI a Ai ie A(u00) =0,. 40) = oaie - exed 

Triunghiului II simetric cu triunghiul „I, în raport cu dreapta 
1 - a, , AR a &=— 3» corespunde, triunghiul (2) simetric în raport cu latura 

| (0, o), situată pe cercul 22+ pe — Ja = O; al treilea vârf este punc- 
tul 4(—1+î=—1 ($ 389). 

Triunghiului III simetric cu triunghiul II; în raport cu latura. 
(e —1+5, corespunde triunghiul simetrie. în raport . cu latura 

(2, — 1), situată pe: cercul 22 + p—1=0; al treilea vârf este 
Î (di) =co. Acest triunghiu se întinde : la infinit, - având tg | . 
laturile (9, — 1), (— 1, — 00), (o, — ic). „i 

le aa " 2) Unghiurile triunghiurilor din. reţeaua TI sunt n go. Vârfurile, cărora... 
corespund cele dintâi două, sunt puncte ordinare; acestor unghiuri corespund, . 
în planul (7), unghiuri respectiv egale. Al treilea vârt fiind punct singular esen- 

“țial al funcţiunii 7 (7), corespondenţa încetează de'a fi contormă în domeniul * 

l
a
 „ acestui punct: unghiului o corespunde unghiul 

x - ÎN - 

ce . - , . -



* FUNCȚIUSEA MODULARĂ, st) e 454. 
Celorlalte trei triunghiuri IV, V,:V IL ale. lui T* corespund. triun= - ghiurile (4), 6),.(6) respectiv simotrice, „cu triunghiurile: (3), 6) 

(1), în -raport cu dreapta 2z=1, - 
"Din cele ce preced, ținând scamă. de corespondenţa Buni ocă 

dintre semiplanul pozitiv (J), şi fiecare din triunghiurile |, III, V; 
„precum şi a semiplanului negativ cu triunghiurile II, 1V,.VI, rezultă - aceiaș corespondenţă, dacă înlocuim triunghiurile (7) cu triunghi: “ rile corespunzătoare (4). 
„Celor şease triunghiuri cuprinse: în “triunghiul T respectiv. sime- trice cu triunghiurile din T”, în raport cu axa imaginară, _corespund,- în semiplanul pozitiv (1), şease triunghiuri simetrice, în raport cu “axa reală, cu cele şease triunghiuri din scmiplanul negativ, 

Reunind două -câte două triunghiurile. (7), simetrice în raport cu axa reală, obţinem planul (4) destompus în şease regiuni con- * - tinue, astiel că fiecare din “ele şi planul -(J) se corespund. întrun: mod conform. Fiecare din aceste regiuni cuprinde dar una ȘI numai „una din rădăcinile ecuaţiunii (2) ($ 402). Dacă una din aceste ră- dăcini este dată, se deduc, în virtutea corespondenţii dintre 7 și A 8), (3), ($ 308) Jregiunea în care se găseşte fiecare. din celelalte ră- - -dăcini. - 
N ÎN 

407. “Funcțiunea J (7) fiind reală pe liniile de simetrie ale grupului T şi numai pe acelea, rezultă, în. virtutea corespondenţii biunivoce - dintre aceste: linii şi liniile de simetrie (7), că funcțiunea J(7) este. „reală, în . planul, (4) numai pe. aceste linii. Vă rlurile triunghiurlor 
, 

pi 
a, op Î, | 2, %, e, o' “ 

„Sunt punete multiple ale fincţianii J0), anume: punctele — 4, 
—, 2 suit zeruri duble ale diferenţei J — 4 punctele: 0 şi Că sunt 

“-rezultă expresiunea . i e 
A (AD 2424092 4 dp a- 1= A UE (=) 

oluzi duble; punctele o; 9' sunt, zeruri riple ale lui 10.De unde 

“ Coiticientul A se deduce conaparând. părţile principale: ale lui IO), în domeniul 7 = 00, în această egalitate Și în egalitatea (2) (S 402). 
7 

N „Se: obţine A. = Zu Avem aşă “dar „egalitatea 
. - , 7 sl : ” 

. “ - Bi . e 1 00034 0-22 as TA TR 
29* Aa Ia



452 E „3 CAPITOLUL XXVII -. 
„2408, Funcțiunea inversă v (JI). Din proprietăţile funcţiunii :J(7) 
rezultă proprictăţile următoare ale funcţiunii inverse „r (J): 
10, Unui punct dat J corespunde lui'7 o infinitate de valori cchi- 

"avem expresiunea . 

valente, reprezintate prin substituţiunea  modulară - , 

în “care P (Jo) 20, în: virtutea "corespondenţei, biunivoce” dintre 

căci vârfurile echivalente cu z: = i sunt punete duble. 

Da | a Fe SE: 

(1) i Ra - a? - 
da 

căci J nu se reproduce decât în puncte echivalente... 
2. Fie Je o valoare finită-a lui J,-diferită de 0 și 1 și fie 7 una 

din valorile corespunzătoare a lui 7; avem, în domeniul lui Jo, 
forma RR 
0 a iN ma PUI), a 

. 

7 domeniile corespunzătoare -(70) și-o). | 
„8% Dacă JI =1, 7 este un vâri echivalent cu punctul 7 = i; 

avem - - | a Da 

(3) | A 0 (I-—4 P (4), P (4) FE 0 | 

40, Dacă Jo=.0, 7p este un vârt echivalent cu punctul 
IN - | - 2iz. | 

„T=e=e:, . o IN R 

(4) za =ITPO), POzO, i 
punctele echivalente sunt, puncte triple. ! | 

„409. Să facem în planul (J), dealungul axei reale, tăietura (1,—00). 
Planul astfel limitat este o suprafaţă simplu conexă în care fune- - 
țiunea 7 (J), dedusă. din egalitatea (2). prin. prelungire analitică, 
nu are nici un punct singular, afară. de punctul J=00. Această 

„funcţiune este așă dar o ramură de funcţiune: analitică olomorfă 
în tot planul (J) limitat de această tăictură. | a 
„Considerând triunghiul iniţial: al grupului Ț,. recunoâştem că 
laturile acestui triunghiu, situate la stânga axei imaginare, co- 

- 
Na . . - "respund țărmului superior al tăicturii ȘI laturile din.dreapta cores- 

„pund țărmului inferior, Căci, unei rotaţiuni de 1800. în jurul punc- 
tului J = 1, făcută în sensul pozitiv sau negativ, corespunde, în 
jurul punctului 7 = i, în virtutea egalităţii (3), o 'rotaţiune de 900, 
în acelaş sens. “Unei rotaţiuni de 1809, în jurul punctului J = 0, 
a - - Se pa 2iz” 

corespunde” în virtutea 'egalităţii (4), în jurul punctului z=eă, 
o rotaţiune de 600, amândouă rotaţiunile fiind în acelaș sens. Această | 

Li
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corespondență: se aplică laturilor triunghiurilor echivalente cu cele 

reţelei Ţ, pe cât timp 7 nu străbate tăietura: și trece dintr un triun- 
ghiu întrun triunghiu vecin, : în cazul 'contrar, i 

“Funcțiunea 7 (J) este aşă dar o funcţiune analitică multiformă 

lungire analitică, când punctul J străbate tăietura, întrun sens 
sau altul, un număr oarecare” de ori. .Fiecărei ramure corespunde 

un triunghiu! deterininat În rețeaua . grupului P. 

„CAPITOLUL seem: 
Ea -TEOREMELE D- LUI PICARD. = 

410. : Teorema - ŢI; 0 panețiiune întreagă transcendentă prime 
orice valoare finită dată, „exceptând poate una singură, : 

Să presupunem că există două valori finite a, b pe cari func 
iunea întreagă f (2) nu le poate primi. Putem dispune ca- aceste 
constante să fie 0 și 1, aplicând transformarea | 

  

a pala, i Ra i - - > . — a LT 

Vom presupune dar că funcțiunea - 15) nu poate deveni egală 
nici cu 0, nici cu Î. Să: introducera fonoţiunea modulară J (7), - 
punând. Ma a : Ea ii > 

şi să studizm n funeţianeă de z, definită de eouaţiuria Da 

Dome): Ea 
. 

Pentru a. fixă întrun nod: complect. această funcţiune,” să ne - 
închipuit că printre valorile în număr nelimitat ale. lui 7, corespun- 
zătoare unei valori za lui z, alegem. una din ele; fie 7; acea va- 
loare. Cu modul acesta, fixăm -o râmură: a funcţiunii. 7 (f (2)), olo- 
-moriă în domeniul oricărui punct. în care / (2) este -diferjt:de 0 
și 1.($ 409). Prin ipoteză, funcțiunea. f(2) împlineşte aceşte condi- 
țiuni în tot planul. (2 ), fără excepţiune; funcțiunea 7 (f (2)) este 

„ale triunghiului iniţial. Punctul „J rămâne în acelaş. triunghiu al - 

așădar o funcţiune întreagă de z. De altă. parte, din. proprietăţile - 
funeţiunii z(I), rezultă că: punând. . pe 

- . - a=utie,. p(7)=X(u, pri » 

-u și p fiind variabile reale, Y păstrează. un semn invariabil în , tot 
2 

„eu o infinitate de rarhuri, cari se deduc dintruna din ele prin pre-



“planul (2). Presupunând Y > 0, avem 

„oricare ar fi valoarea lui z; ceeace nu este posibil! decât dacă func- 

"este așă dar o funcțiune întreagă care nu primeşte valorile distincte 

„constantă, De unde aceiaş coneluziune pentru f(2).. - Observare. Cele două teoreme precedente pot intră una într'alta, . - - prin enunţul 'următor: 0 funcţiune uniformă având punctul co 

- 
Me „CAPITOLUL XXVII? - e 

a ei] L, 

iunea” g (2) este: constantă, a acelaș rezultăt ajungem, dacă Y.<0; căci, în acest: caz avem. . 73 Aaa 
. > 3 

i [oaza i 
In ambele “cazuri dar, e (2) fiind constantă, rezultă . 

- - „F(2) constantă. - de. d 
- 411. Teorema 1]. O. funcţiune uniformă având "un număr oare- care de poluri şi un' sirigur punct singular esențial z =00, “primeşte orice valoare finită sau infinită, exceptând cel mult două valori finite, „Să presupunem că funcțiunea meromorfă f (2), cu unicul: punct: singular esenţial z=60j nu devine egală cu nici ună din canti. tăţile finite și distincte &, d, c; funcțiunea - a 

PO 
are acelaș punct singular esenţial z = co și nu are. poluri. T (2) 

  

- 

PE 
  

  

x 

și. prin urmare, în virtuilca teoremei precedente, se reduce la o 

ca unicul punct singular esenţial, primește orice valoare, exceptând “cel mult două valori, dintre cari una, poate fi infinită. Dacă fune- iunea este întreagă, una din 'valorile pe care ea -nu-o poate primi fiind oo, rămâne 'cel mult o valoare finită ezcepţională. Funcțiunea - e* nu devine infinită, nici nulă. Funcțiunea sin z nu devine infinită. -Funcţiunca tg nu primeşte "valorile + i. a | „412. Teorema III; (Teorema generală). O: funcțiune . uniformă NI „F(2), care admite :un Punct 'singular esenţial izolat “20; primește, în domeniul acestui punct, o infinitate de ori; orice “valoare, exceptând “cel mult. două valori, printre cari una poate fi v...: 
Să - presupunem, că (2) nu primeşte, în domeniul lui 20, :trei „Valori distincte.a, d, c. Putem dispune-ca aceste valori să fie 0, 1, ra 

ă 

: 3) E. Picard. Traitg d' Analyse, 1. Iu, deuzitme cdition, p. 365,
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o. “Dacă, de CX. =, funcțiunea: 

nu “primește valorile 0, î, 00. „Dacă cele trei valori sunt finite, 
„- Îuncţiunea - - 

  
  

Sa Fa =t2 za [e 
a Tia - 

“admite aceleaşi valori excepţionale: “In ambele cazuri, i, funcțiunea 
- transformată F (z) are acelaș punet singular esențial ap. 
„. Vom presupune dar că funcțiunea uniformă f (2) are' un punct - 

“singular esenţial izolăt a şi că nu primeşte întrun cere cu centrul 
în punctul a,.nici. una din valorile 0, 1, 0... 

| Să introducem, cca și în (Ş 410), funcțiunea modulară * Jo şi 
"să punem - - : : 

o D Ii) e 
Funcțiunea inversă T= FI) devine o funcţiune de a 

| &) z=FU)=F(p (2)= =p (2); o 
pe care o. vom studiă în domeniul punctului a 

- - Când z descrie o curbă închisă în jurul lui a, fără a a ieși din do-. 
„meniul! acestui punct, f (2) se reproduce; prin urmare şi funcțiunea 
JI (7). De unde rezultă ($ 408) că funcțiunea 7 = gp (2) sau se re-: 
„produce, sau se schimbă într” una din: substiaţiunle modulare 

  

a +67 3 pa ZF6 
( ) . a fa 

“care” poate fi iperbolică, eliptică sau parabolică. Vom examină, în 
fiecare din aceste cazuri, forma analitică a funcţiunii (2). 

0. Substitujiunea iperbolică: (a +6) > 4. a - 
“Satie (3) are două puncte fixe zeale p, a i se poate - 

pune sub” forma * -- a 
- | | _ . _ r—p_ mp. - : , O. E m Pa Tia | : e 

coeficientul p iind real, pozitiv şi diferit: de 1 :, Raportul 

ap _p(2)— Zp 
ag p(z-=q 

„zeptoducându-s -se multiplicat cu actorul Bi când” z se învârtește 

AL, p. 404. -



00 - “ >. CAPITOLUL XVIII 
În jural lui a, se poate reprezintă . prin expresiunea analitică 

Ie 7— di], a Caii 0 oteahata Cp 
- pl) fiind funâţine. uniformă în domeniul (a). “Această fancţiune ” nu are în domeniul considerat, nici pol, nici nu se “anulează ;) căci, 

„dacă: sar. anălă, sau dacă-ar aveă un pol, ar urmă ca, în aceste 
„puncte, să avem respectiv 7 = p, 1 =. Aceste egalităţi însă sunt 
“iri posibile ; căci. funcțiunea (2) = J (7) fiind, prin ipoteză, diferită 

  

7 de. 0, 1, oo, partea reală a lui —- este pozitivă; Funcțiunea (4) este 
-așă dar olomorfă î într” o coroană cuprinsă între două “cercuri concen- ! . 

- trice cu centrul în a, raza cercului interior fiind oricât de mică - 
voim,. și nu :se anulează în această - coroană. “In! virtutea acestei 
proprietăţi, ea se poate pune sub forma.1).- | 

DIC Pa p (092002), 
-Q (2) fiind o funcţiune, uniformă î în domeniul (a). neavând, în acest 

domeniu, alt punct sihgular posibil decât punctul a. Putem dar scrie - 
0 2—p_ dies (2-00 (2) pUtiv, | 

1—g. 
U. şi y fiind funcțiuni reale de 5, n, (i = E. 4, i x. Coeficientul 

lui i în “membrul întâiu având un semn invariabil, urmează ca Y 
să fie cuprins între doi. multipli consecutivi ai: lui. z, prin. urmare 
între două limite finite. Punând în egalitatea precedentă 

(8) Pa > Dizi=u=k, 

logaritmul având valoarea sa aritmetică, rezultă egalitatea, - 

i „loa (a-ai Po SE wi 

sau i ue aa Nu 
- BE 2izz 27 2iz mia (9) n (ape 2 A ia 

e. 

Această egălitate este imposibilă căci membsul întâi tinde 
către zero când z tinde câtre a într'un mod oarecare, pe când, va- . oa Sti 
loarea. absolută eta membrului al doilea “este cuprinsă între . 
două limite determinate diferite de zero. De unde rezultă că sub- 
stituţiunea, (3) nu poate fi iperbolică. 

9, - Substitijiunea eliptică: (a. + 6k < 4, 

  

up Ba
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„ Punetul fix. al substituțiunii (3); situat - în 'semiplanul pozitiv, 

2iz 

„este echivalent cu unul din punctele multiple r=i, T=e=e3 ale 
funcţiunii: J (1) ($ 405). Printr'o substituțiune modulară conve- 
nabilă putem face ca acel punct fix'să a coincidă respectiv cu 7=isau 
cu: r=e. E - 
In. domeniul lui 7 =, avem ($ 408) 

  

   
    

  

e ANTE 
mie 0 , Peato, NE | 

(Ezeaă ll CESITAR 
prin urmare . o - BUCUREŞTI 

(10). -- - r=i=[ [1 (1 ji PL = 1]. SN pa 

Funcțiunea It fiind uniformă în domeniul (a), putem scrie 

(1) _ Tr 1] P[i) J-1]= (iai) po, 

ap (2) fund funcţiune uniformă.” Accâstă egalitate este imposibilă, 
„căci nici unul din factorii membrului întâi nu se anulează în do- 

“meniul (a) = = primul factor, în virtutea + ipotezei f(2)z1, cel de 
“al doilea, în virtutea inegalităţii P (0) 0 pe când membrul al - - 
“doilea tinde către zero, când z se apropie de a, într! un mod. oarecare. 

„In: domeniul r=e, avem ($ 408) . oa 

02 „mecaie ) POZ -0; 
prin urmare .. 

(03), a me=[f JEP[ri 2] (2— a) (a 2), . 

p (2) funcțiune uniformă în: domeniul (a). Pentru un motiv analog 
cu' cel: din cazul.z =, egalitatea. (13) este imposibilă.: Conchidem, + | 

că, substituţiunea (3). nu poate fi eliptică: ,. DR A 
„13:89 Substituţiunea. parabolică: (a +04... | 

Aplicând lui” 7 o 'substituţiune “modulară, „convenabilă, putem 
i aduce substituţiunea dată la“ forma 

(14) a i rii. E d 

Pentru ca funcțiunea -..,. ” a e 

: n 7> FUO=E[/ (2]= p(2 5. 
să se schimbe în +1 cârid z'descrie- -un cere: în jurul lui a,fără ” 
a ieşi din domeniul: acestui punct, este necesar ca! p(2).să fie de: 

„ forma - 

00) ra) pt) pilon (ad) (2) 
(2) funcţiune uniformă” în domeniul (2); de. unde N 

2izr(z) 2izp(z) 

(6) e oteaoe
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- - Această, cgalitate arată că (2) este functiune olomorfă în do- 
mi „meniul (a); căci un punct singular al lui wp (2) este punct singular. i 

esențial pentru funcțiunea exponențială, prin urmare valoarea 
absolută a: membrului a]: doilea 'ar puteă deveni oricât de mare: 
voim, pe când valoarea absolută a membrului “întâi este. mai 

„„Iniză decât 1, pi e n . iQ - 

„Fie: z—a =re; de unde 

  

  
W UT = velar = 2 

Costicienţul lui z, din membrul al. doilea tinzând către + oc, 
când. r tinde către: zero, iar funcţiuneă v (2) rămânând finită în 
vecinătatea punctului a, rezultă că partea reală. a lui = 7 tinde către 
+ ce când z se apropie de a întrun mod oarecăre,. In acest caz, 

tinde către inlinitg, „prin urmare. / (2) tinde către infinit când a 
“ se apropie de a, într'un mod oarecare. Punctul a ar fi dar un “pol 

“al funcţiunii / (2) și ru pune singular-esenţial ; „ceace este contra 
" ipotezei, _ i: | Ea 

. 40, Substituţiunea identică: 7 =, 
„In acest caz, SR | - Ă 

CUI „T(0) = = ln] = o (2). 
este uniformă î în “domeniul NN ca este olomorfă. În adevăr, dacă a 
ar fi punct singular: esenţial, P (2) s'ar puteă apropiă, în acest; do- 

“Meniu, de orice valoare voim, ceeace este incompatibil cu membrul 
” întâiu în care "coeficientul lui i 6ste pozitiv. Dacă a ar fi pol de un 

| “ordin n | . - 
- | Da e (2): (ap P(z—a), 

„= coeficientul lui i nu ar păstră un semn invariabil când z fiind” destul 
- de aproape de a se învârtește în jurul acestui punct: aceiaş incom- 

" patibilitate.: Aşă dar funcțiunea g (2) tinde către o valoare finită 
P (a), având coeficientul lui 2 pozitiv.,. Acestei valori “corespunde, 
pentru funcțiunea o aie 

_ J)= Fo). a 
o valoare. determinată, oricare ar fi drumul 1 urmat de z, când se 
„apropie de a. „Punctul z = a ar hi "dar: punct ordinar al funcţiunii - 

F(a); ceeace este contra ipotezei, - o 
- . .



„are, în' domeniul aceluiaș punct: z = 0, o infinitate de rădăcini, 
„pentru orice valoare a, exceptând valorile a= i. Aceste valori 

se apropie , de zero respectiv .pe 'semiaxa negativă sau pozitivă. 
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Din toate incompatibilităţile constatate mai sus, rezultă că 

dacă a este un punct: singular esenţial izolat al funcţiunii 1, 
este imposibil ca această funcţiune să nu primească, în domeniul 
(a), cel puţin una din Valorile. 0, 1, o. In mod general, este impo- 

„Sibil ca, în acest domeniu, ea să nu poată deveni, o infinitate de ori 
egală cu o constantă “oarecare C, exceptând cel mult două “valori 

„ale constantei. Căci, dacă rădăcinile ecuaţiunii f(2) =C ar îi în 
număr limitat, ar există un: număr r > 0, astiel ca, în domeniul 
r—a]<r, /(2) să nu poată primi valoarea C, diferită de una, 
„din valorile. excepţionale posibile. Punctul a n ar. îi punct” singular: . 
esenţial. -. 

413, “Eemple ze, Ecuaţiunea/ | - 
_ SI 

pu e'—a=0. Ă 

are; în doineniul punctului z =.0, o infinitate "de rădăcini pentru 
orice valoare a lui a, exceptând a = o, a =, Aceste rădăcini: 
sunt date „de egalitatea 553 

| l. - DDR 
- | logat? niz | SI 2 

în care n primește valori întregi pozitive şi negative arbitrar de 
„mari, log. a fiind una din valorile logaritmului lui” a. 

Valorile - excepţionale a = 0,- a.= co sunt "valori. limite către 
cari: tinde funcțiunea când z, fiind pe axa reală, „se „apropie de 

| „zero respectiv 'din partea pozitivă sau negativă, ” 
2. Ecuaţiunea i 

  

sunt valori limite ale funcțiunii când z, fiind pe axa imaginară,



NOTA 
Li 

. DESPRE FPUNCȚIUNILE,. UNIFORME CÂRI: ADMIT 
O TEOREMĂ. DE ADIȚIUNE ALGEBRICĂ... - 

““Funcţiunile uniforme de o variabilă. despre cari știm că posedă 
o teoremă. de adițiune algebrică sunt: funcțiunile raţionale de u;. 

- funcțiunile raţionale de exponenţiala e, a fiind o constantă oare- 
care; funcțiunile eliptice. Se e 

Acestea sunt sirigurile Jiinoţiuni” uniforme de-o'variabilă cari po= 
“sedă o teoremă de adifiune algebrică. Această teoremă, datorită „lui 

- Wierstrass, este cuprinsă într'o teoremă. mai generală,-în care se 
„- consideră: funcțiuni analiticg multiforme 1). - - 
Fie f(u) o funcţiune analitică uniformă! satistăcând o ccua- 

Hunc-algebrică Da: e eta 

(d) o PLEG, F6), futo)]=o, 
oricare ar fi valorile argumentelor u şi p. In virtutea acestei ecua- 
țiuni, funcțiunea f (u) nu poale admite punct singulâr esenţial. la: 
distanţă -finită. In adevăr, să presupunem că f(u) are, la! distanță 
finită, un punct singular esenţial a, izolat sau limită a unui număr 
infinit de puncte singulare esenţiale. Funcțiunea -f (u) s'ar apropiă-” 
în domeniul. acestui punct, oricât. de mult voim, de o infinitate de 

„= Yalori-date; valorile corespunzătoare ale funcţiunii. f (u + p), pri- 
cită ca. rădăcină a ecualiunii. (1),- ar diferi, dar, în vecinătatea lui 
u = a, oricât de puţin voim .(în virtutea continuității rădăcinilor | 

„unei ecuaţiuni algebrice în funcţiune, de: coeficienţii ecuaţiunii) de. 
o infinitate de valori date, oricare ar îi Valoarea lui p. Sau, ceeace. 
este tot una, funcțiunea analitică uniformă f (u) ar primi, în dome- : 
niul punctului u =a +, valori diferind, oricât de puţin voim, 
de o infinitate de valori date, oricare ar fi poziţiunea punctului p „în plan, adică în tot planul. Câcace este absurd. Așă dar, funcțiunea. 

  

1) Phragmen, Acta Aathematică, t.. VI, “p. 35. Bianchi. Lezioni-sulla 
Teoria delle Funzioni di variabile complessa, p. 292. : i 

a



po 7 ace. a i 0, EMMANUEL Te , - Flu) nu poate admite alt punct singular esenţial, dacă admite unul, decât punctul -u'= oo, ” NR Să trecen acum la demonstrarea teoremei, : _ 19, Dacă u = 00 nu este punet singulăr esenţial, funcțiunea Î (1), neavând în tot pianul, inclusiv punctul 00; zici un. punct .. singular esenţial, 'este 0 funcţiune raţională. EN 20. Să presupunem că” punctul u = o este „singular esențial, Vom demonstră că /(u) este funcţiune periodică... - . - _ = In adevăr, .în virtutea teoremei generale a d-lui” Picard, func- țiunea f (u) primește, în domeniul punctului singular esențial u-=.00, o infinitate de! ori, aceeaș valoare oarecare, exceptând -cel mult două valori. Există dar în planul (u) o infinitate de puncte în cari. | (u) primeşte acecaș valoare. -Fie m gradul ecuaţiunii (1) în raport: cu f(u + v) și” E i 
0). . Pio Pee Pa | Ş i Ş a “m + Î puncte în care / (u) reia acecaş "valoare pe care -o repre- 'zintăm prin a. Ecuaţiunea (1) în care înlocuim e. prin valorile (2) Şi punem a = /(u 2.9), adică ecuaţiunea. » . as 0 Pee 

va admite dar, pentru +, rădăcinile 
(4) oz=f(uro (=, Dea m). | 

„oricare ar fi valoarea lui, u; prin urrăare două cel puţin din aceste - rădăcini sunt cgale, oricare ar fi punctul u. Fie. 

7 (u + %)= fur); 
“de unde punând Pi — Pa = 20, avem egalitatea 

6 Hut?) =, e 

oricare ar fi punctul u. Funcjiunea f (u) este așă dar periodică, având perioada 2... - Da. Ea 
i Presupunând că 2 este o: perioadă primitivă a funcţiunii f(u) - * în cazul contrar înlocuim -perioada 2 prin cel mai mic sub-! - multiplu al său —, să punem i 

> 

şi fio - Si IE | Oe, DR Funcțiunea gp (2) este o funcţiune analitică uniformă în tot planul - (2), care nu poate, avea alte singulariăţi esenţiale decât punctele Sete _ N ALIDIRIRA AER „Cân corespund lui zi-= 00,- adică, în virtutea substituţiunii (6),- 
y 

7 

e 4



puncte, corespund, în virtutea “substituțiunii- 6, mt 1. puncte 

N 
NOTA 11 -* Dc 463 

= 0 și z= o, Dacă. aceste puncte nu -sunt puncte singulare 
escnţial: funcțiunea o (2) este raţională ȘI. prin urmare 

- „ze - 

8 Pee). 
39. Să presupunem că punctele' z =o0 şi a = co sunt-'punete 

singulare esenţiale ale funcțiunii g (o și fie 

(9) E i Ti Lose Tae 

m + i puncte distinete. în cari 2 reiă acecaș valoare. Acestor 

(0) Up Way) LT 

incongruente în raport cu 20, în cari: funcțiunea f (u) reia aceeaş 
valoare. De unde se conchide, ca şi în cazul 20, că printre punctele - 
(10) există cel puţin două a- căror diferenţă este o perioadă 2, 
Accastă: perioadă este, în virtutea incongruenţii- (mod. 20) a pune- 
telor (10), diferită de un multiplu al lui 2 și. prin urmare, 20 fiind 
o perioadă primitivă, raportul său către 20 este imaginar. .($ 116). 
Funcțiunea Î (u) având două perioade distincte şi neavând punc 

„singular esenţial la. distanță finită, este o funcţiune eliptică de! ze 
ed, 

O NOTA IL Aa a 
DESPRE TRANSFORMAREA FUNCȚIUNII:. MODULARE 0 

„PRINTRO SUBSTITUȚIUNE DE UN GRAD, >. d 

sa presupunem că, în loc de o transformare de gradul întâiu, 
aplicăm perioadelor e O 2 03) o- transformare de_ gradul n, ceeace 

  

(03 i revine, a ani raportului 72% o transformare de forma, RR 
4 A . 

: Ă “ p - . ” ii Da o c+dr _ - D e Da | „ | air 

a; d, c, d fiind numere întregi al căror. determinant. 

at) ip - . ad=be = a> i 
7. 

Se. pune întrebarea : ce, relaţiune poate există între fumţiunile- 
JI şi Io? 

. tuţiune modulară 

Pentru a răspunde “la această “întrebare; « să examinăm de. câte 
valori este susceptibilă Tunţiinca” J (0 „ când: aplicăm lui z o substi- 

a a 67 aa - 3 SSE dpi Le) RP Para e Bre n i   

pi



s 

44 -- DL EMMANUEL o 
adică o: substituțiune prin care, J (7) se reproduce. . - " Fie | i Ă Ă 

E E a d' 7 (4) -. paie „ aq ar 7 
o transformare de acelaş ordin ca tr 

” Pentru a aveă egalitatea - 

Ia 
este necesar și suficient ca: punctele î şi i să fie echivalente xelativ «la giupul Ț, adică să avem. 

d'—b'o=n 
“e 

ransformarea (1). | 

  

i a RI pp 6 
| - . t= ) 

- (5) i a: = fo= L | 
“Putesii presupune transformarea perioadelor adusă la forma nor- mală AU ($ 308) o e i 

- : Es E NE si e' d]: 25] i ÎN a | Ă i. 

şi să ne mărginim, la: cazul când n este un număr , prima ($ 311). . „Să, „considerăm dar funcțiunea 

  

; 
(6) Ea „ra 

o fiind 'un număr Înireg oarecare.! ' Această funcţiune: se. reproduce dacă mărim e cu un multiplu pozitiv sau negativ 
dar de ajuns a da lui e valorile 0, 1,..., 0—1. 

“Numărul n fiind prim, valorile. lui o pot fi i și n. Lui 6=1 - - corespunde. valoarea. unică J (n 7. 

al lui o; este 

Lu 9 = n. corespund valorile J Cai „0=o0,1;.. 7 p n  n—il 

> 

- Udăi- valori J (7) corespund dar n + 1 valori pentru J (9: 

Dhabi afee,   

  

"Aceste valori sunt în genere distincte. În adevăr, pentru ca ega- 
- litatea. 

i 

dă I[nz)= (E), ozon 

e a Ta ze . ă să fie posibilă trebuie ca punctele niz și e să--fie echivalente, - 

 



ÎN R IN NOTA II | .- . 4165 adică “să -avem . o 

  

(8) r+o_ y+6(nr) 
, n a+B(n7) 

„Pentru ca această egalitate. să poată există este necesar-că f să fie nul, prin urmare a = 5 = l;aşă dar Ă o 
z+ | 

! : Lp +a, 

egalitate imposibilă pentru n > 1. In acelaș mod se recunoaşte im- posibilitatea egalităţii 

i J (a (e) oLo' (mod, n), 

  

n 

Cele n +1 valori (7) se reproduc, în totalitatea lor, dacă aplicim lui 7 0 substituțiune modulară oarecare. | 
Să aplicăm substituţiunile generatoare S și T. - Substituţiunea S) 7 = +4 reproduce funcțiunea I (n z) Și permută pe cele-n următoare, - 

” > RR a Le e Substituţiunea T) 7 =— 7 dă. transformările 

e) sa (ea) 
J (=) =] 2) =J (nr). | n 

_ A a . z, 
Această substituţiune permută dar între ele valorile J(n z), J (=) . 

- Aplicând lui J(n7) substituțiunea T, urmată de o putere S* a sub- i . [Th i situțunei S, obţinem valoarea I(eE) - O substituţiune modu- 
„lară oarecare fiind un produs al substituțiunilor S și T ($ 39), propoziţiunea enunțată mai sus este justificată. | Ă 

  

, , 
Si , E ; E c-+ dr | 

Din cele ce preced rezultă că funcțiunea J'(0=J (22%) transformata lui J (7), printr'o'săbstituțiune de gradul n, n fiind un număr prim, are n +1 palori diferite corespunzătoare unei valori J (7). Aceste valori nu pot decât să se permute între, ele când J - descrie o curbă închisă în planul său; căci unui drum închis descris de J corespunde o substituțiune modulară pentru 7 şi prin urmare o permutare între valorile (7). Funcțiunea J (7) fiind uniformă în semiplanul pozitiv (7) şi nedevenind infinită decât în punctul T= 0 şi în punctele echivalente, cari corespund valorilor reale 
30 DAVID EMMANUEL



466 Ia D. EMMANUEL is N 

- raţionale ale lui r ($ 405), aceleaşi proprietăţi aparţin funcţiunii 
JI (0 E | - | “ 

-.. Din cele ce preced rezultă că -J”, privit ca funcţiune de J, este 
o funcţiune analitică multiformă cu un număr limitat de ramuri, 
care nu devine infinită decât în punctul J = 00. De unde se conchide” 
că J! satisface o ecuaţiune algebrică de forma o 

(9 Ja A IP + Ap=o, 

„ai cărei coeficienţi sunt funcțiuni raţionale şi întregi de J ($ 31, 32). 
Această ecuaţiune se numeşte ecuațiunea modulară a funcţiunii 
J (7). Nu ne ocupăm aci de formarea acestei ecuaţiuni 1). 

NOTA III. 

“MULTIPLICAȚIUNEA COMPLEXĂ, 
Dacă m este un număr întreg, avem | 

(0) | p (nu | co, &3) = R[p (u | o &)], 

membrul al doilea fiind. o funcţiune. raţională de p (u|o 3), . 
oricari ar fi perioadele primitive 20 2. Se pune întrebarea 
dacă există o asemenea relaţiune când multiplicatorul m nu este 
întreg. _ ” i 

Relaţiunea (1) se poate scrie - 
, Ă 1 co PR . | ii 

2) du] 1, %] = , 
( ) | me | “| 7 , 22.) | R ( (u|o,, a) | 

  

Oi 0]... . , a: PE Pentru ca p (i la , «a să fie funcţiune rațională de p (u| o, o) 

este, conform teoriei transformării raţionale ($ 305), necesar și su- 
ficient ca între perioadele acestor două funcțiuni să avem egalităţile 

o o. Oe 
0 = a + p3, Wp = pl t6—, 

| mm m m 
sau. - | 

(9) mos =ao fo mo = Vo +63, 

"46, y, 6 fiind numere întregi, al căror determinânt n=u5—fy 
. 

  

1) Se poate vedea L. Bianchi. Lezioni sulla Teoria delle Fuzioni di variabile 
complessa e delle Funzioni ellitiche, p. h40.- : i



i NOTA 111 o 467 
reprezintă gradul transformării, adică gradul funcţiunii raționale este n. Ne putem mărgini la cazul când n este un număr prim ($ 311). Pa | a: | Două cazuri sunt de considerat: a Ei I. Ecuaţiunile (3) sunt satisfăcute oricari ar [i O 03; de unda 

a=50=m; f=p=a 
Multiplica torul m este un număr întreg; ceeace este cazul multi- .. plicaţiunii ordinare, 

, II. Ecuaţiunile (3) nu sunt identități. Punând 3 = 0,7, avem. ecuațiunile -- | 
- 

(4 E m=a+fr, mr= pr. 
Eliminând m între aceste ecuaţiuni, obţinem 
(5) | BR + (erp 20, 

-. Raportul z al perioadelor fiind imaginar, trebuie să avem ine- galitatea ! 
(6). (a—95 + 48y<0. 

Dintre cele două 'rădăcini ale ecuaţiunii (5) luăm, pentru 7, valoarea a cărei parte imaginară este pozitivă. Acestei valori co- respund, pentru m, expresiunile ă 

(7) a m=arfr=ol, . 

“din cari rezultă că numerele fi şi 7 trebuie să. fie diferite de zero. Așă dar, dacă multiplicațorul m nu este întreg, relaţiunea (1) nu poate „există decât dacă m-este un număr complex: Se zice, în acest caz, că pu admite o multiplicajiune compleză... | Din cele ce preced conchidem că pu nu poate admite-o muli- plicaţiune complezii decât dacă 1 este rădăcina unei ecuaţiuni de gradul al doilea cu coeficienţi întregi având rădăcinile imaginare. Viceversa, Să presupunem că z satisface o ecuaţiune de gradul al doilea cu coeficienţi întregi 
ţ 

(8) “ am +2brire=0, . i 
al cărei discriminant satisface inegalitatea 

(9) D=ac—t>0. 

Coeficienţii a şi c, fiind de acelaș semn, pot fi presupuși pozilivi și a, d, c fără divizor comun. 
30+ 
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468 De EMMANUEL 
„ Pentru a determină multiplicaţiunile „complexe ce pu poate 

admite, trebuie să identificăm ecuațiunea . (8): cu ecuațiunea (5). 
Vom consideră două speţe de ecuaţiuni (8): de speța I sau de speța 
IL, după cum numerele a, 2 d, e sunt prime între ele, sau au ca di- 
vizor comun numărul 2. In acest din urmă caz, a și c sunt numere 
pare” și b număr impar; de unde rezultă, pentru discriminantul -(9), forma i 

(10). o D=4k—1, Rh număr întreg > 0. 

Dacă ecuaţiunea (8) este de speța I, punem _ 

(UI) B=ao, 0—5=29, —p=c0, ard; 
de unde | | | 

"|a=e'+rbo, 06=0'—bp, 

(2) n=0d—fy=02+D gi, - 
vb | _ 
=), m=a+fr=0'+i0/D 

- a. 

Numerele a,2 d şi c fiind prime între el, pentru ca a, f, p, 6 să [ie 
„numere întregi, trebuie ca e şi e' să fie întregi, Da 
„Dacă ecuaţiunea (8) este de speța II (a și c pare, b impar), punem 

(18) Bo, a—6=U0, —p=c0, a4d=2p 

n unde - | 

a=(0'+bp), 9=1(0—bo), 
â&n=02+D 2 | 

_—0+iVD o -tio/D 
a 

> m=a tr — 

(14) 

  

Numerele a, f, 7, 9 vor fi întregi dacă p și p' sunt numere întregi 
și de aceeaş paritate. : . | | Ă 

Așă dar, condițiunea enunțată mai 'sus ca necesară, pentru că pu 
să admită o multiplicațiune compleză este şi suficientă, ' 

Numerele e şi e" putând primi orice valori întregi, cu: restric- 
țiunea de a fi de aceea paritate în cazul formulelor (13) şi (14), 

. rezultă că dâcă funcțiunea pu admite o multiplicaţiune complexă, 
ca admite o infinitate de multiplicatori complexi. Nu se presupune 
0 = 0; căci lui e = 0 corespund, în virtutea egalităților (11) și 
(12), valorile f = =0, a=65= e" = m: cazul multiplicaţiunei 
ordinare. |



| NOTA Iv e 469 
- Dintre valorile lui m, cea mai niică în valoare absolută, pe care „0 reprezintăm prin 4, se obține, în cazul când ecuaţiunea (8) este „de speța I, făcând o'=90, e = E Î; iar dacă această ccuaţiune. este de speța II, făcând o == Î, 0'= 4 1. Ducând aceste valori » în egalităţile (12) și (14), obținem respectiv . 

î 

(15) „n=D, u=iVn 

pp . ” Ă . - [ZI 2) (16) ân=D+D), = tilânzi 

"în arabele cazuri m = o'+ouu. . | 
Să considerăm cazul n =1. Dacă ecuaţiunea (8) este de speța . I, avem i ” 

Expresiunea generală a multiplicatorului complex. m este dar 

ui, 
ac—b =1; a=c=1, b =0, 

a , 2+1=0, T=i 

Dacă ecuaţiunea (8) este de speța IL avem 
Ai iz | | 

pe = EER e, &; e=e3 - Ş 

ac—b=3; a=c=?, bi, 2 
2727 27 +2 =0; T= e, 62, 

Valorilor z = Pa =, e (sau e?) corespund respectiv valorile 
invarianților g; = 0. 82 = 0 ($ 284, 286). Regăsim transformările. 

P (iu; 8 0)=—p (u; 20), 

. 1 
p (e u; 0, 23) = că p(u; 0, 83). | 

NOTA IV. 
“4 a 

E - . n i a av . v 
Seria 2" nu se prelungește în afară din cercul său, de conper- -o . o n gență |z| =1. 

    

1) D este în cauzul considerat, de forma &k—1 (formula 10). 2) Este inutil de considerat, pentru 4, valori egale şi de semne contrarii, în virtutea egalităţii p (-tuu) = P(uu). ! ' 
!



-- 470 E De EMM ANUEL 

„Această serie coincide cu  funejunea ((3), $ 2 25) 

= 1+ 9, (0, 2) 

în care înlocuim d prin z.Ea a fost primul exemplu, dat de Weierstrass, 
al unei serii care nu se prelungeşte în afară din cercul său de con- 
vergenţă 1). Avem ( (7), $ 221). 

do 4 . 
II % . 2 . | 2, _ | n „iar (DP aa = da op ati), a=e 

Dacă aplicăm perioadelor (2 019.2 03) transformarea lineară 

(2) oi=aof Oy 03 =7 +5 03 a5—fipy= = 
ai cărei coeficienţi. sătisfae congruenţele 

(5) o ad =, B=7=0 (mod. 2), 
: cantităţile e, şi eg nu sc schimbă şi putem scrie 

    

de 

ji 2 F 13 = a (00) p=e (Caz ă - 
  

  

De unde 

6) 20, n en ezaa 0,9). 
să punem 7 = it și să “facem 1 = + oi rezultă 

  

(6) - lim g =0, limg'=e d, ii ta ta 
Ducând « aceste valori în egalitatea 5 în care punem q' 

conchideni că' suma 

n2 . 

18
 

. 1 +25 a - 

    

= 

_unde către + 00 când z, a cărui valoare absolută este <i, tinde 
către -punetul . 

in. a mea Ă itp. 

: Acegt, punct esie aşă dar un punct singular *). Insă oricare, ar fi 
puzetul _ 

i 

ap = id, o<0 < 22 

"1) N. Weierstrass, Abhandlun gen - “aus der Piumetimenelee pag. 95; Mathe- 
matische WVerke, JI Bd, pag. 21. 

21. p. 4,



„NOTA Iv . ai 
“pe cercul |z | = 1, putem determină numerele a, f, , 5 astfel ca inegalitatea 

- 

  

  

să fie satisfăcută, £ fiind un număr pozitiv arbitrar de mic. In do= meniul oricărui punct al cercului, oricât de mic ar fi acel domeniu, se găsese dar puncte singulare: tot cercul este aşă dar o linie de puncle singulare şi seria nu se poate prelungi în afară din acest cerc. 
q.e.d.. 

     


