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INSTINTARE,

Ca profesor de Caleul diferenfial si integral la Facultatea de Stiinfe
din’ Cluj, am avut ocazia sa constat, in fiecare an, cit de mult se re-
simle — mai ales pentru studenfii din notle provincit romdnesti — lipsa
unui tratat de AxauizX MatemamicX Tn limba romdnd. :

Pe de alté parte, din publicarea manualului mew de MaTEMATICH
GENERALE, cunoscdnd sacrificiile de timp st de muned, ce necesitd redac-
tarea unui astfel de curs, precum si greututea cu care se tipdreste la noi
o carte- de Matematici sitperioarc s1 totugi pentru a asigurd aparilia cat
mas ‘repede a acestor lectiuni, m’am adresat la cifiva colegi de la Uni:
versilatea din Cluj, rugdndu-i si colaboreze la redaclarea unui manual
elementar de AxsvizX MATEMATICA, #n - care sd fie tralale loale chestiri-
nile, care se cer de obicei la examenul - de Calewl diferenfial si mthml.
pentru licenfa in Matematici.

Modalitatea la care ne- am oprit este aceea, dc a scoate cursul in

mai_multe vohume, cuv @ cdror coordonare §i unifor mizare mé voiu ocupi
cu, asit ca toate volumele impreund sd poal@ formé un {fof.

- Primul. volum, inlitulat: LECTIUNI DE CaLcuL DIFERENTIAL ¢ 7e-
dactat de D-l.A. AxceLescu, profesor de Teoria Funcfiunilor la'Univer-
sitatea din Cluj. Volumul al doilee Lectiunt pE CALCUL INTEGRAL va fi.
redactat de mine. Celelalte volume vor fi destinate aplicafiilor //comclnco,
-ceuatiilor diferenfiale si ecuafiilor cu derivate parfiale.

Tin sd exprim acy mulfumirile mele Ministerului Instrucfiunii, care.

a binevoit si me inlesneased aparifia. acestui prim volum, precum gi

Institutului de Arte Grafice ,Ardealul”; care — cu toale sacrificiile le-

" gale de imprimarea wnut curs de Analizd Matemalicd — si-a dat toald

silinfa ca aceste lecfiunt sa apam n condifiile celc met zeﬂmc 5t cele
mai bune. '

Cluj, 17 Noembrie 1926, .

] GHEORGHE Bratu,



Titlul de Lecfiuni.de Calcul DLferen[zal dat acestui volum este poatc
prea restrdns, cdei pnmele trei capitole, adicd apro«pe Jumdlate din ci-
prinsul acestor lecfiuni, sunt destinate chestmmlor'znhoducluc 1[ul(um
de numere, Limite, Funcfiuni st Serii.

. Am cdulat tn expunerea ficutd si fin edt mai clcmentm alm//uml
muandal, fard a intra in prea maudle detalii, chestiunile mai (hhmtc ce sunl
desbdtute n citece din lralatele moderne de Analiza Metematicd. »
Pentrn ldmurirea si mmplecl(ucu teoriilor expuse am crezul ulil si
_adau(/ dupd fiecare capitol un micwumér de exereifii, in parle noi.. «
edror solufie se gdseste indicalit T mod swmar.

Seopul leefiunilor de fatd nu este altul de edt de pmw la 171(70-
mina studenfilor nogtri un manual’ didactie de Caleul Dife 1r-nfzal
seris in romdnesfe. :

AUREL ANGELESCU.
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CALCUL DIFERENTIAL SI INTEGRAT,

CAPITOLUL 1.

MULTIMI DE NUMERE. — LIMITE.

—

L. — NUMERE REALE. —. MULTIML

1. Numere rationale, NuvEere inTREGL. Nu vom incerca si dim 0
defini{iune a numerelor intregi; vom consideia aceasti noliune ca intui-
tivd. Nu ne oprim nici asupra operafiunilor cu aceste numere. Vom ob-
serva numai ci ideia de infinit este cuprinsii in acea de numiir intreg: .
sirul mumerelor intregi éste nelimitat, pentru cii dupd fiecare numir in-
treg urmeazdi un alt numir intreg diferit de el §i de toate celelalte nu-
mere dinaintea lui, 1 - - '

- NUMERE FRACTIONARE. Misura lungimilor a introdus din timpurile
cele mai.vechi numerele fractionare. Putem considera o fractie—:'—(m st

- 7 numere fintregi) ca o pireche de numere avand roluri. diferite. Defini-
rea operaiiunilor cu aceste numere trebue sy fie astfel ficutd, ca si nu

conduci la contraziceri, Asa, de exemplu, definitia - produsului a doug

fractii = si £ trebue si ne conduc la definitia produsului a dous
{ n q ;

numere intregi, atunci eand m e divizibil prin » $i p e divizibil prin g,
- NUMERE NEGATIVE. Numerele negative s'au introdus in aigebri ca

solutii_false ale ecuatiilor. Din interpretarea acestor solufii s'a degajat
treptat, treptat ideia de numir negativ si numir pozitiv. - Considerarea
numerelor precedate de semnul 4- sau — pentru a deteriming un punct
Pe o axii dirijatd a fost un eveniment de cea mai mare importanty. in
evolufia stiinjelor matematice. =
] NUMERE RaTIONALE.  Numirul zero impreund cu numerele intregi si
fractionare, pozitive $i negative, formeazd multimea numerelor rafionale.
Din ‘doud numere rationale distincte st b unul este mai mare de
cat celdlalt. Dacd a este mai mare decat b, seriem @ > b -sau b <a.

GRS _ : 1



2 MULTIMI. — LIMITE,

Dacd intre trei numere- q, b, ¢ avem a > b.5i b>¢, vom avea si a>c.
Exprimim aceste proprletﬁtl ziend ci mulfimea numerelor ratlonale
este ordonatd,

Mai reamintim c# intre dou¥ numere rationale diferite putem in-
totdeauna intercala altele mai mari de cat cel mai mic si mai mici de
cat cel mai mare si astfel incat diferenta dintre dousi numere consecutive
se fie ori cAt de mici vrem.

2. Numere irationale. NoTiuNeA DE TXETURK (l) ‘Definirea numere-
lor irafionale o vom baza pe posibilitatea de a “separd, fotalitatea nume-
relor rationale in doui clase, o ‘clasd inferioard A si o clasii superioar
B astfel ca: : ;

4/ Orice numdir rafional si fac parte sau din clasa A sau din clasa B.

Orice numir rafional @ din clasa A sii ﬁe mai mlc de cat orice

nux{’zr rational b din clasa B. :

Cand am obfinut o astfel de separare zicem cii am ficut o taetura
in sirul numerelor rafionale. Vom vedea, mai departe, unele procedee
simple, care ne conduc la tieturi. :

In privinta claselor A si B trei cazuri sunt posxblle

- 10, Clasa inferioari A contine un numir ¢ mai mare decat toatew
celelalte numere din aceasts clasi. _

Prin urmare clasa A este formati din numiirul & si din toate nu-
merele rafionale mai mici decit «; iar clasa B din toate numerele mai
mari decat «, In acest caz observiim_ c# din definifia claselor A si B
reiese ci m clasa B nu pulem avea mici un numar mai mzc decat toate]
celelalte numere din aceasti™ clasﬁ! \ B .;3’& Sl 0 & Mawe B

In adevir, daci un astfel de numir f ar exista, el ar f mai mare -
decdt @, clici este'din clasa B si intre « si B, diferite, ar exista alte nu-
mere rationale, care ar fi foate in afari de clasele A si B, ceeace este
in contrazicere cu definitia acestor clase. - '

_ 20, Ipoteza precedentii ne fiind realizat¥, si presupunem ci clasa
superxoaré B ar confine un num#r « mai mic dect toate celelalte nu-
mere din-aceasti clasi. Prin urmare clasa B este formatd din numirul
« si din toate numerele mai mari decdt «, iar clasa A din toate nume- .
rele mai mici decat «. In acest caz, in clasa A, nu putem avea niciun
mtmar mai mare decat toate celelalte numere din aceasts - clasi.

Aceste doud cazuri sunt foarte usor de realizat. .Luim un numir
oarecare «; asezﬁm in clasa A toate numerele mai mici decét o $i in
clasa B toate numerele mai mari decit a. Dacit asezim numirul o« @ in

- (") Notiuns datoritd lui Dedekind.



NUMERE REALE, © ; 3

clasa A, avem ‘cazul intai, daci il agezim in clasa B, avem cazul al doi-
lea. In ambele cazuri zicem ¢# numirul o determini taetura (A B) si
<d aceasti tieturd este ra;zonula

3% Se poate insi mtampla sd nu existe nici in_clasa A un numdr
mai_mare de:dt toate, nici tn clasa B un numar mai mic decdt toate.

Fie, de exemplu ‘B.un numir rafional, pozitiv si nu patrat per-
fect; vom aseza in clasa A toate numerele rationale negative §i nume-
rele rafionale pgzmlq al ciror patrat e mai mic decat p, iar in clasa B
toate numerele rationale : poz1 vg al cdror patrat e mai mare dec&t B.
— Asa fiind, in clasa A nu poate exista un numir mai mare decat
toate celelalte. In adevir, daci.a este un numir din clasa A, patratul
lui e mai mic decat B $1 caleulind riddcina patrati din B, cu un nu-
mir suficient de cifre - zec1male, prin lipsd, ‘putem giisi intotdeauna un -
numir rafional - @, care si satisfaci’ neegahtitlle x> a st a2 B

In mod analog se arati ci in clasa B nu poate fi nici un numir
mai mic decdt toate celelalte/ : ,,1 v :

a)
| Cand conditiile cazului 3 sunt indeplmlte, zicem c# tdetura este
rafionald. Tédetura (4, B) ne deﬁneste un numdr irafional prin condltla
| ca acest numir si fie mas mare decdi toate  numerele din clasa. A si mai

.mzc de cdt toate mmzeoele din clasa B. Vom insemna, de acl inainte,
' acest numir cu o literd.

EXEMPLE de numere u'atlonale Vs, =, o, etc

Totalitatea numerelor 1ratlona1e corespunde la totahtatea tﬁetumlor
de hpul 30 pOS]l)lle S/

VaLORI APROPIATE. Fie X un numir irational definit prin tietura
(4, B) si & un numir ratlonal pozmv ori cit de mic’ v01m Sé conside-
riim pronresm arltmetlc&

(1) a, a+e at2¢, a+3e

unde a este un numir din clasa A. Termenii aceste1 proazesu cresc&nd
1a infinit en %, vom giisi in ea si termeni din clasa B. Fie a—l—ne pri-
mul termen al’ prooresxex (1), care apartme clasei B; a—l—(n — l)s apar-
tine clasei A si avem :

: a—{—(n—l)s < A< a—}—ne

Numerele ratxonale d—}—(n—l) ¢ sl at-ne se zie valorz, apropiate
de A cu o aproamnatte mag, mzca de cdt e, pr1mu1 prm lzpsa al doxlea
prin adaos. < gl

Prm urmarw de mic ar ﬁ numﬁrul rational si poziti\‘ €, pu-



4 - MULTIMI, — LIMITE.

tem determina intotdeauna doudi numere' rationale a.si 3, respectiv din
clasele A si:B ale unui numir irational A, aga'incdt si avem b—a=¢
Vom puted gisi astfel: ) : : i
. I , _1

pentru e=ﬁnumerele ay, by cu by — a =5
> E=T0 n. @b bhe—np=im. '
. . t. L - Q' . » .- e - :‘. . . L] K . 3
1 . ™
N | » €=m ” an, bll » bn b (47 =1—(ﬁ
si vom avea : e ;
' USLER=E...Sa=..
bnébz\ébgg...;bng.. N
cu [
ap <A <bn

pentru orice valoare a lui .

3. Numerele reale, Totalitatea numerelor rafionale si irafionale for-

meazi mulfimea numerelor re'abl e

Ordonarea numerelor reale implici determinarea relafiilor de ega-
~ litate si neegalitate dintre aceste numere; - : -
' Compararea unui numir rafional » cu un numdir irafional A, deter-
minat de tietura (A, B), este imediati: daci numirul r se gilseste in

clasa A, este mai mic decat 2, iar dacdl se giiseste in clasa B este mai
~ mare decit A.

Si comparim acum doui numere irafionale. Fie A un numir ira-
tional definit prin tetura (4, B). Vom zice c# alt numiir irafional A" de-
finit prin tdetura (A, B) este egal cu A, atunci cand orice numir din
clasa A’ face parte din clasa A si orice numir din clasa B’ face parte
din clasa B. Vom zice ci numirul rational A" este mai mare decat A,
sau cd A este mai mic decat A, daci un numir din clasa A’ se giiseste
in clasa B. : =. :

Un numir real este pozitiv; dacii este mai mare decit un numir
rafional pozitiv; este negativ, daci este mai mic decit un numir ratio-
nal negativ. Prin urmare putem scrie si pentru numerele irationale A>0
pentru A pozitiv, si A <<O pentru A negativ.

Si ardtim acum ci intre doud numere reale diferite putem ntot-
deauna intercala un numdr rafional si deci o infinitate. — A

In adevir, daci amindoui numerele sunt irationale, propozitia se con-
fundd ‘cu definitia pe care am dat-o neegalititii a dou# numere irationale,

~Si presupunem insi ¢l numai unul din numere: este irafional, de-

I— N =K
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NUMERE REALE. B

finit prin. tdetura (A, B). Celilalt numir, fiind rational, se va gisi fn
clasa A sau in clasa B, dar nu va_ fi nici cel mai mare din clasa A, nici
<el mai mic din.clasa.B; prin urmare si in acest caz. propozma esté
adeviiratd.. : E

-In fine céand ambele numere sunt ratlonale, propozxtla este cuno-
scuti din aritmetica elementari. :

-

Simetricul unwi nwmdr rational se numeste acel numér schimbat
de semn. Sii extindem aceasti’ definifie la numerele irationale. :

Fiind dat un numiir real A definit prin_ tietura (A, B), vom insemna
<u —A st —B clasele ce se oftin respectiv din A si B cand, 1u,%i;n' si-
metricel e numerelor ce le compun; este evident ci.in clasele —A
§1 —B impreuni intri totalztatea numerelor rat,lonale gi cii fiecare nu-
mir din clasa —B este mai mic decat fiecare numir din clasa —A.
Taetura. =5 —A) defineste -deci un numiir real, pe care il fnsemnim
cu —X si vom zice cii este simetricul lui A. .

-Dacii un numir este pozitiv, - simetricul siu este negativ. Dintre
numerele A si —A acel, care este pozitiv, se numeste valoarea absoluid
a lui A si se noteazd cu JA].

Inversul unui numdr ratlonal reste — Fie X un numir ira-
ilonal putem considera acest num&r ca o taetur& facutid in totalitatea
numerelor rauonale de accla$ semn cu el si fie (A B) acea tieturi. Si
insemnim cu A™' si B~ clasele’ formate respectiv de inversele nume-
relor din A si din B. Cum orice numir rational’ diferit de zero este in-
versul unui numiir rational, rezultii ci tietura (B'1 ATY deﬁhe$te un
numir irational de acelas semn ¢u A, pe care il vonfinsemna cu — $1
il vom numi inversul lui A, - et s - =

4. Opel atule cu numere reale: ApunaRea. Fie l $i 4" doui numere
reale si a, b, @ b patru numere rafionale asa incat sZi avem

_‘a<l <b”,_ a <l =401,

Este evident ci: 1 I

19, toate numerele rationale de forma e+ a’ sunt mai mici dec&t
numerele de forma b b; :

20, njci unul dintre nume‘ele a+a nu e mai mare" decat toate
numerele de forma a+-a'; : :

39. nici unul dintre numerele & -’ nu e mai mic decat toate
aumerele de forma Bt - -

Sii aritim c exista un rumir real A" si numai unul mai mare
decdt toate numerele a +a’ §i mai mic decit toate numerele b0



6 v MULTIMI. — LIMITE,

In adevér, punind in clasa A orice numir rational care e mai mic de-
cat toate numerele de forma 5% si in clasa B toate celelalte numere
rafionale, am format tetura (A, B), care .defineste un numir real X", In
particular, in clasa A sunt toate numerele de forma a-}-a’ si in clasa
B toate numerele de forma & -3’ si> cum nu existi un numir, care si
fie cel mai mare de forma a+a §i nici un numér cel mai mic de
forma b -|-?', trebue si avem

a + a’ < A <b —]— beh : Z :
Numiral A" este unic. In adevir, daci ar fi douﬁ numere A; i A

(A <<A2) care si satisfaca la neegahtatea precedentd, am avea, pentru
toate numerele a, a’, b, b’ considerate, neegalitatea

lo—A <(b-+10) —’(a+a)—b—a+b —a’, ‘
* ceeace este imposibil, deoarece existi numere 'a b, a’, ¥ pentru
care diferentele b—a si b"—a’ pot fi ori cat de mici, in particular
mai mici decat 2=™. Numirul X" astfel definit se numeste suma nu-
“merelor reale }, A’ Vom scrie dar '

| A2 =1"

Din aceasti dlﬁmtle a adundrii, care cuprinde ca un caz particular
adunarea numerelor rafionale, reiese proprietatea comutatwaﬁ

AN =22, i

In mod analog se defineste suma a mai multor numere reale si
se verifici proprietatea asoczatwa

a+@+N=et+ptr.

S4 verificim c# suma numerelor A si A", unde 1" este simetricul |
lui A, este nuld. Se vede imediat, in acest caz, c¢i numerele de forma J

a-}-a’ sunt toate negative si numerele de forma b4-b" sunt toate po-
zmve deci A4-A"=0.

ScXpErea. Pentru a sciidea un numir A din numiirul i, vom adiuga
numirului p pe A", simetricul lui 1, rezultatul d al scﬁderex il numim

dzferen;a, deci
d=p+N. " X= -

Se vede imediat ci, daci adunim pe A cu d cépitam pe i, con-
form definitiei obisnuite a sciderei, deoarece

d+l—(u+l)+l p-l-(l'-l—l)—
Se mai poate scrie
d=p—2>



NUMERE REALE, 7

InMuLTIREA. A i A’ fiind douﬁ numere reale pozitive, si considerim
toate numerele rationale si pozitive a, b, o', v, care verificdi - neevahtﬁtlle

a<A<b , a" <A LD

Produsele de forma aa’ sunt mai mici decit cele de forma 45"
si cum existi diferente de formele b—a si b'—a', care si fie ori cit
de mici voim, rezulti ci sunt si diferenie de forma bb —aa’ oricit de
mici am vol. Rationind atunci ca in cazul adunirii, vedem ci existi un
numir real si pozitiv 1", §i numai unul, mai mare decit toate produsele
de forma a o’ §i mai mic decat cele de forma bd’. Acest numilr se nu<
meste produsul numerelor A si X',

Vom scrie dar : Lw.
Appios JL

Regula semnelor se extinde 1med1at tn cazul cand unul sau ambele
numere A, A’ ar fi negatwe

Proprietatile comutatwe, Aasocmtwe si distributive reprezentate prin
egalititile .

af=pfa , a(By)=c«By , a(ﬁ+7)=¢f3+¢r,
se verificd imediat. = ‘
Un produs de mai multi factori nu poate fi nul decit dacii unul‘
din factori este nul,

Se mai verifici usor. cii produsul unui numér prin mversul siiu
. este egal cu 1.

IMpXRTIREA. Pentru a impirti un numir A printr’ un numiir p, vom
inmulfi pe A prin p, inversul lui p. Rezultatul ¢ al acestei operatii se
numeste cdé. Se verifici imediat ¢ pe=2A.

Mai putem scrie

2
i

" PUTERI RATIONALE. Dacil 7 este un’ numér intreg si pozitiv, ridica-
rea la puterea m» a unui numir l este 0 consecintd imediatd a definitiei
inmultirii.

Si definim rdaddcina arltmetlcé de ordinul 2 a unui numir pozitiv l
Vom separa totalitatea numerelor ratlonale pozitive in doudl clase A si
B: in clasa A vom pune acele numere rationale, care ridicate la puterea
n-a ne dau numere mai mici decat A, iar in clasa B vom pune cele-
lalte numere raionale pozitive. Am format astfel o tieturi (A, B), care
ne defineste un numﬁr numit rdddeina de ordinul n din A si pe care

= &

il fnsemniim prin Vx
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! - : . n : - < ¢
- Se vede imediat ci numirul |/} astfel definit' este irafional, afard de

cazul cand X ar fi puterea a n-a a unui numir rational.
Prin definitic avem apoi ! .

ar=21

2 p kr
imde m sl n sunt'numere_ intregi poiitivb $i » un numdr rational.
- Aceste definifii sunt suficiente'pentru a stabili, fari nici o dificul-
tate, regulele de calcul cu exponenti rafionali pozitivi sau -negativi.

s By Ut
AT=1A e—1

EGALITATI $1 NEEGALITATL. Se poate éréfa-u$or cil regulele elemen-
tare cunoscute de transformare si de combinare a egalititilor si neega-
litdfilor subzistii si pentru numerele astfel generalizate. .

5. Corespondenta intre mirimi §i numere. Numerele reale se in-
trebuinfeazd pentru a exprimd méisura mirimilor concrete. -Se admite,
ca un postulat, ci, daci unitatea de m&sury a fost aleasd, la fiecare can-
ditate dintr’o mirime corespunde un numdr i reciproc. ‘

Sd considerim o dreapti nesfarsiti pe care vom Tua:

19. un punct O ca origine;

20, un sens pozitiv, de exemplu dela O spre dréapta;

30. un segment unitate OA in sensul pozitiv. L -

Vom zice eii punctele O si A corespund respectiv numerelor 0 si 1.

La orice punct P depe dreapti va corespunde un numdr real g = OP
bine determinat, pozitiv dacd punctul P se giseste de aceeas parte cu
A faji de O, negaliv in caz contrar; si reciproc, la oricare numir real @
corespunde un punct P (a =OP). Tinind seama de aceasti reprezen-
tare geometric, vom puted’ zice, de aci inainte, in loc de numirul q,
punctul a i invers, : :

«

v —5~X- 6. Marginile unei mulfimi de numere. Cand avem un numir finit

2 0 sau infinit de numere, care se bucurd toate de o proprietate comuni,
D zicem ci avem o mulfime de numere. ; : .

~ Spre exemplu, putem considera mullimea numerelor rationale, mul-

fimea numerelor- cuprinse intre 0'si'l, multimea numerelor intregi si

' pozilive mai mici decat 100, ete. - - y - o
Dacii mulfimea_este-formati dintr'un numir. finit de numere, atunci

unul din numerele mulfimii este mai mare decat celelalte. Cand multi-
mea cuprinde un numir infinit de numere, nu mai putem afirmi acelas
lueru; ‘asa, de exemplu, in mulfimea numerelor negalive nu exist nici

un numilr mai mare decat toate celelalte. Aceste constatiiri ne conduc

la notiunile de margini ale unei multimi. [ 'y
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O multime este mdrginitd superior sau la dn:apta“(‘), daci putem

determind un numir 4 mai mare decat toate numerele multimii; este

‘mdrginitd inferior sau la stinga, dacs putem determina un numir g
mai mic de cat toate numerele mulfimii. Daci multimea este mirginit
$1 superior §i inferior, zicem cii este ‘mdrginitd. I ‘
~ MaraiNe superioarX. Fie (1) o mulime de numere" mirginiti supe-
rior. Fa{i de aceasti mulfime putem - despiirfi foafe numerele "reale in
-douil clase' A si B. Vom zice ¢ un numir n este din clasa A, daci
existil cel pufin un numir, din mul{imea (1), mai mare de cit n; in
‘caz contrar n este din clasa B. Cum am presupus mul{imea () mirgi-
nitd superior, este evident cii avem numere din ambele clase si cii orj-
¢ numdr din clasa A este mai mic decat orice numir din clasa’B. :
Si ardtim i existi un numir A, care desparte aceste doui clase;
-adicit orice numir mai mic ‘decat:- A este in clasa ‘A $i/bri¢e' numir mai
mare decdt M este in clasa B. In adeviir, zic ¢i numirul M este nu-
mirul definit prin tietura (f, B) ficutd in modul urmiitor in: totalita-
tea numerelor rationale: luim fn clasa inferioars F toate numerele ra-
-fionale cuprinse in A §i in clasa superioard B 'toat‘e'mimérele‘ rafionale

-cuprinse in B. Asa fiind, orice numdr rafional mai mare decat A este

In clasa B i orice numir rational mai mic decat A/ este in clasa A:
Un numir irafional mai mare decit A, este mai mare decat o infinitate
-de numere rafionale mai mari decat M, adicd din clasa B, ‘deci si acel

_Mumdr irafional eSte in clasa B; tot astfel se vede ci orice numir ira- -

“fional mai mic ‘decit JF este in clasa A. . s ,
Acest numir M se bucurd de urmitoarele doul Dpreprietiti :

‘ 10 Nici un numdr. din mulfimea () nu este mai mg}gﬁﬂec@t M.
20 Oricdt de mic ar fi numdrul poziliv e, existd in otdeauna, n
-mulfimea (1), un 'numdr. mai ‘mare decdt M—e.. .
- In adeviir, daci ar exista in mulfimea (#) un numir de forma
M—-h, (> 0), atunci numirul M-{—g— ar fi in clasa A, ceeace este
-absurd. Proprictatea 20 esie si-ea’o consecintd imediatd: a. definifiei nu-
mdrului M: numiral M —e¢ face parte din clasa A, deci avem in mul
‘{imea (p) cel pufin un numitr mai mare decat M—e. . . . .
Numiirul A astfel definit se numeste marginea superioard a mulfimii

«(1t); el poate face parte sau nu din multimea (p). - * -

i . : . 7 A -
EXEMPLE. In mulfimea de numere fracfionare -
Iy, e ;
W i n=l1, 2, 3,...
el L

(") Avand In vedere reprezentarea geomelricd a numerelor,
’

\'
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avem M= 1 si acest numér nu apartine mul{imii, pentru ¢i nu este fracfionar. Dar
in multimea numerelor al ciror patrat nu este mai mare decdt 2, avem M =}2 si
el apartine mulfimii considerate. :

VW~ Opservine. I. Se vede imediat ci nu putem avea dect un smﬂur
numdr, care si se bucure de proprietitile caracteristice ale numirului AM..

II. Daci M nu face parte din multimea (), atunci in aceasti mul-
time existd o infinitate de numere mai mari decat M —e. Ciici dacit
nu ar exista decAt un numir finif, atunci cel mai mare dintre aceste-
numere ar avea toate proprietifile numirului A/, . ceeace este imposibil..

~ MarGINE INFERIOARK. In mod analog se aratd ci, daci o multimé
(1) este mirginitd inferior, existd un numdir m, numit margine inferioard
a multimii §i care se bucurd de urmiltoarele doud proprietiiti:

10 Nici un numdr din mulfimea (1) nu este mai mic decdt m. | :

20, Ori cht de mic ar fi numdrul pozitw e, existd infotdeauna wn.
numar din_mulfimea (p.) mai mic decdt m—lr-s/ 3

7. Punct limitd. Unei mulfimi de numere ii corespunde o mulfime-
de puncte pe o dreaptd dirijatd, numiti mulfime liniard. Punctele unei
mulfimi mérginite sunt toate pe un segment de lungime finiti.

Fiind datd o multime liniard, un punct p este numit punct limitd-
sau punct de ingrdmddire, atunci cind existd o infinitate de puncte de- -
ale mul{imii in vecinitatea lui p, sau, mai precis, atunci cind existi o-
infinitate de puncte de ale multimii intre p—é Si. p—}-., ¢ fiind un
numir pozntlv arbitrar, oricit de mie,\V

S& aritim ci: o mulfime liniard (), margmzta, care cuprinde o.
infinitate de puncle, are. cel - pufin un punct limitd, ;

In adeviir, fie @ si b extremititile intervalului a b, care ‘contine-
toate puncte;e multimei (); si-1 impﬁrum in doudl pirii egale prin punc-
tul ¢. Dintre intervalele a ¢ si ¢b unul cel puiin va -contine o infinitate-
de puncte de ale multimii (). Fie a; b; acel interval. Operand asupra

- intervalului a; b, cum am operat asupra lui ad, 'si asa mai' departe,
obfinem segmentele ab, a;b;, abs, .., fiecare fiind jumitatea celui
dinaintea lui §i in fiecare giisindu-se o infinitate de puncte de-ale mul--
timii’ (®). Cum avem a, bn=:—: , vedem cii dupi un numiir destul de-
mare de operatiuni, segmentul a, ba, care continuii a confine un numir-
infinit de puncte de-ale multimii, poate fi ficut mai mic decat un nu-
mir pozitiv flat 2¢, oricat de mic ar fi el. -

Fie p limita comuni citre care -tind numerele a, ba, cand n_creste:
lain infinit. Punctul p_e un punet limitg al mulfimii ().

Un . punct limitit al unei multimi poate apar{ine sau nu acelei mul{imi..

\
- L
)
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EXEMPLE. Daci considerim multimea. de puncte

1 1 {
1, ,-§-1 "";1"

\

atunci zero, adicd originea, este un punct limit i‘fl nu apartine multlmu Din contra-
in muliimea de puncte

Lil—gyeeey Tmdy ouv
1 este punct limitd si el aparfine acestei multimi,

O multime de puncte poate avea mai multe puncte limits, saw
chiar o infinitate. Este evident insi cif, daci o multime este format’
dintr'un numir finit de puncte, nu are nici un punct limiti.

8. Cea mai mare limiti. Daci o mul{ime miirginitd (1) are mai
multe puncte limits, atunci marginea superioard L a multimii formatZL
de aceste puncte limitd, se cheami cea mai mare lzmzta iar margmea
inferioar I cea mai micd limitd.

Din aceastd definifie si din.cele ce stim asupra punctulm limit&.
reiese cii:

10, In mulizmea (p.) avem 0 mﬁmtate de numere care sunt mai mari--
decdt L— e gi mai mici decdt L+e §t 0 infinitate de numere care sunt
mai mict decdt-14-¢ §i mai mari decdt I — e. )

20 Nu putem avea in mulfimea considerati decdt un numér ﬁm&
'de puncte la stinga punctului 1 —¢ sau la dreapta pzmctulm L+e. '

EXEMPLU, In rﬂu]tlmea in care pnmele 4 numere sunt

17,

18’

iar toate celelalte numere, in numir infinit, se calculeazi dupd legea urmitoare: \:

3 8 -
%y =3, “2—'5’ Uy =15 %y =

. 1 .

#n=2-+ pentru n=m4+1,\
iln‘=2—% s n=md-2,

un=1——.’712- LD n=m4-|-,3,

un=1.-}-nlz“ - 1;-;-1114 .

cea mai mare limiti a multimii este 2, iar cea mai mlcﬁ limita esto 1 margimea.
superioard a multlmn este 3, iar margmea mfenoari—--

Dacé multimea (p) are numai un singur punct llmm‘i L $1 l co-
incid cu acest punct.

~ Se poate intampla ca numerele L si ! si comc1di respectlv cu,
margzmle superioard si inferioari ale mulumu ()
s VABIABILE REALE — LIMITE.

9 Vamablla ren]ﬁ O cantitate 2 care, trece printr’o mﬂmtate de
valori reale, se numeste o variabild reald. Zicem cii x variazd in mter—



contenit, ramdndnd nsd mai micd decdt wn numdr fiz 4, = are o limita
: A7 T : T S
§_aceasta limitd este mai micq saw cel mult egald cu A.- '

2C
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valul (e, b), cand z poate lua toate. valorile cuprinse intre a:§i 0, im-
preund cu aceste valori extreme. Vom presupune, cind nu vom specifica
contrariul,  <<b. Deci in acest caz a este marginea inferioari si b mar-
ginea superioard a intervalului (e, b),..ambele ‘accésibile pentru valorile
lui ; intervalul (a, b) este zis inchis. + - o
Dacil z nu poate lua’ yaloatea a, sau valoarea b, sau ambele valori
a si b, zicem eif intervalul este deschis si cit marginile nu sunt accesibile;
in acest caz vom insemna intervalul in care variazi z prin. (a -}-0, b),
sau (a,.0 — 0), sau infine (a4 0, b—0). * =1t ¥
10. Limita unei variabile. Fie o variabili z; care trece succesiv
printr'o infinitate de valori, asezate unele dupid altele -dupd o anumiti
lege. "Zicem ci z tinde citre o limitd a dacH, ori cat .de mic ar fi nu-

- mdrul ¢ pozitiv, putem gisi o valoare xp a lui z, astfel ca, pentru toate

valorile pe care le ia # dupi «p, si avem. neegalitatea
HCTRF RIS lz—al<e -}

q S

In acest caz scriem: lim x =a.
~ OBSERVARE. Conditia (1) se ma'i"p'o‘z:tt_e\sc‘rie'l : A
e—e<z<ate
- Din aceastd definitie reiese cﬁig;\rai'iabilii nu poate tinde: in acelas
timp-ciitre doud limite diferite ‘a si b, citci canfititile |&—q| si [z—b|
devenind mai mici decit ¢, din |[z—a| <g, |le—b] <& deducem
[b—a} <2¢, cecace este imposibil de oarece e poate fi luat ori cat de
mic voim, ‘ .
Dacii z creste si devine ‘mai mare decat orice numiir-4, oricit de
mare, zicem ci « tinde clitre -~ oo si scriem : lim x=-oo.
Tot astfel daci = descreste si devine mai mic decat orice numiir
negativ dat, zicem ¢i 2 tinde ciitre — 0o si scriem : lim z=— co.

11. Principiile teoriei limitelor. I. Dacti_variabila_;x~-cxe_§_l_e_7.21’-_

In adevir, mulfimea valorilor ce le poate lua z fiind" mirginiti
superior, avem o margine superioard a acestei mulfimi,  pe’ eare si o
notdm cu M. Variabila « nu poate deveni mai mare - decit M, dar
ajunge mai mare decat Af —e¢ (6); odatii aceasti valoare ajunsi, varia-
bila z fiind cresciitoare, se va apropia necontenit $i mai mult de Jf
Deei M, cvident mai,mic sau egal cu 4, este limita variabilei z.

In mod analog ‘se araty ci: dacd variabila x descreste necontenit
dar rdmdne mai. mare decdt wn numdr B, atunct = are o limitd_si acea-
sta limitd este mas_mare squ cel pufin_egold ey B -y =k -

£ —wy

—
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'/’iu-,u B o) { —
. Fie z 5i y dowd variabile avind ca limite pe « §i B, vom avea.
lim(@ty)=ap , im@y)=ap , lm{7)=2

dacd in ultima egalitate. presupunem pe B diferit de zero. \U .
Primele doud egaliti{i sunt aproape evidente. Vom demonstra pe
cea din urmd. S punem z=a--h si y=B-F% unde k si% sunt va-
riabile avand ca limiti pe Zero (fiinded lhl=1lz—a|<e). Vom avea

%y_a ___a+h a Bh—ak

Cum B este diferit de zero, 'pute':m’ face ca aceasti ultimd fractie
st fie mai mic¥, fn valoare absolutii, decai orice- numir pozitiv. Deci
& limitsy pe <.

; are ca i

Propozifia precedentd se poate enunfa sub o formd mai generald
considerdnd sume si produse de mai multe variabile, dar tn suumdr finit.

Mai general: : -

HL Fie R (z, ¥, 2,...) o expresie rafionald de un numdr finit de
varwabile x, y, z,..., adici o cxpresic al cdrei caleul nu cere decdt cele:
patru operafnoy fundamentale; dacd variabilele z, Y 2y ... au respectiv-
ca limitd pe a, B, v,..., atunci R (z, y, Z,...) va avea ca limitd expre-
siunea R (a, 8, v,...).. b il e

Pentru valabilitatea acestei propozitiuni se cere, ca in cazul eand
in expresiunea R avem operatiuni de impirtire, impirtitorul sd nu aib#
o limiti nuld. : :

IV. O variabila a cdrei - valoare rdmdne. cuprinsd neconlenit intre.
valorile corespunzdtoare ale alior doud variabile, care aw. acceas limitd
finitd, tinde cdtre aceastd limitd. < A5

In adevar, dacd z riimane cuprins intre variabilele si v, care
tind amdndoud ciitre acelas numdir finit @, x— ¢ va fi cuprins intre di-
ferenfele'w — a si v—a, care tind ciitre zero. Prin urmare z —a tinde
cdtre zero; deci = are ca limitd pe a.

12. Cind am obtinut o relatie intre mai multe variabile, care sub-
zistd pentru o infinitate de valori ale variabilelor, bazandu:ne pe prin-
cipiile precedente, putem inlocui in acea relatie variabilele prin valorile
lor limite, Aceastii operatiune se numeste trecere la Limitd, '

S dim citeva exemple de trecere la limitil.

19 Fie un numir fix ¢ > 1 $i m un numir intreg si pozitiv.

Vom avea a™> 1. Din identitatea a™*+7=a™ a7, unde p este un
Intreg pozitiv, deducem ci a™ creste in acelas timp cu m.

- St aritim cd a™ tinde citre -+ co cidndern creste necontenit.

t
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In adevﬁr, din identitatea
—l=(—1) (1-‘-a+ -+am=l)
-deducem, tmand seama cd- a > 1,
e a"—1>m(a—1)
:sau, ficind ¢ =14, cu & > 0, avem
| (1+h)m>'1+mh.
Este deci suficient si aritim ci putem alege un numir intreg m
asa incat sd avem, ori.cat de mare ar fi numirul dat A4,
L ; 14+mh> 4.

Aceasti neegalitate este satisficutd, dacid luim numirul intreg m

A4A—1
imal mare decat iy

" Dacii a este un numir pozitiv ma1 mic decat 1, el va fi mversul
‘unui. numir pozitiv 8> 1. Deci a™ = zm- De aci rezultd ci in acest caz

puterile succesive ale numdirului @ merg deccrescand $1 tind cdtre zero
-cand m tinde ciitre 00, .
‘ Sd trecem acum la exponentii fractionari. Si arétﬁm mai intaj
-cit rddicinile succesive ale numérului a>>1, descresc cand indicele creste
‘si au ca limitd unitatea, cind 1nd1cele tinde ciitre }~00. In adevir, se

-verifici imediat ci
m4-1 m

X Vo < Va.

Pentru a stabili si partea a dona este suficient si ariitim ci pu-
“tem alege pe m destul de mare, asa incat, ori ct de micd ar fi canti-
“tatea pozntwa g, si avem

m

VE —1 < €
:san, neegalitatea echivalentd,

a<(149)".

Pentru aceasta e deajuns si ludim pe m asa incdt a<<1l-t-me.
Se aratdi tot astfel, cd daci numirul pozitiv @ este mai mic decat

-unitatea, riddcinile sale succesive cresc si au ca limiti unitatea.
m

Daci fractia rationalﬁ%l tinde ciitre zero, a” are ca limitd unitatea.

‘In adeviir, daci n este partea 'intreagii a fractiet —’1';', avem'’
m -
. n+1 < < w0

’
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m

deci @ fiind presupus pozitiv, dupid cele ce preced a” e cuprins intre
n n+1 S i

Vasi  Va; cum % tinde citre zero, » va creste nemiirginit si prin
L : ~

urmare (11, 1IV) a® are ca limitd unitatea.

Tot astfel se vede usor cii puterile fractionare pozitive ale lui @
merg crescind, cand exponentul creste, dacd a>1, si merg descrescind
daci 0 <a <.

20. Dacil variabila z tinde ciitre -+ 0o este evident ci
hmx" +o0 si. hm—=0

" oricare ar fi intregul pozitiv 7.

'S4 ne folosim de acest rezultat pentru a g&s1 limita _raportului a
doud polinoame intregi in 1

C
ettt 14, .. +c, -
dom-d a1 Fdn

cand variabila z tinde ciitre - co. Impirtind numiritorul si numitorul
cu 2" si trecand apoi la limits, vedem ci hmlta raportului considerat

este: infinitd, dacy n>m, zero, daci nm; & d’ dac n=m

30
stie din trigonometrie ci; pentru arcele z din pnmul cadran, avem’

sxnw<x.<tgm 3 <—-< X

sSing cosx

Ficand pe z si tindd citre zero prin valori pozitive,‘ cum i ri-

mane cuprins intre doui cantltiitl care au ca limiti 1, vom avea (11 Iv)

sin &
Jim—==1,

Pentru « negativ, putem scrie

' sinz _ sin(—x)
I

si raportul are tot limita 1. -

n
. 4% Si ardtim ci expresiunea (1—]— ) are’ o llmltii bme deter-
minati, cand numirul intreg » creste nemi’lrgmlt. Din identitatea

l—a"—(l—a) (14—a+a2+...+a"—1)

.—('—\
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deducem, ¢ fiind pozitiv si mai mic decit unitatea,
{ T ',:. ¥ (

1—a"<n(1—a) i
e
Fﬁcand pe a—l——,, ciipdtim TR -.‘ i g
11. 1 TN
(1—”—,J >1—’,T;

de unde, impﬁrund cu (1—%—)7 ambii membri, suntem condusi la ne-
egalitatea - v ’
Y 1 n—1
=

: b e 2
(S
L
care ne arati ci expresia (1—]—--1—-) creste cu numdirul intreg n. Pen- -
tru a putea ardta existenta limitei cerute, este deci suﬁc1ent sii aratim

n
cit multlmea valorilor ce ia (1—}- ) e mﬁrgm\té. (11 I) Pentru aceea
vom folosi neevahtatea ,

) (1—a)">1—n +"<"—1> 2 _nGi—1) (=3

Wa¥E &

unde 0<a<1 iar # un intreg mai mare ca 3 ewahtatea (1) se
verificd imediat pentru n==4. Presupunind aceastii neeoahtate adeviratit
pentru 7, vedem usor, inmulfind ambii membri cu 1—a, ci subzisti
pentru 7+ 1. Ea este deci adevirati pentru orice numir intreg 2> 3.

_Fiicand, in (1) a——,l;‘, vom avea

(1= 2> (1= |1 =1 tl—i)J 1

sau

Cum linsﬁ d = %

~ deducem ci

-

=c . . n .
Mulfimea valorilor ce ia (1 —l—;t—) este deci miirginitd.

. _ :
Limita expresiei [14- L] . a ciirei existen{d am demonstrat-o, se
P : ALY : 4 3
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" insemneazi cu e. Din cele ariitate vedem cii ¢ este cuprins fintre 2 si 3.
Vom indica in alti parte mijlocul de a determina numirul e cu mai
multd preciziune. Valoarea sa apropiati este’ 2,718281828.

5% Dacii b, creste si- devine infinit odati cu 7 i dacd raportul

Qn-1——Up
(l) brx+l"f‘bn

.are o limitd pentru n infinit, atunci si raport{ll Z—: are aceeas limity.

In adeviir, fie A limita raportului (1). Din definitia limitei unei can-
titdti variabile, reiese cii putem determina un numir intreg N asa ci,
pentru toate valorile lui » > N, si avem ' ‘

_ An4-1—an »
A—e <P e,

¢ fiind un numilr pozitiv oricat de mic voim. .Ceeace se mai poate scrie
tinind seama ci by 1 — b, este pozitiv, :

A—¢) (br41— br) <an1—an <(A-42) (byop 1 — bs).

Ficind in aceste neegalititi pe » succesiv egal cu N, ¥ 41, . ..,
N-+p—1si adunind neegalitdile obtinute membru cu membru, avem

A —¢) On+p—by) <anip—ay <(--¢) (bysr— by)
Ceeace se mai poate scrie

I\ ‘ an—aN__ -
d (2) bn_bN—l_l_“lw‘

unde |e | <<e i n> N,
Pentru a stabili propozitia noastrd si formim diferenta

—_— — e . ——

sau, inlocuind pe @, prin valoarea sa scoasi din (2), vom avea

At<) by — ax
bn

Trecand la limitd, adici facand pe n st tind clitre oo, vedem ci

lim d ==, cici an $i by sunt numere determinate pe cand b, prin ipo-
tezd, devine infinit cu 7. ‘

-

d=

Deci :
. Qn A QAn — aN
'hm—=]1m_=l.
L | bn . bn —d b.V
confoim egalititii (2). . B
C.D rg e BIBL[O‘» 2
. s 1o Oig'/q\"/ \)‘\
PN .
C Stp iy P
\, (&
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EXERCITIIL

/l’ 1. Cand x creste aemarginit, sd se precizeze dacd'fractia -

wdtaxrd-bxt-c
- ez’ tgrty
tinde citre unitate prin valori supraunitare sau subunitare.
~ R. Impirfind numdratorul si numitorul cu 27 se vede imediat ci:

19) dacd a > {ractia e apropie de limitd prin valori > 1; 20) daci a <a
fractia' este subunitard pentru o destul de mare. Daci a=4q, vom lmpﬁrtl numarito-
rul si numitorul fracfiei date cu x, in loc de 1;, ete.

2. R(w), S(x), T(u) fiind trei polinoame Xntregl In u respectiv de gradele 78
si r-}s, s se dctermme limita expresiunei :

R(z) S(y)
Tat+w

<ind « §i y cresc nemirginit, asa fel inedt lim £ = a.
. (&

R. Expresia dati se mai poate serie

( i )r( i )s R@ S (ety)rts
sty) \ety “ar Xy X Tty

Luand limita fiecArui factor, gisim c¢d limita expresiunii date este

il

unde p, ¢ §i 7 sunt coeficientii termenilor de gradul cel mai inalt n polinoamele R, S, T.

3. Dacd ap are ca limilia ciAnd » creste nemirginit, si se arate ci

lim
. 'n,-co(1 + ) =e®.
R. Din cele ce se vor vedea lz} ur, 14, rezultﬁ ci

. : g [
. a)? =l
lim [1-{--;—) = (1-{-1—) e’
7 '
Tinind seama si de neegalititile

an

ate
n

deducem limita ceruti.

¥ 4, S se arate ci avem

Lim 1P42P4...4nP. 1

N==00 ol i —p—i.— 1

2 fiind un numir Intreg pozitiv.
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R, Se va folosi propozitia 50 dela nr. 12, punind
an=1P 2P L L oP i pp=nPtL
) b. S4 se arate cii expresiunea,

E( )_(n-i—a—l-l) (ntat2) .. 2uta)
W' (1) 0 42) .. 220

unde a este un numir pozitiv, are o limitd, cand » creste nemirginit.
R. Se va arita mai intai ci

(s +2) $E(7;)>(1 +52]"

de unde rezultd (Exercitiul 8) c3 mulf{imea valorilor pe care le ia E (1) este mirgi-
E(m-1)

nitd. Se va forma apoi raportul

§i, finind seama de exercifiul 1, se va pu.
tea preciza daci E (1) creste sau descreste, cAnd n creste. :

6. Se considerd sirul de egalitati

wy =Va, w=Vatru, ... y tn=Va4-un"1, ¢..,
unde @ este un numir pozitiv. Si se arate ci un are o limitd pentru s infinit si s
se calculeze acea limit, ey X
R. Se va arita cd ug .creste cu # rimAnAnd mai mic- decAt un numir fix;
deci (11, 1) uz are o limits, . - ! : '
Daci x este acea limits, vom avea a*=g -z Cum = trebue si fie pozitiv,

1+ Vits
deducem ci x=w-

2 ‘
. lie psiq dou% numere pozitive, p > ¢ si
p1=’%’ ‘a=Vrq —
o Ak
172=’i2ql %= Koraruly I - 180"
5 o e ok =
‘Pn+l=pn—-+2ﬂ Qn+l?ypn qn - ~4

Si se arate ¢i pn §i gn au aceleasi limite pentru » infinit, v-
R. Se va considera sirurile .
(1) PyDiy P2y ous, Pa, .
(2) G Qs Q29 2005 Q, oo ! i 1 '
Se va aridta ci: pn descreste cAnd # creste, dar pp > Q; ga creste cu n, dar
n > p. :
Pe de altd parte se vede ci
. n—a<%, Pz‘—‘]z<2’;—m<%7y.---
deci

2ot P=G
Pn—qn <5

.,.



CAPITOLUL L.

FUNCTIUNI.

L — FUNCTIUNI DE O VARIABILA.

13. Generalitii. Zicem ci dou#i variabile z st y sunt functiuni

una de alta, atunci cind existi o dependentd (o legitury) intre valorile

ce li se pot atribui. Se considerd, in general, una din variabile, de
exemplu z, ca independenti. Valorilor arbitrar alese pentru x, corespung
“valori determinate pentru 4. In acest caz se‘zice ci y este funcfie de
"z 'si aceasti dependentd ‘'se exprimil prin 5

y=1f).

Functiunea f(z) este definitd in intervalul (a, b), atunci cind la
orice valoare datd lui , in intervalul (a, b), corespunde o valoare de-
terminatd pentru f(z). 4. ) : ~

Functiunea f(z) definiti in intervalul (@, b) este crescitoare in
acest interval, dacd pentru orice valori z; < z; din acest interval avem
f @) =f (). Functiunea e descrescdtoare in intervalul (a, b), dacii pentru
orice valori xl}i xz din acest interval avem f(z;) = f(x»).

Fie (1) mulfimea valorilor unei funetiuni f(x) definitd in intervalul
(a, b); dacii mulfimea (1) este miirginiti, zicem ci functiunea f(z) este

mdrginitd in acest interval, Marginile superioari 3/ i inferioar m ale
mulfimii (1) sunt marginile superioard §i inferioard ale functiunii £ (x).

Diferenta A — m se numeste oscilafia functiunii in intervalul (g, b).

OBSERVARI. Pentru ca o funclie si fle mérginiti intr'un inferval (a; b) nui
deajuns s3 aib4 valori finite pentru toate valorile lui « din acest interval.
De exemplu, s3 definim funcfia f(2) in intervalul (0,1) in felul urmitor:
7(0)=0 si /‘(a:)=é pentru 0 <ax < 1;

f(x) are deci o valoare finita pentru orice valoare'a lui x din intervalul ©,1) si cu
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toate acestea nu este mérginitd 1n sensul pe care l-am dat acestui cuvant,; ciici ori-

<dt de mare ar fi numirul 4, avem f(z) > A pentru 0 <z << %

20, Se poate ca o funciie margmﬁa intr'un mterval (a, b) sinu ia, pentru nici

0 valoare a variabilei, valoarea Af sau m. !
-De exemplu, functia f(x) definitd In intervalul (0,1) prin conditiile

f(0)=o0 si f(a:)_l—ac pentru 0<m_1

are margmxle m=0 si M=1; marginea mfenoari este ahnsi de f(2) pentru =0
sixz=1; margmea. superioard nu este atinsd pentru nici o valoare a lui .

14. Funetiuni elementare. FUNCTIA EXPONENTIALK. Definifia functiei
exponentiale A* va rezulta din cele ce stim asupra exponentilor fractio-
nari. Am viizut () ce se infelege prin A*, cind X este un numir pozitiv
oarecare §i « un numdr fractionar. Si definim acum operatia A%, cand
# este un numir drafional pozitiv definit prin tietura (A B). Vom fo-
losi sirurile de numere

: NESag=
b =b=b=...

definite anterior (3) asa ca

1l

‘ an <l<bn $l bn—an 10" S.

Vom arith cd numerele A% g Abr 4y aceeas limitd cand » creste
aemdrginit ; aceasti limitd, prin definitie, este valoarea lui A*.

S& presupunem, pentru fixarea ideilor, A>1; in acest caz 2n
merge crescind cu z, dar rimine mai mic decat A® (b fiind un numir

oarecare din clasa B). Deci A7 are o limitd L. S considerdm diferen{a
An a0 = 30 (3 — 1),

Cand » creste nemdrginit, & tinde citre zero si deci (12, 10) A®
tinde citre 1. Prin urmare '

fim 07 — lim A% — L,
Proprietitile

MW =nxty, Q= mE 1—x=%
se extind ugor la cazul cand exponentii sunt irationali.

N

OBservARE. Functiunea o* unde a>1 creste dela 0 la oo, candr
2 creste dela —oo la 4 0o (12, 19.
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FuncTia rocarimMicx. Fie > 1, Logaritmul unui numir pozitiv z,
in sistemul de logaritmi cu baza a, este puterea y la care trebue si
ridicim pe a, ca si cipitim pe =, adicy si avem

& =

Orice numir pozitiv are un logaritm si numai unul, "dupi cum
reiese din observarea precedent. Corespondenta intre numirul z si lo-
garitmul s#u y se insemneazy prin

y = log, z.

‘Din proprietitile functiei exponentiale rezulti proprietitile fdnctiei:
logaritmice : . :

loga u v =loga 4 |- log, v, loga (W) = log, u, logs z logy @ = log, =

Logaritmii naturali au ca bazi uumirul e, pe care l-am definit
(12, 49, dar ciruia putem sii dim acum o definitie mai largi. Si
ardtdim cd daci numirul « tinde cditre zero, intr'un mod arbitrar, vom avea

-

a=0

1

3 lim (1+“)a=>e >
£ e AR °

In adevir, daci « este pozitiv, % este cuprins intre doud numere
intregi consecutive  si 2-1-1, care crese nemiirginit cand « tinde citre 0.

Avem deci

(i + #)n <(1+a)‘l_'<(1+’_l;)n+‘1'
1 .

Prin urmare cantitatea (l—l—a): fiind cuprinsy intre douil cantititi,
care au aceeas limitd e, va avea ca limitd e. Dacii « este negativ,
punand

Lhemits:

B tinde citre zero prin valori pozitive, si avem

1 1
(Itey=0+F A +BF,
asa ci suntem condusi la cazul precedent a>0.

Fuxcriust tricoNoMETRICE. Din cele sease functiuni trigonometrice,
sinz, cosz si tgz sunt cele mai infrebuinfate in Analiza Matematica.
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Presupunem cunoscute din trigonometrie, proprietitile elementare ale-
acestor funcfiuni, Va trebui si {inem seama insi ci de cite ori vom in-
talni aceste functiuni, variabila x inseamni mésura unghiului in radiani(!).

FuNcTIUNI TRIGONOMETRICE INVERSE. 1°. Intre un are y si linia trigo-
nometricii sinus corespunzitoare avem o dependentd, ‘pe care o notim
x = siny, daci considerim pe x ca functie de y; sau y=arcsin 4%
zisi functiunea inversd a sinusului, daci considerim pe y ca functie
de 2. Cand y creste de la —7 la 47, z ia o singurd dati toate va-
lorile cuprinse intre — 1 si -}-1. Numim valoarea principald a functied
arcsin z, valearea cuprinsi intre —’Er- si ’E'-; pe aceasta o vom consi-

dera-o intotdeauna, cfind nu vom preciza contrariul. Este usor de vizut
cd pentru o valoare datd lui x, avem, in afari de valoarea principald
corespunzitoare a lui y, o infinitate de alte valori cuprinse in formulele:

y =arcsinz -+ 2%, y=(z —arcsinz)-2kx
unde % este un intreg pozitiv sau negativ, iar arcsinz are valoarea sa:
principald. \ i
20. Funclia y = are cosz va avea valoarea principald cuprinsi intre:
0 si = ciind « descreste dela -1 la —1. Celelalte valori sunt
y=2kwn-} arccosx ,;y==2kn:—arc cosz.
Osservare. Funcfiunile are sinz si arc cosz n’au sens, in domeniul!
real in care rdmanem, decat pentru z cuprins in intervalul (—1,4-1)-
30 Funcfia y=arctgx are o waloare principald cuprinsi Intre
—3% i =, cand z creste dela —co la - co. Celelalte valori sunt date
de formula unici
| y=arétgx+kn,
unde % este un intreg pozitiv sau negativ. ‘
' 15. Definitii. Fuxcriust UNIFORME $1 MULTIFORME, O functie f(z) este

zisit uniformd’ sau cu determingre. simpld, atunci cand pentru fiecare
valoare a variabilei, functiunea are o ‘valoare unic.

EXEMPLE. Funcfiunile a*, sing, ... sunt uniforme, -
Dacii ins# la o valoare dati variabilei corespund mai multe valori

pentru functiune, atunci zicem ci functiunea este multiformd sau cu
determindri multiple. =~

(*) Radianul e unghiul la centru, care corespunde la un arc egal cu raza,
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EXEMPLE. Functiunile 'z, are'sin#, suat multiforme, prima avand doud de-
termindri de semne contrarii, iar cea de a doua o dubld infinitate de determiniri,
dupi cum am vizut, ‘ ' :

Fuxcriont exericrte st iveLicite. Dacdt intre: variabilele z si ¥ avem
o relafie de forma y={ (=), adic relatia intre z si y este datdl printrio
ecuafie rezolvati in raport cu y, zicem ci y este funcfie explicitd de z.

In caz contrar zicem ci functiunea este #mplicitd si se noteazi

F(z,y)= 0.

' Cand relatia dintre = si y poate fi exprimati printt'o ecuatie ai
ciirei membrii sunt polinoame intregi in = si y, zicem ci funcfiunea este
algebricd ; in caz contrar functiunea este zisi transcendentd. :

EXEMPLE: Funcfiunea implicitd @2 42==a3 este algebricd, iar functiunea ex-
plicitd y = ax este transcendents, ] ;

- O functie algebrici este rafionald, atunci cind ecuatia care leagi

pe ¥ de z este de gradul intai in ¢ ; In caz contrar, y privit ca functie

de z, este irafionali. Functia rational® generald este deci catul a dous
polinoame in .

Fuscriunt ixverse. Cand y este o functie expliciti de z, y=f (),
de asa naturi incdt si putem scoate din ecuafia ce leagi pe y de = pe
z in funcfie de y, == ¢ (y), functiunea ¢ (1) se numeste funcfiunea in-
versd a functiei f(z). ' l

EXEMPLE. Funcfiunile xm, qx, sin z, tg x au respectiv ca inverse =™ loga x;

aresin , arctg .

| \16 Reprezentarca'fmic;iunilox". 0 functic se reprezinti geome-
triceste utilizand principiile geometriei analitice. Ecuatia y = f(x) repre-

zintd faf{i de doud axe dreptunghiulare Ox, Oy o curbi, care este rep- -

rezentarea grafici a functiunii.

'3

OBSERVARE. Se poate. intampla ca y si fie astfel definit in functic de 2, ncat

_si nu avem o curbs, In sensul obisnuit al cuvAntului, care si reprezinte funcliunea,

Asa, de exemplu, si definim in telul urmitor pe y in functie de x:  este nul pentru
toate valorile rafionale ale Jui z si este egal cu unitatea pentru foate valorile irattos
nale ale lui x, In acest caz punctele (x,y) ale funcfiunei se gisese toate pe axa x-ilor
$i pe ‘paralela dusi prin. (0,1) Ia aceasti axa; dar pelaceste drepte se gisesc si puncte
care nu aparfin functiunii §i care ar trebui excluse.

17. Continuitate. Fie y-= fi(z) o functie definitd in intervalul (a, b)
$i % un punct din acest interval. Zicem i functiunea f () este continug
in punctul u, dacd la oricarec numir pozitiv ¢ corespunde un numiir
pozitiv % asa incat si avem e <

£t 1) ~ f)] <e %
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‘pentru toate valorile lui &, care satisfac la neegalitatea || < n si pentru
-care punctul w -~ & apartine intervalului (a, b). ,

' Cu alte cuvinte zicem ci f(z) este continug in punctul u, dacd
f (1) are ca limitd pe f (), cand I tinde cdtre zero dupd o lege oare-
care ; ceea ce putem Scrie

o [ @)= ().

Functiunea f(z) este continud tn intervalul (a, b), dacd este con-
tinud pentru toate valorile lui z din acel interval si daci diferentele
fl@a+r) —f(a)sif (b — 1) —£(b) tind ciitre zero, cand k tinde ciitre
-zero prin valori pozitive. :

EXEMPLU. Funcia sin « este continui pentru orice valoare a variabilei, cici

. e o ]
j sin —
sin (z }-h) — sin x = 2 sin %—cos (:z: -+ —lzi) - (’sz cos (cc -} %) < h.

Jinand scama ci primii doi factori din ultimul produs sunt mai mici ca uni-
‘tatea avem i : :

Isin(@@4-h)—sinz|<|h|,
‘ceeace probeazd continuitatea functiei sin z.

Osservare. Conditia precedentii de continuitate in punctul 1, mai
poate fi enuntatdi si astfel: oricirui numir pozitiv ¢ putem face si-i -
-corespundd un numdr 7, asa incit si avem

) —e<f@<f()+e

pentra toate valorile lui  din intervalul (u — %, %--17). ;

Sub aceastd formi se vede imediat ci dacit f () este continui si
diferitd de zero in punctul u, putem totdeauna gisi un interval (e —,
“u-+-n) in interiorul ciruia f(z) sd pdsireze acelas semm cu f(). Va fi
deajuns si alegem numirul arbitrar ¢ mai mic decat valoarea absoluti
& lui f(w), clici in acest caz cantititile f(x) — ¢ si f(w) ¢ vor avea
-acelag semn cu f(u). , : ‘

18. Fuvncti‘u‘ni compuse. 1°. Fie f(2) si g (z) doud functiuni con-
‘tinue in‘acelas interval. Functiunile reprezentate prin suma f(z) g (z)
~5i produsul £(2) g (x) sunt si ele continue in acest interval. Furctiunea

6(_2) este continud in toate punctele intervalului, afari de acelea in care

_g () se anuleazi. :

Cele enuntate rezulti imediat din teoria limitelor (11).  Si luiim,
de exemplu, cazul raportului, % fiind un punct in care g (x) nu se anu-
leazd. Cand z tinde citre u, ff(' (;r) i _(; ((x)) tind respectiv ciitre f(u) si

Z, U, i !

g (), asa ci llmlta' raportului 7@ ote 7 il
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Rezultd, in particular, cd inversa % a unei funetiuni f(x) con-- -

tinudi in intervalul (a, D), este o functie continud in toate punctele acelui-
interval in care f(z) nu se anuleazi. Cu alte cuvinte, dacd funectia in-
versid a unei functiuni continue f(x) nu este continud intr'un punct c,.
din intervalul (g, b), atunci f(c)=0. :

20, Fie u= f(z) si y= F(u); dac’ f(x) este continuii pentru z=c.
si F(u) este continui pentru u=f(«), atunci ¢ Y este o functie continui
de =z in punctul «. . °

In adev&r cand z tinde citre «, avem

iim F [f(z)] = Fllim f (@)] = F [f()].

‘ .,(,{ 19. Proprietitile funetiilor continue. I Fie f(x) o funcfie conti-- .
Y nug in intervalul tnchis (a, b) si & un numdr pozitiv. arbitrar. Putem

in totdeauna tmpdrfi intervalul (a, b) intr'un anumit numdr de intervale-
par;zale agafel nedt w g1 v fiind doud valori oarecare ale variabiler luate

" inoacelas interval par/ml sa avem

| @) — f(v)l<s
-pentru toate intervalele pamale '

Vom relua un rafionament ficut anterior. Si presupunem ci ne
esle imposibil a realiza impirfirea intervalului asa cum cere enunful
propozitiel. Impér{im intervalul (e, b) in doud intervale egale. Imposibi--

- litatea va subzista cel pujin pentru unul din aceste doud intervale par-
{lale, ciici in caz contrar propozitia ar fi adeviirati., Fie (a;, b;) jumitatea.
intervalului (g, b) in care imposibilitatea subzisti, sau jumitatea din
stinga, dacd imposibilitatea subzistd in ambele jumitdti. Vom impiri
tot astfel intervalul (ay, b;) in doud pirfi egale si vom insemna cu (az, bo)-
jumitatea acestui interval in care subzisti imposibilitatea, sau jumitatea
din stinga in caz de ambiguitate.

Formim astfel sirul de intervale (a1, b1), (a2, b2), (a3, bz), ... fiecare
fiind jumitatea intervalului precedent si ajungem la rezultatul cﬁ oriedt
de mare ar fi », putem intotdeauna gisi in mtervalul (@n; bn) doud puncte-
u $1 v pentru:care si avem .

1) N —f@) <.

Sd ardtim ci acest rezultat este in contrazncere cu ipoteza ficutd
functiunea f(z) continud in”intervalul (a, b). In adevir, numerele a;, az,.
a3, ... formeazi un sir crescitor si cum toate sunt inferioare lui &, an.
tinde cﬁtre o limity A. Tot astfel vedem ci sirul by, by, ... este descres--
ciitor si by tinde citre o limitd X', :
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Cum finsi

b-a
bn —an = 2n

rezultd, ficand pe n si creasci nemirginit, ci A =2X".

Punctul X apartine unui interval (a, b,) cuprins in (a, b); functi-
unea f () fiind continui pentru x=2, putem gdsi un numir pozitiv
aga incat si avem :

@) IF@—F) <=

pentru A — 7 <z <A-+7. Si lufim acum pe n destul de mare, asa ca.
numerele a, si b, si difere de A cu ‘mai putin dect % si deci ca in-
tervalul (an, b,) si fie cuprins in intervalul (A—mn, X47). Asa fiind,
dacd u si v sunt doud numere oarecare din intervalul (@n, bn), vom avea,
conform neegalitiitii (2), " LN

=0 <<, 1FO)—FO) <

st deci [f(u)—f(v)] <se ceeace este in contrazicere cu neegalitatea.
(1). Prin urmare teorema enunfati este exacti.

A 1L Orice funcfie continud intr'un interval (a, b), este mdrginitd n.
acest interval, i
Aceastii propozitie este o consecintd a celei precedente. In‘adeviir,-l
fie (a, @, 25, ..., %4, B) 0 Impiirtire a intervalului (@, b) in n+-1 inter-
vale partiale prin punctele y, x5, ..., x5 asa incat enuntul I si fie-sa--
tisfdcut. Vom putea deci serie, ficand si coineidi pe u §i v cu extremititile
intervalelor in primele p intervale (@ =), (1, ), ..y (2o, :}c,,) si ludnd
in intervalul (%, #p41) pe % in-z, §i pe v intr'un punct oarecare z al
acectui interval, : '

F@—e < fz) <fla)+e
@) —e < flm) <flz)+e

------------- .

f(xp—l)"“‘e < f(xp) <f(xp—i)+€ n
fl@)—e <f@@) <fl)+-

Adunind membru cu membru aceste neegalititi deducem

@)=+ <f@<f@F@+1De

Ceeace ne arati ci oricare ar fi z in intervalul (@, ), f(z) riméne-
“cuprins intre f(a)—(m-41)e si f(@)--(m-+1)e si deci ei aceastd
funetie este mirginiti in acel interval. :
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AL Daci f(z) este o funcfic continud n intervalul (a, b), putem

face 8a corespundd oricdrui numdr pozitiv e, un numdr v ase incdt, dacd
w §t v sunt doud numere din intervalul (a, b) s avem |f)—f()] <e
atunei cand |lu—v| <<y (Cantor).

Vom demonstra aceasti propozitie cu aJutorul propozitiei I. Fie
(a, ), (21, 2,), ..., (xs, D) intervalele partlale, in care am descompus, in-
tervalul (a, ), a$a ineat sii avem

[fe) —fo) <3,

© si v fiind doudl valori arbitrare luate intr’unul, oricare, din intervalele,

partiale. Fie # un numir mai mic decat toate diferenfele (x, — a),
- @2—xy), ..., (b—=z;). Dupi felul cum am ales numirul 7, reiese ci
pentru a avea |u—v|<ly va trebui ca: u si v si fie in acelas interval
parfial, sau, « si v si cadd in doud intervale aliturate. In primul caz
conditiile din enunt sunt satisficute prm felul cum am ales mterxalele
partlale In cazul al doilea avem

[ @) —=F@) | <If@)— f(xk)l+lf(xﬂ)—f(v)l< +5.

unde zx este extremitatea comunii a celor doud intervale partlale alii-
turate. Propozitia este deci demonstrati.

Proprietatea IIl se mai poate enunta astfel: o functie continui -

intr'un interval (a, b) este wniform continug in acel interval.

WV. Dacd o funcfic f(x) este continud in intervalul (a, b) st dacd
f(a) si f(b) au semne contrarii, atunci [ (). se anuleazd in cel pufin un
punct ¢ cuprins intre a si b. g, B

Si interealdm intre puznctele a si b un numir de puncte consecu-
tive destul de apropiate unul de altul, asa incat, valoarea absoluti a
diferentei valorilor ce ia funetiunea in doud puncte conseeutive si fie
mai micd decit'e, ceace se poate realiza oricit de mic ar fi numirul
pozitiv & (I). Daci funcfiunea f(z) nu se anuleazi in niciunul din punc-
tele intercalate, . atunci urmeazi cd f(x) si schimbe de semn in doui
puncte consecutive, fu care puncte valoarea absolutd a funcfiunei este

mai micli decit ¢. Prin urmare avem puncte in intervalul (g, b) in care
1

D)
- functiunea —— e ( ) T este mdrginitd in intervalul (a, b) si decinu este con-
tinud in toate punctele acestui interval (II). Inversa functivnei £ (x) ne
fiind continud, trebue ca f(2) si se anuleze in intervalul (a,b) [1S, IJ.

1
> -; cum insi e poate fi luat oricit de mic voim, urmeazi ci

V.. Dacd funcfiunea f(z) este continud in intervalul (a, b), f(x) ia .

toate valorile cuprinse intre f(a) si f(b).
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Accastd propozitie este o consecinti a propozitiei precedente. In
adevilr, fie 4 un numir oarecare cuprins intre f(a) si f(b). Si consi-
derdm functiunea f(x) — 4, evident continud in acelas interval, care ia
valori de semne- contrarii pentru x=ga §i x==» si deci se anuleazi
intr'un punct ¢ din intervalul (a, b).. Prin urmare £ (¢)= 4.

VL. Dacé M i m sunt marginile superioard i inferioard ale func-
funis f (), contunue in infervalul (a, b), atunci existd intotdeauna cel
pufin doud valori ale bi  tn intervalul (a, b) pentru care f (x) ia va-
lorile M §i-m (Weierstrass).

Vom face demonstrafia numai pentru A, cea pentru m fiind ana-
loagd. Si considerim funcfiunea M — f(x), care poate fi ficuti mai
micil decat orice numir pozitiv ¢, ciici £(z) poate intrece orice numir

de forma M —e, Funectiunea —1— putdnd intrece orice numir po-
f —)

zitiv oricat de mare ar fi, ea nu este mirginitd si deci nici continud.
Va trebui, prin urmare, ca M — f(®) si se anuleze in intervalul (g, b).

Osservirr. 19 Din propozmlle V si VI reiese e in intervalul (a, b).
funetiunea f(z) trece, cel putm odati, prin toate valorile cuprmse intre -
- M siom. :

20. Numirul M se mai numeste maximul absolut $1 numirul m
minimul absolut ale funciunii f(z) in intervalul (g, b).

30. Pentru valabilitatea propozitiilor enuntate este necesar ca func-
tiunea f(z) si fie continud in intervalul inchis (a, b) 1

E\E\lPLU. Funcfiunea f(z) =1 +a: definitd in intervalul deschis (0, 1 —0) (adlcﬁ
variabila ia valoarea zero si toate valorile pozitive mai mici decat 1) are ca margine
superioard M=2 si f(z) nu poate atinge, in intervalul considerat, aceasti \aloare

20. Functiuni dlscontmue. Si considerdm o functie f (x) definitd

In intervalul (a, 0). Dacii. aceasti functie nu este continui intr'un punct.

w al acestui’interval, punclul w este numit punct de discontinuitate sau

punct singular, Va trebui ca f(u-}-¢) sau f(u—-s) si nu tindi ciitre:
f(«), cand numirul pozitiv e tinde citre zero.

Zicem ci u este un punct de descontinuitatc de prima specie,
atunci cind si f (u—l—e) si f(u—c¢) au limite determinate, cind ¢ tinde
citre zero. Aceste limite se insemneazi cu f(u--0) si f(u—0).

Pentru ca # si fie un punct de discontinuitate, trebue ca numerele
f@e+0) si f(u—0) si fie diferite, sau, dacﬁ sunt egale, si fie dlfemte
de f(u).

EXEMPLU. Si considerdm, Intr'un cerc de razi egali cu unitatea, o coardi
AB si un diametru AB’ perpendiculsr pe AB. Fie 2 si 28 lungimile arcelor AA'B,
BB'A; presupunem a==3. Dela A" vom lua, in sensul ABB’ un are AP de lungime
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:§i vom considera unghiul APB ca o funcfie de @, notand-o U(x). CAnd z creste de
la 0 la q, U(x) pistreazi o valoare constanti Bi cand = ia valoarea «-}¢, avem
U@)=q §i « pistreazi aceastd valoare pind ce z ajunge la 425, Prin urmare
‘functia U(x) are in intervalul (o, a2 8) un punct de discontinuitate de prima specie
sl anume @ =q. Daci mirim intervalul in care variazi o intAlnim succesiv punctele
de discontinuitate a, a4-28, 3a-}-24,... Reprezentarea graficd a funcfiei U (x) se
face cu cea mai mare usurinti, ‘

. Zicem ci un punct u este un punct de discontinuitate de specia

-@ doua, atunci cind f(u--€) sau f(u—¢) nu tinde ciitre nici o lLimitd
determinati. ’

EXEMPLU. Fie f(r)=sin o 1} Punctul a este pentru aceastd functie un punct

-de discontinuitate de specia a doua, ecici daci z tinde citre a, f(z) nu tinde citre
-nici o limitd, valoarea acestei functiuni rdmandnd cuprinsi intre —1 si -1,

X I — FUNCTIUNI DE MAI MULTE VARIABILE.
W :
§ s Gené'ralit:i;i. Dacii valorile ce le ia o variahili ¢ depind de
-.valorile date altor variabile , Y, ..., zicem ei ¢ este o funcfie de aceste
“variabile. Pentru simplificarea expunerei vom, presupune ci funcfiunea
-depinde numai de douii variabile independente x si 7. Vom considera
pe Z si y ca fiind éoordqnatele unui punct in planul axelor dreptunghiu-
lare 20y, La orice sistem. de valor pentru variabilele z si y, corespunde
un punct in acest plan.si invers.
O tunctie t ={(z, ) este definitd intr’o anumiti regiune R din plan,
‘daci la oricare punect (z, y) din aceasti regiune corespunde o valoare
_pentru {. Regiunea R, care se numeste domeniul sau cdmpul functiunii,
-este limitatd, in general, de un contur inchis, numit frontiera domeniului.
‘ Un domeniu care confine si frontiera sa este un domeniu énchis ;
‘lar dacit din domeniu se exclude frontiera, domeniul este deschis. Cand
-nu se precizeazd nimic asupra unui domeniu se presupune cii el e inchis.
' Zicem ci o funectiune t=f(x,y) este mdrginitd intr'un domeniu
R, atunci cand mulfimea valorilor ce le ia ¢, pentru toate punctele (x, y)
-ale acestui domeniu, este o mulfime mirginitd. Marginea superioard M,
~marginea tnferioard m:si oscilafia funcfivnii f(x,y) in domeniul R se
-definese ca si pentru functiile de o singurd variabili.
Continurrate. Fie f(z, y) o functie definiti intr'un domeniu R si P
‘un_punct de coordonate 1 $i v din acest domeniu. Zicem c¥ functiunea

£, y) este continug n punctul P, atunci cind la orice numdr pozitiv
€, putem face sd corespundd un numdr 1> 0, asa tncit si avem

D et R — f) | <o
_pentru toate valorile R < B <n.
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Dupid aceastd definifie punctul de coordonate % -h, vk se va
-glisi in interiorul patratului de laturd 2 e, avand centrul in P si laturile
paralele cu axele. Considerand atunci .cercul inseris in acest patrat, se
-vede imediat ci definitia continuititii functiei f(z, y) in punctul P poate
1fi inlocuitd prin aceasta: la orice numdr e putem face s corespundd - un
numdr v, asa ncdt neegalitatea (1), sd fie satisficutd pentru toate valo-
rile lui b §i K, pentru care avem [h?--k2 <y, adicd pentru toate punc-
~tele w~-h, v~k situate la o distantd, mai mici decat v,.de punctul P.
1 Tot astfel zicem cii func{iunea f(z, y) este continui intr'un punct
P (4, v) de pe frontiers, atunci cind neegalitatea (1) .are loc pentru
orice. punct -k, vk situat in regiunea comuni a domeniului R si
a cercului C cu centrul in P si cu raza 1. _

Daci o functie f(x, y) este continui in orice punct al unui dome-
niu R §i in orice punct al frontierei acestui domeniu, zicem cii este
-0 functie continud in R.

Osservirr 1°. Conditiile de continuitate mai pot fi enuntate si in
- felul urmitor: Funcfiunea f(z,y) este continui in punctul P (, v),
dacd la un numir pozitiv & putem face si corespundi doudt numere po-
-zitive @ §i b, astfel ca si avem :

! f(u7 L)—e<f(x,y)<f(u,v)-—|—s
‘pentru toate valorile lui z i y care satisfac la neegalititile
le—ul<a, ly—vi<b. |

Se vede atunci imediat, alegand pe ¢ destul de mic, ci dacd fune-
Yiunea f(z,9) este continui in punctul P, ea va piistra acelas semn
cu f(u, v) in tot" dreptunghiul mirginit de dreptele: z =1 — a, 2=u-ta,
Yy=v—>b, y=v-}0b. : '

20. Din definitia continuitdfei reiese ci o functie continuil in raport
cu amlndoudl variabilele, este ‘continui in raport cu fiecare variabilf
:separat. S Ry :

Reciproca nu este totdeauna adeviratii: o functie de doud variabile

poate fi functie continud in raport cu fiecare din variabile, firi si fie

- ~functie. continud de ambele variabile. ,

' Fie, spre exemplu, funcfiunea f(z, y) pe care o definim in felul
_urmitor: e b '

- A . x y
f@ =gy

- pentru toate punctele din plan, afari de punctul 2=0, y=0 pentru
~care avem f(0,0)==0. Vedem cd funcfiunea f(z,y) este nuli, cand
punctul (2,y) este pe axa Ox sau pe axa Oy Aceasti functie este deci
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~ continui in origine cand  variazd singur sau y variazd singur. Cu toate-
acestea funcfiunea f(x, y) nu este continuil in .origine.

In adevir, si facem ca x §i y sd varieze in asa fel fnedt si avem.
y=oax (« o constanti). Pentru z diferit de zero, dar oricit de mie,
vom avea : ’

. a
) =i ;
Cum in origine f(z, y) =0, reiese cii aceasti funetiune este- dis--
continud in origine.

‘ 30. Proprietitile, pe care le-am stabilit pentru funetiunile confinu&
de o variabild, se pot extinde la funcfiunile continue de doui sau mai
multe variabile.

EXERCITII,
1. Funcfiunile urmatoare, definite ca limite de functiuni continue,
=10 an 1SS,
lim 1 —an
(x)_"=ool+ n It>0,
lim 1

¥ ()=

sunt funcfiuni discontinue de .

R. f(x) este egald cu zero pentru 0 ==z <1 §i egald cu 1, pentru x=1,

¢ () este egald cu -}-1, pentru = <1 cu —1, pentru x>>1 §i cu zero, pen-
fru x=1.

¥ (x) este nuld pentru orice valoare a 1u1 x afard de =0, cind functiunea.
este egald cu 1,

x oricare,

w00 Tz

Xy2. Se cere forma generald a unei funcfiuni f (), continui In orice interval fi-
nit, care satisface la ecuatia funcfionald
_ fet+m=Ff@+fo)
oricare ar fi valorile variabilelor = si #. i
R, FicAnd y=0 avem f(0)=0 §i pentru y=—ux, f(—a)=—f(x). Apoi
succesiv f(z-+-2)=2f(), flz-122)=3f(@)\ ..., frzx)=nf(2) §i [(—n2)=—nf(z).
. Daci facem -'%-a::y,‘ m si »n doudl numere Intregi pozitive sau negative, ve-
dem ci f(ma)=nf (me)= m f (x) si punind f(1)=a, avem f(%): a%’- o
Prin urmare avem f(xr)=ax pentru toate valorile rafionale ale lui 2;; cum.
funcfiunea ciutati este confinud, conchidem ci f(z) =a .

. 3. Si se gliseascd forma generali a functlex contlnue fi (a:) care satisface la-

ecuntm funcfionali

' fet+n=7@ ) .

R. Luim logaritmii In baza 4 a ambilor membri si, insemnand loga f (%)= (),
vem avea ¢ (z4-y)=¢ (@) ¢ (y). Dupi evercltlul precedent ¢ (z) =a x, asa cé.
flo)=APEx)=dax,
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J
4. Fie f(®) si g(z) doud functiuni pozitive, ‘continue si crescitoare intr'un in-
terval (g, b). Daci « §i g8 sunt dous puncte din intervalul (g, b), existi un numir »,
cuprins Intre a §i g, asa fel tneat si avem i

F@9E)=1()9().

R. 84 presupunem o < B §i s& considerim tunctiunea
F@)=[()g(=)—(a)g(s).

Totul revine si aritim ci F (2) se'anuleazi Intr'un punct 4 cuprins intre o
si . Din ipotezele ficute rezults ci

Fla)=71(a) [g(a) ~9(8)] <0,
F@)=9@)IfG)—rf@]>o0.
Prin urmare (19, IV) F ()= o, _
£ 5. Ori ce funclie poate fi considerati ¢a suma a doud funcfiuni, una pard s
una tmpard,

R. Se zice ci o functie este pard, atunci oAnd schimbind pe « In — & fune-

fiunea rimane neschimbati §i tmpard dacd, dupi aceasts schimbare, funefiunea
schimbi de semn, 1 :

Fie f(x) o functic definitd Intr'un interval (—a, 4-a). Functiunea‘ i

F@)={(x)+/(—z)

este o funcfie parj, jar functiunea

G@)=r@—1(=)

este o functie impard, Avem Insi

@ =5 [FE@)+6@)]

6. Fiind dati o funefie f(x, y), continui Intrun domeniu A, sj se arate ¢
putem impirti acest domeniu tn domenij pariale destul de mici asa fel incat, (u, v)
si («,) fiind doug puncte dintr'un acelas domeniu partial, s avem :

o) —f W, v) | < e
oricAt de mic ar fi numirul dat e

R. Se va proceda prin subdiviziuni succesive, impirtind domeniul A, 1n domenii _
parfiale prin drepte paralele cu axele si echidistante. Daci propozifia nu ar fi adevi-
ratd pentru domeniul A, va trebui ca ea-si nu fie nici cel putin pentru unul din
domeniile parfiale. Fie 4; un -astfel de domeniu parfial; se va tmparii si acest domeniun
prin drepte paralele cu axele, etc. Rafionamentul se va sfarsi ca la No 19, I,

" 7. O functie ¢t=1 (z,y) continui intr'un domeniy R ia, tn doui puncte P siQ
ale domeniului, valori de semne contrarii, Fie I un arc de curbi situat tn Intregime
In domeniul R si avind extremitdfile In P si Q. S% se arate -c4 f (z, y) so anuleazi
cel putin Intr'un punct al arculuj 1%

R. Cand punctul (z,y) deserie arcul 1, ¢ poate fi considerat ca o functie con-
tinud de o singurd variabili: lungimea arcului avind originea In P si extremitatea
cealaltd tn (z, y). Deci f(z,y) se anuleazi pe arcul 1 (19, 1v). :

—



CAPITOLUL III.

~ SERII _

I. — SIRURI. — SERII NUMERICE.

2. Siruri convergente. Dacdl considerim o mul{ime infiniti de numere
1) ; R I R L AR T

ocupand fiecare un rang delerminat,. zicem ci avem un gir. Acest sir
este convergent dac s, tinde citre o limitd finiti S, cand rangul » creste
nemirginit; sau, cu alte cuvinte, daci la oricare ‘numir pozitiv & putem
face si corespundd un numir intreg si pozitiv W, asa incit si avem

lsn — S| <e
pentru toate valorile lui n = N,

Daci sirul (1) nu este convergent, zicem ci este dwergent Diver-
genta poate fi de doud feluri: fie cii |s, | creste nemirginit, fie ci s, nu
tinde citre nici o limitd, fird insi ca |s,| si creasci nemi’trgmlt

Sirul (1) este crescitor, daci avem necontenit Sng1—Sn = 0; iar
dacd avem Sp4y— s, = O sirul este deseresedtor.

 Dacd termenul general al unui §ir crescdtor nu creste nemargzmt
sirul este convergent. Aceastii propozxtle este o consecinti imediati a ce-
lor stabilite anterior (11, I).

CRITERIU GENERAL. Condma necesard i suficientd pentru ca sirul (1)
sd fie comergent este ca, la oricare mumdr pozitiv & sd& putem face sd
corespundd un numdr intreg N, asa incdt s avem ~

| | svgp=sw | <,
oricare ar. fi numdrul pozitiv p. _
Condifia este necesard, ciici dacd sirul este convergent, vom avea

.
t

|S—sw <5 si |S— sl <o
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A
YA

si cum - - " L. -
|8 —sn|+[8—smpp | > | (§— sn) — (S — swyp) |

" vom avea a fortiori . _ '

[sngp —sn | <.

Condifia este suficientd. In adevir, dac presupunem |syyp, —sy| <e,
-oricare ar fi p, aceastd inseamni ci dela un rang determinat N, toate
-elementele sirului (1) sunt cuprinse intre sy— e si sy—¢; in afari de
acest interval nu putem avea deci decat un numir finit de elemente

" ale sirului. Punctul limitd S al mul{imii (1) va trebui si fie prin urmare
cuprins intre s, — ¢ i s, ¢ si vom avea |8—s;|<e Dar cum

Nt — S=(sn4p—sn) + (sv— ),
vom avea, oricare ar fi intregul ;;oiitiv 7, A
|stten— | <| swtp — sw| | sv— 8| < 2.
Dar ¢ poate fi luat oricat de mic; deci s, are ca limiti pe S.

23. Serii-numerice. Daci avem un $ir de numere 1, s K oo
tormate dupd o anumiti lege, simbolul : o (

® wytw Fwp .o u . A .
s6_ numeste serie. Termenul u, este fermenul general si daci cunoastem
expresia lui in:functie de n, deducem din el toti termenii seriei.

Seria {2) se poate scrie, mai concentrat, PRI

Fie
: Sn=1p+ 1w F...4u,
suma primilor #~-1 termeni ai_seriei. Zicem ci seria (2) este convergentd,
daci sirul $0s Sty.«+s Sm, ... este convergent. In caz contrar séria (2)
este divergenti. Daca seria este . convergentit suma - sgriei.,estg‘__ji_rzl;ijg_ §
ciitre care tinde s, cand % creste nemirginit. - W /e

-S4 fnsemnim
: B = tnt1 +ttnpe .. .;

avem astfel o serie carc este convergentii in acelas timp_cu ‘seria (2);
n S¢ numeste 7restul seriei de la termenul de rang n-t-1. Vedem e

fu studiul convergenfei putem totdeauna face abstractie de un numir li-

mitat de termeni dela inceputul seriei. :

OBSERVARE. Pentru a decide daci o.serie este convérgéjlti‘ suntem cbndusi,
dupd definitiune, s cercetim convergenta sau divergenfa unui sir. Putem proceda insi
§i invers: pentru a sti daca sirul s, sy, &, ..., este convergent, este suficient a exa:

IORIUAE

mina seria al cirei termen general este sp — 8n—1, adicd seria 2
80+(S,—So)+(82—31)+... + (Sn—sn—l)‘l"... r
bl il g, TH ',
fiinded suma primilor 1 -f-1 termeni- ai i este ‘chiar sn. .

-

s ' - g
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CRITERIU GENERAL DE CONVERGENTA. Din definitia convergentei vedem
cd condifia necesard si suficientii pentru convergenta unei serii este (22}
s putem face si corespundd la un numdir pozitiv €, oricat de mic ar
fi, un numér » ‘asa incit si avem ’ =

® : | Sutp— 82| <

» fiind.un intreg pozitiv oarecare.
Conditia (3) se mai. poate scrie si astfel

|ty == tnge 4o o A upyy | <e ‘
Dacii facem p=1 vedem ci: #n orice serie convergentd termenul
general u, tinde cdtre zero cand n creste nemdrginit, dar aceasti con-
difie nw este suficientd pentru a asigura convergenfa unei serii.

ExEMPLE DE sern. I, Seria

atartart4...4artt...
care se numeste progresie geomeltricd, este des folositd in studiul general
al seriilor. Dacil r este diferit de 1, avem :

1— 7!

s,,=a+ar+'...+ar”=al_r J

Pentru | » | <1, 7 tinde citre zero, cind n creste nemérgihit, dect
seria este convergentd si suma ei este l—f_—; Pentru [r|=1 termenul ge-
neral ar” nu tinde citre zero, deci seria este divergentd, afari de cazul
a==0, cand seria este nuli. :

II. Si considerim identitatea—

(vo—f u)FO—v)4...+ (va— va41) = o — Un+1
care ne permite si formim cu usurinti serii convergente sau divergente.
. [} s . .
In adeviir, daci v, tinde ciitre zero, cand n creste nemdirginit, atunci
seria al cdrei termen general este v, — Unt1, €ste convergentd, iar suma
seriei este vg. ' :

1 q
EXEMPLU. Daci luim ¥n== 37 avem seria |
) 1 1 1
-(®) ‘m ﬁ+ﬂ+"‘+(n+n (n+2)+"'
care este convergent si are ca sumi unitatea,

~ Dacit tnsi vp nu tinde ciitre nici o limitd, sau creste nemirginit
in valoare absolutd, seria al ciirei termen general este up = vy — vpqy
este divergenti.

EXEMPLU. Luind vn=—Log (1 +4n) suntem condusi la seria divergentd

® - Zig(14d)
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: I"}7k 4. Serii cu termeni pozitivi. Daci iofi termenii unei serii sunt
pozitivi, zicem ci seria e pozztwa. Sirul s, fiind in acest caz crescitor,
avem criteriul general: Condifia 1 necesard st suﬁczenta pentru ca o serie
pozitivd sd. fie convergentd este ca sumele sy s rdmdnd_mai mici decdt
un numdr fix.

Dacii o serie pozitivi este . dlvergent& suma ei- cre$te nem&rgmlt

Din compararea a doud serii deducem urm&toarele

ReGuL1 ‘DE CONVERGENTX. L. Fie Su, gi Svn doud serii pozztwe, asa
<a de la un rang n oarecare, 'sd avem mnecontenit : 8 b

3 un =

10, Daca seria Zvp este conve_ genta §i seria Zu,, este comergenta,
2n, dacd Eu,. este dwergenta si Lv, ‘este dwergenta. ’

In adevér' 19 suma seriei Ez,,, fiind ﬁmtii a fortzon suma seriei
u, este finitd si deci seria este convergentd. ' - )

20, suma seriei Eu,, fiind nemirginiti si suma seriei Ev,, va ﬁ ne-
mdirginitd, deci seria Sv, este dlverventﬁ el B

Y

EXEMPLU. Avem. - . - : P -
(n+l)' < n(n+l) pentru az==1,

deci, din faptul ca seria (4) cste comergentii conchxdem cd si sena ‘
Tt += +

re

n’

-este convergenti,

II. Dacq seria Su, este convergentd st seria Svn, obfinutd inmulfind
flecare termen al seriei prin facton -pozitivi §i- inferiors unui numdr po-
zitiv A, este convergenta. -

In adevir seria_ Sva va fi convergenté cdci are termenii sdi mai
mici de cat ai seriei Au,, evident convergenti, = -. '

Tot astfel vedem cd: o serie, ob,tmuta mmultmd fiecare termen al
unet serit. dwergente prin faclorz maz man decdt un numdr pozitiv 4,
este dnergenta.

1. Daca ;‘— tinde cdtre o limitd ﬁmta s diferitd de zere' cind
n cregte nemargzmt seriile Eu,, s Ev,, sunt convergente saw dwergente n
acela,s tzmp ' :

In adevar fie hm——l Aceasta inseamni ‘c¥, “de la un anumit
rang, avem 1 <(--€)vn §i s> ((—¢)v,, & fiind luat destul de mic
pentru ca I—e¢ sy fie pozitiv. Prin urmare propozitia enuntatii este - o
consecintd a celor stabxhte mai sus.
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Spre exemplu, seria armonicd

+ + oS A +--

este dwergenta, pentru ci raportul dmtre termenul. general al seriei dlvergente (5) sh
termenul general al seriei armonice este
2
§i are ca limitd unitatea(t). " AL e AR
-.- IV. Dacd seriile pozitive Zu, si Zv,, sunt astfel incat incepand dela.
un rang destul de mare, s avem necontemt T
Un -> v[z ]

N A un+1 » ’Un+l . .
atuncr 10 dacé seria Zv, este convergenté si seria Eu,, este convorgentii‘
20 dacid seria Zu,, este dlvergenté. si-seria Zv, este dlvergentii.

In adevir, de la o anumitd valoare a lui » avem
. Un —_ Untl -> Unt2 -~
U Unpt T Uni2
asa ci daci insemndm cu a valoarea primului raport, avem, pentru toate
valorile lui m=mn,

: ¥
m=0Un § Um=—Um,
~

-

de unde, propozifia enunfati.
Fie spre exemplu

el e i 8a B ere (2 1)
n=g § =yie... m
Yom avea

_ n va  m1 2nt2
—_ = — >0,
Undl  vntl ” 2n-}1

Prin urmare seria = % fiind divergentd si seria

e ve B TTE s s S

este divergenty, ‘
CETERIUL LUl D 'AveEmBert. Dacd in seria Sun raportul - nl, de la-
0 anu?mta valoare @ lui Z—;amane may mic decdt un numdr k< 1 seria.
este convergenta. Seria este divergentd dacd raportul "+

deciit unitatea.

este mai mare

(1) Logaritmii fiind luafi 1n sistemul cu baza e, cum vor fi consxdera(x fntotdeauna, cind nu vom.
specifica contrariul. )
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In adevir, dacii avem “"’H <k si k<{1 pentru toate valorile" lui

7 mai mari decAt un numir determmat deducem
Unt1 < kbun, Unge < K2up, ..oy Ungp <KP Up, ...
Prin urmare termenii seriei '
Unpt + tngpz oo Ungp .
sunt mai mici decat termenii progresiei geometrice convergente

Eun 1w+ ...+ FPu4-...

Seria Xu, este deci convergenti.
In ipoteza a doua termenii seriei, de la un anumit rang, merg cre-
scand; seria este dlvergent& ci'un termenul general nu tinde citre zero.

OpservaRe. Dacit raportul “2*L tinde ciitre o limitd l, cind n cre$te

nemiirglmt seria este convergenté dacﬁ I <1 si divergentd dacd 1> 1.
Dacdi I=1, acest criteriu nu ne permite a determina natura seriei, afard
de cazul cind "“ tinde ciitre 1 prin valori mai mari decat 1, In care
caz seria este dlvergenti

EXEMPLU. In seria pozmvi
2043214 ot (mt1)ar ..

raportul —— are ca limiti pe a; deci seria este convergentd daci a< 1 dxver—
gentd daca a > 1, Pentru a=1 seria este_ @M@gﬁm a ’\k{;w L Ons ,0,;

+l

Criteriun Lur Caucny. O sene este convergentd dacd dela o anumilé
!
valoare & lui n, avem . : ! =

,. A ~il
(6) Vun <k <1

st divergentd dacd -
o Vin> 1.

In adevédir, daci conditia (6) este satlsfécutﬁ atunci “avem, de la
un anumit rang, u, <<%"; deci seria e convergentd. ;
Dacit conditia (7) este realizatdi, termenul general al seriei nu tinde
ciitre zero; deci seria este divergentd. :
n

OsservARE. Dact Ju, are o limits I cind » creste nemirgit, seria
este convergentd cand I <1 si divergentd cand 1> 1.

Pentru /=1, acest criteriu nu ne permite si determiniim natura seriei.

EXEMPLU. In seria

at(za) +...+ (5 )+
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Ver are ca limits pe a. Deci daci a <1 seria este convergenti si daci a > 1 seria
este dwergenti Pentru a—-l seria este divergentd, cici termenul general ‘are ca

limiti —-
CrireriuL Lut KuMMeR, Flie ag, ay, ap,. . . un §ir de numere pozitive;
19, Dacd, de la o anumitd valoare a lui n, expresia

" 2
(8) - Qn - — Gnt1

Nn+l

rdméane ‘mai mare decdt un numdr pozitiv ﬁfc o, atuncz serza este con-
vergentd.

"2, Dacd insd expresia (8) este megativd sau nuld §i dacd seria
1
2—— este divergentd, atunci serm Lu, este dwergenta

Cum termenii de la inceputul seriei nu mﬂuenteazi asupra conver-
gentel sau divergentei ei, vom presupune condltule din enunt indeplinite
de la primul ei termen.

10. Dacd facem in neegalitatea

&% Uni1 < @n Un — Gnit Unt

pe n=0, 1, ..., n si adunim ap01 neegalitifile obtinute membru cu
membru, vom avea

@ (- tengn) <ot — Gt tnga < ap g

Prin urmare seria este convergentd, ca avind suma primilor # ter-
meni (n oarecare) mirginitd.

20, Vom avea, dupi ipoteza a doua,
n Un = g Uy
deci

1
u,, (22} ’uo o

si cum seria EG— este dlvergenté, a fomon seria’ Yu, va fi divergenta, -

ApricaTiE. S3 facem @, = n. Criteriul precedent ne conduce in
acest caz la criteriul lui Raabe si D uhamel

Dacd. dela un anumit rang, avem

Uy ol “

Up 41 1 +;;

unde k> 1, atunci seria este convergentd.
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Dacd insa avem

SIS

uﬂ-rl
seria este divergentd.
OBSERVARE. Criteriul lui Raabe si- Duhamel mai poate fi enuntat si sub forma

-urméitoare :
Fie

1-}aq-

t¢n+l
Seria este convergentd dacd avem, de la un gnumit rang, w%n >k > 1 §i di-
-vergentd dacd noip <1,
Si considerdm cazul: lim nozn =1, S& lnsemnim
5 ; e i1 #3s
notn =1 -+ 3 -

:si s aritim ci: dacd de la un anumit rang avem 8 <b, b fiind un nivmdr pozitiv
-deferminal, seria este divergentd.
In adevar, dupi notatiunile noastre, avem

— e +,,,

un+1

Seria cu termen general ——;, unde dim lui » valori superioare lui b, este

-divergentd, fiind de aceeasi naturﬁ. cu seria a.rmomca (regula III), iar raportul unui
termen la urmitorul este

. 1l+l—b> + + > + +"’ Un X

un+l
Deci, dupd regula 1V, seria. Zun este divergenti.

25. Serii numerice oarecare. Termenii unei serii pot avea si semne
-diferite. Studiul seriilor, care de la un rang  oarecare aw toti termenii
de acelas semn, se reduce imediat la studiul seriilor cu termeni pozitivi.
-Ne réméne deci de studiat cazul, ‘¢ind o serie are o mﬁmtate de ter-
‘meni ‘pozitivi si o ‘infinitate de termeni negativi,

26. Serii alternate. Se numeste serie alternatd o ‘serie ai cdrei -
“termeni sunt, a]ternatlv, ‘pozitivi i negativi.

CRITERIU DE. CONVERGENTX. Dacd valoarea absoluid a termenului ge-
-neral u, descregte si tinde cdtre zero, _cand n cregte nemargzmt, seria este
-convergentd,

In seria alternata : ’ %

-—ul—i—uz'——us-{—...—I—ztgn—1t2,,+1+...

-avem, dupi enuntul propozmex
g 1> 1ty > .. >’u2n> “2n+1>
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S# considerim sumele

Sonsr = (1o — ) + (g — a) -+ .« + (2n — 220 1)
formate cu un nun\lﬁr par de termeni ai seriei. Se vede imediat c&
aceste. sume pozitive.cresc cu . Pe de altd parte mai putem scrie

Sont1==11g — (uy — ) — . . « — (thon—1— Ugn) — Uan 1
si cum fiecare parantezdl este pozitiv, vedem ci '
sZn-H < Up.

Ceeace ne aratii cii sumele Sz, cresc’citoare cu n, au o limitd de--
terminati{ pe care s o notim cu S. ;
Cum inséd

e

Sont1 —Son = tpn 41 .
fécand pe n sd creascd nemiirginit sl {indnd seama cd wznt1 are pe zero-
ca limitd, vedem ‘cd sumele cu un numir par sau 1mpar de termem
au aceeasi limiti S. Seria este dec1 convergenta
EXEMPLU. Sgna armomca»altcrnatt}i '
i i g
e R
'este convergentﬁ ‘ . ]
27. Serii absolut convergente. O serie este absolut canvergenta,
atunci cand seria formatd de valomle absolute ale termenilor ei este-

convergenté.
O serie absolut comergenta este convergenta
In adevir, ﬁe seria cu termeni pozitivi i ne"atm

® %‘o+ux+. -
B¢ B /P /S +m+

seria formati de valorile absolute ale termenilor seriei (9), am insemnah
deci U, =|ua|. Seria (10) fiind convergenti si cum

| %n —I—u,,.;., +.. s ttatp | <Un Un+1+ aaia Urx+p

conchidem, in baza criteriului general de- convergenti,. cii seria (9) este
‘convergenti. e

ﬁ

Osservare. Reciproca nu este adeviirati: se poate ca seria’ (9)
st fie convergentﬁ firi ca seria (10) si fie convergenti. |

EXEMPLU. Am vizut ci seria 1 o 3

1 1 1
1 — L
o e
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este convergentd, pe cind seﬁa armonici
et st
este divergentd,

TroremX. Intr'o serie absolut convergenid -putem schimba ordinea-
termenilor, fird ca suma seriei sd se schimbe. '
. Fie seria absolut convergenti

wotuy k..
“wy 'y uh ...

aéeeas serie, insd cu termenii luafi in altd ordine. S& iri.se'x_ripiim

Sn——ztg—}-"ul—{— —}—u,,,'
Sp=1uot+u1-.. +u,,

gi sd luﬁm pe p destul de, mare astfel ca fofi termenii - sumel S,, sd-se-
giseascd in suma Sp, Vom avea - nedd !

Sp— Sa = Unga—t Un+pF -+ + Unin

unde &, B, -.., A sunt p—n numere intregi pozitive. D.;ci‘ m este cel
mai mare numﬁr dintre acestea, deducem

8% — Sl < | tngal 4= ttnt |+ oot unsal
- <Z|ttng |+l wni2] 4 oo A | thngmls

Tm.‘md seama cii seria este absolut convergentd, vedem ci putemi
lua pe n destul de mare, asa ca

ISp—SnI<— st lSn—Sl<—
De aci rezults < _ 5 L
[8%—8I<e '
si teorema este demonstrald.

si

e

28. Serii semi- con\'elgente. O _serie convergentﬁ,_care nu_este_ab-
solut_convergenti, se zice sqmz-convergenta. "SH aritdm ci tntr'o astfel’
" de serie termenii pozitivi de o parte §i termenii negativi de alta formeazd
doud serit divergente.

Fie S, suma primilor 2 termeni ai unei serii semx-convergente 3-
P, si N, respectiv sumele termenilor pozitivi si termenilor negativi care-
intrid in S,, Dupi ipotezele ficute avem, S fiind suma seriei,

lim (Pn—Ny) = .— S, Jim (Pn 4 Np) =00,



44 . SERIIL.

-de unde deducem _
limP, = 0o si .lim Nj = oo. c. e. d. d.

TEOREMX. Schzmband ordinea tennemlor intr'o serze semz-convergenta,
,putem face ca suma seriei sd fie orice numdr dat.

S# presupunem datd o serie semi-convergentd si si formim cu
termenii ei o serie, care si aibd ca sumd, de exemplu, numirul pozitiv
M. Vom lua din termenii pozitivi ai seriei,~in ordinea in care se
jprezintd, un numir suficient de termeni, pind ce suma lor depiiseste
numiirul M (ceeace este posibil, c#ci:suma’ tuturor termenilor pozitivi
‘este mﬁmtﬁ), vom adﬁuva ap01 termenn negativi, pand ce suma totald
va fi mai mici decat M; apoi iardisi adiiugim termeni pozitivi pand ce

_ depﬁsxm numdrul M si continuiim' la infinit aceste operatiuni, Am format
astfel o serie & care va avea ca sumi pe M.

In adevir si notim cu ¥, suma primilor  termeni ai acestei seri_i.
Diferenta M— Zn, schimbi de semn de o infinitate de ori; dacii aceasti
-diferent# este pozitivi, ea este mai mici dect ultimul termen pozitiv
-adffugat din seria dati; daci. este negativi, este mai mici, in valoare
absoluti de cit valoarea absolutd a ultimului termen negatlv adiugat.
‘Cum termenul geneneral u, al Sel‘lel date tmde citre zero cand n creste
qnemirginit, rezultﬁ ca :

lim Zp = M. 'd&dd_

29. Operafiuni cu Seriile. ADUNAREA SERNLOR. Fiz Sup §i Svn doud
-serit convergente avdnd ca sume -respectiv s §i o.. Seria Z(un F-vn) este
-convergentd §i are ca sumd s =+ o. :

Dacd notdm cu s, si o, sumele prlmllor n termeni din seriile date,
suma primilor 7 termeni din -seria X (un + va) va fi sn 1 oa Féicind pe.
n si creasei nemirginit, vedem ci seria T (us 1 vn) este convergenti
:si are ca sumi s+ o. -

INMULTIREA SERIILOR. Fie serule

(11) uo+u1+ A
(12 e Uo+171+ +Un+ 1
Inmul’;mdu-le termen cu termen, dupﬁ regula inmulpm a douﬁ

‘sume §i grupand termenii pentru cari suma indicilor lui % $x v e aceeas,
obtlnem seria produs

{13) w, vo (o v1 - 21 v0) + . (0 vn 111 Va1 + o ta vo) +

TroreMk, Dacd tnmulfim doud serii’ conver_qente, dintre care una
cel pufin este absolut convergenid, seria produs este convergentd st are
ca sumd produsul sumelor celor doud serit (Mertens).
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Vom presupune seria (11) absolut convergents, iar seria (12) con--
vergenti. Si notim cu w, termenul general al seriei (13), adici

(19) Wn == Ug Vn T Uy Un—1 + oot un v

Vom considera urmitoarele diferente, de ordin par §i impar,

=wo~wi v w2 — (o1 + o 4 tn) (o+-vi -+ vn);

81 =g -+ wy .. .~ wWong1 — (ot 2y .. - Uaga) (vo .—]-fvl' + ... vaga):

Dac# vom arita cii diferentele & si &, au ca limitd zero, cand n.
creste nemiirginit, teorema enuntati va fi demonstrati. Vom ariita acest.
lucru pentru 3; pentru &; demonstratia se face in mod identic.

Sd punem mai intaiu e\'presm 3 sub altd form#. Tindnd seama de:
egalitatea (14) vedem ci
wo = 10y oo w20 = 1o (Vo -5 + +b2n)+u1 (votv1 +. ot van—1) .

+tn (ot + o . ) F-ttagr (o - oo V) - - 22

deci
Sty (Unp1 = Va2 = » e - 22} 201 @bt - oA B} o oo b et Ot
A tng1 (ot - va-1) Fttnp2 (o + .. - Un—2) -+ .. -} 10 vy

Prin ipotezi seria (11) este absolut convergentd si seria (12) con-.
vergentd. Prin urmare putem giisi doud numere pozitive 4 si B, asa.
fel incat si avem, oricare ar fi m,

Juol e |+t um | < 4
lvotv14-: +vm|<B
si putem alege un rang n destul de mare, aga incAt s¥ avem, orlcat de-
mic ar fi & pentru toate valorile lui p
€
l“n-f-l|+[1‘n+2|+--r+|“n+p|<A—_F§ ‘
' lvn+l+vn+2+--~+"n+p|<zﬁ'

Tinand seama de aceste neegalitdti, deducem, din ultima expresie.
a lui 3, ' ] '

|31 <l | g+ | gt H a1l 5
+ | ttn41 | B+ ttnge | B+ ..o+ |up | B

de unde a fortiori

e e
|5|<AA+B+BA+B=5.

Prin urmare lim|3|=0, cind n creste nemirginit.



OBSERVARE. Dacd nici una din serule convergente (11) si (12) nu
-este absolut convergentd, seria (13) poate fi divergentd.
Sd aritdm acest lucru - pe un exemplu simplu.” Vom lua .

o = g e
" o V1’ .
:seriile (11) si (1") vor fi convergente [26] dar nu absolut convergente

Vom avea

'wﬂ:(—l)n V,,+|+V2 1;+P3(n )+ +V"'+1]

:$1 gmand seama cii Vapg = jﬁ , vedem ei

l Wn I > c ’(:'_;—*'21)

deei w, nu tinde cﬁtre Zero, c:md n creste indefinit; prin urmare seria

'(13) este dlvergentﬁ
>

Il — SERII DE FUNGTIUNL

30. Si consideriim o serie

(1) ug (z) + uy (a:)—}—....—l—Au,, (x)+

-al ciirei termeni sunt funetiuni de o variabili 2. Daci aceasti serie este
convergenti pentru toate valorile lui  din intervalul (a, b) suma acestei
:seril va fi o funcliune de 2 determinati in acest interval.

S& punem

J (2) : Ra (23) = Unt1 (:1:) - Uniyo, (x) +.. :

- Seria (1) fiind conver"enté in intervalul (a, b), pentru fiecare va-
loare a lui  din acest interval corespunde cate un numdr N, asa incat
s avem, oncﬁt de mic ar fi numirul dat e,

|R,,(x)[<a .

‘pentru toate valorile lui n > N. Numirul ¥ depmde tn general de va-
loarea aleasd pentru z. - :

* CONVERGENTA UNIFORMA. Zicem ci seria (1) este umform comergenta
in intervalul (a, ), atunci cand fiind dat un numir € putem face sa-l
-corespundid numiirul N, asa. fel incat si avem

®) le:(~’6)|<s
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\f)entru toate valorile lui n > N, oricare ar fi valoarea lui 2 in intervalul
“(a, 8). Cu alte cuvinte valoarea lui N nu trebue si depindi de z. -

‘S dim un exemplu de serie convergentd, care nu este uniform
-convergentd. Fie progresia geometrici

x? x? 3 3
x2+m+(l_i_—z,)'+...+m+,.-

‘care este convergenti pentru orice valoare a lui z, ciici pentru z dife-
Tit de zero, rafia este pozitivd si mai micii decat unitatea, iar pentru
-z =0 seria se reduce la zero. Si aratim c% acesti serie nu este uni-
‘form convergent in orice interval care cuprinde valoarea x= (),

In adevir avem
x3 1 1 ]
Ra (&) = (o | i+
-deci : -
3 1
B @) = ey

Vedem e¢i nu putem fixa pe N aga incit si satisfacem neegalita-
‘tea (3), oricat de vecin ar fi z de origind, cici luind, spre exemplu,
x=i Rn este foarte vecin de %

V;’

OBsERVARE.. Suma seriei precedente este o functie discontinud de
-x: are valoarea zero pentru z= () i 1-4-22 pentru z==0.

CRITERIU DE CONVERGENTX UNMIFORMX. Fio !

» vtutS
0 serie convergentii ai ciirei termeni sunt numere pozitive.

Dacd pentru orice valoare a Wi = din intervalul (a,b) avem, ori-
care ar fi n, |uy ()| = v, seria (1) este uniform convergentd in acest
“interval. : '

In adevir, vom avea pentru toate valorile lui  din intervalul (g, b),

[Ra (z)| <Un‘+1>+vn+2+... ‘

: Putem alege un numir N asa ca, pentru #> N, membrul al doi-
lea al acestei neegalitiiti si fie mai mic decat un numiir dat e Vom avea
‘deci a fortiori e

Ba@)] <,

pentru n>> N, ori care ar fi 2 in’intervalul (g, b). Prin urmare seria (0))

-este uniform convergents.
EXEMPLU. Seria

(4) vo-{-vlsina:;-!-.f..—{—vnsinu:r-}—...,
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unde vy, vy, ... sunt termenii seriei precedente. este uniform convergentd, pentru -
cuprins in orice interval, cici

| vasin 0z | =va.
~ TeoreMX. Dacd termenit seriet (1), uniform convergenid in infer-
~valul (a, b), sunt funcfiuni continue in acelag interval, suma seriei va fi.
o funcfie continud in intervalul (a, b).
Si insemnim cu s, (z) suma primilor n+ 1 termeni ai seriei (1)
si cu S(ac) suma seriei. Vom avea, {inind seama de (2),

S (@) = 82 (@) + Ra ().

Putem, prin ipotezdi, si luim pe = destul de mare asa incat si.
avem neegalitatea (8), oricare ar fi  in intervalul (g, ), ¢ fiind un nu-
mir dat dinainte, oricAt de mic voim.

u fiind un punct din intervalul (a, b) vom avea

S () — S (@) = sn (u) — 52 (%) 4 Ra () — Rr (2),
precum si
i Rn (u) Ra (37) I <2,

Pe de alti parte s;(z) fiind o sumi de un numir hrmtat de func-
{iuni continue, va fi o functie conunuﬁ dem putem lua pe u destul de-
aproape de x pentru ca si avem

| sn (u) — sa(z)| <e.
Prin urmare avem il
1S@)—S@|<3e,
pentru % destul de aproape de x. Functlunea S(ac) este deci continuil.

in intervalul (a, b). 1

EXEMPLU. Suma seriei (4) este o functie continui de z, in orice interval, cici.’
aceastd serie este uniform convergenté, 1ar termenii ei sunt functiuni continue de a.

- 31. Serii intregi. O clasi partlculari’x de serii de functlum si care
joacd un rol fundamental in Analiza Matematic, sunt seriile ordonate -
dupi puterile iniregi si pozitive ale variabilei. Fie

6 etazrte@d..dazt...
o astfel de serie, unde aq, aj, ... sunt coeficienti numerici. Seria (5) se
numeste o serie intreagd sau o serie de puteri. SH considerfim §i seria.

pozitivd ‘
Ao_—}—A,X—}-... L. G
formatii de valorile absolute ale termenilor seriei (5); adicd
lanl=An, l$‘=X.
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CoxvERGENTX. Pentru a studia convergenta seriei (5) sii considerim
sirul : .

: ) n :
) Ao, 4y, V4, ..., V4, ...
care poate prezenta una din urmitoarele trei particulariti{i:

10. Sirul (7) este convergent si tinde edtre zero.
In acest caz seria (5) este absolut convergent pentru orice valoare
a lui «. In adevir, aplicind seriei (6), criteriul lui Cauchy avem

n n n
lim |44, = lim VA, X" =lim 4, X=0
ceeace ne aratd cii seria (6) este convergentd oricare ar fi X ; prin ur-
mare seria (5) este absolut convergents. '

EXEMPLU. Seria

|+%+‘;—f+...+£’i+...

nn
este convergentd oricare ar fi z,

20. Sirul (T) nu este mdrginit superior, In acest caz. seria (5) este
divergentd pentru orice valoare a lui z diferiti de zero. In adevir, ter-
menul general al seriei, pentru z=0, nu tinde ciitre zero, cici mo-
dulul siu '

: n __ n
[ V“ln X] “
poate depdsi orice numir pozitiv.
EXEMPLU. Seria

! 1+w++nﬂx"+

-este divergentd oricare ar fi diferit de zero. -

: 30 Sd presupunem ci girul (7) are o margine superioard si nuw

convergeazd cdtre zero. Si insemnim cu L cea- mai mare limitd (8] a
mul{imii numerelor din sirul (7). In acest sir nu vor fi decat un numir
. limitat de termeni mai mari decat L —-¢; deci, dela un rang destul de
mare, fofi termenii sirului sunt mai mici deeit L+e Pe cand intre
L—¢e si L4-¢ avem o infinitate de termeni aj sirului; adicii dela orice
rang, oricit de mare, se vor giisi termeni de-ai sirului mai mari decat L—e.

S& insemniim R=% si si arditim cii:
@) Seria (1) este absolut convergentd pentru — B < z < R.

B) Seria (1) este divergentd pentru z in afary de intervalul (— R, R).

@) Va trebui sd aritim cil seria (6) este convergentd pentru orice
valoare pozitivi X < R. Fie X = _;_26 un astfel de numir, -

C.D. L 4
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Avem, dela o‘ vaioare destul de mare a lui 7,

N VTi<Zte,

deci
,i/m <I{l-_|i-2€e<1'

Prin urmare seria (6) este convergenty in virtutea ecriteriului Iu;
Cauchy. ; - i

B) Presupunem pe z in afard de intervalul (— R, R), deci

| L Jal=
Dar in sirul (7) vom avea.un termen, de un rang oricat de mare
* voim, asa ca
s n__
Vdn>L—c¢,
de unde
An X7> (L — ) Xn, :
~ Inlocuind pe X prin vaioare_a aleasii pentru |z|, avem
Aan=|anxn,> 1-
Termenul general al seriei (5) ne tinzand ciitre zero, seria este
divergenti. :
- OsservXrt. 10. Dac# raportul ‘% tinde ciitre o limitd I, avem I—=R.
In adevilr, si aplicim seriei (6) criteriul lui d’Alembert
X

=

. - 421 -
+ lim 2 — )iy, £a E
Un An

Prin urmare seria (6) este convergents pentru X <7 si divergentd
pentru X > 1. Va trebui deci si avem != R, '

20, Pentru =R sau x=—— R seria (®) poate fi convergentd sau
divergentd, ' v

., EXEMPLU. Numdrul R corespunzitor seriei
z , x? xn b
l+?+? +°.-'+‘;l—f—_l+“'

este 1, Seria este convergentd pentru x=— 1 si divergentd pentru x=1,

CONVERGENTA UNIFORMA. Dacit seria (B5) este ‘convergentd pentru
— R <z <R, si aritim ci ea este _uniform convergentd in intervalul -

(— Ry, R)) unde R, este un numir pozitiv mai mic de cit R.
Pentru aceasta ne vom folosi de criteriul de convergen{i uniformi
: _ .
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indicat '(30]. Seria pozitivil este convergentd pentru X = R, si 4<‘:um' pen-
tru toate valorile lui 2z din intervalul (— Ry, B)) avem A ]

,an z" l =dn Ry"
urmeazd ci seria (5) este uniform convergenti in acest interval.

ConsecintX. Cum termenii seriei intregi sunt functiuni continue de -
<, din convergenfa uniformi a seriei (5) in intervalul (— Ry, Ry), de-
ducem [30, Teorem#] cii suma seriei (5) este o funcfiune continud in
~acest interval. -

TeorEMA LU ABEL.-Daed seria (5) este convergentd pentru z=R,

este uniform convergenti tn tot intervalul 0, R). -
Pentru demonstrarea acestei propozitii ne vom folosi de urmitoarea
Lemd a i Abel: : : -
Fie €, ¢, ..., &5, p -~ 1 numere pozitive descresciitoare sau sta-
tionare, adicd

H=¢= =g

si un acelas numir de cantitdti oarecare ug, u, ..., up. Dacdi sumele

® sie=m Rt . d S ((=0,1...,'p)
sunt toate cilprinse intre doudl numere A si B, atunci suma -
. 9 Buote uj ... w,

va fi cuprinsd inire ggd gi ey B.
In adevir, din (8) deducem ,
Uy =98y, U =8 T80y e.vy Up == 8p — Sp—1

asa cd suma. (9) se mai poate scrie

S0 (e0— 1) 51 (e — )t 5 i — )+ 56

Diterentele e;— ¢;41 nefiind nici una negativd, obfinem doui limite,
una inferioard si alta superioard, ale acestei sume, cind inlocuim can-

titifile so, 81, ..., sp prin 4 sau prin B. Vom avea deci
' Aey < squg - s T eee - Sup < Bgy.

Si trecem acum Ié.vdemonst'rarea teoremei ui Abel. Fie e un nu-
mér pozitiv dat oricat de mic. Seria ®) fiind convergenti in punctul R,
vom putea alege un numir » destul de mare, asa incdt si avem” :

—e<ap B A-apio R gy, Rtr < e

o 3 3 - ‘ - b n+i
Qgricare ar ﬁ_numﬁrul ». Pentru 0 <<z = R numerele (%) sunt des-

rd
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cresciitoare - (sau stafionare pentru x= R) ‘éand_ i creste. Si aplicii@
- lema hii Abel ludnd s,~—_—(%)"+_'si = Gnys RAH, |
 Yom avea .
__.e( ) < 2 an+,Rﬂ+1( ""+’<e(%)"
de unde, a fortlom i :
| “n-l-lx"'H +an+" a2 Gngp m""'pl <e
pehtru to;'a.te valorile pozitive ale lui « din intervalul (0, R) mclusiv‘ punc~
tul R. Deci seria (5) este uniform convergentfi in acest interval.

~ Osservare. Din convergenta uniformi a seriei (5), rezultd continui~
. tatea sumei S(x) a acestei serii in fnireg intervalul (0, &). Asa ci pu-
tem scrie

o S@)=s@.

APLICATIE. Seria

convergenta pentru —1 <z =1, are ca sumi Log (1-2), dupi cum vom arita mai
departe. Aceastd serie fiind convergentd pentru x=1, avem dreptul si scriem, in;
baza observirii precedente, : i

: i 5 T A ,
Log2=t——ote—..

EXERCITIL
1. Daca sirul sy, 81, 82, o .. este'convergent, vom avea
Sot-s1+...Fan. !
i m—’*_x——- lim sn :
R. Consecmté.apropozxtlex 11 50, Vomlua an= so+s‘+...+3n sl bn=n-}1
£ ‘an4t —an. © 8gt...}8n '
Cum bn+1—bn—sn+’ are o limita, raportul b = va avea .

aceeas hmlté‘

2. Dacd sirul de numere pozitive ug, %y, %, ... este convergent, vom avea
_'."+l ! _. .uo—*-‘lll + +lln
lim Vuouy . . .un=1Ulim T
adlcé. medm geometricd $x media antmenci au aceea§. limita.
" R.-Consecinti a_exercltlu]ul precedent,  cici luand 81—-log ui §i aplicind cel&
stabilite mai sus, avem

] loguo—}-logu.-}— Alogwn _ .. . .
- lim RS Vlzm.loa‘t_m_
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-de unde
g ‘n4-1 ; ]
(1) : : m Vag . 1y ... 2t ==lim un.

/ ; R . 5 8o o
3. Dacll intr'o serie cu termeni pozitivi

Vo+r,+.7.-|-v,,+..'.-

nim |
Taportul V{‘,’*'l are o limitd atunci radicalul [/ ¥7; are acecas limitd. Reciproca nu este

totdeauna adeviratt © -

'

. MY ey _
R. Daci in egalitatea (1) facem g == vy, u,='b—l doo un=1-)——l, avem pro-
o 5

n—

pozxtm enunfatd. Dacd Iuém van=An Bn gj ’bgn-{-l—An B"+1 vedem cd rcciproca.

nu este adevarati cicx an are ca hmxt& pe V4 pe cand —n este alternativ A
‘sau_B

7~
K 4. Condifia necesara si suﬁcxenté pentru ca seria, al ciirei termen l7eneral este

- ap-tanr—t +
¥ wu=g Fona—1+..

-(adic catul a dou polinoame ordonate dupa puterile descrescitoare ale lui ;z), si fie
convergentd este g=p -2,

R. Seria propusi este de aceeas naturi cu sema, care are termenul general
/Un—:q, ciici hmv—=1 Seria vn este dwergentﬁ pentru 1=y sau 9= =p-1; con-

vergenti pentru Q= P2 i a fortiori convergent& pentru q > p+2

\/). Seria’ cu termenul general upn =— cste cony ergentii ,-‘4 /
2SO L L Tn+1_-_i nly N e
R. Avem Cun (n +1] deci lim ik = 3 Y
7~ 6. Seria al ciirel termen general este B .
S i AQ—1)...0—n+1) |3 -
D “"—'(2”,"*‘ N [()\+1)(>\+2)...()\+n+1) )

-este convergentd- pentra \ > -—% si divergentd pentru celelalte valori ale lui .
R. Avem

: . " un
Es —_— =4 .
lim % g =lim» (“n+1 1 J A1-3;

-deci, dupd criteriul lui Raabe §i Duhamel, seria propusi esle convergentd pentru

| Wy . .. by 1 - o 5
‘N> —— si divergentd pentru A < — —. Pentru A = — — seria este divergents, cici
25 ; 2 2 . o — —
] e .
AVEM Un =t

\/

- 7. Daci Intr'o serie rapbrtul a doi termeni consecutivi este de forma
| - .

2% 141 __nP-I—an—l‘—{—...
un  mPf-bap—1f 0

- -seria va fi convergentii daci b—a > 1 $i‘divergenti daci b—a=1 (Gauss).
- A
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R. Avem :
limn (—ﬂ'—— 1J =b—a;"

Un+1 =

deci seria este convergenti daci b—a>1 si d_ifergbntﬁ daci b —a <vl.'4 -
Pentru b —a =1 expresiunea

are o iimiti, deci dupi observarea ficuti asupra criteriului Raabe si Dubhamel [24],
seria propusi este divergents, :
8. Fie seria, numitd serieﬁpergeémetricc‘i,
: a.8 Cyalat ) @ tn—1)8@F1)...(8Fn—1) :
1 —m 034 WeaSo
+ i R w41 . (r+n—1) s

unde a, 8, v sunt numere oarecari, Aceastid serie este convergenti: 10 pentru |z | <ty
20 penfru =1 daci a-g—7v < 0.

R. Gisim

Ynd1 (k) (3 n)
T o Y

10, Avem lim —ﬂ =,
Un

20, Dupid exercltlul precedent seria este convergentd daci -1 -—a—p>l
si divergentd dacd y—a—p8=0.

9. Fie Ssi & sunele a doud serii comer«vente (nu absolut ‘.omergente)
(U kT SR, T
vot v ... +’L‘n+... :
Dacil seria produs, care are ca termen "eneral
: wn=uo1,n+ulbn..1+ +un T,
este convergentd, atunc1 suma ei ¢ S§ (Abe])
R. Si considerim seriile auxiliare
' }:(x)-:uo-l—u,a:-i—...—}—u,',‘:rn—}-...
S@)=vtvnect...Foaan-f...
care fiind convergente pentru z=1 vor fi absolut convergente pentru [x| <1, '
Facand produsul acestor serii {29], avem .
.‘J(.;t).‘.:'(x)='wo+w. . Fwnat-lL.
Cum seria din membrul al doilea este conv ergentd pentru x=1, dupi teorema

lui Abel, ambii membri sunt functiuni continue de z in Intreg intervalul (0.1). F’icand
deci =1, avem propozitia enuntatﬁ 1



LAPITOLUL Iv.

DERIVAREA FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA.

I. — INFINITI MICI. — METODA INFINITEZIMALA.

32. Inﬁnii,i mici. O cantitate, variabild, care tinde cdtre zero, este
un mﬁmt mic. Mai multl infiniti mici, considerati sxmultan se pot com-
para intre e1

Zicem cd & este infinit %’mlc in raport cu B, dacil raportul

are ca limitd zero, ciind e ¢i B tind ciitre zero. Dacil insi raportul— are_

o limitd finitd si diferitd de zero, zicem cii « si § sunt 1nﬁmt1 mici de
acelag ordin.

Pentru stabilirea unei clasmcfm intre mai mulli mﬁmtl mici se .
alege unul ca etalon, ciiruia i se di numele de infinit mic principal
Zicem cid B este un.infinit mic de ordinul p, in raport cu infinitul mic
prmclpal a, ddci avem

) lim & =7

unde % e un numdr finit, determmat si dzfent de zero. Dacdi p este
mai mare dect 1, egalitatea precedenti exprimil ci 3 ‘tinde mai repede
citre zero de cit a.

‘Dacil nu existd nici un numir peon aJutorul ciiruia sdi putem scrie

o egalitate de forma (1), zicem cil {3 nu are nici un ordin de mﬁmtu-
dine fatii de a. -

1
EXEMPLU. Fie g=a (sin :—{- 2); '8 nu are nici un ordin de infinitudine faf

2 SR o[ q X . T g
de a. In adevir, cum valoarea lui sin a rdmane cuprinsi Intre —1 si -1, limita

raportulm —ﬁ—pw, cind q tinde citre zero, este infinitd pentru p>1 $1 nu]a pentru p < 1;

pentru p= 1 acest raport nu tinde citre nici o limita determmaté
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S presupunem ci intre infinitii mici « i § avem relatia (1), care _

-se ma1 poate scrie
B _
- a ~ +E
-unde ¢ tinde citre zero, eAnd « tinde ciitre zero. Vom avea

llm——- 1.

kP se numeste partea principald a infinitului mic B.
Dacit p==1 §i k==1, zicem cil « si B sunt mﬁnm mici echzvalenlt
Diferenfa & a doi infinifi mici echivalenfi, o §i B, este infinit de
mied n. raport cu fiecare din cei doi.infinifi mici §i reciproc.
In adevir, egalitatea 8 — o — §, se mai poate scrie
& B

o

si cum membrul al doilea are ca limitd zero, & este infinit de mic in -

raport cu «. Reciproc, daci & este infinit de mic in raport cu «, din
egalitatea precedenti deducem ci i:— are ca limiti unitatea; deci a si §
‘'sunt infinifi mici echivalenti. : '

OsservaRre. Din propozitia precedentd rezultd cé, dacd &« este par-
tea principald a lui §, atunci diferenfa §— ka? este infinit de micd in
raport cu «f ; deci daci ¢ este ordinul acestei diferente fati de infini-
tul mic prmc1pa1 &, vOom avea

p— 7»“"=(l+51)“q
unde ¢> p. Tot astfel, expresiunea f—ka? — la? este infinit de micd
fati de «9 si daci notim cu r ordinul ei fati de infinitul mic principal
o, avem '
. B-—ka”——laq—(m—l—sz)a’
unde > q O expresie de forma _
La"-{-laq—l—ma’ <a<n),

se chiami valoarea asimpioticd a lui B si diferd de § printr'un infinit
mic de- ordin superior lui . Pentru-a avea o cit mai bund valoare

asimptotici - sé va lua un numir destul de mare de termeni in expre-

siunea de mai sus.

EXEMPLU. Fie a=— si g= _*1" ~, unde a>0; « si g sunt infiniti mici
cind n creste nemirginit, sa ciutdm o valoare asimptoticd pentru 8. Vedem imediat ci
8 B—at _ . o B—altal

lim

limE =1, K
al , lim a2a J a3a
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Prin urmare
ad — g% - qg3a -

-este o valoare asimptoticd a lui g si dxferi de g prin mﬁmtl mici de un ordx X
rior lui 3a. .

33. Metoda infinitezimali. Utilizarea in calcule sau rafionamente
-0 infinitilor mici, constitue ‘metoda infinitezimald.  In caleulul dzferenhal
'se considerd limita raportului a doi infiniti mici, iar in.calculul in-
tegral se considerd Ilmlta unei sume de un numiir (care creste nemér-
.ginit) de infini{i mici.

Vom indica doud principii fundamentale in metoda mﬁmtez1mal&

.gi care stau, primul la baza calcululul diferential si al doilea la baza .
-caleulului integral.

I, -I/Lmtta,mportului a dot infinifi mict nu se schimbd cind inlo-
cutm acestl infinifi mict prin alfii respectiv ebhivalénﬁ e .
In adevir, fie « si B doi infinifi mici, iar &” si (3 mﬁmtl mici re-
:spectiv echwalentl cu ¢ si B; cum putem serie
2 B e
R

-i-:
7
-avem, trecind la limitd,

. ¢ /.
lim & =lim< . lim < . lim <.

g g g . ’
i cum, prin ipotezd, avem 7

+ > 1
lim-ﬁ—=1, lim 2 =1,
8 - a
rezulti ci

’

limi,-=limi- ' A
B8 .

B8 _ /
EXEMPLU, Ca si gisim . limita raportulux snzq’ 2 cAnd o tinde citre zero,.
a
vom inlocul sin pa ‘prin p a $1 sin ga prin ¢ a, cdci [12,3] '

lim sinz
o— 0T

Prin urmare
lip SR P =,]im—a=-1-’--
sin g a 9a ¢

IL. I/mnta sumei mﬁmtdor mici de acelag semmn &, &, ..., Gn,
-al cdror mumdr creste nemdrginit, nu se schzmba cind inlocuim acesti in-

finifi mici prin alfit echivalenfi By, B2, ..., Ba rapoartele E tmzand
ensa tn mod wniform cdlre unitate.
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Intelegem prin cuvintele 2 mod uniform posibilitatea de a alege-
pe n destul de mare asa incat si avem, oricat de mic ar fi numérul

poz1t1v £ »
1—s<%<1+s
] e
oricare ar fi indicele 7. v
Asa fiind, dac¥ infinitii mici consideraii sunt pozitivi, vom avea
(1—s)a1<31<(1+e)a1.

F&cand v=1, 2, iy $x adunand neeaaht{xtlle obtmute, suntem:
" condusi la

*SerFarF .o de, L HE

Cum & poate fi facut oricat de mic in acélas timp cu -;l;, vedein ci.
BBt Bo
eyt ...t an

adlcﬁ sumele & 4 ay ...+ @z si BB .. —l—ﬁn au aceea$ limit¥,.
care poate fi finitd, nuli sau infinitd.

EXEMPLU. Se stie din trigonometrie cé, pentru. arcele din pnmul cadran, avem-

lim

sinz

=<0,

2

1 n .
alta ' piga’ 't pita’ pentru toate aceste # valori.

Sa facem succesiv a=

ale lui o, vom avea

1 sin c
<—X< 1

4 nla T

Daci a este pozitiv, putem lua ‘=4_:;!_a si dupi propozifia precedentd vedem.
cd, dacid insemnim
Sn-—sm —l-.sini - -{-—sinl
1+ﬂ e U nt+a’

avem

lim . 1 2 o _ o n(n--1)
Nn=00 sl (nl'f'ﬂ + nlta + £ nl1 ﬂ) = 2 nlt+a

Prin urmare

thn =oq, daci 0 <{a<<1; lim Sn=L2 , Gacd a=1,; lim Sp =0, dacia> 1,

(1) Aceastd dubld inegalitate rezultd si din desvolfarea in serie a functiuxiei sin x [50].
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..II. — DERIVATE §I DlFERE\ITIALE.

34. Derivati. Fie y =£(x) o funcjie definitd intr'un interval (a, b);.
z un punct al acestui interval §i @y =z 4h- un’ punct vecin de z. Di-
ferena @, —x = se numeste mstﬁa variabilei (1) si se mai noteazil
/
cu Az. Cresterea lui y coreqpunz’itoare este eaalﬁ cu diferenta

(x+h)— f&)
sl se noteaz& cu Ay. Si form&m raportul acestor doui cre$teu
1) el 3y _fat+B)—f@)’
Ao - LM STAS

Dac# acest raport tinde ciitre o limitd cand % tinde, intr'un fel:
" oarecare, citre zero, aceastdi limitd se numeste derivata functiunei f(x)-
in punctul x si se noteazd cu f(x) sau cu y'.

Fie spre exemplu y = Axm, unde A este o constantd si m un Intreg pozitiv..
Formand raportul (1) vom avea 5

<x+h>m—zm

Aa:

Desvoltind pe (m+h)m cu aJutorul formulei binomului sx simplificAnd, gisim,.
ficAnd pe h sd tindd ciitre zero,

/

Y =mdam=1./
In particular, pentru m==1 derivata este 4, iar pentru y =4 derivata e nuld.
Daci raportul (1) tinde ciitre o limiti, cind A tinde citre zero-
prin valori pozitive, aceastd limitd se chiamd derivata la dreapta a func--

tiei f(z); pe cind daci avem o limitd, cind % tinde citre zero prin.
valori negative, avem derivata la sldinga.

EXEMPLU. S3 se calculeze derivata functiunei

@ | Cy=—
' : ' 1 + ex
tn punctul z=0. In acest punct functiunca s¢’ anuleaza ‘asa ¢l raportul (1) va lua .

forma
1

v 1
l+eh 3

0
Dacd h tinde cétre zero prm valon pozntwc, ch crc$te indefinit si deci dcmata

la dreapta, in punctul 0, este nuld.
1

Dacd h tinde citre zero prin valori negativc, ¢ tinde_ citre zero si deci deri--
vata la stdnga, in punctul 0, a functiunei considerate, este 1o

(%) Cresterca poate fi pozitivii sau negativi.’
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Daci insi dceste doudl derivate, la stnga si la dreapta, intr'un
punct, sunt egale, atunci valoarea lor comund  este derivata functmnn
‘n acel punct (V). : »

Zicem cd o funcfiune este derwabild intr un interval (a, D), atunm
cand aceastd fugg:t}_l_lge admite o_derivata finitd in fiecare punct din in-

teriorul acestui’ interval ; o derivati la dreapta ina sio derivati la
stdnga in b. :

OBSERVARE. O condltle necesard pentru e\nsteuta unei derlvate ﬁmte
‘intr’'un punct este ca funciiunea si fie continud in acel punct; ecici in
caz contrar numiritorul raportului (1) nu tinde citre zero cind A tinde
ciitre zero si deci limita acestui raport nu poate fi finit.

‘Continuitatea functiunei f(2) in punctul = nu este o conditie sufi-
czenta pentru a putea afirma e\nstenta derivatei in acel punct.

EXEMPLE. 10, Fle functiunea

ST
=2 Ssin —
y x

-care este nuld pentru x=0 §i continui in acest punct, Pentru a avea derivata in
punctul x=0 suntem condusi la ciutarea limitei lui sin %—, cind h tinde citre

:zero, limitd care nu existi. Deci funcfiunea n’are derivati in acest punct.
2%, Dacd considerim funecfiunea :

1o e
e
/
\

y== M d 5
1

-derivata In origine este limita lui A '3, care creste nemirginit cand h tinde citre '
zero, Convenim a spune, In acest caz, ci derivata functiei este infiniti

30, Weierstrass a dat in anul 1861 urmétorul exemplu de functmne con-
‘tinud care nu admite derivati in nici un punct:
Seria
y =% an cos (z b x)

-este umform convergenti pentru 0 < a<1 si reprezintd o functic, cotinud (30);

-dacd b >— +-—— aceastd funcfie nu admite dem"xta pentru nici o valoare aluiz -

‘A$a dar clasa functiunilor derivabile este mai restransi decat clasa
funetiunilor continue, c3reia i apariine.

35. Diferenfiali. Fie y=/f(2) o func;ie' care admite o derivatii
f(x) in punctul z; daci dim lui = o crestere Az va rezulta pentru
functiune o crestere Ay. Dupid definifia derivatei avem

=FE)ke -

(1) Dac’ funcfia nu este bine definiid intr'un punct ¢, in care funciia ar avea, do exemplu,’ o
‘discontinuitate de prima specie, so poate s avem derivatele, la dreapta si la stinga lui ¢, egale intre ele,
‘f3rd si avem o derivatd in acel punct. De exemplu, finctiunea U (x) consxdcratii “la n. 20 are derivatele
nule la dreapta si la stinga punctului x=a, ﬁrg) s3 aibd o derivatd In acel punct J
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unde ¢ tinde ciitre zero, cind dx tinde ciitre zero. Daci considerim pe-
Az ca infinit mic principal §i presupunem pe f(z) diferit de zero, par~
tea principald a infinitului mic Ay este Az.f(x). Aceasti parte prin-
cipaldi se numeste diferenfiala lui y si se noteazd cu dy; asa ci -

6 dy = f'(z) Az.

Deci: diferenfiala unei funcfiuni este produsul dinire derwata func«
jiunii §i cresterea arbitrard Az datd variabilei.

Dacii considerim in particular functiunea y =z, ayem y'=1si.
formula (3) se reduce la dz = dz. Astfel formula (8) se mai poate scrie-

dy={"(z) dz,
sau ined ‘ 2f ‘

@ W,

De aci rezultd ci derivata unei funcfiuni este egald cu raportul
dintre diferenfiala funcfiunii si diferenfiala variabilei.
Formula (4) ne di notafiunea diferenfiald a derivatei.

36. Interpretiri geometrice. DErvata. Fie y = f(2) o functie con-
tinud intr'un interval (e, b); cand x variazi de la @ la b punctul (z,4)
descrie, in planul axelor dreptunghiulare zQy, un are de curbd C, care

reprezintii in mod grafic variatia functiunii. Fie M si M doud puncte,
- foarte apropiate, ale curbei C, avind respectiv abscisele z si 2--h..
" Coeficientul unghiular al dreptei MM’ este

fEt+h)—f@)
[y

’

Deci daci funcfiunea f(z) admite o derivati in punctul x, cind
h tinde ciitre zero, coeficientul unghiular al dreptei MM’ tinde ciitre.
f’(z). Prin urmare, cind M’ tinde ciitre M, dreapta MM’ tinde ciitre o
pozifie limitd MT, care se numeste tangenia la curbd in punctul M.
Ecuatia acestei tangente, care trece prin punctul M(z,y) si are pe y"
ca coeficient unrrhlular este .

Y—y=y'X—2a)
unde X si ¥ sunt coordonatele curente.

. OBSERVARE. Daci considerim cazul curbei (2), vedem ci aceastd curbi are
doud tangente In origine; acest punct e un punct unghiular al curbei.

Putem defini, in mod grafic, oricite functiuni voim, care si prezinte aceea$
parti ‘ularitate, -
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Drrerentiste. Fie Az o crestere datd lui ; M’ si N punctele, de-
pe arcul C si depe - tangenta MT, care au aceeas. abscisi z- Az. In
triunghiul dreptunghic MNP, - (P fiind" proectia 1u1 M pe M"‘\’ avem
MP==23x2 si tgNMP==F"(z). Prin urmare

PN =f'(z) Az;
ceeace ne arati cii PN reprezinti diferentiala dy. Observiim, in acelag

‘timp, ciil diferenfa 3y —dy=M'N este infinit de mic# in raport cu Ay
-sau cu dy, cici-acestia sunt infini{i mici echivalenti.

- 37. Formule de. derivare. Primul obiect al calculului diferential
-este stabilirea catorva formule simple de derivare pentru cazul caAnd
‘functiunea consideratdi este compusd cu ajutorul altor functiuni simple,
-ale ciiror derivate sunt presupuse determinate.

. 19, DEeRIVAREA UNEI SUME. Fie

| y=u(@) -+ ()

unde presupunem functiunile « si v derivabile intr'un interval comun
«(a,b). Fie z o valoare din acest interval; dacii-i diim lui = o crestere
Az, rezultﬁ pentru » §i v crestemle Au si Av, iar pentru y crpsterea Ay
.si avem

A1/ Au |, Ap.

Ax Az T Az .
Trecand la limitd, adiell ficand pe Az si tindi ciitre Zero, deducem‘

; Y = 0.
‘Dacil inmulfim ambii membri cu dx, suntem condusi la
dy du - dv.

In loc de doud functlum w i v am fi putut considera o sumi de

un numir oarecare, dar finit, de functiuni.
Prin urmare derivata (diferentiala) unei sume de funcfiuni este'
~eqala cu.suma derwatelor (dlferentlalelor) acestor funcfiunt.

§208 DERI\ATA unur propus. Fie y==wu.v un produs de doui funcjlum

-de z derivabile. Avem

Ay (u + Au) (v + Av) —uv_ Au Au
Az~ Az o R Ax Pt

Trecand la llmlti 31 tmand seama .ci limita ult1mu1u1 termen SCI‘]S
-este zero, avem

/ (4 " 4
. = ay P Y =uv+vu.
. v d e Ay cwl

e
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‘Inmultind ambii membri eu dz, deducem .

dy = v du - wdv.

Daci considerdm un produs de-trei factori y=wu.v.w, avem
g i ul v‘ wr
Y =) w+ () uv=uvw (E+'v_+'5) .

Tot astfel se aratd cd, pentru un produs de un numi’xr finit de -
“factori, y=uvw..., avem

" LA,
yv—uvw...(u-i—v—}—w-}-...)

:$1 .
du dw
dy=wvw. ( + + +.. ) .
In particular, daci y=u™, m un intreg pozitiv, avem
Y =mum"t',
o . u :
8% Derrvata uxur cit. Fie y = —;-avem . v
: - A g
\u/, L~ LF/ -
- A Av 2
2y __vt-av v*vAx AT _ "T’V::
Az AT v(vtav) VvAY — e vV
-de unde . v (v

’ G
y,_uv—vu .
= i,

" -sau cu notatiunea diferentialil _
vdu —udy
In partlcular, dacﬁ U se reduce la 0 constantii A, avem

——A—, sau dJ_—Ad"

49, DERIVATA UNEI FUNCTII DE FUNCITE. Fie y=f(u) st u=g (), adici
y este o functie de = prin intermediul lui . Pentru’a calcula derivata
-acestel functiuni intr'un punct z, si dim lui = o crestere dx. Avem

Sumg(ehon)—g @), Sy=flutau)— fl)

si putem scrie

Ay . Ay Du

Az Au A
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minate, trecand la limity, deducem din ultima egalitate

¥'=.9'@),
clici Au tinde citre zero in acelas ﬁmp cu Az
- Dacil inmuilfim ecuatia precedentd cu dz, obtinem

dy=f(x) du.

Cum pfesupunem c functiunile f i g au derivate finite si deter—

Acest rezultat fundamental ne arati avantajul notatiunei diferen--
. tiale: diferentiala unei functiuni de z se calculeazii dup# aceeas reguli,
fie ci este exprimatd direct in functie de =, fie cii este exprimat# in.

functie de « prin intermediul unei variabile auxiliare .

o%. DERIVATA UNEI FUNCTIUNI INVERSE. Fie y=f(z) o functie, care ad-
mite o funcfie inversi x=g (). Daci una din aceste functiuni admite o
derivaty diferiti de zero, cealaltid functiune admite si ea o derivati.

Si pre'supunem cil cunoastem derivata lui 1, adicd

Din egalitatea evidenti

=3 10
Ay Ay
’ ar B
deducem, trecand la limits, L
, s
1Y) = TN TS —e———— . ¢ e
1) -

1 .

EXEMPLU. Funcfiunea y=2a* are ca inversi z=y?; aplicand formula pre--

: 1
cedentd deducem ci Vy are ca dirivats tn raport cu y pe ;—V—;

38. Derivatele functiunilor elementare.

L E'XPONENTIALAI. Fie y=e*. Dupi definifia derivatei avem

. eXh__ xt Anphe=. | 2 X
’— lim L_e= x lim & S IS s
2 = i h=o0 & ) [ ¢ . J
Insemnand ¢t — 1 —= @, deducem % = Log I+« si @iy ¥
eh—1 a ‘ 1

3 -=Log(1+a)=ng(l+a)_fz.

o
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Dar « tinde ciitre zero cind % tinde citre zero, iar (1+a)a tinde
citre e cand « tinde citre zero; avem deci

lim ¢=1__1 _ 4

h=o T Loge

Prin urmare
yi=lcX e

Deci funcfiunea exponentiali ¢* se reproduce prin derivare.
Pentru a avea derivata unei exponenfiale oarecari y=A4* vom
" -aplica formula derivirei unei functii de functie. Putem scrie y=eXLot4;
deci, dacit punem u ==z Log 4, avem

Y= =it u et Logsd Lo"A Ax Lo"A. - ‘{Q 60, Iy
II. LOGAR]T\IUL. Si considerim functlunea IOﬂarltmlc& intr'o baza
oarecare A
y= Loga z.
Luénd funcfiunea inversit a logaritmului, avem x = 47 si aplicand
formula de derivare a functiunilor de funefiuni, avem
o 087 ) Rl
Y= DTLogd  zLogd

‘Daci considerim cazul particular al logaritmilor nafurali, adici
" A =e¢e, avem -

’

Iy=

1ll. Puteres. Fie y =z unde « este un numiir dat si z o varia-
bild pozitivd. Putem scrie
20 = ealogx -
deci -t 1 S

s a
Y = ea%2¥ (a Loga) = 2% — = az~!,

Regiisim astfel formula pe care am stabilit-o pentru a intreg si
pozitiv [37,11]. '

IV. Funcriunt TrRicoNoMETRICE. — 19. Fie y = sinz. Avem
‘ R h
2sin— cos (x -+ —)
= lim sm(x—]—h)——-smac hitn 2 R
h=0 h =y h il
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Cand A tinde citre zero, cos (x—l—%) are ca. limitd pe cosz iar-
i )/ . il q
51: =, unde a=—;-, are ca limitd unitatea .[12,39]; deci

Y = cosz.
. . T .
920, Fie y = cosz; avem cosa = sin (; — x) Deci

’ 3 L I
Y =—COS(‘2—— J=—smx.'

A K - . ? : sinz
30. Dact considerim funcfia y =tgz=_——,

. avem, utilizind for-
mula care di derivata unui cit,

J _cosxzeosz—sing(—sinz) 1
cos?z cos? x

40, Tot astfel pentru y = cotgx = o5

sin z g’isxm

r

Y = ——

sin2z’

ceeace se mai poate deduce si din rezultatul precedent, {indnd seama

ci cotgz =tg (%— )
V. FuNCTIUNI TRIGONOMETRICE INVERSE. — 10. Fie y = arc sin z. Ne
vom ocupa de ramura principali a functiunii [14], care este definitd
prin condifia — % <y <—’,;—- Luand functiunea inversi avem & = siny,
a chirei derivati este cosy sau J/1—sin?y, unde luim semnul 4 ina-
intea radicalului ciici cosy e pozitiv, cand y variazi de la —% la—{--’,}'
Formula derivirei functfiunilor inverse ne di deci !
. 1 1
Yy = = .
+V1—sin2y +J1—a?

Celelalte determiniiri ale lui v sunt legate de determinarea princi-
pald prin formulele

o y = arcsinx 2k, —

(11)) . y=—arcsinz+@2k4-1=.

Determindrile (I) au aceeas derivatd ca si ramura prmmpalﬁ de-
terminirile (II) au o derivati de semn contrar.

2, Fie y = arc cosx. Vom considera ramura principali a acestei
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funetiuni multiforme, care se exprimi prin relatia
arc cos z = - —arcsinz

cu ajutorul ramurei principale a functiei arc sinz; deci .

= __1_ |
2 V1 — a2
30. Pentru y = arctgz, avem, lnand funcfiunea inversi z=tgy,
1 1

! = 29 = — 5
Y=Y = I ey 12

39. Diferentialele functiunilor elementare. Din formulele gisite
mai sus deducem imediat diferentialele functiunilor elementare, inmul-
tind ambii membri ai fieciirei formule, prin dz. Avem astfel

o A dx
= alzaSiir de=2__
) T
Hhies Al mei i d Lomx=—£‘r—
TR . 3 | peit ol (E]ngl
5 - dz
de*=c*dx dLogz =—
1 . dx
dsinz = coszdx darcsmm=vl___—_1
. . —x
2 dx
dcosz = —sinax dx d arccosx=—vl_;—,

dr
dtge = —
- COS°x

darctgz - DA,
(= b d 1+ms

OnsERVARE: Este esential de a observa cii toatc aceste formule sub-
zistd atunci cind inlocuim pe z printr'o funciie w de .
Asa de exemply, avem
dy  wdr

dLog it =—=—-
WO u

140, Derivata logaritmicd. Se numeste derivata logaritmicd a unei
functiuni 7, derivata logaritmului sdu, adic % Derivata yf a
une! functiuni y se deduce deci inmultind pe y prin derivata logaritmici.
De multe ori este mai comod sd proceddm- astfel pentru determinarea
derivatei.

EXEMPLU. Fie y=w», unde » si v sunt functiuni de . Avem
de unde el

Y 3 '
= =9 Logu-{-—w.
i gut

e
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Prin urmare
. . i
y=uv [v Logu-}—70] =

11. Derivarea seriilor intregi. Fie
)] f@=a-+azt. . +aont...
‘0 serie intreagi converge‘ntﬁ pentru — R <x << R. Si aritim ci seria
derivati ' T '
a1—|—2a_2a:+...—|—nanx”’il-.r.

esle convergentd peatru — R <2 <R si are ca sumi f@.
Fie  un punct oarecare din intervalul de convergentd al seriei (3).
St considerdm seria modulelor termenilor acestei serii

FX)=do+ 4, X4 4 X ...

unde [an|= A, si |2 |= X; aceasti serie este convergentii [31] pentru
0=X<R. Fie A un numir Dpozitiv determinat asa ca X--A < R.
Seria F (X~-A4) fiind tot convergentd, vom avea.

F(X+4A)—F(X) (X4 Ay — yn
)E@ . 3y By

sau

i A n

unde ‘ _
U, =4n[1zX"‘1+35(l”.—_20AX"—2+...]-

Seria ¥ U, cu termeni constanii si pozitivi (cfici X si A au valori
determinate) este convergenti.

Si dim acum lui z, in seria (5) o crestere . asa ca [h|<<A. Se-
ria f(x k), fiind convergentii, vom avea in mod analog

(6) f(xle—f(x_) — S (),

unde '
wn(h) = a, [n an—t L ﬁ;t——zl) hat=24-. J .

Seria Xu, (h), ai ciirei termeni sunt functiuni de %, este uniform
convergenti pentru [h| <A, In adevdir, pentru toate aceste valori ale
lai 2, | ()| < Uy, deci [30] aceasti serie este uniform convergenti,
Cum 1, (k) sunt polinoame in % deci tunctiuni continue [30] de %, suma
acestei serii este o functic continud, a ciirei valoare pentru 1 =0, se
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confundi cu limita ei cand % tinde ciitre zero. Prin urmare, ficind pe
i si tindii ciitre zero in egalitatea (6), avem la limitil

@)= L napznt,
EXEMPLU. Avem '

llm——:l-}-x-l-a:’—]—...—}—x"—l-...

pentru — 1 <z < 1. Vom avea deci, pentru aceleasi valori ale lui z,

0+x)z=‘+?x+...+1txﬂ—l+,,_

OBSERVARE. La acelas rezultat mai putem ajunge inmulfind. seria consideratd
prin ea insdsi [29].

42. Derivate si diferentiale saccesive. DErIvATE suCcesive, Fie
¥ =f(=) o functie derivabili in intervalul (g, b). Daci derivata f° (=)
admite o derivati intr'un punct =, accasti derivatd o derivatei se nu-
meste derivate a doua a funciiei f(z) si se noteazi cu f”(z) sau y".
Tot astfel dela derivata a doua f" () se trece la_derivata a treia, care
se noteazii cu y” sau f~(z) Continudnd astfel de la derivata de ordinul
n —1 se trece la derivata de ordinul m, care este derivata intdi a de-
rivatel de ordinul »— 1 §i se noteazdi cu y® sau fin(z).

DIFERENTIALE SUCCESIVE. S& plecim de la diferentiala
) A dy =" (=) da.

Cand =z este variabila independenté convenim a considera pe
dz ca independent de pozitia punctului z in 1ntervalul (2, b); dx este
deci considerat ca o constantd.

Diferentiala a doua a lui ¥ o vom obtine d}ferenumd ambii membri
(7), dar convenim ca in diferenfiala membrului al doilea, cresterea
Az, care se introduce [35, (3)] si o luim egali cu dz si aceasta con-
ven{ie o pistriim pentru toate diferentialele succesive.

Avem astfel diferentiala a doua

d(dy) = &[f" (@) dz] = f"(z) (d=)>.

Dac# notim d(dy) = d?y, ..., d(d"'y)=d"y, obfinem diferen-
tialele succesive, pani Ia acea de ordmul 97,

@y =" () da?, a3 —f"'(x)dac very ATy f(n)(x)dxn'

De aci deducem notafiunea dz/erenlmla a denvatelor succeswe

FO=28, - PR~ 5

d zt
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- EXEMPLE. Si calculim derivatele sugiive ale catorva functiuni elementare
Yy -2 <
9= eax, J__aeax, very ¢ ylRl=aneax
==ty = o yM=aa—1)...(a —n-1)xe—n

y=Logz, y=z-1, ..., Yyt =(—1)1—1(n—1)la—n
y=sinx, y =sin (x-}-%). y(n)-———sin(z-{-"?’r)

y=cosx, y =cos (:c-l—lzr-). y(n)=cos(m+1;1) .

Osserviri 1°. Existenta unei derivate de ordinul n necesitd exis-
tenta derivatei de ordinul » —1; dar s’ar putea ca derivata de ordinul
7 sl nu existe. :

Sunt funetiuni care admit derivate de orice ordin, asa de exemplu
functiunile elementare sau seriile intregi.

20. Am vizut cii diferentiala primd

dy=1"(u).du

are aceeas formil fie ci « este variabila independentd sau ni.

Pentru diferenfialele de ordin superior nu se mai prezint aseeas
simplicitate, atunci cind u este functie de x. Diferentind evalltatea pre-
cedentd, avem

@y=f" (u) dut -4 f'(zc) a2y

cicl nu mai putem considera d?u =0 (du==1u'dz, dzu—u da?, ete.
depind de valoarea variabilei z).
Tot astfel

By =1 () dud+ 3 £ (w) du d?u -} f () dBu
si asa mai deparfe, regula generald ne prezentandu-se sub o formi simpli.
Formura Lur LENiz. S considerim o functie - reprezentatﬁv pri’n‘

produsul a doud functii y=uv si si ne propunem si gisim demvata
a n-a a lui y. Avem

¥ =uv 4w,
Y =uv+2uvFur",
Vedem cd, in general, vom avea
)] YW = Aou® - A=y’ L - Ayl

unde Ao, <y, ..., 4, sunt coeficienti numerici, cari nu depind de forma
particulard a funciiunilor  §i ». Daci a este o constanti si-punem
u=e?* si v=¢*, avem y = ¢@tV*; deci

y(n) P (“ _.I_. 1)!1 e(ﬂ-l-l)x.
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Asa cii formula (8) va deveni

(@4 1) = doan + Ay a1+ ...+ A,
si identificand, giisim ,
4, = Ch.
EXEMPLU. Aplicand formula lui Leibniz, gisim pentru derivata a s-a a func-
: fiei y = (xz— a)r (n—b)7
yD=n! [(:c —ap- (C n)z (x—a)1—1 (x—1b)
+(C2P @—ayp—2(@—b¢+...+ (C )2 (z—0b)].
OBSEhv‘\Rﬁ. Daci facem conventia si notdm cu (u-}v)™ opera-

tiunea (x-+v)? unde inlocuim produsul puterilor «?? prin produsul de-
rivatelor u® +@, vom putea scrie

(o)™ = (u -} v)™.

Se stabileste, in mod analog, ci pentru un produs de trei sau
mai multi factori y=w.v.w. ..., avem

YW= (u-tv-4wt.. ).

L — PROPRIETATILE DERIVATELOR.

43. Teorema lui Rolle. Dacd f(ac) este o_funcfie derivabild in n-
tervalul (a, b) st dacd f(a) 0, f(b)=0, existd cel pufin un punct ¢,
cuprins intre a §i b, pentru care sd avem f'(¢c)=0.

In adevir, cand z variazi in intervalul (a, b), f(2) ia o valoare
cea mai mare A si o valoare cea mai micd m [19, 41}, Dacii valorile
M si m sunt amandoud nule, atunci f(z) este egalid cu zero in tot in-
tervalul (a,b) si deci derivata sa va fi nuld in fot acest interval. Teo-
rema, in acest caz este demonstratd.,

S presupunem acum ci una din cantitifile 3/ i m, de exemplu
A, xeste diferitii- de zero. Fie c¢ valoarea Iui x pentru care f(m)—M

Raportul
f(c-l—h) — ()

cu h> 0, este negativ sau poate nul. Limita sa f (c) (demvata la dreapta)
nu poate fi,un numdr pozitiv. Deci f’(c) =0.
Tot astfel limita raportului

fle—1)—f(e)
I Y
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unde % este tot pozitiv, este £’ (c) (derivata la stdnga) care nu poate fi.
un numir negativ. Deci £ ()= 0 > B

Cum functiunea f(2) este presupusi derivabili in intervalul (a ),
ea are o derivati unicd in punctul ¢. Va trebui si avem dar f'(c) = 0.

ConsecintX. Dacil f(z) ia aceeas valoare Y In punctele @ i b, atunci
derivata sa se anuleazi intr'un punct din -intervalul (a, b), cici functiu-
nea f(x)—y, care are acceas derivatd cu f(z), se anuleazi pentru x =g
$i pentru z = p.

44 Formula cresterilor finite (Lacrance). Fie f(z) o functie con-
tinudl intr'un interval (a, b) si avand o derivati unici in. fiecaro punct
al intervalului. Si considerim raportul 4" S

| FO—1@ g ]
(1) L0 AE .

intre cresterea functiunei si cresterea variabilei; acest raport este un
numir finit §i determinat pe care si-1 insemnim cu N.
Vom avea '

Daci considerim acum funcfiunea auleiari
9@)=f@)—f(@—N@—a)
vedem' cii g(@=0 si g(0)=0. Va exista deci, dupii teorema lui Rolle
un numir ¢ cuprins intre a si b astfel ca 9'(0=0. ool
Cum ¢’ () =f () — ¥, deducem ci N={f"(c). Dar N este va-
loarea raportului (1); prin urmare avem :

) OOy ey

Aceasta este formula cregterilor finite, care se mai poate scrie,
insemnand b —aq =5, :

3) f@+1)—f@=hf (@--07) (0 <0<1).
Formula éresterilor finite se mai numeste si formula mediei.

Interpretarea geometrici a formulei cresterilor finite
se face cu usurinfi. Si consideriim arcul de curbi ACB descris de -
“punctul (z, y), unde y =f (); punctele A, Csi B corespunzand puncte-
lor cu abscisale a, ¢, b. Coeficientul unghiular al éoard_ei AB este

[0 —f@)

b—a
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iar coeficientul unghiular al tangentei la curbi in punctul C este f’(c).

Formula (2) ne aratd deci ci existi pe curba y = f(z) un punct
C. cuprins intre A si B, in care fangenta la curbidi este paraleld cu
coarda AB. "

i 45. Dacd o funcfie f(x) este derivabild intr'un interval («, D) diar
derivata sa este in mod constant nuld, atunci funcfia f(x) este constantd
in intervalul (a, D). '

In adevir fie  si -1 doudl valori ale vanabllel luate in mter- _
valul (a, b). Formula (3) ne di

f@+ 1) — @) = hf (@+00) =0

ciici 0% este cuprins intre a §i b. Prin urmare f(z)= f(z- %),
adicil f(z) este o constantd in intervalul (a, b).

ConsecintX. Dacd doud funcfiuni f(z) si g (z) au derivate /mlte
st egale tnir’un interval (a, D) atunci diferenfa lor este o constantd in
acest interval.

Functiunea f(x)— ¢ (z) avand derivata nuld, vom avea in inter-
valul (g, b), f(z) —g(x)=r¢, ¢ flind o constanti.

Aceastd propozitie ' std la baza calculului integral, ciici, dupd cum
vom vedea aci, se cere si determinim foate functiile care au o derivatd
cunoscutd. Dupi cele stabilite vedem cid este suficient a cunoaste o sin-
gurd functiune, toate celelalte obfindndu-se prin adfiugarea unei constante
la aceasti funciic.

’

APLICATIE. Fie seria ! g
a2 a3 - axt I
F(m)=:z:——-—+—'——+...

Aceasti serie este convergentd pentru —1 <z <1 §i dupd cele vizute {41]
vom avea, pentru accleasl valori ale Iui z,

Flg)=1—a4a?—a31-...
Dar si fu‘nétia Log (1-}+2) are ca deri\'ati’a .pe
LO"(l b it l’) F((Z)"—

pentru’— 1 <z < 1. Pentru a determma constanta C si facem x=0; gisim astfel
. C=0. Prin umare, pentru || < 17 avem

raE RS
Log(}+x)=x——2-+—é-—...

- Dect

;adlcé. F ()=

1
? 1‘+’:c

46. Derivata funetiunilor crescitoare gi descrescitoare. Fuxcyi-
UNI CRESCATOARE. S considerdm o funciie f(z) crescitoare intr'un inter-
val (a, b) si derivabili in acest interval. Derivata f(z) nu poate fi negativi
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pentru nici o valoare a lui x, ciici numiritorul si numitorul raportului

f+h) —f(z)
h

sunt de acelas semn. :
Reciproc: daci derivata f(x) este finiti si nu devine negativii
pentru nici o valoare a lui z din intervalul (a, b), functia f(z) este
* crescdtoare in intervalul (a, b). : : »
In adevir dacd z; si x, sunt dou# numere oarecare din intervalul
(@ b) si daci z <, putem scrie, . aplicaind formula mediei, - ;

@) — f(z) = (x, Txl)f'ng- ‘

Deci f(x2) = f (1) cand x> ;, adici funetiunea 7(z) e crescitoare.

Fuxcriun DESCRESCATOARE. In mod analog se arati cii derivata unei
functiuni descresciitoare fntr'un interval (@, b) nu' poate fi pozitivd si
reciproc: daci derivata unei functiuni nu devine pozitivii intr'un in-
terval (a, b), acea functie este descrescitoare in acel interval.

EYEMPLU. Fie funcfiunea . ¢ -

7(z) =ex (sinx — cos 2)}- 1,

Avem . ST
f(@)=2crsina,

b - ¥ LI Y o]

Pentru 0 =2 =, derivata f"(x) nu este negativii; functia f(x) creste de la
f©)=o0 la f (x)=1-¢". Pentru » =z < 0 derivata nu este pozitivdl ; functia f(x)
descreste de la f(—7)=1-4-¢" pani la f(0)=o.

Osservare. Cele stabilite se pot aplica, cu oarecari precautiuni si

in cazul cdnd functiunea sau derivata nu este continui in intreg inter-
valul (a, b). :

Aga, ‘de exemplu, daqé considerdm func'tiuhea. f(z)= unde a este o

a—z’
constants, avem f° (r):ﬁ;; deci derivata f(z) este. pozitivd oricare ar fi 2
Functiunea f(z) nu este totusi crescdtoare, cand = variazi de la — oo Ia - oo, cfci
aceastd funcfie este discontinui pentru x—aq si trece de la 400 la — oo cand x
ajunge si depiseste valoarea a. Daci Insi € este un numdr pozitiv, funcfiunea este
crescatoare In intervalele (— oo, @ —¢) si (a -+ & o) :

47. Formula lui Cauchy. Fie f(z) si g(x) doudl functiuni continue
$i derivabile in intervalul (g, b), derivata ¢’ (x) neanuldndu-se in acest
interval. S& considerim raportul ' :

() —f(a)
9(®)—g()
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unde numitorul este diferit de zero, cidci daci am avea g(a) (),
" ¢'(x) s'ar anula in intervalul (e, 0). Ne propunem sii dim o altd form#.
valoare1 acestui raport. Dacd insemnim cu N valoarea sa, avem

fO—f@—Ng®—g@=0
Si considerfim functiunea auxiliard
F(@)={@)—f@—Nlg@)—g @)
.care se aunuleazi peniru z = @ $iz= b; deci dupi teorema lui Rolle

FO=O—N7©=0 (@<c<b),
De unde putem scoate valoarea lui '
_f
g9

ciici ¢'(c) == 0. N fiind valoarea raportului initial, deducem formula lhu
Cawchy

FO)=F@) _1© -
g()— g(Z)—g'(c) (a<c<b),

care se mai numeste formula mediei generalizatd, cici fécand cp(x) =z
reg%’lsun formula mediei [44, (2)]. A
~ Formula lui Cauchy se mai poate scrie

flat+1)—r(@) _f (at6m) .
ey e oy

OBSERVARE. Din cele ce preced se vede ci formula lui Cauchy subzisti cind
¢.(%) s'ar anula intr'una din extremititile intervalului (a, ). '

_ _  EXERCITIL

- 1,'Se considerd functiunea y=x arc‘tg -%—, nuld in origine; se cere derivata
la dreapta si la stinga in punctul 0. Ll
R. Aceste doud derivate sunt dxfente, cﬁcx avem pentru denvata la dreapta (h>0)
Yy =llm arct -l-=-1
I 21
si pentru derivata la stanga

4 . 1
-y '=lim arctg h=—12'--

2, S4 se calculeze derivata de ordinul n a functiei

y=(az+ D (ax-g)1—1—N
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R. Vom aplica formula lui Leibniz

DY 5 ECE (4wt BNP ap (a 24 g)r—1h qn-p
dan =0

unde ; q
k=)\(>\—l)...()\—p—}—l)..(n—-)\— N(—r—2)...(p—2»),

E=(=1)1=Pr(r—1)...0 —n41).

sau

Prin urmare | . .
'%—_—k(ax-!—b))‘—"(a x -} g)r1—A [S_‘,CZ (—aaz—abd)r—pr(aax +ap)y]
adicd !

dny ,
Tan=F (az+4- b= (a x4 g)1-A (ag —ab)r.

3. S se stabileascd formula :
i dn xﬁ—l f(%) 1 1
Fa) B o i L (;)

R. Aceastd formuld se verifici imediat penlru n=1. S% presupunem adevérati
formula Fp—1 i s ar3tim ci formula Fn este o consecin{i a acesteia. Vom pleca de

la identitatea s, :
dian=1£(2)  drafon-2 )]
dzn i dan

unde membrul al doilea se mai poate scrie, aplicAnd ' formula lui Leibniz,

dngn—2 f(L dn—1gn—2f(L
2= (x)+" £y 6)

sau, t]nalnd seama de formula Fp—j, ,
L (S IR T, | Ry
(=) ’d_a;[a?f(" l)(?)J_H— 1) In—fen 1)(?).
DerivAnd §i ficaAnd reducerile ne rimane
1 1
(St xnt1 e (?) i

4. Si se caleuleze derivata de ordinul » a functiei g(%) .

R. Dacd in formula precedentd facem (@) =un-1g(x) suntem condusi la
formula

dgx(nx) o ( x’l’)— [g(n) GF) +(m—1) C,lz‘”.q(" = (31?)

+(—1)(n—=2) sz x? gln—2) (%) +...]
y ' . .. —2x—1 .
5. Si se caleuleze derivata functiei y=arc tg P pp— st sl se explice re-
zultatul, ' . ' A '



DERIVATE |SI DIFERENTIALE. ({6

R. Gisim y'=$x‘; deci y are aceeas derivatd casi funcfia ©=2 arctzex.

S& ardtdm cd y — « este constant., Avem

_ﬁgy'—tgu
: BU—9=71
si
23 - 2x—1 2t32 2z
R S T

Inlocuind §i simplificAnd gisim tg(y —u)=1.
6. Fie f(x) o functie continud asa ca |f(z)| =% < 1. Si se arate cd ecuafia
Fx)y=z — f(x)=0

are o ridicind reald r si numai una,
. Dacd xp este un numir arbitrar, si

2y = (o), T2=f(2));..., %n =f'($n;l)
s1 se arate cf, pentru n=co, avem: lim Xa=r7.
R. Fie ¢ un numir arbitrar. Formula mediei ne da
F(x)=7(a) 4 (x —a)f (),
¢ fiind cuprins intre x si a. Ecuafia datd se mai poate scrie deci
Fx)=x[t = (@l —f(e)+ef (®)=0.
Factorul, 1 —f"(6) fiind pozitiv, se vede ¢i F(x) schimbi de semn cand x
creste dela —oco la 4-oco. Deci F(x) se anulcazd intr'un punct x=r. Cum F'(x) este
totdeauna pozitivd, F(x) este continuu crescitoare, asa cii nu se poate anula decat

intr’un singur punct.
Avem, cu ajutorul formulei mediei,

Xy — 1= f(x0) —[(N=(x—1)f"(n)

| =7 <Elxg—r]|

sau

Tot! astfel
[xg—r | <E|xy—r1]|

| Xn—1r | <E|xp-1—=r|.
Inmulfind aceste neegalititi membru cu membru, obtinem
{xn—r|<kr|xy—7r]|

de unde lim xp=7r.



CAPITOLUL V.

DESYOLTAREA FUNCTIUNILOR. — EXTREME.

I. — FORMULELE LUI TAYLOR SI MACLAURIN.

48. Formula Tui Taylor. Daci P(z) este un polinom oarecare de
-gradul » in z, ordonarea lui P(x—l—h). dupid puterile lui %, ne conduce
- la formula :

M) PaHH=P@+ L@ t... -1 p0),

-care se verifici cu usurin{i. In adevir, polinomul P(z) este o sumii de -
termeni de forma ax«* (unde ar sunt coeficienti numerici si =4
1, ..., n). Prin formula binomului se vede imediat ci tfoti " acesti ter-
meni, deci §i suma lor, satisfac la formula (1). Generalizarea formulei
‘(1) ne va conduce la formula lui Taylor, LI
S4 considerim o functie f() definitii intr'un interval (e, d) si ad-
mifind in acest interval derivate de primele # - 1 ordine; de aci re-
zultd cii f(z) si primele » derivate sunt continue; vom presupune ci
derivata de ordinul 71 e finiti.
_ - Fie = un punct determinat din intervalul (g, ) si 2 un numir ast-
fel ca punctul 7% sii fie in acelas interval. Prin analogie cu formula
" (1) vom considera diferenta ‘

fetD=f@— 1@ =5 @)= — 2 e),

care este nuli cind f(z) este un polinom de gradul », dar care in ge-
neral, este un numiir ce depinde de funetia f si de valorile variabilelor
-2, n §i by si lulim acest numiir sub forma A? 4, unde p este un numir
-arbitrar asa cii vom avea

hn

@ FeAD={@)—hf @) —...— 5O @) —Ir 4 =0.
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Pentru a da o alti formi nﬁmﬁrului A si considerdm functia auxiliard
Fw)=fle+h) — f)— @+ h—u)f () — :
(x+h_“) =" () — ..—Mﬂ”)(u)—(w—{—h—u)PA.

9.t

Aceasti functiune de w este continud si derivabili pentru u cuprins
tn intervalul (z, z-+h); pe de alti parte ea se anuleazi pentru u=x
si pentrn w = x -+ h. Deci, dupd teorema lui Rolle, F’ () se anuleazi
pentru o valoare a lui « cuprinsd intre $1 - h. Vom avea deci

(3) F'(z+90h)= 0<o<).
Dar derivand pe F(u) si reducand termenii din membrul al doilea,
vedem cil '

F'(1) =— Rl @+ (u) —|— p(z+ T —uptA

n!
Prin urmare, {indnd seama de (3),
' — o)~ —pH41
A=(1 o) np‘-l-]: hin—p+ f(n'H) (x—l—f)h)
Inlocuind pe A prin aceastd e\'presiune, obtinem formula

@ (x—!—h)—f(w)-l—hf(H— TUCEE AP f0 @)+ Ra

numiti formula lwi Taylor, unde am insemnat

£ ! Rkt (1—o)r=p 1 f(n+0 (x -0 1)
(a) Rn 2n! P

R, se numeste termenul complimentar sau restul formulei:lui Taylor.
Numirul 0, care figureazd in acest rest, depinde de , h, n si p, dar
este cuprins intre 0 si 1.

Dacii facem p=1, avem restul sub forma datd de Cauehy

©) : o PR A2 D
Pentru p=n-} 1, obtfinem

] R fa+D (x - o)

() - Ba= (n4-1)!

formd datd de Lagrange $1 care este forma cea mai comodﬁ pentru
aplicatiuni.

Osserviri. 10, Este evident ci numdrul 0 care ﬁgureazﬁ. in expre-
siunile resturilor (8), (6) si (7). nw este acelas)

20, Formula lui Tavlor (4), cu restul Iui Lagrange (7), este o ge-
neralizare a formulei medii pe. care o regisim ficand n=0.
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30, Dacd % este infinit de mic $1 il considerim ca infinit mic prm-
cipal, formula (4) ne arati cii expresia A

fE+B—Ff@)—2f@—... ﬁﬂm@)

- unde m =n, este un infinit mic de ordinul m-—l—l

49. Formula lui Maclaurin, Dacii in formula (4) facem z = 0,
deci presupunem cii intervalul (a b) cuprinde originea si inloculm pe
h prin z, obtinem formula hui Maclaurin :

©® [@=fO+ZFO+FEF O)+...
' xa+1

nJW@+x+ywmw@

serisit cu restul lui Lagrange.
APLICATIL 10. Constanta lui Euler Si aplicim formula Iui Maclaurin (8) la
funetia f(x)="Log (1 +x), luind =1 si x>—1. Vom avea
Log (1 +x)=x—m-
Aceastd formuld ne va conduce la un rezultat important, Daci inlocuim pe x
prin -:7, n fiind un intreg pozitiv, vedem eil | ‘
_bn

71‘ (l = ") 2903 (1 - ") T Sk

dn fiind un numir pozitiv mai mic de cat unitatea, :
Cum ,—:—,- este termenul general 2l unei serii convergente [24, I},7rezultd ci se-

. A I e 1 - B
ria al cdirei termen general este — — Log (1 +7) este §i ea convergenti, Suma

pnmllor n termeni ai acestei serii va fi

Sem{ el +——[Lo~(1+ ]-{—Lo"(l—}- )+ —{—Lov(l—i— )]
sau

-Sn=l+7+...+7‘——Log(n+l). !

Limita lui Sp cind » creste nemarginit este constanta lui Euler Cla ciirei va-
loare cu 10 zecimale exacte este € = 0,5772156649,

20, Numdrul e. Daci facem in formula (8) pe f(x)==eX, derivatele acestei
tunctiuni fiind toate egale cu ex si avind valoarea 1 peniru x = 0, obfinem

xn+1efx

c‘=l+ +2'+ +n'+(n—{-l)'

de unde, ficind x=1;"

c=l+ +2'+ +(n-——l)'.
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Ultimul fcrmen din membrul al doilea este mai mic decat'—a—! pentru ca

(
[12, 49 e <3 §i 0 < 0 <'1. Luind pe » destul de mare putem fa e ca acest ultim
termen si devie orict de mic. Prin urmare egalitatea precedentd ne permite a cal-
cula numirul e cu orice aproximatie voim.

Mai deducem din formula precedenti, lnmul[ind ambii membri cu n!, cl

+1

Aceastd relafie ne aratd ci ¢ este un numir srafional; cici dacd ar fi rafional,
ar fi de forma -qﬂ (p si ¢ doud numerc tntregi) si luind pe % > ¢ primul membru
ar fi Intreg, pe eind membrul al doilea este fractionar pentru #>>2, cici ¢f << 3.

50. Seriile lui Taylor si lIzchzlux'in.' Prezinti o deosebitd impor-
tantd in Analiza Matematicii cazul cand functiunea f(z) admite derivate

de orice ordin, iar restul R, tinde cdlre zero cind n creste nemarqmzt '

In acest caz avem _
N e R R
si saria '

9

oo

% 56

n

este convergentd pentru piirechile de numere & si z luate dupi cum am
convenit mai_sus, suma seriei fiind f(z - £).' Putem deci scrie

(10) faH=3 X0,

Seria (9) se numeste seriz lui Ta Jlér corespunzitoare functiunei

f (m) Cind avem egalitatea (10) zicem cﬁ f(z) este desvoltabild in se-
rig hei Taylor.

Din egalitatea (10), ficind 2==a si h=2—a, deducem
. Wt ’1 |
fy=2C=L (0 )
si pentru « =0, obtnem desvoitarezi in seria lui Maclaurin

w @@= 50)

Putem afirma intr'un ‘anumit - caz c& termenul complimeniar Rn
tinde citre zero, cand » creste nemérginit: cind valoa:ea absoluti a .

unei derivate de un ordin oarecare a funcfiunei f(z) rimane mai mici

C.D.I, 6

-
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decat un numir fix M. In adevir din forma (7) a termenulul comph-
mentar, rezultd ci '

s
e

~ Membrul al doilea ﬁind termenul general al unei serii convergente
vedem cf lim R,=0; prin urmare formula (10) se aplici la aceste
functiuni. In aceastd categorie de funciiuni intri e, sin x, cos.

IRnI<M

 Fuxcria e Derivatele acestei funciiuni sunt toate egale cu e* si
deci miirginite, in orice interval (a, b) s'ar gisi . Formula (10) se
aplici dar acestei functiuni. Vom aplica formula mai simpla (11). Functla
¢* si toate derivatele ei sunt egale cu umtatea pentru = = 0; vom avea
deci desvoltarea

n

: z @ ‘ xn -
=1t TGt

valabili pentru toate valorile pozitive sau negative ale variabilei .

- Fuscria AX. Schimbind pe « in z LogA. in formula precedentd
avem

Ax__cho,,A__]_*_mLowA_l_ +(:L'L0gA)’1+.”

Funcyia six z. Derivatele succesive ale acestei functmm formeaza
un sir periodic cu patru termeni distincti, ‘c0s z, —sinwx, '—-cosx sin,
ale citror valori absolute nu depiisesc unitatea. Cum

f0)=0, fO=1L f©0)=0, O0)=—1,...
formula (11) fiind aplicabild, gisim . '
. 5 2 nt1 s
Sll’lx-——l 3|+:;| _I—( 1) (2:,;,+l)li"'
desvoltare valab:lé pentru toate valorile pozitive si negative ale lu1 x.

Funcris cos . In mod analog gﬁsm
33271-*-2

cosz=1— :,—l— — —l—(— )ty 2), +

~ OBSERVARE. Ar p&rea, la-prima vedere, cd condma ca o' functie
£() si admitd o desvoltare in-seria lui Taylor (10), ar fi ca seria (9)
s fie convergentd, adlcii ca restul acestei serii -

(12) ,]4 3 U0 ()
— ; l'=n1"
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53 tindd ciitre zero, cand = creste -nemirginit. Dar aceastd »condit‘ie,k
<are este evident necesard pentru valabilitatea desvoltiirei (10), nu este
suficientd. Formula (10) nu este justificati de cit atunci cind se aratd
<l termenul complimentar (5) tinde ciitre zero, cind » creste nemdirginit,
ceca ce nu este o consecintd a faptului cit restul (12) tinde citre zero.

Se poate, in adeviir, ca o serie de forma (9) si fie convergenti
fard ca si reprezinte functiunca f(x). Vom ariita acest lucru pe un
exemplu dat de Cauch\ :

er_f(b)—e "’, aceastd functie este continuil si admite derivate
e orice ordin, pentru foate valorile lui . Se vede cu usurintd cid deri-
vata de ordinul 7 este de forma

pr =
fO) = e

unde m este un intreg. pozitiv si P un polinom in 2. S% aritim ci
functia f(z) §i toate derivatele ei succesive sunt nule pentru x=0.
Este suficient a ardta ci expresia

l —l
xt
xm G

tinde citre zero, cand z tinde ciitre zero. Sau, faca.nd x—%‘— si arii—-

e
tim el —m cre$te nemZirgmlt cind u creste neml’irglmt Acest lucru se
wede imediat inlocumd pe e prin valoarea dati de formula [49, I]

an-i1 clix' "
ex——1+ + +ﬂl+(‘n+l)'
ulnde'fucém = u? si n>%-

Prin urmare seria

f(0)+ir;f'(0)+....+:;';f(u) ©)4-..

pentru f(2)=e * este convergenti, tofi termenii siil ﬁmd nuli, dar nu_.
oeprezmta pe [(x).

Mai general, dacii considerim o funcfie g(z) pentru care formula
(11) se aphcé adicd
| 9@ =gO+=<g O+ 45 g )+

1 - \ .
vedem cif funefia G(2) =g(x)+e * va avea acecas desvollare in

(34
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. seria lu1 Maclaurin ca si g(z), dar aceastd desvoltare nu reprezinti:.
functia G(x) :

. 51. Formula binomului. Si cautim dosvoltdrea m seria lui Mac-
laurin a functiei fz)==(L- z)*. Vom avea

fA@)=AQA—1)...A —n- 1)1+ 2}
prin urmare

(1+1)\_1+ _I_R(R—I) a2, _|_\(x—}) ()\—n-}-l)xn_‘_R”

n!

unde R, este fermenul complimentar. Pentru ca R, sd tindd ciitre zero-
cand 7 creste nemirgimt, este necesar ca seria, al clirei termen gene-
ral este '

20— 1).. ()\-—-n-*-l)

n!

Un

si fie convergentd. Dar
Ungp1  A—N
.n_-i__= T

- Un 7

asa cii, pentru 2= 00,

. Upp

“m_i
Un

= —.

Seria va fi deci convergentd cand |[x|<<1. Si aritim cd pentrw
x| <! si termenul complimentar R, tinde cétre zero.
~ In adeviir, vom lua forma lui Cauchy a termenulm comphmentar

ree v,,(He J (L 0zt

unde

=)‘()‘—l)"'(k_")a,”.*".

(%
4 n!

Seria al céirei termen general este v, este convergentd pentru:
|z| <1, deci
llnl n __0

n=oc

tindnd seama ci 0<0<1, avem 1—}—0.7*<9 iar 1—0< 140
~ ‘Prin urmare

lim R'z-— 0

N'-‘

Avem de01 desvoltarea in serie
(l+x)\= 1+_l_x+'“+>\()\—l : "(')\—n-}-])x"+

valabild pentru |z| <1 si care se numeste formula binomului.
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II — VALOABEA ADEVARA'II\ A EXPRESIUNILOR NEDLTERMI\*AI‘E

52. Lixpresiuni nedeterminate. VALOARE ADEVARATA. O expresie
analitici se poate prezenta, pentru anumite valori ale varlabllel sub
una din formele

Y

0 _/
0 5 00-—.\'00;(/0.00

b

813

care n'au nici un sens a priori. Fie in general o functie f(x) a cirei
valoare devine nedeterminati pentru z = a; prin definifie limita citre
care tinde f(z), cind z tinde citre a, este valoarea adevdratd a func-
tiunei in punctul a. -

93, Fornm— Dact f(x) si g(x) sunt doud functiuni care se anu-

leazd in acelas timp pentru z = ‘a, raportul g é ; se prezinti sub formi
nedeterminatii. Pentru a putea giisi valoarea adevirati a acestui raport,
vom face urmitoarele ipoteze :

19. Functiunile f $l g au derivate bine determmate in vecinitatea
lui a.

90, ¢’(z) nu se anuleazi de o infinitate de ori in veciniitatea punc-
tului @; ceea ce insemneazd cii putem determina un numdr destul de
mic € astfel ca, in intervalul (a—e, a-+¢), ¢'(2) si nu se anuleze de-
<t cel mult in a.

_Recura cur LHospITAL. Daci existd o limitd ‘a raportulit ——E—;
_pentru ER< a avem [ :
(1) lim f_(:r_) — lim (@) g
z=ag(x) *=dg(@)
In adeviir formula lui Cauchy [47] devine, tln“md seama cit fla)=
9(a) =00,

 flaED a0
© g+ gt 0 <o<1),

conditiunile cerute pentru stabilirea acestei formule fiind indeplmlte prin
ipotezele 10 i 29 Prin urmare, dacd avem o limitd pentru membrul al
doilea, cind & tinde ciitre zero, aceasta este si limita pmmulux membru.
Egalitatea (1) este asa dar Justlﬁcaté. :

Dacit derivatele f'(x) si g *(z) sunt functiuni continue in punctul
@, deducem din (2) ci

(3)‘ : lim T (x) (@



86 . DESVOLTAREA FUNCTIUNILOR - E\TRE\[E

© Aceasti ultimi egalitate subzist} pentru g'(a) =0, daci f'(a)
‘este diferit de zero si nu schimbd de semn in vecinitatea lui a. lelta
raportului in acest caz este 4 co sau — co. i

sin (m — a)

- 2 ntru x=a o gi-
sm:t—smapetu i

EXEMPLU. Valoarea ade‘ﬁratﬁ a raportului

sim aplicind formula (3) si este Tlsa'

OBSERVARL 10, Daci functiunile f(w) si g(«) sunt dupd cum am presupus (2%
derivabile In punctul a, In egalitatea (2) putem face pe . si tindi cétre zero, indife-
rent prin valori pozitive sau negative. Dacd Insd f(z) si y(:c) sunt derivabile numai
la dreapta, i va fi considerat pozitiv si vom avea

lim @) _ f(a+0).
r=ag(x) g@+to)

Dacil f si g sunt derivabile numai-la stanga, avem

x=ag(r) ~7@=0)

29, Dacid raportul fE ) nu are o limitd determinati cind x tlndc citre a, nw
trebue si conchidem ci raportul & nu are nici o limitd; cici in formula (2) ok

tinde ciitre zero dupi o lege pe caxe nu o cunoagtem si care poate fi.astfel tneat
membrul al doilen sa ‘aibd o limitd. ()

EXEMPLU. Rapo: tul

2?sin4
X

sinx
are ca limitd zero, pentru x = 0; pe cind raportul derivatelor

.1 1
2 T 81N — — Cc0S—
x K

. . [
nu tinde citre nici o limitd,

In anumite cazuri putem ajunge la determinarea valoarei adevirate
a raportului g;gf% prin aplicarea repetati a regulei precedente. Daci si

[ ()
g @y

; _ 0
limita raportului = pentru z = a, s¢ prezinti sub forma o avem

im £ (@) _ lim f"(z)
w= 5@ " == 5 (@)

f(2)

clici apllcand raportului 7-— formula (1) avem.

(r).
lim £’ (z) _ lim (),
2 ey

(1) Spro exemplu Si“',l? cind x tinde citre zero, nu are nici o Iimim; dar daci x tinde ciitre

~

: N - .
, unde k e¢ste un Intreg, atunci sin i are ca limitd zero.

S . 1
zero numai prin. valorile 5 B
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Dacil si limita raportului derivatelor de ordinul al -doilea se pre-
zintii sub forma %, vom lua limita  raportului derivatelor de ordinul al
treilea £~ (@), 9" ()3 si asa mai departe. =t
" Rezultd de aci ¢, in cazul cand toate derivatele succesive ale
functiunilor f(2) §i g(z), pand 1a ordinul 7 exclusiv, sunt nudle in punctul
a, derivatele f® () si g™ () fiind continue in o fird ca ambele valori
fi(a) si g™ (@) sit fie nule, vom avea :

9@ _ ")
o W T g @)

EXEMPLU. Raportul
G
“1-—cosz »
ia, pentru =0, forma%- Raportul derivatelor prime este de aceeas formit. Valoarea
adevaratd a acestui ‘raport este datd de raportu! derivatelor de ordinul al doilea si
este 1. : '
Opstrvare. Formula (4) se poate stabili si cu ajutorul formulei
Jui Taylor. In adevir, aplicand functiunilor f(x) si g(®) formulele (4)
si (7) de la n avem . :
A -
Fla-FW =270+ 00)

nl
hn
g(a_—{— 1) =;ﬁgm) (a9 h).

Tmpiirlind membra cu membru aceste egalitifi si filcand apoi pe
h si tindd citre zero, deducem. {indnd seama de continuitatea funcfiu-
nilor @ (@) si g™(z), formula (4).

CazuL @ = 0o. Am presupus pand acum pe 'a.ﬁnit. Formula (1)
poate fi insil extinsi si cazului a=-+0c0 (sau a= —co). .

_ Fie a=--co. Si facem x=—;‘—; cind z creste nemiirginit, u tinde

citre zero prin valori pozitive. Vom avea deci ’

1
im [, lim iG]
| m=+N(](x) “=.+(,)!](‘%) .
Dacd functiunile f (TL') si g (—;;) satisfac- la conditiile -19 si 20 peniru

a = 0, putem aplica ormula/(l)'; deci

im P& tim 25 i £

u=og(_la)=u=‘0 u_z.(/'(i "m:-{—mm

-

14
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- Reglisim astfel formula (1) unde a = 4 co.

54. 'Fornm%- Fie f(z) si g(2) douit functii care devin inﬁ‘nite in
punctul a; de exemplu, pentru fixarea ideilor, f(a--0) = =-co, si
g(a + 0)=-}- 0. Presupunem cit functiunile f (#) st g(x) sunt deriva-
bile in intervalul deschis (a--0,3) si ci g "(z) nu se anuleazii pentru
a<zx<b. !

. - Sit. arﬁtim cd: dacd raportul [ E ; are o limiti A finitd sau infi-
aitd, vom avea
lim f (x)

©) . ==ag(z) ©

Fie :ro si z, 29> > a, doudt valori din intervalul (a+0 b) Apli-
cind formula lui Cauchy, avem

f@)—f(x)__f(E)
9@ —g(@) g ()

Formula precedentd se mai poate scrie

(xo'< E<w)

9(9‘0)
F@_F@® 9()
©) 0@ g (e)xl i)

S presupunem mai intiu limita 4 finitd. In membrul al doilea
al egalitifei (6) avem doi factori si vom ariita ci Ilmlta primului este A :
iar a celui de al doilea este 1.

In adevidr, putem lua pe 2y §i « destul de aproape de a asafel ca
si difere de 4 cu mai pufin decit e. Pentru factorul al doilea,
putem, fird a inceta de a satisface condifiei precedente. si lisim pe

xy fix'si si facem pe x si tindi ciitre a. Rapoartele 7 (( ")) si f}i;‘;) tin-

zind ciitre zero, vedem cii acest factor poate fi presupus oricat de ve-
cin de unitate.

Prin urmare avem egalitatea (5).

Daci A =--00, rezulti ca mai sus din egalitatea (6) ci limita
f (@ :

7% este infinitd pentru = = q.

40

raportului

EXEMPLU. Valoarea raportulul

pentru x=-4-00, 2 fiind un numir pozi-

4 . 1
tiv, este datd de Iimxta raportului derivatelor el si este deci zero,

f
g @)

OBsrRVARI: Se poate ca limita raporlului derivatelor

si nu existe; nu
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| £
g(x)

pentru x ='c0 se vede imediat ci are ca limitd’

putem conchide | de aci ¢d raportu
-} sine
&

‘unitatea, pe cind raportul derivatelor este 1} cosx ¢i nujare nici o limita.

nu are limild,

Asa de exemplu

CazuL a==00. Se aratii ca §i in cazul formei %, cii egalitatea
(5) subzistd si pentru a = 0.

55. Alte forme de medeterminare.- Alte forme mai importante de
‘nedeterminare sunt

0. 00, co—co, 0% oot 1%

dar se reduc toate la cele doud forme studiate.
Prima se prezinti cand un produs f(x) g(x) ia, pentru z==a,
forma 0.cc. Cum insd putem scrie -

f) g =12
9(1)
:suntem condusi la forma %-

Tot astfel - daci o diferen{ii f(z)—g(z) este, pentru z ='a, de
forma co—co, vom scrie

_ 1 L
F@)— g,(x) = (m“m) @@

:si suntem condusi tot la forma"%-

Pentru celelalte 8 forme lufim logaritmul expresiunei §i reg&-
:sim una din formele considerate. g

- EXEMPLE. 1 Limita expresiunci :1cLorr + pcntru x= oo este, dupd cele
'vézute aceeas cu & raportului

1 1
r—a r-4a
1

I/' o

“pentru x = oo, deci -— 2a.

29, Penru gisirea limitei lui X pentru = =0 suntem condusi la gisirea limi-
el lui @ log x, care se determind ca in cxemplul precedent si este 0. Decl pentru
=0, avem xX=1.

'OBSERVARE. Este de multe ori comod a Intrebuiuta desvoltarea in seric a lui
Taylor pentru gisirea valorii adeviirate a unei expresii nedeterminate.
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Asn, de exemplu, dacii utilizim desvoltarea (*)
i 1 bl Ty

= LA A LRy
e S iTh syt

* videm ed valo-rea expresiunei
: _ A
of X 1
e —1——
I

peniru x = oo, carc se prezintd sub forma oo. 0, este 2.

IlI. — MAXIMELE SI MINIMELE FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA.

56. Maxime si minime. Fie f(z) o functie definitd intr'un interval

(¢, b) si ¢ un punct in interiorul acestui interval. Dacii f(c) este cea

mai mare valoare pe care o ja funciia f(x) pentru valorile lui z cu-

‘prinse in intervalul (¢—7, ¢-+7), n fiind un ‘numiir pozitiv destul de
mic, adicd daed '

f()> f(c+ 1) pentru || <7 .

zicem ¢ funcfiunea f (x) este maximd pentru x = ¢, maximul siu fiind

(). |
Daci insd '
f(¢) <f(c-+1) pentru [1] <7

adici dacii f(c) estc cea mai micd valoare pe care o ia. functiunea
pentru valorile lui z din vecinitatea lui ¢, zicem ci functiunea f(z)
este minimd pentru = ¢, minimul siu fiind £ (c).

. 1 ; g
EXEMPLU. Funcfiunca cos— este maximi pentru toate valorile lui = de forma

1 - = L=y . 1 i
—— unde % e un intreg pozitiv sau negativ si minimd pentru x de forma ———~—
2 g P gauv § pen ¢ lo (2’»‘—*—1)7r

Intc'un interval care cuprinde originea, functiunea consideratd are o infinitate
de maxime §i minime.

Din definitiunile date rezultd ci un maxim sau un minim al func-
tiei f(x) nu este neapiirat cea mai mare sau cea mai micdl valoare a
functiei f(x) in intreg intervalul («, ). Se -poate ca unul din minimele
functiunei si fie mai-mare ca unul din maxime. De aceea maximele si
minimele definite mai sus se mai numese si maxime §i minime relative.

Mazimul absolut si minimul absclut ale functiunei f(x) in interva-
lul (a,b) sunt cea mai mare $i cea mai micd valoare a funcfiunei in in-
treg(?) intervalul (e, D) [19, obscrviril. ' :

(1) Aceastd desvoltare se obfine inlocuind, in desvollarea lui e in seria lui Maclaurin, pe u
rin —- -
prin =

() Este evident ¢4 dac maximul st minimul absolut nu core-; und extremitdilor intervalulut
a, b), atunci se giscsc printre maximele §i minimele relative.
4 D)
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Maximele si minimele (relative) ale unei funciuni se mai numesc:
si extremele acelei funciuni.

. 57 Extremele functlumlon demablle. Dacd funcfiunea f (z) este:
derivabild in mtenalul (a, b) si dacd f(c) este un exirem, atunci avem:
" (©=0.

In adeviir, daci presupunem cid f(x) esle maximi pentru x =¢,
numilriitorii rapoartelor

f(c—l-h)—-f(C) f(c—h)—f(c)
=T S ' —h

sunt negativi, pe cand numitorii sunt de semne contrarii. Cand % tinde-
ciitre zero, primul raport are o limiti, =0, al doilea o limiti =0.
Cum aceste limite trebue si fie egale, vedem ci " (c) =0

Demonstratia este analoagd in cazul cind f(x) este minimi pen-
tru x=c..

Prin urmare pentru a gisi punctele in care f (x) poale fi un extrem
vom cduta riidiicinile ecunatiei f'(z)=
"+ Nu este tns@ suficient a avea f” (c)—-O pentru a pulea aﬁrma ca
f(x) este un extrem pentru x=e¢. -

In adeviir si presupunem ci toate derivatele succesive ale lui
7(x), pand la cea de ordinul r inclusiv, se anuleazii pentru x=c §i ci
derivata de ordin r 41 existi, si este dxfemta. de zero, in punctul c.
Avem dupd formula lui Taylor

D =O+EMC+D  0<o<L
Cum insit f(c)=0, termenul complimentar se mai poate scrie
' 00+ O (o401 —fO(e)
A Oh

si ednd £ tinde ciitre zero, al-doilea factor tinde ciitre f+1(e).
Pentru a decide dacii f(c) este un extrem al funcfiunei sau nu,

va trebui si cercetim semnul termenului complimentar. Vom deosebi

urmitoarele doud cazuri: - '

W0

Cazor I: »-+ 1 par. Daci f("*‘”(r) este pozitiv, avem  din formula
1), pentru % destul de mic si pozitiv

Fedt—F@>0 si fle—h)—((@)>0;
deci pentru x=/¢, funcjiunea:f(z) are un minim; dacid insi f*+9(c)
cste negatw, avem .

fe+m—f(<0 si f(c—h)—-f(C) <0

si funcliunea are un maxim pentru x = c.
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CazuL 11 rV—I— 1 ‘im‘parj Cé.}]d fr+D (c) este pozitiv. avem
flet+1)—F()>0 si- fle—h)—f()<0;

“deci f(c) nu este un extrem, iar f(z) este crescitoare in vecinitatea
lui ¢; cand ¢+ () <0, avem

Fe+B—7F <0 si” fle—R)—f)>0;

“deci nici in acest caz f(c) nu este un extrem si f(z) este descrescd-
toare in vecinitatea lui e.

OB3ERVARI. 19, In consideratiunile de mai sus nu am presupus deciit existenta
derivatei de ordinul #--1 in punctul ¢; daci presupunem Insi si continuitatea ace-
stei derivate, rezultatele precedente se stabilesc mai usor plecAnd de la formula

et M=FO+ Gois FH o0,

20. Daci considerdm curba y= f():) si avem f"(c)=0, {angenta T in punctul
P [¢, (c)] este dupdi cum stim paraleld cu Or.

in cazul cind r-}-1 este par, curba este de aceiag paite a tangentei, In veci-
nitatea lui P; pe cand dacd r-}-1 este impar, curba traverseazi tangenta in punctul
P, care este un punct de ¢nflexiune al curbei.

In rezumat vedem c pentru a gisi extremele functiei f (=), deri-
vabild in intervalul (e, ), vom ciuta ridicinile ecuatiei () =0. Dac#
¢ este o rdddcind a acestei ecuafii, vom calcula valorile derivatelor suc-
cesive ale lui f(z) pentru z =¢; fie n ordinul primei derivate care nu
se anuleazdi in punctul ¢. Dacd n este impar, f (c) nu este un extrem
al functiunei; daci n este par, f(c) este: un mazxim daci f@(c) <O;
un minim daci ™ (c)> 0. '

EXEMPLU. S ciutim extremele functiunei
(2) y=2cosx | ex -} ¢~
Avem

y'=2sinxtex —e—x,

sau, inlocuind e sing, e $l ¢—x prin desvoltdrile dupd puterile lui @ si fica:d
reducenle,

‘ 1 x, a
3 . =43 =t =t —1...
® - y=se(mahgte
Cum paranteza nu se anuleazi pentru nici o valoarc a lui @, vedem ci y poate
avea un extrem in 2 ==0. Derivatele a doua si a treia -
Cy =—2c0sL-}exf-e—x, y"=2sinxf- X —e—x

sunt nule pentru & ==0, iar derivata a patra este egald cu 4 pentru z=o0. :
Prin urmare functlunea datd este minimd peniru =0, minimul siu fiind egal
cu 4. Avem deci neegalitatea

2¢osxfexfe—x=4,
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_ 8S. Extremele funcfiunilor nederivabile. Sd presupunem acum
“ci funcliunea continui f(x) nu este derivabili in intreg intervalul (a, D).
§i anume cd in anumite puncte, in numir finit, avem derivate la dreapta
§i la stinga diferite. Putem impdrii intervalul (, 5) intr'un numir finit.

de intervale pariiale, care si nu contind fiecare decat cate un punct in.
- care f(z) nu are o derivati unicil, Fie ¢ acest punct al unuia din 1nter—
valele partiale. Si cercetim cind f(c) este un extrem.

St presupunem ci f”(z) are, in vecinitatea punctului ¢, un semn:
unic pentru >>¢. Dacd facem ca variabila x si treaci crescind prin
valoarea ¢, se va prezenta unul din urmitoarele trei cazuri:

19 Dacd f'(z) trece de la negativ Ja poziliv, atunci f(¢) este un.
minim, ciici functiunea descreste pani ce ajunge in c si apoi creste..

20. Dacd f*(2) trece de la pozitiv la negativ, f(c) este un mazim.

30. Dacdl f"(z) nu schimbi de semn, cind x trece prin ¢, f(c) nu.
este un extrem, functinnea f(z) fiind continuu erescitoare sau descrescd-
toare, dupd cum f"(x) este pozitiv sau negativ.

Osservare. Consideratiunile de mai sus se pot aplica, pentru de-:
terminarea naturei extrewului, si in cazul f(¢)=0. De multe ori, in
practicd, este mai comod a cerceta cum variazdi funcia in veciniitatea.
lui ¢ de cit'a ciiuta semnul unei derivate de ordin superior pentru r=Cc,.

Dacii reluiim exemplul precedent (2), vedem din (3) cii y’ trece-
dela negativ la pozitiv, cand x traverseazi originea; deci y este minim.
pentru = = 0. '

EXERCITIL

1. Si se arate ca
aintl
(1) ; e t"a:————-—}- +(_ vg 2n+1+
~ si sd se deducd. egalitatea
S it = )’z,m
R. Seria .
. m an l
@ et T S Lt R |
este convergentd pentru || <C1. Daci f(z) este suma acestei serii avem [#1]
! 1
f(a)”l__*_?g

deci [45] f(2) —arctgz= C. Cum dclerminarea principald a functiei arc tgx se- .
anuleazii pentru =0, vedem c¢i& C= 0.

Seria (2) fiind convergentd pentru & =1, egahtatea (1) subzistd, dupd teoremw
Iui Abel, cind facem pe T=1.
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2, Sd se desvolte in serie, dupd puterile it 7, fur_lctia og(l-!—a:)

—l—:z:
RR. Cunoastem desvoltarea Iui Log(1 4 ) [45] si a lui + -. Ficand produ-
-sul dupi rcgula de Inmultire a semlor, avem desmltarea , '

Log(1 +)__ P - e
el tn) (+ )a Food(—ip (1—}—7-,-...—}-7)3:"—;-...
-valabild pentru |.’z:}< 1.
3. Se cere adevirata valoare a raportului Lo QR0 —a-af pentru x=0.
Logcosgx

R. Raportul dematclor numaratorulul si numitorului este

.a cosBx. sinax

B cosaxz singx
si are ca limitd .
Tt gl
4. Limita expresiei ’ .
: e 1 __Log(14-x)
x4 x) 2

c¢ind x tinde citre zero.

‘R. Ixilocuind_ pe 7 II m.si Log(i +~w). i)tin‘des('ollbtéri-le lor in serie, vedem cd
’ 1 : : z | af
== i) =2 Jlp10 —( = et
:1:[(1 a2-at—...) ‘(l 2+3 )

. ~daci limita. este =

e

)x cand x tinde catre zero.

5. Limita expresiei y——(

R. Avem Logy=— _;? Log (ax _: b ) . Deci

lim - lim axloga-fbxLogh -1 !
= LODJ"— =0 ax—{-bv —---2" Loaab.

Prin urmare limita este g3,

: = il
6. Si sc giseasci extremele funcfiunei y=2xx
R. y este extrem In acelag timp cu u=1logy. Avem
: 1—logx

a2

W=

Deci y are un singur extrem: pentru x=e. Cum

. 2logxz—3
H = ——
x3

. .
—scdem cd u ,;entru x ==¢ este ¥ Deci ¥y este ma\lm pentru T=c.

7. sa se giseascd extremele produsului _/=xm(a—:x:)1 unde m st 2 sunt
: numere intregi si @ un numir pozitiv, .
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R. Radécinile ecuafiel

am=1(a—x)—1 fa m— (m-4-n)a) = 0

Adicilim=SaNri=Ig\fz =

,”_: - sunt punctele in care y poate fil un extrem. y” este

negativ pentru X—Ti-_’ deci y e un maxim iIn acest punct si are valoarea

a m-tn
mm an
-

Pentru x =0, vom cercela curba 4 _/—-:Em (¢ —x)? in vecinitalea orlfrmex fa-
cind =+ e Vedem astfel ci: daci m este par, y este minim pentru x=0; iar
dacd m este impar, n’avem' un extrem in origine, funcfiunca fiind crescitoare.

Tot astfel, ficind x =@ #e, vedem cil'dacd n este par avem un minim pen-
tru = q, iar dacd » cste impar funcfiunca descreste pentru = a.



CAPITOLUL VI.

FUNCTIUNI DE MAI MULTE VARLA;BILE.

I. — DERIVAREA $1 DIFERENTIAREA FUNCTIUNILOR
'EXPLICITE DE MAI MULTE VARIABILE.

9. Derivate partiale. Fie w = f(z, y) o funcfiune de doui varia-
bile independente z si y, definiti intr'un domeniu D si continuil in acest
domeniu. Daeci d&m lui y o valoare constanti si facem si varieze z,
© devine o functie continui de singura variabild z(?). Dacii aceast func-
lie admite o derivatd, aceasti derivati se numeste derivata parfiald a
" lui o in raport cu x. Deci prin definitie aceastd derivati parfiald este
limita raportului

fR4+hy)—f(xy)
/3

cind % tinde ciitre zero. : _
Dacd in orice punct al domeniului D existii o derivati partiald in ra-
port cu z, zicem ¢ii w este derivabild partial in raport cu z #n domeniul D.
In mod analog se defineste si derivata partiali In raport cu y
Noramwxi. Derivata partiali a funcfiei o =f(z, y) in raport cu x
se noteazd cu f'x (x, ¥), sau mai simplu -
4 8 f 5 aw,
: ['x sau 5 fau Ef_a: -
Derivata parfiald in raport cu y, se noteazi cu f% (z, ) sau
' san &L cay 29 |
f'y sau 3y SAU 5o
Se mai intrebuinteazii notatia lui Monge: prin litera P se noteazi
derivata parfiali in raport cu « si prin litera ¢ derivata partiali in
‘raport cu y.

() Geometriceste, punctul (x, y) se deplaseazi pe portiunea, cuprinsd in domeniul D, a unci drepte
paralele cu axa x-ilor,



DERIVARE §I DIFERENTIARE, = 97

of of
ox ' oy
sunt functlum de z si y, care la randul lor pot admite si ele derivate
partiale in raport cu x si y. Aceste derivate se noteazi prin -

0 a_fJ ai__fx,

DERIVATE PARTIALE DE ORDIN SUPERIOR, Denvatele partlale

GEANES

2 (0f)_ _of '..
a_y(amJ zop 1
soNCial o s

oz 8_/J—8y8£ 4

9 (of
: ay(ayJ an fy'
si se numese derivate partlale de ordinul al doilea.
Prin ana]ogxe f'x st f'y se numesc derivate partlale de ordinul intds.

Din derivatele partiale de ordinul al doilea, deducem pe cele de
ordinul al treilea

o°f & &f 8“71" aof >Ff of . o,
ox3 ? atc" oy’ axayaa: or oy’ a./@w“ > dyoxoy ’ 8y28x oy

Urmand tot astfel deﬁmm derivatele partlale de un ordin oarecare 7.
Se definese la fel derivatele. parfiale de diverse ordine ale functiu-
nilor ce depind de mai multe variabile independente.

PRINGIPIUL INTERVERTIREI ORDINEI DERIVARILOR. Nu totdeauna cele 4
derivate parfiale de ordinul al doilea ale unei funectiuni de doui - varia-
bile, sau cele 8 de ordinul al treilea, sunt distincte intre ele. Vom in-
dica un criteriu, care ne va’ permlte sii: restrangem numérul denvatelor
distincte de ordm superior. '

Daca intr'un  domeniu D, derivatele [y si [y sunt continue,
~atunci in acel domeniu avem :

f = ”yx
In adeviir, si considerdim expresia
E=fl+h y+8)—[fly+r)— f(m+h y)+f(x,y)

z §i y fiind coordonatele unui punct din domeniul D; insemnand
1) (u)=f(x+h,u)—f(w,u),

expres1a E se mai poate scrie

B—g+0)—g),

sau, aphcand formula medlel [44] .
E=kgy(y+0k) unde 0<O<I.
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Dacil inlocuim pe é‘y ﬁrih valoarea sa (1), avem :
$1 aphcand din nou formula mediei - a I -
@ - —khf'yx (x-6"h, j—l—@k) 0<b <1

Din cauza simetriei expresiei E in z, y, hsik vedem ci pIecand
dela functfiunea auxiliard :

y(@) =1y +B—F@y)
ajungem, urméind aceeas cale, la -
3 E=khfy@+00hy+0k) 0<0,'<L 0<6 <1
Egaland valorile (2) si (3), vedem ci
@0 T,y 8 ) =F e @ 'k, yHOR).

Cand & i k tind citre zero, f xy §i f'yx, fiind continue, vor fi li-
mitele ciitre care tind ambii membri ai egalitifii precedente si deci
propozifia este demonstrati.

Acest lucru fiind stabilit, si presupunem ci am efectuat asupra
funetiei f(x, ¥) un numir oarecare de deriviri pariiale succesive, unele
in raport cu z, altele in raport cu y si intr’o ordine arbitrard. Daci
toate derivatele partiale ale funcfiunii sunt continue, putem interverti
ordinea a doudl deriviiri consecutive si prin aplicarea repetati a unor
astfel de intervertiri, putem aranja derivirile in ordinea pe care o voim.
Putem, spre exemplu, face mai intaiu toate derivirile in raport cu = :-;,1
apoi toate derivirile in raport cu y.

In demonstrafia eriteriului. precedent putem presupune cd functxu-
nea ar mai depinde si de alte variabile independente in afard de x si
y, pentru ci aceste alte variabile trebuesc considerate ca nigte. constante
in derivirile parfiale in raport cu  §i Y. -

Daci avem o functiune f (x, 4,2, ...) de un numir oarecare de
variabile, ordinea a doud deriviri | succeswe in raport cu variabile dife-
rite poate fi schimbati, in ipoteza contlnultﬁgu derivatelor.

Astfel ¢ rezultatul a m deI‘IVdI'l in raport cu @, m deriviri in ra-
port cu y, p deriviri in raport cu z, ..., efectuate intr'o ordine oarecare,
poate ficreprezentat prin simbolul e Tt '

omtntpt... f
ox™m gy 02 . ..

“In aceste conditiuni o functie dep variabile independente are atitea
derivate parfiale de ordinul n, cafi termeni distincti poate avea un po-
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linom omogen de gradul n eu p variabile, adicd

pp+D...(oEn—1
1R A= TR

ceea ce .reprezintd numérul combindrilor cu repetifie a p obiecte luate
cite n. Pentru o functie de doui variabile vom avea deci: trei derivate
partiale de ordinul al doilea

ef of o’

4 gzt ' gxoy ’ Oy
care, dupi notafiunea lui Monge, se insemneazi respectiv cu literele 7,
s, t; patrw derivate de ordinul al treilea : '
a‘if a-’if a:xf 83/‘

o5 " Jatay oz oy’ oy
si in general n+1 derivate de ordinul 2.

¢0. Formula cresterilor finite. - S considerim o functie de mai
multe variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile,

: ® ;_‘" f(x’ Y, z)
si si formdm diferenta finitd (sau cregtere a)

Aw}=f(x+h, y—}—l.,z—}-l)——f(x, Ys Z)'
care se mai poate scrie sub forma : 1 B
Aw:f(x+’l: y+k, Z+l)—.'f(x:y+l"j) z+ l)
S f@ytk 2t ) =@ 2D
+f(wa1: z+l)—f(x!:i/72)' :
Aplicand formula mediei diferentelor din ficcare rand, avem
() A(,ﬂ=hf~'x(fl‘+0h,.y+k, Z+l)+ ]
i 4 / kf,l’(z1y+01ka Z+l)+lf,2(x,ya‘z+621)
0.0, 0,8, < L. :

In demonstratia acestel formule nu se  presupunc continuitatea
derivatelor partiale f'x, f'ys f'z; dacit insi aceste derivate sunt conti-
nue formula precedentd se mai poate scrie

G) do=—rx@@52)+ 1y @)+ 2)the+ ke e

:_°-1, &, &5 fiind cantititi care tind ciitre zero in acelag timp cu h, kL.

cu

- ¢1. Derivarea functiunilor compuse. S considerim o functie de-
mai multe variabile, pentru usurarea serisului de 3 variabile, S

o= (@, v, v)
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u, v, w fiind functiuni de alte variabile independente z, ¥, z; ©w e
functie de varlabllele 1ndependente T Yy 2 - . prin intermediul functiuni-
lor u, v, . :

Ne propunem st calculﬁm derivata partiald a func;xel o in raport -
cu una din variabilele independente, de exemplu z.

Presupunem cd f(x, v, w) este o functie continui de variabilele u,
v, w; ci admite derivate 'y, f'v, f'w continue si ci functiunile u, v, w
sunt derivabile in raport cu fiecare din variabilele z, ¥, , ...

Lisand toate variabilele y, 2, ... constante si dand lui z o crestere
Az, functiunile u, v, w capﬁté nigte cresteri Aw, Av, Aw si dupdi formula
(5), avem

o= Auf’u—l— Av f'y —}—‘_\wf’w-—l— g Aut-e Av g5 Aw

€1, &, & tinzand citre zero in acelas timp cu Az. ,
Impirfind cu 3z si ficind apoi pe Az si tindd ciitre zero, obtinem
formula de demvare a functiunilor compuse

Go_of ou_ o @, of
8.7c ou ox av ox " ow oz’
ciici coeficientii cantxtﬁtllor &, &, & tind citre cantitiifile finite g—z, %’{ :
: g—z, pe cand ¢, &, €; tind citre zero.

In cazul particular cand «, v, w depind numai. de singura varia-
bild z, formula precedentd se poate scrie

do af du 8f dv , of dw

dz Bu dz ' ovdr ' ow dx

EXEMPLU. Fie w=ur, unde % $i v sunt functiuni de x. Avem

g—-—v1¢”—l, -g—-——uv Log w
“de unde

dw dv

= —1 s d’

B X uv -}-uV Log u ;

rezultat pe care l-am gisit si pe altd cale [40]

62. Diferentiala totali de primul ordin. Fie v —=f (:c, Y, z) o func—
tie de 3 variabile independente =, y, z avand derivatele partiale f'x,
f'z. Fie dx, dy, dz dlferentlalele lui z, y, z, adicd cresteri arbitrare ale
" acestor variabile. Suma )
f'x dz--f'y dy-J—f’z'dz

se.numeste diferentiala totali de primul ordin a functiei f si se noteazi
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cu du) sau df. A\em deci o

do=f'xdz+f"y dJ+f dz.
Presupunfind derivatele f'x, f'y, f'z continue, putem aplica func-
tiunei f formula (5), unde vom face h=dz, k=dy, l=dz; vom avea

deci
Am=fxdx+f’ydy—|-f’zdz+s, dx + & dy -+ g3 dz.
Prin urmare, daci dz, dy, dz sunt infiniti mici de.acelas “ordin
vedem e¢i dw este partea prineipald a cresterei Aw.

DIFERENTIALA FUNCTIUNILOR COMPUSE. St presupunem ci in functia
precedenm z, y, z n'ar mai fi variabile mdependente, ci ar fi functlumi
de u si v. Diferentiala totald a functiei f, consideratd ca functie de varia-
bilele independente $\ v, va fi : :

dw ——fdu-l-af dv.

Dar avem, dupd regula de derware a funct.umlor compuse,

(of _ofes , of A oo
J | Ou oxou Iva_/ 8u+az ou
d;, of of 8x+8f oy , of oz

'\ a_v-__—a._xau ay av+8z ov

Inmultind prima egalitate cu du $1 pe a doua cu . dv si adunind,

 in membrul intdin capitim pe dw, iar in membrul al doilea coeficientii

lul %; %f % sunt errah respectiv cu d:z: i i, dz. Prin urmare .

dom &L dx+afdJ+ IR

- aga cit expresia diferenfialei totale de primul ordin a unei functiuni este
aceead fie ci variabilele sunt idependente, fie cii ele sunt funectiuni de
alte variabile independente. ; »

Opservare. Aplicind regula de dlferentlare a functiunilor compuse,
vedem ci, oricare ar fi variabilele de care depind functiunile u $i v si

oricare ar fi numdirul lor; avem .
1du udv

d(u-l—v) du —+ dv, d(uv) = udv+vdy, d( ) — , ete.
s Apuicapn: L Calculul derivatelor partlale prin di-
ferentiare. Dacd printr'un calcul oarecare am gisit pentru dife-
rentiala unei functiuni u(x, v, 9) de variabilele 1ndependente fnl Ol
expresiunea

() | du=Adx+de-l—-Cdz.
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va trebui sd avem -
ou

| _au g B
® - ] A—'a y B—-ay., C FF
In adevﬁr, dlferentlala totala a functxel U este
©@  du= dx—l— d +——dz-

anhtétlle (0 si (9) avand loc oricare ar fi dz, dy J, “ds dem in
partlcular $l pentru dy y = 0, dz=0 deducem ci

du
ax

In acelas fel se gisesc si celelalte ldentlt&tl (8)

g

=A.

EXEMPLU. Fie = aret .l. Avem "aplicAnd regula de diferentiare a umet .
x |

o

functii compuse.

e a4 .
dartg L =_2 zdy = ydz
=T €T 1 y‘.! @3 -~ y2
1 Igr=y
de unde :
au iy R au _ i
oy T oz arty?

II Calculul erorilor. In diverse misuritori “din fizic;
astronomie, etc., datele unui calcul nu sunt cunoscute de cat cu anu-
mite aproximatii. Fie d, dy, dz erorile cu care s'au misurat “mitrimile
z, ¥, z §i @, B, v limitele superioare ale acestor erori, adicd

Ndz| =e, [dy| =3, [d2[=T-

L} Se admlte si este legitim din punct de vedere practic, c& eroarea
ce rezultd pentru o==f(2, y, z) este dati de formula 3

dw = [ dz 'y dy-+ [z de.

leltart,a .eroarei dw se obtine imediat: A
|dwl<lfxdx|+lf’deI+lf' dZI<0=f’ +BfY +‘ff’z"‘ :

63, leelentmle de ordin superior. Fie =%z, y) o functle de
douﬁ varxab.le mdependente x si J leerenglala sa de pmmul ordm este
- = du— clx+f dy.

Dxferentlala de 01dmul al donlea @2 este dlferen;-ala dlferentlalel de

ordinul intai .
dzu—d (du)— ad"d —|—5(%“clj ‘
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dx si dy fund considerafi ca miste conslante, Avem deci

o*f o°f f 52
Ringiie 2.1 9 01 O° 1 12 (1
d? awg'dx +‘faway dx dy—*—ay‘_,dg (0.
Diferentialele succesive d3u, d4u, .. ‘se definesc astfel din aproape
in aproape. - : : i |
Putem giisi o expresie simbolicit foarte comodd pentru diferentiala
de ordinul % a unei fu_nctiuni de un numir oare caré de variabile inde-
pendente, observind ci avem diferentiala totald a unei functiuni %, de
variabilele independente z, ¥, 2 Spre exemplu, inmultind pe » cu fac-
torul simbolic , : '
L 0 gt O gyt L d:
; or oy ™Y Ve
Diferentiala a doua se poate scrie
L R 0 iy AZ RN
d2u= (%dx. Fay dy—{—-a—z-dz) 2

LA o MERG) GEG) , :
ridicarea la patrat fﬁcan—du-se ca si cum =2 70 o dz, dy, dz ar fi fac-
tori. algebrici. Cum . trecerea de la o diferentiare la cea'de un ordin
superior: cu o unitate’ se face prin multiplicarea cu factorul . simbolic.
10} e ik T il
| o A S G R
.@w{%m+w@+&ﬂu
puterile lui 0 fiind interpretate ca indici de derivare.
: F UNCTI‘UNI: COIMPU.SE.." Fie f(u, v, W) 0 funict.i'e de banﬁtﬁtile d, v, W
care sunt functiuni de variabilelé independente si y. Am viizut ci
2 df = Adu-tBdv +e :dzir - .

e I o N :

S— =_ =

o

Inlocuind in egalitatea precedenti pé_du, dv, dw prin valorile lor,
avem '

(et T ) 4 b (e 5 (Bt i)

Putem -p{x'ne astfel ‘pe af sub forma Pd:c—\- Qdy:; pentru'a trece la
diferentiala a doua vom proceda ca mai sus, considerand pe dx §i dy

unde am insemnat

< LAl PO PSS 0y - X ¢ PR .- . . ;
(1) Presupunem, ca st in teate cele ce urmeazi, ci condifiile ce se cer peotru a avea facultatea
de a interverti ordinea derivarilor, sunt satisficute. - .
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ca nigte constante, asa ci . I - :
e 200" o 2 2 :
&f — (%dx—}—a—;:dy) dA-A (%dxz-[— 9 aigy dzdy 4+ %‘;aw)-{---.
~ adic#i, mai concentrat, : ol : :
&f=dAdu4- A d2u - dB dv - B d? +- dC dw -+ C dw,

unde

ou? w Ov uow

dB si dC avand valori analoage. - Vedem astfel ci formula ce ne di pe
d*f este mai complicati de cit in cazul cand u, v, w ar fi variabile
. independente. : : :
Diferentialele de ordin superior se prezinti sub forme din ce in ce
mai complicate, expresia lui d? f continand diferentialele du, a2, ., d®u
si cele analoage in v si w. : B
In cazul particular cand

u=o0az 4 by-¢
v=az+by+¢
k W == gpx -} boyy -} &5 .
toate diferenfialele d"w, d” v, d"w sunt nule pentru #>> 1. Formula
-care di pe d”f va fi deci aceeas ca si cind u, v, w ar fi variabile in-
dependente, adicd, sub formi simbolicii: ?

(11) an f= (% dut 2+ 2 dw)"f.

64. Functiuni omogene. Zicem ci o functiune f(z, y,-"z) este omo-
gend In raport cu variabilele w, Y, 2 atunci cind avem identitatea -
(12) fl, ty, t)y=tmt (2, y,2) !
-t fiind o variabild auxiliary. Numirul m este gradul de omogeneitate. Kl .

este un numir intreg, pozitiv sau negativ, daci f este o functie rationalii;
pentru alte functii el poate fi fractionar sau chiar irational.

EXEMPLU. Functia

dA = agfdu—l—é—aidv-'i—aaidw.

(@) (@—yP
@ty +(@-y¥

este omogend, gradul siu fiind a-j- 5 —c,

Dacii derivim in raport cu ¢ ambii membri ai identitati (12) avem
= (@ ty, )+ ufly (2, ) - 2% (12, ) =mtm= f (=, y, 2).
si fieind pe t=1,. : ; A -
a5 @) FyFy @) F s (0 = mf (a2,
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Aceastd identitate constitue teorema lui "Eu'l_er. ,
" Putem generaliza aceastd identitate utilizind formula (11). .Si pu-

nem in identitatea (12) w=tx, v=ty, w=1{z si si socotim pe ¢t ca -

variabild independentd iar pe <, 7, z ca constante. Daci luim diferen-
tiala de ordinul » a ambilor membrl ai identititei (12), vom avea tinind
seama de (11),

(au du—+-=- aav dv-[—az dw) fu v, w)

=m(m—1)...(n—n+1)f(z, y, 2) " din, .
Dar
du= zdt, dv=ydt, dw = zdt

asa ci identitatea precedent& devine, dupi ce am suprimat factorul
comun dt* si am ficut t=1, :

v+ &) r=no=).. ot i v 9

65. Formula lui Taylor. Si considerim o functie, de mai multe
variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile, f(z, ¥, z). Ne propu-
nem a pune funcfiunea f(z-+*k, y-+k z-+41) sub forma unei sume de
~ polinoame omogene in raport cu k, k si I de gradele 0,1,...,7 plus un
termen complimentar. Presupunem pentru aceea ci functlunea f(z, y, 2)
admite derivate partiale pani la ordinul % - 1.

Sd pleciim de la funefiunea auxiliard

g)=flx-+ht, y-+kt, z-41t)

- ande z, 7, 2, h k, I sunt considerate ca&constante Aplicand functlunel

-g(t), de singura variabili independenti ¢, formula lui Maclaurm avem
tn+1

13 sO=90+ 5 9(0)+ A+ 970 +5 w9 (00

Functiunea g(t) este prin intermediul lui f o funcfie compusi de
1, clei

9="1F, v, w)

©u=x-}-ht, v=y-tkt, w=2z+1.

Putem deci aplica formula (11). Avem astfel
g =g @) dir = (—— du —[- 8 dv+ 3 208 dw)n i

. —[EF e +z—) s

aunde
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cum pentru t-O w v, W se reduc la 2 gy NS gﬁszm
‘ 9O =F@y2) = &
GO=rZ+r L1 L

o= (h O trl gz)" £, ,2)

(15)

iar :
(16) 9(”+')(6‘)= (h% + k "H aw) lf(u’ % )

tunde dupi efectuarea derivirilor inlocuim pe 2, v, w prin valorile lor (14):

Ficand ¢=1 in formula (18) si tmﬁnd seama de relatiile (15) si
(16) obtinem formula lui Taylor B

(17) flx+h y-+5 Z'Ll)—f(x‘,J,~)+(IL +L af) |
| e +N'( 8w+7” +1 Jf+Rn -

Termmul comphmentar R, are valoarea :

¢ . * Rn (n+l)!( Ea:+k +la) o

unde, dupd derivare, variabilele z, y, z vor fi' inlocuite respectiv prin:
x—6h, y+ 0k, 2--6l cu 0 <HLL. '

Osservirr 10, Daci facem in formula (17) r=y=2=0 si h=gz,
k=y, 1=z, obtinem formula i Mac]aurm relatlva la 0 functle ‘de trei
variabile.

- 20, Fieand in formula (17) n=0, ciipitim .
(18) f(w-i-h gk, 2D —f (2 y.2) =1 (@ -F O y 0k, 20+
Ef'y (= + 6h, y 0k, z-F 0) -+ If" (- b, y + Ok, 2} 0).
adici o extindere a formulei mediei-la cazul functiunilor de mai multe
variabile, diferitd de formula (4) dati anterior.

30, Sd prmm cresterile h, k, I ca infiniti mici. Dacd punem h = dz,
kE=dy, l==dz si daci tinem seama de formula care ne di diferentiala.
de ordinul 2 a lui f (x) [6‘3], vedem ci formula (17) se mai poate serie: .

af= i+ L@ fd..tia R,

unde am insemnat Af—— [ dzx, y+dy, 2+ d2)—f(z, y,2)-
40, S¥ presupunem. ci f(z,y,2) admite derivate pariale de orice:
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ordin si cdi, pentru sisteme de valori convenabile. date lui &, %, I ter-
menul complimentar R tinde catre zero, cand 7 ereste’ nemirginit. In.
acest caz deducem din (17) cti seria lui Taylor

n=o;‘>l a .a a n)

corespunzitoare functiunei f(x,y,2) este convergentd si are ca sumi-

fth, y+b z+D.
66. Determinanti: fancfionali. Fie

' . .yl.=f\ (Tl T =, Zn)
a9 Yo=fo (Z1, T2y wnr )

yﬂ= fn (xh 22 ."f) xﬂ)
un sistem de n functiuni, continue si derivabile de variabilele indepen-—
dente zj, Xz, .., Ta. Determinatul '

oxy 0%, Oxn

(20) J= | om om T Om

% 0w, 0% |

format cu derivatele partiale de ordinul :in‘t‘&i ale functiunilor (19) se
numeste deferminantul funcfional sau jacobianul sistemului (19) (*).
Dacit intervertim ordinea functiunilor fi, fz, «+~ fa sau ordinea va-
riabilelor 2y, s .. ¥n in determinantnl (20), atunci valoarea sa nu
‘schimbi decat cel mult de-semn, cici aceasta revine a schimba in acest
determinant liniile intre ele sau @:_oloanele_j}ntrg_ql/ev.,/- : e

3 ﬁetefrh'inan{ﬁlr Eunctional (20) se mai noteazil: prin simbolul

cts D (yl.r Yo, ooy yn)
D (xla 2y eeoy x.n)

si aceasti nofafiune are avantajul de a pune mai in evidentd analogia -
co existd intre proprietatile jacobianilui si cele ale derivatei. Vom in-
dica numai una din aceste proprieti{i: acea care corespunde derivatet
unei functiuni de functiune. - N el

© (1) De 'Xg. numele matematicianului Jacobi care a creat tcoria determinantilor functionali.
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Fie \
: yl=fl (uh U2y ooy un)
y2=‘_;f2(uh U2y ooay un)
_ Yn==fa(uy, uz, ..., uy)
€U _ h 1
1 Uy ==y (21, Xy oo, X)
w=g (21, 23 ..., n)

Up = QPn (2‘1, X2y o 0ey :L',,).

Intre jacobianii acestor sisteme avem relatia

‘(21) D(yh Y2, aeoy yﬂ) . D(yl! Yo, \"'1 ?/n) . D(uls W2y ooy uﬂ) )
D(xh X2, 0;‘9 xﬂ) D(uh U2y v ony un) vD(-’L‘], L2y veo, :L‘,,)

Vom demonstra aéeasti_i relajiune presupunind pentru simplificarea
serisului 7 =2; demonstratia cazului general se face in acelag fel.
" ' Fie deci AT R -y '
. X=.f(u1'v): u=h(x,y ) -
Y=g(u,v), v=1Ikz,y).
Vom arita c¢i =
DX, Y) D(X, Y): D(u, v)
D (z, y)\_—D(u,;v). D(z, ) . -
In adevir, inmultind detefminantii, din membrul al doilea, obtinem
X 8u+8-X ov 0X 8u'+8X ov
du 9z ' 9v 0% u oy " 9v oy
0Y ou , 2Y ov oY ou , 9Y ov
9udz v 0w udy T ov oy

§i acest determinant este toemai jacobianul ['%y—?-

OBSEIiVARE. In cazul n=1 formula (21) ne dx regula cunoscuts de derivare
- unei functiuni de funcfiune, . . B i m ) :

Vom vedea mai departe, in acest capitol, importanta determinan-
filor functionali. - - '

II. FUNCTIUNI IMPLICITE.

. b7 Functfiuni " definite printr'o singurd ecuatie. Si considerim
-ecuafia’ Tt m : " ' B
(1) | F(xa Y °"1u)=0’ .

F fiind o functie de variabilele z, Y .... In anumite cazuri simple putem
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scoate din-ccuatia (1) valoarea lui « in functie de celelalte variabile
x, ¥, ..., adicd putem gisi pentra « o funetie f(z,y, ...), care si ve-
_rifice identic ecuatia (1). Ficind anumite ipoteze asupra functiei F putem
" arta existenta unei funcfiuni u=f(z,y, ...) care satisface ecuatiei (1).

Dac# functia F satisface la urmiitoarele condifiuni: ' :

19, Este continud in vecindtatea punclului M (a T At A
anuleazd in acest punct, adicd F (a, b, ..., u)=0;

20, Are derivatele partiale de pnmul ordin contmue in vecindtatea.
punctului M ;

3. F' (a, D, .. uo)#O; :
existd o funcfie si numat una, u=_f(z,y...) de variabilele independente
Z, Yy ..., care se reduce la ug in punctul (a, b, ...) §i care e continud,
derivebild ¢t satisface zdentw la ecuatia (1) in vecindtatea.
punctulut (a, b, ...).

Pentru a usura expunerea demonstratiei vom considera numai tre1
variabile z, y, % si vom presupune, pentru fixarea ideilor F'y (a, b, up) > 0.
_Functiunile F (z, y, %) si F'u (z, v, w) fiind continue in veciniitatea punc-
tului (a, b, ug), putem alege un numir pozitiv « astfel ca, in domeniuk
D, definit prin neegalitﬁtfle

lz—a|=a , |y—=d|=e , lu—w|[=e,

functiunile F si F'; si fie continue in D, funcfiunea F', fiind . pozitivd:
in intreg acest domeniu [21, observarea 19].

Functiunea F (e, b, «), de singura variabild u, este crescitoare [46}
cand » creste de la ug—a la ug-ta, cici Fy (a, b, ©) > 0; cum ins&
F (a, b,.1u) =0, vedem c#i, pentru 0 <A<« avem :

- Fa b, u+)>0 , F(a, b, ug—2)<0.
Din aceste douit neegalitiiti rezulti(!) ci putem determina un nu-

mir pozitiv f, cel mult egal cu «, astfel ca, pentru orice sistem de-
valori z, y luat in domeniul ¢ definit prin neegalititile

lx_—aléa ’ ,J_bl=§’
si avem '

Fz, y, ug-+-20)>0 , F(z, 9, u—1)<0.

Prin urmare, dacd in funcfiunea F (z, v, u), fixdm pentru = si ¥
valori in domeniul d i facem apoi pe w si varieze de la wg—2A la
ug-t-24, cum F'3> 0, functiunea de u, F(z, y, u), va fi cresciitoare;
+ dar ea schimbd de semn pentru valorile extreme ale lui w. Deci aceasti.

(") Tinand seama de continuitatea functiunilor F (z, y,uo-}-)\) E(z,9, v0—2)_
de variubilele = si y, In domeniul |@ —a|=a, |y —b]|=a si de observarea 10 de-
la n. 21.
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functie se anuleazi, si numai o singuri dati in intervalul (uo — A, ug+2)..
Asa dar vom avea o valoare bine determinati pentru u, cuprinsi intre
‘ag—A si up}-2, astfel ca _ ’
F(z, y, w)=0.-
In particular, daci luim z2=a §i y=2¥, valoarea corespunzﬁtoare
: ‘lul u, care este unicd, va fi chiar ug, clci F (a b, ug)=0.

Deci, in rezumat la un sistem de valori z, ¥ din domeniul d, co-
respunde pentru « o valoare unici satisficand conditiei |u—uo|<l
-§i care verificd ecuatia F(z, v, v)=0.

Aceastd variabild u, care depinde de variabilele z, y, se numeste
o funcfie implicité de z, y; si o notim w={f(z, ¥). Vom avea

F [z, v, f(w 9 =0
in intreg domemul d si f(a, b) =

Contivurtate.  Fie (z, ) si (x—l-—Ai , ¥+ Ay) doudi puncte din
-domeniul ‘d; % §i u--Au valorile corespunzitoare functiunei f. Deci

F(z, y, W)=0 , Flz-+z , y+4y , u+Au)=0.
Dacii aplicim funcfiunei F formula (18) stabilité la n. 65, vedem: ci

0=AzF'x (x+ 0Az, y + 04y, 1w --0Aw)
-+ Ay Fly (z -+ 0Az, y 64y, w--0Aw)
4 AuwF'y (x4 08z, y - 0.y, u-+ 0Aw).

Cum 0 <0< 1, urmeazii cii punctul (z-0Az, y-+0Ay, w-}HAu)
-aparfine domeniului D, asa cii 'y este pozitiv, deci diferit de zero, in
-acest punct. Prin urmare dacii Az si Ay tind citre zero si Aw tinde
-ciitre zero; deci funcfiunea w = f(z, ) este continu# in domeniul d.

Derivate. Dacd presupunem AJ =0, egalitatea precedenti se va
~putea scrie o
Au  Fly(z-0Az, y4-013y, u-0Au)
dx Fy (@0, y-+03y, u--03w)

-5i fdcdnd pe Az si tindd citre zero, din cauzé continuitiitii derivatelor
F's, F'y (ipoteza 20), vom avea derivata lui u in raport. cu z

ou ___ Fy

Oz od gl

In mod analog 'gisir'n ;
‘ou Fy

—87= —_— F'a .
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Din punct de vedere practxc calculul dem atelor g $l a“ se poaté

'face direct derivand, cu ajutorul regulei de' derivare a functlumlor com-
puse [61], ecuaia F(z, #, «) =0, unde w este functie de = si y. Fa-
cand derivarea in raport cu , avem

Fy4 ¥, 2 =0,
o

de-unde se deduce valoarea gisitd pentru %

6S. Fanctiuni definite printr’un sistem de ecuafii. Sa conside-
rdm sistemul de n ecuatii cu n--p variabile

(4] Fi (21, @3y ooy Ty A1 2y ey i) =0 2=, 2, .y 0

si si presupunem ci urmitoarele conditiuni sunt satisficute .

10. Funefiunile Fy, Fay ..., F,, sel anuleazd ’z‘ntr’un punct M (ay,
A2y wey Gy 21 P2y oo 1"‘")7
: 20, Aceste functmm sunt continue $i admit demate parfiale conti-
nue in veeindtatea lui' M ;

39, Determinanitul funcﬁonal

e, D(Fy, F .., Fn)
D@y, % .., Un)
: este dzferzt de zero in punctul M,

In aceste condifiuni existd wn sistem, §i numai wiul, de n func-
fani wp = fi (@1, @2, w Tp), k=1, 2, .., n, de variabilele indepen-
dente @1, @3, .y Tp, fumcfiuni care sunt continue, derivabile §i care satisfac
identic ecuafitlor (2) in vecindtalea punctului m(Ty, 2p, ..., Zp); func-
fiunile wy, s, . Uy taw respectiv valorile py, 12, ..y W 0 punctul m:

Am demonstrat [67] aceastii teoremd in cazul n=1. Pentru a o
demonstra sub aceasti formil generald, si presupunem ci este adevi-
ratd pentru 2 — 1 ecuatii si si dovedim cd subzistd si pentru 2 ecuatii.

In adeviir, jacobianul J desvoltat dupd elementele primei coloane,
ne di

1 Fy aF,,
J' oy + Zau +e +J"

unde Jy, Jz, ..., J sunt minorii corespunzitori elemeritelor din prima
coloani. :

Cum prin ipotezii J nu se' anuleazi in punctul M, -a trebui ca
cel pufin unul din minorii Jx si nu se anuleze in acest punct; vom
presupune ci _ :

. J‘=D(F2’ Fa, aeey Fn) ¥
D (uz, g, ey Un)
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este diferit de zero in punctul M. : e .
- Teorema fiind presupusi adevirati pentru 72— 1 ecuatiuni, urmeaz#
ci sistemul de n—1 ecuafiuni cu n+p variabile '

3 Fi(zy, .., Zp, 0, wey ) =0 (i%2, - n)

. ‘defineste un sistem unic de n— 1 functiuni u, uz, .., u, de p+1
variabile independente Zyy %2y oy Tp, 2y §i care satisfac in mod identie

ecuatiile (3).
: Fie : , : :
' i = Ui(zy, oy 2p, u) (=2, 38, .., n)

aceste functiuni. Ele sunt continue §i au derivate partiale in raport cu
Zy, w Zpy w In punctul (a;, .., ap, 1); in acest punct vom avea

%‘2 = P2, ug=p3, ..., Un = Wn. . E

Inlocuind variabilele w; prin functiunile U; in sistemul (3), vom
avea in mod identic, in vecinitatea punctului-(ay, ..., a,, py),

(€)) Fi(@, vy %5, w1, Upy oy U)=0 (=2, 3, ., M),

Ficind aceeasi substitutie: si in ecuatia F, (=, ..., Zp, Uy auny u,,)=0,
ob{inem o nou# ecuatie 15 |

F1 (@1, oy 2, w, Uy, ooy Un) =D (2, 2, ey Xy, W) =0,

care rimane si fie satisficuti. ' '

Aceasti ecuafie ne defineste [67] pe u; ca functie impliciti de =,
T2, .oy Xp; dacil a—‘x"'este diferit de zero in punctul a;, az, .., ap, .

; Oy
Réméne si calculz‘im pe gl%-

Derivand in raport cu «, ecuatia =0, dupd regula de derivare
a functiunilor compuse, avem il
0_oF | oFy oy \ ., OF, 3Us
ow Ouy  oUsou; ' oU, ou,
- Ecuatiile sistemului (4) derivate in raport cu w; ne daun
_% , Ryl oF, _ o,
0—8u1 +8U2 6u1+'°'+aU,, aul

0=y OFa0U | BFy OU

=%u T 0,0 T

~ Inmultind aceste relafiuni respectiv cu J, J2, «.s; Ju si adunand
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,obtinem.
. 8‘1’ - 6F1 2 aFn 8F1 aFn aUz
1ou, L oy i 26u Bt "ouy [ + +J"8U2 ouy
oF, R ]aUs
g 2 +[J' oUn 50, H”au,,]am
Coeficientii lui 8_Ug’ s Un sunt nuli, fiinded se obfin din deter-
aouy Uy

minantul J inlocuind elementele din coloana intdi prin elementele unei
~ alte coloane. Rimfne dar :

oP aFl Fy 4 8_F£_
N au U oy + 2814 T oy ‘
deci :
i ST
oy

Cum prin ipotezi determinantii J si Jy sunt diferiti de zero in punctul

(@1, ceos Qpy 1y oeey 1tm), Urmeazd cil i g? este diferit de zero in punctul
1

(@1, -+ @p, p1). Prin urmare, ecuatia
D (71, -0y 2p, 1) =0
defineste pe u; ca funcpe 1mphclt’i GEIEAT o ca n

Fie
Uy == fl (xh orey xP)

~ aceastd funciie, care este definiti in vecinitatea punctului (ay, .., ap);
‘ea admite derivate in raport cu y, @3, ..., @ si ia valoarea p; in
punctul (a1, .., @) Inlocuind pe w; in sistemul (4) prin fi (z; ..., @)
obfinem pentru w ug, ..., up niste functiuni de zy, @, ..., z, pe care
si le notiim respectiv cu fo, f3, .., fa. Functiunile fi, f3, .., fu satisfac
la toate conditiile din enunjul teoremei. '

‘CALcuLUL DERIVATELOR. Am viizut ci functiunile 1mplxclte 2y, U3,
., Un de variabilele zy, ..., xp, definite prin sistemul (2), au derivate par-
'glale in raport cu aceste varlablle Sit indicim un procedeu de calcul
al acestor derivate. Fie de calculat derivatele functiunilor u,, 2 uatnn
raport cu variabila z;, spre exemplu. G
Derivand in raport cu a; ecuatiile sistemului (2), vom avea

8F, aFl 8u, @ 8__u£ - e
ox; Bu, 6.2‘1 g Our oz
aFn aFn aul aFn au,, .
on O om +. +67,,aT, 4
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Am format astfel un 51stem de n ecuatii cu # necunoscute gu,_‘
Zy
-..,'g—z—", in care  determinantul coeﬁc:enplor necunoscutelor ¢ tocmai
1
I=D(F,. Fy, ... Fp) #O
L D(’ltl, U2y veen un)
deducem deci ~
o _ﬁ '%_,_Jz . au,, __.:J_,V,_’,,
oz, T8, 1 T om ij

unde Jﬁ}( reprezinti determinantul ce se objine din J, cind inlocuim co- -
loana derivatelor in raport cu w prin derivatele in raport cu .

69, I)emate si diferentiale de ordin Gupeuon S& considerdm o
functle implicitd z deﬁmtli prm ecuafia- . —
f(&‘, ./v 2)—

Ne propunem s& géisim derivatele partlale de “diferite ordine ale
-acestei functiuni. Am viizut ‘cil denvatele de ordinul intdi sunt date de

ecuatiile LBy *
& 7 of o e af+gfgg_
‘ ox azﬁg ‘ oy Bz/

Derivatele de ordinul al doilea se obtm d_erlvfmd aceste ecuafii in
raport cu = si Y. Astfel derivind prima ecuatie (5) in raport cu z, avem

(& 4 P 02) [ & 0, @ (o2, Bfe%]_
022 T Gzbx| axazax“‘azz 8:1:) 0z 0ac?

sau
o 82faz @ (os\2, ofcr
o 2oaor0z 522 (ax) Bedar O

2%
de unde valoarea lul g—z »
Derivand aceeas ecuaﬁe in raport cu ¥, ob{inem
O | 00 Of o 0:0z Of O o

oxoy = 0xo0zoy ' Oy ozox 822 0x oy ' 0zoxdy

La aceeas relatie suntem condusi, dacéi derivam a doua . ecuafie

(a) in raport cu x; aceasti ecuatle derivati insd in raport cu y ne da . :

o o O ¥ 0z | o (az) of 0%

BT foyorag 022\ey| " ozoy?

Derivatele de ordinul al treilea si cele de un ordin superior s
vor calcula la fel.
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" Rezultatele de mai sus se pot:regisi pe o altit cale utilizand pro-

pozifia urmitoare: :
Daci mai multe 'i_'unctiuni 2Ujy Ugy -y Un A€ variabilele independente

2y, X, .y Tp verificd relatiunea
(6) f(ula ’dz, cery Uny Lpy T2y ooey xﬂ)=0a

-atunci diferenﬁala totald
of

o of ; ok , of ; o i
df= 0 duy + el au,,du" s d.am T T 5 da;p,
-calculatd. ca si cand toate variabilele aty, ... Un; &1y ey Tp AT fi variabile

independente, cste nuld. -
In adevir derivind ccuatia (0) in raport cw &y, &2, -+ Zp avem

of ow , ofdwe, . Ofom, o 4

por s f e '—_T 0 —r ~ "r
Ouy Oxy = Oup Oy Qunoxr; = Ox

of ow , of ouz , . of oun , Of _

ow oz, © ouy oz, =l T AN
Inmultind aceste p relatiuni respeetiv cu di, dx,, ..., dz , avem
df==0. ; C. c.e d. d.

Obtinem o relatie intre diferentialele ‘de ordinul al doilea dacd
aplicim propozitia de mai sus la relatia df =0, considerand pe df ca
o functie de wy, ..., Un, dily, -« Qtlny Tt ..., Tp; si asa mai departe.
Si apliciim aceasti propozitie la functia implicitd z de variabilele -
independente si y definitdl prin ecuafia
‘ f(-’lf,’_l/,Z):O..
Vom avea :
' _a_f_‘ ! _a_f_ ! af -
»(7) axclfC—raydU-;fgdd—O,_
0 O o AR ST
®) (axdx—l—ay dy+8z _dz) f—l—a—zaz =0, ete.
clici d2z. d?y, d, ... sunt nule. Din relafia (7) deducem
_ [xdz 4 flydy
' . f’z
Din relatia (8), dupd ce inlocuim pe dz cu expresiunca gisitd, ob-
finem o expresic de forma '

2= Ada? + 2B dedy + Cdy?

le—
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A, B, C fiind functiuni de x, y, z; si de aci

0%z 0%z % .,
a?TA’axay‘B gy I

“si asa mai departe.

IIl. — FUNCTIUNI DEPENDENTE $I INDEPENDENTE.

70. Fiind date mai multe func{iuni de » variabile, zicem ci aceste
functiuni sunt dependente, atunci cand intre aceste functiuni existi o
relatie in care nu figureazii explicit nici una din variabile. In caz con-'
‘trar functiunile sunt zise independente.

EXEMPLU. Functiunile |
w=z+ytz , v=aytfyrtmx , w=a2ty242? -
sunt dependente, cici Intre ele avem relatia .

U — 29— w=0.

Fie wy, u, ..., ua, m functiuni, de n variabile independente z;,
%y, ..., Zn, continue si admitind derivate parfiale de primul ordin con-
tinue intr’'un domeniu D. Condifia necesard gi suficientd peniri ca aceste
funcfiunt sd fie dependentc este ca jacobianul

(0

‘sd fie identiec nul in domeniul D:

D (uy, ug, ..y Un)
D (xla L2y e ey .’ZI,,)

Conditia este necesari. Cici dacid intre functiunile uy, ...,

u, avem o relatie :
: F (ul, Uy ooy un)= 0,

vom avea, luind derivatele partiale (!) in raport cu zy, 2, ..., Za,

oF ou;  oF Ou, = Jcl aun

aul 8;0, aU/z 83'. au,, a-l‘l
aF ouy , oF ou, 6F Oun
8u1 0Zn +8u2 Oxn Tt o Ottn On =
oF oF - oF o
Acest sistem linear si omogen in =—— 5, auz’ Ll _a\ ind solutiunt

nu toate nule urmeazii cii determinantul coeficientilor, adicii jacobianul
*(1) este nul.

(1) Presupunem cii F admite derivate parfiale de primul ordin.
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Opservare. In mod analog se vede ci pentru ca = functiuni wu,
w0, ..., U, de n--p variabile independente x, 22, ..., Tnip SH fie
dependente. este necesar ca toti detcrmmantu funcl;lonah

D (2, 1120 - « u,,)
D (e, «8, +» . ,a:x)

unde «, §, ..., sunt n oarecare din numerele 1, 2, ..., n-}p, si fie
indentic nuli.

" Conditia este suficientd. Vom face demonstratia luand,
~ pentru simplificare, trei functiuni de trei variabile independente

@  u=flyey v=g@y 2l DI=Ti (2 5ithiz)?

Prin ipotezi avem

) D(u, v, w) -

D(z,y,2)
intr'un anumit domeniu si vrem si dovedim existenta unei relafii
F (u,v,0)=0.
| Si presupunem ci unul din minorii de ordinul intdi ai determi-
nantului (3) este diferit de zero; fie
D(w,v)

) D y)=l=0 |

Atunci primele douil ecuafiuni ale sistemului (2) ne definesc pe
z si y ca functiuni implicite de z, «, v. Si insemndm aceste functiuni cu -

o= X(, w.v), y=Y( 4,0)
si sd inlocuim pe x si y prin, aceste expresiuni in ecuafia a treia a sis-
temului (2); vom avea
: w="n(X, Y z) = H(z, u,v). .

S# dovedim cii functiunea H astfel obtinutd este 1ndep endentd
.de z. Vom arita, pentru aceea ci derivata functiei H in raport cu 2
-este identic nuld. Avem

5 - GH_@heX ke o
| 0z ox .0z oy 0z  ©:
Dar_curh avem in mod identic
ca=FfXY,2) , v=gXY,2),
deduce..., demv&nd in raport cu 2,

of oX  of oY | of

0=ty o

dg oX 20 ag dY 8{]

or oz ' oyoz 6~

=
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ouoX , oudY ou
5w2: "oy o T a0

sau

O e mar a_
: 0z 0z  0yoz .oz ]
oX oY

Eliminand pe intre relatiile (3) $1 (6) ciipiitim

9z ' oy
D(u v)oH _ D(u v. w)
D(z.y) 2z ~ D(=,y,2)

Cum prin ipotezi membrul al doilea este identic nul, rezults. fi-

g—fzo si deci cd functiunea H(z,u,v) este

nind seama de (4), eid

independenti de 2. Avem prin urmare
w=H (u, v).

Osservare. Dacd tofi minorii de ordinul al doilea ai determinan—

“tului (8) sunt nuli, atunci se dovedeste in mod analog ci douii din
functiunile u, v, sunt funcfiuni de a treia. :

In general, daci tofi minorii determinantului (1), pani la ordinul

‘n—r-+1 sunt nuli si dacit primul minor diferit de zero este de ordinul

w—r, atunci avem r relafiuni distincte intre functiunile 2, up..., u, si

r dintre aceste funcfiuni se pot exprima ca funcpiung de celelalte n—7.

APLICATIE. S& determinim o funcliune derivabild [ (), astfel ca funcfiunile
u=f@-ry) , v=(x)f(y)
si fie dependente. Va trebui ca
D(w2)
D@, y) " If=+y) @)
deci, funcfiunca £ fiind presupusd c¢i nu este idenlicd cu o cons\tantﬁ,
@) _ '),
@~ 7@ : :
Aceasm egalitate avand loc oricare ar fi 2 si y, va trebux ca ambu nmembri
si se reducd la aceeas constanii a. Vom avea deci
@ _
@ ™
Cum primul membru este derivata Jui Lo"f(a:) iar membrul al doilea derivata
lai az, vom avea [45),

y) @@ _

tog f(®) = ez 4 C,
unde C este o constanti arbitrard. Prin urmare
f@)=¢c®*+Cpgp0x
A sia fiind doua. consfante arbitrare.
Relatia intre « si v se vede imediat cd este

Au=y,
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EXERCITIIL
. 1. Fie functiunea L
f(x, y)=a2 arc l"i-—-y’ are t:'.?’, .

unde Juim valoarea pnnczpalu pentru. arc,tanvent{x 'S4 se arate ca f* xy:}:f v n
punctul (0, 0). E
R, Derivatele partmle de primul ordin sunt
3 = )—Z_xarctg—i——_-y.
‘ xz
o LR E Rl
Deci . '
_ f,x(or y)=_y ’ f’y.(x: 0)—'_——'.’17 -
asa cd f'xy (0,0) =—1 st [Myx(0, 0) =1,
2 Functiunea
z=zf+y)+yg+y),
unde f'si g sunt functiuni arbitrare, satisface la relatia
0z

T ozt 8r8y+

R; Avem
———2 flet+y)+= "+ +1/9"(r+./)

aza,/ = f(z+y)+ 9" (c )+ @+ -ty @ty

& 2yt to et 0 yoe )

de unde relatia ceruti,

3. Fie sistemul
ud + w3 + rl=a

WX =10,

: care deﬁncste pe . si v in functie de a. S& se determine derivatele lui « si v,

. Avem
>dv =
u? ¢Tz_:+ ‘b'— +a2=0
du—i—uz:d—v + u= 0,
dc.:_unde Z—— s (iu

ml 1. er z-——-f(:r, 7) o relalie care ne defineste pe i ca funciie implicitd de va-
riabilele independente z si éf Se cere diferentialele de ordinul Intai i al doilea ale
functiei .

R. Avem, cu notatiile ]m Monge

(1) dz=pdr-+qdy



120 FUNGTIUNI DE MAI MULTE VARIABILE.
deci ! . :
__dz—qdy
@ L =
. Pentru a 6btine pe d?r diferenfiem ambii membri ai relafiei (1) Sl, finAnd .
- seama ¢d d2z i d?y sunt nuli, cdci z si ¥ sunt variabile mdependente avem
'0=rd.z-‘-’+23d.r(lJ+th-+pd-x. i

‘De aci, {inand seama de (2), deducem
rdz? - 2 (ps —qr)dzdy + (¢°r —2 gs - p2l) dl/-

d‘-’.c=—
1)
Rezult® ci '
: de 1 éxr = p.
& T
oz r o%e _9r—ps % 2pgs — p"t——q?r
R T

9. 84 se determine funcfiunea derivabili f(x) astfel ca functiunile
1 F@) 41y
u=f(z 5 Ohsm e Y
A e i)
afia ce existd intre « si v,

sd fie dependente, S:i se determine apoi rel
R. Va trebui si avem
Do) - rz+y). |1 f’(r)[l +2 (] B
D(xy) ' —f(7WE |1 f(t/)ll +72(7)]

adied, f constant suu
: Sy /()
THE@ TR

oricare ar fi z si . Prm urmare
CD)

@ ¢

de unde deducem 3 y
: are tg f(x)=ax-4-b

a §i b fiind doud constante arbitrare, Funcliunea ciutati este deci
[ (@)= tg(az + b)

iar relatia fntre v si v este
: ! _utigh
1—u t"b
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EXTREME. — SCHIMBARI DE VARIABILE.

L. — EXTREMELE FUNCTIUNILOR DE MAI MULTE VARIABILE.

71. Extremele funetiunilor de douit variabile. Fie f(x, y) o functie
continuil si derivabild intr’un domeniu D. Zicem cii aceasti functie este
extremd (adici are un maxim sau un minim) in punctul (e, b) din dome-
‘niul D, atunci cind putem determina un numir ) astfel ca dlferenta

A=f(a+nh, bK) —f(e, b)

sd pistreze acelag semn pentru toate valorile lui % si L pentru care avem -

(6))] Vhz + k2 <.

In cazul cind semnullui A rimane negativ, functlunea I (@ u)
are un maxim in punctul (a,d); iar cind A rdmlne pozitiv, f(a:, y)
are, un minim in punctul (a, b). f

Putem, in partlcular satisface condlm (1) luand E=0si|h]<m;

dlferenta
fathB) = £(a b)

pistrand un semn constant pentru- toate valorile lui [7] <71, urmeazi
cit functiunea de o singurd variabild f(z, b) este extremi in: punctul
x=a si deci fx (¢, b)=0. :

Se vede tot astfel, luand L = 0 si |k| <, ci £ (a,0)=0.

Prin urmnre: singurele puncte in care functiunea f(z, 4 y) poate fi
-extremd, sunt punctele ale ciror coordonate verifici sistemul

. ’ : z, y)=0
2 f’x( 5 )
() i ¥z, y) = 0. .

Rezolvand acest sistem de doud ecuatii cu douii necunoscute.
2 §1 ¥, gdsim un numir oarecare de solutii; fic z =1 si y=1>0 una din
aceste solufii. Si cercetim cand functiunea f(z, y) este extremi in
punctul (a, b).
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Vom presupune ci derivatele de ordinul al- doilea, ale functlunm
f (= y), existd si sunt continue in vecinitatea punctului (a, D). Formula.

- Iui Taylor [65] corespunzitoare lui n—l ne di

A= flathb+1)—f(ad)= hz]"'xz(a—{-ﬁh,b-{-()l»)
+ 2 bk (a+ Ohy b+ 0k) 4 k2 f~y2(a - Oh, b + 0k}

cu 0<<6 < 1.

Dar, in virtutea continuititii derivatelor de ordmul al d01lea pu-

. tem scrie

et 0k, b 4 08) = (@, B) +- e,
ay(a—00,b4-0k) = [y (2, ) + &,
y(@4-0n,0408) = 'y (a,b) L5,

unde ¢, &, €3 sunt cantitdfi care tind citre zero, cand -k $1 L tind
simultan ciitre zero. Asa ci, daci insemniim

(3) A“ fx (a, b), B— fxy(a, D), C={"(a,b)

formula precedentd a lui Taylor va deveni :

1

= Q[Aﬁzj'_ 2BRE+ CH2 |+ %[s, 1242 ey bkt ks |-

Pentru a face mai clari dxscupa In ceea ce priveste semnullui A,
yom pune
h=rcosg, lc=rsin(p
§i vom avea toate valorile lui A si % din necgalitatea (1), dacii luiim
pentru 7 §i ¢ toate valorile care satisfac la neegalitiitile
O0=r<<9, 0=9=2x.
Avem astfel :

: 2 - i 2 .
) A=%(Acoszqz+2Bcoscpsincp+_Csinch)—}—%,
unde - ' ‘
G = g cos2cp+7:-:2 coscpsmcp-}-e35m2<p

Deci o tmde ciitre zero cand 7 .tinde -ciitre zero, ciici g, &, 3.
tind citre zero, cand 1 si % tmd ciitre zero. Semnul lui A depinde de-
semnul trinomului : - :

©) Acosch—l- 2B cos ¢ sin ¢ 4 C sin? o,

* Distingem urmitoarele trei cazuri: ,
10 AC—B2>0. In acest caz A si C sunt diferiti de zero, asa
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e trimonul (6) se va putea scrie sub forma

' (A cosp + Bsin g2 (AC—B?)sin2 ¢

1) 7 .
care ne arati cd trinomul (6) nu se poate anula si piistreazi necontenit -
semnul lui A. Cum acest trinom este o funclie continud de o, valoarea
sa absoluti va .admite un minim m > 0. Cum putem determina un.
numir.7 destul de mic astfel ca pentru r << n sii avem |o| <<m, re-
zultii cd expresia (3) va piistra semnul lui A pentru » si @ care satis-
fac la neegalititile (4).

Prin urmare, daci A>> 0, vom avea

A=flat+rbo+5)—f(ab)>0;

deci funcfia f(x, y) are un minim in punctul (a, b); iar daci A < O
vom avea | N ' :
A=f(a+h, b+k)—f(a’a b) <0 >

- dect f'unctia are un maxim in punetul (a, b).

2. AC — B2 < 0. Si presupunem mai intai A == 0. Trinomul (6)
pus sub forma (7) ne arati cii el schimbi de sémn cand ¢ variazi,,

: ! ; L A
‘cifel, pentru, singp==0, are semnul lui A, iar pentru cotgo = —g are

semnul lui —A. Prin urmare oricit de mic ar fi %, A nu poate pistra
un semn constant, pentru toate valorile lui » si @ care satisfac la neega--
litittile (4). Deci f(z,y) nu are in punctul (@, b)) nici maxim nici
‘minim., _ '
Daci A=0 si C3=0, concluzia este aceeas, cdei nici in acest.
caz trinomul (6), care se mai poate scrie

(Csin 9 -+ B cos ¢)2 — B2 cos? o
_ C i
nu pistreazd un semn constant peritru ).

S presupunem in fine A — C=0, deci B diferit de zero. Cum
trinomul (6) se reduce la 2B cos ¢ sin o, care schimbi de semn, vedem
¢l nici in acest caz f(z, ) nu poate fi extremid in punctul (a, b).

3% AC—B2=0. Dacit A este diferit de zero, trinomul (6) se mai
poate secrie

1—(Acos +4- B sin JZ'
i 9+ Bsino);

se vede astlel ci trinomul (6) pistreazi un semn constant, semnul lui
+ A, dar se anuleazd pentru o anumitd valoare a lui 9. Pantru valoarea
lui o care anuleazd pe (6) semnul lui A este dat de s $i cum, numai
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cu ajutorul consideratiilor precedente, nu putem determina semnul lui o
i variatia acestui semn, nu putem nici hotdri daci la punctul (a, b)
corespunde sau nu un maxim sau minim pentra funcfiunea f (=, y).

- Daci A=0 urmeazi ci si B=0, iar trinomul (6) se reduce la ‘

‘C sin? ¢, care piistreazi un semn constant, dar se anuleazi dentru p=0;

deci nici in acest caz nu putem afirma ci f (z, y) are sau nu un extrem

in punctul (a, b).

Siin cazul A =B=C==0 avem nevoe de semnul lui s.

Pentru ca si putem decide dar, cind avem AC—B2—0), daci
punctul (a, b) este sau nu un maxim sau minim al funetiei f (, y), vom
lua un numir mai mare de termeni in formula lui Taylor; dar cum
discutia generalii este foarte delicati nu-gi are locul in acest curs.

In rezumat, dacd z==a si y=10 sunt o solujie a sistemului &)

:$:i dacd A, B, C au valorile (3), :
' ' ' | mazim cand A <0

0 2 — B2 - %
Iegdacryaai >,0 Arg, ‘ minam cand A > 0;
20, daci AC— B2<< 0 n'avem nici maxim, nici minim v
. 8% daci AC—B2=0 avem #ndoiald; o discufie speciali este
necesard. ' ' :

EXEMPLU. Fie ‘ol
f(@ y) = ax® 4 2ay 4 ay* 1.
Vom avea :

Chis W prrmy Bl B &f
o = 2 (az+-y), oy = 2(ay+a), e = 20, =2 St =24

In acest caz sistemul (2) va avea ca solutie x =0, v =0, daci a>— 1 == 0.
-AC—B2=ga?—1, Prin urmare f(z, y) va fi maxima dac a>1;pentru —~1<a <+
nu va fi nici maximi nici minima. . :

Daci a? —1=0, a este |- 1 sau — 1. Pentru a=-1avem

f@y)=@+ye+1

.:$i vedem c& 1n punctul (0,0) f(x, p) are cea mai mici valoare pe care poate si o

 ia, dar pentru toate punctele x--y=0 are aceeas valoare; deci tn punctul (0, 0)

f(x, ) nu va i extremd In acest caz, Tot astfel vedem c3 nici In cazul ¢ — — 1
punctul (0,0) nu corespunde unui extrem al functiei considerate,

72. Extremele functiunilor de mai multe variahile. Pentru fixa-
rea idejlor, vom considera cazul a frei variabile. Zicem ci functiunea
f(x,y,2) are un extrem in punctul a,d, ¢ atunci cand putem determina
un numir 7 astfel ca diferentfa :

A=f(a+hbo+ket)—7(a,b,e)

5l piistreze un semn constant pentru foate valorile lui %, k, 1 care satis-
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- fac la neegalitatea
/T RFR<n

In acest caz si functiunile de o singurdi variabild

‘f@b,0, flay,e), fabz2)

vor fi extreme prlma pentru 2=a, a doua pentru y==b, a treia pen-
tru z==c¢, asa ci va trebui si avem

©) f+=0, fy=0, f:=0
pentru £ =a, y=1>0, z=c.

Dacd aceste condifiuni sunt satisficute, tormula lui Taylor in ipo-
teza continuititei tuturor derivatelor de ordinul al doilea ale functiunei
~ f(z, y,2), ne permite sit scriem ' -

fla+h, b4k c+ 1) —f(a, D, c)—Q—I—c

unde am reprezentat prin @ valoarea expresiunii
(et ARCS)

in punctul = q, y=0, 2=e¢, iar prin ¢ un termen comphmentar care
tinde cilre zero, cind A, &, I tind simultan citre zero. :
Daci facem
- x==rcosbsing, y=rsinfsing, z=rcosy

unde : )

9) Osly <, 0=0=27, 0= =%

. gl ludm pe r ca infinit mic principal, vedem cd @ este un mﬁmt mic
‘de ordinul al doilea, iar o este infinit de mic fafd de Q. Asa ci dacd
@ pilstreazii un semn constant pentru toate valorile (9) ale lui 7, 0, ¢,
neputdndu-se anula decit pentru » = 0, functiunea f(z, v, z) va fi extremi
in punctul (a, , ¢). Daci acest semn este negativ, f(z, y,2) este maxima
in punctul (a, , ¢); dacd este pozitiv, functiunea este minimi in acel punet.

Osservare. Condifia necesari pentru ca o functie f de mai multe
variabile si fie extremd intr'un punct, este ca in acel punct sd.
avem df=0. '

APLICATIE. S& se giseascd un punct astfel ca suma patratelor dlslantelor lan
puncte fixe, si fie minima,

Fie (z,y,2) coordonalele punefului céutat si (a:, ¥, 2;) 1=1,2,..,n ccle n
puncte date.” Axele fiind dreptunghinlare suntem condu$1 la c.’:utarea minimului
expresiei

) El[<x—zm+(y—g,-)e+(z—z,)21.
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Sistemul corespunzitor sistemului (8) este -

I=n i=n i=n
S(@—zi)=0, ¥ (y—yi1)=0, 3 (z—zi)=0;
: = =t = i=1 ’

~deci punctul in care expresia (10) poate fi extremi este

. =x; o Eyl i i EZI

(an T e e

adicd centrul de greutate al sistemului de puncte dat.
Expresiunea (10) este minimi in punctul (1) cici

Q=Il24i2 1350,

3. Extremele funetiunilor implicite. Fie y o funclie de = defi-
“nitd de ecuatia R =
f(z y)=0.

Ne propunem a ciiuta pentru ce valori ale lui z functiunea y poate '

fi extremd. Va trebui si determinim valorile lui z pentru care y'=0.
-Dar avem

(12) Fe@ 1) 49 i ) =0

-aga cd la valorile lui «, care anuleazi pe ¥', corespund pentru y valori
-care vor satisface sistemului :

(13) F@)=0 , fulxy)=0.

Rezolvarea acestui sistem ne di valorile lui = pentru care y poate

“fi un extrem si in acelas timp ne di si ‘eventualele valori extreme
-ale lui y. : ; '
Fie z=qa si y=10 o solufie a sistemului (13); pentru a putea
afirma cii pentru z=og¢ functiunea y are un extrem i a determina na-
tura acestui extrem, irebue si ne convingem ci y' se anuleazit pentru

- -« =a. Dacii pentru z =q si y=1>0 avem ', =0, atunci rezulti din (12)
~cd y' este nul pentru z = a. Relafia (12), derivatii in raport cu z, ne di

azf 5) 62 3 ~82 ” af ___ ‘
8x“+“§c8yy_{_lr Y gy v =0

-§i cum, pentru z =a, y' este nul, rezulti ci valoarea lui ", BRI =0,

va fi dati de
L [ f"x:J
']3 3 f ¥ Jx=a, y=b. 4 :

Dacii insit £, se anuleazd in punctul (a, b) nu mai putem afirma

‘¢d y' se anuleazii pentru x— g si o discufie speciali este necesari,”
In cazul unei functiuni implicite de mai multe variabile, determi-

. harea extremelor se face in mod analog. Pentru func{iunea « de varia-
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dilele z,y,z definitd de ecuatia .
@,z u)=0,
:se_vede ci punctele, in care w ar putea fi extrem, se obfin rezolvind

-sistemul
' f=0’ 'f,.\'=0, f’y=0’ ’d2=0

EXEMPLU, Si defermindm cxtremele functiunii y definitd de; ecuatia

(1) : y* - 2ya2d- 4 —3 =0,
Sistemul format de ccuafia (14) si de ecuafia f’x =0, adic3 de
) . TY+1=0, :

-are urmatoarele doud solufiuni

(@) re=1 i y=—1

) r=—

e =

si y=2

~ Pentru solutia (z) avem [’y =0, Putem vedea usor-pentru £=1 c¢i .y nu este
“nici maxim nici minim. In adevir din (14) deducem '

y=—atte—N/z2t+22+3

~deci A
| : y()=—2+16 * 0. | |
Pentru'solufia (b) a sistemului (14) si (15). f7y 2= 0, deci y” se anuleazi pentru
===~ Cum valoirea Iui y" ‘pentru a:=—-% este datd de
=5 Y ]
lydatire—g v=2
“vedem cd y"(— —:—)<0, deci pentru z= -!7,' y' este maxim, valoarea aces-

“tui maxim fiind 2. -

.74 Extreme legate. Si ne propunem a gisi punctele in  care
- “funcfiunea : ' i

m=f(x71,u)v) :

-ar putea fi extremd, variabilele z,y, u, v fiind legate prin douit relatiuni

(16) 9,9, 4,0)=0, hz,y.u,v)=0.

Extremele lui o se numesc, in acest caz extreme legate sau con-
-difionate. :

Presupunem cii conditiunile, cari ne permit a’ afirma cd ccuatiile
+(16) .definesc pe u st v ca funefiuni de x si 4, sunt satisficute si deci
¢t intr’un anomit domeniu, in care ciutim extremele lui o, avem

_D@h, o
T D(z¢,v):l:0"
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Putem deci considera pe o ca o fun‘ctie numai de variabilele inde-
‘pendente x si y, de care depinde direct $i prin intermediul variabilelor
® §i-v. Avem . : ‘

an dm=%dé+% dy+§5du+%{-dv

du si dv fiind Iegate prin felatiunile

[ 20 4o 20 4 1 00 5 89,
dx—}—aydy—f— .du—[-avdv 0,

ox ou
(18) { g s
on oh . oh Cry -

. Din aceste doui relatiuni vom scoate valorile lui du §i dv, ceeace
este posibil, cici avem J==0 si inlocuind in (17) objinem pentru dew o
expresie de forma Adz--Bdy. Pentru ca o si prezinte un extrem va
- trebui sii avem dw=0, deci A=0, B=0. : . '

Putem face eliminarea lui du si dv intre (17) si (18) si prin me-
toda multiplicatorilor (Lagra nge). Si inmulfim relatiile (18) respec-
tiv prin factorii nedeterminati A $i p si apoi si le adunim cu relafia
(17). Avem astfel : :

oh

—(2f 1,2 a_h) '(_a_r: 2 *)
(o . g Bh)’(a_f ) _a_i_z) |
(%'H%'H‘EE ang av+)‘.80 +p'8v Vil
. Vom determina pe A si p astfel ca
Of 4 3% 4 Ok
: qu TA5y T g =0
(19) of ol

9 oh __
deci ; ; ' ‘
(o 529 ?i) (9_f 9 ﬂ)
d‘”_(ax'*‘ka?‘*‘“ax Ty tra ey
si cum x '$i y sunt singurele variabile independente ‘de care depinde w,
@ nu va pulea prezenta un extrem decit daci |

: - of 99 , oh
{’ 30 T2z, Trs-=0,
20 e o oh_

| 3y =0.

a9
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A Ecuatiile (19) si (20) impreund cu (16) determind pe A, si pe
x, Y, u, v care pot corespunde la un maxim sau minim al functiunei .
Mai general, dacii w este o functie de » variabile il

o= f(xhx% oeey x")

variabilele zy, 25, ..., 2 fiind legate intre ele prin p rglatiuni
(21) : (Pl=0’ $2=0, ..., CPP=O,

vedem, procedind ca mai sus, ci valorile =z, 2, ..., 2, pentru care
funcfiunea w poate avea extreme, se obtin in felul urmitor: considerim
functiunea auxiliard

F=f+Aoit+2pt... 4 e

‘de n variabile xy, T2, o> Tny cantitdfile Ay, A, ..., A, fiind considerate
- ca nigte constante si scriem conditiile ca functia F sii fie extremd, adicit

OF o OF _ g

L am T

Aceste n ecuatiuni, impreund cu ecuatiile (21) formeazi un sistem
de: n—-p ecualii cu n-p necunoscute z;, 2, ..., Zay Ay A2y ovvy Ap,
care ne di valorile xy, 25, ..., 2, ciutate. ir

APLICATIE. - dxele unei secfiuni centrale inlr'o cuadricd. Vom determina axele
sectiunei prin planul central

(7)) le--myt-nz—=0"
- fdcutd 1n cuadrica cu centrul in origine )
(%) A2? 4 By? -+ C224-2Dyz 4- v Ezr 4 2Fzy 1 =0

tinAnd seama cil jumitatile acestor axe reprezinti extremele dislaniei de Iabriginela
un punct al sectiunei, Vom cauta deci extremele expresiunei -

(22) 2=t g2t 2

Z, 4, 2 fiind legale prin relatiile (%) si (g); valorile extreme ale lui r vor fi jumjti-
file axelor ciutate, Rezult din cele vizute, ¢3 ecuafiunile 4l

: {224 N+ 2u(Az 4 Bz +Fy) =0
(23) o o 2y ~+ Am = 2u (By 4Dz F) = 0
o ! 2z - a1 - 24 (Cz - Dy - Ex) =0
asociate cu ecuatiile (g) si (k) ne vor da peia, ¥, 2 care corespund la extremele lui r,
Dacd adiugim la aceste 5 ecuafiuni, relafia (22) si facem eliminarea lui «, U2, \ 1
Intre aceste 6 ecuatiuni, obfinem valorile jumitifilor axelor ciutate. )
Penfru a face aceasts eliminare si Inmulfim prima relafic (238) prin , a doua
prin ¥, a treia prin z giapoi si le adunim. Obtinem astfel tinind seama da (g), (%) si (22)
- . w=12]
N C. X : 9
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- .+ Inlocuind pe g prin valoarea r? in (23) suntem condusl la_sistemul, hnear sl
omogen ln Z, Y, 2, A

a:(1+Ar2)+yFr~ +zEr2 +;>\z.= 0
x Fr? +J(I+Br2)+zD1'? +—;—>‘m=0~
x Er? -}y D2 +z(l+Cr‘-’)+%)\u=0
xzl . d-ym +zn : =0
Astfel ci eliminarea lui @, y, 2, A ne conduce la ecuatia

14 A2 Fr2 ir2 e
Fr? 1-{-B»2 Dr2 n
Er2 Dr2 1€ n
l ‘m n 0

=0,

care este de gradul al doilea in #2 i ale cirei ridicini sunt patratele jumititilor
axelor sectiunei.

II. — SCHIMBAREA VARIABILELOR.

76. In multe chestiuni de analizi, unde intervin funcfiuni de una.
. sau -mai multe variabile si demvatele lor, suntem condusi a inlocui
acele variabile prin alte variabile, legate de.cele dintai prin anumite re-
- latlum Derivatele functiunilor in raport cu noile variabile se calculeaz&
cu ajutorul formulelor generale de derivare stabilite.

76. Flmctlum de o variabili independenti. 10. Scm\mmm NU-

MAI DE VARIABILA. Cazul cel mai | simplu de schimbare de variabild ce se-
poate prezenta, este acela al unei funetiuni :

(V) y=[()
unde se face schimbarea. L )
© | T =y ()

Va trebui si exprimim derivatele lui y in raport cu - in- functie
de noua variabild ¢, Etpresxa Iui ¢ v fn funo;ne de ¢ este

decx dup# regula de derware a unei funetii de. funcue avem

(].7/ __ d.’/' !
de unde scoatem ;
: | dy.
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Prin urmare: pentru a aves derivata lui y in raport cu z, expri-
mati in funclie de ¢, vem lua derivata lui y in raport cu t §i o vom
impdrfi prin derivate lui = in raport cu i : '

: 2 . . ;
Pentru a obtine pe EZ in functie de ¢, vom aplica regulz;. prece-

denti pentru derivata . funcfiunii d—i{ Avem astfel

- xlyh_ l/’.’E" (l)

dz) "z z'3

o)
tﬁ!_/__i(d!/)__ﬂ z’
dr?  dx z!

In mod analog :
d3y__ d (dZy 4 912 — 3y - Sy 2 —
dz3 dyp\dzz) ~ 2’5

i asa mai departe, calculele ficandu-se din aproape in aproape prin
aplicarea formulei :

,_l dn—l)]
d"y  dt|den=1 .

dxzn z

OBSERVARE. Daci notim ]
la@A1 =5
curba’(1) va fi reprezentats parametric prin ecuafiile
w=g(t), y=nh()
- = 5 dy. @y Fars
Formulele precedente ne permit a exprima pe pra Rl v STRRE ajutorul
denivatelor functiunilor ¢(f) si % (¢); avem astfel

dy W) dy_ ORI =Wy
de g'@t)’ da? REAOIE

Putem da alti formi formulelor precedente utilizind notatiunea
 diferentiald. In adeviir dac notim cu ¢/, y", ... derivatele succesive ale
lui y in raport cu  si cu dz, dy, d’x, d?y, ... diferentialele succesive
ale lui z i y, luate in raport cu variabila t, avem
(] 3y
Yi= TR . -

Prin urmare: pentru a gisi derivata unei functiuni y in raport cu
functiunea =, facem raportul intre diferentiala lui y si diferentiala lui .

Aplicdnd aceastd reguli la functiunile o', y”, .. ., avem succesiv

. d (d!/). F -
e (i de) . dxd?y— dZzdy

Y = — =

dc dx dz3.

{1) Derivaicle marcate prin accente sunt in raport cu {,

8‘
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m_ Ay A3y da? -3 2%y dz &2 + 3 dy (d2x)2— dy dz d3z

W

Rz dzd
Trecerca de la o derivatd la urmiitoarea se face prin aplicarea
formulei : ' :
) (")= dy("_l) . | ———
Y dx 3 ‘
EXEMPLU. Si considerim expresia
. 1 ’23
) E=Fy?) 'Zy)

unde g’ si ¥” sunt derivatele de ordinul intai §i al doilea ale lui y tn rapbrt cu .
Si ciutim ce devine aceastd expresic cAnd lufm ca variabils pe {, ¢ flind legatde =
prin relatia (2), Vom avea :

" 273 : T

ST o
E=[ T | @y o
1 . y"a:'— w"y, 2 ; (,1/":1:' = w,,y,)z T

Aceeas expresie devine, cu notafiunca difereniial,

(o2 dy?p
(dx d*y — dy d*x)?

20, ScHIMBAREA

, \ DE FUNCTIE §I DE VARIABILX. Intre z §i ¥y avem o re-
latie de forma :

E

@ . fmy)=0
care ne defineste pe y in fuhctie de variabila @.-Daci facem schimbarea
) o z=g(L2), y=h(z)

la relatia (4) corespunde o relatic intre z $i ¢ care ne defineste pe z in
functie de f. Ne propunem a'exprima derivatele lui y in raport cu x cu
ajutorul lui ¢,z 5i a derivatelor lui z in raport ‘cu t. “Aceasti chesliunc
se reduce la precedenta, cici in formulele (5) putem considera pe z ca
. functie de ¢, asa ci x si y pot fi socotite ca func{iuni compuse de noua
 variabild .independenti & Avem deci’ s ;

‘ @_{_a_hd_z
dy__y't__ot "oz dt
ZaE N TIT
ot +8z -

(1) Derivatele inscmnate prin accente sunt in raport cu t.
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apoi : %

y (dy)' fog ', 29 dz) [ ok J [ah oh iz] la_zq 4 ]
w_a&ﬂ%ﬁmﬂﬁ+”—a oz at s T
' 3 ol ' ozadt

~si asa mai departe.’
' il TR ) Ty - Ty s e .
Derivata de ordinul n, Z,—x‘:, S¢ va exprima cu ajutorul lui ¢ z si

a derivatelor %, %2 diz

e de’ dg2’ "t gin

Chestiunea se poate trata $i cu ajutorul diferentialelor.

EXEMPLU. Si reluim expresiunea (3) si si facem schimbarea
Y ,:c=_7:'cosu,’y=,rs'ino, ‘

. 0 fiind variabila independenti, Avem, lnsemnﬁnd'priﬁ accente derivatele in rapot cu 0; .

x'==1'cos g — rsin g : =5 Jsino-{- reusd.
@"= " cos h— 2 gin g — r cos ¢ y"=r"sin 04 27" cos g — r sin g
de unde » o '

dy 4 r'sino4rcosg
ac " x' " r'coso—rsing
&y yai— Yy — ' 2pi2 4 g0
dz™ @' T (Fcose—rsin oy

Asa ci ] :

. (724 12

T S g

* 77. Funcfiuni de mai multe variabile. 10 Scriparea NUMAI
DE_VARLBUE, Vom considera pentru usurarea expresiunii o funcjiune
z=f(z,y) de doui variabile independendente = si y. Si facem schim-
barea 3 I

' - e=g(,)
©) , : Seht

__1/-=h(u,z;) :
ludnd pe u si v ca noi variabile : independente, functiunile ¢ si % fiind

- presupuse astfel ca sistemul (6) si defineasc pe u si v in functie de 2
si . Presupunem deci
D)

D (u, v)

Ne propunem si exprimim derivatele Iui z in x'-ap_c_)iticur z§lyecu
ajutorul lui u, v si a derivatelor partiale ale Iui z luate in raport cu u si .
z éﬂsltie o funcfie de u $i v pgin_fntermet_iiul lui = siy, asa cit avem,

1
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aplicand formula de derivare a functiunilor compuse,

@

Dm acest sistem putem scoate valorile lui 8_ sx &

(& _ozdw ooy
Ow. Oxou ' Pyou
.0z _0z0x 9z oy
| 20~ %a T oyaw

, de oarece am‘

presupus cii determinantul sistemului (7) e diferit de zero, Obtmem astfel,
" pentru derivatele de primul ordin formulele -

\

; 0z, 0z oz.
6—90_—A‘8‘2g+B/_801
0z & Caz L0z -

. 8J . ou v

unde am notat prin A, B C,D nlste functlum cunoscute de u si v.
~ Derivatele de orinul al doilea si urmiitoarele se. caleuleazi din

0
aproape In aproape prin aceleasl formule, ciici operatule Frd si

_,transformate in u $1 v respectlv operatule

0%z
oz

Si calculam in particular pe

0
oz

-

8u+B Ca

0x?

o
7+D%

- Avem

(Si) ~(p o) +02)

EXEMPLU. S& se caute ce devine eXpresia

L
auca

By e

0Aoz , 0Boz
ov 6u+8—va—v)

0A 0z |, 0B oz
A87 8u80+8u ou 8751;)
0%z
+ = (Aauav +8B 8b2+
o, o
oz? ' gy?

cand ludim ca noi variabile pe u §i v

T=ucosv, -y==usinv,

Vom urma meloda generald indicaté. Formuléle (7) devin

0z 0z
—-=—usmv——— ucosu
o als

'=cosva
(12

- sinv

0z

8J
oz

ou
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" de unde scoatem ; : 5 ] :
: R a9z L0z sinv 9z

F=== oSyt — 2= 2107
or ~ou w oo !
2 . 0z, cosv oz
O a0y sumo e
oy o w  ov
. v sinv -, cosw, i
deci, In acest caz, A=cos, B=——— C=siny, D=28Y
J 5 @ . I .'“ LN
Avem apoi o L ]
a5 el . J
i s : 2. sinvigz). sinw 2 sinw gz
0—‘,=cosvg cos-va——ﬁ._g— L=iicio cosva~.-~—,@—
oxt " ou =gl wl gy  ov ou © Qv
- A= S i A
0. 02, , sinv @22  sin% 6‘% sin% 9z , sin2y 9z,

=cos2v T e e S P T 08,
: o 1w ou! 2 .azt8v+ u2 8v+ %\ Ou

Tot astfel— ' 5 P
0% 0%, cos?y 0% , sin2» g% sin%y 0z ,costv gz -
=sin?y—f - __ 02 L 2leY 02 sindvigz — 2
oy? 2 u? o2 .  Ougy w2 oo o

De imdé, ﬁl fine

Q%L oml 9%, 1o 1
atop Taata et G

Y

- 20, ScHMBARE DE FUNCTIE S! DE VARIABILE. Ecuatia

® , F@z}/’f)zou '
defineste pe z in functie de variabilele z si y. Si facem schimbarea

O ==y, y=hG,v,0), 2:=k(w,v,w).

La ecuatia (8) corespunde o relatie tutre v, o, w care ne defineste
pe w in funclie de u $i ». Ne propunem si aritim cum putem exprima
derivatele partiale ale Iui z in raport cu z si y cu ajutorul ui w, v, w
- §i'a derivatelor lui w in raport cu noile_ variabile independente 1« $i v.
-~ Mai intai vom considera pe z ca functie de « si v pi;i'n"inter‘me-

diul lui 2 '§i y;'deci s TP -
& i 00 0:02 050y " Fi
ou, oxou ' oy du D

Dar din _fofrﬁulele (9)
02 ok, okow a_x_'»%+a_,qazlr oy_ ok 4 Ol .

ou  ou.' dwou’ az_ﬁ ow %’ » $=% ow ou
asa i "k 3 ik i -
%+ﬁ@_@-@2p+@'@@¢a
. O Q9w ou \ou' Bw ou or © \Ou ' Qw ou dy

In mod analog giisim

ok, kow _ (ag | o aw)-a_z_ : (ah'
ov " Qw oy _(5;+%9? a.c+

e
-

ch dw)oz
%fa@J@;
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0z .0z
=y
Pentru caleularea derivatelor urmiitoare se procedeazt‘x ca in cazul
precedent. j

Din aceste douﬁ ecuatiuni scoatem’ valorile lui

EXEMPLU. S& particularizim ecuatiile ludnd
T=wsinucosv, y=wsinusiny, z=1cosu,

Vom avea . ‘
—w sin w - cos ug—u:= (w €0s 1 ¢0S v -} sin cosvgz:;) gi
4 (w oS % sin v - sin u sin vg )gj :
cos u gg‘—- ( w sin u sin v - sin u cos v @) e (“’ sin o5 v = sin  sin vg )g_;

oz

de unde scoatem expresule lui % si E/

'"S Transformiirile carbelor plane. In legituri cu schimbdrile de
variabile vom considera si transformérxle curbelor plane

10, I‘RANSFORMARI PUNCTUALE, Formulele

- Y X=R
(10) | Y=g(=,9) -

fac sii corespundi unui punct = (x,y) punctul M(X,Y). Zicem ci aceste
formule definesc o transformare punctuald.

Cand punctul m descrie o curbi e, punctul M va descrie o curbﬁC '
care este iransformata, prin formulele (10), a curbei c.

Fie dx,dy cresterile corespunzdtoare lui z si y pentru o deplasare
foarte micd a’ punctului m pe curba ¢ si dX, dY cresterile ce rezultd
pentru X si Y. Tangenta in m la curba ¢ are ca coeficient unghiular

. dy
Y= dx

far tangenta in punctul M la curba C are ca coeficient unghiular

LAY _ gx@y)det-gy(@y)dy _ g'x+g'y
“dX fx(xy)dz+ fy@y) dy f'x-l—f’yy

Dm aceasldi expresie a lui Y’ rezultd cd fiind datd o transformare
(10), directiunea tanventel in punctul M(X,Y) al curbei C nu depinde
de cit de x, y si ¥, adici de punctul m si de tangenta in acest punct
la curba c.” Prin urmare, dacd o alti curbd ¢, este langentd in m la
curba ¢, atunci §i transformata sa C; va fi tangentd in M la curba C.

YI
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90, TRA\‘SFOR\IKRI DE CONTACT.

forma in alte doul curbe _tangente
«renerale de cat cele puncluale Sﬁ

unde x,y sunt coordonatele .unui

CURBELORr PLANE.

187

Doua curbe tan"ente se pot trans- -
cu’ ajutorul “unor transformm mai
‘considerim “formulele :

Y=g(z,9,9)

punct m de pe o curbi ¢, iar y" coe-

ﬁclentul unghiular al tangentei in m Ia curba ¢. Cind punetul 1z descrie

_ curba ¢, punctul M (X, Y)
~genta in punctul M la curba C.

descrie transformata C. S4 determinim tan-

. Coeficientul ung hiular Y’ al acestei tan ente o ~
- - g o g -

e dY

ATt
tie d.\ 8f+8f

a(/r
81/ +

J’+

u
,l

~ Vedem ci, in acest caz l' depmde de z, f,/ y'. DouEi curbe
¢ si¢ tangente In m se vor transforma in doudi curbe tangente in M :

@) daci 3 J este acelas in punctul m pentru
b) daci, y" nefiind acelas, Y’

ambele curbe ¢ si ¢;;
nue depinde de g J , adicd daci. .avem

1 _z 99
+ aJ
af : Bf

a +aJJ oy’

Cand funetiunile f(z, 4 J,J) st g(z, 4,1

’) sastlsfac la aceastd condi-

fiune, zicem cﬁ transformalea (11) este o transformme de contact,

EXE\IPLU Transformarel
X=uy,
nuxmtﬁ transrormarea lux Le ge ndre,

v

\; axX =

-deci Y' nu depinde de 3",
F | R

XY= LYi=

este de contact In ade\ &r

J+-1"/ 2

yu =@)

EXERCI Ti1,
L 84 se gﬁseascé extremele funcfiunii —~

R. Sistemul
‘ 0=9 434 2y
am ]
are ca_solutie unici =0, y
Cum 1ns3

@ y)=atf-a2y 42,

0=

242
o w_-l-z/

=0. Suntem in cazul dubios, ecici AC—B2=9p,

=[5+ 5
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vedem ‘ci originea corespunde unui minim, cici functlunea f este pozmvé sx nu se
anuleazé. in alt punct de cat In origine. '

2, SA se giseasci extremele functiunii

1]
i y)—ZSm—sm%cosz‘y .

« §i y fiind arcuri cupnnse fntre 0 si .

R. Avem A ;
g—smicos 9:1:;}-1/ af-—sm——co‘sw-i-‘?u,
) “ - ay 2 i . .
of : w+y oy ' Of - o T T2y
ax2=—-sm—2-sm 5 gm—ay_?cos(cc-l-y‘),' E—P,f—,sm?sm 3

Sistemul : 8_/' =0, of =0 este echivalent cu sistemul
oz "’ oy - :

X sin (4 y) =sinz
: : sin (z -+ y)=sin y,
care are ca solufie e s | I
! (W) f 2= SRS KA S g
‘La solutla (1) nu corespunde nici maxim nici minim, La solufia (") corespunde
maximul funcfiunii £, .
3. Si se determine axele cuadricei
() Am‘-’-[—By'—’-{—Cz‘-’-[—2Dy~+2E7v+"F:Dy+ 1=0.

R. Va trebui si ciutim extremele expresiei w220 @,y 2 ﬁlnd legate
prin ecuafia cuadricei, Intre sistemul

m+)\(Am+Ez+Fy)=0

Y +\(By + Dz - Fz) =0,
z+)\(Cz+Dy+ I‘:r) 0,

Spgrar

§i ecuatia (1) va trebui si elimindm pe x,y, z, \. Gisim ma1 intal 72 =<2, Deducem
apoi ecuatia care ne di patratele jumititilor axelor

relatia

14-Ar2  Fpe Er?

kre 1+Br- .Dr?. =0.
Er2- D)- . 14-Cr®
4 Ce devine ii— d"y cAnd facexh schimbarea

dx si dzs’

f=tg (-i——[— %) ?
R. Avem
i - ) g 0 :
e=Logtg[Z4 4],

-
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prin urmare

S|

gy e
a_dy “EGte) e
- gl T 7 dg

. =1t te? —+—2‘

NGzl A’y

: daz ™ 90 g2 d@
5, Ce devine expresia
0 02 Soe

i ,_am_i_“'” aazay;*'_y gy

. prin schlmbarea de variabile ,
T=u, y=up?
R. Avem u=x s v=%, asa ci
2 _ 2 u 0 oo _ 0
or ou oxr. ' ov oxr ow
0z 0z ou , 0z Ov _ 1 9z
Oy o oy " ov oy u ov
Cu ‘ajutorul acestor, formule gisim : v
@ax_a_(&_z i ol ] az]
or2- oulou u ov u v \ou u. ov )
0%z w92y az
 Twm i TwamtE
0% 1 o 10z v o

ailfay % Duoy @ v aE o2 e
o __ 1 9% : 21
oy: w2 o2’
de unde rezultd ei E=8i. :
; i Dt

6. Transformarea
y : ’
X=x—=, Y=yp—0p
y y y

este de contact.

R. Avem )
< ' TIPS Y
ax =y

<ceeace me aratd ci transformarea este de contact.

: VERIFIOAT
.. 1987




ERRATA,

" Pag. 6, randul 9, se.va adduga dupd cuvdntul numere :
cu aceste pr(;prietiiti, -putem intercala intre ele doui uumere
rationale : L : o
Pag. 6, randul 10, prima virguld se va ihlocui prin: si
Payg. 14, randul 2. de - jos in sus, se va tlocui % prin nﬁz
Pag. 16, randul Tde jo.s"i‘ﬁ sus, se va tulocui numdrul 9 prin 3
Pag. 19, riandul 5 de Jos n sus, se-va tnlocui. semnul > prin <
Pag. 25, randul 15 de’ jos tn sus, se va inlocui f @) prin f(x) -
Pag. 26, rindul 6 de jos in sus, se va nlocui < prin. > "
Pag. 102, réandul 7 de jos tn sus, se va tnlocui af’x - Bty+vfz prin |

a|fxl+BIfy | vfe|.
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