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INȘTIINŢARE, 

Ca profesor de Calcul diferențial şi integral la Facultatea de Științe 

din Cluj, am avut ocazia să constat, în fiecare an, cât de mult se 're- 

simle — mai ales pentru studenții din noile provincii românești — lipsa 

unui tratat de Anariză MATEMATICĂ în limba română. | 
Pe de altă parte, din publicarea manualului meu de MATEMATICI 

GENERALE, cunoscând sacrificiile de timp şi de muncă, ce necesită redac- 

tarea unui astfel de curs, precum și greutatea eu care se tipăreşte la moi 

o carte. de Matematici superioare şi totuşi pentru a asigură apariția. cât 

mai “repede a acestor lecțiuni, m'am adresat la câțiva colegi de la Uni: 
versitatea din Cluj, rugându-i să colaboreze la redactarea unui manual 
elementar de AxaLiză MATEMATICĂ, . în care să f îe tratate toate chestii 

mile, care se cer de obicei la examenul. de Calcul diferențial și integral 

pentru liconța în Aatematici. - 

Modalitatea la care ne- am oprit este aceea, de e a scoale cursul în 

"mai, multe volume, cu a căror coordonare şi ziniformizare mă voi ocupă ' 
cu, ași ca toate volumele împreună să poată formă. um tot, 

- Primul. volum, întitulad: LECŢIUNI DE CALCUL Direnețar, e 7e- 
dactat de D-. A. AxceLescu, profesor de Teoria Puneţiunilor la'Univer- 
sitatea din Cluj, Volumul al doilea LECŢIUNI DE CALCUL INTEGRAL ta fi. 

redactat de mine. Celelalte vohune vor fi destinate aplicațiilor speomnelrice, 

«ecuațiilor diferențiale și ecuaţiilor cu derivate parțiale. 

Ţin să exprim aci mulţumirile mele Ministerului Instrucțiunii, care. 
a binevoit să me înlesnească apariția. acestui prim volum, precum şi 

Institutului de Arte Grafice „Ardealul“, care — cu toate sacrificiile le- 
“gale de imprimarea unui curs de Analiză Jatematică — şi-a dat toatii 

silința ca aceste lecțiuni să apară în condițiile cele mei  teftine şi cele 
mai bune, 

Cluj,. 17 Noembrie 1926. ă 
GHEORGHE BRATU,
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„PREFȚĂ.. 
„" 

Du Sia a. 

Titlul de Lecţiuni de Calcul Diferenţial dat acestui volum, este poate 
prea restrâns, căci “primele irci capitole, adică aproape jumătate din cu- 
prinsul acestor lecţiuni, sunt destinate chestiunilor întroduictive : Maulţimă 
de numere, Limite, Funcţiuni şi Serii. 

„Am căulat în expunerea, ficută să fiu cât mai elementar, atingând 
numai, fără a intra în prea multe detalii, chestiunile ai delicate! ce suul 
desbălute în câteva din tratatele moderne de Analiză etematică. | 

„Pentru lămurirea şi complectarea teoriilor expuse cm crezul util să ' 
adaug după fiecare capitol un mie-număr de exerciții, în parle noi,. a 
căror soluție se găseşte indicatii în mod sumar. 

Scopul lecţiunilor de față nu este altul de cât de « pune la înude- 
mâna studenților noștri un manual: didaelie de Calcul Di for ențiul 
scris În româneşte. Aa po 

AUREL ANGELESCU:
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CAPITOLUL 1. 

MULȚIMI DE NUMERE. — LIMITE. | 
. . . . . - 

1. — NUMERE REALE. —, MULȚIMI. 

1. Numere raționale. NumeRE ivrREoI. Nu vom încerea să dăm 'o definiţiune a numerelor întregi; vom considâia această noțiune ca intui- ” tivă. Nu ne oprim niei asupra, operațiunilor cu aceste numere. Vom ob- serva numai că ideia de infinit este cuprinsă în acea de număr întreg; . şirul numerelor întregi ete nelimitat, pentru că după fiecare număr în- treg urmează un alt număr întreg diferit de el şi de toate celelalte nu- mere dinaintea lui. a Se NUMERE FRACȚIONARE. Măsura lungimilor a întrodus din timpurile 
-cele mai „vechi numerele fracționare. Putem considera o fracţie —- (m și 

- 2 numere întregi) ca o. păreche de numere având roluri. diferite. Defini- rea operaţiunilor cu aceste numere trebue să fie astfel făcută, ca să nu conducă. la contraziceri. Așa, de exemplu, definiţia “ produsului a două 
fracţii —— şi 2. trebue să ne conducă la definiția produsului a două ţ n 9 

J numere întregi, atunci când m e divizibil prin n și p e divizibil prin g, 
+ NUMERE NEGATIVE. Numerele. negative s'au întrodus în aigebră ca soluţii false ale ecuaţiilor. Din interpretarea acestor soluţii s'a degajat treptat, treptat ideia de nimăr negativ și număr pozitiv. : Considerarea numerelor precedate de semnul +- sau — pentru a, determina un punct pe 0 axă dirijată a fost un eveniment de cea mai mare importanţă. în evoluţia ştiinţelor matematice.“ i 
„3 NUMERE RAȚIONALE, Numărul zero împreună cu numerele întregi și .. “fracţionare, pozitive și negative, formează mulţimea numerelor: raționale. Din două numere raţionale distinete a și b unul este nai mare de cât celălalt. Dacă a este mai mare decât d, scriem a > b -sau 3 <a. 

C.D. 
1



2 MULȚIMI. — LIMITE, 

Dacă între trei numere: a, d, e avem a > b. şi b>c, vom avea şi a>e. 
Exprimăm aceste proprietăţi . zicând că mulţimea numerelor raţionale 
este ordonată, 

Mai reamintim că între două numere raționale diterițe putem în- 
totdeauna intercala altele mai mari de cât cel mai mie și mai miei de 
cât cel mai mare și astfel încât diferenţa dintre două numere consecutive 
se fie ori cât de mică vrem. 

2. Numere iraționale.. NOȚIUNEA DE TĂETURĂ 0. “Definirea numere- 
lor îraționale o vom bază pe posibilitatea de a "separă, totalitatea nume- 
relor raţionale în două clase, o clasă inferioară A şi o clasă superioară 
B astfel ca: - 

4 Orice număr raţional să facă parte sau din clasa A sau din clasa B. 
Orice număr raţional a din clasa A să fie mai mic. de cât orice 

nurtkie raţional b din clasa B. . Ă 

Când am obţinut o astfel de separare zicem că am făcut o tăeiură 
în_şirul numerelor raţionale. Vom vedea, mai departe, unele procedee 
simple, care ne conduc la tăeturi, 

In privința claselor A și B trei cazuri sunt posibile : 
- 10. Clasa inferioară A conţine un număr & “mai mare decât toate. 

celelalte numere din această clasă. | 
Prin urmare clasa A este formată din numărul & şi din toate nu- 

merele raţionale mai mici decât a; iar clasa B din toate numerele mai 
mari decât a«. In acest caz observăm, că ' din definiţia claselor A şi B 
reiese că în clasa B nu putem avea nici dun, mumă mai mic decât toate) 
celelalte muiere din această” clasă! N B pa ura * SA ăn cae Bf 

In adețăr, dacă un astfel de rumăr Ș ar exista, el ar fi mai mare: 
decât a, căci este: din clasa B şi între a şi f, diferite, ar exista alte nu- 
mere raționale, care ar fi toate în afară de clasele A şi B, ceeace este 
în contrazicere cu definiţia acestor clase. - 
| 20. Ipoteza precedentă ne fiind realizată, să , presupunem că clasa 
superioară B ar conţine un număr & mai mie decât toate celelalte nu- . 
mere din. această clasă. Prin urmare clasa B este formată din numărul 
& şi din toate numerele mai mari decăt &, iar clasa A din toate nume-. 
rele mai mici decât &. In acest caz, în dasa A, nu putem avea nici-un 
munăr mai mare decât toate celelalte numere din această - clasă. 

Aceste două cazuri sunt foarte uşor de realizat. Luăm un număr |. 
Oarecare 4; așezăm în clasa A toate numerele mai mici decât a şi în . 
clasa .B toate numerele mai mari decât a, Dacă așezăm numărul - a & în 

„ (1) Noţiuns datorită lui Dedekind.
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clasa A, avem cazul întâi, dacă îl aşezăm în clasa B, avem cazul al doi- 
lea. In ambele cazuri zicem că numărul « determină tăetura (4, B) şi 
că această tăetură este rațională, a 

30. Se poate însă 1ntâmpla să nu existe “pici în „clasa Ai un numâr 
anai mare desât toate, nici în clasa B un număr mai mic decât toate. 

Fie, de exemplu, “B-un număr rațional, pozitiv şi nu patrat .per- 
fect ; vom așeza în clasa A toate numerele raționale_nepative și nume- 
rele raţionale pozitive, al căror ăror patrat e mai mic decât, Ș, iar în clasa B 
toate numerele raţionale : PoZitivg vg al căror patrat e' mai mare „decât B. 
„7 Aşa fiind, în clasa A nu poate exista un număr mai are” decât 

toate celejalte.: “sn adevăr, dacă .a este un număr din clasa A, patratul 
lui e mai 'mic decât $ şi calculând ” rădăcina patrată din I-A cu un ru- 
măr suficient de cifre: zecimale, prin lipsă, “putem găsi întotdeauna 1 un 

- A număr raţional a, care să satisfacă, neegalităţile a>a şi 2 <f 
In mod analog se arată că în: clasa B.- nu , poate “fi nici un” număr 

mai mic decât toate celelalte, iz Te 

p. | Când condiţiile cazului 80 sunt îndeplinite, - zicem că tăetura” A 
N ârafională, Tăetura (A, B) ne defineşte un numâr îruțional prin „condiţia 

ca acest număr să fie mai mâre. decât toate numerele din clasa A-şi mai 
mic de cât toate maumerele din clasa B. “Vom însemna, de aci înainte, 
acest număr cu o literă. 

EXEMPLE de numere iraționale : V5, z, a rele, 

Totalitatea numerelor iraționale corespunde la totalitatea tăeturilor 
de tipul 30 posibile. V 

VALORI APROPIATE. Fie A un număr irațional definit prin tăetura” 
(A, B) şi e un număr raţional pozitiv ori cât de mie voim. „Să Conside- 
răm progresia aritmetică - 

(4) | a, ake, a+2e, aF3e,ue IE E 
unde a este un număr din clasa A. Termenii acestei progresii crescând 
1a infinit cu 2, vom găsi în ea și termeni din clasa B. Fie a-+ne pri- 
mul termen al: progresiei (1), care aparține clasei B; ate — 1)e apar. 
ține clasei A și avem ! » . a 

| aa De < A < a-Fue, 

Numerele raţionale a(h—1) e și a-k-ne se zic 7 valori apropiate 
de Acu o aproximație mas, mică de câ g, primul prin lipsă, al doilea 
prin adaos. —: pi 

„Prin urmare: Ora de mic ar Î numărul râţional şi pozitiv e, pu-
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tera determina întotdeauna două numere raţionale d.și 9, respectiv din 
clasele A şi:B ale unui număr irațional A, așa încât să avem b—a=s. 

Vom puteă găsi astfel: a : aa 
. ” 1 

pentru = numerele a, b cu bi — a=T i 
. - 1 . ” ba ” | că _ 1 . 

. E 100 n Ga ba . ba — ap = 3: | 

. . . . .. . . . -. . i . . - . 

1 - 1 
E eo » în, ba » dn — da = Ton 

şi vom avea i 

” | a Sa Sa SS... Sa... 

bi Ep. Eh 3. | 
cu Ri 

dn CAD 

pentru orice valoare a lui n. ! 

mează mulțimea numerelor real e, 

Ordonarea numerelor reale implică determinarea relaţiilor de ega- 
" litate și neegalitate dintre aceste numere; | i 

a Compararea unui număr rațional r cu un număr irațional A, deter- 
minat de tăetura (A, B), este imediată: dacă numărul 7 se găsește în 
clasa A, este mai mic decât A, iar dacă se găsește în clasa B este mai 

"mare decât A. 

Să comparăm acum două numere iraționale. Fie A un număr ira- 
țional definit prin “tăetura (A, B). Vom zice că alt număr irațional A! de- 
finit prin tăetura (A, B) este egal cu A, atunci când otice număr din 
clasa A” face parte din clasa A şi orice număr din clasa B' face parte 
din clasa B. Vom zice că numărul raţional A” este mai mare decât A, 

“sau că A este mai mic decât X, dacă un număr din clasa A” se găseşte 
în clasa B. 

“Un număr real este pozitiv, dacă este mai mare decât un număr 
raţional pozitiv; este negativ, dăcă este mai mic decât un număr raţio- 
nal negativ. Prin urmare putem scrie și pentru numerele iraționale A > 0 
pentru A pozitiv, şi A <0 pentru A negativ. 

Să arătăm acum că între două mumere reale diferite putem întot- 
deduna intereala un număr raţional şi deci o infinitate. — | 

In adevăr, dacă amândouă numerele sunt iraționale, propoziţia se con- 
fundă cu definiţia pe care am dat-o neegalităţii a două numere iraționale. 

"Să presupunem însă că numai unul din numere: este irațional, de- 

3. Numerele reale. Totalitatea numerelor raționale şi iraționale for- 

ai ; p 
Va | 

SI ae N. - =” 

„
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finit prin. tăetura (A, B). Celălalt număr, .fiind rațional, se va găsi în 
clasa A sau în clasa B, dar nu va fi nici cel mâi mare din clasa A, nici 
cel mai mic din.clasa.B; prin urmare și în acest caz. propoziţia e este 
adevărată. N 

- In fine când ambele numere sunt raţionale, propoziţia este cuno- 
scută din aritmetica elementară. 

Simetricul uni, număr raţional se numeşte acel număr: “schimbat 
de semn. Să extindem această: definiţie la numerele iraționale. | 

Fiind dat un număr real A definit prin, tăetura (A, B), vom însemna, 
cu —A şi —B clasele ce se obţin respectiv din A şi B când, luăm. si- 
metricele numerelor ce le compun; este evident că .în clasele —A 
și —B impreună întră totalitatea numerelor raționale şi că. fiecare nu- 
măr din clasa —B este mai mie decât fiecare riumăr din clasa —A, 
Tăetura (—B, —A) defineşte :deci un număr real, pe care îl însemnăm 
cu —A şi vom zice că este simetricul lui A, * . 

“Dacă un număr este pozitiv, - simetricul .său este negativ. Dintre 
numerele A şi —A acel, care este pozitiv, se numește 'valoarea absolulă 
a lui A și se notează cu [A]. 

Inversui unui număr raţional r este —.. Fie A un număr ira- 

şional ; putem considera acest număr. ca o tăetură făcută în. totalitatea 
numerelor raţionale de acelaș. semn, cu. el și fie (4, B) acea tăetură. Să 
însemnăm cu A" şi B”! clasele: formate respectiv de inversele nume- 
relor din A şi din B. Cura orice număr raţional: diferit de zero este in- 

versul unui număr raţional, rezultă că tăetura (87, A!) defineşte. un 
număr irațional de acelaş şemn cu A, pe care îl vonfeinsemna cu — şi 
îl vom numi înversul lui d o A _ 

4 Operaţiile cu numere reale: AnunAREA. Fie i și A” două numere 
reale şi a, d. a b patru numere raționale aşa încât să. avem i 

a<A <b, a <y <y. 

.Este evident că: a Ne 

10. toate numerele raţionale de forma ata sunt mai mici decăt 
numerele de forma b-+b'; 
„9%, nici unul dintre numerele ata nu e mai mâre: decât. toate 

numerele de forma aa; 
30, nici unul dintre numerele d-1-b' nu e măi mic decât toate 

numerele de forma d, a a 
Să arătăm că există un r.umăr real A și numai unui, mai mare 

decât toate numerele a--a' şi mai mic decât toate numerele bb.
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In adevăr, punând în clasa A orice număr raţional care e mai mic de- | 
cât toate numerele de forma b-+-b' şi în clasa B toate celelalte numere 
raţionale, am format tăetura (A, B), care. defineşte un număr real 7. In 
particular, în clasa A sunt toate numerele de forma a-t- a” şi în clasa 
B toate numerele de forma d -+-2d? și cum nu există un număr, care să 
fie cel mai mare de forma ata și pici un număr.cel mai mic de 
forma bd -ţ- d", trebue să avem 

a + a < Y <b XE p. 

Numărul - X este unic. In adevăr, dacă ar fi două numere Ă, şi 2 
(A, 32) care să satisfacă la neegalitatea precedentă, am avea, pentru 
toate numerele a, a',:b, b' considerate, neegalitatea 

d — du <(04+5) )—ta+a)=5—ati —a, | 
„ ceeace este imposibil, deoarece există numere «, db, a,b pentru 

care diferențele î—a și b'—a' pot fi ori cât de mici, în particular 
mai mici. decât 22. Numărul astfel definit se numeşte suma nu- 

- merelor reale ], A”. Vom serie dar 

AVI 
Din această difiniţie a adunării, care cuprinde ca un caz particular 

adunarea numerelor raţionale, reiese proprietatea comutativi 

AAA ” 
In mod analog se defineşte suma a mai multor numere reale și 

se verifică proprietatea asociativă 

at (B+p=atBrr 
Să verificăm că suma numerelor A şi A, unde A” este simetricul 

lui A, este nulă. Se vede imediat, în acest caz, că numerele de e] 
a-+- a' sunt toate negative şi numerele de forma 5-+-B' sunt toate po- 
zitive; deci 4A+y'=0. 

ScăneneA. Pentru a scădea un număr A din numărul 4, vom adăuga 
numărului p pe A”, simetricul lui A; rezultatul d al seăderei îl numim 
diferență, deci 

d=p-ă. Sh 
Se vede imediat că, dacă adunăm pe , cu d, căpălaa pe 4, con- 

form definiţiei obișnuite a scăderei, deoarece 

d= (ni) +i= e Atr)= 
Se mai poate serie 

d=pu—)
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ÎNMULȚIREA. A şi A” fiind două numere reale pozitive, să: considerăm 
toate numerele raţionale şi pozitive a, d, a', d, care verifică - neegalităţile, 

a<Zi<b , a aa. 

Produsele de forma aa' sunt mai mici decât cele de forma bb' 

şi cum există diferențe de formele b—a şi b'—a”, care să fie ori cât 
de mici voim, rezultă că sunt şi diferenţe de forma vo —aa' oricât de 

mici am voi. Raţionând atunci ca în cazul adunării, vedem că există un 

număr real și pozitiv A”, şi numai unul, mai mare decât toate produsele 
de forma â a” şi mai mic decât cele de forma bb', Acest număr se nu- 
meşte produsul numerelor A şi 7“. 

Vom scrie dar a 
Ad =ă. 

Regula semnelor se extinde imediat în cazul cână unul sau ambele 
numere A], X' ar fi negative. | ! 

Proprietăţile comutative, asoțiative şi distributive reprezentate” prin 
egalităţile. 

aB=fa , a(0=a8r, (Pc) ag ay, 
se verifică imediat, - : 

Un produs de mai mulţi factori nu poate fi mal, decât dacă unul! 
din factori este nul, 

Se mai verifică uşor că produsul unui număr prin inversul său 
„este egal cu 1. 

IMPĂRȚIREA. Pentru a împărți un număr A printr” un număr bb vom 

înmulți pe A prin pu, inversul lui u. Rezultatul c al acestei operaţii se 
numește cât. Se verifică imediat că pe=A.. 

Mai putem scrie 

A d | 

PUTERI RAŢIONALE. Dacă n este un' număr întreg și pozitiv, ridica- 

rea la puterea n a unui număr A este o consecinţă imediată a definiţiei 
înmulțirii, 

Să definim rădăcina aitmeţicăi de ordinul n a unui număr pozitiv A. 
Vom separa totalitatea numerelor raţionale pozitive în două clase A și 

B; în clasa A vom pune acele numere raţionale, care ridicate la puterea 

n-a ne dau numere mai mici decât A, iar în clasa B vom pune cele- 

lalte numere raţionale pozitive. Am format astfel o tăetură (A, B), care 
ne defineşte un număr numit rădăcina de ordinul n din A şi pe care 

=c 

îl însemnăm prin Ț3



8. , MULȚIMI, = LIMITE, 

, . | , n | . i - . „Se vede imediat că numărul Vi astfel definit este irațional, afară de 
cazul când 2 ar fi puterea a: m-a a unui număr raţional. 

Prin definiţie avem apoi - 
- m n . . ” B 

it= Jin „W=l, Ar = 

unde m şi n sunt numere, întregi pozitive şi un număr raţional. 
| Aceste definiţii sunt suficiente“ pentru a stabili, fără nici o dificul- 

x tate, regulele de calcul cu exponenţi raţionali pozitivi sau :negativi. . . DP 

—_ + 

. EGALITĂȚI ŞI NEEGALITĂŢI. Se poate arăta. ușor că regulele elemen- 
tare cunoscute de transformare. şi de combinare a. egalităților și neega- 
lităţilor subzistă și pentru numerele astfel generalizate. : 

9. Corespondența. între mărimi și numere, Numerele reale se în- 
trebuințează pentru a exprimă măsura mărimilor concrete. :Se admite, 
ca un postulat, că, Qacă unitatea de măsură a fost aleasă, la fiecare can- 
titate dintr'o mărime corespunde un număr şi reciproc. . - 

Să considerăm o dreaptă nesfârşită pg care vom Tua : 
10. un punct O ca origine; 
20. un sens pozitiv, de exemplu dela O spre dreapta; 
30, un segment unitate OA în sensul pozitiv. o 
Vom zice că „punetele O și A corespund respectiv numerelor 0 şi 1. 
La orice punct P depe dreaptă va corespunde un număr real a = OP 

bine determinat, pozitiv dacă punctul P se găseşte de aceeaș parte cu” A faţă de O, negativ în caz contrar; și reciproc, la, oricare număr real a 
corespunde un punct P(a=0P). “Ținând seama de această reprezen-” 
tare geometrică, vom puteă zice, de aci înainte, în loc de numărul a, 
punctul a şi invers, _ | e e 

- 

zicem că avem o mulțime de numere. , 
„Spre exemplu, putem consideră mulţimea numerelor raţionale, mul- 

țimea numerelor. cuprinse între O 'șil1, mulțimea numerelor întregi și pozitive mai miei decât 100, ete. .- a 
Dacă mulţimea_ este formată. dintr'un număr. finit de numere, atunci 

unul din numerele mulțimii este mai mare decât celelalte. Când mulţi- 
mea cuprinde un număr înfinit de numere, nu mai putem afirmă acelaş 
lucru ; 'așa, de exemplu, în mulțimea numerelor. negative nu există nici un număr mai mare decât toate celelalte. Aceste constatări ne conduc 
la noţiunile de margini ale unei mulţimi. 2 EI 

y —>= 6, Marginile unei mulţimi de numere, Când avem un număr finit — sau infinit de numere, care se bucură toate de o proprietate comună, 9 
c 

3



"MULȚIMI. : | 9 

„O mulţime este mărginită superior. sau 'la dreapta ('), dacă "putem 
determină un număr A mai mare decât toate numerele mulţimii ; | este 
-mârginilă inferior sau la stânga, dacă putem determină un număr « 
mai mic de cât toate numerele mulţimii. Dacă mulţimea este mărginită 
şi superior şi inferior, zicem că este mărginită. ÎI e 
„MARGINE SUPERIOARĂ. Fie (4) o mulţime de numere: mărginită supe- 

rior. Faţă de această mulţime putem - despărți toate numerele reale în 
“două clase A şi B. Vom zice că un număr n,este din clasa A, dacă 
există cel puţin un număr, din mulţimea (n), mai mare de cât n: în 
caz contrar n este din clasa B. Cum am presupus mulţimea (4) mărgi- 
nită superior, este evident că arem numere din ambele clase şi: că orj- 
ce număr din clasa A este imai mie decât orice număr din clasa: B. 'î: 

Să arătăm că există, un număr A, care desparte aceste două clase: 
-adică orice număr mai mie “decât: A este în clasa A şi orice Tumăr mai 
mare decât A este în clasa B. In adevăr, zic că nimărul A/ este nu- 
mărul definit prin tăetura-(F, B) făcută în. mâdul următor. în: totalita- 
tea numerelor raţionale: luăm în clasa inferioară Fi toate numerele ra- 
:Hionale cuprinse în A și în clasa Superioară B toate numerele raționale 
„cuprinse în B. Așa fiind, orice număr rațional mai, mare decât 'A/ este 

în. clasa B și orice număr raţional mai. mie decât A/ este în clasa A; 
“Un număr irațional mai mâre decât AI, este mai mare decât o infinitate 
de numere raționale mai mari decât A, adică din clasa B, 'deci şi acel 
mumăr irațional este în clasa B; tot astfel se vede că orice număr ira-. 

"“ţional mai' mic “decât A/ este în clasa A. Da Do a 
Acest număr_AM se bucură de urmiăitohrele_ două proprietăţi : 
10. Nici un număr din mulțimea (n) mac este mai m fotecăi AL. 
20, Oricât de mic ar fi numărul pozitiv e, există întotdeauna, în -mulținea (4), am. număr niai mare decât AM — e, IDE 

4 

“In adevăr, dacă ar exista în mulţimea (n) un număr de. forma 
M-A, (1>0), atunci numărul [4 2 ar i în clasa A, ceeace este 
„absurd. Proprietatea 90 esie şi-ea o consecinţă imediată: a. definiţiei -nu- 
mărului AM: numărul J/ —e face parte din clasa A, deci avem, în mul: 
“țimea ([) cel puţin un număr mai mare decât J—s. e 

Numărul ]/ astlel definit se numește marginea superioară a.mulțimii 
«(p); el poate face parte sau nu din mulțimea (p). . : : 

î , | „ 
EXEMPLE, În mulţimea de numere fracționare 

| (Ia. ., = 2, Bee. 

ÎN ai Cai 
(') Având In vedere reprezentarea geomeirică a numerelor, ! 

- 

==
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avem M= 1 şi acest număr nu aparţine mulțimii, pentru că nu este tracţionar, Dar 

în mulțimea numerelor al căror patrat nu este mai mare decât 2, avem 41=V2 și 
el aparţine mulțimii considerate. . 

ÎMOosenvăau. I, Se vede imediat că nu putem avea decât un singur: 
Tiufnăr, care să se bucure de proprietăţile caracteristice ale numărului MN. 

II. Dacă M nu face parte din mulţimea (4), atunci în această mul- . 
țime există o infinitate de numere mai mari decât M—e. Căci dacă 
nu ar exista decât un număr finiţ, atunci cel mai mare dintre aceste. 

numere ar avea toate proprietățile numărului A/,. ceeace este imposibil.. 

"MARGINE INFERIOARĂ. In mod analog se arată că, dacă o mulțime- 
(n) este mărginită inferior, există un număr m, numit margine inferioară 
a mulțimii şi care se bucură de următoarele două proprietăţi: 

4 10, Nici un număr din mulțimea _(p)_mu este mai mic decât m. | : 

„7 90, Oră câl de mic ar fi humărul pozitiv e, există întotdeauna um. 

număr din. mulțimea, (n). mai mic decât me». E 
i 

pr 7 

7. Punct limită. Unei mulţimi de numere îi corespunde o mulţime. 
de puncte pe o dreaptă dirijată, numită mulțime liniară. Punctele unei. 
mulţimi mărginite sunt toate pe un segment de lungime finită. 

„= Fiind dată o mulţime liniară, un punct p este numit punct limită. 
sau punct de îngrămădire, atunci când există o infinitate de puncte de- * 

ale mulţimii în vecinătatea lui p, sau, mai precis, atimei când există o- 
infinitate de puncte de ale mulţimii între p—e Şi . pre e fiind un 
număr pozitiv arbitrar, oricât de mie.NOin :- - . 

Să arătăm că: o mulțime liniară (p), mărginită, care cuprinde o: 
infinitate de puncte, are cel pu puţin un punct limită, i. - 

În adevăr, fie a și b extremităţile intervalului a b, care conţine. | 
toate punctele mulţimei (pu); să-l împărțim în două părţi egale prin pune- 
tul c. Dintre intervalele ac şi cb unul cel puţin va -conţine o infinitate- 
de puncte de ale mulțimii (p). Fie au 8, acel interval. Operând asupră 

- intervalului as d, cum am operat asupra lui ab, și aşa mai' departe, 
obținem segmentele ab, ai d, a282, ou, fiecare fiind jumătatea celui 
dinaintea lui şi în fiecare găsindu-se o infinitate de puncte de-ale mul-. 
țimii” (p). Cum avem aa Dn == 22 , vedem că după un număr destul de. 
mare de operaţiuni, segmentul an ba, care continuă a conţine un număr: 
infinit de puncte de-ale mulțimii, poate fi făcut mai mic decât un nu- 
măr pozitiv flat 2e, oricât de mic ar fi el. 

Fie_p limita comună către care tind numerele aa dn, când n creşte: 
_la infinit. Punctul p_e un punet limită al mulţimii (p). 

Un punct limită al unei mulţimi poate aparţine sau nu acelei mulțimi.- 
> (a



MULŢTMI. 

. a 7, 
EXEMPLE. Dacă considerăm m hmea de puncte 

1 1 4 1, 1, d a... fa a... & 
y 

atunci zero, adică originea, este un punet limită şi el! „nu aparţine m multimii, Dia contra. 
în mulțimea de puncte ae | 

11 aeee 1-2 d 

1 este punct limită şi el aparţine acestei mulțimi, - 

O mulţime de puncte poate avea mai multe puncte limită, sau: 
chiar o infinitate. Este evident însă că, dacă o mulțime “este formată. 
dintr un număr finit de puncte, nu are nici un punct limită, 

8. Cea mai mare limită. Dacă o mulţime mărginită (4) are mai: 
multe puncte limită, atunci marginea, superioară L a mulțimii formată. 
de aceste puncte limită, se cheamă cea mai mare e limită, iar marginea 
inferioară 7 cea mai mică limită. 

Din această definiţie şi din .cele ce știm asupra punctului | limită. 
reiese că: 

10. In mulțimea (e) avem o infinitate de. numere care sunt mai mari. 
decât L—e şi mai mici decât L-+ke şi o infinitate de mumere care sunt * 
mai mici decât.l-+e şi mai mari decât 1— e. - 

20, Nu putem avea în mulțimea considerată decât un număr finit: 
de puncte la stânga punctului l—e sau la dreapta punchului Le Mt: 

EXEMPLU. In *fulţimea în care primele 4 numere sunt DE iau) 

17, a 
18? 

iar toate celelalte numere, în număr infinit, se calculează după legea următoare : L- în 

tn Sa-i pentru n=mei 

1 Ă Lă Pa un =2— „n ami, o 7 pr 

3, 8. 4 = = = 2 

nl =» n=m44-3, 
ză 

un =1+i i n= m4, Si îi Si 

cea mai mare limită a mulţimii este 2, iar cea mai nică Jimită este 1; mmargimea, 
superioară a mulţirii- este 3, iar marginea inferioară € + 

Dacă mulțimea - (e) are numai un singur punct limită, L şi L co- 
incid cu acest punct, ! 

__Se poate întâmpla ca numerele. L şi 7 să coincidă respectiv. cu. 
marginile superioară şi inferioară ale mulţimii (p). 

i i 

i 
II. = VARIABILE REALE. — LIMITE, 

g Variabila reală. O cantitate care, trece printr'o infinitate de 
valori reale, se numeşte o variabilă reală. Zicem că variază în inter:
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valul (a, 5), când z poate lua toate. valorile cuprinse între a:și d, îm- 
preună cu aceste valori extreme. Vom presupune, când nu vom specifica 
contrariul, a <b. Deci în acest caz a este marginea inferioară şi b mar- 
ginea superioară a intervalului (a; 0),..ambele 'acessibile pentru valorile 
lui ; intervalul (a, d) este zis închis... i a 

Dacă z nu poate lua: yaloarea a, sau valoarea d, sau ambele valori 
a și d, zicem că intervalul este deschis şi că marginile. nu sunt accesibile; 
în acest caz vom însemna intervalul în care variază z prin. (a—-0, 3), 
sau (â,.b — 0), sau înfine (440, 3—0) mai II 

10. Limita unei variabile. Fie o variabilă z;, care trece. succesiv 
printr'o infinitate. de valori, aşezate unele după altele -după o anumită 
lege. “Zicem că z tinde către d limită a dacă, ori cât de mie ăr fi .nu- 

„mărăl e pozitiv, putem, găsi.o valoare a â lui z, astfel ca, pentru toate 
valorile pe care le ia z după ap, să avem. neegălitatea 

(Di pe = leal<e „A .- - 
$ 

In acest caz scriem: lim z=a. 

- OBSERVARE. Condiţia. (1) se mai poate scrie Sa 

| a-e<zsate : 
„. Din această definiţie rbiâse“ că. $ Văziubilă nu poate tinde. în acelaş 

timp-către două limite diferite a și d, căci cânfităţile |z—a]| și lz—bl 
devenind mai mici decât e, din le—al <s, le—bl <e, deducem 
lb—al| <2e, ceeace este imposibil de oarece e poate fi luat ori cât de 
mic voim, | 

: Dacă a creşte şi devine 'mai mare decât orice număr .A, oricât de 
mare, zicem că tinde către -l- oo şi scriem: lim = + oo. 

Tot astfel dacă z descrește și devine mai mie decât orice număr 
negativ dat, zicem că z tinde către — 00 şi scriem: lim z=— co. 

1 

4 11. Principiile teoriei limitelor. I.. Dacă variabila x crește _me- 
contenit, rămânând însă mai mică decât am mnnăr fiz A, e are o limită şi această limită este mai mică sau cel mult egălă cu 4. 

In adevăr, mulţimea valorilor ce le poate Tăă 7 fiind: mărginită Superior, avem o murgine superioară a acestei mulţimi, pe care: să o notăm cu J/. Variabila nu poate deveni mai mare. decât A/, dar ajunge mai mare decât M —e (6); odată această valoare ajunsă, varia- bila z fiind crescătoare, se va apropia necontenit și mai mult de 3. Deci 1/, evident mai mie sau egal cu A, este limita variabilei z. 
În mod analog ':se arâtă că: dacă variăbila 7 descrește necontenit dar rămâne mai. mare decât un număr B, atumei a are limită și acen=__ stă limită este mai mare san cel. parfiaa egală cu_B, e 

  

 



me, e Suna A —>=18 
du 1 = (—>B. 

II. Fie z şi y două variabile âvând ca limite pe « şi B, vom avea. 

lim (ip =at8 » lim(zp=aţ , lim(2)=3, — ] 82 
dacă în ultima egalitate presupunem pe B diferit de „zero. 0 

Primele două egalităţi sunt aproape evidente. Vom demonstra pe 
cea din urmă. Să punem z=a-h și y=B-E, unde h şi & sunt va- 
riabile având ca limită pe zero (fiindcă lhi=lz— ale). Vom avea 

Aa _ath_a: sh-ak 
„A BFk 8 B64+H) . 

Cum f este diferit de zero; putem: face ca această ultimă fracţie 
să fie mai mică, în valoare absolută, decâi orice: număr pozitiv. Deci 
= limită pe. 7 are ca ă pe = _ 

Propoziția precedentă se poate enunţa sub o formă mai generală. - 
considerând sume și produse de mai multe variabile, dar în umăr finit. 

Mai general: | i 
II, Fie R (2, y, 2,...) o expresie rațională de un număr finit de. 

variabile z, y, z,..-, adică o expresie al cărei caleul mu cere decât cele- 
patru operațiuni fundamentale ; dacă variabilele a, Y, Z,... au respectiv 
ca limilă pe «, B, y,..-. atunci R (x, y, 2...) va avea ca limită expre- 
siunea R (a, Ș, ș.... - i si 

Pentru valabilitatea acestei propoziţiuni se cere, ca în cazul când: 
în expresiunea R avem operaţiuni de împărţire, împărţitorul să nu aibă 
o limită nulă. ! ” 

*. 

IV.. O variabilă a cărei . valoare rămâne. cuprinsă necontenit între: 
valorile corespunzătoare ale altor două variabile, care au acocaș limită. 
finită, tinde câtre această limită. ” Sa 

In adevăr, dacă z rămâne cuprins între variabilele uși v, care 
tind amândouă către acelaş număr finit a, z—a va fi cuprins între di- 
ferenţele'u — a şi v— a, care tind către zero. Prin urmare z—a tinde: 
către zero; deci z are ca limită pe'â. 

12. Când am obţinut o relaţie între mai multe variabile, care sub- 
zistă pentru 'o infinitate de valori ale variabilelor, bazându-ne pe prin= 
cipiile precedente, putem înlocui în acea relaţie variabilele prin valorile: 
lor limite, Această operaţiune se numește trecere la limită. | 

Să dăm câteva exemple de trecere la limită. 

- 1. Fie un număr fix a>1 și m un număr întreg și pozitiv. 
Vom avea an> 1. Din identitatea amte= am ap; unde p este un. 

întreg pozitiv, deducem că a” creşte în acelaș timp cu m. 
„Să arătăm că a” tinde către -t oo cândem creşte necontenit. 

1
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In aer, d din identitatea 

—1=(a— 1) (U-ra+.. re) 

-deducem, intră seama că a> 1, 

an — 1 > m(a— 1) 

:5au, făcând a=1-+h, cu > 0, avem 

(Ph > Lb, 

Este deci suficient să arătăm că putem alege un număr întreg m 
-aşa încât să avem, oricât de mare ar fi numărul dat A, 

I / „L+mh>A. 

Această neegalitate este. satisfăcută, dacă luăm numărul întreg m 
A—l 

mai mare decât — 

- Dacă a este un număr pozitiv mai mie decât 1, el va fi inversul 

“unui. număr pozitiv b> 1. Deci an = ga" De aci rezultă că în acest caz 

„puterile succesive ale numărului a merg. ; deserescână şi tind către zero 
-când m tinde către -+- 00, . | 
=" Să trecem acum la exponenţii fracţionari. Să arătăm mai întâi 

- că rădăcinile succesive ale numărului a>> 1, descrese când indicele creşte 

-şi au ca limită unitatea, când indicele tinde către 4-0. In adevăr, se 
- verifică imediat că 

m-+l m 

a . Va< Ya. 
Pentru a stabili și partea a dona este suficient să arătăm că pu- 

"tem alege pe m destul de mare, așa încât, ori cât de mică ar fi canti- 
“tatea pozitivă E, să avem 

Ă m 

Va—1<e 

: sau, ncegalitatea echivalentă, 

a<(+-9”. 
Pentru aceasta e deajuns să luăm pe m așa încât a<l-t-me.: 
Se arată tot astfel, că daci numărul pozitiv a este mai mic decât 

«unitatea, rădăcinile sale succesive cresc și au ca limită unitatea. 
Lu 

Dacă fracţia raţională “> tinde către zero, a? are ca limită unitatea. 

“In adevăr, dacă n este pe înioagă a fracţiei =, avem - 

LL) 

. i <z <3 > 

,



LIMITE: 15 

m 

deci a fiind presupus pozitiv, după cele ce preced a” e cuprins între 
n n+i . 

Va şi Va; cum = tinde către zero, va creşte nemărginit şi prin 
Si | | 

urmare (11, 1V) a” are ca limită unitatea. 

Tot astfel se vede ușor că puterile fracţionare pozitive ale lui a 
merg crescând, când exponentul crește, dacă a> L şi merg descrescând 
dacă 0OCa<l. 

„90. Dacă variabila tinde către --oo > ese evident că 

lim = +-o şi. lim 2-20, 
a 

"oricare ar f întregul pozitiv 7 

“Să ne folosim de acest rezultat pentru a găsi limita raportului a 
două polinoame întregi în 4 

ot eg zi, -F ea 
d d aa IF. -F dai 

„când variabila z tinde către -l- oo. Impărțind numărătorul şi numitorul 
cu 2? şi trecând apoi la limită, vedem că limita raportului considerat 
este: infinită, dacă n>m; zero, dacă n<m; a Fă dacă n=m 

30, 

știe din trigonometrie că, pentru arăele! & din primul cadran. avem 

sin 2 <a. taz .* 1< 2 < 1 
sin 2 cosz 

                                              

  

Făcând pe z să. tindă către zero prih valori pozitive, cum a Tă- 

mâne cuprins între două cantităţi care au ca limită 1, vom avea UL. IV) 

sin 4 
lim—— =, 

Pentru z negativ, putem scrie 

"sing __sin(—2) - 
z CC—a 

și raportul are tot limita 1. | 
n - . 

pd Să arătăm că expresiunea: (122 1) are o limită bine deter- 
minată, când numărul întreg n creşte nemărginit, Din identitatea 

i 110) Urat) 

. î
n
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deducem, a fiind pozitiv și mai mie decât unitatea, mu 
. * fn Y 

' l-a<nl—a ă | 7 Y. 

“Făcând pe a=1 22, căpătăm a % V N 

a A NA o 

(1—4) >1—L; : LA 
2 , AZ CĂ 

IN) ! i . n . - - 

de unde, împărțind cu (1-2) ambii membri, suntem conduşi la ne- 
egalitatea + - , 

” 1 n—l AR . - 

— J ÎN 

| 1 n , (24+1)'> (+, 
n Pa 

care.ne arată că expresia, (1-2) crește cu numărul întreg n. Pen-.: 
tru a putea arăta existența limitei cerute, este deci suficient să aratăm 

  

n 

că mulţiniea valorilor ce ia pă 1) e mărginită (UI, ID. Pentru aceea 

vom folosi neegalitatea | 

  () Upon re 2 nn 02) a. 
1.2.3 

unde O<a<l, jar * un întreg mai mare ca 3,. Neegalitatea () se 
verifică imediat pentru n == 4. Presupunând această neegalitate adevărată: 
pentru 2, vedem uşor, înmulțind ambii membri cu l—a, că subzistă 
pentru n+ 1. Ea este deci adevărată pentru orice număr întreg n> 8. 

„Făcând, în (1) a=2, vom avea 

pf 1) [n if, 2) | 
+) > (1-4) esta) 

sau - - 7 

Cum însă _ Sa 3 

” deducem „că 

  

7 

. a n = Mulțimea valorilor ce ia (1 +4) este deci mărginită. 

Limita expresiei [1-|--1| „a cărei existență am demonstrat-o, se p Tr] o»: € 
. . ” . p pă



  
| 
i 
o 

. 

Psi Pentru a stabili propoziţia noastră să formăm diferența. 
îi . . 

a | 
SS 

MULȚIMI, 17 

 însemnează cu e. Din cele arătate vedem că e este cuprins între 2 şi 3. 
Vom indica în altă parte mijlocul de a determina numărul e cu mai 
multă preciziune. Valoarea sa apropiată este” 2,7 1828 1828. 

50, Dacă ba crește şi: devine infinit odată cu n şi dacă raportul 

(n -+-1 — dn 

(1) Dn ţi —— ba 

„are o limită pentru n infinit, atunci Şi raportul Z are aceeaş limită. 
In adevăr, fie A limita raportului (1). Din definiția limitei unei can- 

tităţi variabile, reiese că putem determina un număr întreg A aşa că, 
pentru toate valorile lui n >, să avem ” 

Eni —da Ie CI CA+s, SD SAt 
= find un număr pozitiv oricât de mie voim. “Ceeace se mai poate scrie 
ținând seama că ba: — d. este pozitiv, | N 

(A—6) (baţi — dn) Cani — aa CAFE) (Bai — da). 
Făcând în aceste neegalităţi pe n» succesiv egal cu Y, V+I],. .., 

V-+p—l şi adunând ncegalităţiie obţinute membru cu membru, ayem 

A) (Op — du) Cani — au <A) (Bra — du) 
Ceeace se mai poate scrie 

o o Qo—au _ o o 2) dai SAT &n: - a. 

unde |e [Ce șin>. 

bn — N a Da (Ba — bn) ” 
? 

sau, înlocuind pe aa prin valoarea sa scoasă din (2), vom avea 

(A-k e.) bu — N N 

„Un 

e 

d=— 

Trecând la limită, adică făcând pe m să tindă către 00, vedem că 
lim d==0, căci ax și bu sunt numere determinate pe când d,, prin ipo- 
teză, devine infinit cu m. 

Deci | 
1. (n . On — ON 

LR im ba Im În Îi bu 

conform egalităţii (2). . - 
C.D.1. 
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EXERCIŢII 

A 1. Când z crește ncmărginit, să se precizeze dacă fracţia - 

mit azt-t- bețe 

Bhat+azr+y 

tinde către unitate prin valori supraunitare sau subunitare. 

__ N. Impărţind numărătorul şi numitorul cu ză se vede imediat că: 

10) dacă a >a fracţia ee apropie de limită prin valori > 1; 20) dacă a<a 

fracția este subunitară pentru z destul de mare. Dacă a=—a, vom  Impărți numărăto- 

rul și numitorul fracţiei date cu z, în loc de Î ete. 

2; Ra), S(u), T(u) Gind trei polinoame Iatregi | în u respectiv de gradele 7,3 

şi r--s, să se determine limita expresiunei . 

R(z) Sl) 
Te+y 

când a şi y crese nemărginit, așa fel încât lim P=a. 
. y-. 

N. Expresia dată se mai poate scrie 

[ = TI Ă R (2) Sp) (a-b)rts 
zFy) lz-Fy] ar Xp X Tzty) 

Luând limita fiecărui factor, găsim că limita expresiunii date este 

e lo 
unde p, e şi 7 sunt coeficienţii termenilur de gradul cel mai înalt în polinoamele R, S,T. 

  

3, Dacă an are ca limilă a când n creşte nemărginit, să se arate că 

lim 
. li +2 a) =e“. 

R, Din cele ce se vor vedea la nr, 14, rezultă că 

. i Ala 5 
n 

abers [ei] zei 
. a ' ? 

| a , 

Ținând seama și de neegalităţile 

   
           

deducem limita cerută, 

a Să se arate că avem 

în PE i 
N=00 EI) mp pl 

2 Bind un număr întreg pozitiv,
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R, Se va folosi propoziţia 50 dela nr, 12, punând 

an IP 2P a şi bnr. ! 
4 5. Să se arate că expresiunea, | 

E (parta) (n-ta 2) ... (2n-4- a) 
(n+1) (n-k2) .. 2n 

unde a este un număr pozitiv, are o limită, când n creşte nemărginit. 
R. Se va arăta mai întâi că 

| +a >zo>( +) 
de unde rezultă (Exerciţiul 3) că mulţimea valorilor pe care le ia E (n) este mărgi- 
nită. Se va forma apoi raportul End)   şi, ținând seama, de exerciţiul 1, se va pu- 
tea preciza, dacă E (n) creşte sau descreşte, când n crește. 

6. Se consideră şirul de egalităţi 

wu=Va, = VaFua, ..:3 un= Varuna, sep 
unde a este un număr pozitiv, Să se arate că un are o limită pentru n infinit şi să 
se calculeze acea limită, 

R, Se va arăta că up. creşte cu n rămânând mai mic. decat un număr fix; deci (11, 1) ua are o limită, 
. Dacă a este acea limită, vom avea aaa, Cum a trebue să “fie pozitiv, 

deducem că pila, | 

7. tie p şi g două numere pozitive, p > a și E 

— Bra o 2 NE n=3 apa | Tab ID 

pe Pe e=Vaa - qa ” 

SRR st 
, + ab 2 Lai 

Papa = PE n an+1== Vpa an « sa. , „. 4 

” a t 
Să se arate că pn și qn au aceleaşi limite pentru n. infinit, . au 

T. Se va considera şirurile | | 

(1) Pe Pio Po ces, Pay ee. 

(2) 9; Qin Q25 sc. Qn, sc. 

Se va arăta că; pa descrește când n creşte, dar pn >a: an crește cu 2, dar 
în >p. 

"Pe de altă parte se vede că 

pu <, pg CA <A, . 
deci 

PA pn — 9n <a 

d



  

CAPITOLUL II. 

FUNCȚIUNI. 

[. — FUNCȚIUNI DE O VARIABILĂ. 

13. Generalităţi. Zicem că două variabile Și y sunt funcțiuni 
una, de alta, atunci când există o dependență (o legătură) între valorile” 
ce li se pot atribui. Se consideră, în general, una din variabile, de 

: exemplu z, ca independentă. Valorilor arbitrar alese pentru z, corespună 
"valori determinate pentru +. In acest caz se'zice că 4 este funcție de 
“a 'şi această dependenţă se exprimă prin . 

y=Ff(o) 
Funcțiunea f(2) este definită în intervalul (a, 3), atunci când la 

orice valoare dată lui z, în intervalul (a, b), corespunde o valoare de- terminată pentru f(2). voua 45. * : 
Funcțiunea f(2) definită în întervalul -(a, d) este crescâloare în 

acest interval, dacă pentru orice valori 2, < 2 din acest interval avem 
fa) Sf(). Funcțiunea e descrescătoare în intervalul (a, d), dacă pentru orice valori 2X 22 din acest interval avem f(z) = f(2). 

Fie (k) mulţimea valorilor unei funcțiuni f() definită în intervalul (a, d); dacă mulţimea (e) este mărginită, zicem că funcțiunea f (2) este mărginită în acest interval, Marginile superioară 1/ şi inferioară m ale mulţimii (p) sunt marginile superioară şi inferioară. ale funcţiunii f (2). Diferenţa A/— m se numește oscilația funcţiunii în intervalul (a, d). 
OBSERVĂRI. Pentru ca o funcţie să fie mărginită întrun interval (a, d) nu-i deajuns să aibă valori tinite pentru toate valorile lui z din acest interval. De exemplu, să definim funcția f (2) în intervalul (0,1) în felul următor: 

F (0) =o0 şi f0=2 pentru 0o<z<i; 

Ff(z) are deci o valoare finită pentru orice valoare'a lui 2 din intervalul (0,1) şi cu 
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toate acestea nu este mărginită în sensul pe care l-am dat cost cuvânt, „căci ori- 

cât de mare ar fi numărul A, avem f(2) > A pentru 0o<z< Z 

20, Se poate ca o funcţie moărginăă într'un interval (a, 8) să nu ia, pentru nici 
- valoare a variabilei, valoarea A/ sau m. , 

-De exemplu, funcţia f (2) definită în intervalul (0,1) prin condiţiile 

f00)=o0 şi f(=1—2 pentru o<zsr 

are marginile m=0 şi A[==1; marginea inferioară este atinsă de f(2). pentru r=0 
şi z=1; marginea superioară nu este atinsă pentru nici o valoare a lui &. 

11. Funcţiuni elementare, FUNCŢIA EXPONENȚIALĂ, Definiţia funcţiei 
exponenţiale A* va rezulta din cele ce ştim asupra exponenţilor fracţio- 
mari. Am văzut (4) ce se înțelege prin A*, când A este un număr pozitiv 
oarecare şi « un număr fracționar. Să. definim acum operaţia A*, când 
z este un număr irațional pozitiv definit prin tăetura (4, B). Vom fo- 
losi şirurile de numere 

! a SS Sa 

d SS bu 

definite anterior (3) aşa ca 

  

1 
2 (a <A <a şi bn — an = 11 = £, 

Vom arătă, că numerele An şi Ab au acecaş limită când w crește 
nemărginit ; această limită, prin definiţie, este valoarea lui Ax, 

Să presupunem, pentru fixarea ideilor, 451; în acest caz Mn. 
merge crescând cu n, dar rămâne mai mic decât 22 (d fiind un număr 

oarecare din clasa B). Deci Ada are o, limită L. Să considerăm diferenţa 

Ada — An = a. (45—1). 
Când n creşte nemărginit, e tinde către zero şi deci (12, 10) 2€ 

tinde către 1. Prin urmare 

lim Ada — lim XA — L, 
Proprietăţile 

EP =, Ama, ri 

se extind uşor la cazul când exponenţii sunt iraționali. 
+ 

OBseRvARE. Funcțiunea a* unde a>> | creşte dela 0 la co, o, când 
2 creşte dela —co la -+-oo (12, 10).
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FUNCȚIA LOGARITMICĂ. Fie a>1, Logaritmul unui număr pozitiv z, 
în sistemul de logaritmi cu baza a, este puterea y la care trebue să 
ridicăm pe a, ca să căpătăm pe z, adică să avem 

W =, 

Orice număr. pozitiv are un logaritm şi numai unul, după cum 
reiese din observarea, precedentă. Corespondenţa între numărul z și lo- 
garitmul său y se însemnează prin 

"yoga z. 

Din proprietăţile funcţiei exponenţiale rezultă proprietăţile fancţiei 
logaritmice : i 

loga 4 9 == loga u + loga v, loga (4) = loga u, loga z log a = log z. 

Logaritmii natural; au ca bază uumărul e, po care l-am definit 
(12, 40), dar căruia putem să-i dăm acum o definiție mai largă. Să 
arătăm că dacă numărul & tinde către zero, într'un mod arbitrar, vom avea 

r 

a=0 

1. 
. lim ((+a)e=e. : 

. a ai , ÎS Q 

In adevăr, dacă a este pozitiv, - este cuprins între două numere 
întregi consecutive n şi n-l-1, care crese nemărginit când & tinde către Q. 

Avem deci 

ţi + | <
a? 

1 
Prin urmare cantitatea (ka) fiind cuprinsă între două cantități, 

care au aceeaș limită e, va avea ca limită e. Dacă a este negativ, 
punând 

Lreortai 
$ tinde către zero prin valori pozitive, și avem 

Lu LL 
(da =(+8) (U+-pk, 

așa că suntem conduși la cazul precedent a>0. 

FUNCȚIUNI TRIGONOMETRICE, Din cele şease funcțiuni trigonometrice, 
sinz, cosz și tg sunt cele mai întrebuințate în Analiza Matematică.    
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Presupunem cunoscute din trigonometrie, proprietăţile elementare ale- 
acestor funcțiuni, Va, trebui să ținem seama, însă că de câte ori vom în- 
tâlni aceste funcțiuni, variabila z înseamnă, măsura unghiului în radiani (i). 

FUNCȚIUNI TRIGONOMETRICE INVERSE. 10, Intre un are Y şi linia trigo- * 
nometrică sinus corespunzătoare avem o dependenţă, "pe care o notăm 
z = siny, dacă considerăm pe ca funcţie de y; sau y=aresin %, 

. Fă . v . . tu . - . zisă funcțiunea inversă a sinusului, dacă considerăm pe y ca funcţie 

de z. Când y creşte de la —7 la 4-7, a ia o singură dată toate va- 
lorile cuprinse între — 1 și +1. Numim valoarea principală a funcţiei: 

arc sin z, valoarea cuprinsă între —z și zi pe aceasta o vom consi- 
dera-o întotdeauna, când nu vom preciza contrariul. Este ușor de văzut: 
că pentru o valoare dată lui z, avem, în afară de valoarea principală 
corespunzătoare a lui y, o infinitate de alte valori cuprinse în formulele: 

y = are sii 2kr y= (a — are sin 0) 9 r 

unde & este un întreg pozitiv sau negativ, iar aresinz are valoarea sa: 
principală. | - 

:20, Funcţia y — are cosz va avea, valoarea principală cuprinsă între: 
O și m când descrește dela 4-1 la —.1. Celelalte valori sunt 

y = 2 ha are cos y=9k m — are cos, 

OBSERVARE, Funcţiunile are sinz şi arc cos n'au sens, în domeniul! 
real în care rămânem, decât pentru z cuprins în intervalul (—1,.+1)- 

30. Funcţia y=aretgz are o valoare principală cuprinsă între: 

—7 şi Ze când « crește dela — co la —+- co. Celelalte valori sunt date: 
de formula unică 

| == are tgz-k- Ex, 

unde & este-un întreg pozitiv sau negativ. | 

| 15. Definiţii. FUXCȚIUNI UNIFORME ŞI MULTIFORME. O funcţie f(2) este 
zisă uniformă sau cu determinare. simplă, atunci când pentru fiecare 
valoare a variabilei, funcțiunea are .o 'valoare unică. 

EXEMPLE. Funcţiunile ax, sin a, ... sunt uniforme, SE 
Dacă însă la o valoare dată variabilei corespund mai multe valori 

pentru funcţiune, atunci zicem că funcțiunea este multiformă sau cu . vo. . 
Nenea determinări multiple. 

  

(1) Radianul e unghiul la centru, care corespunde la un arc egal cu raza,
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EXEMPLE. Funcţiunile /z, are sin z, sunt multiforme, prima având două de- 
terminări de semne contrarii, iar cea de a doua o dublă infinitate de determinări, 
după cum am văzut, 

FUNCȚIUNI EXPLICITE ŞI IMPLICITE, Dacă între; variabilele z Și y avem 
o relaţie de forma y=f (2), adică relaţia între și y este dată printr'o 
ecuaţie rezolvată în. raport cu 3, zicem că y este funcție explicită de z. 

In caz contrar zicem că funcțiunea este implicită și se notează 
F(.y)=0. 

Când relaţia dintre z şi y poate fi exprimată print”o ecuaţie ai 
cărei membrii sunt polinoame întregi în z şi , zicem că funcțiunea este 
algebrică ; în caz contrar funcțiunea este zisă, transcendentă. ' 

EXEMPLE: Funcțiunea implicită a: -+ y2 = a2 este algebrică, iar funcțiunea, ex: plicită y == ax este transcendentă. , 
"O. funcţie algebrică este rațională, atunci când ecuaţia care leagă 

pe 7 de z este de gradul întâi în + ; în caz contrar, y privit ca funcţie 
de z, este iraţională. Funcţia raţională generală este deci câtul a două 
polinoame în z. 

FUSCȚIUNI INVERSE. Când y este o funcție explicită de z, 3 = f(), 
de așa natură încât să putem scoate din ecuaţia ce leagă pe y dez pe z în funcţie de y, z=e(), funcțiunea. e (y) se numeşte funcțiunea în-, 
versă a funcţiei f(2). 

' . | L EXEMPLE, Funcţiunile am, ax , sin z, tg au respectiv ca inverse z”, loga z,; arc sin z, arc tg z, 

| XI16, Reprezentarea; funcţiunilor. 0 funcţie se reprezintă geome- 
triceşte utilizând principiile geometriei analitice. Ecuația y == f(2) repre- 
zintă faţă, de două axe dreptunghiulare Oz, Oy o curbă, care este rep- : 
rezentarea grafică a funcţiunii. 

. 

OBSERVARE. Se poate. întâmpla ca y să fie astfel definit în funcţie de z, incat _Să nu avem o curbă, în sensul obișnuit al cuvântului, care să reprezinte funcțiunea, Aşa, de exemplu, să definim în telul următor pe y în funcție de z: z este nul pentru toate valorile raţionale ale lui a şi este egal cu unitatea pentru toate valorile irațio- nale ale lui z, In acest caz punctele (x,y) ale funcţiunei se găsesc toate pe axa z-ilor şi pe paralela dusă prin (0,1) ia această axă; dar pe aceste drepte se găsesc şi puncte care nu aparţin funcţiunii şi care ar trebui excluse. 

17. Continuitate. Fie y== f(2) o funcţie definită în intervalul (a, d) și a un punct din acest interval. Zicem că funcțiunea f (2) este continuă în punctul u, dacă la oricare număr pozitiv e corespunde un număr pozitiv m așa încât să avem i 

Puf <e Dă 

5 

  n.
.
.
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pentru toate valorile lui 7, care satisfac la ncegalitatea || < 7 Şi pentru 
“care punctul u +], aparţine intervalului (a, d). | 

Cu alte cuvinte zicem că f(2) este continuă în punctul u, dacă 
(ul) are ca limită pe f (u), când Î tinde câtre zero după o lege oare- 
care ; ceea ce putem scrie 

zu F(2= flu). 
Funcțiunea f(z) este continuă, în intervalul (a, 9), dacă este con- 

tinuă pentru toate valorile lui « din acel interval şi dacă diferenţele 
F(a+h)—f(a) şi f (B — hi) — (0) tind către zero, când h tinde către 
“zero prin valori pozitive, - 

EXEMPLU. Funcţia sin z este continuă pentru orice valoare a variabilei, căci 
Ah . IN - sin 3 

sin (24) — sin z= 2 sin Î cos (+ + :) = (2) cos ( + 4) În 

Ţinând seama că primii doi factori din ultimul produs sunt mai mici ca uni- 
“tatea avem : - : i 

| sin (z+-h)—sinz|<|h|, 

-ceeace probează continuitatea funcției sin z, 

OssenvanE. Condiţia precedentă de continuitate în punctul +, mai 
poate fi enunțată şi astfel: oricărui număr pozitiv e putem face să-i : 
“corespundă un număr 7, așa încât să avem 

Fo) —e<fa)<flu)-+e 
peniru toate valorile lui z din intervalul (4 —%, 4-47). 

Sub această formă se vede imediat că dacă f(u) este continuă şi 
diferită de zero în punctul u, putem totdeauna găsi un interval (4 —y, 
"u-+-1) în interiorul căruia f(2) să păstreze acelaș semn cu f(). Va fi 
“deajuns să alegem numărul arbitrar e mai mic, decât valoarea absolută 
ă lui f(u), căci în acest caz cantităţile f(u) — e şi f(u)-k-e vor avea 
acelaş, semn cu f(u). | | 

18. Funcţiuni compuse. 19. Fie f(2) şi g (2) două funcțiuni con- 
“tinue în acelaş interval. Funcţiunile reprezentate prin suma f(2)+-g (2) 

şi produsul f(2) g (2) sunt și ele continue în acest interval. Furcţiunea 
Da este continuă în toate punctele intervalului, afară de acelea în care 
„J(&) se anulează. . | | 

Cele enunțate rezultă imediat din teoria limitelor (11). Să luăm, 
de exemplu, cazul raportului, + fiind un punct în care g() nu se anu- 
ilează. Când z tinde către u, f (2) și J (2) tind respectiv către f(u) şi 

, u, . Ă 9 (u), aşa că limita raportului dtz) e5te 7)
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Rezultă, în particular, că înversa 7 a unei funcțiuni f() con- - 

tinuă în intervalul. (a, d), este o funcţie continuă în toate punctele acelui: . 
interval în care f(z) nu se anulează. Cu alte cuvinte, dacă funcţia in-- 
versă a unei funcțiuni continue f (2) nu este continuă întrun punct c,. 

din intervalul (a, 0), atunci f(c0)=0. 

2. Fie u=f(2) şi y= FP(u); dacă f(2) este continuă pentru z=a- 

şi F (u) este continuă pentru = f(a), atunci 3 Că este o funcţie continuă . 
de z în punctul &. | o 

In adevăr, când z tinde către &, avem 

im F[/(2) = Plim f(0)]= Pfa). | 
, RR SPromiotţie funcţiilor continue. L Fie f(2) o funcție conti-- 

“nuă, în intervalul închis (a, 5) şi e un număr pozitiv. arbitrar. Putem 
în totdeauna împărți intervalul (a, d) întrun. anumit număr de intervale - 
parţiale, dşafel încât u şi v'fiind două valori oarecare ale variabilei luate- 

în acelaş interval pe să avem _ 
A 

IF —fo)l<e) 
“pentru toate intervalele Pa 

Vom relua un raționament făcut anterior. Să presupunem că ne: 
este” imposibil a realiza împărțirea intervalului așa cum cere enunţul. 

propoziției. Impărţim intervalul (a, b) în două intervale egale. Imposibi-. 

- litatea, va subzista cel puţin pentru uăul din aceste două intervale par- 

țiale, căci în caz contrar propoziţia ar fi adevărată. Fie (a, d) jumătatea, 

intervalului (a, d) în care imposibilitatea subzistă, sau jumătatea din 

stânga, dacă imposibilitatea subzistă în ambele jumătăţi. Vom împărţi 
tot astfel intervalul (au, b,) în două părţi egale şi vom însemna cu (a2, b2): 

jumătatea acestui interval în care subzistă imposibilitatea, sau jumătatea . 

din stârga în caz de ambiguitate. 

Formăm astfel şirul de intervale (a, bi), (az, b»), (23 ba), ... fiecare: 
fiind jumătatea intervalului precedent și ajungem la rezultatul că, oricât. 

de mare ar fi n, putem întotdeauna găsi în intervalul (an, dn) două punte: 
u Şi o pentru' care să avem 

(1) ff <e. 
Să arătăm că acest rezultat este în contrazicere cu ipoteza făcută:: 

funcțiunea. f (2) continuă în' intervalul (&, b), In adevăr, numerele au, a2,. 
3, ++. formează un şir crescător şi cum toate sunt inferioare lui d, an- 

tinde către o limită A. Tot astfel vedem că şirul b,, ba, ... este descres-- 
cător şi ba tinde către o limită X, | 

  

      
  

e 
m
a
t
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Cum însă | 

b-a 
ba — aan = ET] ' - 

  

rezultă, făcând pe n să crească nemărginit, că A=), 
Punctul A aparţine unui interval (a, d7) cuprins în (a, 2); funcţi- 

unea f (2) fiind continuă pentru z=—A, putem găsi un număr pozitiv n 
așa încât să avem | 

2) ro—rol<* 
pentru A—y <a Ata. Să luăm acum pe n destul de mare, aşa ca. 
numerele a» și ba să difere de A cu mai puţin decât m și deci ca in= 
tervalul (a, d2)-să fie cuprins în intervalul (A—m, 4-7). Aşa fiind, 
dacă u și v sunt două numere oarecare din intervalul (an, bn), vom avea, 
conform neegalităţii (2), o 

—r70I<Ş, Iro—ro<t 
şi deci |f(a)— f(v)] <e, ceeace este în contrazicere cu neegalitatea.. 
(1). Prin urmare teorema enunțată este exactă. 

IL. Orice funcţie continuă întrun interval (a, 8), este mărginită în: 
acest interval, Sa 

Această propoziţie este o consecinţă a celei precedente. In adevăr, 
file (a, sc, 2, ..- %a,8) o împărțire a intervalului (a, d) în nl inter-- 
vale parţiale prin punctele zi, 2, ..-, za; aşa încât Enunţul 1 să fie sa-- 
tisfăcut. Vom putea deci serie, făcând să coincidă pe u şi v cu extremităţile-: 
intervalelor în primele p intervale (a, zi), (zu, 22), 3 (pr zp) şi luând 
în intervalul (9, îp4-) pe u în-zp şi pe v întrun punct oarecare z al 
acestui interval, - ” o 

F(a)—e < Fl) < flote | 
Fa) — e < fl) <flz-te 

. . . . . . . . . . . . . , 

f(ap=) — e < f(p) < f (292) + e N 

f(zp)—e <f(a) <fa-+e 

Adunând membru cu membru aceste neegalități deducem 

Fa) —(p+De<fo<f(+(p+ De. 
Ceeace ne arată că oricare ar fi z în intervalul (a, 5), f(2) rămâne: 

„cuprins între f(a)—(n+4+1)e şi f(a)--(n+1)e şi deci că această. 
funcţie este mărginită în acel interval. 

KE)
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NIL. Dacă f(2) este o funcție continuă în întervalul (a, 0), putem | 

face să corespundă oricărui număr pozitiv e, un număr m așa încât, dacă 
u şi v sunt două numere din intervalul (a, 5) să avem |f(u)—f(e)| <e 
atunci când |u—v|<y (Cantor). 

Vom demonstra această propoziţie cu ajutorul propoziției L. Fie 
(0,2), (20, 22), -.. (n, 5) intervalele parţiale, în cure am descompus in- 
tervalul (a, 5), aşa încât să avem 

IA —fol<z, 
u şi v fiind două valori arbitrare luate într'unul, oricare, din intervalele. 
parţiale. Fie 4 un număr mai mie decât toate diferenţele (2, — a), 
(azi, > (b—an). După felul cum am ales numărul 7, reiese că 
pentru a avea |u—vl<y va trebui ca: u și v să fie în acelaş interval 
parţial, sau, « și v să cadă în două intervale alăturate. In primul caz 
condiţiile din enunţ sunt satisfăcute prin felul cum am ales intervalele 
parţiale. In cazul al doilea avem. 

IFQ)—70)|<lf)— — Fe -HIPe —roi<t+ 
unde 2 este extremitatea comună a celor două intervale oasţiale ală- 
turate. Propoziția este deci demonstrată. 

Proprietatea [II se mai poate enunţa astfel: o funeţie continuă - 
într'un interval (a, ) este uniform continuă în acel interval. 

IV. Dacă o funcție f(x) este continuă în intervalul (a, d) şi dacă 
f(o) şi F(6) au semne contrarii, atunci F(2).se anulează î în cel pujin un 
punct c cuprins între a şi b. Se 

Să interealăm între punctele a şi D un număr de puncte consecu- 
tive destul de apropiate unul de altul, așa încât, valoarea absolută a 
diferenţei valorilor ce ia funcțiunea în două puncte consecutive să fie 
mai mică decât e, ceace se poate realiza oricât de mie ar fi numărul 
pozitiv e (1). Dacă funcțiunea f(2) nu se anulează în niciunul din punc- 
tele intercalate,. atunci urmează că f (2) să schimbe de semn în două 
puncte consecutive, în care puncte valoarea absolută a funcţiunei este 
mai mică decât e, Prin urmare avem punete în intervalul (a, 5) în care 

1 
IF) 

" funcțiunea —— Fe a zj Hu este mărginită în intervalul (a, b) şi deci nu este con- 
tinuă în toate punctele acestui interval (11). Inversa funcţiunei f (2) ne 
fiind continuă, trebue ca (2) să se anuleze în intervalul (a, d) [1$, 1]. 

  

1 
>-z; cum însă e poate fi luat oricât de mie voim, urmează că   

V.. Dacă funcțiunea f(2) este continuă în intervalul (a, d), f(a) ia. 
toate valorile cuprinse între f(a) şi f(b). 

EN 

  

  

  
 



* 
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Această propoziţie este o consecință a propoziției precedente. In * 
adevăr, fie A un număr oarecare cuprins între f(a) şi f(0). Să consi- 
derăm funcțiunea f(2) — A, evident continuă în acelaș interval, care ia 
valori de semne contrarii pentru c=—a și = și deci se anulează 
întrun punet ce din intervalul (a, 8). Prin urmare f(0)=A. 

VI. Dacă A şi m sunt marginile superioară şi inferioară. ale fune- 
funii f (7), continue în intervalul (a, D), atunci există întotdeauna cel * 
puțin două valori ale lui x în intervalul (a, Î) pentru care Î (2) îa va- 
lorile M şi-m (Weierstrass). 

Vom face demonstraţia numai pentru M, cea pentru m fiind ana- 
loagă. Să considerăm funcțiunea JM — f(), care. poate fi făcută -mai 
mică decât orice număr pozitiv e, căci f (2) poate întrece orice număr 

de forma A[—e, Funcţinnea Ta putând întrece orice număr po- ji = Fra) 
zitiv oricât de mare ar fi, ca nu este mărginită şi deci nici continuă. 
Va trebui, prin urmare, ca M— f() să se anuleze în intervalul (a, D). 

OBsenvăRi. 10. Din propoziţiile V şi VI reiese că în intervalul (a, 5). 
funcțiunea f(2) trece, cel „puţin odată, prin toate valorile cuprinse între - 
A și m. a 

20, Numărul JI se mai numeşte mazimul absolut și numărul m 
minimul absolut ale funcţiunii f(2) în intervalul (a, d), 

30. Pentru valabilitatea propoziţiilor enunțate este necesar ca func- 
țiunea f (2) să fie continuă în intervalul închis (a, b). 

EXEMPLU. Funcțiunea f(x)=i a definită în intervalul deschis (0, 1-—0) (adică. 
variabila ia valoarea zero și toate valorile pozitive mai mici decât 1) are ca margine 
superioară 41=2 și f(2) nu poate atinge, în intervalul considerat, această valoare, 

20. Funcţiuni discontinue. Să considerăm o funcţie f (2) definită 
în intervalul (a, ). Dacă. această funcţie nu este continuă într'un punct. 
u al acestui 'interval, punctul u este numit punct de discontinuitate sau 
punct singular. Va trebui ca f(u +) sau F(u—e) să nu tindă către 
f(u), când numărul pozitiv e tinde către zero. | 

Zicein că u este un punct de descontimuitate de prima specie, 
atunci când şi f (ue) şi f(u —e) au limite determinate, când e tinde 
către zero. Aceste limite se însemnează cu f(u+-0) şi f(u—0). 

Pentru ca w să fie un punct de discontinuitate, trebue ca numerele 
F(u-+0) și f(u —0) să fie ailerite, sau, dacă sunt egale, să fie diferite 
de f(u). 

EXEMPLU. Să considerăm, întrun cere de rază egală cu unitatea, o coardă. 
” AB şi un diametru A'B' perpendicular pe AB. Fie 2a şi 28 lungimile arcelor AAB, 
BB'A; presupunem azk 8. Dela A' vom lua, în sensul A'BB' un arc AP de lungime a 

A
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- :Şi vom considera unghiul APB ca o funcţie de z, notând-o U(ar). Când a creşte de 
la 0 la a, U(z) păstrează o valoare constantă Bi; când zia valoarea a-te, avem 
U(2)=a şi u păstrează această valoare până ce z ajunge la a-2g. Prin urmare 

funcţia U (x) are în intervalul (0, a-ț- 2 8) un punct de discontinuitate de prima specie 
şi anume = a. Dacă mărira intervalul în care variază -x întilnim succesiv punctele 
de discontinuitate a, a-+28, 3a+-2g,... Reprezentarea grafică a funcţiei U (2) se 
face cu cea mai mare ușurință, 

Zicem că un punct u este un punct de discontinuitate de specia, 
„a doua, atunci când f(u+-e) sau f(u—e) nu tinde către nici o limită 
-determinață. 

EXEMPLU. Fie fa) = sin Za Punctul a este pentru această funcţie un punct 
-de discontinuitate de specia a doua, căci dacă z tinde către a, f(2) nu tinde către 
„nici o limită, valoarea acestei funcțiuni rămânând cuprinsă între —1 şi FI, 

  

, IL — FUNCȚIUNI DE MAI MULTE VARIABILE. 
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9, Generalităţi. Dacă valorile ce le ia o variabilă t depind de 
- “valorile date altor variabile z, ş, ..:, zicem că teste o funcție de aceste 
“variabile. Pentru simplificarea expunerei vom, presupune că funcțiunea 
“depinde numai de două variabile independente z şi y.. Vom considera 
“pe Z şi y ca fiind coordonatele unui punct în planul axelor dreptunghiu- 
lare z0y, La orice sistem de valori pentru variabilele « și , corespunde 
un punct în acest plan. și invers. 

O tuncţie (== f(x,y) este definită într'o anumită regiune R din plan, 
dacă la oricare punct (z, y) din această regiune corespunde o valoare 
“pentru î. Regiunea , care se numește domeniul sau câmpul funcţiunii, 
'este limitată, în general, de un contur închis, numit frontiera domeniului, 

| Un domeniu care conţine şi frontiera sa este un domeniu închis; 
iar dacă din domeniu se exclude frontiera, domeniul este deschis. Când 
„nu se precizează nimic asupra unui domeniu se presupune că el e închis. 

| Zicem că o funcțiune î= f (7,9) este” mărginită întrun domeniu 
R, atunci când mulţimea, valorilor ce le ia. £, pentru toate punctele (2, y) ale acestui domeniu, este: o mulţime mărginită. Afarginea superioară M, 

“marginea inferioară îm Şi oscilația funcțiunii f(a,y) în domeniul R se -definese ca şi pentru funcţiile de o singură variabilă. 
ConrinuirarE. Fie f(z, Y) o funcţie definită într'un domeniu R şi P “un punct de coordonate 4 Și v din acest domeniu. Zicem că funcțiunea £ (z, y) este continuă în punctul P, atunti când la orice numâr pozitiv -€, putem face să corespundă un număr > 0, aşa încât să avem 

Deal vrB—fuvl<e 
_peniru toute valorile ha, Il <a. 

  

    
“e
.  
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După această definiţie punctul de coordonate. u-|-h, v-t- k& se va 
=găsi în interiorul. patratului de latură 2 e, având centrul în P şi laturile 
paralele cu axele. Considerând atunci cercul înscris. în acest patrat, se 
vede imediat că definiţia continuității funcţiei f(z, y) în punctul P poate 
fi înlocuită prin aceasta: la orice număr e putem face să corespundă -un 
"număr m, aşa încât neegalitatea (1), să fie satisfăcută pentru toate valo- 
zile lui h şi E, pentru care avem VI2-- 12", adică pentru toate pune- 
“tele 4-+-h, v-+-E situate la o distanță, mai mică decât %,. de punctul P. 

Tot astfel zicem că funcțiunea f(z, y) este continuă într'un punct 
P (u, 7) de pe frontieră, atunci când neegalitatea (1) .are loc pentru 
-orice. punct ut, ok situat în regiunea comună a domeniului R și 
a cercului C cu centrul în P şi cu raza y. 

Dacă o funcţie f(x, y) este continuă în orice punct al unui dome- 
„niu R şi în orice punct al. frontierei acestui domeniu, zicem că este 
-o funcţie continuă în -R. 

OBsenvănr. 10. Condiţiile de continuitate mai pot fi enunțate şi în 
“felul următor: Funcțiunea f(z, y) este continuă în punctul P (u,”), 
dacă la un număr pozitiv e putem face să corespundă două numere po- 

-zitive a și b, astfel ca să avem 

flu, 0) <f) <f(u + e 
pentru toate valorile lui a și-y care satisfac la neegalităţile . 

lr—ul<a, iy—vi<ă. | 
Se vede atunei imediat, alegând pe e destul de mic, că dacă fune- 

“iunea f(z,y) este continuă în punctul P, ea va păstra acelaș semn 
“cu fu, 2) în tot: dreptunghiul mărginit de dreptele: z=4—a, pura, 
y=u—d, yd, 

20. Din definiţia continuităţei reiese că o funcție continuă în raport 
cu amândouă variabilele, este continuă în raport cu fiecare variabilă 
:separat. : 

i Reciproca nu este totdeauna adevărată: o funcţie de două variabile 
poate fi funcţie continuă în raport cu fiecare din variabile, fără să fie 

- “funcţie. continuă de ambele variabile. 
Fie, spre exemplu, funcțiunea f(&, v) pe care o definim în felul 

| „următor: . 

fa Y) = = IA 

„pentru toate Pele din plan, afară de punctul z=0, y=—0 pentru - 
care avem f(0,0)==0. Vedem că funcțiunea f(z, y) este nulă, când 
punctul &, 2) este pe axa Oz sau pe axa Oy. Această funcție este deci
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"continuă în origine când variază singur sau y variază singur. Cu toate- 
acestea funcțiunea, f(z, 9) nu este: continuă în „origine. 

In adevăr, să facem ca z şi y să varieze în aşa fel încât să avem. 
y=a a (& o constantă). Pentru z diferit de zero, dar oricât de mie, 

vom avea | 
, 

. a 
Fa, 9) = za | 

Cum în origine f(z, 9) =0, reiese că această funcțiune este dis- 
continuă în origine. 

| 30. Proprietăţile, pe care le-am stabilit pentru funcțiunile continue 
de o variabilă, se pot extinde la funcțiunile continue de două sau mai: 
multe variabile. 

EXERCIŢII, 

1. Funcţiunile următoare, definite ca limite de funcțiuni continue, 

f(9= loan oa, - | 
lim 1—aa: 

50) no Tai n z>0, 

a ă y (0)= PL d Train z oricare, 

sunt funcțiuni discontinue de z, 
"R. f(a) este egală cu zero pentru 0OEa<1 şi egală cu 1, pentru =. 

$ () este egală cu -+-1, pentru « <I: cu —i, pentru z>1 şi cu zero, pen- 
tru z=1. 

(2) este nulă pentru orice valoare a, lui z afară de r=0, „când funcțiunea. 

este egală cu 1. 

| Xy2. Se cere forma generală a unei funcțiuni f (2), continuă în orice interval fi-- 

nit, care satisface la, ecuaţia funcţională 

| fte+p=f0+Ffo) 
oricare ar fi valorile variabilelor z şi y, 

R, Făcând y=0 avem f(0)==0 şi pentru y=—z, f(—2)=—f(a). Apoi 

succesiv f(z-+-a)=2f(2), f(z-+22)=3f(2), su fun fa) şi fon=—unfa). 
Dacă facem Day m Şi 2 două numere întregi pozitive sau negative, ve= 

dem că fima)=af (25)= m f (2) şi punând fU)=a, avem fr(2)= ae - | 

Prin urmare avem f(z)=—az pentru toate valorile raționale ale lui a; cum. 
funcțiunea căutată este continui, conchidem că fin)=az. 

„9. Să se găsească forma „generală a funcţiei continue f (2) care "satisface la: 

ecuaţia funcţională 

. fe+p=ro ro). | 
R, Luăm logaritmii în baza A a ambilor membri şi, însemnând loga f(2)=6 (2), 

_vcm ăvea ș(24+-y)=s(2)-+e(y). Dură exerciţiul proceden! e(0)=—ar, aşa că 

f (o) 45) = aa, | ”
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4. Fie f(2) și g(2) două funcțiuni pozitive, continue şi crescătoare într'un in- terval (a,b). Dacă a şi 8 sunt două puncte din intervalul (a, d), există un număr , cuprins între a şi g, aș fel încât să avem : 

(2) 6)=f(09Q). 
R. Să presupunem a< B şi să considerăm tuncţiunea 

Fo=f0d-—fda). 
Totul revine să arătăm că F (2) se' anulează întrun punct » cuprins între a şi B. Din ipotezele făcute rezultă că 

F(a)=f (2) [3 (2)—9(6) <0, 
FE)=9(6)If(6)—7()>o. 

Prin urmare (19, IV) F(.):=0, | 
2 5. Ori ce funcţie poate fi considerată ca suma, a două funcțiuni, una pară și una înpară, 

| N 
R. Se zice că o funcţie este pară, atunci când schimbând pe a în — fune- țiunea rămâne neschimbată şi împară dacă, după această schimbare, funcțiunea schimbă de semn, - 

: Fie f (2) o funcţie definită întrun interval (— a, + aq). Funcţiunez € ) 

Fo=f+fea 
este o funcţie pară, iar funcțiunea 

Gâ)=r2—A02] 
este o funcţie impară. Avem însă i 

[(0=7 IE+6(2)) 
6. Fiind dată o funcţie f (, y),' continuă întrun domeniu A, să se arate că putem împărți acest domeniu în domenii parțiale destul de mici așa fel încât, (u, 2) şi (1,v) fiind două puncte dintr'un acelaş domeniu parţial, să avem ! 

Fa D—f0i<e dă oricât de mic ar fi numărul dat e 
R. Se va proceda prin subdiviziuni succesive, împărțind domeniul A, în domenii . parțiale prin drepte paralele cu axele şi echidistante, Dacă propoziţia nu ar fi adevă- rată pentru domeniul A, va trebui ca ea-să nu fie nici cel puţin pentru unul dia domeniile parţiale, Fie A un -astfel de domeniu parţial; se va împărţi şi acest domeniu prin drepte paralele cu axele, etc, Raționamentul se va sfârşi ca la No 19, 1. 

a A) funcţie i=f(z, Y) continuă într'un domeniu R îa, în două puncte P și Q ale domeniului, valori de semne contrarii, Fie T un arc de curbă situat în întregime în domeniul R și având extremităţile în P şi Q. Să se arate -că £ (a, y) se anulează: cel puţin întrun punct al areului T, , 
R. Când punctul (7, y) deserie arcul 7, i poate fi considerat ca o funcţie con- tinuă de o singură variabilă: lungimea arcului având originea în P şi extremitatea cealaltă în (7, y). Deci f(x, 4) se anulează pe arcul n (19, 1V]. - 

—————— 

CDL



  

CAPITOLUL IL. 

N SRI, 

1. — ȘIRURI. — SERII NUMERICE. 

22. Şiruri convergente. Dacă considerăm o mulţime infinită de numere 

(1) "+ Sou Sip Say see Sa, eee 

ocupând fiecare un rang determinat, . zicem că avem un şir. Acest şir 
este convergent dacă sa tinde către o limită finită 5, când rangul n creşte 
nemărginit; sau, cu alte cuvinte, dacă la oricare “număr pozitiv e putem 
face să corespundă un număr întreg și pozitiv X, așa încât să avem 

| sa —.5| Ce 

pentru toate valorile lui n. 
N 

| Dacă şirul (1) nu este convergent, zicem că este divergent. Diver- 
genţa poate fi de două feluri: fie că | s2| creşte nemiărginit, fie că sa nu 
tinde câtre nici o limită, fără însă ca |s,| să crească nemărginit. 

Şirul (1) este crescător, dacă avem necontenit, Sai — 52530; iar 
dacă avem Sn4i — Sa SS 0 şirul este descrescător. 
„ Dacă termenul general al unui șir crescător nu creşte nemărginit, 
şirul este convergent. Această, propoziţie este o consecinţă imediată a ce- 
lor stabilite anterior (11, 1). 

CRITERIU GENERAL. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca şirul (W 
să. fie convergent este ca, la oricare număr pozitiv e să pulem face să 
corespundă 'un număr întreg N, aşa încât să avem 

| | | Sp Su | <e, 
oricare ar. fi numărul pozitiv p. | A 

Condiția este necesară, căci dacă şirul este convergent, vom avea 
- 

4 

|S—sl<z şi |S—smpl<7



ia 
[hr 

SERII NUMERICE, 35 

şi cum Aa Ie ÎN 
a |1S— su |-+- | S— sp | > | (S— sm) — (5 — sp) | 

"om avea a fortiori E , 
| sup — su | e. 

Condiţia este suficientă; In adevăr, dacă presupunem |sA+p—sx| <e, 
oricare ar fi p, această înseamnă că dela un rang determinat N, toate 
elementele şirului (1) sunt cuprinse între SN=—€ Şi su-t-e; în atară de 
acest interval nu putem avea deci decât un număr finit de elemente 

"ale șirului. Punctul limită S al mulţimii (1) va, trebui să fie prin urmare 
cuprins între sa — € și/Sn-+- e şi vom avea | S—sa| e. Dar cum 

Sni4p — S= (enyp— sn) (su 8), 
vom avea, oricare ar fi întregul pozitiv D, , 

[erp — 5 Ss = el lsu— 8] C2e, 
1. Dar e poate fi luat oricât de mie; deci s, are ca limită pe $. 

23. Serii: numerice. Dacă avem un șir de numere 49, Up seo in, ese 
formate după o anumită lege, simbolul | "2U i 

(P)) totzi -kaa-eee un ke. i . 
se_numeşte serie. „Termenul u; este termenul general şi dacă cunoaștem 
expresia lui în: funcţie de n, deducem din el toţi termenii seriei. - 

Seriă (2) se poate serie, mai concentrat, Jin 
Pie | 

| San = ur uk... ua | 
suma, primilor n-ţ-1 termeni ai_seriei. Zicem că.seria (2) este convergentă, > 
dacă șirul 50, Si,...:7 Sa, +... este convergent. In eaz, contrar s6ria (2) i : - - PONEI - E CA este. divergentă. Dacă seria este. convergentă suma seriei este limita Ș > 

” “către care tinde sa când n creşte nemărginit, - Nec 
Să însemnă - ” 

Ra = Uni Fun e. | 
avem astfel o serie care este convergentă. în acelaş timp: cu seria (9); 

n Se numeşte restul seriei de la termenul de rang n-|-1. Vedem că 
în studiul convergenfei putem totdeauna, face abstracție de un număr li- 
mitat de termeni dela, începutul seriei. | 
î* OBSERVARE, Pentru a decide 'dacă o.serie este convergentă suntem conduși, 
după definițiune, să cercetăm convergența sau divergenţa, unui șir. Putem proceda însă 
şi invers: pentru a şti dacă Şirul 80, S;, 82, «+. este convergent, este suficient a exa: mina seria al cărei termen general este sa — Sn-—1, adică seria a 

Sat (3 — 50) + (sa — 0). A (Sa sm). S 
E e CL, Fiindcă suma primilor îș-4-1 termeni. ai ei este chiar n. ? 

ra . partie 3 
- ge
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CRITERIU GENERAL DE CONVERGENȚĂ. Din definiţia convergenţei vedem, . 
că condiţia, necesară şi suficientă. pentru convergenţa unei serii este [22]; 

„să putem face să corespundă la un număr pozitiv e, oricât de mie ar 
fi, un număr n “așa încât să avem i 

3) , _ | sap— sa] <e 

p fiind .un întreg pozitiv oarecare. 
Condiţia (3) se mai. poate serie şi astfel 

|uumra fuma e Fr untp| Ce. - | 
Dacă facem p=—1 vedem că: în orice serie convergentă, termenul 

general um tinde călre zero când n creşte nemărginit, dar această con- 
diţie nu este suficientă pentru a asigura convergența unei serii. 

EXEMPLE DE SERII. ], Seria, 

a-tar-hant...kan+... 
care se numeşte progresie geomelrică, este des folosită în stuâiul general 
al seriilor. Dacă r este: diferit de 1, avem 

1— pri 

Sn=a-tar... ban =a să 

Pentru | | 1, r* tinde către zero, când n crește nemărginit, deci 
seria, este convergentă și suma ei este = Pentru |r|> 1 termenul ge- 
neral a? nu tinde către zero, deci seria este divergentă, afară de cazul 
a = 0, când seria este nulă, o. 

II. Să considerăm identitatea— : 

(vo— d) —t2)-eee A (on — vai) = wo — Yn+i 
care ne permite să formăm cu ușurință serii convergente sau divergente. . . 

._. . In adevăr, dacă w, tinde către zero, când n crește nemărginit, atunci 
seria al cărei termen general este” va — Yn+u, este convergentă, iar suma 
seriei este vg. 

  

. | | 

EXEMPLU. Dacă luăm Un==> GI avem seria | 
. 1 1 i 

0) ratata 
as A . 

care este convergentă şi are ca sumă unitatea, 

„Dacă însă va nu tinde către nici o limită, sau creşte nemărginit 
în valoare absolută, seria al cărei termen general este ua = tr — va 
este divergentă. | E Mi 

EXEMPLU. Luând n = — Log (i n) suntem conduși la seria divergentă 

et



SERII POZITIVE, „87 

EA 24, Serii cu termeni pozitivi. Dacă ioți termenii unei serii sunt 
pozitivi, zicem că seria, e pozitivă. Şirul, Snifiind în acest caz crescător, 
avem criteriul general: Condiţia necesară, şi. suficientă „Pentru ca _0. serie 
pozitivă să. fie convergentă este ca sumele Sa să: “rămână, „mai mici. decât 
un număr fix. 

" 
Dacă o serie pozitivă este; divergentă, suma ei- crește memărginit 
Din compararea a două serii deducem următoarele . 

- 

ReuLi DE CONYERGENŢĂ, I. Fie 5 Sara Şi tin două serii , pozitive, aşa 
ca de la un rang n Oarecare, să avem necontenit a ii 

, m Sta Du 
10, Dacă seria a Sivn, este conver, gentă şi seria Sun « este convergentă ; 

90, dacă us este divergentă și Sua este "divergentă, minte 
e Sima de 

In âdevăr: "19 suma seriei Sua fiind fnită, a fortiori suma seriei 
„Jun. este finită și deci seria este convergentă, :  - : i: 

20, suma, seriei un fiind nemărginită şi 'suma seriei i Eva va îi ne- 
mărginită, deci seria 5, este divergentă. - -.:" .- 

. % 

"EXEMPLU, Avem. . . , m 

DR < ap pentru 121, e. , “i 

deci, din n faptul că seria (4) eşte” convergentă, conchidem că şi seria 

hate. pa 

ceia 

r 

ZE 

“este convergentă, 

II. Dacă seria Su, este convergentă, și seria Sun, obținută înmulţind 
fiecare termen al seriei Brin” factori pozitivi şi - inferiori unui naumâr po- ziliv A, este convergentă. 

In adevăr seria. Jen va, fi convergentă, căci are termenii săi mai 
mici de cât ai seriei SA evident convergentă; n 

Tot astfel vedem. că:: o )_ serie, obținută înmulțind _fiecare termen al -unei, serii. divergente prin  făctori mai mari decât un  timiăă pozitiv. A; 
este divergentă. a a i 

III, Dacă E tinde câtre o limită finită tdi şi diferită de zero când 
m creşte nemărginit; seriile Sta şi in sunt e conterţente sau divergente î în , 
acelaş timp. - ai . . : ia) 

In adevăr, fie -lim le Aceasta înseamnă că, “de la an anumit 
rang, avem n <(l-+-e)vn şi un > (1—5)vn, e fiind luat destul de mie 
pentru ca î—e să fie pozitiv. Prin urmare propoziţia enunțată , este - o: 
consecință a, celor stabilite mai sus, | Au



38 E „SERII, 

Spre exeraplu, « seria armonică, 

ae IE i 

este divergentă, peatra că raportul dintre termenul general al seriey divergente (5) și Şi 

termenul general 7: al seriei armonice este Ă 
arme a 

Aaa - DE . 1 

Log ( ta), 
şi are ca limită unitatea(1),:- IE ă mi 

>. IV. Dacă seriile pozitive Bu, şi Zv sunt astfel încât incepând « dela. 
+ un rang destul de mare, să avem „necontenit atei 

Mn => ba 
NEI Ă Uni | Uni | . . 

N atunci: Lo dacă s seria Eva este convargentă şi seria Sai este convergentă; 
20 dacă, seria Bun. este divergentă şi. seria Bv. este divergentă. 

  

In adevăr, de la o anumită valoare a lui n avem 

Bet tm > 
Un Uni Una i 
Dd 

așa că dacă însemnăm că a valoarea primului raport, avem, pentru toate: 

valorile lui m, i . 

Um SS QUm (ŞI Ym Zum 
N ST 

de unde, propoziţia enunțată. 

Fie spre exemplu STR 

Lo 1-85 (9n—1) 
Un SI Ung aa 

Vom avea 

_un wm ni 202 
— = — > 0. 

Un Un+l n 2n-F1 
  

Prin urmare seria 5 A fiind divergentă şi seria, 

iata PD nai 
este divergentă, | 

CRITERIUL LUI D'ALEMBERT, Dacă în seria Sun raportul E, „de la 

„0 anumită valoare a lui n, rămâne mai mic decât un număr |k < 1; seria. 

este convergentă. Seria este divergentă dacă raportul sr este mai mare 

decât unitatea. a E e a 

  

  

  

(?) Logaritmii fiind luaţi ta sistemul cu baza e, cum vor fi consideraţi întotdeauna, când nu Vom. 
specifica contrariul, , |



u 
În adevăr, dacă avem 2   <k şi E<1 pentru toate valorile 'lui 

n mai mari decât un număr determinat, deducem 

Uni E Un, Una Chun, so Untp CP um, see 

Prin urmare termenii seriei - 

Ut PF Una e e e F Unp Pee. 

sunt mai mici decât termenii progresiei geometrice convergente 

Fun Fi?2up te F Pun... 

Seria Xu este deci convergentă. 

In ipoteza a doua termenii seriei, de la un anumit rang, merg ere- 

scând; seria este divergentă, căci „semenul general nu tinde către zero. 

- 

OsseavaRE. Dacă raportul =2EL tinde către o limită I, când n creşte 

nemărginit, seria este convergentă. “dacă 11 şi divergentă dacă 1>1. 

Dacă 1== 1, acest criteriu nu ne permite a determina natura seriei, afară, 

de cazul când a tinde către 1 prin valori mai mari decât 1, în care 

caz seria este divergentă. 

EXEMPLU. In seria, pozitivă : 

_Mk2ah 3a2-ţ., ata. e 

se are ca limită pe a; deci seria este convergentă dacă a < 1 şi diver. 
Ce 

raportul ——= 

gentă dacă a > 1, Pentru a=1 seria este  guidendixorzentă.) opiu tedonali (dia 

CaurEauL LUI Cauciiy. Q serie este convergentă dacă dela o anumită 
valoare a hi n, avem . - - e a | 

o. . . N _ 

„6) Va ESI 
şi divergentă dacă E E | 

(D Vu > 1 
In adevăr, dacă condiţia (6) este satisfăcută, atunci avem, de la 

un anumit rang, un <A; deci seria e convergentă. 

Dacă condiţia (7) este realizată, termenul general al seriei nu tinde 
către zero; deci seria este divergentă. 

OBsERvARE. Dacă Vaz are o limită ] când n creşte nemărgit, seria 

este convergentă când 1 și divergentă când 1>1. | 

Pentru ==], acest criteriu nu ne permite să determinăm natura seriei. 
EXEMPLU. În seria, 

Da arta. (o). 

SERII POZITIVE, 39 : 

“)
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Vida are ca limită pe a. Deci dacă a <1 seria este convergentă şi dacă a > 1 seria 
este divergentă, Pentru a=1. seria este divergentă, căci termenul general :are ca 

limită Z , , . 

CRITERIUL LUI KUMMER, Fie ao, 04, d2,.-. un şir de numere pozitive; PO o a O otil 

10. Dacă, de la o anumită.valoare a hui n, expresia 

” ! a 
(8) dn i —a+1 

„Hari 

  

rămâne 'mai mare decât un număr: pozitiv fa a, “atunci seria este con- 
vergentă. 

"29, Dacă însă capresia (8) este negativă sau nulă și dacă seria L. Ă 
= este divergentă, atunci seria Fin este divergentă. 

Cum termenii de la începutul. seriei nu influenţează asupra conver- 
genţei sau divergenţei ei, vom presupune condiţiile Gin enunţ îndeplinite 
de la primul ei termen. 

10. Dacă facem în neegalitatea 
, | 

& Uni C On Un — ni Unu 

pe 1=0, 1, ..., n. şi adunăm' apoi neegalităţile obţinute membru cu 
membru, vom avea 

a (ou bu AF una) Cao — aaa Uni Cao o.» 

Prin urmare seria este convergentă, ca având suma: primilor 2 ter- 
meni (n oarecare) mărginită. 

20. Vom avea, după ipoteza a 'doua, 

. n Un > ao wo 

deci 
1 

Un a9 4% a — 

şi cum seria Da este divergentă, « a fortiori seria; Îm, va. fi divergentă, - 

APLICAȚIE. Să facem an = n. Criteriul precedent ne conduce în 

acest caz la criteriul lui Raabe şi D uhamel: 

Dacă. dela un anumit rang, avem 

  

. ” 4 
Pa Un — Rh Lo 

Uni > 1+ H — a . 

unde k& >> 1, atunci seria este convergentă. | 
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Dacă însă avem 

  guri 
a 

seria este divergentă. 

OBSERVARE. Criteriul lui Raabe şi. Duhamel mai poate fi enunțat şi sub forma - 

“următoare : 

Fie 

  1-F an: 
d 

Seria este Sonvergentă dacă avem, de la un anumit rang, non >k >1 şi di- 
-vergentă dacă n&n < 1. 

Să considerăm cazul: lim nn = 1, Să Insemnăm 

  

„: =14£ , nn = i -F Fa j 

:şi să arătim că: dacă de la un anumit rang avem B<b,.b fiind un nimăr pozitiv 
«determinat, seria este divergentă, Ed 

In adevăr, după notaţiunile noastre, avem 

ini = ti 

Seria, cu termen general 23 Z “unde 'dăm lui n valori superioare lui b, este 

„divergentă, fiind de aceeași matură cu seria „armonică (regula II), iar raportul unui . 

termen la următorul este ! i 

  

. td 1 Li 51 +a LB Un , 

unt 

Deci, după regula 1V, seria Zun este divergentă. 

25. Serii numerice oarecare. Termenii unei serii pot avea şi semne 

-diferite. Studiul seriilor, care de lă un rang oarecare au toţi termenii 
-de acelaş semn, se reduce imediat la studiul seriilor cu termeni pozitivi. 
„Ne rămâne deci de studiat cazul, : când o serie are o infinitate de ter- 

-meni “pozitivi şi o infinitate de termeni negativi, 

20, Serii alternate. Se numește serie alternată, o serie ai cărei - 

“termeni sunt, alternativ, pozitivi și negativi. 

CRITERIU DE. CONVERGENȚĂ. Dacă valoarea absolută a termenului, ge- 
-neral um descreşte şi tinde către zero, 0, când n i creşte nemărginit, seria este 

-contergentă, 

În seria, alternată - “ | 4 

ao — ti Pup — ua ee e Flare — Mana Fe sue 

avem, după enunţul propoziției; 

> tu > >. > un > unu >
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Să considerăm sumele 

Sana = (49 — 0) + (2 — ua)-t-. a — eri) 
formate cu un număr par de termeni ai seriei, Se vede imediat că 

aceste. sume pozitiveițresc cu n. Pe de altă parte mai putem scrie 

Sona = up — (0 — 42) — «+ i — (Uz — Un) — Vant 

şi cum fiecare paranteză este pozitivă, vedem că | 

Sena Lu. 

Ceeace ne arată că sumele San crescătoare cu n, au o limită de-- 

terminată pe care să o notăm cu S. - _ 

Cum însă E | 

Sani — San = Mont - 

făcând pe n să crească nemărginit și ținând seama Că Uni are pe zero: 

ca limită, vedem că sumele cu un număr par sau impar - -de termeni. 

au aceeași limită S. Seria este deci convergentă. 

EXEMPLU. Seria armonică alternată ! 

a 
iza te 

este convergentă, | d , 

27, Serii absolut convergente. O serie este absolut convergeniă,. 

atunci când seria formată, „de valorile absolute ale termenilor ei este: 

convergentă, : m: 
O serie absolut conzergentă este convergentă. 

In adevăr, fie seria cu termeni pozitivi și negativi 

(aaa eee 

(00) TOPO Uau 
seria formată de valorile absolute ale termenilor seriei (9); am însemnat. 

deci Un = | ua |. Seria '(10) fiind convergentă şi cum 

| un -F uni +. „k unip| CU + Uau. .-F Dao 

conchidem, în baza criteriului general de convergenţă,. că seria 9) e este. 

convergentă. d 

i, 

OBSERVARE, Reciproca nu este adevărată: se poate ca seria (9) 
să fie convergentă fără ca seria (10) să fie convergentă. | 

EXEMPLU.- Am văzut că seria Ie . . 

i i 1 IRI FRF 
2 3 4
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este convergentă, pe când seria armonică 

age 
este divergentă, 

TaoReMă, Intro serie absolut convergentă -pulem schimba ordinea-' 

termenilor, fără ca suma seriei să se schimbe. 

„. Fie seria absolut convergentă 

a-i te. 
* at ui Pa ee 

aceeaș serie, însă cu termenii luaţi în altă ordine. Să însemnăm i , 

Sa = up. „Fun; o . a Ş ; 

_* Spuiotua en taip- îi 
şi să luăm pe. p destul de..mare astfel ca toți termenii: -sumei i Sa să se= 

găsească în suma Sp, Vom avea - a a 

S,— S = = Una FF Un+B fe. ru UntA, 

unde &, f, ..., A sunt p—n numere întregi pozitive. Dacă : m este cel: 

mai mare număr dintre acestea, deducem. e 

«8% Sal untal A inrait» a Fluaal 

ua una] -b ek luata] 

“Ținând seama, că seria este absolut convergentă, vedem că putem 

lua pe n , destul de mare, aşa ca 

Sal <a $ şi 581 <3 

De aci rezultă : NI | h 

|S,—S|<e | 

şi teorema este demonstrată. 

şi 

28. Serii semi- “convergente. O_serie convergentă, care. nu..este_ab-. 

solut convergentă, se zice sami=convergentă.. Să arătăm că într'o astfel: 

“ de serie termenii pozitivi de o parte şi termenii negativi de alta formează 

două serii divergente. 

Fie Sa suma primilor. n termeni ai unei serii semi-convergente ; 3 

Pa şi Nr respectiv sumele termenilor pozitivi şi termenilor negativi care: 

întră în Sa După ipotezele făcute avem, S fiind suma seriei, 

lim (Pa — N) = = S, lim (Pa + N)=o0,
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“de unde deducem a 

lim Pa = co" şi lim N =00. e. e. d. d. 

TEOREMĂ. Schimbând ordinea termenilor într'o serie semi-convergentă, 

putem face ca suma seriei, să fie orice număr dat. 

Să presupunem dată o; serie semi-convergentă şi să formăm cu 
“termenii ei o serie, care să aibă ca sumă, de exemplu, numărul pozitiv 

M. Vom lua din termenii pozitivi ai seriei,-în ordinea în care se 

prezintă, un număr suficient de termeni, până ce suma lor depășește 
mumărul M (ceeace este posibil, căci:suma; tuturor termenilor pozitivi 

"este infinită); vom adăuga apoi termenii negativi, până ce suma totală 

va fi mai 'mică decât M; apoi iarăşi adăugăm termeni pozitivi până: ce 
| depășim numărul M și continuăm: la infinit aceste e operaţiuni, Am format 

astfel o serie & care va avea ca sumă pe M.: 
In adevăr să notăm cu Zm suma primilor n termeni ai acestei serii. 

Diferența M— 5 schimbă de semn de o infinitate de ori; dacă această 

diferenţă este pozitivă, ea este mai mică decât ultimul termen pozitiv 

-adăugat din seria dată; dacă. este. negativă, este mai mică, în valoare 
„absolută de cât valoarea, absolută a ultimului termen negativ adăugat. 

“Cum termenul geneneral 42 al seriei date tinde către zero 'când 1 „ereşte 

„nemărginit, rezultă că 

lim În M. naeaa 
29. Operaţiuni cu' seriile. ADUNAREA SERIILOR, Fie Fun şi Sa două 

-serii convergente având ca sume -respecliv s şi o.. Seria Sun E va) este 

“convergentă şi are.ca sumă s+ o. : 
"Dacă notăm cu sa şi 0, sumele primilor n termeni din seriile date, 

;suma primilor n termeni din seria X (un 4: un) va fi Sr £t. oa. Făcând pe. 
m să crească nemărginit, vedem că seria E (un -t un) este „convergentă 
:Şi are ca sumă s-o. ” 

ÎNMULȚIREA SERULOR. Fie' şeriile : 

(11) d aia. „Fa P 
(12) ie mi-e. ae | 

Inmulţindu-le termen cu termen, după 2 regula înmulţiri a două . 
“sume și grupând termenii pentru cari suma indicilor | lui Și DĂ e aceeaş, 

obţinem seria produs 

(13) ao 20-(4o au 20) F + (270 Un -f- 2 Va--1 a. + Fun 2) pa 

TEOREMĂ. Dacă înmulțim două serii convergente, dintre care una 

cel puțin este absolut convergentă, seria produs este convergentă şi are 

ea sumă produsul samelor celor două serii (Mertens).
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Vom presupune seria (11) absolut convergentă, iar seria (12) con-- 
vergentă. Să notăm cu 101 termenul general al seriei (13), adică 

(14) dn == U0 n Fi Un—4 Fe cs F Ua to: | 

Vom considera următoarele diferenţe, de ordin par şi impar, 

= 199 —f- 20 es 2bza — (00 du Fe un) (00 + uk: 00), 
= 009 fe 0 Fe e -—F 1Dan-pi — (09 0 -+  -F tin+a) (vo hu FF vaza) 

Dacă vom arăta că diferenţele î şi 6, au ca limită zero, când 1. 

crește nemărginit, teorema enunțată va fi demonstrată. Vom arăta, acest. 

lucru pentru 3; pentru 3, demonstraţia se face în mod identic. 
Să punem mai întâiu expresia ă sub altă formă. Ţinând seama de: 

egalitatea (14) vedem că 

200-104 Fame FF 102n = to (tous E «e o) Cu (vo-kua + se Vana ce 

Fain (Vo «+ Pur) tii (vo e ee Un) ee e za tos 
deci 

5=u0 (unul va +a Fe da-ti (Una eee Pe von) eee Fun Una: 
Fun (to. Ya) -F tta+2 (vo eee Un—0) ee e -F an Vo 

Prin ipoteză seria (11) este absolut convergentă şi seria (12) con-. 

vergentă. Prin urmare putem găsi două. numere pozitive A şi B, așa. 

fel încât să avem, oricare ar fi m, 

lol na |-ke lun | <A 
loa .: Fim <B . 

şi putem alege un rang n destul de mare, aşa. încât să avem, „ oricât de: 

mie ar fi e, pentru toate valorile lui p 

e 
lenta lasa-ne] < 275 | 

, |n Ungare tr into Caz 

Ţinând seama de aceste neegalităţi, deducem, din ultima expresie: 

a lui 6, , 

[8 <holggt hu za tun za 
lana | B+ lumea Br «+ lua | B 

de unde a fortiori 

  
e e 

Prin urmare lim.|3|=0, când n creşte nemărginit.



OBsERVvARE. Dacă nici una din seriile convergente (11) și a nu 
'este absolut convergentă, seria (13) poate fi divergentă. 

Să arătăm acest lucru -pe un exemplu simplu. Vom lua . 

  

. 9 _(- m, 

O E a pn Vapi . 

seriile (10 și (19 vor fi convergente [26] dar nu absolut convergente. 
Vom avea 

== (— n . 

n = 1) TR" "05 Tt- + pa] 

şi jinând seama că Vag SE if „vedem că | 

| 2 (n-4+-1) ; 
. luu > 2 

deci 4 nu tinde către zero, când n crește indefinit; prin urmare seria 
05 este divergentă, 

| N 

II, — SERII DE FUNCȚIUNI. 

30. Să considerăm o serie 

(D ug (2) a (2) ok. + tn (2) + . 

-ai cărei termeni sunt funcțiuni de-o variabilă d. Dacă această serie este 
convergentă pentru toate valorile lui z din intervalul (a, b) suma acestei 
:serii va, fi o funcţiune de z determinată în acest interval. 

Să punem . Să | | | 

9 Ra (2) = uni (0) Fum (2 +... 
- Seria (1) fiind convergentă în intervalul (a, 8), pentru fiecare va- 

Joare a lui z din acest interval corespunde câte un număr A, așa încât 
să avem, oricât de mic ar fi numărul dat e, 

Ra l<e 

“pentru toate valorile lui n > N, Numărul A depinde în general de ta- 
loarea aleasă pentru a. | 

CONYERGENȚĂ UNIFORMĂ. Zicem că seria (1) este uni form convergentă 
în intervalul (a, 3), atunci când fiind dat un număr e putem face să-i 
corespundă numărul N, aşa. fel încât să avem 

(3) Roi <a
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wpentru toate valorile lui n > N, oricare ar fi valoarea lui 2 în intervalul 
«(a, 5). Cu alte cuvinte valoarea lui N nu trebue să depindă de z. . 

“Să dăm un exemplu de serie convergentă, care nu este uniform 
"convergentă. Fie progresia geometrică 

zi 2 x , Pata te tape 
"care este convergentă pentru orice valoare a, lui z, căci pentru z dife- 
Tit de zero, raţia este pozitivă și mai mică decât unitatea, iar pentru 
„2 = 0 seria se reduce la zero. Să aratăm că acestă serie nu este uni- 
“form convergentă în orice interval care cuprinde valoarea x = 0, 

In adevăr avem 

zi 1 1 , Ra (0) = cop ra t apa] 
"deci E 

Lă 

. 1 

Boa 
Vedem că nu putem fixa pe W așa încât să satisfacem neegalita- 

tea (3), oricât de vecin ar fi z de origină, căci luâna, spre exemplu, 
1 

. 1 -X= =, În este foarte vecin de _ Va ? 

OBsenvanE.. Suma, seriei precedente este o funcţie discontinuă de 
-z: are valoarea zero pentru z=0 şi 1-+-a2 pentru z=k0. 

CRITERIU DE CONVERGENȚĂ UNIFORMĂ, Fie | 
| tout wa... 

0 serie convergentă ai cărei termeni sunt numere pozitive. 
Dacă pentru orice valoare a lui « din intervalul (a, 5) avem, ori- “care ar fi n, |un(2)| Sa, seria (1) este uniform convergentă în acest “interval. | ' 
In adevăr, vom avea pentru toate valorile lui z din intervalul (a, d), 

Ra (2) Coma ta... | | 

Putem alege un număr „N așa ca, pentru n > N, membrul a] doi-. “Mea, al acestei neegalități să fie mai mic decât un număr dat e. Vom avea “deci. a fortiori . 

E „Bal <a, 
pentru n>> N, ori care ar fi z în intervalul (a, 5). Prin urmare seria (1) “este uniform convergentă, 

EXEMPLU. Seria 

(4) totu sin zf. .-Fwasin ne...
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unde 20, tu, ... sunt termenii seriei precedenle, este uniform convergentă, pentru «- 

cuprins în orice interval, căci 

| onsin ne |n. 

„TEOREMĂ. Dacă termenii seriei (1), uniform convergentă în inter. - 
„valul (a, d), sunt funcțiuni continue: în acelaș interval, suma seriei, va fi. 

o funcție continuă, în intervalul (a, b). 

Să însemnăm cu Sa (2) suma primilor n 1 termeni ai seriei (1); 
și cu S (2) suma, seriei. Vom avea, ţinând seama de (2), 

S (2) = sn (2)+ Ra (2). 

Putem, prin ipoteză, să luăm pe n destul de mare așa încât să. 
avem neegalitatea (3), oricare ar fi z în intervalul (a, d), e fiind un nu- 
măr dat dinainte, oricât de mic voim. 

u fiind un punct din intervalul (a, 8) vom avea 

S (u) — S (2) = sa 09- — Sa 6) + Ra (1) — — BR (2), 

precum și 
_ 

| Ra (4) — Ra (2) <2e. , 

Pe de altă „parte sa (2) fiind o sumă de un număr limitat de func- 
țiuni continue, vâ fi o funcţie continuă ; deci putem lua pe u destul de 

aproape de z pentru ca să avem 

| sa (u) — sa (2)| <e. 

Prin urmare avem o 

|S(4)—S()|<3s,. 
pentru u destul de aproape de z. Funeţiunea S (2) este deci continuă. 

în intervalul (a, d). 
EXEMPLU. Suma seriei (4) este o funcție continuă de z, în orice interval, căci ' 

această serie este uniform convergentă, , iar termenii ei sunt funcțiuni continue dez, 

“31, Serii întregi, O clasă particulară de serii de funcțiuni şi care 

joacă: un rol fundamental în Analiza Matematică, sunt seriile ordonate - 

după puterile întregi și pozitive ale variabilei. Fie 

6) Ob“Oaoham-baz lee han... 
o astfel de serie, unde ao, ay, ... sunt coeficienţi numeriei. Seria (5) se 

numește o serie întreagă sau o serie de puteri. Să considerăm şi seria. 

pozitivă | 
0 AD dak. 

formiată de valorile absolute ale termenilor seriei (5); adică 

lan = n, |al=X. NR
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CoxvERGENȚĂ. Pentru a studia convergenţa. seriei (5) să considerăm 
șirul 

. “ n , 
(7) Ao, Au Vâz,..., Van... 

care poate prezenta una din următoarele trei particularităţi : 
10. Şirul (7) este convergent şi tinde către zero. 

„In acest caz seria (5) este absolut convergentă pentru orice valoare 
a lui . In adevăr, aplicând seriei (6), criteriul lui Cauchy avem 

n n n 

lim Vata = lim VA ă* = lim Va, X=0 
ceeace ne arată că seria (6) este convergentă oricare ar fi X ; prin ur- 
mare seria (5) este absolut convergentă. 

EXEMPLU, Seria 

PER i 
un 

este convergentă oricare ar fi ,. 

2, Şirul (7) nu este mârginit superior. In acest caz. seria (5), este 
divergentă pentru orice valoare a lui z diferită de zero. În adevăr, ter- 
menul general al. șeriei, pentru = 0, nu tinde către zero, căci MO- 
dulul său 

! n __ n 

| Van x] . 

poate depăşi orice număr pozitiv. 
EXEMPLU. Seria 

Ipeuikmaț.., 
- “este divergentă oricare ar fi & diferit de zero. 

| "80, Să presupunem că şirul (7) are o margine superioară şi mu convergează câtre zero. Să însemnăm cu L, cea: niai mare limită (S] a mulţimii numerelor din şirul (7). In acest şir nu vor fi decât un număr 
„limitat de termeni mai mari decât L-+e; deci, dela un rang destul de 
mare, toți termenii şirului sunt mai mici decât L-te. Pe când între 
L—e şi L--e avem o infinitate de termeni ai şirului ; adică dela orice 
rang, oricât de mare, se vor găsi termeni de-ai șirului mai mari decât L—e. 

Să însemnăm R=7 și să arătăm că: 
a) Seria (1) este absolut convergentă pentru —R<a<R, 
Ș) Seria (1) este divergentă pentru z în afară de intervalul (—R, R). 
a) Va trebui să arătăm că seria (6) este convergentă pentru orice 

valoare pozitivă X<R. Fie X =7 za un astfel de număr, :   

C. D.1. . 
4
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Avem, dela o valoare destul de mare a lui n, 

. Vara, 
deci 

VA << 

Prin urmare seria (6) este convergentă în virtutea criteriului lu; 
Cauchy. a 

  

$) Presupunem pe în afară de intervalul (— RR), deci 

  EI | |z|= 
Dar în șirul (7) vom avea. un termen, de un rang oricât de mare | 

- Yoim, aşa ca 
. N 

Vân> L—e, 
de unde | 

Ană> (Lc, 

" Inlocuind pe X prin valoarea aleasă pentru |z|, avem 

An X = |ana|> 1. , 

Termenul general al seriei (5) ne tinzând către Zero, seria este 
divergentă. | 

- OBsenvăni. 10. Dacă raportul pa tinde către o limită ], avem I=R. 
In adevăr, să aplicăm seriei (6) criteriul lui d'Alembert 

pie oti _ dnH XX | im Slim ==: 

Prin urmare seria (6) este convergentă pentru X <] şi divergentă 
pentru A >. Va trebui deci să avem l=R. | 

2, Pentru z=R sau = — R seria (5) poate fi convergentă sau 
divergentă. a 

| „EXEMPLU. Numărul R corespunzător seriei 

Zu an , 
++ het pare 

este 1, Seria este convergentă pentru = — 1 şi divergentă pentru ==, 

CONVERGENŢA UNIFORMĂ. Dacă seria (5) este "conțergentă pentru 
= R<z <BR, să arătăm că ea. este uniform convergentă în intervalul - 
(— Ru R) unde BR, este un număr pozitiv mai mic de cât f. 

Pentru aceasta.ne vom folosi de criteriul de convergenţă uniformă ,
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indicat [30]. Seria pozitivă este convergentă pentru'X = R, şi cum: pen-. 
tru toate valorile lui z din intervalul (—R,, RD avem | _ ii 

|aa 22 Aa Run : 
urmează că seria (5) este uniform convergentă, în acest interval. 

ConsEciNŢĂ. Cum termenii seriei întregi sunt funcțiuni continue de - 
%, din eonvergenţa uniformă a seriei (5) în intervalul (— 2, Ri), de- 
ducem [30, Teoremă] că suma seriei (5) este o funcțiune continuă. în 
„acest interval. 

TEOREMA Lui ABEL. Dacă Seria (5) este convergentă pentru z =, 
este uniform convergentă, în tot intervalul (0, R). _ 

Pentru demonstrarea acestei propoziţii ne vom folosi de următoarea. 
Lemă a hui Abel: : | 

Fie eo, e, ..., &, p-+i numere pozitive descrescătoare sau sta- 
ţionare, adică 

&=a = e 

„Şi un acelaș număr de cantităţi oarecare up, u, ..., Up. Dacă sumele 

6 si pF aku (G=0, 1, ...,p) 
sunt toate cuprinse între două numere A şi B, atunci suma. . . bi 

(9) Ep to E ui ț...Fe up 
va fi cuprinsă între ep şi e B. 

In adevăr, din (8) deducem 

140 = 59, zu 5 — 59, ...3 Up S=Sp— Sp ua 
așa că suma. (9) se mai poate serie. | 

so (20 — e.) +- si (e. —e2) + = = F Sp (Ep — £p) + sp Ep. 
Diterenţele e; — esa: nefiind nici una negativă, obţinem două limite, 

una inferioară şi alta superioară, ale acestei sume, când înlocuim can- 
tităţile so, su, ..., Sp prin A sau prin B. Vom avea deci 

| «Leo  sgg -F su FF Sup <Be. 

Să trecem acum la demonstrarea teoremei lui Abel, Fie e un nu- 
măr pozitiv dat oricât de mic. Seria (5) fiind convergentă în punctul R, 
vom putea, alege. un număr n destul de mare, așa încât să avem” 

E Sani RO A ame Rt anșp RP <e 
IE E SP a n+i oricare ar fi numărul 2. Pentru Oz R numerele (2) sunt des- R 

FU
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crescătoare - (sau staţionare pentru z=R) cană i crește. Să aplicăno, 

tema lui Adi luând ba 41 Gnyi Bai, 
Yom avea, | ă 

că ): < > Sani RH (3 "<e(3) 

de „unde, a fortiori, | a 

| ama ans Bt et dap at] <e. 

pentru toate valorile pozitive ale lui z din intervalul (0, R) inclusiv punc- 
tul 2. Deci seria (6) este uniform convergentă în acest interval. 

„OBSERVARE. Din convergența uniformă. a: seriei (5), rezultă continui- 
„tatea sumei S() a acestei serii în întreg intervalul (0, R). Așa că pu- 
tem scrie 

în 50=50. 
APLICAŢIE. Seria 

convergentă pentru —1 <S1, are ca sumă Log (1-2), după cum vom arăta mai 
departe. Această serie fiind convergentă pentru = 1, avem dreptul să scriem,. în: 

baza observării precedente, ” 

E Ludi | Log2=1— ph: 

EXERCIŢII 

1, Dacă şirul 80, su, 82 e... este convergent, vom avea! 

So â ke --a Sn = . - i 
lim > lim sn NE - 

R. Consecinţă a propoziției 1, 50, Vomlua an = sat sucar n şi bn=n-t 
in Andi — aa. "s9-t...-Fsn | 

Cum da sn are o limită, raportul g- = = „va avea 

acoeaș limită, 

2, Dacă şirul de numere pozitive 0, Mi 42, ... este convergent, vom avea 
Pr ui but. „Fun 

10-V Uo 4 Un =u E = 

adică media geometrică şi media aritmetică au aceeaş. limită. 

Re Consecinţă a exerciţiului precedent,: căci luând 81 = log? ui şi aplicând cele- 

stabilite mai sus, avem 

, og not log -F. „blog un 109 | lim III = lim log tin
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«de unde .. 
| ni , o 

Q) ! ” lim Va ap un == lin tn. 

„<a, Dacă, intr'o serie cu termeni pozitivi aa . 

Vot Pita Va ee: 

  n i . . i 
raportul Pati are o limită atunci radicalul | VA are acecaş limită. Reciproca nu este 

n . - . a , . totdeauna adevărată. - ! : 
| i a | , 

R. Dacă în egalitatea (1) facem 40 == to, tu =, ... tn == Za avem pro- 
"0 .. n 

poziţia enunțată. Dacă luăm Van = AN Bn Şi tan => dn Bi pen că eciproca 

nu este adevărată, căci. Van are ca limită „pe VA pe când ai este alternativ A 
'sa u_B. 

ăi ja 4. Condiţia necesară și suficientă pentru ca seria, al. cărei termen general este 

. E . u Fo ekuc , E 

oma Eb Pe e 
| je 

“(adică câtul a două polinoame ordonate după puterile descrescătoare ale lui n), să fie 
convergentă este g2p+2. 

R. Seria propusă este de aceeaș natură cu seria, care are termenul general 

4n = , căci lim 2 =A, Seria un este divergentă pentru ap sau 9=p-+1; con- 
op 7 

vergentă pentru Q= p+-2 şi a fortiori convergentă pentru q > paz. 

    

6 Seria cu termenul general un ani d este conv! ergentă. | m | 
7 . ” d ” - 

Uni (m ina Mn + A R, Avem Tun (3): deci lin aa e <a m 

pu 16. Seria al cărei termen general este PI 
t 

_ AA—D...A—n4+0D | a 

„9 ment) ceea] mad 
-este convergentă. pentru x > —2 şi divergentă pentru celelalte valori ale lui A. 

R. Avem , . . 

A . un 
= ——— == 4 - lim 1 a=limn (= 1 A+3; 

“deci, după criteriul lui Raabe şi Duhamel, seria propusă este convergentă pentru 
_ 1. A 1 , a. , > —3 Şi divergentă pentru a < —-—. Pentru A = — — seria este divergentă, căci 2. 2. 2 SR a a 
-avem tn = zip „A 

| e | : k 7. Dacă într'o serie raportul a, doi termeni consecutivi este de forma 

40 fl _mP-anp--.., 
dn OnPA-Onp- Fi 

- seria va fi convergentă dacă b—a >1 şi divergentă dacă b—aSS1 (Gauss). p A! 
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R. Avem , 

imn (0) das: 
un+i a 

deci seria este convergentă dacă b—a>1 şi divergontă dacă b—a <<. 
Pentru b—a= 1 expresiunea 

  

are o limită, deci după observarea făcută asupra criteriului Raabe şi Duhamel [24), 
seria propusă este divergentă. | 

Ss, Fie seria, numită serie ipergeomietrică, 

ag alat)...(a-ta—Da(0k-..:6-kn—D 
1 Te ... Be... 
+ et nr) ta) + 

unde a, 6, -y sunt numere oarecari, Această serie este convergentă: 10 pentru |z |< <t 

20 pentru a=1 dacă a+B—y<0. 

R, Găsim 

uni em etn, 
ua Fi) En)” 

10. Avem li Sa =, 
Un 

:20, După exerciţiul precedent seria este convergentă dacă „+1 —a—8>1 
şi divergentă dacă y—a—g820, . 

9 Fie S şi $! surele a două serii convergente (nu absolut convergente) 

ao eee tin e 
IC e dea. . 

Dacă seria produs, care are ca termen general 

„tEn = o En tt, ri ee „Fan 20; 

este convergentă, atunci. suma ei e SS (Abe). 

R. Să considerăm seriile auxiliare 

(0) 22 pb e Pun ante. 
(a) vo-huz e nano... 

care fiind convergente pentru z= 1 vor fi absolut convergente pentru |z|<1. 
Facând produsul acestor serii [29], avem . 

(0) (2) coke ph hiene. 

Cum seria din membrul al doilea este conv ergentă pentru = 1, după teorema 

lui Abel, ambii membri sunt funcțiuni continue de z în întreg intervalul (0,1). Făcând 

deci 2z= 1, avem propoziţia enunțată, :



  

CAPITOLUL IV. . 

DERIVAREA FUNCȚIUNILOR DE 0 VARIABILĂ. 

I. — INFINIŢI MICI. — METODA INFINITEZIMALĂ. 

32, Infiniţi mici. O cantitate, variabilă, care tinde către zero, este 
un infinit mic. Mai mulţi infiniți mici, considerați simultan, se pot com- 

para între ei. 

Zicem că e este infinit d mic în raport cu f, dacă raportul 

are ca, limită zero, când & și fi tind către zero. Dacă însă raportul 2 are 

o limită finită şi diferită de zero, zicem că « şi B sunt înfniţi mici de 

acelaş ordin. 

Pentru stabilirea unei clasificări între mai mulţi infiniţi mici se . 

alege unul ca. etalon, căruia -i se dă numele de infinit mic principal 
Zicem că f este un infinit mie de ordinul P în raport cu infinitul mie 

principal a, dăcă avem 

() lim 5 = k 

unde & e un număr finit, determinat. și diferiti de zero. Dacă p este 

mai mare decât 1, egalitatea precedentă exprimă că $ “tinde mai repede 

către zero de cât a. 

"Dacă nu există nici un număr p cu “ajutorul căruia să putem serie 

o esalitate de forma (1), zicem că ap nu are nici un ordin de înfimătu- 
dine faţă de z. 

1 . 

EXEMPLU. Fie â=a (sin + 2);*8 nu are nici un ordin de infinitudine faţă 

3 a cul : . , a. 
de a. In adevăr, cum valoarea lui sin Z rămâne cuprinsă între —1 și +1, limita 

raportului E, când a tinde către zero, este infinită pentru p> și nulă pentru p<1; 

pentru p= 1 acest raport nu tinde către nici o limită determinată.
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Să.presupunem. că între infiniţii mici a și f avem relaţia (1), care | 

se mai poate + scrie 

B.— 

- aP ke 

- unde e tinde către zero, când a tinde către zero. Vom avea 

lim E = l. 

k aP se numeşte partea principală a infinitului mie Ș. 

Dacă p==1 şi k=1, zicem că & şi f sunt infiniţi mici echivalenți. 

Diferenţa 3 a doi infiniți mici echivalenți, a şi $, este infinit de 
mică în. raport cu fiecare din cei doi. înfiniți mici şi reciproc. 

In adevăr, egalitatea 8—a —, se mai poate scrie 

„ăi B 
a 

şi cum membrul al doilea are ca limită zero, 5 este infinit de mic în - 

raport cu &. Reciproc, dacă 6 este infinit de mic în raport cu &, din 

egalitatea precedentă deducem că £ are ca limită unitatea; deci a și $ 

'sunt infiniți mici echivalenți. | 
OnsenvanE. Din propoziţia precedentă rezultă că, dacă fa? este par- 

tea, principală a lui f, atunci diferenţa fB — kaP este infinit de mică în 

raport cu aP; deci dacă g este ordinul acestei diferenţe faţă de infini- 

tul mie principal &, vom avea 

8— pe = 0-a) 
unde g>p. Tot astfel, expresiunea ff —laP — la? este infinit de mică 
faţă de a1 şi dacă notăm cu r ordinul ei faţă de infinitul mie principal 

&, avem 

| B— bo — la — (m ear, 

unde r> d O expresie de forma | 

[ab + lat mar (p<a<n, 

se chiamă valoarea asimptotică a lui f şi diferă de $ printr'un infinit 

mic de. ordin superior lui 7. Pentru-a avea o cât mai bună valoare 
asimptotică - se va lua un număr destul de mare de termeni în expre-: 

siunea, de mai sus. 

EXEMPLU. Fie a= — şi 8== A a» unde a>0; a și & sunt infiniți mici 

când n creşte nemărginit. Să căutăm o valoare asimptotică pentru B. Vedem imediat că 

tim = 1, lim 00 lim Teka — 
aa , a3a



" INFINIŢI MICI. 

Prin urmare 

ad — aha aa - 

xior lui 3a. 

  

33. Metoda infinitezimală, Utilizarea în calcule sau raționamente 

-o infiniţilor mici, constitue metoda înfinitezimală. In calculul. diferenţial 
:se consideră limita raportului a doi infiniţi mici, iar în calculul în- 

tegral se consideră limita une unei sume de un număr (care creşte “hemăr- 
ginit) de infiniţi mici. 

Vom indica două principii - fundamentale, în. metoda infinitezimală 

„şi care stau, primul la baza calculului diferenţial şi al doilea la baza . 
«calculului integral. 

IL, Limita raportului a doi înfiniți mici nu se schimbă când înlo- 
-cuim aceşti înfiniți mici prin alții respectiv echivalenți, | 

In adevăr, fie e şi f doi infiniţi miei, iar a” și p” infiniţi mici re- 

:spectiv echivalenți c cu & şi 8; cum putem serie 

a 8 a Fra a 

. B& 

-avem, trecând la limită, 
” . "7 ? Z . 

lim gli , lim 4 „lim 

şi cum, prin ipoteză, avem « | 

lim E. —1, lim =, 
B?  - a 

rezultă că 

lim & = lim . 
8 8 

PXEMPLU,_C Ca să găsim. limita raportului be când a tinde tătre zero,. 
a 

“vom inlocui sin ps) prin a şi sin ga prin ga, căci (12,3) 

lim Sinz _— 
2=0 2 

Prin urmare 

lim SinP a —lim Paz P. 

sin Qa Qa 9 

IL. Limita sumei infiniților mici de acelaş semn. lu, 02, ...» Ga, 

al căror număr creşte nemărginit, nu se schimbă, când înlocuim aceşti în 

fini mici prin alții echivalenți fn, Ba, ...; Ba; rapoartele i tinzând 

ânsă în mod uniform câtre unitate.
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Inţelegem prin cuvintele în mod uniform posibilitatea de a alege: 

pe n Gestul de mare așa încât să avem, oricât de mie ar fi numărul: 

pozitiv e | 

cheie 
Li Pa 

oricare ar fi indicele i. 

Așa, fiind, dacă infiniţii mici consideraţi sunt pozitivi, vom avea 

(1— sa <Bi<(le)a. 

Păcână =, 2 .. 7 și adunând neegalităţile obţinute, suntem: 

" conduși la 

fit -F Br 
EP pra Site 

Cum e poate fi tăcut oricât de mic în acelaş timp cu =, vedem că. 

Bi Boke e k Ba 
lim Pop. Pa 

adică sumele a PF a2+...-kFan și Bt fzt.. F Br au acecaș limită, 

care poate fi finită, nulă sau infinită. 

EXEMPLU. Se ştie din trigonometrie că, pentru. arcele „din n primul cadran, avem. 

sin z i ad), 
2 i n sontru toat te n valori a ? pa? . 3 pipa? pen ru toate aceste n valori: Să facem succesiv a=— 

ale lui z, vom avea 

1 sin 2 : 
<L— ZI. 

4 ma z 

Dacă a este pozitiv, putem lua e Ta şi după propoziţia precedentă vedem» 

că, dacă însemnăm 

Sa = sin —L- + sin —2_ + +- sin —1— 
ra ma nt-+a? 

atem 

  

lim ş ji 1 2: n „a (u-k1) 
== lim il—— — . = e 

n=oo nl-ka + uita + + nl a lin 2 ul-ka 

Prin urmare: a. 

dira Sa — =, dacă 0 <a<t; lim Sa=-7 , dacă a=t; lim Sn=0, dacăa>t;. 

  

(1) Această dublă inegalitate rezultă şi din desvoltarea în serie a funcţiunei sin x [50].
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IL — DERIVATE ȘI DIFERENȚIALE. 

34. Deriv ată, Fie y=f(2) o funcţie definită înte' un interval (e, d); 
„£ un punct al acestui interval şi 2 =pAh- un punct vecin de z, Di- 
ferenţa 2, — = Î, se numeşte cp creşterea 2 abili (0 şi se mai notează. 

cu Azi Creşterea lui y corespulteare este egală cu diferenţa 

f(a-+-1) — fa) 
“ŞI se: notează cu Ay. Să formăm raportul acestor două creşteri: 

0 Ay _fe+h)— 5) 1. 
| „Ag h 

Dacă acest raport tinde către o limită când h tinde, într'un fel: 
“oarecare, către zero, această limită se numeşte derivata funcţiunei f(2)- 

în punctul z şi se notează cu f(2) sau cuy. 

Fie spre exemplu y=— — Azm, unde A este o constantă şi m un întreg pozitiv,. 
Formânăd raportul (1) vom avea . : 

„(ep 

= 

Desvoltând pe (2th cu ajutorul formulei binomului și simplificând, găsim, . 
făcând pe A să tindă către zero, 

/ 

= mdam-l,/ 

"In particular, pentru 13==1 derivata este A, iar pentru = A derivata e nulă. 

Dacă raportul (1) tinde către o limită, când Ph tinde către zero- 
prin valori pozitive, această limită se chiamă derivata la dreapta a func-- 

iei f(2); pe când dacă avem o limită, când P tinde către zero prin. 
valori negative, avem derivata la stânga. “ 

EXEMPLU. Să se calculeze! derivata funcțiunei 

d) . E pat 

, 

  
1 

1 + ex 

în punctul 4==0. În acest punct funcțiunea se anulează, “aşa că raportul > va lua . 
forma 

1 

| i” 
ei . 

  

A 
Dacă h tinde către zero prin valGri pozitie, e creşte indefinit şi deci derivata; 

la dreapta, în punctul 0, este nulă. 
1 

Dacă h tinde către zero prin valori negative, ch tinde. către zero şi deci deri-- 
vata la stânga, în punctul 0, a funcţiunei considerate, esto 1: 
  

(1) Creşterea poate îi pozitivă sau negativă.!
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Dacă însă aceste două derivate,. la stânga, și la dreapta, întrun 

punct, sunt egale, atunci "valoarea lor comună. este derivata funețeanii 
“în acel punct (!). Si 

„Zicem că o ) funcţiune este derivabilă într un interval (a,.5),. atunci 

“teriorul acestui interval; o derivată la dreapta în a şi o derivată la 
stânga în d. " | 

OsenvARE. O condiţie n necesară pentru existenţa unei derivate finite 

întrun punct este ca funcțiunea să fie continuă în acel punct; căci în: 

caz contrar numărătorul raportului (1) nu tinde către zero când & tinde 
“către zero şi deci limita acestui raport nu poate fi finită. 

“Continuitatea funcţiunei f(2) în punctul z nu este o condiţie sufi- 
-cientă pentru a putea afirma existența derivatei în acel punet. 

EXEMPLE, 10, Fie funcțiunea 

„1 
= Z Sin — 

y z 

-care este nulă pentru 2=—0 şi continuă în acest punct. Pentru a avea, derivata în 

punctul z=0 suntem conduși la căutarea limitei lui sin Fe când h tinde către 

zero, limită care nu există. Deci funcțiunea n'are derivată în acest punct, 

20, Dacă considerăm funcțiunea - 

“derivata, în origine este limita lui k 5, care creşte nemărginit când h tinde către 
zero. Convenim a spune, în acest caz, că derivata funcţiei este infinită, 

30, Weierstrass a dat în anul 1861 următorul exemplu de funcţiune con- 
“tinuă care nu admite derivată în nici un punct: 

Seria 

y = E ah cos (7bnz) 

-este unitorma convergentă pentru 0 < a<! şi reprezintă o funcţie. cotinuă (30); 

dacă b>— La această funcţie nu admite derivată pentru nici o valoare a lui z, - 

Aşa dar clasa funcţiunilor derivabile este mai restrânsă decât clasa 
funcţiunilor continue, căreia îi aparţine. 

35. Diferenţială. Fie y=f(2) o funcţie care admite o derivată 
F(a) în punctul z; dacă dăm lui z o creştere Ax va rezulta pentru 
funcţiune o creştere Ay. După definiţia derivatei avem : 

ro 
  

(1) Dacă funcţia nu este bine definită întrun punct €, în care funcţia ar avea, do exemplu, o 
-discontinuitate de prima specie, se poate să avem derivatele, la dreapta şi la stinga lui c, egale între ele, 
“fără să avem o derivată în acel punct. De exemplu, funcțiunea U (x) considerată “la n . 20 are derivatele 
„nule la dreapta şi la stânga punctului x=a, fară să aibă o derivată în acel punct, |
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unde e tinde către zero, când âz,tinde către zero. Dacă considerăm pe- 
Az ca infinit mic principal şi presupunem pe f(2) aiferit de zero, par- 

tea, principală a infinitului mic Ay este Az. f'(2). Această parte prin- 
cipală se numeşte diferenţiala lui y şi se notează cu dy; aşa că - 

(3) dy = fo) âz. 

Deci: diferenţiala unei funcțiuni este produsul dintre derivata fune- 
jiaunii, şi creşterea arbitrară A dată variabilei. 

Dacă considerăm în particular funcțiunea y = , avem y=l şi. 
_ formula (3) se reduce la dz = Aa. Astfel formula (3) se mai poate: scrie. 

"dy=f(a)dz, 

sau încă - | A . 

CR =), 
De aci rezultă că derivata unei “ Punețiuni este egală | cu raportul. 

dintre diferenţiala funchiuniă şi diferenţiala variabilei. 

Formula (4) ne dă notafiunea diferențială a derivatei. 

36. Interpretări geometrice. Denrvara, Fie y = f(2) o funcţie con- 
tinuă într'un interval (a,b); când z variază de la a la b punctul (9). 
descrie, în planul axelor dreptunghiulare z0y, un are de curbă C, care 

reprezintă, în mod grafie variaţia funcţiunii. Fie M și M' două puncte, 

„foarte apropiate, ale curbei C, având respectiv abseisele z și-z-l-h.. 
„ Coeficientul unghiular al dreptei MM” este 

f(z+B—f(0), 
ho. 

, 

Deci dacă funcțiunea f,(z) admite o derivată în punctul z, când 

h tinde către zero, coeficientul unghiular al dreptei MM” tinde către. | 
f'(2). Prin urmare, când M” tinde către M, dreapta MM” tinde către o 
poziţie limită MT, care se numește tangenta la curbă în punctul M, 

Ecuația acestei tangente, care trece prin Punctul M(z,y) şi arepey” 
ca coeficient unghiular, este . 

Y—y=y(ă—2). 

unde X şi Y sunt coordonatele curente, 

__ OBSERVARE, Dacă considerăm cazul curbei (2), vedem că această curbă are 
două tangente în origine; acest punct e un punct unghiular al curbei, | 

Putem defini, în mod grafic, oricâte funcțiuni voim, care să prezinte aceeași 
parti -ularitate, .
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DIFERENȚIALE. Fie Az o creștere dată lui z; M' şi N punctele, de- 
„pe arcul C și depe -tangenta MT, care au aceeaș. abseisă z-+-Az, In 

triunghiul dreptunghic MNP, -(P fiind! proecţia lui M pe M'R) avem 
-MP= dz şi teNMP=f'(2). Prin urmare 

PN = f'(2) Az; 

"ceeace ne arată că PN reprezintă diferenţiala dy. Observăm, în acelaș 
timp, că diferenţa Ay — dy = MN este. infinit de mică în raport cu Ay 
:sau cu dy, căci aceştia. sunt infiniți mici echivalenți. 

37. Formule de. derivare. Primul obiect al calculului diferenţial 
-este stabilirea câtorva formule. simple de derivare pentru cazul când 

“funcțiunea considerată este compusă cu ajutorul altor funcțiuni simple, 
-ale căror derivate sunt presupuse determinate. 

„10, DERIVAREA UNEI SUME. Fie 

y=utv), 
unde presupunem funcțiunile u şi v derivabile întrun interval comun 

“(a,5). Fie z o valoare din acest interval; dacă-i dăm 'lui z o creştere 

Az, rezultă pentru u și o creşterile Au și Av, iar pentru 7 creşterea Ay 
şi avem 

Ay__âu , Av. 

Ar Az | Ax | 

Trecând la limită, adică făcând pe Az să tindă către Zero, deducem 

| p=uy. 

„Dacă înmulţim ambii membri cu dz, suntem conduşi la 

dy= du dv. - _ 

In loc de două funcțiuni u şi v am fi putut considera o sumă de 

“un număr oarecare, dar finit, de funcțiuni. . 

Prin urmare derivata (diferenţiala) ame; sume de funcțiuni oşte 

egală, cu. suma derivatelor (diferenţialelor) acestor funcțiuni, 

90, DERIVATA UNUI PRODUS. Fie y=u.v un produs de două funcțiuni 

-de z derivabile. Ayem - 

Ay la + Au) (ok 40) —uo pă ud 2 duh Au 
Az 7 Ax | "Bz 

Trecână la limită şi ţinând seama că limita ultimului termen scris 

“este zero, avem | 

” j e ' + Pa , y pp ua 
| Vi , pt > fă cp ate 

Iri d
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“Inmulţind ambii membri cu dz, deducem . 

„dy =—vdu ku dv. 

Dacă considerăm un produs de. trei factori 3 y=u. v.20, avem 

gp' => (ue + (0) av v=uvw (rss) e 

“Tot astfel se arată că, pentru un produs de un număr „finit de - 

factori, y=uvw. .., avem 

y =uvw, [rr] 

, dy=uvw.. [aa d de, ). 

In particular, dacă y=un, m un întreg pozitiv, avem 

pp == mul 

  

Și ; _u : 
30, DERIVATA UNUI CÂT. Fie g = 3; avem . PR 

. | 1 
, Vida e - na 

a Au 2 Au Av îi 2 

Ay va o AZ 137 VIN av 
| az Ar v(v-+ Av) du o aav 

„ “de unde . | vfvrovj 
? ? . “ 

p uv—vu a 
v2 ci Se 

| DIN „mii _ 

":sau cu notaţiunea diferenţială | ' 

du —u du 
dy — Z 

In particular, dacă. a se reduce la o constantă A, avem 

pai sau aa. 

40, DERIVATA UNEI FUNCŢII DE FUNCIȚE. Fie y= = fu) şi u=g(7), adică . 
“y este o funcţie de z prin intermediul lui 4. Pentru'a calcula derivata 

-acestei funcțiuni intr'un punct z, să dăm lui 2 o creștere Ax, Avem 

Aug (2-+ 40) — 16) Aflu du) — fo) 
«şi putem scrie ” 

Ay dy Au 
Ax Au Ax
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minate, trecând la limită, deducem din ultima egalitate 

y=Ff).9', 
căci Au tinde către zero în acelaș timp cu Âz, 

„Dacă înmulţim Scuaţia precedentă cu dz, obţinem 

| dy=f(a) du. 

Acest rezultat fundamental ne arată avantajul. notaţiunei _diferen-. „ țiale: diferenţiala unei funcțiuni de z se calculează după aceeaș regulă, fie că, este exprimată direct în funcţie de z, fie că este exprimată, în, 

Cum presupunem că funcțiunile f şi g au derivate finite şi deter-— 

funcţie de z prin intermeaiul unei variabile auxiliare u. . : 
” 

90. DERIVATA UNEI FUNCȚIUNI INVERSE. Fie j=f(2) o funcţie, care ad- mite o funcţie inversă z=g (4). Dacă una din aceste funcțiuni admite o- derivată diferită de Zero, cealaltă funcţiune admite şi ea o derivată. 
Să presupunem că cunoaștem derivata lui f, adică 

a AY lim az=f(0. 

Din egalitatea evidentă 

az — 1 
Ay Ay 

Ar . . 

- = deducem, trecând la limită, 
. . x N, 

a = al. „ 
HO Fly ie 

1 i 

EXEMPLU, Funcțiunea y=a* are ca inversă z=y2; aplicând formula pre= 1 cedentă deducem că, Vy are ca dirivată în raport cu 7 pe Ta 

3$. Derivatele funcţiunilor elementare. -. 

ÎL. EXPONENȚIALA, Fie y=e*. După definiţia derivatei avem - 

  

= lim E. x lim PI 
| =0 ” h h=0 h_ | - Li a. 

Insemnând eh = 1 = a, 'deducem hi = Log(1+a) şi :.. Pa 
” : O ae a za 

a eh — 1 a . 1 

  

î ED h et) roua 

N
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Dar « tinde către zero când h tinde către zero, iar Ura tinde 
către e când a tinde către zero; avem deci 

lim EL i, 
h=0 Ah Loge 
  

Prin urmare 

y=e. 

Deci funcțiunea exponențială e* se reproduce prin derivare. 
Pentru a avea derivata unei 'exponenţiale oarecari y=.A* vom 

"aplica formula derivărei unei funcţii de funcţie. Putem serie y=— e*LoA4; 
deci, dacă punem == Log A, avem 

| =etur ==e108 1 Loga = 42 Loga. - xl pa [i 

II. Locaniruur, să considerăm funcțiunea loparitenică într'o bază 
oarecare A 

y= Loga z. 

Luând funcțiunea inversă a logaritmului, avem z = A” şi aplicând 

formula de derivare a funeţiunilor de funcțiuni, avem 

? '— __l__ — ll . 

Yo ayLogă  zLogă 

“Dacă considerăm cazul particular al logaritmilor naturali, adică 
" 4=e, avem 

, =. 
Wa 

II. PurenEa. Fie y == 22 unde u este un număr at şi z o varia- 
bilă pozitivă. Putem serie 

ga == galLosx 

deci E x 

a 
9” = ete (a Loga) = pe > aa, 

Regăsim astfel formula pe care am stabilit-o pentru a întreg şi 
pozitiv (37,11). 

IV. FUNCȚIUNI TRIGONOMETRICE. — 10. Fie y = sinz. Avem 

Osin cos (2 + 2) 
*— lim sin ehzsinz lim 2 2) 

h==0 h “n=0 h
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Când Ph tinde către zero, cos (+2) are. ca. limită pe cos iar: 

i ] a. APR , 
= “. unde a= 3. are ca limită unitatea .[19,30]; deci   

y' = cos, 

. . T . 

20. Fie y = cosz,; avem cos = sin > — z) Deci 

, . Tr Ia 
3 = = cos(£— ) = — sina, : 

î . . , . sinz 1. 
30. Dacă considerăm funcţia y = tg = oz» avem, utilizând for-   

mula care dă derivata unui cât, 

„ _ coszcosz—sinz(—sinz) _ 1 
cos2 2 COs2 4 
  

  = găsim 0 “ 2 = Cos 
40, Tot astfel pentru y cotg z = 

. VS 

sin2z ? 

ceeace se mai poate deduce și din rezultatul precedent, ținând seama 

că cotgz = tg [3— ). 

V. FUNCŢIUNI TRIGONOMETRICE INVERSE, — 10. Fie y arc sin z, Ne 

vom ocupa de ramura principală a funcţiunii [14], care este definită 

prin condiția — = <y <3: Luând funcțiunea inversă avem « = siny, 

a cărei derivată este cosy sau Vl—sin2y, unde luăm semnul + îna- 

intea radicalului căci cosy e pozitiv, când y variază de la — la + 

Formula derivărei funcţiunilor inverse ne dă deci | 

, 1 1 
Ve 

+Vl—sin2y  +|1—a2 

Celelalte determinări ale lui y sunt legate de determinarea princi- 

pală prin formulele 

(D, y = are sint + 247, o 

(ID) „pp —are sina (9k+-1) a. 

Determinările (|) au aceeaș derivată ca şi râmura principală; de- 

terminările (II) au o derivată de semn contrar. 

20, Fie 7 = arc cos, Vom considera ramura principală a acestei
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funcțiuni mâltiforme, care se exprimă prin relația 

arc cosz = 3 —are sinz 

cu ajutorul ramurei principale a funcţiei are sinz; deci . 

= ol . 

Viza 
30. Pentru y = aretgz, avem, luând funcțiunea inversă z=tgy, 

1 IL 
= Dap e i e 

Y > COS pg Pai 

39. Diferenţialele funcțiunilor elementare. Din formulele găsite 

mai sus deducem imediat diferenţialele funcţiunilor elementare, înmul- 

ţind ambii membri ai fiecărei formule, prin dz. Avem asifel 

  

  

  

„. — dz 
da = axa d Vaz = —= 

- 2Va 

X = AX O 4 = „d A% = A* Log d dz d Logaz Zog 

IN a dz 
det = edr d Logz = 

. . dx 
d sin z = coszdr d arc sin z = = 

, , Vi —a 
. dr 

d cosz = — sin dx d arc cosz = — = 

dr dr 
e == o ——. dir = oz d arc îg z TFE 

| OnsenvaRE. Este esenţial de a observa că toate aceste formule sub- 

zistă atunci când înlocuim pe z printr'o funcţie u de z. 

Așa de exemplu, avem 

d Log u=—=—— 

40. Derivata logaritmică. Se numeşte derivata logaritmică a unei 

funcțiuni 7, derivata logaritmului său, adică Dr Derivata y a 

unei funcțiuni y se deduce deci înmulţind pe y prin derivata logaritmică. 

De multe ori este .mai comod să procedăm. astfel pentru determinarea 

derivatei. 
EXEMPLU, Fie y=w, unde u şi » sunt funcțiuni de e. Avem 

de unde Log y =vLogu | 

VI u ' u E 
7 = Logu-ţ ȚY | ț
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Prin urmare 

, , a 
y=w £ Legio] . 

1, Derivarea seriilor întregi. Fie 

(5) (2) atasez. kapa... 
'0 serie întreagă convergentă pentru —R<ze<R. Să arătăm că seria 
derivată e 

at doza nana, 

este convergentă pentru — R <a CR şi are ca sumă fo). 
Fie z un punct oarecare din intervalul de convergenţă al seriei (5). 

Să considerăm seria modulelor termenilor acestei. serii 

F(X) = Aot AX da Xa... 
unde |aa| = 41 și |z|= X; această serie este convergentă [31| pentru 
OSALA. Fie A un număr pozitiv determinat așa ca X+-A<R. 
Seria F(X A) fiind tot convergentă, vom avea. : 

F(X-LA)—FOD_ > (I-A — Xa 
A > < m 

sau 

FL A)—F() 
, A n 

unde | | 

Yu = da Da ae. 

Seria S Un cu termeni constanţi şi pozitivi (căci X şi A au valori 
determinate) este convergentă. 

Să dăm acum lui z, în seria (5) o creştere 7, așa ca |h|<A. Se- 
ria f(z+), fiind convergentă, vom avea în mod analog 

(6) [e-rh)= re) = Sua (h, 

unde 

Un (h) = an E Zn au han, | . 

Seria Xaa (h), ai cărei termeni sunt funcțiuni de A, este unitorm 
convergentă pentru |/| <A. In adevăr, pentru toate aceste valori ale 
lui &, [un (4)| CU, deci [30] această serie este uniform convergentă, 
Cum a (k) sunt polinoame în h deci funcțiuni continue (30) de 1, suma 
acestei serii este o funcţie continuă, a cărei valoare pentru i =0, se
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confundă, cu limita ei când h tinde către zero. Prin urmare, făcând pe 
h să tindă către zero în egalitatea (6), avem la limită 

f(0= Ina. n | „e 

EXEMPLU, Avem 

tabara, 

pentru —1 <z<1. Vom avea deci, pentru aceleași valori ale lui z, 

  

Gaze matei e 

OBSERVARE. La acelaş rezultat mai putem ajunge înmulţind, seria considerată 
prin ea. însăși [29]. 

42. Derivate şi diferenţiale saceesire. DERIVATE succesive, Fie 
y= F(2) o funcţie derivabilă în intervalul (a, d). Dacă derivata f' (2) 
admite o derivată într'un punct z, această derivată a derivatei se nu- 
meşte derivata a doua a funcţiei f(2) şi se notează cu f (2) sau y. 
Tot astfel: dela derivata a doua f'(2) se trece la derivata a treia, care 
se notează cu ş” sau f”(z) Continuâna astfel de la derivata de ordinul 
n —1 se trece la derivata ' de ordinul m, care este derivata întâi a de- 
rivatei de ordinul n— 1 şi se notează cu yl sau f(2). 

DIFERENȚIALE succEsIvE. Să plecăm de la diferenţiala 

(Day Plodăz i 
Când z este zariadila independentă convenim a considera pe 

dz ca independent de poziţia punctului în intervalul (a, 0); dz este 
deci considerat ca o constantă. 

Diferenţiala a doua a lui y o vom obține. diferențiină ambii membri 
(7), dar convenim ca în diferenţiala membrului al doilea, creșterea 
Az, care se întroduce [35, (3)] să o luăm egală cu dz și această con- 
venţie o păstrăm pentru toate diferenţialele succesive. 

Avem astfel diferenţiala a doua 

d(dy) = dlf:0)dz] = f'(0) (dz. 
Dacă notăm d(dy) = d2y, ..., d(dn-y)= dny, obţinem diferen- 

ţialele succesive, până la acea de ordinul n, 

by = f (2) dx2, 3, = (oaza, ... dy =) ar. 

De aci deducem notațiunea diferențială a derivatelor succesive. 

Pg mn =  
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„ EXEMPLE, Să calculăm derivatele suegesive | ale câtorva funcțiuni elementare 
z20€ 

=, pac... gin) = an cax ' 

ya,  y=aaa—, pi =aţa—1)...(a—not 1)aza—n 

y=Logr, y=a—l, .., gl) = (— 9 (un — 1) lan 

y=sinz, y=sin +3) ... = sin [2-07] 

y=cosa, y =cos +3), ... ue = cost) . 

OsenvăRI. 10, Existenţa unei derivate de ordinul m necesită exis- 
tența derivatei de ordinul n — 1; dar s'ar putea ca derivata de ordinul 
n să nu existe. 

Sunt funcțiuni care admit derivate de orice ordin, aşa de exemplu 
funcțiunile elementare sau seriile întregi. 

20. Am văzut că diferenţiala primă 

dy=f'(u). du 

are aceeaș formă fie că u este variabila independentă sau nu. 

Pentru diferenţialele de ordin superior nu se mai prezintă asetaş 
simplicitate, atunci când u este funcţie de z. Diferenţind egalitatea pre- 
cedentă, avem 

ly=f'(u) de+ fu) du 

căci nu mai putem considera du =0 (du==u'dz, du = "da, ete. 
depind de valoarea variabilei z). 

Tot astfel | , 

dy = f' (du 3 f' (u) du d2u + f'(u) Bu 

şi așa mai departe, regula generală ne prezentându-se sub o formă simplă. 

FORMULA LUI LEIBxIZ. Să considerăm o funcţie - reprezentată prin 
produsul a două funcţii y=av și să ne propunem să găsim derivata 
a m-a a lui y. Avem 

| y=uv ku, 
=uv+2uvhuv, 

„Vedem că, în general, vom avea 

(8) af = Apt) ve Audn-Dyi-p.- Azuul 

unde o, As, ..., An sunt coeficienți numeriei, cari nu depind de forma 
particulară a funciiunilor u şi v. Dacă a este o constantă și punem 
= 2% și v= e*, avem ş/ = lat, deci 

(2) — (a -+ Ip ela+1)x,
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Aşa că formula (8) va deveni 

(a + 11 = Apa Ai. - + An 
şi identificând, găsim | 

Ap = Că. 

EXEMPLU. Aplicâcd formula lui Leibniz, găsim pentru derivata a n-a a func- 

| ţiei y = (2— ah (n— d) 

=! [e —ah+ (c 1 (2 — ah- (2 — d) 

+ (02 (2 — ap=2 (2 — 82... (C -p (e—d]. 

OseRvaRE. Dacă facem convenţia să notăm cu (u-4-v) opera- | 
ţiunea (4 4-2)" unde înlocuim produsul puterilor 27 prin produsul de- 
rivatelor u?P) (0, vom putea scrie 

(29) = (au + o). 

Se stabilește, în mod analog, că pentru un produs de trei sau 

mai mulţi factori y=au.v.w. ..., avem 

yn= (ukohuot...)D. 

III. — PROPRIETĂȚILE DERIVATELOR. 

43. Teorema, lui Rolle. Dacă_f(2)_este o funcție derivabilă, în în- 

tervalul (a, b) şi dacă f(a)=0, f(5)==0, există cel puțin un punct c, 

cuprins între a şi b, pentru care să avem f'(c)=0. 

In adevăr, când « variază în intervalul (a, 5), f(2) ia o valoare 

cea mai mare JI şi o valoare cea mai mică m [19,41]. Dacă valorile 

AM şi m sunt amândouă nule, atunci f(2) este egală „cu zero în tot in- 

tervalul (a, b) şi deci derivata sa va fi nulă în fot acest interval. Teo- * 

rema, în acest caz este demonstrată,, 
„Să presupunem acum că una, din cantităţile A/ și m, de exemplu: 

A, xeste diferită. de zero. Fie c valoarea lui z pentru care fa) AL 

Raportul 

Lech) — F(€) 

cu > 0, este negativ sau poate nul. Limita sa f'(0) (derivata la dreapta) 
nu poate fi un număr pozitiv. Deci f'(0)S0. 

Tot astfel limita raportului 

f(e—h— f(e) 
h '
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unde A este tot pozitiv, este f"(c) (derivata la stânga) care nu poate fi. “un număr negativ. Deci f'(c)> 0 
Cum funcțiunea f(2) este presupusă derivabilă în intervalul (a 3), 

ea are o derivată unică în punctul c. Va trebui să avem dar f'(0)=0. 
ConsEciNȚă. Dacă f(z) ia aceeaş valoare Y în punctele a şi 2, atunci derivata sa se anulează într'un punct din “intervalul (a, b), căci funcţiu- nea f(2)—y, care are aceeaș derivată cu f(z), se anulează pentru z=a şi pentru z=8, 

„44. Formula creșterilor finite (LacnancE). Fie f (2) o funcţie con- 
tinuă într'un interval (a, d) şi având o derivată unică în. fiecare punct al intervalului. Să considerăm raportul | Ț A 
Ă pu b)— Pr - i 0) se TONI] 
între creșterea funcțiunei şi creșterea variabilei; acest raport este un 
număr finit și determinat pe care să-l însemniim cu N, 

Vom avea ” 

Dacă considerăm acum funcțiunea auxiliară r- 

I0=f0—f(0)—NVa—a) 
vedem că g(0)=0 şi (0)==0. Va exista deci, după teorema lui Rolle 
un număr e cuprins între a şi b astfel ca J(0=0. A 

Cum g'(2)=f'(2)—N, deducem că N=f'(0). Dar N este va- 
loarea raportului (L); prin urmare avem: * 

& OO op ec 
Aceasta este formula creşterilor finite, care se mai poate scrie, 

însemnând b—a=h, ” 

(3) fa+D—f()=hf'(04-0i) 00 <0<1) 
Formula creşterilor finite se mai numește şi formula mediei. 
Interpretarea geometrică a formulei creșterilor finite 

se face cu ușurință. , Să considerăm arcul de curbă ACB descris de - 
„punctul (z, y), unde y=f (2); punctele A, C și B corespunzând puncte- 
lor cu abscisale a, c, D. Coeficientul unghiular al coardei AB este 

TO=fa), 
b—a
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„iar coeficientul unghiular al tangentei la curbă în punctul C este f'(c). 
Formula (2) ne arată deci că există pe curba y=f(2) un punct 

C, cuprins între A şi B, în care fangenta la curbă este paralelă cu 

coarda AB. o 

| 45. Dacă o fumeție f() este derivabilă întrun interval (a, 0) îar 
derivata sa este în mod constant nulă, atunci funcția f (2) este constantă 
în intervalul (a, D). | 

In adevăr fie z și z--h două valori ale variabilei luate în inter- | 

valul (a, 5). Formula (8) ne dă 

ft 1) —P(0) =uf'(e4-01)=0 
căci 240, este cuprins între a şi b. Prin urmare f(2)=f(z+h), 
adică f(2) este o constantă în intervalul (a, b). 

ConsEcinșă. Dacă două funcțiuni f(2) şi g (2) au derivate finite 
şi egale întrun interval (a, D) atunci diferența lor este o constantă în 

acest interval. 
Funcțiunea f(2)— g (2) având derivata nulă, vom avea în inter- 

valul (a, 0), f(2)—g(2)=c, e fiind o constantă. 
| Această propoziţie : stă la baza calculului integral, căci, după cum 

vom vedea, aci, se cere să determinăm toate funcţiile care au o derivată 
cunoscută. După cele stabilite vedem că este suficient a cunoaște o sin- 

gură funcţiune, toate celelalte obținându-se prin adăugarea unei constante 

la această funeţie. 
7 

APLICAȚIE. Fie seria . e 

a: z3 i ” 

Fo=r- it: 

Această serie este convergentă pentru — 1 <esl și după cele văzute [41] 
vom avea, pentru aceleaşi valori ale lui z, 

F(a)= 1—zpai—a3... 

Dar şi funcţia Log (14+2) are ca derivată pe 

Log (1 - -T: 0 — F(2)=0 

pentru —1 <a<l. Pentru a determina constanta C să facem w=—0; găsim astiel 

„C=0. Prin umare, pentru lic | <1; avem 

a z3 
Loga) ze kg e. 

« Deci   adică F(2)= 
1 

Fa: 12 

46. Derivata funcţiunilor crescătoare şi descrescătoare. Fuxcri- 
UNI CRESCĂTOARE. Să considerăm 'o funcţie f(x) crescătoare într'un inter- 

val (a, 3) și derivabilă în acest interval. Derivata f (2) nu poate fi negativă
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pentru nici o valoare a lui z, căci numărătorul și numitorul raportului 

fe+h—f) 
h 

suni de acelaş semn. 
Reciproc: dacă derivata f'(x) este finită şi nu devine negativă 

pentru nici o valoare a lui z din intervalul (a, 3), funcţia f() este 
crescătoare în intervalul (a, 5). | 

In adevăr dacă a, şi z2 sunt două numere oarecare din intervalul 
(a, d) şi dacă a, < 22, putem scrie, aplicând formula mediei, - 

f()— f(2) = (e 20/00. | 
Deci f(22) = f(z.) când > ,, adică funcțiunea f(2) e crescătoare, 
FUNCȚIUNI DESCRESCĂTOARE. În mod analog se arată că derivata unei 

funcțiuni descrescătoare întrun interval (a, 3) nu' poate fi pozitivă şi 
reciproc: dacă derivata unei funcțiuni nu devine pozitivă întrun in- 
terval (a, d), acea. funcţie este descrescătoare în acel interval, 

. . 
« o: . . - 

EXEMPLU, Fie funcjiunea Ba amin e an = pai 
f(x) = & (sina — cosa)+-1, i o 

Avem | Ta i e F(a)=2 e sina. | Mina 
Pentru 027, derivata f'(2) nu este negativă ; funcţia f(a) creşte de la 

f(0)=0 la f (7)= 1. Pentru rSSa <0 derivata nu este pozitivă ; funcţia f() 
descrește de la f(—) = 1-+-e? până la f(0)=0. 

OnsEnRvARE. Cele stabilite se pot aplica, cu oareeari precauţiuni și 
în cazul când funcțiunea sau derivata nu este continuă în întreg inter- 

- valul (a, 8). „o 

  

Aşa, de exemplu, dacă considerăm funcțiunea f(o)= unde a este o. a—a' 
constantă, avem f' (=: deci derivata f'(2) este. pozitivă oricare ar î a, 
Funcțiunea f() nu este totuşi crescătoare, când z variază de la —oco ln -- oo, căci | - 
această funcţie este discontinuă pentru = a şi trece de la --oo la —oo când a 
ajunge și depăşeşte valoarea a, Dacă insă € este un număr pozitiv, funcțiunea este 
crescătoare în intervalele (— 0, a — e) şi (a + s, ko). | 

+7. Formula lui Cauchy. Fie (2) şi g (a) două funcțiuni continue 
şi derivabile în intervalul (a, b), derivata 9' (2) neanulându-se în acest 
interval. Să considerăm raportul 

(0) — f(a) 
-9(5)—g(o)
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unde numitorul este diferit de zero, căci dacă am avea g(0) = g(5), 

-g'(2) s'ar anula în intervalul (a, 5). Ne propunem să dăm o altă formă... 

saloarei acestui raport. Dacă însemnăm cu N valoarea. sa, avem 

fW)—f(d—Y ly()—g(a)l=0 

Să considerăm funcțiunea auxiliară 

F(2) = f() —f(0)— Ni (0)—9(0)l 

„care se anulează pentru z = a și 2= b; deci după teorema lui Rolle: 

F(=f()—N70=0  (a<e<b) 
De unde putem scoate valoarea lui 

| _F(6) 
| 7 

căci g'(0)=F0. W fiind valoarea raportului iniţial, deducem formula lui. 

Cauchy 

      

r0— f(a) _f (0) | 

gb) IC 90) (a<e<b), 

care se mai numește formula mediei generalizată, căci făcând 2 =z 

regăsim formula. mediei [44, (2)]. : 

„Formula lui Cauchy se mai poate scrie 

fat) —fla) frati) 
— 7 0 6 1 . 

sai) =00)” pain) OS) 
OBSERVARE. Din cele ce preced se vede că formula lui Cauchy subzistă când 

g.(2) sar anula intruna din extremităţile intervalului (a, b). | 

_ | EXERCIŢII. 

- 1, Se consideră funcțiunea y= are tg Z nulă în origine; se cere derivata, 

la dreapta şi la stânga în punctul 0, 

“RR, Aceste două derivate sunt diferite, căci. avem pentru derivata la dreapta >9) 

k.. y "== lim arc t pf 
oh, 2. 

şi pentru derivata la stânga 

. , 1 7 
„af = lim are îg == 

y oh. 2 
  

2, Să se calculeze derivata de ordinul n a funcţiei 

y=(az+- DR (a tg
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Rh. Vom aplica formula lui Leibniz: 

= 5 4 CE (az+ bph-p aP (az B)p-1—an-p 

p=0 
unde , 

| 

EMA De Ap D(n a D(n—a—2)...(p—), 

ICPP —D...A—a+0) 

sau 

Prin urmare . , , 
da 
SUB (ae-Fihon(a ct pa [SC (—aaz—adh1-p(aaz +a] 

adică + 

DU p(az-t in (az) (ap ad. 
3, Să se stabilească formula 

” dn n-a p(£ ă | 

R. Această formulă se verifică imediat peniru 1=1. Să presupunem adevărată 
formula Fn-—a și să arătăm că formula Fn este o consecință a acesteia. Vom pleca, de 
la identitatea _ a , 

azur) _anaarer() 
dan — dan 

unde membrul al doilea se mai poate scrie, aplicând” formula lui Leibniz, 

dnzn—2 f(-L An—1 an f(L „i 8, si (3) 
  

sau, ținând seama de formula Fa-a, N 

d[i i 718] ul n [i v a jare (te ma in fa (E). 

Derivând şi făcând reducerile ne rămâne 

1 1 Cazare (2); 
4. Să se calculeze derivata de ordinul 1 a funcţiei (2) - 

„Me Dacă” în formula precedentă facem fl) =un-1g(u) suntem conduşi la 
formula 

  

, dn (1 — 1 | 2() — ( A [g() (3) + (n —1) Cha g(n -D (3) 

+ (n —)(u—2) 2 a2 gtn—2) (3) e .]. 

| . m—2z—1 . 5, Să se calculeze derivata funcției zare tg a Faza Şi să se explice re- 
zultatul, .:
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R, Găsim Tai deci y are aceeaş derivată ca şi funcţia 4=—2 arctgz. 

Să arătăm că y — u este constant. Avem 

  

__ tey—tsu 

| EU d Fregteu 
și 

x? - 27—l1 2103 2% I5V= a Paz » E iz Tai 

Inlocuind şi simplificând găsim tg (y—w=1. 

6. Fie f(2) o funcţie continuă aşa ca |f(2)| E: <C1. Să se arate că ecuaţia 

F(a)=z — [(e)=o 

are o rădăcină reală r şi numai una. 

__ Dacă ao este un număr arbitrar şi 

tu = fix), x == f(z,), .--» 2n=fizn—) 

să se arate că, pentru n=co, avem: lim Xn=r. 

R, Fie a un număr arbitrar. Formula mediei ne dă 

fO)=f(a) + —a)f (0), 
9 find cuprins între x şi a. Ecuația dată se mai poate scrie deci 

F(x = f0—f(a)-taf (0)=0. 
Factorul 1—f'(6) fiind pozitiv, se vede că F(x) schimbă de semn când x 

crește dela —co la +-oo. Deci P(x) se anulează întrun punct x=r. Cum F'(x) este 
totdeauna pozitivă, F (x) este continuu crescătoare, așa că nu se poate anula. decat 

intr'un singur punct, 

Avem, cu ajutorul formulei mediei, 

x—r= fo) f(0=0—N7' (m 

[x =rICklxo—r] 
Tot astfel : , 

xz—r|<Ela—r] 

sau 

|ăn—r|Chlxn-a re 

Inmulţind aceste neegalități membru cu membru, obținem 

|xn—r|<hn|xp—r| 

de unde lim xn=r.



CAPITOLUL Y. 

DESVOLTAREA FUNCŢIUNILOR. — EXTREME. 

I. — FORMULELE LUI TAYLOR ŞI MACLAURIN. 

45. Formula lui Taylor. Dacă P (2) este un polinom oarecare de 
gradul n în z, ordonarea lui P(z-+-h) după puterile lui Ah, ne conduce | 

„la formula | 

(D P(e+D=P)+ RP). Pa, 
“care se verifică cu ușurință. In adevăr, polinomul P(2) este o sumă de- 
termeni de forma ag 2 (unde a, sunt coeficienţi numerici şi k=0, 
L, s..» n). Prin formula binomului se vede imediat că toți aceşti ter- 
meni, deci și suma lor, satisfac la formula (1). Generalizarea formulei 
(1) ne va conduce la formula lui Taylor. 

„7. Să considerăm o funcţie f(a) definită întrun interval (a, D) şi ad- 
miţând în acest interval derivate de primele 7 -+- 1 ordine; de aci re- 

D zultă că f(z) şi primele m derivate sunt continue; vom presupune că 
d derivata de ordinul n 4-1 e finită. 
SI „Fie z un punct determinat din intervalul (a, 0) și h un număr ast- 

fel ea punctul z-+-/ să fie în acelaş interval. Prin analogie cu formula 
" “(1 vom considera, diferența 

ferhzfo- ro... tmo, 
care este nulă când f(z) este un polinom de gradul m, dar care în ge- 
neral, este un număr ce depinde de funcţia f și de valorile variabilelor 

-z, a Şi h; să luăm acest număr sub forma 7? A, unde p este un număr 
arbitrar așa că vom avea 

ha 9) fz+h=f(D—nf' (2) — a. .— af (2) — hp 4 =0.
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„Pentru a da o altă fvurmă numărului A să considerăm funcţia auxiliară 

F(u) = f(z+-I) = f0)— (cr h—u)rf(u)— 
(sh of (n) — a EFhZ0 p (0) — (z hu A. 

n! 

Această funcţiune de u este continuă și derivabilă pentru u cuprins 

în intervalul (z, z-4+h); pe de altă parte ea se anulează pentru v=z 

şi pentru = + h. Deci, după teorema lui Rolle, F”(u) se anulează 

pentru o valoare a lui cuprinsă între z . z —- h. Vom avea deci 

(3) F'(2+0h)= (0 <0<1). 

Dar derivând pe F(u) şi reducând termenii din menibrul al doilea, 

vedem că | 

F' (1) = — (arte h —0 fa+ (u) + p (+ h— ua. 
nt 

Prin urmare, ţinând seama de (3), 
— 0p-r n—p+i A= Ca PE pn (24-01). 

Inlocuind pe A prin această expresiune, obţinem formula, 

4) fe =r0+ro+ fot. PO) Ra 

numită formula lui Taylor, unde am insemnat 

x | ni (4—0y-pH fn (A 0), 
(5) R- = vu! p 
  

R, se numește termenul complimentar sau restul formulei lui Taylor. 

Numărul 9, care: figurează în acest rest, depinde de «, hi n Şi 9, dar 

este cuprins între O şi 1. 
Dacă facem p= 1, avem restul sub forma dată de Cauchy 

(6) Ra IE = fer (ere, 

Pentru p=n+ 1, obţinem 

, Mai fin+D (x -+- oh) 

0 Ba PI 
formă dată de Lagrange Și care este forma cea mai comoăă pentru 

aplicaţiuni. 

Osenvănr. 10. Este evident că riumărul 9, care o figurează în expre- 

siunile resturilor (5), (6) şi (7), nu este acelaşi 
20, Formula lui Taylor (4), cu restul lui Lagrange (7), este o ge- 

nerâlizare a, formulei medii pe. care o regăsim făcând n=—0,
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30, Dacă A este infinit de mie şi îl considerăm ca infinit mie prin- 
cipal, formula (4) ne arată că expresia 

fa+ 70 —2fP0—... 15 pm 
“unde m SS, este un infinit mie de ordinul ml, 

49. Formula lui Maclaurin. Dacă în formula (4) facem z== 0, 
deci presupunem că intervalul (a, 0) cuprinde originea şi înlocuim pe 
h prin z, obținem formula hui Maclaurin 

9 FD=FO0+27PO0+5FrO0+... 
Xa 

tao oțreoa 
scrisă cu restul lui Lagrange. 

APLICAȚII, 10. Constanta lui Fuder. Să aplicăm formula lui Maclaurin (8) la 
funcţia (x) = Log (1-+x), luând n=1 şi x>—1. Vom avea 

Log (1 +=: 

Această formulă ne va conduce la un rezultat important, Dacă înlocuim pe * 

prin —, n fiind un întreg pozitiv, vedem că | 

8 

Ca aa[i + E 2 na IT I3 + m ami 

dn fiind un număr pozitiv mai mie de cât unitatea. , 

Cum a este termenul general 21 unei serii convergente [24, 1],:rezultă că se- 

ria al cărei termen general este - — — Log ( +7) este şi ea convergentă, Suma 

primilor n termeni ai acestei serii va fi 

Sai. pai teal se. Fosta 3) 
sau 

Satu —Logtn-F1), , 

Limita lui Sn când = creşte nemărginit este constanta lui Euler Cia cărei va- 

Joare cu 10 zecimale exacte este (== 0;5772156649, 

20, Numărul e. Dacă facem în formula (8) pe f(x)==e*, derivatele acestei 
tuncţiuni fiind toate egale cu ex și având valoarea 1 pentru x= 0, obţinem 

nl e0x 

cita ke ta poi 

de unde, făcând x=— 7 

ez LA +
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Ultimul termen din membrul al doilea este mai mic decat E pentru că 
(n. 

[12, 4 e<3 şi 0 <o<t. Luâna pe n destul de mare putem fa e ca acest ultim 
termen să devie oricât de mic, Prin urmare egalitatea precedentă ne permite a cal- 
cula numărul e cu orice aproximaţie voim. 

Mai deducem din formula precedentă, inmulţind arabii membri cu n!, că 

                    
e 

Această relaţie ne arată că e este un număr irațional; căci dacă ar fi rațional, 

ar fi de forma ? (p şi q două numere întregi) și luând pe n > primul membru 

ar fi intreg, pe când membrul al doilea este fracţionar pentru 25>2, căci e < 3, 

50. Seriile lui Taylor și Maclaurin. Prezintă 'o deosebită impor- 
tanță în Analiza Matematică cazul când funcțiunea f(2) admite derivate 
de orice ordin, iar restul Ra tinde către zero când n creşte nemârgimit | 

In acest caz avem | 

„m [Fe —f) fra) sro) =0 
şi seria 

(9) 
co 

fe) 
n=0? 

este cunvergentă pentru părechile de numere h şi z luate după cum am 
convenit mai. sus, suma seriei fiind f(x -+- h). Putem deci serie 

(10) fe = 3 ro) 

Seria (9) se numește seria lui Ta ylor corespunzătoare funcţiunei 
f (2). Când avem egalitatea (10) zicem că f() este, desvoltabilă în se- 
ria lui Taylor. 

Din egalitatea (10), făcând z==a și h=xr—a, deducem 
. —a 1 E 

fo) =2 Ep 6) 
şi pentru « =0, obţinem desvoltarea în seria lui Maclaurin 

(DO =2ar00) 

Putem afirma într'un anumit-caz că termenul “complimentar Ra 

tinde către zero, când n creşte nemărginit: când valoa:ea. absolută a . 

unei derivate de un ordin oarecare a funcţiunei f (2) rămâne mai mică 

C.D.1. 6 

-
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decât un număr fix A. In adevăr din forma 2 a termenului compli- 

mentar, rezultă că 

ri 
(WF 

“Membrul al doilea find termenul general al unei serii convergente 

vedem că lim Ra=—0; prin urmare formula (10) se aplică la aceste 

funcțiuni. In această categorie de funcțiuni întră e%, sin x, cos, 

Raj < arhi 

FUNCŢIA e*. Derivătele acestei funcțiuni sunt toate egale cu e* și 

deci mărginite, în orice interval (a, ) s'ar găsi z. Formula (10) se 
aplică dar acestei funcțiuni. Vom aplica. formula: mai simplă (11). Funcţia 
e* şi toate derivatele ei sunt egale cu unitatea pentru z = 0; vom avea 

deci desvoltarea | 

n ” z a | pn: 

elite: Ta ia 

valabilă pentru toate valorile pozitive sau negative ale variabilei z. 

  

„Funcția A“, Schimbând pe z în 2 Log A. în formula precedentă 

avem 
As = ceas = ] EA Lp. pr, 

Fuxcria six 7. Derivatele succesive ale acestei funcțiuni formează 

un şir periodic cu patru termeni distincţi, 'cos x, —sină, _„— cos, sin, 

ale căror valori absolute nu depășesc unitatea. Cum 

F0)=0, FO=L F0=0, P0)>—l... 
formula (1) fiind aplicabilă, găsim 

a2 ni . 5. 3 

sin a == — iai ri 1) Zap: 

„desvoltare valabilă pentru toate valorile pozitive și negative ale lui z. 

| | 9 
FUNCȚIA Cos 4. In mod analog găsim EC 

a? n-a 

cosz = 1 — azi a + 1) ai i + . 

_ OBSERVARE, Ar părea, la: prima vedere, că condiția ca o! funcţie 

(a) să admită o desvoltare în-seria lui Taylor (10), ar fi ca seria (9) 
să fie. convergentă, adică ca restul acestei serii. 

(19). SO) | ni!
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să tindă către zero, când n creşte . nemărginit. Dar această condiţie, 

care este evident necesară pentru valabilitatea. desvoltărei : (10), nu este 
suficientă. Formula (10) nu este justificată de cât atunci &ână se arată 

că termenul complimentar (5) tinde către zero, când » crește nemărginit, 

ceea ce nu este o consecinţă a faptului că restul (12) tinde către zero. 
Se poate, în adevăr, ca o serie de forma (9) să fie convergentă 

fără ca să reprezinte funcțiunea f(2). Vom arăta acest lucru pe un 
oxemplu dat de Cauchy. 

Fie f(b)=e 3, această funcţie este continuă şi admite derivate 

de orice ordin, pentru toate valorile lui z. Se vede cu. ușurință .că deri- 

vata de ordinul n este de forma 

p -A 
fa) Ze” 5 

unde m este un întreg . pozitiv şi P un polinom în z. Să arătăm că 

funcţia f() şi toate derivatele ei succesive sunt nule pentru z=—0. 
Este suficient a arăta că expresia Mă 

i d 

A? 

zm ze 

tinde către zero, când z tinde către zero, Sau, făcând = să ară- 

up 

-tăm că i creşte nemărginit când u creşte nemărginit. Acest lucru se 

vede imediat înlocuind pe e"! prin valoarea dată de formula [49, II] 

na cn: - 

&=1+ +. iri 

unde facem z = 2 şi > 

Prin urmare seria 

POT IPO rile (0)+-.. 

pentru f(a) =e"* este convergentă, toți termenii săi fina nuli, dar mar. 
veprezintă pe f(o). 

Mai general, dacă considerăm o funcţie g(z) pentru care formula 
«UD se aplică, adică 

| 9 (0) =900-+ 29 (0. +3 J00+.. 
1 i 

vedem că funcţia st =g(&)-he 2 va avea acecaş desoliare în 
ge
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„ seria lui Maclaurin ca şi g(), dar această desvoltare nu reprezintă . 

funcţia G(2); 

51. Formula binomului.. Să căutăm dosvoltarea i în seria lui Mac- 

laurin a funcţiei fe)= (1-4 ).: Vom avea 

fm (2) = 0— D.A n D(U+ a; 
prin. urmare 
(rapa pr 1) mt. paz DC Ana Ra 

nl 

unde R este termenul complimentar. Pentru ca Ra să tindă către zero- 

când n creşte nemărgimt, 'este necesar ca seria, al cărei termen gene- 

ral este 

= AA DAE Da Un 7 

să fie convergentă. Dar Iu 
Uni An Anti — z   

- tin 7 

așa că, pentru 2==00, 
. Odini 

lim <A! 

Un 
——z. 

Seria va fi deci convergentă când |z| CI. Să arătăm că pentru 
|z| CL şi termenul complimentar R, tinde către zero. 

In adevăr, vom lua forma lui Cauchy a termenului complimentar 

R = ore ai (L-a 

unde | 

AAA am, Ur 
i nl 

Seria al cărei termen general este Un este convergentă pentru: 

|| <1, deci 
lim n =0 

N= o 

ținând seama că 0<9<l, avem ioz<e iar 1—9< 1-0. 

" “Prin urmare 

lim Ra= 0. 

n=o 

Avem deci desvoltarea în serie 

Ursa. area, 

valabilă” pentru |z|<1 și care se numește formula binomului.
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1 — VALOAREA ADEVĂRATĂ A EXPRESIUNILOR NEDETERNINATE. 

59, Ixpresiuni nedeterminate. VALOARE ADEVĂRATĂ. O expresie 

analitică se poate prezenta, pentru anumite valori ale variabilei, sub 

una din formele „. 
3 

a? 

„00— 053 0.00 
SN 

d 
0 ) 

91
8 

| | | 

care nau nici un sens n priori. Fie în general o funcție f(2) a cărei 

valoare devine nedeterminată pentru z = a; prin definiție limita către 

care tinde f(2), când z tinde către a, este valoarea adevărată a func- 

ţiunei în punctul a. 

53. Forma-—-- Dacă f() şi PT sunt două funcțiuni care se anu. 

lează în acelaş timp pentru 2 = a, raportul a E La se prezintă sub formă : 

nedeterminată. Pentru a putea găsi valoarea adevărată a acestui raport, 

vom face următoarele ipoteze: 

19. Funcţiunile f și g au derivate bine determinate în vecinătatea 

lui a. 

20, g' (2) nu se anulează de o infinitate de ori în vecinătatea punc- 

tului 4; ceea ce însemnează că putem determina un număr destul de 

mic € astfel ca, în intervalul (a—e, a4-e), g'(2) să nu se anuleze de- 

cât cel mult în a. 

Recuna nur m'Hospira. Dacă există o limită a raportului Lo, 

pentru ra, avem i 

(1) lim f&)_ lim [. 

z=ag(7)  2=ag (a) - 

In adevăr formula lui Cauchy [17] devine, ținând seama că f(a)= 

7(0)=0, 
ah) _f' 0) 

6) | ea zeu, (0<0<1), 

condiţiunile cerute pentru stabilirea acestei formule fiind îndeplinite prin 

ipotezele 10 şi 90. Prin urmare, dacă avem o limită pentru membrul al 

doilea, când h tinde către zero, aceasta este și limita primului membru. 

Egalitatea (1) este aşa dar justificată. 

Dacă derivatele f'(2) şi g *(2) sunt funcțiuni continue în punctul 

a, deducem din (2) că 

(3) lim 7 (2) _ (a.
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-- Aceaștă, ultimă egalitate subzistă pentru g (2) 20, dacă ep (a) 

“este diferit de zero şi nu schimbă de semn în vecinătatea lui. a. Limita 

raportului în acest caz este A+ 00 sau — 00, 
sin (2 — a) 

EXEMPLU. Valoarea aderărată a raportului sin 2 —iin aq pentru z=a o gă 

sim aplicând formula (3) şi "este a 

OBSERVĂRI. 10. Dacă funcţiuvile fe) şi g(a) sunt după cum am presupus (2% 
derivabile în punctul a, în egalitatea (2) putem face pe / să tindă către zero, 'inttife- 

rent prin valori pozitive sau 'negative. Dacă insă f(2) şi (2) sunt derivabile numai 
la. dreapta, h va fi considerat pozitiv și vom avea 

lim F(2) flote). 
z=a7(5 (Fo) 

Dacă f. şi g sunt derivabile numai la stânga, avem 

rad o dta=o) 

20, Dacă raportul Fa) nu are o limită determinată când « tinde către a, nw 
74 

trebue să conchidem. că raportul « 1) nu are nici o limită; căci în. forzmula, (2) ok 

tinde către zero după o lege pe cate nu o cunoaştem şi care poate fi. astfel încât 

meribrul al doilea să aibă o limită. C). 

EXEMPLU. Rapo: tul | 

asial. 
x 

  

sin 4 

are ca limită zero, pentru: 2 = 0; pe când raporlul derivatelor 

„1 1 
2 z sin = —cos— 

x x 

A Cos 
nu tinde către nici o limită, 

In anumite cazuri putem ajunge la determinarea valoarei adevărate 

a raportului La prin aplicarea repetată a regulei precedente. Dacă și 

(2) limita, raportului 4 7) pentru z = a, se prezintă siib forma a avem 

lim f(2) _ lim f (2) 
Xx=a 7) = (2) 

Fi căci aplicând raportului e formula (1) avem. 
(2). 

lim f” (2) _ lim £(9, 
24 (a) al 74 

(1) Spre exemplu sin A, când x tinde câtre zero, nu are nici o limită dar dacă x tinde citre 

  

  

= 

  

  - o 1 a 
„ unde k este un întreg, atunci sin 3 are ca limită zero. 

e , 1 
zero numai prin. valorile z a
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Dacă şi limita raportului derivatelor de ordinul al doilea se pre- 

zintă sub forma a vom lua limita” raportului derivatelor de ordinul al 

treilea f(x), 9 (2); şi aşa, mai departe. Da | 

Rezultă de aci că, în cazul când toate derivatele succesive ale 

funcţiunilor f(2) şi g(2), până la ordinul n exclusiv, sunt mule în punctul 

a, derivatele f (2) şi gD (2) fiind continue în a fără ca ambele valori 

fin(a) şi gi (a) să fie nule, vom avea 

(2 fo). 
€ lim p() 7 ga) 

  

EXEMPLU. Raportul 
er— LE 

-1—cosz „ 

ia, pentru r=0, forma $+ Raportul derivatelor prime este de aceeaş formă. Valoarea 

adevărată a acestui raport este dată de raportul derivatelor de ordinul al doilea și 

este 1. ! 

Onsenvane, Formula (4) se poate stabili şi cu ajutorul formulei 

lui Taylor. In adevăr, aplicând funeţiuniler f() și g (2) formulele (4) 

“şi (7) de la n avem 5 
n | 

far h=fota+0i) nl 

ha 
g(a-+ h) = (a +0, h). 

Impărţind membru cu membru aceste egalităţi şi făcând apoi pe 

], să tindă către zero, deducem, ţinând seama de continuitatea. funeţiu- 

nilor FI» (2) și gO(2), formula (4). 

CazuL a = 00. Am presupus până acum pe a finit, Formula (1) 

poate fi însă extinsă şi cazului a=-+oo (sau a= —c0), . 

_Fie a=+- co. Să facem z=i când z crește nemărginit, 2 tinde 

către zero prin valori pozitive. Vom avea deci 

1 
lim f()._ lim f(2), 

| z=+og(2) w=0g(2) , 

Dacă funeţiunile £ (=) şi g =) satisfac: la condiţiile 10 şi 20 pentru 

a = 0, putem aplica ormula (1); deci 

lim (e) __ tira -ST(0_ n FO 
u=0g() = ay “e=+eg' (7)   

  

- 

u



e. 
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„ Regăsim astfel formula (1) unde a = -+-oo. 

54. Forma E. Fie f(z) şi g() două funcţii care devin infinite în 

punctul a; de exemplu, pentru fixarea ideilor, f(a+0) =-+-oo, şi 
g(a +0)=—-+oo. Presupunem că funcțiunile f (2) și g(2) sunt deriva- 
bile în intervalul deschis (a 40,5) - și că g'(2) nu se anulează pentru 
a<z<b. | 

_ Să. arătăm că: dacă raportul [a E are o limită A finilă sau înfi- 
agită, vom avea : 

” tim f(2__ 

6) e osag) 
Fie 20 și z, 2o> 2 a, două valori din intervalul (6-0, b) ) Apli- 

când formula lui Cauchy, avem 

£()—f(a0) __ f f'(E) 
g(0—9a) 7 g' (€) 

Formula precedentă se mai poate scrie 

(a < E <a) 

  

  

9 (20) 
fo) _Ff €) Da), 

6) (3 0 x = dea 

Să presupunem mai întâiu limita A finită. In membrul al doilea 
al egalităţei (6) avem doi factori și vom arăta că limita primului este 4 
iar a celui de al doilea este 1. 

In adevăr, putem lua pe o şi z destul de aproape de a așafel ca. 
să difere de A cu mai puţin decât e. Pentru factorul al doilea, 

pulem, fără a înceta de a satisface condiţiei precedente. să lăsăm pe 

za fiz şi să facem pe z să tindă către a. Rapoartele 2 ra : Şi Pe tin- 

zând către zero, vedem că, acest factor poate fi presupus oricât de ve- 
cin de unitate. 

Prin urmare avem egalitatea (5). 
Dacă A=—-+00, rezultă ca mai sus din egalitatea (6) că limita 

f (2) 7) este infinită pentru = a. 

re 

    

raportului 

EXEMPLU. Valoarea raportului LO   2 pentru p=+o, n fiind un număr pozi- 

, 1 
tiv, este dată de limita raportului derivatelor za 5 și este deci zero, 

f (2) 
g (2) 

OBSERVARE. Se poate ca limita raportului derivatelor   să nu existe; nu
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te) 
(2) 

pentru z =co se vede imediat că are ca limită 

putem conchide de aci că raportu 

7 -F sin z 

x 

“unitatea, pe când raportul derivatelor este 1 cos și nu are nici o limită. 

nu are limilă. 

Aşa de exemplu 

CAzUL a=—= 00, Se arată, ca şi în cazul formei =, că egalitatea 

“(5) subzistă şi pentru a== 00. 

55. Alte forme de nedeterminare.- Alte forme mai importante de 

:nedeterminare sunt . 

0.00, vo—c0, 0, co, 1% 

-dar se reduc toate la cele două forme studiate. 

Prima se prezintă când un produs f(z) (2) ia, pentru z=a, 

“forma 0.00. Cum însă putem serie - 

fisa) =r0 
IE 

:suntem conduşi la forma 2. 

Tot astfel. dacă o diferență f(2)—g (2) este, pentru a =a, de 
“forma co — 00, vom serie 

| [1 LL (2) — gs = (5-5) "fir 

:şi suntem conduși tot la forma” 2. 

Pentru celelalte 3 -forme luăm logaritmul expresiunei şi regă- 

:sim una din formele considerate. ar 

= EXEMPLE, 19, Limita expresiunci 2 Loga za 4 pentru a= co este, după cele 

"văzute, aceeaş cu ui raportului 

1 1 

am—a ra 

1 

7 45 

    

“pentru 2 = 0, deci — 2a. 

20. Penru găsirea limitei lui z* pentru a = 0 suntem conduşi la găsirea limi- 
“tei lui z log z, care se determină ea în exemplul precedent şi este o. Deci pentru 

Z=—0, avem zx=!. 

"OBSERVARE. Este de multe ori comod a întrebuiuţa desvoltarea în serie a lui 

"Taylor pentru găsirea valorii adevărate a unei expresii nedeterminate.



9%. DESVOLTAREA FUNCŢIUNILOR. — EXTREME, 

Așa, de exemplu, dacă utilizăm desvoltarea (:) 

a pa > 1 a: 
e zeta teo 

"vedem că valo:rea expresiunei a 

| x 1 
a|e*— 1—— 

e 

pentru z= oo, care se prezintă sub forma eo . 0, este 2. 

II. — MAXIMELE ȘI MINIMELE FUNCŢIUNILOR DE O VARIABILĂ. 

56. Maxime și minime. Fie f(a) o funcţie definită întrun interval 

(a, d) şi c un punct în interiorul ucestui interval. Daci f(c) este cea 

mai mare valoare pe care o ia funcţia f(z) pentru valorile lui z cu- 

„prinse în intervalul (c— m, ce-n), m fiind un număr pozitiv destul de 

mic, adică dacă | 

f(e)> f(e4+- h) pentru |h| <a , 

zicem că funcțiunea f (2) este mazimă pentru 2 = e, maximul său fiind. 

(0). | 
Dacă însă | 

f(e) <f(e+h) pentru [i] <n 

adică dacă f(c) este cea mai mică valoare pe care o ia. funcțiunea. 

pentru valorile lui z din vecinătatea lui e, zicem că funcțiunea f(2) 

este minimă pentru 2 = e, minimul său fiind f(c). 
, l : qi 

EXEMPLU. Funcțiunea cos-— este maximă pentru toate valorile lui z de forma. 

1 „i a ” 1 . 
_A_— unde & e un întreg pozitiv sau negativ şi minimă pentru do forma — 
27: 5» sau 5 pen o f0rnă CF 

Inte'un interval care cuprinde originea, funcțiunea considerată are o inânitate 

de maxime şi minime. | 

Din definiţiunile date rezultă că un maxim sau un minim al fune- 

ției f(a) nu este neapărat cea mai mare sau cea mai mică valoare a 

funcţiei f(2) în întreg intervalul (4, b). Se -poate ca unul din minimele 

funcţiunei să fie mai-mare ca unul din maxime. De aceea maximele şi 

minimele definite mai sus se mai numese şi maxime şi minime relative. 

]lazimul absolut şi minimul absclut ale funcţiunei f (2) în interva- 

lul (4,0) sunt cea mai mare şi cea mai mică valoare a funcţiunei în în- 

treg(2) intervalul (e, 2) [19, observări]. 

  

(1) Această desvoltare se obţine inlocuind, in desvollarea lui e“ în scria lui Maclaurin, pe u 

rin = o 
prin 3 

(2) Este evident că dacă maximul și minimul absolut nu core-i und extremităților intervalului 

a, b), atunci se găsesc printre maximele şi minimele relative. 
ă ș
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Maximele şi minimele (relative) ale unti funcțiuni se mai numesc: 
şi extremele acelei tuncţiuni. 

57: Extremele funcţiunilor derivabile. Dacă funcțiunea fa) este : 
derivabilă în intertalul G b) şi dacă f(c) este un exirem, atunci avem. 

P(0=0. 
In adevăr, dacă presupunem că fa) e este maximă pentru z=c, 

numărătorii rapoartelor 

[et =70 re=D=15 
ho | oh 

sunt negativi, pe când numitorii sunt de semne contrarii. Când 7 tinde- 

către zero, primul raport are o limită S£0, al doilea o limită =0. 

Cum aceste limite trebue să fie egale, vedem că f'(c)=0 
Demonstrația este analoagă în cazul cână f(z) este minimă pen- 

tru z=c.. 

Prin urmare pentru a găsi punctele în care / O poate fi un extrem: 
vom căuta rădăcinile ecuaţiei f'(2)= 
"+ Nu este însă suficient a avea f' 0=0 Ap a pulea afirma că 

f(x) este un extrem pentru re: 
In adevăr să presupunem că toate derivatele succesive ale lui 

f (2), până la cea de ordinul r inclusiv, se anulează pentru z=c şi că 

derivata de ordin r4-1 există, şi este diferită de zero, în punctul e. 

Avem după formula lui Taylor 

0) „fe+n=ri dr Ade +0h)  0<0<l. 

Cum însă pe (0) =0, termenul complimentar se. mai poate serie 

” Brit  fO(e-tOn)—fNte) 
ri 0h 

şi când h tinde către zero, al: doilea factor tinde către f(tD(0). 
Pentru a decide dacă f(c) este un extrem al funcţiunei sau nu, 

va trebui să cercetăm semnul termenului complimentar. Vom deosebi: 
următoarele două cazuri: | 

 W>0, 

  

CazuL I: r+1l par. Dacă fir (2) este pozitiv, avem. din formula 

(1), pentru h destul de mic și pozitiv 

fe+h—f(0>0 şi [651030 
deci pentru z=c, funcțiunea. f (2) are un minim; dacă însă fiti (e) 
este negativ, avem N 

f(e+h)—F(9<0 şi fe—n=10 <0 
şi funcțiunea are un maxim pentru x==c.
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CazuL IL: re 1 impar. Când ft (e) este pozitiv, avem 

fe+)=f(09>0 şi: fe—n—f(0<0; 
“deci f(c) nu este un extrem. iar f(x) este crescătoare în vecinătatea 
lui c; când f(r+D (0) <0, avem 

fe h—f(0<0 şi: f(e——109>0; 
“deci nici în acest caz f(e) nu este un extrem şi f() este descrescă- 

“toare în vecinătatea lui e. 

OBSERVĂRI. 10, In consideraţiunile de rai sus nu am presupus decât existența 

derivatei de ordinul r-ţ-1 în punctul c; dacă presupunem însă şi continuitatea uce- 
stei derivate, rezultatele precedente se stabilese mai ușor plecând de la formula 

Pet DP Raft (eo), 
20, Dacă considerăm curba 7 = (2) şi avem f'(c)=0, tangenta T în punctul 

P [e, f(c)] este după cum ştim piralelă cu Or. 
im cazul când r-+-1 este par, curba este de aceiaș pante a tangentei, în veci- 

nătatea lui P; pe când dacă r4-1 este impar, curba traversează tangenta ! în punctul 

P, care este un punct de îuflexiune al curbei. 

In rezumat vedem că pentru a găsi extremele funcţiei f (2), deri- 

vabilă în intervalul (a, 2), vom căuta rădăcinile ecuaţiei f'(2) = 0. Dacă 

e este o rădăcină a acestei ecuaţii, vom calcula valorile derivatelor suc- 
cesive ale 'lui f(2) pentru 2 =c; fie n ordinul primei derivate care nu 
se anulează în punctul c. Dacă m este impar, f (6) nu este un extrem 

al funcţiunei;; dacă m este par, f(c) este: un mazim dacă f(V(0) <0; 
un minim dacă f(m(c)> 0. 

EXEMPLU. Să căutăm extremele functiunei 

(2) y==2 cos ah ex <- e—x 

Avem 

y=2sin-her — ex, 

sau, înlocuind pe Sin, ex și e—* prin desvoltările după puterile lui a şi făcâ: d 

reducerile, 

Imi, ae 
3 - 40 FRA RF. Ga [gaara] 
Cum paranteza nu se anulează pentru nici o valoare a lui a, vedem că ş poate 

avea un extrem în X == 0. Derivutele a doua şi a treia - 

pp —2cosp-hex-be=ă, y”=2sin ph rx —e—ă 

sunt nule pentru 2==0, iar derivata a patra este egală cu 4 pentru p=0. . 
“Prin urmare funcțiunea dată este minimă pentru 40, minimul său fiind egal 

cu 4. Avem deci neegalitatea - 

2 cos oţ-exț-e—x 24.
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_ 68. Extremele funcţiunilor mederivabile, Să presupunem acum 
“că funcțiunea continuă f(z) nu' este derivabilă în întreg intervalul (a, d). 
şi anume că în anumite puncte, în număr finit, avem derivate la dreapta 
şi la stânga diferite. Putem împărți intervalul (a, 5) întrun număr finit. 

"de intervale parţiale, care-să nu conţină fiecare decât câte un punct în. 
“care f(x) nu are'o derivată unică, Fie c acest punct al unuia din inter- 

valele parţiale. Să cercetăm când f(e) este un extrem. 
Să presupunem că f' (2) are, în vecinătatea punctului c, un semn: 

unic pentru z>> e. Dacă facem ca variabila z să treacă crescând prin. 
valoarea c, se va prezenta unul din următoarele trei cazuri: 

10, Dacă f“(z). trece de la negativ la pozitiv, atunci f(c) este un; 
minim, căci funcțiunea descrește până ce ajunge în c şi apoi creşte. 

20. Dacă f'(2) trece de la pozitiv la negativ, f(c) este un mazim. 
80. Dacă f'(z) nu schimbă de semn, când se trece prin e, f(0) nu. 

este un extrem, funcțiunea f(2) fiind continuu crescătoare sau descrescă- 
toare, după cum f' (2) este pozitiv sau negativ. 

Onsenvane. Consideraţiunile de mai sus se pot aplica, pentru de- 
terminarea naturei extremului, și în cazul f'(e)=—0. De multe ori, în 
practică, este mai comod a cerceta cum variază funcţia în vecinătatea. 
lui e de cât a căuta semnul unei derivate de ordin superior pentru z=e. 

Dacă reluăm exemplul precedent (2), vedem din (3) că y” trece: 
dela negativ la pozitiv, când z traversează originea; deci y este minim: 
pentru =0. 

  

EXENR CIȚI IL. 

1. Să se arate ca 

xin+l 

(1) , are ta. t(— Du pa. 

“şi să se deducă. egalitatea 

Dot dz t 
R. Seria. 

, Ă m axon + 1 

(2) (aaa | 
este convergentă pentru |a | <1. Dacă f (2) este suma acestei serii avem [41] 

, 1- 
f(0=ra 

deci [45] f(z)—arctgz=— 0. Cum determinarea principală a funcţiei arc iza se. 
anulează pentru 2 =—0, vedem că C=0. 

Seria (2) fiind convergentă pentru 2=1, egalitatea: (1) subzistă, după teorema. 
lui Abel, când facem pe z=1
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read) +a), 
ie 

N. Cunoaştem desvoltarea lui Log(1 +2) [45] şi a lui a -. Făcând produ- 

-sul după zegula de înmulţire a seriilor, avem desvoltarea , 

2, Să se desvolte în serie, după puterile lui , uneţia 

  

  

Log(1 +2) __ aL. na |. - 1 E ee) a-[! +: +) pi [ignor 

-xalabilă pentru lz|< 1. 

3, Se cere adevărata valoare a raportului Lo Op 09 saz pentru z==0. 
Log cosâz 

RN. Raportul derivatelor numărătorului şi numitorului este 

„a COSA. Sina 
B  cosaz singe 

-şi are, ca limită S- 
E : 

4, Limita expresiei a , ME 
i Log (1+a) 
Your a 

„când X tinde către zero. Li 

  R Inlocuind Pe 3 “Fa şi Log (i a) prin desvoltările lor în serie, vedem că 

—=—— —q2 Se PE E zi 

Ea 2 Brake) 

„Ati limita . este a - 

n-ai E când z tinde către zero.   5, Limita expresiei „= 

  R. Avem Logy= = Log e Ab ). Deci 

pa Logy= ji pe E e: Logb = Log ab. 

Prin urmare limita este Vad, 

G. Să se găsească extremele funcţiunei = 

R. y este extrem în acelaș: timp cu u=logy. Avem 

_ 1—logz | 
ze =   

Deci y are un singur extrem : pentru z==e. Cum 

i  2loga—3 
UE 

z3 - 

vedem că vw pentru z = e este a: Deci y este maxim pentru z=e, 

7. sa se găsească . extremele produsului y=am(a—zy, unde m şi n sunt 
: numere intregi şi a un număr pozitiv. .
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R, Rădăcinile ecuaţiei 

am-! (a — ai! [a m — (mt na] = o 

adică 2=0, r=a, =   Ta Fr sunt punctele în care y poate fi un extrem. 4” este 

mogativ pentru = deci y e un maxim în acest punct și are valoarea 

m-+Rn 

mm un & + 
ma 

Pentru z=0, vom cerceta curba, ş y am (a —a)1 în vecinătatea originei fă- 

când e= + e. .Vedem astfel că: dacă m este par, y este mini pentru 2=0; iar 

dacă m este impar, n'uivem un oxtrem în origine, funcţiunca fiind crescătoare. 

Tot astfel, făcând z=a-t e, vedem că dacă n este par avem un minim pen- 

tru z=— a, iar dacă n este impar funcțiunea descrește pentru z=:a.



  

CAPITOLUL VI. 

FUNCŢIUNI DE MAI MULTE VARIABILE. 

[. — DERIVAREA ȘI DIFERENȚIAREA FUNCȚIUNILOR 
"EXPLICITE DE MAI MULTE VARIABILE. 

59. Derivate parțiale. Fie v = f(z, y) o funcţiune de două varia- 
bile independente z și y, definită întrun domeniu D și continuă în acest 
domeniu. Dacă dăm lui y o valoare constantă și facem să varieze z, 
w devine o funcţie continuă de singura variabilă z(1). Dacă această func- 
ție admite o derivată, această derivată se numeşte derivata parțială a 

"lui w în raport cu z. Deci prin definiţie această derivată parțială este - 
limita raportului 

FQ+h.)— Fly): 
h 

când h tinde către zero. | | 
Dacă în orice punct al domeniului D există o derivată parțială în ra- 

port cu z, zicem că w este derivabilă parţial în raport cu z în domeniul D. 
In mod analog se definește şi derivata parţială în raport cu y 

Norașiuni. Derivata parţială a funcţiei o=f(z,y) în raport cu z 
se notează cu f'(, y), sau mai simplu 

f'„ sau Fa sau e. 

Derivata parţială în raport cu y, se notează cu f, (2, 9) sau 

sau 97 sau 2. | f' sau dy sau 5, 

Se mai întrebuinţează notația lui Monge: prin litera p se notează 
derivata parţială în raport cu z și prin litera g derivata parţială în 
raport cu y. 

  (1) Geometriceşte, punctul (x, y) se deplasează pe porţiunea, cuprinsă în domeniul D, a unci drepte 
paralele cu axa x-ilor,
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Of  9f 
dz * 0y 

sunt funcțiuni de z şi y, care la rândul lor pot admite și ele derivate 
parțiale în raport cu 2 şi y. Aceste derivate se notează prin - 

2 3) fa 

DERIVATE PARȚIALE DE ORDIN SUPERIOR. Derivatele. parţiale 

dr |oz 

2 (31) — 8. - 
cul) 220 —f 

2 (07) 0 pr 
Oz a) arc y: 
2 [of 

| 2, [825 EI =fn 

și se numesc derivate parţiale de ordinul al doilea. 
Prin analogie F'> şi f'y se numese derivate parţiale de ordinul întâi. 

Din derivatele parţiale de ordinul al doilea, deducem pe cele de 
ordinul al treilea 

*f of of ap. A  Ef Of_. 9%. 
Da3 ? or Oy? Oz 0y 02 » Oz 0 ? Oy oz: ? Oy oz 0y ? Oy Oz? dp" 

Urmând tot astfel definim derivatele parțiale de un ordin oarecare n. 
Se definesc la fel derivatele. parţiale de diverse ordine ale funcţiu- 

nilor ce depind de mai multe variabile independente. 

PRINCIPIUL INTERVERTIREI ORDINEI DERIVĂRILOR. Nu totdeauna cele 4 
derivate parţiale de ordinul al doilea ale unei funcțiuni de două - varia- 
bile, sau cele 8 de ordinul al treilea, sunt distincte între ele. Vom in- 
dica un criteriu, care ne va; permite să: restrângem numărul derivatelor 
distincte de ordin superior, 

Dacă, întrun domeniu D, derivatele fy şi f'ye suni continue, 
atunci în acel domeniu avem: 

fi xy i a 

În adevăr, să considerăm expresia ă 

E=f(z+h, y+-B)— —f&y+h— Pen) fe 
z Și y fiind coordonatele unui punct “din domeniul D; însemnând 

(D) 9()=f (2-F bi) —f e u), 
expresia E se mai poate scrie 

270 +5—50), 
sau, aplicână formula, mediei [44] . 

E=—k9y(y4+08) une 0O<o<l. 
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Dacă înlocuit, po 9» prin valoarea sa D, avem - 

şi “aplicând din nou formula mediei n Sa 

2) Ş = h f'pe (2-1, pd 0o<0'<1. 

Din cauza simetriei expresiei E în z, y, h și & vedem că plecând 

dela funcțiunea auxiliară. 

pf +—f09) 
ajungem, urmând aceeaş cale, la - 

(3) E=kh fo (et Oh yu) OO <L,0<U <l. 

Egalând valorile (2) şi (3), vedem că 

Fo (e yd) = fe (eh y+0h). 

| Când h şi & tind către zero, f'wy şi f'yx, fiind continue, vor fi li- 

mitele către care tind ambii membri ai egalităţii precedente și deci 

propoziția este demonstrată. 

- Acest lucru fiind stabilit, să presupunem că am cfectuat asupra 

funcţiei f(z, y) un număr oarecare de derivări parţiale succesive, unele 

în raport cu z, altele în raport cu y și într'o ordine arbitrară. Dacă 

toate derivatele parţiale ale funcţiunii sunt continue, putem - interverti 

ordinea a două derivări consecutive și prin aplicarea repetată a unor 

astfel de. intervertiri, putem aranja, derivările în ordinea pe care o voim. 

Putem, spre exemplu, face mai întâiu toate derivările în raport cu z şi 

apoi toate derivările în raport cu y. 

În demonstraţia. criteriului. precedent putem presupune că funcţiu- 

nea ar mai depinde şi de alte variabile independente în afară de z și 

y, pentru că aceste alte variabile trebuese considerate ca niște. constante 

în derivările parţiale în raport cu « şi Y. 2 

Dacă avem o funcţiune f (2 JJ 2, ...) de un număr oarecare de 

variabile, ordinea a două derivări ! succesive în raport cu variabile dife- 

rite poate fi schimbată, în ipoteza continuității derivatelor. 

Astfel că rezultatul a m derivări în. raport cu z, n derivări în ra- 

port cu y, p derivări în raport cu z,...„ efectuate într'o ordine oarecare, 

poate fizreprezentat prin simbolul une 
gm-+n+pr-.. f 

Ox Qyn 02? ,.. 

„In aceste condițiuni o funcție dep variabile independente are atâtea 

derivate parţiale de ordinul n, câţi termeni distincţi poate avea un po-
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linom omogen de gradul n cu p variabile, adică 

p(p4-1)...(prn—D 
1.9.8... „N 

ceea ce reprezintă mumărul combinărilor ca repetiție a p obiecte luate 

câte n. Pentru o funcţie de două variabile vom avea deci: trei derivate 

parţiale de ordinul al doilea 

cp fr 
a Ga: ? Oz0y ? 0: 

care, după notaţiunea lui Monge, se însemnează respectiv cu literele 7, 

s, t; palru derivate de ordinul al treilea 

af af af Of 

oz * Qa2 Oy ' Oz Oy , Oy 

şi în general n-+-l derivate de ordinul 2. 

60, Formula creşterilor finite. - Să considerăm o funcţie de mai 

multe variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile, 

| w = f(x, y,2) 

şi să formăm aiferența finită (sau creşterea) 

io = f(z hy+hztD—f y2) 

care se mai poate serie sub forma i Mi 

Av filth, y+k, z+D—f(s uk z+ 

= fileu z+D—fav, z+D 

+fey, zf 

Aplicând formula mediei diferenţelor din fiecare rând, avem 

(4) ao hfre(e-hoh gt 2tD+ | 
| Zoo felzyĂ+bul 2-0) f'z (a w z 020) 

“Oct | 

In demonstraţia acestei formule nu se , presupune continuitatea 

derivatelor parţiale fu, f'y+ fz; dacă” însă aceste derivate sunt conti- 

nue formula precedentă se mai poate scrie " 

6) Mo fi(uD+fy(wdTfzw z)-t- hei - ke + le 

e, ep, ep fiind cantităţi care tind către zero în acelaş timp cu N, hd. 

cu 

- 61. Derivarea îuncţiunilor compuse. Să considerăm o funcţie de- 

mai multe variabile, pentru ușurarea scrisului de 3 variabile, 

o=f(u vw)
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u, v, 1 fiind funcțiuni de alte variabile independente z, y, z; vw e 
funcţie de variabilele independente Zn Zoe . prin intermediul funcțiuni= 
lor UV, 10 

Ne propunem să calculămm derivata parţială a funcţiei w în raport 
cu una din variabilele independente, de exemplu z. | 

Presupunem că f(u, v, o) este o funcţie continuă de variabilele u, 
v, w; că admite derivate fu, f',, f'» continue și că funcțiunile u, v, w 
sunt derivabile în raport cu fiecare din variabilele z, y, Z, ss. 
| Lăsând toate variabilele y, z, ... constante şi dând lui z o creştere 
Az, funcțiunile 2, 7, w capătă niște creşteri Au, Av, Aw și după formula 
(5), avem 

Ao= Au fut Av fe Pe Ano fak e, Au -t-e2 Av ea Aw 

£1, €2, €3 tinzând către zero în acelaş timp cu Az. | 
Impărţind cu dz și făcând apoi pe Az să tindă către zero, obținem 

formula de derivare a funcţiunilor compuse 

do _2[. du, 2f e, 8f du 
Oz du 8x ZI îz | 9w Oz" 

căci coeficienţii cantităților Ey, €2, €3 tind către cantităţile finite e, 2 

| e, pe când e, £2, €3 tind către zero. 

In cazul particular când a, v, a depind numai. de singura varia= 
bilă z, formula precedentă se poate scrie 

do _0f du 2f dv , 0f dw 

dz 0u' dz | dvdz |! Ov dz 

EXEMPLU. Fie vw, unde u şi v sunt funcțiuni de x. Avem 

die Co Log u 

“de unde 
- du dv Le = pd Za udă dz =vu uv rw Log 35 

rezultat pe care l-am găsit și pe altă cale [40]. 

62, Diferenţiala totală de primul ordin. Fie v=f (2, Y, 2) o fune- 
ție de 3 variabile independente z, y, z având derivatele parţiale f'., 
f'a. Fie dr, dy, dz diferenţialele lui z, y, z, adică creşteri arbiirare ale 

"acestor variabile. Suma | , 

fa dz+f> dy-+ fz dz 

se numeşte diferenţiala totală de primul ordin a funcţiei f şi se notează
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cu du sau df. Avera deci .- 

do = f' def if. dz. 

Presupunând derivatele f'+; f'y, f'= continue, putem aplica func- 

ţiunei f formula 6), unde vom face h= dz, k=—dy, l==dz; vom avea 

deci 
As fre dz f'y dy + fidzei dz —- £2 dy e3 dz. 

Prin urmare, dacă dz, dy, dz sunt infiniţi mici de .acelaș "ordin 

vedem că dw este partea principală a creşterei. Aw. 

DIFERENȚIALA FUNCȚIUNILOR COMPUSE. Să presupunem că în funcţia 

precedentă z, y, z n'ar mai fi variabile independente, ci ar fi funcțiuni. 

de u şi v. Diferenţiala totală a funcţiei f considerată ca funcție de văria- 

bilele independente u și v, va fi - 

du =9f aul du. 

Dar avem, după regula de derivare a funcţiunilor compuse, 
du 

d 2_ arda ș ârav af 
du  2z0u 0 y du, Oz 0u 

dp af — [22 9f 9, 01 Q2 02 

| dv . Oz dv Oy Ov aa 

Inmulţind prima "egalitate cu du şi pe a doua cu. dv şi adunând, 

“în membrul întâiu capătăm pe du, iar în membrul al doilea coeficienţii 
- = 

ni ZE 2, FL sunt egali respectiv cu az, di y, dz. Prin urmare | 

do = ac Barda 

„aşa că expresia diferențialei totale de primul ordin a unei funcțiuni este 

aceeni fie că variabilele sunt idependente, fie că ele sunt funcțiuni de 

alte variabile independente. 

OpsenvARE. Aplicând regula de diferențiare a funcţiunilor compuse, 

vedem că, oricare ar fi variabilele de care depind funcțiunile + şi v şi 

oricâre ar fi numărul lor, avem N 
ndu — udv 

„dtut)= du + dv, d(uv) = ud vdu, a[i = E , etc. 

N Apricații; |. Calculul derivatelor parţiale prin di- 

ferenţiare. Dacă printr'un calcul oarecare am găsit pentru  dife- 

renţiala unei funcțiuni u (7, y, 2). de variabilele independente %, Y, Z, 

expresiunea 

(D - du = A de + B dy 4 Cdz ai i Să 
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va trebui să avem - 

_Qu Bad cad. (8) - ă A= “35 , » B=gyp C 3 

In adere, one totală a funcţiei u este 

(9) e du= Zu dz + 2 dy + pede: 

Egalităţile (7) și (9) având loe oricare” ar fi: dz, di y, dz deci în 

particular. şi pentru di y = 0, dz=0 deducera că 

du 

2z 

In acelaş fel se găsesc şi celelalte identități (8). 

Mia 

A 

EXEMPLU. Fie a == arctg LL Avem “aplicând regula de diferenţiare a unei . 

funcţii compuse. : 

o dA. | 

d arctg Ve = — E a 244 — VĂL 
o. z PE [73 : 2 -+ ge 

1 "ze 

de unde - | 
Qu _ mo Qu_ _-y 

dy 2 Ca at 

“u Calculul erorilor. În diverse măsurători “din fizică; 

astronomie, etc., datele unui calcul nu sunt cunoscute de cât cu anu- 

mite aproximaţii. Fie de, dy, dz erorile cu care s'au măsurat mărimile 

z, y, 2 şi a, B, limitele superioare ale acestor erori, adică 

dz Sa, lăylS3, dz] Sr 
Se admite şi este legitim din punct de vedere practic, că. eroarea 

ce rezultă pentru w==f(&, y, 2) este dată de formula : 

do = fre de f'y dy+-f'z dz, 

“Limitarea. .eroarei dw 'se obține imediat: 

|do | Sif dz fo lire dz] af +87 trapa 

“63, Diferenţiale de ordin superior, Fie u fe, y) o funcţie de 

două variabile independente x și Y. Diferenţiala sa de primul ordin este 

du=f daf dy. -: 

“ Diferenţiala de ordinul al doilea d2u este diferenţiala diterenţialei de 

ordinul întâi A 

zu (a) = 2 ao day
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da. şi dy fiind consideraţi ca nişte constante, Avem deci 

  du= OT aaa 2 Rn dz dy gap (0. 

Diferenţialele succesive d3u, dia, ... se definesc astfel din aproape 

în aproape. - | 
ca 

Putem găsi o expresie simbolică foarte comodă pentru diferenţiala 

de ordinul n a unei funcțiuni de un număr oare care de variabile inde- 

pendente, observând că avem diferenţiala totală a unei funcțiuni u; de 

variabilele independente z, 7, z spre exemplu, înmulțind pe u cu fac: 

torul simbolic | | E | 

ap 0 ap ay + de. 
Gr 0... oz . 

Diferenţiala a doua se poate scrie 

__(9 2 22). 
hu = (az dy dU + ri dz) 1 

a: 
„a 98 2 | 

ridicarea. la patrat făcându-se ca şi cum 37" 3" dz" dz, dy, dz ar îi îac- 

tori..algebrici. Cum. trecerea, dela o diferenţiare la cea'de un ordin 

superior. cu o unitate se facă prin multiplicarea cu “factorul . simbolic. 

(Op avem - Pe - 

- dn — 2 d -Q d :0 d (1) 

| du = (3 +3 y + 33 ju 

puterile lui O. fiind interpretate ca indici de derivare. 

| F UNCŢIUNI COMPUSE, - Fie ft, v, 0)'0 fancţie de cantităţile u, vi 

care sunt funcțiuni de: variabilelă independente z şi y. Am văzut că 

T Ă . df= Adu B do ++ G do ia : 

unde am însemnat : Aa II A DD 

" Qu ' PU Do i ai 

Inlocuind în egalitatea precedentă: pe du, dv, dw prin valorile lor, 

avem 
| 

a [etaj (acra) + 6 ara): 

aie) 

y 

“Putem “pune astfel pe 'df sub forma Păz + Qdy pentru a trece la 

diferenţiala a doua vom proceda ca mai sus, considerând pe de şi dy 

  
- a . o. 

ea. - . pg , . 

(1) Presupunem, câ şi în toate cele ce urmează, că condiţiile ce se cer pentru a avea facultatea 

de a interverti ordinea derivărilor, sunt satisfăcute. - |
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„ca nişte constante,. aşa că 

bf= an Bea) cata ae +a zu azay-+ £ | sar   

“adică, mai concentrat, 

2 dA du A Put dB do Bo + dC do Co, 
unde 

    _ 2f . 22f 
= du uta dd VF agg d. 

dB și dG având valori analoage. - Vedem astfel că. formula ce ne dă pe 
d2f este mai complicată de cât în cazul când u,'v, w ar fi variabile 

„ independente. 
Diferenţialele de ordin superior se prezintă sub forme din ce în ce 

mai complicate, expresia lui dn f conţinând aiferenţialele du, du, se, du 
şi cele analoage în » şi w. NE -. 

În cazul particular când 

u=az- byte 

v = uz khy-ke 
10 == 20 -t Bor —t î2 _ 

toate diferențialele dn u, dn v, dn 2 sunt nule pentru 7 >> 1. Formula 
„care dă pe d? f va fi deci aceeaş ca și când'u, v, 1 ar fi variabile i in- 
dependente, adică, sub formă simbolică: 

(1) în [= (adu Pia 2 duj'f. 
64, Puncţiuni omogene. Zicem că o funcţiune f(z, y, 2) este omo- 

genă în raport cu variabilele z, % z atunci când avem identitatea, 

(12) fe tpt) = 12,2 
„£ fiind o variabilă auxiliară. Numărul m este gradul de omogeneitate. EL. 
este un număr întreg, pozitiv sau negativ, dacă f este o funcţie raţională; 
pentru alte funcţii el poate fi fracţionar sau chiar irațional. 

EXEMPLU, Funcţia 

  

(2-a (z—pp 
(2--y) + (2 -yk 

este omogenă, gradul său fiind ad —e, 

Dacă derivăm în raport cu £ ambii membri ai identități (12) avem 

fi (tz în, tuf (,. .) + zf (tz...) = mim ore w 7) 
şi făcând pe t=1], 

zf pad tofate + zfz(a. >= mt)
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Această identitate constitue teorema lui “Euler. | 
"Putem generaliza această identitate utilizând formula (11). .Să pu- 

nem în identitatea (12) u==tz, v=ty, w=tz şi să socotim pe tea 
variabilă independentă iar pe z, 7, z ca constante. Dacă luim diferen- 
ţiala de ordinul a ambilor membri ai identităţei (19), vom avea ţinând 

seama de (11), 

(3: du-Fa- 2 dv ao) f flu, +, w) 

=m(m—1) ...(m—n + DF(&, y, 2) imn dr, | 
„Dar 

du= ză, du = yd, dw = zădt 

aşa că identitatea precedentă devine, după ce am suprimat factorul 

comun di şi am făcut t=1, - 

(etapa 3) fe mn re 3) 
65. Formula lui Taylor. Să considerăm o funoţie. de mai multe 

variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile, f(z, y, 2). Ne propu- 
nem a pune funcțiunea f(z--h, y-tk, z+1) sub forma unei sume de 

„polinoame omogene în raport cu h, k şi 1 de gradele 0,1,...,n plus un 

termen complimentar. Presupunem pentru aceea că funcțiunea fla, W 2) 

admite derivate parţiale până la ordinul 5-t-1. 

Să plecăm de la funcțiunea auxiliară 

gi=f(z+hi yihi, z4+) 

„unde z, y, z, h, k, ! sunt considerate caferntante. Aplicând funoţiunei 
-g(£), de singura variabilă independentă &, formula lui Maclaurin, avem 

ini 
(5) JW =90)+7 TrO+.. +a J”(0) + a pa 9 6). 

“Funcțiunea JO este prin intermediul lui f o funcţie compusă de 
i, căci 

  

J=fu vv») 

"u=thi, v=yht, w=zu, 

Putem deci aplica formula (11). Avem astfel 

d" g = g0 (0 dan = (3 du ta 2 d+ a 2 2 d) i 

reg tza) far 

unde
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cum pentru t=0, 1, v, wp se reduc la x, y, 2, găsim 

9(0=f(ay2 st [os 
|. 27 pr Of. | 

3) o par riz D= 

| sm0=([izz-t tz, zi HZ) fa   

iar - 

(16) „gtahn(i)= (13; + Lăeră Oa 2) "fu 2) 

unde după efectuarea derivărilor înlocuim pe 4, v, i prin valorile lor (14): 

Făcând ţ=1 în formula (13) și ținând seama de relaţiile (15) şi 

(16) obţinem formula lui Taylor 

(0 f(z-h y- in-renapit ră +1) | 

| see Su îsthă, +i E PR Si 

Terrhinul complimentar R, are valoarea ă 

  

| i Ra = cal Zaza 2] f 

unde, după derivare, variabilele z, y, z vor fi: înlocuite respectiv prin: 

zh, y6k, z--6l cu 0<Ă<l. | 

OpsERvăRI. 10. Dacă facem în formula (7) r=y=z=0şi ha . 

4=y, l=z, obţinem formula lui Maclatizin relativă la o funcţie “de trei - 

variabile. a. 

„2. Făcând în formula (7) n= 0, căpătăm e 

(15) fe yh 20 fe) hf (e hu y+-bh 2-40) 
E f'; (24 9h y PG 2002 (2 0h yd Bz 00); 

adică o extindere a formulei mediei-la cazul funcţiunilor de mai multe 

variabile, diferită de formula (4) dată anterior. - 

30, Să privim creşterile h, f, L ca. înfiniţi mici. Dacă punem h = dz, 

E = dy, l=dz şi dacă ţinem seama de formula care ne dă diferenţiala. 

de ordinul n a lui f (2) [63], vedem că formula (17) se mai poate serie. 

af= af def FEB” 

unde ami “însmnat sf= f(e-+ dz, yay, z+ d2— fl, y,2)- 

40. Să presupunem. că f(,y,2) admite derivate parţiale de orice: 

A
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ordin şi că, pentru sisteme de valori convenabile date lui î,.k, I ter- 

menul complimentar Ra tinde către zero, când n creşte nemărginit. In: 

acest caz deducem din (17) că seria lui Taylor 

R=00 4 2 . 2 8 (n) 

Sasca, tz) 
corespunzătoare funcţiunei f(,y,2) este convergentă şi are ca sumă 

fe-th ph 24). 
66. Determinanţi: funcționali. Fie” 

Vu = Îi (0 da see n) 

O 2 => fa (rin E «mea Cn) 

Ya= În (oo 2, î... In) 

un sistem de n funcțiuni, continue şi derivabile de variabilele indepen-— 

dente 2, 22, +: Zn. Determinatul: 

2x, 0x2 On 

20) 1="| ri Baa” aa 

îm în ma | 

format cu derivatele . parţiale de orâinul întâi ale funcţiunilor (19) se 

numeşte determinantul funehonal sau jacobianuul sistemului (19) (. 

Dacă intervertim ordinea funcțiunilor fi» fas «.- f. sau ordinea va- 

„_riabilelor 2, a +: Za în determinântul (20), atunci 'valoarea sa nui 

w schimbă decât cel mult de-semn, căci aceasta revine a schimba în acest 

determinant liniile între ele sau coloanele între ele. - : 
” le sau COi0ănee i A . 

i Determinantul funcţional (20) se mai notează: prin simbolul ” 

7 2 Du a e Un) is 

D (2, 2, .. n) 

şi această notaţiune are avantajul de a pune, mai, în evidenţă analogia . 

ce există între proprietăţile jacobianului şi cele ale derivatei. Vom in- 

dica numai una din aceste proprietăţi :. acea care corespunde derivatei 

unei funcțiuni de funcţiune. e Si, 

(4 De la numele matematicianului Jacobi care a creat teoria determinanţilor funcționali.
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Fie | 
i ” Ph (au, Va, ss... un) 

Ya == fa(u, Ma s..; 1n) 

| Yn = fn (uu, Uz onso Um) - 
cu | | | : 

“ ua = Pi (25 2 ee.» Za) 

42 Po (Zr 22 sk, Za) 

in = Pa (Zi 2, e. Za). 

Intre jacobianii acestor sisteme avem relaţia 

9 D (yu, 2 ae... n) = D (yu, 1/2 î... PR) . D (au, Us ese. Un ) , 
D(z,, 2, î... Za) D (au, May e sia 3 ua ) Da, Da so... Za ) 

Vom demonstra, această relaţiune presupunând pentru simplificarea 
scrisului n=2; demonstraţia cazului general se face în acelaş fel, 

“+ Fie deci Se A 

| X = f(uv), u=h(z; V). . 

Y=g(uo),  v=k(zy). 
Vom arăta că . a 

DĂ, Y__D&, Y), Du, o): 
D(z, 9). D(, 9 D(zy). o 

In adevăr, înmulţind determinanții, din membrul al doilea, obţinem 

0X du | 2X av 2X du 2X 2v 
du da 1 dv dz du dy dvoy 
0Y du , aY av 2Y du , 2Y Ov 
îudz Tv dz Dudu to dy 

şi acest determinant este tocmai jacobianul DD, D(zy) : 
' OBsERVARE. In cazul 1==1 formula (21) ne dă regula cunoscută de derivare 

-a unei funcțiuni de funcţiune, . aa 

  

Vom vedea mai departe, în acest capitol, importanța determinan- 
filor funcționali. 

IL. FUNCȚIUNI IMPLICITE. 
„67. Funeţiuni definite printr'o singură ecuaţie, Sa considerăm 
ecuația i a a 

(D | F(z ss )=0, 
F fiind o funcţie de variabilele z, Y, «+++ In anumite cazuri simple putem 

r
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scoate din- ecuaţia (1) valoarea lui zi în funcţie de celelalte variabile 
Z, 9, .., adică putem găsi pentru « o funcţie f(x,y, ...), care să ve- 

„_rifice identice ecuaţia (1). Făcând anumite ipoteze asupra funcţiei F putem 
arăta. existenţa unei funcțiuni 4 = f(z,y, ...) care satisface ecuaţiei (1). 

Dacă funcţia F satisface la următoarele condițiuni : | 

10, Este continuă în vecinătatea punctului M a, b, <<. 10) şi se 
anulează în acest punct, adică F (a, d, ..., 40)=0; 

20, Are derivatele parțiale de primul ordin continue în vecinătatea, 

punctului M ; Ă 

30, F' (a, by se uo) 220; | 
există o funcție şi numai una, u=f(z,y. ...) de variabilele independente: 
Z, V, ..» Care se reduce la uo în punctul (a, d, ...) şi care e continuă, 

derivabilă şi satisface identic la ecuația (1) în vecinătatea. 
punctului (a, d, ...). 

Pentru a uşura expunerea demonstraţiei vom considera numai toi 
variabile z, y, 4 şi vom presupune, pentru fixarea ideilor E", (a, b, 40) > 0. 

„Funcţiunile F (z, y, u) şi F'u(,y,u) fiind continue în vecinătatea pune- 
tului (a, d, 20), putem alege un număr pozitiv a astfel ca, în domeniul: 
D, definit prin neegalităţile 

|z—a|SSa , ly—dlSa , lu—wlSa, 

funcțiunile F şi F'„ să fie continue în D, funeiunea F', fiind . pozitivă 

în întreg acest domeniu [21, observarea 10]. 
Funcțiunea F (a, d, +), de singura variabilă 4, este crescătoare [46] 

când u crește de la up—a la ug-t-a, căci F„(a, d, u)>0; cum însă 
F (a, d,.10) =0, vedem că, pentru 0<A Ca avem 

„Pa, 8, u0+h)>0 , Fl, 8, uo—A)<0. 

Din aceste două neegalități rezultă (1) că putem determina un nu- 

măr pozitiv Ș, cel mult egal cu a, astfel ca, pentru orice sistem de- 
valori z, y luat în domeniul d definit prin neegalităţile 

|z—a|Sa , ly—2|sȘ, 

să avem 
F(&, y, uot+i)>0 , F(z, yuo—)<0. 

Prin urmare, dacă în funcțiunea F (2, y, 4), fizăm pentru 2 şiy 

valori în domeniul d şi facem apoi pe u să varieze de la ug—A la 

up--i, cum F1> 0, funcțiunea de u, F(z, y, u), va fi crescătoare; 

” dar ea schimbă de semn pentru valorile extreme ale lui u. Deci această. 
  

(1) Ținând seama de continuitatea funcţiunilor F (2, Ya to-t-ă), E (2, y, to —)), 
de variubilele z şi y, in domeniul | —a|£a, |y — 28| a şi de observarea 10 de. 
la n. 21.
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“funcţie se anulează, şi numai 0 singură dată în intervalul (ug — A, 240 + )).. 

Aşa dar vom avea o valoare -bine determinată pentru 4, cuprinsă între 
-ap—A şi uo-+-?, astfel ca 

F(z, y, = 0. 

In particular, dacă luăm e=a şi y=bd, valoarea corespunzătoare 

“lui u, care este unică, va fi chiar 2, căci F (a, d, u0)=0. 

Deci, în rezumat, la un sistem de valori z, y din domeniul d, co- 
'respunde pentru u 0 valoare unică satisfăcând condiţiei ua] <ă 
-şi care verifică ecuaţia F(x, y, a) ==0. 

Această variabilă 4, care depinde de variabilele z, y, se numește 
-0 funcție implicită de z, y; să o notăm u=f(z, y). Vom avea 

„PF Îz, ia 
“în întreg domeniul d şi i f (a, db) = 

Conrinuirare. | Fie (7, 9) şi Cai „y- Ay) două puncte din 
-domeniul d; u şi u-4- Au valorile corespunzătoare funcțiunei f. Deci 

P(z, y, 2)=0, F(ekiz, ya, u-t Au)=0. 

Dacă aplicăm funcţiunei F formula (18) stabilită la n. 65, vedem. că 

O=—AzF' (2 + 0Az, gt BAy, u-t-0Au) 
—P AyF'y (+ 0Az, y-t-OAy, u-l-04u) 
Au Fu (2-0, yA-0:y, ut 0Au). 

Cum 0 <5< 1, urmează că punctul (z-+-0Az, y-+-0Ay, u-t-BAu) 

:aparţine domeniului D, așa că FE”, este pozitiv, deci diferit de zero, în 

„acest punct. Prin urmare dacă Az și Ay tind către zero și Au tinde 

-către zero; deci funcțiunea 4 = f(x, 9) este continuă în domeniul d, 

DenmvarE. Dacă presupunem Ay = =0, egalitatea precedentă se va 
“putea, scrie 

Au  OFPa(z-tOAz,y+biy,u j 0Au) 

- az Fu (7 Bâz, y-k04y, u4-01u) 

-Și făcând pe Az să tindă către zero, din cauza continuității derivatelor 
„Fa; F'u (ipoteza 20), vom avea derivata lui u în raport. cu z 

  

du Pa 
| Oz o F "a ” 

In -mod analog găsim | , . 

| au E 
: lar Fu
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Din punet de odere practic. calculul deriv atelor a, și 3, ga se poate 

face. direct. derivând, cu ajutorul regulei de derivare a Pineţietilor com= 

puse [61], ecuaţia F(z, y, u)=—0, unde este faneţie de x şi p. Fă- 

când derivarea în raport cu Z, avem . 

F'a + Fu E —0, ” 

de. unde se deduce valoarea găsită . pentru a, 

6S. Funcţiuni definite printwun sistem de ecuaţii. Să conside- 

răm sistemul de n ecuaţii cu n-+-p variabile 

(2) Fi (22, 22 20 po tts 0 cea 200) 0 îl, 2 cc 7 

şi să presupunem că următoarele condițiuni sunt satisfăcute : 

10. Funcţiunile Fi, Fa, ce Fa se anulează într'auru punct -M (au, 

a see A 3 Ri baz see , bn); 

: 20, Aceste funcțiuni sunt continue şi admil derivate parțiale conti- 

mue în vecinătatea lui M ; - 

89, Determinantul funețional 

__ D(Fra Fam oo Fn) 

Du ata ep dn) 

este diferit de zero în punctul M, 
In aceste condițiuni există un sisteni, şi numai sina, de n fune- 

iuni uk — fie (îi Da mms ph, RL, 2, si, n, de variabilele indepen- 

dente 24, 22, «i: Zp, funcțiuni care sunt continue, derivabile şi care. satisfac 
identic ecuaţiilor (2) în vecinătatea punetului m (e, 22, «e %p); fune- 
finunile 14 Uz, sis Un iau respectiv valorile ți, uz, =, pe. În punctul m: 

Am demonstrat |67] această teoremă în cazul 1=— 1. Pentru a o 

demonstra sub această formă generală, să presupunem că este adevă- 

rată pentru n — 1 ecuaţii şi să dovedim că subzistă și pentru e ecuaţii. 
In adevăr, jacobianul J 'desvoltat după elementele primei coloane, 

ne dă 
2R Fz a 

ua du +a 23 +. Fă 

unde JI, J>, ..., JI: sunt minorii corespunzători aesmentelor din prima 

coloană. : 

Cum prin ipoteză J nu se: anulează în punctul M, “a trebui ca 

cel puţin unul din minorii J+ să nu se anuleze în acest punct; vom 

presupune că | i e 
. IDE Fa, ... F-) ” 

D (02, 13, ci Un)
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E este diferit de zero în punctul M. | a | 
" Teorema fiind presupusă adevărată pentru n— 1 ecuaţiuni, urmează 
că sistemul de n—1 ecuaţiuni cu n -+p variabile 

(3) (n mn o ip m 0 (=2, 37) 
„defineşte un sistem unic de n—1 funcțiuni "2, ua, «.-, n de p+1l 
variabile independente Pio 22, 2 ps 2 Şi care satisfac în mod identie 
ecuaţiile (3). 

Fie 
| | SE 

ai = Ui(2a, a Za, 20) (î=—2, 3, ...n) 
aceste funcțiuni. Ele sunt continue și au derivate parţiale în raport cu 
Fi a po ti în punctul (a, ... ap, pu); în acest punct vom avea 
12 = Pa 13 — ja, sn Un = in. | , Inlocuind variabilele u; prin funcțiunile Uj în sistemul (3), vom 
avea în mod identice, în vecinătatea punctului. (a, ..., ap, ni), 

(4) Fi (a, eee po lia U>, ... U,)=0 (î=2, 3, .... n) 

Făcând aceeași substituție: și în ecuaţia F, (227, au pe Up ae u)=0, 
obţinem o nouă ecuaţie | 

F, (2, ..9 Xp ti, U2, ...9 U-)= (a, Ta 3 Ip 4) =0, 

care rămâne să fie satisfăcută. | | 
Această ecuaţie ne definește [67] pe zu ca funcţie implicită de z,, 

2 a Sp; dacă 22 este diferit de zero în punctul a, az, ..., ap, pi. au 

Rămâne să caleulăm pe fe. 

Derivând în raport cu 2, ecuaţia P=—0, după regula de derivare 
a funcţiunilor compuse, avem a 

2 _8Fi, 9Fi2Uz OR âUa, 
du  2uj -8U2 2u, 2U, 9u, | — 

„Ecuațiile sistemului (4) derivate în raport cu 4, ne dau 

_9Ba „OR, 2F2 . AU, 
0 ” du, TU, 0uj e au Qu, 

. . . . . . . . . . . . . . . . 

0—2Er 4 9FrQUz 4 1 8Ee QUs 
Gu dU2 du DU, du ” 

- Inmulţind aceste relaţiuni respectiv cu J,, Ja e: In şi adunând
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obținem | 

ob — OF, Fa OFn ak,  OFa QU2 

Îi Da > da du + ge hose "du la St d "9U, hu 

2Ri 3Fa]2Ua, 
Te [a OU, gun a: du 

Coeficienţii lui AU a. AU sunt nuli, fiindcă se obțin din deter- 
du, du 

minantul J înlocuind elementele din coloana. întâi prin elementele unei 
alte coloane. Rămâne dar 

2b 7, AF F2 + 2E, 

În dag du Tău au + 3 met dn pa du =) 
deci 

0e JI. 
Du Ji 

Cum prin ipoteză determinanții J și J, sunt diferiţi de zero în punctul 

(215; «+3 pa Mas «+ ln), urmează că și = este diferit de zero în punctul 
1 

(24, +, ap, hu). Prin urmare, ecuaţia 

P (4, - Zp, 2u)=0 

definește pe 1 ca funcţie implicită de 2, 2 op Xp. 
Fie 

U = fi (a, ... 2p) 

această funciie, care este definită în vecinătatea punctului (a, -.., ap); 

ea admite derivate în raport cu a, o, „su, Zp şi ia valoarea pi în 
punctul (4, .-., ap). Inlocuind pe zu în sistemul (4) prin fi (2 --, 29) 
obţinem pentru 242, 243, :-, 2n Nişte funcțiuni de Di> Way «ep pe care 
să le notăm respectiv cu fa, fa «:, fa. Funcţiunile fin Fe se fa satisfac 
la toate condiţiile din enunţul teoremei. 

CALCULUL DERIVATELOR Am văzut că funcțiunile iroplicite i 0 
»» Un de variabilele z,, ..., rp, definite prin sistemul (2), au. derivate par- 

ţiale în raport cu aceste variabile, Să indicăm un procedeu de calcul 
al acestor derivate, Fie de calculat derivatele funcţiunilor ti, --.3 2ta în 
raport cu variabila a, spre exemplu. o 

Derivând în raport cu , ecuaţiile sistemului (2), vom avea 

OF, OF, 2 OF. Qun _ 

az, du 22, tt dun 2z 

2R, OF, Ou OFa dun _ 

22 îm dz, F „pt dz
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Am format astfel un sistem de n ecuaţii cu % necunoscute fu, 
1 

| ase Șee, în care determinantul coeficienţilor necunoseutelor e tocmai 

= DE Fa fn 0; 

D (eu, U2, see. Un) 

deducem deci 

du ____Jaa du Ju. za data __ Ju 
âzi, Jo 31 "x ] 

“unde Jul, reprezintă determinantul ce se obţine din J când înlocuim co- : 
loana derivatelor în raport cu u prin derivatele în raport cu z,. 

69, Derivate Și diferenţiale de ordin superior. Să considerăm o 
funcţie implicită z definită prin ecuaţia- . A a 

fe, 1 Y, 2)=0. . - 

Ne propunem să găsim derivatele parțiale de diferite ordine ale 
„acestei funcțiuni. Am văzut că derivatele de ordinul întâi sunt date de 
ecuaţiile Di 

6 

Derivatele de ordinul al doilea se obţin deriană aceste ecuaţii în | 
raport cu z şi Y Astfel derivând prima ecuaţie (6) în raport cu z, avem 

ȚEL 8% 82], [_22f az „ af foze, afatz] _ 6 
dai 1 râzâz] îrâzda * dz a] + Oz 022 

cr of: 0, ap [âf 22 __ 

25 ări, "0 » cu fasa, 

  

sau 

22p 22f 02 EPffoz afezz _ 
art * ddzâzăz * dz (5) drd ” 0 

22 
de unde valoarea lui 23 | 

Derivând aceeaș ecuaţie în raport cu 4, obţinem 

__0f_ „ _02f 22 af dz „. 02f Oz 22 Of 022 —0 
îz2y * Oz 022 ! dy azâz * 022 Oz Oy - az 2zây 

La aceeaș relaţie suntem conduși, dacă derivăm a doua. ecuaţie | 
G)i în raport cu z; această ecuaţie derivată însă în raport cu y ne dă E 

Of o _9f. Q2f 22 | 2f (o) 2f022 

ZA 2 dyozăy Oz2[ây] * ozau2. 

„_ Derivatele de ordinul al treilea și cele de un ordin superior sa 
vor calcula la fel.
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“Rezultatele de mai sus se pot regăsi pe o altă cale utilizând pro- - 

poziţia următoare: 

Dacă mai multe funcțiuni 209 ta «e Un de variabilele independente 

Cip Day see Sp verifică relaţiunea 

(6) flu 12 snap dim Dry 2 sea 12) =0, 

atunci diferenţiala totală 

of OF a fam pu Al 
Af= Bu du + n. Zu dun + dai da no TD dp; 

«calculată. ca şi când toate variabilele 244, ««- 2ta; i see Cp af fi variabile 

îndependente, este nulă. - 

In adevăr derivând ecuaţia (6) în raport cu zu, 32 -- + Xp avem 

ofou , 2fâma, e AF, AF 
Du Ax ” Gup 2x To T una ! x 

Of du , 0f 02 , „9f 2un „ 2f 

dura T Duz dap? Qin Op  22p 

_Inmulţind aceste p relaţiuni respectiv cu dz, dr -. , dz, avem 

df=—0. | C.e.e.d.d. 

Obţinem o relaţie între diferenţialele 'de ordinul al doilea dacă 

aplicăm propoziţia de mai sus la relaţia df=0, considerând pe df ca 

o funcţie de up, «--, Zi dis << dn Ti „+. %pş Şi aşa mai departe. 

Să aplicăm această propoziţie la funcţia implicită z de variabilele 

independente « şi y definită prin ecuaţia 

| f(zy,2=0. 

Vom. avea 

i 2f [ of ! of pă 

(D . aa de + pdl t 33 de 0, 

9 2, 0 Pe Of. 
(8) (asta, dy+- 33 de) fr 2702 =- 0, ete, 

căci dz, dy, dx, ... sunt nule.. Din relaţia (7) deducem 

__F'adz + fydy, 
. , fe 

Din relaţia (9), după ce înlocuim pe dz cu expresiunea găsită, ob- 

ținem o expresie de forma ” 

d2z = A d? + 2.B dr dy + CAP 

'dz=
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A, B, C fiind funcțiuni de z, , z; şi de aci 

022 022 dz 
az TA » za B ap > 

_şi aşa mai departe. 

III. — FUNCȚIUNI DEPENDENTE ȘI INDEPENDENTE. 

10. Fiind date mai multe funcțiuni de » variabile, zicem că aceste 
funcțiuni sunt dependente, atunci când între aceste funcțiuni există, o 
relaţie în care nu figurează explicit nici una din variabile. In caz con- 

-trar funcțiunile sunt zise independente. 

EXEMPLU. Funcţiunile ! . 
u=ztytz , v=y-hyz-bze , Fr pr-e - 

sunt dependente, căci între ele avem relaţia 

142.—2vy—uv=0. 

Fie 4, 02, «+ um n funcțiuni, de n variabile independente z,, 
2, «e a n Continue și admițând derivate parţiale de primul ordin con: 

linue întrun domeniu D. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca aceste 

- funcțiuni să „fie dependente este ca jacobianul 

D (acu, 22, + « 3 Un) 

D (2, aa eo. Zn) 
(1) 

“să fie identic nul în domeniul D: 

Condiţia este necesară. Căci dacă între funcțiunile 2, ..., 
Un avem 0 relaţie 

| F (4 Uz, se. Un) = 0, 

vom avea, luând derivatele parţiale (!) în raport cu 23, 72, «+, ns 

OF du , 0F Qu2 +. „OF Bun 
du, 32, dup îz T Qup Oz 

aF Qui „ QF Qu2 oF Qun 

du 3za + ău dz, Oa te ăi Gun aza = 

OF 9F  . aF AI 
Acest sistem linear și omogen în =— du "d! Da. ax ând soluțiuni 

nu toate nule, urmează că determinantul coeficienţilor, adică jacobianul 

“(l) este nul. 

  

(1) Presupunem că F admite derivate parţiale de primul ordin,
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Osenvane. In mod analog se vede că pentru ca 7 funcțiuni 4, 

22 ec: ta de n-l-p variabile independente a, Za, --.» nrp Să fie 

dependente, este necesar ca toţi determinanţii funcționali 

D (ata e sua) 

D (ra, ra, ... 2) 

unde &, Ș, ...,X sunt n oarecare din numerele 1, 2, ..., nt+p, să fie 

indentic nuli. | 

" Condiţia este suficientă. Vom face demonstraţia luând, 

„pentru simplificare, trei funcțiuni de trei variabile independente 

(9) ufo), v=9lzy, 2, w=h(z,y,2). 

Prin ipoteză avem 
(3) D(u,v,w) _ 

De 
întrun anumit domeniu şi vrem să dovedim existenţa unei relaţii 

F(u,0,10)=0. 

| Să presupunem că unul din minorii de ordinul întâi ai determi-. 

nantului (3) este diferit de zero; fie 

D(u,) ! 
(4) 5, Da | 

Atunci primele două ecuaţiuni ale sistemului (2) ne definesc pe 

z şi y ea funcțiuni implicite dez, u, v. Să însemnăm aceste funcțiuni cu - 

= X(z,u.0), y=Y(z 1,0) 

şi să înlocuim pe « şi y piin aceste expresiuni în ecuaţia a treia a sis- 

temului (2); vom avea 

| v=A(N, y, 2)=H(zu,v). | 

Să dovedim că funcțiunea H astfel obţinută este indep endentă 

de z. Vom arăta,. pentru aceea că derivata funcţiei H în raport cu z 

-este identic nulă. Avem 

_ . OH o: QX Cho ch 

Batpet 
Dar cum avem în mod identic 

auf, =, 

deduceiz, derivând în raport cu z, 

0= of EX „fo 2 

Ex 22 ! Oy 22 ! 22 

ag 2X „090, 09 

0=3, 7 tâj 0 * dz 
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du x Du0Y du 
| e dz foyăz ta 0 
0 anax avar, 206 

Oz Oz Oy 02 . oz ” 

OA -0Y 

dz '0y 

D(u 2)2H _ D(u.o. d). 

De. 9) 82 D(a,y,2) 
Cum prin ipoteză membrul a! doilea este identic nul, rezultă. ți- 

nând seama de (4), că 2 =0 și deci că funcțiunea H(z2,u,v) este 

sau 

  

Eliminând pe 37 între relaţiile (5) și (0) căpătăm 

independentă de z. Avem prin urmare 
v=H(u,v). 

OesenvaRE, Dacă toţi minorii de ordinul al doilea ai determinan- 
“tului (3) sunt nuli, atunci se dovedește în mod analog că două din 
funcțiunile +, v, 2 sunt funcțiuni de a. treia. ” 

In general, dacă toţi minorii determinantului (D, până la ordinul 
“n—r-k1 sunt nuli şi dacă primul minor diferit de zero este de ordinul 
n—r, atunci avem r relațiuni distinele între funcțiunile 2, 22. Un ȘI 
7 dintre aceste funcțiuni se pol exprima ca funcțiuni de celelalte n—r., 

APLICAȚIE. Să determinăm o funcţiune derivabilă fa), astfel ca funcțiunile 

usf(z-y) e, c=FDfUW). 
să fie dependente. Va trebui ca 

Da) _|fiztp FALL 
D(z,9) IFf(z+) FOFU) 

deci, funcțiunea, f fiind presupusă că nu este identică cu o constantă, 

| re ro, 
| fa fu) - 

Această egalitate având loc oricare ar fi a şi 7 va trebui ca ambii n:embri 
să se reducă la aceeaş constantă a, Vom avea deci 

(0 
F 

Cum primul membru este derivata lui Los f(7) iar membrul al doilea derivata 
lui az, vom avea (45), 

log f(n) = az + C, 
unde C este o constantă arbitrară. Prin urmare 

” Pio) =catl = Ag: 

A şi a find două! constante arbitrare. 
Relaţia. între u şi v se vede imediat că este 

Au=9,
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EXERCIŢII. 
„1, Fie funcțiunea ” 

fi, y)=a2 arc tel — y: arc tg sz. . 

unde luăm valoarea principală pentru. are. tangentă. "Să se arate că f* per ys în 

punctul (0, 0). Z 

R, Derivatele parţiale ae primul ordin sunt 

fa, p)=2 zarctg L-—y, 

z 
fo (0 9) == 2y arctg 

Deci | 

, fax (0, W=—y , fo, 0)=—sx 

aşa că [xy (0,0) =—1 şi f"yx(0,0)=1. 

2 Funcțiunea 

z=af(e+p+ryye+y), 

unde f. și g sunt funcțiuni arbitrare, satisface la relaţia 

0:z 
0 2 Sa tâ 

R. Avem 

Ca Pe+tu) +a fe) Hy) 

= =f(z+p+y! (c-ta fer +y9(e+y) 

fiat rare+otyrey 
de unde relația cosată, 

3. Fie sistemul * 
ui + 13 -+ ri =a 

uvz=b, 

care do ince pe u şi v în funcţie de a. Să se determine derivatele lui a şi o. 

+ Avem 
„dv > 

9 det “Ie + a2=—=0 

ot uz + = 0, 

du do. 
de.unde 13 şi — da 

+. Fie z=f, 1) o relatie care ne defineşte pe :c ca funcţie implicită de va- 
riabilele independente z și YI Se cere diferenţialele de ordinul întâi şi al doilea ale 
funcției x. 

R. Avem, cu notaţiile lui Monge 

(0) dz = p dz 4+-qdy



120. FUNCȚIUNI DE MAL MULTE VARIABILE, 

deci | 
, __ dz — 9 du ) | de SR 

- Pentru a obține pe d? diferenţiem ambii membri ai relaţiei (1) şi, ţinând » seama, că dz şi d?y sunt nuli, căci şi 4 sunt variabile independente, avem 
Ord +2 sde dy td p dz, 

"De aci, ţinând seama de (2), deducem 

rd + 2 (ps — ar) dz dy + (qr —2 pgs =l- 24) ape 

  

  

de == 
pi 

Rezultă că ” 
: Qe__1 ar. pp, 

Op dp gi 
0: ___r Cer __9r—ps 02  2pqs— 00 — Pr DEO Dap p pp 

5. Să se determine funcțiunea derivabilă F(e) astfel ca funcțiunile 

- Fe+f(w) u=f(z PA Mai Mani aL POD ir 
aţia ce există între u şi v, 

să fie dependente, Să « se determine apoi rel 
R. Va trebui să avem 

D(0) _. P(z+w [i peți +29] =0 
D(z) FF |a Pol +F2(2)] 
  

adică, f constaut su 

” _F(D__ fr) 
FOT IFRU) 

oricare ar fi 2 şi y. Prin urmare 

fo) 
Pf 

de unde deducem 
, 

” are tg fear 
a şi b fiind două constante arbitrare, Funcțiunea căutată este deci 

fc) =ts(az +5) 
iar relaţia între a şi y este 

| ut ied 

Tu tub 
 



  

CAPITOLUL VI. 

EXTREME. — SCHIMBĂRI DE VARIABILE. 

[. — EXTREMELE FUNCȚIUNILOR DE MAL MULTE VARIABILE. 

1. Extremele funețiunilor de două variabile. Fie f (2, y) o funcţie 
continuă și derivabilă întrun domeniu D. Zicem că această funcţie este 
extremă (adică are un maxim sau un minim) în punctul (a, 0) din dome- 
“niul D, atunci câud putem determina un număr % astfel ca diferenţa 

A=f(a+h, 3-3) — fila, 5) 
să păstreze acelaş semn pentru .toate valorile lui A și k „pentru € care avem : 

(1) Vi2 +2 <<. 

In cazul când semnullui A rămâne negativ, foncţiunea fu). 
are un maxim în punctul (a,5); iar când A rămâne pozitiv, fe, Y) . 
are. un minim în punctul (a, 0). , 

Putem, în parieular, satisface condiţia ( luând k=0 și |n] <m; 
diferența 

Fat -flad) 
păstrând un semn constant pentru: toate "valorile lui [2] <, urmează 
că funcțiunea de o singură variabilă f(z, d) este extremă în: punctul 
x=—a şi deci fi» (a, 0)=0. | 

Se vede tot astfel, luând = 0 şi |&| <a, că f» (4,5)=0. 
Prin urmnre: singurele puncte îi care fuicţiunea f(z, y) poate îi 

“extremă, sunt punctele, ale căror coordonate verifică sistemul 

2 ' | file, 3 y)= =0 E) 

e) - fir, y)=0. | 

Rezolvând acest sistem de două ecuaţii cu două necunoscute, 
2 și y, găsim un număr oarecare de soluţii; fie z=u și y=b una din 
aceste soluţii. Să cercetăm când funcțiunea f(z, y) este extremă în 
punctul (a, 5).
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Vom presupune că derivatele de ordinul al: doilea, ale funcţiunii 
f (2, y), există şi sunt continue în vecinătatea punctului (a, d). Formula. 

lui Taylor [65] corespunzătoare lui Aia ne dă 

A = f(a + h 54) —f(a5)= 1 |12/frte-t-0r, 04-00 

+ 2hk fa (3-4 Dl B- 08) 12 Fy:(a 00, d + 0] 
cu 0<5<l. 

Dar, în virtutea continuității derivatelor de ordinul al doilea pu= 
„tem scrie 

Feta + 6.0 +00) = fala. + eu 
Fap(a-k 0, D060) = Fy(a, 5) + ee, 
fn (a 00, 5+05) = fa, d) -+- ea, 

unde €;, €2, es sunt cantităţi care tind către zero, când-7 Şi Î tind 
simultan către .zero. Așa că, dacă însemnăm 

- (8) A= f'= (a, d), B=f fala, d), C=fye(a,5), 

formula precedentă a lui Taylor va deveni | 

A= gar aur caz 

  

+ | e, 12422 ep hli-keş E | 

Pentru a face mai clară discuţia în ceea ce privește semnulluiă, 
vom pune 

h = r cos q, k; = r sin g 

și vom avea, toate valorile lui 7, şi %& din necgalitatea (1), dacă luăm, 
pentru 7 şi e toate valorile câre satisfac la neegalităţile 

OsSr<m, 0Ses?n. 
Avem astfel 

2 II 2G 
(5) A=g| A cos pF 2 Beosgsinp + Cine, 

unde - | | 
5= e cos? 0 4-2 e os e sin + eg sin? e. 

Deci o tinde către zero când r.tinde către zero, căci £., &, E 
tind către zero, când / şi 7; tind către zero. Semnul lui A depinde de.- 
semnul trinomului " 

(0) A cost + 2 B cos e sin p-+ C sin? e. 

“ Distingem următoarele trei cazuri: | 
10. A0C—B2>0. In acest caz A și C sunt diferiți de zero, aşa.
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că trimonul (6) se va putea, serie sub forma 

(A cos + B sin p)2-+ (AC — B:) sin? p (D A | 

care ne arată că trinomul (6) nu se poate anula şi păstrează necontenit." 
semnul lui A. Cum acest trinom este o funcţie continuă de o, valoarea 
sa absolută va admite un minim m > 0. Cum putem determina un. 
număr. destul de mie astfel ca pentru r< m să avem |o| Cm, re- 
zultă că expresia (5) va păstra semnul lui A pentru 7 și « care satis- 
fac la neegalităţile (4). 

Prin urmare, dacă A > 0, vom avea 

4i=f(a+h,b+)—f(a,0)>0; 
deci funcția f(z, y) are un minim în punctul (a, d); iar dacă A<0. 
vom avea , 

A=f(ah,04+3)—fla, b) <0; 

- deci funcţia are un maxim în punctul (a, b). 
20, AC — B2-<0. Să presupunem mai întâi A 4-0. Trinomul (6). 

pus sub forma (7) ne arată că el schimbă de semn când 9 variază, 
, , ANR A “căci, pentru, sing== 0, are semnul lui A, iar pentru cotg e = —g are 

semnul lui —A. Prin urmare oricât de mic ar [i 9, A nu poate păstra 
un semn constant, pentru toate valorile lui r şi « care satisfac la neega-. 
lităţile (4). Deci f(z,y) nu are în punctul, (a, d) nici maxim nici 
“minim. | | 

Dacă A = 0 și GC 0, concluzia este aceeaş, căci nici în acest. 
caz trinomul (6), care se mai poate serie 

(C sin o + B cos q)? — B2 cos? o 
C ] 

„hu păstrează un semn constant pentru (4). 
Să presupunem în fine A = C=0, deci B diferit de zero. Cum 

trinomul (6) se reduce la 2B cos e sin 9, care schimbă de semn, vedem , 
că nici în acest caz f(z,y) nu poate fi extremă în punctul (a, 5). 

30. AC — B2 = 0. Dacă A este diferit de zero, trinomul (6) se mai 
poate scrie . - 

  

2 [A cos + B sin JE A et Bsin e]; 
se vede astfel că trinomul (6) păstrează un semn constant, semnul lui: 

- A, dar se anulează pentru o anumită valoare a hui %. Pentru valoarea 
lui & care anulează pe (6) semnul lui A este dat de o şi cum, numai
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cu ajutorul consideraţiilor precedente, nu putem determina semnul lui o 
Şi variaţia acestui semn, nu putem nici hotări dacă la punctul (a, 3) 
corespunde sau nu un maxim sau minim pentru funcțiunea f(r,y). 

Dacă A==0 urmează că și B=0, iar trinomul (6) se reduce la | 
“C sin? p, care păstrează un semn constant, dar se anulează dentru =0; 
deci nici în acest caz nu putem afirma că f (2, 9) are sau nu un extrem . 
în punctul (a, 5). 

ȘI în cazul A = B=C==0 avem nevoe de semnul lui s. 
„ Pentru ca să putem decide dar, când avem AC—B2=0, dacă 

punctul (a, d) este sau nu un maxim sau minim al funcţiei f (z,y), vom 
lua un număr mai mare de termeni în forniula lui Taylor; dar cum 
discuţia generală este foarte delicată nu-şi are locul în acest curs, 

| In rezumat, dacă z==a şi y—b sunt o soluţie au sistemului (2) 
Şi dacă A, B, C au valorile (3), | 

ȘI . | | mazim când A <0, 
19 dacă AC—Be >0 avem | minim când A>0; 
20. dacă AC— B2<0 n'avem nici mazim, nici minim : 

„8. dacă AC—B2:=0 avem îndoială; 'o discuţie specială este 
mecesară, | 

EXEMPLU. Fie 
Fa, 9) = ax + 2ay trap. 

Vom avea : 

arf_ af_a f_o Ef_» &r_, Ga > 2(a2+-y), 3 > 2ay+-2), Das > 20, Day 2 GE => 2 

În acest caz sistemul (2) va avea ca soluție 2 = 0, v = 0, dacă a—] =0. 
AU — B?=—a? —1, Prin urmare f(z, y) va fi maximă dacă a>l;pentru—1Ca<+l 
nu va fi nici maximă nici minimă. . - 

Dacă a? —1=—0, a este -+- 1 sau — 1. Pentru a=+1 avem 

F(z = ++ 
„şi. vedem că în punctul (0,0) f(x,y) are cea mai mică valoare pe care poate să o 
"ia, dar pentru toate punctele z-4-y=—0 are aceeaş valoare; deci în punctul (0, 0) 
„fr, y) nu va fi extremă în acest caz. Tot astfel vedem că nici în cazul d=—1 
punctul (0,0) nu corespunde unui extrem al funcţiei considerate, 

12. Extremele funeţiunilor de mai multe variabile. Pentru fixa- 
rea idejlor, vom considera, cazul a trei variabile. Zicem că funcțiunea 
Fe, y, 2) are un.extrem în punctul a, d, e atunci când putem determina 
un număr » astfel ca aiferența 

A=f(athothet)—fla,d, 
:să păstreze un semn constant pentru toate valorile lui A, 4,1 care satis-
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- fac la neegalitatea 
VZFE Ze <n. 

In acest caz şi funcțiunile de o singură variabilă 

f8%, flac), f(a,d,2) 
vor fi extreme, prima pentru z=—a, a doua pentru y==b, a treia pen- 
tru z==c, așa că va trebui să avem 

($) fs=0, fy=0, fz=0 
pentru s=a, y=0, z=e 

Dacă aceste condițiuni sunt satisfăcute, formula, lui Taylor, în ipo- 
teza continaităței tuturor derivatelor de ordinul al doilea ale funcţiunei 

f(z,y,2), ne permite să scriem : 

fa h, be +b)—f(a,d, dare 

“unde am reprezentat prin Q valoarea expresiunii 

(ni 3) 72 
in punctul z=a, y=), z==ec, iar prin 9 un termen complimentar, care 
tinde câire zero, când PF, k, tind simultan către zero. 

Dacă facem 

z ==r cos6 sing, y=rsinsing, z=—rcosg 
unde 

(9) O0Sr<y, 052, Osona 

. şi luăm pe r ca infinit mie principal, vedem că Q este un infinit 1 mic 
de ordinul al doilea, iar o este infinit de mie faţă de Q. Așa că dacă 
Q. păstrează un semn constant pentru toate valorile (9) ale lui r, d, e, 
neputându-se anula decât pentru r = 0, funcțiunea f(2, y, 2) va fi extremă 
in punctul (a, d, c). Dacă acest semn este negativ, f(z, y, 2) este maximă 
în punctul (a, d, c); dacă este pozitiv, funcțiunea este minimă în acel punct. 

Onsenvane. Condiţia necesară pentru ca o funcţie f de mai multe 
variabile să fie extremă întrun punct, este ca în acel punct să. 
avem df=0, 

APLICAȚIE. Să se găsească un punct asttel ca suma patratelor distanțelor la n. 
puncte fixe, să fie minimă. 

Fie (,y, 2) coordonatele punctului căutat și (z, Vi Zi ln dumb cele 7 
puncte date. Axele fiind dreptunghiulare suntem „conduşi la căutarea minimului 
expresiei 

0) Seat a-Htea0i
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Sistemul corespunzător sistemului (8) este - 
i=n i=—n - i=n & (2—zi)=0, S(y—yr)=0, > (z—z:)==0; = = iz | 

-deci punctul în care expresia (10) poate fi extremă este 
Zr; ” ZYyi i ” 2z; (11) PS Isa = 

adică centrul de greutate al sistemului de puncte dat. 
Expresiunea (10) este minimă în punctul (11) căci | ” 

OF E+ B23>0, 

13. Extremele funcțiunilor implicite. Fie Y o funcţie de z defi- “mită de ecuaţia Si Ma 
f(z,y)=0. 

Ne propunem a căuta pentru ce valori ale lui Z funcțiunea y poate | fi extremă. Va trebui să determinăm valorile lui z pentru care y'=0. Dar avem 

(12) Fe 9)-Hy Pe, 9)=0 
„aşa că la valorile lui , care anulează pe y,, corespund pentru y valori “care vor satisface sistemului 

(13) F(z=0, file y)=0. 
Rezolvarea, acestui sistem ne dă valorile lui z pentru care y poate “fi un extrem şi în acelaș timp ne Gă și “eventualele valori extreme -ale lui y, 

Fie z=a şiy=b o soluţie a sistemului (13); pentru a putea -afirma că pentru z==a funcțiunea are un extrem şi a determina na- tura acestui extrem, irebue să ne convingem că y' se anulează pentru „ra. Dacă pentru z =a şi Yy = avem f',=:0, atunci rezultă din (12) -că y! este nul pentru z=a, Relaţia (19), derivată în raport cu z, ne dă 
02f 9 02 ? „Q2 ” af rr 

za tr? ZT aja rog —0 
-Şi cum, pentru 2 =a, y' este nul, rezultă că valoarea lui y”, pentru z =a, 
“va fi dată de 

pu | [] 

4 — f: y În=a, y=d, , ” 

Dacă însă f', se anulează în punctul (a, 0) nu mai putem afirma “că 7! se anulează pentru = a şi o discuţie specială este necesară. In cazul unei funcțiuni implicite de mai multe variabile, determi- „area extremelor se face în' mod analog. Pentru funcțiunea 4 de varia- 
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bilele z, y, z definită de ecuaţia i 

fl, ? ) Z 1) — 0, 

:se vede ci punctele, în care u ar putea fi extrem, se obţin rezolvând 
“sistemul 

| f=0, fx=0, fy=0, Fz=0. 

EXEMPLU, Să determinăm extremele funcțiunii y definită de ecuaţia 

(1% po 2ya22- 4 —3=0, 

Sistemul format de ecuaţia (14) şi de ecuaţia f'x =0, adică de 

5) „Dyk 1l=0, i 
„are următoarele două soluţiuni 

(0) x=l şi y=—1 

(3) L=— 

=
 şi y=2. 

"- Pentru soluția (a) avem f'p =0. Putem vedea uşor: pentru =] că.y nu este 
nici maxim nici minim. In adevăr din (14) deducem : 

y=— tza 2253 | 
-deci 

| v(l)=— 2 Ve => 0. a 
Pentru soluția (0) a sistemului (14) şi (15) f'y=k0, deci y' se anulează pentru 

-o==—- Cum valoarea lui y” pentru p= este dată de 

—9 y 1 

yo ve 

“vedem că m 1) <o; deci pentru 2z= Li; peste maxim, valoarea aces- 

-tui maxim fiind 2. - 

„î4. Extreme legate. Să ne propunem a găsi punctele în . care 
- “funcțiunea 

, o=f(z,y,u0) , 

-ar putea fi extremă, variabilele z, y,«, v fiind legate prin două relaţiuni 
(16) 9(7,9,u,0)=0, h(zyuv)=0. 
Extremele lui w se numesc, în acest caz extreme legate sau con- 

“difionate, 

Presupunem că condiţiunile, cari ne permit a afirma că ecuaţiile 
*(16). definesc pe u şi v ca funcțiuni de. şi y, sunt satisfăcute și deci 
“că întrun anumit domeniu, în care căutăm extremele lui v, avem 

_ DB 0- 
I= Duo) 
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Putem deci consideră pe w ca 0 funcție numai de variabilele inde- 
pendente z şi y, de care depinde direct și prin intermediul variabilelor. 
u Şi-v. Avem .. | | of 2 ao 2f apt 2 aur 2 (17) | do = de + 3, dy Za du-t 3 dv 

du și dv fiind legate prin relațiunile 

| 20 4 20 apr 20 au 0 ay de 27 du-t du+3, d 0, Oz Qu 
(18) , - 2 Oh . 2h 0 

„Din aceste două, relaţiuni vom scoate valorile lui du şi dv, ceeace 
este posibil, căci avem J=£0 şi înlocuind în (17) obţinem pentru du o 
expresie de forma Adzr-+-Bdy. Pentru ca w să prezinte un extrem va 

„trebui să avem dw=0, deci A=0, B=0, | ă 
Putem face eliminarea lui du şi dv între (17) şi (18) și prin me- 

toda multiplicatorilor (La gra n ge). Să inmulţim relaţiile (18) respec- 
tiv prin factorii nedeterminaţi A şi p și apoi să le adunăm cu relația. 
(17). Avem astfel | | 

oh — (2 ua 2a 2.) (2 20 2) 

(2£ 3 2a aut (2 ra 22) | 
(2 pad ruf du 3 riza, Te dv. 

„Vom determina pe A şi p. astfel ca 

"0f „09 A a 
au Thor ha 0 (19) 2/3 | 

9 a | | Buia tra =0 
deci 

2z az 

și cum şi y sunt singurele variabile independente 'de care depinde vw, 
_w nu va putea prezenta un extrem decât dacă a 

Of 09, 0h_ 
| îi ris t haz 0 

COD ar 
| 2 

— [27 3 2a a) (2 27 2) do=| ris th dx + ap tizy hay dy. 

09 ph



„EXTREME LEGATE, | „199 

| Ecuațiile (19) şi (20) împreună cu (16) determină pe A, 4 şi pe 
, y,u,b care pot corespunde la un maxim sau minim al funcțiunei w. 

Mai general, dacă w este o funcţie de n variabile . 

w=— fl 22 .... %n) 

variabilele z,, 22, ..., Zn fiind legate între ele prin p relaţiuni 

ED ” p=0, g=0, ..., %=0, 

vedem, procedând ca mai sus, că valorile z,, z2,..., a, pentru care 
funcțiunea w poate avea extreme, se obţin în felul următor: considerăm 
funcțiunea auxiliară 

Pf ete. A App 

"de n variabile a, Xa, ea» En, Cantităţile A4, dz, ..., Ap fiind considerate 
“ca nişte constante şi scriem conâitiile ca funcţia F să fie extremă, adică 

E 0 9F_ E 0. 
dz? a??? dam 

Aceste m ecuaţiuni, împreună cu ecuaţiile (21) formează un sistem 
de:n-|-p ecuaţii cu n-+-p necunoscute 2, 2, ..., Zn, At 2, «+3 Ap, 
care ne dă valorile a, 2, ..., Zn căutate, i] 

APLICAȚIE, “ Airele unei secțiuni centrale înlr'o cuadrică. Vom determina, axele 
secţiunei prin planul central 

(9) iz my uz=—=0! 

- făcută în cuadrica cu centrul în origine | 

(4) A? <f- By? < Ca2 4-2 Dyz ju Ezc- 9Fry-t+1=0- 

ținând seama că jumătăţile acestor axe reprezintă extremele distanței de la origine la 
un punct al secțiunei. Vom căuta deci extremele expresiunei - 

(22) Pi 2 
2, Y, Z fiind legate prin relațiile (1) şi GQ); valorile extreme ale lui r vor fi jumătă- 
țile axelor căutate, Rezultă din cele văzute, că ecuaţiunile . 

| | 22 N-+-2p(Az 4 Bz Fy)=0 
(23) i 2y < Am <k 2p (By Dz+ Fr)= 0 

- 22 <- A + 2u(Cz + Dy + Ex)=0 

asociate cu ecuaţiile (9) şi (h) ne vor da pe z, Y, 2 cure corespund la extremele lui r. 
Dacă adăugăm la aceste 5 ecuaţiuni, relaţia (22) şi facem eliminarea lui a, Y Zu 
între aceste 6 ecuaţiuni, obţinem valorile jumătăţilor axelor căutate, . 

Pentru a face această eliminare să inmulţim prima relaţie (23) prin a, a doua - 
prin y, a treia prin z și apoi să le adunăm. Obţinem astfel ținând seama da (3), (|) şi (22) 

IE | pr, 

 CDat, 9
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„++ Inlocuind pe p. prin valoarea r: în (23) suntem conduși la. sistemul, linear şi” 
omogen in LU, zZ,A 

e(1 arty jena +3 N=0, 

Fr “+ y (1 Br2 + zDr2 + zim=0. 

zEr + y Dr? +24 0r9)+Im=0 

zi .. +yn. —A- zn | : =0 

» Astfel că eliminarea, lui z, Y, 2, A ne conduce la ecuaţia 

1 Ar2 Fr Ep l - 

Fr 1+B2 Dr n 

Er? Dr 1, n 

EI) a 0 

=0, 

care este de gradul al doilea în r? și ale cărei rădăcini sunt patratele jumătăţilor 
axelor secţiunei, 

II. — SCHIMBAREA VARIABILELOR: 

15. In multe. chestiuni. de analiză, unde intervin funcțiuni de una. 
sau mai multe variabile şi derivatele. lor, suntem conduși a înlocui 
acele variabile prin alte variabile, legate de .cele dintâi prin anumite re- 
laţiuni. Derivatele funcţiunilor în raport cu noile variabile se calculează 
cu ajutorul formulelor generale de derivare stabilite. 

16. Funeţiuni de o variabilă independentă. 10, SCHIMBAREA _NU- 
MAL DE VARIABILĂ, Cazul cel mai simplu” de schimbare de variabilă ce' se. 
poate prezenta, este acela a unei funcțiuni 

(0 v=f.. 
unde se face schimbarea. | N 

(9) z=90). 
Va trebui să exprimăm derivatele lui în raport cu z, în. funcţie 

de noua variabilă î, Expresia lui ş y în funeţie- de t este. 

deci, după regula de derivare : a unei funcţii de. fancţie, avem 

dy __ dy ” 
di > de 90 

de unde scoatem 
; | dy.
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Prin urmare: pentru a avea derivata lui y în raport cu z, expri- 
mată în funcţie de î, vom lua derivata lui y în raport eu t şi 0 vom 
împărți prin derivata lui « în raport cu î.! 

| 2 , Pentru a obţine pe = în funcţie de î, vom aplica regula. prece- 

dentă pentru derivata . funcţiunii E Avem astfel 

, y— pat? (5) 2[) 
dy d dy di la 

dz] . a „z3 zi dz 
In mod analog : 

By d (2 _ p'ri'2 — 3 pila! E 3 apta2 — patat. 

23 dzldze) zi5 
şi aşa mai departe, calculele făcându-se din aproape în aproape prin 
aplicarea formulei 

  

d i] 

dry __ di lăzi , 

dx z' 
  

OBSERVARE. Dacă notăm ” 
Flo()l=â0) 

curba (1) va fi reprezentată parametrice prin ecuaţiile 

og, y=R(9 

Formule! dent it <pri dy dy 1 ajutorul ormuiele precedente ne permit a exprima pe da? gate Cu ajutorul 
derivatelor funcţiunilor g (î) şi 7 (4); avem astfel 

dy (0) dy _g9(0R()—H(D9" N 
de gi de 9 

Putem da altă formă formulelor precedente utilizând notaţiunea 
- diferenţială. In adevăr dacă notăm cu ',4”,... derivatele succesive ale 

lui 7 în raport cu z și cu dz, dy, dez, d2, ... diferenţialele succesive 
ale lui z şi y, luate în raport cu variabila , avem 

=, 

Ida 
Prin urmare: pentru a găsi derivata unei funcțiuni y în raport cu * 

funcțiunea z, facem raportul între diferenţiala lui y şi diferenţiala lui &.. 
Aplicând această regulă la funcțiunile y, y”, ..., avem succesiv 

CEI 

A [Ay].. - PI) 
d dz d, 
  (!) Derivatele marcate prin accente sunț în raport cu f, 

9*
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ss . 

  

pm dy” __ dy da? - 3 d2y d dar — 3 dy (0225) — dy dz dă 

o... . |... . . . . . .:... . . . . . . . .:. . 
m | | F. 

Trecerea de la o derivată la următoarea se face prin aplicarea . 
formulei 

y— Co am) = . : | | 
dz 

    

EXEMPLU, Să considerim expresia 
. . 

9 3 

unde 7 şi y” sunt derivatele de orâinul întâi şi al doilea ale lui y în raport cu z. 
Să căutăm ce devine această expresie când luăm ca variabilă pe î, t fiind legat de z 
prin relaţia (2), Vom avea - 

| | i 

1 = /a PY. ” po LE | _ (ee o 
o pezayf. v-a 

 Aceeaş expresie devine, cu notaţiunea diferenţială, 

(de + dp 
(da dy — dy dz): 

„20. SCHIMBAREA DE FUNCȚIE ŞI DE VARIABILĂ. Între z şi y avem o re- forma 
_ ” . -laţie de forma , 

0 e=0: 
care ne defineşte 'pe y în funcţie de variabila z, -Dacă facem schimbarea 

6) 2962, y=h 
la relația (4) corespunde “o: relaţie între z şi t care ne defineşte pe z în 
funcţie de î. Ne propunem a exprima derivatăle lui y în raport cu z cu 
ajutorul lui î,z şi a derivatelor lui 2 în raport cu £. Această chestiune 
se reduce la precedenta, căci în formulele (5) putem considera pe z ca 

 funeţie de î, așa că 4 şi y pot fi socotite ca funcțiuni compuse de noua 
“ variabilă independentă î. Avem deci - ” 

--0h , Oh dz | 
7%" auy__ppe_ de Făz de 

2 ar da pdade 
ot Fa dt 

  

  (5) Deriratele insemnate prin accente sunt în raport cu î, |
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| o apoi | 

: ţ 
  

| '2y 24 | ai | 2 oh ] [a az (e), | (eta? ze) aa] [ee az dt |lăz +" ai > _- va) - 
a ai ! oz 

„și aşa mai departe. | 

Derivata de ordinul 7, i, se va exprima cu ajutorul lui î, z şi 

o dz dz - . dz | | | a derivatelor dr? da: *** dan | 

Chestiunea se poate trata și cu ajutorul diferenţialelor,: 

EXEMPLU. Să reluăm expresiunea (3) şi să facem schimbarea. 
. , - 7 

fi. „& == rcos0,  y ==r sine, | 
- ” ” 

. i, 
- „0 fiind variabila independentă, Avem, insemnând prin accente derivatele in rapot cu 8, | 

  

a" = 7! cos 9 —r sin g ” y' == disin o + re.s9, | 
"a cos — 2r' sin 9 —r cos 9 = rin pg 2r' cos 0 —r sing 

de unde - 
dy _u' __r'sino--rcoso 5 Tes r5no 
By ga — Wa —rri 92 + ră 

[ da ai (rtose sin op. 
Aşa că i | (72 <fr 

- 73. Funcţiuni de mai multe variabile. 10, Scuipanta NUMAI 
PE VARIABILE, Vom considera pentru ușurarea expresiunii o funcţiune 
2=f(z,y) de două variabile independendente z și y. Să facem schim- 
barea Sa „* i [zau (6) | E ARI 

. y nani h (u, 0)) 

luând pe u şi v ca noi 'variabile” independente, funcțiunile g şi h fiind 
„presupuse astfel ca sistemul (6) să definească pe și v în funcţie .de z 

Şi y. Presupunem deci 

DODo. 
D (4). 

_Ne_ propunem să exprimăm derivatele lui z în raport cu zşiycu 
ajutorul lui u, v și a derivatelor parţiale ale lui z luate în raport cu uşi. ebi Tia aa ea aaa a FABOTE CU U ŞI z este o funcţie de u ȘI v prin intermediul lui z şi y, aşa că avem, 2 9. pa Era CE MEQIUl lul e | e CA Avem, _ 

  

    

i
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aplicând formula de derivare a funcţiunilor compuse, 

| dz _az8z | Qe-ay ] - | 8u,  2z0u TQydu” 
0. „Ze drde âzau, . „Î 2v "9zdo Tr ayâv | 
Din acest sistem putem scoate valorile lui Qa și Ce de oarece am 

presupus că determinantul sistemului (7) e diferit de zero. Obţinem astfel, 
“pentru derivatele de primul ordin formulele - - 

02 __ 102: 02. 
eat "d, 
dz . dz 

E „dy y că că 2 

ă unde, am notat prin A, B, C.D nișie funcțiuni cunoscute de u şi v. 
- “Derivatele de orinul al doilea și următoarele se calculează din ' 
aproape în aproape prin aceleaşi formule, căci” operaţiile 2 şi 2 au ca | dz dp .. transformate în au şi v De operaţiile _ : LA - a 

Azi Bay Că+D2 

N 

22 - Să caleulăm în particular pe 22" Avem 

-Q2z 0 [Oz 2 2 dz 02] 
Oz2 Da -Z(8)- —ba, +B ?) bt B 2) 

2  QA d , 9B e) 
Bz, du du ! du dv]. 

e 022 OA 92 „ 9Baz) -- a + paza Boz 22 Bar) 
EXEMPLU. Să se caute ce devine expresia | 

02 , 022 
dt 03 

când luăm ca noi variabile po « şi v - 

  

  

(az 5 

D=ucosv, -y=usinv, 

Vom urma metoda generală indicată, Formulele (7) devin 

Qz __ 02 0z 
Due > COSv a gt si vg 

- Ze u sin v 22 rucosvde ,
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"de unde scoatem 
22 _ '2z . 'siny 2, dz eesti ad i 

82 Qz „cosv 02 
dy = sino Bu. u Dv! 

deci, în acest caz, A= cos, B=— Se, C= sin v, D= = sist i 
Avem apoi _ A | | 

= cosv cosudE-_ sin v: 22 =? 2 (co og Sie Qe] dai Qu Laz 0u 4, O: u 8 Ou 4 : Ov 
= cost o 22, , sin2v 0:27 sin2y ză 5in20 Qz „sin? Qz 

"ai 2 2 Ov: ui -QuQv u? Ov a ) Qu 
Tot astfel? îi 

  

  

aa! 
o ” - „9102. , cos? cos? Oz sin 20 22, sin2v Oz .cos2u Oz . . 3 gin uz a 

2 Dei Quo 1? Ov 1 Du 
De unde, în n 

o 
Q:z 02, 1 02 1 az ie e du! 

         

9, sina za DE FUNCȚIE, ŞI DE VARIABILE, Ecuația, 
9) Fhn2=0 

„ definește pe Z în funcţie de variabilele z şi y, Să facea schimbarea 
(9) 2 = gg 2 2), y> hu 2,10), 2: = hu, 1); 
La ecuaţia (8) corespunde. o relaţie îtitre 1, 0,2 care ne defineşte pe w în funcţie de u și v. Ne propunem să arătăm cum putem exprima _derivatele parţiale ale lui z în raport cu z și y. cu ajutozul | lui _u, 0 “şi a derivatelor. lui w în raport cu noile variabile „independente « a și v, _ "Mai întâi vom considera pe z ca funcție - de au şi vi! prin nterme- | diul jui z şi Yi deci - , 

dz 02 2, dz 2y a îi as afi u 
du, „dz du, Oy du pd pi Te a Pi Bus Dar din formule O | ” 

„02 Ok 2. 2z __2y ay ou "2y oh 2 1 dh Oh Ow.. 
nu ZE a du du _2u, Ov du d du 2 du 

aşa că: pe Di ra : O + ZA au fe 29 deja, e, : 2 20 e oz 
du av du lu: „2 Qu 2 - du 2w Qu Oy. 

“In “mod analog găsim ui ” - 
, AL: . 8k 9w 27 a 2 0 awloz | dv? du 8 vw & —( tă e za). fe Sr ana 2

5
 

IN
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02 22, 

dz îi 0 
Pentru calcularea derivatelor următoare se procedează ca în cazul 

precedent. , 

Din aceste două ecuaţiuni scoatem" valorile lui 

EXEMPLU, Să particularizăm ecuaţiile luând 

L=w Sin u cosv, y==w sina sinv, z==10 cos, 
Vom avea 

- : 
-» sin u-k cos uQ0— ( cos zi cos y-4- sin 4 cosv22) a 

+ (e cos u sin v -+ sin u sin ăn ez ! 

cos u n [= w sin usin v + Sin 4 cos 20) 22 ui ( sin 4 cos v <-sin« sin văr E 
Qz 

de unde scoatem expresiile lui 2 şi a 

„78, Transformările curbelor plane. In legătură cu schimbările de 

variabile vom considera şi transformările curbelor plane. 

10, TRANSFORMĂRI PUNCTUALE, Formulele 

N | X= fly). E 

(0) | Ig). 
fac să corespunăă unui punct n (2, y) punctul M (X, Y). Zicem că aceste 
formule definesc o transformare punctuală. 

Când punctul m descrie o curbă e, punctul M va deserie o curbă C, 

care este transformata, prin formulele (10), a curbei e. 
Fie dz, dy creşterile corespunzătoare lui 2 şi 4 pentru o deplasare 

foarte mică a punctului m pe curba e şi dă, dY creșterile ce rezultă 

pentru X şi Y. 'Tangenta în m la curba c are ca coeficient unghiular 

» __ dy 
Y > az 

iar tangenta în punctul M la curba C are ca coeficient. unghiular, 

prd __9'x(z,y)dz+-9'(z,9)dy 9-9: 
2 0X fatade + f> (2,9) dy OF. 

Din această expresie a lui Y' rezultă că fiind dată o transformare 

(10), direcţiunea tangentei în punctul M (X, Y) al curbei C nu depinde 
de cât de z, 7 şi y', adică de punctul 7 şi de tangenta în acest punct 

la curba c.- Prin urmare, dacă o altă curbă a este tangentă în m la 

curba c, atunci și transformata sa C, va fi tangentă în M la curba C. 
ț i
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90, TRANSFORMĂRI. DE CONTACT. „Două curbe” tangente se pot trâns- forza în alte două curbe tangente cu: “ajutorul “unor transformări - mai generale de cât cele punctuale, Să “considerăm ' Formulele” ! 

unde z, 4 sunt coorăonatele, unui punct m de pe o' curbă €, iar 3: coe- Geientul unghiular al tangentei în m la curba e. Când punctul n descrie „curba e, punctul M(X,Y) descrie transformata C. Să determinăm tan- „genta în punctul M la curba C. | | o. a 
-- Coeficientul unghiular Y'. al acestei one vafi = 

| Za 27, 
zi -dY de ap. + 3, 
— dX 2f re | i ia pepe păr ai 

__ Vedem că, în acest caz, Y. dcpind de z, dy, yY, Două curbe e și.c, tângente în m se vor transforma în două curbe tangente în M: a) dacă y este acelaș în punctul 7 pentru ambele curbe c şi a; 3) dacă, y” nefiind acelaş, Y? pu depinde de 3 y” „adică dacă. avem 

  

29 2 : d. &z FayW' __ dy! 
af Zi af! 
2 ăi oy! 

Când funcțiunile f(, y, 1) şi g(zya 7) sastisfac la această condi- țiune, zicem că transformarea (1) este o transformare de contact, 
" EXEMPLU. “Transformarea 

A= YI , D= ay y 
mumită transtormarea ] lui Le ge n are, este de” contact. In adev ăr 

2 Y Va —wp_ _ poe a 

  

deci Y nu depinde de pp”, 
D= 

EXERCI ŢII. 
„L. Să se găsească extremele funcțiunii ——— 

Ta, >= gpl. R. Sistemul 

0= Fl =4e day, 0floeoy 
are. ca soluţie unică 2=0, y=0. Suntem în cazul dubios, căci AC—B2=9, Cum însă 

aha sei



18 EXTREME, — SCHIMBĂRI DE VARIABILE. 

vedem că originea corespunde unui minim, căci funcțiunea f este poiivă și nu se , 
anulează în alt punct de cât în origine. . 

2, Să se găsească extremele funcțiunii 

+ 

“fe, y) 2 sing sin cos EI |   

z şi y find arcuri cuprinse între:0 şi z. 

  

  

R. Avem , - 

ȘI — sin Y cos 2, Bon cas 68, , 2 i "Oy 2 RI 

9f : 20+y Bf 1 | Of _ n aan tk2y 227 o — sin cin 3 E reoste+y); Dys > — sin g sin 5 

Sisteraul | or =0, of =0 este echivalent cu sistemul Oz" 0y - 

i sin (2 + y)= sin a 
| sin (2 4-9) = sin y, 

care are ca soluție i . 

| (0) a=y=0 0) op e 
“La soluţia () nu corespunde nici maxim nici minim, La soluția €) corespunde 

maximul funcţiunii fi - 

3, Să se determine axele cuadricei 

(1) Aa By? + C22 4- 2 Dyz 4- 2 Ea 4-2 Bcy 4- 1=0. 

R. Va trebui să căutăm extremele expresiei C++: a,y,z fiină. legate 
prin ecuaţia cuadricei. Intre sistemul 

24000 E3-4-B) 0, 

Yy +A (By Dz4- Fo) =0, 
ara Dr Fa) = 0, 

pair 
şi ecuația (0) + va trebui să eliminăm pe z,y,z, A. Găsim mai întâi p2=—a. „Deâucem 
apoi ecuaţia care ne dă patratele jumătăţilor axelor 

relaţia 

14-A? Er Er? 
rr. 14 Be Dr | =0. . 

Er Dr 1+CR 

4, Ce devine du Ey când facem schimbarea dz şi da 

c* = tg (24) 

R. Avem ! „ 

o - 7 A] . 
2= Logig(2+2); 

-



_ EXERCIŢII, 139 

prin urmare 

                    

  

| 0). ot = +) | do ET) său 
dz de 798 de 

| „Ltg2 Şi +2] 

dy dy - 
| dr > 95 9 q3s 5 

„5, Ce devine expresia 
022 - „022 

E= 2 og 
Sr 2 1 ed Pi 

prin schimbarea de variabile” | 

DZ=u, yu? 

BR. Avem u=a și =, aşa că 

Qz __ 02 Qu „ Oz Qv 02 
220 Or, ! îv 02 "0 

2 Oz Qu Qz d 1 Qz 

dy Tău yd dy u o 

Cu ajutorul acestor formule găsim 

922 2, (22 22) 2 9 (22 o 22) 

  
  

Oz Dudu ui Ov u Ov lQu u ci, _ 

__0*z av Oz 2 022 2 22 
| = 2 Dudu tz de tie 

0iz 1 02 __1 02 ve: 
dzăy su Dub Eu 12 Du 8 o: , Si 

D210 e 
Op: ut O: 

de unde rezultă că p—82, 
Di au: 

6. Transtormarea 

X = =, Y=y—ay' 

este de contact. 

R. Avem. | | 

. | di —axyp'? 

dk y E 
.ceeace ne arată că transformarea este de contact. 

ÎN . i i emeechiinr Erata 

VERIEIOAT 

+. 1987 

p—0%



  

ERRATA. . 
" Pag. 6, rândul 9,'se va adăuga după cuvântul numere: 

cu aceste proprietăţi, „putem intereala între „ele două numere 
raționale . o | - 

Pag. 6, rândul 10, prima virgulă se va înlocui prin: şi . 
Pag. 14, rândul 2. de - jos în sus, se va înlocui = prin Z 
Pag. 16, rândul 1 de jos-în sus, se va înlocui numărul 9 prin 3 
Pag. 19, rândul 5 de jos în sus, se-va înlocui. semnul >> prin < 
Pag, 25, rândul 15 de: Jos în sus, se va înlocui f(u) prin fQ .- 
Pag. 26, rândul .G de jos în sus, se va înlocui < prin. > Ă 
Pag. 102, rândul '7 de jos în sus, se va înlocui af BHy- vf prin 
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