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- PREFAŢĂ. 

Scopul lucrării de faţă este să pună la îndemâna cititorilor, 
atât o partie interesantă din bogatul material pe care-l con- 
stitue capitolul, relativ recent creat în știință şi de care! 
se leagă numele marelui nostru geometru G. Țiţeica, 

„al geometriei proiective diferenţiale, cât mai ales o metodă, - 
a ecuaţiei reduse, care are de altfel un câmp de aplicare 
mai larg decât acel al-teoriei proiective a curbelor şi supra- 
feţelor şi se întinde la toate geometriile care intră în vestitul 
program dela Erlangen. 

Sperăm că forma familiară în care se găsesc expuse aceste 
rezultate, unde calculele au fost conduse aproape în cele 
mai mici amănunte, pentru a fi urmărite cu uşurinţă, şi 
care folosește aproape exclusiv numai cunoştinţele generale 
ale programelor noastre de licenţă să facă posibilă cititorilor 
iniţierea. completă şi să le deschidă gustul spre aprofundarea 
acestor rezultate pe care le vor găsi expuse în lucrări mai 

complete în acest domeniu. | a 
Cităm în această ordine de idei, lucrările care ne-au 

inspirat în primul rând, în cea mai mare parte şi 
anume: | IN 

Introduction ă la geometrie projective difftrentielle des sur- 
Jaces, de Guido Fubini şi Ed. Cech (Ed. Gauthiers- 

_Villars, 1931, Paris). 5 | - 
__ Projective differential geometry of curves and surfaces, de 
Ernest Preston -Lane.(Ed. The University ot: Chi- 
cago Press. Chicago Illinois U. S. A, 1939). 

Legons sur la ihorie des espaces ă connezion projective, 
(l-a parte) de Elice Cartan (Ed. Gauthiers-Villars, 
Paris, 1937). | 3
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Gtometrie differentielle projective des râseauz de G. Ţi- 
țeica (Ed. Acad. Române și Gauthiers Villars, Paris, 1924), 
citarea fiind făcută în ordinea în care se recomandă a fi 
urmărite pentru aprofundarea cunoștințelor. : 

Ne rămâne datoria să mulţumim din toată inima Aca- 
demiei Române care a binevoit să primească publicarea acestei 
lucrări în colecţia « Monografii ştiinţifice ». 

Mulţumim de asemeni d-lui N. N. Mihăileanu care ne-a 
ajutat la revizuirea lucrării și s'a ocupat cu toate corecturile - 
„necesare unei cât mai bune prezentări. 

AL. PANTAZI



PARTEA La | 

CURBE PLANE 

I 

PLANUL EUCLIDIAN 

1. Generalităţi. Spaţii sau varietăți cu doui dimensiuni. 
Numim spaţiu sau varietate cu două dimensiuni o mulțime 
de elemente, pe care le numim puncte, astfel încât fiecare 
element al mulţimii să-l putem caracteriza prin o pereche 
de numere z,, , pe care le numim coordonate, şi invers, 
la o pereche, socotită într'o anumită ordine, de două numere 
Zi 22, Variind între anumite limite, să-i corespundă un. 
element și unul singur al mulţimii. Ex,: o porţiune dintr'un 
plan, dintr'o sferă sau dintr'6 suprafață oarecare este o 

„varietate cu două dimensiuni (2, și z, fiind coordonatele 
curbilinii). Mă 

2. Transformare. Numim transformare, într'o varietate 
cu două dimensiuni, o corespondenţă biunivocă între ele- 
mentele (punctele) mulţimii care constitue. varietatea, aşa 
încât, prin această corespondenţă, unui anumit punct :M al 
varietăţii îi corespunde un anumit punct N, iar punctul N 
fiind dat, există un singur punct M căruia să-i corespundă 
punctul N. Ex.: rotația de un anumit unghiu în jurul unui 
punci în plan, translaţia de o anumită amplitudine, ete. 
Algebric, o transformare va fi definită prin relaţii de forma 

(1) Ja = ha (2 22) » Ya = fa (2 72) 

- Ya» Ya fiind coordonatele punctului N, pe care-l numim 
transformatul punctului M de coordonate i a iar f,, fa 

7 
N
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două funcțiuni de argumentele z,, zp, funcțiuni pe care le . 
vom presupune continui și derivabile. Să însemnăm pres- 
curtat cu U transformarea definită de relaţiile (1). Dacă 
determinantul funcţional | 

fa 9fa 
9 (Va) d, d z 0 

2 (20 22) 34, af, 
dz, 9x22 | 

atunci relaţiile (1) se pot rezolva în raport cu z, și za şi ne dau 

0) a (vu) > 20 fa (ou). 
Relaţiile (2) definesc ca şi relaţiile (1) o transformare, dacă 
privim pe vy,; ya ca coordonate ale unui punct al varietăţii 
șipe 21, za ca coordonate ale punctului transformat. Această 
nouă transformare face evident să corespundă punctului N 
punctul M, dacă W era transformatul lui M prin transtor-. 
marea U. Numim această nouă transformare, transformarea 
inversă a transformării U şi o notăm prescurtat cu UL. 
Legătura între punctele M şi N, transformate unul din 
celălalt respectiv prin transformările U-t, U se mai serie pre- 
scurtat i 

N=U(M), MU), 
3. Produs de transformări. Fie U o transformare definită 

algebric de relaţiile (1) și V o altă transformare, definită 
algebric de relaţiile | | 7 

(3) Sa Yi = Que 22 ya = Pa (22 22). 

_ Transformarea V. va face să corespundă punctului . , 
de coordonate y,, ya, punctul P de coordonate 

A1= Pa (91 2), . Za = Pa (Va Ya). 

.. “Corespondenţa între punctele M și P, o numim transtor-. 
marea produs al transformărilor U şi V şi o:notăm-prescurtat
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UV. Schimbând puţin notaţiile şi însemnând cu yu Ya» C0or- 
donatele punctului P, vom avea. evident 

(n le foi meet 
şi aceste relaţii definesc algebric transformarea produs vV. 

Transformarea particulară definită de relaţiile 

Wa 3 Ya = Ta 

care, geometric, face să. corespundă lui însuși fiecare punct 
al varietăţii se numeşte transformarea identică sau unitate 
şi se notează cu E. Avem evident ! 

UUIL=E. | 

- Rezultă de asemeni imediat că aaa 

(Vi =U 
fiindcă relaţiile 2) rezolvate î în raport « cu Yi eo conduc la 
relaţiile (1). a 

4. Egalitatea figurilor. Noţiunea de grup. Vom spune în 
zenesal că două figuri F şi F' sunt egale, atunci când elemen- 
tele figurii F”! se 'deduc din slementele figurii F' printr'o 
transformare făcând parie dintr'o familie bine definită 9 de 
transformări ale: parielăţii. - 

Pentru ca noţiunea de egalitate astfel definită să satisfacă 
proprietăţilor clasice ale egalităţii şi anume: 

1.F=F, adică o figură este totdeauna egală cu ea 
însăşi. . , 

9. Dacă FP=F' atunci I! =F. a 
3, Dacă F=F' şi F'=F” atunci F =/F”, adică două. 

figuri egale cu a treia sunt egale între ele, va trebui ca'trans- 
formările familiei G să satisfacă respectiv la următoarele 
reguli, care se deduc imediat din definiţiunile anterioare: 

1. Transformarea identică E face parte din familia O. . 
„2. Dacă transformarea U face parte din familia O, trans- 

formarea Ul face parte de asemeni din familie. 
'3. Dacă U și V sunt două transformări care fac” parte - 

din familia O, produsul UV este de asemeni o transformare 
din familie. . Ma 4,
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-- Familiile de transformări care. satisfac acestor trei reguli 
se numesc grupuri de transformări. Putem atunci defini. no- 
ţiunea de egalitate în modul următor: Fiind dat un grup de 
transformări, două figuri se zic egale când ele se deduc una 
din alta printr'o transformare a grupului. Ic a 

Plecând dela această :definiţiune generală a egalităţii se 
poate face o clasificare a geometriilor după grupul care' se 
ia de bază la definiţia egalităţilor. Această clasificare con- 
stitue fundamentul ideilor marelui geometru german Felix - 
Klein, expuse în vestita lui lucrare. inaugurală din 1872, 

"care este cunoscută de atunci în ştiinţă sub denumirea de 
programul dela Erlangen. - 

In sensul acestor idei, geometria clasică are la bază grupul 
care lasă invariantă expresia aa 

| (2 — 02 (ma, | 
(2 2) şi (24, z2) fiind coordonatele a două puncte, coordo- 
nate pe care le numim carteziene. Cu alte cuvinte, dacă 

„relaţiile (1) definesc o transformare a grupului şi punem 

(5) Sh lo a =falai, ) 
„avem, oricare ar fi transformarea grupului: 

(a (a — a (an — 02 + (03 a) 
în virtutea relaţiilor (1) şi (5). 

Se demonstrează că funcțiunile f,, f> sunt atunci neapărat 
de forma 

(6) af =Ert- aa cos0—z2sin?, Yah =Eot a sin0-+ Xa COS o 
sau de forma | | 

(7) nf tau c050-t-a sint, gafa E — aa sind—agcos) 
E.» Ea, O fiind trei constante arbitrare. Dacă 21, Z sunt 
atunci coordonatele carteziene clasice ale unui punct întrun 
plan, relaţiile (6) definesc o deplasare şi relaţiile (7) o anti- 
deplasare (o deplasare urmată de o simetrie). Putem lua



* 
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atunci, ca model al geometriei: deplasărilor sau. antideplasă- 
rilor, planul cuclidiari clasic, egalităţile fiind - definite. prin 
coincidenţa: figurilor după o deplasare sau ântideplasare; - 

5. Geometria proicetivă are ca grup fundamental grupul 
definit de relaţiile 

(8) = __ du + du ti + data 2 (oa + Ara Zi -t Q22 m ! 
1 CI LI Va: 

E oo + do ZF a20 Ta doo -F ao ZF 020 Lo 

unde figurează nouă constante a; ți, Î =0, 1, 2 din care - 
însă numai opt sunt esenţiale. 

Dacă az, și z, sunt coordonatele clasice carteziene ale 
unui punct întrun plan, atunci relaţiile (8) definesc o omo- 
grafie, care are proprietatea, după cum se constată de altfel 
imediat din caracterul linear al relaţiilor (8), că transformă 
dreptele î în drepte şi în general curbele algebrice de un anumit 
ordin în curbe algebrice de acelaşi ordin şi cu același număr 
de puncte singulare. Rezultă că putem lua ca model euclidian, 
al geometriei proiective, planul clasic euclidian, unde însă 
două figuri se vor zice egale, când se deduc una din alta 
printr” o omografie.. Varietatea cu două dimensiuni astfel or- 
ganizată o vom numi planul proiectip. 

6. Metode generale de studiere a diferitelor geometrii. 
Când grupul fundamental al unei geometrii este un grup 
continuu finit (adică pentru care diferitele transformări ale 

grupului sunt definite prin două expresiuni Îi» fa în care pe . 
lângă variabilele z,, ze figurează și un număr finit de con- 
stante arbitrare) cum este cazul geometriei euclidiene sau 
al geometriei proiective, există :'o metodă de studiere cu un 
caracter general. Ea a fost înaugurată pentru geometria 

proiectivă a curbelor plane şi strâmbe de către geometrul 
francez Halphen și constă într'o schimbare metodică 
a sistemului de coordonate astfel încât ecuaţia sau ecuaţiile 
curbei să se prezinte sub o formă cât mai simplă ; este metoda 
ecuației reduse. Ea conduce în mod natural, după cum. vom 
vedea, la o altă metodă, introdusă de Dar p oux în teoria 

| suprafeţelor ca o-generalizare. a metodei lui Frenet și
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care se numeşte metoda reperului mobil. Această metodă se 
poate introduce și direct, plecând dela teoremele funda- 
mentale ale teoriei grupurilor; sub această formă avem me- 
toda lui Cartan. De 

“Pentru geometria proiectivă există şi: o metodă specială, 
bazată pe caracterul linear al transformărilor omografice, 
care prin aceasta prezintă analogii cu translormările soluțiu- 
nilor ecuaţiilor diferenţiale sau cu derivate parţiale lineare: şi 
omogene. Aceasta este metoda lui Wilczinski introdusă 
de acest autor pentru curbele plane și în spaţiu şi pentru su- 
prafeţe şi în special pentru suprafeţele riglate.. Ea a fost con- 
tinuață de Fubini şi Cech pentru suprafețele curbe și de 
marele nostru geometru Țiţeica pentru reţele şi congruenţe, - 
„7. Noţiunea de reper mobil. Vom numi în general reper 
mobil, figura (R) făcând parte dintr'o familie de figuri egale - 
între ele (faţă de grupul de bază) şi depinzând de un același 
număr de parametri ca şi grupul de bază, astfel încât fiind 
dat un reper (24) să existe pentru fiecare reper (R) o trans- 
formare a grupului şi numai una singură care aduce pe (89) 
în (R). Când. (R) se confundă cu (2) avem transformarea 
identică. Se demonstrează că pentru orice grup continui 
finit există asemenea 'repere. Aci ne vom mărgini să ve- 
rificăm acest lucru pentru grupurile geometriei euclidiene şi 
al geometriei proiective. - Da 

Definim ca reper mobil în geometria euclidiană figura 
formată de două drepte perpendiculare orientate D,, Da care 
se întâlnesc întrun punct C. O astfel de figură depinde de 
trei parametri: coordonatele £,, E, ale punctului C, faţă de 
un sistem iniţial de axe perpendiculare Oz, Oz, și 0= 3 
(Oz, D.). Este evident că nu există decât o singură deplasare 
sau antideplasare, care să aducă reperul (2) (Oz,, 02) peste 
reperul (R) (D,, D2). De ex. dacă sensul de rotaţie dela 
D. la Da este acelaşi ca dela Oz, la Oz, transformarea este 
deplasarea dată de relațiile (6). Si | 
8. Coordonate relative faţă de un reper. Fie M un punct 
al varietăţii de coordonate z,, 2 şi ÎN, de coordonate y., y,; 

„punctul varietăţii care se transformă în M prin transformarea
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care aduce reperul (2) în (R). Vom :spune prin definiţie 
Că Yy1; Ya sunt coordonatele relative ale punctului M faţă de 
(R). Dacă (6) sunt relaţiile care definesc această transformare, 
este evident că între y,; ya şi 23, Za vom avea aceleaşi rela- 
ţiuni însă .rolul „variabilelor z și z este schimbat, așa încât 

| (9) “az =& +a Yi cos) — “a sind > Data Yi sind + 2 Ya cos. 

“Formulele (9) sunt formulele de transformare ale coordona- 
telor. Ele au aceeași formă ca şi relaţiile (6); însă un înţeles 
deosebit. Pe când în formulele (6) (z,, 22) și (1.2). sunt 
coordonatele a.două puncte, transformate unul din celălalt, 
faţă de acelaşi sistem de coordonate, î în formulele (9) ele sunt 
coordonatele aceluiaşi punct însă. faţă de două sisteme de 
coordonate diferite. Din aseniănarea formulelor deducem însă 
că deoarece primele definesc un grup, trecerea dela un sistem 
de coordonate relative (4, y2) corespunzătoare unui reper 
(R), la un alt sistem de coordonate (y;, y2) corespunzătoare 
unui alt reper (1) se va face prin relaţii de aceeaşi formă 

i = E pi cos” — pssin0” ,:yp = Ea + gi sind' + yi cos0” 

ca și relaţiile (9), cu alte constante E, &, 0, care au față 
de reperul (1) aceeaşi interpretare geometrică ca şi constan- 
tele. £,, 2, 0 faţă de reperul (Ro)... . - o 

9. Studiul curbelor plane. Pentru ca: să pătrunde mai 
" bine metoda ecuaţiei reduse şi a corolarului ci, metoda re-: 
perului mobil, vom face o aplicaţie la studiul curbelor plane 
faţă de grupul cuclidian. Vom găsi asttel pe o. cale naturală, 
deoarece pleacă dela un principiu general, rezultatele clasice 
familiare ale geometriei diferenţiale plane. 
„Să considerăm o curbă (C) pe care să o presupunem defi- 

nită față de un anumit sistem de coordonate printr'o' ecuaţie 

za = Î (2) 

în care, pentru comoditate, vom „presupune funcțiunea” Î. 
olomoriă în jurul punctului a = 0, prin: urmare desfășu- 
rabilă î în seria întreagă 

(10) . za 2 00 a apt ta ue,
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"Dacă raportăm curba (C).la un alt sistem de coordonate 
(7/1 Ya) ecuaţia curbei. va căpăta în general forma 

(00) a bo bai doit eee pe, 
Metoda ecuaţiei reduse constă în a determina un reper 

astiel încât ecuaţia (11) să aibă forma cea mai redusă posibilă. 
Fie, pentru aceasta, (9) formulele de transformare ale coor- 
donatelor (2, 22) în -(yz, y2). Inlocuind în (9) pe y2 prin 
valoarea sa (11),-vom căpăta pentru Z, ȘI Za două funcțiuni 
de z,, 23, desvoltate în serii întregi, pe care apoi le substituim 
în (10). Vom obţine astfel o identitate îritre două serii întregi 
în y4, în care vom egala coeficienţii aceloraşi puteri ale lui y,. 
Identificarea ne va da relaţiile prin care determinăm coefi- 
cienţii b, în funcţie de coeficienții a, (q < p) şi de constantele 
E. Ea şi O ale transformării. Procedând astfel vom avea 
Succesiv 

a=tă+y cos6 —sin0 (80 + bip +k...) 12 
(12) Ta = Gat yu sin0 + cos0 (d, + by +...) 
apoi 

_ Bat a sin0 + cos0 (89 + bip + :..) = 

(13) do + aa [E + ya cos0— sin (30 + bip + ...)] 
aa [Ea -+ ga cos0 — sin (bo-kba pat. R+... 

Identificarea termenilor independenţi de y,, în cei 'doi 
membri, ne dă 

| (14)  Ea-kbocos 0=—a9-kas (Ea — bg sin 0)+ a, (E. — bo sin 0)2+... 

relaţie care conţine numai coeficientul bg. Se vede imediat 
„că putem lua d, = 0; relaţia (14) ne dă condiţia 

(15) E = ao + a E tat... 

între parametrii £,, E2 ai reperului. Geometrie această con- 
diţie exprimă că punctul C (originea reperului) trebue să se găsească întrun punct oarecare al curbei (C). Reperul de-
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terminat prin această condiţie îl numim:reper dde:ordinul:zero 
“ŞI. ecuaţia. curbei faţă “de un astfel de-reper capătă “forma 

abia thai oc. 
coordonatele punctului considerat al curbei faţă de noul 
reper fiind y; =0, ya =0. Dacă presupunem acum că :re- 
perul iniţial” este de ordinul. zero, avem :ap =0, şi atunci 
condiţia de trecere dela un reper de ordinul zero la un alt 
reper de același ordin este dată de relaţia (15) care devine 

| aaa 
ceea ce revine a alege origineă în'alt punct al curbei. Să 
presupunem că originea rămâne neschimbată :ccea ce ne dă 

(16) :  OOE. 0 deci 17) t=0, i 
atunci trecerea dela un reper de ordiriul zero la un alt reper 
de același ordin: și. având aceeaşi origine nu mai depinde 
„decât de parametrul 0. Identitatea (13) devine: .: | 

Da ya sin -+- cos0 (by + dz +...) = o 

ai [yu cos0 —sind (by, + ba? +...) + 
aa [ya cos0 —sin0 (bi ya + ba + )R+r..: 

iar identificarea coeficienţilor lui y, în ambii membri ne dă 

sin + b, cos) = a, (cos0— 2, sin0). 
sau - a 

| | p —A cos — sin - . 
1 cosO-ta,sind E 

Această relaţie, care ne dă pe dj arată că, oricare ar fi va- 
loarea lui a, vom putea totdeauna determina pe 0 astfel 
încât să avem Î, = 0. Condiţia se scrie . 
(18) Na ig0=a.: | 

Reperul determinat prin această condiţie îl numim. reper 
de primul ordin. Faţă de un asemenea reper, ecuaţia curbei 
se scrie - | e 

Po. 

Ja bait boii
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Existenţa unui reper de primul ordin fiind dovedită, să pre- 
supunem că am ales în prealabil drept reper iniţial un reper 
de ordinul unu. Avem atunci a, = 0 şi relația (18) ne dă - 

(49) O 0=0 sau . (19) 0 = z. 

Relaţiile (16), (17) și (19)-sau (19') ne arată atunci că trecerea 
dela un reper de primul ordin la un alt reper de primul 
ordin nu se poate face decât prin substituţiile | 

(20) SV o Ta Ya Sau 24 = — Vu Da = —ya 

cărora le corespund transformarea identică sau rotaţiunea 
în jurul originii de 1800. Prin urmare reperul de primul 
ordin este perfect determinat cu excepţia sensului axelor . 

D,, D. ale reperului și odată cu el sunt determinaţi, cu 
excepţia semnului unora din ei, toţi coeficienţii ap, ag, ... 
care intervin în ecuaţia (15) unde ap = aj = 0. Acești coefi- 
cienţi pentru motive care se vor vedea în paragrafele urmă- 
toare, poartă numele de curburile curbei în punctul considerat. 

„ Astfel prin metoda ecuaţiei reduse se ajunge la determinarea, 
- în fiecare punct al unei curbe, pe o cale naturală, a unei drepte 
bine definite (axa D, sau perpendiculara pe ea D,) şi a unor 
curburi (valorile numerice ale coeficienţilor az, az, etc.). 

Aceste drepte și curburi au un caracter invariant faţă 
de deplasări, noţiune care are, ca și alte exemple asemănă- 
toare pe care le vom întâlni ulterior, înţelesul următor: 
Fie (C) o curbă și (C) curba care se deduce din (C) printr'o- 
deplasare. Fie M și M două puncte corespunzătoare, D,, az, 
aa; + ++ ŞI Di ,a2;a3,... dreptele și curburile corespunzătoare. 

Spun că D, se transformă în D, prin deplasarea care aduce 

pe (C) în (C) şi că avem 

(21) la] =lazl ; lasl =las| sete. 
In adevăr, fie (R) unul din reperele de primul ordin 

referitoare la (C) în M, (R) unul din reperele de primul 
ordin referitoare la (C) în M și (R') reperul care se deduce 
din (R) prin deplasarea care aduce pe (C) peste (C). După
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“definiţia coordonatelor relative ($ 8), ecuaţia curbei. (C) faţă 
| de (R') este identică cu ecuaţia curbei (C) faţă de (R). Aceasta 
însemnează că şi: (E) ) este un reper de primul ordin şi prin 
urmare se confundă cu (8) sau se obţine din acesta printr'o 
rotaţie, de 1800 în jurul originii. In-ambele cazuri D, se con- 
fundă cu D', şi avem relaţiile (21), ceea ce demonstrează 
proprietatea “avută în vedere. Caracterul de invarianță. al 
dreptei D, și al curburilor. az, ag, etc. este astfel demonstrat. 

Vom face cu această ocazie și observaţia "următoare: 
dacă însemnăm cu f (2) funcțiunea din membrul al II- lea 
din relaţia (10) avem Îi 

aa =EP00) aa pree 
ceea ce ne arată că dacă y = q(y,) este ecuaţia curbei 
faţă de un reper oarecare, a; depinde, după cum se ştie din 
calculul diferenţial, de derivatele funcţiunii 9 până la ordinul 
i inclusiv. Pentru aceste motive se spune că a; este un invă- 
riant 'diferenţial (euclidian) de ordinul i. - - 

Metoda ecuaţiei reduse ne-a „permis prin urmare să de 
terminăm pe cale analitică anumite elemente” invariante, 
drepte şi curburi, care sunt. prin urmare susceptibile și de 
definiţiuni. pur geometrice, intuitive.. Pentru: a ajunge la 
acestea există unele metode generale printre care cea dintâi 
este metoda reperului mobil pe care o vom expune în cele 
ce urmează ca o consecinţă a metodei ecuaţiei reduse. 

10. Formulele lui Frenet. Să considerăm în fiecare punct 
“al unei curbe (C) un reper de primul ordin, reperele de 
“primul ordin în diferitele puncte ale curbei fiind deduse din 
unul din ele prin continuitate. Fie M unul din punctele 
curbei, Î, , Î» doi vectori de lungime egală cu unitatea purtaţi 
de axele D, și D2, P un punct oarecare din plan de coordonate 
relative zj, 2. Reperul de primul ordin referitor la M este 
perfect definit de vectorii. ], şi Ia și putem scrie relaţia + vec- 
torială ; 

(22) Po Mrantaal,
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;cate- nuieste altceva decât expresia condensată a relaţiilor 
+6); deoarece. (9, 2), (E.;-82) sunt coordonatele faţă “de in 
Sistem de axe iniţiale ale punctelor P'și M iar (cos, sin) 
şi (—ssin0, cos0) proiecţiile pe aceleași axe ale vectorilor - 
Îi» Ia: Presupunem curba (C) definită “parăineiric în func- 
“țiune de un pârametru 1; Ep, £2; Osunt funcțiuni de î: Vom 
'presupune că și 2, 2 sunt funcțiuni de-t și vom defini 
:vectorii De 
Mi AP dl dl 
  

  

  

| | ! d dr : d , - de a. 

prin relaţiile vectoriale | | Da 

dM _ lim M'—M | IP _ lim P—P 
di i P—ui d ro it 

03). | , 
FE: dl _ lim D—h, dIe — lim I1',— 1 

dt ve CA A a N a A 

literele. accentuate raportându:se. la un "punct M” al curbei, 
” corespunzător valorii t' a parametrului. Fiecare din relaţiile 
„(23), se înţeleg, ca şi relaţia-(22), vectorial, adică reprezentând i 
notația prescurtată a câte două relaţii algebrice, câte una 
de “fiecare din coordonate sau „proiecţii faţă de un: sistem 
inițial fix de coordonate. Fie atunci (p,, p2), (pa 1 :P12); (Pa 
P22) componentele, relative ale vectorilor 

| di dt dt 

vom. avea astfel Aa | 

dM ip 
| | > Pa În + Pa la, 

(04) |. Mi 
di ue Po ta » d Pa 1 37 Poa ta: 

Cantităţile Pi Pi; (5, ]=1,2) nu sunt independente. 
Din relaţiile 

(24 bis) Ils 1 la=0 . (i=1,2)
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care exprimă că fiecare din vectorii I,, Il, au: lungimea : L și 
că sunt perpendiculari, deducem prin derivare 

d; dl da 
Î + Ia | dia =0 o | 

prin urmare. ținând seama i (24) şi “a bis),: 

Pa =0 > > Pa Pre “F.Pai =0. 
Să punera 

” Pan = —Pa pi E 
relaţiile 24), devin, o a 

4M: dl: dl - 
E Palat Pele ; d Pl de Pl, 

Derivând: acum relaţia (22) şi ţinând seamă de relaţiile pre- 
cedente, obţinem 

dP!_ (dz | | 
m d > (& It Pi o) (pt pa). > , 

= Să: presupunem punctul: P fix; vom avea Se = 0 şi prin 

urmare | DN Ir aa 

| dz a dz Aa 
05) pita gi Popa. 

Pentru a determina coeficienţii P> Pa» Pa; presupunem 
punctul P fix pe curba (C); între z, ŞI Za vom avea pe. lângă. 
relaţiile precedente şi relația „(10) unde ap =a =0, prin 
urmare: 

(26) Să za ada. 

Derivând această relaţie în răport cu şi înlocuind în 
dz d 

relaţia obţinută pe ral a ŞI Za prin valorile lor (25) şi 

(26), obţinem identitatea .- 

—Pa Pas Adea tik3ag zik. ) l-ai aia tu it + 

di ED : 

Fa 
Sa m 

  

i pp 
Ă Vi. art 

BUCU 
IE
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de unde, prin. identificarea. coeficienţilor. diferitelor puteri 
ale lui z, în cei doi membri, scoatem: 

7 daz 
(27) — Pa =0, —p = — 2a2Pa; 0 = —3asp. + — 

Pentru a desăvârși determinarea coeficienţilor p, mai . 

trebue făcută o ipoteză asupra alegerii parametrului î, care 
până în prezent era arbitrar: Pentru aceasta vom face obser- 
vaţia următoare, pe care o vom regăsi şi în alte cazuri ase- 

_mănătoare. Considerăm punctul M' infinit vecin cu M pe 
curba (C) şi corespunzător valorii + di, a parametrului, 
şi fie , abseisa lui faţă de reperul de primul ordin considerat 
în M; dacă deplasăm curba (C) în (C), raţionamentul făcut 
în paragraful precedent ne arată că avem și aul =|al. Dar. 
z, este un infinit mic de primul ordini, a cărui parte principală 
este de forma q(î) di şi are în virtutea celor ce preced un 
caracter invariant. Notăm cu ds, acest invariant (s=/fo(î) di), 
și numim s arcul curbei, pe care-l alegem ca a t, 

Vom avea lim La = +1 când 24% 0, prin urmare după 

(25), pa = 4 1. Determinăm arcul s prin condiția p, =; 
relaţiile (27) ne dau | 

i Ada 
Ge | „Pa=0 mp 200 E ag za .. 

| | _ A 

prin urmare, : dacă notăm p =, 
Da. 

IM_ , d 1 , dl, _ | 
Is = ds pa > ds Ei p În 

și regăsim astfel formulele clasice ale lui-Frenct scrise 
sub formă vectorială. Relaţiile (28) ne mai arată că avem: 

2 | | | mpi 

„ceea'ce înscamnă că az, ay... “sunt invarianţi derivați, adică 
se exprimă în funcţiune. de raza. de curbură p.şi derivatele 
sale în raport cu s.
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114. Interpretări geometrice. Pentru a găsi interpretări 
geometrice ale elementelor invariante descoperite prin me-. 
toda ecuaţiei reduse, o metodă de cercetare, cu un caracter 
destul de general, este bazată pe teoria contactului. Iată în - 
ce constă această metodă. 

Se consideră pe curba studiată un număr finit n de 
puncte, suficient pentru a determina o configuraţie geometrică 
de un anumit gen (curbă algebrică, complex linear de drepte 
în spaţiu, suprafaţă algebrică de un anumit ordin, ctc.). 
Când cele n puncte tind, independent unul de altul către 
un anume punct al curbei studiate, configuraţiunea consi- 
derată tinde către o configuraţie limită de același gen, care 
se zice că are un contact de ordinul n — 1 (sau n — punct), 
sau mai pe scurt că este osculatoare în punctul considerat 

al curbei. Pentru a traduce analitic condiţiile de contact se 
scrie . condiția ca acea configuraţie să conţină un element 
infinit vecin, „corespunzător valorii z, a parametrului curbei, 
valoare care tinde prin ipoteză către zero, când punctul 

infinit vecin tinde către punctul considerat al curbei. Această 
condiţie poate. fi considerată ca o ecuaţie algebrică în 2 
ale cărei rădăcini ne dau punctele comune curbei şi configu- 
raţiei. Condiţia de contact se va obţine scriind că ecuaţia 
are n rădăcini confundate cu 0, cu alte cuvinte, coeficienţii 
desvoltării primului membru al ecuaţiei, după puterile lui 
a, sunt nuli până la termenul în 2”! inclusiv. Vom face o 
aplicare a acestei metode în capitolele următoare. | 

O altă metodă de cercetare cu un caracter tot așa de 
general, constă în a determina curbele pentru care curburile 
au valorile cele mai simple posibile şi apoi dintre acestea 
pe acele care au cu curba studiată, în punctul considerat, 

„un contact de un ordin cât mai ridicat. Ca o aplicaţie a 
acestei metode să căutăm, în cazul -nostru, curbele pentru . 

care — =0, Formulele (28) axată că în acest caz avem 

da =ap=... „=0. Formulele lui Fren et ne dau -. : 

“di =1, „dh — dl, 

ds ” ds ” ds 
  = 0 

2*
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deci prin integrare . 

| IL, = ID (vector constant) , 1, = Ii 
şi apoi A - Aaaa 

M = My+ sl (Mo un punct fix). 

deci punctul M descrie o dreaptă. Ecuația ei faţă. de un 
reper de primul ordin se scrie za = 0) (fiindcă ap = ag... =0) 
şi această dreaptă are un contact de primul ordin în M cu 
curba (C). Am arătat astfel existența unei drepie având un 
contact de l-ul ordin cu curba dată şi aceasta este tocmai axa 
D..a reperului de primul ordin; cu alte cuvinte dreapta D,: 
este tangenta la curbă și D, este normala. Pentru a avea este 

„acum o 'interpretare a primei curburi —, vom consideră 

ae i d Ș curbele din plan pentru care — =— =. Formulele lui Sel | Pe i iu 
Frenet.ne dau în acest caz: 

IM, dh 4 dl 4 
dp id pl 

de unde scoatem . | | 

da pda > 
prin urmare: 

o L=h cos + ID sin = | 
fo o 

t
ă
 

î 
Pi

e 

M = Mo+ Po 22 sin —— — po I cos. 
Po Po 

Punctul M descrie astfel cercul de centru M, şi de rază po: 
Ecuația acestui cere faţă de reperul (M, 1, 14) se scrie 

1 
. a = + ..
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Să însemnăm atunci cu pp, valoarea ui e întrun punct 
al curbei; relaţia precedentă.ne arată că există un cerc având 
în punctul considerat un, contact de ordinul doi (cercul oscu- 
lator) ; ; inversul razei acestui cerc este prima curbură a curbei 
în punciul considerat. 

“Metodele expuse în acest paragraf şi care pentru studiul 
„curbelor în. planul euclidian conduc la rezultate cunoscute, 
vor conduce în studiul curbelor din planul proiectiv la pro- 
prietăţi geometrice nouă, care alcătuese, în esenţă, obiectul 
gcomeirici diferenţiale.proiective. 

TI. 

GEOMETRIA DIFERENȚIALĂ PROIECTIVĂ. 
A CURBELOR PLANE 

Metoda ccuaţiei reduse, 

12, Reperul mobil. Geometria proicotivă. ar are la bază 
grupul definit de relaţiile ($ 5). 

i pa = dor Ga Za + ai 2 A 
| doo 10 fak azo za Ag: (30) 

- Goa aa Ta E Goo do A 

app + 10 Za d20 Ta A 
unde A A, A'sunt polinoamele - care figurează la numă- 
rătorii şi numitorul comun al expresiunilor din membrul al 
II-lea, (72, 22) coordonatele, în modelul euclidian, ale unui 
punct. și (22 Y2) coordonatele punctului transformat. Pentru 

„a defini un reper mobil care să satisfacă condiţiunilor ge- 
nerale arătate anterior ($ 7) să considerăm dreptele. 

A=0; A=0, 40: 
care în cazul când” 

o Va 

Da | doo 10 420 , 

(80) a du du da |7£0 
092 ia .: op: Da a 

“
.
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formează un triunghiu propriu zis T, pe care-l vom. numi 
triunghiul de referință al reperului definit de transformarea . 
(30). Pentru ca, reciproc, un triunghiu oarecare, format din 
dreptele de ecuaţii IE 

D;= bo + bus Za + bi 22 =0 =0, Î, 2) 

să fie triunghiul de referință al transformării (30) trebue ca: 

.. a; = P; b;; : (i J = 0, 1, 2) 

unde g; (] =0, 1, 2) sunt 'trei factori de proporţionalitate 
arbitrari. Transformarea proiectivă nu este deci complet de- 
finită de triunghiul de referinţă. Să considerăm atunci punctul 
U transformatul prin omografia (30) a punctului de coordo- 
nate (Î, î) şi fie (în, n) coordonatele punctului U pe care-l 
vom numi punct-unitate al reperului. Se vede imediat că, 
dacă se dă, pe lângă triunghiul de referință și punctul- 
unitate (deci coordonatele m, n) transformarea este perfect 
determinată. Intr'adevăr vom avea. 

_. Pi (Boa —- bu +- b=) - n= P2 (Boz ba + bz2) | n = 

    

Po (Boo + bot bz0) ? “po (boo -+.bzo -F b20) 
deci ” _ 

Po __ Pi _ 02 _ 
1 = i = 1 9 
  

boot bot b2o Bot bat Da boat bio + bao 

Po» Pr» Pa Și prin urmare coeficienţii a; sunt determinaţi cu 
excepţia unui același. factor o, care dispare în expresiile (30) 
prin simplificare. Configuraţia formată de un triunghiu de 
„referință și din un punct-unitate, depinde de opt parametri 
ca și grupul (30) și este prin urmare un reper proiectiv căci 
din definiţie unei omografii îi corespunde un singur reper, 
și după cum am arătat mai sus, un anumit reper nu co- 
respunde decât unei singure. omografii. 

13. Coordonate relative faţă de un reper proiectiv.. Fie 
(R) un reper proiectiv care corespunde unei anumite omografii 
H, definită de relaţii de forma (30) şi fie M de coordonate.
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(Zu, 22) un punct din plan. Fie de asemeni (7, y2) coordo- 
„ natele punctului ÎN din plan al cărui transformat prin omo- 

grafia H este punctul M. Vom avea între (2, 22), (91, Ya) 
relațiile (30), unde însă rolul variabilelor z,.y este schimbat, 
adică 

IE dot aut Co Va . 402 + at Goo Ya (92) a a 
Cook 10 91 + 20 Ye. doo -t Go Y1 tr (20 Ya. 

Prin definiţie vom spune că (y4, y2) sunt coordonate e relative 
ale punctului AM faţă de reperul (R). Relaţiile (32) ne dau 
atunci formulele de schimbare a coordonatelor când se trece 
dela coordonate carteziene la coordonate relative faţă de un 
reper (R). Intru cât însă aceste relaţii sunt analoage cu rela- 
țiile (30) care definesc transformările unui. grup, rezultă că 
trecerea dela un sistem de coordonate relative față de un 

"reper (R), la un sistem de coordonate relative faţă de un alt 
sistem (R') se va exprima prin relaţii de aceeași formă cu 
relaţiile (32). 

14. Coordonate proiective. Sa introducem coordonatele 
omogene X9, X, Xa definite, cum se știe din geometria 
analitică, de relaţiile 

Ă Aa 
PS o = 

şi să considerăm numerele Yg, Y1, Ya, pe care le definim | 
(cu excepţia, unui factor comun) prin relaţiile 

Ya» Ya fiind coordonatele faţă de un reper R ale punctului de . 
coordonate carteziene 2, 22. Vom numi Yo; Y., Ya, coor- 
donate proiective omogene ale punctului faţă de reperul (R). 
Coordonatelor relative y,, y2 le vom mai da atunci, prin ana- 
logic, denumirea de coordonate proiective neomogene. Din 

| xelaţiile ca scoatem atunci prin înlocuire: 

X9 Zn pere Ata a Xa pap 

i
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sau | . 

Xo = 0 (ao Yo + ao Yi + a20 Y-) 

(93). X = o (ao Yo t au Ya + da Ya) 

| Xa = o (ao2 Yo + as Yi + a Ya). 

Relaţiile (33) se mai scriu sub o formă prescurtată de 
care ne vom servi des în cele ce urmează. Să observăm, 
pentru aceasta că dacă notăm cu Ag, A3, A, vârfuzile triun- 
ghiului de referință ale reperului, avem pentru vârful A, 
spre exemplu Yg = Y2 =0 după formulele (30), căci avem 
Ap = A, = 0. Cum pentru acest punct Y, 3% 0, vom avea după (33) Me Dă ri re 

C10 Aaa 32 
(34) 

prin urmare (210; aa; 079) sunt coordonatele punctului A,. 
Putem scrie atunci relaţiile (33) sub forma prescurtată 

(85) OM Yo Aok Pi At Ya 4, 

din care, pentru a obține formulele (33), care definesc analitic 
coordonatele proiective omogene Yp, Y,, Y2, vom înlocui pe M 
cu coordonatele omogene ale punctului AM (ceea ce face să 
apară factorul o) și pe 49, As, A2; cu anumite coordonate 
omogene ale vârfurilor reperului (acele care: corespund va- 
lorilor a;, care depind cum s'a arătat la $ 12 de alegerea 
punctului unitate). In înţelesul de mai sus ne vom putea 

„totdeauna servi de scrierea prescurtată (35) în locul relaţiilor 
desvoltate (33). _ a 

”„. Pentru motivele arătate la sfârșitul $ 13, aceleași formule 
(33) sau (35) vor exprima trecerea dela un sistem de coordo- 
nate omogene faţă de un reper la un sistem de coordonate 
omogene faţă de un alt reper. E destul să refacem raţiona- 
mentul din ultimele trei paragrafe, plecând dela coordonate 
relative faţă de reperul iniţial, în loc de a pleca dela. coordo- 
nate carteziene. | aa
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„15. Metoda ecuației reduse. Să considerăm o curbă plană! 
(&, definită algebric prin ecuaţia ei, față de un anumit reper: 

A e afla) E 

„Ț fiind'o funcţiune analitică . 

(36) . za =—f (20) ao baz Pag AP... Fat... 

Metoda ecuaţiei reduse constă în a găsi un reper astfel încât. 
ecuaţia curbei (C) faţă de acest reper să aibă primii coeficienţi. 
ai desvoltării, cât mai simpli. Fie (y4, y2) coordonaţele unui 
punct M al curbei faţă de noul reper. Vom avea, în general, 
între y.; ya 0 relaţie de aceeaşi formă cu (36): 

(37) Ya = bo bau ba +... AF da .. 

Fie (32), formulele care definese schimbarea coordonatelor 
dela (2, 22) la (ya 2 12). Pentru a calcula coeficienţii b; pro- 

" cedăm ca şi în cazul. planului euclidian ($ 9) şi anume: 
înlocuim în (32) pe Y2 prin valoarea sa (37); 21, Xa se Vor 
desvolta în serii întregi după puterile lui gi de forma - 

(38) - za 09-a Yi Ca dji +. -> da = Bo+B. at Ba ra 

Coeficienţii 4, Ba rezultând din identitățile deduse din (32): 

doa -t a Ya + aaa (bo AF buy bait DI | a 

lea ax fata (ot ba ut baţi + ...)]X E 

Aa X (00 Fa toi +...) 

da -F ase Ya “F aa (bo + Ba at bai +...) = 

[ca + 410 Ya + da0 (bo + ba 1 ba zf + î..) 

X (Bo FB Ya + Pag + .. .) 

se vor exprima în funcţiune de a; şi b, (i | =0,1,2,K:< n). 
Inlocuind apoi în (36) pe „z, şi z2 cu valorile lor (38), în care 

(89) 

„am înlocuit în prealabil pe 4; Ba prin valorile lor calculate 
| din identitățile (39), vom obţine identitatea | 

Bo + Paz Ya + Pa ji + + By? + ] k.. 

(40) a 3 za cules cdi cui a). 

Loca (ma baaa bati Pi 
4 

II
.
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care prin identificarea coeficienţilor diferitelor puteri ale lui 
Ya»'va da relaţiile care determină coeficienţii d, în funcţiune 
de coeficienţii a, (k << n). Calculul fiind mai complicat decât 
în cazul planului euclidian vom proceda prin etape succesive. 

16, Reper de. ordinul zero. Vom avea mai întâi din (39): 

(41) Xp = do + do da __ Qoa + bo d22 
. — 0 — 

| oo boa > doo -- bo 20 . 
şi dacă facem b, = 0, avem 

i do 02 (42) dp =; Bo 
doo doo 

deci e 09; Be devin egale cu coordonatele proiective neomogene 
faţă de reperul iniţial al vârfului Ag (pe care-l vom numi de 
aci înainte originea reperului mobil). Din (40) scoatem apoi - 

(43) Bo = ao + as 09 Fa 0 +... 

“unde o, Bg au în general valorile (41). Această relaţie ne dă 
  

    
pe bo și rezultă din cele ce preced că putem face |. b, =0 ; 

  

e destul pentru aceasta ca să avem relația (43) unde %, Bo 
au valorile (42), şi prin urmaăre, comparând cu (36), ca ori- 
ginea Ay să se găsească pe curbă. Reperul determinat prin 
această condiţie se va numi reper de ordinul zero. 

Să presupunem că reperul iniţial a fost în prealabil un . 
  

reper de ordin zero. Vom avea atunci | a =0 |; ca să trecem 
      

dela acest reper la un alt reper de ordinul zero, fără a schimba 
originea, deci un punct ales pe curbă, va trebui să avem și 
  

%9 = Bo =0 | şi prin urmare după (42): | ao <a = 0 = 
      

  

Relaţia (31) ne arată atunci că dop 70; putem atunci, 
A 

prin înmulţirea tuturor coeficienţilor a; cu factorul — 
a 00 

  

să luăm | aop = |şi atunci relaţiile încadrate cu privire la 
    

  

coeficienţii a, vor exprima condiţia ca forniulele (30) să
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exprime schimbarea dela coordonatele faţă de un reper de 
ordinul zero la coordonatele faţă de un alt reper de ordinul zero. 

17. Reper de primul ordin. Pentru a „merge mai departe, 
plecăm dela un reper de ordinul zero și utilizăm formulele 
"de schimbare a coordonatelor care nu modifică ordinul re- 
perului ; toate relaţiile încadrate sunt atunci valabile. Pro- 
cedând mai departe la.identificare vom avea succesiv din 
(39) şi (40). | | | 

%7 i Aaa F ba Ga > Pai = ot bi az și fu = A % 

sau Gap k bi aaa = aa (axa + bu az) 

de unde scoatem valoarea lui b Mei br. 

p = Sa, ai 
Aa da N 

Putem prin urmare, oricare ar fi ay, să “alegem coeficienţii 
  

    
ai; astfel ca să avem b, =0 |. E suficient ca să avem 

  

Reperui de ordinul zero determinat prin aceste “condiţii il 
numim de primul ordin. 

“Să presupunem că reperul iniţial e un reper de primul 
  

  

ordin, deci | a, =0 |. Din (44) scoatem | a =0|. şi prin 
          

  

urmare formulele de schimbare a coordonatelor prin: care. 
trecem dela un reper de primul ordin la un alt reper de 
primul ordin vor trebui să satisfacă la. condiţiile exprimate 
în relaţiile încadrate.. 

18. Reper deal 2 2. lea ordin. Punete de inflexiune. Proce- 
dând, în continuare, la identificările indicate de metodă, 
obţinem 

Ma = badu —dwdu; Ba = = baz și Pa =azai 
deci | 

at, 
(45) ba = az, 
, | | da, 
căci din (31) rezultă că avem app d 7£0. 

a 

:



  283 " : AL. PANTAZI 
  

Relaţia (45) arâtă că în planul proiectiv se prezintă 
pentru reperele de primul ordin o particularitate interesanță. 
In adevăr dacă a = 0, avem b, = 0, oricare ar fi reperul de 
primul ordin. Rezultă atunci că relația az = 0 este invariantă 
față de transformările proiective şi traduce o proprietate 
proiectivă în punctul considerat al curbei. Acest lucru se 

„poate demonstra printrun raţionament analog cu acel făcut 
anterior ($ 9). Fie întradevăr (C) o curbă plană, (R) un 
reper proiectiv de primul ordin referitor la un punct M al 
curbei (C), (C) curba transformată a lui: (C) printr'o omo- 
grafie și (R) un reper de primul ordin în punctul M iransfor- 
matul lui M. Fie în sfârșit (J) reperul în care se transformă 
reperul (R) prin aceeași omografie. Fiindcă, după definiţia 
coordonatelor relative, ecuaţia curbei (C) faţă de reperul 
(R') este identică cu ecuaţia lui (C) faţă de (RA), rezultă că 
(R') este şi el un reper de primul ordin. Dacă prin urmare 
avem în M faţă de (R) relaţia a, = 0, aceasta se păstrează 
în M faţă de (R”), din cauza identităţii ecuaţiilor, iar în 
virtutea lui (45) şi față de (R). Proprietatea este astfel 
demonstrată; ea se mai exprimă spunând că a, este un 
invariant relativ şi fiindcă depinde de derivatele de primele 
două ordine ale funcţiunii f, considerată la început ($ 15), 
un invariant diferenţial relativ de ordinul doi. Metoda ecuaţiei 
reduse descoperă astfel un invariant relativ de ordinul doi, 
căruia rămâne să i se dea o interpretare geometrică atunci 
când 'se anulează. Se poate demonstra că relația a, =0 
exprimă că punctul M este un punct de inflexiune, prin 
urmare printr'o transformare omografică un punct de infle- 
xiune se transformă întrun punct de inflexiune, Se poate : 
demonstra de asemeni că dacă o curbă are numai puncte de 
inflexiune este o linie dreaptă. Fiindcă aceste proprietăţi 
sunt evidente şi cunoscute vom trece peste demonstraţie. 

Să presupunem a; 7£ 0, deci excludem punctele de infle- 
xiune şi drepiele în studiul nostru; relaţia (45) arată că 

. IE 1 putem determina coeficienţii a;; astfel ca să avem “ba => 
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Alegerea acestei valori numerice pentru coeficientul ba se 
va explica ulterior. Un reper de primul ordin determinat 
prin această condiţie este un reper de ordinul al 2-lea. 

    

Dacă reperul iniţial este de ordinul-al 2-lea avem as = Z 

  

  

  

șI relaţia (45) ne dă az =a |, relaţie. care exprimă condiţia 
      

suplimentară pentru formulele de schimbare a coordonatelor 
faţă de două repere de ordinul al 2-lea. 

19. Reper de ordinul trei. Continuând aplicarea metodei 
și ținând seamă de relaţiile încadrate, obţinem: 

1 
— —— 2 - 2 

Wa = Aa — Codu » Ba = ai ba —3 10 du 

Ba = Ga %a + di 3 

de unde. scoatem: 
s 

2 . 
Ca b3 — ii d3 = > (an — Sua 10): 

relație care ne dă pe ba. Putem atunci totdeauna, oricare 
ar fi ag,'să dispunem de coeficienţii a; ai schimbării :de 

  

    
coordonate astfel ca să avem| b3 =0 |. Condiţia se scrie 

  

— 2 
Co = Cara 019 — 2ais ag: 

Reperul determinat prin condiţiile precedente este un reper 
de ordinul al 3 lea; „dacă presupunem că și. reperul iniţial 

  + 

este de ordinul trei avem as =0 deci au= 19| - Această 
      

condiţie adăugată Ja cele precedente ne determină formulele 

i
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de trecere dela un reper de ordinul al 3-lea la un reper de 
același ordin. i . . 

20. Reper de ordinul patru. Prin continuarea proce- 
deului și ţinând seamă de relaţiunile încadrate,. obţinem . 

1 A | d 4 - 2 _ 2 2 2 a 9 du ag — 3 4u Go > Ba = au ba —Z Aia Au io Ca 

PE 

Pa = dis a + au ag + ai alo 

deci prin eliminarea lui LA şi Ba: 

1 1 
(46) | a “4 — ba = 7 [a o di) 

Putem deci totdeauna determina unii coeficienţi a; rămași 
  

independenţi, astfel încât să avem b, =0 |; definim prin 
      

această condiţie un reper de ordinul al 4-lea. 
Dacă presupunem că reperul inițial este un reper de 

  

  
ordinul al 4-lea, vom avea și a, =0 şi relaţia (46) ne dă 

  
  

  

do = 3 aîo |, condiţie care adăugată la cele precedente de- 
      

finesc trecerea de la un sistem de coordonate față de un 
reper de ordinul al 4-lea, la alt sistem de coordonate de 
aceeași natură, : a. i 

Pentru. simplificarea scrierii iormulelor vom pune de aci 
  

  
înainte au =) as |. Formulele (32) de schimbare a   
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coordonatelor se scriu atunci: 

“[ Ai ÎL Ya „= = 
1 

LE pa tva 

4 1 | 
| noa + a ai cat atit 

(327) 3. | 
XE Va 

A pa tu 

Aaa La a 3 2 24 5 61 [pioase Wii Poti ct Be ++     
și vom avea de asemeni - 

| dag tagzi ds... 
(36) , 

Va = gi boi boi --. 

care înlocuesc formulele (36) şi (37), de. unde deducem iden- | 
tităţile i n” 

Da d . : 4 | - 

Aa + su 2 Vi. bs Yi + bsi + .. = 

aa 
n —3 ui +7 Ap2 90 + ai + x 

Ă N 1 | i 1 - . .. 

Î. Xe at tel tat +...) 
(39) 7 | - | 

(3 5 2 + daf FE dop „.] 

1 1 3: 
[et ao re Batut + Bus +...)   x [e apt erat tnt -..)] 

'
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ŞI 

| aa la a o oa „5 j —— zh Wata Rei Bop. 
op | , , 4 4 , 4 „. 2 

440”) 3 nn ei ai ati] + 
oo a ” | , SE Be 

+ colon E as + --) ae 

care înlocuesc “identitățile (39) şi (40). Putem atunti pleca 
dela aceste formule mai depărte în aplicarea metodii. 

21... Interpretări geometrice. Conica oseulatoare, Inainte 
de aceasta vom face tâteva aplicaţii geometrice ăle! formu- 
lelor găsite. | | 

Formulele (32”) arată că vârfurile Ag, Ai, Aa ale unui 
reper oarecare de ordinul 4, au, faţă de un reper de ordinul 
4, după cele arătate ânterior ($ 14), coordonatele proiective 
-omogene Si 

1 40(00,0) i Asi 30) i dale), 
valori la care se-reduc coeficienţii a,. Coordonatele proiective 
neomogene ale vârfului A; sunt prin urmare: i 

Ş p X- NR i ma za=2-z ; 

Şi prin urmare satisfac ecuaţia 
! | i “4 Ea 

(mt, 
„ceea ce arată că punctul 'A2 descrie, când reperul Variază, 
o conică I de ecuaţie (47). In coordonate proicctive omogene 
ecuaţia conice! se scri€ - 

Pa 2Ăo A — Xi =0, | 
astfel că ecuaţia tangentei într'un punct (a, d, c) al! acestei 
conice se scrie | 

Bă XX ră 20 

  
| 
i 

| 
ț
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"Ecuațiile tangentelor în Ag (1, 0, 0) şi 420,0, 1) la P' vor 
fii. deci "Xa =0, X, =0, deci ele se întâlnesc în punctul 
A, (0, 1, 0). Pe de altă parte, din ecuaţia (47) a conicei I cu 
prima ecuaţie (36') a curbei (C), se deduce că (C) şi T au un 
contact de ordinul 4; conica I[ este deci conica osculatoare 
la curbă în punctul considerat. Căpătăm astfel interpretarea 
geometrică căutată pe care o putem exprima în modul 
următor: | 

" Vârful Ao al triunghiului de referinţă a unui reper oarecare 
de ordinul 4, se confundă cu punctul considerat al curbei; 
vârful Aa este un punct arbitrar pe conica osculatoare T, iar 
vârful A, se găsește la intersecţia tangentelor în Ag și Ap la 
conica osculatoare. 

22. Reper de ordinul cinci. Puncte sextactice. Continuând 
identificările coeficienţilor lui ys în relațiile (39) vom găsi 
mai întâi 

d 3 ( 3 — . = 1 3 gît + a=0 deci gg = g AL 

: 3 a 3__ Î a 3—32p | d if — 929 1 22 a fs + ui 3 u 5 „deci 5 = 5—Z U 

apoi din (40) 
d 1 

Ps = a talma—a 2) 
de unde prin eliminarea lui «, ŞI 65: 

(48) i b3 = pi 5 . 

Se deduce de aci că pentru reperele de ordinul patru se 
“prezintă o particularitate analoagă cu aceea a reperelor” de 
primul ordin ($ 18). Dacă a; =0 pentru un reper de ordinul 
4 avem şi b; = 0 pentru orice reper de ordinul patru. Găsim 
"deci o nouă proprietate proiectivă obţinută: prin' anularea 
invariantului diferenţial de ordinul cinci aş. Vom da mai târ- 
ziu ($ 33) expresia acestui invariant diferenţial. Să căutăm deo- 
camdată o interpretare geometrică a proprietăţii constatate, 

t 3
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Din prima ecuaţie (36) se vede că ecuaţia curbei (C) se 
scrie în cazul când a, =0 a i 

4 
Za = tașa +... 

astfel în cât conica T și curba-C au în punctul considerat un 
contact de ordinul cinci: conica osculatoare este supraoscu- 
latoare. Un punct care satisface la condiţia ag =0, se nu- 
mește din această cauză: punct seziactic şi rezultă din “cele 
ce preced că un punct sextactic se transformă, printr”'o omo- 
grafie oarecare, întrun punct cu acelaşi caracter. 

Excludem din studiul nostru punctele sextactice; vom 
avea aş 34 0. Din (48) se vede că luând pentru A valoarea 

3 

  

  

d 
= || —30 a 

vom avea | b;= —25 |! Reperul de ordinul patru determinat 
      

prin această condiţie suplimentară este un reper de ordinul 
cinci. Relaţia precedentă arată că în domeniul real avem un 
singur reper de ordinul cinci; în domeniul complex avem 
încă trei repere corespunzând . tuturor valorilor rădăcinii 
cubice. _ | 

Să presupunem că reperul iniţial este un reper de ordinul 

d 
20 

  

cinci, deci | aş= . Formula (48) ne dă 7 =1, deci în 
      

  

  
domeniul real | A = |; relaţie care ne dă condiţia pentru 

    
ca formulele (92') să ne dea schimbarea de coordonate dela 
„un reper la alt reper de ordinul cinci. 

23. Are proiectiv. Prima relaţie (32') ne arată că avem: 

1 
Za = Pui + ...
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deoarece ] = î. Să presupunem atunci curba exprimată pa- 
rametric în funcţie de un parametru i și fie t + di, valoarea 
parametrului întrun: punct M al curbei vecin cu punctul 

"considerat cu care coincide vârful Ag al reperului de ordinul ' 
cinci. Relaţia precedentă ne arată că abscisele z, şi y, ale 
punctului M faţă de două repere de ordinul cinci sunt in- 
finiţi mici în raport cu di, de acelaşi ordin ; fie f (î) di partea 
lor principală care vom arăta că este de primul ordin. Consi- 
deraţiile precedente ne arată că f (4) di este o formă diferen- 
țială invariantă faţă de transformările proiective și schim- 
bările de parametru. În adevăr (ef. $ 10) fie (C) curba în 
care se transformă (C) printi'o transformare omografică oare- 
care H; (R) un reper de ordinul cinci în punctul considerat 
al curbei (C), (R) un reper de ordinul cinci în punctul trans- 
format al curbei (C) şi (R') reperul în care se transformă 
(R) prin omografia H. Putem face de asemeni pe curba (C); 
o schimbare de parametru : = q(î) astfel încât valoarea: 
parametrului £ în punctul M, transformatul lui .M, să fie: 
L+ di, şi partea principală a abscisei punctului M faţă de: 
R să he f(t)dt. Spun că avem în virtutea schimbării de: 
parametru a 

j(di=fa. 
„In adevăr în virtutea definiţiei coordonatelor relative, 

ecuaţia lui (C) faţă de (FR) este identică cu ecuaţia lui (C) 
faţă de (R); rezultă că (R') este un reper tot de ordinul 
cinci şi că partea principală a-abscisei punctului M faţă de 
(2) este tot f (1) de Dar (2) şi (17) fiind repere de ordinul 
cinci, părţile principale ale absciselor punctului M' faţă de 
(2) şi (8) vor fi, în virtutea celor ce preced, egale, deci - 
vom avea , | 

Fo de = (hdi 
adică tocmai ceea ce voiam să demonstrăm. Dacă notăm: 

s=fioa=Ifa 
3%
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parametrul :6'este un invariant proiectiv definit cu aproxi- 
inâția 'unei constante aditive; „prin: analogie îl voni numi 
arcul proiectiv'al curbei. O definiţie: plecând dela” noţiuni - 
geometrice concrete, a acestui parametru: descoperit pe cale 
analitică naturală, nu se cunoaște încă. | 

24. Reper de ordinul șase. Curburi proiective. Deoarece 
avem încă o infinitate de repere de ordinul cinci (depinzând 
de parametrul u), putem merge mai departe în aplicarea 
metodei ecuaţiei reduse până la identificârea coeficienţilor 
lui gi în identităţile (39) şi (407). Avem din (39): 

„d A Wu: . 1. 1 pa ie pă ppt e i ud d gutIgt = —20 deci 05 = —55 bag 
A 1 3 E 1. 5 —— —— yd — pl = ij — tai — pd 

fe 20 k zb +3 be deci fe be trout! 

“şi din (407) | 
pg pa bag La Lua Po = coapte tag tag 

deci prin eliminarea lui fg: 

(49) ap apr 
  

  
Oricare ar fi ag, luând u=10ag vom avea | 8, =0|; 

    
reperul de ordinul cinci determinat prin această condiţie 
suplimentară este un reper de ordinul șase. Să presupunem 

  

    
că. reperul iniţial este de ordinul şase deci ag =0 |; după 

    

  
(49) vom avea | u=0 |: Relaţiile de schimbare a coordo- 

    
natelor (32) se reduc la 

ea DV 3 Ta Va 
cărora le corespunde transformarea. identică. Avem prin ur- 
mare, în domeniul real, un singur reper, bine definit, de 
ordinul şase. | | | 

Ecuația curbei faţă de un reper de ordinul șase, dacă notăm 

k = 280 a3, : = 2240 ag,



  

GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ PROIECTIVĂ 87 
  

„Şi ţinem seamă de rezultatele găsite, se va a serie sub .forma: 
| 1 A 1 

(50) za ga —g2 zi +- aa RTL kai + 3. 2 a ha zi-ras i .. 

Reperul de ordinul şase, fiind bine definit, coeficienţii k, 
ki ap... sunt invarianţi proiectivi ai curbti; ei se. numesc 
curburi proiective. ai 

25. Alte interpretări geometrice, Normala proiectivă. In 
spiritul metodei generale “de cercetare arătate anterior ($ 9), 
să căutăm cubicele care au în punctul considerat al curbei, 
un contact de ordin cât mai ridicat. Fie . 

54 A+ Bas + Cap + DE + Ex, aa + Fa + 

d ) Gai + Ha 23 + Ia + Ja =0 

ecuaţia unei cubice în plan, în care intră nouă parametri 
nedeterminaţi esenţiali. Condiţiile unui contact de ordinul n 
exprimându- se prin n+i relaţii, ne putem aștepta să de- 

” terminăm parametrii din ecuaţia cubicei astfel încât să avem 
un contact de al 8-lea ordin. Pentru aplicaţii este însă mai 
interesant să determinăm cubicele care au un: contact de 
ordinul 7, care formează un fascicol. 

| Condiţiile ca un punct M de coordonate (z,, 22) faţă de 
un reper de ordinul șase, să aparţină cubicei de ecuaţie (51) 
se vor obţine înlocuind în această ecuaţie pe > cu valoarea 
a (50). Căpătăm o ecuaţie în z, ale cărei rădăcini sunt 

absciscle punctelor de intersecţie ale curbei și cubicei. Această 
ecuaţie se scrie: ia 

1 1 1 
A+ Ba+C(- 4 2 — 32 a +: Zagezi +. , ) +Da 

+ Pad +...) 
| | | 

TI L- 

+ ăla...) 

1 A Na Ti, | 3 
+ lapte (pi...) =0. 

4 
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Pentru ca să avem un contact de ordinul 7, va trebui ca , 
ecuaţia (52) să admită pe z, =0, ca rădăcină multiplă de ” 
ordinul 8, prin urmare în desvoltarea primului. membru al 
acestei ecuaţii după puterile lui z,, vor trebui să se anuleze 
toţi . coeficienţii până la termenul în a! inclusiv. Aceste 
condiţii ne vor da 

1 LA 1 4 =0, B=0, ŞC+D=0, 3 E+G=0, q Prag H=0 

1 1 4 4 

Ra 1 A 
280 (30 f— ap =0 

deci e : o 
| la 1 k AB 0 D= 0 GE, H=—aq0, 

ha 1 2 
PogCsl=g0,l=zB 

şi: ecuaţia - (51) devine, notând : A = E, 

pi 1 9 
(za —d zi + z 2) 

3) E 
i hk k 1 

Avem așa dar un fascicol de cubice. Printre acestea există 
una singură care să admită punctul considerat (originea) ca 
punct dublu; ea se obține anulând termenii de gradul zero 
şi unu din ecuaţie, deci făcând A = 0, ceea ce ne dă cubica 

| 1 2 a (54) da 22 —y zi + z zi =0, 

Această cubică admite în origine, la cele două ramuri ale 
ci, drept tangente, dreptele z, =0, z, =0, adică laturile 
Ag As Şi Ao Aa ale reperului de ordinul: șase. Latura Ag Aa
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capătă astfel o interpretare geometrică ; ea poartă numele de 
normală proiectivă şi i se poate da definiţia geometrică ur- 

- mătoare: 
Se consideră înir'un punct al curbei (C), cubica (%) având 

- un contact de ordinul şapte şi un punct dublu în punctul con- 
siderat. Tangenta în acel punct la ramura transversală a cubicei- 
este. normala proiectivă. 

Interpretarea geometrică a reperului de ordinul șase re- 
zultă numai decât din consideraţiile dela $ 23. Ea se poate 
exprima în modul următor: 

Vârful. Ag coincide cu punctul considerat al curbei, vârful 
Aa este punctul în care normala proiectivă întâlneşte a doua oară 
„conica osculatoare T. In sfârşit vârf A, este intersecţia tan- 
gentelor în Ag şi Aa la conica T, . 

26. Punctul lui: Halphen. Puncte şi curbe de coincidenţă. 
Să considerăm cubicele de ecuaţii (53) care au un contact 
de ordinul 7 cu curba dată, deci sunt limitele cubicelor care 
trec prin opt puncte ale curbei ce tind către punctul con- 
siderat. Se ştie din geometria analitică elementară că toate 
cubicele care trec prin opt puncte date au și al nouălea 
punct comun. Vom arăta că această proprietate are loc şi 
la limită în cazul cubicelor (53). In adevăr toate aceste cubice 
care formează un fascicul trec prin intersecţia cubicei (54) 
corespunzătoare lui a =0 şi a cubicei - a 

1 A 
(55) . Dag iri î-idattai=0 

corespunzătoare lui = co şi aceste două cubice au evident 
nouă puncte comune: Pentru a le determina vom rezolva 

sistemul de ecuaţii (54) şi (55). Din (54) punând ze =ta 
scoatem 

AQ 10£ 
5—48 7) 545 

expresii raţionale pentru coordonatele 2, ze, al unui punct 
al cubicei nodale, care înlocuite în E) ne dă: 

„E (At —5hk) =0 

Di
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ecuaţie: care admite. rădăcina i =0 de ordinul 7, rădăcina i = c (care s'a eliminat și care corespund punctului z;=0, 
. ot a ca e IE Sk. „Za = 0 socotit de opt ori, şi în sfârșit soluția = » care 

corespunde celui de al nouălea punct comun II care va avea deci coordonatele | 

____ 4904752 
“1 68623555! 2000 058 

Acest punct remarcabil este denumit punctul lui Halphen. - 
El poate fi definit geometricește sub forma următoare. 

„ Cubicele care au cu o curbă C întrun punct al ei un contact 
de ordinul şapie formează un fascicol şi mai au un punct 
comun, punciul lui Halphen. | | - 

Punctul lui Halphen 'este în general diferit de punctul 
corespunzător al curbei; pentru ca să coincidă trebue ca să 
avem .k-= 0. Punctele curbei care coincid cu punctul cores- 
punzător al lui Halphen sunt acele în care se anulează prima 
curbură proiectivă k. Astfel de puncte se numesc puncte de. : 
coincidență şi sunt în general puncte excepţionale ale curbei. 
Când o curbă are toate punctele sale de coincidenţă, ca se 
numeşte curbă de coincidență. Condiţia necesară şi suficientă 
ca o curbă să fie de coincidență este ca prima sa curbură Fe 
să fie identic nulă. | e 

27. Metoda reperului mobil. Ca şi în cazul planului eucli- 
dian, vom obţine rezultate nouă dacă vom stabili formule 
analoage cu formulele lui Frenet. Le vom obţine plecând 
dela studiul variaţiei reperului de ordinul șase de-a-lungul 
curbei. 

Să presupunem curba (C) definită parametric în funcţiune 
de un parametru t și să considerăm succesiunea de repere 
(R) de ordinul șase, definite în fiecare punct al curbei. Coor- 
donatele proiective omogene, în raport cu un reper fix, ale 
vârfurilor triunghiului de referință, care definesc reperul, le vom nota ca şi mai înainte ($ 14), cu Ao, A, Ap prescurtat. 
Vom considera în același timp și punctele ale căror coordonate
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pag qi pa i dAo dA, dAa,. faţă de reperul fix sunt derivatele "dei în 

raport” cu t ale coordonatelor Ag, Ay, 42. Fie po, Pus Pia 
coordonatele. relative față de reperul (R) ale punctului de 

coordonate Sâ =0, 1, 2). Vom avea (după $ 14) relaţiile 

prescurtate 

dA 
7 = Poo Ao+ Pu A+ Po2 42» 

aa 
(56) | 7 = Pro 40 + Pu A A. Pra A2, 

“dA | “ 
7 = Peo A9+F Pa A+ Pa Aa. 

Coeficienţii p; (i, j =0, 4, 2) sunt evident funcțiuni de 
pe care urmează să le calculăm. După determinarea și în- 
locuirea lor în formulele (56) acestea devin formulele lui 
Frenet. e e 

Procedeul de determinare a coeficienţilor. p;; este analog 
cu acel din planul euclidian. Vom căuta: mai întâi “condiţiile 
pe care trebue să le satisfacă coordonatele relative faţă de 
reperul (R), ale unui punct M. din plan, pentru ca acesta 
să rămână fix în plan, când reperul (R) variază de-a-lungul 
curbei (C). Fie pentru aceasta X, X,, Xp coordonate pro- 
AR . A Xa E leciive omogene și 24 =>, Ze ==, coordonatele proiec- 
i „Ap Ao a 

tive neomogene faţă: de reperul (R), ele sunt evident func- j 
ţiuni de î. Să însemnăm cu M, prescurtat, coordonatele 
proicctive omogene ale punctului M faţă de reperul fix. Ele 
pot fi funcțiuni de £, deși punctul e fix, fiindcă le putem : 
înmulți cu un factor arbitrar funcţiune de î. Vom avea 
după Ş 14: e 

M= Xa 40 Xa A+ Xa Aa. 
Ă 4
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Să derivăm această relaţie î în raport cu î, vom avea, „dacă 
ţinem seama de formulele (56) 

dM (dă | 
=( dă pe X, + Pro X + PX ), ot di di 

dă | 
(ax e + Po Xa + Pu x, + PuXia „+ 

dă, 
E + Paz Xo + Pa ăa + P2ă 42. 

Dacă punctul de coordonate M (î) este fix, el coincide 
cu punctul de coordonate M (t + di) deci şi cu punctul de 

coordonate Ir: rezultă de aci proporţionalitatea coordo- 

natelor proiective relative ale punctelor de coordonate M (4) 
dM 

ŞI Ir Dacă însemnăm cu M factorul de proporționalitate 

avem așa dar: 

dă | 
20-+ Poo Xe + pă, + pa Xa AX 

dă 
<a + Po Xe + Pau Xa + Pa X = Mă 

dă 
224 Pon Xe + pa + pre Xa = Xa 

şi din aceste relaţii: deducem valoarea derivatelor 

da A DX, Xa, da 1 Xa Xp 
di Xo dt XX dt o dt Xa di  X3 di 
Făcând calculele indicate de aceste: relaţii căpătăm: 

dz, 
| - = —Pout (Poo —- Pu) 21—Pa Za + Pro ZA Pzo a 22 

da 

d 

(57) Sa 
— Po2 Pr i + (Poo — P22) Za-t Pao Ta Za Pao 2
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relaţii care exprimă condiţiile ca punctul M de coordonate 
proiective neomogene z, za faţă de reperul (R) să fie fix. 
Ele 'vor juca pentru geometria proiectivă acelaşi rol ca for- 
mulele (25) în planul euclidian. 

28. Determinarea coetieienților Pi. Formulele lui Frenet. 
Pentru a determina coeficienţii Pi; vom presupune punctul 
M îix pe curba (C); între az, za avem pe lângă relaţiile 
(57) şi relaţia (50). Să o derivăm în raport cu t ţinând seamă 
de faptul că toate curburile Fk, Re . sunt funcțiuni de . 
Vom avea: 

in air nt lo... 
d Sao i tag hzi t pgphut---] 

(58) | 
1 dk a 1 dk, 28 

380 de 2 2340 dr * 
Dacă înlocuim în (57) pe zp cu valoarea s sa (50) şi rezul- 

tatele le înlocuim în (58) obţinem o identitate între două 
serii întregi în Za, în care e suficient să egalăm coeficienţii 
primelor puteri ale lui a, pentru a determina relaţiile: ne- . 
cesare la calcularea coeficienţilor Pi; (cp. $ 10). Procedând 
astfel obţinem mai întâi idențitatea Sa 

1 
| —Poa Pra 2k (Poo — Pee) : zi — d + 2 za + -) 

aq pp ya 

+ Pro zu (dat + urale 4—...]=: 

aq | 
(an pat rg et it agphi it on 

X — Po. F (Poo — Pau) ti —Pa 220 Dos. 

| a 1 4 A dk,
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Prin identificarea coeficienţilor până la a? inclusiv obținem: 

Po=0 , Pr=Pou. La a (Poo— P22)= Poo — Pau | | 2 

1 1 
„3 Pro 3 Pa + Po deci Po = Pa 

ÎI ILIE | | ZPo= F Put Pazo deci Po = — Po 

PE A. o , 4: , 

50 (Poo— Pe) =—p (Poo—Paa) deci poo=Pu pa 

1 14 1 1 . 
20 Po = 9 Pa + Ş Pa — Z P10 7 70   deci pro =pa=—k. 

Pentru coeficienţii lui 2? avem: 

(4 1 L dk 4: 1 
20 P2o - 90 P20 —g P2o + 280 dz 280 Po “3 

deci. | | 

o dk 
(60) Po ka = -F 35 Po: 

Forma simplă a acestor rezultate explică alegerile valo- 
rilor numerice ale coeficienţilor desvoltării (50). Formulele 
(59) nu determină complet coeficienţii p;. Faptul se explică 
prin aceea că se. mai poate alege arbitrar un parametru t 
pe curbă, precum şi un factor de proporţionalitate comun 
cu care putem înmulţi toate coordonatele A,, fără a schimba 
reperul. Pentru a isprăvi determinarea coeficienţilor vom 
alege ca parametru arcul proiectiv o ($ 23) al curbei ŞI vom 
presupune coordonatele A; normate cu un factor astfel încât 
deierminantul coordonatelor, pe care-l putem nota prescurtat 

| Ao 4142] să aibă o valoare numerică constantă (de ex.: va- 
loarea unu). Prima 'condiţie o putem exprima în modul ur- 
mător. Observăm că punctul M de pe curbă, corespunzător
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valorii î-+ di a parametrului este punctul de coordonate 
o. 1: dA 

Ao(t+di) sau, limitându-ne la părțile principale: A9+ de 

Insă 

E “dA PE PE 
Ao + dt = (1 + poo dt) Ao + Po dt As 

"căci poa = 0. Coordonatele proiective omogene ale punctului 
M, vor fi (limitându-ne la părţile principale) 

o = (1 + poo dd) » Xa = Po dt , Xa =0 

și coordonatele proiective. neomogenc:. 

Xa __Poadt 

a T+ poodi — Pad TI = 

Vom avea așa dar 

| do = podi; 
dacă c=t, atunci pu =1, și prin urmare după formulele (59) 

461) po=0, pe=t, pa =Pro=—h, Pap=— Î, Poo=P=Pea 
A doua condiţie o exprimăm derivând în raport'cu t 

relaţia 

Ao Aa 4a]=t 

și ţinând seamă de relaţiile (56), După regula de derivare a 
determinanţilor avem: 

d dA9 
di “du Aa 42| |4og Aa | 40 4 

= (Poo + Pu + P22) | Ao A, Asl = Poo -F Piu F Po 
Vom avea deci po -+ pu + poe =0 şi comparând cu ul- 

tima formulă (64): poo = Pur = po =0. Toţi coeficienţii p; 
sunt astfel determinaţi și înlocuind în formulele (56) căpătăm 

dAg . dA dAa 
| (62) | da = A 3 e = — kA9 -- Ag Pi do = — 40 — kA, 

relaţii care constituese formulele lui Fr enet căutate.. 

4 4. 4,|= Ir. dA, p dAa 
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Din relaţia (60) scoatem 

(63) la = 17 + 35 

relația care arată că a doua curbură k,, ca şi de altfel toate 
celelalte, nu este independentă ci se exprimă cu ajutorul 
primei curburi și a derivatelor sale în raport cu arcul pro- 
iectiv. i o a 

29. Aplicaţie, Curbele de coincidență. Am arătat ($ 26). 
că pentru curbele pe care le-am numit de coincidenţă avem 
k = 0. Formulele (62) ale lui Frenet ne dau în acest caz: 

dA _u dA, dAa._ 
deh i do oh i > 40 

sau eliminând pe A, şi Aş: 

PAo PA,  dAp O, . . 949 0 dc do da > do deci . Ta t4o=0. 

Coordonatele Ag ale originii reperului, care sunt coordonatele 
unui punct variabil pe curba (C) căutată, satisfăcând această 
ecuaţie lineară și omogenă cu coeficienţi constanţi, a cărei 
ecuaţie caracteristică este r5 + 1 = 0, cu rădăcinile 

1 .V3 
nN==—l Ta =gkEio 

ecuaţie care are deci sistemul de soluţii fundamentale 

= !3 ss. 3 
es, e? cos 0, e? sin 

2 G, 

vom avea: 
- ! o o 5 

Ao = Moe + M, că cos 5 o-+ M, că sin 3 o. 

In această formulă Mo, M,, M, sunt numere fixe deci pot: 
reprezenta coordonatele omogene a trei puncte fixe M, M, 
M,, care pot fi luate ca vârfuri ale unui reper de referinţă ;
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coordonatele X,, 4, X2, omogene, ale punctului Ao faţă 
de acest reper sint după relaţia precedentă 

| x = , XX, =e2 2 cos/3o , Xa =etsin8a, | 

iar coordonatele neomogene:: 

Xa PS Xe Vă _ x =e COsp-0 da = = sin 3" o. 

Să aplicăm atunci curbei transformarea omografică prin care 
coordonatele proiective 2, z> devin coordonate carteziene ; 
curba (C) se transformă într'o curbă ale cărei coordonate 
polare sunt, după relaţiile precedente , 

i /3 p=e? , v=" ao, 
2 

prin urmare. ecuaţia curbei transformate, în coordonate po- 
lare, se scrie: 

Pa = 

7 . [a t— p=e V3 = goe E, 

Curba transformată este deci o spirală logaritmică care taie 
razele vectoare sub un unghiu de 300. 

Curbele de coincidenţă sunt aşa dar transformatele omogra- 
„ fice ale spiralei logaritmice care taie razele vectoare sub un. 
unghiu de 300. 

30. Curbe de curbură proicetivă constantă. Ca o a doua 
aplicaţie a formulelor lui F re n et să căutăm curbele plane 

"pentru care curbura proiectivă k este o constantă. 
Din formulele (62) ale lui Frenet, deducem succesiv, 

prin eliminarea lui A, As: 

  

  

MA dA De 
| dci > "do => Hot Aa 

dA „dAo j da + dA 
= dat do > — ke 40 kA E 

= — Ay — 2 ddo 
do
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deci : 

  

PA a, dA 
pr 2k. 

do de 
Ecuaţia caracteristică a acestei ecuaţiuni : 

m 2hr +1 =0 

admite în general trei rădăcini distincte rg, T1> ra, cărora le 
corespund soluţiile fundamentale eros, e79, er:9; vom putea 
scrie prin. urmare 

(64) Ao = Motoc + Ms + My ee 

+ 49=0. 

„unde constantele Mg, M,, M, pot fi privite drept coordonate 
omogene a trei puncte fixe cu acelaşi nume. Faţă de reperul 
determinat (cf. $ 14) de aceste coordonate, punctul Ag va 
avea coordonatele omogene și neomogene 

Xp = eros 3 Ă, = ehs 3 Xeo. : 

XR x, 
Za == (r—ro) o > Lo = elri—ro)o ; 

o | Lo 

dacă eliminăm atunci pe o, vom avea 

Ta—roj 
Ta = a (m = 70] . 

r1 — To 

Ecuația curbelor de curbură proiectivă constantă se poate 
„deci scrie sub această formă finită și prin urmare aceste 
curbe depind, în afară de constantele care definesc o trans- 
formare omografică, de o singură constantă arbitrară m, 
care de altfel se poate exprima cu ajutorul curburii k. 

Să căutăm o caracterizare geometrică a acestor curbe. 
Fie No, N, Na punctele unde tangenta în Ag la o asemenea 
curbă (C), întâlnește respectiv laturile M, Ma, Ma Mo, MM, 
ale triunghiului fix MA, M2. Un punct oarecare N al 
acestei tangente având coordonate de forma | 

dAg . 
N= Ag + Ta 

G
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vom m avea, după (64), 

= (ro + d) es M + (7. -- 2) eri M+ [i >) era Mm 
desi punctele Ne, N, N “corespund valorilor 

hp = —7o Ano Î = — Ta 

ale parametrului ?, pe când! punctul 40 corespunde valorii 
A=c. Raportul anarmonie | 

(40 No N, N) = (0 — ro ro ra = = = m 
| _ToF ” 

are deci o valoare constantă prin urmare. curbele considerate 
se bucură de următoarea proprietate geometrică. 

Tangenta într'un punct oarecare al unei curbe de curbură 
proiectivă constantă întâlneşte laturile unui triunghiu fix. (pe 
care-l numim triunghiu fundamental) în trei puncte care îm- 
preună cu punciul de contact au un raport:anarmonic constant. 

Curbele plane care se bucură de această proprietate au 
fost denuinite curbe W. Curbele de curbură proiectivă con- 
stantă sunt deci curbe W. Ne : 

METODA LUI WILCZINSICI 

a, Ecuația diferenţială lincară 'a unei curbe. In studiul 
curbelor de coincidență ş şi a curbelor de curbură constantă 
s'a văzut că coordonatele omogene ale unui punct al unei 
astfel de curbe verifică o ecuație diferenţială lineară şi omo- 
genă de ordinul al III- lea. Se poate arătă ușor că această 
proprietate aparţine oricărei curbe: plane. - 

O primă verificare a, acestei proprietăţi se poate face, ca 
şi în cazurile de mai sus, plecând dela formulele (62) ale lui 
Frenet. In adevăr prin eliminarea lui Aa și Aa din aceste 
formule, deducem succesiv: | - a 

2 2 a d*A9 = = .. CA na 

  

apoi Ă 

dA dA dk 4 dA dk ” 

Taka d At = dgdlo AA, 
! 4
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sau , Pa . 

.  BAo-_-: so, dAo (i â) | 
dos > 2kdo (+ az] o 

deci | | E 
vagi BAg- aro + (1. 2) __ (65) d tit (+ a) 40 =0 

ceea ce demonstrează proprietatea. Dacă în această ecuație 
facem k:= 0 sau k =c, obținem ecuaţiile diferenţiale ale 

"curbelor. cunoscute. Da N | E 
“În al doilea rând, dacă presupunem curba exprimată 

parametrice pr.n coordonatele sale X,, X,, Xa în funcţiune de 
parametrul 4, oricâre ar fi aceste funcțiuni, putem totdeauna 
determina trei funcțiuni p, g, r, de î, astfel încât ele să fie 
soluţiile ecuaţiei diferenţiale lineare și omogene 

BX OA2X dă 
(66) Rt Pa ti gtră=0. 

„Condiţiile care determină funcțiunile p, q, r, se scriu în adevăr 

X+ pă + qX + ră =0 (i=0,4,2) 
unde am însemnat prin accente derivatele în raport cu ţ; 
ecuaţia (66) se mai poate scrie atunci sub forma 

XX XX 
XX XX 
XX 

XX XX, 

(67) =0. | 

Proprietatea este asifel din nou demonstrată. 
Reciproc, să considerăm ecuaţia diferenţială lineară și 

omogenă cea mai generală de ordinul al III-lea, pe care o 
putem scrie totdeauna sub forma (66) şi fie X4, X,, X,un 
sistem de soluţii fundamentale ale acestei ecuaţii. Punctul 
ale cărui coordonate omogene faţă de un reper fix sunt 
o» Xa, Xa descrie, când t variază, o curbă (C). Fie Y,, Y,, Ya
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un alt sistem oarecare de soluţii fundamentale. Din: teoria 
ecuaţiilor diferenţiale lineare și omogene se știe că avem 

Yo = doo Xo +. duo Xa -+ az Xe | 

Y, = do Xo + aia + dai Xa 

Să Y> = ao Xo + aa Ăa -F doa Xa 
unde coeficienţii a; sunt constante, astfel încât: determi- | 
nantul a=|a;| 740. Fie (D) curba descrisă de: punctul ale 
cărui coordonate omogene, față de același reper fix, sunt 
Yo» Ya Ya. Relaţiile precedente ne arată atunci, că (D) este 
transformata lui (C) prin omografia definită de relaţiile (30). 
Putem deci enunţa următoarea proprietate: | | 

O ecuaţie diferențială lineară şi omogenă de ordinul III 
defineşte printr'un sistem de soluţii fundamentale: o anumită 
curbă (C) sau una oarecare din iransformatele ei proiective. 
şi numai pe acestea. | e | 

„ Această corespondenţă între ecuaţii diferenţiale și figuri 
„geometrice (în cazul nostru curbe) este baza metodei lui 
Wilezinski, 0 o | N, 

„32. Transformarea ecuațiilor diferenţiale. Forma cano- 
nică. Dacă la o ecuaţie diferenţială lineară și omogenă de 
ordinul al III-lea corespunde, cum am văzut, cu excepţia 
unei omografii, o singură curbă, reciproc, fiind dată o curbă 
oarecare, există o infinitate de ecuaţii diferenţiale cărora 
să le corespundă, în sensul paragrafului precedent, acea curbă. 
„În adevăr, ecuaţia diferenţială este bine determinată când 

„se dau coordonatele omogene X,, X, Xa al unui punct al 
curbei în funcțiune de parametrul t aşa cum arată ecuaţia 
(67). Dar putem, fără a schimba curba, să înmulţim toate 

. 1 . . coordonatele X,; cu un același factor 3% funcţiune arbi- 

rară de t și apoi putem schimba parametrul t, înlocuindu-l 
cu o altă funcţiune arbitrară de un nou parametru a. Evident 
acestea sunt singurele modificări care se pot face fără a schimba 
curba (C); ele schimbă însă forma ecuaţiei corespunzătoare 

a | e 

ze
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şi se'trăduc: algebric! prin transformarea : în ecuaţia: (66) :de 
funcţiune și variabilă independentă, definită de relaţiile :. : 
(68) Ă ADA... 
A (0) şi o fiind noua funcţiune și variabilă independentă. 

Metoda lui Wilczins ki constă în a alege iuncţiunile 
o (î) şi A (1) astfel.încât. prin transformarea (68), ecuaţia (66) 
să aibă o formă cât mai'simplă.Alegerea odată făcută dacă 
este unică, va: rezulta că ecuaţia diferenţială (66); care-este * 

„cea :mai generală ecuaţie diferenţială de: ordinul al III-lea 
Jineară și omogenă, se poate. reduce. la o formă canonică, în 
are. coeficienţii, exprimaţi numai în funcţie de coeficienţii 
P; Q, 7 ai formei iniţiale, vor fi, evident, invarianţi ai. ecuaţiei 
(66) față de toate transformările (68) şi: de asemeni invarianţi 
proiectivi ai curbei (0). se i 
2 ++ Pe de.altă parte am văzut că pentru.orice curbă plană 
la; care formulele (62) ale lui Frenet sunt satisfăcute, 
adică pentru orice curbă plană care nu se reduce. la. o-.conică 
(vezi $ 33), coordonatele Ay ale originii -reperului. de. ordinul 
şase,.'care. descrie curba, exprimate, în. funcţiune de» arcul 
proiectiv o, satisfac la ecuaţia (65), care este, evident:o forriă 
canonică, fiindcă este determinate în mod unic. Am arătat 
deci prin acest raţionament geometric că, în general, orice 
ecuaţie (66), prin o transformare de forma (68) se. poate 
aduce a forma (65). Ne propunem să verificăm acest.lucru 
ŞI prin. calculul care rezultă din aplicarea directă-a metodei 
lui. Wilezinski. e e III e 

Derivând de trei ori. a doua relaţie (68) în raport-cu £, 
obţinem, succesiv, după regulele calculului diferenţial -: 

  

  

ia ial oua IN | Aa do | Me „_ dA 2 dĂ „, , „dA , re x = 9? + A i0 2 OT A 
a dBA 5 ri PA 

2 0 — i 'g'2 "o"! ANI | 
dA + (do + 307 + 337 0) NA 

*
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 uride:accentele î însemnează: derivate în raport cu +, pe “când 
derivatele în raport cu o s'au însemnat cu notația diferenţială, 
Substituind î în (66). poti = X, an, x prin, valorile lor: de 

Tai 'sus; obținem . 

„BA dA , g'2 Pr 12 )o' Et Xa mona 

bora rata i paor țar 9 -rqho) 5 

i (ar pr gi TA =0,. 

| ecuaţie „e care se serie, împărțind. cu 9%, sub forma: 
BA; PA dA: 

  

unde p p, air, au poze „date. d ci Da 
A (i !, gi: Isa 4 

| 5= = 3 Zi + aa = pd 
Esi - gr - „ata , >? 4 

a „d — 3 +3 g2 +33 | ot = pa (70) x d 
a + pa + 2 3 3 pia 

| — -a | i pr . Jr NE 2: oa 

[roata     
Pentru ca „ecuaţia! (69). să: “aibă forma a. (65) va trebui să 
avem mai i întâi, p =0, adică 

«ni în îi a 3! pi . Dă i 
(74) Me . tre 

« sau integrând Ea i N E E 

log (39). +Sfpa=o i deci ! xzoe fa 

C fiind o. constantă; rezulță deci că, după ce vom determina, 
prin condiţiile ce: urmează, pe o, relaţia precedentă ne dă
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„pentru Ă, o valoare bine determinată cu excepţia factorului 
constant C' care nu schimbă forma ecuaţiei (65) sau (69). 

Pentru ca să determinăm pe G', vom scoate mai întâi 
„valoarea lui A în funcţie de o“, din relaţia precedentă sau 

din relaţia (71) şi o vom înlocui în expresiile (70) ale lui 
d şi 7. Astiel din -(71) obţinem prin derivare - 

| >? 2 g"! g''2 4 , 

POE Ito 3P 
? Ă . 

sau înlocuind pe=- cu valoarea sa scoasă din (71): 

_ > o”! g'!2 2 o”! 4 2 ” 1 , ” 

(72) 3 gti tgbotyp —3p5 

derivând din nou obținem 
>? 4 o! o'g' 0/3 2 (= 5) 

Rgt pîna tgPlg-s 
2,0" 2 „i Pi 

+ ap Tg PP —3P 

-sau înlocuind pe- 23 - prin valorile lor scoase din (71) 

şi (72). - 
i , UL giY c''g"? g”3 (i =) 

| ITP Catiga 
(73) L 

35 p . 

27 

- Imlocuind în sfârșit în expresiile (70) ale lui q şi 7 obţinem: 

lo tt, 
+(p — 00 p kg pp — 

2 g”! g''2. , 4 2 ) 4 

dd tigat P | 3pid o? 
Dă g!V og"! | g''2 , A “ Gg!. 

Ft 60 (org) 
1 2. 1 Ad 

rara ge IE =
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“Pentru a determina pe o' rămâne să scriem a doua con- 
diție pentru ca ecuaţia (69) să aibă forma (65).: Pentru 
aceasta este necesar şi suficient să determinăm o funcţiune 
k, astfel încât 

dk 
qg=2R , r=il PP 

sau eliminând pe k: „. 

| - 1dg , 1 
(74) rol sau r— gi 1: 

Derivând ultima expresie a. lui q obţinem 
.. , ” '3 , 4 . g” . 

— 12 + 2 (2 apa) 
G 

6 

pal pr = — 2 +42 

  

oo 
gi 

” ze 2 Ta , 1 + (ez 3 PP + da 

de unde scoatem numaidecât 

. - - 1.9 H (5 ai 
unde am însemnat cu H expresia: 

Ia 1 2 LA 1 — a Pan 3 Za „” — 2 , a H =r—pI+oip tgp +-z PP ZI: 

Condiţia (74) devine astfel | 
. | . o'3 = H; | 

g' este prin urmare determinat, în domeniul real, în mod unic 
prin relaţia precedentă, şi deci şi arcul proiectiv o este de- 
terminat cu excepţia unei constante aditive, care depinde 

„de alegerea originii arcelor, prin : relaţia - 
3 e 

= | yBa. Ra 

In definitiv A și o sunt complet determinaţi, astfel încât 
" ecuaţia (68) se poate aduce într'un singur mod la forma p g 

_ - . .
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(65), care va fi așa dar o formă canonică, așa cum-am pre- 
văzui, pentru ecuaţiile diferenţiale lineare şi omogene de 
ordinul al III-lea. Se observă că relaţia dq = 2k, permite, 
înlocuind pe G' prin valoarea sa din relaţia precedentă, să 
calculăm prima curbură proiectivă k în îuncţie de t, atunci 
când a deci p, g,r, sunt daţi ă priori. 

. Observaţiuni şi. consecințe. Parametru proicctiv. Din 
cole ce preced se constată în primul rând că pentru a de- 
termina pe o' trebue ca H :£ 0. Insă arcul o este determinat 
pentru orice curbă în orice punct care nu este sextactie 

($ 23); rezultă că; invers, întrun punct'sextactic avem 
neapărat H = 0. Curbele .pentru care toate punctele sunt 
sextaăctice vor fi caracterizate deci plin relaţia identică H==0. 

“In al doilea rând se observă că în loc de a aduce ecuaţia 
(66) la forma canonică (65), se poate, după ce am determinat 
pe A prin relaţia - (71). dedusă din condiţia p p = 0, să deter- 
minăm pe o' astfel încât să avem și q =0. Ecuația (69) la 
care se reduce (66) prin transformările (68), va 'avea atunci 
forma Ei e 

PA i 
rA= 0. 

dt e 

Ultima expresie a lui g q ne arată că o trebue să satisfacă 
la condiţiunea i 

(76) 

agp rard=0 
care se..mai scrie ii 
Pa - m | 4 | 1 i i, PR - De Ă 

pp taie 

unde am însemnat prin ( o) espresia numita « « Schwarzianul » 
funcţiunii o (î)]: i 

E N ca i o"! 9-2 e Si
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Parametrul o determinat prin ecuaţia (77) se numește 
parametrul proiectiv al curbei, și. depinde de trei constante 
arbitrare fiind determinat de o ecuaţie diferenţială de ordinul. 
al: III-lea; avem prin urmare 0 triplă infinitate de paramotri 
proiectivi.. ! 

“Să presupunem atunci că, în prealabil, am ales. ca pa: 
rametru t un parametru proiectiv ;: „ecuaţia diferenţială (66) 
are forma: 

X"+ră=0 

„cu p =0, q =0. Pentru a trece printe! o transformate (68) 
lă''0 ecuaţie de forma: ” 

BA 
do 

unde G să fie tot un.parametru projectiv vom avea după (77): 
o! 3 0” 

Isa 0 

  

(ok =0 Sau ar 

şi prin integrare: .. ,. a 

a =Co Viza + c, 

G' = pes: E 6 = + Ca 

| ( i cu cj) cec, —c e 

sau, schimb ând' puţin relaţiile: 

g— _A+B 
> -- CD + D 

prin urmare. toți parametrii, proiectivi sunt funcțiuni Omogra- 

fice de unul oarecare din ei. Această--proprietate ne permite 
„să facem următoarea constatare. Fie î,, iz, îa, ta. valorile pe 
“care le ia un parametru proiectiv în patru puncie M,, “Ma , 
M3, Ma ale curbei; raportul anarmonie | 

ae got 
n (bis tos bas: SR. =. . ara (fa tao fo-ha) up tii 

„a
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nu depinde de parametrul proiectiv ales și defineşte raportul 
anarmonic (M,, M,, M3, M,) al celor patru puncte pe curbă. 
De aci rezultă că raportul anarmonic este un invariant față 
de transformările omografice, căci aceste transformări nu 
schimbă forma ecuaţiei (66), iar transformările de parametri 
proiectivi nu schimbă valoarea raportului anarmonic. 

In ultimul rând, relaţia (75) ne arată că dacă p =gq=0, 
avem o | 

ro =H, 

prin urmare dacă H = 0, avem 7 =0. Ecuația (69) devine 

3 LA 0 
da 

şi admite sistemul de soluţii fundamentale 1, G, 7 02, astfel 

că putem scrie. 

A = Mo+ Mo+-M, o. 

Faţă de reperul definit de coordonatele Mg, M,, M,, 
coordonatele omogene ale punctului A, sunt 

X=1l , X=c, x, =: 

deci 

u=c,, za ao 

și eliminând pe o, avem 

= ză 

curba este deci o conică, Curbele în care toate punctele sunt 
seztaciice sunt conice. Reciproc, fiecare punct al unei conice
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este. sextactic deoarece conica osculatoare se confundă cu 
ea însăși, prin „urmare este supraosculatoare. 

„84. Aplicaţie, Ecuația diferențială a conicelor. Să consi- - 
derăm o curbă definită analitic prin ecuaţia explicită y=f (2), 
faţă de un reper fix. Ecuația (67) devine, dacă luăm pe z 
ca parametru, deoarece X, =î, X, =, 42 =f(2) =y 

x! X? . X X 

0 0 0 A = 0 
0 01 az 
y y” | y' y 

sau 
x — Ir = 0, 

y 

"Avem aşa dar: | 

pop o 950 rd, 
asttel încât o 

i zip Fra pp". 
Pentru a desăvârși calculul lui H să notăm 

ppt, , 

GO dp 3 Y 

Tag dea p = a 

avem 

de unde scoatem _ 
_ 3 ăi 3 V2 :, _ 3 Vr - 9 Y uU Va 

poz ze Po o-z ete 
astfel încât, înlocuind în. expresia lui H obţinem: 

al: ze 
Condiţia H =0, ne dă ('” =—0, sau 

, (pr 0, 

g'3 =
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obţinem-'astfel forma: dată:de Halphena 6cuaţiei dife- renţiale de ordinul 5, care :caracterizează conicele. . ..: -: 
35. Condiţia de cehivalență a două curbe. Să considerăm 

o “curbă (C) delinită -parametric în funcţie -de t şi-un :punct 
M al curbei. Faţă de reperul de ordinul :șase corespunzător 

“în -M. curbei (C), ecuaţia. acesteia .se- scrie [cf.. (50)] : - 

ar Ri 
ai capi tgp pag ate i . 

| 

Fie (C) o altă curbă exprimată în funcţivne! de parametrul 
i, M un punct al ei și” . i i 

1 A E ah da = zi —s5a Pie zi + 250 A. 
îi 1 

ecuaţia curbei „(C) faţă de reperul de ordinul şase în M. 
Pentru ca (C) şi (C) să corespundă. printr'o transformare 
proiectivă, M și M fiind puncte corespunzătoare, vor trebui. 
să coincidă și reperele :de .ordinul şase şi:deci și ecuaţiile 
celor două curbe. Va:trebui ideci să avem în particular 

. .. i [a 2, [. . 

Pica | . RE SR 
Dar după (63) avem N 

o. "dk e a Cai DEI 
gt o Ruga 

deci va trebui să avem:, 

SEE aprinumere „de = dă sau 5oi-Ca. 
Arcele proiective pe cele două:curbe sunt egale, dacă alegem 
ca origine puncie corespunzătoare. 

Reciproc condiţiile: „i A pie ti 

k =: ide =ido
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sunt şi suficiente. me mie aderă formele: canonice 

iei fue 
ă dă i 
sa a 2k = 2, + aa A =0 

ale ecuaţiilor stu uiae. corespuzizătoare celor două curbe 
sunt, în acest caz, identice, deci curbele sunt (ef. $ 31) 
proiectiv egale. 

„__ Putem da condiţiilor (68) o altă formă utilă în practică. 
... Să presupunem pentiu aceasta mai întâi că (C) este o curbă 

W, deci k=C,; va trebui ca Și k să aibă peste tot aceeași 

valoare constantă deci (C) să fie tot o curbă W, de aceeaşi 
curbură proiectivă. Condiţiile (68) se reduc la ds = = do, sau 
o =o04+ C. Putem lua ca origine a arcelor proicctive pe 
cele două curbe, două puncte M, AM alese după voie şi defini 
o corespondenţă între cele două curbe prin egalitatea arcelor 
proiective. Această corespondenţă va satisface condiţiile (68), 
deci cele două curbe sunt proiectiv egale, după cum se vede 
astfel, într'o simplă infinitate de moduri posibile. In par: 
ticular o curbă W se poate deplasa proiectiv în ea însăşi; 
se constată astlel analogia între curbele W de curbură pro- 
iectivă constantă și cercurile de curbură euclidiană constantă, 
care admit deplasări euclidiene în ele înșile. : 

Să presupunem acum că curbura k nu este constantă 
(deci nici k). Prin eliminarea parametrului t între expresiile 

dk dk 
lui ke şi d Yom obţine Ig (k). Dar atunci din (68) de- 

ducem că trebue să obţinem prin eliminarea lui t: 

. . NR dk, 
cu alte cuvinte funcțiunea 9 pri care se exprimă — in 

do 

funcțiune de k este aceeași pentru cele două curbe. 
| ,
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Această condiţie este și suficientă. In adevăr relaţia 

RSR 
ne va da pe £ în funcţie de î, deci ne va defini o corespon- 
denţă între cele două curbe, iar din această relaţie și din 
relaţiile: a ] 

dk dk _- a = ge 
vom deduce 

„dk _dk 
do 'do 

„deci do = da 

şi condiţiile (68). sunt satisfăcute,



PARTEA II-a 

CURBE STRÂMBE 

GENERALITĂȚI. SPAȚIUL PROIECTIV 

36. Varietăţi cu trei dimensiuni. Numim varietate cu trei 
„dimensiuni, o mulțime (ansamblu) de elemente, în care fie- 

care element este definit prin trei numere z,, 22, 23» denu- 
mite în general coordonate și invers, la fiecare sistem de 
trei valori numerice z,, za, za socotite într'o anumită ordine 
şi variind între anumite limite, corespunde un element al 
mulţimii și unul singur, i 

Intr'o varietate cu trei dimensiuni se pot defini aceleași 
noţiuni de transformare, produs de transformări, egalitate - 
de figuri faţă de un grup fundamental, etc. ca şi întrun 
spaţiu cu două dimensiuni, cu singura: deosebire că vom 
avea a face cu funcțiuni .de trei variabile în loc de două. 
Astiel, o transformare U este o corespondenţă între un punct 
variabil al mulțimii M (24, z2, za) şi un punct N (y., ya, Y3) 
al aceleiaşi mulţimi, definită: algebric prin relaţiile 

() fi (za 2223), P=fa(2 Ta 23) Voia (2 Za, 29). 
„Dacă o altă transformare V face să corespundă punctului 

N al varietăţii, punctul P de coordonate Z1> Za» Za şi este 
definită algebric prin relaţiile, | 

21 81 (Y12 Ya 95) > Z2 = 8a (Yi Va 93) > 23 Ea (Yi Ya» Ya), 
atunci corespondenţa între punciele M şi P este tot o. 

g., :
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. transformare; pe care o numim produsul transformărilor U 
Şi V, o notăm cu UV și este definită algebric prin relaţiile 

A= 8 [f,> fa» fa] » za = 8 [fas fas fa] » Za = 83 [fu A fa]: 

Rezolvând relaţiile (1) în raport cu z,, z2, Za, ceea ce 
este posibil dacă ă - 

3 (fi fi ln) 

19 (24 Za: 270) 

obţinem 

ah (5 Ya yo) Dă Za = În (ur, Va w) , 23 = (0 y Ya» . a) 

relaţii care pot fi privite ca definind algebric o transformare 
în care M este transformatul punctului N, transformare pe 
care o numim inversa lui: U și o notăm cu Ul, | 

„In sfârşit transformarea definită de- relaţiile 

Na Va > Sa , Va 

face să corespundă fiecărui punot al. spaţiului, punctul însuși 
Şi. O numim 'transformarea. unitate :sau identică. 

O familie de transformări se va spune că formează 
un grup; atunci când sunt satisfăcute cele trei condiţii ară- 
tate în $ 4 și anume: 

„A. Transformarea unitate face parte din familie 
2, Transiormarea inversă a unei transformări din familie 

este. tot 6 transformare, din familie şi 
3. Produsul a două transformări din familie este tot o 

transformare din familie. 
„„ Fiecărui grup i se poate alătura o geometrie, după pro-. 

gramul dela Erlangen (cf. $ 4) bazată pe noţiunea de egali- 
tate și anume: două figuri se zic egale, în geometria unui 
grup, atunci când ele sunt transformatele una alteia prin 
transformări ale acelui grup. Studiul unei astfel de geometrii 
este studiul proprietăţilor figurilor, care nu se schimbă când 
trecem dela o figură la o altă figură egală, și prin urmare 
sunt invariante faţă de transformările grupului. ”
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Coat Qui Zi + ai Za F- ai Za 
Coo “+ G10 Zi + a29 za F Cao 3 . 

(2) ja = Co -f 19 Za + a22 23 + Aaa 3 . 2 = LL 
i doo t 219 2 + 20 Za -t ao Z3 

_ dos t asa + oa Ta + (as 23 
209 -t a10 2 “Foo Za + 039 T3- 

„37. Geometria proicetivi a spaţiului este geoinetria grupului 

Il N= 

Il 
I 

Pl
P 

Pl
 

Pi
p 

unde 

400 Co. "oa . Qo3 

do Ca Ga "33 a = 0. 
| 220 a Ga ao | 

(30 Cai ao as 
„Un model al acestei geometrii îl formează spațiul obișnuit unde coordonatele unui. punct sunt coordonatele carteziene ale acelui punct faţă de un sistem de trei axe fixe, perpen- diculare sau oblice, Formulele (1) definesc în acest caz trans- formările omografice ale spaţiului, caracterizate, după cum se ştie, prin proprietatea de a transforma dreptele în drepte : şi planele în plane. Se ştie din "geometria elementară că aceste transformări conservă și raportul anarmonic a patru puncte colineare sau a patru plane dintr'un fascicol; de asemeni ele transformă curbe și suprafeţe algebrice în curbe şi suprafeţe algebrice cu păstrarea ordinului, a singulari- tăţilor. și a naturii lor, - | : Studiul proprietăţilor figurilor în spațiul proiectiv se poate face ca şi în plan prin două metode: 1) metoda lui Wilezinski care face să corespundă la configuraţia stu- | diată (curbă, suprafaţă, congruenţă, etc.) o ecuaţie sau un sistem de ecuaţii diferenţiale sau cu derivate parţiale, lineare și omogene şi 2) metoda, cu perspective mai largi, a reperului mobil care se poate introduce sub două forme: prin metoda ecuaţiei reduse, aşa cum am făcut-o pertru planul euclidian - şi cel proiectiv și printr”o metodă elirectă, având: ca punct | de plecare proprietăţile fundamentale ale teoriei grupurilor. 

5 
>



„
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38.. Reperul mobil proiectiv este o figură care depinde 
de acelaşi număr (15) de parametri ca şi grupul proiectiv (2), 
două repere având proprietatea că sunt totdeauria trans- 
formate omografice unul altuia, adică sunt egale î în sensul 
geometriei proiective. 

Putem defini astfel de repere într'o infinitate de moduri. 
Un mod simplu și natural este să formăm Heura definită 
de planele 

A =0, A 0, 4,0, 4=0. 
care formează tetraedrul de referinţă. al reperului și de punctul 
U (punctul unitate) :transformatul prin omografia corespun- 
zătoare a punctului de coordonate (2, = ze = 3 = 1). Este 
ușor de văzut .că, invers, fiind dat un reper prin tetraedrul 
de referinţă și punctul unitate, există o singură transformare 
(2) care să le admită ca atare. In adevăr, tetraedrul de refe- 
rință determină polinoamele. A, A,, A2, As cu excepţia unor 
factori constanţi arbitrari Po: Pr Pa Pa lar punctul unitate 

determină și pe acești factori (comp. $ 12).cu excepţia unui 
aceluiași factor g comun, care nu este esenţial deoarece dispare 
prin simplificare. 

"* Numim coordonate relative ale unui punct M de coordo- 
năte carteziene 2, 22; 3, faţă de un reper (2) corespunzător 
transformării (2), coordonatele carteziene y4, ja. Yy3 ale punc- 
tului NN care se transformă prin omografia (2) în punctul M. 
Intre z; și y; (i =41,2, 3) avem relaţiile. (2) cu deosebire 
că rolul literelor : z.ȘI y este schimbat aşa că: 

z — 401 AF Gas Yi F Cei Ve + Ga Ya 

„doo AF Co Ya 20 Va kt so Ya 

(3) Î a 002 A aa Va -t da Va + sa Vs 

oo “+ do Yi “+ 20 Ya “k- 030 Ya 

Cos + Aa Ya “+ Cos Va + Aos:Y3 

doo + C10 Yi + 20 Va -F ao Ya 

Formulele (3) definesc o schimbare de coordonate, 7. Za, %3 
Şi Ya. 23 Ya fiind respectiv coordonatele carteziene şi relative 
ale unui același punct M. Transformările (2) formând. un 

  
- 

  

  
L3 =
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grup, rezultă că formulele (3) vor defini și schimbările de coordonate relative dela un sistem de coordonate față de un reper la un sistem de coordonate iaţă de alt reper. 
Introducem și noţiunea de coordonate omogene prin relaţiile” . e 

X, _ Xa _Ăa Y Y> Ya Ti x , 2 > ia d , Hy , boy >. og 

Relaţiile (3) se pot scrie prin introducerea unui factor de | 
proporţionalitate p e 

Păo = aoo Yo + ao Y+ d20 Ya + axo. Ya -. 

PĂ, = au Yot an Y, + da Ya + as Ya 

_P Xa > Goa Yo + aaa Y, + ax Ya + (sa Ya 

pĂs= ao3 Y + 013 Y, + dos Ya + 033 Ya 
și fiindcă planele tetracdrului de "referință au respectiv 
ecuaţiile 

A=0, A-=0, A,=0 > A3=0 . 

(4) 

deci în coordonate relative Ma N 

Yo =0, Yu =0, Ya =0; Y,=0 , 
rezultă că vârful A; al reperului (i =0, 1, 2; 3) are față de „reperul iniţial, cu excepţia factorului p, comun la toate punc- tele Ap, A,, A2, Ag, coordonatele omogene a;9; di, io, aus. „Reciproc, cunoscând aceste anumite coordonate, omogene, faţă de un reper iniţial, ale vârfurilor A;, transformarea proiectivă căreia îi corespunde reperul, este evident perfect determinată căci ea este determinată prin aceste coor- 
donate a;. a | Relaţiile. (4) se mai pot serie sub forma simbolică pre- 
scurtată: o 
(5) M > Yo 4ot Ya 43 + Ya Aa + Ye 43 

„relaţiile (4) deducându-se din (5) prin înlocuirea lui: M, Aox 1» Aa; Ag succesiv prin câte una din. cele patru coordonate 
Îi ; 4 

se
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omogene ale acestor puncte. faţă de un reper fix. Cu aceeași 
- interpretare, relaţiile (5) pot.fi socotite ca definind coordo- 
natele proiective omogene Yo, Y,; Y2, Ya ale punctului: 
de. coordonate iniţiale M. (sau mai pe scurt punctul M) faţă 
de reperul definit de punctele de coordonate iniţiale Ay, 
As» Aa; Ag (sau mai pe scurt reperul Ag A, As A3). “ 

| | IL, 

“METODA ECUAȚIEI REDUSE 

39.. Reper de ordinul zero. Să considerăm o curbă strâmbă 
definită prin ecuaţiile 

| Za = (2) , Ta =—8 (2) 

faţă de un sistem de coordonate iniţiale (de ex. coordonate 
carteziene). Vom presupune funcțiunile f (z,) și g (24) olo- 
morfe în jurul punctului z, = 0, deci desfășurabile în seriile 
întregi . 

(6) | za = | (20) <a ta bat bagat... 

23 =g (2) = B+ bi tit bai bb +... 

Metoda ecuaţiei reduse constă în a găsi un reper astfe[- 
încât ecuaţiile curbei față de acest reper să aibă primii coe- 
ficienţi ai desvoltării în serie, cât mai simpli. Procedeul de 
determinare a acestui reper este prin etape succesive, ca în 
cazul planului. “ | 

“Fie (3) formulele de schimbare a coordonatelor. Ecuațiile. 
curbei în coordonate , se vor desvolta, în general, în serii 
întregi de forma _ 

- Tana e tat 

(a . Vs = dot dp tdhp+... +d pik... 

„Coeficienţii c,, d, sunt legaţi de a, bm (m, m! n) prin 
anumite telaţii unde inteivin coeficienţii a; ai transformării 
(3); Pentru a.le determina-procedăm, ca în cazul planului; în- 
locuind în relaţiile (3):pe-y, y3 prin valorile lor (7); obţinem 

ss >
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pentru 2; 22, 2 anumite funcțiuni de-y, pe care le putem 
desvolta în serii întregi sub formă: i 

| a Stoamtoef+... 
(8). Za = Bot Bay + Bay + ... 

E | | 23% Va Yi... | 
coeficienţii &;, B;, %; din identitățile următoare care se deduc 
din (3) . 

|: ao-k asa Yi Fa (cotei ptez ji ... 
Se -F asi (do + dial +... 
"Eat ao ji + ao (cot ca wat cai ... 

Faso (dot dit da + .. -) 
X (ot at oa +...) 

Coat aa Ya aaa (00 + ca yu ca...) 
“F Qaa (dot dupa tdafi +...) 

(9) = [aoo + a19 y1 + az (co + e ya ++...) 
| „Faso(do-t da ya + da ji +...) 

x (Po + Bat Pay +...) 
Co3 - Q33 Yi + da (Cot eri +rcap+...) 

| OF Gaa (do + di pat dop +...) . 

) 
) 

) 
] 

= 

) i 
Vi 

] 

= [ao + ao Yi F Ga (co-+k ca Ya Cai... 

“F dao (dot da ya + de pi + ...)] 
X (ot Va vit...) | 

In particular găsim imediat prin identificarea termenilor 
constanți 

  
Cos f dai Co + 231 do __ oz A aa Cot aao do 
290 + 20 Cot as do? *€ app + C20 Co -k Cao do. 

__ dos Gas Co +- aaa do, 

209 -k- 20 Co + “30 do 

N ap = 
(10) 

ă „o
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Dacă | co=dy=0|, avem | 
  

” a a "a 

( ) % do ? | Po ao! Yo doo 

deci «o; fo, Yo se reduc la coordonatele, faţă de reperul inițial 
ale punctului Ag (originea noului reper). 

„ Introducând valorile lui z,, za, za, date de (8) în ecua- 
iile (6), găsim identitățile: | 

Bo-t Ba pat Bai. Sao (9-a ya-Foa +...) 

AF da (ot ou put oaie R.... 
Vot Ya Vata it e E Botba (00-a yu Fa...) 

-F Ba (ok ca aka pt 2... 

de unde vom scoate, prin identificare, valorile coeficienţilor. 
Cn; da. În particular identificarea termenilor constanţi ne 
dă relaţiile 

(13) fo = oa ao 308... Yo =bo-Fbu opt-ba 024... 
care în virtutea relaţiilor (10), nu conţin decât coeficienţii 
Co Şi do. Pentru ca să avem cp =d, =0, e nevoie deci ca 
relaţiile (13) să fie satisfăcute când dăm lui 4, Po; Yp valorile 
(11), cu alte cuvinte trebue ca originea reperului să fie pe 
curbă. Reperul determinat prin această condiţie este un 
xeper de ordinul zero. 

(12) 

40. Reper de L-ul ordin. Să presupunem acum că reperul 
iniţial (corespunzător coordonatelor. z;) este un reper de 

  

ordinul zero, deci | ay =by =0 |. Pentru ca să trecem dela       

un reper de ordinul zero la alt reper de ordinul zero, care 

  
să-păstreze originea, va trebui să avem | ay =f9= Yo =0 

  

Relaţiile (10) ne dau atunci ! 
  

do = 002 = ao =0 
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condiţii de care se leagă trecerea dela uh reper de ordinul 
„Zero a alt reper de ordinul zero cu păstrarea originii. Cum 
avem az0, rezultă că vom avea și av9£ 0; putem lua 

  

prin urmare, pentru simplificarea formulelor| dop = 4 
      

Procedând, mai. departe, la identificarea termenilor în 
Y. în identitățile (9) obţinem, ţinând seamă de relaţiile în- 
cadrate A 

(14) Oa = da F Ca da + di da 3 Ba Sasa a ao + d, 32, 

fa ara F Cn aaa + di asa; Ş : 

iar prin identificarea termenilor în Yi în identitățile (2): 

Si fa aia > bau: 
deci Si Si 

(45) | a + Ca za + d, sa — a (au + C1 an + di Ga). 

U dat Ca 23 + da do3 = ba (au + ci aa +d az). 

Oricare ar fi a, b,, putem deci deterrina o partie din coefi: 
  

    
cienţii a;j astfel ca să avem|ca = d1=0|. Reperul' de. ordinul 

  

zero determinat prin condiţiile precedente este un reper. de 
primul ordin. 

Să presupunem că reperul iniţial este un reper de primul - 
  

    
ordin; vom avea|a=b;=0|. Relaţiile (14) și (15) ne dau 

  

    

        
d au 3 Bi =0, n=0|-, [az =as=0|. 
  

relaţii care condiţionează, împreună cu cele precedente, for- 
mulele de schimbare a coordonatelor dela un reper de primul 
“ordin la alt reper de primul ordin. 

41. Reper de ordinul al II- ea. Punete de: inflexiune. 
Identificarea coeficienţilor lui i în identitățile (9) ne dă, 
ţinând seamă de relaţiile încadrate. 

(6) | Wa == Ca da + da 31 — Ca 419 

Ba = Ca Goa <t da aaa --3 Ya-=— Ca das + da (33 
. E
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iar -(12) ne dau prin: identificarea termenilor în 7 

| „Pa dau ; Ya= ba ai a 
deci prin eliminarea lui Ba Ye: 

2 . 
Qui Aa = aa Ca + asa da 

2 . j 
Ci ba == Qa3 Ca + Cs3 da: 

Aceste relaţii ne arată că dacă 2 = ba =0, atunci pentru orice reper de primul ordin c = d = 0; relaţiile da = ba =0 traduc astfel o proprietate proiectivă a punctului considerat pe curbă. Menţionăm această proprietate fără a o demonstra, căci nu conduce la nimic nou, anume: punctele în care avem aa = ba =0 sunt puncte 'de infleziune (planul osculator este nedeterminat) iar curbele peniru care toate punctele sunt de infleziune sunt linii drepte. 
Să presupunem acum că punctul considerat nu este de inflexiune; unul cel puţin din coeficienţii ap, b, este diferit de zero. Oricare ar fi valoarea acelui coeficient putem de- 

  termina unii din coeficienţii a; astfel ca să avem da = 0 
    

  deci ca 740; e destul în adevăr să luăm 

. a b — 2 2 . —_— 92 2 (17) | o9 = ze Gu 3 Qa3 = z, Ai - 2 2 

  

și mai putem determina coeficienţii a, astfel încât să avem 
. d PR . SIE ȘI | Ca = |. Reperul de primul ordin astfel determinat este       

un reper de ordinul II. - 
| Să presupunem atunci că reperul inițial a fost ales în. prealabil. un reper de ordinul II; avem atunci 
  

1 
2 ? 

ao = ba =0 
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-şi din (16) şi (17) :scoatem relaţiile... e 
  

    
— 2, = .' 

Aa = au ; 03 =0 3 
  

  

A 4 — — 2 — da Dr dea — Asa ao 3 fa = 3 di + Va =0       

care condiţionează trecerea dela un reper de ordinul II la 
un alt reper de ordinul II. 

42. Reper de ordinul III. Punete staţionare. Trecem 
acum la identificarea coeficienţilor lui y2 în identitățile (9) . 
şi (12) şi căpătăm o | E 

SE II a 
03 = Aaa Ca + aaa da — 7 (axa 020 + a10 az) + ad au, . 2 

| 
2 2 “ Ba = aii Ca -F aaa da — Tous» Ya = Gas da 

-— 

apoi 

= aul au —a Fa a ; = ab fs = aaa dai — Aa (10 Gu 03 3; Y3 = Qui 03 

sau prin eliminare 

2 3 | 
Ga: Ca -F Qa3 da = au a3 + > Cai (21 — das 010) 

3 
(33 da = Gu ba . 

Ultima relaţie ne arată că dacă b; =0, avem da = 0, deci 
această relaţie traduce o proprietate proiectivă pe care o. 
menționăm fără demonstraţie. Punctele în care avem (faţă 
de un reper de ordinul al II-lea) b, = 0 sunt staționare (planul - 
osculator este supraosculator) “iar curbele pentru care toate 

„punctele sunt staţionare sunt curbe plane. - 
Excludem în studiul nostru cazul punctelor staționare 

(şi deci a curbelor plane) şi vom presupune “prin urmare 
! 

A



  zi AL. PANTAZI 

baF 0; putem atunci alege pe 

1 
d3= = | prin condiţia 

6 - 

dag astfel încât să avem 
<   

      

- — 3 

și atunci putem determina unii coeficienţi a, astfel ca să 
  

avem | ce; =0| prin relaţia - 
      

a. 
asa = 6 an as + 3 au (021 — a32 040). 

Reperul de ordinul al II-lea astfel determinat este-un reper 
de ordinul III. 

Presupunem acum că, în prealabil, am ales ca reper 

inițial un reper de ordinul al III-lea. Avem a3=0, bs=-= 
6     

  

şi prin urmare 

  

    
3 2 „aa = ui 3 Qga — Sai da +3 ai: do =0 
  

  

R 

— 
2 — „3 15 Gu 420 -F Gas io — dou 

1 2 a mă 
Ca dar — Ai 00 s; Y3= G Au 

au 

    s
e
 

o
|
=
 

  

relaţii care caracterizează trecerile” dela un reper de ordinul 
III la un alt reper de ordinul III. 

Pentrucă reperul de ordinul III nu este determinat în 
mod unic, şi prin urmare se pot impune condiţii nouă coeficien- 
ților a, d, (k > 3) din desvoltările (6), curbele plane nu mai 
apar ca în spaţiul euclidian drept cazuri particulare. ale 
curbelor strâmbe ci mai curând drept cazuri singulare.



  

__ GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ PROIECTIVĂ ” 16 

43, „Reper de ordinul IV. Continuând procedeul şi identi- 
îicând coeficienţii lui yi în identitățile (9) şi (12), avem 
din (9). LL ; . _ 

a 4 d 
Ca = Cai Ca + Ca da 6 4u 39 —Z (29 Ga 

. . . , A 4 : - 

F ou d20 — 10 da — Ca do + 3 Go da 

4 i 

A aia do ZA An da + aia di 

Ya = Qân da — au 19 

apoi din (12) | 
" 14 [1 2 

Pa — 9 (3 da — Gaua d10 

A - 1. | e 
+ du “6 da + Ci do —z (Q11020 + d19 02) + Qi Q4 

1 [1 a 
Va = au = da —du ao + ai ba 

şi prin eliminarea lui Pa Şi Ya Ba 

2 2 4. 
Gis Ca + 3 (as a10 — Ca 021) da = Ga 04 

+ zau —Z Gin dop + 7 aio di + AG dai dai — 3 a0 du dai 

a | 4 1 2 | 1 3 
au da = Gu ba + Z Qi Co zu Cage 

Rezultă că putem totdeauna alege coeficienţii a;; prin con- 
dițiile | e | 

A Îi la. | 
at ast $ anda —Z di+ doot- Ş a + 3 410 aiu— 3 10 au1024=0 

” 1 1 A a 
az da > Gai 10 — Gu ba 

4
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astfel încât să avem ca=dy= 0|; reperul de ordinul III       

determinat prin aceste condiţii suplimentare este un reper de ordinul IV. : . | “Dacă presupuneni, continuând aceeași metodă, că reperul 
  

  

iniţial “este un reper de ordinul IV, avem a4=b4=0|; 
  
  condiţiile precedente devin 

  
3 4 4 d A a. Cai => 4 Ca1 19 ; G da TO dau ap = — 13 du o       

„ȘI Vor caracteriza, împreună cu cele ce preced, formulele de trecere dela un reper de ordinul IV, la alt reper'de ordinul 
  - 

- 
2 ” . IV. Vom mai avea. Co2 = is d19 | şi 

>       

5 e 9 LA 3 „= — G du (30 + 13 10 Ga 420 18 du 20 

__ 1 2 2 a , _ - 3 B= —Z Au Ca + 3 Au Go şi VA = G Ai 9: 

44. Reper de ordinul V, Identificarea coeficienţilor lui ge „în identitățile (9) ne dă: | 
a 4 A Ca Cs “+ as ds 5 F Go a + "9 420 %a + “G (30 % a 4 | îi 

“aa Can de => Po f- aao fa -F -7- aa fs + 2 aoo Ba 

| | 4 Co3 Cs -F das ds = Ys F ap Ya 3 a20 Y 8 030 Ya - 
unde pentru ușurința urmăririi calculelor, am ţinut deo- camdată seama numai de valorile coeficienţilor a,, by, Cl» di pentru k S 4, care ne dau desvoltările | 

1 Ma 1 Site... Va = ds jik...
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şi desvoltări analoage pentru zz, z în funcţie de z,. Identi- 
tăţile (12) ne vor da apoi Aa : 

Mie - B5 = Oa Ga + a gt că a 1 j aa 

“5 =za CA +a aa -+- 02 bg. 

Din aceste relaţii prin eliminarea lui fş și Yş,-ţinând seamă 
de relaţiile care leagă coeficienţii a, și de valorile 

da > a Au Aa 3 d = Da Aaa 020 + 1g da 10 : 

pe care le ia în virtutea acestor relaţii coeficienții ap și %a, 
se capătă: : 

. 1 5. 5 
Aiscg + ai a10d5 au (- A 1130 + ŢI 410120 — 13 du dia) 

1 5 2 5 „ Zu 10 Aaa 420 + 18 da 410 Fiu as 

1 1 5 
ai d= 3 ai ( pp du (20 + Tg du dia) 

Lo A 1 SR 
+ 18 ai, do — Ş ai, 02 + 13 ai, d29 + ai bs 

"sau simplificând a ae 
A 

10 — 3 ' 3 Cs + C19 ds — Oi 5 6 (39 -+ > 019 (og 97 (19. 

Se vede deci că putem dispune de coeficienţii a, astfel ca, 
  

să avem c3= d3=0 |; reperul de ordinul IV determinat prin       

„aceste condițiuni este un reper de ordinul V. - 
  

Dacă reperul iniţial este de ordinul V avem| aş = b;=0|; 
din relaţiile precedente deducem       
  A 

a ; 

EIN . — 2. . — 3 
7) 3 Aro 3 Cap = Go 

    : 
  

care caracterizează schimbările între reperele de ordinul V. 
. : ț 

x
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- Pentru comoditatea scrierii vom pune în cele ce urmează du = ao =u. Identităţile (9) şi (10) devin, ţinând seamă de valorile coeficienţilor a;;, ay, d, Ce de Pi Ye (5) în funcţie de A, u: 

(9 

f 4 24 AF 3 Au £ Va-Fcg y Fo. ) + 3 a( dayft-t..] 

| Lu + a [A viteaz + .. :) 

2 [4 | tg lat dot+...]] 
AA 1 ai x [heat Dna a i 

| | „i | 
+37 ptyt-t oa +...) 

ele a) ear aa.)   a Du 
otet ela...) 

” . - - 2 4 , 

teal + dost+...)] 

- L-a 2 3 ia 22 as 6 x hi Wit Rut — 77 2094 Bo gt... 
| : , . 4 . , , 

Plita...) 
. . | 2 9 1 2 6 = trupa hop... 

+2 + de i + .-]]   a i x (Ge 4 ui + gi tei + .-]
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şi | N 
[La loa, a a 2 ppt —2 32845 + B 8 -5 ve Aku 6 E 27 (măi L1 eu . 

1 f 4 PE 1 
hota au 
4 1.5 2 . gi; 

(427) sd e: + as (Ay +...) AF .. 

gi — put + pr UP roi. -e 

4 1 4 4 RR 
[gara datat ae ji + .-) 

E be (pt io 

45. Interpretări. geometrice. Cubică oseulatoare. Formu- 
lele (4) de schimbare a coordonatelor omogene (cu abstracţia - 
factorului comun p) se scriu înlocuind coeficienţii a; cu'va= 
lorile lor în funcţie de 3, u: 

]   
| 2 2 av 

AX = Yo+ruY Pg Ya 2 Va ; Ap =AYs 

a Apa Doe 
i = MY + ua AY Xp = MY +a Ya 

j ceea ce'ne arată că dacă însemnăm -cu Ao A Aa As reperul 
iniţial de ordinul cinci şi cu By B, B, B reperul general de 
ordinul V, corespunzător valorilor A şi up, vârfurile By, B,, 
B2, B3 vor avea faţă de reperul iniţial coordonatele omogene 

B( 0, 0, 0).; B. (7 X, O, 0) 3 Ba[a-uz, Zu, Y, 0); 

203 da 32 >) | B.[3r, 5 Aus, 2, 2]. 

ţ
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Rezultă că Be se confundă cu A9, dreapta B, B, cu 4p Ai "(care capătă astfel o semnificaţie invariantă și este de fapt tangenta la curbă), planul By Bi Ba cu 'A94, Aa (planul osculator al curbei). În ceea ce privește coordonatele; neo- mogene (2, ze, ) ale punctului B3, avem: - i 

.
-
 

a - A sau eliminând raportul A: | . a... 

(18) za = zi + da | i 

a ceea ce ne arată că punctul B,, descrie când — deci. reperul 
variază, o cubică strâmbă intersecţie a două conuri cu vârfurile în As și Ag respectiv, reprezentate prin câte una din ecua- țiile (18) şi care au generatoarea Ag A3 comună. Această cubică (I), ale cărei ecuaţii (18) se mai pot scrie sub forma: 

, (49) azi i aa, 2 6 

„are un contact de ordinul V cu curba studiată în punctul considerat; o numim cubica rațională osculatoare la curbă în punctul considerat. Se deduce. de aci rolul important pe care îl va juca în studiul proiectiv al curbelor strâmbe. Punctul B, odată ales pe această cubică prin fixarea „A ARIA E valorii — = s a parametrului în raport cu care se: exprimă 
raţional coordonatele unui punct al cubicei, restul vârfurilor B,; Ba ale tetraedrului de referință se determină prin con-. strucții geometrice uşor de stabilit. In adevăr tangenta (3) “şi planul. osculator (2) la cubica (T) în punctul 

i 9. 9.: 
” Ba (3 3s, 35% ) |
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au drept ecuâţii | 

9 | 9 

  

E, — 3s as E i-ai 
, Ă 

35 

Sa 9 9 80 pat da 
(7) 3 Ia 9; 27 2 = 0 

2 

0 9 275 
'sau 

9. ag | 
(7) 7 Sad sd. 
Intersecţia dreptei (5) cu planul osculator E=0 în Bu (s =0) 

la cubică este punctul de coordonate neomogene 

a=2 , gs E =0 

:adică tocmai punctul - B2 pe când intersecţia tangentei 
“(Ea = Ea = 0) în Bo la cubică cu planul 7 este punctul : 

A =s > E =0 > &=0 

„adică punctul B,. Rezultă numaidecât construcţia căutată -care se poate formula în modul următor. Sa Vârful Bg al unui reper de ordinul V este un punct arbitrar 
al cubicei osculatoare (T); vârful B, este la intersecţia tangentei la (T)-în Bs cu planul osculator în Bo, care se confundă cu punctul studiat al curbei; vârful B, este intersecția planului -osculator la (IL) în B, cu tangenta în Bg la (C). 

- 6
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46. Reper de ordinul VI. Puncte singulare de l-a șia 2-a 
speță. Are proicetiv. Identificarea coeficienţilor lui. şt în 
identitățile (9) ne dă 

dei muta cal app us: 3 duce tz Ap d == 05 + ga Au ga du  oa3 

)2c + ud =p — 202 pă e A sept — Aaa ut 
5 ppt tag! Si” 

d =% popa baga + us sot gb 48 162 
Și în identitățile (12): 

A A i . Po = Pui +a D2 pâ 13 Au + aş 

pd pe ap 00 
654 162“ 5 

sau prin eliminarea lui fs; Ye Și simplificare: 

co + ude = Mas , de = Xe. 
| Se vede atunci din aceste relaţii că ecuaţia bg; =0 este 
invariantă și de asemeni sistemul ag = bg; = 0. Punctele care 
satisfac ecuaţiei bg; = 0 le' vom numi atunci singulare de 
prima speță, dacă a4 740 sau singulare de speja 2-a dacă. 
ag = 0. Curbele care au numai puncte singulare de 1-a sau 
numai de a 2-a speţă le vom numi respectiv curbe singulare: 
de I-a speță sau a 2-a speţă. Fiindcă ele prezintă un element 
nou (în special cele de 1-a speţă) nu le mai excludem din 
studiul nostru ci le vom examina. mai de aproape. 
„- Să considerăm mai întâi cazul general ds =£ 0; se vede 

“atunci că putem determina pe A astfel în cât bg; să-aibă o 
anumită valoare numerică. Fie p acea valoare numerică, care 
devine egală cu zero în cazul punctelor singulare. -Pentru 
simplificarea formulelor lui Frenet vom face în cazul 

_ Î 
P=— 2 

  

punctelor nesingulare ; se vede atunci că putem 
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lua pe yu astfel încât, însemnând = |, să avem 
  

    
p' =0 |. Reperul astfel determinat în punctele nesingulare 
  

(sau ordinare) este reperul de ordinul VI. | 
Să presupunem. că reperul iniţial este de ordinul VI; 

avem atunci | 

  

as =0 3 d = p 75 

    
  

de unde deducem: | 

N =, sau în domeniul real A=1, şi up=0.: 

Formulele (3) devin | 

SV 3 Doja: Io 

deci reperul de ordinul VI are un caracter proiectiv in- 
variant, căci nu putem trece dela un reper real de ordinul VI 
la alt reper de acelaşi ordin. decât prin transformarea iden- 
tică. Formulele precedente mai arată că, t fiind un para- 
metru în raport cu care este definită curba, partea principală .: 
e (î) dt a abscisei punctului corespunzător valorii î+dt a 
parametrului faţă de reperul de ordinul VI în punctul co- 
respunzător valorii î, are un caracter invariant; o numim! 
elementul de arc proiectiv al curbei şi-l vom nota cu d(o=fea. iai | Pentru punctele singulare de prima speţă avem bs=dg=0, 
dar aș 70; putem atunci determina pe A astfel încât să 

L 
7 

VI întrun punct singular de prima speță. Dacă presupunem 

  

? avem | cs = p' = ; vom avea astfel un reper de ordinul 
      

  

  
că reperul iniţial este de ordinul VI vom avea| as =p' ; p=ma| 

    . 
.
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deducem M-= 1, deci în domeniul real A = ++ 1. Formulele | 
- (3) şi (9) ne dau | 

aq 3 
Va bat iv. | pi 

= (nat...)   

aa 20 12 3, it ppt Va tg y 

cu alte cuvinte partea principală a lui | 2, | are un caracter 
invariant: este elementul de arc do, al curbelor singulare de 
prima speţă. e | | 

Prezenţa coeficientului nedeterminat u. în formulele de 
- trecere dela un reper de ordinul VI la alt reper de acelaşi 

ordin ne arată că avem o simplă infinitate de „repere de 
ordinul VI în puncte singulare de prima speţă. | 

În sfârşit în cazul punctelor singulare de speța 2-a avem: 

  

as = 0 =p =0 » bg = ds =p=0 
      

iar d yu sunt nedeterminaţi; pentru o curbă singulară de 
speța 2-a nu putem vorbi de arc proiectiv. Vom demonstra 
ulterior că o curbă singulară de speța 2-a este o cubică strâmbă. 

Să însemnăm aș =, by = ke, as = ka, ba kg în ecua- 
țiile unei curbe faţă de un reper de ordinul VI. Aceste ecuaţii - 
se vor scrie: 

Ta = p- a pat kat ho... 

(20) | 

Il 
a
»
 
|
 

Ta 
3 6 7 8 Di par hat khsa+.., 

Pentru curbele ordinare (nesingulare) reperul de ordinul 
VI fiind determinat în mod unic, coeficienţii k, ke. , ka kg)... 
sunt .invarianți proiectivi: îi vom numi curburile proiective 
ale” curbei.
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Pentru curbele singulare de prima speţă se poate de- „ monstra, printr'un calcul pe 'care îl omitem, făcând identi- ficările coeficienţilor lui Yi în formulele (9”) și (12”), că putem toideauna determina coeficientul u astfel încât k = 0. Re- perul de ordinul VI determinat prin această condiţie este unic astfel încât &,, ha, ka... sunt curburi proieciive. Vom demonstra ulterior că pentru curbele singulare de speța 1-a, k. “are o valoare numerică iar ka = 0; kg este o curbură propriu zisă pe care.o putem numi curbură proiectivă a curbei singulare de prima speţă. i 
- Vom demonstra de asemeni cu aceeaşi ocaziune ($ 51) că pentru curbele singulare de speța 2-a toţi coeficienţii k, > ka, Eos am, ba (m > 9) sunt identic nuli. Curbele sin- gulâre de speța 2-a sunt deci transformate omografice una alteia. 

47. Interpretarea geometrică a reperului de ordinul VI. Punctele lui Ialphen și Sannia, Pentru a găsi elemente geometrice proicctiv-invariant legate de o curbă ne propunem, în primul rând, în spiritul metodei generale arătate la $ 110, . să căutăm cuadricele care conţin cubica (IT). Fie 

A+ 2Ba, + 20 + 2Das + Ea? + Fa (21) : 
(4 + Ga + 2Haytp+ 2lutg+ 2J aa d3=0 

ecuaţia, față de un reper de ordinul VI,.a unei: cuadrice oarecare. Pentru a determina coeficienţii corespunzători cuadricelor căutate, vom înlocui Pe za şi 3 'cu valorile lor (19) în funcţie de 23. obținem un polinom de gradul al VI-lea | în a, care trebue să fie identic nul, ceea ce ne dă imediat; 

1 3 A=B=G=J=0, E =—C, H=—>D, I=—ZE, 

astiel încât ecuaţia generală a cuadricelor căutate are forma | 

C (22, —22)+.D (2,2 zi 2] + Pa Sa, 2) =0; 
; 
3



  86 - AL, PANTAZI * 

toate aceste cuadrice formează deci o rețea de cuadrice. 
Cuadrica se reduce la un con atunci când discriminantul | 

0 0. c_p 

4 ra 12 
A=| c —3 D Fo =(er+ 3-0) 

3 Ra D  —P 00 

eşte nul, sau | 

9CF + 4D2=0; 

avem așa dar o familie de conuri ce trec prin cubica (TD). 
Coordonatele vârfurilor acestor conuri, sunt în virtutea re- 
laţiei precedente să ” 

Cc. 

D 

9 
DT =—9 3 ho fi 3 Tg 

a
 

și satisfac ecuaţiilor (18) sau (19). Singurele conuri pătratice 
care conțin cubica (I) sunt deci conurile care proiectează această 
cubică dintr'un punct oarecare al ei. Ia o 

Să căutăm, în al doilea rând, cuadricele care au un con- 
tact de ordinulal VI-lea cu curba studiată. Pentru aceasta vom - 
înlocui în ecuaţia (21) pe z,, z, cu valorile lor (20). unde 

p'=0, P=7» și vom anula coeficienţii puterilor. lui -z, 

în desvoltarea obținută, până la a? inclusiv. Căpătăm ime- 
diat .relaţiile | 

1 40/80, C+E=0,, 3D+H=0 - 

1 4 4 1 pt 31 =0 II =0 a Dra0=0
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Ecuația (21), -devine 

(22) OC D(22 i 423 — 2) 
. o 

Ni 

+ r(z —> 2.9] = 0. 

Obţinem astfel o reţea de cuadrice, rezultat la care ne puteam 
aștepta, deoarece se știe că prin şapte puncte oarecare ale 
spaţiului trec 00? cuadrice formând o reţea; proprietatea 
aceasta se păstrează deci, după cum se vede, şi atunci când 
cele şapte puncte tind, pe o curbă, spre un anumit punct 
al acestei curbe. - a 

Pentru ca o cuadrică a reţelei (22) să conţină cubica (DD), 
trebue şi ajunge, prin comparaţie cu formulele precedente, 
să-avem G = 0 deci D =0; pentru ca în plus o asemenea - 
cuadrică să fie şi un con, trebue să mai adăugăm condiţia 
suficientă CF = 0, ceea ce ne dă C=0 sau F=0. 

Avem prin urmare două conuri care conţin cubica (LD) 
„Şi au un contact de ordinul şase; ecuaţiile lor sunt 

222 — ai =0 (D=0,F=0) 

2 aa; =0 (D=0,C=0) 

Primul con.-are vârful în punctul considerat al curbei, deci 
nu introduce niciun element nou. Vârtul celui de al 2-lea 
con va fi, din contra, un punct remarcabil, care se numeşte 
punctul lui Halphen; definiţia lui sub formă geometrică 
rezultă imediat din consideraţiile precedente. Coordonatele - 
omogene ale vârfului acestui con sunt (0, 0, 0, 1), deci vârful 
As al reperului coincide cu punctul lui Halphen. Aplicând 
atunci rezultatele dela $ 45, avem pentru punctele ordinare 
o interpretare completă a reperului de ordinul VI... 

Considerarea reţelei de cuâdrice care au un contact de 
ordinul șase cu o curbă dată, definită de ecuaţiile (22), con= 
duce şi la- un al 2-lea punct remarcabil. Se ştie, în adevăr, 
că cuadricele unei rețele au opt puncte comune. Cuadricele 

; . 
.
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(22) având șapte puncte comune confundate în punctul con- . 
siderat al curbei, vor mai avea încă un punct comun; 
acesta este punctul remarcabil care se numește punctul lui 
San nia.: Coordonatele acestui punct se găsesc rezolvând 
sistemul | 

dara — ai =0, 23 aa — 23=—0, a 22 =0 

ceea ce ne dă, în afară de soluţia de ordinul VII: 11 =12=13=—0, 
soluţia a, = 22 =0, 23 =2, care corespunde punctului lui 
"Sannia; acest punct se găseşte deci pe muchia Ap A a 
reperului. Avem: astfel teorema: | 

Un punct al curbei şi punctele lui Halphen şi Sannia 
corespunzătoare sunt puncte colineare. 

48. Altă interpretare geometrică a reperului. Plan prin- 
cipal. Noţiunea de plan principal se capătă plecând dela 
consideraţiile următoare. Fie (C) şi (T) două curbe strâmbe 
care au întrun punct M un contact strict de ordinul n 
(2 > 1). -Proiectăm această figură dintr'un punct P pe un 
plan 7; îie (C'), ([”), M' proiecţiile lui (C), (D), M. Curbele 
(C”) şi (T)' vor avea evident în M' un contact de ordin cel 
puțin egal cu n. Se demonstrează că locul punctelor P, 
pentru care contactul este cel puţin de ordinul n + 1, este 

„un plan II, care conţine tangenta MT comună curbelor 
(C) şi (T) în M. Vom face demonstraţia pentru cazul, care 
ne interesează, când (I) este cubica osculatoare la (C) în 
punctul considerat, al cărui contact este de ordinul V. 
Ecuațiile curbelor (C) şi (IT) faţă de reperul de ordinul șase 
al curbei (C) sunt respectiv ecuaţiile (20) și (19). Tie (c, 6, %) 
coordonatele centrului de proiecţ.e P şi (z,, Za, 3) ale unui 
punct variabii |N în spaţiu, faţă de același reper. Vom lua 
ca plan 7, planul z, = 0, osculator la curba (C). Un punct 
de pe dreapta PN având coordonatele date de expresiile: 

ati (ea); BSB (Ba); Bata), 
unde. i este un parametru, coordonaţele proiecției N ale
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punctului N pe planul zz se găsesc determinând pe i astfel ' 

  

ca E =0, deci = ——Y—, Substituind găsim: 
„7 Y— Ta 

29) ta TZO3 e a Baa (23) & Y — 23 E | Y— T3 
Fie atunci 

(24) E = Mo k ma E + ma E. 
ecuaţia curbei (C”) (sau I”) descrisă de N când N descrie - 
(C) (sau T). Pentru a determina coeficienţii m înlocuim în 
ecuaţiile (23) pe za și z3 prin valorile (20) [sau (19)] în funcţie 
de z, și desvoltăm rezultatele după puterile lui z,. Substituim 
apoi aceste desvoltări în (24) şi identificăm coeficienţii pu- 
terilor lui z, în seriile obținute în cei doi membri. Vom 
obține astfel peniru curba (0%): | | 

1 
2 — aa zi + . .-) 

E = Tg 

vf pt...) | 
  

  1 TI 
(a pi + .. ) 

_ Î a B Î_s + ___Bp f 6 zi gg tag + PL 30p) it --: 

şi substituind apoi în (24) şi identificând vom determina 
succesiv coeficienţii m, (k < 6), ceea ce ne dă înlocuind în: 
(24) următoarea desvoltare: î . : | 

la 3 Ca 1. af 25 |. E =-ă —5y & tree — (7 1354 E 

Bou Bu, T0iwu + (pr 04 fat aa... 

Si
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' aTecuaţiei curbei (C”). Pentru curba IT” se vede că este destul 
să înlocuim pe. p' și p cu zero. Obţinem astfel desvoltarea 

ua a ad e 26 - Ea => E Sei tree UT 1 E 

_B_ i) su: 
+ (masa. | 

pentru ecuaţia curbei (IT). Dacă punctul considerat al curbei 
este un punct ordinar avem: p'=0, 75 curbele (C)' și 

(T”) de ecuaţii (25) şi (26) nu pot avea un contact de ordinul 
VI, cel puţin decât dacă 6 =0; locul punctelor P satisfă- 

„ Ao A4 Aa. Putem deci enunţa teorema: | 
Locul punctelor din spaţiu, din care, proiectând o curbă (C) 

şi cubica osculatoare (I) întrun punct ordinar pe planul oscu- 
lator comun, se: obțin două curbe având un contact de ordinul - 
şase cel puţin, este un plan II, care trece prin tangenta comună 
Şi este diferit de planul osculator.: El se numeşte planul prin- 
cipal al curbelor (C) şi (IT). 

„ Interpretarea geometrică a reperului de ordinul VI re- 
zultă numaidecât. Planul II care conține tangenta la (I) 
în punctul considerat mai taie odată cubica (IT) în vârtul 
Ag al reperului; celelalte vârfuri ale reperului se obțin prin 
construcția dela sfârșitul $ 45. Ia 3 

III 

„REPERUL MOBIL. FORMULELE LUI FRENET 

49. Formule preliminarii. Să considerăm o curbă (C), defi- 
nită parametric în funcţie de un parametru ?, ȘI în fiecare 

„punct al ci reperul față de care ecuaţia curbei se scrie sub 
forma (20), unde - 

p'=0, p = pentru curbele ordinare, 

când] această condiţie este deci planul £2 = 0, adică planul E
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, o = ;.0=0, k=0 pentru curbele singulare de prima speţă. 

p = p =0 pentru curbele singulare de speța 2-a. 
Vom presupune, aşa dar, că pe o porţiune studiată a curbei 
toate punctele curbei sunt ordinare sau au singularităţi de 
aceeași speţă. Da , 

Fie, în notație prescurtată, simbolică, Ao; As, Ap, Ag 
„coordonatele omogene față de un reper 'fix ale vârfurilor 
notate cu aceleași litere ale reperului, factorul de proporţio- 
nalitate ale coordonatelor fiecărui vârf, fiind determinat 
astfel încât la acele coordonate să corespundă, conform $ 38, - 
o singură omografie care să transforme reperul fix în reperul 
considerat. Coordonatele Ag, A, Ap, Aş ca și coeficienţii 
k, k; din ecuaţiile (20) sunt evident funcțiuni de £. Cu această 

- . si dA dA, dA, dA | notație simbolică expresiile A: Tal 2 7 vor de- 

semna punctele care au drept coordonate, față de reperu[ 
Îix, derivatele în raport cu î, ale coordonatelor Av A, 
Az, As. Fie po; Pas Pa; Pia (i =0, 1, 2, 3) coordonatele 
omogene faţă de reperul Ag A, Ap As. Vom avea 

dA: A 
| E = Poo A9 + Pon Aa + Po2 A2 + Pos A3 

dA, 
Ti =— Po Ap + Pau A+ Pra A2 + Pra A3 
dA Ş | 

i = P2o Ao + Pa As + Pa Aa + Pa3 As: 

(27) 

dA , . , 

7 = Po Ay + Pa A+ Pa A2 + Pa3 A3   
Problema revine a determina valorile coeficienţilor p;. 

Pentru aceasta să -considerăm „un punct M în spaţiu ale 
cărui coordonate faţă de un reper fix sunt funcțiuni de £. 

o. , , ăĂ Fie Ap, X., X2, X3 coordonatele relative omogene și 2, == Xe 
, .
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Ta 37 das. coordonatele relative neomogene ale punc- . , o o E „tului M faţă de reperul Ao As Aa As. Vom nota simbolice dM | cu M şi Te coordonatele punctului  M şi ale punctului | 
ale cărui coordonate față de reperul fix sunt derivatele în raport. cu t ale coordonatelor JM față de reperul fix. Vom avea atunci relaţiile scrise sub formă prescurtată 

M = o Ao + Xa A + Xa 43 + XA, 
şi Da - 

dM : pu 
di E Ao + E A+ Ea A+ Ea Aa 

| -unde z, E, Ea, Es, coordonatele față de reperul AA, Asa Ag a dM - - ale punctului —j au expresiile următoare „care se „deduc | 
din derivarea relaţiei precedente și din relaţiile (27): 

dă - , Z -F Poo Xo + Pro Xa + Po Xa + Pso X3 
E = 

dX Da 
& = + Por Ăo + Pu X, + Pa Xa + Pa Aa 

dă „, al E = +, Poa Xe + Pa2 Xa + Pa Xa + Po2:Ăs 
i 

dX, 5 E 2 d “. Pos Xo + Pas Aa + Pas Xa + bas o. 

| Să presupunem acum că punctul M este fix în spaţiu. Rezultă că punctele M și M + dM coincid, deci coincid ap dM . .. | şi M şi i 3 Vom avea atunci relaţiile 

Boo e AX, aa a, 
__ Inlocuind în aceste relaţii, £; (i =0, 1,2, 3) cu valorile lor precedente obţinem niște relaţii din care deducem numai-
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decât valorile dai; =1, 2, 3) ale coordonatelor | neomogene 
relative ale punctului M, cu ajutorul relaţiilor 

da 4 XX dă 
di Xe dt  X2 di (042,5 

Căpătăm astfel | 

Sai = — Po + (Poo — Pau) 2, — Pa 22 — Pa 23 

+ Po zi + Po Ta Ta + Pso Zi 23 

(28) Sta = —— Poa — Pa Ta + (Poo — P2) Za — Paa ta 

“F Pro Zi Za + Pao 23 -F Poo Za 23 ă 

Sag == — Pos a Pa3 îi — P23 zi + (Poo — Ps5) 2 

L . a "+ Po z Za —- Pao ta 23 4 pao 2. o 
  

Formulele (28) exprimă condiţiile ca un punct de coordonate 
relative neomogene z,, 22, zp să fie fix în spaţiu. 

50. Determinarea coeficienţilor p,,. Să presupunem punctul 
M fi pe curba (C). Coordonatele 21 Za; 23 vor satisface în 
același timp la relaţiile (20) și (28). Să derivăm relaţiile (20) 

| a DR -. .- Zi: în raport cu t ȘI să înlocuim în relaţiile obţinute pe : 

dz da. SE pi SA a Î > d prin valorile lor (28) în care am înlocuit în 
prealabil pe Tas 23 cu valorile lor (20). Obţinem două identități 
în 2, care prin identificarea coeficienţilor puterilor lui 2, 
ne vor da coeficienţii p,. Pentru ca determinarea acestora 
să fie însă completă va trebui să făcem și o alegere a para- 
metrului £ precum şi a factorului de proporționalitate comun 
cu care putem înmulţi toate coordonatele A; fără ca ecuațiile 
(20) să se schimbe. Vom alege ca parametru arcul proiectiv 

6, definit la $ 46, atunci când acest lucru e posibil. In ceea ce
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priveşte factorul de proporţionalitate, pe acesta îl vom pre- supune ales astfel încât determinanitul 

a=| Ap A, 43 As|, 

scris în notație simbolică, să aibă mereu valoarea unu. Con- diţia aceasta se traduce prin relaţia: 

da dA dA 

        

0 == “e 4 4 4aj-+ Ao Aa As : 

| dA dA: + 40 4 “2 Aa] + | ao a a, 24] 

| = (Pook Pak Po pas) a 
deci DI a . 

(29). i | „Poo F Pra -F Pot Pas =0 
Ca să găsim condiţia legată de alegerea: parametrului vom observa că punctul de: pe curbă care corespunde valorii t-+ di a parametrului este punctul - 

dA, | - Aotrg dite S(1++ paadt-t..-) 40 (par dt-k..-) 4, 

Da „AF (Pod...) As + (poadt +...) Aş 
a 'cărui. abscisă 2. este Ea 

Pa Pudi+.... 
1 44 Popdt-ț... 

partea principală a. acestei abscise, care se demonstrează astfel că este un infinit mic de primul ordin, este deci Pou di, care prin definiţie este elementul de are proiectiv do. În caz când t =, vom avea 

(30). - . Po = Î, 

= pad... 

și aceasta este condiţia căutată,
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„Să procedăm : acum așa cum s'a indicat în cele ce preced. 
Prin derivarea relaţiilor (20) obţinem relaţiile 

dz, 
a 

dala tera TR Sad al 

dk dk. . 

t î AR i 

(31) i - = ja 

Da Za 

= Zi Rai   
Inlocuirea în (28) a lui 22 Za cu valorile (20), ne dă, 

ţinând -seamă de (30): 

dz . 4 
= —1+ (Poo — Pu) 2 + (pm- 3 3) zi 

a 
+ (GP — 6 psi zi + 3 Poo: zi — (e Pa + P Pau) 4 a... 

da | poa. 
Za > —Po2— Pa tg (Poo— marti P10 — 6 2 poz) zi 

1. | E 
+ “4 P20 zi +a Pao a + te (pe — Paz) — e Pasa] zi 

+ [h (Poo — - Pa2) — ku Paa + P' Pro] za + 

dz d | 
Te =— — Po3— P13 ti — 3 3 Pa3 +a (Poe — Pa3) al “G P1o zi 

4 , 1 . 
+ 15 P20 zi + E (Poo — Po) — P Pa3 tru] a 

+ [e (Poo — Pa) — k Po3 + P Pro] d + 
| | -
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Inlocuind aceste valori în (31) şi făcând apoi. identificarea coeficienţilor puterilor lui z, până la gradul șapte inclusiv, obținem succesiv relaţiile: 

— poa = 05 — pag 24 3 3 (Poo — Pe) = (Pos — Pra): 

AA Aa 3 Pg Paa = P1w 3 Pa 3 4 P2o = 3  Pao — G 6 Pa 
1 1 | | | | | . 

Si 12 P30 = g Pao—6p! : e (Pon-—prs) —epae=6e rm pa 

k (Poe — Paz) — hu Psa + p' Pw = — Sha + 7k (Po — — Pu) 

4 dk 
+ 6elpa— 3 par o — PPa — PPaz' 

şi 

1 Ad, — pa =0; — pa =0;— > Pa = — gi “G (Po — Pas) 

Loop 21 E = 9 (Poo — Pu); 6 Po = Pw Pa]; 

d I(4 1 
122 = 3 (2 P20 — Pa —6p.: 

. 
1 | P (Poo — P53) — 0" Pa + A Pao 19 Psot 6p (Poo — Pr) —7k, 

ka (Poo — Ps) — Kpoa + PP1o = — Sha + 7k, (Poo — Pu) 

. 4 dk 
+ Se(pra EI Pa)-+ Z 

„de „unde scoatem mai: întâi 

Po =0 > Pos =0 | » Ps=0,, Pe=l, Pa = 
(32) 6 (pua—Po0)= 3 (Pa2—Poo)=2 (Pss— —Poo) ; îP10==9par=4 poe 

Po = 144p , Pa = 216p ; Paso =.72g'
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ȘI apoi, punând Pu = P; Po = 34 şi ţinând seamă de (29). 

[Po =3p ; Pun SP; Po S—pi'pa=—3p | 
| Po = 39; Pai = 449 ; Pa = 99 ” 

5p + 6ep =7k, ; 8p'p + 3pq =7k. (33) dk | Szr> 10p.+ Bah, — pg — org dh 
: pi dh Sha = k + Sp, + 3eq +: 

Relaţiile (32) şi (33), afară de ultimele două; ne vor da, în cazul general, valorile coeficienţilor p,. Ultimele două rela- țiuni au fost stabilite pentru a arăta, ca și relaţiile ce sar mai putea deduce prin continuarea procedeului de iden- iificare, că invarianţii Fa, ka, ka... se exprimă cu ajutorul invarianţilor k, k, şi a derivatelor de diferite ordine ale acestora în raport cu arcul proiectiv 6; sunt cu alte cuvinte | invarianţi derivați. 

51. Formulele lui Frenet. In cazul curbelor ordinare avem 
?= 7 p' = 0. Formulele (33) ne dau în acest caz, 

P=84hk, , 9 =—168k; 
ţinând atunci seamă de valorile coeficienţilor p;;, trase din relaţiile (32) şi (33) şi punând - 

K Ki RSR i gg 
formulele (27) ne vor da făcând t=c: 

dA i 3 3Ki40't Au; SE =3K 49 RA A+ Aa. do 

aa dA Da (34) 2 = 240 + 4K 4, — Ki Ap + 4, 

Tila TA Sad 3Ra4a
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și vom căpăta astfel formulele lui Frenet corespunzătoare 
curbelor ordinare. Se vede din aceste formule. că curbele 
ordinare au două curburi proiective K şi K,, şi acestea sunt 
de ordinul șapte, fiindcă intervin, prin k și ke. în coeficienţii 
lui ai din desvoltările în serie a ecuaţiilor curbei (conform 
$ 9, observaţia finală). | 

In cazul curbelor singulare, de prima speţă avem: g=0, 
p' 75 k = 0. Formulele (33) ne dau: 

j 5 | Rr BOA „ pP=0 1 > 63he > ha =0 . 

1 

şi punând ha =£, formulele (28) ne dau, cu ajutorul lui 
(32) şi (83), relaţiile | : 

do — 44; Mi 3KAt dp 
05) 1 e “ dA ai o ÎN aa 5 A app ag 

care sunt formulele lui Frenet pentru curbele' singulare 
de prima speţă. Se observă că curbele aparținând acestei 

„categorii au o singură curbură fundamentală K de ordinul 
opt, restul curburiior fiind invarianţi derivaţi.. -.. i, 

In sfârșit pentru curbele: singulare de speța. 2-a:-avem 
p=p =0; relaţiile (33) ne dau k = hi = ka = ha = 0. Prin 
continuarea procedeului de. identificare. se recunoaște, din 
aproape în aproape că toţi coeficienţii k; sunt nuli. Ecuațiile 
(20) se reduc atunci la .. i i 

Li 

60) mii mad 
curba (C) se confundă: cu cubica osculatoare (IT). Obţinem 
astfel teorema: Da a 

Curbele singulare de speţa 2-a sunt cubice raționale. 
Se pot stabili și pentru curbele singulare de speța 2-a 

niște formule Frenet. In adevăr ecuaţiile unei astfel de
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„curbe față de un reper oârecare de ordinul cinci, întrun punct determinat, de altfel oarecare se scriu sub forma (36) de unde putem deduce. următoarea reprezentare a curbei în coordonate omogene | Sa 
4 X=1, Ă, =s, Xe , Xa = ot n 

pe care le luăm drept, coordonate omogene ale punctului Ag. Vom pune: - 

  

| | - d4a | dn = 3 o AT o A Sa. 
Cum avem: 

o 
di 49 __ 7 ii dA , Pi st SĂ —0 Vom avea da =0 | 

deci în definitiv: 

dA pe dA dă: dA OD a ai asi D=; eo — 
care sunt formulele: Frenet: ale curbelor singulare de “speța 2-a. . ...: Mi SN rana 

52. Coordonate pliicleriene.: Pentru a-defini alte elemente geometrice interesânte în legătură cu studiul proiectiv al curbelor strâmbe şi al suprafeţelor 6ste nevoie să reaminiiiie - aci câteva noțiuni și proprietăţi de geometrie proiectivă ana- „litică elementară, printre care pe acelea de coordonate pliicke: riene, complexe. și congruențe lincare. .. AR Să considerăm o dreaptă A în spaţiu definită prin două . puncte. distincte X, Y, ale căror coordonate omogene faţă de un reper bine determinat le vom nota cu (Ă,, X,, X,, Xa) Şi (Yo, Ya Ya, Ya). Să considerăm apoi matricea 

XXX Xa 

| PY | | 
formată cu aceste coordonate. Minori n 

Ti = AY XV — i (ij =0, 1,23): 
4 m 
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dintre, care, cu excepţia semnului nu sunt distincţi decât 
Ci =6, unul cel puţin fiind diferit de zero, se numesc 
coordonatele pliickeriene ale dreptei A, după numele geome- 
trului german Plicker care le-a introdus în geometrie. 

Dacă definim dreapta A prin alte două puncte U, V, de 
coordonate (U,, U,, U,, U-) și (Vo, Va, Va; Vs) coordonatele 
pliickeriene ale dreptei A- vor fi definite și prin minorii | 

pi = UV; — UV: = — pa (iti =0,1,3, 3) 

DU WU, | 
ai matricei 

| | Vo Vu Va Va 
Dar avem, după cum se ştie:. . | | 
Di=hăitul:, Vi=văroY, (i=0,1,2,3) 

prin urmare: | - | 

UV; — UV; = (do — py) (X.Y, — XV) 

  

” „Sau | 

pi; = (do — uv) mi. 
Oricare ar fi deci punctele prin care definim dreapta A coor- 
«donatele pliickeriene se deduc unele dir altele prin înmul- 
ţirea cu un același factor de proporţionalitate; ele sunt deci 
„coordonate omogene. 

Intre coordonatele pliickeriene ale unei drepte avem tot- 
.deauna relaţia identică 

498) Toi Teza + To Ta -k To 72 3 0 
„care rezultă din desvoltarea determinantului identic nul 

XXX X 

Yo Yi Ya Ya 

„prin regula lui Laplace, după minorii inatricei formâte 
din - primele :două rânduri. . 

“,
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Reciproc “fiind date şase numere nu toate nule, care satisfac relaţiei (38) există o dreaptă și numai una, în spaţiu,. care să le admită drept coordonate pliickeriene. Să presu- punem în adevăr că există o asemenea dreaptă; şi fie de ex. 723740. Fie apoi (Ă, X,, Xa 0) coordonatele punctului A unde dreapta întâlneşte planul X3 =0 și (Yo, Y, 0, Y.) coordonatele punctului Y unde întâlnește planul X, =0. Va trebui să avem. | 

XoYi— Xa Yo i Xa XV Xe 

    

(3 9) Tor | Troa ro „Ta. 

_ A Ya __ Aa Ya 

713 To 

și ultimele patru relaţii ne dau: - 

Ăo __ Ă, __ A Yo Y, Ya 
Toa O 713 Tag To2 OTtaa. Tao bi 

punctele X și Y sunt perfect determinate Și distincte deoarece, 723 5%0, deci dacă există o dreaptă aceasta este unic deter- minată. Pe de altă parte punctele distincte, X de coordo- nate (703, 713 Tea; 0) şi Y de coordonate (702 7ez2, 0 7tao) satisfac în virtutea relaţiei (38) la relaţiile (39), deci dreapta XY are coordonate pliickeriene proporţionale cu numerele date Tij, Ceea ce demonstrează teorema, 
Fie acum 7, mi; coordonatele pliickeriene a două drepte „A, A' care se întâlnesc în spaţiu. Se vede ușor că avem re- laţia identică | 

(40) To 7023 + To Tea + Troa Tila + T'o3 Tro + Tal 7to2 + Ta Tro3 = 0. 

In adevăr, fie (X,, X,, Xa, X3) coordonatele punctului comun, (Yo, Y,, Y2, Ya) coordonatele unui alt punct pe A şi (Yo, Yi, Y>, Y;) coordonatele unui alt punct pe A. Vom avea 
ă 

Ti = AY XV 5 XP 
|
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„Dar desvoltarea | prin . regula lui: Laplace:a deter- minaptului identic nul a 

x, X Xa X3 

Yo Yi Ye Ys 

Xa: Xa Xa Xe 
BY vw, 

după minorii matricei formată de primele două linii ne dau tocmai. relaţia (40), .ceca ce trebuia demonstrat. 
" Reciproc, dacă între coordonatele pliickeriene z;;, Ti, .a două drepte A și A' avem relaţia. (40), atunci dreptele sunt concurente. În adevăr punctele Ăă (7703 Ta3 723 0) şi Y (7702 » Ta, 0, TC32) sunt, cum s'a arătat mai sus, pe dreapta A, iar punctele X' (o, Ti3> 7tz3.0) şi. Y': (702, Tia, 0, Ta) sunt pe dreapta A'. Să considerăm aunci punctul Z(Ze Zi Za,:Z3) de coordonate : 
Zo = Tcoa 73 — 7ro3 Teba | 
= „To2 Ta Tr(2-F Tag To = — (702 Tau 7toa Teza Teza 701): 

- -Za 2 ST To — n no | | e 
Za = 750 Tea — — Tea 7E30. Ai 

Se deduc numaidecât: din aceste relaţii: 
Ta Z; = Crin ni Tt0a— 7tpa 2) x, + (703 7023— Trag Ta) î 

dă iai ne arată că punctul Z este « comun dreptelor A și A, 
„53. Complex linear, Congruență lineară. Se numește” complez linear configurația formată de toate dreptele spa- țiului care se bucură de proprietatea că între coordonatele lor pliickeriene 7tij există o relaţie lineară cu „coeficienţi con-. stanţi de forma - 

(41) 4 23 7to1t Azi Tozt- Asa mode 01 Z0-k Aoa at: Aoo TE12=0, 
relaţie care poartă numele de ecuația comp'ezului.
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In general coeficienţii A; sunt nişte constante arbitrare, 
în care caz complexul .este ordinar. Dacă însă între aceşti 
coeficienţi avem -relaţia e 

Ac A23 + Aca Azi + Ao Ap =0 E 
atunci ei pot fi priviţi drept coordonate pliickeriene ale unei 
drepte D şi ecuaţia (41) arată că dreptele complexului sunt 
acele și numai acele drepte din spaţiu care întâlnesc dreapta 
D. In acest caz complexul se zice că este special, iar dreapta - 
D:se numește aza complezului special. ; 

Să presupunem dat un complex linear şi un punct oare- 
care -Y" în spaţiu. Dreptele complexului care: trec prin Yo - 
sunt situate întrun plan trecând prin YO, In adevăr să de- 
finim o :dreaptă din această categorie. prin punctul YO şi 
prin -un “alt punct X.. Coordonatele. pliickeriene. ale dreptei 
vor Îi... ” . a e ge 

= ă; V—X, Y;; 
scriind că dreapta aparţine complexului de ecuaţie ;41) 
obţinem prin înlocuire şi ordonare după X,, X, a. Xa, 
relaţia . 

(42 YitAsa YA Y3) Xo+ (Aos Ya—Aza Yo—Aoe Y3) X, 

+ (Aa Y3 — Asa Yo — Aoa YI) Xa - | | 

+ (Aaa Yi — Aa Yo — Aa Y3) 4 =0, 
relaţie lincară și omogenă în X,, X,, Xp, X, care se anulează 
când înlocuim aceste coordonate respectiv cu Y9, Yi; 
Y2, Y3. Rezultă că punctul X se află întrun plan bine 
determinat trecând prin punctul YO şi același lucru rezultă 
și pentru o dreaptă oarecare Y0X a complexului trecând | 
prin 'Y0. Proprietatea este astfel demonstrată. Planul care 

„conţine toate dreptele complexului ce: trec prin YO se nu- 
mește planul polar al punctului YO faţă de complezul con- 
siderat. . 

Să considerăm acum două. complexe lineare, primul de- 
finit de ecuaţia (41) și al 2-lca de ecuația analoagă 

(42) Baa Tot Baa Troa-t Bo Toa-F Boa Toast Boa Teat Bas Te12=—0. 

; 
.
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„Dreptele din spaţiu care aparţin la două complexe lineare se zic că formează o congruenţă lineară. Este evident că drep- tele care aparţin 'unei congruenţe lineare aparţin la o infini- tate de complexe lineare. In adevăr dacă congruenţa este definită de complezele de bază de ecuaţii (41) și (42), com- plexul definit de' ecuaţia a a 
E (A23 + A Br) To + (Aa +. A Baa) Tro2 - i 

(43) cc + (A+ A Ba) Tros rk (Aoi + A Ba) Tag 
| F (Ac A Boz) Teaa + (Aos + A Boz) Ta=0, 

"unde: A este un parametru, conţine evident orice dreaptă a congruenţei. Complexele (43) se zic că formează, când: A variază un fascicol linear de complexe lineare. Reciproc toate dreptele comune complexelor unui fascicol linear formează o congruenţă și anume congruența definită de două com- plexe oarecare ale fascicolului. - | 
Printre complexele lineare ale unui fascicol există în ge- neral două și numai două complexe lineare speciale. Fac: excepţie congruenţele care au drept complexe de bază două complexe speciale cu axele concurente, caz care nu este interesant în studiul nostru. - In adevăr pentru ca ecuaţia . (42) să definească un complex special, va trebui să avem: 
(420 + A Ba) (Ac + A Ba) + (Aa 3 Bas (Ao2 + A Boz) 

+ (Aso + A B.2) (Aoa +A Bo3) =0, 
Obţinem astfel o ecuaţie de gradul al 2-lea în A care admite în general două rădăcini A» A şi numai două, afară de cazul când se anulează identic în care caz avem o infinitate. Lăsând la o parte acest caz, fie D,, D, axele complexelor: speciale care corespund valorilor A» da. Cum putem lua | aceste complexe drept complexe de bază, rezultă că o con- gruență lineară este formată în general de totalitatea dreptelor. - care se sprijină pe două drepte Jize D, şi Da numite direc- toarele congruenţei. | 

Fiind date cinci drepte oarecare în spaţiu D,, Da, D, Da şi Dg există în general un complex linear şi numai unul singur. care să conţină aceste cinci drepte. Fie, în adevăr,
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k h 3 i : ” a 709, 769, 0, 9, m$0 709 (k = 1,2, 3,4, 5) coordonatele pliickeriene ale dreptei D,. Pentru ca complexul: linear de: “finit de ecuaţia (41) să conţină dreptele D,, va trebui să avem 
a L; K E BD k Aaa 700 + Asi Teţa + Aaa nt + Aoi. + Aoca 2$p + Aos 74 = 0 

şi obținem cinci relaţii omogene în raport cu coeficienţii A;; care-i determină pe aceștia în mod unic cu excepţia unui 
factor comun care se elimină dela sine. Rezolvând aceste ecuaţii în raport cu A;; și înlocuind în (41), obţinem ecuaţia complexului căutat, rezultat care se poate scrie direct sub. 
formă de determinant 

To oz To Ta Tai > O 7ta2 ă 
1 1 1 1 1 1 r$D 76) | n$) n 74 Ti : 
2 2 (2 2 2) 2 ra za 4 73 z$ 7e(3 
3 3 9 3 3 70 Tm 09) „TD 
4 4 â 4 4 ” 4 Tm 
5 5 5 5 5 5 Ti Tr nm n) 

54. Complex linear osculator. Să considerăm un punct M'al unei curbe strâmbe (C) şi patru puncte vecine M,, Ma, Ms, Ma. Tangentele MT, M, Ti Me Ta; Ms Ta, M4 Ta în aceste puncte definesc un complex lincar (4). Dacă facem punctele M,, M,, M, M, să tindă, independent unul de altul, către punctul M, complexul (%,) tinde către un com- plex limită (4), care se numeşte complexul linear osculator. : la curba (C) în punctul M. Pentru a arăta acest lucru, să considerăm reperul de ordinul șase corespunzător punctului. M. Ecuațiile curbei (C) față de acest reper vor avea atunci forma (20). Rezultă atunci că un punct M' al curbei va avea. faţă de acest reper coordonatele omogene 
7 7 A 2 j Ă=l, 4 =a, Xa= gat p za, 

| Lo 
Xs = + Pak ee.
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exprimate parametrice în funcţie de abscisa z, neomogenă - a acestui. punct, iar tangenta M'T' va fi definită: de acest SRI IM! | punct și de punctul Ta de coordonate:. | 1 | 
Ya=0, Y,=4, YV=a+6pad+..,, 

A =2+ pu +... | 

Coordonatele pliickerierie ale dreptei M'T' vor fi deci: 
| | 4 , To =, Troa = ta + 6p zi he To = a + Get... 

. Pa IN Sa 4 , E 

Tag zi 4+-5p ar. o eg = 3 zi + Spa +, - 

Fie atunci i | | 

(46) aa TTo1t- a1 Troat- Ga Too Coa Task do2 Tea -k dog Ta =0 
ecuaţia unui complex linear, Dacă acest complex conţine dreapta M'T' vom avea ae 
PI | Mi | î | | 4 - . 

0=—a23+ ax, (z44+6p'a-k...)-asz [2 2P-+-6pz+ - .) 

, a 1 ERE (45) + col ppt. | ao (at 54...) | 

| | 1 su | + aaa fa 5 ZF... ). 

Pentru ca ecuația (44) să fie aceca a complexului (:7,) va trebui ca ecuaţia (45) să fie satisfăcută când facem 2=0 şi 2, = ai (k=—1,2, 3, 4), a* fiind absceisa punctului M,. 
Dacă punctele M, tind către M, af tind către zero şi atunci ecuaţia (45) tinde către o ecuaţie care va avea cinci rădăcini
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egale cu zero. Fie A,;limitele coeficienţilor a,. Ecuația care se obţine înlocuind în (45) pe a; cu A, va avea deci pe Zero ca rădăcină multiplă de ordinul cinci, cu alte cuvinte coeficienţii puterilor lui z, până la zi inclusiv vor trebui să fie nuli. Am ilustrat astfel pe un nou caz particular metoda generală expusă în $ 14. Aplicată aci obţinem succesiv: 

(46) Aza=0, Azi = 0, A+ An =0, Aoa = 0, Au =0 
care determină coeficienţii A; cu excepţia unui factor comun 
ceea ce demonstrează proprietatea. Dacă în loc de cinci 
tangente vecine am fi considerat şase tangente, condiţia să existe un complex care să conţină la limită aceste” şase tangente s'ar obţine adăugând la relaţiile (46), pe aceea care se obţine anulând și coeficientul. lui zi, ceca ce ne dă. : 
(47) PA =0. 

„. Relaţiile (46) ne arată că complexul (+) are ecuaţia - 
(48) | Tos — Tera = 0 
și deci este bine definit, până când relația (17) ne arată că trebue să avem p=0 altfel toți A; se anulează și. com- plexul devine iluzoriu. Dar relaţia p = 0, caracterizează 
punctele singulare. Putem deci spune că punctele singulare 
sunt caracterizate geometric prin proprietatea că complezul 
osculator este supraosculator. 

Dacă o curbă este singulară, proprietatea are loc în fie- 
care punct al curbei. Am putea deduce intuitiv, din aproape 
în aproape că complexul linear osculator întrun punct oare- „ care, conţine toate tangentele curbei, cu alte cuvinte toate 
aceste tangente aparţin la un același complex linear. Yom da însă acestei teoreme o demonstraţie riguroasă. | 

Fie (C) o curbă singulară de prima speţă spre exemplu. Reperul mobil satisface formulelor (35) ale lui Frenet. 
Ecuația complexului linear osculator în punctul Ag al curbei 
are faţă de reperul corespunzător acestui punct ecuația (48). 
Fie atunci M şi N două puncte fize în spaţiu de coordonate 
relative omogene, faţă de acelaşi reper (Ăp, Xa, X2, X3) şi
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(Yo, Ya Ya, Ya). Aceste coordonate vor satisface relaţiilor dela . $ 49, care “în cazul nostru devin | 
IX j ay Ia | de tSKĂ Xa Xa, SKY, + Yu, 

dă „dY + Xa + 4KX, = AX, at Yo 4KYa=uY, 
dă, dY ov _ da PĂI 3KX3 = 1%, 3 et Y, + 3KY =uY, 

dX Yi de pt aa 
"de unde deducem, însemnând cu Ti; coordonatele pliickeriene ale dreptei MN | 

dr d | — — 

dia 
” TE = 04 p) ma Ka — ai 

prin urmare 

d (703 — 712) 
- do = A+ n) (70 — 7c12) 

sau 

d Tios — Tia == Cele) * 
Dacă dreapta fiză în spațiu MN aparţine complexului - linear osculator întrun punct al curbei corespunzător unei valori oarecare co = 69 avem pentru acea .valoare 

T'93 —— TUla — 0 deci C — 0 

şi vom “avea 'atunci 

Tr03 — Tep =0. 

pentru orice valoare a lui o. Dreapta fixă MN aparţine tuturor complexelor osculatoare, cu alte cuvinte complexul
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osculator este fix și cum fiecare complex osculator conţine tangente la curbă, putem enunţa următoarea proprietate care este de fapt o caracterizare geometrică a curbelor de prima speţă: 
Tangentele la'o curbă singulară de prima speţă aparțin unui complex linear bine determinat. 

IV. 

METODA LUI WILCZINSKI 

55. Ecuația diferențială lineară a unei curbe strâmbe. Să considerăm o curbă strâmbă (C) şi formulele (34), (35) sau (37) ale lui Frenet referitoare la această curbă. Să eliminăm pe A,, A şi 43 din aceste formule. Astfel, de ex., în cazul formulelor (34), corespunzătoare curbelor ordinare, 
vom avea: ” . 

  

dA 
A = De —3 Ku 40 

dA d (da 
— 3 KA9o—K, 4, = d (ta 

sau 
| | 

__d? A9 | d A9 2 a) a A = aa oh Ka + 3 Ka Ag. 

La fel găsim 

a _BA4o ap dA PI Iad de A3= TB DS aaa K+ K+7- —— 
de 

a. N d2K dK.: 2) 3 7 9: 9 Il a | 
+ (3 KI+9K K, — 2, 3 TE +5 K, ds 7 3 Zi A9
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şi înlocuind aceste valori ale lui A1, As, Aa în ultima. formulă (34). obţinem o ecuaţie în A,, care, punând, i 

  

a 
MERE 

ce ocne ia cui 

da A9 a dm a 
di — ma — 1073 + 5) (49) 

i 2mo vi: + [9m— anca =0, 
. 

Aplicând un procedeu analog şi. plecând: dela formulele (35) al6 lu: Fren et corespunzătoare: curbelor singulare - de prima speţă, obținem succesiv :-. e a 

d2 49 

  

do da _ i da gg de ag —3K 40 = —3K 4 
da | pi = (24 - d 49 da ga AKA gaz DE d] 4 ka 
Po dA E 

- do do 0 

ȘI substituind în ultima ecuaţie (35); 

  

d(Î A : „dA dk ) (3 
_do 

obținem ecuaţia ' 

di A PA dKd4 a aa 0 (50) 
+ 
RR 23 = (9 a 1)4 0,
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__ “În ceea ce priveşte curba singulară: de Speţa 2-a, elimi- 
narea lui A,, 43, As dintre formulele lui Frenet (37) ne 
va conduce evident la ecuaţia ” 

a a i (51) | Ldo 0 
- | do 

  

dela care am plecat pentru a stabili formulele (27). 
Se vede așa dar că în toate cazurile coordonatele omogene 

Ag ale unui punct variabil al unei curbe strâmbe satisfac 
la o ecuaţie diferenţială de ordinul al IV-lea de forma (49), 
(50) sau (51). : 

56. Reducerea, unei ceuații diferenţiale lineare la forma 
canonică. Proprietatea precedentă se poate demonstra. de 
altfel imediat și direct, cum s'a făcut la $ 31. pentru curbele 
plane. Fie, în adevăr, X4, Ă, Aa, X3 coordonatele omogene 
ale unui punct variabil al unei curbe strâmbe, funcțiuni de un 
parametru î. Oricare ar fi aceste funcțiuni, există totdeauna 
o ecuaţie diferenţială lincară de ordinul: IV, de forma 
52 dă BX d2X dă (52) ETP TIE tr 

p, q,r, s fiind: funcțiuni de t, care să admită ca soluțiuni 
funcțiunile X; (i = 0, 1,2, 3). Această ecuaţie se:scri€ imediat 
sub formă de determinant, după cum urmează, derivatele 

+ sX =0, 

în raport cu ! fiind exprimate prin accente: 
XIV Dau Xr x X 

. Xa Xe” XX X 
(53): | PP xi XX: X, |=0, 

XX 2 Aa Xa 

XP Xe x a x, 
şi care se scrie sub forma (52) dacă desvoltăm după elementele 

. . je .. A N . ” “pe. «e | 1] ro FĂ primei linii ŞI impărțim cu coeficientul lui = a R care e 

neapărat diferit de zero, altfel curba ar fi plană. 
, 
.
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Reciproc fiind dată o ecuaţie diferenţială lineară de forma (52), la un sisteni (X,, Aa, X3) de soluţii fundamentale putem făce să corespundă o curbă și anume curba descrisă de punctul de coordonate omogene, faţă de un reper fix, Xo, AX Xa, Xa. Dacă (Yo, Ya Ya, Ys) este un alt sistem de soluţii fundamentale, avem, cum se știe din analiză 

Yo = 209 Ăo +- ax Ă + dzo X2 + 30 Xa 
Yi = au Ăo + au Ă + da X2+ dar Xa 
Ya = oa Ăot a + 29 Ă> + 32 Ă3 | 
Ya = dos X9 + Ca3 Xa -t aaa Xa + d33 Ă3, 

unde a;; sunt constante. Curba descrisă de punctul de coor- donate Y, Y,, Y,, Y+ este deci o transformată omografică a curbei precedente. |. | La o ecuaţie diferenţială lineară corespunde o singură curbă, cu excepția unei transformări omografice în spaţiu. Ai Ecuația (52) [sau (53)] nu este însă singura ecuaţie pe care o satisfac coordonatele omogene ale unui punct va- riabil pe o curbă strâmbă dată. Putem, în adevăr, înmulţi 
toate coordonatele cu un același factor [3 și alege un 
alt parâmetru o = o (î), cu alte cuvinte putem face transtfor- marea de funcţie și variabilă [(68) $ 32] 

si X=A(DA ; o=c(9 
în ecuaţia (52) sau (53), transformare care schimbă această ecuaţie în una de aceeași formă, fără a schimba curba. Desvoltările făcute în paragraful precedent, arată, fără a mai Ji nevoie de efectuat calcule, că se pot alege totdeauna func- țiunile A (4) și o (4), astfel încât ecuaţia transformată să aibă una din formele (49), (50) sau (51), ireductibile una la alta şi aceasta cel puţin în ceea ce priveşte formele (49) şi (50) numai întrun singur mod. Ecuațiile (49),.(50) şi (51) sunt deci forme canonice pentru. ecuaţiile diferenţiale lineare de ordinul. IV. Şi servesc şi pentru o clasificare a lor, foarte utilă cum se arată în teorii mai înalte, studiului integrabilităţii acestor ecuațiuni.



  GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ PROIECTIVĂ 113 

Rezultatele cu privire la reducerea unei ecuaţiuni la forma canonică se pot stabili şi prin un calcul elementar cum s'a făcut pentru curbele plane la $ 32. Sa Ca o aplicaţie a metodei lui Wilczin ski se poate arăta că curbele ordinare pentru care curburile K şi K, sunt constante sunt curbe W, adică există un tetraedru fundamental M, M, M> M, astfel încât tangenta într'un punct variabil al curbei taie fețele tetraedrului în patru puncte N, N, NA, Na, care împreună cu punctul de contact determină rapoarte anarmonice constante (dinire care două independente între ele) şi care se exprimă în funcţie de curburile constante ale curbei. Demonstrația se face la fel ca pentru curbele W plane,



PARTEA la 

SUPRAFEȚE: STRÂMBE 

STUDIUL SUPRAFEŢELOR IN. SPAȚIUL PROIECTIV - 
PRIN METODA ECUAȚIEI REDUSE | 

57. Reper de ordinul zero. Fie (S) o suprafaţă definită 
într'un sistem de coordonate proiective neomogene (z,, 2, 23) 

„printr'o ecuaţie | 

23 = (2 22) 
în care funcțiunea f, o vom presupune, pentru simplicitate, 
olomorfă în jurul punctului Zi =0, 2 =0, prin urmare 

" desfășurabilă în serie de forma 

- i 4 | 
(1) % = Bta... kit... 

“Pa fiind un polinom omogen şi de gradul n în 1, Za pe care-l . 
vom scrie sub forma: 

Pa = Ano 2 + Ci An, za! Za + ..F Aon Za. 

Vom avea aşa dar | 

Po == Aoo P1 Ap + Aoa Za Pa = Az2o 2-24 Za Za Aga ză, 

N Pa = Azp zi + 342 ză Za -F 3Aaa 2 23 + Ao3 zi, 
OA = Aa zi + 4Az zi To + Ag z z2 -- 4A3 IX z -+ Aa ză, 

eic.... etc.... ete....
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„Să facem o schimbare de reper şi fie y,, Ya, Ya; coordo- natele punctului faţă de noul reper. Între (2, 2, 2): şi 
(Y1 Ya Ya) vom avea relaţiile (3) $ 38, pe care le scriem din 
nou pentru claritate i a 

Qos “+ du Yi F Ca Va + (31. Ya. 
  

  

  

a = , 
| ! oo + do Yi + 20 Ya - Cao Ya 

9 | = oo E ao Vi “t Goa Va + asa Va. 
( ) To = a + a ) 

„oo 10 Ya f 20 Ya oo Y3 

z, — Ao3 t Qa3 Vi “+ Goa Ve -kF ss Va , 
dop + 19 Ya tr 20 Ya -F Cao Y3 

__ Ecuația suprafeţei (15) faţă de noul reper se va putea scrie 
în general sub forma analoagă lui (1): o â dei 

(3) mot tpar. 

unde V, are forma: . A e 

Va = Bop +! Baii Via e. + Bon Ya. 
Metoda ecuaţiei reduse constă în alegerea noului: reper 

așa fel încât coeficienţii B,; să aibă în primii termeni ai des- 
voltării (3), valorile cele mai simple. Procedând ca şi în 
cazul curbelor plane şi strâmbe va trebui să stabilim mai 
întâi relaţiile care ne dau coeficienţii B, în funcţie de 
coeficienţii Ay, ai desvoltării (1) și coeficienţii a,, ai transtor- 
mării (2) şi care se obţin ca și în cazurile precedente înlocuind 
în formulele (2) pe y, cu valoarea lui (3) și apoi desvoltând 
rezultatele în serii întregi după puterile lui Vi ȘI Ya. Substi- 
tuirea acestor serii în relaţia (1) şi identificarea în cei doi 
membri a coeficienţilor expresiunilor. Je 8, ne vor da rela- 
ţiile căutate. - 

Incepând cu termenii constanţi, identificarea lor ne arată 
imediat, ceea ce este evident şi. geometriceşte, că putem 
alege totdeauna coeficienţii. a, astfel încât să avem Ia 

  

  Vo = Boo =0 
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Geometriceşte aceasta! revine în a fixa vârful By al noului reper într'un punct oarecare al suprafeţei. Dacă ne fixăm acest punct în jurul căruia: studiem suprafața, reperul de- terminat prin condiţia precedentă este numit reper de ordinul: zero Corespunzător punctului. considerat. | Să presupunem că reperul iniţial. este de ordinul zero. 
Vom avea atunci „Po = Ao =0 |. Pentru a trece dela un   
reper de ordinul zero la un alt reper de același ordin, care să lase punctul suprafeţei neschimbat, trebue ca pentru 21 = Za =— 23 = 0, să avem y, 2 ya = ya, =0, deci după (2) 
  

    
201 = Qo2 = dog = 0 
  

Cum pe de altă parte avem determinantul a =£ 0, vom avea ȘI Q99 740 şi atunci putem înmuli, pentru simplificare toţi . 

  
coeficienţii a;, cu —=f£ 0, pentru a face ao = |. Condiţiile dp: A încadrate relative la coeficienţii a,, caracterizează astfel tre- cerea dela un reper de ordinul zero, la alt reper de ordinul zero. 
„58... Reper de primul ordin. Plan tangent. Continuând aplicarea metodei, vom. obţine oprindu-ne la primul ordin, desvoltările Ea | 
i | Ti = Gu Yi Fa Ya -F au Vi 

Za = Q12 Yi -F da Va + Aaa V 
pu 23 = 03 Yi t Q23 Ya Fa, 
pe care înlocuindu-le în (1), ne dă: | 
Na Pa (2, 22) = C13 Yi F da3 Ya -F aaa V, 
sau desvoltat E | | | 

Ax [au Yi F aaa Ya + 231 (Bio VF Bo 92)] 
t Aoilaz2 yi -F az2 ya + asa (Bo Yi + Boa y2)] 

Pi E Qa3 Vi F Caa Ya + aap (Bo Yi + Boa 2) deci prin identificare 
Au Aso + aşi A Bo OF Ga2 Aoa + asa Au Bio = 13 -F 233 B1o 221 Az0 + ai A Bo + 22 Aoa + asa Ao Bo = da3 + ass Bo; 

*
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de unde rezultă că oricare ar fi valorile lui A, Ac, se pot determina unii coeficienţi a, astfel. încât să avem .   
  

      
  

  

Bio = Bu =0| deci | y, =0 |. Condiţiile sunt: 
  

13 = Aaa Ap + Ga Aa > as = Co Aso aa Au, ? 
iar reperul de ordinul zero, determinat prin condiţiile pre- cedente este numit reper de primul ordin. 

Să presupunem acum că reperul iniţial este un reper de 
  

    
primul ordin, vom avea A0 Au = qi, =0 şi condiţiile 

  
  

  
“precedente devin (13 = Q23 = 0 |, acestea caracterizând, îrh:     

preună cu cele ce preced, trecerea dela un reper de primul ordin la un reper de același ordin. i 
Relaţiile precedente arată apoi că deoarece a 0,'avem - Cs 0 Şi das dz — 19 au FO; apoi dacă y3=0 avem și z,=0. Planul Ag A, A3 (de ecuaţie za = 0) rămâne astfel neschimbat. când trecem dela un reper de primul ordin la alt reper de primul ordin ; el are astfel un caracter invariant şi se constată imediat din forma pe care o ia ecuaţia (1) că este planul tangent la suprafaţă. Printr'o transformare proiectivă planul tangent se transformă astfel în planul tangent la suprafaţa transformată. 

59. Reper de ordinul al 2-lea. Direcţii asimptotice, Con- tinuăm aplicarea metodei. Relaţiile, (2) de transformare a coordonatelor devin, în virtutea relațiilor stabilite -* * 

z = 13 Ya E Goa a + dai We 

1+ 10 1 t 20 2 a30 3 

(4) a = 12 Va 2 A22 Va A Ooo Vs 
+ 210 Ya + d20 Ya + da0 3. 

433 Y/3 - e aa a 
3 1 aro if 20 af aso ya -.-.. ai



  

ceea. ce ne dă, limitând desvoltările la termenii utili: 

(5) | 2 = du Vi + ax Jo a = A3 Yi F oa Va... 

E d3 = da3 ta 

şi înlocuind 'în (1) 

=
 

?a “3: aa Va = 

sau - . . | o | i e . 

(6)... - „Aaa Lp 
identitatea având loc în virtutea relaţiilor (5). Această iden- 
titate remarcabilă ca formă are -o interpretare geometrică. 
„Ecuația q2 (2, 22) =0, omogenă și de gradul al 2-lea în 

„Za Ze reprezintă în planul tangent 23 = 0, două drepte tre- când prin punctul de contact care e originea reperului. Cum 
pe de altă parte prin transformarea (4) ecuaţiile dreptelor situate în planul tangent şi trecând prin origine se transformă 
după aceleași formule (4) în care facem Ya =.0; dacă su- 
primăm factorul de proporţionalitate 

  

, E iai N L A+ ao Va + a2o Ya "cădem peste formulele (5). Identitatea (6) ne arată atunci 
că dreptele definite de ecuaţia 

Po (2, 22) =0 

din planul tangent 'au un caracter invariant, fiindcă se con- 
fundă cu dreptele definite față de noul reper prin ecuația: 

Ve (710 Ya) =0. 

Se pot prezenta atunci trei cazuri: 
1. .Dreptele sunt reale şi distincte 
2. Dreptele sunt reale și confundate 
3. Dreptele sunt imaginar conjugate. 
Cazurile 1 și 3 nu se deosebesc unul de altul în domeniul 

complex. Ne vom. mărgini astfel la cazurile 1 ȘI 2, primul 
fiind cazul general și al doilea un caz singular.
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" Se demonstrează că suprafeţele care au. toate punctele: 
singulare sunt suprafeţe desfășurabile ; dacă admitem această 
proprietate: rezultă că printr'o transformare . omogratică o 
suprafață desfășurabilă se transformă tot într'o-suprafață 
desfășurabilă. Fiindcă aceste proprietăţi nu sunt nouă, nu ne 

„vom opri la „studiul suprafeţelor desfășurabile şi nu vom lua 
în considerare decât cazul general 1.. Si 

Metoda ecuaţiei reduse ne-a pus astfel în evidenţă  exi- 
stența în fiecare punct'al unei suprafeţe, a două drepte si- 

„ tuate în planul tangent și trecând prin acel punct de contact. 
Vom demonstra ulterior că sunt direcțiunile asimptotice (auto- 
conjugate) din acel punct; direcțiunile asimptotice se pă- 

„Strează deci prin o transformare omografică. Aceste direc- 
țiuni fiind presupuse distincte le putem lua în planul tan- 
gent drept muchiile B, B,, By B, ale reperului, astfel că 
ecuaţiile lor devin y, =0 şi y, =0. Forma V>- se reduce 

  
la 2Bu Yi a, deci avem| By = Bo = 0 |; putem atunci, 

după formulele (6), dispune totdeauna de az astfel încât 
  

  

să avem [Bu =1| deci | 4, = 2, |. Reperul - de 1-iul           

  

ordin care satisface la aceste condiţii este numit reper de 
ordinul doi. . | - | 

Presupunem acum că. reperul iniţial este 'de ordinul doi, - 
Avem - 
  

      

A20 = Ag =0 , Au , Pa = 224 te 

iar identitatea (6) devine 

Co3 Yi Ya = (au ji + Cai Y2) (d42 Yi F Ga Ya), 

ceea ce ne dă 

  

  
d2=0, da=0 , 11 Aaa =— da3 
  

sau 

au =0 022 =0 3. : Ciao = 33;
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ultima relaţie reducându-se:la prima dacă schimbăm. pentru 
variabilele y,, 2, rolul indicilor 1 şi 2. Relaţiile obţinute - 
vor exprima astfel trecerea dela.un 'reper de ordinul doi, la 
un alt reper de același ordin. Se | 
„60, Reper de. ordinul trei,  Suprateţe riglate. Formulele 

de transformare ale coordonatelor ne dau în ăceste condi- 
țiuni: | a i 3 - 

2 asa Yi + (ag —— Cai 020) Ya Ya — aus do Ye + .. 
(7) Î 22= Co2-Va kt (aa2 — 10 022) Yi Ya — aa 029 Va -k... 

Ta = Casa Ya+ 3 033 Va — aaaY1a (210 Ya 20 Ya). 

și înlocuind în (1) care devine 
” . i . 

„Za = at hr... 

Și identificând termenii de gradul 3 în Yv Ya căpătăm: 
4 | Si 1 Data -7G" da3 Va— asa ya Ya (210 Yi a20 92) 6 9 (aa Y1.» Aaa Y2) 

F Gaz (032 — ao aa0) şi Va — Gaz oa 020 Yi ya 

| AF a22 (aa du 029) VW ya —— Ga Ca 9 Jr Ya 
Sau simplificând 

4 | E i | a 

"G d33 Yo (771 > d) Pa (au Yi» 22 YJ2) | 

+ Ya Ya [au (asa — Co2 10) Yi + 22 (as — aa 020) Ya]. . 
Desvoltată această relație se scrie 

4 

|. . ) "G daa (Bao ji + 3Ba Ye Ya + 3B2 Yi Vă + Boa 92) 

= (dă. Aso gi + 3a2, az Aa Yi Ya + Sasa aa Azo ya YA 

-- az Ao3 13) Fr Va Laza (a32— a22a10) Vita (a31-—a11020) Y2]
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şi ne dă: | ti 
AR 2: „ _ 2: 

“d2a Bao = aăi Ax ; da Boz = aâa Aoa 

(8) 4 oa Ba = ai An +2 (aaa — a2a 10) * Iată 

du Bra = 23 Ar + 2 (a31 — 31 29) 
Şi fiindcă din a 0, rezultă au 0, a22%F 0, se vede că 

  

putem face totdeauna Ba = Bo=0|. 
      

Primele relaţii (8) ne arată însă că dacă avem As =0 
avem și Bay = 0 iar dacă Aqg =0 avem ŞI Bo = 0; fiecare 
din relaţiile As9 = 0, Aop = 0 are deci un caracter invariant 
și punctele în care are loc una sau ambele relaţii sunt puncte 
singulare; ele se numesc: puncte flecnodale. Se demonstrează 
că dacă toate punctele unei suprafeţe sunt flecnodale atunci 
suprafața este după căz simplu riglată sau: dublu riglată 
(cuadrică). Vom exclude aceste. cazuri din studiul. nostru 
limitându-ne numai la puncte ordinare pentru care avem 
Az0 40 şi Aof0 şi la suprafeţe conţinând numai puncte 
ordinare care se numesc suprafețe strâmbe. Pentru astfel de 
puncte putem alege pe axa și app astfel că Bay şi Bag să aibă 
valori numerice simple diferite. de zero; pentru simplicitatea 
“formulelor finale vom face 
  

  

Bo = Bo =—2 |. deci | W4=—2 (324 f) 
          

  

Reperul de ordinul doi determinat prin condiţiile ce preced 
este numit reper de ordinul trei. Ecuația (3) a suprafeţei 
faţă de un astfel de reper se scrie: 

E 1 | 
(9) a > Ya Va (it)... 

„Să presupunem că, reperul inițial este un reper de ordinul 
trei; vom avea : 
  

    

[ Aso = Ap = —2 , Asa = Ag =0 3 pa = —2 (ai 4+- 23)
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şi relaţiile (8) ne dau: - 

Aa2 = ai, du = = a22 > 033 = 02200» du = Gu 20 

de unde s scoatem în particular di = aa = = Î, In. domeniul 
real. putem lua deci numai, 

  

    
du Sao = 
  

de unde scoatem 
  

' 

  
aa = 09.» da 0 |;   
  

aceste relaţii adăugate la cele ce preced cu privire la coe- 
ficienţii a, traduc condiţiile de trecere dela un: reper. de 
ordinul trei la un alt reper de acelaşi ordin. 

- 61. Elementul linear proiectiv al unei suprateţe. Direcţiile 
lui Darboux şi Segre. - 

Ținând seamă “de aceste condiţii nouă, relaţiile (7) devin. 

zi = ao + e Ta Sa — do fi ee. 

Să presupunem. atunci suprafaţa definită parametric în 
funcţie de doi parametri u șiv şi fie u + du, 9 + dv valorile 
acestor parametri înir'un punct M' vecin punctului M co- 
respunzător valorilor u, p. Vom demonstra ulterior că coor- 
donatele z,, za ale punctului M' faţă de un reper de ordinul * 
trei corespunzător punctului M sunt infiniţi mici de ordinul 
lui du şi dp,.cu alte cuvinte părţile lor principale sunt două 
forme: Pfaff co, w2,:adică două forme lineare în- du, do. 
Relaţiile precedente ne arată atunci că dacă. ne limităm numai 
la părţile principale avem 

PY 5 Ta Va 

cu alte « cuvinte formele 6, wp.au un caracter proiectiv in-- 
variant față de orice transformare proiectivă; sunt forme 
diferenţiale invariante. Acelaşi lucru se poate spune evident 
și despre formele: 

ci + 03 a 3 wc; wi + a: 
122 1 202
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dintre care ultima joacă un rol important întrun anumit 
capitol al geometriei diferenţiale. proiective şi a fost numit 
de Fubini: invariantul linear proiectiv al suprafeţei. 

Se observă. apoi, în aceeaşi ordine de idei, că dacă consi- 
derăm o transformare proiectivă prin care se trece dela un 

reper de ordinul trei, la un altul de ordinul trei, aceasta 
transformă punctele din planul tangent (2 = 0 sau ys = = 0) 
după formulele | 

Da STR pa = 
1 AF 010 Yi. Cao Ya d + a19 Ya. doo Ta 

prin urmare dreptele trecând prin origine de: ecuaţie 

zi + a = 0. 

se transformă în 'dreptele de ecuaţie : 

| af +2 V =0. 

Şi prin urmare au un căracter invariant ; elă se numese di- 
recțiile lui Darboux x Şi sunt, în cazul când direcţiile asimp- 
totice sunt reale, una reală şi două imaginare corijugate. 

Conjugata armonică a unei direcţii a lui Darboux faţă 
de direcţiile asimptotice poartă: numele de direcție alui 
Segre. Direcţiile lui Segre sunt deci date de ecuaţia 

zi—a3=0 sau yi—p2=0. 

62. Interpretări geometrice. Pentru a caracteriza geo- 
metric direcțiile lui Darboux, vom introduce câteva.ele- 
“mente geometrice în legătură cu: reperele de ordinul al 
treilea. 

Două suprafeţe (5, şi (Se) se zic că au îniwun punct M 
un contact de ordinul n, când (51) are un contact de ordinul n 
cu orice curbă situată pe (52) şi care trece prin M. Să căutăm 
pe baza acestei definiţii, toate cuadricele care trec prin un 
punct al unei suprafeţe date (S) şi au cu aceasta un contact 
de ordinul doi. Fie pentru aceasta 

(10): A++2Ba bt 2Cap th 2Dag + E + PF + Ga 

+ 2Hz, to + 2, ta + 2 da 23 =0
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ecuaţia, faţă de un reper de ordinul trei, a unei astfel de 
cuadrice, ecuaţia suprafeţei (5) faţă de acelaşi reper fiind —

 
=>

 

UD - 2 =aa—z(d+ A+... 
Fie a | 

(12) Om na+.. 

ecuaţia care definește o curbă pe suprafaţa ($) trecând prin 
punctul dat al suprafeţei, care este originea reperului. 

» Ecuațiile (11) și (12) sunt ecuaţiile curbei faţă de reperul 
considerat, prima ecuaţie mai putându-se scrie, pe baza celei 
de a doua sub forma: 

(13) za =m? holn — pareja + ... 

Pentru a scrie condiţiile de contact vom înlocui în (10) 
pe za și z3 cu valorile lor (12) şi (13) şi anulând în expresia 
obţinută, termenul constant și coeficienţii lui z, ŞI 22. Se 
obţine: | | a Pc 
A=0, B+Cm=0 , 2Cn+2Dm + E+ Fm 2Hm =0 
și aceste relaţii trebue să aibă loc oricare ar fi m și n, ceea ce 
ne dă i e 

A=0, B=0,. C=0, D+H=0, E=0, P=0, 
astfel că “punând SE . 

ÎI GJ 55>b ok 3 
ecuaţia cuadricelor căutate se serie:.. Ia 

(4) Dai at 23 (la + haz + kz4) =0, 

„Fie Q o cuadrică. din această familie. Ea taie suprafața 
(5) .după o curbă ale cărei ecuaţii sunt (11) şi (14). Prin 
eliminarea lui zz între aceste două ecuaţii, una din ecuaţiile 
curbei devine 

git raza that... =0.
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„Această ecuaţie este în acelaşi timp şi ecuaţia proiecției, din vârful Aş al reperului pe planul tangent, a curbei de 
intersecție. Rezultă de aci că această curbă are în punctul 
considerat al suprafeţei un punct triplu, tangentele în acest 
punci, fiind date de ecuaţia:! 

(15) li + 28) + zi aa (Uz + ha) =0. 

* Putem deci enunţa teorema 
O cuadrică având un contact de ordinul doi cu o suprafaţă 

întrun punct, o taie pe aceasta după o curbă având în acel 
punct, un: punct triplu. Tangentele în acest punct au în 
“planul tangent ecuaţia (15)., a 

“Plecând dela această proprietate vom da direcțiilor lui 
Darboux o primă caracterizare geometrică prin rezolvarea! " 
problemei următoare. In ce caz cele trei tangente în punctul . 
iriplu se confundă? Pentru aceasta trebue evident ca primul 
membru al ecuaţiei (15) să fie, cu excepția unui factor un. 
cub perfect, adică 

A | 3 (23 <+ 23) + zu > (ha + k 22) = (az + b 22, 

factorul fiind introdus în coeficienţii a, b. Vom avea atunci: 

1. 1 BB n 320, k=3ab 3 3 

şi atunci putem lua 
3 - "3 .. | 

_ alea =— as h=—e, k=— Ei . 

e fiind una din rădăcinile cubice ale unităţii. Ecuația (15) 
devine | 

d 3 —z (2 + ea) =0 

deci tangenta comună are ecuaţia 

d eza=0
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şi deci este o direcţie a lui Darboux. Prin urmare dacă 
o cuadrică care are un contact de ordinul al 2-lea intersectează 
suprafața după o curbă având un punct triplu cu. tangente 
confundate, tangenta triplă. este: o direcție « a lui Darbouz. 
Aceasta este caracterizarea căutată. - : 

63. Cuadricele lui Darboux. Polaritatea fundamentală. 
Se numește cuadrică alui Darboux, o cuadrică care are 
un contact de ordinul al 2-lea cu o suprafaţă şi a cărei inter- 
secţie cu aceasta are în punctul triplu drept tangente direc- 
ţiile lui Darboux. Pentru o cuadrică alui Darboux. 
ecuaţia (4). trebue să satisfacă condiția ca ecuaţia (15) 
corespunzătoare să se reducă la zi + z3 =0, cualte cuvinte 
h=1=0. O cuadrică a lui Darboux are deci o ecuaţie 

-de forma: IE 

(16). Da Ta - + ka =0 

Cuadricele lui: Darboux formează deci un fascicol 

din care face parte planul tangent (3 = 0) socotit dublu. 
Fie acum: 

. 

| d z z 
17 A == 
A E AY | 
scuaţiile faţă de acelaşi reper de ordinul trei, a unei drepte A 
ce trece prin punctul studiat al suprafeţei, originea reperului. 
Dreapta A', conjugata dreptei A faţă de o cuadrică Dar- 
b oux are ecuaţiile 

za=0 , v— uzi — ra + 2kvaa —0. 

- fiecare din aceste ecuaţii fiind accea a planului polar faţă 
de cuadrică, a punctelor (1, 0, 0, 0) şi (0, A, , v) de pe dreapta 
A. Ecuațiile precedente sunt echivalente cu . 

(18) ” Ia — 0 3 V — UT —— Aa — 0 

ceea ce ne arată că oricare ar fi cuadrica lui Darboux, 
dreapta A! este independentă de aceasta și situată în planul 
tangent. La o dreaptă A trecând prin un punct al suprafeţei 
corespunde deci o dreaptă A' situată în planul tangent în
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acel punct. Această: corespondenţă între drepte: trecând prin 
un punct şi drepte situate în planul tangent se numeşte. 

“ polaritate fundainentală. Ia a 
In particular când A se confundă cu muchia Ao Az 

(A = u=—0) dreapta A' are, după cum rezultă din (18) 
ecuaţiile z = 0, zo =0, cu alte cuvinte este muchia A, Aa 
a reperului. Muchiile AgAz și A,Aa ale unui reper de ordinul >? 

„al 3-lea se corespund în polaritatea fundamentală. 

64. Corespondenţa lui Segre. O altă noţiune geometrică 
interesantă se obţine prin consideraţiile următoare: 

„Fie (C) o curbă pe o suprafaţă (S) trecând printr'un 
anumit punct M-al suprafeţei şi (7) planul osculator la-curba 
(C) în punctul M. Să considerăm acum suprafaţa desfășu-. 
rabilă care se racordă cu suprafaţa (S$) de-alungul curbei 
(C), cu alte cuvinte înfășurătoarea planelor tangente la: 
suprafaţa (5). în punctele curbei (C). Fie PM generatoarea 
care trece prin M a acestei suprafeţe desfăşurabile şi PO 
punctul de contact al acestei generatoare cu 'muchia de 
înapoiere a suprafeţei desfășurabile ; punctul P este cuprins, 
după cum se știe, în planul tangent în M la (S) şi se numeşte 
punctul:de înapoiere al curbei (C) în M. Să arătăm că toate 
curbele care trec prin M și au în acest punct. același plan 
osculator, au și același punct de înapoiere în M. | 

Fie, în adevăr, (11): Ă 

Za = Zi Za —zla +a)+... 

ecuaţia suprafeţei S faţă de un reper de ordinul al 3-lea şi (12) 

Za = mana +... | | 

relaţia care defineşte curba pe suprafaţă. Ecuațiile curbei 
“sunt (12) și (13): . 

a 

2 1 1] za = md + == pia + ... 

care se deduce din (11) şi (12).
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- Să însemnăm cu E, 2, Ea coordonatele curente, limitând 
deocamdată notația z,, Za, 23 numai la puncte situate pe 
suprafaţă. Ecuațiile tangentei la curbă întrun punct oarecare 
al ei se scriu 

da Ea Es — aa 
i mânat...  2mat(ân—l—mda... 

care pentru 2, = 0, ne vor da ecuaţiile 

a: 2 a — == sau — mă =0 , Ex =0 1 m E — E , E3 

ale tangentei MT la curbă în “punctul Mm. Pentru m =0, 
tangenta are ecuaţiile E, = E3 = 0 adică este una din direc- 
iile asimptotice. Ecuația planului osculator la curbă într'un 
punct oarecare se scrie de asemeni 

4 

| d mtnat... 2m Za (n—1—m) a 1. =0 

ă 0 2n+... | 2m+ . o 

deci ecuaţia planului osculator ( mi în M ste, făcând 2 =0 
ȘI desvoltânid - | 

(18 bis) mt, — mta + ntz = 0. 

Acest plan se confundă cu planul tangent E = 0 numai dacă. 
m = 0, deci când curba este tangentă la o direcţie asimpto- 
tică; găsim astfel proprietatea pe care -ne-am promis s'o 

demonstrăm ($ 59) relativ la direcţiile asinptotice. 
Pe de altă parte ecuaţia planului tangent la suprafață 

în punctul de coordonate 21 Za, Za se scrie 

E — zi Ep — da Es — 23 | 

. | 13 
4 | i Q dz, — 0 

0 1 223
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sau -- 

E — 2 E — Za Ep datat (2 + 3) + ... 

1 0 tp— a + .. 

0 1 zu — 2 + a. 

şi când punctul de contact este pe curba considerată z, are valoarea (12). Inlocuind, desvoltând și neglijând puterile lui. 2, mai mari ca 3, obţinem: : | 
(19) —[ma + (n—1) zi] E.— (za — mă 2) Ea + Es+ ma=0. 

“Ecuațiile dreptei PM se vor obţine atunci adăugând la această ecuaţie pe aceea obținută derivând în raport cu 4, 
adică o aa | 
(20) —(m+ (2n —2) zi] E — (4 — 22 4) Ex dim =0 
şi făcând z, =0. Obţinem astfel ecuaţiile | | 

(21) E =0 > tam =0 

care demonstrează, ceea ce se știe că dreapta PM este în, -planul tangent şi e conjugată cu MT iață de, direcțiile asimptotice. Sa 
Pentru a putea obţine coordonatele (a; 6) ale punctului. „P, vom adăuga, la ecuaţiile (19) și (20), derivata ultimă, în raport cu ,, adică | - 

(22) —(n—1) Eh m? E + m=0 
„și facem z, = 0, ceea ce anulează termenii neglijaţi în ultima 
„ecuaţie. Rezolvând 6euaţiile (21) şi (22), găsim: | 

— m 
, 70 

= n TR , Pb Ta 

Pentru a demonstra acum proprietatea enunțată să 
considerăm un plan oarecare (p) ce trece prin M, de ecuaţia: | 

(23) o AE+ Bă =0, 
3
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Pentru ca acesta să fie osculator la curba considerată va 
trebui să avem, prin comparaţie cu (18 bis) 

— ———— —— 

ceea ce ne dă 

și reciproc aceste relaţii exprimă condiţia ca o curbă definite 
" de (12) să admită planul (23) ca plan osculator. Coordonatelă 

a, f ale punctului de înapoiere al curbei se scriu atunci 

AB: __ A2B 
AI BIAB : Po AB —A4B 

şi se vede că nu depind decât de planul (p), ceea ce demon- 
strează proprietatea. 

Relaţiile (24) se rezolvă în raport cu A, B şi ne dau: 

E pa PP 
BA? PF B—ap 

ceea ce arată că dacă curbele au același punct de î înapoiere 
P, au și acelaşi plan osculator (p). ! 

Consideraţiile precedente pun astfel în evidenţă o cores- 
pondenţă între planele (p) ce trec prin M și punctele P 
situate în planul tangent în M la ($) şi anume punctul P 
este punctul de înapoiere a tuturor curbelor ce au planul (p) 
drept plan osculator și planul (p) este planul osculator al 
tuturor curbelor ce au punctul P drept punct de înapoiere. 
Această corespondenţă se numește corespondenţa lui Se- 
gre. Ea este o corespondenţă” algebrică biraţională, : cum. 
arată formulele (24) și (25), adică o corespondenţă cremoniană 
sau de-a lui Cremona. 

(24) 

A = 

65. Aplicaţii geometrice. Să presupunem că planul (p) 
se roteşte în jurul dreptei A de ecuaţii (17):
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“Vom avea : 

A+ Bu+y=0. 

Inlocuind pe A, B cu valorile lor (25), vom avea: 
026) Flo 8) = vB — (008 polp + def vp)—0 
ceea ce ne arată că punctul P corespunzător descrie o cubică (T) de ecuaţie (26) având punctul M ca punct dublu cu direcţiile drept tangente în punctul dublu. o Se ştie pe de altă parte că o cubică nodală (cu punct dublu) are trei puncte de inflexiune în linie dreaptă. Pentru a le determina scriem ecuaţia (26) sub formă omogenă 

A pre 70 
adică 

P (a, BaBy — (00 + pop + da p2+ $*) =0 
şi adăugăm la aceasta sau la ecuaţia (26) echivalentă, ecuaţia obţinută anulând hessiana formei F (&, 6, y), adică determi-: nantul | 

32 PF %F BF 

3 a2 da 3f da 3*p 
  

II RF RP ap 
op D= | 33 28 9f2 pay 
  

RF ap RP 
day Bă ae 
  

sau 

9 (a, f) = 0 (8,1) =0. 
Un calcul elementar ne dă | | | _ 

—6va—2pup v—2pa—236 B|: 
O(6B)=|v—2pa—238 —2ha—6vp x 

6 | a: -0 
ge 

ME 23
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deci ecuaţia care se adăugă la (26) este: 

a E (48) =0 sau 

(27) vaB+ (3 vo — ua? B.— da B2+- 3vB2) =0. 

Sistemul format de ecuaţiile (26) şi (27) şi care ne dă 

“punctele de inflexiune ale cubicei [, este după cum se vede 

imediat, dacă eliminăm soluţia improprie « =f =0, echi- 

valent cu sistemul 

a3 + 65 =—0 vy—ua—Af=0. 

Prima ecuaţie ne arată că punctele de inflexiune se găsesc 

pe direcţiile lui Darboux, iara doua, comparată cu (18), 

arată că punctele de inflexiune sunt pe dreapta A' conjugata 

dreptei A în polaritatea fundamentală. Rezultatele de mai 

sus se pot:.deci cuprinde în teorema următoare. 

Locul punctelor de înapoiere ale curbelor care trec prinir'un 

punct M pe o suprafață şi al 'căror plan osculator (p) în M, . 

trece prin o dreaptă A dusă:din M, este o cubică (IL) situată 

în planul tangent în M, având în M un punct dublu, tangenie:e 

în acest punct fiind direcții asimptotice ale suprafeţei. Punctele 

de inifleziune ale acestei cubice se găsesc la intersecția direcțiilor 

lui Darbouz în M cu conjugata A' a dreptei A în pola- 

ritatea fundamentală. d 

Această teoremă ne dă o nouă interpretare a direcțiilor 

lui. Darboux. Corelativ cu această teoremă se poate 

demonstra, plecând dela relaţiile (24), următoarea teoremă 

pe care ne mulţumim numai să o enunțăm. 

Planele osculatoare ale curbelor care trec prin un punci 

M al unei suprafeţe şi al căror punct de înapoiere: în M se 

află pe'o dreaptă A' situată în planul tangent, înfăşură un con: 

de clasa III având planul tangent în M ca plan tangent dublu 

de-a-lungul direcțiilor. asimptotice. Un astfel de con are trei 

muchii de înapoiere, planele tangente la con de-a-lungul acestor 

“muthii taie planul tangent la suprafaţă. după direcţiile lu. 

Darboux şi au în comun dreapta A conjugata dreptei A' 

în polaritatea fundamentală. - 

“
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66. Reperul de ordinul IV. Să « continuăm metoda între- 
ruptă după $ 60. Pentru comoditatea scrierii vom nota 
  

10 = A, 029 = ui: d39 =v. 
    

  

Formulele (2) devenite (4) se mai scriu în baza relaţiilor 
stabilite la $ 60. 

Yi + Ms 2 ( a d ) 3 Ii a —7 NE —— 2 a TF a Fa Popa WAT] - 
Qui vezi ke. 

Va -t-_Îy3 pl e 98 = pa — up — i TF ua ua Pa — Ve bi 
+ Au) af + (ee — Zau +. 

La = 

Us a e 
3 1 Ay ua kw VYs Vaya 

—(Za of va tun UE +-zu)+ A ji ee in vi 

+ (9 220) yi 9 + + (e + nus + fu sr +. 

Inlocuind aceste expresii în (1) care 'devine 

23= 2 az + 23) + = a Pee 

căpătăm prin identificarea termenilor de gradul IV și sim- 
ii identitatea: 

i Va (71 Y2) 

1 A 2 | 
= 77 Ca (ori vo) tut — ya + Au — 39) ya 

_2A,
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ceea ce ne dă: 

A > 4 2u 
Zz Bo = 34 a E 

Aaaa N. 
GB =g A — , 24 Boa 94 Au + E. 

Oricare ar fi atunci. Asu Şi Aa, dacă luăm = As3, 

A 
u= Z Aa vom avea Ba = B13=0, ş luând apoi 

  

    
  

aq mn d 
V= 5 42 —79 + Zg Aa Aaa 

vom avea Ba = m. Pentru “simplicitatea formulelor lui 
  

" Frenet pe'care le vom stabili ulterior vom lua | m = 12 
      

  

astfel încât | Baa=—12|. Reperul de ordinul trei determinat 
      

prin aceste condițiuni, îl numim reper de ordinul IV şi se 
vede, deoarece coeficienţii 7, pu, v sunt perfect determinaţi, . 
că reperul de ordinul IV este unic. 

Dacă presupunem de altfel că reperul iniţial este un reper 
  

de ordinul IV avem | Aa = Ap =0, Ax = 12 , şi prin 
    

  

urmare, conform relaţiilor precedente, A = u = v = 0. Trans- 
formarea de coordonate se reduce la 

OS Va o Tao sp da Ya 

„deci numai transformarea identică poate face trecerea dela 

un reper de ordinul IV la un alt reper de același ordin.
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Dacă punem: 

Aao — 6a, Ac = 65, Aso = 4m, Aa = 4n 

Asa = 4p, Aa =49, Au=âr, Ap =s 
ecuaţia iii 'de ii de ordinul IV se scrie: 

Ta = Da da — (a + 23) +a Lat +2 + bad) 

(28) + zi (mag + Snat ap + 10pa z2 + 10ga2 z 

+ 5rz, za sa) +.. 

Reperul de ordinul IV fiind unic, vârfurile sale sunt 
elemente proiectiv invariante, deci se pot caracteriza prin 
proprietăți geometrice care rămân neschimbate atunci când 
facem o transformare proiectivă a suprafeţei. In cele ce 
urmează vom căuta o interpretare geometrică a vârfurilor 
reperului. 

De asemeni coeficienţii a, b din ecuaţia (28) sunt inva- 
rianţi proiectivi de ordinul IV-lea iâr m, n, P> 9, 7, s sunt 
invarianţi proiectivi de ordinul al V-lea ai suprafeţei. 

67. Cuadrica lui Lie. Pentru a putea defini gcometri- 
cește elementele reperului de ordinul IV, vom căuta să de- 
finim unele noțiuni geometrice nouă. Prima din acestea este 
cuadrica lui Lie la definiţia căreia putem ajunge în modul 
următor. 

Să considerăm una din liniile asimptotice Cj, trecând 
prin punctul M al suprafeţei. In fiecare punct al curbei C, 
considerăm direcţia asimptotică diferită de tangenta în acel 
punct la C,. Când punctul variază pe C,, aceste direcţii dau 
naștere la o suprafaţă riglată R, care conţine şi direcţia 
asimptotică în M diferită de tangenta la C.. Această su- 
prafaţă riglată se numește riglată asimptotică. Considerăm 
apoi de-a-lungul generatoarei. ce trece prin M iperboloidul 
osculator la această riglată asimptotică pe care-l definim 
astfel: Generatoarea în M și cu două generatoare vecine 

ş
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determină o cuadrică; când cele două: generatoare tind, in- . 
dependent una de alta, către generatoarea în M, cuadrica 
tinde către o cuadrică limită care se numeşte iperboloidul 
osculator la riglata asimptotică considerată.. 

Să căutăm ecuaţia acestui iperboloid osculator. Vom lua 
că asimptotică C, pe aceea tangentă dreptei z, = 0 în planul 
tangent. Această asimptotică va fi definită de o ecuaţie de 
forma i 

(29) a MR+ Na + Pa +... 

Pentru a“ determina: coeficienţii M, N, P,...: vom scrie că 
această relaţie satisface ecuaţiei liniilor asimptotice pe su- 
prafaţă: a 

ani. 2223 922, N "32, 2 i 

dz 
„După (28) avem: ă 

z = — Dat 3a+ ata (înai+3naă za+ 3p a 22+ 912) + ... 

=1 + da 22 +3 (nai + Spa a 3qz 2 + ra) + ... 

  

2 za 
Fa = dp + Ba -+(pat- gat + Ira, 2â-t-sa3) Fe. 

iar după (29): | | 
dia = (2Ma, + BN + 4P3 + .. .) dz 

înlocuind aceste valori în (30) obţinem identitatea: 

- 22, + Bat +a mas + .. ] | 

+ 2 + (2 M + a 1) zi + A lo Ma + INA APA + 

ii PH (U—2M) 24) 42 + 920,
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- De unde prin anularea coeficienţilor lui z,, 22, 22, scoatem 

ax 2 n —2+4M =0, 3a + 6N=0, 3 mi 8P =0 

ceea ce ne dă: 

4 a m 
M=z , N=—z , P=—13 

Ecuația (29) devine atunci 

NE 1 a m | Dap tit. 
„Această ecuaţie, împreună cu (28) reprezintă ecuaţiile 

asimptoticei C,, faţă de reperul de ordinul IV. Ecuația (28) 
se mai scrie, înlocuind pe z2 cu valoarea sa (31): 

(32) | Za = a — zi —ai Fo. 

Ecuațiile (31) şi 32) reprezintă astfel, de asemeni, ecuaţiile 
asimptoticei C,. Fie acum: 

| (33) | E — 2 _ E — Za — Ea — do 
l m n 

E13- Es. Es fiind coordonate curente, ecuaţiile generatoarei 
suprafeţei R, ce trece prin un punct N (2, 2, 29) al asim- 
ptoticei C,. Pentru a. determina pe Î, m, n, să observăm 
„că aceste valori tind către valori proporţionale cu 0, î, 0 
când z, tinde către zero, deoarece generatoarea tinde către - 
direcţia asimptotică de ecuaţii z, =0, 23 =0. Putem deci 
împărţi cu m şi scrie 

l n 
A=— , v=— 

m 2 m 

unde 7, v, vor avea expresii de forma 

(34) A= A zi + PE ză + 3 zi + ... V=V za Va a-+ Va Ziua. 

7
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Pentru a determina pe ,v se observă că avem: 

dz, 
= 

"3 fiind diferenţiala de-a-lungul unei asimptotice ce trece 
prin N. Avem aşa dar, 

Baa 92 23 _ 
+2 aia At ai 

2 

azi 
  

d 

Inlocuind în această relație pe A cu valoarea sa (34) și 
derivatele parţiale prin valorile lor scrise mai sus, în care 
înlocuim pe za cu valoarea .sa (31), obţinem identitatea: 

(Za) Et) 20) az at dt) 

Earl 
de unde scoatem: | 

_ — [Aa 2 A =0, 20, Ah E + 2), 
“astfel că: 

A 

iar, dacă ţinem seamă de (31) 

da 1 
Sa = Dak... =—3 zi + .. 

das 2 
32, = 4 za + = a+ 

vom avea: 

| | 
|
 

=>
 

&
 

+ >
 

+
 E)
 

+
 

sau - VB...
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termenii nescrişi conţinând pe z, cel puţin la puterea 4-a. 
Inlocuind în (33), ecuaţiile generatoarei lui R, devin: 

la.a 1 
2—5 a+5 B+ &—d Zi. | : za _ _ (85) 
| Ze. ga 

  

“sau, limitându-ne la termenii până la a inclusiv: 

(06) Ea, Bat 
Ecuația iperboloidului osculator, trebuind să fie de forma: 

A+ 2BE, + 206, + 2DE, + BE + FE + GE 
+ 206, E ++ 216, 6, + 278 6, =0 

Și să conţină generatoarea de ecuaţie (36) vom avea, în- 
locuind pe £,, E, cu valorile lor: 

A+ 2Ba, + 2C8 + 2Das E + Ba + FE + Ga & 

+ 2Ha, Ea + 2 Ea Fe 2Ja 2 =0 

(37) 

«deci | 

A+2Ba +E2=0 , C++ D)a + Ia? =0, 
| F+ da +62 =0. 

. 

Cum iperboloidul osculator conţine generatoarea corespun- 
zătoare valorii z, = 0 şi limita a două generatoare infinit 
vecine, va trebui să anulăm în relaţiile precedente, termenii 
constanţi și coeficienţii lui z, și ză, ceea ce ne dă 

A=B=C=ESI=FP=J2G=0, H+ D=0 
astfel că ecuaţia (37) devine! ecuaţia: | 

(38) - Es — Ea a =0 

a iperboloidului osculator.
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„ Din forma acestei ecuaţii se poate face următoarele două . 
constatări: e Ia 

„1. Ecuația fiind simetrică în raport cu indicii 4 şi 2 re- 
zultă: că se capătă același iperboloid osculator plecârid. dela 
cealaltă riglată asiraptotică, “ - 

„2. Comparând ecuaţia sa cu ecuaţiile (16) a cuadricelor 
lui Darboux rezultă că iperboloidul.osculator comun face 
parte din fascicolul de cuadrice a lui Darbouz. 

Acest iperbolojd osculator comun poartă numele de cua- 
drica lui Lie a suprafeţei în punctul considerat. 

_ X X ă 
In coordonate omogene ŞI = 2 = = 

: Ie , . 8 N Xo Fe Eno Ăo o 
ecuaţia cuadricei lui Lie se scrie: 

A, = 
și se constată astfel că ea conţine toate vârfurile A9, A 
Aa, Ag ale reperului precum și muchiile A0 A, (X2=X3=0), 
Ao Az (ĂX1=X3=—0), A1 A3 (Xo= 2=0) și As As (Xo=Ă=0). 

68. Directoarele lui Wilezinski. Caracterizâre geometrică 
„a reperului de ordinul IV. Un al doilea element geometrie 
interesant se. obţine plecând dela consideraţiile: următoare. 

Fie (C.), (Ca) cele două linii asimptotice ce trec prin un 
„punct M al suprafeţei. Se consideră complexele osculatoare 

($ 54) la curbele (C.) şi (C3) în M. Aceste două complexe, 
diferite între ele, definesc o congruenţă lincară (conform 
$ 53). Directoarele ($ 53) acestei congruenţe sunt elementele 
geometrice căutate şi se numesc directoarele lui Wilczinski. 
„Pentru a le determina să plecăm dela ecuaţiile (31) și (32) 

ale asimptoticei (C,). Un punct N de abeisă a, al acestei 
asimptotice are coordonatele omogene: 

4 | d a 3 a Xo=l 3 A=2 3 Xa ai o Di — a +. .. 

4 a m 
Ă3 = 23 = ga pă—pair.-.
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şi tangenta NT la C.în N conţine și punctul Y = de 
coordonate | e ăi 

Y=0, Y,=1, Ya = a 2 — m za. 

1 3 3 Mo 
Y, = a —aa Zei Fc. 

Coordonatele pliickeriene ale tangentei NT vor fi deci: 
| "da m = : 7 =4. = 2 3 To SĂo PV —Ă, Yo=l; Too=a zi Zi acc. 

2 3 

d m 1 m To 7 2 aa — Ța+... ; Ta =ga—aai— Dat... 

- 1 da m z. A a Tg ga papat... Top păr... 

Fie atunci ($ 54) 

(39) Q23 Toata Toat-u2 Ttos-taou Teoat-oe Tsit-aos 720 
ecuaţia complexului osculator. Inlocuind în această ecuaţie: 
coordonatele , prin valorile lor precedente se obţine: 

da a m 3 4 ” . 

az3t-aa (2 uzat ra 3 d-aia ti.) 

[li 1 3a , m" | ao (sata a ZÂ-țeee ae (Za 2 a—z z5- ..) 

” 4 Ă i a « 

şi anulând în această ecuaţie în z, termenii până la. a 
inclusiv, „obţinem: | 

a IE 1 
030, - ax =0, 'ass+ 0030, —a (as2-+ ao3) —3 do = 0 

Re 8a 1 | a _ 
7 (arat aos)-+ Z ga 15 do =0 deci și da, Înot 0.-
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Ecuația (39) se reduce la: 

Teo — Teza = O | 
şi este ecuaţia primului complex linear căutat. Complexul 
linear corespunzător asimptoticei C, se obţine permutând 
indicii Î şi 2, ceea ce ne dă 

Tosa 4 Te2 = O. 
Fascicolu] de complexe determinat de aceste două corm- 

plexe are ecuaţia ” 

(1 + 3) Toa — (1 — 7) Tera = 0 
și complexele speciale ale acestui fascicol, fiind date de 
ecuaţia | 
Se (1+ 23) (1—)=0 

au ecuaţiile: | 

. To = 0, ma =0, 
Axele acestor două complexe speciale sunt. dreptele de 

coordonate pliickeriene : 

D (ao = ao2 = 003 = dry = aa =0, ara = 1) 
D' (au 3 ao = Aa = 03 023 =0, dop = Î) 
adică tocmai muchiile A, Aa și Ag As ale reperului de ordinul 
patru. Căpătăm astfel teorema. | 

_ Directoarele 'congruenţei lineare determinate de complezele 
„lineare osculatoare lă liniile asimptotice ce trec-prin un punct 

al unei suprafeţe sunt două drepte din care prima (A A3) 
irece prin punctul considerat şi dă doua (A, A.) este situată 
în planul tangent. Ele sunt conjugate în polaritatea funda- 
menială şi se numesc respectiv prima şi a doua directoare a 
lui Wilczinski. 

Din combinaţia rezultatelor din $$ 67 și 68, rezultă urmă- 
toarea interpretare geometrică a reperului de ordinul IV. 

Vârjul Ag al reperului coincide cu punctul considerat al 
- suprafeţei; punctele A, şi A, se găsesc; la intersecția celei de 

a 2-a directoare a lui Wilczinski cu direcţiile asimptotice în 
punciul considerat; în sfârşit punctul A, este-a 2-a intersecție: 
a primei directoare a lui Wilczinski cu cuadrica lui Lie.
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II. 

REPERUL MOBIL. FORMULELE LUI FRENET 

69. Preliminarii, Să considerăm o. suprafaţă (S$) definită 
parametric prin expresiile coordonatelor unui punct al ei 
în funcţiune de doi parametri u și v. In fiecare punct al 
suprafeţei s'a definit ca la $ 66 un reper de ordinul IV pe 
care-l vom numi, pentru simplificare, reperul lui Frenet- 
Cartan. Ecuația suprafeței față de fiecare reper Frenet- 
Cartan are forma (28), valoarea invarianţilor a, d, m, n, p, 
q; 7, s, putând varia însă dela un punct la altul ; acești in- 
varianţi sunt deci funcțiuni de u şi p. Vom însemna pre-: 
scurtat, în notaţie-simbolică, ca la $ 49, cu Ao, A, Az, A, 
coordonatele omogene ale vârfurilor reperului și anume acele 
care se determină în mod unic, cu excepţia unui factor 
comun pentru toate, prin transformarea omografică care 
aduce un reper fix peste reperul lui Frenet-Cartan. Coor- | 
donatele Ag, 4, Ag, Ag sunt de asemeni funcțiuni de u şi p. 
Vom considera acum punctele 

24; 34, o dA = a, du ta, de a (u=0,1, 2 3) 

care au respectiv drept coordonate, față de un reper fix, 
diferenţialele totale 'ale coordonatelor A;, şi vom însemna. 
CU 0.0; Oi, Gi2, ;3 coordonatele omogene relative, ale acelorași 
puncte faţă de reperul Ag A, Aa As: însuşi. Vom avea 

- relaţiile 

(40) dA: oa 49 + a A+ oa tos dp (i 20,1,2,3) 
care permit calcularea coordonatelor &,; atunci când se cu- 
nosc valorile coordonatelor A;; -din aceste relaţii rezultă că 
w;j, ca și dA;, sunt forme diferenţiale lineare în du, dv, 
coeficienţii fiind funcțiuni de'u, v. Problema pe care ne-o 
propunem este să determinăm expresiunea formelor &;. Vom * 
-ntrebuinţa pentru aceasta o metodă analoagă ca la $ 49.
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Considerăm mai întâi un punct fiz M în spaţiu, ae 

cărui coordonate relative faţă de reperul Ag A A2 Ag sunt 

Xa, Xa Xa, Xa. Vom avea în notație simbolică 

(41) M = Xo9 A+ Au Ask Xa Aa -F Ă3 As. 

Fie dM punctul ale cărui coordonate fize sunt diferenţialele 

totale ale coordonatelor fize ale punctului M. Trebue ob- 

servat că deşi punctul M este fix, putem înmulţi coordonatele 

sale omogene cu o funtțiune arbitrară ? (u, »), fără ca punctul 

să se schimbe şi atunci diferenţialele dM nu sunt neapărat 

nule. Diferenţiând total relaţia (41) şi ținând seamă de re- 

laţiile (40), obţinem: | 
. 
. 

i dM Bo Aot Bd fa Aat 4 
unde am notat. 

E, = do + Xo o + Xa 0 + Xz o + X, oa 

„E = IX, + o out Xi out Xa t Xa Oa 

E = dă> + x oa + Xa sa + Xa 022 Ă3 os 

| E, = IX + o os + Xa oua tr 2 Oas + Xa 009: 

Dacă punctul M este fix, el coincide cu dM şi atunci 

însemnând cu factorul de proporţionalitate a coordonatelor 

- punctelor d M şi M, avem: N Sa 

dX9 + Xo oo + Xa 09 + Xa oz + X3 90 =X0 

dă, + Xo ot Xa out Xa oa tr X3 ou = Xa O 

dXa+ Xe cop k Xa oa + Xa oa tr 3 Goga > Xa 9 

IX, + Xo cop -F Xa rs + Xa za + Xa 0aa = Xs 9. 

„Trecând la coordonate neomogene 

măi; da, = dX,— i ax, 
| 9 X, x:
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obţinem uşor: . 

da, = — ok Za (000 — 01) — Ta (21 — Za Os 
p: 

+ Ti 0010 + Za Ta 029 tr Zi 73 0030 

  
a |. da = — oa — za 042 + Za (000 — 0022) — 3 (aa 

+ 2 za 0010 + 23 0020 + za 29 cos | 

dz = —— Cdoa — 1 0013 — Za 23 + Za (000 — cos) 

” | | + Tai 23 010 fr Za 23 029 + ză Cogo 

formule analoage formulelor [(28) $ 49] şi care exprimă con: 
diţia ca un punct de coordonate relative neomogene z,, z2,. 
23, să rămână fix în spaţiu. 

70. Determinarea formelor «;. Formulele Frenet. Vom 
presupune acum punctul M fiz pe suprafața (5). Coordo- 
natele zi ;- Za, Xa satisfac pe lângă relaţiile (42) ŞI relaţia (28). 

Să diferenţiem atunci total relația (28) şi să înlocuim 
în rezultat pe dz, dz, dz cu valorile lor (42) după ce 
am înlocuit, în prealabil, în acestea pe 2, cu valoarea sa 
(28). Obţinem o identitate în z,, za, desvoltată după puterile 
acestor variabile, identitate în care egalând coeficienţii dife- 
riţilor termeni zî 23 (0<p + a<t), vom. căpăta relaţiile 
căutate. Să arătăm însă mai întâi că formele cj, 92 sunt 
identice cu formele &,, op definite la $ 61. In adevăr, punctul 
care corespunde valorilor:u + du, p + do ale parametiilor 
este, dacă ne limităm la 1-ul ordin, Ag + dAg. Dar avem 

| Ap+ d 49 = (1 + 609) Ao F oo A3F co A2 + og Aa 

„deci coordonatele -neomogene:ale acestui punct sunt: : 

__Oo1 zi = (003 za = oa, 
MII 3 La Sr; 
1-+ 09 1-F.0o9 AF op 

IL = 

10



e 
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în particular părţile -principale ale lui 7, z2 sunt Goa: 002 

deci avem | 

  

    (43) | OO o d2— Goa | 
  

Aceste relaţii justifică și afirmaţia făcută-la $ 61, după 

care formele co, 602 definite acolo, sunt lineare în raport cu 

du, dv. | - | 

Aplicând, după stabilirea acestui rezultat, metoda indi- 

cată la începutul acestui paragraf, obținem identitatea urmă- 

toare unde am lăsat la o parte termenii care ne dau zi ză 

cupt+qg>ă: 

.. , . Ă - . 3 

„— os — da 0013 — Xa 023 + (z2— az za + Z ă 

> ÎI II II 
+23 +7 2) (oo — cos) + [zi za dz 2 23 010 

3 
1 La o | 

3 — 2 | 

, Had da—g don 22 13 039 E za—d+az 

2 cop a at 2n apti at d x —o 
6 3 - 3 6 

Zi (oo — 02) — 22 Oa + 2209 Zi Za (020 — a) 

4 4 | ” 

+ zăcut zi Za 09 + gi a (224 4 o + b aa. 

n 2P 22 27-a Ss | 
+ gut-z To + 9 Ti To + 3 aaa x |— apare 

. 4 

+ Za (oo — Op) + 2 Za (09 — 02) Ft da Oz + 3 zi 032 

| 1 1 1 | 
+ 222 039 + z zi ml + 3 da + pad AL.
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Identificând termenii constanţi şi coeficienţii termenilor în 
Zi To Ti, Ti a, ---, găsim succesiv relaţiile: 

— 003 = 0, — os = — 035 — 03 = — 00 3 00 —u2 

0009 — (033 = op — Qui F Gap — 00z2 3 0 — at, 

1 . pi 
— 3 (Goo — 603) = — (000 — Gu) — 0 01 3 00 = Of Oa 

AF 010 — 6a2 — 002 » 0020 = 0029 — 001 — 6 F Of 02» 

A | a 
—— 3 (oo — 0033) = — (Goo — 0029) — bo», 7 (0099 — (033): 

1. - m | 4 n 
3 Oro = — 00 gi + a (oo — aa) + "3 aa —— Ga 

d 1 4 _2n | 
+ Z da,— = ap = 3 31 — (029 — 03) — 3 Oy 0 Oa 

2p 1 i 
a 02 — C2 3 (0o0-— 6033) -- 0030 = 0039 — PO -F (000 — 641) 

Si | 2 
+ 0s0—q oa (pp — 622), — 3 op=— 0 — Ga 3” sa 

2r 4 4 
— (10 — 02) — 3 (oa — boa 7 (oo — 6033) 300 g Oa 

r s 4. 

Oi — 20 2 -F D (op — 0022) + db. 

din care, cu excepţia ultimei și celei de a 11-a, scoatem 

Oa =0 , 0302; Oz3=0 , 02= 01 3 Oa a 

(44) ua — dop = 2 a 0 b oa, 022— oo d Gt 2b oz, 

0033 —— op = 3a ot 3 boa, sa = 60105 Oa = (02 

şi punând 

3 3 „3 
Ag puor+pvontppsptg 

(45) oo hat 03, 09 Vot po, 030 =p cop-F coze 
- ' 10% 

€
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Relaţiile (41), (43), (44) şi (45) ne dau, cu ajutorul relaţiilor 
(40), formulele :căutate ale lui Frenet,.care se vor scrie: 

do = 09 Ag-F 0 As + Ga A2 

dA, = Do + uo2) Apt (oo + 2ao, + boz) A 

o + o A+ o As 

(46) 1 dA2 = (vo + po) Ao-t 2 4 + 
(oo -F ao kt 2bos) A+ 04 Ag 

dAz = (po, + doo) Ap + (vo + poz) As + | 

(Ac + poa) Aa + (0009 + ac, + 3bo2) A; 

ele joacă în teoria proiectivă a suprafeţelor, acelaşi rol ca și 
celelalte formule ale lui Frenect, stabilite anterior pentru 

“curbele plane şi strâmbe. Cocticienţii. a, b:A pu, v p, care 
” intervin în aceste formule sunt invarianții proiectivi funda- 
mentali ai suprafeţei. 

Cele două formule de care nu ne-am servit în stabilirea 
formulelor lui Frenet, ne dau: 

da — (2 pf 

  

+= 2 ct) out [aă-t toi Lo 

db = (ab + 3 to, + (2 + 4 53) 2, 

- ceea ce ne arată că din cei șase invarianţi fundamentali care 
intră în formulele lui Frenet, doi (i și Y) sunt derivați 
adică se exprimă în funcţie de alţi doi (a și b) şi de coefi- 
cienţii diferenţialelor acestora în desvoltarea lor după for-. 
mele diferenţiale invariante co, op. 

71. Aplicaţiune. Axele lui tech. - Formulele (46). permit 
în primul rând să arătăm că formele «e, o2sunt independente 
în du şi dv. In adevăr dacă ar fi altfel, am avea identic 

N 

0 =ko, 

„Şi atunci însemnând cu t(u, p) =a, integrala generală a 
ecuaţiei o, =0, am avea co==pydt şi prin urmare și
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Ga = Pad, o; =pydi (UF]), oi —o0= (pui — Po) di. Foz- 
mulele (46) s'ar reduce la formulele [(27) $-49%). Eliminarea 
lui A, As, Ag între aceste formule ar arăta că coordonatele 
Ao satisfac la o ecuaţie diferenţială lineară de ordinul 4, deci 
punctul Ag ar descrie o curbă în loc de o suprafaţă. -. 

Ă Acestea fiind stabilite rezultă că o ecuaţie de forma 

unde k este o funcţie de u și p, defineşte pe suprafaţă o fa- 
- milie de curbe (fiindcă scrisă desvoltat, devine o ecuaţie 

lineară și omogenă în du şi dv), astfel încât prin fiecare 
punct al suprafeţei trece o curbă a familiei și una singură. 

- Ecuațiile tangentei şi ecuaţia planului osculator la această 
curbă, față de reperul Frenet-Cartan corespunzător 
punctului considerat, se deduc numai decât din formulele 
(46) şi ecuaţia (48). In adevăr tangenta conţine punctul. de 
coordonate omogene Ag. și punctul dAg. Dar avem după . 
(46) şi (48): . 

dAo = 0009 Ap + Ga (A + kA2) | 

deci tangenta conţine punctele Ag și A, + kAz, adică punc- 
“tele de coordonate relative omogene (1, 0, 0, 0) şi (0,1, 4,0). 

* Dreapta care conţine aceste două puncte are în coordonate 

relative ecuaţiile | 

E Ea Ea 20 E Ea 

1-0 0|=0, [1 0 0|=0 
IO 1 pl lo 10. 

adică 

| ta =kt 3 E, =0. 

Se deduce de aci că familia de linii asimptotice tangente - 
muchiilor Ag A, (E = Es = 0) sunt date de ecuaţia o» =0 
(e = 0) şi la fel familia de linii asimptotice tangente muchiilor 

Ecuația liniilor asimptotice se scrie atunci 

| Os =0,
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La fel,. dacă numim linie Darboux, o linie care în 
fiecare punct are ca tangentă o direcție Darboux și 
linie Segre o linie care în fiecare punct are ca tangentă: 
0 direcţie “Scgre, liniile lui Darboux și Segre vor 
Îi -date respectiv de ecuaţiile 

oi o3=1 (08 = —1) „= (P=1, 

„Avem prin urmare pe o suprafață trei familii de linii 
Darboux și trei familii de linii Segre, astfel încât prin 
“fiecare punct al suprafeţei trec trei curbe Darboux 
având drept tangente în acel punct direcţiile Darboux 
Şi trei linii Se gre având în acel punct drept tangente 
direcţiile. Segre. 
Să căutăm acum ecuaţia planului osculator la curba din 
familia dată de ecuaţia (48), ce trece prin un punct al supra- 
ieţei, faţă de reperul Frenet-Cartan corespunzător 
acelui punct. Ne vom mărgini, pentru cele ce urmează, 
numai la cazul când k este constant. Acest plan osculator 
este definit de punctele Ag, dA9, dAg sau Ag, A, t kAz, 
d (4 + kAo). Insă avem din (46) şi (48) 

N A (4 + RA5) = A+ k (uk 9) + 29) o Aot oo (A+ kAz). 

+ (a ++ RD 19) cu A+ (+ Ra + 2009) cu A3++ ho, 4? 
„putem deci înlocui pe A, + kA3 prin punctul de coordonate 
omogene relative. (0, Da kb k2, 1-t ka 2bk,, 2k). Ecuația 
planului osculator devine 

E E | E Ea. 

1 0 o o |_ 9 

0 1 ke 0 

0 2da+hkb+ 2 1 ha 202 2 

| sau | Sa Sa 

(49) 2128, —2RE + (Aha + Rh? —12) E, =0. 
Cu această pregătire să demonstrăm următoarea teoremă 

a lui Cech.
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Planele osculatoare la cele. trei curbe ale lui Segre care 
trec prin un punct dat, se taie după o dreaptă. 

In adevăr pentru o linie Segre avem l* = 1 și ecuaţia 
(49) devine 

(50) Da — 26 + (b — a) E =0; 

pentru fiecare din cele trei valori ale lui k pentru care avem 
I =, planul osculator conţine dreapta pl p 3 p 

DE bi =0 , 284 at = 0 

sau | 

şi teorema e demonstrată. Dreapta A comună celor trei 
plane osculatoare, “dată de ecuaţiile (51) se numeşte prima 
ază a lui Gecl. ” 

Dacă se compară acum ecuaţia (50) cu (23), avem 

2 2 

kb—a ? a—kb 

de unde rezultă după formulele (24) coordonatele &, f ale 
punctelor de înapoiere ale curbelor Segre și anume: 

  
  

  

  

  

Sk | 
(kb — a) 2 

SH 3 ak ha 
o hba (noa + (kb — a) 

| 3/2 | 
(kb _. 2k 

Să 8- 4k O a—kb 
  

Ra Ta)! Raj 
căci J8 —1 = 0. Se constată “ușor că avem oricare ar fi ks 

(52) 2+aa+ bB=0 

de unde rezultă a 2-a teoremă a lui Gech. ..
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„.. Punctele de înapoiere ale celor. trei curbe a lui Segre ce 
irec prin un punci sunt situate pe o dreaptă A. | 

Această. dreaptă care se numeşte a 2-a ază a lui Ciech 
are ecuaţia (52); cum această ecuaţie se deduce din (51), la 
fel ca (18) din (17) rezultă că cele două aze ale lui Ciecl, se. 
corespund în polaritatea fundamentală. 

72. Suprafeţele iţeiea- Wilezinski. Ca a: doua aplicaţie 
a formulelor lui Frenct, ne propunem să găsim suprafeţele: 
pentru care prima directoare Wilczinski trece prin un. punct fiz. 

Fie (0, 0, m) coordonatele relative, neomogene ale punc- 
tului fix din spaţiu, situat, prin ipoteză, pe dreapta Ag 43 
(21 = za = 0). Formulele (42), în care ţinem seamă de expre- 
siile (48), (44) şi (45) ale formelor &;;, aplicate acestor coor- 
"donate, ne dau | 

0 = — co — m (vo, + poz) 

0 = — Op — m (ho + ua) | 
dm = m (099 — 0033) -+ m? (pen, -+ cas) 

și fiindcă formele &,, o, sunt independente, din primele 
două relaţii deducem: 

(53)- : „0, =0 d 1=0 > Da 

“Și înlocuind în ultima 
. ÎN d , | 

(54) | E — = = 0033 — 099 = 3ac, +. 3bwp . 

Relaţiile (53) şi (54) caracterizează suprafeţele căutate. : 
„Aceste suprafeţe, descoperite pe această cale de Wil- 
czinski, fuseseră descoperite . cu. puţină vreme înainte de 
marele nostru geometru Țiţeica, ca suprafeţe pentru care 
fiecare din riglatele asimptotice se bucură de o anumită 
proprietate (să aibă liniile flecnodale plane și confundate) ; 
“pentru aceste motive ele au fost denumite. în ştiinţă, su- 
prafeţele Țiţeica-Wilczinski. 

Ne vom mulțumi să demonstrăm pentru suprafeţele 
Țiţeica-Wilczinski, următoarea proprietate:
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Directoarele secunde ale lui Wilczinski sunt cuprinse 
întrun plan fi. 

In adevăr dacă vom ţinea seama în formulele (42), care 
caracterizează un punct fix, de expresiile (43), (44) şi (45) 
ale formelor &;;, precum și de relaţiile (53) și (54) care carac- 
terizează suprafeţele studiate, vom scoate, fără nicio dificul- 
tate, relaţia: 

(55) dp 0) = —1) (aut 2). 
„Să considerăm atunci planul jia în spaţiu care faţă: de 
un anumit reper Fr enet-Cartan, are ecuaţia 

(56) 
relaţia (55) ne arată. că pentru - punciele -fixe ale acestui 
plan avem . . . - 

va — 1 =0; 

deci = 

| Vi — | = C = const. e - 

iar (56) ne arată că avem C = 0 întrun punct al suprafeţei 
deci în toate pinctele suprafeţei. Toate aceste puncte fixe | 
rămân deci în planele care au faţă de orice reper Frenet- 
Cartan ecuaţia (56), cu alte cuvinte planul de ecuaţie 
(56) este fiz în spaţiu. Cum acest plan conţine în fiecare 
punci directoarea A, Az, de ecuaţii Ap =0, 43 =0, în 
coordonate omogene, proprictatea este. demonstrată.
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