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PREFATA

Scopul lucrarii de fata este sa puna la indemana cititorilor,
atdt o parte interesanta din bogatul material pe care-l con-
stitue capitolul, relativ recent creat in stiinta si de care
se leagd numele marelui nostru geometru G. Titeica,
al geometriei proiective diferentiale, cAt mai ales o metoda,
a ecuafiel reduse, care are de altfel un cimp de aplicare
mai larg decat acel al teoriei proiective a curbelor si supra-
fetelor si se intinde la toate geometriile care intra in vestitul
program dela Erlangen.

Speram cd forma familiara in care se gisesc expuse aceste
rezultate, unde calculele au fost conduse aproape in cele
mal mici amanunte, pentru a fi urmirite cu usurinta, si
care foloseste aproape exclusiv numai cunostintele generale
ale programelor noastre de licenta sa faca posibila cititorilor
inifierea completa si sa le deschida gustul spre aprofundarea
acestor rezultate pe care le vor gasi expuse in lucrari mai
complete in acest domeniu. :

Citdim in aceastd ordine de idei, lucrarile care ne-au
inspirat in primul rdnd, in cea mai mare parte si
anume:

Introduction d la géométrie projective différentielle des sur-
faces,de Guido Fubini si Ed. Cech (Ed. Gauthiers-
Villars, 1931, Paris).

Projective differential geometry of curves and surfaces, de
Ernest Preston Lane (Ed. The University of Chi-
cago Press. Chicago Illinois U. S. A:, 1932).

Legons sur la théorie des espaces & connezion projective,
(1-a parte) de Elie Cartan (Ed. Gauthiers-Villars,
Paris, 1937).
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Géométrie différentielle projective des réseauz de G. Ti-
teica (Ed. Acad. Roméne si Gauthiers Villars, Paris, 1924),
citarea fiind ficuta in ordinea in care se recomandi a fi
urmarite pentru aprofundarea cunostintelor.

Ne raméne datoria sa multumim din toatd inima Aca-
demiei Romdne care a binevoit sa primeasca publicarea acestei
lucrdri in colectia « Monografii stiintifice ».

Multumim de asemeni d-lui N. N, Mihiileanu care ne-a
ajutat la revizuirea lucrarii §i s’a ocupat cu toate corecturile
necesare unei cat mai bune prezentari.

AL. PANTAZI



PARTEA I-a

CURBE PLANE
I

PLANUL EUCLIDIAN

1. Generalitafi. Spafii sau varietiti cu dous dimensiuni.
Numim spatiu sau varietate cu doua dimensiuni o multime
de elemente, pe care le numim puncte, astfel incat fiecare
element al mul{imii sa-l putem caracteriza prin o pereche
de numere z;, @,, pe care le numim coordonate, s1 invers,
la o pereche, socotita intr’o anumiti ordine, de doui numere
%y, %, varind intre anumite limite, si-i corespundi un
element si unul singur al mul{imii. Ex.: o portiune dintr’un
plan, dintr’o sfera sau dintr'o suprafata oarecare este o
varietate cu doua dimensiuni (2; §i , fiind coordonatele
curbilinii).

2. Transformare. Numim transformare, intr’o varietate
cu doud dimensiuni, o corespondentd biunivoca intre ele-
mentele (punctele) multimii care constitue varietatea, asa
incat, prin aceasta corespondentd, unui anumit punct M al
varietdtii {i corespunde un anumit punct N, iar punctul NV
fiind dat, existd un singur punct M ciruia si-i corespunda
punctul N. Ex.: rotatia de un anumit unghiu in jurul unui
punct in plan, translatia de o anumita amplitudine, etc.
Algebric, o transformare va fi definita prin relatii de forma

(1) Y1 = f1 (g, To) 5 Y2 = [ (24, )

Y1, Yz fiind coordonatele punctului N, pe care-l numim
transformatul punctului M de coordonate z;, z,, iar fy, fa
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doud funcfiuni de argumentele z,, z,, functiuni pe care le
vom presupune continui §i derivabile. Sa insemnam pres-
curtat cu U transformarea definitd de relatiile (1). Daca
determinantul functional

% o8
(4 (yh y2) e 8.’121 3:172 ;ﬁ O
3 (2, 7,) ?é 3&

ox; dmy

atunci relatiile (1) se pot rezolva in raport cu z; si @, si ne dau

(2) L R 7'1 (V1,92 , x= f_z (Y1 Ya)-

Relatiile (2) definesc ca si relatiile (1) o transformare, daca
privim pe yi, y, ca coordonate ale unui punct al varietati
sl pe x;, ¥, ca coordonate ale punctului transformat. Aceasta
noud transformare face evident sa corespunda punctului N
punctul M, daca N era transformatul lui M prin transfor-
marea U. Numim aceastd noua transformare, transformarea
inversd a transformérii U si o notam prescurtat cu U~'.
Legatura intre punctele M si N, transformate unul din
celalalt respectiv prin transformarile U™, U se mai scrie pre-
scurtat

N=U(M) , M=U"(N).

3. Produs de transformiri. Fie U o transformare definita
algebric de relatiile (1) si V o alta transformare definita
algebric de relatiile

(3) Y1 = Q1(2y, 23), Yy, = P2 (21, ).

Transformarea V va face sa corespundi punctului N,
de coordonate y;, ys, punctul P de coordonate

2= @1 (Y1, Ya)y % = ?2 (Y1, Ya)-

Corespondenta intre punctele M si P, o numim transfor-
marea produs al transformarilor U si V si 0 notam prescurtat
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UV. Schimbénd putin notatiile §i insemnand cu y,, y,, coor-
donatele punctului P, vom avea evident
(4) h1= @ (I‘I’ f2), Y= P (fls fz),
si aceste relatii definesc algebric transformarea produs UV.
Transformarea particulara definitd de relatiile
Yo = %1 Ya = %o

care, geometric, face sa corespunda lui insugi fiecare punct
al varietatii se numeste transformarea identicd sau unitate
s1 se noteazd cu E. Avem evident

UUr=E.
Rezulta de asemeni imediat ca '
(U =U

fiindca relatiile (2) rezolvate in raport cu y,, y,, conduc la

relatiile (1).

4. Egalitatea figurilor. Notiunea de grup. Vom spune in
general ca doud figuri F' si F’ sunt egale, atunci cind elemen-
tele figurn F’ se deduc din elementele figurn F printr’o
transformare fdcind parte dintr’o familie bine definité @ de
transformadrt ale varietdfii.

Pentru ca notiunea de egalitate astfel definita sa satisfaca
proprietatilor clasice ale egalitagii §i anume:

1. F =F, adica o figura este totdeauna egald cu ea
insési.

2. Daca F =F' atunai F' =F. .

3. Daca F =F' i F' =F" atunci F =F"', adica doua
figuri egale cu a treia sunt egale intre ele, va trebui ca trans-
formarile familiei @ sa satisfaca respectiv la urmitoarele
reguli, care se deduc imediat din definitiunile anterioare:

1. Transformarea identicda E face parte din familia .

2. Daca transformarea U face parte din familia @, trans-
formarea U face parte de asemeni din familie.

3. Daca U si V sunt doua transformiri care fac parte
din familia @, produsul UV este de asemeni o transformare
din familie.
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Familiile de transformari care satisfac acestor trei reguli
se numesc grupuri de transformari. Putem atunci defini no-
tiunea de egalitate in modul urmator: Fiind dat un grup de
transformdri, doud figuri se zic egale cdnd ele se deduc una
din alta printr'o transformare a grupuluz.

Plecand dela aceasta definifiune generala a egalitatii se
poate face o clasificare a geometriilor dupa grupul care se
1a de bazi la definitia egalititilor. Aceasta clasificare con-
stitue fundamentul ideilor marelui geometru german Felix
Klein, expuse in vestita lui lucrare inauguralad din 1872,
care este cunoscutd de atunci in stiinta sub denumirea de
programul dela Erlangen.

In sensul acestor idei, geometria clasica are la baza grupul
care lasd invariantd expresia

(21 — &1)® + (3 — 23)2,

(#1, @) §i (@1, x,) fiind coordonatele a dous puncte, coordo-
nate pe care le numim carteziene. Cu alte cuvinte, daca
relatiile (1) definesc o transformare a grupului §1 punem

(5) y1 = f1 (21, @), ya =Tz (z1, w3)
avem, oricare ar fi transformarea grupului:
(%1 — %1)° + (92 — 92)* = (21 — 21)® + (2, — 23)?
in virtutea relatiilor (1) si (5).
Se demonstreazi ca functiunile f,, f, sunt atunci neaparat
de forma
(6) y1=fi=E+a, cosb—m,sinb, y,—f,=F,+ z; sin0+4z, cos @

sau de forma

(7) yi=hHh= &—a; cosO+ Ty sinb, y, =fy= Eg~x1 sin0—az,cos0.

€1, &, 0 fiind trei constante arbitrare. Dacs Zy, Zysunt
atunci coordonatele carteziene clasice ale unui punct intr’un
plan, relatiile (6) definesc o deplasare si relatiile (7) o anti-
deplasare (o deplasare urmata de o simetrie). Putem lua
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atunci, ca model al geometriei deplasarilor sau antldeplasa-
rilor, planul euclidian clasic, egalititile fiind definite prin
coincidenta figurilor dupa o deplasare sau antideplasare.

5. Geometria proieetivi are ca grup fundamental grupul
definit de relatiile

(8) Y= Ay + 831 7, + ag; 7, _ Qgg 1 Q19 %1 + A9 Ty
J (bl » Yo=—
Qoo + Q9 Ty + Gy T, Ago + @19 %1 1 gy Zg

unde figureazd noua constante a; (i, ] =0, 1, 2) din care
insd numai opt sunt esem;lale

Daca z; §i x, sunt coordonatele clasice carteziene ale
unui punct intr'un plan, atunci relatiile (8) definesc o omo-
grafie, care are proprietatea, dupa cum se constata de altfel
imediat din caracterul linear al relatiilor (8), ca transforma
dreptele in drepte i in general curbele algebrice de un anumit
ordin in curbe algebrice de acelasi ordin si cu acelasi numar
de puncte singulare Rezulta ca putem lua ca model euclidian
al geometriel prmectlve planul clasic euclidian, unde insa
doua flgurl se vor zice egale, cind se deduc una din alta
printr’o omografie. Varietatea cu doua dimensiuni astfel or-
ganizatd o vom numi planul proiectiv.

6. Metode generale de studiere a diferitelor geometrii.
Cénd grupul fundamental al unei geometrii este un grup
continuu finit (adica pentru care diferitele transformari ale
grupului sunt definite prin doua expresmnl fi, [z in care pe
langa variabilele z;, x, figureaza §i un numar finit de con-
stante arbitrare) cum este cazul geometriei euclidiene sau
al geometriei proiective, existd o metoda de studiere cu un
caracter general. Ea a fost inauguratd pentru geometria
proiectiva a curbelor plane si strAmbe de citre geometrul
francez Halphen si consta intr'o schimbare metodica
a sistemului de coordonate astfel incat ecuai;la sau ecuatiile
curbei sa se prezinte sub o forma cAt mai simpla ; este metoda
ecuatiel reduse. Ea conduce in mod natural, dupia cum vom
vedea, la o altd metoda, introdusia de Darboux in teoria
suprafetelor ca o generalizare a metodei lui Frenet si
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care se numeste metoda reperului mobil. Aceasti metoda se
poate introduce §i direct, plecind dela teoremele funda-
mentale ale teoriei grupurilor; sub aceasta forma avem me-
toda lut Cartan.

Pentru geometria proiectivi existd si o metods speciala,
bazata pe caracterul linear al transformirilor omografice,
care prin aceasta prezinta analogii cu transformirile solutiu-
nilor ecuatiilor diferentiale sau cu derivate partiale lineare si
omogene. Aceasta este metoda lui Wilczinski introdusi
de acest autor pentru curbele plane si in spatiu si pentru su-
prafete si in special pentru suprafetele riglate. Ea a fost con-
tinuatd de Fubini si Cech pentru suprafetele curbe si de
marele nostru geometru Titeica pentru retele §1 congruente,

7. Notiunea de reper mobil. Vom numi in general reper
mobil, figura (R) facind parte dintr'o familie de figuri egale
intre ele (fatd de grupul de bazi) si depinzand de un acelasi
numar de parametri ca si grupul de bazi, astfel incat fiind
dat un reper (R,) si existe pentru fiecare reper (R) o trans-
formare a grupului §i numai una singura care aduce pe (R,)
in (R). Cand (R) se confunda cu (R,) avem transformarea
identici. Se demonstreaza ci pentru orice grup continuu
finit exista asemenea repere. Aci ne vom margini si ve-
rificim acest lucru pentru grupurile geometriei euclidiene si
al geometriei proiective. :

Definim ca reper mobil in geometria euclidiani figura
formata de dou# drepte perpendiculare orientate D, D, care
se intdlnesc intr'un punct C. O astfel de figura depinde de
trel parametri: coordonatele &, &, ale punctului C, fata de
un sistem inifial de axe perpendiculare Oz, , Oz, si 0=«
(Ozy, D,). Este evident ca nu exista decat o singurd deplasare
sau antideplasare, care sa aducé reperul (R,) (O, , Oxz,) peste
reperul (R) (D, D,). De ex. daca sensul de rotatie dela
D, la D, este acelasi ca dela Oz, la Oz, transformarea este
deplasarea data de relatiile (6).

8. Coordonate relative fati de un reper. Fie M un punct
al varietatii de coordonate z,, , si IV, de coordonate Y1y Yas
punctul varietatii care se transforma in M prin transformarea
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care aduce reperul (Ry) in (R). Vom spune prin definitie
cd y;, yp sunt coordonatele relative ale punctului M fata de
(R). Daca (6) sunt relatiile care definesc aceastd transformare,
este evident ca intre y,, y, §1 z;, z, vom avea aceleasi rela-
tiuni insa rolul variabilelor # §i y este schimbat, asa incat

(9) @, =E, + y;cos0—y,sind , 2, =&, + y, sin® + y, cos®.

Formulele (9) sunt formulele de transformare ale coordona-
telor. Ele au aceeasi forméa ca s relatiile (6); insd un infeles
deosebit. Pe cand in formulele (6) (2, x,) si (yy, ys) sunt
coordonatele a doua puncte, transformate unul din celilalt,
fatd de acelagi sistem de coordonate, in formulele (9) ele sunt
coordonatele acelutagi punct insa fata de doud sisteme de
coordonate diferite. Din aseminarea formulelor deducem insa
ca deoarece primele definesc un grup, trecerea dela un sistem
de coordonate relative (y;, y,) corespunzidtoare unul reper
(R), la un alt sistem de coordonate (yj, ys) corespunzitoare
unui alt reper (R’) se va face prin relatii de aceeasi forma

yy = & + yi cos® — yisin®’' | y, = &5 + yi sinf’ + yi cos6’

ca $i relatiile (9), cu alte constante &, &, 0', care au fata
de reperul (R) aceeasi interpretare geometrica ca §i constan-

tele &, &, 0 fata de reperul (R,).

9. Studiul eurbelor plane. Pentru ca s patrundem mai
~ bine metoda ecuatiei reduse s1 a corolarului ei, metoda re-
perului mobil, vom face o aplicatie la studiul curbelor plane
fata de grupul euclidian. Vom ga51 astfel pe o cale naturala,
deoarece pleaci dela un principiu general, rezultatele claswe
familiare ale geometriei diferentiale plane.

Sa consideram o curba (C) pe care sd o presupunem defi-
nita fatd de un anumit sistem de coordonate printr’o ecuatie

zy = f (29)

in care, pentru comoditate, vom presupune functiunea f
olomorfa in jurul punctului z; =0, prin vrmare desfasu-
rabilé in seria intreaga

{10) Ty =ag+a; @ + a2+ ... +u, 2} +...
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Dacé raportam curba (C) la un alt sistem de coordonate
(Y1, y2) ecuatia curbei va capita in general forma

(11) Yo=0by+ by +byyi+ ... + bt + ...

Metoda ecuatiei reduse consta in a determina un reper
astfel incat ecuatia (11) sa aiba forma cea mai redusa posibila.
Fie, pentru aceasta, (9) formulele de transformare ale coor-
donatelor (z;, z,) in (y,, y,). Inlocuind in (9) pe y, prin
valoarea sa (11), vom capita pentru @y §i 2, doud functiuni
de z;, x,, desvoltate in serii Intregi, pe care apoi le substituim
in (10). Vom obtine astfel o identitate intre dous serii intregi
in y,, in care vom egala coeficientii acelorasi puteriale lui y,.
Identificarea ne va da relatiile prin care determinim coefi-
cientii b, in functie de coeficientii q, (¢ £ p) si de constantele

1> & st 0 ale transformarii. Procedand astfel vom avea
succesiv

l 2 = & + y; cos0 —sin0 (by + b, y, + Sk

12
) l a:2=Ez—,t-ylsine—f—cosﬁ(bo—l—blyl—}—...)

apoi
& + y1 5inf + cosh (o by b 2=
(13) ag + ay [€; + y; cosB— sin6 (b, + by yy + ...)]
+ a3 [& + y; cos® — sinb (by+b; y,+. . JP+. ..

Identificarea termenilor independenti de y,, in cei doi
membri, ne da

(14)  Ey+b, cosO=ay+a, (£, — bosinb)+4- a, (& — by sin 0)2+...

relatie care contine numai coeficientul by. Se vede imediat
ca putem lua by = 0; relatia (14) ne da conditia

(15) & =ag+ a; e oA O R

intre parametrii £, &, ai reperului. Geometric aceasts con-
difie exprimi ca punctul C (originea reperului) trebue sa se
gaseascd intr'un punct oarecare al curbei (C). Reperul de-
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terminat prin aceastd conditie il numim reper de ordinul zero
si.ecuatia. curbei fata de un astfel de reper capita forma
y2=b1y1—l—b&y1—{—..., :
coordonatele punctului considerat al curbei fata de noul
reper fiind y; =0, y, =0. Daca présupunem acum ca re-
perul initial este de ordinul zero, avem a, =0, si atunci

conditia de trecere dela un reper de ordinul zero la un alt
reper de acelasi ordin este data de relatia (15) care devine

P o 1
G=a 8 +a b+ ...
ceea ce revine a alege originea in alt punct al curbei. Sa
presupunem cé originea rimane neschimbata ceea ce ne da

‘(16) B0 Fee 1l By

atunci trecerea dela un reper de ordinul zero la un alt reper
de acelasi ordin §i avdnd aceeagi origine nu mai depinde
decat de parametrul 0. Identitatea (13) devine

Yy sin0 4 cos0 (by y; + b, yi + )=
+ a3 [yy cosO—sin0 (b yy + by 2 + .. )P+...
1ar identificarea coeficientilor lui y, in ambii membri ne da
sinf + &, cos® = a; (cos® — b, sin0).

sau

__aycosf—sinf

~ cosO -+ a, sin®

Aceasta relatie, care ne di pe b, arati ca, oricare ar fi va-

loarea lui @y, vom putea totdeauna determina pe 0 astfel
Incat sa avem b; = 0. Conditia se scrie

(18) ) tel =4y

Reperul determinat prin aceasta conditie il numim reper

de primul ordin. Fata de un asemenea reper, ecuatia curbei
se scrie

by

y2=b29f+bsy?+--i
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Existenta unui reper de primul ordin fiind dovedita, sa pre-
supunem c@ am ales in prealabil drept reper initial un reper
de ordinul unu. Avem atunci a; = 0 si relatia (18) ne da -

(19) =0 sau (19 0=

Relatiile (16), (17) si (19) sau (19°) ne arata atunci ca trecerea
dela un reper de primul ordin la un alt reper de primul
ordin nu se poate face decat prin substitutiile

(20) T1=Y1 5 Ta=Y; Sau Ty =-—Y;, Ty =Y,

carora le corespund transformarea identici sau rotatiunea
in jurul originii de 180° Prin urmare reperul de primul
ordin este perfect determinat cu exceptia sensului axelor
Dy, D, ale reperului si odatd cu el sunt determinati, cu
excepfia semnului unora din ei, tofi coeficientii ay, ag, ...
care intervin in ecuatia (15) unde a, = a; = 0. Acesti coefi-
cien{i pentru motive care se vor vedea in paragrafele urma-
toare, poarta numele de curburile curbei in punctul considerat.

Astfel prin metoda ecuatiei reduse se ajunge la determinarea,
in fiecare punct al unei curbe, pe o cale naturald, a unei drepte
bine definite (axa D, sau perpendiculara pe ea D,) si a unor
curburt (valorile numerice ale coeficientilor a,, ag, etc.).

Aceste drepte si curburi au un caracter invariant fati
de deplasdri, notiune care are, ca si alte exemple asemana-
toare pe care le vom intélni ulterior, intelesul urmator:
Fie (C) o curba si (C) curba care se deduce din (C) prinir’o
deplasare. Fie M si M doua puncte corespunzatoare, Dy, a,,
ag,...51D;,0a5,0a3, ... dreptele si curburile corespunzatoare.
Spun ca D, se transforma in D; prin deplasarea care aduce
pe (C) in (C) s1 ca avem
(21) laz| =lag| ;| as| =|as]| ;ete.

In adevar, fie (R) unul din reperele de primul ordin
referitoare la (C) in M, (R) unul din reperele de primul

ordin referitoare la (C) in M si (R’) reperul care se deduce

din (R) prin deplasarea care aduce pe (C) peste (C). Dupa
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definitia coordonatelor relative (§ 8), ecuatia curbei (C) fata
de (R’) este identica cu ecuatia curbei (C) fata de (R). Aceasta
insemneaza ca §i (R') este un reper de primul ordin §i prin
urmare se confundi cu (R) sau se obtine din acesta printr’o
rotatie de 180° in jurul originii. In ambele cazuri D, se con-
fundd cu D’ si avem relatiile (21), ceea ce demonstreaza
proprietatea avutd in vedere. Caracterul de invarianta al
dreptei D, si al curburilor a,, a, etc. este astfel demonstrat.

Vom face cu aceasta ocazie §1 observatia urmatoare:
dacd insemnam cu f (z;) funciiunea din membrul al II-lea
din relatia (10) avem

ay =" (0) , g =51 (0), .

ceea ce ne arata ca daca y, = ¢ (y,) este ecuatia curbe:
fata de un reper oarecare, a; depinde, dupa cum se stie din
calculul diferential, de derivatele functiunii ¢ pana la ordinul
i inclusiv. Pentru aceste motive se spune ca a; este un inva-
riant diferenjial (euchidian) de ordinul i.

Metoda ecuatiei reduse ne-a permis prin urmare si de-
termindm pe cale analiticA anumite elemente invariante,
drepte §i curburi, care sunt prin urmare susceptibile si de
definifiuni pur geometrice, intuitive. Pentru a ajunge la
acestea existd unele metode generale printre care cea dintéi
este metoda reperului mobil pe care o vom expune in cele
ce urmeazd ca o consecintd a metodei ecuatiei reduse.

10. Formulele lui Frenet. Si consideram in fiecare punct
al unei curbe (C) un reper de primul ordin, reperele de
primul ordin in diferitele puncte ale curbei fiind deduse din
unul din ele prin continuitate. Fie M unul din punctele
curbei, I;, I, doi vectori de lungime egalé cu unitatea purtati
de axele D; si D, , P un punct oarecare din plan de coordonate
relative 2;, 2,. Reperul de primul ordin referitor la M este
perfect definit de vectorii I; si I, si putem scrie relatia vec-
toriala \

(22) P=M-+z I, + z, I,
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jcare nu este altceva decat expresia condensatd a relatiilor
{6). deoarece (y;, y5), (& ; &) sunt coordonatele fati de un
sistem de axe inifiale ale punctelor Psi M iar (cosf, sin6)
st (—sinb, cosB) proiectiile pe aceleasi axe ale vectorilor
1, I,. Presupunem curba (C) definitd parametric in func-
‘tiune de un parametru ¢; &, &, 0 sunt functiuni de #. Vom
‘presupune cd §i 2, o, sunt functiuni de ¢ si vom defini
‘vectorii S A s N [

dM dP Rl i 4
dt ar dt
prin relatiile vectoriale
ﬂ: L M —M : dP e L pP_p
dt o s iy e dt tst .3
(23) ! :
: dIl oty lim Il _‘11 : dIz el lim 12“‘12
dt t—t ¢ dt vr—t ' —1,

literele accentuate raportdndu-se la un punct M’ al curbei,
corespunzator valorii ¢ a parametrului. Fiecare din relatiile
(23), se inteleg, ca si relatia (22), vectorial, adica reprezentind
notatia prescurtata a cite doua relafii algebrice, cite una
de fiecare din coordonate sau proiectii fata de un sistem
initial fix de coordonate. Fie atunci (p;, p,), (P11s 'Pig)s (Pax »
Psz) componentele relative ale vectorilor

4 al, | di,
dt dt dt:?
vom avea astfel

dM
%:P111+P212y

B by I

”d—tl:PuIl‘l‘PlzIz ) j'l—tz:l’mll‘{‘l’zzlz-
Cantitatile p;, p; (i, j =1, 2) nu sunt independente.

Din relatiile ;

(24 bis) b e =30 (U1 =00
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care exprima ca fiecare din vectorii I3, I, au lungimea 1 §1
ca sunt perpendiculari, deducem prin derivare
- dI;
i Tl dt
prin urmare, {indnd seama de (24) si (24 bis),
Pu=0, pp=0, p;s+ py =0.
S& punem

3T B oaliengy ) emlt 18
relatiile (24) devin

daM dl dl
T:P1]1+P212 H d—tlzplz H d_:z—‘Pll-

Derivand acum relatia (22) si {indnd seama de relatiile pre-

cedente, obtinem

dP: dz - dx
dt —( -2+ J e B o P$2)11 +(_dt_2+ P2+Px1)12

~ Ok presupunem punctul P fix; vom avea % =0 §1 prin
urmare
dz dz :
(25) 7;=—P1+P‘”a§d—t2=—P2—Pa’1-

Pentru a determina coeficientii P; P1, P2, Presupunem
punctul P fix pe curba (C); intre z; §i 2, vom avea pe langa
relatiile precedente §i relatia (10) unde ay = a; =0, prin
urmare:

(26) Dy =ay 2 +agal+ ...

Derivind aceasta relatie in raport cu ¢ si inlocuind in

dz, d
relatia ob{inuta pe ;tl dx §1 @, prin valorile lor (25) s
(26), obtinem identitatea :

—P2— P =(2a3 2, +3ag a1 +...) [—p,+plag 2f+ag 21+ )] +
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de unde, prin identificarea coeficientilor diferitelor puteri
ale lui @; in cel doi membri, scoatem:
(27) —pa=0, —p=—2a,p;; O=’—3a3P1+d7at2§
Pentru a desavarsi determinarea coeficientilor p, mai
trebue facutd o ipotezd asupra alegerii parametrului ¢, care
pana in prezent era arbitrar. Pentru aceasta vom face obser-
vatia urmatoare, pe care o vom regisi si in alte cazur ase-
manatoare. Consideram punctul M’ infinit vecin cu M pe
curba (C) s1 corespunzator valorii ¢+ dt, a parametrului,
s fie z; abscisa lui fatd de reperul de primul ordin considerat
in M; daca deplasam curba (C) in (C), ra;ionamentul facut
in paragraful precedent ne arata ci avem si [mll ==lad - Dar
2, este un infinit mic de prlmul ordin, a carui parte principala
este de forma ¢ (f) dt 51 are in virtutea celor ce preced un
caracter invariant. Notdm cu ds, acest invariant (s=[¢(¢)dt),
si numim s arcul curbei, pe care-l alegem ca parametru t.
Vom avea lim -%?' =41 cénd 2, 0, prin urmare dupa
(25), py = £ 1. Determinam arcul s prin condifia p; = 1;
relatiile (27) ne dau

: 1 da
(28) Ve 0 Tt a3=§._s?,...
prin urmare, dacd notam p —:—1_,
2a,y
aM diy 4 dfy 1
Fra o T e

s1 regasim astfel formulel’e clasice ale lui Frenet scrise
sub forma vectoriala. Relatiile (28) ne mai aratia ca avem:

1¢ %
(29) g5~ uny

6 ds\p
ceea ce inseamni ca ag, 4, ... SUNt mvarlantl der1vat1 adica
se exprlma ‘n functiune de raza de curburd p sl derivatele
sale in raport cu s.
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11. Interpretiri geometrice. Pentru a gasi interpretari
geometrice ale elementelor invariante descoperite prin me-
toda ecuatiei reduse, o metoda de cercetare, cu un caracter
destul de general, este bazata pe teoria contactului. Iata in
ce consta aceasti metoda.

Se considera pe curba studiati un numar finit n de
puncte, suficient pentru a determina o configuratie geometrici
de un anumit gen (curba algebrici, complex linear de drepte
in spatiu, suprafata algebrica de un anumit ordin, etc.).
Cand cele n puncte tind, independent unul de altul catre
un anume punct al curbei studiate, configuratiunea consi-
derata tinde catre o configuragie limita de acelasi gen, care
se zice ca are un contact de ordinul n — 1 (sau n — punct),
sau mai pe scurt ca este osculatoare in punctul considerat
al curbei. Pentru a traduce analitic conditiile de contact se
scrie condifia ca acea configuratie si contind un element
infinit vecin, corespunzator valorii z;, a parametrului curbei,
valoare care tinde prin ipotezd catre zero, cind punctul
infinit vecin tinde catre punctul considerat al curbei. Aceasta
conditie poate fi consideratd ca o ecuatie algebrica in z;
ale carei radacini ne dau punctele comune curbei si configu-
ratiei. Conditia de contact se va obfine scriind ca ecuatia
are n radacini confundate eu 0, cu alte cuvinte, coeficientii
desvoltarii primului membru al ecuatiei, dupa puterile lui
x; sunt nuli pind la termenul in 27! inclusiv. Vom face o
aplicare a acestei metode in capitolele urmatoare.

O alta metoda de cercetare cu un caracter tot asa de
general, consta in a determina curbele pentru care curburile
au valorile cele mai simple posibile si apoi dintre acestea
pe acele care au cu curba studiatd, in punctul considerat,
un contact de un ordin cdt mai ridicat. Ca o aplicatie a
acestel metode sa cautam, in cazul nostru, curbele pentru

care — = 0. Formulele (28) arata ca in acest caz avem
e

ay = ag=...=0. Formulele lui Frenet ne dau
dM ' o dly dl,
ds = ds—*o : g_o

2.
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deci prin integrare
I, = I (vector constant) , I, = I3
g1 apoi
M =M, +sl, (My un punct fix).

deci punctul M descrie o dreaptd. Ecuatia ei fata de un
reper de primul ordin se scrie z, = 0 (fundca Gy =0y ... = =0)
51 aceastd dreapta are un contact de prlmul ordin in M cu
curba (C). Am aritat astfel existenfa unei drepte avind un
contact de 1-ul ordin cu curba datd si aceasta este tocmai axa
D, a reperului de primul ordin; cu alte cuvinte dreapta D,
este tangenta la curba si D, este normala. Pentru a avea

e . .
‘aCum O 1nterpretare a primei curburi — , VoI considera
B e

curbele din plan pentru care —i = pi = ¢'. Formulele lui
0
Bwonte bime dau in acest caz:
dM il dl, 1
dondan S e og i b Al
de unde scoatem
dt I
d RET, + 2 1 == 0
prin urmare:
{se=al; cos— + I% sin -
Po Po

M:Mo—l—pol‘l’sing—-—polgcosi-
0

o

Punctul M descrie astfel cercul de centru M, si de raza Po-
Ecuatia acestui cerc fata de reperul (M,, I?, I3 se scrie

1

AP
ZPO:E, + ...

.222:
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Sa insemndm atunci cu g, valoarea lui p intr'un punct
al curbei; relatia precedenta ne arata ca existd un cerc avind
in punctul considerat un contact de ordinul doi (cercul oscu-
lator) ; inversul razei acestui cerc este prima curburd a curbei
in punctul considerat.

Metodele expuse in acest paragraf si care pentru studiul
curbelor in planul euclidian conduc la rezultate cunoscute,
vor conduce in studiul curbelor din planul proiectiv la pro-
prieta{i geometrice noud, care alcatuese, in esentd, obiectul
geometriei diferentiale proiective.

II

GEOMETRIA DIFERENTIALA PROIECTIVA
A CURBELOR PLANE

Metoda ecuatiei reduse.

12. Reperul mobil. Geometria proiectivia are la bazi
grupul definit de relatiile (§ 5).
' .y1=a01+a11x1+a21x2:_A'_1..
oo+ A1o 21+ agp Ty Ay’
=“02+“12 551‘|‘“22x2:é2
oo+ G190 Ty +- Az Ty By

unde Ay, A;, A, sunt polinoamele care figureaza la numi-
ratorii §i numitorul comun al expresiunilor din membrul al
H-lea, (2, #;) coordonatele, in modelul euclidian, ale unui
punct si (y, y;) coordonatele punctului transformat. Pentru
a definl un reper mobil care si satisfaci condifiunilor ge-
nerale aratate anterior (§ 7) si consideram dreptele

Ag=0 , A,=0 , A,=0

care in cazul cind

(30)

Y2

Qoo Q19 Qg
(31) a=|ay a3 ay #0

Aoz G13 Ao



22 AL. PANTAZI

formeaza un triunghiu propriu zis T, pe care-l vom numi
triunghiul de referinid al reperului definit de transformarea
(30). Pentru ca, reciproc, un triunghiu oarecare, format din
dreptele de ecuatii

DiEbOi+b1ix1+bzi$2:0 (i=0,1,2)
sa fie triunghiul de referinta al transformarii (30) trebue ca:
2 iy = s by (i, 7=0,1, 2)

unde p; (j =0, 1, 2) sunt trei factori de proportionalitate
arbitrari. Transformarea proiectivd nu este deci complet de-
finita de triunghiul de referinta. Sa consideram atunci punctul
U transformatul prin omografia (30) a punctului de coordo-
nate (1, 1) si fie (m, n) coordonatele punctului U pe care-l
vom numi punct-unitate al reperului. Se vede imediat ca,
dacd se da, pe langid triunghiul de referin{a si punctul-
unitate (deci coordonatele m, n) transformarea este perfect
determinata. Intr’adevar vom avea

s P (bor + b1y + byy) el P2 (boa + byp 1 byy)

Yot Po (bgo + byp + b_zo) ’ e Po (boo + b1p + bap)
deci
Po il P1 2 P2 L)
1 = 1 = 1 P

bOO + blO + b20 b01 + bll + b21 b02 + b12 + b-22

Qo> P15 P2 §1 pPrin urmare coeficientii g; sunt determinati cu
excep{la unui acelasi factor o, care dispare in expresiile (30)
prin simplificare. Configuratia formata de un triunghiu de
referinta si din un punct-unitate, depinde de opt parametri
ca si grupul (30) s1 este prin urmare un reper proiectiy cici
din definitie unei omografii fi corespunde un singur reper,
si dupa cum am aratat mai sus, un anumit reper nu co-
respunde decadt unei singure omografii.

13. Coordonate relative fafi de un reper proieetiv. Fie
(R) un reper proiectiv care corespunde unei anumite omografii
H, definita de relatii de forma (30) si fie M de coordonate -
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(24, @) un punct din plan. Fie de asemeni (y,, y,) coordo-
natele punctului NV din plan al carui transformat prin omo-
grafia H este punctul M. Vom avea intre (z;, 2,), (Y1, ¥s)
relatiile (30), unde insa rolul variabilelor z, y este schimbat,
adica

_ O+ A Yit dn Yy dog T Q1o Y1 1 Aoz Yo
(32) el vy i
ago + @19 Y1+ G Y. agp + @19 Y1+ Gz Yo
Prin definifie vom spune ca (yy, y,) sunt coordonate e relative
ale punctului M fata de reperul (R). Relatile (32) ne dau
atunci formulele de schimbare a coordonatelor cind se trece
dela coordonate carteziene la coordonate relative fata de un
reper (R). Intru cat insa aceste relafii sunt analoage cu rela-
tille (30) care definesc transformarile unui grup, rezulta ca
trecerea dela un sistem de coordonate relative fata de un
reper (R), la un sistem de coordonate relative fata de un alt
sistem (R’) se va exprima prin relati de aceeasi forma cu

relatiile (32).

14. Coordonate proieetive. Sa introducem coordonatele
omogene X,, X;, X, definite, cum se stie din geometria
analitica, de relatiile

T z% ) Tg :%

0 0

si sa consideram numerele Y,, Y;, Y,, pe care le definim
(cu exceptia unui factor comun) prin relatiile

it

1 YO ’ 2 Yo
Y1, Yo fiind coordonatele fata de un reper R ale punctului de
coordonate carteziene z;, ;. Yom numi Y,, Y,, Y,, coor-
donate proiective omogene ale punctulm fata de reperul (R).
Coordonatelor relative y,, y, le vom mai da atunci, prin ana-
logie, denumirea de coordonate prolective neomogene. Din
relatille (32) scoatem atunci prin inlocuire:

X, )] Yotay YitanY, ) X, 1 Go YotapY,+anY,
Xo  ag YotayY,+ayY, Xo apYotaY;+ayY,
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sau :
Xo =0 (ag Yo + a5 Y; + ag Ys)
(33) X, =o0(ay Yo+ ay Y, +anY,)

Xy =0(ags Yo+ a5 Yy + Ggg Y).

Relatiile (33) se mai scriu sub o forma prescurtata de
care ne vom servi des in cele ce urmeaza. Si observam,
pentru aceasta ca dacd notam cu Ay, A,, A, varfurile triun-
ghiului de referintd ale reperului, avem pentru varful A4,
spre exemplu Y, = Y, =0 dupa formulele (30), caci avem
Ay = Ay = 0. Cum pentru acest punct Y; 0, vom avea
dupa (33) '

(34) 012y,

prin urmare (ayy, @1, a;,) sunt coordonatele punctulu1 A4, .
Putem scrie atunci relatiile (33) sub forma prescurtata

(35) ME Y USh e 5

din care, pentru a obtine formulele (33), care definesc analitic
coordonatele proiective omogene Y, Y, Y,, vom inlocui pe M
cu coordonatele omogene ale punctului M (ceea ce face si
apara factorul 6) §i pe A4,, A;, A,, cu anumite coordonate
omogene ale varfurilor reperului (acele care corespund va-
lorilor a@;;, care depind cum s’a aratat la § 12 de alegerea
punctului unitate). In intelesul de mai sus ne vom putea
totdeauna servi de scrierea prescurtata (35) in locul relatulor
desvoltate (33). '

Pentru motivele ardtate la sfarsitul § 13, aceleasi formule
(33) sau (35) vor exprima trecerea dela un sistem de coordo-
nate omogene fata de un reper la un sistem de coordonate
omogene fata de un alt reper. E destul si refacem rationa-
mentul din ultimele trei paragrafe, plecind dela coordonate
relative fata de reperul initial, in loc de a pleca dela coordo-
nate carteziene. ’
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15. Metoda ecuatiei reduse. Sa consideram o curb# plana
(dﬁ, definita algebric prin ecuatia ei, fatd de un anumit reper:
zy =1 (21)

f fiind o functiune analitica

(36) @y=f(z) =ag+a;2,+ayai+...+a,2t+...
Metoda ecuatiei reduse consta in a gisi un reper astfel incat
ecuatia curbei (C) fata de acest reper sa aibd primii coeficienti
ai desvoltarii, cat mai simpli. Fie (y,, y,) coordonatele unui

punct M al curbei fata de noul reper. Vom avea, in general,
intre y;, y, o relatie de aceeasi forma cu (36):

(37) Yo=Dbo+byy; + by +...+ byl +...

Fie (32), formulele care definesc schimbarea coordonatelor
dela (z;, x,) la (y;, y,). Pentru a calcula coeficientii b; pro-
cedim ca §1 in cazul planului euclidian (§ 9) si anume:
inlocuim in (32) pe y, prin valoarea sa (37); z;, z, se vor
desvolta in serii intregi dupa puterile lui y; de forma

(38) @y=optoyy; + %yl +..., 3 = Bo+By Y1 Byt
Coeficientii «,, B, rezultind din identitatile deduse din (32).
agr + a1 Y1+ g (bo + b1y T+ boyi + .. )=
[ago + @30 Y1 + @z (bg + by Y1 + by yi + .. )] X
X (g + oy + oy + ..)
aop + @1 Yy + g (bg + by yy +bayi + ... )=
[a00+a10y1+a20( +boy+bhayi + .. )
X(Bo+ Briyy + Bavi + ..2)

se vor exprima in functiune de a; §i b (i, ] =0, 1, 2, k < n).
Inlocuind apoi in (36) pe 2; si z, cu valonle lor (38) in care
am inlocuit in prealabil pe «,, B, prin valorile lor calculate
din identitatile (39), vom obfine identitatea

Bo+Bivn+Ravi+ ... +Bn.y'1'+
(40) a0+a1(°‘o-+°‘1?5/1+°‘2yf+---)+
ay (g + o 4y + it .. 2

(39)

Il
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care prin identificarea coeficientilor diferitelor puterl ale lui
Y1, va da relatiile care determina coef1c1en§11 b, in funct;mne
de coeficientii a; (k < n). Calculul fiind mai complicat decat
in cazul planului euclidian vom proceda prin etape succesive.

16. Reper de ordinul zero. Vom avea mai irtsi din (39):
ay; + by a Age + by a
41 SRR 0 *21 : ¥ 02 0 22
(+4) B agy + by asg ago + bo ag

s1 daca facem by, =0, avem

(42) t =2 5 By=o0

%oo %00
deci ay, B, devin egale cu coordonatele proiective neomogene

fata de reperul initial al varfului A, (pe care-l vom numi de
aci inainte originea reperului mobll). Din (40) scoatem apoi -

(43) Bo=aq+ a 00 + a3 G + ...

unde o, 3, au in general valorile (41). Aceasta relatie ne da

pe by si rezulta din cele ce preced ca putem face | by =0 |;

e destul pentru aceasta ca si avem relatia (43) unde o, B,
au valorile (42), si prin urmare, comparand cu (36), ca ori-
ginea A, sa se ghseasca pe curbd. Reperul determinat prin
aceasta condﬂ;le se va numi reper de ordinul zero.

Sa presupunem ca reperul inifial a fost in prealabil un

reper de ordin zero. Vom avea atunci | ¢g =0 |; ca si trecem

dela acest reper la un alt reper de ordinul zero, fdrd a schimba
originea, deci un punct ales pe curbi, va trebui sa avem si

% =Py =0 | §i prin urmare dupad (42): | ap =g =0

Relatia (31) ne arata atunci c& a4 7 0; putem atunci,

b : k% O 1
prin inmulfirea tuturor coeficientilor a; cu factorul —
Qoo

sd luam | a5y =1 | 5i atunci relatiile incadrate cu privire la

coeficien{ii a;, vor exprima conditia ca formulele (30) sa
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exprime schimbarea dela coordonatele fata de un reper de
ordinul zero la coordonatele fata de un alt reper de ordinul zero.

17. Reper de primul ordin. Pentru a merge mai departe,
plecam dela un reper de ordinul zero si utilizim formulele
de schimbare a coordonatelor care nu modifica ordinul re-
perului; toate relagiile incadrate sunt atunci valabile. Pro-
cedénd mai departe la identificare vom avea succesiv din

(39) s1 (40).
o =ay + byagy , By = ap+ biagp, si By=a;0
sau s + by g = a; (ay; + by ay)
de unde scoatem valoarea lui b,
T I e -
g Qg — Qg

Putem prin urmare, oricare ar fi a,, si alegem coeficientii

a;; astfel ca sa avem [ b; =0 |. E suficient ca sa avem

(44) Gia= %1 Ap :
Reperul de ordinul zero determinat prin aceste conditii il
numim de primul ordin.

Sa presupunem ca reperul initial e un reper de primul

ordin, deci | @; =0 |. Din (44) scoatem | a;p = 0| si prin

urmare formulele de schimbare a coordonatelor prin care
trecem dela un reper de primul ordin la un alt reper de
primul ordin vor trebui sa satisfaci la conditiile exprimate
in relatille incadrate.

18. Reper de al 2-lea ordin. Puncte de inflexiune. Proce-
dand, in continuare, la identificarile indicate de metoda,
obtiem

e =byay —ayay; By =byay si B =ay0]
dec1

(45) by ="y,
Gy
cacl din (31) rezultd ca avem ay; ayy # 0.
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Relatia (45) aratid ca in planul proiectiv se prezinti
pentru reperele de primul ordin o particularitate interesanta.
In adevir daca a, = 0, avem b, = 0, oricare ar fi reperul de
primul ordin. Rezulti atunci ca relatia a; = 0 este invarianté
fata de transformarile proiective si traduce o proprietate
protectivié in punctul considerat al curbei. Acest lucru se
poate demonstra printr’un rationament analog cu acel ficut
anterior (§ 9). Fie intr’adevir (C) o curbi plana, (R) un
reper proiectiv de primul ordin referitor la un punct M al
curbei (C), (C) curba transformats a lui (C) printr’o omo-

grafie si (R) un reper de primul ordin in punctul M transfor-

matul lui M. Fie in sfarsit (R’) reperul in care se transforma
reperul (R) prin aceeasi omografie. Fiindca, dupa definitia
coordonatelor relative, ecuatia curbei (C) fata de reperul
(R') este identica cu ecuatia lui (C) fata de (R), rezultd ca
(R’) este si el un reper de primul ordin. Daci prin urmare
avem in M fati de (R) relatia a, = 0, aceasta se pastreaza
in M fata de (R’), din cauza identitatii ecuatiilor, iar in
virtutea lui (45) si fata de (R). Proprietatea este astfel
demonstrati; ea se mai exprima spunand ca a, este un
invariant relatiy i fiindea depinde de derivatele de primele
doud ordine ale functiunii f, considerats la inceput (§ 15),
un invariant diferenfial relatiy de ordinul doi. Metoda ecuatiel
reduse descopera astfel un invariant relativ de ordinul do1,
caruia raméine si i se dea o interpretare geometrica atunci
cand se anuleazi. Se poate demonstra ci relaia a, = 0
exprimé ci punctul M este un punct de inflexiune, prin
urmare printr’o transformare omografici un punct de infle-
xiune se transforma intr'un punct de inflexiune. Se poate
demonstra de asemeni ci daca o curbi are numai puncte de
inflexiune este o linie dreapti. Fiinded aceste proprietati
sunt evidente §i cunoscute vom trece peste demonstrafie.
S& presupunem a, 7= 0, deci excludem punctele de infle-
xiune si dreptele in studiul nostru; relatia (45) arata ci

; et ? 1
putem determina coeficientii a; astfel ca si avem by =51
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Alegerea acestei valori numerice pentru coeficientul b, se
va explica ulterior. Un reper de primul ordin determinat
prin aceastid conditie este un reper de ordinul al 2-lea.

Daca reperul initial este de ordinul al 2-lea avem| a, =

A
2

i relatia (45) ne di|ayy =af, |, relatie care exprima conditia

suplimentard pentru formulele de schimbare a coordonatelor
fata de doud repere de ordinul al 2-lea.

19. Reper de ordinul trei. Continudnd aplicarea metodei
si tindnd seama de relatiile incadrate, obtinem:

1
L IRl 15 2
25} -—7021 — a9y , B =ay by — 9 Qy0 211
s
2
Bs = ay; % + aiy ag
de unde scoatem:

1

2 s
ayy by —aiy a3 = & (ag — ayq aq9)

relatie care ne da pe b;. Putem atunci totdeauna, oricare
ar fi ag, sa dispunem de coeficientii @; ai schimbarii de

coordonate astfel ca sd avem| by = 0 |. Conditia se scrie

e 9
Ay = Gyq Q19 — 243, as.

Reperul determinat prin conditiile precedente este un reper
de ordinul al 3-lea; daca presupunem ca §i reperul inifial

este de ordinul trei avem ag =0 deci|ag;= a;1a4|. Aceastd

conditie adaugatd la cele precedente ne determini formulele
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de trecere dela un reper de ordinul al 3-lea la un reper de
acelasi ordin. -

20. Reper de ordinul patru. Prin continuarea proce-
deului §i {inind seama de relatiunile incadrate, obtinem

1 1 1 1

S 2 Lo 2 2 2
U3 = 5 Anl — a8 , By=a5b—— Q31099+ = A3y Gro
2 2 4 2

sl
E
LLC et S
By = a3 ay + ap; o5 + §au' Q10

deci prin eliminarea lui oy si B,:

] 1 4
(46) ajy ay— by = % (“20 Bt < afo]'

Putem deci totdeauna determina unii coeficienti a;; rdmasi

independenti, astfel incAt sia avem by =0 |; definim prin

aceasta conditie un reper de ordinul al 4-lea.
Daca presupunem ca reperul initial este un reper de

ordinul al 4-lea, vom avea si | a, = 0 si relatia (46) ne da

dgp = = ao |, conditie care adaugata la cele precedente de-

finesc trecerea de la un sistem de coordonate fatd de un
reper de ordinul al 4-lea, la alt sistem de coordonate de
aceeasi natura. :

Pentru simplificarea scrierii formulelor vom pune de aci

Inainte| a;; = A, a;p =p|. Formulele (32) de schimbare a
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coordonatelor se scriu atunci:

(32)

o Ay, + MLy, £y
ik
i f &’-y1+'2—l’-2y2

14 3 1

7\.’/1—7 7\P-yt+z7\$’~ yi + oc4y1+oc5y1+ .o
22

+ Y s

1

1 3
5 Ry — 5 Mpyl + o Wiyt Byl + Beyi +

s1 vom avea de asemeni

(36

care inlocuesc formulele (36)

titatile

(39')

1,
5 4 6
%—7%+%%+%%+~q

1
Yo =g ¥+ byl + byl + ...

1
Ay, + 7\!’*(73{?4—% yi + be i + )E

-

s1 (37), de unde deducem iden-

1 1
(7\.'/1‘—3 Mayi o NPyl oy + ]x

1

1
x[1+uy1+7y2(—2—y¥+b5yi+ +

1

(5y.+b5y1+b¢y1+ )
1
7ly~§m@+§ﬁﬁﬁ+&ﬁ

(

)
pol

1 3. % ‘
><[1+uy1+§y-2(—2—y1—l-bsy§’+ )]
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s1
LG Br S ORI 2,2 44 5 ] =
—2—)~y1——2~7\uy1+§7\uyl+65y1%---=
, 1 1 g L2
(40°) 5(7\3/1——2'7‘5*.%/?‘1-2‘7\”23/?4‘0‘43/?4-;“-) i B

g2 ‘
-+ a5(7\y1 T ALyi + )6 S T 3

care inlocuesc identitatile (39) si (40). Putem atunéi pleca
dela aceste formule mai departe in aplicarea metodeéi.

21. Interpretiri geometrice. Coniea osculatoare. ‘Inainte
de aceasta vom face cAteva aplicatii geometrice ale! formu-
lelor gsite.

Formulele (32') arati ca varfurile Ay, A, A, ale unui
reper oarecare de ordinul 4, au, fati de un reper de ordinul
4, dupa cele aratate anterior (§ 14), coordonatele proiective
-omogene

1
Ao (1,0,00 5 Ay 40) 5 ay( 8 ),

valori la care se reduc coeficientii a;;,. Coordonatele proiective
neomogene ale varfului 4, sunt prin urmare:
A%

x]_:z_;‘, $2=2‘E2-

$1 prin urmare satisfac ecuatia

(47) .'122.:-—1-.’1??,

2

ceea ce arata ca punctul A, descrie, cAnd reperul variaza,
o conica I' de ecuatie (47). In coordonate proiective omogene
ecuafia conicel se scrie : 5

2XOX2_—'X¥:O, !

astfel ca ecuatia tangentei intr'un punct (a, b, ¢) al acestei
conice se scrie .'

f
i
i

cXy—bX, + aX, = 0.
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Ecuatiile tangentelor in A, (1, 0, 0) si' 4, (0,0,1) la I vor
fi_deci X; =0, X, =0, deci ele se intalnesc in punctul
Ay (0,1, 0). Pe de alta parte, din ecuatia (47) a conicei I cu
prima ecuatie (36') a curbei (C), se deduce ca (€C) 51 I' au un
contact de ordinul 4; conica I' este deci conica osculatoare
la curbd in punctul considerat. Capatam astfel interpretarea
geometricd cdutati pe care o putem exprima in modul
urmator:

Virful Ay al triunghivlui de referingd a unui reper oarecare
de ordinul 4, se confundd cu punctul considerat al curbei;
virful Ay este un punct arbitrar pe conica osculatoare I, iar
varful Ay, se gdseste la intersectia tangentelor in A, si A, la
conica osculatoare.

22. Reper de ordinul cinei. Punete sextaetice. Continuind
identificarile coeficientilor lui o} in relatiile (39') vom gasi
mai intai

——é— )4).3—1——[1*—741.3—}-&4:0 deci oc4=—% a3

Bs +%7\2P<3——é—7\2(1~3=7\2b5 deci 3 :7‘2175—_}; gty
apoi din (40"

Bs =N a +%(27\°‘4 —“i— » (1'3)

de unde prin eliminarea lui «, gl By:
(48) b5 - 7\3 a5 .

Se deduce de aci ci pentru reperele de ordinul patru se
prezinta o particularitate analoagi cu aceea a reperelor de
primul ordin (§ 18). Daci a; = 0 pentru un reper de ordinul
4 avem si by = 0 pentru orice reper de ordinul patru. Gasim
‘deci o noua proprietate proiectiva obtinuta prin anularea
mvariantului diferential de ordinul cinci as. Vom da mai tar-
ziu (§ 33) expresia acestui invariant diferential. Sa cautim deo-
camdati o interpretare geometrica a proprietatii constatate,

3
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Din prima ecuatie (36') se vede ci ecuatia curbei (C) se
scrie in cazul cind a3 =0 :

1
Ty =—i—xf+a6af+...

astfel in cat conica I' i curba C au in punctul considerat un
contact de ordinul cinci: conica osculatoare este supraoscu-
latoare. Un punct care satisface la conditia a5 =0, se nu-
meste din aceastd cauzd: punct sextactic §i rezultid din cele
ce preced cd un punct sextactic se transforma, printr’o omo-
grafie oarecare, intr'un punct cu acelasi caracter.

Excludem din studiul nostru punctele sextactice; vom
avea a; 7 0. Din (48) se vede ci luiAnd pentru A valoarea

x—r/— %
S 20 a4

* Reperul de ordinul patru determinat

G
20

vom avea | by=

prin aceastd condifie suplimentari este un reper de ordinul
cinci. Relatia precedenta arata ca in domeniul real avem un
singur reper de ordinul cinci; in domeniul complex avem
inca trei repere corespunzind tuturor valorilor radécinii
cubice. '
S& presupunem ci reperul initial este un reper de ordinul

S
20

cinci, deci | a;= . Formula (48) ne da 232 =1, deci in

domeniul real | A =1 |; relatie care ne da conditia pentru

ca formulele (32") sa ne dea schimbarea de coordonate dela
un reper la alt reper de ordinul cinci.

-

23. Are proieetiv. Prima relaiie (32') ne arati ci avem:

1 2
=y —ouyl+ ...
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deoarece A = 1. Sa presupunem atunci curba exprimata pa-
rametric in functie de un parametru t si fie ¢t + dt, valoarea
parametrului intr'un punct M al curbei vecin cu punctul
considerat cu care coincide varful A, al reperului de ordinul
cinci. Relatia precedentd ne arata ci abscisele z, s1 y, ale
punctului M fata de doua repere de ordinul cinci sunt in-
finiti mici in raport cu dt, de acelasi ordin; fie f () dt partea
lor principald care vom arita ca este de primul ordin. Consi-
deratiile precedente ne arata ca f (t) dt este o formd diferen-
fiald ineariantd fata de transformarile proiective si schim-

barile de parametru. In adevir (cf. § 10) fie (C—’) curba in
care se transforma (C) printr’o transformare omografica oare-
care H; (R) un reper de ordinul cinci in punctul considerat

al curbei (C), (R) un reper de ordinul cinci in punctul trans-
format al curbei (E) si (R’) reperul in care se transformi
(R) prin omografia H. Putem face de asemeni pe curba (C—)
o schimbare de parametru ¢t = ¢ (i) astfel incat valoarea
parametrului ¢ in punctul M, transformatul lui M, sa fie
t+dt, si partea principalad a abscisei punctului M fata de
R sa fie f(t)dt. Spun ca avem in virtutea schimbarii de
parametru

f()dt=f(1)dt.

In adevar in virtutea definitiei coordonatelor relative,
ecuatia lui (C) fata de (R’) este identica cu ecuatia lui (C)
fata de (R); rezulta ca (R') este un reper tot de ordinul
cincl §i cd partea principald a abscisei punctului M fata de
(R) este tot f (t) dt. Dar (R) si (R') fiind repere de ordinul
cinci, partile principale ale absciselor punctului M fata de
(R) si (R') vor fi, in virtutea celor ce preced, egale, deci
vom avea

f()de=f@)dt
adica tocmai ceea ce voiam si demonstram. Daci notam:

o=[f{@d=[F{dt

3
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parametrul ¢ este un invariant proiectiv definit cu aproxi-
matia unei constante aditive; prin analogie il vom numi
arcul protectiy al curbei. O definitie plecand dela notiuni
geometrice concrete, a acestui parametru descoperit pe cale
analitica naturala, nu se cunoaste inca. '

24. Reper de ordinul sase. Curburi proieetive. Deoarece
avem inca o infinitate de repere de ordinul cinci (depinzind
de parametrul p), putem merge mai departe in aplicarea
metodei ecuatiei reduse pani la identificarea coeficientilor
lui y; in identitatile (39') si (40°). Avem din (39):

1 1 v 1 1
St g H4‘|‘1—6M4=—2—% deci og=—55 p + 7z pt

1 i S e T 1 P 1
B —op bz W tagut=b deci Bg=bg +355 1 +35 1
si din (40")

1 1 1 1
i L e IS L SR
deci prin eliminarea lui B:
1

(49) bg = ag BT

Oricare ar fi ag, ludind p=10ag vom avea | by =0 ’;

reperul de ordinul cinci determinat prin aceasta conditie
suplimentara este un reper de ordinul sase. S& presupunem

c¢a reperul initial este de ordinul sase deci | ag = 0 | dupa

(49) vom avea | p=0 l Relatiile de schimbare a coordo-

natelor (32') se reduc la
' Byl 0ty = Yy
cérora le corespunde transformarea identici. Avem prin ur-
mare, in domeniul real, un singur reper, bine definit, de
ordinul sase. :
Ecuatia curbei fata de un reper de ordinul sase, daca notam

k=280 a; , k= 2040 g,
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si {inem seama de rezultatele gﬁsite, se va scrie sub forma:

1 1 : 1
(BO)-i . 2g iy ¥ —on & o 280 kai + mkl @+ ag ...
Reperul de ordlnul sase fiind bine definit, coeficientii Fk,
ky, ag,... sunt invarian{i proiectivi ai curbel el se numesc
curbury protective. ‘

25. Alte interpretiri geometrice. Normala proiectivi. In
spiritul metodei generale de cercetare aratate anterior (§ 9),
s cautam cubicele care au in punctul considerat al curbei,
un contact de ordin cdt mai ridicat. Fie
A+ Bxy + Cxy + Da; + Exy 2, + Fai +

Gai + Ha} xy + Iya; + Jai =0

ecuatia unei cubice in plan, in ‘care intra noua parametri
nedeterminati esen’giali Conditiile unui contact de ordinul n
exprlmandu -se prin n + 1 relatu ne putem agtepta sa de-
terminam parametrii din ecuatla cublcel astfel incat sa avem
un contact de al 8-lea ordin. Pentru aplicafii este insa mai
interesant sa determinam cubicele care au un contact de
ordinul 7, care formeaza un fascicol.

Condl’;ule ca un punct M de coordonate (z;, z,) fa'ga de
un reper de ordinul sase, sd apartina cubicei de ecuatie (51)
se vor obtine inlocuind in aceasta ecuatie pe z, cu valoarea

a (50). Capatam o ecuatie in z, ale carei radicini sunt
absc1sele punctelor de intersectie ale curbeisi cubicei. Aceasta
ecuatie se scrie:

(51)

1 1 1
A—{-B:vl—}—C(? % —355 +28ka1+ ...)—}—Dwf

1 1

Ly 1 ¢ 3

(52) +F '?Q/I *‘2—.’1,‘1—{-... +G(131
» of 1 1

4531 e .
—l‘le E$1—~... +J '_2—.7;1—'... :0-
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Pentru ca si avem un contact de ordinul 7, va trebui ca
ecuatia (52) sa admiti pe x, = 0, ca radicini multipla de
ordinul 8, prin urmare in desvoltarea primului membru al
acestel ecuatii dupa puterile lui z;, vor trebui si se anuleze
totl coeficientii pana la termenul in 27 inclusiv. Aceste
conditii ne vor da

1 1

1 1
A =0, B=0, 5C+ D=0, 5 E+G=9), 5 P4 H=0

1 1 1 1
—gCtgl=0 —E+ 5 =0,

k 1 1
280C =0

deci
1 1 k

‘4‘=B=O ’ D:—EC ) GZ_—E ) Hz_EC’

bo

k 1 2
F=7C ! I:gC ? J=€E,
si ecuatia (51)' devine, notand Az%;

' 1 2
(931332_"2—56? +‘5—$3)
{53)
1 k k 1
+ 7\(.1:2—7 5 —l—-;/.—xg—ﬁxfa:z-f—g:vl x§) =10,

Avem asa dar un fascicol de cubice. Printre acestea exista
una singura care si admita punctul considerat (originea) ca
punct dublu; ea se obtine anulédnd termenii de gradul zero
i unu din ecuatie, deci facind A = 0, ceea ce ne da cubica

1
{b4) 22 — 5 =+ % 2 =0,
Aceasta cubica admite in origine, la cele dous ramuri ale

ei, drept tangente, dreptele z, =0, zy = 0, adica laturile
Ay Ay 51 Ay A, ale reperului de ordinul' sase. Latura 4, A4,
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capata astfel o interpretare geometricé ; ea poarta numele de
normald protectivd si 1 se poate da definifia geometrica ur-
matoare :

Se considerd intr’un punct al curbei (C), cubica (y) avind
un contact de ordinul sapte $i un punct dublu in punctul con-
siderat. Tangenta in acel punct la ramura transversald a cubicel
este normala protvectivd.

Interpretarea geometrica a reperului de ordinul gase re-
zultd numai decit din consideratiile dela § 23. Ea se poate
exprima in modul urmator:

Varful A, coincide cu punctul considerat al curber, virful
A, este punctul in care normala protectivd intdlneste a doua oard
conica osculatoare I'. In sfdrgit virful A, este intersecjia tan-
gentelor in Ay su A, la conica T

26. Punetul Ini Halphen. Punete si curbe de eoincidenti.
Sa consideram cubicele de ecuatii (53) care au un contact
de ordinul 7 cu curba data, deci sunt limitele cubicelor care
trec prin opt puncte ale curbei ce tind catre punctul con-
siderat. Se stie din geometria analitica elementara ca toate
cubicele care trec prin opt puncte date au si al nouilea
punct comun. Vom ardta ci aceasta proprietate are loc §i
la limita in cazul cubicelor (53). In adevir toate aceste cubice
care formeaza un fascicul trec prin intersectia cubicei (54)
corespunzatoare lui « =0 s1 a cubicel

i k k 1
(55) xz——z—wf—l—?aﬁ 1439,:1:2—{—33313%:0

corespunzatoare lui A= o si aceste douad cubice au evident
noud puncte comune. Pentru a le determina vom rezolva
sistemul de ecuati (54) i (55). Din (54) pundnd z, =t a;
scoatem

e Syt

Da ki e AT B R

expresii rationale pentru coordonatele z;, x, al unui punct
al cubicel nodale, care inlocuite in (55) ne da:

£ (14t —5k) =0

&y
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ecuatie care admite radicina ¢t = 0 de ordinul 7, radacina
t = o (care s’a eliminat si care corespund punctului 2; =0,

k
15 care
corespunde celui de al nouilea punct comun H care va avea
deci coordonatele

490k L 75
AT686 B8 ' 23—

@y = 0 socotit de opt ori, si in sfarsit solutia ¢ =

Acest punct remarcabil este denumit punctul lui Halphen.
El poate fi definit geometriceste sub forma urmitoare.

Cubicele care au cu o curbé C intr'un punct al er un contact
de ordinul sapte formeazé un fascicol §i mai au wun punct
comun, punctul lui Halphen.

Punctul lui Halphen este in general diferit de punctul
corespunzator al curbei; pentru ca si coincida trebue ca si
avem k = 0. Punctele curbei care coincid cu punctul cores-
punzdtor al lui Halphen sunt acele in care se anuleazd prima
curburd proiectivd k. Astfel de puncte se numesc puncte de
coincidenfd §i sunt in general puncte excepfionale ale curbei.
Cand o curba are toate punctele sale de coincidents, ea se
numeste curbd de coincidenti. Conditia necesar si suficienta
ca o curba sa fie de coincidenti este ca prima sa curbura k
sa fie 1dentic nula.

27. Metoda reperulai mobil. Ca si in cazul planului eucli-
dian, vom obtine rezultate nous dacia vom stabili formule
analoage cu formulele lui Frene t. Le vom obtine plecand
dela studiul variatiei reperului de ordinul sase de-a-lungul
curbel.

Sa presupunem curba (C) definita parametric in functiune
de un parametru ¢ i si considerim succesiunea de repere
(R) de ordinul sase, definite in ficcare punct al curbei. Coor-
donatele proiective omogene, in raport cu un reper fix, ale
varfurilor triunghiului de referinta, care definesc reperul, le
vom nota ca §i mai inainte (§ 14), cu Ay, Ay, A, prescurtat.
Vom considera in acelasi timp si punctele ale caror coordonate
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ibay oy
T TSt o

raport cu ¢ ale coordonatelor Ay, A, A,. Fie pig, piy, Pia
coordonatele relative fatd de reperul (R) ale punctului de

fata de reperul fix sunt derivatele

coordonate de:’ (1 =0,1,2). Vom avea (dupa § 14) relatiile

prescurtate

dA
’Ft‘ozpoo Ay + po Ay Poz A3,

dA,

(56) dit

= P10 4o + P 4; + P12 43z,

dA
72"——1720 Ay + P21 A1 + pag As.

Coeficientii p; (i, j =0, 1, 2) sunt evident functiuni de ¢
pe care urmeazd sd le calculam. Dupd determinarea si in-
locuirea lor in formulele (56) acestea devin formulele lui
Frenet.

Procedeul de determinare a coeficientilor p;; este analog
cu acel din planul euclidian. Vom cauta mai intai conditiile
pe care trebue sa le satisfaca coordonatele relative fata de
reperul (R), ale unui punct M din plan, pentru ca acesta
sa raména fix in plan, cind reperul (R) variaza de-a-lungul
curbei (C). Fie pentru aceasta X, X;, X, coordonate pro-

TEA
Xo’ 2 Xo’
tive neomogene fata de reperul (R), ele sunt evident func-
tiuni de £ S& insemnam cu M, prescurtat, coordonatele
proiective omogene ale punctului M fata de reperal fix. Ele
pot fi functiuni de ¢, desi punctul e fix, fiindci le putem
inmul{i cu un factor arbitrar functiune de z. Vom avea

dupa § 14:

iective omogene si z; = coordonatele proiec-

M=X,Ay+ X, A, + X, A,.
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53 derivam aceasta relatie in raport cu t, vom avea, daca
tinem seama de formulele (56)

amM dX

—( 0+p00X0+P10X1+p20 ) ot
“dt dt

dX
(dt1+P01Xo+P11X1+P21X2) A+

dX,
(dt + Poz Xo + P12 X3 +P22X2)A

Daca punctul de coordonate M (¢) este fix, el coincide
cu punctul de coordonate M (¢ 4 dt) deci si cu punctul de

d s : ; :
coordonate e rezultd de aci proportionalitatea coordo-

natelor proiective relative ale punctelor de coordonate M (1)

. aM . ;
g Daca insemnam cu M factorul de proportionalitate

3

avem asa dar:
dX
Tto+ Poo Xo + P10 Xy + pao Xp =2 X,

dX
+P01X + P Xi + par Xy =2 X,

dX
th‘*‘Poz Xo+ P12 X + pag Xp = A X,

§1 din aceste relatii deducem valoarea derivatelor

da:l VAKX UK, e L Ak A

)TE'-th e TR G TR T

Facand calculele indicate de aceste relatii capatim:

dz
Ttl =—Po1 + (Poo — P11) #1—P21 T2 + P10 %+ Pao Z1 22

L

Fete Po2— P12 %1+ (Poo — Pa2) 2+ P10 %1 T2+ Pao T3
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relatii care exprima conditiile ca punctul M de coordonate
pr01ect1ve neomogene ;, Z, fa'ga de reperul (R) sa fie fix.
Ele vor juca pentru geometria proiectiva acelasi rol ca for-
mulele (25) in planul euclidian.

28. Determinarea eoeficientilor p,;. Formulele lui Frenet.
Pentru a determina coeficient{ii p; vom presupune punctul
M fix pe curba (C); intre z;, z, avem pe lingi relatiile
(57) 51 relayla (50). Sa o derivam in raport cu ¢ t{inind seama

de faptul ca toate curburile k, k;,... sunt functiuni de t¢.
Vom avea:
: dwz_( i 5 )%
T=ln gtttk )
(58)
1 dk dk, iy
t e e o

Daca inlocuim in (57) pe z, cu valoarea sa (50) si rezul-
tatele le inlocuim in (58) obtinem o identitate intre doua
serii intregi in z,, in care e suficient sa egalam coeficienfii
primelor puteri ale lui #; pentru a determina relatiile ne-
cesare la calcularea coeficientilor p; (cp. § 10). Procedand
astfel obtinem mai int41 identitatea

1 1
— Poz— P12 11+ (Poo — P22) (7 r —

x‘+280 bist )
1 1 1 2
+P10x1(?$f—’2'6$§+---)+P20(—2’$f—----)2
1' 4 7
.'1;1—-—4-.161—{— k$1+280k .’Dl+-..
1 2 1 5
X [—‘P01+ (Poo —P11) 21— Pa1 3 e o

1 1 1 dk
+Ploﬁ+onx1(§ﬁ—ﬂ)wf+ '°')]+—2_8—0_Ex‘+
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Prin identificarea coeficientilor pani la zf inclusiv obtinem;

9
Po2=0, P12=Po1 ; 9 (Poo_P22)=Poo-P11

1 1 i
5 Pm:-—-z‘l’zl + P deci pg =Pa

1 1 1 :
7% P20= 7 Poi T 5P deci pyy=-—pgy
(59) 4 4 2 |
1 1 ]
) (Poo— P22) =— 7L (Poo—p11) deci Po=P11 =Pk

1 1 4 1 1
_% P10:§6P21 i g le‘z Pio— Zﬁk'

deci P10 = Par = — k.

Pentru coeficientii lui 2] avem:

1 1 1 1 dk ‘
BT on:_z_()P20*§P20+ %E‘gs“opmkl

dect’
dk
(60) Po1 Fy :E + 35 py; -

Forma simpla a acestor rezultate explica alegerile valo-
rilor numerice ale coeficientilor desvoltarii (50). Formulele
(59) nu determina complet coeficientii p;;. Faptul se explica
prin aceea ci se mai poate alege arbitrar un parametru
pe curbd, precum si un factor de proportionalitate comun
cu care putem inmulfi toate coordonatele A;, fara a schimba
reperul. Pentru a ispravi determinarea coeficientilor vom
alege ca parametru arcul proiectiv o (§ 23) al curbei sl vom
presupune coordonatele A; normate cu un factor astfel incat
determinantul coordonatelor, pe care-1 putem nota prescurtat
| AgA; A, sa aiba o valoare numerici constanti (de ex.: va-
loarea unu). Prima condifie o putem exprima in modul ur-
mator. Observam ca punctul M de pe curba, corespunzator
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valorii ¢+ dt a parametrului este punctul de coordonate
S = dA
Ay (t+dt) sau, limitdndu-ne la partile principale: 4,4 d_tOdt'
Insa
’ d4,
Ay +Pd_tdt = (1 4 poo dt) Ay + poy dt A,
caci pgy = 0. Coordonatele proiective omogene ale punctului
M, vor fi (limitdndu-ne la partile principale)
‘Xo =1+ podt) , Xy =ppdt , X; =0
si coordonatele proiective neomogene:

_ Xy ppdt
T Trgaa Y
Vom avea asa dar

do = py; dt;
dacd o=t, atunci py;=1, §i prin urmare dupi formulele (59)
(61)  po2=0, p12=1, pyy=pro=—k, P2o=—1, Poo=P11=P2s
A doua conditie o exprimém derivind in raport cu ¢
relatia
|40 4, 4, =1

§1 {indnd seama de relatiile (56). Dupa regula de derivare a
determinantilor avem:

4 ddo , dA dA,

LIk i i
dt e O di L di
= (Poo + P11 + Pa2a) I Ag Ay Azl = Poo + P11 + Pas.

Vom avea deci pgy + pyy + pay =0 si comparénd cu ul-
tima formula (61): pgy = py; = pyy = 0. Toti coeficientii p;;
sunt astfel determinati si inlocuind in formulele (56) capatam

| Gl T dA,
R et e e W

relajii care constituesc formulele lui Frenet cautate.

+ 14,4
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Din relatia (60) scoatem

- dk
(63) h=5—+3

relatia care aratd ca a doua curburi k,, ca s1 de altfel toate
celelalte, nu este independents ci se exprima cu ajutorul
primei curburi si a derivatelor sale in raport cu arcul pro-
1ectiv.

29. Aplicafie. Curbele de eoincidenti. Am aritat (§ 26)
ca pentru curbele pe care le-am numit de coincidenta avem
k = 0. Formulele (62) ale lui Fren et ne dau in acest caz:

dAo_ : dAl_ ; dAZ__
—E_Al i dc~—A2 Ll Ao

sau eliminand pe A4; si A,:
A, d?A, dA,
do g @RI E T
Coordonatele A ale originii reperului, care sunt coordonatele
unui punct variabil pe curba (C) cautata, satisfacind aceasta
ecuatie lineara si omogend cu coeficienti constanti, a carei
ecuatie caracteristica este 3+ 1 = 0, cu radacinile

1, .13

ry = e oy :?i"i‘;

s A
— Ay deci #+A0=0.

ecuafie care are deci sistemul de solufii fundamentale

s y3 & Y3
R cos%z—)’ c, e? sml%o-,

vom avea:
: - i 7
Ay = Mye° + M, e?cous—?l c+ M, e?sinllz—3 c.

In aceasta formula M,, M,, M, sunt numere fixe deci pot
reprezenta coordonatele omogene a trei puncte fixe M,, M,
M,, care pot fi luate ca varfuri ale unui reper de referinta ;
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coordonatele X,, X;, X,, omogene, ale punctului A, fata
de acest reper sunt dupi relatia precedenti

= X1=e_‘5cos—v—2§o ,X2=e§‘siny—2330',

iar coordonatele neomogene:
X, % X wiiys
z == =e? cosBc y . Zy == ==g3 sm—V—30'.
X, 2 P 2
Sa aplicim atunci curbei transformarea omografica prin care
coordonatele proiective z;, z, devin coordonate carteziene;
curba (C) se transforma intr’o curba ale carei coordonate
polare sunt, dupa relatiile precedente
3

hadl
Pi=F o ’

Bals,

prin urmare ecuatia curbei transformate, in coordonate po-
lare, se scrie

3 ™
© 3  cot —
VP ey

P —

Curba transformata este deci o spirala logaritmica care taie
razele vectoare sub un unghiu de 30°.

Curbele de coincidenti sunt asa dar transformatele omogra-

fice ale spiralet logariimice care taie razele vectoare sub un

unghiu de 30°.

30. Curbe de curburi proiectivi eonstanti. Ca o a doua
aplicafie a formulelor lui Fren et si ciutim curbele plane
pentru care curbura proiectiva k este o constanta.

Din formulele (62) ale lui Frenet, deducem succesiv,
prin eliminarea lui A4, A,:

Bl A Ay :

i e
e e R T
i e ke Ak

= dAO
=—4,— 25"



48 AL. PANTAZI

deci
d?4, dA
—— + 2k. =2+ A, =
de T e T
Ecuatia caracteristica a acestei ecuatiuni

P4+ 2kr4+1=0

admite in general trei radacini distincte ry, ry, ry, carora le
corespund solutiile fundamentale en°, ¢15, ¢no: vom putea
scrie prin urmare

(64) Ag = M, eno + M, &5 + M, e:o

unde constantele M, M,, M, pot fi privite drept coordonate
omogene a trei puncte fixe cu acelasi nume. Fata de reperul
determinat (cf. § 14) de aceste coordonate, punctul 4, va
avea coordonatele omogene si neomogene

X(,:e"o“ ’ X1:e’1°' ) Xzzer’c

X X
e e — 2N (r—r)a,
;1;1.._X — elri—r) 3 xz__—)(—__e(z o) :
0 0
daca elimindm atunci pe o, vom avea
rg —T,
Wy — e (m:——2 0)-
Ty Ty

Ecuatia curbelor de curbura proiectiva constanti se poate
deci scrie sub aceastd forma finitd §i prin urmare aceste
curbe depind, in afara de constantele care definesc o trans-
formare omograficd, de o singura constanti arbitrari m,
care de altfel se poate exprima cu ajutorul curburii k.

S& cdutam o caracterizare geometrici a acestor curbe.
Fie Ny, N;, N, punctele unde tangenta in Ay la 0 asemenea
curba (C), intalneste respectiv laturile M; M;, My My, My M,
ale triunghiului fix M, M; M,. Un punct oarecare N al
acestei tangente avand coordonate de forma

dA,
do

j\‘v = )\ 4"10 ‘{"
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vom avea, dupa (64),
=(ro+ M e’o*’Mo + ("1 + ) en® M+ (ry+ A) en° Mz
dec1 punctele N,, N,, N, corespund valorilor
=g r ity gy

ale parametrului A, pe cind punctul A, corespunde valorii
A = o . Raportul anarmonic

! & —7'2
(A0N0N1N2)=(oo,——r0,——r1,—r2)=—-——————r°__r ==m
0 1

are deci o valoare constanta prin urmare curbele considerate
se bucura de urmatoarea proprietate geometrica.

Tangenta intr'un punct oarecare al unei curbe de curburd
prolectivd constanti intdlneste laturile unui triunghiu fiz (pe
care-l numim triunghiu fundamental) in trei puncte care im-
preund cu punctul de contact aw un raport anarmonic constant.

Curbele plane care se bucura de aceasta proprietate au
fost denumite curbe W. Curbele de curburé proiectiva con-
stantd sunt deci curbe W. ' -

METODA LUI WILCZINSKI

31. Eecuatia diferenfiali lineari a unei eurbe. In studiul
curbelor de coincidentd si a curbelor de curburi constanta
s’a vazut ci coordonatele omogene ale unui punct al unei
astfel de curbe verifica o ecuatie diferentiala lineara si omo-
gend de ordinul al III-lea. Se poate arita usor ci aceasta
propnetate aparfine oricirei curbe plane

O prima verificare a acestei proprietatl se poate face, ca
si in cazurile de mai sus, plecind dela formulele (62) ale lui
Frenet. In adevir pun eliminarea lui 4, si A, din aceste
formule, deducem succesiv: :

d2A, dA . d2A
K;’:gﬁz—%Aoﬁ—Az deci Az_dz—HfA
apoi
d3A, d4, dk dA dd, dk

RIS e L . 2T BN
de® kdc ch°+ d kdc dGAO 2o Ry

&
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sau 4
dsAo_ dA, ( _d_k)
TR TR 5 b
deci
BA, . dA, ( @) 3
(65) = +2k76-+ 1+da Ay =0

ceea ce demonstreaza proprietatea. Daca in aceastd ecuatie
facem k=0 sau k =c, obfinem ecuatiile diferentiale ale
curbelor cunoscute.

In al doilea rand, dacd presupunem curba exprimata
parametric pr'n coordonatele sale X, X;, X, in funcfiune de
parametrul ¢, oricare ar fi aceste functiuni, putem totdeauna
determina trei functiuni p, g, r, de t, astfel incat ele sa fie
solutiile ecuatiei diferentiale lineare si omogene

X d?X dX
(66) T e e S i 2 dhet U

Conditiile care determina functiunile p, g, r, se scriu in adevar
X" +pXI' +¢Xi +rX;=0 (i=0,1,2)

unde am insemnat prin accente derivatele in raport cu ¢;
ecuatia (66) se mai poate scrie atunci sub forma

X7
Xeo'' Xy Xy Xy
bl LR 8 el
O

(67)

Proprietatea este astfel din nou demonstrati.

Reciproc, s consideram ecuatia diferentiala lineara si
omogend cea mai generala de ordinul al III-lea, pe care o
putem scrie totdeauna sub forma (66) si fie X,, X,, X, un
sistem de solutii fundamentale ale acestei ecuatil. Punctul
ale carui coordonate omogene fati de un reper fix sunt
Xos Xy, X, descrie, cind ¢ variaza, o curbi (C). Fie ¥4, Y, Ya
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un alt sistem oarecare de solutii fundamentale. Din teoria
ecuatiilor diferentiale lineare si omogene se stie ca avem

_Yo = Qg Xo + a3 X; + agp Xy
Y, = ag Xo + ap X; + Qg Xz‘
Y, = age Xy + a;p X; + ags Xy

unde coeficientii a;; sunt constante, astfel incat determi-
nantul a=|a;|70. Fie (D) curba descrisi de punctul ale
carui coordonate omogene, fata de acelasi reper fix, sunt
Yy, Y,, Y,. Relatiile precedente ne arata atunci, ca (D) este
transformata lui (C) prin omografia definita de relatiile (30).
Putem deci enunta urmaitoarea proprietate:

O ecuatie diferentiald lineard st omogend de ordinul ITI
defineste printrun sistem de solugir fundamentale o anumités
curba (C) sau una oarecare din transformatele ei proiective
$i numai pe acestea.

Aceasta corespondenta intre ecuatii diferentiale si figuri
geometrice (in cazul nostru curbe) este baza metodei lui
Wilczinski.

32. Transformarea ecuatiilor diferentiale. Forma eano-
nied. Dacd la o ecuatie diferentiala lineari si omogena de
ordinul al III-lea corespunde, cum am vazut, cu exceptia
unei omografii, o singura curba, reciproc, fiind data o curba
oarecare, existd o infinitate de ecuatii diferentiale carora
sa le corespunda, in sensul paragrafului precedent, acea curba.

In adevir, ecuatia diferentiala este bine determinata cind
se dau coordonatele omogene X, X1, X, al unui punct al
curbei in functiune de parametrul ¢ aga cum arata ecuatia
(67). Dar putem, fard a schimba curba, sa inmultim toate

coordonatele X; cu un acelasi factor , functiune arbi-

1
A ()
trara de ¢ i apoi putem schimba parametrul ¢, inlocuindu-1
cu o alté functiune arbitrara de un nou parametru a. Evident
acestea sunt singurele modificiri care se pot face fard a schimba

curba (C); ele schimbi insi forma ecuatiel corespunzatoare

4%
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si se traduc algebric prin transformarea in ecuatia (66) de
functiune §i variabila independents, definita de relatiile
(68) X=r04; c=0()
A (o) 51 o fiind noua functiune si variabila independent.
Metoda lui Wilezinski consts in a alege functiunile
o (t) 51 A(t) astfel incat prin transformarea (68), ecuatia (66)
sa aibd o formid c&t mai simpla.Alegerea odata facuta daca
este unica, va rezulta ca ecuatia diferentiala (66); care este
cea mai generald ecuatie diferentiald de ordinul al III-lea
lineara si omogen3, se poate reduce la o formd canonicd, in
care coeficientii, exprimaji numai in functie de coeficientil
P; g, r ai formei initiale, vor fi, evident, invarianti ai ecuatiel
(66) fata de toate transformarile (68) si de asemeni invarianti
proiectivi ai curbei (C). : 2 L
- Pe de alta parte am vazut ca pentru orice curbi plana
la. care formulele (62) ale lui Frenet sunt satisfacute,
adicd pentru orice curbi pland care nu se reduce la o conicd
(vezi § 33), coordonatele A, ale originii reperului de ordinul
sase, care descrie curba, exprimate in functiune de: arcul
proiectiv o, satisfac la ecuatia (65), care este evident o forma
canonicd, fiindca este determinate in mod unic. Am aratat
deci prin acest rationament geometric ca, in general, orice
ecuatie (66), prin o transformare de forma (68) se poate
aduce la forma (65). Ne propunem sa verificim acest lucru
51 prin calculul care rezultid din aplicarea directa a metodei
lui Wilezinski. ' ~ :
Derivand de trei ori a doua relatie (68) in raport cu t,
obtinem succesiv, dupa regulele calculului diferential

X = ld—A o +N A
do
II_ dgA 12 d'A' r’ . IdA / r
X —)\Wc —}—?\do_cr —{—Zld—o_c +AN'A
B A : d2A
III__ 13 ' /2 ’ rr
X _)\—d636 BNe62+3%d'c )———do_,2
dA

+ ()\6”’ _I_ 3 )\I 0',, + 3 )\II G,) —E + )\HI A
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unde accentele insemneaza derivate in raport cu ¢, pe cAnd

derivatele in raport cu ¢ s’au insemnat cu notatia diferentiala.
it =ta e dX : t

Substituind in (66) Be o X', X", X'" prin valorile lor de

mai’ sus, obtinem -

B> A : dz A
2 5Nt | r 19 (¥ 7 ’9
A d63—,—(37\6 +3Ad'c +p7\9')do_2
+ (Ad"" +3Ne" +3N"6" + 7\0'"—}—2p7\'o"+q7\c')d—A
P do

= ()\/u bE: p)\u + q>\l _I_r;\) A '—_-O,
ecuatie care se scrie, imparfind cu A ¢'3, sub forma

d®A % dPA - dA

o e R
unde p, g, 7, au valorile date de relagiile
: .\_5%3%*3%5”3{
Tl R it T i .
| | ._+Pz—'(§+qci'2"lﬁ‘2%i’-;1fz
ClEE

Pentru ca ecuatia (69) si ‘aiba forma (65) va trebui sa
avem mai intdi, p =0, adica ,

A W
(71) bt A R 3 T

- 3

sau integrand
’ 1 ; . - a,’ e —%ledt <
log(kq)+-3— Pdt=0" deci Ag'=Ce%?*,

C fiind o constanti ; rezulta deci cd, dupa ce vom determina,
o 1 L e _aes 3 B RO : . - -
prm conditiile ce urmeazd, pe o, relajia precedenti ne da
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pentru A, o valoare bine determinatd cu exceptia factorului
constant C care nu schimba forma ecuatiei (65) sau (69).
Pentru ca sa determinim pe ¢, vom scoate mai intai
valoarea lui A in functie de o', din relatia precedentd sau
din relatia (71) si o vom inlocui in expresiile (70) ale lui

q si r. Astfel din (71) obtinem prin derivare

)\l’ )\12 cll/ Gllz 1 )

T T gl

’

sau inlocuind pe-cu valoarea sa scoasa din (71):

)\II G", G’Iz 2 G’, 1: 5 1 %
2 ——7+2;,?+'§P—6,+’9—P i b

(72)

derivand din nou obtinem

)\IH )\I}\I’ O,IV o_u G'”, 0_113 2 ( O_r// 0_112)
Tl e gy

S VR
T3P tgpPP—30p

A 22

’ r

-sau inlocuind pe-{’—k—prin valorile lor scoase din (71)
st (72)
- }\III O'I

vV G”O'”' GH3 (GIII 0'"2)
- T B B e e
{ 1

3

,‘ 1 2)6” __1_-_u 1 ’
+(P LW o Lo +§PP SrgeP

Inlocuind in sfarsit in expresiile (70) ale lui g 5i 7 obfinem:

i G”I 6'II2 ( ; 1 2 ) 1
=t e gt on
=5 GIV cIIGI’I G”3 > 1 - G’,
e L

1 2 1 )1
W ol Sralpr = LR MR
+(r 3pq+27p 3P

o2
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Pentru a determina pe ¢’ ramane si scriem a doua con-
difie pentru ca ecuatia (69) sia aiba forma (65). Pentru
aceasta este necesar §i suficient si determindm o functiune
k, astfel incat

12 af dk
Gk =1 i
sau elimindnd pe k:
LY v oGl
(74) r—?dc_1 sau r—QE;_l
Derivind ultima expresie a lui g obtinem
o GIV ’ rrr /3 3 rr
Fauinl 8.0 —12“,5+2(p +_pa__q)§,_3

de unde scoatem numaidecit

: SRR
i) g ey

unde am insemnat cu H expresia:

2% 1 i A SR R S el el
Hot s ilaall 4o p '+ pp oy
Conditia (74) devine astfel
: g ==H:

o’ este prin urmare determinat, in domeniul real, in mod unic
prin relatia precedentd, si deci §i arcul proiectiv ¢ este de-
terminat cu excepfia unei constante aditive, care depinde
de alegerea originii arcelor, prin relatia

B

In definitiv A 5i ¢ sunt complet determinati, astfel incat
~ ecuatia (68) se poate aduce intr’un singur mod la forma
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(65), care va fi asa dar o forma canonici, aga cum am pre-
vézut, pentru ecuatiile diferentiale lineare si omogene de
ovdinud 4l ITI-lea. Se observa ca relaia ¢ = 2k, permite,
inlocuind pe ¢’ prin valoarea sa din relatla precedenta sa
calculam prima curbura proiectiva k in funcl;le de t, atunci
cind curba, deci p, ¢, r, sunt dati & priori.

33. Observatiuni si comseeinte. Parametru proieetiv. Din
cele ce preced se constatd in pumul rand ca pentru a de-
termina pe ¢’ trebue ca H 5 0. Insa arcul ¢ este determinat
pentru orice curba in orice punct care nu este sextactic
(§ 23); rezultd c&, invers, intr'un punct sextactic avem
neaparat H = 0. Curbele pentru care toate punctele sunt
sextactice vor fi caracterizate deci prm relatia identica H=S0.

'In al doilea r4nd se observa ci inloc de a aduce ecuatia
(66) la forma canonica (65), se poate, dupa ce am determinat
pe A prin relatia (71) dedusa din condl’;la p =0, sa deter-
mindm pe ¢ astfel incit sa avem siqg=0. Ecuatla (69) Ia
care se reduce (66) prln transformarile (68), va avea atunei
forma

(76) @ iy rA=0.

Ultima expresie a lui ¢ ne arata ci o trebue s satisfaca
la condltlunea '

" 3 62 1

care se mail scrie

{97 ¢5h o6 (k=5 (v +5 p~é)

unde am insemnat prin { ¢}, expre51a [numita «Schwarzianul »
functiunii o (7)]:
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Parametrul ¢ determinat prin ecuatia (77) se numeste
parametrul protectiy al curbei, si depinde de trei constante
arbitrare fiind determinat de o ecuatie diferentiala de ordinul
al I1l-lea; avem prin urmare o tripla infinitate de parametri
proiectivi.

Sa presupunem atunci ca, in prealabil, am ales ca pa-
rametru ¢ un parametru proiectiv; ecuafia diferentiala (66)
are forma:

X" +rX=0

cu p =0, ¢ =0. Pentru a trece printr’o transformare (68)
la o ecuatie de forma:

d*A
| 1o rA =10
unde o s fie tot un parametru proiectiv vom avea dupi (77):
{c},=0 sau %:%%—,
sl prin integrare: _
' =Co'? c';%z——;—Ct+ C,
I ey | 4
¢ =— e i
(é c5 C1) | C(ZCI—C"t)
sau, schimband pui;,m relatiile:
o e
~ Ct+ D

prin urmare fofi parametrit protectivi sunt funcfiuni omogra-
fice de unul oarecare din ei. Aceastd proprietate ne permite
sa facem urmatoarea constatare. Fie t;, t,, t3, ¢, valorile pe
care le ia un parametru proiectiv in patru puncte M,, M,,
Mg, M, ale curbei; raportul anarmonic

h—ty  fy—it

e G A A s oaaie
.(1_7 29 “8a 4) I ty — 1
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nu depinde de parametrul proiecti ales si defineste raportul
anarmonic (My, My, My, M,) al celor patru puncte pe curbd.
De aci rezultd ca raportul anarmonic este un invariant fata
de transformirile omografice, caci aceste transformari nu
schimbi forma ecuatiei (66), iar transformarile de parametri
proiectivi nu schimba valoarea raportului anarmonic.

In ultimul rand, relatia (75) ne arata ca daca p =7 = 0,
avem

rat =0,
prin urmare dacad H =0, avem 7 = 0. Ecuatia (69) devine

d*A

Rl TN

do®
§1 admite sistemul de solutii fundamentale 1, o, -% a?, astfel

ca putem scrie

A::Mo-l-Mlc-l——;-Mzcz.

Fata de reperul definit de coordonatele M, M, M,,
coordonatele omogene ale punctului A, sunt

A S et Xzzéu'2
deci

Ty =6, x,:-%'oz

st elimindnd pe o, avem
1

34

-1:2———

curba este deci o conica, Curbele in care toate punctele sunt
sextactice sunt conice. Reciproc, fiecare punct al unei conice
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este sextactic deoarece conica osculatoare se confunda cu
ea insagi, prin urmare este supraosculatoare.

34. Aplieatie. Ecuatia diferentiali a conicelor. Sa consi-
derdm o curba definita analitic prin ecuatia explicita y=f (),
fata de un reper fix. Ecuatia (67) devine, daca luam pe =
ca parametru, deoarece Xy =1, X, =2, X, =f(2) =y

XIII XII XI X
0 0 0 1

Gl S e
e SR e
sau
D, ~g-’,;X" =0,
Avem aga dar: «
Yy
p=-—‘~y—,7 ’ q=0 ’ l'=0,

astfel incat
H —271'3 i g Ay 3 pp’.

Pentru a desavarsi calculul lu1 H sa notam

¢ =y ¥,
avem
Cl i 2 ylll : o 3 CI
T———3 -'!7',— dec1p-—2 C,

de unde scoatem
! 3 144 3 2 o 3 e 9 ’ rn 3
vl I & o i Ra
astfel incat, inlocuind in expresia lui H ob{inem:
1 CIII
4. %
Conditia H =0, ne da ¢’ =0, sau

()" =

= H =
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obtinem ‘astfel forma data de Hal Phen a ecuatiei dife-
rentiale de ordinul 5, care caracterizeaza conicele,

35. Condifia de echivalenti a doud eurhe. Si considerim
o curba (C) definitd parametric in functie de ¢ §i un punct
M al curbei. Fata de reperul de ordinul sase corespunzator
in M curbei (C), ecuatia acesteia se scrie [ef. (50)]
el LEE
TR A e st
Fie__(E) o alta curba exprimété in func’givnef de parametrul
t, M un punct al ei si & ' ik

e

m=gd—fa ¥k
ecuatia curbei (C) fata de reperul de ordinul sase in M.
Pentru ca (C) si (C) sa corespunda printr’o transformare
proiectiva, M si M fiind puncte corespunzatoare, vor trebui
sa coincidd §i reperele de ordinul sase siideci si ecuatiile
celor doua curbe. Va-trebui ‘deci si avem in particular

T S e
Dar dupa (63) avem ST

i Lk £ b -
k=g 485, Ry ==+

deci va trebui sa avem:

dk _dk ", : v T Ul

o~ == Prinurmare doc=do sau o =0c+.C. -

do Wl A e e 2D ,
Arcele proiective pe cele doud curbe sunt egale, dacd alegem
ca origine puncte corespunzdtoare.

Reciproc conditiile :: N

et e
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sunt si suficiente. Intr’adevir formele canonice

e +2de+(1+ ‘;—’;)A =0 

'—dA dk) —
+ G ot +(1+%)A;0

ale ecuatiilor dlferentlale corespunzatoare celor doud curbe
sunt, in acest caz, identice, deci curbele sunt (cf. § 31)
proiectiv egale.

Putem da conditiilor (68) o alta forma utila in practica.
Sa presupunem pentru aceasta mai intai c¢a (C) este o curba
W, deci k = C;; va trebui ca si k sa aiba peste tot aceeasi
valoare constanta deci (C) sa fie tot o curba W, de aceeasi
curburd proiectivi. Conditiile (68) se reduc la dc = do, sau
6 =0+ C. Putem lua ca origine a arcelor proiective pe

cele doud curbe, doua puncte M, M alese dupi voie si defini
o coresponden;é intre cele doud curbe prin egalitatea arcelor
proiective. Aceasta corespondenl;a va satisface conditiile (68),
deci cele doua curbe sunt proiectiv egale, dupi cum se vede
astfel, intr’o simpla infinitate de moduri posibile. In par-
ticalar o curba W se poate deplasa proiectiv in ea insagi;
se constatd astfel analogia intre curbele W de curbura pro-
lectiva constanta si cercurile de curburi euclidiana constanta,
care admit deplasari euclidiene in ele insile.

Sa presupunem acum c& curbura k nu este constanta

(deci nici k). Prin eliminarea parametrului ¢ intre expresiile
lai & s1 %’é vom obtine %z @ (k). Dar atunci din (68) de-

ducem ca trebue sa obfinem prin eliminarea lui t:

dk -
— = o (k
A Al
cu alte cuvinte funcfiunea @ prin care se exprimi — in

do

functiune de k este aceeasi peniru cele doud curbe.
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Aceastd conditie este si suficientd. In adevar relatia
k=k

ne va da pe ¢ in functie de ¢, deci ne va defini o corespon-
denia intre cele doud curbe, iar din aceasti relatie si din
relatiile:

dk dk - =
T=el) , ==o®
vom deduce
ok _dE
de™ do

51 conditiile (68) sunt satisfacute.

deci do =do



PARTEA II-a
CURBE STRAMBE
I

GENERALITATI. SPATIUL PROIECTIV

36. Varietifi eu trei dimensiuni. Numim varietate cu trei
dimensiuni, o mul{ime (ansamblu) de elemente, in care fie-
care element este definit prin trei numere z;, %3, %3, denu-
mite in general coordonate si invers, la fiecare sistem de
trei valori numerice z,, 7,, x; socotite intr’o anumita ordine
si variind intre anumite limite, corespunde un element al
mul{imii §i unul singur.

Intr’o varietate cu trei dimensiuni se pot defini aceleagt
notiuni de transformare, produs de transformari, egalitate
de figuri fata de un grup fundamental, etc. ca si intr'un
spatiu cu doua dimensiuni, cu singura deosebire ci vom
avea a face cu functiuni de trei variabile in loc de doui.
Astfel, o transformare U este o corespondenta intre un punct
variabil al multimii M’ (z,, a,, @g) §i un punct N (y, ys, ys)
al aceleiasi multimi, definita algebric prin relatiile

(1) y1=f1 (21, 23, 23), ya=f5 (2, 3y B3); Y =[5 (21, T3, Ty).
Daca o alta transformare V face sa corespunda punctului

N al varietatii, punctul P de coordonate %y, %3, 23 §1 este

definita algebric prin relatiile

21 =81 (Y15 Y2, Ys) » 22 =285 (Y1, Yo, ) , 3= 83 (Y1, Y2, Ya)s

atunci corespondenta intre punctele M si P este tot o
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transformare, pe care o numim produsul transformarilor U
$1 V, o notam cu UV si este definita algebric prin relatiile

2z =g [ for 3] » 22 = ga[f1, o, fa] » % = g3 [f1, fas fa]-

Rezolvand relatiile (1) in raport cu 2;, z,, z;, ceea ce
este posibil daca 3

fl’ f2a fs)
9 (@, @y, -’”3)

obtinem

wl‘:';l (y19 Ya, ys) ’ 372:72 (yla Ya Z‘/a) s g =73 (yl’ Yas ya)

relatn care pot fi privite ca definind algebric o transformare
in care M este transformatul punctului NV, transformare pe
care o numim inversa lui U si o notdm cu U™

In sfargit transformarea definita de relatiile

Y1 =% 5 Y= %2 , Y3=23

face sa corespunda fiecarui punct al spatiului, punctul insusi
§i o numim transformarea unitate sau identica.

O familie @ ‘de transformiari se va spune ca formeaza
un grup, atunci cand sunt satisfacute cele trei conditii ar-
tate in § 4 §1 anume:

1. Transformarea unitate face parte din familie

2. Transformarea inversa a unel transformiri din familie
este tot o transformare din familie si

3. Produsul a doua transformari din familie este tot o
transformare din familie.

Fiecarui grup i se poate alatura o geometrie, dupa pro-
gramul dela Erlangen (cf. § 4) bazata pe notiunea de egali-
tate §1 anume: doud figuri se zic egale, in geometria unui
grup, atunci cind ele sunt transformatele una alteia prin
transformari ale acelui grup. Studiul unei astfel de geometrii
este studiul proprietatilor figurilor, care nu se schimba cind
trecem dela o figura la o alta figurd egala, si prin urmare
sunt invariante fatd de transformarile grupului.
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37. Geometria proiectivi a spatiului este geometria grupului

[y _“01+aux1+a215”2+a31x3 __A_l
P —

Qg + a1 z; + Qg0 T3 + agy x4 Ay

@) y __ %2t @15 7 + ay Ty + agy a4 _Az
g 5 : —

Ay + ay9 7, + Az T3 + agy x4 Ao

y __%3"‘“13%“‘“23%‘*‘033%_&.
HE —

Qo 1 ayo z; + Qg0 Ty + agy x4 4

unde

& — s=2()]

@30 Q31 agy ag

ale acelui punct fata de un sistem de tre; axe fixe, perpen-
diculare sau oblice. Formulele (1) definesc in acest caz trans-
formirile omografice ale spatiului, caracterizate, dupi cum
se stie, prin proprietatea de a transforma dreptele in drepte
1 planele in plane. Se stie din geometria elementars ca
aceste transformari conservy si raportul anarmonic a patru
puncte colineare sau a patru plane dintr'un fascicol; de
asemeni ele transforma curbe si suprafete algebrice in curbe
§1 suprafete algebrice cu Pastrarea ordinului, a singulari-
tatilor si a naturii lor.

Studiul proprietafilor figurilor in spatiul proiectiv se
poate face ca si in plan prin douid metode: 1) metoda lui
Wilezinski care face s3 corespundi la configuratia stu-
diata (curba, suprafata, congruenta, ete.) o ecuatie sau un
sistem de ecuatii diferentiale sau cu derivate partiale, lineare
§1 omogene si 2) metoda, cu perspective mai largi, a reperului
mobil care se poate introduce sub doui forme: prin metoda
ecuatiei reduse, asa cum am facut-o pertru planul euclidian
si cel proiectiv $i printr'o metods directs, avand ca punct
de plecare proprietatile fundamentale ale teoriei grupurilor.

5
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38. Reperul mobil proiectiv este o figurid care depinde
de acelagi numar (15) de parametri ca §i grupul proiectiv (2),
douad repere avand proprietatea cd sunt totdeauna trans-
formate omografice unul altuia, adicd sunt egale in sensul
geometriel proiective.

Putem defimi astfel de repere intr’o infinitate de moduri.
Un mod simplu si natural este si formam figura' definita
de planele

AOZO, AIZO, A2:0, A3=O.

care formeaza tetraedrul de referintd al reperului si de punctul
U (punctul unitate) transformatul prin omografia corespun-
zatoare a punctului de coordonate (z; = z, = 23 = 1). Este
ugor de vazut cé, invers, fiind dat un reper prin tetraedrul
de referinta s1 punctul unitate, existd o singura transformare
(2) care sa le admita ca atare. In adevar, tetraedrul de refe-
rin{d determind polinoamele Ay, A, A,;, A; cu excepiia unor
factori constanti arbitrari p,, p;, ps Ps, 1ar punctul unitate
determina i pe acesti factori (comp. § 12) cu exceptia unui
aceluiasi factor ¢ comun, care nu este esential deoarece dispare
prin simplificare.

Numim coordonate relaiive ale unui punct M de coordo-
nate carteziene z;, ¥, Z3, fafd de un reper (R) corespunzator
transformari (2), coordonatele carteziene y,, y,, y5 ale punc-
tuluir IV care se transforma prin omografia (2) in punctul M.
Intre 2; 51 y; (1 =1, 2,3) avem relatiile (2) cu deosebire
ca rolul literelor = s1 y este schimbat aga ca:

_ % + Gy Y1+ 1 Yo + a3 Ys
Agp + @19 Y1 + Qg0 Y + a3y Ys
3) 3 o Sz + Q19 Y1 + Q3 Yo + a55 Y3
Ty
Agp + @19 Y1 1+ Qg9 Y2 + Az Y3
4 __ %03 T G13 Y1 T @g3 Yo+ A33 Y3,
Qg 1 @10 Y1 1 g0 Y2 + 30 Ys
Formulele (3) definesc o schimbare de coordonaie, Ty, Ty, Ty

$1 Yq, Y2> Y3 fiind respectiv coordonatele carteziene i relative
ale unui acelasi punct M. Transformarile (2) formand un
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grup, rezultd ca formulele (3) vor defini si schimbarile de
coordonate relative dela un sistem de coordonate fata de
un reper la un sistem de coordonate fata de alt reper.

Introducem si notiunea de coordonate omogene prin
relatiile

X, X, X3 Y, Y, Y,

xl —_—— = — — i _ — —_— = —

Xo=— sy Lg=— — — ,y_-—.
XO’ 2 Xo 3 Xo s YO s Ya YO 3 Yo

Relatiile (3) se pot scrie prin introducerea unui factor de
proporiionalitate p

[ 0 X = ay Yo+ ay Yy + ag Y, +as Y,
pXy =ay Yo+ ay Y, ‘|‘ Ga) Yz +oag Yy
p Xy =ag Yy + ay Y1 T ag Yy + ag Yy
pXg=uap Y, + @ Y1+ agy Yy + agg Yy

si fiindcd planele tetraedrului de referinta au respectiv
ecuatiile

(4)

A():O, A1=0 ) A2=0 3 A3=0
deci in coordonate relative
Yo=ili; Yy =0 s Xg=ly Vg0

rezultd ca varful 4; al reperului (1=0,1, 2, 3) are fata de
reperul initial, cu exceptia factorului P, comun la toate punc-
tele Ay, A;, A,, A,, coordonatele omogene ay, a;y, Gy, ;.
Reciproc, cunoscind aceste anumite coordonate omogene,
fatd de un reper initial, ale vArfurilor A;, transformarea
proiectiva careia fi corespunde reperul, este evident perfect
determinata cici ea este determinata prin aceste coor-
donate a;;.

Relatiile (4) se mai pot scrie sub forma simbolica pre-
scurtata:

(5) M=Y0A0+Y1A1+Y2A2+Y3A3

relatiile (4) deducéndu-se din (5) prin inlocuirea lui M, y: 2
Ay, Ay, Ag succesiv prin cate una din cele patru coordonate:
. o
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omogene ale acestor puncte fata de un reper fix. Cu aceeasi
interpretare, relatiile (5) pot fi socotite ca definind coordo-
natele proiective omogene Y, Y,, Y,, Y, ale punctului
de coordonate initiale M (sau mai pe scurt punctul M) fata
de reperul definit de punctele de coordonate initiale A,,
Ay, Ay, Ay (sau mai pe scurt reperul Ay A; A, A,).

I1.
'METODA ECUATIEI REDUSE

39.. Reper de ordinul zero. Sa considerim o curba stramba
definita prin ecuatiile

zy=1F(zy) , x3=g/ (=)

fata de un sistem de coordonate initiale (de ex. coordonate
carteziene). Vom presupune functiunile f (2;) si g (z;) olo-
morfe in jurul punctului z, = 0, deci desfasurabile in seriile
intregi

Ty =1 (%) =@ap+ a, 3, + ay 3} + aga} +...
zy =g (2;) = by + byxy + bya} + bgaf ... .

Metoda ecuatiei reduse constd in a gisi un reper astfe|
incat ecuatiile curbei fata de acest reper sa aiba primii coe-
ficienti ai desvoltarii in serie, cdt mai simpli. Procedeul de
determinare a acestui reper este prin etape succesive, ca in
cazul planului.

Fie (3) formulele de schimbare a coordonatelor. Ecuatiile
curbei in coordonate y, se vor desvolta, in general, in serii
intregi de forma

@ {y2=Co+01y1+02yf+...+cny’1‘+---
it y3:d0—i—d1y1+d2yf—i—...—f—d,,y’f—{— =

Coeficientii ¢, , d, sunt legati de a,, b, (m, m' < n) prin
anumite relatii unde intervin coeficientii a; ai transformarii
(3): Pentru a.le determina procedam, ca in cazul planului, in-
locuind in relatiile (3):pe y,, y5 prin valorile lor (7); obtinem

§ ®

¥

(6)
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pentru z,, x,, x3 anumite functiuni de y; pe care le putem
desvolta in serii intregi sub forma:
T =0+ oy + Gyi + ...
(8) x2:(30+3191+f323/?+-~~
‘ BL=Yotnh+vey+...
coeficientii o;, fB;, v; din identitatile urmatoare care se deduc
din (3)
r ao1+“11?/1+“21(co‘f‘clyl‘i‘cz?/f‘f‘---)
+a31(d0+d1y1+d23ﬁ+ o)
E[aoo+aloy1+a20 (ot e1ys +co i + cee)
+a30(d0—|—d1y1—{—d1yf+ o)l
X%+ oy +auyi+ ...)
Qo2 T 12 Yy + Ay (¢ + ¢, nteayit...)
T gy (do+ dy yy + dy i + o)
(9) E[a00+a’10y1+a20 (ot eryr+eayi+ )
+ g (do + dy yy +dp i + o)l
X (Bo+Bryn+Bavi+...)
a03+013y1+ag3(00+01y1+02yf+ D)
+a33(d0+d1y1+d2yf—{— o)
E[a00+a10y1+a20 (o4 c1 Y1+ ¢ yi + )
+a30(d0+d1y1+d2yf—f—...)
X(Yo‘l‘Ylyl‘f‘Yzyf‘F ce)

In particular gasim imediat prin identificarea termenilor
constanti

]

Qo1 T Gy €+ ag; dy __Qgy 1 gy g + gy dy
Ggo 1 agg €o + agy dy’ O _aoo“*”“zo ¢+ agg dy
g + Qg3 ¢o + ags dy

Ago + g o + aaq dy

i g )

(10)

Yo
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Daca | ¢g=dy=0 |, avem

a a a,
(11) 0 =2 gty tw,
00 00

deci oy, By, Yo se reducla coordonatele, fati de reperul initial
ale punctului A, (originea noului reper).

Introducénd valorile lui a,, ,, 25, date de (8) in ecua-
tiile (6), gasim identitatile:

BotBryatBeit ... =apta (gt oy +apyi+t.. )
ta(ntouyt+oyit...24...

YotYisit+Ya¥it.. . =bot+by (dg+ou y+ a3+ ..)
(gt y oyt ... 2+,

de unde vom scoate, prin identificare, valorile coeficientilor

Cn, d,. In particular identificarea termenilor constan{i ne
da relatiile

(13) 3o:ao+a1%+azd§+ ceey Yo=bo+b10(0+b20t§—]—...

care in virtutea relatiilor (10), nu confin decit coeficientii
¢ §i dy. Pentru ca si avem ¢y =d, =0, e nevoie deci ca
relatiile (13) s& fie satisfacute cAnd dam lui %, Bos Yo valorile
{(11), cu alte cuvinte trebue ca originea reperului si fie pe
curbd. Reperul determinat prin aceastd conditie este un
reper de ordinul zero.

{12)

40. Reper de I-ul ordin. Si presupunem acum ci reperul
initial (corespunzitor coordonatelor ;) este un reper de

ordinul zero, deci | @y=5by =0 |. Pentru ca sa trecem dela

un reper de ordinul zero la alt reper de ordinul zero, care

54 pdstreze originea, va trebui sia avem ' % =B =Y, =0

Relatiile (10) ne dau atunci

Ay = Agy = ayg =10 l
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conditii de care se leagi trecerea dela un reper de ordinul
zero la alt reper de ordinul zero cu pastrarea originii. Cum
avem a7 0, rezultd cd vom avea §i g+ 0; putem lua

prin urmare, pentru simplificarea formulelor| g, = 1

Procedind, mai departe, la identificarea termenilor in
¥, in 1dentitatile (9) obtinem, tindnd seami de relatiile in-
cadrate

(14) o =ay; + ¢y a +dyay ; B = ay, + €1 Ggp 1+ d; agy,
Y1 = Q3 1 €1 Qg3 + d; ag;
iar prin identificarea termenilor in y; in identitatile (12):

: Bi=a10 , i=b
deci

(15) { Q1p + € @y + dy agy = a; (ay; + ¢ ag; + d, ag),
Qg + €1 Qo3 + dy agg = by (ay; + ¢y @y + d; ag).

Oricare ar fi a;, by, putem deci determina o parte din coefi-

cientil g;; astfel ca sa avem|¢; =d;=0|. Reperul de ordinul

zero determinat prin conditiile precedente este un reper de
primul ordin.
Sa presupunem ca reperul initial este un reper de primul

ordin; vom avea|a;=0b;=0|. Relatille (14) 1 (15) ne dau

G=ay , =0 v=0 , a3 =a;3=0

relatii care conditioneazd, impreuna cu cele precedente, for-
mulele de schimbare a coordonatelor dela un reper de primul
ordin la alt reper de primul ordin.

41. Reper de ordinul al II-lea. Punete de inflexiune.
Identificarea coeficientilor lui yi in identitatile (9) ne da,
tindnd seama de relatiile incadrate
(16) {

Oy = Cp Ay + dp a3; — ay; ayy

Ba =caa +dyay Ya = Cg Qg3 + dy agg
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iar (12) ne dau prin identificarea termenilor in 3?
B: = a, a, » Yo =byai
deci prin eliminarea lui Bas Ya:
iy Gy = Ggy cy + agy dy
diy by = Qgg C3 1 g3 d,.

Aceste relatii ne arati ci daca a3 = by =0, atunci pentru
orice reper de primul ordin ¢a =dy = 0; relatiile g, = by =0
traduc astfel o proprietate proiectivd a punctului considerat
pe curba. Mentionam aceasti proprietate fira a o demonstra,
caci nu conduce la nimic nou, anume: punctele in care avem
ay = by =0 sunt puncte de inflexiune (planul osculator este
nedeterminat) iar curbele peniru care toate punctele sunt de
inflexiune sunt linii drepte.

Sa presupunem acum ci punctul considerat nu este de
inflexiune ; unul cel putin din coeficientii a,, by este diferit
de zero. Oricare ar fi valoarea aceluj coeficient putem de-

termina unii din coeficientii a;; astfel ca sa avem dy =10

deci ¢; 7 0; e desti] in adevar si luam

a

= 2 2 5 eyt Puan.

(17) Agp = £ 11 023__0 a1
2 2

s1 mai putem determina coeficientii a;; astfel incat si avem

.

Ay = 1. Reperul de primul ordin astfel determinat este

un reper de ordinul II.

S& presupunem atunci ci reperul initial a fost ales in
prealabil un reper de ordinul IT; avem atunci

1
2 3

a2:

b2=0
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i din (16) si (17) scoatem relatiile

S =1l -
Agp = a1y 5 Gyg =0 |

[

1

2 ci
%zjazl—“uam,ﬁz =7au y Yae=20

care conditioneazi trecerea dela un reper de ordinul II la
un alt reper de ordinul II.

42. Reper de ordinul III. Punete stationare. Trecem
acum la identificarea coeficientilor lui y} in identitatile (9)
si (12) si capatam

2
%g = Qgy C3 + a3y dg — 9 (@11 asg + @19 ayy) + oy Q31 »

1

SLra 2 .
Bs = ai ¢g + agy dg ——2—a10 ayy , Y3 = Gg3d,

apoi

1

=it S H duichs. 3 3 Lanig
Bs = a1 ( D) Qa9 a1 am) + ay a3 Ys = Q11 bs
sau prin eliminare
2 3
@y C3 + age dg = a3y as + o ayy (ag — @y Qq9)

3
a'33 da = an bs .

Ultima relatie ne arata ca daca by = 0, avem ds =0, deci
aceastd relatie traduce o proprietate proiectiva pe care o
mentiondm farad demonstratie. Punctele in care avem (fata
de un reper de ordinul al 11-lea) by = 0 sunt stationare (planul
osculator este supraosculator) iar curbele penitru care toate
punctele sunt stafionare sunt curbe plane.

Excludem in studiul nostru cazul punctelor stationare
(st deci a curbelor plane) si vom presupune prin urmare
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by # 0; putem atunci alege pe asg astfel incdt sa avem

do— i prin condiia

6

§1 atunci putem determina unii coeficienti a; astfel ca sa

avem | ¢ = 0| prin relatia

3
age = 6 a1y ag + 3 ay; (ay — ay; ayy).

Reperul de ordinul al Il-lea astfel determinat este un reper

de ordinul III.
Presupunem acum ca, in prealabil, am ales ca reper

initial un reper de ordinul al III-lea. Avem a=0. b3=—1—

6

§1 prin urmare

3 2 i
Qg3 = a1 , Agg — 3ay; Ay + 3 afy a;p =0

— 2 —
O3 = 031—7 ayy Qg + @y G0 — D) 10 A2y

1 3

2 —_—
01121~ Q11 839 , Y3=— 6 ayy

D= o

Bs=

relatii care caracterizeaza trecerile dela un reper de ordinul
ITI la un alt reper de ordinul III.

Pentruca reperul de ordinul III nu este determinat in
mod unic, §i prin urmare se pot impune conditii nous coeficien-
filor @, by (k> 3) din desvoltarile (6), curbele plane nu mai
apar ca in spatiul euclidian drept cazuri particulare ale
curbelor strambe ci mai curdnd drept cazuri singulare.
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43. Reper de ordinul IV. Continuind procedeul si identi-
ficand coeficientii lui y; in identitatile (9) si (12), avem
din (9)

1
Oy = dgy ¢4 + agy d, gt Qq3 Q3¢ g Qgp B33
— ' 3 + __1_ 2
+ @19 047 g9 — 6 Qy0 031 — A3y Oy 3 Qo A9y

2 2
Be=atics+ 3 (aty @19 —ay; agy) dy
L8 2 2
g S G e Gy Gy g + aio ay
3 3
Yo = a1 dy ‘—‘6—“11 A0

apoi din (12)
S 1 1 2
Ba =‘2— ?aal — Q33 Q9

1 4 '
e “11[’@ agy + ay ao TR (anazo + ayy “21)] + a1 a4

1 1
Ya =75 aiy (‘2— Ggy — Gy am) + aiy by

s1 prin eliminarea lui B, si v,

2 2 sy e
aiy ¢4 + 3 (@i a9 — gy Gy) dg = ayy ay

1 1 1 1 1
i -g-agi vy afy agy + T afy a3y + 5 (31 A3y B Q10 %11 A1
3 4 1 2 1 3
ayq d4 = 011 b4 T T Ay Ggy —3‘ TR

Rezultd ca putem totdeauna alege coeficientii a; prin con-

ditiile

1 1 i 1 1
asa,+ 5 auagl—-z a3y agy+ 3 a5+ D) aso a1 — 9 %0 105, =0
1 1

5 2
& o1 —‘?Tan Qg9 — a1y by
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astfel incit sa avem c4=d4=0,; reperul de ordinul III

determinat prin aceste condifii suplimentare este un reper
de ordinul IV, '

Daca presupunem, continuand aceeasi metoda, ca reperul

initial este un reper de ordinul IV, avem la4=b4=0 3

conditiile precedente devin

1 1 d

— - —_— — 2
3 Ay =4 ay, 210 3 6 Qgq = Q11 Qg9 — — 18 ay1 Gy

§1 vor caracteriza, impreuns cu cele ce preced, formulele de
trecere dela un reper de ordinul IV, la alt reper de ordinul

- 2 /) .
IV. Vom mai avea ’a32=a“ am, §1

1 3] D s
oy = SR ay; agy + 12 Q9 Ay Qg9 — 18 331 A0
AL E 1 2 2 2 3 A=l 3
ﬁ.;— -‘Z ay Qgy - ?au Qo 5 Y= —’F Q11 Qyq.

44. Reper de ordinul V. Identificarea coeficientilor lui y}
in identitatile (9) ne di:

1 1
A9 C5 + ag; dy :“5‘,‘“10“4"‘5“20“3‘*"5“30“2

4 1
Agp C5 + gy ds = Bs + ayo By + —2—“20 Bs + F“ao Bs

1 Ay
Q93 C5 + agg ds = Ys + ag Yyl 7“20 o=t ?aao Yo,

unde pentru usurinta urméririi calculelor, am tinut deo-

camdata seama numai de valorile coeficientilor a, b, c,, d
pentru k < 4, care ne dau desvoltirile

1 1
y2=—2—yf-f—c5 yf—}— s y3=—6—yf'+d5yf+...
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s1 desvoltiri analoage pentru a,, 2, in functie de z,. Identi-
tatile (12) ne vor da apoi

¥ e A R A
1 1
Ys =—2—ocf g —i—?alcxﬁ—l— o bs.

Din aceste relatii prin eliminarea lui 8 si Ys, tindnd seama
de relatiile care leaga coeficientii a;; si de valorile
1

Uy = g Ay Q19 5 %3 = —z“n ag + 1_8‘111 aio

pe care le ia in virtutea acestor relatii coeficientii o, §1 o,
se capata:

1 59 5
a3y ¢+ aiy ayods =ay, (— o ayy agg + 19 Q19 Q1129 — 18 an aio )
1 1 5
a2 STROT) (— ‘4—“11 ag + 18 an afo) +a3, as
1 1 5
at ds= 7“?1 ( W yy Agp + 18 ay “fo)

1 1 4
-+ 138 aiy afo e S Y a’?l a?o o 12 ai’i A + afl b5

sau simplificind

i1 1
ds e a-?l b5 —2_4a20+ 3—6a120
1 1 10
5 + a9 ds = ajy as _E‘aao e 9 Q39 Ag9 *ﬁaio-

Se vede deci ca putem dispune de coeficientii a; astfel ca

sa avem | cg=d3=0|; reperul de ordinul IV determinat prin 4

aceste condifiuni este un reper de ordinul V.

Dacé reperul initial este de ordinul V avem | a; = bs=0
din relatiile precedente deducem

e | 2: " N 3
Qgg _'3_0'10 5 Uz —'g Q1o

care caracterizeaza schimbérile intre reperele de ordinul V.
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Pentru comoditatea scrierii vom pune in cele ce urmeaza
ay =\ a; = Identitatile (9) si (10) devin, tinand seama
de valorile coeficientilor a;;, g, bis Cuy diey oy By, Ye (k< 5)
in functie de 2, p:

(9)

4. (1 2
Mitz 7‘“(5 Yitceyi + .. ) +3 Rp?(g y‘i‘+deyf+...)
VE
E[i + uy + ?“2(7 Yitceyt + )
R |
toelgrtag+.. )]
3] g, R e
X 7\.’91“57\51-?/?‘}'57\“3/1“2—77\# h
1 1
T35 u“y?+%yf+-..)
1 | 1
7\2(~2—yf+06y§‘+.-.)+ kzu(gy‘i‘+dsyf+..-)
2 3
= 1+uy1+§u Jhtey+ ...
2.4
+§ua(gy¥+dsyf+.-.)]
1 2 1 P 1 2,,2,4 2 2,,3,,5 6
X gxy%gmyntgwyl—é—jmyi+ﬁeyl+...)
1
)\3(Fy?+dsyf+---)
A :
= 1+P'?/1+'37H ’2‘2/1+06yx+---
2 44
+§u3(gyi’+dsy?+---)}

; 1
x [grgi—2a bR GRE S vyt + ..
6 6 9
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s
17\2 2_1)\2 3+1)\2 2 4___3;\235_1_‘33/6_*_
2 Yi 3 KLY 6 ® Y 27 LT 6 J1 LR
1 1 1 1
E—g(lyl~?luy¥+-g—lu2y?—-§7m"’y‘a‘
1 4,5 4 6
(12') +§I7\P- it tag Ayt .0+

1 1 1
yi— & Puyt + 5 Pyl eyt .

sy L
=l
1 e e 1 3
g—(lyl—gmyﬁr—g—mzyf—gwsyf+...)

Il

+ b My .8 L

45. Interpretiri geometrice. Cubiei oseulatoare. Formu-
lele (4) de schimbare a coordonatelor omogene (cu abstractia
factorului comun p) se scriu inlocuind coeficientil a; cu va-
lorile lor in functie de A, u.:

2 2
Xo=Y0+P-Y1+§G‘-2Y2+§P-3Y3 ; X3 =2NY;

4 :
A=) b glp.Yz-{- %)\p.zYa 3 Xg=NY, + MY,

ceea ce ne aratd cd daca insemnam cu A, 4; A, A, reperul
initial de ordinul cinci si cu By By B, B, reperul general de
ordinul V, corespunzator valorilor A si g, varfurile B, By,
B;, B vor avea faii de reperul initial coordonatele omogene

4
Bo(1, 0,0, 00 5 By (s, 0, 0)5 By 548 =, 2 0);

B, (% U3, %7@2, 22y, }\3).
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Rezulta ca B, se confundi cu Ay, dreapta B, B, cu 4, Ay
(care capata astfel o semnificatie invarianti s1 este de fapt
tangenta la curbi), planul B, By By cu Ay A, A, (planul
osculator al curbei). In ceea ce priveste coordonatele neo-
mogene (z;, Z,, z3) ale punctului Bj, avem:

9 g 2

x1:3‘&' ) x2:‘_‘_ 5 Sl i

2;1.2’:”32“3

A
sau eliminand raportul B

4

1
(18) Ty=75 2

A
ceea ce ne arata ca punctul B, descrie cAind — deci reperul

variazd, o cubicd strambé intersectie a doud conuri cu varfurile
in A3 si A, respectiv, reprezentate prin cite una din ecua-
tille (18) si care au generatoarea Ay A; comuni. Aceasts
cubica (I'), ale carei ecuatii (18) se mai pot scrie sub forma:

1 1
'Exf 3 $3=_6_x?3

(19) Ty =
are un contact de ordinul V cu curba studiati in punctul
considerat; o numim cubica rajionald osculatoare la curba
In punctul considerat. Se deduce de aci rolul important pe
care il va juca in studiul proiectiv al curbelor strambe.
Punctul B, odati ales pe aceastd cubicid prin fixarea

e o :
valorii — =35 a parametrului in raport cu care se exprimi
@ ;

rational coordonatele unui punct al cubicei, restul varfurilor
B;, B, ale tetraedrului de referinta se determini prin con-
structii geometrice usor de stabilit. In adevar tangenta ()
si planul osculator (m) la cubica (I") in punctul

9 9
iy S e g J
Lo (1, 3s, 5 5% 3 33)
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au drept ecuatii

9, 8.
. €1—3s_ 52_73 5 Es_zs
(%) I e
—2-8
9 9
& —3s Ez—? $? & 733
(m) 3 9s %732 ol
0 9 27s
‘sau
g 9
{m) ?szﬁl——&s*ﬁz + 53—783 =0.

Intersectia dreptei (8) cu planul osculator £ =0 in B, (s = 0)
la cubica este punctul de coordonate neomogene

51:23 5 Egz—szg 53:-0

adicd tocmai punctul B, pe cénd intersectia tangentei
(€ = & =0) in B, la cubica cu planul 7 este punctul

5123 s 5220 s E3=0

-adica punctul B,;. Rezultd numaidecit constructia ciutata
care se poate formula in modul urmator.

Virful B, al unui reper de ordinul V este un punct arbitrar
al cubicer osculatoare (I'); vdrful B, este la intersectia tangentei
la (T') in By cu planul osculator in By, care se confundd cu
punctul studiat al curbei vdrful B, este intersectia planului
-osculator la (T') in By cu tangenta in B, la (C).
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46. Reper de ordinul VI. Puncte singulare de 1-a si a 2-a
spetd. Are proieetiv. Identificarea coeficientilor lui y§ in
identitatile (9') ne da

: w2 s st 5 i 5
'3_7‘("’06 +—3' NP dg = og +—8—1)\p.——81)\p. -}-243)\5;,
Mg + WBudg =B _3)\2 4+i;‘\2 4__,_1_;\2“4
‘S 6 6 27 © 18 93 81 '
Py = +i)\3(~;,3_i)\3‘p,3+__1_)\3u3
S 8 162
1 in identitagile (12') -
1 1 1
Bs=8_17\2P~4+8-17\2LL4+1—62)\2;L4+)\“%
_—_—17\3 3_.1)\3“3+;\6b
L ol v 6

sau prin eliminarea lui B4, v si simplificare:
06+[.Ld6=)\4a6 s d(;:)\abs.

Se vede atunci din aceste relatii ci ecuatia bg = 0 este
invarianta si de asemeni sistemul ag = bg = 0. Punctele care
satisfac ecuatiei bg = 0 le vom numi atunci singulare de
prima spejd, daca ag 7= 0 sau singulare de spefa 2-a daca
ag = 0. Curbele care au numai puncte singulare de 1-a sau
numai de a 2-a spetd le vom numi respectiv curbe singulare
de I-a spefd sau a 2-a spetd. Fiindca ele prezinta un element
nou (in special cele de 1-a speta) nu le mai excludem din
studiul nostru ci le vom examina mai de aproape.

Sa consideram mai intdi cazul general bg % 0; se vede
atunci ci putem determina pe A astfel in cit bg sa aiba o
anumita valoare numerica. Fie p acea valoare numerici, care
devine egala cu zero in cazul punctelor singulare. .Pentru
simplificarea formulelor lui Frenet vom face in cazul

1

punctelor nesingulare = == |; se vede atunci ci putem

72
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’

lua pe p astfel incat, fnsemnand ¢z = |, s&a avem

e" =0 |. Reperul astfel determinat in punctele nesingulare

(sau ordinare) este reperul de ordinul VI.
Sa presupunem ca reperul inifial este de ordinul VI;
avem atunci

1
as=0 5 bG:P:7_2

de unde deducem:
X =1, sau in domeniul real A =1, gl o=
Formulele (3) devin

S T =, By = Yy

deci reperul de ordinul VI are un caracter proiectiv in-
variant, cici nu putem trece dela un reper real de ordinul VI
la alt reper de acelasi ordin decat prin transformarea iden-
ticd. Formulele precedente mai arata ca, t fiind un para-
metru in raport cu care este definiti curba, partea principaldi
@ (f) dt a abscisei punctului corespunzator valorii ¢ + dt a
parametrului fatda de reperul de ordinul VI in punctul co-
respunzator valorii ¢, are un caracter invariant; o numim
elementul de arc proiectiv al curbei si-1 vom nota cu
da (o= [ ¢ (t) dt). -

Pentru punctele singulare de prima speta avem bg=dg =0,
dar ag 7 0; putem atunci determina pe A astfel incat sa

1 :
avem | ¢g = o =gy |3 Vom avea astfel un reper de ordinul
VI intr’un punct singular de prima speta. Daca presupunem

ca reperul initial este de ordinul VI vom avea dg ==

e=m

6%
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deducem A* =1, deci in domeniul real ) — + 1. Formulele

(3) 51 (9) ne dau

4 >
Y1 +? Yy, + §‘P~2y3

S e = +(n—3us+..)

2 1
1+ eyt 35 vy, +9 ¥y

cu alte cuvinte partea principald a lui | ;| are un caracter
invariant: este elementul de arc do, al curbelor singulare de
prima speta.

Prezenta coeficientului nedeterminat ¢ in formulele de
trecere dela un reper de ordinul VI la alt reper de acelasi
ordin ne aratid ca avem o simpla infinitate de repere de
ordinul VI in puncte singulare de prima speta.

In sfarsit in cazul punctelor singulare de speta 2-a avem:

g =C =9 =0 , by=dsg=p=0

iar A, u sunt nedeterminafi; pentru o curbi singularad de
speta 2-a nu putem vorbi de arc proiectiv. Vom demonstra
ulterior c o curba singulara de speta 2-a este o cubicd stramba.

Sa insemnam a; =k, b, = k;, ag = ky, by =k, in ecua-
tiile unei curbe fata de un reper de ordinul VI. Aceste ecuatil
se vor scrie:

o+ o af + kol +hyal 4+ ...

LL‘2=

(20

c»l»a Nl»

ai + pat + kya]l + kg af + ...

.223:

Pentru curbele ordinare (nesingulare) reperul de ordinul
VI fiind determinat in mod unic, coeficientii k, ky, ky ks,. ..
sunt invarian{i proiectivi: fi vom numi curburile proiective
ale curbex.
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Pentru curbele singulare de prima spetd se poate de-
monstra, printr'un calcul pe care il omitem, ficind identi-
ficarile coeficientilor lui %1 in formulele (9') si (12'), ca putem
totdeauna determina coeficientul o astfel incat & = 0. Re-
perul de ordinul VI determinat prin aceasti condifie este
unic astfel incat k,, ks, ks,... sunt curburi proiective. Vom
demonstra ulterior ci pentru curbele singulare de speta 1-a,
ky are o valoare numerica iar ks =0; k; este o curbura
propriu zisa pe care o putem numi curburd proiectivi a
curbei singulare de prima speta.

Vom demonstra de asemeni cu aceeasi ocaziune (§ 51)
cd pentru curbele singulare de speta 2-a toti coeficientii
kyhy ol by ag b, (m 29) sunt identic nuli. Curbele sin-
gulare de speta 2-a sunt deci transformate omografice una
alteia.

47. Interpretarea geometrici a reperului de ordinul VI,
Punctele Iui Halphen $i Sannia. Pentru a gasi elemente
geometrice proiectiv-invariant legate de o curba ne propunem,
In primul rind, in spiritul metodei generale aratate la § 119,
sa cdutam cuadricele care con{in cubica (I'). Fie

A + 2By 4 2Cxy + 2D, + Ea? 4 Fa?

21

@ + G+ 2Hz 2, 21zy35+4 20 zy 23— 0

ecuatia, fatad de un reper de ordinul VI, a unei cuadrice
oarecare. Pentru a determina coeficientii corespunzatori
cuadricelor cautate, vom inlocui pe %, §i x3 cu valorile lor
(19) in functie de =, ; obtinem un polinom de gradul al VI-lea
in z;, care trebue sa fie identic nul, ceea ce ne da imediat:

ASB—Gigoty Erie H:——;TD, I:—%F,

astfel incat ecuatfia generala a cuadricelor ciutate are forma

C (22— a) +-D(23’3*‘§‘ &y mz) ¥ (xg —% L1 61:3) =0;
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toate aceste cuadrice formeazi deci o retea de cuadrice.
Cuadrica se reduce la un con atunci cind discriminantul

0 0 c D
0 e
3 A ;
Wi ! ~(Zered
€. —=D F 0 4 3
3
D —=F 0 0

este nul, sau

9CF + 4D = 0;

avem aga dar o familie de conuri ce trec prin cubica (I).
Coordonatele véarfurilor acestor conuri, sunt in virtutea re-
latier precedente 4

C L 3 B 9.6

il R LT e
si satisfac ecuatiilor (18) sau (19). Singurele conuri pétratice
care confin cubica (I') sunt deci conurile care proiecteazd aceastd
cubicd dintr’un punct oarecare al ei.

Sa cautam, in al doilea rand, cuadricele care au un con-
tact de ordinul al VI-lea cu curba studiati. Pentru aceasta vom
inlocui in ecuatia (21) pe a,, 23 cu valorile lor (20) unde

pii=1, P=z5> si vom anula coeficientii puterilor lui a,
in desvoltarea obtinuta, péna la af inclusiv. Capatam ime-
diat relatiile

A0 B gt L P e

1 1 1 1
ZF+3I=0, J=0, =D+2G=0
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Ecuatia (21), devine

(22) C(2zy — 2}) + D(2w3 —% Ty Ty — :v§)

3

+F($§~—2 xlxs)zo.

Obtinem astfel o retea de cuadrice, rezultat la care ne puteam
astepta, deoarece se stie ca prin sapte puncte oarecare ale
spatiului trec 00? cuadrice formind o refea; proprietatea
aceasta se pastreazd deci, dupa cum se vede, si atunci cand
cele sapte puncte tind, pe o curbd, spre un anumit punct
al acestei curbe. :

Peniru ca o cuadrica a retelei (22) sa contina cubica (),
trebue §i ajunge, prin comparatie cu formulele precedente,
sa avem G =0 deci D = 0; pentru ca in plus o asemenea
cuadricd si fie §i un con, trebue sa mai adaugim conditia
suficienta CF =0, ceea ce ne da C =0 sau F = 0.

Avem prin urmare doua conuri care contin cubica (I')
§1 au un contact de ordinul sase; ecuatiile lor sunt

20y — af =0 (D =0, F =0)

x%—-—g-wla;az() fr—=1c —=0)

Primul con are varful in punctul considerat al curbei, deci
nu introduce niciun element nou. Varful celui de al 2-lea
con va fi, din contra, un punct remarcabil, care se numegte
punctul lui Halphen; definitia lui sub forma geometrica
rezultd imediat din consideratiile precedente. Coordonatele
omogene ale varfului acestui con sunt (0, 0, 0, 1), deci varful
Aj al reperului coincide cu punctul lui H alphen. AplicAnd
atunci rezultatele dela § 45, avem pentru punctele ordinare
o interpretare completd a reperului de ordinul VI.
Considerarea retelei de cuadrice care au un contact de
ordinul sase cu o curba data, definita de ecuatiile (22), con-
duce si la un al 2-lea punct remarcabil. Se stie, in adevar,
cé cuadricele unei retele au opt puncte comune. Cuadricele
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(22) avand sapte puncte comune confundate in punctul con-
siderat al curbei, vor mai avea inci un punct comun;
acesta este punctul remarcabil care se numeste punctul lui
Sannia. Coordonatele acestui punct se gasesc rezolvand
sistemul

e 2. 'q s o
253 — 23 =0, 2:1:3———3—:1:1.232 =) B 5 @ T =9

ceea ce ne dé, in afara de solutia de ordinul VII: Ljr=pi=ga=—1l).
solutia #; = 2, =0, 23 = 2, care corespunde punctului lui
Sanniaj acest punct se giseste deci pe muchia A; A4, a
reperului. Avem- astfel teorema:

Un punct al curbei si punctele lui Halphen st Sannia
corespunzdtoare sunt puncte colineare.

48. Altd interpretare geometriei a reperului. Plan prin-
eipal. Notiunea de plan principal se capata plecind dela
consideratiile urmatoare. Fie (C) si (I') doua curbe strAmbe
care au intr'un punct M un contact strict de ordinul n
(n=>1). Proiectam aceastd figura dintr'un punct P pe un
plan ; fie (C’), (I'), M’ proiectiile lui (C), (I'), M. Curbele
(C’) 51 (I')’ vor avea evident in M’ un contact de ordin cel
pujin egal cu n. Se demonstreazi ci locul punctelor P,
pentru care contactul este cel putin de ordinul n + 1, este
un plan II, care confine tangenta MT comuni curbelor
(C) st (I') in M. Vom face demonstratia pentru cazul, care
ne intereseazi, cAnd (I') este cubica osculatoare la (C) in
punctul considerat, al cirui contact este de ordinul V.
Ecuatiile curbelor (C) si (I') fata de reperul de ordinul sase
al curbei (C) sunt respectiv ecuatiile (20) si (19). Fie (o, B, v)
coordonatele centrului de proiect.e P si (z;, s, x3) ale unui
punct variabit IV in spatiu, fata de acelasi reper. Vom lua
ca plan =, planul 2, = 0, osculator la curba (€). Un punct
de pe dreapta PN avand coordonatele date de expresiile:

G=a+1t(a—a); =P+ i (B—m); E=v+1t(y— ),

unde ¢ este un parametru, coordonatele proiectiei N’ ale
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punctului N pe planul = se gisesc determinand pe t astfel

ea Gy =0, deci ¢ — L NG Lt i gasim:
s )
YT — oz Y& — Py
23 =S == T8,
(23) Gl
Fie atunci :
(24) E2=m0+mlal+m2gf+.---

ecuatia curbei (C) (sau I") descrisa de N’ cind N descrie
(C) (sau I'). Pentru a determina coeficientii m inlocuim in
ecuatiile (23) pe , si 25 prin valorile (20) [sau (19)] in functie
de z; si desvoltam rezultatele dupa puterile lui z,. Substituim
apoi aceste desvoltiri in (24) si identificim coeficientii pu-
terilor Iui z; in seriile obtinute in cei doi membri. Vom
obtine astfel pentru curba (C"):

).
)
%z’f—(%pa—}—gg;—:;)xl—k L

Y(%mf—l— o' x5 + )—B(%xf#—pr—{—)

x4
Ta———'%
1 1

6y

1
ya:l—a(?xf’-]— ezt 4+ ...
E1=

1
v att pat

+

Ez=

Y—(éxf—{—pr—l—...)

— 1 2 B 3 1 5 ( ’ BP B ) 6

—2x1~'67$1+m$1+ 9—7—%?2 x,ﬂ—...
s1 substituind apoi in (24) si identificAnd vom determina
succesiv coeficientii m, (k < 6), ceea ce ne da inlocuind in

)

(24) urmitoarea desvoltare:

_i 2 firgs & oy 1 _oﬁ
52 s 2 ‘21 “—6~YE1 +’6—YE;1 —(TZTY'i‘ 12Y2) El
g 702

’ P 6
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a ecuatiei curbei (C’). Pentru curba IV se vede ci este destul
sa Inlocuim pe o' §1 p cu zero. Obtinem astfel desvoltarea

hp P o O] TRy
e R LB (TR [

(26) e L
+(1§Y~2+WJ& At

pentru ecuatia curbei (I'). Daci punctul considerat al curbei
: 1 '
este un punct ordinar avem p'=0, P=175; curbele (C)’ si

(I'") de ecuatii (25) si (26) nu pot avea un contact de ordinul
VI, cel putin decat daci B = 0; locul punctelor P satisfa-
cand| aceasta conditie este deci planul & = 0, adica planul
Ay Ay A,. Putem deci enunta teorema:

Locul punctelor din spatiu, din care, protectind o curbi (C)
st cubica osculatoare (') intr'un punct ordinar pe planul oscu-
lator comun, se obtin doud curbe avdnd un contact de ordinul
sase cel pujin, este un plan I1, care trece prin tangenta comund
s este diferit de planul osculator. El se numegte planul prin-
cipal al curbelor (C) si ().

Interpretarea geometrica a reperului de ordinul VI re-
zultd numaidecat. Planul IT care contine tangenta la (I
in punctul considerat mai taie odata cubica (I') in varful
Ag al reperului; celelalte varfuri ale reperului se obtin prin
constructia dela sfarsitul § 45.

111

REPERUL MOBIL. FORMULELE LUI FRENET

49. Formule preliminarii. Sa considerim o curbi (C), defi-
nitd parametric in functie de un parametru ¢, si in fiecare
punct al ei reperul fatad de care ecuatia curbei se scrie sub
forma (20), unde

=0, p =,7—12 pentru curbele ordinare,



GEOMETRIE DIFERENTIALA PROIECTIVA 91

0 =,7—12 » =0, k=0 pentru curbele singulare de prima speta

¢ = p =0 pentru curbele singulare de speta 2-a.

Vom presupune, asa dar, ci pe o portiune studiatia a curbei
toate punctele curbei sunt ordinare sau au singularititi de
aceeasl speta.

Fie, in notatie prescurtatd, simbolici, A,, v P e
coordonatele omogene fatd de un reper fix ale vérfurilor
notate cu aceleasi litere ale reperului, factorul de proportio-
nalitate ale coordonatelor fiecirui varf, fiind determinat
astfel incat la acele coordonate si corespunda, conform § 38°, -
o singurd omografie care si transforme reperul fix in reperul
considerat. Coordonatele 4y, A,, A,, Ag ca si coeficientii
k, k; din ecuatiile (20) sunt evident functiuni de ¢. Cu aceasta
Ay dA;, dA, dA,
gt cder dr
semna punctele care au drept coordonate, fatd de reperuf
fix, derivatele in raport cu ¢, ale coordonatelor A, -4y,
Ay, Ay. Fie pu, pu, pias Pis (t=0, 1, 2, 3) coordonatele
omogene fata de reperul Ay A; A, A;. Vom avea

dA
[ —C‘lt_o*——l)ovo*f‘Pm Ay + poz Ay + pos 44

a4,
dt

ddy
dt

dA
Tta:Pao Ay + P31 Ay + pss A, + P33 Az

vor de-

notatie simbolici expresiile

= P1o Ao + pn 4, + Pz 4p + Pis A3

= Pgg Ay + P21 A + pas A, + Pes A

Problema revine a determina valorile coeficientilor p;;.
Pentru aceasta sa considerim .un punct M in spatiu ale
carui coordonate fatd de un reper fix sunt functiuni de ¢.

; : . X
Fie X, X,, X,, X, coordonatele relative omogene §i a:l———Yl,
0
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X, X, :

Zy =32, 23 =22 coordonatele relative neomogene ale punc-
2 X 3 X
0 0

tului M fata de reperul Ay Ay Ay Ay, Vom nota simbolic
cu M si V7L coordonatele punctului M si ale punctului
ale carui coordonate fata de reperul fix sunt derivatele in
raport cu t ale coordonatelor M fata de reperul fix. Vom
avea atunci relatiile scrise sub formx prescurtata

M=X0A0+X1A1+X2A2—]—X3A3
s1 295

dM - : :
—d?=£vo _+ £1A1+ ngz'f- EaAa

unde &, & £, £, coordonatele fata de reperul A, A, Ay A,
ale punctului ;. U expresille urmatoare care se deduc

din derivare_a relatiei precedente si din relatiile (27):

dX i :
go:jif’{‘PooXo‘f‘PloXl‘f‘ P20X2+P30X3

dX
Elzﬁl*f" Po1 Xo + pn A P21 X2 ) P31_X3

dX :
Ez 272+ Poz Xo + P12 Xl + pae X5 + P32X3

X
& =E§+ Po3 Xo + pyz X; + P2s X5 + pas ~X3

S& presupunem acum ci punctul M este fix in spatiu.
Rezulta ci punctele M si M 4 dM coincid, deci coincid

si M si —dj;—l ; vom avea atunci relatiile

EO:}\XO ) E-'l:)\Xl ’ 52:;\X2 P E3=;\X3.

Inlocuind in aceste relatii, & (1 =0, 1, 2, 3) cu valorile
lor precedente obtinem niste relatii din care deducem numai-
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decéat valorile @(z =1, 2, 3) ale coordonatelor neomogene

dt

relative ale punctului M, cu ajutorul relatiilor

dwi i dX, ’.& dXo

WX, R et G
Capatam astfel
[ dx
TJTI = —Por T (Poo — P11) , — pa; 23 — P31 23
+ P10 7 + pay Ty Ty + Pgg Ty T3
dz
{(28) d_t2 = —Po2 — P12 %1 + (Poo — P22) 3 — Pas T3
dz '
7;3 = = Po3 — P13 %1 — P23 T3 + (Poo — P33) 23
+ P1o 7y @3 + Pao %3 T3 + pag 3.

Formulele (28) exprima conditiile ca un punct de coordonate
relative neomogene z,, x,, @, sa fie fix in spafiu.

50. Determinarea coeficientilor p,;. Sa presupunem punctul
M fiz pe curba (C). Coordonatele z,, %y, xg vor satisface in
acelasi timp la relatiile (20) si (28). Sa derivam relatiile (20)
in raport cu ¢ si si inlocuim in relatiile obtinute pe 7;-1 J

{—?72 ) % prin valorile lor (28) in care am inlocuit in
prealabil pe ,, 5 cu valorile lor (20). Obtinem dou# identitati
in z;, care prin identificarea coeficientilor puterilor lui z;,
ne vor da coeficientii p;;. Pentru ca determinarea acestora
sa fie insa completa va trebui si facem s1 o alegere a para-
metrului ¢ precum si a factorului de proportionalitate comun
cu care putem inmulti toate coordonatele A, fari ca ecuatiile
(20) sé se schimbe. Vom alege ca parametru ¢ arcul proiectiv
o, definit la § 46, atunci caAnd acest lucru e posibil. In ceea ce
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priveste factorul de proportionalitate, pe acesta il vom pre-
supune ales astfel incAt determinantul

a =]Ao A, A, Aal,

scris in notatie simbolica, si aibd mereu valoarea unu. Con-
ditia aceasta se traduce prin relatia:

da |dA d A,

Ozaz 7"A1AzA3 A dt1A2A3
dA dA
o AoA172A3 e 4‘101‘111‘1273
=(P00+P11 +P22+P33) a
deci .
(29) Poo + P11 + Pao + pag =0

Ca sa gasim conditia legata de alegerea parametrului vom
observa ci punctul de pe curbid care corespunde valorii
t + dt a parametrului este punctul

dA
A, +'Tt0dt +..._=(1+p00dt—]—...)Ao+(pmdt—i—...)Al

+ (Poadt+. . ) Ay + (pog dt + . . A

a carul abscisad x, este

_ Pudt+ ... - :
SENETS e, il

partea principala a acestei abscise, care se demonstreaza
astfel cé este un infinit mic de primul ordin, este deci Po1 dt,
care prin definitie este elementul de arc proiectiv de. In caz
cdnd ¢t = g, vom avea

(30) s Po =1,

$i aceasta este conditia cautata.
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~Sa procedam acum asa cum s’a indicat in cele ce preced.
Prin derivarea relatiilor (20) obtinem relatiile

dz " d
d-:Z(wl—}—Gp mf—l—']kx?—l—Skzmz—l-...)di;
dk dk
+ oo+l
(1) d 1 d
I8 (g it 6pat 4 Thy ot + Bhyal 4. )52
dky , | dkg
+dcw ds ™

Inlocuirea in (28) a lui 2,, 23 cu valorile (20), ne da,
tinand seama de (30):
e

1
da — 1 + (Poo — P11) 1 + (Pm b '2—P21) af

1 1 : 1 :

= (E‘on_'gpm) a +‘_6_ P3o z3 — (¢ Pax + P P31 &+

dz 1 1 A

'd—: = —Pos— P12 %1 + I (Poo*‘Pzz) i + (‘2— P1o e Psz) y

1 4 1 5 ’ 6

5 % P20 %1 +E Pso %1 + [¢' (Poo — P22) — P Paa] 21
+[k(Poo“P22)"‘k1P32 + ¢ Pl Bt

dzx 1 % 1

d_o? = Pos— P13 -’”1*‘2‘1723 i + 6 (Poo —Ps3) a4+ ”6_P10 ai

1 i 1
o+ 19 P20 i + [P (Poo — P33) — ¢ Pas +%P30-I ay

+ [k (Poo“Pa:;)_szs‘f‘ e P10 z+ ...
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Inlocuind aceste valori in (31) si facand apoi identificarea
coeficientilor puterilor lui #; pana la gradul sapte inclusiyv,
obtinem succesiv relatiile:

1
~Poz=03““1”12 et o 7 (Poo—Pzz) =(Poo—‘P11)-

1 1 1 1 1 1
71’10“‘6“ P32 = Ppyp w P21 Zon =§‘P20 —Fpsl

1 1 ’ ’ ’
ﬁpao = 6 PathP ;P (Poo“Pzz)—Ppsz:GP (Poo-—Pu)*w“
k (Poo ~— Pag) — ky Ps2 + P'Pm = e 8”‘2 + 7k (Poo — Pu1)
; 1 i
+ 6p (Plo —jpzl) & v P P21 — PP3;

1 i 1
— Po3 = 0; — P13 =0; Bat P23 =—*73 E‘(Poo“l’as)

> 1 4.
2 (Pop — Pss) — P P2s + 36 P30~ ﬁpao‘f‘ 6p (Poo — P11)‘“7k1

kl (Poo — Ps3) — sza + BP0 = — 81‘3 e 1 71"1 (Poo — Pn1)
15 dk
-+ 6P(P10 F0 le) S d_;

de unde scoatem mai intaj :
Pos =07, poy=0 , Pis==0 ' plsi=17 Pa=1
(32) 1 6 (P11—Poo)=3 (P22—Pgo)=2 (Pss—Poo) 5 417’10:31"21=4P32
Reo—44%p. 0 py = 216p ; pgy =T72¢’
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si apoi, punand P11 =P; Pyp =3¢ si tindnd seama de (29)
(Poo =3P 5 pu=p; pp=—p ; Pag = — 3p
P =3¢ ; py =4q ; P32 = 3¢

5¢' + 6pp = Tk, ; 8¢'p + 3pq = Tk.

8ky = 10pk + gk, — P'g — 21602 + gg

_ dk
8ky =k + 8pk, + 3¢q +d—cl—

Relatiile (32) si (33), afara de ultimele doui, ne vor da, in
cazul general, valorile coeficientilor p;;. Ultimele dous rela-
{iuni au fost stabilite pentru a arata, ca si relatiile ce s’ar
mai putea deduce prin continuarea procedeului de iden-
tificare, ca invariantii k,, ks, ky,... se exprima cu ajutorul
invariantilor k, k, si a derivatelor de diferite ordine ale
acestora in raport cu arcul proiectiv ¢ ; sunt cu alte cuvinte
invarianfi derivagi.

51. Formulele lui Frenet. In cazul curbelor ordinare avem
P =173 " = 0. Formulele (33) ne dau in acest caz
p =84k, , ¢ = 168k;

tindnd atunci seama de valorile coeficientilor p;, trase din

relagule (32) si (33) si punind

loe -1658 Lk =8£41
formulele (27) ne vor da facand ¢ — o
%’: 3K, Ay +- A, %=3KA0 KA L
(34) % =24y + 4K A, — K, A, + 4,
e
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§i vom capata astfel formulele lui Fren et corespunzitoare
curbelor ordinare. Se vede din aceste formule ci curbele
ordinare au doud curburi proiective K si K;, siacestea sunt
de ordinul sapte, fiindea intervin, prin k si ky in coeficientii
lui 2 din desvoltirile in serie a ecuatiilor curbei (conform
§ 9, observatia finala). i

In cazul curbelor singulare de prima spetd avem p =0,

P =71§, k = 0. Formulele (33) ne dau:
il
kr=gsr o P=0, g=63k , k=0

si punind k, 2%’ formulele (28) ne dau, cu ajutorul lui
(32) si (33), relatiile '

| e B ska s,
s dA
To = KA+ Ay 5 SR Ay +3KA4,

care sunt formulele lui Frenet pentru curbele singulare
de prima spetd. Se observa ca curbele apartinand acestei
categorii au o singurd curburi fundamentald K de ordinul
opt, restul curburiior fiind invarianti derivati. LU

In sfarsit pentru curbele singulare de speta 2-a‘avem
p = @' = 0; relatiile (33) ne dau k = bty =ly =Fk;=0. Prin
continuarea procedeului de identificare se recunoaste, din
aproape in aproape ca toti coeficientii k; sunt nuli. Ecuatiile
(20) se reduc atunci la
(36) T3 =im2 : xaz—é—xf
curba (C) se confunda cu cubica osculatoare (I"). Objinem
astfel teorema:

Curbele singulare de speta 2-a sunt cubice ragionale.

Se pot stabili §i pentru curbele singulare de spefa 2-a
nigte formule Frenet. In adevir ecuatiile unei astfel de
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curbe fatd de un reper oarecare de ordinul cinei, intr'un
punct determinat, de altfel oarecare se scriu sub forma (36)
de unde putem deduce urmatoarea reprezentare a curbej in
coordonate omogene
. ek T

X0=1 3 X1=G s X225‘62 3 X3=?0'
pe care le luam drept coordonate omogene ale punctului 4,
Vom pune:

__d4, __ a4, - dd,
S g el de
Cum avem:
d‘-"AO_ dAs_
/ do‘4_0 vomaveaE—O'
deci in definitiv:
dAo_ ; dAl_ : dAz_ ' dA3_ ‘
e T DR

care sunt formulele Frenet ale curbelor singulare de
speta 2-a. ; &

52. Coordonate pliickeriene. Pentry a defini alte elemente
geometrice interesante in legaturd cu studiul proiectiv al
curbelor strambe si al suprafetelor este nevoie sa reamintim
acl citeva notiuni §i proprietati de geometrie proiectivi ana-
litica elementara, printre care pe acelea de coordonate plicke-
riene, complexe si congruente lineare. A

Sa consideram o dreaptid A in spatiu definita prin dous
puncte. distincte X, Y, ale ciror coordonate omogene fata
de un reper bine determinat le vom nota cu (X,, X, X,, X,)
st (X X i ¥ XN i consideram apoi matricea

Lo B X X
Yoo ¥ | AR
formata cu aceste coordonate. Minorii

T — XiYi— XiYi= s ]' =0, 1, 2, 3)

bé o
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dintre care, cu exceptia semnului nu sunt distincti decat
Ci =6, unul cel pufin fiind diferit de Zero, se numesc
coordonatele pliickeriene ale dreptei A, dupa numele geome-
trului german Plicker care le-a introdus in geometrie.

Daca definim dreapta A prin alte doua puncte U, V, de
coordonate (Uy, Uy, Uy, Us) si (V,, V4, V,, Vs) coordonatele

pliickeriene ale dreptei A vor fi definite si prin minorii
By e Uin_UfVi:_pii (":/é]:oa 17273)

al matricel

Uy Wy el
Vo o Voo by /I
Dar avem, dupd cum se stie:
Ui=AX;i+uY:, Vi=vX, 46, (i=0,1,2, 3)
prin urmare:
UV — UV, = (do — ) (X,Y; — X;Y)

sau
pii = (Ao — W) ;.

Oricare ar fi deci punctele prin care definim dreapta A coor-
donatele pliickeriene se deduc unele din altele prin inmul-
{irea cu un acelasi factor de proportionalitate; ele sunt deci
.coordonate omogene.
Intre coordonatele pliickeriene ale unei drepte avem tot-
deauna relatia identica
(38) o1 Toag + Thop Tigy + Ty Ty =0
«care rezultd din desvoltarea determinantului identic nul
X X; X, X,
Torady Xy ¥y
Ky o Xy Xy Ky
Yoo Wy ¥, U
- prin regula lui Laplace, dupa minorii matricei formate
«din primele doua randuri.
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Reciproc fiind date sase numere nu toate nule, care
satisfac relatiei (38) exista o dreapta §i numai una, in spatiu,
care s le admitd drept coordonate pliickeriene. Sa presu-
punem in adevir ca existi o asemenea dreapta; si fie de
eX. Ty 7% 0. Fie apoi (X,, X, X;, 0) coordonatele punctului
X unde dreapta intalneste planul X, = 0 s (06 Y, 0, Y,
coordonatele punctului Y unde intalneste planul X, = 0.
Va trebui sa avem.

(39) 1 T2 T3 T2
i XY, W A Vg
T3 Tog3

si ultimele patru relatii ne dau:

S, S R IR
T R e R R e =t
T3 T3 Tag T2 e Tt3g

punctele X si Y sunt perfect determinate si distincte deoarece,
Ta3 70, deci daca exista o dreapta aceasta este unic deter-
minata. Pe de alta parte punctele distincte, X de coordo-
nate (myg, Mg, Tas, 0) 5i Y de coordonate (o2, Tyg, 0, Tog0)
satisfac in virtutea relatiei (38) la relatiile (39), deci dreapta
XY are coordonate plickeriene proportionale cu numerele
date m;, ceea ce demonstreaza teorema.

Fie acum =, 7/, coordonatele pliickeriene a dous drepte

A, A’ care se intalnesc in spatiu. Se vede usor ci avem re-
latia identica

1 d ’
(40) Too1 a3 + T2 717;1 s T3 717;2 S Tl 7'5(’)1 e T3y Tho2 —+ e T3 = 0.

In adevar, fie (X,, X,, X,, X;) coordonatele punctului
comun, (Y,, Y,, Y,, Y,) coordonatele unui alt punct pe A
si (Yo, Y1, ¥, ¥i¥ coordenatels unui alt punct pe A’
Vom avea

TCijZXfY;' :XjYi' A :XiY,"—XfYZ-
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Dar desvoltarea prin regula lui Laplace a deter-
minantului identic nul

i Rl s

dupd minorii matricei formati de primele doui linii ne dau
tocmai relatia (40), ceea ce trebuia demonstrat.

Reciproc, daca intre coordonatele plickeriene =;, ; a
doud drepte A si A’ avem relatia (40), atunci dreptele sunt
concurente. In adevar punctele X (To3> T3, Trag, 0) 1Y (1,
Te, 0, Tp) sunt, cum s’a aratat maj sus, pe dreapta A, iar
punctele X' (mf;, mf,, a3, 0) si Y (13, s, 0, T35) sunt
pe dreapta A’. Sa considerim aunci punctul Z(Z,, Z,, Z,, Z,)
de coordonate

Zy = Ty Togs — T3 Tha
Z, = T2 7r§1+7c03 T+ T3 ‘ﬂ‘u'n st (7'562 31+ Toos Tet+ 75537‘701)'
Zy = Toao Ta0 — Tos Tiso
Zg = T30 T3z — Tige Toho.
Se deduc numaidecat din aceste relatii:
Tizp Z; = (Togg Togp— Tz Tis) X; + (Trog Tehg— Topg es) Y,
T3 Z; = (7523 Toz— T3 Wéa) X; + (7?03 Tlo3—— Tlag 71'63) Y!
ceea ce ne aratd ca punctul Z este comun dreptelor A si A’

53. Complex linear. Congruenti lineari. Se numeste
complex linear configuratia formati de toate dreptele spa-
tiului care se bucura de proprietatea ca intre coordonatele
lor pliickeriene T existd o relatie lineari cu coeficienti con-
stanti de forma ‘

{41) Agg T+ Az 7?02+A12 Tos+ Aoy Tas+ Aga Teg1+ A gg =0,

relatie care poartd numele de ecuajia comp’exului.
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In general coeficientii A; sunt niste constante arbitrare,
in care caz complexul este ordinar. Daci insa intre acesti
coeficienti avem relatia

Ag Agg + Ags 43, + Agg Ay =0

atunci ei pot fi privifi drept coordonate pliickeriene ale unei
drepte D si ecuafia (41) arata ca dreptele complexului sunt
acele 51 numai acele drepte din spatiu care intilnesc dreapta
D. In acest caz complexul se zice ca este special, iar dreapta
D se numeste aza complezului special. :

S& presupunem dat un complex linear si un punct oare-
care Y° in spafiu. Dreptele complexului care trec prin Y?°
sunt situate intr’'un plan trecind prin Y°. In adevir si des
finim o dreapta din aceastd categorie prin punctul Y §1
prin un alt punct X. Coordonatele pliickeriene ale dreptel
vor fi

Wip-== Xi Y;')—Xf Y?;

scriind ca dreapta aparfine complexului de ecuatie (41)

obtinem prin inlocuire §i ordonare dupa X, v, SR, s
relatia

(Azs Yg+A31 Y2+A12 Yg) Xo+ (Aoa Yg ‘—Aza Yg —Aoz Yg) Xl
o i (Ao1 Yg—Aal Yg ‘*Aos Yf) Xz
S (Aoz Y?—Am Yg "‘Am Yg) Xs =0,

relafie lineard si omogena in X, X, X,, X, care se anuleazi
cand inlocuim aceste coordonate respectiv cu’ Yy, Y
2, Y3. Rezulta ca punctul X se afld intr’un plan bine
determinat trecAnd prin punctul Y?° si acelasi lucru rezulta
si pentru o dreapti oarecare Y° X a complexului trecind
prin Y. Proprictatea este astfel demonstrata. Planul care
contine toate dreptele complexului ce trec prin Y° se nu-
meste planul polar al punctului Y° fat@ de complexul con-
siderai.
S& consideram acum doui complexe lineare, primul de-
finit de ecuatia (41) si al 2-lea de ecuatia analoagi

(42) By, o1+ By Toa+ Bya s+ By T3+ By T3+ Bog T3 =0.
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Dreptele din spatiu care aparjin la doud complexe lineare se
zic ca formeazi o congruenta linearg. Este evident ca drep-
tele care apartin unei congruente lineare apartin la o infini-
tate de complexe lineare. In adevar dacs congruenta este
definita de complexele de bazs de ecuatii (41) si (42), com-
plexul definit de ecuatia

(Agg + A By,) Tor + (Ag; + A Byy) e
(43) + (A + A By,) Tos + (Agg + A Byy) Toog
+ (A2 + 2 By,) T3 + (Agg + A Bys) Ty =0,

unde A este un parametru, contine evident orice dreapta a
congruentei. Complexele (43) se zic ca formeaza, cind A
variaza un fascicol linear de complexe lineare. Reciproc toate
dreptele comune complexelor unui fascicol linear formeazs
0 congruentd si anume congruenta definitd de doui com-
plexe oarecare ale fascicoluluj.

Printre complexele lineare ale unui fascicol exista in ge-
neral doua si numai douz complexe lineare speciale. Fac
exceptie congruentele care au drept complexe de baza dous
complexe speciale cu axele concurente, caz care nu este
interesant in studiul nostru. In adevar pentru ca ecuatia
(42) sa defineasca un complex special, va trebui si avem:

(Aza Sk Bza) (Aol + A Bm) - (Aal + A B31 (Aoz i 7\302)
n <A12 + A Bm) (Aoa e Boa) =0.

Obtinem astfel o ecuatie de gradul al 2-lea in A care admite
in general doui radicini As Ay 51 numai doud, afara de cazul
cand se anuleazi identic in care caz avem o infinitate.
Lasand la o parte acest caz, fie Dy, D, axele complexelor
speciale care corespund valorilor A;, 2. Cum putem lua
aceste complexe drept complexe de baza, rezulta ci o con-
gruenjd lineard este formatd in general de totalitatea dreptelor
care se sprijindg pe doud drepte fize D, si D, numite direc-
loarele congruengei.

Fiind date cinci drepte oarecare in spatiu Dy, D,, D,,
Dy 5i Dy exista in general un complex linear si numai unul
singur care si contind aceste cinci drepte. Fie, in adevar,
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o, Ty, T, n, ) wl (k =1, 2, 3, 4, 5) coordonatele

pliickeriene ale dreptei D,. Pentru ca complexul linear des
finit de ecuatia (41) s& contina dreptele D, , va trebui s& avem

Aza Wg;)+A31 ng;) +A12 71:8’;?-{- Ao1 Wg:?‘l‘ Aoz Ttg{) =+ Aoa WEQ =
(k=1, 2, 3, 4, 5)

si obtinem cinci relatii omogene in raport cu coeficientii A;;
care-1 determind pe acestia in mod unic cu exceptia unui
factor comun care se elimina dela sine. Rezolvand aceste
ecuatii in raport cu A, si inlocuind in (41), obtinem ecuatia
complexului ciutat, rezultat care se poate scrie direct sub
forma de determinant

Tor Ty T T3 Tigy e o
' omE nl n® ) aW
W R AR a@ ap | 0
R @ A AR ap |
L T - T A )
o ) w @ n® a®

54. Complex linear oseulator. Si considersm un punct
M al unei curbe strAmbe (C) si patru puncte vecine M,,
M,, My, M,. Tangentele M T, M, Ty, MyTy, My Ty, M, T,
in aceste puncte definesc un complex linear (y,). Daca facem
punctele M,, M,, M,, M, sa tinda, independent unul de
altul, catre punctul M, complexul (vy;) tinde catre un com-
plex limita (y), care se numegte complexul linear osculator
la curba (C) in punctul M. Pentru a arata acest lucru, sa
consideram reperul de ordinul $ase corespunzator punctului
M. Ecuatiile curbei (C) fata de acest reper vor avea atunci
forma (20). Rezulta atunei ci un punct M’ al curbei va avea
fata de acest reper coordonatele omogene

R ;
Kor= 17 Xy =g Xzzjﬁ‘i‘? o

1
Xazﬁxf—{— R S,
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exprimate parametric in functie de abscisa Z; neomogeni
a acestui punct, iar tangenta M'T’ va fi definita de acest

punct si de punctul (%) de coordonate:
1

Yo=0, Y, =1, Yo=2,4+6p 28+ ...
Y =%zf+69wf+
Coordonatele pliickeriene ale dreptei M'T’ vor fi deci:
T1=1, my=u2x, 4+ 6p" 2} +..., =é @i + 6pal 4. ..

_1 .,

7':12 - ‘“2—‘ X

] 1
+5p'x3+.. ., Tclszgxf+ S5pai+ ...,

To3 ':E .Tf + cee
Fie atunci

(44) - Qa3 Ty -+ agy oo+ 13 Toyg+ Ay a3+ Qg 31 + @y Ty =0

ecuatia unui complex linear. Dac acest complex contine
dreapta M’T’ vom avea

1
O=ag3+ay (2,460p23+. . )Fag, (? x,24-6pz,+ . . )

(45) —{—am(jizzf—i—...)—aoz(%xf—f—pri’—f—...)

+a03(—§—xf'—l-5p':vf + )

Pentru ca ecuatia (44) si fie aceea a complexului (vy,)
va trebui ca ecuatia (45) si fie satisficuts cind facem z, =0
iz =al) (k=1, 2, 3, 4), 2 fiind abscisa punctului M.
Daca punctele M, tind catre M, zf tind catre zero si atunci
ecuatia (45) tinde citre o ecuatie care va avea cinei radicini
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regale cu zero. Fie A;; limitele coeficientilor a;;. Ecuatia care
se obfine inlocuind in (45) Pe @; cu A; va avea deci pe
zero ca radécind multipla de ordinul cinci, cu alte cuvinte
coeficientii puterilor lui z, pand la ai inclusiv vor trebui
sa fie nuli. Am ilustrat astfel pe un nou caz particular metoda
generala expusa in § 11. Aplicata aci obtinem succesiv:

(46) A23=0’ A31 =0, A12 - Aoa =0, Aoa =0, Ao1 =0

care determini coeficientii 4;; cu exceptia unui factor comun
ceea ce demonstreazi proprietatea. Daca in loc de cinci
tangente vecine am fi considerat sase tangente, conditia
sa existe un complex care s contind la limita aceste sase
tangente s’ar obtine adiugéind la relatiile (46), pe aceea care
se obtine anulénd i coeficientul lui 23, ceea ce ne ds

(47) p Ay =0.
Relatiile (46) ne arata ca complexul (y) are ecuatia
(48) To3 — g =0

si deci este bine definit, pana cind relatia (17) ne arati ca
trebue sa avem p =0 altfel tofi A, se anuleaza §i com-
plexul devine iluzoriu. Dar relatia p =0, caracterizeazi
punctele singulare. Putem deci spune ca punctele singulare
sunt caraclerizate geometric prin proprietatea ci complezul
osculator este supraosculator.

Daca o curba este singulara, proprietatea are loc in fie-
care punct al curbei. Am putea deduce intuitiv, din aproape
in aproape ci complexul linear osculator intr’un punct oare-
care, conine toate tangentele curbei, cu alte cuvinte toate
aceste tangente aparfin la un acelasi complex linear. Vom
da insa acestei teoreme o demonstratie riguroas.

Fie (C) o curba singulara de prima speta spre exemplu,
Reperul mobil satisface formulelor (35) ale lui Frenet.
Ecuatia complexului linear osculator in punctul 4, al curbei
are fata de reperul corespunzitor acestui punct ecuatia (48).
Fie atunci M si N doui puncte fiwe in spatiu de coordonate
relative omogene, fata de acelasi reper (X,, X, X,, X;) st
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(¥, Vg Vg, Mol thicsste covrdotinte vor satisface relatiilor
dela § 49, care in cazul nostru devin

dX, dy,
d—c"+3KX1+X3=xX0 ’ _d?(’+3KY1+ BT 4

dX dy
T;+Xo+4KX2=7LX1 . EFIJF Yo+ 4KY, =uY,

Xy dY.
d—G?+X1+3KX3=7\X2 4 d—c?+ Y, 4 3KY =y,

dX ay.
‘d—cs—{'—Xz:AXa ;»To_s—l_Y2=p‘Y3

de unde deducem, insemnand cu ™; coordonatele pliickeriene
ale dreptei M N

dr d
a5 s e Ya i Ve b g 8K

dr 7
_d_;g = (A4 ) T — 3K7‘13 — g

prin urmare

d (7'703 — )

P =+ w (Toog — 7o32)

sau
T g C o) bt do ;

Daca dreapta fizd in spajiu. MN apartine complexului
linear osculator intr'un punct al curbei corespunzator unei
valori oarecare ¢ = g, avem pentru acea valoare

Tt03—7t1220 deCi C:O
sl vom avea atunci

pentru orice valoare a lui o. Dreapta fixa MN apartine
tuturor complexelor osculatoare, cu alte cuvinte complexul
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osculator este fix si cum fiecare complex osculator contine
tangente la curba, putem enunta urmatoarea proprietate care

’

este de fapt o caracterizare geometricd a curbelor de prima
speta:

Tangentele la o curbd singulard de prima spefd aparfin
unui complex linear bine determinat.

V.
METODA LUI WILCZINSKI

55. Ecuafia diferenfiali lineari a unei curbe strambe.
Sa consideram o curba strambi (C) si formulele (34), (35)
sau (37) ale lui Frenet referitoare la aceasts curba. Sa
elimindm pe A4,, 4, 5i A; din aceste formule. Astfel, de ex.,
in cazul formulelor (34), corespunzatoare curbelor ordinare,
vom avea:

dA
‘l:To'o_ﬁ'gKle
widig d (dAo )
Ay= =1 -3 K4, A o g O
dA
—3KA0-K1(TO_°—~3K1AD)
sau
&4, dA, ( - dKl)
A =—75 ALK 3 e S =2 B
La fel gasim
i By A ( 3 dKl)dAO
b MEgE KT K L 155

2K d K K
3 G = EROE i guiloe] LS ca f
+(3K1+9AK1 235+ 3K, .3d6)‘40
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si inlocuind aceste valori ale lui Ay, Ag, Agin ultima formuli
(34) obtinem o ecuatie in A,, care, punand,

dK
msz‘l—K-l-TGl’
se scrie :
d4A0_ A, ( dm )d 4,
ERE s i
(49) :
2 i AT
+1(9m -339—61(1 Ag=l,

Aplicind un procedeu analog si plecind dela formulele (35)
ale lu Fren et corespunzitoare ' curbelor singulare de
prima spetd, obtinem succesiv

& 4,

__dA4, LAy 24
Ay _To_,A2~TO_—3KAO— P —3 K A,
A _d(dZAO' | ) e
B e i, L s o
CB Ay ,d A, d K
—dc3_7K?l?_ do o
si substituind in ultima ecuatie (35):
d(d A, dA, dK )__ (don_ )
d_o-(do"" ~1K 42 —-3(70_440 =A,+3K Jo2 3KA,
ob{inem ecuatia
d* A, d* A, dKd A,
A S do

(50)
(9 K2—3d2—K —1)A =0
+ d0'2 : L N Wi
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In ceea ce priveste curba singularid de speta 2-a, elimi-
narea lui 4,, A,, A, dintre formulele lui Frenet (37) ne
va conduce evident la ecuatia

4
SR Ty

do,

dela care am plecat pentru a stabili formulele (27).

Se vede asa dar ca in toate cazurile coordonatele omogene
A, ale unui punct variabil al unei curbe strimbe satisfac
la o ecuatie diferentiald de ordinul al IV-lea de forma (49)
(50) sau (51). '

56. Reducerea unei ecuatii diferentiale lineare la forma
canonied. Proprietatea precedenti se poate demonstra de
altfel imediat si direct, cum s’a facut la § 31 pentru curbele
plane. Fie, in adevar, X, X, X, X; coordonatele omogene
ale unui punct variabil al unei curbe strambe, functiuni de un
parametru t. Oricare ar fi aceste functiuni, exista totdeauna
o ecuatie diferentiala lineard de ordinul IV, de forma

d*X BX d*X dX
(52) dit + p a3 7 dt2+r7d—;+SX:O,

b

Ps ¢, r, s fiind functiuni de ¢, care si admitd ca solutiuni

)

functiunile X; (: =0, 1, 2, 3). Aceastd ecuatie se scrie imediat
sub forma de determinant, dupi cum urmeazi, derivatele
in raport cu ¢ fiind exprimate prin accente:

5, D SRR N CBNE .
L e
(53) X e L R e U
b A Sl e
e e L
s care se scrie sub forma (52) daea desvoltim dupa elementele

atX

primei linii §i impértim cu coeficientul lui X7 — 4 care e
L

neaparat diferit de zero, altfel curba ar fi plana.
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Reciproc fiind dati o ecuatie diferentiala lineara de forma
(52), la un sistem (Xo, Xy, X,, Xg) de solutii fundamentale
putem face si corespunda o curbi sl anume curba descrisi
de punctul de coordonate omogene, fatd de un reper fix,
Xy, X;, X,, X;. Daca (X%, Y35 oX e ¥y oiteimnlalt sistomn

de solutii fundamentale, avem, cum se stie din analizi
Y= agg Xy + a0 Xy + age Xy + agg X
Y, = agy Xy + ay X; + ag Xy + ag; Xy
Y, = a9y Xy + a; X, + gy Xy + ags Xy
Y, = o3 Xy + a3 X; + a3 X, + asy X,

unde a;; sunt constante. Curba descrisa de punctul de coor-
donate Y,, Y,, Y,, Y; este deci o transformata omografica
a curbei precedente.

La o ecuatie diferentiald lineard corespunde o singurd curbd
cu excepfia unei transformdri omografice in spafiu.

Ecuatia (52) [sau (53)] nu este insa singura ecuatie pe
care o satisfac coordonatele omogene ale unui punct va-
riabil pe o curba strambx data. Putem, in adevar, inmulti

1
toate coordonatele cu un acelasi factor [m] si alege un

alt parametru ¢ = ¢ (¢), cu alte cuvinte putem face transfor-
marea de functie si variabila [(68) § 32]

X=A@)A ; 6 =o0(t)

in ecuatia (52) sau (83), transformare care schimba aceasta
ecuatie in una de aceeasi form#, fara a schimba curba.
Desvoltarile facute in paragraful precedent, arata, fard a mai
[t nevoie de efectuat calcule, ca se pot alege totdeauna func-
tiunile A (1) si o (£), astfel incat ecuafia transformata sa aiba
una din formele (49), (50) sau (51), ireductibile una la alta s1
aceasta cel putin in ceea ce priveste formele (49) $1 (50) numai
intr’un singur mod. Ecuatiile (49), (50) s1 (51) sunt deci forme
canonice pentru ecuatiile diferentiale lineare de ordinul 1V s1
servesc si pentru o clasificare a lor, foarte utild cum se arata
in teorii mai inalte, studiului integrabilitatii acestor ecuatiuni.
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Rezultatele cu privire la reducerea unei ecuatiuni la forma
canonica se pot stabili si prin un calcul elementar cum s’a
facut pentru curbele plane la § 32.

Ca o aplicatie a metodei lui Wilczin ski se poate
arata ca curbele ordinare pentru care curburile K §i K,
sunt constante sunt curbe W, adici existi un tetraedru
fundamental M, M, My My astfel incat tangenta intr’un
punct variabil al curbei taie fetele tetraedrului in patru
puncte Ny, N,, N,, Ny, care impreuni cu punctul de contact
determini rapoarte anarmonice constante (dintre care doua
independente intre ele) si care se exprima in functie de
curburile constante ale curbei. Demonstratia se face la fel
ca pentru curbele W plane.



PARTEA Ill-a
SUPRAFETE STRAMBE

I

STUDIUL SUPRAFETELOR IN SPATIUL PROIECTIV
PRIN METODA ECUATIEI REDUSE

57. Reper de ordinul zero. Fie (S) o suprafata definita
intr’un sistem de coordonate proiective neomogene (z;, Ty, T3)
printr’o ecuatie

23 = f (21, 2,)

in care functiunea f, o vom presupune, pentru simplicitate,
olomorfa in jurul punctului z; =0, 2, =0, prin urmare
desfagurabila in serie de forma

1 1 1
(1) -T3=<Po+<P1+7<P2+F<P3+---+;"!<Pn+~--
@, fiind un polinom omogen s1 de gradul n in Zy, Z, pe care-l
vom scrie sub forma:
o= Apo 2y + Cp A2 23+ ... 4 A, 2
Vom avea asa dar
o = Aopy @ =4 x4+ Ay 25, Py="Ay xf‘}"ZAn Ty Ta+Age 23,
¢y = Agg 2] + 34y 2} Ty + 3445 2 75 + Agg af,
QO = Agq % + 4Ag, o} Ty + 649, af 23 + 4A,, @y 23 + Ay 75,
el s tete . ieten -
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Sa facem o schimbare de reper si fie yy, y,, ys, coordo-
natele punctului fata de noul reper. Intre (z;, z,, z,) si
(Y1, Ys, y3) vom avea relatiile (3) § 38, pe care le scriem din
nou pentru claritate

agy + ay; y; + a9y Y + ag; Y3
agg + ay9 y; + g Yg + agg Y

(2) Til= o + @1p Yy + a9y yp + ay, Ys
g0 T+ @19 Y1 + azg Yo + agy ys
gg + G35 Y1 + Qo3 Yo + ag3 Y5 ;

Qoo + @39 Yy + Qg9 Yy + agg Y3

T

l

xa—

3

Ecuatia suprafetei (S) fata de noul reper se va putea scrie
in general sub forma analoagi lui (4 ’

1 1
(3) y3=¢o+¢1+?¢2+'6‘%+
unde ¢, are forma:

‘pn: Bnoy?_*— Crlan—l,l y;l—l y2+ CIp _l" BOnyg'

Metoda ecuatiei reduse consta in alegerea noului reper
asa fel incat coeficientii B;; si aiba in primii termeni ai des-
voltarii (3), valorile cele mai simple. Procedind ca i in
cazul curbelor plane si strimbe va trebui si stabilim mai
intéal relatiille care ne dau coeficientii B;; in functie de
coeficientii A, ai desvoltarii (1) si coeficientii a,, ai transfor-
marii (2) si care se obtin ca si in cazurile precedente inlocuind
in formulele (2) pe y; cu valoarea lui (3) s1 apoi desvoltand
rezultatele in serii intregi dupa puterile lui y, si y,. Substi-
tuirea acestor serii in relatia (1) si identificarea in cei doi
membri a coeficientilor expresiunilor Yl y%, ne vor da rela-
tile cautate.

Incepéand cu termenii constanti, identificarea lor ne arata
imediat, ceea ce este evident sl geometriceste, ci putem
alege totdeauna coeficientii a, astfel incit si avem

‘po:Boo:O
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Geometriceste aceasta revine in a fixa varful B, al noului
reper intr'un punct oarecare al suprafetei. Daca ne fixim
acest punct in jurul caruia studiem suprafata, reperul de-
terminat prin conditia precedentd este numit reper de ordinul
zero corespunzator punctului considerat.

Sa presupunem ci reperul initial este de ordinul zero.

Vom avea atunci Po = Agg = 07. Pentru a trece dela un

reper de ordinul zero la un alt reper de acelasi ordin, care
s& lase punctul suprafetei neschimbat, trebue ca pentru
T =% =23 =0, sa avem y, =y, — Ys =0, deci dupa (2)

Qo1 = Qgg = agg — 0

Cum pe de alta parte avem determinantul @ 5 0, vom avea
§1 @90 7 0 si atunci putem inmul{i, pentru simplificare toti

J

coeficientii a,, cu-— == 0, pentru a face | @py =1 |. Conditiile
Ao
incadrate relative la coeficientii a,, caracterizeazi astfel tre-

cerea dela un reper de ordinul zero, la alt reper de ordinul zero.

58. Reper de primul ordin. Plan tangent. Continuand
aplicarea metodei, vom obtine oprindu-ne la primul ordin,
desvoltarile

T1=0n Y1 + ay Yy + ag Y,

T2 = @13 Y1 + g5 Y5 + a, ¢y
Tk T3 =13 Y; + ayg Y2 + ags Yy
pe care inlocuindu-le in (1), ne dj:

‘ o (2, Ty) = Q13 Y1 + a9 Yy + Qg3 4‘1
sau desvoltat

Ay [ay, Y1+ as Yy + ag (B yy + By y,)]

+ Ay [ag, Y11+ s yp + ags (Bioyy + By y5)]

=013 Y; + Gy y, + agg (B y; + Bo; y,)
deci prin identificare
ay Ay + agy Ay By, +a Ay + agy Agy By, = 13 + agy By,
agn 4,0 + ag Aqg By, + age Aoy + ags Agy By, = Qg3 + agy By, ;

»
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de unde rezulta ci oricare ar f; valorile lui A,,, A4, se
pot determina unii coeficienti a,, astfel incat sz avems

By =By =0 deci . Conditiile sunt:

Q13 = ay; Ay + a3 Ay Qg = a9y Ajg + age Ay ,

iar reperul de ordinul zero, determinat prin conditiile pre-
cedente este numit reper de primul ordin.
S& presupunem acum ca reperul initial este un reper de

primul ordin, vom avea A=Ay =, =0 |si conditiile

Precedente devin | ay3 = a5 = 0 » acestea caracterizind, im-

preuna cu cele ce preced, trecerea dela un reper de primul
ordin la un reper de acelasi ordin.

Relatiile precedente arata apol ca deoarece a 3% 0, avem
3570 §i 4y gy — g5 9,70 ; apoi daca y;=0 avem si 2,=—0,
Planul Ay A, 4, (de ecuatie 3 = 0) rimaéne astfel neschimbat
cand trecem dela un reper de primul ordin la alt reper de
primul ordin; el are astfel un caracter invariant si se constat
imediat din forma pe care o ia ecuatia (1) ca este planul
tangent la suprafata. Printr’o transformare proiectivi planul
tangent se transforma astfel in planul tangent la suprafaga
transformata.

59. Reper de ordinul al 2-]ea. Directii asimptotice. Con-
tinudm aplicarea metodei. Relatiile (2) de transformare a
coordonatelor devin, in virtutea relatilor stabilite ’

i ay Y1 + ag Ys + ag; ys
L2 Q19 Y1+ ago Yy + Q30 Y3
(4) s = Q12 Y1 + A9y Yy + 39 Y3
== Q19 Y1+ Az Yy + Q30 Y3
e Q33 Y3
i Q19 Yy + aay Yy + azg Y3 -
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ceea ce ne da, limitdnd desvoltarile la termeni utili:

(5) T =an Y+ any, , Ty = Q13 Y; + a9y Yy

as 27 Q33 ‘pz

si inlocuind in (1)

1

?“334’222?2

=Y

sau

(6) ags Yy = @,

identitatea avand loc in virtutea relatiilor (5). Aceasta iden-
titate remarcabila ca forma are o Interpretare geometrica.
Ecuatia g, (x;, 2,) = 0, omogena si de gradul al 2-lea in
¥y, %y reprezintd in planul tangent zg = 0, doua drepte tre-
cénd prin punctul de contact care e originea reperului. Cum
pe de alta parte prin transformarea (4) ecuatiile dreptelor
situate in planul tangent si trecind prin origine se transformi

dupé aceleasi formule (4) in care facem ys = 0; daca su-
1

b
j +“10?/1+azo?/2_
cidem peste formulele (5). Identitatea (6) ne arata atunci
cé dreptele definite de ecuatia

primdm factorul de proportionalitate 1

P2 (21, @) =0

din planul tangent au un caracter invariant, fiindca se con-
funda cu dreptele definite fata de noul reper prin ecuatia

¢2 (yla y2) = 0.

Se pot prezenta atunci trei cazuri:

1. Dreptele sunt reale si distincte

2. Dreptele sunt reale si confundate

3. Dreptele sunt imaginar conjugate.

Cazurile 1 §i 3 nu se deosebesc unul de altul in domeniul
complex. Ne vom margini astfel la cazurile 1 §1 2, primul
fiind cazul general si al doilea un caz singular.
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Se demonstreaza ci suprafetele care au toate punctele
singulare sunt suprafete desfagurabile ; daca admitem aceasta
proprietate rezultd ca printr’o transformare omografica o
suprafatd desfasurabild se transforma tot intro suprafata
desfasurabila. Fiindca aceste proprietati nu sunt noui, nu ne
vom opri la studiul suprafetelor desfasurabile i nu vom lua
in considerare decat cazul general 1.

Metoda ecuatiei reduse ne-a pus astfel in evidenta exi-
stenta in fiecare punct al unei suprafete, a doud drepte si-
tuate in planul tangent i trecind prin acel punct de contact.
Vom demonstra ulterior ci sunt directiunile asimptotice (auto-
conjugate) din acel punct; directiunile asimptotice se pa-
streaza deci prin o transformare omografica. Aceste direc-
tiuni fiind presupuse distincte le putem lua in planul tan-
gent drept muchille B, B,, B, B, ale reperului, astfel ca
ecuatiile lor devin y; =0 si y, = 0. Forma ¢, se reduce

la 2By; y, y5, deci avem | By, = By, = 0 |; putem atunci,

dupa formulele (6), dispune totdeauna de ags astfel incat

sa avem | By = 1| deci | ¢ =2y,y, |. Reperul de 1-iul

ordin care satisface la aceste conditii este numit reper de
ordinul dos.

Presupunem acum ci reperul initial este de ordinul doi_
Avem

Azo=A02=0 y Apy=1 , <P2=2$1~'”2

iar identitatea (6) devine

ag3 Y1 Ys = (a3 y; + a1 Ya) (alz Yy + ags Ys),
ceea ce ne da

ap =0 agp =90 , Q31 Qg = Qgg | .

sau

ay =0 , ag =0 , Uy Qg — Qg3
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ultima relatie reducandu-se la prima dacs schimbim pentru
variabilele y;, y,, rolul indicilor 1 si 2. Relatiile obtinute
vor exprima astfel trecerea dela un reper de ordinul doi, la
un alt reper de acelasi ordin.

60. Reper de ordinul trei. Suprafete riglate. Formulele
de transformare ale coordonatelor ne dau in aceste condi-
{iuni: ;

Zy=ay Y+ (aal‘an N Ya— 033 49 yf 4.5

(7 Ta= g5 Yp + (agy,— Q10 Ag9) Yy Ya — Qg3 0y y§ F ..
1 .
Z3 = G33Y; Yo+ 9 Qsg ‘pa“aasyﬂ/z (aq Yit+asys)+ ...
si inlocuind in (1) care devine
1
.’E3=.’B1w2 +€'?3+..-

si 1dentificAnd termenii de gradul 3 in Y1, Ys, capatim:

1 1 ‘
'y Q3g 4’3_ g3 Y1 Yz (@19 Y1+ Agg Ya) = 3 ®s (ay, Y1s Qo Yo}

2 2
+ a5, (agy — Q19 Ag9) Y1 Y2 — Qq3 Qg3 g Y1 Y2
2
+ agy (ag; — @y Gs) Y1 Y2 — 11 Qg Gy yf Ya
3 . epe A
sau simplificAnd

1 1
?%3 ‘I"s (y1 5 Ya) = 3 ?5 (@11 Y1, Qs Ya)

+ ¥1 Ya [ay; (agy — Qg Ay9) Yy + gy (ag; — ayy Ggp) Yyl

Desvoltata aceasti relatie se scrie
1
6 %as (Bso 4 + 3By Yi Y + 3By, Y1 Y3 + By 1)

1
= ‘g( 1 Agg ?/f + 3a3 Agp Agy yf Ys + 3ayy a3 Ay y§

+ a3 Agg yg) +y1yalay (‘132— Ags010) Y1+ ass (a31-—a11a20) Yol
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$1 ne da:

@3y Byy = ai; A 5 ay Byg = a3, Agg
(8) gy By = aj, Agy + 2 (ags — agy @)

a3y Byy = ad Ags + 2 (ag;, — yy Qgg)

si fiindea din a0, rezultd a, 0, as, F 0, se vede ca

putem face totdeauna | B, =B,,=0

Primele relatii (8) ne arati insi ca daci avem Agy =0
avem si By, = 0 iar daca Agz =0 avem si Bgs = 0; fiecare
din relatiile A3y =0, Agy = 0 are deci un caracter invariant
si punctele in care are loc una sau ambele relatii sunt puncte
singulare; ele se numesc’ puncte flecnodale. Se demonstreaza
cd daca toate punctele unei suprafete sunt flecnodale atunci
suprafata este dupa caz simplu riglata sau dublu riglata
(cuadrica). Vom exclude aceste cazuri din studiul nostru
limitdndu-ne numai la puncte ordinare pentru care avem
Az 70 51 A+ 0 si la suprafete conf{indnd numai puncte
ordinare care se numesc suprafefe sirimbe. Pentru astfel de
puncte putem alege pe ay; §i ay astfel ca By, §1 Bgyg sa aiba
valori numerice simple diferite de zero; pentru simplicitatea
formulelor finale vom face

By = Beg =132 deci | $g=—2 (y}+ y3)

Reperul de ordinul doi determinat prin conditiile ce preced
este numit reper de ordinul trei. Ecuatia (3) a suprafetel
fata de un astfel de reper se scrie:

£
(9) y3=y1}yz—§(y1+y§)+.-

Sa presupunem ca reperul initial este un reper de ordinul
trei; vom avea

Agg=Agg=—2, Ajy=Ap =0, ¢y =—2 (2} + 2f)
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s1 relatule (8) ne dau:
g figties e ity
Qgg = Qg 5 Qg3 = A3z , Qg9 = Ugg Ay , Agy = Qyq Qg

de unde scoatem in particular af, = ad, = 1. In domeniul
real putem lua deci numai

ay =ag =1

de unde scoatem

Ugp = Q39 5 A3y == Qg | 3

aceste relatii adaugate la cele ce preced cu privire la coe-
ficientii a,,, traduc conditiile de trecere dela un reper de
ordinul trei la un alt reper de acelasi ordin.

61. Elementul linear proieetiv al unei suprafete. Direetiile

lui Darboux si Segre.
Tindnd seami de aceste conditii noud, relatiile (7) devin

wlzyl_“m?ﬁ‘}‘ cee 3 xzzyg—a%yﬁ—}- .

Sa presupunem atunci suprafata definitd parametric in
functie de doi parametri u si ¢ si fie u + du, ¢ + do valorile
acestor parametri intr'un punct M’ vecin punctului M co-
respunzator valorilor u, ¢. Vom demonstra ulterior ca coor-
donatele x;, z, ale punctului M’ fatd de un reper de ordinul
trei corespunzétor punctulm M sunt infiniti mici de ordinul
lui du i de, cu alte cuvinte partile lor principale sunt doua
forme Pfaff «;, wy, adici doud forme lineare in du, dy.
Relatiile precedente ne araté atunci ca daci ne limitam numai
la partile principale avem

=i~ Gl Tyl
cu alte cuvinte formele ©;, w, au un caracter proiectiv in-.
variant fata de orice transformare proiectivi; sunt forme
diferentiale invariante. Acelasi lucru se poate spune evident
si despre formele
o + o

3 3
0w , O+ o,
20, 0y
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dintre care ultima joacd un rol important intr'un anumit
capitol al geometriei diferentiale proiective si a fost numit
de Fubini: invariantul linear proiectiv al suprafetei.

Se observa apoi, in aceeasi ordine de idei, ca daca consi-
deram o transformare proiectiva prin care se trece dela un
reper de ordinul trei, la un altul de ordinul trei, aceasta
transforma punctele din planul tangent (z; = 0 sau y; = 0)
dupa formulele

oy s Y1 i Y2
1+ ay Y1 + as ys 14 ayp y1 4 asy 2,

prin urmare dreptele trecind prin origine de ecuatie

2+ 23=0

L5 1

se transforma in dreptele de ecuatie
yi + y2 =0

§1 prin urmare au un caracter invariant; ele se numesc di-
recfitle luu Darboux §i sunt, in cazul cAnd directiile asimp-
totice sunt reale, una reald §1 doua imaginare conjugate.
Conjugata armonica a unei directii a lui Darboux fata
de directille asimptotice poartda numele de directie a lui
Segre. Directille lui Segre sunt deci date de ecuatia

zi—z3 =0 sau yi—ys =0.

62. Interpretiri geometrice. Pentru a ecaracteriza geo-
metric directille lu1 Darb oux, vom introduce citeva.ele-
mente geometrice in legaturd cu reperele de ordinul al
treilea.

Doua suprafete (S;) st (S,) se zic ca au intr’'un punct M
un contact de ordinul n, cind (S;) are un contact de ordinul n
cu orice curba situata pe (S,) si care trece prin M. Sa cautam
pe baza acestei definitii, toate cuadricele care trec prin un
punct al unei suprafete date (S) §i au cu aceasta un contact
de ordinul doi. Fie pentru aceasta '

(10) A + 2Bz, + 2Czy + 2Dy + Eaf + Faj + G}
+ 2Hz, 2y + 212, x5 + 2J25 23 =0
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ecuatia, fatd de un reper de ordinul trei, a unei astfel de
cuadrice, ecuatia suprafetei (S) faa de acelasi reper fiind

1
(11) 5'33:"71“’2“‘3'(‘”?"!“”3)'*‘“-
Fie
(12) Ty =mzy + naf 4 ...

ecuatia care defineste o curba pe suprafata (S) trecind prin
punctul dat al suprafetei, care este originea reperului.

Ecuatiile (11) si (12) sunt ecuatiile curbei fatd de reperul
considerat, prima ecuatie mai putindu-se scrie, pe baza celei
de a doua sub forma:

(13) :va——-mf—}—x(n—%—%mz)xf-{-...

Pentru a scrie conditiile de contact vom inlocui in (10)
Pe 2 51 g cu valorile lor (12) si (13) si anulind in expresia
obtinuta, termenul constant si coeficientii lui z, $i z,. Se
obtine:

A=0, B+Cm=0, 2Cn+2Dm + E + Fm2 1+ 2Hm —0

s1 aceste relatii trebue sa aiba loc oricare ar fi m sl n, ceea ce
ne da .

A=0, B=0, C=0, D+H=0, E=0, F=0,
astfel ca punind
s g vh N |
207 0 AT A
ecuatia cuadricelor cautate se scrie:

Fie Q o cuadricd din aceasta familie. Ea taie suprafata
(S) dupd o curba ale carei ecuatii sunt (11) si (14). Prin
eliminarea lui @, intre aceste doua ecuatii, una din ecuatiile
curbei devine

1
———3—(xf‘—}—a:g)+x1x2(lx1+hx2)+...=0.

h
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Aceastéd ecuatie este in acelasi timp si ecuatia proiectiei,
din varful A; al reperului pe planul tangent, a curbei de
intersectie. Rezulta de aci ci aceastd curbi are in punctul
considerat al suprafetei un punct triplu, tangentele in acest
punct fiind date de ecuatia:

1 X
(15) ———?T(a:f—}- 23) + oy 3y (L2, + k ;) = 0.

Putem deci enunta teorema

O cuadrici avind un contact de ordinul doi cu o suprafajd
intrun punct, o taie pe aceasta dupd o curbd avind in acel
punct, un punct triplu. Tangentele in acest punct au in
planul tangent ecuatia (15).

Plecind dela aceasta proprietate vom da directiilor lui
Darboux o prima caracterizare geometrica prin rezolvarea
problemei urmitoare. In ce caz cele trei tangente in punctul
iriplu se confundd? Pentru aceasta trebue evident ca primul
membru al ecuatiei (15) sa fie, cu exceptia unui factor un
cub perfect, adica

1
——g(xi’—}— z3) + @y 2y (h &y 4+ k zy) = (a 2, + b, ¥

factorul fiind introdus in coeficientii @, b. Vom avea atunci

a3=~——;—,b3=—«%,h=3a2b,k:3ab2

si atunci putem lua

3 3
1 l/i
a=——|/%,b=— —B—s,h:—s,k-———sz,

¢ fiind una din rédacinile cubice ale unitatii. Ecuatia (15)
devine

1
’“?(‘?1‘*‘ exy)® =0

deci tangenta comund are ecuatia

% Feay =10



126 AL. PANTAZI

si deci este o directie a lui D arboux. Prin urmare dacd
o cuadricd care are un contact de ordinul al 2-lea intersecteazi
suprafaia dupd o curbi avind un punct triplu cu. tangente
confundate, tangenta tripld este o direcjre a lui Darboux.
Aceasta este caracterizarea cautata.

63. Cuadricele lui Darboux. Polaritatea fundamentala.

Se numeste cuadricd alui Darboux, o cuadrica care are
un contact de ordinul al 2-lea cu o suprafata si a carei inter-
sectie cu aceasta are in punctul triplu drept tangente direc-
tille lut Darboux. Pentru o cuadrica alui Darboux
ecuatia (14) trebue sa satisfacd conditia ca ecuatia (15)
corespunzatoare sa se reduca la 2} + 2} = 0, cu alte cuvinte
h=1=0.0 cuadricd a lui Darboux are deaa o ecuatie
de forma:

(16) T3 — %, T, + ka3 = 0.

Cuadricele lui Darboux formeaza deci un fascicol
din care face parte planul tangent (z; = 0) socotit dublu.
Fie acum:

T z z
(17) pialh L S B

A o v
ecuatiile fata de acelasi reper de ordinul trei, a unei drepte A
ce trece prin punctul studiat al suprafetei, originea reperului.
Dreapta A’, conjugata dreptei A fatd de o cuadrica D a r-
boux are ecuatile

23 =0 , v— pz;—Arg+ 2kvzy =0

fiecare din aceste ecuatii fiind aceea a planului polar fata
de cuadrica, a punctelor (1, 0, 0, 0) 51 (0, A, u, v) de pe dreapta

A. Ecua'gule precedente sunt echlvalente cu
(18) g =0 ., v—lp — Arg =10

ceea ce ne arata ca oricare ar fi cuadrica lui Darboux,
dreapta A’ este independentd de aceasta si situata in planul
tangent. La o dreapta A trecidnd prin un punct al suprafetei
corespunde deci o dreaptd A’ situata in planul tangent in
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acel punct. Aceasta corespondenti intre drepte trecind prin
un punct si drepte situate in planul tangent se numeste
polaritate fundamentald.

In particular cind A se confundd cu muchia Ay Ay
(A=p =0) dreapta A’ are, dupa cum rezultd din (18)
ecuatiile x5 = 0, @y =0, cu alte cuvinte este muchia A, 4,
a reperului. Muchiile AjAg si A, A, ale unui reper de ordinul
al 3-lea se corespund in polaritatea fundamentald.

64. Corespondenfa Iui Segre. O alti notiune geometrica
interesantd se obfine prin consideratiile urmatoare:

Fie (C) o curba pe o suprafata (S) trecind printr'un
anumit punct M al suprafetei si (w) planul osculator la-curba
(C) in punctul M. Sa consideram acum suprafata desfasu-
rabila care se racorda cu suprafata (S) de-a-lungul curbei
(C), cu alte cuvinte infisurdtoarea planelor tangente la
suprafata (S) in punctele curbei (C). Fie PM generatoarea
care trece prin M a acestei suprafete desfasurabile si P
punctul de contact al acestei generatoare cu muchia de
inapoiere a suprafetei desfagurabile; punctul P este cuprins,
dupé cum se stie, in planul tangent in M la (S) si se numeste
punctul de inapoiere al curbei (C) in M. Sa aratam ca toate
curbele care trec prin M si au in acest punct acelasi plan
osculator, au si acelagi punct de inapoiere in M.

Fie, in adevar, (11): :

1
a:3=a:1x2—?(a:f—i—a:§)+

ecuatia suprafetei S fata de un reper de ordinul al 3-lea si (12)

Ty = mz, + nai + ...

relaia care defineste curba pe suprafati. Ecuatiile curbei

sunt (12) si (13):
1

x3=ma;f+(n——i~—m2)mf—l—

C BENE
care se deduce din (11) si (12).
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Sa insemnam cu &;, &, &; coordonatele curente, limitind
deocamdata notatia ;, z,, z; numai la puncte situate pe
suprafata. Ecuatiile tangentei la curba intr’un punct oarecare
al el se seriu

51—‘-7’1__ 52_5’32 ga_xa

1., i m-tInag .. :2mzl—l—(3n—1~—m2):vf—|—...

care pentru 2; = 0, ne vor da ecuatiile

& _& &
e e PO sau —m = O s O

1 m 0 E.c2 E.r]. ’ 2.53
ale tangentei MT la curba in punctul M. Pentru m =0,
tangenta are ecuatiile & = &3 = 0 adicé este una din direc-
tiile asimptotice. Ecuatia planului osculator la curbi intr'un
punct oarecare se scrie de asemeni

51— &y Ez — g Es“ T3
1 m+2nz;+ ... 2ma;+Bn—1—m¥) i+ ... | =0
0 2n4 ... 2m + ...

deci ecuatia planului osculator (w) in M este, facand z; =0
si desvoltand

(18 bis) m2; — m&, + n&; = 0.

Acest plan se confunda cu planul tangent & = 0 numai dacéa
m = 0, deci cdnd curba este tangentd la o directie asimpto-
tica; gasim astfel proprietatea pe care ne-am promis s’o
demonstram (§ 59) relativ la directiile asimptotice.

Pe de alta parte ecuatia planului tangent la suprafata
in punctul de coordonate z,, z,, 23 se scrie

Gl &y 52—372 Gy
: L
1 0 oz, —)
9:1;3
0 1 3_.2:2-
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sau

b—a B — , Es‘*xl“’z‘l“%(x?“l—xg)—f- .
1 0 Xo— 2% + ...
0 1 By
si cand punctul de contact este pe curba considerata z, are

valoarea (12). Inlocuind, desvoltind si neglijand puterile
lui z; mai mari ca 3, obtinem:

(19) - —[may+ (a—1) o] E— (2, — m?ad) &, + E5+- mat =0,

Ecuatiile dreptei PM se vor obtine atunci adaugind la
aceasta ecuafie pe aceea obtfinuta derivand in raport cu z,,
adica

(20) —[m+ (2n—2) 2] €, — (1 —2m? ;) Ey+ 2ma; =0
si facdnd 2; = 0. Obtinem astfel ecuatiile
(21) &=0 , ‘E2+m£1:O

care demonstreazi, ceea ce se stie ca dreapta PM este in
planul tangent si e conjugatd cu MT fata de directiile
asimptotice. ,

Pentru a putea obfine coordonatele (o, B) ale punctului.
P, vom adiuga, la ecuatiile (19) si (20), derivata ultima
in raport cu x;, adica

(22) —(n—1) 5+ mE +m=0

si facem @, = 0, ceea ce anuleaza termenii neglijati in ultima
ecuatie. Rezolvind ecuatiile (21) si (22), gasim:

2

=T m
dahare - - T e

Pentru a demonstra acum proprietatea enuntata sa
consideram un plan oarecare (p) ce trece prin M, de ecuatia:

(23) Ag + Bg + & =0.



130 AL. PANTAZI

Pentru ca acesta sa fie osculator la curba considerati va
trebui sa avem, prin comparatie cu (18 bis)

T
m:2 —m  n

ceea ce ne da

§1 reciproc aceste relatii exprima conditia ca o curba definite
de (12) sa admita planul (23) ca plan osculator. Coordonatel
o, (3 ale punctului de inapoiere al curbei se scriu atunci

i A B? e A2B
o AR e U B—As+ B:— AB

si se vede ca nu depind decat de planul (p), ceea ce demon-
streaza proprietatea.
Relatile (24) se rezolva in raport cu A, B si ne dau:

2 2
EREIE Sop . R
o +B*—af o 4 B2 —afd
ceea ce arata ca daca curbele au acelasi punct de i mapmere
P, au s1 acelasi plan osculator (p).

Consideratiile precedente pun astfel in evidentda o cores-
pondentd intre planele (p) ce trec prin M si punctele P
situate in planul tangent in M la (S) si anume punctul P
este punctul de inapoiere a tuturor curbelor ce au planul (p)
drept plan osculator si planul (p) este planul osculator al
tuturor curbelor ce au punctul P drept punct de inapoiere.
Aceasta corespondentd se numeste corespondenta lui Se -
gre. Ea este o corespondentd algebricd birajionald, cum
aratd formulele (24) si (25), adica o corespondentd cremoniana
sau de-a lut Cremon a.

(24)

65. Aplieatii geometrice. Si presupunem ca planul (p)
se roteste in jurul drepter A de ecuatii (17):
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Vom avea

A)\ + B[J. +  — 0_
Inlocuind pe A, B cu valorile lor (25), vom avea:
(26)  F (o B) = voB— (vor + po®B 4 ha? 4 V@) =0

cceea ce ne arata ca punctul P corespunzator descrie o cubica
(I') de ecuatie (26) avand punctul M ca punct dublu cu
directiile drept tangente in punctul dublu.

Se stie pe de alta parte ca o cubici nodala (cu punct
dublu) are trei puncte de inflexiune in linje dreapta. Pentru
a le determina scriem ecuatia (26) sub forma omogeni

P py=rr(L. 2o

adica
FloBy)SaBy—(a®+ poB+ A4y =0

s1 adaugim la aceasta sau la ecuatia (26) echivalenta, ecuatia

obtinuta anulind hessiana formei F (o B, 7v), adica determi-

nantul

#F 2F 2F

3 o? doc 3B Dot Oy

_ | 2F 2F 2F
CeEVSIEm E

R2F R2F R2F
oo 3y B oy oy?

sau
D (x, B) =D (a, B,1) = 0.
Un calcul elementar ne di
—6va—2uB w2 w2k B 6]
Q(o,B)=|v—2pa—2rp —2Ax—6yB |
B « 0 |

9%
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deci ecuatia care se adauga la (26) este:
® («, ) =0 sau
27) ‘vaP+ Bvod—po?f—raPit S =90,

Sistemul format de ecuatiile (26) si (27) §i care ne da
punctele de inflexiune ale cubicei T, este dupa cum se vede
imediat, daca eliminim solutia improprie & = g =0, echi-
valent cu sistemul

w4+ =0 v—pa—AB=0.

Prima ecuatie ne aratd ca punctele de inflexiune se gasesc
pe directiile lui Darboux, iara doua, comparata cu (18),
aratd ca punctele de inflexiune sunt pe dreapta A’ conjugata
dreptei A in polaritatea fundamentala. Rezultatele de mai
sus se pot deci cuprinde in teorema urmatoare.

Locul punctelor de inapotere ale curbelor care trec printr'un
punct M pe o suprafali si dl ciror plan osculator (p) in M,
trece prin o dreaptd A dusd din M, este o cubici (I') situatd
in planul tangent in M, avind in M un punct dublu, tangente'e
in acest punct fiind directii asimptotice ale suprafefet. Punctele
de inflexiune ale acestei cubice se gisesc la intersectia directiilor
lui Darboux in M cu conjugata A" a dreptei A in pola-
ritatea fundamentald.

Aceasti teoremd ne di o noud interpretare a directiilor
Jui Darboux. Corelativ cu aceastda teorema se poate
demonstra, plecind dela relatiile (24), urmatoarea teorema
pe care ne mulfumim numai sa o enuntam.

Planele osculatoare ale curbelor care trec prin un punct
M al unei suprafefe si al cdror punct de inapotere in M sec
afli pe o dreaptd A situatd in planul tangent, infdsurd un con
de clasa 111 avind planul tangent in M ca plan tangent dublu
de-a-lungul directiilor asimptotice. Un astfel de con are trei
muchii de inapoiere, planele tangente la con de-a-lungul acestor
muchii taie planul tangent la suprafati dupd direcfiile lui
Darbouz i au in comun dreapta A conjugata dreptei A’
in polaritatea fundamentald.
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66. Reperul de ordinul IV. Si continudam metoda intre-
ruptd dupa § 60. Pentru comoditatea scrierii vom nota

a1 = A, Ggp = Yy Qgp =V |-

Formulele (2) devenite (4) se mai scriu in baza relatilor
stabilite la § 60. '

AFEL yl I‘Ly3 2 ( 2 1 ) 3
. 1+ 2y, + WYs + vys - £ 3 B

1
T M) gy —zpyrt .

B Yo + Ays =y
i 1+ Ays + wys ‘|ny3

1 3
+ (Me— V) Y192 +(92—§l)y2+---

1
g uyﬁ—g i

Ys
Xg — =
P Mt et VYs e

1 1 A 1
—(-gy? + Ayl v + py, y§+§y§) - [g yi+ (12+—3—u) Yiys

1 1
+ (v+ 2 M) yi v + (y@ o 7\)?/13/23+ %y‘z‘]Jr g Yat -
Inlocuind aceste expresii in (1) care devine
1 1
w3=x1x2—?(xf + 23) + 5% P i h

cidpatam prin identificarea termenilor de gradul IV si sim-
plificare, identitatea:

1
ﬂ ¢4 (yI’ y2)

1 R ta
= a5 —Fnt -3V

2\
i Y1ya+ —g— Y
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ceea ce ne da:

1 1 K 1 2u

'ﬂBm:ﬂAm‘*‘ 3 —G_BSIZFASI——E))—

1

Z A13’

Oricare ar fi atunci Ag; si A3, daca luam A=

1

= zAsl’ vom avea | By =B3=0]; luand apoi

1 m 1
21—21422——'4-

12 _4_8 A31 A13

v

vom avea By, = m. Pentru simplicitatea formulelor lul

Frenet pe care le vom stabili ulterior vom lua | m = 12 l

astfel incdt | B,,=12|. Reperul de ordinul trei determinat

prin aceste condifiuni, il numim reper de ordinul IV si se
vede, deoarece coeficientii A, p, v sunt perfect determinati,
ca reperul de ordinul IV este unic.

Daca presupunem de altfel ca reperul initial este un reper

de ordinul IV avem | Aj = A;3 =0, Ay =12 |, 5i prin

urmare, conform relatiilor precedente, A = p. = v = 0. Trans-
formarea de coordonate se reduce la

Ty =Y 5 Tg=Yg , T3=1Yg

deci numai transformarea identica poate face trecerea dela
un reper de ordinul IV la un alt reper de acelasi ordin.
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Daca punem:
A40 _ 6“, A04 = 66, A50 == l.l'm, A41 = 4n

ecuafia suprafetei faia de reperul de ordinul IV se scrie:

( 1 i
z3=x1w2——3—(a:f—f—x§) + T(aw{‘—|—2xfw§+bw§)

(28) -+ 3—10- (maf 4 5naf z, + 10pai a2 + 10ga? 23

+ brz; z3 + sa3) ...

Reperul de ordinul IV fiind unic, vArfurile sale sunt
elemente pr01ect1v invariante, deci se pot caracteriza prin
propneta;l geometrice care raman neschimbate atunci ciAnd
facem o transformare proiectivd a suprafe’gel In cele ce
urmeaza vom cauta o interpretare geometrica a varfurilor
reperului.

De asemeni coeficientii @, b din ecuatia (28) sunt inva-
rianti pr01ect1V1 de ordinul IV-lea iar m, n, p, ¢, r, s sunt
invarianti proiectivi de ordinul al V- lea al suprafetel.

67. Cuadrica Ilui Lie. Pentru a putea defini geometri-
ceste elementele reperului de ordinul IV, vom ciuta sa de-
finim unele notiuni geometrice noua. Prlma din acestea este
cuadrica lui Lie la definifia carela putem ajunge in modul
urmator.

Sa consideram una din liniile asimptotice C;, trecAnd
prin punctul M al suprafetel In fiecare punct al curbei C,
consideram directia as1mpt0tlca diferitda de tangenta in acel
punct la C;. Cand punctul variaza pe C,, aceste directii dau
nagtere la o suprafata riglatd R, care contine si directia
asimptotica in M diferita de tangenta la C,. Aceastd su-
prafata riglata se numeste riglatd asimptoticd. Consideram
apoi de-a-lungul generatoarei ce trece prin M iperboloidul
osculator la aceasta riglata asimptotica pe care-l definim
astfel. Generatoarea in M si cu douad generatoare vecine
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determind o cuadrica; cAnd cele doua generatoare tind, in-
dependent una de alta, catre generatoarea in M, cuadrica
tinde catre o cuadrica limita care se numeste 1perboloidul
osculator la riglata asimptotica considerata.

S& cdutam ecuatia acestui iperboloid osculator. Vom lua
ca asimptotici C; pe aceea tangent dreptei z; = 0 in planul
tangent. Aceastd asimptoticd va fi definitd de o ecuatie de
forma

(29) Ty = Mz} + Naj} + Pzt + ...

Pentru a determina coeficientii M, N, P,... vom scrie ci
aceastd relatie satisface ecuatiei liniilor asimptotice pe su-

prafata:

, i 3%z, A
Dupa (28) avem:
B2‘1"'3 e 5 CRr e 2 5 3 p) 3
LV e — 22,4+ 3axi+ a3+ 3 (may+3naf 9+ 3pxy 23+ qal) + ...
1
Pz, Sy g 3
=142z 2, + 3 (na} + 3paf 5, + gz, 22 + rad) + ...
0z, 3z, 3
Py 2 2 3
W——2a:2—l—wf+3bz§—|—§(px,+3qwfx2+3rx1x2+sx2) +...
2

iar dupa (29):
dzy = (2M=z, 4 3Naji + 4Pz} + ...) dz,

inlocuind aceste valori in (30) obtinem identitatea:

[—2wl+3axf+%mxf’+ ]

+ 2 =1+(2M—}— % n)xf—!— } {2Ma;1—|—3Nxf+4P:v?—l—...}
+{(l—2M) 2§ + ...} {aM2 22 + cop=0.
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De unde prin anularea coeficientilor lui 2, 22, 2?, scoatem

— 21 4M =0 ,3a+6N=0,%m+8P:0
ceea ce ne da:
1 a m
Mepe = B A

Ecuatia (29) devine atunci

a 3

1
(31) %ziﬁ—7@~%ﬁ+”.

Aceastd ecuatie, impreund cu (28) reprezinta ecuatiile

asimptoticei Cy, fata de reperul de ordinul IV. Ecuatia (28)
se mai scrie, inlocuind pe , cu valoarea sa (31):

13a&m4

(32) .Z‘3=F$ ’—in——z—owi-l-...

Ecuatiile (31) §i 32) reprezinta astfel, de asemeni, ecuatiile
asimptoticei C;. Fie acum:

(33) 51*‘331152_-”2:&3“5”3

l m n

&, &, & fiind coordonate curente, ecuatiile generatoarei
suprafetel Ry ce trece prin un punct N (z;, z,, @) al asim-
ptoticei C;. Pentru a determina pe I, m, n, si observam
ca aceste valori tind catre valori proportionale cu 0, 1, 0
cand z, tinde catre zero, deoarece generatoarea tinde citre
directia asimptoticd de ecuatii 2, =0, z; = 0. Putem deci
impar{i cu m si scrie

unde A, v, vor avea expresii de forma

(34) A=Nz+ Mai+ Mo+ .., v=v 2, v it vgait...
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Pentru a determina pe A, v se observa ca avem:
. - Om,
 dm,
d fiind diferentiala de-a-lungul unei asimptotice ce trece
prin N. Avem asa dar,
2z
e g5 W

o}

Inlocuind in aceastd relatie pe A cu valoarea sa (34) si
derivatele partiale prin valorile lor scrise mai sus, in care
inlocuim pe z, cu valoarea sa (31), obtinem identitatea:

(224 ) (Nad + )+ 2(1 4 0) (M2 + Mad + Mgaf +...)
—I—[(%B+a)xf+ ".']EO

de unde scoatem:

A

0%, iy Pz, o

97, 02, 322

a

e o)

astfel ca:

Apor fundca:

%:8%:3—5’ , 8x3::—28m1+2—2~:3x2,
iar, daca finem seama de (31):
g%:zxz—wf—i— 2—%33?—!—
dxg 5
s—xz=x1~x2—l— e T
vom avea:

v::(——-;—xf+ ---)7\+(501+

sau V=2 ...
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termenii nescrisi contindnd pe z, cel putin la puterea 4-a.
Inlocuind in (33), ecuatiile generatoarei lui R, devin:

1 a 4
.(35) El i i Ez—i xf‘f“i -T? 5 _ Ea"—g 33?"‘
‘L TheE g

e
sau, limitAndu-ne la termenii pana la af inclusiv:
(36) =2 , &= 2,8y
Ecuatia iperboloidului osculator, trebuind s fie de forma:
A + 2BE, + 2CE, + 2DE, + EE: + F& |+ GB
+ 2HE; Ea = 2151 & + 2J&, 53 =0

$1 sa contind generatoarea de ecuatie (36) vom avea, in-
locuind pe &, &; cu valorile lor:

A o 2Bay + 2CE + 2D, & + Ea} + FE + Ga? &2
+ 2Hz, &y + 2122 &, +2J2, B2 =0

(37)

deci
A+ 2By + Ed =0 , C+ (H+ D)o+ Iad =0,
F+2Jz, + Gaj =0.

Cum iperboloidul osculator confine generatoarea corespun-
zatoare valorii #; =0 ¢i limita a doua generatoare infinit
vecine, va trebui sa anuldm in relatiile precedente, termenii
constan{i §i coeficientii lui z; si 2}, ceea ce ne da

A=B=C=E=I=F=J=G=0, H+ D =0
astfel cd ecuatia (37) devine ecuatia:

(38) ia =T El Ez =0

a iperboloidului osculator.
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Din forma acestei ecuatii se poate face urmatoarele doua
constatari:

1. Ecuatia fiind simetrica in raport cu indicii 1 si 2 re-
zultd ca se capdtd acelasi iperboloid osculator plecind dela
cealaltd riglatd asimptoticd.

2. Comparand ecuatia sa cu ecuatiile (16) a cuadricelor
lui Darboux rezulta ca iperboloidul osculator comun face
parte din fascicolul de cuadrice a lui Darboux.

Acest iperboloid osculator comun poartd numele de cua-
drica lui Lie a suprafetei in punctul considerat.

X, X,

; X
In coordonate omogene X,i 2 X, st Y0: s
ecuatia cuadricel lui Lie se scrie:
XoX;— X, X, =0

s se constata astfel ca ea contine toate varfurile 4,, A,,
Ay, Ag ale reperului precum si muchiile 454, (Xg—=Xa=0),
Ay Ay (X;=X3=0), 4, Ag (Xg=X,=0)5i A, Ay (Xo=X,;=0).

68. Directoarele lui Wilezinski. Caraeterizare geometried
a reperului de ordinul IV. Un al doilea element geometric
interesant se obfine plecAnd dela consideratiile urmatoare.

Fie (Cy), (Cy) cele doud linii asimptotice ce trec prin un
punct M al suprafetei. Se considera complexele osculatoare
(§ 54) la curbele (Cy) si (Cy) in M. Aceste doua complexe,
diferite intre ele, definesc o congruenti lineara (conform
§ 53). Directoarele (§ 53) acestei congruente sunt elementele
geometrice cautate si se numesc directoarele lui Wilczinsksi.

Pentru a le determina sa plecam dela ecuatiile (31) si (32)
ale asimptoticei (C;). Un punct N de abcisa z; al acestei
asimptotice are coordonatele omogene:

1 a m
Xo=1 , X;=2, , X2=x2=7xf—?mf ——T2“$f+-
1 LA e
Xa—x3=€zvl——za:1 %xl—}—:..
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§1 tangenta N7 la C;in N contine si punctul Y =3—X de
z
coordonate
Y=g ; Yizl 3 Y2=x1—§2£zf—%xf—}—...
1 2 3 4
¥a =5 % —az hzwl
Coordonatele pliickeriene ale tangentei N7 vor fi deci:
3a m
W01=X0Y1—X1Y0=1; Wozzwl_‘-j'wfh?x?‘i-....
1 m 1 m
7'!03—_—-—2— xf—axf-z—zf—{— vy W12='2—zf—a$f—>—rxf+ oee
3a m a
n13=?xf~z—w?~~€~zf+. ke 71:23:1—2 s T A

Fie atunci (§ 54)
(39) Qa3 Togy A3y Toetays Tos T a1 Tag+ gy Tg1 o3 T3=0

ecuatia complexului osculator. Inlocuind in aceasta ecuatie
coordonatele m; prin valorile lor precedente se obtine:

3 1
asg+ag, (xl— ?a i — Lng i+ ...)+a12 (—2~ a;f—aa;?—z-l @t +... )

1 1 3 =
+ayg ("z—xf——a x?—lz @i+ )_aoz (?x?~ Za x‘;__g 3 )

1 a
4 5
+agl|l-=s2r——214+...] =0
01(12 4
. A A - ) A S g L L] 3
s1 anuland in aceasta ecuatie in z;, termenn pana la a3
inclusiv, ob{inem:

1

a3y =0, a5 =0, ajp+a3=0, —a (@12 +ag3) ——5 gy =0

o
m 3a 1 oY _0 il
% (@11 ag3)+ T gy + 12 a; =0 deci 51 agp=0, g =—VY.-
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Ecuatia (39) se reduce la:
T — T2 = 0
si este ecuatia primului complex linear cautat. Complexul

linear corespunzitor asimptoticei C, se obtine permutand
indicii 1 §i 2, ceea ce ne da

Tt03 + 7:12 = 0-

Fascicolul de complexe determinat de aceste doui com-
plexe are ecuatia

(1+ %) g — (1 —2) myy =0
si complexele speciale ale acestui fascicol, fiind date de
ecuatia
A+2(1—2=0
au ecuatiile:
g = 0, . ma =20,

Axele acestor doud complexe speciale sunt dreptele de
coordonate plickeriene
D (an = ag = agg = ay3 = azy =0, a;g =1)
D’ (agy = agpp = ayy = ay3 = ayy =0, agg = 1)
adicd tocmai muchiile A, A, si A, A, ale reperului de ordinul
patru. Capatam astfel teorema.

Directoarele congruentei lineare determinate de complexele
lineare osculatoare la liniile asimptotice ce trec prin un punct
al unei suprafefe sunt doud drepte din care prima (Aq A4,)
trece prin punctul considerat si a doua (A; A,) este situatd
in planul tangent. Ele sunt conjugate in polaritatea funda-
meniald §i se numesc respectiv prima si a doua directoare a
lur Wilczinsksi.

Din combinatia rezultatelor din §§ 67 si 68, rezultd urma-
toarea interpretare geometrici a reperului de ordinul IV.

Varful A, al reperului coincide cu punctul considerat al
suprafejer; punctele A, si A, se gasese la intersectia celei de
a 2-a directoare a lui Wilezinski cu direcfiile asimptotice in
punctul considerat; in sfirgit punctul Ay este a 2-a intersectie
a primei directoare a lui Wilczinski cu cuadrica lui Lie.
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II.
REPERUL MOBIL. FORMULELE LUI FRENET

69. Preliminarii. Sa consideram o suprafata (S) definita
parametric prin expresiile coordonatelor unui punct al e1
In functiune de doi parametri u $i ¢. In fiecare punct al
suprafetei s’a definit ca la § 66 un reper de ordinul IV pe
care-l vom numi, pentru simplificare, reperul Jui Frenet-
Cartan. Ecuatia suprafetei fata de fiecare reper Frenet-
Cartan are forma (28), valoarea invariantilor a, b, m, n, p,
g, 1, s, putand varia insa dela un punct la altul; acestl in-
varian{i sunt deci functiuni de u si . Vom insemna pre-
scurtat, in notatie simbolica, ca la § 49, cu Ay Ay Asy Ay
coordonatele omogene ale varfurilor reperului §1 anume acele
care se determina in mod unic, cu exceptia unui factor
comun pentru toate, prin transformarea omografica care
aduce un reper fix peste reperul lui Frenet-Cartan. Coor-
donatele A,, 4;, A,, A, sunt de asemeni functiuni de w si .
Vom considera acum punctele

2A. 2A4. :
dA; =i‘du+ﬁ'dp (rafl s 2. 3)
u dp

care au respectiv drept coordonate, fatd de un reper fix,
diferentialele totale ale coordonatelor A, §i vom insemna
CU Wy, W1, Wi, 03 coordonatele omogene relative, ale acelorasi
puncte fata de reperul A,A;A4,A; insusi. Vom avea
relatiile

(40) dAz: (O Ao + (OFY Al + W;o + W;3 A3 (L = 0, 1, 2, 3)

care permit calcularea coordonatelor w; atunci cdnd se cu-
nosc valorile coordonatelor A4;; din aceste relatii rezulta ca
®;, ca s1 dA;, sunt forme diferentiale lineare in du, dy,
coeficientii fiind functiuni de u, ¢. Problema pe care ne-o
propunem este sa determindm expresiunea formelor &, . Vom
ntrebuinta pentru aceasta o metoda analoagi ca la § 49.
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Consideram mai intadi un punct fiz M in spafiu, a'e
carui coordonate relative fata de reperul Ay A; A, Az sunt
Xy, Xi, X3, X3. Vom avea in notatie simbolica

(B) M =X, Ag+ X; A+ Xp 4, + X3 4y,

Fie dM punctul ale carui coordonate fize sunt diferentialele
totale ale coordonatelor fize ale punctului M. Trebue ob-
servat ca desi punctul M este fix, putem inmulti coordonatele
sale omogene cu o functiune arbitrard A (u, ¢), fara ca punctul
si se schimbe si atunci diferentialele dM nu sunt neaparat
nule. Diferentidnd total relatia (41) si tinand seama de re-
latiile (40), ob{inem:

AM =B Ag+ B A, ¥ G Ay + B Ay
unde am mnotat
£, = dX, + X g + Xy 019 + X5 0239 + X5 0g
£ = dX; + X, 0 + Xy 0 + Xy 0 + X305
£, = dX, + Xy 0pn + X 012 + Xy 035 + X5 05
s = dX5 + Xo wg5 + X; 015 + Xp g5 + X5 05

Daca punctul M este fix, el coincide cu dM si atunci
tnsemnand cu Q factorul de proportionalitate a coordonatelor
punctelor d M si M, avem:

dXy + Xo 09 + X; 019 + X 09 T X; agg = X Q
dX, + Xo g + X5 05 + Xp 0y + X3 05 =X, 0
dX, + Xo &g + X; 013 + X, tgp 4 X a3y = X, Q
dXg + Xo 003 + Xy g5 + Xp 0g5 + X3 035 = X, Q.
Trecand la coordonate neomogene

Xi 1 Xi
__TXT—O‘ y (I.Z’L —YodXi = —X%dXO

Z;



GEOMETRIE DIFERENTIALA PROIECTIVA 145

obtinem ugor:

dzy = — gy + 2 (639 — ©yy) — Ty Wy — T3 Wy
2
+ 21 0 + 3 Tg Wop + @ 23 g
(42) dzy = — g — Ty W1p + 5 (Wg — Wy) — T3 Wiy,

2
T+ &y Ty g9 + T3 09y + Ty Ty g

dxy = — g — Ty W13 — Tp Weg + T3 (Wgg — C3g3)

+ @y T3 g9 + Ty Ty g9 + 3 Wgg

formule analoage formulelor [(28) § 497] si care exprimi con-
ditia ca un punct de coordonate relative neomogene z;, z,,
z3, s& ramana fix in spatiu.

70. Determinarea formelor «;. Formulele Frenet. Vom
presupune acum punctul M fix pe suprafata (S). Coordo-
natele z,, x,, 25 satisfac pe langa relatiile (42) s1 relatia (28).

Sa diferentiem atunci total relatia (28) si s& inlocuim
in rezultat pe dz,, dz,, dzg cu valorile lor (42) dupa ce
am inlocuit, in prealabil, in acestea pe z; cu valoarea sa
(28). Obtinem o identitate in z,, ,, desvoltatd dupa puterile
acestor variabile, identitate in care egalind coeficientii dife-
ritilor termeni 2f 2§ (0 <<p 4 ¢<<4), vom céapata relatiile
cautate. 53 aratam insa mai intdi ca formele @y, 6y sunt
identice cu formele ;, @, definite la § 61. In adevir, punctul
care corespunde valorilor u + du, ¢ + d¢ ale parametrilor
este, daca ne limitam la 1-ul ordin, 4, + dA,. Dar avem

Ag+ d Ay = (1 + ) Ag + g A7 + gz Ay + 05 A5
~deci coordonatele neomogene ale acestui punct sunt:

g1 ) ,
i 02 o 03

14 oo’ $2—1+m00 : 3:1‘|“’°oo;

.’L‘1=

10
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in particular pariile principale alelul @, z; sunt &y, @p
deci avem

(43) 0 =Wy , Wy = O

Aceste relatii justifica §i afirmatia facutd la § 61, dupa
care formele ®;, , definite acolo, sunt lineare in raport cu
du, dy.

AplicAnd, dupa stabilirea acestui rezultat, metoda indi-
cata la inceputul acestui paragraf, obtinem identitatea urma-
toare unde am lasat la o parte termenii care ne dau =z} x%
cu p+tgq>4&

— g3 — T; W3 — T3 g +($1x2*’§ w?—% z + % a

4 o a3+ T3 ;v;‘) (0299 — 33) + (‘”% < SRR m{‘——? 4 :vg) .

i) 1
+(w1z§—§m‘:'x2——3—x;)mm+x%xzwsoa(xz—xuaw%
2, M 4 2n 4 2 2 2a 3 Fils
+x1$2+—6'-171 +*§' z1x2+P$1$2+'3—x1$2+'6‘332 X1—
+ 2 (g — ©11) — Tz Oy + 2% 0 + 1 T (099 — ©g1)
1 1
+-gasmﬁx%zzmso+3x§m31}+(xl—xz+z%x2+bx§
R 2 2 2r T
+—6—'$1+'§‘.’E1 $2+9$1$2+—3—‘$1x2+ Fﬂ?g)X!—wz_‘xlwlz

1
+ @3 (0399 — W) + T Ty (30— Gg3) + 73 Wy 1 g 3 W3y

1 1 1
+x1$§(!)30+ ?.’Di ﬁ)32}+-zwlfda+—zw§db+ .0
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IdentificAnd termenii constanti §1 coeficientnn termenilor in

Ty, Ty, T3, Ty Ty, ..., GASIM succesiv relatiile:

_(1)03——_0 ) _“(013 =—C02 ) '—0)232—0)1 3 Ozﬁ)l—(l)lz
Wgg — gz = g — Wy | Wpg — Vg , 0 = — Wy + g,
1

LK (g — Wg3) = — (Ggg — Oy1) — @ ©; , Wy = 1y + Wy

+ @10 — G35 — @y, Mgy = Wy — Wz — W + Wy + Wy,
: i o

"‘?(woo — bg3) = — (g — gg) — b mz,z (099 — C3g3)
1 m it n

‘—gwm b 0)10_3‘01 + a (Wgp — ©11) +?®32—g“°2
1 1 1 2n

=+ 5 da,*g Wop= 3 (31 — (Wgg — G¥3;) — 3 W — a4 Oy
2p

SR Wo — ")12a—2‘ (g~ 33) + 39 = 39— P + (g9 — ©y3)

1 2q
-+ m30—qm2—|—(w00—m22),—§w10=—§ Wy — Oy ‘i“g@az
2r 1 i 1

— (019 — ©35) Ty Wy —bwy, 5r (wgg — ©33) —”3“*)20:§ W3y
r s 1

SR 0 5 e N + b (09— ) + z‘db-

din care, cu exceptia ultimei si celei de a 11-a, scoatem
w3 =0, Og=0y , Wy=0 , Op=0; , Wy= 0,

(44) O — =200+ b 0y, Wy— 0= 0a &+ 2 by,
(33— Wgp = 3 @ @1+ 3 ey, Cgy =019, Wy = Wy

s1 punand

3b 3 3 3
7\=‘]+E'7(J-=r+:—2‘,"=n+?7pzp+7a

(45) 19 = Aoy + (L0, G =V W) + p 0y, g9 ==p W1 Ay.
10%



148 AL. PANTAZI

Relatiile (41), (43), (44) s1 (45) ne dau, cu ajutorul relatiilor

(40), formulele cautate ale lui Frenet, care se vor scrie:
dAg = o Ag+ o Ay + @5 Ay
dA; = (hoy + poy) Ag + (wyy + 2a0; + boy) 4,
+ o 4 + 0y Ay
(46) § dA; = (v, + pwy) Ag + wy Ay +
(g + aey; + 2bw,) Ay + 0 Ay
dAg = (pey + hwy) Ag + (Vo + pop) A; +
(hexy + posp) Ap + (oo + 3aey; + 3bw,) Ay

ele joaca in teoria proiectivd a suprafetelor, acelasi rol ca si
celelalte formule ale lui F renet, stabilite anterior pentru
curbele plane si strdmbe. Coeficientii a, b, A, w, v, p, care
intervin in aceste formule sunt invariantii proiectivi funda-
mentali a1 suprafetei.

Cele doua formule de care nu ne-am servit in stabilirea
formulelor lui Frenet, ne dau:

2 4 4 2
da———(—3’£+—3——l—5a2) ml—}—(ab+—§p+—3—v—1)co2

49 db:(ab+%u+%v—1)%+(%+%’+5b2) ol

ceea ce ne aratd ca din cei gase invarianti fundamentali care
intrd in formulele lui Frenet, doi (. si v) sunt derivaji
adica se exprima in functie de alti doi (a s1 b) si de coefi-
cientii diferentialelor acestora in desvoltarea lor dupa for-
mele diferentiale invariante ;, w,.

71. Aplicatiune. Axele lui Cech. - Formulele (46) permit
in primul rind s& aratam ca formele ;, w,sunt independente
in du §1 de. In adevar daca ar fi altfel, am avea identic

oy, =k o,

§i atunci insemnénd cu ¢(u, v) = ¢ integrala generala a
ecuatiei w; =0, am avea ;== p;dt si prin urmare si
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@y = ppdt, &y =p;dt (iF]), &;— o= (pi— pg)dt. For-
mulele (46) s’ar reduce la formulele [(27) § 49°]. Eliminarea
lui A4,, A,, A, intre aceste formule ar arata ca coordonatele
Ag satisfac la o ecuatie diferentiala lineara de ordinul 4, deci
punctul A, ar descrie o curba in loc de o suprafata.
Acestea fiind stabilite rezulta ci o ecuatie de forma

(48) Wy — k @y

unde k este o functie de u si ¢, defineste pe suprafata o fa-
milie de curbe (fiindca scrisa desvoltat, devine o ecuatie
lineara si omogena in du si do), astfel incit prin fiecare
punct al suprafetei trece o curba a familiei si una singura.

Ecuatiile tangentei si ecuatia planului osculator la aceasta
curba, fata de reperul Frenet-Cartan corespunzitor
punctului considerat, se deduc numai decat din formulele
(46) si ecuatia (48). In adevir tangenta contine punctul de
coordonate omogene A, si punctul d4,. Dar avem dupa
(46) s1 (48): '

dAy = oy Ag + o (4; + kA,)

deci tangenta contine punctele Ay si A; + kA,, adica punc-
tele'de coordonate relative omogene (1, 0, 0, 0) si (0, 1, &, 0).
Dreapta care contine aceste douad puncte are in coordonate
relative ecuatiile

& & & & & &
V300 T 0 T =0 £ Tl 0 =0
O e (s S |
adica
& = kgl ’ Ea = 0.

Se deduce de aci ca familia de linii asimptotice tangente
muchiilor 4, A; (& = & = 0) sunt date de ecuatia w, =0
(k = 0) sila fel familia de linii asimptotice tangente muchiilor
Ay Ay (§ = &3 =0) va fi data de ecuatia w; =0 (k = oo).

Ecuatia liniilor asimptotice se scrie atunci

(01 0)2 — O.
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La fel, dacd numim linie Darboux, o linie care in
fiecare punct are ca tangentd o directie Darboux si
linie Segre o linie care in fiecare punct are ca tangenta
0 directie Segre, liniilelui Darboux si Segre vor
fi date respectiv de ecuatiile

o t+od=1 B=—1) , o —oi=1 (=1).

Avem prin urmare pe o suprafata trei familii de linii
Darboux sitrei familii de linii S e gre, astfel incit prin
fiecare punct al suprafefei trec trei curbe Darboux
avand drept tangente in acel punct directille Darboux
i trei linii Segre avind in acel punct drept tangente
directile Segre.
~ Sa cautam acum ecuafia planului osculator la curba din
familia datd de ecuatia (48), ce trece prin un punct al supra-
fetei, fatd de reperul Frenet-Cartan corespunzator
acelui punct. Ne vom margini, pentru cele ce urmeazi,
numai la cazul cind k este constant. Acest plan osculator
este definit de punctele A,, d4,, d*4, sau A,, A, + kA.,
d (A; + kA,). Insd avem din (46) si (48)

d(A; + kAg) = {1+ k(n+v) + K } o Ag+ 0 (4; + T Ay)
+ (2a + kb + k?) o; A; + (1 + ka + 2bk?) w; Ay + 2k, A®
putem deci inlocui pe A4; + kA, prin punctul de coordonate

omogene relative (0, 2a+kb-+ k% 14 ka-+2bk? 2k). Ecuatia

planului osculator devine

& & 2 &

1 0 0 0

0 1 k 0

0 2a-+kb+k 1+ ka-+ 2bk% 2k
sau ;
(49) 2028 —2kE + (1 —ka + kb® —®) 3 =0.

Cu aceasta pregatire sa demonstram urmatoarea teorema

alui Cech.

1



GEOMETRIE DIFERENTIALA PROIECTIVA 151

Planele osculatoare la cele trei curbe alelui Segre care
trec prin un punct dat, se taie dupé o dreaptd.
In adevar pentru o linie Segre avem k% =1 si ecuatia

(49) devine
(50) 2kE; — 28; + (kb —a) & =0;

pentru fiecare din cele trei valori ale lui k pentru care avem
k* =1, planul osculator contine dreapta
? p 3 p

2E1+b53=0 ) 2E2+aE3=0

sau

it hiklR
b a —2
§1 teorema e demonstrati. Dreapta A comuni celor trei

plane osculatoare, data de ecuatile (51) se numeste prima
azd a lui Cech.

Daca se compara acum ecuatia (50) cu (23), avem

2k 2

i gl HRroe o

de unde rezulti dupa formulele (24) coordonatele a, § ale
punctelor de inapoiere ale curbelor Segre si anume:

8k
4 (kb — a)? i
ST D p 8 4k kb—a
(kb—aP ° (kb— a)? T (kb — a)?
8k2
- (kb—a)? cil AR
8i3 8 4k  a—hkb

"b—af (b —ad) T b—ap
caci /® —1 = 0. Se constata usor ca avem oricare ar fi ks
(52) 2+ aa+ bB =0

de unde rezulta a 2-a teoremd a lui Cech.
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Punctele de inapotere ale celor trei curbe a lui Segre ce
trec prin un punct sunt situate pe o dreaptd A'.

Aceasta dreaptd care se numeste a 2-a azd a lui Cech
are ecuatia (52); cum aceasti ecuatie se deduce din (51), la
fel ca (18) din (17) rezulta ci cele doud axze ale lui Cech se
corespund in polaritatea fundamentald.

72. Suprafetele Titeica- Wilezinski. Ca a doua aplicatie
a formulelorlui Frenet, ne propunem sa gasim suprafetele
pentru care prima directoare Wilczinski trece prin un punct fizx.

Fie (0, 0, m) coordonatele relative, neomogene ale punc-
tului fix din spatiu, situat, prin ipoteza, pe dreapta A, A,
(z; = @, = 0). Formulele (42), in care tinem seama de expre-
siile (43), (44) si (45) ale formelor w;;, aplicate acestor coor-
donate, ne dau

0 =—o;—m (vo; 4 posy)
0 =—ay—m (hoy + po,)
dm = m (69 — @g3) + m? (peyy + Aw,)

st fiindca formele ®;, w, sunt independente, din primele
doua relatii deducem:

(63) - p=Uo s == e
51 inlocuind in ultima
du dv
o |

Relatiile (53) si (54) caracterizeaza suprafetele cautate.
Aceste suprafete, descoperite pe aceasta cale de Wil-
czinski, fuseserd descoperite cu putind vreme inainte de
marele nostru geometru Ti{eica, ca suprafete pentru care
fiecare din riglatele asimptotice se bucurd de o anumita
proprietate (sa aiba liniile flecnodale plane si confundate) ;
pentru aceste motive ele au fost denumite in stiinta, su-
prafetele Titeica-Wilczinski.

Ne vom multumi sa demonstrim pentru suprafetele
Titeica-Wilczinski, urmatoarea proprietate:



GEOMETRIE DIFERENTIALX PROIECTIVA 153

Directoarele secunde ale lui Wilczinski sunt cuprinse
intr'un plan fix.

In adevar daca vom finea seama in formulele (42), care
caracterizeazad un punct fix, de expresiile (43), (44) si (45)
ale formelor «;;, precum si de relatiile (53) s1 (54) care carac-
terizeaza suprafetele studiate, vom scoate, fard nicio dificul-
tate, relatia:

(55) d (vog — 1) = (vag — 1) (2, 0 + 25 @y).

S& consideram atunci planul fiz in spatiu care fatad de
un anumit reper Frenet-Cartan, are ecuatia

(56) R

relatia (55) ne aratd ca pentru punctele fixe ale acestui
plan avem . .
d (vag—1) =0
deci
vy 4 == C = consi;

1ar (56) ne aratd ca avem C = 0 intr’un punct al suprafeei
deci in toate punctele suprafetei. Toate aceste puncte fixe
raman deci in planele care au fata de orice reper Frenet-
Cartan ecuatia (56), cu alte cuvinte planul de ecuagie
(56) este fiz in spafiu. Cum acest plan confine in fiecare
punct directoarea A; A,, de ecuatii X, =0, Xy—=40 -1
coordonate omogene, proprietatea este demonstrati.
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