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Mechanik eines Massenpunkts.

§ 1. - Grundbegriffe — Bewegung — Bahn — Weg.

Mechanikist die Lehre von den Bewegungserscheinun -
gen, welche sich auf die Begriffe des Raums, der Zeit und .
der Masse zuriickfithren lassen. %

Ein Punkt bewegt sich, wenn er zu verschiedenen Zeiten
gegeniiber einem festgelegten Raum verschiedene Lagen
cinnimmt. Die -Verbindungslinie simtlicher Lagen nennt
man die Bahn des Punkts. Nach der Gestalt derselben
unterscheiden wir geradlinige und krummlinige Be-
wegungen. Die Liinge der Bahn, welche von dem Punkt in
der Zeit ¢ zuriickgelegt wird, nennen wir den Weg s.

§2. Geschwindigkeit — gleichformige und ungleichférmige
p Bewegung. - :
Weg und Zeit stehen also miteinander in Beziehung, was
wir durch die Gleichung
s=f()
darstellen kénnen. * f({) kann nun sehr mannigfaltig sein.
Der einfachste Fall ist

s=f{t) =vt,

wobei » eine Konstante ist. Die Bewegung, welche dieser
Gleichung entspricht, nennen wir eine gleichférmige,
weil in gleichen Zeiten auch immer gleiche Wege zuriick-
gelegt werden. Der Weg v, welcherin der Sekunde beschrie-
ben wird, heift die Geschwindigkeit des Punkts. Wir



8 Mechanik eines Massenpunkts. §3

messen also die Geschxvindigkeit v durch das Verhiiltnis des
Wegs zur zugehérigen Zeit,

s
V= —.
t

Da die Geschwindigkeit nur durch ein Verhiiltnis aus-
gedriickt wird, so ist bei deren Bestimmung die absolute
GroBe des Wegs bzw. der Zeit ganz gleichgiiltig. Unsere
Definition der Geschwindigkeit gilt demnach auch fiir einen
unendlich kleinen Weg ds, woraus

ds
dt
folgt. Auf diese Weise sind wir in der Lage, fiir einen ganz
bestimmten Punkt der Bahn die Geschwindigkeit anzu-
geben, und erkennen weiter, daB sie sich von Punkt zu

Punkt sindern kann ; in letzterem Fall haben wir dann eine
ungleichférmige Bewegun

(1) 455, V=

o
o

§ 3. Beschleunigung — gleich[iinnig beschleunigte Be“"cgung‘.'

Wir sahen, daB bei der ungleichfrmigen Bewegung
" nicht nur der Weg, sondern auch die Geschwindigkeit eine

Funktion der Zeit ist. Wihlen wir wiederum die einfachste
Funktion, setzen wir also :

=bt,

Eine derartige Bewegung nennt man deshalb eine gleich-
formig beschleunigte, -



§4 Komponenten d. Geschwindigkeit u. Beschleunigung. 9
Auch die Beschleunigung -
' v
b= —
t

ist nur ein Verhiltnis. er kénnen deshalb hier ganz die-
selbe Uberlegung wie bei der Geschwindigkeit machen. Fiir
eine bestimmte Zeit, oder an einem bestimmten Punkt der
Bahn ist demnach die Beschleunigung durch den Differen-
tialquotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit gegeben.
er erhalten so mit Beruckswhtlgung von (1) die Gleichung

: dv ds
2) . b= = —p,
di di2
und wir erkennen ohne'weiteres, daB auch die Beschleuni-
gung im allgemeinen eine Funktion der Zeit sein wird.

§4. Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung
— resultierende Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Projizieren wir die jeweilige Lage eines sich bewegenden
Punkts auf die drei Achsen eines rechtwinkeligen Koordi-
natensystems, so besitzen die drei Projektionen ebenfalls
gewisse Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Die
Bahnen der Projektionen sind dabei die drei Achsen. Ihre
Geschwindigkeiten u, v, 1w lassen sich genau wie oben ent-
wickeln, ebenso ihre Beschleunigungen f, g, .- Wir erhalten
somit

u__dg: , dy __dz |

T B e e e
d*x d®y . . d*z

=gz "= T

SchlieBt die Tangente an einem Punkt der Bahn mit
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den Achsen die Winkel ¢, £, 7 ein, so erkennt man obne
weiteres, daf}

dx - ds tos
dt — ar %
dy ds
ar = a8
dz _ ds oo,
at a7

ist. Gleicherweise erhilt man die Beschleunigung nach den
drei Achsen, indem man die wirkliche Beschleunigung mit
dem Richtungskosinus der Bahn multipliziert. Dabei ist je-
doch zu beriicksichtigen, daB die Richtung der Beschleu-
nigung nur bei geradliniger Bahn mit der Bahnrichtung zu-
sammenfillt. Man erkennt dies ohne weiteres aus den letz-
ten Gleichungen, wenn man sie, um die Komponenten der
Beschleunigung zu erhalten, noch einmal nach der Zeit
differenziert und dabei beachtet, daff die Winkel o 3,y
ebenfalls Funktionen der Zeit sind. .

Man sicht weiter ein, daB ein Punkt, welcher die Ge-
schwindigkeiten %, v, 1 parallel zu den drei Achsen gleich-
zeitig besitzen soll, nur eine Geschwindigkeit von ganz be-
stimmter GréBe und Richtung im Raum haben kann, Man
nennt diese letztere dieresultierende Geschwindigkeit
der Komponenten U, v, . Ganz dasselbe gilt wiederum
auch fiir die Beschleunigung. ' :

§ 5. Parallelogramm der Geschwindigkeiten und der
Beschleunigungen.

Was fiir ein rechtwinkeliges Koordinatensystem gilt,
kénnen wir ohne weiteres auf ein schiefwinkeliges iiber-
tragen. ' b it -



§6 Beharrungsvermdégen. 11

Haben wir bloB zwei Geschwindigkeiten (Beschleuni-
gungen), welche gleichzeitig ein Punkt annehmen soll, so
erhalten wir die resultierende Geschwindigkeit (Beschleuni-
gung), wenn wir von dem Punkt aus zwei Gerade zichen,
welche in Richtung und Gréfie den Geschwindigkeiten (Be;
schleunigungen) entsprechen. Ergiinzen wir diesen Winkel
zu einem Parallelogramm, so gibt die von dem beweglichen
Punkt aus gezogene Diagonale die GroBe und Richtung der
resultierenden Geschwindigkeit (Beschleunigung) an.

§ 6. Beharrungsvermigen — Kraft — Massenpunlkt —
Kritfteparallelogramm.

Bewegt sich ein Kérper mit gleichférmiger Geschwindig-
keit geradlinig vorwiirts, so sagen wir, er sei frei von allen
Kriiften, hingegen er sei von Kriiften beeinflufit, wenn die
geradlinige, gleichformige Bewegung gestort wird. Wihrend
uns die gleichférmige, geradlinige Bewegung zum Begriff
des Beharrungsvermdogens fiihrt, nennen wir jede Ur-
sache der Anderung einer derartigen Bewegung eine Kraft.

Die Erfahrung lehrt, daB nieht jeder Korper in gleicher
Weise von ein und dexselben Kraft beeinfluBt wird. Withrend
der eine eine groBe Beschleunigung erfiihrt, gewinnt der
andere nur eine geringe. Wir schreiben diesen Unterschied
der Masse der Korper zu. Je grofer seine Masse,
desto kleiner die Beschleunigung, welche dem Kér-
per eine Kraft zu erteilen vermag. Das Produkt aus der
Masse n und der Beschleunigung b kann daher als MaBder
Kraft P gelten. Wir erhalten somit die wichtige Gleichung
: dv d®s

P=mb=m ="
Die Masse cines Korpers haben wir, abgesehen von ge-
wissen Einschriinkungen (§ 52), als eine von der Lage des-
selben und der Zeit vollig unabhingige Gréfe zu denken.
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Ist der Korper geometrisch sehr klein, so kénnen wir uns
seine ganze Masse in einem Punkt vereinigt denken, den wir
dann einen Massenpunkt nennen. Nur Massenpunkte
wollen wir vorliufig der Betrachtung unterziehen.

Wie von einer Zerlegung und Zusammensctzung der
Beschleunigungen, kann man auch von solchen der Kriifte
sprechen, was uns unmittelbar auf das K rifteparallelo-
gramm und iihnliches fiihrt. Wir kénnen jede Kraft P
in drei aufeinander senkrechte Komponenten X, Y, #
zerlegen, welche parallel den Achsen eines Koordinaten-
systems wirken. Das MaB der Teilkrifte ist dann ge-
geben durch

d?z .
LTl

Py
M T Ve,

az .
m ﬁt? =W/

§ 7. Wurlbewegung — freier Fall, ,

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft von bestimmter
Richtung, so kann dessen Bewegung nur in eciner Ebene
stattfinden. S
_ Eine solche Kraft ist die Schwerkraft. Legen wir
durch die Bewegungsrichtung des Massenpunkts eine Verti-
kalebene, so fillt in diese auch die Richtung der Schwere.
* Auf den Punkt wirkt keine Kraftkomponente senkrecht 7y
dieser Ebene; er kann diese also nicht verlassen. Blof unter
dem EinfluB der Schwerkraft mup demnach die Bahn ge-
worfener Kérper eine ebene Kurve sein. Wir wollen
in unsere Ebene ein rechtwinkeliges ebenes Koordinaten-

system so legen, daB die z-Achge horizontal, die y-Achse
vertikal ist.



§7 Wurfbewegung. ‘18

Die Schwerkraft Y wirkt parallei zur y-Achse. Parallel
zu dieser wird also die Bewegung des Kérpers durch die
Gleichung

} mn ((]l;g =2V
bestimmt. Parallel zur z-Achse haben wir
2
m (;—t =

Aus der Erfahrung wissen wir, daf8 die Schwerkraft sich
innerhalb eines beschrinkten Raumes weder mit der Zeit
noch mit dem Ort @ndert, und da$ sie immer proportio-
nal der Masse m des Ixorpers ist, auf welchen sie wirkt.
Wir kénnen daher .
Y=—mg.

setzen, wenn die Konstante g die Beschleunigung der
Schwere ist. Y ist negativ, weil die y-Achse nach oben
gerichtet ist, wihrend die Schwere entgegengesetzt nach
unten wirkt. Unsere Bew egunnsﬂlelchunrren reduzieren sich
daher auf ‘

d*z dry

i e S e O
Die Masse ist in den Gleichungen nicht vorhanden, d h.
die Bewegung ist fiir alle Massen dieselbe. Aus der ersten
finden wir '

® g
aus der zweiten

dy gt ;
(5) ———=—gt+b, (6) y=——-—-|-bt+b a

Die vier Konstanten a, «’, b und b’ ergeben sich aus den
Anfangsbedingungen, d. h. aus der Lage, Geschwindig-

—=a, ¢4) z=at+d,
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keit und Richtung des Korpers zur Zeit ¢ — 0. Es ist dem-
nach a die Geschwindigkeit parallel zur z-Achse, a’ die Ab-
szisse, b die Geschwindigkeit parallel zur y-Achse und ¥’ dic
Ordinate unseres Korpers zu Beginn seiner Bewegung. Wir
kénnen durch passende Wahl des Koordinatensystems die
Bewegung immer im Ursprung desselben beginnen lassen.
Bsist dann a’'= b'= 0, Es geniigen jetzt zur Bestimmung
_der Lage des Punkts die Gleichungen
: . 12
z=at und y= bt——gz—- .
Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen die

Zeit t, so erhalten wir die Bahngleichung

bz g z?
Ve T

Es beschreibt daher ein geworfener Kérper, welcher sich
bloB unter dem Einflufl der Schwere befindet, cine Parabel.
y wird aufier im Anfang noch cin zweites Mal gleich Null,

2ab . _—— . '
wenn g = -0 wird. Diesist die Wurfweite. Die Wurfhshe
hat der Kérper nach Zuriicklegung der halben Wurfweite
: 2
erreicht, sie ist demnach y — EPIE

Die Gleichungen fiir den senkrechten Wurf erhalten
wir aus jenen des schiefen, wenn wir einfach a = 0 setzen,
Fiir den horizontalen Wurf ist hingegen b = 0 anzu-
nehmen. Die Bewegungsgleichung wird dann
g «*
2a?

Wahlen wir schlieBlich g = b — 0, so ergeben (5) und (6)
die Gesetze des freien Falls, . |

Zu gebriuchlichen Formeln gelangen wir auch, wenn wir
anstatt der Komponenten ¢ und b dje Anfangsgeschwin-

Yt
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digkeit ¢ selbst und den Winkel ¢ einfithren, welchen die:

Anfangsrichtung mit der z-Achse, d.i. dem Horizont, .

bildet. Es ist danach L
a=ccose., b=csine,

die Wurfweite - . j

o

= cosq sin o ,

die Wurfhohe

H = -—‘-‘;g- sine .

Letztere erreicht also ihren groBten Wert fiir o = 90°% d. h.
wenn wir bei sonst gleicher Anfangsgeschwindiglkeit den
Korper senkrecht emporwerfen. Die Waurfweite liBt sich
wegen ,
. sin 2 o = 2 cos o sin a
auch ;
CEp et
z=-—sin2a
0B

schreiben. Thr igréﬁte'r Wert wird fiir o = —Z— , d.i. bel
45° Elevation erreicht.
Jede kleinere Wurfweite kann man durch zweiver-

schiedene ¢ erzielen, da bei a = -iZ— -+ f sich derselbe

Wert fiir sin 2 o ergibt, wie bei & = ;4‘- s 54,

§ 8. Krummlinige Bewegung — Zentripetal-
beschleunigung — Fliehkraft.
Die Beschleunigung, welche ein Massenpunkt in irgend-.
cinem Punkt einer krummlinigen Bahn besitzt, konnen wir
in eine Komponente, die mit der Tangente der Kurve
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zusammenfillt, und in eine Komponente senkrecht
darauf und zwar nach der Richtung der Normalen in
der Schmiegungsebene zerlegen.  Wir betrachten einen
Massenpunkt, welcher sich von M (Fig. 1) nach M’ bewegt.
Seine Geschwindigkeit in J sei v, in M’ 4. Die Kompo-
nente der Geschwindigkeit parallel zur Richtung M N ist
demnach in M’ ' cos ¢, senkrecht dazu v’ sin . Auf dem
Weg von M nach M’ verstreicht die Zeitz. Die Beschleu-

nigungin der Richtung der Tangente ist sodann
. L
by = lim 298¢ 7 :

=%
inderRichtungderNormalen
v’ sin @

T
da in M die Geschwindigkeit in
der Richtung der Normalen gleich

Null ist. Beim Grenziibergang
wird “ cosp =1, sing=— Q=

b, = lim

b

Fig. 1.

VT 5
—— . Esist demnach
~

dv 2
b BTt .

" Hat der Massenpunkt die Masse m, so kénnen die auf ihn
wirkenden Kriifte in eine Tangential- und eine Normal-
kraft zerlegt werden. Erstere wird gegeben sein durch

d*s )
T=m——-,
: BT
letztere durch

n 3
N =
- 1‘
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Diese nennt man auch Zentripetalkraft und die nach
einemallgemeinen Prinzipvonder Gleichheitder Wir-
kung und Gegenwirkung dadurch hervorgerufene eben-
so grole Gegenkraft des beweglichen Massenpunkts dessen
Fliehkraft.

§ 9. Das Pendel — schwingende Bewegung,

Eine kleine schwere Kugel von der Masse m sei an einem
sehr diinnen festen Faden avfgehingt. Die Masse des Fadens
soll gegen jene der Kugel vernachlissigt
werden kénnen. Bringen wir die Kugel
aus ihrer Ruhelage und geben sie dann
frei, so beginnt sie zu schwingen. Wir -
betrachten blof die Schwingungen in
einer Vertikalebene. Diese sind vor-
handen, wenn die Kugel keinen seit-
lichen StoB erhilt (§7). Auf die Kugel
in M (Fig. 2) wirkt die Schwerkraft

MN=—mg. -

Diese zerlegen wir in eine Kompo-
nente in der Richtung des gespannten
Fadens, welcher durch die Spannung
des Fadens das GleichgewicLit gehalten :
wird, und in eine Komponente senk- - Fig.2.
recht darauf. Diese ist

N MC=—mgsing,

':,':das ist die Kraft, welche die Kugel in die Ruhelage 4
/“Fauriickzutreiben sucht. Die Bewegungsgleichung wird da-
“her sein

o d?s .

(7 Moy = — m g sing
loer
W ooureslA

Jiger, Theoretische Physik I.
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Hier ist der Weg s = I ¢, wobei wir I die Pendellinge
nennen. Wir wollen ferner nur kleine Schwingungen vor-
aussetzen, so daB sin ¢ = ¢ angenommen werden kann.
Dann wird Gleichung (7) '

d*p g

ar =TT |

Die Pendelbewegung ist von der Masse der Pendelkugel
unabhingig. -

Multiplizieren wir. beide Seiten dieser Gleichung mit

A di und integrieren wir, so folgt

di . » :

do\* g,

S e R o T

(7] == G044
g
l
Winkel verstehen, bei welchem die Winkelgeschwindig-
keit ‘%":0 wird. Das heiBt: @o ist der gréBte Aus-
schlagswinkel des Pendels oder, wie man auch sagt, die
Amplitude der Schwingung. Dieser Wert ergibt nach.
Trennung der Variablen

Die Konstante 4 wird - ¢,,2, wenn wir unter @ Jenen

R e AIED B gl
V‘Po?'— @? l

Das Integral dieser Gleichung ist

b A (] /g
sparesine— =73 /< p
F- Po l l+

@ = @, sin (t l/—la—-}-B)

oder
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Die Konstante B ergibt sich aus den Anfangsbedin-
gungen. Ist fiir £ =0, ¢ = ¢, so muB{sin B = 1 d. b.
7
B= T sein. Mithin ist

¢p=¢0cos(l/llt)

Diese Gleichung bestimmt die Bewegung des Pendels.

Wollen wir die Winkelgeschwindigkeit fiir eine beliebige
Zeit ¢ kennenlernen, so brauchen wir bloB den Winkel nach
der Zeit zu dlfferenmeren, also

dp _ 1o . [1/9
@ l/i’”°s‘“(|/7')

zu bilden. - -
Fiir /g- t =z ist ¢ = — @, d. h. das Pendel hat eine

Schwingung von einet Seite zur andern gemacht. Die dazu
henétigte Zeit, die Schwingungsdauer, ist also

l/z
T=7 |/ —- .
g .

§10. Tendel im widerstehenden Mittel .= gediimpfte
Schwingung — logarithmisches Dekrement,

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dafl das Pendel in
einem widerstehenden Mittel schwingt, und zwar soll
der Widerstand w proportional der Geschwindig-
keit der Pendelkugel sein. -Wir konneu ihn also als eine
negative Kraft von der Form

’lb_—CLd—t

2*



20 Mechanik eines Massenpunkts. ] §10

~ darstellen. Die Pendelgleichung wird somit

m d2s_ ‘m sin £
gz~ MIsme—a—y

Wir setzen wiederum nur kleine Schwingungen voraus,
konnen also die Bewegungsgleichung

dee T

- . « h e
schreiben. Wir wollen % = q?, P 2D einfithren. Tis

ergibt sich dann

Fine Tosung dieser Gleichung ist
@ = cht,

' . d2 ! : .
indem %%J: 2 e*t und dtf = 22e4t ist, so daB sich dje

Gleichung auf
‘ 7.2+2b7._+a2=0‘
reduziert, woraus

h=—bt Y

folgt. Diese GroBe ist nur reell, wenn b > a ist, d. h. wenn
der Widerstand, den die schwingende Kugel erfiihrt, ein sehr
grofler ist. Dann kommt aber tiberhaupt keine Schwingung
zustande, sondern die Kugel néihert sich einfach allmiihlich
der Ruhelage. ~ ' .

Ist hingegen a > b, dann ist / komplex, indem

A= —1b4i}az—p2

wird. Die Bewegung des Pendels ist in diesem Fall nach
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bekannten Regeln gegeben durch
¢ =4, c—bg+it]7&?:—1f _’_ dye=bi- itVat = i

= ¢~ 2! (C cos a® — b2t 4 Disin Ja® — b%1).
Wir haben demnach eine schwingende Bewegung von immer
kleiner werdender Amplitude, eine sorrenzmnte ge dimpfte
Bewegung.
Die Schwmgungsdauer ist jetzt

T T

Vo= |

=

4 m2

Sie ist a]so‘. 'grti_Bver als beim widerstandsfreien Pendel.
Beginnt das Pendel mit einer Amplitude @o 21 schwin-
gen, so ist nach n Schwingungen die Amplitude - -

'¢”=(poc—ﬂbr_ ;
Daraus folgt * - : ;
| p_ Imge—Ing,
W -

Diese Grofle nennt man das logarithmische Dekre-
ment, doch wird auch das Produkt bt hiiufig S0 genalmt.

1

§ 11. Bewegungsgrile — 7cltmte"ml der ]\mi‘t —_ Impu]a.

- Lassen wir eine Kraft I wiihrend einer kleinen Zeit dt
auf eine Masse m wirken, so wird sich deren Geschwindig-
keit iindern, und zwar wird die Anderung um so betricht-
licher ausfallen, je grofer die Kraft und je groBer di ist.
Die Gesamtiinderung wird demnach dem Produkt K d¢ pro-
portional gesetzt werden kénnen. Fiir eine endliche Zeit
erhalten wir dann den Gesamteinflufl der Kraft auf die be-
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¢
wegliche Masse m, wenn wir /'K d¢ bilden. Da nun
i S 0 :
dv

80
t

8 t g
1
fI((lt=11Lf(—v-(It=1)Lv—mvo,
di i
0 0 :

wenn die Geschwindigkeit zu Beginn v, und zu Ende der
Zeit ¢ v war.

Die GroBe m v nennt man die BewegungsgroBe der
Masse m. Die Einwirkung der Kraft durch eine gegebene
Zeit auf eine bewegliche Masse m kann demnach durch die
Differenz der BewegungsgroBen zu Beginn und zu
Ende dieser Zeit gemessen werden. Die Kraft ist also un-
mittelbar durch den Zuwachs der BewegungsgroBe
bestimmt, welchen das Bewegliche in der Sekunde erfiihrt.

t
Man nennt den Ausdruck /K dt auch das Zeitinte-
d A

gral der Kraft oder den Impuls. Auch die Bewegungs-
gréBe wird daher Impuls genannt, . '

§ 12. Stofl unelastischer und elastischer Kugeln,

Vom Zeitintegral der Kraft kénnen wir eine Anwendung
beim ZusammenstoB zweier Kugeln machen. Wir
setzen voraus, dafl die Bewegung der Kugeln in der Ver-
bindungsgeraden ihrer -Mittelpunkte erfolgt. Thre Be-
wegungsgrdfien seien vor dem Zusammensto8 1 ¢ beziiglich
m’¢’. Sind die Kugeln vollkommen unelastisch, so
wirken sie beim ZusamimenstoB so lange aufeinander, bis sie
dieselbe Geschwindigkeit « angenommen haben. Die
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neuen Bewegungsgrofen sind also m « und m’ x. Mithin
hat die erste Kugel m (¢ — %) an BewegungsgroBe verloren,
wiihrend die zweite m'(u — ¢’) gewonnen hat. Beide Grofen
miissen einander gleich sein, da auf beide Kugeln ja dieselbe
Kraft withrend derselben Zeit wirkt. s ist also

mc—u)=m'(u—c),
oder die Geschwindigkeit nach dem Stof}
me—m' ¢

S

A

Sind die Kugeln vollkommen elastisch, so hort die
Einwirkung derselben aufeinander bei gleichwerdender Ge-
schwindigkeit noch nicht auf, da dic elastischen Krifte die
Kugeln wieder auscinandertreiben. Und zwar ist das Zeit-
integral vor und nach dem Gleichwerden der Geschwindig-
keiten gleich groB. Sind die Endgeschwindigkeiten v und o',
so werden wir haben

me—wy=m'(u—c)=m@u—ov)=m'@ —u),

woraus dann folgt

me-+m' ¢

m -+ m’

und
) ol
, amed-m'c

m 4 m'
Bei gleichen Massen wird

!

v=¢, vV=c¢,
d. h. die Kugeln vertauschen, nach dem Sto ihre Ge-
schwindigkeiten. Ist m' = co, ¢’ =0, was wir beim Stof}
gegen cine feste' Wand annchmen kénnen, so wird
’ ; v=—C, '
d. h. die Kugel wird mit unveriinderter Geschwindigkeit
zuriickgeworfen.’
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§‘13. ‘Arbeit — Wegintegral der Kraft — kinetische Ellefgic;_

Wirkt eine Kraft K auf ein Bewegliches, welches in der

. Richtung der Kraft den Weg ds zuriicklegt, so nennt man
K ds die Arbeit der Kraft I auf dem Weg ds. Das
ist z. B. der Fall, wenn wir ein Gewicht von der GréBe K

g 8 :

um die Héhe ds heben. f'K ds ist demnach dic Arbeit,
8 - A 1

welche die Kraft I von s, bis s, leistet. Es ist aber

8 2 8,

8 . 1 ' 1 &t
s R [ E SN 25 r “dv 1s T RS
f]xds—f1lLst—m\/\wdsf_mf—dt—dv
3o R 73 o 4

8 8y
8 i 1 ‘
j of . . 2 a
; w2 may?
=m [ vdv=—t _ 0
2 P
& - i
! vy MO 8 L (1
Die Grofie 5 nennen wir die lebendige Kraft oder

die kinetische Energie der Masse m. Es ist demnach .
diec Anderung der lebendigen Kraft des Beweg-
lichen gleich der Arbeit, welche die Kraft auf dem
Weg 5,—s, geleistet hat, '

8
der Kraft. ' . -

Nun zeigt dic Erfahrung, daB keine Arbeit geleistet
wird, wenn eine Kraft senkrecht zur-Bahn des bewegten
Punktes steht. Zerlegen wir demnach eine Kraft K, deren
Richtung mit der Bahn den Winkel 9 einschliet, in zwei
Komponenten, deren eine K cos ¢ in die Richtung der Bahn
fallt, wihrend die andere I sin 7} senkrecht dazu steht, so

8y
Den Ausdruck /K ds nennt man das Wegintegral
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leistet auf dem Weg ds nur erstere eine Arbcﬂ: von der
Gréfe I cos 9 ds.

Sind also Kraft und \Veg nicht gleich gerich-
tet, so ist die geleistete Arbeit gleich dem Pro-
dukt aus Kraft und Weg multipliziert mit dem
Kosinus des von den Richtungen belder cinge-
schlossenen Winkels.

Eine jede Kraft K kénnen wir bekanntlich in drei senk-
recht aufeinanderstehende Komponenten X, Y, Z zerlegen.
Die Projcktionen des Weges ds auf die Koordmatenachsen
sind entsprechend dz, dy, dz. Lassen wir nun die Kraft I{
auf dem Wege ds wirken, so leisten die drei Kraftkom-
ponenten die Arbeiten X dx, Y dy, Z dz. Wir konnen diese
drei GroBen addieren und zwischen den Grenzen s, und s,
integrieren. Wie leicht erswhthch ergibt dies

81

dz o dy . dz
f(“ﬁ”w”w)‘“‘

dz &z - dy &y as @)
_fm(dt e Car @ Tar dtﬁ)d-t

. s
_om [fdz\*  (dy\*,.[dz\*|_ mo}  -mod
“T[(dt)Jr(dt)Jr(dt” e

8-

Auch S0 konnen wir d1e Bezxehunrr zw1schen Arbeit und.
lebendiger Kraft darstellen, was besonders dann am Platz
ist, wenn gleichzeitig mehrere Krifte auf einen Massen-
punkt m einwirken und die verschiedenen Richtungen der
. Kiriifte mit dem Weﬂ des Beweglichen nicht zusammen-

- fallen. : :
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§ 14. Kraftfunktion — Potential — Gesetz der’ Erhaltung
: ) der Energie. - 3

" Es kommt in der Natur der Fall hiufig vor, daB die drei
Kraftkomponenten, welche auf einen Massenpunkt wirken,

sich” darstellen lassen durch

. oF oF . oF
e Yoy s

Wir nennen dann die Funktion I die Kraftfun ktion. Der
negative Wert davon - AT
% H=_F

ist das Potential der Krifte,
Durch Einfithrung dieser Begriffe kénnen wir unsere
Arbeitsgleichung folgendermafen umgestalten. Es ist

8 : ;
.dx dy dz |
f(“w e ) dt
8y
2 ; a
. f or dz oF dy oF dz
- oz dt ~67 at oz ar
8 4 p q
8
__[aF - mo*  moy,?
8 p

Die- geleistete Arbeit ist also nicht nur der Anderung der
lebendigen Kraft, sondern auchder Anderun gderKraft-
funktion gleich. alliE ol :

Fiihren wir das Potential ein, so’ergibt sich

" g FH =2 Ly
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Die Summe der kinetischen und der potentiellen
Energicist eine konstante GréBe. Man muB niimlich
.das Potential einer Energie gleichwertig erachten, weshalb
man es auch potentielle Energie oder Energie der
Lage nennt, da sie ja’ durch die Lage des Massenpunkts,
nimlich durch seine Koordinaten bestimmt ist. Der von
uns zuletzt gewonnene Satz wird das Prinzip von der
Erhaltung der Energie genannt.

Als Beispiel eines Potentials kénnen wir die Funktion
H = m g2z + const.

ansehen, wenn wir unter g die Beschleunigung der Schwere -
auf] die Masse m und unter z die Hohe verstehen in welcher
sich die Masse befindet. In der Tat ist dann

Dm I\orper, welcher lediglich der Schwerkraft unterworfen.
ist, wird demnach der G]elchung gehorchen

m v

m v
+mgz= 2

Das heifit: in jeder bestimmten Hohe z hat der Kérper auch
immer eine ganz bestimmte Geschwindigkeit v.
Schreiben wir die Gleichung

m 2 muy2 -
F e -——°—-— mg(zo——ﬂ),

so sehen wir ohne weiteres, daB dic zum Heben des Ge-
wichts m ¢ um die Hohe z, — z notige Arbeit durch die
Anderung der lebendigen Kraft beim freien Fall von z, bis 2
bestimm ist. i
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'§.15. Keplers Gesetze — Gravitationsgesetz. i

Aus den Gesetzen, welche Kepler fiir die Planeten-

bewegung fand, schlof Newton, daB zwei Punkte von den .

Massen M und m und der Entfernung » eine Kraft in der
Richtung r aufeinander ausiiben, ‘die gleich ist - -

1A Rs TN
_ ~ I(-’—-_‘_‘—"hllmlf

72

Es ist dies das beriihmte Gravitationsgesetz. Wir
wiihlén das negative Vorzeichen, weil die Kraft den Ab-
stand » zu verkleinern sucht; . nennt man die Gravita-
tionskonstante. . '

Wir denken uns M fest und m vollkommen frei beweg-
lich. Da fiir die Lage der Bahn nur die Anfangsrichtung der
Bewegung von 1 und die Richtung der Kraft, welche in der
Verbindungsgeraden beider Massen liegt, mafgebend ist, so
findet die Bewegung in einer Ebene statt. Esgeniigt daher
zur Bahnbestimmung ein ebenes Koordinatensystem,
it dessen. Ursprung die Masse M liegen soll. m habe die
Koordinaten z, y, der Radiusvektor r schlieBe ‘mit der
y-Achse den Winkel ¢ ein; dannist - =~ =~

. rz=rsing, y=rcosp.
Die Komponenten der Kraft parallel zur z- und y-Achsesind

LR SR e i e R, VT s
M ——o— = — Sl p = —. 55
(8) dt2 o ,..7.2.‘ ,. : - <T2 B r 4
| oy RMa LMy
dtz.T A :.,Sq"“f', 2T

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit y, die
zweite mit z und subtrahieren sie voneinander, so erhalten
wir .

i iz d3y ;
Y —— —_—
O T T
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d de - dy |
anr . 717(7 a - Cat )—0'
daher ] L) z y ~—"’vc

i dte Edt‘, B

wobel ¢ konstant ist.

Schreitet unsere Masse 1 in der Aelt dt um das Wegstiick -
ds mit den Komponenten dz und -dy vorwirts, so be-
schreibt dabei der Radiusvektor r die Fliche

-ldx—xdy . rde-

2 N2
In der Zeiteinheit wird er demnach die Fliche
1 de -~ dy 2 de
©) 'g—(y'a? af)—?"dr—°

bestreichen. Man nennt deshalb die GréBe ¢ auch die
Flichengeschwindigkeit der Masse m, die fiir unsern
I‘all cine konstqnte GroBe 1st

Multiplizieren wir die Glelchungen (8) mlt 62 beziiglich
(Iz

Ei—-.und addieren sie, so ergibt sich '

m d [{dz\2 [dy\® LMwm [ di dy
ERET [(m) +(7u*) }———,-3 (xzﬁﬂ a
' RMm dr d 1\
= — _TT T——] IU'INW(—) N
da ja 22 4 y2 = 1% mithin °

dx dy dr
P TR T TS

ist.
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dz\?  [dy\:
(7{) 1, (W) T
wobei also v die Geschwiﬁdigkeit der Masse m bedeutet.
Sonach wird durch Integration )

Ferner ist

mv:  hMm
o T ?
Die Konstante 4 finden wir leicht aus den Anf;‘mgsbedin-

gungen, fiir welche die Geschwindigkeit v, und der Radius-
vektor 7, gelten soll. Somit ist

M 0,2 hMm

T = 7o +A,

<1 .

woraus folgt

m 2 M Dy hMm LM m

e = — .

1) — 5 =

So gestaltet sich der Satz von der Erhaltung der Energie

fir unsern speziellen Fall. ¢ — h—lu-”—l_ist demnach das

. M Y :
Potential der Kraft — — 7.271 » wobei C eine willkiirliche

Konstante ist.

Den unendlich kleinen Weg ds kénnen wir nun in zwei
Komponenten in der Richtung des Radiusvektor und senk-
recht darauf zerlegen. Diese sind d7 und dp, und es be-
steht die Beziehung

(@852 = @2 + (- dy)?,
mithin auch :
N (ds')2 (dr)z i ,,(dtp 2
VE= =] = I—] + 2 =L} .
dt dt dt )
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Aus Gleichung (9) und (10) folgt nun leicht
; %0 2LM | 2hM 2
dr dr dp di i l/”02—' o] i WM 4e

at de dt _de r?

Diese Gleichung kénnen wir noch verwandeln in

5

7o oy 72

2e¢dr
gl 2 —d
5 l/‘v-z__ 20 M + ERE (hM 20)2 e
0 To 4c2. 2¢. -7

! Wiihien’ wir ] " i
n 2N M h? A2

R Tde 7
EM 2¢
o L

Das gibt integriert
arc cos —Z- =¢+0C,

L z——occos(q)—l—C)
. Setzen wir nun fiir z wieder seinen Wert ein, so erhalten
wir nach einigen Umformungen

4c?
LM

~ ]1‘1 cos(‘?"*“o)

Wir wollen den Winkel @ so withlen, da8 fiir ¢ = 0 7 ein
Minimum wird. Diés ist der Fall, wenn wir die Konstante
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C = 7 setzen. Unsere Gleichung wird nun

W gLCL
iy rm
1-- IM cos @
- Je nachdem
2eo
LM =

ist, haben wirin (11) die Gleichung einer Ellipse, Parabel

oder Hyperbel vor uns. Diese drei Kurven sind also an
die Bedingung

' 2RM _

’020 — § 0
70 .

gekniipft, was man leicht erhiilt, wenn man den \Vert fiir «

wieder einfiihrt.

Sind fiir eine Ellipse dle bexden folbachsen a und b,

setzen wir a® — 02 = ¢2 und — =g, so gilt die Gleichung
a

_ @ (11— 82) i
i 1 -+ € cos q)
Die Fliche der Ellipse ist f=mab=ma®Yl — e2. In
unserem Fall ist die Fliche aber auch gleich ¢ T, wenn T

die Umlaufszeit des Massenpunkts m um M lst BEs ist
demnach 6 |

cT=ma)1— e
oder
_ tT*=m%at(1 —¢?).
Glelchung (11) crn'lbt aber
4c2

. _ 2
T R
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mithin 4
4 c?
2 2 — 23
| 2T 7t a W
oder Vi
o hM
(12) Tz BT

Den von uns gerechneten Fall kénnen wir auf dic Pla-
netenbewenung anwenden, wenn wir M als die Sonne, 7 als
einen Planeten ansehen Kepler fand dafur folgende
Gesetze:

»l.Der Radlusvektor von der Sonne nach dem
Planeten beschrelbt in gleichen Zeiten gleiche
Flachen.

9.Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren
cinem Brennpunkt sich die Sonne befindet.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Pla-
neten verhalten sich wie die Wiirfel der halben
groBen Achsen ihrer Bahnen.*

‘Wir finden dlese drei Gesetze in den Glelchungen (9),
(11) und (12). -

§ 16. I‘mmp dcr vu'tucllen Versclncbunf'en.

Wirken auf einen Punkt verschiedene Krifte nach ver- .
schiedenen Richtungen und geben wir ihm eine sehr kleine
Verschicbung 03, so werden die Krifte P dabei eine Ar-
beit 6 4 lelsten welche nach §13 gegeben ist durch

04 =2XPdscosd,

wenn % der Winkel ist, welchen Kraft und Verschlebunrrs-
- richtung emschlleBen Bs ist also -

dscosd =0p .
die Projektion der Verschiebung auf die Richtung der Kraft.
Jiger, Theoretische Physik I. 3
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Ist nun
2ZPoép=0,

so wird bei der Verschiebung keine Arbeit geleistet,
d. h. die Krifte miissen in der Verschiebungsrichtung eine
Resultierende gleich Null haben, sie miissen im Gleich-
gewicht sein. »

. Zerlegen wir die Kriifte nach den drei Achsen eines Ko-
ordinatensystems, so wird unser Gleichgewichtssatz
C(13) - ZPop=Xdz-+-Yoy+Z6z=0.

Sollen die Kriifte nach allen Richtungen des Raums im
* Gleichgewicht sein, so muB My

3 ! Xdz=YO0y=7Z06z=0,

mithin auch
(14)  X=Y=Z=0 :
sein, da wir ja die Verschiebung auch in einer der Koordi-
natenachsen vornehmen kénnen, und dann die Projek-
tionen auf die beiden anderen von selbst gleich Null werden,
Die Krifte heben sich also wirklich gegenseitig auf. ,
..+ Dieses Prinzip fiir das Gleichgewicht eines Systems von
Kriften nennt man das Prinzip der virtuellen Ver.
schiebungen. Es rithrt von Lagrange her und kann
etwa folzendermaBen formuliert werden: Bin System von
Kriften befindet sich im Gleichgewicht, wenn bei
einer unendlich. kleinen Verschiebung des An-
griffspunkts keine Arbeit geleistet wird.

Ist der Punkt nicht nach allen Richtungen frei beweg-
lich, sondern ist er genétigt, auf einer bestimmten Fliche
oder Linie zu bleiben, so kann dies folgendermaBen in Rech-
nung gezogen werden. Die Gleichung der Fliche, welche
der Punkt nicht verlassen kann, sei o

F(z,9,2)=0.

Geben wir daher dem Punkt eine Verschiebung o5, derén
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Komponenten 4z, ¥, 0z sind, so mufl auch die Gleichung
F(m+6w,J+¢§J,z+6z) :
=P (z, 9, 2) + ZF ox +——6 -}———62-—
erfiillt sein und damit auch
6 + 6 + — éz =0.
Diese Glelchung a8t swh mlt (13) zu folrrendcr verclmgen
(X—{—?.-—) (1’+7—)6J+(Z+7-——)5z—-

wobei 2 ein willkiirlicher Faktor ist.
Diese Gleichung kann wegen der Willkiir des Koordl-
natensystems nur bostehen, wenn

X—i—?.——=0,"

(15) - T YR A=)

Hitten wir die Bedingung gestellt, der Punkt miisse auf
ciner Linie bleiben, so wiiren zwei Bedingungsgleichungen,
etwaf (z, 9, 2) = Ound f; (2, ¥, 2) = 0 zu (13) hinzugekom- -
men. Das Resultat wire dann :

3 )
Lbn

X+7—— af"—o,j'

aa;

_i A f g
4-\-_7. 3 —{-_‘u_ = -‘—,0...‘4,
3%
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2 und u sind ganz willkiirliche Faktoren, deren Wert sich
aus den vorhandenen Kriiften ermitteln liBt.

Nehmen wir an, cin Massenpunké m, auf den nur die
Schwerkraft wirkt, soll auf einer Kugelfliiche bleiben, deren
Gleichung _ S

2222 a2=0.
Esist also .
or or

X=Y=0, Z=—1ﬁg, -gg:?:n, -5§/~=2y, === 2z,

Nach den‘ Gleichungen (15) 1st daher

22z=22y=0,
das heifit
r=y=0.
Tiir z folgt jetzt aus der Kugelgleichung
' el
Der Massenpunkt ist also bloB an zwei Punkten, niimlich
auf dem obersten und untersten der- Kugel, im Gleich-

gewicht. Danach ergibt sich auch der Wert von J aus der
Gleichung :

—mg422a=0.

.§17. Prinzip von d’Alembert. '

Dicses lautet: Sind die Krifte, welche auf einen
Punkt wirken, nicht im Gleichgewicht, so kénnen
wir immer eine Kraft hinzufiigen, welche ihnen
das Gleichgewicht hilt, und sodann das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen anwenden. Die
Komponenten der zugefiigten Kraft miissen natiirlich der
GroBe nach gleich, der Richtung nach entgegengesetzt den
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Komponenten der iibrigen Krifte sein. Sind letztere -
d’zx Il dz dz ’
m—atT=.X, m dtJ = ' m—d—z—é
so muf} die hinzugefiigte Kmft, welche das Gleichgewicht
herstellen soll, die Komponenten — X, — Y, — Z haben.
Dann li8t sich nach Gleichung (13) das Pnnmp in die Form
kleiden:

(\—m )69:—{-( m——) oy - (Z—m )6z

woraus Wlederum leicht die: gewohnhchen Beweﬂungs-
glelchungen , _

d*x dy | 2z
(16) X—m—pr I =Y —m dt‘-f‘—-.A_m FIE —0

L

folgen.

§ 18. La"mn"es Be\vegun"svlexchun"en erster Art.
Stellen wir die Bedingung, da$ der beweghche Massen-
punkt m auf einer Fliche
F(z,9,2)=0
bleiben soll, so verwandeln sich mit- Beruckswhtlgunrf von
(16) die Gleichungen (15) nach Lagrangein

A%z : 81’
m—-dt —A-}-Z—
: d2 F
d"
L M = Z+7

was a.uf mehr Bedmgungsglelchungen erweitert werden
kann. ;
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Das Beispiel des § 17 liefert uns also folgende Bewe-
gungsgleichungen: :

>z
m d—t2 =212 .'2: s
d?y A
m dt;/ =2y,
m -‘#2— =—mg '+.2 lz.

Nach diesen Gleichungen muB sich demnach ein Massen-
punkt auf einer Kugelfliche bewegen, wenn er bloB der
Schwerkraft unterworfen ist. » :
Wir nehmen nun an, die Bewegung finde bloB in der
(¢, z)-Ebene statt, und setzen =
Z = asin ¢, Z=—acos g,

d. h. wir zihlen den Winkel @ von der negativen 2-Achse
aus. ' Es sei ferner = gegen 7 immer sehr klein, was nur
moglich ist, wenn sin @ sehr klein ist. Es kann dann

sing =g, cosp=1,

also
! . T=a@p, z=—g¢q
gesetzt werden, und wir erhalten die Bewegungsgleichungen
P 2} k.
a2 — m
und
' " O0=—mg—2ia:
Demnach ist 1 = — 79, q
.. 2a
e B G s
dig T T g P
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Das ist aber die aus §9 bekannte Pendelgleichung, wobei
wir unter a die Pendelliinge zu verstehen haben. Tatsiich-
lich ist ja auch die dort behandelte Pendelbewenunn' nichts
anderes als ein spezieller Fall der Bewegung eines Punkts
welcher auf einer Kuvelﬂache zu bleiben gezwungen ist.

§ 19. Erhaltung der Ilnergle — I‘allbcwc"un" aut
willkiirlicher Bahn.

Wir multiplizieren die Gleichungen (162) der Reihe nach
Lodz . o dy dz : e o
mit —— beziiglich i und T und addieren sie; erhalten
also _ ;
2 2 i 2
A dz da:_*_}d_y»'dy dz  d*z
dt  ae dt  dt* dt- dt?

_m d[[dz\* [dy)\* dzz“___.cz_ mv?
"m[(ﬁ) "‘(}ﬁ)"’(}ﬁ”,—dt | 2 )

oF dz- OF d_/ oI dz
i _+ (ax at "oy at "o dt)

—X +Ydy

mv®

2
wir unter v seine Geschwindigkeit verstehen. Multlphzmren'
wir beide Seiten unserer. Gleichung mit dt, so gewinnen wir
die Form

d(”‘; )= Xda+Ydy+2dz

ist die kinetische Energic des Massenpunkts, in dem

+;( s +a dy +——£dz)

Es laBt sich nun lelcht ‘zeigen, daf der Klammeraus-
druck auf der rechten Seite der Glelchung verschwindet.
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Wir fiihrten ja frither I7 (z, v, 2) = O ein. Zu einer spiteren
Zeit haben wir ! : . .

F(z4dz, y -+ dy, z—}—dz)#F(a:, 1, 2)
RSO s RO or '
. + —a';da?-l—a*ydy-*"é:z- dZ—-O .
Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber ohne weiteres,
daB der mit / multiplizierte Ausdruck in der Gleichung fiir

2 o
d ( m; ) wegfillt und nur bleibt.

¢ N <2 i
- d(”” ‘):de+Ydy+Zdz,

2

was nichts anderes als der bekannte Satz von der Erhaltung
der Energie ist (§ 14), der somit aich dann gilt, wenn der
Punkt gezwungen ist, auf einer bestimmten Fliche oder
Linie zu bleiben. Wir kénnen daher das Beispiel des § 14
noch dahin erweitern, daB wir sagen: Ein Korper, der nur
der Schwerkraft unterworfen ist, hat in jeder bestimmten
Hoche, cine ganz bestimmte Geschwindigleit. - Wie be-
schaffen dabei die Bahn ist, auf welcher der Korper fillt
oder steigt, ist ganz gleichgiiltig. -

* Mechanik starrer Korper.

§ 20. Pllnktsyétcm;

Alle Lehrsitze, welche wir in den vorhergehenden
Paragraphen fiir die Bewegung eines Massenpunkts
kennengelernt haben, gelten auch fiir ein Punkt-
system. Unter einem solchen versteht man einen Kom-
plexvonMassenpunkten,derenBeweguhgdurchgegen-
seitige als auch durch &uBere Krifte beeinfluBt wird, Wir
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brauchen zur Lésung eines speziellen Falls nur die Bewe-
gungsgleichungen unter Beriicksichtigung aller vorkom-
menden Kriifte fiir einen jeden Punkt aufzustellen. .

Erst an einem System materieller Punkte kénnen wir
so recht den Nutzen der verschiedenen Prinzipien erkennen.
So geniigt z. B. zur Gleichgewichtsbestimmung der ein-
fachen Maschinen vollkommen das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen.

§ 21. Schwerpunkt — Massenmittelpunkt.

Ist die gegenseitige Lage dermateriellen Punkte
unverinderlich, so haben wir einen starren Kérper
vor uns. Auf diesen wirke nur die Schwerkraft, und wir
stellen uns die Frage, ob es einen Punkt gibt, welcher unter-
stiitzt den Korperin jeder beliebigen Lage im Gleichgewicht
halt.

Wir benutzen zur Beantwortung dieser Frage das Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen. Nach §17 muB fur eln
Punktsystem die Glelchung :

E(X6m+Y6y+Zéz)=0

gelten TFiir die Schw cr]\raft reduz1ert sich dlebe Glclchun«r
anf i
> 7 62 =0,

da dlese ja nur. parallel zur z-Achse wirkt, weshalb vonu

vornherein v

X=Y=0

zu setzen ist. ik T
- Wir. verlegen "den Unterstutzm]gspunkt in den - Ur-

sprung des Koordinatensystems und geben dem Kéorper nur

cine kleine Drehung §¢ um die y-Achse. Ein Punkt in der.

Entfernung » von der y-Achse von der Masse m und der
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Abszisse « erhilt die Verschiebung

0s=rdg,
deren Komponente

Oz = 63% =6 6(p.

ist. Die Schwerkraft leistet dabei die Arbeit — m gzigp,
welche fiir siimtliche vorhandenen Massenpunkte zusam-
mengenommen gleich Null sein muB. Daraus folgt

Z—mgzdp=—gopZmz=0,
also auch 2
Zmr=0.

Vollfilhren wir die Drehung um die z-Achse, so erhalten
wir als Gleichgewichtsbedingung

2Zmy=0.

Da es nun fiir den Unterstiitzungspunkt gleichgiiltig sein
soll, welche. Lage immer der Kérper einnimmt, so folgt,
daB auch il 2" :
Zmz=0 '

sein muB. : ' ‘

Selbstverstindlich gibt es fiir jeden Kérper einen Punk,
welcher diesen Bedingungen geniigt. Man nennt ihn den
SchwerpunktdesKiirpersoderauchdenMassenmittel-
- punkt; denn man kann sich in ihm die gesamte Masse
des Korpers vereinigt denken, da nur dieser Punkt
unterstiitzt zu werden braucht, um der Schwerkraft das
Gleichgewicht zu halten. . -

Liegt der Schwerpunkt nicht im Ursprung des Koordi-
natensystems, sondern hat er die Koordinaten &, n, £, so
kénnen wir die Koordinaten der einzelnen Massenpunkte

=2 HE Y=yt r—n b
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setzen Wlederum mufl dann gelten

Zmzy,=2my, = Z'mzl = O
also auch
Zm(z—&) =0,
woraus folgt
Zmr=EXm,
oder -y : A
: Xmz _Zmy -, Xmz
= Zm > " Fm o T Zm
Das sind die Formeln, nach welchen man den Schwer-
punkt des Korpers findet.

§ 22. Schwerpunkt einer Linie.

Haben wir einen linienformigen Korper, etwa einen
Draht, dessen Lanvenemhelt die Masse p besitzt, so ist fiir
denselben :

Z'm-——f,udl—;cl
CZmr=fuzdl=p _/'a:dl

wenn wir unter [ die Lange des Korpers verstehen Danach

wird
Szdl  fzdl
ALY IR
Es liege z. B. ein Kreisbogen von der Linge 1 und dem

Offnun"swmkel 2 @, symmetnsch zur z-Achse in der (z, 2)-
Ebene. Fiir ihn ist z'= r cos ¢, dl=r de, daher

=

+ @0
fa:dl—fr-cosq)dqo——21 sin @,
- %o
und
_ 21r%sing, cr
&= 7 =3
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wenn ¢ die Linge der Sehne ist. Fiir den Halbkreis gilt
somit, da ¢ =27+ und =7 rist,

2r
=
T
§ 23. Schwerpunkt einer FlLiche.

Nach demselben Vorgang wie bei einem linienférmigen
- Kérper erhalten wir fiir einen flichenformigen die Glei-

“chung
Pe SzdF
T T
c - wobei I die Fliche des Korpers
‘ bedeutet. Analoge Formeln er-
ool 8 geben sich fiir ) und £..
a X Wir wollen-z. B. aus einer
" mgs - Parabel, deren Gleichung
' : -2t =2pz

¥ 4

ist, eine Fliche herausschneiden, welche von den Strecken
a, ¢ und dem Parabelbogen (Fig. 3) begrenzt ist. Wir fi nden

a aQ .
F=[zac=[V2pVzas=2)2paya= 2ac,
0 ) . .
ferner - ' ‘

fzvdF= fxdmdz:fa:zdm =fa:~ 2p_:c;d:t __5% .2pa:¢iz'.
Das ist zwischen den Grenzen 0 und @ zu nehmen, daher .

fxdF——;-%azc

und
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Gleicherweise finden wir
3

=dc.

Tragen wir & und { als Abszisse und Ordinate auf, so haben
wir den Schwerpunkt S (Fig. 3) gefunden.

§ 24. Schwerpunkt eines Korpers.

Fiir einen Korper ist

g_Jzav._ JyaV - JzaV

7 e A 7o

wobei ¥ das Volumen des Korpers bedeutet. -

Als Beispiel fiir eine derartige Schwerpunktsberechnung
moge folgende Aufgabe gelost werden. Es ist der Schwer-
punkt eines Kugelsegments zu ’
bestimmen. Die Gleichung der
Kugel sei :
2y 2= a?.

Wir legen durch den Punkt.A
(Fig. 4) eine Ebene senkrecht
zur z-Achse und in der Ent-
fernung dz eine parallele dazu.
Dadurch wird aus der Kugel" Fig. 4. .
eine Scheibe vom Volumen J e

nACtdx =7 (a>— z?) dz

herausgeschnitten. Das Volumen des Kugelsegments ist
demnach

2 a3 LAY

), A
'V=7zf(d2; z?%) dz=mn oS a® o 4 —-

wobei ¢ der kleinste Wert von z ist. Terner haben wir zu
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bilden . — '
_ £V=fffzdmdgjdz=fnz(a2— z?) dz
=”(i—4— _a_‘“’;i N )
Betrachten wir den Fall der Halbkugel, so ¢z = 0, dann
' 3a
§f=7§“

§ 25. Guldins Theorem.

Wenn die ébene Kurve 4 B (Fig. 5) um die Achse oz
rotiert, so erzeugt sie cine Rotationsfliche vom Inhalt

0=2xfzdl.

Tig. 5. @ R s

Fir die Ordinate des Schwerpunkts gilt
i SN2 ]
: C= I‘-l_ I
daher ist _
- O =27xll.
Das heiit: alle Kurven von derselben Linge und
demselben Schwerpunkt erzeugen Rotations-
korper gleicher Oberfliche.
Es rotiere z. B. ein Halbkreis (Tig. 6). Die dadurch
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entstchende Kugeloberfliche ist -
dma=2nl-ma=2n%al;
woraus
2 a
(=
7
folgt, was wir Dereits im §22 gefunden. haben
“Durch dic Rotation des Kreises (Fig. 7) erhilt man
cinen Wulst. Dessen Oberfliche mufl nach unserer Regel

0=2ab-2mc=4x2bec z

sein.

Lassen wir anstatt einer
Kurve ein beliebig begrenztes '
Stiick I der z z-Ebene um die
z-Achse rotieren, so gilt fir : - x
dessen  Schwerpunktsordinate :
die Gleichung . Fig. 7.

(F=[zdzdz.
Das Volumen des Rotationskérpers ist
Jf2nzdzdz=2nlF.

Als Beispiele dafiic kénnen uns die bereits betrachteten
Fille dienen. Der Inhalt der durch Rotation des Halb-
kreises (Fig. 6) entstehenden Kugel ist

47ca® 2 a2
i Ol li o
woraus folgt
i da
A e

Tiir den Inhalt des \V_ulstcs (Fig. 7) ergibt sich

27b-me?=2m2bc?.
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Diese Beziehung zwischen Oberfliche und Inhalt eines
Rotationskérpers und der Schwerpunktordinate der er-
zeugenden Kurve resp. Fliche bildet den Inhalt des nach
seinem Entdecker Guldin benannten Theorems.

§ 26. Ortsveriinderung eines starren ,Kiirpvcrs.

Jede. Lageninderung eines starren Kérpers kann in
zwei Vorgiinge zerlegt werden, niimlich in eine Ortsver-
inderung des Schwerpunkts, wobei sich alle fibrigen
Punkte parallel zum Schwerpunkt und zu sich selbst be-
wegen, und in eine Drehung um den Schwerpunkt.
. Jedes Kriftesystem, das eine Resultierende gibt,die
nurim Schwerpunktangreift, wird nur eine Parallel-
verschiebung des Kérpers bewirken konnen, aber keine
Drehung, wie wir dies am Beispiel der Schwerkraft gesehen
haben. Umgekehrt diirfen Krifte, welche nur eine Dre-
hung des Korpers um den Schwerpunkt hervorbringen
sollen, keine Komponente besitzen, welche im Schwer-
punkt angreift. ~ :

§ 27. Kriiftepaar.

Zwei Krifte, welche gleich groB und entgegen-
gesetzt gerichtet an zwei verschiedenen Punkten
cines Kérpersangreifen, nennt man ein Kriftepaar.
Dieses hat die Kigenschaft, keine Schwerpunktsbewe-
gung bewirken zu kénnen, was man unmittelbar aus einer
virtuellen Parallelverschicbung des Kérpers erkennt. Jede
Kraft leistet dabei dicselbe Arbeit, - aber in entgegen-
gesetatem Sinn, d. h. die Gesamtarbeit ist gleich Null, be-
ziiglich des Schwerpunkts befinden sich die Kriifte im
Gleichgewicht. Die Drehun g des Korpers mufl um eine
Achse vor sich gehen, welche durch den Schwerpunkt geht.
Die Bestimmung ihrer Lage zur Ebcne des Kriiftepaars soll
spiter (§ 37) erortert werden, 2 {11 ’
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§ 28. Drehungsmoment — Trii"hcitsmoment. b

Infolge des Kriftepaars 4B (Fig. 8) dreht sich ein
Korper um die feste Achse O, welche senkrecht zur Bild-
ebene zu denken ist. 4 und B scien die Angriffspunkte der
Krifte P. Thr Abstand
von O sei ¢ und b und
die Senkrechten von O
auf P entsprechend i
und p,.

- Wir lassen den Korper
eine Drehung um den
. Winkel ¢ machen. Da-
bei leisten die Kriifte P
die Arbeit

Padgpcosa = Pp ¢

und "

Pbhégpcosf= Pp, 0.

Die Gesamtarbeit ist also e
Pp+p)op= 1)pa¢,

wenn wir mit p den Abstand A' B’ der pamllelcn Ixraft(,

bezeichnen.

_Ein Massenpunkt ot im Abstand r von der Drchun"s-
achsc beschreibt den Weg
s=rdop.
Dxe Kraft, wclche auf ihn wirkt, ist ;__,c«r(,bcn durch
2 2
Zi Tl ((Zh(f ;
Das Produkt, aus Kraft und Weg erglbt sodann die ge-

20
leistete Arbeit m 12 %—; oo Die %unme davon fiir a]le

Jiger, Theoretische Physik I.

Fig.8.

4.
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Massenpunkte muB gleich der Arbeit des Kriiftepaars sein:
d ’

.Z'm'rz—zl-g- Sdp=Ppdg

oder ‘

(17)

2

L T e
ar Zmr?=Pyp,

Die GroBe Pp wird das Drehungsmoment des
Kriiftepaars genannt, Die GréBe m 7%, d. h. das Produkt
aus der Masse eines Punkts in das Quadrat seiner Ent-
fernung von der Drchungsachse nennt man sein Trig-
heitsmoment. Die Summe aller Triigheitsmomente Smi®
heiBt dann das Triigheitsmoment dos Kérpers beziiglich
der Achse O. :

§ 29. Ahnlichkeiten zwischen geradliniger und drehender
- Bewegung — Drehimpuls.

Falls ¢ der Drehungswinkel ist, welchen ein Kérper in
einer bestimmten Zeit beschreibt, so kénnen wirin Analogie

zur geradlinigen Bewegung (d-qtz seine Winkelgeschwin-
2 A
digkeit llpdil—lt%p seine \Vinkelbeschlgunigung nennen.

Fir eine bestimmte Lage der Drehungsachse ist das
Triigheitsmoment eine konstante GroBe. Wir erfahren dann ‘
aus Gleichung (17), daB das Drehungsmoment einfach pro-
portional der Winkelbeschleunigung zu setzen ist. Wir
kénnen also die drehende Bewegung eines Korpers mit der
Bewegung eines Massenpunkts in vollstindige Analogie
bringen, wenn wir die Begriffe der Masse, Beschleunigung
und Kraft durch jene des Trigheitsmoments, der Winkel.
beschleunigung und des Drehungsmoment_s ersetzen, Das
Zeitintegral (§ 11) des Drehungsmoments ist das
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Produkt aus Trigheitsmoment und Winkelgeschwindig-
Yeit, das man mit dem Namen Drehimpuls bezcichnet.
‘Die Analogie geht noch weiter. Projizieren wir die
 Tliiche, welche der Radiusvektor eines Massenpunkts bei
der Drehung um einen gewissen Winkel beschreibt, auf
die drei Ebenen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems,
so kénnen wir die so erhaltenen Flichen als von Drehungen
herrithrend ansehen, welche der Punkt um die z-, y- und
z-Achse macht. Es sind das also die drei Komponenten,
wihrend umgekehrt die urspriingliche Drehung die Re-
sultierende dieser drei Komponenten ist. :
Dasselbe gilt auch fiir das Drehungsmoment Pp. Wir
konnen es durch ein Rechteck von den Seiten P und p
darstellen. Die Projektionen auf die drei Koordinaten-
cbenen bilden dann wieder Parallelogramme, deren Fliche
die Gréfle der Drehungsmomente um die -, - und
z-Achse darstellt. .
Unsere Gleichung (17) sagt gar nichts dariiber aus, wo
die Angriffspunkte der Krifte zu liegen haben und wie
diese gerichtet sind. Daraus geht ohne weiteres hervor,
daB man ein Kriftepaar, ohne seine Wirkung zu
indern, in jeder Weise verschieben kann, wofern
nur die Normale zu seiner Ebene immer dieselbe Rich-
tung behilt. »

§ 30. Kriifte, welche nicht im Schwerpunkt ‘eines
} starren Korpers angreifen.

Wir lassen nun ganz allgemein eine Kraft I (Fig. 9) in
einem beliebigen Punkt A4 eines starren Kdrpers von der
Masse M angreifen. Im Schwerpunkt S bringen wir zwei
neue Krifte K’ und K" an, welche entgegengesetzt ge-
richtet, im {ibrigen jedoch der Kraft K parallel und gleich
sein -sollen. Infolge der Kraft K’ = K wird der Korper
eine fortschreitende Bewegung erhalten, fiir welche wir

4*
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die Gleichungen aufstellen kénnen,” als wire die ganze
Masse M im Schwerpunkt vereinigt. - Gleichzeitig erhilt
i - der Kérper aber auch durch das Krifte-
paar I A S eine Drehung um den Scher-
punkt, wie sie im § 27 erdrtert wurde,
Die Kraft I habe die Komponenten

X, Y, Z, der Angriffspunkt die Koordi-

. naten z, 4, z. Die Kraft X erzeugt somit
© um die y-Achse ein Drehungsmoment
Fig.9. - Xz um die z-Achse das Moment — X',
_ Ahnlich verhilt es sich mit den Kriiften Y
und Z, so daB wir um die' z-Achse das Drehungsmoment

._ N RSO S .
und gleicherweise um dje y-Achse das Moment
. i Xz—Z2 ' '
und um die z-Achse ' ‘
i Yz— Xy

erhalten. Wir miissen niimlich ein Drehungsmoment positiv
oder negativ setzen, je nachdem es, gegen den Ursprung
des Koordinatensystems betrachtet, eine Drehung im Sinne
des Uhrzeigers oder eine entgegengesetzte hérvorbringt. s

§ 31. Triigllcitsmomcnt um eine belichige Achse.

Wir hiingen einen Kérper so auf,.daB er sich nur um

moment X 72, ; Kl
Den Schwerpunkt O machen wir zum Ursprung eines

rechtwinkeligen Koordinatensystems. Die 2-Achse geht also
durch 4 und es sei 0 4 = q. Dann ist s

=242 _9 rdcosa,
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und das vaheltsmoment ,
Zm r~—-277n71 —l—d-):'m— 2d2m 71 COS G

Nun ist aber Zm-—M d. i glelch der Masse des Korpers,
wiihrend

Zmrlcosoc—Z'mz—O

ist, da die Koordinatenachse durch

den Schwerpunkt geht. Es bleibt also
Zmrt=Xmo2 +Mdz.

Das Triigheitsmoment um eine will-

kiirliche Achse setzt sich also aus zwei

Triigheitsmomenten ‘zusammen. . Das

eine M d2 wire vorhanden, wenn wir g, 1.

uns dic gesamte Masse des Korpers -

im Schwerpunkt vereinigt diichten. Dazu kommt noch

ein Tmaheltsmoment bezuﬂhch einer Achse, die durch den

: Schwerpunkt des Korpers geht und zur ewenthchen Drc-

hungsachse parallel ist.

§ 32. Physisches Pendel — reduzierte Pendellinge.

Ein starrer Kérper soll sich nur um die y-Achse drehen
konnen. Das Drehungsmoment ist daiin nach §30 Xz—Z .
Drehende Kraft sei nur die Schwere. Ein Massenpunkt be-
sitzt daher die Kraftkomponenten

L X=0, Z=—m g, L,
die ein Drelmnﬂsmoment m g er7eugcn ‘Das gesamte
Drehungsmoment des Korpers wird also
Xmgzr=gM§
sein, wenn M semeMasse und&die Schwcrpunktsabszwse ist.
Nach (17) gilt nun die Gleichung -

d*p
o SN
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wenn wir das Trigheitsmoment des Korpers X m 12 = K
setzen. Ist der Abstand des Schwerpunkts von der Dre-
- hungsachse a4 und schlieBt sein’ Radiusvektor mit der
z-Achse den Winkel ¢ cin, so & = a sin @, der Winkel mit
der negativen z-Achsey =7 — ¢. Die Gleichung wird jetzt
d*y gMa - ~
TR e
Das ist aber genau dieselbe Gléichung, wie wir sie fiir das
einfache Pendel in § 9 erhalten haben, wenn wir J %a

durch Tg ersetzen. Wir nennen daher einen in dieser Weise

schwingenden Korper ein physisches Pendel im Gegen-
satz zum einfachen oder mathematischen Pendel. »
Dieses hat eine Schwingungsdauer
= t=ax |/—,
. - ‘ g
das physische hingegen ‘

T=qx l/i "
gMa

Fiir gleiche Schwingungsdauer muf also

: | K

Ma

sein, weshalb man diese GroBe auch die reduzierte
Pendellinge nennt. L 3 i < ol

e

: § 33. Re#ersionspendcl.
Wir wissen bereits, daB das Triigheitsmoment .
K=1T44M a2
ist, wobei wir unter T das Trigheitsmoment beziiglich einer
parallelen Achse durch den Schwerpunkt verstehen.
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. Die reduzierte Pendellinge ist demnach -
K ar :

SMas Ma

Zur Bestimmung von a erhalten wir eine quadratische

Gleichung & ' b= 1B

l

: T
B oot ral] o e =1
(18) ; 7 &l . M 0

Die Wurzeln dieser Gleichung seien a; und a,. Ziche ich
daher um den Schwerpunkt zwei Kreise in der (x, z)-Ebene
mit den Radien @, und a,, so hat der Kérper fiir jeden Auf-
hiingepunkt, der in eine solche Kreisperipherie fillt, dieselbe
Schwingungsdauer, deren reduzierte Pendelliinge, wie aus
(18) folgt, I = a, } a, ist. ;

Sucht man daher zwei Punkte auf, welche mit
dem Schwerpunkt in einer Geraden liegen, vom
Schwerpunkt verschiedene Entfernung haben,
aber gleiche Schwingungsdauer besitzen, so ist
der Abstand.dieser Punkte die reduzierte Pendel-
linge. Ein-'solches Pendel nennt man ein Reversions-
pendel, und es dient dazu, die Beschleunigung der Schwere
g zu ermitteln. P '

Kenne ich den Schwerpunkt, so ist mir auch a; und a,,
folglich auch nach der Gleichung

'ﬁ = a 92 s
welche aus (18) -folgt; das Trigheitsmoment bekannt.

§ 34. Triighcitsmdxnéht cines Parallelepipeds.

Wir nehmen den Mittelpunkt des Parallelepipeds als Ur-
sprung eines Koordinatensystems an, dessen Achsen parallel
den Kanten des Parallelepipeds liegen. Die Drehachse falle
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* mit der y-Achse zusammen. Das Trigheitsmoment £ m s2

ist daher gegeben durch -
+a +b +c¢ . - :
'“fffe(z-+z)ddedz 8000 (24 ey
-a ~b —c¢ 2
=2 @te,

wenn wir die Kanten des Parallelepipeds 2 a, 2 b und 2¢
nennen, em Massentellchen .
. : m—ndxd'I/dz ,
setzen, Wobel o also die Masse der Volumeinheit, die Dichte
des Kérpers ist, und iiberlegen, dafl 72 = 22 422 ist.

Wir nehmen nun an, das Prisma sei sehr schmal, so daff
a ncaenubcr ¢ vernachlassxgt werden kann. ‘Dann ist

Tiir dieses Pnsma suchen wir zwei Aufhangepunkte die cin
Rcversxonspendel ergeben Nach Glelchung (18) haben wir

gk —la + o =E10))
Pk oo ' F - 4 2
‘ . l P
| . + R !
Al @ = ——— i ‘
, a2 :
Ist die Gesamtlangc des Stabes 2 ¢ = L, so erhalten wir
fitr @ nur dann einen moglichen \Vext; wenn -
2
7 ] 2
3 < 128

- Ferner mufl aber' auch
‘2— >a
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’ sein, woraus fiir ein Pendel von gegebener Schwingungs-
dauer ganz bestimmte Grenzen der Stablinge folgen. Fiir
ein Sekundenpendel liegen dieselben ungefahr zwischen ]oO
und 170 cm.. :

§ 35. nghextsmoment ciner Kugel.

Der Mittelpunkt der Kugel sei der Ursprung eines recht-
winkeligen Koordinatensystems. Wegen der aliseitigen
Symmetrie ist natiirlich fir jede Achse durch den Mittel- -
punkr, das Triigheitsmoment das<elbe “Fiir eine Kugelschale
vom Radius 7 gilt daher

T =Xm (y* —{-:z?)—Z"m.(:z:z—}-:32)—‘2'171(91':2 yz).
Alle dre1 Summen addiert, ergibt - ‘
‘ ST=2Xm(z*+ y2+z2)——22mr~
oder ‘ st ]
, T=2Xmr2.
Dolmen wir d1eses Resultat auf die Vo]]]mgel aus, so
konnen wir
W m=4mprtdr
setzen, und es wird

Z'mr—dngf‘ch—-—'- &
NG
wenn 1 jetzt der Radius der Vollkugel 1st Die~ I:I@ _,Eﬁ%{er
Kugel ist .
M= & :n ) P
Das Triigheitsmoment der Vollkuﬂel kann dahcr uuch ge-

schneben werden
T=2%Zmr2=2M72

Hanven wir demnach eine Kugel an einem sehr diinnen
Draht von der Linge L auf, dessen Masse geﬂmuber jener
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der Kugel vernachlissigt werden kann, so wird die redu-
zierte Pendellinge Foum L '
K M2+ (LAn)2M . 2 .
T M(L +7) o 7=
Is ist die reduzierte Pendellinge also groBer. als die Ent-
fernung des Kugelmittelpunkts vom Aufhingepunkt,.doch
wird der Unterschied fiir eine kleine Kugel sehr gering.

22

: § 36. Triigheitsellipsoid. .

Die Achse 04 (Fig. 11) werde als Drehungsachse ge-
wiiblt. Sie bilde mit den Koordinatenachsen die Winkel o,
' "~ B, y© Ein Massenpunkt m
habe die Koordinaten z, ¥,
2y also 12 = g2 4. 4% 4 22,
und es schlieBe » mit 04
‘den Winkel & ein. p sei die
Entfernung des Punkts m
von der Drehachse. - Dann

.ist das Trigheitsmoment

2'm p? = X mr2sin2d
=2'm (% — 12 cos2 ).

Z

=
| Fig. 11,
" Wir wissen weiter, daB”
. .z 1 z
cos ¥ == - cosa —l—%cosﬁ'-l— —cosy,
. - )
wonach wir fiir das Trigheitsmoment erhialten
K =2Xm(r2— r2cos29) . .
= 2m (224 Y24 22 — 22 cos? o — g2 cos? f# — 22 cos?y
— 2y zcosffcosy — 22 x.cosy cosa — 2  cose cosfi).
Bedenken wir noch, daf§ . - e By
] cos®a - cos? f +- cosPy =1,



 §36 Tragheitsellipsoid. 59

also I 4
' x* — % cos® o = z% cos? § 4 27 cos2y
usw. ist, so konnen wir das Triigheitsmoment, lelch’c auf die
Form bringen:
K = cos?a X'm (y* -+ 2%) + cos? f X' m (2% + 27)
+cos?y X m (2% + y?) — 2cos feosy Xm'y z
- 2cosycosochz'c—,ucosacosﬂZJm zy.
er wollen nun .von O aus auf der Achse OA dle Strocke

‘ ‘ON_ _'_1_
qbschiléiden. “Es ist daher +
1 = A cos%c-i— Bcos~f)’ + Ccosty — 2D cosﬂ cosy

S

— 2Ecosycosa—— 2Fcosacosﬁ

Wir haben hier X m(y? + 22) = A usw. gesetzt.
- Fiir N seien die Koordinaten &, #, ¢, also ON cosa
= &, usw.. Dann folgt fiir unsere Gleichung, wenn wir beide

Selten mlt ON2 multjplmeren
1=Ag2 4 B2+ CL2—2Dnt —21LE—2FEq.

Das ist die Gleichung eines Ellipsoids. Ein Hyperboloid
kann sie nicht darstellen, weil sonst auch Triigheitsmomente
von beliehig kleiner GroBe vorhanden seln muBten was em
Widerspruch wire. = -

Tallen die Koordinatenachsen mlt den Achsen des Elhp-
soids zusammen, so erhalten wir eine einfachere Glelchung,
welche nur die Glieder mit £2, 7% und {2 enthalt. "~ = =~

Fiir einen jeden-Korper ist also fiir jede- beheb1go ‘Dre-’
hungsachse durch obiges Ellipsoid das Trigheitsmoment
gegeben, weshalb man es auch das Tragheltselhpsmd
‘nennt. Dasselbe kann fiir spezielle Fille natiirlich auch ein
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Rotationsellipsoid oder eine Kugel sein. Die drei Achsen
des Ellipsoids nennt man die Hauptachsen des Triig-
heitsmoments oder kiirzer die Hauptachsen der
Trigheit. — X '

§37.. Bewcgﬁngr cines starren 'Kiirpers um einen festen
: Punkt — Eulersche Gleichungen. . -

Wir machen den festen Punkt, um welchen die Drehung
des Korpers stattfinden soll, zum Koordinatenursprung
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Winkel-

geschwindigkeit  habe die Kom-

- ponenten p, g, 7. Die Bewegung,
welche ein Punkt infolge einer
. kleinen Drehung um die z-Achse
macht, ergibt sich leicht aus

Fig. 12, In derselben ist die z-

Achse senkrecht zur Bildebene
~gedacht. In der Zeit d¢ gelange

- der Punkt M nach 3’. Diesen

Weg zerlegen wir in die Kompo-

nenten M P parallel zur y-Ackse
und PM’ parallel zur z-Achse. Nun ist S

© Fig.12.

- MP=— .MM’-sin<p=—_O_Mpdtsian=——zpdt,j

da OM sin g = zdie Ordinate des Punktes M ist. Gleicher-
weise ergibt sich parallel zur z-Achse i

e PM' = ypdt. .
Auf analoge Weise kénnen wir die Drehungen um die y- und

z-Achse in Bewegungen parallel zu den drei-Achsen zerlegen.
Infolge simtlicher drei Drehungen wird also der Punkt

éine Gésch\éindigkeit ‘fz—f parallel zur z-Achse usw. erlangen,
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welche wir leicht erhaltcn, wenn wir den gesamten Weg
parallel zur Achse durch die-Zeit d t dividicren. Das Er-
gebnis ist

d:c___ L gt
dt = qz ? / E)
dy
] m' =1rTr— p zZ,
dz i
d —PJ q
Erinnern wir uns nun, daB das Drehuugsmoment um
dic . z-Achse ‘durch % y— (§ 30) vegeben 1st wobei
2
Y=Xm @y und/ Z nL—,,—, S0 konnen wir die Be-

at?
\ve"unasglmchungen des Korpers fmden wenn wir unsere

d
Werte fur ot 2 usw. benutzen

dt
Wir bllden vorerst
“dz g

W_Z—J%_waqu_1 :z:~+pz~
=P+ —clgy+r2)
=pE Pt —aprtqy+re)
=pet-zlprtqytre,
wobei 22 4- y? 1+ 22 = o2 gesetzt wurde.”
Durch Differentiation dieser Glelchung nach t cthalten
wir nun
d*z d2y
Yae ~"Tar ad
8P M d R s dny
Sul T ar dt (pz+qy+") m( FrRa FTRErT
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Das Glied
de ~dy . dz L
Prar iy T =0
Es sind nimlich l)-, i,‘ 1 die Richtungskosinus der
: w’ w’ w :

Drehungsachse, und das vernachlissigte Glied stelltdemnach
nichts anderes als die mit w multiplizierte Geschwindigkeit
parallel dieser Achse dar. Eine solehe Geschwindigkeit ist
aber nicht vorhanden. : ; :
. 1
~ Wir setzen nun anstatt (‘-;:
cm, multiplizieren aus, summieren iiber siimtliche Massen-
punkte und lassen die Koordinatenachsen mit den drei
Haupttrigheitsachsen zusammenfallen. Fiir diesen Fall
werden alle Glieder, welche die Koordinaten nicht als Qua-
drate enthalten, gleich Null, und es bleibt uns nur '
d*z  d*y\ dp - - -
| RO L 2,2 . 2,9
Z;)l(y D Zdtz) dtZ‘m(y +zl)-‘{'—qA7 Zm (y 2%
Nennen wir nun die Drehungsmomente um ‘die drei
Achsen L, M, N, die Trigheitsmomente 4, B, C, so er-
halten wir die drei Gleichungen i

wieder seinen Wert q z — 7y

_ dg
(19) Bd—tv+(A—C)rp=.BI, :
: o il h e >
Wir kénnen nimlich m(yz-—z?) =2m(z24-y2— z2—2?)
= C — B setzen. : ’ ,

__Diese Gleichungen wurden von Buler aufgestellt. Sic
setzen voraus, daf3 die Haupttrigheitsachsen mit den Ko-
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ordinatenachsen zusammenfallen., Das wird aber, wenn die
Drehungsachse mit der Zeit ihre Lage indert, im all-
gemeinen nicht der Fall sein. Dem kénnen wir jedoch aus-
weichen, wenn wir einfach nach dem Vorgang Eulers
wiihrend der Rotation des Kérpers das Koordinatensystem
sich ebenfalls so bewegen lassen, daB die aufgestellte Bedin-
gung erhalten bleibt. ] ‘ ‘

§ 38. Freie Achse.

_ Ein Korper drebe sich' sehr rasch um die z;Achse, habé
hingegen sehr geringe Winkelgeschwindigkeiten um die z-
und y-Achse. Ls ist also r gegen p und q sekr grof, so daf
wir das Produkt p q gegen r vernachliissigen kénnen. Ferner
soll an unserm Korper kein Drehungsmoment angreifen,
also L= M= N = 0 sein. Wir erhalten dann aus den
Gleichungen (19) :

1 Ay - dr

<
: ; © 1 = const.
Setzen wir nun

C-B 2 4—-C
At

so ergibt sich weiter

Differenzieren wir die erste Gleichung nach ¢, so
: dp o da
A aiar mah
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und fiir dq seinen Wert aus der zweiten Gle-ichu'ng eingesetzt

ar .
aE e

. Nach dieser Gleichung ist p eine periodische Funktion
der Zeit, wenn 2 i negativ ist, eine exponentielle, wenn Ap
positiv (§§ 9, 10). In letzterem Fall wird unsere Gleichung |
aber wertlos, da wir sie ja unter der Bedingung abgeleitet
haben, dafl p immer klein bleibe. “Wir haben also lediglich

Tt snias (C=B)(4— C)r2 .
SO WD negativ

zZu untérsuchen, wann 2 n=
ist.” Dies trifft in zwei Fiillen zu, entweder wenn C > B’

oder wenn C <‘fé ist. Das eine Mal ist also die Rot‘ationsl-'

achse die groBte Hauptachse der Triigheit, das andere Mal
die kleinste. 2 X

In diesen beiden Fillen kann ein rasch rotierender Kor-
per kleine StoBe und sonstige Stérungen erleiden, ohne daf
dadurch seine Rotationsachse eine wesentliche Lagen-
iinderung erleidet, sondern sie macht nur kleine Schwan-
lungen um ihre urspriingliche Lage. Ein solcher Korper
behilt also seine Lage im wesentlichen bei; wir sagen, er
rotiert um eine freie Achse.

Jeder Rotationskérper hat als Triigheitsellipsoid ein
Rotationsellipsoid. Wir konnen daher, wenn wir die Achse
des Korpers als Drehungsachse mit der Winkel geschwindig-
Lkeit » wiihlen, 4 = B setzen und erhalten strenge

C—~=0.
] di
Die Achse eines solchen Kérpers kénnen wir also nach Be-
lieben drehen und wenden, ohne seine Winkelgeschwindig-
keit zu veriindern. '
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§39. Kreiselbewegung — Priizession — Nutation.

Ein rechtwinkeliges Koordinatensystem O X Y Z (Iig.13)
legen wir fest, so daB} die Z-Achse vertikal steht. O sei der
Unterstiitzungspunkt des Kreisels. Tr drehe sich um die
Achse 0C, welche dic eine Achse des beweglichen Koordi-
natensystems sein und mit 0Z den Winkel & einschliefen
soll. 04 und O B seien die beiden andern Achsen. Die Ge-
rade, in welcher die 4 B-Ebene die X Y-Ebene schneidet,

nennen wir O U, eine zweite Gerade senkrecht auf O U in der
AB-Ebene OV. OU bilde mit 0 X den Winkel 3, mit 04
den Winkel ¢; diesen Winkel bildet auch OV mit OB. Es
gehoren nun zu den Achsen 04, OB, OC die Winkel-
geschwindigkeiten des Kreisels p, g, 73 zu den Achsen OU
und OV die Winkelgeschwindigkeiten 2 und v. 5.
Bei einer Drehung um OC iindert sich in der Zeit dt
blof der Winkel ¢ um r d, bei der Drehung um O U nur der
Winkel ¢ um u d#, bei der Drehung um O ¥ der Winkely um

——, U0, _ vat
UD = sind . sind "

(14

Jiger, Theoretische Thysik I.
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der Winkel pum i ) —
S = UTI'= —UU cos )= — :vdt cos. -
R _ _sin V-
Wir erhalten demnach folgende Winkelgeschwindigkeiten:
L dp = vcos ) il
T ! ~ sind
dd
DT
dy v
dt "~ sing ’
oder
| 1 0
dt ’

. q ’I/).
o
v = sin ¢ a5

e , dy
1-—W+—'WC080.

Die Winkelgeschwindigkeiten P und q setzen sich bloB
aus den Winke]geschwindigkeiten % und o zZusammen,
welche um Achsen in derselben Ebene 0U 4V B vorhanden
sjn'd. Danach ist - s Y 4 2
' . _1')_=.‘u'cos¢'—_{—vs‘i'n'rp_', \

: g=rvcosp—using. =

Wir bilden nun die kinetische Energie I unscres Krei-
sels.’ Sie ist gleich der Summe der Energien um drej aui-
einander senkrechte Achsen (8§13,29) und wird dargestellt
- durch das halbe Produkt aus dem Triigheitsmoment in das
Quadrat der \Vinke]ge.schwi;'xdigkeit, also

K=3(dp* +Bq4C ).
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Wir setzen voraus, der Kreisel sei ein Rotationski)'rpér so-
mlt A= Bund

— 1A )+ 10 =14 @+ oY) 4O
Fiihren wir die Winkel 3, ¢, v ein, so wird

Lt [ dy dd
R R 8o el L0 g2,
K- 5 [qm ﬁ(dt) -{—((H)J—i— Cr
Auf unsern Kreisel wirke nur die Schwerkraft. Dieselbe.
erzeugt ein Drelungsmoment M gasin®d, wenn M die
Masse, ¢ der Abstand des’ Schwerpunkts vom Unter-
stiitzungspunkt O des Kreisels ist.
Die geleistete Arbeit mufl immer glelch der Anderunn'
der kinetischen Energle sein, also
' “dK = Mgasmﬂdt?
\vas integriert

K=0C,—Mgacos® = Cl—I)cosﬂ

ergibt, wenn wir M ga =D einfiihren. Setzen wir den
Wert fiir K ein, so erhalten wir die Gleichung

- TSN T e, £ i)
34 [sin"ﬂ (—‘ﬁu—) + (ﬂ) ] 4-1C0r*=Cy, — Dcos?
und da } C 72 chenfalls konstant ist, indem Wl;.‘ ja kein Dre-

hungsmoment. ‘um die OC- Achse habcn, 0 erd unsere
Gleichung :

da as\* . 2D
(20) sm20 (7:)-) + (—H) = 02'—' A cOos 'l?.

"Die Schwere kann natiirlich kein Drehungsmoment um
eine Vertikalachse hervorbnnnen Es muB deshalb dic
Komponente des Drehlmpulses (§29) des Kreisels beziig].
einer Vertikalachse eine konstante GroBe blelben l‘ur
unser Belsplel ergibt dJes

Cr cosz'}—}—Avsmz?—- Css
5%
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und fiir » seinen obigen Wert wieder eingesetzt, -

; d
@) . Asintd = 4 Creosd = 0.

Fiir ¢t = 0 bilde die Kréise]achse mit der Z-Achse den
Winkel . Ferner sei %?— =0 und dTlf = 0. Fiir diese
‘

Werte wird Gleichung (20)
C. — 2D
_ 2= ——cos N
und Gleichung (21)
© C3=Crecosd,.-
Mit Einfithrung dieser Ausdriicke fiir die Konstanten C,und
C; in die Gleichungen (20) und (21) erhalten wir nun

oo [dp)? dd\* 2D '

(22) sin9 ((—dlf—) + (d_t) = T(cos Do — cos ),
, e wadw - Cr

- (23) mn-z?%:-%’— (cos Iy — cos 9) .-

Aus Gleichung (22) folgt, daB bestiindig cos ¥, > cos
sein muB, da alle iibrigen GroBen dieser Gleichung positiv

sind. Damit folgt aber nach (23) auch fiir Tf- ein positiver
> .

Wert, d. h. die Achse des Kreisels dreht sich bestiindig im
selben Sinn um die Vertikalachse., Aus (22) und (23) kénnen
wir leicht finden

dd 2D (2,2 p——
T :}:l/(cosz?o = 09817)[- i 228#5 (cosdy— cosﬁ)}

Es wird demnach mit wachsender Zeit ¢ zuerst zunehmen,

. . 7 r . - dv
bis es einen gewissen Wert erreicht hat, bei welchem —

di

5 - o < ‘e . i .
gleich Null, w eiterhin dann negativ wird, Das negative
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Vorzeichen der Wurzel springt wieder in das positive um,
sobald 9 wieder &, geworden ist. ¢ ist daher eine perio-
dische Funktion der Zeit. Dasselbe finden wir aber dann
auch fiir den Winkel 9. Unsere Kreiselachse macht zwei

i g Al By
Bewegungen. Die Winkelbewegung% nennen wir die
Nutation, —dl die Priizession des Kreisels. .

dt .
Ist der Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzt, soist a=0,

d
also auch D = 0, dann muf konstant & = &y, -—% =0 und

fld_'/t’_ = 0 bleiben. Ein _solcher Kreisel

zeigt weder Prizession noch Nutation
im obigen Sinn. In gleicher Weise
kann & von ¢, um so weniger ver-
schieden werden, je grofier die Win-
kelgeschwindigkeit » des Kreisels ist.
Wir kénnen daher bel einem rasch
rotierenden Kreisel zwar die Pri-

zession, nicht aber die Nutation r igf L
beobachten. . £ a9 d
Bilden wir durch Division von —— durch 2% den Aus-

druck a0’ so erhalten wir die Gleichung der Bakhn, welche

der Schwerpunkt beschreibt.- Projizieren wir diesclbe auf
eine Horizontalebene, so nimmt sie, wie wir aus der Dis-
kussion der Gleichung leicht erkennen, die in Fig. 14 wieder-
gegebene Gestaltan. - - T e :
Unsere Erde ist ebenfalls ein Kreisel, und da die An-
ziehungskraft der Sonne, weil die Erde keine vollkommene
Kugel ist, ihren Angriffspunkt nicht in deren Schwerpunkt
hat, so zeigt auch die Erdachse die bekannte Erscheinung

der Priizession und Nutation.
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~Mechanik nichtstarrer Punktsysteme
§ 40. Prinzip der. Erhaltuné des échwci'pun.kts;

- Wir erwiihnten' bereits, daB wir alle Lehrsiitze, welche
wir fiir einen Massenpunkt gefunden haben, -ohne weiteres
auf ein System von Punkten anweriden kénnen, falls ‘wit
nur fiir jeden einzelnen auch alle auf ihn wirkenden Krifte
in unseren Formeln beriicksichtigen (§20). Wir werden
daher die - Bewegungsgleichungen - eines Punktsystems,
schreiben kénnen o ) _

Bo_ oo oo By @
ijitT — DX 3 va‘_d'?’_ Z“Y , Zm:vﬁ =2XZ.
Sind nun gar keine Kriifte vorhanden, so ist

iz dry - 2z
Zm—dtT_ Z'm. it Z?n'm;;_o.

Integrieren wir, so resultiert . = oy

‘o dr 4 ar A

.Zmd—t—.EZ'ma:— MW— C_'.
Ahnliche Gleichungen ergeben sich fiir die itbrigen Koordi-
naten.. Wir sehen daraus, daB die Geschwindigkeit und
Richtung des Schwerpunkts (§ 21) unseres Systems vollig
unveriindert bleibt, sobald keine Kriifte auf die Punkte ein.
wirken. - - e S Ll S
Wir kénnen aber diesen Satz noch erweitorn, X X usw.
wird niimlich ebenfalls gleich Null, wenn nur innere Kriifte
vorhanden sind, d. h. Krifte, welche dié’ Punkte des
Systems aufeinander ausiiben, "~ Die. Komponenten einer
jeden solchen Kraft kommen dann immer zieimal, einnial
positiv und einmal negativ, in den Summen vor, sie'tilgen
sich also gegenseitig. Der Satz, daf sich der Schwerpunks

D
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cines Systems, auf welches keine duBeren Kriifte
cinwirken, mit konstanter Richtung und Ge-
schwindigkeit bewegt, nennt man das Prinzip
der Erhaltung des Schwerpunkts s

Dasselbe 1iBt sich auf unziihlige bekannte Beweﬂungb-
erscheinungen anwenden. Ist der Schwerpunkt von vorn-
herein in Ruhe, 50 bleibt er es auch weiterhin. Feuern wir
au§ einem sehr leicht beweglichen Geschiitz ein Gescho ab,
80 erhalt das Geschiitz den sogenannten Riicksto8. Der
gemheinsame Schwerpunkt von . GeschoB und ~Geschiitz
bleibt bei vollstindig freier Beweghchkelt Beider vor und
nach dem Schuf} unbeweghch an derselben Stelle. Explo-
diert ein fliegendes Geschof3, so bewegt sich der Schwerpunkt
simtlicher Sprennstucke bei Vernachlasmgung des 'Luft-
widerstands genau s0 weiter, als es'das unversehrte Geschol3
getan hiitte.

Auf dem Satz der Drhaltunﬂ des Schwerpunkts basieren
alle sogenannten Reaktlonserschemungen

© §41. 'Prinzip der Erhaltung der Fliichenyiiume,
Das Drehungsmoment, w elches ein Punktsystem um dic

z-Achsé eines Koordmatensvstems erhalt liBt sich durch
die Gleichung v
d2z

SR
2(/1-—Yz)—-2m(dt2_/ T )

dz dy
7 Zm (dt 12 )
darstellen (§ 30). Smd keine dufleren Kriifte vorhanden, s0

sind nach dem vorigen Paragmphen d1e Komponenten Y
uudA gleich Nul] daher ist

‘. 2 d ¢ dJ I '
Tk R =
- g lt dt ) C



72 Mechanik nichtstarrer Punktsysteme. . §e

dz dy
al Tt _ |
welche der Radiusvektor in der Zeiteinheit beschreibt, oder
kurz die doppelte Flichengeschwindigkeit. Analog nennen

wir den Ausdruck m (j—: 9 — ljl_?t/ z| das doppelte Flichen-
moment des Punktes m beziigl. der X-Achse (§15). Wir
erhalten ‘demnach den Satz, daB die Summe aller
Flichenmomente beim Fehlen #uBerer Kriifte
eine konstante GréBe.ist. Man nennt dies das Prinzip
der Erhaltung der Flichenriume.

Ein Beispiel dafiir lernten wir in der Planetenbewegung
kennen. Infolge der Erhaltung der Flichenriume fiillt eine
Katze immer auf die FiiBe. Indem sie nimlich wihrend
des Fallens mit den FiiBen eine drehende Bewegung beé-
schreibt, zwingt sie ihren Kérper, sich entgegengesetzt zu
drehen.

z ist nichts anderes als die doppelte Fliche,

§ 42. Lagranges Bewegungsgleichungen zweiter Art —
i generalisierte Koordinaten, ek

Nach dem Prinzip von d’Alembert gilt fiir cin System
~von Massenpunkten folgende Gleichung:

Z',:(X—m 2 )6&:+(Y—m@)6y

2z
di® di?

di?

(§18). Wir fithren nun anstatt der Koordinaten z, 1, 2
beliebige andere GrdBen, die sogenannten ‘generalisierten
Koordinaten ¢, v, .. ein, welche mit den urspriinglichen
Koordinaten durch Gleichungen verbunden sind. Die Zahl
der generalisierten Koordinaten muB} natiirlich gleich der
~ Zahlder rechtwinkligen sein, da die Bewegung cines Systems

+ (Z — mﬂ) 6z:| =0
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ja immer durch eine bestimmte Minimalzahl von Koordi-

naten gegeben ist, die dann voneinander vollig unabhiingig

sind. Man pflegt deshalb diese Zahl auch die Zahl der Frei-

heitsgrade desSystems zunennen (Bd.V, §14). Essecialso
z=Ff (@,y...) &

. = Z‘I=f1(¢P:“/J---)

usw. Danach wird i

oz o '
6.’12——3';6(})—*-%—61/)—{- ‘e

Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir 0y und dz. .
Wir konnen demnach folgende Gleichung bilden:
d*y

dtz dzz ' d*z [0z
m (—Eé- oz + Wﬁy + -Et—z—éZ) =m —d—t'z—' (—aj,)—ﬁgv

9z &y By, s |
—I—.awéw—l—...)-i-mm?(w@q)-i— ay)étp—i—...)-l

&2z 9x Ay oy | d*z az)6¢'+.__

S (—dr ErR R T T
—mi C-l—x-é—ai-}-@ay dzgi —m @___a%
=m g \itdp Tarap T dtap) T " \dt dide

dy 9ty . dz 9%z )\ A

+E-t— dtop T dta(pja(p—*_ " ik
Setzen wir '
R de _
b gy o a7
usw., 80

. Oz dr . -
:z:——-a—(p-q)-i‘b—l;‘l/"‘.---;
woraus folgt ‘
' 0.2} a0
op.  Op -
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Es ist defnnach ° - = ay
\ dm, ax - aj_ = _a » 1:‘2 b
daher weiter

‘d (d:c ox dJ 3_/ dz az) d 9 (mﬂ)

BV T VTR P TR P dt'a_zp’
da ja

.z2+J +22—v~ i
ist, wenn wir unter v d1e Geschmndxgkelt des Punktcs n
verstehen. - - e

Fiir dle Iebendlge Kraft

L cinfiihren, Man swht lelcht ein;. daB '
(da; 0%z d_/ %y - dz 82z) _ 9 (mvlz) oL

Wollen wir den Buchstaben

dt dtdp ' dt didep ' di dtop|  dp: A

i1st. Mit Beruck81cht1gung alles"dessen Lonnen Wir unsere
obige Glelchung demnach schrelben { : :

' d oL oL
7)1(“26 +dt26 + ) (

at 39 a(p)‘s"“r'i‘.'
‘Ahnliche Gleichungen ergeben sich natiirlich fiir dle ubngeu
I\Iassenpunkte.

Fiihren wir die potentielle Energie ¥ des Systems als

Funktion von P,y ... ein, so liBt sich die Arbeit, welche
die Kriifte bei einer vu'tuellen Verschlebunn' lelsten (§ 14),

auch darstellen durch — (5 V e 10, S0P — — dyp—
dgp * dy

und es gllt die Glelchung o Ui

# *2s ) ov oV

Xm 6:1:-}— ‘Iéz +dt2
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Bezichen wir die kinetische ,Energié L auf siimtliche Massen-
punkte, so erhalten wir nach der Uberlegungsweise, die im
§17 beniitzt wurde, schlieflich die Gleichungen-

i a_L._E)_ " _?_K'_—'o
dt 9¢p dep ¢ :
aaL oL v _
at 99 oy oy
die man ‘die Bewegungsgleichungen von Lagrange
zweiter Art nennt. ad ~wanifi pihg 3 P
‘Die Kriifte, die auf die einzelnen Massenpunkte wirken,

ov

lassen sich 'd':irs:_te'llex'l durch X = — —— ... Man pilegt

wo e RN A R s e

daher die Grofen — o— ;' — ——, % auch die-generali-
; : : a9 RTINS S

sierten Krifte zu nennen. Analog spricht man von gene-
ralisierten Geschwindigkeiten (¢, 1y, ...) usw., die natiirlich

-im allgemeinen ‘nicht Krifte, Geschwindigkeiten usw. im
gewohnlichen Sinne sind. s

. .§43. Gleichungen fiir. die, relative Bewegung cines
i Xorpers auf der E;dpper[liiclm. | il
Fin Punkt.der Erdachse sei deér Ursprung eines festen
Koordinatensystems O£ HZ, die H-Achse gehe durch den
Siidpol. - Es dreht sich also die-Erde um diese Achse im
positivenf Sinn. Die Koordinaten eines Punktes M bezogen
auf dieses feste Koordinatensystem seien &, 77, {. Fest mit
der Erde verbunden denken wir uns jetzt ein zweites Koor-
dinatensystem O ' 3’ 2/, welches mit dem ersten den Ur-
sprung gemeinsam hat. Ferner fillt die 7/'-Achse mit der
H-Achse zusammen, die z’-Achse wird hingegen zu einer
bestimmten Zeit mit der Z-Achse einen bestimmten Win-
kel « ecinschlieBen, welchen auch die z'-Achse mit der Z-
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Achse bildet. « éindert sich bestiindig mit der Drehung der
Erde. Esist %— = o nichts anderes als die Winkelgeschwin-

digkeit der Erddrehung. Auf das neue Koordinatensystem
bezogen wird also A
E=1a'cosot + 2 sina ,
=y, .
(=2 coso. — ' sine.

“Wir verschieben nun das bewegliche Koordinatensystem
parallel zu sich selbst in der Richtung der 2’-Achse, bis der
Ursprung auf die Erdoberfliche zu liegen kommt. FEr hat
dabei die Strecke p zuriickgelegt; und wir wollen nun die
neue -Lage des Koordinatensystems mit oz’ y'' 2" be-
zeichnen, Die neuen Koordinaten z", ', 2’ des Punktes M
stehen also mit den {fritheren in folgender Bezichung:

iL’—SIZ,J—-——J,Z—'Z"—i—p,
E=2"cosa 4 (p+2")sina,
7 = yu’ )
C=(p+7")cosa — 2z’ sina.

‘Wir drchen jetzt das ganze Koordinatensystem um die

z''-Achse, bis die z''-Achse vertikal steht. Der Winkel y,
um welchen zu drehen ist, ist demnach nichts anderes als
die nordliche Breite des Ursprun"s unseres Koordinaten-
systems. Die jetzige Lage cei 0 « y z mit den zugehorigen
Koordinaten z, 3, 2, welche also folgenden Bedmwun"en
unterliegen. Es ist A
i = ek i =) cos 1/1 —'Z sin lp, 2" == 7 cos 1/) + ¥ sin 1/;,
folglich ‘ g

&= uxcoso + (p +zoosy; +1 Jsmwp) smo',
77—-ycos1p—¢smzp, :
= {(p+zcosy + ysiny) coso. — xsina .




=

§43 Gleichungen fiir dic relative Bewegung usw. T

Aus diesen Gleichungen wollen wir nun

_ (48, [da)® . (4E)°
”2_(dt) +(dt) +(dt)

bilden.
Die Winkelgeschwindigkeit unserer Erde ist so klein, daBl
wir das Quadrat derselben (ZTC:_) " w? in unserer Formel

vernachlissigen konnen. Damit vernachliissigen wir aller-
dings auch dic durch die Erdrotation auftretenden Flieh-
kriifte, die jedoch durch die Abweichung der Trde von der
Kugelgestalt wieder aufgehoben werden. Mit Riicksicht
darauf erhalten wir, wie man sich leicht iiberzeugen kann,

n d__a: 2 ‘_lﬁ 2
v —(dt) +((lt)

— 2z Ec B dy sin 1 iz?t—-
a8V T Y

dz:\* - dz _ 3 do
+{) 25 @+ s+ usinnlg,

Mit Zuhilfenahme dieser Gleichung fiir 2 bilden wir nun
die Bewegungsgleichungen von Lagrauge, indem wir als Ko-

ordinaten die, 7, zcinfiihren, Fiir dlcsellFall ist — _aa—a; =X

_die Kraft nach der z-Achse usw. Wir erhalten demnach

d oL 9L ..
PO TR T

. d . o | Ero e ma o
usf., wenn wir _d_:;;- — & setzen. Wir geben der Einfachheit

halber unserem Punkt M die Masse Eins. Seine lebendige
d*o

Kraft ist also L= —02: . Beachten wir noch, daB TE 0

ist, da ja die Rotation der Erde mit-konstanter Winkel-
geschwindigkeit © vor sich geht, so kdnnen wir folgende
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Gleichungen bilden: ;

d L 9L ., d*z dz

T P ri R T ( oo+ gy
4 9L 3L . &y . d””q'nw"'"
dt oy T Ay T T A T A% e
d-dL oL d*z i dz il
zza*zfﬁ“_— uz‘“"d?“‘“’"

3

§44 I‘all mul Wurl mit Bcruclﬁuhtnglm" der ]‘rddrclmn".

' Auf unseren Massenipunkt wu‘ke nur die uchwerkmf*
dann jst X =Y =0, Z —— g-  Die im worherwehenden
Paragraphen ﬂefundcnon Bewegun"solelchunnren werden
demnach

d?x ' dz dJ
—-=—2 —-—2
o : wcosw TR s sin p — 7
d2 ' Z.z:

24) - ‘_ e 4

(~i)f dt” 2wsm1,1 7 >

. . l(, i :
th- q+2wcosy)d—

Daraus folgt

dz ! i =
—‘F:—2(ocos1/;-z—2wsmzp-y+a,
%_2(051111/) z+b,
dz Y
m—:—(lt+2wcosy)-m+c

l'uhren wir nun diese Ausdriicke in die. obwen Glei-
(,hunnen ein und vernachli dissigen wir wieder alle Glieder
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_ mit »? so
1 d?z g S el R
ﬁ—tz—:- —2w:coszp‘(c f‘gt) — 2wlsmq.;1-.b, '
d*y it
| ‘Il—t—z—=2aws;n1p,x_
- Q2 i L
g;=—g+2awcoszp..
Durch Integration erhalten wir '
dz 4 g2\ L
—_—— — N Y9 s a .
a 2 w cosy (ct B ) (GRINET bt-{—.a1
dy e '
E-=:2awsnnp~t+b1,
dz

T —:gt +2awcosy-i + ey

was abermals integriert crgibt:h y
= o cos.y; (ctz— 2;—3)— wsiny - b t.? + a;t S a,_:
g/=aa)sinzp-t‘-’"+b1t+b2, : |
z=—l2t—2+awcoszp-t2+clt+0:-,. :

s sei nun fiir ¢ = 0 der Kérper in der Hohe hin relativer
Ruhe, also e =y =0, z= 1, folglich ap = b, = &, = b,
=¢=b=c=0¢=ha=2wcosy" Ji. Dann bleibt
von unseren Gleichungen nur ' ‘

g g 3.
— oS — ,
@ eos 7o

y=0,
L'=h—-q =

2
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iibrig, indem wir die Glieder mit o2 wicder vernachlissigen.
Wir haben also die gewéhnlichen Fallgesetze, jedoch
fallt der Kérper nicht vertikal, sondern er erhilt eine
kleine Abweichung nach Osten, da ja die 2-Achse nach
Osten gerichtet ist. . |
Werfen wir den Korper mit der Anfangsgeschwindigkeite
senkrecht nach oben, so gestalten sich, wie leicht zu finden,
~ unsere Gleichungen folgendermaBen:

y 43
T=—awcosy (ctz—'ﬁ),
: 3
e

- i g

R=ct—=—.

2
S Tod 2¢ m LUy, )y
Nach der Zeit t = 7 kommt der Korper wieder auf die

A 1 '
Frde. Dann ist z = — Fwe 2 cosy, d. h, der Koérper fillt
westlich vom Aufstiegort nieder.
‘Multiplizieren wir die Gleichungen (24) der Reihe nach

.. dz dy dz . 1 .
‘mit T d—'tj, T und addieren sie, s9 ergibt dies
: v2
: (2) : dz

T

d. h. wir erhalten fiir das Energieprinzip dieselbe Gleichung,
als wiire gar keine Erdrotation vorhanden (§ 14). Es it
sich also durch keinen Mechanismus, der auf der Erde selbst

ruht, die lebendige Kraft der Erddrehung in Arbeit um-
setzen, -4
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§45. Horizontalbewegung mit Beriicksichiigung der
Erddrehung.

Wir wollen jetzt bloB die Bewegung in einer Horizontal-
ebene betrachten. Wir setzen deshalb z—i = 0. Es bleibt

uns dann von den Gleichungen (24) nur

d®x . dy
‘ FID _—2wsmzp-(—u—
(25) ‘ ' ; ;
d®y ’ dx
l ——dtz——-2wsmy)_d¢

do
dt
erhiilt eine Beschleunigung nach Siiden, d. h. er weicht von

Bewegt sich der Punkt nach Osten, so ist positiv, er

1 c
der geraden Bahn nach rechts ab. Ist idT negativ, so erfolgt

eine Ablenkung nach Norden, also wiederum nach rechts.
Dasselbe geschieht bei der Bewcgung nach Siiden und

Norden, wobeil —%Z— positiv beziigiich negativ ist. Es erlangt

dadurch der Punkt eine Beschleunigung nach Westen, be-
ziechungsweise nach Osten. -

Wir haben also das Resultat, daB, wohin immer sich ein
Kérper auf der nsrdlichen Halbkugel bewegt, er infolge der
Erddrehung eine Ablenkung nach rechts erhiilt; auf
der siidlichen Halbkugel ist y negativ, daher die Ablenkung
nach links. . :

Das hat einen gewissen EinfluB auf die Bewegung der
Winde. Auch will man damit erkliren, daf das eine Ufer
der Fliisse ‘mehr ausgewaschen wird als das andere.

Jiger, Theoretische Physik L. 6
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| §46. I‘oucaults I’cndelvcrsucll
Aus den Gleichungen (25) wollen wir folgende bilden:

dzJ C d2z ] - dy\ -
o g~ g = 2o siny (”” TR dt)
oder integriert
9

dz , |
T Jdt = (22 + y*) wsiny - C.

- dz .
Wir haben hier wieder —— = 0 angenommen. Des-

gleichen soll €' =0, d.'h. eine Flichengeschwindigkeit be-
zogen auf den als ruhendes System angenommenen Fix-
qternhlmmel nicht vorhanden sein.

" Setzen wir 2% 4- 42 = 2, so kénnen wir d1e doppelte
Flichengeschwindigkeit auch folgendermaBien darstellen:

dp  dy - dsz -
2l gy 2, si
| 0 i ,xdt Y / ?ws1n?.
oder ‘ i
de
‘E" = w sm ’l/}
Das heifit: konnen wir ein System unabhan(rlg von
" der Drddrchunv fixieren, so scheint dieses sich
mlt einer kaelgeschwmdlgke;t qu: = smy) um
cine Vertikalachse zu drehen. . '

Line solche fixierte Lage hat z. B. die Schwingun nvsebcne
cines Pendels. Dieselbe scheint sich also i im Laut der Zeit
zu drehen, und es wies ja Foucault bekanntlich auf diese
Weise die Erdrotation nach. ‘
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D1e spez1elle Relatmtatstheorle

' . §47 Die Gahlcltrans[ormahonen.

Wir denken uns zwei rechtwinklige Koordmatensyqteme
Sund S’ (Fig. 15). Die z-Achse des Syst(,ms S falle mit der
z’-Achse des Sy- 3 ’
stems S’ zusam- Y v
men. S’ bewege sich: : A1
relativ zu S mit der
Geschwindigkeit v
inder Richtung der
z-Achse. Ein Punkt
habe im System S
die Koordinaten z,
Y, z, analog «', ', -
Z.im.System S'. ° ol Jae ™ i
Zur Zeit't = 0 falle A  Flg.15.. .,

(' mit O zusammen. - ; : ,
Fiir den Punkt O’ ist- dqnn a:——'vty—z—a: 9
=7 = 0. Fiir jeden andern- Punkt ist i

@26) - F=zx=0t, =y, F =2
Die” Bu\ewungstrluchunﬂen fur cinen’ '\I'lstenpun]\t im

System S lauten : : ;
2. @y &z

a8 e ,rﬂl’}

,4-‘1 : ¢ __;/.___Y m —— ——Z
n I —-X ?)l FT b aE

(§6). Nun folgt aber aus den Glcwhun«ren (26), den 50~
genann’cen Gallleltransformatlonen daB
By Az oy dry o @ Az

th"’—‘Tz?z_’ e T oar T aEe

lst so daB fiir das System s genau dicselben Gesetze der
Mechanik gelten wie fiir das System S.. Wir kénnen daher
6*
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an den Bewegungsvorgiingen in S’ nicht erkennen, ob es
relativ in Ruhe ist, oder ob es sich mit einer beliebigen kon-
stanten Geschwindigkeit gegen S bewegt. Alle Erschei-
nungen der Mechanik verlaufen, bezogen auf ein
rubendes oder auf ein mit konstanter Geschwin-
digkeit sich bewegendes Koordinatensystem, in
genau derselben Weise, : :

§ 48. Einsteins spezielle Relativitiitstheoric —
Lorentztransformationen.

Konnen wir also nach dem vorigen Paragraphen aus
mechanischen Krscheinungen nicht erkennen, .ob der
Schwerpunkt unseres Sonnensystems ruht oder sich mit
konstanter Geschwindigkeit im Weltenraum vorwiirts be-
wegt, xo wiire nach Analogie akustischer Erscheinungen
vielleicht an optischen Vorgingen die Moglichkeit des Nach-
weises von Ruhe oder Bewegung gegeben. Fahren wir durch
die Tuft, so entfernt sich eine von uns ausgehende Schall-
welle in der Richtung unserer Bewegung langsamer von uns
als in entgegengesetzter. Wir beobachten verschiedene
Schallgeschwindigkeiten. Auf das Licht tibertragen miifite
sich bei der Bewegung durch den Ather die Lichtgeschwin-
digkeit in der Bewegungsrichtung kleiner ergeben als in der
entgegengesetzten Richtung. Der im 4. Bdch. zu bespre-
chende Michelsonsche Versuch hat aber folgendes ergeben.
Wir kénnen auch an optischen Erscheinungen
nicht erkennen, ob ein System sich in Ruhe oder
in gleichférmiger Bewegung befindet.

Aus diesem Resultat zog A. Einstein den SchluB, daf
nicht nur bei rein mechanischen, sondern bei simtlichen
physikalischen Vorgingen man nicht erkennen -
kann, ob sie in einem ruhenden oder mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegten System statt-
finden. Danach sind die Gleichungen der Galileitrans-
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formationen so zu erweitern, daBl sie dem genannten Ein-
steinschen ,,Relativititsprinzip‘ geniigen. '

Es ist dies moglich, wenn wir nicht nur das Geschehen
imRaum, sondern auch in der Zeit als rein relativ auffassen.
Wenn wir daher im System S (Fig. 15) einen. Punkt durch
Angabe von z, 9, z und der Zeit ¢ festlegen, so geschieht dies
im System S’ durch die analogen Gréfen ', 3, 2" und ¢/,
wobei#’ nichtidentisch mit ¢ist. Nach EinsteinsPrin-
zip miissen wir die Lichtgeschwindigkeit als eine
konstante Gréfe c= 3,10 cm auffassen, in welchem der
beiden Systeme S oder S’ wir sie auch messen. Wenn wir so-
mitin dem Moment, wo in Fig. 15 O und O’ sich decken, von
dort ein Lichtsignal ausgehen lassen, so wird dies fiir einen
Beobachter in O eine Kugelwelle um O erzeugen, deren
Radius r = ¢ ¢ ist. Gleicherweise wird eine analoge Kugel-
welle fiir cinen Beobachter in O’ vorhanden sein vom
Radius ¢’ = c t'. ;

Wir erkennen ohne weiteres, dafl die Galileitransforma-
tionen gelten, sobald wir die relative Geschwindigkeit v ver-
schwindend klein gegen ¢ annehmen. In diesem Fall wird
sich bei endlichem Radius der Kugelwelle O’ von O so wenig
entfernt haben, dall OO’ gegen r vernachlﬁssigt; werdenkann
und bejde Kugelwellen als zusammenfallend angesehen
werden }ciinnen. Fiir diesen Fall kann ¢’ = ¢ gesctzt werder'l.
Es miissen somit die neuen ‘Fransformationsgleichungen die
Eigenschaft haben, daf sie fiir unendlich kleine vin die Glei-
chungen )
Y =z—vi, Y=y, =2,1=1
iibergehen, was wir noch umformen kdnnen in

, = +ot,y=y,z=2,t=1.

Einstein setzt nun voraus, daf die gestrichenen Buch-

staben durch lineare Transformationen der ungestri-
chenen dargestellt werden konnen und umgekehrt, nur dall
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dann — v durch v zu ersetzen 1st er wollen also vorerst
annehmen dal}

(2T, o B s i =f3,(z—ut)
gesetzt werden kann. ‘Es mulB 'daim 2=
@) a=pE o)

sein. er betrachten ]etzt jenen Punkt unserer Kugelwe]le ‘

der auf der p051t1ven x-Achse liegt. . Fiir diesen ist
' . T=ct
und "lelcher\\ eme nach dem fruheren

, RS ct’
Daraus folgt :

chun"en eln, erh'llten somit . »
': & ="ﬁ x;(l —-?) s a:=f}a;’ (l + —'L—’—)

Glclchunrren crlnlten Wir dle neue Glelchunfr T
s, TR
2\,
: xa:—ﬂza:a: 1—"*0" 5
o - 1 e= .
woraus . :

@) R A

folgt. f ist-also wirklich eine fiir jeden bestimmten Fall
konstante, nur von v und ¢ abhingige. GroBe, wie ‘es unsere
Voraussetzungen verl'm"en Setzen wir den Wert, von «’
der Gleichung (27) in dic Glexchunfr (27 a) ein, so finden wir
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o o pr—-1 il:_ 4:-
A=l (t [T
Nun ergibt sich aber aus Gl. (28), dall

pr—1 0 3 v?) v?
folglich - =S S

e

b

und weiter

ist, indem wir die ‘gestrichenen mit den ungestrichenen
Buchstaben vertauschen und nach der fruhewn Festsetzung
—'» an Stelle von v einfiihren. '

Aus der allgemeinen Symmetrie um die z-Achse ‘er-
kennen wir, daf fiir  und z die glexchen Transformationen
gelten, ferner erkennen wir, da 4 und z in den Gleichungen
fur z und ¢’ nicht vorkommen, daf} auch in den Transfor-
mationen fiir 3 und z dic GréBen 2, z', ¢ und ¢’ nicht auf-
treten konnen. Wu konnen daher schrclben

_ J—bJ,Iz-—va'.
u«l nach den I‘orderungen der Relativitit
; f“'.._'/—by,: z——bz, . -
wobel b fiir jeden bestimmten Fall eine Lonstanté GroBe
sein muB Durch Multlphkatlon von g mit y erhalten wir
aber -
Yy =byy,

fo]gﬁcli ist b= 1. Wir kénuen also folgende Gleichungen
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aufschreiben
2 =f(zx—nvi)),
?/’ =Y,
(29) , Z=z,
: ) v
L= ( 3 0—2) :

'

wenn wir die geétrichenen Buchstaben durch die unge-
strichenen ausdriicken. Umgekehrt haben wir

z=f(z' +ot),

y=y,

(29a) F=
v\

’t;ﬂ(t’-l- =

Die Gleichungen (29) und (29a) wirden auf Grund einer
ganz anderen Betrachtungsweise zuerst von H. A.Lorentz
aufgestellt, weshalb ‘man sie die »Lorentztransforma-
tionen‘ nennt..

§49. Liinge und Zcit.

Im System S’ (Fig. 15) rube ein Stab in der z'-Achse.
Sein Anfangspunkt sei in 0, sein Endpunkt in 2/ =1
Diese Linge ergibt sich fiir einen Beobachter, der in S’ ruht.
Wir fragen nach der Liinge des Stabs fiir einen in'S ruhen-
den Beobachter. Fiir =0 falle 0’ mitQ zusammen. Dann
liegt auch der Anfangspunkt des Stabs in O und der End-
punkt hat die Abszisse z — B (¢’ +¢t'), wobei nach der
va )

po ), also

letzten der Gleichungen (292) ¢ — 0 — p (t' -+

’

, .,V va', . ;
t - rene 0 oder { = — = 2 Ist. Wir ersehen aus diesem
RCE c® 3 15 B
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Beispiel, inwiefern ¢ und ¢’ nicht identisch sind. it dem
letzten Wert fiir ¢’ erhalten wir
- z l
g B
Der bewegte Stab erscheint also gegeniiber dem
ruhenden verkiirzt. Wir nennen diese Verkiirzung die
,Lorentzkontraktion®”. Sie zu beobachten ist wegen
ihrer Kleinheit bei den praktisch in Betracht kommenden
Geschwindigkeiten ausgeschlossen. Bei Lichtgeschwindig-
keit schrumpft die Lénge auf Null zusammen. Jeder Korper .
wird zu einer unendlich diinnen Scheibe, die senkrecht auf
der z-Achse steht. ‘
Im System S’ sollen in Zeitabstinden von At Zeichen
gegeben werden. Ein Beobachter in S nimmt dann nach
Gleichung (29a) - '

At=pAv ‘
wahr. Das heifit: Fiir den ruhenden Beobachter im
System S erfolgen die Zeichen langsamer als fiir
jenen in S’. Die bewegte Uhr erscheint uns
langsamer zu gehen. Diese sogenannte ,,Einsteinsche
Zeitdilatation' ist praktisch ebenfalls so gering, daf} sie
nicht wahrgenommen werden kann.

§50. Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten.
Nach den Gleichungen (29‘a) konnen wir bilden -
. a:’
: Bwtor)y T

—_— 5

l il D6 v oz
ﬁ(t +-CT) 1+cg t'

Wir nennen




90 - Die speziclle Relativititstheorie. . §51

die Geschwindigkeit eines Punkts parallel zur z’-Achse im
System S’. —f— setzt sich zusammen aus der Geschwindigkeit

des Systems S’ und. der Geschwjndigkeit v’. Wie man sieht,
geschieht das nicht durch eine gewéhnliche Addition, son-
dern wir finden die resultierende Geschwindigkeit

v+
Y= —

Es-ist dies das Einsteinsche Additionstheorem
der Geschwindigkeiten. Nach dicsem ist die ' resul-
tierende Geschwindigkeit sonach immer’ kleiner " als _die
Summe v + o', Ferner kann « nie groBer ‘als ¢ werden;
denn setzen wir v = ¢, so bleibt auch « fiir jedes hinzu-
kommende v’ gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢. Eine Uber-

lichtgeschwindigkeit gibt es nicht.

, © §51. Das Krafifeld.

* *Wir denken uns einen Massenpunkt, auf den eine Kraft
wirkt. ‘- Deren Richtung und GréBe 1iBt sich durch einen
~ Vektor darstellen. Bewegen wir den Punkt in der jeweiligen
Richtung des Vektors, so beschreibt er eine Linie, die den
- Namen Kraftlinie fithrt. Sie hat die Eigencchaft, daB in
jedem ihrer Punkte dic zugehorige Tangente mit der Rich-
tung der Kraft zusammenfillt. Man kann sich den Raum
also ganz mit Kraftlinien erfiillt denken. Wir nennen ihn
dann ein Kraftfeld. Die Zahl der Kraftlinion 1Bt sich so
wiihlen (Bd. IIT, §16), daB ihre Dichte, d. i. die Zahl der
Linien, die durch die Flicheneinheit einer auf der Kraft-
richtung senkrechten Fliche gehen, die Grofe der Kraft
wiedergibt. Ein besonderer Fall ist das homogene TFeld.
In cinem solehen sind die Kraftlinien geradlinig, zueinander
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parallel und haben ‘an allen Punkten des Ieldq dleselbe
Dichte.

Die Kraftlinien eines homogenen Felds seien parallel zur
z-Achse (Fig. 15) und bezuohch des Systems S in Ruhe.
Die Liniendichte, d. i. die Zahl der Linien, welche durch
die Flicheneinheit einer auf der z-Achse senkrechten Ebene
gehen, definiere die Grog8e der Kraft X. Im System S’ sei’
die entsprechende Kraft X’. Da Dimensionen senkrecht
zur z'-Achse keine Lingensinderungen erfahren, dindert sich
die Kraftliniendichte nicht und es ist somit

e e TR :
Wir denken uns jetzt ein homogenes Feld parallel zur y-
Achse, seine Intensitit séi Y. Wir begrenzen die Flichen-
cinheit in einer zur y-Achse senkrechten Ebene so, dal wir
ein Quadrat von'l cm Seitenlinge mit seinen Seiten pqrallel ,
zur z- beziigl. z-Achse legen. Fir das gestrichene System
verkiirzen swh (§ 19) die Seiten parallel zur z-Achse im

Verhiltnis —1- Im gestrichenen System erhoht sich daher

die Zahl der Kraftlinien pro Flichenheinheit im Verhiiltnis
f:1. Das heifit: Im System S’ ist die l‘eldmtenmtat

=BY.

§ 52. Longitudinule und transversale Masse.

Wir denken uns in 0’ (Fig.15) den Massenpunkt 1.
Wir haben also eine in 8’ ruhende Masse m,. Auf den
Massenpunkt wirke parallel zur z’-Achse die Kraft X'. Er
wird also von O’ aus eine Bewegung in der = -Achse voll-
fithren. Dle Gleichung dafiir ist

a2z’
Ry ~a

Infolge der Lorentzkontraktion kénnen wir dz’ = ﬁ d

.
==

2
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beziehungsweise d2z’ = 8 d2z schreiben und erhalten die
Gleichung
&Pz o
My ﬂd—tz- — A
Nun ist N 25
d%___cL_d_a; 4 (dz at) 4 [dz)
ax = av\ar) = ar\at ar) = Par )
da nach der letzten der Gleichungen (29a)
dt v da’
ar = F (1 T d_t’)

dt

0 'k

und %Zt_' = 0 ist, indem wir den Punkt zu Beginn der Wir-

kung der Kraft X’ betrachten, wo er noch keine Geschwin-
digkeit im System S’ besitzt. Ferner ist

d [de) _ &z _ dzx 4t @
av\dt| ~dtar — ae ar - P ag e
folglich '
s d*z AZ T
= o2l
di'z B d2
und '
d*z . Ax
moﬂ—dt—,z=moﬂ3d—t2=X',

wofiir wir nach dem vorigen Paragraphen auch
1)

d*z
Ny 3 = X

schreiben kénnen. Danach gilt nicht ohne weiteres dic |
Newtonsche Gleichung

m——=0X,

di®
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wobei m als die konstante Masse des Kérpers aufgefaBt
werden muB, sondern diese ist eine Funktion der Geschwin-
digkeit von der Form -
: C om=my B3,

wobei m, die sogenannte ,,Ruhmasse‘ ist.

Anders wird die Beziehung zwischen m und m,, wenn
wir eine Kraft senkrecht zur :t-Achse in Betracht ziehen.
Wir kénnen dann schreiben

a2y’
my _(-IF

=Y.

Nun ist aber, da 3y = y {GI. (29)],
2y dzy_i(d_y)-_ d (dJ dt) d (dJ)

vz~ arr arl\ar| — ar \at ar) = 2 av \dt

—p d?y dy dt o, d*y
aar =P ey =P g
folglich
d?y .
Mg ﬂzw =Y =P AYs
(§ 51) oder
d i
g ff —=- Tl

In dlesem Tall haben wir also

m=myf

zu setzen. Wir haben somit zu nnterscheiden, ob die Kraft
in der Richtung der Bewegung oder senkrecht dazu wirkt.
Im ersten Fall haben wir an Stelle der Masse die GroBen, i3,
im zweiten m, f einzufithren. Man pflegt mq f° deshalb
die longltudlnale, my 3 die transversale Masse zu
nennen,
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Wt » " §53. Der Impuls. i
' Wit bilden das Zeitintegral (§ 11) beziiglich der KraftX,
die auf einen Massenpunkt von der Ruhmasse m, wirkt und
der parallel zur z-Achse die Geschwindigkeit v besitzt. Es
ist dann nach dem vorigen Paragraphen ‘ o

T o

d«v‘ | W ,
=’l"o _W=-——
o /( -5 -

=my B v + konst. A Iy i
Auf denselben Massenpunkt wirke jetzt die Kraft Y, die
also senkrecht zur Geschwindigkeit v des Punkts steht.
Dann ist das Zeitintegral (§52)

= 2 L =y
det = moﬂf(‘zz—t:gdt=7noﬂ %?dt:moﬁw-}—konst.,

wenn » die Geschwindigkeit parallel zur y-Achse bedetet.
Wir erhalten also in jedem Fall den richtigen Ausdruck fiir
den Impuls, wenn wir die Formel der »klassischen®
Mechanik noch mit # multiplizieren. . 0

Wir kénnen auch so sagen: Wir crhalten den richtigen
Impuls, wenn wir

(30) . B 7)§_=1710ﬁ' , R
setzen, d. h. wenn wir als Masse die: mit £ multiplizierte
Ruhmasse annehmen. Aus dem Impuls gewinnen wir dann
die Bewegungsgleichungen, wenn wir bilden ’ .

A i rda aiss
W(nloﬁ’v)=X, —(‘Z—{(moﬂw)=Y.,
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§ 54. Energie und Masse. . .

. Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft, so bewegt sich
der Punkt iu einer Ebene, die durch die Richtungen der
Geschwindigkeit und der Kraft bestimmt ist. Wir legen
in diese Ebene ein rechtwinkliges Koordinateusystem. Die
Anderung dL der kinetischen Energie des Punkts ist dann
durch die Arbeit gegeben, die die Kraft leistet (§13). Wir
haben also ' K ’

dL=dd =Xdz 4+ Ydy.

Nach § 53 ktnnen wir nun schreiben

AL dz | Cdy 4| .d«\ di- 4 dy\ dy
T =t YTt_Zt'("'°ﬂ T[) awta (’"of’ ?1?) a
: dz d*z dy d%y dp Mldz\* dy\*
= e ety bl i = =)
Mo ((It diz " dt ,dtg) " Mo T Hdt *ae)
e o m vvdv o Am‘ g ddvg
dv 0 Sdp T g Meer gy
_moﬂvﬁ—{—fuu't‘—;ﬁ_ Vs
' o i (1 oy —;)
; ;2 2
My v Z 1y y
° " a e Mo T d g e?
= L b 0N dt 2’
= - 2 P
j A 1= = 2% _=ls
c? c® @
folglich

(31) s

Die Konstante kénnen wir besti mmen, indem wir die Energic
des ruhenden Punkts gleich Null setzen. . Daraus folgt
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konst. = — m, ¢ und ’
(32) L= mye?(f — 1).
Entwickeln wir , schreiben also v
R | e R v o
c? 2e¢® " 8 ¢t

so kann L auch dargestellt werden durch

.2 P :
1:=-moc‘~’(1+ & +3 : +...—1)

2¢c? 8 ¢t
My > o 3 mg vt
IRl 132

Fiir praktische Fille konnen wir das zweite Glied schon als
verschwindend klein anschen und erhalten so die »klassi-
sche* Formel der kinetischen Energie.

Es mag bemerkt werden, da8 fir v — ¢ T, — 0o wird,
woraus wir die Folgerung in § 50 machen konnen, daB man
cinem Massenpunkt keine »Uberlichtgeschwi ndigkeit®
erteilen kann. ' :

Die Gleichungen (30) und (32) ergeben

L= (m — myg) ¢?
oder- - it I} '
L

M— My = p = o

[t bedeutet eine Massenvermehrung infolge Bewegung, d.h.
eine Massenzunahme infolge Zunahme der kinetischen
. Energie. Es licgt nahe, jede Masse.derart zu definieren, daB
sie einer Energie dividiert durch ¢ gleich ist. Es liuft dies
darauf hinaus, daB wir in der Gleichung (31) die Konstante



§55  Allgemeine Relativititstheorie und Gravitation, 97
gleich Null setzen. Es ivird dann

3 ot
: L—711002 (1 + — Y +§ ';4—
wobel das erste Glied die Energiec der Ruhmasse dar-
stellt das zweite die klassische Form der Energie gibt.

+ oo T

§ 55. Allgemeine Relativitiitstheorie und Gravitation.

Das spezielle Relativitdtsprinzip sagh aus, daf
alle Naturgesetze dieselben sind, ob wir die Erschemun"en
auf ein ruhendes oder auf ein gleichférmig bewegtes System
beziehen. Die rotierenden Korper scheinen durch die auf-
tretenden Fliehkriifte einen sogenannten absolutenRaum
zu benétigen. Ahnliches tritt ein bei Systemen, die gegen-
cinander zwar keine drehende aber eine beschleunigte Be-
wegung ausfithren. Das von uns betrachtete Relat1v1t4ts~
prinzip sagt zwar aus, daB es keine Moglichkeit gibt, aus
den Naturerschemungen auf unserer Erde zu erkennen, ob .
wir uns im Weltenraum in Ruhe oder in glelchformlger Be-
wegung befinden, wohl kénnte dies aber moglich sein, wenn
wir rotierende oder beschleumgte Bewegungen in Betracht
zdgen. A. Einstein baute seine Relativitiitstheorie aber so
aus, daB die Naturgesetze auf ein beliebig be-
wegtes System bezogen sich nicht indern. Diese
Forteutwicklung derspeziellen nannte er dieallgemeine
Relativititstheorie. Sie. enthilt gleichzeitig eine
Theorie der Gravitation. Experimentell bestitigte Fol-
gerungen sind die Perihelbewegung des Merkur, die Ab-
lenkung der Lichtstrahlen der Fixsterne durch das Schwere-
feld der Sonne, deren Beobachtung bei Sonnenfinsternissen
mdglich ist. Die Folgerung, da8 alle Vorginge im Schwere--
feld verlangsamt erscheinen, wurde durch die Verschiebung
der Spektrallinien des Sonnenlichts gegen das rote Ende des
Spektrums bestitigt. : :

Jiger, Theoretische Physik I.. 7
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Hitten wir in einem kriiftefreien Raum einen Kasten,
der sich normal zu seinem Boden gleichférmig beschleunigt
bewegt, so wiirden alle- Gegenstiinde dieses Raums eine
Kraft analog der Schwerkraft senkrecht gegen den Boden
erfahren. Tm Innern des Raums Lonnten wir nicht ent-
scheiden, ob es sich um Trigheits- oder Gravitationskrifte
handelt. Jede geradlinige Bewegung wiirde im Kasten be-
trachtet zur parabolischen analog der Wurfbahn eines Kér-
persim Schwerefeld. Aber auch die Bzhn cines Lichtstrahls
miifte im Kasten sich als gekrimmt erweisen. Identifi-
zieren wir also das Gravitations- mit einem Schwerefeld
(Einsteinsches A'quivalenzprinzip), s0 ergibt sich die
Folgerung der Kriimmung der Lichtstrahlen im Schwere-
feld.

Nach dem allgemeinen Relativititsprinzip sind, wie er-
withnt, die Naturgesetze so zu formulieren, daB sie, bezogen
auf ein bewegtes System, die gleichen bleiben. Unter dieser
Voraussetzung wird dann der Begriff eines absoluten
Raums villig hinfillig. Mit dem uns zur Verfiigung
stehenden Darstellungsraum sowie den beschriinkten Dar-
stellungsmitteln sind wir jedoch nicht in der Lage, den

liickenlosen Gedankengang der allgemeinen Relativitits-

theorie wiederzugeben,

Elastizititstheorie.
'§56. Normal- und Tangentialspannungen.

Wirken auf einen elastischen Kérper Zug- und Druck-
krifte, so wird er deformiert und in seinem Innern treten
Spannungen auf. Fassen Wir ein Elementarparallelepiped,
(!ps,sen Kanten parallel den drei Achsen eines rechtwink-
Ilgen'Koordinatensystems sind, ins Auge, so werden wir die

4
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Kriifte, welche auf eine Fliche des Parallelepipeds wirken,
immer in ¢ine Normal- und eine Tangentialkraft zerlegen
kénnen. Die Grofle der Kraft wird proportional der Grofe
des Flichenclementes sein, auf welches sie wirkt. Wir

kénnen daher auch von der Kraft per Flichencinheit -

sprechen. Diese Kriifte per Flicheneinheit wollen wu' im
folgenden in Betracht zichen.

Die Kraft, welche normal zu einem Flichenclement, das
senkrecht zur x-Achse steht, wirkt, wollen wir mit X, be-
zeichnen, Analog werden wir die Normalkriifte, parallel zur
y- und z-Achse Y, baw. 7, schreiben. Die Tangentialkraft,
welche in das Flichenelement selbst hineinfillt, kénnen wir
immer in zwei Komponenten parallel zu den Koordinaten-
achsen zerlegen.. Nehmen wir z. B. die Tangentialkraft,
welche ein Flichenclement, das senkrecht zur z-Achse stcht,
angreift, so erhalten wir eine Komponente parallel zur y-
und eine parallel zur z-Achse. 'Wir wollen sie dement-
sprechend mit Y, und Z, bezeichnen. Analog werden wir
dic Tangentialkriifte, welche auf ein Element wirken, das
senkrecht zur y-Achse steht, mit X, und Z,, die fiir ein
Flichenelement senkrecht zur z-Achse mit X, Y, be-
zeichnen. Man pflegt gewdhnlich die Kriifte per Tlachen-
einheit X, Y,, Z, die Normalspannungen die Krifte
X, X, Yo e Ax,/J die 7' annentlalspannungen zZu
nennen. :

§ 57. Deformationen durch Normalspannungen — .-

Lingsdilatation — Querkontraktion — Volumsdilatation.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Dehnung eines
Prismas proportional der dehnenden Kraft. Gleichzeitig
zeigt sich, daB neben der Dehnung eine Querkontralk-
tion eintritt, welche zwar kleiner als die Dehnung, aber
proportional derselben ist.” Denken wir uns einen Wiirfel
von 1 em Kantenlan"e, die Kanten parallel den Achsen

7*

-
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Hitten wir in einem kriiftefreien Raum einen Kasten,
der sich normal zu seinem Boden gleichférmig beschleunigt
bewegt, so wiirden alle- Gegenstiinde dieses Raums eine
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erfahren. Tm Innern des Raums Lonnten wir nicht ent-
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handelt. Jede geradlinige Bewegung wiirde im Kasten be-
trachtet zur parabolischen analog der Wurfbahn eines Kér-
persim Schwerefeld. Aber auch die Bzhn cines Lichtstrahls
miifte im Kasten sich als gekrimmt erweisen. Identifi-
zieren wir also das Gravitations- mit einem Schwerefeld
(Einsteinsches A'quivalenzprinzip), s0 ergibt sich die
Folgerung der Kriimmung der Lichtstrahlen im Schwere-
feld.

Nach dem allgemeinen Relativititsprinzip sind, wie er-
withnt, die Naturgesetze so zu formulieren, daB sie, bezogen
auf ein bewegtes System, die gleichen bleiben. Unter dieser
Voraussetzung wird dann der Begriff eines absoluten
Raums villig hinfillig. Mit dem uns zur Verfiigung
stehenden Darstellungsraum sowie den beschriinkten Dar-
stellungsmitteln sind wir jedoch nicht in der Lage, den

liickenlosen Gedankengang der allgemeinen Relativitits-

theorie wiederzugeben,

Elastizititstheorie.
'§56. Normal- und Tangentialspannungen.

Wirken auf einen elastischen Kérper Zug- und Druck-
krifte, so wird er deformiert und in seinem Innern treten
Spannungen auf. Fassen Wir ein Elementarparallelepiped,
(!ps,sen Kanten parallel den drei Achsen eines rechtwink-
Ilgen'Koordinatensystems sind, ins Auge, so werden wir die
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Kriifte, welche auf eine Fliche des Parallelepipeds wirken,
immer in ¢ine Normal- und eine Tangentialkraft zerlegen
kénnen. Die Grofle der Kraft wird proportional der Grofe
des Flichenclementes sein, auf welches sie wirkt. Wir

kénnen daher auch von der Kraft per Flichencinheit -

sprechen. Diese Kriifte per Flicheneinheit wollen wu' im
folgenden in Betracht zichen.

Die Kraft, welche normal zu einem Flichenclement, das
senkrecht zur x-Achse steht, wirkt, wollen wir mit X, be-
zeichnen, Analog werden wir die Normalkriifte, parallel zur
y- und z-Achse Y, baw. 7, schreiben. Die Tangentialkraft,
welche in das Flichenelement selbst hineinfillt, kénnen wir
immer in zwei Komponenten parallel zu den Koordinaten-
achsen zerlegen.. Nehmen wir z. B. die Tangentialkraft,
welche ein Flichenclement, das senkrecht zur z-Achse stcht,
angreift, so erhalten wir eine Komponente parallel zur y-
und eine parallel zur z-Achse. 'Wir wollen sie dement-
sprechend mit Y, und Z, bezeichnen. Analog werden wir
dic Tangentialkriifte, welche auf ein Element wirken, das
senkrecht zur y-Achse steht, mit X, und Z,, die fiir ein
Flichenelement senkrecht zur z-Achse mit X, Y, be-
zeichnen. Man pflegt gewdhnlich die Kriifte per Tlachen-
einheit X, Y,, Z, die Normalspannungen die Krifte
X, X, Yo e Ax,/J die 7' annentlalspannungen zZu
nennen. :

§ 57. Deformationen durch Normalspannungen — .-

Lingsdilatation — Querkontraktion — Volumsdilatation.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Dehnung eines
Prismas proportional der dehnenden Kraft. Gleichzeitig
zeigt sich, daB neben der Dehnung eine Querkontralk-
tion eintritt, welche zwar kleiner als die Dehnung, aber
proportional derselben ist.” Denken wir uns einen Wiirfel
von 1 em Kantenlan"e, die Kanten parallel den Achsen

7*
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eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Es wirke aufiln
lediglich die N ormalspannung X, welche wir normal Zur
linken und rechten Seitenfliche in entgegengesetzter Rich-
tung wirkend annchmen miissen, Die Kanten parallel zur
z-Achse erfahren dadurch eine Verlingerung, dic sogenannte
Lingsdilatation 5

Ty = Az

re D o

hingegen jene, die senkrecht zur z-Achse stehen, das sind
die Kanten parallel zur 7/- bzw. z-Achse, eine Verkiirzung,
die Querkontraktion

kX,
Yp=2= — 7 ’
wobei k ein Bruch ist, der nach der Erfahrung zwischen
1z und Y, liegt und die Konstante I gewohnlich der
Elastizititsmodul genannt wird.
Wirken auf den Wiirfel dic drej Spannungen X, Yy s

so erfahren die Kanten parallel zur 2-Achse die Verlingerung

L LR s
B meg o)

Anaiog ist die V. erlingerung der Kanten pafallel zur y-Achse
g Yo KX, 47,
N S e s
und parallel zur 2-Achse
ey e +Y,)
| o Ema
Withrend im neutralen Zustande unser Wiirfel den Inhalt

von einem Kubikzentimetor hat, ist sein Volumen nach Ein-
wirkung der Normalspannungen

CHe) 0t y) O ta)=14 04410,



§58 Deformationen durch Tangentialspannungen. 101

da Wegen der Kleinheit: der Dehnungen Produkte derselben
vernachléissigt werden kénnen. Die Volumszunahme
(34) O=z,+ 9,42

nennt man die Volumsdilatation.

§ 58. Deformationen durch Tangentinlspanhungcn —
Schichungen.

Wir denken uns einen Elementarwiirfel (Fig. 16)'evines

elastischen Korpers. Soll er unter dem EinfluB der Tan-
. L Zx . .

zZ.

b g Zx :
.Fig. 16.

gentialspannungen im Gleichgewichte sein, so geniigen die
Spannungen X, nicht, da dieselben, wie man sieht, ein
Drehungsmoment ergeben wiirden. Es miissen daher auch
die Tangentialspannungen Z; vorhanden sein, welche ein
entgegengesetzt gerichtetes Drehungsmoment ergeben. Nur

wenn .
X, =2Z;



102 Elastizititstheorie. §59

ist, wird Gleichgewicht vorhanden sein. Analog mug
immer gelten i
: X, = Y,und Y,=2,.

Die Tangentialkrifte deformieren ebenfalls den Kérper,
Stiinde ein Wiirfel von der Kantenlinge Eins nur unter dem
EinfluB der Tangentialkraft X, (Fig. 17), indem seine untere

Ly Fliche etwa festgehal-

Xz ten wiirde, so wiirde die

Seitenfliche A BCD die

Form A'B'CD anneh-

men. DieStrecked 4'=

BB’ =z, nennen wir

die Schiebung oder

c Vy - Scherung, in'd.em man

' die  Tangentialkrifte

auch scherendeKrifte

- nennt. Die Schiebungz,

gibt fiir einen Wiirfel von der Kantenliinge Eins direkt den

Weg an, um welchen sich durch den EinfluB der Kraft X,

die Punkte der oberen Wiirfelfliiche relativ zur unteren
verschieben. Da die Strecke 4 — 1 ist, so ist

. T=Ad' =404,
Gleicherweise wird die Kraft Z, die Schiebung z, hervor-
bringen, und da X, — Z;, 50 auch

A0 A B B’

Fig. 17.

LT = 2y
und analog
T = Yo» Yo=2,. !

§ 59. - Beziehung zwischen Normal-, Tangentinlspnnmmgen
und Schiebungen. P

Denlfeni Wir uns cinen Wiirfel untér dex.nAEinﬂuB der
1. fl.‘angentmlspannungen X, und 7, so nimmt die Seiten-
fliche ABCD parallel zur (z, 2)-Ebene des Koordinaten-
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systems (Fig. 18) die Form A’B’C’D’ an. Diese Defor-
mation konnen wir in einem Kérper aber auch noch auf
andere Weise, nimlich durch Normalspannunnen erzielen.
EFGH (Fig.19) sei der Querschnitt eines quadratlschen
Prismas von der Hohe Eins. Parallel den Seiten EG, I'E

sei die Normalspannung N vorlianden. Es wirkt somit auf

die Fliche GH nach abwiirts ein Zug N -GH, ein gleich

. Zx
. B’
A : Ay
7
Az —— C
3 'D ’ F 4 X
Zy

Fig. 18.°

nroBer in entgeﬂenﬂesetzter Richtung auf ET. Dadurch
erleldet das Quadrat IFGH cine Deformation und geht
. iiber in das Rechteck I’ F" G’ H’, withrend sich das Quadrat
ABCD in den Rhombus 4’ B’C’'D’ verwandelt. Dieselbe
Deformation erzielen wir, wenn wir den Zug, der an der
Fliche GD annrelft ﬂlelchmaﬁw iiber A D verteilen. Diesen
Zug kénnen wir bezunllch AD in eine Tangential- und eine
Normalspannung 7erlenen, die gleich grofl smd da der Win-
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kel g = 45° Dasselbe, was wir mit der Fliche 4D taten,
lkénnen wir bei den Flichen 4 B, BC und CD wiederholen,
Wir erhalten so vier einander im Gleichgewicht haltende
Normalkrifte, die keine Schiebung hervorrufen konnen,
ferner die durch Pfeile angedeuteten Tangentialspmmungen
T, welche also dje Schiebung verursachen. '

7 7
E’ B’ F’
X Vol (P’
P
¢l
A % C A Ca
G 7/) Vil
G’ D’ i’
7 vl
Fig. 19,

Fliche EB die Kraft N - I ausiibt, wird per Einheit der
Fliche 4 B eine Kraft S sur Folge haben, welche gegeben
ist durch ‘

Die urspriingliche Normalspannung N, welche auf die

- N-EB=S-iB=S-FB.v5
oder - ' S V2.
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Somit ist die Komponente

7
flap £ V2 2
Durch die Deformation des Quadrates EFG H in das Recht-
eck I'F'G'H' geht der Winkel ¢ in ¢’ iiber. Es ist

tgp= 75 =1,

E4 (1 + th’ ) ] 14 -7;
T ppf k) T T
(§48). Wegen d_er Iﬂeinhcit von —g— kénnen wir schreiben

tgg =tg<.v(1+L,—,) (H"CT) =tgq{1+(1 +k)%],

oder " . . al B : A
" T

tg g —tgp = d(tgp) = (qu: =2dtp=(1-|—k)f],

cos
was man alles sofort erhilt, wenn man bedenkt, daB.¢p’ und
@ sehr wenig voneinander verschieden sind, dafB ferner
p= S 5 also tg g =1, cos® @ = }ist. Esergibt sich somit

4
: ; N 1+k
Ip=+H5p= 10T,

da wir ja T = —I;L fanden.

Durch eine Drehung um 45° kénnen wir das Quadrat
ABCD (Fig. 19) mit dem Quadrat (Fig. 18) zur Deckung
bringen und schen ohne weiteres, daB diec Tangential-
spannung T dann mit X, bzw. Z,, die Winkelveriinde-
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rung d mit der Schiebung 2, = ¢, identisch wird. Danach
erhalten wir also

1-|-kX___ 14k

(35) : 'xz=za:= I3 z,—"T_Zx; ]
ebenso ergibt sich . — '
BT 210 S
=== Xy= =y,
cund ' A '
L+k 14k,
yz=zu=——E’—Yz— _]; Z,.

§$ 60. Gleichgewicht und Bewegung clastischer Kiirbcr. )

Aut ein Elementarparallelepiped eines elastischen iso-
tropen Kérpers — nur fiir solche haben wir unsere Unter-
suchungen angestellt. — sollen .Normal- und Tangential-
spannungen und auBerdem fiuBere Krifte wirken. Letztere
seien, wie etwa die Schwerkraft, proportional der Masse des
Korpers. Nennen wir die Komponenten der siuBeren Krifte
auf die Masseneinheit X, Y, Z, so wirkt parallel zur z-Achse
auf unser Prisma die duBere Kraft o o # 3 X, wenn wir mit
o die Dichte des Kérpers, mit «, f, v die Prismenkanten
bezeichnen, welche parallel den Achsen des Koordinaten-
systems zu denken sind. Es wirkt ferner auf die linke Seite
des Prismas infolge der Normalspannung X, die Kraft
- —pyX,, auf die rechte analog By X,”. Da wir die
Spannungen als stetige Funktionen der Koordinaten auf-
fassen, so ist

90X,

X,I=‘7
J‘ .\3:+ ax “,

also r
X, X, = oX; @,
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>

s b i i i s S i By ag\,
x

ebenso steht es mit den annentialspannungen X und X..

resultiert. Ganz

und

Sie ergeben die Kriifte o Sy aax

Fall des Gleichgewichtes muB die Summe aller dieser
Kriifte gleich Null, fiir den Fall der Bewegung gleich der
Masse multlplmert mit der Beschleunigung des Elementar-
parallelepipeds sein. Im ersten Talle erhalten ‘wir somit
0X, 00X, X,
“’?"(w +'ay'+ .+0‘X

X,  aXx, aX
haa T 4= +0X=0.

Im Falle der Bewegunfv:muB der - vorletate Ausdruck

oder

(36)

glelch afyo th , oder es muIS

@ X, | 9%, X
6N egm T o e

+oX

sein, indem wir mit die Beschleu'ni"ung parallel zur

d 2
z-Achse bezelchnen wiihrend « 8 ¢ die Masse des Volums-
clementes ist. Dabei haben wir angenommen, dal nicht
nur, wie wir im § 58 bewiesen haben, im Ruhezustand, son-
dern auch bei.der Bewegung fiir jeden Punkt des Kérpers

X, =12, :
usw. gilt. DaB dies tatsiichlich zutrifft, ergibt uns sofort die
Fig.16. Hat der Elementarwiirfel daselbst die unendlich
k]eine_Kantenliinge o, so ist das Drehungsmoment der X,
gleich «3X,, jenes der 7, gleich «Z,. Das Triigheits-
moment des Wiirfels ist X m +2 (§ 28), wird also, wie man
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leicht findet, von der GréBenordnung o5. Sollen demnach
keine unendlich grofien Winkelbeschleunigungen vorkom-
men, so ist das nur méglich, wenn X, und Z, im physi-
kalischen Sinne einander gleich sind. J

Nach Gleichung (33) (§ 57) kénnen wir bilden

: Xa:=Exx+k(X:c+‘Yv+Zz)—kX.r:' i
aus den Gleichungen (33) und (34)

1—2k 5
0= T +y, +Zz=_'T(‘\x + Yu+A:) 0

Danach ergibt sich fiir die friihere Gleichung . .

v N kIO Lz

DA AR RO 1L

R (IS Y gy i e Wiy

oder . ‘ i 3

wenn wir ol b

. ) kE —; i 1o L
A+R@A—2k "~ 3 155

_setzen, Gl’eicherwqise erhalten wir U
Y,=40+2uy,, Z,=20+2uz,.

Ferner ergeben die Gleichungen (35) (§59) fiir die Tan-

gentialspannungen ’ % ;

) Xu= x=‘_24u xv=2,;‘.yxg
(39) Xz=Z,‘=2‘u z,=2uz,,
Vi =4, =2uy, =2puz,. 4
) ~ Wir denken uns nun wieder ejn Elementﬁrpamllelepiped
eines elastischen Korpers, Im neutralen Zustande habe es
die Kanten o, 8, 7. Nach der Deformation soll der Anfangs-

punkt der Kante « einen Zuwachs der z-Koordinate um £,
der Endpunkt um &’ erfahren haben. Die Kante « hat da-
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durch eine Verlingerung & — & erlangt, und wir konnen
wiederum

ety
setzen, so daf} also
L
~ oz

o9&
die Vcernerun" von «, =— daher dlc Verlingerung der

oz
Lanﬂenemhext d. h. die Dehnung parallel zur z-Achse ist.
Analov erhalten wir fiir die Dehnung parallel zur - und

z-Achse die Ausdrucke _3__ und E
ay 0z
Gleichung (38) und die zugehdrigen auch schreiben:

0&

“Wir kénnen somit die

191,
oy’

Z,=10+2‘ua—c-

- Y,=1042u

0z

Desgleichen ist
9
ox .
Ist infolge der .Taugentmlspannung X, (Fig.17) der

Punkt 4 -um die Strecke 4 A’= z_ verschoben worden, so
konnen wir, da , nichts anderes als die Tangente des Win-

kels 4C 4" gleich -%— ist,
' ' &
hie = G oz

c .

0— 87] +
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oder auch

ot | ot
(325

setzen. Danach lassen sich die Glexchunven (39) auch -
schreiben:

T, = &p = —

C oy [0 @

%= Yo=pl5e+ 7).
e o0& | ).
%= s+ 55,

: B (199} ¢
‘ Yz——éy—,u(w-f- a'_l/)’
und wir finden unmittelbar

X, a0 9% .
g ~ “ar Ty
s L

d0y* ' odazdy/’
oX, (ﬁ a2 )

oy
A P Ty r
Durch Addition dieser drei Gleichungeh ergibt sich )
0X, X, | 90X,
3z T oy "oy 0z

—;——+ A§+Hax(a§ 2 ﬁ)'

ox —a_y 0z
=@ +m—+yas |

2 2f 2
wenn wir unter A§ den Ausdruck aa—é + g_]“ + %

verstehen.  Sonach erhalten wir nach Gleichung (36) fiir
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das Gleichgewicht eines elastischen Korpers die Be-
zichungen

(7-+.L¢)E+.UAE+QX=0,
Lt pantoy—0
TR S T 77+AQ =%

20 : :
-+ - +pdl+eZ=0,

fiir die Bewegung hingegen
Bt ppaetox

dz a0
(40) e-%='(l+ﬂ)—a—y—+#4n+eY,,

a2l
ear

Um spezielle Beispiele sowohl des Gleichgewichts als
_ der Bewegung elastischer Korper zu berechnen, ist es oft
angezeigt, nicht von den allgemeinen Gleichungen aus-
zugehen, sondern, wie wir z. B. in der. Akustik sehen wer-
den, die Gleichungen fiir die Kriifte direkt aus der Ge-
stalt des Ko6rpers zu entwickeln. [Als Beispiel fiir die An-
wendung der Gleichung (40) sieche Bd. IT §26.]

™ a0 :
=(/-+,u)ba—z+!‘A E+oZ.

- Hydromechanik. I

§ 61. Hydrostatische Grundgleichungen.
In der Hydromechanik behandeln wir die Lehre vom
Gleichgewicht und von der Bewegung der Fliissigkeiten
und Gase.
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Legen wir durch irgendeine ruhende Fliissigkeit eine
Ebene, so wird auf sie von jeder Seite, und zwar senkrecht
zu ibr, ein Druck ausgeiibt. Dieser Druck p per Flichen-
cinheit ist von der Richtung.der Ebenc unabhiingig, d. h.
er ist nach allen Richtungen gleich gro8.

Denken wir uns ein Elementarparallelepiped der Fliissig-
keit, dessen Kanten o, 8, » parallel den: Achsen eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems sind. Die Kiriifte,
welche parallel zur z-Achse wirken, sind der Druck Py
welcher auf der linken Seite 8y lastet, entgegengesetzt der
Druck p’ auf der rechten Seite und dann die z-Kom-
ponente der dufleren Krifte. ' Diese: sollen, wie ctwa die
Schwerkraft, proportional der Masse der Fliissigkeit sein
und ihre Komponenten auf die Massencinheit seien X,
Y, Z. Dann wirkt also auf unser Element parallel zur
a-Achse die Kraft g o # X, wenn g die Dichte der Fliissig-
keit ist. Alle Kriifte sollen im Gleichgewicht, d. h. es muB

PRy —p' By+oafyX=0

sein. Wir nehmen nun an, der Druck P sei eine Funktion
der Koordinaten, so :

i N
: ‘ p=pt oz < 1
Fiihren wir diesen Wert in unsere Gleichung ein, dividiercn
wir durch o 9 und iiberlegen wir, dafi wir in ganz ihn-

licher Weise auch bei den iibrigen Komponenten vorgehen
kénnen, so crgeben sich die Gleichungen

, dp
Qxf—i?_a;—_ B
- dp
11 . S
(41) CE et
ap
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Diese Gleichungen bedingen das Gleichgewicht .einer
Flissigkeit, weshalb man sie die hydrostatischen
Grundglelchungen nennt..

Wir kénnen unsere Gleichungen auch aus der Gleichung
(36) fiir das Gleichgewicht cines festen clastischen Kérpers
gewinnen, wenn wir bedenken,, dafi’ in Fliissigkeiten
scherende Krifte vernachlissigt werden kénnen. Glei-
chung (36) wird dann .

aA +0 el Op

X, ist eine Normalspannung. Den Druck p konnen wir
als negative Normalspannung einfithren. Unsere Gleichung
wird also

was mit deﬁ Glelchunﬂen (41) identisch ist.
Haben die Kriifte ein Potentialyp, ist mithin X = — g—z—
usw., so nchmen unsere Glelchun«ren die Form
ogt =
usf. an und Iaésen sich in
| dp= —pdy

zusammenziehen.

§ 62, Ab]l.lll"l"]\elt dcs Drucks von der Schwere in trop[-
baren I‘lusswkeltcn — hydrostatisches Paradoxon.

Lassen wir die z-Achse vertikal nach oben gehen und
fiihren wir als #uBlere Kraft nur die Schwere ein, so ist

X=Y=0, Z=—g.
Jiger, Theoretische Physik I. J
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Unsere Gleichungen werden i
ap __9p | ap nJ
dz  dy =90, 8z ¢9-

Fiir tropfbare Fliissigkeiten konnen wir die Dichte als vom
Druck unabhiingig ansehen; die Integration der Glei-
chungen ergibt daher :

: P = const.

fiir alle Punkte einer Horizontalebene, welche man auch -
eine Niveaufliche nennt, und

: P=c—pgz .

fiir die Abhiingigkeit des Drucks von der Hahe,

Die Oberfliche der Fliissigkeit muB daher eine Hori-
zontalebene sein. Legen wir sie in die z y-Ebene, so ist

P=—op9z, b '

d. h. der Druck ist proportional der Tiefe. Die
Form des Gefifles spielt in den Gleichungen gar keine
Rolle, d. h. sie ist fiir den Druck der Flissigkeit
vollstindig gleichgiiltig, eine Erscheinung, die man
das hydrostatische Paradoxon nennt. '

Dasselbe Resultat erhalten wir natiirlich auch, wenn wir

die Gleichung dp = — ¢ dy integricren. Da o konstant,
50 ist
(42) Pp=c—ovy,

wihrend p = g 2 ist.

§ 63. . Gleichgewichtstigur einer roticrenden Fliissigkeit.

Dreht sich ein teilweise mit Fliissi gkeit angefiilltes zylin-
drisches Gefil um seine Achse, so rotiert bald die ganze
Fliissigkeit mit und bildet dabei eine einwiicts gewdélbte
Oberfliche. Lassen wir ein Koordinatensystem, dessen z-

Achse die Zylinderachse ist, in gleicher Geschwindigkeit mit
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dem Gefif} rotieren, so kénnen wir die Fliissigkeit in bezug
auf dieses System als ruhend ansehen und unsere Glei- -
chungen darauf anwenden. Ist die Winkelgeschwindigkeit
o, so erlangt ein Teilchen infolge der Fllehkraft dle Be-
schleumgun"en

X=oz, Y=oy, Z=—g.

Fiir diese Kriifte haben wir das Potential
Y= %wz 2492,

wenn wir 22 4+ y2 =92 2 einfithren. Nach GlelchuUfr (42) ist
somit der Druck

i
p=c+g(—2—w2r2——gz)-

Die Fliichen konstanfen Drucks oder die Niveau-
flichen und damit auch die Oberfliche qdeota.tlons-
p'u'abolmde

§ 64. Barometrische IGhenformel.

Wollen wir die hydrostatischen Grundgleichungen auf
Gase anwenden, so haben wir zu bedenken, dafl bei diesen
die Beziehung zwischen Druck und Dichte durch das Boyle-
sche Gesetz

L _R
e
gegeben ist, wobei R einc Konstante bedeutet.

Lassen wir bloB die Schwerkraft mit dem Potential

y = ¢ z wirken, so wird die Glexchun" dp = — o dy sich

verwandeln in

(lp-——ngdz——ﬂd
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oder - o
- dp g
7 — — "13- (IZ o

Durch Integration erhalten wir
Inp= ——-%z-}-ln(},-

g
p=Cc_7‘_z.

Fir 2= 0 sei p = p,. Dann wird

il
D=pee .

Nach dieser Gleichung nimmt der Luftdruck mit wach-
sender Héhe ab,

§ 65. Xapillaritiitskonstanten.

Man nimmt an, daB dje kleinsten Teilchen einer Tliissig-
keit Anziehungskrifte, die sogenannten Kapillarkriifte, auf-
einander ausiiben, die allerdings nur ‘auf sehr kleine Ent-
fernungen wirksam sind. Das hat zur Folge, daB ein Teil-
chen im Innern einer Fliissigkeit sich so verhiilt, als wiiren
derartige Kriifte nicht vorhanden, weil sie nach allen Rich-
tungen gleichmiBig wirken, sich daher gegenseitig auf-
heben. Die Teilchen an der Oberfliche erfahren jedoch
einen Zug gegen das Innere der Fliissigkeit. Es ist daher
cine Arbeit zu leisten, um ein Tlissigkeitsteilchen aus dem
Innern an die Oberfliche zu bringen. Die VergrofBerung
der Oberfliche erfordert Arbeit. :

Befindet sich eine Fliissigkeit in einem Gefiif, so ist sie
im allgemeinen teils von der freien Oberfliche, teils von
den GefiBwinden begrenzt. Diese dem Gefi und der
Flitssigkeit gemeinsame Fliiche nennen wir die gemein-



§ 66 Erste Hauptgleichung der Kapilla.riiit. 117

same Oberfliche. Wollen wir die freie Oberfliche um die
Flicheneinheit vergréfern, so haben wir die Arbeit « zu
leisten, ebenso bei der VergréBerung der gemeinsamen Ober-
fliche um die Flicheneinheit die Arbeit 8. o und f nennt
man die Kaplllantdtskonstanten der l‘lussm]\elt

§ 66. Erste IIanpt"Ielchung der Kapillaritiit,

Um die Gleichgewichtsfigur der freien Oberfliiche ciner
Fliissigkeit zu finden, benutzen wir wieder das Prinzip der -
virtuellen Verschiebungen. Wir denken uns ein Gefill ge-
fiillt mit einer Fliissigkeit. Wir machen eine virtuelle Ver-
schiebung der freien Oberfliche, ohne dabei die gemeinsame
Oberfliche zu verindern. Arbeit werden also leisten der
iuBere Druck (Luftdruck), die Schwerkraft und die Kapil-
larkriifte.

Auf der Oberfliiche der ¥ Fliissigkeit laste der Druck P.
Einer Verschiebung d» in der Rlchtung der Normalen ent-
spricht demnach dle Arbeitsleistung der Krafte

— S PéndO.

Diese Arbeit ist gleich Null, wenn, wie wir annehmen
Wollen sowohl der Druck P als auch das Volumen der
I‘lussmkelt Lon%tante GroBen sind. Hsist dfmn

SPénd0 = Pj'(S?LLZO_-—
da ja
Jond0 =0
nichts anderes als die Volumsiinderung ist.

Wir legen durch unsere Fliissigkeit eine Horizontalebene
als (z, y)-Ebene eines rechtwmklwen Koordinatensystems.
Uber dem Fliichenelement dI" dieser Ebene befinde sich
cine Fliissigkeitssiiule von der Hohe 2. Bei der virtuellen
Verschiebung werde das obere Ende unserer Fliissigkeits-
siule um 8z gehoben, sie erfihrt also cine Volumsver-
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mehrung dIF 6z. Da das gesamte Volumen der Fliissigkeit
unverindert bleiben soll, muB sich an irgendeiner andern
Stelle die Fliissigkeit senken derart, daB dIf 8z 4 dI" 67=0
ist. Wenn wir 02 als positiv anseben, wird also 62’ negativ
sein. < i
Die Arbeit, welche von der Schwere geleistet wird,
konnen wir uns so berechnen, dafB wir annehmen, die beiden
Miissigheitssiulen bilden kommunizierende Réhren, die in
. der (z, y)-Ebene durch ein Horizontalrohr verbunden sind.
Die Arbeit der Schwere ist dann
—092dF0z— g2 dF' 62 = — g g(z — Z)ydFdz.
Dieser Ausdruck enthilt nur die Differenz der Fliissigkeits-
héhen. Es ist somit gleichgiiltig, in welcher Hohe sich die
(=, ¥)-Ebene befindet, was die obige Annahme zur Berech-
nung der Arbeit der Schwere rechitfertigt. Die Gesamt-
arbeit ist also gegeben durch !

(43) . S—ogzdzdl.
Die Arbeit der Kapillarkrifte ist (§ €5)
(44) P

wenn wir unter 50 die Anderung der freien Oberfliche bei
der virtuellen Verschiebung verstehen.

Fir ein Oberflichenelement dO konnen wir
nach einem Lehrsatz der Geometrie zwei senkrecht auf-
einander stehende Ebenen angeben, deren eine

die Kurve des gré8ten, die andere jene des klein- -

sten Krimmungsradius des Flichenelements ent-
hilt. Diese Radien seien r und +'. Wir lassen sie von den
entspreckenden Kriimmungsmittelpunkten aus die Winkel
dg bzw. dy beschreiben und erhalten so das Oberflichen-
element ;

d0 = rv' dp dy .

Verschieben wir das Element nach der Normalen um én,

L
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so erhalten wir das neiie Elemént
= (r+on)('+én)dpdp=1rrdedy (1+ 5”—[— 6”’)
Der Zuwachs des Oberfliichenelements ist mithin 4

d0" — d0=dO0 (l + i,) on,

oder”

(45) o0 —f( ) ondo.

Das zur Fliissigkeitssiiule uber ar gehorwe Oberﬂachen-
element dO bildet mit dI" einen Winkel; der gleich dem ~
Winkel der Normalen ¢ (¥Fig. 20) =
" ist. Folglich ist _ '

dF = d0 cosg .
Desgleichen ist
on = dzcosp,

daher
dF 6z = d0 dn. :
Die Summe der Ausdriicke (43) 37
und (44) ist die Gesamtarbeit der Fig. 20.

Kriifte bei der virtuellen Verschie-
bung. Mit Riicksicht auf Gleichung (45) haben wir also

—f092062dF —a 00 = — fogzbzdll

= f(—}—-{-%—) ond0 =0,

oder nach der letzten Bemerkung

fogzazdr-mf(lr +‘:—,)aﬁdo
—f[og +J( ,)](5zdF=0.
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mehrung dFF 6z. Da das gesamte Volumen der Flisssigkeit
unverindert bleiben soll, mug sich an irgendeiner andern
Stelle die Fliissigkeit senken derart, daB dI 0z - dI" 67=0
ist. Wenn wir 02 als positiv anseben, wird also 62’ negativ
sein. < i
Die Arbeit, welche von der Schwere geleistet wird,
konnen wir uns so berechnen, daB wir annehmen, die beiden
Miissigkeitssiulen bilden kommunizierende Réhren, die in
. der (z, y)-Ebene durch ein Horizontalrohr verbunden sind.
Die Arbeit der Schwere ist dann '
—092dFdz—p g7 A" 62 = — g g (z — ') dF dz.
Dieser Ausdruck enthilt nur die Differenz der Fliissigkeits-
hohen. Es ist somit gleichgiiltig, in welcher Hohe sich die
(=, ¥)-Ebene befindet, was die obige Annahme zur Berech-
nung der Arbeit der-Schwere rechitfertigt. Die Gesamt-
arbeit ist also gegeben durch .

(43) . S—opgzdzdrl.
Die Arbeit der Kapillarkrifte ist (§ €5)
(44) - —adé0,

wenn wir unter 50 die Anderung der freien Oberfliche bei
der virtuellen Verschiebung verstehen.

Fir ein Oberflichenelement d0 konnen wir
nach einem Lehrsatz der Geometrie zwei senkrechs auf-
einander stehende Ebenen angeben, deren eine

die Kurve des gréBten, die andere jene des klein- -

sten Krimmungsradius des Flichenelements ent-
hilt. Diese Radien seien r und +*. Wir lassen sie von den
entspreckenden Kriimmungsmittelpunkten aus die Winkel
d@ bzw. dy beschreiben und erhalten so das Oberflichen-
element ‘ }

dO=rr'dpdy.

Verschieben wir das Element nach der Normalen um d»n,

[
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s0 erhalten wir das netie Element

= (r+on) ('+on)dpdp=1r+dpdy (1+ 6”—{- 6”’)
Der Zuwachs des Oberfliichenelements ist mithin '

d0' — d0=dO0 (l + i,) on,

oder

(45) 80 == f ( ) S0

Das zur Fliissigkeitssiule uber ar gehorwe Oberﬂachen-
element dO bildet mit dI" einen Winkel; der gleich dem ;
~ Winkel der Normalen ¢ (Fig.20)

ist. Tolglich ist _ ‘
dF = d0 cosg .

Desgleichen ist
on = 6z cos P,

daher
dF 6z =d0 én”. :
Die Summe der Ausdriicke (43) | 7o
und (44) ist die Gesamtarbeit der Fig. 20.

Kriifte bei der virtuellen Verschie-
bung.. Mit Riicksicht auf Gleichung (45) haben wir also

—[09282dF — 200 = — fogz8zdF

ic: f(-}—-{--;—) ond0 =0,

oder nach der letzten Bemerkung

fogzézdl‘-{-af(} +:—,)Mdo
—f[og +<'/( ,)]6zdF=0.
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Da -
. SJOzdF =0 : _
ist, £0 geniigen wir unserer Gleichung, wenn wir
: i 1 1
46) ggz—!—a(7+7)=c

setzen, wobei die Konstante ¢ aus bekannten Werten von
7, 7" und z gefunden werden mug, _

Gleichung (46) ‘nennt man dieerste Hauptgleichung
der Kapillaritiit. : o

§ 67. Obcrﬂ:‘ichenspannung. .
Wir denken uns die Oberfliche einer Fliissigkeit recht-
eckig begrenzt (Fig. 21). Die Seiten 4 B und CD seien 1 cm

lang. Verschieben wir CD um die Strecke ds, so vergréBern
wir die Oberfliche 4 BCD um ds,

= €., miissen somit eine Arbeit o ds leisten.
- i Folglich muB aufCD in der Richtung
i CA eine Kraft wirken, die wir die

B T Oberflichenspannung S nennen.

Fig. 21, - Ihre GréBe ist also :

asy : : S=«. | .

Die Flisssigkeitsoberfliiche ist wie eine gespannte Haut zu

betrachten. Denken wir uns eine belicbige Linie in ihr, so
wirks senkrecht dazu per Lingeneinheit die Kraft S,

§ 68. Zweite Hauptgleichung der Kapillaritiit.
In Tig. 22 treffe im Punkt C die Oberfliche CD eciner
Fliissigkeit unter dem Winkel 1, dem Randwinkel, die
- GefiBwand 4 B. ' Die Fliissigkeit schneidet also die Gefif-
wand in einer Geraden, welche senkrecht zur Bildebene
durch den Punkt C geliend zu denken ist. Per Lingenein-
heit dieser Geraden wirkt in der Richtung CD infolge der
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Oberflichenspannung die. Kraft . Da man aber fiir die
gemeinsame Oberfliche genau dieselbe Uberlegung machen
kann, so wirkt auf die Liingeneinheit der Peripherie der
Oberfliche der Fliissigkeit in der Richtung C' 4 =
auch noch die Kraft . Fiir das Gleichgewicht
der Fliissigkeit an der GefiBwand kommen

nur jene Kraftkomponenten in Betracht, €
welche parallel zur Wand wirken, deshalb: é\

muf}

-occo,si+ﬂ=0v : b 22
sein. Das ist die zweite Hauptgleichung
der Kapillaritiit. : AR Rl Fizios:

§ 69. Steighéhe in Rihren und zwischen Platten.
Wir kénnen die erste Hauptgleichung in der Form

" - e
99'3:—,“(74- —77') +c

schreiben. * Dabei ist der Kriimmungsradius r positiv,
wenn er innerhalb der Fliissigkeit liegt, wenn wir also cine
konvexe Oberfliiche haben. Dies ist bei Quecksilber in
einer Glasrohre der Fall. Ist die Rohre eng genug, so
kénnen wir die Oberfliche des Quecksilbers, den Menis-
kus, als Halbkugel ansehn, deren Radius mit jenem der
Réhre iibereinstimmt. Wihlen wir die Quecksilberober-
fliche in einem weiten Gefiil3 als z y-Ebene, so ist fiir die-
selbe 2= 0, r=1" =00, also ¢ = 0, und wir erhalten

i L
992?—“(74—7_,—)'

Tiir eine enge Rohre vom Radius 7, die wir in das Queck-
silber eintauchen, wird diese Gleichung
’ 2a

O

<
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Haben wir zwei parallele ebene Platten vom Abstand 2 7
so bildet die Quecksilberoberfliiche eine Zylinderfliche,
deren einer Kriimmungsradius gleich r, withrend der anders
gleich o ist. Fiir diese Anordnung erhalten wir demnach

o
992—4-7'

Zwischen zwei Platten, deren Abstand gleich dem Durch-
messer einer Rohre ist, steht also die Quecksilberoberfliche
halb so tief unter dem normalen Niveau als in der Raghre.

Ist die Oberfliche nicht konvex, sondern konkav, so
liegen die Kriimmungsradien auBerhalb der Fliissig-
keit. Wir miissen sie dann als negativ-ansehen, d. h. eine
benetzende Flisssigkeit steigt in eciner engen Rohre,
und zwar ist die Steighthe verkehrt proportional dem
Krimmungsradius und im obigen Sinn doppelt so grof als
zwischen zwei Platten. Dies alles gilt jedoch nur dann,
wenn wir den Durchmesser der Réhre gegeniiber der Steig-
héhe vernachlissigen kénnen. Eine genauere IFormel
werden wir im § 71 kennen lernen.

§.70. Blasen und Tropfen.

Wir betrachten die Gestalt der Oberfliche lings einer .

geraden Wand. Wir erhalten eine Zylinderfliiche, der eine
Kriimmungsradius ist da-
her »* = co. Fiir die Leit-
linie OC der Zylinder-
fliche (Fig. 23) gilt

: rdp =ds
~x~ oder
1 de
r  ds

. . o
Da aber nach unserer ersten Hauptgleichung p gz = —,
. r
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50 auch ‘
dp dp dz _ ~de
eYe=2gs =% a4z as = Pz

Wir haben ferner %ﬁ— =tg (p, also
do

dz -y
szd—-=occos<pt (pd ocsm(p—(ﬁ

Durch Integration dieser Gleichung: erhalten wir
09z

B -ocosp + C.
Fir z=0 wird auch . ?/ A
@ =0, daher C =o und x| fod : )
2 (]22 A \ : B
= '2 =0o(l —cosg). ) Tig. 24.

Fiir den Punkt an der GefiBwand erkennt man ohne
weiteres, dafl der Winkel ¢ das Komplement des Rand-
winkels 7 ist. Die Erhebung 2z, der Fliissigkeit am Rand
iiber'das normale Niveau ist also durch

29N _ (1 —sind)

2 A=
gegeben. Infolge der quadratischen Form der Gleichung
erkennt man jedoch nicht, ob die Erhebung positiv oder
negativ ist, aber wir wissen, daf} eine Erhebung nur be1
benetzenden Flissigkeiten vorhanden ist.

Eine nlchtbenetzeglde Fliissigkeit auf eine ebene Unter-
lage gebracht bildet einen Tropfen. Ist er so grof, daBl wir
seine Hohe gegeniiber seinem Durchmesser vernachlissigen
kénnen, so 148t sich auf ihn unsere Gleichung anwenden.
Im Punkt C (Fig. 24) stehe die Tangente an die Durch-
schnittskurve des Tropfens senkrecht. Der Winkel g ist 909,
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cos@ =0. Der Punkt C liegt daher um % tiefer als der
héchste Punkt des Tropfens. Wir erhalten fiir ihn die
Formel C ‘

20

h?=-—
eyg
nach welcher wir die Kapillarititskonstante berechnen
kénnen. Die Fig. 24 kénnen wir umkehren und haben dann
den Fall ciner Luftblase unter einer Glasplatte, welche die
Flussigkeit oben abschlieBt. Solche Blasen ergeben also
ebenfalls ein Mittel zur Berechnung der Konstanten e,

§71. Kapillarrohren.

~ Tauchen wir einen beliebig begrenzten Zylinder vom
Umfang L mit seiner Achse senkrecht in eine Fliissigkeit
und machen wir jetzt, indem wir entweder die Fliissigkeit
oder den Zylinder heben oder senken, eine virtuelle Ver-
schiebung, so muf fiir den Fall des Gleichgewichts die
‘Summe simtlicher Arbeiten gleich Null sein, s
- Bei einer Kapillarrshre vom Radius 7 kénnen wir fol-
gendermafien verfahren. Wir heben die Flisssigkeit in der-
selben um 0kh. Dabei erhalten wir eine VergroBerung
der gemeinsamen Oberfliche 277 o1, - Die Arbeit ist
— 27 Brdh. Die Arbeit, um die Fliissigkeitssiule vom
.Gewicht G zu heben, ist G 67, und fiir den Fall des Gleich-
gewichts muf§ : : 8

—27B7r0h—Goh=0
sein, was wir auch so schreiben kénnen: |

' G=—2nBr.

. Haben wir keinen Kreiszylinder, so brauchen wir blo8
27 r durch den Umfang L zu ersetzen und erhalten die all-
.gemeinere Formel - -

' G=—BL=qcosi L,
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welch letztere Beziehung unmittelbar aus der zweiten
Hauptgleichung folgt. :

Benetzt eine Fliissigkeit die GefiiBwand vollkommen, so

kénnen wir 7 = 0, cos 1 = 1 setzen. Dann wird fiir einen
Kreiszylinder ol
G=2mro. !
Fiir ein geniigend enges Rohr 1Bt sich der Meniskus als
Halbkugel auffassen. Nennen wir die Héhe des tiefsten
Punkts des Meniskus iiber dem normalen Niveau I, so ist
das gehobene Gewicht

eg@rPhtar-r—3ard)=og@rih 4 L7 rd)
’ =2ara,
oder : :
2a
- egr !
Es ist dies eine genauere Formel fiir die Steighthe von
Flissigkeiten in Kapillarrshren. = -~
Nach ganz demselben Vorgang lifit sich das Gewicht
der gehobenen Fliissigkeit berechnen, wenn man eine kreis-
runde Platte aus ihr herauszicht, was eine Methode ergibt,
mit Hilfe der Wage die Kapillarititskonstante zu bestim-
men, indem man das Gewicht sucht, welches zum AbreiBen
ciner Platte von der Fliissigkeitsoberfliche erforderlich ist.
Ebenso kénnen wir einen EinfluB der Kapillarkrifte auf
den Stand des Ariiometers nachweisen, da das Gewicht des-
selben scheinbar um das Gewicht der gehobenen Fliissigkeit
vermehrt wird. ‘ o ' i

b4 Lr=

§ 72. IIyd_rodynnmische Gfundgleic]mng_én.

. Ein Elementarparallelepiped von den Kanten o, f§, ¥
parallel zu den'3 Achsen eines Koordinatensystems hat die
Masse p o f9. Die Kraft, welche parallel der z-Achse auf
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dasselbe wirkt, kann also gemessen werden durch

d*z du
exfy ga=exfy -

wenn wir mit «, v, 10 die Géschwindigkeitskomponenteli der
Flissigkeit bezeichnen. Die Krifte auf die Massencinheit
seien ‘wieder dieselben wiein § 61, also X — A % . Wit
erhalten demnach %

Y 1 op

du m

e - 0 oz
was nach den Bémerkupgen des § 61 auch aus der Elastizi-
titsgleichung (37) zu gewinnen ist. Es ist nun

du  ou ou dz ou dy | ou dz

dt 9t "oz dt "oy ar T wm

du du du Ju
B R o7 o o

Durch Tinfiilhrung dieses Werts in unsere Gleichung er-
" halten wir

ou ou . Ju - du ,‘ 1 a9p
T A e
d ov. - 9v 9w dv 1 ap
47 A el I St B v ey ! L
(47) 3 +uaz-,—vvay+uv:‘az = pY% PRl
.ow dw dw dw 1 dp
aa S 0 A0 A = S e O DY
ot " Mar Tl tugs =4 ol

wobei die zwei letzten Gleichungen analog der ersten ge-
bildet sind. Zu djesen Gleichungen kommt noch die soge-
“nannte Ko ntinuititsgleichung. Simtliche Gleichungen
nennt man die Eulerschen Grundgleichungen der
Hydrodynamik. ST



§73  AusfluBgeschwindigkeit eincr tropfbaren Fliissigkeit. - 127

Die Kontinuititsgleichung gibt uns die Massen-
inderung oder, wenn man will, die Dichteniinderung
an einem bestimmten Ort an. Dieselbe ist fiir die Zeit d¢
in unserem Elementarparallelepiped gleich o £y %Qt— dt,und.
sie muf gleich sein der in das Volumelement withrend der
Zeit dt einstromenden Flissigkeit vermindert um die
withrend derselben Zeit ausstrémende. Von links strémt
durch die Fliche 8y dic Menge Sy pudt cin, rechts
By o w dt aus. Ahnlich verhilt es sich mit der oberen
und unteren, vorderen und hinteren Fliche des Parallel-

epipeds.
Nun ist
D B -0 (9 ’lt) .
ou =pu- T
daher

ﬂyeudt—/’)’yé'u’dti —afly ag;u) dt.

Der Gesamtmassenzuwachs ist daher

aﬂy%—idt: —aﬂydt[a(a‘?;t)' +

woraus wir die Kontinuitiitsgleichung

d(ov)
ay

d (o 1)
o —az‘—]’

% 9w} , d(ev) , dlow)
ED LT TR
erhalten. A

§ 73. Aus[luBgcschwindigkéit einer tropfbaren I*‘liissigkéit.

Wir machen in den Boden eines Gefiifies ein Loch, aus
welchem senkrecht nach unten die Fliissigkeit stromen soll. .
In die Richtung des Strahls legen wir die z-Achse. s ist
damn X =Y =wu=v=0,Z=g. Die Gleichungen (47)
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reduzieren sich demnach auf 1 1
(0PIt PR e
oz *dy j
ow dw 1 ap
"V 9T g e

Tst die GréfBle des Lochs im Vernlelch zum Querschmtt
des GefiiBes zu vernachlissigen, so Lonnen wir fiir eine be-
stimmte Zeit das Fliissigkeitsniveau als konstant, also auch
den ganzen Stromungsvorgang als stationir anschen. Dann

wird -a—?- = 0, und es bleibt uns nur

ot
ow 1 dp
Ve — —— =g,
0z o. dz
was integriert ergibt -
02
S -I— L gz+.0n

Wir legen die a:y-]]bene in die l‘lussmkeltsoberﬂache
Im Gefii8 hat die Fliissigkeit eine so geringe Geschwindig-
keit nach abwiirts, daB wir w2 = 0 setzen konnen. Ein be-
liebiger Punkt der Fliissigkeit habe die Ordinate z 2. Es
herrscht dort, der hydrostatlsche Druckp =g 2;. Zur Be-
stimmung der Konstanten ¢ haben wir alsog 2z, = g 2 +C,
woraus C’ = 0.und

@Ele
_ o + - gz
folgt. ’ '

“Unmittelbar unter der Offoung ist der Druck auf die
Flisssigkeit gleich Null.  Fiir dlesen Punkt - setzen wir

2 = h.- Wir erhalten daher i o
w?
| PR
das bekannte AusfluBgesetz von Torricelli. -

=lg oder w‘=}/m, :
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Es 1iBt sich natiirlich dieses Gesetz auch ohne weiteres
aus dem Prinzip von der Erhaltung der Energic ableiten.
" Es muB ja die lebendige Kraft der Teilchen beim Ausflufl
gleich der Arbeit sein, “welche die Schwere beim Wandern
der Teilchen von der T I‘lussxgke1tsoberﬂdche bis zum Ausflul
leistet. Dies ergibt dann fiir die AusfluBgeschwdenkelt ein-
fach die Geschwmdlgkelt wie sie die Fallgesetze verlangen.

§ 74. Ausflugeschwindigkeit der ‘Gase.

Wir nehmen an, ein Gefill enthalte komprimierte Luft,
welche durch ein feines Loch in diinner Wand ausstrémt.
Die Ausstromungsrichtung sei die a-Achse, duBere Kriifte
seien nicht vorhanden. Dann haben wir nach den Glei-
chungen (47), vorausgesetzt, daBl wir die Stromung wieder-
um als stationir anschen kénnen,

% d_u L dp
dz @ dz
dp _ dp
dy "z

Nach Boyle ist
P _ g,
s
(§64), also :
du i R dp
wr ~ p d=z dz
oder integriert
Inp=— iz——{—ln C.
2R ,

Im Innern des Gefiies sei p = p; und « = 0, auBerhalb
P = po- Dann wird C = p,, also

P u?
In =37

b

Jiiger, Theoretische Physik I.
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wonach wir fiir die Ausstromungsgeschwindigkeit u, die
Gleichung ! :

P %%
Po- 2R

erhalten. Wir lassen nun zwei verschiedene Gase unter
ganz denselben Bedingungen ausstromen. Die Ausstro-
mungsgeschwindigkeiten seien 1, und 1y'. Die zugehérigen

’

E sind demnach £~ und g 3 §voraus die Gleichungen folgen:

e
22 o uy'?
2R 2R’
Uy . Rl_ o
u't T R ?'

Es verhalten sich die Quadrate der Ausfluige-
schwindigkeiten wie umgekehrt die Dichten, ein
Gesetz von Graham, nach welchem Bunsen secine
bekannte Methode, die Dichte der Gase zu bestimmen,
begriindete.

§ 75. Transformation der Eulerschen hydrodynamischen
Grundgleichungen,

Die Flissigkeitsmenge, welche in einem Elementar-
parallelepiped enthalten ist, wird infolge der verschiedenen
Strémungsgeschwindiglkeiten in den einzelnen Punkten der
Tlisssigkeit mit der Zeit ihre Gestalt nicht beibehalten
kénnen, was zur Folge hat, daB neben der fortschrei-
tenden auch noch eine drehende Bewegung der Fliissig-
keit in Betracht zu ziehen ist. Es sei z, B. 4 BCD (Tig. 25)
die der z z-Ebene parallele Fliche des Flisssigkeitselements
mit den Seiten dz und dz. Die Geschwindigkeit « parallel
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zur z-Achse sei in B grofier als in 4, die Geschwindigkeit w
parallel zur z-Achse gréBer in D als in 4. Nach der Zeit dt
hat daher unser Rechteck die Gestalt 4 B'C"D’ angenom-
men. Es hat sich die Seite 4 B = dz um den kael o, die
Seite 4D = dz um — B gedrcht. Wir konnen daher als
mittlere Drehung des gesamten Rechtsecks um die y-Achse

setzen.

2
Nun ist
adz=(u —wu)dt,

wenn wir unter u die’ Geschwmdwkelt der Fliissigkeit
parallel zur z-Achse in A4, unter 2’ dleselbe GroBe in B ver-
stehen Es ist also ‘ Pt

a’u Vil .B' : ;7

o= —87 di .- c
und analog y
ow s
B=sdl. Ly
Die mittlere Drehung um die 7 e i
y-Achse in der Zeit df ist . Fig. 25.
demnach : ]
o — ﬂ du aw a
.
S O ( 9z 0 :z;)

Durch zyklische Vertauschunnr der Buchstaben finden
er dann fiir den mittleren Drehun gswmkel um die z-Achse

dw dv 1 (oo au) i
D) (.37 P )dt um die z-Achse 7 (o2 T3y
Dividieren wir die Drehungswinkel durch die Zeit dt, so
crhalten wir die Winkelgeschwindigkeiten des
Fliissigkeitselements um die drei Achsen ¥



-1

(=4}

132 ‘Hydromechanik. §

£ 1 aw__af_
“2\oy  9z)’
1 /du dw
(18) ’7=E(‘a7 = E) ’
R P T )
2|0z 2y

Werden diese drei GroSen Null, so findet in der T I‘lussw- i
keit keine Rotation der Tellchen um sich selbst statt.
Fiir diesen Fall muBl demnach

ow . dv ou ow ov ou

T T T A e |
sein. Kénnen wir eine Funktion ¢ angeben von der Eigen-
schaft, daB :

__dp __ 99 P
U = '—a?, 1)-—.-—'7./—, 'll)—-———a?

ist, so sind damit die Gleichungen (49) erfiillt. Die Funktion
@ steht hier in demselben Verhiltnis zu den Geschwindig-
keiten u, v, 0, wie das Potential einer Kraft zu deren Kom-
ponenten. Man nennt daher nach v. Helmholtz @ auch
das Geschwindigkeitspotential.
In der ersten der hydrodynamlschen Grund"’.el-
ckungen (47) v
ou ou ou ou = 1 ap

w Tt Tyt =X —— o
kénnen wir nach den Gleichungen (48)
ou v
aJ : aa: i
und '
, ou aw

T +27
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setzen und erhalten dann

du ou 1 adp
+1 32 +v —|—'w -{—2(1077——1;5)—‘ o

Zwei dhnliche Glelchungen erscheinen beziiglich der belden
anderen Achsen. Beachten wir noch, daB

du ov ow 1 a . A . 1 d¢?
u—-—}-o —l— vax— (u + 02 - w?) = 3 32

ist, wenn wir 42 - v2 - w2 = ¢2 einfiihren, so erhalten wir
das Glelchungssystem

1 ap .1 dc?

_t+2(1017——04')=‘\—?a—$__2_ i ‘.
dv 1 dp 1 9¢®

o 2 R ISY e o
aw 1 dp - 1 9¢c
EOE eyt Pk v 7

Wir differenzieren nun die zweite dieser Gleichungen nach z,

die dritte nach y, beachten, daf3 nach den Gleichungen (48)

at ot

und erhalten so durch Subtraktion der zweiten von der
dntten der Glelchungen (oO) bei konstantem g
23

0z Y
ot 31 (0§ — “’7)——(1&6 ’”5)—_(5“'5)'

2%_1(310 av)

* Fiir eine inkompressible Fliissigkeit — nur mit solchen
befassen wir uns hier — ist die Kontinuititsgleichung (§ it 2)

du av Jdw

9z + 'J.+ 9z
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- Die Gleichungen (48) ergeben

% | o , o
2z Toy T =0

Damit kénnen wir unsere Gleichung verwandeln in

o0& oE 0& o0& au . du > ou

EIr iU aJ+waz o0 ey T lw
VA oY
aJ 9z

Fassen wir ein ganz bestlmmtes I‘Iusmgkeltstellchen in3
Auge, so sind seine kaelgeschwmdlgkelten Funktionen
der Zeit ¢ und der Koordinaten Z, y, 2. Ist daher zu einer
bestimmten Zeit ¢

E=f(t =, Y, 2),
so haben wir nach Verlauf der Zeit d¢ |
E=f(t-+dt, . ztudt, y+odt, z - wdt).
Daraus folgt
dé  0¢ o0& 35 o0&
AT gy Tt ua,

und wir erhalten schlieBlich

d& ou 9Z 3y
@0z +’7ay gt (aT—W)

und dhnliche Ausdriicke fiir Z—t und —>- dC

dat -
Haben die Krifte ein Potential V (§14), so daB
: ov
7= e o |
oz’ ¥ oy ’

is ferner zu irgendeiner Zejt

§=n=§=0,
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d. h. ist keine Rotation der Fliissigkeitsteilchen
vorhanden, so tritt in einer idealen Flissigkeit —
das ist eine ohne i innere Reibung — nie eine drehende
Bewegung der Teilchen ein. Hingegen werden jene
Teilchen, welche rotleren, nie ihre Rotatlons-
bewegung verlleren

§ 76. Wirbelbewegung.

Wirdenken uns eine Fliissigkeit, welche so um die z-Achse
Totiert, daf alle Teilchen einer konzentrischen Zylinderflache
denselben Bewegungszustand haben. Istin derEntfernungr
von der z-Achse die Winkelgeschwindigkeit der Fliissigkeit
w, 80 ist

u=—a)y,.v=wz, w=0.

Daraus folgt . ' : i

du _ do -0r 9 do

ay Y V@ T roodr’
da wegen 22 - 32 = 12, %‘"———-l— ist. Desgleichen wird

, y r e
dv . z? do

ol Fra r dr’

folglich wird

av  du\ 1 do
R
2 \dx ay 4
Es sollnun fiirr < 7y £ = Co'undfurr>roé'—08ein,

wobei , und 7, Konstanten bedeuten. Innerhalb des Zy-
linders vom Radius r, haben wir demnach

o)
C°=.(.O+-§.—r'dr ’
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was wir umformen kénnen in
j 2dr do )
—_=0.
T w—{

Durch Integration erhalten wir

In7?+In(w—¢) =Ind
oder '
o — =4,

] A
w=€o+‘1__2'

Da in der z-Achse selbst dio Rotationsgeschwindigkeit nicht

unendlich werden soll, so haben wir 4 = 0 zu setzen. Wir

erhalten also . .
w=_{.

Das heiBt: der Fliissigkeitszylinder vom Radius 7,
rotiert wie ein fester Kérper um die z-Achse.

Setzen wir hingegen ¢ = 0, so haben wir die Gleichung
1 dw

zu l6sen. Dies ergibt
: c
s

?

Da wir cine Unstetigkeit ausschlieBen, so miissen fiir
7 =1, die beiden w cinander gleich werden, d. h. es muB
c

_ o .
sein. Die Geschwindigkeit, mit welcher sick die Tliissig-
keit um die z-Achse bewegt, ist sonach ‘
¢ s Lo 72 -

TwWw= —
r r
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Wir haben also wohl zu unterscheiden zwischen der Ge-
samtbewegung der Flissigkeit und der rotierenden
Bewegung der einzelnen Teilchen um sich selbst:

§ 77. Stationiire Bewegung einer idealen Tliissigkeit.

Ist dic Geschwindigkeit und deren Richtung in
jedem Punkt einerFliissigkeitvonderZeitunabhﬁngig,
s0 nennen wir dies einen stationdren Zustand. TFiir

diesen wird also A

du v ow 0

ot at ot ,
werden. Wir fiihren nun das Geschwindigkeitspotential
und fiir die Kriifte das Potential V ein, multiplizieren die
Gleichungen (47) der Reihe nach mit dz, d, dz, addicren
und integrieren sie und erhalten so

2 am
—+v+L—c,
2 e
wobei ¢2 = u? + 92 + w2 bedeutet. Wirkt nur die Schwere,
s0 ist : :

Ve=gz,
daher der Druck

22
p=.e(0—gz—-62—)'

- Diese Gleichung wollen wir beniitzen, um den Druck
zu berechnen, welchen eine Fliissigkeit, die parallel zur
z-Achse mit der Geschwindigkeit u, flieit, ausiibt, wenn
wir in dieselbe einen kreiszylindrischen Stab vom Radius R

.stecken. Die Stabachse bilde die z-Achse eines Koordinaten-

systems. Es wird natiirlich dadurch in der Umgebung des
Stabs die Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung der
Flissigkeit geiindert. Denken wir uns den Stab jedoch
unendlich lang, so wird sich diese Anderung nur auf % und o,
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~ nicht aber auf w beziehen. Es bleibt also w = 0, und wir
brauchen blo den Vorgang in der z y-Ebene der Betrach-

tung zu unterziehen. ; .
Wir setzen 22 - y2 =12 . Nach der Kontinuitits-
gleichung & ki || o i1

- ou dv . Jdw
| Bz toy T or

muB also fir das Geschwindigkeitspotential @ die Glei-
chung ’ 5 :
' o’p |, ¢ , o
- 0z + dy? ar 022
existieren, welche sich in unserm Fall auf
: g, O
ox? T 092
reduziert, da ja w = Qist. " .
Diese Bedingungsgleichung wird erfiillt durch

=0

(51)

=0

p=D—uz,
. a0 o : :
-wenn fiir r = o = a_y =0 wird, und die Bezichung
besteht '
02D 0D

dx? 81/2-=0 :

Wir haben dann in der Tat im obigen Sinne nur eine Stré-

mung parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit u,. Es
wird sich im spiiteren zeigen, daB die Funktion ’

mithin
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allen gestellten Anforderungen geniigt. Vorerst sicht man
durch Differentiation ohne weiteres, daB Gleichung (51)
erfiillt ist. ) I 1

Senkrecht zur Oberfliche des Zylinders kann natiirlich
keine Geschwindigkeitskomponente vorhanden sein, d. h.
es muf} ‘ o '

b
‘&ﬂ{”

. ) z
sein. Wir wollen — = cos . setzen und erhalten so
r a

. A .
=—COoSY — T U COSY, -
r : .

mithin _
op 4
) ("aT)R=—'Ez—OOS‘y—‘uoCOSQI=O.
Daraus fol
& 4 = —uy, R?
3 R2
und ¢p=——u0:c(1 rz)’
daher A .
i 0 VR 2u, 2® R? -
u=—a—2=uo(l+ 2)— 014 3
__9p 2y Rizy '
SARHO NI L Ao it
Fiir die Oberfliche des Zylinders erhalten wir nun
o . 4 4 1442 42
Cp=Up v, = — BT

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung fiir den Druck ein,
5o ergibt dies schlieflick :
2 u,® .1/2)

cr
pée(0—92—7)=9(0—02——-1§2—
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Es wird demnach auf die linke Seite des Zylinders
genau derselbe Druck wie auf die rechte ausgeiibt.
Dasselbe ist der Fall, wenn sich in rubender Fliissigkeit der
Zylinder parallel zu sich selbst fortbewegt. Er erfihrt dann
gar keinen Widerstand. Man kann tibrigens fiir jeden
beliebigen Korper diese auffallende Erscheinung nach-
welsen. Allerdings muB die Fliissigkeit einé ideale sein,
d. i. eine solche, die keine innere Reibung (§ 79) besitzt.

§ 78. Wasserwellen.

Wir denken uns Wasserwellen, welche in der Richtung
der a-Achse fortschreiten. Die Wasserteilchen machen also
nur Bewegungen parallel zur z- und z-Achse. Es verwan-
delt sich daher die Kontinuititsgleichung

L Ou . 9p dw
9z "oy T =0

egen a”—Oi
weg e n

ou  ow '
e T =0 |
oder, wenn wir das Geschwindigkeitspotential cinfithren,
9 | o
B2zt o =0-

monische sein kann. Wir setzen demnach -
@ = Bcosa(zx— ct),

Wir untersuchen nun, ob dje Wellexibeivegung cine har-

wobei B eine Funktion von 2 allejn darstellen soll. Esist also ,

0%

P22 — — @ Bcosa(z—cy),
0%p a2

*~w=a“zz—c,osa(x—ct).
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Beide Gleichungen addiert miissen Nu]l ‘geben, was zur
Folge hat

L RS L 2' n
dz @ 3

Als Losung dieser Gleichung haben wir
B=Ae*s Be-az
Am Boden des Gefiies, d. h. fiir z = 0 kann nun keine

Bewegun parallel zur z-Achse _stattfinden, es muf hier
10 =0, also auch

| @
|~s

sein. Esist aber

g_<p= a(d eaz—Bc‘ai)cosa(x;— cl).

Soll dies fiir z= 0 ebenfalls Null werden, 50 muf
A=B :
sein, woraus resultlert
¢ =A (e*?*-}¢"%%) cosa (a: —ect).

Zur Bestimmung der Geschwmdmkelt ¢ bedienen wir
uns der hydrodynamischen Grundglelchunaen (47), in wel-
chen wir die Geschwindigkeiten durch die entsprechenden
Ablextungen ihres Potentials ersetzen wollen. Ferner wollen
* wir annehmen, daB wir es nur mit kleinen Amphtuden zu

Ju
tun haben, so daf wir die I’rodukte U %—usw vernach-

lassmen konnen.- Wir erhalten dann

- 9 (&p) e TR
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und zwei analoge Gleichungen nach den beiden anderen
Richtungen des Koordinatensystems. Unter ¥ verstehen
wir das Potential der Krifte X, Y, Z. Durch Integration
crhalten wir also

op P
A ._W+V+?_O'
Auf die Fliissigkeit wirke bloB die Schwere. Dann ist
V=gz und ; :
3 dp . - p .
e N
Da wir nur kleine Amplituden annehmen, so konnen
wir den Druck an irgendeiner Stelle der Flitssigkeit als un-

abhiingig von der Zeit ansehen, so daf3 wir durch Differen-
tiation nach ¢ die Gleichung .

o0%p 0z
| BT -+ 9"7 =
crhalten. Nun ist aber o
' 9z op
=W = — -1

; ot 0z’

mithin ) il = .

9% dp

| oz TI%, =0

Aus unserer Lésung fiir  finden wir jetzt -

az

_a—t{f=—-azczA(e“z—]-g‘“z)cosa(a:—-ct)

und : ; ‘
dp T
af =aA(c"=—e—“) cosa(z—ct).

Setzen wir hier fiir z eine beliebige Hohe 7 der Flﬁssigkeit
ein und bilden mit den so erhaltenen Werten die Gleichung
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2
%Tf g_-z% =0, so erhalten wir daraus den Wert der

Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ fiir die betreffende
Hohe % der Flissigkeit. Dieser ist gegeben durch

Den Wert fiir @ konnen wir sehr leicht finden, wenn wir
diec Wellenliinge 2 einfiihren. Wiichst nimlich £ um 2, so
mub sich derselbe Zustand wiederholen. Es muf also
al =2, folglich - ‘

S
sein, woraus folgt
2z b _2xh
o ght e * —e 4
0F = —— - 3
2n 27k . _ 2xh
e T e 1

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
vonder Wellenlinge abhingig, was zur Folge hat, daf3
Dispersion der Wellen eintritt. Ferner iindert sie sich
mit der Hohe derFliissigkeit. Jede Storung in einer Fliissig-
keit wird daher bei der Fortpflanzung sofort ihre Gestalt
indern, wenn sie nicht-einer harmonischen Kurve ent-
spricht. Ist I, gegeniiber A sehr groB, so wird

_q/9x.
6_1/271:

Diese Formel gilt demnach an der Oberfliche tiefer Ge-
wisser. Es ist dort also die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Wellen einfach der Wurzel aus der
Wellenlinge proportional. :
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§$ 79. Innere Reibung — Ausflull aus engen R‘(’ihrcn._

Eine bewegte Flissigkeit, welche in einem Gefi sich
selbst tiberlassen wird, komms allmihlich zur Rubhe. . Die
Ursacle davon ist die innere Reibung der Fliissigkeit.
Strémen nimlich zwei parallele Flissigkeitsschichten mit
verschiedener Geschwindigkeit, so iibt die schnellere
auf die Jangsamere eine Beschleunigung, die lang-
samere auf die schnellere eine Verzégerung aus.

Wir nehmen der Einfachheit halber ebene Schichten an.
Die Geschwindigkeit iindere sich von Schicht zu Schicht i
linearem Verhiltnis. Nach Newton ist dann die innere
Reibung

Cdu
r — — —
(52) . B=—ps

Diese Gleichung besagt folgendes. Andert sich die Ge-
schwindigkeit u der Schichte senkrecht zu jhrer Bewegungs-
ebene im Verhiltnis %’ so iibt auf eine Ebene von der
GroBe f die darunter befindliche Flii_ssigkeitsschiéht in der

Richtung der Bewegung einen Zug —nf ?Tu aus. 7ist eine
: z

Konstante der Fliissigkeit. Man nennt sie die Reibungs-
konstante oder den Reibungskoeffizienten.

Wir wollen den Einflufl der inneren Reibung auf
die Bewegung von Fliissigkeiten in engen Rohren
untersuchen. Beziiglich der Réhrenachse sei alles symme-
trisch angeordnet. Wir bilden uns einen Elementarzylinder,
indem wir um die Achse zwei Zylinderflichen vom Radiusr
und 7 + dr legen. Die Linge des Zylinders sei & Die Be-
wegung der Fliissigkeit sei stationiir, d. h. die Summe aller
Krifte, welche an unserem Zylinder angreifen, muf Null

}
|
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sein. Auf die linke Seite des Zylinders, dessen Achse wir
uns horizontal denken, wirke der Druck p, das ergibt die
Kraft 2777 dr-p. Von der rechten Seite her haben wir dic
Kraft — 27 7 dr p’. Nunist

7= dp Y
mithin der resultierende Druck
. dp
] 2:;7@1'(1) —p) = — 2757'5%(11‘.

Zu dieser Kraft kommen noch die Reibungskrifte. I_Fiir
die innere Zylinderfliche haben wir nach Gleichung (52)

du
| U= PR e
fiir die siuBere i ;

R=R+%§h.

Beide Krifte wirken aber in entgegengesetztem Sinn, wes-
halb wir sie voneinander zu subtrahieren haben, wonach
wir erhalten i Mo

; iR d [ du

Die Summe aller Kriifte, welche an unserem Elementar-
zylinder angreifen, ist also ‘

dp Sl = o
——2:’[1’5%(11‘ -+ 27t§77ﬁ (TW) dr-—O,

woraus folgt

Jager, Theoretische Physik I. 10
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Da der Druck p von » vollig unabhingig angenommen
- werden soll,-so geniigt fiir unsere Gleichung

dp

— =aq
dx 2

was zur Folge hat, daB

ar—-nd—‘i(rﬁ) =0 
und integriert =

2
a21 oyt % P
wird. Schreiben wir diese Gleichung
. ar  du C
S AR

und integrieren ﬁochinéxls, 50 bleibt
' ar? |
4

Fiir r = 0 kann nun die Geéchwindigkeit u nicht unendlich ,
grol} werden, es muf also ¢ — 0 sein. Ferner sei die Ge-
schwindigkeit an der Réhrenwand Null, d. h. fiir 7 — 7y ist

2
% =0, daher D — a‘:l - Demnach wird unsere Gleichung

—'17u=0'lnr+D.

s —E(rl.z_ ).

Diese Formel fiir die Geschwindigkeit der Fliissigkeit
kénnen wir nun benutzen, um die AusﬂuBmenge zu be-
stimmen. Durch das Querschnittselement 27 rdr wird in
der Sekunde das Fliissigkeitsvolumen ;

Ta -
2 d == = Pty ¥ e P .
Brrdr= =8 2 gy
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" {licBen, Durch den ganzen Querschnitt stromt daher die

Menge
7y

L P T KWL b
5 (2= 1) rdr= %0 [ 5 4]0
_‘7““'14 I .“(pl_Po) mt

8y 8yl :

wenn wir unter p; den Druck am Anfang, unter p, jenen am
Ende verstehen, und I die Liinge der Rohre ist, da ja dann
a= _,1’1_‘1‘1"9 wird. Die von uns gewonnene Gleichung
enthilt das Gesetz von Poiseuille, nach welchem die
AusfluBmenge der 4. Potenz des Radius und.dem
Druckuntersclued am Anfang und Ende der R6hre
direkt, ihrer Linge verkehrt proportional ist.

10*
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Ernst Lecher 1, Vorstand des 1, Physikalischen Instituts der Universitiit
Wien, und Dr. Adolf Smekal, 0. Professor an der Universitit Halle a.8.
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XVI, 656 Seiten, 1423 ., , . . . . . .. RM. 12.60, geb. RM. 14,—
11. Band: Magunetismus und Elektrizitit. Atomphysik. Mit einem Bildnis
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Lehrbuch der Physik. Nach Vorlesungen an der Technischen Hochschule
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1. Band. Mechanik materieller Punkte, Mechanik starrer Korper, Mecha-
nik der Kontinua (Elastizitit und Hydromechanik). Mit 272 Figuren
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Atomtheorie. Von Dr. phil. Arthur Haas, Professor fir Physik an der
Universitit in Wien. Mit 81 Figuren im Text und auf 5 Tafeln. Dritte,
vollig umgearbeitete und wesentlich vermehrte Auflage. GroBS-Oktav.
VIIL, 292 Seiten. 1936, , . <« o« 4 . . RM, 850, geb. RM. 10.—

Die Welt der Atome. Zehn: gemeinverstindliche Vortrige. Von Arthur
Haas, Dr. phil., a. o. Professor fiir Physik an der Universitit Wien. Mit
37 Figuren jm Text und auf 3 Tafeln, Oktav. X1I, 130 Seiten. 1926,

RM. 4.80. geb. RM. 6.—

Kiinstliche Verwandiung der Elemente (ZertrUmmerung der Atome). Von
Dr. Hans Pettersson in Géteborg (Schweden). Aus dem Schwedischen
Ubersetzt von Elisabeth Kirsch, Mit 59 Figuren Im Text. GroB-Oktav.
VIII, 151 Seiten, 19290 ST S < R 8.—, geb. RM. 9.—



Die Umwandiungen der chemischen Elemente. Von Dr. Arthur Haas, Pro-
fessor der Physik an der Universitit Wien. Alit 31 Abbildungen, Oktav.
VIIL, 118 Seiten. 1935 . ... ... ... RM. 4.30, gcb, RM. 5.—

Unter den wnssenschaptlichen Leistungen der letzien dres Jahve (1932 bis 1934)
haben vielleicht wenige so viel Interesse in weitesten Kreisen erweckt wie die ume
walzenden Entdeckungen, die sn dieser Zeit der physikalischen Forschung glickten:
die Auffindung neuer Urbaustcine der Materie (Newtron und - Positron), der
experymentelle Nachweis der Entstehung von Malerie aus Licht, dic Feststellung
und Isolicrung des schweren Wassers, die ungeahntes und durch neue Methoden
ermdoglichten Erfolge der Atomzertrimmerung und die kinstliche Erzeugung von
Radioaktivitat. ° L

Von diesen neuen Entdeckungen berichtet f d, kurz und moglichst
leicht verstindlch das Biichlesn von Haas in der Form wvon fianf Vortrdagen:
I. Die Materialisation des Lichtes — 11, Die Grundstoffarten — 111. Die Mittel

" der Atomzeririimmerung — IV. Die Ergebnisse der Atomzertrimmerung —
V. Die Rinstlicke Radioaktivital. 31 Abbildungen, fast durchweg Wiedergaben
nach Pholographien, gewihren einen anschaulichen Einblick in die Welt der
Atome. ’

Experimentalphysik. Von Professor Robert Lang, Rektor des Realgym-
nasiums in Stuttgart. -

1. Mechanik der festen, flilssigen und gasigen Korper. Dritte Auflage.
Mit 125 Figuren im Text. 146 Seiten. 1927, (Sammlung Gﬁz:hgnlgd. 611%
ieb. RM. 1.6
II. Wellenlehre und Akustik. Mit 69 Figuren im Text. Zweite Auflage.
96 Seiten. 1920. (Sammlung Gdschen Bd.612) . . . . Geb.RM. 1.62
III. Wirmelehre. Mit 55 Figuren im Text. 98 Seiten. 1919, (Sammlung
Goschen Bd.613) . . . . . . ¢ . . v o s o o . . Geb RM 1,62
IV. Lehre vom Licht. Mit 90 Figuren im Text. 110 Seiten. 1925, (Samm-
lung Goschen Bd.614) . . . . . .. ... ..... Geb.RM 1.62

Methoden der prakiischen Analysis. Von Professor Dr. Fr. A. Willers.
Mit 132 Figuren. Gro8-Oktav, 344 Seiten. 1928. (Gdschens Lehr-
bilcherel Bd.12) . . . . . . . . . . RM. 20.—, geb. RM.21.50

Vektoranalysis in jhren Grundziigen und wichtigen physikalischen An-
wendungen, Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an der Universitit
Wien. Mit 37 Abbildungen km Text. Zweite, verbesserte Auflage. GroG-
Oktav. VI, 147 Seiten. 1929 . . . . . . . . RM, 5.—, geb. RM. 6.—

Vektoranalysis. Von Dr. Siegfried Valentiner, Professor filr Physik an der
Bergakademie Clausthal. Mit 16 Figureu. Vierte, umgearbeitete Auflage.

136 Seiten. 1929, (Sammlung Gdschen Bd. 354) . . . . . Geb. RM. 1.62
Ein fdr Studium und Praxis mst Erfolg benutzles Hilfsmittel zur Losung
technischer Aufgaben.

Punkt- und Vektor-Rechnung. Von Dr. Alfred Lotze, a. o. Prof. fiir
Mathematik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 7 Figuren,
GroB-Oktav. 132 Seiten. 1929, (Gdschens Lehrbiicherei Bd. 13.)

Y ey o ] © " RM. 12;—, peb. RM. 13.—

Dlis Grundlagen der Physik. Synthetische Prinzipien der mathematischen
Naturphilosophie. Von Dr.Hugo Dingler, Professor an der Universi-
tat Miinchen, Zweite Auflage. Oktav, X1V, 836 Seiten. 1923,

! ¢ © - RM.4.—, geb. RM.5,—

Aus dem Inhalt: Das Gellungsproblem. Das Zweckprinzip. Die Logik, Raum
und Zeit. Kausalitdl. Die Mechanik,

Physik und Hypothese. Versuch einer induktiven Wissenschaftslehre nebst
einer kritischen Analyse der Fundamente der Relativititstheorie. Von
Dr. Hugo Dingler, Professor an der Universitdt Minchen. Oktay.
XI, 200 Seiten. 1921 , . . . . .. . .. . RM. 3,— geb RM, 4. —

.Wairterbuch der Physik. Von Professor Dr.Felix Auerbach. Mit 267 Figuren.
Oktav. X, 466 Seiten, 1920 . . . . . . . . . . Geb, RM, 4.50

Ein unentbchrliches Nachschlagewerk fiir Wissenschaft und Praxis dey Piy-
sther, Chemsker, Mediziner und Techniker.,




Physikalische Formelsammiung. Von G. Mabhler, t Professor der Mathema-
tik und Physik am Gymnasium in Ulm. Sechste Auflage, besorgt von
Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule Aalen in Wiirttem-
berg. Mit 71 Figuren, 162 Seiten, 1933, (Sammlung Géaschen Bd. 136)

Geb. RM. 1.62
Das Buch gibt fertige Resultate und ermiglicht einen raschen Uberblick aber
die Teilgebiete der Physik.

Physikalische Aufgabensammiung. Von G. Mahler, t Professor der Ma-
thematik und Physik am Cymnasium in Ulm. Mit den Resultaten.
Neu bearbeitet von Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule
Aalen, Fiinfte, verbesserte Auflage, 128 Seiten. 1936, (Sammlung Goéschen

a2 ) L N L T e C h IR M 1702

Zum Studium und Selbststudium fir den Anfinger und zum Gebrauch in der
Ingenieurpraxis.

Physikatische Messungsmethoden. Von Professor Dr. Wilhelm Bahrdt in
Berlin-Lichterfelde. Mit 54 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. Durch-
geschener Neudruck. 147 Seiten. 1921, (Sammlung Gdschen Bd. 301)

Geb. RAL. 1.62

Einfilhrung in die Differentialgleichungen der Physik. Von Professor Lud-

wig llopf. Mit 49 Abbildungen. 1933. (Sammlung Gdschen Bd. 1070)
Geb. RM, 1.62

Kristallographie. Von Dr. W, Bruhns, weil. Professor an der Bergakademie
Clausthal. Dritte Auflage, neubearbeitet vou Dr. P. Ramdohr, o. Pro-
fessor an der Universitit Berlin, Mit 192 Abbildungen. 109 Seiten.
1937.(Sammlung Gdschen Bd. 210) . . . . . - « . . . Geb. RAL 1.62

Einfdhrung In die Kristalloptik. Von Dr. Eberhard Buchwald, Professor an
der Technischen Mochschule Danzig. 3., neubearb. Auflage. Mit 116 Fig.
131 Seiten. 1937, (Sammiung Goschen Bd. 618) . . . Geb, RM. 1.62

EinfUhrung in die geometrische Optik. Von Dr. W. Hinrichs in Berlin-
Wilmersdor!f. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 56 Figuren, 1924, (Samm-
Jung Goschen Bd,532) . . . . . . ... +. ., ... Geb. RM.1.62

Das Buch gibt die Grundlagen des Gebiets bis sur Brechung durch ein zen-
tricrtes System von Kugelflichen und zu den einfachsten Linsenfillen, Jedem
Abschnitt sind Qbungsbeispiele beigegeben. '

Radioaktivitit. Von Dr. Karl Przibram, Professor an der Universitit Wien.

Mit 31 Abbildungen. 142 Seiten. 1932. (Sammlung Gdschen Bd. 317).
: Geb. RM., 1.62

Rintgenstrahlen. (Physik, Technik und Anwendung.) Von Dr. phil. nat.
Richard Herz in Frankfurt a. M. Mit 48 Figuren im Text und 36 Abbil-
dungen auf 16 Tafeln. 1926. (Samml. Goschen Bd. 950) Geb. RAM, 1.62

Das Buch wendet sich an Arzte, Rontg tenten, Ingenieure hnik
und vor allem an Studierende der Medizin und Naturwissenschaflen,

Teilchenstrahlen (Korpuskularstrahlen). Von Dr. H. Mark, Professor an der

Universitit Wien. Mit 59 Abbildungen. 1934. (Sammlung Gdschen

Bd.1083).....................Geb.RM.l.GZ

Luftelektrizitit. Von Prof. Dr, Karl Kibhler, wissenschaftlicher Hilfsarbeiter
am PreuBischen Metcorologisch-Maguetischen Observatorium in Potsdam.
Zweite Auflage. Mit 19 Abbildungen. 134 Seiten. 1921, (Sammlung
Goschion@BANGU0) S RIS g S e Geb. RM. 1.62

Inhalt: Das natirliche Feld der Eyrde. Das elektrische Terlvermogen der
Atmosphare. Die clektrischen Strome in der Luft. Die radioaktiven Vorginge
in der Atmosphare. Elektrische Wirkungen des Sonnenlichts. Ursprung der
Luftelektrizitit,

Rintgenspektroskopia und Kristallstrukturanalyse. Von Prof. Dr. Arthur
Schleede und Dr, Erich Schneider. Zwei Binde. GroB-Oktav, 1929,

1. Band: Mit 249 Figuren und 57 Tabellen imn'.[‘ext. ViLl, 336 Seiten.

. 5N RM. 18,50, geb. R)M, 20.—
II. Band: Mit 553 Figuren und 40 Tabellen im Text, IV: 3%14 Seiten.
M. 22,50, geb. RM. 24.—




Das vorlicgende Werk behandelt— auf einem Minis an Vor Lzung
aufbartend — Theorie und Praxis der Rontgenspektroskopie und Kristallstrukiur-
analyse. Zur Beherrschung dieser Methoden ist jedoch eine so grofe Zahl ver-

hicdenartigster K isse und Fertigheiten (Rénigenstrahlen, Hochspannung,
Vakuum, Atomtheorie usw.) erforderlich, dafB es denen, dic sie auf irgendein
Spezialproblem anwenden wollen, tur grindlichen Einarbeitung sumeist an Zeit
gebricht. Hier greilt das vorliegende Werk ein, das den Gegenstand nack der
praktischen und thenrelischen Seile erschopfend behandelt.

Spektroskopie. Von Dr. Karl Wilh. MeiBner, o. Professor d. Experimen-
talphysik an der Universitit Frankfurt a. M. Mit 102 Figuren. 1935.
(Sammlung Géschen Bd. 1091) . . . « . « « » « . + « Geb, RM. 1.62

Erdmagnetismus, Erdstrom und Polarlicht. Von Prof. Dr. A. Nippoldt,
Direktor des Magnetischen Instituts der Universitit Berlin. Mit 9 Tafeln
und 13 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage. 128 Seiten. 1937, (Samm-
lung Gdschen Bd. 175} . . . . + . . « « « « + « « « . Geb, RM. 1.62

Eintihrung in die Theorie der Wirme. Von Dr. Helinrich Mache, o. i. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 96 Textfizuren.
GroB-Oktav. VIIT, 819 Seiten. 1921 . . . . RM. 8,—, geh, RM. 9,—

Aus dem Material von Vorlesungen entstandesn und auf einem Minintum von
mathematischen. und physikalisihen Kenntnissen aufbauend, ist das Werk eine .
Einfahrung zur streng wissenschaftlichen Behandlung dieses Themas.

Die Physik der Verbrennungserschelnungen. Von Dr. Heinrich Mache,
0. 8. Professor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 43 Abbil-
dungen im Text und auf 2 Tafeln. Gro8-Oktav. V, 133 Seiten. 1918.

RM. 3.—, geb. R)M., 3.80

Empfindliche Galvanometer tiir Gleich- und Wechselstrom. Von Dr. Otto
Werner. Mit 23 Abbildungen und 17 Tabellen. GroB-Oktav. VIII,
208 Seiten. 1928 . . . . .. .. .. . . RM 13—, geb. RM.14.—

Der Verfasser eroriest Aufban, Arbeitsweise und Empfindlichkeitsarten der
Gal, terkonstruktionen sowohl fir Gleich- als auch fir Wechselstrom und
gibt Gesichispunkle fiir die Galvanomelerauswahl unid kritische Vergleiche der
Galvanometertvpen.

Vorlesungen iUiber Thermodynamik. Von Dr. Max Planck, Professor der
theoretischen Physik an der Universitit Berlin. Mit 5 Figuren im Text.
Neunte Auflage. GroB8-Oktav. X, 288 Seiten. 1930 . . Geb. RM. 11.50

Die Grundgleichungen der Mechanik, dargestellt auf Grund der geschicht-
lichen Entwicklung. Vorlesungen zur Einfithrung in die theoretische
Physik, gehalten im Sommersemester 1914 an der Universitit Leipziz.
Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an der Universitit Wien. Mit
45 Abbildungen im Text. Gro8-Oktav. VI, 216 Seiten. 1914, R). 7.50

Die Prinzipe der Dynamik. Von T'r. Clemens Schaefer, 0. Professor an der
Universitit Breslau. Mit 6 Figuren im Text. GroB-Oktav. IV, 76 Seiten.
W 5 5 ¢ o0 B IR s R E250)

wDas ichnete Werk beh ndelt in ei gehender, el tarer Weise die
Fragen der Ableitung und Aquivalenzder verschiedenen hanischen Prinzipien.*

A Monatshefte fiir Mathematik und Physik.
Geschichte der Physik. Von A. Kistner, Professor am Gymnasium zu
Karlsruhe i. B.

I. Die Physik bis Newton. Mit 13 Figuren. Zwite, verbesserte Auflage.

126 Seiten. 1919. (Sammlung Goschen Bd. 293} . . . . Geb. RM. 1.62

I1. Die Physik von Newton bis zur Gegenwart, Mit 3 Figuren. Zweite, er-
weiterte Auflage. 149 Seiten. 1919. (Sammlung Gdschen Bd. 294)

Geb. RM, 1.62

Wilhelm von Siemens. Ein Lebensbild. GedenkDlitter zum 75iihrigen Be-

stehen des Hauses Siemens & Ialske. Von August Rotth. Mit 5 Tafeln

in Lichtdruck. Oktav. V, 224 Seiten. 1922 . . RM. 2.60, geb. RM. 4.—

Die Biographie gibl sugleick ein Bild der Entwicklung desr Siemenswerke und

ein Stick Geschichie der deutschen Technik. :



Eintidhrung In die Elektrotechnik. Hochschulvorlesungen von Dr. C.Helnke,
Geh. Reg.-Rat, 0. Professor der Elektrotechnik an der Technischen Hoch-
schule Miinchen. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 560 Abbildungen.
Oktav. 490 Seiten, 1924. . . . . . . . . . . . . . Geb.RM. 18—

Lehrbuch der Eloktrotechnik. Von Professor E. St5ckhardt, Diplomingenieur
und Studienrat. Dritte. umgearbeitete Auflage. Mit mehreren hundert
Abbildungen. Oktav. VIII, 327 Seiten. 1925 . . . . . Geb.RM, 13.—

Elektrotechnik. Einfilhrung in die Starkstromtechnik. Von Prof. I. Herr-
mann. (Samml. G3schen Bd. 196—198, 657.)

I. Die physikalischen Grundlagen, Sechste, neubearb. Auflage. Mit

88 Tiguren und 16 Tafein. 128 Seiten. 1933. . . Geb.RM.1.62

II. Die Gleichstromtechnik, Sechste. neubearb. Auflage. Mit 121 Figuren

und 16 Tafeln, 135 Seiten. 1938 . . . . . . . . Geb, RM.1.62

III. Die Wechselstromtechnik. Sechste, neubearb. Auflage. Mit 147

Tiguren und 16 Tafeln. 184 Seiten, 1933 , . ., . Geb. RM.1.62

IV. Die Erzeugung und Verteilung der elektrischen Energie. Dritte, neu-

bearbeitete Auflage. Mit 99 Figuren im Text und 16 Tafeln mit 42 Ab-

bildungen, 118 Seiten. 1932 . ., ., . . . . . . . . Geb.RM,1.62

Die Schwingung als Vortriebstaktor In Natur und Technik. Gedanken

eines Ingenieurs iiber das Problem der schwingenden Propulsion in Tech-

nik und Biologle. Von Hans Schramm. Mit 54 Abbildungen. Oktav.

RERUTESARERANT 027 LN T O U L T N Ty~

In Vorbereitung befinden sich:

Grundlagen der Elektronenoptik. Von Dr.
W. Glaser, Dr.-Ing. Bodo von Borries und Dr, E.
Ruska. Mit ca. 100 Abbildungen. ca. 320 Seiten.

: Geb. ca. RM. 11.—

Ober das auferordentlich tuteressante Gebiet der Optik kontinuier-
licher Mitlel und spezicll der Elcktronenoptik fehlie bisher eine
susammenfassende Darstellung in Lehirbuchform.

Nicht nur dem Theoretiker, sondern vielmehr fedem Prakiiker
wird dieses Lehrbuch willkommen sein, da vor allem das elcktrische
und magnetische Elektronen-Mikroskop und seine Anwendungs-
moglichkeiten beschricben werden (Oscillograph, Bildwandler, Fern-
sehen).

Die geschickte Textanordnung und das instruktive Bildmaterial
machen das Buch far weite Kreise vorziiglich verwendbar,

Grundlagen und Ergebnisse der Ultraschall-

forschung. Von Dr. E. Hiedemann. Ca. 200
Seiten mit iiber 100 Abbildungen.
‘Geb. ca. RM. 10.—

In dieser knappen Monographic kommt esn erfahrencr Theoretiker
und Praktiker zu Wort.

Bei der noch ‘untbersehbaren Auswirkungsmoglichkeit des Ullra-
schalles wird sich jeder Physiker, Mathematiker und Ckemiker,
vor allem aber auch jeder Biologe wund Mediziner mit diesem
‘Material beschiftigen missen. Das Buch. wird hier Fiihrer sein
und sur Weiterarbeit auf allen Gebieten der Naturwissenschaft
in starkstem Mafe anregen.




MATHEMATIS‘CIIE LITERATUR
FUR DEN PHYSIKER :

Lehrbuch der Mathematik tilr Studierende der Naturwissenschaften und der
Technlk. Elne Einfithrung in die Differential- und Integralrechnung
und in die analytische Geometrle, Von Dr, Georg Scheffers, Geh. Re-
glerungsrat, Prof. a.d. Techn. Hochschule Charlottenburg. Mit 438 Fi-
guren, Sechste, verbesserte Auflage. Neue Ausgabe. Lexikon-Oktav.
VIII, 743 Seiten. 1932 . . « + + ¢« ¢ « o+ « o . . Geb. RM.15.—

Dieses vor allem fir Studierende der Natunpissenschaften und der Technik
geschriebene Lehrbuch ist in erster Linie [dr des Selbstunterricht bestimme und
geht daher von dem denkbar geringsten Maf vos Vorkenntnissen aus: dey Leser
braucht nur im Buchstabenrechnen, in der Auflosung von Gleichungen ersten

Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geomelrie bewandert wu sein.

Lehrbuch der hEheren Mathematik flir Universititen und Technische Hoch-
schulen, bearbeitet nach den Vorlesungen von Dr. Gerhard Kowalewski,
0. Prof. a.d. Technischen Hochschule zu Dresden, o. Mitglied der Sich-
sischen Akademle der issenschaften zu Leipzig. 3 Binde. Jeder Band
ist einzeln kiluflich. . « « o « « » « » » » o Geb,je R)M. 3.80

I. Vektorrechnung und analytische Geometrie.
II. Mauptpunkte der analytischen Geometrie des Raumes. — Grund-

begriffe der Differentlal- und Integralrechnung.

IIX. Fortsetzung der Differential- und Integralrechnung. — Differen-
tialgleichungen, Differentialgeometrie. — Funktionen einer kom-
plexen Verinderlichen. — Probleme der Varlationsrechnung.

Dieses neue billige Lehrbuch ist aus der Vorlesungspraxis heraus entstanden

und gibt in klarem Aufbau eine hervorragende Einfahrung in die hohere Mathe-

matik., Dic bekannie padagogische Meisterschaft Kowalewski’s, die in allen

Mathematikerkreisen grofte Anerkennung gefunden hat, bewahri sich auch in

diesem Werk, das sich wilrdig seinen friheren Lehrbiichern anschlieft.

Neue Rechentafeln. Fiir Multiplikation und Division mit allen ein- bls
vierstelligen Zahlen. Herausgegeben von Professor Dr. J. Peters, Obser-
vator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin.. Folio-Format. VI,
878 Seiten, 1909 . o o o o » o o o o o + o - o « » Geb. R, 20.—
Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls in franzdsischer wie
englischer Ausgabe zu haben . . . o - . - . . Geb. je RM. 20.—

Dr. A. L. Crelles Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bel groSeren Zahlen aber die
Rechnung erleichtern und sicherer machen, Neue Ausgabe. Besorgt
von O, Seeliger. Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000.

VII,; 501 Seiten.Follo. 1930, .« o ¢ o o o o ¢ o ¢ o Geb. RM. 22,—
Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer und fran-
zbsischer Ausgabe vor . . . . . Geb, je RM.22,—

Rechen-Resultate, Tabellen zum Ablesen der Resultate von Multiplika-
tionen und Divisionen bis 100X 1000 = 100000 in Bruchteilen und
ganzen Zahlen sowie fiir Rechnen mit Zahlen jeder GroBe, Radizieren
(Wurzelsuchen) nach vereinfachtem Verfahren. Von F. Triebel, Tech-
nischem Oberinspektor ‘der Relchsdruckerel i. R. Sechste Auflage,
21.—25. Tausend. Mit Seltenregistern. 200 Seiten. (Verlag von M.
Krayn, Berlin)e o o o o o o o o a o o oo oo oo oo Geb RM, 18—

Flintstellige Logarithmen. Mit mehreren graphischen Rechentafeln und
hiufig vorkommenden Zahlwerten. Von Regierungsrat Professor A. Adler.
Zweite Auflage. 117 Seiten und 1 Tafel. 1929. (Samml, G3schen Bd. 423)

Geb. RM. 1.62

Der Band enthil? die gemeinen Logarithmen der ganzen Zahlen bis 1000, die

der goniometrischen Funktionen, die wirklichen Werte dieser Funktionen und

dic Reihe von mathematischen, physikalischen und asts ischen Hilfstafeln,
wie sie fanfstellicen Logarithmentafeln gewahnlich beigegeben sind,

Finfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen filr jede
Zeitsekunde des Quadranten. Herausgegeben von Prof. Dr., J, Peters,




Observator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin. Lexikon-Oktav,
IV. 82 Sejten, 1912 ., . Pttt e s oo . ., ., Geb.RM.7.—
Vollstindige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Yon Professor
- Dr. E.F. August, weiland Direktor des Kallnischen Realzymnasiums,
Berlin, Neunundvierzigste Auflage In der Bearbeltung von Dr. F. August,
weiland Professor an der Artillerie- und Ingenieur-Schule, Berlin. Oktav.
VIL, 204 Seiten, 1931 , ., . e B I eI GCh SR M b 0 —
wDie Avordnungen des Zahlenmaterials in den Tafeln, der klare Druck, hand-
liches Format und gediegene Ausstattung empfehlen das Buch allein.*
Allgemeine Vermessungs-Nachrichien,
Vierstellige Tafeln und Gegentateln fiir logarithmisches und trigonometri-
sches Rechnen In zwej Farben zusammengestellt, Van Professor Dr.
Hermann Schubert, Neue Ausgabe von Dr. Robert Haussner, 0. 3. Pro-
fessor an der Universitit Jena, 175 Seiten. Neue Auflage. 1938,
- (Samml. Géschen Bd. 81) ° e e e s s s .o . .. . . Geb.RM. 1.62
wDie vierstelligen Logarithmer sind in der Form yecht handlich und gefallip,
Besonders tu emplehlen sind die Tafeln fir Schulen, wo es von Vorteil ist, die
Lernenden sicht it umfangreichen Richern oy belasten.
] Zeitsehrift d. Osterr. Ingenieus- und Architekten-Vereins,
Vierstellige Logarithmentafeln, Von Dr. Max Zacharias, Studienrat am
Vereinigten Friedrichs- und Humboldt-Gymnasium In Berlin. und Dr.
Paul Meth. Studienrat an der Herderschule in Charlottenbure. GroB-
- Oktav. 44 Seiten. 1997 e 0 e o A - . . . Geb RM. 1.50
Logarithmische Rechentafeln tir Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und
Physiker. Gegriindet von Professor Dr. F. W. Kiister t. Fiir den Ge-
brauch im Unterrichtslaboratorium und in der Praxis berechnet und
mit Friduterungen versehen. Nach dem gegenwiirtigen Stande der
* Forschung bearbeitet van Dr. A. Thiel. o. 5. Professor der physikalischen
Chemie. Direktor des Phveik.-Chem Tnstituts der Universitit Marburg,
Efnundvierzigste bis finfundvierzigste Auflage. Oktav. 216 Seiten,
143 .........................Geb.RMG.SO
nDie wohl allseitig bekannten K usterschen Rechentafeln sind dem Chemiker,
dey sich threr einmal bedient hat, sum utigern entbehyten Werkzeug Beworden, das
sich in seiner bewihrten Anordnung des Stoffes tu einem wirk] ich niitzlichen und
fastnotwendigen Hilfsbuch entwickelt hat, Die N, evauflage erscheint wie wblich nach
dem neuesten Stande dey Forschung.* Zeitschrift fiy angrwandte Chemie,
Flnfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowlie der Funktionen
€X und e—X mit den natitrlichen Zahlen als Argument. Van Dr.-Tng.
Keilchi Hayashi, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitat
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Oktav, 1V, 182 Seiten. Neudruck 1931,
RM.9.—
nDer bekannte japanische Verfasser hat aus der Nolwmdigkeit, die Werte
- beider Funktionsarten gleichzeitig suy Verfigung wu haben, Tafeln berechnel, in
- denen nicht nur die Hyﬁtrbd/unklionen. sondern auch die K. reisfunktionen mit
verschieden grofien Abstufungen, aufl fanf Dezimalstelless angewendet sind. Die
" Anordnung dieser Tafeln 58 duflersy praktisch, Druck und Papier sind aus-
- geseichnel, so daf die Benutzung sich bequem und einfacl gestaltet, Fir alle,
. die wahlenmafige Rechnungen mit den genannten Funkiionen hauliger aussu-
fihiren haben, ist dey Gebraneh, der Tajely als praktisch ynd teitsparend tu emp-
- fehlen. 90 (. Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure,
Mathematische Formelsammlung, von Professor Q. Th. Biirklent. Voll-
stindig umgearbeitete Neuausgahe von Dr. F. Ringleb. Mit 87 Figuren,
Dritte, verbesserte Auflage. 272 Seiten. 1936, (Sammlung Gaschen
X .‘.................Geb.R.\l.l.62
wEine schr geschickt ausgewinlte und rechl reichhaltige Sammlung, welche
wohlgeeignet §st, die Abiturienten dey Gymnasien und Oberrealschulen bei den
- Repetitionen zu unterstiitzop wnd shnen einen klaren Uberblick tiber das ganze
Svstem der Elemmlammﬂrmmlik 11 pehen 't Fortschritte dey Mathemaiik,
Formelsammiung zur praktischen Mzthematik, Von Dr. Giinther Schulz,
- Mit 10 Abbild. 1937, (Sammlung Goschen Bd. 1110.) Geb, RM. 1.62



Hthere Algebra. Von Dr, Helmut Hasse, 0. 8. Professor der Mathematik
an der Universitit Gottingen.
I: Lineare Gleichungen, Zwelte, verbesserte Auflage. 152 Seiten.
1933. (Samml. Goschen Bd.931) . . . ., . ., . . . Geh, RM. 1.062
II: Gleichungen hoheren Grades. Zwelte, verbesserto Auflage. Mit
5 Fig. 160 Seiten. 1937, (Samml. G3schen Bd. 932) Geb. RM, 1.62
wES ist dem Verfasser gelungen, in engstem Rahmen das Gebiud e der ,all-
gemeinen Algebra vor den Augen des Lesers aufzurichien, einer Algebra, die auf
dem Fundament der Definition der Ringe, Korper und Integritotshereiche auf-
gebaud isg. Zeitschrift far mathem. und naturw, Unters.
Aulgabensammliung zur hBheren Algebra, Von Dr. Helmut Hasse, o. 0.
Professor der Mathematik an der Universitiit Gottingen. 160 Seiten.
1934, (Sammlung Goschen Bd. 1082) . . .. . ... Geb RM, 1.62
Algebra 13 Die Grundiagen. Von Dr. Oskar Perron, o. 8. Professor an der
Unlversitit Miinchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren. VIII,
301 Seiten. 1932. (Gdschens Lehrbiicherei Bd. 8) . . . Geb.RM. 11.50
Algebra I1: Theorie der algedbraischen Gleichungen. Von Dr. Oskar Perron,
0. 0. Professor an der Universitit Miinchen. Mit 5 Figuren. VIII, 243 S,
1927, (Gdschens Lehrbiicherei Bd. 9) . . . RAL. 8.—, geb. R, 9.50
Band I enthalt die Grundbegriffe, es folgt ein K. apitel aber den polynomischen
und den Taylorschen Sal: und der fir den Ingenieur wichtige Abschnitt siber
Determinanten. Anschliefend folgen Kapitel siber symmetrische Funktionen,
Teilbarkeit und wber die Existens von Wurzeln. Band 11 ist der Gleichungs-
theorie gewidmet. g
Praxis der Gleichungen. Von Professor Dr. C. Runge. Zweite, verbesserte
Auflage. 31it 8 Figuren. V, 172 Seiten. 1921. (Géschens Lehrbiicherei
TSI I S D . .. RMJR— ‘geb, RM.7.—
Beispielsammlung zur Arithmetik ued Algebra.” Von Professor Dr. Hermann
Schubert. Vierte, neubearbeitete und erweiterte Auflage von Professor
P. B, Fischer, Studienrat am Gymnasium in Berlin-Steglitz.  Mit
8 Figuren. 139 Seiten. Neudruck. 1931. (Sammlung Goéschen Bd. 48)
Geb. RM. 1.62
Entlhrung in die Determinantentheorie einschlieBlich der Fredhoimschien
Determinanten. Von Dr. Gerhard Kowalewskl, o. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. GroB-Oktav.
1V, 304 Seiten. 1925 . . . . . .. .. . RM. 14—, geb. R, 15.50
wDie. Kowalewskische Darstellung des smfangreichen Gebieles seichnet sich
durch die anschauliche Kraft und Klarheit der Sprache vor andz.rm aus. l_)te
Beschaftigung mit diesem Buche gewdhrt neben dem wissenschaftlichen Gewinng
cinen seichen dsthetischen Genuf.s . Schulwart.
Ditferentialrechnung. Von Prof. Dr. A. Witting, Oberstudienrat f. .. in
Dresden. Zwelte, verbesserte Auflage. Mit 94 Figuren und 189 Bexspic.cxr’.
191 Seiten. 1936. (Samml. Gdschen Bd.87) . . . . . . Geb.RM. 1.62
lnle:ralrechnung.' VYon Prof. Dr, A. Witting, Oberstudienrat i. R. m Dres-
den. Mit 63 Figuren und 190 Beispielen. 176 Seiten. 1933. (S-‘mm'.')-
Goschenpn s RN e e L L L. .. Geb, M. 1.62
Repetitorium und Aufgabensammlung zur Dilferentialrechnung. Von Pro-
{essor Dr. A. Witting. Mit 58 Figuren und 405 Beispiclen und Auf-
gaben. 136 Seiten. 1935.(Samml. Géschen Bd. 146). . Geb. R ’1.52
Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. Von Prof.
Dr. A. Witting, Mit 32 Figuren und 305 Beispielen. 118 Seciten. 193{.
(Sammlung Gaschen Bd. 147) » » . « o+ o « o = « « . Geb. RM. 1.62
Grundzilge und Aufgaben der Differextizl- und Integratrechnung nebst den
Resultaten, Voa Dr. H. Dolp. Ncu bearbeitet von Dr. Eugen Netto.
18. Auflage. Oktav. 214 Seiten 1935. (Verlag von Alfred Tépelmann.)
3l WEE 05 6 o & 6 GG g Lt 1
Das Bandchen stellt eine elementare Aufgabensammlung tur Differential- un.
I ntegralvechnung mit eingefigten Erlduterungen dar. Der erste .:1bsclnutl.,Dil‘{§-
rentialrechnung fir Funkiionen einer und mehrercr Veranderlichen, bringt dic
Differentiation der elementaren Funktionen, cinschlieflich implizite Funktionen,



die Ermittlung der Werte unbestimmicr Formen, Maxima und Minima, Taylor-
sche Reihe. Der mweite Abschnitt, Integralrechnung, fikrt das Integral als un-
bestimmtes ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elesmentaren
Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmie Integral ein. Schlieflich
aerden nock verkalinismafig ausfihrlich geometrische Anwendungen der In-
finitesimalrechnung gebracht: Tangentendestimmung, singulire Punkte, Krim-
mung; Quadratur, Rektifikation, Kubatur, .

" Integraigleichungen. Von Dr. Gerhard Kowalewskl, o. Professor an der
Technischen Hochschule Dresden. Mit 11 Figuren, GroG-Oktav, 302 Selten.
1980, (Goschens Lehrblichered, I. Gruppe: Rejne und angewandte Mathe-
ENAGHORBAT T8 SN U L Dl S T RAL 15.—, geb. RM. 16.50

Elementare Reihenlehre. Von Dr. Hans Falckenberg, Professor an der
Universitiit GleBen. Mit 4 Figuren Im Text. 136 Seiten, 1926, (Samml.
Goschen BA.948) . ¢ . . .. .. ... ... ... Geb RM. 162

Das Bandchen will ehr bicten als das, was in fedem Lehrbuch der Infini-
tesimalrechnung siber unendliche Reihen enthallen 158, und figt deshalb :. B.
der Erdricrung Gber das Cauchysche Divergenz- und Konvergenzkriterium auch
solche aber das Raabesche, das logarithmische und das Gaufische an.

Komplexe Relhen nebst Aufgaben fiber reelle und komplexe Reihen. Von
Dr. Hans Falckenberg, Professor an der Universitit GleBen, Mit 3 Figuren
im Text. 140 Seiten. 1931. (Samml. Gdschen Bd. 1027) Geb.RM. 1.062

Fouriersche Reihen. Von Dr. W, Rogosinski, Professor an der Universitit
Konlgsberg. Mit 4 Figuren. 185 Seiten. 1930, (Samml. Gdschen
Bd.1022).....................Geb.RM.l.62

Refhenentwicklungen in der mathematischen Physik. Von Dr, Josef Lense,
0. 0. Professor der Technischen Hochschule Minchen. AMit 30 Abbil-
dungen. 178 Seiten. 1933 . . . .. . . » + + + . . Geb. RM, 9.50

Gewdhnliche DIfferentialglelchungen. Von Prof. Dr. G. Hohelsel. Zwelite,
verbesserte Auflage. 159 Seiten. 1930. (Samml], GﬁschenGBl;l.ﬁ‘.;?) o
. eb. 5.k

Gewihnliche Diftferentlalgleichungen. Von Dr. J. Horn, o. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zwelte, volligz umgearbeitete Auf-
lage. Mit 4 Figuren. 1927, VIII, 197 Seiten. (Gdschens Lehrbiicherel

ANI0) PSRN T R e L RAM. 9.—, geb. RM. 10.50

Partielle Differentialglelchungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. 159 Seiten.
1928.(Samml. Gschen Bd. 1003) . . . .:, . . . . . . Geb, RM. 1.62

Partlelle Ditferentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, "o0. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, umgearbeitete Auflage.
Mit 8 Figuren. 1929, VIII, 228 Seiten. (Gdoschens Lehrbilcherel Bd. 14)

RM. 11.=, geb. RM. 12,—

Aufgabensammiung zu den gewbhnlichen und partiellen Differential-

gleichungen. Von Professor Dr. G. Hohelsel, 148 Selten, 1933. (Samm-
lung Géschen Bd.1059) . . , . . . . . .. e« « « « Geb, RM, 1.62

Integralgleichungen. Von Dr. Guido Hoheisel, a. o, Prof. an der Univer-
sitat Grelfswald. 136 Seiten. 1936, (Sammlung Gdschen Bd. 1009),
Geb. RM. 1.62

Elemente der Funktionstheorle. Von Dr. Kohrad Knopp, o. Prof. an der
Universitit Tibingen. Mit, 23 TFig. 144 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen
Bd.llOD.)....................Gcb.RM.1.62

Fu;{l;tt’llonenlheorle. Von Dr, XKonrad Kropp, o. Professor an der Universitit
neen :
Erster Teil: Grundlagen der aligemeinen Theorle der analytischen Funk-
tionen. Mit 8 Figuren, Fiinfte, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1937,
(Samml. G8schen Bd. 668) ., . . s e o e v o o« o .. Geb, RM. 1.62
Zwelter Tell: Anwendungen und Weiterfilhrung der allgemeinen Theorle.



Mit 7 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage. 138 Seiten. 1931. (Samml.
Goschen Bd.%03) . . . . ¢« & o + « ¢ o s s o « s o Geb.RM, 1,62
wDie beiden vollstandig seubearbeiteless Bande seien allen Studierenden der
Mathematik als Muster klarer und strenger Darstellung aufs wirmste empfohlen.'
Monatsschrift tir Mathematik und Physik.

Aufgabensammiung zur Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp,
o. Professor an-der Universitit Tilbingen.

Erster Tell: Aufgaben zur elementaren Funktionentheorie. Zweite,
verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 877)

B Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Aufgaben zur h3heren Tunktionentheorle. 143 Seiten. 1928,
(Samml. Goschen Bd.878) . . . . . « + «-+v +» « . « Geb.RM.1.62

Elliptische Funktionen. Von Dr.R. K&nlg,-o. Professor der Mathematik
an der Universitit Jena, und Dr. M. Kraift, a. o. Professor an der Univer-
sitit Marburg i. H. it 4 Flguren. 263 Seiten. 1928. (Gdschens Lehr-
biicherei Bd.11) . . . . . . . . + « » « RM.13.—, geb. RM. 14.50

Das Buch will dem Studierenden und Fachmann die elliptischen Funkiionen
als Glied eines grofen Organismus verstehen lehren, der mit den einfachsten
analytischen Funktionen, den rationalen, beginnt und schlieflick 1u den Rie-

hen Funkii ) emporwachst

Eliiptische Funktionen. Von Dr. Karl Boehm, Professor an der Technischen
Hochschule Karlsruhe. .

I, Teil: Théorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Ausdriicken

entwickelt. Mit 11 Figuren im Text. XII, 856 Seiten, Neudruck.

1930, (Samml. Schubert Bd. 80) . .:... . . . Geb.RM.20.—

II. Teil: Theorie der elliptischen JIntegrale. Umkehrproblem. Mit 28 Fi-
guren im Text. VII, 180 Seiten. 1910. (Samml. Sc}éugerﬁﬁdbsgg
eb. o 'K

Theorie des Potentials und der Kugelfunkiionen. Von Professor Dr.

A. Wangerin in Halle a. d. S. . .
1. Teil: Mit 46 Figuren. VIII, 255 Seiten. Unverinderter Neudruck.
1922, (Samml. Schubert Bd.58) . . . . . . . Geb.RM. 4.—

I1. Tell: Mit 17 Figuren. VIII, 286 Seiten. 1921. (Samml. Schubert
O G SoIe 0 d B 6.0 SED B dl=

Wer in die Potentialtheorie eindringen will, findet in dem leichtverstind-
licken Buch einen zuverldssigen und angench Fiihrer." 5 3
Zeitschrift f. d. mathem. . naturwiss, Unlerrichi,

Numerische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 2 Figuren.

116 Seiten. 1923. (Samm]. Goschen Bd. 864) . . . . . . Geb, RM. 1.62

Die Darstellung ist schr sbersichtlich und so elementar als. maglich gehalten,

Sie setzt nur die Kenninisse der Grundgeseize der Differential- und Integral-

rechnung voraus und wendet sich an Mathematiker, Ph}:su)fer und vor allem an
Ingenieure, fir die das Buch eine gute Anleitung und Einfihrung ist,

Graphische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 53 Figuren.
142 Seiten. 1920, (Samm), Goschen Bd. 801) . . . . . . Geb. RM.1.62
Der Verfasser versucht einem weileren Kreise die smmer noch m wenig be-
nulzten zeichnerischen Methoden bekanntzumachen. Er sctit dabei so wenig Vor-
kenntnisse wie moglich voraus. a

Praktisches Zahlenrechnen. Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmelster in
Dresden. Mit 60 Figuren. Zwelte, verbesserte Auflage. 136 Seiten.
1929, (Samml. Gdscher Bd. 405) . « « + +-» « o «» o o Geb. RM. 1.62

Das Buch gibt eine abersichtliche Auskunft iiber dic in der Praxis angewendelen
Arten des Rechnens. Es wird daker in allen Kreisen der Technik und Natur-
3 haft ein willk Fiihrer und Ratgeber sein.

. L S




Mathematische Instrumente. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 638 Fi-
guren, 144 Seiten. 1926. (Samml, Géschen Bd. 923) , Geb. RM. 1.62
Der Band by ngt nicht nur eine Beschreibung dey mathematischen I nslrumente,
sondern auch eine genaue Theorie, aus der dieA uwmdungsmd:[x'chlm'l:n. die beste
Art des Gebrauchs sowie die Grofe der auftretenden Ungenauigkeiten abgeleitet
werden.

Ebene und sphirische Trigonométrie, Von Prof. Dr. F. Bohnert in Iam-
burg. Zweite Auflage, Dritter Neudruck, Mijt 63 Figuren, VIII, 167
Seiten. 1919. (Samml. Schubert Bd. 3) . ., . . e+ « « Geb. RM, 4.40

Ebene und sphirische Trigonometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessen-
berg. Mit 59 Figuren. Vierte Auflage. 171 Seiten. 1931, (Samm],
Goschen Bd.99) . . . . . . . St tctes ... .. Geb, RM, 1.62

wher Verfasser That seine Aufgabe, in dem engen Ralhmen nicht blof alle
wichtigen Formeln mitzuteilen, sondern auch die Grundgedanken, auf welchen
dieselben beruhen, klay darzustellen und den Zusammtnlmng derselden, ihic

Bedeutung und Anwendbarkeit hervorzuheben, vortrefflich geldst, ¢
Archiv der Mathematik und Physik.

Nichteuklidische Geometrie. Von Professor Dr. Richard Baldus. Mit 71 Fi-
guren. 152 Seiten. 1927. (Samml. Goschen Bd. 970) Geb. RM. 1.62
Wenn auch der Band durch mdglichste Klarheit und 2ahlreiche Figuren, auf
die b dere Sorgfall ver det wurde, rundchst auf den Neuling auf diesem
Gebiet Riicksicht nimmt, so diirfte doch auch der Fachmany manches Neue darin
finden. Daf bis su den Ubergingen aus dem mathematischen in das yein philo-
sophische Gebiet vorgedrungen wird, dirfte Philosophisch interessicrten Lesern
willkommen sein. :

Nichteuklidischa Geometrie. Von Prot. Dr. H. Liebmann in Heidelbera. Mit
40 Figuren. Dritte Auflage. 150 Seiten. 1923, RM. 6.—, geb. RM 7.—

vorausselzend, in die nichteuklidische Geometrie einfiihren, und mwar nur guf
einem Gebiele — dem dey Ebene — auf diesems aber griindlich dargestellt.

Kreis und Kugel. Von Dr., Wilhelm Blaschke, o, Prof. a.d. Unlv, Hnmburg;v:
Mit 27 Fiz. im Text. GroB-Oktav, X, 169 $.1916. RYI. 4.40, geb. RM. 5.50
Projektive Liniengeometrie. Von Dr. Robert Sauer, Prof. an der Techn.
Hochschule Aachen Mit 36 Abbildungen. 19¢ Seiten, GroB-Oktav. 1937,
(Gdschens Lehrbiicherei Bd, 23D PP Geb, RM, 9.—

Projektive Geometrie. Von Professor Er. Xarl Dochlemann, Neue ein-
bindige Ausgabe von Dr. H. Timerding, Prof. an der Technischen Hoch-
schule Braunschwelg, it 37 Figuren., 131 Seiten. 1937, (Samml,
Gosbhen Ba.72) .., TR ttss e ... Geb. RM, 1.62

Autgabensammiung zyr projektiven Geometrie. Von Dr. H. Timerding,
I’rofesspr an der Technischen Hochschule Braunschwcig. Mit 65 Figuren,
140 Sciten. 1933, (Sammlung Goschen Bd. 1060y . . . Geb. R, 1.62

Anwendung der Differential- und lntegralrechnung aut Geometrie, Von
Dr. Georg Scheifers, Geh. Reg.-Rat, Professor an der Technischen
Hochschule Charlottenburg. T, Mit 107 Figuren, Dritte, verbesserte Auf-
lage. XII, 482 Selten. 1923 cetre e o 0. .. Geb, RM. 14.50
II. Mit 110 Figuren, Dritte, verbesserte Auflage. XI, 582 Seiten. 1929,

. M. 15.—, geb. R, 16.50

des Werkes, das niche nur einfahren, sondern auch u selbstandigen For-
schungen anregen soll,

Grundlagen der Geometrie, Von Professor Dr. Gerhard Hessenberg. Heraus-

gegeben von Dr, W, Schwan. Mit 77 Fj Ten, 143 Seiten. 1930, (Gasch
Lehrbiicherei Bd, 17) NP gu - « RM, (e$.50, geb.((l;&sf;g;



Hessenbergs Vorlesungen diber die ,,Grundlagen der Geomelrie® stellen eine
besonders einfache und lesbare Einfiihrung in die geomelyische Grund-
lagenforschung dar. Sie werden darum allen denen willkommen sein, die zwar
der Sache selbst Inleresse entgegenbringen, aber mit der sonstigen Grundlagen-
literatur nicht recht ferlig geworden sind. Auch der Kennei wird shuen manche
Anregung entnehmen. Die ersten beiden Kapilel sind so einfach gehalten, daf
sie selbst mathematischen Arbeitsgemesnschaften an hoheren Schulen Stoff liefern
konnen. Der Schwerpunkt des Buches liegt i1 den Erdrierungen siber den Fun-
d talsatz der projektiven Geometrie und seine Sonderfélle, den Desargucsschen
und Pascalschen Satz,

Differentialgeometrie 13- Raumkurven und Anfinge der Flichentheorie.
Von Dr. Rudolf Rothe, o. Professor an der Technischen Hochschule
Berlin. Mit 32 Abbildungen. 132 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen
B UNNIFI SR S S S 5 el T oL . Gebl M. 1.62

Affine Differentialgeometrie. Von Dr. Erich Salkowski, o. Professor an’ der
Technischen Hochschule Berlin. GroB-Oktav. Mit 23 Figuren. 200 Seiten,
1934, (Goschens Lehrbiicherei Bd. 22) . . . . . . . . Geb. RM, 1,62

Dic vorliegende Darstellung ist aus Vorlesungen hervorge.angen, die der
Verfasser an den 1 echnischen Hochschulen Hannover und Berlin gehalten hat.
Das Ziel dicses neuen Bandes von Goschens Lehrbucherei ist, den Antinger,
dem nur die Grundtatsachen der Vektorrechnung und der Differentialgcometric
gelaufig sein missen, mit den Begriffsbildungen der Tensorrechnung vertraut
zu macken, die fir das Verstandnis der neueren dx'/fcrcn!x'al-gconulrisc!mn und
mathematisch-physikalischen Forschung wunentbelirlich sind.  Dabei  wurde
darauf Bedacht genommen, von den einfachsten, allgemein bekannten Tat-
sachen ausgchend wnd in davernder Verbindung mit der geometrischen An-
schawung den Formelapparat der Ricci-Rechnung allm@hlich so zu entwickeln,
daf er den Lernenden wicht als ein analytisches Kunsistick entgegentrilt,
sondern sich als cin naturgemifes Hilfsmittei der geometrischen Forschung
aufbaut. Aus diesem Grunde wurde die Untersuchung auf die einfachsten
Gegenstande beschrinkt und grundsitzlich nur zweidimensionale analytische
Gebilde betrachtet.

Darstellende Geometrie. Von Dr. Robert HauBner, o. 8. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Jena.
Erster Tell: Elemente; Ebenflichige Gebilde. Vierte, verbesserte

Auflage. Mit 110 Figuren Im Text. 207 Seiten. 1930. (Samml. Gdschen
Bd.ug) .....g................Geb.Rn.l.G‘.’-

Zweiter Teil: Perspektive ebener Gebilde; Kegelschnitte. Dritte, ver-
besserte und vermehrte Auflage. it 88 Figuren im Text. 168 Seiteno.
1930. (Samml, Goschen Bd.143) . . . . . . . » . . Geb. R, 1.62

Dritter Teil: Zylinder, Kegel, Kugel, Rotations- und Schraubenflichen,
Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr. Robert HauBner, 0. 3.
Professor der Mathematik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang
Haack, Privatdozent fiir Mathematik an der Technischen Hochschule
Danzig-Langfubr, Mit 65 Figuren im Text. 144 Seiten. 1931. (Snmml‘;
GOschen Bd.144) . o o o 2 o o o o« o o+« + - o Geb RIM.1.62

Vierter Teil: Frele und gebundene Perspektive, _I’hotogmmmetric, ko-
tierte Projektion. Von Dr. Robert HauBner, o. 8. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang Haack, Privatdozent
fiir Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig-Langfuhr. Mit

76 Figuren im Text. 144 Seiten. 1933. (Sammlung Géscélgg.lllrgsll.og%‘)?

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Karl Rohn, Geh. R::t.
welland Professor an der Universitit Leipzig, und Dr. Erwin Papperidz,
Geh. Rat, Professor an der Bergakademie in Freiberg 1. Sa. Drei Binde.




GroB-Oktav. I. Orthogonalprojektion. Vielfache, Perspektivitat ebener
Figuren, Kurven, Zylinder, Kugel, Kegel, Rotations- und Schrauben-
flichen. Vierte, erweiterte Auflage. Neudruck, XX, 502 Seiten. Mit
351 Figuren, 1932 , ., ., , ., [, .7 « + Geb. RM, 18,90
1L, Axonometrie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auf-
Inge. Neudruck. VI, 194 Seiten mit 118 Figuren. 1932.  Geb. R)M. 8.55
III, Kegelschnitte, Flichen zweiten Grades, Regel-, abwickelbars und
andere Flichen. Flichenkriilmmung, Vierte, unverinderte Auflage. X,
334 Seiten. Mit 157 Figuren. 1923 , . , . . R)M. 10.80, geb, RM. 12.—

Darstellende Geometrie. Von Theodor Schmid, o. 8. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Wien, I. Teil: Eckige Korper, Kugel, Zylinder,
Kegel, Plankurver und Raumkurven mit den zugehérigen Torsen im
NormalriBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage.
Mit 170 Figuren. 283 8. 1922, (Samml. Schubert, Bd. 65). Geb. RM. 6.—
11, Tell: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und
Regelflichen, Gelandedarstellung, Kartenprojektion, Nomographie.
Zweite Auflage. Mit 163 Figuren. 840 Seiten. 1923, (Samml. Schubert
SBANGE)LEENRIF AT T e L Geb. RM. 7.50

Elementargeometrie der Ebene und des Raumes. Von Professor Max
Zacharias, Studienrat In Berlin, Mit 196 Figuren im Text. GroB8-Oktav.
252 8. 1929, (Gdschens Lehrbilcherei Bd. 16) RM.13.—, geb. RM, 14.50

Vorlesungen Uber allgemeine natirliche Geometrie und Liesche Trans-
formationsgruppen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, 0. 8. Professor der
reinen Mathematik an der Technischen Hochschule zu Dresden, Mit
-16 Figuren. GroB-Oktav. 280 Seiten. 1931, (Gdschens Lehrbiicherel,
I, Gruppe: Reine und angewandte Mathematik, Bd. 19) s

M, 15.50, geb. RM. 17.—

Geometrische Transformationen. Von Dr. Karl Doehlemann, weil. Professor
an der Technischen Hochschule Miinchen. Zwelite Auflage, heraus-

Bodenkultur in Wien, Mit 89 Figuren im Text und 4 Abblldungen,
GroB-Oktav. 254 Seiten. 1930. (Goschens Lehrbiicherei, I, Gruppe:
Reine und angewandte Mathematik, Bd. 15) RM. 13.,—, geb. RM. 14,50

Entsprechend dem Programm von »Gaschens Lehrbichereis wurden aus
dem Gesamigebicte der geometyischen Transformationen diejenigen Kapitel in
nicht zu abstrakier Weise dargestellt, die sowohl far den Mathematiter wie
fir den technischen Wissenschaftler wesentlich sind. Aus diesem Grunde
wurde neben der analytischen Darstellung die zeichnerische Auswertung be-
ricksichtigt.

Wahrschelnlichkelt:rechnung. Von Dr. Otto Knopf, 0. Professor der Astro-
nomie an der Universitit Jena. I, 112 Seiten. 1923, I1. Mit 10 Figuren.
112 Seiten. 1923. (Samml. Goschen Bd. 503 und 871) Geb. jo RM., 1.62

Graphische Darstellung in Wissenschatt und Technlk. Von Prof, Dr. M.
Pirani. Zweite, verbesserte Auflage, besorgt durch Dr. I. Runge.
Mit 71 Abbild. 149 Seiten. 1931, (Samml. Goschen Bd. 728)

Geb. RM. 1.62

Graphische Statik mit besonderer Beriicksichtigung der EinfluBlinlen. Von
Dipl.-Ing, Otto Henkel, Bauingenieur ung Studienrat an der Baugewerk-
schule in Erfurt. 2 Teile, (Samml, G3schen Bd, 603 u, 695)

Geb. je RM, 1.02

Vorlesungen Uber graphische Statik. Von Professor Dr. Fr. Schur. Heraus-
gegeben unter Mitwirkung von Wolfgang Vogt. Mit zahlreichen Fi-
guren im. Text. GroB8-Oktav. VIHL, 219 Seiten. 1915

. R, 7.—, geb. RM. 8.20



Statik. I. Teil: Die Grundlagen der Statik starrer Korper. Von Professor
Dt.-Ing, Ferd. Schleicher in Hannover. Mit 47 Abbildungen. 143 Seiten.
1930, (Samml, Géschen Bd.178) . . .« « + « « . . . . Geb.RM. 1,62

II. Teil: Angewandte (techn.) Statik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber
in Stuttgart. Mit 61 Abbildungen. Sechster Neudruck. 149 Seiten. 1922.
(Samml. Goschen Bd.179) . . ... .. ... ..., Geb,RM 1,62

‘Ballistik, Von Dr. Theodor Vahlen, o.&. Professor der reinen und ange-
wandten Mathematik in Berlin. Mit 53 Abbildungen. Gro8-Oktav. XII,
231 Seiten. 21922 . ... ... .. ... RM9—, geb.RM.10,—

Hydraulik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber in Stuttgart. Zweite,
verbesserte und vermehrte Auflage. Neudruck; Mit 45 Figuren. 156 Sei-
ten. 1925, (Samml. Géschen Bd.397) . . . . . . . . Geb.RM.1.62

Das Buch enthalt eine Darstellung der Hydrostatik und bringt aus der Hydro-
dynamik: Ausfluf des Wassers aus Gefifenn; Uberfall des Wassers siber Wehre:
Diz Bewegung des Wassers in Flissen und Kandlen; Die Bewegung des Wassers L
i Rohren mit konstantem Querschnitl; StoB eines zylindrischen oder prisma-
tischen Wasserstrahls auf eine Zylinderflache. 7

Elastizititslehre flir Ingenieure. Von Professor Dr.-Ing. Max Ensslin an
der Hoheren Maschinenbauschule EGlingen. 2 Bde. (Samml. Gdschen
Bd.519 und 9579) . ... ...........Geb jeRM 162 :

Band I bespricht die Grundlagen der Elastizitatslehre sowie Allgemeines aber
Spannungszustande, Zylinder, cbene Platten, Torsion und gekriammie Triger,

Band 11 gibt eine Einfahrung in die Methoden 1ur Berechnung der statisch *
unbestimmien Konstruktion des Bau- und Maschineningenieuss., .

Etymologisches Warterbuch der Naturwissenschatten und Medizin. Sprach-
liche Erklirung der wichtigeren Ausdriicke und Namen der Anatomie,
Astronomie, Biologie, Botanik, Chemie, Geographie, Geologie, Medizin,
Mineralogie, Naturphilosophie, Paldontologie, Physik, Psychologie und
Zoologie. Von Dr. C. W. Schmidt. Oktav. VII, 138 Selte(r;x.bm‘.’a. :

H eb. RM, 2. —
Das Bichlein wendet sich in erster Linie an Nichthumanisten, wird aber auch

Iz:'an ugxt‘udiermdm mit gricchischer und lateinischer Vorbildung mit Vorteil ge-
aucht,
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Geistige Arbeit

Zeitung aus der wissenschaftlichen Welt

Die Geistige Arbeit nenn: sich bewuBt
Zeitung aus derwissenschaftlichen Welt

weil sie nicht nur einem Gebiet der For-
schung dienen will, sondern einen Gesamt-
liberblick iiber die wissenschaft-

liche Arbeit des In- und Ausiandes
gibt.

Den Wissenschaftlcr'unterichtet sie fiber die Ar-
beitsergebnisse und Forschungsprobleme der Nachbar-
disziplinen, .
dem Laien schafft sie einen Zugang zu den Fragen
wissenschaftlicher Forschung, dient ihm zur Orientie-
rung auf allen Wissensgebieten und bietet ihm geistige
nregung.
ie ,,Geistige Arbeijt' will also nicht eine nFachzeit-
hrift' sein, sondern einen Querschnijtt geben durch
i i Zu diesem
eck bringt die Zeitschrift u. a. regelmiBige Berichte
er Leistungen, Fortschritte und Probleme einzelner
ebiete der Wissenschaft, dber die historische Ent-
wicklung, den Stand und die Organisation in- und
e ausldndischer Forschung, sie bringt biographische und
- historische Rickblicke und gibt eine Ubersicht tber
die wichtigsten Neuerscheinungen durch zusammen-
. hingende Besprechungen M

Die ,,Geistige Arbeijis erscheint
|‘ eimal monatlich, jeweils am 5. und 20.

Rkostet vierteljshrlich 1.50.

Ris der Einzelnummer 25 Pfennig.
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