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Pe PREBAȚĂ, 

“Această nouă. ediție a Trigonometriei diferă -de precedenta 
Brin aranjarea materiei, urmărind. casă fie cât mai accesibilă 
începălorilor. În acest Scop, am expus mai întâi părţile ele- 
mentare, însoţite. de numeroase exemple, lăsând apoi Pentru 

“cei înaintați dezvoltările, pe care le-am. indicat ' chiar în „Zext 
- şi le-am expus unele cu litere nici. 

- Zucrarea pare preă- dezioltată pentru Licee, dar ceea ce 
măreşte formatil sunt, nu numai. numeroasele aplicații. şi 
exerciții, dar mai ales indicaţiile date la fiecare din ele.. 

_ Poiu fi :recunoscător - acelora care îmi vor indica erorile 
"de calcul şi îmi vor trimite judicioasele lor observaţii. Multumesc 
"Dlui D. Constantinescu-Buzău pentru corectarea probelor. şi 
Casei: Socec G Cie, Bucureşti, pentru grija. şi sacrificiile - 
făcute ca această lucrare să iasă câ! mai bine. 

„7 N ABRAMESCU. | 
Profesor la Universitatea din Chj'.



REFERAT ASUPRA! TRIGONOMETRIEI, 
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LECȚIUNI DE TRIGONOMETRIE PLANĂ. 

INTRODUCERE, ISTORIC, 
Trigonometria are ca scop calculul elementelor necunos- 

- cute ale triunghiurilor cu ajutorul unui număr suficient de ele- 
mente cunoscute. Şi in' Geometria plană se studiază rezolvarea 

- triunghiurilor plane, -dar aceasta se - face cu ajutorul construc- 
ţiilor şi măsurărilor, a -căror. preciziune depinde 'de perfecţia 

„-. instrumentelor şi de abilitatea calculatorului, Operațiunile geo. 
-_metriei se referă numai la laturi sau numai, la -unghiuri şi nici 
odată nu intervin unghiurile odată cu laturile. Trigonometria 
însă stabileşte relaţiuni între laturi şi unghiuri şi cu ajutorul 
acestora se determină elementele: necunoscute ale _triunghiuri- 
lor cu preciziunea calcului. — - | o e 

Pentru aceasta, Trigonometria se foloseşte de rezultatele 
. Goniometriei, care defineşte funcțiunile gontometrice (de un- 
Shiuri), stabileşte relaiunile dintre ele; precum şi - metodele de 
calculare a valorilor lor. Aceste funcțiuni depinzând de unghiuri, 
exprimate printr'un arc de cerc sau prin echivalentul .lui în 

“grade, se numesc circulare, iar trigonometria care le aplică, se 
numeşte frigânometyie circrilară, spre deosebire de alte trigo- . 

* nometrii,: ca cea iperbolică, etc. *. ia - 
Trigonometria se imparte în /rigonometrie plană şi tri- „:. gonometrie. sferică. Trigonometria plană, de care ne ocupăm, .. | cuprinde goniometria unghiurilor și rezolvarea triunghiurilor 

plane, precum şi numeroase aplicaţiuni. - : Sa 
„.. Este imposibil de a fixa întrun mod -precis origina Tri- 

“gonometriei; se poate numai afirma „că. datează” din timpuri: 
"foarte vechi. Preoții vechiului Egipt au fost depozitarii cunoş- 
tinţelor umane, pe care legile instituţiunei lor îi obligau să le 
studieze şi să le culeagă. Vechile matematici ne-au. fost trans- 
mise prin lucrările Grecilor, pe care preoții egipteni îi iniţiase. | 
Este probabil că Egiptenii cunoşteau principiile atat de :simple 

„ale Trigonometriei, cu care puteau rezolva probleme: aşa 'de 
„naturale cum sunt, cunoaşterea lărgimei unui râu fără a putea 

A, Abrameseu. — Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia III, 5000 ex, , 1
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fi măsurată direct, distanţa” vârfurilor a: doi munţi Separaţi de 
o- prăpastie, etc. - 

__u Se”ştie sigur, însă, că. principiile Trigonometriei erau bine 
cunoscute de Greci, care le aplicau la: măsurarea distanțelor . 
pământeşti şi la multe probleme din Astronomie. Numeroasele 
calcule necesare atâtor lucrări pe care le-a executat marele 
astronom /Zzfarch (din Niceea, Bithynia) făcură să nască (130 
a. Chr.) între mâinile șale Trigonometria. 

Cunoştinţele operilor lui Hiparch ne-au fost transmise de 
„Ptolemeu: (125 d.. Cr.),: cel.mai mare astronom al antichităței, 

„în. a “cărui mare „lucrare, Sintaxa matematică (numită de. Arabi 
Şi: Almagestul),” se găseşte primul t tratat de. Trigonometrie plană 
„ŞI, sferică, care ne este cunoscut. . . 
pita.” In secolul XV. nu se; cunoştea altă ediţie a lui. Pioleintu 
decat traducerea lăsată. de. Arabi, dar :care era . defectoașă din 
cauza nepriceperei celor ce. o. făcuse. Purbach (născut în Ba- 
Varia. în - 1421) restabili adevăratul. sens şi textul lui Ptolemeu. 
'EL. întroduse sinusul. în Trigonometrie pentru a înlocui coardele 
„ŞI. făcu prima tablă trigonometrică. Unii autori afirmă că întro- 
ducerea sinusului se datoreşte lui Mohamed-Ben- Geber, „prinţ 
din. Siria, numit şi: Albatogitius (877—929), Ă 
„e Tratatul triunghiurilor, care este o trigonometrie com: 
plectă a-lui Regiomontanus (436- 1975). „diferă puţin de tri- 
_gonometiia de azi. | ; 

„Table trigonometrice au fost calculate, cu Ir zeciinale; de 
i Joachim Retcus (1514— 1575) şi. Bar?helemi Pitiscus, a cărui 
„lucrare (făcută în 1610). cu 16 zecimale, poate servi, pentru 
verificarea tablelor de azi. 
„După invenţia logaritmilor de către Neper (1550-1617), 

logaritmii fură aplicaţi la calcule- trigonometrice ; primele table 
au. fost alcătuite în 1625, iar Zlenrion, în 1636, a editat la Paris . 
primele table cu 7 zecimale. | S 

_* Cu progresul! matematicilor, principiile Trig gonometiiei ele- 
mentar€ nu mai: fură considerate „de .cât. cazuri speciale ale 

„unei Ştiinţe mult mai generale şi mai întinse. - Funcţiunile. cir- 
culare deveniră obiectul unui. studiu mai înalt, care este din 
domeniul Analizei matematice. 
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"NOȚIUNI. INTRODUCTIVE. 

d ! 
OD 

1..Arce,. Unghiuri. Să “considerăm, în cercul cu. centru 
O ŞI raza 7. (Fig. 1), unghiul -la 'centru, “a. “ Într& acest unghi Şi 
arcul: corespunzător AB, vom stabili 0 , relaţie importantă în 
“baza! următoarei proprietăţi. a “ 

Într'uiu” cerc “aportul d două aheg dăiideare cre îă gal e cu 
“raportul unghiurilor: la: tre parte În” adavăr să 
considerăm arcele AB şi CD: căreia: le cărespuid unghiurile 

“Ta centru "AOBS3, COD= =b (Fig. ID), Fie CES măsură! 'omună. a 
“artelor "AB'şi CE; care 'se cuptinde” i: AB: de: A ori; i. şi iri CD 
de 1 ori. Ayem:, ARE i op er, ata a 

      

          

  

(1) “are AB: 4 dup în CE în PNI ea E 
arc CD n. CE | D 

Însemnând, „cu .% unghiul pa centru _ fese 
respunzător arcului CE, a: DR 

e)  SAOB ma” zi a a 
Mu COD n.a ui 

„: Comparând eg litațile? (1)-s gis e), retut, te _ 23 age 

„„ arc" AB __3EAOB 
Ra are CD XCOD 

“adică raportul a "două ărce &ste, egal cu i rapăriu ghilda 
„centru corespunzătoare, - - Nae 

„Considerând ca unitate de înc, “acăl: arc” cate corespunde 
“unui unghiu 'la''ceiitru. egal cu "unitatea, - rezultă, din "forihula 

(3), că măsura unui arc este, egală cu măsura : inghiti la 
centru corespimzător. i Di 

2. Măsura Jungimei arcului când unghiul este expri- 

  

“. 3 

  

mat în. grade. Să luăm : ca. unitate a „unghiului, :, unghiul la 
- centru, căruia îi -corespunde.. arcul. pe cerc egal cu. a, 360-a 
: parte. din lungimea cercului; acesta se. zice unghi: de un grad; 
gradul se „împarte în CO minute. şi minuta în 60 secunde, „şi, se 

2



4 

notează respectiv cu următoarele semne %,',“, puse deasupra 
_numerilor. De :ex., 300 45' 26” se citeşte 30 grade, 45 minute, 
26 secunde. În aceste condiţii, însemnând cu + şi 3600, numă- 
rul de grade ce corespunde arcului AB şi lungimei cercului 

- de rază 7, pe care este luat: acest arc, avem, din formula (3), 

„: MăS are AB_. 10 

  

O 2pr 28609, 

deunde OC. | 

w. = Brat, a — mă are AB. 1800 (4) .  măsarc AB 0809 = mie ae AB x 

Cu aceste forinule se poate calcula lungimea unui arc de 
pe un cerc de raza: 7, când se cunoaşte unghiul la centru co- 
respunzător (măsurat în grade) şi invers, fii ind cunoscut arcul, 
se poate calcula unghiul la centru. 

„_ Exemplu. Să se afle lungimea. arcului corespunzător un- 
ghiului la centru de 540 30'.12”, raza cercului fii ind de 6 dm. 
Avem, din formula (4), | 

zrm. 3 14X6X545 30 12 
„are AB=jg0s = 180 
  

Dar | Pa 
„54080112 =— (6x00 ao xco- ap = 196219, 

, 100 => (U80X OPC 6D)== 48000”: i 
„Deci 

d 

. 3 „14X6X.196212,, 3 „14X32, 702. 
arc AB= 648000 18 

3. Măsura lungimei arcului când unghiul este ex-. 

=5, 70 dm.   

primat în radiani. Radian este unghiul la centru căruia îi 

"= tormule devine? 

| corespunde iu arc egal cu raza” cercului. Să înlocuim în. for- 
mula (3) arcul CD cu raza ra cercului ; atunci unghiul său da 
centru, COD, este egal cu 1 radian. Primul membru al acestei 

"are AB, 

r. 
  

iar: membrul al doilea fiind raportul dintre un unghi AOB şi. 
"unitatea de măsură COD = radianul, este măsura na unghiu- - 
"lui AOB exprimată în radiani, Avem, deci, egalând! ambii 
membrii, e . ia



    

5 | mas 3AOB =21€ AB, n = 210 AB, | 

sau | , E 

"(6) „are AB = rX23XAOB, arc AB =rxu. | 

": Cu formula (5) se calculează valoarea 7 a unghiului AOB, 
în radiani, când se cunoaşte lungimea AB .a arcului. corespun- 

" _Zător unghiului la centru AOB în cercul cu raza r; cu relaţia 

(6) se calculează lungimea. arcului  AB,: corespunzător unghiu- 
"lui la centru AOB, exprimat în radiani... - 

Astfel, numărul de radiani corespunzător unui arc AB, 

“aste E şi se obţine împărțind, lungimea arcului AB cu   

raza r a.cercului. Ştiind că unui arc. de pe cercul cu raza rîi | 
corespund 7 radiani, lungimea arcului AB este egală cu sX7, 
adică cu produsul numărului z de radiani cu raza ra cercului. 

4. Relaţia dintre: numărul de grade și numărul de ra- 

diani corespunzătoare aceluiaşi unghi la centru. Să. însem- 

năm cu 70 şi 7 numerile care exprimă câte grade şi câţi ra-, 
diani corespund unghiului la centru OAB. Din formula (4), 
deducem . 

arc AB__ 1700 
* 

  

  
  

. r. 1809 

_pe care comparăn O cu (5), obținem 

Ta 180% 
. — 9 R (7) Ma 17305 = a - 

relaţiuni care permit să calculăm valoarea n a unghiului în ra- 
diani când se „cunoaşte valoarea 1 a aceluiaşi unghi în grade 
şi invers. | 

Făcând în 'a dona din formulele (7) pe nl avem 

i "1800 :_ _1800 

+ 3 1416 1416 

” relaţie care dă numărul de grade.ce corespund unui “unghi la 
"-centru egal cu un radian. Operația o facem în modul următor 

11= 

„1800000 | 31416 - 9288X60==557280: 
229200 | 570: „ 557280] 81416 - 

9288 = 243120 [17 
„23208 

2320860 
= aproape. _ 

31416



Deci unui radian îi. corespund. 57017447, a 
Numărul . de grade € care corespund unui unghi de 2 ra 

diani este Ă 

(57oLa'a40 X2= 11408488 = = 1114035 287, 
-De asemenea, “arcul: care: “corăspunde unui uhghi. egal cu 

1 radian, este: (57017 44%); 2 şi se calculează astfel 3 
62080 19X60=60'.- :::1*X60=—=60 
ELA GO0'-F-I7=77 “ G0+ Lp 4qr 104 o DT0387 au, 252". IT. Pa e | 

4. 

Deci, unui are “egal cu ar radian; îi i corespund. 28038 e 
* Cânsiderând | arcul de 860, adică: lungimea cercului, pen-: tru a găsi câți radiani corespiind acestui arc, ne servim de formula * (5), | adică ” împărţim “lungirea Sercului. as (unde 7=3 1416), cu aceea: a razei Pe şi” avem i i Pai. t na oz i Da | aer =—25=2X3, 116 = = -6 2592 radiani. | 
Deci lungimei arcului. de 360 corespund 2 radiani. 

iu - - a ta o pi 1 "1 
Do 904 N gi . 

Să Lu | . 7 » » , so » | , z* » 

» » _ 10 » 80 » 

unde - 7 se inlocueşte Cu. 3, „Lal6: 
o Urmează deci că unghiurile, arcele, se pot exprima sau în grade, Sau în radiani. Astfel, când se. dă a-+-b=90, atunci a şi / sunt exprimaţi : în „grade; iar, 'când se dă aha, a şi d | „Sunt exprimaţi în radiani, E reprezentând numărul „de radiani corespunzător. la 1800, :: | Da „Deci, fiind! dat un 'unghi a, , unghiul complimentar al său, adică “unghiul care împreună cu.a fac. 900, este î în grade 90%—a, 

Sau în radiani ga. În rezumat, când e vorba de unghiuri, - - 
în formule, z reprezintă. 1800,



“ Exemplu. Să se. afle: unghiul da centru corespunzător arcului de 

6,39% dm, 'raza cercului fiind de 8 adm. 

Unghiul în radiani îl obținem din (5), iar în grade din (4). - 

Avem. deci, în radiani, - - 

  n 2rÂB 689% 0 1995 radiani, 
a r 8 
iar în grade, ! - A 

= „arcAE 5 DX, 19 = 0,1995 X. Sea = q5e4grog”, 

lele (7). 

EXERCIŢII. 

“1. Raza cercului fiind 1 cm, să se afle lungimile. arcelor care .co- 

respund unghiurilor la centru de L; VI 

z o 
R. 3 = 0017605 20000 oz =00002 9; 600 XE == 04000005, 

2, Sa se afle lungimile arcelor. ce corespund, “unghiului la centru * 

de 35%, raza cercului fiind 5 cm.; unghiului: Je 50015, raza fiind 45 „dm; 
unghiului de. 3%912", raza fiind de 9 m, 

R. 3,05 cm; 391 dm; 0,495 m. SI - 
"3. Aria unui cere “fiind 123, 15 cm2,, să se afle „arcul corespunzator 

unghiului la centru de 15%20, , 

R. Se efectuiază câtul cu două zecimale dintre 123,45 şi 3,14; se. 
extrage rădacina pătrată din acest cât şi se află raza cercului. Arcul este 

1,60 m. 

120 m este de 135%; să se afle lungimea arcului dintre cele două puncte, 

: - RR, Ducând- razele punctelor de contact, se formează un patrulater, 

câre are unghiul din centrul O egal cu suplimentul lui 135% Se caută ar- 
cul ce corespunde acestui unghi la centru: Se găseşte 565,4 m. 

„ ... 5, Să se afle, în radiani şi în grade, unghiul ce corespunde arcului 

de 9,6 dm în cercul cu ra:a 20,5 dm. Se va lua z =3,1416, 

R. 046829 rad.; 2004954". ” 
6. Suma lungimilor a'două cercuri este 89 46 m; suma arcelor care 

„corespund la două. unghiuri la centru egale în cele două cercuri este 

- 12,35 m. Să se afle unghiul de la centru. 
R. Însemnând cu r şi r' razele celor două cercuri şi Pi) mărimea 

„unghiului la centru, avem 

” :__ga,j T sr arm 
2 p--2ar 39,46, 1809 aa 180% =12, 35. 

” Se Inlocueşte (rr) din ecuaţia 'a doua cu valoarea sa din prima; 

se obține p'= 941754"; 0,5674 rad. (2 =:3,1416), 
7, Lungimile a două cercuri sunt respectiv 66,5 cm şi 30, 19 cm. 

„ Raportul a două unghiuri la centru în aceste cercuri este 2, iar suma 

Acest ultim număr se mai putea deduce, şi “din a doua din formu 

4 Unghiul forinat de tangentele în două puncte ale cercului cu raza 

Z



5 - ps Se 

arcelor corespunzătoare este 19,51 cm. Să: se afle unghiurile” la centru: 
R. Se calculează intâi razele cercurilor şi “se -înlocuesc în ecuația 

ce dă suma arcelor şi se obține o ecuaţie între numerile de grade u şi w', 
„Se rezolvă această ecuaţie şi 7:14/=3:4 şi se găseşte 87046”; 65%49'30", 

8. Care este mai mare, unghiul de 1440 sau cel de 2,5 rad. 
R, Cel dintai ; 2,5 rad.=—=14301422", a 

„9. Cate grade are unghiul de O, rad. 
R. 504347", a Ă . 
10. Unul din unghiurile ascuţite ale unui triunghi dreptunghic este 

de 1,15.rad. Să se calculeze câți radiani are celalt unghi ascuțit. 

R: În 900 sunt 80 ad 23001 57 rad : Celale unghi are Pe Bora 30 A 
| 3,1416 

  

(1,57—1,15) rad.= 0,42 rad. i E 
„11. Două unghiuri ale unui triunghi oarecare au !]2 rad, şi 2, rad,; 
să se determine unghiul a! treilea. - 

  

  

Pa A | 
R. În 1800 sunt E rad. =. e rad.==3,1416 rad, Celalt unghi 

A e 31416: i 
este (3.1416 d — 2) rad. 2,356 rad 2356X1 rad.=—92,356 3150-1350 | 2 .-7 ” 2 » o 3,1416 ” 12. În cercul cu raza 2,5 cm. un arc corespunde unui unghi de cen- tru de 1,5 rad: Să se afle unghiul la centru ce corespunde aceluiaș are în cercul cu raza 1 cm... . A e a „„ Re arc AB=uXr, are AB=u1Xr; 15 X25=1X1. 3,05 rad. 214051'52*, N . | A „o 

>



LINII TRIGONOMETRICE IN PRIMUL CADRAN, - 

LINIILE TRIGONOMETRICE ALE. UNGHIURILOR 
ASCUȚITE. 

5. Funcțiuni gonioinetrice. Să considerăm unghiul xoY 
=a (Fig. 2) şi din două puncte oarecare B şi B' ale laturei OY. | 
să ducem perpendicularele BA şi B'A” pe latura OX. 

În triunghiul OA'B', dreapta AB fiind | Bi 
paralelă cu latura A'B', se ştie.că triun: » 8 Y 
ghiurile. OAB şi OA'B'. sunt asemenea. 27 E 
Deci laturile. sunt proporționale, adică | x 

, . : . 4 

OA_O0B_AB . . 0 AA 
OA' OB AB... E 

- Egalând raportul al. treilea cu al doilea. apoi raportul întâi . 
'cu al doilea, în fine raportul al treilea cu întâiul, avem 

AB OB OA _ OB AB OA 
1 AB OB” OA”. OB” AB OA 

Schimbând în aceste proporţii locul termenilor: „mijlocii, 
obţinem 

  

AB NB OA_OA' AB_AP - 
OB OB" OB. OB" OA  OA' 

Deci, oricum. am lua punctele B şi B' pe latura 9%, ra. 
poartele: 

AB "OA “AB: 
| OB OB-O0A 7 

__au aceeaşi valoare şi pentru punctul B şi pentru B, deci păs- 
” trează o valoare constantă. , 

Prin urmare, fiind dat unghiul a=XO0Y, "ducând dintr? un . 
punct “oarecare B al unei laturi perpendiculara. BA pe cealaltă 
latură a unghiului, rapoartele i - 

AB: OA. AB. „OA, OB OB. 
OB' OB. OA AB. OA! „AB 

 



10. | i o 

sunt constante, oricare ar fi poziţia punctului B pe-lâtura un 
ghiului dat. 

Aceste rapoarte caracterizează mărimea unghiului a, care 
nu depinde de lungimea laturilor sale, astfel că, dacă unghiul 
a este dat, se pot calcula “aceste rapoarte şi invers, fiind dat, 
unul din aceste şase rapoarte, se poate, cu ajutorul unei con- 
strucţii geometrice de. triunghi dreptunghic, să aflăm mărimea 
unghiului. | 

Dacă latura OX este “fixă, iar “latura OY se învârteşte în 
jurul lui O, adică dacă unghiul a variază, atunci rapoartele COn- 
siderate vor. lua. alte valori, vor varia cu unghiul a, Sunt dec 

funcțiuni de unghiul a. De -aceea aceste şase rapoarte se nu- 
mesc Junețiuni de sili, Sau funcțiuni goniometrice. 

„Ele se “numesc. res) ectiv =3 AB Sinus a, OA cosinus a, „FSSpeciIv OB . OB 
AB 

OA 
fane Sentă a, OA cotang Yeută a, SA „9B. secantă a OB cosecantă a şi se AB , OA , AB 

_ Scriu _ - : . i 
AB OA_._ AB 
OB OB OATIEa. - 

OA cc OB_ OB „AB > Cotsa, OA > seca, AB ee, 

Ş : | „ Observând că - aceste şase rapoarte 
B stau. în legătură cu -:triunghiul drept- 

_unghic format OAB (Fig. 3), ale cărui 
ocatete şi ipotenuză. sunt. OA,. AB, OB, 
putem ! zice că: sina este raportul cate: 

A fei opuse către. ipotenuză ; ; cosa rapor- 
„ Zul catetei adiacente către ipotenuză; ga 
raportul catetei opuse către cateta adia- 

cântă; cotga raportul catetei adiacente către cateta „0pusă,; 
"Sec a raportul 2fotenuzei către cateta adiacentă, « cosec a raportul 
ipotenuzei către careia opusă. 

  

O 
„Fig. 3. 

N 

Exemple. 10 Să se 'calcules ze unghiul a, ştiind că sin a =3 Pentru a- 
ceasta, luăm o lungime “AB egală cu 3 (după, o anumită! scară de redu- 
cere); în A ridicăm o perpendiculară pe AB, iar din B'ca centru şi cu o 
rază egală cu: 5, descriem un cerc ce tae această. perpendiculară “în .0.: 
Unghiul căutat este AOB. . i - ! , 

m 20 Să se calculeze uuShiul a, Pentru care cosa=*. Aceasta revine ” 
.. 

la construirea unui triunghi dreptunghiu, căruia. i-se cunoaşte o catetă şi



ji 

ipotenuza, Luăm o dreaptă OA =4; în A ridicăm.. o. perpendicilara ; fie: 
B.punctul de intersecție al acestei perpendiculare cu cercul descris din 0. 

„ca centru cu raza 5, „Unghiul căutat este AOB. . a: - - a | 
„180, Să se calenlece unghiul a, pentru care (sa = Problema re- 

vine la construirea unui triunghi dreptunghic,. căruia i-se cunosc catetele.. 
Luăm pe laturile unui unghi drept lungimile A0=, AB=3, iar unghiul: 
căutat este AOB.: - . : 

Observare. Prin procedeul de mai sus, aflăm valoarea un-' 
ghiului, în' mod grafic. Valoarea sa în grade, prin calcul, o vom 

- afla mai departe. , 
4 

6. Linii. trigonometrice. Rapoartele prin « care am! aefi nit 
funcțiunile goniometrice au o-reprezentare. grafică simplă, dacă 

„alegem potrivit: punctul B (Fig. 3) de pe latura unghiului a de 
unde ducem perpendiculara AB pe cealaltă. latură. 

În adevăr, dacă luăm distanţa OB=1, atunci rapartele, 
- care definesc, de ex., funcțiunile sinus a şi cosihus a, devin 

(Fig. 3) . Na i 

Mtz, „cos =05= OA. 

| „Vedem, deci, că, luând ca uriitate de: măsură OB, atunci 
Sinusul unghiului a este. reprezentat de gerpendiculara A AB, iar 
cosa de segmentul OA. e 

„Aceste segniente: care reprezintă. funcțiunile” -goniometrice 
- se'zic linii trigononietrice. Dar; ca să avem această „reprezen- 
tare grafică simplă, a fost nevoe de â lia OB=1, adică de'a 

_considera că unghiul dat a este unghi la centru în cercul cu 
- centrul O în “vârful unghiului, şi. cu 'raza OB=1 „(egală cu 

E unitatea. de. măsură). Acest cerc cu raza! egală 'cu unitatea se 
zice cerc frigonometri Ic, 

“Să considerăm cercul cu cen-: 
tul O (Fig. 4) şi cu raza OA =1 şi 
fie AA” şi BB! doi diametri perpendi- 
culari. Să luăm în sensul direct (in- 
"vers. ca acele unui - ceasornic), un. 
unghi la centru AOM=a, care. este 

“măsurat. în grade - de” arcul AM, A 
fi ind origina şi M extremitatea arcului. 

: Dianietrii: AA" şi BB' împart 
cercl în patru cadrane ș-: “AOB: este aia - 
priniul” cadran, BOA? :al doilea, A'OB' al: treilea: "ŞI: B'OA 

sina = 

  

    

  

  
„Fig. 4
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al patrulea, fiecare cadran având câte 90%, căci tot cercul 
are 3600. Vom presupune că orice unghi AOM are origina 
în A de unde socotim 'arcele corespunzătoare AM. Astfel, un 
unghi cu extremitatea M în primul cadran, cum este cazul fi- 
gurei 4, este cuprins între 0% şi. 90% (este ascuţit); un unghi cu 
“extremitatea în cadranul al doilea are cel mult 180% -şi este cu- - 
prins . între. 90 şi 180% un -unghi cu extremitatea în cadranul 
al treilea, adică M între A” şi B', este cuprins între 180 şi 
270%; şi în fine, un unghi din cadranul al patrulea, cu extremi- 
tatea M între B'. şi A, este cuprins între 2700 şi. 3600, 

„ Vom considera. mai întâi unghiuri AOM ascuţite, cu ex- 
tremitatea M în primul cadran. Fie (Fig. 4) P. şi Q proecţiile 

* punctului M pe diametri OA şi OB. Fie de asemenea, T şi S 
intersecțiile razei OM cu tangentele în A şi B la cercul O. 
„7 Sinus. Cosinus. Din definiţia funcţiunilor goniometrice, 

ştim că (Fig.:4). o Da 
i sina = EM, - cosâ=0F.: , „OM | - OM 

Cum am luat raza OM=1, urmează. 
A sina = PM,  ' cosa=0OP, 

astfel că (în cercul trigonometric, raza egală cu: unitatea) sinu- 
sul ui unghi (arc) este perpendiculara lăsată din o extremi- “ 
„date a arcului pe diametrul ce trece prin cealaltă extremitate; 
cosinusul unui arc este distanța de la centrul cercului la. picio- 
rul sinusului, sau, proccția OP a razei. OM ze -deametrul de - 
origină OA. - a e 
- Cum (Fig. 4) PM= O0Q, urmează -că sina = 0Q, adică 

sinusul se măsoară pe- diametrul” B'B, de la origina O, şi este 
pozitiv când Q cade între O şi 'B şi negativ între O. şi B'. 

Când unghiul AOM = a este “egal. cu zero, punctul M 
este în' A, sinusul unghiului a, adică segmentul PM, este egal 
cu zero. Dacă unghiul creşte, segmentul PM creşte, iar când 
unghiul este de 90», punctul M vine în B, segmentul. PM de- . 
vine egal cu OB = 1, deci. sin 900=1. Aşa dar, când anghiul 

_a variază de la 00 la 900, sina creşte de la O ia 1. | 
" Cosinusul OP se măsoară pe . diametrul “AA, de la ori- 

gina O, şi este pozitiv la dreapta lui O..şi negativ la stânga 
lui O. Când unghiul AOM este egal cu zero, cosinusul, adică . 
segmentul OP. devine egal cu OA= 1. Dacă unghiul creşte, 
segmentul: OP se micşorează, deci 'cosa descrește, iar când
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unghiul a este de 90%, OP devine egal cu 0, deci cos 90%0=0. 
„Aşa dar, când. „uighiul a: creşte de la 00: la 90%, cos a deseroşie 

a de la la 0. 

-8. “Tangenta. Conform definiţiunei, avem. a (Fie. 4 

tea = 05 OB ai 

Dar PM şi AP fiind paralele, riunghiurile OPM şi OAT 
"sunt. asemenea . şi. deci. - 

BEE AT a, mir 
_AT 'este linia trigonomietrică. a funcţiunei tangentă, astfel 

că tangenta este segmentul din . tangenta geometr ică dusă în 

_origina A a arcului la cercul trigonometric, şi cuprins - între 

această origină şi: punctul de intersecție al tangentei cu raza 
"OM ce frece prin cealaltă extremitate a arcului. : 

“Tangenta trigonometrică se măsoară pe tangenta geome- 

trică AT, de la origina A. Tangentele arcelor din primul ca 
dran sunt măsurate de la. A către T şi sunt pozitive. SI 

Când unghiul AOM este egal cu zero, M vine în A, 
“atunci. segmentul AT este nul, tangenta -este egală cu zero, 
tg 0%=— 0. Dacă unghiul creşte, segmentul AT :se măreşte, iar 

“când unghiul a se apropie de 90%, adică diferă de 90 cu o 
cantitate infinit de. mică şi pozitivă e, raza OM devine paralelă 
cu tangenta în A la cerc, punctul lor T de. intersecţie. este. la. 
infinit, şi deci segmentul: AT devine foarte mare, înfi nit ' de 

- mare, şi se notează cu co, Deci 1860005) tinde către infinit. 
"ŞI se: scrie 

te (0006) x co, 
Aşa dar, arcul a variind de la [i la 900, ia creşte de la 

E 0 la Se. o 
9. Cotangenta. Prin definiţie, avem (Fig. 9 

cota = = 
PM: 

Dar OP= OM. PM = 09. Deci - , 
_ a — OM, 

cotg a= 09 | | 

Din triunghiurile asemenea OMQ, OSB, deducem | 

OM _ .BS BS | 
00-05 5,



"deci. - cote =B3. Segmentul -BS. estă . linia 'trigonometrică- a 
funcţiunei, cotangentă ŞI deci . cotangenta. este - segmentul “din 
tangenta geometrică dusă Brin extremitatea răzei. - Berpendicut 
Jară pe raza ce trece prin. orisina arcului şi cuprins. între punc 
tul de contact. şi. raza" prelungită dusă Pi în extremitatea ar... 
cului considerat. IE 

i Cotangentele, se socotesc pe tangenta la cerc în punctul 
B, de la 'origina” B, şi sunt pozitive! la dicapta ui B, adică, 
pentru arcele din primul cadran. n a 

Când unghiul AOM=a (Fig: » 4) este! foarte Mic, raza 
OM este aproape”păralelă: cu: tangenta BS,. punctul lor S de in- 
tersecţie este aruncat la infinit, segmentul .BS devine. infinit 
de: Tare. “Dacă unghiul! "creşte, “segmentul BS. se „micşorează, 
iăr “când unghiul 190, “BS' devine egală cu zero, 'câtg 900 
=. Aşă. dar, unghiul variind de la o la. 905, cotga, deăereşie 
"06 la" (infinit) la 0.” . 

- | 10, Secanta). Ș Șită (Fie. 4) că     . N ir 2 cojoc na 
, Teiiihiurite OPM, GAT, find asemeni avem ; îo.. ii 

[a ee cena LE -6p = DA 91 c:orpiecaori: Pai 

    

: a Po isa iad ZA >: i “Linia „trigonometric a “secantci este OT. :Deci,,, sesauța. „este seg zeita OT, măsurat din "Centrul cereinhii,, fână, la Punctul. di intersecție P “al ian pentei la cerc în ori isină. a: ă arcului, cu rehiigirta râzei "usă drin extremitatea arcului, şi. -. i 7 em 1; î? Sedantele se sacotese: peirazele OT ce: unesc! central O cu extremi- _tatea M a. arcului. . şi -sunt.: pozitive : dacă „Punctele M:şi -T.: :sunt de „ace: aşi parte a centruiui O, adică, dacă pentru o întâlni tangenta în A -trebue să prelungim raza în acelaş sens cu extremitatea M a arcului. “Pentru ar- „cele din cadranul” întâi, seca este. pozitivă, * - ă . îi E „Când: unghiul a=6, OT devine | egal cu OA 
dacă a creşte, „segmentul OT adică seca creşte,. 
OM devine paralelă cu. tangenta: în: A, .OT devine - foarte mare, deci sec900 == o, Aşa - dar, când a variază de la 0e la 90, seca creşte . de “lalla ce. : 

” 
ul. Cosecantaţ'), Prin definiţie, avem Piz 4) 

= 1, deci. sec 00=1; 
iar când a = 900 raza 

A OM - Sa a ae e _ N cosela = Ei : 

Dar PM=0Q. Deci , 
PT cosee ON, E RE ea E e “09 Si - 

    7 (DD Nu face parte din: programul: clasei VI. A ”
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“Triunghiurile OMQ şi OSB fiind asemenea, avem i. 

| OM _:0S __0s : a 
09 -0B = 95-03, coseca = OS; . 

OS este, linia trigonmetrică. a- cosecantei, Deci, cosecanta este seg: 

mentul OS, măsurat “din centrul cercaihui „Bănă la punctul de intersecție S 

al tangentei la cerc prin cextremitatlea” rasei * perpendiculară pe rasa ce 

Zrece prin origina arcului, cu Prelungirea razei: dusă prin extremitatea 

“arcului.” - 

Cosecantele se "socotesc pe fazele 6s: ce unesc “centrul o. cu extre- 

-mitatea M a. arcului şi sunt puzitive dacă, ':pentru a: întâlni tangenta în 

.B. la cerc, trebue să prelungim raza în acelaş sens cu extremitatea ar- 

“eului, Pentru artele din: cadrânul, intai, 'cosecantele sint “pozitive, : 
ci, 31. Când unghiul a=0, raza QM este parâlelă cu tangenta'-BS, seg: - 
“entia OS este. “foarte” mare, cosec.( 0% = i: "Dacă: unghiul creşte, 'seg- 

mentul „OS. deșcreşte, și când a = 905, '0S „devine "egal cu. OB=1, deci 

_“oser 90%==1, Aşa dar; "când: unghiul a variază de-la o la 906, *cosecanta 
- „Assereşte de la olal. PET a Ra PRE NE 

2; Relaţiuni între. liniile trigonometrice ale aceluia i 
unghi. Fiind dat un unghi a AOB. (Fig. 5), am văzut că ra- 
poartele care definesc funcţiunile= go- : 

„niometrice nu depind de unitatea de 
“lunginie” ileasă, aşa că Putem “presu- | 
pune. că această unitate. -este -OB,.... 
adică OB=1. Să ducem BA" per” ă 
pendiculară -pe cealaltă latură a un-" 

Shiului. SIR DIE Re ze 

* Considerând rapoartele care definesc funcțiunile gonio- 

| metrice, vom stabili relaţiuni , între „funcțiunile aceluiaşi unghi, 

adică relaţiuni între liniile trigonometrice. ale aceluiaşi unghi. | 

1, Avem (Fig. 5) pia 

aa AB: AB a OA i ua 
a sina op = = AB, câsă = Op— 04, i | 

    

    

SI | AB . __ Sina . - OA _ . cosa, 

  

n ga = RR » cotga = 
n OA .cosa' LS AB sina” PE 

o "__cosa., sina _. Si E 
Er cotgaXtga = Cea : Sina —4, cotga = — : 

_ sina ' cosa hi ga . 
Deci Ea Da - 

n e sing e ie a cosqr ii ee 
() isa = Cotga = <a cotga = —: LS 

: Cosa, sina - tea 

- De asemenea . Na | n 

Sai __OB- 1. OB: qi 
SECA = As COSECO RS Re 
NR OA cosa- . : AB sina



Ei 
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"Deci DI a 
“ 1 1 pp . , = og COSeca == UI), | „seca Cosa Sinz 

20, Din triunghiul dreptunghic OAB iz. 5), avem 

„OA'+AB:= =0B2, 
de unde 

UD costa-sinta = 1, 

„care este una din relaţiile: fundamentale: ale. Trigonometzii 

13. Exprimarea liniilor trigonometrice cu una din ele. 
» Cu ajutorul relaţiunile stabilite, puteri găsi şi altele între E, 
"niile trigonometrice ale aceluiaşi unghi. 

„19 Fiind cunoscut sina să “se afle celelalte: linii tnizo- 
“nometrice, Din formula (III), deducem : . 

LLS De costa = l—sin?a, 

sau - „n cosa=Vl— —sinta, 

înlăturând soluţia cosa= — Vi —sinta, pe. care o vom. inter: 
preta mai departe. . 

Inlocuind în formulele (1), deducem 

* sina __ sina . ..:.  cosa. 1 —sin?a Sa ===, cotga = e „cosa  Vising 5 sina sina 

simplu sina ÎŞ- Avem i 

  

cosa = sina -] mire 5 gi ca-n 

| 2 

Pa seca= =2, coseca: = sina 3: O cosa: ” sina 
  

catea = S05€ 1 E IER d 
  

al
 

20, Se cunoaşte cosa: şi: se cere-să se calculeze celelalte linii 
Prigonometrice, Din (UI), avem. . îi 

(V) ie șinta = 1 — costa, sina == VI — cos?a 

Din (D, deducem | e 

„Sina __Vi costa | |  -cosa COtga == <> e cosa cos -* 9 tza Vi = costa 
  . isa —



pa j 

-Exteinplu. cosa =12. Avem .. 

Je 3. /3 „sina = ŢI ași = — = Ra 

  

cosa E sa 
tea = ——— ==] cote == >— = 1 
a sina ./2 „ COtg 1 » 

-2 
"Il 2 1... 29 

seca = = COSeca = ——— = => 
cosa 2 pr sina |2 

30, Se dă îşa şi se cere să se calculeze celelalte linii tri. 
“gonoinetrice. Din relaţia sinta -- costa =1, împărțind cu costa, 

  

deducem: o 

sat 4 
sa-l "cos? i 

de unde . | - | - | _ 

. R | | “1 Tita q Vi-Ftg:a 

înlăturând soluţia Aa - 

 COSa Se 
| E | Vize | 

Din -* a î 

sina N 
sina = ——— cosa, | 

E a cosa . 
deducem -. a Ea 

SINE = ta i , 

Siza aa o 

(VID sing = a 
| „VI-Fsta i a 

E "Exemplu. ga= [5 Avern aa aa | 

So sina ta 55 Pa i i 
SD / 2 7 Ia Va Va 3" : _ 
ŞI. NL ta |-z ji nr | 

o o pg 
l : 1 d l /3 3 „o | 

sa = > IP SF == Di 
V1-+ tga i ji 4 Va 2. | 

3-13-.|3 Ne 
N. Abranescu, — Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia 111, 5000 ex N Ş SO «e 

Cer 
ZARA [i 

(ue zar 

i 4
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- Odată cunoscute “sina, cosa, tga, celelalte funcțiuni “sunt 
inversele acestora. o 

14. kRelaţiuni între liniile trigonometrice ale unghiuri- : 
lor complimentare. Să considerăm (Fig. 6) ?unghiul AOM=—a. 
Atunci unghiul BOM= 90%—a este complimentul lui a şi*putem 

B presupune: că arcul corespunzător 
BM are origina în B şi extremitatea | 

QR 
Ducând liniile. trigonometrice ale 

acestor unghiuri, avem 

sin(90%—a) =OM=OP==cosa, 
cos(90%—a) =O0Q=—PM==sina, 
tg(90%—a) = BS = cotga, 
cotg(90%—a) = AT = tga, 

  

    A 

  

  

VIII) 

Fig. 6. | 

sec(90%—a)=OS=coseca, „cosec(90%—a)=OT=seca. 

Aşa dar, cunoscând liniile trigonometrice ale unghiurilor 
mai mici ca 45%, putem găsi imediat pe acelea ale unghiurilor 
cuprinse între 45% şi 90%, De ex... | N 

| cos 82025'47” — sin(90%—820%25'417") == sin '034'137, 

15. Calculul câtorva linii trigonometrice. Să considerăm 
unghiul a (Fig. 7), căruia îi corespunde sinusul MP. Prelungind 
dreapta PM până. tae cercul trigono- a 

"metric în M', se vede că sinusul 'MP - 
este jumătatea coardei MM” căreia îi co- 
respunde. unghiul la centru egal cu 2a. . 

„Deci, în cercul trigononietric, si- 
" ausul unui unghi este egal cu jumăta-. 

Zea coardei care corespunde unui unghi - 
îndoit. | -, | 

În baza acestei proprietăţi, se pot - 
„calcula sinusurile unghiurilor mai mici ea 
"90%, dacă se cunosc lungimile laturilor po-. . 

„ ligoanelor regulate înscrise întrun cerc. a În adevăr, pentru unghiul de 30%; unghiul îndoit are. 609, 
căruia îi corespunde coarda ce reprezintă: latura 'exagonului, 
PRE 3600 | | .. , | - căci GQ = Cum latura exagonului regulat înscris în cercul 

  

"de raza R este egală cu raza, urmează că în cercul trigonometric, latura 'exagonului regulat înscris este egală cu 1. Sinusul fiind



19. 
jumătatea coardei ce corespunde unghiului îndoit, urmează. că: 

ins —l - i a sin30 =5. N | - | 

„Pentru 45%, coarda care 'corespunde arcului îndoit, de 900, “ 
| i a 0 » este egală cu latura pătratului înscris, căci 90e = 590. Dar la- 

„tura pătratului este RV, iar în cazul R= 1, este 2. Deci 

sin u = E. a po | 
“ Cand a= 605, unghiul îndoit, de 120%, îi corespunde latura” e i 

triunghiului echilateral, căci „1200 = 200. Dar această latură 

fiind egală cu R/3, în cazul cercului trigonometric este V3. 

Deci samă, | i „Deci sin zi | | „Ve 

o = sin 450__ 2 =] Pentru tg 450, se poate observa ca tg 45 co 155 fă 1, 
a 

Aceasta se mai poate vedea din cercul trigonometric, direct, . 
observând (Fig. 6) că'dacă a = 455, triunghiul dreptunghic AOT . 
având unghiul AOT ==450, urmează că şi unghiul. OTA = 450, 

“Triunghiul este isoscel, deci AT=OA=1 şi prin urmare 
tg4=AT=l. i e 

„+ EXERCIŢII 
1, Se dă sin a=-2, să.se afle celelalte linii trigonometrice, 

a 3. SA o R. cos ag» tsa= p; celelalte sunt inversele acestora. 
. . ” 1 “ | , 2, Se dă cosa=:; să se afle celelalte linii „trigonometrice. 

A 7-a - i 
R. sin al, tsa=V3.. 

„3, Se dă tga=1, să se calculeze celelalte linii trigonometrice. 

Va 2 Aa | R. - sin a== o cosa= 
2 2 

4, Se dă seca a-i să se afle celelalte linii trigonometrice, 

  = LE şi astfel ajungem la o problemă tratată. R. Avem cosa= = 
N ! seca 

5. Se dă cotg a = 3 să se află celelalte linii trigonometrice, 

2



2. . N îi 

  =3 şi ajungem la o problemă cunoscută. 

, 6. Să se stabilească relaţiunea (identitatea) 

| , i secta—ts'a=l. 

1 sina 
cos?a costa P 
  R. 

1. Să se stabilească identitatea A 

„3 sec? a -ţ- cosec? a = sec? a cosec? a 

R. “Se înlocuesc în membrul întâi seca şi cosec a; se fac. calculele: 

şi se găseşte + Se operează la fel cu „membrul al doilea şi se 
cos? «sin? a 

arată că rezultatele sunt identice. 
8. Să se stabilească . relaţia 

sin a+ sin? a tg? a=ig?a.. | 

_R, Se calculează valoarea membrului întâi inlocuind pe tga şi se 
“obţine /. | " a Pa 

sin: sin! a __sin'a(costa + sin?a), - 
cos?a _ costa 
  

Se arată că este egal cu “valoarea membrului al doiiea. 

9. Să se stabilească identitatea: . 

tg'a—sinta = sint asecta,. Ă | 

R. Membrul întâi devine, după înlocuirea lui tg. a,. - ia 

: sina (1 — costa) | 

cos? a ” 

10. Să se afle liniile trigonometrice ale unghiurilor 5101'7'45“, 67040” 
cu: ajutorul acelora ale unghiurilor mai mici ca 43%, 

R. Complimentele unghiurilor date Sunt "respectiv , 

„89%9'60”—5101'7'45":— 38%42'155, 8960— 67040” = 220207, 

1, Sa se alle unghiul ascuțit care verifică ecuaţia sin2a = cosa. 
“R, sin2a = sin (90 — a), 2a=9%—a; a == 300; 
12. Să se afle unghiul ascuţit care satisface ecuaţia. 

tg (44.15% = cotg (a4+ 5%). _ 
R. te (a + 19) tg (90 — a— 89); = 830, 

“TABLE TRIGONOMETRICE. 

16. Table de linii trigonometrice. Liniile trigonometrice 
se exprimă în cea mai-mare parte cu: fracțiuni zecimale, iar 
aproximaţia este cu atât. mai mare cu cât luăm mai multe ze- „cimale. De obicei se consideră numai cinci zecimale, iar valo- rile acestor numere goniometrice sunt - date în table, numite 
able trigonometrice. In tablele 'lui Dupuis, se numesc „Lines trigonometrigues naturelles* Şi Sunt, la pag. 149;.



i | CT Aa „2 

" În table se calculează de obicei: liniile trigonometrice ale 
unghiurilor până la 450, căci ale celor de la 450 la.900 sunt 
date imediat de liniile trigonometrice ale unghiurilor compli- | 
mentare, - 

Tablele sunt astfel întocmită, încat la stanga, de sus în 
jos, sunt trecute gradele, de la 00 la 450%, iar de jos în sus, 'la 
dreapta, se află gradele de la 450 până la 90%, Liniile trigono- 
metrice ale unghiurilor complimentare se pot calcula direct cu : 
aceleaşi table; în adevăr, valorile, scrise în acelaş rând cu gra- 

„dele, corespund, pentru gradele scrise în stânga, pe rând, li- 
niilor sin, tang, cotg, cos, scrise: deasupra, i lar pentru. gradele 
din dreapta corespund liniilor cos, cotg, tang şi sin, .scrise de- 
desubt, De ex., în tablele lui Dupuis, la “pag. 150, numărul . 
0,375 corespunde lui sin22' şi “lui cos680,. unghiul 220 fiind 
scris în stânga, iar unghiul 680 fiind scris în dreapta. ' 

In unele table, cum sunt acele a lui: Callet, liniile trigo- 
nimetrice sunt calculate” din 10 în 10 minute, cu şapte zecimale. 
In altele, sunt calculate din 15 în 15 minute, iar în cele a lui 
Dupuis, din 30 în '30 minute, cu trei zecimale. | 

:In practică intervin următoarele două probleme, 1 Să se 
afle linia trigonometrică. a- unui unghi dat, 

"19. Dacă unghiul este în table, linia trigonometrică oa- 
îlăm direct din table. De ex. 

sin 20 30! = 0,350, cos 29o = 0,875, 
„tg 65%30'= 2,194, _ cotg 620 = 0,532. | 

„29 Dacă unghiul nu este în table, cum ar fi 280 14 20”, 
şi am voi a-i calcula sinusul, procedăm astfel... In tablele lui 
Dupuis, la pag. 150, avem la coloana sin i 

“la 28% '. corespunde 0469 
28014790”. 7 | 

, „28030 - E OA 
Dacă unghiul creşte cu 30' numărul creşte cu 8. . . 

| , 14208 
» » „n o „14 20 n pin ap > 

__ (14XX604-20)XX8 
| 8060 

“ Deci, sin 280 1ţ 20” — 0,469 4-0,003 = 1,472. - 
La fel procedăm pentru tangentă. 

30, Să calculăm acum. cos” Go? 18 10”.: Avem la pas. 180, | 
tablele lui Dupuis,. 

3, aproximativ,



1. 660 corespunde: „in 0407— 

  

      
  

  
  

  

    
    
  

„66018'1Q”" - Sa IE 
„660307 e pi 0899... | 

Dacă unghiul creşte cu 30” numărul descreştecu. 8 
, . ” 

| ă 18 10, -18'10 8 . 4, 
mp » » » 2 30' 2 

aproximativ. Deci, cos 660 18 10 = = 0, 407— 0, 004=0, 403. 

XXIV. Lignes trigoriomelriques naturelles. | 

|| Sin. p ||-T2ne-| „ [|Cote-| » [Cos ||] 

5|ejozla [e] o|P-oz ese]e [.2[72 
46| a| 276 9 287 101|. 438% 149 “e 3 o|74 
"130| 284 : 296 ÎI „356 is 959 3 30 

17| oj 293 306 271 956 0[13 
„30| 3ot , 345 + 132 o - 954 : 30 J 

— — —| o] —l: 
18| o|' doge |l|- 325 3,078] all: 9]: o[72 8 lol|* sg||' 9:|3 

30| 313 335| a || 2,989 948 30 
, 9 9||** 85|] : 2 ej | sia i îa[ stă |] 
” 3 ! 20| o| 3iajs|| 364jso[| auz] az 34o]3 | o|70j 

350 Ă 37% 10 675 937 a 30 

[8] —| 30| —l: 
[so] scale |: asale]| sal 5] ela [ae[*9 
je] li] ele] cel ei ea 
23| o| .3g1 3 B24 pi 356 i 924 ş o|617! 

30|- 399 a 35 300 54 9i7 a 30 
| [8 || —hol| | Sal: — 

je] js] ela] 28|] sala leo „| 10 9 B : ej li] Ele] ci a] si ele 
=" “Nagl. ol. a38[3 [| + asa] it[| “050 i = 399| & | o[64 | 
[30| 06| [| -a99]  laso06 ,|| 335 *lso| i 

Pl — —u —| 4 —]â [e] el | este |re| el tei led 
j28|o| a69121| 532]"*|| as.| 49| zsa]% | olezi 

30| 477 s 543|": || 8u2 39 "87 4 ao] . - 
29| o| s85[8|| ssu/*:[| soul 35|] 's5] | olea 

30| 492 a 566 a 167 a - 870 | 30 

]30| o|o,5oo[. |1o,577 1,132 0,866 0| 60 

la || Cos. Cotg. Tang.| ! || Sin. e WI                                         
  

7 

_ La fel procedăm pentru cotângentă. 
II. Să se afle unghiul corespuiizător. unei linii trigono- 

metrice date. | 
[1 19, Pentru sinus procedăm în “modul următor. Se observă, 

0 — “că sin 45% = 0,707. Deci,. dacă se dă sinusul Şi se cere ui Shin,



" tivă. Avem 

23. 
vedem dacă valoarea dată pentru sinus e. mai mică Sau mai 
mare ca 0,707: Dacă este. mai mică, unghiul va avea mai puţin 
ca 450, îl căutăm pe. stânga paginei, - corespunzător numărului din coloana deasupra .căreia este scris sin; dacă e mai mare ca 0,707, atunci unghiul e mai mare ca 450 îl căutăm pe dreapta paginei tablelor, corespunzător. numărului din coloana dede.-- subtul. căreia este scris sin... - e 

De ex., să se afle unshiul a, ştiind că sina = 0,919, 
„Acest număr fiind mai. mare ca 0,707, unghiul e mai -mare ca 
45, îl căutăm pe dreapta, corespunzător unui număr din co. 
loana dedesubtul căreia este scris sin. Fiindcă nu este în table, îl cuprindem între două 'riumere diri table, din coloana respec=' 

la 0917 - corespunde. - :66030”''0,919-- 

  

„0919 | | | N 
„Oa, 670 0917, 

Dacă numărul cre şte cu 4 unghiul creştecu 30”: 0,002" 

2 2, pi » 2 _» » » XR og, 

„Unghiul căutat aste G6030' 4-15" == 66045”. a 
2%, Pentru cosinus procedăm invers câ la sinus... De ex., 

care este unghiul, pentru care cosa = 0,871. Deoarece numă- 
-rul este mai mare ca 0,707, unghiul este mai mic decât 450; 

îl căutăm pe stânga paginei la coloana care are. deasupra scris 
cos, raţionând astfel , ai ” | 

la 0,875 corespunde 290 .0,875— 

  

n 0,871 AE 
| „0,870 cp 29030' 0,871 
„Dacă numărul scade cu 5 unghiul creşte: -cu 30": 0,004 

pp pt po XE o app, 

Unghiul căutat este 29. 2200 
| 80, Când, se dă tangenta, procedăm: astfel. De oarece 
tg 45'=—1, rezultă că dacă tea dată este, mai. mică decât 1, un-. 

„„ghiul e mai mic decât 450, îl căutăm pe stânga paginei, cores- 
punzător numărului din coloana ce are deasupra scris tg”; dacă 

„e mai.mare ca 1, unghiul e mai mare ca 45%, îl căutăm pe 
dreapta piginei, corespunzător numărului din coloana ce are 
scris. dedesubt tg. Pentru cotg procedăm invers, .. Ei 

_-De ex., să se afle unghiul. a pentru care. tga=— 0,310. ÎL - . 4 , 

 



căutăm pe stânga paginei, căci 0,310 e mai mic decât '1. Avem 

  

  

  

la 0,306 corespunde. 170 ' '0,310— 
3 0810 m 
0815 17030” 0,306 

Dacă numărul creşte cu 9 unghiul creşte cu  '30' 0,004 
a Ie AX30 190 

n 2 că Ci » » 9 go, 

” - - __ 40” _40X60”._- ” = g=3 -= 800 

„80060 Si 
_ 2.» "200 [13  800%=—13'20”, 

_20 a 
E Deci unghiul este 170 13'20“, 

- 40, Să se afle unghiul a, ştiind că cotga =0,4170. Fiind 
mai mic decât 1, unghiul e mai mare ca 45”, îl găsim pe dreapta 

. paginei, raţionând astfel . | 
la. 0,477 corespunde  6:4030' 0,477— 
„040 a 
„0466 po O2650 040. 

- Dacă numărul scade cu 11 unghiul creşte cu 30” 0,007 - | 
a Pa 30X607X77.-- 198007 
pn » 7, n n CI IL” . 

1260011 114560" 196.0" o aro 
16. : 1145” 545119 11 2 Aproă. - 

“Unghiul căuțat este 64030" + 19'5” = 640495.. 

  

„17. Table de logaritmii liniilor trigonometrice. Aceste : 
table cuprind logaritmii liniilor trigonometrice. Ştim din Algebră 
că.rolul logaritmului este de a reduce gradul operaţiunilor, în- 
locuind înmulţirea cu'o adunare, împărţirea cu-o scădere, etc. 
şi. deci de a face posibilă o. mai mare economie a timpului; | 
tablele de logaritmii liniilor trigonometrice mai au avantajul de 
a fi astfel întocmite, încât nu trebue să căutăm separat 'linia. 
trigonometrică în tablele corespunzătoare (cum am văzut mâi 
sus) şi apoi separat logaritmul acesteia în tablele de logaritmii 
numerilor 'algebrice, ci ele ne dau imediat logaritmul căutat fără 
să cunoaştem linia trigonometrică. . |



: - ” 
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“Tablele logaritmilor sunt la fel aranjate cu cele ale liniilor. trigonometrice, - 
In practică intervin următoarele probleme. 
Î. Să se afle logaritmul linii . /rigonometrice care cores- - „ Bunde unui: sing Şhi . dat. Tablele de logaritmii liniilor trigono-. metrice cuprind pe lângă mantisă şi caracteristica  logaritmului, 

          
  

    

  

  
        

    

    

                  
  

  

27 
“33 fe] sin. o | Tang-_||_Cote. || Cos. o|_ 
r 2,53 „0 [1,6 5705] 24 || 170747 3,| 0.2 92831] 7.9 4g88 6 160 "3 |u'5 a 5729 25 0748 34 "9252 4932 2 59 
3 a 2[. „975% 25]| . 9179]3,| * 9221 4975 6|58 sai || 3 "3279125 0810 34| 9190 (1969 | 57 7373 0... So 0841 3, "9159|| .' 4962 G 56 Ea | — 2 —|2 — —|o |—! 
9lit || 5 5S2$ 25 || - 0873 3 9127 4956 3 55 6 5853 25 0904l2,|  9o96 4949] 6 | 54 . 7 5578 24 „09351, | 9065|| “ 4943 7 53 „5 „8 :. 5go2 25 0966[3,| :'- go34 4936] g.| 52 ! 953 -9 5927 -5 0997 | 9003 || - 4930 Ă 5 , — —— 25 — — — — 3 pă 10 5952 24 :1028]3,| - 8972 ” d923|g 50; 5 [2,58 [| ca 5976 25]| 1059 34|. 29% _A9i7lg | 89! i 3,20 2 600: 21 1090[3,|' 8910]. gs 3 48; „d 323 || 13 6025 25 t121]32|-  8879|| .. 49o4 6 47, 914,65 || sq 6050 5 „4453 3 8847 4893 46| = ——[3 | —hl=i . 15 6075 1484 83:6 ||. 8: 45| | 24 3 9:16 25 [|] 16|  €oo9-5|| : a245l3:| 8785] - 485 7 |! -a Țo,4a [| 17| Gia 27 1246 3] . 8754 4878 Ț 43 1 2 [0:83 || 48| . - Gs48 25 + 1277|a,|: t 8723 " 4874 6|âz2 2 [2 [la9| 6133 „ 4308[. |: 8692[|  uă66| | ta "5 [a 020 — —|1 | = sis [20| Groza ao] . acer] . z558 g | 40: 3 Ia Îl aa 6224 25 *2370[3| 8630 4852]. | 39 $ 3175 || 22 6216 24 -4Bo1lac| . 8599 4845|6 | 35, Pi 23 6270 e: 143:]3,| . 8569 4339 7. 37 E 24 6295 1462 3 8533 4832 5 36 zl]. —— —]6 | — 2% Va5] 639 2% || -. 4493[2,|” “8507 4826]. | 35, 

: e: 26 6343 e '452B[3.| 8476]. :48rg 6 | 36 3 [ma [r 27|. 6368(.4 || a595|3.| 8445 4813]. | 33 4 u5'fl 28]: 6392 24 4586 34 „Bu || 4806 7 32 6 4 29 64:5 sI. 1617 , 8383 « 4799 6 3 
7 [28 Îi — 2 pi = ——— za NI 8 [a | 30 [6 euaaf "|, a608| “| oua 8353 949| [30| -: 913,6 — , - — 

, Cos. -| “|| 'Cotg. Tang. Sm. : , - ,               
62 

.O mar parte din liniile trigonometrice fiind mai mici ca 1 in- 
tervin şi caracteristice. negative, care sunt indicate cu o  liniuţă 
pusă deasupra caracteristicei. -- 

19. De ex., să se "calculeze log esin 21020 10”. În tablele lui 
" Dupuis, pas. 92, avem.



3 a oz, 

  

  

97090, a L66I97 
26020710” a 

- 27021! i. e i . 1,66221 

Dacă unghiul creşte cu 1'=— 60” mantisa creşte cul, 00024 
Deci dacă creşte cu 60: o „24 
i | 10” „24X10 _ 

60 

- Aşa dar e a 

Să log sin 27020 10” =1, 66197.10, 00004 —1 „66201. 

„La fel procedăm pentru tangentă. 

20, Să se calculeze log cos 620 40' 207.. Căutăm de jos în 
“sus minutele pe dreapta, la coloana care are dedesubt Scris 
cos. Avem - , 5 | 

2040 tiu 1,66197 
0 a 

69041". eee e 1,66LT3 

Dacă unghiul creşte cu = 60” mantisa scade cu 0,00024 . 
op » pn 60” p pi 24 

Sa | Pa - „24X20 

  

  

„Deci log cos 62 40; 201, 661970, 00008 = =1, 66189, : 
„La fel procedăm pentru cotangentă. ! 

II. Să se calculeze. unshiul “căruia î se cunoaşte, logarit- , 
mul uneia diu liniile sale Hi, gonometrice. 

„10, Să se calculeze a ştiind că log sin a=1, 66280. In ta- 
blele lui Dupuis, la pag..127, vedem că log sin 44% 60' = log sin450 
= 1,84949 şi că mantisele, unghiurilor mai mici cu 450 sunt 
mai mici ca 84949, iar ale unghiurilor mai 'mari ca 450 sunt 
„mai mari ca 84949, 

Deci, dacă mantisa dată este mai mică decât . 84949, un- 
chiu” e mai mic ca 450, gradele: sunt deasupra paginei 92, mi- 
nutele sunt pe stânga. Cuprindem mantisa dată între două man. 
tise din tablele de la coloana ce are scris. deasupra sin şi 
avem 

166270... a „a7093'. 66280-— 
»1,66280 i 
106295... . . „ 9rooar. 66270 
  

Dacă mantisa creşte cu 0,00025 unghiul er creşte cu 1'=— 60 10...



| i 27. 

Dacă mantisa creşte cu 25 unghiul creşte cu 60” . 
SE 2 60%K10 ; n » ».p„10 » sn a = 24, 

  

"Deci pn 0200287941, 
___2% Pentru cosinus procedem invers ca la sinus. De ex., 

să, se calculeze a, ştiind. că logcos a==:1,66178. Mantisa dată fiind mai mică decât 81919, “unghiul este mai mare ca 45%; gradele sunt dedesubtul paginei, minutele pe dreapta. Cautând „_ mantisa dată între. două mantise din coloana ce are dedesubt 
Scris cos, avem: 

| 66197... 62040 O OO66197— TG o 166178. . . . 6941. : 66178 - 
  Dacă mantisa scade cu 0,0002 unghiul creşte cu 1'==60”. 19 „ Mantisa scade cu 24 unghiul creşte cu 00” Da . - . i . : . 

„” . 

pi 2. n 19, i Dn „AS X19 ara, aprox. 

"Unghiul a este egal cu 620 40" 47%, 
3. Să se calculeze a, ştiind că los tga = 1,71350. De oa- "rece tg45.=1, logtg45%—0! şi deci catacteristica - logarit- „mului tangentei 'unui unghi mai mic decât 450 este negativă, 

iar a unghiurilor mai mari ca 45 este. pozitivă, Ă 
Deci, dacă este negativă caracteristica, unghiul este mai 

-mic decât 45, gradele . sunt deasupra. paginei, minutele pe „?, Stânga şi cuprindem_ mantisa între două mantise. din coloana „ce are deasupra scris tang.. În cazul nostru, caracteristica este 
negativă, unghiul e mai mic decât 450, -Avem 

a D088) e i 970207 1350 
1,71350 ae 
171370. 97021 0271339 
  Dacă mantisa creşte cu 0,00031 unghiul creşte cu 1'==60” 11 Mantisa creşte cu 31 unghiul creşte cu 60” | 

a .60“X11 »- » » IM - » : p » sp =21”, aprox...“ 

Deci e na a7oa0ran, | 
| 40, Să se calculeze -a, ştiind că logcotga = 0,28950. La ” sotangentă procedăm invers ca la: tangentă. Dacă caracteristica 

N 

1 Ne 
,
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„este pozitivă, unghiul este mai mic, decât 450, dacă este nega- 
tivă, unghiul este mai mare decat 450, Cuprindem mantisa între 
două mantise' din coloana ce are „deasupra scris cotg. Avem 

028972... . 270107 -- 28972— 
0,28950 a 
028941. . . . 27117 28950 
  

Dacă mantisa scade cu 0,0003 unghiul creşte cu 1'—60' 92 

Mantisa scade cu 31 unghiul creşte cu 60” : 
E a Sa „60'X22 

a o p » „22 Să n. pi - » al 

Deci  . OO a=—27010'49 | 

18 Apicaţii. 1. Să se afle nengiinea unui are ce corespunde ani unghi 

dat şi învers. Să se afle lungimea arcului. de 39 14" 20". In Tablele lui Du- 
Biris, la pag. 130; sunt date: lungimile arcelor de cerc, când raza este egală 

cu unitatea (Longueur des arcs-de cercle) şi avem numărul corespunzător 

39 în ee o e e 0,680078 
RL RR -0,004072 

20”; , . „ . . 0,000097'-:: 

„89014720 0 aa 0,684817 
Astfel că "ungimea arcului de 39% 1420” este 0,684847 radiani. . 

Dacă. R este raza cercului pe « care este” considerat arcul, lungimea 
arcului este produsul 0,684817XR. | . - 

„.. Invers, să se afle arcul ce corespunde a. 0 843295. radiani. Căută= 
la coloanele grade o valoare. imediat mai mică decât 0,813295 ; 

| 0,843295 — -. 
a 0,837758 “corespunde 480, 
ii "0,005537 . . | 

La coloanele minute, căutăm" o , valoare imediat mai “mică decat - 
0,005537 ; , ” 

= 49", aprox. 
N 

. 

  

| 0,005587-— e a 
0,005527 "corespunde 19, i IN 

0000010 Se 
La coloanele secunde căutăm un număr” mai mic decât 0,000010 si 

este chiar în table, căruia ii corespunde 2". 

Deci arcul: nostru are 480192". 

II.. Să se rezolve ecuația | 

y =3,2sin f 2048 x ț£ S, 
> 

„În raport cu y, când = şi în raport cu-a, când y=!, 971. 
1%, Pentru =, avene . 

y=3pe sin (0,264s+ 3) = 3,2 sin (0,2648-+-809),. 
,



0,261800;— De 0261799... 10) -: „1 0,008001 —| 

0,000092 n 19; deci lui 0,2648 ii corespunde * 1891019, Avem. - 

__0,002909 e or 

, 

Să vedem câte grade îi corespunde, Ii 0,2648. rad. ; ; avem 

y== 82 sin (15010 19" +- 300) ==3 2'sia 450 1019", 
  
  

    

XI. Longueur des'arcs de cercle 
pour le rayon +, 

  
  

| Dezres : Minutes. Secondes.|| -Î. Degres.: | Minutes. 
      

    

                

Secondes. 

E! 0,000 000/0,000 000 0,000 000 30|0;523 599|0;008 727|0,000 145 „9[0,017 453|  ooag 00 005 || 31 10,544 052 09 0:8| 00150 2[0,034 go7| 00 582]  o0000|l32 0,558 505| . 09 208|  .00 155 3]0,052 360| 00833) 00 015]l33 0,575 959| : 09 599| : 0o 160 4|o,069 813| ce 164| 00 0:g[|34 0,593 412| 09 8go|. - 00 65 
| 510.087266| os 454 00 024 || 35|0.6:0 865| 108: 00 70 6|o,10% 720|. o 745 00 0291[36[0.628 319| so 472 00 475 7] 0,122 173| 02 036|. 00034 37| 0.645 772]. - 40 563| - "00 179 5|0,139 626| oa 323|: "00 039[[33|0,663 225| 44 054 00 48% - 9,157080| 02 6:85] 00 o44|l3 0,680 678| - : 44 345 00 189 9 31|39 44 3 , 
101 0,174 533 "02 909| 00 0438|140 0,698 132| 3: 636|  oosgul|. 11[0,19i 936| 03200] . 00 o053|iq: 04745585] 11 926| oo 19gl|- 1250,209 10| 03 ko! :. 00038 42)0,733 038| 32217)  oozoilf pă 0,226 893| * 03982] 00 063 [| 43| 0,780 492 142 508 _00 208|] - 1%[0,244 316| on oa] 00068 440,163 945|. sa 799| 00 313 

[15Ţ0,26: 799| : o4 363 00 073||45|0,785 398| +3 090| oo 215 |*6|0;279253| ou 654|  ooosalluglo'8o2 831| «3 35 00 223 „17[0.296 706% op 945|  00082|[47[0,820 305| 13672] oo 228 33[0.314 459| 05 236 00 087|[4810,832 758| : 13963] oo 233 ” 19[0,33: 613| - 05 527| 00 092|] 49[0,855 211| s4 254 „00 238|] | 
20 0,349 066| 05 88 00 0971150|0,872 665| 14 54| oo 22 |21[0,366519| 06 09| : oo soa|!51 0,890 118| 14835]  oo247 122[0,353 912| 06 uoo| * oo so-ll32 0,907 571| 45126] 0025 J23[o,4os 426| 06 690| . co s2]|sa 0.925 025| 45417] 00255 24|0,418 879 06 gâ 00 4161|5410,92 478| 45708] oo 262 

B 2 0;436 332| '. 07272] oo s241155 0,9599%| 45999 00 26; 260,453 756| 07 563|. 00 t26|[5610,973 384 16 290| oo ai! 21[0.47i 239| 07855] 00434 57]0.,99% 838| 16581] oo 256 28|0,488 6g2 08 145| 00 336|l58 1,012 29: 16 872 29| 0,506 145 08 436|: '0o 4,59 13029 7â4j| _ 47 162   co 28| 
oo 286|] 

  

' La pag.. 151, Tablele Tai Dupuis, Lignes trigonometriques naturelles, avem. . - 430 î. . 0, „107 
| 450 10719" 

„48930. , 0,713. 

0. 6 

  

         



6X10'19  6X(10X60-1-19) 
BV = 00 

| | 1019. 306) = 2 aprox; 

“deci . sin 450 10" 19" == 0,707 -+- 0,002 = 0,709. . - 
Aşa dar y = 3,2. X 07709 = 2,2088, 

2, Pentru Y = 1971, avem ecuaţia 

1911 = 32 sin (oct), - 
1,971 sin (0,2648 ++ g 2) =-sz = 0,615 aprox. 

In Tablele lui Dupuis, la pag. 151, avem 

  

0609 30030 0,615— -- 
0.615 d 
066 38 0,609 

_ 0007... 230" 0,006 
Pe 80 
Ga 806 

. Dir 

180 e: 5" == 560” = 300”; 300” la - 
Deci. lui 0,15 si corespunde 37 30 251,43" = 370 55 43, 

Avem, vorbind numai de unghiuri ascutite, 
0,2048 a -L- 300 == 370 55 43% 

De unde -. 0,2648 a == 370 55 43" —800 == '70 55.43”, - Să vedem ce lungime corespunde lui '70 55 43". Avem la pag. 180 - 
O ae OA221T8 
DP. 0,015999 
A, 0,000208 

5543 0,138380 
  

  

Deci, . 0,2648 a =0 „138380, 
i - 0, 0,138380 de unde . x = 0 08 == 0,522, aprox. 

Să găsim gradele se corespund lui 0,522, La pag. 130, avem 0,522000-—. | 
- „0506145 „290 _ 

0,015855— 
0015708. dr 

N „0000147, 1 e or” Deci | | „ae == 290 54130”, 

7 

  

„EXERCIŢII. : 

1. Să se calculeze sin 250-192, cos 23 12, IN | R. Se va căuta în Tablele tai Dupuis, Lignes trigonometriques na: turelles; 0,426; 0,904. - “ | 2. Să se calculeze tg 542 35 şi cotg 540 3%, 4 R. 1,406; 0,711.



31. 
3, să se calculeze valoarea expresiunii 

sin a cos b — sin 5 cos a, 
când a = 650, 5 = 20, „Să se compare cu sin 430, 

R. 0,707. 
4, Să se afle cu ajutorul. tablelor de logaritmi liniile trigonometrice “ 

sin 300 17 85”, „tg 630 77 28”, 
cos 840 42” 53, “ cotg 2105743, N 

R. Punem I= sin 300 17' 35", Se calculează log y = log sin 300 17 35" 
E care este egal cu 1, 70279 și i pe urmă numărul y al „cărui logaritm este 

70279. 
„Avem | - 

log sin 30617... . . 1,70267 
log sin 30% 177 35” . o 
log sin 30018. . . .„ .  1,70288 , 

T=60 21 : 
za 21X35 RI . | | SD. —60 —ap— = 12, aprox. - 

log sin 30 17 "35% 7, „702674 0,00012 = i „10279, 
Să găsim numărul y al cărui. logaritm este 1,70279. La pag. 15, 

Tablele lui Dupuis, avem - 

  

    

70278. n 5044 O 70279 10279 o Da 
„10286. 1... 5015 - 70278 
ST 1 

1 | - . == 2, 1-, g = 02 
La mantisa 7 10279 corespunde deci numărul 504412. Caracteristica 

fiind ], rezultă că numărul > are 0 la partea Intreaga, deci 
y = 0,504412, a 

La fel cu celelalte: se găseşte cos 840 42" 53" =0, 092115 ; ; tg 6307 
"28" =— 1,97318; cotg 210 5 48"=—2, 592. 

"5. Sa se afle unghiurile corespunzătoare următorilor logaritmi 
log sina=1, 17569; logcos a = 1,1494; log tg a = Î,32107; log cotga= 
1,9750. | 

R. 360 37 38”; 58045 11%; 10 19 46”; 46038 53", 
„6, Să se găsească unghiurile ascuţite care verifică ecuaţiile 

-3 , 2 sin a=z; cosa=0,/7; tga=3; i cotg a = ş.. 

R. Pentru sin a= EI avem log sin a = log 3— log 5 = 0,47712—0, 69897, 

log sin a=0 4711241 —1 — 0,69897=0 4371241 + (1 —0 69897), 
log sin a=0,47712 + 1 + 0,30103 = 0 ,4771241,30103 =1 „11815 ; - 

a = 360 52710, : 

_ “Dupa : cum se vede; am înlocuit pe — log 5 = — 0,69897 cui, 30108, 
adică am înlocuit un logaritm ce a avut semnul — înainte cu -un număr 
egal ce are înaintea sa semnul +. Aceasta: se zice că am înlocuit pe



„82 

— logb cu cologă, şi caracteristica cea nouă se obține adăugând o unitate 

- la caracteristica logaritmului şi” apoi schimbând: semnul rezultatului, iar 

mantisa cea nouă se obține scăzând. ultima cifră însemnătoare a: mantisei i 

din 10 şi celelalte din 9. „ . 

. Pentru celelalte, avem 450 34" 23" ; 71933 54"; 960 18 se, 

7, Sa se afle unghiurile ascuţite care "verifica ecuaţiile trigonometrice 
10) tz a=5 sina: 20) 2tga 4-2 cotg a =. . 

1 
  R. iu Sabin a a, sin a (1-5 cos sa) =0; 'sin a=5, cosa=-; din 

, i | | 

sin a=0, rezulta a=0; din cos a= m rezulta a =— 180 27 47" 

| + V25=16 _ 
2) tea = ; 2tg la —dtga-t2=0; 8 1538 

4 

sau zi a= 630 26" 5", sau 200 33 St, 

 RELAȚIUNI. ÎNTRE ELEMENTELE UNUI TRIUN GHI 
DREPTUNGHIC, , 

„ REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR DREPTUNGHICE, 

16. Calculul elementelor triunghiului. dreptunghic. Ele. 
-mentele triunghiului dreptunghic sunt două unghiuri ascuţite, 

a căror sumă este 90%, două catete şi ipotenuza, care sunt le- 
gate cu teorema lui Pitagora. În. baza acestor relaţiuni, este 
de ajuns să cunoaştem un unghi ca să-l aflăm pe celalt şi 
două laturi ca s-o aflăm pe a beia. Cu: ajutorul funcţiunilor 

_ goniometrice numărul elementelor necesare pentru rezolvarea 
iriunghiurilor dreptunghice. se reduce. la două. 

„Cazurile de rezolvarea sunt următoarele. 
17. Cazul 1. Se cunosc ipotenuza şi un unghi: ascuţit ale 

unui triunghi dreptunghic; să se afle celelalte * elemente. . 
Să notăm cu a, d, e ipotenuza şi. catetele. opuse unghiurilor. 

- A, B, C ale triunghiului dreptunghic ABC (Fig. 8). „Conform 
defini funcţiunilor goniometrice, avem m 

pe AC_d. 
“sinABC BC 

_AB __c 
cosABC BC 7 

) 

„de unde urmează! 

” - b=a sin ABC, c=a cosABC, . 
| "Fig.8. “sau, cu. noțaţiile de mai sus, 
X b=a sinB, c=a cosB, 

 



„anghiului alăturat. 
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Deci, o catetă a 7 Priunghiului dreptunghic “este :egală cu produsul ipotenuzei în Simmusul. 14149 Shin oprus, sau : cosinusul 

Prin urmare, fiind date a: și, celelate elemente s sunt date de 

0 asinB, E acosB, = 9—B, 
Dacă se, cunoaşte a şi C, avem: Ma 

| b = acosC, e=asinC, "B 2 990— C., 

Exemplu. a= 578 25 m; B = 3851! 23, Avem 

_C= 900— 980517 237. =— 5108' 37%, 
N = asinb, e= acosB.: 
„Deci 

“logb = log. a + logsinB, 
logc = log a + logcosB.. 

loga=|. 5782... . .762081+ . 
2,76212 aq 

5782,5 76212 
15783... 76215 | E 

 logsinB =—| 38051. Si ra — 
179752] nl „Î 38051287. “179758 | 

38052. e 79762 
607 III 
tite ae aproape, 

  

Q
   

logcosB = | 38%51' . N  1,89142— . 
= . Ia Îq 

"1,89138 - ASE = 
| 88517.23. ; 1,89138 

38052, . . 1,89132 
o 60” i 10 Si 
3 10X23 | 

î . 60 —G > aprox. - 

  

Deci. | o 
* logb= 9,16212 ji 1, 79752 ==.2 5064, e 

log c = 2,76212 +1, „89138 = = 2 „65350. E 
X, Arama seu, Lecţiuni « de Trigonon: etrie. Ediţia III, 5000 ex. : 13



b=—| 55985 . . . .. .. 3627 
'362,775| 55964 . .-.. . . . 362775 

155967. . +. + „9628 
IE CD EI 

"De asemenea, c= 450,3. 

18. Cazul II. Se dau ipotenuza a şi o catetă b. Ele: - 
mentele necunoscute sunt c, B, C. Avem | 

- Ia _b=asinB, 

“de unde aa 

sinB =%, | | Z | 

are. dă valoarea lui B. Unghiul C=—90%—B. 
Pentru G ne servim de formula . 

c = asinC. 

Exomplu a=5678,7 m, b= 3456, 4m. Avern 

| | sinB = a log sinB-—logb—loga. | 

c== asinC, logec =loga+logsinC.. 

  

  
  

loga= | 5678. ..... .75420+ 
375425 5 

| 58787... . . 75425 
5679... O. 75497: 

| 07 a e 70,749, aproape 5. 

logb= | 3456 ...... 538574 
"858872 |. 5 

34564... „1. „53863 
3457... „53870 
Li 13. 

OA... Sa 13X04= 5, aproape. 

„Avem -- E 
log sinB = logb—loga= 3, 38802— 3, 15405 — = log 52 cologa, 

„log sinB = 3, 58862 -- cologa. . 

Cologaritmul lui a, cologa, se obţine adăugând 1 la ca- 
racteristica 3a lui log a, care face - 4, şi schimbând semnul
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avem —4, care se serie 4, arătând prin aceasta că numai 4, 
„este negativ. Mantisa cea nouă se obţine scăzând. ultima cifră 

RE însemnătoare 5 a mantisei 75425 din 10 şi celelalte din 9 şi . 
* cologaritmul este 4,24575. Aşa vom proceda, ori . de. câte ori 
avem de scăzut un logaritm. Deci 

“log sinB = 3,53862 +a 4, 24575 = = =, 118431. Ei 

Sa B=— |. 1,78i28 a. 87029 
-87009'32” [-11078437 ...; 

| Troas 1" aoa0: 
17607 Ai 
9. i aproape 

| a c= 90» — 37029: 32" — 52030” 28. 

„logsinC=. „590307 a L89947-+ .   

  

1,89951 qi 
52030'98%, 2. + 189951 
2031, . 1,89956 

E 60... 9 | 
28. a apoape. 

| 60 
Avem - 
loge = loga + log sin = = 3, 75425-+1 „89951 — =3 „65376, 

c= | 65369... , . 45054 
45057 |. 07 -: 

65376 . . . . . 4505/7 
65379 . „4506 
0... 1 
Tzu 7 

| 10 =07, _ 

19, Cazul III, Se dau cateta b şi unghiul” B. Elemen- 
tele necunoscute sunt C, ca. Avem C=—90—B, b= asin B, 
c= a sin C. - 

De unde 

c=a sinC, 

care sunt formulele ce ne dau elementele a şi apoi c. 
„Aplicând log garitmii, avem 

loga = log — log sinB, 
„» loge=loga-FlogsinC. Mi 

. : 
. 3*
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Exemplu. b= 513,42, B — 302912, 

logb= | 5734... ... .75846 
275847 | 57812... 

| 5785 75853. 
Da 7 
02... 7x02, aproape 1 

log sin B= | 37029 ME „Asia, 
178431 |: .. i IEI a 

37099 12. e 175431 
„8280: n 785 

BO 17 Se 
Do CI 17X12 - 

| . “60 3,aproape 

Deci, | 

log a = logb- — log sin nB= = -2 „75848— 7, 78431. 

“Aplicând cologaritmul, avem -_ 

log a= 2,75847 +0, 21569 = = 3, 97416.. 

  

  

  

  

a | ala i 9422 
942,24 | 0,4 

97416... 94224 . 
949... 9493 

_ Da LL 
Da 2 

C=900—B 22 900 — 37029” 12” =— 520 30' 48”, 

logsinC= | 390807... 21... 80947 
1,89954 : Da 7 

„52030148... . 1,89954 
„| D281 e 189956, i 

| 60. 9 - 
AB, 948 7 aproape 

„loge = loga-+ log sin C = 3,97416 -+- 1,8954 = 2,87370,
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747, 65 | Si a 0,5 

87370... 1416,5 
87373 7477 
Gui 1 
Bu 3. 

"$=05. 

“20, Cazul IV. se dau catetele b' şi c. Elementele necu-: 
noscute sunt B, C. Avem, conform definiţii (Fig. 8), 

AC. 8 - BA'c î "tg D= BA == 2 coigB = 0 = Ş 

-deci :. Ş ! 
(X) | | V=ctg8, c=b cote B, 

adică, o catetă este egală cu cealaltă. catetă tumul ită cu fan- 
"gentia unghiului opus, sau, o catelă este egală cu cealaltă , ca- 

> „detă înmulțită cu cotaus genta ung Shiului alăturat. 

Exemplu, b= 5 „315 m, = 28,843. m. Avem 

sB=2, log e Blegi— ge 

lg5=| 5284... „718584 
1,71888 Ma 5 

| 52845... 71888 - 
5285, . 71892 

  

  

  

05... 9X0,5=—45; aproape 5. 
logc= | 2884 ..., "46000 <4+- 
146005 | o... 5 

  

2884,8*. 1 40005 
2085 . - î. .. 46015 
ÎL 15 Si 

DB e... 15X 03 =45; aproape 5, 

“ log ED = azi ge=i 171888 — 140005, 
Aplicând colog Saritmul, avem. 

„log tg B=1 „71888 +3, 55905 = = 0, 25863,



-. lung de 1 m,, se va ridica. cu 

36 

B= | 95863 . . 2. 6108 
G108'40” | 25883 . . . .. 6108'40' 

25893 . . . . 6109 

80... - 607 

[20 a ..60%X20 N | 30 =>40 

  

C=900 —6108'40"== 98051507, 

EXERCIŢII, 
1. Să se afle înălțimea unui deal, cunoscând, lungimea 236,502 m a 

şoselei drepte: care merge în vârful lui și care este înclinată pe planul 
osizontal cu 38015'10".-- i 

Ri 14643 m. 
2, O linie de cale ferată lungă de 1532 m merge drept până latnăl- 

ţimea de 84m; să se calculeze înclinarea linii ferate pe planul orizontal, 
Să se afle rampa acestei linii ferate, adică cu cât se ridică la un metru 
de drum orizontal. A 

-R, Se cunoaşte ipotenuza BC şi AC a unui triunghi dreptunghic, * 
Inclinarea e dată de unghiul 'B=3% 8'35", Petru a afla rampa, observăm 

- că dacă la un drum orizontal lung cât 'AB se ridică cu 84 m, la undrum 
Si _AC | 

| „AB AB tg: B=0,054, La 100 metri se urcă cu 54 m.. | SI 
| 3; Un -turn înalt de 32 m aruncă o umbră - de 50 m. Să se afle în-: 
clinarea razelor solare pe pământ. . -. i 

R. Trebue calculat unghiul opus catetei de 32 m, unui triunghi drep- 
tunghic ale cărui catete sunt 32m şi 50m. Se află 320378”, 

4. Un -turn de 40 m înălţime este aşezat vertical pe vârful unui 
deal, Dintr'un “punct al planului orizontal se vede turnul sub 203417, 

“iar : vârful dealului se vede deastipra planului orizontal sub unghiul de 170 2114". Să se afle înălțimea dealului. : PN -  R. Insemnând cu a înălţimea dealului, s*au format două triunghiuri 
dreptunghice cu aceeaşi catetă - orizontală, unul având cealaltă catetă de 

„% m şi celălalt triunghi cateta de (44-40) m; unghiurile opuse acestor ca- 
tete sunt respectiv 170 21 14" şi 170 2114" 20 84717", Egalând valorile ca- 
tetei comună din cele două triunghiuri, se obține ecuaţia 

a cotg. 17021114 == (x-+40).cotg 19054 31”. 

tg B; rampa este valoarea lui 

Se află += 250 m. aprox. 

“PROBLEME CARE SE REDUC LA REZOLVAREA TRIUN- 
„“GHIURILOR DREPTUNGHICE. .. : 

A 21. Triunghiul isoscel. Considerând „înălțimea BD a urui triunghi 

isoscel ABC (AB= BC) (Fig. 9), triunghiul este împărţit în două triun- 
ghiuri dreptunghice ABD, BDC egale.! NA |



|. 

„tot un unghi ascutit, 

Pentru rezolvarea unui triunghi isoscel este deajuns să se cunoască: două elemente, o latură şi' un unghi şi în fine baza -şi 
o latură; a, o 

"Se observă că, dacă se cunoaşte un unghi al tri- 
unghiului isoscel, se cunose şi celelalte unghiuri şi deci - 
este indiferent care-unghi este dat -odată cu baza sau 
latura, Unghiul de la vârful triunghiul isoscel poate fi 
şi obtus; aceasta nu modifică operaţiile, fiindcă în cal: 
cule trebue considerată jumatatea -acestui unghi, adică 

  

“Î. Se cunosc o latură BC= d şi unghiul opus bazei, ABC =. Se | cere să se calculeze baza triunghiului! isoscel şi unghiul de'la bază. * | Din triunghiul dreptunghic BDC, avem valoarea unghiului dela bază 
„+ DCB = 900— DBC = 90-22, E 

Baza AC este îndoitul catetei DC, adică |. | 
AB=2DC=2BCsinbBC=2qini e 

Exemplu. d= BC==34,1 m, unghiul ABC = 640 24. Avem 

DCB = 9002 61024= 909—82019% 57048, 
- AC=2347 sin 82019, : 

"Aplicârd logaritmii, avem _ 
- log (AC)= log 2-+ log 34,7 + log sin 32012, 

„og (AC)=0,80103-4- 1,54083 -+-1,72663, = 1,56799, 
| , AC=3698m... - La 
„20, Se cunosc basa egală cu ! şi mghiul alăturat-egal cu a. Să'cal- " culăm unghiul opus bazei şi latura. Din. fig. 9 se vede că unghiul opus, bazei este dat de : a A + XABC=2, XDBC= 2 (9009—aq), - : 
„Din triunghiul, DBC, avem * a ie 

DC= BCcosDCB, | PI 
1 =BCeosa,- I=2BCcosa, , 

4 | 
2 dcosa ia Mi . Exemplu = 62,8m,-a= 35010 36". Avem * PN 
î ABC = 2 (900830 10 36*)== 2,540 49 24", Ă ABC == 2 (540-[-49" + 24") == 1080-4-98' + 48” = 1090 387 48”, 

1 _ 628. 
| _ C= groza = 2cos35010'30 - ! 

Aplicând logaritmii, avem . | | 
_ logBC=1og62,5-—10g2 — log cos 350 10367, 
„log BC= 1,9796 — 0,30103—1,91243, - Mi 

Se aplică cologaritmi la logaritmi ce au — înainte şi avem - 
log BC = 119796 1,69897 +- 0,08757, - 

- "log BC=1,58450, -- 
BC=38415 m, -. 

  

4 ,



40. 

  

De: 
sin Dece , 

sn (I anc)= > 

80, -Se cunosc bază egală cu z şi o latură d. "Sa se afle unghiurile» 
Din triunghiul DBC (Fig. 9) avem -. - 

sin n DBC= 

/ 

Odată calculat unghiul DBC, avem unghiul de. la bază 
AX DCB = 900—3% DBC. 

Exemplu. I= 29,23 m. d=69 i Inlocuind în formula aflată, avem 

sin (3 ABC == 

Deci - 

  

„29,93 
)= 24 2.0945! 

log sin (2 A5c) = log 29,23 _1og 2 2-log 63, 43, 

log sin(3 ABC) = 1363-0010 1,8415, 
i: 

log sin (3 ABc)= = 146583 4-1, 60807--5, 3,15845-— 1.823», 

ză ABC = = 12:90, X ABC=2X 10 a 2401817, i 

AX DCB = 900—1 1209 6 = = = 1717050/54", 
| | 22, Dreptunghiiul. “Să considerăm un dreptunghi. ABCD (Fig. 10), cu laturile AB=a, BC=4! şi diagonala g, Diagonala AC îl împarte în “i ' 

D 
  a: 

8 

aa       

- Fig. 10. 

> unghiurile egale ABC, DAC, iar unghiurile de la vârfurile A: şi C sunt impăr- 
C|ţite în unghiurile a şi. Ș, care sunt com: - 

“Plimentare. Pentru rezolvarea dreptun- 
i ghiului, avem nevoe numai de două ele- 

„. mente din unul sau celalt triunghiu drept: 
Cunghic. - 

d -” Probleme care intervin se rezolvă 
“cu 1 ajutorul relațiilor . 

„a=d cosa, d = dsina, 

B hat btga= 
Exemplu. Să se afle laturile: dreptunghiului, când « se cunosc diago- nala d=42 m.si unghiul: a == 680 3615, Din triunghiul ABC, avem 

a=ad cosa = = 42 cos 6836 1ă”, 
= dsina = = 42 sin 680 36 18, : 

Aplicând logaritmii,. -avem . 

log a = log 42 + log cos6, 036715” — = 1,62325 LT „66207 = 1350, 
, a = 15322 m.. 

In mod analog, găsim = 39,103 m. 
23, Poligoanele regulate înscrise” şi circumscrise (. Poligoanele re- 

    (9 Nu face parte din program.



„tru O şi raza r (Fig. 11). Unghiul de la 

înscriş în cercul de rază r, 

| a 
gulate înscrise: :şi circumscrise cercului cu raza 7,” se descompun în tri- unghiurii soscele” cu vârfurile în centrul cercului şi cu bazele coarde şi. " tangente la cere. Pentru determinarea poligoanelor regulate, e de ajuns . să cunoaştem, pe lângă raza cercului, nu- E mărul laturilor. * - 

„10, Fie.AB= a o latura a polis zonului re- 
aula de n laturi Înscris in, cercul cu cen: 

(o 
centru este 0004; fiinacă înălțimea O este 

1800. . „„bisectoarea acestui unghi, rezulta că a==  C 

: Din triunghiul dreptunghic MOB, avem 

  

  

“Fig. 1. 
_ [ - MB = :0B sina, E a=2r sin 180, 

Cu această formulă calculâm latura poligonului regulat de n laturi | 

Exemplu, r = 40 cm.; să se afle latura octogonului „regulat, „Avem _ 
% 

a=2?rsin 180% — 2.40 sin 180 
n 8 

  = 240; sin 220307, E 

Aplicând logaritmii, avem 
log a log £0+ log sin 22030 =T „90309 +-1, 06281, 
E loga=l „418593; a== 30,815 cm. : 

20,  Poligon circumscris. Fie CD= d latura poligonului regulat de 4 laturi circumscris cercului cu raza r. T fiind punctul de contact cu cercul (is. 11), T este mijlocu ul lui: CD, unghiul TOD este egal” cu 
/ Sp E Le: 

n 
Din. triunghiul dreptunghic, TOD, avem, 

S 

, | E 2 i Ă . IN TD=OTigTOD, 2= rtga, e = 
_de unde 

a | - i - 
. o 

g = tg — 18 . 
n 

Cu această formulă se calculeaza latura poligonului regula: de n laturi circumscris cercului cu raza 7. - o . 
Exemplu. Pentru latura. petogonului circumscris cercului de rază | 40 cm., avem 

i DE pă = 240 tg22'80'=— BOtgosaov, 
leg = log80 - + logtg22030' = = 1,90309 4-1 (61722 =] „52031, 

b= 33, 137 cm. 
24, Raza cercului înscris şi circumscris unui poligan regulat, Să ne propunem acum să. rezolvăm problema inversă celei precedente şi anume să calculăm raza ș a cercului circumscris sau înscris unui poligon regulat dat, „căruia i se cunoaşte latura. - 
  

U) Nu face parte din program,



Pentru: raza cercului circumscris, avem relaţia „stabilită 
pe go 

a = 2rsin 5, [ 

: de: unde - - a - 

ra 

2sin 180% Pi . - 
n 
  

iar rasa cercului îuscris p o deducem din cealaltă formulă, unde înlocuim 
pe ricu p şi avem, ” a ! 

1800 
“ > 

n 

  E e 0 otg 
“de und: fiind latura poligonului, "avem - 

Exemgplu, Se dă latura unui pentagon regulat egală cu 2 cm. Să se 
afle razele cercului circumscris şi înscris. Avem respectiv 

E Z | Ă 
2. 1 Ă 2 _ 

Sa Sa: SR RR = 0, Pa 1800 sin300 71805 tza = cotR36 2sin-— . . dtp e “ 5 - 5. _ 

aplicând logaritmii, avem - , N 
„« logr==1ogl —logsin36o = —T,16922 = 023078, - 
Da 7 =1/cm; a 

loge = logcotg360== 0,18874, - p= 1,376 cm. 

EXERCIŢII 
1. O ghiulea e văzută: sub un unghi de -810 şi are raza de 15 m. ” Să se afle distanța de la ochiul observatorului la: centrul Shiulelei. -R. Ducând rază vizuală OA, tangentă în A la ghiulea, notând cu C centrul ghiulelei, se va “calcula .CO din triunghiul dreptunghic OAC, în PN 1 1 | care unghiul O este a31; CO=— 1303 = 5 m, aproape. 

"2. În dreptunghiul ABCD, se cunoaşte unghiul diagonalelor AC, .. BD egal cu 350 şi lungimea unei diagonale, 12,564 m. . Să se calculeze la: turile dreptunghiului,.  » 
| R. O fiind centrul dreptunghiului, avem XAOD=XOBA-+XOAB (ca fiind exterior triunghiului! AOB), XAOD= X2ABD; XC ABD = 17030”. AD = BDsin17:30, AB= BDcos17%307 ; AD=3,77%8m; AB=11,98 m. 3. In rombul ABCD se "cunosc unghiul BAD = 500 si diagonala  AC=18m. Să se calculeze latura rombului şi cealaltă diagouală. R.O fiind centrul rombului “(intersecţia diagonalelor),- se rezolvă triunghiul dreptunghice AOB, in care XBAO = 25%, A0O=9 m. Se găseşte AB=999, BOA, i 4, Se consideră un trapez ABCD (AB paralelă cu CD), în care se „cunosc latura BC==80,4 m., cea mai mică din laturile paralele DC=36,8 m.,



  

„se calculează cateta c cu formula - 

+ 

Să se calculeze celelalte laturi ale trapezului. , | | - R. Se duce CE perpendicular pe AB; -CE= CBsin48%35, EB= CBcos48'36”, Se duce DF -perpendiculară pe AB; din triunghiul drept- . 

iar unghiurile alăturate bazei celei mari sunt ANA B=450, <LABC=480367, 

"-unghic ADF, se calculeaza AF,AD; AB= AF+FE+EB (FE = DC).-Se., obține AB = 150,25, AD = 85,29; înălțimea DF=6031. | 5. Se consideră tr_pezul isoscel ABCD. (AB paralelă cu CD, AD= BC) în care se cunosc latura paralelă cea mică CD==10m, latura nepa-., ralela BC=4,5 m. Şi unghiul alăturat bazei mari, XABC==4180,: Să se afle.- baza mare a trapezului și celalt: unghi DCB. Ce . ” R. Se duce CE perpendiculară pe AB; se calculează: EB din .triz. unghiul EBC.. AB=2,EB+DC==16,02 m. Aveni XA -PAB-P-C-+AP-ĂD=3600, X2B-|-K2C==360%, AXB--AC=180% C==180—B-—1g2 6. O coardă subintinde un arc de 800 şi e depărtată de centru de 20 m. Să se alle lungimea coardei şi raza cercului. aa „RR. O fiind centrul şi C mijlocul coardei AB, se consideră triunghiul AOC; AB = 2,20 tg400= 33,56; raza este 26, aproape. „n 7. Să se afle coarda ce corespunde unghiului la centru de 280 34“ în cercul cu raza 856 m... - Fă e ! Ps R. 4,22 m. a o a 8. Sa se afle unghiul Ia centru corespunzător coardei de 68m, :. raza cercului fiind Bom n - o ! R. 850 41177, 
Pa _ 9. Rază cercului înscris întrun octogon' regulat fiind 26 m., să se- afle raza cercului circumscris, -: ” Da RR. 28413 m, 

CALCULUL ARIILOR. 
25. Aria triunghiului dreptunghic. In triunghiul dreptunghic baza şi înălțimea fiind cele două catete 5 şi c, expresiunea arii A este dată de 

„1. | ii 
Exemple. 19. Când se “cunosc catetele b= 32, dm, c=41,85m.,, aria este ! | ' a 

| A= 132,5 41,85, 
“Aplicând logaritmii, avem . | A 

. log A log 325 -+ log 41,85—l0g2, -. 
log A = 1,51188 ++ 1,62170—0,30103, 

log A=:1,51188 + 1,62170 + 1,69897 = 283255, - 
A = 680 m? | . ş 

20, Dacă se cunosc ipotenuza a = 117,8 m şi cateta b = 48 m, întâi ! 

2 2 __ 2 . i i e =a — d > . 
de unde c= Va'—52. Aria triunghiului dreptunghic este A ÎN Ei „- Ă .



A = -be= oa ZE,. : 

A=3 5 VaFă) (2) 
Aplicând logaritmii,. avem 

Ing A legat loz(a-F ok lez(e=b za. 
, 2 

In cazul nostru, | . Se 
| a+5= 165;, a— 5 =698. 

  

Avem  .-. | 
E „opta: 2105, log (ad) =i, 84386, 

logA=1 681244 Pre, 00 30103, - 

_logA=1 „8124 4 0 +H,69897, log A= 341198, 
A = 2581 m2, aprox. Ă 

3%, Dacă se cunosc ipotânuza a= 518,25 m, B=58 sr 23, 
" avem „m b=asinB, c=a cosB, 

deci a al de atsini BcosB. 
2 

CA 

Și aplicând logaritinii, avem. | - - | 

Ing A?log a ngin D-le cos Blog” i 

Avem, în cazul nostru, , 

2 log a = 5,52424, log sin B= = d, 79782, „log cos B ==1 1,89138. 
Deci 

logA=5 „2424 FI, 19752 + 1, -89138— 0 30103, 

log A=5 5 „02424 i, 19752+ ) 1,89138— 1 1,69897, 
: i leg A — 391211, | 

= 816178 m2,. 

26. Aria triunghiului isocel, 12. Considerând triunghiul isoscel ABC 
- (AB= BC), să presupunem că:se- cunosc o latură BC= 4 şi unghiul opuș 

bazei, 8z= ABC. BD fiind înălțimea vârfului B, avem pentru expresiue 
nea arii a . 

N 

A= Lacap 

Dar - x N | . 

ac2D0=2Bcsint 3, BD= BC cos-?, E 

„AC =aasingi, BD= dcos ti; Ș a 

deci 

” - "1 1 
a - Apasa zi desi, ! NI 

A _ mi 11 : | 

Amesingicoszi,



  

Aplicând” logaritmii. avem - 

log A = 2 log a log sin 0 IE log c cos 13 

20, Se cunose: baza' ac= / şi anghiul alăturat X DCB = &. Aria e. data de " 

| a „A=ZAC.BD, Aaa 
Dar 

-BD= DC tg XDCA = Dig = rtga. 

Deci aria este “egală cu 

- LL 1 
Ag ghia pb tga. 

Aplicând logaritrnii, avem | 

« log A=2log /-ţ-log tga log 4. PI 
3, Se cunosc baza AC=/ şi o latura BC=d, Avem | 

| A=t ac. BD, | 
"Dar 

„Bv: = BC ae. 
Extrăgând rădăcina păstrată, avem „. 

| . ——3 1 - an=sc Ta ce =|a -b, ă 

= (a+30) (e z 
Inlocuind în expresiunea arii, se obţine 

Aplicând logaritmii, avem 

tatea, ia 
-—log 2. 

log A= log 14 3 
Exemplu. I= 648, 72 m, d== 376, 8 m. Avem 

log /== log 648 222, 81205 

    

log ( dt) = 10g701,16 = 2,84382, | 

“tozla d 1) = log 59,44 =1,71966. 

9 câ; . Ă log A == 2819054 2,B562- 1 7i806 0 30103, 
og A = 281205--1,19 291 +08: 983 -F 1,69697 = 4,79876, 

a A = 62195 mi, A



o. Di 
i 46 i pi, E 

- 27, Aria poligoanelor. regulate înscrise şi circumscrise la un cerc(), 
Calculul arii poligoanelor regulate se reduce la acela al arii triunghiului 
isoscel. 

In cazul polig goanelor regulate circumscrise (Fig. 12). înălțimile tri- 
unghiurilor COD sunt egale cu raza cercului, Considerând deci un poligon 
regulat circumscris de g: laturi unind centrul cu vârfurile poligonului, po: 
ligonul se imparte în' triunghiuri egale cu triunghiul COD. Dar mări» 
mea Jaturei CD am văzut. (No. 23) că este egală. cu 

CD = 2rte 180, 
, 

Deci 
1 i 2. 180. aria COD = CD.OF =z 2rtg TD 

aria COD= r2tg se: 

Aria poligonului. este 
' „180 

” A=mrtg 
zi 

In cazul Zoligoanelor regulate înscrise, 
"poligonul se împarte în z- triunghiuri 
egale cu AOB. „Latura AB : este egală 
(No. 23) cu!   

  

  

| o 
D... ioan, 

| “Fig a2, A 
7 iar înălțimea OE o deducem din triunghiul OEB (Fig. 12), 

OE= OBcosEOB= pcos 0, | - j- 
Aria AOB = AB. OE =. 2rsin 07 reos —— „1802. 

1800 1800 Aria AOB = psin 180% cos : ! 

Deci aria poligonului regulat de z laturi înscris în cercul cu raza r este 
E 

: 1800 - 1800 - A = urs sin — cos ——. 
a a 

EXERCIŢII, 
1. Raportul catetelor AC şi AB ale unui triunghi „dreptunghic ABC 1 

: este 3 ş și lungimea perpendicularei AD din vârful unghiului drept este 
24,17 m. Să se afle aria triunghiului, 

R. Notand. cii = ABC, avem tg a= Te a ==300, Aria este 

„AC_ 1AE2 1. __ AD? AB. AC= AR 2 AB 3 == 4,5 zi. gAB AB 2 V3 2/3 7 sinia? ; 614,5 ' : x 

    (9) Na face parte din program.



N 

pan 
2 Aria unui triunghi isoscel ABC (AB=BC) e este 108 dm" şi un- " ghiul ABC dela vârf este 360 52'10*. Sa se afle elementele necunoscute ale triunghiului. - 
R. BD fiind Inălțimea, avem pentru arie , | 

DC. DB=108, BCsin(-330%8210) BC cos(2-36%5210")==108, 

- BE sia(1- i 7303210 es g9z10 ")=108, 
Be -108 A i 

in Zaoozarjoaț 3210), 

E alegBC=—log108-logsin (zo0tz10)-tozea( gs), 
inesc=g(e 033421 49999-—1 1.97718)= (e, 03342-1-0,50001-F0, 02287) 

! log BC=1 „21815, 'BC= = 18,94, 
„ log Ac= log 2 +-logBC —+-log sin 18026/5* — 1,07917; AC = 12, aproape. 

3. Aria unui decagon regulat este 10 mr. Sa: se afle” razele cercului înscris şi circumscris la acest decagon. “ R. a fiind latura decagonului, - r şi e razele “cercurilor. circumscris 
şi înscris, avem 

10=urzg150 pa 10 agite” , 2logr==logcotgi8=9 48822; r==1,7, 2 10 ? 10tg 18 
1 i 

o 0 pi z=—log 0_— 02 
10=up?sinls cos18 „= Sin TBcos85) 2logg log sin 18%—log cos 18 

0,53181 ; g==1,845. 
4, Latura pentagonului fiind 45 cm., Să se afle cu cât e mai mare 

aria lui decât aria cercului inscris. - | 
„R. 412,418 cm», .



LINII TRIGONOMETRICE IN CADRANUL INTÂI ŞI AL 
DOILEA CADRAN. 

LINIILE TRIGONOMETRICE ALE UNGHIURILOR - 
„+. ASCUȚITE ȘI OBTUSE, 5 

“nând că unghiul este ascuţit. Cu aceste noţiuni am! putut” re- 
zolva problema triunghiului dreptunghic şi alte. probleme -care 
se reduc la aceasta. În triunghiul oarecare intervin însă şi un- 
ghiuri obtuse. Pentru a .putea rezolva cu metodele trigono- metriei, trebue să definim . liniile trigonometrice şi pentru un- ghiuri obtuse. o e 

28. Am definit în partea întâi liniile trigonometrice, presupu- 

Ş .: Vom. considera “mai în- 
tăi unghiuri pozitive, adică 
acelea cum 'este AOM' . (Fig. : 
13), care sunt obţinute făcând 

„ să,se învârtească dreapta OA 
în senzul pozitiv pentru a se 
aşterne peste OM!. Să consi- 
derăm în cercul trigonometric 
(Fig 13) un unghiu obtus 
a=AOM, cuprins între 900 

| - şi 1800, adică extremitatea M,- 
a arcului corespunzător să fi in cadranul al doilea. 

Să-i construim. liniiie trigonometrice: ca şi pentru cazul : 
unui unghi mai mic de: cât 900, Da | 29. Sinus, Cosinus, Din extremitatea M' a arcului să du- 
cem perpendiculara M'P' pe diametrul AA” ce trece prin ori- 
“gina arcului, Avem P'M' = sina, OP'=— cosa. Ducând paralela 
M'Q cu AA”, se vede că 0Q=P'M'= sina. : 

„Deci, sintsurile unghiurilor obtuse, adică sinusurile arce- „lor cu extremitatea în cadranul 'al doilea, se măsoară pe dia. . metrul B'B, dela O către B, adică. sunt pozitive. Deci, szmusu- . rile în cadranul al doilea sunt Bozitive. 
Cosinusurile OP” se: măsoară pe diametrul AA/,-dela O 

  

  

  

Fig 13.



„Către A”, în direcţie negativă contrară celei pozitive OA,- deci 
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'cosinusurile în cadranul al doilea sunt Negative, : - Când-arcul creşte de la 900 la 180%, sinusul descrește de la valoarea OB=—1 până la zero, iar cosinusul OP” descrește. . -de la zero la —1, deci cos1800%== —7, 
30. Tangenta. Cotangenta: Sa ducem raza OM” prin: „Extremitatea arcului şi s”o prelungim până tae tangentele duse în A şi'B la cercul trigonometric. Conform definiţii, avem 

i AT'=tga;: BS'= cotga, . | 
Tangentele arcelor din cadranul al doilea sunt măsurate de la A către T”, în direcţie contrară celei pozitive, deci sunt „negative, De asemenea, cotangentele fiind. măsurate de la.B către S', sunt negative. , | . Deci, fangentele şi cotangele în cadranul a doilea sunt negative, 

N Când.unghiul a este mai mare. ca 90% cu o cantitate foarte | mică e pozitivă, atunci tangenta sa este. foarte mare dar este 
„negativă, deci tg(900 Fe) — co, când lime =0. Când unghiul creşte de la.900 la 1800, segmeritele AT” se micşorează în lun- gime şi când a=180%, AT” devine egal cu zero, deci tg180%.=0. 

- Aşa dar, când unghiul a variază de la 900 la 1800, tga' creşte 
de la—co la 0. Mai mult, trebue observat, că :tg(90%—e)-> co, 
iar tg(900-L-s) > —ce. E i . Să 

Când unghiul a variază de la 90 la 1800, segmentele BS' cresc în lungime dar sunt negative, deci "cotangenta des- 
creşte de la 0 la —c, adică cotg90%=—0, cotg(1800—2) =: —c», când lim e=0.. 

31, Secanta. Cosecanta(!). Avem (Fig. 13) seca= OT”, iar coseca = OS. În cadranul al “doilea, secanla este negalivă, căci pentru a întâlni . tangenta la cerc în A, prelungim raza OM în direcţie contrară cu extre- mitatea arcului. Cosecanta este: pozitivă, căci prelungim raza! în aceeaşi direcţie cu extremitatea M” a arcului. A „i | 
Când unghiul a variază de la 900 Ia 180 socanta OT” se micşnreaza în lungime, dar este negativă, deci creşte, si anume sec(90% -- 5) => —o, - secl80%=—1, aşa dar creşte de la — la —1, Si 
Cosecanta creşte de la 1 la o şi anume cosec90%==1, cosec(18P—z) —%, când lim s=0. ... i : E - 

32, Liniile trigonometrice ale unghiurilor suplimentare. 
Să considerăm în cercul trigonometric (Fig. 13) unghiul AOM== 

  (1) Nu face parte din program. 

A. Abramescu, Lccţiuni de Trigonometrie. Ediţia 111, 5000 ex. De a 4



d. Paralela dusă prin M la diametrul AA” determină arcele 
egale AM= A'M'. Avem _ e DE 

| arc AM=46, arcAM'= 180%—A'M'=180%— AM= 180%— 4, 
„. deci unghiurile AOM şi AOM' 'sunt suplimentare: | 

Să construim liniile trigonometrice ale acestor unghiuri, 
“Triunghiurile dreptunghice OPM şi OP'M' având ipotenuzele 
OM = OM" ca raze, şi catetele: MP=M'P' ca. paralele cuprinse 

„ între paralele, sunt egale. Deci OP = OP” şi unghiurile AOM= 
A'OM. | Se i 

De asemenea, în triuighiurile OAT şi OAT” avem cateta 
OA comună; unghiurile AOT = A'OM=AOT". Deci, triunghiu- 
rile sunt egale, 'de unde urmează AT=AT”, OT=0T'. 
În fine; triunghiurile dreptunghice OBS şi OBS" sunt egale 

căci au câteta OB comună şi unghiurile SOB =S'OB'. Deci 
BS=BS', 0OS=0sS. ia 

„„-... De aci urmează | 
„ sin(1800—45) =M'P'=MP= sind, 

| cos(180%— ) = OP'= — OP= — cosb, 
n „tg(1800—5)=AT'= 3 AT= - te, 

(XI) - „ cotg(1800—4)=BS'=—Bs =—cotgb, 
i i sec(180* —4)== OT'=— OT = —sech, | 

e cosec(180%—4)= 0S'= 0s= cosecd. 
„Deci, liniile trigonometrice a două arce suplimentare sunt egale şi de Semtite contrare, afară de sinus şi cosecantă care au Și ocelaş 'senn. pa Ă o 

oo VS 3. De ex., sin120%=singoi=ă, cos1500:=— cosaot=—l:, 

E (g185%——tg450=—-—1, cotg1500==— cotg300= —]/3; 
e „ sec105%=—sec750, i 

33. Relaţiuni între -liniile trigonometrice din cadranul al doilea. Să considerăm liniile trigonometrice ale unghiului AOM'=a (Fig. 13) din cadranul al doilea. i. 1%, Din triunghiul dreptunghic: OM'P', avem 
| MP'21O0P"2=0N3, sin2a+ cos?a:= „ | 

2% Dreptele M'P” si AT” fiind paralele, triunghiurile OM'P”. „3 şi OAT” sunt asemenea. Deci 
= a -M'P' _ OP! sina __ cosa 

AT OA" ta 1.



(gaSna, ia e îm COS e! Me 
Însă în cadranul al „doilea, sina este pozitiv, cosa negativ, deci raportul. din membrul al „doilea este negativ. - Dar şi tga - este negativ în cadranul al doilea şi. dăci egalitatea stabilită este. - adevărată şi în ce priveşte semnul. a] ti 3 Triunghiurile dreptunghice OM'P” şi S'BO au unghiu- | rile. ascuţite P'OM'= OS'B - ca alterne: interne, deci sunt ase-. 

“menea. aa e Pe 

  

„. De-unde _ | 
o MP Opt sina __ cosa cote COSA „OB BS” “1 cotga 915% ni 

această egalitate. fiind. adevărată şi înce priveşte semnul; căci. „în cadranul al doilea raportul din: membru: al doilea este ne- gativ, dar: şi cotga este negativă. Să , | Deci, relaţiunile fundamentale - între liniile trigonometrice “sunt aceleaşi în cadranul al doilea ca şi: pentru arcele din ca- 
 dranul întâi, 

34. Liniile. trigonometrice ale unghiurilor negative. Să - considerăm în' cercul trigonometric (Fig. 14) unghiul AOM=a “şi din” entremitatea M a arcului: corespunzător! să lăsăm .perpen- -- 

gativ. 

-metrice ale unghiului AOM' 

diculara MPM! pe diametrul AA, 
până tae cercul în M'. Punctul 
M' este simetricul.lui M faţă de . 
diametrul AA”, iar arcele AM= 
AM” şi deci şi unghiurile AOM==.. 
“M'OA. Dar unghiul AOM” este: 
socotit în-sens' contrar de' cât: . 
unghiul AOM,. deci valoarea sa. 
este —a, este deci un unghi ne:   

Să considerăm liniile trigono- 

  

după însăşi definiţia lor. Avem: a 
Si Ia ” Si , 7 M , Ă = sintoa)sinAOM= EM FM pur, 

o "Dar PM' este socotit în direcţie contrară cu PM; deci.PM'=. 
—PM -şi prin urmare a - 

| sin(—a)= PM'=-—PM =-—sina. E 
n A 4.



„52. 

EM = __—sina 

„De : asemenea, a 

  

- „cos(— 4 = OP — cosa, atat GP cos = tea, 

i _OP__ OP cosa a cotg - -= “PM PM sina — — cotg a, 

a a ! OM pr 
ED seta pă ra seca, 

aa OM 1 

  

——= — coseca. 
—sina! : 

„„cosec(— —0— Ba: PM — 

Deci, Jiniile irigoriomziriia a două unghiuri agale şi de, Senme contrarii sunt egăle şi de semne contrarii, afară de cos ŞI sec care au si acelaş seu. | 
| 35, Aplicaţii. 1. „Să se găsească arcele x. cuprinse: între -0% şi 1809 care verifică ecuația trigonometric. * e 

„5 cos? 4-8 sin +8 = | 
şi 'să se afle apoi valoai-ca celorlalte. linii miş iFonontetrice, Înlocuind „pe: cos? cu L— sint, ecuaţia devine. 

a 5 (i-—sinta) +8: Sin+—8=— 0, . de unde 
a | „5- —5 sint + Bsina— —3=90, sau - , 

| -5 sinx— —8 sin + 320: 
Ecuația fii ind de. gradul al; doilea. în. sina / rezolvând-o, 

  

„avem . | Ie 
E . “sin = VE azu | N Dar 

ai po dl 8 mot neg 
Gonsiderână soluția sin 4 == 1, rezultă 2 = 90, Pentru a 3. 

- doua soluţie sin = aplicăm „logaritmii, şi avem 

| log sin = = log= = = log 3 — “log = 0,477 —0 „60897, 
| lee si sinx = 0, 47712 130103 77815, „de unde. 

- i E LL „Dar, pentru că «+ este dat prin Sina in =2, urmează ca şi 
N



suplimentului. său. 

„Să se calculeze apoi celelalte linii. frigonometrice. - 

r 

arcul Suplimentar. lui 360 52' 10” verifi că această ecuţie, căci ă două arce suplimentare” au acelaş sinus. Deci, ecuaţia mai este e. verifi cată. şi de arcul . i 
1800-—36052"10” — = 1700597 001 360587 1071430770. 
Soluţiile î în sinx ale ecuaţii “date âu fost sin = = 1 (2 =90) 3 

7 şi sinx = Pentru sinx = 1. celelalte linii trigonometrice 
sunt cosz = 0, (ga =, „cotgz: =0.. 

“Pentru « sin =3, avem: 

| "cost: = 1--sint 7, cos = istm, : 

TE RE a cana Vi e je oa Baci cos N (3 ) VI 3: i 
- Am obţinut două valori, una i, pentru 136002 „ 

„.10 ni lar cealaltă _cosa == 2 p pentru ârcul 14307'50' suplimen- 
tar celuii dintâi, ceea. ce trebuia, căci cosinusurile a două arce” E 
suplimentare sunt egale şi de semne „contrarii: E 

Celelalte linii trigonometrice” sunt. 

  

  

| E COS d j 3 
= x = 3 == PV = — = — cotg sin ! gă: - 3 cotg i Ti 4 

m
i
l
a
 

3. | '3 valoarea corespunzând arcului dia cadranul întai, iar = Scelui 
din cadranul „al doilea, suplimentului său. De asemenea, 

op 
cotgv==€95%, cotgi: = dt cotgx = 5 == a i Se sina? 5835 3.37 

4 4 INN 3"$ i—z corespunzând respectiv arcelor din: cadranul întăi ŞI 
; 

II. Să se găsească arcele. a cuprinse între 00 şi 180, care 
eri fică ecuația frigonometrică 

2 sin2+ —5 cosu—1 = 0.
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înlocuind pe sin cu 1— — 6os?x,. ecuaţia devine“ 
N SIE „20 —costa)— ”Scosz-: 1=0, 

de unde o 

2 cos? + 5 cos e 2= 

Ecuația fii ind de „gradul . al "doilea ; în COS%, "rezolvand-o, i caen în 
a — 5 cos = 6-85 ZA. 5 VB. 
  

  

_—5£3 - 

4. Ă 4 “ Averi deci douăf cazuri de. considerat E | | - 
= =6-+3- = =5=3 = = = — = 

„cos = a Cos = a 2, | 

Cosinusul unui ung fiind cuprins între -i şi a, nu | se poate să avem, „cosa == —3, Rămâne” numai de considerat 

Da cosa: = —1 ii =-—z. 

Dar, cosinusul fi irid negativ, arcul x. este în cadranul al 
doilea. Să caleulăm deci cosy = 3 şi atunci X este “suplimentul 
lui. = 1800, Însă „Pentru arcul > din. cadranul, întâi, „avem : pa 

Sinty=1 — costy ,. „siny = = 33 i (3 3)= 2 

= adică y= 600. Deci 57 1800—y — 100 
Celelalte” linii trigonometrice Sunt 

i sina = ȘTcost = V-3) -3) OA 

şi am luat numai. semnul. + înaintea radicalului, în cadranul al doilea Sinusul 
căci = fiind: 

este pozitiv, „Apoi- i 

  

v3 . a e 
sinx 3 i! 1 tor === o Rs > „cos: 1 3 cotg x: tg: w — 5 | 

_ TI Să se afle arcele ETĂ 
B ecuația 

mai nici decât 1800, « care veri rifa că 

4 tga—3 cotga = 1 
„Să se afle apoi celelalte linii îr 19 onometpice,
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Înlocuind cotgu 8%, ecuaţia devine _ 

4 tg 8. 1=0, 4 tg2e—tgu—8 =0, tg a 
Ecuația obţinută fiind de gradul al doilea în 8%, avem 
3 DN E tat-3) LE 1£7 LT SI 

. ” 

  

8 
__ Avem „două | cazuri de considerat Dă ea 

1+7 17 —3 mii ot 2, 
În cazul întâi, tg = 1,- arcul a = 450, În cazul al doilea, 3. 

. (8 ——a urmează că arcul 4 este în cadranul al doilea. „Să 
calculăm arcul y din cadranul întâi, pentru care tgy = = î şi a- 

„tunci 4= 1800-—y, Aplicând logaritmii, avem - 

log tg = log? = log3 — logt = 0 „17712 — 0, 150206, 
log tgy =0 arat + 1,39794 — 0,87506, y = 30052'107; 
Deci = 180—y = = 14307'50”, 
Să ear „celelalte linii trigonometrice, când. tg = 1, şi. 

tg =— = în primul caz, tg = 1, se ştie că x == 450 sini=cosx 

5 

” 

. o - 
Când tg = , Pentru a. aha pe sin şi cosx, aplicăm 

formulele punoscizta, (No. 18, 30) 

  

sina = _tga Cosa = 1 N Viata VL testa 
Dar, am văzut că la stabilirea acestor formule, Prin . ex-. tragereâ rădăcinei pătrate,. intervenea dublul semn, +, înaintea radicalului, ceea ce'trebuia. În adevăr, arcul 4 pentru. care tgx 

== fiind în cadranul al doilea; avem sin+>0, iar cosu<0, 
şi cum tg), urmează” că trebue să. luăm 

"Sin = IS . COs+ = IFN — „ „Ture Ft ii —VI FF tg 
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astfel ca raportul cu care. este e egal sinx să fie pozitiv, i iar ra- 
- portul ce dă pe cosx:să fie negativ, . - 

    

Înlocuind pe- tg =, avem . -. 

ing d: 4 _4_3 
.SINI = =— — = z=z, 

a ra [3 BR 5 5 =) Ni fi = 

  - COS = 

= ATI je 

“EXERCIŢII. 
1, Să se calculeze cu ajutorul logaritmilor i . 

„sin 149942'25", cos 950177", tg 116052'32", : 
R. „Y == Sin 149042'25"— sin(1800— -149*42'25") = sin 3001735”, 

: logy=logsin 3017'35”=1 „10279, y=0,504112,.. 
cos 9501177" = —cos 8414 253", a=icos £449'88" — = 0,092115, 

"* cos 95017/7%:=-0, 092115; tg 11605432" = —1,97318. 
-2, Sa se rezolve ecuaţia LT . | . ! 

| 40 -fcoss) =8sin2i,- Iu 
„at, Să se afle celelalte linii trigonometrice, 

R. 3 coste 4 cosz+ 1=0; cos =-1, cos =— a 

cos =1, 1600,  Cosy= a = 180%—y; a 

| logcosy =-10g3 =i, 52288, y= 7031435, a = 1092817, 

22 a 
1 | 

Pentru COSsI=——3,  sinx == 3 tea =2Vd 

ra 
3 Sa se calculeze x<180, pentru care avem tgx ramă. | 

R. i =, I = 19623", => Î800—y, 

“RELAȚIUNI FUNDAMENTALE ÎNTRE ELEMENTELE 
: "UNUI TRIUNGHI. | 

"36: Un triunghi ” oarecare ABC are dei laturi care'se no- 
__tează cu BC=a, CA=5, AB=c şi. trei unghiuri CAB = A, 
SABC=B, ARCA=C. Aceste trei unghiuri pot fi toate ascu. 
țite, -sau unul-obtus şi două! ascuţite. Suma unghiurilor este. 
1800 astfel că dacă. cunoaştem două dintre ele, pe al treilea îl 

“aflăm scăzând suma lor din 1800. 

e



    

    

  

În rezolvarea triunghiurilor oarecare avem deci de. coâs derat trei laturi şi două unghiuri, şi pentru “al! putea rezglva, avem nevoe de trei elemente. Celelalte: două elemente nEcu noscute le calculăm cu relaţiile ce există: între ” laturile şi da _ghiurile triunghiului oarecare. a 
Nu pot exista mai. mult de trei relaţii distincte între latu- rile a, d, €, şi-unghiurile” A, B, C, ale unui triunghi oarecare, căci, dacă ar fi, de €Ex., patru relaţiuni distincte între elementele: "a,b,c, A, B,C, eliminarea elementelor. A, B, C, ar conduce la-o relaţie între laturile a, 6, c. Ar urma că, dacă se cunosc. două laturi ale. unui triuhghiui, șă se poată.afla şi a treia; dar aceasta. este absurd, - . o. i e | În cele ce “urmează vom stabili relaţiunile fundamentale dintre elementele unui triunghiu oarecare... | - _-37. În orice triunghi laturile sunt proporţionale cu si- nusurile unghiurilor opuse. Şă considerăm triunghiul ABC şi fie CD înălţimea din C. Avem două Cc Si „cazuri de considerat.” e A 

DR - 19 Unghiurile A şi B ascuţite 
în -(Fig. 15). În acest caz punctul D este! 
| situat între. A şi B. Din triunghiurile - 

„ dreptunghice ADC şi CDB, avem res- 
pectiv CD=AC sin A, CD=CB sin B, :A< 

  

  

pe care egalându-le, avem - 

    

ACsin A = CB sin B, a - - sau Aa IE 
| “ bsin A=asinB, i o de unde ca 

“ sinA . sinB 
N 20, Cand A este : obtus şi. B ascuţit (Fig. 16), “avea din. d triunghiurile ADC, CDB, : E | Me 

    

   

GC CD=ACsin DAC = - ă i : bsin (1800— A)=bsin A, - - ! CD = CBsinB =a sinB,. 
1 „de unde, egalându-le, obţinem ! aa OsinA = asinB, 

TI "Bau. a d - | o, A SAU m. sin A sinB 
Relaţia obţinută este deci adevărătă în toate cazurile şi- are - loc-intre două laturi şi: sinusurile unghiurilor opuse.



58 | | 
În mod analog, obţinem. | 

- .. d . . "o a -. c.: aq hi . 

DR SR CR = sinA.: 'sinC .  sinC  sinA ă 
iar toate se pot scrie sub forme de rapoarte,. 

„_: , ab ci 
” DAR = RR == (XIII) „i, sinA- sinB “sin. 

. E o . . iȘ care exprimă că întrun triunghi. oarecare laturile sunt propor- | Hionale cu sinusurile unghiurilor opuse. 
„Aceste relaţiuni se mai zic şi fcorema sinusurilor. 
38. Relaţia dintre trei laturi şi două unghiuri. I.. Vom stabili mai întâi relația între cele trei laturi şi două , Dia A | . . 

uNShiuri pentru ca apoi să găsim re- 
laţiunile” căutate, „Avem două cazuri 

„de: considerat... - N 
„19 Când. unghiurile B şi C sunt 

ambele ascuţite (Fig. i7). Fie AD înăl- 
“ țimea din vârful A al triunghiului 

C ABC; Avem din triunghiurile drept- 
„unghice ADB, ADC, BD= AB cosB; 

    
a 

Fig. 1... | 

BD=ccosB, DC = ACcosC, DC==BcosC, -. „» Adunându-le, avem. : i 
“BD +-DC=ccosB-+-bcosC, .. „sau . -_ 

Ea a a=bcosC+ ecosB. . 
20, Când unghiul B este ob-- 

tus şi C ascuţit, avem (Fig. 18) - 
DC= ACcosC =4 cosC, . 

„1. "DB ABcosDBA =. | 
„KA 'ccos (180%— ABC)=-—eccosB, 

Scăzându-le avem ». _ . o Fig 18.: | i 
DC—DB =45 cosC-k-e cosB, BC=6cosC4+-ecosB, a | o. ; a=bcosC--ecosB. Si ăi 

Deci. relațiunea stabilită este generală. . 
Aşa dar am găsit relaţiile a 
ap cosC+-ecosB, 
(XIV) . A =ccosA +a cosC. 

Di e c=acosB + cosA, o 

  

S



m
a
 e

e 
r
e
 

e 
3 
a
e
 

  

a 50 
care! se pot deduce una din alta prin premutări” 'Circulare (ie, 19), înlocuind: în prima, - de ex: pe a,b,ccu. E i bea Be AB. Ci eu BC, Acte, cum arată sensul săgeţilor..: * - o , Aceste” relaţii exprimă că întrun Fri- 
unghi 0 latură este egală cu . suma celor... lalte „două, înmulțite fiecare, respectiv cu "- cosinusul ighiului ce această latură face. Ta „cu Jatura consider ată.. Fie 19, II. Din -aceste relaţii se pot, deduce altele în modul ur- mător, Sal le înmulţim, prima cu a, a doua cu £, a treia cu c; avem Da a=ab cosC-1- accosB, . 

” „dr=de cosĂ +-ba cosC, : 
| =ae cosB -+ be CosĂ, | „Să le adunăni acum pe primele două. obținute; avem ! a : ada ab cosC-FaccosB-F-de cosA +a cosC, „Sau. Sai 02-62) cosC-+- accosB -F be cosA... i 

ă Ţinand seamă. de ultima din noile relaţii obţinute, a avem - 
a-Fb2= 2ab cos C+a, : . | de unde a 

iai | (XV) E c? = 20 —aajcosC. | 
Aceasta este o relaţie dintre trei laturi a, d, c şi unghiul C, şi fiindcă conţine „COS C, se zice teorema cosinus. . Permutând circular” pe.a, &, G, A, B, GC mai obţinem re- 

    

- laţiile | 
” 2I8-fce —Biccâsă, VI 
ă | bc a— dcacosB, 
care se: „exprimă zicând că în orice friunghi pătratul unei la- Zuri este agal c cu Suma. pătratelor celorlalte două laturi, minus de două ori produsul acelor laturi Brin cosinusul U19 iului -cuprius între ele. - 

OPERAȚIUNI ASUPRA ARCELOR, 
- 39. În aplicaţiile Trigonometrii intervin liniile trigonome. trice ale sumei, diferenţei, multiplilor şi fracţiunilor « de unghiuri. . Suntem . deci conduşi să stabilim- -acestea cu ajutorul liniilor tri- . Sonometrice ale arcelor date. . - 
40. Adunarea arcelor, L. A “şi B find două uug: Shiuri ale



„60 

unui triunghi oarecare, să calculăm pi 

“ sin(A+-B), cos(A--B) te(A+:B) cotg(A+-B) 

“cu ajutorul liniilor - trigonometrice ale unghiurilor A şi B. | 
Să considerăm relaţiile 4 cunoscute între laturile şi unghiu- 

rile triunghiului. Pa | sa 

IN | Şină 7 sinB inc” | 

Egalană cu / valoarea comună a acestor rapoarie, avem 

a = 5, a= sina, d = Esin, e = &sinC. 
“Sin > 

Inlocuind pe a, d, e. cu valorile lor în relația 

c=a cosB + d. cosĂ,. 

| Mi bsinC = EsinAcosB + isinBcosA,- 
şi simplif când 'cu k, obţinem 
(0 “sinC = sinAtosB + sinBcosA. 

” Dar, din relaţia A+B+C= 1800, avem. 
| îi c= 1800-—(A-+-B),. sinC= sin(A-FB).. 

. înlocuind în (1) pe sinC cu: egalul său, obţinem 
AQ) sin(A--B) = sinAcosB + sinBcosA, p- 

care este prima relaţie căutată, ce dă valoarea lui sin(A-+-B) i în 
_ funcţiune, de sinusul şi cosinusul unghiurilor A şi B. 

IL. Am- văzut Sum. am obţinut relaţia (1) 
'sinc= 'sinAcosB + sinBcosA. 

-La fel puteam” avea şi IN 
| “siniA = = sinBcosC + sinCcosB, 

care se poate scrie . a 
“sinA—cosBsinC — sineosc. 

“ Talocuind a aci -pe sinC cu valoarea sa din. (1), obţinem 
sinA — - cosB(sinAcosB + sinBcosA) — = sinBcosC, 

Dezvoltând, avem ME tu 

  

avem 

'sinA— —sinAcostB-cosBsinBeosA = sinBcosC, 
' sinA(1-—cos?B)—cosBsinBcosA = = sinBcosC, . 
Aaa „SinAsin?B— cosBsinBcosA = = sinBcosC. 

| “Unghiul B fi ind cuprins” între 00 şi 180, sinB 0, deci | putem. simplifica, cu. sinB, şi avem,



61! 

| „ sinAsinB-—cosBeosA = = cosC, 
sau! - 

-cosC 2 = = sin AsinB—cosBeosA.. 
Ea „Dar c= 1800 P —(A-FB), deci 

cosC = cos(A+-B),: | 
— Înlocuind în pe cosC" în relaţia de mai sus, avem 

—cos(A-+-B) = sinAsinB —cosBcosA, 
ŞI “schimbând semnele, obţinem . 
_ 3) „cos(A--B) = cosAcosB—sinAsiiB, - 

care este a doua relaţie căutată, ce dă valoarea - lui costA-+-8) . în funcţiune de sinusul şi cosinusul- unghiurilor A şi B. 
II. Pentru a obţine pe! tg(A-+B), să împărţi relaţiile 2) şi (3) şi avem. 

: ALTI __ sinALB) __sinacosB-t-cosâsinB | i ig(A-+-B) = cos(A-+-B) cosAcosB—sinAsinB ” 
" împărțind ambii termeni -ai fracţii cu. cosAcosB, “obţinem | 

sin AcosB- cosAsinB , | 
„cosĂcosB. cosâcosB - 

i sta-rn)= „cosAcosB - sinAsinB ? 
| cosAcosB cosAcosb 

| Sin A psinB | 
cosA | cosB | 

| ATB)= SINA sinB” 
gi _ a „cosAcosB 

O „tata rn)=ISAtteB, 1—tgAtgB a. 
IV, Pentru cotsl AB), împărţim relaţia a. cu e) şi ob-. ţinem 

, _ cotgAcotgB-— 1. i cotgtă-FB) = oigăteoigE 
41. Demonstrarea geometrică a- teoremei, de adunare. Am obţinut liniile trigonometrice ale sumei :a două unghiuri pe „cale algebrică. În cele ce urmează vom da o demonstraţie g geo- metrică a formulelor obținute, 

L Fie (Fig. 20) AB=a, BC =, Să ducem CI perpendi



62 - 

- culară pe oB; şi IL, BP, CQ perpendiculare p pe ma iar IE. | 
“perpendiculară pe CO. i 

„-? Sevedecă -- 

BP = sina, OP = cosa, 

„Ol= cos, Cl=sind, 
_ CQ=sinţa+d), 

A.Dar  CO=CH-+HQ, 
"CO=CH-+IL, 

6). intai) CH-FIL.- 
Triunghiurile. CHI şi OBP 

sunt asemenea, căci au unghiu- 

  

Fig. 20. „rile egale (ca având laturile per- 
a Sa | „ Pendiculare)- Deci 

m CH _ CL e OPC E 
bu OP 08. CH = GB CH = = cosa sina. 

Apoi, triunghiurile OLI şi OBP avârid IL paralela cu BP, 
- Sunt asemenea: De unde. -: N = - 

| IL __ OI BP. OI 7 
BP — OB IL = GR “OB > IL = sina, cosd, 

 Înlocuind în (5) pe CH şi IL ca valorile găsite, avem 

(6) (SVII) sin(a-+-0) = sinacosb + cosasind.. 

IL. De asemenăa, avem (Fig. 20) 2 | 

QO=Q9L— -OL, 90= HI-- OL.: 

-Cum cos(a+i)= 09, urmează că OO care este “de sens. 
contrar cu OQ, va fi egală cu —OQ şi deci 90 = — cos (ab) 
şi înlocuind în relaţia ce dă pe Q0, avem - - 
o E DE — costat) =HI— OL.. | 

+ Din triunghiurile asemenea CHI şi OBL, „obţiăem - 

HI __ CL zi BP. CI | BP = 6B HI = Sos OB * HI= sina sing 

“În mod analog, din triunghiurile asemenea OLI Şi OPB, 
avem | 

PL E OL= = op;oI OL= cosacosd. 

Înlocuind în (7) pe HI şi "OL cu valorile găsite “mai sus, 
„obţinem 

— — cos(a-:4) = == sinasin)— cosacosb,



  

68 
| sau, , schimbând semnele, , 

(6) XVIII) îi cos(a-Hb)e= cosacosb—sinasinb, 
Am obţinut deci,. -pe. cale geometrică valorile sin(a-td), 

cos(a4-d) în' funcţie: de liniile trigonometrice ale arcelor. a şi b. 
Formulele (6) şi: (8) ne exprimă teorema de adunare pen: 

tru sinus :Şi- cosinus, 
42. Scăderea: arcelor; Schimband în n formulele (6) şi (8) 

pe 3. în —b, avem 

" sin(a — 5)= = sinasin(—6) sin(—4ycosa, 
cos(a—4) = cosacos(— [) —sinasin(—6). 

Dar sin(—a) == —sina, cos(—a) = cosa, sin(— —d) = —sind, . 
cos( — d)= = cosb. Deci relaţiile precedente devin . -_ 

e sin(a—6)= sinacosb—sinbcosa, 
GXIX) ci , costa—d) = cosacosb--sinasinb, 

' Aceste relaţii ne dau sin. şi cos diferenţei a două unghiuri. 
a şi. ip: cu ajutorul“ Sin şi cos unghiurilor a şi d. . 

| Pentru a găsi pe cea referitoare la tangentă, sau putem 
împărţi aceste „relaţii, sau „să înlocuim în 

N Iea-tigă XX) E tate = iai 
pe d cu -d şi avem . n 

tga-Lta(— —d) __ tga—teb o plate =5) | (XD sta -u= i-Htgatg) 
În mod: analog, obţinem | 

ă E cotgacotgb-ți. 
cotgb—cotga . 

43. “Aplicaţii: IL, Sa se calculeze. sin 750, cos 150, (750, 
Avem sin 750= a az n drcee 300-F-cos450sin 3W= 

 Va/3: Ha 1 
= 

cos 150= = cos (450-—300)-- cos 450 cos 300 Ls sin 1505 sin 300 = 

| cotg(a - = 

  

—tg 15 tg300. 

2 
Le a IP. | 

a pr a Ir 
tg zăo =te(lât-309) = = eter 3 =
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a i 
V3 V3+a Var E r2l5 oara, 
Vaza „Bo AD 8. - 

i! (1). În mod analog se calculează . liniile “trigonometrice ale unei 

sume de mai multe unghiuri. De ex., 

ina p-ta aan cos. 
cos(a —- 3) siny, - a 

sin(a +3 + “== (sina cqs3 + sin cosa) cosŢ -. E 

-F (cosa cos? — sina sin?) siny, . 
sin(a + 3 -F 1) = sina cosș cos 4- sin? cosa cos" + 

cos& cos? sin“f — sina sin3 sin. 

Tot astfel 

tari + Def ++ = sate tar, ez n E 

  

Ma tezei ez „1ga -F tg? -k- ter (i —tga ip? ) 
IN 1—tgatgă l—tgatgă - . Să serie tga-tigă = Î—tgatgi— (ga -FegăitzT >. 

j. 1- tgatgi SI 1—tgata3 

simplificând cu 1—tga t85, avem 

_tga + te + isi —tgatgătere gta? += Îi Cgatei—teftgi—temtga 
  

AM, Inmulţirea arcelor. În: expresiunile liniilor trigono- 
„metrice a sumei a.două unghiuri, 

„ sin(a4+ 6) == sina cosb + sin Cosa, | 
cos(a -- 4) = cosa cosb—sina sind, 

gta o tga+tgb > 
1—tgatgb' - 

să facem b=a. Avem ă E 
i sin2a = 2sina cosa, - 

- cos2a = cos?a —sin?a XD 
- 2tga i - tg2a = ——_. 

"l—tg?a.. 

Mai putem exprimă sub alte forme cos2a. În adevăr, aven 
(cos2a == cos?a — sin?a = (1 — sinza) — sin? =1—29 sina, E 

- cos2a = cos?a — sin?a = cos?a — (1 -- costa) == = 2 costa — 1, 

  
() Nu face parte din program. !



| adică | 
(XXIII) cos2a = 1 — 2sin2a, cos2a = 2 costq — 1. | 

Cum am presupus a+-b 180%, urmează că 22 < 1800 Li adică unghiul a: este ascuţit. 
| 

Observareţ'). Dacă am voi să 'calculăm liniile trigonometrice ale unghiului 3 a, procedăm. astfel 

sin Sa == sin (2a 4-a) = sin 2a cosa -- cos 2a sina, 
sin Sa = (2 sina cosa) cosa + (cos2a —sin?a) sina, 

sin Sa = 2 sina cos?a + sina costa — sina = 3 sina costă — sin?a, 
sin 3 a=3sina (L— sinta)=sin:a = 3sina — 4 sina, 
aa “ sin3 a=3sin d—4 sina. 

De asemenea, A - 
cos 3q:= cos (2a -+- a) = cos 2a cosa — sin 2a sina, 
cos da = (costa—sin'a) cosa — (2 sina cosa) sina, 

ros Ba = cosq — 3sin'a cosa = cosa-—3 (1 — cos'a) cosa, 
! cos da = 4 costa — 3 cosa. 

Tot astfel, m 
E .. 2 tga : ” : TF ga __ tg2a-+tga  l—i'ga tg 3a=te (eat a) = pEze-tita — deza Z 

: 7 IE 9 1-TZtgiata : 

  

| 1020) tac! a—to? 1p 8a—2t8a+-(! Bta) tea 3 tga tea 
l—tg'a—2tga tea. 1—3tga.: . Ă 

| 45. Împărţirea arcelor, 10, Fiind cunoscut cos'a, să ex- 
Primăm cu ajutorul acesteia liniile trigonoinetrice ale unghiului 
pl 
Be Jumătate = a; 

2 

îi Avem formula fundamentală e 
(9) î_ OO“costporsinpal 
şi pe cea arătată mai sus i , | 
(10) - cos?) — sin?) = cosab, a 

-. Adunând aceste două relaţii, se obţine. 
| 2cos?b = 1 4- cos2). . 

-- Făcând în aceasta pe / egal cu 34, avem 

li ol 
2cos?-> a — 1+ cos? a, 

  

"" () Nu face parte din progranie 

DN. Abramescu. — Lecjiuni de Trigonometrie, Ediţia II1, 5000 ex. 8
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(XXIV) - a “2cos?2 a =: 1 + cosa.. | a 

Deunde . 1 | 
| cost La = LE cosa, 

. EV. . - costa = | casa, 

Scăzand relaţiile (9) şi (10), avem i 

2sin2% =1— cos?b,- 

Făcând pe-d a a, obținem i 3 

(XXVII) . : 2 asineg a= 1-— —cosa, 

(XVI) sina ja = cosa, 

împărțind multe XVI, şi (XXV), avem 

E - . - a “ 1—cosa - y d | 

    

Na a ae Si cosg ge 
Ei 

„a E isa | Teosa | 

“EXERCIȚIL. 

1: Să se, calculeze cos 750, tg "1050 cu ajutorul liniilor trigonometrice ale arcelor 30, „400, 600, - - ” 
>. 78t= 402.900 1061000448; a IE (3-4) 

ă 3 

tg 1oce21-kV5 33 73: 

  

1—Ț3 | , . 
„o p 2 Știind că eosog i şi ca unghiul este cuprins între 900 și 180%, s 

se calculeze sin, cos-s-, sg. 

R: = esta cuprins între 450: şi 90; sin = jizşese 2, - 

E



3, Să se "verifice identităţii ” Pa - Ă : 

“sina! = sin ta—5) cos -F'sinb cos (4-5). ae 
cosa == cos (ad) cos 4- sin (ad) sin d. - i E 

| „R.: Sau se desvoltă- membrii al doilea, sau se „observă că azla=ortă p şi aa pentru.a doua, Ia : 
4 Să se verifice identitatea 

„sina = (1—cos2a) & totga.. 

R. 1 —cos2a = = 3 sina. 

Sa se verifice identitatea. _ . Ma ps . B | Pi i , ” 1— —tga . î a | | | E dalta i. a Da | Se a= Preta Aaa - 

sina 
“cosa . a a 

“6. Sa : se verifice; identitatea : | 

m
 

e 
a 

a
 
o
 

m
 
a
i
 

A i „-“sinţa-k) sin(a—â) = sina - sin:g, 
” a R.. "Se desvoltă sin (ab). sin (a—5) : și se obține sinza co:b — 

, sin'b Costa == sin?a (| —sin4)— —simb (1 —sin?a), . 

“7. cosa+ cos(120—a) -Fcos(120%-ţ-a) = 0: . , 
R. Însemnând cu E valoarea membrului Intâi, avem desvoltână 

E .cosa. + 2c05120'cosa = = cosa— -2costoteosa = = cosa—2, i 1 casa 0. 

8. tg(45-p d) — tg(450— a) = = 2tg2a. SR e ă 
R. Se dezvoltă, şi avem - s - - 

  

. 14 tea _ 1— tga _ ( -- tea) — u- — tga) „2tg2a = sia i l—tga  1+ tga” -.(1-Ftga) (1— tisa) .  l—tg2a e 
- 9, 4siha costa —4cosa sina = sinta. | a ă 

"R. 4sina cosa (cos*a— sin'a) = 23in2a cos2a = =—sinta. .  ? 
10. tg3a—tg2a — tsa=. tg3a tg2a tea. IE - 

-R. E 2 tgăa— ga) tgpa = Sind — sina — tp2a= - cos3a cosa .- 

  

sin (3a-a) t - sin2q - sin2a sin2a (cos24— cos3a cosa) _ 
“cosdacosa . "cos3a cosa cos2a | cosa cos2a cosăa 

-  sin?afcos(3a-—a) - cos3ă cosa] __ sin2a(cosBacosa +-'sin3asina-— cosBacosa) _. 
--- cosa cos?a cos3a - „.. cosa cos2a cosăa 

2 2 2 

“tea tg? tgăa. 

-F ORMULE “CALCULABILE PRIN LOGAR ITML 

Una. din aplicaţiunile interesante a' teoremei de adunare a 
- liniilor trigonometrice, este transformarea sumelor sau diferen- : Actii - a 

= 

-R. Se Inlocueşte tea Sina NR - E - 

-



4 

-8 

“ţelor. ce fi igurează. în 1 expresiunile trigonomeirice, în produse şi „câturi,. care se pot calcula prin logaritmi. Dacă această opera: ţie -e posibilă, „formulele se zic calculabile prin logaritmi, 
46, Transformarea sumei şi diferinţei liniilor trigono- „metrice în produse, I. În formulele Sa | 

sin(a-+ 5) = = sina cosb -+- sin cosa, 
sin(a — 0) = sina cosb — sind cosa, 

  

(Do .cos(a 4-0) = cosa cosb — sina sin, a costa — 0) =cosa cos + sinb sin6, să punem : 
Se „ah pd a, 

De unde; prin adunare şi scădere, avem 

| asta pb, z 
Adiinand şi scăzând primele două din relaţiile (1), avem 

sin(a +0) + sin(a—6) = 2 sina cosb,, „) | . sin(a + 5— sin(a— b)= 2 sinb cosa, 
" Adunând | şi scăzând ultimele două din relaţiile (1), ob: | ţinem 

“cos(a.+ 4) + Costa —b)= 3 Cosa cosţ, 
_cos(a + 5)— cos(a—l)= = —2 sina sin, 

 Înlocuind în (2) şi (3) pe (445), (a—5), a şi 5 cu valo-: rile lor cu ajutorul lui 4 şi 7, obţinem . - : 

sinp + sing= 9 sin cosb=a 

  

-: inp-— sing 2 cos sin 27 
(XXII) 

  

pote ant unda 2: 
- Aceste relaţiuni exprimă că: “Sima sinusurilor. a două arce este ovală cu de două orz Sinusul SEHISitinei. arcelor. în „ mnudzit Brin cosinusul semidiferenzei for. Diferena sinusurilor - „a două arce este egală cu de două ori sinirsul Semidifereuţei . - are lor (dintre arcul 'întăi șI al doilea) înmulțit Brin cosinu- sul Seri sumei. Suma cosimusurilor a două arce este egală cu



e
m
 
p
a
 

Pr
 R
A
R
A
 

ge
 i

ar
a,
 

_de două ori cosinusul. semi sumei arielor înmulțit cu cosinut: 
„sud semidiferenţei. Diferenţa cosinusurilor a două arce este e-: . 
gală cu minus de două ori 'sinusul! Seini sumei arcelor . înintul- 
Hit prin sinusul semidiferenţei lor - (dintre arcul . înțăi. “şi al _ 

a doilea). ta 

Aceste ultime patru relaţii ne permit a transforma o' sumă 
de , două slnusuri.sau consinusuri într” un produs de factori, 

„IL “Pentru, tangentă, avem 

  

- sina , sin. sina cosb + sinb cosa gata eat AR E a cosa i cosb cosa cosb, da i 

aL sin(a-F sinta-t 0) 
ie tgu- iii cosa cosa cosb Do 

La fel, | 
o A sin(a-— sin(a-—4) | 
- | iga—tg 86 = cosacosb! 

Li sin(a +9) SŞ sin(a— d) cotga cot = Gin sina Sind” cotga— cotgb = = sina sin! 
A 

Il. Se pot indica. o mulţime de exemple de astfel de transformari. 
„Vom considera numai unele din cele mai importante - rr 

i SD, pu akd _:a—b 
  

  

  
  

  
  

  

  

  

    

  
  

  

    

sina-ksinb_ 2 2sin 2 Cosa pF p ote 272, 
sina—sinb ad pad. 18 —z— cois . . 2cos€ sin ——. Ma 

a 2sin £ d cos a—_ sina sind _ 2. 2 = a+b 
cosafcosă _ 2c0s a+.b cos 2 d 2 N 

: Ea 2 pi 7 

: acos Ab pepe - 
"sina — sin __ “cos 5 sii pad, - 

" cosa-cosb a+b ZI tz o _ 2cos Cos : Pi s-a z 
pa . ab a—b - Pi 

cosa + cosb __ îcos cos 3 = --cotg E FE cotg 222, - cosa— cos” o. a-kb. ab (083 Bo A | — 2sin psin—s—: | | „7 

sina-ț cosb = sina + sin(90%—4) = | 

o »— a—900 . e iPad gti ia 
9 o— 

ina = io. ina Saint Pe eo 0 Z -, 

. __900— bn 1 — sina= sin900 — sina = 2sin 3 a os he a 
S 

  

  

   



o i , i . 00 îi Pa 1 cosa= cos0* +--cosa = 2cos, “cos 3 

    

E 1 - - : . 

- a: a a: 
2cos 3 cos = 2cosi , . gps ge | 

i , ii ă i „03 a.. Oa: În 1 — cosa = cos0%—coșa =: 2sin ge sin —   

i | a a: — 2sin sin - 3)= = 2sine g 

sințiso + a 

cos45% cosa — 

  

d 14, tga= = :t450.4 tea == 

sin(480+- a) = Bine 4-a), 

„Va a a 
cos _ ] cosa' . | 

- sin(430—a) a V2sin(40—a) 
. cosibtcosa * -. cosa | 

47. Funcţiuni circulăre directe şi inverse. Considerând 
“unghiul a, şina, de ex.,.se zice o funcţiune circulară. directă, 
„Punând, în' general, y — sina, y se zice o funcţiune circulară directă, iar « se zice are siny (arcul al cărui sinus este. 2 şi 

„- este o funcțiune circulară inversă. îi 
"Tot aşa, când avem = tgu, « se zice arc tgy, sau arcul "a cărui „tangentă este p. Când avem y = cosa, x.se zice arc cosy şi x este o funcţiune circulară“ inversă de. y. “ | 

- 48, Aplicaţii. I. Să se verifice identitatea + 

o 

1— -tga = = tg450—tga = = 

a=d. 

2 
înlocuind « sumele” prin produse, avem: a 

e +2 2sin Teza | 

a— 3 A (cose i î 1 simti = scos d = 3 Că | 

II. Dacă a B-F = 1809, sa se 'arate că avem. identita- i „tea „condiţională | a i 

„ (eosa + cosd). + (sina + sinJj = =  dcos?   

  

  

  

  

  

4 4cos? 

  

3 - . sina sint sinr = — os gcos cos. ÎN 

af E=sina + sinf + siny = 2sin —g cos af + siny, - 

  

i /1800— “7! —p | 7 E=2 ( —— 9, _ = 
sin 5 cost + 2sin 3 cos = =



TI 

2sin n [oi host + + 2sin X ce cos Ip | so 
E= :2cos-g > cos: Sa + osin Î cos X, = atost I| cos —B + sin |, 959 2-a 2| oz rs 

E 2cos 3 | cs -Fsin e] = 

acos-t 3 1 cos%3 ap + sin (oo a =+8)] 

  

  

„E=teos [coste 2, N . _ 

a-f a a ară 
Y ghz 2 3 : E=ăcosi pace geo > 

E34cos 3 c0s3 cos = => 4cos 3 cost cos z 

III. Să se arate.că având i în vedere nana unehiuri as»: 
cuzite, ave - : 

a aresin? arena i 
5 7 

Insemnăm cu ” _ 

E a =are sin 3 B= csinit; | 
| = jos p' = arC Si 5! 

:de unde. | : 

Mi sina 3 sing 4, cosa=I —sin2 = =, „7 

“ „ cosf= = | 1— — sin? 

Membrul întâi al cealiaei. este (+ 8), Luând sinusul | 
acestui unghi, avem . - a 

: 3 3,44 25 a.  sinacosB + sinfcosa — 35 4 5'5=55= ii 

ceea ce probează că unghiul (+8 este 900,. căci sinusul său. Dă 
este egal cu... Sa 

- EXERCIŢII, 

1 Să se proteze, în caziil ungbiurilor ascuțite, 

1 1: z 
arctg->-+ arctg 3- 3 =



DB 
+ | a | a 

a=-3, „sg "Se ia. tangenta IQ
 

„
W
 

1, -1 
R. a = arctgs,, B==arcig 3 zi t 

membrului intâi și avem 

1 
aa . II ta. : 3 a 7 - tigla) =l; a —+- 8 = 45 =7 

_ le 

„2, Să se arate-că avem | 

N cos2a — cos4a - _ Cosa — cos . 
cos2a -+- costa = t332, tg2a= sina — sina 

| 3, S4 se probeze, că avem . 

- | -sint(a-+ 9) — sint(a — 3) = sin2a sina, - 

| R. E [sin(a + 2) +-sinta— i] [sina (2 -+ 2) — sin(a— DL 

B > bsi (EF-tte = E) cos lata = fe me ) 2in2 cosa; 

4, „sa se arate că daca +3 += 180%, avem | ! 

- EI : Peas cose camin sin 

oz 

2 
  

R. Este Deo teme im Ștei ” cos sf 

"—0sina & gt ing cos i,   

    

Ă - a a 9 op Lo E 2sin & cosEȚI—sin-% = 2sin (cos* i _cosf i 2 [053 3 2 z 5] 

REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR OARECARE, 

49, Ara văzut că am obținut între elementele unui triunghi 
oarecare relaţiuni fundamentale, Acestea au fost găsite nu în- tâmplător, -ci din nevoia de a rezolva: unele din cazurile refe- 
ritoare la triunghiurile oarecare, când se dau anumite elemente Şi se cer celelalte. “| e 
--. Considerând şi alte cazuri de rezolvare a- triunghiurilor; | „se mai întâlnesc. şi alte relaţiuni, "unghiuri în funcţie : de laturi pe care la vom stabili în cele ce urmează. 

50. Relaţia dintre suma. şi diferenţa a. două laturi şi . între tangentele jumătăţilor. sumei şi diterenţei “unghiuri-. lor opuse. Din relaţiile cunoscute . 

 



3 

a+d _ Sin- A+ sin B | 
a=0 sin A — sin B' 

deducem - 

ŞI transformând termenii: raportului al doilea în expresiuni cal- culabile prin_logaritmi,. avem - 

    

  

  

    

  

    

  

  
  

- | 2 sin ATB ei ze a apă 2 
ad a = 

o NE 2 sin A AB, 
. i ai 

AB - 
a+b. IE 2 Ă 

- a—db., A-—B 
: . Sg 
„Dar . h - 

-A+B _ __180— c 9go-C IE n 
a 2 

deci - Is = s (90-15) = cote $, 

aşa că formula precedentă devine 
| Cc 

i ap. 053 
a—b _A-—B 
gg 

sau 

OSI) | tg Z pr cotg 

de i 2 cha_ IS > a 
—c pe c—a  C=A 
  

  

  

  
  

| s 3 Sa 
B—C_d-c A CA ca Sa Dpe ls gi le apa cots g- 

-F ormulele stabilite se mai zic formulele lui Napier. 
51. „Unghiuri în îuncţie de laturi. Din formula | 

= 2- pe 2 abecosA, avem .- - Si Da | 

i Ir D2-k 2 — a? 
| COSĂ = Spa 3    



- | 4 „ ” | 

Ştim însă că - Si A: 

0 L—cosA=asintd, 1+cosA=2cost 3. 

Înlocuind, avem Ă _ - 

pa at se d cerat | 
  

  

A 
„aim Dic > Tg 

ga A _-a =. _faki=gfazito 
- (2) 2sin = ” 250 - 5 2ic- - 

Înlocuind pe cos A în formula a doua, din (1), avem 

A_ ea _ 20-02 cae “acose = + Ze 33 

smog 
- Să înserinăm cu 2 Ș perimetrul triunghiului” ABG, adică - 
E aa 2p=atie, 

Scăzand 2a din ambii membrii, avem 

24— —9a=a tre 2, 

  

  

"sau a - Poeozatita 

În mod analog obţinem . 
a. p= = apte b- Le, pe _atue i 

înlocuind valorile lui a Fite=2p, —a i + c= — op), 
a—bke=2(p— d), at b-e=2(p—c), relaţiile (2) şi (3) devin 

2sine = Ap=02p—b) ocos „A= PAp—004 
2bc be 

ps 

_—(£—6) 0—0) (620, co mă. _ Alfa) a) 
be i be? 

Extrăgând raăstina pătrată, avem - | 

(XXXII) sin 02000, cos SA 1/A7=2) AP) 
i | e. Ț - 

sau _* sinzA 

| de 
Împărțindu-le, deducem 

  

A (4—6) (£—8) (2—c) | 
gi e Ea 
2. Te Ap dei pă 

be. IE Ma



  

x ap. a e, ea - 
şi altele aeaze Să 

sB— GI Co DT (XXIV) ag = je dtea o teş> Ea 
52. Cazul i să sc rezolve. unt: triunghi Când se cunosc - . | „doită unShiuri şi o latură opusă la anul din unghiuri. Fie că | „se cumosc unghiurile B, C şi latura c.. Avem A: = 180—(B 4-0), - iar latura bo calculăm cu relaţia “ . : a 

d e 
-sinB” sinC' 

de unde: 

  

"Pentru latura a, aplicăm. relaţia -" 

| i a e 
pa „SIDA “sinC” E 

de unde Si 

| „2 ESINĂ 

d sinC A 

“Aplicând Iogaritmii, avem | 
los = = loge +. log sinB— 10 sinC, - 
loga = loge + log sinB— log sinC, - 

- de unde” putem calcula pe a şi. | 
- Exemplu: În triunghiul ABC se 'cunose B = 55043” 18, C = 72019'35* şi c=785m; „să sa- calculaze unghiul A şi la- turile a şi B e 

N 

Avem Ii a a 

A = 180%-(B + C)= 1800—127055r5gr.— 520q'7%, - 
j _—788sin52%4'7”  __ 788sini550431187 

-.  SinT20197 35 d “sin72012'35” * 
Aplicand logaritmii, avem 

„loga = log788-+- logsin5204/7»— — logsinta01o7 357, Si 
logb > l0g788-+ log gsin55043' 18 — logsin72012/95. a 

Dar ..



76 | 

| 1og7880 — = 2,89688,-. 
o E | logsin5204 7 = 1,89694, 

„2 + logsin55048'187 == 191714, - 
a ogsin72019'35” = I, 97872, 
- Deci | 
A loga = = 9 „89653 + 1, „8969 — i „97872, - 
o loga = = 2,89653 +, „89694 + 0,02128 = 2,81475, 
SE a == 652,74 m. | a 

-De asemeneă, 

logb = 3 „89653:+1 „1714 — i „97872, 
„gb = = = 2, 189653 - 191714 +. 0, 02128 = =2 „83495, 

! Die bb = 683 „83. 7 

53, Cazul. ui, Să se rezolve un în junghi când ce cunosc donă lături şi unghiul opus uneia dintre. ele. Dacă, se cunosc a, GA, aplicăm, formula 
| 

„a c 
a == — LR 
“SinA “sinC '-.: 

  
  

de unde a 
- | sic — 5, - „= 

  

Însemnând cu c unghiul ascuţit al cărui. « sinus este dat | de formula aceasta, vedem că şi (1800 — C) are, acelaş sinus „ca şi C, şi: deci se obţin, în general, în acest caz, două valori pentru C; un. unghi” ascuţit şi unul obtus. Să vedem care din | „aceste două soluţii. corespund cazului. considerat. Ă 
Conștrucţia geometrică a 

unui astfel de triunghi se face în. | 
“modul următor. În. punctul “A = 
(Fig. 21) se face unghiul dat A; 
„se ia pe una din laturi lungimea 
AB = c şi din punctul B ca cen- 
tru, cu o rază; egală cu. lungimea . | laturii a, se descrie un cere care, sau tae a doua latură a unghitilui A în două puncte C* şi C” „sau este tangent acestei: laturi în punctul D, sau nu o tae, după cum “a este mai. mare ca BD, sau a = BD, sau a< BD. Prin urmare, corespund două triunghiuri, în general, sau: ABC, sau ABC", sau numai unul ABD, sau nici unul. 

  

  

” „o — i 4, Tr 

” _ Pi / 7 

” Fig. 2i,



„căci: numai ătunci raportul 

IN 
m
e
r
e
 
m
e
m
 ae

 
n
a
m
 

„de: considerat. 10. Dacă” a>e (Fig. 
„*. 22), în cazul când-A este ascuţit, 

când unghiul A este obstus, cores- 
-punde triunghiul C'AB. Aşa dar, 
„dacă a>c, elementele | triunghiului ă 

"sin A 7 sin 

Vagtul C fiind dat cu relaţia 

_csinĂ 
„sin C= =, 

trebue observat de da început că problema este posibilă numai 
dacă .. E e | Sa Sa 

o cae - a 

  inA "este mai mic decât i şi. i astfel 

valoarea lui C. există; , în caz contrar,- csinA: > a, atunci 
SnA sinC>1, ceea ce este absurd.. Aceasta însemnează 
  

că, pentru ca problema” să fie posibilă trebue ca a>esină, a> BD. 
Avem deci mai: multe - cazuri 

avem: soluţia ABC”, iar în cazul . 

  

  

Fig: 22. 'se determină numai întrun fel (uni- 
voc), N RE 

2%, Dacă a=c, sau.a = csină, rezolvarea triunghiului oarecare se reduce la rezolvarea: “triunghiului isoscel sau drept: unghie... _ . 
8, Dacă ae ŞI - a <esină, ar urna + a <e şi cum-- 

  

a 
e, a ar trebui ca înc <a mia Sic >, ceea ce 

nu se poate. Această se poate vedea şi geometric, căci dacă a<c, a esinA, atunci: (Fig. -22). BC: < BD, şi deci cercui descris - din . ca centru cu raza BC'= a nu tae pe.AD. 
9 Dacă a<e, dar a >> csinA (Fig. 21), rezolvarea tiun- | ghiului oarecare -nu e univocă, de. oarece unghiul C. -poate fi - „ascuţit sau obtus, corespund - deci. “două soluţii pentru C, „deci - două triunghiuri, ABC" sau ABC”, ” 

„Odată aflat unghiul C, unghiul £ B este dat de 
SI | a B = 180 — (A+O),.. iar p cu formula . . a 

2 'asinB. 
sin Ai - 

 



1%. 

-- Exemple. da a = 53,6, c= 35,2, A= = 71 15'.;De oarece 4>c, problema. are o soluţie. Avem MR = 

    

| o în sinC-= „BizA, ş nC= _ 35,2 sn E. 5, | 

i logsinC = = log 35,2 + logsin 710 15' — log 53,6 
- logsinC — 1,54654 +1 „97632 —1 „72916, | 

logsinC =1 „54654 + 1, „97632 + 2 2,27084 = =— 1,79370. 
"De unde, C = 38027 10”, iar B=70017 50”, 

„ Latura b „este dată de-. .. 
Bă . pa SinB 
i] „sin 

  

de unde - | 
o 1685 = = loga + logsinB — loesinA, 

logb = == 1,72916 + 1, 97380 — 1, 97632, 
logd =1 ,72916 +1, „91380 +0, 02568 = =1, „72604, : N = 53, 287. -- 

-.9) a = 105 m, c==110, A 
CSI nA 

= 580, Avem formulele 

sinC = = 

  

-, B= =—1800-- AC), p= asinB, 

    

sin A” “De oarece a < c, probiera poate să aibă două „Soluţii, Pentru ! c aplicăm formula, , 
N 

„esinA 'sinC= == , 
_şi: aplicând logaritinii, « avem | Sa 

„ logsinC = loge + Iossină — loga, | | logsinC == 2 „04139 + 1,92842:— 2,02119, NI * logsinC = = 2 2,04139 + 1 „92812 +3 197881 = =] 94802, de unde 
ca = 6204078, = umios 26, Deci . - .. 

Br. = 590197 20", B'= „oao'5r, | 
„Latura « b. este dată cu. formula aaa 

= asinB, 
NE “sin “sinA” | de unde a 

log = = loga 3 logsinB — logsină, - Avem pentru cazul B' = 591926", 
log/ = loga + log gsin B' —lossin A,



: | | B—C | B-+-C 

79 

tei = =2 „02119 +1, „93454— 1, „92842. | 
 logb' = =2 „02119 + 1,93454 +0, „07158=2 „02931, 

ia b' == 1064,9 m, " . 
Pentru cazul B"=— 4040'34%, avem. 

logb“= loga: + logsin B“ — logsin A, 
| log 2,02119 + 2,91118— i, „92842, . 

logă'= 2,02119 + 2,91118 -+0,07158 =1 „00395, Ă 01009 m, 
54. Cazul III. Să se 'rezolve -un triunghi când se cunosc -- două laturi şi unghiul cuprins între ele. Fie că se dau laturile d, c şi unghiul A. „Ne servim de formula 

E: B=C je otgă, Ei 2 ace cz 

      

cu care aflăm diferenţa . De oarece cunoaştem == 
300-— De DR .- “ A, „cunoaştem Ai PS, şi deci adunând - şi scăzând 

- aflăm direct pe B şi C... | Ma 
Pentru calculul lui a, ne servim de formula | 

. ” | SINA | 
Da E “ sinB 

„Exemplu b= = 1109, 7%, = 1489, 62, A= dep 50”. 

  

Avem c-F 0 200931, 6 = 370,8, ZA = o303r66 _ 
A. „tg g LC —B=Spicotsg 

Deci 

log ge: (c-B)= = ogte-b -Hlogcotg a logtei), 

lostez(C—B)= 2, 57968 + 0, „360003 „41487, 

“log iga(C-B)= 2,57068--0,56000 1:î.58519 — taie, 
De unde: î E 

” : C. B_ 0 Ș , ) ” Pg 1880/4, 
- Dar ştim că
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2+€ = = 660255 - 

“Deci adunând Și scăzând, avem 

25 = = B= = artar", C= sar09' 39”. 

Pentru acuta lui a, avem 

= 9SÎnA, 

sin sin B? 

loga = logb -Filog sin A—log5 sin .B, 
loga = 3,04522 +1 „86528 — i, „87045, 
loga — =3 „04522 + 1,86528 + 0, 12955 = 3 „04005, 

- a = 1096, 6, 
55, Cazul IV. Să se calculeze unghiurile A, B, c, când se cunosc laturile a, d, c ale rtuughiului ABC. 
„Pentru aceasta ne servim de formulele (XXII). (No. 51). 

_ EBE- 
153 20 Zp 

Exemplu. a= 543,9, d = 597,6,. = 625,9. Trebue de la “început. observat că laturile a, b,.c trebue să verifice relaţia a<i+e, adică. o latură să fie mai mică decât suma celor- _ lalte două, căci altfel. triunghiul ABC nu există. * În cazul de Ă faţă condiţia fiind îndeplinită, vom calcula elementele . 

2p=akita p>e te ard tie ses, 
= a = 330, pb = 286,1, Pi 878, 

Avem - - 

- de unde 

logp = 2,94630, Ioz(p—0) =2,53199, | log (4-1) =2,45652, los(p- = 241128, - 
" Aplicând logaritmii la ambii membrii ai formulei ocxar) (No. 51), care ne dă pe A, avem : 

log că = lost? =D-Ho(p9=1o log E P=togtp- caza) 

DI A-9 245652 -- 941198 2 94630-— —258192 og tg>= 
2



  

* “de unde DN 

A_ 2, 45652 + 2 „4112843, 05970 +3, 40878, 
  lg 3 a 

apă oii î.30028, creea 

eh = ou, _ 

| gi 26021'471, A = aa | 
„De asemenea, a | 

logtg = Iogt4 =0-kioatp-9- tego ingp- 2 

. B. _2 „41128 + 2,53192—2 94630- 2 15652 Sa loste 3 - 3 a 

iza + aore 3 i810-+35 54348, . „ logtg = 
9 

8 _1.53968 —2 +1, 1800570 70984, 

| cote, B = 00574 cer 
În fine. E -. 

“ loetsg | ereu legii Derbi =, 

. - ] C aj -C 0Qr zar i j 0 7 Sa . ca tanto = 33 9 nr, . cz 66 -18 34”, | 

ci „ EXERCIŢII 
1. Sa se rezolve un triunghi când : se dau A =bmg27, B = 134250” v= 23432, 46 me 

R. c= = 48"45'9*; = cane, e= aiine a 33 220903 3 m, 'c==22683 5 m. 
2 Sa se rezolve un triunghi când se dau a=65, 792, 308,055, iai A = 26097487. 
R. a<ă, două solutii ; B' = 46%0'8", += 10087: 3; Br Lea ” CT => 120819; c' = 131,563 m, c=—40,165m. . 
3, Să se rezolve un triunghi când se dau 5=61 „686, 251,956, A= = 24020756”, : . 
R. B= 9920117, C= = 56412147”, a= 5, 874. 

N, dbrameseu, Lecţiuni de Trigonometrie. Ediţia III, 000 « ez, - , 6.



| „4. Să se rezolve un- triunghiu cand se dau” a 4564, 6 = 5185, 
c = 592,3, 
- R. A = 4705714, B 2570817340, Cs 7403112, 

5, Să se rezolve un triunghi când se, dau perimetrul triunghiului 25=9m şi unghiurile: A => 6702248, B == 1805528", 
R. Avem 

  

esinA- i esinB 
„- CF, Pb „7 sinC? sinC 

şi inlocuind în a+b-ke=a2 Z, avem 

a csinA . csinB 
sinC sic” + c=2p, 

şi aducand la acelaş: numitor, - 
i sinA-k sinB-t șinc), =2p 

. ” Pi sin 7 be 
de -unde e “ 

” a Poti . afsinC .. 
sinA-ț-sinB-sinC” 

Stima că (No. 48; D. sinC= 2sin-Scos€, * 

- siana dee Ac Bene. | 

Inlocuind şi reducând, avem 

  

p sin E. SE 
- . . C= 2 zor d8, - A B-'2) E aa i - - cos g-cosz _ 

" În mod analog obţinem - 

mpi = pd E cos-zcos= Dai cosf-cos 3 

* În cazul problemei date, . se aplică” logaritmii expresiilor ce dă pe abc şiavem 
- > C==98000%404, 30,7, 21,3, ea, N 6. Se dă citim, d-a=2m, „B— A = 4015; să. se afle celela!te “elemente. - . a 

RR, Pornim de la relaţiile sinusurilor 

a v __"c . | 
sinA  sinB “sinC! -.:.. 
  

de unde avem 

  
  

i b-=a. ce - s-a — E  sinB=sinA sine” B p . zinc 3 A cos FR gag | 

  

Bra ac: _B--A 
S-a 

„dar : = 90— 2 cos —3— an -simaieană rămane



        

- sin BA * - — a W FR i me 
În mod analog se obţine 

o ai “cos A=B 

sin =. 

Pentru calcului lui C se aplică - logaritmii formului (1) şi avem 

  

log 'cos Şoc iogsind S togtie) 

Se calculează apoi A--B şi în fine A şi. B, Suma (a-kb) se calcu- lează cu (2).- - 
. În cazul problemei date, se găseşte A = 58079", B=67 229, - C==69%80'49"; b=15 m, a=13m, - = 

| 7. Se cunose unghiul C = 5902984", latura c=14 m şi diferența : a " două laturi a— d=2m. Sa se rezolve triunghiul, 

R. Avera 2 _pa2 dt, po a= zare, 

  

“sim = (Esta), at== ta 
- , sin — N s 3 _ 

Cunoscând ab şi ab se pot calcula a şi 5, Unghiurile le aflăm cu teorema sinusurilor. 
. În' cazul nostru, avem a=13, 2=15, A = 530748, "B-== 6'7099'48%, i 8. Sa se calculeze: laturile şi unghiurile unui triunghi ABC căruia - - se cunosc înălțimile ha = 12, 92, np=U, 2, A = 12 (1). - 

R. Fie AH,, BH,, CH,, înălțimile - n A 
triunghiului ABC (Fig. 23). Trinnghiurile | 
dreptunghice BH,C, AH,C, sunt asemenea | 
fiindca au unghiul C comun. Urmează ase- 
mănarea lăturilor, adică 

BC AC, a d 
BO OAB fe 

a 

  

sau : ha =bhy. - 

În mod „analog, gisim [ - 

  

  

ă GPaSchg. 
Înlocuind 1 în formula | 

eg _ [EU JE (a- RE, i „9 DN Pa) Vara) 
: . i . alia aha Pi pe. _ E o! = . 

(*) Incepând cu -acesta, xeemplele următoare nu fac. parte din program.  -. 
- ” - - 

Ge



  

  

  

  

  

. avem ” . ! - 
Ip E - ha , ala aha alia A [a — Se + Sie) (ap e — ) 

- tg >= 7 7 aj, ha? 2 aha j ha) (_._ aha ala 
. (opere) (ate pat) 
  : A _ | As fe — ha he -k ha hb ) (hu he —- he ha — ha hb ) po 52 Nae pe E he ha Fra hey (Eta he -F he ha E la ho > 

care ne dă unghiul A. Se obţin formule analvage pentru B și C. 
În cazul nostru, A =— 630748", B= 6702248", C= 5902924"; a=13, =15, =, | | a 
9. SA dă 6==19 1, C=— 252 şi mediana AA'= sita (dreapta care "uneşte vârful cu mijlocul laturii opuse) egală cu .185 ap. Sa :se afle latura „a şi unghiurile (Fig. 24). - a “ 

  R. Avem ci = BÂ? AA? — 2 BA. AA' cos BB'A, 
| A WHO ARE-2A'C.AA' cos CAA, 

, at + ni — a, ma cos B AA, 

2 : - 
= + mn2— a. ma cos AA'C. 

Dar AA'C = 1800 — AA'B; deci 
cos BA'A = —cos AA'C, 

şi adunând, avem - 

praz “ia, a +e z+ Ia . | 

  

_Fig. 24, 

de unde | | . . 2 a2= 2 (bn + a) — 4 ma a= | 2 (6 e) — 42: 
__*  Unghiurile le calculam apoi 'din triunghiurile ABA”, ACA?, în care "Se cunosc toate. Jaturile, cu formula - | N i 

Ra 
gî= ez ded. i a | Vp. În cazul: nostru, a= 261,75, unghiurile sunt A = 69% 677 38 B = 450 19 18", C == 649 4345, A | „10. Să se afle elementele necunoscute ale unui triunghi, în care se __cunose laturile a= 52, b6=4], iar unghiul C 'cupriris intre ele este jumă- tatea unghiului B opus la cea mai mică latură; a 2 „Ra fiind unghiul C., avem B=2a, A= 1800—3a,: Scrim că latu: „rile sunt proporţionale cu sinusurile şi: avem 

& _sin B, d sin2a' 4. 23 sinacosa, a sin A a sin(180—3a«) ZI „sin 8a d — 2 sinacosa b __ . 2cosa d 2 cosa a, sina —4sinta 232 sina” dz cos'a—l ecuaţie care dă cosa = 0,84798, a = 320659”, , 

ga Baza BC == 1120 "m, iar B == 16096148", € => 45atra0r: Cu cât trebue prelungită baza BC astf«l ca noul. triunghi AI ] (AB ="AD). > “ | ! triunghi ABD să fie isoscel 
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R. Din triunghiul -CAD, în care unghiul  CDA =— 1802648", avem 
CD AC _- cp = _ AC sin(48031"20" —16026'48") 

sinCAD — sincDa: “= "sin1036487 
Din triunghiul ACB, avem .  - au 

AC BC _„ 40 _____1120 sin 18%26'48 
SinCBA “'sinBAC sin(1802648'F-45%31'20”) 

- = IN20sin 27409 

12, Fie AX BAC = = 104015” unghiul unui triunghi ABC. Să consi- 
derăm două drepte ce trec prin vârful A, care impart unghiul A în trei 
părți egale şi cari tae latura BC în punctele D şi E. Știind că AD=9 m.: 
iar AE=7 m, să se calculeze elementele triunghiului ABC. - 

R. În triunghiul ADE se cunosc lâturile- AD, AE şi unghiul 
. DAE = 34145, De aci se calculează cu formula tangentelor “unghiurile 

“ dela baza DE. Se cunosc deci şi unghiurile AEC, ADB, iar din triunghiu- 
rile AEC, ADB se .calculează ac, unghiul C, AB, unghiul B. Latura 
BC = 2, 264. | 

Se a CALCULUL ARIILOR, - 
56. Aria unui triunghiu ABC: (Fie. 25) este egală cu ju: | 

mătatea produsului bazei AB prin înălţimea CD, 

S = aria ABC = AB CD, | | e 

Expresiunea trigonometrică a: arii ! 
triunghiului are diferite forme după ele. ! 
mentele date care definesc triunghiul: ! 

10, Se cunosc două laturi 7 şi anghiul ! 
cuprins între ele.. Din triunghiul. drept. A- e D 
„unghie: ADC (Fig. 25), avem „n Fig. 2, 

CD.= aria AC sin A = sin A. 
Înlocuind în expresia arii, avem 

   
cb A S= aia ABC = AB:CD — - 

În nod analog, găsim pentru aria triunghiului 

  

Za 
| Exemplu. b = 74,8 m, c= 37,5 m, A= 6035/1307, Avera 

-. bc sin: A — 74, 8.37,5sin G3035/307 „aria S = 5 — i, = 

Sa (XXXV) aria ape = absnC be sin A _ casin C. 

  

| Aplicând logaritmii, avem - „- - 
log 5S= log 74,8 + log 37 5 + logsin 6385 '30” — log 2
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| 

” log S= 1,87390 ++ 1,57403 + 195214 — 0,30103, „log S = 1,87390 -+ 1,57403 + 1,95214 + 169897, a „log S = 3,09904, - aa aria S = 1256,14 ma, 
2%. Se cunosc o latură şi 

se dă latura a și unghiurile B 
- ghiului e | | 

donă zighiuri alăturate. Fie că şi C. Am văzut vă aria triun- 

  

. s _absin C. 

Să înlocuim pe 4 în: funcţiune de el B, C. Avem, după teorema: sinusurilor, 
DE a db. 

„SINA  sinB” 

ementele cunoscute a, 

  

de unde | . 
= asinB 

 sină? 
Inlocuind, expresia arii devine i 7 

« 

S asinC asinB R — 3 7 9 2  sinA 

  

"Sau „ | e 
| ip - _- a*sinBsinC _ a*sinBsinC - (XXV S o 2sinA. *? E ” 2sin[180%2(B + 0) 

In mod analog; obținem 

Ss 2biSinAsinC --<_ cssinAsinB - De S= 2sinB .* s= 2sinC ÎN Exemplu. a = 439,258 m, B = 72%50'39, C— 64005q4gr, Avem e Da a 
s=- esmsinC, A = 180%—(B + C) = 4204333, 

- Aplicând logaritmii, avem - | log S= 2loga + logsinB + logsin C-—logsinA—log2, 2 log S = 2. 2,6437 -- 1,98024 +-.1,95521—1,83155-—0,30103, | log S==5,28544 + 1,98024-+ 1,95524 -+-0,16845 +- 1,69897, | „log S == 5,08834, S== 12255714 m. Na 30, Se cunosc laturile ă, d, c. Ştim că aria este Ru gs aesin 

= 

 



A 
2 , cos? în 

> 

Înlocuind pe 'sinA = = 2sin i gco: | sa, iar: pe sin 

” funcţiune de laturi (formulele XXXIII, No. 51): 

Ă (p—b)(p—0) : A, cină Uau aia) 
acte A ES Xp) ea | 

  

avem: 

“s- N a) A, 

aa -s. lt sipa6- 6-6) 
„vi o Ş Să 

| S = apa OP 
“care dă; aria. triunghiului în - Pt de laturi. 

Exemplu. a= 543,9 m, b= 597, 6m,c= 635, 9 m. Aplicând 
logaritmii- la expresia arii, acem =: - 

„1eg5=— „legp E logţp—a) + logp— =0-Hoip=0, 

oz. atom p—a22 3398; = pasa, poczaarp | 
og 2 91630 +2, 53122 +2 AB -+ 2 i128 3,17206, a 2 ] 

- S— 14824 mi. 
57,. Observare. (1) Formulele arii le putem folosi la rezolvarea tri- 

“unghiului dacă aria este unul din elementele cunoscute, De ex, cunos-. 
când aria S a triunghiului, suma laturilor a+d= 7 Şi latura 'c; elemen- 
tele necunoscute le aflăm în modul următor. * - 

  

- Avem”. : - - 
-: DRE _2S = absinC,: 

Re i. - cose S —PlP= a, | 
- E _ de. , Ă 

Înlocuind ; pe ad. cu egalul său de mai sus, : . o. 
() | | - _ _ a . .- - . _ 23 - ” 

IN -- Ut 
avem. : 

_ He) 2 _40- “osing, pi 
2 (=) ENE i 
(E aa : 

” „cos: € 

ui) Nu: face paite din program.
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“Înlocuim pe” cc 
sinC = 2sin 3cos-s - 

şi obţinem i Ă 
o | c- “sp desinŞeosC, 

a E 2 - IE im ai 

Cimplificană cu cos g avem . 

a o A dsin$ | i . „a 3 , - | 7 

  

sau împărțind cu sin $, 
o. N e cote -€ —oza, 

„După ce am calculat pe C, inlocui in (1) şi avem ecuaţia 

2s ab =, 
„sinC” 

care Imipreună « cu ecuaţia dată prin enunţ, 

akm, 
o, ne dau valorile lui a şi 4. Al doilea unghi al triunghiului n aflăm apli- " când teorema sinusurilor; 

Exemplu. S = 182,996 m, 14545 m, c=18 m. Pentru a aa Ă unghiul C, înlocuim - “în formula (2) şi avem 
i e C —PiP-0__31 15.13,5 _ cotg > - 5 103,906 

„ Aplicând, „logaritmii, găsim . ÎN o a Da ai 

5 

s 
. logcotg e loga, ogtap —l0g182996, 

logcotg € —1, „49831 1, 13033— —2 26244, 

Iogeotg-ş = =! „49831 + i ;13033 + 3, 70706. =0 30020, 

i a Come - i 
Inlocuind în (1) avem _-. - A - a 

E ji 25 ___2.182,996 
Da a sinc sinâ6'a4'2"; i 

“de unde: 

log (36) = = log 365, 992— —logsin 460349”, 
log (a6) = 2,56347 —1 1,86105 = =2 „56347 + 0 13895, 

- log 'a6)=8, 10242, ab = 503,999, - 
Cunoscând suma ah = 45 şi produsul, ab, putena forma „ecuaţia | _"de gradul al doilea care dă pe a și $, ÎN ÎN .  



ap 
pe deco, 9990, 

de unde se “găsesc rădăcinile Da 
” “ azi m, x" 252 m. 

Sa EXERCIŢII. 
1. Sa se ducă o „paralelă MN la baza AB a triunghiului ABC, astfel 

ca aria trapezului AMNB sa fie egală cu d din-: aria triunghiului MCN.. 
. Aplicaţie pentru: AB 534 i; m; AXBAC ==50:25'28"; XABC= 62010/50”, i | R.. M fiind pe AC şi N pe CB, poziţia paralelei MN. este determi- . , nată „de lungimea CM=, Avem - . | 

aria AND = 3 aria MEN, 2 aria MEN = aria ABC, 

| ie: ! ! Mă 
"Dar. o - - 

aria a ABC LAC. CB sin ACB, aria MEN = =z 1 Mc. NCsin MCN; deci 

  

aria ABC_ AC. AC.CB =(iș) (e) 
aria MUN — ME NC NC |MC/ INC 

Triunghiurile CMN şi CAB fiind asemenea, atunci | - 
ÎN C AC__BC Da „ MEORG | | şi avem IE _ i | e aria ABC _ ACI (AC AC „- Nes - e aria MCN (46) (= (AS, . , 

„adică raportul ariilor a două triunghiuri: asemenea -este egal 'cu pătratul - raportului. a două laturi. omoloage. " 
Relaţia de, mai sus devine aa 

ACP 5, a2 =7. 
- (iz 35 

„ Aplicând teorema sinusurilor, avem 

po. 

Si | Lc, că "sinB sinc 
şi deci | Da 

- Ă , NR 3 3 e'sin2B | e pop sin” E _ 
[3. sinB sinB E 

ERE r=Vg sinc- 
C= '180%—(A + B)= G5t5345”, 

1ogit = log 9887 legă 3 — log 

Avem, 

+ logsinB — logsinC, | 

log =1 „127544 V4TTI2 069697 | -FI,91804 —I, „96369, 
„logr=1 cois! x = 39 „954 m.



2. În triunghiul. ABC se dă: unghiul C = 692107 12" şi AC=17 „285m, 
“BC =89, 214 m, Sa se determine pe lntura AC punctul M, astfel ca, dacă 

1 -P este proecția 'sa pe dreapta AB, să avem aria AMP =—g aria ABC. 

R. AN= 7, Avem a AP. sinA = ai sinC, 2a sină cosA = absinC 

ad sinC 

2sinAcosA 

Ie ta 6-a 

  « Totul revine sa calculăm pe A. Se aplică formula 

2 cot C ia 53: 

„Se găseşte 18-A) = aoraoraor şi cum știm = IB+a= 552454 
” avem A == 29"48'21”. Pentru x, se aplică logaritinii, 

"2 log = loga -- log + log sinC — log 2— log sinA -— — log cosA, 
Se loga = 215158; x= 41 „6 m. Ă | 

3. Să se calculeze laturile unui triunghi a cărui suprafață este 74281 mt, şi ale cărui unghiuri sunt respectiv 9301938; 1035 24"; 38468”, 
R, Formula suprafeţei este ” 

i spa sinB sinC, 
DI - 2 a „sină 
de unde 
o sinB sinC; 

2Ssna ! 

la fel cu b, a, Se aplică logaritmii şi. se găseşte 

„a=567,37 m, b=419,85; e == 354,63 m. , 
4, Se da un unghi A = 44020712", : 'Prin punctul B luat pe: una din Ă laturile unghiului A la distanța AB = 107 m; să se ducă o dreaptă AB, astfel ca aria triunghiului! ABC Să fie de 6527 mi. Se cere lungimea drep- ter AC şi valoarea unghiului - ABC. 

- : 
R. Chestiunea revine să. se calcul: :ze B şi b tnt un: triunghi, când 

care dă. pe b= 174 „567 m. Unghiul B' 

qQ= 

S 

  

se cunosc A,c, S. Avem b= 
csinĂ îl aflăm cu formula 

  tg 3 5-02 

şi găsim B — 9601979292. E 
6. Aria unui triunghi ABC este S = 21931 m?, iar unghiurile A= 4625, B == 78010”, Sa-se afle cu cât trebue prelângită latura AB pentruca triunghiul obținut să fie isoscel,  - - 

R. AB fiind latura ce trebue prelungită pana in D, avem 

C sin(78%46/— 16020) _ sin 32015 235 sin 46%357 „i: _ Sin 40%237 „sin 46%28 sin 76040” sin 125%”. BD==148,959, . . 
  

BD= 
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| RAZELE CERCULUI INSCRIS. ȘI ALE CERCURILOR EX- „INSCRISE LA UN TRIUNGHI. RAZA CERCULUI, 
CIRCUMSCRIS. 

58. Raza cercului înscris. Să înscriem în triunghiul ABC - un cerc şi fie C", A”, B' punctele sale; de contact (Fig. 26) cu, laturile AB, BC,. CA. Centrul său a I este' la intersecţia bisectoarelor 
„unghiurilor “triunghiului ABC şi - 
este egal depărtat de. laturile _tri- : 
unghiului, astfel că raza r a cer- 
cului' înscris este egală” cu IA" = 

„IB'=I1C, e 
Înainte de a afla răza cercului. 

înscris, să calculăm segmentele 
AB = AC' =, CB= BA' =y, e , | A'C= CB a, o | , Fig. 26. . 

„ce determină “punctele de contact al cercului înscris pe laturile. . triunghiului ABC: Avem - Ie 
AC+CB=c BA'+AC=a, CBHB'A=, 

  

sau 
- 

LXE+I=e raza, zka=d. 
Adunându. le, obţinem ! a 

2 ră 2 + 22 =a + be = 25, sau | | shyha=p 
Însă. Ac: + Cc B=6, x +y =c; deci din.- relaţia prece- " dentă, înlocuind pe +-+-y cu c, avem | Sa 

_ | cka=p, spc: 

A'C= CB'=p—e,. 
În mod: analog, obţinem - 

AC' = AB' =p=a, CB= BA' =p —b, 
Să observăm acum. că dreptele AL, BI, CI ind bisectoare, | 

| nghiurile IAB' = AC=3 A, IBC' = IBA? = 3 B, ICA' = 

Sau, 

| CB = ac. i | 
Expresiunea razei cercului. înscris are diferite forme după 

datele care definesc triunghiul ABC. . i
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„-L. Se crinosc o latură. şi două unghiuri. Dacă se dau q, 
B, C, din triunghiurile IBA”, ICA' (Fig. 26), avem 

AB=r cotg E, A' C=rcotg= C, 

  

      

- Ie 2. | >9- 

„Adunându-le, obţinem o 
o | c | AB-+ A'C=r cotg Br cog 3 

a=r [coteB + coteQ) 
“de unde e | „- = a 

C 
cotg'3-+ cotg -— 5 

Transformând numitorul, „avem 

BC o _ _ a sin gsin- 

! B B+C Cos = cos3 sin E 2 2 2 
B + „C sin 3 sin 

Dar 
N B+C_ o_A 
i ZI 

„Deci 

| a sin E sin i () pa 
cos 

2 
În mod analog se obţin relaţiile “ 

sin Csind EI c sin Sin ” r= —— 

    

BR 
a 2. 

- Exeo pte. 1) Se dau B = 580 19, C=—47 13%, a — 38 dm, Pentru aflarea lui y se aplică formula ( 
se găseşte 7r= 9,35 dm. 

2) Se dau B =—.58019', c= 470137, r == 14,8 dr. Pentru a afla laturile a, Ş, c, ale triunghiului, se aplică formulele (1)' “şi se găsesc a = 60,38 dm, = 53 ;34 dm, c= 46 dm. 
Il. Se cunosc Perimetr ud, o p latură 

1), . luând: logaritmii şi 

cos = | 

Şi unehiul opus acestei 

t
a
 

m
e
 

ei 
a
i
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laturi. De ex., 25, d, A. Din triunghiul dreptunghic AIC”, avem. 

| IC =AC4g?, 
” . E . A 

ros 
În mod analog, se obţin - 

- . B , Ă _ _ C: 

i r = (p— big r=(p — dia: 
Exemplu. 2p = 44 m, A = 870 16", a = 18 m.“ Aplicând for- 

mula (2), avem r= 3,813. 
- III. Se cunosc. laturile a, d, e. Sa scriem că aria triunghiului 

ABC (Fig. 26). este egală cu suma ariilor triunghiurilor AIB,. . 
-- BIC, CIA. Avem . , | | br: E 

s=7 a = = zar ta- 225, 
Go Ss =pr, - 

_de unde - 

as 2/07) 
o ii 2 , N p* 

4 je-dv-upi 
Exemplu. a= = 15'm, b= o, m, c=8m. Aplicând logaritmii 

la formula (1), se găseşte r = 2,231. i . „„.*'59. Razele cercurilor exînscrise, Să ducem bisectoarele | „. exterioare ale unghiurilor B şi-C din triunghiul ABC. ia fiind 
“punctul lor de intersecţie (Fig. 27), să du-: 
cem perpendicularele Ia A", la B', la C' pe 
laturile BC, CA, AB. Ia fi ind pe bisectoa- 
rea unghiului B, .avem la B'=1, A'; de 

“asemenea, fiind pe bisectoarea unghiti- 
lui C, urmează Ia B' = Ia A“. Deci La B' = | 
la C', relaţie care probează că punctul Ia! 

  

| „alte cuvinte, bisectoarea interioară a un- 
Fig aa, ghiului A şi bisectoarele exterioare ale ce- îi 

Î ” lorlalte două unghiuri B şi C se tae în ace- 
laş punct; la, exterior triunghiului şi egal depărtat de laturile 

este egal. depărtat. de laturile unghiului A, - - | 
sau că este pe bisectoarea unghiului A, cu | - 

| triunghiului ABC. Acest punct Ia este centrul unui cerc tangent . .: 

7
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la laturile triunghiului ABC în punctele A, B', C”, de aceea se zice cerc ezinscris în: triunghiul ABC. Raza Sa este 7u= le A' = B'= la C' | . În mod analog se obţin încă două cercuri exinscrise co. "respunzătoare vârfurilor B şi C. > - Putem şi aci să calculăm segmentele BA'= = BC'=a, CA” „= CB'=y, AB'=— AC'= 2, pe care le determină pe laturile triunghiului ABC punctele de contact A, B'",C' ale cercului ex. - înccris. Avem 

_ ay a = a, sp, s-a =e, 
Adunând, obţinem | 

Pam atbto s=ac= = AB = = pi 
Deci 

. == pp d = z—c=p=e, 
-. Se pot găsi diferite: expresii pentru raza Ta cercului ex înscris corespunzător cârfului A. 

10, "Din Wriunghiul Ia AB, avem 

- i la B'= = AB ză, ra==p gâ. 
În: mod analog, s Săsesc . 

| ” As E, rep tg < 3" 

0, Să observam (Fig... 22 că aria triunghiului ABC “este data a | 
|  ABC= = BA, CA- Ia BC 
De unde N 

Du S= papei ICA BIB, 

-3 Tg Pogemrato= Ba, “Sara p-a 
De „aci se Poate deduce Ta 

m 
—V24= —a) (6=0) 4 (6—_ VE d) (= 6, pa B—



Ă . În mod analog, se găsesc | | | 
. - ase i m _ Ss. Si DR - 

i (6). | | E = A re Zi 7 îi _ | | 

60. Raza cercului circuinscris.. Să însemnăm cu R. raza 
„cercului cu centrul O- circumscris . triunghiului ABC (Fig. 28). 

Unghiul BOC fiind. la centru, este. îndoitul unghiului. A înscris 
în cerc, căruia îi corespunde .ca măsură jumătatea arcului BC. - 
Însemnând cu - D. piciorul perpendicularei: din O pe coarda BC,.: 

„ Ştim că -BD= =DC—$ jar unghiul! DOC= 2BOc = =A. 9»: 

Ă - Din triunghiul dfepumghic ODC, avem 

DC= -OCsinDOC,. E Rsina, 

    

deci a - 

- BN i Ă | “a - 

GU E SnA =2R, 

| relaţie, care dă. valoarea razei cercului ci cir: - 
“cumscris. -: —. 

„În mod analog se obţin 

Fig. 2. - 

—39 = 
a sinB 2R, sin 2R, 

şi deci a | 
„- - a: d c E -5R 

7 i sină ” sinB - sinC : 
Expresiunea razei cercului circumscris are diferite forme 

după datele problemei. E 
19, Se cunosc o. latură a şi: us etizul opus A. Raza e dată - 

de 1elaţia a (0) | 
a. 

= mă | | 

Cand a=12m, A =68010”, "se aplică, logaritmii şi avem 
R==6,724m. | 

20, Se. Cunosc laturile a=18, = 15, c=14.. Pentru a găsi 

  

A expresia razei, înlocuim în (7) pe: sin: cu: 2sin zcosg şi avem 

a-. în - : a R = a 

AA 4 (2-0 (£—c) Pi ar sing cos 3 E, | 4— 
  

bc: 

7



9%. DE a 

A __“abe i (8) R= TR | e pe 2) m Di, sau i i | i Rae. SS _ 
ME Cu formula (8) se calculează raza: R când “se cunosc. la: | tarile triunghiului. În cazul a= 'Lă d = 15, c=14, se găseşte R=8195,. 

61.. Reiaţiuni între. razele cercurilor. înscris, exînscrise “şi. circumscris (:). 1%. Din relaţiile (3). (5), (6): deducem Du 
o S: , Ss ss... S_.. 6 a PT Pa a „De unde a 

” i La l, LB 1 5-6 ÎL Pe -. 7 Ss” Ta Sr Ss) n S 
| Adirana ultimele trei. relaţii, obținem N E 

A be pd 2 = Batito aa Tr; + Ss rs os. 
"sau 

1 a 1 
Lrpaaf, 

şi înlocuind pe Z cu 'egalul său rezultă 

Ap LaLa 
. Ta o 7p e o 7 ! 

core este o relaţie între razele cercurilor. înscris şi exinscrise | „unui triunghi. 
20, Înmulțind relaţiile 0), "avem 

  

S+ . se o a rata re Eee 5 3 Ss 
sau... 

= T. Pa Yo re. 
„a, Adunând rela (9), avem * | Pi 
Borat rs Si 5 Ss, 

  

 poglf=0i=e Me9i-tlp- mod 9-00 ap tnp-, PP—0p=bhp=  Desvoltând; ordonând. după puterile lui 4 şi : reducând,      (:) Nu face parte din Program. 

   



i pepe petale oale 

"Aria este s= 

= “avem. : | 
p- 32 Pia-hbrd-tate! 

AP -alp—0)5—0 

? 

deci i a 
| - 3 De ă _ ra + ri kre -- pe, 

“Dar” a Ea | > 
abc - | R= az» , deci -- DIR ia 

- “ra + ro -F re — =4R. 

“EXERCIŢII (). 
1. În: triunghiul ABC se „dau unghiurile B = 39037 24, C = 69017% „iar: înălțimea vârfului A „egală cu 14 „03 m. Sa. se afle laturile triunghiului - şi raza cercului înscris și a cercului circumscris. 
K. Se duce Inălțimea . AD= 14,03 m, - Din. triunghiurile dreptun- | - ghice ADC, ABD. se calculează AC=15 m, „AB=22 m. 

sin108%494- Be= —DD--DC=ADletgB- cop (iAD iii 7oin30 72” 

Be= 22, 241 m. 

2 ” + rapa: j BC. AD AD în 7103/36 | S=n, 12m2, 
- 2 sInG911 sină9037'24” 

Raza cercului Inscris [N, 58, (0] 

  

| asin E sin. sin A sin 3 sin= 3 Ă pr SAD, 126; RoC = a R=1 rom, 
cos g DR ma Eca? 

2. Cunoscând perimetrul 2p=24:m, unghiurile B=5836; C=450287, : 
„să se “ate raza cercului inscris, raza cercului circumscris, aria triunghiu- 

lui și laturile. 

R. 10. Pentru raza: cercului înscris, avem [No 58, 0] 
pi 

Bin __ asinz in 3 A - B_c - _ 
r= A 7 cos = asin sin 5, 

cosg . 

şi de unde, inmultind cu 2 sin g > avem - - - 

As co ABC AB Cc 2sin g” cos g =2asin 3 sing sin 3» rsinA=2asin 3 sin g sin E , 

şi analog, 

0) Nu face parte din program. 

N. Abramescu. — Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia LII, 5000 ex.
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ABC A. 'B 'rsinB=2dsin 3 sin 3 sin 3 z» rinC=eing sin 5 3 sin 5 3 

7 
Sa adunăm aceste relaţiuni şi "avem . | , 

| „(inA-FsinB-sinC)=4psin A 3 sin 2 sing . o 

Dar se ştie (No 48, 11) că A + B + = = 1800 şi | 

A. 'B -C _sinA-sinB-FsinC=4 Cos g- cos cos5: 

Tnlocuind În. relaţia precedentă, obţinem: 

|  apsină sin Ș- sin < . A B. - e. 

0) ABE Pet te s zis g . tcos:g cos = 3 cos . 

În cazul numeric dat, se găseşte. 7 = 2,295, 
% Pentru raza cercului circumscris, considerăm relaţiile 

A =2R, a=2R sina; =2R sin, e=2R sinc, sinA . 

Adunându- le, „avem 

akd-te= 2R (inA + sinB + sinC) . 
unde, înlocuind pe sinA + sinB + sinC,. obținem _ Ă 

_ atăte 2 
sin i sinb St sin. d . 

  

acosă co B Cos -—— 5-g cos-3 

  

  

  

  

  

e - OR 2 Ip e (11). cos A co Bal - NR | 03 cos geosg 

- În cazul numeric, se află. R=4,69 m. ? 
30, Împărţind relațiile (10) şi (u), rezultă 

o LsinĂ si sin C, IR sin A sin E. R Sin 3 sin g sin 3 r= sin 3 in sin ->: 

40, Laturile le obținem astfel. Avem _ 

ad E, a e a-kb-he 
| sinA “si nB  sinC. sin . Tina F sin Poe de unde . i | 

E i i A A: 
* 2psina _ 2p 2 sin 3 cus 3 _ 3, Sind F sinB-Fsinc 4 cos 3: cos E. cos E 

Sa - A ă RE | , : psină 

| NE: ca - CS geosg . 

Se găseşte pentru laturi, 8,57 m; 8,733 m; 6,69 m. 
50, Pentru aria S procedăm astfel, Ştia că 

s= azsinB sinC - 

sin A 

e: 

 



: unde înlocuind pe a cu formula (12), avem .. 

  
  

  

i = . A.B B Cc C.. sim a _ Psins £ cos - 
s _ Zsin 2. ' sinBsinC - Psin" 3 2sin ş 3 cos 2 sin 2 cosz 

" B - C  sinA - B Co... A A 1 — — = = = — 
cos Z cost 5 cos? 5 cost 3 2sing cos 

Ss= Piste sE tg C-- | RR 

În cazul nurmeric, S= 26,694 m, 
"8 Laturile unui triunghi find a = 145 m, b=25m, 0180 1 m, să se calculeze aria, raza cercului înscris şi a cercului circumseris. Da » Re 5= 1800 m3 r=11 2m; R= 5,52 m; A == 7804423, 

-. B= 9%31'39”; C = 960435 58... - : 
4. Perimetrul unui triunghi este de 406 m, o , latura de.195 m şi un-' ghiul opus acestei lituri. este 112%37'12*, Să se afle razele cercului înscris, circumscris, aria şi elementele necunoscute ale triunghiului. 

R. Din 3   a =zR afTăm R= 105, 62 m. Cu formula 

- o r=if—a îs aflăm r= 12 m. | ? sg a 
” Pentru arie procedăm astfel. Știm că | 

2 S= de sinA, costă = Plf- a). . 
“Inlocuind pe be în prima formula, avem - n. 

” A A 
—a 2 sin 3 cos3 2 s _ zei sina asia os 

cos? —.. „. * Cos2 — 2 . . 2 

  

Zif—a)sin 2 - 

SI = a)tg A Hp ads 

. 2 

În cazul numeric, s= 2436 m2. 
5. Să se afle elementele triunghiului, în care se cunosc B =— 68146, 

C = 510247 şi diferenta segmentelor, CD — DB = 56 m, în care înălţimea 
vârfului. A imparte latura BC. 

R. Cele două segmente sunt CD=5 cosC, DB=6 cosB, Însemnăm < cu 
d diferența segmentelor, CD-— DB=d, avem d=b cosC-— c cosB. Înlocuind 

ă 
r
o
l
 

db B—C pe c cu valoarea sa "din ZnB sine” : avem d=b SIC) LEI "De „unde a- 

* dsinB bsinC __ gsinC = RR = ; = = = 146,6 nam pe = as d ic apoi sinB -_ O sin(B = =C) . n 
| a d. dsinA > "Ari Pen! ru a, aplicăm ——— Sina = Sia » de unde a Dam 21 m. ria 

- - i Ie asin E sin pe siriA d: sin AsinBsinC __ 2" 5 = Sa DS — 11103,6 ma. Re E = s=- 3 S= Zinc) > 11103,6 m aza r > = casă 
ÎN i A i - , - . - . - 2. 

45,95 m. Raza R = ga = 9581 m.



OD 

"6, Să se arate că între razele cercurilor exinscrise, avem 

ra rb Fra ret rera= pi, 

R. Se observă că rar = AP - 0). 

 RELAȚIUNI INTRE ELEMENTELE UNUI TRIUNGEI() 

-62, În afară de relaţiunile stabilite între diferitele ele- 
- mente ale unui triunghi, se pot găsi nenumărate alte relaţiuni 

” între aceleaşi elemente.. Vom expune, ca o recapitulare a ma- 
terii studiate, câteva din cel. mai simple şi cunoscute din _re- 
laţiunile între elementele unui triunghi. 

„10, Să se arate că într'un îriunghi dreptuns 9hic ABC 
(A= =90»), avem 

i cos?B-+-cos:C =, cos?B —cos2C-= 1— —asinBcosC 
În adevăr, unghiurile B şi C fiind complimentare, avem 

cos2B- -+ cos2C—cos? B+ cost (90—B) — cos B +-sint B=1; 
“de asemenea, - i E 

5800810 = costs = 1-3 == 
'1—sinBsinB == 1—2sinBcosC. 

90, Să se arate „Că într'un triunghi dreptunghic avem 

= 

B _ a-tce Ni cotg ap 

În adevăr, avem. 

Sa pi  2coseB. c-l-a __acosB +ra_ 1-F-cosB . 2 B d asinB sim BB Cos Z Ri | | | 2sin-g cos. 

30. În orice triunghi dreptunShic avent 

C_: 9(a2— dc) 
led) (a+ă 

  

- B A26o5B a—c C a—d 

        

E > B „C a—c | a—b (a—a E=tg2 2 tg — c) inot b) (ao) a pi pa 
a _2(02—dc) : E-= 

(î) Nu face parte din Program. | Aud DI



40, În orice triunghi drebtunghic avem 

E , * C. Pi ” 
| | cos(2C—B) = (3a2— 42). | 

În adevăr, e 

cos (2C—B)= cos E —3c) = sin3C = sinC — 4sin2C). 

Dar sinC = S, deci | | 

costac- _p=€ “(845 9 ar=a, 

50, "Se dau catatele unui triung Shi dreptunghic, b== nea, 

B C, c=2mn. Să se calculez ez ts3 în Jineţie de ni şi n. Avem! 

  

Cc 
  

| tgB = ZcosB | Li -Js- Vaze -d 
ă 2 2 A 1 a+e (a-— CR. ate 

  

Ireosb 

Dar q2==> 02 + c2= (ar2— 22 j 4m?2= net deci a==nr2-ka 

Deci . 

(n —n) (nu + n m—u:, 

  

o 

  

te B____m—a 

92 m-au? Fim na mru, 

“În mod analog. i | 

C l—cosC__ | -a. labe: d | 
is 9= Vsc= N 2 ab Vezi? “ad 

i Ă . . a - 
i a pp 

DEI 2mu | po 

e$ 2 (n: Fe). Tm 

60, Să se ar ate- că un friunghi este dr “prunc, dacă î în- 
fre unghiurile sale avent: relațiile 

„2 | B C L sinC= cosA -F cosB, II. sin „ao ED-Esne, E 
_I.  cos(C— B)__ 

II. tsB sin A+ sin(C—B)- 

    

|. Pentru prima, avem



102. 

A = B cos, 

C_  A-B 
2 

2sin C cosC == 2sin-Zcos „SIN -z cosg acos 

    

„CC 
| 2sin cos 3= 2cos 

  

) 
“= 

de unde simplificând sin Cf 0, rămâne 

CAB. „Cosg = cos = 

    

"de unde c A 8 a | =, C= (AB) 
| E A+B)=d (AB) Deci, B—(ATB)=A-B, A=5.. 

sau FAB) AB, B=5.. 
- - Triunghiul este dreptunghic căci are, sau ungh'ul A, sau „unghiul B' de 900, Pi „IL. Din a doua deducem 

        

  

AS sing 

=—450, A = 90, 
IL: Din a treia, avem ae N „ sinB _ eos(C —B) e ui „a. €osB sinĂ Fsin(C=B) | . SinB sinA = cosB cos(G— B) —sinB sin(C — B), sinB'sinA-= cos(B + C— B), sinB sinA = cosC, SinB sinA == cos[z—(A + B)]sinB sinA = — cos(A + B), SinB sinA = — cosA cosB + sinA sinB, cosA cosB == 0, „de unde rezultă cosA = 0, sau A = 90%, sau B=900, 19, Să se arate că un triuughi ABC este îsoscel când ave a=—2 45 cosC. 

Ă . 

o
]
 

   



08 
| în adevăr, înlocuind. laturile a şi d prin. cantităţi propor- 

ţionale sin. ŞI sinB, “avem. Ai i] 

sinA=2 sînB cosC. 
o Dar A = 1800 — B+0). Deci. 

sintB 4 + C)=2 sinB cosC, 
de unde a 

- sinB cosC + sinC cosB==2 sinB cosC . 
| sin€ cosB — sinB cosC_— 0, sin(C=B)=0, C—B=0, C=B. 

90, Să se arate că într: un triunghi oarecare, avem 
_cos?ZA-țF cosB --cos?:C = 1 —2 cosA cosB cosC. 
"Avem 
E= cos?A -+ cos?B a costC —1-+2 cosA cosB cosC, 
E= cos?A -F cos?Bcos?C — cos:B cos?C + cos? B+ 

„n cos20C—14+2 cosA cosB cos C, 
- „E=(cosA + cosB cosCk — . costB cos2C + cosB —: 

cosC—1, - 
= (cos -- cosB cosC)e + cos?B (1 - cos? C)— 

- (1 — cos?C), .. 
= (cosA +- cosB cosC) — U: — cos?B) (L. — cos:C), - 
= (cosA + cosB cosC): — sin?B sin:C, -: pă 
= (cosA + cosB cosC + sinB sinC) (cosA - + cosB cosC 

— sinB sinC), 7 
= = [cosA + cos(B - O) [cosA + cost (B + C)), 

ua in Ce os 7 Ca 2 co sA-EBEC A ne 

„Dar A+ Bp6= —z, deci A-EB-+-E 906, cst-EBEC o 
E == 0, astfel că relaţia este stabinta. 

    

9%. Să se arate că într au friung Shi oarecare avem. 

a cotg. gt cote Phcoa$ cocâcue d as. 

Avem E | “ ci sn A-F - CO Sg 
Eocoz ş+ cotg 5 Ep coeg 2 “aim” ne Cc 

| i 22 "a. 
| | C.- Cc Na L osg. cos 

E „ sin A EC sin zsing 5



  

- cos C _ 2 2) E — AB e(sns sin 3 sing . 
sing sin3 sinz i | 

„Se înlocueşte sin S-prin cos za B , dezvoltând, făcând re. 

cerile, se găseşte E= câreâ cotg zi cotg> E. | 

100, Să se “arațe. că într, un triunghi oar ccare, avem. 
“a (b cos C—c cos B)= bc, 

înlocuira cos C şi cos B în funcțiunile de laturi, date de formulele. 
a b2 — c2 | îi 20 cos C, cos c=2 3 

2 _ mpa o 
2ac | N 

  

- Făcând înlocuirile 
- obţinem (62 —c2. i 

“110. În orice p- IuuShi, avem Ma a _ dcos Bf e cos Ca cos(B — QC. 
a | a... _d.. _E.. 
Ştim că sin A „Sin sin B “sin sin G! 

„în membrul întâi și apoi reducerile, 

  

De unde: 
| a sin B = „a sin a sin C. - 

: sin A “sin A” 
„pe care înlocuindu- le în primul membri, avem 

asin B cosB asin CcosC - a , o | 
E= SINA 1 sin A: = Zsa in 2B + sin2C) Pra 282 „2B-— —2C a sin (B-+- C) cos (B-C) | sin A 2 Na sin A | Eoacoe 0, DR | 

  

sin —— d 

  

120, În “orice ring Shi, avem -. 

  

Înlocuind pe igB şi se. avem 

Bio Co | 2-5 CI | 1—tsgts sa jeg ID >  



„105 

  

pp 
130, În orice Triunghi, avem, : - 

o asin(B— C++ bsin(C— AF cina — B)0 . 
E Înlocuim. pe a cu 2R sin A, căci se ştie i - Ă 

i a d e 
| sin A sinB. = sine =2R- „ 

Însemnând cu E primul membru, avem -. - - 
E= =R [2sin Asin (B— —C)+2 sin B sin (C— —A)+F 2 sin Csin(A- B)], 
“E=R( cos[A— —(B-— -C)]= — cs[A-H-B-— "C)l+cos[B-—(C-— —A)l— cos[B-HC—A)]-kcos[C— —(A—B)]—cos[C+-A-—B))) . 

=R[cos(A— —B+C)—cos(A-+B— —C)-k-cos(B— CHA) | - „cos(BA+-C—A) + soslC—A-FB)--costC-A- —B)]=0. 
10, În “orice: triuug, shi, avem 

  

a a—b a E a 

căt BE =0. Da s3 43 . 8 > 
Stiri - a A | Ştim că ra=p tg > de unde 

> 1: 

înlocuind, primul membru devine | da ae 
E=ed ee "pla 5) ai E | TD 

Dar, S S=r (pa), "de unde 7 „=S.. Deci: , ? î pa. - . 
p=06=00— =0 pate- ap d atei) 0. 

150, În orice rinaeti, avem : i 
p pe. a 

DcolgB-Feoigt EC cois — cotgA + cotgB | 
_ sin(B+C)__ sina " Se va înlocui cotg B. PeoC=inpai 0= CănBsne 

- Şi se obţine formula cunoscută | - 

a sin Bsin C - 
25=9 : sn.
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„160, Ta or ice îrinughi, | avem E ! 

a2 cotg A + b?cotgB + c2 cotg c= 45. 

cos A Ă 
SNA! apoi ZA = =2R şi avem | 
  „Înlocuim. cotg A= = 

= 2R(ecosA-FocosB-Fecss 0) = 
2 a —a a2—be-pce abac: - 

a 2R[a „2be + 2ca e - 2ab JI 

= eroina -Biertetari-a], abe 
R-f sa 

i ale ne 22 ra coc moro) | 
„Dar ei 

  

s= V App Zona: pai rare ai 22 — qi Bia, 

„de unde .. | Da 
LL abc E 

- | n B= 25 105izss) 
- | 170; du orice triunghi, avem. 

.2R. + 2r=a cotgA. + d cotgB Li c cotgC. 
„ Însemnand cu LE membrul a Sela, avem ia 

  A cosA-+- e = cosB +a ——= acosc= =. 

„2  RleosA + - cosB + ec, 
- Dar 

ă cosA + cosB îi cosc = = 1 4 4sin Ain Bi e 
Deci i 

a - „non (rrtia fan), NE 

poe] , „JE pe-a je=az=a jo AB=0), 
NE 4p= ap =00p- dj. 4Se7:. =2 INI 7 Pi 

n[u4e de -2R E 
„EoR(ira5, 3 aa (ia R)>2R rar, a 

| 180, dn riung Shiul dreptunghic ABC (A = 
Tla = 7iYe. 

  

= 2905), ave  



107, 
„Avem 

| = 20(4=072— d 
ȘI —a-a zIz 7-3 re Ip 3 = (p- up- d, 
  

| praz „i, ai e 

  

  

= la—(6—0) le-t=0]., 
2 2 

_ i _ == ch | 
. 

4 _ 

2000209 Dope j2c2--0p de Pa 4 a as. 
„-De asemenea - | 7. 

  rr EEE E EI pa 
  

rire= (ctbtolzahite) te E - 

teretate- eta 

- | notes: 
Deci Si 

o PHa Sare. 
190. În triung Shiul dreptung Shic ABC (A = 905), avem 

Ta—r Sr re 
În adevăr, ținând seamă că a? = bt, 2S = de, averi 
“a _p2 S —> 2 g ZTe—a)_ Sa 

FI i S Ap d Ad: 
. Apoi pin sfpleti = Sopa 

"Deci 
| 

- 

orei



LINIILE TRIGONOMETRICE ALE 
_UNGHIURILOR OARECARE, . 

Am studiat. până acum liniile trigonometrice ale unghiu- rilor mai mici ca 1800, Cum în aplicaţiile Trigonometriei inter. vin şi unghiuri mai mari ca 180%, vom studia liniile trigonome- trice ale unghiurilor din cadranul al treilea, adică cuprinse în- - „tre 180% şi 2700, apoi ale unghiurilor din cadranul al patrulea, cuprinse între 2700 şi 360, În fine, vom arăta cum liniile tri gonometrice ale oricărui unghi se reduc la acelea ale unghiu: „rilor. mai mici ca 450; | 
„63. Liniile trigonometrice ale arcelor din cadranul al treilea şi al patrulea. Să considerăm în cercul trigonometric (Fig. 29) unghiul AOC în cadranul al treilea, căruia îi. cores- punde arcul ABA'C=a, şi unghiul AOD în cadranul al patru- lea, cărui îi corespunde arcul ABA'B'D =, a şi d fiind nu- mărul de grade. _- aa 

"Sa construim liniile tri- 
„ gonometrice ale acestor un: 
Shiuri, ca şi pentru cele mai 
mici ca: 1800, Ducem perpen: 
dicularele CE, DF pe diame. 
trul AA”, şi prelungim razele 

Z OC şi OD până -tae . tangen- 
“tele în A şi B la cere. | 

  

  

„O   Avem - 

  

o
 

sina= CE, cosa = OE, tga = BP -NG AH, cotga = BM, seca = OH, | 2. „coseca = OM, sin = FD, cosh | Fig. 25 = OF, tg = AG, cotgb=ON, secb = OG, cosec/ = BN, i . | „- „ Sinusurile în cadranele al treilea şi al patrulea măsurân- du-se pe diametrul BB' (Fig. 29), de la O către B', sunt ne. 'gative. 2 Si 
“ ” Cosinusul în cadranul al treilea se măsoară de la O către  
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A“, este negativ; în cadranul al patrulea, de la O către A, este 
pozitiv. : a . Sa 

„” Tangenta în cadranul al treilea, se măsoară pe tangenta | 
„geometrică în A, deasupra diametrului AA”, este pozitivă,- în 
cadranul al patrulea, de la “A către G, dedesubtul diametrului 

AA“, este negativă. Ceea ce trebuia, căci tga = 20, şi cum 
în câdranul al treilea, sina <0, cosa<0, raportul lor, -tga>0; 
iar în cadranul al patrulea, “sinb<0, cos>0, deci” raportul lor 
tgb<0. i a o i 

- Cotangentă în cadranul al treilea, se măsoară pe tangenta 
în B la cerc, -la dreapta lui B,' este pozitivă; în cadranul al 
patrulea, la stânga lui B, este. negativă. Trebuia să fie astfel, 

cosa 

1 

„căci cotga = ina! şi în cadranul al treilea, raportul ” cotga>0, 
. a - cosb n iar în al patrulea cadran, cotgb = 0, o Do 

„ Secanta în cadranul al treilea, se obţine prelungind raza OC în sens contrar.cu extremitatea C a arcului, este negativă; în cadranul al patrulea, se prelungeşte: în acelaş 'ca extremita- 
tea D-a arcului până tae în G tangenta în A la cerc, este po- 
POI PR 1 . : a: zitivă. Aşa trebuia,. căci coseca = co» şi cosa<0 în cadranul 

al treilea, deci Sa) iar în cadranul al patrulea cos>0, deci 

E) 
cosb | - i a - 

„ Cosecanta în cadranul al treilea se obţine prelungind rază 
OC în' sens contrar cu extremifatea C până tae în M tangenta în B la cerc, este deci negativă; în cadranul “al patrulea, în „sens contrar. cu extremitâtea D a arcului, este negativă. Se 
AIR _ „1 A - ma! vede şi din cauză că coseca = > şi sina<0, în cadranele . 

„al treilea şi al patrulea.! a . 
Observare. Din cele expuse se vede “că re/afiunile: fun- 

- dameittale ale 'Trigonormetriei, Si 
o d sina: _- . cosa sin?a + costa =1, tga=-——, cotga = 95%, + "9 cosq "8 sina 

sunt adevărate şi. fentru uuShiurile din câdranele al treilea şi 
“al patrulea, căci ele au loc şi în valoare absolută şi în semn. 

64. Proecţia unui vector pe o axă. Un vector AB 
Lă



este un segment de dreaptă, care are o origină A, o extremi. . tate B, o mărime egală cu măsura segmentului AB şi un 
sens de.la-A la B. Un vector se notează astfel AB, sau. AB. 

“Unghiul unui vector OC (Fig. 29) cu o axă OA, este un- Shiul cu care trebue învârtită în se 
_ aşterne peste OC. | : 

| Considerând figurile !3 şi 29, se vede că pentru toate valorile unghiului a,: avem că. raportul dintre proecţia OE (Fig. 29) a vectorului OC pe AA' şi acest vector OC, este „egal 'cu cosa. Deci OE=O0C cosa, a dică proecția unui vector “pe o axă este egală cu: produsul acelui vectoy Brin cosinusul "unghiului format de vector cu axa de Proecție.. E 
65. Variația liniilor trigonometrice.: Presupunând că se „consideră: arcele cuprinse între „0% şi 360%, semnele liniilor trigo- metrice în cele patru cadrane se văd pe tabloul | - 

N 

a 
coseca 

      

-cotga |: seca 

  

sina | cosa | -tga 

      

= [ei 
  

  

| 
„| +] — | -] - | = |. 

IPEE 
Pentru. studiul variaţii liniilor trigometrice să însemnăm cu A, A' şi B, B intersecțiile. cercului trigonometric. cu doi dia- "metrii perpendiculari Ox şi Oy (Fig. 30). P fiind un punct al cercului, să însemnăm cu O proecţia sa pe Ox şi cu T, S in- terseciile dreptei OP cu tangentele în A. şi B la cerc. Însemnând 

      

  

cu. a unghiul OAP, conform definiţii linilor * trigonometrice, avem.- Aa „ - 
OP=sina, 0Q = cosa, AT= tga, OT = seca,BS = cotga. - o - S = coseca. - . 
Se vede că cosa şi -sina sunt: coordonate punctului P al. cercului faţă de axele Ox, Oy.» _ 

ns direct axa OA. până se. 

 



AU. 

Variatia liniilor ir igonometri ice pentr u “cazul angliur ilor. 
din PA cadran este imediată. | a 
şi se: poate vedea că, dacă a creşte 

„dela 0”1a 900, sina (Fig: 30) creşte. 
„ dela0la 1; cosa=0Q descreşte. A 
'dela'1 la 0; tga= AT creşte . de la 
Ola, când OP este paralelă. cu. 
tangenta în A; 'cotga == BS des... 

„creşte de :laco, “când OP este 
paralelă cu tangenta în B,- până 
la 0 când P vine în B; seca = 

  

  

    

  

  _—— creşte de la 1, când-T vine ei, De cosa N A i 
In: A, până lac, cană „OP. este paralelă. cu AT; „coseca = 

. a € descreşte de la co, când P: vine în A, pană la, 1 când P 

  

vine în B - .. 
 Avem- deci tabloul . | Pa 

a i creşte de la 00la 900 - 
_ _ - Sina | creşte. de la Ola1  -- 

"- cosa „descreşte , - 1.0... 
„tga | creşte, . „::0 „es 

"cota | descreşte: , co „0 
„seca | creşte .., 1, _ 
coseca: descreşte „ co, 1: 

„ao: Când punctul. P” vine: în cad aul al: doilea (Fis. 30, E 
unghiul « a este „Cuprins între 900 şi - -180%, Avem . | 

- sina = Q' P' >0, .cosa = 0Q' <0, tga = = -AT'<0, 
'cotga = BS' <0, seca = OT'<90, „coseca= 0S'>0. 

| Variația liniilor : trigonometri ice Bentru unghiurile din. 
cadranul al. doilea, cuprinse între” 90 şi 180% se. „urmăreşte. 

„uşor pe tabloul 

„de la 900 la “1800 _ 
  

» - 4 | creşte. 

sina | descreşte de la 1 la 0! | 
„cosa| descrește ', 0 „— 

„tgaereşte . „o 0 i 
„cotga | descreşte.-,* 0 „-o 

„seca | creşte. o „=. 
„i. “coseca| creşte -. j Lp.



30, Cand se consideră unghiuri AOC din cadranul al 
/reilea (Fig. 29), cuprinse între, 1800 şi 270%, avem sina = EC<, 

- cosa = OE<0, tga = AH>0, „cotga = BM>O, seca — OH<0, 
coseca = OM<0. | 

- Variația Ziniilor frigonometrice ale unghiurilor din „ca- 
dranul al treilea se poate urmări pe tabloul. 

Li 

a creşte de la 1800. la 2700 

  A 

| sina descreşte de la 0 la —1 

cosa creşte O „> „0 

tga creşte. | -p --0 „. A 

„_ cotga | descreşte.. ss: „0 
seca descrește - p ÎL = 

_/ coseca „creşte : - „ee =   
40. Pentru unghiuri AOD dini cadranul al patrulea (Fig. 2), „cupr: nse între 270:. şi 360), avem 

sina = FD<0, Cosa =: OF>0, tga= = AG <0, cotga = = BN <0, 

seca = oG >0, coseca = a = a = ON < 0, 

Variăţia Ziniilor ri onomelrice ale. wghiurilor din ca-: raul. al patrulea se vede 'din' tabloul a 

    

a | creşte - de la 2700 la 3600. 
- sina | creşte dela =1 la 0 
RE  cosa creşte . . -, * 0 „dl e 
Ma tga | creşte - pc ji 0 

| cotga | descreşte. -. , 0: „e: | 
>. seca | descreşte -- , - e „al | 

- cosec a descreşte - si 

"Vedem deci, că sinusul unui Shi za valori mumnai între —1 şi + 1; cosinirsul, de asemenea între —1'3i + 1; fangenta şi cotangenta, orice valori, dela — la; j Secanta şi cosecanta. 
numai valori. între —sşi —l şi între lşi ce, 

> N
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Tabloul general-al. variaţiii este “următorul . 
  

        

        
      

      
  

    

  
  

  

              

a|0 . . 900Î900 + 1800[180% . 270%|270 .. 3600 
sina |0 creşte : 1[1 descr. 0 0 'deser. —1 —1 creşte 0[ | 

cosa |1: descr. 0[0 descr, —1|—i creşte 0 0 creşte 1 
„- tga o creşte co — eocreşte0 0 creşte. .co | —0o creşte 0 

cotgia co deser. 0 0 deser. —eo oo descr. O 0 descr, 00 

seca [1 creşte. ooj—cocreşte—1|—1 descr.—eo co descr. 1 

coseca' co deser. 1 1 creşte oo —co creşte—1|—1 descr.—ce     

66. Reprezentarea grafică a variaţii 
metrice. Să reprezentăm în raport cu două 

liniilor trigono- 
-axe de coordonate Ox şi Oy variaţia funcțiunilor trigonometrice. Pentru aceasta „ Vom considera ca abscise măsurile unghiurilor exprimate în 

. 

90% 0 
Fig. 31, — Sinusoida. - 
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Fig 33. — Tangentoida. 

, sa 2700009 -  . 
  

  

  

  

7 A 

y 
„2 , | - 

AP A 180% 47] : SI See 
Ei „Fig. 32. — Cosinusoida. 

* Aj 
„i ! IN Ne 

9| 202 (3003 IL 
, 4 E 

i Ir 
| ! 

|    
Fig. 34. — Cotangentoida 

radiani, iar ca ordonate valorile funcţiunilor trigonometrice co- 
respunziitoare.' Se obţine astfel la fiecare valoare a unghiului 
un punct în planul axelor Oz, Oy. Unind aceste puncte cu:o 

4 W, Abramescu. — Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia Il, 5000 ex,. 7
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trăsătură continuă, se' obține o.curbă care: este .reprezentarea grafică a variaţiunii funcţiuriei. trigonometrice considerate, 

   
| - a 3 

| | igo” - 2200 - Îs602 
  

0| %      
Fig. 35. ” , N Pa Fig. 36, - . Curba variaţii cosecantel.> ” | i „Curba variaţii secanlei, S ; , 

. : 
"Operând astfel, :să obţin curbele care reprezintă variațiile - "- funcţiunilor trigonometrice studiate. Pentru tangentă şi . cotan- 

gentă e destul a figura curba reprezentativă numai în interiorul - 
(0,1809), iar pentru celelalte funcțiuni trigonometrice, în interva- 
lul' (0,3600), căci vom vedea că- funcțiunile ” fiind periodice, în 
toate celelalte intervale curba se reproduce. | 

REDUCEREA LINIILOR TRIGONOMETRICE . ___ ALE UNGHIURILOR OARECARE LA LINIILE | TRIGONOMETRICE ALE UNGHIURILOR ASCUȚITE. 
67. Unghiuri cuprinse între .900 şi 1800. Fiind - dat un unghiu a . cuprins, între. 900 şi 180%, ceeace se poate“ scrie 90*<a<180%,-să' considerăm -unghiul său “suplimentar, 1800—a, - Acesta este mai mic de: cât :90%, şi cum ştim că liniile” trigono- “metrice a două ' unghiuri suplimentare sunt egale şi de semn contrar,. afară de sinus şi cosecantă „Care .au şi acelaş semn, „ „urmează că” liniile. arcului. dat a se pot calcula cu ajutorul ... liniilor trigonometrice ale arcului -său suplimentar, 1800—a, care "este ascuţit și avem : 

: sina = sin(180%— a), cosa = —cos(180%—q), ae 
7 tga = —t8(180%—a), cotga = —cotg(1800—a). 

| „De ex. sin1209:=— sin60 = 8, cos130 = — cos50, tg140 „=—tg40%, cotg1500=— — cotg30%, sec105e = — sec75, cosec100 „= cosec80% o 
68. Unghiuri cuprinse între 1800 şi 2700, Unghiuri care diferă cu 1800. Să considerăm “un -unghi AOC (Fig: 37.) în 

N
i
 

c
a
z
a
 

m
e
s
e
 

u
s
.
 

P
t
 

n 
me 

m
 
a
m
e
 i

 
a
a
 

=



115 

cadranul al. treilea, cuprins, între 1800 şi 2700 şi să ducem i: 
niile lui trigonometrice. Însemnând cu M punctul unde raza OC 
tae din nou cercul, 'se vede că însemnând cu a unghiul AOM,. 
atunci unghiul AOC =1800+ a. Deci unghiurile AOC şi AOM 

__diferă' cu 180% -: 
i Se vede că triunghiurile dreptunghice cb; şi : OMP sunt 
„egale. Deci: PM = CD, şi ţinând. seamă „de semne, urmează că 

sing = — sin(180% + a). - 

Tot. din egalitatea triunghiu . 

rilor, mai! rezultă OP = OD, sau. - 
- „luând în „considerare “semnele; i 

avem A 

cosa= — cos(1800 +a). 

“Apoi AT fiind: tangenta am 
belor unghiuri AOM şi  AOG, 

. rezultă 
tea: istoria) Bi 
De asemenea, BS este. cotangenta acelorași unghiuri şi 

  

  
deci 

cotga= cotg(1800 + a. 

În fine se vede,- ţinând: seamă de semne, că 
" seca = —sec(1809 4+- a), coseca =—cosec(180 + a). 

„Deci, iniile trig goriometrice ale unghiurilor cae diferă 
cu 180 sunt egale şi de semne contrare, afară de tangentă şi. 
cotansentă care au şi acelaş Seal... 

Se observă că: 

tg(1800+- a) =  tga, , cotg(1800+- a) = cotga, o 

" ceeace probează că mărind unghiul. cu. 1800, sau. = A tangenta 
şi cotangenta nu se schimbă- Aceasta se mai zice'că /angenta. 
Şi cotaungerita sunt finetiuni Periodice, având ca perioada un- 
ghiul 180% sau z (in radiani). o N 

Deci 
te(a - T)= tea, cotata: + 7 = cotga, 

| | tg(a + 22) = tgta + 7) = = tga, cotgi a+ 27) = = cotga, 

_te(a-k uz) = =tga, cotg(a + 1%) = cotga, 

n fiind un număr intreg şi pozitiv (e radiani). 

Sau, .. 

tgta+- ui. 1093 tga,  cogta + a. 180") = = coigai 
$* 

7



De ex, sin240% > sin6on 4, C052100==— cosăgi= | 
E, tg2500 — tg'700, a | 

69. Unghiuri cuprinse . între 270%-şi 3600, Unghiuri a căror sumă este 3600. Să considerăm unghiul AOM” din ca- dranul al patrulea (Fig. 38) şi să ducem perpendiculara -M'M „pe diametrul AA, Unghiurile ascuţite AOM şi AOM' sunt e. „gale, deci dacă. se notează unghiul AOM =a,. atunei unghiul e. 
„din cadranul al patrulea S —P S „AOM' =3600—a, | 

Triunghiurile "dreptun- - " ghice MPO. şi M'PO: sunt - 
egale, căci au ipotenuzele | _OM=OM' ca raze şi un- - Shiurile ascuţite -MOA =— 
AOM'. Deci MP = PM'. e De asemenea triunghiurile B' - OAT şi. OAT” sunt egale, 

    

   

Si “Fig. 38. n „ca şi OBS, OBS”, Considerând liniile trigonometrice ale. unghiurilor 3600 — aq => AOM' şi a=AOM, avem, Ia 'sin(3600 — a) = PM'=—PM = sina, cos(360%— 4)=OP= cosa, 1g(360%— a)= AT: =— AT tga, cotg(360%—a) = BS' =-—Bs 
A „ =—cotga, sec(3600—a) = O0T'= OT “>seca, cosec(360%— aq) =0s3" 1 =—O0S=—cosecg, | i a 

„. patrulea se exprimă. cu ajutorul celor din cadranul întai, “Sau, "AShiurile cave diferă cu 360% sunt egale şi de semne contrari:, Afară de cosinus ŞI Secaută care au şi. acelaş se, + > ! Deex,, sin 320% sia), cos800% — cos60%, (8310%=—- ton 70. Unghiuri care diferă „cu 360%, Considerând un unghi | « (Fig. 39), unghiul 360%-- a se obţine făcând ocolul odată în „jurul lui O şi apoi descriind unghiul « până. Ox să aşterne peste OA. . Ia a Rezultă deci că liniile trigonometrice ale unghiului (3600 -- a) Sunt aceleaşi ca ale unghiului a adică | 
sin(3600 <+- a) = sina, * 

cosec(3600-+- a) = coseca,  



ELA 
Deci, “dacă mmărim unghiul c cu 360%, toate liniile trigonome- 

trice se reproduc, nu . se schimbă, Se DI 

zice că liniile trigonometrice. (funcțiunile 
trigonometrice) san Periodice. Şt au pe- 
rioada 3600, - sau (radiani) AS, 

sin(4.360%.4- a) = sina, : 

cosec(4.3600 -+a)=. cosecz,. 
sin(2ez 4+a)= sina, . a 

- cosec(2p5 + 2) = coseea, Fig 30. 
_ Observare: Perioada funcţiunilor periodice sinus, cosinus, 
secanta, cosecanta este egală cu 3600 sau 2 =, pe când a func- - 
ţiunilor tangenta: şi cotangenta, este 1800 sau 7... 

71; Reducerea: liniilor trigonometrice * ale * unghiurilor 
“oarecare la acelea ale unghiului ascuţit, Reducerea la pri- 
mul cadran. Fiind dat un unghi „oarecare a, dacă este mai: 
mare ca 360%, îl împărţim cu . 3002 şi fie „ă am găsit - câtul ke 

şi restul d, adică Ie E 

Urmează, confor celor. de mai sus, că liniile trigonome- 
"trice ale unghiului g. sunt egale cu -acelea:ale unghiului d. Un-. 
ghiul' b poate ăvea a doua laţură «în «unul din cele patru ca- 

- drane. În fiecare „din ultimele :trei. cazuri: liniile - trigonometrice 

  

ale unghiului b se .reduc la acelea. ale unghiului . ascuţit, astfel - 
„că şi pentru unghiul: dat a, liniile” sale trigonometrice se poţ. 
exprima cu acelea ale' unghiului ascuţit, Această „operaţie. se 
zice reducerea la primul” cadran. 

Exemple. 10, Să 'se caiciuleze iniile: frig goiiomotrică ale ua 
- Shiului a = 8100, Avem 8400=— 2.3600 120%, Deci. liniile tri 

“ gonometrice ale unghiului, 8400 sunt egale cu acelea ale unghiu. 
lui 1200, Dar 1200 este în cadranul al doilea, suplimentar, cu 600, 
Deci sin8400 = şin1200 = sin6o, cos810%==—cos600,. 

„ t98400=—tg609, cotg840 = cotg60%,. 
= sec8400, = —secG00, cosec8400 = = cosec605, | RR 
- Am redus calculul: liniilor . trigonometrice | ale. unghiului 

810 la acelea ale unghiului..60%, din primul. cadran. 
"20, Să considerăm meiul de.1305%, Avem 

„1905%==8.860"-+- 295, 
deci liniile trigonometrice: ale unghiului „13050 sunt, „egale cu 
acelea“ ale unghiului 225%, Dar. 

Ei 2280 ==1800 4-56. 

.
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Deci m i, 
A sin 13050 = sin 9250—— — gin 450, 

cos:13050= cos 2250 = — cos 450, - : SĂ tg 18050 = tg 2250 — tg450 i 22% cotg 1805%= cotg- 5950 = cotg 450, 
sec 1305" == sec 2250 == — sec 450, 

o cosec 13050 = cosec 225% — — cosec 450, Di 
“Liniile trigonometrice ale unghiului 13050 sau! redus! la acelea ale “unghiului 450... e 
a 80, Fie unghiul L'77Q0, Avem... 
e „ 1770% == 4.3600; 3340, - i 
deci liniile. trigonometrice ale unghiului considerat sunt egale cu acele ale unghiului 330. Dar . -.. ae au Dej 41: 8800==8607— 80, : Deci e) . Sin 17700=='sin 330'= — sin 30), - cos 17700 cos 3300 + cos 30”, i „tg 17700%=— tg 330» = — tg30, i | cot 1770” =- cotg330'= — cotg30, . . ..:. - see 17709.== sec 330 — sec 30, - - pi 

(No. 14), se pot reduce aceste funcțiuni la acelea. ale uhghiu- rilor. mâi mici! decât: 450, "De 'exemiplu, sin 17300 sin:2900 =. sin (3600 — 700) = — sin 700=— — cos 200, Sa 72: Unghiuri. care “Coresfund. la o. linie trigonormetrică o “dată. Lo. F, “ind dată valoarea lui Sin o, să Lăsi forma Zenerală 
O valoare care răspunde problemei, atunci şi 180%— a, sau z-—a, suplimentul să are acelaş sinus. Adăugându-le la „Hecare câte un multiplu al lui 360%, adică g. 360, sau 2/4; urmează că şi arcele | Ia in Bene, apara ia | : o au acelaş sinus ca şi a. Forma generală: a unghiurilop ce au acelaş sinus ca şi. UuShiul a este a ia E „2bsha, Beria, | & fiind un întreg oaretâre. | 
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„urmează că şi—a are. acelaş: cosirius: ca “unghiul a.: Deci 

4 fi ind un întreg „oarecare, 

De unde Di _ . s i 

Fină, un întreg oarecare, iu 

De: „ex. s sin a = a "o “Faloatăi « este 300; forma generală a 
Ei Sea v a. “l pe e a ră 

  

: 2474300, ep Dao sa aaa În 
Făcând pe £=0,1, 2, = +5 avem: unchii „30, 7 — 300; 

22 + 300, 37 z— ador (22 180%). - 
pa 2% Să: se. afle. forma „generală « aan mghinvilor, c ce-au, acelaş 
cosinus că un “unghi dat. Fiind cunoscută, Valoarea.:'lui cos a; 

  

   Get TD 
pita, SAs-a, 

„Sau . E n 

  

pe aa î GB - :... ! Pt SE 
as, . 

este forina generală ia unghiurilor ce au; acelaş, cosinus ca şi . :: 
mpehiul g, Le fiind uh întreg, oarecare. RI e 1 

  

gi: 
“De e ex. “unghiurile” al căror c cos: este egâl cul stie date. 

e al at fiu ip re Ia Ze 

  

de formula” SIR 
TE 4D0 Y 

pi (2 

"80. Forura generală a itighinirilor care au dcecași anigoiată 
ca un: ui 9hi dat. Dacă se cunoaşte: tga,' înseamnă 'că şi +a, 
a 27,...a+kz,... au aceeaşi tangentă ca şi a. Deci forma - 
generală. a. „aceştor, unghiuri a căror tangentă este. „egală cu. tg a, 
este aa i 

    

Ei 

08, Aplicaţii. 1) Am văzut: ea fina: dat sina, valorile ini: cosa sunt 
date de relaţia. -. mă ce Sit ii 

„sina fcosta=1.. „o 
pen 

"costa=1 i sina, câsă = Vi — Siniz, 
adică, "la o valoare: dată: lui sina; corespund” două Salori: pentru cosa,. 

Aceasta se" poate explica în modul următor, Fiind "cunoscută va-i Iearea lui sina, „urmează, că, toate arcele ce au acelaş. sinus ca cel dat'sunt. exprimaţe cu. tormăleie 20 EIN 
ana, atasa, 

„- 4 fina. un 1 intreg „oarecare, Dana! lui: £: valorile: 0, 1, s-a e aVem! 

  

Ela Boa; Ed dă, 2ztaaji e! i 
ş “Dar unghiurite- obținute” pentru pi 2; o. , diferind de: unghiurile: a şi ia! —'a) cu un. multiplu de 2, au aceleaşi fancţiuni trigonometrice. ca... si asi (aa Rămâne) deci de considerat numai Li şi za), ale căror consinusuri suie.” i     



cosa, cos(z — a)= — cosa, | 
astfel că se vede că la o. valoare a lui sing corespund două valori egale: şi de semn contrar, cosa, şi — cosa.pentru funcțiunea cosinus. ” ” 

e . . 
. “ma , - . . 

2) Am văzut, de „asemenea, că fiind dată valoarea lui tga, pentru sina și cosa avem formulele: - e 

.tga + DI a 
De a ipigia a VEpizai 3 

4 

deci la o valoare dată a lui tga, corespund două valori egale şi de semne.. contrare :pentru sina şi cosa, aie Da Iată cum se poate explica acest rezultat, .Fiind cunoscută valoarea tga; arcele care au aceeaşi tangenta sunt date de formula 
| | „ba-+a, 
& fiind întreg varecare. Dând valorile 0, 1, 3, . . +, avem | i A=0, a; A=1, 1țaj 2=3, 2a+a,... a . Valorile unghiurilor, începând de la p=2, diferă de a şi î-+a cu - un multiplu al lui 2r; deci.cu aceleaşi funcțiuni trigonometrice ca şi un- Shiurile a şi (1-+a). Astfel, pentru sinus . şi câsinus “corespund valorile 

sina, sin(r-t- a) = — sina, - _ cosa, cos(n + a) == cosa, a adică egale şi de semne contrarii și se vede că la o valoare a lui tga corespund două valori egale. şi de semne contrarii pentru sina şi cosa 
i EXERCIŢII, | 1. Să -se afle liniile trigonometrice ale unghiului (a-+- 90%) cu aju- i torul acelora ale unghiului a. - Dat | ” R. :SE: consideră triunghiul dreptunghic OAB, B fiind proectia lui. A pe Ox. Se ia pe perpendiculara în O pe OA 'lungimea OC=OA şi feD . proecţia lui C pe Oz. Unghiurile BO = a, BOC= 90024 g, Triunghiurile “OAB şi OCD sunt egale. Avem : : . a SN aa E + DC OB sin(90% + a) =OCOA = cosa, 'cos(90%4- 2) => — sina, ... 

Se pot găsi, aceste rezultate şi pe baza celor obţinute. In adevăr,. se vede ca (902- a) şi (— a) sunt unghiuri complimentare, Deci. .. Ă sin(902 +- a) cost — a) = cosa, căs(900 + a)=sin(.= â)= — sina, „ t8690-ka)=cotgl — aj= — cotga,sec(90: 4-'a) =" costcg, „cosec(900-ţ- a)=i seca, * | 
2. Să se afle liniile trigonometrice: ale' unghiului “(a 270%) cu' aju-' „torul acelora ale unghiului a.: E aa Aa ii o „R. Fie B proecția pe Ox a unui punct A din cadranul, «Oy şi OC 'perpendiculara pe OA, astfel ca unghiul format de OA şi „OC să fie 2700, „Fie D proecţia lui C pe Oz. Unghiurile aQi=a, +OC= a 270, 3? i ia “Sin(270%-4 a)=sin(160-+- (9004 a)) = — SIn(900 fe aha ai rea — cos( — a) = — cosa, cos(27(0 + a)== sina, te(2700 + a)= = cotga,... 
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“Se poate şi geometric,. conform definiţii liniilor trigonometrice, 
” considerând triunghiurile, OAB, COD şi ţinând seamă de sensul vectorilor, . | 

De ex, , , a | p 
De ".—O0B - | „sinte20, + 2) = DC S0A =— cosa, etc, 

3 sa: se arate că sin(2700— a) ='— cosa, 'cos(2700 — a) = == sina. 
R. A fiind un punct în primul cadran, B proecţia lui pe Ox, OC _ 

o dreaptă în „cadranul al treilea, astfel. ca: unghiul: ascuțit COy' = BOA, 
- OC=0OA, D proecţia .lui C pe Ox, unghiurile BOA==a, BOC =210'—a. 

Se consideră triunghiurile AOB, COD. . 
” Sau, în baza celor stabilite, - 

| sin (270 — a) = sin[1802-+- 90: — a)] == — sin(902. — 0) = — cosd, etc. 
4, Sa se reducă la primul, cadran unghiurile 1970, 1660, 3180, 
R. 1970%==5 2000-+-(180% — 10); 1660%== 4 1300%-F (1800-1405); 3180 = 8.360 -- 300. | | i 

, 

4 

APLICAȚII (5, 

74, Fiind cunoscut cos a, să se calculeze liniile trigono-“ 

metrice ale unghiului | pe. jumătate, ga. Am văzut (No. 45) 

  

ea _l— —cosa st 2_ 1-kcosa sin = cost 5 z 

" Extrăgană rădăcina Dătrată şi ţinând: seamă. că liniile tri- 
gonometrice pot. e avea ambele semne, urmează | E 

a l—cosa. i Feosă Ea [izcosa, Cosa Sing > E N —z cosg=ty 2 
E JE l—cosa .: o 

„i te5= =* 1-Fcosa | 
"Acestea sunt formulele” care ne dau liniile trigonometrice 

2 

| Observare. Se. poate uşor arătă pentru ce da o valoare 
dată lui cosa,: corespund, cu formulele de mai sus, două valori. 

ale unghiului 3 când : se cunoaşte cosa, | 

pentru. sin3 za, cos a, ' tg za, după cura. să ia semnul +.sau . 
_— înaintea radicaluliri, În adevăr, când se dă cosa, ştim (No. 72) .. 
că forma generală a arcelor ce au acelaş cosinus, este 

2Enăâ. 

  „__ (1) Nu face parte din program. :



4 

p ME - ” ă Pa 

ăla a. “lor este . 

d 

  

| .. | 
Ă ntsa . ee 

Ă find. uneJntreg, oarecare, . Dana ni f Aerie valori, “avem | 3 i 20, Lai 
. i]. | 

ERA piu stai pe — TG 4e 9 

” Având în: vedere: că liniile trigonometrice “sunt” periodice, - cu perioada” 2 7; sau: 360%, rezultă că: unghiurile, ale. căror linii „trigonometrice: ar -putea' să fie ia Sunt si i: 
is 

_ aa +A a &, T— 3% 

i Dar, sin (24, o aim sn sin (3 = + Ia sin Za, pr 

| Văii gi coca, cos dj cos 

1 
| 1 N gt pa) 1 6, tati do = ta 

Vedem “deci: că * pentru fi lecâre linie trigonometrică se obțin 
.. 

1 
" numai câte două: valoii distiziete egale. „respectiv cu ară 'sin2 a, 

Sau 3 

2 
es. - Ş 

1 

2 a cos şa, teza şi. aşă am căplicat, cum' pentru o “valoare 
dată lui cosa corespund. câte: "două. valori” distincte pentru . 
sinla, cos 5a,. teza. . i i a Îi | Mae ga teza a 

g 
ee 

7. “Fiind cunoscută Valoarea lui sina, „să se. calculeze. liniile trigonometrice ale. unghiului .- Avem, aa 
a 

„per LA i i ie Ie pe 3 sinp-cosi = sin 38, CR IRA | cos*p +- sint = Si - Făinina: “sau SCăzană - aceste reaţiuni, găsim a $ 7 rin ixcos2p “F sin2f' + 2sinf cosf = 1-|-sin. 2 

„„:(cos8 + sii =1 3 Sin 28, 
(cosf - — sinţ= = l—sin 25, .. 

": Trebuind a “lua jumătatea acestor, unghiuri, “forma” gene. . i: i m a 9 Da îi 

a
r
m
a
r
e
 

a
a
 

a 

î*cos2%-4- sin2f '2sinpcosf= 1 — sin 26, | o a 
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“De unde a cos rain EP o 

| cosf — sinf = + V1—sin 28 

- | Tnlocuind pe f. cu ga a, avem - 

co gen ae EP, - 

1 
cos pa- — sin gaz 1 sina, 

: Adinând şi scăzană aceste relaţii, obținem 

cos Sai sina = Isa, 
E 

. “a sin jcarre Fane 7 Esi, 
aq “4 

-. care ne dau valorile lui cosga şi sin3 3 a, când. se cunoaşte sina. 
a Rămâne numai de hotărât. ce. semne trebiese luate î în faţa i 

radicalelor din membrul al doilea al relâţiilor (9). lată cum se „e 
procedează. Se. observă, cum stau, una faţă de cealaltă, func. 
țiunile cosz 1 a ŞI sin as şi seia în faţa radicalelor)i +-sină, Y 1— sina, | 

1 1 semnele ce le au expresiile cos 3 L a-țsinl 3 % cosaa— —sin 3% 

Exemple, 1. Să se, calculeze ine rizonometice ale unghiti- 

lui 18, când se cunoaşte sin30%== 3. Observăm că 

-sin150<cost5%, amândouă fiind pozitive;;. deci ' cs15%.. “ 
N sin 15030, cos15%—sin150>0. Trebue deci să se ia semnul -- la ra- 

dicalii din membrul al. doilea din 6). “Avem 

costi. sine = -Eparit= Ver E o A 

  

  

- cos150—sin1d0= iZSR sinoi my — 
„ Adunând. şi: scăzând, găsim. i 

rosti tg Hut 2inlsi— Ve 
de unde : 

„costs =a( -s0Ve A) sine sii 

p
.



- ioq 

2. Să se calculeze. liniile trigonometrice ale unghiului 1750, când s se cunoaşte sin3500,. Unghiul 1750 - este în  cadianul al „doilea, sin175%>0, cos175%<0, iar în "valoarea. “absolută, avem .- 
EA | cos175% | > | sin175% |. Desi | 

_cos1750 + sin1750<0, c051750-sin1750<0, 
aşa că în formulele (9); trebue să luăm la primul radical. sem. . . nul — —, iar la al doilea, semnul —: Ayem 

cos 759 + Siri1750=-—f + Sin3505 
cos1750— sin 1750 =—VI — sin8500, 

 Adunană : şi scăzând aceste relaţii, avem E 
2c081750—— VI sin3505-— VL — sin3500, . sint780- VF sin303-/— —sin850%, cu care se „Pot calcula cos1750 şi sin1750,. 

„76. Se dă: "49 d şi se cere să se calculeze ata cssga, 1! 

1 
tg = za. “Dacă am “şti” tg li a atunci valorile lui singa ş şi cosze - sunt, date de. relaţiile a Ma 

! 
N t za ” Îi , . E 

sinza “Ta COSA = — = = :- “ j he za „ Z ih 

    

Avem St | 
N | (825 = ză > 

„de unde : | | a (1—tge Bees = “209, + | DRE t826—tg2ftg2 — => 28p, „Sau 
tg2Pre*p -L 2tg8— tg2p = =0. 

„ Pacână. pe B=a, “această ecuaţie devine 
2 

. 

tg2 Zi „tgeratgla-tea 0 | N 
Aceâstă ecuaţie fiind de gradul al doilea în : raport. cu 

m
e
 

a
m
a
r
e
 

a
r
m
a
.
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Mt N : 

-tg gar rezolvând-o -0, avem * | 

gl tei Fer tea uzi sta 
oa tga - =  tga 
  

„Deci, la o valoare dață pentru tga, corespund două va- . 

lori. pentru te a, | e 

uz Riga VF TEZĂ 
  

tea : -  tga- ÎN 

Înlocuind aceste două valori ale lui isza în formulele 

cp Bze La. Lo 
sina = = NI a i cos 3 Da 

+ A 1-4 (gta e = N L-Higtza N 

şi ţinând seamă şi de dublul semn, +, înaintea radicalelor, ur- 

_mează că vor „corespunde câte: patru valori pentru sin-3- La şi 

Şi 1 x cos-s-a, cand se dă tea. E 

" Se poate uşor arăta că trebuia să fie patru valori pentru 
i 7 1 . , i a: . . 
"sina di de ex., când se cunoaşte tga. În adevăr, fiind dată va. _- 

loarea lui tga, urmează că unghiurile care .au aceeaşi tangentă 
ca. şi tga sunt. date de formula 

Ie ” f za, . 

k fiind un întreg oarecare, „Dând lui 4 valorile k=0, i, 2, 
avem | 

"B=0,a; = aa; L=3, asa; 23, sata; 
P=4, 4 Ra. : 

-Trebuind să luăm jumătatea anehui, aceste mat sunt 

za; Iata a; stat e 3 aha La; 2a+z a. 

| Unghiurile, începând de la al cincilea, der de primele. 
patru unghiuri cu multiplii de 2z şi deci liniile. lor: trigono- - 

metrice . sunt aceleaşi ca ale. primelor - patru unghiuri Aşa, 
„pentru sinus, v valorile sinusului sunt 

1 [zu (ut a f8__ Ia), 
„sinza, sia(L a la), sn(e+i a), 'sin(3 TI + ga ! 

2.



Bo - 

şi astfel „se vede că la o valoare dată, pentru tga corespund 
L, patru, valori pentru sinusul unghiului L 

Exemplu, tga =1. Avem 
IE 12 VF | 120 ; paie = T1+)2 /z: (Sa 1) 
„Ne servim de formulele” 

Ma DI 1, . ae 
1. Singa = 

——— cosga- = ” t Jia i +] Ligia 

nlocuind | pe sa e cu valorile sale —1 +, avem de ex, 

      

- Pentru sin za, 

mg sala 1213 

      

eo e IE Avem - | „a 

St Me sala ră a da cafea” ae 

aa > RR. 

a aia PR 20 

Si pe ie 
Enea, 

    

o osia 1 ti Tera Ja” 
DR Jr 

ie aj R- ERE | 
IE costa VPRIE  ETE_ 2 Vera | şa 

o - E 

        

p
a
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:“La fel se obţin alte Valori. inlocuind pe tgoa cu- - valoarea 

—1—/2), | 
77, Exprimarea rațională a, sinusului . -Şi consinusului 

„unui unghi cu ajutorul: tangentei jumătăţei unghiului, 
Formulele a : N aa 

___t98 . ae SI 
Viei 1-Ftg28' „cop =- _ ZERŞI Fig: 

dau sub- “formă neraţională (cu radicali) valorile lui sin$, cosf 
cu ajutorul lui te. Vom căuta a găsi expresiunile sinusului şi - 
consinusului sub formă raţională cu ajutorul tangentei jumătăţei. 

„unghiului. - Ma 
Pentru aceasta să considerăm 

EL   sin28 — 2sin COS =2 = =, oSinpeosk — I-kigti +V1ktgia” 
o , Ea: 

sina = Te 
(10)De asemenea, 

poza a Pa tg cop = cost — sin = (pa) — (=) AD 

tg?8 
costa — Tis is 

  

2B7. 

PA Sa 1—t828 (Il i 28=— (1) Sa cosai— TFisi. 

Făcând în formulele (10) şi (1) pe 5 e avem 
a | | m 

a Pa 23 3% . l—tzpa - (12) sina Cos = — . 
PD , N 1l-te? 5% Ihieze 

De asemenea avem o | 
„7 “ _1 
a , 28 5a 

(3). aa ga = —— 
Ă . .. ” 1 —tg'sa 

Formulele (12) şi (13) ne dau, sub: formă raţională, "valorile. 
L: „Sina, "cosa; tea cu ajutorul tangentei' unghiului ş za 

+
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| EXERCIȚIL 
1 a; Ştiina că ss =g şi că unghiul & este cuprins între 270” și 3600, 

a 
N să'se “calculeze - sing sg . o | ii 

Rida e este cuprins latre 1350 şi 180; deci. sin Zr a>0, cos a, 
1 = /l—cosa 2. 1 —V5" , sin-a=> = _ 3 = 3 cos 2 g 

2 Știind că sina Își că unghiul a este „cuprins între 3602 şi 540%, , 1 1 2 "să se calculeze sina, „Cosa, 

R. Unghiul 3 este “aprins între 1502 şi 2700 i sina] < Joszi 
"-sin- 3<0, coss <0, cost-psip& <0, „cos sin g<0; 

cos hint == -Y I-rsina, cos z- sin = =— p l—sina. 

3, Ştiina că tg3= Va, să se calculeze s Sina, cosa tga. -R, - Se întrebuinţeaz formulele (12) (13). Se găsește Ă 
| a ina = ca 8: 

4. Ştiind ca tga=2— 1, să se calculeze sing, cos =. =, te. 
. 

— VI-L tg? — —9V/2 
_R, Se va calcula Intai tel II za Zrhiktera E tg 

V2—1 Lena Te) ra 2102 VIRF. (2-3) Va) > Va 
„Ioa (4273) Fra = == Va 14 VIE 

“1 In fine, sin z& cosza cu formulele 

-
_
—
 te —a 

: cosi-a = 
. EI te Za - 2 ă E 

7a 5, Ştiina că gem) sa să se calculeze = sin2a-P-cos2a, 

1 

    

. 
au 1- ze A _2iga , 1—te2a Ta: 

R. = mia Taz Ta 75 ta 

Pi 7. 
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2 au —aa02 - ze) "Fri mpi 
6. Sa se verifice. identitatea . 

m)   

sinzcosz-k-sin?cos? 

sin(e-F$)sinta=5) , 1 . 

R. sinacosa =z sin2a. Avem 

eoielah= 

pg — Sinacosă-ţ-sînțcosă __ “3 sin2a-4--> sin23 
= sin(a+-Ș)sin(a—f) sin(a-țâ)sin(a—8)* 

2sin n SEF2 e os 22 Ă 
  1 

Eine cetatea, 
„17, Să se verifice identitatea | e a 

sin3a sin?a + cos3a costa = cost2x, 
R. sin 3z= 3sina —4 sin, cos3a=4 costu—3 cosa, 

E= 4(cosea —sineă) — 3(costa-—sinta), 
E E (costa—sinta)[4(costa-țcostasinta--sinta) — —3(costa-ț-sinta)], 

E=  cos2a VAl(costa-t-sinta)'—eintacosta]— —3== = cosza(1—4sintacoșta), 
: , E Z cos?a(1— — sin22a) = = = cos12a,. ! 

8. Să se verifice identitatea 

e | 'sinafsin(a-H9)Fsinla-t2p-+-.. „-Fsinfe-Ha—1)3] 

| sn ab "2 sia i, | 

R. Inseimnană cu S primul membru al acestei identități, înmulțim 

cu 2sin E, ş şi avem | 

2 S sin a = 2 sina sin 3 E zinta- sin , .. ine tepin - 

Dar ” 
MR ! sinp sing cos(p— _9- costp-tg): 
„Deci 

. | Saint cm (a Bees) 

cos (ep — F-cos (e-r9+5)+ j | 

Po... .... Pee NE 

Ia cos [ct ni— sees Hp 

Adunând, rămân, în membrul al doilea, numai termenii extremi şi 
avem : N 

"28 sin cos a— 2) cos sfera at s]. 

N Abraimeseu, Leeţiani de Trigonometrie. aia II, 5000 ex. i i 9 
. 
E)
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"De unde ci a Ea ăi e AI | : | a aa Bahna E zone] 2 S sin >= in a sin i 5— N e ae 
pg lun — 18 : BR , a—1] ) Ă 2-2 , , 2Ssin = din ZI az 

2 Ssinf. = = Bsinteţ ni :) (—1)sin pe | 

      

i Sine lin 
Mu sin 

= ECUAȚII TRIGONOMETRICE (9. Si 78. Generalităţi. Am văzut că liniile. trigonometrice . ale „. unghiului oarecare le Putem exprima cu ajutorul liniilor. trigo- - nometrice ale unghiului ascuţit.. Pe de altă parte, cunoscând o. linie trigonometrică. a_unui unghi, cu ajutorul ei putem. afla celelalte, linii ale acelui unghi. De aceea este destul a calcula valorile unei linii trigonometrice pentru unghiul “ascuţit. Mai mult, e de ajuns șă . calculăm- valorile pentru unghiuri cuprinse între 0% şi 450, căci sinusul, cosinusul, tangenta, cotangenta unui. unghi cuprins între:450 și 900. sunt egale cu: cosinusul, Sinusul, cotangenta, tangenta unghiului complimentar, cuprins între 00. şi 450, De. aceea, în tablele goniometrice -(Dupuis, 'Lignes trigonomâtriques naturelles, p.: 1:19) sunt calculate numai valorile liniilor trigonometrice Pentru unghiuri. dela 00 la 450, | Pentru a calcula - logaritmul - unei. linii trigonometrice a unui unghi:mai mare. ca 900, reducem :mai întâi acel: unghi la cel ascuţit corespunzător şi căutăm logaritmul acestuia. Evident că luăm logaritmii . numai ai acelor „linii trigonometrice care . - sunt pozitive, căci numai numerile pozitive âu logaritri, “De ex., log sin'1500 = log'sin 300 = 1,69897 ; log tg: 2500 — - log tg 70%== 0,4389. i Ia A Dacă, acum; se dx valoarea. linii trigonometrice şi se cere unghiul, se aplică logaritmul .şi apoi cu ajutorul tablelor loga- ritmice, aflăm unghiul. 
a E Exemple: 1) Se dă sin a = 0,52992 şi se “cere unghiul a. " Aplicând logaritmii, avem. Ei 

log sin «= log 0,52992 == 1,72421, 33 je Edi ze a = 390,-- za a, 

” > 

» () Nu face parte din program, Î | ÎN 
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Fiind dat unghiul prin valoarea sinusului său, - forma ge-. 
“ “merală. a unghiurilor corespunzătoare problemei, „este, 

| 2kata, er r— a, 
sau, în cazul nostru, RR o 

9pa-k.820, Sb m — 320 - 
_& fiind întreg. oarecare. Dând lui 4 valorile 0, 1,2, 3. - obținem 

be =0, 320.2: —3820= 1480; p==1, 27-F-320 = 3020, 32 — 32 
...508%..., care sunt unghiurile al căror sinus este egal cu 0 „52992: | 

2) Sa considerăm acum cazul când se cere unghiul a dat: 

de relaţia cos = — = Unghiul 8, dat de relaţia cos 8= = :, este: 

suplimentar cu &, sau e aie cu 180%, căci au cosinusurile egale. 
şi de semne..contrare. Deci 

a =1800 +: Lă a=2pa + 1802804 +5 +3, 
Să calculăm deci pe Ș dat de ecuaţia 

3 
cos ps 

? 

| şi apoi oi unghiul căutat 2 îl aflăm cu relaţia de mai sus. Aplicand 
logaritmii, avem: 

log cos B= log log 3— -log 5, 

Ig COS = 9, „+07 12 — 0, 69897 = -0 47712 +1 1 „30 103 = = -ă, 77815. 
„De unde  B= 5307749, ! 

. Valoarea lui 'a este dată de (2 4 + 15307 49. 1 Pentra, 
cazul P =0, avem «= 1800 — 530917 49".— 126052 MI. - 

“Observare,: În tablele. logaritmice nu. sunt ca!culaţi loga- 

po 

Cos-a 
  

ritmii funcţiunilo; secantă şi 'cosecaită, deoarece” sec a = 
p 

PONI 1 
“cosec a :s= sn 2 aşa că, aplicând logaritmii, avem logsec = 

— logcosz, logcosec a = — logsin &. şi cum logsina« şi logcos a 
sunt “daţi, în table, urmează că şi logaritmii funcţiunilor secantă | 
şi cosecantă” vor fi cunoscuţi tot cu aceleaşi: table. . 

|. Să -se rezolve" ecuația sin (45% — 34) = cos o 600). 
Inlocuind cosinusul unui: unghi cu sinusul unghiului com- 

plimentar, ecuaţia devine - - 
: - sin(450—3 x)= “sin 900 2 c09), 

L sin n(49, — '8a) = sin (1500. — 2 x) =sin [189 -- . 1500 — 2]= = 
i , „ Sin (60042 3). 

. e .



- Arcele: 450 —3 a: Şi 300 + 2 “având sinusurile egale, ele sunt sau. egale sau suplimentare, : sau, mai general, verifică relaţiile 
(0) 45 — 3 =247-F' (80023) 
(0) ap 3a=(044+Dz —80-+23), 
be fiind un întreg oarecare, 

“ Din întâia, avem S-a =450 300943, 
„de unde „Bal 247, 
„sa Sau, inlocuind. pe—£ cu /, avem | | 

a =203 515 
h fiind un. întreg: oarecare. i 

Din ecuaţia (2), dezvoltând, avem 

Baa 40030004, | 
sau „NB dpa—z 
Si = 75 — 1800 — 2 pn, Ste „de unde o 

e 09) | += —'1050— Ba = —1050 4-27, 
„Ah fiind un întreg oarecare. o 

_ Expresiunile (3) şi (4) ne dau toate soluţiile ecuaţii con: __ Siderate. Si DI A i | IL. Să se pezohe ecuația 
| » 2sin? a — 5 cos x—4=— :0, | 

înlocuind pe sin? cu 1-—cos2 +, ecuaţia devine 
2 — cost 2) —5cosz—4=9, de unde 

_ 2 Bcostu —5cosa:— 4220, n 

2cos?x-F-5cosa: +2=0, Mae 
“Ecuația fiind de gradul al doilea în Cos x, rezolvandro avem 

cos ==! Sa jo ds 44 549 | 528, 

Sau 

    

Avem deci două cazuri de corisiderat 

pa 5-F3 = m T5=8 COS = = 3 » COS 4=— 

  

„- Cosinusul: unui unghi fiind cuprins între —"1 ŞI 1l,:nu . “se poate să avem cosx=-— 2. Rămâne numai de 'consideraț - 
N  
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a - : cos a: , | o, 

Ă , 2 , | 
de unde. a = 1200,. Toate unghiurile care au. “acelaş cosinus —1] | | egal cu >= sunt date de . 

s=0aa i 19, 
Său = 360% + 120%, 
k fii ind un întreg oarecare. a , 

II, Să se” "rezolve ecuaţia Sa 

"cotg = 2 cos , 

cosa: PR  Inlocuină cotgx = = n ecuația devine 

cos 
  —=2coss, .- a sina n. 

de unde e i | 
i „cos=2coszsinz, at 

sau __ „cosg4—2cosasin x =0 | 
„cosa(1'—2sin 2)==0, 

- Acest produs de: doi factori este nul când unul din factori 
se anulează. Deci, A 

| | cos =, 1> 2sinai—0, | | 

Din cos = 0, rezultă că. 4 = 90, iar forma "generală a | unghiurilor este. | 
6). +=2pe2:003, va a00n:90:, 
p fiind intreg oarecare. | 

Din 1—2sinz=0, rezultă a 
al - 7 -, o „sin ai > 

deci +30, F orma generală. a unghiurilor este 

(6) | = 2p3 + 800, | 
a (24 + 1) 50, 

p fiind un întreg oarecare, 
„ Soluţiile ecuaţii considerate sunt date de expresiile (5) şi (6) . 

IV. Sa se. afle unghiul x pentru care avem 

| /3. 
sina = — 2 cos =— .



A 

Ca verificare, se vede „că avem 

sin2% + cos2x = (3) + (- 3 7)= +3 

"astfel că suntem siguri că problenia : are soluţie, Peru: a 2 o găsi, Pi să observăm că din ecuaţia 

sin = — 2 i 
= 

dacă ne mărginira numai i la unghiurile mai mici ca d60o, rezultă 
x = 1800-30, x= 360%— 30% == 3309, |. 

2. “Să vedem care din aceste valori ale lui & vdrifică şi ecua: 
ţia a : doua 

c PRL 
. O 2 

„Trebue să alegem ' pe accea, care are coslhusul negativ, 3 
căci cosr= 120, 

Dar x =—2100 dă cosa = cos 2100 <0, pe când cos 3300 >0 
Singura soluţie care verifică deodată ambele Etuaţii este . 

s=o= aa? sie 
V. Să + se rezolze ecuaţia 

cosa: sin = 2, E 
Ştim că sinusul şi cosinusul unui unguil se -exprimă raţio- . nal cu ajutorul tangentei unghiului” pe jumătate, înlocuind, avem 

— ţo2 X . Rut 1 te 3 „ară 

DE e 1kreeş 
ri 

  

    

unde punând e3=, avem, îi | 

Să Ni 1—y2 ” .. , _ ” 

. n ja fa = | sau. -. i Se 
1-2 yd, a 
esa, 

Rezolvând- -0 în; I, avem.  



_u iz VI 0V3 E 

  

| Le tă , RI Va+ri ” 

LIFVI-070 1] Pa Văii | 
ata Pra Vara zi 

== 155 = e 
, , _ 

Deşi este uşor de : ştiut « cât este unghiul 3 căci i tangenta _ 
„lui este a— 1, adică 29080, să presupunem că n' am şti aceasta, 

şi totuşi. voim a afla valoarea lui +, care se.cere, : şi: „care “cu . 
ajuțorul altei funcțiuni trigononietrice” este: mai uşor de aflat. 

Pentru aceasta, să ex rimăăîn tg x cu a jutorul lui tgx,: şi p ] SĂ, 3 

  

- 2 
avem E | 

. x „a 

215 3 203. 
Se IVI S ea _ 

de unde EI ea | 
tg 22 —) ==. oră 

„IQ 29) . a/a—a 2/20 
Iată că mai uşor se află unghiul = 450, fiindcă se “ştie” 

că ig 450=1, m 
„Deci forma generală a unghiurilor x este dată de ecuaţia 

tgx = Va—1, adică 22030', şi pentru că este dată cu ajutorul - 
„.. unei tangente,. avem pe ă 

<a vazeo, i 

E
 

- astfel că ” . x=2 3 7 2.9030, a 
| i X=2pn450, Iu 

£ fiind un întreg oarecare. : N 
Ca verificare, pentru cazul p= :0, avem, x == 459 şi înlo- 

„cuind în „ecuaţia dată, obţinem o 

E Ba 
a gtze2.. 

VI, Si se rezplue ecuaţia 

tg + tg45 + 3= = 2
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„ Pezvoland pe tg (0) avem 

tg450 +a 
tga ai lg 450tgx a | -sau 14 5 | j tg o tg tpar Eee = 2, 

„ Punand igx= y, avem ecuaţia 

Lu pi ti =, Pia 

  

sau Ii 
I2—4y + 1= 

Rezolvand în raport cu Ie avem 

“ y = 2 + GB, deci dot soluţii .- 

tex=2+, ex =2—B. 
Fiindcă nu se vede imediat ce valoare are unghiul după valoarea tangentei! sale, să calcuilăm sin 2%, căci Ştim pentru câ- 

teva unghiuri. sinusurile lor (sin =, sin see, sin 60%=— - 
Avem pentru. tga =2+B,. - | 

Sin. op 2 2tgx 20+- — ză | 
Iza FE Va pr 

| o 13) sina pa 2 a” 
Deci 2300. sau 1800 — 300 == 1500 ; iar 2150 sau “750, E “Deoarece. tg =2-+ js 3>1, urmează că. 1>45, deci trebue a lua. pentru x 

Su . = 70, 
e Forma generală aun ghiurilor 4%, date cu ajutorul tangentei, | tg =2+-5, fiind : 

. | ! - E T ta, ” : în cazul nostru este 

Bf 780=- 1800-70, E 
Pentru cealaltă soluţie, te = 2—Ț3, avem, deasemenea, 

- _2tga: - 203 | 2 = 
IE sin2x = : TI teza a G JE e

 
i
a



| 187 

Deci 21300 sau 1505, şi deci a 15==150 sau 750, „Dat, cum .: tgx = 2—]3<1, x<450; deci trebue luată soluția. a=15%, ar forma generală este. : E | 
e Iza pa 1800, 

P fiind un întreg oarecăre, | 
Observare.. Dacă n'am fi putat să aflăm uşor valoarea. unghiului cum a fostiîn. cazul - actual, atunci se. " calculează numeric valorile lui tgx, - : 

| tg = 2-3, tgx=—2—V5, 
înlocuind pe 3 cu aproximaţie (dată de Tablele lui Dupuis; i a 147). Avem pentru prima -, 

tg 2410223 u0oar0a, | 
A sentra a calcula. pe x, aplicăm log aritmii şi avem 

. logtgx= log 3, 132== 0, 57104, 
de “unde revenind la unghiuri; avem x = 750, aproape: Sau, mai bine căutăm în. Tablele lui 'Dupuis, la Ligries trigonome- triques naturelles, “care este unghiul când se „cunoaşte tangenta sa şi avem x==75 aproape. - 

Soluţia cealaltă e dată de 

tgx=2 — = 2 urbe 0208, 
De unde | | | a 

| logtgx = log 08 = 1;42813, 
şi aproximativ, i | 

x, 
„ Forma generală ; a soluţiilor: este, deci 

| x, 180 + 150, X= E. „180-173 
VII. "Să se rezolve * ecuația . ” 

41 + sins) '= costa, | 
Înlocuind costx = 1 — sin?x, avem! ecuaţia, ii 

3 sin?a-ţ- 4 sinx + 1=0, | 
Rezolvând-o -o în n raport cu sinx, avem - ” 

ag 
'sinx= 

3 

pe.
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PE - ae | PE d ta? i A a ae „Snx= 1, Sin ——g: 

“Consiăerană soluţia sin 21, unghiul 97002. 8, 

deci forma generală, -fii indcă' este: dat cu un: 'sinus, este 
a=2az aro + Da—27j es 

(Dei xp, 3600-4-270%,. ser isa-ero, ai 
" . - pa . goes 

& fiind un întreg oarecare, . 
ae 

- Pentru a doua soluţie sine = ga operăm, astfel. Cale | 
e a _ “ui 

. 

Tita unghiul 4 z, “pentru care! avem, 

. sin. IL 
at esa Sai e e 
[cae | . 3 - 

: atunci unghiul x. este egal cu 1800-+- Aplicand log atitenii, avem .. 

Mogsinglog — —log8=— 0 73 1, 52266, E “i 
teii „2-> 190287 16%. : mi “Deci, poza 

2 1800 2 19otaeru 167. ez ca 
Si Unghiul * fiind dat cu un sinus,. forma e generală a acestor unghiuri este Ri 

amp 1900581 167, “ni-i, E 
sau în: grade, 3 Ei RE 
(8): p.3600-+ oossărigr ru io 19oesue, 

.. LE Si 

    

“ & fiind întreg oarecare. . 
„Soluţia generală 'a „ecuăţii considerate este dată de, for. mele (7) şi (8). 

Se si "EXERCIŢII. 
1, Sa se rezolve. ecuaţia sing II NR 

R, sina, yneisra87; 2=2Ka -Pozrg005, 
7 RF Da z20rj8/38- | 

„2 “II 

2. Sa se rezolve. ecuaţia cos, =—z , 

R. cos = ante; y= 28 0 ae >. 

24 14327148", 

 



Ss 

"3, Sa-se rezolve « ecuaţia tg, 

- 4.'Sa se' rezolve ecuaţia seci =z 

R. tey= „e. 

Ka + 16005337". , 

R. cose= „=oatiaărgor Sa 4 

: , IN 

“ 

5. Să se rezolve „ecuaţia“ _ 3 IN 

R. x = 2Ka 2600... = 

„Sin? —2cosa +4 7= :0, 
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yo, 2 = Ka + (1800—79«0'28*) 2 

7. . .. 

î. 

6. Să se afle unghiul pentru care avem în acelaş timp - ! 

” R. 3300 sau 

, cuaţii . 
7 4 

N 

n 
1 . 

sing e Cosz= 

Ilz 
3 

R. cos PE, Pen 

Real, „2236004489, “2=—3000— 45%; 

2 

CĂ Sa se afle: vinghiurile pozitive mai mici ca do0e 

2 1 costa == E 

vo 
tru cosx = 2, Ei = 2Ra4+450; 

"care "satisfac « e- 

K=0, = 4; 

=, a=>=120%-4-450,: 2:==7200—450, . 

„Pentru cosz =— 7, a x= 1800 - — 450 = 185, r= 2Ka+1350, pă 0, 
„+189; K=!, 3600 + 135, 360 183% K=2, 37 72094 185%, 7209 1330, . 80%), Sa « se rezolve ecuaţia: . 

R. Afară dej 
ridicând la patrat 

cosz—si nx=- — Va. 

nepereche corespund ecuaţii cast — sinz=V2, 
9, Sa se rezolve ecuaţia o. 

R. Se jnlocueşte tg22 în funcţie de 
tg +1 

ra 
10. 

- "tg2r=3tgx, 

Deci, =, 180, sau x Ka af 
—6" 

Sa se e găsească c cea mai mică valoare a lui E: 

sint => 

pt 

sin +15042'46"Xtg520809'23” 

„Icos82*59/28- X %, 1817 Dă 

procedeul aplicat ecuaţii V (No. 75), mai putem rezolva 
ambii membrii. Aveim 

cos?a--ţ- sin2x — 2sincosă = 2, sin2x =— 1; 23: = = 2Fa —- 2700, 
a=ă, 1800-F- 135; “K fiind un număr cu soț sau zero. Valorile pentru E, 

tg, Avem ! 'sau to, sau 

7 

„dată de. ecuaţia 

E) Incepând cu acesta, Templele urmatoare nu fac parte din program.:
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R. "Se reduce la primul” cădran şi” se aplică logaritmii ; 
 Blogsinx= = 3logsin15042146" ” Slogtg2609/23” + 

avem 

— A logcos82059/28” — — log0, 1817, 

3losinr = =3X% 49267-+5Xi, 128084 XI Os614- 3xi i, „23985, 

- Slogsina=3, 29301 în 64205 „091856 0, 91950, O, 71000, | 

D 
8 log sin = 3,64192, | 

i ! 

log sine OAite a 1-40 ara = UT, 

Da 
| = 92616", II . E , : E 

au, Sa se calculeze valoarea lui dată de ecuaţia - 

N 53, zi -F (15,43): * 
R, Câtimea de sub radical e de forma ete, care se poate scrie 

a e = a (+2). Se pune D= tga şi expresia devine a 
a: 

a- T tg'a) = 

Cos?& 
* În cazul nostru, avem a 

15,43 E moase [rr 3) 

Punem i tga= 

  

  

1543... II asa îi “aplicând . -logaritmii, avem log tga = 
log 15 43-logi5,2; de unde a == 2033'33".. Expresia este 
a (345,2) - 845,2: 
E "costa ? 1 Cosă 

  

" Se aplică logaritmii şi se găseşte log == 2,8631, =38, 55, 
: 12. Să se calculeze * dat de ecuația a a a 

- 3? = (29 „35)2 — (7, 53), ” 

R. Avem mesei —(e25) 1053 3 83 ] Se pune. Cosa = ez 
29,85; 

„a = 5407714", Da e aa 
Atunci a = (29, s5) (1 —  cos22) = = (29, S5)2. sinza, ” 2 =229,85 sina. Se i aplică logaritmii şi se afla x = 24,16. ” 

18, Să. se calculeze valoarea: expresiunei. 

Im siia + 1 cosa, 
unde a= 35040, si = 12 56,.u= 10, 38, 

R. Avem 

, 

: a : i n x = (sin aț 7 cosa)= m (sina -+ tai cosa), tg2 = —  



_ . , , | . | - „ ÎL 

  

: „O sing, ) m i a += N (sina — cosa]l = infa4+-f). - | ( - + cos? , "cosf sin a 8. 
„logr = log + log sin(a+ $) — log cosă; B= 3993418", a: = 15,730, "* 14. Să se calculeze valoarea expresiunei o 

X= m ntgă, * 
unde zi = 10, 1=12, a= 300, 

fiu m R. z=u (tea); se Spune —- == tg. A E | 
: n sin(e -+ aq) | DE a a = ultg tga)= —o E, „ - “ | (tgp + ga) cos cosa * ” - 

og = logu + log sin(Ș +-.a) — log cos — log cosa. 
"8 = 3901820", + == 16,93, aprox, 

15. Să se calculeze valoarea expresiunei . 
. x=m-hau sina, * 

unde m =30, 118, a=200, 

R. a=u ( m 

1 Cosa 

  

ME i ecaz cosa 4-sina) = n (cosa sp +-sina), tgp == 

sin — Sina) e cesare aa i += ( cosa cosă -F sina ) = Pet) Ș == 600356”, 2 36,15, aprox. 
  

„. 16. Să se discute ecuaţia 2 sin —3 sinx-f-A=0, A fiind un para- metru variabil; o a Pa a 
RR, Ecuația. fiind de gradul al doilea în sinx, realizantul este R=3 — 4.24, R=9—82. Rădăcinile * fiind sinusul unui. unghi, sunt cuprinse între —1 şi +1. În loc de a pune condiţia ca 0 -ecuaţie! de gradul.al doilea.să aibă rădăcinile cuprinse în intervalul (—1, +1), este mai uşor a transforma ecuaţia dată în alta, Care să aibă rădăcinile sale y - legate de ale ecuaţii date de relația | Da 

Sa _sinx—1 -- 
sin | | 

astiel că, dacă ştim că rădăcinile sinx ale ecuaţii date sunt cuprinse între —1 și +1, atunci rădăcinile Y ale ecuaţii transformate .vor avea semnul expresii * i e : aaa . „_ Sin — 1, 
2  sinzFI 

Dar avem. - 
- _ (sina — 1) (sinzx 4-1) - , 
= (sina, > | 

deci semnul lui Yy depinde numai de (sin — 1) (sinx-+ 1), căci numitorul lui y find un pătrât perfect are semnul „plus. Însă -semnul ' expresii (sin — 1) (sinx + 1) = (ue — 1) (+1), u=sinz, când“'se înlocueşte 2 cu valori cuprinse între —1 şi + 1, este negativ [căci se ştie că un trinom de gradul al doilea (22—1) (4-1) are semn contrar. cu termenul său de. gradul cel mai înalt, za, când se înlocueşte + cu valori cuprinse între acelea ce anulează trinomul şi care sunt —1,4+1],



„... Aşa dar, în loc'-de.a “scrie că, ecuaţia dată are rădăcinile sin 
“cuprinse între —1 şi +1, 
cinile negative, _.._  - | 

Înlocuind pe sinz-cu valoarea sa din relația 

- sin —1 Si ! = sin Fi y sinir-f y sinoi, 

adică A sin LEI, - zi ly a 
în ecuaţia dată N i ! 

o 2 sina —3 sin 4-A =0, 
avem. Po ” 

1 31 
| ard ao. 

. Desvoltând, avem , | . E 
21) —B(1-Fy)—>-ta (1—y):=0, 

sau, făcând toate „calculele şi aranjând, obţinem. | - 

A =p6-Par2ye- A 1=0, 
care este ecuația. ce dă valorile lui >, 

"La orice rădăcină . negativă a. acestei ecuații corespunde o. valoăre 
. pentru 'sinz cuprinsă între —1 şi +, deci acceptabilă şi la o rădăcină 
pozi ivâia ecuaţii /(9)==%- nu corespunde o valoare” pentru sinz - cuprinsă 
între —1 şi FL, deci neacceptabilă pentru ecuaţia dată, e 

Realizantul „ecuaţii 15) =0- este -....: ă 
a 2—Ap-6P) A— 10-82, 

A, 

i 

analog: cu' realizantul. ecuaţii date, astfel că ambele ecuaţii -au rădăcini 
. 

riale! în âcelaş timp.: : 
Produsul rădăcinilor ecuaţii A9)=0 este 

o A—1:_A—1)(A-+5) 
P=y y. ps po)? 

-iar. semnul sau depinde de trinomul A—1) 0-5). Pentru valori ale lui A. 
exterioare intervalului (—5, 1), produsul este pozitiv, iar pentru valori 
cuprinse. în acest interval. produsul este negativ. - 

Suma rădăcinilor ecuaţii 1=0 este ÎN i 

„5 '—2(2 = 22—2) 0-2) A+5) . 
=y [iii imita 4 9 IN 

's y + IP po 

i exterioare” intervalului (—5,2) suma este pozitiva, | iar Pentru cele. înte- 
- rioare, suma este negativă. | : - 9 

„. Realizantul fiind: R=9- sa, dacă A a: e n-aţi) este pe 

zitiv, iar . daca! ao: R<0. 

vom scrie „că ecuaţia ce dă pe y are radă . 

şi semnul său “depinăe de trionul A—2) (2-F5). Deci, pertru valori ale'lui:.
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i Avem deci tabloul discuții date 

  

    

| Redlizontul | Produsul P | SumaS |.: “Rădăcinile | Rădăcinile sinx 

+ E A “| Reale, ambele | Nu există valori _g |. . CI AR „Pozitive - . | pentru sinx 
pe — — Reale, na pozitivă, Una acceptabilă |? -1|' una negativă: pentru sinx 

: + + —  |-'Reale, ambele | Două acceptabile 9 îi A | A" negative. . |; pentru :sinx 3 | ARI Ia Si - + = 1 “imaginare | Nici una - 
— + +. imaginare _- “Nici: una 09 - .. . . . a T                 

Deci, când —5<1 <I, numai o radacina este negativă, 'o singură 
valoare acceptabila pentru -sinx; când 1 <a<g 3 ambele radacini fină 

negative, corespund două valori acceptabile pieri sina. 
17, Sa se rezolve sistemul de ecuaţii. . 

z-+-y= 60%; sin F siny= 09, - 

R. Se înlocueşte sinxț-siny cu sin TEI cos 3 ”, de unde, apli-     

  
când logaritmii se calculează cos 22 şi” deci şi (a) Cunoscând (eto) 

şi (2—y), se află a = 65%00/30" . y==4930.. | 
" La fel se rezolvă sistemele 

î x—y=a, sinz-t-siny=b ; x-+y=a, sinzr—sinip==d, 
x—y=a, sinz—siny=b; at y=a, cost Zcosy=b, 

18. Să se rezolve sistemul de ecuaţii. : : 

2 byz=t50, sinz siny=30, 12, | 
'R. Avem cos(x--y) = cos 45%, de unde se calculează COS4 cosy, Ținând | 

„seamă de a doua, se află cost+—9) şi deci (29). Se găseşțe | 
De Baa, ISI, 

La fel se rezolvă sistemele: : :, ..... Di - 
x—y=a, sinx siny=b; ya, Cosa cosy==d, 

Sa 

119. Să se rezolve sistemul 

ă sinx —3 -- 
s+y= =80 ” siny 2. 

R, Din ecuăția a 'doua avem, zu 

sinz— sny' al 

“sinxtsiny_ pa CI 

Se înlocuesc termenii raportului. intâi“cu forma le calculabile prin . 

  

] - 
logaritmi, de, unde se găseşte tg ap Fara, , Su î'cotg EP : p2
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sro ; adunând şi i scăzând, se obţine 2 =4991'30, 0073” 

„La fel se rezolvă sistemele 

2—y=a, Sa —p; xiy=a, ——=d. 

20, Sa se „rezolve sistemul” de ecuaţii 

aFy=45%, tgx-tg y=09, 

sin (3-9) 
| cos cos 

Se ştie că 2 cos cosy = costa +) co cos(x 9 de unde se află cos ( i 
* a0=87096/87, 27093152, 

La fel. se rezolvă. sistemele - . a 

. x—y=a, tgz-Htg gy=); ya, tg—tay=d, 

—, deundese calculează COSA cosy,.   'R. Se înlocueşte tgz-Ftgy= 

„Se putea şi astfel rezolva problema dată, aplicând: tangenta lui 
(2:29) şi apoi luând ca necunoscute tg şi tgy, pe carz le găseam cu 
o. ecuație. de gradul al' doilea, căreia i se ştie suma rădăcinilor, tga-rtgy 
=09 şi produsul tgz. tay =01; această ecuaţie este” 21—0,9z 3-0,1==0, pe 

care rezolvând. -0, avem valorile lui tgx, tey= 20, 920, 541). 

21. Sa se rezolve: sistemul de ecuaţii 

LĂy=700, tBtey04. 

R. Din a doua ecuaţie, avem. 

sinxsiny __0,4- cosxcosy-F-sinarsiny 1-04 - 1,4 07 
coszcosy 1? „cosacosy—sinasiny 1 0,4 05 3” . 

a cos(4—y) _ 7: 
A Na cos(a-Ey) 3 

Aplicând logaritinii, se calculează logcostr—) si deci şi i (e); de . 
unde x=—53%31'40”, 7==16028/20, ” 

„Se mai putea, aplicând tg(x-l-y). şi luând 'ca necunoscute tg, tey. 
La fel se rezolvă sistemul - 

- ă i—y=a, teatzv a. A 

„22, Să se rezolve sistemul de: ecuaţii ” 

: 5 
by igrcotgy=g . 

R. Din ecuaţia a dăua, avem | 

cosasiny _ "6. cosxsiny— sin+cosy _ -6—5 

sinxcosy 5» cosesiny i sinzcosy 6-5 

sin(v—a) _ LL 

N aa „„sin(y-Pa), 11" IP Ă 

| " Aplicână logaritimii, s se găseşte iti ; pa304778r, 

22200 39/26”, p==24020734*,-
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23, Să se rezolve sistemul E 

2coszcosy =1, iga-+tay=2. , 
| R. Se înlocuește primul membru: al ecuaţii a doua, cu "formula cal: culabilă prin logaritmi, de unde sin(x +y)= 1; 29 =90 Din ecuația întâi, avem 2 coszsin+=1, sin2a-= 907, = 3480 = 

24. Să se rezolve sistemul. 

, 
x 

4 tgxrtey=l, gl + 9)= a 
, 

! , 
R. tgx şi tgy sunt rădăcinile ecuaţiiz + =); tgi= 'sy= 

= y==26093'54", ” 
25, Sa se elimine z între ecuaţiile 

'sinz + cosx = a, see -+ coseca =, * 
R. A elimina pe x “între aceste ecuaţii! "inseamnă a. egala valorile lui + date de fiecare din cele două ecuaţii, sau a. în ocui in ecuaţia a doua pe + cu valoarea dată de ecuaţia Intâi. Ridicând la patrat “prima ecuaţie, avem | 

- sina + costx +- 2sinacosa = ai, 1 + sin2+ = a, sin2a = = ai — 1. 
Din a doua, ţinând seamă de prim , avem 

| p. Sinz-kcosa A 20 pl =0, =, sina =. cosx |! sin Sinacosă 6 
. Egalând aceste doua valori ale lui. sin2x, avem 

caise - 5: 

care este rezultatul eliminării lui 4, sau, condiţia ca 'cele doua ecuaţii date să fie compatibile. : »: . 
26. Sa se elimine x intr&- ecuaţiile 

sinx-- cosx = a, tg2x + :0tg2x = =5.. 
R. Din prima, sin2z=a—]. Din o doua, dsindecosta 1 de unde „1 1 

a sa, == l l a 224 D=, şi: 
cos2: Bsinza a - Se inlocuește în relaţia sin'2x+ + cos şi 

1 
tavem rezultatul eliminării, (a*—1)* aaa - 

sine „21, Sa se arate 'că dacă unghiul « tinde câtre zero, „raportul SAE 
-s inde câtre 1. E Sa ? 

„-R, Considerând. liniile trigonometrice ale unghiului d (Fig. 40), se vede că MP < arcAM < AT, adică i 

- E Sina < a < tea. i , 
De unde. e Aaa 

sing - 
sina< a 

- < < cO5% 
  

şi divizând cu sina, avem 
. 

N. Abramescu, Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia III, 5000 ex. “10
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1 < Zina <d a 
| Dar când a tinde către, *zero, cosa 2 tinde către Il, aşa că raportul 

| IT. variabil — 

  

z rămâne cuprine între două 

cantități 1 şi ——, ce tind ambele către 1, cos o - 
Deci şi a tinde către 1, când a tinde zero. 

„28, Să se arate că raportul £ sga = tinde, 

către: a când 2->0, 

” __tga sina 1 sina 1 „Re Avem -E- =: 

  

  

  

Fig. 40, „ a  cosa a cosa sina .:1] Factorii SIN% şi —— tind ecare către. 1, % * cosa 
29, sa se afle adevărata: valoare a expresii 

    

 xsina | | 
. a 1—cosz? Pa când + tinde către zefo.. - 

R. Avem :: -:..: . - _ poa z- E , a2sin- cos: XSIN% -- sina: 29 a. a 
ET 

20 
cos, 1—cosz din. 2sins 2 sin 2 

Si o 2 n g îng 
i e N - 

E = 2 cos ai 3: 
sin(3) , | 

o. 

. * 

2 
Când. x tinde către zero, „tinde către zero. şi 1. Deci E - a ADR - sing z tinde către 2, | 
30. Sa se afle pentru a =0 adevărată valoare a expresii . 

sin uz: - 
: - "Sinux . E R. Avem Nu 

” A . _sin(3 
pape 

pa n( 2) a ap) 1 1 -_ sin (ata) (aa) A - Sinuz ma Tia = (722%) sin(zz2) * ai 
4, Cana x „tinde către zero, expresiă tinde- către ze, " Ă 31. Să se afle adevărata valoare a expresii . ! 

. „sin(x + 1) — Sina, o 
O. i când /7 tinde către zero. : : . n
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- R. Avem , . ia | 
riza, eee h ÎN 

_E= az ——— = cos (2+ 5). 

" Primul raport tinde către 1, al doilea factor către cos; E tinde 
“către cosx. . 

32. Să se > afle adevărata valoare a expresii 

COS22 — cOs23 COS —— COS; 

  

, . sine — $) 
cânde=3, - Da | 

“R. Avem. . a . 1 N | PI &ă 2 eta a—8, : E = (cosz-t- cost)(cosa — cost)__ 2cos Sos sg 2 sin sin 30 i sin(a—8) 
. 2sin IE E 

E= sin Be ste. 

  

  

' Când a=$, E tinde către — 2siria'c "Cosa =: — sina, 
33. Să se afle adevărata valoare a expresii 

o sin(a — 300) 

  
  

  

    

| si i 1 —2sina', A e E pentru a=30,. . n e e 
. , 2300 x—800 i. a. . , 3 Î—150 E . 

RE sin(a — 305) _ 2sin zcos—> E su 15 )cos(5 15%) 
îi > N vină 2(sin30 — sina) i Ba 30-a? | . 2 (sina | „e Bsin cos ii poz 

E= -z - Când a =30, “cos(2-—160) =1, | - 2 = cos (3 5), E 48 
, | Pa 

"iar E tinde către — ——e 

„ APLICAȚIUNI LĂ PATRULARE) 
179: Un studiu asupra. calcului poligoanelor, în special al 

patrulaterelor, adică o, Poligonometrie“, Sau chiar o Zerra- 
gonometrie. nu, exisță aparte. Rezolvârea. poligoanelor este nu- 
“mai una din „aplicaţiile: Trigonometriei, fiindcă orice figură rec- 
tilinie: se poate descompune: în triunghiuri. - 

Ne vom ocupa de patrulatere oarecare Şi patrulatere in- 
scriptibile într” "un. cerc. 
  

(1) Nu face parte din program, 

î 10 +



 PATRULATERE OARECARE(J, 
80. Rezolvarea: patrulaterelor oarecare, Vom stabili mai întâi câte'şi ce elemente determină un patrulater oarecare; De „Să considerăm patrulaterul 

ABCD. (Fig. 41) Şi să: notăm 
„. laturile sale cu AB=a, BC=4, 

CD=c, DA=a, iar diagona- 
lele cu AC=, BD=a. Un. 
ghiurile le vom însemna cu 
A, B,C, D, iar între ele a- 

„vem relaţia A+B+C-+D 
= 3600, sau 2z, 

| | “Diagonalele împart un: Fig. 4, „- . - .. _ _ : Aia ghiurile în câte două un- - &hiuri, pe care 'le vom nota, pentru unghiul A, cu A, şi A; pentru B, cu B,, B,, etc. | 

  

  

| „Cunoscând însă trei unghiuri ale patrulaterului, în . baza relaţii dintre unghiuri, cunoaştem; şi unghiul al patrulea. Deci, dintre celg! cinci elemente, nămai /re; Bot fi unghiuri, celelalte două Trebue să fie laturi. De altă parte, două dintre elemen- tele necesare trebue să fie unghiuri, fiindcă dacă am cunoaşte . ” Humai un unghiu şi Patru laturi, am -avea, sau două soluţii, Sau nici una. 
i În adevăr, fiind cunoscute ga, î, c, d şi unghiul B, am putea construi Sau patrulaterele ABCD, ABCD,, (Fig. 42), sau nu avem nici un. ae Să D.ce_€ o      „ Patrulater, cum. 

„arată figura 43, 
_Î Să presu- . 
Bute cunoscute 
trei laturi a, d, 
C și două un. 
Shiuri. B şi” c. 

Pentru rezolvarea acestui patrulate-, observăm (Fig. +1) 

   

  

  

Fig. 42. | Fig. 43.
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că C,-+A2=1802—B, iar din triunghiul ABC, avem ! 
ep CaA ad Bi 

e > 2 apasa 
Putem afla deci unghiurile C,. şi A2, deci şi unghiul Ca == C— Cc, 
Pentru a calcula pe A şi D, aflăm din triunghiul ABC diagonala 

asinB . | “N AC= Snc 

iar apoi, din triunghiul ACD, 
! DIA _m—c Ce 

ts 2 mc. cotg 3 
În fine, latura n 

. a Sha | N | d= sin, a 
Exemplu. a= 10m, 5=7m, c= 5m, B= =81024%, C= 65018. 

"Avem . 

  

Ar Catone, 

C,—A, 
2 

e CrAa._Bcoteisniz A 
2” 

2047712 10, 01971 —1,23015 =1/26638; 

Ss CA 10027'45”, Cata = 20097 
= = 3500/1857, Cc = 56%45' asi Ca = = 8032, qi 

10sin87024” | 

O sin56%434877 log: = „07713, ml „944. 

logtg- 

teD— A, __G,9itcote4016' 7 og DA 
2 16,914 

D— 

3 
5 sin 8082/157 i = 0097137 log d= 0,84749, d= 7,0386 m. 

| D= = 1650247 327 Aa = 658 19 A = = 41053 an, 

II. Se dau două laturi a, d şi trei unghiuri A, C, D. 
“Unghiul B este dat de —3600 —(A-+ C+-D) A 

„Din triunghiul ABD, avem - 

D.—B, a—d A 
19 po ardcttg 

  

        2073962, 

  A =>19%40'40”, 

 



150. 

„de unde aflăm De = 

  

B “A 1, iar suma lor este ste ea 1 == 900 — Ca 
Aflăm astfel B,, B,, deci şi B,, D,.: | 

N , Din acelaş triunghi, avem. 

asin A. __“dsinA Ru ti, ” sin De” sin B4 
„Din triunghiul BCI, obţinem 

2 a sin D, - _ asin A sin D, 
sin C sin C sin D; | 

_a sin B, = £ Sin A sin Ba 
sin C sin sin D, | Exemplu. a=6 m 1=25 m, A = 59220, C == 98%50), D= 140%30. Să se afle laturile Bşic. Avem 

„B=>3609—— 298040” =. 610907, | e D:— B1__3,5cotg290407.” oct De — Bu _ tg gr = as Is tg sg 1,85907, 

| DB = 35051'457, Def B 
Li 

N 

= 60020. D, = 9001145 
B= 2408 15, B, =36051"45" Da = 44018159, "— 6 sin 59%20 sin 44018 15” - 0 i EIB) si 96%L17q57 log b==0,56458, 4==3,069 m, — 6 sin:59050 sin 3605145 | | sin 9850 sin 96911457. log pe04ott, c-aast9 n i 8I. Aria unui Pătrulater î în Funeţiune de laturi. Din triun- . ghiul ABC (Fig. 2), avem 

> 

100 02 bi —2 ad cos B, iar din triunghiul ACD, - . 
7102= 29 acd cos D. 

Egaland valorile lui 72, 
(1) | a 

Ariile acestor 

avem - 

—c—d=2 ab cos B— 2 cd cos D. 
triunghiuri fiind . 

3 aria ABC= ab sin B, 2 aria ACD= ca sin D, avem pentru aria S a Patrulaterului 
4 S= 4 aria ABC-+ 4 aria ABD: = osii Bp-acin (2) - îS2ad sin B+ 2cd sin D,
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Ridicand la pătrat relaţiile (1) şi (2) şi i adunând, avem 
(+ 62—c2—d)I+A4Sp= 

(2 ab cos B — 2cd cos DR+e ab sin B+ 2 cd sin De, 
(a2-- b2— c2— d2)-+- 16 S2 =4a?b bios, ab cd cos (B TD) 

Dar 

cos (B Daca. —le 

Inlocuind, expresiunea precedentă devine . 
(a24-b2— c2— d2)--16 S2=4 a20%--4c?d:—8 ab cd (2 cos2 SID — 1) -   

| 16S9=(2ab 2)? 02 — cap — 16 ab cd costB-tD, 
„1652 = ab 2cd-a2-ţ02—c2— d) atat ata) 

16 abd cost BED, 

| 16 S = = la-0je ee 2] c-ta] 16 ab cd cose BED B+), 
N 168: —toe= etica) (c-rd—ai) a) 

— 16 abcd cos2 2 BED 

Introducând notaţiile. * 1 
atbte+d=2p, —a--b-tețd=2 p-—a, a—b-ke-td=2(5—6), i 

. erized=a i abc —d=ap—d), 
„avem 

Sep a) (5— 3) (9 (pd) = — ad cdcostB-ED, 
  

_S si (4 - a) (5—6) (4—c) (5—a) — ab cdcost Bt D. 

care este o formulă analoagă cu acea pentru aria triunghiurilor, 
Exemplu. Se dau a=12m, 56=?7m,d=5m, B= 5415, 

D= 129%30'.. Să se calculeze aria patrulaterului. 
- Pentru a afla latura ', determinăm pe AC=n din triun- 

ghiul ABC, în care se cunosc două laturi a, d -şi -unghiul Cu- 
prins B. Apoi, din triunghiul ACD, în care se cunosc d, D, 
AC=u, aflăm pe c=5,758. . 

Înlocuim în (3) pe p—a=2, 879, p- =, 870, p—c=9, 12, 
2—d=9,879, pentru a calcula aria S, observăm că se poate scrie 

  

-B+D | - 2 b d 2 (4) NI pa 
E . (p—ap—0p= pd)



152 

Sa! unem. o | 
„Să punem. BD 

2 

  

„ab cd cos 

DODI = cost şi se calculează valoarea lui e cu ajutorul tablelor de logaritmi, Expresia (4) devine 
- 

S= VPTAP=UNP=AP= A Vest E 
S= 0-03 sing. | 

4 

' Aplicând logaritmii avem A a 65 EP ate dpinep=ottee-a ea 
de unde se calculează S = 45,18 m2, Ia E | S2, Aria unui patrulater în funcţiune de diagonale, _ P fiind punctul de intersecţie a] diagonalelor - patrulaterului ABCD (Fig. 41), să însemnăm cu 0 unghiul: BPC al] acestor diagonale.. Aria patrulaterului este dată. de  S==aria APB +-aria BPC -+ aria CPD + aria DPA, S= ZAP.PB sin0 + 2BP.PC sin0-F 2CP.DP sind + 3 DP.AP sint 

s= 3 sin, (AP + PO) BP + PD), şi deci. . | | | 

6) a. | S=2AcBc sin), S = = in sind, - 
Exemplu. 212 m” dq m, d=5 m, B=954015,-D-—129%0; Diagonala AC=u o aflăm din. triunghiul ABC, 'în care se cu- 

rile A; şi C,, apoi 77. Se calculează -apoi € şi Ca din triunghiul 
ACD, în care. se. cunosc d, n, D. Se “cunoaşte 'deci C. Din 
triunghiul CBD se. calculează BD=u, iar O=—A,-FB,: În fine se 
aplică formula (5). S=45,18m2 . Sa 

- 

EXERCIŢII 
1. Întrun Patrulater oarecare doua unghiuri Opuse sunt egale și 

laturile a=9cm, p=7 cm, c=8 cm, d=3 cm. Să se afle unghiurile şi 
"aria Patrulaterului; . 

iu "R, Se egaleaza expresiile diagonalei opusă unghiurilor egale, și se 
obține 

o
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ab (et-a) 
"ab cd) +33 CA = 26558; 

B—D — — tg m ! 270 ctg, tg DiB:— icegă. : 

Baz=9203"16", D,=60058'44", B,==69%43"16", D,==83018'44", S=33, 353 cm: „2 Diagonalele fiind de 87 m, 58 m, iar unghiul dintre ele 67018/20", să se calculeze aria patrulaterului.- 
RR, S=5345 m: - . 

3. Să se afle laturile, unghiurile necunoscute: şi 'aria patrulaterului în care se cunosc două laturi : vecine, . 65 m, 92 m, unghiul. dintre ele, 65%0' şi.un unghi alăturat. de 15498025”, iar diagonala care tae unghiul - întâi de 136 m. 
! 

“R. Pentru o parte” din unghiul opus “unghiului intâi dat, avem 
65sin154030'25* 

cos C =a 

  

Di 

-sinz = ar a = 15214, Partea a doua a aceluiaşi unghi şi i 
, 

o: [ “anghiul al patrulea le aflăm din tg D= 27 = AIcotgeo 81119 p == 42028'10”, - 228 , | 
D = 8602911”, Celelalte două laturi sunt 105, 95 m, 79,77 m. S==5980,94 m2, 

” 4. Aria unui teren în formă de trapez este de 4290 m*j una din dia- 
gonale 1 imparte întrun triunghi echilateral şi unul oarecare, astfel că 

“ariile acestora. stau în raportul Ş- Să se afle laturile şi unghiurile tra- 
pezului. 

R.. ABCD fiind trapezul' (AB. paralel 'CD) și ABC triunghiul echi- 
lateral, avem aria ABD:aria BDU=6:5, aria ABD +. aria BDC = 4290; 

Ă deci aria ABD=2310 m, aria BCD=1950 m2, Dar aria ABD=%V3; de 

_unde a= "73,51 'm.- În triunghiul BDC, se cunose aria, latura BD=a şi -. 
înălțimea h a lui B, egală” cu înâlțimea lui D, din triunghiul ABD. Din 

„e dai aria BDC, se calculează e. Unghiul Brc= DBA = 60, Din expresia 

arii triunghiului BDC=4-BD. De sin 60%,- caleulăm DC= 61,26 m. Din | 

triunghiul BDC în care se cunosc două laturi şi unghiul cuprins, se cal-. 
_culează intâi unghiul C şi CBD cu teorema tangentelor, apoi se calculează 
BC= 66, 66 m; C= 68:57:49, DBC = 51% Mr, 

PATRULATERE INSCRIPTIBILE), . 

83. Un patrulater care se poate înscrie într'un cerc, sau, 
„cum se mai zice, un patrulater inscriptibil, se bucură: de pro- 
prietatea, că suma unghiurilor opuse este egală cu 180%. Deci, 

» intervenind o condiţie simplă şi deci o relaţie: între elementele - 
"unui patrulater oarecare, numărul elementelor. independente şi. 

„necesare pentru rezolvirea patrulaterului -inscriptibil se reduc 
la patru, iar a unghiurilor: independente la două, căci suma! 
unghiurilor opuse este egală cu. 1809, 
  

(1) Nu face parte din program. |
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| Problemele ce se pot pune asupra pattulaterelor inscrip. -tibile sunt: determinarea unghiurilor, diagonalelor, a ariei patru- | laterului şi a razei cercului circum=. | scris, presupunând cunoscute latu- rile. . a IE - 81. Calculul unghiurilor, Să considerăm patrulaterul inscriptibil . ABCD (Fig. 44), şi ifie a, d, c, d laturile sale, A, B, C.D unghiu- rile şi se şi a diagonalele.  .. : 
-Triunghiurile BAD, BCD, dau : 

„Mos a2+ d2—9adcosA,.. » 
2 = b2-Fee — 2bccosC. Egalând aceste. valori, avem | | 

| „a2-b d — BadcosA = b* -|- c2—accosC, 

  

Pie. 44. 

N. 

„Dar A fiind suplimentar cu C, urmează că avem cosC= —cosA, deci relaţia precedentă devine: | 
A+ d?—2adcosA = 2 + ce + 2bccosA, 

a2+-ahb—b2—c2 
i |  Bad-r bc) | 

„Să înlocuim valoarea aceasta în relaţiile cunoscute 

de unde . 

_CcosA= 

A Pu A - 2sin? > = ȚcosA, 2cos? 2 = 1 + cosA, 

      

Avem . Da | - De 

asi — 1 Drh-b—c Xad dc) (0 ah—b2—c) 2 Had bc) ata — 
(6) aan) = (bFoP—la—d ke-ta-) te-a +d 2 adi) Sad A 

“ace ză — Ahab dec Dad ch) ate — 02 —c os CI 7727 ai 2ad-F6 
(7): Bcose A (Ok (ata+i-g a+d—54+-g „9 ap Badr)” = 

6). gr —ke-ta=d) Grea, S 2 OPEFI (ard 
Punând. a--5-tc-+-d=—2p, avem i —atb-teta=2(p—a), a-dhekta=ap—,



  

| | 2186 
| a-ti=cd= -2p —0), apue— dap 0, 

Deci expresiile (6), (7),. (8) devin 

 osinz A 2£— 25 a)__ 25 —a4— d, 
2 OAadhi adie 

nos _ 27-05 pc A (6-2) 5-9. 
2 atadți) * ig'3 (5) 02): 
A Cum unghiul5 este. mai mic ca 900, căci considerăm un 

A A poligon conves, sin 3 3 cos = 3 sunt „pozitive, deci : 

  

sinâ= ea0=3 =0, cosa = (4— DE) 
SA 2 | adie 

go 7. 
's PIE PU 

| Formule analoige dau unghiul B. - 
85. Diagonalele. Să considerăm din nou “formulele - 

„= 12 02 a2— -2adcosă, Pere -Placosa, 

De unde , , 
2 A 9 j2_. 2. 

cosa aer Ii cosA=l y e ad COSA= ap 
- Egaland valorile lui cos A, avem 

| LLP 2 ba 
 2ad 20 

(at d—i2)be= (n2—02—cad, 
ne (Bc-Lad)=( at dbe + (6 +-cad, 

aut (de-a) tal +redac+- dd), „ 

_lab-Peac-tbd) Fe F3d. 
cad ri N de-kad 

În mod analog, 

_ [ac + Za Ie 
> V cd x ba 

Obser oare, Avem 

dac Fdd) joc Fiad ca) __ , 
mn size je dă 2 = Veti, 
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mun=a. cra, d, 
care este re/afia dintre “diagonalele şi laturile zu patrula îuscriptibil (stabilită. de Pfolomeu). - 

86. Aria patrulaterului. Avern 
S= aria ABCD: = aria BAD Da aria  BCD. Dar . 

aria BAD = =za. d sinA, aria BeD = csinC = d. e sin. 
Deci | 

! 
s2 =3 (adie) sin. 

Însă sinA = 2sin A cos a Deci” 

= (ad +-be)sin : cos a. = 

a Ea e >) VEDE ap d, 
S= VP 07 Up ap 

87. Raza cercului circumscris, Din triunghiul BAD, avein 
R = VI 7 

"2sină = A A: ÎN tsi cos, 

Rat jad + cae F73 Il IV dead joacă fe N ate Noi 
1 ja0F etac Fa F73, 

. (4 — AB — dp — cp —a) 
88. Unghiul 0 al dia gonalelor este dat de relaţia care ex- Primă aria unui Patrulater în funcțiune de diagonale, 

1 
S. = 3 miusin0. 

sa 

„ De unde o 
- . 2$ 

sin = > 
- 71, uz? 

unde “înlocuind pe 2, n, Scu valorile lor în funcți turile patrulaterului avem, valoarea lui sin deci 
„xemplu. + 2=—169 m, 6=—195 m, c=52 m, 

țiune 'de la. 
şi pe, : 

21=150 m, Cu 

N
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ajutorul formulelor găsite; aplicârid” logaritinii, | avein A=81 3744", B=67026'24, C= 9802216”, D= 1120%33'36”, 11 = 156,26; n =—179,44, S = 17656,62 m, R =90,686 ra, 

„o APLICAȚII. : Ia ia LA CALCULUL DISTANȚELOR ŞI INĂLȚIMILOR. - 
89. Cele mai interesante din multele şi variatele aplicaţii ale Trigonometriei, sunt aplicaţiile la calculul distanțelor dintre două puncte, când' numai un punct este accesibil Şi aplicaţiile la probleme: de determinări! de înălţimi, când piciorul înălțimei este accesibil sau nu, şi în fine, aplicaţia la aflarea unui punct din plan, care este strâns. legat de trei puncte date în plan. În măsurări pe teren distanţele până la 20 m, le măsurăm. cu metrul etalon, iar cele dela 20 în sus. cu panglica de mă. surat. Unghiurile le măsurăm, pe uscat, cu fcodolitul, iar pe . "apă, cu sexfanul. . A ” i - 

90. Să se afle distanţa dintre două puncte accesibile, - dar a căror distanţă nu se poate măsura din cauza unui obstacol. Să însemnăm acele puncte Si cu A şi B separate cu. un obstacol | 
(Fig. 45). Aceste puncte fiind accesi- ST po 
bile, alegem pe teren un' punct C de 

„unde să putem vedea-punctele A şi 
* B, măsurăm apoi distanţele AC= 4 Şi” 
BC= a, şi în-fine unghiul ACB al 

„razelor vizuale AC şi CB. Din triun- 45 | 
ghiul ACB, în care cunoaştem două laturi &: şi a' şi unghiul 
cuprins între ele, putem afla lungimea laturei AB, care repre-. 
zintă distanţa dintre punctele A şi B, distanță care, însă, nu 
se putea măsura direct pe teren. - a 

Exemplu. Să se afle lungimea unei păduri, cunoscând dis- 
tanţele de la doi pomi din margini la un punct fixat în câmp, 
a== 1565 m, b= 1483 m şi unghiul C=— 116023” format de ra- 
zele vizuale duse de la acest punct la cei doi 'pomi mărginaşi. 

În triunghiul ABC se cunosc două laturi şi unghiul cuprins. 
Se calculează A şi B'cu formulele . a | a 

A+B CAB _a-b 
ge te papei ge. 

  

Fig. 45. 

apoi se află AB=— 2590,5 m, care reprezintă lungimea pădurei. 
“91, Distanţa dintre: două puncte, unul fiind accesibil, |
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„celalt nu, însă se vede, Fie A punctul neaccesibil, B punctul pi: | „accesibil şi ne propunem a măsura 

distanţa AB (Fig, 46). Pentru aceasta. a „alegem pe teren. punctul. C, din care > A'să putem vedea punctul A şi astfel a ca să putem: măsura distanța BC=a. 
Măsurăm apoi şi unghiurile B şi C. 

- Din triunghiul: ABC, avem :    AB _a AB 
| „sinC “sin A! sin C”- sin[180—(B7€)) . Fig 46. __ de unde 
Aa | asin C 

e 0 SaIBB=(BFOI: 
“Exemplu. SA se afle depărtarea dintre două turnuri A şi B "între care curge un râu, cunoscând distanţa a=5625 m dela turnul B-la un. punct C de pe acelaş mal şi'unghiurile sub care „ sevăd din B şi C distanţele CA, BA,.B= 8%46'10”, C=56%28'50”, “Se găseşte AB= 112013, . - | a „ 92. Prelungirea unei drepte dincolo de un obstacol, Fiind cunoscută „distanța AB =c (Fig. 47), ne Propunem să o E » OS prelungim dincolo de un ob- a! , | i * A 

+ it 

stacol.. 5 | 
| Pentru aceasta „alegem „= Un punct C pe teren, din care Sh |  puteim vedea -punctele: A şiB, 

E precum şi locul unde trebue | FLA i prelungită AB. Măsurăm unghiurile A şi B. Din triunghiul ABC 

  

calculăm pe BC=a, 

(1): a o eSin A nu o >. Sin[180%-(A-FB)] | Aa A „cara inspre partea unde. vrema 'să prelungiv dreapta AB o direcţie CD şi măsurăm unghiul DCB=&, În triunghiul DCB „Cunoaştem latura CB=a, unghiul DBC=1800—B, Unghiul . ABC fiind exterior triunghiului DCB, este egal cu. suma 'un-. Shiurilor nealăturate, adică o | 
ÎN „ B=a4+CDB, . de unde , 

CDB = B—z,



  

N Însemnând cu DE prelungirea dreptei AB, urmează că 

  

| unghiul . - | „n  EDC=180%—CDB=1800—(B — a), 
- Din triunghiul CDB, avem Da o. y CD___. CB CD a. 

sin DBC sin CDB” sin(180%—B) "“sin(B=—a) 
Sa o asinB Ie n aa „sin(B=a) . | 

Înlocuind pe a cu valoarea sa (1), avem 

D = c sinĂ sinB , 
E sin(B — a) sin[180%— (A +B)]: 

E Aşa “fiind, pe direcţia CD se ia punctul D, astfel ca CD "să fie egală cu valoarea aflată, iar. în punctul D se duce o “dreaptă DE care să- facă cu DC unghiul 180%—(B—a). DE este | prelungirea: dreptei AB. » NENE E ae „ Exemphi. La săparea unei tunel drept, având într'o.parte _- a dealului direcţia liniei ferate, să se afle continuarea acestei - direcţii. dincolo .de deal. Să presupunem că distanţa a două . puncte de pe direcţia dată a liniei ferate este c=1,5.km; fie C punctul din care se vede de amândouă părți ale..dealului şi unghiurile B == 102052", A = 41025, iar unghiul «== 51030/. . - | | 11470987 cin niogr o 

EDC= 12888. e | Sa _ 98. Distanţa a două, puncte neaccesibile. Fia-A şi B (Fig 48) punctele. neaccesibile, a căror distanță vrem. So mă- „Surăm. Alegem două puncte pe teren C şi !), din care să vedem 
punctele A şi B. Măsurăm ' distanța. CD=d şi unghiurile BCA=a, ACD=e,, BDC =; -BDA=f,. Din triunghiul - 

- BD C, avem Ia a: 
i CDsinf.:! ! 7 „

:
.
 

  

BC = SaTIB09 —(f, aaa] a 
pci N 

sin[ 180% — (8. + &, -+- 2)] ! Sage A, 
„Din triunghiul ACD, avem A of cz! , 
AC_ _. DC = ZCG. 

Sin (8 A-f2) sin[180%— (fi, + B2 + a2)] a .. Fie 18. 
i dsin(8.4+- Be) | Aaa Fe Pa



60. i Ea 
_De asemenea, unghiul ACB =, este cunoscut, În triun. ghiul ACB cunoscând laturile AC şi CB “ŞI unghiul &, cuprins între' ele, se pot călcula unghiurile CAB, ABC, apoi latura AB adică distanţa dintre cele două 'puncte neaccesibile, . : Exemplu. A şi B fiind două puncte dincolo de malul unuj „Tâu, pentru o calcula distanţa acestor puncte, caleulăm elemen- . tele necesare problemei şi anume 4=75 m, 4,=60%29", 02==42010,' R1==12029, B=59u7. Ei o 
Se găseşte AB =127,06 m. | 
94. Problema hărței.. Cunoscând trei puncte pe teren „A, B, C, să se afle poziţia unui al patrulea punct, M, din care „ se văd. distanţele AB' şi BC sub unghiurile « şi 8 (Fig. 49), e R. In mod geometric, - poziţia punctului M este la intersecţia segmentelor de „cercuri descrise pe AB şi BC capabile de unghiurile a şi f. | 

Problema se poate rezolva cu ajutorul 
Trigonometriei, luând ca necunoscute _. 
unghiurile MAB = =, MBC = y. Pentru 
a afla aceste unghiuri, să observăm că 
„suma lor este dată de E 

ka hai +B= 360%, . 
Sp =B60-B-ag 

| . Pentru 'a calcula diferenţa (x — Y) măsurăm pe. teren "dis tanțele AB =a, BC=4 şi unghiul ABC=B, Din triunghiurile ABM, BCM, avem a e 
ss BM SE pa 05). - : __ Sina „sin 

  

de unde . 

  

 Egalând aceste valori, obținem. 

  

asinx__bsiny 
- sinz sin * | de unde „ 

n „ Sin& __bsina. 
Si “sin y ” asinp 

„Să punem. , , 
” E sina „- 

(5) Da asin 7 is? _ 
şi să calculăm numeric unghiul ș cu ajutorul tablelor de lo- garitmi; i



  

6 

“ Avem Ni 
Sinx __tgo -- =, 
'siny. 1 

II = | “sinx—siny tg9—1 

pn sinăPşiny 7 tg FI” 
2sm% 32 co cos xy: 

  

= ts(9— 459) 
2sin xi cos LI 

CR 3 

(0 A Da sg tg: LI;   "iete- 40, 

„Dar din (2), avem _ | 

6 to = 180%— Brat, 

geto _ pei 

| Formula, (4) devine 
—- 

6). tg 3 = tg3 Bra Esta 

Cu ajutorul ecuaţiilor 5). şi (6) se: calculează x. ŞI y. Se. 
vor putea deci construi dreptele MA: şi CM, şi deci punctul M 
este cunoscut, 

“Problema este nedeterminată când ecuaţia (6: se. reduce , 
la forma .: 

” 
  

Na o 0 | j 

tgiso—g) = 0, tg Bat ace 
Acesta are, loc: când | 

i 92450, B-r&-țB= = 1800, . 
"Dar, dacă p=45%, relaţia (3) devine 

E bsina == asinț, E 

| p. a_ 

sing sina” 

de unde se vede că cercurile circumscrise” triunghiurilor ABM, 

BCM au aceeaşi rază, “adică patrulaterul ABCM este înscriptibil. | 1 

sau 

W. Abramescu, — Lecţiuni de Trigonometrie, Ediţia III, 5000 ex.



DR 

De asemenea, din relaţia B-+a+ = 1800, urmează de asemenea că unghiurile opuse B şi M=a+-3 sunt suplimen: tare, că patrulaterul ABCM este inscriptibil, 
Deci, problema este nedeterminată :când Suma & + fi este egală 'cu 180%—B. - | | E a * Exemple. 10. a = 725m, b =529m, B= 3947, a = 43049 B=— 132035. Se Săseşte o = 510%55'17%, a == 51030, II = 9204 "MA = 1050,3m, MB = 825,8m, MC= 609,07m, calculate din triunghiurile ABM, BCM, aplicând „teorema. sinusurilor! 20, a — 170, 6 == 200, B = 114040'8, a == 3099”, f == 46017131, = 39%15'58”, x = 38%31"14, y = 130%92'24*, BM = 210,8.. 95. Să se atle înălțimea -unui turn al. cărui “picior e „accesibil, dar aşezat deasupra Planului orizontal. Fie BC E ce N înălţimea turnului de care ne 

„Surăm distanța AB=—c şi un- 
ea 0 ghiurile & şi fi. | 
A “În. triunghiul. dreptun: 

No Bota 
Ne „, :- Din triunghiul ABC, re- 

   
  

La Ită „AB = BC de unde Dr SA 20 BCA sina Pg 
-__.ABsina: : Fig. 
=—I—ZR— i % | BC SinBCA . aaa 9 me. csina! * csina' ” o AO 0 FE cost | Exemplu. Să se afle înălțimea. BC a unui turn aşezat pe 

"putem apropia (Fig.. 50), Mă. 

Shic ACB, unghiul DCA= 

pin deal, dacă lungimea drumului drept ce duce la turn este | 
fiind a= 1820, pape i: „+. "Se găseşte BC=18,83m.. DID E 96..Să se afle înălțimea unui munte, terenul dela "poalele lui fiind orizon: PT a „tal. Considerăm direcţia... ..; BC, a cărei prelungi e 

trece. prin piciorul P a] '“. 
înălţimei necunoscute E (Fig. 51) şi măsurăm dis- î.-- -P. B Ea gingii , „ Hle-a+și.f sub care se vede înălţimea muntelui, din punctele C şi B. 

c = 45 m şi unghiurile -sub. care se văd. din A turnul şi dealul .: 

    
3 - DE agp at



_ 
7 

A
 

fiind G1+50'39, 

E aa 
“Din triunghiul ABC, avem 

| “AB i _BC - “Ap sina asina - 
sin & sin BAC” “sin BAC! 

Dar, unghiul f fiind exterior iungbiului A ABC, rezultă fata | de unde BAC = B- a şi deci .-: 

_asina asin a 

sin(f—a). 
„Din triunghiul APB, avem Sa 

” _ asina sin f E * AP= = AB sin f= = n. E): i 

Exemplu. a=—65 m, B= 080177; a = sono se este "AP!.: 958 m. 
97. Să se atle înălţimea unui deâl, “terenul de la poa- lele lui nefiind orizontal. Considerăm o distanță BC pe teren | şi o măsurăm; fie a lungimea ei (Fig. 52). Să măsurăm unghiu-" rile «, sub care se vede din C înăl. : - 

țimea dealului, şi f şi Y, formate” 
de razele vizuale BA şi CA cu BC. 

Din n, triunghiul ABC, avem 

  

„AC _ BC 
“sn sin CAB! 

asin 6 ta Ci 

= sri ra Fig sa, 
_ asinf ae 

sin(y-F$) . A a pr 

Din triunghiul dreptunghic APC, avem 

- asin asinf : “Ap = : ACsina,; Ap2 Sntefp: 

care dă înălţimea dealului. a | 
“ Exemplu. a == 225 m, B= 41019'25”, Y=>=5202718, a= 

41040'48”. Se" găseşte. AP=— 108,32 m. A 
Observare. La toate înălțimile calculate trebue “adăugată 

înălţimea instrumentului cu care am măsurat unghiurile. CN 

EXERCIȚII, 

1 Să se afle distanta a două localite :ţi despărțite . printe un: lac, - “ 
"ambele fiind vizibile dintr'un loc, ale cărui distanțe la cele, două localități 
sunt egale cu 2,8 Km şi 1,7 „Km, iar „unghiul dintre a aceste două distanțe - 

“ae



   

164 

R.25Km. . 
2. 0 tranşee dreaptă AB este lungă de 1593,5 m. Un observator din „capătul A vede un tun C al inamicului, astel că raza vizuală AC face cu direcţia AB unghiul 65%51/20”, De la capătul B observând acelaş tun C, unghiul ABC este :de 76032340“, Să se_afle distanța - tunului la tranşee (distanța se măsoară pe perpendiculara din C pe AB), R. Se calculeaza. maj întâi BC; însemnând cu D piciorul per.  pendicularei din C pe AB, din triunghiul BCD, se calculează CD == AB sinA sinB 247 78 m, | | ""sinC - ; 

- - a 
3. Să se afle distanţa dintre două vapoare A şi B pe mare, cu: noscând unghiurile calculate din punctele C şi D depe mal, BCD =40, ACD = 69%, ADC == 380307, . BDC=70%307, Știind că distanța CD = 150 m. R..89747 m, ai A 4. Un aeroplan inamic C e observat în acelaş timp din locurile Aşi B depărtate cu 24-Km, unul de altul. Unghiul de elevaţie a] aero: , planului măsurat din A (adică unghiul făcut de raza vizuală AC cu ori-, zontala ce trece prin A) este 54048 ; unghiul CAB==850%16,, ; unghiul CBA, format de direcţia .AB cu raza vizuală dusă din B la aeroplan este 56€30/. 

Să se afle înălțimea în acel moment al aeroplanului. a ORB Rm o. a a. 5. Se dă unghiul BA C==380%4g, Să se ducă o dreaptă care să tae pe 
„ABinDşi AC în E, astfel ca unghiul ADE=59%16/30”, iar aria triunghiului 
"ADE să fie 248650 m2, za n . "R. Fie AD=, AE=y;. avem 2y sin 38%45'=-2,246650, SE =325 = VE, S fiind aria; + =956,66 m, y ==830,52 ra, | 6. Un far CF, cu Piciorul în C este văzut din punctele A şi B, aşe- 
zate pe acelaş plan-orizontal cu C (Planul ABC find perpendicular pe dreapta CF), sub unghiurile de. elevaţie CAF = 450, CBF = 306, Să se afle 
înălțimea CF a farului, ştiind că distanța AB == 240 m, iar direcţiile AC şi CB sunt perpendiculare. , E 

Î 
| 

    

"zl. oz z AB2— AG2 a. . 
Ka =CF; AC= as CB= AB? = AC2+CB ja=120m    

   


