
i ri AIR ee Rea Fei EA ; e a 952 | 
a 7 So _ ” ia 

PDA 

DE 

(eu î | 
pentru Clasa VIII Reală „ 

  

a DE Di DBIATIII IA 
Vis e) 

| - - ir 
| aș [2 „NICULAE ana ăSETPI îi 

PROFESOR LA LICEUL DIN GALAŢI 
DD. A o 

  

  ii a IT IE 
    

          

s. = 

NI Carte > aprobată de Onor. Minister al Cultelor şi Instrucțiunii ipublice : 

prin Ord.. No. 227 din 12 lunis 1912, po ! 

Da EDIŢIA 1 | 
TIPĂRITĂ IN 1000.EXEMPLARE | 

: > | ; 
- 7 i 

S , * i 
i 

Da i 
| PLOE ȘTI 

A e 3 
„PROGRESUL“, SOCIETATE ANONIMĂ -PE ACȚIUNI i 

„ea | : 
, : L. 

. +



PREFAȚA. -  -: 

“Alcătuirea unui curs de Geometrie 'Analitică 'a fost de mult 
timp una din principalele mele ocupaţiuni. Greutățile ce se în- 
tâmpină cu tipăritul şi sacrificiile materiale câ trebue să le facă 
autorul unei cărți de- matematici” de curs superior (clasa: VIII 

"reală îi special) m'au făcut să amân publicarea acestei Qeo- 
metri şi numai îndemnul câtorva colegi şi lipsa unei asemenea 
cărți mau holărit să dau publicităţii lucrarea de faţă, care în 
cea mai mare parte este rezumatul lecțaunilor de Geometrie 
Amalitică, pe care ni le făcea la Universitate D-l G. Ţiţeica. 

Planul urmat în alcătuirea acestei Geometrii este acelaș ca la 
Algebra mea de clasa VIII veală : teoria expusă este însoțită 
de numeroase aplicaţiuni imediate, din a căron serioasă cerce- 
tare, să iasă la iveală procedee pentru probleme similare, iar 
din rezolvarea exerciţiilor, cărora li se dă o „schiță de soluţie, 

„să rezulte o fizare a acestor procedee şi o deprindere'nu numai 
pentru "vezoleare, day şi pentru alcătuirea de probleme mai 
grele, în rezumat pentru formarea gustului de matematici. | 

* După aparenţă, lucrarea pare prea „dezvoltată pentru Licee 3 
e drept că unele chestiuni de pol şi polară, construcţiuni geo- 
motrice asupra conicelor, schimbarea axelor de coordonate 
polare nu fac parte din programul de Liceu; cauza care m'a determinat să adaug şi aceste chestiuni a fost că sunt cerute la examenul de admitere în Şcoala de Poduri si Sosele, şi ciţi- 3 
vea acestora înt”'o carte prea dezvoltată şi poate prea Scumpă, ar fi fost dăunătoare începătorilor, care nu ştiu să aleagă par- tea importantă şi necesară din expunerea dezvoltată din acele. cănţi. Ceeace măreşte formatul prezentei lucrări sunt numeroasele aplicaţiuni. şi exerciţii, care sunt fundamentale pentru aceia care 

  

    atare rd iaz sa. 7 e



IV 

îşi zor. formă o carieră matematică, şi cărora mai le este ne- 
cesară încă o Culegere de probleme, pentru ca un elev care a 
erminat teoria, să nu ajungă în vidicula situaţie, de a nu pu- 
teă să rezolve probleme, care es din tipicul celor două îvei ex- 
puse în teorie, zicând că ma întâlnit de acestea în cartea lor. 

Inainte de a termină, mă simt dalor să aduc omagiile mele 
fostului meu profesor, D-l G, Ţiţeica, care fiind membru în 
comisia pentru cercetarea cărților didaclice, mi-a dat multe sfa- 
turi, în ce priveşte expunerea. 

De asemenea, colegului meu, : S. Flavian, îi aduc viile mele 
- mulțumiri pentru dezinteresuta și neobosita activitate ce a depus 

la corectarea probelor, graţie căreia execuţia tipografică (a Ti- 
pografiei „Progresul“, Ploeşti) a lucrării de față este destul de 
„satisfăcătoare. 

Niculae Abramescu 
Profesor la Liceul din Galaţi 
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| Leoţiuni de Geometrie Analitică pentru clasa VIII reală _ 

Introducere. - 

1. Geometria Analitică studiază proprietăţile figurilor prin: calcul. Intemestorul Geometrii Analitice este Descartes, care 
a publicat un tratat la 1637. | Geometria analitică este plană şi în spaţiu, după cum stu- 
diază proprietăţile figurilor plane sau din spaţiu. 

“Geometria plană. 

Sisteme de coordonate. 
2. Poziţiunea unui punct M, din planul definit de două drepte Ox, Oy (Fig. |, .» y este" cunoscută cu aju- ! 

IT x] 
   

torul a două cantităţi ; | 
„ OP=z, 0Q==y, obţintaţe 
ducând din M paralele 
la Oy şi la Oz, şi care _„ 
  „se numesc coordonatele X N fe „Po x punctului M. OP se nu- , 

meşte căscila OQ ordo- : Y | nata punctului N, Oz, Fig, şi Oy azele de coordonate, O origina axelor; Oz se zice axa abseiselor, sau a icşilor, oy axa ordonatelor, sau axa igreci- lor az 
Dacă Oy este perpendiculară pe Oz, axele de coordonata - se zic! perpendiculare, iar coordonațela (4, 7) formează un
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sistem de coordonate perpendiculare, rectangulare, sau drep- 
tunghiulare. 

Dacă Oy este înclinată pe Ox, axele se zic oblice, iar 
coordonatele formează un sistem de coordonate oblice. __ 

Atât coordonatele perpendiculare, cât şi cele oblice, se 
numesc „coordenate_carteziene, după numele lui Degtartes, 
Cartesius pe latineşte. |. ? : r 

3. Punctul O defineşte” pe Oa şi Oy două sensuri: dela O 

"spre e şi 4 se numeş& sensuri pozitive, iar spre a” şi yy 
sensuri negative. | 

„În fig. L. atât abseisa cât şi ordonata sunt pozitive. 
Dacă am voi să construim punctul de coordonate (4+2,—1), 

vom luă pe Ox, înspre dreapta, o lungime egală cu 2, şi 
pe Oy în-jos, o lungime egală cu —1; paralelele duse prin 

aceste puncte la axe se taie în punctul M (9, — 1). Coor- ? 
donantele se scriu alături de M, în paranteză, întâi ab- 
scisa, apoi ordonată, despărțite cu o virgulă. i 

Toate punctele de pe O aui ordonatele nule şi deci pen- 
tru orice punct de pe Oa, avem y = 0. In acelaş mod, 

a == O însemnează tvate punctele uşezate pe axa Oy, căci 

abseisele lor sunt : toate egule-cu zero. Coordonatele ori- 
ginii axelor vor fi (0, 0) 

Vectori. 
acea za 

4. Se numeşte zrcfor un segment de dreaptă, AB, având 
origina A, extremitatea B, un sens dela A la B şi lungi- 
mea AB. Fie AB un vector de pe axa O. Insemnând cu | 

(0 0 (d, o) coordonatele . 
  y ———— X punctelor A şi B (Fig. >), 

O Apa, Bi avem ; 

OA =a, 08 = 
Fig. 2, | şi decă lungimea ve Totaru- 

lui AB, de pe Oa, este: 

= OB — OA = b — a. 

Aşa dar, lungimea unui vector,, de po,0x, este egală cu 
diferența dintre abscisa extremității şi a vr iginii acelui vector. 

Considerând vectorul BA, lazgimea sa este:
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BA = BO — A0= (5 —(a=a-—d, 
şi deci: | | | 

AB = — BA, AB + BA =0. 
5. Să luăm pe axa Oz punotele A, (2 0), As (22, 0)... 

An (2 0), având abscisele : Zi Da dy «e Za Avem : 

A, As = — x, As As—= 23 as, me Ant AZ — au A a - z .. , 

  

De uude: 

A; Ap + A, A + ... + Asa A, = Xa — zu 

Insă : (2, — 4) reprezintă lungimea vectorului A Â,; 
deci : Ă | ” N 

A, As + As Aş + ... A+ A, A, — A, A,. 

  

  

Dar: 

prin urmare:. 

& Ag + As As + ... + A 4, + A, A = 0. 

6. Exerciţiu. Fiind. date punctele A, B, C, Dpeo dreaptă, 
să se arate că avem =: pa pa oil 

” ” ș- Ă 
m pe - 

„40. BD = AB. GD + AD. 60.. 
ME II) e pia ca stra pi 4) | Se In adevăr, să Imăm. acea dreaptă ca axă Oz şi fie: a,b,c,d, 

abscisele punctelor: A (a, 0), B (6, 0), C (c,.0),D(d,o). 

Avem: 

ara AU =c—a,D=d—5,âti=v-a, CD=ad-e 

âD =d—a,Bo=c—, | 
Deci: - a 

AB. CD + AD. BO = (0 -- a) (d cd 2-a) (e — b) 

. EG Bea 
Efectuând caltulele, om găsi aceiași valoare Beătru am-i 

„bele expresii şi deci: : : aa -"



  

7. Sens direct şi indirect, Fie. Oz. o arcaptă. care se în- 
vârteşte (Fig. 3) împrejurul punctului O până ajunge în 

| “OA. Se zice că unghiul zoA. 

este pozitiv, sau (deschis în 

'ce a făcut-o Oz'ca:să ajun- 

invers_ca_aceia_ce o facă a- 
> cele unui ceasornic; în' căz 

“*  Gontrăi; t so—zice?că unghiul 

”  estS negativ Sân este des- 

  

  

grad). 

8. Unghiul a două drepte este > unghiul făcut de direc- 

ţiile pozitive ale acelor 
B - drepte;: măsurat în sens. . 

direct. . Dacă  dreptele 
sunt AB şi CD (Fig. 
4), unghiul lor este 

| DOB, făcut de di- 

L >D "recţiile pozitive ale a- 
| celor drepte. 

  

Proecțiuni. 

8. Se numeşte proecţia unui punct M pe o axă Oz (Fig. 

1), după o direcţie paralelă cu Oy, punctul P de intersec- 

ţie al dreptei Oz cu paralela MP dusă din M la Oy. 
Proecţia ortogonală a unui punct este picisrul perpendi- 

cularei din acel punct pe axa de proecţiună. 

Fio A, A un vector aşezat în planul a două axe per- 

   

  

sensul direc? când mişcarea 

gă în poziţia OA este de sens! 

_chis în sens indirect (retro-   
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    pendiculare (Fie. 5) Insemnând cu (2 a 1) (Za PR) voordo- 
natele punctelor A, şi As 

  

  

    
  

  

P,, Pe: proecţiile ortogo- Y a 
nale ale punctelor A,, A2 Vu) T Aus) e 
pe Oz, proecţia lui A, 'A2 _ | a 
pe Oz este: PP = =— AB. 4 LA Bou] B. a 

Punctele P, şi Poavând | pp ij 
respectiv aceleaşi abscise, d > 

OP, şi OP,, ca şi A As, OR UB A 
rezultă că:  - Y a a 

Fig. 5 
Pr. (A As), BP. 

Deci pi 'oecția unui vector pe axa Ox este egală cu difei renţa 
dinte abscisa 'erti emilăţii şi abscisa originii acelui vector. 
Ducând prin”A, paralela AB cu Oz, proecţia , lui A, A, 

pe Oy este egală cu: BA = = PU căci: BA = 
— PB =p—p. Ă . 

Deci, proecția: unui vector pe Oy exte egală cu diferența din- - 
/re ordonatele, extremității şi originii. 

i
 

ty
 

    

„>
 

t-   

9, Proecţia unei linii poligonale pe 0 axă este egală cu 

proecţia. linii drepte care .închide acea linie poligonală. 
„ Fie::A Ap ... A, (Fig. 6) o linie poligonală şi (e, 4), (22 72), 
(ao Ya) coordonatele; - 

punetelor Ay Ap see An: 

Proecţia acestei linii po- 
ligonale pe axa Oz este 
egală cu suma proecţi- 
unilor liniilor A, Ag, 
As Agy =: Anu As pe a- 

cea axă. Adică:  __ 

Pr. A Ag... A,=priă, Ap - 

pr Ag Aku bkpr Fig. 6. 

A A, 

ET) 

  

  

  

pi. Ce N 
Insă: 

  
pr. Aj A, = Ya — Dup PE As A3 = 23 — d pr, 

Aa A, = a Tare 

Deci:



5 
pr. A, As... A, = "(a — 0) + (3 — x>) ++ (20) 
= d — rr 

Insă (2, — 2) este proecţia, vectorului A A. Prin ur- 
mare: | | Ă 

Pre Aj Ag... A, = pr A Ap. 

adică: proecţia unei linii poligcnale Aa Ap ui A, pe 0 axă 
este egală cu proecţia linii A A, care închide acea, linie po- 
ligonală. 

10. Să considerăm poligonul A, A, ... A, A, (Fig. 6). 
„Am văzut că proectând pe axa, Oz, obţinem: 

Pr. A Ap. A, = pr. A, Â 

Insă: 

- Deci: 

Pr A As o An AS pr Aa Ap Apr pe 

a A, Â, A+ pr 4, A, — 0. - i ” | : 

Aşa dar: proecția_unui contur poligonal î inchis „pe o ază este _ 
DE ema E a o A 

egală cu zero 
— IL. Să considerăm două Linii poligonale: A Ag e A 

A, B> B 3 . Bu A. 

Proocţia conturalui poligonal închis A, As ... Asu, A, 

Duos m. Ba A, pe o axă este zero. Deci: 

Pr As Aguu: An -F pr. An Bate Ba A, = 0, 
sau : 

pr A Aa. Ap =—pr A, Bone Be Apr A, Baie Baci Au; 

Aşă, dar: proecţiile a două contururi, cari au aceiași origină 
şi aceiași extremitate, sunt egale. 

N



12 Măsura proecţiunii unui vector pe 0 axă. Fie AB. 
un vector (Fig. 7) a cărui 
lungime este [ şi care face 

Bees), 

  

cu Oz unghiul O=CAB. - QC, _ 
Proecţia vectorului AB pe ja PT 
Oz este: Ni aa ela TIE 

AO=AB cos 0 =1 cos 6, 
      iar proecţia pe. axa 0 pa NȚO LB, RA ĂX 

este: 1 sin O. ”   
Probleme asupra punctului. 

13. Distanţa dintre două puncte. Fi:: A (ru vi, By), 
două puncte (Fig. 7), ale căror coordonate 'suțit (2 ya) 

(22 Va). Ducând A O. paralelă cu Ox, proecţia A Ca lui 

AB pe O. este: (0220). sau AB cos O: de asemenea, 
proecţia pe Oy este :. (n EI sau AB sin 0. Avem deci: 

pb pepe 
i Su. 
= 

Ridicând la pătrat, adunând şi ţinând seamă de relaţia: 
sin. 2 0 + cos 2 0 = 1 rezultă: iN E  € , . Pais Ai Ş 

BE = (am — cel tus 
j N pi 

Deci A pătratidl distanței dintre dud A ad a 
suma pătratelor diferenţelor absciselor si ordonatelo» dhelor 

puncte. i 

id. Aplicaţii, ]. Distanţa dela un punct M (2, y) la origina 

a
 

axelor este: a2 Hp Dacă pnetul M variază în plan, rămâ-" 
nând mereu la. aceiaşi distanţă r de origina O, adică, dacă, 

punctul MN AS 1) se afiă pe cercul cu: centrul în i O şi cu 

scriind” că distanţa dela! un ph oare cate AC Ge p al 
cerculuiieste egală cu Şi deci! vom avea ecuaţia: 
Di aste “ -. 
Oa umăau 0 . . a2 + y2 — 72, y



S 

Se zice că cercul considerat este reprezentat de această 
ecuaţie, sau mai bine că ecuația : 

2 ya 

reprezintă un cerc cu centrul în origină şi cu vaza r, 

** 

kA 

15. Coordonatele unui punct care înparte o dreaptă 
întrun raport dat. Fie A (z, yy), B. (72 2) două puncte 

| şi M (4, y) un punct care 
înparte dreapta AB (Fig. 8) 
în raportul: : | 

— 4 — hi 

PE 
= Ducând prin -A, N, B 

pa „7... paralelele la 0 Yy, obţinem 
! IE 7 Piag | punot6leP, R, Q. 
: ' / o ” 

Se ştie din Geometrie că:. 

  

  

  

  

IN PR.) 
MB RQ 

1 Insă: | | : 
. 4 —— ——— Păi 

PR=a—zy RQ. = a —a. 

Fa De unde, înlocuind,-obţinem: - | - 2 | (i , di 

ia? p Pat pda 5 
Tg > Bz pe d x ui 

In mod analog, proectând vectorul AM B pe Oy, după o- 
direcție paralelă cu Oa, găsim: 

Yu + 2 
Ve — y = mu= re 

Deci,' coordonatele (x,y) ale punctului M cave înparte dreapta 
definită de punctele A (Xp Pi; B (Xa, Yo) în raportul - 
AN: NB = 7, sunt: | 

put Aa - Mi A da DD e 77 > ITI , d



N 
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m: 

Aceste formule sunt independente de unghiul axelor. 

16, Aplicaţii. IL. Coordonatele mijlocului unui segment. 
Fie : (eu Vd, (2 12) coordonatele punctelor A (a, my 
B (za, 1) care definese. un segment şi M (e, 1. mijlocul 
acestni segment. Raportul 7 în acest caz este egal cu ! şi 
deci formulele 1) devin : 

Luk Za Mă Ya 
o Vp. 

po — 

2 

„Sau : coordonatele mijlocului unui segment sunt egale cu 
semisuma absciselor şi semisuma ordonatelor punctelor ce defi- 
nese acel. segment. 

II. Expresiunea coordonatelor a două puncte conjugate. 
armonic în raport cu un segment dat. Fie M (z, y), 
M' (2, y) două punete (Fig. 9) conjugate armonic în raport 

cu punctele: M, (a, i 
Me (33, yo). Punctele M, M' 
înpărţind pe M, M, în ra- 

artel 1 bază Mg pp „_poartele : „Ha (SE 77 1 
  

i e    | A 
„coordonatele acestor puncte sunt;:: 

M (atita yrHiip , ka uta ) 
au ( 1-4? 1+/ :), ar (2 ra lu? Pau] 

Punctele M, M' fiind! conjugate armonie cu M,, Ma, ur 
mează că: 

    

  

AI SFAT, 
i ML, AA, - 

sau ; ie 
4 - MA MAM 

OI Sb = —u 
M M, AA, 

Deci, cunoscând coordonatele unui punct M de pe M, Mo, 

A (E E î 2 +4 !:) i 
iz 

acelea ale .conjugatului aro ar, sunt: n



N 

Bi — da la | 
l-4 7 1-4 

Verificare. Când M este mijlocul segmentului M, Ms (4=—1),. 

coordonatele conjugatului său armonie sunt: 

Xa de Ii _— Ve 
O 2 O ? 
  

adică ambele infinit de mari, sau că acest conjugat armonie 

este aruncat; la infinit. Acest rezultat analitic concordă cu 

teoria geometrică, căci se ştie că este aruncat la infinit 

conjugatul armonie al mijlocului unui segment. 

ID. Cunoscând coordonatele vâriuritor unui triunghiu, 

să se aile acelea ale centrului de greutate. . 

Fie: A (e, ya), Ba e), C (23 Ya), G (2, y) vârfurile şi 

centrul de greutate al triunghiului A B C. Se ştie că punc- 

“ tul G se află pe o mediană, AA! de ex,, şi o înparte în ra- 

portul: (AG : GA) = 2. Coordonatele punctului A' (mijlo- 

  

  

“cul lui RC) find: | | DR 
5 | DER 

= Za. 3 = Ma A a Pr 

2 9 , Pa 
| pi 

acelea ale lui G vor fi: 2 

a ph mp, AG ao 

TD Ga - 

Deci coordonatele lui ( vor fi: 

. Ho —+ ta . 

st pa Ha 

= Sua 2 __ uta / Ver Wa | 
«d Î + 2 2 Ț 3 > i 3 . | [i 

: N 

adică, tom face suma -absciselor şi suma ordonatelor vârfurilor 

triunghiului şi le com înpărți cu 3. 

1V. Fiind date trei puncte A, B, C în linie dreaptă şi 

M un punct în planul lor, să se demonstreze relaţia (lui pi 

Stewart) : 

Ai? BOB? GA--CMP.AB + AB. BO. CĂ = 0.
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In_ chestiuni de geometrie analitică, partea grea a 'proble- 
mei constă în alegerea axelor de coordonate. În cazul de 
aţă se indicii să se ia dreapta ABO ca axă Oz și perpen- 
diculara din M pe ea, ca axă y 
Oy. (Fig. 10). Atunci coor- 
donatele acastor puncte date 

  

  

  

vor fi notate cu primele. M(0,m, 
litere ale alfabetului, a- - La 

7 Oh -LAg Poe O * ' XR 
Avem : a 

„e Fig 10. IE i 

AM=e + m BU2= d m, CA=e m, 
BOC=c—,  Câ=a-e AB= da. E 

Vom înlocui pe AM, ..., BG... în relaţia de verificat 
cu valorile găsite şi: vom aveu ca rezultat zero, şi „deei re- 

laţia este demonstrată. - 

+ V. Să se demonstreze că mijlocul dreptei care uneşte 

mijloacele diagonalelor unui patrulater are pentru coor- 

conate mediile aritmetice ale coordonatelor vâriurilor, 

Azi 0 Biro i,  C(us Va D (2 y) coordo- A 
natale vârfurilor patrulaterului ABCD. Coordonatele mij- ÎN 
loaceloț diagonalelor A C,.B D vor fi: ” 

E ( + a, Vuk m), F (= E Li y na LEI - d 
“> ? :) ?    

(a
? 

. A 

ele ale mijlocului, aceste! drepte E. pp vor. fi: semi-. 
suma absciselor: şi 'semi-suma ordonatelor, adică: 

LL 1 (re + 3 pa -F aa = kan treba tiu 
a 2 o 4 i 
  

Ă 3 = . . 
Aceasta probează că aceste coordonate sunt mediile arit- 

metice 'ale coordonatelor vârfurilor, adică egale cu suma 
absciselor şi. suma  ordonatelor, înpărţite, cu numărul punc- 
telor. 

> VI. Să se. arate că într un „patrulater . ortodiagonal (cu 
diagonalele perpendiculare) ABCD, avem:



. 

12 

  
AB2 + CD = AD: + BC 

Chestiunea constă în alegerea axelor ; diagonalele find 
perpendiculare, le vom luă, AC ca O, BD ca Oy (Fig. 11). 

Coordonatele vâriurilor 
vor fi: A(a,0), B(0,b), 
C-(c,0), D (0,4). N'avem 
de cât să calculăm dis- 

tanțele Ah Li == + V2, 
BC = re, E ED2= 
ed“, AD'=—a >d?, Şi 
relaţia : - 

  

"A Be ODA D502 
rd» devine evidentă. 
5 

  

Exerciţii. | 

(S) să se afle cum stau una în raport cu alta coordonatele unui 

punct al bisectoarei întâi, sau a doua a axelor de coordonate per- 

pendiculare. (Bisectoarea unghiului a Oy şi a prelungirilor sale). 

RR. Abscisa şi ordonata sunt egale şi de acelaș semn; în cazul 

al' doilea, abscisa şi ordonata, egale şi de semn contrâr : 

z=y; z+y=0. 

8) Fiind cunoscute coordonatele (2,7 ale unui punct M, să se 

afle coorăcnatele punctului : 10) simețrie cu M în raport cu axa 

Ox: 20) simetrie cu M în raport cu axa Oy; 30) simetric cu M 

în raport cu origina, 

R. 10 (5,9), (o) 20) (59), (x) 50) (3), =, —y). 
(5) Să se afle lungimea, laturilor triunghiului ale cărui vârturi 

suit punctele: (2,3), (1,—5), (—3,—6).- 

R. Se aplică formula, distanţei “ dintre 2 puncte. 

Y 65, 4750, V' 106. 
1) Să se exprime că distanţa dela un “punct oarecare M (2) 

valabil la punctul A (2,3) este 1, Pe ce se mișcă punctul M? 

a. [=> + 9 —3 = 
Pe un! cere cu centrul în (2,3) Şi cu raza 4. 

6) Ce relaţie există între coordonatele unui punct variabil M(z,7) 

care este la distanță egală de punctele A(2,3), B(1,5). 

R. (0—2 4 (93 = 0 (ya try 
Toate aceste puncte se află pe perpendiculara pe mijlocul lui 

1 AB, iar între coordonatele (a,/)"a oricărui punct a acestei perpen- 
diculare, există relaţia: a + gy=- 

$
 

=
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G Să se 'afle coordonatele unui punct M egal depărtat de pune- | 

tele :. A(2,3), B(45), C(6,1). (Centrul cercului. ABC). Pta 
R.: Fie M(a,) coordonatele acelui punct; se va scrie: 

    

  

“MA? = MB? = MC2. 
De unde: - 

13 Ss 
atu = “, 20 —y = 60 yo 

LD ț 

XR 7sa se afle coordonatele ijloacelor laturilor triunghiului definit. 

Nde- punctele : (2,3), (53.0). Să se figureze în raport cu 

două axe perpendiculare. Ă 

eta ky3 
.. > - * R. Se vor aplică formulele: 

be, 9 43) 
ÎS je divide în trei părţi egale dreapta definită de punctele : 

75), BG, — 5). Care sunt coordonatele punctului de diviziune, 
pa mai apropiat d6 A. Să se figureze. 

R. Punctul M (z,y) divide dreapta în raportul : AM: MB=1: 
- Se înlocueşte în formulele: 

at dz + 1 "8 În e 0 
AA AA NI 

// (3) sa se arate că întrun trapez ABCD dreapta care uneşte mij- 
A loacele laturilor neparalele este egală cu semisuma bazelor. 

. Luăm ca Dz baza mare AD, iar ca Oy o perpendiculară | 
pe ze Coordonatele vârfu ilor vor fi: 

A(a0), (Dțbo), Clp,d), fad). 
Mijloacela i AB și CD au ca coordonate: / 

aq di, b+ 

|- RE ( Sa et 2 
  

  

Lungimea liniei considerate este: 

  

b+-p aq _(b—a)+ (p—) 
ga „2 

10, Să se afle distanța punctelor : 

( Say 2ax'+2a:y “) 

l+a? +a 

R. V (xy ) (ara 1) = V ga va xp ya, 

pa 

A (x,y), B 
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11. Să se probeze că dreptele care unesc mijloacele laturilor o- 

"puse dintr'un patrulater se 
taie în mijlocul lor, căutând: 

«ocrdonatele mijloacelor a- 

cestor drepte. 
R. Patrulaterul fiind 

ABCD, se ia ca axe Oz 

_ şi Oy diagonalele AC, BD 

d (Fig. 12). Se calculează 

coordonatele mijloacelor la- 

“turilor şi apoi ale mijloa- 

celor dreptelor DF, EG, care 

vor fi: 

  

” Star fi putut rezolvă problema luându-se două axe perpendiculare 

oarecare, în raport cu care coordonatele vâriurilor ar fi: (a, b,), 

(22 bo), (ag, Bbs), (as, ba) şi se procedează la fel.



Reprezentarea curbelor prin ecuații. 

17. Fie AB o curţiictrasă în planul a două axe perpen- 
diculare Oz, Oy (Fig. 13) şi N (z, y) un punct al curbei, 

ale cărui coordonate sunt: 

   
  

? 

M | == Op, = 

A B i Când punctul M e deter- 
Ş „minat pe curbă, coordona- 

_ | i „tele sale sunt cunoscute, 
a Lp X şi când punctul variază pe 

curbă şi coordonatele punc- 
„tului AM variază, aşa că la 
fiecare valoare a lui a:=—OP, 

corespunde o valoare determinată pentru y. Deci când puric- 
tul M se menţine pe curbă, variaţia lui g depinde de a. lui 
%j aşa dar, y este o funcţiune de u;, 

Fig. 18, 

= fî(), 

iar natura acestei funcțiuni depinde de forma. curbei. 
„ Aşa dar, oricărei curbe din plan, putem admite că-i co- 
respunde o ecuaţie : f (2) =, sau mai bine: 

F(a,y)=0, 

cara se numeşte ecuația curbei. | 
Reciproc, orice ecuaţie de fornui : F (x, y) =0 între coordo- 

natele (, 3) ale unui punct din plau, "reprezintă o' curbă, In 
| adevăr, rezolvând ecuația dată, în raport cu y, avem: 

- y=tQ). 

Deci, când a variază, la fiecare valoare a abseisei a, co- 

e
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respunde câte o valoare determinată f (2), pentru y, şi deci 
un punct anumit în plan. Unind toate aceste puncte astfel . 
obţinute, vom avea o curbă, a cărei ecuaţie esta: =), 
sau: F (2, yj=0. 

Dacă ecuaţia E (z, y) = Ojeste algebrică şi de gradul m, 
se zice că curba corespunzătoare este de gradul m sau „de 
ordinul m. 

„De ex. curba reprezentată de ecuaţia : 

Bay +85—2=0,. 

este. de ordinul al treilea, căci ecuaţia curbei este de aradul pasta id 
al IIl-a, în raport cu z şi y. 

„Curbe de ordinul întâi.. 
. Linia dreaptă. _ 

„18. Curbele de ordinul întâi sunt linii drepte. -. Ecuația 
generală a curbelor de ordinul întâi este: 

Azt By Q=0, - (1) 

(2, + Y) “Bind coordonatele unui punct oarecare al curbei, iar 
A, B, C cantităţi date. 

lientrn a vedea ce reprezintă ecuaţia, ( (1), vom cerceta ce 

reprezintă formele simple ale ecuaţii (1), adică: 

Az+ O0=0, By+0=0, Az + By=0. 

10. Ax +C0==0; de unde deducem: 9 
. o | po 

LS - ” . A : 

ceeace probează câ orice punct al curbei reprezentative are 
abscisa totdeauua egală cu — - (G:A); deci această curbă 
este.o dreaptă paralelă cu.axa 0y. Prin urmare, ecuaţia: 
2 a=0 reprezintă o paralelă la Oy la depărtarea a de 

de Oy. De asemenea, 2 — 0 reprezintă aza Oy. 
20, In mod analog, se vede că ecuaţia: By-+C=—0, sau 

C >= pi ro, 
Ş 

.



px fi, 

iu 17 

„ Ă , î, Și | pa Q. : . 

reprezintă o paralelă la axa Oz, la, depărtarea — po sau d, 

da axa Oz. De asomenea, y =0 reprezintă axa Oz. 
30. Az + By=— 0. Această. ecuaţie se mai poate scrie ; 

au “ A Ă 
= — 8 y >= ma, (m=— = 
BB 

Se vede că această curbă trece prin origina axelor, de 
coordonate, căci ecuaţia curbei este verificată înlocuind pe 
z şi 7 cu (0, 0), coordonatele originii. . 

| „Considerând două puncte: M, (a, d), N, (az, b.) ale acestei 
a: 

curbe Fig. 14), între abs- 
cisele -şi ordonatele acestor . 

puncte avem, observând ecu-, 
aţia curbei: 

CI Yom 

relaţiile : YI sef of 

D= may ba mas, 

M,P,=m. Op, M-Po= m. OP. 

  

  

„De unde: | | | n: dud d] Lo o 

Op, MP, e 
| OP, NP, P, 

relaţie ce probează .că triunghiurile dreptunghice OP, a, 
O P, M;, au 'două laturi proporţionale şi unghiul cuprins 

” între ele egal (cu 90%); deci aceste triunghiuri sunt aseme- 
nea şi. prin urmare unghiurile P, OM = Pe OM, adică” 
punotele O, M,, M, sunt în linie dreaptă. . 

Aşă dar, două puncte oarecare, M, şi M, ale curbei: 

y=ma, a 

sunt pe o linie dreaptă” ce: trece prin origină şi "deci, acea 
stă ecuaţie reprezintă o; linie „dreaptă ce trece prin origina 
axelor de coordonate... 

Ca să construim, de ex., liniu : 

y= 2, 

t
3
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vom luă:pe:0z, o abscisă z=—] şi pe perpendiculara pe Ox, 

ridicată în acest pubct,; '0 lungime egală cu 9 (căci: y=2 2). - 

_ Revenind la ecunţia:. Ax + By=0, y =m.aşi 

observând “figura; 14, vedem, din triunghiul UP, AM: | 

. 4 

M, P=0P,; tg: P, OM bi =au tg 2.0 Mu, 

m = te 8, 0, — = tg PO, 

Deci, "coeficientul m, din ecuaţia dreptei y = ma, este 

egal cu cu tangenta. tr igonometrică a unghiului. ce «dreapta. face cu. 

ara a 0 şi se niumeşte caeficiențul ung hiper al dreptei. 

“Ia âzumat, am văzut că cctaţiilo/fimplificate: N 

A+ 0=0 By 0— 0 Am Bud 

| 
(E 

reprezintă ini “drepte. : 

19. Să considerăm asfim ccuaţia generală de gradul întâi, 

Ax + By+O0= d “ Rezolvând, în raport cu 7, obţinem 

(B =/=0):. | 
  ij A Cc 

a Ani B B 
DE aaa 9 Na 

-. Sau? . y=mo th) 

A G 

punând: MR pe ap 

Se. vede că la o valoare zu. dată lui x, corespunde din 

egalitatea : NR _ | pH 

” - y=mr 4 n, z n 

o , saloare pentru. y (Fie. 15) egală cu P, Me e ea 

iar pentru curba: 3 =: o 

o valoare PM =—y=mna. ” 

Diferenţa dintre: ordona: . 

tele a două puncte cores- 

-punzătoare, pentru aceiaşi, 

valoare a lui % ale cur- 

belor : :   

  

  
y=mazny=na,
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fiind totdeauna egală cu; — Win, urmează: că şi e. 
cuaţia : y=ma-+ n. reprezintă, ca şi I=—ma, tot o. 
linie dreaptă, paralelă cu dreapta; = 2, Sainisdecăptă; 

„paralelăou-droaptai-ee . _ Dreptele: yg= m n, ji =m zi fiind pazalele]€ “înc 
acelaş unghi a cu axa O. şi”nu: acelaş coeficient unghiular, 
mita |! î 

Prin urmare, în MN curbele, de ordinul întâi, - 

N 

d m , ji 
pa at A__in e - FI Po phone 

sunt linii drepte, al căror coeficient unghiul» este >: . . CI a Po 

tg aim A > — o Ba | i NU 

. - - T IA / PE N adică egal. cu aportul dintre. coeficientii. lui'X : și:     

  

   

   
_ schimbat, din ecuaţia generală : Aa+ By ET=0; sa . . Ă € tu. P3E PI m. AP. coeficientul lui x, când ecuația este adusă „a. forma; rapa pnezree et 
  : pr. en fr "20. Construirea dreptei A + By 0-0 O-linie— 
dreaptă, fiind definită prin două puncte,re de ajtihs, | petru 
a constui dreapta, să cuncaştem două puncte alo i. Cele: 
mai uşor de calculat sunt punctele unde dreaptă tie axele , 
de coordonate. Orice punct aşezat pe Oa având ordonata 
zero, pentru a găsi abseisa punctului unde dreapta taie axa 
Oz, vom înlocui în ecuaţia dreptei (unde presupunem (0=/=0), 
pe y'cu zerd şi avem: 

” 
1 

3 Az+ 00, e= 0 A 

De asemenea, pentru a: găsi unde ureaptu.-taie axa Oy, 
vom face în ecuaţia dreptei £=—0, şi ordonata punctului de 
interşecţie este dată de: . E . 

By C=0, pa Qi E | Pa 
, CC. Bo Unind punctele (———0), (0, — se obţine dreap- 

A. 
ta cerută.



20. 
E 

. Fremphu Să se construiască ep 

o — 9 y + 1|= 0.. 

1 
  Vom face pe rând 4 0 şi y=0 şi vom avea: 4 y = Z 

z=—lh iar coordonatele punctelor unde această dreapță 

ue axle de codrdonate, vor, fi: (—b 0), (0, ZI 

21. Reciproc, ori ce dreaptă este reprezentată de o e- 

cuaţie de îorma: Az + By 4 0—0. In adevăr, fie M(z,y)__ 
un punct oarecare al dreptei, definiță prin : două „puncte 
M, (us 0, Ma (22 do), date. Punctul M (2, y) find pe 
A, Ms, coordonatele vor fi de forma (Ş., 15) : puii 

Y./ 

__z ia da i — gt d 
„iinde:: Â =—NIN ST. MAI este : un parâmotru variabil 

"Rezolvând ecuaţiile de mai sus, în raport cu he avem. 
respectiv din prima şi a doua ecuaţie : 

me „mu 
.. DL — Ta i a 

Egalână acesțe “valori ale lui 1, obţinem : 

ze ay 
ID —— a Yo d ai 

sau, efectuând calculele, : | 

2 (i — Ye) — 9 (a, — da) Ta de —d2 ji, =0. j* 

Deci, între coordonatele (, y) ale unui punct oarecare al - 

dreptei date, avem o relaţie de forma: 

Az+By4+0=0, 

unde: A= pi —Ya B ss — (în — 2). Oa, poa ue 

„Relaţiile [5 dau şi teoor donatele unui punct al dreptei MAL, 
„în Jnctie „de un parameli: u zaribil î. 

2. Aplicaţie. Ecuația unei drepte definită de două punct. 

Biiaa relaţia a (săpă forma : 

| Li, 

n. 

3
 

.



şi pinictul (a, b). Punctele: (a, 3 Th (> Ye); sunt în acest c căz: 
d, 0) origină şi tă, d). Ecuația dreptei va A: 

d, —9). Vom- înldezii pei (Lo în), lăzi 12) în eciiaţia : 

Y "Xo Ay i | AS, e, N 
Iom e=—m X “ Poti 
Ii Du DZ | 3396. PE Să | 

şi i aplicână o proprietate a . proporțiilor, avem: 

YI hr __ Va — Mi. 
e i aa? b- >: a ea O a] „i 

= 
N 

   

  

    

  

Rezultă de: aci că ecuaţia unei linii ep definită prin 
două : puncte: Ma (opt Ja, Me (a 4 Ya), este: 

_ Ma — Vi = Ta Co ah 

îar coeficientul imgliular al acestei drepte. este: a LL, 
. TD 1 

"adică: raportul dintre dife elita 07 dânatelor | şi diferența absci- 
selor celor două puncle care defi înesc dreapta, luate în aceiaşi 
ordirie. 

Exctiiple. 10, Șă se scrie ecicaţiă ir rejitei ce trece ii oi igiită    
pi Ya Va—yi o d a 

Y—= (ea), > CM | a 

adică de forma: y = m a,: ceeace > trobuia să fe, căci a- 
ceasta este forma ecuaţii unei „drepte « ce trece prin origina 

| axslor dă coordonate. 

20, Să ie afle. ecuațiă „di eptei, ce trece phin punetele : (2,—3) 

  

| ie DI aa 

| = n= a (az N 
şi avem: Dai o 

| y + 3 = Sat n-a pa Se e 
- d 1—2 

sau: Sa 
+ y % 1 = 0, 

23. Altă îormă a ecuaţii linii drepte. Scriind ecuaţia 
generală : Ax + By-+ 0=0 supt formele : Îi



= 1: AB =0), 

(4 Be! 0 -r6 
A “B., 

" rezultă că ecuaţia linii drepte poate să fie şi de forma : 

' PR . ! y oi | 

at o 
“punând : mame 

_0 C 
AQ ——— bb — ———, 

A ) B 

Cantităţile a şi b au însemări anumite. In aderăr, căutând 
punctele „unde dreapta: 

.-v 

pt up,    
taie axele de coordonati vom "găsi că abscisa punctiiluii 
unde, dreapta dată tâie pe O este egală cu a, iar ordonata, 
“punctului unde dreapta taie pe 0; y, este B. Șaui că această 
dreaptă; determină pe axe respectiv lungimile: aşi 3. 

Exerciţiu. Să se scrie ecuaţia d eptei' ce trece prin' punctele : 
(2, 0), (0, 3) aşezate pe axe. Ecuația va fi: 

ep = 

24, Antă 'refrezăntare” paraiietrică a linii „drepte. Altă 
y 

2 metodă pentru a probă că o linie dr eaptă este reprezentată «le 
o ecuaţie de gradul întâi. Să presupunem că: o: dreaptă este 

" dată printrun punct A şi unghiul e'ce această dreaptă îl 
_face cu axa Ox. Să ne propunem să găsim coordonatele u- 
"nui punct oarecare 'al dreptei. 

Fie: A (2, go) punctul dat al dreptei şi (4, 4) coordona- 
tele unui punct variabil M, a cărui distanţă la punctul A - 
să o însemnăm cu: AN =. 

Să scrim în donă, feluri proiecţile vectorulti AM: upe 0 
- şi Oy şi vom avea, $ 8: i 

   
. IL — ta = rcosa, y — Ye = = ?sina . (1) 

Deci, coordonatele punctului variabil M al dreptei Sunt 
date de formulele : : i 

S
p
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L= o F Teos = Y, + rsina,. 

> fiind o distanţă AM variabilă a „punctului x la punetul 
dat A. “ e PI 

*Vom obţine toate . punetel& dreptei, | făcând pe. n. să vari- 
eze de la —co.la +oo Coordonatele unui punct al dreptei 
conţin un parametru variabil r şi do aceia se zice că. acea- 
stă reprezetare a linii drepte este parametrică. 
Observare. Impărţind. ecuaţiile (1), obţinem: 

==) te A 
care este o relaţie între coordonatele. unui punct (4, 9) al 

linii drepte, deci este ecuaţia acestei linii. 
Am demonstrat deci, din nou, că o linie dreaptă este re- 

prezentată printr'o ecuație de gradul întâi. 
25 Unghiul: a două drepte. Fie: mg. 

D= As + By + G = 0, D= Ax + By+ OC 

ecuaţiile a "două drepte. Coeficienţii lor unghiulari sunt : 

Ki 

  

  

  

A „a A . N -B- = t80, m = — a aa — „tg 0, N 

O şi O fiind unghiurile acestor drepte cu axa Oz (Fig. 16).. 

y | E » - Imsemnând cu V unghiul 
D,_„. ' .acestor două drepte, avem: 

E + 9z= o 4V ” , E 

- V,= 0-6 

şi deci: i 
- i 

a te O—te0.  m—m 

AM “4 ST Figoigo lim m 
Fig. 16. 

" Aş dar; unghiul a două drepte (axele fiind perpendicu- | 
lare): . -. A . . 

po meta, y=maz+n PI 

este dat de formula :: i 

a MD 

| EV mat? 
sau, unghiul dreptelor : DEE 

„ar:
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A | 
_ A'B—B'A E note 

B' B' 

Breri cițiu. Să se afle unghiul dreptelor : 

Vă: zty-a W=0. Vă —ytay3 =0. 
— 

  

Avem: | 
| 

pm am A VI a a. 3 a 
e l+ mm ua V3 Ma - e Ați Z 

eci: a = 60, 

26, Aplicaţii. IL. Conti ca două drepte să îie paralele 
se găseşte, observând că în avest caz: tg V=0, şi deci: 

—. i 

m — m 

tg V= 1-+m: m 
= 0,  m—m'=0; m=mi. 

Deci, două drept sunt paralele când cocfi îcienții lor unghiu- 
lari sunt-egali. 
„ Considerând formula: | Me 

| _A'B — BA 
„E VAI BB 

dreptele: _ - 

Az+By+0=0, A'r+B'y+o= 

sunt paralele, când tg V=0, sau: 

sapa A_B 
AB = BA ar -pr | 

Urmează deci, că două drepte pap alele au: cozficienții "lui 
x şi Y, din ecuaţiile lor, pr oporționali. | , 

Exerciţiu. Să se scrie ecuaţia . generală a pasele ele la . 
dreptele: fi o me 

y — 3 + 5, — 2 y + 1 = 

Pentru prima dreaptă, vom scrie ecuaţia unei "drepte 
al cărei coeficient unghiular este egal cu.3, 

Ecuația paralelelor la dreapta: y = 3% +5, este:



  

î = <a Nas Pr ” | ” Ş AL ) Ap d AA Vi ) VA . 

25 : ÎN 

PB], Ie 
pu. A fiind un parametru variabil. o n 

„Pentru ecuaţia: m—2'y+1= O, care “este de forma:. Az+By+o0z 0, vom serie o dreaptă ai cărei 'coeficienţi ai lui o şi y să fie proporţionali cu ai dreptei 'data; ecua- ţia generală a tuturor. paralelelor la dreapta: 

z—2y+1l=0 | va fi: - a 
a—2y+41=0,(A z+By.4+ h= 0), 

A fiind un parametru variabil. | | | | 
II: Condiţia ca două ' drepte să îie perpendiculare. 

Când dreptele:. . a i 

: voma, ym 
„Sunt perpendiculare, V = 900, şi deci : 

“an — m _ N _ 

„Prin urmare, condiţia ca două drepte să fie “perpendicu- lare este ca între coeficienţii lor unghiulari să avem relaţia : 

l+mm'=0. 

Când dreptele sunt reprezentate de ecuaţiile: 

„Az+ By+0=0, Ag B'y+0 = 0, “condiţia ca ele să fie perpendiculare, este : AA' + BB'= 0, Pi 
Ezerciţiu. Să se scrie ecuația unei drepte oarecare perpen- 

diculară pe dreapta: 3 z—y = 5; m fiind egal cu 3, atunci: 
. Me . 1. | 

MN = ———— 
m 8 

şi deci ecuaţia perpendicularei pe dreapta dată este: 
. Li . , IC 1 - i : 

= mean, == eta 

27. Intersecţia a două drepte. Pentru a găsi punctul de : intersecţie a două drepte: 

Az. + By +C =0, A'z+B'y +oO' =0,
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vom căuta coordonatele acestui punct; aceste coordonate 
verificând ecuaţiile celor două. drepte, vom rezolvă în raport 

cu z şi 4. Deci, coordonatele punctului de intersecţie a a- 

cestor donă drepte vor f (presupună determinantul sis- 
temului diferit de, zero) : 

„Lă — UB] _ 

mp | ABE 
E ps 

Dacă: AN—BA' =|=0, z şi y au valori. finite, „deci 

dreptele se taie întrun punct la distanţă finită. 

Dacă : AB—BA' = 0, sau: 
] + . a : 

iai R7 A AD20l op-og 

BO'—CB' CA'—AC' 
B=BA ! AB— BAâ'! 

  

  

po. 

  

fără ca numărătorii lui a şi y să fio zero, şi y sunt in- 
finit de mari, dreptele se taie atunci la infinit, ele sunt 

paralele. 

Am găsit din nou condiţia că două drepte. sunt paralele 

când coeficienţii lui z şi y sunt proporţionali. 

Dacă: AR'— BA!= 0, BO—CB'= 0, atunci urmează că: 

AB B._0..: . 
, a pg 7 7 i | :. 

deci (B şi B! =|= 0): , , E 

Îi i, 

A _B: 0 A C _B._ A Co ar, 
A' B Gr Ai. Qr7 AC CA o   

Prin urmare: 

O
 

L = = 0 po 10 

adică punctul de intersecţie este nedeterminat. In adevăr, 

având: 
A B C 
Ar Br TG 

ecuaţiile : 

Az+ By+0=0, Az+Byt0Q'.=0
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se reduc la una siugură şi deci dreptele date fiina repre- 
zentate de aceiaşi ecuaţie, sunt confundate, au deci un nu- 

„măr nedeterminat de puncte comune (toate punctele comune). - 

———— , ” | ! ÎN epee ht) 
epice bati 
ai pi Rap Sei | 
ia rbgtc =o0 ( 

fi A pati fate Aaf i Mc a 
EDER DIE AA Na eta a pp NI : 4 Ă GU 

A o + [ Meu ele Rl Ag îi 
Thu pe a Q. 

A = d „Pe. | „| rar. ef Ig LB CI pl A = =. C ID ss Ya tati - ui ua A 2 = Vă 
eee e ee . , 

Â 

  

PA VADĂ pe Eee 4



ÎN * Probleme: asupra: linii. drepte. 

NI 28 Să se aile ecuaţia tutulor liniilor drepte care trec 
printr! un punct dat A (2, 10). Fie: 

y=matka (a) 

ecuaţia unei linii drepte ce trece prin acest punct. Coordo- 

natele sale verificând ecuaţia dreptei, avem : 

Vp= i 0 + n (b) 

“ Scăzând ecuaţiile (a) şi (0), avem: 

Y—Yo = 1 (2—ao), 

care este ecuaţia generală a tutulor 'dreptelor ce trec prin . 
punctul dat (24, yo), n fiind un parametru variabil. 

29. Ecuația unei drepte ce trece printr'un punct dat şi 

paralelă cu o dreaptă dată. Fie (0, yo) punctul dat şi m 
„coeficientul unghiular al dreptei cu care trebue să fie para - 
-lelă. Ecuația: dreptei :cerute va fi: 

1 

ya: = m (D—a). 

„Lizerciţii. 10. Să. se scrie, ecuația „unei. drepte ce trece prin 

punctul &, 0) şi paralelă cu: isectoarea a doua a: axelor de 

coordonate. _Aplicăm ecuaţia. generală: 

"Yo > m (t—o) 
şi înlocuim m cu: — 1, căci ecuaţia bisectoarei a doua este: 

z-+y= o Ecuația dreptei cerute va fi: 

== (0 —2), xky—2=0, 

90: Să se scrie ecuația dreptei. ce trece prin origină şi este 7)
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perpendiculară.pe dreapta care determind-pe axele de coordo-. 
nate lungimile 2 şi 3, E 

Ecuația uuei drepte ce trece prin origină este: 
   

      

= ma. 

Ecuația dreptei dute este: a a 

ay IE | 0) 
NE ine 

al cărei coeficient unghiular este: 

e 8: 
m= = — IN a | 

| Dreptele (1) şi (2) fiind perpendiculare, avem ::. ”. i 

pi | + mm" =0, m=— — 
, 

iar ecuaţia dreptei cerute este : 

N au Tae 
Z| 80. Altă metodă pentru a scrie ecuaţia unei drepte ce tre- 

ce prin două puncte (7, ş,). (022). Fie: Az+ By+C=0. 
ecuaţia dreptei cerute, A, B, C fiind, necunoscuţi. Ecuația 

" dreptei este verificată de coordonatele (225 91) (Xa Yo) căci 
acește puncte sunt pe dreaptă. Deci: 

AmtBpto=0, 1 
„Aa + BA +0=o0. 4) 

Ecuațiile (3), (4) împreună cu :;-Az+ By+ C-=0 formează 
un sistem de trei ecuaţii lineare omogene în raport cu -A, 
B, C. Acest sistem admite soluţii toate nule, A=B=C=0, . 
când determimantul coeficienţilor este diferit de Zero, _sau „= E pe . Mbit soluţii nu toate nule, -când „acest, determinant, este egal cu 
zero. Tiisă, A, B, C nu pot fi toate nule, căci atunci dreapta 

E 

cerută n'ar mai există şi deci, ca să existe valori: nu toate 
nule pentru A, B, C, trebue ca determinantul coeficienţilor. 
să fie nul. E “ . aa 
Deci:



i 

i 
30. _ 

pF Bona sl 

II Muia md 

ai pi] 

“Aceasta este ecuaţia dreptei ce trece prin cele două 
puncte (&;, ya), (22 72). Dezvoltând-o, putem: să- o. serim supt 

„formele : 

_ jo 
Is i — a) (D 

ma Da , 
sau : 

a (Vi — Ya) —y (2, — da) a po — aj =0. 

întrebuințată. 
31. Condiţia: ca trei puncte : (2 Voi (220 92), (2 sp): să îie - 

“colineare. Va fi de ajuns să scrim că punctul (4, y4) se: 
află pe dreapta definită de celelalte două. Ecuația dreptei 
ce conţine punctele: (3, 9/-), (33, da) fiind: “ 

Prima formă (1) este bine să se” memoreze, fiind foarte . 

„d 

la gi] 

| aa d | = 0, 

Xa We 1] 

  

condiţia * ca cele: trei: puncte: să fie colineare (în linie dreaptă), 
este: 

2 i. 

a til 

43 ll ă 

Obsevzare. Vom obţine acelaş rezultat scriind că coefici- 
entul unghiular al dreptei (a, ya), (2 i de) este acelaş (egal) 
cu al.dreptei definită de punetele : fn (to Ye) Această 
condiţie este : 

LĂ e je — m m 
ÎN Ma aa 9 aa 

82. să se afle condiţia ca trei drepte să fie concurente.: 
Fie :: ÎN | E 

A aa „At By+0= 0. Sa i 

A Avi By 0 —0 
A'a + B'y+ 0” = 0 7 

a
.
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pe 7 IE 

L Ep . , . T . 

d "ecuaţiile a trei drepte. :Dacă ele sunt concurente, însemnează 

că există un punct comun lor şi deci coordonatele aceștui 
“punct (7, y) verifică aceste: trei ecuaţii. Sistemul format de 
ecuaţiile acestor drepte este deci compatibil şi prin urmure 
"determinantul coeficienţilor este nul,: adică : 

pa cj N 
BC 0 

: - e B' C” ” 

Ci 7 
Aceasta, este condiţia ca cel6 trei drepte să fie concurente. 
Obserzare. Sistemul : 

| Aa By + 0 = 0, 
i Aa+By+0O =0, 

A'a+ By 0" =0 

find compatibil, urmează: că ultima ecuaţie este o consecinţă 
a piele două ecuaţii şi deci: 

z+ B'y+ O zlAz+ By+0)+m(A'z+-B'y+ 0), 
l şi m fiind. “conă numere alese. potrivit. De unde.rezultă că 
dacă dreptele: sunt concurente, să avem : 

| u (At By-tO)-ko(A'zBip+ O)-F (A+ By4-0)=0. (a) 
„Deci, pentru a cerceta dacă trei drepte sunt concurente, 
vom căută să vedem dacă există trei numere «, v, 20, astfel 
ca relaţia («) 'să fie identic verificată. Nu există un procedeu 
general pentru. determinarea lui 4, a, Şi fiecare problemă 
de acest fel se rezolvă în alt mod. Totuşi, în corpul acestei . 
hicrări, vom considera două, trei probleme de acest fel. 
"38, Aplicaţii. I. Să se arate că mijloacele diagonalelor 

unui patrulater complect sunt colineare. Fie patrulaterul 
complect A B C DEF 
(Fig. 17) ale cărui dia- 

gonale sunt: AC, BD, 
„BF. Să luăm ca axe de. 
„coordonate: AD ca Oz 

şi AB ca Oy. Să însem- 
năm coordonatele pune- 

= telor D,F,B,E cu: 

D (do), F(fo); B(0,0), 
Edo, % 

aa 

   



trei mediane. Coordona- 

"- Pentru a găsi coordonătele vârfului C,. vom rezolvă e ecua- 
"iile : : 

pY SL , 

gril pb 
. 

| le iu 

ale dreptelor DE şi BF şi avem: 

de(d—f ao) | 
0 | = —ef?Y va=ef | 

Să aflăm coordonatele mijloacelor M, N, P ale diagona- 
lelor' AC, BD, EF ; găsim: 

| peuee D pâ-—9 x 2), > (4,2), 
2(bd—ef) 2(bd—ef) | 2' 27 2' 2 

Vom calculă determinantul : a 

be (d—f) . (db —e) | 

ad) 20a2ep | 

    

| e Va | d b Di 
DP — 9" 9 , 
Ta 2 i - a Je | f | e , 

| 9 2. 
care se.mai scrie:. A 

| detd— -p f(i—e) 2004 — ef) | 
ES Sa po ! | Bed =ef) a a] 

of. | e E a 

  

„Se va. arătă că acest determinant . este egal « cu zero, şi 
deci mijloacele diagonalelor vor fi colineare.. 

iI..Să se arate că medianele întrun triunghi sunt con- 
curente. Vom luă .ca axe de coordonate laturile AB şi AC 
ale triunghiului ABC 
(Fig. 18). Să însemnăm 
coordonatele . punctelor 
Bşi Ccu B(5,0), C(o,c). 
Să scrim ecuaţiile celor 

tele punctului A”, mij- 
locul lui. BC, sunt: 

“(6 3) 
   



Ag 
: secţia altor două. Fie : 
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- Reuaţia medianei AA! este: 

pile — dy =0. 

Coordonatele punctelor B' şi C, mijloacele laturilor AQ 
şi AB sunt: 

iar ecuaţiile medianelor BB' CO sunt: 

Po Lu 
eat 

2. 2 
sau: - Pi m i | 

(BB) cz -F 2by — bc=0, DR RR 

(00) 2ez+ dy — be =0, | i 

Să formără determinantul coeficienţilor medianelor AA, | 
BB, Cc: şi avem : . 

e —v 0] i 
cl 20 —be|=0, 

2e b —be   
ceeace probează că aceste trei mediane sunt concurente. 

Medianele se văd că sunt concurente aplicând observ area, : 
dela paragraful 32, căci avem : -- 

(44) — BB) —(00)=0, 
 Coeficienţii ut, tc, din acea observare, surit în aceşst, caz 
egali cu : 1, —1, — 1 şi sau dedus luând În considerare i 
formele ecuaţiilor dreptelor AA”, BB, CC. 
„84. Să se aile ecuaţia unei drepte ce trece prin inter- 

Az+ By4+0=0, ap B+ 0 =0 

dreptele date şi (9, yo) punctul lor: de intersecţie. Să con- 
siderăm dreapta : 

po ap sora Bic), Sa 
4 fiind un parametru variabil.
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Punctul (o Yo) aflându-se pe fiecare. din dreptele date, 
urmează că : 

A + By + 0C=0, Ara E WF OE=0 

şi deci: SE : a A | 
—Aao+ Bu+6 2 (Wat Bye 0) =0, 

Această relaţie probează că punctul comun celor două 
drepte aparţine şi dreptai : 

Azi Byk 0 4-2 (Ata + +0) =0. 
ION Această ecuaţie, când 7 variază, reprezintă toate dreptele | 

care trec prin intersecţia” altor două. 
35. Aplicaţii. I. Să se aile ecuaţia dreptei ce trece prin, 

intersecţia dreptelor: y-- 2 —u 0, y — 43: +a=0 şi 
prin origina axelor. de coordonate. Ecnaţia a dreptei ce trece 
prin intersecţia dreptelor date este: 

y — o — ai, (7 — dat a) = 

Această dreaptă trebuind să treacă prin origină, ecuaţia - 
ei este verificată când vom înlocui pe & şi y cu (0,0) şi deci: 

—a+a)=0,2=1. 

RI: Ecuația dreptei cerute este; 

y— Baa aaa) =0, 

y — 37 =0, ! . | 
xy II. Să se probeze că dacă ecuaţia unei drepte conţine 

Un parametru variabil de gradui' întâi, acea dreaptă trece 
printr'un punct fix, Fie dreptele reprezentate de ecuaţia : 

Be t(6rrhy—24=0, 

care conţine parametrul variabil Î. Mesastă ecuaţie s6 mai 
poate serie:: : -.: , i 

a Bat 6 +a (y-9) = 0, 
şi deci reprezintă toate dreptele care trec prin punctul 
comun dreptelor cunoscute : 

+ 2y = 0, y— 2 =0.. 
NI iii
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N 36. Să se găsească raportul în cate 0 dreaptă - „DeAv+By+0=0 înparte segmentul A, A, de- 
îinit de punctele A, (7, 7); Aa (a, y).. Fie:M. punctul de 
intersecţie al dreptelor A, A şi D. Să căutăm valoarea ra- 
portului : 

MA a, 
MA, 
  

  

„Se ştie (Ş. 15) că valorile: coordonatelor punctului M, aşe- . 
zat pe dreapta”A, As, sunt: 

    
— 2 + 3 a. | _u 4 per Va. 
TRI Tri 

“Acast: “panet M fiind pe dreapta D, avem: 

  A ata +B* Rază + 00 

"De unde: a De 

= aa + By, + COC" 

Deci valoarea raportului căutat va fi: . 

MA _Az+Byu+to (a) 
„MĂg At By, + O: 
  

Dacă dreapta D este paralelă cu A Az, "punctul A este 
pe paralela din A, dusă. la. D; paralelă la dreapta 
Azi By + C= O având ca ecuaţie; 

Act By+Otu 0 

pentru a trece prin 4, (ru, Ju) va trebui să avem: 

Ad By totu=o, = m tayi+0 
V şi deci ecuaţia paralelei din A la A + B + 0= =0 este: 1 pp SU 

dat By +0. (An + By + 0) 30, uj 
“A A2 fiind paralelă cu D, A2 este pe dreapta (1): şi deci 

coordonatele sale verifică această: ecuaţie; deci::
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+ But 8 at pt 030, 
mp: € 

Az + By +0 = Amt pro 

Observând relaţia (a), rezultă : | 

| NA 

M Ag 
  

  

zi 
= -Ă ji 

n ceea ce este adevărat, căci se ştie că dacă punctul M este 
la infinit pe dreapta Ar A2 » raportul MAa : A Apă = 1. Re- 
laţia (a) este deci generală. 

> 37. Separarea planului în regiuni de dreapta Ar+hy+0= =0. 
reapta D= Ag + By + 0 =0 (Fig. 19) înparte planul 

în două egiuni. Fie: 
A, (2 7, Ao (22 Y>) două. 
puncte aşezate dg aceiaşi 

parte a dreptei D. Se ştie 

($. 36) că raportul, în care 
| dreapta D înparte pe A, 
- Ap este'epal cu: 

A AzRutO | 

Ap Amt Bp+C 

  

  

  

  

  

    

=
 

Fig. 19 

Dacă A, şi Ao sunt de aceiaşi parte a drepței D, raportul 
MA, : : MAp este poziţiv şi deci : 

Aa, + B+ 0: 0, 

Azore Et 

ceea ce probează că: Az, + By, + C, A+ ya + CO au 
aceleaşi semne. 

In mod analog se vede că dacă A, şi A, sunt de o parte: 
şi de alta a dreptei D= Ax+By+O0=0, NA: MAo< 0. 
şi deci: Aa + but 0, Ada + But O ma semne 
contrare. * . 

Prin urmare, polinonul Amr ty + Q este pozitiv pen- . 
tru toate punotete situate de aceiaşi parte a dreptei 
Ap+ By+ C==0, şi negativ. pentru punctele aşezate. 
de cealaltă parte a dreptei. 
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Aşă dar fiind dată o dreaptă Ad + By + 0=0, ea în- 
parte planul în două regiuni, astfel că înlocuind pe 2 şi v 
în A+ By+ O ceu coordonatele unui punct oarecare din- 
tr'o regiune, rezultitul înlocuirii va aveă un semn, iar re- 

zultatul înlocuirii a lui z şi y cu cvor donatele oricărui punct 

din cealaltă regiune va aveă un serin contrar. 
Exmple. 10. Să se separe planul în vegiuni ș și să se afle e- 

giunea unde atem : 
Az-tBy-kC> 0,0=[=0. 

Pentru aceasta, con- 
struim dreăpta Ax + 
B 4 C=0 (Fig. 90). 
Pentru toate punctele 
unde: se află origina, 
expresitinea A z -- Q| X : 
By + C va avea a- - 
celaş semn, câre se - | 

IN Fig. 90. , - 

obţine înlocuind pe e şi y cu (0,0), coordonatele originii. 
Semnul depinde de acela al lui C. Dacă CYy 0, semnul 
expresii Az + By + C, în regiunea .unde' este origina 
este pozitiv şi în cealaltă regiunea va avea semnul minus: 
Dacă O <0, în regiunea originii va avea semnul. minus şi în 
cealaltă semnul plus. 

2) Să să se afle regiunea planului unde avem în același timp 

2 y — 230, 3a—y+1<0. 

    

Vom. construi dreptele (Fig. 21): 

9ahy—2=0, 82—y4-1=0. 

Aceste drepte au des- 
părţit planul în patru re- 
giuni și avem: 

Regiunea | I 11 III IV 

Bey — 
3a—7pk 1|— — + + 

  

  
» Deci numai pentru punctele regiunei II, avem :



2 y—2>0, 
| 3) Să .se afle regiunea planului 

  

3z2—y+10. 

unde avem: 

(2 + 2) (3 2 —2y+5)> 0. 
Să construim dreptele (Fig. 22): 

„o rr     
   
| 

  

Fig, 28, 
„Vom vedeă că: a+d y=15> 0, Deci, pentru toate punctele 

  

22 y=0, 3x25 0, 
Să vedem - ce 'semne , 

are expresiunea: +2 y 
în cele două regiuni în 
care a înpărţit planul 
dreapta : 242 y=—0. Pen- 
tru aceasta vom înlocui 
pe & şi y cu. coordona- 

"tele unui punct al axei 
Oa, adică: a=1, y=0 

> 

acestei regiuni, are semnul +, pentru punctele celeilalte regiuni are semnul —. 
;- Puteni formă tabloul: 

  

Regiunea Iau III! IV 
aa _ + 5 n 

3 2—2 ytă — — + + 
(2+2y) (3 2-2 y+5) + — + — 

Prin urmare, în regiunile 1 şi III expresiunea dată este pozitivă. 

a.



ve 

N 

Na Distanţa dela un punct la o dreaptă.! 
38. Altă formă a ecuaţii linii drepte. Ecuația normală 

a linii drepte. O dreaptă dată poate fi acfinită (Fig. 23) 
prin lungimea OD a perpendicularei din origină pe această 
dreaptă şi prin unghiul 
() ce-l fac această . per- 

" pendiculară OD cu axa . 

Oz. | 
In adevăr, fiind cu- 

noscute distanţa de la 
origină la dreaptă. lun- 
gimea 0OD=p, şi unghiul 
O, pentru a construi 
dreapta, vom dice un 
cere cu centru în. origină şi cu raza p, vom duce raza OD 
ce face'cu Ox unghiul 0 şi tangenta la cere în punctul D 
este dreapta cerută. _ __ 

Acestea fiind stabilite, să însemnăm cu-d distanţa CM, a 

punctului M, (6, 0) dat pânăla dreapta considerată. Să 
proectăm conturul ODCMg pe dreapta OD şi vom avea.:. 

pr OD + prDO+ pr CA, =p+ut+d=p+kăd. 

Lăsând din My per pendiculara MoP, pe Oz, proecţia con- 
turului OPJM, este egală cu a conturului ODOMo ($9)) 
Proectând conturul OPM, pe OD, avem : 

  

  

pr. OPMy= pr OP,-+pr5, N = OP, cos DOR+P; M „cost ep 

LS fn 
prop, M, > tocos 0 cosCĂL,P, 2003 Grusa(ş Dot.) _ 

| pr OP, = = a cos 0-+ yosin 0. 

Insă:: pr. ODOM, = pr OP.M,; deci:
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zocos 0 + yosin 0=prd. 
De unde: 

20 cos O+ yasin 0 —p=d= GA 

Această relaţie ne dă distanţa d dela Ma (20 yo) la dreapta 
definită prin cantităţile p şi 0. 

Dacă punctul M, este pe dreapta dată, distanţa sa d până 
la dreaptă este nulă şi deci relaţia : 

zo cos 0+ gg sin 0—p=0, - 
între coordonatele unui punct Mg al. linii. MN, reprezintă 

"ecuaţia acestei drepte. ii 
Prin urmare, ecuația unei linii drepte, definită prin distanţa 

p dela origină la dreaptă „şi prin unghiul Q ce face ca Oa 
această perpendiculară, este: ă | 

: z cos 0-4+-y sin 0—p=0. 
” Aceestă s6 numeşte ecuația no: mală a linii drepte. = a . - m. : 

12 89. Distariţa dela tri puct la O dreaptă. Am văzut că 
dăcă o dreâptă estă definită prin câtimile p. şi _O, adică 
dacă ecuaţia ei este de forma: a 

z cos 0+y sin 0—p=0, 
distanța dela punctul My (o, 3) la această dreaptă este : 

CM =—d="a cos Oy, sin O—p. 

Presupunând că am luat sensul pozitiv, sensul OD, (Fig. 
23), se vede, că în cazul figuyei expresiunea : 

Bo cos 0, sin 0—p. 

a fost socotită în sensul pozitiv. In cazul figurei, se vede 
că punctul M, şi origina au fost de o parte şi de alta a 
dreptei AB, E 

Din contră, dacă origina axelor si punctul Mo sunt de 
aceiaşi parte a dreptei AB, expresiunea: 

o cos 0-+y sin 0—p= = Cl, 
. vu so. A... a va fi negativă, căci în acest caz CM, este de sens contrar cu cel pozitiv, al dreptei OD. Pentru a 0 aveă pozitivă, 

trebue deci să se ia semnul — înaintea ei.  .: 
e 

este o cantitate pozitivă, căci Şi CAM, cu care' este egală,.
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Aşa dar, distanța pozitivă dela punctul Mo (a, yo) la dreapta : : | 
a cos 0 + y sin 0—p=0 

za fi egală cu: Ia a 
| --. (, cos O+ye sin 0—p), | luând semnul + când origina: şi Mo sunt de o parte şi de alta a dreptei şi semnul —, când origina și Mo sunt de ace- iaşi parte a dreptei. 

E Să presupunem acum 'că dreapta dată are ca ecuaţie: 

| Ac-HBy-k0=0. (a) 
Să. determinăm unghiul 0 şi distanţa p, dela origină, la dreapta dată, cu ajutorul cantităților cunoscute A, B, C.- Atunci ecuaţia dreptei s'ar putea pune supt forma : 

z cos 0+y sin 0 —p=0, (b) 
iar distanţa dela punctul Mo (z,, Yo) până la această „ dreaptă ar fi dată de formula: 

to cos Oy, sin 0—p, (1) 
Egalităţile (a) şi (5) reprezintă aceiaşi dreaptă şi deci din. ecuaţiile (a) şi (b) va trebui să obţinem aceleași valori pen: tru” coordonatele punctelor, unde dreptele reprezentate de (a) şi (Î) tae axele de coordonate. 
Considerând, în general, ecuaţiile: 

Az+By+ C=0, 
Az + By + G=0, 

pentru ca ele să reprezinte aceiaşi dreaptă, e necesar şi suficient să obţirem aceleaşi. valori pentru abscisele şi or- donatele celor două puucts, unde dreptele reprezentate taie axele de cordonate. Făcând respectiv. în ecuaţiile lor : a=0 şi apoi =o, obţinăm : - 

C_ -C C , TB asi de unde: . a 
A _B_U 
==: 

Deci, condiţiile ca ecuaţiile: 

„AB yk 00; Az+By0'=0 
N
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„să reprezinte aceiaşi dreaptă, sunt ca ecuaţiile să, aibă coe- 
ficienţii proporţionali. 

Scriind acestea pentru ecuaţiile (a) şi (5), deducem : 

cos O sin 0: —p 
AB 07 

Aplicând teorema : se obține un raport egal cu două. rapoarte 
egale făcând câtul dintre rădăcina pătrată a sumei pătratelor 
numărătorilor şi rădăcina pătrată a, sumei pătratelor numito- 
rilon celor două rapoarte date, avem : 

  
  

cos 0 sin 0 Dă 0 sin20 1 
  

  

  

  

AB EVA VE 
Bgalând fiocare raport cu ultimul, deducem : 

A a B | Cc 
cos 0 =— LA sin 0— + » P=— E . 

VAB? VAB V ABE 

Inlocuind : cos O, sin O şi p în relaţia (1). distanta dela 
punctul Mo (o, yo) la dreapta : 

Az+ By4+ C=0,. 
este : 

d = ZF (A za + B d . o). , 

Îi VA 24- B2 - Ă 

Vom luă înaintea acestei expresiuni semnul + sau —, 

  

“astfel în cât distan;a să fie reprezentată de un uumăr po- 
zitiv. 

„Pentru a determină semnul ce trebue luat, se va cercetă, 
în co regiune a planului este punctul. Mo faţă de cele două 
regiuni în care > dreapta o. 

Az+ By jAL+- O0=0 | 

înparte su Expresiunea distanţei trebuind să : fie pozi- 
tivă, se Saă lemnul 4+- dacă Mo este în regiunea planului. 

unde Ag 4 By + O are semnul + şise va lua semnul —, 
dacă Mo este în regiunea unde A 2-A By + O are sem- 
nul — 

40. Aplicaţii. I. Să se afle ecuaţia bisectoarelor a două 
drepte, Fie: 

Az +. By +0 = 0; Ar+ By + O =
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ecuaţiile a două drepte, în raport cu două axe perpendi- culare. Pentru a găsi ecuaţia unei bisectoare, a unghiului acestor drepte, va trebui să scrim că distanţele unui. punet oarecare al bisectoarei, de coordonate (&, y), la cele două drepte, sunt egale; deci : 
« - 

: 
Ag + Ba C Aa a 39 C sp Ab re = Dea a ARIE Va PBE 

„_ Lmând semnul +, vom obţine ecuaţia unei bisectoare, iar . », . 
». 

pentru semnul —, ecuaţia celozialte bisectoare, una fiind bisectoarea interioară şi ulta cea exterioară, 
Pentru a determină care din bisectoare se obţine luând semnul +- sau '--, se va substitui în expresiunila :.: 
p- AC+By40 Az+ Bye II za ÎI Pa VAB | VTR Ba 
pa ALL+ByLoO | A'a + By + C' e, Va PIE Vaz pi 

pi 

care sunt primele membre ale ecuaţiilor bisectoarelor, co- „ ordonatele unui punct M al dreptei: Az + By + C*=—o şi a al:ui punet Mal dreptei: A' + By + C'= o. Dacă rezultatele înlocuirii în E vor fi de acelaş somn. urmează atunci” că punctele M şi MN" sunt de aceiaşi parte a dreptei: 
Az+By-io0 Aa i By 0! 

VA: FB a VAI Be 
iar aceasta este bisentoarea exterioară, Calculând rezultatele înlocuirilor în E' ale coordonatelor punctelor MN şi M, se vor obține rezultate de semna contrarii ;"deci M şi M' sunt de o parte şi de alta aa "dreptei: a | A ByFO. Aerbyo 0 III TR = V AZ + B2 . A + B2 : 

iar aceasta 'este bisectoarea interioară, 
Exemplu. Eruaţia bisectoarelor unghiului aschţit al diep- telor : 

Se tyr4=0, oou=p 

«



a 

va fi: 

3a— 4-4 p— 2 

VS FIG — 1 

Bay h4=hăe—9 
Pentru a vedeă care. din dreptelo: 
3a—4 94-45 (n—2) =0, 32249 + +-+d (2—2) =0, 

este bisectoarea interivară şi care este cea exterioară, vom 

substitui în expresia: 5 

sau : 

Sa —tyrka s-5(e—2 

pe rând coordonatele unui punct ADal dreptei 3 p—4 g+-4=0 
şi a unui punct M' al dreptei: p—2 — o, astfele ca pune- 
tele M şi M' să fin pe porțiunile acestor drepte care for- 
mează unghiul lor ascuţit. In cazul nostru (şi de obicei aşă 
se „procedează în practică), punctele M şi M! le alegem toc- 
mai punctele -unde laturile: 3 2—4 y + 4= 
ale unghiului, taie axa Oa. Vom avea: 

(o), 8,0) 

Inlocuind î E 

E = 3a —d y +4 —5(a— 29), 

0, D—2=> ) 

3 

- at 4 
întâi : pg = — sI = 0, avem: 

PI . E > 0; 
îulocuiud acum pe a cu 2, obţinem iarăşi: 

* : . A . 

E >0; 

“ Rezultatele fiind de acelaş semn, dreapta : | 

Ba dy +4—5(a— 20 

| este bisectoarea exterioară, iar : | 

3a— dy item —9)—0 

bisectoarea interioară. 

a "II. Supraiaţa unui triunghi în juneţiune de coordona- 
tele vâriurilor. Fie : A (o, 7), B.(a2> .), C (a Ja), vârfu-
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rile triunghiului dat. Insemnând cu d înălţimea vârfului A 
” (distanţa lui A la BO), avem : _ | . , 

a“ 

Supr ABC = LL BG. d. 

Insă: | - | | 

BO = (23 —03)2-H(a—3)? Î BO =, Vaz — a) Fa ajaiE - 
Ca să aflăm pe d, trebua să cunoaştem ecuaţia dreptei BC; 
această dreaptă trecând prin două puncte, ecuaţia ei va-fi: 

„L (2 — o) — YI (Ma) A 22 Ya — as p=0. 

Deci, distanţa punctului A a, .) la această dreaptă 
va îl: 

  

d == Pi (72—Y3) — di (2 — 23) + To Va—X3 Va 

E + V (3 — a)? FF (ya)? 

Ialocuind în formula suprafeţei, avem : 

.. 4 

Supraf. ABC = 3 [a (920) — d (203 — 3) FI 3-a y] . 
. . ' . . .. _ ' Această. egalitate se mai poate scrie şi supt formă de. 

determinant. : -: - - 

| Pa Ş m l 

Supr AB0C= + ÎL ro Ye 1 

| Ta Ya LI - Ma 

Semnul trebue ales astfel ca suprafăța să fie pozitivă. 
Observare. Când punctele A (2, ş), B (i v,), C (203,773) "sunt colineare, suprafaţe= triunghiului ABC este nulă şi deci condiţia ca punctele (z,, y.) (3, 2) (a y,) să fie co- 

lineare este: 

| L 1 ] 

a d pl = 0 

” Za Va 1 |
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Exerciţii. x 

Xa sa afle ecuaţiile laturilor triunghiului ale cărui vârfuri sunt: 
(3, 3), (4 —5), (—3 —6). , 

- 

R. 2-7 y=8 ya — 5y = 8,3242 11. p 
A 2. Să se afle ecăaţia dreptei ce trece prin punctele: 

N ( ) (einer mb+a 3) ! a, h o. „. mau “mau A 

  

  

ip. a! — ba! a r w'—b R. — ——D———— =0 y—b = —Q). y a'—a e+ a'—a, ' j | aa? a) | 

| oa se afle” distanța, dela origină la dreapta : 

a (r—a) + b (y—0) =0, 

Ape 
ha (4) sa se afle „ecuaţiile laturilor şi medianelor triunghiului : 

6, o, (, 2 oa 

V AfR. 2+2y=ă5, i Y=39, r—y. 4 1==0, (laturi 
"7 =0, D=, :0—2y = (mediane) 

A 5. Să se arate că dreptele: i 7 

2r+3y=13, da —y=t, a 2 — 19410 E 
se taie în punctul (2, 3): 

R. Se arată că dreptele sunt. concurente și se rezolvă primele 
flona ecuaţii. - 
N v, pă se ap a diagonalele patrulaterului ale cărui Jatari ș sunt: 

4 PIV-5=0, da 8/—5=0, ba +2 y 10, 22-F2y4-1=—0, 
Â a 

-R. Se construgsc aceste drepte și se căuta punctele” lor de in- : 1 D 
tersecție.: Găsim: (- 25 ), (3) Se aplică apoi 

“formula ecuaţiei dreptei ce trecă Fiii două puncte, , 
F 7. Să se afe înălțimile triunghiului: ale_câruii vârfuri sunt : 

e; 0, 32 (a —D. 
AT ţ R. Se va aplică ecuaţia unei drepte;jce trece printr'un punet şi 

perpendiculară pe alta ce trece prin două puncte! 
Da Se găseşte: 7 a—y = 13,5 pry=7, 5y—a 1. ă A y Dai , LYITE = 

  

pă 

8. Să se scrie ecuaţiile înalțirilor triunghiulai al cărui laturi sunt: 
0-2 ya” 22, 2—y ++ 10, 

. A 

Ei
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R. Se va aplică ecuaţia unei drepte ce trece prin intersecţia al tor două şi perpendiculară pe alta. Se află : 
o , 

Aaa ao sune 
poa N Dap = 
5a+5y—430. 

9. să se afle ecuaţiile jperpendicularelor ridicate pe mijloacele latu- rilor triunghiului : (1,2, —3,1,8, —). 

R. Se vor afla mijloăcele laturilor şi se va scrie ecuaţia unei drepte ce trece priutr'um punct și perpendiculară pe alta ce trece prin două puncte. 

  

a E2=—D 3 UB): = (=- seo 
— (—3—2) 2) o 

y = i (e ta E 

10 Să se afle coordonatele „vârfurilor triunghiului ale cărui laturi au ca ecuaţii: 

phy=i, 223, 3y-—5z= 45, 
Să se afle ecuațiile „Paralelelor duse .prin vârfurile acestui. triunghi la laturi. 

PRE PI ani aici pp “a i 

na (ps (3 >) (os a a) 
NC. 11. Să se afle ecuaţiile” dreptei ce unesc mijloacele: a două latati, oarecare ale triunghiului ale cărui laturi sunt: 

43 uk, 20 120, AF pt 30, 
R, Se caută coordonatele vârfarilor : 

AG 8). BL), 066,3): pr. .. 
Se va scrie ccordonatele mijloacelor şi apoi a ărptelor e ce trec prin- tr'un punet şi paralelă cu o dreapt ă. Se găseşte: 

2z + 6y— 1=0, 42 —3y —1H=0, 2 a y —2—0, 
12. Să se afle ecuaţiile diagonalelor paralelogramului ale cărui laturi sunt; ÎN a | i Lai p=a,: yj:= d -y=vb, 

"R. Coordonatele vârfurilor sunt: A (a, d), Ba, b), C (af, b'), D(a, d). Vom gasi: — a 

”
.
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(AO) 200'—0) — yta'—0) = aW -d a, 
(BD) 2(W—5) — yţa'—a)= a'b—ab. 

13. a şi b fiind coordonatele unui punct M din planul a două axe 
perpendiculare şi: 

(are (a +5) y+3=0, 
(a+2)z — (Qa+b—2) y—2=0, 

ecuaţiile a două drepte, să se afle locul. poziţiilor ce trabue să ocupe 
M în plan, pentru ca, dreptele date să fie: 10 paralele; 2 să coincidă. 

R. 10 (a) (Ga Pr 4b-r3=0; 
a 20, 3044 5+3 =0, 

M (a, d) trebue să se afle sau pe paralela: a+ 2==0 la Oy, « sau .pe 
dreapta: 3a + 404 3=0. - 

29. Ca să coincidă: o : 

apa a+35+d 8 
a+2 Ba +b—2 PR 

Egalitatea primelo: două rapoarte dă: 

(a +2 Ga+4v+ a) =0, 
iar acelor din urmă : 

LI Pda —8b-—16=0. A 

A " Egalităţile sunt verificate pentru: a = — 2b=—s8, deci un sin- 
N sur punct M. ! 
——" 14. Să se arate că întrinn trapez, dreapta ce uneşte mijloacele M şi 

N ale pazelor şi cele două laturi neparalele sunt concurente. 

R. 'Trapezul fiind OABC, se ia ca axe Oz şi Oy laturile OA şi 
OC. Se notează coordonatele punotelor date cu: A (a,0), B(, d, 

C (o, c). Ecuațiile dreptelor considerate .sunt : 

(OC) z=o, (AB) d e-t+(a—b) y—a d=o, (MN) 2 dt (a—b) y—a d=0. 
se calculează determinantul coeficienţilor, sau se arată că AB și MN. 

taie pe Oy în acelaş punct, ea € 

15. Să sa afla distanţele dela vărturile triunghiului 55), (1,2), (3, 

—2) la laturile opuse. 

  

6 19 12 

- Bye Vi ve 
16. Să se demonstreză că înălțimile unui triurighi sunt concurente. 

R. Fie: A (a, 7), B (ee, Va), C (ta, ya): vârfurile. Ecuația înalțimi 

din. A este: 

DS (ere) (ea + (ou m) = 0.



+ CD 11. Să se arate ca perpendicularele 'ridi 

+ 

  

s 

“e 
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” Ale celorlalte vor fi: 

De (0 = 20) (02) + (nu) 00. 
D= (a =) CS) + nod 0920 

Adunând se obține: . a Da | 

D+D+D=0. 
- "ceea ce probează '($ 32, observare) că; dreptele sunt conenrente..: 

cate pe' mijloacele laturilor unui triunghi sunt concurente. 

R. (2, i (Da 2) (Za dp) vârfurile. Ecuațiile perpendicul sunt: - arelor 

DS 22 (ae 75) 4 29 a) hoti po, 
D222 (23 —z0) + 29 (joy) kt at a2+ Vi -— =0, 
D= 22 (za —22) + 2y (yu —y2) +a + p—p=0.i 

Se vede că: 
” D+D+ 0,20. 

18, Să se probeze ci bisectoarele unui triunghi sunt concurente, i 
RA (2 va), B (2 va), C (a Y3) Ecuațiile laturilor: 

(BC) A (2 — 3) 2 — (03 — a) VF e 93 —a ya=0, 

, 
(CA) az (=) 2 — (03—x0) y Tr 23 Vi —2 93 =0 

(AB) A (Va — ya) 2 — (aa) ya Va — Za n=0. 
Bisectoarele unghiului A sunt : 

  

  

  
  

  

4» A A A! ——— + 3 = 0, —— — 3 = "9, . b e db - c E , 
însemnând cu: a, d, e lungimile laturilor triunghiului. 

Bisectoarele. interioare sunt: | 

(e (3 (3 . "A Au A... TO = =, — =, — = 0, b e. e a - a. o 
căci rezultatele înlocairii a lui şi 4 Gin ecuaţia bisectoarei unghiu: lui A, de ex, cu coordonatele punctelor B şi C, sunt de: semne con: trarii, B şi C fiind de o parte şi de alta a bisectoarei lui A. Bisectoarele exterioare sunt : N a, 

Ă A 

+ =0
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Se probează că bisectoarele interioare sunt concurente aduaând e- 

cuaţiile lor. 

Tot aşa se probează . că două bisectore exterioare şi una interioară 

sunt concurente, 

19. Să se afle ecuaţia bisectoarelor axelor de coordonate. 

R. a —y=o0,e+y= 

20, Să se afle ecuaţia! “'bisectoarelor unghiurilor triunghiului ale că- 

rui vârfari sunt: A (a, o), B(—a, o), C (bc). Se presupune b> o, co. 

BR, Se construeşte triunghiul. Se găseşte: 

„* e z=y(b—a)—a e e —b-Fa ra e_ tă 

(4) Ce — 7, (B) e 2—tb-ra) ypha « Y 
Voc+(b=—ak VELO . 

(9 e Eztboteae 4 cazat atac 
VE R(a Ve ria+b)t 

21. Sa fe afle bisectoarele unghiurilor triunghiului ale cârui laturi 

sunt: 

3 9y — 2 =o0, 22 y— do, p--yj—1l=o0. 

R: Se construese dreptele și' se va cerceta rezultatele înlocniri; 
7 

, NL în ecuaţiile bisectuarelor. 
x AND . ae . 

AR 22. Să se atle suprataţa, triunghiului ale câvui vârturi sunt: (a, o), 

(— a, o), (5, c).: : ' - 

ua d 

R. | 
— A — a 0 1 = ES ac 

> | 2 

| boc ll! 

53. Se dau două axe perpendiculare Oz şi Oy și două pnnete A şi 

C pe Ox si Bpe Oy. Perpendiculara din C pe AB taie pe Oy în D. 

Sa se arate că dreptele AD şi PO snnt perpendiculare. 

' R.A (u, 0), C (eo), B (0, B). Sn scrie ecuaţia dreptei dusă din 

C perpendiculară pe AB şi se găsește coordonatele punctulu D 

(6, — “5 Se arată că între coeficienţii unghiulari ai dreptelor BO 

şi AD avem relaţia : 1 -+ mm'=o0. “D este ortocentrul triunghiu- 

lui ABC. 

24.0 dreaptă AB se deplasează astfel ca suma inverselor segmen- 

telor OA şi OB ce determină pe două axe de coordonate este cons” 
tantă și egala cu 1[. Să se demonstreze că. aceste drepte AB. trec 
printr'un punct fix, ale cărui coordonate să se caute.: : 

R.A , o), Bo, u). Ecuația dreptei AB este: 

pu _Y pr = a 
u : 
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Avem: - - 

1 1 a 
pt m TR 

  
de unde se scoate şi se înlocuește în ecuaţia dreptei. Se obţine: 

Ea — Ry +3 (y—h)=o, 
„relaţie care probează că trec prin punctul fix (4, XE), intersecția dreptelor: - : p- 

z—y=o,. y—K=o. 

25. Se dă punctul A pe Oz si-.C pe Oy (axe perpendiculare) şi se construeşte dreptunghiul OABC. , . a Să se demonstreze că perpendiculara din B pa AC trece printr'un' punct fix, când punctele A și B variind pe 0z şi Oy, avem: 

OA + 00 = JE. (constanta). 
R. AQ,o0), Bo, n) P-+ru= KU) Se înlocueşte valoarea lui 7, dedusă din (D în ecuaţia perpendicularei din B pe AC şi se obţine: - 

i E — K+ uoz—ykon) o! 
Trece prin punctul (4, RA). 

26. Se dă o dreaptă fixă AB, care taie pe Oz şi Oyîn A şi B, asttel ca: OA = 0B = a. Dintran punct M.-variabil pe AB se lasă proiec- ţiile pe cz Şi Oy în P şi Q. Sa se arate că perpendicular din M pe PQ trece printr'un punct fix, când M variază pe dreapta AB, | R. MO, pi). Se scrie că M se atlă pe AB şi deci: 7 + u=a Se înlocueşte în ecuaţia perpendicularei din M pe PQ valoarea lui 4 „dedusă din 7 + M:= a şi se află că trece prin! punctul” comun. âre- ptelor: Se SE - 
_ay—q=o, Hy o. 

„27. Să se probeze că suma distanțelor unui punct M al. bazei BC a unui triunghi isocel ABC (AB = AC) la laturile AB şi AC. este con- stantă, 
R. Se ia ca axe Oz şi Oy baza BO şi înălțimea din, A, Se no- tează: B (a, o), C(-a, o), A (0,2); N U,o)? i Distanţele lui M lu Al şi AC vor îi: 

"hi —ah hi —ah 

    

Oaie ! TA az fa
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luând semuul —, căci origina şi punctul M sunt de aceiași parte a 

A dreptelor AB şi AC, presupunând M între B şi C. 
, i 4 

$ IL 28. Sa se probeze că suina ' distanțelor unui punct din interiorul u- 

ui triunghiu ABC echilateral la laturi este constantă. 
_R. Se ia ca axe baza BO şi înălţimea din:A. Se notează:  , 

a 3 
B (3 ), Cc (- Z, , A (o d), M 0, 4) 

„Distanţele lui M la AB, AC şi-BO sunt: o 

21V Siou-aVE —2V st u=aVE 
  , e: 

— VB pă -: , . — d 

- S'a luat —, căci origina şi M sunt de aceiaşi parte, „a Vreptelor 

AB, AC. ” ti „e : 

  

Cc) 

“29, Sa e afle ecuaţiile biseotoarelor dreptelor cată trăi pri Grigină. 
fagi des 4 1 

și au coeficienții. unghiulari: 2 — 

BR. Ecuațiile dreptelor sint: 

ep oy=o0 ady 

Bisectoarel sunt : (interioară) 2 —y = 0, (eterioară) a y = a: 

%, Sa se afle ecuaţia bisectoarelor unghiului ascuţit al dreptelor : : 

3y—4e=l=0şi 0. . 

R. Az—3y+i aa 
ge i 

| S'a laat — —, căci rezultatele înlocuirii în ecuaţia bisctoarei, a coor-. 

donatelor punctelor unde dreapta taie pe Oz și originii, "trebuiau să 

- aibă semne contrare, aceste donă puncte fiind de o. „parte, și de alta 

a bisectoărei. 

31) Să se arate că într'un triunghi dreptunghi dreapta care uneşte . 
vârful unghiului drept cu centru! pătratului construit pe ipotenuză 

este bisectoarea unghiului drept. 
R. Luăm ca axe Oz și Oy laturile OA = aa, 0B = L şi fie C 

centrul pătratului. Se. notează cu m şi 7! coficienţii” unghiulari ai 

dreptelor AB şi AC care fac unghiul de 15. Pentru a calcula pe m, 
se aplică formula : 

N m — mi: ba 

tg 9 pm mi» PO oa 

Se scrie ecuaţia, dreptei AC, ce trece prin A și coeficientul mi. Se 

serie apoi ecuaţia dreptei BC, ce trece prin B şi perpendiculară pe 

AC şi se arată că coordonatele punctului C sunt egale, deci aparţine. 
bisectoarei. .
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32, Se dau două axe oblice Oz şi Oy şi trei puncte A, B, C. Pe BC, Cl, AB, respectiv ca diagonale, se construesc paralelograme cu laturile paralele cu axele de coordonate, 
- Să se arate că celelalte diagonale (afară de AB, BC, CA) ale para- lelogramelor astfel construite, sunt concurente. 

R. A (2,y),B (2, 22), C (203, ya). Se calculează coordonatele 
vârfurilor aceste paralelograme şi se scrie ecuaţia unei drepte ce trece prin două puncte. Ecuațiile diagonalelor sunt: - ” 

z (pi — Yok y (24 — 29) za a — Zi W=0, 

2 (92 — 3) (22 — 0) 20 1 — za Ya =0, 
| z (73 = 90 Fu (as — ZDF Bi — Za 73 =0. 

83 Fiind cunoscute coordonatele unui punct M (z,, y,) şi ceuaţiă unei drepte D= Az+B y + C = o, să 'se afle coordonatele punc- „tului A (a, Y'1)'simetricul lui M în raport cu dreapta D, 
- Ri Se.află' coordonatele piciorului perpendicularei din A pe D, anume: (2, 2). Pentru a calcula pe (21, 1/1), ne -servim da for- mulele: . if : LI i 

. . IP p. ” 

2 + a, Vi 7 Yu 

    

Ta = 

|
 

Sau aittel: se serie ecuaţia perpendicularei ridicată, pe mijlocul lui M M” şi se identifică cu Aa + By + C = o. Din cele doua ecu- ații aflate, se găseşte : (7, 7). oaia 

34. Se dau două puncte fixe, A pe.0z, B pe Oy (axe perpendiculare). Se ia pe Oz şi Oy, înspre OA și OB, lungimile AA = BB = 7, 
"printr'un punct fix când 4, variază (A' variază pe 0a. 

„Să se arate că perpendiculara pe A! B" în mijlocul lui A'B;, trece 

R. A (a, o), Bo, 5), A' (a + ,0),B't0,b+9). 
Ecuația perpendicularei este: 

200 — 2 — 0 + (o—y-aLb=o.
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- „Locuri Geometrice 

41. Se ştie că un loc geometrie este 0 reunire de mai 
Pi ai e ee er rea 

„multe puncte, care se bucură "tGâtă 46 âesiâzi' "pioprietate:- 
Pentru a găsi ecuaţia unui loc geometric, a unui punct 
M (a, y), trebue mai întâi să se fixeze axle de coordonate, 
„ceeace constitue una_din-părţile-importante- ale- „problemei; şi _ 
„Jdepinde-de” Seperiența_o calculatorului, - e 

"Totişi, î în cazuri generale, se poate urmă o anumită re- 
gulă. Dacă din datele problemei se vede că locul geometric 
admite o axă de simetrie, se va luă acea dreaptă ca axă 0; 
dacă Sa aai66- două ao do simotriă” per perpendiculare, se 
vor luă acele drepte..ca.axe_0z. şi Oy; în fine, dacă punc- 
tele. “J&cului, sunt şimetrice în raport cu un punct, se va luă 
acel | „punct ca net ca origină a a axelor.-de. coordonate. 

42, Acestea! find “stabilite, pentru a a găsi ecuaţia, locului 
geometrie, se va găsi o relație. care leagă _ coordonatele 

om more ta îmi 

2, 7) ale unui punct variabil al locului, , exprimând_prin re vanat en re 
"ecuaţii i definiţia geometrică a locului, 
    

  

Exemplu. Să se afle locul punetelor A egal depărtate de - 
două puncte dăte. 
Vom-lmă ca axă O a linia co uneşte punctele date A şi 

B, iar ca axă O perpendiculara pe mijlocul dreptei AB. 
„ Coordonatele punctelor vor fi: A (a,0),B (—a,o0). Fie M (2, y) 
un punctal locului geometric. Pentru a găsi ecuaţia locului 
geometric descris de M, va trebui să găsim o relaţie între 
coordonatele (z, 4) ale acestui punct, ceeace se obţine 

„scriind că: 

MA?=—MB2 ; 
deci: 

(0-a +pf=(e+orye. 

amd 2



St
 

De unde: .. | A i 
o Aa a :20; = 0. Na 

. Heuaţia locului geometric fiind 1=0, urmează că acest 
loc ește o dreaptă, axa "0 7, perpendiculara pe mijlocul 
dreptei AB. 
"43. Când nu se poate obţine imediat ecuaţia Jocului geo- 

metric, e posibil să se observe că orice punet al locului 
geometric se află la intersecţia a două curbe variabile, 'dar 
care curbe stau în strânsă legătură amândouă. 

Să presupunem că: 3 ” 

Fe, 920, pie D= wi 
reprezintă ecuaţiile curbelor, variabile cu parametrul varia- 
bil 7, la a căror intersecţie este punctul locului geometric 
căutat. Coortlonatele (x, y) ale acelui punct verifică acua- 
ţiile celor donă curbe, ori care ar fi parametrul 7 (care poate 
fi o lungime, un unghiu). Egalând valorile! lui Î, scoase 
din ecuaţiile curbelor variabile, vom obţine ov :relaţie de 
forma : 

R (2, y) =0, 
care este o relaţie între coordonatele unui punct oarecare 
al locului geometric, deci este ecuaţia locului căutat. 5 
„În loc de a serie că valorile lui 7, scoase din ecuaţiile (), 
sunt egale, este tot-una, a rezolvă o ecuaţie. în raport_cu 
Şi a scrie că rezultatul înlocnirei lui 7 în cealaltă ecua- 
ţie este_zero, adică pentru a găsi ecuaţia locului geometrie; 
vom elimină parametrul variabil între ecuațiile (1). 

Exemplu. Se dă un punct A pe o şi un punct B variabil 
pe O y. Se ia pe Oy punctul C, astfel ca BO=—OB și se cere 
să se găsească locul yeometrie al punctului 'de' intersecție dl 
dreptei AB cu dreapta ce uneşte punctul O cu mijlocul drep- 
te; AC. Sa “ o a 
„ Axele fiind hotărite, să notăm coordonatele punctului dat A cu (a, o) ale punctului variabil B cu (0, 2); coordonatele 
lui C vor fi (0, 2 1) Să serim ecuaţiile dreptelor AB şi OD (D fiindmijlocul lui AC). Avem: ” 

y 

(AB) . DU — 1 20, (2)
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Coordonatele lui D fiind (3, Î ) ecuaţia, dreptei OD sa A: A - 

= o 
- 5 Si o) 

3 
_ Eliminând pe 7 între ecuaţiile (2) şi (3), adică scoțând pe 
? din ecuaţia (3) şi înlocuind în (2) găsim: 

3 a — a =0, 

care este ecuaţia locului geometric şi care reprezintă o li- 
nie dreaptă paralelă cu Oy. 
44. Se mai poate ca ecuaţiile celor două curbe te se în- 
tâlnesc în punctul al' cărui loc geometric se caută, să con- 
ție doi parametri variabili, 4 şi u, adică: a 

f(z, 7,2 n) =0p(z, Mm h)=0,.: (4) 

între aceşti parametri existând însă relaţia : | 

dq Gu) =, (5) 

De fapt însă este un singur parametru variabil, căci, 
rezolvând ecuaţia (5), în raport cu u, şi înlocuind în ecua- 
ţiile (4), vom vedeă că ecuaţiile curbelor ce definesc poziţia * 
punctului al locului geometric, conţin numai pe 7 şi deci 
fiind în cazul precedent ($. 43), pentru a găsi ecuaţia lo- 

" cului geometric, va trebui să eliminăm pe 7 între ecuaţiile 
obţinute mai sus. Aceasta însemnează că ecuația locului 
geometric se obţine eliminând pe 4 şi u între ecuaţiile (4) 
şi. (5) o. a 

Exemplu. O secantă variabilă ide laturile Ox și Oy ale unui 
unghi dat în punctele. P și Q astfel că: OP+ 0Q =a (con- 
stantă).. Să se afle locul geometric al intersecţii paralelelur duse 
prin P şi Q respectiv la Oy și Ox. | 

Să însemnăm coordonatele punctelor variabile cu: P (7, 0) 
Q (o, 4). Relaţia între 7 şi u este: 

ru =a. _ (6) 

Ecuațiile paralelelor din P şi Q sunt: | 

&=îy= u. Să (0) 

a:
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Locul geometrie su obţine eliminând pe î şi u între ecuaţiile (6) şi (7); se obține : : , 

ozhy=a LI care arată că locul seometrie este o linie dreaptă. 45 Aplicaţii. I. O „dreaptă AB “de lungime constantă. se 1nişcă cu extremitatea A pe axa Oa și extremitatea B pe axa Oy (axele perpendiculare) Se duce prin A .și B paralele la due care se taie în NM. Să se afle locul geometric al punctului M, când A variază pe O z. 
: Să însemnăm: coordonatele lui A cu:(4, 0), ale lui B cu (0, 4): scriind că AB? — const = E, avem: 

za +ie=k (8) 
Ecuațiile paralelelor “find a aie La 

locul lui M.:se obţine. eliminând pe :7. şi u. între ecuaţiile (8) şi (9); de unde: 
a 

pm 
relaţie care probează că punctul AM descrie un. cerc cu cen- tru în origină şi cu raza [,| Ia o IL. O dreaptă PQ variabilă întâlnește laturile OA şi OB ale unui unghiu în punctele P şi Q, astfel că: OP-+-O0Q=K==ec-tă. Să se găsească locul geometric al punctului M care înparte segmentul PQ, în raportul MP AQ = min, i Fiindcă nu este vorba de perpendicularitate, vom luă ca "axe Oz şi Oy laturile OA şi OB. .Vom 'avei: P (4,- 0), Q (0, 4), cu condiţia: n i 

1 

aug) 

    

Coordonatele (, 7) ale lui M sunt ($.-15); 

pr 0 0 u a ah A pi 

m. m 
pa 
- + n ; : - LI P n. Da e i



sau : 

pa 
1 ai LA z 

Locul geometric se obţine eliminând pe? şi [7 între ecua- 
ţiile. (10) şi (11) ceeace se „face Uşor înlocuind în (10); pe 

Li şi 4 din (11); vom! avea: ă 

| EI a (m+k 2 (mn), | i | E (m i n) . 

. Pa n : ” ÎN Ă ' RE : m i 

a Ek 
n + mo m-a ! 

ceea ce probează că locul este o linie dreaptă. 

III. Se dau două puncte fi ze A şi B. Să se afle locul geo- 

metric al punctelor» M, ştiind că: NB. MaA'= K. 
* Vom luă ca axă Oz dreapta AB-şi ca Oy Sa suidicalara 

ps mijlocul 'lui AB. Coordonatele punctelor date 'vor fi: 
A (a. 0), B(--- a, o). Exprimând analitice condiţia ce o în- 
plineşte un punct ] M (, y), avem imediat locul geometric : 

[ (aka) pl = ocara |= 
sau : | TI -. 
m | d ax = 3, Di 

ecuaţie care probează că locul geometrie este o dreaptă 
perpendiculară, pe AB. . 

1V.: Dintun punci variabil M se “lasă perpendiculacele MP. 
MQ pe laturile. OA, OB ale unghiului AOB. Să se găsească 
locul ce trebue să-l descrie punctul M pentru ca dreapta. PQ să 
fie paralelă cu o direcţie fixă. 

vom luă ca axe: dreapta OA ca axă Oz şi perpendiculara . 
pe ea în O ca axă „Oy. Ecuația dreptei date OB, care tiece 
prin origină, va fi: 

y = Sa u2 
Fie (2, 1) coordonatele punctului A. A găsi locul geo- 

metric, însemnează a găsi o relăţie între xp, yu. Fie m 
coeficientul unghiular al direcţii fixe. Va trebui să găsim 

coordonatele punctelor P şi Q. Acele ale lui P sunt (a, 0)-
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“Pentru a găsi. pe acele ale lui: Qyvom serie ecuaţia. per. pendicularei din M pe OB, care este: ie i 
1 | 

y Jo = (ea) 

Coordonatele lai Q verifică, această ecuaţie şi aceea a dreptei OB, (2). Rezolvăm aceste două ecuaţii şi avem. 

  

1 a — pp = T (200), 

Pa Zotay pi a (20 + ayo) ia IS > ra 
* Pentru a expriră că dreapta PQ.! oste paralelă cu direcţia . dată, va trebui să scrim că coeficientul unghiular. al acestei drepte este egal cu 2, vum obţine: | 

p 

P e (2o-+-ay). | A o l-a: 
A Can o (L-+ ma) ue (a—m) =. 

RI Ilha - | i NI | 
Am găsit, deci că între oooronatele, (20 Jo) ale. unui punct M al locului, există relaţia a 

2 (l-+k ma + Yo (a—m)=0. | 
ceeace probează că locul fpeometrie este; linia dreaptă ce trece prin origină, Ii DIOR | 
ema ym ao 

V. „puncte fize p- şi E aşezate pe o paralelă la dreapta fixă BC. Se ia pe dr capta ] DE punctele P și A zavia- bile, astfel că avem relaţia: 

  

D5. E — 

Să se afle locul geometric. al uncii de intersecţie al dreptelo» BP şi ca, 
: 

Vom luă ca axă Oa dreapta B C, iar ca 10 roapa CD Vom avea : 
a 

Bo), Dl. Ed, p 40,
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j, fiind xariabil. Pentru a “găsi. abscisa. Za: punctului. Q, 

  

ne servim de relaţia: ... . a a, 

ai 
QE 

însă: DP=7 0 VE ca. Desi" 
3 E eK—4 
Ta 

Coordonatele punctului. Q sant: 

II E i 

Ecuațiile dveptelor 85 p. şi C Q vor! fi: 

d d 
(BPy = _ te, (C g, > RI E 

Sau: » : Da 

dy= pda die i p- ehu + de-o 
ut Elimitld” Yi id între Ab is ectaţii, ceea ce se obţine: scă- 

zându- le, avem: i 

dby+ do —dizeky — dh X, 
da U+-H)+y(b—eh)—db=0,.. 

cera ce probează că locul geometric este o linie dreaptă. 
VI. Două drepte fixe AO și OB sunt îdiate de o dreaptă 

paralelă cu o direcțe fixă în punctele M şi N. Să. se afle locul 
geometric al punctului P cure divide dreapta AN în rapor- 

tul: PU: PN=K. . : 
Vom lua ca axă Oz spa: iar ca Oy, paralela dusă 

prin O la direcţia fă a dreptei A N. Kenaţia dreptei date 
OB va fi: 

= aa, 

iar a “dreptei MN: 

ai, | 

„1 fiind variabil. Coordonatele puncteler M şi N 'sunt: - 
m AT 0), N had).
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" “Fie (eo, 9), coordonatele punctului P: avem: . 

    

  

iar din relaţia :: . 

LA =. A, 

PN. ş găsim : 

TI Yo, pp W. . 
al —y ae : a, 

e Locul geometric se obține eliminând 4, într ecuaţiile (13) şi (14) ; de unde: IE 

Th — K, iz ahz, — 9 (& — 1) =0. 

„Intre coordonatele (4; ve) ale unui punct al localui geo- metric există deci relaţia: 

aha — jo (E 1 =0, 
ceea ce probează că locul geometric este o linie dreaptă ce 2 trece 'prin origină, a. cărei ecuaţie este : LS a . 

aka — I(K— D= 0. 
VII. Fiind dat un triunghi. dreptunghic OAB, se construest. pe OA şi OB pătratele OACD şi OBGF şi se duc  dreptele AG, BC. Se cere locul geometiie ai „punctului M de întalnire al acestor două drepte, cand ipotenuza AB 'se deplasează para- lel cu ea însăşi. a Da Luăm ca axe coordonate Oa şi OB. Fie:. . E : - 

Oy laturile fixe OA şi 

azi 
ecuaţia dreptei cu care este paralelă AB. * Ecuația dreptei AB va fi: a 

= ax +4, 
A fiind un parametru variabil. Coordonatele punctelor A şi B se obţin făcând în ecuaţia dreptei ABy=o şi apoi 2 = 0; vom avea: 

e 

A (- a 0), “Bo, p.. a
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Dreptele CD şiCA n “hind paralele cu: axele, coordonatele 
punctului vor fi: | 

6, d 

(- a? a. 

De asemenea, coordonatele punctului G sunt: 

G (— 2,2). 

Ecuațiile dreptelor AG şi BD sunt deci: 

  

2 
(AG) pb (2 + -), 

Sau : îi De 

vo Doaethy—h= e — Da 

Eliminând pe 7, între aceste „ceuaţii, ceea ca se obţine 
egalând valorile lui 7, avem: 

isa hay =o 

ceea ce „probează că  Iocul geometric este. o linie dreaptă. ce 
trece prin origină ŞI. perpendiculară pe direcţia dreptei AB. 

VIII. Se dau două puncie fize pe Oa, A şi :B- şi un punct 
variabil :P pe Oy. Se ridică: în A și B perpendiculare pe PA 
şi PB, care se tae în M. Se cere locul geometri ic al lui N, când 
p descri ie ura Oy. 
. Avem: A (ao), B (5, 0),.P (o. 2), Coetecienţii ungbhiu- 
lari ai dreptelor PA şi PB fiind: 

E a) 

seuaţiile perpendicularelor în A şi B pe PA şi PB sunt : 

I= e ay = ÎL (a— d). 

x:
 

S
i
e
 

a
a
 
D
e
a
 
a
a
n
 
a
a
 a
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Pentru a găsi locul geometric, -vom elimiria pe £''între aceste ecuaţii. Inpărţind membru cu membru, obţinem: 

du _ala—a) 
4 ez: 

De unde, sau: 

e . I=o o ae Sau: 

az —a)=d(a—9, 

„Locul geometric este format din axa .om şi dintro dreaptă paralelă cu Oy, la depărtarea: de origină egală cu a + 3. „Axa oz corespunde cazului când -4 = e, adică PA şi PB_ paralele. ae 

1. Să se afle locul Reometric al punctelor M, astfel 'că diterența, dis, * tanţelor sale la doua drepte OA şi OB să fie constanta K R. Se ia ca axe Oz, Oy, dreptele OA şi perpendiculara în. 0.— 7 

      

Sa notăm ecuaţia dreptei OB cu: : Pa 
DI LEE 7 , 5 a N i a my az=oj Y 

, e 
pi i Locul este: i | ei 

| aa Sa E Se ya, i - | Vi -F az pt 
drepte pararele cu bisectoarele unghiului AOn. 

2. Intr'un triunghi ABU se duce v paralelă la baza 140 care taie pe AB în D Şi AC în E; Pe baza BC se dan punctele fixe _P şi Q. Sa se afle locul geometric a] purctului de întâlnire al dreptelor” pE, DQ. > R. Se ia BO ca, Oz şi ABca Oy. P (p,0),Q (a, o), C (c, o), A (0, a). Se calculează; coordonatele punctelor 'D: şi E, scriind Scuaţia dreptei DE supt forma W—4=o0, Variabil). Ecuațiile dreptelor- DQ, PE sunt: : i [ o E e 
(DQ = = I — 1= 0, (PE) E (DB: u (40) =0, 

PB) ya u(2 + P —1)=o



GI 
  

: Pentru a găsi pe 4 se scrie că trecea prin 'P (p, 0)... 
Ne săseste : - ae e 

  

  

2 cafe (PE) = III (— + a 1 ) 

Se elimină 4 între ecuaţiile dreptelor (PE) și (DQ). 
Se obţine: . | - 

Yy=oz(g—pkoategy—caqg=0. 
5. Intwun triunghi isoscel ABC (BC = AC) se duce o paralelă la baza AB care taie- AO şi BC în P şi Q, iar înalțimea CO în -H. Sa se afle locul geometric al intersecţii d.eptei OP cu AH; al dreptelor Ob şi AQ; al ireptelor 0Q şi AH. , i e 

R. AB ca Oz, Inălţimea ca Oy, A (a, o), B(—a, o), C (o, db), (PQ) E y— = o. Se calculează coordonatele punctelor P şi Q re: zolvând ecnațiile dreptelor AC, BC, PQ. 
locurile geometrice se obțin eliminând / între ecuaţiile dreptelor OP, AQ; OP, AH; 0Q, AH. Se va obține pe rând: 

A LU Lp - - > Oh Stie Oy hiy =0, 2 sl 

"4. Să se afle locul geometrie al centrelor dreptunghinrilor MNPQ înserise în triunghiul dat ABC. (AL pe AC, N pe CB, Qşi P pe-AB- 
R. Se ia ca axe Oz și Oy pe AB şi înălțimea CO, A (a,o), B (d, o), O (o, h). Fie 1! — Î = 0, ecuaţia unei «drepte paralele cu AB, » care taie pe AC în M şi BO în N. Se vor calcula coordonatele pnnc- telor M, N, P, Q şi se va elimina / între ecuaţiile dreptelor PN, QM. Se giisește dreapta: ! : 

  

a 
  

+
a
 

+
 

- 

ta I] 

9 

5 Să se afle locul geometric al punctelor M, astfel ca raportul dis- . tanțelor sale la două drețte fixe sa fie egal cu h. LL 
R. Se va jua una din drepte ca.Oz şi perpendiculara pe ea în 

punctul lor. de intersecţie, ca Oy. Se va scrie ecuaţia celeilalte drepte ce trece prin origină, y = az. Locul esfe format de două drepte: ce trec prin origină: : i 
a a 2 E amp 

V 1-Paz — 

6. Se qă o dreaptă fixă D şi un puuct A. Se uneşte un punct vari- 

a
 
a
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abil P al dreptei D cu punctul A şi se cere locul geometric al pune-! tului M c: re împarte dreapta AP în raportul: PM::NA = KE | _R. 3e ia Dea Oz şi perpendiculara din A pe Dea 0. P (40). A (0, a). Locul este o dreaptă paralelă cu D. 
7. Dintrun punct R variabil pe o dreaptă îxă D se lasă perpendi- cularele RP şi RQ pe laturile OA şi OB ale unui unghi: dat. Sa se: afle locul geomstrie al punctului M, aşezat pe PQ, astfel ca: 

MP: MQ = fe 

- Șe scrie ecuaţiile dreptelor D şi OB, 

R. So ia OA ca 0 şi perpendicnlara pe ea in O ca Oy. 

(D) E Az + By+0=o, (08) = y- mr = 0, 
R 4, m; deci: A2 + B H+ O=o. Sa calculează coordonatele . punctelor P şi Q şi pe urmă ale lui M, Se elimină Î, ui între: A4+ But O0zo şi ecuaţiile care dau coordonatele punctului M: 

Ap E PU 
a = 1 + m? Am (mu + 4) 

    

Lp E o ap m?) CF 
Lozul este linia dreapta : 

Lima E a ZU 2004 me) 
Am A m2 YU) = 0, a B..., —-o0 | a. 

S. Fie P şi Q punctele de intersecție ale unei drepte variabile cu laturile OA şi OB ale unui unghi dat AOB. In punctele P şi Q se ridică perpendiculare pe OA si OB care se taie în M. Să se afle locul "geometric al punctului M, când secanta, variind, avem: OP+ 0Q =, (constantă). 
“ R. Se ia OA ca Ox, perpendiculara, în O ca Oy. P 3, 0). Fie « un- 
ghiul pe care 'OB îl face cu Ox şi 0Q =, Q (4 cos Ge si sin a); H+ 4 = K, Sa elimină 4 şi 4! între ecuaţiile perpendicularelor şi 
A+uU=K. Se Băseşte dreapta: 

. ” 
YI — (A — a) sin e -F cote a [e — cos & (& —x)]=o. 9. Se dau două puncte fixe C şi D aşezate pe o paralelă la dreapta AB, definită prin punctele A şi B. Se uneşte un punct P variabil cu C şi D şi fie M şi N intersecțiile dreptei AB cu PC şi PD. Sâ se afle locul punctului P ştiind că avem: AM: NB = K, | R. Se ia ca Ox» dreapta A B, ca Oy perpendiculara în A. B-(? o), C(c,a),D (d, a); P (a, Yo), căci voind a se afla locul său geometrie 

9
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se va căuta relația între coordonatele sale; de aceea s'a notat coor- 

donatele sale cu (eco, Vo), iar nu cu parametri variabili, de oarece nu 

vorm face eliminare de parametri variabili. Se serie ecuaţiile dreptelor 
- PO şi PD, se află coordonatele punctelor M şi N. Se înlocnăşte în 
relaţia : ANM: NB=AK şi locul geometric este dreapta : 

aaa (0 ED în (et RD RO) — Ka = 0. 

a



Sisteme de drepte. 
"46.- Fascicole de dre 

“două drspte ce tree pr 
cuaţiile lor fiind: 

pte ce trec prin. origină. Fie DD . 
in  origina axelor de coordonate; : 

YA r=0,y—aa= 0, . 
1 aa însemnând coeficie nţii lor unghiulari, ecuaţia 'ambe- lor drepte va fi: 

Yad u-a0=0,: 
Put az y + apa 0, 

Adică, ecuaţia a două drepte ce trec prin origină este de forma :. . 

Az? + Day + Cy2—0, | 
o ecuaţie omogenă şi de gradul al doilea în raport cu, 2 şi g. 

In_general,: ecuaţia a m drepte ce tree prin origină “este umogenă şi 9 Bradul 72 în aport cu a şi LU 
i 

Reciproc, fie : 

Ag + Ba2y + Cape. + Dp = 0, 
o ecuaţie omogenă şi de 
şi 4. Vom arăta că această 
trec prin origina axelor „d 

În adevăr, divizând ecu 

() 
gradul al treilea în raport, cu a 
ă ecuaţie reprezintă trei repte ce 
e coordonate, 
aţia (1) cu a, avem: 

1) o (2 + at) 
a 3 Insemnând cu: ma 

a , 

e- .
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ecuaţia precedentă devine: 

“Dm? + Cm? + Bm + A =0, 00) 
Fie : ms ma, ma rădăcinile acestei ecuaţii de gradul III-a. în raport cu m. Eouaţia (II) care reprezintă aceiaşi curbă, ca ecuaţia (1), se poate deci pune supt forma; 

D (m — mu) (m — ms) (m — m3) = 0. 

Inlocuind pe m cu W: a), obţinem FR Ea 

(L m ) (+ — ma ) (2 — m) =0,..- 

Sau : (7 — mu a) Gy — mp ) (y — niz 2) =0. UD, 
Prin urmare, ecuaţia (I) se poate pune supt forma (III) Şi se descompune în : 

IT MB = 0 y— ma=0.y— ma == 0. i 
adică reprezintă trei drepte .ce trec, prin origină, iar coefi- cienţii lor unghiulari sunt rădăcinile ecuaţii : 

„Dim + Om + Bm+a =.0.. 

Exemplu. Să se construiască dreptele veprezentate de _ecu-: ația : a 
2 92 —3ay+a2=0. 

Ecuația coeficienţilor unghiulari fiind: | 

2 m2—3 m +1l=0," 
avem, rezolvând-o,: 

=
 

= Do Mel, 

iar ecuaţiile acestor drepte sunt: 

ml. = pa=0yzai 
47. Unghiul a două drepte: A a Bay + Oy. Se ştie că V fiind unghiul acestor drepte, 'uvem: * 

m — ma 

ETP m | 
fe up Ms 

1 TE
 

ra 
a
a
 
p
a
n
a
 
a
n
a
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Insă, m, şi th suht rădăcinile ecuaţii: 
| „Om 4+- Bm + A =0 

şi deci : | ” i SI 
au VEZZAG A m, — 79 = + Ac, 7 Ma =, 0”, E 

Inlocuind avem: . 

VBEZIAO E e rB tg V= = VB—4AC. 

    

A A 

  

1 Semnele: + şi —: corespund celor două unghiuri ale drep- d, telor date. | * .. e 
48. Aplicaţii. 1. Să se afle condiţia ca dreptele: Aa? Bay + Ca = O să fie perpendiculare. Ştim că în acest caz avem; ” n 

Î + mm, = 0, 

. II. Să se aţle ecuaţia bisectoarelor dreptelor: | 
Aa? Bayj + Cap. 

Fie Y, şi V, unghiurile acestor drepte cu axa Oa, aşa că: | Ra - 

deci : 

N 

m = tg Vu, ma = tg Va 
m, Şi ma fiind daţi de ecuaţia : ş 

Cm+ Bm + A=0 | 
Insemnând cu 0 unghiul bisoctoarei interioare, de ex, cu Oz, şi cu u = tg O, avem: 

920 pp 
Deci : , | | 

te PWrteV, tg 20 =te(p. LE 2 
g e PV) Iei,



    

- 
EI ! Sau, dezvoltând, : 

BB 
250 m Ma 0 —__B_ 1 — te?0 mm A AG 1 

. 

Ă : C 

Inlocuind pe tg0 cu H, avem: 

| __2u B 

  

| 1 — 0 AIG 
de unde obţinem ecuaţia: E 

BA 2u(4—0—-B=0, 
cară dă cele două valori 4 ui” ale cosficienţilor: tinghiulari. ai celor două bisectoare. 
„Ecuația fascicolului de bisectoare va fi deci: 

30 ao oase 
sau: 

B+ 2 (A — Clay —Ba2=0, 
Exemplu. Ecuația bisectoarelor dreptelor: |, 1 De A 8 cc | D— day + ap=0, je I 

este : | Bf -—a)+aay=0. | x VA Iu 
" A 49. Condiţia ca patru drepte ce trec prin origină să formeze un fascicol armonic. Fie: m, mp, ma, mi coefi- - cienţii unghiulari a patru drepte: ” 

Yy—miaz=0, (i =.1, 8, 3, 4) 
ce trec prin origină şi formează un fascicol armonie. O paralelă, y = J cu axa Oz, va întâlni razele acestui fascicol în punctele : M,, M,, M,, M,, care formează o di- Viziune armonică, adică ; - 

, 
2 MM MM a) AL O NM
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Însă, din ecuaţiile dreptelor, abscisele punctelor NM, Ms, M, M, sunt: i za | 

  

  

  

  

  

  

h h. h h 
Maha 10 mg? Mg 

deci : | 

= h h MM = — ete. 
nu o po 

De unde. relaţia (a) devine: 

h h h "h 

e mm 0 h h h: h 
Na Ma ma m; 

Şi dezvoltând, simplificând cu h, CU mg Şi my, aem: . 

2 (nu Pa + ma m) = (m, Fe mg) (mp + ms) (b) 
care este relaţia dintre coeficienţiii unghiulari ai dreptelor 
ce formează un fascicol armonic. (O M, şi O M, conjugate 
armonic cu OM, 0OM,). 
„Când cele patru drepte sunt reprezentate d+ ecuaţiile: 

Aaz:+2B ay + 0: =0, A'a2+-2B'oy + 072 =, 
şi voim să găsim condiţia ca cele două dintâi drepte să - . - a. » a Dai at fie conjugate cu cele două din urmă, vom înlocui în (b) pe 
m., Ms din ecuaţia: . 

Om? +2Bm+A=0; 

şi pe ma, m, din ecuaţia: - 

Om? + 2B'mA'—0. 

* Vom obţine condiţia cerută, adică: 

AA 2B 2 9 Rh pe a 2. > (3+-5-) GG: 
sau : IN 

f | AC + O0A'=2BBi, n | N cc



  

Exerciţii. 

1. Fiind dat fascicolul: . 

| Aa + Ba y + Cap + Dpi=0, să se afle condiţia ca axa Oa şi una din aceste drepte să fie bisec- toarele unghiurilor formate de celelalte două. 
-R. Oz şi OD, fiind bisectoare, urmează că D =0, nu F ma=0, B=0. Dreptele sunt: 

Azi — Cap =0.. 

2. Să se afe condiția ca axa Oa şi una din dreptele fascicolului : 
- A+ Bay Cap y + Dyp=0, 

Să fie conjugate armonic în raport cu celelalte doua... 

  

R. 2 (nu me + ma Pe) == (ma A 2) (mg Ab n), m =0, 
(oma A 2). Ma = 2 ua, 

0 mi -bhotma = i 

. “ . B (a Fond na -k ui na = 

| My 1: ma = = A | 

B. 3A | 2 B2. 3 nu ma = Dn a = pn Nu Fr ma = — SAD: 

2 pa + SA _ O. 
SAD B D- 

3. Find daţ fascicolul de drepte : | | | 
Az' + Bay + Ca PA Day: + Eyi=c, 

să se afle condiţia: - a : 
a) ca două din razele fascicolului să fie perpendiculare; - b) ca fascicolul sa fie format din două perechi de drepte perpen- diculare. . | 

R. a) Ma Da = —i, 
, i D 
MF na ma my = — — 

(024 <- 22). (73 + 724) Fe ma mot ma m, = 

| | ___B 2003 a (23 <- 204) Ma Ps (ph ma) = — TI! 

204 703 Ma a = A ——— 

n:



13 — 

. 
Se calculează : Mu 2=—1, a My = — 5 

22 + Mio 3 af ma, 
şi înlocuind în a treia, obţinem ; , 7 

(B+D) (BE+ AD) -F (CALE) (A—Ep = 0. 
b) za mo = —1, 3 în = —1. A = E, B=-—0D. Ecuţia coeficienţilor unghiulari este: 

"2 

. a( me + di — B(a-—2) + C=0. 

7 

Se pune: 
a N = 

mo 
. şi. se rezolvă. pc 

e 4.00, OD, OD, fină dreptele:. i Aust Az?:4+ Bay Czp+ Dp = 0, nr [ să se afle condiţia astfel ca O D, şi OD, să tie simetris/în raport cu O a, iar unghiul dreptelor OD, OD. sa fe egal cu al: dreptelor OD 

  

. și Or. 

| _ | i — "Ma „R. vu + m =0, mg = Pa mis 
A-L O ALO ; — € 

p BC = AD, m= — x: > Ma = 5 a =-p5— 
Se mai obsearvă că dreapta O D, este bisectoarea unghiului drep- telor Oz şi OD,, sau că unghiurile D, O D, = D, Or = „00,



„Cercul. 

” A 50. Ecuația cercului. Pentru a găsi ecuaţia, cercului s6 
întrebuinţează metoda generală care constă în 'a exprimă, 
algebric proprietatea geometrică care defineşte curba. 

Astfel, un cerc cu centrul în C (a, 5) şi cu raza R, este 
locul geometric al punctelor M (z, y) egal depărtate de 
punctul C. Axele fiind perpendiculare, ecuaţia acestui „cere 
este: o Ă 

(s-a) + W—bp = RE 0) 
- sau dezvoltând : i | 
Ro 4 Pp 
pr — az — 2bytr+bi— DE =0. (9) 

Prin urmare, find dată ecuaţia generală de gradul - al 
doilea : OS 7 N 

E aa BV Op +2D 228 F=0, 8) 
condiţiile ca acestă ckzaţio - să reprezinte - un cerc, se gă-: 

„sesc oxprimând că, această ecuuţie şi (9 sunt de aceiaşi 

„formă, adică: 

A=C, B=0, 

sau, coeficienții lui x: si 72_din . ecuația. 3) să_ [ie egali, ian ? 
e Da a 

termenul cu XYy să “lipsească 

di. ” Determinarea centrului şi fazei unui cerc;_Fie: 

ae HA eDz Bye =0 

ecuaţia unui cere. Această ecuaţie se poate pune sub forma : 
. „. D--.. E. FR . 
Dr ft 42 zi 2 =0. 0



IE € 

1
 

O:
 

sau : a 
| N 

FR . FR ) (e + 3) Y.— a 3 Ara 

Comparând această ecuaţie cu. a), care este a . unui cere „Cu centrul în -(a, 5) şi de rază R, se deduce că centrul: cer- cului reprezentat de. ecuaţia (I), are coordonatele: 

D E | | = CEI 
"iar raza sa este dată de relaţia: . 

p- + B _ 

a ata a AS ZA 
Prin “urmare fiind dat cercul. Z/ 

2 F y2 +2 a s+a ba tre), (11) 
coordonatele centrului Său p> 

| dată de; 

a. 
=E+ bc, 

adică, coordonatele centr ului sunt t, jumătăţile ul ien. lui emite ra n e. 

n. 
și Y din ecuația cercului. „adusă. „a. forma all, d r_ pătratul ra azei este egal cu Suma pătn feloy. „0001: or donateloy afaăe minus temeiul Uber. . 

- = n 

or-fi: Ca, — 5) iar raza 1 este 

   
Exemplu. Să se se construiască cercul: | -9 j E 

_. 292 + pf — Bay e — Ră =0. d 
aa Coordonatele centrului sunt: - - Za 4 

- Ca , e e 7 2 9 

ee 2 | m , Ie TA 
jar raza este dată de: ' ae: 

IN | or | Re 
9 5. Rt (rr Ro 

o y „59 Intersecţia unei “drepte cu un cerc Fis = a / [e PER+p+ az oiyre=0, 
ecuaţia unui cere şi Mg (70 Yo) un punct dat-în plan prin 

E a 
» - 7 

. ' î i



  

pm AN? i ! PS 
"ma / 4 j - 76 Ă j ( 

N 
: N , _ DL 

" care trece o dreaptă care face cu Ox. unghiul cunoscut 6, Vom cercetă în câte puncte taie această dreaptă cercul. Fie M (, ) un Punct comun dreptei şi cercului. Însem- nând cu My N =r, distanţa dela. punctul dat M, până la punctul M, coordonatele: punctului M (4, y) v6 or & (Ş. 21 _ 

d o 

zar cos 6, | Y=y0 + 7 sin 9 

„ui 7”; pentru aceasta, vom scrie că valorile coordonatelor i “punctului M verifică ecuaţia cercului (căci Punctul M apar- i ține şi cercului). Avem : ” 
i (29 + cos s 0p Fe (o + r sin DE + 2a (zur cos 0) + 

rs 0) e = 0, E 
„De unde obţinem : 

î 
1 

3 

3 Punctul Mrse va cunoaşte când se va determină valoarea i 
f 

? 

fi ii 

+2 r(ai, cos O sin Oa cos 0-9 sin 0) + i Po m? + 2 azot 2dypbe0 
Această ecuaţie fiind de gradul al doilea în raport. cu 7; avem două valori pentru 7, anume 7 şi 7, astfel că sunt două puncte M' şi M” comtine cercului şi dreptei date, iar coordonatele acestor puncte de intersecţie sunt: 

M (a, + cos O, pockri sin 0), Marge cos 0,3 Yok” sin 0): 
Prin urmare, în general, o dreaptă taie un cerc în două ne 

ae 53 Puterea unui punct aţă de un cerc. Am văzut că o dreaptă co trece prin punctul dat Mo (20 30) şi face cu O unghiul 0, taie cercul: Ma a 

22 2az 49 bye 0 TI 

în două puncte: 

AM (2 7 cos 0,3 e sin 9, M” (ym? cos 6, ot” sin 0, 
„astfel că : 7 = MI AM, = MIP: M" sunt rădăcinele ecuaţii: 

p2 + 27 (za cos 0+-y, sin 0 + a cost 0-0 sin 0) 
+ za o? +: 2 eo 90 ore =0,



(ar) A 

Produsul rădăcinilor acestei ecuaţii fiind: 

To? + 2 + 2 AZ + 2 dy + e . 
. E 

9 d rezultă că: | 
5 . 

| Alo DI MI” = ar pe2 a dok2:d st c Această relaţie probează că ori ce secantă vom duce; prin punctul Ma "(a Yo) produsul distantelor dela Punctul My la - cele două puncte de intersecţie ale secantei cn cercul ste constant. 
, a Acest produs se numeşte puterea punctului M (ao o) în raport cu cercul dat şi se: obţine înlocuind în ecuaţia cercu- lui coordonatele curente ŞI 7/ prin coordonatele “punctu- Aa po | X 4 Ecuația tangentei întrun punct al unui cerc, Fie Mo (2, 70) un punct al cercului; | 

[la E erp aa + 29y + c=0; prin urmare: DI 

, o . , . 02 pe +2 ac + 20% + e=0, FI ÎS aa i 
- 

Să găsim ecuaţia tangentei în Punctui M la cerc. Dacă Sar cunoaşte coeficientul unghiular : m = tg-a, 'al acestei drepte, ecuaţia tangentei va fi; = ' 

YI = (za), 
Pentru a determină pe m, vom scrie că această dreaptă taie cercul în donă puncte confundate în My. Aceasta-o pu- tem face în modul următor. Să însemnăm: cu: 
TI kr cos a, Yo + r sin a, r = My M, - , E coordonatele unui punct M de intersecţie al acestei drepte cu cercul. Coordonatele sale verifică ecuația cercului şi deci avem;:; ! 

- 

(0 + » cos c) + + rsin 2 +2 a (29 + r cos a-i. NC Ei 2 (m sin «) + c=0; de unde obţinem ecuaţia, : TA | 

—
—
 

N -
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  i 

pp 9 (fu cos Gta sin «+a cos a + 8 sin a) +. 
Ii o? 2-a Pe 2 az F. 2 ke, (o 

care dă valorile lui 7 , corespunzătoare punetelor dei intersecţie. „Insă avem: 

DP yet aa + 20 e= 
căci punctul Ma (20 3 pe este pe cerc, şi -deci, ecuaţia (1) devine: e me Te N 

2-2 [iz + a) cos a+ (e + d) sin d]. = | . 
Aşă dai, o valoare a lui + este. „egală cu zero, ceea ce ore buiă, căci unul din puncte de intersecţie se confundă cu M,. "Pentru ca dreapta considerată să fie tangentă în M,, tre- "bue ca şi cel deal doilea punct de intersecţie să se. con- tunde cu M,, adică şi cealaltă valoare a.lui 7 să fie zero ; aceasta are loc când: 

„(ok a)cosa F (4/0 i) sin «= 0, 
De unde:: N a A 

| tg aa Beta: - 
. j Yo + b 

Coeficientul unghiular al tangentei fiind determinat, e- enaţia tangentei în o, (zu i j este; - 
A , - IN __ Lo 2 + a __ o 

" având în, vedere con 

Ă | maieu eco, (8) 
care arată că punctul Mg este pe cere. 

Făcând calculele în ecuaţia (2), a avem : 
pr 

Bi z + Joy + dat dy Vo —jo? — aa, — by = 0. 
Ţinând seaniă 'de Telaţia 8), ecuaţia tangenei în e (20; 90) 

„la cercul: 

păcat 2oy penetra atetat-u ara te=0, No este: Pi Pa 

2 + 3 DI a ea ai c=0 
x „ i



. 
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iar regula după 'care se formează ecuaţia acestei tangenfe din ecuaţia cercului este evidentă. a 
Obserzare. Coeficientul unghiular al: tingentei în Mo 

(20 o) fiind: | . 

Lo+a: 
En ai ee . i 
pb: 

urmează ca tangenta, este; perpendiculară pa raza punctului 
Mo şi că valoarea coeficientului unghiular este : 

| fu (2 70) „- 

care este o verificare a celor ştiute, că valoarea coeficientului unhiula». al tangentei la curba ; - 

ta =o0 
esto: | i | 

IT +, 

= —— , - . / f, 

iar la o curbă: _ 

| 1 = (a) 
coeficientul unghiular al tangentei este : 

Pta 
Ezemplu. Ecuația tangentei în punetul (1, 1) al cercului 
a Papa +y-12=0 este: NP 

. N 

pl = — 
| „a l 

x | I+3 

) 

1—J] 
(a ai 1), 

. |! -: _sau : 

altyi-a+o+larp-1-0, 

j=—1=0 

95. Intersecţia a două cercuri. Fie O şi O' două cercuri cu | centrele în punctele O: şiO' şi cu razele R şi R'; să în- semnăm cu d =00, distanţa centrelor. |
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Să luăm ca axă O zi linia centrelor, 00”, ca. axă O, per- pendiculara în O pe 00. e 
Ecuațiile celor două cercuri sunt: 

BP RO fe dpi pp R220 (4 

. 

Pentru a găsi punctele lor „de intersecţie, va trebui să 
cunoaştem coordonatele acestor puncte. Vom rezolva deci - ecuaţiile acestor cercuri, în :raport cu z şi:y, Ecuația a doua 
poate fi însă înlocuită prin aceea 66 se obţine scăzând ecua- 
iile (a), adică: - : 

_- 

Xa d d 2da — de — Re + R?=0, (0). 
sau: - CI Ă 

ja PF R2 — Re. 

2d 

Ecuația (b) reprezintă. o dreapta D paralelă cu axa Oy. 
Problema revine deci la găsirea punctelor de intersecţis ale 
cercului O cu dreapta D. O dreaptă însă taie, în general, 
un cerc în două puncte şi anume, dacă distanţa dela centrul 
cercului la dreaptă este mai mică de cât raza, atunci dreapta 

„taie cercul în două puncte reale ;-dacă distanţa este mai 
mare ca raza, dreapta nu taie cercul, sau, după cum se mai 
zice, dreapta taie cercul în două puncte imaginare; dacă, 
în sfârşit, distanță, centrului la dreaptă este egală cu raza 
cercului, dreapta taie cercul în. două puncte confundate 
într'unul singur, dreapta e tangentă la cere, 

Distanţa de la origină la această dreaptă fiind : 

  

j R2— R2— d: 
9 ! 

pentru ca dreapta să taie cercul! O, va trebui să avem: 
Re — R2 — d? <a 

. 9 x 
sau ; | 

: 9 2 _—_Rz : 2 —2 Ra _ pre be 2aR+R RE pt P-DIR+ RR 20, 
2id. i. 2d 

totdeauna putem face, tri- 
„” Presupunând d'3> o, ceea ce 

- nomul:: 

N
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as + 2Aa.R + Re — R= | 
este pozitiv, „ând d esto exterior intervalului rădăcinilor, adică: N 

ARB; 
N a. 4 iar pentru ca să av 'em; ) 

emana, 
trebue :- | 

di < R + R. 
Aşa dar, cercurile O şi o se vor tăia în două puncte reale, când dreavta D va. tăia cercul: O, sau. când : 

d > Ra, IRI 

adică ; distanţă centrelor să fie mai mică ca suma razelor, sau mai mare ca diferenţa: lor. 
56. Polara unui: punct îață de un cerc, Să găsim caniţia polarei punctulu M, (20, Yo) în raport cu cercul: 

aoerhaazavuţezg 7 
Fie (Fig. 24) M! (2, W) a un punct al “olaei puneau i A, _ „[ punctele M, : | 

“Mo sunt conu 
(gate: armonic în 

| raport cu punc: 
„tele de intergec- 

o N ţie Mala, 3 y), AM” CO (at 1”) alo drep- 
Stei M,Me eri cer- oa Ri n cul. Insă coordo- 

To natele unui . a punct al dreptei 24, ” M, Mg, definită prin punctele M, şi Mo, fiind : 

pia mt 
DR paz 

       
Fig. 9g

 a Du 

pe
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| pentru ca acest punct. să fie unul din. punetele M' sau M”, 
trebue ca ecuaţia cercului să fie verificată de coordonatele 
acestui punct, adică: - 

(ta motto _ 

LA 12 

Dezvoltând, obţinem : _ 

12 (02-y02-t2 a zo-2 doo fi ou, ata aaa) 
+84 (type + 2-2 aa? byte=0. 

Această, ecuaţie fiind de gradul al doilea în raport cu î, 
valorile lui 7 corespunzătoar punctelor M' şi M” sunt rădă- 
cinile 7/:şi 7” ale acestei ecuaţii. Coordonatele “punctelor” 
M şi M vor fi: a 

XM ZA 7o n) ap ([* PF ao | up) | 
Napp IA DEE 

- Insă punctele M,. şi Mo find conjugate în raport cu Ir 
și AM” şi punctele M' şi Ar sunt conjugate armonic în raport 
cu A ș şi My; deci ($. 16, II): 

| 20, VA =0, 
sau : | N 

a aka ma oh) ki + m) ppe=0. () 
“ Aceasta” este condiția care exprimă, că puhotele M, şi Al 
sunt conjugate armonic în „raport eu punctele de intersecţie 
ăle cercului cu: secanta M, My. Când secânta M, Mg'se în- 
vârteşte în jurul punctului A, punctul M, descrie polara 
lui AM în raport cu cercul. 

- Coordonatele (z,, y,) ale unui bunât oarecare M, ale aces- 
tei polare verificâna relaţia (1), rezultă că ecuaţia. polacei 
punotului Mg (o Yu); în raport cu cercul : 

FE + aaa dy eo 
: aste ; 

| a za y-Fa had în-tpkeze. 

Odseri are. Ecuația polarei unni punct Mo (o 9) este 
tocmai ecuaţia tangentei în M, (zu, Yo) la cerc, când punctul
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M, este pe cera ; deci, polara- unui. punct al. unui. cerc,- în raport cu. acest cerc,: este „tangenta în :acel „punct -la cere. 57. Aplicaţie. Să se găsească coordonatele polului P (20, 79) a cărui polară 'în vaport cucercul: 

este reprezentată de ecuația : E 

i A EByozos 
Polara punctului. P. (20; 70) find; ÎN 

d Va (Cato (nea (ata) my (0-0) +a totd:yte=0; m D=aa 
pentru a' găsi coordonatele polului, Von scrie că “ecuaţiile dreptei date şi polarei reprezintă aceiaşi  dredptă, adică: au coeficienţii proporţionăli. Deci: -- - ză | 

| ka td aa topte 
A BB E „0. 

lui (o, Yo). IN . a : RI „58.-Tangente duse dintr'un Punct la un cerc, Pentru & găsi ecuaţiile tangentelor duse dintr'un punct la un cere, va trebui să cunoaştem coordonatela punctelor 'de 'contact cu cercul. Tangentele în aceste puncte de contact la cere sunt cele căutate.___ a e 
Fie: 

„„Rezolvând uceste două ecuaţii, găsim coordonatele polu- 

DApPÂ2 aaa byțe=0. 

ecuaţia unui cere şi P (4, y,) un punct dat, e Insemnând cu (2 Y) coordonatele unui punct de contact a unei tangente diss din .P. la. cerc, ecuâţia:: tangentei la cerc în acest punct este: ...-.. | ci ! 

catyyha (+a +8 (pp) keo, 
Pentru cu această tangentă să fie cea căutată, trebue să treacă prin punctul P (,, W) Şi deci să avem: 

dak yy+a (23 a) 07 +.) +e=0. _ (1) 

N
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“Prin: umare coordonatele (2, 9). ale punctului de: contact 
verifică ecuaţia (D şi aceia a cercului : ! 

ze 

ya a wo by pezio. , : E o). 

două valori pentru a şi două pentru 7/ şi deci două punete 
de contact : (a, ”), (2, 3”). ” Si 

Aşa dar, dintrun punet:P (,, ya) se pot duce în general 
la un cerc două tangente, ale căror ecuaţii sunt; 

za yyța (a +a+d pp Leo 
„Pat yy-a (mb e=0. 

Observare. Se mai puteă găsi coordonatele punctelor de 

sea ocuaţiile, (L) şi (2) în raport cu x şi 7/, găsim 

contact ale tangentelor, observând că polara- punctului P 
„în raport cu cercul, este dreapta care uneşte punctele de 
contact ale cercului cu cele. două tangente duse din punctul 
P la cerc. Deci, se scrie ecuaţia polarei punctului P (a, 3 m) 
şi anume: 

zeta (a +a+o (ji w)-he=0 
şi se rezolvă această ecuaţie şi aceiu a cercului în „raport 
cu 2 şi y, caro sunt tocmai ecuaţiile (1) şi (2) de mai sus. 
Valorile (2,7), (a, y”) corespund celor două puncte do 
contact, adică de intersecţie ale polarei cu cercul. 

Bremplu. Să se găsească ecuațiile tanijentelor duse din punctul 
P (2) la cercul : , — 

Seat ati gti=0 
p Penaţiovpolarei punctului P fiind : 

oaryl-ota e Uri Lerayva=0, 
rezolvând ecuaţiile cercului şi polarei, cootdonatele punctelor, 
de. contact sunt : 

== y=— l; r'= 3,2, = — 9,4, 
* 

Tangentele vor avea ecuaţiile: :. 

za yy— (ka)? (+ pi =0, 
pay (ara +20) +4=0,.
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A 59, Tangente paralele. cu o direcţie dată. Fiind dat cercul : e | - 02 ge 2 R2== , 

să găsim ecuaţia; tangentelor, dusa la acest cere, paralele cu dreapta : 
i - | m y= maia, 

Fie: (5 : ai E aa 
IRI Ama 

ecuaţiă unei drepte paralelă cu —drGapta dată. Pentru ca . această dreaptă să fie tangentă la cerc, trebue ca să taie cercul în două puncte confundate. Ynlocuind în ecuaţia cer- cului pe d cu; a 4 scoasă “pi ecuaţia dreptei, avem: 

  

li me) ani 2 pl — Ro, 
Scriind că „această. ecuaţie are o. rădăcină dublă, „Băsim : 

m-a + iepga— 290, | d de unde: 

= BR? (mi ), L=Î+RVI Fa i + me, 
„ Fonaţiile celor doiiă tangente' sunt deci ? a 

= oma RI Fii 

aa, 60. Tangente duse dintr'un punct P (2, 3 y) la cercul; ş X24P y2==R2. Pentru a găsi ecuaţia tangentelor: duse. din: punctul P la acest cerc, vom găsi ecuaţia. ce dă direcţiile acestor tangente. 
Insemnând cu ($ 59): 

I>mzrRVIFai l-km:. 
ecuaţia unei tangente la. cercul dat, paralelă cu direcţia ; m, - pentru ca această dreaptă să fie“ tangenta "dusă din P (eu YI) la: cerc, trebue ca 'să treacă : prin punctul P. fa d YD. şi deci să avem: ! - 

: = = m pt BR Lane Lam, De unde : - 

zi 

m2 (22 — _n_a m Da Yi E R2=0, 

care este ecuaţia ce 'dă cele două valori m m” ale coefi- eienţilor unghiulari ale: tangentelor duse din P (2, y.)- la cere; Ecuațiile celor două tangente vor fi: a



(Wti 
s6 2 To 

IV. (za), 

Im (0—), 

adică. drepte, ce trec „prin punctul P (o Yu). şi paralele cu 
direcțiile m şi m”. 

” Aplicaţie, Să se găsească. locul. punctelor de unde se poate 
duce tangente perpendiculare la cercul a2+yP=R2. Fie (3 Y0) 
un punct al locului geometric, Ecuația coeficienţilor un- 
ghiulari ai tangentelor fiind (Ş. 60) : 

m (ai —B5)- —2 mi Yi + pat 

condiţia, « ca dreptele ai căror coeficienţi unghiular sunt .7m' 
şi m" (rădăcinile acestei ecuaţii), să fie perpendiculare, este: 

Pa d i — 
TR MN - 1=—0, iu + 1=0. 

LR | - 
De unde: 

dir 2 Re= 

care probează că locul punctelor Plai Ja) de unde se duce 
la cercul 22-42 — *=—0 iangente perpendiculare, este cercul: 

| agp 

“61 Centre de asemănare la două cercuri. Tangente « CO- 
mune la două cercuri. Fie: 

(20th (y—0=R, io i i 
ecuaţiile a două cercuri de centre C(a, 5), C'(a, b') şi de 
raze R şi R'. Insemnând cu Sta, 3 YI), 5" (a) centrele de 
asemănare extern şi intern a acestor două „cercuri, pentru a: 
'găsi coordonatele acestor centre de asemănare, să observăm 
că T şi T' fiind punctele de contractale tangentelor, triun- 
ghiurile S'OT, S'0'T', obţinute ducând „tangenta „comună 
exterioară din S', sunt asemenea, deci: 

OS __R..0sS —R 
0 BR” BCR 

« 

Cunoscând raportul a caro punctul Ss" înparte dreapta 
CC', coordonatele sale vor fi: 

.



Pi 

„găsite. 

hay SE ai —aiR.. „bR=aR; 
ARO RER IP 

„a 

  

"Tm acelaş mod se găsesc coordonatele: ... : 

aR+CR DRAR e 
RAR RPR 

al centrului de asomănare intern, | IEI - 
„Obsenuare. Din expresia coordonatelor punctelor S' -şi 8”, 

se vede că uceste puncte sunt conjugata, armonie în raport 
cu centrele -acestor cercuri. i La 

Ecuația unei tangente comune se serie „cuntând. mai întâi 
coordonatele punctelor de contact, adică intersecțiile unuia 
din cercuri, 'C, de ex., cu polara lui S”, în raport cu acest 
cerc şi apoi scriind tangentele la -acest cere în. punctele 

a două cercuri C, C' 

  C = Ci + ae ar-2 by c=0, L- 

O 2 pedale =0, 
este locul punctelor care au puteri egale față de aceste 
două cercuri., 

Me (o, Yo) fiind un. punct: al locului geometric, ecuaţia 
acestui loc va fi: 

„Corsa + 2byo-te= 2-pr2 a'ay F2Wpke. 
Scriind în loc de (a, 9) 2 şi y, ceeace! însemnează ca ori 
ce punct M(a, g) al locului se_bucură de aceiaşi proprie- 

- tate, ca şi Mo (20, vi), ecuaţia axului radical este: 

PRAF oalaF2b te, a | - C IE ” pi 

sau dreapta: 

27 (a—a + 2y (0-5) + c—ei== 0; 
Această ecuaţie a axului radical se vede că se poate ob. 

A 

pe   

2. Axul radical a două cercuri. Se ştie că axul radical | 

PR
I
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ţine scăzând membru cțifaembru ecuaţiile celor donă cercuri 
date. 

Se mai "observă, din ecuaţiile cercurilor şi axului radical, 
că această dreaptă este perpendiculară pe linia centrelor şi 
trece prin punctele comune de intersecţie ale celor două 
cercuri, adică coincide cu coarda comună a acelor cercuri, 
dacă cercurile sunt secânte. e 

In general, ecuaţia : 

aaa 2yj-e-t] (224-9p2-F-9a' +20 yd) =0, (1) 

unde 7 este un parametru variabil, reprezintă o familie; de 
cercuri 'care trec toate. prin “punctele de intersecţie ale ce- 
lor două cercuri, adică sunt o familie de cercuri care au 
acelaş ax radical, ă 

Printre curbele reprezentate de ecuaţia (1), există şi: 

m 2 2az-+2by grea? -rda 'z-F20% ke=0 

„care, se obţine dând. lui 4, „valoarea. — 1 şi este tocmai e- 
cuaţia coardei „comune, sau a axului radical acelor două 
„cercuri. 

Premphi. Axul radical al cercurilor 

20 paf2— Gr — 10y-+30—0, 

DA A 2 — 4 y— 40 
se obţine scăzând ecuaţiile şi se obţine: | 

Sz6y — 8420, sa 
4a3y — 117, 

63, Aplicaţii, 1. Să se e ecuația -cercurilor ce tec prin 
oririna axelor de coordonate şi punctul (4,—5). . 
„Ecuația cercurilor ce treo prin origină este: 

ape 9 0-0, % SE as Pe 
„2 a Pro 2hy = A şi u find necunoscute ; scriind că acest cere! trece prin  uucu = 

punctul (4,—5), avem : aa evowrtauue! 

PB F22 (AP (250, Satie. 
De "unde:



— 

  

10 u—41. 2, 

  

iar ecuaţia cercurilor va fi: 

22. 10 — + 3 
= 

IL. Să se afle ecuația cercului cu “centrul în punctul (3,—2) ] și tangent dreptei : 20 3y—86=—1 ? 

    
Ecuația cercului căutat vă fi: 

(2324 pop = = 
“Raza 7 a acestui cere se determină scriind că este egală 
cu distanța dela centru la dreapta dată, Să găseşte: bb V d. . DR - - 0.0 + 

1 — 2;5--8 (—2) — 36 __ 36 A. = A 

vag va a 
Ecuația cercului este : 

(s-a + papă RR 

  

III; Să se, ae ecuația unui cere tangent axei 0, y în ov igina 
axelor. a 

Insemnând cu A(a, o) centrul | serealui, raza este egală 
cu «, iar ecuaţia cercului este: 

(r—a) pal, o DE-FpA— -2ad= 0. 

| Ip “sa se afle ecuația unui cerc care tr ece pr in or igină, prin > 
panctul (2, o) și tangent cercului : E _ 

O d = „(a — 5 +y= =” 
| Ecuația cercului căutat; e“de forma. . 

(e — a) += 
Trecând prin originii, ecuaţia este” verificată pentru 0 9; 

deci: 

e + pe 
iar ecuaţia cercului devine :
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Trecând şi prin punctul (3, 0), urmează că: 

| s—da=0,. ei 
şi deci ecuaţia cercului este: _ | 

| rtp-a-2u= 
- Fiind tangent cercului: E ta ti 

ep 
distanţa centrelor este egală « cu suma sau diferența raze- 
lor; deci : ” . 

ne FO 
„unde înlocuind pe 7 cu VI FA, +: ft, obţinem : 

VIE + Et 1=VB0PTE 
Ridicând la pătrat avem: 

| VI + =4-—88; 
ridicând din nou la pătrat şi i rezolvând ecuaţia de gradul 
ul: „doilea în. £, găsim : 

    

| 24 
B=0 pF 

Prin urmare, sunt.două cercuri care corespund enuriția-: 
lui : e e 
„- : , . A - - : | 48 „ 
Ph  — 20, a ap — 9 To y=0. 

Observare. Se mai putea găsi condiţia că cercurile să fie 
tangente, scriind că distânţa unuia din centrele cercurilor 
la axul lor radical (tangenta comună) este egală cu raza 

- acelui cerc. : 

V..« şi £ fiind coordonatele unui punct P din plan să. se 
găsească curba pe care trebue să se găsească punclul P, astfel 
ca dreptele m . - 

22 —cy=f, Ba—3y= 

să se taie pe bisectoarea întâi a axelor de coordonate. - 

m



h (A 1 h . 

Aa b 9 
AL 

Va trebuisă seria că dreptele 

da —cy—8=0, 

Bă —8y—a0=0,- 

| PI O, 
sunt concurente. Deci :.- . = 

|a-a-ai | o lB—8oa lo; 
1.10 | 

de unde - e 
i 82 — 20 —38=0, 

Punctul P (e, £) trebue să descrie cercul: :._.- 

Bf — 2 — 8y=0, ae 
ce trece prin origină. a 

VI. Fiind date punctele fize A şi B, să se afle locul geome- 
tric al: punctelor M, astfel că unghiul ANB să fie constau, 
Imăm ca Oz dreapta AB şi ca Oy perpendiculara pe mijlocul luni AB. Să notăm cu A (a, o), B (— a, o) punc- 

tele date. Coordonatele punctului M să le însemnăm cu - 
(2, y) căci se cere locul punctului M, o relaţie între a şi y 
şi, nu este nevoe de eliminat aceste cantităţi. Dacă ar fi tre- 
buit să le eliminăm, le notam cu literile În o Ge Be a cm 

Să scrim că unghiul AMB e constant, adică tangenta a- 
„cestui unghi , este egală cu K. Coeficienţii unghiulari ai dreptelor AM şi MB sunt: 77. 

, - 

7 
a — a? za 

Ecuația locului se obţine înlocuind în relația *- 

N= mi = 

    

E tg ANB Th a S > Lon 
De unde: | n SE A Eodaae gi 

L— a E -a = K, 

  

| 
e



M
r
 

  

DA pe — păi jo: 

Locul geometric al puretului M este „un cerc cu centrul 
pe Oy, trecând prin A şi B, 

VII. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor care 
taie două cercuri date la capetele unui. diametru (axele lor ra- 
dicale suni diametre). Fie: 

mp a 2 eo, 
ab —9a p—25 y+roi=0 

y 

Să luăm ca Ox linia centre- 

„lor şi ca 'Oy-axul radical al 
lor; deci db =0, 8 =0. 

= Axul radical al cercurilor 

date este 

2a(a—a)hoe —c=0 

Ca această dreaptă să fie 

   

  

  

  

  
E Fig, 25, „axa Oy, trebue să aibă o e 

i cuaţie de forma 

= 0 
şi deci 

” e — c=0, : ec. 

„Ecuațiile cercurilor. date sunt: 

Op — 
C' RE pt — 

„I
D IL 

e
 ax + c 

Wu c |]
 

ID
 ]. 9 

Fie: | 

mp 2aa- 20970 

ecuaţia unui cerc'cu centrul în punctul (&, f) şi care să 
taie cercurile C şi 0 „la capetele diametrelor AB, A'R' (Fig. 
25). Aceasta se exprimă analitic, scriind că axul radical al 
cercurilor C, şi C trece prin centrul cercului O şi că axul. 
radical al cercurilor C, şi O' trece prin centrul cercului 0” 

Axele radicale ale cercurilor O şi C, C' şi C, find: 

ecuaţiile a două cercuri date. . 

-
.
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Ut o 2a a hope 

| | 200 Dore 20 
vom scrie că prima ecuaţie e verificată pentru = a, y=0, 
iar a doua, pentru z=a, 0. Obţinem deci. 

2 ae he=o, 

    

Va trebui să eliminăm pe y între aceste două ecuaţii, 
care conţin coordonatele a ale unui i punct al Jocului geo- 
metric. - . 

Scăzând, avem 

a—taţa i) 

relaţie care probează. că locul geometric al centrului (&, 5) cercului variabil, este dreapta: 

ear a)=0. 

VIII. Fie O unul din ;Dunctele comune a două : cercuri se- 
„cante C şi G,. O: dreaptă variabilă dusă prin O le taie în P şi P'. Să se afle locul geometric al mijlocului „segmentului PP, când secanta PP'-xe învârteşte în jurul lui 0. 

Luând axul lor radical ca axă Oy şi perpendiculara în. O ca axă Oz, ecuaţiile cercurilor sunt : 

Sep 2 ap 2 0, 
Oaza by —0; 

Ecuația unei secante ce trece prin origină este. 

| y = În, : 

- Coordonatele punctelor p şi P' se obţin. rezolvând pe rând ecuaţia unui cere şi a secantei.. Se obţine : 
da + 207 2a'+ 25 2d-poi 220: P (E, ? a), P (St 0 A LR Lp 2 172 1 

Coordonatele mijlocului M ale segmentului PP' sunţ: 
pa aka +25 pa tări, 

> YI = U 12 Ip za d



Z 
94 

Locul lui M se obţine eliminând pe 4 între aceste ecuaţii. 
Inpărţindu-le, avem : 

ya si 

Inlocuind pe 4 într'una din ecuaţiile (|), găsim, după ce 
am simplificat cu z (adică -am înlăturat porțiunea din locul 
geometric format de axa Ox), | | 

„Rhp=ataa—2wy=0;. 
dei locul geometric este un cere ce trece prin origină . şi 
are acelaş ax radical cu cercurile date. a 

IX. Fie OD polara unui punct fix P în raport cu .un' cere 
O variabil ce trece prin două puncte fixe A și B. Insemnând . 

lui de intersecție a polarei CD ci dreapta EP. a 
Luând ca O dreapta AB şi perpendiculara pe mijlocul 

ei ca axă Oy, să notăm: A (4,0), B (—a,0), F (0,4), 4 va- 
riabil. Ecuația cercului cu centrul în E şi trecând prin A 

„şi B este: | RE 

cu E centrul acestui cerc, să se afle locul geometric al puncti- 

02 + (ay — me, E Şi Ei 

sau: a Daia a o ai aa hp — 94 Y—a2=0 0 0) 
Punctul 'P find dat, coordonatele sale sunt (p; Q. 
Polara acesțui punct faţă de cercul (I-este: 

pPokay—40+p—a220 ay 
Ecuația dreptei EP fiind :, 

gQ— 4 oa (III 
locul geometric! se obţine eliminând pe 4 între (Il) şi (III). 
Aceasta. se face scoțând din (11) ps 4 şi înlocuind în (III). 

Avem pentru ecuaţia: locului geometrie 

pE+oy(P+e+aat+aep=0, 

Li 

y—4= 

Dă so . Dei a , care probează că acest loc este un cere cu centrul în punctul: 
mp pe ae. 

(+ 25 -, 0)



95 

  

şi cu raza egală cu: SD E 

piete i Dl m 
R: = ip | CP, 

X. Să se afle ecuaţia cercului circuinscris triunghiului ale 
cărui laturi sunt reprezentate de. ecuaţiile -- - ---: tă 

Y=.8. a+yt1=0, ay. 
In general, fie ) 

D, ==:0, De = 0,:Dp=0, 
ecuaţiile a trei drepte. Ecuația a, 

DD +4 D, DptţiDD 30... 
reprezintă o curbă ce trece prin punctele comune drepte- 
lor D, şi Da Da şi DD, şi Du, adică prin vârfurile tri- 

„unghiului format de aceste trei drepte. 
In cazul nostru. o curbă  circumserisă triunghiului ;formal 

-de dreptele i | 

Y—3=0, 2 +y+1=0, a—y—1=0 
este ' - a RR , A - 

3) (eta (eh) (00) ue al-5)=0, 
4 şi u find doi parametri variabili, Dezvoltând, avem: 
ARĂ Ut pay — (040 32) 

+ 2 (—1:—4 gi a 3-ui=d0. : : 

Pentru ca, această .curbă să fie un cerc, trebue să avem 

St o ds unde | A » 
u=—dl,i=l. 

"Ecuația cercului este : 

| 22269720, 
XI. 'T fiind punctul de contact al unei tangente :variabile :la -un cerc O, să însemnăm cu O punctul unde această tangentă taie un diametru fiz AB al cercului O: Să se afle locul geo- metric al piciorului perpendicularei lăsate din O pe bisectoarea unghiului ascuțit OCT, când punctul TT variază pe cercul .0O.
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Luând diametrul AB ca Ox şi perpendiculara în O ca Oy, ecuaţia cercului O esta: - 

pa, OA=a, Ada, 0), Ba 0). 
- Insemnând cu 9 unghiul „AOT, coordonatele. unui punct variabil al acestui cerc, se pot expr imă în funcţiune de un parametru vuriabil, anume + 

'[ (a cos 0, y = a sin) 
„Ecuația tangentei în 'T la cerc fiind 

e cos Oy sin 0 — a=0, 
coordonatele punctului C'sunt 

o (5% 0). 

- Ecuația bisectoarei unghiului OCT este 

2 cos 0-+-y sin O—at+y=0 
Pentru a vedeă semnul ce trebue luat, vom înlocui coor- - donatele origini şi i ale punctului T; rezultatele înlocuirii sunt; | | a 

— 4, +a sin 0. 

Presupunând T deasiipra axei 0 (0. Ca), va trebui să. luăm semnul -F, iar ecuaţia. bisectoarei esta: 

e cos 0 + y (sin 0+1) — a=0. (1) 
Ecuația perpendicularei din origină pe această dreaptă, este : 

1+ sin 0 y — 

Locul geometrie al „Punctului de. intersecţie al dreptelor (1) şi (9) se oliţine eliminând pe O între aceste ecuaţii, ţi- nând seamă şi de : : 
E 

simo-țco0—1. | 8) 
Rezolvând ecuaţiile (D) şi (2) în raport cu cos O şi sin 0, avem: 

a:
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Ar ag iu „cos o = ZF Sa 1. 

Inlocuind în (3), obţinem : ae . 

Q2 a? A ap e day 

De unde: : -: e î ri. „ tre e 
a2 (72+ 42) : day: 20 oa 
2 gag 0. 

- Inlăturând curba: | e i a 
ep = 0, | a EC) 

ecuaţia locului geometric este: 

| a—2y=0, .. 
care reprezintă o linie dreaptă paralelă cu Ox. Se constată că numai o porţiune din dreaptă care este „interioară - cer- cului corespunde locului geometric, -. aa XII. Să se afle locul geomelric al centrelor cercurilor trecând prin punctul «lat A şi tăind ortogonal cercul dat . o Luăm ca Oz dreapta OA şi ca Oy perpendiculara în 0, Covrdonatele hii A sun (a, 0), iar ecuaţia cercului O este 

ape, 
Fie: - | 

Cotu poe | 
ecuaţia unui cere 0, care trecând prin A (a, 0), urmează : | 0-02 + pp 
„Ecuația acestui cere este deci: 

(2 — c2+ y —p2= ac 

C => a2+ pa — dap — 9py — a2 + dac = 0. 
Condiţia ca cercurile Q şi C să fie ortogonale este:
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adică, Ca, f), fiind, centrul, să avem : . 

+= ma o aa pe 
| Dezvoltând, obţinem : 

R2 + a2 — da = = 0, 

Aceasta fiind. o- relaţie îâire coordonatele centrului C (a, £) 
variabil, este ecuaţia locului descris de punctul 'C. Deci, 
acest loc este o Linie dreaptă : 

R: + ai dam: => 0, * 

a cărei ecuaţie se obţine înlocuind în' ecuaţia găsită pe 
a cu z. - 

II. Fie a 

y—22 —a=0, p=toVa=0 

ecuațiile a două drepte; să se scrie ecuaţia dreptei A ce trece 
prin origina dxelor și intersecţia” lor. 1) -Să 'se :scrie ecuația 
cercului. circumscris tn iunghiuluri format de Ox, A, şi 4 — 2 
a = 0. 2). Presupunând « variabil, să :se afle, locul geometric 
descri is de centrul cercului piecedent, 
Ecuația dreptei ce. „trece prin” întersooţia dreptelor. date, 

este : 
c dota FR tara —0 

Trecând prin origină, (0,0); urmează : 

| | h=l; 

deci, ecuaţia dreptei A este : 

=y. — 3 2 = 0. 

1) Ecuația unei curbe ce „trece prin vârturile triunghiului 
format de dreptele 

y— 3220, y 20, dă ao, 
este : 

19 — 30 yu 0-04 u-dai 22-00 

Dezvoltând, - găsim : 

29) (6-F81-F2 php (i-a FB aaa (Up) 0.
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Poni această curbă, să: fie cerc, trebue să avem -” . 
ii Brit ăn=0, 

__de unde: 

1215, 20, „ 
iar ecuaţia cercului cireumsoris triunghiului considerat, este: 

Ă Gap 3az-aiay0. sau 

Pt o= yo, ” 

-9) Coordonatele centrului aceștui cere fiind: 

a: Ta % ad = e Mai (1) 

locul geometric descris de acest pucţ; -s6 , obţine Gliminână parametrul Variabil « a între ecuaţiile 0 Se obţine : a 
Ta+y= 

cate probează că locul ; geometric este o iaio dreaptă ce. trece prin origină. 
„Observare, Ecuația cercului s se Pateb găsi “şi astfel : "Se 

calculează coordonatele (0; 0), -(— = 0), (a, 3 a):ale'-vârc 
- furilor triunghiului format de dreptele considerate, ceea ce „se obţine rezolvând două câte două ecuaţiile acestor, „drepte. Ecuația unui cere oarecare fiind - a 

po acu yo 
se scrie că „această senaţie este verificată când se o tnlooeşt | 
(2, 7) cu 0, 0), - —, 0), (a, 3a) i şi se găsese valorile lui 
a şi £. 

m XIV. Se dau tei puncte colineare 4 A, B, C. Să se afle locul comete al punctelor de contact . al cercurilor ce trec prin punctele A şi -B cu tangentele duse din C la aceste cercuri, : Luând ca axă Oz linia ABC şi ca: Oy perpendiculara : în. mijlocul lui AB, să însemnăm cu (0, 4). coordonatele cen-.;
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trului unui cere variabil ce trece prin A (a,o0), B (— a, o) şi fie C (€,0). Ecuația 'cercului este ;:- | 
| ”, zi a? + (7 —. 4 = 4 + ap ă za sau. 

_ DP —24y —a2—0, (Up 
Punctele de contact ale uwsi tangente duse dintrun punct la un-.cerc'sunt la intersecţia cercului cu; polara acelui: punct în raport cu cercul. Va trebui să scriem ecuaţia po- larei punctului C (6.0), care este: -. - --:: 

CRY +0) a2=90.. sau ca dy a “ (2) 
şi să eliminăm parametrul 4 între ecuaţiile () şi :(2). -Inlo- cuind în (1) valoarea lui 4 dedusă din (9), obţinem un cere 

pe 9 ca a = 0, 
cu centrul în punotul Q. N RE "XV. O' dreaptă AB de lungime constantă d, se reazemă pe. - laturile OP şi. OQ, ale unghiului dat POQ, A fiind pe OP şi B- pe 0Q. Se cere locul geometric al punctului M de intersecție ale perpendicularelor ridicate în A pe OP și în B pe 0Q, când. dreapta variază în poziţie. a 
Să luăm ca. Oz bisectoarea, interioară a. unghiului. POQ şi ca '0y 

simetrice: în raport cu O, ecuaţiile lor sunt .: 
n 2 (0P)y— az =0,  (0Q) y+az=0, | 
Fie: A (/, a), B (u, — au) coordonatele: punctelor date; 4 şi u sunt doi parametri variabili, între cari există relaţia 
AB: =, bu +22 () 

Ecuațiile perpendicularelor în A şi B pe OP şi OQ sunt: 

ate 9. . Aa -j Ci ÎN ă 
Yha=T(ao=p (3) Locul geometric se obţine eliminând pe 4 şi u între (1), (2), (3). Rezolvând (2) şi (8): în raport cu 4 şi pu şi înlocuind în (1), ecuaţia locului este: . - aa: 

bisectoarea exterioară, "Dreptele. OP şi O0Q fiind 

e
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r 

E a zis EN 1 q2 2... 

4: 

care reprezintă un cerc cu-centrul în origină - i XVI. Să se afle locul geometric: ăl centrelor" cercurilor. care taie ortogonal două cercuri, date. 
“Imăm linia centrelor cercurilor date C şi 0” ca axă 0, iar axul lor .radical :ca. Oy; ecuaţiile. cercurilor : sunt: i 

pd. ... cite .. - [. - , : | 

QC =,at + 72. — 2 ax + c=0, E i 

Comp —2ada+o=0, , Fie :. ia e Toi 
0-04 y—pi=g - ecuaţia unuj cere oarecare. .Ca să taie: ortogonal cercurile date, trebue să uvem: * ! ză 

(a — a)? + f 2 az C++ 02, NEI (D,, 

a esoera m Ecuaţiile cars ne 'dau coordonatele centrului sunt: 

7 

ao =a CD 
"Pentru a găsi locul geometric, va trebui să elimină pe -.& P între ecuâţiile (1), (1), (II). Scădem ecuaţiile (D) şi 

1 

II şi obţinem, înlocuind acolo poa cu a, * 

4 ax =0, i sau : Da PI 

3 20 
deci locul geometric este axa Oy, axul radical “al cercuri- lor date. , aa i XVII. Se dă un punct A variabil pe Oz şi un punct B va- miabil pe Oy, astfel că: OA + OB = K. 1) Să se afle locul geometric ăl mijlocului dreptei AB; 2). Să se arate că cercul circumscris triunghiului AOB trece încă printrun- punct fia (cercurile AOB au “acelaş ax radical); e ei 

+ Să notăm: e i, „e ABO Bottuespiii e 1) Coordonatsle mijlocului lui A sunt: i



La L= 34 =" 

2) Cercul AOB. are: cântrul' său: la! mijlocul lui AB, 1 1 | SI (3 A, 4) şi deci ecuaţia:sa este: 
Lp Di li. 

(9-72) -F (0 — 2) =ghihazr 

te aa ap Pda — jo, i : De oarece | PRE 
4+ Li = X, . 

u=K —4 
pe care înlocuind-o în ecuaţia 

urmează că :" 

cercului, avem : 
PI —Ky—10—p=0, 

Din această relaţie se vede că aceste cercuri trec prin punctele comune curbelor: . if 
N sro ao aaa adică punctele fixe: 

1 
(0, O), (<-z, E) 

Se zice atunci că cercurile au: acelaş ax radical, dreapta „ce uneşte. aceste. puncte,. . ae pe Se vede că linia centrelor 
1 

a. acestor cercuri. este perperidicnlară pe axul. radical. al cercurilor... 
ta XVIII. Se dă un punct fi A în planul' a două die. per: pendiculare Ox şi Oy. O secantă variabilă ce trece prifi A taie pe Ox în N. Se sa pe Oy punctul P_-așifel ca OP = ON. Din P se lasă o perpendiculară pe AN care taie pe AN în MN. Să 

”]
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se afle locul geometric al- “punctului M, când secanta. se..i tnodr- 
teşte în jurul lui A. ui 
Insemnâna cu (a, b) coordonatele, punctului A ecuaţia 

secantei AN este: 
po = (ea, i (D 

Coordonatele punctului N sunt: i E ad —b | RO 
iar acele ale lui P sunt: 

  

A DN 

S 2 (o, ÎN) ). 
Ecuația perpendicularei din.P, pe AN este: | 

zi —0+0=0. 2 Mi 
Va trebui să eliminăm pe 2 între: „ecuaţiile d şi (1). E- 

cuaţia locului geometric este : 

PIPre-0a=a+wy=0 
care reprezintă un cere ce trece prin origină. - 

7 XIX. Să se afle locul geometric al punctelor M de unde se 
" pot duce la un cerc tangente care fuc între ele un unghi dat. 

M (201) fiind un punct al locului geometric, să găsim 
ecuaţia care dă coeficienţii unghiulari, ai tangentelor duse 
din. AM. la cercul: . 

” pp = Re, 
„O tangentă la acest cere de direcţie m; având ca ecuaţie, 

y=matRVIli+m, 

să 'serim „că această dreaptă trece prin punctul M (20,30); 
„ceeace revine'a scrie că este chiar una din tangentele duse 
din NM la cere. Avem: 

una tara 

“Ridicând la pătrat, obţinem: | 

(o — ma? = BR? (| + m). 

N 

De unde: 

me (700 — B2) — 2 m a a 4 pie 80, 

„Aceasta este ecuaţia ce dă coeficienţii anehialari ai tan-
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gentâlor- duse din M (29, yo) la cerc. Insemnând cu m. şi n” coeficienţii acestor tangente şi cu 2 -unghiul' tangente- lor, vă trobui' să avem: n 
m m ş = Const, tg =K K O TPar m 

  

Insă: | aaa - Sa , 

2 R VECI RE 7= RZ aj — Re ap! m” Va "7/0 x - i m” m” 0 —— 
Mo 

=— a Ă ai = Re > d Dee 
" Relaţia de mai sus. „devine: 

R- a VF E 

  

002 <kajg2 — 9. Re”. 

care se descompune în: ERE iii 

EN RINI „9 R2/ Re (VILE: K+ 02 pă ) CTE = i 
Aceasta, probează că locul punctelor M. se cotapune din: 

două cercuri concentrice, 

  

a Exerciţii , -- 

“1: Să “se” construiască câreurile : Rai 
BP = Go — 8y—24=0, zi + y2 — 2x 
a pp — Ga — 16'= 0, 232 trap —x= 0, 
E tre mat ao, 

= or: 

_ 46 

Sa 

2. Să 'se afle ecuaţiă” cercului ce trece prin * origină şi deter: mină pe axele Oz. Şi” O g,: lungimile OA.== 2; : "0B- = 2b, 

R. (7-a)? rue 
X 3. Să se afle! “ctuația " cercului - cu răză oală: cu 13 şi care este tangent dreptei : pa 

da + 129 — 1214 =0.. 

în punctul de abscisă 8. 

R. e a+- pe = 180 - 
“sa calculează coordonatele - (8; i al6 punetului de "contact: se - 

a:
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scrie apoi că “distanța dela centrul (a, a). la. dreaptă este egală 
cu 13 şi că perpendiculara din centru pe dreaptă trece. prin (8, 7). 

Ba--126—124=-+-169,  124—5f==61, 

Xa: Să se, afle ecuaţia cercului ce trece prin: Punctele: e 0); (2,0) 
Şi taiigent” dreptei: -: ICR 

4 32 — 49 + 6 92 9 pia : mp 

Să: se: explice: penirace se „obține- o singură soluție? ici 

LR put, 
Se scrie că distanța centrului la dreaptă este egală cu raza. Se 

obţine : 
- , - “e: . 

. 

: . -. 4 E 3 

! o Panatui (—2 0 aparţine dreptei date. : 
„ Se dau două puncte fixe 4 şi B şi un punct O variabil pe 

“un cerc cu centrul în A și având raza -R.- Să se alle Jocul geo- 
metric al mijlocului M:al. segmentului BO. 

R. Bla, 0; ap R220, - 04, ; + MR, 

e 
1, Coordonatele : mijlocului sunt:... 

EA NI IER IE a af. _Y iu . 
” > ZI 2. 

Se elimină 7 şi 4. Locul este „cercul: 

ma ac. 
se pap oda pe m 0, 

” 6. Să sc alle polară punctului G, 5) în raport cu cercul ; 

pipi 

Rida. 6y = 18 =0, E Sa ; 3 st 

„1. Să se afle polul dreptei: 3 + ip —1= 0 în raport cu 
cercul: 2 4 gt —14=90, : 2: 

R. (6, 8). - 

fi :8: Să' se afle- polul dreptei; 2 LT pu 6 = 0 în raport cu 
„ceteul: (x — 14 Y> — 2 a. a : - 

Ri (1 —:16).-: e = tz 

ki E g; "Să se afle ecuaţia unui cerc de. rază R tangent la Axel” de 
€ coordonate. aa Daia 

R. (e —R)" + yu — RE = R2 
— 10. Să se“ aile ecuaţiile tangentelor în pubctele unde” cercul :
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„i da 109 + 8 = 

taie. axa Oy. . „i , , 

XE ah VS 3=5V3—6,. i-o 3 —5V 56. 

„11.; Un cere: trece prin punctul (3,5) şi taie axa .Oy în punctele 
A, B, “astfel că: OA = 4, 0B = — 2. Să se afle ecuaţia cercului, 
centrul şi raza, | | - 

R. (2 — 02 (y — BR ="R2, 
Se face £z:=.0, și se serie, că „ecuaţia obţinută, are rădăcinile 

4 şi —a, Se scrie că trece. şi prin (3,5). ” 

va + sii 2 40a — iag — za = a, 

a VIA - 
a male 

X 12. Să se scrie ecuaţia, cercului ce trece prin punctul (0, 2) și 
este „tangent, în origină la dreapta : y + 2e = o. | i 

“a, 24 j2—2uz- fe 0. Trece prin (0 2, deci f =1, Se scrie 
tangenta în origină şi se.identifică cu : 2aty=0. Avem: |. .! --: 

a pp da —2y = Q..: 

X 13. Să se afle ecuaţia cercului cu centrul: în. punctul. &, 1) şi 
tangent la dreapta: 3 + iy 0. ! 

R. (2 — SP + (9 == Re “se scrie că distanţa 1ela 
(3,1) la dreaptă este egală cu R. "Se obține : 

a sp — 6z —2y =. 
X. ka Să se afle” ecuaţiă cercului cu centrul în 6) și tangent 

— cercului : a a 

e eioaroy=o. 

BR (erai 
Se scrie că distanţa, punctului (3,1) la axul radical. al cercurilor 

este „egală cu R. Se obține: o a 

> RsV 2u-V5. e 
ul. --Se -dau. două cercuri _ de. -aceiaşi.. rază;.. centrul. unuia, “țiind 
pe celălalt cere. Să se afle ecuaţiile tangentelor duse. în . unul din 

"punctele de intersecţie ale cercurilor şi unghiul . acestor. tangente. 
„R... Se ia ca -Oz linia centrelor. şi ca „O y coarda. comună. Ecuațiile 

cercurilor sunt: . a 

eo pp int
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Se scrie tangentele în punctele (0, 3 (0, —ay8). Unghiul lor este 
de 120. 

16. Să se arate că axele radicale a trei cercuri, luate două câte 
două, sunt Concurente înir'un punct, numit centru radical al cercu- 
rilor. Să se caute coordonatele acestui unei. 

R. Cercurile sunt: 

2 hf Base -F 2By + ca:= 0, 
Ga 4 op + 20 + 259 + ca =, 

i Cpt at bag ca = o. 
— Axele. radicale sunt: 

a ] 

0, — Ca = 0, 03 — Cs; 0, 03 —0, =. 

„Avem: (0, — Cs) + (0a — 03) + (0; — 0) =o0. 

Se rezolvă: - - 

C, = C;, Ca = Cc, 

şi se ana coordonatele centrului radical. - ': : „ 
17. Se dau o dreaptă D şi un cere CO. Dintr' un punct M Variabil 

al dreptei D ca centru şi cu o rază cât tangenta, dusă la; cercul Q, 
se descrie un cerc 0”. Să se arate că cercurile 0” tree printr” un 
punct fix. : 

-R. Se'ia D ca Oy şi perpendiculara din centrul cercului Q 
ca Oz. Avem M (0,4) şi: - 

Ca pt 202 4+b = 

CS AP (M+ 0, Li. 

Cai he pp 24y— 020, 
., Se: ține. socoteală că puterea unui punct ieste egală cu pătratul 
tangentei. Cercurile C/ trec prin punctul comun curbelor : 

BF —b=o,. y=o.. 
18. M fiind punctul de contact al unei tangente variabile la |. 

un cerc de diametru AB, fie C şi D punctele unde această tan- 
gentă taie tangentele fixe în punctele A şi B. Să se arate: a) că 
produsul AQ, BD este constant; 2) că triunghiul COD este drept- 
unghie în O. 

: 

R. Aa, 0), B(-a,0), Mle 8),*ft=ae20), : 
Se scrie tangentele în A și B și se calculează coordonatele punc- telor C şi D:: a
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o o o(a, "0-a ), ' o(- a, aaa ), 

    

  

ti, . B â 
- Ra Da ae > aa AC. BD = 700, aţa a a ta Co) 

d BE: 

Se obseryă (1). JAC..BD.-= „- 2 Se arată că între coeficienţii îehiuari a ai i dreptelor 00; OD există relaţia de perpendicularitate: -.: 
Bd —p/19. Fie ABi o coardă fixă a unui cere dat şi M un: punct variabil „ al acestui cerc. Din! mijlocul coardei AM se lasă o perpendiculară pe BM care o taie în P. Se cere locul geometric al. punctului P.. 

R. Ala), B(—ap). 2 ap — 2by — a? =0. 

„Ecuația unei drepte variabile BM este: a 

y = d (za). E (ID) 

Coordonatele lui M se obțin din rezolvarea ecuaţii (1) şi a cer- cului şi după ce am divizat, cu F a, avem : 

oz Să ” ca (Eat, "oaou, * 2) | 
ze Sa ph? 1+h 

  

> Se calculează poordonatele - mijlocului segmentului AÂi şi per. pendiculira din acei punct pe BM are ca ecuaţie : E 

Îy pe — bd — a=0, a (2) 
Eliminăm / între (ID şi.) şi găsim cercul: 

. 2 pt by 0220, 

"20, Baza AB a unui: triunghi este fixă, iar unghiul C constant. să se afle locul : geometrie . al punctului de întâlnire al înălțimilor triunghiului ABC, 
R. A(a,0),.B(—a,0).. 0 desecric "cercul gat: 

  

PO OR e a ai pe 2dy - — q2 o. 

„5 Ecuația unei drepte variabile AC este: N | 

y = p (e-a). N 

, 
Coordonatele lui C sun: :;i. 

Sa o (atita i A NI 
2) 14 Dr
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ra i na BO) y (oh) —a (aha) =0 a 

- Perpendiculara din A pe BC are ecuaţia: . ! - - Pe 
da—a y-ad=? (a2—aaz —dy) | d), 

Perpendiculara din B pe AC are ecuaţia: 

2 y + a+a=0. 

Eliminând A între (1) şi (2), găsim cercul: 

' 
pe 
Ta 

22.4 2 + 2 dy — a? =0. - | Ta 

_X 21. Fiind date două axe perpendiculare Oz şi Oy și un punct” 
A pe Oz, se ia pe Oy punctul D, iar pe perpendiculara în A pe, Oz punctul C, astfel ca OD = 2A0. Se cere să se afle locul geo:: 
metric al proiecţiunii punctului O pe DC, când punctul D variază pe Oy. 

ea 

R. A(a,0), Cta, Î), D (0, 21), Se elimină 7 între ecuaţiile: 
Ă A+ ay — 2a=0, | y = a 

“ Locul “este cercul: 

+ pp — 222 =0. 
= N22/ Să se afle locul! geometrie al m 
care tree printr'un punct fix P.. ” : „Ra pe fe = RE, P(a,0). Se scrie ecuaţia unei secante ce: "trece prin P şi se elimină parametrul variabil între această ecuaţie - şi aceia a perpendicularei din centrul cercului pe această coardă. 

Locul este cercul: 

ijloacelor 'coardelor” unui cere 

E + — az = 0, 

23. Fie AT o tangentă fixă şi BT o tangentă variabilă la un cere de rază R. Să se afle locul centrului cercului circumscris . triunghiului ABT. o e ÎN R. Se ia AT ca Oy şi diametrul lui A ca Oz. Cercul are ecuaţia : 22 + j2 — 2Ra=0. B (A ţi), 1244? — 9RA = 0, (1) Se calculează 
coordonatele lui T. Se elimină 7, şi 4t între ecuaţia (1) şi a perpendicu- larei din T pe AB, Se găseşte: - i | 

|
 Io
 

9
.
 

a —



110 

  

24. Să se afle” locul “geometric” al mijlocului dreptei AB, ale că- rei extremităţi sunt A pe Oz, B pe Oy, ştiind că AB = const. 

R. AQ, 0), - BO, pu ) AB=A. Coordonatele mijlocului sunt: . - = - Ă 
7 4 

eo = 
Locul este cercul. A 

2 4 pe RE d 
4 

- . 

AT 25. Fie C centrul unui cere variabil tangent în A la dreapta AB. Din B se duce:o tangentă la cercul Q şi fie M punctul de contact. Să se afle: 10 Locul geometric al lui M. 20, Locul inter- secţii dreptelor CB şi AM. | E 
„. R.. Se ia ca Oz şi ca Oy areptele AB şi AC (perpendiculara în A pe 0a). 000, 4),. B(a, 0)..10. Se elimină 7 între ecuaţia cercului. şi a .polarei lui B. 2.. Se elimină 7, între ecuaţiile dreptelor CB și po-. larei AM. Se găseşte; ! i 
109) 2 Fa — da = 0; 20) 2? + pf — az =. 

1/ 
Ă 

2ai 26, Fio M un punct variabil al .unui cerc de diametru „AB, cu centrul în O, astfel că OA = 2a..10) Insemnând cu d şi fi. coordo- natele punctului M, să sg scrie ecuaţiile cercurilor circumserise triunghiurilor MOA şi MOB. 20) Să se “arate că distanţele centre-. lor P şi Q ale acestor „cercuri la dreapta AB! au un produs constant, 30) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie a drep- telor. AP şi. BQ. .. DI a e aie R. Se ia AB ca Oz și perpendiculara în O ca Oy. Se notează „ordonatele punctelor :P şi Q cu 4: şi u. a 

(AOA) | (z—aj (9 3e=az + 2, Oh B=4 a2, 
% . 

10) a024-yp'—2aa—9 y==0, 20-aj2-tăaae it, = 0, 
cu condiţiile: 

o A: — 2 a0—21f=0,: cLf29 a0—2 uB=0; .: „- 

, —2-HB'—2a a | “cet fotoaa PE (2a—a) e _a(0akha)  - Ta hagi Su etate Bir 
” 297, Li =q2, 

- . | E 
80) 24 pe = 4 a?, chiar cercul de diametru AB. | 

27. Să se afle locul . punctelor M, astfel că A și B tiina două puncte date, să avem: ” 

a TRE, MB: Fe,



1 

d. bi K fiind cantităţi date. 
R. A(d,0), B(—d,0), M (29). 

al(z—a2-4 ge] +:b [ora = HK, 

A „28. Să se scrie ecuaţia bisectoarei unghiului ascuţit ce face 

cu Oy dreapta: 32 — 4y-ţ- 1410. Să se scrie apoi ecuaţia cer- 

cului tangent în origină la dreapta ce face cu Oz unghiul a 

şi trecând prin punctul unde bisectoarea de mai sus. taie pe Oz. 

Presupunând a variabil, să se afle Jocul geometric al centrului 

cercului precedent. 

“.. 

R. Punctul unde bisectoarea taie axa "O sunt (a 0). 

(= +2) 4 (y—d = pri Se seic. iaugeata în origină și se i- 
, : 1 

2 tpa. 
  dentifică cu: y=ztg a. Avem: 2= 

ÎN > 

1 z: 

29. se uneşte un punct Mal axului radical a două cercuri de 
centre A și B cu centrele şi se ridică. "perpendiculare în- A pe AM 

şi B pe BM.'Se cere locul geometric al punctului de intersecţie a 
acestor perpendiculare, când M variază pe axul radical. 

R. Oa este AB, Oy este axul radical. M (0, 4). Locul este: 

p=ad. 

30. Se dau punctele A, B; O, D pe o dreaptă. Se duce un zere 
O tangent în A dreptei AB şi un cere: 0! trecând prin B şi O 

„şi care taie cercul O în punctele M şi N..Să se arate că zercul 

circumscris triunghiului. DMN taie dreapta AB întrun punct: fix. 

  aDpta— ycot&=0. Locul centrelor este: 4 = — 

BR. A00,0), B(,0), C(6,0), Do). 

(0= ape uy =0, (0)= m PF p2—(B-he) 242 Vy ie 

DUN) 24 (0-0) 2-F2V y-Ebe-ti (224 pup) =0.. 

" Se scrie că acest cere trece prin D (d, 0). Se face y=0 

(be) d—d2—b e . 
d. Me 

31.,Să se. arate că axul radical a două cercuri este echidistant 

de polarele . unuia „din centrele de asemănare. 

= 

R., Se in axul radical ca Oy, linia centrelor. ca Or. NR 

a pt — dz Foo, ab —0bete=o. 

Se calculează coordonatele centrului de asemănare. extern: 

r 

Rb — R'a 

WR)
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R şi N fiind razele cercurilor. Se arată. că- „abseisele punctelor ude, | polarele taie axa Oz sunt cgale şi. de. semn- contrar., + | 32. Să se serie ecuația unui cere ce trece prin A (a, d) i tan. ". gent dreptelor: m. + y=0, a — y=o0, . € 

E R; ep, Re E, scriind că, distanța 
a 

  

  

centrului la z — = 0 este R. Avem- condiţia : 

rai 20 Fo. 
Sunt două cercuri : 

| „da PE LI PP 2 ya =0, hp ZO 
— 33. Fie A şi B două puncte variabile pe Ox şi Oy asttel pa: 

  

== 
at og OB — 

"Se duce din 0. o perpendiculară pe AB. sa se alle locul geome- trie al. “Pieiorului „Pexpendicularei - pe AB, când AB Yariază. . | _a 

R. aa 0,5, 1 7 + i 
Locul este cercul : 

pe Pi Ele y)=0. LS | 84, 'Tangenta, într'un punct variabil al unui cere de centru O taie: un cerc dat în punctele A şi B. Să se afle locul “geometric . al: centrelor - cercurilor circumscrise triunghiului OAB. 
R. 0(0,0). O'(apo). | 
eo Cc = poate n = o. . 

(OAB) ap —2u 2-2 By = 0. Se scrie câ axul radical al cercurilor C* şi OAB este tangenta cercului O. - G şi f fiind cordonatele centrului, locul este cercul : 
. Q2 — pe 

Va (0-a) 4 f 
"25, Viina dat un punct A î o “dreaptă D, să se afle locul ' geo; metric al punctului M, astfel ca: MA: = mPM, P fiind proecţia lui M pe D. Să se determine 7 , astfel ca cercul găsit să fie tan- sent pereului de diametru OA. . : "A(a,0), D= og. -M (z, v).: 

  

—=. Ra, 

Zap — 2az — îny + a = 0,
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" Se scrie că distanța centrului cercului de diametru OA la axul radical. al cercurilor, . este “egală cu raza cercului OA.. d / -36, O secantă OB variabilă ce trece prin origină taie o paralelă D; la Oz în 'punctul B. Perpendiculara în B pe OB taie pe Oz în Q. Se duce CM ce face cu.0Oz unghiul, OCM = 2z0B. Se lasă din O „perpendiculara OM pe CM. Se cere locul punctului M. 

  

Zu—a=0 = ia Ca a, 0 
R. DSy-a=0:  0s=y. ztga=0, G(— ) 

CN = y = (m 
Y ( "sina | 

telor CM, OM și sin2 4 -k- cos? = 1: Locul este:.i .": „et 

  

) tg 2 a. Se elimină c între ecuaţiile drep 

Zr pl dat, | ! 

37. Fiind date patru puncte A, B, C, D care formează o divi. ziune armonică, toate cercurile ce trec. prin două puncte, conjugate A şi C, taie ortogonal cercul de diametru BD. - R Dodo), Brio). (0), A(a). O fina mijlocul Iui” 
BD, avem relația: OB2 = OA, 00, 

dh = aci e i 
. Se va” scrie ecuaţia, uniii cere ce trece prin A şi O, i Si 

pata o/yraczo | 
(BD) 22 rap = 2, , - 

„38, Se dă un cerc de. centru O şi două puncte “fise A şi B..0O. secantă variabilă dusă prin A. taie cercul O în M şi M'. Să se a-, rate că cercul circumscris triunghiului BMM trece prin două puncte fixe şi să se afle locul geometric al centrelor acestor cercuri. 
R. A(a,0), B(b,0). Oy este perpendiculara din O pe AB. 

(Oa ha=o. 
AM = yd =0 i 
BM) E my —2ey+-d+tly —4 (e —a)]=0. 

Se scrie că trece prin B. 

Rat 
4(b—a) 

Cercurile BM M! tree prin punctele comune curbelor : 

(ba) (2 + 9 — 2oy + d) (6 + d) (20) = 0, io, 
„Un punct .fix este B 0,0). Celălalt se obţine făcând y=0 şi: divizând cu a — . . Ra 

8



4. 

'39. Intriun triunghi A'B C 'se duce o paralelă la latura BC care 

taie AB în D şi AC în E. Să se arate că axul radical al cer- 

urilor + descrise pe BE şi OD ca diametre este înălțimea vârfului C. 

p. C'(c, o), 36, o), A (0, a). DE= y—m=o 

Coordonatele centrelor cercurilor sunt: * 

cm m b om m 
(e e 7), ST: (ue Za -), o 

Ecuația cercului. de diametru BE-va fi: 

, 1 NC pi) a cm: n. 
[== zoe - d ) pe ai + 

/ 40... Locul geometric: al ră vag. drepte date în raport cu o 
familie de cercuri concentri ice, 

R, Ecuația cercurilor va fi: 2 +ie= = E, Fie (&, 8) coordonatele 

polului dreptei date A + By + C =: o în ranort cu un cerc. Se in 
polara şi se identifică ecuaţia polarei cu aceia a iireptei ; pe urmă se 

elimină 4. Locul ese fără eliminare: Be — Af = o, | 
N 4, Să se afle ecuaţia generală a cercurilor ce trec prin origină,. 
astfel că tangenta în origină la un cere să facă cu Oa unghiv? dat u.. 
Să se arate că: polara unui punct fix față de toate aceste cercuri 

trece printrun punct fix, : - 

R. 224 y2 — 2-/z — uy = 0. Se scrie coeficientul unghiular al 
tangentei i in origină şi se egalează cu te ue = R. Teuaţia cercurilor 

. esta: ! 

N eprojiazp=o 

. Polara punctului P (a,b) va conţine parametrul : re la gradul întâi. 
42. Să se afle locul geometrie al punctului de întâlnire a po- 

larei unui punct fix P în raport cu: cercurile ce tree prin două 
puncte fixe, cu diametrul acestui punct, 

R. Punctele fixe (a,o), (—a,0). P (p 4). Cercurile: 

Dr pi 2ay—a02=0, 

Locul geometric se obţine eliminând / între :cuaţia polarei şi 
dreptei ce unește centrul cu P. 

Se obţine ce:cul: 

PE + pp (Pta ta) + pa =. 

-/ 43. Să se afle locul geometrie al punctelor de unde se poate duce 
la un cere tangente perpendiculare.
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R. A. (o, o ) un punct al locului şi 22 -- 32 =—1R2 cerul dat. Sea formează ecuaţia ce dă coeticienţii unghiulari a tangentelor duse 
din M (20, 40). Locul geometric esta cercul: Xa, 

20? + pp = 2Rt.



  

Schimbarea axelor de coordonate. 

De multe ori rezultatul unei probleme în Geometria Analitică 
este mai simplu şi mai elegant, dacă, în loc de a fi luat ca axe 
de coordonate cele considăte, să fi luat alt sistem de axe. 

De ex., ecuaţia: cu 

î (79) = —2ao—2by ha? +b?—R=o, 

în raport cu două axe "perpendiculare, are formu. următoare: 

Se = Re, 

“dacă vom pune: 

X = —a, Y=y—B. 

De asemenea, fiind dată curba: 

z? — pp — 2a +1 —R2 =, 

în raport cu două axe perpendiculare, ecuaţia acestei curbe se . 
prezintă mai simplu, dacă o scrim: 

(0 p—R2 (ot) (egy Do, 
Punând: - | 

X=e+y—1, Y=a—y— 1 

ecuaţia curbei considerate va avea forma: 

NY = R2. 

I. Deplasarea axelor paralel cu ele. Translaţia axelor. (2, 7) 
fiind coordonatele unui punct M în raport cu două axe Oz, Oy, 
să transportăm axele paralel cu cele înşi-le în. punctul A (a, b) 
şi să ne propunem a găsi coordonatele X, Y ale punctului A în raport 
cu noile axe AX, AY. (Fig. ]).. 

„
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Pentru aceasta, vora- “proaetă : conturul OAM: pe - 0 şi Os, si 
avem : , 
pr OA + pr. AM = pr. OM. 

Insă : „I Y 

pr. OA = OR = a, pr:AM=- 

        

AP = X, pr. 0OM=0Q=a. | Pr M 5) 

Deci înlocuind, vom aveă,: | Ta 3 

z=a+ă. „ecoub) p În 
. Pioectând de: asemenea şi d RN: e cp nee 

pe o € găsim: * re a 

+. Fig. L 
Prin urmare coordonatele (X, Y) ale lui M &, 4), în raport cu 

axele AX, AY sunt date de relaţiile: - 

z=ară, = 0 y. 

oricare ar fi semnele acestor coordonate. 
Exemplu. Ce devine ecuația: 

paz 

Ma . . = 24 — 6 + 4y +6 = 

transportând “azele Oz, oy paralel cu ele în punctul A. (3,0). a 
Vom înlocui în ecuaţia curbei: a 

= 3 Xp, 
găsim : 

d — RY = 1 

TI. Rotaţiunea axelor împrejurul originii de. un unghiu a. 
Fiind cunoscute coordonatele: (7, y) ale unui punct M în raport 

. E aa „cu vechiul sistem de axe 
' perpendiculare, Oz, Oy, să 

Mle 5) “găsim coordonatele punctu- 
lui A (2, 7) în raport 

, -„cu axele Oz, 07/, învârtite 
r în jurul originei cu unghiul 

a. Insemnând cu P şi P' 
    
  —— —— —£.. proecţiile punctului. M pe Oz 

D| PP şi Oa Rio a 
ap E avem . n 

Da Fig. IL. pr .0P + pe PA = pr. 057 
33 i : + pr. P'M. rog 

| Ni 

Proectând pe Oz, găsim:
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pr. OP = , pr PM = 0, pr OP" = a'cosa, 

pr. P'M = P'ăcos (02, PAD = vw cos (2 + a js sina, 
Deci: 

z= cos — 7'sina, 

In acelaş mod proeotând pe ou, avem : 

„9. = sina + y cosa. 

Fiind cunoscute z şi, pentru a calculă pe z, Y, "Vom re- zolvă, ecuaţiile : 

Z = Leosa — sina, : - 

y = &'sinâ + yicosa 
şi avem: 

Li! = Zeose + sina, 

yl=— zsina + ycosa. 

Exemplu. Să se arate « că învârtind azele perpendiculare în jurul originei: cu orice unghi, şi: însemnând cu (e, y), (a, y') coor- donatele unui punct în raport cu sistemul dat şi cu noul sistem de aze, avem: e . 

pe = e pp, 
Ştim că: a 

n = Z'oos& — yisina, 

Y = zisina —- y'cosa, 

Inlocuind, avem : 

zh pe = (2 cosa—y 'sina) + (sin ah g! cos ah = 

a? (cos? ce + sin?) A 772 (sina + costa) = 2 +, y'2 

Această : neschinabare a formei expresiei: a2 -- 22 se poate explică, “observând că reprezintă distanţa unui Punct la origina co- mună a axelor, 
IN. “Schimbarea! axelor în „Beneral. Fie (2, y) coordonatele unui punct M în raport cu două axe perpendiculare Oz, Oy; să găsim „ coordonatele punctului AM în raport cu axele Aa, Ay, coordonatele nouei origini fiind A (6, b), iar Aa” făcând cu Oz unghiul a, Pentru aceasta să ducem prin A paralele AX, AY la Oz şi Oy; 

a



X, Y fiind coordonatele lui M în raport cu acest:sistem, avem: 

sI suf z=a+ăĂ,y=bi. 

Insă axele Aa, Ay se 
obţin din AX, AY învâr- 

tindu-le cu unghiul c. 

Deci : î | : A tab) 

N = z'cos& — sina, D 

  

p
-
 

Y =,;%'sina DIE W'Costt. , 
Fig. III. 

Prin urmare relațiile între coordonatele (2, vw), (e, y'), în ra- 
port cu vechiul sistem şi noul sistem Ax, Ay, sunt: . 

a=a + 'eosa — sina, 

y = Vb 'sinae + 'eost, 

. , 
Pentru a obţine pe a, ! în funcţiune de z şi y, vom rezolvă 

ecuaţiile de mai sus în raport cu z' şi y. 

Exerciţii, 

i. Ce devin ecuaţiile: 

Apa tiv a 

aa? — 3 — 82 —6y +6 =0, 

"când curbele ce reprezintă sunt raportate la axe paralele cu cele 

date și tăindu-se în punctul (2, — 1). . 

R. N + 24-27 4+5=0 
1 22 — 3 a. 

2. Ce devine ecuaţia: 

pt — pp — 9 — 2y — 1=0. 

când curba reprezentativă este raportată la axele Oz, 0'wy, ce 
se taie în O'(1, — 1) şi făcând cu Oz unghiul 450, ' 

. 1 
R. py' +a =0 

3. ' mransportând axele în punctul (1, 1), să se determine un- 
ghiul cu care să învârtim axele în jaral acestui punct, pentru ca 
ecuaţia :



1zU 
: — 

. . „a . a + 2ay Rp to —4y —4=90 
să nu, conţie termen de forma g' VW, 

R a= 1+ z'cosă. Too v =i ++ mina + cosa 
o g 26 = ca! 2 = 90%, a = 450, 

Va —1=0 
Curba dată este formată din două drepte paralele,



  

V Coordonate polare 

1. „Poziţia unui "punct, M în plan poate fi definită prin distanţa. p „a acestui punct la un punct fix O numit pol şi prin unghiul Q ce-l face dreapta OM cu 'o dreaptă tixă OX, numită ază polară. (Fig. IV). Cantităţile: 
, 7, 0 

"se numesc coordonatele po- 
lare ale punctului M. Un- 
Shiul O variază dela go 
la 3600; 7 se mai nume- 
şte și raza vectoare a, punc- 
tului M. , 

Prin urmare, unui sistem Fig. IV. de coordonate polare r, O )ii corespunde un singur punct M, -pe când unui punct M îi corespunde o infinitate de coordonate, date d> expresiile: ă 

  X 
4 

  

n 2K7r+0;—reK+br—0, 
HK fiind un număr întreg oarecare. Se alege dintre acestea numai va lorile 7 şi O<o m. | 

Transformarea coordonatelor polare în coordonate perpendicu-: lare şi reciproc. Fie AM (7, 0) un punct ale cărui coordonate po- lare sunt 7 şi O. (Fig. IV). Insemnând cu (z, 7) coordonatele lui M în rapori cu axele perpendiculare Oz, Oy, avem: 

z = rcos0, y = rsin O. 

Prin urmare, fiind cunoscute coordonatele polare, cele perpendiculare sunt date de relaţiile de inai sus, Invers, fiind cunoscute cele rectangulare, observăm că: 

Pap 
iar este dat de ecuaţiile:



    

cos0) = e. ssd 

  

Vaz Ezer 
PAI 

. za ' - 

Exemplu. . as ” 
Nae 

  

ai tă 

r= ll; cos = —— sin 0 = 

Sin C) fiind pozitiv, iar cos 0 <0, arcul G este cuprins în- 
tre 900 şi 1800 şi deci: . E i, 

G = 1800 =! 000: = 1200, 
Fiind cunoscută ecuaţia unei curbe în coordonate rectangulare, 

pentru a-i găsi ecuaţia ei în coordonate polare! se “înlocueşte! z și y 
eu cos), sin, 

ut,
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Studiul propietăţilor curbelor * * 

„de ordinul al doilea după ecuaţiile simplificate. 
—.—— 

Cele trei conice. 

N Elipsa. 
64. Elipsa este locul punctelor: a căror sumă a: distan- 

ţelor la două puncte îixe F şi F', numite focare, este 
constantă. * 
Vom luă două axe perpendiculare Ox, Oy, O fiind mijlo- 

cul lui FE", iar axa Ox să fie FF”. Insemnând cu 2 a dis- 
tanţa focarelor, avem prin definiţie: 

ACE FAP = 20. 

Dacă a şi y sunt coordonatele unui punct a al elipsei. ecu- 
aţia curbei este : 

Vă — cp+ și = LAC rar =2a 4) 

Ridicând. la pătrat, avem : Aa a 

2 pr 2 VIPER Taia, 
sau: a 

VFP rea de (+ po. == 

em > 

  

  

 Ridicând din nou la. pătrat, obţine = | 

| a (ac) +. a? 2 = a? a — Ea > 
sau : 7 

Do pe 

Da 2 c2 
9   pe

 

=
 

L =
—
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“Considerând triunghiul MFF", avem : 

FE” < ME + MP”, 
FE" < 2a. 

Însă: FF'— 9 c; deci: 

2c<2a,c <a. == Di 
Aşa dar putem pune; !; e 

  

          

   

    

e ge a Bd <a (8) 

ecuația locului geometric devine ; 

pr = (4) 

  

Aceasta este ecuaţia elipsei (Fig. 26). 
„- 65.: Forma curbei, “Ecuația curbei fiind: .. .-.:. 

EREI: , i ae : pe _ aa 

s2' vede că schimbând pe au ai. şi 'y cu —7, ecuaţia 'ră- mâne neschimbată. Deci, dacă punctul M (2,) se” află pe curbă, atunci şi pânctele : M'iz—y), M'(—ay), M"(—z,—y), 
se vor găsi pe curbă. Punctul”M' fina simetricul lui M în 
pp c raport cu Oa, M” simetri- 

- cul lui M în raport cu Oy, 
M” simetricul lui M în ra- 
port origina O, rezultă că 
elipsa este simetrică în ra- 
port cu Oz, în. raport cu 
Oy şi în raport cu O. Va 

    

  

  
        e , ” . - e. » B.(o= |. fi de ajuns deci să cons- 

o a truim curba în :unghiul = Fig, 26! „N? og, căci pentru a construi curba întreagă, vom luă simetrica ramurei din unghiul zoy în raport cu Ox, Oy şi punctul O. 
Rezolvând' ecuaţia elipsei: în raport cu şj, avem: 

+ 2 Vaz Za a
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- Pentru ca y să existe, trebue să avem: , .. 

a - — x >.0, 
sau : 

—a<z<a.: 

Deci, curba este cuprinsă între paralele : 

'0D=a—a=0, CD =aa=0 Să 

De asemenea. rezolvând ecuaţia în raport cu z vom găsi 

că ă trebue să avem:  * 

  

Sa usa, i 
sau că elipsa este! cuprinsă între drepielo: E Si 

0DSy—0=0, =y+u= N 

Prin urmare, elipsa este interioară  dreptunghiuluj. cp! 
O'D (Fig. 26). E 

Să construim ramura : 

— je Z a, 

- când, w variază de la o până la .a. Mai. întâi se observă că 
y descreşte, când z creşte ; când '£.== 0, y =, obţinem 

“punctul B; dacă z creşte, y descreşte şi 'când z=a,y=o; 
obţinem punctul A. Lmând simetrica acestei ramuri cons- 
truite, în raport cu Oz d Oz, 0, se obţine forma elipsei |. 

(Fig. 2). 
Punctele A, A.B, B' se zic vârfurile elipsei. AA şi BB' 

se numesc aza mare şi axu mică a elipsei..! 

Pentru a construi focarele F şi F!, ale căror coordonate 
sunt (c, 0), (—c, 0), ne servim de relaţia : 

Ri 

. 

[RI 

. a? — c2 =. be. 

De unde: 

” 2 = 02 — d, c = ya — bi 

deci: 00 = -VOA? — 0B2. adică, distanţa de la origină) 
care este centrul curbei, până la focare (aşezate pe axa mare) 

„este cateta unui tr iunghi dreptunghic, în care ipotenuza este 
OA — a, îar cealaltă catetă este OB=b,. Distanţa FF” se nu- 

meşte distanța focală. Pentru a construi focarele, vom descrie
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cercul din B ca centru și cu raza a, care taie aza Ox în F 
şi F! B ” - „N Ă - 

Exemplu. Să se construiască elipsa : 
p.. pg Ia a ye 3 
=, 
95 | 16, : a 

Avem :A (5;0), A't—5,0), B (o, AB (0,—4). Focarele sunt: F (c==3, o), F* (—8, 0)... Ş = ” 66. Elipsa este proiecția ortogonală a unui cerc pe un plan. Fie un cerc de diametru AA, pe care să-l proectăm 
: :pe un plan ce face cu planul 

cercului vnghiului a, dat de: 

cosg = d, AA'= 2a, <a. 
| a | , 

  

Considerând pe cere punctul 
B,, extremitatea diametrului 
perpendicular pe OA (Fig.27), 

„şi alt punct M,, proiecţiile 
Fig. 27 lor pe planul elipsei să le 

însemnăm cu B şi M; proiecţiile punctelor B, şi M, pe OA fiind O şi P, avem: : Se 
0B, = a, BOB =a, OB = OB, cose=a d op OB, cos P 

  

mb 
Considerând sistemele de A (Oz, op (02, 0%), coordo- 

natele punctului M, în raport cu aceste sisteme, sunt: 

a = 05, y= PU; z=0P, Yv= PY, 
Punctul M, (a, Y) descrie cercul: 

a + Y2 = a; 

din relaţia (ID) rezultă : 

Ea = -, =. a : (UI) 

înlocuind pe-Y în ecuaţia. cercului, vom avea :



/ 

2 + e p=a 

sau : e 
a je 
— : = 1 

a: + je 

Aceasta este ecuaţia locului descris de M, care probează 
că proecţia cercului de diametru AA! — 2a pe un plan ce trece. 
prin acest diametr u şi care face cu planul cercului un “unghi 

db: 
al cărui cosinus este —, este o elipsă « a cărei. ază mare * este. 

a 
AA), ia” jumătatea azei mici b. 

Cercul descris pe axa mare a elipsei, se numeşte cercul 
principal al elipsei. 

--i 67. Elipsa definită ca alt 10c geometric, Construcţia 
elipsei prin puncte. Fiind date două « cercuri concentrice de 

„vaze a, b (Fig. 28), să ducem. * 
„prin origină o secantă, care... .:.-. 

le taie în M, şi M,. Paralelele - 
din M, la Oz şi din M, la 
Oy se taie în M. Să găsim | 
locul geometric al punetu- 
lui M. 

Insemnând .cu « unghiul 
variâbil zOM,, coordonatele --- 
punctelor M, şi, AM, sunt: M, | HE 

(a cosa, a sin a), Ma (b cosa, Fig. 28 
bate): deci coordonatele lui pt sunt: 

  

  

a = acosa, VA: = bin a 

Să eliminămăpe a între aceste două: ecuaţii. Avem ;... 
4 | - 

- z y 
= COS a == —, sina = +; 

a . 

înlocuind în: 

sin? a A costa = L 

ecuaţia locului descris. de M + va fi: 

  
Pi 

. ” : a“ 

E 2 : . 

+ y E Î,
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+ adică o elipsă a cărei axă mare este AA”, cu cercul director, cercul de diametru AA”. - | 
De aci, rezultă o construcție a elipsei : 

IL 
a db: ' 

Vom descrie 'două' coteuri concentrice cu razele a, b şi ducând o secantă' variabilă Prin centrul lor, vom: obţine” punctele M, şi M,; paralela la Oz prin M; şi la Oy prin! M, se taie în M, un punet al elipsei date. Tot de aci mai rezultă că putem exprimă coordonatele (a, Y) ale unui punct al elipsei : | Ia E II a a Dai gt , al „02 | a în fiincțiune de un parametru variabil a, şi ânume : DE E Z = acosa, gy = dsina, Să ARE De 9” 68. Construcţiuni geometrice asupra elipsei.. Considerând : LE elipsa ale cărei axe sunt AA! şi BB' ca: proecţiunea unui! cere de diametru AA”, putem să facem: mai multe „COns- . “trucţii, N Sa i RE) 
A 

“1 Construcţia tangentei întrun pnnct al elipsei. Fie AA! cer-: „cul care proectat dă elipsa (Fig 29). Să considerăm punc-! : B, N pi Ea - tul M, a cărei .proec- 
“ţie este: punctul Mal: 

- elipsei, Pentru a găsi. 
“acest: punct, trebue” 

“să cunoaştem 'proec-" 
"ţia B a'punctului B. 

Proecţia dreptei B, 
; M, R fiind BR, punc: 

tul M se află la inter- 
secţia acestei drepte 

     
cu perpendiculara M,P pe AA”, | | Tangenta la elipsă în M este proecţia tangentei M,T la: cere în M,, adică dreapta MT 

11. Construcţia punctelo» de întersecție a unei drepte cu o e- lipsă. Să găsim punctele de intersecţie ale unei drepte D „cu o elipsă al cărei cere director este cercul de diametru AA" (Fig. 29). Proecţia dreptei B, A fiind BA, să însem- 

a
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> Dăm cu Q punctul unde se taie. dreptele D. şi BA. Pune- tul Q,, corespunzător” în planul cercului, se obţine ducând „prin Q perpendiculară pe OA, care taie pe BA în Q,. Unind pe Q, cu punctul $ unde D a tăiat pe A A“, se ob- ține dreapta D, în planul cercului, a cărei proecţie este D; D, taie cercul în M, şiM',. Aflăm punctele M, M' corespun- zătoare lui M, şi M',, ducând din M,, M, perpendiculare pe AA! care vor tăia dreapta D în punctele M şi M. A- cestea sunt punctele unde dreapta D a tăiat elipsa, III. Construcţia. tangentei dusă dintr'un punct la elipsă. Fie „Pun punct în planul B E elipsei al cărei cere di- 
rector este cercul de 
diametru AA”, sau ale 
cărei axe sunt AA” şi 
BB'. Tangentele duse 
din P la elipsă, se ob- 
țin astfel (Fig. 30): 
PB' taie po AA! în S; 
se duce B', Sce taie per- Fig. 30, | pendiculara din P'pe AA” în P,. Se duc din P, cele două - tangente P, M, şi P, N, la cere. B', M, taie pe AA” în R, iar perpendiculara din M, pe AA! taie pe BR în M;. perpendiculara -din N, pe AA” taie pe PE (E. fiind inter- secţia lui P, N, cu AA”) în N.  Tangentele duse din P la elipsă sunt PM şi PX. o 

IV. Să se ducă la elipsă tangente paralele cu o direcție dată. - Vom duce prin centrul O al elipsei paralela OD cu direc- ţia dată. Pentru a găsi dreapta OD,, a cărei proecţie este OD, (Fig. 31), ducem dreapta BA” care taie pe OD în S; paralela la OB prin S taie pe.AB! E ANES în S,; OS, este 0D,. 
Ducem tangentele MR, 
MR la cere paralele cu 

„O D,;. paralelele din M, şi 
M,.la OB se taie cu pa- . 
ralelele din R şi R' la OD. 
în M. şi M'. Tanpentele 
paralelele cu. direcţia dată . 
sunt RN, RA o. N Pie. 31. 
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W V. Construcţia elipsei printr'o trăsătură continuă, Să con- ay siderăm o dreaptă de 'lun- | | gime constantă MN=a. 
+ d, şi pe ea un punct 
fix P, astfel că MP=a, 
PN = 5. Dacă MN se 
mişcă cu extremităţile N 
pe Oz, M pe Oy (Fig. 32), 
punctul -P (z,y), ate cărui 

_ coordonate sunt: OA = z, Fig. %2, OB= A P=7, va descrie o elipsă. In adevă ăr, din trisnghiurile asemenea MBP, PAN, " deducem:, 

    

a 3 „Oa = 
BON zi g De unde: ... | | 
ON. = “aa OM= 

  

      

- Tnlocuind în relaţia : 

OM + ON = (ao), 
a? 2 

a + pr > l. | 
Punctul P descrie priv urmare o elipsă ale cărei axe de simetrie sunt dreptele Oz şi Oy, iar lungimile axelor 2, 25. 

o Dacă deci, o linie metalică M N se mişcă între” două 'axe Oz şi Oy perpendiculare, vârful unui creion P, fixat într'o - deschidere Pa linii MN, va descrie elipsa ale cărei axe sunt aşi d. 
| 

VI. - Altă construcție a elipsei “când se cunosc axele, „I i Să considerăm o linie AM 
de lungime constantă şi 'e- 
gală cu a şi punctul B fix: 

pe această linie aşă ca MB=), 
Când dreapta AM se mişcă 
aşă ca punctul A să se afle 

3 Pe. Oy, iar- B pe Oz, punctul 
"M va descrie elipsa.do axe 
a şi d. In adevăr, paralela 
la Oy prin M taie pe Oz în 

se obţine : . 
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P, iar paralela din O la AM, în M,."M, descrie cercul director, iar între MP şi MP, avem relaţia: - 

MP __ a 
MP > 

care probează (Ş. 66) că ML descrie elipsa al cărei cere di- rector este cercul cu centrul în -O şi cu raza OM,. 
iţu 69. Tangenta întrun punct al elipsei, Fie NM, (20 30) un 5 

punct al elipsei: — 

23 
ti —1=0; 

  

deci: 

Lo 0 _1 0 
a + pb: 1=—0, 

Ecuația unei drepte ce trece prin M, fiind: . 

Y— VW = (2 — tego, | 

pentru că această dreaptă să fie tangentă la elipsă în M, trebue ca să taie elipsa în două puncte confundate în My. Coordonatele (7, Y) ale unui punct M al acestei drepte, definită prin punctul Mo (220 vo) şi unghiul e, sunt; 

2 = 29 -F reosa, y = 9 sina, r = MM. 
— 

. - ” 

„Pentru a găsi punctele de intersecţie ale acestei drepte cu elipsa, vom scrie că un punct (£, 3) al dreptei se află pe elipsă ; deci: î 

(iu cf reosa (uk sine | . 2 a 

  

  

a? TE po 1=0, 
De unde: | St | 

» [costa sin. „[tpcosa Vosina -. PO Se) rare a me 
Te. yo? a + Me l=0 AD



împreună cu relaţia (2). 
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Aşa dar, sunt-două valori 7”, 1” şi deci : două: puncte de 
| intersecţie : : 

M' (29 + 1'cose, jo 4 1'sina); M” (e + r”eosa, jo + r'sinc), 

Prin urmare, o dreaptă taie o elipsă îa două puncte, 
Punctul Me, (20, Yo) fiind pe elipsă, avem:  — 

pai     

a? b> 

şi deci ecuaţia (1) devine: 

» (cos? sin 
+ 

care probează €%0 rădăcină, » — O, sau că un punct de. 
intersecţie al dreptei date cu elipsa este M, Pentru că 
dreapta să fie tangentă, trebuie ca şi cel de al doilea punct 

  ID
 LoCosa« Vosina 

r (e Xp >=0 

  

  

  

să se confunde cu My, adică şi cealaltă rădăcină 7” = 0. 
Deci : 

_Bocosu - oSinae "o " 
a: > 

De unde: _ : 

isa 
Va: - ii 

Aşa dar, ecuaţia tangentei în AM, (4, yo) la elipsă va fi: 

ry b? 
1 — Up = — L-a y Yo 10 a2 ( 0) 

cu condiţia: | 
„2 2 : 

- Sa Yo 

pt pe —1Î=0. (2) 

 Dezvoltând, avem : 

Poate pi — 2 =0, 
sau, ţinând seamă de ecuaţia (2), E 

z a bi + Y Yo =, 

Divizând en a? 02, ecuaţia tangentei în Mo (70, yo) va fi: 
a | , 

Ba Uh oo 2 
a b:
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d ; It Pt ” . . _. 
10. Tangentă paralelă cu o direcţie dată. Fie m cocfici- 

entul unghiular al direcţiei date; Ecuația tangentei la elipsa : 

a 2 2 

poi Ca 
paralelă cu direcţia n, va fi: E 

| y=mrhka: | 

rămânând să determinăm pe » pentru ca, cele două puncte 
de intersecţie ale acestei drepte cu elipsa să fie confundate. 
Inlocuind în ecuaţia elipsei pe y, avem: 

sr . ” 

  

a a: 

a (mat Su Li (m PR 10, 

  

3 l - m2 amne, n? _ 
e (et i) ol = 0. 

Condiţia ca această ecuaţie să aibă două rădăcini confun- 
date este: 

Do 

(SE a D) (i-o În 
  

de unde:: 

n2 = am? + 5% n = + Vama, 

Deci, ecuaţiile celor două tangente la elipsă, paralele c cu: 
„ direcţia m, sunt: 

|. y= me V Em, Y = ma — Va? m24-b2 

ST, Polara unui punct faţă de elipsă. Directoare. Ex- 
5 centricitate, ML (29 g,) fiind un punet în planul elipsei, să 
"găsim ecuaţia polarei acestui punct, „adică, locul geometrie 

al punctelor conjugate armonic cu Me în, raport _cu_pune- 
tele de intersecţie ale elipsei cu Gsecantă variabilă ce trece 
prin My..Fi6 NM (2, y) un punct al polarei ; dreapta MM, 
taie “elipsa în două puncte M' (a, 3 y), A MW (4, y”), ale că- 
ror coordonate sunt de forma: 

do Îl i pot hu ao 2 ok y 
Lp LR TR FF
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„: Psntru a găsi valorile lui. 77 Şi 4”, vom serie că punctul: 
dot d pkây 
+4 IFA 

este pe elipsă; de unde: 

(o + 4 a (a 4 y)2 — 0. CF tur —1=0i sau : . Aia a 
(DP 1) 27, (00 o ho? Ve? 40. f Ta + a? + po + ae Ti 

Aceasta este ecuaţia care dă valorile 7, d” corespunzătoare 
„punctelor de intersecţie M'- şi M”. Condiţia ca aceste puncte 

să fie conjugate armonie cu Ma, M, este: 
n 

  

SA d 
i MW MN A a Ar po. 

AM MN 
Scriind că suma rădăcinilor 7.7” este zero, avem : 

| Sa Vo 10, | a? li | 

care este ecuaţia polarei punctului: Mg (o, 10) în raport 
-cuelipsa: o 

" z YJ 
a? + d SI 

Printre secantele ce trec prin Mo. două sunt tangentele 
din M, la elipsă ; pentru acestea, punctele M', M” se con- 
fundă cu:punctele de contact, iar conjugatele armonice ale lui 
M, faţă de M' şi M” sunt chiar punctele de contact, De aci 
rezultă o conștrucţie geometrică a polarei : Ducem din Mo fan- 

13
 

— 1=0.   
  

29
 

gentele la elipsă şi dreapta care unește punctele de contact este 
polara lui Îl, faţă de elipsă. 
"Directoare la elipsă: sunt. polarele focarelor ; directoarele 
sunt două drepte perpendiculare: pe axa: mare; Ecuațiile lor 
sunt : a i 

SE ap 10, E 120, 
a. a. 

Raportul — se numeşte excentricitatea elipsei. a 
Pentru a găsi polul (x, Yo) al unei drepte: 

PE
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16/ 

[faţă de elipsa : 

( forma dehbta 

a? 2 i 

vom scrie polara lui (2, ya) 

To dă _ 1—90 at pl 

şi vom identifică ecuaţia polarei cu a dreptei date; de unde: 

  

de pai 
ABC 

Rezolvând ectiaţiile aflate, găsim coordonatele polului : 

— aA „ — =bB 
+ dv G   

| | Xo IE “G | | 

] 12. Ecuația tangentelor duse dintr'un „punct la elipsă. 
Ni “Să găsim ecuaţia tangentelor duse din Mo (20 yo) la elipsa: 

Ă a? pe - : | 
. S a2 

Să căutăm punctele de contact. Dacă M' (a y') este un punct 
de contact, ecuaţia tangentei în M? la elipsă va fi:, 

Sa 

  

ru 
| a? b2 

cu condiţia : | 
pe 2) aa PF Da I=0 (2) 

Scriind că tangenta (1).trece prin Mg (220; yo), avem: 

Pop _1—90, (5) 
ab | 

punctele de. con. Se vede că această ecuaţie probează că 
tact M' (a, a) se găsesc” pe polara: .. 

220 lo 1 — 
a? + b2 1=0.
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a lui Mo (20, 0) faţă de elipsă. î Pentru a găsi pe (2, 7"), vom rezolvă ecuaţiile (2) şi (3); înlocuind în (2) pe y' cu valoarea sa din (3), se obţine o ecuaţie de gradul II-a în a" şi deci vom avea două valori pentru z', două pentru 7; coordonatele punctelor de contact (a, %), (2, 7”), sunt astfel cunoscute, iar ecuaţiile tangen- telor duse din M, la elipsă, vor fi: - 
z'a Y'y ap ya - . 

A Determinarea direcțiilor tangentelor din Ma. Mai putem găsi ecuaţiile tangentelor duse din Me (20, yo) la elipsă, deter- minând direcţiile acestor tangente. Am..văzut că ecuaţia unei tangente la elipsă, a cărei direcţie este m, va fi:: 

Y = ma Vă a di, 

Pentru a găsi valorile lui m, vom scrie că această dreaptă este tangenta dusă 'din Mo (o, 70), sau că trece prin acest punct. Deci : 

Yo = may E V am bi do — map = + Vaim-pi 
Ridicând la Pătrat, găsim ecuaţia : 

ME (00 — 00) — 2 ma pt 03) 
care va da coeficienţii unghiulari ai celor două tangente din My. 

Pentru ca această ecuaţie să aibă două rădăcini, trebue: . 

29? 702 — (02 — a?) (992 — d) >0, sau: 
2 72 

Dak 120, 

" Primul membru al acestei neegalităţi este primul membru al ecuaţii elipsei. | 
Pentru a rezolvă această neegalitate, să considerăm în general curba, £ (2, Y)=0 şi două puncte A (20, o), B (22) din planul ei. Coordonatele unui punct M al dreptei AB sunt de forma :
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arta e km ,_— AN 
  

  

z , = == pa Tzu 
4 variind de la () la oc, când M descrie segmentul AB. 
Punctul M este pe curba f (2, 9) = 0, când 4 verifică ecuaţia : | 

Ep = (at a Yo + a) = 0, 

1-4 1+ 4 

Pentru fiecare rădăcină a acestei ocuaţii corespunde un 
punct de intersecţie al curbei date cu segmentul AB. Să 
substituim în F (4) pe O şi «o; pentru /==0, rezultatul înlo- 
cuirii este £ (zu, y,); pentru 4= e, 

Zok 4 i a + 4 CT Ta 
se reduc la ag, şi deci rezultatul înlocuirii este fl, 

Prin urmare, dacă. f (2,77) şi î(z, yo) au acelaș semn, e- 
cuaţia F (/)=0 are un număr cu soţ de rădăcini între O şi ce, şi deci segmentul AB taio curba dată întrun număr 
cu snţ do puncte, sau în niciun punct, aşezate între A şi B. 

Dacă însă f(2,, 0) şi £ (2; 9.) au semne contrarii, ecuaţia F (4) = 0 are cel puţin o rădăcină reală între O şi co şi - 
deci segmentul AB taie curba dată cel puţin întrun punct 
sau întrun număr fără soț de puncte, uşezate între A şi B şi reciproc, 

| De aci urmează că dacă A şi B sunt două puncte, pe care 
unindu-le, niu traversăm curba f (7, 9) = 0, adică ambele 
„puncte A. şi B aşezate în interiorul sau exteriorul curbei 

"date, rezultatele substituirii în £ (x, y) a coordonatelor acestor 
puncte au acelaş semn. Prin urmare, dacă £ (x, 7) are un semn, când înlocuim pe și 7 cu coordonatele unui. punct. A dintr'o regiune în cara curbu f (2, y) = 0 înparte planul, rezultatul înlocuirii în f (2, 7) a coordonatelor unui alt punct B din aceiaşi regiune cu A, va avea acelaş semn. 

Din contră, dacă A şi B unite, se traversează curba î(2,y)==0, cu alte cuvinte A ar fi: în interior, de ex., iar B în exteriorul curbei, rezultatele substituirii în £ (0,97) a coor- donatelor acestor puncte, vor avea semne contrare. 
Aşa dar, o curbă t (2,9) = 0, în cazul nostru elipsa, înparte planul în două regiuni; pentru punctele regiunii interioare; 

?
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primul membru al ecuaţii elipsei ave un semn, îar pentru punctele regiunei exterioare, semn contrar. Pentru a determină aceste semne, se vede în ce regiune este origina şi ce semn are rezultatul înlocuirii. e 
2 

  

> 

Pentru elipsă, în regiunea interioară, expresiunea - 

pe
 

/ ze — | va aveă acelaş semn, pentru toate punctele 
  + 

(e, 4) din această. regiune, adică semnul —, dat.de oiigină (2 =0.y= 0); pe curbă acea ezpresie este zero, îar în 7e- 

ia
i 

giunea exterioară elipsei, expresia : 

  

  

z2 p2: 
ZE + “pz 

adică: este pozitivă. | | Revenind la discuţia rădăcinilor ecuaţii ce dă coeficienţii unghiulari ai tangentelor, putem spune: 1) Dacă punctul. Mo (20, yo) este: exterior elipsei, avem : 

— 130, 

  

  

a. 2 ” 7 2 - 

23 + a - 1 > 0, 

deci. se pot duce două tangente. 
'2) Dacă, AM, este pe curbă, 

292 , Va? . 1 __ 
n? + 3 = 0, 

şi deci se poate duce numai o singură tangentă. 1) In sfârşit, dacă M, este interior elipsei, 

  mp A 10, q2 be - 

şi deci nu se poate duce nici o tangentă din acest punct. ! Pentiu a găsi chiar ecuația tangentelo» duse din. Me (2 9 la elipsă, vom serie ecuaţia unei. drepte ce, trece :prin M,, 

| IV =m(a—a) 
"şi vom înlocui în (I) pe m cu valoarea scoasă din. această ecuaţie, 

I — Mo PR, 
2 — 4%
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Vom acea ecuația comună a tangentelom: | 

Ym (ep — 0) — 2 ap — 009 —) 
+ (Mo -— 0) (7 — a? =0, 

„care descompusă în doi factori. de gradul întâi, ne dă ecu- 
aţiile în parte ule celor două tangente duse din M. Acea- 
stă ecuaţie se mai scrie şi supt forma: . E 
“ae e _ ) 2 cp | 

( + 1)! at bi -1 
aq? 

| 79 JYo | a 
— ( e —- pb? Pa 1) î 0. 

W 73.. Aplicaţie. Să se găsească locul punctelor My, de unde 
„se potț duce două tangente perpendiculare la elipsă. Ecuația 
„ce dă coeficienţii unghiulari ai acestor tangente fiind: 

me (0 — 0) — 2 ma po hui —B=0, 
"-. condiţia ca cele două tangente. să fie perpendiculare -este: 

34 
Y 

, | 
mm + 1=0, 

de unde: 
aj — d? 

- dp, 
sau : 

ah pe ed, 
; Deci punctul M (a, ya) descrie un cere a cărui rază este 
Va: + d. Acesta este cercul lui Alonge al elipsei. - 

74. Ecuația normalei la elipsă. Fie Mo (2p7p un punct 
al elipsei : Te 

  

  

2 [7 ” . 

| 2 + pi 1 = 0. - 
Deci: —= 

. Zoe o 3 
Mi db 

„Normală se nuineşte dreapta perpendiculară în M, pe tangenta în M, la elipsă. Ecuația tangentei fiind: 7 i | 
2 d 

YO — = — — - y Yo ? E | Yo qă (z oh 

o Sam a) 

  

. 
A
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acea a normalei în M, (2, yp), va fi: 

d 
IP = e (a — 20 ) 

4 

DD. 75 Diametrii. Diametrii conjugaţi. Să găsim ecuaţia dia- 
metrului conjugat coârdelor paralele cu direcţia: m = tge, _& fiind unghiul acestor coarde cu Oz. Me (2, şi) fiind mij- locul unei coarde de direcţie m, coordonatele unui punct al acestei drepte sunt: . 

a=a, -- 'reose,__ = Jo + rsina, r = MM. = 

“Scriind că acest punct este pe elipsă, se obţine: 
a (Se + =) Lo ( Cosa +. o pe) 

2 : 
a: 2 

  

  

i 292 jo __ . ap = Lo,   
+ 

Scriind că M, este mijlocul coardei M' MP, punctele M'M” fiind corespunzătoare valorilor 7! şi 7”, avem: 

m) pr + pr = 0, 
; | N, / 

de unde: ii 
29 Cosa Jo Sine __ 0 / 

E + 2. ia “MI 

* Locul punctului Ne (o Jo), mijlocul coardelor de dirâc-: ție m = tau, Da 
este: 

y: 

a? tg u 
Vo = = 20. 

Deci ecuaţia diametrului conjugat D al coardelor de di- 
recţie m, este: 

pe 
N 

Yy a2m Z, 

adică o dreaptă -ce trece prin centru. Coeficientul unghiular 
m" al acestei drepte fiind: a
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rezultă că între coeficienţii unghiulari 2, m', ai coardelor 
şi diametrului, există relaţia : 

„pa 
mp = = 3 Si (1) 

Considerând coardele paralele, de di recţie m, ecuaţia dia- 
metrului conjugat D' cu aceste coarde, va fi: | Pi . 

= — 
y am? 

iar coeficientul unghiular al acestui diametru este : 
2 : 

— TR = 
a2 . 

ceeace rezultă, observând relaţia (1). 
Diametrii, D şi D', astfel că unul din ei să fie „conjugat 

coardelor paralele cu celalt, se numesc diametvii: conjugaţi. 
16 Construcţia a doi diametrii conjugaţi. Printre coar- 

dele de direcţie m, sunt şi tangentele la elipsă paralele cu 
această direcţie. Insemnând cu M', M”. punctele de contact 
ale acestor tangente, mijloacele acestor coarde sunţ M! şi 
AM” şi deci diametrul conjugat direcţii coardelor conside- 
rate, va fi dreapta M'M”. Ie aci vezultă o construcție ay 
diametrului D' conjugat diametrului D. Fie ON un diametru ; 
ducem tangenta în M la alipsă; dreapta OM! paralelă cu 
această tangentă, este diametrul conjugat cu D. 

11. Demonstrare geometrică a relaţii ce există. între 
coeficienţii unghiulari ai doi diametrii „conjugaţi. Vom 
consideră elipsa ca proecţia unui cerc. Fie AA", BB' axele 
unei elipse al cărei core director este cercul de diametru 
AA' (Fig. 34). Doi diametrii per- Aa 
pendiculari OM, OM", în cere, - 

B 

sunt astfel că unul din ei este lo-. n: B / 
cul mijloacelor coardelor paralele AR E // 
cu celalt. Proectând aceşti doi dia- N AS, 
metrii perpendiculari, coardele pa- A 
ralele se vor proectă după drepte 
paralele ale căror mijloace sunt. 
proiecţiile mijloacelor coardelor 
din spaţiu şi deci vom obţine doi Bi 
diametrii, OA, OM”. conjugaţi, ai | 
elipsei, căci se obţin după proiec- Fig. 81. 
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ţie tot două drepte, astfel că unul din ei este locul mij- 
loacelor coardelor paralele cu celalt. - 

Să însemnăm cu aşi a unghiurile AOM, AOM! deci: m=— 
tea, m' == tau. Fie P şi P' proecţiile lui M, şiM,peAaA'. 
Ştim că între ordonatele: MP şi M, P ale unui punct al 
elipsei şi al cercului ($ 66) există relaţia: 

MP b 
MPa 

Să găsim relaţia dintre unghiurile AOM, = a, AOM, 
= ay diu planul cercului şi a, « din planul elipsei. Avem: 

” MP = OP te,  M,P= OP tea. Aa 
De unde: i 
- MP teo 

  

  

  

| “IP = oa 
Insă: _ 

MP d, 
a MP = a: 

deci : - | a 

A “tga, Ta „ 
De asemenea:. :- 

tea __ db a . (2) 
tg, o a 

Insă OM, şi OM, fiind perpendiculare, 

  

  

Se dy= 904 a; 
deci : ă | | 

E tga', = — cote. . 
Relaţiile (1) şi (2) devin: | 

iga b tg _ d 
tg. O a? cotga, a! 

Inmulţindu-le între ele, obţinem: 

  

. , b? 

- i tg a tg a = — Pati 

sau: , 
, p 

  

. Ir — 
1 7 > E
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Aceasta este relaţia între coeficienţii unghiulari a doi dia- 
metrii conjugaţi : 

pe 
VW = ME = Ma 
Yy ? a: m 

4, 18. Proprietăţile metrice asupra diametrilor, Fie (2%), 
" “coordonatele unui punct M' al unei elipsa: 

a2 sp i , 

I. Să ne propunem a calculă coordonatele (2, 4”) ale 
punctului M” al elipsei, astfel ca OM' şi OM” să fie doi 
diametrii conjugaţi. Se 
Avem: | o 

' m? 12 az pa | ISO ta 10, 
  

Intre coeficienții unghiulari: 

  

ai celor doi diametrii conjugaţi, avem relaţia : 

      

  

    

  

. 7 II 
, be 'y y 2 A LN 

MIN pe 
a m e 

. Zi 

De unde deducem: i d 

- ap. : | Pu E f apă 4 mia . 

DE Da VE IS gti a Vi a: _Y 
a Vata 

Dublul semn corespunde extremităților celor doi diametrii. | 
Luând semnul --, avem formulele lui Chasles: 

ra cae 

, d — a ” , P , Y —=— CL O——— 3 
Y a .? | b Yi 

care ne. dau -coordonatele (2, ") ale capătului diametrului 
conjugat în funcțiune de coordonatele (z, y) ale primului dia- 
metru.
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II. .Fie OM, OM” doi diametrii conjugaţi şi M'(z, z/), 
M" (3, 3"); am văzut că: . | E 

, "a b., 
a == ya. 

. 
Avem: 

Cifre —, „2 „2 - a 2 2 "2. i 

deci: | | INN 2 2 2 OA? ON? pap ape = a? (1 + 7) + Ă * ȘI , a 
” 

y (1 + ), 

Or 032 = (erp (2), 
Ţinând seamă de ecuaţia: 

2 pe | ph 
rezultă: , 

OM? + OM? = ab = 0a2 a OBE, d) 
Să calculăm suprafaţa triunghiului OM'M”. Ştim (Ş. 40, II) 

că suprafaţa unui triunghi ale cărui vârfuri sunt: O(0, o), 
M'(a' y), Ma”, y"), este: a 

lo o. 
S =3| ag 

1! 
” , 1 | . "” . „ lay ya). | 

| 

- 

: a y 1 i 

Iniocuind pe z, z”, după formulele iui Chasles, avem: 

a 2 2 be 

IO Cl ar? je 1 s=4( miza atzi, 00 
Observând formulele (D) şi (1), putem enunţa teoremele 

„lui Apollonius: I. Suma pătratelor a doi semidiametri conju- 
- gaţi este constantă şi egală cu suma pătratelor semiazelor ; 11) 
Suprafaţa triunghiului format de centru şi capetele a doi dia- 
metrii conjugati este: constantă şi egală .cu jumătatea suprafetei 
dreptunghiului construit pe axe. 

- 79. Suprafaţa. elipsei. Pentru: a găsi suprafaţa elipsei, vom 
reaminti teorema următoare: Suprafaţa unui triunghi din spa- 
fiu fiind S, iar aceia a proecţii acestui triunyhi pe un. plan
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fiind S,, dacă a 'este. unghiul fiwmat de planul. triunghiului 
cu planul pe care se fuce proecțiunea, avem: . : a 

S, = Scose. 

Ca să demonstrăm această teo- 
remă, considerăm (Fig. 35) triun- 
Shiul din spaţiu AB, C,, a cărei 
proecţie pe planul figurei este 
triunghiul ABC; dreptele B,C,, 
BC întâlnindu-se pe planul figu- | 
rei în D, avem: Si Fig. d. 

  

Supr. ABO = Supr. ABD — Supr.. ADC. 

Insă, « fiind unghiul format de planele ABD, AB, D, adică 
unghiul format de perpendicularele BH şi B.H pe AD, avem: 

Supr. ABD = 3 ADXBH = ADXB/H cos BHB, = 

= AD, B, H cos «, 

l Supr. AB, D= > AD. BULL. 

Deci: . Supr. ABD — Supr AB, D cos; 

De asemenea: ! 

Supr. AOD = Supr. AC, D cos &. 

De unde: 

Supr. ABO = Supe. AB, D cos «e — Supr. AC, D cose, 
Supr. ABC = (Supr. ABD — Supr. AC, D) cos a = 

Supr. AB, C, cos « 

„Pentru a găsi suprafaţa elipsei, vom împărți cercul princi- 
pal al elipsei, în foarte multe triunghiuri OM; M,, OM; Ma. 
având toate acelaş vârt O, iar celelalte două vârfuri MM 
pe cere. Cosinusul unghiului format de planul cercului cu ai pia Do pai . AI planul elipsei fiind ——, să proectăm toate triunghiurile: 

10
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OM, Mp, OM Ma... pe planul elipsei şi vom obţine triun- 
ghiurile On 12, Oa Pg... ale căror suprafeţe vor fi: 

b 
Om ma = OM, M. = 

db 
a? 
  0oma m = OM, M,. 

Adunând, avem: 

b 

a 
Omumg + Omgmy = (oxtar + 2 OMA, +. ) 

Insă, când punctele M,,M,,... sunt foarte apropiate şi my 
Mayo. Vor fi foarte apropiate, iar sumele : 

„Onuma + Omamg + -.. 

OM,Ne + OMM, +... 

sunt tocmai suprafaţa elipsei şi a cercului. Vom avea „deci 
la limită: - 

. . b 
S = Supr. elipsei = — Supr. Cere, 

a 
sau: 

S=— ne =aat, 
aq : . 

Prin urmare, suprafaţa elipsei : 

z 7 
i — 

este : 

ab 

Exerciţii. 

/ 1, Int un punct M variabil al unei eclipse se duce tangenta care 
taie tangentele la extremităţile axei mari AA! în punctele P,P'. 

I) Să se demonstreze că produsul AP, A'P' este constant. 
II) F, şi F! fiind focarele, să se arate că dreptele PF, P'F se taie 

pe normala la elipsă în M. 
III). Să se arate că cercul de diametru P P”. trece prin focare. 

| ba — 0) Wata). SI R. N (20,0). AP = ap AP = ape AP. AP,
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Să scrie ecuaţiile dreptelor PE, P'F, (02 = q2— 52) şi se vede că coordonatele punctului lor comun sunt: 

— CZ — ct) 

| a! ae 

o m Centrul cercului de diametru PP" este (o, 7) iar raza. : 

My biz i 

/ 2. F,F' fiind tocarele elirsei ale cărei axe sunt a și b, să se calcu- 
leze distanțele de la un punct M al elipsei la focare. (AF, MF” se nu- 
mesc raze vectoare) în funcţiune de abscisa punctului M (ao, ga). 

II Să se scrie ecuaţiile directoarelor elipsei date. 
III Să se găsească locul geometric al punctelor P astfel că raportul 

distanțelor acestor puncte la focarul F şi directoarea corespunzătoare 

Ri = 

să fie constant şi egal cu = (e= Va: =). 
—2 08 R. MF = yet (e — cc = 23 (02 — 42) + (0 — a, 

N | co ec I) MF = a — Z 2 NF" = a+ 2 2 

MI) 2 —1=0, pg +1=0. 

III) Locul este chiar elipsa dată. | | | 
3. Se dă dreapta AA!= 2q şi. punctul -F pe această dreaptă. Pe perpendiculara în P pe dreapta, AA”, se ia punctul MI, aşa că: . 

ME - 
Papa > 

]) Să se ufle locul geometrie ai punctului M, câna P descrie 
dreapta AA, . 

II) Fie. R, R! punctele de intersecţie ale dreptelor NA, MA: cu per- pendiculara pe mijlocul 0 al dreptei AA”. Să se arate că OR.OR'= const, 
“R. A (a,0) Ar—a,o). M (a, Yo). Locul o elipsă. Ecuația locului 

  

2 eg pe 
(a — zu) (a + za) 7 Re a? + Rai = L 

RO = 2, ORi= 4% OR. OR: = cepe   

a—ze a-+ay 

4. 1) Să se arate că produsul „distanțelor focarelor la o tangentă -oarecare la elipsă, este-constant. şi egal cu b2, - 
II) Să se afle locul geometric al proecţii focarelor pe tangente, R. Ecuația unei tangente se va scrie: 

= ma + Vima Fi
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_I) P,P”, fiind proecţiile focarelor pe tangentă, avem : 

FP. F'P'= de, 

11) Locul lui P se obţine eliminând n -între ecuaţia tangentei şi 

"perpendicularei din F pe ea. Se găseşte cercul director: 

| z2 + 12 = a2. 

/ 5. Sa dă un cerc de centru O şi diametru AA'= 2 R. Dintr'un punct 
M al acestui cerc, ca, centru, se descrie un cerc tangent în N dreptei 
AA!, care va tăiă cercul dat în punctele O şi D. Sa. se afle locul geo- 

metric al punctului de intersecţie a âreptelor NN şi CD, 
R. A(R,0), A'(— Ro). M (2, ya). Cercul de centru M. are ca ecuaţie: 

a? 92 — dare — 2 py + a2=0 

CD este axul. radical al cercului dat şi celui cu centru | în M. Lccul 
este elipsa : 1 

- aq 2 . 

Rt art 
SW 6. M fiind un punct variabil al unei elipse cu focarele F și -F!, se 

duce dreapta FM şi perpendiculara din centru pe tangentă în A la - 
elipsă. Sâ se afle locul geometric al punctului de intersecţie a acestor 
„două drepte, când M descrie elipsa. 

Rp — ce =0. 
7. Din fiecare punct M al unui cere O se lasă perpendiculare AN 

pe o dreaptă D. Se cere locul mijlocului dreptei MN, 

R. D = Oa. Cercul: (2 — ok + (y—ak2 = Re 
Locul este elipsa : | 

rm (2y— a : = Re 

_ d. , 
Transportând axele paralel în (o, 2), elipsa are ca, ecuaţie : 

DP = 
tal (3) 

8. O dreaptă AB de mărime coristantă (a--b) se reazemă pe două 
drepte perpendiculare Oz şi Oy, A fiind pe. Oz, B pe Oy. Se cere 
locul punctului M al dreptei AB, știind că ANM = a, BM =, aşib 
fiind sea) când AB variază ca, , poziţie, 

R.A (040), B (0,f). M (29). ce + f = (a + db. 

| a 
as pf. 

1+3 1+3 

Locul este elipsa:
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| Za + e —1=0, 

9. Să se afle locul geometric al punctelor, astfel că sumai pătrate- 
lor distanțelor la două drepte OD și OD' să fie constantă și egală 
cu K2. 

P. Se ia ca Oz. și i 0y bisectoarele unghiului DOD" "OD = j— az = 0, 

Locul este elipsa : ! 

2 a2a2 2 mp _ 

R2 (1 + a2) + K2 (ha 

10. Să se găsească locul mijloacelor coardelor unei elipse, ştiind că 
aceste coarde trec printr'un punct P. 
_R. P (p,9). Fie Mo (oja) mijlocul unei coarde. Se scrie coordona- 
tele unui punct M (ayţr cos &, sprțr sin 4) al acestei drepte și ară- 

tând că este pe elipsă, se pune condiţia că ecuaţia ce dă valorile lui 
7, are suma rădăcinilor zero, Se înlocueşte în relaţia găsită pe: . 

q— Vu 

50 = pa 
căci dreapta MP este definită prin două puncte, al cărei coeficient 
„unghiular tga este dat de relația de mai sus. Locul lui M, este elipsa: 

bat aa 2 — Vp o — aq  =0, 
11. O coardă a unui cerc se deplasează paralel cu o direcţie fixă, 

Prin. extremităţile ei se duc paralele cu donă direcţii date. 
Să se afle locul geometric al punctelor de întâlnire a acestor para- 

lele. 

„R. Se ia ca origină centrul cercului, iar ca Oz pnalela prin o 
cu direcția coardelor. R fiind raza cercului, 7, m” direcţiile paralele: 
lor, y = ? ecuaţia unei paralele cu Oz, se va duce prin punctele ei 
de intersecţie cu cercul paralele şi se elimină 7, între ecuaţiile lor. 

y—A y—2, — 
78 = 2 — VIE i * = R2 — e, 
    

2 m 

Locul este elipsa : 

2mm at 
“(m — ma 2 (> Dia Ra, 

( n) ao (y m hm 

Xa, Să se afle locul geometric al punctelor de unde se poate duce 
la elipsă două tangente, astfel că dreptele ce unesc centrul elipsei cu 
punctul lor de contact, să fie doi diametzii conjugaţi. 

R. Ecuația ce dă coeficienţii unghiulari ai tangentelor duse din 
Mo (22, 7) este: 

m2 (a02 — q2) — 2 do got ya — 2 = | 0, 

Se ţine seamă că tangentele din Mo sunt paralele cu diametrii con- 
jugaţi, Locul este elipsa: ”
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oo ya? _ 

2 q2. + ap L 
  

__18. Fiind dată o elipsă cu axa mare AA! şi cercul său director (cer- cul de diametru AA”), se duce printi'un punct A al elipsei o perpen- diculară pe AA', ce taie cercul în punctul N (AI şi N fiind amândouă de aceiaşi parte a lui AA!) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie a normalei în M la elipsă şi normalei în N la cere, _ -R. Ma cos W, d sin W), N (a cos Wa sin W). Locul 
este cercul: 

+ P = ta + d, 

14. Se consideră o. elipsă raportată la axele sale. Ox, Oy şi două 
puncte D şi D' pe Oy, astfel ca: OD = 0D'= d; fe M (20, yo) un 
punct variabil pe elipsă, . a 

„1 „10 Dreapta DN taie pe Oz în N; să se afle locul geometric al punc- 
tului R de întâlnire al dreptelor OM şi DN. , 

R. M (22 de), Do, d). Ecuația locului geometric este : 

(tra) = 
15. Să se atle locul geometrie al intersecţ 

F pe tangentă în M, cu dreapta OM. , 
R. Directoarea, corespunzătoare focarului F. : 

M16 Locul. intersecţii tangentelor la capetele a doi diametrii conjugaţi 
ai-elipsei este o elipsă, m 

ii perpendicularei din focarul. 

R. OM", OM" doi diametrii conjugați. M' (2, 30), Ma", y"). Se 'calcu- * 
lează cu tormnulele lui Chasles coordonatele (2, y”) cu ajutorul lui (25,1) 
AR a EA , ze pp! Se scrie ecuaţiile tangentelor în M'" şi Mr: a + sI —1=0, ete. 

Locul esta: - 

  

Da po 

za tal 
Y 17. Să se afle locul geometrie al punctului de intersecţie al perpen- 

dicularei din focarul F pe tangenta în M la o elipsă cu lin:a ce uneşte 
centrul cu punctul de contact al tanzentei. : 

R. Directoarea corespunzătoarea focarului F,



x d (Ip erbola. 

SO, Iperbola este: Locul _panctelon a „căvor diferență a dis- 
tanțelo» la două puncte five F şi F', numite focare, este | CALE 
„constantă şi egală cu.2a. 

Să însemnăm cu 2c distanţa focală FE şi să luăm ca axe 
Oa: şi Oy, dreapa FF! şi perpondiculara î în mijlocul ei O,M(r, 27) 
fiind un punct al locului căutat, ecuaţia curbei va fi: 

MFP — MF" = 2a, 

  

Ve PP ve PP = 
Ridicând la pătrat şi făcând operaţiile, avem: 

er 6) — dv pre da = 4. 

sau : | | 

VErp Popa = (a + po - 
Ridicând din nou la pătrat şi aranjând, se obţine. aceiaşi 

ecuaţie ca la elipsă:. 

qi a 
Dc P 1 

Insă, în triunghiul FMF', avem : 

„- . FF > AMF — MF, 
De unde: | 

dc > 2a, c)a, 

şi deci putem pune: 

q2 —" 02 == — b3, Ă C2 = Q2 + 2, 

„Aşa dar ecuaţia locului geometric este:



  

Dap Ep 1=0 A) 
Aceasta este ecuația iperbolei. 

Ecuația curbei, conţinând puterile cu soţ ale lui şi y, 
este verificată şi pentru valorile: (— a, ), (— i, — tz —y), 
ceea ce probează că iperbola este o curbă simetrică în raport 
cu axa Oy, punctul O, axa Oz. Origina O se numeşte centrul 
de simetrie al curbei, Oz se zice axa focală,_iar Oy axa 
nefocală, 

Căutând punctele de imtersecţie ale iperbolei cu axele de. 
coordonate, se vede că numai Oz taie curba în puncte reale, 
ale căror coordonate sunt; (a, 0), (--a, 0): şi se numese 
vârfurile iperbolei. 

Axa Oz care taie curba se numeşte ază transcersă, iar 
Oy ază netranseersă, sau imaginară. 

SI. Forma curbei. Asimptote, Rezolvând ecuaţia (1) în 
raport cu y, avem: | i 

„d a 5 y=t Va 

Vom construi numai ramura : 

= — Va aq 

cuprinsă în unghiul 20y, adică făcând pe z să varieze de 
la O la + ce. Insă-pentru ca 1] să existe, trebue: 

a? —a 20, ma, a<—a. 

Deci curba este extarioară, regiunei determinată de drep- 
tele CC, C'C', (Fig. 36): -. - 

p D—a=0, pțha=0. 

Când a=—a, ob- 
ît , ME ţinem punctul. Sg 3 

  

  

        

Ci em. A(4,0); făcând pe 
"TB b) | a să „crească, şi 

creşte, iar când 
| ACas). PD a ao şi je. 

Fe) o Fag. Săcăutăm limita 
raportului : | 

SU 85)     2224, Ta 
z aj 1— 7 

. 

Fig. 36. i când 2 =. A- 

a:
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cca piu b a a ceastă limită fiind » urmează că iperbola se apropie, când 

a creşte nemărginit, de dreapta OC: 

d 
= er 
Yy a 

Să considerăm diferenţa : 

d Dor: , d = — 2 Va a a a 

a ordonatelor a două puncte M, şi M ale dreptei 00 şi 
iperbolei, corespunzătoare la aceiaşi valoare a lui 2 =,OP. 
Când z creşte, se vede că această diferenţă se micşorează, 
iar când z tinde către infinit, avem: ÎNaaa 

  

lim d — d pp (E za(erVaZ 00 > — lim Ind al =. L = 0 a a Y 2 Za: 

lim a 
a PAV 2 a? 

deci : 7 

„Prin urmare, curba se apropie de dreapta OC, 

d 
Y = — y=za 

şi când z creşte nemărginit, această dreaptă atinge curba, 
sau este tangentă iperbolei la infinit. Dreapta : 

d 
—— 

a 

“e
 

se numeşte o asimptotă a iperbolei, 
„ Considerând ramurile simetrice cu cea studiată, se vede 

că iperbola mai are o asimptotă, dreapta 0C,: 

pap 
Y a 

Asimptotele - iperbolei sunt diagunalele dreptunghiului 
CO" C'C,, construit ducând paralele prin extremităţile A şi A! 
ale axei mari, pe care se ia lungimile:
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AC = AC, = A'0, = AO = 3, 
Luând simetrica ramurei construite în raport cu O, Oy, O, 
se obţine toară iperbola (Fig. 36). 

Când asimptotele: 

b | 
V=—a, y=— a Ioa hyI =) : 

ale unei iperbole sunt perpendiculare, adică : 

a=ăd, 

iperbola se zice echilatevă: iar ecuaţia ei, raportată la axe, este: 

Ni az a — pi = a, 2 

„Exemplu. Să se construiască iperbola : 

me i 

DS gl 
Avem: a=4, b= 8. Construim asimptotele astfel : figură 
punctele A(4, o), A'(—4, 0), Bo, 3), B'(0,—3): construim 
dreptunghiul CC, C'C, (Fig. 36); diagonalele dreptunghiului 
sunt asimptotele iperbolei. Pentru a construi focarele F (c,o), 
Fi(—c, o), ne servim de formula : Ă 

c2 = a b:, 

care probează că distanţa OF este ipotenuza triunghiului 
dreptunghic, ale cărui catete sunt OA, OB, adică OC; deci 
descriind un cerc .din O ca centru şi cu OC ca rază, el va 

"tăia axa transversă în focarele iperbolei, F și F!. 
92. Iperbola definită ca alt loc „geometric. Construcţia 

iperbolei prin puncte. Se dă un cerc cu diamet 'u AA'—2a 
şi o dreaptă D perpendiculară pe AA! şi depărtată de centrul O 
cu distanţa, b. Prin O se duce n rază variabilă OM a cer cului, | ; 
O, care taie dreapta D în N. Tangenta în A la cerc taie dia- 
metrul AA” în P. Paralela din M la AA! şi: are 
in P pe AA! se taie în R..Să se afle locul ş geometr ic al punc- 
tului R, când vaza OA variază. 
Luăm AA! ca Oz şi perpendiculara' în O ca 0y. Să însem- 

năm cu p unghiul variabil a OM. Avem, însemnând cu Q 
intersecţia dreptelor A4” şi-D,:
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a 
0OP= , 

cosp 
  NO = Bta. 

Coordonatele punctului R vor fi: 

  

. „ . a : (B). 2= 53 y =.btagg. 
Ca să elinimăm pe 4, procedăm astfel: 

  

a 1 Y Sing 
a cosp! d cos i 

, a pl sing 
az po cos%p cos“ 

Deci, locul punctului R. este iperbola : 

9 
z y o oo, 
a" b- 

ale cărei semi axe sunt: a, d. 
De aci, deducem reprezentarea parametrică a îperbolei : . 

anume, exprimarea coordonatelor unui punct al curbei, în funcţiune de un parametru variabil , 

a 

cosp 
L ==   2 Y= bteg. 

„ De asemenea, enunciul problemei de faţă este op metodă 
pentru construirea prin puncte a ipevbolei ale cărei semi axe 
sunt a şi b. | E 

83. Ecuația tangentei întrun punct al iperbolei. Me (29): 
fiind un punct al iperbolei: - 

[i
] 

>
 

o y 

a be. 
  

  

t>
 

pentru a obţine ecuaţia tangentei în acest punct, vom pro- 
ceda analog ca la elipsă ($ 69) şi ecuaţia ce dă valorile
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lui 7, corespunzătoare punctelor de intersecţie ale iperbolei : 
cu o dreaptă ce trece prin M,, va fi: 

b 9 . 9 N . - > 
Cos 4 sin“a , cos a sina L- 1 __ 

P | a2 45 |r2 E a Teza [tai —pr 10. 

Prin urmare, o dreaptă taie o îperbolă în două puncte la 
distanță finită, în general, afară de cazul: 

  
    

cos2a sin2a 0. 

a? b2 : 

a - Ă , -b 
adică: tge = + > ” 

4 

când dreapta considerată este paralelă cu una din asimptote, 
când unul din puncte este la distanţă finită şi altul la in- 
finit (r=o). 

Scriind că cele două puncte de intersecţie se confundă cu 
M,, vom avea: a 

za =, _ 12 0, Boat Vina __ 

a V: 
    

- iar ecuația tangentei la mortală în Me (to Yo) este: 

  
2 „2 

1—w= În (a —- z| i) __. 02 10], 

d o le 2 
sau: . 

ap 0 —1=—0, (2 ao? _ 1 0) 
a: 5 

8. Tangente paralele cu o direcţie dată. Procedând ca 
la elipsă ($. 70) ecuaţia tangentelor la iperbolă paralele cu 
direcţia 7, va fi: 

Y=mar Va ned, 

Va corespunde numai-o singură tangentă, când direcţia 
m este asimptotică (dreaptă de direcţia m. paralelă cu una 
din asimptote), în care caz, tangenta este chiar acea asimp” 

totă. . 

In general, însă se pot duce la iperbolă două tangente
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paralele cu direcţia m, când această direcţie nu este asimp- 
totică. 

S5. Polara unui punct îaţă de iperbolă. Directoare. 
- Printrun procedeu analog ca la $ 71, se va obţine ecuaţia: 

27 Ie 10 
a: b2 . 

a polarei punctului Mo (o 75) în raport cu iperbola: 

    
a2 72 

a bi 1=0. 

Polarele focarelor E (e, 0), F (—c,0), sunt: 

ca 

a? 
  — 1 =       

şi se numesc directoarele iperbolei. i 
- Pentru găsirea polului unei drepte . date, se procodenzăi 

ca la elipsă. ” 
RI 80. Ecuația tangentelor duse: dintr” un punct ia iperbolă. 

Punctele de contact ale tangentelor duse din Mg a 70) 
la o iperbolă: 

am pe 
a? b2 
  —1.=0, 

sunt (, 47), (a, y”), ale căror coordonate sunt rădăcini!e 
ecuaţiilor ($ 72):. A : , 

:a 

x? pe PoE a 2 | a 2 =0, a 6 = 

      

_sau, punctele de intersecţie ale iperbolei cu polara lui Me. 
Ecuațiile celor două tangente vor fi: 

LEI 0 LE yo q2 2 1=9 E AZ 1l=0. 

„Ecuația care dă coeficienţii unghiulari ai celor . două tan- 
gente, duse din Alo (29; Yo), este urmând ca la elipsă: 

m? (22 — a) — 2 miza d. + yu? Ph = 0. 
Condiţia de realitate ale rădăGiniloi i acestei ecuaţii, este : 

9? jo — (2 — a?) (jo? + 32) 2 0, 
sau ;



«. 
x, 

2 
“a 
Si 

158. 

  

| ae 70? Pe 
Ea — a = 1s0   

„Ca; şi în cazul elipsei, iperbola înnparte planul în două re- 
giuni (din punct de vedere elementar : ar A trei) ; într'o re- 
giune, expresiunea :. 

  

are un semn, pe curbă valoarea ei este zero, în cealaltă regi- 
une, semn contrar. În regiunea unde se află origina, va a. 
vea semnul ca se obţine făcând z == y == 0, adică: 

2 1 

q2 ÎN A E i < 0, 
  

  

în cealaltă regiune va avea semnul +-. - 
Prin urmare, când punctul Mg (22, yo) este în regiunea: 

unde se află origina (centrul) se pot duce două tangente; 
când M, este în cealaltă regiune, nu se poate duce nici 
una; cână N, este po curbă se duce numai o singură tau- 
gentă. 

Aplicaţie. Locul punctelor de unde se poate duce la îperbolă 
tangente pei pendicutare, este cercul : 

2 Yo = ae — d, 

concentric cu iperbola care există numai pentru a > d, a- 

dică dacă unghiul a simptomelor care conţine iperbola este 
ascuţit; cercul se reduce la un punct când a = b (iperbolă 
echilateră). In orice alt caz nu există puncto de unde să 
„se ducă la iperbolă tangente perpendiculare. 

87. Ecuația normalei ia: iperbolă în punctul Me (o Y0) 
este : 

= = a Vo __ 2 o _ — y — ze = a (z | a) | 7 pi 1 =0, 
ă 0, 

    

S8. Diametrii, Dianietrii conjugaţi. Locul mijloacelor 

coardelor paralele, adică diametrul conjugat coardelor de 
direcţie m, care se obţine + ca la elipsă ($ 75), va fi: 

a 
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. Toţi diametrii deci trec prin centrul iperbolei. Coeficien-! 
„tul unghiular m al acestui diametru fiind: 

am? ” 

rezultă că între coeficienţii unghiulari m şi m' există T6- 
laţia : 

Considerând coardele de direcţie m',- adică paralele cu 
diametrul D, diametrul ID conjuga: acestor coarde va fi: 

şi deci între coeficienţii unghiulari a doi diametrii conju- 
gaţi, D şi D', există relaţia: - " 

9 

mn =   
a? 

iar unul din ei este locul mijloacelor coardelor iperbolei, 
paralele cu celalt diametru, | Ma 

Pentru a tedea poziţia a doi diametrii conjugați D şi D' ai 
iperbolei, să însemnăm cu a şi « unghiurile lor cu Oz; 
avem : 

2 

tea. tace == —— 50, 
a: 

Deci dacă unul din diametrii este în unghiul « o z, 
(a < 90), şi celalt diametru este tot: în unghiul Zoy, : căci 
din relaţia de mai sus, se găsește: - 

, Ă W: , i ? 9 o- tg ce = 3 30, a < 90, -a2 te a 

Mai mult, dacă unul din diametrii, de ex.: 

Vă, 

taie iperbola, celalt: 

A . be
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nu mai întâlneşte iperbola şi este un diametru îmaginar, căci 
punctele de intersecţie sunt imaginare. Mai clar, asimptota. 

y= 2. x a 

este cuprinsă în unghiul format de cei "doi diametri con- aţi a 
Când iperbola este echiluteră, ecuaţia ei fiind: 

a — pa, 

cei doi diametrii conjugaţi sunt: . 

Ym, y = d Lita = m, tea = — = cotge 

Deci: 

aa: 
9...) . 
a 

  

ce = 90 —- a, 45% = 

care probează că bisectoarea axelor Oz, Oy este bisectoareu 
celor doi diametrii conjugaţi, sau că cei doi diometrii sunt 
simetrici în raport cu această bisectoare, care este asimptota 
îperbolei. | 

59. Ecuația iperbolei” echilatere -raportată la asimpto- 
tele ei. Ecuaţiu unei iperbole echilatere raportată la axele ei fiind: a 

o 
asimptotele ei vor fi: ME 

P—Y=O0, 2+y=0, 
adică bisectoarele axelor. 

Pentru a raportă iperbola echilateră la asimptotele ei, va 
fi de ajuns să învârtim axele Oz, Oy împrejurul. originei 
cu unghiul a = 45, Formulele de transformare vor fi: 

% y x p = X cos a — Y sin & 

y = A sin a + Y cos a, 

  

VI o as: a ay) 

| Sa 
PA S+%,   

iar ecuaţia iperbolei devine :
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Le x: le PR , g (XA — WR — E (X + Ya, 

sau: 

7 X7 . ae . x Y=— i ae 

Schimbând sensul axei OX, ecuaţia iperbolei raportată 
la asimptotele ei va fi: 

2 7 a xy = 
- 

90. Iperbole conjugate. Iperbolele : 

. | Ducas 
  

Guy 

ZA x 
  
  

      

  

  

Fig. 38. 

2 Ă Z | 2 42 _ y2 _ 

ÎI i 0, az pe + 1 =0, 
—_ _ Edi | a, 

care au aceleaşi asimptâte, se zice îperbole conjugate. Axa 
transversă a uneia este axa netransversă a celeilalte. Iper- 
bola conjugată are o altă însemnare. Considerând (Fig.. 38) 
punctul P (a, g,) şi simetricul său în raport cu centru P' 
(—zu—Y) să ducem prin P şi P' paralelele: 

b b 
Ion == (e —a),7 += Zr) 

la asimptotele iperbolei date; aceste drepte se vor tăiă în 
punctul Q, ale cărui coordonate se obţin adunând şi scă- 
zând ecuaţiile lor, 

, a , 
HN = d Yu Yi = ti 

a 

11



De unde 

Ti = Ap = d x MW = Vi, = . 1 Yo a 1 

Punctul P (x, y,). descrie iperbola dată şi deci: 

  

  

A 2 2 - 
- a Me __1=0 

a. pb: 

Inlocuind pe z, şi d, deducem: 
kb 

We: Yi ' 1 
q — pe -T l = 0, 

relaţie care probează că punctul Q deșerio iperbola conju- 
gată cu cea dată. 
» „Ecuațiile dreptelor OP şi OQ fiind: 

JA d: «e, 
  

  

Y = d, V = d, 
Y. x! y ay? 

se vede că: | | . 

n ba be 
mn —, 

Ci a“ VW a 

şi deci OP şi OQ sunt doi diametrii conjugaţi. 
Prin urmare, îperbola conjugată cu cea «lată este locul geo- 

metric al extremităților diametvilor îmaginari ai îperbolei con- 
siderate. | 

91. Proprietăţi ale asimptotelor şi diametrilor conjugaţi. 
I. Doi diametrii conjugați formează cu 'asimptotele “un fasci- 

col ai'monic. Coeficienţii unghiulari 7, o: Pl al ace- 
stor drepte fiind: | , 

b: b b 
— Mo = — Ma — 
a? - d? i a? 

M.= Ma = 

relaţia: | 

2 (mau mg + na m) = (mu kt 5) (mat m) 

este verificată şi teorema este demonstrată, 

IL. O secantă oarecare, neparalelă cu o asimptotă, determină 
în îperbolă şi între asimptote, coarde care uu acelaş mijloc. Fie
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MM" o coardă în iperbolă, al cărei mijloc este N: diame- 
trul conjugat di- 
Tecţii coardelor . 
paralele cu MM! 
(Fiu. 89), este 
ON. Ducânad 
prin O paralela 
OD, cu MM, 
dreptele OD, 
-0D, sunt doi dia- 
metrii conjugaţi 
deci formează cu 
asimptotele 
OM, OM, un 

. fascicol armonie, Insă, se ştie că o secantă MM paralelă ca una din razele OD, ale fascicolului, este tăiată în două Părţi egale : 

  

MN = NAM, 

de celelalte trei raze ale fascicolului. Deci coardele MM şi MN, M'”, determinate de o secantă în iperbolă şi între asimp- tote, au acelaş mijloc. o Sa III. O consecinţă a acestei proprietăţi este că: porțiunile MM, M': M', determinate pe 0 secantă de o iperbolă şi asimp- totele sale şi cuprinse între curbă şi asimptote sunt egale. IV. 0 altă consecință este că: porțiunea unei tungente cu- prinsă. între asimptote ave mijlocul său în punctul de contact. In adevăr, în acest caz (Fig. 39) : extremităţile M, M şi mijlocul N al coardei, ce secanta PP” ar determină în iper- bolă, sunt confundate cu punctul de contact T. 
92. Construcţiuni geometrice asupra iperbolei. 1. Să se 

“construiască un punct al iperbolei şi tangenta în acest punct. Vom presupune totdeauna că îperbola este definită prin 
-asimptotele sale şi un punct, căci chiar dacă e dată. prin a- 
xele sale, asimptotele se pot construi uşor, iar unul din 
“vârfurile axei ari -este un punct cunoscut.
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Fie aşă dar A un punet al iperbolei ale cărei asimptote 

sunt: OC şi OC' (Fig. 40). 
Să construim un punct al î- 

perbolei. Ducem prin A o se- 
cantă ce tuie asimptotele în 
E şi D; după proprietatea 
asimptotelor, porțiunile se- 
cantei cuprinse între iperbolă. 
şi asimptote sunt, egale ; deci 

. | „pentru a găsi punctul aşezat. 

Fig. 40. pe dreapta ED, vom luă 
punctul AM astfel ca: 

  

DAI — AB. 

Pentru a duce tangenta în acest punct N, ne servim de pro- 

prietatea că tangenta, determină între asimptote un segment; 
al cărui mijloc este punctul de contact. Va trebui să ducom 
prin M o dreaptă mărginită la asimptote, al cărei mijloc 
să fie M. Pentru acesta, ducem prin M paralela MF la asimp- 
tota C'O şi vom luă pe cealaltă asimptotă punctul HI, aşă 
că: FH = OF. Tangenta în M la iperboliă este HM. 

93. II. Să se aile: punctele de intersecţie ale unei drepte 
cu o iperbolă. Pentru a'găsi această construcţie, vom rezolvă 
următorea problemă: Fie' Mo (29, 4) un punct al iperbolei : 

  

  
e be 

Să ducem prin Mo (0, Yo) o dreaptă al cărei. unghiu cu Oz 
este «. Însemnând cu M (x, 4) un punct oarecare al aces- 
tei drepte, să găsim ecuaţia ce dă valorile lui 7 = MM, 
corespunzătoare punctelor de intersecţie ale acestei drepte 

cu asimptotele. Inlocuind pe « şi 7 cu: 

D= BF reosa, = fp + rsina, | 

în ecuaţia asimptotelor, avem:
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(zu + reosc)? (9 + rsin a) 0 

  

Po p? 

De unde: | 

pe (Se rar( To Cos __ 1jpsin e e 
e Ag az pe 

sau: 

  

„[ cos?a  sin?2a 29 Cosa 1 Sin a pi Se — a) 4 9 (net _ odin), 0 | a: d / a be 

Insemnând cu M', M” punctele de intersecţie, avem: 

  

MM =—7, No” =, 

TITI AT RT3 „ “1 MoM!. NM = vip” = DR N 
| - : cos?a sin? a 

E 
De aci rezultă următoarea proprietate: Dintr'un punct 

M, oarecare al unei iperbole, se duce o paralelă cu o. 
direcţie dată, care tae asimptolele în A! şi M”. Produsul 
MA. MAI” este constant, ori care ar îi poziţia punctu- 
lui M, pe iperbolă. - | 

10. Acestea fiirid stabilite, să revenim la construcția punc- 
telor de intersecţie ale unei drepte D, nepavalelă cu asimptotele, 
cu iperbola definită prin asimptotele sale OC, OC” şi punctul 
A (Fig. 41). 

Pie E şi E, BşiB' 
punctele de intersecţie 
ale asimptotelor OC şi 
OC cu dreapta D şi pa- 
ralela ei dusă prin A. 
După proprietatea de 
mai sus, dacă însemnăm 
cu M unul din punctele 
de intersecţie ale drep- 
tei D cu iperbola uvem: 

  
AB. AB = ME. ME. 

7 . . y Vom întrebuinţă pentru găsirea lui M următoarea cou-
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strucţie : fie F punctul de contact al tangentei duse din A 
la cercul de diametru BB'. Lungimea AF este cunoscută, 

“fiindcă avem: 

AFP? = AB. AB 

Ridicăm în E o perpendiculară EH = AF, pe dreapta D. 
1 fiind centrul cercului de diametru EE, iar P şi Q punc- 
tele de intersecţie ale acestui cere cu HI, avem: 

  

ăi EH” = HP. HQ, 
sau: 

„EH? = AF? = AB. AB = HP, HQ, 
„ Descriem din I ca centru, şi cu raza 1H, un cere ce taie 

pe D în M şi M'. Laungimile HP şi HQ sunt respectiv e- 
gale cu ME şi ME'; de unde: 

AB. AB! = ME. ME, 
relaţie care probează că M şi M! sunt punctele de inter- 
secție ale dreptei D cu iperbola. (EMEA). 
9, Pentru a găsi punetele de intersecţie al. iperbolei cu 

o dreaptă D paralelă cu o asimptotă, trebue mai întâi a 
scrie ecuaţia iperbolei raportată la asimptotele sale ca 
axe de coordonate oblice. 
„ Ecuația iperbolei va fi de gradul II-a în “raport cu A şi 
Y. Curba fiind simetrică în raport cu centrul, care este 

"origina axelor OX, UY, ecuaţia iperbolei va trebui să fie 
satisfăcută când vom înlocui pe X şi Ycu —X, — Y; 
deci ecuaţia va conţine numai termeni de gradul al [l-a în 
A şi Y, şi va fi de forma: 

pX2+2 qXYy + pr Y2 + s=—0 

Asimptotele fiind N =0, Y=—0, va trebui ca intersectând 
iperbola cu una din. asimptote; ambele puncte de inter- 
secţie să fie la infinit ; adică ecuaţia care va da abscisele 
XĂ, sau ordonatele Y. ale acestor puncte de intersecţie, tre- 
bue să aibă coeficienţii. necunoscutei la gradul al doilea şi 
întâi, amândoi zero. 

Făcând X==0, ecuaţia care dă ordonatele punctelor de 
intersecţie alo iperbolei cu asimptota OY, este: 

ryY2+s=0; N
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  deci : r =0. In acelaş mod, făcând Y=90, găsim: p=0. 
Ecuația iperbolei va fi de forma: 

S , s_ 2 ÎNY + 30, NY 
29 

Schimbând sensul axei OX, ceeace se obţine înlocuind X 
cu — Ă, ecuaţia este: N ” 

NY = NY, 
2g 

Pentru a găsi valoarea constantei K, cu ajutorul cantită- 
ților a, d, vom luă intersecţia iperbolei cu prima bisactoare, 
A = Y, asa transversă a iperbolei, şi vom găsi (K, K) 
coordonatele punctului A de intersecţie. Tangenta în a 
acest punct la iperbolă, care este paralelă cu bisectoarea 
doua: X = — Y, taie axa OX în punctul C, a cărui ab- 
scisă este 2 JW. Considerând triunghiul dreptunghic OAC, 
avem: ” 

  

sau: 

, + R2 = a? + p: 

de unde: 
9 9 

R_ Er 
4 

Ecuația îperbolei raportată la asimptotele ei va fi: 

2 
xy ei 

Să demonstrăm acum următoarea proprietate: M, (X.Y), 
Ma (Aa; Y2) fiind două puncte ale unei iperbole, parale- 
logramul M,NM, P ale cărui laturi sunt paralele cu a- 
simptotele, are diagonala PN astiel că trece prin centrul 
iperbolei (Fig. 49). | 

Coordonatele acestor puncte verificând ecuaţia iperbolei: 

292 
sri, 

avem : 

XV = 5%
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Construind paralelogramul M, NM, P, coordonatele pune- 
telor P şi N sunt: 

P (X 2), N (Ă3, Y,) . 

şi, deci ecuaţia dreptei PN va fi: 

Yi 
Y — Y xx. (4—X). 

- 

Făcând 4=Y=0, obţinem : 

Ya (Î,—A2) = — X, (Xa Yo). 

sau : . 

A Ya — X, Yu 

relaţie care există, deoarece punctele M, şi M, fiind pe i- 
perbolă. Ecuația diagonalei NP fiind verificată de coordo- 
natele originii, rezultă că această dreaptă trece prin cen- 
trul iperbolei. | 

Acestea fiind stabilite, să ne propunem a construi punctele 
de intersecție ale unei îperbole, cu o dreaptă paralelă cu una 
din asimptote (Fig. 42). 

Dingonalele fiind OC, OC, să 
ducem prin A o paralelă la OC, 
care va tăiă dreapta D în Ejunim 
O cu E şi dreapta OE va fi dia- 
gonala  paralelogramului consi- 
derat în proprietatea precedentă. 

“ Pentru a construi paralelogramul, 
ducem prin A 0 paralelă la OC, 
car6 va tăiă pe OE în F. Paralela 

Fig. 42. din F la OC taie dreapta D în 
punctul M, care este tocmai intersecţia acestei drepte cu 
cu iperbola. . 

„94."1IL. Să se ducă Ia o iperbolă tangente paralele cu o 
direcţie dată. Vom duce prin centrul O al iperbolei defi- 
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nită prin asimptolele OC; OC, o dreaptă OD, paralelă cu 
direcţia dată (Fig. 43). Ştim . „eneten 
că printre coardele paralele E 
cu o direcţie dată sunt şi 
tangentele la iperbolă para- 
lele cu acea direcţie; deci 
diametrul conjugat direcţii 
coardelor paralele cu' 0D,, 
“trece prin punctele de -con- 
tact ale tangentelor paralele 
cu O D,. Să construim dia- 

„metrul OD conjugat cu 0D,. 
Pentru aceasta ducem o paralelă cu OD,, care taie asimp- 
totele în B şi B'. Dreapta Om, ce uneşte centrul cu mij- 
locul dreptei BB! este diametrul OD conjugat cu 0D,. Pe 
această dreaptă sunt punctele de contact M şi M' ale iper- 
bolei cn tangentele paralele cu 0D,. Ducem prin punctul 
A, dat al iperbolei, o paralelă cu OD, și fio F şi F' pune- 
tele de intersecţie ale ei cu asimptotele; ducând tangenta 
AE din punctul A la cercul de diametru FF, avem: - 

  

Fig. 43, 

HE: = AF. AF, 

Ştim însă, că dacă am fi dus prin alt punct M al iper- 
„bolei o”paralelă cu AF şi am fi considerat punctele ei de 
intersecţie cu asimptotele, am fi avut relaţia: 

n 
, -— e 

AF. AF” = A10. MO, Catena sete Dero 
lisă. i prd 00 int 2 
i Cd Za raeele, Pettttut 

AE = AF AP; 

deci AE = OZ,  AB= MO. 

Deci, pentru a găsi punctul M, luăm pe OD lungimea . 
OM =— AE. De asemenea simetricul M'al lui M în raport 
cu 0, este uu alt punct care satisface relaţia de- mai sus: 
Dreptele MT, M'T' paralele cu: OD, sunt tangentele la 
iperbolă paralelă cu direcţia dată.
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95. 1V. Construcţia iperbolei printr'o trăsătură continuă. 
Se fixează într'unul din focare F' al curbei, extremitatea 

unei linii astfel ca să se poată în- 
vârti în jurul acestui punct, cum se 
vede pe figura 44. Uu fir, care are 
o lungime egală cu diferența dintre 
lungimile linii şi axei transverse, 
este legat în F şi de capătul linii. 

„Un creion M alunecând dealungul 
„Piz. 43. linii şi ţinând firul întins pe linie, 

descrie un arc de. iperbolă. In adevăr, diferența razelor 
vectoare F'M şi FM este constantă şi egală cu diferența 
lungimilor linii şi firului, adică 2 a.? a 

  

Exerciţii. 

1. Se duce prin origina axelor de coordonate perpendiculare o 
secantă variabilă ce taie două drepte paralele cu Oz şi Oy în 
punctele A și B. Paralele la axe prin A și B se taie în M. Se 
cere locul geometric al lui M. 

E. ay = const: O iperbolă echilateră ale cărei asimptote 
sunt axele de coordonate. i - , 

2. Fie C şi D punctele unde o paralelă xariabilă cu Oy taie un 
cerc cu centru O şi de rază R. A şi îB fiind! extremităţile diame- 
trului aşezat pe Oz, să se afle locul geometric al punctului M de . 
întâlnire al dreptelor AD şi BC. ÎN 

| R. Se înmulțese ecuaţiile dreptelor AD și BC. Locul este iper- 
bola echilateră : 2 — pe = R2, i 

3. Să se afle locul geometric. al centrelor cercurilor ce determină 
pe axele de coordonate. două coarde de lungimi date. 

D. Cercul variabil: (e — a PĂy— BE 
Se “caută punctele de intersecţie cu axele; se scrie că acele 

coarde au lungimile a și b, se va elimină 7 între ele; locul este: 

Q2 — b2 

ps 

/ 4. Prin două puncte fixe A şi B se duce un cere variabil ; să se afle locul geometric al punctului de contact al cercului cu tangen- 
tele duse la acest cere perpendiculare pe AB. i R. 4 (a, 0), B(—a, 0). Centrul.cereului (0, 7 ). Locul! este: o (22 — ap) (a — pP — 209) = 0; at — W=0, 22 —p=9a2,. 
„5. Fiind date două axe perpendiculare Oz și Oy, se ia pe 02 punctul variabil M şi pe Oy punctul variabil N, astfel că supra-



faţa triunghiului OMN să fie constantă şi egală cu K?. Să se alle 
locul geometrie al mijlocului dreptei MN. i 

R. M (4, 0), N (o, 4). A, u= 2 N* Locul este iperbola echi- 
, XK2 

lateră: | : LU = 

raportată la asimptotele sale. ! 
6. Se dă punctele A și A pe Oz, astfel că: OA = 04? =a, 

Se unește un punct variabil M al dreptei Oy cu A şi se ridică 
perpendiculara în A pe? AM, care se taie cu A'M în N. Să se 
afle locul geometrie al punctului N, când M descrie O. 

R. MM, 4). fa. 
/ 7. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente la 
două cercuri de raze R şi R. Ă 

R. Linia centrelor ca Oz, coordonatele centrelor (a, 0), (—a,o). 
Locul este o iperbolă cu tocarele în centrele cercurilor şi semiaxa, 

R— PR o mare: ——5——, , 

/ 8. Printrun punct A al unei iperbole echilatere se duc două coarde 
AM şi AN, perpendiculare între ele şi care taie iperbola în M şi N. 
Să se demonstreze că dreapta MN'este paralelă cu normali în A la 
iperbolă. - 

R. Se raportează iperbola echilateră la asimptotele ei; are 

ecuaţia:  y= 0 A (za 0, Aa, va), se cauta coordo- 
natele punctului „N unde. perpendiculara în A taie iperbola. 

9. Tangenta într'un punct M al unei iperbole echilatere cu cen- 
tru în O taie axele Oz şi Oy (de simetrie ale curbei) în N şi N" 
Să se arate că cercul de diametru NN” este tangent în O; dreptei OM. 

  
. Ă 2 2 

RM (ea pa st. 
XX 10. Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al 
perpendicularei din centru: unei iperbole pe tangenta în M la iper- 
bolă cu dreapta ce uneşte focarul! F cu punctul variabil al iper- 
bolei, * . 

R. Un cere. . 
11. A fiind mijlocul lui BC, să se afle locul punctelor M, astfel 

că: MA: = MB. MC, i 
R. AB = AC = a. Locul este iperbola : 

. 
2 

z: — ps 

  

X 12. Se dă un cere Q tangent ]a axele de coordonate Oa şi Oy. 
O tangentă variabilă la acest cere taie axele Oz în A şi Oy în B. 
Să se găsească locul &cometric al punctului de intersecţie al pa- 
ralelo» li axe duse prin A şi B, când tangenta variază, 

R. Fie M (20, 79) un punct al locului. A (20, 0); B (0, 70)-
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Se scrie că dreapta AB este tangentă cercului de rază R. Locul 
este iperbola: 

(20 —2R) (p—2R)=2R2 

Deplasând axele în punctul 19 = 28, Yo = 2R, ecuaţia curbei 
va îi: | 

îi AY = 2R52 
. IR 

pr



| „ Parabola 

96. Parabola este locul geometric al punctelor egal depărtate 
de un punct FE, numit focar, și de o dreaptă D, mimită di- 
rectoare. Vom luă pentru axa Ox perpendiculara FD lăsată 
din F pe dreapta D şi pentru Oy. perpendiculara pe Ox în 
mijlocul lui FD (Fig. 45). Sensul axei Oz este îndreptat 
dela directoare către focar. Lungimea DEF se numeşte pa- 
rametul parabolei şi se notează cu p. Coordonatele pune- 

tului F sunt deci( 4, 0), iar ecuaţia directoarei: + -- =0, 

Insemnând cu M (&, y) 
coordonatele unui punct 
al locului geometrie şi 
cu Mm distanţa pune- 

tului AL la directoare, 

avem : By 

. ae] / e 2)p, 

Mm=a+ La 

m OY: 
  ) i x) 

    
  

DL
] 

  

  

Ecuația locului geometric va fi: 

MEF = Mm, 

Ve) aq 
Ridicând la pătrat, se obţine ecuaţia parabolei: 

sau: 
  

j—2pa=u,



id 

  

Ecuația neconţinând de cât puterea cu soţ a lui y, va fi 
verificată înlocuind pe g cu — y; deci curba este sime: - 
trică în raport cu axa Oz, numită aza de simetrie a curbei. 
Făcând y = 0, se obţine x=v; parabola are zârful său 
O în origina -axelor. | 

97. Forma curbei. Rezolvând ecuaţia parabolei în raport 
cu 7, se ohţine:! i 

y= + yope. 

Curba fiind simetrică” în—raport cu Oa, vom construi nu- 
mai ramura: 

| = V2 px, 
cealaltă ramură construindu-se uşor dacă se ia. simetrica 
celei dintâi în raport cu Oz, ” a 

Pentru ca 1 să existe, trebue : . 

2pa >0, 

sau: 2 > 0; vom studiă variaţia funcţiunei numai pentru 
valorile pozitive ale lui y. Tot de aci se mai deduce că pa- 
“rabola este aşezată la dreapta axei Oy. 

Când az = 0, avem y = 0; curba trece: prin origină. 
"Când creşte şi y creşte ; iar când z = co şi y tinde 
către co. Să vedem valoarea raportului (7: a) când creşte 
'nemărginit. Avem: 

Yy= Vâapa, 

LV /2p.. 
x V-a ! 

deci limita lui este (y : 2) este egală cu zero, când =, 
aaa . . „d pe când în cazul iperbolei acest raport eră Zi! 

In cazul iperbolei raportul (7 : 4) având o limită deter- 
minată, aceasta însemnă că a şi 4 crescând foarte mult, 
Bradul lor de mărime eri, acelaș, sau mai bine că a şi 
creşteau proporţional ; pe când în cazul parabolei, a creşte e mai repede către infinit de cât y şi de aceia raportul din- 
tre 7 şi a a fost zero. - : 

“Exemplu. Să se construiască parabola: 7 

p — 3a=0. ii 

pr! | tii E PN



pad d 
A 7 Ah 2 
N_ 
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Vârful este în origina axelor; coordonatele focarului . 
3 a . 3 sunt (=, 0); ecuaţia directoarei : az + 4 = 0 A , 

98. Tangenta întrun punct al parabolei. Fie A, (20 ya) 
un punct al parabolei: 

je — 2pa=0, 
adică: : 

o 
Yo? — 2pa =0. 

Ecuația tangentei în acest punct va fi de forma: 

Yo = tg aţa — a) 
rămânând să determinăm po tg cu, astfel ca cele două puncte 
de intersecţie ale acestei drepte (eu parabola, să se con- 
funde cu My. 

Coordonatele unui punct al acestei drepte sunt: 

D= By roeosa y=u-tkrsina. 

Scriind că acest.punct este pe curbă, obţinem: 

(o + 7 sin 0)? — 2 p (a, + r cos c) = 0, 
său: 

rsinta + 2 v (aj sin a — peosa) —- 202 —2 p%o=0. (1). 

Această ecuaţie fiind de gradul Il-a în raport cu 7, re 
zultă că avem două puncte de intersecţie : 

cos a, pp 7 sin a; ap + 7” COS a, pp” sina; 

- deci o deaptă taie o parabolă în două puncte. 
„De oarece punctul M, este pe curbă, avem : 

e — 2pa=0, 
şi deci ecuaţia (1)-are o rădăcină 7 = 0, ceiace trebuia, 
căci un punct de intersecţie este ] o (o Yo). 

Pentru ca dreapta, considerată să fie tangentă parabolei 
în M,, trebue ca şi celalt punct să se confunde cu My, a- 
dică şir” = 0. 
Deci : . 
» Yo Sin a — pcosa =0. 

e unde: 

e d tg e = RI 

. 

A
R
S
 

E
S
I



. iar ecuaţia tangeutei în Mo (20 0) va fi: | aaa , ÎI 
IV = 2 A — 20), (2 =2 P 2), A Yo 

sau, dezvoltând: 

IDE) =0, (mi 2) 
Căutând punctul de. intersecţie al acestei tangente cu axa Ox, ceiace se obţine făcând Y = 0, avem: 

z + 19 — 0, 

sau: 

d = — do 

ceiace probează, că: Punctul de intersecţie al tangentei AM, la o parabolă, cu axa O» a parabolei, este simetricul proecţiei pe axă a punctului Mp în raport cu vârful pa- _rabolei. 
i 99. Tangentă paralelă cu o direcţie dată. Insemnând cu m direcţia dată, pentru ca dreapta: 

y=msen 

să fie tangentă la parabola: 

ap — 2pu=0, 

va trebui ca ecuaţia ce:se obţine înlocuind pe y cu mun, să aibă două rădăcini egale. Avem: . 

(m a + n)2—9 pa = 0, de unde: 
i Ma +2 a(mn- Pr n: =0. 

Condiţia ca să aibă două rădăcini egale, este: 
3 

| (ma —p)2 — m? n2 = 0, De unde: 
- 

pp 
N = 3 

> m 

iar ecuaţia tangentei paralelă cu direcţia m “va fi: 
. p 
= mal dt. Y 9 

Rezultă că la parabolă se poate duce numai o singură tangentă paralelă cu o direcţie dată. 

m
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100. Polara unui punct aţă de parabolă. Mo (2 do) | fiind un punct în planul unei parabole ci o 

p— 2pa=0, 
locul punctelor conjugate armonic cu Mo, în raport cu punc- tele de intersecţie ale parabolei cu o secantă variabilă ce trece prin M,, este polara punctului M, în raport cu pa- rabola. 

Printr'un procedeu analog ca la $ 71, se obţine că: 

Io —P(2-+a)=0. 

este ecuaţia polarei. punctului M, (2; 70) faţă de parabola: 

fP—2pr=90, 

Polara focarului F (4 0 ) este dreapta : | 

+ = 9, 

adică divectoarea parabolei, | 
“Pentru găsirea polului dreptei: 

se identifică ecuaţiile: 

Az+By+0=0, p &+ 20) —yy=0 
şi se obţine: 

D= Ip pa A B "6 

  

Polara unui punet M, se obţine 'unind punctele de con- tact ale parabolei cu tangentele duse din Me. 101. Ecuația tangentelor duse dint”un punct la para- | bolă. M, (25, yo) fiind un punct în planul unei parabule, pentru a găsi ecuaţiile tangentelor duse din M,, vom căută, coordonatele punctelor de contact MP (0, 9), NM" (a, pp). Aceste puncte sunt la intersecţia parabolei cu polara lui 2 My, şi deci coordonatele lor sunt rădăcinile ecuaţiilor : 
jr — 2p a =0, Yo —P(z-+ a) =0,
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Ecuațiile tangentelor duse din Mg la vars vor. fi: 

9 —p20+a)=0, yyp —p0ta)=0, 
Este însă alt procedeu, adică deter minând direcțiile m ale 

acestor tangente. : :: . z 
Ecuația tangentei la o parabolă şi având direcţia m fiind: 

voma a 

pentru c ca să fie o tangentă dusă din M, (2, 20), va trebui 
să avem: 

) 

Jo = PM o + a 

Această ecuaţie fiind de gradul al doilea în 7, vom pu- 
teă, duce, în general, două tangente dintrun punct la pa- 
rabolă. 
Dezvoltând, avem : 

2 m? mo — my t+p=0.. (2) a e În 

„Condiţia de realitate a rădăcinilor este : 

e —9 pa =0. 

Pentru a interpretă geometrie această condiţie, să con-. 
siderăm cele două regiuni în care este înpărțit planul : de 
parabola : : 

p2pa=0. 

Intr?o regiune, expresiunea : 

9 

Yo — 2p %o 
. n. . 

“va avea un semn, în cealaltă regiune semn contrar, iar 
pentru punctele parabolei, valoarea zero. 
“Pentru ă vedea semnul :în regiunea unde esto focarul, 

vom face : y =—.0, a=l şi avem: 

2 - : 
B- apa = — 2p CO... 

Prin urinare, în regiunea interioară parabolei, avem : 

- da — 2pa» <0,
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“pe. curbă zero, iur în regiunea exterioară : 

Je — 2pa, 30. 

Revenind la condiţia de realitate a tangentelor, deducem : 
dacă punctul M, (2, 7) este interior parabolei, nu se poate 
duce nici o tangentă; când Ms esto pe curbă, se duce nu- 
mai o singură tangentă; când M, este exterior parabolei, 
-se pot duce două tangente. a 

Pentru a găsi ecuaţia comună a celor două tangente duse 
din M, parabolei, vom înlocui pe m cu valoarea sa din o- 

- ecuaţia tangentei din Mo, a 

je m (a — a). 
„Ecuația: - 2mta, —2my+p=0 

dovine:, 2 (yo —2 yo (2—a) (n) + pla) =0, 
şi este ecuația comună arelor două langente duse din dl, (Za, 7): 

102. Aplicaţie. Să se afle locul geometric al punctelor -M, de 
unde se pot duce la parabolă două tangente perpendiculare 
Insemnând cu m", m” coeficienţii unghiulari a două tangente 
perpendiculare duse din M,, va trebui să avom : 

mm + 1—=0, 

  

  

m şi m” fiind rădăcinile ecuaţii (2). De unde: . E 

po 4 _ 0 E | 

2 a + a | LL i 
sau: | V | 

p 29 = — — 

Deci, directoarea parabolei este locul ' punctelor de unde se 
pot duce la parabolă două tangente perpendiculare. . 

103. Ecuația normatei la parabola : 

Ap 2bo=0.- 
dusă în- punctul Me (o Yo) al parabolei esto:
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Făcând în această, ecuaţie y = 0, se obţine a = p + a, care este abscisa punstului de intersecţie al normalei în M, (2 Yo) cu axa Oz. Proecţia punctului M, pe Oz având abscisa a, so vede că proecţia pe Oz a porţiunei din normală cuprinsă între parabolă şi axă, este egală cu: E 

DL + -a=p Sa € 
adică o constantă oricare ar fi punctul Mo, pe parabolă. „104. Diametru. Să considerăm o seria de coarde paralele de direcţie: m = iga şi să găsim locul mijloacelor acestor coarde, sau diametrul conjugat direcţii coardelor, | Mo (2 vo) fiind mijlocul -unei coarde M' M”, coordonatele unui punct al acestei coarde sunt: 

FL = ok reosa, = + sina 
Pentru. a găsi valorile > şi 7” corespunzătuare punctelor M' şi M”, vom serie că punctul considerat aparţine parabolei date: 

YI —2pa=0, 

Vom avea: i 
, 

(ok rsinc)?—2 P (o Fr cosc) = 0, 
sau : | 

1: sina + 2p (7 Sin a — p cosa) +32 -— 2pay =0. 

Dacă M, (2, yo) este mijlocul coardei M' M”, atunci: - 

  

  

NAT = — IF, | 
deci : 

e - rm =0, Aron Pe ta De unde: 
To pm d VW sin a — pcose = 0, CDL Ie 

"sau; 
A 2 

= = Sp d < W tpa? W mo i | 
« 

Aceasta este ecuaţia diametrului conjugat coardelor de 
direcţie m. i | 

De aci rezultă: 1. Că toţi diumetrii sunt paraleli cu axa 
parabolei. a a 

II. Orice dreaptă D paralelă cu axa este un diametru con- 

*



N 
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jugat coardelor paralele cu tangenta la parabolă în punctul de 
intersecție al dreptei D cu parabola. | 

III. La parabolă nu sunt diametvii conjuyați, căci coardele 
ralole cu diametrii tăind parabola numai întrun punct; la 
istanţa finită, au mijloacsle lor la infinit. = 
"105. Construcţii geometrice asupra parabolei. 1. Con- 

N strucţia parabolei prin puncte. Tangenta într'un punct al 
parabolei (Fig. 46). Să considerăm parabola definită prin 
focarul F' şi directoarea D. Ducom axa parabolei şi tangenta 
la vârf, adică axa Oy. Unim un punct oarecare A al direc- 
toarei cu focarul F şi fie B punctul de intersecţie al drep- 
tei AF cu Oy; de asemenea, fie D piciorul directoarei pe 
axă, 

Aa 
De oarece OD = OR şi OB paralelă .cu DA rezultă că 

AB = BE. Fie M punctul de intersecţie al paralelei 
dusă prin A la axă cu perpendiculara în Bpe AF. 
Triunghiul AMF este aa 8 A Vi M 

  

  
    

„isoscel şi deci: | 

AM = MF. N 
Deci M este un punct al Pa | 
parabolei. “ - 

Pentru a duce tangenta | L X în M, ne servim de pro- T D J PP   prietatea că: piciorul P 
al ovdonatei punctului “ Fig. 46. 
M este simetric în raport cu vârful O faţă de piciorul 'T al 
tanyentei în M la parabolă. 

Prin urmare, luând OT.=-O0P, tangenta în M esto MT, 
Insă: 

a 

deci: ' », „. 
FI = FO + OT = 0D ȚOP = DP = AN = MF. 
Figura AMEF'A este un romb, deci diagonale se taie 

în părţi egale şi sunt, perpendiculare. Mijlocul lui AF fiind B, rezultă că tangenta NL trece prin. B, sau este dreapta MB 
şi apoi că este perpendiculară pe AF în B. 

De aci rezultă: | 
1) Un punct al parabolei se construeşte unind focarul F cu 

un punct oarecare A al directoarei. Perpendiculara pe această
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dreaptă (AF) în punctul B, unde taie langeata la vârf, se în- 
tâlneşte cu paralela la axă dusă prin A în punoiul M al par a- 
bolei 

- ID Tangenta la parabolă în A e este dreapta MB. = 
JIl) Locul punctelor B, proiecţiile focarului pe stan- 

gentele la „parabolă, este tangenta la vâri. | 
106. Să se -ducă la .parabolă tangenta paralelă cu 0 di- 

recţie “dată. Observând figura 46 so vede că dreapta MB 
este perpendiculară pe AF, în: mijlocul ei. Considerând 

- coardele paralele cu tangenta -MT, diametrul conjugat ace- 
stor coarde trece prin punctul de contact al tangentei MT | 
şi este paralel cu axa. Prin urmare, pentru a construi dia- 
metrul conjugat coardelor de direcţie dată, za trebui să 
cunoaștem punctul 'de contact al tanyentei paralele cu direcția 
dată. Aceasta este chiar construcţia cerută şi se va procedă - 
astfel (Fig. 46): Ducem prin focar» dreapta FO paralelă cu 
direcția dată ; perpendiculara. în FE pe F d taie tangenta la cârf 
în B și directoarea în A. Paralela prin A la ază şi perpendi- 
culara în A pe AF (paralelă cu F 0) se taie în M, punctul de 
contact nl tangentei MB, paralelă cu direcția dată. - - 

Taungenta cerută este BAI, iar diametr ul conjugat coar delor 
paralele cu FO este AM, 

-107. Construcţia punctelor de intersecţie ale unei drepte 
A cu o parabolă, Să găsim punctele de intersecţie ale pa- 
rabolei ce e definită prin focar şi directoarea D, cu dreapta 
A (Fig. 47). -Dacă A este paralelă cu axa, vom procedă ca 

în cazul precedent: (Ş. 106), 

  

  

  

      

H 

căci va trebui să găsim punc- 
tul de contact al tangentei 
la parabolă cu tangenta pa- 

A ralelă cu coardele al căror 
| diametru conjugat este a. 

d 3 “ Vom uni punctul P, unde A 
ao x taie direcloarea, cu focarul F; 

Zr perpendiculara pe : mijlocul 
“4 3, "te . lui BF se taie cu A în punctul 

4 E "unde A taie parabola. 

Fig. 47. Să presupunem dreapta A 
nepavalelă cu axa. Vom rezolvă mai: întâi următoarea : pro- 
blemă : Să se construiască polul unei drepte A în raport
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„Cu parabola, Să construim diametrul conjugat coardelor 
paralele cu A. Ducem prin F o paralelă cu A şi din Fo 
perpendiculară pe A ce tuie directoarea în A şi tangenta 
la vârf în B. Paralela prin A la axă (Fig. 47) so taie cu 
perpendiculara în B pe AF în punctul M. Diametul con- 
jugat coardelor de direcţie â, este AM, iar tangenta paralelă 
cu A este MB. | : E 
„Diametrul AM taie parabola în punctul M la distanţă 

finită. şi întmun alt punct aşezat la infinit, care puncte sunt 
conjugate armonie în raport cu polul S al dreptei A şi 
punctul C unde AM taie polara A. Se ştie însă că dacă un 
puict este aruncat la infinit pe o dreaptă, conjugatul ar- 

„monie al său, punctul M, esto aşezat la mijlocul dreptei CS, 
co uneşte punctele C şi S, cu. care sunt conjugate armonic. 

"Deci polul S al dreptei A se obţine luând simetricul Ş al lui C, 
"în raport cu N, | e 

Rezultă de aci .următoarea proprietate: Dreapta care 
uneşte polul unei drepte A cu mijlocul coardei determi- 
nată de A în parabolă, este paralelă cu axa parabolei şi, 
este înpărţită în două părţi egale de parabolă (îşi are 
mijlocul său pe parabolă). | 

Odată cunoscut purctul S, problema revine la găsirea 
punctelor de contact M, şi M, ale parabolei cu tangentele 
duse din S Ia parabolă. Să presupunem problema rezolvată 
şi fio MN, unul din punctele de contact şi H, piciorul per- 
“pendicularei din M, pe directoare. De oarece M,H=M,EF,. 
iar MS (tangenta în M,) perpendiculară pe mijlocul lui H,F, 
rezultă că: H,S=SF şi deci pentru a construi pe M,, pro- 
cedăm astfel: Lin S 'ca: centru, şi cu raza SEF descriem un 
cerc ce taie directoarea în E, ; paralela prin II, la axă taie 
dreapta a în M, (sau perpendiculava din S, pe HF, în M,). 
In mod analog so obţine şi celalt punct M, de intersecţie.al 
dreptei A cu parabola (san punctul de contact al celei de 
a doua tangentă dusă din S la parabolă). Punctele M, şi ML 
sunt simetrice în raport cu C. 

. Ş . . . 
(d 108. Construcţia parabolei printr'o trăsătură continuă,
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Să ne închipuim un echer aşezat de-a lungul linii D, direc- 
toarea (Fig. 48) şi fie un 
fir de lungime BC fixat 
cu un capăt în focarul F 
şi cu celalt în capătul C 

al echerului. 

» Făcând să alunece eche- 
ul dea lungul linii D, 

__un creion :M, care ţine 
Pi | firul întins bine do la O 

Pie “spre B, pe echer, va de- Fig, 48. , , ee -. a - scrie o parabolă, căci dis- 
tanțeie BM şi MF totdeauna sunt egale. 

  

  

109. Parabola este limita unei elipse sau a unei iperbole. 
Să considerăm o elipsă sau o iperbulă variabilă, astfel ca 

una din axe şi un vârf aşezat pe această axă să rămâe fixe, 
pe când celalt vârf să se dopărteze la infinit. Ecuația acestei 

» curbe, luând vârful fix ca origină a axelor perpendiculare, 
iar axa considerată ca Oz, este: " 

= 21 a + ua, 

în care coeficienţii 7 şi pui variind odată cu această curbă, 
tind prin ipoteză către limitele determinate p şi q. Al doilea 

- a - Ie 27. vârf al curbei date, aşezat pe Oz, are ca abseisă — î7 şi 
Hu 

de oarece 'acest punct so. dapărtează şi tinde către infinit, 
abscisa sa esto foarte mare şi deci limita lui pu trebue să 
fie egală cu zero. cc | 
„Curba limită către care' tinde elipsa sau iperbola varia- 
bilă, pe care am considerat-o mai sus, are deci 'ca ecuaţie: 

- 
2 Y- = 2pa. 

adică este o parabolă. 

Exerciţii. 

1. Un cere variabil tangent axei Oy în O taie o paralelă dată 
la Oy în B şi O, iar pe Oz în D. Paralela dusă din Bla Oz 
taie tangenta în D la cere în punctul M. Să se ăfle locul geome- 
trie al punctului M. 

2 

a:
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R. Ecuația paralelei: z — a= 0. Locul, parabola : y2==a—a2, Se poate transporta axele paralel în punctul (4,0). - a 12. Să ee afle locul geometrie al centrelor cercurilor tangente la un cere dat CO şi 0, dreaptă dată D, . -.. e 
R. (e — cr (y— B= gB2 Centrul cercului C(0,a);: dreapta D se ia ca Oz. Locul este însemnând cu R raza cercului C: 

z — 2y R+- a) —R2=0, „. 
Se vede că e o parabolă transportând axele parale) în (o, 83) 

3. Să se afle locul centrelor: cercurilor es: trec printr'un punct dat şi determină pe o dreaptă fixă courde de lungime data: : - Re Oz dreapta dată, Oy perpendiculara din punctul fix A (0, a) pe Oz. Cercul are ca ecuaţie: -  ... ie 

 (e— a; -+ (y— pl = e 
Locul este parabola : 

i 
7. , 

A „ a — 2ay = — aa 

Se poate transporta axele paralel în vârțul parabolei; tăcâna z = 0, rezultă: . - . o PR 

, hR2 a2 

atzi 
4. Se dă un punct A şi o dreaptă A. Un-cere variabil de cen: tru C taie dreapta A în M şi M'. Se.duce dn 0) perpendiculară pe AM, care tae perpendiculara. în M pe A în punctul P. Să se „afle locul geometrie al punctului p...... DI . R. Parabola cu focarul în A și directoarea A, căci PM = PA. % 5. In cercul de centru O se duce raza variabilă OP şi fie Q proiecția lui P pe Oz. A fiind un punct unde 'cercul taie axa 0y, - să se afle locul punctului M de intersecţie al dreptelor OP și AQ. ! R. Dacă R este raza cercului, locul este parabola : 

a + 2Ry — R2= 90, 
/e. Fiind dată parabola : Vi — 292 = 0 şi un punct A (a, 0) pe axa Oz, să se găsească ecuâţia unui cere care să treacă prin A şi să tie tangent parabolei în două. puncte simetrice în raport cu Oz. a i E zi Aa BR. (e — aj +i(y — PR —nR2=0. Se scrie că ecua- “ţia ce dă ordonatele punctelor de intersecţie are rădăcinile egale. 

Avem : a =a+p Vip, R2 = (a — ap. 

7, Baza BO a unui triunghi ABO este fixă, iar înălțimea cons- 

+
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tantă. ŞF"egală- cu h. "Să se: * afle. docul : puinetuui “de : întâlnire al 
înălțizailor, geti ; .. Da 

LR ABintog, oa, p). Sa i ia ca Oy perpăndiculara pe mij- 
tocul lui AB. „Locul ortocentrului : aste: m, : 

  

        o  rig grae E : E hp: = 

a Da 

Xe. Șă se: *âne locul geometrie al:centreloricercurilor tangente u: 
i parabole, Și .. directoarei sale. 

R. Mg: (20, 3 yo) “fiind punctul "de contact “al cercului as. 'cen- 
tru C cu. parabola; tangenta. la, parabolă , în, Mo. taie axa în. „punc- 

“tul N (= 2, 0). Se va căută.: : eoordonatele, punctului . p a direc. 
toarei astiel că: NP = AMN. Paralela la axă prin P se 'taie zu 
normala la parabolă în: AM tocmai-înt centrul C. Se va elimină 
o, 79 între ecuaţiile acestor două drepte şi a parabolei. 

Sau altfel: Ecuația cercului va fi; a a ai 

7, :3 aie . . 9. : aa i DE dz 7 în i 
Se ia punetele: de “intersseție cu i parabola “i 

a 

4 n: 

locuind ps z.cu 

a 

în 

  , se scrie că ecuaţia „obfinută are o rădăcină dublă. Rela- 

d obținută ce conţine pe 'c:şi "9 este “căuaţia locului centrului C.- 
9. 'Tangenta întrun punct M al unei parabole taie tangenta la 

vâri în N.-Se: duce prin N paralela; la OM -și prin .O paralelă zeu 
tatgenta în:-M.. Să să atte_locul. gtometrie: al pungiuiui de: Later: 
seic al. acestor: paralele; Ai ai zei Pasta a Ag 

MA 0) u— pi =0u Iiciculi cate parabola. 
03 prd Îi Deo n cun i 
i ia 22 0, Tita e ler pi 

fiii Îi eg zace 
“Cla'caia ia ta DĂ era ui în ăi Se Să „pe, "Ga „paneul. fix A, iar pe. “Oy. et Stiai” st. 

Perpendiculăra în Ă?pe AM” şi dealeri dus 'din A la O2 se “taie în 
N. Să se afle locul geometric a punctujari, N. 

R. Ala, 0). Locul este parabola : 

  

       

      

Om în oa nu ie 0 i i tati ÎI 
DT i 2 Sha pp, a fas — a) ai ae 
Tai în îi Una goi 

  

LL. 'Se dă un cerc cu centrul în origina axelor şi cu raza Rș 
se ii pe Ojy- putictele fixe B şi: B', asttel că'0B = 0B'.£2R; 
se “aneşteiţiahbăt Ba tin ptriităl vâriabii: al 'tarctit sia prelutgeștg ” 
această dreaptă până taie pe Oz în N. Să se afle locul geometrie 
al punctului de intersecție :al 'dreptetor. OM. şi BN. i 737 €. 

R. M(Roos P Rsin 4). Locul este parabola: 
D209 actiiziai si „Exil 9529 Căa ideii aa a UL Baa 
=



c
ă
 

n
a
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m = 2Ra + Re e 

12. Se dă un punct A fix pe axa parabolei şi un: punct M varia- 
bil pe parabolă. Se duce prin A paralela la tângenta în M, la parabolă, 
care se taie cu FM în N. Să se găsească locul geometrie al punctu- 
lui N. 

R. M(7, pi). u? = 2pA. Locul este cercul: 

zh pp — pr trap — a =0. 

       


