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PREFATA

\ S

Alcdtuirea unui curs de Qeometrie Analiticd a fost de mult
timp una din principalele mele ocupatiuni. Greutdfile ce se in-
tampind cu fiparitul gi sacrificiile materiale cé trebue sq le faca
autorul unei carti de matematici de curs superior (clasa VIIT
reald in special) m’aw facut sa amadn publicarea acestei Geo-
metri i numai indemnul cdtorva colegi si lipsa unei asemenea
carti m’aw hotarit sa dau publicitatii lucrarea de fatd, care in
cea mai mare parte este rezumatul lectiunilor de Geometrie
Analitica, pe care ni le facea la Universitate D-1 G. Titeica.

Planul urmat in alcatuirea acestei Geometrii este acelas ca la
Algebra mea de clasa VIII reald : teoria expusd este insotitd
de numeroase aplicatiuni imediate, din a ciror serioasd cerce-
tare, sa tasd la iveald procedee pentru probleme  similare, iar
din rezolvarea exercitiilor, cirora li se di o schita de solutie,
sa rezulte o fixare a acestor procedee §¢ 0 deprindere nu numai
pentru rezolvare, dar si pentru alcdtuirea de probleme mai
grele, in rezwmat pentru formarea gustului de matematici.

Dupa aparentd, lucrarea pare prea dezvoltatd pentru Licee .
e drept ca unele chestiuni de pol s1 polari, constructiuni geo-
metrice asupra conicelor, schimbarea axelor de coordonate
polare nu fac parte din programul de Licew; cauza care m'a
determinat sa adaug si aceste chestiuni a fost cd sunt cerute la
examenul de admitere in Scoala de Poduri si Sosele, si citi-

rea acestora intr'o carte prea dezvoltatd si poate prea scumpda,

ar fi fost daundtoare incepatorilor, care nu stiu sd aleagd par-
tea importantd si necesard din expunerea dezvoltatd din acele
carti. Ceeace mdreste formatul prezentei lucrdri sunt numeroasele
aplicatiuni si exercifii, care sunt fundamentale pentru aceia care
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isi vor forma o carierd matematicd, si cdrora mai le este ne-
cesard incd o Culegere de probleme, pentru ca un elev care a
erminat teoria, si nw ajunga in ridicula situatie, de a nu pu-
tea sd rezolve probleme, care es din tipicul celor doud lrei ex-
puse in teorie, zicdnd ca wa intdlnit de acestea in cartea lor.

Inainte de a termina, ma simt dalor sa aduc omagyiile mele
fostului meu profesor, D-l G. Titeica, care fiind membru in
comisia pentru cercetarea cartilor didactice, mi-a dat multe sfa-
turi, tn ce priveste expunerea.

De asemenea, colegului meu, S. Flavian, i aduc viile mele
mulfumiri pentru dezinteresuta si neobosita activitate ce a depus
la corectarea probelor, gratie cdreia executia tipograficd (a Ti-
pografiei , Progresul®, Ploesti) a lucrarii de fajd este destul de
satisfacatoare.

Niculae Abramescu

Profesor la Liceul din Galati
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Lectiuni te Geometrie Analitica pentru clasa VIl real3 7

Introducere.

-

1. Geometria Analitici studiazs proprietétile figurilor prin
caleul. Intemestorul Geometrii Analitice este Descartes, care
a publicat un tratat la 1637. ;

Geometria analitici este pland si in spatiu, dups cum stu-
diazi proprietitile figurilor plane sau din spatiu.

Geometria plana.

Sisteme de coordonate.

2. Pozitiunea unui punct M, din planul definit de doux
drepte Oz, Oy (Fig. 1), ‘
este cunoscutd cu aju-
torul a doud cantititi :

OP =z, 0Q =y, obtinute
ducénd din M paralele
la Oy si la Oz, gi'eare T
Sé numese coordonatele X
Ppunctului NX OP se nu-

meste abscisa, 0Q ordo-
nata punctului M, Oz, Fig, 1.
si Oy axele de coordonate, O origina axelor; Oz se zice axa

abseiselor, sau a iesilor, oy axa ordonatelor, sau axa igreci-
lor. 2 o MW ‘

Daci Oy este perpendiculari pe Oz, axele de coordonate
se zic perpendiculare, iar coordonatele (%, y) formeaza un
perpendacutare, ) 1
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sistem de coordonate perpendiculare, rectangulare, sau drep-
tunghiulare.

Daca Oy este inclinatd pe O, axele se zic oblice, iar
coordonatele formeaza un sistem de coordonate oblice.

Atat coordonatele perpendiculare, cat si cele oblice, se
numesc coordonate carteziene, dupid numele lui De.starfes
Cartesius pe latineste. y

3. Punctul O defineste’ pe Oz si Oy doud sensuri: dela O
spre # sl y se nume§® sensuri pozitive, iar spre z’ si y’
sensuri negative.

_In fig. 1. atdt abscisa cit si ordonata sunt pozitive.

Daca am vol sa construim punctul de coordonate (+2,—1),
vom lua pe Ox, inspre dreapta, o lungime egald cu 2, si
pe Oy in jos, o lungime egald cu —1: paralelele duse prin
aceste puncte la axe se taie in punctul M (2, — 1). Coor-
donantele se scrin alaturi de M, in paranteza, intai ab-
scisa, apoi ordonata, despdrtite cu o virgula.

Toate punctele de pe Ox au ordonatele nule si deci pen-
tru orice punct de pe Oz, avem y == 0. In acelas mod,
& = O insemneaza toate punctelc agezate pe axa Oy, cdci
abscisele lor sunt toate egale cu zero. Coordonatele ori-
ginii axelor vor fi (0, 0

Vectori.

4. Se numeste wvrcfor un segment de dreaptd, AB, avand
origina A, extremitatea B, un sens dela A la B si lungi-
mea AB. Fie AB un vector de pe axa Oz. Insemnand cu

{a, o), (b, 0] coordonatele

Y e X punctelor A si B (Fig. 2),
0 Alg Bls.of avem : :
' OA = a, OB =
Fic. 2. §i deel lungimea veetoru-

2.

lui AB, de pe Ox, este:
= 0B - 0& = b Ly
Asa dar, lungimea unui vector, .de pe Oz, este egald cu

diferenta dintre abscisa extremitatii si a originii acelui vector.

Considerand vectorul BA, Iunglmea sa este :
)
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BA — O—m:(—b)'*(_a)=a"‘b)

si deei :
AB — — BA, AB 4 BA — 0.

5. Sé luim pe axa Oz punctele A; (z;, o), A, (x,, o), ...

A, (@, 0), avand abscisele : 2y, x,, X3, ..o %p. Avem :

1 A2=:I:2—x1, A A3=—93§—.’E2; AL A=z, —»

n—1e

De uude :

7 N vy S e wy O gt

Insé : (x, — ;) reprezinti lungimea vectorului A, A
deci : ‘

MAE A A1 + A K —[i &)
Dar:

prin urmare:

e Ty v A +ELEIRE A o

6. Exercitiu. Fiind. date punctele A, B, C, D pe o dreaptd,
sa se arate cd avem : ~ ¥ e </ ;
% i .
AC. BD — AB. CD + AD. iC.
£l WY e N F o :
In adevir, si luim acea dreaptd ca axi Oz sifie: a,b,c,d,
abscisele punctelor: A (@, 0), B (b, 0), C (¢, 0), D (d, o).

S

Avem:
A¥C=c—a,iiT)=d—b,A|:=b——a,6D=d—c
AD — d g BO = ¢ — b,

Deci :
ABCD +"ADBRE L 5.0 a) (d—= ¢+ (d = a) (c —b),
AC. BD — (e =) (d o, b).:

Efectudnd calculele, vom gisi acelasi valoare pentru am-
bele expresii si deci: ' : %
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AC. BD — AB. 0D + AD. BC.

Unghiuri.

R

7. Sens direct si indirect. Fie Oz o dreapld care se in-
varteste (Fig. 3) imprejurul punctului O pand ajunge in
OA. Se zice cd unghinl z0A
A este pozitiv, sau deschis in
sensul direct] cdnd migcarea
ce a ficut-o Oz ca si ajun-
gé in pozitia OA este de sens
invers ca aceia ce o facé a-
cele unui ceasornic; in' caz

g ] “contrar, §e—zice ci unghiul
Fig. 3. este 1 v, sau este des-

chis in sens indirect (retro-

grad). By o A SV UACEN ¢ i
o O TR

8. Unghiul a doua drepte este unghiul ficut de direc-

' tiile pozitive ale acelor

B drepte, masurat in sens

direct. = Daca dreptele

suntt AB si CD (Fig.

4), unghiul lor este

DOB, fidcut de di-

»[)  rectiile pozitive ale a-
celor drepte.

=1

Fig. 4.

Proectiuni.

8. Se numeste proectia unui punct M pe o axd Oz (Fig.
1), dupd o directie paraleld cu Oy, punctul P de interscc-
tie al dreptei Oz cu paralela MP dusd din M la Oy.

Proectia ortogonald a unui punct este picisrul perpendi-
cularei din acel punct pe axa de proectiune.

Fie A; A, un vector agezat in planul a doud axe per-



)

e
: SSid

/‘7
A

pendiculare (Fig. 5). Insemnand cu (L1391 )> 0y Yai) coordo- : 'iz

natele punctelor A; si A,;

P“. P, proectiile ortogo- )@(A‘) Y . AQE& o

nele ale punctelor A;, A,

pe Oz, proectia lui A, A,

pe Oz este: P,P, = A B. g(@
Punctele P, si P, avand

respectiv aceleasi abscise,

OPPsitiOP,, iea ‘51 tA AL 0

rezultd cé:

Fig. b

Pr. (AVA —P Pz——xg—.'l']

Deci, proectia unui vector pe axa Ox este egald cu diferenta
dintre abscisa extremitatii si abscisa originii acelui vector.

Ducand prin A, paralela A; B cu Oz, proectia lui A, A,
pe Oy este cgald cu: BA;, = y, — y,, cici: BA, = P, A,

—PB =y —y

Deci, proectia unui vector pe Oy este egald cu diferenta din- -

#re ordonatele extremitatii si originii.

9. Proectia unei linii poligonale pe o axi este egala cu
proectia linii drepte care inchide acea linie poligonala.
Fie: AjA, ... A, (Fig. 6) o linie poligonali §i (zy, ), (25, #s),
(%ny Yn) coordonatele
punctelor A;, A,, ... A,.
Proectia acestei linii po-
ligonale pe axa Oz este R
egald cu suma proeeti-
unilor liniilor A; A,

L
A

/ B X Vo
A, Ag, . A, A, pe a- e
cea axd. Adicd: o TR
pr-AA,... A,=pr.A A, '
4 pr.A; Az 4 ... | pr. ; Fig. 6.
AR
Insd:
i L1 2,

pr- Ay A, =95 — @, Pr Ay Ay = a3 — @, .. pr.
_A-n 1 An T n T ‘Tn—l‘

Deei :
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Pr- A7 Ay G AT TSy S VR (e + @, —._)
= & — By, 4 .

Insd (2, — x;) este proectia vectorului A; A, Prin ur-
mare :

pr. A‘l *%-2 .os An = pr A‘l Ah/

adicd : proectia wnei linii poligenale A, A, .. A, pe o axd
este egald cu proectia linii A; A, care inchide acea linie po-
ligonald.

10. S& consideram poligonul A; A, .. A, A, (Fig. 6).

\ Am vizut cd proectind pe axa Oz, obtinem:

pr. A; A, .. A, — pr A; A,

proAy AL =t pro ACTAL
Deeci:

pr. Ay A, ... A, A, = pr Ay Ay ... A pr A, Ay — pr.

. A‘l AA.H + pr A.“ “A'l - 0.

Asa dar: proectia unui contur poligonal inchis pe o axd este
2 K e e s >
egalda cu zero..
~ 11. Si considerim dou# linii poligonale: A, A, .. A,
A, B, B;..B_: A, :
Proectia conturului poligonal inchis A; A, .. A, A,
B._i ... By A pe o axi este zero. Deci:

pr A, Ay... Ay pr. A, Bop. By A, =0,
sau :

pr A A A, =—pr A, B, ..B,A—pr A B,. B, A,

Asa dar: proectiile a doud conturwri, cari aw aceiasi origind
si aceiasi extremitate, sunt egale.



12 Masura proectiunii unui vector pe o axd. Fie AB
un vector (Fig. 7) a carui :
. 5 X (xl?l)
lungime este [ si care face
cu Ox unghiul @ = C A B. '
Proectia vectorului AB pe
Ox este:

AC=AB cos ©® =1 cos O,

lar proectia pe axa Oy . 0., 95 B X
este: I sin O.

Probleme asupra punctului.

13. Distanta dintre doua puncte. Fi-: A (», y), B(my, yo);
doud puncte (Fig. 7), ale céror coordonate sant (g, Y
(13 Yo). Ducand A C paraleld cu Ox, proectia A C a lui
ABpe Ox este: (x,—xry), san AB cos @: de asemenea,

~ proectia pe Oy este: (yo—y,), sau A B sin O Avem deci:
&

I/ r/\’ 7 B b ,r’vi ’ ‘[&.B_COS Q i f'"’\'_ Ly

AB sin’@ =£ y, — y; .

Ridicand la patrat, adunand si tinind seama de relatia:
sin 2 6 + cos 2 @ = 1, rezultd:

AV_BZ_—-— =0 )) 2 + o= (/1) 2

Deci : patratul distantei dintre doud puncte este egal‘. cu
suma patratelor diferentelor absciselor si ordonatelor acelor
puncte. -

14. Aplicatii. 1. Distanta dela un punct M (x,y) la origina
axvelor este: x2 +y2. Daca pnctul M variazd in plan, rdmé-
nand mereu la aceiasi distantd » de origina O, adicd, dacd
punctul M (x, y) se afli pe cercul cu centrul i O si cu
raza r, aceastd proprietate geometricd se exprimi analitic,
scriind ca distanta dela un punct oare care M (7, y) al

cerculpjfeste egald cu r si dec1 vom avea ecuatla
[ u_/\‘u‘/\“ 0 x2 + yﬁ B

o
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Se zice cd cercul considerat este reprezentat de aceastd

,Tz_;_yz:,?zf

.-

ecuatie, sau mai bine ci ecuatia :

reprezintd un cerc cu cenfrul in origing st cu raza r.
15. Coordonatele unui punct care inparte o dreapta

intr’'un raport dat. Fie A (x,, Y1, B (x5, y,) doud puncte
s1i M (x, y) un punct care

inparte dreapta AB (Fig. 8)

T Bix,
in raportul :
AN %: A

RG] R T x Ducand prin A, M, B
' paralelele la Oy, obtinem
punctiﬁ&P, R, 'Q.

Fig. 8.
Se stie din Geometrie ci :
L A L PR
M B RQ

Inssd :

PRi=— g+ 0 iR i 2

De unde, inlocuind, dbtinem :
3 i A
Ly —T= & Xy

i Ble—
L = - i xr =
3 Bgd— 27 14

In mod analog, proectind vectorul A M B pe Oy, dupa o

directie paraleld cu O x, gisim:

LTl S i R Yl Yy
Yo — Y gl 1L+ £

Deci, coordonatele (x,y) ale punctului M care inparte dreapta
in raportul

deﬁm'td&_de bunctele A (X;, 'y,), B (x,, Yo
AM : MB = /, sunt:
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Aceste formule sunt independente de unghiul axelor.

16. Aplicatii. I. Coordonatele mijlocului unui segment.
Fie : (xy, yp), (2 Y2) coordonatele punctelor A (x,, y,),
B (x5, 1,) care definesc un segment si M (x, i) mijlocul
acestnl segment. Raportul 2 in acest caz este egal cu 1 si
deci formulele (1) devin :

X+ 2y oy,
it O ’ !/—*'*'7" R

& ==

Sau : coordonatele mijlocului wnui segment sunt egale cu
semisuma absciselor si semisuma ordonatelor punctelor ce defi-
nesc acel segment.

II. Expresiunea coordonatelor a doui puncte conjugate
armonic in raport cu un segment dat. Fie M (xz, y),
M’ (2, y) doud puncte (Fig. 9) conjugate armonic in raport
cu punctele M; (x;, 1),
M, (x4, 3,). Punctele M, M’
i inpértind pe M, M, in ra-
o v ==  poartele :
e /57,"( | P MM,
Fig. 9. 9 23 Z T ey

coordonatele acestor puncte sunt:

M (A sty (Gitrs it
1 I :

d
1+u 1+4-u
Punctele M, M’ fiind conjugate armonic cu M,, M,, ur-
meaza ca :

MM, MM,
MM, M'M,
san :
M, M,
ARSI AR = ey = —]f,
MM, MM,

Deci, cunoscand coordonatele unui punct M de pe M, Ms,,

M (’E!__‘l‘,,]t"fz it i ’Ql‘:)

L Al T R

acelea ale conjugatului armonic, M, sunt:




e =

> Anin .
w2y — Axy  h—A Y,
Yoo 2 T

Verificare. Cand M este mijlocul segmentului M; M, (A=1),
coordonatele conjugatului séu armonic sunt :

Xy — Lo Yi—"Ys

0 h 0 i

adici ambele infinit de mari, sau c# acest conjugat armonic
este aruncat la infinit. Acest rezultat analitic concordd cu
teoria geometric, cdci se stie ci este aruncat la infinit
conjugatul armonic al mijlocului unui segment.

111. Cunoscand coordonatele varfurilor unui triunghiu,
si se afle acelea ale centrului de greutate.

Fie: A (xp Y1), B (s ¥2), C (@3 Ys)y G (,9) varfurile gi
centrul de greutate al triunghiului A B C. Se stie cd punc-

" tul G se afli pe o mediand, AA’ de ex., gi o inparte in ra-

portul : (AG : GA’) = 2. Coordonatele punctului A’ (mijlo-
cul lui RC) fiind :

! Xy e s N Yo T Ya

=3 e 5 e
acelea ale lui' G vor fi:

W o TR W 7:'—\@

3

jlipaaagge= e 1—{—1’11_ GA’

Deeci coordonatele lui G vor fi:
ol | .
SRS e e
sl 1 ¥ v 3 m
AL ET R T it e s
14 2 3 L 3 s
\
adica, vom face suma absciselor i suma ordonatelor varfurilor
triunghiului si le vom inparti cu 3.

1V. Fiind date trei puncte A, B, C in linie dreaptd si
M un punct in planul lor, si se demonstreze relatia (lui
Stewart) :

AM2BC+BM?.CA--CM2AB | AB. BC.CA = 0.

o



AN

In chestiuni de geometrie analiticd, partea_grea a proble-
mei consta in alegerea axelor de coordonate. In cazul de
fatd se indica sa se ia dreapta ABC ca axa Ox si perpen-
diculara din M pe ea, ca axa Y
Oy. (Fig. 10). Atunci coor-
donatele acastor puncte date
vor fi notate cu primele #M1(0m,
litere ale alfabetului, a- )
dicd: A (a, 0}, B (b, o),
Avem :

A(a,0) BLb,0) C(c.0)
o g

Fig. 10.

¥
AW =a2 + m?, BM*= b + w? OM’=c* 4+ m2,
BC = e=b, CA =a—c, ‘L}[l-—%_: b — a.

Vom inlocui pe AM?, ..., BC,.. in relatia de verificat
cu valorile gésite si vom aveu ca rezultat zero, si deci re-
latia este demonstrata.

+ V. Sd se demonstreze cd mijlocul dreptei care uneste
mijloacele diagonalelor unui patrulater are pentru coor-
donate mediile aritmetice ale coordonatelor varfurilor.
Fie : Am, 1), B (xy Yo Clrg )y D (xy, y,) coordo-

natele varfurilor patrulaterulai A BCD. Coordonatele mij- AN
loaceloyr diagonalelor A C, BD vor fi : L~XKp

g ey (s L i

9 7. 2 b 9 ? 5 2 4 \‘\/c

ele ale mijlocului acestes drepte E, Ey vor fi: semi-
suma absciselor si semi-suma ordonatelor, adici:

Lokt ¢ vk o Skt bt it
2 2 Blou = 4 ’ 4 '

Aceasta probeazd ci aceste coordonate sunt mediile arit-
metice ‘ale coordonatelor varfurilor, adici egale cu suma
absciselor si suma ordonatelor, inpirtite cu numérul pune-
telor.

= VI. Sd se arate ca intr’un patrulater ortodiagonal (cu
diagonalele perpendiculare) ABCD, avem:
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AB2 -+ CPhP= AD2+ B@?

Chestiunea consta in alegerea axelor; diagonalele fiind
perpendiculare, le vom lua, A C ca Ox, BD ca Oy (Fig. 11).
Coordonatele varfurilor
L4 vor fi: A (a,o0), B (o, b),
lb] C (¢, 0), D (0,d). N'avem
de cit si calculam dis-
tantele A 1% = > - b7,
BC% = h24 & CD2=
e +d% AD’=a’+-d°, si
relatia :

AR CD*—A DL BC?

% devine evidenta.

Exercitii. y

@ Sa se afle cum stau una in raport cu alta coordonatele unui
punct al bisectoarei intadi, sau a doua a axelor de coordonate per-
pendiculare. (Bisectoarea unghiului z Oy si a prelungirilor sale).

R. Abscisa si ordonata sunt egale si de acelas semn; in cazul
al* doilea, abscisa si ordonata, egale si de semn cont‘rar:

z=y; =4 y=0.

@ Fiind cunoscute coordonatele (z,y) ale unui punct M, si se
afle coordcnatele punctului: 19) simetric cu M Ain raport cu axa
Ox; 20) simetric cu M in raport cu axa Oy; 3% simetric cu M
in raport cu origina,
R. 10 (xy), (x,—¥); 29 (59), (—x,¥); 39 {x¥), (—%—¥)
Sa se afle lungimea Jlaturilor triunghiului ale carui varfuri
sunt punctele: (2,3), (4,—5), (—3,—6).:
R. Se aplica formula distantei dintre 2 puncte.
v bs V 50, \ 106.
U Si se exprime ca distanfa dela un punct oarecare M (z,y)
vauabile la punctul A (2,3) este 4. Pe ce se miseca punctul M?
B {@—2p (g8 = —
Pe un' cerc cu cenfrul in (2, 3) si cu raza 4.
@ Ce relafie existi intre coordonatele unui punct variabil M{z,y)
care este la distantd egald de punctele A(2,3), B(4,5).
R (2—2)° + (y—3)?2 = @—9 - (W—5H)%e + y =
Toate aceste puncte se afli pe perpendiculara pe mijlocul lui
AB, iar intre coordonatele (z,y) a oncarul punct a acestei perpen-
diculare, exista relatia: « - y =
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@ Sa se afle coordonatele unui punct M egal departat de punc-
tele : A(2,3), B(4,5), C(6,1). (Centrul cercului ABC). s

R. Fie M(xz,y) coordonatele acelui punct; se va scrie:

MA2 = MB2 = MC2
De unde:

zt+y =72 —y=6zr= 5,y =

3 -\ . . .

& 7.8 se afle coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului definit
‘de~ punctele : (2,3), (4,59432,—6). Sa se figureze in raport cu
doud axe perpendiculare.

otz yi+y3
Be Ve P il

R. Se vor aplica formulele :

G0 b ) 5 o

‘S. %e divide in trei parti egale dreapta definiti de punctele :
A(23), B4, —5). Care sunt coordonatele punctului de diviziune,
cel mai apropiat de A. Si se figureze.

R. Punctul M (z, y) divide dreapta in raportul : AM : MB=1:2.
Se inlocueste in formulele :

x + ey, it Ay, (8 7%)
L+ 27 14’ \8 Y

9./ Si se arate ca intr'un trapez ABCD dreapta care uneste mij-
loacele laturilor neparalele este egali cu semisuma bazelor.

R. Luam ca Oz baza mare AD, iar ca Oy o perpendiculari
pe baze. Coordonatele varfugilor vor fi:

A(a0), Bibo), C(p.d), Riq,d).
Mijloacele~lui AB si CD au ca coordonate :

a4 q d ), ;o+p a
P IS :
( 2% 9 l(
Lungimea liniei considerate este :
B 2 oty P—a)F 0oy
2 h T 2

.y e

2 2/

10. S4 se afle distanta punctelor :

2x'4+2ay' 2ax'+2aty
Ay B =7, )-
1+ a? 1-} a2
R. ‘/4 (X';{_l__ y'g) (a4+2 a? +T) LI ‘/ x—'?‘—*— v 2:
1+ a2




11. Si& se probeze ci dreptele care unesc mijloacele laturilor o-

puse dintr'un patrulater se
taie in mijlocul lor, ciutind
cocrdonatele mijloacelor a-
cestor drepte.

R. Patrulaterul fiind
ABCD) se ‘ia ca axe Oz
si Oy diagonalele AC, BD

X (Fig. 12). Se calculeazi
coordonatele mijloacelor la-
turilor si apoi ale mijloa-
celor dreptelor DF, EG, care
vor fi:

a+c¢c b+4+d

2

4

S'ar fi putut rezolva problema luandu-se doua axe perpendiculare
oarecare, in raport cu care coordonatele varfurilor ar fi: (a; by),
(as, bs), (@, bs), (agy by) i se procedeazd la fel



Reprezentarea curbelor prin ecuatii.

7. Fie AB o cur%rasi in planul a doud axe perpen-
dlculare Ox, Oy (Flg 13) si M (x, y) un punct al curbei,
ale cdrul coordonate sunt:

2 =0P, y-—<PM

Cand punctul M e deter-
minat pe curbéa, coordona-
tele sale sunt cunoscute,
si cand punctul variaza pe
curba si coordonatele punc-
tului M variazi, asa ci la
fiecare valoare a lui x=0P,
corespunde o valoare determinatd pentru y. Deci cand punc-
tul M se mentine pe curba, variatia lui y depinde de a lui
2 ; asa dar, y este o functiune de i,

Fig. 13.

—

lar natura acestei functiuni depinde de forma curbei.

Asa dar, oricirei curbe din plan, putem admite ci-i co-
respunde o ecuatie : f (x) = y, sau mai bine :

B s ) —0

care se unumeste ecuatia curbei.

Reciproc, ovice ecuatie de forma : ¥ (x, y) = O intre coordo-
natele (v, y) ale unui punct din plan, reprezintd o cur ba. In
adevir, rezolvand ecuatia datd, in raport cu y, avem :

=1l

Deci, cand x variazi, la fiecare valoare a abscisei X, co-
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respunde cite o valoare determinati f (x), pentru y, si deci
un punct anumit in plan. Unind toate aceste puncte astfel
obtinute, vom avea o curbé, a cirei ecuatie este:y —f (x),
sau: B (x; y) = 0. ;

Dacé ecuatia F' (x, y) = Oyeste algebrici si de gradul m,
se zice cil curba corespunzitoare este de gradul m, sau de
ordinul m.

De ex., curba reprezentatd de ecnatia :

2yt 3w =9 ()

este de ordinul al treilea, cici ecuatia curbei este de gradul
;i . 5t e
al IIl-a, in raport cu z si y.

Curbe de ordinul intai.
Linia dreapta.

18. Curbele de ordinul intai sunt linii drepte. Ecuatia
generald a curbelor de ordinul intai este :

Az + By + C = 0, (1)

(z, y) fiind coordonatele unui punct oarecare al curbei, iar
A, B, C cantitati date.

Pentrn a vedea ce reprezintd ecuatia (1), vom cerceta ce
reprezintd formele simple ale ecuatii (1), adica :

Az + C=0, By+C=0,-Az+ By =0

1°. Az + C = 0; de unde deducem : s g
* - ; _
L= — —y
A

ceeace probeazd ci orice punct al curbel reprezentative are
abscisa totdeauna egald cu — (C:A); deci aceastd curba
este o dreaptd paraleld cu axa Oy. Prin urmare, ecuatia :
# — a=0 reprezintd o paraleld la Oy la depirtarea a de
de Oy. De asemenea, # = O reprezintd a<a Oy.

2% In mod analog, se vede ca ecuatia: By -+ C=0, sau
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reprezintd o paraleld la axa Oz, la depirtarea — %, sau b,

de axa Oz. De asemenea, y — O reprezintd axa Oz.
3% Az + By =0. Aceastd ecuatie se mai poate scrie :

A A =
;——gx,y=’(f6$, (= o o
Se vede ca aceastd curbd trece prin origina axelor de
coordonate, cdel ecuatia curbej este verificatd inlocuind pe
xz si y cu (0, 0), coordonatele originii.
Cons1derand doud puncte: M, (aj, by), M, (a,, b,) ale acestei
curbe (Fig. 14), intre abs-

X cisele ‘si ordonatele acestor
) puncte avem, observand ecu-
atia curbei :
o &k i LA I
[ 7 A V) s Lt
J’,' 4 | relatiile : _’y 9, 58 i)
4 4, P M X
* Fs b,=may, by= ma,,
Fig' 14 M P ='m. OPI’ M:)Pt) m. OPK)
De unde : O 4. L2
QP - MR,
OP, M,P,

relatie ce probeazd ci triunghiurile dreptunghlce OP M,
O Py M, au doud laturi proportionale si unghiul cuprlns
intre ele egal (cu 90°); deci aceste triunghiuri sunt aseme-
nea si prin urmave unghiurile P, OM;y = P, OM,, adica
punctele O, M,, M, sunt in linie dreapt&

Ash dar, doud puncte oarecare, M; si M, ale curbei:

= m x,
sunt pe o linie dreaptd ce trece prin originid si deci, acea-

std ecuatie reprezintd o linie dreaptd ce trece prin origina
axelor de coordonate.

Ca sid construim, de ex., linia :

y =2z
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vom lua pe Oz, o abscisd =1 si pe perpendiculara pe Oz,
ridicatd in acest punct, o lungime egald cu 2 (e@els y—=2 ).
Revenind la ecuatia: Ax + By =0, y =m 2z, ¢
observand figura 14, vedem, din triunghiul OP; M, :

: \
M, P,=0P,; tg. P, OM,, b, =2, tg P, O M,

‘ A
m = tg P, OM;, — R e PO M
Deci, coeficientul », din ecuatia dreptei y = m x, este

egal cu tangenta trigonometrica a unghinlui ce. dreapta face cu.
ara Ox si se numeste coeficientul unghiular al dre}i‘izﬁ
“In rézumaNrfn‘V' t cd echatiilg@simplificate:

Ax+C By+ C=%msd v + By =
pr
reprezinta linil e
19. Si considersim aglim ecuatia generald de graddl intai,
Ax~+By+ C Rezolvand, in raport cu y, abtinem
B =/=0) 3
AR TR
7. B 0B
Sau ; ;I/ = m ;i'n —}— I; }
SRRt
i <A C
punand : e b T

Se. vede ci la o valoare z;, datd lui x, corespunde din
egalitatea : - = ; ¢t
y S B T ' 'L;M'zl‘

o valoare pentru y (Fig. 15) egali' o Bty ;W’

iar pentru curba: Y=m 1,
o valoare P;M, =y=mx.
Diferenta dintre ordona-
tele a doud puncte cores-
punzitoare, pentru aceiasi
valoare a lui z, ale cur-
belor : . =

y=mx + n Yy = m x,
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fiilnd totdeauna egald cu; y, — Y1 = m, urmeazi ci si e-
cuatia : y = m x -+ n reprezinti ca $ly = m x, tot o

linie dreaptd, paraleli cu dreapta: y—m x, odimedreapts:

Paraoia—ol

; Drgptele .

y=mux {n

20. Construirea dreptei A =B ks :
dreaptd fiind definitd prin dous puncte,re de aju
a constui dreapta, si ctino‘a§66m doud puncte ale ei. Cele
mai usor de calculat sunt punctele unde dreapta tale axele
de coordonate. Orice punct asezat pe O x avand ordonata
zero, pentru a gisi abscisa punctului unde dreapta taie axa
Oz, vem inlocui in ecuatia dreptei (unde presupunem ( C=/=0),
Pe y cu zero si avem :

Az + C=0, T —b—.
A

De asemenea, pentru a gdsi unde reapta taie axa Oy,
vom face in ecuatia dreptei =0, si ordonata punc:ului de
intersectie este dati de - : :

By+C=0 y= ~i:— -%'
Unind punctele (— § £ ), (O, — %), se obtine dreap-

ta ceruta.
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Exemplu. S& se construiascd dreapta :

Vom face pe rand =0 si y =0 si vom avea: y = .377
z = — 1, iar coordonatele punctelor unde aceastd dreapts

taie axele de codrdonate, vor fi: (—1, 0), (0, —;)

21. Reciproc, ori ce dreaptd este reprezentati de o e-
cuatie de forma: Az - By 4- C=0. In adevir, fie M (z,y)
un punct oarecare al dreptei, definitd prin doud puncte
M, (z;, 9), M; (,, y), date. Punctul M (z, y) fiind pe
M; M,, coordonatele vor fi de forma (§. 15) :

S e, gty :
- A TV e S o) D

unde: A =M, M : M M, este un parametru variabil.
Rezolvand ecuatiile de mai sus, ian raport cu 4, avem
respectiv din prima si a doua ecuatie :
i g L
s Ak v L] e
U X — Xy ° Y=Y,

Egaland aceste valori ale lui 4, obtinem :

Xy =& Yy — Y
Xy e Y jjﬁ L1 (II)
X =%y Y — Y
.. A
sau, efectudnd calculele, : | &

Ty — Ys) — Y@ — a0) Yy —w Yy, =0. /

Deci, intre coordonatele (x, y) ale unui punct oarecare al
dreptei date, avem o relatie de forma :

Az +By 4 C=0,
: L '
unde : A=y—gy B=—(r; — x) C=uw, ¢o—25 y-

Relatiile (1) daw si‘coordonatele unui punct al dreptei MM,
_in functie de un paramelru varibil .
22. Aplicatie. Ecuatia unei drepte definita de doud puncte.
Scriind relatia (II) s% forma :

l‘; J__.



1 b ) i ‘/;'Y" z

- p o ol
21 g )/ b=
i i iad £ //; '9 :

¥ —the ¥ — Y

Yi— Yy T— 2 S

si aplicand o proprietate a proportiilor, avem:

Yy —h o — x4 Yo=Y i
- : Ik Y= 7).
Yo — 42—z VN5 .T:_,—[Bl( 1)/\
IM = B 4

Rezultd de aci ci ecuafia unei linii drepte definitd prin
doud puncte : Ml \(mn%)y Ms (@3, Yo), este:,

Yo Y1
Y=Y =T2 Sy (X — @),

war coeficientul unghiular al acestei drepte este : ZL}Z‘,

Lg 5|
adicd: raportul dintre difeé‘eﬁ,ta ordonatelor si diferenta absci-
selor celor doud puncte care definesc dreapta, luate in aceiagi
ordine.

Exeftiple. 1°. S se scrie ecuatia dreptei ce trece prin origing
si punctul (a, b). Punctele: (a;, y,), (1, yo), sunt in acest caz:

(0, 0) origina si (a, ). Ecuatia dreptei va fi: /
St b
Y= yri_myl (—my), Y= a0
adicd de forma: y — m x, ceeace trebuia si fie, céci a-

ceasta este forma ecuatii unei drepte ce trece prin origina
axelor dé coordonate. _

20. Sa se afle ecuafia dreptei ce trece prin punctele: (2,—3)
(1,—2). Vom inlocui pe: (2, 7,), (2, Yp) in ectiatia :

Y — Yi =ﬁy2—yl (:l?——w

) VA

§i avem :
—2+3
sau:

m+y+1=0.

23. Alta forma a ecuatil linii drepte. Seriind ecuatia
generald : Ax + By+ C =0 supt formele : 3
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Al By — Y
SR et ) Lol SR =
g e =% c o = EBERD,

A B

rezultd ci ecuatia linii drepte poate si fie si de forma :

SR R
punand : '
gr— A = 0
AR

Cantitatile a si b au insemiri anumite. In adevir, cdutand
punctele unde dreapta :

et Rl e

tale axele de coordonate, vom gisi ci abscisa punctului
unde dreapta datd taie pe O este egald cu a, iar ordonata
punctului unde dreapta taie pe Oy este b. Sau cii aceasti
dreaptd determind pe axe respectiv lungimile: a si b,
Exercitiv. Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctéle :

(2, 0), (O, 3) asezate pe axe. Ecuatia va fi:

%

- +4g_ = 1.

24. Alta reﬁi’ezentare parametrica a linii drepte. Alta
metodd pentru a proba cd o linie dreaptd este reprezentatd de
0 ecuatie de gradul intdi. S& presupunem c& o dreapta este
datd printr'un punct A si unghiul « ce aceastd dreaptd il

face cu axa Ox. S& ne propunem si giisim coordonatele u-

nui punect oarecare al dreptei.

Fie: A (xy, y,) punctul dat al dreptei si (x, y) coordona-
tele unui punct variabil M, a cérui distantd la punctul A
sé o insemném cu: AM = r. - o e

Sé scrim in dous, feluri proiectile vectorului AM pe Ox
si Oy sivom avea (§ 8): J

X — &, = rcose,y — Y, = rsin@ . (1)

Deci, coordonatele punc_tului variabil M al dreptel sunt
date de formulele : j '
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&= &, + rcose, y = y, + rsina,

r filnd o distantd AM variabilé a punctului M la punctul
dat A. Wik s

*Vom obtine toate punctele dreptei, ficind pe » s vari-
eze de la — o .la + oo Coordonatele unui punct al dreptei
contin un parametru variabil r si de aceia se zice cd acea-
std reprezetare a linii drepte este parametrica.

Observare. Impiartind ecuatiile (1), obtinem :

Yy — Y = (x — x) tga, //

care este o relatie intre coordonatels unui punct (z, y) al
linii drepte, deci este ecuatia acestei linii.

Am demonstrat deci, din nou, c¢d o linie dreaptd este re-
prezentatd printr’o ecuatie de gradul intdi.

25 Unghiul a doua drepte. Fie: A

DEA3:+By+ C=0D =Ax+By+C —o
ecuatiile a doud drepte. Coeficientii lor unghiulari sunt :

A A’ :

m—=— —— = tg@, m'’ =—’-'B,— i tg'@7
O si @ fiind unghiurile acestor drepte cu sxa Oz (Fig. 16).
y Insemnédnd cu V unghiul

2o acestor doud drepte, avem:
/ 9-0'+
V=06-—-6

g1 deei :

xtgyzfg G — tg@ m—m

1+ tgGtg @'~ 1+m m'

///

Fig. 16.
Asa dar, unghiul a doud drepte (axele fiind perpendicu-
lare): : )
y=mz + n, Y ==
este dat de formula :
W m
Dl 1+m m '

sau, unghiul dreptelor :
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Az + By +C=0, A'x+By+C =0
i A
e B B S8 ABHA
. il s S AT B
BB

Exercitiu. Sd se afle unghiul dreptelor :
V3 ezt y—a VB = 0 V3 2 —y +ay3 =0

Avem :

R eS| el LR S LT
L 40 om0 —V3. V3 )
/Deci : il

\ |/ 26. Aplicatii. I. Conditia ca doua drepte sa fie paralele
. se giiseste, observand c# in acest caz: tg V=0, si deci:

m — m

tg i 1+m m'

=10, m—m'=0; m=m.

Deci, doud drept&_ sunt pwralele cand coeficientii lor unghiu-
lari sunt egali. »

Considerdnd formula:

AB ——-BA
® V=Za ¥ BB’
dreptele: -
Az+By+C=0, A'24+By+0=0

sunt paralele, cdnd tg V=0, sau:

; : Acien w3
.A.B T B«A\-, T.—"—?’-
Urmeazd deci; cd doud drepte paralele aw coeficientic lui
X iy, din ecuatiile lor, proportionali. \
Exercifiu. S& se scrie ecuatia generali a paralelelor la
dreptele:

=B b e — 2y b liml

Pentru prima dreaptd, vom scrie ecuatia unei drepte
al cdrei coeficient unghiular este egal cu 3,
Ecuatia paralelelor la dreapta: y = 32 -+ b, este:
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Rt s el

% fiilnd un parametru variabil.

Pentru ecuatia : » 2 ¥ +1=0, care este de forma:
Az 3+ By + €%£0 vom s6Hi8 o dreaptd ai ciirei coeficienti
al lui 2 si y sii fle proportionali cu ai dreptei date: ecua-
tia generali a tuturor paralelelor la dreapta:

z—24+1 =9

3 L

va fi :
T—2y+1=0(Az+By+ 1= 0),

A fiind un parametru variabil.
II. Conditia ca doui drepte sa fie perpendiculare.
Cénd dreptele:

y=maz+a y=m gz -+ a
sunt perpendiculare, V = 90°, si deci -

tg VS T o = 0,

Prin urmare, conditia ca dous drepte si fie perpendicu-
lare este ca intre coeficientii lor unghiulari si avem relatia :

1+ mm =0.

Cand dreptele sunt reprezentate de ecuatiile :

Az + By +C=0, A’z + B'y+C =0, conditia ca ele
sé fie perpendiculare, este : AN+ BB= @' 7e0

Ezercitiu. Sa se scrie ecualia wunei drepte oarecare perpen-

diculard pe dreapta: 3 T—y = b: m fiind egal cu 3, atunci:

| B eleL .

e 3

st deci ecuatia perpendicularei pe dreapta dati este:

y=m a+ n g/:—L ol

3

27. Intersectia a doui drepte. Pentru a gisi punctul de
intersectie a dous drepte:

Az + By+C=0, A'z+By+ C =0,
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vom cduta coordonatele acestui punct; aceste coordonate
verificind ecuatiile celor doud drepte, vom rezolva in raport
cu z si y. Deci, coordonatele punctului de intersectie a a-
cestor doud drepte vor fi (presupunénd determinantul sis-
temului diferit de zero) :
)— C 1‘
’B’} BC'—CpB’ CA—AC
g | AB—BA" Y~ AB—BA"

!
A/ B’ '
Dacd: AB—BA’' ==0, z si y au valori finite, deci
dreptele se taie intr'un punct la distantd finita.
Daca :} AB'—BA' = 0, sau:

/AR N S dits a8 B
Pt~ ¢ ‘-/""Tz B’

fird ca numiaritorii lui x si y s& fie zero, x si y sunt in-
finit de mari, dreptele se taie atunci la infinit, ele sunt
paralele.

Am gisit din nou conditia ca doud drepte sunt paralele
cand coeficientii lui z si y sunt proportionali

Daci; AR'— BA'—0, BC'—CB'=0, atunci urmeazd ca:

A B B Cc

IR R T v
deci (B si B' =/=0):
A B C A

G Al % g
THT BT O S 05 B D s

Prin urmare :

adici punctul de intersectie este nedeterminat. In adevar,

avand :

ecuatiile :

Az 4+ By+C=0, Az+By+0=0
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se reduc la una siuguri si deci dreptele date fiind repre-
zentate de aceiasi ecuatie, sunt confundate, au deci un nu-
‘mér nedeterminat de puncte comune (toate punctele comune). -

4 .b—-"g C :
sl g S it 1 s o1

f 3P 1SS KIATER A o 1den (
e r L Yo o ol S Ul
WAL S iimS : X

" ST a o R

€ i?’l i ,\’R,,_Qr“. s <L
‘2.« :. \\. ; A/;f Ae - e
v & B - Wb
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- Probleme' asupra linii drepte.

28 Sa se afle ecuatia tutulor liniilor drepte care trec

" printr’un punct dat A (o Yo)- Fie:

- = 5t i (a)
ecuatia unei linii drepte ce trece prin acest punct. Coordo-
natele sale verificand ecuatia dreptei, avem :

Yo = M Xy + m.- (b)

Scdzand ecuatiile (a) si (b), avem :

Y—Yo = m (x—x),

care este ecuatia generali a tutulor dreptelor ce trec prin
punctul dat (ay, y,), m fiind un parametru variabil.

29. Ecuatia unei drepte ce trece printr'un punct dat si
paraleld cu o dreaptd datd. Fie (x, y,) punctul dat si m
coeficientul unghiular al dreptei cu care trebue sa fie para
leld. Ecuatia: dreptei cerute va fi:

y—y, = m (L—2x,)-

Exercitii. 1°. Sa . se scrie ecuatia ‘unei drepte ce trece prin
punctul (2, 0) si paralela cu bisectoarea a doua a arelor de
coordonate. Aplicim ecuatia generald:

Y — Yo = m (x—®),

si inlocuim m cu: — 1, cici ecuatia bisectoarei a doua este :
#% + y = 0 Ecuatia dreptei cerute va fi:

y=— (-9, z+y—2=0

20, Sd se scrie ecuatia dreptei ce trece prin origind i este
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perpendiculard pe dreapta care determina pe axele de coordo-
nate lungimile 2 si 3.
Ecuatia uuei drepte ce trece prin origini este :

Yy = ma. (L)

Ecuatia dreptei date esflé:

dii g (2)

- =1

T &

} - !ﬁ

al cdrei coeficient unghiular este : /

* 3
m= o
2

Dreptele (1) si (2) fiind perpendiculare, avem :

U mam’ 500, im =, N s ?

lar ecuatia dreptei cerute este :

¢ [
\ ' W=t
Yy 3

o

S
F

\

-"\’ 30. Alta metoda pentrua scrie ecuatia unei drepte ce tre-
ce prindoud puncte (x,, y,). (X3 Ys)- Flo: Ax +By+ C =0
ecuatia dreptei cerute, A, B, C fiind necunoscuti. Ecuatia
dreptei este verificatd de coordonatele (1, Y1) (g, Y3, clic
aceste puncte sunt pe dreaptd. Deci :

Ax; + By, + C =0, (3)

Ecuatiile (3), (4) impreuni cu : Az +By+ C=0 formeazi
un sistem de trei ecuatii lineare omogene in raport cu A,
B, C. Acest sistem admite solutii _toate nule, A=B=C=(,
cand determinantul coefieientilor este diferit de zero, sau
soluii nu toate nule, cind acest. determinant este ogal ou
zero. Insi, A, B, C nu pot fi toate nule, ciici atunci dreapta
cerutd n’ar mai exista si deei, ca si existe valori nu toate
nule pentru A, B, C, trebue ca determinantul coeficientilor
sd fie nul. i '

Deci:
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T
[
z Yy 1| =0. :
S| '

Aceasta este ecuatia dreptei ce trece prin cele doui
puncte 1@y, yy), (@ ys). Dezvoltind-o, putem sd o scrim supt
formele : :

M=
Yo— Yy = Yo — U (- — @), (I)
Ly — 24
sau :

x (Y —Y) — Y (@ — 2) 2 Yo — x5 9y, =0.

. Prima forma (T) este bine s& se memoreze, fiind foarte
intrebuintati.

31. Conditia' ca trei puncte : (z,; ), (@, ys), (zy, ) S fie
“colineare. Va fi de ajuns sd scrim cd punctul (u, y,) se
afli pe drveapta definitd de celelalte dous. Ecuatia dreptei
ce contine punctele: (ry, 1.), (13, y,) fiind:

g,
X Yoo lf=0,
xy Yy 1

conditia ca cele trei puncte si fie colineare (in linie dreapta),
este : ‘

[ &1 Y
Ty Yoo 1| =0
X3 Ys

Observare. Vom obtine acelas rezultat seriind ci coefici-
entul unghiular al dreptei (xy, ), (s, ys), este acelas (egal)
cu al dreptei definiti de punctele : (s, yo), (24 9s). Aceastd
conditie este : f

@y — Py Ly — %Xy

<§ Yo o (it e il

32. Sa se afle conditia ca trei drepte sa fie concurént_e.'
Fie : ‘ )
Ax+By+C=0.

Arc+By+C =0,
A2+ B'y+C" =0 /
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ecuatiile a trei drepte. Daca ele sunt concurente, insemneazi

cd existd un punct comun lor si deci coordonatele acestui
punct (x, i) verificd aceste trei ecuatii. Sistemul format de
ecuatiile acestor drepte este deci compatibil si prin urmare
determinantul coeficientilor este nul, adic :

J4- B .0 |
W R
lAII BII CII |

Aceasta este conditia ca cele trei drepte si fie concurente.
Observare. Sistemul :
Ar+By+C=0,
Ax+By+C =0,
Alg + By 66550
fiind compatibil, urmeszi cé ultima ecuatie este o consecinti
a primelor doud ecuatii si deci :
A2+ By +C" =1(Ax+By+C)+m(Ax+By+ C),
l s fiind doud numere alese potrivit. De unde rezulti ci
dacii dreptele sunt concurente, si avem :
u(Axr+By+C)+ oAt B;H— C’,{-{— w (A:tT-f-Bg;-l— C’;’: 0. (e
Deci, pentru a cerceta daci trei drepte sunt eoncurente,
vom cauta si vedem daci existd trei numere u, v, w, astfel
ca relatia (¢) si fie identic verificatd. Nu existd un procedeu
general pentru determinarea lui u, v, w, si fiecare problemi
de acest fel se rezolvd in alt mod. Totusi, in corpul acestei
lucrdri, vom considera doud, trei probleme de acest fel.
33. Aplicatii. T. Sa se arate ca mijloacele diagonalelor
unui patrulater complect sunt colineare. Fie patrulaterul
' complect ABCDEF
(Fig. 17) ale cdrui dia-
gonale sunt: AC, BD,
EF. S8 ludm ca axe de
coordonate: AD ca Oz
si AB ca Oy. Sdinsem-
nidm coordonatele punc-
*. telor "D,'F B, F cu ;

D (d0), ¥ (f,0), B(0;b),
E (o,e).
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Pentru a gisi coordonatele varfului C, vom rezolva ecua-
tiile : : ’ :
T 4 g :
iitidgs T f 73 b '

ale dreptelor DE si BF si avem :

b |l R e
LT Dbl 1 YT

/
Sa aflim coordonatele mijloacelor M, N, P ale diagona-
lelor AC, BD, EF; gisim:

be(d—f) fi(b—e & b N
| BUSD, BO—d ] (4 B) pUT e
2(bd —ef) 2 (bd — ¢f) D 2 28 2
Vom calcula determinantul :

| be(d—f) fdb—e |

| 2(bd—ef) 2 (bd— ef)

Y ( 0 b |

@ |=J e 5 L,
Ty Ys i

J ol il iyl

2 2 |

care se mal scrie:

| be(d—f) fd(b—e 2(’bd—e‘f)j

1
2 (bd — ef) :’ K b 2 1
’ g _ e 2 i
|
Se va aratd cd acest determinant oste egal cu zero, si
| deci mijloacele diagonalelor vor fi colineare.
\/ iI. S& se arate ca medianele intr'un triunghi sunt con-
curente. Vom lua ca axe de coordonate laturile AB si AC
ale triunghiului ABC i
(Fig. 18). S& insemnim
coordonatele punctelor
Bsi CeuB(b,0), C(o,c).
Sd scrim ecuatiile celor
trei mediane. Coordona-
tele punctului A’, mij-
locul lui BC, sunt:

£ 3




33

Eecuatia medianei AA' este :

// Yy = Tc .fv;/(AA') cr —by=20
x - )

Coordonatele punctelor B’ si (', mijloacele laturilor AQ
si AB sunt:

B'(0, %), cw%, 0,

lar ecuatiile medianelor BB' CC’ sunt :

SENEIDRE el Y
b +_ L *b7+ c L
2 2

sau :
(BB’) ex+ 2by — be'= 0,
(CC') 2ex+ by — be = 0.
Sd formdm determinantul coeficientilor medianelor AA’,
BB, CC' si avem :

CEESES O
3Ac 26— Be =0
L 2¢ bt =——ibe

ceeace probeaza cid aceste trel mediane sunt concurente.
Medianele se vid cd sunt concurente aplicand observarea.
dela paragraful 32, cdci avem :

(AA") — (BB') — (CC’) =

Coeficientii «, v, w, din acea observare, sunt in acest caz
egali cu: 1, —1, — 1 si sau dedus Inand in considerare
_ formele ecuatiilor dreptelor AA’, BB’, CC".

L 34 Sa se afle ecuatia unei drepte ce trece prin inter-

* sectia altor doua. Fie :

Ax+By+C=0, A2+By+0C =0

dreptele date si (xy, y,) punctul lor de intersectie. Si con-
siderdm dreapta :

As+ By + O+ (Aw+By+0}=0,

A filnd un parametru variabil.
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Punctul (x,, y,) aflaindu-se pe ficcare din dreptele date,
urmeaza ca :

Azy +Byo+C=0, Auy+ By, +C =0
si deci :
Axo+Byo+C + 4 (A2 +B'y,+ C) =.0.

Aceastd relatie probeazi cd punctul comun celor doui
drepte apartine si dreptei :

Ax+By+C+a(Aa2+By+C)=0.
\,, Aceastd ecuatie, cand . variazi, reprezinti toate dreptele
~) care trec prin intersectia altor doui.

35. Aplicatii. I. S& se afle ecuatia dreptei ce trece prin,
intersectia dreptelor: y-- 22— o —0), y—4s 4 a=0si
prin origina axelor de coordonate. Fenatia dreptei ce trece
prin intersectia dreptelor date este : :

Yy—2—a+d(y— dv+a =0.

Aceasta dreaptd trebuind si treaci prin  origind, ecuatia

ei este verificatd cand vom inlocui pe  siycu (0,0) si deei:
— g -Flad—=0 17— 1

/ Ecuatia dreptei cernte este:

/ y—2r—a+t(y—4x+a) =0,

j Yy —3x=0.

B
SR

S RO IRCT probeze cd daci ecuatia unei drepte contine
un parametru variabil de gradui "intai,; acea dreapta trece
printr’'un punct fix. Fie dreptele reprezentate de ecuatia:

3w (6711) yasu P9 =0,
care contine parametrul variabil 7. \ceasts ecuatie se mai
poate scrie :

S F6y +ikily=2) =0,

si deci reprezinti toate dreptele care trec prin punctul
comun dreptelor cunoscute : = '

Z + 2y = 0l =0
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36. Sa se giseasca raportul in care o dreapta -
D=Az+By+C=0 inparte segmentul A, A, de-
finit de punctele A, (x, Y1), Ay (xy, yo). Fie M punctul de
intersectie al dreptelor A, A, si D. Si ciutim valoarea ra-
portului : :

MA, P
Ma,

Se stie (§. 15) ci valorile coordonatelor punctﬁlui M, ase-
zat pe dreapta A, A, sunt:

= Xt A, =t Ay
biaolote ooy mial! i ok e

Acest punct M fiind pe dreapta D, avem :

: Zy A ) Y 2 Y =
De unde:

) Aw By +C
g, & Byt O

Deci valoarea raportului ciutat va fi :

MA, Aa+ By +C (a)

MA;, Az, + By, + C

Dacad dreapta D este paraleld cu A; Ay, punctul A, este
pe paralela din A, dusi la D; paralela la dreapta
Az+ By + C= 0 avand ca ecuatie :

Az + By + € + u =0,
pentru a trece prin A; (ry, y;), vax trebui si avem:
Aw + By AOGpe 0 =L (A g B 400
si deci ecuatia paralelei din A, la Aa;tJ- By + C =@ este -
: Az +By+C — (Ax, + By, + C) = 0. (1)

A1 As fiind paraleld cu D, As este pe dreapta (1) si deci
coordonatele sale verifici aceasti ecuatie; deci: %
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Auy+ By, + é' —(Awy F By +.0) =0,
sau :

o Az, + Byt C = Aw, + By + O
‘Observénd relatia (a), rezults :
MA,

L . ) 3";
:1 B - ‘ 2 -
MA2 1 <

ceea ce este adevirat, cdci se stie ci daci punctul M este
la infinit pe dreapta A1 Az, raportul MA; : }TIIK‘Q = 1. Re-
latia (a) este deci generali.
"~ 37. Separarea planuluiin regiuni de dreapta Ax+By+C=0.
“ Dreapta D= Ax + By + C = 0 (Fig. 19) inparte planul
in doud regiuni. Fie:
A, @y 3). Ay (13, Yp) doud.
puncte asezate de acelasi
parte a dreptei D. Se stie
' (§. 36) cd raportul, in care
A, s g S dreapta D inparte pe A,
A, este egal cu:

=

MA,  Ax+RBy+C

tE> ik

Fig. 19
Daca A, si A, sunt de aeela§1 parte a dreptei D, raportul
MA, MA2 este pozitiv si deci :

Az '+ By.+ 0
Azy+ By, +C

ceea ce probeazd ci: Az, + By, + C, Az, + By, + C au
aceleasi semne.

In mod analog se vede ci daed A, si A, sunt de o parte
si de alta a dreptei D=Ax-+ By + O 0,"MA; : MA,<<0
gi deci: Aw; 4+ By; + C, Ay, + By, + C au semne
contrare.

Prin urmare, pohnonu] Azt By + C este pOthlV pen-
tru toate punctete situate de aceiasi parte a dreptei
Az + By+ C==0, si negativ pentrn punctele asezate
de cealaltd parte a drepte:.

o §
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Asa dar fiind datd o dreaptdi Az + By + C=0, ea in-
parte planul in dou# regiuni, astfel cd inlocuind pe x si y
in Az + By + C cu coordonatele unui punct oarecare din-
tr’o regiune, rezultatul inlocuirii va avea un semn, iar re-
zultatul inlocuirii a lui x si y cu coordonatele oricérui punct
din cealaltd regiune va avea un semn contrar.

Exmple. 1°. Sa se separe planul in regiuni si sd se afle re-

giunea unde avem :

A+ By-+C> 0,C=/=0.

Pentru aceasta, con-
struim dreapta Ax +
B y -+ C=0 (Fig. 20).
Pentru toate punctele
unde se afld origina,
expresiunea A z |
By + C va avea a-
celag semn, care se

Fig. 20.
obtine inlocuind pe x si y eu (0,0), coordonatele originii.
Semnul depinde de acela al lui C. Daci € > O, semnul
expresii Az + By -+ C, in regiunea unde este origina
este pozitiv si in cealaltd regiunea va avea semnul minus.
Daca C <0, in regiunea originii va avea semnul minus siin
cealaltda semnul plus.

2) Sd sd se afle regiunea planului unde avem in acelasi timp

22ty 22 %0, 32 —-y+ 1£.0
Vom construi dreptele (Fig. 21) :
2x+y—2=0, 3x—y+1=0.

Aceste drepte au des-
partit planul in patru re-
giuni sl avem:

Regiunea | I 11 III 1V

\
2:1f—{—y—2i~—{— S A
g+ 1| ——F

Deci numai pentru punctele regiunei II, avem :



2 x4 y—2>> 0, 3rx—y+1<<o.

3) Sa se afle regiunea planului wnde avem -

(x+ 2y 3 r—=2y+5)> 0.
Sé construim d reptele (Fig. 22) :
&+2 y=0, 8x—2y+5 — ().

Sd vedem ce semne
are expresiunea: 42y
in cele dou# regiuni in
care a Iinpdartit planul
X dreapta: 742 y=—0. Pen-

tru aceasta vom inlocui

Pe % si y cu coordona-

tele unui punct al axei

Fig. 22, Oz, adicd: g=1, y=0:

vom veded cd: a2 y—1 > 0, Deci, pentru toate punctele

acestel regiuni, are semnul +, pentru punctele celeilalte
regiuni are semnul —,

Putem torma tabloul :

Regiunea I II 1T Iv

v+ 2y - o a1 —

3 x—2 y+b — = =+ +
(@+2y) (3 x—2 y+5)| + = + =

Prin urmare, in regiunile I si IfI expresiunea datd este
pozitiva.
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Distanta dela un punct la o dreapta.

38. Alta forma a ecuatii linii drepte. Ecuatia normala
a linii drepte. O dreaptd datd poate fi definita (Fig. 28)
prin lungimea OD a perpendicularei din origing pe aceasta
dreaptd si prin unghiul \

@ ce-1 fac aceastd per-
b
pendiculard OD cu axa
Oz
In adevar, fiind cu-

; ML ey 99
noscute distanta de la s i
origind la dreaptd. lun- $ A
gimea OD=p, si unghinl )
O, pentru a construi Pig. 93

dreapta, vom dnce un
cerc cu centru in origind si cu raza p, vom duce raza OD
ce face cu Oz unghiul @ si tangenta la cerc in punctul D
este dreapta cerutd. B
Acestea fiind stabilite, si insemniim cu d distanta CM, a
punctului M, (x,, y,) dat panila dreapta consideratd. S&
proectim conturnl ODCMg pe dreapta OD si vom avea :

prOD—!—prDC—!—prCM =p+0+d=p-+td

Lasind din M, perpendiculara M,P, pe Ox, proectia con-
turalui OPM, este egaldi cu a conturului ODCM, (§9.).
Proectand conturul OP,M, pe OD, avem:

pr. OPyM, = pr OP,+ pr P, M, = OP, cos DO%—{—P M co;(‘\f[op
L
prOP M =z cos@+u ,cos CM,,P,=z_cos (9+yocos(§- —DO *’(.)

pr OP M =%, cos @+ y, sin ©.
Insd: pr. ODCM, = pr OP M, ; deci:



Ty €08 O+ yy sin O = p + 4.
De unde :

oc0s O+ ¢, sin @ — p=g = CM,.
Aceastd relatie ne di distanta d dela M, (5, yo) la dreapta
definitd prin cantititile p si 0.
Dacéd punctul M, este pe dreapta dats, distanta sa d pana
la dreaptd este nuld si deci relatia :
%o €08 O + g, sin O — p = 0,
Intre coordonatele unui punct My al linii MN, reprezinti
ecuatia acestei drepte.
Prin urmare, ecuatia unei linii drepte, definita prin distanta
P dela origind la dreapta st prin unghiul O ce face ca Ox
aceastd perpendiculard, este:
| x cos G4y sin O—p=0,
AZ ] ; : i
L Aceesta se numeste ecuatia normala a linii drepte.
=N Rk J 3 = N
: \% 39. Distanta dela un punct la o dreaptd. Am vizut ci
dacd o dreapti este definitd prin cétimile p si O, adica
dacil ecuatia ei este de forma :
x cos O+y sin O—p=0,
distanta dela punetul My (2o, yo) la aceasts dreaptd este :
COM, —d— 4, cos O+, sin O—p.

Presupunénd ci am luat sensul pozitiv, sensul OD, (Fig.
23), se vede, ci in cazul ﬁguyei;expresiunea:

Zo cos Oy, sin O—p.

este o cantitate pozitivd, ciici si CM,, cu care este egali,
a fost socotitd in sensul pozitiv. In cazul figurei, se vede
cd punctul M, si origina au fost de o parte si de alta a
dreptei AB. '

Din contrd, daci origina axelor si punctul Mo sunt de
acelasi parte a dreptei AB, expresiunea :

Zo €08 O+y, sin O—p— ~ CM,

va fi negativi, ciici in acest caz CM, este de sens contrar
cu cel pozitiv, al dreptei OD. Pentra a o avea pozitiva,
trebue deci si se ia semnul — inaintes ei. <
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Asa dar, distanta  pozitiva delq punctul My (., y,) la
dreapta :
% c0s O + y sin O—p—0
va fi egala cu:
+ (zo cos @4y, sin O—p),
ludnd semnul 4+ cand origina §i Mo sunt de o parte si de
alta a dreptei si semnul —, cdnd origina si Mo sunt de ace-
iasi parte a dreptei.
Sa presupunem acum ca dreapta dati are ca ecuatie :
| Aa4-By-| 0=, (@
S determinam unghiul @ si distanta p, dela origind, la
dreapta dats, cu ajutorul cantitatilor cunoscute A B
Atunci ecuatia dreptei s’ar putes pune supt forma :

% cos O+y sin @—p=0, (b)

lar distanta dela punctul Mo (z,, y,) pand la aceastd
dreaptdi ar fi datd de formula -

Ty 008 Oy, sin O—p, 1)
Egalitatile (o) si (5) reprezintd aceiasi dreaptd si deci din
ecuatiile (a) si (b) va trebui si obtinem aceleasi valori pen:
tru coordonatele punctelor, unde dreptele reprezentate de

(@) 51 (b) tae axele de coordonate.
Considerand, in general ecuatiile:
TR ) !

Az 4+ By 4 =0,

Az + By + &—0,
pentru ca ele si reprezinte acelasi dreaptd, e necesar si
suficient =& obtinem aceleasi valori pentru abscisele si or-
donatele celor dous puucté, unde dreptele reprezentate
taie axele de cordonate. Ficand respectiv in ecuatiile lor :
Z=0 8 apoi y=o, obtinem :

C g _C__ s

Bas B AT (A
de unde : ;
A _B o0
A 8T O

Deci, conditiile ca ecuatiile :

A 24B y + C=o; A’¢+B’y+0’—;0
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sd reprezinte aceiasi dreaptd, sunt ca ecuatiile si aibi coe-
ficientii proportionali.
Scriind acestea pentru ecuatiile (a) si (b), deducem
cos ® sin@® — p ,
R T

Aplicand teorema: se obtine un raport egal cu doud rapoarte
eqale facand catul dintre vaddcina patrata a swmei patratelor
numdrdtorilor si raddcina patratd a, sumei patratelor numito-
rilor celor doud rapoarte date, avem :

‘cos @ sin @ \/cos2 Veos? @4 sin26O 1

A e U S+ VEEBE ViR
Egaland ficcare raport cu ultimul, deducem :

A B = )
+ — s1n@__—+ — -

> g e
V AIBe V AT{ B2V Ai{Be

cos @ —

Inlocuind : cos @, sin O si p in relatia (1). distanta dela
punctul Mo (x4, yo) la dreapta :

Az By |+ C=0,

este : .
+ A a + By + 0
V A 2L B2

d =

Vom lud inaintea acestei expresiuni semnul 4+ sau ==1
astfel in cat distanja si fie reprezentatd de un uumir po-
z1t1v.,

Pentru a determina semnul ce trebue luat, se va cerceta
In ce regiune a planului este punctul Mo fatd de cele doud
regiuni in care dreapta :

Az +Byt+C=0
inparte planul. Expresiunea distantei trebuind si- fie pozi-
tivd, se va/lemnul + daci Mo este in regiunea planului
unde Az+ By 4 C are semnul 4 siseva Ina semnul —,
daci Mo este in regiunea unde Ax + By - C are sem-

=
40. Aphcatu L. Sa se afle ecuapa blsectoarelor a doua

drepte. Fie:
Aw+_By—}— C=o Az 4 By + C =
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ecuatiile a doua drepte, in raport cu doud axe perpendi-
culare. Pentru a giisi ecuatia unei bisectoare, a unghinlui
acestor drepte, va trebui si scrim cj distantele unui punct
oarecare al bisectoarei, de coordonate (@, y), la cele doui
drepte, sunt egale: deci :

e e SN e VR0

e TR NS Y - AT P
} A* L B V. A? 1 B
Luand semnul ~+, vom obtine ecuatia unei bisectoare, jar
. . . » .
pentru semnul —, ecnatia cclgylalte bisectoare, una fiind

bisectoarea interioars §1 alta cea exterioari.
Pentru a determing care din bisectoare se obtine luind
semnul - say -—, se va substitui in expresiunile : .

B Ageb By 0 Aw + By + ¢
V AT B VAT T g o]

BB & By 4 C UL R B M0
— \» ~~S\>‘_-
VAr BRS o o N ah iy

care sunt primele membre ale ecuatiilor bisectoarelor, co-
ordonatele unui punct M al dreptei: Az 4+ By + C'=o
st a alwui punct M’ a] dreptei: Az | By + C'= o. Daca
rezultatele inlocuirii in E vor fi de acelas semn. urmeazi
atunei’ ¢i punctels M st M’ sunt de aceiasi parte a dreptei :

aipblgll it vt v e g il
VAT T pe VA" L B2 '

lar aceasta este bisectoarea exterioard. Calculand rezultatele
inlocuirilor n E" ale coordonatelor punctelor M si M’ se
vor obtine rezultate de semne contrarii;-deci M si M’ sunt
de o parte si de alta a a dreptei :

SEE RO R Ry p A
V AT ;pe VAT B ’

iar aceasta este bisectoarea interioari.

Exemplu. Ecuatia bisectoarelor unghinlui asc&;‘z‘t al drep-
telor :

B~ 4yl dof) B —ith =0



va fi:
Bz —4y-+4 o
VT TR g 5l

sau :
3 —4y44=-+5@x — 2.
Pentru a vedea care din dreptele :
B3e—4 y+ 45 (x—2) =0, 3u— 4y + 445 (2—2) =0
este bisectoarea interioardi si care este cea exterioard, vom
substitul in expresia:

3x —dy+4-—5(@x— 2

perand coordonatele unui punct Mal dreptei 8 x—4 y4-4=0
i a unui punct M al dreptei: #—2 = o, astfele ca punc-
tele M si M’ s& fio pe portiunile acestor drepte care for-
meaza unghiul lor ascutit. In cazul nostru (si de obicei asa
se procedeaza in practicd), punctele M si M’ le alegem toc-
mai punctele unde laturile: 3 #—4 y - 4 — o, »—2=0,
ale unghiului, taie axa Oz. Vom avea:

M ( it % o), A (2, 0),

Inlocuind in:

E=832 -4y+4 — 5 @x— 2,

IRy —i];) y = 0, avem:
B0

ivlocuiud acum pe & cu 2, obtinem iarési :
diekis S 0

Rezultatele fiind de acelag semn, dreapta :
3z —dy+4 —5@-—2)=0
este bisectoarea exterioard, iar :
3 —4y+4+4-+5@ — 2 =0
bisectoarea interioara.

I Suprafata unui triunghi in functiune de coordona-
tele varfurilor. Fie : A (z,, Y1), B (@ ¥s), C (25, ys), varfu-
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rile triunghiului dat. Insemnand cu d indltimea varfului A
~ (distanta lui A la BC), avem:

Supr ABC — [ BC. d.
Insd : :

BC® = (@ —23) (Yo —ys)* ) BC = \/’(wz*ma)z:}:?’/-é:yaﬁg
Ca s aflam pe d, trebus sa cunoastem ecuatia dreptei B(C:
aceastd dreaptd trecand prin dous puncte, ecnatia el va fi:

T Yy — Ys) — Y (wg—75,) + Ty Ya — @3 Yy = 0.
Deci, distanta punctului A (wl/y,) la aceastd dreapti

va fl:

A (Ys—Ya) — Y1 (@ — ;) + @, 3/3_"1’:_3_.12'
e S s e
+ (@ — @ g) 2 4 (Y2—ys)?

Inlocuind in formula suprafetei, avem :

1
Supraf. ABC =+ ?[wl (Yo—Ys) — ¥y (25 — Tg) -2y Yy—it, 3/2] }

2
Aceasta egalitate se mai poate scrie si supt forma de
determinant :

| Xy % 1
| 7
Supr AB€ = - ﬁ [ Yo i |
& 3 . |
&g Ys L 1 ’

Semnul trebue ales astfel ca suprafata si fie pozitivi.

Observare. Gand punctele A (wy, y,), B (z,, y,), C (z 3)
sunt colineare, suprafata triunghiului ABC este nuls gi
deci conditia ca punctele (@1 ¥.) ey o)y (5, y.) sa fie co-
lineare este :

P S

; J
b L ® oy 1 [ = o.
‘ Ty ys 1 |

P
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Exerecitii.
O 3 (4 -D); ('—D —b)
R. x—7 Y=

i se afle ecuatiile laturilor triunghiului ale cdrui varfuri sunt :

dr — 5y = 8, 4w + y = 11.
Sd se afle ecliatia dreptei ce trece prin punctele
( ! h) (ma + nd

m b+ n b’)
m 4+ n m+n )
ab’ — ba’

: b'—b
— = =0, — b = s
a’'—a vige al— a, ' jy a’——a(Q: 2 ]/
( Calg e ati

b'—
Ry — e

se afle distanta dela origina la dreapta

a (x—a) + b (y—b) =0.
R\\f Py

b Sa se afle ecuatiile laturiior si medianelor triunghiului

(52 0)7 (17 2): (‘3;_2)
vR. z +

2y =5,

4
r—4 y=>5, x—y + 1=0, (laturu.__(
yL—it =1y sroiyi=1
\\5 Sa se arate ca dreptele : : :

(mediane)
2a -+ 3y =13

O =Ty =T
se taie in punctul (2 3)

=7, = — 4y 4 100

R. Se arati ca dreptele sunt concurente si se rezolva primele
E.lloua ecuatii.
JSd se “af]
2

f, diagonalele patrulaterului ale cirui laturi sunt:

3y—b=0, bz +2 y +1=0, 24210,
R. Se counstruesc aceste drepte s;s;cauta, punctele lot de in-
tersectie. Gasim :(—2,,3), = v 2 (%,—1) Se aplica apoi
formula ecuatiei dfeptei ce Itrece prin doud puncte. :

f\ -S4 'se afle inaltimile trianghinlui- ‘/y\e\carm varfuri sunt
. 7
@1, 6-2) (4. |
. R. Se va aplica ecuatia unei drepte ce trece, printr’un punct gi
perpendiculard pe alta ce trece prm doua, puncte{
Se gasegte: 7 x—y = 13, é/ac—l—/ 7, 3 y—ac =i

s

o .
\ 8. 5S4 se scrie ecuatiile iniltimilor triunghinlni al carui laturi sunt
x—2y = 2m+y—2 x—y-l—l—O

-
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R. Se va aplica ecuatia unei drepte ce trece prin intersectia al
tor doua si perpendiculary pe alta. Se afli :

\:c—21'—~2+7,(290+?/—27=0?

1424
BECES i &Ry

5ax+by—4=—0.

9. Sa se afle ecuatiile ‘perpendicularelor ridicate pe mijloacele latu-
rilor triunghiului : @572),- 8, 1), 2 -<1j;

R. Se vor afla mijloacele laturilor s; se va scrie ecuatia unej

drepte ce trece printr’um punct si perpendiculard pe alta ce trece prin
doui puncte. p

1 — (2—1)_ ‘% 3 - (1—{-73) f
\ ""7 —1—2 ( 2 ),‘ 2 S 2—] ( 1)’
; e (—3—2)4 x _1‘)

‘L‘ 10. 84 se afle coordonatels varfurilor triunghiului ale carui latur;
au ca ecuatii:

oy =, L5 @ =8 Sy = 5 p =15,

Sd se afle ecuatiile paralelelor duse prin varfurile acestui triunghi la
laturi. :

A (3 "‘f?‘)’ i (* 5 ?)‘» o(=5+- 3 )

11. Sa se afle ecuatiile dreptelor ‘ce unesc mijloacele a doua laturi
oarecare ale triunghiului ale carii Jatur sunt: :

4 28 y 4 1=0, 2 Tty — =0, =3y - 4=0.
R. Se cautd coordonatele varturilor :
1 A(25:8),1:B (=1, =—1), C(5,—8) "

Se va scrie ecordonatele mijloacelor si apoi a dreptelor ce trec prin-
tr'un punect si paraleld cu o dreapti. Se gasegte :

2+ 6y — 7=6, 4r—38y —14=0, 2 x4+ y —2=0.

12. 83 se afle ecuatiile diagonalelor paralelogramului ale carui laturi
sunt: )
(TR, O b Ay
‘R. Coordonatele varfurilor sunt: A (a, b), B(a’, b), C(a’, d' ),
D(a, ¥'). Vom gasiz :

v



48

(AC) z (b'—b) — y(a'—a) = ab’ =b a,
(BD) (' —b) — y(a'—a)= a’b'—ab.

13. a si b fiind coordonatele unui punct M din planul a doud axe
perpendiculare si:

(@a+ax + (a+3 b+5) y+ 3=0,
(@a+2x— @Qat+b—2 y—2=0,

ecuatiile a doua drepte, sa se afle locul pozitiilor ce trebue sa ocupe
M in plan, pentruca dreptele date s fie: 1° paralele; 2’ sa coincida.

R. 1° (a+2) Ba + 4 b+ 3)=0; i5
a4+ 2=0 3at+tb-+ 3=0.

M (a, b) trebue si se afle sau pe paralela: a—|— 2=0 la Oy, sau pe
dreapta: 3a 4+ 4b -+ 8=0.

20. Ca sa coincida :

K= SO = 1T RN

a + 2 2a+4+b—2

[}

Egalitatea primelor doua rapoarte da :
@42 Ba+4b+8 =0,

iar acelor dih urmsj :
4 a—30b-—16 =0.

Egalitatile sunt veriflcate pentru: a = — 2 b = — 8, deci un sin-
gur punct M.
© 14 Sa se arate ca intr'nn trapez, dreapta ce uneste mijloacele M s;
N ale bazelor si cele dous laturi neparalele sunt concurente.
R Trapezul fiind OABC, se ia ca axe Ox si Oy laturile OA si
OC. Se noteaza coordonatele punctelor date cu: A (a, 0), B (b, d),
C (o, ¢). Ecuatiile dreptelor considerate sunt:

(0C) =0, (AB)d &+ (a—Db)y—a d=o, (MN) 2 da:+(a—b) y—a d=0.
3e calculeazi determinantul coeﬁc1entllor, sau se arati ci AB si MN
taie pe Oy in acelag punct.

,\\ 15. Sa se afle distantele dela varfurile triunghiului \a,O) €, 2) (- 3,

~9) Ia laturile opuse.

6 12 12
B" ‘/ P) 17 ; 2 ),

16. Si se demonstreze c4 inaltimile unui triunghi sunt concurente.

R. Fie: A (x;, 1), B (@s, %), C (5, y) varfurile. Beuatia inaltimij
din A este:

D= (zy—s) (@—21) + (%—Ys) Y—) =



Ale celorlalte vor fi:

Dy =ag oy} (v <o) @2 gp) (y—yy)=0.
D= @r~q)@1w9+(m—w)w—w9=&

Adunand se obtine :

Dy + D, 4+ D, = 0.
ceea ce probeazi (§ 32, observare) ci dreptele sunt concurente.
17. Sa se arate cj perpendicularele ridicate pe mijloacele laturilor
unui triunghi sunt concurente.

R. (T, 1), (a2, Y2), (23, ¥:) varfurile. Ecuagiile perpendicularelor
sunt :

D=2z (Zo- 235) 4 29 (72 — y3) 4‘”’-‘5‘“’3'*‘-”3‘3/:5:01

D, = 2z (x3—~.1?1) —i— 2!/ (‘!/3“:’/1) + -7";-,_ 1’§ o y‘f = y:=07

-

D= 20 (z —2,) + 2y (91 —ys) + o} — =¥ + Ys— vl

Se vede ca:
Ty o D e Dy 0

18. S& se probeze ci bisectoarele unui trionghi sunt concurente.

R. A (x4, 41), B (23, y5), C (w3, y3) Ecuatiile latur'gorzb,
(BC) ar= (42— y3) z— @y —w5) ¥y + @5 y3— g y, =0,
(CA) po= (Y3 —y1) = — (23 —%y) y - 5 Y1 — @ y3=0,
(AB) A= (41 — ys) & — (@3 — @) y + 2, Y2 — x5 y; =0.

Bisectoarele unghiului A sunt :

_AL_’__A”:QA_,‘AL:O,
b ¢ b c

insemnand cu: a, b, ¢ lungimile laturilor trianghiului.
Bisectoarele interioare sunt :

AoTERR G oy iy byt

= =0 Pt U S 0 ]t R =
b ¢ oy G & b i

cdci rezultatele inlocuirii o lui i y din ecuatia bisectoarei unghiu-

lui A, de ex., cu coordonatele punctelor B si C, sunt de semne con-

trarii, B si C fiind de o parte §i de alta a bisectoarei Tui A.
Bisectoarele exterioare sunt :

Ay As ] PAY Vay] AVY PV

R 7 A =0
¥ a # b




50

Se probeaza ca bisectoarele interioare sunt concurente aduaand e-
cuatiile lor.

Tot asa se probeazd cd doud bisectore exterioare si una interioard
sunt concurente‘

19. Si se afle ecuatia bisectoarelor axelor de coordonate.
R.xz— gy =" &1 y=

90. Sa se afle ecuatia bisectoarelor unghiurilor triunghiului ale ca-
rui varfuri sunt: A (a, o), B(—a, 0), C (b, ¢). Se presupune b> o, ¢> o.
R. Se construeste triunghiul. Se gaseste:

¢ x—y (b—a)—a ¢ 5 (B) ¢ x—(b+a) y+a ¢ y
SRR s (R, W S E et et L)
V e+ (b — a? e (b +a)®
R, e sx—lanb e c |

VeE&t@—0br | Y e+tiaib:
91. S4 % afle bisectoarele unghiarilor triunghiului ale carui laturi
sunt : L
Seid2y — 2i=1o, Ox Liyi = 4 =0, @@= g =0

R. Se construesc dreptele si'se va cerceta rezultatele inlocuiri;
in ecuatiile bisectvarelor.

22, Si se afle suprafata triunghinlui ale earui varfuri sunt: (a, o),
(_ Q, 0), (b7 C)-

R.

a o 1

|
RO =

l
=1
=}
-
l
|

=]
(2

93 Se dau doud axe perpendiculare Oz si Oy si doud puncte A g
C pe Oz si B pe Oy. Perpendiculara din C pe AB taie pe Oy in D.
Sa se arate ci dreptele AD si BC sunt perpendiculare.

R.A. (a1, 0} Gl o), B {0, b). Se scrie ecuatia dreptei dusia din
C perpendiculara pe AB s1 se gaseste coordonatele punctulur D

: ac o AN g S
(0, — T). Se aratd ca intre coeficientii unghinlari ai dreptelor BC

si AD avem relatia : 1  m m' = o. D este ortocentrul triunghin-
lui ABC.

24. O dreaptd AB se deplaseazd astfel ca suma inverselor segmen-
telor OA si OB ce determina ye doud axe de coordonate este cons™
tantd si egala cu 1/K. Sa se demonstreze ca. aceste drepte AB tree
printr'un punct fix, ale carui coordonate si se caute.

R. A @, o) B (o, - Ecuatia dreptei AB este:

¥y
u
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Avem :
1 1 . £
T DY aiAnK R

de unde se scoate §l se inlocueste in ecuatia dreptei. Se obtine:

Kz — Ky + ) (y — K) = o,

relatie care probeazi ci trec prin  punctul fix (K, K), intersectia
dreptelor :

Fbigr=rop. 1 -~ K = o

25. Se da punctul A pe Oz 51 C pe Oy (axe perpendiculare) si' se
construeste dreptunghiul OABC.

Si se demonstreze ci perpendiculara din B pe AC trece printr’un
punct fix, cand punctele A si B variind pe Oz si Oy, avem:

OA 4+ 0C = K (constanta).

R. A, o), B 0, w2+ u = K (1). Se inlocueste valoarea
Iui } dedusi din (1) in ecuatia perpendicularei din B pe AC si se
obtine:

Km—KZ—I—y (—2 —y 4+ 2K) = o.
Trece prin punctul (K, K).

2. Se di o dreapts fixa AB, care taie pe O §i Oyin A si B, astfel
ca: OA = OB = q. Dintr'un punct M variabil pe AB se lasa proiec-
tiile pe ( si Oy in P 81 Q. Sa se arate ca perpendiculara din M pe
PQ trece printr’un punct fix, cand M variaza pe dreapta AB.

R. M (A, w)- Se scrie ca M se afls pe AB si deci: } - U=
Se inlocueste in ecuatia perpendicularei din M pe PQ valoarea Iui u
dedusa din -+ (= a gi se afli ci trece prin punctul comun dre-
ptelor:

ay — a2i= o, g V" gn Ll
27. 84 se probeze ci suma distantelor nnui punct M al bazei BC a
unui triunghi isocel ABC (AB — AC) la laturile AB st AC este con-
stanta.
R. Se ia ca axe Oz si Oy baza BO si inaltimea din A. Se no-
teaza: B (a, 0), O(—aq, o), A (0,h), M (], o)
Distantele Tui M la AB si AC vor fi:

ol —ah — i} Asoghp

etk = Siarn
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luand semuunl —, céci origina si punctul M sunt de aceiasi parte a
dreptelor AB si AC, presupunand M intre B si C.

28. S se probeze c4 suma ' distantelor unui punct din interiorul u-
nui triunghiu ABC echilateral la laturi este constanta.
R. Se ia ca axe baza BC si iniltimea din ‘A. Se noteaza :

a a FiS | A
B (7, o), 6 (_ 5 o), A (o, ”‘T% ) M @, -

Distantele lui M la AB, AC si-BC sunt:

2AN Bl op eV 83 —AVB3EZ2p-— eV ¥ .
= e S TR W Y e .
=V B : ¢ il
S'a luat —, cdel ougma si M sunt de aceiagi parte a dreptelor
AB, AC.

29. Si se afle ecuatiile bisectoarelor dreptelor care trec prin origini

si an coeficientii unghiulari: 2, —-.

&

R. Ecuatiile dreptelor sunt:
2% —'y =0, 2= 2 =
Bisectoarele sunt : (interioari) x — y = o, (exterioard) x - y = o.

oO Sia se afle ecuatia bisectoarelor unghiului a.soutlt al dreptelor :
8y—4dz—1= omOy

R. e S b
B R T T
S'a luat —, caci rezultatele inlocuirii in ecuatia bisectoarei, a coor-

donatelor punctelor unde dreapta taie pe Ox si originii, trebuiau si
aiba semne contrare, aceste doua puncte fiind de o parte si de alta
a bisectoarei.

31) S& se arate ci intr'un triunghi dreptunghi dreapta care uneste
varful unghiunlui drept cu centru! patratului construit pe ipotenuzd
este bisectoarea unghiului drept.

R. Luam ca axe Ox si Oy laturile OA = a, OB = b si fie C
centrul patratului. Se noteaza cu m si m' coficiem;ii' unghiulari ai
dreptelor AB si AC care fac unghiul de 45". Pentrn a calcula pe m/,
se aplicd formula :

f ! ; b + a
te, © = W (A=
'8 1 —|- momi? b —

Se scrie ecuatia dreptei AC, ce trece prin A si coeficientul m/. Se
serie apoi ecuatia dreptei BC, ce trece prin B si perpendiculari pe
AC si se aratd cd coordonatele punctului C sunt egale, deci apartine
bisectoarei.
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32. Se dau doud axe oblice Ox si Oy si trei puncte A, B, C. Pe
BC, G\, AB, respectiv ca diagonale, se construesc paralelograme cu
laturile paralele cu axele de coordonate.

Sa se arate ci celelalte diagonale (afara de AB, BC, CA) ale para-
lelogramelor astfel construite, sunt concurente.

R. A (@, y1), B (2, y2), C (3, y3). Se calculeazi coordonatele
varfurilor aceste paralelograme si se scrie ecuatia unei drepte ce trece
prin doua punecte. Ecuatiile diagonalelor sunt:

z (Y1 = ¥s) Sy (2 — @) - @y Yy — zy Y1 =0,

z (ys — Y3) Y (3 — a3) + Z3 Ys — x3 Y3 =0,

Sk
z (93 —Y) Ty (25 — &y Eay — s Y3 =0.

33 Fiind cunoscute coordonatels unui punct M (zy, y,) si ecuafia
unei drepte D = A + By 4 C = o] si se afle coordonatele pune-
tului M’ (', y';) simetrieul lui M in raport cu dreapta D, E

R. Se afla coordonatele piciorului perpendicularei din M pe D,
anume : (z3, ys). Pentru a calcula pe (@3, ¥'1);, ne servim da for-
mulele ;

> T e IS (o

5
2 ]

i ’ | ’
T, - = Yy, -
Ty e 1 i Y9 7 Y1

" Sau aitfel: se serie ecuatia perpendicularei ridicata pe mijlocul
Iui M M’ si se identifica cu Az + By 4+ C = o. Din cele doua ecu-
afii aflate, se giseste: (o, 7 1) '

34. Se dau doud puncte fixe, A pe Oz, B pe Oy (axe perpendiculare).
Se ia pe Oz si Oy, inspre OA §i OB, lungimile A A’ = BB' = A
S& se arate ci perpendiculara pe A/ B/, in mijlocul lui A'B/, trece
printr'un punet fix cand ] variaza (A’ variaza pe Ox..
R. A (a, o), Blo, b), A’ (@ 4 4, 0), B* (0, b =+ 2.
Ecuatia perpendicularei este :

2aa)—2by-a?—{—b”—{-?),(ac—y—a-f—b):o.



_gglge Ppuncte, care se bucura

- . Locuri Geometrice

. Se stie ci un loc geometric este o reunire de mai
_toate de aceiasi Brognetate
Pentru a gisi ecuama unui loc geometric, a unui punct
M (z, y), trebue mai intai si se fixeze axele de coordonate,
ceeace constitue una din pértile-importante-ale problemei s
’/epmde’ﬁ‘e’ experlenta calculatorului,

Totusi, in cazuri generale, se poate urma o anumlta re-
guld. Dacé din datele problemei se vede ci locul geometric
admite o axd de simetrie, se_valua acea dreaptéd ca axi O ;
dacd va “admite doud axe de simetrie ‘perpendiculare, se
vor lua acele drepte ca axe Oz si Oy; in fine, dacd punc-
tele locului sunt simetrice in raport cu un punct, se va lua
acel punct ca origind a axelor.de coordonate.

42. Acestea fiind stabilite, pentru a g#si ecuatia.locului
geometric, se va_gdsi o relatie care leaga.MqooI:@h(“)Eg—t‘ele

(@, y) ale unui punct variabil al locului, exprimand prin
“ecuatil definitia geometrica a locului.

\_'___..‘.-o\»
Exemplu. Sd se afle locul punctelor M egal departate de
doud puncte date.

Vom lua ca axd O x linia ce uneste punctele date A si
B, iar ca axi Oy perpendiculara pe mijlocul dreptei AB,
Coordounatele punctelor vor fi: A (a, 0),B (—a,o0). Fie M (z, y)
un punctal locului geometric. Pentru a gési ecuatia locului
geometric descris de M, va trebul si gdsim o relatie intre
coordonatele (x, y) ale acestui punct, ceeace se obtine

. seriind cd :

MAZ=MB?;

@-af + g = (@ + a2 + y=

deeci :

a2



De unde:
HNax=0; x=0.

Ecuatia locului geometric fiind =0, urmeazd ca acest
loc este o dreaptd, axa 0 y, perpendiculara pe mijlocul
dreptei AB.

~43. Cand nu se poate obtine imediat ecuatia locului geo-
metric, e posibil si se observe ci orice punct al locului
geometric se afli la intersectia a dou# curbe variabile, dar
care curhe stau in stransi legatura amandoua.

S& presupunem ci: i

i Yy, &) = o e, YR =0, (1)

reprezimi ecuatiile curbelor, variabile cu parametrul varia-
bil 1, la a ciror intersectin este punctul locului geometric
cautat. Coordonatele (a, y) ale acelul punct verifici ocua-
tiile celor douni curbe, ori care ar fi parametrul 4 (care poate
fi o lungime, un unghia). Egaland valorile Iui 1, scoase
din ecuatiile curbelor variabile, vom obtine o relatie de
forma :

R (@, y) =0,

care este o relatie intre coordonatele unui punct oarecare
al locului geometric, deci este ecuatia locului cautat.

In loc de a scrie ci valorile lui 4, scoase din ecuatiile (1),
sunt egale. este tot una, a rezolva o ecuatie in raport cu
La$l A scrie ci rezultatul inlocuirei lui 2 in cealaltd ecua-
tie este_zero, adici pentru a gasi ecuatia locului geometric;
vom elimind parametrul variabil_intre ecuatiile (1).

Exemplu. Se dd un punct A pe ox si un punct B variabil
pe O y. Se ia pe Oy punctul C, astfel ca BC—=0B g se cere
sa se gaseasca locul geometric al punctului de’ intersectie al
dreptei AB cu dreapta ce uneste punctul O e mijlocul  drep-
tei AC. ‘

Axele fiind hotarite, si notim coordonatele punctului dat
A cu (a, o) ale punctului variabil B cu (O, 1); coordonatele
lei C vor i (0,2 1) Si serim ecuatiile dreptelor AB si OD
(D filmd~mijlocul lui AC). Avem :

‘

(AB) ‘LT+'T — 1 =0. 2
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Coordonatele lui D fiind (%, /) ), ecuatia dreptei O
va il
— ;' .
R 3)
s

Eliminand pe 1 intre ecuatiile (2) si (3), adica scotdnd pe
2 din ecuatia (3) si inlocuind in (2) gésim :

BTy =O,

care este ecuatia locului geometric si care reprezintd o li-
nie dreaptd paraleld cu Oy.

44, Se mai poate ca ecuatiile celor doud curbe ce se in-
talnesc in punctul al cirui loc geometric se cautd, si con-
tie doi parametri variabili, 1 $i u, adiea :

(=, Yy h u) =OI'P(‘”; Y Ayop) = 0, “)

Intre acesti parametri existand insi relatia :

o) =10 (5)

De fapt insi este un singur parametru variabil, ciei,
rezolvand ecuatia (5), in raport cu u, si inlocuind in ecua-
tiile (4), vom vedea ci ecuatiile curbelor ce definesc pozitia
punctului al locului geometric, contin numai pe 2 si deci
fiind in cazul precedent (§. 43), pentru a gisi ecuatia lo-
cului geometric, va trebui si eliminim pe . intre ecuatiile
obtinute mai sus. Aceasta insemneazi ci ecuatia locului
geometric se obtine eliminand pe % si u intre ecuatiile (4)

Exemplu. O secanta variabila ide laturile O st Oy ale unui
unghi dat in punctele P si Q astfel ca: OP + 0Q —a (con-
stanta). Sa se afle locul geometric al intersectii paralelelor duse
prin P si Q respectiv la Oy si Ou.

S& insemnim coordonatele punctelor variabile cu: P (1, 0)
Q (o0, w). Relatia intre A si u este :

L -4 u =a. (6)
Ecuatiile ?arale]elor din P si Q sunt:

i =1 Yy = u. : (7)

o
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Locul geometric s, obtine eliminand Pe 4 si u intre
ecuatiile (6) si (7): se obtine :

A L
care aratd ci locul geometrie este o linie dreapta.
45 Aplicatii. 1. 0 dreaptd. AB de lungime constantd. se

axe care se taie in M. Sg g afle locul geometric al punctului
M, cind A variazq pe O .

Sa insemnim coordonatele lui A cq (%, o), ale lui' B cu
(0, w); seriind ci AR — const = I avem : i

AL e S WY ‘ (8)
Ecuatiile paralelelor 'find -
‘ T =1 y=y (9)

locul lui M se obtine eliminand Pe A si u intre ecuatiile
(8) 81 (9): de unde : :

2 L g 12,

relatie care probeazi cj punctul M descrie un cerc cu cen-
tru in origini si cu raza 7, :

1I. O dreapta PQ variabilg intdlneste laturile O A st OB ale
unui unghiu in punctele 1 st Q, astfel ca: OP+0Q=K-—c-ti.
Sa se gaseasca locul geometric al punctului M care inparte
segmentul PQ in raportul. MP - MQ=m : .

Fiindea nu  este vorba de perpendicularitate, vom lug ca
axe Oz §i Oy laturile OA si OB. Vom avea: P 2, o),
Q (o, 1), cu conditia :

A el it kil
Coordonatele (z, y) ale lui M sunt §. 15);
m . m
Y Ty 0 b 0 - |
Sy Sl L LG
m m
1902 ,, Lo 2t



sau
; v el b L (11)
Locul geometric se obtine eliminand pe L siu intre ecua-

tiile (10) si (11) ceeace se .face usor inlocuind in (10) pe
A sl u din (11); vom avea:

§ e SR PR A
n m
et e s B0 Sy
n 3 T g

ceea ce probeazd cd locul este o linie dreapti.

IIL. Se daw doud puncte fixre A gi B. Sa se afle locul geo-
metric al punctelor M, stiind ca: MB— MA = K.

Vom lua ca axd Ow dreapta AB si ca Oy perpendiculara
pe mijlocul lui AB. Coordonatele punctelor date vor fi:
A (4. 0), B(-- @, o). Exprimind analitic conditia ce o in-
plineste un punct M (&, y), avem imediat locul geometric :

[@+a) + y*] —[(@—a)+y2] = K2
4 ar = K2,

sau :

ecuatie care probeaza ca locul geometric este o dreaptd
perpendiculard pe AB.

IV, Dintr'un punct variabil M se lasa perpendicularele MP.
MQ pe laturile OA, OB ale unghiului AOB. Sa se gaseascd
locul ce trebue sa-l descrie punctul M pentru ca dreapta PQ sd
fie paralela cu o directie fixd.

Vom lua ca axe: dreapta OA ca axi Ox si perpendiculara
pe ea in O ca axa Oy. Ecuatia dreptei date OB, care trece
prin origind, va fi: ;

=G ‘ (12)

Fie (xo, o) coordonatele punctului M. A gisi locul geo-
metric, insemneazi a gési o relatie intre i, y,. Fie m
coeficientul unghiular al directii fixe. Va trebui si gisim
coordonatele punctelor P si Q. Acele ale lui P sunt (a, 0)-
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L
Pentru a gisi pe acele ale lui Q,vom' serie ecuatia per-
pendicularei din M pe OB, care este : '

1
AN )

Coordonatele lui Q verificy aceastd ecuatie si aceea a
dreptei 0 B, (12). Rezolvim aceste doua ecuatii si avem :

1
800l v g,
o= Bt a (ag g,
ey —rrars

Pentru a exprima cx dreapta PQ este paraleld cu directia
datd, va trebul si scrim o coeficientul unghiular al aceste;
drepte este egal cu m, vom obtine :

8 (@t ay,)
Lo et |
: "}‘ma\k*: m, &y (14-ma) + 9 (a—m) =0,
Aeata
14 g2
Am giisit deci ci intre coordonatele (a,, Yo) ale unui
punct M al locului, exists relatia :

Ty (L4-ma) 4 g, (@—m)=0.

ceeace probeazi ci locul geometric este linia dreaptd ce
trece prin origina,

% o (L+ma) Ly (a—m) = 0.

V. puncte five D si B asezate pe o paraleld la
dreapta fixa BC. Se ia pe dreapta D E punctele P §t Q, varia-
bile, astfel ca avem relatia :

ﬁ? : Q_Ff: ViE
Sa se afle locul geometric. ql punctului de intersectie al
dreptelor B P i C Q.

Vom lua ca axd Oz dreapta B C, iar ca Oy dreapta C D.
Vom aves :

B0, D (0, d), E (e, d), P (%, d),
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A fiind variabil. Pentru a giisi abscisa x, a punctului Q,
ne servim de relatia :

LA RS &
QE
fnsd: DP'=71"_0o=1 " "QE="¢ — &, Deci
A . e N—1
P b L e g

Coerdonatele punctului Q sunt:

e S

Kcnuatiile dreptelor BP si € Q vor'fi:

\ d | TS s
BP)y = g @b CQy= TP e
A
Sau:

Ly=by4dax—db ly—eky + dkr=0.
Elimiﬁ%}d'p%yl gnﬁé( at;égte gé'éaﬁi, ceea ce se obtine sci-
zandu-le, avem :

byt dr—db=cky — dkux
dx (L4+K)+y (b—ek)— db=0,
cera ce probeazid cd locul geometric este o linie dreapti

VI. Doua drepte fire A O si OB sunt tdiate de o dreaptd
paraleld cu o directe fixa in punctele M si N. Sa se afle locul
geometric al punctului P care divide dreapta M N in rapor-
tul: PM: PN=K. < '

Vom lua ca axda Ox dreaptalA B. iar ca Oy, paralela dusi
prin O la directia fixd a dreptei’M N. Ecuatia dreptei date
OB va fi:

Yy = ax,
iar a dreptel M N:
0= ’
/4 fiind variabil. Coordonatele puncteler M si N sunt:
' M (4, 0), N @& ak.
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Fie (z,, y,), coordonatele punctului P: avem :

L= (13
iar din relatia : -
PN
gasim :
! _,:yq,‘ = K (14)
Q'd — gy

Locul geometric se obtine eliminand A intre ecuatiile (13)
s1 (14) ; de unde:

o e G alkr Yo (K 1) 2up -
ax, —y, Yo
Intre coordonatele (%, y,) ale unui punct al localui geo-
metric existd deci relatia :

aKz, — y, (K — )=

ceea ce probeazi ci locul geometric este o linie dreapta ce
trece prin origind, a cirei ecuatie este :

ake — y (K .1 = ¢,

VIIL. Fiind dat un triunghi- dreptunghic OAB, e construes@.
ve OA si OB patratele OACD si OBGF g se duc  dreptele
AG, BC. Se cere locul geometric al_ punctului M de intdlnire
al acestor doua drepte, cand ipotenuza AB se deplaseazi para-
lel cu ea insdsi.

Luam ca axe coordonate Oz si Oy laturile fixe OA si
OB. Fie:

Yy=ax -+ b
ecuatia dreptei cu care este paraleld AR, Ecuatia dreptei
AB va fi;

Yy = ax + (,

L fiind un parametry variabil. Coordonatele punctelor A si
B se obtin ficand in ecuatia dreptei AB Y = o si apoi
& = 0; vom avea:

- ’
A (_ 7 o), Bo, 2.



Dreptele CD §i0§‘ fiind paralele cu axele, coordonatele
punctului Qvor fi:
Q iy 7)‘)
( a’ -u

De asemenea, coordonatele ‘punctului G- sunt :

G (— 4, 4).
Ecuatiile dreptelor AG si BD sunt deci:
: A ]
b S ol B
g =
a
L
: a
(Be} y = e *—f* XL
et

Sau :
YA —=ay=ax 4Ly —it= (=1

Eliminand pe 1 intre aceste ecuatii, ceea ce se obtine
egaland valorile Iui 4, avem :

widstay ey
ceea ce probeazd ca locul geometric este o linie dreaptd ce
trece prin origind si perpendiculard pe directia dreptei AB.

VIII. Se dau doud pum:t.emﬁwe pe Ox, A si B~ si un punct
variabil P pe Oy. Se ridica in A si B perpendiculare pe PA
st PB, care se taecin M. Se cere locul geometric al lui M, cdnd
P descrie wxa Oy.

Avem : A (a, 0), B (b, 0), P (o, %). Coefecientii unghiu-
lari ai dreptelor PA si PB fiind :

—'2 — 2

dr! b

eenatiile perpendicularelor in A si B pe PA si PB sunt:

a b
Yy = T(l?*—a),y: ’T(m_b/'
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Pentru a gisi locul geometric, vom eliming pe 4 intre
aceste ecuatii. Inpirtind membry cu membru, obtinem:

g_y S Al (e a)f
ty = b(x—0p)

* De unde, sau:
Ym0
Sau: ‘ :
a(@®—a) —=b (x— b),

* = a - b

Locul geometric este format din axa oz si dintr’o dreapta
paraleli cu Oy, la departarea de originid egals cu ¢ -+ b.
Axa ox corespunde cazului cand ¢ — =0, adicd PA si PB -
paralele.

B
Exercitii.

L. 'Sa se afle locul f£eometric gl punctelor M, astfel ci diferenga dis_ -
tantelor sale la dous drepte OA §i OB si fie constants k.
R. Se ia ca axe Oz, Oy, dreptele OA si_perpendiculara iy @

Sa notam ecuatia dreptei OB ews _Lu o /’
Y — ax = o ) ingr V) %X“C‘ o
\ 5 » 3 ‘/‘(‘ ‘4—/ A
Loeul este: S se o

\fliif[‘ + y =K
N V1L g =

drepte pararele cu bisectoarele unghiului A2,

se afle locul geometric al purctalui de tntalnire al dreptelor =PE, DQ.

R. Se ia BC ca Oz si ABea Oy. P (p, 0), Q(g, o), C (¢, 0), A (o, a).
Se calculeazi'coordonatele punctelor D si B, seriind ecuatia dreptei
DE supt forma Y — 4 = o, (£ variabil), Ecuatiile dreptelor DQ,
PE sunt : :

o=~ 4 L= o, (®B) = DF) 4 4 (40) = o,

(PE)Ey—A+‘u(% Aythday 1):0.

a
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Pentru a gasi pe u se scrie ca trece prin P (p, o).
Ne edseste :

c i

Ak

e ¥ c }, x i
(PE) = z/—/u—kph;c (,c + =1 )
Se elimina / intre ecuatiile dreptelor (PE) si (DQ).

Se obtine: :

y=o0x(—p+e a4 ecqgy—cag=.0.

3. Intr'un triunghi isoscel ABC (BC = AQ) se duce o paraleli la
baza AB care taie AC si BC in P $i7Q; dar inaltimea CO in H. Sa
se afle locul geometric al intersectii d eptei OP cu AH; al dreptelor
OP si. AQ; al dreptelor 0Q si AH.

R. AB ca O, Iniltimea ca Oy, A (a, o), B (— a, o), C (o, k),
(BQ) = vy — 1 = 6380 caleuleazi coordonatele punctelor P §i-Q re-
zolvand ecuatiile dreptelor AC, BC, PQ.

Locurile geometrice se obtin eliminind / intre ecuatiile dreptelor
OP, AQ; O, AH; 0Q, AH. Se va obtine pe rand:

T Y - : z Y
Yl b =1 =0,y = fijiy=0, gt e SRR e

4. Sd se afle locul geometric al centrelor dreptunghiurilor MNPQ
Inscrise in triunghiul dat ABC. (M pe AC, N pe CB, Q si P pe -AB-
R. Se ia ca axe Oz st Oy pe AB si inaltimea CO, A (a, o),

B (b, 0), C (o, h). Fie y — ) = 0, ecuatia unei drepte paralele cu AB,
care taie pe AC in M si BC in N. Se vor calcula’ coordonatele pnne-
telor M, N, P, Q si se va elimina [/ intre ecuatiile dreptelor.PN, QM.

Se gdseste dreapta:

L. Y
a-+b g h i
g g

5 Sa se afle Jocul geometric al panctelor M, astfel ca raportul dis-
tantelor sale la dona drepte fixe sa fie egal cu K.

R. Se va lua una din drepte ca Oz si perpendiculara pe ea in
punctul lor de intersectie, ca Oy. Se va scrie ecuatia celeilalte drepte
ce trece prin origind, y = ax. Locul este format de doua drepte ce
trec prin origina :

6. Se da o dreapta fixa D $i un puunct A. Se vneste un punct vari-
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abil P a] dreptei D cu punctul A si se cere locul geometric al pune-
tului M ¢ re Imparte dreapta AP in raportul: PM: MA —' g

R. 36 ia D ca Oz §1 perpendiculara din A re D caOy. P (4 o).
A (o, a). Locul este o dreapta paralels cu D,

e
Y

7. Dintr'un punct R variahi] pe o dreapta fixa D se'lass perpendi-
cularele RP $i RQ pe laturile 0A si OB ale unui unghi dat. Sy se
afle locul geometric al punctuluj M, asezat pe PQ, astfel ca :

MP: MQ — g

R. Se ia OA ca Oz si perpendiculara pe ea in O ca Oy.
Se scrie ecuatiile dreptelor D si OB,

(D)EAa:+By+C:o. (OE)Ey—7izm=O.

R (4, ()i deei: A 7 + B B+ C=o9o. Se calculeazi coordonatele .
punctelor P g Q $i pe urma ale lui M. Se eliming A, u intre: :

AL+ Byu+0C—s §i ecuatiile care dau coordonatele punctului M :

s 1—}-m“, o Km (my 4 1)
A R e

Locul este linia dreapty :

l—f—mz—‘f—K K m 4'(1+K)(1+m2)’
K m K m2 y 14+ K 1 - nz?)! a0

i 4 B .. . 90

I . !

\

8 Fie P si Q punctele de intersectie ale unej drepte variabile cu
laturile OA si OB ale unui unghi dat AOB. In punctele P si Q g
ridicd perpendiculare pe OA si OB care se taie in M. 83 se afle locul
geometric al punctuluj M, cand secanta variind, ayem : OP+ 0Q =g,
(cons,tanti).

R. Se ia 0A ca Ox, perpendiculara in O caOy. P (4 0). Fie @ un-
ghiul pe care ‘OB 3 face cu Oz $i 0Q = 1, Q (i cos a it sin @),
44 =FK Se eliming A $i I intre ecuatiile perpendicularelor si
A4+ =FK Se giseste dreapta :

Yy — (K — z)sin « hleotela [ o iisos o (K —2) ] = o.

CsiD si fie M si N intersecyiile dreptei AB cy PC 81 PD. Sa se afle
locul punctului P stijng ciavem: AM: NB — g

R. Se ia ca 0 dreapta A B, caOy perpendiculara in A. B (b o),
C (¢, @), D(a, a); P (xq, o), cici voind a se afla locul sin Zeometrie

9



66

se va cduta relatia intre coordonatele sale; de aceea s’a notat coor.
donatele sale cu (zy, 7). iar nu cu pavametri variabili, de oarece nu
vom face eliminare de parametri variabili. Se scrie ecnatiile dreptelor
PC si PD, se afli coordonatele punctelor M si N. Se inlocueste in
relatia: AM : NB=K si locul geometric este dreapta :

axy (1 + K) + 9o (¢ + Kb — Kd) — Kab = 0.




Sisteme de drepte.-

46.  Fascicole de drepte ce trec prin o}iginﬁ. Fie D,, D,

doud drepte ce trec prin origina axelor de coordonate; e-
cuatiile lor fiind :

y—a,x:O,y—a2x=O, :
a4y, ay insemnénd coeficientii lor unghiulari, ecuatia ambe.-
lor drepte va fi :
U —a2) @y — a, ) =,
'!/2._ (a; + @) T Y + ay ay 22 = 0,

Adicd, ecuatia a doui drepte ce trec Prin origini este de
forma :

Ax? 4 Bay + Cg/2=O_,

0 ecuatie omogens si de gradul al doilea in raport cu g
siy.

In general, ecuatia a m drepte ce trec rin origing
Reciproc, fie :
Aa® + Ba?y + Cayz 4 Dys — ¢ (1

0 ecuatie omogeni §1 de gradul al treilea in raport cu g
st y. Vom arita ci aceastd ecuatic reprezinti trej repte ce
trec prin origina axelor de coordonate,

In adevir, divizand ecuatia (I) cu 3, avem :

3 [y 2 Supl s gt
D\%) Tk e oot g e b

A 2
Insemnand on 1y e Y

@r b
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ecuatia precedentsi devine:
Dm3 + Cm® 4+ Bm 4+ A — 0. (ID)

Fie : my, m,, mg radédcinile acestei ecuatii de gradul TII-a
In raport cu m. Ecuatia (II) care reprezints aceiasi curbi
ca ecuatia (1), se poate deci pune supt forma :

D m— m) m — my) (m — my) = 0.

Inlocuind pe m cu (y: w), obtinem :

(£-m) (2 om) (4 - n)=

Sau : (y — m; x) @y — my x) (y — my @), = Q. (I1I1)

Prin urmare, ecuatia (I) se poate pune supt forma (IIT)
si se descompune in :

y—m1w=0,y—mga::O.y—-wz3a;=O,

adicd reprezintd trei drepte ce trec prin origind, iar coefi-
cientii lor unghiulari sunt radacinile ecuatii :

Dm3—{—C7n2+Bm-}—A=O.
Exemplu. Sa se construiasce dreptele reprezentate de ecu-
atia : -
292 —3ay | 22 — 0,
Ecuatia coeficientilor unghiulari fiind :
2m2—3m—i—1=0, f
avem, rezolvand-o, :

My = %, Mig) ==l
lar ecuatiile acestor drepte sunt :
1
Y= T X = O, Yy = x.

47. Unghiul a doua drepte: A »' 4 Baxy + Cy%. Se stie
ca V fiind unghiul acestor drepte, avem:
my — m,

’t' b 2 -,.{,.'9 -0 M/\A R e

g Vi=
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L age
Insd, m, si my sunt radicinile ecuatii :

C7n2—}—Bm+A:O

si deci :
VB:_ 4 A C
my — my = + TS Mg i
Inlocuind avem -
v BJ\—ﬂ@ :
2 (BEI LA C
tg’ V ] —_— = + ‘ .
Gkt e == A+ C
C

Semnele |- §1 — corespund celor dous unghiuri ale drep-
telor date. :

48. Aplicatii. T. S se afle conditia ca dreptele : Ag? 1
Bay + Op2 = 0 s4 fie perpendiculare. Stim ci in acest
caz avem :

14 mym, — 0,
deci :

A+ € =o.

1. Sa se afle ecuatia bisectoarelor dreptelor:
Az? + Bay + Cy2.

Fie V, si V, unghiurile acestor drepte cu axa Oz, asa

ca:
o=tV my =g v,

my §1 m, fiind dati de ecuatia :
Cm? 4+ Bm L A —

Insemnand cu @ unghiul bisectoarei interioare, de ex, cu
Oz, si cu pu — tg @, avem :

Vi + Fe 1
Deci :

tg Vi +tg V
1226 — g (p e e M LT
g g (¥, + v, st e



Sau, dezvoltand, :
B
SIS0 D T W
1 — tg20 *1—m1m2— 1 A EE 8
Fea b

Inlocuind pe g0 cu u, avem -

2 B
Ll . =2 e

de unde obtinem ecuatia :
Bu+4 2 u (A — EN-=B =0

care da cele doua valori W, u” ale coeficientilor unghiulari
ai celor doui bisectoare.
Ecuatia fascicolului de bisectoare va fi deci -

x

p 2 4 3
B (—%) + 9 (A—c)i — B =,
sau:
By2+2(A—Q),my — B 22 = 0.

Exemplu. Ecuatia bisectoarelor dreptelor:
X p ,

\ .1:2—5a:y+2y2=0,
este : 5(y2~w2)—+—2wy20. .
49. Conditia ca patru drepte ce trec prin origina si

formeze un fascicol armonic. Fie: m,, m,, mg, m, coefi-
cientii unghiulari a patru drépte :

Y.~ o =0, (t=1,2 8 4

ce trec prin origing s1 formeazi un fascicol armonie.

O paralels, y — by, cu axa Oz, va intalni razele acestui
fascicol in punctele : M;, M, M, M,, care formeazi o di-
viziune armonicd, adicy -

M, M7 o
MM, = MM
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Insd, din ecuatiile dreptelor, abscisele punctelor M, M,,
M,, M, sunt: g

h h h h
my o omy T oy n,
deei ;
S h h
MM maegiseid Bl o il
m, My

De unde. relatia (a) devine:

o i b A vl

Sl Vi P ubflily s, &
R N AR S e
my T

Si dezvoltand, simplificind cu h, cu my i m,, avem :
2 (my my + my my) — (my = my) (my, + m,), (b)

care este relatia dintre coeficientiii unghiulari ai dreptelor
ce formeazd un fascicol armonic. (O M; si O M, conjugate
armonic cu O M,, O M,).

Cénd cele patru drepte sunt reprezentate de ecuatiile:

Az*+2Bay + Cy2 = 0, Aw+-2Bwy + C'y? =0,

sl voim sd gésim cenditia ca cele dous dintai drepte si
fie conjugate cu cele douid din urmd, vom inlocui in (b) pe
m , my din ecuatia :

Cm? 4+ 2Bm + A = 0
s1 pe my, m, din ecuatia :
C'm2 + 2B'm A" = 0.
Vom obtine conditia ceruta, adica;

Uy T e o
o i TR O o )
‘(c*c) c o
sau :

AC" 4+ CA’=2BR.
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Exercitii.

1. Fiind dat fascicolul :

Az + Bar y & Cayr L Dy,
sa se afle conditia ca axa O si una din aceste drepte si fie hisec-
toarele unghiurilor formate de celelalte dous,

‘R, Ox si OD; fiind bisectoare, urmeazi cx D =0, m; + my=0,
B=0. Dreptele sunt:

Axd — Caxy2 =0,
2. Sa se afle conditia ca axa Oz si una din dreptele fascicolului :
Ax'+Bxy 4 Cayry + Dyr—o,
S& fie conjugate armonic in raport cu celelalte dous.

R. 2 (my my + ma my) = (M o+ my) (mg + m,), m, =0.

(my 4 my) . mg = 2 My My,
C
my - mgt-my = =Dy
B
(my + m.) My~ my ms =it
my om. my = — %

B 3 A 2 B2
3m1mg=D) g =12 i ml—[—mg=—9AD
2 B 3'A L0
9A D B v

3. Find dat fascicolul de drepte :
Az 4 Baly L Qg y¥»+ Dzy*+ Eyi=c,
sd se afle conditia :

a) ca doud din razele fascicolului s fie Perpendiculare;
b) ca fascicolul sa fie format din dous perechi de drepte perpen-
diculare.

R. a) my my = —1,
D
my + my 4 mg 4 my = — -
(my + my) (mg 4 m,) + ma Moy - My My — 4 =
: B
mymy (mg + my) + ‘my m, (my 4 mg) = — T

A
my Me My My = =



g

Se calculeazy - myme=— 1, My My = — %,
my 4+ my My - my,
$1 Inlocuind in a treia, obtinem

(B+D) (BE + AD) + (CHA+E) (A—Ep =

b)ﬂllm9=—1, My My — . A:E,B:—D.
Ecutia coeficientilor unghiulari este:
1§ 1 y
me i —_ " C=0.
A(m i m 2 B((m m)+
Se pune :
1
m —— —= 2
m
si. se rezolva,
4. 0D, 0D, 0Dy fing dreptele : I;t,,&&
Aw’+Bw2y+Cmy2+Dy’=0, /)“'/’/V‘
W
sa se afle condi’gia astfel ca O D, $i. O D; sa fie simetrigein raport cu
O @, iar unghiul dreptelor OD,,
si Ou. ;

OD. si fie egal cu al dreptelor OD

R. my s = 0,

Mg e R T
(it 1+my m
A40C A4-C — 0
BC = AD My o= T+’ my = %, My = D
Se mai obsearvi cj dreapta O D, este bisectoarea unghiului drep-
telor Ox si OD,, sau c3 unghiurile D, 0 D, — B,.Oa/=_ 20 D,



Cercul.

Vs J“; 50. Ecuatia cercului. Pentru a gisi ecuatia cercului se
intrebuinteazi metoda generald care consti in a exprima
algebric proprietatea geometricd care defineste curba.

Astfel, un cerc cu centrul in C (a, b) si cu raza R, este
locul geometric al punctelor M (z, ) egal depértate de
punctul C. Axele fiind perpendiculare, ecuatia acestui cerc
este :

(—a)® + (y—b)2 = R? 1)
sau dezvpltand : -
k& © 5 -
X4yt — Qax —2byt+ a0 —R=0. (9

Prin urmare, fiind datd ecuatia genersld de gradul al
doilea :

(%, vy == = Ax*t2 ]LJ—‘_ CJ 42D 2Ey4 F=0, ' (8)
cond1§111e ca acestd ecuatie sd reprezinte un cerc, se gi- -
sesc cxpriménd ca aceastd ecuatie si (2) sunt de aceiasi
forma, adicd :

=C, B=0,
sau, coeficientii lui X* si y2 din_ecuatia (3) sa_fie egali, _zarr

fermenul cu Xy sa lpseascd.,
51. Determinarea centrului si razei unui cerc. Fie:

Aa;z+”+21)aj+-zEy+F:0

ecuatia unui cerc. Aceastd ecuatic se poate pune sub forma :

L D ! E._ F
St PP AR Sy =0 @



sau :

&

TUeDINg JoPeE e . F
(’ o ‘Aﬁ) +(~‘/ 3 T) W SR )
Comparand aceasts ecuatie cu (1), care este a unuj cerc

cu centrul in (a, b) si de razi R, se deduce ci centruj cer-
cului reprezentat de oecuatia (I), are coordonatele -

D E 4
a2
1ar raza sa este datj de relatia : {

D B g B\

= — e
TR el

/ /
[t

Prin urmare, fiing dat cefcgl.
ety i JDr o 242 b ye=0. (1I)
coordonatele centrulyj siiu vor fi : (—a, — b), iar raza » este
'y datd de: | '
= igfed b%—c,

adicd, coordonatele centrului _sunt Jumdtatile coeficientelor lui

—

X 58y din_ecuatia_corcylui _adusq la Jorma (ID), iar patratul

T e e o) o A ———
razet este i suma  patratelor coordonatelo aflate, ‘minus
e egac cu s e IR JSflate (n
\ menul liber, ! =
xemplu, Si se construiascsi cercul - o
SIS C g L e d
Coordonatele centrului sunt: 2, d
il 3
4 ( 1, —-
5

Jar raza este datd de :

R =1 (%_)2+ l':%: R# Ti;

\/ 52 Intersectia unei drelmn*wy‘m\,%_

/ T@ON=2"+92 4+ 200428y 46—

ecuatia unui cerec gi My (o, y,) un punct dat in plan prin

L /
T o5 i
- R s
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(i Vk

care trece o dreaptd care face cu Oy unghiul cunoscut @,
Vom cerceta in cate puncte taie aceasti dreapti cercul.
Fie M (z, ) un punct comun dreptei si cercului. Insem.
nand cu M, M =, distanta dela punctul dat M, pani Ia
punctul M, coordonatele punctului M (z, y) vér fi (§24) ;
X == %y + ¢ cos 0, Y=o + 7 sin O

Punctul M se va cunoaste cand se va determina valoarea
lui 7 ; pentru aceasta, vom scrie ca valorile coordonatelor
{ punctului M verifics ecuatia cercului (cici punctul M apar-
§ tine si cercului). Avem - '

i (2, + 7 cos G2 (Yo — # sin )2 19,4 (411 cos ) +
R s Y 0) 4+ ¢c= 0. :

De unde obtinem -

r2 + 2 » (2, cos O+ 4y sin @+ 1 cos © +bsin @) L
%o® 4 o2 + 2 a%o+2byy 4 c=0

Aceastd ecuatie fiind de gradul al doilea in raport cu 7,
avem doud valori pentrn 7, anume 7 si 7’ astfel ci sunt
doud puncte M’ §1 M" comune cercului si dreptei date, iar
coordonatele acestor puncte de intersectie sunt :

M (2, 4+ cos O; Yo+ sin @), M’ (4" cos @, Yo" sin G).

Prin urmare, in general, o dreaptii taie un cerc in dous

Ll

SR s Pibpge. | <t L
53 Puterea unui punct fata de un cerc. Am vizut i o
dreaptd ce trece prin punctul dat My (x5, #,) §i face cu O
unghiul 6, taie cercul : -

x2+!/2+2ax+2by/+c:0 w

A

in doud puncte: :
M'("xov—]—r' cos @, yy+2 sin @), M’ (zg+1"cos @, Yo" sin @),
astfel ci: » = M, M, ?" =M, M" sunt ridscinele ecuatii:

72 27 (250080 4y, sin O + a cost @ - b sin O
+x o oyt .9 a zo~+ 2b y, +¢=0.

v AR Wl 1 " ).
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Produsul rddéeinilor aceste; ecuatii fiind -

Ty R Ol GZo 42 by, -+ e

rezulti cj-

MM MM — To*+Yo*+ 2 a 2,42 b gt c.
Aceasta relatie probeazi cj orice secanti vom duce prin
punctul M, " (a,, Yo); produsul distantelor dela punctul M, Iy

. . ¥ /
cele doua puncte de Intersectie ale secantei oy cercul este
constant.

Acest produs se numeste putereq unctului M, (z, , ) in
b v: p o (Lo, Yo,
raport cu cercul dat si se obtine inlocuind in écuatia cercu- -

54. Ecuatia tangentei intr'un punct al unui cerc, Fje
M, (x, y,) un punct al cerculyj -

Lror e SRt ilag gl oy igelygil o8
pPrin urmare :
l"o\B“i“Z/oQ +2 a L, + Q‘b.i/o i o=,

Sé gisim ecuatia tangentei in punctui My la cere, Daca
s'ar cunoaste coeficientul unghiular : z — tg @ al acestei
drepte, ecuatia tangentei va fi: 7 ‘

taie cercul in doux puncte confundate in M. Aceasta o pu-
tem face in modul armitor. Si insemnim cu:

=g rcosiw; =, »Ssina, r = M, M,
0 S y Y Yo 0

(ry 4 7 cos ¢)2 + (o 4 7 sin @2 2 @yt ycos @) |
I 2 b (yp + rsin @) + ¢=0;

de unde obtinem ecuatia : Zf{
i
hC v 7



ik O

E 1
2 4

o

" %y cos a+y, sin @ + a cos « + b sin @) -
L+ 260 + 20y + o0, (1

care da valorile lui r, corespunzatoare punctelor de intersectie.
Insé avem :

Tof H g2 aky 8y, U b

cdei punctul M, (x,, Y) este pe cerc, si deci ecuatia (1)
devine: ;

124 9p ['('xo + @) cose + (y, + b) sin o). =0,

Asa dar, o valoare a lui » este egald cu zero, ceea ce tre-
buia, cdci unul din puncte de intersectie se confunds cu M,.

Pentru ca dreapta considerati si fie tangentd in M,, tre-
bue ca si cel deal doilea punct de intersectie si se con-
funde cu M, adici si cealaltd valoare a lui » si fie 7€ro ;
aceasta are loc cénd:

@ =+ a) cos a - (y, 4 b) sin ¢ = 0,

De unde :
@ a
tg o =— __{i,
Yo + b
Coeficientul unghiular al tangentei fiind determinat, e-
quatia tangentei in M,, (z, Yy) este.: :

k1

Ty +a ) ~ !
Y— Yo +="'— Aﬁlﬁb‘ fx — ), 2

“avand in vedere conditia-
By B L) oSG 3

care arati ci punctul M, este pe cerc.
Fécand calculele in ecuatia (2), avam :

Ty & 4= Yoy + a’.'n T 0 y—22—y? — aw, — by = 0.
Tinand se'ami‘deni'e]agia (8), ecuatia tangentel in M, (x,, y,)

la cercul:

P4y 20020y +c=waty.y-ta (@4-2)+b (y+y) ~+c=0,

esté AR e ~ i .
To &~ Yo Y 1 @@y + ) + by, +y)+ ¢ =0,
7 : \
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lar regula dupi care se formeazi ecuatia acestei tangente
din ecuatia cercului este evidents.
Observare.

Coeﬁcientul unghiular al tsngentei in M,
(%, Yo) flind :

Lg i t=0
T Yo + 0
urmeazd ca tangenta este perpendiculard pe raza punctului
M, si ci valoarea coeficientului unghiular este :
' v &@707 Y \‘)
fy (@ 3/0,),

care este o verificare a celor stiute, ci valoarea coeficientului
unhiular al tangentei la_curba :

e yW=20
este :
ll’ f’.’t
= — 5
» ; f’!/
iar la o curbj: X ;
coeficientul unghiular al tangentei este :
Ty' = f' (1‘) o
Exemplu. Ecuatia tangentei in punctul (1, 1) al cercului :
B2 g ko D,
este : i3
hodte L g,
4 1+
sau :

' 1

m1+y1—u+w+§u+w—1=a
y —1=0,

55. Intersectia a doui cercuri

centrele in punctele O
semnidm cu d —

- Fie O 51 0’ douii cercuri cq
10" si cu razele R si R'; sd fn-
‘00, distanta centrelor.
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Sd ludm ca axd O z linia centrelor, 00', ca axa Oy, per-
pendiculara in O pe 00, , '
Ecuatiile celor doud cercuri sunt:

x2+ y2_R2:O, (x_d)2_i_y2_R12:O ((l)

Pentru a gisi punctele lor de intersectie, va trebui si
cunoastem coordonatele acestor puncte. Vom rezolva deci
ecuatiile acestor cercuri, in raport cu » si y: Ecuatia a dona
poate fi insd inlocuitd prin aceea ce se obtine scizand ecua-
tiile (a), adics : 3

2dz —d® — R 4 R2— 0 )

sau :
A i . il
&4 2 d

Ecuatia (b) reprezinti o dreapta D paraleli cu axa 0O Y.
Problema revine deci la gisirea punctelor de intersectie ale
cercului O cu dreapta D. O dreapta insd taie, in general,
un cerc in doud puncte si anume, dacd distanta dela centrul
cercului la dreaptd este mai mici de cat raza, atunci dreapta
taie cercul in doud puncte reale : dacd distanta este mai
mare ca raza, dreapta nu taie cercul, sau, dupa cum se mai
zice, dreapta tzie cercul in doud puncte imaginare ; daci,
in sfargit, distanta centrului la dreaptd este egald cu raza
cercului, dreapta taie cercul in doui puncte confundate
intr'unul singur, dreapta e tangenti la cerc.

Distanta de la origini la aceasti dreaptd fiind :

4 R? _— R2 — g2

AT
pentru ca dreapta si taie cercul 0, va trebui si avem :
Riziae pe a2 R
T
=1 2 d 3
sau :
9 R gy 2 9 Rz _ Re
{fi+~dl?2£j;R B hr s egal o |,

~ Presupunénd d > o, ceea ce totdeauna putem face, tri-
nomul :



este pozitiv, cand

adici -
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d® 424 Ry

d =R

s .

lar pentru ca sj avem; |

trebue -

Asa dar, cercurile 0 si O
reale, cand dreapta D va tija

adics ; distanta centrelor s3 fie

R2 __ R

R;

d<R—f—R’.

., sau mai mare ca diferenta lor,

' 56. Polara un
' polarei punctulu

f (o, y) = o2

Fie (Fig. 24) M} (z, s

ui punct fati de un cere,
1 My (2, y,) in raport cu c

Fig. 24.

prin punctele M, si M,, fiind

=i

®—2dR+ R R:

mai micd ca suma razelor

& 3
d este exterior intervalului radécinilor,

]

Sé vor tdia in doug puncte
cercul O, sau cand :

?

Sa gisim ecuatia
ercul :

—f—_y2+2ax'—l—2by+c:0.

) un punet al ‘polarei punctului M

punctele M, si

M, sunt conju-

gate armonic in
raport cu punc-
tele de Intersec-
tie M/i(x', /), M”
@', y") ale drep-
tel M,M, cu cer-
cul. Insi coordo-
natele unui
punct al dreptei
M, M,, definiti

.Tl—{—},ai., v 1T Ay,
AR TR 1427



82
pentru ca acest punct si fie unul din punctele M’ sau M”,
trebue ca ecuatia cercului si fie verificatd de coordonatele
acestui punct, adicd:

f(xl‘Jr“lxo ?/-1‘*‘@)’_0
Lo G Sl e

Dezvoltand, obtinem :

22 (624> +2 a 242 byyt-o)-+-2 }-&’1 x0+y1 Yo -0 (21+2,)
+b (!/1+yo)+:cj"'%2+ylz+2 ax;+2 b y,+e=0.

Aceastd ecuatie fiind de gradul al doilea in raport cu 4,
valorile lui 4 corespunzitoare punctelor M’ si M” sunt rada-
cinile 1’ i 2 ale acestei ecuatii. Coordonatele punctelor

M si M” vor fi: ;
Tt A, :ehfr’f!/u) O i .'/|+?«"!/o)_
b AR S e v L

- Insa punctele M; si M, fiind conjugate iu raport cu M’
si M” si punctele M’ si M” sunt conjugate armonic in raport
cu M; si Mj; deci (§ 16, II):

=G L T e
sau . \

Lo &y +Yo th+ @ (@o4a) +b (Yo + ) +¢=0. (1)

Aceasta este conditia care exprimi ca punctele M, s1 M,
sunt conjugate armounic in raport cu punctele de intersectie
ale cercului cu secanta M, M,. Cind secanta M, M; se in-
vérteste In jurul punctuluni M,, punctul M, descrie polara
lui M, in raport cu cercul. =

Coordonatele (z,, »,) ale unui punct oarecare M, ale aces-
tel polare verificand relatia (I), rezulti ca ecuatia polarei
punctului M, (x,, y,), in raport cu cercul :

Yty +2az+2 by e=op
este :.
xolili“[-yo v+ a (%"‘I)%—b <_//0-+-‘7/)_]._c'=0_

Observare. Ecuatia polarei unui punct M, (Zoy yy) este
tocmai ecuatia tangentei in M, (z,, 7,) la cerc, cand punctul
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M, este pe cerc ; deci, polara unui punct al unui cere, in
raport cu acest cerc, este tangenta in acel punet la cere.
57. Aplicatie. Sd se gaseascd coordonatele polului P (@0, Yo)
a carui polard in raport cu cercul :

x2+y2+2ax+2by+c=0

este reprezentatd de ecua:tz'a:
AztByt0o—o
Polara punctului P (z,, %,) fiind :

T L+ Y+a (@ + ) +b (y, TYRe=2z (a}z,)
_ +y b ~+y) +a %o+ b ?/o‘l‘C:jO:/- i

. i ‘) - L - - .
pentru a gisi coordonatele polului, vom scrie o3 ecuatiile

dreptei date si polarei reprezinty aceiagi dreaptd, adici au
coeficientii proportionali. Deci : :
! h

mo'+"_a;__=.?/o+‘b___‘i"‘vo Toyte
A B ', :

Rezolvand aceste doui ecuatii, gisim coordonatele polu-
lui (2, y,). ' i

58. Tangente duse dintr'un punct la un cerc. Pentru a
gisi ecuatiile tangentelor duse dintr’un punct la un cerc,
va trebui sd cunoagtem coordonatele punctelor de contact
cu cercul. Tangentele in aceste puncte de contact la cere
sunt cele ciutate.

Fie :

Cty'+2ax+2bytc=0
ecuatia unui cerc gi P (1, %) un punct dat,
Insemnand cu (# i) coordonatele unui punct de contact

a unel tangente dise din P la cerc, ecuatia tangentei la
cerc In acest punct este : :

rx+yy-+a ($+ ) +b (y+y) +ec=0.

Pentru ca aceasty tangentd si fie cea cautatd, trebue s
treacd prin punctal P (x,, Y) si deci si avem :

T+ Yy +a@ @) + by +y,) +c=0. 1)

-
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Prin urmare coordonatele (a', 4/) ale punctului de contact
verificd ecuatia (1) si aceia a cercului:

ity 2+2aax'42by+tec=0. (2)

Rezolyand ecuatiile (1) si (2) in raport cu & si y, gisim
doud vaéon pentru &’ si doud pentru y' si deci doud puncte
de contact : (a', ), (x”, y").

Asa dar, dintr'un punct P (x,, y,) se pot duce in general
la un cerc doud tangente, ale cdror ecuatii sunt:

T+ yy+a @+ x)+ b W +y+e=0
¥@+yy+a @ +2)+b Yy +e=0.

Observare. Se mai putei giisi coordonatele punctelor de
contact ale tangentelor, observind c# polara punctului P
in raport cu cercul, este dreapta care uneste punctele de
contact ale cerculul cu cele douit tangente duse din punctul
P la cerc. Deci, se scrie ecuatia polarei punctului P (wl, Y1)
si anume :

% +yy +a ( (@ ) b (y, + yl~|—\c=0

si se rezolvi aceasti ecuatie s1 aceis a cercului in raport
cu z si y, care sunt tocmai ecuatiile (1) si (2) de mai sus.
Valorile (@, y), (@', y") corespund celor doui puncte de
contact, adicé de intersectie ale polarei cu cercul.

Exemplu. Sa se gdseasca ecuatiile tanyentelor duse din punctul
P (2,1) la cercul : 3 ~

x & 2t y2—2 x| 4J—{—4_
: Ecuatia\polarei punctului P fiind :
20 4+y— 24 o +2(1-{—y)—|—4[—j-3y—;-4 0,

rezolvand ecuatiile cercului si polarel coordonatele punctelor
de contact sunt :

m’:——l,y———-l &f=3;:2, y__—2,4

Tangentele vor avea ecuatiile: -

@t +yy'— @+x) 42 (y 4 y) 44 =0,
wa'fyy—@+a) £ 24y +4=0.
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59. Tangente paralele cu o directie datd. Fiind dat
cercul :

a2 +y2 _ R2—

sd gisim ecuatia tangentelor, duse la acest cere, paralele cu

dreapta :
Y =mz—m
Fie: WLy o iy
G=maz -+ 1

ecuatid unei drepte paraleld cu dreapta dati. Pentrn ca
aceastd dreaptd si fie tangentd la cere, trebue ca si taie
cercul in doud puncte confundate. Inlocuind in ecuatia cer-
culul pe 3 cu: m x4 &, scoasi diz/;_‘ ecuatia dreptei, avem :

oW1+ m2) 4-2m Lz 42 _ gy

Scriind ci aceasts ecuatie are o radicini dubla, gisim :

m2 22 — (1 + m2y¥02 — Re) _—_6, <
de unde:
A2 _ p2 Jict e ) AT 7
"= R (1 4 m"), A=+R\1+m"

Ecuai;,iﬂe celor dou#l tangente sunt deci
y=mz+R 1+ m

,W-r\ 60. Tangente duse dintr’'un punct P (z, y,) la cercul ;
X2+ y2==R2 Pentru a gisi ecuatia tangentelor duse din
punctul P la acest cere, vom gisi ecuatia ce di directiile
acestor tangente.

Insemnénd cu (§ 59) :

y=mx+ RV 1+fmnm®
ecuatia unei tangente la cercul dat, paraleld cu directia m),
" pentru ca aceasti dreaptd si fie tangenta dusi dip P (xy, yy)
la’ cere, trebue ca si treach prin punctul P (z, Y1) si
deci si avem : i >
 he=mey RV T omt
De unde : « Fefl: : e
m? (2,2 —R2) — 2 m 1 Y1 +y2— R2 = 0,
care este ecuatia ce di cele doui valori ', m" ale coefi-

cientilor unghiulari ale tangentelor duse din P RS e Y
cerc. Ecuatiile celor dous tangente vor fi:
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e e m (w"“xl)7

Y—ih=m" (x—ax,),

adica drepte ce trec prin punctul P (z, y,) si paralele cu
directiile m’ si m”.

Aplicatie. Sa se gaseasca. locul punctelor de unde se poate
duce tangente perpendiculare la cercul x*+y?=R2. Fie (x,, Y1)
un punct al locului geometric. Ecuatia coeficientilor un-
ghiulari ai tangentelor fiind (§. 60) :

m? (] —R?) — 2 mx, g, + yf—R(?= 0

condl’cla, ca dreptele al caror coeﬁmemn unghmla,rl sunt m’

\
ST

m' m" 4-1==0, z R CNEL TS

De unde :
z; + yi—2 R2=0.

care probeazd cd locul punctelor P (w;, y,) de unde se duce
la cercul 24-y2— R?=0 tangente perpendiculare, este cercul :

a2 4y?— 2 R2=0.

61. Centre de asemanare la doud cercuri. Tangente co-
mune la doua cercuri. Fie:

(z—a)*+(y—0)*=R?, (x—a')24(y—b")>=R'2

ecuatiile a doud cercuri de centre C(a, b), C' (a' b') si de
rage R gi R'. Insemnand cu S'(x, y), 8" (z”, ¥”) centrele de
asemanare extern si intern a acestor doud cercuri, pentru a
gisi coordonatele acestor centre de asemdnare, si observiam
cd T si T' fiind punctele de contract ale tangentelor, triun-
ghiurile S'CT, S'C'T’, obtinute ducdnd tangenta .comuna
exterioard din S’, sunt asemenea, deci:

CF. B B =B
W“W’ g R

A

Cunoscénd raportul %.care punctul S* inparte dreapta
CC’, coordonatele sale vor fi:
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R ,
penPtdgey ST RS aR - aB . PR—bR
SIS £ e o a8 N e s i oy
1
R ’ i g
i ("1‘ / A {
In acelas mod se giisese coordonatele : LiEH

aR+aR  bR-FHR
L RAGFRE T REER s

al cemtrului de asemanare intern.

Observare. Din expresia coordonatelor punctelor S' si §7,
se vede ci aceste puncte sunt conjugate armonic in raport
cu centrele acestor cercuri.

Ecuatia unei tangente comune se scrie cantind mai intai

coordonatele punctelor de contact, adicd intersectiile unuia

din cercuri, C, de ex., cu polara lui §, in raport cu acest
cerc gi apoi scriind tangentele la acest cerc in puiictele
gasite.

62, Axul radical a doua cercuri. Se stie cd axul radical
a dou# cercuri C, C’

C = & + 9242 az12 by + =0,

C= x4 y24+ 20242 by +¢=0,
este locul punctelor care au puteri egale fatd de aceste
doud cercuri., -

M, @,, y,) fiind un punct al locului geometric, ecuatia
acestui loc va fi :

iy 4-2a, + 2by,+-c— Loti+2d z, + 20y, +c.

Seriind in loc de (x,, Yo) ® si y, ceeace insemneazi ca ori
ce punct M(x, y) al locului se bucurd de aceiagi proprie-
tate ca si My (z, ), ecuatia axului radical este :

Py 204 2byFe— byl 2a'w 20y,
sau dreapta:
2z ‘(_a—a‘) + 2y (b—b) + c—e¢=0.

Aceastd ecuatie a axului radical se vede cid se poate ob-
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tine scizand membru chlmembry ecuatiile celor dond cercuri
date. i .

Se mal observi, din ecuatiile cercurilor si axului radical,
cd aceastd dreaptd este perpendiculari pe linia centrelor si
trece prin punciele comune de intersectie ale celor dous
cercuri, adicd coincide cu coarda comuni a acelor cercuri,
dacd cercurile sunt secante. : o

In general, ecuatia :

22 ++y24-2ar+2byJ-c 1, (@2 +y2 20" 242V ¢ ) =0, ( 1)

unde / este un parametra variabil, reprezintd o familie de
cercuri care trec toate prin punctele de intersectie ale ce-
lor doud cercuri, adicd sunt o familie de cercuri care au
acelas ax radical.

Printre curhele reprezentate de ecuatia (1), existd si:
72 y?+-2az4-2by + o— (221 +-2a'a+-2b yb-c)=0)

care se obtine dand. lui A valoarea — 1 si este tocmai e-
cuatia coardei comune, sau a axului radical acelor dous
.cercuri.

Ezremplu. Axul radical al cercurilor

22 4 y2— 6z — 10y--80—0,
P24y 22— 4 y—4-90
se obtine scizind ecuatiile si se obtine:
8a+6y — 34=0,
44+3y — 17=0.

63. Aplicatii. 1. Sa se 'e ecuatia - cercurilor ce trec prin
origina axelor de coordonate st punctul (4,—5).
Ecuatia cercurilor ce trec prin origind este:

; Tt
22+ 2 *Ql;}?—%l!/:@, A sehxe T yNe
e AW+ E+RAON 2hy =0
% s1 u find necunoscute ; scriind ci acest cerc trece prin - wwel(a,
punctul (4,—5), avem : s - eo0 vets

42+ (—b)2 422 (+4)+2u (—B5)=0. Qe Thataed ,

De unde:
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. 10 u—41
21 =i

lar ecuatia cercurilor va fi-
a2 4y2 L":li @ + 2 uy=0

II. Sa se afle ecuagfz'; cercului cu centrul in punctul (3,—2) )
§i tangent dreptei ; 224 8y—36=4) =

Ecuatia cercului ciutat va f -

5 b
(@—8)2+ (y4-2)2 = 2, e ¥
Raza 4 a acestui cerc se determini scriind ci este egald
cu distanta dela centru la dreapta datd. Si giseste: b
\ oo ¥
L 2484-3(—2) ean R R = :
Vo V18 \at+?

Ecuatia cercului este
9 ey
(w_‘d)g + (.I/_l"d)z—— TR ._

III. Sa se. afle ecuatia unui cerc tangent axei Oy in origina
axelor.

Insemnand cu A (a, o) centrul cercului, raza este egali
cu a, iar ecuatia cercului este:

@—a)? F-yP—a?, 27 142 9aw=0.

’,‘_'1;—;‘}.;‘:5'(1“ se afle ecuatia unui cerc care trece prin origind, prin
punctul (2, o) si tangent cerculus : ;
@w 52t B 15 = N
Ecuatia cercului ciiutat e-de forma
@ —af + @y — g2 = r

Trecand prin origind, ecuatia este verificati pentru (0, 0);
deci: : :
: 2 2 2
e 4 B2 = 2
iar ecuatia cercului devine :

x4ty = 2aex—2 8y =0

B
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Trecind si prin punectul (2, 0), urmeazi ca:
| 4 — 4 =0, a1k
si deci ecuatia cercului este:
eyt = Degple 9.8y = O,
Fiind tangent cercului : :
(@ — 5)2 4+ (y — 8)F — 15, -

distanta centrelor este egald cu suma sau diferenta raze-
lor; deci :

N e e

unde inlocuind pe  cu vl + 2 obtinem :

VIFELe=yB G

Ridicand la pétrat avem :

T4VLI ¥ —4_3g;

ridicand din nou la pitrat si rezolvand ecuat'a de gradul
al doilea in @, gisim :

ﬂ=~0,p’»=—?.

Prin urmare, sunt doud cercuri care corespund enun?iu-
lui :

48 »
2+ 2 — 2 2 =0, :1;2—4‘—]1/2—‘2-73-{- T =0,

Observare. Se mai putea gisi conditia cd cercurile si fie
tangente, scriind cd distanta unuia din centrele cercurilor
la axul lor radical (tangenta comund) este egali cu raza
acelul cere.

V..« si 8 fiind coordonatele unui punct P din plan sa se
gaseascd curba pe care trebue si se gdseasca punctul P, astfel
ca dreptele

22— ay=4, frx—3y=ue¢,

8a se taie pe bisectoarea intdi a axelor de coordonate.
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, .
\\ (A ’T ',-1 91
\'\» I K
Va trebui si scrim ca dreptele

2 —ay — 8

[

Bx —38y— a«=0,
& % s 0
sunt concurente. Deei :
i 2 —a—p ‘
| B —8 —a | =0;
Jafple Pt g

de unde

o g2 —2a 35 =0.
Puuctul P (e, ) trebue si descrie cercul :
By 2 8y =0,

ce trece prin origini.

VL. Fiind date punctele fixe A si B, sa se afle locul geome-
tric al punctelor M, astfel ca unghiul AMB sq fie constant.

Luém ca Ox dreapta AB si ca Oy perpendiculara pe
mijlocul lui AB. Si notim cu A (@, o), B (— a, o) punc-
tele date. Coordonatele punctului M si le insemndm cu
(x, y) cdel se cere locul punctului M, o relatie intre x i y
§i.nu este nevoe de eliminat aceste cantitati. Daca ar fi tre-
buit si le eliminim, le notam cu literile Aty o @, B, 3

S8 scrim cd unghiul AMB e constant, adica tangenta a-
cestui unghi este egald cu K. Coeficientii unghiulari ai
dreptelor AM ¢i MB sunt: — '

Ay Ry Y
e m—.r-f-a'
Ecuatia locului se obtine inlocuind in relatia
AR e
K=1tg AMB == — "
1 + mm
De unde :
' itald atbeVlcale® 12" 0
r —'a + a 2 g

o, O

xh —ig?
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2% 4 2 — %l Y —a? ——— G
Locul geometric al punctului M este un cerc cu centrul
pe Oy, trecind prin A si B.
VIL. Sa se afle locul geometric al centrelor cercurilor care
taie doud cercuri date la capetele unui diametru (azele lor ra-
dicale sunt diametre). Fie : :

m2+y2—2am—2_by—f—c=0,
x2+y2'—2a’az~2b’y+c’=0
ecuatiile a doui cercuri date.
Sé Inim ca Oz linia centre-
lor si ca Oy axul radical al
lor; deci ¥ = 0, b = 0.
x Axul radical al cercurilor

date este

22 (@ —ad)+c —e¢=0

Ca aceastd dreaptd si fie

Fig. 25. axa Oy, trebue si aibd o e
; cuatie de forma
P r== O
§i deci
¢ — et == O, e

Ecuatiile cercurilor date sunt:

C=x + 92 = 2arF¢
C=a24 92— 2duct ¢

[
° @

Fie:
=2+ 20— 28y 4 y=

ecuatia unui cerc cu centrul in punctul (a, B) sl care si
taie cercurile C si C' la capetele diametrelor AB, A'B! (Fig.
25). Aceasta se exprimi analitic, scriind cd axul radical al
cercurilor C; si C trece prin centrul cercului C si cd axul.
radical al cercurilor C, si C' trece prin centrul cercului '
Axele radicale ale cercurilor C si Cp, C' si C; fiind:
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A e )
2'x<a_a)+2ﬁy_y+c=0,
2alle—a) L 28y — y4'o—0,

vom scrie cd prima ecuatie e verificats pentruz =a, y =0,

iar a doua, pentru a = d, %/é‘ 0. Obtinem deci

24 (@S0 ) —yidhe = 0,

2 a /(9;/— a) —y 4+ c¢=0. :

I

Va trebui sa eI{minim pe y intre aceste doud ecuatii,
care contin coordonatele « ale unui punct al locului geo-
metric, '

Scézand, avem

a == (g4 gL 10
relatie care probeazi ci locul geometric al centrului (e, /)
cercului variabil, este dreapta :
>w—(a+a')=0.

VIIL. Fie O unul din punctele comune a doud * cercuri se-
cante G gi C. O dreapta variabilda dusa prin O le taie in
P si P'. Sa se afle locul geometric al mijlocului segmentului
PP’, cand secanta PP’ se invdrteste in jurul lui O,

Luand axul lor radical ca axi Oy si perpendiculara in
O ca axéd O, ecuatiile cercurilor sunt :

CEx2+y2—2aa:V—k-2by=AO,
C'Ex2+y2—'2a’w—2by=0.

Ecuatia unei secante ce trece prin origini este
Yy = la.

Coordonatele punctelor P $i P’ se obtin rezolvand pe
rand ecuatia unui cerc §1 a secantei. Se obtine :

P(2a+2bl l2a;+2bz) p (20420 2a’+2m)
O S R R T S B T B

Coordonatele mijlocului M ale segmentului PP’ sunt -

m_g—}—a'—}—le _a—{-a'—}—lel

LalE . AR : X
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Locul lui M se obtine eliminand pe / intre aceste ecuatii.
Inpértindu-le, avem :

g, =
&

Inlocuind pe £ intr’una din ecuatiile (1}, gdsim, dupd ce
am simplificat cu y (adicd am inliturat portiunea din locul
geometric format de axa Owm),

@ +y—(@ata)z— 28y =0;

deci locul geometric este un cere ce trece prin origind si
are acelas ax radical cu cercurile date.
7 IX. Fie CD polara unui punct fiz P in raport cu un cerc
O wvariabil ce trece prin doud puncte fixe A si B. Insemndnd
cu B centrul acestui cerc, sa se afle locul geometric al punctu-
lui de intersectie a polarei OD cu dreapta EP. :

Luand ca Oz dreapta AB si perpendiculara pe mijlocul
el ca axd Oy, si notim : A (a,0), B (—a,0), F (0,4), £ va-
riabil. Ecuatia cercului cu centrul in E §i trecind prin A

81 B este: '
22 - (y — 42 = a2 L g,
sau : .
22 Y2 Dyl g2 il ) ' €]

Punctul P fiind dat, coordonatele sale sunt @, Q-
Polara acestui punct fatd de cercul (I) este :

PL+qy—4t@+y—a?=20 (11
Ecuatia dreptei EP fiind :.
qg — 4
p
locul geometric se obtine eliminand pe £ intre (II) si (III).

Aceasta se face scotand din (ID) pe £ si inlocuind in (ITI).
Avem pentru ecuatia locului geometrie :

PE+py =@+t @)+ ap=0,
care probeazi ci acest loc este un eerc cu centrul in punctul :
REL qz + g

(P 2p ? 0)7

§ = @, (ITD)
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si cu raza egalid cu: ,
(pe +\q2 + a2)2
Ty 4p

X. Sa se afle ecuatia cercului circusecris triunghiului ale
cdrui laturi sunt reprezentate de ecuatiile

R?

— @ P

§ =37 2+ P4 1= 0 samicy gatied

In general, fie \

D; =.0; Dy = 0, Dy =0
ecuatiile a trei drepte. Ecuatia
D, D, + 4 Dy Ds .+ 4i Dy Dy =0

reprezintd o curbi ce trece prin punctele comune drepte-
lor D, si D,, D, si Dy, D, si Dy, adicd prin varfurile tri-
unghiului format de aceste trei drepte.

In cazul nostru o curbi circumsecris# triunghiului formal
-de dreptele

Yy—383=0, a+y+1=0, *x—y—1=0
este

W=8) @ty D+ Loty tt) e—y—1) + p (a—y—1|(—83)= 0

b p )

4 §i u fiind doi parametri variabili. Dezvoltand, avem:

A w2+ 1+ .2y — (L—=rb —u)y2 — 3 g (L)

+ 2 (— 1 b))y a8 e o o 3 =0.
Pentru ca aceasti curbi si fie un cerc, trebue si avem
=1 — 4 — Lo i =:0
dé unde
W= —1 1=1.

Ecuatia cercului este :
@24-y2—6y—T7 =0,

XL T fiind punctul de contact al wnei tangente .variabile la
un cerc O, sd insemndm cu C punctul unde aceastd tangentd
taie un diametru fix AB al cercului O. Si se afle locul geo-
metric al piciorului perpendicularei lasate din O pe bisectoarea
unghiului ascutit OCT, cdnd punctul T variaza pe cercul Q.
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Luénd diametrul AB ca Oz si perpendiculara in O ca
Oy, ecuatia cercului O esta :

:ch—}—y?:a?, AOA:—[’J Afa, o), B(—a, o).
Insemnand cu @ unghiul AOT, coordonatele unui punct

variabil al acestui Cerc, se pot exprima in functiune de un
parametru veriabil, anume

T (x=a cos 6, Y = a sin @)
Ecuatia tangentei in T la cerc fiind
wcos @+ ysin @ — a=0,

coordonatele punctului € sunt

a
G (cos @ O) :
Ecuatia bisectoarei unghiului OCT este

x cos O+y sin O—a+ y=0,

Pentru a vedea semnul ce trebue luat, vom fnlocui coor-
donatele origini si ale punctului T; rezultatele inlocuirii
sunt : :

‘ = @& t.asin O .

Presupunand T deasupra axei Oz (@< 7m), va trebui si
ludm semnul =+, iar ecuatia bisectoarei este :

£ eos O+ y(sin@+1) — q=—0. (1

Ecuatia perpendicularei din origind pe aceasts dreapti
este :

_l—l—sin (0]

Y cos @ © = (2)

Locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor

(1) 1 (2) se obtine eliminand pe O intre aceste ecuatii, ti-
nand seami i de : i

sin2@ +-cos2 G — 1. (3) '

Rezolvand ecuatiile (1) si (2) in raport cu cos @ si sin @,
avem :
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a - ay

COS- 6O = W, Sin @:m— I

Inlocuind in (3), obtinem :

a2 2 a?,? = 2 ay
T e e
De unde : ‘
&G D oy vinil

Inldturand curba -

x?+y2 =0,
ecuatia locului geometric este :
a— 2 Yy = O,

care reprezintd o linie dreaptd paraleld cu Oz. Se constats
¢ numai o portiune din dreaptd care este interioard  cer-
cului corespunde locului geometric.,

XIL. 8a se afle locul geometric al centrelor cercuriloy trecand
prin punctul dat A §t taind ortogonal cercul dat .

Ludm ca Oz dreapta OA si ca Oy perpendiculara in O,
Coordonatele lui A sunt (@, 0), iar ecuatia cerculuj O este

*2 + y2 = Re2.
Fie:
@—af +@y—pr—p
ecuatia unui cerc C,.care trecand prin A (g, 0), urmeazi -
(@a— a2 + g2= g2,
Ecuatia acestui cerc este deci :
(@ —a2+ (y —pge2= @ — ap+ g2
sau :
C=ax2+ Y2 — 2ax — 28y — g2 + 2a¢ = 0.
Conditia ca cercurile O $1 C sé fie ortogonale este:

0C% = Re + ,52,
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adicd, C(e, #) fiind centrul, s& avem :
2+ P=R+(a— a2+
Dezvoltand, obtinem :
R+ a2 — 9q0—0

Aceasta fiind o relatie intre coordonatele centrului C(q, 8)
variabil, este ecuatia locului descris de punctul C. Deci,
acest loc este o linie dreapti : :

R*+a2— 2a2 = 0,

a cérel ecuatie se obtine inlocuind in ecuatia gisitd pe
o cu z.

IIL. Fie |
Y =2 = a0 ety

ecuatiile a doud drepte; sd se scrie ecratia dreptei A ce trece
prin origina axelor i intersectia lor. 1) Sa se scrie ecuatia
cercului circumscris triunghiului format de Ox, A, siy— 25—
a =0. 2). Presupundnd a variabil, si se afle locul geometric
descris de centrul cercului precedent. :

Ecuatia dreptei ce trece prin intersectia dreptelor date,
este : :

Y—2a0 —a++ K@y -4z a—0
Trecand prin origini, (0, 0), urmeazs :
K= 1
deci, ecuatia dreptei A este :
A=y —3zx=0.

1) Ecuatia unei curbe ce trece prin varfurile triunghinlui

format de dreptele

y—3x=0, y=0, Yy —2x —a=0,
este :
rMy—38x)y+uyly—22—a)+ (y—8a) (y— 20— a)—0,

Dezvoltind, gisim :

6 2*— 2y (643442 w+y* (i—}—l—}—y)—}—S ax—a(l4u) y=0.
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Pentru ca aceastd curbg sd fie cerc, trebue sy avem

6 =142+, 5—{-31-{—2”:0,
de unde:
A= — 15 u -+ 20,

iar ecuatia cercului circumseris triunghiului considerat, este :

6w’+6y2+3aw—2lay=0,

sau 2
x’+y”+%w-§y=0.

2) Coordonatele centrului acestui cerc fiind :

a’ Ta
_w=—?y=?\ (1)

locul geometric descris de acest punct, se obtine eliminand
parametrul variabil a intre ecuatiile (1). Se obtine :

"z + y.==0,
care probeazi ci locul geometric este o linie dreapti ce
trece prin origini.
Observare. Ecuatia cerculy; Se puted giisi si astfel : So

calculeazi coordonatele ©, 0), (— %, 0), (a; 3 a) ale var-

furilor triunghiului format de dreptele considerate, ceea ce
se obtine rezolvand dous cate doud ecuatiile acestor drepte.
Ecuatia unui cerc oarecare fiind

x2+y2—2ax—2ﬂy—[—y=0,
se scrie cd aceasty ecuatie este verificats cand se inlocuegte
(@, y) eu (0, 0), (— %, 0), (a, 3a) si se gasesc valorile luj

a sipB. g
XIV. Se dau tre; puncte colineare A, B, C. Sg se afle locul
éometrz’c al punctelor de contact al cercurilor ce trec Prin
bunctele A si B cy tangentele duse din C lq aceste cercuri,
Luand ca axii 0z linia ABC si ca Oy perpendiculara in
mijlocul lui AB, sd fnsemnim oy (0, £) coordonatele cen-



100

trului unui cerc variabil ce trece prin A (a, 0), B (— a, 0)
si fie € (¢ o). Ecuatia cercului este : 380 H1i

Py — A= a2
Ty — 24y —gr . (€53

sau

Punctele de contact ale unei tangente duse dintr’un
punct la un cerc sunt la Intersectia cercului cu polara acelui
punct in raport cu cercul. Va trebui si scriem ecuatia po-
larei punctului ¢ (¢, 0), care este : ) '

cw—A(y+O)—a2=O,_
sau : Cx — Ly — a2 — 2)

si si eliminim parametrul £ intre ecuatiile (1) si(2). Inlo-
cuind in (1) valoarea lui / dedusd din (2), obtinem un cere

x2+y2-—20w+a2=0,

cu centrul in punctul C, ; ‘

XV. O dreapta AB de lungime constanta d, se reazemd pe
laturile OP si OQ ale unghiului dat POQ, A fiind pe OP si B
pe 0Q. Se cere locul geometric al punctului M de intersectie
ale perpendicularelor ridicate in A pe OP si in B pe 0Q, cand.
dreapta variazd in Ppozitie. e

Sé ludm ca Oz bisectoares interioard a unghiului POQ
si ca Oy bisectoarea exterioara. Dreptele. OP si 0Q fiind
simetrice in raport cu Oz, ecuatiile lor sunt -

(OP)g/~a.’c=O, 0Q) y + ax = 0.

Fie: A (£, at), B (4, — au) coordonatele’ punctelor date;
4 81 u sunt doi parametri variabili, intre cari exist relatia

AB* =@, 42 — 4 — w?+ a® 4+ w2 (1)
Ecuatiile perpendicularelor in A $1 B pe OP si OQ sunt :
1
IRl e e Ly @)
1
Yt ap = (x — . 5 avi(3)

Locul geometric se obtine eliminand pe 4 si w intre (1),
(2), (3). Rezolvand (2) 1 (8) in raport cu /£ si i si inlocuind
in (1), ecuatia locului este : '
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PP ay
A A V. S
care reprezintd un cerc cu centrul in origin. )
XVL. Sa se affe locul geometric al centrelor cercurilor care
taie ortogonal doud cercuri date,
Luim linia centrelor cercurilor date C si O’ ca axi O,
dar axul lor radical ca Oy ; ecuatiile cercurilor sunt:

Csm9+y“—2ax+c=_0,

C’Ew”+y2—2a'w+c=0..

Fie: 7 : =
@—af +(y — g2 =

ecuatia unuj cerc oarecare, Ca si taie ortogonal cercurile
date, trebue si avem : ’

(a~a)2+/92=’a2'—-c+92) s
@ — ) + 52— g2 _ , + o? (IL)

Ecuatiile care ne dan coordonatele centrului sunt :

L0, Y — 5 (I11)

- Pentru a gési locul geometric, va trebuj sé elimindm pe
o [ intre ecuatiile (I), (II), (III). Scidem ecuatiile (I) i
II si obtinem, inlocuing acolo pe « cu @,

4 ar = 0,

sau :
& =0;

deci locul geometric este axa Oy, axul radical al ocercuri-

lor date. ; R '

XVIL Se da un punct A variabil pe Oz §¢ un punct B va-
riabil pe Oy, astfel ci: OA 4+ OB — K. 1) Sa se afle locul
geometric al mijlocului dreptei AB; 2) Sd se arate cq cercul
circumscris triunghiului AOB trece incd printrun punct fix
{cercyrile AOB qu acelag ax radical); &

- S& notim : ; ,
' A ®OyB O, d+ u=1kK

1) Coordonatele'mijlocului lui AB sunt



1 1

1 2 Z 1\7 2 = 1
(e 0] 0= 5u) = Fr+ T
sau
w”—f—y’—lw—yy—o
De oarece
l+!t=K
urmeaza ci : g
UM=K )

pe care inlocuind-o in ecuatia cercului, avem :
w’7+y2~Ky—l(a:—y)=O.

Din aceasts relatie se vede cj aceste cercuri trec prin
punctele comune curbelor : '
w2+y2~Ky=O, T — y =

adicd punctele fixe :

.06 uneste aceste puncte,
Se vede c& linia centrelor
1
g0
a-acestor cercuri este perpendienlard pe axul radical al
cercurilor. , : '

XVIIL Se dé un punct fix A in planul 4 doud aze. per-
pendiculare Ox 5t Oy. O secantd variabild ce trece prin A taie
pe OX in N. Se ia pe Oy punctul P astfel ca OP = ON. Din
P se lasq o perpendiculara pe AN care taie pe AN in M. 8g
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se afie locul geometric al punctului M, cdnd secanta se invdr-
teste in jurul lui A. .
Insemnand cu (a, b) coordonatele punctului A, ecuatia
secantei AN este:
- Yy—b=1(x— a. @)

Coordonatele punctului N sunt:

al—2b
N( l—,o t]

iar acele ale lui P sunt:

al — b
B (O, —T)

Ecuatia perpendicularei din P pe AN este:
z+ iy —a + b=0. (I)

Va trebui si eliminim pe 4 intre ecuatiile (I) si (II). E-
cuatia locului geometric este : i

B Ly b —ar— (@b y=0
care reprezintd un cerc ce trece prin origini.
- XIX. Sa se afle locul geometric al punctelor M de unde se
ot duce la un cerc tangente care fuc intre ele un unghi dat.
M (2o, yo) filnd un punct al locului geometric, sd gisim
ecuatia care di coeficientii unghiulari ai tangentelor duse
din M la cercul :

a? 4= 92 — Re.
O tangentd la acest cerc de directie m, avand ca ecuatie,
y=max+ R y1+ mg

sé scrim ci aceastd dreaptd trece prin punctul M (2, y,),
ceeace revine a scrie ci este chiar una din tangentele duse
din M la cerc. Avem :

. Yo=mz, + R VI | me
Ridicand la patrat, obtinem :

Ho — map)? = R2 (1 + m2).
De unde:

m (2! — R?) — 2 m a, y, + % R;:QO.

- Aceasta este ecuatia ce di coeficientii unghiulari ai tan-
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'gentelor duse din M (zy, y,) la cerc. Insemnind o m' sl
m” coeficientii acestor tangente si cu » unghiul tangente-
lor, va trebui si avem :

’

m -—— m”

= Const, tg [e— K, K = m
Insi:
’ " 2 R Z g 2 — R2 ’ ” yo? P R2
m—m:%, e SRy

Relatia de mai sus devine :
Ko 2R VBT iR
N @o? +yi — 2 Re’

care se descompune in: -
2 Re K2 It
Tp? + yo? = \/1+\K(\/1+ 5 T ).

Aceasta probeazi ci locul punctelor M se compune din
doud cercuri concentrice.

- Exercitii

1" Sa se construiasca cercurile - .
x2—9—y?—6w—8y~24 O,m?—f—yi’—?x:o,‘,
2 42— B — 167 0,2w2—f—2y2—X=0,,

4m-—}—4y-—4m—{—16y—{—19=0,

y~6
8=

2. Sa se afle ecuatia” cercului ce ftrece prin origini si deter:
mind pe axele O si Oy, lungimile 0A — 2a;20B =2 D,

R. (@ —a)?d(y — b)? = g2 + b

X 3. Si se afle écua.ti'a cercului “cu raza egala cu 13 si care
este tangent dreptei

Do\ 18% 52—
in punctul de abscisi 8.
R @—ar+y—pe=13

" Se calculeazi cdordonate]e (8, 7) ale punctului de contact; se
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scrie apoi cd “distanta ‘dela centrul (e, B) la dreapti este egali
cu 13 si ca perpendiculara din centru pe dreapti trece prin (8, 7).

504128—124=-+169, 12¢—573=61.

X 4. Si se afle ecuafia cercului ce trece prin punctele 2, 0), (=2,0)
5i tangent dreptei :

3z — 4y - 6 = 0
"84 se explice pentruce se obfine o singura ‘solutie?

R. @84 (y—Ayr =dofd,

Se scrie ci dlbta.nta. centrului la dxeapta este egald cu raza. Se
obfine :

! 8 .

Punctul (—2,0) aparfine dreptei date. ;
= 5. Se dau doua puncte fixe A si B si un punct C variabil pe
un cerc cu centrul in A s§i avand raza R. Si se afle locul geo-
metric al mijlocului M al segmentului BC.

R. B(a, 0); ax2{y>—R2=0, C(4, 1) ; L2 u2—Re.

Coordenatele  mijlocului sunt :

.

4 L
%} gl ==ty

Se elimina 4 si {t. Locul este cercul:
422 —l—..4g{2 — 4dax |+ a® — R?2 = (.
T 6. S se afle polara punctului '(4,5) in raport cu cercul :
x2 -+ y2 — 32 —‘4y‘= 8.

- R. b2 + 6y — 48 = 0. i 1R 4
- y ; ; :

7. Si se afle polul dreptei: 3z -4 4y — 7 = 0 in raport cu
cercul : 2® 4 y* — 14 = Q.
p R. (6, 8).
8. 84 se afle polul dreptei: 22 -+ 3y — 6 = 0 in raport cu
eercul s (z — 12 (g 2)e = 12,

R (— 11, — 16). S 5
)ﬁ “9.°S4 se afle ecuatia unui cerc de razi R tangent la axele de
coordonate. Saflia :

R. (¢« —R)* + (y — R)2 = R2. :
— 10. Sd se afle ecuafiile tangentelor in punctele unde cercul :
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2?2 4 y? — 4z — 10y + 13 =
taie axa Oy.
_* R. x-+yV 8 =5V 3 —8, ~x—yV 3=—5Y 3—6.

11. Un cerc trece prin punctul (3,5) si taie axa Oy in punctele

A, B, astfel ci: OA = 4, OB = — 2. Si se afle ecuafia cercului,
centrul si raza.
R. (x — @e + (y — )2 = Re.
Se face z = o, si se scrie cd ecuatia obfinuti are ridécinile
4 si — 2, Se scrie cid trece si prin (3,5).

922 4 9y® — 482 — 18y — 72 =

o V 145
(5 1) r=YiE

X 12 84 se scrie ecuatia cercului ce trece prin punctul (0, 2) si
este tangent in origind la dreapta: y + 22 = o.

R. x24-y2—20x—2fy=0. Trece prin (02), deci f=1. Se scrie
tangenta in origina si se identificd cu : 2x-}y=0. Avem:

2?2 + yt—dzx — 2y = O.

/\/ 13. S& se afle ecuatia cercului cu centrul in punctul (3, 1) $1

tangent la dreapta: 3z - 4y -} 7 0.
R. (@ — 3)2 4+ (g — 1)2 = R2. Se scrie ca distanfa dela

(3,1) la dreapti este egali cu R. Se obtine:
x? 1 y2 —6x — 29 = 6.

>< A‘% Si se afle ecuafia cercului cu centrul in (3 1) si tangent
cercului :

@+ y* 22 + 6y =

R (@ — 39 + (y — 1) = R
Se scrie ci distanta punctului (3,1) la axul radical al cercurilor
este egala cu R. Se obtine:

X R=\"2 (+—V'5)

15, Se dau doud cercuri de -aceiasi raza; centrul unuia fiind
pe celalalt cerc. Si se afle ecuafiile tangentelor duse in unul din
‘punctele de intersectie ale cercurilor $i unghiul acestor tangente.

R. Se ia ca Oz linia centrelor si ca O y coarda. comuni. Ecuatfiile
cercurilor sunt :

@—af 412 = 4a, (2 + o) & 42— a2,
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Se scrie tangentele in punctele (0, ay'3), (0,—ay/3)- Unghiul lor este
de 1200
16. Si se arate cid axele radicale a trei cercuri, luate doui cate
doud, sunt concurente intr'un punct, numit centru radical al cercu-
rilor. Si se caute coordonatele acestui punct.
R. Cercurile sunt:

015z2+y3+2alm+'2b1y+c,_=o,

Oy=2a + ¢ + 2asz + 2byy + ¢3 = o,

Oy =a+ 92 + 24,24 2B,y ' = 0.
Axele radicale sunt:

Cl—.Cg=o,02-—05,=0,03—01=0.
Avem: (C; — Cg) + (C3 — C3) + (C; — C) = o.
Se rezolva :
C, =0, G, = C

si se afla coordonatele centrului radical. :
17. Se dau o dreaptd D si un cerc C. Dintr'un punct M variabil
al dreptei D ca centru si cu o razi cat tangenta dusi lai cercul O,
se descrie un cerc C'. Si se arate ci cercurile O/ trec printr'un
punct fix. :
R. Se ja D ca Oy si perpendiculara din centrul cercului C
ca Oz. Avem M (0, 1) si:

C=2"+ y*~+ 2azx + b = o,
C=+@— -2+ b =0,
C=ux + y2— 24y— b =0,
Se . fine socoteali ci puterea unui punct leste egala cu pitratul
tangentei. Cercurile ¢’ trec prin punctul comun curbelor :
28 b y? — b =0,/ 4 =0,

18. M fiind punctul de contact al unei tangente variabile Ila
un cerc de diametru AB, fie C si D punctele unde aceasti tan-
gentd taie tangentele fixe in punctele A si B. Si se arate: a) ca
produsul AQ. BD este constant; b) ci triunghiul COD este drept-
unghic in O.

R. A(a, 0, B(—a, 0, M(ef), a®48* = a2 (1).

Se scrie tangentele in A si B si se calculeazi coordonatele punc-
telor C si D:
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2—q « ) (_ a?ta o )
C(a, g : b & 3 g

a2 (q?—a2)

3 B B

Se obseryi .(1). .. 2 0ACLBD .= 42, T ey 2
Se arati ci intre coeficientii unghiulari ai dreptelor OC, OD existi
relatia de perpendicularitate; -
— / 19. Fie AB o coardd fixd a unui cerc dat si M un punct variabil
al acestui cerc. Din mijlocul coardei AM se lasi o perpendiculari
pe BM care o taie in P. Se cere locul geometric al punctului P,

y ! Ol ; 2
AC. BD % 9% e @

B A (a,0), B (—a,0). z2 + 92 = 2by — a2 = 0,
Ecuatia unei drepte variabile BM este
Y — /{ (x—,_a) (1)

Coordonatele lui M se obtin din rezolvarea ‘ecuafii (1) si a cer-
cului si dupd ce am divizat cu @ 4 g, avem:

’ M(a+‘2 Vi—al®  2a4opl /~)
2 R R

+ Se calculeaza coordonatele mijloculu; segmentului AM si per-
pendiculara. din acel punct pe BM are ca ecuafie :

by B . &)
Eliminam / intre (1) si (2 si gasim cercul :
2Py — by — a2 — 0,

20. Baza AB a unui triunghi este fixa, iar unghiul C constant.
Sé se afle locul . geometric al punctului de intalnire al inal{imilor
triunghiului ABC,

R. A (a,0), B (—g, 0). C descrie cercul dat:

24y — 2dy — 42 = O
g vwE'cuafiz-t- uneiA(‘h*epte variabile AC este :
e G ),
Coordonatele Iui C sunt:

C ( a ol = e % 2449 g2 )
1442 I L
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BO) y (aht-d)—a (dh—a) — a (dh—a) = 0.
Peﬁ?endiculara. din A pe BC are ecuafia:
dr—ay—ad =2 (@>—ax—dy) - 1)
Perpendiculara din B pe AC are ecuatia:

A Yy -+ atx=0.

Eliminand 4 intre (1) si (2), gisim cercul :

TE GBS Oy S e L o
,_r)/ 21, Fiind date doud axe perpendiculare Oz si Oy si un punct:"l
A pe Oz, se ia pe Oy punctul D, iar pe perpendiculara in A pe
Oz punctul C, astfel ca OD — 2AC. Se cere si se afle locul geo-
metric al proiectiunii punctului O pe DC, cand punctul D variazi
pe Oy.

R. A(a, 0, C(a, 1), D0, 21). Se elimina 4 intre ecnatiile

At ay — 2ak=0, yr= %w.

Locul ‘este cercul :
22 4 g2 242 = 0.

il @ Sé se afle locull geometric al mijloacelor coardelor unui cerc
care ftrec printr'un punct fix P.

R. a2 £ 42 = Re P (a,0). Se scrie ecuatia unei secante e
trece prin P si se elimini parametrul variabil intre aceasti ecuafie
si aceia a perpendicularei din centrul cercului pe aceasti coardi.
Locul este cercul :

22 4 Y2 — ax = O.

23. Fie AT o tangenti fixi si BT o tangentd variabili la un
“cerc de razd R. Si se afle locul centrului cercului circumsecrig
triunghiului ABT. i
R. Seia AT ca Oy si diametrul lui A ca Ow. Cercul are ecuatia :
24+ 2 — 2Rz =0. B (4, W, lﬁ—[—!ﬂ — 2R = 0. (1) Se calculeaza
coordonatele lui T. Se elimini 4 si Ut intre ecuatia (1)sia perpendicu-
larei din T pe AB. Se gaseste :
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24, Si se afle locul geometric al mijlocului dreptei AB, ale ¢i-
rei extremititi sunt A pe Oz, B pe Oy, stiind ci AB — const.

R. A, 0), B (0, ¢t), AB=K. Coordonatele mijloculuj

sunt :
L u
T = — Y= 2 :
Locul este cercul.
2
x2 + y2 — Ii .

\ 25. Fie C centrul unui cerc variabil tangent in A la dreapta
AB. Din B se duce o tangenti la cercul C §i fie M punctul de
contact. 8 se afle: 10 Locul geometric al lui M. 20, Locul inter-
sectii dreptelor CB si AM. w )

R. Se ia ca Ox si ca Oy dreptele AB 81 AC (perpendiculara in
A pe Oz).. GO, l), B(a, 0). 19 Se elimini 4 intre ecuatia cercului
§i a polarei lui B. 2. Se eliming A intre ecuatiile dreptelor CB si po-
larei AM. Se gaseste ;

1°)m3+y9—2ax=0;2°)x5’+y2~aa: = o,
Ve

26. Fie M un punct variabil al unui cerc de diametru AB, cu
centrul in O, astfel ci 0OA — 94 19) Insemnand cu o si /2 coordo-
natele punctului M, si se scrie ecuafiile cercurilor circumscrise
triunghiurilor MOA si MOB. 20) Sa se arate ci distanfele centre-
lor P si Q ale acestor cercuri la dreapta AB' au un produs' constant,
3% Si se afle locul geometric al punctului de intersectie a drep-
telor AP si- BQ. ’ 3

R. Se ia AB ca 0Oz si perpendiculara in O ca Oy. Se noteazi

.ordonatele punctelor P siQ eu 1 siow.

(MOA) (@—aP + (y— Jp=q2 + 23 =4 a2
1°) a2ty —2qz—2 Ly=0, a:?+y2—[—2aac39{;7 y =0,
cu conditiile :
43— 2 g a—248= CFP42 ae—2 uf=0;

i 3Ot dae e2f242a0  ; a(2a—a) a(2a+a)
= !l=—$, e e Pl e e R
Y 23 28 V) B

2900, 1t = g2,
3% x2 | y2 =4 a? chiar cercul de diametra AB.

27. Si se afle locul punctelor M, astfel ci A si B fiind dous
puncte date, si avem :

a MA*{ b MB = g,
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4, b, K fiind cantititi date.
R. A(d,0), B(—d,0), M (z,y).

al@—dp + 2] +b [@+dr4y2] = K2

X 28. 8a se scrie ecuafia bisectoarei unghiului ascufit ce face
cu Oy dreapta: 3z —4y-+4=0. Sa se scrie apoi ecuafia cer-
cului tangent in origini la dreapta ce face cu Oz unghiul ¢«
si trecand prin punctul unde bisectoarea de mai sus taie pe Oz.
Presupunand ¢ variabil, si se afle locul geometric al centrului
cercului precedent.

R. Punctul unde bisectoarea taie axa Ox sunt (_%, 0).

1)\2 1
(.’L‘ +T) + —4dpe = /ﬂg+v—4ﬁ Se scrie tangenta in origini si se i-

G : 1
dentificid cu: y=ztg @ Avem: A= <

2 tgo
x24-y2t+ax— ycot¢=0. Locul centrelor este: x = — 12 .

"~ 29. Se uneste un punct M al axului radical a doud cercuri de
centre A si B cu centrele si se ridicd perpendiculare in A pe AM
5i B pe BM. Se cere locul geometric al punctului de intersecfie a
acestor perpendiculare, cand M variaza pe axul radical.
R. Oz este AB, Oy este axul radical. M (0, L). Locul este:
x=a-+ b

30. Se dau punctele A, B, C, D pe o dreapti. Se duce un <zerc
O tangent in A dreptei AB si un cerc O’ trecand prin B si C
si care taie cercul O in punctele M si N. Si se arate ci zercul
circumscris triunghiului\ DMN taie dreapta AB intr'un punct fix.

R. A0, 0), B (b, 0), C(e, 0), D(d, 0).
(0)= &+y—2uy =0, (0)=wx2+41y2—(b4c) x42Vy 4 be=0
(DMN) a2 +y2—(b+-e) 242V y+bet-h @4y2—2u y) = 0.

Se scrie ci acest cerc trece prin D (d, 0). Se face y=0

(b+c) d—d2—be
£ =

31. S& se arate cd axul radical a doui cercuri este echidistant
de polarele unuia din cenfrele de aseminare.

A

~R. . Se ia axul radical ca Oy, linia centrelor ca Ou.
22 4+ y? — 2ax 4+ ¢ =0, 22 + Y2 — 2z} ¢ = o,
Se calculeazid coordonatele centrului de aseminare extern:

Rb — Ra
R— R

u =
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R si R fiind razele cercurilor. Se arati ci abscisele punctelor unde
polarele taie axa Og sunt egale si de semn coilj;ra,r.

32. 84 se scrie ecuatia unui cerc ce trece prin A (a, b) si tan-
gent dreptelor: o ¥ =0, z — gy =0, a1

o

R. H(w_(t)‘?_l_?p:Rz, £ RS zé, scriind ca distangs_a.

centralui Ia 'z y = 0 este R. Avem- conditia :
A2

=0
2

&

az+4-b2 —2 /L p -
Sunt doui cercuri :

: A2 02
bt Mgt m gy 2L p

~ 33. Fie A si B douj pbuncte variabile pe Oz si Oy astfel ci:

1 1 1
oAt o= k- ;
Se duce din O o perpendiculari pe AB. Si se afle locul geome-
tric al . piciorului perpendicularei pe AB, cind AB variazi.

7] A
R Ao, Bo w & e 2

Locul este cercul :
2+ ¥ — KE(z 4 y) = 0. h
.34, Tangenta intr'un punct variabil al unui cerc de centru (0]
taie-un cerc dat in punctele A si B. Sa se afle locul geometric
al centrelor cercurilor circumscrise triungh/iului OAB.
R. 0(o0,0). 0/(a,0).
2 4+ Y2 — R2=o, O = 22 4 o2 —2am a2 — 2 =0, _

OAB)= a2+ 2 — 90 2 — 2 By = 0. Se scrie c& axul radical
al cercurilor C’ 5i OAB este tangenta cercului O.
@ si 2 fiind cordonatele centrului, locul este cercul :

. Q2 = r2

Vid(e—a)t 4P
35. Fiind dat un punct A si o dreapti D, si se afle locul geo-
metric al punctului M, astfel ca: MA2 — mPM, P fiind proectia
lui M pe D. Si se determine m astfel ca cercul gasit si fie tan-

gent cercului de diametru OA.
R.. A (a,0); D= 0y. M (=, y).

—= R2,

w’-’—{—y‘~’~2am—'r‘ny—f—a2=0.



113

Se scrie i distanta centrului cercului de diametru OA la axul
radical al cercurilor, este egala cu raza cercului OA.

// 36. 0 secants OB variabils ce trece prin origini taie o paraleld D
la Oz in punctul B. Perpendiculara in B pe OB taie pe Oz in C.
Se duce CM ce face cu Oz unghiul OCM = 220B. Se lasi din (0]
perpendiculara OM pe CM. Se cere locul punctului M.

RIS = lg = OB=y—ztga=0. C( '“a,O)
Sin

ity a
CM =y = (m B, 500 0= ) tg 2 @ Se elimini « intre ecuatiile drep

telor CM, OM si sin2 « +ecos2 @ = 1. Locul este:
22+ oy = 4q2

37. Fiind date patru puncte A, B, C, D care formeazi o divi-
ziune armonici, toate cercurile ce trec prin doud puncte conjugate
A 51 C, taie ortogonal cercul de diametru BD.

R. D (—d,0), B (d,0), C(eo), A (a,0). O fiind mijlocul lui
BD, avem relatia: OB? — OA. 0¢,

@ = ge.
Se va scrie ecuafia unui cerc ce trece prin A si C, 5
2+ 2~ (ato)x+ 24 y+ ae=0.
BB 22 L 2 — g2,

/ 38. Se di un cerc de centru C si doud puncte fixe A 3B L0
secantd variabila dusi prin A taie cercul O in M gi M. S se a-
rate cd cercul circumscris triunghiului BMM’ trece prin dou& puncte
fixe si si se afle locul geometric al centrelor acestor cercuri.

R. A(a,o0), B (b, 0). Oy este perpendiculara din C© pe AB.

O=2 L y* — 2y L g — o,
AMM' = y — 4 (x—a) = 0.
(BMM) = a2+ 42 —2cy+d+ K[y —4 @ — a)] = 0.
Se scrie ci trece prin B.

s M
A(b—a)
Cercurile B M M’ trec prin punctele comune curbelor :
(6—a) (@ +y* —2cy + &) — (¥ + @) (2 — 3) = o, y—o0,

Un punct fix este B b, 0). Celalalt se obfine ficand y=o0 i
divizand cu z — p,
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39. Intr'un triunghi AB C se duce o paraleli la latura B C care
taie AB in D si AC in E. Si se arate ‘ci axul radical al cer-
curilor descrise pe BE si CD ca diametre este indlfimea varfului C.

R. C'(e,0), B (b, 0), A(a) DE=y —m=o0

Coordonatele centrelor cercurilor sunt: -

1 cm m 1 b m m
Hore—22) 3 A prem) o

a

Ecuatia cercului de diametru BE wva fi:
2 il cm i mz-
= =— (¢\— < — b SR
O i o s

1 mey 1
1z — 50+ ¢ e + .
ok el ol

/ 40. Locul geometric. al polului unez drepte date in raport cu o
familie de cercuri concentrice,

R. Ecuatia cercurilor va fi: 2 2 _ /2| Fie (e, [3) coordonatele

polului dreptei date Az + By 4+ C = o in raport cu un cerc. Se ia
polara si se identifica ecuatia polarei cu aceia a dreptei ; pe urma se
elimina 4. Locul ese fird eliminare: Ba — Af = o.
. 41. Sa se afle ecuatia generald a cercurifor ce tree prin origini,
astfel ca tangenta in origini la un cerc si facd cu Oz unghiul dat o,
Sa se arate ca polara unui punct fix fafi de toate aceste cercuri
trece printr'un punct fix,

R.oax24 92 — 2 2 —2 1y = o. Se serie coeficientul unohiular al
/ £
tangentei in origina si se egaleazi cu to ¢ = K. Eecuatia cercuarilor
este :

;t"-’—jl—yz—{—glu (]fl:—]/):().

Polara punctului P (a,b) va contine parametrul 1t la gradul intai.
42. Si se afle locul geometric al punctului de intalnire a po-
larei unui punct fix P in raport cu cercurile ce trec prin doud
puncte fixe, cu diametrul acestui punct.
R. Punctele fixe (a,0), (—a, 0). P (p, q). Cercarile :

@ -2y — =0
Locul geometric se obtine eliminand [/ intre cuatia polarei si

dreptei ce uneste centrul cu P.
Se obfine ce:cul:

PR L PV A ) 2 L pat= D

~/ 43, 83 se afle locul geometric al punctelor de unde se poate duce
la un cerc tangente perpendiculare.
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R. M. (x, ) un punct al locului si 22 + y2 =7R2 cerul dat.
Se formeazii ecuatia ce di coeficientii unghiulari g tangentelor duse

din M (xg, yo). Locul geometric este cercul : §

Z® + 9o = 2R



Schimbarea axelor de coordonate.

De multe ori rezultatul unei probleme in Geometria Analitici
este mai simplu si mai elegant, daci, in loc de a fi luat ca axe
de coordonate cele considate, si fi luat alt sistem de axe.

De ex., ecuatia: ch, )

f(z,y) =2+ ¥ — 2a — 2by 1 a2 b2 —Re=nq,
in raport cu doud axe .perpendiculare, are formua urmitoare:

X? L Y2 — Re,

daci vom pune:

De asemenea, fiind datd curba:
2 — 42 — 2 4+ 1 — K2 = o,

in raport cu doui axe perpendiculare, ecuafia acestei curbe se
prezinti mai simplu, daci o scrim:

@—1f—¢g K =(a+y—1) @—y—1)—K —o.
Punand :
X=zty—1, Y=2—y—1,
ecuafia curbei considerate va avea forma :
XY == iKP

L Deplasarea axelor paralel cu ele. Translatia axelor. (z, y)
fiind coordonatele unui punct M in raport cu doud axe Oz, Oy,
84 transportim axele paralel cu ele insi-le in punctul A (a, b)
sl si ne propunem a gisi coordonatele X, Y ale punctului M in raport
cu noile axe AX, AY. (Fig. I).
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Pentru aceasta, vom proectd - conturul OAM pe Oz si Oy si
avem : :
pr OA - pr. AM = pr. OM.

Insé : J Y
pr. OA = OR = g, pr AM=
AP = X, pr. OM — 0Q = z. Mﬁﬂ
Deci inlocuind, vom avea : ~7
T = a + X. ) /A(@_,b) ;] 1;

Proectand de asemenea si D e
re Oy, gasim: ; L
¥ = @+ Y. Fig. L

Prin urmare coordonatele (X, Y) ale lui M (%, y), In raport cu
axele AX, AY sunt date de relatiile :

:z;=a‘—}—X\, y=g+Y

oricare ar fi semnele acestor coordonate.
Exemplu. Ce devine ecuafia :

2?2 — 242 — 6z - 4y + 6 = o

b

transportind axele Oz, Oy paralel cu ele in punctul A (3,1).
Vom inlocul in ecuatia curbei:

z =3 )_," X: y=1 —i_ Y:
gasim : ’
X2 — 2Y2 = 1,

IT. Rotatiunea axelor imprejurul originii de un unghiu q.
Fiind cunoscute coordonatele (z, y) ale unui punct M in raport
¥ cu vechiul sistem de axe
A3 perpendiculare . Oz, Oy, si
gasim coordonatele punctu-
lmi M (2, %) in raport
_cu axele Oz’, Oy/, invartite
in jurul originei cu unghiul
«. Insemnand cu P si P/
—X proectiile punctului M pe Oz
si Oz' (Fig. II),
avem :
FALIAN pr. OP + pr. PM = pr. OP'

+"pr. P'M. :,7/3" 071
.\.r \

Proectand pe Oz, gisim:
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pr. OP = z, pr PM = L pr. OP,. = m'cosa,

pr. P’M = P’'Mcos (Oz, P'M) =>y'cqs (75 + @ )=—y’sina.

r = &' cosee — y'sina.
In acelas mod proectand re Oy, avem:
y = 'sing 4+ 3y’ cosa.
Fiind cunoscute z si 5, pentru a calculd pe 2/, o', vom re-
zolva ecuatiile :
T = x'cos — y'sing,
Yy = &'sine 4+ yicosa
si avem:
! = xcosa - ysine,

y' = — asina L ycosc.

Exemplu. 8¢ se arate cg invdrtind axele Derpendiculare in furul
originei- cu orice unghi, i insemndnd ou =z, ¥), @, ¥) coor-
donatele wnwi punct in raport cu sistemul dat $ cu noul sistem
de aze, avem : :

/. 4
# g = ot g
Stim ¢ :
T = x'cose — yisina,
Yy = x'sing 4+ y'cosc.

Inlocuind, avem :
a* o+ 92 = (2'cosa—y sine)? + @'sin @ H y'cosa)? =

#'? (cos? e 4+ sin2a) + Y2 (sinta 4 costa) — 2 + 9’2,

Aceastd neschimbare a formei expresiei: g2 -+ %% se poate
explica, observand ci reprezinti distanfa unui punct la origina co-
mund a axelor.

ITI. Schimbarea axelor in general. Fie (z, y) coordonatele unui
punct M in raport cu doud axe perpendiculare Oz, Oy; si gasim
coordonatele punctului M in raport cu axele Ax/, Ay’, coordonatele
nouei origini fiind A (g, b), iar Az’ ficand cu Oz unghiul q.

Pentru aceasta si ducem prin A paralele AX, AY la Oz si Oy ;
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X, Y fiind coordonatele lui M in raport cu acest sistem, avem:

g1 Y

z=a+X,y=0b+7Y
Y
Insa axele Az, Ay’ se ’
obtin din AX, AY invar- 5
tindu-le cu unghiul ¢. : « o
Deei's A Pa b0 A
o
X = z'cosq — y'sing, 0
Y = a'sina + y'eosa.
Fig. IIL

Prin urmare relafiile intre coordonatele (a&, y), (&', y"), in ra-
port cu vechiul sistem si noul sistem Az’, Ay’, sunt:

x = a 4+ x’'cosa — y'sing,
y = b + x'sine 4 y'cosa.
X % iy 2 s
Pentru a obfine pe z’, y’ in funcfiune de z si y, vom rezolva
ecuatiile de mai sus in raport cu z’ si Y.

Exercitii.

1. Ce devin ecuatiile :
sl dan ity 5 %=00,
222 — 3y2 — 82z — 6y + 6 =0,
“cand curbele ce reprezinti sunt raportate la axe paralele cu cele
date si tdindu-se in punctul (2, — 1). .
R. X2 4 ¥2 L 2Y - 5 =0
2X2 =gy t=a1,
2. Ce devine ecuatia:
ity — Qg — Ryi— 1 — 0.
cand curba reprezentativi este raportati la axele 0'z’, 0'y’, ce
se taie in O’ (1, — 1) si ficand cu O unghiul 45°

: o
R. x y + 5 =0

!
3. Transportand axele in punctul (1, 1), sd se determine un-
ghiul cu care sa invartim axele in jural acestui punct, pentru ca

ecuatia :
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z2+2wy+y2'~ 4o —dgy— 49

8& nu. contie termen de forma 'yt
R =14 Z'cosq. — Y'sihe, y =, 1 + zsing |- Y'cosa
% l‘l

|
tg 200 = oo, 200 = 90°, @ — 450,

T VE%'—I:O.
Curba dati este formatd din dous drepte paralele.



\ / Coordonate polare

\¢

Pozifia unui punet M in plan poate fi definits prin distanfa »
a acestui punct la un punct fix O numit pol si prin unghiul @
ce-l face dreapta OM cu o dreapti fixi OX, numiti gzg polard.
(Fig. IV). Cantitatile :

r, 6

Sé numesc coordonatele po-
lare ale punctului M. Tn-
ghiul @ variazi dela Q0
la 360°; » se mai nume-
ste si raza wectoare a punc-
tului M.
Prin urmare, unui sistem Fig. 1V.
de coordonate polare (B 1 corespunde un singur punct M,
pe cand unui punct M ii corespunde o infinitate de coordonate,
date dz expresiile :

pal

l

GEIRTR N Q8L RO BB,
K fiind un numar intreg oarecare. Se alege dintre acestea numai va
lorile r si @ ¢ 2 7.
Transformarea coordonatelor polare in coordonate perpendicu-
lare si reciproc. Fie M (r, @) un punct ale cirui coordonate po-

lare sunt » si @. (Fig. 1V). Insemnand cu (@, y) coordonatele lui
M in raport cu axele perpendiculare Oz, Oy, avem :

S rcos@, Y = rsin 6.
Prin urmare, fiind cunoscute coordonatele polare, cele perpendiculare
sunt date de relatiile de mai sus,
Invers, fiind Cunoscute cele rectangulare, observim ci -
Pli== \’xz -+ y‘?’

1ar @ oste dat de ecuatiile :



xf v ;
cos() = ——— sin

Q:'Tit
sz-i-y 4V £y

% . o s
Exemplu. a:%: — . 7 !I“'= \% Avem:

¥ &3
SiRD sin (§ = g

r=1; cosi @ =

Sin @ fiind pozitiv, iar cos @ <0, arcul O este cuprins in-
tre 900 si 180° si .deci:
O = 1800 — 600 = 1200.
Fiind cunoscutid ecuatia unei curbe in coordonate recta,ngulare
pentru a-i gasi ecuafia ei in coordonate polare se inlocueste z si Yy
cu ’ICOSO rsm@



Studiul propietatilor curbelor
~de ordinul al doilea dupa ecuatiile simplificate.

- —

Cele trei conice.

AN Elipsa.
64. Elipsa este locul punctelor a ciaror suma a distan-
telor la doua puncte fixe ¥ si F, numite focare, este
constanta.
Vom lua doud axe perpendiculare Ox, Oy, O fiind mijlo-
cul lui FF', iar axa Ox sa fie FF'. Insemnénd cu 2 g dis-
tanta focarelor, avem prin definitie:

MF + MF' — 2 a.

Daca a g1y sunt coordonatele unui punct al elipsei. ecu-
atia curbe1 este :

. | o
Ve— o+ P4 Vetd+tr=2a O

Ridicéand la pitrat, avem :

2@+ + )+ 2 V@ F+ P+ ) —4dda?=4al

sau :

V@ FEF o —bed=2a — @+ + o)

Ridicind din nou la pétrat, obtinem :°

sau :

2 2
i b it )

=
Do
S

a2 a2 = el
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Considerand triunghiul MFF’, avem :
FF' < MF 4 MF,
FF' < 2a.
Insi: FF' = 2 ¢: deci:
2 c‘ <2a¢<a

e

Asa dar putem pune::

a¥EL 49 S Ope0 g a; (3)

ecuatia locului geometric devine :
: 7 7 ‘r: Nl Y2 \“ 4
. = = 1. (4:)
f R k) b2 » \

o

S L .B20 S
Aceasta este ecuatia elipsei (Fig. 26).
65. Forma curbei. Ecuatia curbei fiind :

i Y2

a? D2 o7 3

$e vede cé schimband pe # cu — 4 sl y cu —y, ecuatia ré-
méne neschimbati. Deci, dac punctul M (z, ) se afli pe
curbd, atunci si punctele : M'(z,—y), M'(—a,y), M"(—z,—y),
se vor gisi pe curbd. Punctul M’ fiind simetricul lui M in
h Y ‘ c raport cu Oz, M” simetri-
Lyl cul Iui M in raport cu Oy,
M” simetricul lui M in ra-
port origina O, rezultd ci
A = Twd x elipsa este simetrica in ra-
port cu Oz, in raport cu
Oy si in raport cu 0. Va
fi de ajuns deci si cons-
truim curba in unghiul
Fig. 26 ' oy, cdci pentru a construi
curba intreagd, vom lua simetrica ramurei din unghinl zoy
in raport cu O, Oy si punctul 0.
Rezolvand ecuatia elipsei in raport cu Y, avem :

B (0.~
o= g

yhopialiyge2y
a
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Pentru ca y sé existe, trebue si avem :

a® — x2 > 0,
sau :
—a<z<a, -

Deci, curba este cuprinsa intre paralele :
OD =43+~ a=0, OD'=g +.a=0.

De asemenea. rezolvind ecuatia in raport cu x, vom gisi
cd trebue si avem :  *

e ¥y <' b,
sau cé elipsa este cuprinsd intre dreptele :
CD=y -b=0, CD=y 4+ b =0

Prin urmare, elipsa este interioarid dreptunghiului CD’
C'D (Fig. 26).

Sa construim ramura :

LA S e i
yrist A Ve T
cand « variaza de la O pand la a. Mai intdi se observa ci
y descreste, cind x creste ; cand # = 0, y = b, obtinem
punctul B; dacd x creste, y descreste si ‘cind z=—a, y=o;
obtinem punctul A. Luand simetrica acestei ramuri cons-
truite, in raport cu Oy, Ox, O, se obtine forma elipsei
(Fig. 26).

Punctele A, A’, B, B’ se zic varfurile elipsei. AA' si BB
se numesc axa mare si axa micd a elipsei.

Pentru a construi focarele F si F/ ale ciror coordonate
sunt (¢, 0), (—¢, 0), ne servim de relatia :

De unde :
’ 2 = a2 — b8 o= \/a® — b3
deci: OC = ‘\/(ﬁz — OB? adici, distanta de la origind,
care este centrul curbei, pand la focare (agezate pe axa mare)
este cateta wnui triunghi dreptunghic, in care ipotenuza este
OA = a, iar cealalta catetd estt OB=b. Distanta FF' se nu-
meste distanta focald. Pentru a construi focarele, vom descrie
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cercul din B ca centru si cu raza a, care taie axa Ox in F
gi F. Y

Exemplu. S& se construiasca elipsa :

%, y?
25 16

Avem :'A-(5,0), A'(—5, 0), B (0, 4); B’ (0,—4). Focarele
sunt: F (¢=3, o), F* (3, 0).

66. Elipsa este proiectia ortogonalid a unui cerc pe un
plan. Fie un cerc de diametru AA’, pe care si-l proectam
peé un plan ce face cu planul
cercului vnghiului «, dat de:

==

cosg — 2, AA' =24, b < a.
a

Considerand pe cerc punctul
B,, extremitatea diametrului
perpendicular pe OA (Fig. 27),
s alt punct M, proiectiile

Fig. 27 lor pe planul elipsei si le
Insemndm cu B si M ; proiectiile punctelor B, si M, pe
OA fiind O si P, avem :

0B, = a, BOB = o OB ' 0B, cosv' =’y B L'y
s a
X MP b
g g )
Mlli a

Considerand sistemele de axe (O, Oy_); (Ox, OY), coordo-
natele punctului M; in raport cu aceste sisteme, sunt :

x = OP, y = PM; z = OP, Y= PM,.

Punctul M; (2, Y) descrie cercul :

22 Y2 = g2
din relatia (I) rezulti :
Y il a
N T e e 2] 1T
v 5 Y (1)

inlocuind pe Y in ecuatia cercului, vom avea :



a?
"2 2
x? 4+ 5 i

3
)
[

|sau :
2

a?

Y
+ 5

Aceasta este ecuatia locului descris de M, care probeazi
<@ proectia cercului de diametru AA" — 2a pe un plan ce trece
prin acest diametru si care face cu planul cercului wun wunghi

T . b i : g
al cdrui cosinus este —, este o elipsd a carei axd mare este
a

AA', iar jumdtatea axei mici b.

Cercul descris pe axa mare a elipsei, se numeste cercul
principal al elipsei.

67. Elipsa definitd ca alt loc geometric. Constructia
elipsei prin puncte. Fiind date doua cercurl concenlrice de
raze a, b (Fig. 28), si ducem y
prin origind o secantd, care
le taie in M, si M,. Paralelele
din M, la Oz si din M; la
Oy se taie in M. Sid giisim
locul geometric al punctu-
lui M.

Insemnand cu « unghiul
variabil 2OM,, coordonatele
punctelor M;si M, sunt: M,
(acose, asin«), My (b cos a, Fig. 28
b si‘nxgz‘); deci coordonatele lui M sunt :

T — @ cos @, —=sin'e

Sa eliminim(pe o intre aceste doud ecuatii. Avem :
\ .

AL i
= C08e = -, sing = <
a b
inlocuind 1in :
sin¢ 4 coste = 1,

-ecuatia loculul descris de M va fi:

i y?
e L

2 2
a
\ b
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CEC >
adicd o elipsi a ciirei axii mare este AA’, cu cercul director,
cercul de diametru AA’.
De aci, rezulti o constructie a elipsei :

Vom descrie doui cercuri concentrice cu razele a, § si
ducand o secantd variabilx prin centrul lor, vom obtine
punctele M; si M,: paralela la Oz prin M, si 1la Oy prin
M; se taie in M, un punet al elipsei date. '

Tot de aci mai rezults cq putem exprima coordonatele (x, y)
ale unui punct al elipsei :

in functiune de un parametru variabil «, si anume -
T=acose, y — bsin q.

68. Constructiuni geometrice asupra elipsei. Considerand
elipsa ale cirei axe sunt AA’ st BB’ ca Proectiunea unui
cerc de diametru AA’, putem si facem mai multe cons-
tructii.
L. Constructia tangentes intr’un punet al elipsei. Fie AA’ cer-
.cul care proectat di elipsa (Fig 29). Si considerim punc-
B | tul M, a cirei proec-
tie este punctul M sl
B ! elipsei, Pentru a gisi
acest - punect, trebue
R sd cunoastem proec-
tia B a punctului B,.
Proectia  dreptei B,
M, R fiind BR, pune-
tul M se afla la inter-

v Fig 29 sectia acestei drepte

cu perpendiculara M,;P pe AA’,

Tangenta la elipsi in M este proectia tangentei M, T la
cerc in M, adica dreapta MT.

1. Constructia punctelor de infersectie a unei drepte cu o -
lipsa. Si gisim punctele de intersectie ale unei drepte D
cu o elipsé al ciirei cerc director este cercul de diametrn
AA’ (Fig. 29). Proectia dreptei DA find B A < Sk insem-
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nam cu Q punctul unde se taie dreptele D si BA. Pune-
tul Q,, corespunzitor in planul cercului, se obtine ducand
prin Q perpendiculari pe OA, care taie pe B, A in Q,.
Unind pe Q; cu punctul S unde D a tdiat pe A A’, se ob-
tine dreapta D, in planul cercului, a cirei proectie este D :
D, taie cercul in M, siM’,. Aflim punctele M; M’ corespun-
zatoare lui M; si M’;, ducand din My, M, perpendiculare
pe AA'care vor tiia dreapta D in punctele M si M. A-
cestea sunt punctele unde dreapta D a tiiat elipsa.

IIL. Constructia tangentei dusd dintr'un punct la elipsa. Fie
P un punct in planul B, ;
elipsei al cirei cerc di-
rector este cercul de
diametru AA’, sau ale
cdrel axe sunt AA’ si
BB’ Tangentele duse
din P la e¢lipsd, se ob-
tin astfel (Fig. 30) :
PB’ taie pe AA" in S ;
se duce B'; S ce taie per- Fig, 30. .
pendiculara din P pe AA’ in P;. Se duc din P, cele dous
tangente P, M, si P, N, la cerec. B, M; taie pe AA’ in R,
iar perpendiculara din M, pe AA’taie pe B'R in M:
perpendiculara din N, pe AA’ taie pe PE (E fiind inter-
sectia Ini P, N; eu AA’) in N. Tangentele duse din P Ia
elipsd sunt PM i PN,

IV. Sa se duca la elipsa tangente paralele cu o divectic data.
- Vom duce prin centrnl O al elipsei paralela OD cu direc-
tia datd. Pentrua gisi dreapta OD,, a cirei proectie este OD,
(Fig. 31), ducem dreapta BA' care taie pe ODin S; paralela la
OB prin S taie pe A'B|
in 8;; OS, este OD,.
Ducem tangentele MM, R,
M, R’ la cerc paralele cu
O D,; paralelele din M, si
M, la OB se taie cu pa-
ralelele din Rsi R’ 1a OD
in M gi M. Tangentele
paralelele cu- directia data

sunt RM, R' M.
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»

' ,K/; V. Constructia elipsei printr’o trasitura continui. Si con-
7

siderim o dreapti de lun-
gime constantdi MN — 4
+ b, si pe ea un punct
fix P, astfel ca NP =Y
PN = 5. Daci MN se
mised cu extremitatile N
. —-, Pe Oz, M pe Oy (Fig. 32),
b £ Ll punctul P (z, y), ale cirui
coordonate sunt: QA — @,

Fig. 32. OB=AP—y, va descrie
o elipsd. In adevir, din triunghiurile asemenes MBP, PAN,
deducem:

De unde :

ON — %im oM— @+

Inlocuind in relatia :

OM? 4+ ON% — (g b)?,

e

S
|
2

se obtine :
22 2
a2 s TR R i

Punctul P descrie prin urmare o elipsi ale cirei axe de
simetrie sunt dreptele Oz i Oy, iar lungimile axelor
2a, 2.

Dacid deci, o linie metalici M N se miscd intre doud axe
Oz si Oy perpendiculare, varful unui ereion P, fixat intr'o
deschidere P a linii MN, va descrie elipsa ale cirei axe
sunt a si b.

VL - Alta constructie a elipsei cand se cunosc axele.

.Y Sé considerdim o linie AM
de lungime constanta sl e-
gald cu a si punctul B fix
Pe aceastd linie aga ca MB—5.

2 g Cand dreapta AM se migcd
> aga ca punctul A si se afle
% ~ s be Oy, iar B pe Oz, punctul
£ ] M va deserie elipsa de axe
@ i b. In adevir, paralela
Fig. 33,

la Oy prin M taie pe Oz in
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P, iar paralela din O Ia AM, in M,. M, descrie cercul director,
lar intre M, P si MP, avem relatia ;
M,'P a

% ME 5 s B
care probeazd (§. 66) c& M descrie elipsa al cirei cerc di-
rector este cercul cu centrul in §i cu raza OM,,

+/  69. Tangenta intr’un punct al elipsei. Fie M, (g y,) un
" punct al elipsei :

P 2

dect :

2 2
%+£_1=0.

Ecuatia unei drepte ce trece prin M, fiind :

Y — Y= (@ — z5) tg q
pentru cid aceastd dreapti si fie tangentd la elipsi in M,,
trebue ca si taie elipsa in dou puncte confundate in M,
Coordonatele (z, y) ale unui punct M al acestei drepte,
definitd prin punctul My (x4 yo) si unghiul @, sunt;

& = By + reose, y — y, rsine, r = M,M.
e -

Pentru a gisi punctele de intersectie ale acestei drepte cu
elipsa, vom scrie ci un punct (z, y) al dreptei se aflz pe
elipsd ; deci: i

(zy + reose)? (Yo + rsina)? S
e e )
De unde:
cos?e  sin%a\ XoCOSw YoSine
) 7'2(7%—7)*2"(%00?*# S
La™ Yoo :
+7+ng--—1=0. 1)
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Asa dar, sunt doud valori 7', #” si deci doud puncte de
intersectie :
M’ (z, 4 'cose, y, + r'sina) ; M” (x, + r"cose, y, + 1'sinc),

Prin urmare, o dreaptd taie o elipsa ia doud puncte. -
Punctul M, (z,, y,) fiind pe elipsd, avem : oy

x2 2
e e

i deci ecuatia (1) devine:

cosZa sinZe 2,C0Se 1/,81ne
2 N 0COS Yo e
7 ( a2 b? ) + 2 i ( a2 —*—-\ b?‘ ) = 07

care probeazi ¥ o ridicing, » = 0, sau ci un punct de
intersectie al dreptei date cu elipsa este M, Pentrn ci
dreapta si fie tangentd, trebuie ca si cel de al doilea punct

si se confunde cu M,, adica si cealalti rddacind " = 0.
Deci :
- ,COSC YoSine 0
a’ b2 = :
De unde :
to o =t o b;
- Yoo
Asga dar, ecuatia tangentei in M, (&, y,) la elipsi va fi:
FRal By Bt T
Y Yo = U @ ( Lo)s
cu conditia:
7 2 2
Lo i y() e RS 0 (2’

Dezvoltand, avem :

Y Yo @ + @ x5 B — @ y? — b x? = 0,
sau, tindnd seamd de ecuatia (2),
it e ST S B
Divizand cu a? b% ecuatia tangentei in M, (z, y,) va fi:

Lo ol Yo 2 yis
2 X n g P

a? Wy b

impreuna cu relatia (2).
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' 70. Tangents paralela cu o directie data. Fie m cocfici-

entul unghiular al directiei date. Ecuatia tangentei la elipsa :

z* 2 )
a? +7T_1:O’ C

paraleld cu directia m, va fi:

1\
A\

y = mx + n,

ramanand si determinim pe », pentru ca cele doud puncte
de intersectie ale acestel drepte cu elipsa si fie confundate.
Inlocuind in ecuatia elipsei pe 7, avem:

ﬁz (m x + n)?

‘sau:
e e

Conditia ca aceastd ecuatie si aibi doua ridicini confun-

date este:

7 mt 1 m® n? \_ :

ST e ( Praal ke (zT = 11— Vi
T TR T L e RS

n2 = a2m?2 + b2, n =+ Va2 m2 - b2
= -
Deci, ecuatiile celor doudi tangente la elipsd, paralele cu
directia m, sunt :

y=mx+ Vam2yb2 y=max — Va2 m2}+p2

\“\/ 71. Polara unui punct fati de elipsi. Directoare. Ex-
~ centricitate. M, (#; y,) fiilnd un punct in planul elipsei, sa
gdsim ecuatia polarei acestui punct, adica, locul geometric
al punctelor conjugate armonic cu M,, in raport cu punec-
tele de intersectie ale elipsei cu o secantd variabili ce trece
prin M,. Fie M (z, ) un punct al polarci; dreapta MM,
taie elii)sa in doud puncte M’ (x, 4'), M (a”, y"), ale ci-
ror coordonate sunt de forma: :

-

B+ e oy + ANy, x+ Mz oy + W y
1 + )‘I k4 ]. —l— }'I 7 1 + l” 2 1 + }\.".




134

Pontru a gisi valorile lui ¥ §i A", vom scrie ci punctul :
Lot e o5 gy ol Ly
R TN
este pe elipsd; de unde :
(@ 4 4 x)? Yo + 2 ) iy
OFnpe T pmagEpe =10

sau :
2 (#° ¥ b LoZ | Yoy Zo* LT
t (a2+b2 1)+21 <§+F_l}+a2+bﬂ i

Aceasta este ecuatia care di valorile X, 4" corespunzitoare
punctelor de intersectie M’ si M”. Conditia ca aceste puncte
sd fle conjugate armonic cu M,, M, este:

L Moot oo MIBN, B oo
MM MM

Scriind c& suma riadicinilor 2/ 1" este zero, avem :
! ’ )
i
i y_()g Bigaiis q
a? bl

care este ecuatia polarei punctului M, (%o, o) In raport
cu-elipsa :
‘ *? Y

= I = 0.

Printre secantele ce trec prin M, doud sunt tangentele
din M, la elipsi ; pentru acestea, punctele M, M” se con-
fundé cu punctele de contact, iar conjugatele armonice ale lui
M, fatd de M’ si M” sunt chiar punctele de contact. De aci
rezultd o constructie geometricd a polarei : Ducem din M, tan-
gentele la elipsd si dreapta care uneste punctele de contact este
polara Wi M, fata de elipsa.

Directoare la elipsa sunt polarele focarelor ; directoarele
sunt doud drepte perpendiculare pe axa mare. Ecuatiile lor
sunt :

el B A T S LT E R T
a’ a
Raportul ‘ se numeste excenlricitatea elipsei.
a

Pentru a gasi polul (x,, Yo) @l unei drepte :
Az 4 By + C = ,



135

fatd de elipsa :
a2 Y2
=+ Zﬁ 5 &a0,

Ly )
_7:0 o deda® bctd
vom scrie polara lui (z i /
4 0 Yo

B850 Sl {igen vy
a: i b2

sl vom identifica ecuatia polarei cu a dreptei date; de unde:

Ty Yo
y a? L AnATe S
TR (EBND eah 0

Rezolvind ecuatiile aflate, gisim coordonatele polului :

e aﬁé — 5B

i e

72. Ecuatia tangentelor duse dintr’un punct la elipsa.
Sd gdsim ecuatia tangentelor duse din M, (x, yo) 1a elipsa:

Ty =

x’ y?
At E—1=o0

Sd cautam punctele de contact. Daca M’ (x' y') este un punct
de contact, ecuatia tangentei in M’ la elipsd va fi:

s Yy
cu conditia :
wlg ylg
. = — 1 =0. 2
o = . (2)

Seriind c& tangenta (1) trece prin M, (x4, ¥o), avem :

"5"@4—%._1:0. , 3)

a2

Se vede ci aceastd ecnatie probeazi ci punctele de con

~tact M’ (', y') se gdsesc pe polara :

*Zy | Yy
=l A
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a lui My (), y,) fatd de elipsi.

Pentru a gisi pe (', '), vom rezolva ecuatiile (2) si (3);
inlocuind in (2) pe y' cu valoarea sa din (3), se obtine o
ecuatie de gradul II-a in 4’ si deci vom avea doud valori
pentru ', doud pentru y’; coordonatele punctelor de contact
@ y), (2", y"), sunt astfel cunoscute, iar ecuatiile tangen-
telor duse din M, la elipsd, vor fi:

PR o gt e g

. Determinarea directiilor tangentelor din M,. Mai putem gisi
ecuatiile tangentelor duse din M, (%, yo) la elipsd, deter-
minénd directiile acestor tangente. Am vizut ci ecuatia
unei tangente la elipsi, a ciirei directie este m, va fi:

Y = mzx + V m2 a4 b2,

Pentru a gisi valorile lui m, Vom scrie ci aceasti dreapti
este tangenta dusi din My (2, yo), sau ci trece prin acest
punct. Deci :

Yo =mty + V a2m*L B2y, — mg, — + Varm2 L2
Ridicand la pitrat, gasim ecuatia :
@ @) — 2 mayyy g =0y

care va da coeficientii unghiulari ai celor doud tangente
din M,.
Pentru ca aceasts ecuatie si aibi doud ridicini, trebue :
To*Yo* — (£ — @® (2 — b9 = 0,
sau :
x,2
a2

+yz;‘;~120.

" Primul membru al acestei neegalititi este primul membru
al ecuatii elipsei.

Pentru a rezolva aceasts neegalitate, si considerim in
general curba f(z, y)—0 §i doud puncte A (a,, Yoh B (1, )
din planul ei. Coordonatele unui punct M al dreptei AB
sunt de forma :
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IS L R B R
L+4.; 1015 =

4 variind de la 0 la or, cand M descrie segmentul AB.
Punctul M este pe curba f (®, y) =0, cand £ verifici ecuatia :

F(A)=f(w0+"”a'l .’Io+’€!/1):_0‘

)
Yk e [
Pentru fiecare riadicini a acestei ecuatii corespunde un
\

punct de intersectie al curbei date cn segmentul AB. Si
substituim in F (£) pe 0 §1 oo; pentrn /=0, rezultatul inlo-

cuirii este f (m,, Y); pentru 2 = o,
To+ Loy yo 4+ Ly

Bttt Sk
se reduc la @, y, si deci rezultatul inlocuirii este f(x;, y,).

Prin urmare, daci f(epyy) s £(x,, yo) au acelas semn, e-
cuatia F (£)=0 are un numir cu sof de radécini intre O
$1 oc, si deci segmentul AB taie curba dati intrun numir
cu sot de puncte, sau in nici un punct, asezate intre A si B.

Daci insé f (2, y,) sif (2,,5,) au semne contrarii, ecuatia
F (4 = 0 are cel putin o radscing reals intre 0 i oo gi
deci segmentul AB taie curba datd cel putin intr'un punct
sau intr'un numir fari sot de puncte, agezate intre A si B
si reciproc.

De aci urmeazi ci daci A §i B sunt doud puncte, pe care
unindu-le, nu traversim curba f (z,y) = 0, adica ambele
puncte A si B agezate in interiorul sau exteriorul curbei
'date, rezultatele substituirii in f (x, y) a coordonatelor acestor
puncte au acelas semn. Prin urmare. daci f(x,y) are un
semn, cand inlocuim pe # si y cu coordonatele unui punct
A dintr'o regiune in care curba f (, y) = O inparte planul,
rezultatul inlocuirii in f (a, ¥) a coordonatelor unui alt punct
B din aceiasi regiune cu A, va avea acelag semn.

Din contrd, daci A si B unite, s traverseazi curba
f(@, y)=0, cu alte cuvinte A ar fi in interior, de ex., lar B
In exteriorul curbei, rezultatele substituirii in f () a coor-
donatelor acestor buncte, vor avea semne contrare.

Asa dar, o curbi f (#,) = 0, in cazul nostru elipsa, inparte
planul in dous regiuni; pentru punctele regiunii interioare,

?
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primul membru al ecuatii elipsei are un semn, iar pentru
punctele regiunei exterioare, semn contrar. Pentru a determina
aceste semne, se vede in ce regiune este origina si ce semn
are rezultatul inlocuirii.

2
S : S A o 5 x
Pentru elipsd, in regeunea wnterioard, expresiunea

e 1 1 acel tru toat tel
+ e — lvaaved acelas semn, pentru oate punctele

(z, y) din aceastd regiune, adica semnul —, dat de origind
@ = 0.y = 0); pe curbd acea expresie este zero, iar in re-
glunea exterioard elipsei, expresia :

it y2
e e e,
adica este pozitivd.

Revenind la discutia rddicinilor ecuatii ce di coeficientii

unghiulari ai tangentelor, putem spune : 1) Dacid punctul
M, (xy, y,) este exterior elipsei, avem :

&, 1

e

- L iy

deci se pot duce doux tangente.
2) Daci, M, este pe curba,

2 2

2 Ya?

B e

si deci se poate duce numaj o singurd tangents.
1) In sfarsit, daca M, este iuterior elipsei,

%y’ Yo?
T St d
si deci nu se poate duce nici o tangentd din acest punct.
Pentiu a gasi chiar ecuatia tangentelor duse din M, (z,, %
la elipsa, vom scrie ecuatia unei drepte ce trece prin M,

Yy — Yo =m (@ — z,)

si vom inlocui in (I) pe m cu valoarea scoasi din aceasts
ecuatie,

Yy — Y%

r — x,

m =
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Vom avea ecuatia comuna a tangentelor :
@ — %f @ — @) — 2 @, gy (x — ) Y — %)
: + @ — B & — m)p =0,

care descompusi in doi factori de gradul intdi, ne di ecu-
atiile in parte ale celor doui tangente duse din M,. Acea-
std ecuatie se mai scrie si supt forma :

Zo® Yo? (2 v
(Tz+"2? = 1) St e ol 1)
vl Y
<'a7 + % 1) 0.
73. Aplicatie. Sa se gaseasca locul punctelor M,, de unde

se poyte duce doud tangente perpendiculare la elipsi. Ecuatia
ce da coeficientii unghiulari ai acestor tangente fiind:

WENES 08— Zemia gy Yeigs LD b 0,
conditia ca cele doua tangente si fie perpendiculare este :

m'm" 41 = 0,
de unde :
R ]

x,? — a?
22+ gp = @ + o

Deci punctul M (a, Yo) descrie un cerc a ciirui razi este
N a2 £ b2 Acesta este cercul Tui Monge al elipsei.

4 : : ek ._
e 74.' Ecyapa normalei la elipsi. Fie M, (#g ) un punct
v al elipsei : 5

sau :

12 y%
=+ L 1o
Deci: ———
. ze Yo* __
sl St

Normala se numeste dreapta perpendiculard in M, pe
tangenta in M, la elipsi. Ecuatia tangentei fiind :

x, b
Yo a*

Y — Y= (@ — Lvo)f
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acea a normalei in M, (x,, y,), va fi:

&,

Y Yo = ™, (x %y )

75 Diametrii. Diametrii conjugati. Si gisim ecuatia dia-

metrului conjugat coardelor paralele cu directia: m = tgq,

« fiind unghiul acestor coarde cu Ox. M, (=, y) fiind mij-

locul unei coarde de directie m, coordonatele unui punct
al acestei drepte sunt:

% = ®, + roosq, Y = Y + rsine, r = MM.

Scriind ca acest punct este pe elipsé, se obtine:

% (co\sza g Sl%“) +27p (‘”’L‘jﬂi‘" L2 .%biing_)

a? a
~

%o® Yo®

a G b

- = 8=—20.

Scriind ci& M, este mijlocul coardei M’M’, punctele M"M”
fiind corespunzitoare valorilor 2’ si ", avem: :
A

7'1 + 1.// == O’ H

. §

de unde: /
7, cose Yy SIne 0 y

B o e

- Locul punctului M, (2o, yo), mijlocul coardelor de direc-
tie m = tgq,

este :
b2

Yo = — —— 2z,
Y0 a? tg o 0

Deci ecnatia diametrului conjugat D al coardelor de di-
rectie m, este :
b2

= ==L
J a?m

adicd o dreaptd ce trece prin centru. Coeficientul unghiular
m’ al acestel drepte fiind :

’ b2

m = — —
az m’
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rezultd cd intre coeficientii unghiulari m, m, al coardelor
s1 diametrului, existd relatia :

b? ;
5 ()

as

e e

Considerand coardele paralele, de directie m’, ecuatia dia-
metrului conjugat D’ cu aceste coarde, va fi:

2

==Ll
Y az m'’
lar coeficientul unghiular al acestui diametry este :
b2
= g e )
az m

ceeace rezultd, observand relatia (1).

Diametrii, D si D', astfel ci unul din ei sa fie conjugat
coardelor paralele cu celalt, se numesc diametrii conjugati.

76 Constructia a doi diametrii conjugati. Printre coar-
dele de directie m, sunt si tangentele la elipsi paralele cu
aceastd directie. Insemnand cu M’, M" punctele de contact
ale acestor tangente, mijloacele acestor coarde sunt M' s1
M” si deci diametrul conjugat directii coardelor conside-
rate, va fi dreapta M'M". De aci rezulta o constructie a-
diametrulus D' conjugat diametrului D. Fie OM un diametru ;
ducem tangenta in M la slipsd; dreapta OM’ paraleld cu
aceastd tangenta, este diametrul conjugat cu D.

77. Demonstrare geometrici a relatii ce existi intre
coeficientii unghiulari ai doi diametrii conjugati. Vom
considera elipsa ca proectia unui cerc. Fie AA’, BB’ axele
unei elipse al cirei core director este cercul de diametra

AA’ (Fig 34). Doi diametrii per- : B

pendiculari OM,, OM’,, *in cerc, :

sunt astfel ci unul din ei estelo- B

cul mijloacelor coardelor paralele 2 :

cu celalt. Proectand acesti doi dia- UK A
7S 0/SP

metrii perpendiculari, coardele pa-
ralele se vor proecta dupa drepte
paralele ale céror mijloace sunt B
proiectiile mijloacelor coardelor

din spatiu si deci vom obtine doi 5
diametrii, OM, OM’. conjugati, ai

elipsei, ciici se obtin dupa proiec- Fig. 34.
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tie tot doud drepte, astfel ci unul din ej este locul mij-
loacelor coardelor paralele cu celalt.

Sd fnsemndm cu «si o unghiurile AOM, AOM deci: m —
tga, m' = tgd’. Fie P si P’ proectiile lui M, si M, pe A A",
Stim cd intre ordonatele : MP si M, P ale unui punct al
elipsei si al cercului (§ 66) existd relatia :

MPig > B
WP
Sé gisim relatia dintre unghiurile AOM, = ¢, AOM/,
= &y, din planul cercului si o, o din planul elipsei. Avem:

MP — OP tga, M,P = OP tga,.

De unde : ;
MP tgo
M= S
Inss :
MP b
M P T
deci :
s liect s 10 1)
tgey a
De asemenea : J
fgel) 1 i : 2
tgo’y - a ¢

Insd OM; si OM fiind perpandiculare,

dp =090 - wyq
-deci :
tge'; = — cotge;.
Relatiile (1) si (2) devin :
tga 10> tgd' e
tgo 72 < la’ cotge; a
Inmultindu-le intre ele, obtinem :
e
it e P
sau ;
b2
mm' = —

at’
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Aceasta este relatia intre coeficientii unghiulari a doi dia-
metrii conjugati :
; b?
y=m:c,y_mm_.~%a2m .

~ 78. Proprietitile metrice asupra diametrilor. Fie (@& ),
coordonatele unui punct M’ al unei elipse :
a2 y? A
L. S& ne propunem a caleula coordonatele (z", y") ale
punctului M” al elipsei, astfel ca OM si OM” si fie doi
diametrii conjugati.
Avem ;

7

x2 y? 22 y" U5
i g e el

Intre coeficientii unghiulari:

2 p 2
mm' = —b & IO b :
T e 97 T "3 R
a € . xT a*

De unde deducem -

ylf wl/ ]; yl’2 wll 2
b  —a \ + \/ ZI e o 54
@ RN v e e s
a b o T

Dublul semn corespunde extremititilor celor doi diametrii.
Luand semnul 4, avem formulele lui Chasles :

==
PR e v,

a b

care ne dau coordonatele (z", y') ale capatului - diametrului

conjugat in functiune de coordonatele (@, y) ale primului dia-
metru. ' '
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II. Fie OM’, OM" doi diametrii conjugati si M'(z, ),
M’ (x", y"); am vazut ci:

Avem:
; 2 2
2 n2 w2 a ) I rg.
OM"™ —x +y —:Fy —f—;w ;
deeci:

R L %
OM2-OM =2y 2 oy~ — m2(1 +é)+

A a?
.I/2 (1 + F);

“72 - > % 2 ylz
B S et

a?

Tinand seamd de ecuatia:
e b
Sa do g b
rezultd : _
OM* + OM™ — a*4 b2 = OA® 4 OB%. (1)

Sa caleulim suprafata triunghiului OM'M”". Stim (§. 40, IT)
cd suprafata unui triunghi ale cirui varfuri sunt - O (o, o),
M'(z' y), M"(2", "), este : ’

i 00 1
< 1 ! 5 , '. 1 A " 4 LAY
S=sle g A= @y —y o
5 xll 'I/Il l 1

Inlocuind pe &, y’, dupd formulele iui Chasles, avem :

15/h . Snaly 1 Z8 gy o 4
_S:?( w-+,byz>=?ab(az+b—2)_?ab, (1)

a
Observand formulele (I) si (IT), putem enunta teoremele
lai Apollonins: 1. Suma patratelor a doi semidiametri conju-
gati este constantd si egald cu suma patratelor semiazelor ; 1T)
Suprafata triunghiului format de centru st capetele a doi dia-
metrii conjugati este constantd §¢ egald .cu jumdtatea suprafetei
dreptuny hiului construit pe axe. '
79. Suprafata elipsei. Pentru a gisi suprafata elipsei, vom
reaminti teorema urméitoare: Suprafata unui triunghi din spa-
tiv fiind S, dar aceia a proectii acestui triunghi pe un plan

H
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filnd S, daca « este unghivl format de planul triunghiului
cu planul pe care se face Pproectiunea, avem :
S; = Scose. ~

Ca si demonstrim aceasts teo-
remd, considerdm (Fig. 85) triun-
ghiul din spatiu AB, C,, a cirei
pl:oecfgig pe planul figurei este A
friunghiul  ABC; dreptele B, C,, %
BC intalnindu-se pe planul figu-
rei in D, avem : Fig. 5.

Supr. ABC = Supr. ABD — Supr. ADC.

Insé, « fiind unghiul format de planele ABD, AB, D, adica
unghiul format de perpendicularele BH si B{H pe AD, avem:

Supr. ABD — % AD X BH=~—21~AD>(B1H cos BHB, —

- AD. B, H cos ¢,

D)

Supr. AB, D = . AD. B,IL

Deei : Supr. ABD = Supr AB; D cos «
De asemenea:
Supr. ACD = Supr. AC; D cos «

De unde :

Supr. ABC = Supr. AB, D cos ¢ — Suapr. AC,; D cos c.

Supr. ABC = (Supr. AB,D — Supr. AC, D) cos ¢ =
Supr. AB, C; cos «

Pentru a gisi suprafata elipsei, vom impirti cercul prinei-
pal al elipsei, in foarte multe triunghiuri OM,; M,, OM, M,,..,
avand toate acelas varf O, iar celelalte dous varfuri M, M,
pe cerc. Cosinusul unghiului format de planul cercului cu

planul elipsei ﬁind%, sd proectdm toate triunghiurile

10
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OM,; M,, OM, My,... pe planul elipsei si vom obtine triun-
ghlurlle oMy 1y, om2 mg,... ale caror suprafete vor fi:

omq my = OM, M,. bT,
omy my = OM, M, -

Adunénd, avem :
Ommg 4+ Omgmy .. =0 (OMIMQ 1 oMM, +>
a

Insd, cand punctele M,,M,,... sunt foarte apropiate si my,
Mmy,... vor fi foarte apropiate, iar sumele :

Omym, + Omymg + ...,
OM,M, + OM,M, +...,

sunt tocmai suprafata elipsei si a cercului. Vom avea deci
la limita:
: G, b
= Supr. elipsei = — Supr. Cerec.,
a

sau :

Prin urmare, suprafata elipsei :

2

y.f
! —_ —
5 —1=0

N
4

este :
w4 Ds

Exercitii.

/ 1. Intr'un punct M variabil al unei elipse se duce tangenta care
taie tangentele la extremitifile axei mari AA’ in punctele P, B
I) Si se demonstreze ci produsul AP. A'P’ este constant.
IT) F, si F’ tiind focarele, si se arate ca dreptele PF, P'F’ se taie
pe normala. la elipsd in M.

IIT) S se arate ci cercul de diametru P P’ trece prin focare.

2 (@ — 2
Bl Mgy ar e s, Boida o =)

‘= b2
i e AP AP=pe,
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Si scrie ecuatiile dreptelor PF, P'F, (c2 = @2

— b2) si se vede ci
coordonatele punctului lor comun sunt:

(— cxy — cyo)
e

b2
Centrul cercului de diametra PP’ este (O, 1;0), iar raza :

2 a*yo? + b2
s e
/ 2. F, ¥’ fiind tocarele elipsei ale cirei axe sunt a si b, si se calcu-
leze distantele de la un punct M al elipsei la focare. (MF, MF' se nu-
mesc raze vectoare) in functiune de abscisa punctului M (g, y0).
II S4 se scrie ecuatiile directoarelor elipsei date.
IIT Si se gaseasci locul geometric al punctelor P astfel c4 raportul
distantelor acestor puncte la focarnl F §i directoarea corespunzitoare

si fie constant si egal cu % (e =5\ g2 w21 B3),
- b2
R. MF? — Yo + (¢ — w2 = po (@ — 2 + (¢ — x,)2.
¢
DMF=a— Cay MF — o+ o

cx cx
II)&—I:O,E—I—l:O.
IIT) Locul este chiar elipsa dati.

3. Se da dreapta AA'= 24 si punctul F pe aceasts dreapti. Pe
perpendiculara in P pe dreapta AA’, se ia punctul M, asa ci:

Mp? £
et K
PA PA’ ;

I) 8a se afle locul geometric al punctului M, cand P descrie
dreapta AA"

II) Fie R, R' punctele de intersectie ale dreptelor MA, MA ' cu per-
pendiculara pe mijlocul O al dreptei AA". Si so arate cid OR.OR'= const,
" R. A (a,0) A'(—a,0). M (z, %o)- Locul o elipsi. Ecuatia locului:

Yo B i o xz? y* s
(@ — xy) (a - zy) = LS a? o K2aq® — L

L2 v 9% BF s pdids
RO i) OR= ata; OR. OR' = a2 K.
4. 1) Sa se arate ci produsul distantelor focarelor
-oarecare la elipsi, este-constant si egal cu b2,
II) 8a se afle locul geometric al proectii focarelor pe tangente.
R. Ecuatia unei tangente se va scrie:

la o tangenta

Y= mx - iy az*m
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I) P, P', fiind proectiile focarelor pe tangenti, avem :
FP. FiRli—g

II) Locul lui P se obtine eliminand m -intre ecuatia tangentei si
perpendicularei din F pe ea. Se giseste cercul director:

x> + y2 = a2

/ 5. Se d4 un cerc de centru O si diametru AA’= 2 R. Dintr'un punct
M al acestui cerc, ca centru, se descrie un cerc tangent in N dreptei
AA', care va tiia cercul dat in punctele C si D. Sa se afle locul geo-
metric al punctului de intersectie a dreptelor MN si CD.

R. A (R)0), A" (— R,0). M (), %,). Cercul de centru M are ca ecuatie:

22+ Yy — 2w — 2 Yy + z2= 0

CD este axul radical al cercului dat si celui cu centru in M. Lcenl

este elipsa :
- @2 4 2

RT R

=

“Y 6. M fiind un punct variabil al unei elipse cu focarele F si ¥/, se
duce dreapta FM si perpendiculara din centru pe tangenta in M Ia
elipsi. S4 se afle locul geometric al punctului de intersectie a acestor
doua drepte, cand M descrie elipsa.

Roax2 4+ 92 —cx = 0.
7. Din fiecare punct M al unui cerc O se lasi perpendiculare MN
pe o dreaptd D. Se cere locul mijlocului dreptei MN.
R. D = Oz. Cercul: (x — 02+ (y—a)2 = Rz
Locul este elipsa :
2 2y — a2 = Rz

@ :
Transportdnd axele paralel in (0, 2_—), elipsa are ca, ecuatie :

8. O dreaptd AB de mirime constanti (a-}-b) se reazemi pe doua
drepte perpendiculare Ox si Oy, A fiind pe Oz, B pe Oy Se cere
locul punctului M al dreptei AB, stiind c& AM = a, BM = b, « si b
fiind constante, cand AB variazi ca pozitie.

R. A (¢,0), Blo,8). M (z). o2 + 2= (a + b

a
« b P

PrT = ———— _ —

.
12

Locul este elipsa :
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a2 y2
= FL—a-o

9. Sa se afle locul geometric al punctelor, astfel ci suma pitrate-
lor distantelor la doua drepte OD si OD’ si fie constanti si egald
cu K2

P. Se ia ca Oz si Oy bisectoarele unghiului DOD’,0D = y — az =0.
Locul este elipsa :

2 a2 x? a7 2 2 e
K2 (1 + a2 Kz (1 4 a2

10. Si se giseasca locul mijloacelor coardelor unei elipse, stiind cd
aceste coarde trec printr'un punct P.

R. P (p, q). Fie My (x,y0) mijlocul unei coarde. Se scrie coordona-
tele unui punct M (2 cos @, yetr sin @) al acestei drepte si ard-
tand ci este pe elipsd, se pune conditia ci ecuatia ce da valorile luj
7, are suma radécinilor zero. Se inlocueste in relatia giisitd pe:

7—
p—xy

tga —7

cdci dreapta M,P este definitd prin dous puncte, al cirei coeficient
unghiular tg « este dat de relatia de mai sus. Locul lui M, este elipsa:
Bzt a’y?— b2p xy— atqy, =0

11. O coardd a upui cerc se deplaseazi paralel cu o directie fixi.
Prin extremitatile ei se duc paralele cu doua directii date.

Sa se afle locul geometric al punctelor de intlnire a acestor para-
lele.

R. Se ia ca origind centrul cercului, iar ca Ox paralela prin O
cu directia coardelor. R fiind raza cercului, m, m’ directiile paralele-
lor, y = A ecuatia unei paralele cu Oz, se va duce prin punctele ei
de intersectie cu cercul paralele si se elimina } intre ecuatiile lor.

Yoada ¥ y— 1 ot
G L st A L P MG e s, e ol 81 RS

Locul este elipsa :

2mm’ x\2
g g ARl BT PR
(m — m)? x4 ( Y = R

)(12. Sé se afle locul geomstric al punctelor de unde se poate duce
la elipsa doua tangente, astfel ci dreptele ce unesc centrul elipsei cu
punctul lor de contact, si fie doi diametrii conjugati.

R. Ecuatia ce da coeficiéntii unghiulari ai tangentelor duse din
Mg (, ) este:

m2 (xe? — a2) — 2m xp gy -+ y,2 — b2 = 0,

Se tine seami ci tangentele din M, sunt paralele cu diametrii con-
jugati. Locul este elipsa :
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Xy2 Yoo
2 a2 .- 2 bz .

13. Fiind datd o elips¢ cu axamare AA' si cercul siu director (cer-
cul de diametru AA’), se duce printr’un punct M al elipsei o perpen-
diculara pe AA’, ce taie cercul in punctul N (M si N fiind amandous
de aceiasi parte a lui AAY). Si se afle locul geometric al punctului
de intersectie a normalei in M la elipsd si normalei in N la cerc.

R. M (acos ¥, b sin ¥), N (acos ¥ asin ). Locul
este cercul: ’

22 -Llgy? = (e b2

14. Se considera o elipsa raportatd la axele sale Oz, Oy si doua
puncte D si D! pe Oy, astfel ca: OD = OD' — d; fie M (z, 1) un
punct variabil pe elipsi,

. 10. Dreapta DM taie pe Oz in N ; 54 se afle locul geometric al punc-
tului R de intalnire al dreptelor OM si D'N.
R. M (2, %), D (0, d). Ecuatia loculni geometric este :

l(d.'I:)2 1(dy)2_1
a \d +2 Y bt \d 2 Y

15. Sa se afle locul geometric al intersectii perpendicularei din focarul.
F pe tangentd in M, cu dreapta OM. !

R. Directoarea corespunzitoare focarului F.
“A16 Local intersectii tangentelor la capetele a doi diametrii conjugati
ai elipsei este o elipsi. :

R. OM', OM’ doi diametrii conjugati. M’ (2!, y), M"(z", y). Se 'calcu-
leazd cu formulele lai Chasles coordonatele (', y') eu ajutorul lui (z',y")

) i 2 ¥ xx! yy"
Se scrie ecuatiile tangentelor in M’ si M”: S + % — 1 =0, ete.
Locul este:
) 2
EEl (U ]
2 a2 2 p2

>/ 17. 84 se afle locul geometric al punctului de intersectie al perpen-
dicularei din focarul F pe tangenta in M la o elipsi cu lina ce uneste
centrul cu punctul de contact al tanpentei,
R. Directoarea corespunzitoarea focarnlui F.

o
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80. Iperbola este: Locul punctelor a caror diferentd a dis-
tantelor la doud puncte fire F si F', numite focare, este |
constantd gi egald cu 2a. : )

Sa insemnim cu 2¢ ;Estan’ta focala FE' gi sd luim ca axe
0z §i Oy, dreapa FF' si perpendiculara in mijlocul ei Q.M (z, )
fiind un punct al locului ciutat, ecuatia curbei va fi:

MF — MF' — 24, ®
V&= T — Ve T = 2a
Ridicand la péatrat si fﬁcéncl operatiile, avem :
2 i + &) — 2@ F P o det g — dao.
sau : 3
V@ + 2+ P — ¢ a? = (22 + g2 + ¢)2 — 2a2.

Ridicand din nou la patrat si aranjand, se obtine aceiagi
ecuatie ca la elipsé :

2 9 1
@ =T
Insd, in triunghinl FMF', avem :

FF' > MF — MF".
De unde:
2¢> 2a, ¢D a,

si deci putem pune:
a2 —c2—=— b2, 2 — a2 + b2,

Asa dar ecuatia locului geometric este:
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22
az

o

@[‘ﬁ

[

— 1 =O (1)

Aceasta este ecuatia iperbolei.

Ecuatia curbei, continand puterile cu sot ale lui # si i,
este verificatd si pentru valorile: (— , Y)y (—x, — y), (@&, —y),
ceea ce probeaza ci iperbola este o curba simetrica in raport
cu axa Oy, punctul O, axa Oz. Origina O se numeste centrul
de simetrie al curbei, Ox se zice ama focald, iar Oy axa
nefocald,

Cautand punctele de Intersectie ale iperbolei cu axele de
coordonate, se vede ci numai Oz taie curba in puncte reale,
ale ciror coordonate sunt. (@, 0), (-—a, 0), si se numesc
vdrfurile iperbolei.

Axa Ox care taie curba se numeste axd transversd, iar
Oy aza netransversd, sau imaginard.

81. Forma curbei. Asimptote. Rezolvand ecuatia (1) in
raport cu g, avem :

D e
y=+ —yr2—a2
- a
Vom construi numai ramura :
g
ey [P D
Y = 7 V& a 3

cuprinsd in unghiul 20y, adici ficand pe a sa varieze d
la O la + oo. Insd pentra ca y sa existe, trebue:

22— 208 g on 2< —a.

Deci curba este exterioard regiunei determinati de drep-
tele CC,, C'C’; (Fig. 36):
, z—a=0, 2+ a=0.

Cdnd z—a, ob-
\ ) M tinem punctul
W : ¢ A A (a,0); facand pe

B(o,b) a sd creascd, si y
creste, lar cand

A(-a,0) A(B;o)? A pL=—oco Ss1 y—c=.

oy P P - w : o . .
‘ c}Z‘“) 0 o) Sé cautdm limita

raportului:

2

T e
z a\/ kL

i
/]
S B(o,-b) C,
e

Fig. 36. cind & =— oo, A-
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o ilanl TRl = Pl N s
ceastd limita fiind o irmeaza cd iperbola se apropie, cand

@ cregte nemirginit, de dreapta OC :

P ¢
=
S& considerim diferenta :
b b o
d = —.T——ﬁr‘/.’}:2~—(l2,
a a

a ordonatelor a doud puncte M, si M ale dreptei OC si
iperbolei, corespunzitoare la acelagi valoare a lui z = OP,
Cand x creste, se vede ci aceasts diferentd se micsoreazi,
iar cand z tinde cétre infinit, avem - i

limd __ b . @—Va&—a) @4V —ay
L el e Ilm e L, s e L T
o a Va2 g2
& L L
4= " Vo —op
deci :
X =00

. Prin urmare, curba se apropie de dreapta OC,

2 @
R
§1 cand x creste nemérginit, aceastd dreaptd atinge curba,
sau este tangentd iperbolei la infinit. Dreapta :

Se numeste o asimptotd a iperbole.
Considerand ramurile simetrice cu cea studiatd, se vede
cd iperbola mai are o asimptots, dreapta OC, :

T
Asimptotele - iperbolei sunt diagonalele dreptunghiului /
CC'y C'C,, construit dueand paralele prin extremitatile A i A’

ale axei mari, pe care se ia lungimile :
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AC = AC, = A'Cl; — AIC — .

Luénd simetrica ramurei construite in raport cu Oz, Oy, O,
se obtine toavd iperbola (Fig. 36).
Cand asimptotele :
b

y:;w,y:»—z‘v

ale unel iperbole sunt perpendiculare, adici :
a—"rh
iperbola se zice echilaterd ; iar ecuatia ei, raport»afé la aig, este :
o : w2 e y?. ==ngl)
Exemplu. Sa se construiuécd iperbola :

Nl ot
16 R e
Avem: a=4, b= 3. Construim asimptotele astfel : figuram
punctele A'(4, o), A’(—4, o), B (o, 3), B'(0,—3): construim
dreptunghiul CC', C'C, (Fig. 86); diagonalele dreptunghiului
sunt asimptotele iperbolei. Pentrua construi focarele F (¢, 0),
Fl(—e¢, 0), ne servim de formula : )

2 = a2 + b2,

care probeazd cd distanta OF este ipotenuza triunghiului
dreptunghic, ale cirui catete sunt OA, OB, adici OC; deci
descriind un cerc din O ca centru si cu OC ca razi, el va
| tdia axa transversd in focarele iperbolei, F si F'.

82. Iperbola definiti ca alt loc geometric. Constructia
iperbolei prin puncte. Se dd un cerc cu diametru AA'—24q
st o dreapta D perpendiculard pe AA' si depdrtatd de centrul O
cu distanta b, Prin O se duce o raza variabila OM a cercului
O, care taie dreapta D in N. Tangenta in M la cerc taie dia-

metrul AA' in P. Paralela din M la AA' si pe;pendz’czg@m g

in P pe AA' se taie in R. Sa se afle locul geometric al punc-
tului R, cand raza OM wvariaza. '

Luém AA' ca Oz si perpendiculara in O ca Oy. S# insem-
nam cu ¢ unghiul variabil  OM. Avem, insemnand cu Q
intersectia dreptelor AA’ i D, :

13 2 5

Py
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a

OP = 3
cos(p

Coordonatele punctului R vor fi :

a
(R). &= cosg’ ¥ = bigg.

Ca si elinimam pe ¢, procedim astfel :

x 1 Y sing
a " cosgp’ b T cosg
)
o x- Y- il sy
a* b2 cos®p  cos’p

Deci, locul punctului R este iperbola :

ale cdrei semi axe sunt: a, b.
De aci, deducem reprezentarea parametrica a iperbole; :

anume, exprimarea coordonatelor unui punct al curbei, in
functiune de un parametru variabil P,

a

€X-= 5
COS@

y = btge.

, De asemenea, enunciul problemei de fatd este o metoda
pentru construirea prin puncte a iperbolei ale cdrei semi axe
sunt a si b.

83. Ecuatia tangentei intr’un punct al iperbolei. M, (x,, )
fiind un punct al iperbolei :

pentru a obtine ecuatia tangentei in acest punct, vom pro-
ceda analog ca la elipsd (§ 69) si ecuatia ce di valorile
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lui 7, corespunzitoare punctelor de intersectie ale 1perbolel
cu o dreaptd ce trece prin M,, va fi:

2 2 . e : 9 9

Ccos“« SIn“w« CoS « sinao ZXo- Yo

T +2r — Y%= |+ 7 1—0.
[ a? b? ] [wo @ "l [T

Prin urmare, o dreaptd taie o iperbola in doud puncte la
distantd finitd, in gemeral, afard de cazul:

cos2a sina 0
=R e
ol b
adica : tga'— + e

cand dreapta consideratd este paraleld cu una din asimptote,
cand unul din puncte este la distantd finitd si altul la in-
finit (r'=o<).

Scriind ca cele doud puncte de intersectie se confundd cu
M,, vom avea :

Z Yo 50, @ cose gy sina I s l,'_‘ﬂ)
S e 2

a0 a b* a%y,

iar ecuatia tangentei la iperbola in M, (x,, 1,) este:

b = [ Th Yo_ ]
Y =Yy == el [gree ) - == 1=01,
J JO az yo \ )7 az bz
sau:
i . 2
Ty O YR g i&w_lzo).
a’ b2 ¢ b2

84. Tangente paralele cu o directie datd. Procedand ca
la elipsd (§. 70) ecuatia tangentelor la iperbold paralele cu
directia m;, va fi:

y=me +\V a2 m*—p.

Va corespunde numai o singurd tangentd, cand directia
m este asumpioticd (dreapta de directia m paraleld cu una
din asimptote), in care caz, tangenta este chiar acea asimp-
tota.

In general, insd se pot duce la iperbold doud tangente
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paralele cu directia m, cand aceastd directie nu este asimp-

totica.
85. Polara unui punct fatd de iperboli. Directoare.
Printr'un procedeu analog ca la § 71, se va obtine ecuatia:

Wy g4 s
i e e L
a polarei punctului M (z,, y,) in raport cu iperbola :
22 y*?
a? B e

Polarele focarelor ¥ (¢, 0), F (— ¢, 0), sunt:
(ot
0, Bl + 1 =0,

Cair
i

'si se numesc directoarele iperbolei.
Pentru gasirea polului unei drepte date, se procedeazi

—

ca la elipsa.
.  86. Ecuatia tangentelor dusé dintr'un punct la iperbola.
Punctele de coutact ale tangentelor duse din M, (o5 yo)

PSS

la o iperbold:
2 o2
- g o Il

a?
sunt (z', '), (x", y’), ale cdror coordonate sunt radicinile

ecuatiilor (§ 72):
x'? y* - ao & Yo

B e B __1: e s b e B G St
sau, punctele de intersectie ale iperbolei cu polara lui M,.

Eecuatiile celor doud tangente vor fi:
” !/ !/”
i UG o

=l == )]

= ‘
;s L= &
Ecuatia care da coeficientii unghiulari ai celor doui tan-
gente, duse din M, (x,, y,), este urmand ca la elipsd :
m? (2 — az) — 2 mix, 1/0 + oyt 02 = 0.
Conditia de realitate ale radicinilor acestei ecuatii, este
o + 89 2 0,

T Yo — (2 — @)

sau .
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g 2
s H0ie a0

a’ b2

0

it
IA

Ca si in cazul elipsei, iperbola imparte planul in doud re-
gz.'u'nz' (din punct de vedere elementar ar fi trei); intr'o re-
gilune, expresiunea:

wﬂ y2
a? b2

are un semn, pe curbd valoarea ei este zero, in cealaltd regi-
une, semn contrar. In regiunea unde se afli origina, va a.

vea semnul ce se obtine ficand z — y = 0, adic#:
Z Y
a2 e b2 =X 0’

in cealaltd regiune va avea semnul 4.

Prin urmare, cand punctul M, (x, y,) este in regiunea
unde se afli origina (centrul) se pot duce doud tangente;
cand M, este in cealalta regiune, nu se poate duce nici
una; cand M, este pe curbad se duce numai o singuri tan-
genta.

Aplicatie. Locul punctelor de unde se poate duce la iperbold
tangente perpendiculare, este cercul:

2 + Y= a — b

concentric cu iperbola care existd numai pentru a > b, a-
dicé dacd unghiul a simptomelor care contine iperbola este
ascutit; cercul se reduce la un punct cand @ = b (iperbola
echilaterd). In orice alt caz nu existd puncte de unde s#
se ducd la iperbold tangente perpendiculare.
87. Ecuatia normalei la iperboia in punctul Mo (20, Yo)
este : :

2 2 5
y-—uy():—dh— (w_m()), a;;)e _*:léo_—;——-lzo.

88. Diametrii. Diametrii conjugati. Locul mijloacelor
coardelor paralele, adicd diametrul conjugat coardelor de
directie m, care se obtine ca la elipsi (§ 75), va fi:

~
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Toti diametrii deci trec prin centrul iperbolei. Coeficien-
tul unghiular m’ al acestui diametru fiind :
2 b
a* m

2

rezultd cd intre coeficientii unghiulari m si m’ existi re-
latia :

Considerand coardele de directie m’, adici paralele cu
diametrul D, diametrul 1)’ conjugat acestor coarde va fi:

b?
azm'’

3/ = X,
§1 deci intre coeficientii unghiulari a doi diametrii conju-
gati, D si D', existd relatia: :

m m' —-%b?#
T g

iar unul din ei este locul mijloacelor coardelor iperbolei,
paralele cu celalt diametru.

Pentru a vedea pozitia a doi diametrii conjugafi D si D’ ai
iperbolei, si insemnim cu « si ¢ unghiurile lor cu Oz;
avem :
b2
at

tga: tge — S0k

Deci dacd unul din diametrii este in unghiul = o y,
(@ < 90), si celalt diametru este tot in unghiul 20y, cacl
din relatia de mai sus, se giseste: :

b2

L e

>0, « ¢ 909

Mai mult, dacd unul din diametrii, de ex. :
Yy = my,

taie iperbola, celalt:

a2z m "’
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nu mai intdlneste iperbola si este un diametru imaginar, cici
punctele de intersectie sunt imaginare. Mai clar, asimptota -

A x
b Sl 4
este cuprinsd in unghiul format de cei doi diametri con-
jugati.
Cdnd iperbola este echilutera, ecuatia ei fiind :

2 EL S
L —

cei doi diametrii conjugati sunt :

1 g 1
Yy = mr, y = w % g« = m, tg ¢ = T:cotg «

Deci :
o = 900 — o 450 — _‘a;}—\a
—
care probeazd cid bisectoarea axelor Oz, Oy este bisectoarea
celor doi diametrii conjugati, sau cii cei doi diometrii sunt
sitmetrici in raport cu aceastd bisectoare, care este asimptola
iperbolei.
89. Ecuatia iperbolei echilatere raportatd la asimpto-
tele ei. Ecuatia unei iperbole echilatere raportatd la axele
el fiind:

7

B iyl iy
asimptotele ei vor fi:
2 —y=0, x4+ y=0,
adica bisectoarele axelor.
Pentru a raporta iperbola echilaters la asimptotele ei, va
fi de ajuns si invartim axele Oz, Oy imprejurul originei
cu anghiul ¢ = 45%. Formulele de transformare vor fi:

¥ y X z = X cos « — Y sin q,
y =X sin a« + Y cos q
i z = y‘z X —Y),
0 = =
v= Y2 x4y,

lar ecuatia iperbolei devine :

<)

Fig. 47.
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SR s ity B
sau :
> X a2 »
i

Schimband sensul axei OX, ecuatia iperbolei raportati
la asimptotele ei va fi:

a?

X Vot 5

0. Iperbole conjugate. Iperbolele :

; g Q(x‘ﬁ/
\ e il
A
P
/

=L

2 ) oy 2 7
e il engia.g L~—%+1=U,

a2 b¥ R

care au aceleasi asimptote, se zic iperbole conjugate. Axa
transversd a uneia este axa netransversi a celeilalte. Iper-
bola conjugatd are o altd insemnare. Considerind (Fig. 38)
punctul P (a, »,) si simetrical siu in raport cu centru P

(—%1,—y1) sd ducem prin P si P’ paralelele:

b b
Y=gyt e @ — @),y + y = T(x“?‘%)

la asimptotele iperbolei date: aceste drepte se vor tdia in
punctul Q, ale cdrui coordonate se obtin adundnd si sci-
zand ecuatiile lor,

11
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De unde
a2 Dl
P = i = o

Punctul P (z; y,) descrie iperbola datd si deci :

2 2
xy Y%

e S y io=to0
Inlocuind pe z, si y;, deducem:
r 9 e
T g :
L

relatie care probeazd cd punctul Q descric iperbola conju-
gata cu cea data.
Ecuatiile dreptelor OP si OQ fiind :

Y b @,
U — — &Ly Y = -
Y. z Y

- — a‘
ayy

se vede ci:

—n bz B

2 = > a2

mm' -
Xy @y a-

si deci OP si OQ sunt doi diametrii conjugati.

Prin nrmare, iperbola conjugatd cu cea datd este locul geo-
metric al extremitatilor diametrilor imaginari ai iperbolei con-
siderate.

91. Proprietati ale asimptotelor si diametrilor conjugati.

I. Doi diametrii conjugati formeaza cw asimptotele un fasci-
col armonic. Coeficientii unghiulari m,, ms,, m,, my al ace-
stor drepte fiind :

m m, m : m ¢ 4
— D — s == 9 = = My === ——
. d s az P o - e
relatia :
2 (my mg 4 my my) = (my + my) (my -+ m,) e

este verificatda si teorema este demonstrati.
II. O secantd oarecare, meparaleld cu o asimptotd, determind
in iperbold si intre asimptote, coarde care au acelas mijloc. Fie
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MM’ o coardi in iperbold, al cirei mijloc este N: diame-
trul conjugat di-
rectii coardelor
paralele cu MM’
(Fig. 89), este
ON. Ducand
prin O paralela
0D, ¢u MM,
dreptele OD,
‘0D, sunt doi dia-
metrii conjugati
deci formeazi cu
asimptotele
OM’;, OM; un
fascicol armonic. Insd, se stie cd o secants MM’ paralela

cu una din razele OD, ale fascicolului, este tdiatd in doua
parti egale :

M, N =N M,

de celelalte trei raze ale fascicolului. Deci coardele MM si
M, M';, determinate de o secantd in iperbold si intre asimp-
tote, au acelag mijloc. :

11I. O consecintd a acestei proprietati este cii: porfiunile
M, M, M'; M, determinate pe o secantd de o iperbola si asimp-
dotele sale gi cuprinse intre curba st asimptote sunt egale.

IV. O alta consecinta este ci : portiunea unei tungente cu-
Prinsd intre asimptote are mijlocul sau in punctul de contact.

In adevir, in acest caz (Fig. 89) extremitatile M, M’ si
mijlocul N al coardei, ce secanta PP’ ar determina in iper-
bold, sunt confundate cu punctul de contact T.

92. Constructiuni geometrice asupra iperbolei. I. S se
‘construiasca un punct al iperbolei si tangenta in acest
punct. Vom presupune totdeauna cd iperbola este definita prin
asimptotele sale si un punct, cici chiar daci e datd. prin a-
xele sale, asimptotele se pot construi usor, iar unul din
varfurile axei nari este un punct cunosecut.
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Fie aga dar A un punct al iperbolei ale carei asimptote
sunt : 0C si OC' (Fig. 40).
Sd construim wun punct al i-
perbolei. Ducem prin A o se-
cantd ce tauie asimptotele in
E si D; dupd proprietatea
asimptotelor, portiunile se-
cantel cuprinse Intre iperbnld
si asimptote sunt egale ; deci
, . pentru a gasi punctul asezat
Fig. 40. pe dreapta ED, vom Iua
punctul M astfel ca:

DM = AE.

Pentru a duce tangenta in acest punct M, ne servim de pro-
prietatea cé tangenta determind intre asimptote un segment,
al cérul mijloc este punctul de contact. Va trebul si ducem
prin M o dreaptd mérginitd la asimptote, al cérei mijloc
sa fie M. Pentru acesta, ducem prin M paralela MF la asimp-
tota C’O i vom lua pe cealaltd asimptotd punctul H, asa

d: FH = OF. Tangenta in M la iperbolid este HM.

93. 1I. Sa se afle punctele de intersectie ale unei drepte
cu o iperbold. Pentru a'géasi aceastd constructie, vom rezolva
urmétorea problema: Fie M, (w,, y,) un punct al iperbolei :

%2 2

. ——1=0.

Ecuatia comuna a asimptotelor curbei este:

==

a’ h2

S& ducem prin M, (x,, o) o dreaptd al cirei unghiu cu Oz
este «. Insemnand cu M (x, y) un punet oarccare al aces-
tei drepte, si gésim ecuatia ce did valorile lui 7 = M,M,
corespunzatoare punctelor de intersectie ale acestei drepte
cu asimptotele. Inlocuind pe & si y cu:

x = x, + rcose, y =y, + rsing,

in ecuatia asimptotelor, avem:

2



165

(@ 4~ reos @2 (yy + rsin a)2

az b2
De unde :
o [ Cos?a  sinia ‘&, COS Yo SiN @t s
2 ( o _,_2,.( 0 Y% -_)+ (.)%./o‘ L0
a? b2 a2 b2 a? b2
sau :
L[ cos?a  sina. Xy COS Y, Sin «
o 2L 2B e B L U )
a? b2 ) a? b2

Insemnand cu M’, M” punctele de intersectie, avem:

Mo M/ . 7"') MO J\l" e 7'”,
Mo NN A 1
N[UBI MOI\/I = N = _—
cos®a  sin® o
ey b2

De aci rezulti urmitoarea proprietate : Dintr’un punct
M, oarecare al unei iperbole, se duce o paralela cu o
directie data, care tae asimptolele in D' si M". Produsul
M, M. M,M" este constant, ori care ar fi pozitia punctu-
Iui M, pe iperbola.

10. Acestea fiind stabilite, si revenim la constructia punc-
telor de intersectie ale unei drepte D, neparaleld cu asimptotele,
cu iperbola definita prin asimptotele sale OC, OC' st punctul
A (Fig. 41).

Fie E si E', B si B
punctele de intersectie
ale asimptotelor OC si
OC' cudreapta D si pa-
ralela ei dusi prin A.
Dupa proprietatea de
mai sus, daca insemuim
cu M unul din punctele
de intersectie ale drep-
tei D cu iperbola avem :

Fig. 41,
AB. AB' = ME. MFE’.

Z . . =
Vom intrebuintd pentru gésirea lui M urmitoarea con-
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structie: fie F punctul de contact al tangentei duse din A
la cercul de diametru BB’ Lungimea AF este cunoscut,
fiindecd avem :

AF? = AB. AB.

Ridicim in E o perpendiculars EH — AF, pe dreapta D.
1 fiind centrul cercului de diametrn EE', jar P si Q punc-
tele de intersectie ale acestui cerc cu HI, avem :

EH® = HP. HQ,
sau

EH? — AF> — AB. AB' — HP. HQ,

Descriem din I ca centru, si cu raza IH, un cerc ce taie
pe D in M si M. Lungimile HP si HQ sunt respectiv e-
gale cu ME si ME'; de unde:

AB. AB' =— ME. ME/
relatie care probeazi ci M si M’ sunt punctele de inter-
sectie ale dreptei D cu iperbola. (EM=E'M).

2. Pentru a giisi punctele de intersectie a}: iperbolei cu
o dreaptd D paraleli cu o asimptotd, trebue mai intai a
scrie ecuatia iperbolei raportati la asimptotele sale ca
axe de coordonate oblice.

Ecuatia iperbolei va fi de gradul II-a in raport ecu X si
Y. Curba fiind simetricad in raportsd cu centrul, care este
origina axelor OX, OY, ecuatia iperbolei va trebui si fie
satisficutd cand vom inlocul P KRR TR
deci ecuatia va contine numai termeni de gradul al Il-a in
X.siY, si va fi de forma :

pX:42¢gXY LrY2eJs=0

Asimptotele fiind X =0, Y=0, va trebui ca intersectind
iperbola. cu una din asimptote, ambele puncte de inter-
sectie sd fie la infinit; adicd ecuatia care va da abscisele
X, sau ordonatele Y ale acestor puncte de intersectie, tre-
bue si aibd coeficientii necunoscutei la gradul al doilea s1
Intai, améandoi zero.

Fécind X =0, ecuatia care di ordonatele punctelor de
Intersectie ale iperbolei cu asimptota QY, este:

rYi—}—_S:O;

L]
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deci: 7 =0. In acelas mod, ficand Y = (), gésim: p=0.
Ecuatia iperbolei va fi de forma :

= §
2¢XY + s=0, XY = — By
Schimband sensul axei OX, ceeace seo obtine inlocuind X
cu — X, ecuatia este: :
= s
XY=~ XY=K:
2q
Pentru a gisi valoarea constantei K, cu ajutorul cantiti-
tilor @, b, vom Iua intersectia iperbolei cu prima bisectoare,
X =Y, axa transversi a iperbolei, si vom gisi (K, K)
coordonatele punctului A de intersectie. Tangenta in a
acest punct la iperbold, care este paraleld cu bisectoarea
dona: X = — Y, taie axa OX in punctul C, a cirui ab-
scisd este 2 K. Considerand triunghiul dreptunghic OAC,
avem: ;

06" =02 L RC>

sau : :
: 4K2 — g2 4 p2;
de unde:
K2 a4 b2
=g

Ecuatia iperbolei raportatd la asimptotele ei va fi :
2 2
xy @ —1— b

S& demonstrim acum urmitoarea proprietate: M, (X;,Y,),
M, (X, Y, fiind doud puncte ale unei iperbole, parale-
logramul M, NM, P ale carui laturi sunt paralele cu a-
simptotele, are diagonala PN astfel ci trece prin centrul
iperbolei (Fig. 42).

Coordonatele acestor puncte verificind ecuatia iperbolei:

e

(1,2 b'z
o i .

avem :

X, Y, =X,
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Construind paralelogramul M, NM; P, coordonatele punc-
telor P si N sunt : !

P Xy, Yy, NX, Y,
si deci ecuatia dreptei PN va fi:

Y-V,
x—x XX

Fécand X =Y =0, obtinem:

Y2 (XI—XZ) RT3 Xl (Yl_Yz)-
sau :

X2 Ys = X] Yl:

relatie care existd, deoarece punctele M, si M, fiind pe i-
perbold. Ecuatia diagonalei NP filind verificati de coordo-
natele originii, rezulti cii aceastd dreaptd trece prin cen-
trul iperbolei.

Acestea fiind stabilite, s@ ne propunem a construi punctele
de intersectie ale unei iperbole, cu o dreapta paraleld cu una
din asimptote (Fig. 42).

2 Diagonalele filnd 0C, OC', si
ducem prin A o paraleld la OC,
care va téia dreapta D in Ejunim
O cu E si dreapta OE va fi dia-
gonala paralelogramului consi-
derat in proprietatea precedenta.

/o / = (Ii’entru a .construi parale}ogramull,

ucem prin A o paraleld la OC/

care va tdia pe OE in F. Paralela

Fig. 42. din F la OC taie dreapta D in

punctul M, care este tocmai intersectia acestei drepte cu
cu iperbola.

94.'1IL. Sa se duci la o iperboli tangente paralele cu o
directie datd. Vom duce prin centrul O al iperbolei defi-
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nitd prin asimptolele 0C, OC; o dreapti O D; paraleld cu
directia datd (Fig. 43). Stim
cd printre coardele paralele
cu o directie datd sunt si
tangentele la iperbold para-
lele cu acea directie; deci
diametrul conjugat directii
coardelor paralele cu OD;,
trece prin punctele de con-
tact ale tangentelor paralele
cu OD,. Si construim dia-
metrul OD conjugat ca OD,.
Pentru aceasta ducem o paraleld cu OD,, care taie asimp-
totele in B si B. Dreapta Om, ce uneste centrul cu mij-
locul dreptei BB' este diametrul OD conjugat cu OD,. Pe
aceastd dreapta sunt punctele de contact M si M' ale iper-
bolei eu tangentele paralele cu OD,. Ducem prin punctul
A, dat al iperbolei, o paraleld cu OD, i fie F si ¥ punc-
tele de intersectie ale ei cu asimptotele; ducand tangenta
AE din punctul A la cercul de diametru FF', avem:

Fig. 43.

AE’ = AF. AF.

Stim insd, cd dacd am fi dus prin alt punct M al iper-
bolei g’paraleld cu AF si am fi considerat punctele ei de
intersectie cu asimptotele, am fi avut relatia:

-\
AF AR’ = MO. MO, Cbm'w/cvzg—v‘,f}«m
Insi ¥ - Do) Tt 2.
nsa: j
& e eo acelon /{cuur,f
AET—= AR AR &

dect AE?2 = MO?, AE — MO.

Deci, pentrn a gési punctul M, luim pe OD lungimea
OM = AE. De asemenea simetricnl M’ al lui M in raport
cu O, este un alt punct care satisface relatia de- mai sus-
Dreptele MT, MT' paralele cu OD, sunt tangentele la
iperboli paralelé cu directia dati.



95. 1IV. Constructia iperbolei printr’o trasaturd continui.
Se fixeaza intr'unul din focare F' al curbei, extremitatea
~" unei linii astfel ca si se poatd in-
\ varti in jurul acestui punct, cum se
vede pe figura 44. Un fir, care are
o lungime egala cu diferenta dintre
lungimile linii si axei transverse,
este legat in F si de capitul linii.
Un creion M alunecand dealungul
_Fig. 44. linii si tinand firul intins pe linje,
descrie un arc de iperbold. In adevdr, diferenta razelor
vectoare F'M si FM este constanti si egald cu diferenta
lungimilor linii si firului, adici 2 a.

Exercitii.

1. Se duce prin origina axelor de coordonate perpendiculare o
secanta variabili ce taie doui drepte paralele cu Oz si Oy in
punctele A si B. Paralele la axe prin A si B se taie in M. Se
cere locul geometric al lui M.

R. ay = const. O iperbold echilaterd ale carei asimptote
sunt axele de coordonate.

2. Fie C si D punctele unde o paraleld variabili cu Oy taie un
cerc cu centru O si de razi R. A si B fiind extremitatile diame-
trului asezat pe Oz, sa se afle locul geometric al punctului M de
intalnire al dreptelor AD si BC.

R. Se inmulfesc ecuatiile dreptelor AD si BC. Locul este iper-
bola echilaters : z2 — 72 = “R2|

3. Si se afle locul geometric al centrelor cercurilor ce determini
pe axele de coordonate doui coarde de lungimi date.

R. Cercul variabil: (z — ¢ P+ (y— p)2=r

Se cautdi punctele de intersecfie cu axele; se scrie ci acele

coarde au lungimile ¢ si b, se va elimina » intre ele ; locul este :

ai — b2
T —y = 5y

/ 4. Prin doua puncte fixe A si B se duce un cerc variabil ; S se

afle locul geometric al punctului de contact al cercului cu tangen-
tele duse la acest cerc perpendiculare pe AB. >

R. X (a, 0), B (—a, 0). Centrul cercului (o, 4 ). Locul este :

(@2 — ¥2) (x2 — Y2 — 2a2) = 0; 28 — y2 =0, 22 _'7/2:9@2_

5. Fiind date doui axe perpendiculare Oz si Oy, se ia pe Oxn

punctul variabil M si pe Oy punctul variabil N, astfel ci supra-
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fata triunghiului OMN si fie constants si egala cu K2. Si se afle
locul geometric al mijlocului dreptei MN.

R. M (A, o)y N (o, 1558 =2 K2 Locul este iperbola echi-
latera: zy =%i:
raportati la asimptotele sale.

6. Se di punctele A si A’ pe Oz, astfel ci: OA — OA’ — 4.
Se uneste un punct variabil M al dreptei Oy cu A si se ridicd
perpendiculara in A pe'AM, care se taie cu A'M in N. Si se
afle locul geometric al punctului N, cand M descrie Oy.

R. M, ). 2 — y? = g2

/ 7. Si se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente la
doud cercuri de raze R si R’

R. Linia centrelor ca Ox, coordonatele centrelor (a, 0), (— a,o0).
Locul este o iperbola cu focarele in centrele cercurilor si semiaxa
R — R

s .

/ 8. Printr’un punct A al unei iperbole echilatere se duc doui coarde
AM si AN, perpendiculare intre ele sl care taie iperbola in M si N.
Sa se demonstreze ci dreapta MN este paraleli cu normala in A la
iperbola.

mare :

R.  Se raporteazi iperbola echilatera la asimptotele ei; are
2 v
ecuafia: 2y = %—. A (2y, 91), M (22, w5), se cautd coordo-

natele punctului N unde perpendiculara in A taie iperbola.

9. Tangenta intr'un punct M al unei iperbole echilatere cu cen-
tru in O taie axele Oz si Oy (de simetrie ale curbei) in N 81 N
Sa se arate cii cercul de diametru NN’ este tangent in O; dreptei OM.

xo? tho?

REM (@5 9., ot

e

X 10. s se afle locul geometric al punctului de intersecfie al
perpendicularei din centrui unei iperbole pe tangenta in M la iper-
boli cu dreapta ce uneste focarul! F cu punctul variabil al iper-
bolei.

R. Un cerc.
11. A fiind mijlocul lui BC, si se afle Locul punctelor M, astfel
ci: MA® — MB. MC. ‘
R. AB = AC = g4. Locul este iperbola, :
aﬁ
T =Y =

X 12, Se da un cerc O tangent la axele de coordonate Oz si Oy.
O tangenta variabili la acest cerc taie axele Oz in A si Oy in B.
Si sc giseascd locul geometric al punctului de intersecfie al pa-
ralelor li axc duse prin A si B, cand tangenta variazi.

R. Fie M (z), y,) un punct al locului. A (z, 0); B (0, 7).
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Se scrie ci dreapta AB este tangentd cercului de razi R. Locul
este iperbola :

@y— 2R) (go— 2 R) — 2 Re.

Deplasand axele in punctul zg = 2R, y, = 2R, ecuatia curbei
va fi:

X Ve =12 R
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Parabola

96. Farabola este locul geometric al punctelor egal depaitate
de un punct F, numit focar, si de o dreapta D, numita di-
rectoare. Vom lua pentru axa Ox perpendiculara FD lisati
din ¥ pe dreapta D si pentru Oy. perpendiculara pe O in
mijlocul lui FD (Fig. 45). Sensul axei Ox este indreptat
dela directoare citre focar. Lungimea DF se numeste pa-
rametrul parabolei si se noteazi cu p. Coordonatele punc-
tului F sunt deci(-%, O), iar ecuatia directoarei : z —}——ﬁ ==();

Insemnand cu M (, y) : =
coordonatele unui punct
al Jocului geometric si
cu Mm distanta punc-
tului M la directoare,

avem : ﬁ
e e

g
w3
w4

Ecuatia locului geometric va fi:

MF — Mm,
sau :

VETEy g

Ridicand la piatrat, se obtine ecuatia parabolei :

YyE—="2 e

|
=0 v i L
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Ecuatia necontinand de cit puterea cu sot a lui ¢, va fi
verificatd inlocuind pe y cu — y; deci curba este sime
tricd in raport cu axa Ox, numiti aza de simetrie a curbe;,
Fécand y = 0, se obtine x = (; parabola are wdrful sdu
O in origina axelor. ‘

97. Forma curbei. Rezolvand ecuatia parabolei in raport
CH y, se obfiie: — . LUl o

/
/

i_\ y.— A 2.

Curba fiind simetfi’é‘ﬁ‘fnv—rapgrg cu Oz, vom construi nu-
mai ramura : V /
Y = V2 p,
cealaltd ramurid construindu-se ugor dacd se ia simetrica
celei dintai in raport cu Ou.
Pentru ca y si existe, trebue :

2P r =0

sau: x > 0; vom studia variatia functiunei numai pentru
valorile pozitive ale lui y. Tot de aci se mai deduce ca pa-
rabola este asezatd la dreapta axei Oy.

Cand 2 = 0, avem y — 0: curba trece prin origini.
Cand 1 cregte si y creste; iar cand z — oo si y tinde
citre ==. Si vedem valoarea raportului (y: x) cand x creste
nemarginit. Avem :

Y =Py,

L: dEpra
& _'f[;_7

deci limita lui este (y : @) este egald cu zero, cand KLe—=10,
iy, : g Tl
pe cand in cazul iperbolei acest raport era it

In cazul iperbolei raportul (y : @) avand o limitd deter-
minatd, aceasta insemna ci x §1 y crescind foarte mult,
gradul lor de marime era acelas, sau mai bine ci 4 si oy
cresteau proportional ; pe cand in cazul parabolei, x creste
mai repede citre infinit de cat y §1 de aceia raportul din-
tre y si x a fost zero.

‘Exemplu. Sa se construiasca parabola :

1

¥ — 3 x = 0.
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Varful este in origina axelor; coordonatele focarului
3 e : 3
sunt (—_i»—, 0); ecuatia directoarei: x - < =0

98. Tangenta intr'un punct al parabolei. Fie M, (x,, y,)
un punct al parabolei :

ENEE D =10
adicd :
Y — 2 p 2, = 0.
Ecuatia tangentei in acest punct va fi de forma :
Yy —Y=18 0z — x)

rdmanénd si determinim pe tg ¢ astfel ca cele dous puncte
de intersectie ale acestei drepte [cu parabola, si se con-
funde cu M,

Coordonatele unui punct al acestei drepte sunt :

&=, -rese y=1y |+ rsine
Scriind cd acest.punct este pe curba, obtinem :

®o + 7 sin ¢ — 2 p (@, + r cos ¢) = O,
sau :

rsin%e 4 2 1 (y, sin ¢ — peose) - % B g =041,

Aceastd ecuatie fiind de gradul Il-a in raport cu r, re-
zultd cid avem doud puncte .de Intersectie :

Zy 417 cos & Yo 4 1’ sin a3 @y + 2 cos q, Yo -+ ¢ sine;

~deci o dreapta taie o parabold in doud puncte.
De oarece punctul M, este pe curhd, avem -

Yoo — 2 p x =0,

si deci ecuatia (1) are o radicind » — 0, ceiace trebuia,

ciacl un punct de intersectie este M, (2, 2. .
Pentru ca dreapta consideratd si fie tangenta parabolei

in M,, trebue ca si celalt punct si se confunde cu M, a-

dicd_si r" —
Deeci :
Yo SN & — p cos @ = 0.
De unde :
tg o= L,

Yo

A4

i

/
{

-
=
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- lar ecuatia tangeritei in My (@ yy) va fi :
p 1
ik =t (& — @)y (o = 2 BT

Yo

sau, dezvoltand :
9% — p @4x) = 0, @ = 2.p x,).

Cautand punctul de intersectie al acestei tangente cu axa
O, ceiace se obtine facand y — 0, avem :

&x + Ly — 07

sau :
o == "(70)

ceiace probeazi, cii : Punctul de intersectie al tangentei
M, la o parabola, cu axa O a parabolei, este simetricul
proectiei pe axa a punctului My, in raport cu varful pa-
rabolei. :

99. Tangenta paraleli cu o directie dati. Insemnand cu
m directia datd, pentru ca dreapta:

Yy =max -+ n
sd fie tangenta la parabola -
Wis=depr =0,
va trebui ca ecuatia ce se obtine inlocuind pe y cu mu—+n,
sd aiba doud ridacini egale. Avem : .
(- fmf— 2 px—=0,
de unde :
m? 22 2 x (mop P) + n = 0.
Conditia ‘ca si aiba doud radicin; egale, este:

\ (mn — p)2 — m2 p2 — ),
De unde : -
P

N IS
2m

lar ecuatia tangentei paraleld cu directin m va fi:

e

Yy =max L L.
y " 9m

Rezultd ci la paraboli se poate duce numai o singura
tangentd paraleld cu o directie data.
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100. Polara unui punct fati de paraboli. M, (@, y,)
fiind un punct in planul unei parabole :

¥ —2pax =0,

locul punctelor conjugate armonic cu M, in raport cu pune-
tele de intersectie ale parabolei cu o secantd variabili ce
trece prin M, este polara punctului M, in raport cu pa-
rabola. '
Printr'un proceden analog ca la § 71, se obtine ci:

Y% —p @+ o) =0.
este ecuatia polarei punctului M, (x,, y,) fatd de parabola :

¥ —2pax=0.

Polara focarului F (%, 0 ) este dreapta :

w‘l‘%zor

adicd directoarea parabolei.
Pentru gisirea polului dreptei :

Az 4+ By+0—o

se identifici ecuatiile :

Ao+ By 4 =0, P@+ 2) —yyy=0

si se obtine:
o=t pay
A B =0

Polara wnui punct M, se obtine unind punctele de con-
tact ale parabolei en tangentele duse din M,.

101. Ecuatia tangentelor duse dintr’un punct Ia para-
bola. M, (x,, Y%) fiind un punct in planul wunei parabole,
pentru a gisi ecuatiile tangentelor duse din M,, vom ciuta
coordonatele punctelor de contact M @, y), M” @5 y").

Aceste puncte sunt la intersectia parabolei cq polara lui
M, si deci coordonatele lor sunt riddcinile ecuatiilor :

2 p x =8 Y9 —p (@ + z5) = 0.
12
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Ecuatiile tangentelor duse din M, la paral%‘)ijy vor fi:

Yyy¥ —ple+)=0, yy —p @+ o) =0,

Este insd alt procedeu, adicii determindnd directiile m ale
acestor tangente.
Ecuatia tangentei la o parabold si avand directia m fiind -

p
2 m

Yy = mx + s
pentru ca si fie o tangentd dusi din M, (29, ¥o), Va trebui
si avem :
0 0 9 m

Aceasti ecuatie fiind de gradul al doilea in m, vom pu-
tea duce, in general, doui tangente dintrun punct la pa-
raboli, ‘
Dezvoltand, avem :

b e SR e U EE T
Conditia de realitate a riidicinilor este :
Yo — 2 p x, >0.

Pentru a interpreta geometric aceasts conditie, si con-
siderdm cele doud regiuni in care este inpartit planul de
parabola :

) pxr = 0.
Intr’o regiune, expresiunea :
2
Yo — 2p‘TO
E 4 :
va avea un semn, in cealaltd regiune semn contrar, 1ar
pentru punctele parabolei, valoarea zero.

Pentru a veded semnul ‘in regiunea unde este focarul,
vom face : y =0, = = 1 si avem:

2
yo—2px0=—2p < 0.
Prin urmare, in regiunea interioari parabolei, avem :

: Yo — 2pa, <O,



179

pe curbi zero, iar in regiunea exterioari :
2
Yo — 2pa, > 0.

Revenind la conditia de realitate a tangentelor, deducem :
dacd punctul M (x, y,) este interior parabolei, nu se poate
duce nici o tangentd ; cAnd M, este pe curbd, se duce nu-
mai o singurd tangentd; cand M, este exterior parabolei,
-se pot duce doud tangente.

Pentrn a giisi ecuatia comun# a celor doud tangente duse
din M, parabolei, vom inlocui pe m cu valoarea sa din e-
cuatia tangentei din Mp,

Yt =m (& — m,).
Ecuatia : 2m*x, —2my, 4+ p =0
devine: 2 Ly U/_yo)z ™A Yo (x—2) (3/“—%) +P(w—"7"o)2 i O;

si este ecuatia comund arelor doud langente duse din M1, (z,, y,).
102. Aplicatie. Sa se afle locul geometric al punctelor M, de
unde se pot duce la parabold doud tangente perpendiculare
Insemnéand cu m’, m" coeficientii unghiulari a dou# tangente
perpendiculare duse din M,, va trebui si avem :

m m’ 4 1 =0,

m' gi m" fiind ridicinile ecuatii (2). De unde :

. T

21=0+1_O’
sau;

s

Deci, directoarea parabolei este locul punctelor de unde se
pot duce la parabola doud tangente perpendiculare.
103. Ecuatia normalei la parabola :

dusd in punctul M, (a, Y,) al parabolei este :

gy o A
S -l P

(a:——xo);) (yﬁ =29 Er;,).
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Facand in aceasti ecuatie y = 0, se obtine x — P+ o,
care este abscisa punctului de intersectie al mnormalei in
M, (=, y,) cu axa O z. Proectia punctului M, pe Oz avand
abscisa m,, se vede cg proectia pe O a portiunei din normali
cuprinsi intre paraboli §i axd, este egald cu :

@ + p) — x, = p,

adicd o constanti oricare ar fi punctul M,, pe parabols.
104. Diametru. S& considerim o serie de coarde paralele
de directie : m — tgq §1 s gisim locul mijloacelor acestor
coarde, sau diametrul conjugat directii coardelor.
Mo (2, y,) fiind mijlocul unei coarde M’ M, coordonatele

unui punect al acestei coarde sunt :

X =Zy+ rcose, y=y, + rsina

Pentru a gisi valorile 5 si 7" corespunzitoare punctelor M’

$i M’, vom scrie ci punctul considerat apartine parabolei
date :

¥ —2px -0,

Vom avea :

(Yo + 7sine)? — 2p (x, 47 cose) = 0,
sau :

risinta - 2 (¥ sine— p cosa) A8 s 12 pay = 0

Dacd M, (x, Yo) este mijlocul coardei ‘M’ M”, atunci:

MOM’ =l ol M()M”,
deci :
r 4 = 0. Aot~
De unde: "\ . i »)
Yo Sin @ — peose = 0, CAR2L s
)
sau ; : o
s LR #«4ﬁ<
e E’ Yo = m . \ /

Aceasta este ecuatia diametrului conjugat coardelor de
directie m.

De aci rezulti: I, (g tofi diumetrii sunt paraleli cu axa
parabolei. i

IL. Orice dreapta D paralela cu axa este un diametru con-
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Jugat coardelor paralele cu tangenta la parabold in punctul de
intersectie al dreptei D cu parabola.

1. La parabola nu sunt diametrii conjuyati, cici coardele
paralele cu diametrii taind parabola numai intr'un punct la
distanta finitd, au mijloacele lor la infinit. ok

f

? 105. Constructii geometrice asupra parabolei. I. Con-
%

structia parabolei prin puncte. Tangenta intr’'un punct al
parabolei (Fig. 46). Si considerim parabola definitd prin
focarnl F i directoarea D. Ducem axa parabolei si fangenta
la varf, adici axa Oy. Unim un punct oarecare A al direc-
toarei cu focarul F si fie B punctul de intersectie al drep-
tel AF cu Oy; de asemenea, fie D piciorul directoarei pe
axd.

De oarece OD = OF si OB paralelda cu DA rezultd ci
A B = BF. Fie M punctul de intersectie al paralelei
dusd prin A la axd cu perpendiculara in B pe AF.

Triunghiul AMF este S
isoscel si deci: ¥73 M
AM — MF.

Deci M este un punct al
parabolei.

Pentru a duce tangenta
in M, ne servim de pro-
prietatea ca: piciorul P
al  ordonatei  punctului 4 Fig. 46.

M este simetric in raport cu vdrful O fata de piciorul T al
tangentei in M la parabola. :

Prin urmare, luand OT — OP, tangenta in M este MT.
Insd: :

(OF — 0D :
deci :

KT —FO T OB 0D T 0P — DP'— AN A M

Figura AMFTA este un romb, deci diagonale se taie
in parti egale si sunt perpendiculare. Mijlocul lui AF fiind
B, rezulta ca tangenta MT trece prin B, sau este dreapta MB
sl apoi cd este perpendiculard pe AF in B.

De aci rezults :

L) Un punct al parabolei se construeste unind focarul F cu
un punct oarecare A al directoarei. Ferpendiculara pe aceastd
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dreapta (AF) in punctul B, unde taic Iangehta la varf, se in-
talnegte cu paralela la axd dusa prin A in punctul M al para-
bolei i

IT) Tangenta la parabola in M este dreapta MB.

III) Locul punctelor B, proiectiile focarului pe fan-
gentele la parabola, este tangenta la varf. ‘

106. S& se duca la parabold tangenta paraleld cu o di-
rectie datd. Observand figura 46 se vede c& dreapta MB
este perpendiculari pe AF, in mijlocul ei. Considerind
coardele paralele cu tangenta MT, diametrul conjugat ace-
stor coarde trece prin punctul de contact al tangentei MT
g1 este paralel cu axa. Prin urmare, pentru a construi dia-
metrul conjugat coardelor de directie datd, va trebui sa
cunoagtem punctul de contact al tanyentei paralele cu directia
datd. Aceasta este chiar constructia cerutd si se va proceda
astfel (Fig. 46): Ducem prin focar dreapta T paralela cu
directia datd ; perpendiculara in F pe F O taie tangenta la vdrf
in B i directoarea in A. Paralela prin A la axa si perpendi-
culara in A pe AF (paraleld cu ¥ 0) se taie in M, punctul de
contact al tangentei MB, paralela cu directia datd. 40y

Tangenta cerute este BM, iar diametrul conjugat coardelor
paralele ci F 0 este AM.

\\“ 107. Constructia punctelor de intersectie ale unei drepte
Acuo parabold. S& gisim punctele de intersectie ale pa-
rabolei ce e definitd prin focar si directoarea D, cu dreapta
A (Fig. 47). -Dacd A este paraleld cu axa, vom proceda ca

in cazul precedent (§. 106),

H, M i

T i caci va trebul s gdsim punc-

tul de contact al tangentei

" la parabold cu tangenta pa-

X M ralelda cu coardele al céror

SN c diametru conjugat este A.

A 3 ' Vom uni punctul P, unde A

: L taie direcloarea, cu focaxtul F;

7/ T perpendiculara - pe -mijlocul

H} / e lui?k‘ se taie cu A in punctul
1 unde A taie parabola.

Fig. 47. Sa  presupunem dreapta A
neparaleld cu axa. \Vom rezolvi mai intdi urmitoarea pro-
blema : Sa se construiasca polul unei drepte o in raport
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cu parabola. S& counstruim diametrul conjugat coardelor
paralele cu A. Ducem prin F o paraleld cu A si din F o
perpendiculard pe A ce tuie directoarea in A si tangenta
la varf in B. Paralela prin A la axi (Fig. 47) se taie cu
perpendiculara in B ps AF in punctul M. Diamesrul con-
Jugat coardelor de directie A, este AM, iar tangenta paralela
cu A este MB. ‘ RS

Diametrul AM taie parabola in punctul M la distanti
finitd si intr’un alt punct asezat la infinit, care puncte sunt
conjugate armonic in raport cu polul S al dreptei A si
punctul C unde AM taie polara A. Se stie insd ci daci un
punct este aruncat la infinit pe o dreaptd, conjugatul ar-
monic al sdu, punctul M, este agezat la mijlocul dreptei C S,
ce uneste punctele C §i S, cu care sunt conjugate armonic.
Deci polul S al dreptei n se obtine ludnd simetricul S al lui C,
in raport cu M. »

Rezultd de aei urmitoarea proprietate : Dreapta care
uneste polul unei drepte A cu mijlocul coardei determi-
nata de A in paraboli, este paraleld cu axa parabolei si
este inpartita in doua parti egale de parabola (isi are
mijlocul sdu pe paraboli).

Odatd cunoscut punctul S, problema revine la gdsirea
punctelor de contact M, s M, ale parabolei cu tangentele
duse din S Ia paraboli. Si presupunem problema rezolvati
s1 fie M, unul din punctele de contact si H, piciorul per-
pendicularei din M, pe directoare. De oarece M, H —M R
lar M;S (tangenta in M,) perpendiculard pe mijlocul lui H,F,
rezultd ci: HS=ST si deci pentru a construi pe M;, pro-
ceddm astfel: Din S ca centru si cu raza ST descriem un
cerc ce taie directoarea in H; paralela prin Hy la axa taie
dreapta o in M, (sau perpendiculara din S, pe HF, in M,).
In mod analog se obtine si celalt punct M, de intersectie al
dreptei A cu parabola (sau punctul de contact al celei de
a doua tangenti dusid din S la parabold). Punctele M, si M,
sunt simetrice in raport cu C.

B (]
108. Constructia parabolei printr’o trasitura continua.
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S& ne fnchipuim un echer asezat de-a lungul linii D, direc-
A toarea (Fig. 48) si fie un
(] fir de lungime BC fixat

cu un capat in focarul F

si cu celalt in capatul C
al echerului.

£ Ficand si alunece eche-

5/4\’1 rul dea lungul linii D,
2

un creion M, care tine
firul intins bine de la C
spre B, pe echer, va de-
serie o paraboli, cici dis-
tanteie BM si MF totdeauna sunt egale.
- 109. Parabola este limita unei elipse sau a unei iperbole.
Sé considerim o elipsi sau o iperbola variabila, astfel ca
una din axe gi un varf agezat pe aceastd axi si rimae fixe,
pe cand celalt varf si se depirteze la infinit. Ecuatia acestei
curbe, luand varful fix ea origini a axelor perpendiculare,
lar axa consideratd ca O, este:

Fig. 48.

Y= 20a + uaz,

in care coeficientii 4 si u variind odati cu aceastd curba,
tind prin ipotezd citre limitele determinate p si g. Al doilea

7 : : 24 .
varf al curbei date, agezat pe Oz, are ea abscisi — = si

i
de oarece acest punct so depirteazd si tinde citre infinit,
abscisa sa este foarte mare si deci limita lui i trebue si
fie egald cu zero.

Curba limiti citre care tinde elipsa sau iperbola varia-
bild, pe care am considerat-o mai sus, are deci ca ecuatie :

Y2 =12px.

adicd este o paraboli.

Exercitii.

1. Un cerc variabil tangent axei Oy in O taie o paraleli data
la Oy in B si C, iar pe Oz in D. Paralela dusi din B la Oz
taie tangenta in D la cerc in punctul M. Si se afle locul geome-
tric al punctului M.
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R. Ecuatia paralelei: z — 4 = 0. Locul parabola : y2=az—qg2,

Se poate transporta axele paralel in punctul (a, 0). [
2. 84 se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente
la un cerc dat C si o dreaptd dati D. ; Laratsf
B. @ — a) + y — By = 2. Centrul cercului C ©,a);
dreapta D se ia ca Oz. Locul este insemnind cu R raza cercului C:

W PR ) R g,
2

Se vede cd e o parabola 'transportar.ld axele paralel in (O, ﬁa),

3. 84 se afle locul centrelor cercurilor ce trec printr'un punct dat
si determini pe o dreaptd fixa coarde de lungime data K.
R. Oz dreapta datid, Oy perpendiculara din punctul fix A
(0, @) pe Oz. Cercul are ca ecuatie :

@ —aP+ (y— g2 =y
Locul este parabola :

(2
m2—2ay=% — a?

Se poate transporta axele paralel in varful parabolei; ficand
* = 0, rezulti:

4. Se di un punct A $1 o dreapti A. Un cerc variabil de cen-
tru C taie dreapta A in M §$i M. Se duce din C » perpendiculari
pe AM, care tae perpendiculara in M pe A in punctul P. Si se
afle locul geometric al punctului P.

: R. Parabola cu focarul in A si directoarea A, cici PM = PA.

P 5. In cercul de centru O se duce raza variabili OP §i fie Q

proiectia lui P pe Oz, A fiind un punct unde ‘cercul taie axa Oy,

sé se afle locul punctului M de intersectie al dreptelor OP si AQ.
R. Daci R este raza cercului, locul este parabola :

2 4 2Ry — R® —

/ 6. Fiind dati parabola: 42 — 2pr = 0 si un punct A (a, 0)
pe axa Ox) sS4 se giseasci ecuafia unui cerc care si treacy prin
A i si fie tangent parabolei in doua puncte simetrice In raport
cu Ogz. ; 3
R (@ — q) G RER =R . g S scrie cid ecua-
tia ce da ordonatele punctelor de intersectie are radacinile egale.

Avem : @ =a+p4 y2ap, R2 = (a — qp.

7. Baza BC 5 unui triunghi ABC este fixa, iar inalfimea cons-



tanta - st egala cu h Sa se aﬂe locul plmctulul de i-uta.]nue al

maltlmllor A9 o £ % &
SR ABuLneg o C(l, h). Se ia ca Oy perpendlculara. pe mIJ-

llocul lu1 AB Locul ortoeentrnlul ‘efte i 3

i & mz + hy - az 2 O B89 81 s Al piager]
7(8 ' S se a.ﬁte locul geometric al centrelori-cercurilor tangente w:
parabole si directoarei sale.

R MO (:co, Yp) fiind punctul de contact a.I cerculul de cen-
tru € cu parabola, tangenta la paraboli in. M, tale axa in . punc-
tul N (—azp, 0). Se va cauta, - coozdonate,le pun,ctulul P al dlrec-
toarei astfel ci: NP = MN. Paralela la axa prin P se ‘taie -u
normala la parabold in- M, tocmai-in centrul C. Se va elimina
Ty, Yo Intre ecuatiile acestor doui drepte si a palabolel

Sau altfel : Ecuatia cercului va fi: : siodeiag cates

@ — @ + (y = BR = (ai‘+ f.’?)2

BRgos: g i Fifs : hoty

be ia punctele de 1ntelsectle cu palabola Sl mlocumd pq z _cu
e se scrie ca ecuatia obtmuta are o radacina dubld. Rela-

}a obfinuti ce confine pe - si 2  esté ecuatia locului centrului C.

9. Tangenta intr'un punct M al unei parabole taie tangenta la
varf in N.:8e: duce prin N paralela la OM -si.prin O paralela -cu
taigenta dn M. Si se afte docul geometnc -al puupmlm dg mter-
sectié al. deestor para,lelg M 5 glis i SURD A L
M@, w)

,u“— Zp/ =505 Laeu eate .pqrabah"

E, ‘ mr pe dy Hun v
Perpendlcula.ra in A pe A\I 51 palalela dusi ‘din ﬁ' la Oz se “taie in
N. Si se afle locul geometuc al punctujm S
R. A(a, 0). : Locul este parabola : S
£ I9EGY oy . § s € o~y sledeneg
Y2 =xuq »(‘d“d* w)‘:.a)».“ e

TEICE - E ‘(J ( *’tnn

S b

11 Se dd un cerc cu centrul in origina axelor si cu raza R?
Se' '{d pe Oy putictele fixé B sicB’, astfel ci ‘OB = OB’ L 2R:
Sé-anestelfiunctal B'én un PEAes M va‘rmﬁ-r? ‘al édrcakuigi-se prelutigeste
aceastd dreapti pani taie pe Oz in N. Sa se afle locul geometric

al punctului de interseetie :al dreptetor OM si= BN, >Ev A
R. M (Rcos (p, Rsm ). Locul este parabola
~Ba09 somiiilul et i edzs QB2 Idsduit [vng & OF sisd ¥

=

°
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@ = 2Rz 1 R

12. Se da un punct A fix pe axa parabolei si un punct M varia-
bil pe paraboli. Se duce prin A paralela la tangenta in M, la paraboli,
g care se taie cu FM in N. Si se giseascd locul geometric al punctu-
{ lui N.
R. M(A, u). u2 = 2pl. Locul este cercul :
G

/ 22 + 2 — pr + ap — a® = 0.

C -

=
SFARSIT




