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En publiant cette cinquiéme édition de I'algébre denotre
regretté professeur, M. Amiot, nous avons mis tous nos
soins A conserver la plus grande partie de son ceuvre, et &
suivre sa méthode dans les modifications et additions qui
nous ont paru nécessaires.

Les principaux changements portent sur la définition
des quatre opérations algébriques, la mise en équations des
problémes, qui est accompagnée d’exemples empruntés &
la physique et & la géométrie, la théorie des quantités né-
gatives, rédigée d’aprés le souvenir des lecons de M. Du-
bamel 4 la Sorbonne, enfin la théorie des maxima et
minima. Nous avons ajouté de nombreux exercices propo-
sés aux examens des Ecoles militaire et navale.

La table des matiéres, plus détaillée, donne le pro-
gramme complet des matiéres traitées dans 'ouvrage, on
y a mis entre crochets les numéros, qui, sans rentrer dans
le programme du Baccalauréat és-sciences, sont indispen-
sables aux candidats des écoles spéciales.

E. MONCOURT.
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ERRATA.

Page 29, ligne 1 en bas, au lieu de — 25ab8 lisez — 24ab®.
PPage 43, ligne 13 en bas, au diviseur, au lieu de — a®z lisez - az.
id. ligne 7 en bas, au premier reste, au lieu de a% lisez

— a®.

Page 43, ligne 2 en bas, 2¢ division partielle, suppléez a devant I'expo-
sant 2

Page 46, ligne 14 en bas, au lieu de da?® lisez da?.

Page 48, ligne 8 en haut, au lieu de (2a* — a*b%)a? lisez (2a* 4 a*h?)z3,

Page 50, ligne 1 en bas, au lieu de M— lisez e

= " s
! - T a__b
Page 53, ligne 8 en bas, au licu de -b—— v lisez T

Page 56, ligne 11 en bas, au licu de 9a3 + 58at lisez 9a® + 53a*.

n

Page 61, ligne 1 en bas, au lieu de V a* lisez V a*.
Page 134, ligne 2 en haut, au lieu de 3z -+ 27 lisez 3z - 17.
Page 146, ligne 17 en haut, au lieu de D’ lisez D.
Page 220, lignes 7, 8, 9 en bas, corrigez ainsi la fin du tableau.

(7 > 0 négative > positive

‘ p = 0 négative = positive

! p < 0 négative < positive.

Page 227, Ilgne7enbas,auheudez"—-——+| / !:——q lisez
l'——-——l/~—q.

Page 231. exercice 14 au lien de (Rép o=

(= ==}

(1xy5)"—2" o
(xvs) =2/




XVI ERRATA.

Page 246, ligne 4 en haut, au lieu de 72 —rz —r2 =0 lisez
22 —rz—1r2=0.

Page 257, ligne 17 en bas, au lieu de (— 2)? lisez (‘4“)2_ . {
Page 279, ligne 15 en bas, au lieu de 2z2 —20 +32>0 lisezi
92 — 20z 1+ 32 >0.

Page 289, ligne 11 en bas, au lieu de %2 — (p +m) @ + dpm =0 |
lisez 22 — (p +m) z + 2pm = 0. :
Page 289, ligne 4 en bas, au lieu de 4pm lisez 2pm. i
\

Page 293, ligne 3 en haut, au lieu de u2 — pu — m lisez u® —pu—mi
2 2
Page 293, ligne 11 en haut, au lieu de p‘-*(—f”[i— T —11%) <0 lisez

of M _ P |
-1 ) <0

Page 296, ligne 9 en bas, au lieu de 3h2 lisez 3mh?.

Page 365, ligne 8 en haut, au lieu de grand lisez petit.

Page 365, ligne 10, en haut, au licu de petit lisez grand,

ABBRVILLE. — TYP. ET STER. GUSTAVE RETAUX.



LECONS NOUVELLES

D'ALGEBRE ELEMENTAIRE

—

PRELIMINAIRES

PREMIERE LECON

ProcRAMME. — Emploi des lettres et des signes comme moyen d'abréviation et de
généralisation. — Calcul algébrique.

1. - Emploi des lettres et des signes comme moyen
d’abréviation et de généralisation.

1. — Dalgébre est comme l'arithmétique la science des
nombres, c'est-a-dire qu'elle s’applique a toutes les especes
de grandeurs, comparées préalablement a leurs unités respec-
tives et exprimées en nombres. Mais, en arithmétique, un pro-
bleme n’est considéré comme résolu que quand on a trouvé la
valeur nuwmérique du résultat, en algébre au contraire, on
cherche seulement quelle est la suite des opérations a effectuer
sur les données d’'un probléme pour en déduire le résultat.
Changez la valeur numérique des données, les opérations a
effectuer seront encore les mémes; la solution algébrique d’un
probléme comprend ainsi la solution de tous les problemes
numériques de méme espéce, que I'on peut imaginer en faisant
varier la valeur des données.

La valeur particulitre des grandeurs est donc indifférente
dans la solution algébrique d’un probléme, aussi on y peut re-
présenter les grandeurs par des lettres. Les grandeurs données
sont ordinairement représentées par les premiéres lettres de
I'alphabet @, b, ¢..., ou par les initiales de leurs noms, un
rayon par », une hauteur par h, une vitesse par v ; les gran-

1
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l duit, et on lui donne le nom de coefficient. Ainsi le nombre —

2 PREMIERE LECON.

deurs mconnues sont représentées par les derniéres lettres
z, 1y, z. L'emploi des lettres offre le double avantage de la
brievete et de la généralité ; une letire est plus vite écrite qu'un
nombre, qui peut avoir plusieurs chiffres, et puis & la place de
cette letire on pourra mettre tels nombres que l'on voudra.
Aussi souvent, quand les données d'un probleme sont numé-
riques, on les représente par des lettres dans tout le cours du
raisonnement, et ce n’est qu'a la fin qu’on remplace les lettres
par leurs valeurs numeériques.

2. — Les opérations ne pouvant pas étre effectuées sur des
lettres, on les indique par des signes déja employés en arith-
métique.

Le signe -+ qu’on énonce plus exprime 1'addition ; ainsi on
écrit « @ plus b » de la maniere suivante : @ -+ b.

Le signe — qu'on énonce moins exprime la soustraction ;
ainsi « g moins b » s’écrit : @ — b.

Quant a la multiplication, on emploie le signe 3< ou le point
(.), qu'on énonce multiplié par. Ainsi les notations @ < b,
@ . b, représentent le produit de @ par b. Lorsque les deux fac-
teurs du produit ne sont pas des nombres écrits en chiffres, on
supprime le signe de la multiplication, qui est alors indiquée
par la juxta-position des deux facteurs; par exemple les ex-
pressions ab et 5o désignent les produits de @ par b et de 5 par
@, et s'énoncent en supprimant aussi dans le langage les mots
multiplié par. Il est évident que cette abréviation ne peut étre
appliquée a I'écriture du produit de deux nombres écrits en
chiffres car le produit de 5 par 6 n’est pas égal & 56.

Lorsque l'un des facteurs d'un produit algébrique est un
nombre écrit en chiffres, on le place toujoursa la gauche du pro-

3

est le coefficient du produit % abe. On indique la division

ar le signe (: u'on énonce divisé par. Ainsi « a divisé
b ]

par b » sécrit @ : b. Comme toute fraction représente, en
arithmétique, le quotient de la division de son numeérateur par

; . . ¢ ] 20 g
son dénominateur, on emploie aussi, en algebre, la notation A

pour désigner le quotient de la division de @ par b, et on
I'énonce de la maniére suivante : a divisé par b, ou plus sim-
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plement @ sur b. On donne, par analogie, le nom de fraction
algébrique a la quantité _ab_’ dans laquelle ¢ et b ne repré-
sentent plus, comme en arithmétique, des nombres entiers,
mais des nombres quelconques.

On appelle puissance d'un nombre le produit de plusieurs
facteurs égaux & ce nombre, et degré de la puissance le nombre
de ces facteurs, Ainsi le produit de cing facteurs égaux a a ou
aaaaa est la cinquitme puissance de @ ; Descarles* la repré-
sente par la notation abrégée a®, que l'on énonce @ puissance 5
ou simplement @ cing, et dans laquelle le chiffre 5, écrit un
peu plus haut que la lettre @ et & sa droite, a recu le nom d'ex-
posant. La deuxidme et la troisitme puissance d'un nombre
appellent aussi le carré et le cube de ce nombre, ce sont a?
et a® qui 'énoncent a deux et @ trois. Le degré d'une puis-
sance, en algébre, peut étre représenté par une lettre ; ainsi a™
représente un produit de m facteurs égaux & a, et s'énonce @
puissance m ; le mot puissance ne peut ici étre sous-entendu,
pour éviter de confondre a™ avec a.m.

On appelle racine 2™, 3** ou 4** d'un nombre un nouveau
nombre qui élevé & la puissance 2%, 3** ou 4*** reproduit le
premier; les nombres 2, 3, 4 s"appellent les degrés de ces ra-
cines. On indique l'extraction des racines par le signe S
qu'on appelle radical, le nombre dont on extrait la racine se
place sous la barre horizontale, et I'on écrit dans I'ouverture
de ce signe un chiffre, appelé indice, qui marque le degré de
la racine; on supprime ordinairement l'indice lorsqu’il est
égala 2,

On dit qu'un radical est du 2° degré, du 3, du 4°..., selon que
l'indice de ce radical est égala 2, 4 3, & 4...

Les racines 2¢ et 3° d'un nombre s’appellent aussi racines
carrée et cubique de ce nombre.

En algébre le degré d’une racine peut étre représenté par
une lettre ; ainsi Y @ représente un nombre qui élevé a la
puissance m reproduit a, et s'appelle la racine m"“= de a.

Pour indiquer que deux quantités a et b sont égales, on écrit

* Descartes, né a m&w_'l‘mni-e, Van 1596, mort en 1630, est le
teur d'un systeme de philosophie, de la géométrie analytique, et ['auteur
belles découvertes en physique.
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entre elles le signe =, qu’on énonce égale, et l'on appelle éga-
lité la notation
Qi=b:

La quantité o est le premier membre de cette égalité et la
quantité b en est le second membre.

On exprime que deux quantités sont inégales, en les sépa-
rant par le signe > ou le signe <, selon que la premiere est
plus grande ou plus petite que la seconde; et I'on donne le
nom d’inégalité & chacune des notations :

a>b,

a < b,
dont 'une s’énonce a plus grand que b, et 'autre @ plus petit
que b ; la pointe du signe > ou < est toujours toumée vers le
plus petit des deux membres.

REMARQUE. — Lorsque les quantités sur lesquelles on opere
ont la forme de fractions, il faut avoir soin de placer les barres
de division & la méme hauteur, et de placer les signes qui réu-
nissent ces quantités & la méme hauteur que les barres de
division.

EXEMPLES

wr2h
3 2
a ¢ a-t+c
o s =ev i

V=

3. Nous allons voir successivement sur deux exemples,
comment emploi des lettres et des signes abrege et éclaircit
la solution des problémes, puis comment elle la généralise.

PrOBLEME 1. — Trouver deuz nombres dont la somme soit
égale ¢ T5 et la différence égale a 27.

Solution arithmétique. Puisque 27 est la différence des deux
nombres inconnus, le plus grand de ces nombres est égal au
plus petit augmenté de 27 ; leur somme 75 est donc composée
de deux fois le plus petit et de 27 unités. Si I'on diminue deés
lors 75 de 27, le reste 48 représente le double du plus petit
nombre inconnu, qui est, par suite, égal a la moitié de 48,
cest-a-dire & 24. En ajoutant a 24 Yexcés 27 du plus grand
nombre inconnu sur le plus petit, on a 51 pour la valeur du
premier de ces nombres.
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On vérifie les calculs précédents en constatant que la somme
des deux nombres 24 et 51 est égale a 75, et leur différence
égale a 27.

Solution algébrique. Désignons par la letire o le plus petit
des deux nombres inconnus; par suite, le plus grand est re-
présenté par - 27 et leur somme par & +2 427 ou 2z 27.
Or, d’aprés l'énoncé du probleme, cette somme est égale a
75 unités, donc les deux nombres 2z + 27 et 75, obtenus par
des voies différentes, sont égaux ; ce qui s’exprime par I'équa-
tion

2z + 27T =175.

Remarquons que, 75 étant la somme des deux nombres 2z
et 27, le produit 2z est égal a 'exces de 75 sur 27, c’est-a-dire
que

2 —= 48
enfin le nombre z, qui multiplié par 2 doit donner 48, est par
définition le quotient de la division de 48 par 2, donc
@i=—= 24

Telle est la valeur du plus petit des deux nombres inconnus;
le plus grand égale par suite 24 + 27 ou 51.

La vérification de ces nombres se fait comme dans la solu-
tion précédente.

ProeLiME I1. — Un homune dgé de 36 ans a trois enfants
qui ont le premier 12 ans, le second 10 anms, et le troisiéme
8 ans. Dans combien dannées ldge du peére sera=-t-il la
somme des dges de ses enfants?

Solution arithmétique. Si on connaissait le nombre d’années
demandé, en l'ajoutant aux 4ges actuels du pére et des trois
enfants, on obtiendrait quatre nombres tels que, d’apres
vénoncé de la question, le premier serait égal & la somme des
trois antres. Par conséquent le nombre inconnu, augmenté de
36, égale le triple de ce nombre augmenté de 12, de 10 et de 8,
¢'est-a-dire augmenté de 30. Si on retranche 30 unités des deux
membres de cette égalité, le triple du nombre inconnu sera
égal A ce nombre augmenté de 6, qui est l'exces de 36 sur 30.
De la on conclut que le double de cette inconnue égale 6, et,
par suite, que l'inconnue elle-méme égale la moitié de 6 ou 3.

Pour vérifier ce nombre, remarquons que dans 3 ans le
pere et ses enfants auront respectivement 39 ans, 15ans, 13 ans
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et 11 ans; or 39 égale la somme des frois nombres 15, 13 et

11; donc le nombre 3 est bien la valeur de I'inconnue du pro-
bléme.

Solution algébrique. Soit # le nombre des années demandé ;
les 4ges du pére et des enfants seront respeclivement = - 36,
x—-12, £ 10 et 2 - 8. Or 1a somme des Ages des trois enfants
est 32 412 + 10 4 8 ou 3z - 30, et doit étre égale & I'dge
du pere; on a donc I'équation

3z -+ 30 =z -+ 36.

En retranchant successivement 30 unités et # de ses deux
membres, on trouve

et, par suite,
Ti=3!

REMARQUE. — Les solutions algébriques des deux problémes
précédents sont plus simples que leurs solutions arithmétiques;
en effet, emploi des lettres et des signes du calcul algébrique
abrége l'écriture des conditions qui lient l'inconnue aux don-
nées, cest-a-dire l'écriture de I'équation du probleme et des
différentes transformations qu'on fait subir & cette équation
pour la résoudre. Le raisonnement est plus facile et plus sar,
car on voit mieux les termes de chaque équation, et l'on aper-
coit plus vite les opérations qu’il faut faire pour arriver a la
valeur de l'inconnue.

Ces avantages de la méthode algébrique sont d’autant plus
grands et, par suite, d’autant plus évidents que 1'énoncé du
probleme est plus long et plus compliqué.

La méthode qui vient d’étre exposée sommairement pour la
résolution des problemes numériques fait découvrir le nombre
inconnu, mais on ne reconnait plus dans ce nombre ceux qui

ont servi d’éléments, et l'on ne retrouve en lui aucune trace .

des opérations particuliéres qui l'ont produit. Aussi, malgré la
liaison évidente des problémes de méme nature, la résolution
de I'un d’entre eux n’abrége en rien la recherche de I'inconnue
des autres, et chaque exemple particulier doit étre traité comme
si on résolvait la question pour la premiére fois.

Un géometre francais, nommé Viete *, a fait disparaitre cette

* N& en 1540, a Fontenay-le-Comte, en Vendée; mort en 1603,
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imperfection de l'algtbre en désignant par des lettres non-
seulement les inconnues, mais encore les données de tout pro-
bleme numérique. L'avantage de ce mode de représentation
consiste en ce qu’il fait connaitre les opérations par lesquelles
on déduit des quantités données la valeur de l'inconnue; on
appelle formule l'expression algébrique du systeme de ces
opérations. La formule de linconnue d’un probléme est ap-
plicable a tous les problemes de méme nature, puisqu’elle ex-
prime de quelle maniére cette quantité dépend de celles qui
sont données. Clest dans cetle généralité de la formule queé
consiste la généralité de la solution du probleme propose. v

Nous allons appliquer la méthode de Vidte a la résolution
des problemes I et IT qui précedent. Voici le nouvel énoncé du
premier :

to Trouver deux nombres dont la somme soit dgale a s et la
différence égale @ d.

Désignons le plus petit des deux nombres inconnus par la
lettre #, le plus grand de ces nombres est, par suite, égal &
7 -} d, et leur somme §, égale & 2w - d ; ce que jexprime par
I'équation :

w-t+d=s.
Si T'on diminue chaque membre de d unités, les deux restes
que l'on obtient sont égaux; par conséquent

w=s5—4d;
en divisant par 2 les deux membres de cette égalité, on
trouve

s—d
2

Telle est la formule de la valeur de l'inconnue . Elle ex-
prime en langage ordinaire que le plus petit de ces deuxr
nombres est égal @ la moitié de Uezces de leur somme sur leur
différence. '

On obtient le plus grand nombre inconnu en ajoutant
au plus petit la différence d; par conséquent, il est égal

a 8—;d +4d, quantitéquiseréduita s"‘;d . Car, le terme d

pouvant étre mis sous la forme fractionnaire ——, la somme

o=
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- —d
des deux fractions & 5 et —Zi est égale a < 9+ i ou
A 5 L . La formule S_f.; u montre qu'on peut calculer le

plus grand nombre inconnu, sans connaitre le plus petit, puis-

qu'il est égal @ la moitié du nombre qu’on obtient en addi-
tionmani leur somme et leur différence.

Si, dans les deux formules précédentes, on remplace s par
s

75 et d par 27, on trouve égale & 24 et égale

—+d
2
‘451 ces résultats sont identiques & ceux de la premiére mé-
thode.

2 Un homme dgé de a années a trois enfants, qui ont le
premier b années, le second ¢ années et le troisieme d années.
On demande dans combien de temps l'dge du pere sera égal a
la somme des dges de ses enfants.

Soit # le nombre d’années demandé; & I’époque cherchée,
les4ges du peére et de ses enfants seront 4o, 240, 24 c,
@ —-d. Or, d’aprés I'énoncé du probleme, le premier de ces
nombres doit étre égal & la somme des trois autres, c’est-a-dire
égald 3z} b} c-+d, done

32+b+c+d=z-1a.
Retranchons 4 b+ ¢+ d des deux membres de cette éga-
lité, ce qui se fait en diminuant chaque membre de x, de b,
de ¢, et de d. L’on trouve ainsi

2wr=a—b—c—d,

d’ou I'on conclut
a—b—c—d -
[5)

~

pour la formule du nombre d’années demandé.

En y remplacant @ par 36. b par 12, ¢ par 10 et d par 8,
on a 3 pour la valeur de z, comme dans le cas précédent.

Cette formule sert non-seulement a résoudre tous les pro-
plemes de méme nature que le précédent, mais elle montre
encore la condition a laquelle les dges des quatre personnes
doivent satisfaire pour que le probleme soit possible. On voit,
en effet, qu'il faut que I'dge @ du pére soit plus grand que Ia
somme des dges de ses trois enfants, ou au moins égal a cette
somme, pour qu'on puisse soustraire b - c-}-d de a.
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Ces deux exemples suffisent pour faire comprendre toute
I'importance de 'idée de Viete, puisqu’elle conduit 4 la solution
la plus générale des problemes, en faisant connaitre le mode
de formation des inconnues au moyen des données.

ii. — Calcul algébrique. — Classification des formules.

1. — Nous venons de voir que la solution générale d'un
probleme par l'algébre consiste & trouver le tableau des opéra-
tions & effectuer sur des nombres représentés par des lettres
pour en déduire certains résultats, et que ce tablean porte le
nom de formule ou d’expression algébrique.

Il arrive souvent que, pour résoudre un probleme, on a be-
soin d’exécuter sur des formules quelqu'une des opérations de
P’arithmétique: addition, soustraction, multiplication, division.
Nous commencerons par étudier la maniére d'exécuter sur les
formules ces diverses opérations, et de transformer les for-
mules en d’autres plus commodes dans certains cas ; cette partie
de l'algebre porte le nom de caleul algébrigue.

2. — Classification des formules. — Pour plus de fa-
cilité dans le langage, nous partagerons les formules en plu-
sieurs classes, d’apres les signes qu’elles renferment, sans nous
occuper des problémes qui pourraient conduire a ces formules.

Mondme ou terme. — On appelle mondme ou terme une
formule algébrique qui ne renferme ni signe - ni signe —,
< % iy g1
%, é—:—;—‘—, ab, VRr,m%h, V2 r.
Le facteur numérique qui entre dans un mondme, et que 'on
place toujours & sa gauche, s'appelle coefficient ; ici les coefli-
cients sont :

comme : 3ab,

1 5 ="

‘ 3: _1—06 ’ _2_1 1'1 1) bl V?°
On regarde les termes ab ety Rr, qui n'ont pas de coeffi-
cients, comme ayant le coefficient 1, la lettre =, qui n'est
qu'une écriture abrégée du rapport incommensurable de la
circonférence au diamétre 3,1415926....., doit étre regardée

comme un coefficient ; le coefficient incommensurable V2
s'écrit ordinairement 2 droite de la lettre r /2, pour éviter de
confondre y 2 r avec y 2r.
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On appelle termes semblables ceux qui sont formés de la
méme maniére avec les mémes lettres, et qui ne different que

R 2 5a2D
par les coefficients, comme : babc et 5 abe, ou %
2
o 3a?h :
c

Pour calculer la valenr numérique d'un mondme, on rem-
place les lettres par les mombres qu'elles représentent, et on
calcule le numérateur en multipliant le 1** facteur par le 2e,
leur produit par le 3¢, le nouveau produit par le 4°, et ainsi de
suite; on calcule de méme le dénominateur, et on divise la
valeur du numérateur par celle du dénominateur. Si I'un des
facteurs est affecté d’'un exposant ou d'un radical, on calcule

préalablement la puissance ou la racine indiquée.

2
Soit par exemple le monéme

dont on demande la

% \d
valeur en supposant: @ =5, b=26, ¢ =15, d =16.
3><5><36 540 _ 5
2154 120~ T
On peut, avant d’effectuer les calculs, simplifier la fraction

Lavaleur du mondme est alors:

. . 9
qui se réduit & > ou 4, 5.

Polyname. — On appelle  polyndme une formule com-
posée de plusieurs mondmes ou termes réunis par les signes 1=
et — ; la formule prend le nom de bindme quand il n’y a que
deux termes, de trindme quand il y en a trois.

Lhndh3 258 . (1
a4 *“?b o 5“41’ o+ abs——l;— est un polynome,
302 — 412 est un bindme,
R 4 Rr -2 est un trindme

Pour calculer la valeur numérique d'un polynéme , on
calcule, comme nous venons de le dire, la valeur de chacun
des termes, en y remplacant les lettres par les nombres qu'elles
représentent ; ensuite a la valeur du premier on ajoute ou on
retranche la valeur du deuxiéme, selon qu’il a le signe -+ ou
—, au résultat obtenu on ajoute ou on retranche la valeur du
froisieme, et ainsi de suite. ,

Dans une suite d’additions et de soustractions, on peut, sans
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altérer le résultat, changer Vordre des opérations, prineipe
évident, d’o I'on tire, en arithmétique, les regles de T'addition
et de la soustraction ; pour calculer la valeur d'un polyndme,
on pourra donc faire la somme des valeurs des termes ayant le
signe -, et en retrancher la somme des valeurs des termes
ayant le signe —. Le premier terme d'un polyndme, quin‘a
pas de signe, doit étre regardé comme ayant le signe -}-, car
a - b est évidemment égal & b+ @ dans lequel a a effective-
ment le signe .

Au commencement de I'algebre, nous ne considérerons que
des polyndmes ou la premiére somme I’emporte sur la seconde,
de maniére que la soustraction soit toujours possible.

Formule entidre ou fractionnaire. — Une formule est
entiére par rapport aux lettres ou simplement entiére, quand
elle ne contient pas de lettres en dénominateur, comme a0

a—1b .
5 elle est [ractionnaire quand elle contient des lettres
a*—
2ab
Formule rationnelle ou irrationnelle. — Uneformule
est rationnelle quand elle ne contient pas de radicaux placés
at— b
2ab

nelle quand elle contient des radicaux placés sur des lettres,
2

i

3. — Pour indiquer une opération quelconque sur des
formules, on met chacune d'elles dans une parenthése, et l'on
place entre les parenthéses les signes des opérations a exécuter

sur les formules. Les barres de division et les radicaux tiennent
lien de parenthdses; ainsi la division de @ — b par ¢ s'écrit

, d .
= , la racine cubique de a* +- b* s'éerit ;/ a® -+ 0* , mais

lexces de @ sur b — ¢ s'éerira a — (b— ¢), le produit de a
par b — ¢ s'écrira @< (b—¢) ou @ (b — ¢), le carré de 3ab
s'écrira (3ab)?. Nous verrons plus tard ce qu'il faut faire dans
chaque cas pour faire disparaitre les parenthéses.

4. — Degré. — Homogénéité. — On appelle degré
d'un terme entier et rationnel la somme des exposants des

au dénominateur, comme

sur des lettres, comme ., ay3; elle est irration-

comme 2 \/'E y
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lettres qui y entrent; nous verrons plus loin (4 et 5, TTI) *
que le degré d’une fraction est I'exces du degré du numérateur
sur celui du dénominateur, et que le degré d’un radical est

égal au degré de la quantité placée sous le radical divisé par
I'indice du radical ; ainsi les expressions :

9

1 a- . -
2a, e ab, 2mr sont du premier degré,
S a® 87 - = :
a2, 55 Ve, e sont du second degré,
a& P 471'7‘3 Eais .
0, o, Vak?, —5—  sont du troisiéme degré.

Dans les problemes de géométrie quand toutes les longueurs
sont représentées par des lettres, toute formule qui représente
une ligne doit étre du premier degré, celle qui représente une
surface sera du second, celle qui représente un volume sera
du troisiéme; le nombre =, considéré comme coefficient nume-
rique, ne compte pas dans le calcul du degré; il suffira souvent
de considérer le degré d’une formule pour s’apercevoir d'une
erreur.

On dit qu'un polyndme est homogene quand tous ses termes
sont d'un méme degre, qui est alors le degré du polyndme.

b? o
a+b, a4 o @ ~+ Vbe  sont des polynémes homo-
génes du premier degré.
@ — 0, a4 \Jab* 4 2 sont des polynémes homo-
génes du deuxieme degré.

Dans les problemes de géométrie onr toutes les longueurs
Sont représentées par des lettres, le défaut d’homogénéité est

I'indice certain d’une erreur ; ainsi \/3a2+4a serait une
formule fausse.

EXERCICES.

1. — Partager 322 francs entre trois personnes, de maniére que la
premiére ait 12 francs de plus que la seconde, et la seconde 5 francs
de plus que la troisiéme. (Rép. 117, 105, 100.)

* La notation (4 et 5, 1II) indique les lecons 4 et 5, paragraphe III,
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2. — Payer 149 francs avec 40 piéces de 5 francs et de 2 francs,
(Rép. 23 piéces de 5 francs et 17 piéces de 2 francs.)
3. — Calculer la valeur du polynome
4ab — 3ac -+ 2bc — 39,
en supposant
1° a=3, 0=, c=4;

2 a=5, b—’_—Q, c= —'l"‘o

11
(Rép. 1° 45; 2° zéro.)
4. — Calculer la valeur du polynome
2 , a-+b 18a
— — 92
b + c b4c 1R
en supposant
Ao a=1, b=12 et [ ¢'=/4§
2. .a=1, .b=2 et o="§—.

3
(Rép. 1° 3 20 3.)
5. — Une cour a a métres de long, b métres de large, on veut y
planter un cordon d'arbres en forme de rectangle, a ¢ meétres des

bords de la cour, et & d métres les uns des autres; combien y aura-t-
il d’arbres?

ook b—2
(Rép. (i’—dﬁ+ 1)><‘.’+(——d—c+ 1)< 2— 1)



CALCUL ALGEBRIQUE
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ProcrammE. — Réduction des termes semblabies. — Addition. — Soustraction:
'

E. — Réduction des termes semblables des polynomes.

Lorsqu’il y a dans un polyndme plusieurs termes semblables,
on peut toujours les remplacer par un terme unique, renfer-
mant les mémes lettres réunies par les mémes signes et pré-
cédées d'un coefficient et d’un signe convenables.

. — i tous les termes semblables ont le méme signe,
s0it -, soit —, on fait la somme de leurs coefficients, on place
devani cetle somme le signe commun d tous les termes, et on
écrit a la suite la partie littérale commune.

Soit le polynéme - ;

2a + 3b 4 3a — 4c 4 8d + 4a,
il devient en changeant I'ordre des termes
| Ra = 3a + 4a 4 3b —4c}-8d.
| Or 2a représente la somme de deux quantités égales & a, 3o
2t 4a les sommes de 3 et de 4 quantités égales & a, les trois
premiers termes, que I'on pourrait écrire

atataotaotatatat-ata
représentent donc la somme de 2--3--4 ou 9 quantités
égales & a, et le polyndme simplifié devient
9a -+ 3b — 4c - 8d.
Boit ensuite le polynéme
2a — 6b -+ 3¢ — 4b - 5d — 2b.
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En changeant 'ordre des opérations, nous trouvons
2a + 3¢ -+ 5d — 6b — 4b — 2.

Or retrancher 6b revient & retrancher 6 fois de svite la
quantité b, de méme retrancher 4b puis 2b revient a retran-
cher 4 fois puis 2 fois la quantité 4; on a donc & retrancher en
tout 6 442 ou 12 quantités égales a b, et le polynome
simplifié devient
2a -} 3¢ 4 5d — 12b '
ce qui justifie dans les deux cas la régle énoncée.

2. — Si les termes semblables ont des signes différents, les
uns -, les autres —, on fait la somme des coefficients des
termes ayant le signe -, la somme des coefficients des termes
ayant le signe —, puis on soustrait la plus petite de la plus
grande,on donne au résultat le signe de la plus grande et on
écrit a la suite la partie littérale commune.

Soit le polynéme

8a -+ 4b + 3¢ — 2¢ 4+ 7d — 2a -} 4e — 5a,
réunissons d'abord en un seul les termes affectés du signe -,
ensuite ceux qui sont affect¢s du signe —, le polynéme de-
vient
4b — 2¢ -+ 7d -+ he+11a —Ta.
Or, pour ajouter A une quantité 11a, on peut ajouier 4a +7a,
4 étant I'excés de 11 sur 7, on aura ainsi
4b—2c 4 7d + 4e + 4a -+ Ta —Ta,
et, comme ajouter puis retrancher 7a ne change rien a une
quantité, le polynome se réduit a
4b — 2¢ -+ 7d 4 4e + 4a.
Soit ensuite le polynéme
7a + 4b+ 3a — 8¢+ 3d — 8a + 5e — ba,
réunissons d'abord en un seul les termes affectés du signe +,
ensuite ceux qui sont affectés du signe —, le polynome de-
vient
4b — 8¢+ 3d + 5e+ 10a — l4a.

Or, pour retrancher 14a d'une quantité, on peut retrancher
10a¢ puis 4a, 4 étant l'exces de 14 sur 10, on anra ainsi

4b — 8c+ 3d + e+ 10a — 10a — 4a,
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el comme ajouter puis retrancher 10a ne change rien & une
quantité, il reste

4b — 8¢+ 3d + be — 4a.

Ce qui justifie la régle énoncée quand la somme des coeffi-
cients des termes affectés du signe + est la plus forte, et quand
elle est la plus faible.

REMARQUE. — Les démonstrations qui précedent supposent
tes coefficients entiers, nous allons voir comment on les modi-
fierait, si les termes semblables avaient des coefficients frac-
tionnaires.

On peut d’abord supposer ces coefficients réduits au méme

s : re 5 8a 9a 10a
dénominateur ; soitle polynéne 4b + i ous
8a  9a 10a

7 1o et ® sont les sommes de 8, de 9 et de 10

~

quantités égales 3 %, le polynéme proposé est donc la

somme de 4b et de 8 +9 + 10 ou 27 quantités égales T‘;—,
il équivaut &
2Ta
4b —}——1 53

27 : . R .
ECE est la somme des trois coefficients fractionnaires, et la

régle est la méme que dans le cas des coefficients entiers.

Si les coefficients étaient incommensurables, les régles don-
nees précédemment s’appliqueraient encore.

Soit le polynome

b+ Y3a—y2a.
Remplacons \/? ety 2 par leurs valeurs approchées 1,7 et

1,4, nous aurons, puisque ces nouveaux coefficients sont com-
mensurables,

4b+1,70a —1da=4b+ (1,7 —1,4)a.
Cette égalité, subsistant quelque prés que les valeurs appro-

chées soient de leurs limites V'3 et /2, sera encore vraie
quand on y remplacera les valeurs approchées par leurs
limites, et I'on aura

kb 4+ V3a — V2a = 4b+ (V3 — V2) a.

|
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On étendra de la méme maniére aux quantités incommensu-
rables tous les théorémes démontrés sur des quantités com-
mensurables.

Dés lors les régles données précédemment s’appliqueront a
des termes semblables ayant des coefficients littéraux, puisque
les lettres représentent des nombres commensurables ou in=
commensurables, et I'on aura

a-tbz—cx=a-+ (b—c)z, sib>e, (
a -+ br—cr=a— (c— b, sib<e.
Toutes les transformations qui précedent peuvent évidemment
se faire, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres

dans les formules.
|

II. — Définition des quatre opérations algébriques.

Le sens des mots somme, différence, produit, quotient, a élé
étendu en arithmétique au cas oi1 les nombres sur lesquels on
opére sont fractionnaires ou incommensurables; c’est ce sens
général que nous adopterons en algebre, puisque les lettres,
et par suite les formules, y représentent des nombres entiers,
fractionnaires ou incommensurables.

L’addition, la soustrection, la multiplication et la division
de formules algébriques données ont pour but de trouver une
formule, sans parenthése mi barre de division, équivalente
o la somme, & la différence, au produit et au quotient des
formules données, quelles que soient les valeurs aitribuées aux
lettres dans ces formules.

Quand on place les formules entre parenthéses en les réu-
nissant par le signe 4, —, >< ou :, l'opération n’est qu'in-
diquée.

! IHE. — Addition.

L'addition alyébrigue a pour but de trouver une formule
sans parenthéses équivalente a la somme de plusieurs autres,
quelles que soient les valeurs attribuées aux letires; celte
formule s'appelle la somme des autres.

i. — Addition des mondmes,

Soit proposé d’additionner les mondmes 3a%, 5ab? et 2b%;
d’aprés ce que nous avons dit sur le calcul ur d'un

3\-.
7
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polynéme (1, II, 2), la somme cherchée est le polynome
3a2b 4 Sab? 4 22

Les parenthéses que l'on pourrait mettre a chaque monome,
pour indiquer l'opération, ne changeraient rien au calcul de
la formule.

REGLE. — Pour additionner plusieurs mondmes, on les
éerit les uns apres les autres en les séparant par le signe .

2. — Addition des polynomesa

Soit proposé d’additionner les deux polyndmes a -+ b+tc¢

et I — m 4 n — p; l'opération s’indique par
(@+b—e¢) + (I —m+n—p).

Il sagit de faire disparaitre les parentheéses ; la premicre est
inutile, car, soit qu’on la mette, soit qu'on ne la mette pas, il
faut commencer le calcul en faisant la somme des valeurs des
mondmes a, b et retranchant du résultat la valeur du monomec;
mais la seconde parenthése indique que lon doit calculer
l —m +n — p, et ajouter la valeur ainsi obtenue du second
polynéme, & la valeur du premier, tandis que, si I'on supprime
cette seconde parenthése, il faut a la valeur du premier poly-
néme @ + b — ¢ ajouter ¢, puis du résultat retrancher m, puis
ajouter » au nouveau résultat, et finalement retrancher p.
Prouvous que cette seconde série d’opérations donne la méme
somme que la premiere.

Supposons qu'au premier polyndme on ajoute L — m 4 1,
ce qui s'indique

@+b—c+ (I —m+n),
ayant ajouté une quantité trop forte de p, nous avons un
résultat trop fort de p ; pour le rendre juste, il en faudra re-
trancher p, ce qui donne .
a+b—c+ (l—m+ n) —p.

Au lieu d’ajouter [ — m + n au premier polynome, ajontons

' —m, ce qui s'indique par
@ +b—=¢ 4+ ([ —m),
ayant ajouté une quantité trop faible de 7, nous avons un

résultat trop faible de m, et pour le rendre justeily faudra
ajouter n, donc :

a+b—ct+lem+n)=ac+b—c+ (—m +n,

L
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et par suite
o+b—cH(l=m4n)—p=a-+b—c+(l—m)+n—p
ou
@+b—Ct (l—m4+n—p)=a-+b—c+ (l—m)+n—p.
On voit que tous les termes du deuxibme polyndme peuvent
sortir de la parenthése en gardant leur signe + ou —, donc
finalement .
@+b—c)+(l—m+n—p)=a+b—c+l—m+n—p.

R2GLE. — Pour additionner deux polyndmes, on les écrit
Pun a la suite de Pautre, sans parentheses, en les séparant
par le signe .

REMARQUE, — 8i la premitre on la seconde formule se
réduisait & un mondme, on l'écrirait & la gauche ou & la droite
de l'autre, en les séparant par le signe +.

CoROLLAIRE. — Pour additionner plusieurs polyndmes, on
les écrit les uns @ la suite des aulres en les séparant par le
signe -+,

IV. — Soustraction.

La soustraction algébrique a pour but de trouver wune
formule sans parenthéses équivalente a la différence de deux
[ormules donndes, quelles que soient les valeurs attribuées aua
lettres,

Le résultat de cetle opération s'appelle veste ou différence ;
ajouté a la formule que I'on retranche il doit reproduire l'autre
formule donnée,

1. - Sonstraction des mond mes.

Soit le mondme 3a? dont on veut retrancher 5ab?.

D'aprés ce que nous avons dit (1, IL, 2) sur le caleul de la
valeur d'un polyndome, la différence cherchée sera égale au
polynéme

3a% — Hab’.

Les parenthéses que I'on pourrait mettre & chaque mondme,
pour indiquer l'opération, ne changeraient rien au calcul de
la formule.

REGLE. — Pour soustraire un mondme d'un autre, on écrit
le premier & la suite du second, en les séparant par le

signe —.
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2. — Soustraction des polynémes.

Soit a soustraire le polynéme d — e + f du polyndme

a — b + ¢, lopération s'indique avec des parenthéses :
(@ —b+¢ — (d—e~+[).

Il s’agit de faire disparaitre les parenthéses; la premiere est
inutile, car, soit qu'on la mette, soit qu'on ne la mette pas, il
faut commencer le calcul en retranchant de la valeur du
mondme a celle du mondme b, et ajoutant au résultat la valeur
de ¢; mais la seconde parentheése indique qu'il faut calculer la
valeur du second polyndme, et la retrancher de celle du pre-
mier ; en la supprimant simplement on aurait une formule qui
ne serait pas la différence des deux polynomes. En effet, sup-
posons que du premier polyndme on retranche d — e, ce qui
donne :

a—b+c —(d—e),
ayant retranché une quantité trop faible de £, nous aurons un
reste trop fort de f; pour le rendre juste, il en faudra re-
trancher f; donc

a—b+c—(d—e+[)= @ —b+c—(d—e) —/.

Au lieu de retrancher d — e du premier polynome, re-
tranchons seulement d,quantité trop forte de ¢; le reste
@ — b+ ¢ —d sera trop faible de e, et, pour le rendre juste, il
faudra ajouter e, ce qui donne :

a—b+c—(d—e)=a—b+c—d+e,

et par suite

a—btc—(d—e)—f=a—b+c—d+e—]
enfin

(a—b+c¢)—(d—e+f)=a—b+c—d+e—f.
1 On voit que chaque terme qui sort de la seconde parenthése
prend un signe différent de celui qu’il avait dans cette paren-
these ; le premier,qui est censé avoir le signe +,prend le
signe —.

REGLE. — Pour soustraire un polyndme d'un autre poly-
ndme, on écrit successivement tous ses termes a la droite de
cet aulre, avec des signes contraires & ceux dont ils sont
affectes.

Cette regie pourrait se démontrer autrement. Puisque le po-
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lynéme cherché, ajouté au polyndéme & soustraire d — e+ f,
doit reproduire l'autre polynéme donné a — b - ¢, il se com-
posera de @ — b ¢ suivi des termes du polynéme d —e+-f,
affectés chacun d'un signe contraire,

a—b+c—d+e—f; :
car le résultat ainsi obtenu, additionné avec d — e f, donne:
‘ a—b+c—d+e—f+d—e+],
ou en supprimant les termes semblables qui se détruisent
a—b+c.

REMARQUE. — La démonstration et la régle seraient iden-
tiques, si le polyndme dont on soustrait l'autre se réduisait a
un mondme. Si c'est le polyndme & soustraire qui se réduit &
un mondme, il n’y a qu'a l'écrire a la suite de l'autre, en les
séparant par le signe — ; cela résulte de ce que nous avons
dit sur le calcul de la valeur d'un polynéme (1, II, 2).

COROLLAIRE. — Pour soustraire plusieurs formules ou poly-

némes d’une autre formule ou polyndéme, on retranche de cette
dernidére quantité la somme de toutes les autres.

V. — Remarques relatives a 'addition et a la
woustraction.

2. — Si, dans l'addition ou la soustraction de plusieurs mo-
nomes ou polyndmes, le résultat renferme des termes sem-
blables, on pourra les réunir en un seul (2, I).

Pour opérer plus facilement la réduction des termes sem-
blables dans l'addition et la soustraction des polyndmes, on
peat imiter la disposition de I'addition et de la soustraction des
nombres entiers, ¢'est-a-dire placer les polyndmes les uns sous
les autres, en mettant leurs termes semblables dans la méme
colonne. On écrit alors la somme ou la différence sous le der-
nier polyndme, dont on la sépare par un trait horizontal ;
chaque terme de cette somme ou de cette différence se déter-
mine en réduisant a un seul les termes semblables placés dans
la méme colonne. Il ne faut pas oublier, dans la soustraction,
de crhf?@r les signes des termes du polyndéme que l'on re-
trancife.
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EXEMPLES D’ADDITION,

50— b+2 20+ Tb—5¢

2a — 30+ 4c O ,—3c+4d
a+20—-3¢ 50+ 2c —6d

8a—2b+3c 1a+120—6c—2d

EXEMPLES DE SOUSTRAGTION.

2 b
90 — 4b — 8¢ —g»(t-s—ﬁ—b—l—c-—{%
a4 3b — 56 %a——;—b 4
2 76 — 3¢ ! fb 4
Atk g T to s

®. — Toute égalité exprime, en général, deux théoremes,
dont on forme les énonceés en considérant chaque membre de
l'égalité comme la transformée de l'autre, Ainsi les égalités
a—=b+ (c—=d) =a—b+c—=d,
a—b—(c—d)=a—b—c+d,
dont les premiers membres se transforment dans les seconds,
font connaitre les régles de laddition et de la soustraction.
Mais si I'on y considére, au contraire, les premiers membres
comme les transformées des seconds, ce qu'on indique de la
manieére suivante :
a—bte—d=a—b+(c=d),
aa-—b—sc+d=a,-—b'——(c-—d},
on a ce tnéoréme : Lorsqu’on met dans une parenthese un cer-
tain nombre de termes d’un polynome, la parenthese doit étre
précédée du signe + ou du signe —, selon que les terimes qu'elle
renferme ont les mémes signes que dans le polyndme ou des
signes contraires, . ;
Draprés cette régle, le polynome :
a—b+c—d+e
peut &tre écrit de la manidre
a—(b—c)+(e—d).
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EXERCICES:

1o — additionner les polynomes
4ab — 6ac + 15bc+ T,
3ab —bac — The + 3,
—5ab + 8ac — 3bc—10.

90 — Ajouter les polynomes
3 | 1

8a — 12— b + -—g R T M
—4a+b—c+2

—éa+—2-b+3ca—i.

30 — Du polyndéme Ta+ 4b — 3¢ retrancher 8a —2b—5¢+ 2.
o — Soustraire du polynéme 2ab — Bac + 4bc+T la somme des
trois polynomes suivants :

ab — 10ac+ 5bc——1z-,
3ab — Tac + 40bc +1, :
hab + thac — 3bc+-2?;-.

e — Trois joueurs se mettent au jeu, le premier avec @ francs, le
second avec b francs et le troisieme avee c.francs ; ils conviennent
que le perdant doublera Venjeu des deux autres jousurs. Aprés trois
parties perdues successivement par le premier joueur, le second et
le troisieme, gquelles sont les sommes possédées par ces trois per-
sonnes ! !

(Rép. 1° 4a —4b— e, 2° 6b— 2a—2c, 3 Te—a—1b.)

go — Additionner a-+ b et a — b, et retrancher @ —b dea+b.
Enoncer les deux théorémes qui résultent de ces opérations.
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ProcraMME. — Multiplication. — Régle des signes.

I — Définitions.

8. — Multiplier deux nombres U'un par Pautre, c'est effec-
tuer sur le premier appelé multiplicande les mémes opéra-
tions qu'on a faites sur Vunite, pour en déduire le second
appele multiplicateur.

Le résultat de la multiplication se nomme produit ; il a pour
factewrs le multiplicande et le multiplicateur.

Cette définition résume celles quon donne dans l'arithmé-
tique pour lescas ou le multiplicateur est un nombre entier
ou une fraction. En effet si le multiplicateur est un nombre
entier tel que 15, le produit sera la somme de {5 nombres égaux
au multiplicande, et 'si le multiplicateur est un nombre frac-

. ; 3 .
tionnaire, 5 bar exemple, le produit sera égal & la somme de

trois nombres égaux au cinquiéme du multiplicande,

La multiplication algébrique a pour but de trowver une for=
mule sans parenthéses, équivalente qu produit de deux for-
mules données, quelles que soient les valeurs atiribuées aux
lettres. :

La formule trouvée s’appelle produit, et les formules données
sont les facteurs du produit.

Dans la multiplication algébrique nous admettrons les prin-
cipes suivants déja démontrés en arithmétique, et applicables
aux formules algébriques, qui, quand on remplace les lettres
par leurs valeurs, représentent des nombres quelconques,

PRINCIPE I. — On ne change pas la valeur du produit de
plusieurs facteurs en intervertissant I'ordre des facteurs,
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Prixcive 11, — Sil'on multiplie I'un des facteurs d'un pro-
duit par un nombre, le produit est aussi multiplié par ce
nombre.

Prixcrpe 11I. — Pour multiplier un nombre par un produit
de plusieurs facteurs, on peut multiplier ce nombre par le
1*r facteur, le produit obtenu par le 2¢ facteur, le nouveau pro-
duit par le 3¢ facteur, et ainsi de suite.

¥, — Multiplication de deux puissances de la méme
quantité.

Soit & multiplier ¢® par @® Le multiplicande a® est le pro-
duit de 5 facteurs égaux a @, le multiplicateur a® estle produit
de 3 facteurs égaux 2 a. Au lieu de multiplier le multiplicande
par le produit de ces trois facteurs @, on peut (Principe I1I) le
multiplier successivement par chacun des facteurs, ce qui
donne un produit de 53 ou 8 facteurs égaux a a.

@Xad=a.a.a.0a.aXa.a.a,
ou, en adoptant la notation d'un exposant pour indiguer le
nombre des facteurs égaux a a,
a@® X a® = ab.

REGLE. — Le produit de deux puissances de la méme quan-<
tité est uneautre puissance de cette quantité dont le degré égale
la somme des degrés de ses facteurs.

COROLLAIRE. — La régle s’étend évidemment au produit
d'un nombre quelconque de puissances de la méme quantité

' RemaARQUE. — Cette regle est formulée par I'égalité

| a" xa" X d’ =",

'dans laquelle les exposants m, n, et p sont des nombres en-

| tiers quelconques ; si I'un des facteurs n'a pas d'exposant, le

i raisonnement montre qu'il faut le regarder comme ayant l'ex-
posant 1.

1L — Multiplication de deux mondémes.
Prenons pour exemple la multiplication de —'2— a®P par
5a%®, qui s'indique de la maniére suivante :

(—f— a*b’c') X (5a%9).
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La premiére parenthése est inutile, car, soif qu’on la mette,
soit qu'on ne la mette pas, il faudra toujours commencer par
calculer la_valeur du premier monéme; le principe IIT permet
d’enlever la seconde parenthdse ; on fait done le produit de
deux mondimes en les écrivant i la suite I'un de l'autre sans
parenthese, et en les séparant par le signe ><. On peut sim-
plifier I'écriture du résultat, en intervertissant Vordre des fac-
teurs, placant les coefficients I'un & coté de l'autre, ainsi que
les puissances d'une méme letire,

%— < ba2akb b3

ensuite on fait le produit des coefficients, et celui des puissances
d’une méme lettre (3, 1), ce qui donne

% ashBe.

RiGLE. — Le produit de deux mondmes entiers est un
mondme ayant pour coefficient le produit des coefficients des
facteurs, suivi des lettres communes affectées d'un exposant
égal @ la somme de leurs ewposants, et des letires mon com=
munes, chacune avec son exposant.

COROLLAIRE I. — Le degré du produit de deux mondmes
entiers est égal & la somme des degrés des facteurs.

CoroLLAIRE II. — Le produit de plusieurs mondmes entiers
a pour coefficient le produit des coefficients des facteurs, et
contient les lettres non communes, puis les lettres communes a
deux ou plusieurs facteurs affectées chacune d'un exposant égal
a la somme de ses exposants.

IV. — Multiplication d’un mondéme par un polynome
et inversement.

Soit & multiplier le monéme @ par le polyndéme b —c+d,
opération qui s'indique par a(b — ¢ + d). Commele multiplica-
teur b—c-+4d, quels que soient b, ¢ et d s'obtient en exécu-
tant sur 'unité les opérations suivantes :

1xb—1x<ec+41<d

et que, par définition, le produit g'obtient en exécutant sur le
multiplicande @ les mémes opérations, pour avoir le produit
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cherché, nous n’avons qu'a remplacer dans cette série d'opéra-
tions I'unité par a, et il sera

ax<b—ax<c+axXd ou ab=ac+ ad,
ce qui démontre la régle suivante :

\GLE. — Le produit de la multiplication d'un monome
par un polyndme s'obtient en multipliant le mondme par les
différents termies du polyndme et en écrivant ces produits, les
uns @ la suite des autres, avec les signes dont leurs facteurs
sont précédés dans le polyndme.

COROLLAIRE. — Le produit d'un polynéme par un monome
s'obtient d’apres la méme régle, car

(b—c+dja=alb—c+d).

Cette régle rameéne la multiplication d’un mondme par un
polyndme et celle d’'un polyndme par un mondme A uné suite
de multiplications de mondmes qu'on effectue par le procédé
précédemment indiqué. Gest ainsi qu'on trouve que le produit
du polynome 5ah— Tab?* + 40° par le mondme 6a®h? est égal
a 300308 — 42a%h + 24a’P.

On a de méme Gabbdc — 8a®h% —2a’he pour le produit du
mondéme 2a% par le polynome 3b* — habc— ae.

REMARQUE. — L’égalité

ab — ac+ ad=alb—c+d)
montre que, lorsque les termes d'un polynome ab — ac + ad
ont un facteur commun @, on peut le supprimer dans chacun
d’eux, puis multiplier par ce facteur le polynome ainsi modifié ;
c'est ce qu'on appelle metire un monome en facteur commun.

Cette opération est d'une grande utilité ; elle sert a ordonner
un polynéme par rapport a une lettre dont la méme puissance
se trouve dans plusieurs termes. En effet, pour ordonner le
polynéme '

a® + atr + aa? — B3 + bz —ba? — *x
par rapport aux puissances décroissantes de la lettre x, je re-
marque : lo que 27 est facteur des deux termes aa?, br¥
2 que z est aussi facteur des trois termes a%e, bz, c*x. Japy
plique alors la régle précédente & ces deux groupes de termes
et je donne au polyndme proposé la forme suivante :

(@—b)z? + (a*+ b* — cHja+ @ =P,
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Par analogie avec les polyndmes ordonnés dont les coefficients
sont numériques, chacun des multiplicateurs algébriques
a—b, 46— 2, des différentes puissances de la lettre prin-
cipale a recu le nom de coefficient.

Au lieu de mettre les coefficients polynomes dans des pa-
rentheéses, on les écrit aussi de la maniére suivante :

i 1

alz® + a?
—b + —0B il
—¢c? f

Cest-a-dire que les termes de chaque coefficient sont placés les
uns sous les autres et séparés de la lettre principale par un
trait vertical. Cette seconde disposition exige moins de place l
que la premiére dans le sens horizontal. i

|
V. — Multiplication de deux polynomes. — Régle des [
signes.

i. — Soit & multiplier le polynéme @ — b -}~ ¢ par le poly-
nome d — e +f, ce qui s'indique par (@ — b+ ¢) (d— e +/).
Si pour un instant nous remplacons le multiplicande par la
letire p, quu peut prendre toutes les valeurs possibles de ce
polynéme, nous sommes ramenés 4 la multiplication d'un
monéme par un polynéme, qui donne par la régle précé-

dente :
pd — pe 4+ pf.
Remplacons maintenant la lettre p parle polyndme a— b +¢

gu’elle représente, le produit cherché prend la forme .
la —b+c)d—(a—b+c)e+ (a—b+ c)f, J
et en exécutant les multiplications de mondémes indiquées,
(ad — bd + cd) — (ae — be + ce) + (af — bf + cf),
ou {
ad —bd +cd — ae+ be—ce + af — bf + cf. '
Cette formule contient tous les produits partiels des divers
termes du multiplicande par chacun de ceux du multiplicateur,

ceux qui proviennent de termes du multiplicateur ayant l(?
signe + gardent le signe du terme du multiplicande, ceux qui
proviennent de termes du multiplicateur ayant le signe —

prennent, par la soustraction,un signe contraire a celui du
terme du multiplicande. |
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Dans les applications, on se sert souvent des locutions
vicieuses :

+  multiplié par -+ donne +

— multiplié par + donne —

-+  multiplié par — donne —

—  multiplié par —  donne -+

En rapprochant le premier et le quatriéme cas, le deuxieme
et le troisieme, on voit que le produit de deux termes a le
signe 4+ ou le signe —, selon qu’ils ont le méme signe ou des
signes différents; c'est 12 ce qu'on appelle la régle des signes.

On conclut de 1a que :

REGLE. — Pour multiplier deux polyndmes lun paor
Vautre, on multiplie successivement tous les termes du multi-
plicande par chacun de ceuz du multiplicateur, puis on écrit
ces produits partiels les uns & lo suite des auires, en donnant
G chacun d'eux le signe + ou le signe —, selon que les deux
facteurs ont le méme signe ou des signes différents.

Cette regle rameéne la multiplication de deux polynémes &
une suite de multiplications de mondmes qu’on effectue d’apres
le procédé précédemment donné (3, III).

Dans la multiplication algéhrique, la disposition du calcul
est la méme qu'en arithmétique : on place le multiplicateur
sous le multiplicande, et I'on écrit les produits partiels sous le
multiplicateur, dont on les sépare par un trait horizontal ; on
fait ensuite I'addition de ces produits ; et s'ils ont des termes
semblables, on en opére la réduction. Pour faciliter cette ré-
duction, il est bon d’ordonner le multiplicande et le multipli-
cateur par rapport & une méme lettre, s'ils ont une lettre com-
mune. Les produits partiels étant des lors ordonnés par rapport
a cette lettre, on trouvera plus aisément leurs termes sem-
blables, et la réduction de ces termes en deviendra plus facile.
Voici quelques exemples de multiplication de deux polyndémes,
Jsffrant application de toutes les régles précédentes :

e EXEMPLE.

Multiplier . . . . . e oo .. 30 — 2%H21 50203— Gabt

Par s o o @it S S 2a2h2— 3gb3 4 4b%

= £ par + 2a2b2% ... 6a%3— 4aSb10a*b5—12a3b6 .

s { it — 9884 60405 150804180267

: —g s par 4 4b% . . .. +120*b5— 8a3h54-20a2b7—24ab?

Produit total simplifié. . » »  6a8h3—13a5b*+-28a*b5—35a%b5+-38a2h7—24ab®
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2¢ EXEMPLE.

Multiplier « « s « oo a®-20%0%} 4a?bb-8b°

L cee. @207
il mrror gaoamey sabitgans
ETE( par— W 908 faMh8aRbo— 16

Produit total simplifié a®—-1608

REMARQUE, — Si les deux polynomes sont ordonnés par
rapport & une lettre commune dont les coefficients soient eux-
mémes des polyndmes, les régles précédentes sont encore
applicables ; mais il faut effectuer & part les multiplications
des coefficients qu'on ne peut plus faire immeédiatement.

3¢ EXEMPLE.

? 2 %
Multiplier . { + b l o '_*“_ ng i Zlﬂ
ab
i A - ‘2b| 4+ b2
AT o+ ad {224 o3|z
=z |\ par(a—2xd — ab —hab®| —3a2?
=3 + 2abs
3B 4 a2 |22t a%h | xtath?
== [ par ab--b? . +-2ai? 132202 | — abt
g + b | 4 2abs
Produit total simplili¢ a?| 23+ a3 | x2} 2a°b | a4-adb®
— ab + a2b | A Lab3 | — abt
—2b2 —2ab?
+ 0
PRODUITS PARTIELS DES COEFFICIENTS
Premier. Deuxieme. Troisiéme.
a+b a2 + 2ab a*h — ab®
a i 2b a —2b a —2b
2+ ab a® + 2a?b ? a3h — ab?
‘ i 2ab — 2b2 — 2a%h — 4ab? — 2a%b? 4 2ab®
a? — ab — 2b2 a’ — 4ab? adh — 3a2b? 4 2ab?
Quatriéme. Cinquieme. Sixieme.
a4b a2 + 2ab a?h — ab?
ab + b ab + b2 ; ab + b?
a?b + ab? 35 4 2a2b? a’h? — a?b3
:l'-—abﬂ + b3 a + a®h? + 2ab3 + a*h® — abt
a%b + 2ab® 4 b3 “a% + 3a%b? + 2ab° ab? s ©3
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2. — Théordémes relatifs au produit de deux
polyndomes.

TrroreME 1. — Le produit de deuw polyndmes contient an
plus autant de termes qu'il y a d'unités dans le produit du
nombre des termes dw multiplicande par celui des termes du
multiplicateur, et il en a aw moins deus.

Dans la multiplication de deux polynémes quelconques ,
chacun des produits partiels du multiplicande par les diffé-
rents termes du multiplicateur est formé d’autant de termes
quil y en a dans le multiplicande. 8i, premiérement, les deux
polynémes donnés m’ont aucune lettre commune, les termes
des produits partiels, considérés deux a deux, different au
moins par l'un de leurs factenrs algébriques, et la somme de
ces produits n’a pas de termes semblables ; elle contient done
autant de termes qu'il y a d'unités dans le produit du nombre
des termes du multiplicande par le nombre des termes du
multiplicateur. C'est ainsi qu'en multipliant I'un par T'autre
le tringme 2a =+ 3b — 4c et le bindme 5d — 6e qui n'ont pas
de lettre commune, on frouve pour leur produit le poly-
nome ; ,

10ad + 15bd — 20cd — 12ae — 18be + 24ce
qui a 3 >< 2 ou 6 termes.

Considérons, en second lien, deux polynémes ayant une
lettre commune, et ordonnés par rapport aux puissances dé-
croissantes de cette lettre, par exemple les deux polynémes

24’ — 3a* + 4a® — 5a*,
Ba3 — Ta* + 8a.
Dans le produit d'un terme quelconque du multiplicande par
un terme du multiplicateur, la lettre ordonnatrice a pour expo-
sant la somme des exposants dont elle est affectée dans les deux
facteurs ; dés lors le terme provenant de la multiplication des
deux premiers termes 2a%, 6a, du multiplicande et du multi-
plicateur contient cette lettre avec un exposant plus grand que
celui dont elle est affectée dans les autres termes du produit.
Pareillement, le terme qu'on forme en multipliant les deux
derniers termes 5a? et 8a du multiplicande et du multiplicateur
contient la lettre @ avec un exposant plus petit que dans tous
les autres termes. Par conséquent, aprés la réduction des ter-
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mes semblables, le produit des deux polyndmes aura 245 >< a3
ou 12a8 pour premier terme et 5a% >< 8a ou 4043 pour dernier
terme , puisque ces mondmes ne peuvent se réduire aves
aucun autre ; il sera donc composé d’au moins deux
termes. i

On a un exemple du minimum du nombre des termes d'un
produit dans la multiplication du polynéme af + 2% + 4a2t
+ 80° par le bindme a? — 262 ; car on a trouvé af — 1608
(page 30) pour le résultat de cette opération. Cet exemple et
le raisonnement précédent prouvent aussi que chacune des

lettres des deux polyndmes se trouve au moins dans un terme
de leur produit,

THEOREME IT. — [e produit de deuw polyndmes homogeénes
est aussi homogene et d'un degré égal & la somme des degrés
de ses facteurs. .

En effet, chacun des termes des produits partiels qu’on forme
en multipliant le multiplicande par les différents termes du
multiplicateur est d’un degré égal a la somme des degrés de ses
deux facteurs, ou & la somme des degrés des deux polyndmes,
puisqu’ils sont homogénes. La somme de ces produits partiels,
c'est-a-dire le produit des deux polynomes, est donc homo-
gene et d'un degré égal ala somme des degrés de ses fac-
teurs.

Les multiplications des pages 29 et 30 offrent I'exemple de
produits de facteurs homogenes.

REMARQUE. — Le théoreme précédent est fréquemment ap-
pliqué pour reconnaitre si les exposants des termes du produit
de plusieurs polynémes homogénes sont exacts. Supposons,
par exemple, qu’on ait trouvé

1

! Sa%h — 2a%b + 6a2b® — 4ab ’
‘pour le produit des deux polyndmes- homogenes a2 4+ 2ai?,
3ab—2b%; on voit immmédiatement que ce produit est inexact,

puisque le terme 243 n’est pas du méme degré que les trois
autres.

THEOREME ITI. — Le carré d'une somme composee de deuz
pariies est égal au carré de la premiére partie, plus deuz fois
le produit de la premiére par la seconde, plus le carré de la
seconde.

Soit @ + b la somme de deux quantités queleonques, pour
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former son carré faisons le produit de deux facteurs égaux a

a + b. g 4
a
a i b
a4 ab
% it b -
a? + 2ab + b?
Done

a -+ bt =a* 4 2ab 4 B
En appliquant ce théoréme on trouve sans multiplication

2
o+ L) =0 4 22 Bt pat

TagoriME IV. — Lecarré de la différence de deuw quantités
est égal au carré de la premiére, moins deur fois le produit
de la premiére par la seconde, plus le carré de la seconde.

Soit @—b la différence de deux quantités quelconques;
pour former son carré, faisons le produit de deux quantités
égales & @ — b.

a—2>b
a—Db
a* —ab
—ab + B
a*—2ab+0*

Done
(@ — b = a? — 2ab + b

Tagontms V. — Le produit de la somme de deux quantités
par leur différence est égal @ la différence des carrés de ces
quandites.

Soient @ et b deux quantités quelconques : multiplions leur
somme a -+ b par leur différence @ — b, et nous trouverons
a* — b? pour le produit, d’apreés le calcul suivant :

a-+b

a—>b

a® -+ ab
—ab—8

a* — b

En appliquant ce théoréme au produit suivant, on trouve
(2ab + 382 (2ab — 30%) = 4a** — 9B,
REMARQUE. — La formule
(@a+ b) (a—b) =a* — ¥
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est d'un usage trés-fréquent ; non-seulement elle sert a abréger
la multiplication en faisant connaitre la composition d’un pro-
duif, mais encore on I'emploie inversement & décomposer la
différence a®—02 de deux carrés en deux facteurs a-+b, a—0b, |
dont I'un est égal & la différence des racines aeth, deces
carrés, et l'autre égal 4 la somme des mémes racines. l
. 1" ExEMPLE. — Soit le binéme
; (a2 4 ab + )2 — (a2 — ab + p2)2
dont les racines carrées des deux termes sont a* 4 ab - bet

a? — ab + b%; la somme de ces racines étant égale a 2(a® -+ 0%
et leur différence égale & 2ab, on a :

(a* + ab + 132 — (a® — ab 4 122 = 4ab (a2 + 1),
2° EXEMPLE., — On trouverait de méme que |

e [

Cette égalité exprime que le produit de deux nombres quel-
conques a, b, est égal & lexces du corré de lewr demi-somme

: —b
= ) : sur le carré de leur demi-différence

Multiplication de plusieurs polynomes.

Pour faire le produit de plusieurs polyndmes, on multiplie
le premier polynéme par le deuxiéme, puis le résultat de cette
premiere opération par le troisiéme, puis le résultat de cette
seconde opération par le quatriéme, et ainsi de suite jusqu’au
dernier polynéme donné.

On peut intervertir I'ordre des facteurs dans la multiplica-
tion de plusieurs polynémes, sans changer la valeur de leur
produit. L’application de ce principe conduit quelquefois a des
simplifications de calcul, par le rapprochement de facteurs dont

le produit est connu d’avance. Ainsi, pour effectuer le produit
suivant :

.~

(a+b) (a+c)(a—b)(a—e),
je multiplie d’abord le premier facteur par le troisieme, et le
second facteur par le quatridme, parce que ces produits par-
tiels sont donnés par le théoreme V;le produit proposé est
ramené de cette maniére a la multiplication des deux binémes
a*— 0% a®—c2. dont Je résultat est a* — (2 + c?) a* + L%
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EXERCICES.
1* — Multiplier
a%h— 3ab®+ 2b® par 4a’bc,
8ath — 3a3h* + 6a® + abd par 5a*? — 3adh + 4a®,
81a* — 54a3b + 36a2b* — 24ab® + 16b* par 3a+ 20,
a?+ ab+ b par a* — ab+ B3,
at+at+ a®+a' par a® —1,

9¢ — Démontrer que le nombre des termes d'un polynome, entier et
ordonné par rapport & une lettre, est au plus égal i la différence des
exposants de ses deux termes extrémes, augmentée de I'unité.

3° — Si deux polyndmes entiers sont ordonnés par rapport aux
puissances décroissantes d’une lettre qui leur est commune, et que
m, m’ soient les exposants de cette lettre dans les deux premiers
termes de ces polyndmes, et n, 7/, les exposants de la méme lettre
dans les deux derniers termes ; démontrer que le produit des deux po-
lynémes a au plus m —n + m/ — ' -+ | termes.

4 — Mettre en évidence les facteurs communs aux termes de cha-
cun des polyndmes suivants :

4a%h2c — 6a?b¥e + 2abbe,
12ab2% — 18a’s® + 42a%2* — 36072 + 48ab,
2a33c? — 4artAc? 4 6atble.
5+ — Effectuer les produits suivants :

(2a + 3b) (2a — 3b),
(Ta2Pc + 5ab*c®) (Ta*bPc — Sab*c®),
(@+b+c)(@a+b—c){a+c—0b (b+c—a),
B — Vérifier I'égalité
(a*+ 4 0% (a4 124 0%) —(aa'+- b+ oo P =(al! — ba')"
+(ac' — ca')?
+ (b’ — V2.
7o — Multiplier
(5b + 6¢) @+ dbe—d?
par
(56 — 6¢) a + 4be 4-dP.
8 — Faire le carré de 2az+b.
9 — Décomposer (b+¢)? —a* en un produit de deux facteurs.
10 — Décomposer a® — (b — ¢)* en un produit de deux facteurs.
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PROGRAMME. — Division des monomes. — Exposant z6ro.— Division des polyndmes.

I. — Définitions.

Diviser une quantité par une autre, c'est en chercher une
troisieme nommée quotient, telle quwen la multipliant par la
seconde, appelée diviseur, on reproduise la premiére appelée
dividende.

On indique ordinairement la division de deux quantités
quelconques, monomes ou polynémes, en écrivant le diviseur
sous le dividende dont on le sépare par un trait horizontal.

La division algébrique de deux quantités entiéres a pour but

de trouver une quantité entiere appelée quotient, qui, multi-
pliée par la quantité prise pour diviseur, reproduise la quan-
tité prise pour dividende, quelles que soient les valeurs atiri-
buées aux letires.

La division est #mpossible s’il n’y a pas de quantité entiere
qui, multipliée par le diviseur, reproduise le dividende. Dans
ce cas on sera obligé de représenter le quotient par une frac-
tion ayant pour numérateur le dividende, et pour dénomina-
teur le diviseur. Cette fraction pourra quelquefoisétre simplifiée,
ou remplacée par une formule entiere accompagnée d’une frac-
tion plus simple.

ii, — Divisionde deux puissances de 1a méme quantité.
— Exposant Zéro.

Soit & diviser @® par ¢® D’aprésce que nous avons vu (3,11)

sur la multiplication des puissances, la quantité qui multipliée

par a® donne a®, ou le quotient cherché, est une puissance
de « dont I'exposant ajouté a 5 donne 8, cet exposant se trou-
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vera donc en retranchant 5 de 8, c'est 8 — 5 ou 3, le quotient
st ad.

REGLE. — Le quotient de la division de deuw puissances
Tune méme quantité est une puissance de cetie quantité, dont
le degré est égal a Uewcés du degré du dividende sur celui du
diviseur.

REMARQUE. — Le théorme précédent est exprimé par I'é-
galité

aﬂ
—=a
a

dans laquelle m et p sont entiers.

Pour que la division soit possible, il faut que I'on ait m>p,
le degré du dividende doit surpasser le degré du diviseur,

Si nous supposons m = p, le dividende devient égal an di-
viseur, et leur quotient, qui n’est autre que I'unité, se présente
sous la forme a°, notation insignifiante, qui représente I'unité,
et garde dans les calculs la trace de la lettre a.

Si nous supposons m < p, la division est impossible. La
x 5
regle appliquée a la division %,— donnerait a*-% ou a—*, no-

tation qui ne signifie rien par elle-méme ; mais en divisant les

1

. ] 1
deux termes de la fraction par @® elle devient ';s'-T=",,T;

ou pourrait donc regarder la notation a—% comme équivalente
1
@

p!

XL — Division de deux mondmes entiers.

Soit a diviser % a®lPcid%? par 2a%3:%*. Le quotient en-

tier, il existe, est un mondme, car il n'y a qu'un mondme qui
multiplié par le mondme diviseur puisse reproduire le mondme
dividende. Or d'aprés la régle de la multiplication des mo-
ndmes (3, I11) le coefficient du quotient, multiplié | par celui
du diviseur, doit reproduire celui du dividende, il est done
égal au quotient de la division du coefficient du dividende par
celui du diviseur; I'exposant de la lettre @ au quotient, ajouté
a V'exposant 5 du diviseur, doit reproduire I'exposant 8 du di-
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vidende, il est donc égal & 'excés 8 — 5 ou 3 de I'exposant de
la lettre @ au dividende sur celui de la méme lettre au divi-
seur, il en serait de méme pour toutes les lettres qui entrent &
la fois dans les deux termes; enfin la lettre d® qui entre au
dividende seulement, doit entrer au quotient avec le méme
exposant. Le quotient cherché est donc :

_3_ a3b2d3e ou _% a3h2d3
8 8
REGLE. — Pour obtenir le quotient de lo division de deuz

monomes, on divise le coefficient du dividende par celui du
diseur, d la suite de ce quolient on_écrit les lettres com-
munes avec un exposant égal d Uexcés de U'exposant du divi-
dende sur celui du diviseur, puis les lettres qui n’entrent
qu'aw dividende ; les letires qui ont le méme exposant dans
les deux termes disparaissent, ou prennent l'erposant zéro .

REMARQUE. — Pour que la division de deux mondémes en-
tiers soit possible, il faut que les lettres communes aient un
exposant plus fort au dividende qu’au diviseur, et que le divi-
seur ne contienne pas de lettre étrangere au dividende, car le
produit du diviseur par un monéme quelconque contiendrait
cette lettre, et ne pourrait étre égal au dividende qui ne la con-,
tient pas.

Ainsi 15a°%? n’est pas divisible par 5a%%2; mais leur
15a%b4c?

quotient fractionnaire SO

peut se simplifier en divisant

bR st
les deux termes par 5a35%, on trouve ainsi TR

COROLLAIRE. — Le degré du quotient de deux mondmes
entiers est égal a I'exces du degré dn dividende sur celui du
divisenr.

IV. — Division d’un polynéme entier par'un
mondéme entier.

Soit 4 diviser le polyndéme 12a%bc3d2 — 18a4h3ct 4 30a3b3c2d*
par le mondme 6a3bc?, on peut écrire le quotient sous la
forme:

1260630 — 18a%3¢% - 3003122
6a3bc?
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g'il existe une formule entidre qui, multipliée par le divi-
seur, reproduise le dividende, ce sera un polyndme, car le pro-
duit d’un mondme par un mondme donnerait un mondme, qui
ne saurait étre égal au dividende quelles que soient les valeurs
données aux lettres. Or nous avons vi (3, IV) que le produit
d'un polynéme par un mondme est un polynome, dont tous les
termes sont les produits de ceux du polyndme multiplicande
par le mondme multiplicateur, et ont le méme signe que les
termes du multiplicande. Pour trouver les lermes du quotient
il fandra donc chercher les mondmes qui, multipliés par le
diviseur 6adbc?, reproduisent les divers termes du dividende, ou
diviser tous les termes du dividende par le diviseur, en donnant
aux quotients partiels ainsi obtenus les signes des termes cor-
respondants du dividende. L'opération est ainsi ramenée a des
divisions de mondmes :

120332 18a*Uct 30a36%2d*
Gt bathet | 6o
ou
Qa%ed: — 3ab*c* + 5bd*.

Ri:gLE. — Pour diviser un polyndme entier par un mo=
noéme entier, on divise successivement tous les termes du di-
vidende par le diviseur, et on donne au® quotients partiels
ainsi obtenus les signes des termes correspondants du divi-
dende.

RemarQuE I. — Pour qu'un polyndme entier soit divisible
par un mondme entier, il faut que tous les termes du dividende
soient divisibles par le diviseur.

Ainsi 5a*—7Ta®h 4 8a20* n'est pas divisible par 3a%?*.

Remaroue II. — 11 résulte de la définition de la division
que le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient;
dans V'exemple qui préckde on a done :

I12a’bc’d’—18a‘b’c‘+3Oa’b'c’d‘-.=6a‘bc’ (Qated?—3abc*+5bdY).

Remplacer ainsi un polyndme par le produit de son diviseur
par le quotient correspondant mis entre parenthéses, s'appelle
mettre le diviseur en facteur commun.

On trouvera le plus grand diviseur commun a tous les termes
d'un polynéme en prenant les lettres communes & tous les
termes, chacune avec son plus faible exposant, en regardant
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fes lettres comme les facteurs premiers des termes, on multi-
pliera le résultat par le plus grand commun diviseur des coeffi
Jents, s’ils sont entiers.

V. — ©UUn monéme entier m’est pas divisible par un
polyndome entier.

En effet le produit d'un polyndéme par une quantité quel-
conque, mondme ou polyndme, a plus d’'un terme (3, IV et V).

Ainsi le mondéme 6a3b%¢ n'est pas divisible par le bindme
2a* — 3b%.

WVI. — Division de deux polynémes entiers.

TrEOREME I. — Deuz polyndmes entiers me sont pas dive-
sibles l'un par Uauire, lorsque le dividende me renferme pas
toutes les lettres du diviseur.

Car si le dividende était divisible par le diviseur, il serait le

produit du diviseur par un mondme ou un polynéme entier, et

la lettre ordonnatrice du diviseur se trouverait au moins dans
un terme du dividende, et, comme chaque lettre du diviseur
peut étre prise pour lettre ordonnatrice, toutes les lettres du
diviseur se trouveraient dans le dividende, ce qui est contraire
a I'hypothése.

Ainsi le polynéme a®2-4ab-}b? n’est pas divisible par @ — ¢,
parce que le dividende ne contient pas la lettre ¢, qui se trouve
dans le diviseur.

REMARQUE. — Lorsque deux polynémes sont divisibles,
I'un par l'autre, ils ont au moins une lettre commune, que
I'on prendra pour lettre ordonnatrice.

Soient les deux polynomes entiers

6a%6® — 13a3b* + 28a'b® — 23a%D® + 20437,

3a*b — 2a3b* + 5a*b?,
dont on suppose le premier divisible par le second ; pour déter-
miner le polyndme entier qui est le quotient de leur division,
on remarque que, le dividende étant par hypothése le pro-
duit du diviseur par le quotient cherché, sil'on ordonne ces
trois polyndmes par rapport & I'une de leurslettres communes,
a par exemple, le premier terme 6a?* du dividende est le pro-
duit du premier terme du quotient par le premier terme 3a‘h
du diviseur (3, V, 2); onadonc le premier terme du quotient
en divisant 6a%® var 3a*b. Ce terme est égal a 242 : auant a
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son signe, il doit étre le méme que celui du diviseur 3a*h
puisque le produit 6a%?® de ces deux mondmes a le signe +
(3, V)-

Maintenant que I'on connait la valeur et le signe du premier
terme du quotient, on multiplie le diviseur 3a*h — 2a3b* +
5a2b® par ce terme 2a2?, et on retranche du dividende

6ash® — 13a5bt 280> — 23a%b° +- 202"
leur produit 6a%® — 4a%b* + 10a*°. S'il ne restait rien le quo-
tient serait un mondme. Le reste, qui égale
—9as* + 18a%® — 23a®L®+- 20a%b7,

est le produit du diviseur par le polynéme composé de tous les
termes inconnus du quotient. Par conséquent, si on I'ordonne
par rapport & la méme lettre que le diviseur, on aura le second
terme du quotient en divisant le premier terme — 9a%* du
reste par le premier terme 3a* du diviseur ; on le trouve égal
a 3al®, et on luidonne le signe —, c'est-a-dire un signe dif-
forent de celui du diviseur 3a%, parce que le produit —9a*b*
de ces deux mondmes a le signe — (3, V).

On multiplie ensuite le diviseur 3a% — 2a3b?}-5a%® par le
second terme — 3ab® du quotient, et on soustrait leur produit
— 9a’bh -+ 6adh® — 15a%® du reste précédent. Le nouveau reste

12a%° — 8a%h® +4-20a*"
étant le produit du diviseur par le polyndme formé des termes
meonnus du quotient, on calculera le troisiéme terme du quo-
tient, en divisant le premier terme 12a%* de ce reste par le
premier terme 3a% du diviseur, et on donnera le signe +- 2
ce terme qui égale 4b%, puisque son produit 12a**® par le mo-
néme 3a% affecté du signe -+ a lui-méme le signe -+ (3, V).
En multipliant le diviseur 3a*h — 2a%?*-} 5a%?* par - 404, et
retranchant le produit 12a%® — 8a%* - 20a%" du second
reste, on trouve zéro pour troisitme reste ; donc le dividende
Bash? -— 13034 -} 280 — 23a%* + 20a%’

est le produit exact du diviseur 3a%h—2a%?*+ 5a*h® par le po-
lyndme entier 2a%? — 3ab® -} 414 ; ce polyndme est donc le
quotient de la division proposée.

On donne i chacun des restes

— 9a%b* 4 18a%® — 23a%* 42002
12a%® — 8a3° + 0a®H?
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le nom de dividende partiel, de sorte qu’'on obtient la valeur
de chaque terme du quotient, en divisant le premier terme de
chaque dividende partiel de méme rang par le premier terme
du diviseur. Quant au signe de ce terme, il est le méme que
celui du diviseur, ou bien il est différent, selon que le terme
du dividende qui est leur produit a le signe - ou le signe —.

Quand on ordonne le diviseur, il peut arriver que le pre-
mier terme, celui qui contient le plus fort exposant de la lettre
ordonnatrice, soit affecté du signe —. Dans la pratique on se
sert souvent, comme dans la multiplication, des énoncés vi-
cieux :

-+ divisé par -+ domne -+

- divisé par — donne —
— divisé par -+ donne —
— divisé par — donne -

En rapprochant le {r cas du 4° et le 2° du 3°,0n en conclut la
régle des signes. Le quotient ale signe -- ou le signe —, selon
que le dividende et le diviseur ont le méme signe ou des signes
différents.

REGLE. — Pour diviser deum polyndmes entiers l'un par
Uautre, on ordonne les deuz polyndmes par rapport ¢ une de
leurs lettres communes, et on divise le premier terme du divi-
dende par celui du diviseur. Le résultat de cette opération est
le premier terme du quotient ; on lui donne le signe +- ou le
signe —, selon qu’il provient de deux termes précédés du méme
signe ou de signes différents. On soustrait ensuite du dividende
le produit du diviseur par le premier terme du quotient, et
l'on divise le premier terme du reste ordonné de cette soustrac-
tion par celui du diviseur. Le résultat de cette division est le
second terme dw quotient, dont on détermine le signe comme
précédemment. On soustrait du premier reste le produit du
. diviseur par le second terme du quotient et ainsi de suilc, jus-
qu’a ce gu'on trouve un reste nul, ow dont le premier terme ne
soit pas divisible par celui du dwiseur.

ReMARQUE 1. — Dans la division algébrique, comme dans
1a division des nombres entiers, on place le diviseur & la droite
du dividende; on les sépare par un trait vertical, et I'on écrit
le quotient sous le diviseur. Voici le tableau de la division qui
vient d’étre expliquée,
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DIVIDENDE

6ash3—13ah*+-28ab5—23a3b84-20a2b7
6atbd— 4asbb4-10a'bs

1* reste.

— 9a5b*418a*b¥—23a3b5+4-20a%D7

43

DIVISEUR
3a*h -2a3b2+4-5a2b%
2a2h2—3ab% +4b%

— 9a5b*4 6a*b5—15a3b0

2¢ reste. 12a*b5— 8a3b8-4-20a2b7
12a4b5— 8a%bs4-20a2b7

e reste. 0

QUOTIENT

On peut abréger cette opération comme la division des
nombres entiers, en effectuant simultanément dans chague
division partielle la multiplication de chacun des termes du
diviseur par le nouveau terme du quotient, etla soustraction
du produit de cette multiplication

DIVIDENDE DIVISEUR
! 20— i 3a:g+a|n:g:—ssag:+ﬂg: 2a2—3ab4-4b%
o reste.  —10a3b+4-27a%h?® —38ab34-24 g~ T 1
e reste.  +12a2b%— 18abd24b% o b
- 3e reste. 0 QUOTIENT

REMARQUE II, — Dans les exemples précédents, les coeffi-
cients de la lettre ordonnatrice dans les premiers termes des
dividendes partiels et du diviseur sont des mondmes ; mais il
peut arriver que ces coefficients soient des polynémes; on fait
encore l'opération d’aprés les régles précédentes, mais on est
obligé d’effectuer & part la division du coefficient du premier
terme de chaque dividende partiel par celui du premier terme
du diviseur, puisque ces coefficients sont des polyndmes,

EXEMPLE.
DIVIDENDE DIVISEUR
at | z*+ad | z+at
a3 | 23—2a% | x*-+a%? | T—at 4ab| -0 +a*
—b3| 4+ +a®| —a%h +b +ah?
—2b5 | +ab® +ab?
+b¢ +b*
fer reste. —a* |2'-a® |z—a* a|zr-at
3h +a%bt| —a®h —b| +b*
+aw| +ab*
+b* —bs +bs QUOTIENT
2e resle 0
tre Division partielle. 2¢ Division partielle.
a* —»? | a*+ab4b* —a‘—adh+4-abd+-bt | ati-ab4-bt
—ah—ab:=0* | a—b +arttabd -0t | —at4b?
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VIE. — Divisibilité,

4. — PROBLEME. — Deux polyndmes entiers étant donnés,
reconnaitre si lun est divisible par U'autre.

Le quotient de la division des deux polyndmes donnés n est
pas entier : 1° lorsque le dividende ne contient pas toutes les
lettres du diviseur ; 2° lorsque, les polyndmes étant ordonnés
par rapport aux puissances d'une méme lettre, chacun des
termes extrémes du dividende n’est pas divisible par le terme
de méme rang dans le diviseur.

Dans tout autre cas, on ne peut reconnaitre @ priori siles
polyndmes sont divisibies I'un par I'autre ; il faut, en général,
les ordonner et faire la division. Si le premier terme de l'un
des dividendes partiels n’est pas divisible par le premier terme
du diviseur, la division est impossible. Lorsque le contraire a
lieu, on finit par trouver un reste nul, ou d'un degré moindre
que celui du diviseur, puisque les degrés des restes successifs
vont en diminuant. Dans le premier cas, le dividende est u
multiple entier du diviseur; dans le second, les deux poly-
nomes ne sont pas divisibles 1'un par l'autre.

EXEMPLE.
DIVIDENDE. DIVISEUE.
o°—35 4524203 13—t
B U TS
ter reste  — zP-L4a' 23 — 120+
2e reste Ra* 323
3e reste +T2°—222 QUOTIENT.
4e reste +122*—Tx

Le premier terme 1222 du 4° reste contenant la lettre
principale z avec un exposant moindre que celui de celte
lettre dans le premier terme #® du diviseur, la division de
-4 1222 par 2® est impossible , par conséquent le polynome
2% — 3% 4 52* 4 22® n'est pas divisible par le polynome
7% — 22 4 .

ReEMARQUE 1. — Tl n'est pas toujours nécessaire de conti-
nuer la division jusqua ce qu'on trouve un reste de degré
moindre que celui du diviseur. On peut affirmer que le que-
tient m'est pas entier lorsque le terme de ce polyndme, qui @
pour degré la différence des degrés des derniers termes du divi-
dende et du diviseur, donne un reste autre que zéro : car, si
la division était possible, le terme de ce degré serait le dernier
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terme du quotient, et par conséquent le reste suivant serait
nul.

Ainsi, dans la division précédente, on reconnait I'impossibi-
lit¢ de L'opération a la fin de la seconde division partielle, dont
le reste devrait 8tre nul, d’aprés la remarque précédente, sile
quotient était entier.

REMARQUE II. — Lorsque deuz polyndmes P et P, entiers
par rapport d une méme lettre «, et ordonnés suivant les puis-
sances décroissantes de cette leitre, me sont pas divisibles l'un
par Uautre, le quotient de leur division TI;- est égal @ la somme
d'un polyndme entier en @, et d'une fraction qui a pour déno-
minateur le diviseur P et pour numérateur un polynome
entier en x, d'un degré moindre que celui du dénominateur.

En effet, on divise P par P, et on continue I'opération jus-
qu’a ce que l'on trouve un reste R dont le degré soit moindre
que celui du diviseur P’ ; en désignant par Q la somme des
termes entiers du quotient, obtenus avant le reste R, et re-
marquant que ce reste est l'excés du dividende P sur le pro-
duit du quotient Q par le diviseur P’, on a I'égalité

P=Q <P + R.

On divise ses deux membres par le méme polyndme P, et I'on
obtient la nouvelle égalité

P R
3 S i
qui exprime le théoreme précédemment énoncé, puisque Q est
un polynéme entier, et que le degré du numérateur R de la
fraction—g,— est moindre que celui de son dénominateur  off
Ainsi, le quotient de la division du polyndme
2t — 30° 4 52* + 22°

par le polyndme 23 — 22* +- z égale (page 44)

122 — Tz
By e e R e N

2 — Tutorime I1. — Le reste de la division d'un poly-
nome entier en x, et ordonné par rapport @ x,par le bingme
x — a, est la valeur que prend ce polyndme quand on y rem-
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place x par a: et le quotient de la division est un polyndme
ordonné par rapport d X, dont le degré est inférieur d'une u
a@ celui du dividende, ayant pour premier coefficient le pre
mier du dividende, pour e coefficient le premier multiplié par
a plus ou moins le ¢ du dividende, selon son signe, pour 3¢
efficient le 2° multiplié par a plus ou moins le 3° du divide
et ainsi de suite. _ :
Soit a diviser ba* + ca® + da? + ez + [ par 2 — a; faisons
la division. ’

bat - 0o - dot - oa-f |z —a

Ve i ba® - ba]a:g T ba?ja -l
e reste 1 bala® 1+ da? +ext-f + ¢ H-ca
-L cl : + d
— ba|z?® |- ba? p?
ol c’ —+ ca
2¢ reste + baP|a? fex
-+ ca
+ d
— ba® |22 4 bad |z
— C@ -+ ca?
— d da
3e reste 2 + ba3 x +f
ca*
da
-+ e
— badlz L bat
—ca® + cad
—da| 4 da?
— el | eq
[este de la division + ba*
-+ ca®
~+ da?
+ea
= f

Cette opération démontre complétement le théoreme énoncé,
on voit comment le 3° coefficient du quotient multiplié par
— a reprend par soustraction son signe, et donne un terme
semblable au 4¢ terme du dividende, dont le coefficient s’ajoute
an produit précédent ou s’en retranche selon son signe, pour
former le 4° coefficient du quotient, S'il manque au dividende
ui lerme contenant une puissance de la lettre ordonunatrice, on
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le regardera comme ayant pour coefficient zéro. La composi-
tion du reste est évidente, c'est le dividende dans lequel 2 est
rempldcé par @; mais, dans la pratique, on l'obtiendra plus
vite, en multipliant le dernier terme du quotient par a, et
ajoutant au résultat le dernier terme du dividende.

On peut maintenant écrire, sans faire 'opération, le quotient
et le reste de la division d'un polynéme par # — a, surtout
quand @ = 1.

5% — 37% 4 622 + 7 divisé par 2 — 1 donnera pour quotient
523 + 2z 4 8z -} 8, et pour reste 15.

5a* — 328 4- 622 4 7 divisé par # — 2 donne pour quotient
573 + Tz* 4202 -40; le reste s'obtient en remplacant # par 2
dans le dividende, ou plus rapidement en multipliant le der-
nier terme du quotient par 2, et ajoutant au produit le dernier
du dividende ce qui donne 87.

CoroLLAIRE I. — Si un polyndme entier en @ devient nul
lorsqu'on y remplace @ par a, il est divisible par # — a, et
réciproquement. En effet nous venons de voir qu'en rempla-
cant 2 par @ dans un polyndme on obtient le reste de la divi-
sion de ce polyndme par @ — a; si le résultat de la substitu-
tion est nul,le reste est nul et la division est possible ; si au
contraire la division est possible, le reste doit étre nul, et par
suite le résultat de la substitution sera nul.

CoroLLAIRE II, — La différence des puissances de méme
degré de deux quantités est divisible par la différence de ces
quantités. En effet soit 2™ — @™ la différence des puissances
m de deux quantités, remplagons dans ce polyndme z par a,
nous trouvons a™ — @™ ou o, qui estle reste de la division,
donc la division est possible, et le quotient s'écrit, sans divi-
sion par le théoréme que nous venons de démontrer :

k. 1 74 =™ az" e .. a2 ™ ™

r — a
nous connaissions déja un cas particulier ot ee corollaire
s'applique :

2 —a®

= a
T —a T



8 QUATRIEME ET CINQUIEME LECON.

EXERCICES.
Diviser
19 15a%bb3d par 5ash2cs,
2 4a*h—12a3b>+4-20a43 par 4a?%b,
3o 7(14"—25(;"1)"—[—48(1,‘517‘—23:1‘1)6-]—Sa’b8 par 7at—4a??
b 4at—9a22|-6ab3—bk par Ra2—3ab--b?,
5 16a%—812 par 207 —322, 1
6o (a,2—b2)x3—l-2a3a:3+(Qa“—!—a’bz)w—f—a5—}—a3b2—|—a’b3-{—b’,
par (a—b)z—+-a2—ab--b?,
7 (a+bPa-3(a3+ab—ab>— 0@ +-3(aP— a2b—ab?-H-b)a
+a3—3a2b-}-3ab>—0b3 par (a4-0)20*4-2(a>—1?) 2zt
2ab--b2, :
8 — Par quel nombre faut-il remplacer le coefficient % du pol
nome a* - ka2b? -+ b% pour que ce polynéme soit divisible par
a® — ab + %2 (Rép. k= 1), '.
9° — Démontrer que si deux polyndmes entiers P, P/, sont 01‘;'i
donnés par rapport aux puissances décroissantes d’une lettre qui leur
est commune, et que m, m/, soient les exposants de cette lettre danu
les premiers termes de ces polyndmes, et n, n/, les exposants dans
les derniers termes, le quotient dela division de P par P’ a au plus
m —m/ — (n— n/) - 1 termes.
Reconnaitre, d’aprés ce théoréme, Pimpossibilité de la division d&
deux polyndémes entiers.
10 — Si un Polyndme, entier en z, est divisible par chacun des
bindmes  — a, & — b, il est divisible par le produit de ces binomes.

5
11° — Mettre %— en facteurcommun dansl’expression r_‘)\/_s e
% i
Mettre —"3,1 en facteur commun dans I'expression l}
wRrh =r2h
ool 66 v

Mettre a en facteur commun dans Pexpression a -} a V2
Mettre v en facteur commun dans I'expression v -+ vkt.
Mettre s en facteur commun dans P'expression sg — s.
12> — Diviser azt-badt-ca2 | dz--e par 241,
et déduire de cette division le caractére de divisibilité par 11, en
Supposant z = 1(),
13° — Diviser z™ _ ™ par 2¥ — g7 ;
dans quel cas la division est-elle possible ?
14° — Quelles valeurs faut-il donner aux coefficients b et ¢ pour que
*—4x*+-bx—c soit divisible par L*—33-+7? (Rép. b=10, c—7.)
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I. — Calcul des fractions algébriques.

1. — On appelle fraction algébrique ou rapport le quotient
de la division de deux quantités quelconques. Les fractions
algébriques different essentiellement des fractions arithmé-
tiques, dont les termes ne sont que des nombres entiers ; mais
les regles de calcul sont les mémes pour ces deux genres de
fractions.

TuakorEME I. — On ne change pas la valeur d'une fraction

== en multipliant ou divisant ses deu termes par la méme

quantité m.
En effet, la fraction %

son numérateur ¢ par son dénominateur d, il en résulte que

¢ =dgq,
si on multiplie par la méme quantité m les deux membres
de cette égalité, les produits sont égaux, et on a la nouvelle

égalité

om = dmgq.
On divise ensuite chacun de ses membres par le produit dm,
et on trouve que

étant le quotient ¢ de la division de

S e
am 7 d’

ce qui démontre le théoréme énoncé, car : 1° on déduit la frac-

:"‘1""_‘. de la fraction %,enmulﬁpliamlesdeuxlermesde

celle-ci par m ; 2° la fraction % résulte inversement de la frac-
B

tion
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. cm , e :
tion ot lorsqu’on divise les deux termes de celle-ci par m.

CoROLLAIRE L. — On réduit une fraction & sa plus simple
expression en divisant ses deux termes par tous leurs facteurs
comanuns, nwmeriques et algébriques.

12050 — 480307
16a%b® — 32a*b®
plus simple expression. f

On commence par mettre en évidence les facteurs communs
3 tous les termes du numérateur et ceux qui sont communs
a tous les termes du dénominateur; la fraction prend Ia
12a30% (a* — 4b?)
16a%® (@ — 2b)
termes par le produit 4a36% de tous leurs facteurs mondmes
communs. Pour simplifier ensuite la fraction résultante

3(a® — 4b%)
4a(a —20) ’

gramd, commun diviseur, or l'algébre élémentaire ne com- !
prend pas la recherche du plus grand diviseur commun a deux
polynémes ; mais dans I’exemple proposé, on voit facilement ,
que le bindne a? — 4b? est la différence de deux carrés, et i
quil égale le produit (a4 2b) (@ — 2b); par conséquent les
deux termes de la fraction sont divisibles par @ — 2b, etla;
valeur de cette fraction réduite & sa plus simple expression

3(a -+ 2b)

4a

Soit proposé de réduire la fraction

forme suivante : . On divise alors ses deux

il faudrait diviser ses deux termes par leur plus

CoROLLAIRE 1I. — Pour réduire plusieurs fractions au
méme dénominateur, on peut multiplier les deuwx termes de
chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les !
autres.

Lorsqu'on pourra former le plus petit commun multiple des
dénominateurs de toutes les fractions, d’aprés la régle donnée
en arithmétique, on devra le prendre de préférence pour dé-
nominateur commun.

EXEMPLE : Soit 4 réduire au méme dénominateur les frac-
tions
at a—b a+b a’+4 b
507’ 3la+0b)° 2a—0b)’ 6(a*—10Y >
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Comme le bindme a2 — b? est égal au produit de a + b par

a —b, le plus petit commun multiple de tous les dénomina-
teurs est 125%(a® — b?) Pour réduire les fractions a ce dénomi-
nateur, on divise 12b? (a? — b?) successivement par le dénomi-
nateur de chaque fraction, et on multiplie ses deux termes par
le quotient de cette division. On trouve ainsi les fractions :

3a2(a? —b%) 4lA(a—b)? 602 (at DT W + %)

1207 (@*—07) * 120 (a*— 1) ' 120 (@@ —b%) * 120% (a¢* — 1Y)
qui sont équivalentes aux fractions proposées et ont le méme
dénominateur.

2. — Addition.

REGLE. — On effectue Vaddition de plusieurs fractions en
les réduisant au méme dénominateur, et divisant ensuite la
somme de leurs numérateurs par le dénominateur commun.

Soit proposé d'additionner, par exemple, les fractions de
méme dénominateur

a b c
on a, d'aprés Ia régle de la division d'un polyndéme par un
mondme (page 39),

3. — Soustraction.

REGLE. — Pour soustraire une fraction d'une auire frac-
tion, on les réduit d’abord au méme dénominateur, puis on
divise la différence de leurs numérateurs par le dénominateur
commun.

Soit A soustraire, par exemple, la fraction -s‘— de la fraction

-0

. En

effet, d’aprés la régle dela division des polyndmes (page 39),
ona

b
= qui a le méme dénominateur ; le reste est

b a _b—a
m m m
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4. — Multiplication

R&GLE. — On multiplie deux fractions l'une par Uautre,
en divisant le produit de leurs numérateurs par celui de leurs
dénominateurs. ;

a

,' Soit & multiplier la fraction — par la fraction —;-; appe-
lons g et ¢’ les valeurs de ces deux fractions, nous aurons
5 a = bg, '
' c=dq.
En multipliant membre & membre, nous trouvons
ac = bdgq’,
et par suite b
/ a c __ ac
8200 Pt !

ce qui démontre la régle énoncée.

5

5. — Division.

REGLE. — Pour diviser deux fractions I'une par Uauire, on
multiplie la fraction dividende par la fraction diviseur ren-
versée.,

Soit & diviser la fraction par la fraction o5 le quotient
sera %—x% ou —ZZ— . En effet si on multiplie la quantité

a c

b

ad ol c .. adc
Jo bar le diviseur —-, on trouve pour produit o’

le
d ou

dividende % 3

‘IL-Propriétésdesfractionségalesourapports égaux.

TagorEME I1. — Quand deux fractions sont égales, le pro-
duit du numérateur de la premiére par le dénominateur de
la seconde est égal aw produit du numérateur de la seconde
par le dénominateur de la premiére et réciproguement.

On dit souvent que les produits en croix des quatre termes
sont égaux.
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Soit
c
7 .
Réduisons les deux fractions au méme dénominateur, nous
aurons

—

e
b

ad __ cb

bd” T rdb
les dénominateurs étant égaux, les numeérateurs doivent I'étre,
donc

ad = cb.

RECIPROQUE. — Si nous supposons ad = cb, les fractions
% et %— seront égales. Car, en divisant les deux membres
par bd, nous avons

ad _ o
bd ~ db’
et en simplifiant
&0 0,
iy i,

TuroreME III. — Si deuz fractions sont égales, le rapport
de leurs numeérateurs est égal aw rapport de leurs dénomina-
teurs.

Soit
AL
B
On a (Th. II)
ad = cb,
d’ou (Th. II, Réc.)
a b
o m

puisque les produits en croix des quatre termes, ad et cb, sont
égaux.

TarorEME IV. — Si deux fractions sont égales, en ajoutant
ou en retranchant @ chaque numérateur le produit par m du
dénominateur correspondant, on a des fractions égales.

Soit
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On aura
a c
—t+m=—xm.
pEm=7=
V' Réduisons l'entier m au dénominateur b, pour l'ajouter
chaque fraction, il vient
axtbm _ ctdm
i R s
THEOREME V. — Si deux fractions sont égales, en ajoutan
ou retranchant & chaque dénominateur le produit par m dv

numérateur correspondant, on a des fractions égales.
Soit

F==, doi ad=be.

a c
b+ am gt d+cm’
il suffit de prouver l'égalité des produits en croix des quatre
termes. _

Ces produits sont ad =+ acm et be &= acm, or ad = bc pal
hypothese, on voit donc que ces produits sont égaux, et par
suite les fractions sont égales :

a Y ¢
U Eam - d

Pour démontrer I'égalité des fractions

4 al/

: . . a
TakorEME VI. — Si les fractions e sont

ata +a...
DD ...

’T)T LI 9eeety

égales, le quotient représente leur valeur

commune.
Représentons par ¢ la valeur de toutes ces fractions, nous
aurons
a a’ a”
qg = —F = -—b-l— = 7‘ oo
d’ou nous tirons :

@ = bq
al — blq
a = b”q

En additionnant ces égalités membre a membre, on trouve

a+ta +a.=0b+0+0...)q
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Tour
wal o a”... b e T
Y R

e
COROLLAIRE. — Sim, m/, m”,...., représentent des quantités

3 T
juelconques, et que les fractions S e ok soient

sgales, on a aussi
a - el {sak am -} a'm! +a"m”...
(T o T bm 4 om! - o'm.,

guisal | al
T
. am am!’  a'm”’
hypothése, les fractions Sir BT TR
deéduit en multipliant les deux termes de chacune d’elles par
une méme quantité, sont aussi égales, et le quotient

am - a'm’ 4+ a"m’ ... e

- bm + om/ 4+ b'm”...

représente leur commune valeur, qui est la méme que celle

¢ I a: Var-sak Sl ;
des fractions Wit G o Ces théoremes sont d’une

En effet, les fractions étant égales par

quon en

grande utilité dans la résolution des équations.

EXERCICES.

1c —— Réduire les fractions
24a5h® — 24a?b™ i a®— b
36450 — 36a%0° a® — 13— 2abla—0) ’

3 leur plus simple expression.

2(a® 4 b?) a? -+ ab + b*
0. ot Il —_—}.
g )
920 — Faire la somme des fractions

a S5l ] b2 —2a?
e+t Ta—b'T @0
; W2 —a*)\ :

(Rép. 7 — b )

e
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de la fraction -2 i b— et

a2 — b2 a3 — bd
= ,b‘ de la fraction Lt o
+b a—b

ab - (o8 4Lab )
(a®—b?) (a® 4 ab+0?) ° a?— 02

4° — Simplifier I'expression

4(a -+ b) (c+d ) c—d).

3 — Soustraire la fraction

la fraction £
: a

(Rép. 1°

¢+ 5d % 6
a+b
(Rép. 3 )
50 — Simplifier I'expression
__ac(i—b)
¢+ a%
a®l —1ob) °
b +ah

(Rép. ab),
6° — Vérifier les égalités suivantes :
9a* +53a* —9a — 18  9a2—a~3
@+ 1la+30 ~af>5 :

@+b+c)(atb—c)(ado—b) (b4c) bt

20+ 2% 4-20%* —at — bA— ¢ btc—a
7° — Reconnaitre que I'équation

3ax 6a® + ab — 202 bz
der ¢ Ay

2 — b

est satisfaite lorsqu’on y remplace z par la fraction s
ac

8 — Démontrer que, si I’on a

2% — @2 2
g= =L
3a
et
2a® — b2 4 a®
Y =—-37)—i— )
fes quantités et y sont liées par la relation
a b

bty eta°

——

"
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Théorémes sur les puissances et les racines. — Calcul des radicaux. — Carré
et racine carrée des mondmes et des polyndmes.

1. — Théorémes sur les puissances et les racines. —
Calcul des radicaux.

Tous les théoremes que nous allons démontrer sont des con-
séquences.de la régle de multiplication des monodmes.

Titonine 1, — La puissance n®= dun produit de plu-
sieurs facteurs est égale au produit des puissances D™ de ces

facteurs.
La puissance 4*¢du produit abe, indiquée par (abc)® est
égale au produit de quatre facteurs égaux a abe. *

(abeyt ='abe >< abe < abe X< abe,
simplifiant V'écriture par la régle de multiplication des mo-
nomes, on a
(abc)t = abict.
Généralement
(a,bc)“ o Brh n.
TrioreME II. — La racine n'*™e d'un prodwit de plusieurs
facteurs est égale aw produit des racines ni®®e de ces facteurs.
Ce théoreme est une conséquence immédiate du précédent.
Nous avions
(abe)" = a"b"c".
Le nombre abc, qui élevé a la puissance n reproduit
a"5"c", est par définition la racine nf*™ de a""c"

abe = n\/ a’b’c® .

On voit que la racine 7**» du produit a"6"c" est égale au pro-
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duit des racines n'*™* de ses trois facteurs, qui sont par défini-
tion égales & a, b et c. '

Le théoréme n’est ainsi démontré que pour le cas ot les fac-
teurs. du produit dont on prend la racine n'*™e sont des puis-
sances n parfaites.

Soit @bc un produit de trois facteurs qui ne sont pas des
puissances n parfaites, désignons par o/,0’,¢’ les racines nitm®
approchées des trois facteurs, nous aurons, par la démonstra-
tion qui précede

ave = Y e,

@, ¥ et ¢ ont pour limites Va, YD ety ¢ quand on pousse
P'approximation de plus en plus loin, o, ™ et ¢" ont pour
limites @, b et ¢ ; 1'égalité précédente étant vraie quelque prés’
que les deux membres soient de leurs limites, sera encore

vraie quand on remplacera les deux memtres par leurs limites,
et 'on aura 4"

Va vb Ve =Vabe,

ce qui démontre le théoréme énoncé, et aussi sa réciproque.

Le produit des racines n*™ de plusieurs quantités est égal
G la racine n®*™ du produit de ces quantités.
REMARQUE. — Pour démontrer ce théoréme, et prouver que
T'ona

Vabe =Va Vo Ve, \

on se borne souventa prouver que les puissances n des deus
membres sont égales, celle du premier membre est par défini- |
tion abe, celle du second membre est, par le théoreme I, le
produit des puissances des trois facteurs, c’est-a-dire, aussi abe. [
Mais alors il faudrait faire remarquer que le théoéme I est
vrai pour les puissances de nombres incommznsurables, ce qui ‘
se démontre comme nous I’avons fait pour les racines, et aupa-
ravant pour la réduction des termes semblables (page 16). On
élendrait de méme tous les théorémes qui suivent au cas des
quantités incommensurables.

COROLLAIRE. — On peut faire sortir un facteur de des-
sous un radical de degré n, en ezirayant sa racine n®*™,etla
plagant comme facteur devant le radical ; réciproquement,

on peut faire entrer sous un radical de degré n un facteur
placé devant, en l'élevant a la puissance n,
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En effet, on a d’aprés le théoréme I1
V _a,"_(,f =abyc.
De méme

v 8a3b* = 2ab \/—Q_a- S
On substituera l'une de ces deux écritures & l'autre quand
elle sera plus commode.
Tutorime III. — La puissance n du quotient de deus
tq;;ggnlités est égale au quotient des puissances 1 de ces quan-

b
d’apres la définition des puissances, ¢’est un produit de n fac-

La oui P ek a\' !
a puissance n du quotient P s'indique par{-—], mais

’ 0
teurs egaux a T
R Lo SO
(—b—‘) pum— —F >< ‘b‘><—b‘ sesey
or d’apres la regle de multiplication des fractions
a,xa_xra __a,><a><a....__a.'l
b b b"'—bxbxb....— "
donc )
'a n a'l
(T) T gt
Tatorime LV. — La racine n®™ dw quotient de deur |

quantités est égale au quotient des racines n®*™* de ces quan-
tités.

Ce théoreme se déduit du précédent, comme le théoreme I
du théoreme I, ainsi tout théoreme sur les puissances donne
un théoreme corrélatif sur les racines. Nous avions en effet

n

(z"_z_
b) Rl ol

donc par définition

¢

S
S}

oS
S
s

n
. L 3 a
On voit que la racine n**® du quotient 7 est égale au quo-

n
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tient des nombres o et b qui sont les racines n®mes de q" g
de b".

Ce théoréme démontré quand les deux termes de la fraction
sont des puissances n parfaites, s'étend comme précédemment
au cas oul leurs racines ni®™e sont incommensurables ; on a

donc en général
Vz soffer
; o

COROLLAIRE. — Quand on a d extraire lo racine n'*™ d'une
fraction, on peut faire sortir de dessous le radical un [actew
du numérateur ow du dénominateur, en placant en dehors sa
racine n*™ au numérateur ou au dénominateur.

En effet d’apres les théorémes I et IIT on a

Va"b_va,"b__a,'\'/—b—_a, st A5
o T T T e a

De méme

sl a
) g f

THEOREME V. — La puissance p de la puissante n d'une
quantité est une puissance nouvelle de cette quantité, dont
Uexposant est égal au produit np des deus exposants.

Soit a" a élever 4 la puissance P, ce qui s'indique par (a")-
Par définition la puissance p de a” est égale au produit de p
facteurs égaux & a", lequel s’obtient (3, II) en donnant & ¢ un
exposant égal & somme des p exposants égaux & n ou np,

mp o n n — g
(@) =d'a"a"... =" " = g™,
d1nsi
(a")f=a™

TaEOREME VI. — La racine p*=e de g puissance n d'une

juantité est une puissance nowvelle de cette-quantité, dont I'ex-

sosantest égal au quotient de la division de Vezposant n donné
par Uindice p de la racine.

Ce théoréme résulte immédiatement du précédent,

(a")p -= u"lll.
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Le nombre a" qui, élevé a la puissance p, reproduit le se-
cond membre a™ est par définition la racine p*= de a”,

S

On voit que la racine p*=* de la puissance np d'un nombre @
est une puissance de @, dont I'exposant 7 est le quotient de la
division de I'exposant np par l'indice p de la racine.

En simplifiant I'écriture, 1'énoncé du théoréme s'éerit

il ¥ s
Va" =d.

Dans cette formule n doit étre divisible par p. Si 'exposant n
n'est pas divisible par p, on est conduit en appliquant cette
formule & un exposant fractionnaire, on pourrait adopter cette
notation, en admettant qu'une fraction mise en exposant in-
dique la'racine, ayant pour indice le dénominateur, de la puis-
sance qui a pour exposant le numérateur, il n'y aurait plus de
radicaux :

1
Va =a,
2
:/ at =a.

On démontrerait aisément que tous les théorémes établis
pour des exposants entiers s'appliquent aux exposants frac-
tionnaires. » )

COROLLARE I. — Quand on a a extraire une racine d'une
puissance, on peut, sans changer le résultat, multiplier ou di-
viser lexposant et l'indice par un méme nombre.

En effet, d’apres le théoréme, on a
miw fig g
Vo =d" =d"=Va"

COROLLAIRE II. — On réduit plusieurs radicaua aw méme
indice, en multipliant Uindice de chacun d'eux et Uexposant
de la puissance placée dessous par le produit de tous les autres
indices.

Soient les radicaux

Lo P e q
x
\/a A \/b i ¢,
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ils sont équivalents, d’aprés le corollaire T, &

npq o pnq an qnp W
\/ a \/ D el \/ )
radicaux qui ont le méme indice.
Les radicaux auraient pu s’écrire
L ey
aty i ibP e el
et le probleme etit 6t6 ramené & la réduction de plusieurs frac-
tions au méme dénominateur. On aurait donc pu prendre pour
dénominateur commun, ou pour indice commun le plus petit
multiple commun des dénominateurs ou des indices. )
TaEOREME VII. — La racine n*=ede ig racine pieme d'un
nombre est une racine nouvelle de ce nombre dont 'indice est
€9al au produit np des deux indices.
Ce théoréme se déduit encore du précédent, comme celui-G
du théoreme III ; nous en avions tirs

a" = l{/ aw ,
donc

a= V¥V,

mais on a par définition

np
a::\/a"’,

donc les deux seconds membres égaux 2 @ sont égaux entre eux

i g
Py p sl np
VG —\/a ’

ou en simplifiant la notation

Vi a="a.

Cette démonstration suppose que toutes les racines s'extraient
exactement ; on l'étendrait, comme nous I'avons dit, au cas des
racines incommensurables. On l'étendrait aussi sans peine au
cas d'un nombre quelconque de racines successives.

COROLLAIRE. — Dans une série d’extractions de racines, on
peut intervertir I'ordre des racines sans changer le résultat

VLY TR
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TatoreME VIII, — La puissance n de la racine p*™ d'un
nombre est égale & la racine p*™ de la puissance 1 de ce
nombre.

En effet I'on a par définition '

Xa) =¥a<¥Vax<Va...,
or (Th. IT)

PiT rTabdETe e
Vax<¥ax¥Va...=Va ><a><ha...={J a,

(W- =Vd.

REMARQUE. — Les théorémes que nous venons de démon-
trer donnent les régles a suivre pour multiplier ou diviser des
radicaux réduits préalablement au méme indice, et pour élever
un radical & une puissance ou en extraire une racine nouvelle;
ce sont ces transformations de formules, souvent utiles en
algebre, qui constituent le calcul des radicaux, en se bornant
a leurs valeurs arithmétiques.

donc

Ii.— Evanouissement des radicaux au dénominateur
des fractions.

Lorsqu'une fraction contient des radicaux au dénominateur,
le calcul de sa valeur numérique et celui de approximation du
résultat présentent plus de difficulté ; nous allons indiquer
comment on peut remplacer ces fractions par d’autres, n’ayant
plus de radicaux au dénominateur.

a

Ve

en multipliant les deux termes de cette fraction par Ve, elle

4. — Le dénominateur est mondme. — Soit

devient L‘/—f—_—-; or par définitior: V¢ ><V ¢, oule carré
bye Ve

de V¢, est ¢, on a done ;

-

J -

De méme
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or le produit de 3 facteurs égaux a :/?, ou le cube de VE-, est
par définition ¢, donc

a ave Ve a Ve
—= ou .
bye be be

®.— Le dénominateur est bindme. — Soit la frac-

a L3 - A
tion T——=, dont le dénominateur est un binéme.
b+ Ve

Multiplions les deux termes par b — V¢, cette fraction de-

vient < (i— Vo) ——, mais le dénominateur, étant le
@+ve)b—ve)

produit de la somme de deux nombres par leur différence, esé

égal & la différence de leurs carrés, donc

ey,
Do

Il 0’y aurait ni plus ni moins de difficulté & faire dispa-

raitre les radicaux, si le dénominateur était \/ 5 -+ Ve, ousil

était une différence au lieu d’une somme, on multiplierait,

dans ce cas, les deux termes de la fraction par la somme des
deux quantités placées an dénominateur.

a

Vo+vVe+va
Multiplionsles deux termesde la fraction par Vb 4 ¢ — Vd,
elle devient : . o

a(Vb +Ve—vya) _a(Vo+vVe—vya)

Vo +ve)—a btc-d+2Vie ‘

En regardant b 4 ¢ — d comme une seule quantité, le dé-

nominateur ne contient plus quune partie rationnelle et une
irrationnelle, on est donc ramené au cas précédent,

8. — Dénominateur trinéme. — Soit

4. — Dénominateur quadrinome. — Soit la fraction
a

Vo +vVetya4vye

Multiplions les deux termes de la fraction par Vb L e
— (Vd +Ve) ; elle devient
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o[ VErvemwasve)) o[ vis ve—a+ vl
Vot Vo) —(a+ve) |bto—d—et2 Vbo—2Vde
En regardant b+ ¢ — d — e comme une seule quantité, le

dénominateur ne contient plus quune partie rationnelle et

deux irrationnelles, on est donc ramené au cas précédent. ,
Mais si le dénominateur contient cing termes irrationnels,

ou bien quatre termes irrationnels et un rationnel, on ne peut

plus faire disparaitre les radicaux de ce dénominateur.

|

{
Iii. — Puissances et racines des monomes et des
polynomes.

1. — Puissances d’un mondéme.

Pour élever un mondme entier & une puissance, on multi-
plie Uexposant de chacun de ses facteurs, lant numeriques
qu’'algébriques, par Uexposant de la puissance.

En effet, soit proposé d’élever & la troisitme puissance le
monéme entier 5a2b'c ; on a d’aprés les théoremes I et V

(5a2bhe)® = 58(a?)3(04)3c3 = 53a5h12c8,

Si le mondme donné est fractionnaire, on éléve, d’apres la
régle précédente, son numéraieur et Son dénominateur a la
puissance indiquée, puis on divise le premier résultat par le
second, (Th. III).

9. — Racines d’un mondéme,

Pour exiraire la racine n*™¢ d'un monome entier, on
exirait lo racine n®™ de son coefficient, et Uon divise par n
chacun de ses exposants.

Ce théoreme est une conséquence du précédent ; nous avions

(5a%b¥c)® = 5%aH1c,
donc par définition, nous aurons

bathbe.— :/5’a‘b"c’ )
On voit que la racine cubique de 5%*)**c® a pour coefficient 5,
cacine cubique de 5% et pour exposants 2, 4 et 1 qui sont
chacun le quotient des exposants 6, 12 et 3 par 3.

Lorsque I'un des exposants de la quantité placée sous le
radical n'est pas divisible par lindice n de la racine, on ne
peut pas extraire cette racine, mais on peut simplifier le

b
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radical, en en faisant sortir tous les facteurs qui sont des puis-
sances n parfaites.

CoroLLAIRE. — Quand la racine d’un monéme s'extrait
exactement, on voit que le degré de cette racine est égal au
degré du mondme divisé par I'indice de la racine ; il en est de
méme quand la racine du mondme ne s'extrait pas exactement.

|
3. — Puissances d’un binéme. ¢

Toutes les puissances d'un binéme s’obtiennent par des mul-
tiplications successives. Ainsi nous avons trouvé par la multi-
plication |
(@ + b = a2 I 2ab + b2, .
(@ —0)? = a2 — 2abh | b2

Eo multipliant les seconds membres par @ + b et @ — b,
nous aurons

(@ +0)® =%+ 30% -+ 3ab® | b3,
(@ — 0)® = 03 — 3a2b -+ 3ab> — 13,

On voit que la seule différence qu’il y ait entre les puissances
de o + b et de g — b, consiste en ce que les termes contenant
les puissances impaires de b, out le signe - dans les unes et
le signe — dans les autres ; cette différence est la méme entre
les puissances quelconques de o —+b et de @ — b, que l'on
obtient par la formule suivante, due i N ewton, qui permes

d’écrire une puissance quelconque d’un bindme, sans calculer
les puissances précédentes, !

(a + b)m _— am +L'17'_ am—lb
m(m—1) ., mm—1)(m—2) s
Ay b2 b
+ Lo ¥ + 1><X2><3 . 1
m(m—I1)(m—2)(m—3) ,._, :
+ 152 2 35k @ Ut

Dans cette formule, chaque coefficient se déduit du précédent
en multipli

ant le numérateur par le nombre immédiatemens
Inférieur au dernier facteur, et le dénominateur par le nombre
immédiatement supérieur au dernier facteur ; les exposants
de a décroissent, tandis que ceux de b croissenta chaque terme
d’une unité, elle se termine d’elle-méme au terme dans lequel
a prend lexposant zéro, les coefficients suivants. calculés
d’apres la méme loi, sont tous nuls.
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/

4. — Carré d’un polyndéme.

Soit a élever au carré un polynome quelconque a-b—c--d.
Considérons les trois premiers termes comme n’en formant
(qu’'un seul ; nous aurons comme précédemment

@+b—c+dr=(@~+b—cP+2a+b—dd+ &,

nous aurons de méme

(@ +b—c)?=(a-+ b — 2a—+ b)c + ¢,
(@ 4+ b)? = 0* + 2ab b
Remplacons dans chaque formule la quantité entre paren-
thése par la quantité égale que donne la formule suivante,
nous aurons finalement

(a4 b—c—+d)E=a*+2ab+ 1* —2a -+ 0)c
+ ¢+ 2@+ b—c)d 4 ad.

On voit dans le second membre les carrés de tous les termes
affectés du signe -, et les doubles produits de chacun des
termes par tous ceux qui précedent; quand un terme a le
signe -~ les doubles produits de ce terme par les précédents
gardent le signe des précédents; quand un terme a le signe —,
les doubles produits de ce terme par les précédents ont des
signes contraires 4 ceux des termes précédents.

Ce résultat s'énonce en langage ordinaire de la maniéere
suivante : :

RiGLE. — Le carré d'un polyndme se compose de la somme ©
des carrés de tous ses termes, et de tous les doubles produits de
ses termes pris deux & deuw, ces doubles produils ayant le I
signe 4 quand ils proviennent de termes de méme signe, et le |
signe — quand ils proviennent de termes de signe contraire. .’

ReEMArQUE 1. — Si l'on changeait les signes de tous les
termes d'un polynéme, il résulte de la régle précédente (ue
son carré ne serait pas change.

Remarque II. — Si le polyndme est ordonné par rapport
aux puissances décroissantes d 'une méme lettre, on sait, d'apres
la régle de la multiplication des polyndmes, que le carré a® du
premier terme, ayant un exposant plus fort que tous les autres
lermes du carré, n'est semblable & aucun autre, il en est de
méme du double produit 2ab du premier terme par le second;
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dont le degré surpasse les degreés de tous les autres termes du
carré, puisqu’ils contiennent la lettre ordonnatrice avec un ou
deux exposants plus faibles que ceux de 2ab. On verrait de
méme que chacun des deux derniers termes — 2cd et d* du
carré ne se réduit avec aucun autre ; le carré d'un polynéme
a donc au moins quatre termes, celui d'un bindme en a trois,
celui d'un mondme un seul, donc un bindme ne peui pas étre
un carré parfait. ;&

Quand on retranche du carré d'un polynéme le carré de
ensemble de ses deux premiers termes, le terme du plus haut
degré qui reste est — 2ac le double produit du 1** terme pat
le 3m; quand on retranche du carré d'un polynome le carré
de l'ensemble de ses trois premiers termes, le terme du plus
haut degré qui reste est 2ad le double produit du 1°* terme par
le 4™¢, et ainsi de suite. :

5. — RRacine carrée d’un polynome.

I extraction de la racine d'un polyndme s'indique par le
méme signe que celle de la racine d’un mondme, le trait hori-
zontal prolongé sur toute la longueur du polynome tient lieu
de parentheses. Ainsi la notation

V a* 4 2ab + b*
exprime la racine carrée du trindme a* 4 2ab - b%

Extraire la racine carrée d'un polyndme, c’est trouver uné
formule rationnelle par rapport aux letires, dont le carré soit
égal au polyndme, quelles que soient les valeurs attribuées
auzx lettres.

Soit & extraire la racine carrée du polynéme

4ot 4 Maa® — 10803 +- 8lak,

que nous représenterons, pour abréger, par la lettre P; ce
polyndme étant ordonné par rappert aux puissances décrois-
santes de la lettre z, si nous supposons la racine ordonnée de
méme, d’aprés la remarque sur la formation du carré d'un
polyndme, le premier terme 4a* de P est le carré du premier
terme de sa racine, donc le premier terme de la racine est égal
a la racine carrée 222 du premier termede P, etle second terme
9%ax® de P est le donble produit du premier terme 272 de la
racine par le second, si donc nous divisous 24aa® par le double
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42? du premier terme de la racine, nous aurons un quotient
6oz qui sera le second terme de la racine. Nous pouvons des
lors former le carré 4z* - 24aa® - 36a%x* de l'ensemble des
deux premiers termes de la racine, et le retrancher de P, les
deux premiers termes se détruisent, et il reste

— 36022t — 108ax -} 8lat.

D’aprés la remarque 11 du paragraphe précédent, le premier
terme du reste — 36a%z* est le double produit du 1" terme
97¢ de la racine par le 3me, et, comme il est de signe contraire
a 222, le 3meterme de la racine a le signe —, si done nous
divisons — 36a22® par 4a% nous aurons un quotient — 9a?,
qui sera le 3me terme de la racine. Nous pouvons des lors
retrancher de P le carré de Pensemble des trois premiers
termes de la racine, et, comme nous en avons déja retranché le
carré de 222 -} 6az, il n'y a plus & retrancher du reste que les
doubles produits de ces deux lermes par le 3me — 9a® et le
carré du 3me, cest-a-dire, — 36a*r* — 108a3z - 8la?, il ne
reste plus rien, P est donc le carré parfait de 22* ~+ 6az — 9a*.

8l restait quelque chose, on serait conduit par le méme
raisonnement a diviser le premier terme du reste ordonné par
le double du premier terme de la racine.

RiGLE. — Pour extraire la racine carrée d'un polyndme
entier, on Uordonne par rapport aug puissances décroissanies
d'une lettre, on extrait la racine carrée de son premier terme, et
lon a le premier terme de la racine cherchée. On divise ensuite
le second terme du polyndme par le double du premier terme
de la racine, et lon a pour quotient son second terme. On re-
tranche alors du polynome le carré de Vensemble des deuw
premiers termes de la racine, on divise le premier terme du
reste par le double du premier terme de la racine, et 'on a
son troisiéme terme. On retranche du reste le carré du troisiéme
terme de la racine et les doubles produits de ce troisiéme terme
par ceux qui précédent. On divise encore le premier terme du
reste par le double du premier terme de la racine, et lon a
son quatriéme terme. On retranche du reste le carré du qua-
triéme terme et les doubles produils de ce quatriéme terme
par ceusx qui précédent; et ainsi de suile, jusqu'a ce qu'on
trouve un reste nul, ou dont le premier terme ne soit pas
divisible par le double du premier de la racine.

On dispose le calcul de 'extraction de la racine carrée d'un
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polynéme de la méme maniére que celui de l'extraction de la
racine carrée d'un nombre entier. Voici le tableau de I'opéra-
tion :

; POLYNOME RACINE CARREE

/ﬁa:‘—l—?éaﬁ —108a32-+-81a% 2°-6ar—9a?
Vi )
ter este 24ax? —108a2z-81at
- R4aa’-360%2°
2¢ reste —3602r2—108a311-81a%
—36a22>—108a’r—+81a*
38 reste 0

ReMarQuE I. — D’apres la remarque I du paragraphe pré-
cédent, si P'on change tous les signes de la racine trouvée, on
aura un second polynéme — 22* — 6az - 9a2, dont le carré
reproduira le polynéme donné P; tant que nous n’aurons pas
vu la théorie des quantités négatives, nous ne considérerons
que celui des deux ou la somme des termes ayant le signe
Femporte sur celle des termes ayant le signe —.

REMARQUE II. — On pourrait commencer I'extraction de la
racine carrée d'un polynome aussi bien par la droite que par
la gauche, et trouver les deux derniers termes de la racine,
comme on a trouvé les deux premiers, en prenant la racine
carrée 9a® du dernier terme 81la* de P, et I'avant-dernier
terme — 108a%z de P, divisé par le double 184® du dernier
terme de la racine, donnerait son avant-dernier terme — 6oz,
et, en continuant I'opération, on frouverait le premier terme
— 22? de la racine. Le résultat ainsi obteni ne différe que par
les signes de celui qu'on a obtenu en commencant par la
gauche.

On reconnaitra que le polynéme donné n’est pas un carré
parfait si son premier terme n’est pas un carré parfait, ou si
son second terme n'est pas divisible par le double de la racine
du premier, les deux derniers termes donnent lieu & une
remargue semblable.

Lorsque le premier terme d'un reste n’est pas divisible par
le double du premier terme de la racine, le polynéme proposé
n’est pas un carré parfait. Quand on trouve au quotient un
terme dont le degré égale la moitié de celui du dernier terme
de P, ce terme est le dernier de la racine, et si le reste suivant
n'est pas nul, le polyndme P n'est pas un carré parfait
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EXERCICES.

/ fo — Démontrer que le carré d’'un nombre impair est un multiple
de 8, augmenté de I'unité.

20 — Démontrer que la somme des 7 premiers nombres impairs
est égale a n2,

On commencera par vérifier ce théoréme en faisant la somme des
deux premiers nombres impairs, puis celle des trois premiers, puis
celle des quatre premiers. On supposera ensuite ce théoréme vrai
pour les m premiers nombres impairs, m étant un nombre entier
quelconque, et on le vérifiera pour les m -+ 1 premiers nombres im-
pairs.

3° — Si deux nombres entiers sont chacun la somme de deux
carrés, leur produit est aussi la somme de deux carrés.

4° — Si un nombre pair est la somme de deux carrés, sa moitié
est aussi la somme de deux carrés.

9 — Vérifier que la quantité

— b+ Ybr—hac |
20 r

substituée & z dans le trindme az* 4 bx? + ¢, le rend nul.
6o — Faire le produit des quatre trindmes \/Tl_*_ \/3_1_ Ve,
Vit Vi—Vs, VatVe— G VitVi—Va

7o — Vérifier les égalités suivantes :

?\/72—12\/@—-\/32—8\/1?;8 V2—V3,

Vicvi=)/ At V2 _y /3—V2
gl 2 gt
8 — Calculer la différence des deux fractions
a—}-\/a’—b’ a—\Va—b
a—\/a’—-b” a-+ Va—b
baVar =0\,
(Rép. G
9o — Rendre rationnels les dénominateurs des fractions suivantes,
et calculer & un milliéme prés la valeur de chacune d'elles :
5 8 12

y—

Vi@ 8=y T BVT
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(Bép.  1° 3535: 2o 10,472; 3 1,569.)
10° — Démontrer la formule

R
Vs Vm
quand p est divisible par 7.

11° — Faire disparaitre les radicaux du dénominateur de la fraction

1

20
b—V b* — 4ac

; b+ Vo — hac
(Rép. e = e
2a
120 — Démontrer Iégalité des formules
be & bFte—vVETa
btd-c+ Ve r & 2 !
qui représentent toutes deux le rayon de la circonférence inscrite

dans un triangle rectangle dont les ctés sont b et ¢,
13¢ — Sachant que

araEbuste
oy g

démontrer les égalités Suivantes ;

@ ab4 ac+ be
a? " gy —|— a'c’ 4 e
i(ﬁ+ﬁ+ﬂ
¢ WIHVI Vo
Va@ - Vo + Ve =V a F 5 F o (@ 0 T
ad + b + e = V(@21 (ai+b2+ ¢ (a2 o) .
14> — Si 'on appelle a, b, ¢ les trois cotés d’un triangle, s et 2p

sa surface et son périmétre, R, r, 1/, 17 et 17 les rayons des cercles
circonscrit, inscrit et ex-inscrits, on a les relations

abe s s s
=— r=—, r= o ST -
- TR p’ p—a p—b p—ec

S=vVplp—a) (p—1b) (p—0);
démontrer qu’on a :

1 1 1 1 = Ty




RESOLUTION DES EQUATIONS

DU

PREMIER DEGRE

HUITIEME, NEUVIEME ET DIXIEME LECON

Programme. — Equations du premier degré. — Résolution des équations numeé-
riques du premier degré a une ou plusieurs inconnues, par la méthode dite
de substitution. J

L — Deénnitions e

1. — On appelle égalité algébrique la réunion par le signe
= de deux formules donnant les mémes résultats, quand on
effectue les opérations indiquées, quelles que soient les valeurs
attribuées aux lettres. Les résultats de toules les opérations
algébriques sont exprimés par des égalités :

2a + 3b -+ 32 — 4c -+ 8d + 4a = 9a + 3b — 4c - 8d,
92 — 4b — 8¢ — (Ta + 3b — 5¢) = 2a — Tb — 3c,
r: — a?
T+ a
2a + 3z =2 + 3z
s'appelle une identité.

2. — On appelle équation la réunion par le signe — de
deux formules algébriques qui ne donnent pas les mémes
résultats, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres,
ais seulement quand on y remplaceles lettres par des nombres
convenablement choisis. Ces nombres s’appellent racines ou
solutions de 1'équation; valeurs des inconnues; on dit qu'ils
satisfont & I'équation, qu'ils la vérifient ; trouver ces nombres,
Cest resoudre 1’équation.

=T —a.
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Les deux formules réunies par le signe — s’appellent les
deux membres de Péquation, le premier membre est & gauche,
le second & droite.

On distingue les équations d’aprés le nombre de leurs in-
connues ; ainsi I’équation

n’'a qu'une inconnue, et I’équation L |
1
5z + 3y = 30, |

en contient deux.

Lorsque les membres d’une équation sont des monémes ou
des polyndmes entiers par rapport aux inconnues, on dit que
cette équation est du premier degré, du second, du troisieme...,
selon que le degré le plus élevé de ses termes relativement
aux inconnues, égale 'un des nombres 1,2, 3.... Ainsila
premiere des équations précédentes est du second degré, et la
deuxieme du premier degre.

Deux équations ¢ui ont les mémes inconnues et les mémes
solutions sont dites dguivalentes.

Il résulte de cette définition que, pour la résolution d’une

équation donnée, on peut remplacer cette équation par toute .

autre qui lui soit équivalente; la méthode de résolution des
équations consistera a les remplacer par des équations équiva-
lentes tellement simples que leurs solutions soient évidentes.

5. — Principes généraux,

TarorkME I. — Quand on ajoute ou qu’on retranche une
méme quantité connue ou inconnue auzx deur membres d'une
équation, on obtient une équation équivalente.

Remarquons d'abord que, si dans cet énoncé, ainsi que dans
le suivant, on remplace le mot équation par €galité, on a une
vérité évidente.

Soit I'équation

(1) 2w—+5=Tr—20
que nous appellerons 1'équation (1) pour abréger ; il s'agit de
prouver que l'équation (2), obtenue en ajoutant aux deux
membres la quanlité 4z — 3, a les mémes solutions,

2) 2w+5+(4¢—3)=7a’—?0+(43—3)-

!




EQUATIONS DU PREMIER DEGRE. »

Dabord tout nombre qui vérifie la premiére vérifiera la se-
conde.

En effet soit 5 un nombre vérifiant'équation (1), cela signifie
que mis a la place de @, il rend le premier membre 2245
égal au second 72 — 20 ; mettons ce méme nombre 5 4 la place
de z dans l'équation (2); il rendra 2245 égal & 7o — 20, et
comme il rend évidemment, 42 — 3 égal & 4x — 3, les deux
membres de I’équation (2) sont rendus égaux, I'équation (2) est
vérifiée. Ainsi toutes les racines de I'équation (1) appartiennent
a4 I'équation (2), mais il pourrait se faire que I'équation (2) et
d’antres racines que celles-1a, si nous ne démontrions pas que
réciproquement tout nombre qui vérifie la seconde équation
vérifie la premiere.

Soit 5 un nombre qui vérifie I'équation (2); mis a la place
de , il' rend par hypothese 22 -5 {4z - 3) égal & To—20
+ (4 — 3), et, comme il rend évidemment égales les deux
parties 4o — 3 des deux membres, il doit rendre égales les
autres parties 2z -+ 5 et 7z — 20, qui sont les deux membres
de 'équation (1}, done il vérifie cette équation.

L’équation (2) ayant toutes les racines de I'équation (1), et
W'en ayant pas d’autres, lui est équivalente,

La démonstration relative & la soustraction se trouve faite,
car en retranchant aux deux membres de I'équation (2) la
(nantité 4z — 3 on trouverait I'équation (1), et nous savons
que ces deux équations sont équivalentes.

COROLLATRE. — On peut faire passer un terme d'une équa-
tion d'un membre dans l'autre, pourvu gu'on change le signe
de ce terme.

Soit I'équation

w+5="T2—20;
ajoutons 20 aux deux membres, il vient
2245+ 20 =Tz,
relranchons 22 aux deux membres, nous aurons
5420 =Tz — 2.

On voit que le terme 20, qui avaitle signe — au second
membre, se trouve transporté au premier avec le signe -, et
que le terme 2, qui avait le signe <~ an premier membre, se
trouve transporté au second avec le signe =,
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TuEOREME II. — Si on multiplie ou qu’on divise les deux
membres d'une équation par une méme quantité, on obtient
une équation équivalente, pourvu que cette quantité ne soit pas
nulle et ne puisse pas le devenir.

Soit une équation

2r—=6.

Faisons d’abord passer tous les termes dans le premier membre,
ce qui donne une équation () équivalente (Th. I), nous aurons

1) 20— 6=0.

Multiplions les deux membres, par une quantité m diffé-
rente de zéro, nous obtenons une seconde équation :

) (22 —6) ><x m = 0.

D’abord tout nombre qui vérifie la premiére équation véri-
fiera la seconde. :

En effet soit 3 un nombre vérifiant I'équation (1): mis & la
place de z, il rend, par hypothése, le premier membre égal 4
Z€r0; metfons ce méme nombre 3 4 la place de z dans I'équa-
tion (2), il rendra 22 — 6 égal a zéro, et le produit de zéro par
sera nul, c'est-a-dire égal au second membre, ’équation (2)
est verifiée. Ainsi toutes les racines de 1'équation (1) appar-
tiennent & I’équation (2); pour prouver l'équivalence de ces
équations, il reste & prouver que réciproquement toutes les
racines de I'équation (2) appartiennent 4 I'équation (.

Soit 3 un nombre qui vérifie I'équation (2), il rend par hy-
pothése le produit (22 — 6) m nul ; or pour qu’un produit soit
nul, il faut que I'un des facteurs soit nul, et comme m ne I'est,
pas, 2z — 6 doit étre rendu nul, et I'équation (1) est veérifiée.
L’équation (2) ayant toutes les racines de I’équation (1) et n’en
avant pas d’autres, lui est équivalente.

La démonstration relative 2 la division se trouve faite, car on
passerait de I'équation (2) & I'équation {1) en divisant les deux
membres par m ; cette division des deux membres d’une équa-

tion par m donne donc une équation que nous savons lui étre
équivalente,

REMARQUE. — Lorsque la quantité m, par laquelle on mul-
tiplie ou I'on divise les deux membres de P'équation, contient
l'inconnue , I'équation ainsi formée n’est pas équivalente  la
proposée.
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En effet, si 'on multiplie par @ =5 les deux membres de
I'équation (1) i

équation (2) qui en résulte, n'est pas équivalente,
(®) (22 — 6) (x — 4) =0,

Tout nombre 3, qui vérifie I'équation (1), et, mis 4 la place
de z, rend par hypothese 2z — 6 nul, rendra aussi nul le pro-
duit (2z — 6) (& — 4), et vérifiera I'équation (2) ; mais la réci-
proque n’est pas vraie. Tout nombre qui vérifie I’équation (2)
rend nul, par hypothese, le produit (2z—6) (z— 4), et pour
qu'un produit soit nul, il faut que I'un des facteurs soit nul,
I'équation (2) admet donc deux sortes de racines: 1° celles qui
rendent 2z — 6 nul et vérifient I'équation (1), 20 celles qui
rendent 2 — 4 nul, et qui peuvent ne pas vérifier I'équation (1).

Ainsi : quand on multiplie les deu membres d'une équation
par un facteur conlenant l'inconnue, ony introduit des ra-
cines nouvelles, celles qui rendent le facteur inconmi égal @
séro. Inversement quand on divise les deus membres d'une
équation par un facteur contenantl'inconnue, on en supprime
des racines, celles qui rendent le factewr inconnu égal a zéro.

Lorsqu'on sera obligé de multiplier les deux membres d'une
équalion par un facteur inconnu, on devra, parmi les solutions
de la nouvelle équation, rejeter celles qu'on aura introduites.

CoroLLAIRE 1. — Quand on connait une racine d'une
équation, on peut toujours abaisser son degré d'une unité.

Soit I'équation

2’ —8rt 4 19z - 12=0,
dans laquelle on apercoit la racine 1. Puisque | mis a la place
de 2 rend le premier membre égal & zéro, ce premier membre
est divisible par # — 1 (4 et 5, VII, Th.), et donne pour quo-

tient
»— Tz + 12.
L’équation proposée peut donc s'écrire :
(@ —1) (@—Tz+1)=1

En divisant les deux membres par z — I, ce qui supprime

la racine 1, elle se réduit a
2—1z+ 12=0,

*quation qui donne les autres racines de l'équation proposée.



8 HUITIEME, NEUVIEME ET DIXIEME LEGON

CoRrOLLAIRE II. — 1l résulte du théoreme 1I que fout divi-
seur de l'un des membres, autre que zéro, passe comme mul-
tiplicatewr dans U'autre membre et réciproquement,

L’équation

T
il
équivaut & 'équation

; T=4><3;
car on n’a fait que multiplier les deux membres par 4.

De méme 'équation

=Y

3
équivaut a I'équation

4 -
s s
car on n’a fait que diviser les deux membres par 4.

Cororraire IIL. — Lorsquune équation o des termes frac-
tionnaires, on peut, en général, réduire tous les termes de
celte équation av méme dénominateur, et supprimer ensuile
ce dénominateur qu'on doit choisir le plus simple qu’il est pos.
sible. Cela revient & multiplier les deuz membres par le plus
petit multiple commun des dénominateurs, et S'appelle chasser
les dénominateurs.

Ce théoréme est évident lorsque le dénominatenr auquel on
réduit tous les termes de Véquation est un nombre, ou une
quantité algébrique qui ne contient pas d’inconnues, pourvi
que, dans ce dernier cas, on ne fasse aucune hypothese qui
rende nul le dénominateur; car, en supprimant ce dénomi-
nateur, on multiplie les deux membres de I'équation par une
quantité autre que zéro. ,

Ainsi U'équation

est équivalente a I'équation
&—3 43 (54 0)=2,

quon forme en réduisant tous les termes de la premiere an

dénominateur 6, et multipliant les deux membres par ce dé-
nominateur,
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Pareillement les équations

b
w—'a——c_—d—}—e,

(z—a) (c —d) =br+e(c—d),
sont équivalentes, a la condition qu'on donnera toujours aux
lettres ¢ et d des valeurs inégales,

Lorsque le dénominateur commun renferme des incou-
nues, le théoreme n'est pas toujours vrai; car l'équation
formée par la suppression du dénominateur commun peut
élre satisfaite dans certains cas par des valeurs de 'inconnue,
qui rendent nul ce dénominateur. En voici un exemple : si je
réduis au méme dénominateur x(x*— 1) tous les termes de
I'équation

2 1 =2

*—1  alz—1) z@+F1)°

et que je multiplie ses deux membres par z(2® — 1), je forme
la nouvelle équation

r— 1= (@x—2) (z—1),
qui a pour solutions les nombres 3 et 1, comme on peut le
vérifier. Le premier de ces nombres satisfait aussi & I'équation
donnée ; mais il n’en est pas de méme du second qui rend nul
le multiplicateur @(z*— 1), lorsqu'on le substitue a @ dans
Celte expression.

Cet exemple simple montre que l'application du théoréeme
précédent conduit, daus certains cas, & une équation qui peul
avoir plus de solutions que l'équation proposée. Néanmoins,
ou emploie la premidre an lieu de la secoude, parce que ses
deux membres sont des polynomes entiers, et que les mé-
thodes de résolution ne sont le plus souvent applicables qu’a
des équations de cette forme. Mais on rejette comme étran-
géres a la question, toutes les solutions de l'équation trans-
formée qui rendent nul le commun dénominateur des termes
de 'équation proposée.

I -~ Résolution d’une équation du premier degré
@ une seule inconnue.

Soit proposé de résoudre I'éguation

DRV Se
b & uad 8
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Je réduis d’abord tous ses termes au dénominateur 24, etje
supprime ce dénominateur. Je forme ainsi ’équation

48x% — 18 + 122 = 16 + 9z,
qui est équivalente 4 I'équation donnée.

Je rassemble ensuite dans le premier membre tous les termes
qui contiennent I'inconnue, et dans le second membre ceux -
qui sont indépendants de cette quantité , en changeant les
signes des termes 9z et 18 que je tramsporte dun mem})re
dans l'autre (Th. I, Cor.). Par suite, I’6quation qui précede
devient :

48z + 122 — 9z = 16 - 18. ;

Jeffectue alors les opérations indiquées dans chaque membre,
et je trouve

51— 34;
I'équation devient en divisant les deux membres par 51,
e 34
S ot

Le nombre —g% ou % est la seule valeur de I'inconnue, puis=

que cette derniére équation , équivalente & la proposée, 1€
peut étre satisfaite, quand on y remplace & par un nombre

difféerent de % ¥

Pour vérifier cette valeur de I'inconnue, je la substitue dans

I’équation proposée, dont les deux membres doivent alors se
réduire a des nombres égaux. L'égalité

4 3 1 2 1
b Tt

& laquelle cette substitution conduit est évidente ; car chacun

de ses membres est égal a 1—; Le nombre % est donc la

valeur de l'inconnue.

De cet exemple résul'e 1a »2gle suivante : Pour résoudre une
équation & une seule inconnue et du premier degré, on réduit
tous les termes au méme dénominateur, et l'on Supprime ce
dénominateur. On rassemble ensuite dans un membre les
lermes qui contiennent linconnue, et dans T'autre membre
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ceuz qui en sont indépendants. On effectue alors, aulant quil
est possible, les additions et les soustractions indiquées dans
chacun des membres, puis on divise la valewr de celui qui ne
renferme pas Uinconnue par le coefficient de cette qua,ntité.i
Le quotient de cette division est la solution de-1’équation pro- .
posée, si toutefois les calculs qui précedent sont exacts. On les
vérifie en remplacant Pinconnue par ce quotient dans 'équa-
tion. Si les deux membres se réduisent & des nombres égaux,
le nombre trouvé est la valeur de l'inconnue. Dans le cas con-
traire, cette valeur est fausse; il faut alors recommencer les
calculs relatifs & la résolution de I’équation.

REMARQUE I. — Celte régle est aussi applicable aux équa-
tions du premier degré dont les coefficients sont algébriques.
En voici un exemple :

Soit & résoudre I'équation
__ (Ra+-b)bx 3abe a2}

— ala+b)? + at+b + a03°
je réduis tous ses termes au dénominateur a(a—-b), et je
supprime ce dénominateur ; il en résulte que

3ac(a—+-b)3z--b(a-bPr=(a-+b)(2a-+b)b*a+-3a*be(a+-b)*+-a*b%
Je transporte ensuite le terme (@ + b) (2a -} b)b*» dans le pre-

mier membre et je mets (a4 b)z en facteur commun ; I'équa-
tion précédente devient des lors

[(3ac—+b)(a—+b)*—b*(2a +b)] (a+b)e=3a%c(a +b)*+a®b?,

et j’en déduis

30:1:-}-1;_37

J 3ahec(a -+ b)*+ a®h?
= Ta ) Baela b} +-b(a+ b — 6@+ )]
Pour simplifier cette fraction, je mets ab en facteur commun
au numérateur, et je remplace dans le dénominateur la quan-
e b(a+b)*— b*(2a -+ b) par ba* qui lui est égale; je trouve
ainsi ;

__ ab[3acla+ b)2 + a%b)
~ (ot b)Bacla+ b +a%] ’

et, par conséquent,

gal ab
z_a—{-b'
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On vérifie cette valeur de o, en la substituant dans I'équa-
tion proposée qui devient

Jabo | 8 B@ad-b) | Babo a2b?

B T T @ker e T @
Or on a

BRatb) |, o _ BQabtbtal)  Batb)r B
D I ) N 7 =) L (2 LB

donc le second membre de I'égalité (I) estidentique au pre-

mier, et la valeur

ab
isfait a I'é i 0s€e.
o1b de z satisfait & I'équation prop

RemARQUE II. — 11 n’est pas indifférent de transporter dans
un membre ou dans l'autre les termes qui renferment l'in-
connue de I'équation ; il faut faire en sorte que les soustrac-
tions qui résultent de ce déplacement des termes puissent étre
effectuées. Lorsque les coefficients des termes de l'équation
sont des nombres, on voit immédiatement de quel coté du
signe d’égalité on doit transporter l'inconnue, pour que les
soustractions soient possibles dans chaque membre. Mais il
n'en est plus de méme si les termes de I'équation ont pour
coefficients des lettres n’ayant généralement entre elles au-
cune relation de grandeur. Soit, par exemple, I’équation

o+bx=c-dz,
dans laquelle le coefficient & de l'inconnue peut étre plus
grand ou moindre que d. La résolution de cette équation con-
siste dans la recherche des valeurs de l'inconnue qui corres-
pondent & ces deux hypotheses. Si I'on suppose : 1° b >d, il
faut transporter le terme da dans le premier membre, parce
que la soustraction b — d est possible, et I'on trouve alors
c—a
b—ad’
en aamettant toutelois qu'on ait ¢ >a; 2° si b est moindre

que d, on fait passer le terme bz dans le second membre, et
P'on obtient

=

a—¢C

d—b"’

en supposant en outre ¢ < @. Je démontrerai dans la suite

comment on peut remplacer ces deux formules par une seule.
Lorsqu'en résolvant une équation on trouve que la sous<

=
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traction est possible dans un membre et impossible dans
l'autre, c'est qu’il n’existe aucun nombre qui puisse satisfaire

3 l'équation ; on en conclut que

cette équation exprime une

absurdité, qu'on peut le plus souvent reconnaitre & priori.

Soit, par exemple, 'équation

. i AL
9o i

je réduis ses termes au méme dénominateur, puis je supprime
ce dénominateur, et j'obtiens la nouvelle équation

30—|—5w=27+3a7,

de laquelle je déduis

52 — 30 =27 — 30.

Je suis conduit de cette maniere
qui est indiquée dans le premier

3 deux soustractions ; celle
membre est possible, tandis

que l'autre ne l'est pas. Jen conclus que I'équation donnée
‘exprime une condition impossible & remplir. En effet, il s’agit

ide trouver quel nombre on doit

! b=
impossible, puisque la fraction .o

ajouter aux deux termes de

la fraction —g- pour la rendre égale & -%— . Or ce probleme est

est plus grande que % , et

quon augmente une fraction plus petite que I'unité en ajou-
tant un méme nombre & ses deux termes.

Remarque 111, — La théorie des rapports égaux permet de
résoudre d'une maniére plus simple et plus élégante certaines

-équations. Soit, par exemple, I’équation

&T

b

a—T

c

En ajoutant 3 chaque dénominateur le numérateur corres-

pondant (6, Th. V); ona
T

YL
@ c+b’
d'on T
m___Aab §
e

On résoudrait de méme I'équatio
@

a+

e

n

b
'E'v
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qui donne

ab |
s e

e

L=

REMARQUE IV. — Lorsqu’une équation n’a qu'une inconnue.
élevée a4 la méme puissance dans les termes qui la contien-
nent, on peut la résoudre en cherchant la valeur de cette puis-
sance, d’aprés la régle donnée pour la résolution d’une équa: i
tion du premier degré a une seule inconnue. <

En effet. soit I'équation b

523 — 12 =52 — 32?3, -
qui ne contient 'inconnue # qu’a la troisidme puissance; e
fais passer le terme 32° dans le fremier membre et le terme 2
dans le second, puis j'effectue les opérations indiquees dans
chaque membre et je trouve

= 8i— 64}
Je considere maintenant la quantité #* comme l'inconnue, 0&
pour en avoir la valeur, je divise les deux membres de I e‘I“"
tion par le coefficient de 2 ; J ’obtiens ainsi :
=8,

et j’en conclus

.’D=</§=2. :

IV. — Résolution des équations & deux inconnues:

1. — Une équation 4 deux inconnues et y étant donné
je réduis tous ses termes au méme dénominateur, si elle end
qui soient fractionnaires; je supprime ensuite le dénominatet®
commun, et je rassemble dans un méme membre les terme
qui contiennent les inconnues, et dansl'autre membre ceuk
qui en sont indépendants. Je ramene ainsi I'équation pro
a n’avoir que trois termes entiers, comme la suivante :

2+ 5y =29.

TrEOREME III. — Une equation & deux inconnues estw'

déterminée, Cest-a-dire qu'elle admet une infinité de solutions:
Soit 'équation

En faisant passer le terme 5y dans le second membre, et divi®
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sant ensuite les deux membres par le coefficient de z, on
trouve I'équation équivalente
9 — 5y
2

qui sert & calculer I'inconnue @, aumoyen de l'autre inconnue
y, que l'on peut prendre arbitrairement ; c'est ce qu'on ex-
prime en disant que I'équation est résolue par rapporta z, ou
que « est exprimé en fonction de . Pour avoir un systeme
de valeurs des inconnues, donnons a ¥ une valeur arbitraire,
3

Bl o=

2 5’

Tr=

par exemple 730— , le second membre devient

en remplacant y par -130— , et @ par i_Z)_ , les deux membres

seront égaux, et 'équation sera satisfaite.

On voit que 'on ne pourrait pas satisfaire a I'équation en
prenant arbitrairement les valeurs des deux inconnues; le
choix des valeurs de ¥, quoique indéterminé, est méme limité.
En effet, il faut que 5y soit au plus égal & 9, pour que l'on
puisse trouver une valeur de @ correspondante a celle
de y.

Si I'on se propose de trouver les valeurs de z et y qui
satisfont 2 la fois a deux équations contenant ces deux incon-
nues, le probleme devient en général détermine.

Je suppose d’abord que I'une des équations ne contienne
qu'une inconnue, et je prends pour exemple les équations :

2z 45y =19,
z—2 5,
z—3 &'
je résous la seconde qui n'a qu'une inconnue, et je trouve

o2=1T.
Il s'agit maintenant de déterminer la valeur correspondante
de y, qui satisfait a la premiére équation. Pour cela, je résous
cette équation par rapport i y, et, d'aprés ce qui précéde, je
remplace # par 7 dans la formule
19 —22
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ce qui donne

19 — 14 ey
D
‘et exemple montre quelle marche on doit suivre
soudre deux équations contenant a la fois les deux inconn:
Il faut chercher & ramener ce cas au précédent, c’est-a
remplacer le systeme des égquations données par un autre
lui soit équivalent, et dont Uune des équations n'ait qu’
inconnue. C'est ce qu'on appelle éliminer une inconnu
I'une des équations du systeme proposé. L'élimination repose
sur un théoréme général que je vais d’abord démontrer,
On dit qu'on additionne ou qu’on retranche devx équat
membre ¢ membre lorsqu’on égale la somme ou la différe

de leurs premiers membres 2 la somme ou & la différence des
seconds.

jy:

THEOREME IV. — Dans tout systeme de plusieurs équwt""
@ plusieurs inconnues, on obtient un systéme equivalent
remplacant Pune delles ou méme plusieurs par da

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que dans
chaque équation on ait fait passer tous les termes dans le pre-
mier membre, et qu'on les ait ramenées & la forme A =0,

A étant un polyndéme entier qui contient les inconnues &
Y, Besis

Supposons que I'on ait trois équations

Avi=0s
M A=,
Al =10

Ce systeme est équivalent au suivant :
A'=30,
(11) mA 4+ nA’ =0,
PA 4+ gA’ + rA7 =0.

En effet tout systéme de valeurs des inconnues qui vérifie 15
systeme des équations (I), annulant les polynémes A, Alet A"v
annulera les polyndémes mA --nA’ et PA—-gA’ 4 rA”, dont
il vérifie le systéme des équations (IT). Le systeme (IT) admes
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done toutes les solutions du systéme (I), et il n’en admet pas
d’autres; car tout systéme de valeurs des inconnues qui vérifie
le systéme (II), rendant nuls les polyndmes A et mA+ nA’,
doit rendre nul le produit nA’ et par suite A, si n est diffé-
rent de zéro ; rendant nul le polynéme pA + gA’ 4 rA”, on
les deux premidres parties pA et gA’ sont nulles, il doit
rendre nul le produit rA” et par suite A”, si r est différent de
zéro, et par conséquent il vérifie le systeme (I).

Le raisonnement fait voir que m peut étre nul, dans ce cas
il n'y a qu'une équation de remplacée ; p et g peuvent aussi
étre nuls, si Iun des deux est nul, la troisitme équation du
systeme (II) sera une combinaison de deux seulement des
équations du systeme (1), g'ils sont nuls A la fois, la troisitme
équation du systeme (I) n’est pas changée. On pourrait évi-
demment remplacer le systeme (I) par le systéme de trois
¢quations semblables a la dernidre du systeme (IT).

REMARQUE. — Si chaque équation avait deux membres le
théoréme serait également vrai, Soient les équations

A =B AP =0
A'—8] @  auxquelles nous donnons la forme A—B =0,
A" — B”. A'—- B"=0.

Ce nouveau systéme est équivalent, d'aprds notre théoréme,
au suivant @

A—-B=0, A=B,
mA—B-}n(A'—B' =0, % ou (I1) % mA-+nA'=mB-{nB,
P(A—B)+qlA'—B)-}r(A"—B")=0. pA-+qA+rA"=pB-qB-HrB".

Au lien d’ajouter les équations, on pourrait les retrancher
membre & membre.

2. — Elimination par substitution.

La méthode d élimination par substitution consiste & résoudre
Pune des équations par rapport & une inconnue, et a substituer
la valeur de cette quantité dans Tautre équation qui ne con-
tient plus alors qu'une inconnue.

Cette régle est une conséquence du théoreme précédent pour
les équations du premier degré ; je vais la démountrer sur les
équations suivantes :

;w+w=w
M { 3z—y =5

Y
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Je résous d’abord la premitre par rapport & o, puis je rem-
22—'4_5& dans la se-
conde équation, et je dis que le systeme des deux équations

(il 22 — by !

4
(II)
3 (M) — =35,

place cette inconnue par sa valeur z —

K

est équivalent au systéme (I) donné. En effet, si je remplace
dans le systeme (II) la seconde équation par une autre que je
forme en ajoutant membre & membre la seconde équationala
premiére, aprés avoir multiplié les deux membres de celle=ci

par le coefficient 3 du terme 3 ( 2-21‘53/) de la seconde, j'ob-

tiens un nouveau systéme équivalent au second, et composé des
deux équations
) 22 — 5y
A
3z — 2y = 5, ,
qui ne sont autres que les équations proposées ; par conséquent
le second systéme est équivalent au premier.
La résolution de I'équation
22 —5
3 (“y) nlogias
4
ne conduit qu'a une seule valeur de ¥, savoir
y=2;
en substituant ce nombre & 7 dans la formule
22 — by
P

—_— e———
’

4
Ie ne trouve de méme qu’une seule valeur pour o, savoir:
B=.3.

De cet exemple je conclus : 1° la régle suivante :

Pour résoudre deux équations du premier degré & deux in-
connues x et 'y, il faus prendre la valeur de x en fonction de Y
dans U'une des équations, la substituer i cette inconnue dans
lauire éauation, et résoudre ensuite cette derniére équation
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par rapport a linconnue y qu'elle contient seule. La valeur
de y étant ainsitrouvée, on obtient celle de I'autre inconnue x
en substituant la valeur de y dans la formule qui donne x
en fonction de y.
2° Ce théoreme : Tout systeme de deux équations a deuw in-
connues, et du premier degré, n'admet en général qu'une
solution, c'est-a-dire que chacune des inconnues w'a qu'une
valewr.
Autre exemple. — Résoudre le systtme des deux équations
az — by =a* 4 b
bz + ay = a* + b2
Je tire de la premiére

g HRY
a

et je substitue cette valeur de # dans la seconde équation ; il
vient :

MBI L oy

En réduisant au méme dénominateur tous les termes de cette
nouvelle équation, et rassemblant dans le second membre les
lermes qui ne contiennent pas l'inconnue, jai :

0% +at)y = ala* + ) — bla* +- )

et, par suite,

y=—a—b.
Je substitue cette valeur de ¥ dans l'équation
at4 1 4 by
e T T,
et je trouve
a4 b+ ab—b*
z= a ’
ou
x=a + b.

Je vérifierais que ces valeurs de x et y sont exactes, en les
substituant dans les équations proposées.
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8. — Elimination par addition et soustraction.

Soient les deux équations :
3z Sy =31;.
(I) i + Y o ]
1w — 12y =11. §
Je raméne les coefficients de & étre égaux, en multipliant
les deux membres de la premiére équalion par le coefficient?

de z dans la seconde, et ceux de la seconde équation par le
coefficient 3 de # dans la premiere :

21z | 56y = 217,
21z — 36y = 33. ‘
Je retranche membre & membre ces deux équations, les !
termes en # se détruisent, et je peux remplacer 1'une des pro-
DPosées par I'équation résultante, dont I'inconnue z est éliminée
(Th. IV}, ‘
Pour ramener les coefficients de y a étre égaux, je remarque (
que leur plus petit multiple commun est 24, je multiplie done =
la premiere équation par 3 et la seconde par 2, il vient :
9z 4 24y = 93,
14w — 24y = 22, g
j’'ajoute alors membre & membre ces nouvelles équations, 1es
termes en y se détruisent, et je peux remplacer I'une des pro-
posées par l'équation résultante, dont l'inconnue y est éli- .
minée : ]

23z=115.

Le systeme (I) est donc remplacé par le systéme équivalent

(Th. 1V), -
92y — 184 |

{mn 5 23z = 115 '

d’ou l'on tire
Y ==125 et “TLp=E 5l

Ce procédé d’élimination est plus rapide que le précedent,
surtout quand une inconnue a le méme coefficient dans les
deux équations; on l'emploie toujours quand les deux incon-
nues ont le méme coefficient.
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Soient les deux équations :
4z 4 3y = 43,
4o — 3y =13;
ajoutons et retranchons ces équations membre & membre, il
vient :

82 = 56,

6y = 30,
d’ol
=1,
et
y=>5. A
Soient encore
z+yY=a,,
I 4 ="
ajoutons et retranchons ces équations membre A membre, il
vient : (28
w=0-+Db
y=a—0b,
d’on
_a b
&=
et
a—Db
y —; 2 v

V. — Résolution de 3 équations & 3 inconnues.

1. — Quelle que soit une équation du premier degré & 3 in-
connues, on peut en chassant les dénominateurs, transposant
les termes, et réduisant les termes semblables. la ramener & la
forme suivante : X

0 —by+3=1.

TagoriMe V. — Une équation @ trois inconnues est indé-
terminée, ¢est-d-dire quelle admet une infinité de solutions,

Soient z, y et 5 les trois inconnues, donnons & deux d'entre
elles, y et 5 par exemple des valeurs arbitraires, I'équation pro-
posée ne cont’endra plus que I'inconnue &, et I'on peut en gé-
néral trouver une valeur de @ qui satisfasse & une équation &
une inconnue,
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Soit I'équation
2z — 5y 43z =1,

d’otr
§ A 5
Si nous donnons a y la valeur 2 et & z la valeur 3, pour jé.
rifier I'équation, la valeur de 2 doit éire i3 129———2 , cest=

a-dire 1.

THEOREME VI. — Le systéme de deux équations @ trois in-
connues est indéterminé, c'est-a-dire qu'il admet une infinité
de solutions.

Soient proposées les deux équations & trois inconnues :

2 —5y+3z=1,
Tz+3y—2="1.

Donnons a I'une d’entre elles, z par exemple, une valeur
Tt 1 : :
arbitraire 7 les équations ne contiendront plus que deux

inconnues :

1
2m—5y_-4—,
7m+3y=_3;i;

nous avons vu qu'en général on peut trouver des valeurs de
ety qui satisfassent 4 deux équations & deux inconnues.

2. — Sil'on se propose de lrouver des valeurs de =, y etz
qui satisfassent & trois équations a trois inconnues, le probleme
devient en général déterminé.

Soient proposées les équations

22— 5y 3z =1,
T+t 3y —2 =1,
S22yt 3=12.

Je résous la premiére par rapport & z, et je substitue la va-
leur de cette inconnue dans les deux autres équations. Je dis
que les trois équations

1+5y— 3z

= 2 )
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7 (l_if_’g__&.).{. 3y—2 =1,
5 (ﬂ’é——?”)ﬂﬁ b 19,

forment un systéme équivalent  celui des équations données.

En effet, je remplace la seconde équation du dernier sys-
ttme par une autre que je forme en ajoutant membre
membre cette équanon et la premidre, aprés avoir multiplié
les deux membres de celle-ci par le coefficient 7 du terme

1 =k
7 (—|—_5@é__3_z_) de la seconde équation. Or, la transformée

T+ 3y—u=1
que j'obtiens ainsi, n’est autre que la seconde équation du
premier systéme ; une combinaison semblable, effectuée sur la
premiére équation et la troisitme du second ' systéme, repro-
duit aussi la troisidme équation

5042 +3=12
du premier systéme ; donc le second systeme est équivalent an
premier.
Je simplifie les deux dernidres équations du second sys-
tome, et la question se trouve ramenée & résoudre les trois
équations

ik 1+512,-3= .

4y —Bz=1T,

29y — 135 =19,
plus simples que les équations données, puisque deux d’entre
elles ne contiennent que deux inconnues. J'élimine maintenant
I'une de ces inconnues, par exemple y, entre ces deux équa-
tions, et le systéme précédent devient

1 — 33
_itust,
74253
A Tl
7+ 253
41
Comme chacune de ces équations contient une inconnue de

T

29

)-13:: 19.
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moins que celle qui la préceéde, je cherche d’abord la valeur
de z en résolvant la troisitme équation qui ne contient que
cette inconnue. Je trouve ainsi
533
je substitue ensuite cette valeur de z dans la seconde équanon,
qui donne y en fonction de z, et jobtiens
==
Les valeurs de y et z étant connues, je calcule la valeur cor-
respondante de @ en remplacant y par 2 et z par 3 dans la
premiére équation, qui donne z en fonction de y et de z, et j’ai
=3 L
Afin de vérifier tous les calculs qui précédent et, par suite,
les valeurs qui en résultent pour les inconnues, il faut toujours
s'assurer, par une substitution directe, que les nombres trouvés
pour les inconnues satisfont aux équations données.
Cette vérification, appliquée & I'exemple précédent, conduit
aux identités suivantes :

2—1049=1,
7T+6—6=1,
54443 =12;

les valeurs trouvées pour les inconnues sont donc exactes.
De cet exemple je conclus

1° La régle suivante :

Pour résoudre trois équations & trois inconnues x, v, z, jé
comimence par prendre la valeur de Uinconnue x dans l'une
des équations, et je la substitue dans les deuw autres. Je prends
ensuite la valeur de'y dans U'une des deum derniéres équations
et je la substitue dans Uauire, que je résous alors par rapport
a@ z. La valeur de z étant trouvée, je calcule y en remplacant
dans la formule de cette inconnue la quantité z par sa valeur.
Enfin j’obtiens la valeur de x en substituant dans sa formule
les valeurs connues de y et de z.

20 Ce théoréme: Tout systeme de trois équations d irois
inconnues et du premier degré wadmet en général quune
solution, puisqu’on détermine successivement chacune des in-

connues par une équation du premier degré ne contenant que
l'inconnue cherchée.
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Vi. — Résolution d’un nombre gquelconque
d’équations.

La régle que je viens de donner, pour la résolution de trois
équations A trois inconnues, peut étre étendue & un nombre
quelconque m d’équations simultanées, contenant m incon-
nues &y, Ty, Tgerss Ty .

En effet, si je résous la premiere de ces équations par rap-
port a l'inconnue @,, et que je substitue la valeur de @, dans
les m — 1 autres équations, le systéme proposé se trouve rem-
placé par un autre composé d'vae équation renfermant les m
inconnues, et de m—1 équations contenant les m—1 quantités
Ty, Ty,.... T,. Je prends dans la premidre de ces m — 1 équa-
tions la valeur de ,, et je la substitue dans les m — 2 autres.
Je forme de cette manitre un second systéme d'équations
équivalent au premier et contenant une équation & m incon-
nues, une équation & m—1 inconnues, et un groupe de m —2
équations dont les inconnues sont @y, @, .... @,. Je résous
alors la premiére équation de ce groupe par rapport & 2y, et je
substitue la valeur de cette inconnue dans les m — 3 autres
équations ; ce qui ramene le systéme proposé & un autre com-
posé aussi‘de m équations : la premilre a m inconnues, la se-
conde en contient m —1, la troisitme m — 2, et les m—3
autres ne renferment qué les m —3 inconnues y, @y, ... T
En continuant ainsi, j'arriverai & un systtme de m équations
équivalent au systtme proposé et formé de la maniére sui-
vante : La premigre de ces équations renfermera m inconnues;
la seconde en contiendra m — 1 ; la troisidme, m — 2; .... la
(m —1)™, deux; et la m™, une seule. .

La résolution de la m™ équation fera connaitre la valear de
I'inconnue z,, qui s'y trouve seule. En substituant cette valeur
de z_ gansla (m— 1)™ équation, qui est résolue par rapport
a z__, je serai conduit & la valeur de I'inconnue «_ . Je
remplacerai ensuite z,_ et #_  par leurs valeurs dans la
(m — 2)™ équation, qui est résolue par rapportd 7, et :i'e“
déduirai celle de l'inconnue @, .. En remontant ainsi de

chaque inconnue & la précédente, j'obtiendrai les valeurs de
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toutes les inconnues, et le systeme des équations données aura
toujours une solution, et n’en aura qu’une seule, s'il ne con-
tient pas d'équations contradictoires ou identiques.

VII. — Remarques sur la résolution d’un systéme
quelconque d’égquations du premier degré.

4. — Si, dans l'une des équations données, le coefficient
d'une inconnue est égal. & unité, on élimine de préférence
cette inconnue, parce que sa valeur exprimée au moyen des
autres inconnues n’a pas de dénominateur ; ce qui rend plus
simples les transformations des autres équations.

2. — Lorsque toutes les inconnues ne sont pas contenues
dans chaque équation du systéme donné, on doit commencer
I'élimination par l'inconnue qui se trouve dans le plus petit

nombre d’équations, afin d’avoir & faire moins de substitu-
tions.

Si une inconnue n’entre que dans une équation, on réserve
cette équation pour la détermination spéciale de cette incon-
nue, et 'on résout le systeme des autres équations.

Soit, par exemple, le systéme des cingq équations

3z + 22— u—= 4, ()
5y + 4z + t =26,
y—33B+w= 3,
6y — 3u -+ 2t = 5,
z 4 3u = 18.

La premitre, contenant seule linconnue z, servira a cal-
culer cette inconnue, lorsque les valeurs des autres auront été
trouvées; la question est donc ramenée A résoudre les qualre
derniéres équations. Comme il n'y en a que deux qui renfer-
ment ¢, j'élimine de préférence cette inconnue, en tirant sa
valeur de la premitre équation et la substituant dans la troi-
sieme. Le systeme des quatre équations devient par suite :

t =26 — 5y — 4z, ()
Yy—3+2um= 3,
sz 4 3u = 18.
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J'¢limine ensuite y entre les trois derniéres dont deux seule-
ment contiennent cette inconnue, et j'ai

y=3 + 3 —2, @)
2 — u= 17,
z 4+ 3u=18.

Je tire enfin de la dernitre de ces équations la valeur de z,
Savoir :

z2=18 — 3u; - (4)
Je la substitue dans I'équation précédente qui donne,
U=2>,

et je déduis successivement des équations (4), (3), (2) et (1) les
valeurs suivantes des autres inconnues :
8 =13, Y == W T 1 ==
3. — On simplifie quelquefois la résolution d'un systeme
d’équations par l'emploi d'une inconnue auxiliaire, telle que
la somme de toutes les inconnues; la relation qu'on doit établir
entre cette nouvelle inconnue et les inconnues primitives
dépend particulitrement du systéme d’équations qu'on veut
résoudre. Cette méthode n'est pas toujours applicable, car son
emploi suppose enlre les inconnues une certaine symétrie qui
nexiste pas dans tous les systémes d’équations; c'est cette
symétrie qui fait connaitre la forme de l'inconnue auxiliaire,
c’est-a-dire sa relation avec les autres inconnues.

ExempLE I. — Résoudre le systéme des quatre équations

2 t+yti=d,
t+z4+y=c,
5+ ‘+$=b1
vy+s+it=a

renfermant les quatre inconnues z,y, 5, t. Comme chaque
équation donne la valeur de la somme de trois inconnues
consécutives, si je connaissais la somme des quatre incon-
nues, j’en déduirais facilement la valeur de chacune de ces
quantités. Or, en additionnant membre & membre les équa-
tions données, je trouve

z+y+s+t)=a+b+c+d,

e‘»Parsuite,
a+b+c+d 4
3 -

cH+y+s+t=
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Je soustrais maintenant chacune des équations proposées de
la précédente, et j'obtiens
b+ec+d
= azh .*:; “ —d,

z____a—i—b—:l—c-{-d A%
| | y=a+b—3}-c+d_b,
s a+b—§-c+d_a'

4. — Usage de la théorie des rapports égaux.

ExempLE II. — Résoudre les équations

z a
oy cu?
v +y=c.
Je mets d’abord la premiére sous la forme (6, Th. I1I)
Y
—d_ T b
puis j’en déduis (6, Th. VI)
_w_ BN A ik
“ b a+4db’
mais @ -y est égal & ¢, on a donc
-f— — g d’ou & :i-
a-+t+b a+0"
1 ¢ i be
F ey s
Les mémes théorémes permettent de résoudre les équatioas:
z @
=
r—y==c.
ExemMpLE III. — Résoudre les équations
Y z
e o=

z+y+s=d:
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o b x 1 z .
Si la commune valeur des fractions = —‘If—, oy était connue,

je lamultiplierais successivement par les dénominateurs a, b, ¢,
et les trois produits seraient les valeurs respectives des in-
connues z, y, 3; il s’agit donc de trouver la valeur du rap-

& % a 3
port <. Or, les trois fractions —, Y, =, étant égales, la

b
o o+ y+s d
fract )
raction — Tt ou — m oy représente leur valeur

commune (6, IT) ; on a dés lors

T _y__ 5 __ d
@~ b6 ¢ a+b+e’
et, par suite
b ad
at+b+tec’ '
bd g
Y= aF+bto )
A cd
ety a+b+4c”

ExempLe IV, — Résoudre les équations
@i Y 8

et et
me 4 ny 4 ps=1.
En appliquant un théoréme précédemment démontré sur
une suite de fractions égales (6, 11, ¢), j'ai

o et N P

a b ¢ matnbtpe’
ou

LA s ;

@b ¢ masdnbtpe’
il en résulte que

ar
¥ ="ma +nb+pc’
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e or
=~ ma -+ nb+pc’

ExempLE V. — Résoudre les équations

: e s i
Jeprends pour inconnues auxiliaires les fractions —,
z

1 1
-k g
1 1
T =
1 1
P b

X

y’

4

et je calcule leur somme en ajoutant les trois équations
membre 4 membre ; je trouve ainsi A

1 1 |
Ay )

A~

\

De cette égquation je retranche successivement chacune des
équations données, et j'ai

|

at+b—c
——

atc—b
_—

—sab - e——g A

— 5 5

,

I

1
Ea
1
Y
1
3

j’en déduis ensuite
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FYERCICES.
Résoudre les équations suivantes :

v = e IR
1 5972 82 ;

w8
-

BE
.

(Rép. T2).

o b ¢ kv
2 T+74+T_ 3 —+ 82.
(Rép. 15). ‘
ac
3  @tabto=(a+a)b+ta)—7.

(Rép. _ﬁlf_). .
ala+b—ax) _ bx 4 cla—b) :
b—e¢ b+c
(Rép. a +c).
Résoudre les systémes d’équations suivants :
2 + 3y = 65,
57 — 2y = 20.
(Rép. # = 10, y = 15).
2 (245 (@y+N=112—(@+1) O—y)
2 4+ 10 = 3y + 1.
(Rép. ¢ =3, . Yy=05):

40

3° br + ay = 2ab,
az + by = a* + I
(Rép. z=a, y=2>).
- 2a — bz — (a + By =a* — B,

(@ + t)z — (a — bly = ab.

(Rép. = a + b, y=a—b)..
5° z— y+35=9,

g =2 +s=T, oY

2.’!?—3y+3=50' oK - (4.' F-

(Rép. z =2, y=21, 3= 109). /

101
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6° T — ay | a’s = a@?, ;1
o — by + bz = b3, 1
T — ¢y + % = '

(Rép. #=abc, y—=ab -+ be -+ ac, z=ua -} b0
70 — Déterminer les coefficients a, b, ¢, de telle sorte que les
deux systémes d’équations
' ar — by +cz= 2, .
ax 4 by — ¢z = 10,
ar + by + ¢z = 22,

z+ y+ =6,
w—~ y4 33=9,
5z + 2y — 3z =0,
soient satisfaits par les mémes valeurs des inconnues 2, ¥ et 2.
(Rép. a =6, b=15 et ¢= 3).
8° az + b(y + z — 1) == a® - 302,
ay + b(z + t —z) = 2ab, -
az + b(t +a —y) = a® -+ 3ab — 203, ‘
at 4 b(z +y —z) = a® — ab. I
On calculera d’abord la somme des inconnues, puis on en déduira ‘
z=a, y=0b, z—=a+0b et t=a—0.
gp 4+ 5y + 2+ t) =16,
2+ 5(s 4+ ¢ +a) =17, L
3z 4 5(t + = +y) =18, :
it 4 5 4y + 3) = 19.
On simplifie la résolution de ces équations en prenant la sommé
des inconnues pour inconnue auxiliaire,

Bép. 2 =4, y=4, 5=d, t==1).

10° 5z + (y +z+4 t) =14,
5y + 2z 4 ¢ 4 ) = 26, ;
5z + 3t +a + y) = 36, ‘
5t 4+ 4z 4+ vy + z) = 44.

Calculer d’abord la somme des inconnues, on trouvers

@ ==, WEERRE =3 T B =4

oy
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1 2 31
° — _ —
11 ~ 4 y+ 3 i,
3 3 b
e T :
5 6 2 ,
porprg =i
) P03 A DR A il .
On prendra les quantités i, 7, o pour inconnues auxi-

liaires, et l'on trouvera

2 x

alba® — ca* -+ da — €
(Rép. D= ( . —-—*_l ) &

__ afca® — da* 4-ea —b)
Y= a‘—! 3

Si on suppose

on trouve
o T N o
r=y=s=it= ) ;

130 @4+tetat@—1p=a -
@+ 1y +a+@—t= et
(a+1)z+a.'c+(a—l)y=’la-_—2.

On prendra la somme des inconnues pour inconnue auxiliaire,

on trouvera

et

1 7 » !
G=-§-, y=—3——-20, Z—?a+-§'.
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14° z+y-+z4+ t=e,
utez+y+z=d,
itutaost+y=c
st tuta=0,

y+s+itu=a.

En désignant par s la somme des seconds membres de ces équa-

tions, on a
3 s s s $
T— 53 —a, y-—z——b, 7= i —c, t= T—d’ 30— 7 —e.
15° z+y+z=1,
ax -+ by+cz=d
a*z-b2y--ciz—d?.
On trouve
g P D=
=P—aCc—a"’
(@ — d) (¢ — d)
V=G@—bt@©—10"
et
_f(a—ad) (b—ad
T@—090t—09 "
16° ay + az=zyz
bz + bz =a2yz
¢y +cx = xyz.
On trouve

Pl l/ 2abc(ab + ac — be)
T (ab—+bec — ac) (ac + bc — ab)’
. l/ 2abc(ab—+ bec — ac)

A (ab+ac— be) (be + ac —ab)’

gt 2abc(bec + ac —ab)
T I/(ab + ac—bc) (ab+bec—ac)”
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PRoGRAMME. — Résolution des problémes relatifs aux équations du premier
degré.

H. — Résolution des problémes.

La résolution d'un probleme quelconque est en général
composée de trois parties qui sont :

1° La mise en équation, c'est-a-dire la formation des équa-
tions qui lient les inconnues aux quantités données;

2° La résolution des équations ;

3° La discussion, qui consiste dans la recherche des limites
entre lesquelles les données peuvent varier pour que le pro-
bleme soit possible, et dans I'examen des valeurs remarqua-
bles qu'elles peuvent avoir entre ces limites. Cette partie de
la résolution d’un probléme n'existe que si les données sont
algébriques : car, lorsquelles sont numériques, on trouve
pour les inconnues desnombres sur lesquels on ne peut faire
aucune hypothese, puisqu'ils sont détermineés.

Je vais traiter la premiére partie et la troisibme. Quant a la
leuxieme, je ferai remarquer seulement qu'elle est l'objet du
*hapitre précédent ; car je suppose que le probléme proposé
onduit & des équations du premier degre.

II. — Mise en équation des problémes.

1. — Lorsqu'on veut résoudre un probleme, soit par I'al-
zébre, soit autrement, on doit d’abord étudier la nature et les
sropriétés des grandeurs dont il s'agit. Quand on connait a
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Pavance la solution d’'un probléme, on sait en général vérifier
si elle est exacte, en effectuant sur les donnees et la solution
connue certaines opérations, qui devraient conduire a un ré-
sultat également connu par I’énoncé.

Ainsi quand on cherche un nombre qui surpasse ses trois
cinquiemes de 12 unités : pour vérifier si 30 n'est pas le nombre
cherché, il faudrait du nombre 30 retrancher ses trois cin-
quiemes, et voir si le reste n’est pas égala 12, en un mot, il
faudrait vérifier si l'on a I'égalité :

30——30><—35—=12.

Si cette 6galité est vraie, ce qui arrive, 30 est le nombie
cherché. Ce nombre 30 n’étant pas connu & l'avance, dési-
gnons-le par #, nous pourrons toujours écrire 1'égalité préce-
dente en y remplacant 30 par , et nous aurons I'équation :

'I‘——%—Xm: 12.

Te nombre cherché est évidemment celui qui mis & la place

de z rend égaux les deux membres, ou la racine de celié
équation.

Ri:LE. — Newton * a formulé la régle suivante pour metiré
un probléme en équations : on représente par wie ou plusieurs
lettres le nombre ou les nombres inconnus, on écrit, & Uaide de
ces lettres, la suite des égalités entre les données et les résul=
tats qui devraient étre vérifices pour que ces résultats soient
ceux que U'on cherche ; on obtient ainsi une ou plusieurs équa=
tions qui sont celles du probleme; il n’y a plus qu'a les 1é
soudre. Pour que le probléme soit déterminé, il faut qu'il y ait
autant d’équations que d’inconnues.

8'il y a plus d'équations que d’inconnues, pour que le pro=
b}éme soit possible, il faudra que les valeurs des inconnues,
tlréfes d’un nombre d’équations égal au nombre des inconnues,
vérifient toutes les autres équations, ce qui établit entre les
données des équations de condition.

: La régle de Newton revient souvent & écrire, au moyen e
signes et des lettres qui représentent les inconnues, les di-

g Newmn,. géometre anglais, qui a inventé le calcul infinitésimal, et dé-
couvertla loi de I'attraction universelle, né 2 Wolstrop, en 1642, mort en 1721.
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verses pnrases de l'énoncé. Toute phrase se traduit par une
équation dont les deux membres sont le sujet et V'attribut, le
verbe est traduit par le signe =.

ProsriME 1. — La date de linvention de Uimprimerie est
exprimée par un nombre de quatre chiffres. Le chiffre des
unités est le double de celui des dizaines ; U'exces du chiffre des
centaines sur celui des dizaines est égal au chiffre des mille ;
la somme des quatre chiffres est égale @ 14 ; enfin le nombre
cherché augmenté de 4905 unités donne pour résultat un
nombre formé des mémes chiffres, mais dans l'ordre inverse.

En représentant par m, ¢, d et u les chiffres des mille, cen-
taines, dizaines et unités, les phrases successives de cet énoncé
se traduisent par les équations : ,

w=2d,
¢c—d=m,
m+4c+d+u =14,
1000 m=100 ¢4 10d+u+ 4905= 1000 1 +-100d 4 10c-m.

Pour écrire cette derniére équation, il faut songer que le
chiffre m, placé au rang des mille, vaut m fois 1000 unités,
de méme pour les autres chiffres. On la simplifie en faisant
passer tous les termes inconnus dans un membre, et divisant
les deux membres par 9, elle devient alors:

111 u410d— 10c— 111 m =545,

La résolution de ces quatre équations n’'offre aucune diffi-

culté, elle donne :
m=1,c=4 d=3, u=6;
donc la date de Vinvention de I'imprimerie est 1436.

PropLimE 11 — Dans une voiture la roue de devant a 0=, 75
de rayon, et celle de derriére {m 2: quel est lespace parcourt
quand la premiére a fait 480 tours de plus que la seconde.

Si nous désignons par @ le nombre de tours fait par la roue
de derriere, celle de devant en aura fait 480 -} 2, chaque tour
de l'une représente un espace parcouru égal & la circonférence
de la roue 2%<1,2, chaque tour de I'autre représente de méme
un espace parcouru égal a 9% 3<0,75. Or d'aprés l'énoncé
tours de la roue de derriere font le méme espace que 480+
tours de la roue de devant, ce qui est exprimé par 1'égquation

<12 o= 20,75 (480 + @).
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Supprimons aux deux membres le facteur commun 2, o
multiplions par 100, pour faire disparaitre les virgules, il vient;

120 2 = 75 >< 480 4+ 75 =,

d’'ou
45 x =75 X 480,
3z=5><480,
a = 800.

Le nombre de tours exécuté par la roue de derritre étant 800,
lespace parcouru est 2r >< 1,2 >< 800 ou 6032 métres & un
metre pres.

2. — Nous venons de voir deux applications trés-simples
de la régle donnée par Newton : dans la plupart des problémes,
I'énoncé ne fournit pas toutes les équations, il y a des prin-
cipes relatifs 2 chaque question, des théoremes qui, traduifs
en écriture algébrique, donnent les autres équations. Un des
principaux avantages de l'algébre consiste en ce que, dans la
mise en équation, il n'y a pas de différence & faire entre les
données et les inconnues; en arithmétique, pour résoudre un
probléme, il faut faire un raisonnement différent, selon que c’est
telle ou telle quantité qui est inconnue ; en algebre il n’y ena
qu’un, et pour le faire on se placera dans les circonstances les
plus favorables, on tirera ensuite des équations les valeurs de
celles des lettres qui représentent les inconnues.

Problémes d’intérét simple.

Quand on cherche V'intérét simple 1 produit par un capital a,

placé au tauz i, pendant le nombre d’années t, on trouve par

une série de regles de trois simples et directes :
ait
I 00
Si cest le capital qui est inconnu, il y a des régles de trois
inverses, et le raisonnement devient plus difficile ; mais quand
on traite le probleme par l'algébre, on fait le méme raisonne-
ment, qui conduit & la méme équation, seulement ¢’est @ qui
est inconnu, et on trouve en résolvant I'équation
1001
it
En arithmétique on trouve aisément la somme b, que produit
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in capital @, augmenté de ses intéréts au taux 2, au bout
le ¢ années:

ait
b=a+4——.
i 100
Si c'est le capital @ qui est inconnu, le probleme devient
plus difficile, et se résout & l'aide d'une fausse supposition ; en
algebre on fait le méme raisonnement, qui conduit & la méme
squation, seulement on doit en tirer la valeur de a:
100 b =100 a + ait,
transposons les membres, et mettons ¢ en facleur commun:
a (100 + 4t) =100 b,
g 100 &
1004 ”

Problémes d’escompte.

L'esconpte d’un billet, dont la valeur nominale est a, est
Vintérét de cette valeur nominale, pendant le nombre ¢ d'an-
ait
: ’ioo—o IA
valewr actuelle b d’'un bi “* est égale a la valeur nominale
diminuée de I'escompte :

nées qui lui reste a courir, au taux i, c'est-a-dire,

ait
100 °

Supposons qu’on doive une somme b, actuellement exigible,
et que ne pouvant payer, on souscrive, pour reculer le paie-
ment, un billet payable au bout de ¢ années, quelle sera sa
valeur nominale ?

Soit @ cette valeur nominale, nous avons entre b et a I'é-
quation ;

b—a—

! ait
\ ekl
et comme c'est @ qui est I'inconnue, il faut la résoudre par
rapport & @ :
1005 = 100 a — ait,
a(100 —it) = 100 b,
1006

o 00—
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Supposons encore qu'on veuille remplacer un billet & payable
dans ¢ années, par un billet o’ payable dans &' années, e
taux de l'escompte étant 4, nous remarquerons qu'un Dillet, -
pour remplacer un autre, doit avoir la méme valeur actuelle;
nous aurons donc I’équation du probleme en égalant les
valeurs actuelles des deux billets : |

L P 14 f||

—_— = ——.
=100 100
Nous tirerons de cette équation la valeur de linconnue
o, U ou <. -

|

Problémes d’alliage.

Le titre ¢t d'un alliage est le rapport du poids ¢ du métalle
pius précieux au poids total A del’alliage, ce quidonne I'équation
a
T 3
dotr Ton tirera la solution de tous les problemes relatifs aul:
seul alliage, si a est 'inconnue, on a

)

a = At,
si A est I'inconnue, "
A=2.
]

S8i Yon fond ensemble deux alliages pesant A et A’, ayalt ‘
pour titres ¢ et #, T désignant le titre de 1'alliage résultank
on aura l'équation du probleme en écrivant que le poids d'ar-
gent contenu dans Ualliage résultant, et exprimé au MOYE
de son titre T, est égal & la somme des poids d’ argent confent:
dans les deuz alliages composants :

(A 4+ AT = At + A7
I?e 12 on tirera la valeur de la lettre inconnue, et's'il y @ P4
sieurs inconnues, I’énoncé fournira les autres équations.

Problémes de mélange.
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substance en multipliant par son poids ou son volume le prix
de l'unité de poids ou de volume,

Quelquefois on écrira que le poids du mélange est égal i la
somme des poids des substances mélangées; on obtiendra le
poids de chaque substance en multipliant le poids de l'unité
de volume par le volume de la substance.

Problémes sur les densités.

Nous allons passer en revue quelques questions de physique
auxquelles on peut appliquer l'algébre. Nous commencerons
par les poids spécifigues, qu'on appelle souvent, pour abréger,
densités. .

La densité @ d'un corps est le rapport de son poids p au
poids d’un égal volume d’eau, et comme en prenant pour unité
de volume le centimétre cube, et pour unité de poids le
gramme, le poids de I'eau a la méme mesure que son volume,
le poids d’'un volume d’eau égal & celui du corps, aura méme
expression que le volume v du corps; on a donc par définition:

a=L v
équation d'onr l'on tire la solution de tous les problemes, ot il
s'agit d’un corps seulement.

S'il sagit du mélange de deux corps de densités différentes
d et d’, ayant pour poids p et p/, pour volumes v et v, et que
la densité du mélange soit D, on aura une équation du pro-
bleme en écrivant que le poids ou le volume du mélange est
égal & la somme des poids ou des volumes des substances
mélangées : ‘
(v+v)D=vd+ vd',
ou bien

P PP,
D a 'a’
les poids s'exprimant en fonction des volumes, vu les volumes

en fonction des poids par la formule d = % v

REMARQUE. — On appelle densité d'un gaz par rapport A
l'air le rapport du poids du gaz au poids d’un égal volume
d’air, dans les mémes conditions de pression et de tempéras
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ture ; or on sait qu'un litre d’air a 0°, et sous la pression d’une
colonne de 76 centimeétres de mercure, pése 18r,293. Si on
appelle d la densité du gaz, v son volume exprimé en litres
0° et sous la pression 76, P son poids, exprimé en grammies,
on aura
p=1,293<d ><v;

il y a ici une exception remarquable a la régle générale qui
veut que, si 'on prend le centimétre cube pour unité de

volume dans une question, on adopte le gramme pour unité de
poids. |
1

Problémes sur le principe d*Archimédes

L’énoncé du principe @’Archimede, tout corps, plongé dans
un fluide, subitde la part de ce fluide une poussée de bas en
haut égale aw poids du fluide déplacé, se traduit immédiate-
ment en équalion.

Equilibre des corps flottants, Quand le corps
plongé dans un fluide flotte, son poids est égal & la poussée
qu’il subit, ¢’est-a-dire au poids du fluide déplacé ; ce principe
donne immédiatement I’équation d’équilibre des corps flottants.

PROBLEME III. — Un bloc de glace de forme prismatique,
dont la base est horizontale, flotte dans la mer, et sa base
supérieure s'éléve de 24 metres au dessus de la surface, quelle
est la hauteur de ce bloc, en supposant la densité de la glace
égale a 0,8 et celle de I'eaw de mer égale ¢ 1,0267

Soit # la hauteur du bloc, celle de la partie plongée sera
% — 24, soit b la base ; le volume du bloc sera bz et son poids
bz >< 0,8, le volume de ’eau déplacée sera b(w — 24) et son
" poids b(z — 24) >< 1,026. Le poids du bloc étant égal au poids
du liquide déplacé, nous avons :

bl@ — 24) < 1,026 = bx >< 0.8.

Nous pouvons diviser les deux membres par b, qui disparait
de T'équation, cela prouve que le bloc aura la méme hauteur
quelle que soit la base ; résolvons Péquation, il vient ;

1,026 — 0,82 = 24 >< 1,026,
0,226z = 24,624,
2262 = 24624,
a=109;

s e A
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la hauteur totale du prisme de glace est 109 mdtres, il plonge
de 85 metres.

Problémes sur I’équilibre des liquides.

Quand un liquide est en équilibre, les pressions exercées sur
lunité de surface en divers points d'une méme section hori-
zontale sont égales, pourvu que cette section traverse partout
le méme liquide, dans le cas des liquides superposés dans des
vases communiquants. Ce principe fournit une équation en
¢galant les pressions sur lunité de surface en deux points
différents d'une section horizontale.

ProBLEME 1V. — Un cylindre de rayon R est plein d'un
liquide de densité d jusqu'a une hauteur h, on applique d la
surface du liquide un piston de poids p dont on néglige le
frottement, il est percé d'un trou surmonté d'un tube cylin-
drique de rayon r; de combien descendra le piston, et de
combien le liquide montera-t-il dans le tube au dessus de son
ancien niveaw.

La pression p s'exerce sur une couronne circulaire égale &
=(Rt — r%), sur chaque unité de cette couronne elle est donc
s T
=(R* —1*
la quantité dont le liquide s'éleve au dessus de son ancien
niveau dans le tube, sur chaque unité de la base du tube
située dans le méme plan horizontal que la couronne, la pres-
sion exercée est égale au poids d'une colonne liquide de base 1,
de hauteur 4 y et de densité d, ou (z 4 y)d. En égalant
ces pressions, NOUS aurons I'équation

. Soit z la quantité dont le piston s'enfonce, et y

O] (¢+y)d=m£_—,.r)'s

qui donne la différence de niveau totale @ 4 y, les deux
membres étant exprimés en fonction de la méme unité, les
longueurs en centimétres, les poids en grammes. Pour déter-
miner les deux inconnues, nous écrirons que le volume du
liquide n’a pas changé. Au commencement, il remplissait le
cylindre =R%h, a la fin, il vemplit le cylindre =R*(h—2), plus
le cylindre =r3(z+vy), égalons ces expressions :

«Rth= =Rt h —a) + =ri(z +9),
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divisons par =
R = R — Rz 4 r2x 1%y,
® (BE—r)z=1%.
Il reste & résoudre les équations (1) et (2).

Problémes sur les dilatations.

Si on appelle % le coefficient de dilatation linéaire d’un so-
lide, c’est-a-dire, la quantité dont s’allonge une barre d’'un
métre portée de 0° & 1°, on voit en physique que, portée de (°
a t°, une barre de longueur / s’allonge de k¢, et qu’en appe-
lant ¥ salongueura #°, ona:

V=114 kt).
Telle est I'équation qu’on a dans tous les problémes sur les di-
latations linéaires. Si on appelle v le volume d’un corps a (°,
o' son volume 2 #°, % son coefficient de dilatation cubique, on
a de méme:
v =v(1 + ki).

PRrOBLEME V. — Un ballon de verre contient un poids P de
mercure & 0°, on le chauffe & une température inconnue, il en
sort p gramvmes de mercure ; quelle est cetle température?

Soit v le volume du ballon 4 0°, & le coefficient de dilatation
du verre, &’ celui du mercure, d sa densité, ¢ la température
inconnue ; & ¢ le volume du verre devient v(1 - kt), celui du
mercure v(1-4- k'), il est sorti du ballon, puisque A’ est
plus grand que %, un volume de mercure marqué par
v(1 4 &'t) — v(1 - kt) ou v(k’ — k)¢, qui réduit & 0° deviendrait

v(k'—k)t P 6 ¢ (k' — k)td ; or, d’aprés
T et pése par conséquent ———7— W
I'énoncé du probléme, ce poids est égal & p, on a donc Ié
quation 3
ol —k)id
1+Ft

Le volume v du mercure & 0° n’est pas donné, mais nous
avons son poids P, on a donc:

d=—

d’olt

e el»s
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Substituons 4 v cette valeur dans I'équation précédente :
P(K' —kjt
T e
1l reste & tirer de cette équation la valeur de t.

Problémes sur les chaleurs spécifiques et latentes.

En appelant ¢ la capacité calorifique d'un corps, ou la
quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré la tem-
pérature d'un kilogramme de ce corps, pour élever la tempé-
rature de p kilogrammes depuis i jusqu'a ¢, il faut pe(t' —t)
unités de chaleur. Arrivé 4 une certaine température, tout
corps solide entre en fusion, et absorbe 2 unités de chaleur par
kilogramme, ‘sans que la température g'éleve, ) s'appelle la
chaleur latente de fusion du corps, et p kilogrammes ab-
sorbent p) unités pour passer & I'état liquide, le méme phéno-
méne se reproduit & une autre température pour le passage de
I'état liquide a 1'état gazeux, et il y aura, sans que la tempéra-
ture '¢lave, absorption de pX unités de chaleur, )’ est la cha-
leur latente de vaporisation.

On obtiendra I'équation des problémes ot 'on mélange deux
corps a des températures différentes, en écrivant que la cha-
leur gagnée par Lun deuw est égale @ la chaleur perdue par
Pautre ; dans le calcul de ces quantités, il faut tenir comple
de la chaleur latente, si Pun des corps subit un changement
d'état, et du changement que peut éprouver sa capacité calo-
rifique.

PropLisE VI. — On mélange dans un calorimétre un poids p
de glace & t> au dessous de I, avec un poids inconnu d'eau
@ Vo au dessus, la température du mélange devient & au
dessus de 0°: trouver le poids de Ueau, sachant que la chaleur
spécifique de la glace est 0,5 celle de Ueaw étant 1, et la cha-
leur latente de fusion T9.

La chaleur gagnée par la glace de #* & 0° est p><0,5<t,
12 elle se fond et absorbe p><79 unités de chaleur; une fois
passée A I'état d’eaun, pour s'élever & ¢°, elle absorbe encore p8
unités de chaleur, sa capacité calorifique étant devenue 1; la
quantité totale de chaleur gagnée par la glace est donc:

p><0,5><t+p><79 +p0.
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La température de 'eau, de #° & ¢°, s'abaisse de ¢ —6 degrés,
soit # le poids inconnu de 'eau, la quantité de chaleur qu’elle
perd est

a(t’ — 6),
on a done, pour calculer #, I'équation :

2(0,5¢ 79 + 6) = (' —0).
Si z était donnée, et qu'une autre quantité fit inconnue, on
n’aurait qu’a tirer sa valeur de la méme équation.

ProBLEME VII. — On fait condenser dans un poids p’' d'eau
a t'°, un poids p de vapeur & t°, t étant plus grand que 100;
trouver la température finale du mélange.

On donne en physique, pour trouver la quantité de chaleur
qu’absorbe un kilogramme d’eau? 0°, en passanta 1’état de va-
peur & #°, la formule empirique : 606 -4 0,305 ¢..Si le poids p
de vapeur descendait a 0e, il perdrait donc (606 - 0,305 #)p;
mais il ne descend qu’a la température finale x du mélange,
il perdra donc pz de moins, ainsila quantité de chaleur per-
due est : ;

(606 -+ 0,305t) >< p — pa.

La quantité de chaleur gagnée par le poids p’ d’eau, qui

s’éleve de #'° & a0, est p/(z— '), on a donc I'équation :

Pz —t') = p(606 - 0,305t — ),
d’ou Von tirera la valeur de @, on en tirerait la valeur de toute
autre lettre inconnue, si # était donné.

Problémes sur la loi de Mariotte.

L’énoncé de la loi. de Mariotte « les volumes d’une méme
masse de gaz sont en raison inverse des pressions qu'elle sup-
porte » se traduit immédiatement en une équation.

ProBLEME VIII. — Dansun manomeétreenU & air comprim'é
dont les deus branches ont pour section b, Uair occupe 100 @i
visions d'égal volume et d'un centimétre de longueur, quaM
le mercure est en équilibre dans les deuz branches sous uné
pression extérieure égale @ 76 centimétres de mercure, de
combien §'éléve le niveau du mercure dans la branche fermé,
quand. on exerce dans la branche ouverte une pression de
108 centimetres ?

Soit # la quantité dont le mercure s’éleve dans la branche
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fermée ; il descend de z dans la branche ouverte, la différence
des niveaux du mercure devient 2z, la pression du gaz 108—22
et son volume b(100 — ), le volume primitif était b>< 100 et
la pression 76, on a donc d'apres la loi de Mariotte 1'équation

b><100 _ 108 —2z |
B = e o

¢quation du second degré que nous apprendrons & résoudre
plus tard ; on voit que la section b du tube disparait, comme
facteur commun, \

ProsLiME 1X. — Dans un manométre en U d air com=
primé, dont les deux bramches ont pour section b, Vair a t*
occupe 100 divisions d'égal volume et d'un centimétre de lon-
gueur, sous la pression 76, le mercure élant aw méme niveau
dans les deuz branches. De combien descendra le niveau dans
la branche fermée, quand on portera la température de l'air
a te?

Soit v le volume d’une masse de gaz & {* sous la pression p,

: ; : v
sous la méme pression a 0°, il deviendra TER et

p U
At -t-)-(l—_*_—:—:—)—; sous la pression 1, il deviendrait p fois

1+
plus fort f(—llj_i__—kk%—- , et, sous la pression P/, il serait p’ fois
1 i _v(_l_—};k_tgp_ t v le Avol'ume ateet
plus petit 0+ k" en appelan
sous la pression p/, on a donc
g=2u + k.
(1 + ke)p'
ou
v _ (kP
v (M

d'oir le théoréme : les volumes d'une méme masse de gas sont
directement proportc'onncls auzx binomes de dilatation, et
inversement proportionnels aux pressions qu'ils supportent.
Soit 2 la quantité dont le mercure descend dans la branche
fermée, il monte de & dans la branche ouverte, la différence
des niveaux du mercure devient 2z, la pression du gaz devient
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76 -+ 22, et le vorume 100 - #, on a donc d’apres le théoréme
précédent :
10042 14k 76
00— 14kt 16427
L’équation est encore du second degré *.

Mélange des gaz et des vapeurs.

Dans les problemes sur le mélange des gaz et des vapeurs,
la pression de la vapeur ne fait que s’ajouter a la pression du
vaz considéré comme remplissant tout l'espace, pour former la
oression totale.

ProsLEME X. — De lair saturé ¢ 0° occupe un volume de
5 litres sous la pression de 76 cent. de mercure ; saturé a 30°
il occupe un volume de 8 litres, quelle est la pression de Lair?
On sait que la tension mazima de la vapeur d’eau est de 4™
a 0° et de 31 @ 30°.

A 0° la pression de lair est égale & 76c — (Oc,4 ou 75,6
a 30e elle est £ — 3¢,1, en appelant = la pression du melange.
Les volumes 5 et 8 étant en raison inverse des pressions 75,6
et © — 3,1, nous aurons I'équation .

5_2—31

8 76
d’ou nous tirerons

2=—50% 35%

Problémes de mécanigues

Tous les théorémes de mécanique se traduisent immédiate=
ment en équations.

Mouvement uniforme. — Dans un mouvement uni=
forme, on appelle vitesse le rapport constant de I’espace e par=
couru au temps ¢ employé & le parcourir, ¢est aussi l'espace
parcouru dans I'unité de temps :

V= -,

* Dans la plupart des problémes de physique, il faut, pour se guider dans
12 mise en équations, faire une figure, qui représente I'appareil au commen=
cement, et 2 la fin de I'expérience,




RESOLUTION -DES PROBLEMLS. 19
d'onr
e="l.
Cette équation sert & résoudre tous les problemes sur le
mouvement uniforme, '
PronLiME XI. — Une circonférence est divisée en 360 de-
grés. Deur mobiles, que nous appellerons A
et G, partent des points A et G, distants de n°,
parcourent la circonférence uniformément dans
le sens de A vers C, le premier dans le temps a,
le second dans le temps ¢; au bout de combien
de temps A sera~t-il en avance sur C de n'?
Soit ¢ ce temps,  le nombre de degrés parcouru par le
courrier C arrivé en B, le courrier A arrivé en D aura
parcoura n 4 « 4 n'; or le courrier C parcourt dans I'unité

de temps %Q_ qui est sa vitesse, celle de A est de méme

260 ;
—-— Tous aurons donc les deux équations

360
T e ]

n+n’+a:—_=—3%o—l

ac(n + n')

360(c — a)
_a[ln+n)
= S

Mouvement uniformément accéléré. — En appelant

v, la vitesse initiale, ¢ Paccélération, v la vitesse et e l'espace
parcouru au bout du temps ¢, on a trouvé en mécanique les
équations :

d’ot1 'on tire

=

v=10, + gt
e= v+ _g_{;_’_ g
qui serviront & résoudre tous les problemes sur le mouvement
uniformément accéléré.
Problémes de géométrie.

Dans les problémes de géométrie, les équations entre les
données et les inconnues se tirent de la théorie des lignes
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proportionnelles, et des théorémes qui en résultent sur les
propriétés du triangle rectangle ou quelconque, des cordes et
des sécantes menées d'un méme point & la circonférence; quel-
quefois, pour abréger, on égale deux expressions d'une méme
| surface. Pour obtenir des triangles semblables, il y aura & faire
des constructions, qu’il est difficile d'indiquer d’une maniere
générale. Nous nous bornerons a quelques cas qui se pré-
sentent fréquemment.

PropuiME XII. — Mener dans un irapéze dont les bases
B ° sont a et b, la hautewr h, une paral-
lele aux bases de longueur 1, et trouver
sa, distance @ la base a.

Snii Rt D  Soit AD la base a, BG la base b,
EF la paralléle de longueur /, BH la hauteur A. Dans presque
tous les problémes sur le trapéze, on méne par une extrémité B
de la petite base, une paralléle BL & Uun des cotés non pa=
ralléles, on obtient un triangle ABL qui a pour cotés les deus
cotés non paralleles du trapéze, et pour base Al égale @
AD — DI ou AD — BG, c'est la différence des bases a —Db. Ce
triangle intercepte sur la paralléle EF une longueur EG éqale
@ EF—GF ou EF —BC ou 1—b. Les deux triangles ABI
et EBG sont semblables, et on obtient une équation, en écrivant
que le rapport de leurs hauteurs est égal o celui de leurs bases;

BK _ EG

BH ~ AL
Il faut remplacer les longueurs par leurs expressions algé-
briques ; en appelant z linconnue KH, ona BK =h—a
2t I'équation devient :

g/ KNG P

h—z 1—b
h ~ a—0b
x l—b
1_7_ a—0h
__a:___a—b——(l—b) __a—l1
k. =T¢ a—0b —a—b
$=h(a—l) :
a—2b .

La mise en équation serait plus rapide en écrivant que la
surface du trapeze ABCD est égale 4 la somme des surfaces
ies tranezes AEFD et EBCEF.
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(@+bh __(athz , (40) (h—2)
2 i 3 2 + 2 f

mais 'équation est plus compliquée.
ProsLiME XIIL — Trouver le rayon d'une circonférence,
2 connaissant la longueur a d'une corde, et celle b
¢ dela flecche de Varc qu'elle sous-tend.

Nous supposons le probleme résolu, c'est-a-
dire que nous tracons une circonférence, une
corde CB que nous supposons égale & a, el sa
flache DE = b perpendiculaire au milien de la
corde. Dans tout probléme relatif & une figure inscrite, ily @
généralement un diameétre qui la partage en deux parties
symétriques, en joignani ses deux extrémités @ un point de la
circonférence, on obtient un triangle rectangle ayant pour hy-
poténuse le diametre, auquel on applique les théorémes : chaque
coté de l'angledroit est moyen proportionnel entre Uhypoténuse
entiére et saprojectionsur U'hypoténuse; la hauteur est moyenne
proportionnelle entre les deuw segments de I'hypoténuse.

La fleche DE prolongée donne le diamétre FD, tirons BF
et BE ; dans le triangle rectangle BFD, nous aurons:

BE = DE X EF,
et, en appelant « le rayon cherché,
2
(i?") = b2x—b),

“—;=2w—b-,

i
T
i
i
1
i
i
1
I
|

i

¥

d'oir i i
a
$—-—8-b_'. v
PropLimME XIV. — Circonscrire & une circonférence dc
¢ rayon r un triangle isocéle dont le colé soit

/\ égalé m fois la base.
‘ Dans tout probléme sur les figures circon-
F o\ scrites @ ume circonférence, il faut se rappeler
o \ que les tangentes menées d'un méme point d la
s" . circonférence sont égales, et que la tangente
menée d'un point extérieur est moyenne pro-
portionnelle enlre la sécanle issue du mémg
poini et sa partie exterieure.

A<
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Désignons par r le rayon, par # la moitié AE de labase AB,
par y la hauteur CE, menons du centre le rayon OD per-
pendiculaire & AC, qui aboutit au point de contact, et dési~
gnons CD par z.

La traduction de I'énoncé est, en 'remarquant que
AD= AE=g, y

(1) 2+ =2mz. '
Les triangles COD et CAE semblables, comme rectangles et
nten G un angle commun dnnent——-——CE— ou
aya angle commun, do 0D =D’
z Y
@) P
La propriété de la tangente donne CD =CE ><—C_F, ou
) 2 =yly —2r).

L’équation (1) donne :
~em—1
L’équation (2) devient apreés la substitution
2 = (qm —1)ry.
L’équation (3) devient & son tour
@m — 1)ry = yly —2n).
Divisons par ¥, ce qui supprime la solution absurde y =),

nous aurons

y=r2m-1).
Portons cette valeur dans I’équation précédente, il vient
2 =rsm? —1),

d’out (7, Th. I1.)
s=ryVami—1,

B ) 2m 41 2
‘”*rl/zm—_f- |

ProBLEME XV. — Trowver le rayon de la circonf¢rer
& inscrite a un triangle rectangle, dont Uil
[\ polénuse est a, et les cotés de Uangle dit =
P sont b et c.
o Y ) Soit ABC un triangle rectangle en A, “’
et le centre de la circonférence inscrite, D, )«

L3 2 —% et F les trois points de contact, les tal
gentes issues d'un méme point étant égales, nous aurons
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BD = BF,
CE=CF,
ajoutant membre & membre
BD 4 CE = BC.

Pour exprimer les deux membres en fonction des trois chtés,
et de l'inconnue, nous remarquerons que la figure ADOE,
ayant trois angles droits en A,D et E, est un rectangle, et
comme OD est égal & OE, c'est un carré dont tous les cotés
sont égaux au rayon inconnu r, alors BD est égal A AB—AD
ouc—r, CE estégala CA—AEoub —r, et 1'équation de-
vient

c—r—+b—r==
d’onr
_btc—a
v

Ici encore, on aurait pu remarquer que la surface du triangle
est 1a somme dessurfaces des trois triangles AOB, BOC et COA,
qui ont pour bases les trois cdtés, et pour hauteur le rayon in-
connu, en égalant cette somme a Vexpression de la surface, on
aurait en

ar br cr be
TTIn TR
d’or
PP by
r=atbv+tec’
expression équivalente & la précédente, en vertu de la relation
at =101’
PropLiEME XVI. — Circonscrire @ une circonférence de
rayon T, un irapése isoctle dont la .m.r/‘acc
soit égale au double du carré consiruit sur

le diametre.

Soit EF le diamétre d'une circonférence
ayant pour centre O el pour rayon 7, menons

S | D geux tangentes AE et CF, et une troisieme
ligne AC tangente en G, si nous replions cette figure autour
de EF elle viendra prendre une position symétrique EFBD,
et nous aurons un ftrapeze isocéle circonscrit a la circonfé-
rence, supposons que ce soit le trapéze cherché.
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Désignons par # la moitié. AE de la grande base, par yla
moitié CF de la petite, par z le coté CA ; I’énoncé donne I
quation

oW oy
ou

(6] @+ y = 4r.

Les tangentes issues d’'un méme point étant égales, nous
aurons AG = AE, GC =CF, et en ajoutant membre d
membre AC=AE--CF, ou

() z=x+1y. -

Enfin menons CH paralléle au c6t¢é EF du trapéze biree:
tangle ACEF, nous aurons un triangle rectangle ACH, dans
lequel AC = CH’ -+ AH', AH étant égal & la différence des
bases z et y, donc

3) 2 =4r 1 (z —y)%
5 est immédiatement connu, puisqu’il est égal & = -} v,
z=4r,

Péquation (3) devient :
1672 = 41 + (z — v)3,

d’ou :

(4) z—y=ry12.

Reésolvons les équations 2 deux inconnues (1) et (4) parls

méthode d’addition et de soustraction, elles donnent

z=r2+V3),
i r(2 — V3.

Inconnues auxiliaires. — Il arrive souvent que la mis
en équations d'un probleme est simplifiée par I’emploi '
connues auziliaires, nous en avons un exemple dans le pro-
bleme XI, ol nous avons pris pour inconnue auxiliaire le
nombre de degrés parcouru par I'un des mobiles ; I’habitude
seule apprendra quand et comment il faut y avoir recours.

Choix des notations. — Dans tous les problemes ou 18
données sont indéterminées, on pourra simplifier les caleuls
en les représentant par des lettres convenablement choisies. .

ProBuEME XVII. — Une niche se compose d'un dem®
cylindre, dont la hauteur est égale aw diameétre, surinon
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d'un quart de sphére de méme rayon, déterminer ce rayon de
maniére que la niche ait vn volume donné.
Désignons par @ le rayon inconnu, et représentons le volume

donné par celui d'une sphére de rayon r, l'équation du pro-
bleme est

gt 4w
kit W o

ou
=1,

d'or
=1

3 A 4mr?
On voit comment le choix de 3 pour représenter le

volume donné a fait disparaitre le facteur =, et fait apercevoir
ce théoreme que le rayon de la niche est égal au rayon de la
sphére qui aurait méme volume.

IIK. — Résolution des équations.

Cette partie de la résolution des problémes a été traitée dans
les trois lecons qui précédent, lorsque les équations sont du
premier degré.

IV. — Discussion.

Nous avons déja vu que discuter un probleme c’est étudier les
circonstances remarquables que peuvent présenter les valeurs
des inconnues, quand on fait varier la grandeur des données,.et
chercher les limites entre lesquelles les données peuvent varier
pour que le probléme soit possible. Les lecons snivantes auront
pour objet I'étude de ces circonslances remarquables et la
recherche de ces limites, c'est seulement aprés que nous pour-
rons discuter complétement un probléme.

PropLiME XVIIL, — Inscrire dans un triangle de base b

b et de hauteur h un rectangle ayant un pé-
rimeétre donné 2p.
o/ Ik Soit ABC le triangle donné, DEFG lg
' rectangle inscrit, menons la hauteur BH qui
A PSS c coupe DE en K. Désignons par z le coté DE
du rectangle, et par y sa hauteur DF ou KH ; I'énoncé donne
d'abord 1’équation

20+ 2 =2
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ou
z+ Y= 1
Les triangles ABC et DBE étant semblables, le rapport des
hauteurs est égal au rapport des bases, et I'on a

BK _ DE

BH = AC
ou

h—y o

T ik B

En retranchant ces fractions terme 3 terme, on a une frac-
tion égale

z __z4y—h
b Bl o=k
or z-{-y est égald p, on a donc
_bp—"H
i Ty
_ hb—p)
i

Pour que le probléme soit possible, il faut, sinous supposons
b > h, que p soit compris entre % et b; si nous supposions
b < h, toutes les soustractions auraient di &tre faites en sens
inverse, et p devrait encore étre compris entre % et b, Ainsi
la moiti¢ du périmatre a pour plus petite valeur A et pour plus
grande valeur b, ou inversement. Dans ces deux cas, une des
dimensions du rectangle devenant nulle, il se réduit & une
ligne droite.

Si nous supposons 2 = y, nous aurons le carré inscrit, mais
alors le périmétre ne peut plus étre donné, p est inconnu, &
donné par I'équation

blp—h) _ h(b—p)

b—nh b—h

d’otx
2bh
b+h °

Le périmetre du carré inscrit est donc

p=
4bh
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EXERCICES.

{o — Partager 140 en deux parties, dont I'une, augmentée de 10,
érale le cinquiéme de l'autre.
(Rép. 125 et 15).

20 — Distribuer 9,400 fr. & deux personnes, de sorte que I'unc

n'ait que les —;—g— de la part de l'autre,

(Rép. 3000 et 6,400).

30 — Une personne, pour s'acyuitter d'une dette, a donné & son
créancier deux billets, I'un de 846 fr., payable dans 8 mois, et l'autre
de 56% fr., payable dans 11 mois. Trois mois plus tard, elle offre &
son créancier de remplacer ces deux billeis par un seul, payable dans
un an. Celui-ci accepte la proposition, & la condition que ce billet
sera de 1,453 fr. 50 c. A quel taux d'intérét préte-t-il son argent ?

(Rép. 6 p. 100). ;

4 — Combien faut-il placer de pidces de 20 fr. et de 40 fr. en
ligne droite pour former la longueur du meétre avec 40 de ces piéces,
en sachant que leurs diamétres sont respectivement égaux a 0=,021
et 0= 026.

(Rép. 8 pidces de 20 fr., 32 de 40 fr.).

2 4R -
50 — Une personne place les 5 d'un cerfain capital & 3 p. 100

et le reste & 4 1/2 p. 100. Quelle est la valeur de ce capital, qui pro-
duit une rente de 19502 y

(Rép.  50,000).

6> — Lorsque les aiguilles d"une montre sont en ligne droite entre
deux heures et trois heures, quelle heure cette montre indique-t-elle?

(Rép. 2 b. 10 m. il(:, si les aiguilles coincident, et 2 h.

43 m. ’—71 , si 'une est dans le prolongement de 'autre).

7o — Soient 1000m1, 1500=5, 2000=9, les grandeurs respectives de
trois prés dans lesquels I'herbe est d'égale hauteur et croit d'un
mouvement uniforme. Le premier pré a nourri 5 beeuls pendant
10 jours; le second 6 beeufs pendant 15 jours. On demande pendant
combien de jours le troisiéme pré pourra nourrir 9 beeufs. (Emprunté
i I'arithmétique universelle de Newton).

(Rép.  12).
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8¢ — L’eau-sort d’un réservoir par deux ouvertures, avec des
vitesses différentes. Les grandeurs des orifices sont dans le rappot
de m & n, et les vitesses de I'écoulement dans le rapport de p & ¢
On sait, de plus, que la dépense par la premiére ouverture surpass,
dans un certain temps, celle de l'autre, de a métres cubes d'ean
Combien d’eau chacun de ces deux orifices donne-t-il pendant &
méme temps ?

; i mp

(Rép. La premiére ouverture donne
mp — ng
ang )
mp—ng |
Appliquer les formules de ce probléme au cas particulier suivant:

=== 13 Wl =B A=t A == BhS

metres cubs

d’eau, et la seconde

La premiére ouverture donne 1001 métres cubes et la seconde 4ill ‘

9 — Un paquebot, partant de Douvres avec un vent favorable, -
arrive & Calais en 2 heures. A son retour, le vent lui étant contrairé, -
il fait par heure 1 mille de moins que pendant la premiére traversés
Lorsqu’il est arrivé au milieu de sa course, le vent change et aug
mente sa vitesse de 4 milles. Aussi ce paquebot rentre plus {6t
Douvres qu’il n’y serait arrivé si le vent n’efit pas changé la seconde
fois dans le rapport de 6 & 7. Quelle est la distance de Calais

Douvres et quelles sont les vitesses du paquebot dans la seconde -
traversée ? o
(Rép. Distance, 22 milles ; vitesses, 10 et 14 milles). !
10 — On prend trois ouvriers A, B, C, pour faire un certif -
travail, En travaillant ensemble, A et B le feraient en f jours; C etd
en ¢ jours; B et C en d jours. Combien faudrait-il de jours: fod

chaque ouvrier, travaillant seul; 2° aux trois ouvriers réunis, poif -
faire cet ouvrage?

y i 2def 2ef .
Rép. e S 3B —————jours
(Rép. Tl faudra & A dear=ef jours, 3 B diFir—df jo
2def & ’ d y S 2def
.dh—f-{—ef—de jours, et aux trois ouvriers réunis de—l—dH"
jours). "

ac

1o — Quels poids faut-il prendre de deux alliages d’argent etde
cuivre pour former 500 grammes d’un autre alliage au titre 0,
sachant que, pour une partie de cuivre, 'un des alliages donnés oo
tient 8 parties d’argent et I'autre 10?

(Rép. 225¢ du premier et 275¢ du second).

12° — On sait que les densités du plomb, du liége et du bois &
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sapin sont respectivement égales aux nombres 11 325, 0,21 et 0,45.
On demande de composer avec du plomb et du liége un corps qui pése
80 kilogrammes, et ait le méme volume qu'un morceau de sapin de
méme poids, de sorte qu’il puisse surnager dans eau, Combien fau-
dra-t-il prendre de plomb et de liége !

(Rép.  38k,14... de plomb, et 41k 85... de liége.)

13° — Un orfévre a trois lingots dont chacun est composé d'or,
d'argent et de cuivre. Le premier lingot contient 1 kilogramme d’or
3 kilogrammes d’argent et 6 kilogrammes de cuivre ; le second est
formé de 4 kilogrammes d'or, de 5k,6 d'argent et de 9%,6 de cuivre, et
le troisiéme, de 2k 4 d’or, de 7k,8 d'argent et de 4*,8 de cuivre. Com-
bien doit-il prendre de kilogrammes dans chacun de ces lingots, pour
en composer un quatriémequi contienne 2 kilogrammes d’or, 4%,6 d'ar-
gent et 5% 2 de cuivre.

(Rép. 2 kilogrammes du premier lingot, 4%8 du second et 5 kilo-
grammes du troisiéme.)

14° — Trouver deux nombresdont le rapport soit le méme que celui
de m an, et tels que leur produit ne soit pas changé si I'on aug-
mente le premier de @ unités et qu'on diminue le second de b unités.

; . abm
(1 o e e 2250 an—bm I

15 — Les densités d, d’, de deux corps 4, A’, et celle 3 d'une de
leurs combinaisons étant données, déterminer la quantité de chacun
de ces corps contenue dans un poids donné p de cette combinaison,
en admettant toutefois qu'ils n'éprouvent aucune réduction de volume
en se combinant.

(. 2, 78, g palld—3))

Yd—ay = " Yd—d) [
16> — Un cdne dont I'axe est vartical, ayant pour rayon r, pour
hauteur h, pour densité d, flotte, la base en haut, dans un liquide de
densité ¢, trouver la hauteur de la partie plongée.

, et le second

/3

(Rep. h v

17 — Un alliage pesant 10 grammes est composé de deux métaux
dont les densités sont 19,362 et 10,474, I'alliage pése dans l'eau 95,35;
combien y a-t-il de chaque métal.

(Rép. 65,95 et 35,05).

18 — Deux vases d'un hectolitre chacun sont remplis de deux
mélanges, le premier contient 60 parties d’eau contre 40 de vin, lo
second contient 20 parties d'eau contre 40 de vin. On demsnde de

0
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prendre dans ces deux vases des volumes % et 9 tels que, mélangés
ensemble, ils contiennent autant d’eau que de vin, et que les restes
mélangés contiennent 4 parties d’eau contre 7 de vin.

850 510 !
(Rép. e _‘;_ s = 5 de htre.)

190 — La vitesse du son est de 1435 métres dans l'eau, de
340 métres dans air, une personne placée dans un bateau pergoit un
son produit sur lc rivage par 'eau et par V'air, il s'écoule 27 secondea!
entre cesdeux perceptions, quelle est la distance du bateau au rivage.

(Rép.  12030m). \

900 — Quels sont les volumes de deux liquides dont les densités
sont 1,3 et 0,7, sachant que, sion les mélange le volume total est
égal a 3 litres, etla densité 0,9.

(Rép. 1 et2).

210 — Un cylindre de rayon r, de hauteur h, de densité d, est
plongé dans un cylindre de rayon R, plein jusqu’a la hauteur H d'un
liquide de densité D: de combien plonge-t-il, et de combien le niveat
du liquide remonte-t-il dans le vase !

hd 72hd, \
Ripy WO ek

( i D R )

920 — Une bougie dont le rayon est 1 centimétre, la hauteur 30,1s
densité 0,7, est plongée dans un cylindre pleind'eau ayant 2 de rayon,
elle brule 3 centimétres & I'heure, au bout de combien de temps l'ex-
trémité supérieure de la bougie sera-t-elle au niveau du bord du €y
lindre, de combien aura descendu le niveau de I'eau, et quelle sera la
longueur de la partie plongeante ?

(Rép.  6b18m5Ts; 3e,32; T°74.)

930 — Dans un tube en U il y a du mercure qui prend le méme
niveau dans les deux branches, on verse dans I'une une colonne de
30 centimétres d’eau, de combien’ s'abaissera le niveau du mercurt
dans cette branche : 1° en lui supposant la méme section qu’a l'aulf®
2= en lui supposant une section double! La densité du mercure ést
égale & 13,6.

(Rép. 1° 1¢,10; 20 0e,73).

24 — Une barre métallique formée de deux barres de platine et de
cuivre & une longueur de 3 métres a 0° et de 3=,0043 & 100-. Quelles
sont les longueurs respectives du platineet du cuivre 0o 10n donn®
les coefficients de dilatation linéaire 0,0000088 du platine,
0,0000171 du cuivre.

(Rép. 1™ et 2m),
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250 — Un tubede verre de 2 centimétres de diamétre et un métre d
long est rempli de mercure jusqu'a 99 centimétres, i la température
de 0o, & quelle température faut-il le porter pour que le mercure rem-
plisse le tube 1 On sait que le coefficient de dilatation cubique du verre

1
! 3700
(Rép.  659,5).

260 — Un vase de laiton pesant 100 grammes contient 200 grammes
d’eau et 100 de glace 2 00, combien faut-il y faire arriver de vapeur
d’eau & 1000 et sous la pression normale pour que le mélange atteigne
la température de 10 ¢ La chaleur spécifique du laiton est 0,0939.

(Rép.  178,45), :

270 — On fait condenser 35%,768 de vapeur d’eau & 147° dans 2727%
d'eau & 159,7, contenus dans un vase de laiton pesant 125%; déter-
miner la température finale, connaissant la capacité calorifique du
laiton 0,09.

(Rép.  240,14).

28° — On mélange 15k de mercure & 65°,2 avec 40%,1 d'eau & 30,4
quelle sera la température finale. L’eau est contenue dans un vase

L 1
t celui d —_—.
, et celui du mercure 2550

pesant 758¢ et ayant Ti‘)— pour capacité calorifique, celle du mercure

est 0,03.
(Rép.  30,4),

20° — Dans un tube barométrique qui plonge dans une cuvette pro-
fonde le mercure s’éléve & 743 millim.; on enfonce le tube jusqu'if ce
que la chambre barométrique, qui contient de I'air, soit réduite au tiers
de son volume primitif. La hauteur du mercure est alors 701 mm,
Déduire dela la valeur de la pression extérieure.

(Rép. 764 mm.).

300 — Un vase de 20 litres plein d’air & la pression 76 est mis en
communication avec un vase vide, la pression du gaz devient 45,
Tuelle est la capacité du vase vide!

(Rép.  131,78).

31° — Un gaz & 370 et-sous la pression atmosphérique 76 est ren-
fermé dans un récipient de capacité invariable. Déterminer la tempé-
lature a laquelle il se trouve élevé lorsjue sa pression devient 3 at-
mosphéres,

Rép.  6550).

322 — On a 3 litres d’air sec & 10° sous la pression de 750=™, Que
deviendra le volume de cet air saturé d’humidité i 20° sous la pression
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de 752mm 1 La tension maximum de la vapeur 3 200 étant 17mm, et le
coefficient de dilatation des gaz 0,00367.

(Rép.  31,258).

330 — Le poids d’un certain volume d'air saturé est 18,1731

température de 20°, et sous la pression de 78¢. Quel est ce volume?
On donne le poids 15,293 d'un litre d’air sec 3 0o et sous 76e, le

coefficient 0,00367 de dilatation des gaz, la densité _OS— de la vapeur

d’eau, et sa tension maximum 17=m 7 & 200, |
(Rép. 14181). ‘
340 — Mener par le centre d'une circonférence de rayon 7 une sé-
cante telle que la partie extérieure, comprise entre la circonférence, et
une tangente donnée, soit égale 3 la moitié de cette tangente, et cak
culer la longueur de la tangente depuis le point de contact jusqu'au
point de rencontre.

(Re'p. _['?i_)

350 — Unlosange BDEF de coté a est articulé, le point A pris suf
\ le prolongement d’un coté BD est fixe, trouver 2
distance CF = z qu’il faut porter sur le coté BF

pour que les trois points A, E et C soient en ligné I

droite. Prouver que le rapport %Ié— est constant et
3 ¥ ¢ indépendant del'angle B dulosange, et déterminer I8 l
jongueur DA = b, de maniére que Von ait %Eé--_: fpi . Cette figur®

ceprésente l'instrument appelé pantographe; si le point C suit le con-
tour d’une figure, un crayon placé en E tracera une figure semblablé:

i 2

(Rép, AL P R o

b p—m

36> — Mener par le sommet d’un hexagbne régulier de cbté a we
droite qui partage sa surface dans le rapport de 142, et calculer Ié8
deux segments du c¢oté auquel elle aboutit.

{ a a

(Rep. —?- et —2 ),

370 — Inscrire dans une circonférence de rayon r un triangle isoctle
dont la base soit: 1° égale 3 la hauteur, 2° égale A la moitié du chté.

(Rép. La base est 1o id S5 2o TV 15
5 4
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380 — Inscrire dans un triangle équilatéral de c6té @ trois circon-
férences égales tangentes chacune a deux cdtés du triangle et aux deux
autres ; et calculer leur rayon.

a \
21 +vV3)

390 — Dans une cour rectangulaire ayant 12 métres de long et 10 de
large, on veut planter un cordon d’arbres également distants, sur
quatre lignes paralléles aux cotés de la cour, et éloignées de ces cOtés
d'une quantité égale a la distance de deux arbres consécutifs, On
plante 14 arbres, combien y en a-t-il sur chaque coté de la cour, et i
quelle distance sont-ils les uns des autres?!

(Rép. 5, 4 et2).

40° — Mener dans une circonférence de rayon r une corde telle
que la somme de son carré et du carré de sa distance au centre,
soit m2, et calculer sa longueur. |

mE—1?
Rép. 2 2 SRR
(s |/ =

410 — Calculer le rayon d'une circonférence touchant une droite et
une circonférence de rayon r, en un point’ A ; sachant que les per-
pendiculaires abaissées du centre donné etde A sur la droite donnée
sont b et a.

. ar
Rip. 1+ el
( bfr—aj

Rép.
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)
PROGRAMME, — Interprétation des valeurs négatives dans les problémes — Usage
etcalcul des quantités négatives.

I, — Définitions.

On appelle quantité négative un aombre précédé du signe —;
comme ;

5)
_49—’?’;‘1‘—V—5—°

Le signe — ne peut ici indiquer une soustraction, puisqu'il

n'y a aucune quantité dont on .puisse retrancher les nombres
2 = 2 . :
4, ER V5. Une quantité négative est donc un symbole qut

ne représente rien par lui-méme. Par opposition on appelle
Dl
s V5, etonles

fait précéder quelquefois du signe -, comme nous avons fait
pour le premier terme d’un polynome.

quantités positives les nombres ordinaires 4

I¥. — Origine des quantités négatives.

x. —On rencontre des quantités négatives en résolvant

les équations du premier degré. Considérons d’abord 1l'équa-
tion

3z + 17 =62 2.
i l'on fait passer les lermes inconnus au premier membre, et
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les termes connus au second, on trouve en suivant la régle in-
diquée (7, 8 et 9, I1I).
3z —br=2—17,

— 3z = — 15,
g oond
=—

Si Pon et fait passer les termes inconnus au scin
membre, et les termes connus au premier, on edt trouve

17 —2 = 6z — 3z,

15 = 3a,
1570
= 2.

On voit que la valeur de z, trouvée en employant des quan-

— 135 , serait exacte, si L'on appliquait & ce

tités négatives

quotient la régle des signes de la division des polyndmes, qui
donne le signe - au quotient de la division de deux quantités
affectées du méme signe.

2. — Il peut arriver que les guantités négatives ne se pré-
sentent que dans I'un des deux membres, comme quand on
résout I'équation '

(1) 3z 2 = 62417,
d'on T'on tire successivement en faisant passer les termes in-
connus au premier membre

?) 3z — 6z =17 —2,
(3) — 3z =15,
0 o=

Si l'on fait passer les termes inconnus au second membre,
on a
2 —17 = b6z — 3,

i Ly A
et o o843
e
Dans cet exemple on ne peut éviter les quantités négatives,

153 et :.“3- la regle des

J 9

el, en appliquant aux quotients
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signes de la division des polyndmes, on trouve pour z lava-
leur négative — 5, qui indique qu’aucun nombre ne vérifie
I'équation, et en effet, 6z étant plus grand que 3z et 17 plus
grand que 2, le second membre est plus grand que le premier
et ne peut lui étre égal.

Sans attacher pour le moment aucun sens a la quantité né-
gative — 5, elle vérifie, pour ainsi dire mécaniquement, I'é-
quation proposée, & condition qu'on lui applique les régles
ordinaires du calcul algébrique, celles qui conviennent aux
termes affectés du signe — dans les polynomes.

En effet nous avons posé, en appliquant la régle des signes
de la division, I'égalité (4)

(&) —pasdh
donc — 5 mis 4 la place de # vérifie 'équation (4)

15
(4) Ve :
— 3
Le quotient — 5 est le nombre qui, multiplié par le diviseur
— 3, reproduit le dividende 15, on a donc I'égalité (3) -

(3) — 3 =5 =—i15;
qui prouve que — 5 mis a la place de z vérifie I’équation (3)
e . —3z = 15.

Ensuite — 3 n'est autre chose que 3 —6 trait¢ par la regle
de réduction des termes semblables, et 15 est égal & 17 —2,
on a donc l'égalité

(3—6)><(—5) = 17—2,

ou
@) IX(—5—6X (-5 =17—2,

qui prouve que —5 mis 4 la place de 2 vérifie I'équation (2),
2) 33— 6 =17 — 2.

Enfin, enajoutantaux deux membres de 1'égalité (2), le nombre
positif 2 et le nombre négatif 6>< (—5), on trouve l'égalité )

(1) 3X(—5)+2==6x (—5)+17,
qui prouve que — 5 mis a la place de z vérifie I'équation (1)

(N 3z 42 =6z 17.
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iil. — Interprétation des valeurs négatives dans les
problémes.

2. — Avant d'aborder cette question nous allons démontrer
deux théoremes dont elle dépend.

TmiorEME I. — Si dans une équation on change x en — X,
en appliquant a cetle quantité — x les regles ordinaires du
calcul algébrique, on obtient une équation nouvelle, dont les
racines sont égales & celles de la proposée changées de signe.

Soit proposée I'équation

(1) 3z + 2 =6z + 17,
qui, nous venons de le voir, a pour racine — 5. Changeons &
en — 7, nous obtenons l'équation

(2) 3x(—a)+2=06>X(—2) 4+ 17.

Puisque — 5 est la racine de l'équation (1), on a par hypo-
these I'égalité
33< (— 5) 4 2=6><(—5) 417,

qui n'est autre chose que ce qu’on obtient en remplacant
par 5 dans l'équation (2), donc les deux membres de cette
équation deviennent égaux quand oun y remplace z par 5, et
la racne — 5 de l'équation (1), changée de signe, est la
racine de I'équation (2).

REMARQUE. — L’équation (2) s'appelle la transformée en
— @ de I'équation (1) ; on écrit ordinairement, en effectuant
les multiplications indiquées d’aprés la régle des signes,

—3r42=—6z+41T7.

Quand V'équation (1) aura été résolue, il sera inutile de
résoudre D'équation (2), il n'y aura qu’a changer le signe de la
racine trouvée.

De méme I'équation du second degré

(1) 22422 —15=0,
qui a pour racines — 5 et 3, a pour transformée en — @,
$)) (—ap+2x(—2)—15=0,

que l'on écrit

ot —2 — 15 =0,
et qui a pour racines 5 et — 3, ce que lon démontrerait
‘omme dans l'exemnvle précédent.
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TuroreME 1I. — Si dans un systeme d’équations on rem-
place plusieurs inconnues y, z... par — Y, — ..., on obtient
un systeme novveau, dans lequel les valewurs de 7y, z... sont
égales @ celles dw premier systéme changées de signe, tandw

" que les valeurs des autres inconnues restent les mémes.

Soit proposé le systéme

) ( 2w -+ by =26,
( 132 4 4y =155,
vérifié par les valeurs
=135 ==t i
remplacons y par — ¥y, nous obtenons le systéme
2z 4 5 < (— y) =26, 2' 5y ~='264
13z + 4 X< (— y) = 55, 132 — 4y = 55.
Les valeurs de & etde y qui vérifient le systeme (1) étant 3
et 4, on a par hypothese les égalités

2><3+5<4=26,
133+ 4><4=155,
que Uon peut écrire

23< 3—b>< (— 4) = 26,
13 >< 3 — 4 >< (— 4) = 55.

Or, sous cette forme, ces égalités expriment que les nombres

3 et — 4, mis 4 la place de z et de y, vérifient le systeme (2);
donc le théoreme est démontré.

REMARQUE. — Les équations du systéme (2) s'appellent les
transformées en — y de celles du systeme (1). Quand celui-ci
est résolu, on n'a pas besoin de résoudre I'autre, pour avoir
ses solutions, on n’a qua changer de signe les valeurs des
inconnues dont le signe a été changé dans les équations.

2. — Quand la résolution d'un probléme conduit & une
solution négative, cela indique en général qu'il est impossible,
et Uimpossibilité est absolue s'il W'y a quw’une seule maniére de
le mettre en équations ; mais si dans la mise en équation, O
a fait arbitrairement certaines hypothéses sur la grandeur et
la position des résultats, il faudra remettre le probleme en
équations en faisant les autres hypothéses, et s'il arrive qué
les équations nouvelles ne different des précédentes que par lé
changement de signe des inconnues dont les valeurs élaient

ou (2
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négatives, il est inutile de les résoudre ; pour avoir leurs
solutions, il n'y aura quw'a changer de signe les valeurs néga~
tives trouvées précédemment, et les hypothéses nouvelles seront
justes. 11 peut arriver que les équations nouvelles difjerent des
premiéres autrement que par le changement de signe des
inconnues dont les valeurs étaient négatives, alors il faudra
les résoudre, et les valeurs négatives ne s'interpréleront pas.
Si enfin ces nouvelles équations conduisaient a des valeurs
négatives,le probleme serait impossible,

PropLive 1. — Aux deux extrémités d'une ligne AB égale

A a 20 unités, on éléve en sens contraire des
‘\ perpendiculaires AA’ et BB égales 212 et 6,
\ ar puis en un point M de AB pris & 16 unités

“'{ 5% " de A, on éléve uneligne MM’ perpendicu-
l ] laire & AB, jusqu’a sa rencontre avec AB';

s Dy ¥ trouver sa longueur.

Menons par le point B’ une parallele & AB, qui rencontre
en M” et en A” les lignes MM’ et AA’ prolongées, nous obte-
nons deux triangles semblables B'M'M” et B’A’A”, qui donnent
I'égalité de rapports

MIMII BIMII

WA T BAT
Désignons P'inconnue MM’ par v, et remarquons que I'on a

AA” = MM = BB =6,
comme paralléles comprises entre paralléles,
B'A’—AB=20 et B'M’—BM=—AB—AM ou 20—16 ou 4;
M/M” = MM + MM’ = 6+ ¥,
A’A7 = A'A 4 AA” =124 6=18.

En remplacant dans l’égalité précédente les lignes de la figure

par leurs valeurs numériques ou littérales, nous avons l'équa-
tion

g e Al
; 1§ 20
d'ol nous tirons
Yoo dBo T il o
Y="9 - il

Cette valeur négative indique qu'il est impossible de mener
une perpendiculaire a la ligne AB au point M donné, dans la
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position que nous lui avons assignée, mais il est possible que

r ce point M soit & la droite du point R in-
connu ot se rencontrent AB et A’B/, et alors
la perpendiculaire MM’ sera dirigée vers le

A \Mw 8 bas, remettons le probléeme en équations
dans cette nouvelle hypothése.

A M B Pour cela faisons une nouvelle figure avec

les mémes lettres, les mémes constructions nous donneront,
parles mémes triangles semblables,

MII\I// B/M//

AA7 T BATI

En désignant par y Uinconnue MM/, nous aurons toujours
B/A” =20, B'M” — 4, A’A” —i8, mais M'M” sera égal a
MM” — MM’ ou 6 — ¥, etl’équation du probleme sera

6—y 4
o Bl N

Comme C'est la transformée en —y de I'équation pré
dente, nous savons, sans la résoudre, que sa racine sera le
nombre négatif trouvé précédemment changé de signe gl
2,4 (10 et 11, ITI, Th. 1).

Ainsi dans ce probleme et dans tous les problemes de méme
espece, la valeur négative trouvée s'interpreéte, en la portant
dans un sens contraire & celus de la mise en équations.

ProLEME ITI. — Etant donné un trapéze ABCD, mener
par le sommet G une ligne CM qui le partagé

) &

< n

en deux parties dont le rapport soit =L g
P

Soient AB=ga, et CD =15, les bases du
trapeze donné, CH= h sa hauteur, et dési-
snons par  l'inconnue BM, nous aurons par I'énoncé -

ACM ~m
CMBD ~ p °

Quand on a ainsi & comparer les deux parties d'une méme
surface, on obtient une équation plus commode en comparant
la plus simple des deux parties & la surface entiere. Il suffit

pour cela d'ajouter a chaque dénominateur le numérateur cor-
respondant, d’ol

ACM m

ABCD T m+4p?
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et, en remplacant les surfaces par leurs expressions algé-
briques,
(a —2)h
2 5 alny
(@+oh — m+tp’
2

ou
a—r __ m
a+b~ m+4p°
De 14 on tire
pa — my
/i e
m—+-p

Si pa est plus petit que mb, la valeur de z est négative, ce
cerait une erreur de linterpréter en la portant a droite du
point B, car si nous remettons le probleme en équations en
supposant que CM rencontre la base AB prolongée, nous
aurons

ABGC _ m
GCD ~ p’
ABGC m

ABCD ~ m+p

Or ABGC est une surface égale au triangle ACM diminué
du triangle BGM, si par le point G nous menons une ligne KI
perpendiculaire aux bases et égale & h, et que nous dési-
gnions GK par y, I'équation devient

(@) =Y
o 2 m

[C2 O
2

Dans les triangles BGM et DCG semblables, le rapport des
hauteurs est égal au rapport des bases

GK BM

@ ¢’
ou
Yy T
e

h—y




142 DOUZIEME ET TREIZIEME LECON.
d’ou 'on tire

oyt hx

Y=%Fz"

Portons cette valeur de y dans la premiére équation, elle
devient
np*
z)h — ———
(a-tealbsisgises m

@For  mtp’

(a+2)b+x)—a*  m
(@+b)+2) ~— m+p’

Cette équationn’étant pas la transformée en — 2z de celle que
'on a trouvée dans les circonstances précédentes  sa racine ne
sera pas la valeur négative trouvée précédemment et changée
de signe, c'est-a-dire,

b(mb — pa)
m-+p

il faut résoudre la nouvelle équation, et 'on tire,

ou

Py b(mb —pa)
pla+b) °
quantité positive, puisque pa < mb.

On voit par cet exemple le danger qu’il y aurait 4 interpréter
la quantité négative avant d'avoir constaté que, dans la nou-
velle hypothese, on a pour équation la transformée en —2 de
celle qu'a donnée la premiére hypothése.

ProsLiME III. — Une personne place 3600 francs, partied
49/, partie & 5%, pendant 3 ans et & mois, elle touche
530 francs d’intérét, combien a-t-elle placé d 4 °J, et combien
a59,?

Soit z la partie placée & 4%, l'autce sera 3600 —z, et en
remarquant que 3 ans et 4 mois font 40 mois, puis égalant la
somme des intéréts des deux parties & 630 francs, nous aurons
I'équation

T >< 4 >< 40 +_(36()0 — ) ><5>< 40
1200 1200
d’ol nous tirons z = — 900.
Comme il n'y a pas d'autre maniére de mettre le problemeé

= 630,
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en équation, il est impossible ; et en effet la somme tout en-
tiere placée a 5 9/, pendant 40 mois ne donnerait que 600 {rancs,
elle ne peut pas donner 630 francs quand on en place une
partie a & 9/,.

On cherche quelquefois & modifier I'énoncé du probleme de
maniére que ’équation du probleme nouveau soit la transfor-
mée en — « de la premibre, cette recherche est inulile, la

transformée en — 2 pouvant étre I'équation d’une infinité de
problémes.

' 8. — Les quantités négatives s'interpréteront ordinairement
quand il s’agira de grandeurs susceptibles d’étre comptées dans
deux sens opposés apartird'une certaineorigine, comme le temps
dans le passé et dans I'avenir, avant ou aprés I'ere chrétienne,
les degrés au dessus et audessous du zéro d'un thermométre, les
distances portées sur uneligne a droite oua gauche d'un point,
les perpendiculaires & une droite ou & un plan en dessus ou en
dessous ; il est de plus nécessaire que les grandeurs exprimeées
en fonction de I'inconnue varient d'une maniére continue avec
elle, depuis la premiére hypothdse jusqus la dernitre. Dans le
probléme II, la premiére surface a une solution de continujté
quand le point M passe en B, a droite eta gauche de ce pO}nt
elle ne varie pas de la méme quantité pour une méme varia-
tion de 2.

IV. — Introduction des quantités négatives dans les
données d’une question.

4. — Souvent on introduit volontairement les quantités né-
gatives dans les données d'une question, en convenant que
certaines grandeurs seront regardées comme positives dans un
sens et négatives dans un autre. 11 faut alors démontrer que
Pusage des quantités négatives conduit aux mémes _ré§ultats
que les procédés ordinaires qui ¢éviteraient leur emplon', il faut
de plus que cet usage apporte quelques avantages, qui seront
ordinairement la briéveté et la généralité.

Ainsi la formule (@4 b} =a’ + 2ab + b* suffira pour
calculer le carré d'une somme et celui d’une différence, sil'on
admet que la quantité b puisse recevoir dal.ls les deu-x. membres
une valeur négative, le carré b* sera toujours positif, comme
produit de deux quantités de méme signe, mais le double pro-
duit 2ab sera négatif, cest-d-dire affecté du signe —, quand
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on remplacera b par un nombre négatif; on arrivera donc au
méme résultat qu’en donnanta & une valeur positive dans la
formule

(@ — b)* = a2 — 2ab 1 B2,

2. — Comment on est conduit & donner le signe —
& des guantités comptées en sens contraire des
autres, et comment cet emploi des quantités néga-
tives généralise les solutions des problémes.

- Cela résultera de la discussion des problémes suivants.

ProBuEME I. — Trouver la température moyenne entre
deuz températures données.

Supposons-les d’abord toutes deux supérieures au 0,
placé a droite de la tige, 15 et 7 par exemple ; la tem-

pérature moyenne étant celle qui est également éloi-
3. 15 X
gnée de 15et de 7, si nous I'appelons #, nous aurons
I'équation
z—T7=15—ux,

gy | Aol

Aoy el
2 7

et en général, en appelant @ et b les deux températures
2030  données,

0 pez bk

o g Supposons que la température 7 donnée soit au
dessous du zéro placé a droite, construisons & gauche
une seconde échelle, ol le 0 soit au dessous de la plus
basse des deux températures, 20 degrés plus bas que le
i premier ; vis-3-vis de ce premier 0 il y aura 20, vis-d-
vis de 15 degrés il y aura 20 - 15 ou 35, vis-2-vis de
0!q9 7 degrés au dessous il y aura 20 — 7 ou 13 ; et si nous
appelons # la température moyenne, elle répondra
4 2042 ou 20 — z sur ’schelle de gauche, selon que ces 2
degrés seront au dessus ou au dessous du premier zéro, 13
formule (1) est applicable & I'échelle de gauche, puisque les
deux températures données sont au dessus du zéro, et I'on a

) 20+$=20+15-2}—20—7’
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20 au premier membre détruit _?0-;—§20 au second, et il

reste
15 —17
: 2 n
On voit comment la température inférieure au zéro a pris
d’elle-méme le signe —, et pourquoi ce nombre — 7 qui n’est
d’abord qu’un terme affecté du signe — dans le polyndme
20 — 7, doit étre traité par les régles qui conviennent aux
termes affectés du signe — dans les polynomes.

Cette valeur de # n’est qu'une application de la formule (1)

a-t+b’
T=—p—,

dans laquelle on donnerait 4 & la valeur négative — 7. Si la
température inférieure & zéro était exprimée par le nombre le
plus fort, la valeur de =z serait négative, cela prouve qu’il
aurait fallu mettre dans ’équation (2) 20— au lieu de 20+-=,
ou que cette température z est au dessous de zéro. Si les deux
températures données sont inférieures a zéro, la formule (1)
en y remplacant @ et b par des nombres négatifs donne pour
Z une valeur négative, indiquant que la température moyenne
est au dessous de zéro.

Ainsi, grice & I’emploi des quantités négatives, une seule
formule embrasse tous les cas du probléme.

ProBuiEME I1. — Un corps qui se meut sur une ligne droite
indéfinie DT dans le sens DM avec une vitesse constqnte de
v kilomeétres par heure, passe actuellement aw point T;
déterminer sa position M @ un instant donné.

) T x

Pour cela, convenons de mesurer sur la droite DT toutes
les distances A partir d’un point D, pris & gauche de T, etde
Prendre pour origine du temps l'instant du passage dl} _moblle
au point T. Considérons d’abord le mobile-dans la position M,
4 droite de T aprés son passage en ce point.

Soit ¢ 1o distance connue et constante des points D et T
désignons par z la distance MD du mobile & Iorigine D, par
¢ le nombre d’heures qui se sont écoulées depuis son passage
u point T, nous aurons

T™ = vt,
i
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or
DM = DT + TM,

donec

1) z=d -} vt

Cette formule, qui convient toutes les fois que le mobile est
a droite de T, aurait besoin d’étre modifiée & I’aide d’un rai-
sonnement nouveau, si le mobile était entre T et D ou a
gauche de D. Pour ramener ces cas au précédent, il suffit de
reporter l'origine des espaces de D en un point D/, situéa
ane distance % vers la gauche, et l'origine des temps & une
époque antérieure de n unités, alors que le mobile était en T'
au lieu d’étre en T, de sorte que TT’ soit égal & vn, ces deux
origines 6tant assez éloignées, pour pouvoir ne considérer le
mobile qu'a droite de l'origine D’ des espaces, & une époque
postérieure & la nouvelle origine des temps.

. g
o/ T/ D u/ T

Supposons le mobile entre D et T, en M/, & droite de D,
nous n’aurons qu’a accentuer les lettres dans 1'égalité
DM = DT - TM,
ce qui donne
D'M' = D'T’ 4 T'M.

Désignons DM’ par @, D'M’ ou D'D -} DM’ par h+%
par ¢ le temps employé pour aller de M’ en T, DT’ est égdl
a DT —TTI' ouh-+d—uvn, et T'M étant parcouru dans
le temps n — ¢ est égal & v(n — #); donc en remplacant les

lettres de la figure par leurs expressions algébriques, nous
avons

h+z=h-+d—vn-+vn—i).

o/ o/ 'y D T

Supposons maintenant le mobile & gauche de D en M”, 10US

aurons encore
DM’ =D'T 4 T'M”.

Désignons DM” par « et par ¢ le temps employé a allet
de M” en D, I'M” ou I’D — DM” sera représenté par it —%
DT’ ou D'T — TT par h-}d— vn, et T'M” espace parcoutt
dans le temps n — ¢ par v(n— f), nous avons donc en remw
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placant les lettres de la figure par leurs valeurs algébriques
h—z=h+4+d—ovn—+vn —t).
Les termes A et vn disparaissant d’eux-mémes de ces deux
équations, elles deviennent

(2) Tz =d — i,
(3 — gz =d —vi.

On voit comment les distances portées & gauche du point D,
et les temps antérieurs & l'origine ou au passage du mobile en T
ont pris d’eux-mémes le signe — dans ces formules, et pour-
quoi ces quantités, qui ne sont d’abord que des termes affectés
du signe — dans les polyndmes h—a et n-—t, doivent étre
traitées par les régles qui conviennent aux termes affectés du
signe — dans les polynomes.

Mais les formules (2) et (3) peuvent étre suppléées par la pre-
midre, sil’on convient d’y remplacer ¢ par un nombre négatif,
quand le temps sera antérieur a l'origine, et @ par un nombre
négatif, quand la distance représentée par cette letire sera &
gauche du point Dj et réciproquement, si I'équation donne
pour z une valeur négative, on portera sa valeur numérique a
gauche de D, et, si elle donne pour # une valeur négative, sa
valeur numérique indiguera un temps antérieur a Vorigine.

o/ Y T D Pr
8ilepoint T était & gauche de D, I'on aurait toujours

DM =D'T + TM,
d'oh en adoptant les mémes notations, et remarquant que DT
estégal 3 D'D —DT ou h—d,

h+az=h—d+vt
T =— d- vt

La formule (1) peut donc servir en donnant & d une valeur
négative, quand T est & gauche de D.

o/ Y D M T
8i le mouvement avait lieu en sens contraire, ¢ heures apres
le passage en T le mobile serait & gauche en M, et l'on aurait
DM =DT +TM =DT— TT -+ T'M,
on
h+z=h+ d —vn+v(n—1),
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ou enfin
¢ =d — vi.

On voit que la formule (1) pourrait encore servir, en don-
nant & v une valeur négative, quand le mouvement a lieu en
sens contraire.

Ainsi Iemploi des quantités négatives permet d’embrasser
dans une seule formule tous les cas particuliers de ce pro-
bleme.

On voit, par cet exemple, combien est longue la généralisa-
tion d’une formule ; si dong il fallait la faire pour chaque pro-
bleme, I'étude et les applications de l'algebre seraient fort
difficiles. Mais heureusement il n’est besoin de généraliser que
les problemes fondamentaux des sciences, lesquels sont en
petit nombre ; quant & leurs conséquences, elles ont la méme
généralité que les problemes d’'ou elles découlent.

REMARQUE. — La formule
p=d -} vt
peut aussi faire connaitre la position d’un point qui se meut
uniformément sur une ligne courbe, pourvu que cette ligne ait
une longueur indéfinie, comme une spirale, une hélice ou bien
quelle soit fermée, comme la circonférence. Mais, dans ce
dernier cas, il faut admettre que le mobile peut parcourir un
nombre indéfini de fois cette courbe fermée.

PropriME III. — Connaissant les perpendiculaires abais-
sées des trois sommets d'un triangle Sur
une droite extérieure, calculer la perpew
)u diculaire abaissée du point de renconire
des médianes sur la méme droite.

| Ne  Soit ABC un triangle, G le point de
: rencontre des médianes; désignons par
Yy Yar Yz €8 Y, les perpendiculaires
abaissées des points A, B, G et G suruné
droite A’C’ extérieure au triangle. g

Menons AD paralléle 3 A’C’ jusqu'a la rencontre de MM’
perpendiculaire abaissée du milieu M de BC sur A’C/, nous
aurons AA’ —EG’=DM —y,, comme paralléles comprise
entre paralléles; d'o GE =Y —1,, MD=MM’ —y, ; or M}’
est égal  la demi-somme des bases du trapéze BCB'C/, comm®
varalléle 4 ces bases menées par le milieu de BC, dont

ar GB o C
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0 Yoty __ Yty Yo+ Ys— 2
MM’_———Q—:",etMD_T“-—y, ou _’—;_—L

Cela étant, les triangles AGE et AMD semblables donnent

GE AG _ 2
MD oL AM_ g
puisque le point de rencontre des médianes G est situé aux
deux tiers de chacune d’elles & partir du sommet.
En remplacant les lettres de la figure par leurs valeurs algé-
briques, I'équation devient .
Wiy ey _2_
Yo+ Ys — 2y, 3’
2
ou

Y == y4+y3)+y3 !

Cette formule aurait besoin d'étre modifiée a I'aide d'un rai-
sonnement nouveau, si la droite sur laquelle on abaisse les per-
pendiculaires traversait le triangle.

Soit A’C’ une droite traversant le triangle ABC, désignons

a Dar Yy, ya, Yz et Y, les perpendiculaires
abaissées des points A, B, C et G sur cette
/I\ droite ; prolongeons ces perpendiculaires
A
B

L,GC,/T“ AA’, BB, CC’ et GG jusqu’a leurs points
A I3

7 1 _“,_NC de rencontre A, B’, ¢’ et G” avec une
15 ligne A”C” parallele 2 A’C/, distante de
_L»_I___‘___L h, et extérieure au triangle ; les perpen-

ATTTECT T ¢ gienlaires abaissées des points A, B, G, G
sur A”C” seront représentées : AA” ou A’A” —AA’ par h—y,,
BB’ ou B'B” +BB' par h s, CC on C'C” —CC/ par h—ys,
GG’ ou G’G” - GG’ par h+ Y, et nous aurons, d'aprés la
formule du cas précédent du probleme,

h—y,+’l+y3+h-'!/: .
3

h+Y=
or h disparait de cette formule qui se réduit a
=y t%h—Y%
s 3 '

On voit ainsi que l'on pourrait se servir de la formule oré-



1:0 DOUZIEME ET TREIZIEME LECON.

cédente en donnant aux perpendiculaires qui sont au dessous
de A’C’ des valeurs négatives. Si U'on trouvait pour Y une va-
leur négative, cela prouverait que le bindme i Y devait éire
remplacé par h — Y, ou que le point G serait au dessous
de A'C.

Ici encore, grace a lemploi des quantités négatives, une
seule formule comprend tous les cas particuliers d'une ques-
tion.

REMARQUE. —- Si la paralléle A”C” avait été menée au des-
sus du triangle les perpen diculaires situées au dessous de A'C/
auraient eu le signe -, et les autres le signe —; ainsile
signe — n’est pas attaché & un sens plutét qu'a l'autre.

V. — Calcul des quantités négatives=

D'aprés tout ce que nous avons vu, soit en interprétant les
quantités négatives, soit en les introduisant dans les données
des problemes, il n'y a pas de calcul particulier des quantités
négatives, on doit leur appliquer les régles qui conviennent
aux termes affectés du signe — dans les polynémes.

Nous ferons seulement quelques remarques relatives a chaque
opération.

Addition. — D’aprés la régle de I'addition des polyndmes,
on additionme deus nombres quelconques, positifs ou négatifs,
en les écrivant l'un & la suite de Uaulre avec leurs signes.

Ainsi

B54+(—7=15—-17,
(=4 +(—9=—4—0.

La premiére de ces égalités montre quon peut considérer
toute différence 15 — 7 comme la somme du nombre positif 15
et du nombre négatif — 7. On donne & cette somme le nom de
somme algébrique, pour la distinguer du résultat de 1’addition
de deux nombres ordinaires; mais I'addition n’implique plus
I"idée d’augmentation.

Soustraction. — Pour sousiraire un nombre positif o
négalif d'un autre, on lécrit @ la suite en changeant son signé.
12 — (—8) =12 + 8,
—3—(—5=—3+5;

lonc la soustraction n'implique plus I'idée de diminution.
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Multiplication et division. — Le produit ou le quotient
de deuw quantités est positif ow affecté du signe -+, quand ces
deux quamtités sont de méme signe, toutes deur positives o
toutes deux négatives ; il a le signe — ou est négatif, quand
les deuz quantités sont de signe contraire, l'une positive et
Pautre négative.

EXEMPLES :

(= 9 (= %) =+ a,
___l__a_'_—_.a’.
=

Puissances. — Les puissances paires des quantités néga-
tives sont positives, et les puissances impaires sont négatives.

Soit (— 3)™ une puissance paire de la quantité négative —3,
cest un produit de 2m facteurs égaux 4 — 3, on peut le par-
tager en m groupes de deux facteurs, chaque groupe étant
positif, leur produit (— 3)™ sera positif et ogal a4 3.

Soit ensuite (— 3™ une puissance impaire, elle est égale
au produit de (— 3)™ par — 3, le premier facteur est positif,
le second est mégatif, leur produit (— 3)”"'"‘ sera négatif et
égal & — 3™,

Racines. — 1° Les racines paires des quantités positives
ont en algebre deu® valeurs égales et de signe contraire, les
racines paires des quantités négatives n'en ont pas.

Soit {/ 64; nous trouvons par arithmétique en prenant
dabord la racine carrée qui est 8, et ensuite la racine cubique,
que la racine 6 de 64 est égale a 2, mais si 26 donne 64, en
algébre (— 2)¢ donne aussi 64, clest donc aussi la racine 6
de 64;

Ve =2

Au contraire V_:Gz n'a aucune valeur, ce n’est ni 2
ni — 2,puisque ces quantités élevées a la puissance 6 donnent
164 et non — 64. y— b4 est donc un pur symbole algé-
brique, que l’on appelle quandtité imaginaire, par opposition
les nombres positifs on négatifs sont dits réels.

Les quantités imaginaires indiquent Vimpossibilité du pro-
bleme qui y a conduit; leur role en algébre est de générahsfer
certains théoremes, comme :foute équation du second degre @
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deux racines. L'imaginaire \/ — b? traitée par les régles ordi-
naires prend la forme b V=1, et le type des quantités imagi-
nairesest a 4 b ¥ — 1; toutes les autres peuvent dtre ramenées
4 cette forme *. On appelle imaginaires conjuguées celles qui
ne different que par le signe de la partie imaginaire comme
a+by—1 et a—by—1; leur produit est réel et égal
a a®4 b, quon appelle le module de chacune d’elles. Pour
qu'une imaginaire soit nulle, il faut que son module a*—- 42
soit nul, ce qui exige que a et b soient nuls séparément.

RemARQuE I. — L’emploi des imaginaires conduit souvent
a des résultats réels.

Ainsi pour transformer (a? - 4?) (a’* - ¥’?) en une somme
de deux carrés, on peut remplacer chaque facteur par le pro-
duit de deux imaginaires conjuguées

(a+boV=1) (a—by=1) (@ 4+t V=1) (@ —b'V—1),

ou, en changeant I'ordre des facteurs,

(@+dV—=1) (@4 y=1) a—dV—=1) (/ — &' y=1),

ou,

{aa'—bb' (o0’ +ab) V=T | [ aa/ —bb' — (b’ +-ab) V=1
ou enfin
(aa’ — bV')® + (ba' + ab’):.

ReMARQUE II. — Toute équation entre quantités imagi-
naires se décompose en deux auires, ses racines réelles rendent
les parties réelles égales, et les parties imaginaires égales.

Soit

a+by—1=a+bty—1,
a—ad=0F—by—1,

(a— a)r=— (' — b,
@ — a4 — b)r=0.

on en tire

d’ol

* C'est un Bolonais, nommé Bombelli, qui le premier a introduit dans I'al-

gebre, en 1572, le signe y/—1 dont Pemploi a fait faire de si grands progres
aux sciences mathématiques, et qu'on représente souvent par la lettre 1.
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Les deux parties de cette somme, ayant le méme signe, ne
peuvent s’entre-détruire, chacune d’elles doit étre nulle,
@ — @ =00 wdiol et — o/
' — b=0 doa b=1¥
2¢ Les racines impaires des quantités positives sont positives,
et celles des quantités négatives sont négatives.
Ainsi :/—l— 8 est égal & |- 2, etiln'y a pas d’autre nombre
positif ni négatif dont le cube soit égala - 8.
De méme :/ — 8 est égal &4 —2, et il n'y a pas d'autre
nombre positif ou négatif dont le cube soit égal & — 8.
Remarque sur les quantités négatives. — Doréna- .
vant dans les polynémes la somme des termes affectés du
signe — pourra I'emporter sur celle des termes affectés du
signe 4, le polyndme sera négatif, et devra étre traité par les
mémes régles que les polyndmes positifs.

VIL. — Divisibilité d’un polynéme par 7—q et par 7--q.

1. — Nous avons déja vu (page 45)! le caractere de divisibilité
d'un polyndme par # — @, nous allons en donner une démons-
tration nouvelle, que la théorie des quantités négatives per-
mettra d’étendre au bindme z 4+ a.

Désignons par P un polyndme quelcongue entier en 2,
divisé par # — @, il donnera un quotient Q et un reste R de
degré inférieur au diviseur, et comme le diviseur est du pre-
lier degré, le reste sera indépendant de z, on aura ainsi

P:al = ("p—a) Q+R7
Egalité satisfaite quelles que soient les valeurs attribuées anx
lettres; donnons a & la valeur a, z— a devient nul, et nous
avons
P @) =— R.

Le reste de la division d’un polyndéme par # — a s'obtient
0 remplacant z par a dans ce polyndme, si cette substitation
donne pour résultat zéro, le reste étant nul, la division est
Possible,

Un polynome en x est divisible par x —a quand, en y
Templacant x par a, on trouve zéro pour résultat.

Ainsi le polynéme 2*— 32z —+ 243 est divisible par 2 — @
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parce qu'en y remplacant z par e, on trouve a® — 3a®+ 2°
qui est nul.

2. — De méme, en divisant un polynéme en @ par z-a,
on trouve un quotient Q, et un reste R indépendant de z, et
Ton a

Pas=(@+0a)Q+R
égalité satisfaite quelles que soient les valeurs attribuées aux
lettres, donnons & z la valeur —a, ¢+ @ devient nul, et nous
avons
P(_a) SHR

Le reste de la division d’un polynéme en & par 2@ &'0b-
tient donc en y remplacant  par — @, et si cette substitution
donne pour résultat zéro, le reste étant nul, la division est pos-
sible.

Un polyndme en x est divisible par x--a quand, en 'y Tem=
placant x par — a, on trowve zéro pour résultat. y

Ainsi 2 — 3aa® — La2a? est divisible par #-a, parce qu e:‘
y remplacant & par —a, on trouve (——a)‘——3a(—a)3—4a’(—a) )
ouen effectuant les opérations a®-f- 3a* — 4a* résultat nul.

8. — Divisibilité de "+ a™ par 2t a.

Le bindme x™ — a™ est towjours divisible par x —a.

"

En effet, si nous y remplacons & par @, nous avons a"—a
qui est nul.

Le bindme x™ 4 a™ n'est jamais divisible par X — a.

”

En effet, si nous y remplacons & par @, nous avons a” e
qui n’est pas nul.

Le bindme x™ — a™ est divisible par X+ a si m est pair, ¢
n'est pas divisible si m est impair.

En effet, les puissances paires de — @ ont le signe -+ et les
puissances impaires le signe —, si donc nous remplacons, dans
le binéme &™ — @™, o par— a, nous obtiendrons, si m est paiy

Ll
lereste a™— @™ qui est nul et,si m estimpair, le reste—a"—4
qui n’est pas nul.

Le binome x™ - a™ est divisible par x4+ a, si m est impair,
et n'est pas divisible si m est pair.
En effet, si nous remplacons dans ce binéme z par —®
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nous obtenons, si m est impair, le reste — a™ --a” qui est
nul, et, si m est pair, le reste ™ 4 @™ ou 24", qui n’est pas
nul.

VI. — Grandeur relative des nombres négatifs.
— Propriétés des inégalités.

La relation qui existe entre les données et les inconnues d’un
probleme est exprimée quelquefois par une inégalité. On est
conduit de méme & la considération des inégalités par la dis-
cussion des problémes qui sont résolus au moyen d’équations.
1l importe donc de connaitre leurs propriétés qui ont, au reste,
beaucoup d’analogie avec celles des équations. Elles reposent
sur les deux principes suivants: 1° Si la différence de deux
nombres est positive, le premier de ces nombres est plus grand
que le second, puisqu'il le surpasse d’autant d’unités et de par-
ties de I'unité qu’il y en a dans cette différence ; 2° la diffé=
rence de deux nombres west pas changée lorsqu’on augmente
ou que Uon diminue ces deux nombres de la méme quaniité.

Je partage les inégalités en deux classes : la premiere con=
tient les inégalités qui ne renferment aucune quantité incon-
nue, et la seconde celles qui contiennent, au contraire, des
quantités de ce genre. Je vais les examiner successivement.

1. — Cas dans lequel les inégalités ne renferment pas
de guantités inconnues.

ThtoriME 1. — On peut augmenier ou diminuer les deuw
membres d’une inegalité d'une méme quantité, sans changer
le sens de cette inégalité.

Ainsi, les deux inégalités

10> 8,
10tm > 8 =my
sont équivalentes, en supposant toutefois laquantité m moindre
que 8 dans le cas de la soustraction.

En effet, la différence des deux nombres 10 et 8 étant posi-
tive, celle des deux nombres 10 == et8 &= m Vest aussi, puis-
quelle égale la différence précédente, d’aprés le second prin-
¢ipe admis ; donc le nombre 10 Z=m est plus grand que 8 - m.

ReMarQue. — L'inégalité

10 —m>8—m,
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soumise & la restriction de
. m <8,

a été généralisée au moyen de conventions qui ont établi des
rapports de grandeur entre les nombres négatifs.

Pour cela, je remarque: 1° qu'en supposant le nombre m
égal a 8, I'inégalité précédente prend la forme

10—8>0,

et ne signifie plus rien, puisque comparer un nombre & zéro,
c'est-d-dire & rien, ¢'est ne faire aucune comparaison. Néan-
moins, on est convenu de dire qu'un nombre positif est plus
grand que zéro, afin d’avoir un signe algébrique pour désigner
les nombres positifs.

2° Si m est égal & 10, l'inégalité précédente devient

=2

on est convenu pareillement de regarder les nombres néga-
tifs comme étant moindres que zéro, ce qui a introduit dans
Palgébre un signe particulier pour désigner les quantités né-
gatives. .

3° Lorsqu’on suppose m plus grand que 10, par exemple
égal & 12, la méme inégalité prend la forme

—2> — 4,

c'est-a-dire que silon veut établir une certaine relation de
grandeur enfre deux nombres négatifs quelconques, il faut ad-
mettre que le plus petit sera celui qui aurait la plus grande
valeur si I'on faisait abstraction de leurs signes.

En admettant ces trois conventions, je regarderai désormais
l'inégalité

10—m>8—m

comme étant vraie pour une valeur quelconque de m.

COROLLAIRE 1. — On peut transporter un terme d'une iné-
galité d’'un membre dans I'autre, pourvu qu'on change le signeé
de ce terme.

Ainsi, les deux inégalités
A>B4C,
A—C>B.

sont équivalentes. En effet, on déduit la seconde de la pre-

miére en retranchant la méme quantité G des deux membres
de celle-ci.
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CoroLLare II. — Si l'on change de signe les deux
membres d'une inégalité, cette inégalité change de sens; car
celarevient a faire passer les termes d’un membre dans Uautre.

TrEOREME II. — On peut multiplier ow diviser les deux
membres d'une inégalité par un nombre positif. sans changer
le sens de Uinégalite.

Ainsi, les inégalités

A B2
Am > Bm,

sont équivalentes, pourva que m soit un nombre positif.

En effet, la difference A — B étant positive, le produit de
cette quantité par le nombre positif m est aussi positif, c'est-a-
dire qu’on a

Am—Bm>0;
d’ou je conclus
Am > Bm.

CoroLLAIRE I. — Si Uon multiplie les deux membres d'une
inégalité par wn nombre négatif, il faut changer le sens de
Vinégalité.

Ainsi, les deux inégalités

A > B,
A (—5<B(-5),
sont équivalentes.

En effet, le produit de la différence positive A—B par le
nombre négatif (— 5) étant négatif, on a

A (—5)— B (—5) <0,
el par suite
A (—5) <B(=5).

CoroLLATRE IL. — Lorsqu'une inégalité a des termes ﬁ'ac
tionnaires, on peut réduire tous les termes de cette mégqltte aw
méme dénominateur, et supprimer ensuite ce dénominatewr
s'il est positif. Dans le cas coniraire, il faui changer le sens de
linégalite, )

Ce théordme est évident ; car supprimer le fl.énomx'nav.eur
tommun, c¢’est multiplier les deux membre§ de 1.mégahté par
¢e nombre, qui peut tre-positif-ou négatlf. §'1l est posﬂ.ff’
l'inégalite n’est pas changée; au contraire, s'il est négalif,

1
)

Tgt = 28
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le sens de la nouvelle inégalité est inverse de celwm de la
premiére. )

TagoreMe III. — On peut ajouter membre & membre plu-
sieurs inégalités de méme sens, sams changer le sens des inéga-
lités.

Soient A > B, que nous mettrons sous la forme A — B>0
AP, A’ —B>0,
A”> Bll’ A BI">0

La somme de trois nombres positifs étant positive, on a
A—B+A —B +A"—=DB">0,
d'ou (Th, I, Cor.)
A+A+A">B4 B+ B
TaiorEME IV. — On peut retrancher membre ¢ membre

deuz inégalités de sens contraire, en gardant le sens de celle
dont on retranche Uautre.

Soient A > B, que nous mettrons sous la forme A — B> 0,
A< B, B —A’>0.
La somme de deux nombres positifs étant positive, on a
A—B+DB —A'>0,
d’ou (Th. I, Cor.) :
A—A’">B—DB.

REMARQUE, — On aurait pu déduire de A > B l'inégalité
(Th. II) -
A—A">B—A,
or, A’ étant plus petit que B’, on aura

B—A’>B-—B,
done & fortiori
A—A'">B—DB.
TagoriMe V. — On peut mulliplier membre @ membreé

deux inégalités de méme sens, en gardant le sens de ces i
égalités, si tous leurs membres sont positifs, et en le changeant
s'ils sont lous négatifs.

Nous regarderons les lettres comme représentant des
nombres positifs, et nous mettrons le sigue — devant pou
avoir des nombres négatifs,
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Soient les inégalités

A<LB,
A< B.
Nous aurons par le théoréme II, appliqué a la premiére
AA' < BA,
de méme — " st
BA’ < BB/,
donc a fortiort Wi ik Lake BR'-Ab

On arriverait au méme résultat en ajoutant membre & membre
les inégalités modifiées

AA’ 4 BA’ < BA’4- BB/,
et retranchant BA’ aux deux membres.
Soient encore les inégalités

—A<— B,
— Al —B.
On peut les écrire
A > B,
) A > BI’
donc . {
AA’ > BB
REMARQUE. — Cette dernidre partie du théoréme encore
vraie si on multiplie un nombre pair d’inégalités, ne I'est plus
§'il y en a un nombre impair, on doit alors garder le sens des
inégalités. Si 'on considérait une troisieme inégalité

AL - Bﬂl
on aurait bien -
‘ AA’A” > BB'B’;
d’on
— AA’A” < — BB'B,

or dans ce cas le produit destroispremiersmembresest —AA’A”,
tandis que précédemment, le produit des deux premiers
membres était AA’.

TutoREME VI. — On peut diviser membre & membre deux
inégalités de sens coniraire, en gardant le sens de Uinégaliié
dividende si tous les membres sont positifs, en le changeant st
tous les membres sont négatifs.
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Soient les meégalités

A > B, R4

ALIB'. '
La premiére inégalité donne (Th. IT)

A B

i

or quand deux fractions ont le méme numérateur celle qui a
le plus petit dénominateur est la plus grande, donc

B B
P
et @ fortiort
A B
W
Soient ensuite les inégalités
—A>—B,
—AN < —P,
que I'on peut écrire
A < B,
AI > BI’
donc
A B
RN TIE
A

AL et —E—,— sont les quotients des divisions de — A par — A’
et de — B par — B'.

THEOREME VII. — On peut élever a une puissance quel-
conque les deux membres d’une inégalité, sans en changer lé
sens, s"ils sont positifs ; on peut élever les deux membres d’une
inégalité a une puissance paire en changeant le sens, et G
une puissance impaire sans changer le sens, s'ils sont néga-
tifs.

Soit une inégalité & membres positifs

A <B.

Elever ses deux membres & une puissance quelconque, c'est
multiplier membre 4 membre plusieurs inégalités identiques,
donc (Th. V)

A" < B
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Soit ensuite une inégalité & membres négatifs

— A < —3B,
qui revient a i
A >B.
Nous en tirerons
<y A”H—' > B”H-l,

qui revient a 3
. A:"-H 5 Bvr{-l

ou
(= & < (B :
Mais si la puissance est paire
A" >B%

donc, puisque (—A)™ est égal a A™,

(= AP S

Trroriwe VIII. — En extrayant des racines paires des
deuz membres d'une inégalité & membres positifs, les racines
positives donnent une inégalité de méme sens et les racines
négatives une inégalité de sens contrdire; en extrayant des
racines impaires des deux membres d'une inégalité quelconque,
on obtient une inéqalité de méme sens.

Soit une inégalité 2 membres positifs

' A>B.

La racine 2n'*me de A n’est pas égale a la racine 2n**™* de B,
ni plus petite, car alors sa puissance 2n quiest A serait égale
Z B ou plus petite, ce qui est contraire & I'hypothése ; on a

one
e T
VA> VB, :
€l par suite, en prenant les valeurs négatives des racines des
deux membres,
= e LR
Passons aux racines impaires, si nous supposons d'abord les
deux membres positifs
A>B,
10us aurons par un raisonnement analogue au précédent
WK >"WVB; "
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si les deux membres sont négatifs
d’otr (Th. I, Cor. 2)

nous aurons

d'otr (Th. I, Cor. 2)
el "‘H\/—A— il m -§=
ef comme on a o

on a finalement

SR, BTy
Si les deux membres sont de signe contraire, le plus petit
est négatif :
A > —B,

ot sa racine 2n--1%® qui est négative est plus petite que celle
de l'autre membre qui est positive

’HVT > MV:@‘ ¢ - & i

2. — Cas dans leguel les inégalités contiennent
’ des inconnues.

Les théorémes qui précédent sont aussi applicables 3 cé
nouveau genre d'inégalités; mais les démonstrations ne sont
plus les mémes, parce que, dans ce cas, il fant prouver queé
les valeurs des inconnues qui satisfont aux inégalilés données
ne sont pas changées par ces transformations. Comme &
mode de raisonnement est uniforme, je n’en donnerai qu'ul
exemple.

TatoreME IX. — On ne change pas les valeurs des incon
nues qui salisfont & une inégalité en ajoutant une MEM
quantité aux deux membres de cetle inégalilé.

Soient les deux inégalités

A> B,
A+4C>B+C,
dans lesquelles les quantités A, B, G sont des polynomes co%*
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tenant un nombre quelconque d’inconnues; je dis qu’elles sont
équivalentes.

Je suppose que ces deux inégalités renferment les incon-
nues z, ¥, et que la premiére soit satisfaite par les nombres

z=1, y=3;

ces nombres satisfont aussi & la seconde. En effet, leur substi-
tution dans l'inégalité

A>B )
iransforme ses deux membres en deux nombres dont le pre-
mier est plus grand que le second ; si j'ajoute & chacun de ces
nombres la valeur correspondante de €, la premiére somme
sera plus grande que la seconde. Or ces deux sommes sont les
valeurs que prennent les polynémes A -G, B C, lorsquon
Yy remplace z par 1 et y par 3 ; donc ces nombres satisfont aussi
ala seconde inégalité. e

Je démontrerais de méme que, réciproquement, les nombres
qui satisfont a la seconde inégalité conviennent aussi a la pre-
miére ; par conséquent ces inégalités sont équivalentes,

ReMaRQUE. — Je conclus de ce qui précéde qu'on peut ré-
duire tous les termes d’'une inégalité au méme dénominateur
lorsqu'elle contient des termes fractionnaires, puis supprimer
e dénominateur commun, 'il est positif. Mais, s'il est négatif,
il faut changer le sens de l'inégalité.

Résolutipn d’une inégalité du premier deged
2 une seule inconnue.

* Pour résoudre une inégalité du premier degré d une seule
Yiconnue, on réduit tous ses termes au méme dénominateur,
O supprime ensuite ce dénominateur. On rassemble dans Pun
des membres los termes qui renferment linconnue, et dans
Fautre coyy qui ne la contiennent pas. On fait ensuite les ypé-
Talions indiquées dans chacunm des membres, et Lon divise
Celui qui ne renferme pas linconnue par le coefficient de celte
fantité, On trouve ainsi une limite inférieure ou supérieure
de Vinconnye, Cette régle a la plus grande analogie avec celle

. gu'il faut suivre pour résoudre une équation du premier degré,
une seule inconnue,
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ExempLE I. — Résoudre I'inégalité

4 T
Rz — T -+ 5 > 5+ 2.
Je réduis tous ses termes au dénominateur 6, et je supprime
ce dénominateur ; je trouve ainsi :
122 — 8- 3z > 30 - 5.

Je fais ensuite passer tous les termes qui contiennent z dans
le premier membre, et j’al

’ : 122 + 3z — 62 > 3048,

ou
9z > 38,
et enfin
38
T > —9— .

Par conséquent, Pinconnue peut avoir pour valeur tout nombré
38 : Nl ir e SN
plus grand que <5 qui est sa limite inférieure.
ExempLE II. — Résoudre l'inégalité
S veeny e SR T
£ P i

Je réduis tous les termes au méme dénominateur, et je sap-
prime ce dénominateur ; il vient

_ 342w <4 —3z;

i

je transporte le terme 3z dans le premier membre et le Uerm'

numérique 3 dans le second ; j'ai des lors / ¢
b < 1,
ei, par suile,
1
' T < 5

! Onpeutdonc prendre pour valeur de I'inconnue & un nomll“
négatif quelconque et tout nombre positif, plus petit 4u° 5!

qui est sa limite supérieure.
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EXERCICES.

1o — Deux personnes ont I'une 20 ans et I'autre 34 ;& quelle époque
de leur existence I'age de la seconde a-t-il été ou sera-til le double
de celui de la premiére ?

(Rép. Tlya6ans.)

% — Trois points A, B, C sont en ligne droite; les distances du
premier aux deux autres sont respectivement égales 4 2m et 5™, On
demande de trouver sur le prolongement de AC un point dont la dis-
tance au point B soit moyenne proportionnelle entre ses distances aux
deux autres A et C.

(Rép.  Si on prend pour mconnue la distance du point cherché au
point A, et qu’on la compte positivement dansle sens AB, on la trouve
égale 3 — 4m,)

Généraliser et discuter ce probleme.

3. — Calculer les cotés d’un rectangle inscrit dans un triangle dont
la base et la hauteur sont connues, en supposant le périmétre du rece
tangle donné.

(Rép.  Si on représente par b et h la base et la hauteur du triangle,
par ety celles du rectangle placé sur le coté b, et par 2p le péri-
metre donné de ce quadrilatere, on trouve : ;

_ bR h(b—p))
= bl Y="—un I

Chercher ce que devient cette solution, lorsque le rectangle, placé
sur le coté b du triangle, a deux de ses sommets Sur les prolonge-
ments des deux autres cotés du triangle.

4 — Un aréomeétre & poids constant s'enfonce jusqu'en B dans un
liguide dont la densité est 1,5, jusqu'en A dans D'eau distiliée & 42,6;
on divise la partie AB de la tige en 100 parties d’égal volume, le zéro
étant marqué au point B. On demande a combien de divisions de la
tige équivaut le volume de la partie de 'aréométre située au dessous
du zéro.; a combien de divisions équivaut le volume d’eau qui péserait
autant que I'aréométre, et & quelle division se fera l'affleurement dans
un liquide dont la densité est d. Donnerd d la valeur 1,7 et interpréter
la solution négative que 'on trouve.

5 — On mélange dans un calorimétre 2 de mercure & 200 au des-
sus de zéro avec 3k de fer & 15° au dessous, on demande la tempé-
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rature finale. On mettra le probléme en équations en la supposant
au dessus de zéro, et on interprétera la solution négative,

6o — Deux droites rectangulaires se coupent en O, sur I'une d'elles
on prend dans le méme sens des longueurs OA et OA’ & peu prés
double de OA que I'on désigne par @ et @/, sur I’autre OB et OB/ trés-
peu supérieure & OB, que 'on désigne par b et b'; les droites AB
et A/B, qui joignent deux & deux les quatre points A, A/, B et B/, se
rencontrent en un point M, on demande les distances & et y de ce
point M aux droites OB et OA. On examinera le cas ou l'on aurait
a>a,b< b et ab’> ba/, et on interprétera la solution négative,
On démontrera que si les longueurs OA et OA’ sont portées en sens
contraire, il n’y a qu'a changer leurs signes dans les équations, et d
interpréter comme précédemment les valeurs négatives de z.

7> — Un prisme vertical de longueur a et de densité d flotte dans
un bain composé d’une couche liquide dont épaisseur est @/, la den-
sité d’, sous laquelle se trouve une couche d’épaisseur indéfinie et de
densité d” supérieure 3 d’ ; on demande de calculer la distance & dela
base inférieure du prisme au niveau inférieur du premier liquide, et les
distances y et z de sa base supérieure aux niveaux supérieurs des
deux liquides. On mettra le probléme en équations en supposant qué
le prisme émerge b sa partie supérieure, et plonge dans le second
liquide & sa partie inférieure.

Faire ensuite les hypothéses :

a=10, ¢’ =8, d=0,9, d'=1,2, " =13,6,

et dire si la valeur négative trouvée s'interpréte, puis trouver la vétls
table solution.
Faire les hypothéses

g% 81y ale=8; demdib, G320 513,64

et dire si la valeur négative trouvée s'interpréte, puis trouver la véri-
table solution. '

8¢ — On mélange 12k de glace & 20° au dessoi;s de zéro, et dontls
capacité calorifique est 0,5 avec 2k d’eau & 15° au dessus de 2€r0:
quelle sera la température finale du mélange ?

On supposera d’abord la température finale au dessus de zéro, o
trouvera un résultat négatif, pour voir s'il s’interpréte on remettra le
probléme en équation en supposant la température finale inférieure §
2éro, on trouvera encore un résultat négatif, La température finale n€
pourra &tre ni supérieure ni inférieure & zéro, elle sera zéro. On che™”
chera alors combien il peut y avoir de glace fondue, et on trouvera uné
solution négative, qui s'interprétera, et indiquera le poids de I'eat
solidifiée uu contact de la glace,
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9o — Résoudre l'inégalité

‘T
+H PRy
(. o<
ép. 9 )
100 — Prouver : 10 que si la quantité -% dont les deux termes sont

positifé est moindre que I'unité, on a
a— a —|- m
Tk < o S
m étant une quantité posmve quelconque,

20 Que sl -%— est plus grand que l'unité, on a au contraire

a—m a +
Fem W 5 m
{{c — Démontrer que si tous les termes des fractions
() S Sl 7 e o, ata+ad" ...
SR AN , sont positifs, la quantité Ry
‘plus grande que la plus petite de ces fractions,
plus grande,

.....

et plus petite que la
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PRoGRAMME. — Des cas d’impossibilité et d’indétermination.

§. — Des cas d’impossibilité.

4. — L’impossibilité d'un probleme numérique ne se mani-
feste pas seulement par des valeurs négatives des inconnues,
comme dans le probleme 1II de la lecon précédente. Quand il
s'agit de grandeurs discontinues, ¢’est-a-dire croissant d’unité
en unité et non par degrés insensibles, comme les collections
d’hommes ou d'objets de méme espéce, on concoit que les
valeurs des inconnues doivent étre entidres, et que le probleme
est impossible quand elles sont fractionnaires, cette restriction
ne peut étre écrite dans les équations, qui sont dés lors plus
générales que l'énoncé du probleme. Quelquefois la valeur
d'une inconnue doit étre comprise entre des limites imposées
par la question elle-méme, si I'on trouve qu'elle dépasse ces
limites le probléme est impossible, mais dans ce casil ya
ordinairement quelque autre inconnue dont la valeur serait
négative ou imaginaire ; il y a donc avantage pour larésolution
et la discussion d’un probleme 2 prendre et & calculer le plus
grand nombre d’inconnues possible.

ProBLEME 1. — Couper la sphére CA par un plan BE,

A perpendiculaire aw diameétre AG, de maniere qué

B e la différence des deuz zonesBG, BA, que ce plan
détermine soit égale & un cercle donné.

Soit 7 le rayon CA de la sphére et a celui du

cercle donné; désignons par z la hauteur GE

¢ de la plus grande zone, celle de la plus petite,

C
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qui est AE, sera représentée par 2 — . L'aire de la zone
ayant pour mesure le produit de la circonférence d’'un grand
cercle par sa hauteur, ’énoncé du probleme se traduit par
Péquation
2re — (2 — ) = wa?,
d'ot1 nous tirons
dry = a® + 42,
et par suite - '
a? 4 4r? J
br ]
Cette valeur de # ne convient & la question proposée qu’autant
- quelle est moindre que le diamétre de la spheére, car, si elle
est plus grande, le plan demandé ne coupe plus la sphere. Le
probleme proposé est done impossible toutes les fois que l'on
trouve pour z une valeur plus grande que 2r; mais il sera
possible si I'on a :

T =

...‘.Z::":é.r’. < 2r’
4r
ou (12 et 13, Th. 1I)
a® 4 4 < 8,
ou (12 et 13, Th, I)
a* < 4,
ou enfin
wa® < 4713,

Cette condition est évidente @ priori, car la différence =a* des
deux zones doit étre moindre que la surface 4=r* de la sphére.

Si nous avions désigné par y la hauteur E'A de la plus
petite zone, nous aurions eu pour traduction de I'énoncé

ere + 2mry = =a?,

avee la condition :
z+y=2r,
d'on
Y= i — @z,

el en éliminant y
orre — (% — x) = wad,
@0l T'on tirerait comme précédemment
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alors on a
X |
s a -’:‘41" :
4,'.3 ol a!
= 4”. .
Cette valeur de y n’est admissible que si 'on a
et < w2,

et I'impossibilité du probleme est manifestée par une valeur
négative de y. ‘

2. — Un probleme peut étre impossible parce que son
énoncé renferme des conditions absurdes ou contradictoires,
Les valeurs des inconnues prennent alors des formes particu-
litres qui manifestent I'impossibilité.

Supposons d'abord que le probleme proposé n'ait qu'une
inconnue.

ProsLEME IT. — Trouver un nombre tel que la somme de
sa moitié et de son tiers surpasse de 6 unités le quintuple de
Vexces du quart de ce nombre sur le dousieme.

Soit # le nombre demandé ; on a I'équation

z z T T

i st ) o
En réduisant tous ses termes au méme dénominateur, OB
frouve

102 = 10z 4 T2.

Comme cette nouvelle équation est équivalente a I'équation
proposée, et qu'elle exprime une condition gvidemment ab-
surde, quelle que soit la valeur attribuée 4z, onen conclut
que le probléme proposé est impossible.

On peut reconnaitre @ priori cette impossibilité , car la

moitié et le tiers d’'un nombre valent ensemble les »z- dece

nombre, et I'excés du quart sur le douzieme égale —:—3- ; par con-
séquent le probleme peut &tre énoncé de la maniere suivante :

’ .
Trouver un nombre dont les —Z— surpassent de 6 unités les §
de ce nombre: Sous cette forme, P'absurdité et, par suite, 11m-

possibilité de la question deviennent évidentes.
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REMARQUE. — Si, dans I'’énoncé du probléme précédent, on
remplace le quintuple de 'exces par m fois I'excés, I'équation
devient

z @ @ 2
2 t73 —m(]— —'72-)4-6'
et I'on en déduit : !
36

m: .
5—m

On voit par cette formule que le probléme est toujours possible
pourvu qu'on ne donne 4 m que des valeurs inférieures a 5.
Lorsqu’on suppose m égal & 5, l'inconnue z prend la forme

e : S 4 4
-5 Tui ne signifie rien, puisque l'on ne peut prendre zéro

pour diviseur d'une division.

- En faisant la méme hypothése dans I'équation du probleme,
c'est-i-dire en y remplacant m par 5, on reconnait que le
probleme est impossible, car son équation qui devient alors

exprime une condition absurde. Comme on a remarqué qu'en
général les formules des inconnues d'un probleme donnent des

résultats de la forme —1:)1—, N étant un nombre quelconque,
autre que zéro, lorsque ce probléme est impossible, on regarde
la notation —1;1- comme un symbole d'impossibilité.

Si dans la formule -5-3—2’;-, on fait croitre le nombre m
depuis 0 jusqua 5 exclusivement, le dénominateur 5 — m

croit

diminue d’une manitre continue, et la fraction e

indéfiniment. On dit souvent que la valeur de inconnue z
est infinie quand m égale 5, et l'on représente cette valeur
par le signe oo, qui a la forme du chiffre 8 couché; il faut
entendre par la que la valeur de @ croit de maniérg a dépasser
toute grandeur donnée guand m s'approche indéfiniment d'dtre
égal & 5; on ne doit pas dire que @ tend vers une limite in-
finie quand m tend vers 5, puisque, dans ce cas précisément,
il 0’y a pas de limite que # ne puisse dépasser,
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ProsrEME ITI. — On meéne la tangente commune extérieure

a deux circonférences de rayons r et ¥’ et l'on demande de
trouwver @ quelle distance dw centre de la seconde, que nous
supposerons la plus petite, elle rencontre la ligne des cenires.
Soit AA’ la tangente commune extérieure aux deux circon-

S8 5., ‘férences dont les centres sont O et

N e O, et les rayons 7 et 7/, soit M le

— % pomt de rencontre cherché et dési-
gnons par & la distance inconnue O'M

et par d la distance connue OO’ des

deux centres. Si nous menons lesrayons OA et O’A’ qui about-

issent aux points de contact, nous aurons deux triangles sem-
blables AOM et A’O’M, qui donnent

oM oA
"OM ~ 0A’
ou en substituant aux lignes leurs expressions algébriques,
A R
CE A
d’ou (page 83. Rem.)
L
da - r—r?
et enfin
ar'
=T

Quand on suppose 7/ égal & 7, la valeur de a prend la
forme%, le probléme devient impossible, la tangente com-

mune ne rencontre pas lalignedes centres, elle lui estdonc pa-
ralléle ; et si l'on dit que dans ce cas la valeur de z est infinie,
Clest & peu prés comme on dit en géométrie que deux paralleles
se rencontrent i linfini; ce qui est exact, Cest que le point
de rencontre est d’autant plus éloigné que le rayon 1’ s'ap-
proche davantage d'étre égal a r, et qu’il peut s'¢loigner
au dela de toute distance donnée.

Supposons maintenant que le probléme proposé conduise
plusieurs équations, les conditions de 1'énoncé exprimées par

ces équations peuvent étre contradictoires, le probleme est
alors impossible.
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ProsLEME IV. — Trouver un nombre de deux chiffres tel
que le chiffre des dizaines surpasse de deua unités le chiffre des
unités, et que, si de ce nombre on retranche 9, on lrouve un
reste composé des deux mémes chiffres dans Uordre inverse.

Soit z le chiffre des dizaines et y celui des unités, nous
aurons

=y+2%

102 +y—9=10y | .
Substituons & # sa valeur dans la seconde équation il vient
10y +2)+y—9=10y+ y+2,

or y disparait de cette équation, qui se réduit a I'égalité évi-
demment fausse

et

11 =2
La seconde équation peut se mettre sous la forme

z=y+1, y
elle exprime donc une condition contradictoire & la premidre,
etle probleme est impossible.

8. — L’impossibilité d’'un probleme peut encore se mani-
fester parce quil renferme plus de conditions qu'il na d’'in-
connues. On est alors conduit 2 un systeme d'équations con-
tenant plus d’équations que d’inconnues. Il est généralement
impossible qu'un méme systtme de valeurs des inconnues
satisfasse a la fois A toutes les équations. .

Soit par exemple un systéme de m -} n équations contenant
seulement m inconnues; on choisit parmi elles m équations
qui renferment les mn inconnues. On résout ensuite ce Sys-
teme de m équations & m inconnues d'aprés la méthode pré-
cédente. Siles valeurs qu’'on trouve pour les m inconnues satis-
font aux n autres équations, le systeme des m -+ n équations
données a une solution ; dans I'hypothése contraire, les m + n
équations sont contradictoires, et le probleme qui a conduit a
ces équations est impossible. ;

Lorsque quelques-uns des coefficients des m+n f’:quauons
sont algébriques, les égalités qu'on obtient en substituant les
valeurs des m inconnues dans les n équations qui n'ont pas
servi 4 les calculer expriment les conditions auxquelles les
coefficients indéterminés doivent satisfaire, pour que lesm—+n
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équations données aient une solution commune. Aussi, on
donne a ces égalités le nom d’équations de condition ; le
nombre de ces équations est généralement égal & l'exces du
nombre des équations données sur celui des inconnues.
Soit proposé de résoudre le systeme des trois équations
ar — by = ¢,
br —ay = d,
alex — dy) = c* + d?,

qui ne contiennent que deux inconnues ; la résolution des deux
premitres équations donne
a0 A be— ad
ad— 0’ ST e OY,

En substituant ces valeurs de z et y dans la troisitme équation,
on trouve que les quatre coefficients indéterminés a, b, ¢, d,
doivent satisfaire & I'dguation de condition

L b2(c? 4 d?*) = 2abcd,
Cest-a-dire (que, si l'on donne des valeurs arbitraires a trois de
ces coefficients, la valeur du quatriéme doit étre deduite de
I'équation de condition. Ainsi, en prenant

bexb,. we=328, . d=1;

on trouve 10 pour la valeur de @, calculée au moyen dela
formule

O=

C Mt
T 7
Les valeurs correspondantes des inconnues z et y sont

Y. S —
= 8 N Y= —8- .

- &, — ReMARQUE. — Lorsqu'un probleme numeérique est im-
possible, on peut se proposer de le transformer en un autre qui
soit possible. Gette question, qui n'offre qu’un intérét de curio-
sité, est généralement indéterminée; car on peut la résoudre
en changeant les valeurs de quelques-unes des données, ou les
relations qui existent entre elles.

si on ne veut changer que les valeurs des données, on géné-
ralise le probleme, en remplacant ces données par des lettres;
la discussion des formules fait connaitre entre quelles limites
on doit prendre les valeurs des coefficients algébriques pour
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que le probléme soit possible. Nous avons résolu déja un assez
grand nombre de questions de ce genre, pour gu'il soit inutile
d’en traiter de nouvelles.

Lorsqu'on veut changer les relations qui existent entre les
données, la question devient d’une indétermination absolue.
Si I'impossibilité est indiquée par une valeur négative d'une
inconnue, et qu'on veuille conserver non-seulement les va-
leurs numériques des données, mais encore les équations du
probleme, il faut changer dans ces équations le signe de l'in-
connue dont la valeur est négative, et chercher a modifier
I'énoncé du probleme de maniére que le systeme des équations
transformées soit la traduction algébrique du nouvel énoncé.
8i cet énoncé a un sens raisonnable, on aura rendu possible le
probleme proposé.

ProBLEME V. — Payer 146 francs avec 25 picces de 2 [rancs
et de 5 francs.

Soient  le nombre des pieces ({B 2 franes et y celui des
piéces de 5 francs, on a, d’aprés 'énoncé du probléme :

o+ y=25,

2z + 5y = 146.
En résolvant ces équations, on trouve

et

c=—"1T et y=32;

lonc le prebleme proposé est impossible. On reconnait immé-
liatement cette impossibilité, en remarquant que 25 pieces
le la plus grande monnaie, ¢'est-a-dire 25 pieces de 5 francs,
ae valent que 125 francs ; par conséquent 25 pieces de 2 francs
et de 5 francs doivent former une somme moindre que 125
et, @ fortiori, moindre que 146.

Pour transformer ce probleme en un autre qui soit possible,
e remplace "z par — # dans les deux équations données_qui
deviennent, par suite,

y— @=2,
5y — 2z = 146,

et donnent lieu i I'énoncé suivant : Une personne, qui n'a que
des picces de 5 [rancs, veut payer 146 francs @ un marchand,
qui ne peut lui rendre que des piéces de 2 francs. Trouver com-
ment le paiement a été fait, en sachant que la différence des
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deuz nombres de picces de 5 francs et de 2 francs qui ont été
échangées est égale 6 25.

11 importe de remarquer que le systéme des équations, apres
la transformation précédemment indiquée, n'est pas toujours
susceptible d’'un énoncé ayant un sens raisonnable.

Ii. — Cas d’indétermination.

Un probléme peut avoir un nombre illimité de solutions:
1° lorsqu'il conduit & des équations qui sont des identités;
90 Jorsque le nombre des équations qu’on déduit de son énoncé
est moindre que celui des inconnues, ou que ce nombre d'é-
quations étant égal a celui des inconnues, ces équations ne
sont pas distinctes et sont des conséquences les unes des autres.
Je vais examiner successivement chacun de ces cas.

1. — ProsrEME VI. — Trowver un nombre dont la somme
de la moitié et du tiers surpasse de 25 uniiés les —‘2— de Uexces

de ce nombre sur 30.
Soit 2 le nombre demandé, on a I'équation

T T 5

?+T—%_?@—my
en réduisant tous ses termes au méme dénominateur, et sup-
primant le dénominateur commun, on trouve l'identité

5z — 150 = 5z — 150,

qui est vérifiée par toute valeur attribuée a z. Le probleme
proposé a donc une infinité de solutions; il est dés lors indé-
terminé.

REMARQUE. — Si on remplace dans 'énoncé de ce probleme
le nombre 25 parla lettre @ et le nombre —g- par la lettre 7y
I'équation devient !

o . T
—2—+ L a=r(x — 30),
et I'on en déduit
__ B(a — 307)
T 5 —6r
Lorsqu'on n'admet pour l'inconnue = que des valeurs posi-
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tives, cette formule montre que le probleme est possible et dé-
terminé, sil’ona :

T <%~ et a>30rm,
ou bien

1~>~§— et  a <30,

Ainsi, en prenant, par exemple, 7 égale & -%— eta égale a 37.

on trouve
& ==hB:
Si on suppose dans la méme formule
:—%— et a=30r=25

on rentre dans le cas du probléme proposé, et la formule
donne

0
= —0— M
résultat qui ne signifie rien.
Or cette derniere équation est toujours déduite d’une autre
ayant la forme
0<x=0,

qui est évidemment satisfaite quand on y remplace z par
n'importe quel nombre, c’est-a-dire qu’elle est indélerminée ;

aussi on regarde la notation g comme le symbole de lindé-

termination.

2. — Nous avons déja vu (7, 8 et 9) qu'un systéme d’équa-
tions qui contient moins d’équations que d’inconnues est indé-
terming, et admet une infinité de solutions. Il arrive souvent
qu'en mettant un probléme en équations on éerit des équations,
en nombre égal & celui des inconnues, qui au premier abord
semblent différer, mais dont 'une est équivalente 2 une autre
ou la conséquence de plusieurs autres, alors celie équation
peut remplacer une des autres, et ne forme pas réellement une
équation nouvelle ; il y a encore indétermination.

ProbLiyg VIL — Trouver un nombre de deuz chiffres tel
que le chiffre des dizaines surpasseé d'une unité celui des unilés,

12
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et que, si de ce nombre on retranche 9, on trowve un resie
composé des mémes chiffres dans l'ordre inverse.
Soit  le chiffre des dizaines, et y celui des unités, on a
d’aprés l'énoncé
z=y—+1,

10z +y— 9= 10y | =.
Cette seconde équation ne semble pas au premier abord équi-
valente & la premiére; mais, par des transformations qui n'al-
terent en rien ses solutions, elle devient successivement

Iz=9y +9,
o= 9y+ 1.

Le probléeme ayant deux inconnues, et n’ayant en réalité
qu'une équation, est indéterminé, et il admettrait une infinité
de solutions, si, par la nature de la question, les valeurs des
inconnues ne devaient étre positives, entiéres et inférieures & 10;
il 0’y a alors que les nombres 10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87 et
98 qui répondent & la question.

Je vais donner un dernier exemple, qui offre une application
remarquable de la théorie des quantités négatives, et dont la
discussion conduit & 'examen de tous les cas d’impossibilité et
d’indétermination qui viennent d'étre signalés.

et

ProBLEME VIIL, — Deuw mobiles qui parcowrent d'un mou=
vement uniforme une méme ligne droite avec des vilesses de
v et V' kilometres par heure, passent actuellement, le premaer
au point A et le second au point A, On demande de deter-
miner le liew de leur rencontre, en supposant la distance AN
égale a d.

o - . - —
n A R al R/

Je prends le point A pour l'origine des distances, et je complé
" les distances positives dans le sens AA’; il en résulte que le
nombre d est positif. Soient # la distance du premier mobile
au point A au bout d’un nombre d’heures égal a ¢, et 7’ celle
du second mobile  la méme origine aprés ¢ heures ; les ¢qud”
tions du probleme sont évidemment, d'apres la formule (8
mouvement uniforme,
& =vt,
Z=d4-v et z=2.
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Je remplace z et 2’ par leurs valeurs dans la troisidme équa-
tion qui devient par suite : ' ‘

vi=d -+ v't.
En résolvant cette équation par rapport & ¢, je trouve:
d
To—v?
et j'en déduis
2 dv
=0 = e 4
v—1

Pour discuter ces formules, je suppose que le premier mo-
hile se meuve de A vers A’, et je regarde comme positives les
vitesses qui ont ce sens, v est done positif. Quant & la vitesse v/
du second mobile, elle peut étre de méme sens ou de sens con-
traire, positive ou négative.

lo Si o/ est un nombre négatif, c'est-i-dire si le second
mobile se meut dans le sens A’A,» — o/ est une somme positive
plus grande que . Dés lors les deux inconnues ¢ et & sont posi=
tives, et la seconde est plus petite que d. Donc les mobiles qui
vontl'un vers I'autre se rencontreront en un point R situé entre
leurs positions actuelles A et A’, ce qui est évidemment vrai.
Lorsqu’on suppose en outre les vitesses égales, on a

v =—u,
et l'on trouve

A8
B

résultat facile 3 prévoir.

2* Si 9’ est un nombre positif, c'est-a-dire si le second mo-
bile va dans le méme sens AA’ que le premier, cette hypo-
thése se décompose en trois autres :

vV <y, v=u; V>0 _

Je suppose d’abord v/ < v: les inconnues ¢ et @ sont alors
positives, et z est plus grand que d, Cest-d-dire que la ren-
contre aura lieu 4 la droite des points A et A’ ; ce qui doit étre.

Lorsqus ¢/ est égale a o, les valeurs de ¢ et z prennentla

forme % , et le probleme est réellement impossible ; car les

f’eﬂx mobiles ont la méme vitesse, et sont séparés - ¢haque
nstant par la distance'd; ils ne penvent dane se rencontrer.
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Si, a Phypothése v'=v, je joins la condition d = 0, les deux
inconnues deviennent de la forme %— , et le probleme est in

déterminé, car les deux mobiles se trouvent an point A au
méme instant et ont la méme vitesse ; donc ils s'accompagnent

constamment, et tous les points de la ligne quils parcourent
sont autant de lieux ou ils se rencontrent.

Enfin, dans le cas de v’ >, les inconnues ¢ et  sont I'une
et I'autre négatives, c’est-a-dire que les mobiles se sont ren-
contrés en un point R” situéala gauche de l'origine des dis-
tances, avant le passage du second mobile au point A.

Le tableau suivant résume la discussion de ce probleme :

o L
b
v >0 fiis o3
d§o$ =
$=—1O
=
¥ >0 ga'::%
d =0
0
o
0
£ o
III. — Des fractions qui se réduisent —%- et des
divers symboles d’indétermination ._03_, o <0
o
@ — 0.

8. — La résolution des problémes conduit souvent 3 des

fractions qui prennent la forme —g— quand on y remplace ub¢

lettre par un certain nombre, comme & par a, I'indétermination
n’est alors qu’apparente; pour la lever, il faut se rappeler quune
expression qui se réduit & zéro quand = égale a est divisible
par z — a (4et5, VIL, 2); les deux termes de la fraction sonk
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done divisibles par & — @, on peut les diviser par ce facteur,
quelque grand ou petit qu'il soit, sans changer la valeur de la
fraction, et la fraction simplifiée devient, quand z égale a,
fisie, nulle ou infinie, si elle se présentait encore sous la

0 Q o y
forme o on diviserait de nouveau ses deux termes par z—a.

a3 — 322+ 1ir — 24

ExeEMPLE I. — T ’

Cette fraction se réduit a la forme —00—, quand on y rem-

place z par 2, Civisons ses deux termes par z — 2 (4eth,
VII, 2), elle devient

at — x4 12
3z 400
. : 14
qui, quand on y remplace  par 2, devient - ou 2.
% — 3t 4 4

ExE R IR

XEMPLE I1. B s e T
Cette fraction prend aussi la forme —00— quand on y rem-

place & par 2; mais, en divisant ses deux termes par & —2,
on la réduit

r2r—r—2
R

., 0
fraction qui, quand on y remplace 2 par 2, devient - ou nuile.

s 3 37° -+ 14z — 2
Exenpre 111, — %-.’B’ __3‘?7(;__{_ v+ 4

0
Cette fraction prend encore la forme -5, quand on y rem-

place o par 2; en divisant ses deux termes par £ — 2, on la
réduit 3
t—a+12
2 —-3r—2’

i i 3% infinie; il
fraction qui, quand 2 égale 2. devient —,— ou INUNIE;
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faut toujours entendre par la que cette fraction croit indéfini-
ment de maniére & dépasser toute grandeur donnée quand z
s’approche d'étre égal a 2 ; mais le probléme qui a conduit
cette fraction devient imnossible quand 2 est égal & 2. $
a’® — b | a® 2 — 20 + |

ExempLE IV. — 7 g e

Cette fraction prend la forme —g— quand on y remplace z

par 1, la division de ses deux termes par z — 1 la réduita
1 ab— a3 L —1
20 + 3z — 5

’

qui prend encore la forme -% quand on y remplace 2 par I,

la division de ses deux termes par # — 1 la réduit enfin 2
a3+ |
2045

qui, quand on y remplace # par 1, devient ‘

L'indétermination peut se présenter dans des fractions com-
pliquées de radicaux ; alors on n’apercoit pas immédiatement
le facteur qu'il faut supprimer aux deux termes pour lever
I'indétermination.

b— V0 —4ab

EXEMPLE V. — preriey

a .

Cette fraction prend la forme —g— quand on suppose a égal

a zéro; pour lever I'indétermination, nous ferons disparaitre
les radicaux du numérateur en maultipliant les deux termes de
la fraction par & 4V 6* — 4ab, on ferait de méme disparaitre
les radicaux du dénominateur, s’ils y étaient placés, la fraction
proposée devient ainsi

4ab

a(b + V& — 4ab)
ou, en divisant les deux termes par @, ce qui ne change pas I3
valeur de la fraction, quelque petit ou grand que soit a,
4b

b+ Vo — 4ab
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et si maintenant on suppose que @ soit nul, comme la racine
de b* est b, on a
4b
2b
REMARQUE. — L'indétermination n’est qu'apparente, et
peut généralement étre levée, toutes les fois que c’est une méme
hypothése qui annule les deux termes de la fraction; mais si
les deux termes s’annulaient par des hypothéses différentes, il
y aurait vraiment indétermination.
Ainsi le probleme III nous a conduits & la formule
o ar
Tr=r"
Silon suppose 1 égald r, et d nul, la valeur de z prend la

Oy i

forme % , et indétermination est réelle, car alors les circon-
firences ayant méme rayon et méme centre se confondent,
toutes leurs tangentes sont tangentes communes et peuvent
couper la ligne des centres a foute distance ; mais ce sont deux
hypothéses différentes qui ont annulé les deux termes de la
fraction.

2. — Souvent, dans la discussion d’'un probléme, on est
conduit & chercher ce que devient une fraction ayant pour
termes des polyndmes en , quand z augmente indéfiniment,
les deux termes croissent généralement de maniére a dépasser
toute grandeur donnée, mais leur rapport peut tendre vers une
limite finie, c’est ainsi que les secteurs de 3° et de 5° ont pour

rapport ;Si dans une méme circonférence ; ces secteurs crois-
sent indéfiniment avec le rayon, sans que Jeur rapport cesse
(étre %, il serait % pour les secteurs de 3° et de 4. Le
tapport de deux grandeurs qui croissent indéfiniment peut
done avoir toutes les valeurs possibles, - est un symbole
@indétermination, d’ailleurs on a

ad,
be ’

&:G‘vla
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or si 'on suppose b égala zéro et d égal & zéro, le premier

membre devient -, et le second -g—, ces deux symboles

sont donc équivalents, et par suite 'indétermination sera réelle
ou apparente, selon que les deux termes deviendront infinis
par deux hypothéses différentes ou par une seule, et la véritable
valeur de la fraction pourra étre finie, nulle ou infinie.
62— 322 + 5z —1
23 — 4a+- 7

D'abord les deux termes de cette fraction grandissent indéfi

niment quand & croit, et dépassent toute grandeur donnée; en

ExeEmMpLE 1. —

5 1
effet, le numérateur peut s'écrire m3(6 — % + T —1—4-), or

3 5 | e
dans la parenthese les termes —%—, — et -5 diminuent de

2

Gk @
plus en plus et tendent vers 0 quand  augmente, cette paren-
these a donc pour limite 6, et le produit de 2° par 6 dépasse
évidemment toute grandeur donnée quand z grandit indéfini-
ment.

En opérant de méme sur les deux termes de la fraction, on
lui donne la forme

[ 3 5 1 )
a:3\6 Bt 4 —_—

72 2 3

s
4

72

-2 D)

ou en divisant les deux termes par ®
3 5 1
St v
4 7 :

S A
- :r*+a:3

or quand « croit indéfiniment, tous les termes qui ont Ia
fettre 2 au dénominateur s'annulent, et la limite de la fractio
est

< ou 3

23 — 32 4 5z

Exe e e
o S




DES GAS D'IMPOSSIBILITE ET D’INDETERMINATION. 185
Cette fraction traitée comme la précédente devient

3 5 3 5
3 1 — 2 s L1 ate
x(i $+x’) . : w+.z"
1 T 1 o'
3 e il ho sl
.L(?x+w+$3} R R
n négli t les terme : ~—5— 2 et —7 ui tendent
; gligeant les termes —, —5, — P q

vers zéro, quand z croit indéfiniment, la fraction se réduit a

1 ! .
— , qui tend aussi vers zéro.
9z !

4a3 + 322 Sz

w4 x—1 '

Cette fraction traitée comme les précédentes devient succes-
sivement

ExempLE 11T, —-

e +3+2) b 34—
ou ’
P

et enfin
he 43 403
—2——' ou ?$+ F) 5

qui croit et dépasse toute grandeur donnée quand = croit indé-
finiment,

Ainsi la fraction a une valeur finie, nulle ou infinie selon
que la plus haute puissance de  du numérateur est égale,
inférieure ou supérieure & celle du dénominateur.

3. — Lorsque dans un produit de deux facteurs, 'un tend
vers zéro tandis que l'autre grandit indéfiniment par une cer=
taine hypothese , le produit peut augmenter ou diminuer ,
tendre vers une limite finie, vers zéro, ou grandu' au del-? fle
toute limite, o >< 0 est un symbole d'indétermination, d’ail-

leurs %x ¢ est égal a _a’{_ , et si nous supposons a la fois

: 0
b et ¢ nuls, I'une des formules devient = >< 0 et l'autre —,

ces deux symboles sont donc équivalents ; q}mnd une xgéme
hypothése rendra l'un des facteurs nul et Vautre infini, on
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levera l'indétermination comme dans le cas d'une fraction qui
prend la forme —g— :

4. — Quand deux quantités augmentent indéfiniment, leur
différence peut rester constante, tendre vers zéro, ou augmenter
indéfiniment de maniére & dépasser toute grandeur donnée;
cest ce qu'on exprime en disant que co — oo est un symbole
d’'indétermination. Quand une méme hypothése rend les deux
quantités infinies, on peut en général lever I'indétermination.

Ainsi, ¢ 47 et 4+ 3 sont deux quantités qui deviennent
infinies quand @ devient infini, et leur différence est constante

et égale a 4. L'expression z — \/ #* — b devient aussi co—®
quand z devient infini, mais en multipliant et divisant cette

expression par —|—\/a:2 — b, on lui donne la forme
b!

z 4V 7 — b

augmente indéfiniment, puisque, le numérateur b* restant fixe,

le dénominateur & 4 /22 — b® augmente de manicre & dé-

passer toute grandeur donnée.

Enfin, 22 — 2z est encore une expression qui devient oo —a
quand z devient infini; mais, en mettant z en facteur com-
mun, on lui donne la forme #(z — 2), qui fait voir qu'elle
grandit au dela de toute limite, puisqu’elle est un produit de
deux facteurs qui grandissent eux-mémes au dela de toule
limite,

, qui fait voir qu'elle tend vers zéro quand &

EXERCICES.

lo — Si on prolonge le cté AC du triangle ABC au dela du
sommet C, et qu'on divise en deux parties égales 'angle extérieur
ainsi formé, la bissectrice rencontre le c6té AB en un point dont on
demande de calculer la distance au sommet A, en supposant donnés
les longueurs a, b et ¢ des trois cotés du triangle.

(Rép. Si Yon a fait la figure en supposant b > a, on trouve, en

appelant = la dlstance cherchée, z -_-Bﬂ'—— Discuter le cas du
—a

triangle isocéle b = a, et le cas ou b serait plus petit que a).
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l» — Trouver & quelle condition les équations

z= az +p,
y=1"bs+q,
z=a's+p,
y="Us+¢,

sont safisfaites par les mémes valeurs de o, y et z, et trouver ces

valeurs.
(Rép.  L’équation de condition est

P—p g
a—a T b=

et les valeurs des inconnues sont :

=P =P e Gl R _fqiquj)
s 7 TTION gl iph s TR apl g

a—a
3> — Résoudre les quatre équations & trois inconnues @, y et = :

f_+ﬁ= b (1 -|——yb—),

a c
o A VEE Y
a ) b/
x BHni far _’,l_/_
x :__1_ Y
7{"?"1'(”' b)'

(Rép. Les quatre équations sont compatibles quels que soient

let X, et les valeurs des inconnues sont

Wialy 4-4) b= e —1))
O gy e z+r)

{* — Les quatre équations & trois inconnues
z 3 Y
— = l+4- '),
Zri=afity

A
a Y bl
T e Y
S ey —‘)
cts=r(1+3)
& NS i ( !I)
—_——— G 1 T o P
o e b
*ont contradictoires, lorsque les nombres ) et )
forment un sysiéme indéterminé si ¥ est égal & ).

S

(3}

sont inégaux, elles
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50 — Trouver, lorsqu'on suppose a égal 4 b, la valeur de la [raction
a® 4+ 1® — a*b — al?
3@ — 0)? '

2a
Rép. ——).
. 22)
6° — Trouver la limite vers laquelle tend ’expression
3¢ — V922 — 4o 1
quand z augmente indéfiniment.
4 2
Rép. — ou —|.
thep- = 3 \

7o — Quelle condition doivent remplir les coeflicients a, b, a’ et /

pour que la fraction _am_—l-_b_ ait toujours la méme valeur quel
a'z+ b
que soit le nombre mis 4 la place de %?
(Rép. On peut égaler les deux valeurs que prend cette fraction
pour £ =1 et z = 3 par exemple, et simplifier la relation obtenu¢;

¢ azr + b : it
on peut aussi poser ',—i{:-b,—:m’ tirer de cette équation I3
az -

0
valeur de z, et exprimer qu'elle est indéterminée ou de la forme T
'

en égalant les deux termes de la valeur de z &0, et éliminant 7
. , b
entre ces équations on aura la relation cherchée “9/ . :7’7)
a
8" — Quelles conditions doivent remplir les coefficients 4. b, ¢,

a', b’ et ¢’ pour que la fraction 0@ +by 1o toujours &

adz+ Uy +¢
méme valeur, quel que soit le nombre mis a la place de .
Ré RV
(fiep. a/—b/"_’cll‘

9o — Deux triangles ayant les bases b et b’ sur une méme droite
et leurs hauteurs étant h et h’/, on demande de les couper par Uf‘e
paraliéle & leurs bases, de maniére que les parties de cette paralléle
comprises  l'intérieur des deux triangles soient égales. .

(Rép. En désignant par z la longueur de la paralléle comprise &
Vintérieur de chacun des triangles, et par y la distance de cette
paralléle a leurs bases, on trouye en supposant qu'elle passe entre les
sommets et les bases z——lfgi(h—_—’i et y —Mﬂ

U Uh— bl = Uh — W
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Etudier tous les cas du probléme compris dans le tableau suivant

b'h > bl
h>W{ Vh=0
: bh < UK
L 4 h="Hn
DISCUSSION A<
h>1N
b= {h=1N
h< i

| Interpréter les valeurs négatives de z ou de y en remettant le pro-
bleme en équation. Quand les hauteurs sont différentes, il y a une
autre solution, la paralléle passant entre les deux sommets, on a alors

bb/(h — I/ /(b 1
o O =1) ,_(_Jr_’l)
b'h -+ i b'h + bl
10° — Tnscrire dans un triangle de base b et de hauteur h un
rectangle tel que la somme de la base et de la hauteur soit p.
(Rép. En appelant z la base et y la hauteur, on trouve

z:ﬁ(hﬁ__—_-lf’_) et y=£(h£—t_:)—' Faire comme dans la ques-

tion précédente le tableau de tous les cas qui peuvent se présenter
selon les grandeurs relatives de h, b etp,et interpréter les solutions
négatives en changeant dans I’énoncé le mot somme en différence, et
en faisant passer la base du rectangle au dessus du sommet ou au
dessous de la base du triangle).

11> — Trouver sur la base AC d’un triangle, que I'on suppose égale
A b, un point tel que la somme des perpendiculaires z et U ‘abalssées
de ce point sur les cotés ABet BC soit égale & k, connaissant les
hauteurs h et h! abaissées de A et C sur Jes deux autres cdtés, cal-

culer ces perpendiculaires et les distances g et y du point cherché aux

points A et C. W 0
/‘:__h ’lh,_'k) - -l
(Rép. ;_—_—__l_l.’_(l{_:—}—l—)—, u:-—;lT—_:—l'l—‘, T= " —h '
bk — 1)
= K —h )

Chercher s'il n’y a pas sur la base prolongée, & droite on A gauche,
un autre point jouissant de la méme propriété, et dire dans quels ca2
le probléme est impossible ou indéterminé.

{20 — Inscrire dans un rectangle ayant pour cotés b et h un mgtre
rectangle ayant ses sommets sur chacun des quatre cbtés du premier,
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et tel que le rapport de ses cotés soit ézal 3 un nombre m supérieur
ou égal & 'unité, Déterminer les distances z et y de ses sommets aux
sommets du premier rectangle.
(Rép. On trouve en supposant les sommets cherchés situés sur
les cotés non prolongés durectangledonné z— b Y= M}
m32—1 ° mi—{i
-Faire le tableau de tous les cas qui peuvent se présenter suivant les
valeurs comparatives de b etde h, de mh etde b, de mb et deh,
interpréter les solutions négatives, et dire dans quels cas le probleme
est impossible ou indéterming,
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PrRoGRAMME. — Formules généraleé pour- la solution d'une équation ou d'un
systéme d’équations du premier degré & deux inconnues. — Discussion com-
plete de ces formules.

I. — Equation générale du premier degré & une
seule inconnue.

Soit proposée 1'équation générale
atbr=c—+dz
qui représente une équation quelconque du premier degré &
une inconnue, si l'on convient de considérer les coefficients
a, b, ¢, d, comme des nombres positifs ou négatifs. Pour ré-
soudre cette équation, je suppose d’abord
b>d et ¢c>a;
j'ai des lors
c—a
b—a’
Cette valeur de « est positive, puisque son numérateur ¢ — @
et son dénominateur b — d sont positifs ; elle est en outre finie
et déterminée.
Je suppose en second lien .
b<d et c<a

@Tr =

il en résulte que
a—c¢
e s
d—0b

Cette valeur de o est encore positive, finie et fiélf:rminée,
comme dans le cas précédent. Si je compare maintenant les
deux formules précédentes, je vois que, lorsque les termes
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a —c¢,d—Db, de la seconde sont des nombres positifs, les !
termes ¢ — @, b — d, de la premiére sont des nombres négatifs
sgaux aux précédents changés de signe; donc, si j'effectue la ‘
division de ¢ — @ par b — d d’aprés la régle donnée pour les
nombres négatifs, le quotient sera positif et égal a celui de la
division de ¢ — @ par d — b. Je conclus de 1a : 1° Qu'on peut
employer la premiére formule dans les deux cas, en appliquant
toutefois les régles du calcul des nombres négatifs, lorsque les
termes de cette formule auront des valeurs numériques dece
genre ; 2° que lorsqu’on résout une équation numérique du pre-
mier degré a une seule inconnue, il n’est pas nécessaire de cher-
cher dans quel membre on doit transporter les termes qui con-
tiennent l'inconnue pour que les soustractions soient possibles.
Je suppose en troisieme lieu
b>d et c<a;

la soustraction est possible dans le premier membre et impos-
sible dans le second ; mais si je représente par un nombre né-
gatif le reste de cette derniére soustraction, je trouve pourZ
une valeur négative, donnée aussi par la formule '

c—a

Sy e

z

Cette valeur conventionnelle de l'inconnue satisfait mécani-
quement A 1'équation proposée, pcurvu qu’on lui applique les
régles qui conviennent aux termes affectés du signe — dans
les polynémes. De la résulte ce théoréme : Toute équation di
premier degré qui ne contient qu'une inconnue @ toujours une
solution, positive ou négative, et n'en a qu'une seule.

Je vais examiner maintenant les cas d’impossibilité et d'in-
détermination qui peuvent se présenter, lorsqu’on donne dés
valeurs particuliéres aux coefficients a, b, ¢, d.

Si je suppose : 1°

U==xd ot e o L 0
dans la formule générale
— c St a -
=

. c—a : ;
la valeur de z devient alors e, Dans ce cas, I'équation

a+be =c-4de
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se réduit a 1'égalité :
a 4 br = ¢ 4 bz,
évidemment fausse d’aprés I'hypothése ¢ > ou < @ ; donc la

notation correspond & une impossibilité,

2° Lorsque les coefficients de l'équation satisfont aux con-
ditions suivantes :

b =ud .- etswc =49,

la formule de I'inconnue §
_c—a
S Dkt
devient
0
= —6_ 3y

et indique une indétermination, car I'équation proposée
a + bz = ¢ + dz,

se réduisant 4 'identité
a + br=a - bz,

est satisfaite par toute valeur attribuée a 2.

Ik — Equations générales du premier degré a deux
N~ inconnues.

2. — Les deux équations
ax + by =o,
az 4 by=rc,
Peuvent représenter un systéme quelconque de deux équa-
tions du premier degré & deux inconnues, pourvu qu'on y
regarde les nombres a, b, ¢, @', ¥/, ¢, comme étant positifs ou
Dégatifs. Par conséquent, on pourra se servir des expressions
de 7 et y données par la résolution de ces équations générales
bour déterminer les valeurs des inconnues de tout systéme
@équations semblables.
Pour obtenir ces formules générales de 2 et y, je résous la
Premiére équation par rapport a @, et je trouve

c—by

e .

13
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Je substitue ensuite cette valeur de x dans la seconde équa-
tion, et j'ai la nouvelle équation
ca’ — ba’
_____,a__y_ + b'y — 0',
de laquelle je tire successivement
(ab' — ba')y = ac’ — cd/,

ek
__ad —cd
: V=" —ba’
La substitution de cette valeur de y dans l'équation
It i
a

ferait connaitre la valeur correspondante de  ; miais on peut
éviter ce calcul, en remarquant que les équations proposees
restent les mémes lorsqu’on y remplace @ par y et y par &,
pourvu qu'en méme temps on remplace l'un par l'autre les
coefficients @ et b de la premiére équation, ainsi que les coeffi-
cients o’ et &/ de la seconde; par conséquent la valeur de = peut
étre déduite de celle de y par des changements analogues. On
trouve ainsi :

be! — cbf’

ba' — ab' ’
ou, en changeant les signes des deux termes du second
membre,

s

P eb' — e’
T al —ba'’
valeur remarquable en ce qu'elle a le méme dénominateur qué
celle de 'autr2 inconnue ¥.

Comme les formules

g c — be!
el T = Y
ac’ — ca’

V=" —ta ’
sont fréquemment employées, on a cherché uz moyen de les
retrouver sans recommencer la résolution des équatio:is
ar + by =c,
az+Uy=rc.
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Pour cela, on a remarqué : 1° Que, sil'on range les coeffi-
cients des deux inconnues dans l'ordre suivant : a, b, a’, I/, le
dénominateur al’ — ba' est égal o Uexceés du produit ab’ des
coefficients extrémes sur le produit ba' des coefficients moyens;
2 qu'on forme le numérateur de chaque inconnue en rempla-
cant dans le dénominateur commun chacun des coefficients de
cette inconnue par le second membre de I'équation correspon-
dante.

Soit & résoudre, au moyen des formules précédentes, le sys-
téme des équations

3 — Ty =129,
5z — 3y = 41;

on fera dans ces formules :

a —=.3:Y =" e 0
o/ == b0 bliz=sr 3, vete=i4l,
gt I'on trouvera :

= N 3) = T e
3(— 3) — (— Tip SR =s S et 85 26 .

g 34 —9<5 123 — 45 B _ 4

Y =5 —: = = =3
=3 — (=1 — —9+3 26

2. — Discussion. — Les valeurs générales des inconnues
ret y ont été calculées dans la double hypothése que les coef-
dclents a et ¢b’ — ba’ n’étaient pas nuls, car on les a déduites
18 équations

L c—by

=l

(a —ba'yy = ac’ —¢a’.

7%, dans les applications numériques, chacune des équations
ontient au moins une inconnue, puisque le systéme proposé
0 renferme deux ; par conséquent on peut supposer que @ est
le coefficient de l'une des inconnues qui se trouvent dans la
Premidre équation et dont la valeur est un nombre autre que
%ro; dés lors la premidre des hypothéses précédentes sera
ujours satisfaite, Lorsque la seconde, qui consiste en ce
9ue al’ — 