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En publiant cette cinquième édition de l'algèbre de notre 

regretté professeur, M. Amiot, nous avons mis tous nos 

soins à conserver la plus grande partie de son œuvre, el à 

suivre sa méthode dans les modifications et additions qui 

nous ont paru nécessaires. 
Les principaux changements portent sur la définition 

des quatre opérations algébriques, la mise en équations des 
problèmes, qui est accompagnée d’exemples empruntés à 
la physique et à la géométrie, la théorie des quantités né- 
gatives, rédigée d’après le souvenir des leçons de M. Du- 
bamel à la Sorbonne, enfin la théorie des maxima et 

minima. Nous avons ajouté de nombreux exercices propo- 

sés aux examens des Écoles militaire et navale. 
La table des matières, plus détaillée, donne le pro- 

gramme complet des matières traitées dans l’ouvrage, on 

y a mis entre crochets les numéros, qui, sans rentrer dans 
le programme du Baccalauréat ès-sciences, sont indispen- 
sables aux candidats des écoles spéciales. 

E. MONCOURT. 
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ERRATA. 

l'age 29, ligne 1 en Las, au lieu de — 25abt lisez — 24abs. 
Page 43, ligne 13 en bas, au diviscur, au lieu de — aÿx lisez + aïx. 

id. ligne 7 en bas, au premier reste, au lieu de ab lisez 
— ab. 

Page 43, ligne 2 en bas, 2° division partielle, suppléez a devant l’expo- 
sant 2 

Page 46, ligne 14 en bas, au lieu de da? lisez da. 
Page 48, ligne 8 en haut, au lieu de (2a* — a?b:}xt lisez (a?  ab3)x3, 

. . ai+bt . ai + b? 
Page 50, ligne î en bas, au lieu de Gier — 6 lisez Gi — 0) 

. . a Cu 4 bd. 
Page 53, ligne 8 en bas, au lieu de T3 lisez Pr 

Page 56, ligne 11 en bas, au lieu de 9aÿ + 58a* lisez Ja + 53at. 

Page 61, ligne 1 en bas, au lieu de Va lisez V a. 
Page 131, ligne 2 en haut, au lieu de 3x +- 27 lisez 3x + 17. 
Page 146, ligne 17 en haut, au licu de D’ lisez D. 
Page 22, lignes 7, 8, 9 en bas, corrigez ainsi la fin du tableau. 

(? > 0 négative > positive 
p = 0 négative = positive 

| p < 0 négative < posilive. 

Page 227, ligne 7 en bas, au lieu de z” = — ++ | / FE — Q lisez 

#—— + V/#$- 

Rép. = GEVS) 2" |, 
Page 231, exercice 14 au lieu de | — = lisez 

| (+vV5) —2) 

 



  

XVI ERRATA. 

Page 9246, ligne 4 en haut, au lieu de #2 — 77 — 12 = 0 lisez 

gt rz—r= 0. 
(— zY ! 

EL i 

Page 279, ligne 15 en bas, au lieu de 2x? — 20 + 32 > 0 lisez : 

Qu? — 90x +32 >0. | ; 

Page 289, ligne 11 en bas, au lieu de a? — (p +m) æ + 4pm=0 

lisez æ?— (pm) æ + 2pm — 0. | | 

Page 289, ligne 4 en bas, au lieu de 4pm lisez 2pm. 

Page 293, ligne 3 en haut, au lieu de u? — pu — m lisez U?—pu me. 
2 2 

Page 293, ligne 11 en haut, au lieu de PT -# < 0 lisez 

Page 257, ligne 17 en bas, au lieu de (— x}? lisez   

4 

fm? p? 
ef 
PL }< 0. | 

Page 296, ligne 9 en bas, au lieu de 3h? lisez 37h*. 

Page 365, ligne 8 en haut, au lieu de grand lisez petit. 

Page 365, ligne 10, en haut, au lieu de petit lisez grand, 
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PRÉLIMINAIRES 

PREMIÈRE LEÇON 

PROGRAMME. — Emploi des lettres et des signcs comme moyen d'abréviation et de 

généralisation. — Galcul algébrique. 

I. - Emploi des lettres et des signes comme moyen 

d’abréviation et de généralisation. 

#4. — L'algèbre est comme l'arühmétique la science des 
nombres, c'est-à-dire qu'elle s'applique à toutes les espèces 
de grandeurs, comparées préalablement à leurs unités respec- 

tives et exprimées en nombres. Mais, en arithwétique, un pro- 
blème n'est considéré comme résolu que quand on a trouvé la 

valeur numérique du résultat, en algèbre au contraire, on 
cherche seulement quelle est la suite des opérations à effectuer 
sur les données d'un problème pour en déduire le résultat. 

Changez la valeur numérique des données, les opérations à 
effectuer seront encore les mêmes; la solution algébrique d’un 
problème comprend ainsi la solution de tous les problèmes 
numériques de même espèce, que l'on peut imaginer en faisant 
varier la valeur des données. | 

La valeur particulière des grandeurs est donc indifférente 
dans la solution algébrique d’un problème, aussi on y peut re- 

présenter les grandeurs par des lettres. Les grandeurs données 

sont ordinairement représentées par les premières leltres de 
l'alphabet &, b, c., ou par les initiales de leurs noms, un 

rayon par r, une hauteur par h, une vitesse par v; les gran- 

1
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deurs inconnues sont représentées par les dernières lettres 
æ,%, z. L'emploi des lettres offre le double avantage de la 

brièveté et de la généralité ; une lettre est plus vite écrite qu’un 
nombre, qui peut avoir plusieurs chiffres, et puis à la place de 

cette lettre on pourra mettre tels nombres que l’on voudra. 
Aussi souvent, quand les données d'un problème sont numé- 
riques, on les représente par des lettres dans tout le cours du 

raisonnement, et ce n'est qu'à la fin qu’on remplace les lettres 

par leurs valeurs numériques. 

2æ. — Les opérations ne pouvant pas être effectuées sur des 

lettres, on les indique par des signes déjà employés en arith-" 

métique. 

Le signe qu'on énonce plus exprime l'addition ; ainsi on 

écrit « a plus b » de la manière suivante : & + 6. 
Le signe — qu'on énonce moins exprime la soustraction ; 

ainsi « & moins b » s'écrit: & — b. 
Quant à la multiplication, on emploie le signe < ou le point 

{.), qu'on énonce multiplié par. Aïnsi les notations a X b, 
& . b, représentent le produit de & par 6. Lorsque les deux fac- 

teurs du produit ne sont pas des nombres écrits en chiffres, on 

supprime le signe de la multiplication, qui est alors indiquée 

par la juxta-position des deux facteurs ; par exemple les ex- 

pressions ab et 54 désignent les produits de & par b et de 5 par 

a, et s’énoncent en supprimant aussi dans le langage les mots 

multiplié par. Il est évident que cette abréviation ne peut être 
appliquée à l'écriture du produit de deux nombres écrits en 

chiffres car le produit de 5 par 6 n’est pas égal à 56. 

Lorsque l’un des facteurs d'un produit algébrique est un 

nombre écrit en chiffres, on le place toujours à la gauche du pro- 
. . . ._ 2 

duit, et on lui donne le nom de coefficient. Ainsi le nombre 3 

est le coefficient du produit F abc. On indique la division 

par le signe (:)}, qu'on énonce divisé par. Ainsi « & divisé 

par b » s'écrit a : b. Comme toute fraction représente, en 

arithmétique, le quotient de la division de son numérateur par 
. . . . , .. à 

son dénominateur, on emploie aussi, en algèbre, la notation 5 

pour désigner le quotient de la division de & par b, et on 

l'énonce de la manière suivante : a divisé par b, ou plus sim-
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plement & sur b. On donne, par analogie, le nom de fraction 

algébrique à la quantité + dans laquelle « et b ne repré- 

sentent plus, comme en arithmétique, des uombres entiers, 

mais des nombres quelconques. 

On appelle puissance d'un nombre le produit de plusieurs 

facteurs égaux à ce nombre, et degré de la puissance le nombre 

de ces facteurs. Ainsi le produit de cinq facteurs égaux à a ou 

aaaaa est la cinquième puissance de a; Descartes” la repré- 

sente par la notation abrégée aÿ, que l'on énonce a puissance 5 

ou simplement a cinq, et dans laquelle le chiffre 5, écrit un 

peu plus haut que la lettre & et à sa droile, a reçu le nom d'ex- 

posant. La deuxième et la troisième puissance d'un nombre 

s'appellent aussi le carré et le cube de ce nombre, ce sont ai 

et af qui s’énoncent a deux et @ trois. Le degré d'une puis-. 

sance, en algèbre, peut être représenté par une lettre ; ainsi a” 

représente un produit de m facteurs égaux à 4, et s'énonce & 

puissance m ; le mot puissance ne peut ici être sous-entendu, 

pour éviter de confondre a” avec a.m. 
On appelle racine 2tme, 32e ou 4t** d’un nombre un nouveau 

nombre qui élevé à la puissance 2?m°, 3tn° ou 4t#e reproduit le 

premier ; les nombres 2, 3, 4 s'appellent les degrés de ces ra- 

cines. On indique l'extraction des racines par le signe V, 

qu'on appelle radical, le nombre dont on extrait la racine se 

place sous la barre horizontale, et l'on écrit dans l'ouverture 

de ce signe un chiffre, appelé indice, qui marque le degré de 

la racine; on supprime ordinairement l'indice lorsqu'il est 

égal à 2, 

On dit qu'un radical est du 2° degré, du 3°, du 4°... selon que 

l'indice de ce radical est égal à 2, à 3, à 4... 

Les racines 2 et 3° d'un nombre s'appellent aussi racines 

carrée et cubique de ce nombre. 

En algèbre le degré d'une racine peut être représenté par 

une lettre ; ainsi V & représente un nombre qui élevé à la 

puissance m reproduit a, et s'appelle la racine mit=* de a. 

Pour indiquer que deux quantités a et b sont égales, on écrit 

° Descartes, né à Lahaye, eu Touraine, l'an 1596, mur en 1650, est Le crès- 

teur d'un système de philosophie, de la géométrie analytique, et l'auteur de 
Lelles découvertes en physique,
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entre elles le signe —, qu’on énonce égale, et l’on appelle éga- 

lité la notation 
a = b. 

La quantité & est le premier membre de cette égalité et la 

quantité b en est le second membre. 

On exprime que deux quantités sont inégales, en les sépa- 

rant par le signe >> ou le signe <, selon que la première est 

plus grande ou plus petite que la seconde ; et l'on donne le 

nom d'inégalité à chacune des notations : 

a > b, 

a < b, 

dont l’une s’énonce a plus grand que b, et l'autre & plus petit 

que b; la pointe du signe > ou < est toujours tournée vers le 

_plus petit des deux membres. 

Remarque. — Lorsque les quantités sur lesquelles on opère 

ont la forme de fractions, il faut avoir soin de placer les barres 

de division à la même hauteur, et de placer les signes qui réu- 

nissent ces quantités à la même hauteur que les barres de 

division. | 

ExempLes : 
rr?h 

3 ? 

HE + d 

3. Nous allons voir successivement sur deux exemples, 

comment l’emploi des lettres et des signes abrège et éclaircit 

la solution des problèmes, puis comment elle la généralise. 

ProBLème I. — Trouver deux nombres dont la somme soil 

égale à T5 et la différence égale à 21. 

Solution arithmétique. Puisque 27 est la différence des deux 

nombres inconnus, le plus grand de ces nombres est égal au 

plus petit augmenté de 27; leur somme 75 est donc composée 

de deux fois le plus petit et de 27 unités. Si l’on diminue dès 

lors 75 de 27, le reste 48 représente le double du plus petit 

uombre inconnu, qui est, par suite, égal à la moitié de 48, 

c'est-à-dire à 24. En ajoutant à 24 l'excès 27 du plus grand 

nombre inconnu sur le plus petit, on a 51 pour la valeur du 

premier de ces nombres. 

  

D = 

u
e
.
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On vérifie les calculs précédents en constatant que la somme 

des deux nombres 24 et 51 est égale à 75, et leur différence 

égale à 27. 

Solution algébrique. Désignons par la lettre æ le plus petit 

des deux nombres inconnus; par suite, le plus grand est re- 

présenté par æ + 27 et leur somme par æ +æ +927 ou 2æ+ 27. 

Or, d’après l'énoncé du problème, celte somme est égale à 

15 unités, donc les deux nombres 2x + 27 et 75, obtenus par 

des voies différentes, sont égaux ; ce qui s'exprime par l'équa- 

tion 
2œ + 27 = 75. 

Remarquons que, 75 étant la somme des deux nombres 2x 

et 27, le produit 2x est égal à l'excès de 75 sur 27, c'est-à-dire 

que 
2x = 48; 

enfin le nombre #, qui multiplié par ? doit donner 48, est par 

définition le quotient de la division de 48 par ?, donc | 

æ = 24. 

Telle est la valeur du plus petit des deux nombres inconnus ; 

le plus grand égale par suite 24 + 27 ou 51. 

La vérification de ces nombres se fait comme dans la solu- 

tion précédente. | 

PRoeLÈMEe II. — Un homme dgé de 36 ans a trois enfants 

qui ont le premier 12 ans, le second 10 ans, et le troisième 

8 ans. Dans combien d'années l'âge du père sera-t-il la 

somme des âges de ses enfants? 

Solution arithmétique. Si on connaissait le nombre d’années 

demandé, en l’ajoutant aux âges actuels du père et des trois 

enfants, on obtiendrait quatre nombres tels que, d'après 

l'énoncé de la question, le premier serait égal à la somme des 

trois autres. Par conséquent le nombre inconnu, augmenté de 

36, égale le triple de ce nombre augmenté de 12, de i0 et de 8, 

c’est-à-dire augmenté de 30. Si on retranche 30 unités des deux 

membres de cette égalité, le triple du nombre inconnu sera 

égal à ce nombre augmenté de 6, qui est l'excès de 36 sur 30. 

De là on conclut que le double de cette inconnue égale 6, et, 

par suite, que l'inconnue elle-même égale la moitié de 6 ou 3. 

Pour vérifier ce nombre, remarquons que dans 3 ans le 

père et ses enfants auront respectivement 39 ans, {5ans, 13 ans
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et 11 ans; or 39 égale la somme des trois nombres 15, 13 et 

11; donc le nombre 3 est bien la valeur de l'inconnue du pro- 

blème. 

Solution algébrique. Soit æ le nombre des années demandé ; 

les âges du père et des enfants seront respectivement & + 36, 

æ +12, & + 10 et æ + 8. Or la somme des âges des trois enfants 
est 3æ + 12 + 10 + 8 ou 3x + 30, et doit être égale à l’âge 
du père; on a donc l'équation 

3x + 30 — x + 36. 

En retranchant successivement 30 unités et æ de ses deux 

membres, on trouve 

et, par suite, 

æ = 353. 

REMARQUE. — Les solutions algébriques des deux problèmes 

précédents sont plus simples que leurs solutions arithmétiques; 

en effet, l'emploi des lettres et des signes du calcul algébrique 

abrége l'écriture des conditions qui lient l’inconnue aux don- 
nées, c’est-à-dire l'écriture de l'équation du problème et des 
différentes transformations qu’on fait subir à cette équation 

pour la résoudre. Le raisonnement est plus facile et plus sûr, 
car on voit mieux les termes de chaque équation, et l’on aper- 
çoit plus vite les opérations qu'il faut faire pour arriver à la 
valeur de l'inconnue. 

Ces avantages de la méthode algébrique sont d'autant plus 
grands et, par suite, d'autant plus évidents que l'énoncé du 
problème est plus long et plus compliqué. 

La méthode qui vient d'être exposée sommairement pour Ja 
résolution des problèmes numériques fait découvrir le nombre 
inconnu, mais on ne reconnaît plus dans ce nombre ceux qui 

ont servi d'éléments, et l'on ne retrouve en lui aucune trace. 

des opérations particulières qui l’ont produit. Aussi, malgré la 

liaison évidente des problèmes de même nature, la résolution 

de l’un d’entre eux n’abrége en rien la recherche de l’inconnue 

des autres, et chaque exemple particulier doit être traité comme 
si on résolvait la question pour la première fois. 

Un géomètre français, nommé Viète *, a fait disparaître cette 

* Né en 1540, à Fontenay-le-Comte, en Vendée: mort en 1605,  
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imperfection de l'algèbre en désignant par des lettres non- 

seulement les inconnues, mais encore les données de tout pro- 

blème numérique. L'avantage de ce mode de représentation 

consiste en ce qu'il fait connaître les opérations par lesquelles 

on déduit des quantités données la valeur de l'inconnue ; on 

appelle formule l'expression algébrique du système de ces 

opérations. La formule de l'inconnue d’un problème est ap- 

plicable à tous les problèmes de même nature, puisqu'elle ex- 

prime de quelle manière cette quantité dépend de celles qui 

sont données. C'est dans cette généralité de la formule qué 

consiste la généralité de la solution du problème proposé. 

Nous allons appliquer la méthode de Viète à la résolution 

des problèmes I et II qui précèdent. Voici le nouvel énoncé du 

premier : 

1e Trouver deux nombres dont la somme soit égale à s et la 

différence égale à d. 

Désignons le plus petit des deux nombres inconnus par la 

lettre æ, le plus grand de ces nombres est, par suite, égal à 

æ+ d, et leur somme $, égale à 2x + d; ce que j'exprime par 

l'équation ‘ 
Q22+d—=s. 

Si l'on diminue chaque membre de d unités, les deux restes 

que l’on obtient sont égaux ; Par conséquent 

9m—s—d; 

en divisant par ? les deux membres de cette égalité, On 

trouve 
s—d 
s— 

Telle est la formule de la valeur de l’inconnue æ. Elle ex-. 

prime en langage ordinaire que de plus pelit de ces deur 

nombres est égal à la moitié de l'excès de leur somme sur leur 

  

T—= 

différence. 
On obtient le plus grand nombre inconnu en ajoutant 

au plus petit la différence d; par conséquent, il est égal 

te + d, quantité qui se réduit à s+d 

. . … 24 

pouvant être mis sous la forme fractionnalre ——; la somme 

. Car, le terme d 

  

à 
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sS— d +24 
o 
æ 

  

. s— d 2d , , 
des deux fractions 5 — et TS est égale à ou 

Si à © g q . La formule sé montre qu'on peut calculer le   
  

plus grand nombre inconnu, sans connaître le plus petit, puis- 
qu'il est égal à la moîtié du nombre qu'on obtient en addi- 
tionnant leur somme et leur différence. 

Si, dans les deux formules précédentes, on remplace s par 

S+d 

2 
à 51: ces résultats sont identiques à ceux de la première mé- 
thode. 

2° Un homme âgé de a années a trois enfants, qui ont le 
premier b années, le second c années et le troisième à années. 
On demande dans combien de temps l'âge du père sera égal à 
la somme des âges de ses enfants. 

Soit æ le nombre d'années demandé; à l'époque cherchée, 
les âges du père et de ses enfants seront æ +a, &+b, æ+c, 
æ+d. Or, d’après l'énoncé du problème, le premier de ces 
nombres doit être égal à la somme des trois autres, c’est-à-dire 
égal à 35H b+c+ d, donc 

3@+b+c+d—=x+ a. 

Retranchons æ + b-+ cd des deux membres de cette éga- 
lité, ce qui se fait en diminuant chaque membre de æ, de b, 
de c, et de d. L'on trouve ainsi 

%—a—b—c— 4 

  
  75 et d par 27, on trouve égale à 24 et égale 

1 

d’où l’on conclut 

a—b—c—d 

2 

pour la formule du nombre d'années demandé. 
En y remplaçant a par 36. b par 12, c par (0 et d par 8, 

on a 3 pour la valeur de x, comme dans le cas précédent. 
Cette formule sert non-seulement à résoudre tous les pro- 

blèmes de même nature que le précédent, maïs elle montre 
encore la condition à laquelle les âges des quatre personnes 
doivent satisfaire pour que le problème soit possible. On voit, 
en effet, qu'il faut que l'âge & du père soit plus grand que ia 
somme des âges de ses trois enfants, ou au moins égal à cette 
somme, pour qu'on puisse soustraire b + c + d de a.
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Ces deux exemples ‘suffisent pour faire comprendre toute 
l'importance de l’idée de Viète, puisqu'elle conduit à la solution 

la plus générale des problèmes, en faisant connaître le mode 
de formation des inconnues au moyen des données. 

IX. — Calcul algébrique. — Classification des formules. 

4. — Nous venons de voir que la solution générale d’un 
problème par l’algèbre consiste à trouver le tableau des opéra- 

tions à effectuer sur des nombres représentés par des lettres 

pour en déduire certains résultats, et que ce tableau porte le 

nom de formule ou d'erpression algébrique. 
IL arrive souvent que, pour résoudre un problème, on a be- 

soin d'exécuter sur des formules quelqu'une des opérations de 
l'arithmétique: addition, soustraction, multiplication, division. 

Nous commencerons par étudier la manière d'exécuter sur les 
formules ces diverses opérations, et de transformer les for- 

mules en d’autres plus commodes dans certains cas ; cette partie 

de l’algèbre porte le nom de calcul algébrique. 

2. — Ciassification des formules. — Pour plus de fa- 

cilité dans le langage, nous partagerons les formules en plu- 

sieurs classes, d’après les signes qu’elles renferment, sans nous 

occuper des problèmes qui pourraient conduire à ces formules. 

Monôme ou terme. — On appelle monéme ou terme une 

formule algébrique qui ne renferme ni signe <- ni signe —, 

… 3ab ail Salt b VE mth VE r 
comme : ab, Go 57» ab, rh, V2r. 

Le facteur numérique qui entre dans un monôme, et que l'on 

place toujours à sa gauche, s'appelle coefficient ; ici les coefii- 

cients sont : 

Î 5 

400 * 2° 
On regarde les termes ab et VRr, qui n'ont pas de coeffi- 

cients, comme ayant le coefficient 1, la lettre +, qui n'est 

qu'une écriture abrégée du rapport incommensurable de la 

circonférence au diamètre 3,1415926....., doit être regardée 

comme un coefficient ; le coefficient incommensurable V2 

1, 1, », V2 3, 

s'écrit ordinairement à droite de la lettre r V ?, pour éviter de 

confondre y 2 r avec ÿ2?r.
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On appelle termes semblables ceux qui sont formés de la 

même manière avec les mêmes lettres, et qui ne diffèrent que 

  

  

. 9 5a?b 
par les coefficients, comme : Babc et — abc, où 

2 et 3a°b | 

c 
Pour calculer la valeur numérique d’un monôme, on rem- 

place les lettres par les nombres qu’elles représéntent, et on 

calcule le numérateur en multipliant le {® facteur par le 2, 
leur produit par le 3°, le nouveau produit par le 4, et ainsi de 

suite; on calcule de même le dénominateur, et on @ivise la 
valeur du numérateur par celle du dénominateur. Si l’un des 

facteurs est affecté d'un exposant ou d’un radical, on calcule 

préalablement la puissance ou la racine indiquée. 

Soit par exemple le monôme nc , dont on demande la 
2c Vd 

valeur en supposant : 4 —5, b—6,c—15, d = 16. 
3X5XxX36 _ 5407, SE 
2x 15%<4 120 

On peut, avant d'effectuer les calculs, simplifier la fraction 

La valeur du monôme est alors: 

: . 9 
qui se réduit à S ou 4, 5. 

Polynôme. — On appelle polynôme une formule com- 
posée de plusieurs monômes ou termes réunis par les signes + 

et — ; la formule prend le nom de bindme quand il n’y a que 

deux termes, de trinôme quand il y en à trois. | 

4aël3 Sais bs à 
—— — ab— —— est un polynôme 3 3 À D poFromss 

3a° — 4? est un binôme, 
R+Rr+r est un trinôme 

Pour calculer la valeur numérique d'un polynôme, on 

calcule, comme nous venons de le dire, la valeur de chacun 
des termes, en y remplaçant les lettres par les nombres qu'elles 
représentent ; ensuite à la valeur du premier on ajoute ou on 

retranche la valeur du deuxième, selon qu'il a le signe + ou 
—, au résultat obtenu on ajoute ou on retranche la valeur du 
troisième, et ainsi de suite. 

Dans une suite d'additions et de soustractions, on peut, sans 

Ba? +  
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altérer le résultat, changer l’ordre des opérations, principe 

évident, d’où l’on tire, en arithmétique, les règles de l'addition 

et de la soustraction ; pour calculer la valeur d'un polynôme, 

on pourra donc faire la somme des valeurs des termes ayant le 

signe +, et en retrancher la somme des valeurs des termes 

ayant le signe —. Le premier terme d'un polynôme, qui n'a 

pas de signe, doit être regardé comme ayant le signe +, car 

a + b est évidemment égal à b + a dans lequel a a effective- 

ment le signe +. 
Au commencement de l'algèbre, nous ne considérerons que 

des polynômes où la première somme l'emporte sur la seconde, 

de manière que la soustraction soit toujours possible. 

Formule entière ou fractionnaire, — Une formule est 

entière par rapport aux lettres ou simplement entière, quand 

elle ne contient pas de lettres en dénominateur, comme a+ ù 

a—b. 
3 % 

au dénominateur, comme 

elle est fractionnaire quand elle contient des lettres 

&—b 

2 ab ‘ 

Formule rationnelle ou irrationnelle. — Uneformule 

est rationnelle quand elle ne contient pas de radicaux placés 

& — l° = TT 
TE? a V3; elle est irralion- 

nelle quand elle contient des radicaux placés sur des lettres, 

2 

V5 
3. — Pour indiquer une opération quelconque sur des 

formules, on met chacune d'elles dans une parenthèse, et l'on 

place entre les parenthèses les signes des opérations à exécuter 

sur les formules. Les barres de division et les radicaux tiennent 

lieu de parenthèses ; ainsi la division de a — b par cs'écril 

a — b . . NN RTS . 
, la racine cubique de a* + b® s'écrit Vas Hu, mais 

l'excès de & sur b— c s'écrira a —(b—c), le produit de a 

par b—c s'écrira a x (b— c) ou a (b — c), le carré de 3ab 

s'écrira (3ab}. Nous verrons plus lard ce qu'il faut faire dans 

chaque cas pour faire disparaître les parenthèses. 

4. — Degré. — Homogénéilé. — On appelle degré 

d'un terme entier et rationnel la somme des exposants des 

  

sur des lettres, comme 

comme ? ÿa@b,
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lettres qui y entrent; nous verrons plus loin (4 et 5, III) * 
que le degré d'une fraction est l'excès du degré du numérateur 
sur celui du dénominateur, et que le degré d’un radical est 
égal au degré de la quantité placée sous le radical divisé par 
l’indice du radical ; ainsi les expressions : 

2 

  

° a” 
. = 24, Sp? Vob, ?xr sont du premier degré, 

on À x d à decré 5 Gps VAR, 71° sont du second degré, 
& 3 a © kr en . 2aÿ, 3j ? vab?, 3 Sont du troisième degré. 

Dans les problèmes de géométrie quand toutes les longueurs 
sont représentées par des lettres, toute formule qui représente 
une ligne doit être du premier degré, celle qui représente une 
surface sera du second, celle qui représente un volume sera 
du troisième; le nombre #, Considéré comme coefficient numé- 
rique, ne compte pas dans le calcul du degré ; il suffira souvent 
de considérer le degré d’une formule pour s’apercevoir d'une 
erreur. 

On dit qu'un polynôme est homogène quand tous ses termes 
sont d'un même degré, qui est alors le degré du polynôme. 

&? _—. 
a+b, a+ “+ a+ Vbc sont des polynômes homo- 

gènes du premier degré. 
d— EP, + Va + sont des polynômes homo- 

gènes du deuxième degré. 
Dans les problèmes de géométrie où toutes les longueurs 

sont représentées par des lettres, le défaut d'homogénéité est 
l'indice certain d’une erreur ; ainsi V 3a? + 4a serait une 
formule fausse. 

EXERCICES. 

1. — Partager 322 francs entre trois personnes, de manière que la 
première ait 12 francs de plus que la seconde, et la seconde 5 francs 
de plus que la troisième. (Rép. 117, 105, 100.) 

* La notation (4 et 5, 111) indique les leçons 4 et 5, paragraphe IT,
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2, — Payer 149 francs avec 40 pièces de 3 francs et de 2 francs. 

(Rép. 23 pièces de 5 francs et 17 pièces de 2 francs.) 

3. — Calculer la valeur du polynôme 

&ab — Sac + 2bc — 39, 

en supposant 

4 a=3,  b—6, c=#; 
1 

% a —=5, b—= 72, C= —. Pa 

(Rép. Î° 45; 2° zéro.) 

4, — Calculer la valeur du polynôme 

2a a+b 18a 
+ ———— 9 

b + c Det? 

  

en supposant 

1 a=1, 

3 
(Rép. 1; 23) 

5. — Une cour a a mètres de long, b mètres de large, on veut y 

planter un cordon d'arbres en forme de rectangle, à € mètres des 

bords de la cour, et à d mètres les uns des autres; combien y aura-t- 

it d’arbres ? 

_ 9e b—2 
(Rép. (+ je2+ (+ l}x2—4)



CALCUL ALGÉBRIQUE 

DEUXIÈME LEÇON 1 
PROGRAMME. — Réduction des termes semblables. — Addition. — Soustraction: 

4 

1. — Réduction des termes semblables des polynômese 

Lorsqu'il y a dans un polynôme plusieurs termes semblables, 
on peut toujours les remplacer par un terme unique, renfer- 
mant les mêmes lettres réunies par les mêmes signes et pré- 
cédées d'un coefficient et d’un signe convenables. 

@. — Si ious les termes semblables ont le même signe, 
soil +, soit —, on fait la somme de leurs coefficients, on place 
devant cette somme le signe commun à tous les termes, et on 
écrit à la suite la partie littérale commune. 

Soit le polynôme : : 

2a + 3b + 3a — 4c + 8d + 4a, 
il devient en changeant l’ordre des termes 

2a + 3a + 4a + 3b —4c + 84. 
| Or 2a représente la somme de deux quantités égales à a, 3a 
et 4u les sommes de 3 et de 4 quantités égales à &, les trois 
premiers termes, que l’on pourrait écrire 

/ a+a+ata+a+tatatat+ka. 
représentent donc la somme de 2434 ou 9 quantités 
égales à a, et le polynôme simplifié devient 

Ja + 3b — 4c + 8d. 

Boit ensuite le polynôme 

2a — 6b + 3c— 4b + 54 — 20. 
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En changeant l'ordre des opérations, nous trouvons 

2a + 30 + 54 — 6b —4b — 20. 

Or retrancher 6b revient à retrancher 6 fois de suite la 

quantité b, de même retrancher 4b puis 2b revient à retran- 
cher 4 fois puis 2 fois la quantité b; on a donc à relrancher en 
tout 6492 ou 12 quantités égales à b, et le polynôme 
simplifié devient 

2a + 3c + 5d — 12b ! 
ce qui justifie dans les deux cas la règle énoncée. 

æ. — Si les termes semblables ont des signes différents, les 
uns +, les autres —, on fait la somme des coefficients des 
termes ayant le signe +, la somme des coefficients des termes 

ayant le signe —, puis on soustrait la plus petite de la plus 

grande,on donne au résultat le signe de la plus grande ebon 

écrit à la suile la partie litiérale commune. 

Soit le polynôme 

$a + 4b H 3a — 2c+'Td—?a+4e—5a, 

réunissons d'abord en un seul les termes affectés du signe +, 

ensuite ceux qui sont affectés du signe —, le polynôme de- 

vient 

4b— 9c+7d+ he + ila —7a. 

Or, pour ajouter à une quantité 114, on peut ajouier 4a + 7a, 

4 étant l'excès de 11 sur 7, on aura ainsi 

4b— 2c + Td + fe + 4a + Ta — Ta, 

et, comme ajouter puis retrancher 7a ne change rien à une 

quantité, le polynôme se réduit à 

4b — 9c + 74 + 4e + 4a. 

Soit ensuite le polynôme 
a + 4b+ 3a — 8c + 3d — 8a + 5e — 64, 

réunissons d'abord en un seul les termes affectés du signe +, 

ensuite ceux qui sont affectés du signe —, le polynôme de- 

vient 
4b— 8c + 3d + 5e + {0a — 14a. 

Or, pour retrancher 14@ d’une quantité, on peut retrancher 

10a puis 4a, 4 étant l'excès de 14 sur 10, on aura ainsi 

4b — 8c + 3d + 5e + 10a — 10a — 4a,
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et comme ajouter puis retrancher 10& ne change rien à une 
quantité, il reste 

4 — 8c+ 3d + 5e — 4a. 
Ce qui justifie la règle énoncée quand la somme des coeff- 

cients des termes affectés du signe + est la plus forte, et quand 
elle est la plus faible. 

REMARQUE. — Les démonstrations qui précèdent supposent 
tes coefficients entiers, nous allons voir comment on les modi- 
fierait, si les termes semblables avaient des coefficients frac- 
tionnaires. 

On peut d’abord supposer ces coefficients réduits au même 

dénominateur ; soit le polynône 4b + Ja + Ja + 1e 12 12 12 
8a Ja 10 et tdæ1 D > 4 et D sont les sommes de 8, de 9 et de 10 

quantités égales à D le polynôme proposé est donc la 

somme de 4b et de 8 +9 +10 ou 27 quantités égales à TL 

il équivaut à 

27a 
4b + ; 

L] 

ue est la somme des trois coefficients iractionnaires, et {a 

règle est la même que dans le cas des coefficients entiers. 
Si les coefficients étaient incommensurables, les règles don- 

nées précédemment s’appliqueraient encore. 
Soit le polynôme 

4b+V3a—y?a. 

Remplaçons V3 et V2? par leurs valeurs approchées 1,7 et 
1,4, nous aurons, puisque ces nouveaux coefficients sont com- 
mensurables, 

4b + 1,7a — 1,4a = 4b+ (1,7 —1,4)a. 

Cette égalité, subsistant quelque près que les valeurs appro- 

chées soient de leurs limites 3 et V2, sera encore vraie 
quand on y remplacera les valeurs approchées par leurs 
limites, et l'on aura 

4b + V3a — Va — 4b + (V3 — V2) à. 
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On étendra de la même manière aux quantités ncommensu- 

rables tous les théorèmes démontrés sur des quantités com- 

mensurables. 

Dès lors les règles données précédemment s'appliqueront à 
des termes semblables ayant des coefficients littéraux, puisque 
les lettres représentent des nombres commensurables ou in- 
commensurables, et l'on aura 

a + bx — cx = a + (b — c}r, si b>c, ‘ 
a+br—cm—a—(c—b}r, si b<c. 

Toutes les transformations qui précèdent peuvent évidemment 
se faire, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres 
dans les formules. 

Ï 

IX. — Définition des quatre opérations algébriques. \ 

Le sens des mots somme, différence, produit, quotient, a été 

étendu en arithmétique au cas où les nombres sur lesquels on 
opère sont fractionnaires ou incommensurables ; c'est ce sens 

général que nous adopterons en algèbre, puisque les lettres, 
et par suite les formules, y représentent des nombres entiers, 
fractionnaires ou incommensurables. 

L'addition, la soustrection, la multiplication et la division 

de formules algébriques données ont pour but de trouver une 
formule, sans parenthèse ni barre de division, équivalente 

à la somme, à la différence, au produit ei au quotient des 

formules données, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres dans ces formules. 

Quand on place les formules entre parenthèses en les réu- 
nissant par le signe +, —, x ou :, l'opération n'est qu'in- 
diquée. 

! XIE. — Addition. 

L'addition algébrique a pour but de trouver une formule 
sans parenthèses équivalente à la somme de plusieurs autres, 

quelles que soient les valeurs attribuées aur lellres; cette 

formule s'appelle la somme des autres. 

1. — Addition des monômes. 

. Soit proposé d’additionner les monômes 3a*b, 5ab* et 4; 
d'après ce que nous avons dit sur le calcul ur d'un 

     ® 
3 — CENTRALA 
,) \ LAVERSITARX
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polynôme (1, If, 2), la somme cherchée est le polynôme 

3a2b + 5ab? + 208. 

Les parenthèses que l'on pourrait mettre à chaque monôme, 

pour indiquer l'opération, ne changeraient rien au calcul de 

la formule. 
RÈGLE. — Pour additionner plusieurs monÿmes, on les 

écrit les uns après les autres en les séparant par le signe +. 

2. — Addition des polynômes:s 

Soit proposé d’additionner les deux polynômes a + b + c 

etl—m+n—p; l'opération s’indique par 

{@+b—c)+{Ü—m+n—p) 

Il s'agit de faire disparaître les parenthèses ;. la première est 

inutile, car, soit qu’on la mette, soit qu'on ne la mette pas, il 

faut commencer le calcul en faisant la somme des valeurs des 

monômes a, b et retranchant du résultat la valeur du monômec; 

mais la seconde parenthèse indique que l’on doit calculer 

l— m+n—p, et ajouter la valeur ainsi obtenue du second 

polynôme, à la valeur du premier, tandis que, si l’on supprime 

cette seconde parenthèse, il faut à la valeur du premier poly- 

nôme a + b — c ajouter {, puis du résultat retrancher "M, puis 

ajouter n au nouveau résultat, et finalement retrancher p. 

Prouvons que cette seconde série d'opérations donne la même 

somme que la première. 

Supposons qu’au premier polynôme on ajoute l—m4+n 

ce qui s’indique 
a+b—c+(i—nmr+n), 

ayant ajouté une quantité trop forte de p, nous avons ui 

résultat trop fort de p; pour le rendre juste, il en faudra re- 

trancher p, ce qui donne . 
a+b—c+{li=me4n) —9p. 

Au lieu d'ajouter { — m + n au premier polynôme, ajontons 

‘— m, ce qui s’indique par 

a+b—c+ (l— 1m), 

ayant ajouté une quantité trop faible de n, nous avons un 

résultat trop faible de n, et pour le rendre juste il y faudra 

ajouter n, donc 

a+b—c+(i-mrn=a+b—c+(li—mi+n, a 
= —-
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et par suite 

Q+b—c+ (men) —p=a+b-c+(i—m+n—p 
ou 

G+b—0+(l-min—-p)=a+b—c+(l—m)+n—p. 

On voit que tous les termes du deuxième polynôme peuvent 
sortir de la parenthèse en gardant leur signe + ou —, donc 
finalement 

G+b—0)+{—m+n—p=a+bc+lmrn—p. 

RÈGLE. — Pour additionner deux polynômes, on les écrit 
l'un à la suile de l'autre, sans parenthèses, en les séparant 

par le signe +. 

REMARQUE. — Si la première ou la seconde formule se 
réduisait à un monôme, on l'écrirait à la gauche ou à la droile 
de l’autre, en les séparant par le signe +. 

CoROLLAIRE. — Pour additionner plusieurs polynômes, on 

les écrit les uns à la suite des autres en les séparant par le 
signe +. 

IV. — Soustraction. 

La soustraction algébrique a pour but de trouver une 
formule sans parenthèses équivalente à la différence de deux 

formules données, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
Ltitres, 

Le résultat de cette opération s'appelle reste ou différence ; 
ajouté à la formule que l’on retranche il doit reproduire l'autre 
formule donnée, 

1, — Soustraction des mono mes. 

Soit le monôme 3a*b dont on veut retrancher 5ab?. 
D'après ce que nous avons dit (1, IL, 2) sur le calcul de la 

valeur d'un polynôme, la différence cherchéo sera égale au 
polynôme 

3a%b — 5ab°. 

Les parenthèses que l'on pourrait mettre à chaque monôme, 
pour indiquer l'opération, ne changeraient rien au calcul de 
la formule. 

RÈGLE. — Pour soustraire un monôme d'un autre, on écrit 

le premier à la suite du second, en les séparant par le 
signe —.
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2. — Soustraction des polynômes. 

Soit à soustraire le polynôme d — e + f du polynôme 
@ — b + c, l'opération s'indique avec des parenthèses : 

{@—b+c) — (4d—e+f). 

Il s’agit de faire disparaître les parenthèses; la première est 

inutile, car, soit qu'on la mette, soit qu'on ne la mette pas, il 

faut commencer le calcul en retranchant de la valeur du 

monôme « celle du monôme b, et ajoutant au résultat la valeur 

dec; mais la seconde parenthèse indique qu'il faut calculer la 

valeur du second polynôme, et la retrancher de celle du pre- 

mier ; en la supprimant simplement on aurait une formule qui 

ne serait pas la différence des deux polynômes. En effet, sup- 

posons que du premier polynôme on retranche d — e, ce qui 
donne : 

a—b+c—{(d —e), 
ayant retranché une quantité trop faible de f, nous aurons un 
reste trop fort de f; pour le rendre juste, il en faudra re- 
trancher f ; donc 

a—b+c—{(d—e+f)=a—b+e—{(d—e) —f. 
Au lieu de retrancher d — e du premier polynôme, r'e- 

tranchons seulement d,quantité trop forte de e; le reste 
@ — b + c— d sera trop faible de e, et, pour le rendre juste, il 

faudra ajouter e, ce qui donne : 

a—b+c—(d—e)—=a—-b+c—d+e, 

et par suite 

a—b+c—(d—e) —f—a—b+e—d+e—f, 
enfin 

(a—b+c)—(d—e+f)—=a—-b+c—d+e—f. 

, On voit que chaque terme qui sort de la seconde parenthèse 
prend un signe différent de celui qu’il avait dans cette paren- 
thèse ; le premier,qui est censé avoir le signe +;,prend le 
signe —. 

RÈGLE. — Pour soustraire un polynôme d'un autre poly- 
nôme, on écrit successivement tous ses termes à la droite de 

cet autre, avec des signes contraires à ceux dont ils sont 
affectés. 

Cette règie pourrait se démontrer autrement. Puisque le po-
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lynôme cherché, ajouté au polynôme à soustraire d— e + f, 

doit reproduire l'autre polynôme donné a — b+ c, ilse com- 
posera de a — b + c suivi des termes du polynôme d—e+f, 
affectés chacun d'un signe contraire, 

a—b+c—d+e-f; ! 

car le résultat ainsi obtenu, additionné avec d—e+ f, donne: 

i a—b+c-d+e—f+d—e+f, 

ou en supprimant les termes semblables qui se détruisent 

a—b+c. 

REMARQUE. — La démonstration et la règle seraient iden- 

tiques, si le polynôme dont on soustrait l'autre se réduisait à 

un monôme., Si c'est le polynôme à soustraire qui se réduit à 
un monôme, il n’y a qu'à l'écrire à la suite de l’autre, en les 

séparant par le signe — ; cela résulte de ce que nous avons 

dit sur le calcul de la valeur d'un polynôme (1, IN, ?). 

CorOLLAIRE. — Pour soustraire plusieurs formules ou poly- 

nômes d’une autre formule ou polynôme, on retranche de cette 
dernière quantité la somme de toutes les autres. 

V. — Remarques relatives à l'addition et à la 

soustraction. 

#.— Si, dans l'addition ou la soustraction de plusieurs mo- 
nômes ou polynômes, le résultat renferme des termes sem- 
blables, on pourra les réunir en un seul (?, I). 

Pour opérer plus facilement la réduction des termes sem- 
blables dans l'addition et la soustraction des polynômes, on 
peut imiter la disposition de l'addition et de la soustraction des 

nombres entiers, c'est-à-dire placer les polynômes les uns sous 
les autres, en mettant leurs termes semblables dans la même 

colonne. On écrit alors la somme ou la différence sous le der- 
pier polynôme, dont on la sépare par un trait horizontal ; 
chaque terme de celle somme ou de cette différence se déter- 
mine en réduisant à un seul les termes semblables placés dans 
la même colonne. Il ne faut pas oublier, dans la soustraction, 
de changer les signes des termes du polynôme que l'on re- 
trance.
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EXEMPLES D'ADDITION. 

5a— b+2c La + 7b—5c 
24 —3b+ 4e | 54... —3c+4d 
a+2b--3c 5b+?2c—64 

8a— 2% + 3c Ta+12b—6c—24 

EXEMPLES DE SOUSTRACTION. 

  

2 5 n Ja — 4b — Be ae be 

Ta + 30 — 56 aly 41 n 3 

2a — 7b — 3% 1 Lys, 
T4 TT   2. — Toute égalité exprime, en général, deux théorèmes, 

dont on forme les énoncés en considérant chaque membre de 
l'égalité comme la transformée de l'autre. Ainsi les égalités 

a—b+ (c= 4) =a—b+c— à, 
G—b—(c—d)=a—-b—c+ad, 

dont les premiers membres se trans'orment dans les seconds, 
font connaître les règles de l'addition et de la soustraction. 
Maïs si l'on y considère, au contraire, les premiers membres 
comme les transformées des seconds, ce qu'on indique de la 
manière suivante : 

Q—b+c—d—=a—b+(c= 0, 
d—b—c+d=a—b— (ed), 

on a ce tnéorème: Lorsqu'on met dans une Värenthèse un cer- 
lan nombre de termes d’un polynôme, la parenthèse doit être 
précédée du signe + ou du signe —, selon que les termes qu’elle 
renferme ont les mêmes signes que dans le polynôme ou des 
signes contraires, . | 

D'après cette règle, le polynôme 

a—b+c—d+e 
peut être écrit de la manière : 

a—{(b—c) +(e— d).  
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EXERCICES- 

4° — additionner les polynômes 

ab — 6ac + 15bc+ 7, 

Sab—5ac— T1bc+ 3, 

—5ab+8ac— 3bc—10. 

90 — Ajouter les polynômes 

2 3 4° 

—ha+b—c+? 

— a ++ 3c—1. 

3o — Du polynôme 7a+ 4b — 3c retrancher 8a — 2b — 5c+ 2. 

4e — Soustraire du polynôme 2ab — Gac + 4bc+7 la somme des 

trois polynômes suivants : 

ab — 10ac+ ie, 

3ab — Tac + 40bc +1, ‘ 
9 

4ab + 1ac — 3bc +. 

5e — Trois joueurs se mettent au jeu, le premier avec & francs, le 

gecond avec b francs et le troisième avec c.francs ; ils conviennent 

que le perdant doublera Penjeu des deux autres joueurs. Après trois 

parties perdues successivement par le premier joueur, le second et 

te troisième, quelles sont les sommes possédées par Ces trois per= , 

sonnes ! 

(Rép. 1° 4a —4b — Ac, 2 6b—2a —9c, 3 T1—a— b.) 

Ge — Additionner a+ b et a — b, et retrancher a — b de a +0. 

Énoncer les deux théorèmes qui résultent de ces opérations.
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PROGRAMME, — Multiplication. — Règle des signes. 

EL — Définitions, 

2. — Âultiplier deux nombres l'un par l'autre, c’est effec- 
tuer sur le premier appelé multiplicande les mêmes opéra 
tions qu'on a faîtes sur l'unité, pour en déduire le second 
appelé multiplicaieur. 

Le résultat de la multiplication se nomme produit ; il a pour 
facteurs le multiplicande et le multiplicateur. 

Cette définition résume celles qu'on donne dans l’arithmé- 
tique pour les cas où le mulliplicateur est un nombre entier 
ou une fraction. En effet si le multiplicateur est un nombre 
entier tel que 15, le produit sera la somme de 15 nombres égaux 
au multiplicande, et'si le multiplicateur est un nombre frac- 

. : 3 : seal à tionnaire, 7 par exemple, le produit sera égal à la somme de 

trois nombres égaux au cinquième du multiplicande, 
La multiplication algébrique a pour but de trouver une for- 

mule sans parenthèses, équivalente au produit de deux for- 
Mules données, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres. . 

La formule trouvée s'appelle produit, et les formules données 
sont les facteurs du produit. | 

Dans la multiplication algébrique nous ädmettrons les prin- 
cipes suivants déjà démontrés en arithmétique, et applicables 
aux formules algébriques, qui, quand on remplace les lettres 
par leurs valeurs, représentent des nombres quelconques. 

PRINCIPE Î. — On ne change pas la valeur du produit de 
plüsieurs facteurs en intervertissant l’ordre des facteurs.
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Prixciee IT. — Si l’on multiplie l’un des facteurs d’un pro- 
duit par un nombre, le produit est aussi multiplié par ce 

nombre. 

Principe III. — Pour multiplier un nombre par un produit 
de plusieurs facteurs, on peut multiplier ce nombre par le 

1“ facteur, le produit obtenu par le ?° facteur, le nouveau pro- 

duit par le 3° facteur, et ainsi de suite. 

IX. — Multiplication de deux puissances de la mème 

quantité. 

Soit à multiplier a par a. Le multiplicande a” est le pro= 
duit de 5 facteurs égaux à a, ie multiplicateur a$ est le produit 
de 3 facteurs égaux à &. Au lieu de multiplier le multiplicande 
par le produit de ces trois facteurs a, on peut (Principe JE) le 

multiplier successivement par chacun des facteurs, ce qui 
donne un produit de 5 + 3 ou 8 facteurs égaux à a. 

SxXa—=a.a.a.a.axa.a.a, 

ou, en adoptant la notation d'un exposant pour indiquer le 
nombre des facteurs égaux à à, 

Œ X ai = of. 
RÈGLE. — Le produit de deux puissances de la même quan- 

lité est une autre puissance de celle quantité dont le degré égale 

la somme des degrés de ses facteurs. 

COROLLAIRE. — La règle s'étend évidemment au produit 
d'un nombre quelconque de puissances de la même quantité 

Y REMARQUE. — Cette règle est formulée par l'égalité 
| a" < a” K = a"tntp 

! dans laquelle les exposants m, n, et p sont des nombres en- 
tiers quelconques ; si l’un des facteurs n'a pas d'exposant, le 
raisonnement montre qu'il faut le regarder comme ayant l'ex- 

posant {. 

XX. — Multiplication de deux monômens. 

Prenons pour exemple la multiplication de £ ae par 

Sa, qui s'indique de la manière suivante : 

( no) x (sat).
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La première parenthèse est inutile, car, soif qu'on la mette, 

soit qu'on ne la mette pas, il faudra toujours commencer par 

calculer la valeur du premier monôme; le principe III permet 

d'enlever la seconde parenthèse ; on fait done le produit de 

deux monômes en les écrivant à la suite l’un de l'autre sans 

parenthèse, et en les séparant par le signe >. On peut sim- 

plifier l'écriture du résultat, en intervertissant Vordre des fac- 

teurs, plaçant les coefficients l'un à côté de l’autre, ainsi que 

les puissances d'une même lettre, 

£ >< 5a?2akb5b3 ct 

ensuite on fait le produit des coeflicients, et celui des puissances 

d’une même lettre (3, HI), ce qui donne 

o a6bBei. 

RÈGLE. — Le produit de deux monômes entiers est un 

monôme ayant pour coefficient le produit des coefficients des 

facteurs, suivi des lettres communes affectées d'un edposant 

égal à la somme de leurs exposants, et des lettres non com- 

munes, chacune avec son exposant. | 

CoRoLLAIRE I. — Le degré du produit de deux monômes 

entiers est égal à la somme des degrés des facteurs. 

CoroLLAIRE II. — Le produit de plusieurs monômes entiers 

a pour coefficient le produit des coefficients des facteurs, et 

contient les lettres non communes, puis les lettres communes à 

deux ou plusieurs facteurs affectées chacune d'un exposant égal 

à la somme de ses exposants. 

AV. — Multiplication d’un monûôme par un polynôme 

et inversement. 

© Soit à multiplier le monôme & par le polynôme b —c+4d, 

opération qui s’indique par a(b — c + d). Commele multiplica- 

teur b—c+d, quels que soient b, cet d s'obtient en exécu- 

tant sur l'unité les opérations suivantes : 

1xXb—IXe+1Xd 
et que, par définition, le produit s'obtient en exécutant sur le 

multiplicande a les mêmes opérations, pour avoir le produit
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cherché, nous n'avons qu’à remplacer dans cette série d'opéra- 

tions l'unité par @&, et il sera 

axb—axce+axd où ab=ac+ad, 

ce qui démontre la règle suivante : 

Rèece. — Le produit de la multiplication d'un monôme 

par un polynôme s'obtient en multipliant le mondme par les 

différents termies du polynôme et en écrivant ces produits, les 

uns à la suite des autres, avec les signes dont leurs facteurs 

sont précédés dans le polynôme. 

CorouLaire. — Le produit d'un polynôme par un monûme 

s'obtient d’après la même règle, car 

(b—c+ dja=a(b—c+d}. 

Cette règle ramène la multiplication d’un monôme par un 

polynôme et celle d'un polynôme par un monôme à ané suite 

de multiplications de monômes qu’on effectue par le procédé 

précédemment indiqué. C'est ainsi qu’on trouve que le produit 

du polynôme 5a*b — Tab? + 4b% par le monôme 6ab? est égal 

à 304505 — 42atbt + 2405. 

On a de même Gañb8c— 8a%bc —2atbc pour le produit du 

monôme 2atb par le polynôme 3b?c — 4abc— ac. 

REMARQUE. — L'égalité 

ab—ac+ad=a(b—c+d) 

montre que, lorsque les termes d’un polynôme ab — ac + ad 

ont un facteur commun &, on peut le supprimer dans chacun 

d’eux, puis multiplier par ce facteur le polynôme ainsi modifié ; 

c'est ce qu’on appelle mettre un monôme en facteur commun. 

Cette opération est d’une grande utilité ; elle sert à ordonner 

un polynôme par rapport à une lettre dont la même puissance 

se trouve dans plusieurs termes. En effet, pour ordonner le 

polynôme 

a + ex + ant —Ù + bx—brt — x 

par rapport aux puissances décroissantes de la lettre æ, je re- 

marque : {e que æ* est facteur des deux termes ar°, br, 

2% que æ est aussi facteur des trois termes ar, br, cr. J'ay 

plique alors la règle précédente à ces deux groupes de termes 

et je donne au polynôme proposé la forme suivante : 

(a—b)rt+ (a+ — cz + ad — (18.
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Par analogie avec les polynômes ordonnés dont les coefficients 
sont numériques, chacun des multiplicateurs algébriques 
a—b, @+b?— 0, des différentes puissances de la lettre prin- 
cipale a reçu le nom de coefficient. 

Au lieu de mettre les coefficients polynômes dans des pa- 
renthèses, on les écrit aussi de la manière suivante : 

a|a? + ax + a 
bd + —# ! 

— à 

c’est-à-dire que Les termes de chaque coefficient sont placés les 
uns sous les autres et séparés de La lettre principale par un 
irait vertical. Cette seconde disposition exige moins de placo 
que la première dans le sens horizontal. 

V.— Multiplication de deux polynômes. — Règle des 
signes. 

#. — Soit à multiplier le polynôme a — b + c par le poly- 
nôme d —e +f, ce qui s’indique par (& —b+c) (d—e+f). 

Si pour un instant nous remplacons le multiplicande par la 
letire p, qui peut prendre toutes les valeurs possibles de ce 

polyuôme, nous sommes ramenés à la multiplication d'un 

monôême par un polynôme, qui donne par la règle précé- 
dente : 

pd — pe+ pf. 
Remplaçons maintenant la lettre p par le polynôme a— b +c 

qu'elle représente, le produit cherché prend la forme 

(a—b+c)d—(a—b+ce+{(a—b+ cf, "., 

et en exécutant les multiplications de monômes indiquées, 

(ad — bd + cd) — (ae — be + ce) + (af — bf + cf), 
ou 

ad —bd+cd — ae+be—ce + af—bf+ cf. 

Cette formule contient tous les produits partiels des divers 
termes du multiplicande par chacun de ceux du multiplicateur, 

ceux qui proviennent de termes du multiplicateur ayant le 

signe + gardent le signe du terme du multiplicande, ceux qui 
proviennent de termes du multiplicateur ayant le signe — 
prennent, par la soustraction, un signe contraire à celui du 
terme du mulliplicande, 

J 
4
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Dans les applications, on se sert souvent des locutions 

vicieuses : 

+ multiplié par + donne + 
—  multipliépar + donne — 

+  multipliépar — donne — . 

— multiplié par — donne + 

En rapprochant le premier et le quatrième cas, le deuxième 
et le troisième, on voit que le produit de deux termes a le 
signe + otf le signe —, selon qu'ils ont le même signe ou des 

signes différents ;. c'est là ce qu’on appelle la règle des signes. 
On conclut de là que : 

RÈGLE. — Pour multiplier deux polynômes l'un par 

l'autre, on multiplie successivement tous les termes du multi- 

plicande par chacun de ceux du multiolicateur, puis on écrit 

ces produits partiels les uns à la suite des autres, en donnant 
à chacun d'eux le signe + ou le signe —, selon que les deux 
facteurs ont le même signe ou des signes différents. . 

Cette règle ramène la multiplication de deux polynômes à 

uxe suite de multiplications de monômes qu'on effectue d’après 
le procédé précédemment donné (3, Il). 

Dans la multiplication algébrique, la disposition du calcul 
est la mêine qu’en arithmétique : on place le multiplicateur 

sous le multiplicande, et l’on écrit les produits partiels sous le 
multiplicateur, dont on les sépare par un trait horizontal ; on 
fait ensuite l'addition de ces produits ; et s’ils ont des termes 
semblables, on en opère la réduction. Pour faciliter cette ré- 
duction, il est bon d’ordonner le multiplicande et le multipli- 

cateur par rapport à une même lettre, s'ils ont une lettre com- 
une, Les produits partiels étant dès lors ordonnés par rapport 

à cette lettre, on trouvera plus aisément leurs termes sem- 

blables, et la réduction de ces termes en deviendra plus facile. 

Voici quelques exemples de multiplication de deux polynômes, 

sifrant l'application de toutes les règles précédentes : 

ler EXEMPLE. 

  

Multiplier . . ,... es  304b — 9a3%b?24L 5a2b3— Gab* 
par. ous. 2a*b2— 3ab$ + 4bt 

= $ j par + 24202...  6afb5— Laÿbi+i0ab5—1905b6 " 

322 ( par — 3abt. ... — Jañbt+ Gatb5 1543064 18a2b7 

ï à Ÿ par + 405... + 12a4b5— 8a8b642002b7—24ab8 
  

Produit total simplifié, . . .  6a6b5—13a5b?+28atb5—35a3b8+3842b7—24ab8
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2° EXEMPLE. 

HQE Aa2b4t 8h 
a? 96? 
  

\ par + a? 

{ par — 2h... 
   

mu
lt
ip
li
ca
nd
e,
 

Ra bE Laëbi-LBa2b 
—2a6b— 4akbi— Bab 160$ 
  

Produit total simplifié a8—- 1608 
à 

REMARQUE, — Si les deux polynômes sont ordonnés par 

rapport à une lettre commune dont les coefficients soient eux- 

mêmes des’ polynômes, les règles précédentes sont encore 
applicables ; maïs il faut effectuer à part les multiplications 

des coefficients qu'on ne peut plus faire immédiatement. 

3° EXEMPLE. 

       

  

            

  

  

  

  

  

  

  

  

2 2 % Multiplier . :... ci + $ a+ a] + de 

par : - HE 
3 xi+ a = 3b|x. 
= À par(a —2b}x hab] —3a?b? 
3 + 2ab3 

E + adlz+ a%b|æ+atbt 
= | par ab+b? h Hal? | +3a?b?| — ab 
£ + 5) + 2abs 

Produit total simplifié a?lest a$ | x2+ 2430 | g+asb? 
— ab + ab + 4ab3 | — abt 
—2b2 | —2ab? 

+ 65 

PRODUITS PARTIELS DES CORFFICIENTS 

Premier. Deuxième. Troisième. 

a +b a? + 2ab ab — ab° 
a — 2%b a — 2%b a — 2b 

a? + ab a3 + 2atb | ab — a°b? 
F 2ab — 9b? — Qa?b — 4ab? — 2a2b? + 2abf 

a? — ab — 2b° a — Aab? a5b — 3a?b° + 2ab 

Quatrième. Cinquième. Sixième, 

a+èb a? + 2ab ab — ab? 
ab + bt ab + b? . ab + b? 

ab + ab? a5b + 2a°b? asb? — g°b3 | 
+ ab2 +8 + ab? + 9ab5 + a%b$ — abt 

ab + 2ab° + bs ab + 3a°b? + 2ab5 ab? ab      
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2. — Théorèmes relatifs au produit de deux 

polynômes. 

ThéonÈME 1. — Le produit de deux polynômes contient au 

plus autant de termes qu'il y a d'unilés dans le produit du 

nombre des termes du multiplicande par celui des termes du 

multiplicateur, et il en a au moins deux. 

Dans la multiplication de deux polynômes quelconques , 

chacun des produits partiels du multiplicande par les diffé- 

rents termes du multiplicateur est formé d'autant de termes 

qu'il y en a dans le multiplicande. Si, premièrement, les deux 

polynômes donnés n’ont aucune lettre commune, les termes 

des produits partiels, considérés deux à deux, diffèrent au 

moins par l'un de leurs facteurs algébriques, et la somme de 

ces produits n’a pas de termes semblables ; elle contient donc 

autant de termes qu'il y a d'unités dans le produit du nombre 

des termes du multiplicande par le nombre des termes du 

multiplicateur. C'est ainsi qu'en multipliant l'un par l'autre 

le trinôme 2a + 3b — 4c et le binôme 54 — 6e qui n'ont pas 

de lettre commune. on trouve pour leur produit le poly- 

nôme | . 

10ad + 15bd — 20cd — 12ae — 18be + 2âce 

qui a 3 << 2 ou 6 termes. 

Considérons, en second lieu, deux polynômes ayant une 

lettre commune, et ordonnés par rapport aux puissances dé- 

croissantes de cette lettre, par exemple les deux polynômes 

9a% — 3a! + 4aŸ — 50, 
Ga? — Ta? + Ba. 

Dans le produit d'un terme quelconque du multiplicande par 

un terme du multiplicateur, la lettre ordonnatrice a pour expo 

sant la somme des exposants dont elle est affectée dans les deux 

facteurs ; dès lors le terme provenant de la multiplication des 

deux premiers termes 245, 6a3, du multiplicande et du multi- 

plicateur contient cette lettre avec un exposant plus grand que 

celui dont elle est affectée dans les autres Lermes du produit. 

Pareillement, le terme qu’on forme en multipliant les deux 

derniers termes 5a° et 8a du multiplicande et du multiplicateur 

contient la lettre a avec un exposant plus petit que dans tous 

les autres termes. Par conséquent, après la réduction des ter-
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mes semblables, le produit des deux polynômes aura 2aÿ >< 60? 
ou 124$ pour premier terme et 54? >< 8a ou 40a% pour dernier 
ierme , puisque ces monômes ne peuvent se réduire avec 
aucun autre ; il sera donc composé d'au moins deux 
termes. 

On à un exemple du minimum du nombre des termes d'un 
produit dans la multiplication du polynôme af + 2410? + 4a?bt 
+ 865 par le binôme a?— 9h; car on a trouvé a8 — 164 
(page 30) pour le résultat de cette opération. Cet exemple et 
le raisonnement précédent prouvent aussi que chacune des 
lettres des deux polynômes se trouve au moins dans un terme 
de leur produit. 

THÉORÈME II. — Ze produit de deux polynômes homogènes 
est aussi homogène et d'un degré égal à la somme des degrés 
de ses facteurs. 

| En effet, chacun des termes des produits partiels qu’on forme 
en mullpliant le multiplicande par les différents termes du 
multiplicateur est d’un degré égal à la somme des degrés de ses 
deux facteurs, ou à la somme des degrés des deux polynômes, 
puisqu'ils sont homogènes. La somme de ces produits partiels, 
c'est-à-dire le produit des deux polynômes, est donc homo- 
gène et d'un degré égal à la somme des degrés de ses fac- * 
teurs. 

Les multiplications des pages ?9 et 30 offrent l'exemple de 
produits de facteurs homogènes. 

REMARQUE. — Le théorème précédent est fréquemment ap- 
pliqué pour reconnaître si les exposants des termes du produit 
de plusieurs polynômes homogènes sont exacts. Supposons, 
par exemple, qu'on ait trouvé 

Sa#b — 2a3b + Ga? — zab4 
‘pour le produit des deux polynômes- homogènes aë + 2ab!, 
3ab—?6? ; on voit immmédiatement que ce produit est inexact, 
puisque le terme 2a%b n’est pas du même degré que les trois 
autres, 

THÉORÈME III. — Le carré d’une somme composée de deux 
parties est égal au carré de la première partie, plus deux fois le produit de lu première par la seconde, plus le carré de la 
seconde. 

Soit & + b la somme de deux quantités quelconques, pour 

ar 
A 

2 
n
n
 

m
e
 

qi
 

te
n 

me 
=
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former son carré faisons le produit de deux facteurs égaux à 

a + b. 
a+b 
a + b 

a? + ab 
Lab + 

Toad En 

a + bÿ = a? + Jab + 1. 

En appliquant ce théorème on trouve sans multiplication 
z 9%: 2 je 

(+ Fe + 4 Eat tort 
Tnéorène IV. — Lecarré de la différence de deux quanlités 

est égal au carré de la première, moins deux fois le produit 

de la première par la seconde, plus le carré de la seconde. 

Soit a—b la différence de deux quantités quelconques; 

pour former son carré, faisons le produit de deux quantités 

égales à a — b. 

Donc 

a—b 
a—b 

a? — ab 
—ab +b 

—X%b+ER , 

(a — D} — a? — ab + E?. 

Tuéonème V. — Le produit de la somme de deux quantités 

par leur différence est égal à la différence des carrés de ces 

quantités. 

Soient a et b deux quantités quelconques : multiplions leur 

somme ab par leur différence a — b, et nous trouverons 

a? — b? pour le produit, d’après le calcul suivant : 

Done 

a+b 
a—b 

a+ ab 
— ab — bb 

ai =" 

En appliquant ce théorème au produit suivant, on trouvo 

{2ab + 3 (2ab — 3h) = 4aïbt — JU, 

ReMARQUE. — La formule 

a+bj(a—-t)=a-t®



°.a+b 

2 

» 
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est d'un usage très-fréquent ; non-seulement elle sert à abréger 
la multiplication en faisant connaître la composition d’un pro- 
duit, mais encore on l’emploie inversement à décomposer la 
différence a?—4? de deux carrés en deux facteurs a+ b, a—b, 
dont l’un est égal à la différence des racines a etb, de ces 
carrés, et l'autre égal à la somme des mêmes racines, 

, 1% EXEMPLE. — Soit le binôme 
(+ ab + D) — (a? — ab + 62)? 

dont les racines carrées des deux termes sont a + ab +b'et 
a? — ab + b?; la somme de ces racines étant égale à 2{a? LH) 
et leur différence égale à 24b, on a | 

(OP + QD + 08 — (8 — ab + DE © Gad (a? + D). 

  
  

  

2° EXEMPLE. — On trouverait de même que 
ET -E Th et 9 = ob 2 (TS ? 2 || 7 
Cette égalité exprime que Le produit de deux nombres quel- 
conques à, b, est égal à l’excès du carré de leur demi-somme 

; … pe — b sur le carré de leur demi-différence 

  

  

Multiplication de plusieurs polynômes. 

Pour faire le produit de plusieurs polynômes, on multiplie 
le premier polynôme par le deuxième, puis le résultat de cette 
première opération par le troisième, puis le résultat de cette 
seconde opération par le quatrième, et ainsi de suite jusqu'au 
dernier polynôme donné. 

On peut intervertir l'ordre des facteurs dans la multiplica- 
tion de plusieurs polynômes, sans changer la valeur de leur 
produit. L'application de ce principe conduit quelquefois à des 
simplifications de calcul, par le rapprochement de facteurs dont 
le produit est connu d’avance. Ainsi, pour effectuer le produit 
suivant : 

(a+ b) (a+c)(a —b)(a—c), 
je multiplie d’abord le premier facteur par le troisième, et le 
second facteur par le quatrième, parce que ces produits par 
tiels sont donnés par le théorème V;le produit proposé est 
ramené de cette manière à la multiplication des deux binômes 
di — b?, a?— r?. dont Je résultat est a — (b?+ c?) a? + L?c?,
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EXERCICES. 

1° — Multiplier 

ab — Sal? + 25 par 4aëb*c, 
8aib — 3a3b? + Ga*b9 + abf_par 5a2b? — 3a8b + at, 

Slai — 54a%b + 36a%b? — 24al8 + 1684 par 3a + 2, 
a? + ab + 3 par a? — ab+ b?, 
oi+ai+ a+ a par a — 1. 

9 — Démontrer que le nombre des termes d’un polynôme, entier et 

ordonné par rapport à une lettre, est au plus ‘égal à la différence des 

exposants de ses deux termes extrêmes, augmentée de l'unité. 

3° — Si deux polynômes entiers sont ordonnés par rapport aux 

puissances décroissantes d’une lettre qui leur est commune, et que 

m, m’ soient les exposants de cette lettre dans les deux premiers 

termes de ces polynômes, et n, #, les exposants de la même lettre 

dans les deux derniers termes ; démontrer que le produit des deux po- 

lynômes a au plus M—n+m/—1y + | termes. 

& — Mettre en évidence les facteurs communs aux termes de cha- 

cun des polynômes suivants : 

4a%b?c — Gatb%c + 2abhe, 

12a4rt — 18aÿr + AQatri — 3607 + 48a, 
QaAc? — abc +. Gas btc. 

5 — Effectuer les produits suivants : 

(2a + 3b) (Ra — 3b), 
(tac + 5ab?c) (Tale — 5ab*ci), 

(a+b+c)(a+b—c){(a+c—b)(b+c—a), 

& — Vérifier l'égalité 

(GA DA 0) (a DA 07) — (aa + cc (al — ba 
+ (ac'— ca'} 

+ (bc'— cu P. 
% — Multüplier 

(5b + 6c) a + 4bc—d 

par 
(5b — 6c) a + 4bc + d3. 

8° — Faire le carré de ax +b. 

J+ — Décomposer (b +c) — a? en un produit de deux facteurs. 

19 — Décomposer at —{b — cj* en un produit de deux facteurs.
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ProGRAnMe. — Division des monômes. — Exposant zéro. — Division des polynômes. 

TI — Définitions. 

Diviser une quantité par une autre, c’est en chercher une 

troisième nommée quotient, telle qu'en la multipliant par la 

seconde, appelée diviseur, on reproduise la première appelée 

dividende. 

On indique ordinairement la division de deux quantités 

quelconques, monômes ou polynômes, en écrivant le diviseur 

sous le dividende dont on le sépare par un trait horizontal. 

La division algébrique de deux quantités entières a pour but 

de trouver une quantité entière appelée quotient, qui, mulli- 

pliée par la quantité prise pour diviseur, reproduise la quan 

tité prise pour dividende, quelles que soient les valeurs atiri- 

buées aux leitres. 
La division est impossible s’il n’y a pas de quantité entière 

qui, multipliée par le diviseur, reproduise le dividende. Dans 

ce cas on sera obligé de représenter le quotient par une frac- 

tion ayant pour numérateur le dividende, et pour dénomina- 

teur le diviseur. Cette fraction pourra quelquefoisêtre simplifiée, 

ou remplacée par une formule entière accompagnée d’une frac- 

tion plus simple. 

IL — Division de deux puissances de la mêmequantité- 

— Exposant zéro. 

Soit à diviser af par a. D'après ce que nous avons vu (3. 11) 

sur la multiplication des puissances, la quantité qui multipliée 

par «° donne a, ou le quotient cherché, est une puissance 

de 4 dont l'exposant ajouté à 5 donne 8, cet exposant se lrou- 
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vera donc en retranchant 5 de 8, c'est 8— 5 ou 3, le quotient 

st ai. 

Rècue. — Le quotient de la division de deux puissances 

l'une méme quantité est une puissance de celte quantité, dont 

le degré est égal à l'excès du degré du dividende sur celui du 

diviseur. 

RemarouE. — Le théorème précédent est exprimé par l'é- 

galité 

dans laquelle m et p sont entiers. 

Pour que la division soit possible, il faut que l'on aitm>p, 

le degré du dividende doit surpasser le degré du diviseur. 

Si nous supposons m —p, le dividende devient égal au di- 

viseur, et leur quotient, qui n'est autre que l'unité, se présente 

sous la forme a°, notation insignifiante, qui représente l'unité, 

et garde dans les calculs la trace de la lettre a. 

Si nous supposons m < p, la division est impossible. La 
° 5 

règle appliquée à la division _ donnerait a5-® ou a-%, no- 

” tation qui ne signifie rien par elle-même ; mais en divisant les 

: . 1 1 
deux termes de la fraction par a elle devient ET = à 

ou pourrait donc regarder la notation a- comme équivalente 

1 
à &: 

XXE. — Division de deux monômes entlers, 

Soit à diviser + abc de par 2a“b3. Le quotient en- 

tier, s'il gxiste, est un monôme, car il n'y a qu'un monôme qui 

multiplié par le monôme diviseur puisse reproduire le monôme 

dividende. Or d'après la règle de la multiplication des mo- 

nômes (3, III) le coefficient du quotient, multiplié ,par celui 

du diviseur, doit reproduire celui du dividende, il est donc 

égal au quotient de la division du coefficient du dividende par 

celui du diviseur: l’exposant de la lettre a au quotient, ajouté 

à l'exposant 5 du diviseur, doit reproduire l'exposant 8 du di-
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vidénde, il est donc égal à l'excès 8— 5 ou 3 de l’exposant de 
la leitre & au dividende sur celui de la même lettre au divi- 
seur, il en serait de même pour toutes les lettres qui entrent à 
la fois dans les deux termes; enfin la lettre dÿ, qui entre au 
dividende seulement, doit entrer au quotient avec le même 
€xposant. Le quotient cherché est donc : 

à be où ad 
8 8 

RÈGLE. — Pour obtenir le quotient de la division de deux 
monômes, on divise le coefficient du dividende par celui du 
diviseur, à la suite de ce quotient on écrit les lettres com- 
mures avec un exposant égal à l'excès de l'exposant du divi- 
dende sur celui du diviseur, puis les lettres qui n'entrent 
qu'au dividende ; les lettres qui ont le même exposant dans 
les deux termes disparaissent, ou prennent l’etposant zéro. 
REMARQUE. — Pour que la division de deux monômes en- 

tiers soit possible, il faut que les lettres communes aient un 
exposant plus fort au dividende qu’au diviseur, et que le divi-. 
seur ne contienne pas de lettre étrangère au dividende, car le 
produit du diviseur par un monôme quelconque contiendrait 
cette lettre, et ne pourrait être égal au dividende qui ne la con-. 
tient pas. 

Ainsi 15afb$c? n’est pas divisible par 5a%b%d?; mais leur 
15a$bte? 

otient fractionnaire 7: a ab peut se simplifier en divisant 

5ç2 

Bu 
COROLLAIRE. — Le degré du quotient de deux monômes 

entiers est égal à l’excès du degré du dividende sur celui du 
diviseur. 

  

les deux termes par 5a%bf, on trouve ainsi 

IV. — Division d’un polynôme entier par'un 
monôme entier. 

Soit à diviser le polynôme 12abc%d2— 18a4L3ct -L 30a%b2c%48 
par le monôme 6a%bc?, on peut écrire le quotient sous la 
forme : 

abc? — 18a48c4 L 30a?c2dt 

Gañbe? 
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S'il existe une formule entière qui, multipliéo par le divi- 

seur, reproduise le dividende, ce sera un polynôme, car le pro- 

duit d'un monôme par un monôme donnerait un monôme, qui 

ne saurait être égal au dividende quelles que soient les valeurs 

données aux lettres. Or nous avons vu (3, IV) que le produit 

d'un polynôme par un monôme est un polynôme, dont tous les 

termes sont les produits de ceux du polynôme multiplicande 

par le monôme multiplicateur, et ont le même signe que les 

termes du multiplicande. Pour trouver les lermes du quotient 

il faudra donc chercher les monômes qui, multipliés par le 

diviseur Gabc?, reproduisent les divers termes du dividende, ou 

diviser tous les termes du dividende par le diviseur, en donnant 

aux quotients partiels ainsi obtenus les signes des termes CO” 

respondants du dividende. L'opération est ainsi ramenée à des 

divisions de monûmes : 

12a5bc5d? 18atb5cs  30a%b?ctdi 

Be — Gaues M Cab ? 

ou 
Qatcd — Salt + 5bd#. 

Rèce. — Pour diviser un polynôme entier par un MO- 

nôme entier, on divise successivement tous les termes du di- 

vidende par le diviseur, el on donne aux quotients partiels 

ainsi obtenus les signes des termes correspondants du divi- 

dende. 

REMARQUE I. — Pour qu'un polynôme entier soit divisible 

par un monôme entier, il faut que tous les termes du dividende 

soient divisibles par le diviseur. 

Ainsi Sat —7a%b + 8ab3 n'est pas divisible par 3a*b3. 

REMARQUE II. — Il résulte de la définition de la division 

que le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient; 

dans l'exemple qui précède on a donc : 

{2a5bcd?—1 Batb°c1+-30a%b1c74d1—6
abc? (2a%cd—3ab?c+ 5bd!). 

Remplacer ainsi un polynôme par le produit de son diviseur 

par le quotient correspondant mis entre parenthèses, s'appelle 

mettre le diviseur en facteur commun. 

On trouvera le plus grand diviseur Commun à tous les Lermes 

d'un polynôme en prenant les lettres communes à tous les 

termes, chacune avec son plus faible exposant, en regardant
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&s lettres comme les facteurs premiers des termes, on multi- 

pliera le résultat par le plus grand commun diviseur des coeffi 

dients, s’ils sont entiers. 

VŸ.— Un monôme entier n’est pas divisible par un 

polynôme entier. 

En effet le produit d’un polynôme par une quantité quel- 

conque, monôme ou polynôme, à plus d’un terme (3, IV et V). 

Ainsi le monôme 6ab?c n’est pas divisible par le binôme 

2a? — 3b?. 

VI. — Division de deux polynômes entiers. 

TRÉORÈME I, — Deux polynômes entiers ne sont pas divi- 
sibles l'un par l'autre, lorsque le dividende ne renferme pas 

toutes les lettres du diviseur. 
Car si le dividende était divisible par le diviseur, il serait le 

produit du diviseur par un monôme ou un polynôme entier, et 

la lettre ordonnatrice du diviseur se trouverait au moins dans 

un terme du dividende, et, comme chaque lettre du diviseur 

peut être prise pour lettre ordonnatrice, toutes les lettres du 

diviseur se trouveraient dans le dividende, ce qui est contraire 

à l'hypothèse. 
Ainsi le polynôme a?<+ «bb? n’est pas divisible par a —c, 

parce que le dividende ne contient pas la lettre c, qui se trouve 

dans le diviseur. 

REMARQUE. — Lorsque deux polynômes sont divisibles , 
l’un par l'autre, ils ont au moins une lettre commune, que 

l'on prendra pour lettre ordonnatrice. 

Soient les deux polynômes entiers 

G6añb8 — 13a5b5 + 28a1b5 — 23ab6 + 20a*b7, 
3a4b — 2a5b? + Sabÿ, 

dont on suppose le premier divisible par le second ; pour déter- 

miner le polynôme entier qui est le quotient de leur division, 
on remarque que, le dividende étant par hypothèse le pro- 
duit du diviseur par le quotient cherché, si l'on ordonne ces 
trois polynômes par rapport à l’une de leurs lettres communes, 

a par exemple, le premier terme 6a%b5 du dividende est le pro- 
duit du premier terme du quotient par le premier terme 3a1b 
du diviseur (3, V, 2); on a donc le premier terme du quotient 
en divisant Gatbè var 3a*b. Ce terme est égal à 2a*l? : auant à  
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son signe, il doit être le même que celui du diviseur 3a1b 

puisque le produit 6afb5 de ces deux monômes a le signe + 

(3, V). 
Maintenant que l’on connaît la valeur et le signe du premier 

terme du quotient, on multiplie le diviseur 3ab — 2asb? + 

5a?b% par ce terme 2a%?, et on retranche du dividende 

Gañbs — 13a5b5 + 280405 — 23ab5 + 20a2b? 

leur produit 64503 — 4a5bt + 10atb5. S'il ne restait rien le quo- 

tient serait un monôme. Le reste, qui égale 

—Jasbt + 18a4b5 — 23a%0$ + 2007, 

est le produit du diviseur par le polynôme composé de tous les 

termes inconnus du quotient. Par conséquent, si on l'ordonne 

par rapport à la même lettre que le diviseur, on aura le second 

terme du quotient en divisant le premier terme — Jalt du 

reste par le premier terme 3a*b du diviseur ; On le trouve égal 

à 3atf, et on lui donne le signe —, c'est-à-dire un signe dif- 

férent de celui du diviseur 3atb, parce que le produit —Jarbt 

de ces deux monômes a le signe — (3, V). 

On multiplie ensuite le diviseur 3atb— 2a%b?+5ab8 par le 

second terme — 3ab° du quotient, et on soustrait leur produit 

— Jasbi + Gaëbs — 15a%b* du reste précédent. Le nouveau reste 

12a%b5 — 8a%bt LH 20ab7 

étant le produit du diviseur par le polynôme formé des termes 

inconnus du quotient, on calculera le troisième terme du quo- 

tient, en divisant le premier terme 12atb° de ce reste par le 

premier terme 3atb du diviseur, et on donnera le signe + à 

ce terme qui égale 4b4, puisque son produit 12atb5 par le mo- 

nôme 3atb affecté du signe + a lui-même le signe + (3, V). 

En multipliant le diviseur 3atb — 2a%b? + Sa’l5 par + 4h, et 

retranchant le produit 12atb5 — 8a%l* + 20a*7 du second 

reste, on trouve zéro pour troisième reste ; donc le dividende 

Gasb? -— 13a504 -E 28a4b5 — 23a3b + 200707 

est le produit exact du diviseur 3atb— 2a%? + 5a%5 par le po- 

lynôme entier 2a%b?— 3ab3 + 4lA; ce polynôme est donc le 

quotient de la division proposée. 

Ou donne à chacun des restes 

— Jasbt FRA — 934306 + 20ab? 
12Q 4 — Ba + ab
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le nom de dividende partiel, de sorte qu’on obtient la valeur 

de chaque terme du quotient, en divisant le premier terme de 

chaque dividende partiel de même rang par le premier terme 

du diviseur. Quant au signe de ce terme, il est le même que 

celui du diviseur, ou bien il est différent, selon que le terme 

du dividende qui est leur produit a le signe H- ou le signe —. 

Quand on ordonne le diviseur, il peut arriver que le pre- 

mier terme, celui qui contient le plus fort exposant de la lettre 
ordonnatrice, soit affecté du signe —. Dans la pratique on se 
sert souvent, comme dans la multiplication, des énoncés vi- 

cieux : 
+ divisé par + donne + 

“+ divisé par — donne — 

— divisé par + donne — 

— divisé par — donne + 

En rapprochant le {°° cas du 4° et le % du 3 ,on en conclut la 

règle des signes. Le quotient a le signe - ou le signe —, selon 

que le dividende et Le diviseur ont le même signe ou des signes 

différents. 

RÈGLE. — Pour diviser deux polynômes entiers l'un par 

l'autre, on ordonne les deux polynômes par rapport à une de 

leurs lettres communes, et on divise le premier terme du divi- 

dende par celui du diviseur. Le résultat de ceite opération esi 
le premier terme du quotient ; on lui donne le signe + ou le 

signe —, selon qu’il provient de deux termes précédés du même 

signe ou de signes différents. On soustrait ensuite du dividende 

‘ le produit du diviseur par le premier terme du quotient, el 

l'on divise le premier terme du reste ordonné de cette sousirac- 

tion par celui du diviseur. Le résuliat de cette division est le 

second terme du quotient, dont on détermine le signe comme 

précédemment. On soustrait du premier reste le produit du 

. diviseur par le second terme du quotient et ainsi de suite, jus- 

qu’à ce qu'on trouve un reste nul, ou dont le premier terme ne 
soit pas divisible par celui du diviseur. 

REMARQUE I. — Dans la division algébrique, comme dans 
ia division des nombres entiers, on place le diviseur à la droite 
du dividende; on les sépare par un trait vertical, et l’on écrit 

le quotient sous le diviseur. Voici le tableau de la division qui 

vient d'être expliquée,
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DIVIDENDE 

6a8b3—13a5bt+928atb5—23a%b6+20a?b1 
6atb5— Aaïb++10atbs 
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DIVISEUR 

3ab -2ab?+5a2b3 

2a%b?—3ab3 +4b5 

ae reste. — 9añbt+18atb5—23a3b6+20a?b7 
— QaSbi+ 6atb5—15ab6 

Qe reste, {2atb5— 8a%b6+20a2b1 
12a6b5— 8a8b6420a?b7 

Je reste. 0 

QUOTIENT 

On peut abréger cette opération comme la division des 

nombres entiers, en effectuant simultanément dans chaque 

division partielle la multiplication de chacun des termes du 

diviseur par le nouveau terme du quotient, et la soustraction 

du produit de cette multiplication 

DIVIDENDE DIVISEUR 

2at— Laits tas a+ ri 2a1—3ab4+Abt 
4e reste,  —10a%b+4-27atb? —38ab34+24 a sabLebs 

ge reste.  12a%b3—18ab8+24b4 83—5ab-6b 
3e reste, 0 QUOTIENT 

REMARQUE II. — Dans les exemples précédents, les coeffi- 

cients de la lettre ordonnatrice dans les premiers termes des 

dividendes partiels et du diviseur sont des monômes; mais il 

peut arriver que ces coefficients soient des polynômes; on fait 

encore l'opération d’après les règles précédentes, mais on est 

obligé d'effectuer à part la division du coefficient du premier 

terme de chaque dividende partiel par celui du premier terme 

du diviseur, puisque ces coefficients sont des polynômes. 

        

EXEMPLE. 

DIVIDENDE DIVISKUR 

at|zx*+o| r+at 
a |z%—2a%b | æ°+abt| rat +ab -b3| +a% 

D] +%!t +a°bs | —a5b +b? +atb 
205 | +abs +abs 

+b6 +b* 

{er resle. —0" æt-a5 |zx-a* a|r-at 

+ab +abt| —asb —b] +b! 

abs +atb3| +abs 
+b* —bs +b QUOTIENT 

2e resle 0 

ire Dirision partielle. £e Dirision partielle. 

a —bt | o*+ab+bt —av—0%0+ab4+bt | at+-0b+bt 

—atbab=b lab +atbt+tab+b lat
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VIE, — Divisibilitée 

4. — PROBLÈME. — Deuæ polynômes entiers étant donnés, 
reconnaître si l'un est divisible par l'autre. 

Le quotient de la division des deux polynômes donnés n l'est 
pas entier : 1° lorsque lé dividende ne contient pas toutes les 
lettres du diviseur ; 2° lorsque, les polynômes étant ordonnés 
par rapport aux puissances d'une même lettre, chacun des 

termes extrêmes du dividende n’est pas divisible par le terme 
de même rang dans le diviseur. 

Dans tout autre cas, on ne peut reconnaître à priori si les 
polynômes sont divisibies l’un par l’autre ; il faut, en général, 

les ordonner et faire la division. Si le premier terme de l'un 
des dividendes partiels n’est pas divisible par le premier terme 
du diviseur, la division est impossible. Lorsque le contraire à 

lieu, on finit par trouver un reste nul, ou d'un degré moindre 

que celui du diviseur, puisque les degrés des restes successifs 
vont en diminuant. Dans le premier cas, le dividende est un 
multiple entier du diviseur; dans le second, les deux poly- 

nômes ne sont pas divisibles l'un par l’autre, 

EXEMPLE. 

DIVIDENDE. DIVISEUR. 
Di —3a$ + 5x Lx 922 

4er reste — mari Or EE 
2e reste +223 

3e reste 72327? QUOTIENT. 
Le reste +122 — 7x 

Le premier terme +124? du 4° reste contenant la lettre 
principale æ avec un exposant moindre que celui de celte 

lettre dans le premier terme a du diviseur, la division de 
+ 19%? par a$ est impossible, par conséquent le polynôme 

a6 — 3a$ + Sat + 2a$ n'est pas divisible par le polynôme 
a — 2 + x. 

REMARQUE I. — Il n'est pas toujours nécessaire de conti- 
nuer la division jusqu’à ce qu'on trouve un reste de degré 
moindre que celui du diviseur. On peut affirmer que le que- 

tient n’est pas entier lorsque le terme de ce polynôme, qui a 

pour degré la différence des degrés des derniers termes du divi- 
dende et du diviseur, donne un reste autre que séro : car, si 

la division était possible, le terme de ce degré serait le dernier



DIVISION. | 45 

terme du quotient, et par conséquent le reste suivant serait 

nul. 

Ainsi, dans la division précédente, on reconnaît l’impossibi- 

lité de l'opération à la fin de la seconde division partielle, dont 

le reste devrait être nul, d’après la remarque précédente, si le 

quotient était entier. 

REMARQUE II. — Lorsque deux polynômes P et P’, entiers 

par rapport à une méme lettre æ, et ordonnés suivant les puis- 

sances décroissantes de cette lettre, ne sont pas divisibles l'un 

par l'autre, le quotient de leur division 5 est égal à la somme 

d'un polynôme entier en æ, et d'une fraction qui a pour dëno- 

minateur le diviseur P! et pour numérateur un polynôme 

entier en x, d'un degré moindre que celui du dénominateur. 

En effet, on divise P par P’, et on continue l'opération jus- 

qu'à ce que l'on trouve un reste R dont le degré soit moindre 

que celui du diviseur P’; en désignant par Q la somme des 

termes entiers du quotient, obtenus avant le reste R,et re- 

marquant que ce reste est l'excès du dividende P sur le pro- 

duit du quotient Q par le diviseur P’, on a l'égalité 

P=QxXP'+R. 

On divise ses deux membres par le même polynôme P’, et l'on 

obtient la nouvelle égalité 

P R 
pet: 

qui exprime le théorème précédemment énoncé, puisque Q est 

un polynôme entier, et que le degré du numérateur R de la 

fraction est moindre que celui de son dénominaleur P’. 

Ainsi, le quotient de la division du polynôme 

a — 35 + 5x! + 22 

par le polynôme a — 2x? + x égale (page 44) 

= 197? — 7x 
OH +T+ SE TLr 

2. — Tuéorëme II. — Le reste de la division d'un poly- 

néme entier en x, et ordonné par rapport à x,par le binvme 

x — a, est la valeur que prend ce polyndme quand on y rem-
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place x par a; et le quotient de la division est un polynôme : 
ordonné par rapport à x, dont le degré est inférieur d'une unité 
à celui du dividende, ayant Pour premier coefficient le pre- | 
Mier du dividende, pour 2e coefficient le premier multiplié par 
a plus ou moins le %e du dividende, selon son signe, pour 3e co 
efficient le ® multiplié par a plus ou moins le 3° du dividende, ‘| 
el ainsi de suite, | à 

Soit à diviser br + cat + da? L eœ + f par æ& — a; faisons .; 
la division. 

bat cn + de Lex +f Eee         

    

  

  

  

bat + baxÿ bas + bala? + ba? j 1er reste” + balaÿ + da? Lex + f + cc) ca oi à 
+ 4 . + di +] 
— "a + batig? LE 
€ +ca | 

2e reste + ba? a + ex + t 

+ cœ 
+ d 

— bal? + baÿlz 
— £a | + ca? 
— d| +da Ce EC 

3e reste + baë,æ + Î 
+ ca? 
+ da 
+ e 

— baÿlx + baï 
— Ca] + ca 
— da] + Ga? 
— €l +ea 

jV'este de la division — bai 
+ caÿ 
+ da 
+ ea 

+ / 

Cette opération démontre complétement le théorème énoncé, 
on voit comment le 3° coefficient du quotient multiplié par 
— à reprend par soustraction son signe, et donne un terme 
semblable au 4 terme du dividende, dont le coefficient s'ajoute 
au produit précédent ou s’en retranche selon son signe, pour 
former le 4° coefficient du quotient. S'il manque au dividende 
uu ferme contenant une puissance de la lettre ordonuatrice, on
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le regardera comme ayant pour cocflicient zéro. La composi- 
tion du reste est évidente, c’est le dividende dans lequel æ est 

rempläcé par a; mais, dans la pratique, on l'obtiendra plus 
vite, en multipliant le dernier terme du quotient par @, et 

ajoutant au résultat le dernier terme du dividende. 

On peut maintenant écrire, sans faire l'opération, le quotient 

et le reste de la division d'un polynôme par æ — a, surtout 
quand a — 1. 
Sat — 3x3 + Ga? + 7 divisé par & — { donnera pour quotient 
ST L 9x? + 6x + 8, et pour reste 15. 
Sat — 3x8 LE 6x? + 7 divisé par æ — 2 donne pour quotient 
5x3 + 7x +90x +40; le reste s'obtient en remplaçant æ par 2 
dans le dividende, ou plus rapidement en multipliant le der- 
nier terme du quotient par ?, et ajoutant au produit le dernier 
du dividende ce qui donne 87. 

CoRoOLLAIRE I. — Si un polynôme entier en æ& devient nul 
lorsqu'on y remplace æ par 4, il est divisible par æ — a, et 
réciproquement. En effet nous venons de voir qu'en rempla- 

cant æ par a dans un polynôme on obtient le reste de la divi- 

sion de ce polynôme par æ — a; si le résultat de la substitu- 

tion est nul, le reste est nul et La division est possible ; si au 

contraire la division est possible, le reste doit être nul, et par 
suite le résultat de la substitution sera nul. 

CoRoOLLAIRE II. — La différonce des puissances de même 
degré de deux quantités est divisible par la différence de ces 

quantités. En effet soit 2” — a” la différence des puissances 
m de deux quantités, remplaçons dans ce polynôme æ par a, 
nous trouvons a” — a” ou 0, qui est le reste de la division, 
donc la division est possible, et le quotient s'écrit, sans divi- 
sion par le théorème que nous venons de démontrer : 
z" _ a” 

T — 4 | 

nous connaissions déjà un cas particulier où ce corollaire 

s'applique : 

2" ""+ar" "par" ne ta" tartare", 

a — a? 

Œ —& 

  

=x+a,
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EXERCICES,. 

Diviser 

1° 15a$b#c?d par 5ah?es, 
2 4a2b—19a%b2+90atp par 4a*b, : 
3° Ta 0—25a8b2 48 ab 030 8p6 54298 par 7ai—4a Us 
4 4aë 9%? 6ab3 ps par 2a?—3abtp?, 
5° 16a8—8148 par 24237? | Go (D) + (20 ab?) 05 002, î 

par (a—b)x + —ab+b, 
7 (a+bPrst3 (a+ —at2— 522 + 3(a8— babe 

+a$—3a?b+3ab?—b3 par (a+b} 2242 (a2—5t}eta— 
2ab+i, 

| 

  

J 
: 

8 — Par quel nombre faut-il remplacer le coefficient k du poly» nôme at + ka%b? + br, pour que ce polynôme soit divisible par 
a? — ab + b229 (Rép. k — 1). 

% — Démontrer que si deux polynômes entiers P, P', sont or- donnés par rapport aux puissances décroissantes d’une lettre qui leur est commune, et que m, m, soient les exposants de cette lettre dans 
les premiers termes de ces polynômes, et n, n/, les exposants dans 
les derniers termes, le quotient de Ia division de P par P/ a au plus M — NM — (n— n/) + 1 termes. 

Reconnaître, d'après ce théorème, l'impossibilité de la division de 
deux polynômes entiers. 

109 — Si un polynôme, entier en æ, est divisible par chacun des 
binômes æ — a, & — b, il est divisible par le produit de ces binômes, 

r , rs OT 119 — Mettre T en facteur commun dans l'expression 5 9" ? 
rh ; . rR'h Mettre 3 en facteur commun dans l’expression 3 

, + zErh rr2h 
  

3 3 ‘ 
Mettre à en facteur commun dans l'expression a + a V2. 
Mettre v en facteur Commun dans l'expression v + vkt. 
Mettre s en facteur commun dans l'expression sg — 5. 12° — Diviser axt{ basent de par x-H, et déduire de cette division le Caractère de divisibilité par 11, en Supposant + — 10, | 

13 — Diviser 2° — q" par 4 — QP ; 
dans quel cas la division est-elle possible ? 

14° — Quelles valeurs faut-il donner aux coefficients b et c pour que Dir +-bx—c soit divisible par 4—3x+7? (Rép. b—10, c—=7.)
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IL — Calcul des fractlons algébriques. 

t. — On appelle fraction algébrique ou rapport le quotient 
de la division de deux quantités quelconques. Les fractions 
algébriques diffèrent essentiellement des fractions arithmé- 
liques, dont les termes ne sont que des nombres entiers ; mais 

les règles de calcul sont les mêmes pour ces deux genres de 

fractions. 

TRÉORÈME I. — On ne change pas la valeur d'une fraction 

+ en multipliant ou divisant ses deux termes par la même 

quantité m. 
c 
d 

son numérateur c par son dénominateur d, il en résulte que 

c= dg, 

si on multiplie par la même quantité m les deux membres 
de cette égalité, les produits sont égaux, et on a la nouvelle 
égalité 

En effet, la fraction étant le quotient g de la division de 

cm = dm. 

On divise ensuite chacun de ses membres par le produit dm, 

et on trouve que 
CR ou € 
am 19 q' 

ce qui démontre le théorème énoncé, car : 1° on déduit la frac- 

mn 
dm 

. .…. € . 
celle-ci par m ; 2° la fraction 4 résulle inversement de la frac- 

tion de la fraction = , en multipliant les deux termes de
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RL Le . 
tion in? lorsqu'on divise les deux termes de celle-ci par m. 

CorozLaire I. — On réduit une fraction à sa plus simple 
expression en divisant ses deux termes par tous leurs facteurs 
communs, numériques et algébriques. 

. A . . 12a5b5 — 48a8b1 
Soit proposé de réduire la fraction Ga = a 

plus simple expression. 

On commence par mettre en évidence les facteurs communs 

à tous les termes du numérateur et ceux qui sont communs 

à tous les termes du dénominateur ; la fraction prend la 

12a5b (a? — àb?) 

16a%65 (a — 2b) 
termes par le produit 4aÿb5 de tous leurs facteurs monôûmes 

communs. Pour simplifier ensuite la fraction résuliante 

3(a? — 4b?) 
&a(a — 2b) ? 
grand commun diviseur, or l'algèbre élémentaire ne com- 

prend pas la recherche du plus grand diviseur commun à deux 

forme suivante : . On divise alors ses deux 

il faudrait diviser ses deux termes par leur plus 

polynômes; mais dans l'exemple proposé, on voit facilement ; 

que le binône a? — 4b° est la différence de deux carrés, et 

qu'il égale le produit (a +2b) (&— 2b); par conséquent les 

deux termes de la fraction sont divisibles par a — 2b, et la 

valeur de cette fraction réduite à sa plus simple expression 

3(a + 2b) 
4a 

CoROLLAIRE II. — Pour réduire plusieurs fractions au 

méme dénominateur, on peut multiplier les deux termes de 

chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les” 

autres. 

Lorsqu'on pourra former le plus petit commun multiple des 

dénominateurs de toutes les fractions, d’après la règle donnée 

en arithmétique, on devra le prendre de préférence pour dé- 

nominateur commun. 

EXEMPLE : Soit à réduire au même dénominateur les frac- 

tions | 

a a—b a+b a+ 

AU  S{a+b) * 2e —6)"  6G(a— 0) ° 
  

C
E
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Comme le binôme a — b? est égal au produit de a +bpar 

a—b, le plus petit commun multiple de tous les dénomina- 

teurs est 128%(a? — B?) Pour réduire les fractions à ce dénomi- 

nateur, on divise 120? (a? —b?) successivement par le dénomi- 

nateur de chaque fraction, et on multiplie ses deux termes par 

le quotient de cette division. On trouve ainsi les fractions : 

3e (a? 0) A(a—b}? 6b(a+bt  A'(a +b) 

126? (a2—b?) ? 19b2ça?— 44) * 120? (a? —b*) » {902 (a? — b?) 

qui sont équivalentes aux fractions proposées et ont le même 

dénominateur. 

  

2. — Addition. 

Rècue. — On effectue l'addition de plusieurs fractions en 

les réduisant au méme dénominateur, et divisant ensuite la 

somme de leurs numérateurs par le dénom inateur commun. 

Soit proposé d'additionner, par exemple, les fractions de 

même dénominateur 

a b c 

on a, d’après la règle de la division d'un polynôme par un 

monôme (page 39), 

a 4 +2 -s2tbre. 

mimim. m 

8. — Soustraction. 

RÈGLE, — Pour soustraire une fraction d'une aulre frac- 

tion, on les réduit d'abord au méme dénominateur, puis on 

divise la différence de leurs numérateurs par le dénominateur 

commun. 

Soit à soustraire, par exemple, la fraction _—. de la fraction 

4 En   
b . 
nm qui a le même dénominateur ; le reste est 

effet, d’après la règle de la division des polynômes (page 39), 

on a 
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4, — Multiplication 

RèGLe. — On multiplie deux fractions l'une par l'autre, 
en divisant le produit de leurs numérateurs par celui de leurs 
dénominateurs. 

Soit à multiplier la fraction “. par la fraction — ; appe- 

lons q et g! les valeurs de ces deux fractions, nous aurons 

! a = bg, 
| | c— dg!. 

Eo multipliant membre à membre, nous trouvons 

ac = bdgg", 

et par suite Y 
) a © _ ac 

gg où TG ba ? 

ce qui démontre la règle énoncée. 

Te 5. — Division. 

RÈGLE, — Pour diviser deux fractions l’une par l'auire, on 
multiplie la fraction dividende par la fraction diviseur ren- 
versée. 

a 
8 

par la fraction = , le quotient 

sera x ou <e . En effet si on multiplie la quantité 

Soit à'diviser la fraction 

ad c . ade 
——————…… 1 Ï — ——— 1 Bo Par le diviseur à , On trouve pour produit bd ? ou le 

dividende _ . 

‘IL -Propriétésdesfractionségalesourapportségaux:. 

THÉORÈME II. — Quand deux fractions sont égales, le pro- 

duit du numérateur de la première par le dénominateur de 
la seconde est égal au produit du numérateur de la seconde 
par le dénominateur de la première et réciproquement. 

On dit souvent que les produits en croix des quatre termes 
sont égaux.
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Soit 
c 
FR 

Réduisons les deux fractions au même dénominateur, nous 

aurons 

= 2 
b 

ad _ cb 

bd ” db’ 

les dénominateurs étant égaux, les numérateurs doivent l'être, 

donc 
ad = cb. 

RÉGIPROQUE. — Si nous supposons ad= cb, les fractions 

_ et + seront égales. Car, en divisant les deux membres 

par bd, nous avons 

ad _ 00 
bd db”? 

et en simplifiant 
œ __ CG 
bd” 

TaéonÈèME III. — Si deux fractions sont égales, le rapport 

de leurs numérateurs est égal au rapport de leurs dénomina- 

teurs. 

Soit 
a __ CG 

D d° 
On a (Th. Il) 

ad = cb, 

d'où (Th. II, Réc.) 
& b 
T -d>* 

puisque les produits en croix des quatre fermes, ad et cb, sont 
égaux. 

THÉORÈME IV. — Si deux fractions sont égales, en ajoutant 
ou en retranchant à chaque numérateur le produit par m du 

dénominateur correspondant, on a des fractions égales. 

Soit
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On aura 
C 

Em=—tm. gim=T Em 

\ Réduisons l’entier m au dénominateur b, pour l'ajouter à 
chaque fraction, il vient 

atbm __cEdm 

D à 
THÉORÈME V. — Si deux fractions sont égales, en ajoulan 

ou retranchant à chaque dénominateur le produit par m dv 

numérateur correspondant, on a des fractions égales. 
Soit 

c 
à , = d'où  ad=bc. 

b 

a c 
b+am et da + cm 

il suffit de prouver l'égalité des produits en croix des quatre 

termes. | ‘ 

Ces produits sont ad + acm et bc HE acm, or ad = bc par 

hypothèse, on voit donc que ces produits sont égaux, et par 

suite les fractions sont égales : 

Pour démontrer l'égalité des fractions 

a . c 
. bLEam — d+cm 

a a a’. 
TañorÈME VI. — Si les fractions TD sons 

. aa La7... . 
égales, le quotient ES ES représente leur valeur 

commune. 
Représentons par q la valeur de toutes ces fractions, nous 

aurons 
a a! a! 

qg—= D = D = D …. 

d'où nous tirons : 
& = bq ‘ 

a! = b'q 

a! — b"q 

En additionnant ces égalités membre à membre, on trouve 

a+a+a"..={b+b+0..)q



Hi 

CALCUL DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 55 

d'où 
ata ta. _ a a 
DEV ED TT pp" 

ConoLLaiRE. — Sim, m!,m/,...., représentent des quantités 
. a œ au . 

quelconques, et que les fractions PTT soient 

Sgales, on à aussi 

a _@ a  ___ am+am am... 

DD Em Em bn. | 
a! a! 

En effet, les fractions T- To" étant égales par 

am am am 

bm * dm” bn 

déduit en multipliant les deux termes de chacune d'elles par 

une même quantité, sont aussi égales, et le quotient” 

ain + an + am”. IT 

: bm + do + dm. PE 

représente leur commune valeur, qui est la même que celle 

. a a a es 
des fractions TT Ces théorèmes sont d’une 

hypothèse, les fractions qu'on en 

  

grande utilité dans la résolution des équations. 

EXERCICES. 

4e — Réduire les fractions 

24a$b3 — 24ab7 et ci — 13 

36a6b8 — 36akb° a5 — b3 — Qab{a — b) ? 

à leur plus simple expression. 

  

  

  

Q{a? + bp? 2 ? cp. PR 2 Er) 
90 — Faire la somme des fractions 

ab b—90 
a+o? ab &—b 

A2 — a \. | 
Rép. gp
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39 — Soustraire la fraction —- de la fraction Se à . ct 

la fraction = de la fraction 2 T b . 
. +b a —b 

ab 4ab | , . . 0 . 

Ro. PT pare ar 
4e — Simplifier l'expression 

A(a + b) (E< : =" 

c+5d 4 6 

(Rép. a+ D } 

5° — Simplifier l'expression 

  

ac(i — b) 
c + ab 

a! AU — bd) * 

+ CE ab 

(Rép. ab), — 

6° — Vérifier les égalités suivantes : | 

Ja + 53? — Ja — 18 _ Jat—a-—3 

+ a+ 30 _ a+5 ' 
(@+b+c) (a+ b—c) (a+ c—b) ) (bc) _ b+e 

Rob? + Pacte — gt — DE b+c—a 
1° — Reconnaître que l'équation 

: 1e œ — 6 + ab — 2h? br 
aba? + & > 

est satisfaite lorsqu'on y remplace æ par la fraction ab 
ac 

8 — Démontrer que, si l'on a 

2 — a+ d' 
= —— |" 

3a 
et 

2a? — b? + & =, 30 
1e quantités æ et y sont liées par la relation 

a b 

Db+y a+z 
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Théorèmes sur les puissances et les racines. — Calcul des radicaux. — Garré 

et racine carrée des monômes et des polynômes. 

E. — Théorèmes sur les puissances et les racines. 

Calcul des radicaux. 

Tous les théorèmes que nous allons démontrer sont des con- 

séquences_de la règle de multiplication des monômes. 

Téongme JL, — La puissance nm d'un produit de plu- 

sieurs facteurs est égale au produit des puissances ni de ces 

facteurs. : 

La puissance 4" du produit abc, indiquée par (abc)$ est 

égale au produit de quâtre facteurs égaux à abc. + 

(abe)i —'abc < abc X abc X< abc, 

simplifiant l'écriture par la règle de multiplication des mo- 

nômes, on &a -. 
ste 

"..  (abc)i — atbici, 

Généralement .. 
(abc)" — np”, 4 

TaéorëMe IL. — La racine nième d'un produit de plusieurs 

facteurs est égale au produit des racines n°" de ces facteurs. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du précédent. 

Nous avions 

(abe}" = a"d'c”. 

Le nombre abc, qui élevé à la puissance n reproduit 

a"ë"c", est par définition la racine nième de q"b"c" 

a = Vars. 
On voit que la racine n° du produit a'b'c" est égale au pro-
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duit des racines nl de ses trois facteurs, qui sont par défini. 
tion égales à a, betc. ‘ 

Le théorème n'est ainsi démontré que pour le cas où les fac- 
teurs. du produit dont on prend la racine n° sont des puis- 
sances n parfaites. 

Soit abc un produit de trois facteuré qui ne sont pas des 
puissances n parfaites, désignons par a’,b’,c' les racines ni" 
approchées des trois facteurs, nous aurons, par la démonstra- 

tion qui précède 

ave = ape", 
a’, b' et c’ ont pour limites Va, VB et Ve quand on pousse 
l’approximation de plus en plus loin, a”, bete” ont pour 
limites a, betc; l'égalité précédente étant vraie quelque près' 
que les deux membres soient de leurs limites, sera encore 
vraie quand on remplacera les deux membres par leurs limites, 
et l’on aura : 

Va Vo Ve — Va, 
ce qui démontre le théorème énoncé, et aussi sa réciproque. 

Le produit des racines nimes Ge plusieurs quantités est égal 
à la racine n°% Gu produit de ces quantités. 

REMARQUE. — Pour démontrer ce théorème, et prouver que 
l'on a 

Vabc = Va Vo Ve, 
on se borne souvent à prouver que les puissances n des deux 

membres sont égales, celle du premier membre est par défini- 
tion abc, celle du second membre est, par le théorème I, le 
produit des puissances des trois facteurs, c’est-à-dire, aussi abc. 
Mais alors il faudrait faire remarquer que le théorème I est 
vrai pour les puissances de nombres incomm ensurables, ce qui 
se démontre comme nous l'avons fait pour les racines, et aupa- 
ravant pour la réduction des termes semblables (page 16). On 
étendrait de même tous les théorèmes qui suivent au cas des 
quantités incommensurables. 

COROLLAIRE. — On peut faire sortir un facteur de des- 
sous un radical de degré n, en extrayant sa racine n°, et la 
plaçant comme facteur devant le radical ; réciproquement, 
On peut faire entrer sous un radical de degré n un facteur 
placé devant, en l'élevant à la puissance n. 

Î 
ë 
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En effet, on a d’après le théorème IT 

V de = ab Vc. 

V8a%b® — 2ab V?a. 

On substituera l'une de ces deux écritures à l'autre quand 

elle sera plus commode. 

Tuéorëme III. — La puissance n du quotient de deux 

quantités est égale au quotient des puissances n de ces quan- 

lilés, 

De même 

n 

- . D Je a . 
La puissance n du quotient + s'indique par (5): mais 

d’après la définition des puissances, c’est un produit de n fac- 

  

  

, , à 
teurs égaux à T° 

aŸ &. &@. & 
(5) = 5 X< Prat .. 

or d’après la règle de multiplication des fractions 

& à. @ AaXAG. _ 

pp bb  d" 
donc ‘ 

fa\ a 

(5) NE 
Tuéonène IV. — La racine n°" du quotient de deux , 

quantités est égale au quotient des racines nm de ces quan- 

lités. 

Ce théorème se déduit du précédent, comme le théorème IT 

du théorème J, ainsi tout théorème sur les puissances donne 

un théorème corrélatif sur les racines. Nous avions en effet 

Li n 

a\ 4 
G) = 

donc par définition 
L 

0 ni 4 a". 
| b p" | 

. . . a 
On voit que la racine n°*° du quotient F est égale au quo- 

  

  

n
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tient des nombres & et b qui sont les racines n'es de q" et 
de b". 

Ce théorème démontré quand les deux termes de la fraction 
sont des puissances n parfaites, s'étend comme précédemment 
au cas où leurs racines ns sont incommensurables ; on à 
donc en général 

V/ a _ Va. 

L DO 
COROLLAIRE. — Quand on a à extraire la racine n° d'une. 

fraction, on peut faire sortir de dessous le radical un facteur 
du numérateur ow du dénominateur, en plaçant en dehors sa 
racine n°" qu numérateur ou au dénominateur. 

En effet d'après les théorèmes I et III on a 

p/ ar or 0 "D 
Cd Véy cÿa © da n 

C 

Lie 
8 2 ER 

TRéORÈME V. — La puissance p de la puissante n d'une 
quantilé est une puissance nouvelle de cette quantité, dont 
l'exposant est égal au produit np des deux exposants. 

Soit a” à élever à la puissance p, ce qui s’indique par (a"}- 
Par définition la puissance p de a” est égale au produit de p 
facteurs égaux à a”, lequel s'obtient (3, Il) en donnant à a un 
exposant égal à somme des p exposants égaux à n ou np, 

  

    

  

  

  

    

De même 

(a)? — aa"a"… — at + — ar, 

ainsi 

(a) = a”. 
THÉORÈME VI. — La racine p'vede la puissance n d'une 

juantilé est une puissance nouvelle de cette quantité, dont l'ex- 
20sant est égal au quotient de la division de l'exposant n donné 
par l'indice p de la racine. | 
Ce théorème résulte immédiatement du précédent, 

(a) — ar,  
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Le nombre a” qui, élevé à la puissance p, reproduit le se- 

cond membre a" est par définition la racine p°"* de a”, 
| a” — Ÿ a? . 

On voit que la racine pl? de la puissance np d'un nombre a 
est une puissance de a, dont l'exposant n est le quotient de la 

division de l’exposant np par l'indice p de la racine. 
En simplifiant l'écriture, l'énoncé du théorème s'écrit 

Ù : , 
Va” =. 
  

Dans cette formule n doit être divisible par p. Si l'exposant n 
n'est pas divisible par p, on est conduit en appliquant cette 

formule à un exposant fractionnaire, on pourrait adopter cette 
notation, en admettant qu'une fraction mise en exposant in- 
dique la’ racine, ayant pour indice le dénominateur, de la puis- 
sance qui a pour exposant le numérateur, il n’y aurait plus de 

radicaux : 
L] 

Va = a", 
4 

Va =, 

On démontrerait aisément que tous les théorèmes établis 

pour des exposants entiers s'appliquent aux exposants frac- 

tionnaires. 

COROLLAIRE I. — Quand on a à extraire une racine d'une 

puissance, on peut, sans changer le résullat, multiplier ou di- 

viser l'exposant et l'indice par un méme nombre. 

"En effet, d'après le théorème, on a 

TE LP ge 
4 =G —=4G —= Va . 

CoroLLairE IL. — On réduit plusieurs radicaux au même 

indice, en multipliant l'indice de chacun d'eux et l'erposant 
de la puissance placée dessous par le produit de tous les autres ” 
indices. 

Soient les radicaux 

Var, VE, Va,
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ils sont équivalents, d’après le corollaire I, à 
pq pq png ! Eng np | np 

V a , V b ; V c , 

radicaux qui ont le même indice. 
Les radicaux auraient pu s’écrire 

Z 8 7 
a", b, cf 

et le problème eût été ramené à la réduction de plusieurs frac- 
tions au même dénominateur. On aurait donc pu prendre pour 
dénominateur commun, ou pour indice commun le plus petit 
multiple commun des dénominateurs ou des indices. 
THÉORÈME VII. — La racine nine de la racine pre d'un 

nombre est une racine nouvelle de ce nombre dont l'indice est 
égal au produit np des deux indices. 

Ge théorème se déduit encore du précédent, comme celui-d 
du théorème III ; nous en avions tiré 

a" = arr, 

donc 

  

  

on 

P a= VV, 
mais on a par définition 

"p 
a — Ÿ ar, 

donc les deux seconds membres égaux à @ sont égaux entre eux 
n np —= 

PL Rp — np 
Vyar=Va", 

ou en simplifiant la notation 

RD  m— 
Vy/a= "V3. 

Cette démonstration suppose que toutes les racines s'extraient 
exactement ; on l'étendrait, comme nous l'avons dit, au cas des 
racines incommensurables, On l'étendrait aussi sans peine au 
cas d’un nombre quelconque de racines successives. 

COROLLAIRE. — Dans une série d’extractions de racines, ON 
peut intervertir l'ordre des racines sans changer le résultat 

VVe=V Va" 

  

  

  

Î 

4 ñ 

| 
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Taéorème VIII. — La puissance n de la racine p'** d’un 

nombre est égale à la racine pl" de la puissance n de ce 

nombre. 

En effet l'on a par définition ! 

(Ya) =VaxVax Va, 
or (Th. Ii) 

YaxVaxUVa….=Vaxexar=\e", 

(fa) = a". 

REMARQUE. — Les théorèmes que nous venons de démon- 

trer donnent les règles à suivre pour multiplier ou diviser des 

radicaux réduits préalablement au même indice, et pour élever 

un radical à une puissance ou en extraire une racine nouvelle; 

ce sont ces transformations de formules, souvent ‘utiles en 

algèbre, qui constituent le calcul des radicaux, en se bornant 

à leurs valeurs arithmétiques. 

donc 

IX. — Évanouissement des radicaux au dénominateur 

des fractions. 

Lorsqu'une fraction contient des radicaux au dénominateur, 

le calcul de sa valeur numérique et celui de l’approximation du 

résultat présentent plus de difficulté; nous allons indiquer 

comment on peut remplacer ces fractions par d'autres, n'ayant 

plus de radicaux au dénominateur. 
a 

bVe 

en multipliant les deux termes de cette fraction par Vc, elle 

avc 

  

4. — Le dénominateur est mouûme. — Soit 

    

devient —%V© ; or par définitior Ve XVe, ou le carré 
bVe ve 

de Ve , est c, on a donc à 
É- 

a _ ave 

bye be 
De même 

a Ve Ve 
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or le produit de 3 facteurs égaux à Ve, ou le cube de Ve, est par définition c, donc 

a ave VC ave S=—=———-— ou bVc bc bc 
&. — Le dénominateur est binôme. — Soit la frac 

    

(42 
. 

LC A tion , ——; dont le dénominateur est un binôme. b+Ve 
Multiplions les deux termes par b — Ÿ e , cette fraction de- 

vient ? Cut Ve) ——, Mais le dénominateur, étant le G+VE) Ge) n produit de la somme de deux nombres par leur différence, est égal à la différence de leurs carrés, donc 

ci a ____a(o—Ve) 4 
bHVe be 

Il ny aurait ni plus ni moins de difficulté à faire dispa- 
raître les radicaux, si le dénominateur était Vo + Vc,ou s'il était une différence au lieu d'une somme, on multiplierait, dans ce cas, les deux termes de la fraction par la somme des 
deux quantités placées au dénominateur, 

  

Vo+vo+vd 
Multiplionsles deuxtermesde la fraction par Vo + Ve — vd, 

elle devient _e., une . 

  8. — Dénominateur trinôme.— Soit 

a(Vr +Vs- ya) _4{(Vr+vVe- va) 
(VB +vVc) — a b+c-d+2Ve 

En regardant b + c — 4 comme une seule quantité, le dé- nominateur ne contient plus qu’une partie rationnelle et une irrationnelle, on est donc ramené au Cas précédent. 
4. — Dénominateur quadrinôme. — Soit la fraction 

a 
a ————— 
Vo +Ve +Væ+vVe 

Mauiltiplions les deux termes de la fraction par V5 +Ve 

— (Va + Ve): elle devient
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aL ve ve-vas vo] dl Vi ve-va+ ve] 
(ot Vo) —(Va+ Ve)  b+e—d—et2 Vhe—2 Ve 

En regardant b+ c — d — e comme une seule quantité, Le 

dénominateur ne contient plus qu’une partie rationnelle et 

deux irrationnelles, on est donc ramené au cas précédent. 

Mais si le dénominateur contient cinq termes irrationnels, 

ou bien quatre termes irrationnels et un rationnel, on ne peut 

plus faire disparaître les radicaux de ce dénominateur. 

\ 
III, — Puissances et racines des monôûmes et des 

polynômes. 

1. — Puissances d’un monôme. 

Pour élever un monôme entier à une puissance, on multi- 

plie l'exposant de chacun de ses facteurs, tant numériques 

qu'algébriques, par l'exposant de la puissance. 

En effet, soit proposé d'élever à la troisième puissance le 

monôme entier 5a’bc ; on a d’après les théorèmes I et V 

{5a*btc}* — 53(a23(b# 308 _— 5 a$b?c. 

Si le monéme donné est fractionnaire, on élève, d'après la 

règle précédente, son numérateur et son dénominateur à la 

puissance indiquée, puis on divise le premier résultat par le 

second, (Th. II. 

9. — K{tacines d’un monôme 

Pour extraire. la racine niv d'un monome entier, on 

extrait la racine nv de son coefficient, et l'on divise par n 

chacun de ses exposants. 

Ce théorème est une conséquence du précédent; nous avions 

(5abic} — 5atbt?c, 

donc par définition, nous aurons 

ba*bic — y 5atbte? . 

On voit que la racine cubique de 5atbi?c$ à pour coeflicient 5, 

racine cubique de 5°, et pour exposants 2, 4 et { qui sont 

chacun le quotient des exposants 6, 12 et 3 par 3. 
Lorsque l'un des exposants de la quantité placée sous le 

radical n'est pas divisible par l'indice n de Ja racine, on ne 
peut pas extraire cette racine, mais on peut simplifier le 

5 

V
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radical, en en faisant sortir tous les facteurs qui sont des puis: 
sances n parfaites, 

COROLLAIRE. — Quand la racine d’un monôme s’extrait 
exactement, on voit que le degré de cette racine est égal au 
degré du monôme divisé par l'indice de la racine : il en est de 
même quand la racine du monôme ne s’extrait pas exactement. 

; 
3. — Puissances d’un binôme. 

Toutes les puissances d’un binôme s’obtiennent par des mul- 
tiplications successives. Ainsi nous avons trouvé par la multi- 
plication 

(a + D — 8 + 2ab + be, 
(a — D} — a? — ab + be. 

En multipliant les seconds membres par a + b et & —b, 
nous aurons 

(a + D) — a5 L 3a°b —+ 3ab? L D3, 
(a — D = où — 30% — 3ab° — 1. 

On voit que la seule différence qu'il y ait entre les puissances 
de & + b et de a — b, consiste en ce que les termes contenant 

‘les puissances impaires de b, ont le signe + dans les unes et 
le signe — dans les autres ; cette différence est la même entre 
les puissances quelconques de & 6 et de q — b, que l'on 
obtient par la formule suivante, due à Newton, qui permet 
d'écrire une puissance quelconque d’un binôme, sans calculer 
les puissances précédentes, 

(a + b)" = q" mm ap 
ï . 

MMA) nn, m(m—t}{m—2)  n-3 + DR b + 1x2 + IX2X%X3 
mim—1{){(m—2)(m—3) 

+ 1IX2KI3X A4 
Dans cette formule, chaque coefficient se déduit du précédent 

en multipliant le numérateur par le nombre immédiatemens 
inférieur au dernier facteur, et le dénominateur par le nombre 
immédiatement supérieur au dernier facteur ; les exposants 
de a décroissent, tandis que ceux de b croissent à chaque terme 
d'une unité, elle se termine d'elle-même au terme dans lequel 
a prend l'exposant zéro, les coeflicients suivants. calculés 
d'après la méme loi, sont tous nuls. 

ab. 

FH 
ma
te
 

k 
il 
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/ 

â, — Carré d’un polynôme. 

Soit à élever au carré un polynôme quelconque & H+b—c+4d. 
Considérons les trois premiers termes comme n’en formant 

qu'un seul ; nous aurons comme précédemment 

(a+b—0c+ d} = (a+ b— 0} + (a+ db cd + di, 

nous aurons de même 

(a+ b— = (a + bd} — Aa + ble + 6, 

{a + D}? = a? + 2ab + b?. 

Remplaçcons dans chaque formule la quantité entre paren- 

thèse par la quantité égale que donne la formule suivante, 

nous aurons finalement 

(a + b— 0 + dj = a? + 2ab + BE? — 2{(a +- d)e 
+ + (a+ b— cd + à. 

On voit dans le second membre les carrés de tous les termes 

affectés du signe -, et les doubles produits de chacun des 
termes par tous ceux qui précèdent, quand un terme a le 

signe + les doubles produits de ce terme par les précédents 
gardent le signe des précédents; quand un terme a le signe —., 

les doubles produits de ce terme par les précédents ont des 
signes contraires à ceux des termes précédents. 

Ce résultat s’énonce en langage ordinaire de la manière 

suivante : 

RÈGLE. — Le carré d'un polynôme se compose de la somme à 
des carrés de tous ses termes, et de tous les doubles produits de 
ses termes pris deux à deux, ces doubles produits ayant le 

signe + quand ils proviennent de termes de même signe, et le 

signe — quand ils proviennent de termes de signe contraire. .” 

REMARQUE I. — Si l’on changeait les signes de tous les 
termes d'un polynôme, il résulte de la règle précédente que 

son carré ne serait pas changé. 

REMARQUE II. — Si le polynôme est ordonné par rapport 
aux puissances décroissantes d'une même lettre, on sait, d'après 

la règle de la multiplication des polynômes, que le carré a* du 
premier terme, ayant un exposant plus fort que tous les autres 
lermes du carré, n'est semblable à aucun autre, il en est de 
Même du double produit 2ab du premier terme par le second;
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dont le degré surpasse les degrés de tous les autres termes du 

carré, puisqu'ils contiennent la lettre ordonnatrice avec un où 

deux exposants plus faibles que ceux de 2ab. On verrait de 

même que chacun des deux derniers termes — 2cd et d? du 

carré ne se réduit avec aucun autre ; le carré d'un polynôme 

a donc au moins quatre termes, celui d’un binôme en a trois, 

celui d'un monôme un seul, donc un binôme ne peui pas être 

un carré parfait. Les 
Quand on retranche du carré d’un polynôme le carré de 

l'ensemble de ses deux premiers termes, le terme du plus haut 

degré qui reste est — 2ac le double produit du 1° terme pa 

le 3%; quand on retranche du carré d'un polynôme le carré 

de l'ensemble de ses trois premiers termes, le terme du plus 

haut degré qui reste est 2ad le double produit du 1° terme par 

le 4%, et ainsi de suite. 

= 
5. — Kacine carrée d’un polynôme- 

L'extraction de la racine d’un polynôme s'indique par le 

même signe que celle de la racine d'un monôme, le trait hort- 

zontal prolongé sur toute la longueur du polynôme tient lieu 

de parenthèses. Ainsi la notation 

Va? LE 2ab + b° 

exprime la racine carrée du trinôme a? + 2ab + b?. 

Extraire la racine carrée d'un polynôme, c’est trouver un 

formule rationnelle par rapport aux lettres, dont le carré soit 

égal au polynôme, quelles que soient les valeurs attribuées 

aux lettres. 

Soit à extraire la racine carrée du polynôme 

44 + 24aas — 108aÿr + 8laf, 

que nous représenterons, pour abréger, par la lettre P: ce 

polynôme étant ordonné par rapport aux puissances décrois- 

santes de la lettre æ, si nous supposons la racine ordonnée de 

mème, d’après la remarque sur la formation du carré d'un 

polynôme, le premier terme 4at de P est le carré du premier 

terme de sa racine. donc le premier terme de la racine est égal 

à la racine carrée 2x? du premier terme de P, etle second terme 

9kax3 de P est le double produit du premier lerme 27° de la 

racine par le second, si donc nous divisons ?244z% par le douhle
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4zx? du premier terme de la racine, nous aurons un quotient 

Gaz qui sera le second terme de la racine. Nous pouvons dès 

lors former le carré 4x4 L 24ax% + 36az* de l’ensemble des 

deux premiers termes de la racine, et le retrancher de P, les 

deux premiers termes se détruisent, et il reste 

— 36a2x? — 108a%x + 81at. 

D'après la remarque II du paragraphe précédent, le premier 

terme du reste — 36a?1° est le double produit du 1° terme 

9x? de la racine par le 3mc, et, comme il est de signe contraire 

à 2a?, le 3me terme de la racine a le signe —, si donc nous 

divisons — 36a%a? par 4°, nous aurons un quotient — Sa?, 

qui sera le 3me terme de la racine. Nous pouvons dès lors 

retrancher de P le carré de l’ensemble des trois premiers 

termes de la racine, et, comme nous en avons déjà retranché le 

carré de 2x? + 6ax, il n’y a plus à retrancher du reste que les 

doubles produits de ces deux termes par le 3me — Qu? et le 

carré du 3me, c'est-à-dire, — 364%2° — 108ax + 8la*, il ne 

reste plus rien, P est donc le carré parfait de 2a° + 6ax — Ja*. 

S'il restait quelque chose, on serait conduit par le même 

raisonnement à diviser le premier terme du reste ordonné par 

le double du premier terme de la racine. 

RÈGLE. — Pour extraire la racine carrée d'un polynôme 

entier, on l'ordonne par rapport aux puissances décroissantes 

d'une lettre, on extrait la racine carrée de son prem ier terme, el 

l'on a le premier terme de la racine cherchée. On divise ensuile 

le second terme du polynôme par le double du premier terme 

de la racine, et l'on a pour quotient son second terme. On re- 

tranche alors du polynôme le carré de l'ensemble des deux 

Premiers termes de la racine, on divise le premier terme du 

reste par le double du premier terme de la racine, et l'on a 

son troisième terme. On retranche du reste le carré du troisième 

terme de la racine et les doubles produits de ce troisième terme 

par ceux qui précèdent. On divise encore le premier terme du 

reste par le double du premier terme de la racine, el l'on a 

son quatrième terme. On retranche du resle le carré du qua- 

trième terme et les doubles produils de ce quatrième terme 

par ceux qui précèdent; et ainsi de suile, jusqu'à ce qu'on 

trouve un reste nul, ou dont le premier terme ne soit pas 

divisible par le double du premier de la racine. 

On dispose le calcul de l'extraction de la racine carrée d’un
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polynôme de la même manière que celui de l'extraction de la 
racine carrée d'un nombre entier. Voici le tableau de l'opéra- 
tion : 

  

  

  

, POLYNOME RACINE CARRÉE 

lat+onae — 1083781 at 22°-6ar—9a* 

er reste 24ax —108aÿx-+81ai 
: ‘ 24aaL36a°x° 

2e reste —36a°r—108a$x +8 tai 
—36a°x°—108aÿx+8 lai 

3 reste 0 

REMARQUE I. — D'après la remarque I du paragraphe pré- 
cédent, si l’on change tous les signes de la racine trouvée, on 

aura un second polynôme — 24° — Gaz + Qa?, dont le carré 

reproduira le polynôme donné P:; tant que nous n’aurons pas 

vu la théorie des quantités négatives, nous ne considérerons 

que celui des deux où la somme des termes ayant le signe +- 

l'emporte sur celle des termes ayant le signe —. 

REMARQUE If. — On pourrait commencer l’extraction de la 

racine carrée d'un polynôme aussi bien par la droite que par 
la gauche, et trouver les deux derniers termes de la racine, 

comme on a trouvé les deux premiers, en prenant la racine. 

carrée Qa? du dernier terme Sat de P, et l’avant-dernier 

terme — 108aîx de P, divisé par le double 184? du dernier 

terme de la racine, donnerait son avant-dernier terme — 6ar, 

et, en continuant l'opération, on trouverait le premier terme 
— ?a* de la racine. Le résultat ainsi obtenti ne diffère que par 
les signes de celui qu’on a obtenu en commençant par la 
gauche. 

On reconnaîtra que le polynôme donné n'est pas un carré 

parfait si son prémier terme n'est pas un Carré parfait, ou si 
son second terme n’est pas divisible par le double de la racine 

du premier, les deux derniers termes donnent lieu à une 

remarque semblable. 

Lorsque le premier terme d'un reste n’est pas divisible par 
le double du premier terme de la racine, le polynôme proposé 

n'est pas un carré parfait. Quand on trouve au quotient un 

terme dont le degré égale la moitié de celui du dernier terme 

de P, ce terme est le dernier de la racine, et si le reste suivant 

n'est pas nul, le polynôme P n’est pas un carré parfait 
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EXERCICES. 

/ 1° — Démonirer que le carré d’un nombre impair est un multiple 
de 8, augmenté de l'unité. 

2 — Démontrer que la somme des ñ premiers nombres impairs 

est égale à n2. 
On commencera par vérifier ce théorème en faisant la somme des 

deux premiers nombres impairs, puis celle des trois premiers, puis 

celle des quatre premiers. On supposera ensuite ce théorème vrai 

pour les m premiers nombres impairs, mm étant un nombre entier 

quelconque, et on le vérifiera pour les m + Î premiers nombres im- 

pairs. 

3% — Si deux nombres entiers sont chacun la somme de deux 
carrés, leur produit est aussi la somme de deux carrés. 

4 — Si un nombre pair est la somme de deux carrés, sa moitié 
est aussi la somme de deux carrés. 

$° — Vérifier que la quantité 

—b+ Ve | 
2a  - 

substituée à æ dans le trinôme ax + bx? + €, le rend nul, 

6° — Faire le produit des quatre trinômes Va+ Vo+ Ve, 

Va+ Vive, Va+vo—vr, Vè+ve—Va. 
T° — Vérifier les égalités suivantes : 

2/2 iVT-ÿ/32-8vVE=84 2— V3, 

7— = 3+ V? 3— V2 VV VE 
8 — Calculer la différence des deux fractions 

-a+vVa—r a—Vvæ@—b 

a—Va—t a+vVai—b 

sa Va —b®\ 
(Rép. à) 
% — Rendre rationnels les dénominateurs des fractions suivantes, 

et calculer à un millième près la valeur de chacune d'elles : 

5 8 12 

V3" 3—V5"  5+V7 
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(Rép. 1° 3,535; 2 10,472; 8° 1,569.) 
100 — Démontrer la formule 

2 
DR nn — 
Va"—=\/a 

quand p est divisible par n. 
| 11° — Faire disparaître les radicaux du dénominateur de la fraction 

2e 
ER — 

b— VE ac 

(Rép. b+ He). 
@ 

12% — Démontrer l'égalité des formules 

  

bo et b+e—Ve+e b+c+Ve re 2 ' ? 
qui représentent toutes deux 
dans un triangle rectan 

13° — Sachant que 

le rayon de la circonférence inscrite 
gle dont ies côtés sont b et €. 

CE b __ & 
AT 

démontrer les égalités suivantes : 

_Ÿ__ ab + ac + be 
a ab Face Le 
VF 

a (Va + vi + Var 

Var + VE + VC EVE TS GET TT 
au + bb + ce — V@+LE He) GREC 

14 — Si l'on appelle a, b, c les trois côtés d’un triangle, s et 2p Sa surface et son périmètre, R, r, r”, r” et r/” les rayons des cercles 
circonscrit, inscrit et ex-inscrits, on a les relations 

    

& 
a’ 

  

  

    

abc s s s EE — , =  TV— ; K %s 7 p° p—a P —b P—c 
S=— Vp(p — à) (p — 6) (p— 5); 

démontrer qu'on a : 

{ 1 

Tr 
1, étrpne Ho RE —  



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 

DU 

PREMIER DEGRÉ 

HUITIÈME, NEUVIÈME ET DIXIÈME LEÇON 

PROGRAMME. — Équations du premier degré. — Résolution des équations numé- 
riques du premier degré à une ou plusieurs inconnues, par la méthode dite 

de substitution. 
. 

É = Définitions). 

4. — On appelle égalité algébrique la réunion par le signe 
= de deux formules donnant les mêmes résultats, quand on 

effectue les opérations indiquées, quelles que soient les valeurs 
attribuées aux lettres. Les résultats de toules les opérations 

algébriques sont exprimés par des égalités : 

2a + 3b EL 3a — Ac H- 84 + 4a — Ja + 3b — 4c + 8d, 
Ja — 4b — 8c — (Ta + 3b — 5c) = La — 5b — Fc, 

a? — a 

æ+a 

Qa + 3x = 2a + 3x 
s'appelle une identité. 

2. — On appelle équation la réunion par le signe — de 
deux formules algébriques qui ne donnent pas les mêmes 
résultats, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres, 
Mais seulement quand on y remplaceles lettres par des nombres 
Convenablement choisis. Ces nombres s'appellent racines ou 
Solutions de l'équation; valeurs des inconnues; on dit qu'ils 
satisfont à l'équation, qu'ils la vérifient ; trouver ces nombres, 
c'est résoudre l'équation. 

= T—- a.
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Les deux formules réunies par le signe — s'appellent les 
deux membres de l’équation, le premier membre est à gauche, 
le second à droite. 

On distingue les équations d’après le nombre de leurs in- 
connues ; ainsi l'équation 

n’a qu'une inconnue, et l’équation - 

5æ + 3y — 30, 
en contient deux. 

Lorsque les membres d’une équation sont des monômes ou 
des polynômes entiers par rapport aux inconnues, on dit que 
cetté équation est du premier degré, du second, du troisième... 
selon que le degré le plus élevé de ses termes relativement 
aux inconnues, égale l’un des nombres 1,2, 3... Ainsi la 
première des équations précédentes est du second degré, et la 
deuxième du premier degré. 

Deux équations «ai ont les mêmes inconnues et les mêmes 
Solutions sont dites équivalentes. 

Il résulte de cette définition que, pour la résolution d’une 
équation donnée, on peut remplacer cette équation par toute 
autre qui lui soit équivalente ; la méthode de résolution des 
équations consistera à les remplacer par des équations équiva- 
lentes tellement simples que leurs solutions soient évidentes. 

15. — Principes Sénéraux. 

THÉORÈME I, — Quand on ajoute ou qu’on retranche une 
même quantité connue ou inconnue aux deux membres d'une 
équaiion, on obtient une équation équivalente. | 
Remarquons d'abord que, si dans cet énonté, ainsi que dans 

le suivant, on remplace le mot équation par égalité, on a une 
vérité évidente. 

Soit l'équation 

(1) 2x +5 —"7r — 20 
que nous appellerons l'équation (1) pour abréger ; il s'agit de , prouver que l'équation (2), obtenue en ajoutant aux deux membres la quantité 4x — 3, a les mêines solutions, 

(2) LE 5 + (AZ — 3j = 77 — 20 + (Az — 3), 

Î 

4
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D'abord tout nombre qui vérifie la première vérifiera la se- 
cond. 

En effet soit 5 un nombre vérifiant l'équation ({), cela signifie 
que mis à la place de +, il rend le premier membre 2545 
égal au second 7x — 20 ; mettons ce même nombre 5 à la place 
de æ dans l'équation (2); il rendra 2x5 égal à 7x — 20, et 
comme il rend évidemment, 4æ — 3 égal à 4r — 3, les deux 
membres de l'équation (?) sont rendus égaux, l'équation {?) est 
vérifiée. Ainsi toutes les racines de l'équation (1) appartiennent 
à l'équation {?}, mais il pourrait se faire que l'équation (2) eût 
d’autres racines que celles-là, si nous ne démontrions pas que 

réciproquement tout nombre qui vérifie la seconde équation 
vérifie la première. 

Soit 5 un nombre qui vérifie l'équation (2); mis à la place 
de æ, il rend par hypothèse 2x +5 !4v — 3) égal à 7æ—20 
+ (4x — 3), et, comme il rend évidemment égales les deux 
parties 4x — 3 des deux membres, il doit rendre égales les 

autres parties 2x +5 et 7æ— 20, qui soni les deux membres 
de l'équation {1}, donc il vérifie cette équation. 

L'équation (2) ayant toutes les racines de l'équation (1), et 
n'en ayant pas d'autres, lui est équivalente. 

La démonstration relative à la soustraction se trouve faite, 
Car en retranchant aux deux membres de l'équation (2) la 
antité 4x — 3 on trouverait l'équation (1), et nous savons 
que ces deux équations sont équivalentes. 

CoROLLAIRE. — On peut faire passer un terme d’une équa- 
tion d’un membre dans l’autre, pourvu qu'on change le signe 
de ce terme. 

Soit l'équation 
2@+5= 72-20; 

ajoutons 20 aux deux membres, il vient 

2 + 5 + 20 — 77, 

rélranchous 2x aux deux membres, nous aurons 

5 +20 — 7x — ?r. 

On voit que le terme 20, qui avait le signe — au second 
membre, se trouve transporté au premier avec le signe +, et 

que le terme Q%r, qui avait le signe + an premier membre, se 
lrouve transporté au second avec le signe —.
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THÉORÈME II. — Si on multiplie ou qu’on divise les deux 
membres d'une équation par une même quantité, on obtient 

une équation équivalente, pourvu que cette quantité ne soit pas 
nulle ei ne puisse pas le devenir. 

Soit une équation 

2t — 6. 

Faisons d’abord passer tous les termes dans le premier membre, 
ce qui donne une équation (!) équivalente (Th. I), nous aurons 

(1) 2œ— 6—0. 
Maultiplions les deux membres, par une quantité m diffé- 

reute de zéro, nous obtenons une seconde équation : 

(2) (2æ — 6) <m = 0. 
D'abord tout nombre qui vérifie la première équation véri- 

fiera la seconde. . 
En effet soit 3 un nombre vérifiant l'équation (1): mis à la 

place de æ, il rend, par hypothèse, le premier membre égal à 
zéro; mettons ce même nombre 3 à la place de æ dans l’équa- 
tion (2), il rendra 2x — 6 égal à zéro, et le produit de zéro par 
sera nul, c'est-à-dire égal au second membre, l'équation (?) 
est vérifiée. Ainsi toutes les racines de l'équation (1) appar- 
tiennent à l'équation (2); pour prouver l’équivalence de ces 
équations, il reste à prouver que réciproquement toutes les 
racines de l'équation (2) appartiennent à l'équation (1). 

Soit 3 un nombre qui vérifie l'équation (2), ilrend par hy- 
pothèse le produit (2x — 6) m nul ; or pour qu’un produit soit 
aul, il faut que l’un des facteurs soit nul, et comme m ne l'est 
pas, 22 — 6 doit être rendu nul, et l'équation ({) est vérifiée. 
L'équation (?) ayant toutes les racines de l'équation (1) et n'en 
avant pas d’autres, lui est équivalente. 

La démonstration relative à la division se trouve faite, car on 
passerait de l'équation (2) à l'équation {{) en divisant les deux 
membres par m ; cette division des deux membres d’une équa- 
tion par m donne donc une équation que nous savons lui être 
équivalente, 

REMARQUE. — Lorsque la quantité m, par laquelle on mul- 
tiplie ou l’on divise les deux membres de l'équation, contient 
l'inconnue x, l'équation ainsi formée n’est pas équivalente à la 
proposée.
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En effet, si l’on multiplie par æ—5 les deux membres de 
l'équation (1) | 

(1) 9x —6—0, 

l'équation (2) qui en résulte, n'est pas équivalente, 

(2) (2x — 6) (& — 4) —0, 

Tout nombre 3, qui vérifie l'équation (1), et, mis à la place 

de x, rend par hypothèse 2x — 6 nul, rendra aussi nul le pro- 

duit (2x — 6) (x — 4), et vérifiera l'équation (2) ; mais la réci- 

proque n’est pas vraie. Tout nombre qui vérifie l'équation (2) 

rend nul, par hypothèse, le produit (2x — 6) (x — 4), et pour 

qu'un produit soit nul, il faut que l'un des facteurs soit nul, 

l'équation (2) admet donc deux sortes de racines : 1° celles qui 

rendent 2%—6 nul et vérifient l'équation (1), 2 celles qui 

‘rendent æ — 4 nul, et qui peuvent ne pas vérifier l'équation ({). 

Ainsi : quand on multiplie les deux membres d'une équation 

par un facteur contenant l'inconnue, on y introduit des ra- 

cines nouvelles, celles qui rendent le facteur inconnu égal à 

séro. Inversement quand on divise les deux membres d'une 

équation par un facteur contenant l'inconnue, on en supprime 

des racines, celles qui rendent le facteur inconnu égal à zéro. 

Lorsqu'on sera obligé de multiplier les deux membres d'une 

équation par un facteur inconnu, on devra, parmi les solutions 

de la nouvelle équation, rejeter celles qu'on aura introduiles. 

CoroLLaAIRE 1. — Quand on connaît une racine d'une 

équation, on peut toujours abaisser son degré d'une unité. 

Soit l'équation 

as — 8x + 197 - 12=0, 

dans laquelle on aperçoit la racine fÎ. Puisque 1 mis à la place 

de æ rend le premier membre égal à zéro, ce premier membre 

est divisible par æ—1(4et5, VIT, Th.), et donne pour quo- 

tient | 
gt — 1x + 12. 

L’équation proposée peut donc s’écrire : 

({@—1)(a—1e +12) = 0 

En divisant les deux membres par T — 1, ce qui supprime 

la racine {, elle se réduit à 
gi 1T + 12 =0, 

iquation qui donne les autres racines de l'équation proposée.
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COROLLAIRE II. — 11 résulte du théorème IL que tout divi- 
seur de l'un des membres, autre que zéro, passe comme mul. 
tiplicateur dans l'autre membre et réciproquement. 

L'équation 

æ 
; 34 

équivaut à l'équation 

‘ 4x3; 

car on n’a fait que multiplier les deux membres par 4. 
De même l'équation 

3œ — 4, 
équivaut à l'équation 

F3; 
Car on n'a fait que diviser les deux membres par 4. 

COROLLAIRE LIT. — Lorsqu'une équation a des termes frac- 
tionnaires, on peut, en général, réduire tous les termes de 
celle équation au même dénominateur, et supprimer ensuite 
ce dénominateur qu'on doit choisir le plus simple qu’il est pos. 
sible. Cela revient à multiplier les deux membres par le plus 
petit multiple commun des dénominateurs, et s'appelle chasser 
les dénominateurs. 

Ge théorème est évident lorsque le dénominateur auquel on 
réduit tous les termes de l'équation est un nombre, ou une 
quantité algébrique quine contient pas d’inconnues, pourvu 
que, dans ce dernier cas, on ne fasse aucune hypothèse qui 
rende nul ie dénominateur; car, en supprimant ce dénomi- 
nateur, on multiplie les deux membres de l'équation par une 
quantité autre que zéro. 

Ainsi l'équation 

æ— 3 5+æ 
6 + 2 

est équivalente à l'équation 

T—3+3(5+ 4) —4, 
qu'on forme en réduisant tous les termes de la première au dénominateur 6, et multipliant les deux membres par ce dé- 
norminateur. ‘ 

  

= 4 
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Pareillement les équations 
bæ 

Pate 
(@— a) (c — d) =br+e(c—d}, 

sont équivalentes, à la condition qu’on donnera toujours aux 
lettres c et d des valeurs inégales. 

Lorsque le dénominateur commun renferme des incou- 

nues, le théorème n’est pas toujours vrai; car l’équation 
formée par la suppression du dénominateur commun peut 
être satisfaite dans certains cas par des valeurs de l'inconnue, 
qui rendent nul ce dénominateur. En voici un exemple : si je 
réduis au même dénominateur æ(x*— 1) tous les termes de 
l'équation 

2 1 __ _æ—? 

GT  afc—1)  xw+i)? 
et que je multiplie ses deux membres par æ(æ? — 1), je forme 
la nouvelle équation 

æ— 1—=(S—72)(x—1), 

qui a pour solutions les nombres 3 et {, comme on peut le 
vérifier. Le premier de ces nombres satisfait aussi à l'équation 

donnée ; mais il n’en est pas de même du second qui rend nul 

le multiplicateur æ(x?— 1), lorsqu'on le substitue à æ dans 
celte expression. 

Cet exemple simple montre que l'application du théorème 
précédent conduit, dans certains cas, à une équation qui peut 

avoir plus de solutions que l'équation proposée. Néanmoins, 
on emploie la première au lieu de la seconde, parce que ses 
deux membres sont des polynômes entiers, et que les mé- 
thodes de résolution ne sont le plus souvent applicables qu'à 
des équations de cette forme. Mais on rejette comme étran- 

gères à la question, toutes les solutions de l'équation trans- 
formée qui rendent nul le commun dénominateur des termes 
de l'équation proposée. 

  

ILE, — Résolution d’une équation du premicr degré 

à une seule inconnue. 

Soit proposé de résoudre l'équation 

3 ,æ _ 2? , 3x 
B—gtrcst 8°
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je réduis d'abord tous ses termes au dénominateur 24, et je 
supprime ce dénominateur. Je forme ainsi l'équation 

48æ -— 18 L 127 — 16 + 9x, 

qui est équivalente à l'équation donnée. 
Je rassemble ensuite dans le premier membre tous les termes 

qui contiennent l'inconnue, et dans le second membre ceux : 

qui sont indépendants de cette quantité, en changeant les 

signes des termes 9æ et 18 que je transporte d’un membre 
dans l’autre (Th. I, Cor.). Par suite, l'équation qui précède 
devient : 

48æ + 127 — 9x — 16 + 18. Ù 

J’effectue alors les opérations indiquées dans chaque membre, 
et je trouve 

512% = 34; 
l'équation devient en divisant les deux membres par 51, 

2 — 34 
=: 

Le nombre 5 ou + est la seule valeur de l’inconnue, puis- 

que cette dernière équation, équivalente à la proposée, n€ 
peut être satisfaite, quand on y remplace æ par un nombre 

différent de + . 

Pour vérifier cette valeur de l’inconnue, je la substitue dans 
l'équation proposée, dont les deux membres doivent alors se 

réduire à des nombres égaux. L'égalité 

4 3 1 2 1 

374rt3 5h 
à laquelle cette substitution conduit est évidente : car chacun 

it 9 de ses membres est égal à —Z - Le nombre + est donc la 

valeur de l’inconnue. 
De cet exemple résuite ?a règle suivante : Pour résoudre une 

équation à une seule inconnue el du premier degré, on réduit 
tous les termes au méme dénominaleur, et l'on supprime ce 
dénominateur. On rassemble ensuite dans un membre les 
termes qui contiennent l'inconnue, el dans l'autre membre
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ceux qui en sont indépendants. On effectue alors, aulant qu'il 

est possible, les additions et les soustractions indiquées dans 

chacun des membres, puis on divise la valeur de celui quine 

renferme pas l'inconnue par le coefficient de celte quantité. | 

Le quotient de cette division est la solution de-l'équation pro- . 

posée, si toutefois les calculs qui précèdent sont exacts. On les 

vérifie en remplaçant l’inconnue par ce quotient dans l'équa- 

tion. Si les deux membres se réduisent à des nombres égaux, 

le nombre trouvé est la valeur de l’inconnue. Dans le cas con< 

traire, cette valeur est fausse ; il faut alors recommencer les 

calculs relatifs à la résolution de l'équation. 

| REMARQUE I. — Ceite règle est aussi applicable aux équa- 

tions du premier degré dont les coeflicients sont algébriques. 

En voici un exemple : 
Soit à résoudre l'équation 

bæ (Ra + bjbèæ 3abc ab? 
3CT + ——— 3 

+ æ … a(a+b) + a+b FE , 

je réduis tous ses tèrmes au dénominateur a{a+-b}, et je 

supprime ce dénominateur ; il en résulte que 

3ac(ab}x-+b{ab)r—{a-+6)(2a+b)°x3atbo(a-b} ab? 

Je transporte ensuite le terme (& + b) (2a + b)b*x dans le pre- 

mier membre et je mets (a+-b}x en facteur commun ; l'équa- 

tion précédente devient dès lors 

[(3ac-+-6)(a +6)? —0(2a +6) (a+ b)e= abo(a +0} + a%bt, 
et j'en déduis 

  

z— 3a*bc{a -t- b}* + aÿb° 

(a +6) GBac(a +0) +b(a+ 6) —b(2a + 0] 

Pour simplifier cette fraction, je mets ab en facteur commun 

au numérateur, et je remplace dans le dénominateur la quan- 

tité b(a + b}? — bt(2a + b) par ba* qui lui est égale ; je trouve 

ainsi : 

___ ab[3ac(a+b}" + ab] 

7 + Bac +0 + a]! 
et, par conséquent, 

æ 

… ab 
TTL:
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On vérifie cette valeur de æ, en la substituant dans l’équa- 
tion proposée qui devient 

3abe , _U__ PRa+ D) | 3abe ab 
  

  

a+b o+b  (a+bÿ * ab + (a + db} * w 
Or on a 

b3(2ab) Qt bZab+b+a?) _ Efa+b} E, 

HP TGHP TO GP  — a+ «it 
donc le second membre de l'égalité (I) est identique au pre- 

mier, et la valeur re de æ satisfait à l'équation proposée. 

REMARQUE IT. — IL n’est pas indifférent de transporter dans 
un membre ou dans l’autre les termes qui renferment l’in- 

connue de l'équation ; il faut faire en sorte que les soustrac- 
tions qui résultent de ce déplacement des termes puissent être 
effectuées. Lorsque les cocfficients des termes de l'équation 

sont des nombres, on voit immédiatement de quel côté du 

signe d'égalité on doit transporter l'inconnue, pour que les 
soustractions soient possibles dans chaque membre. Mais il 
n'en est plus de même si les termes de l'équation ont pour 
coefficients des lettres n'ayant généralement entre elles au- 

cune relation de grandeur. Soit, par exemple, l'équation 

a + bx — c+ dx, 

dans laquelle le coefficient b de l’inconnue peut être plus 
grand ou moindre que d. La résolution de cette équation con- 

siste dans la recherche des valeurs de l'inconnue qui corres- 
pondent à ces deux hypothèses. Si l'on suppose : 1° b > d, il 
faut transporter le terme dæ dans le premier membre, parce 
que la soustraction b — d est possible, et l’on trouve alors 

___C—a 
ar ET 

en admettant toutelois qu'on aitc>@; % si b est moindre 

que d, on fait passer le terme bx dans le second membre, et 
l'on obtient 

__a—c 
7 db? 

en supposant en outre c << a. Je démontrerai dans la suite 

comment on peut remplacer ces deux formules par une seule. 

Lorsqu'en résolvant une équation on trouve que la sous- 

æœ
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traction est possible dans un membre et impossible dans 

l'autre, c'est qu'il n'existe aucun nombre qui puisse satisfaire 

à l'équation; on en conclut que cette équation exprime une 

absurdité, qu'on peut le plus souvent reconnaître à priori. 

Soit, par exemple, l'équation 

‘ 6+æ 

9+x 

je réduis ses termes au même dénominateur, puis je supprime 

ce dénominateur, et j'obtiens la nouvelle équation 

30 5œ— 27 +3, 

de laquelle je déduis 

5x — 32, 21 — 30. 

Je suis conduit de cette manière à deux soustractions ; celle 

qui est indiquée dans le premier membre est possible, tandis 

que l’autre ne l'est pas. J'en conclus que l'équation donnée 

exprime une condition impossible à remplir. En effet, il s’agit 

ide trouver quel nombre on doit ajouter aux deux termes de 

  

3. 
5 ? 

la fraction < pour la rendre égale à + . Or ce problème est 

. .…. 6 3 

impossible, puisque la fraction ÿ est plus grande que —, et 

qu'on augmente une fraction plus petite que l'unité en ajou- 

tant un même nombre à ses deux termes. 

REMARQUE III. — La théorie des rapports égaux permet de 

résoudre d’une manière plus simple et plus élégante certaines 

“équations. Soit, par exemple, l'équation 

‘ æ _b 

a=® c° 

En ajoutant à chaque dénominateur le numérateur corres- 

pondant (6, Th. V); on a 
æ ___b 

a c+b* 

ge ab 

c+b” 

On résoudrait de même l'équation 

z 

a+z 

d'où 

= 

  

o
l



s 
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qui donne 

ab 

c—b" 

REMARQUE IV. — Lorsqu'une équation n’a qu’une inconnue 
élevée à la même puissance dans les termes qui la contien- 
nent, on peut la résoudre en cherchant la valeur de cetie puis- 

sance, d’après la règle donnée pour la résolution d’une équa- 
tion du premier degré à une seule inconnue. 

En effet, soit l'équation 

5e — 12 — 59 — 3x5, 

qui ne contient l'inconnue æ qu’à la troisième puissance; je 
fais passer le terme 34% dans le premier membre et le terme 1 

dans le second, puis j'effectue les opérations indiquées dans 

chaque membre, et je trouve 

* 825 — 64. 

Je considère maintenant la quantité æ? comme l’inconnue, €, 
pour en avoir la valeur, je divise les deux membres de l’équé- 
tion par le coefficient de a* ; j'obtiens ainsi : 

LT = 

  

a — 8, 

et j'en conclus 
3 N 

æ—=V8— 2. 

IV. — Résolution des équations à deux inconnues” 

1. — Une équation à deux inconnues æ et y étant donnés 
je réduis tous ses termes au même dénominateur, si elle enà 
qui soient fractionnaires ; je supprime ensuite le dénominateuf 
commun, et je rassemble dans un même membre les termes 

qui contiennent les inconnues, et dans l’autre membre ceut 
qui en sont indépendants. Je ramène ainsi l'équation proposé 
à n'avoir que trois termes entiers, comme la suivante : 

2x + 5y — 9. 

TRéorÈMEe III, — Une équation à deux inconnues est iv 

déterminée, c'est-à-dire qu'elle admet une infinité de solutions. * 

Soit l'équation 

22 + 5y —9. 

En faisant passer le terme 5y dans le second membre, et divi- 

En 
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sant ensuite les deux membres par le coefficient de æ, on 

trouve l'équation équivalente 

9 — 5y 

7 2 

qui sert à calculer l'inconnue +, au moyen de l’autre inconnue 

y, que l'on peut prendre arbitrairement ; c'est ce qu'on ex- 

prime en disant que l'équation est résolue par rapport à æ, ou 

que æ est exprimé en fonction de y. Pour avoir un système 

de valeurs des inconnues, donnons à y une valeur arbitraire, 

9— 3 

E o #. 
2 4? 

  

par exemple + , le second membre devient 

en remplaçant y par + , et æ par L. , les deux membres 

seront égaux, et l'équation sera satisfaite. 

On voit que l'on ne pourrait pas satisfaire à l'équation en 

prenant arbitrairement les valeurs des deux inconnues; le 

choix des valeurs de y, quoique indéterminé, est même limité. 

En effet, il faut que 5y soit au plus égal à 9, pour que l'on 

puisse trouver une valeur de æ correspondante à celle 

de y. 

Si l'on se propose de trouver les valeurs de æ et y qui 

satisfont à la fois à deux équations contenant ces deux incon- 

nues, le problème devient en général déterminé. 

Je suppose d'abord que l’une des équations ne contienne 

qu'une inconnue, et je prends pour exemple les équations : 

2æ + 5y = 19, 
æ—2 _5., 
m—3 4° 

je résous la seconde qui n'a qu'une inconnue, et je trouve 

. æ= 71. 

Î s'agit maintenant de déterminer la valeur correspondante 

de y, qui satisfait à la première équation. Pour cela, je résous 

cœtte équation par rapport à y, et, d’après ce qui précède, je 

remplace æ par 7 dans la formule 

__19—2%. 
Y—= Es $
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ce qui donne 

19 — 14 

5 
‘et exemple montre quelle marche on doit suivre pour ré 

soudre deux équations contenant à la fois les deux inconnues, 
Il faut chercher à ramener ce cas au précédent, c’est-à-dire | 
remplacer le système des équations données par un autre qu 
lui soit équivalent, et dont l'une des équations n'ait qu'une 
inconnue. C'est ce qu'on appelle éliminer une inconnue de 
l'une des équations du système proposé. L'élimination repose 
sur un théorème général que je vais d’abord démontrer. 

On dit qu'on additionne ou qu’on retranche deux équations 
membre à membre lorsqu'on égale la somme ou la différence 
de leurs premiers membres à la somme ou à la différence des 
seconds. 

  

Y— 

THÉORÈME IV. — Dans tout système de plusieurs équations 
à plusieurs inconnues, on obtient un système équivalent en 
remplaçant l’une d'elles ou méme Plusieurs par d'auire 
qu'on forme en ajoutant membre à membre plusieurs des 
équations proposées, après avoir multiplié les deux membres 
de chacune d'elles par un même nombre. | 

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que dans 
chaque équation on ait fait passer tous les termes dans le pre- 
mier membre, et qu'on les ait ramenées à la forme À =, 
A étant un polynôme entier qui contient les inconnues # 
Y, 2... 

Supposons que l’on ait trois équations 

À —0, 
(1) A! = 0, 

A! = 0, 

  

Ce système est équivalent au suivant : 

e
m
 

m
e
m
e
 

À = 0, 
(11) mA + nA'— 0, 

pA + gA' + rA"—0(. 
En effet tout système de valeurs des inconnues qui vérifie le 
système des équations (1), annulant les polynômes A, À’ et 4", 
annulera les polynômes #1A +nA' et PA + qA' L rA”, donc 
il vérifie le système des équations (11). Le système (ET) admes  
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donc toutes les solutions du système (1), et il n'en admet pas 

d'autres; car tout système de valeurs des inconnues qui vérifie 

le système (II), rendant nuls les polynômes A et mA+ n4", 

doit rendre nul le produit nA’ et par suite À”, si n est difé- 

rent de zéro ; rendant nul le polynôme pA + gA” + rA”, où 

les deux premières parties pA et gA' sont nulles, il doit 

rendre nul le produit rA/ et par suite A”, si r est différent de 

zéro, et par conséquent il vérifie le système (Î). 

Le raisonnement fait voir que m peut être nul, dans ce Cas 

il n’y a qu'une équation de remplacée ; p et q peuvent aussi 

être nuls, si l'un des deux est nul, la troisième équation du 

système (Il) sera une combinaison de deux seulement des 

équations du système (1), s'ils sont nuls à la fois, la troisième 

équation du système (I) n’est pas changée. On pourrait évi- 

demment remplacer le système (1) par le système de trois 

équations semblables à la dernière du système (II). 

Remarque. — Si chaque équation avait deux membres le 

théorème serait également vrai. Soient les équations 

A =B, 
A—B =0, 

A'=B;, G) auxquelles nous donnons la forme A'— B =0, 

A"=B". 
A— B=0. 

Ce nouveau système est équivalent, d'après notre théorème, 

au suivant : 
A=B—0, A=B, 

m'A—B'-Hn(A'-B'—0, ou (I!) mAnA=mB+nB, 

rA— BA —B17-Hr{A"—B"0. pA-+-9A-rA"=pB+4B +8". 

Au lieu d'ajouter les équations, on pourrait les retrancher 

membre à membre. 

3. — ÉUmination par subatitution. 

La méthode d'élimination par substitution consiste à résoudre 

l'une des équations par rapport à une inconnue, el à substiluer 

la valeur de celte quantité dans l'autre équation qui ne con- 

tient plus alors qu'une inconnue. 

Cette règle est une conséquence du théorème précédent pour 

les équations du premier degré; je vais la démontrer sur les 

équations suivantes : 
{ 

(D { 3 —Yy=S.
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Je résous d'abord la première par rapport à æ, puis je rem- 

place cette inconnue par sa valeur &— 2% dans la se- 

conde équation, et je dis que le système des deux équations 

— 5 
| = Tr (I) 
| 3 (TE) —Qy—5, 

est équivalent au système ([) donné. En effet, si je remplace 
dans le système (II) la seconde équation par une autre que je 
forme en ajoutant membre à membre la seconde équation à la 
première, après avoir multiplié les deux membres de celle-ci 

par le coefficient 3 du terme 3 ( 1) de la seconde, j'ob- 

tiens un nouveau système équivalent au second, et composé des 
deux équations - 

| 22 —5 
2, 

3œ — Qy — 5, 
qui ne sont autres que les équations proposées ; par conséquent 
le second système est équivalent au premier. 

La résolution de l'équation 

ne conduit qu'à une seule valeur de y, savoir 

Yy=?; 
en substituant ce nombre à y dans la formule 

z— 22 = 5y | 

je ne trouve de même qu'une seule valeur pour æ, savoir! 

æ = 3. 

De cet exemple je conclus : 1° la règle suivante : 
Pour résoudre deux équations du premier degré à deux in- 

connues x el Y, il faux prendre la valeur de x en fonction de y 
dans l'une des équations, la substituer à cette inconnue dans 
l'autre équation, et résoudre ensuite cette dernière équation 

E 7
 

a
n
t
 
T
E
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par rapport à l'inconnue y qu’elle contient seule. La valeur 
de y étant ainsitrouvée, on oblient celle de l'autre inconnue x 

en substituant la valeur de y dans la formule qui donne x 

en fonction de Y. 

2 Ce théorème : Tout système de deux équations à deux in- 
connues, et du premier degré, n'admet en général qu'une 

solution, c'est-à-dire que chacune des inconnues n'a qu'une 
valeur. 

Autre exemple. — Résoudre le système des deux équations 

az — by = a? + b! 

bx + ay = a +, 

Je tire de la première 

a + bd + by 
B—=-.- -——;, 

a 

et je substitue cette valeur de æ dans la seconde équation ; il 
vient : 

PELLE. Log = a+ be 

En réduisant au même dénominateur tous les termes de cette 

nouvelle équation, et rassemblant dans le second membre les 
termes qui ne contiennent pas l'inconnue, j'ai : 

@? + at)y = afa* + dt) — blat + d1) 
et, par suite, 

y—=a—b. 

Je substitue cette valeur de y dans l'équation 

+ + by 
TT a 

et je trouve 

at bt + ab— Bt 
&æ ge — , 

ou 

æ=atb. 

Je vérificrais que ces valeurs de r et y sont exactes, en les 
substituant dans les équations proposées.



90 HUITIÈNE, NEUVIÈME ET DIXIÈME LEÇON. 

8. — Élimination par addition st soustr actions 

Soient les deux équations : 
@) 3x + 8y — 31, 

| 7% — 1?y = 11. . 
Je ramène les coefficients de æ à être égaux, en multipliant 

les deux membres de la première équa:ion par le coefficient? 
de æ dans la seconde, et ceux de la seconde équation par le 
coefficient 3 de æ dans la première : 

21x + 56y — 217, 
21 — 36y — 33. . 

Je retranche membre à membre ces deux équations, les 
termes en æ se détruisent, et je peux remplacer l’une des pro- 
posées par l'équation résultante, dont l’inconnue x est éliminée 
(Th. IV}, 

Pour ramener les coefficients de y à être égaux, je remarque 
que leur plus petit multiple commun est 24, je multiplie donc 
la première équation par 3 et la seconde par 2, il vient: 

Jæ Æ 24y — 93, 
147 — 24y — 29, . 

j'ajoute alors membre à membre ces nouvelles équations, les 
termes en y se détruisent, et je peux remplacer l’une des pro- 
posées par l'équation résultante, dont l’inconnue y est éli- 

minée : 

° 23 — 115. 
Le système (1) est donc remplacé par le système équivalent 

(Th. IV), 

y = 184 

(n) 23x — 115 
d’où l’on tire 

y=? et e—$. 

Ce procédé d'élimination est plus rapide que le précedent, 
surtout quand une inconnue a le même coefficient dans les 

deux équations; on l'emploie toujours quand les deux incon- 
nues ont le même coefficient.  
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Soient les deux équations : 

4x + 3y = 43, 
4e — 3y = 13; 

ajoutons et retranchons ces équations membre à membre, il 

vient : 
. 

8x = 56, 
6y = 30, 

d'où 
æ= 1, 

et 
y=S5. N 

Soient encore ‘ 

æ+y=S, 
x—y—=b, 

ajoutons et retranchons ces équations membre à membre, il’ 

vient : 

    

2x = a+ pb, 
Qy = a —b, 

d'où 
a+b 

T—=—5—) 

et 
a — b 

Y— 9 . 

Vs — Résolution de 3 équations à 3 inconnucs: 

2. — Quelle que soit une équation du premier degré à 3 in- 

connues, on peut en chassant les dénominateurs, transposant 

les termes, et réduisant les termes semblables. la ramener à la 

forme suivante : ° 

Qr — by+35= |. 

THÉORÈME V. — Une équation à trois inconnues est indé- 

terminée, c'est-à-dire qu'elle admek une infinité de solulions, 

Soient #, y et z les trois inconnues, donnons à deux d'entre 

elles, y et 3 par exemple des valeurs arbitraires, l'équation pro- 

posée ne contiendra plus que l'inconnue æ, et l’on peut en gé- 

néral trouver une valeur de æ qui satisfasse à une équation à 

une inconnue,
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Soit l'équation 

2@ — 5y + 3z —1, 

    

d'où 
1 + 5y — 35 

| T — T9 . 

Si nous donnons à y la valeur ? et à z la valeur 3, pour vé. 

1+10—9 , C'est rifier l'équation, la valeur de æ doit être 

à-dire 1. | | 

THÉORÈME VI. — Le sysième de deux équations à trois in 
connues est indéterminé, c'est-à-dire qu'il admet une infinilé 

de solutions. 
Soient proposées les deux équations à trois inconnues : 

2x — 5y +3: —1, 
12+ 3y — 23 —=1. 

Donnons à l'une d’entre elles, z par exemple, une valeur 

2 

ce { 
arbitraire 7 les équations ne contiendront plus que deux 

inconnues : 

1 
22 — 5y =, 

+ y= À; 

nous avons vu qu'en général on peut trouver des valeurs de # 
ety qui satisfassent à deux équations à deux inconnues. 

æ. — Si l'on se propose de lrouver des valeurs de x, y ets, 
qui satisfassent à trois équations à trois inconnues, le problème 
devient en général déterminé. 

Soient proposées les équations 

2x — 5y+- 33 — 1, 
1m + 3y — 92: — 7, 

5T+2y+ 5 —12. 

Je résous la première par rapport à æ, et je substitue la va- 
leur de cette inconnue dans les deux autres équations. Je dis 
que les trois équations 

1 + 5y — 33 
T= 2 ,  
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1 — 35 7 CEE )+ 3y — 2: = 17, 

1 — 35 5 ERREE) +2v+ 3 = 12, 

forment un système équivalent à celui des équations données. 

En effet, je remplace la seconde équation du dernier sys- 

tème par une autre que je forme en ajoutant membre à 

membre cette équanon et la première, après avoir multiplié 

les deux membres de celle-ci par le coefficient 7 du terme 

1 5y — 3: 
| 

7 (TT) de la seconde équation. Or, la transformée 

1æ+3y—2:—=7 

que j'obtiens ainsi, n'est autre que la seconde équation du 

premier système; une combinaison semblable, effectuée sur la 

première équation et la troisième du second système, repro- 

duit aussi la troisième équation 

5x + Qy +5 —=1? 

du premier système ; donc le second système est équivalent au 

premier, 

Je simplifie les deux dernières équations du second sys- 

tème, et la question se trouve ramenée à résoudre les trois 

équations 

= LHSy SE , 

y — 955 = 7, 
29y — 18: — 19, 

plus simples que les équations données, puisque deux d'entre 

elles ne contiennent que deux inconnues. J'élimine maintenant 

l'une de ces inconnues, par exemple y, entre ces deux équa- 

tions, et le système précédent devient 

1 + 5y—35 

PQ ? 
7+255 

+ ee 
+ Y— ai 

7 +25:  — 
29 TT — 13: — 19. 

Comme chacune de ces équations contient une inconnue de
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moins que celle qui la précède, je cherche d’abord la valeur 
de z en résolvant la troisième équation qui ne contient que 
cette inconnue. Je trouve ainsi 

5 =3; 
je substitue ensuite cette valeur de z dans la seconde équauon, 
qui donne y en fonction de z, et j'obtiens 

y = À. 

Les valeurs de y et 3 étant connues, je calcule la valeur cor- 
respondante de æ en remplaçant y par 2et 3 par 3 dans la 
première équation, qui donne æ en fonction de y et de z, et j'ai 

æ—=]i. 

Afin de vérifier tous les calculs qui précèdent et, par suite, 
les valeurs qui en résultent pour les inconnues, il faut toujours 
s’assurer, par une substitution directe, que les nombres trouvés 
pour les inconnues satisfont aux équations données. 

Cette vérification, appliquée à l'exemple précédent, conduit 
aux identités suivantes : 

2—10+9—1, 

1+6—6—7, 

5+4+3—1,2; 

les valeurs trouvées pour les inconnues sont donc exactes. 

De cet exemple je conclus 

1° La règle suivante : 

Pour résoudre trois équations à trois inconnues x, y, 2, je 
commence par prendre la valeur de l'inconnue x dans l'une 

des équations, et je la substitue dans les deux autres. Je prends 

ensuîle la valeur de y dans l'une des deux dernières équations 
et je la substitue dans l'autre, que je résous alors par rapport 

à z. La valeur de z étant trouvée, je calcule y en remplaçant 
dans la formule de cette inconnue la quantité z par sa valeur. 
Enfin j'obtiens la valeur de x en substituant dans sa formule 
les valeurs connues de y et de 2. 

2% Ce théorème: Tout système de trois équations à trois 
inconnues et du premier degré n'admet en général qu'une 

solution, puisqu'on détermine successivement chacune des in- 

connues par une équation du premier degré ne contenant que 
l'inconnue cherchée,    
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VI- — Résolution d’un nombre quelconque 

d’équatlons. 

La règle que je viens de donner, pour la résolution de trois 

équations à trois inconnues, peut être étendue à un nombre 
quelconque m d'équations simultanées, contenant m incon- 
QUES y, gs Ego. Be 

En effet, si je résous la première de ces équations par rap- 
port à l’inconnue ,, et que je substitue la valeur de æ, dans 
les m — 1 autres équations, le système proposé se trouve rem- 
placé par un autre composé d'une équation renfermant les m 
inconnues, et de m—1 équations contenant les m—1 quantités 
Lay Tasse D. Je prends dans la première de ces m— 1 équa- 

tions la valeur de +,, et je la substitue dans les m —2 autres. 
Je forme de cette manière un second système d'équations 

équivalent au premier et contenant une équation à m incon- 
nues, une équation à m—{ inconnues, et un groupe de m—? 

équations dont les inconnues sont dy, Ts ve. Œe Je rÉSOUS 

alors la première équation de ce groupe par rapport à r,, et je 
substitue la valeur de cette inconnue dans les m — 3 autres 

équations ; ce qui ramène le système proposé à un autre com- 

posé aussi de m équations : la première a m inconnues, la se- 

conde en contient m—1, la troisième m—72, etles m—3 
autres ne renferment qué les m—3 inconnues ?,, æ,, ….. æ 

En continuant ainsi, j'arriverai à un système de m équations 

équivalent au système proposé et formé de la manière sui- 

vante : La première de ces équations renfermera m inconnues; 

la seconde en contiendra m—1; la troisième, m—2; …. la 

(m—1)", deux; et la m””, une seule. | 

La résolution de la m°”° équation fera connaître la valeur de 

l'inconnue z,,, qui s’y trouve seule. En substituant cette valeur 

de æ, dans la (m— 1)" équation, qui est résolue par rapport 

à æ,, je serai conduit à La valeur de l'inconnue æ,,. Je 

remplacerai ensuite æ, et æ,, par leurs valeurs dans la 

(m — 2} équation, qui est résolue par rapport à æ,._., et j'en 

déduirai celle de l'inconoue #,_,. En remontant ainsi de 

chaque inconnue à la précédente, j'obtiendrai les valeurs de
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toutes les inconnues, et le système des équations données aura 
toujours une solution, et n’en aura qu’une seule, s’il ne con- 
tient pas d'équations contradictoires ou identiques. 

VAI. — Remarques sur la résolution d’un système 
quelconque d’équations du premier degré. 

#. — Si, dans l’une des équations données, le coefficient 
d'une inconnue est égal. à l'unité, on élimine de préférence 
cette inconnue, parce que sa valeur exprimée au moyen des 

autres inconnues n’a pas de dénominateur ; ce qui renû plus 
simples les transformatiôns des autres équations. 

2. — Lorsque toutes les inconnues ne sont pas contenues 
dans chaque équation du système donné, on doit commencer 

l'élimination par l’inconnue qui se trouve dans le plus petit 
nombre d'équations, afin d’avoir à faire moins de substitu- 

tions. 

Si une inconnue n'entre que dans une équation, on réserve 
cette équation pour la détermination spéciale de cette incon- 
nue, et l’on résout le système des autres équations. 

Soit, par exemple, le système des cinq équations 

3x LIz— u— 4, (1) 
By +äz + 1—96, 

y— 3z +Iu—= 3, 

6y — 3u + 2 — 5, 

z + Su — 18. 

La première, contenant seule l’inconnue #, servira à cal- 

culer cette inconnue, lorsque les valeurs des autres auront été 

trouvées; la question est donc ramenée à résoudre les quatre 
dernières équations. Comme il n’y en a que deux qui renfer- 
ment f, j'élimine de préférence cette inconnue, en tirant sa 

valeur de la première équation et la substituant dans la troi- 

sième. Le système des quatre équations devient par suite : 

b = 926 — 5y — 45, (2) 
4y + 8z + 3u — 47, 

y — 3: Lu = 3, 

3 + 3u — 18.  
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J'élimine ensuite y entre les trois dernières dont deux seuie- 
ment contiennent cette inconnue, et j'ai 

y=3 +3: — 00, G) 
45 — u= 7, 

z + 3u— 18. 

Je tire enfin de la dernière de ces équations la valeur de 5, 
savoir : 

3 = 18 — 3u; … (4) 

je la substitue dans l'équation précédente qui donne, 

u —=5, 

et je déduis successivement des équations (4), (3), (2) et (4) les 
valeurs suivantes des autres inconnues : 

5 = 3, =? 1—=4, = 

3. — On simplifie quelquefois la résolution d'un système 
d'équations par l'emploi d’une inconnue auxiliaire, telle que 

la somme de toutes Les inconnues; la relation qu'on doit établir 

entre cette nouvelle inconnue et les inconnues primitives 
dépend particulièrement du système d'équations qu'on veut 
résoudre. Cette méthode n’est pas toujours applicable, car son 

emploi suppose entre les inconnues une certaine symétrie qui 
n'existe pas dans tous les systèmes d'équations ; c'est cette 
symétrie qui fait connaître la forme de l’inconnue auxiliaire, 
c'est-à-dire sa relation avec les autres inconnues. 

ExEMPLE J. — Résoudre le système des quatre équations 

z+y+s:=d 
t+zty=c, 

3+t+c=b, 
y+s+t=s, 

renfermant les quatre inconnues ?, y, 5, {. Comme chaque 

équation donne la valeur de la somme de trois inconnues 
consécutives, si je connaissais la somme des quatre incon- 
nues, j'en déduirais facilement la valeur de chacune de ces 

quantités. Or, en additionnant membre à membre les équa- 

tions données, je trouve 

He+y+s+)=a+b+etd, 

F Par suite +b+e+d a © ,
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e
e
 

e
e
 

Je soustrais maintenant chacune des équations proposées de 

la précédente, et j'obtiens 

= Tete +d — d, 

_a+b+c+d _e 
RE , 

y=ttiterte —b, 

…. a+ti+c+d _, 
= —— —— . 

4. — Usage de la théorie des rapports égaux. 

Exempze Il. — Résoudre les équations 

æ & 

VTT 
+ y—=c. 

de mets d’abord la première sous la forme (6, Th. I11) . 

æ _y 
a b' fi 

puis j'en déduis (6, Th. VI) 

BY _TTY 

  

  

b a+b? 

mais æ + y est égal à c, on a donc 

? = © d'où æ=—%- 
a a+b a+b”? 
4 c ne be 

DORE OV USE 
Les mêmes théorèmes permettent de résoudre les équations: 

æ _à& 

y db! 
T—y—=c. 

EXEMPLE III. — Résoudre les équations 

œ y £ 
a bc! 

&+y+s—=td: |  
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s : . T Y 3 . 
Si la commune valeur des fractions a? , TS? était connue, 

je la multiplierais successivement par les dénominateurs a, b, c, 
ct les trois produits seraient les valeurs respectives des in- 
connues æ, 7,2; il s’agit donc de trouver la valeur du rap- 

œ . : CRE 
port TZ: Or, les trois fractions ad 

fraction 2 +yts 
a+b+oe 

commune (6, II): on a dès lors 

T'Y TE d 

ab cc a+b+c' 

_ étant égales, la 

ou d représente leur valeur 
a+b+c P 

  

et, par suite 

2= ad —— 
— _a+b+c? Lo 
…. bd L 

V3 FTTEc 
:— cd 

TT a+b+e" 

ExemPce IV. — Résoudre les équations 

LI 5 
a db c' 

me + ny + ps =r. 

En appliquant un théorème précédemment démontré sur 

une suite de fractions égales (6, II, c), j'ai 

| & y _ 5 _ ME Ny Ps 
mm 

  

a  b c ma+knb+p 

ou 

Œ _Y _ 5 r . 
a 6 © ma+ni+p 

il en résulte que 
ar 

F— na + nd + pc’ 
br 

Va nd pc -
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et 

gp i 
ma + nb + pe 

Exenre V. — Résoudre les équations 

1 , 1 
atTy 

Î { 

sta? 
1 1 

TT 
. es : 1 1 

Je prends pourinconnues auxiliaires les fractions D D D 

et je calcule leur somme en ajoutant les trois équations 

membre à membre ; je trouve ainsi - + 

{1 1 a+b+e 
Btyts ee 

De cette équation je retranche successivement chacune des 

équations données, et j'ai 

  

      

4 a+b—c 

8 ? ’ L 
1 _a+c—b 

; Y— 9 ’ 
Le b+c—a 

T 9 ? 

j'en déduis ensuite 
9 

a+ b—c’ 
2 

Va Lcd ! 
2 

Fe GTc—a  
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FYERCICES. 

Résoudre les équations suivantes : 

  

1° —T_og-rT.,T mg er tr. 
(Rép. 72). . 

6x 2æ 4œ 
2° — 2 = —— 2 ++ 3 3 + 8. 

(Rép. 15). ° 

/ ac 
3° æ'+ab+c)=(a+ x) b+a) ——-- 

ac 
(Rep. + | 

ge aatb—s) _brtca—t) 
b—c b+c 

(Rép. a + c).' 

Résoudre les systèmes d'équations suivants : 

1° 2x + 3y = 65, 

5 — 2y = 20. 

(Rép. & — 10, y = 15). 
D (æ+5)(y+7)=112—(r+1) (9 — y), 

2x + 10 = 3y +1. 

(Rép. 2 — 3, y—5). 
> br + ay = ab, 

az Lby=@ +. 

Rép. z—a, y—b). 
4e 2a — b}x — (a + b}y—=at— bb", 

(a + bjr — (a — b}y = 4ab. 

Rép. z=a+b, y=a—b) 
HS T — y+:=90, ET 

4x — Yy+: =, 3w— 1) Ce 
2m—3y+:—= 0 , _ x = 

(Rép. æ =, y =, 5 = 109). {
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6° Œ — ay + az = &, 

æ — by + b3 — bi, 

œ — Cy + cz = c. 

(Rép. = abc, y— ab +bc+ac, 3=a+6+0). 

9 — Déterminer les coeficients a, b, €, de telle sorte que les 

deux systèmes d'équations 

| a — by + cz — 2,. 
ax + by — cz — 10, 

az + by + c3 = 2, 

œ+ y+ :—=6, 
2m — y +39, 

5œ + Qy — 3: — 0, 

soient satisfaits par les mêmes valeurs des inconnues #, y et £. 

Rép. a=6, b=5 et c— 3). 

5° aœ + b(y + 3 — à) == «& + 36?, 

ay + ds + t —x) — Lab, : 
as + b(t + x —y) = a + 3ab — 2, 
at Hb(e +y — 523) = a? — ab. 

On calculera d’abord la somme des inconnues, puis on en déduirà 

= Yy—=b, 2—a+b et 1—a—b. 

9° D + 5(y + 3 + 1) — 16, 

2y + 5(3 + 4 + a) 17, 
35 + 5(t + & + y) — 18, 
44 + Se + y + 5 = 19. 

On simplifie la résolution de ces équations en prenant la sommé 
des inconnues pour inconnue auxiliaire. 

Rép. LA, y=i, 3=1, 1— 1). 

10° BD+ Yy+s+ pt, 
5y + Az + + x) —%6, 

55 +3 + x + y) = 36, 
5 + 4x + yt+s)— 44. 

Calculer d’abord la somme des inconnues, on trouvera 

z=1, y—=?, 5:—3 et 1—4,    
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1 2 3: 
° ELLE LE 

1 styts lb 
3 â 5 , 

ay ts et 
1 5 6 2 

ty s ? 
ue. À 1 _ . 

On prendra les quantités 7” 7 — pour inconnues auxi- 

liaires, et l'on trouvera 

1 
æ—=1! y —= 2, S = 3 . \ 

12° æ += b, | 

y+—=c, 
t 

5 + = 

æ 4 
+= 8. 

a(bas — ca + da — € 
(Rép. œ — 20e eu 9, 

alca® — da? + ea — b) 

Es ai—1 É 

. . +) 

Si on suppose 

b—c—d—e, 

on trouve 
_ysi= ab 

c=y=s=t= TT: 

13° @+t}x+ay+(@a—ix= 4 ‘ | 

{@+iy+as+(a—ikx= a+ 
(a+ 1}: + az + (a — jy = 7a—?. 

On prendra la somme des inconnues pour inconnue auxiliaire, el 

où trouvera 

1 7 9 n—9 LL 
T=T: Y=z “4 5 = ?a + 3"
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14° m+y+s+i—e, 

u+z+y+z=d, 
i+u+a+y—c, 
346 tuta—0, 
y+s+ituza. 

En désignant par s la somme des seconds membres de ces équa- 
tions, on a 

T=—= Fr —@, y= + —Dd, 2—= + —C, {= T4, U—= J —8. 

15° T+y+z—i, 

az + by-cz—d 
ax ty. 

On trouve 

p-b-de-d. 
(b — a)(c— a) ? 

y= Ci (a — dj (c — à) 

(a — b) (c — b) ? 

et 

__{@—d)@— à) 
GED" 

16° ay + az = xyz 

dbz + b5 — ryz 

Cy + ct = ays. 
On trouve 

x — LV” 2abc(ab + ac — bc) 
= (ab + bc — ac) (ac + bc — ab)’ 

… V4 2abc{(ab + bc — ac) 

1 (ab + ac — bc) (bc + ac — ab)" 

2abe{bc + ac — ab) 

1 RES (ab+bc— ac)" 

  

  

  

  

  

 



ONZIÈME LEÇON 

PROGRAMME. — Résolution des problèmes relatifs aux équations du premier 

degré. 

I. — Résolution des problèmes. 

La résolution d’un problème quelconque est en général 
composée de trois parties qui sont : 

1° La mise en équation, c'est-à-dire la formation des équa- 

tions qui lient les inconnues aux quantités données ; 

2° La résolution des équations ; 

3 La discussion, qui consiste dans la recherche des limites 

entre lesquelles les données peuvent varier pour que le pro- 
blème soit possible, et dans l'examen des valeurs remarqua” 

bles qu’elles peuvent avoir entre ces limites. Cette partie de 
la résolution d’un problème n'existe que si les données sont 

algébriques : car, lorsqu'elles sont numériques, on trouve 
pour les inconnues des nombres sur lesquels on ne peut faire 
aucune hypothèse, puisqu'ils sont déterminés. 

Je vais traiter la première partie et la troisième. Quant à la 

leuxième, je ferai remarquer seulement qu'elle est l'objet du 
‘hapitre précédent; car je suppose que le problème proposé 
onduit à des équations du premier degré. 

II. — Mise en équation des problèmes. 

1. — Lorsqu'on veut résoudre un problème, soit par l'al- 

rèbre, soit autrement, on doit d’abord étudier la nature et les 

sopriétés des grandeurs dont il s'agit. Quand on connaît à
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l'avance la solution d'un problème, on sait en général vérifier 

si elle est exacte, en effectuant sur les données et la solution 

connue certaines opérations, qui devraient conduire à un ré- 

sultat également connu par l'énoncé. 

Ainsi quand on cherche un nombre qui surpasse ses trois 

cinquièmes de 12 unités : pour vérifier si 30 n'est pas le nombre 

cherché, il faudrait du nombre 30 retrancher ses trois cin- 

quièmes, et voir si le reste n’est pas égal à 12, en un mot, il 

faudrait vérifier si l’on a l'égalité : 

3 
30 — 30<-— 12. 

Si cette égalité est vraie, ce qui arrive, 30 est le nombre 

cherché. Ce nombre 30 n'étant pas connu à l'avance, dési- 

gnons-le par æ, nous pourrons toujours écrire l'égalité précé- 

dente en y remplaçant 30 par +, et nous aurons l'équation : 

r—Ixe= 12. 

Le nombre cherché est évidemment celui qui mis à la place 

de x rend égaux les deux membres, ou la racine de cetle 

équation. 

RÈGLE. — Newton * a formulé la règle suivante pour mettre 

un problème en équations : on représente par une ou plusieurs 

lettres le nombre ou les nombres inconnus, on écrit, à l'aide de 

ces leitres, la suite des égalités entre les données et les résul- 

tats qui devraient étre vérifiées pour que ces résultats soient 

ceux que l'on cherche ; on obtient ainsi une ou plusieurs équa- 

tions qui sont celles du problème; il n’y a plus qu'à les Té- 

soudre. Pour que le problème soit déterminé, il faut qu'il ÿ ait 
autant d'équations que d’inconnues. 

S'il y a plus d'équations que d’inconnues, pour que le pro- 
blème soit possible, il faudra que les valeurs des inconnuës, 
tirées d’un nombre d'équations égal au nombre des inconnues, 
vérifient toutes les autres équations, ce qui établit entre les 
données des équations de condütion. 

| La règle de Newton revient souvent à écrire, au moyen des 

signes et des lettres qui représentent les inconnues, les i- 

* Newton, géomètre anglais, qui a inventé le calcul infinitésimal, et dé- 

couvert la loi de l'attraction universelle, né à Wolstrop, en 1642, mort en 17 

ül 
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verses pnrases de l'énoncé. Toute phrase se traduit par une 

équation dont les deux membres sont le sujet et l'attribut, le 

verbe est traduit par le signe =. 

ProBLÈèMe I. — La date de l'invention de l'imprimerie est 

exprimée par un nombre de quatre chiffres. Le chiffre des 

unités est le double de celui des dizaines ; l'excès du chiffre des 

centaines sur celui des disaines est égal au chiffre des mille ; 

la somme des quatre chiffres est égale à 14; enfin le nombre 

cherché augmenté de 4905 unilés donne pour résultat un 

nombre formé des mémes chiffres, mais dans l'ordre inverse. 

En représentant par m#, «, d et u les chiffres des mille, cen- 

taines, dizaines et unités, les phrases successives de cet énoncé 

se traduisent par les équations : 

uw = 24, 

c—d=m, 

mæ+c+d+uz= ti, 

1000m+ 100 c-+ 104 u+-4905 = 1000 u +100 d + 1064m. 

Pour écrire cette dernière équation, il faut songer que le 

chiffre m, placé au rang des mille, vaut m fois 1000 unités, 

de même pour les autres chiffres. On la simplifie en faisant 

passer tous les termes inconnus dans un membre, et divisant 

les deux membres par 9, elle devient alors : 

Litu+10d—100— 111 m=545. 

La résolution de ces quatre équations n'offre aucune diffi- 

culté, elle donne : 

m=t,c=4, d=3, u=6; 

donc la date de l'invention de l'imprimerie est 1436. 

PROBLÈME II. — Dans une voilure la roue de devant a 0,75 

de rayon, et celle de derrière 1#,2: quel est l'espace parcouru 

quand la première a fail 480 tours de plus que la seconde. 

Si nous désignons par æ le nombre de tours fait par la roue 

de derrière, celle de devant en aura fait 480 +- æ, chaque tour 

de l'une représente un espace parcouru égal à la circonférence 

de la roue 2r><1,2, chaque tour de l'autre représente de même 

un espace parcouru égal à 9k>x<0,75. Or d'après l'énoncé æ 

tours de la roue de derrière font le même espare que 480+7r 

tours de la roue de devant, ce qui est exprimé par l'équation 

%X12>%x< = 9x 0,15 (480 + x).
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Supprimons aux deux membres le facteur commun 2x, et 
multiplions par 100, pour faire disparaître les virgules, il vient: 

120 x = 75 X 480 + 75%, 
d'où 

45 & = 75 X 480, 
3æ&—5%X 480, 

. æ = 800. 

Le nombre de tours exécuté par la roue de derrière étant 800, 
l'espace parcouru est 27 >x< 1,2 >x< 800 ou 6032 mètres à un 
mètre près. 

2. — Nous venons de voir deux applications très-simples 
de la règle donnée par Newton : dans la plupart des problèmes, 
l'énoncé ne fournit pas toutes les équations, il y a des prin- 
cipes relatifs à chaque question, des théorèmes qui, traduits 
en écriture algébrique, donnent les autres équations. Un des 
principaux avantages de l'algèbre consiste en ce que, dans la 
mise en équation, il n'y a pas de différence à faire entre les 
données et les inconnues; en arithmétique, pour résoudre un 
problème, il faut faire un raisonnement différent, selon que c’est 
telle ou telle quantité qui est inconnue ; en algèbre il n'yena 
qu'un, et pour le faire on se placera dans les circonstances les 
plus favorables, on tirera ensuite des équations les valeurs de 
celles des lettres qui représentent les inconnues. 

Problèmes d'intérêt simple. 

Quand on cherche l'intérét simple I produit par un capital a, 
placé au taux à, pendant le nombre d'années &, on trouve par 
une série de règles de trois simples et directes : 

ait 
ul 00 

Si c’est le capital qui est inconnu, il y à des règles de trois 
inverses, et le raisonnement devient plus difficile ; mais quand 
on traite le problème par l'algèbre, on fait le même raisonne- 
ment, qui conduit à la même équation, seulement c'est & qui 
est inconnu, et on trouve en résolvant l'équation 

1001I 
ît 

En arithmétique on trouve aisément la somme b, que produit 

  

E
S
 

RS
 

 



RÉSOLUTION DES PROBLÈMES. 109 

in capital a, augmenté de ses intérêts au taux 4, au bout 

le { années: 

ait 
b=a+——. 

+ 100 

Si c'est le capital a qui est inconnu, le problème devient 
plus difficile, et se résout à l'aide d'une fausse supposition ; en 
algèbre on fait le même raisonnement, qui conduit à la même 
équation, seulement on doit en tirer la valeur de a: 

100 b = 100 a + ait, 

transposons les membres, et mettons a en facteur commun: 

a (100 + it) = 100 b, 
100 b 

= 

100 + à 

Problèmes d’escomptee 

L'escompte d’un billet, dont la valeur nominale est a, est 
l'intérêt de cette valeur nominale, pendant le nombre 46 d'an- 

nées qui lui reste à courir, au taux ©, c'est-à-dire, 5 La 

valeur actuelle b d'un hi ‘+ est égale à la valeur nominale 

diminuée de l'escompte : 
ait 

7100 ‘ 
Supposons qu'on doive une somme b, actuellement exigible, 

et que ne pouvant payer, on souscrive, pour reculer le paie- 

ment, un billet payable au bout de t années, quelle sera sa 

valeur nominale ? 

Soit & cette valeur nominale, nous avons entre b et a l'é- 

quation : 

b—=a— 

- ait 
Er TV 

A 100 ? 
et comme c'est a qui est l’inconnue, il faut la résoudre par 

rapport à a: 

100b= 100 a — ait, 
a(100 — it) = 100 b, 

__ 1006 
8200
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Supposons encore qu'on veuille remplacer un billet a payable 

dans t années, par un billet a’ payable dans +’ années, le 

taux de l’escompte étant à, nous remarquerons qu'un billet, 

pour remplacer un autre, doit avoir la même valeur actuelle: 

nous aurons donc l'équation du problème en égalant les 

valeurs actuelles des deux billets : 

ai __, div 
.&— 700 =d — 100 , 

Nous tirerons de cette équation la valeur de l'inconnu, 

a, lV'oui 

Problèmes d’alliage. 

Le titre t d’un alliage est le rapport du poids a du métal le 

plus précieux au poids total A de l’alliage, ce qui donne l'équation ; 

@ 

a 
d’où l'on tirera la solution de tous les problèmes relatifs à 

seul alliage, si a est l’inconnue, on à i 

t—= 

a = At, 

si À est l'inconnue, : 
a 

A=—. 
b 

Si l'on fond ensemble deux alliages pesant A et A’, ayail 

pour titres # et #, T désignant le titre de l’alliage résultant . 

on aura l'équation du problème en écrivant que le poids d'ar- ; 

gent contenu dans l'alliage résultant, et exprimé au moy 

de son titre T, est égal à la somme des poids d'argent content 

dans les deux alliages composants : 

(A + AT — Ai + A. 
De là on tirera la valeur de la lettre inconnue, et's'il y à plu- ; 

sieurs inconnues, l'énoncé fournira les autres équations. 

Problèmes de mélange. 

Dans les problèmes de mélange, qui ressemblent beaucoUP . 

aux problèmes d'alliage, on obtiendra de même une équatio 
en écrivant que la somme des prix des substances mélangés Î 

est égale au prix du mélange; on obtiendra le prix de chaqué  
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substance en mullipliant par son poids ou son volume le prix 

de l'unité de poids ou de volume. 

Quelquefois on écrira que le poids du mélange est égal à la 

somme des poids des substances mélangées; on obtiendra Î8 

poids de chaque substance en multipliant le poids de l'unité 

de volume par le volume de la substance. 

Problèmes sur les densités. 

Nous allons passer en revue quelques questions de physique 

auxquelles on peut appliquer l'algèbre. Nous commencerons 

par les poids spécifiques, qu'on appelle souvent, pour abréger, 

densités. | 

La densité d d'un corps est le rapport de son poids p au 

poids d'un égal volume d'eau, et comme en prenant pour unité 

de volume le centimètre cube, et pour unité de poids le 

gramme, le poids de l’eau a la même mesure que son volume, 

le poids d'un volume d’eau égal à celui du corps, aura même 

expression que le volume v du corps; on à donc par définition: 

d=—, 

équation d'où l'on tire la solution de tous les problèmes, où il 

s'agit d'un corps seulement. 

S'il s'agit du mélange de deux corps de densités différentes 

d et d’, ayant pour poids p etp, pour volumes v et v’, et quo 

la densité du mélange soit D, on aura une équation du pro- 

blème en écrivant que le poids ou le volume du mélange est 

égal à la somme des poids ou des volumes des substances 

mélangées : . 

(v + D = vd + vd’, 

  

ou bien 

p+ _P 434. 
D d + 

les poids s'exprimant en fonction des volumes, vu les volumes 

en fonction des poids par la formule d = £ . 

Remarque. — On appelle densité d'un gar par rapport à 

l'air le rapport du poids du gaz au poids d'un égal volume 

d'air, dans les mêmes condilions de pression et de tempèra-



poids. 
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ture ; or on sait qu'un litre d’air à 0°, et sous la pression d’une 
colonne de 76 centimètres de mercure, pèse 18r,293. Si on 
appelle 4 la densité du gaz, v son volume exprimé en litres à 
0° et sous la pression 76, p son poids, exprimé en grammes, 
On aura 

p=1,293<d%x<v; 
il y a ici une exception remarquable à la règle générale qui 
veut que, si l’on prend le centimètre cube pour unité de 
volume dans une question, on adopte le gramme pour unité de 

\ 

Problèmes sur le principe d‘Archimède: 

L'énoncé du principe d'Archimède, fout corps, plongé dans 
Un fluide, subit de la part de ce fluide une poussée de bas en 
haut égale au poids du fluide déplacé, se traduit immédiate- 
ment en équation. 

Équilibre des corps flottants. — Quand le corps 
plongé dans un fluide flotte, son poids est égal à la poussée 
qu'il subit, c'est-à-dire au poids du fluide déplacé ; ce princise 
donne immédiatement l’équation d'équilibre des corps flottants. 
PROBLÈME III. — Un bloc de glace de forme prismatique, 

dont la base est horizontale, flotte dans la mer, et sa base 
supérieure s'élève de 24 mètres au dessus de la surface, quelle 
est la hauteur de ce bloc, en supposant la densité de la glace 
égale à 0,8 et celle de l'eau de mer égale à 1,026 ? 

Soit æ la hauteur du bloc, celle de la partie plongée sera 
® — 2%, soit b la base ; le volume du bloc sera bx et son poids 
bæ >< 0,8, le volume de l’eau déplacée sera b(x — 24) et son 
poids b(æ — 24) >< 1,026. Le poids du bloc étant égal au poids 

* du liquide déplacé, nous avons : 

b(x — 24) << 1,026 — br X< 0,8. 
Nous pouvons diviser les deux membres par b, qui disparait de l'équation, cela prouve que le bloc aura la même hauteur 

quelle que soit la base ; résolvons léquation, il vient : 
1,026% — 0,87 — 24 %< 1,026, 

0,226x — 24,624, 
226x — 24624, 

æ = 109;
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la hauteur totale du prisme de glace est 109 mètres, il plonge 

de 85 mètres. 

Problèmes sur l'équilibre des liquides. 

Quand un liquide est en équilibre, les pressions exercées Sur 

l'unité de surface en divers points d'une méme section hori- 

sontale sont égales, pourvu que celle seclion traverse partout 

le méme liquide, dans le cas des liquides superposés dans des 

vases communiquants. Ge principe fournit une équation en 

égalant les pressions sur l'unité de surface en deux points 

différents d'une section horizontale. 

ProgLème IV. — Un cylindre de rayon R est plein d'un 

liquide de densité à jusqu'à une hauteur h, on applique à la 

surface du liquide un piston de poids p dont on néglige le 

frottement, il est percé d'un trou surmonté d’un tube cylin- 

drique de rayon x; de combien descendra le piston, et de 

combien le liquide montera-t-il dans le tube au dessus de son 

ancien niveau. 

La pression p s'exerce sur une Couronne circulaire égale à 

r(R°— 1°), sur chaque unité de cette couronne elle est donc 

p 
r(R° — r°) 

la quantité dont le liquide s'élève au dessus de son ancien 

niveau dans le tube, sur chaque unité de la base du tube 

située dans le même plan horizontal que la couronne, la pres- 

sion exercée est égale au poids d'une colonne liquide de base f, 

de hauteur æ + y et de densité 4, ou (z + y)d. En égalant 

ces pressions, nous aurons l'équation 

. Soit æ la quantité dont le piston s'enfonce, et y 

(1 e+Dd=RT 

.qui donne la différence de niveau totale æ + y, les deux 

membres étant exprimés en fonction de la même unité, les 

longueurs en centimètres, les poids en grammes. Pour déter- 

miner les deux inconnues, nous écrirons que le volume du 

liquide n'a pas changé. Au commencement, il remplissait le 

cylindre rR'h, à la fin, il remplit le cylindre rR'{}—x), plus 

le cylindre #r{r+y), égalons ces expressions : 

Ra srRh— x) +srr +1),
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divisons par 7 
RU = R — Re + rx + y, 

Q)  (—r)r=ry. 
Il reste à résoudre les équations (1) et (2). 

Problèmes sur les dilatations.e 

Si on appelle k le coefficient de dilatation linéaire d’un so- 
lide, c'est-à-dire, la quantité dont s’allonge une barre d’un 

mètre portée de 0° à 1°, on voit en physique que, portée de ® 

à +, une barre de longueur ! s’allonge de {kt, et qu’en appe- 

lant l sa longueur à &, on a: 
VIA + ki). 

Telle est l'équation qu’on a dans tous les problèmes sur les di- 
latations linéaires. Si on appelle v le volume d’un corps à (?, 
v!’ son volume à #, £ son coefficient de dilatation cubique, on 
a de même : 

v'—= vit + ki). 

PROBLÈME V. — Un ballon de verre contient un poids P de 
mercure à 0°, on le chauffe à une température inconnue, il en 

sort p grammes de mercure ; quelle est cette température? 
Soit v le volume du ballon à 0°, 4 le coefficient de dilatation 

du verre, # celui du mercure, d sa densité, # la température 

inconnue ; à & le volume du verre devient w(1 + kt), celui du 

mercure v(1+ #'t), il est sorti du ballon, puisque #4’ est 

plus grand que #, un volume de mercure marqué par 
v(1 + 4e) — v(1 + ki) où v(k’ — k)r, qui réduit à 0e deviendrait 
v(k — ki  pè ë : v(k! — k)td ; or, d'après 
TER , €L pèse par consequen TIEM 

l'énoncé du problème, ce poids est égal à p, on a donc l'é- 
quation : 

ok — kjtd 

A LE 

Le volume v du mercure à (° n’est pas donné, mais nous 
avons son poids P, on a donc: 

d'où 
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Substituons à v cette valeur dans l'équation précédente : 

Pt 

1+Kt 

Il reste à tirer de cette équation la valeur de t. 

Problèmes sur les chaleurs spécifiques et latentcc. 

En appelant ce la capacité calorifique d'un corps, ou la 

quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré la tem- 

pérature d’un kilogramme de ce corps, pour élever la tempé- 

rature de p kilogrammes depuis {° jusqu'à #°, il faut po(# —t) 

unités de chaleur. Arrivé à une certaine température, tout 

corps solide entre en fusion, et absorbe x unités de chaleur par 

kilogramme, ‘sans que la température s'élève, à s'appelle la 

chaleur latente de fusion du corps, et p kilogrammes ab- 

sorbent pà unités pour passer à l'état liquide, le même phëéno- 

mène se reproduit à une autre température pour le passage de 

l'état liquide à l'état gazeux, et il y aura, sans que la tempéra- 

ture s'élève, absorption de pX’ unités de chaleur, »’ est la cha- 

leur latente de vaporisation. 

On obtiendra l'équation des problèmes où l'on mélange deux 

corps à des températures différentes, en écrivant que la cha- 

leur gagnée par l'un d'eux esl égale à la chaleur perdue par 

l'autre ; dans le calcul de ces quantités, il faut tenir compte 

de la chaleur latente, si l'un des corps subit un changement 

d'état, et du changement que peub éprouver sa capacité calo- 

rifique. 

ProsLèe VI. — On mélange dans un calorimètre un poids p 

de glace à t° au dessous de 9, avec un poids inconnu d'eau 

à Ve au dessus, la température du mélange devient 9 au 

dessus de 0°: trouver le poids de l'eau, sachant que la chaleur 

spécifique de la glace est 0,5 celle de l'eau étant 1, et la cha- 

leur latente de fusion 79. 

La chaleur gagnée par la glace de te à O est p<0,5%< 4, 

là elle se fond et absorbe p><79 unités de chaleur; une fois 

passée à l’état d'eau, pour s'élever à 6, elle absorbe encore ps 

unités de chaleur, sa capacité calorifique étant devenue 1: la 

quantité totale de chaleur gagnée par la glace est donc : 

px<05x<I+ px + p1.
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La température de l’eau, de t/° à @, s'abaisse de #/’ — 0 degrés, 

soit æ le poids inconnu de l’eau, la quantité de chaleur qu’elle 
perd est 

œ(t — 6), 

on a donc, pour calculer >, l'équation : 

p0,5t +79 + 8) = æ(i —6). 

Si æ était donnée, et qu’une autre quantité fût inconnue, on 
n'aurait qu’à tirer sa valeur de la même équation. 

PROBLÈME VII. — On fait condenser dans un poids p' d'eau 
à ve, un poids p de vapeur à t, t étant plus grand que 100; 
trouver la température finale du mélange. 

On donne en physique, pour trouver la quantité de chaleur 
qu'absorbe un kilogramme d’eau à 0°, en passant à l’état de va- 
peur à &, la formule empirique : 606 + 0,305 f. Si le poids p 

de vapeur descendait à (+, il perdrait donc (606 <- 0,305 tp; 
mais il ne descend qu’à la température finale x du mélange, 
il perdra donc px de moins, ainsi la quantité de chaleur per- 

due est : | 
(606 FH 0,3051) >< p — pr. 

La quantité de chaleur gagnée par le poids p’ d’eau, qui 
s'élève de 4° à x, est p'(x — Ÿ’), on a donc l'équation: 

p'{œ — +) = p(606 + 0,305€ — x), 

d'ou l'on tirera la valeur de +, on en tirerait la valeur de toule 
autre lettre inconnue, si æ était donné. 

Problèmes sur la loi de Mariotte. 

L'énoncé de la loi.de Mariotte « les volumes d’une même 

masse de gaz sont en raison inverse des pressions qu'elle sup” 
porte » se traduit immédiatement en une équation. 

PROBLÈME VIII. — Dansun manomètreenU à air comprimé 
dont les deux branches ont pour section b, l'air occupe 100 di- 

visions d'égal volume et d’un centimètre de longueur, quand 

le mercure est en équilibre dans les deux branches sous un6 
pression extérieure égale à 76 centimètres de mercure, dt 

combien s'élève le niveau du mercure dans la branche fermée, 

quand on exerce dans la branche ouverte une pression de 

108 centimètres ? 
Soit x la quantité dont le mercure s'élève dans la branchs 
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fermée ; il descend de æ dans la branche ouverte, la différence 

des niveaux du mercure devient 27, la pression du gaz 108—2z 

et son volume 8(100—x), le volume primitif était b>x 100 et 

la pression 76, on a donc d’après la loi de Mariotte l'équation 

b><100 _ 108—92% 
P100—2) — 76  ? 

équation du second degré que nous apprendrons à résoudre 

plus tard ; on voit que la section b du tube disparaît, comme 

facteur commun. 
\ 

Propcème IX. — Dans un manomètre en U à air com- 

primé, dont les deux branches ont pour section b, l'air à & 

occupe 100 divisions d'égal volume et d'un centimètre de lon- 

gueur, sous la pression 76, le mercure élant au méme niveau 

dans les deux branches. De combien descendra le niveau dans 

la branche fermée, quand on portera la température de l'air 

à to? 
Soit v le volume d'une masse de gaz à {* sous la pression p, 

. . : v 
sous la même pression à 0°, il deviendra TER et 

, LU + Ar) 
ere 

plus fort DL AO. , et, sous la pression #”, il serait p’ fois 
1+k 

l ge LUE RPIP appelant v’ le volume à t° et 
plus petit (i op" , en appe 

sous la pression #/, on à donc 

v’ OH RP, 

(1 + kr” 

: sous la pression f, il deviendrait p fois 

  

ou 

y _ (+, 
v GAP" 

d'où le théorème : les volumes d'une même masse de gaz sont 

directement proportionnels aux binômes de dilatation, el 

inversement proporlionnels aux pressions qu'ils supportent. 

Soit æ la quantité dont le mercure descend dans la branche 

fermée, il monte de z dans la branche ouverte, la différence 

des niveaux du mercure devient ?r, la pression du gaz devient
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76 + 2x, et le vorume 100 + +, on a donc d’après le théorème 

précédent : 

100+æ _1+kr " 76 

100  1+%t 76 + 2x 

L'équation est encore du second degré *. 

  

Mélange des gaz et des vapeurse 

Dans les problèmes sur le mélange des gaz et des vapeurs, 

la pression de la vapeur ne fait que s'ajouter à la pression du 

az considéré comme remplissant tout l'espace, pour former la 

sression totale. 

ProBLÈme X. — De l'air saturé à 0° occupe un volume de 

5 litres sous la pression de 76 cent. de mercure ; saturé à 3Ÿ, 

il occupe un volume de 8 litres, quelle est la pression de l'air? 

On sait que la tension maxima de la vapeur d’eau est de #°° 
à 0 et de 31% à 30°. 

A O° la pression de l'air est égale à 76e — 0c,4 ou 75.6 
à 30° elle est æ — 3c,1, en appelant æ la pression du mélange. 

Les volumes 5 et 8 étant en raison inverse des pressions 75,6 

et æ— 3,1, nous aurons l'équation : 

5 _ æ—3,; 

8 75,6 ? 
d'où nous tirerons 

æ—=50°,35*, 

Problèmes de mécaniques 

Tous les théorèmes de mécanique se traduisent immédiale- 

ment en équations. 

Mouvement uniforme. — Dans un mouvement uni- 
forme, on appelle vitesse le rapport constant de l’espace e par- 

couru au temps £ employé à le parcourir, c’est aussi l'espaæ 

parcouru dans l'unité de temps : 

#* Dans la plupart des problèmes de physique, il faut, pour se guider dans” 

la mise en équations, faire une Ggure, qui représente l'appareil au commen” 
cement, et à la fin de l'expérience,  
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d'où 
e = ut. 

Cette équation sert à résoudre tous les problèmes sur le 

mouvement uniforme, 

PnoBLème XJ. — Une circonférence est divisée en 360 de- 

grés. Deux mobiles, que nous appellerons À 

et C, partent des points À el C, distants de n°, 

parcourent la circonférence uniformément dans 

le sens de À vers C, le premier dans le temps a, 

le second dans le temps c; au bout de combien 

de temps A sera-t-il en avance Sur C de n°? 

Soit #£ ce temps, æ :e nombre de degrés parcouru par le 

courrier C arrivé en B, le courrier A arrivé en D aura 

parcouru n +æ+n; or le courrier G parcourt dans l'unité 

de temps To qui est sa vitesse, celle de À est de même 

260 . 

T7 nous aurons donc les deux équations 

  

300 

2=< ! 

n+n+z = 

d’où l'on tire 

sm tn) 
7 360(c — a) 
_an+r) = 

Mouvement uniformément accéléré. — En appelant 

v, la vitesse initiale, g l'accélération, v la vitesse et e l'espace 

parcouru au bout du temps f, On a trouvé en mécanique les 

équations : 
t=t +9! 

e= vol + EDS , 

qui serviront à résoudre tous les problèmes sur le mouvement 

uniformément accéléré. 

Problèmes de gcométrie. 

Dans les problèmes de géométrie, les équations entre les 

données et les inconnues se lirent de la théorie des lignes
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proportionnelles, et des théorèmes qui en résultent sur les 

propriétés du triangle rectangle ou quelconque, des cordes et 

des sécantes menées d’un même point à la circonférence; quel- 

quefois, pour abréger, on égale deux expressions d’une même 

\ surface. Pour obtenir des triangles semblables, il y aura à faire 

des constructions, qu'il est difficile d'indiquer d’une manière 

générale. Nous nous bornerons à quelques cas qui se pré- 

sentent fréquemment. 

ProsLème XII. — Mener dans un trapèse dont les bases 

8 c sont a et b, la hauteur h, une paral- 

[ie lèle au bases de longueur 1, et trouver 

PIN N sa distance à la base à. 

A Où à D Soit AD la base a, BG la base b, 

EF la parallèle de longueur /, BH la hauteur À. Dans presque 

tous les problèmes sur le trapèze, on mène par une extrémité 8 

de la petite base, une parallèle BI à l’un des côtés non pa- 

rallèles, on obtient un triangle ABI qui a pour côtés les deux 

côlés non parallèles du trapèze, et pour base AT égale à 

AD — DI ou AD — BC, c'est la différence des bases a — b. Ce 

triangle intercepte sur la parallèle EF une longueur EG égale 

à EF—GF ou EF —BC ou 1—b. Les deux triangles ABI 

et EBG sont semblables, et on obtient une équation, en écrivant ! 

que le rapport de leurs hauteurs est égal à celui de leurs bases; 

BK __ EG 
BH Al’ 

Il faut remplacer les longueurs par leurs expressions algé- 

briques ; en appelant æ l'inconnue KH, on à BK = h — x, 

et l'équation devient : 

  

  

  

h—æ _1—b 

h __ a—b 

h a —b 

æ _a—b—(l—b) _a—l 

h— a — b  _a—b 
_ A(a—1 
 a—b - 

  

La mise en équation serait plus rapide en écrivant que la 

surface du trapèze ABCD est égale à la somme des surfaces 

les tranèzes AEFD et EBCF.
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(a+ b}h _(a+Dz + (+0) (h— a), 
2 TT 2 2 , 

mais l'équation est plus compliquée. 
PROBLÈME XIII. — Trouver le rayon d'une circonférence, 

connaissant la longueur a d'une corde, et celle b 
de la flèche de l'arc qu'elle sous-tend. 

Nous supposons le problème résolu, c'est-à- 
dire que nous traçons une circonférence, une 
corde CB que nous supposons égale à a, et sa 

flèche DE — b perpendiculaire au milieu de la 

corde. Dans tout problème relatif à une figure inscrite, ily a 

généralement un diamètre qui la partage en deux parties 

symétriques, en joignant ses deux extrémités à un point de la 

circonférence, on obtient un triangle rectangle ayant pour hy- 

poténuse le diamètre, auquel on applique les théorèmes : chaque 

côté de l'angle droit est moyen proportionnel entre l'hypolénuse 

entière et saprojectionsur l'hypoténuse; la hauteur est moyenne 

proportionnelle entre les deux segments de l'hypoténuse. 

La flèche DE prolongée donne le diamètre FD, tirons BF 

et BE ; dans le triangle rectangle BFD, nous aurons : 

BE —DEX EF, 
et, en appelant æ le rayon cherché, 

(5) = b(2r — 6), 

  

2 

LE — Gr —bt, 
4 

d'où 
__ a+ ait 
= —- 

PronLème XIV. — Circonscrire à une circonférence de 

€ rayon v un triangle isocèle dont le côté soil 

égalà m fois la base. 
Dans tout problème sur les figures circon- 

scrites à une circonférence, il faut se rappeler 

que les tangentes menées d'un même point à la 

circonférence sont égales, et que la tangente 

menée d'un point crtérieur est moyenne pro- 

portionnelle entre la sécante issue du méms 

point et sa partie extérieure. 
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Désignons par r le rayon, par æ la moitié AE de labase AB, 

par y la hauteur CE, menons du centre le rayon OD per- 
pendiculaire à AG, qui aboutit au point de contact, et dési. 
gnons CD par 3. 

La traduction de lénoncé est, en remarquant qu 
AD— AE 7x, 

(1) 2x —9mx. 
Les triangles COD et CAE semblables, comme rectangles el 

ayanten CG un angle commun, & nnent-Ë = CE ou y u gle c un, do OD —"©D 

y 
@) FT 2 

La propriété de la tangente donne CD —CE XCF, ou 

(3) = y(y — 2r). 
L’équation (1) donne 

Pom —=T 
L’équation (2) devient après la substitution 

= (2m — 1}ry. 

L'équation (3) devient à son tour 

Qm — 1)ry = y{y — 2r). 

Divisons par y, ce qui supprime la solution absurde y =0, 
nous aurons 

y =r(2m +1). 
Portons cette valeur dans l'équation précédente, il vient 

= {4m — 1), 
d'où (7, Th. 11.) 

s=r VE T, 
… 2m +1 

er 
PROBLEME XV. — Trouver le rayon de la circonférer"* 

È inscrile à un triangle rectangle, dont tv1: 
Ne poténuse est a, et les côtés de l'angle die: 

PUR sont b et c. 

     

* s \ 

    

Soit ABC un triangle rectangle en A, ( 
le centre de la circonférence inscrite, D, }* 

> et F les trois points de contact, les lan 

gentes issues d’un même point étant égales, nous aurons  
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BD = BF, 
CE = CF, 

ajoutant membre à membre 

BD + CE = BC. 

Pour exprimer les deux membres en fonction des trois côtés, 

et de l’inconnue, nous remarquerons que la figure ADOE, 

ayant trois angles droits en À, D et E, est un rectangle, et 

comme OD est égal à OE, c'est un carré dont tous les côtés 

sont égaux au rayon inconnu r, alors BD est égal à AB— AD 

ou c—r, CE estégal à CA — AE ou b —r, et l'équation de- 

vient 
c—r+b-rz=z 

d'où 
b+tc—a 

= ——: 

Ici encore, on aurait pu remarquer que la surface du triangle 

est la somme des surfaces des trois triangles AOB, BOCetCOA, 

qui ont pour bases les trois côtés, et pour hauteur le rayon in- 

connu, en égalant cette somme à l'expression de la surface, on 

aurait eu 
ar br cr be 

Ttatez 
d'où 

EE 
—a+b+c” 

expression équivalente à la précédente, en vertu de la relation 

at =? + ci. 

ProsLème XVI. — Circonscrire à une circonférence de 

rayon T, un trapèze isocèle dont la surface 

soit égale au double du carré construit sur 

ç K Le diamètre. 
Soit EF le diamètre d'une circonférence 

ayant pour centre O et pour raÿOn , menons 

NE d deux tangentes AE et CF, et une troisième 

ligne AC tangente en G, si nous replions celte figure autour 

de EF elle viendra prendre une position symétrique EFBD, 

et nous aurons un trapèze isocèle circonscrit à la circonfé- 

rence, suppusons que ce soit le trapèze cherché. 

€ F_D 
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Désignons par æ la moitié. AE de la grande base, par y la 

moitié CF de la petite, par z le côté GA ; l'énoncé donne l'é- 
quation 

  (our 9m, 

ou 

(1) æ + Y —= kr. 

Les tangentes issues d'un même point étant égales, nous 
aurons AG— AE, GC—CF, et en ajoutant membre à 
membre AC—AE+CF, ou 

(2) 32=2+Y. 
Enfin menons CH parallèle au côté EF du trapèze biret- 

tangle ACEF, nous aurons un triangle rectangle ACH, dans 

lequel AC = CH + AH, AH étant égal à la différence des 
bases æ et y, donc 

(3) 2 = 47 L (x —- y}, 

3 est immédiatement connu, puisqu'il est égal à æ + y, 

3 =#4r, 

l'équation (3) devient : 

167? — 47? + (æ — y}?, 
d'où “ 

(4) œ—y—7rV12. 
Résolvons les équations à deux inconnues (1) et (4) par ls 
méthode d’addition et de soustraction, elles donnent 

D — r(2 + V3), 

y = re — V3). | 

Inconnues auxiliaires. — Jl arrive souvent que la mise 

en équations d'un prob'ème est simplifiée par l'emploi d'in- 
connues autiliaires, nous en avons un exemple dans le pro 
blème XI, où nous avons pris pour inconnue auxiliaire le 
nombre de degrés parcouru par l’un des mobiles ; l'habitude 
seule apprendra quand et comment il faut y avoir recours. 

Choix des notations. — Dans tous les problèmes où les 
données sont indéterminées, on pourra simplifier les calculs 
en les représentant par des lettres convenablement choisies. 

PROBLÈME XVII. — Une niche se compose d'un demi- 
cylindre, dont la hauteur est égale au diamètre, surmonté 

  
a
m
e
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d'un quart de sphère de même rayon, déterminer ce rayon de 
manière que la niche ait un volume donné. 

Désignons par æ le rayon inconnu, et représentons le volume 

donné par celui d’une sphère de rayon r, l'équation du pro- 
blème est 

Ta &rrS 

PR 
ou 

D =, 
d'où 

T=1 

3 
volume donné a fait disparaître le facteur r, et fait apercevoir 

ce théorème que le rayon de la niche est égal au rayon de la 

sphère qui aurait même volume. 

On voit comment le choix de 

  

pour représenter Île 

NL, — Résolution des équations. 

Cette partie de la résolution des problèmes a été traitée dans 

les trois lecons qui précèdent, lorsque les équations sont du 

premier degré. 

IV. — Discussion. 

Nous avons déjà vu que discuter un problème c’est étudier les 

circonstances remarquables que peuvent présenter les valeurs 

des inconnues, quand on fait varier la grandeur des données, et 

chercher les limites entre lesquelles les données peuvent varier 

pour que le problème soit possible. Les leçons suivantes auront 

pour objet l'étude de ces circonslances remarquables et la 

recherche de ces limites, c'est seulement après que nous pour- 

rons discuter complétement un problème. 

ProBLème XVIII. — Inscrire dans un triangle de base b 

et de hauteur h un rectangle ayant un pé- 

rèmètre donné ?p. | 

o/_ e Soit ABC le triangle donné, DEFG le 

rectangle inscrit, menons la hauteur BH qui 

Ar: é + coupe DEen K. Désignons par z le côté DE 

du rectangle, et par y sa hauteur DF ou KW; l'énoncé donne 

d'abord l'équation 

  

      

2x + ?y =2p



e
t
u
d
e
s
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ou 

CE  : 
Les triangles ABG et DBE étant semblables, le rapport des 

hauteurs est égal au rapport des bases, et l’on a 

BK _ DE 

BH AC 
ou 

kR—y _ x 

TU Rh — b° 

En retranchant ces fractions terme à terme, on a une frac- 
tion égale 

BU +y—h 

  

| D b—h 

or æ+-y est égal à p, on a donc 

__ b(p—kh) 
FR 
_ R(b — p) 
AR ETS 

Pour que le problème soit possible, il faut, si nous supposons 
b>h, que p soit compris entre À et b; si nous supposions 
b < h, toutes les soustractions auraient dû être faites en sens 
inverse, et p devrait encore être compris entre À et b. Ainsi 
la moitié du périmètre a pour plus petite valeur À et pour plus 
grande valeur b, ou inversement. Dans ces deux cas, une des 
dimensions du rectangle devenant nulle, il se réduit à une 
ligne droite. | 

Si nous supposons æ — y, nous aurons le carré inscrit, mais 
alors le périmètre ne peut plus être donné, p est inconnu, € 
donné par l'équation 

b(p—h) _h(b—p) 
D—h 7 b—h 

d'où 

2bh 
D+R° 

Le périmètre du carré inscrit est donc 

  p= 

4bh 
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EXERCICES. 

1o — Partager 140 en deux parties, dont l'une, augmentée de 10, 
égale le cinquième de l’autre. 

(Rép. 125 et 15). 

2o — Distribuer 9,400 fr. à deux personnes, de sorte que l'uno 

15 
n'ait que les —— de la part de l'autre, 

32 

(Rép. 3000 et 6,400). 

3 — Une personne, pour s'acquitter d’une dette, a donné à son 

créancier deux billets, l'un de 846 fr., payable dans 8 mois, et l'autre 

de 56% fr, payable dans 11 mois. Trois raois plus tard, elle offre à 

son créancier de remplacer ces deux billets par un seul, payable dans 

un an, Celui-ci accepte la proposition, à la condition que ce billet 

sera de 1,453 fr. 50 c. A quel taux d'intérêt prête-t-il son argent ? 

(Rép. 6 p. 100). ‘ 

4° — Combien faut-il placer de pièces de 20 fr. et de 40 fr. en 

ligne droite pour former la longueur du mètre avec 40 de ces pièces, 

en sachant que leurs diamètres sont respectivement égaux à O®,021. 

ct 0,026. 

(Rép. 8 pièces de 20 fr., 32 de 40 fr.). 
9 

5° — Une personne place Îles F5 d'un certain capital à 3 p. 100 

et le reste à 4 1/2 p. 100. Quelle est la valeur de ce capital, qui pro- 

duit une rente de 1950 ? ‘ 

(Rép. 50,000). 

6° — Lorsque les aiguilles d'une montre sont en ligne droite entre 

deux heures et trois heures, quelle heure cette montre indique-t-elle? 

(Rép. 2h. 10 m. {, si les aiguilles coïncident, et 2 b. 

43 m. + , Si l’une est dans le prolongement de l’autre). 

% — Soient 1000m4, 1500=i, 2000m1, les grandeurs respeclives de 

trois prés dans lesquels l'herbe est d'égale bauteur et croit d’un 

mouvement uniforme. Le premier pré a nourri 5 bœufs pendant 

10 jours; le second 6 bœufs pendant 15 jours. On demande pendant 

combien de jours le troisième pré pourra nourrir 9 bœufs. (Emprunté 

à l'arithmétique universelle de Newton). 

(Rép. 1?)
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8e — L'eau sort d’un réservoir par deux ouvertures, avec des ! 

vitesses différentes. Les grandeurs des orifices sont dans le rapport 
de m à n, et les vitesses de l'écoulement dans le rapport de p à q. 

On sait, de plus, que la dépense par la première ouverture surpass, 

dans un certain temps, celle de l’autre, de a mètres cubes d'em. 
Combien d’eau chacun de ces deux orifices donne-t-il pendant œ@ 

même temps ? | 

am 
(Rép. La première ouverture donne _— TP __ mètres cubts 

MP —Nn 
an 

d’eau, et la seconde a) 
MP — Nq 

Appliquer les formules de ce problème au cas particulier suivant: 

n=5, m—13, g—8, p—7, a—56l,. 

La première ouverture donne 1001 mètres cubes et la seconde Al. 

So — Un paquebot, partant de Douvres avec un vent favorable, , 

arrive à Calais en 2? heures. À son retour, le vent lui étant contraire, 

il fait par heure 1 mille de moins que pendant la première traversé. 
Lorsqu'il est arrivé au milieu de sa course, le vent change et aug: 

mente sa vitesse de 4 milles. Aussi ce paquebot rentre plus tôtà 

Douvres qu’il n'y serait arrivé si le vent n’eût pas changé la seconde 

fois dans le rapport de 6 à 7. Quelle est la distance de Calais 
Douvres et quelles sont les vitesses êu paquebot dans la second 
traversée ? 

(Rép. Distance, 22 milles ; vitesses, 10 et 14 milles). 

10 — On prend trois ouvriers A, B, C, pour faire un certit 
fravail, En travaillant ensemble, A et B le feraient en f jours; C etA 
en € jours; B et C en d jours. Combien faudrait-il de jours : ji 

. . . . ! : l 
chaque ouvrier, travaillant seul; 2° aux trois ouvriers réunis, pour 

faire cet ouvrage ? 
| | 9def 2def R | 

. s ————————————— US, (Rép. I faudra à A detdf=f jours, à B deLef—df ° Le ef 2def 
Tele ef —de Jours, et aux trois ouvriers réunis dE df Té 

jours). ° 

11° — Quels poids faut-il prendre de deux alliages d'argent et& 
cuivre pour former 500 grammes d'un autre alliage au titre D 
sachant que, pour une partie de cuivre, l’un des alliages donnés co 
tient 8 parties d'argent et l’autre 10? 

(Rép. 2255 du premier et 2755 du second). 
12 — On sait que les densités du plomb, du liége et du bois de R
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sapin sont respectivement égales aux nombres 11 325, 0,21 et 0,45. 

On demande de composer avec du plomb et du liége un corps qui pèse 

80 kilogrammes, et ait le même volume qu’un morceau de sapin de 
même poids, de sorte qu'il puisse surnager dans l’eau, Combien fau- 

dra-t-il prendre de plomb et de liége ! 

(Rép.  38k,14... de plomb, et 41K,85... de liége.) 

13° — Un orfèvre a trois lingots dont chacun est composé d'or, 
d'argent et de cuivre. Le premier lingot contient 1 kilogramme d'or 

3 kilogrammes d'argent et 6 kilogrammes de cuivre ; le second est 
formé de 4 kilogrammes d'or, de 5%,6 d'argent et de 9%,6 de cuivre, et 
le troisième, de 2k. 4 d'or, de 7%,8 d'argent et de 4,8 de cuivre. Com- 
bien doit-il prendre de kilogrammes dans chacun de ces lingots, pour 

en composer un quatrième qui contienne ? kilogrammes d’or, 4k,6 d'ar- 
gent et 5,2 de cuivre. 

(Rép. 2 kilogrammes du premier lingot, 458 du second et 5 kilo- 
grammes du troisième.) 

14° — Trouver deux nombres dant le rapport soit le même que celui 
de màn, et tels que leur produit ne soit pas changé si l'on sug- 

mente le premier de & unités et qu’on diminue le second de b unités. 

: abm abn 
(ré. Le premier égale br et le second in 

45° — Les densités d, d’, de deux corps 4, 4’, et celle 3 d'une de 
leurs combinaisons étant données, déterminer la quantité de chacun 

de ces corps contenue dans un poids donné p de cette combinaison, 

en admettant toutefois qu’ils n’éprouvent aucune réduction de volume 

en se combinant. 

(rep. a PIB). 5, pdd) \, 
#d—4) Kad”) | 

16 — Un cône dont l'axe est vertical, ayant pour rayon #, pour 
hauteur À, pour densité d, flotte, la base en haut, dans un liquide de 

densité d', trouver la hauteur de la partie plongée. 

be 4/4 
1% — Un alliage pesant 10 grammes est composé de deux métaux 

dont les densités sont 19,362 et 10,474, l'alliage pèse dans l'eau 96,35; 

combien y a-t-il de chaque métal. 

(Rép. 61,95 et 36,05). 

18 — Deux vases d'un hecto'itre chacun sont remplis de deux 

mélanges, le premier contient 60 parties d'eau contre 40 de vin, le 

second contient 20 parties d'eau contre 40 de vin. On deminde de 
9 
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prendre dans ces denx vases des volumes % et y tels que, mélangés 

ensemble, ils contiennent autant d'eau que de vin, et que les restes 

mélangés contiennent 4 parties d'eau contre 7 de vin. 

850 510 . 
(rer. & = TG? y= TT de ire.) 

19 — La vitesse du son est de 1435 mètres dans l'eau, de 

340 mètres dans l'air, une personne placée dans un bateau perçoit un 

son produit sur le rivage par l'eau et par l'air, il s'écoule 27 secondes} 

entre cesdeux perceptions, quelle est la distance du bateau au rivage, 

(Rép. 12030). i 

90° — Quels sont les volumes de deux liquides dont les densités 

sont 1,3 et 0,7, sachant que, si on les mélange le volume total est 

égal à 3 litres, etla densité 0,9. 

(Rép. 1et?). 

210 — Un cylindre de rayon r, de hauteur h, de densité d, est 

plongé dans un cylindre de rayon R, plein jusqu'à la hauteur H d'un 

liquide de densité D: de combien plonge-t-il, et de combien le niveau 

du liquide remonte-t-il dans le vase ! 

hd rthd \ Rép. = et ——} ( Pl 5 ° RD] 
92% — Une bougie dont le rayon est 1 centimètre, la hauteur 30, la 

densité 0,7, est plongée dans un cylindre plein d'eau ayant 2 de rayon, 

elle brule 3 centimètres à l'heure, au bout de combien de temps l'ex- 

trémité supérieure de la bougie sera-t-elle au niveau du bord du Cÿ- 

lindre, de combien aura descendu le niveau de l’eau, et quelle sera ls 

longueur de la partie plongeante ! 

(Rép. 6b18m57s; 3,32; 7°74.) 

939 — Dans un tube en U ily a du mercure qui prend le même 

niveau dans les deux branches, on verse danse l’une une colonnë£ de 

30 centimètres d’eau, de combien’ s’abaissera le niveau du mercuré 

dans cette branche : {° en lui supposant la même section qu’à l'aulr 

% en lui supposant une seclion double! La densité du mercuré et 

égale à 13,6. 

(Rép. lo fe,l0; 20 Oc,73). 

2% — Une barre métallique formée de deux barres de platine et de 

cuivre à une longueur de 3 mètres à 0° et de 3°,0013 à 100. Quel 
sont les longueurs respectives du platineet du cuivre à 0e 1 On donné 

les coefficients de dilatation linéaire 0,0000088 du platine, % 

0,0000171 du cuivre. 

(Rép. 1" et 2m), 
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25° — Un tubede verre de 2 centimètres de diamètre et un mètre di 
long est rempli de mercure jusqu’à 99 centimètres, à la température 
de (eo, à quelle température faut-il le porter pour que le mercure rem- 
plisse le tube 1 On sait que le coeficient de dilatation cubique du verre 

1 ! 1 
est —— , et celui du mercure ———. 38700 RS 5550 

(Rép. 650,5). 

26° — Un vase de laiton pesant 100 grammes contient 200 grammes 
d'eau et 100 de glace ‘à 0°, combien faut-il y faire arriver de vapeur 
d'eau à 100 et sous la pression normale pour que le mélange atteigne 
la température de 10° ! La chaleur spécifique du laiton est 0,0939. 

(Rép. 17,45). ‘ 

270 — On fait condenser 35k,768 de vapeur d'eau à 1470 dans 2727% 
d'eau à 156,7, contenus dans un vase de laiton pesant 125*; déter- 
miner la température finale, connaissant la capacité calorifique du 

laiton 0,09. 

(Rép. 20,14), 

28° — On mélange 15% de mercure à 650,2 avec 40*,1 d'eau à 30,4 
quelle sera la température finale. L'eau est contenue dans un vase 

pesant 7586 et ayant + pour capacité calorifique, celle du mercure 
12 

est 0,03. 

(Rép. 30,4). 

2% — Dans un tube barométrique qui plonge dans une cuvette pro- 
fonde le mercure s'élève à 743 millim.; on enfonce le tube jusqu'à ce 

que la chambre barométrique, qui contient de l'air, soit réduite au tiers 

de son volume primitif, La hauteur du mercure est alors 701 mm. 

Déduire de Rà la valeur de la pression extérieure. 

(Rép.  76mm.). 

30 — Un vase de 20 litres plein d’air à la pression 76 est mis en 

communication avec un vase vide, la pression du gaz devient 45, 

quelle est la capacité du vase videf 

(Rép. 131,78). 

31° -. Un gaz à 370 etsous la pression atmosphérique 76 est ren- 

fermé duns un récipient de capacité invariable. Déterminer la tempé- 
lature à laquelle il se trouve élevé lorsque sa pression devient 3 at- 

"uosphères, 

(Rép. 6550), 
32% — On a 3 litres d'air sec à 10° sous la pression de 750®®. Que 

deviendra le volume de cet air saturé d'humidité à 20° sous la pression
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de 752mm 4 La tension maximum de la vapeur à 200 étant 17mm, et le 

coeflicient de dilatation des gaz 0,00367. 

(Rép. 31,258). 

33° — Le poids d’un certain volume d'air saturé est 18,17 à la 

température de 20°, et sous la pression de 78. Quel est ce volume? 

On donne le poids 15,293 d'un litre d'air sec à 0° et sous 76°, le 

coefficient 0,00367 de dilatation des gaz, la densité + de la vapeur 

d'eau, et sa tension maximum 17,7 à 20e. | 

(Rép. 14181). 

340 — Mener par le centre d’une circonférence de rayon 7 une sé- 

cante telle que la partie extérieure, comprise entre la circonférence, et 

une tangente donnée, soit égale àla moitié de cette tangente, et cal- 

- culer la longueur de la tangente depuis le point de contact jusqu'au 

point de rencontre. 

4r Rép. 
(re 3 } 
350 — Unlosange BDEF de côté a est articulé, le point A pris sul 

\ le prolongement d’un côté BD est fixe, trouver la 

distance CF —# qu'il faut porter sur le côté BF 

pour que les trois points À, E et C soient en ligo? 

droite. Prouver que le rapport est constant et 

à F © indépendant de l'angle B du losange, et déterminer ls 

jongueur DA — b, de manière que l'on ait = FF . Cette figur 

représente l'instrument appelé pantographe; si le point C suit le con- 

tour d’une figure, un crayon placé en E lracera une figure semblable. 

ma 
(rer. z=À, b — } 

b p—m 
  

36° — Mener par le sommet d’un bexagône régulier de côté a um 

droite qui partage sa surface dans le rapport de 1à2,et calculer 18 

deux segments du côté auquel elle aboutit. 

. a a 
(rép. FT et à) 

31e — Inscrire dans une circonférence de rayon r un triangle isocèle 

dont la base soit : 1° égale à la hauteur, 2 égale à la moitié du côte. 

  (rép. La base est 1° 8r , Tr V 5 

5 4  
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38 — Inscrire dans un triangle équilatéral de côté & trois circon- 

férences égales tangentes chacune à deux côtés du triangle et aux deux 

autres ; et calculer leur rayon. 

& \ 

A1+V3) 
3%e — Dans une cour rectangulaire ayant 12 mètres de long et 10 de 

large, on veut planter un cordon d'arbres également distants, sur 

quatre lignes parallèles aux côtés de la cour, et éloignées de ces côtés 

d'une quantité égale à la distance de deux arbres consécutifs. On 

plante 14 arbres, combien y en a-t-il sur chaque côté de la cour, et à 
quelle distance sont-ils les uns des autres 

(Rép. 5, 4et2?). 

40 — Mener dans une circonférence de rayon + une corde telle 
que la somme de son carré et du carré de sa distance au centre, 

soit m?, et calculer sa longueur, ‘ 

Rép. 2 > ee 
lo — Calculer le rayon d’une circonférence touchant une droite et 

une circonférence de rayon r, en un point’ A; sachant que les per- 

pendiculaires abaissées du centre donné et de À sur la droite donnée 

sont b et a. 

Rép. 4 
(re 5) 

Rép.
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} 
PROGRAMME. — Interprétation des valeurs négatives dans les problèmes — Usage 

et calcul des quantités négatives. 

EX, — Définitions. 

On appelle quantité négative un nombre précédé du signe —; 
comme - 

a 

hs: — V5. 

Le signe — ne peut ici indiquer une soustraction, puisqu'il 
n'y à aucune quantité dont on .puisse retrancher les nombres 

4, > V5. Une quantité négative est donc un symbole qui 

ne représente rien par lui-même, Par opposition on appelle 
2 — 

19 , V5 , et on les 

fait précéder quelquefois du signe +, comme nous avons fait 
pour le premier terme d’un polynôme. 

quantités positives les nombres ordinaires 4 

IT. — Origine des quantités négatives. 

”. — On rencontre des quantités négatives en résolvant 
les équations du premier degré. Considérons d’abord l'équa- 
tion 

3x + 17 = 6r +2, 

Si l'on fait passer les lermes inconnus au premier membre, et  
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les termes connus au second, on trouve en suivant la règle in- 

diquée (7, 8 et 9, II). 

3x — 6% — 2 — 17, 

  

— 3x — — 15, 
8 
=: 

Si Von eût fait passer les termes inconnus au st 

membre, et les termes connus au premier, On eût trouvé 

17 —2 — 6x — 37, 

15 = 3%, 

15 
— = 

3 . 

On voit que la valeur de x, trouvée en employant des quan- 

tités négatives 

  

5 , serait exacte, si l'on appliquait à ce 

quotient la règle des signes de la division des polynômes, qui 

donne le signe +- au quotient de la division de deux quantités 

affectées du même signe. 

2.— J1 peut arriver que les quantités négatives ne se pré- 

sentent que dans l'un des deux membres, comme quand on 

résout l'équation 

(1) 3x +2 = 6&+4 17, 

d'où l’on tire successivement en faisant passer les termes in- 

connus au premier membre 

  

(2) 3æ — 6æ = 17 —2, 

(3) — 3x = 5, 

(4) | = FE, . 

Si l'on fait passer les termes inconnus au second membre, 

où a 

9 — 17 — 67 — 3%, 

  

— 15 = 357, 

— 15 x 

3 
Dans cet exemple on ne peut éviter les quantités négatives, 

15 — 15 

  

ut, en appliquant aux quotients 7 € —5— la règle des
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signes de la division des polynômes, on trouve pour æ la va- 

leur négative —5, qui indique qu'aucun nombre ne vérifie 
l'équation, et en effet, 6æ étant plus grand que 3x et 17 plus 
grand que ?, le second membre est plus grand que le premier 

et ne peut lui être égal. 
Sans attacher pour le moment aucun sens à la quantité né- 

gative — 5, elle vérifie, pour ainsi dire mécaniquement, l'é- 

quation proposée, à condition qu’on lui applique les règles 
ordinaires du calcul algébrique, celles qui conviennent aux 

termes affectés du signe — dans les polynômes. 
En effet nous avons posé, en appliquant la règle des signes 

de la division, l'égalité (4) 

&) —5= À 
donc — 5 mis à la place de æ vérifie l'équation (4) 

15 
(4) œ = . 

— 3 

Le quotient — 5 est le nombre qui, multiplié par le diviseur 
— 3, reproduit le dividende 15, on a donc l'égalité (3) - 

  

(3) —3X(—5)— 15, 
qui prouve que — 5 mis à la place de x vérifie l'équation (3) 

(3) . — 3x = (5. 

Ensuite — 3 n'est autre chose que 3— 6 traité par la règle 
de réduction des termes semblables, et 15 est égal à 17 —2 
on à donc l'égalité 

(3—6)>x<(—5) — 17— 9, 
ou 

(2) IX (—5)—6X(—5) —=17—2, 
qui prouve que —5 mis à la place de æ vérifie l'équation (2h 

() 3x — 6œ — 17 — 2. 
Enfin, en ajoutant aux deux membres de l'égalité (2), le nombre 

positif 2 et le nombre négatif 6x (— 5), on trouve l'égalité (1) 

() IX (—5)+2—6 x {—5) +17, 

qui prouve que — 5 mis à la place de x vérifie l'équation (1) 

(1) 3x +2 = Gr + 17.  



INTERPRÉTATION DES VALEURS NÉGATIVES DANS LES PROBLÈMES 137 

SI. — Interprétation des valeurs négatives dans les 

problèmes. 

#.— Avant d'aborder cette question nous allons démontrer 

deux théorèmes dont elle dépend. 
THÉoRÈME I. — Si dans une équation on change x en — x, 

en appliquant à celte quantité — x les règles ordinaires du 

calcul algébrique, on obtient une équation nouvelle, dont les 
racines sont égales à celles de la proposée changées de signe. 

Soit proposée l'équation 

(1) 32 + 2 = 67 + 17, 

qui, nous venons de le voir, a pour racine — 5. Changeons æ 

en — +, nous obtenons l'équation 

@) 3x (a +2=6%(— 2) +17. 
Puisque — 5 est la racine de l'équation ({), on a par hypo- 

thèse l'égalité 

3x (—5)+2=6%X(- 5) +17, 
qui n’est autre chose que ce qu’on obtient en remplaçant æ 

par 5 dans l'équation (2), donc les deux membres de celle 

équation deviennent égaux quand ou y remplace æ par 5, et 

la raume —5 de l'équation (1), changée de signe, est la 

racine de l'équation (2). 

REMARQUE. — L'équation (2?) s'appelle la transformée en 

— æ de l'équation (1); on l'écrit ordinairement, en effectuant 
les multiplications indiquées d'après la règle des signes, 

— 3x +I2—— 67 + 17. 

Quand l'équation (1) aura été résolue, il sera inutile de 
résoudre l'équation (2), il n’y aura qu'à changer le signe de la 

racine trouvée. 
De même l'équation du second degré 

(1) a+ 92x—15=0, 

qui a pour racines — 5 et 3, a pour transformée en — ?, 

(2) (—aÿ +2x(—x)—15=0, 

que l'on écrit 
at — 2x — 15 —0, 

et qui a pour racines 5 et — 3, ce que l'on démontrerait 

Comme dans l’exemole précédent.
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TaéorÈme II. — Si dans un système d'équations on rem- 

place plusieurs inconnues Y, 2... par — Y, —2.., On obtient 

un sysième nouveau, dans lequel les valeurs de y, 7... soni 

égales à celles du premier système changées de signe, tandis 

‘ que les valeurs des autres inconnues resient les mêmes. 

Soit proposé le système 

(t) { 2æ + 5y —26, 
{ 13& + 4y = 55, 

vérifié par les valeurs 

æ = 3, y—= #4; 

remplaçons y par — y, nous obtenons le système 

22 +5 K(— y) — 26, 22 — 5y = %6, 
1r+Ex(— y) = 55, 13% — 4y = 55. 

Les valeurs de æ et de y qui vérifient le système (1) étant à 
et 4, on a par hypothèse les égalités 

2K3+5%X4— 76, 
13xX3+4X4—55, 

que l’on peut écrire 

2x 3—5X(— 4)= %6, 
13% 3—4 XX (— 4) — 55. 

Or, sous cette forme, ces égalités expriment que les nombres 
3 et — 4, mis à la place de x et de y, vérifient le système (2); 
donc le théorème est démontré. 

REMARQUE. — Les équations du système (2) s'appellent les 
transformées en — y de celles du système (1). Quand celui-ci 
est résolu, on n’a pas besoin de résoudre l’autre, pour avoir 
ses solutions, on n’a qu'à changer de signe les valeurs des 

inconnues dont le signe à été changé dans les équations. 

2. — Quand la résolution d'un problème conduit à unt 

solution négative, cela indique en général qu'il est impossible, 
et l'impossibilité est absolue s'il n'y a qu’une seule manière de 
le mettre en équations ; mais si dans la mise en équation, 0 
& fait arbitrairement certaines hypothèses sur la grandeur el 
la position des résultats, il faudra remettre le problème en 

équations en faisant les autres hypothèses, et s'il arrive que 
les équations nouvelles ne diffèrent des précédentes que par le 
changement de signe des inconnues dont les valeurs étaient 

ou (2?) 
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négatives, tt est inutile de les résoudre ; pour avoir leurs 

solutions, il n'y aura qu’à changer de signe les valeurs néga- 

lives trouvées précédemment, et les hypothèses nouvelles seront 

justes. Il peut arriver que les équations nouvelles diffèrent des 

premières autrement que par le changement de signe des 

inconnues dont les valeurs étaient négatives, alors îl faudra 

les résoudre, et les valeurs négatives ne s'interpréleront pas. 

Si enfin ces nouvelles équations conduisaient à des valeurs 

négatives, le problème serait impossible. 

PROBLÈME Ï. — Aux deux extrémités d'une ligne AB égale 

« à 20 unités, on élève en sens contraire des 

perpendiculaires AA’ et BB’ égales à 12et6, 

  

    
| puis en un point M de AB pris à {6 unités 

NC 5 de À, on élève uneligne MM’ perpendicu- 

| laire à AB, jusqu'à sa rencontre avec A'B’; 

a $ trouver sa longueur. 

Menoos par le point B’ une parallèle à AB, qui rencontre 

en M’eten A” les lignes MM’ et AA prolongées, nous obte- 

nons deux triangles semblables B'M'M/ et B'A/A/, qui donnent 

l'égalité de rapports 
MM” __B'M’ 

TAAT BAT 
Désignons l’inconnue MM’ par y, et remarquons que l'on a 

AA! = MM’ = BB'=6, 

comme parallèles comprises entre parallèles, 

L'A—AB—20 et B'M/—BM—AB—AM où 20—16 ou 4; 

MM = MM + MM = 6 +7 

AA — A'A + AA! = 12 + 6 = 18. 

En remplaçant dans légalité précédente les lignes de la figure 

par leurs valeurs numériques ou littérales, nous avons l'équa- 

tion 

6+y _ 4 
. 8 2%” 

d'où nous tirons 
axXI8 pe 0 

ya 6 9e 

Cette valeur négative indique qu'il est impossible de mener 

une perpendiculaire à la ligne AB au point M donné, dans la



140 DOUZIÈME ET TREIZIÈME LEÇON. 

position que nous lui avons assignée, mais il est possible que 

  

      

e ce point M soit à la droite du point R in- 

connu où se rencontrent AB et A’B’, et alors 

la perpendiculaire MM’ sera dirigée vers le 

A NES 8 bas, remettons le problème en équations 

dans cette nouvelle hypothèse. 

a Ne à Pour cela faisons une nouvelle figure avec   
les mêmes lettres, les mêmes constructions nous donneront, 

parles mêmes triangles semblables, 

MM" B'M” 
AAT BAS 

En désignant par y l’inconnue MM’, nous aurons toujours 

B'A/— 20, B'M'—4, A'A/ — 18, mais M'M” sera égal à 

MM/— MM ou 6—, et l'équation du problème sera 

6—y _ 4° © ‘ 
18 20 Ti 

Comme c’est la transformée en —y de l'équation précé- 

dente, nous savons, sans la résoudre, que sa racine sera le 

nombre négatif trouvé précédemment changé de signe ou 

2,4 (10 et 11, III, Th. 1). / . 
Aïnsi dans ce problème et dans tous les problèmes de méme 

espèce, la valeur négative trouvée s'interprèle, en la portant 

dans un sens contraire à celui de la mise en équations. 

PROBLÈME II. — Étant donné un trapèze ABCD, mener 

par le sommet CG une ligne CM qui le partage 
€ n 

en deux parties dont le rapport soit TT. 
D 

Soient AB—a, et CD —b, les bases du 
trapèze donné, CH— h sa hauteur, et dési- 

gnons par æ l’inconnue BM, nous aurons par l'énoncé ” 

ACM _m 

CMBD _p° 
Quand on a ainsi à comparer les deux parties d’une même 

surface, on obtient une équation plus commode en comparant 

la plus simple des deux parties à la surface entière. 11 sufit 

pour cela d'ajouter à chaque dénominateur le numérateur cor- 

respondant, d'où 

  

  
_ACM __m 
ABCD _ m+p 
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et, en remplaçant les surfaces par leurs expressions algé- 

briques, 

(a — x)h 

2 Dm 

G+oh m+p" 
2 

  

  

ou 

G—E _ M 

a+b m+p" 

De là on tire 
pa — MÙ 

L = ———— 
m+p 

Si pa est plus petit que mb, la valeur de æ est négative, ce 

serait une erreur de l'interpréter en la portant à droite du 

point B, car si nous remettons le problème en équations en 

supposant que GM rencontre la base AB prolongée, nous 

aurons 

  

ABGC __m 
GCD _?p” 

/ ABGG __ _m 

À KE à ABCD  m+p° 

Or ABGC est une surface égale au triangle ACM diminué 

du triangle BGM, si par le point G nous menons une ligne KI 

perpendiculaire aux bases et égale à h, et que nous dési- 

gnions GK par y, l'équation devient 

{a—ax)h  æi 
TE _ mm 

GR mr 
2 

  

Dans les triangles BGM et DOG semblables, le rapport des 

hauteurs est égal au rapport des bases 

GK __BM 
& 

ou 
y zT 
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d'où l’on tire 
y = hæ 

17 Lo" 

Portons cette valeur de y dans la première équation, elle 

devient 
ha* 

Djh — — — 
(a+ ah b+z _ mm 

(a + b}h Tm+p'! 

(a+zx)(b+r)—at _ m 

(@+6) b+z)  m+p” 
Cette équation n'étant pas la transformée en —x de celle que 

l'on 2 trouvée dans les circonstances précédentes, sa racine n6 

sera pas la valeur négative trouvée précédemment et changée 

de signe, c'est-à-dire, 

b{inb — pa) 
m+<p 

il faut résoudre la nouvelle équation, et l'on tire, 

___ b(mb —pa) 

pa+b 
quantité positive, püisque pa < mb. 

On voit par cet exemple le danger qu'il y aurait à interpréter 

la quantité négative avant d’avoir cunstaté que, dans la nou- 

velle hypothèse, on a pour équation la transformée en —z de 

celle qu'à donnée la première hypothèse. 

ProBLèME II. — Une personne place 3600 francs, partie à 

4%, partie à 5%, pendant 3 ans et 4 mois, elle touche 

530 francs d'intérêt, combien a-t-elle placé à 4%, et combien 
à 5? 

Soit æ la partie placée à 40, l’autre sera 3600 — 7, et en 
remarquant que 3 ans et 4 mois font 40 mois, puis égalant la 

somme des intérêts des deux parties à 630 francs, nous aurons 
l'équation 

T4 40 + 6600 —r)X5X 40 
1200 1200 

d'où nous tirons &æ — — 900. 
Comme il n’y a pas d'autre manière de mettre le problème 

  

ou 

= 630, 
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en équation, il est impossible ; et en effet la somme tout en- 

tière placée à 5 °/, pendant 40 mois ne donnerait que 600 francs, 

elle ne peut pas donner 630 francs quand on en place une 

partie à 4 0/,. 
On cherche quelquefois à modifier l'énoncé du problème de 

manière que l’équation du problème nouveau soit la transfor- 

mée en —# de la première, cette recherche est inutile, la 

transformée en —# pouvant être l'équation d’une infinité de 

problèmes. 

: 8.— Les quantités négatives s’interprèteront ordinairement 

quand il s'agira de grandeurs susceptibles d’être comptées dans 

deux sens opposés à partir d’une certaineorigine, comme letemps 

dans le passé et dans l'avenir, avant ou après l'ère chrétienne, 

les degrés au dessus et au dessous du zéro d'un thermomètre, les 

distances portées sur une ligne à droite ou à gauche d'un point, 

les perpendiculaires à une droite ou à un plan en dessus ou en 

dessous ; il est de plus nécessaire que les grandeurs exprimées 

en fonction de l'inconnue varient d'une manière continue avec 

elle, depuis la première hypothèse jusqu'à la dernière. Dans le 

problème II, la première surface a une solution de continuité 

quand le point M passe en B, à droite et à gauche de ce point 

elle ne varie pas de la même quantité pour une même varia- 

tion de æ. 

IV. — Introduction des quantités négailser dans les 

données d’une question. 

#4. — Souvent on introduit volontairement les quantités né- 

gatives dans les données d'une question, en convenant que 

certaines grandeurs seront regardées comme positives dans un 

sens et négatives dans un autre. J1 faut alors démontrer que 

l'usage des quantités négatives conduit aux mêmes résultats 

que les procédés ordinaires qui éviteraient leur emploi, il faut 

de plus que cet usage apporte quelques avantages, qui seront 

ordinairement la brièveté et la généralité. 

Ainsi la formule (a+ b} = a° + 2ab + b* suflira pour 

calculer le carré d’une somme et celui d'une différence, si l'on 

admet que la quantité b puisse recevoir dans les deux membres 

une valeur négative, le carré b? sera toujours positif, comme 

produit de deux quantités de même signe, Mais le double pro- 

duit 2ab sera négatif, c'est-à-dire affecté du signe —, quand 
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on remplacera b par un nombre négatif; on arrivera donc au 
même résultat qu’en donnant à b une valeur positive dans la 
formule 

(a — D} — a? — ab + P?. 

2. — Comment on est conduit à donner le signe — 
à des quantités comptées en sens contraire des 
autres, et comment cet emploi des quantités néga: 
Uves généralise les solutions des problèmes. 

: Cela résultera de la discussion des problèmes suivants. 

PROBLÈME Î. — Trouver la température moyenne enire 
deux températures données. 

Supposons-les d’abord toutes deux supérieures au 0, 
placé à droite de la tige, 15-et 7 par exemple ; la tem- 

514 pérature moyenne étant celle qui est également éloi- 
| gnée de 15 et de 7, si nous l’appelons æ, nous aurons 

l'équation 

G—T—15— x, 
1 d'où 

15 +7 
LT —= BIT ; 

et en général, en appelant « et b les deux températures 
2:0 données, 

() 24}? 

5! Supposons que la température 7 donnée soit au 
dessous du zéro placé à droite, construisons à gauche 
une seconde échelle, où le 0 soit au dessous de la plus 
basse des deux températures, 20 degrés plus bas que le 

515 Premier; vis-à-vis de ce premier 0 il y aura 20, vis-à- 
vis de 15 degrés il y aura 20 + 15 ou 35, vis-à-vis de 

ol 7 degrés au dessous il y aura 20 — 7 ou 13; et si nous 
appelons æ la température moyenne, elle répondra 

à 20 + ou 20 — x sur l'échelle de gauche, selon que ces # 
degrés seront au dessus ou au dessous du premier zéro, la 
formule (1) est applicable à l'échelle de gauche, puisque les 
deux températures données sont au dessus du zéro, et l'on a 

20 + 15 + 20 — 7 (2) 2+7= HR ENLT, 
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20 au premier membre détruit ur au second, et àl 

reste 

15 — 7 
T=————— , 

- 2 
On voit comment la température inférieure au zéro a pris 

d'elle-même le signe —, et pourquoi ce nombre — 7 qui n’est 

d'abord qu’un terme affecté du signe — dans le polynôme 

20 — 7, doit être traité par les règles qui conviennent aux 
termes affectés du signe — dans les polynômes. 

Cette valeur de æ n’est qu'une application de la formule (1) 

a+b 
TE — ; 

dans laquelle on donnerait à b la valeur négative — 7. Sila 

température inférieure à zéro était exprimée par le nombre le 
plus fort, la valeur de æ serait négative, cela prouve qu'il 

aurait fallu mettre dans l’équation (2) 20—æ au lieu de 2047, 
où que cette température æ est au dessous de zéro. Si les deux 
températures données sont inférieures à zéro, la formule ({) 

en y remplaçant a et b par des nombres négatifs donne pour 
æ une valeur négative, indiquant que la température moyenne 
ést au dessous de zéro. 

Ainsi, grâce à l'emploi des quantités négatives, une seule 
formule embrasse tous les cas du problème. 

PROBLÈME IT. — Un corps qui se meut sur une ligne droite 

indéfinie DT dans le sens DM avec une vitesse constante de 

V kilomètres par heure, passe actuellement au point T; 
déterminer sa position M à un instant donné. 

  

  

D T Lt 

Pour cela, convenons de mesurer sur la droite DT toutes 

les distances à partir d’un point D, pris à gauche de T, et de 

Prendre pour origine du temps l'instant du passage du mobile 

au point T. Considérons d’abord le mobile-dans la position M, 

à droite de T après son passage en ce point. 
Soit d la distance connue et constante des points D et T'; 

désignons par æ la distance MD du mobile à l'origine D, par 
{le nombre d'heures qui se sont écoulées depuis son passage 

4ù point T, nous aurons 
TM = vi, 

1€ 
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or 

DM—DT+TM, 
donc 

(D) g=d+ut. 

Cette formule, qui convient toutes les fois que le mobile est 

à droite de T, aurait besoin d’être modifiée à l’aide d’un rai- 

sonnement nouveau, si le mobile était entre T et D ou à 

gauche de D. Pour ramener ces cas au précédent, il suffit de 
reporter l’origine des espaces de D en un point D’, situé à 

une distance À vers la gauche, et l'origine des temps à une 

époque antérieure de n unités, alors que le mobile était en T 
au lieu d’être en T, de sorte que TT’ soit égal à vn, ces deux 

origines étant assez éloignées, pour pouvoir ne considérer le 
mobile qu'à droite de l'origine D’ des espaces, à une époque 

postérieure à la nouvelle origine des temps. 

  D t D w ï 

Supposons le mobile entre D et T, en M’, à droite de D, 

nous n’aurons qu'à accentuer les lettres dans l'égalité 

DM = DT + TM, 

te qui donne 

D'M' = D'T+ TM. 
Désignons DM’ par #, D'M’ ou D'D + DM’ par À +9, 

par # le temps employé pour aller de M’ en T, D'T’ est égil 
à D'T— TI ou A+ d— un, et TM’ étant parcouru dans 
le temps n — {est égal à v(n — t); donc en remplaçant les 
lettres de la figure par leurs expressions algébriques, nous 

avons 
h+z—=h+d— un +ov(n—t. 

  D T/ x” D ? 

Supposons maintenant le mobile à gauche de D en M”, nous 
aurons encore 

-D'M’ — D'T’ + T'M”. 

Désignons DM” par æ et par é le temps employé à alle! 

de M” en D, D'M” ou D'D — DM” sera représenté par À —# 
D'T où D'T — TT par + d— un, et TM” espace parcourû 
dans le temps n— # par v(n— 1), nous avons donc en rem”  
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plaçant les lettres de la figure par leurs valeurs algébriques 
h—æ—h+d—vn<+ un —i). 

Les termes À et un disparaissant d'eux-mêmes de ces deux 

équations, elles deviennent 

(2) | œ = à — vi, 
(3 — x —= d — vi, 

On voit comment les distances portées à gauche du point D, 
et les temps antérieurs à l'origine ou au passage du mobile en T 

ont pris d'eux-mêmes le signe — dans ces formules, et pour- 
quoi ces quantités, qui ne sont d’abord que des termes affectés 
du signe — dans les polynômes À—#æ et n—#, doivent être 

traitées par les règles qui conviennent aux termes affectés du 
signe — dans les polynômes. 

Mais les formules (2) et (3) peuvent être suppléées par la pre- 

mière, si l’on convient d’y remplacer & par un nombre négatif, 
quand le temps sera antérieur à l'origine, et æ par un nombre 

négatif, quand la distance représentée par cette lettre sera à 

gauche du point D; et réciproquement, si l'équation donne 

pour æ une valeur négative, on portera sa valeur numérique à 

gauche de D, et, si elle donne pour # une valeur négative, sa 

valeur numérique indiquera un temps antérieur à l'origine. 

  

Df F/ 5 ù ï 

Si le point T était à gauche de D, l'on aurait toujours 

D'M—D'T + TM, 
d'où en adoptant les mêmes notations, et remarquant que D'T 

est égal à D'D — DT ou À —d, 

h+æ=h—d +, 
æ=—d+uvt, 

La formule (4) peut donc servir en donnant à d une valeur 

négative, quand T est à gauche de D. 
  

D/ LA » M ï 

Si le mouvement avait lieu en sens contraire, £ heures après 
le passage en T le mobile serait à gauche en M, et l'on aurait 

D'M = D'T + TM = D'T— TT’ +TM, 

ou 

hbæ=h+ d—vn+tvûn— t, 
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ou enfin 
m—= d — vi. 

On voit que la formule (1) pourrait encore servir, en don- 

nant à v une valeur négative, quand le mouvement à lieu en 

sens contraire. 

Ainsi l'emploi des quantités négatives permet d’embrasser 

dans une seule formule tous les cas particuliers de ce pro- 

blème. 
On voit, par cet exemple, combien est longue la généralisa- 

tion d'une formule ; si donc il fallait la faire pour chaque pro- 

blème, l'étude et les applications de l'algèbre seraient fort 

difficiles. Mais heureusement il n’est besoin de généraliser que 

les problèmes fondamentaux des sciences, lesquels sont en 

petit nombre ; quant à leurs conséquences, elles ont la même 

généralité que les problèmes d'où elles découlent. 

REMARQUE, — La formule 

æ—= d + vi 

peut aussi faire connaître la position d’un point qui se meut 

uniformément sur une ligne courbe, pourvu que cette ligne ait 

une longueur indéfinie, comme une spirale, une hélice ou bien 

qu'elle soit fermée, comme la circonférence. Mais, dans æ 

dernier cas, il faut admettre que le mobile peut parcourir ul 

nombre indéfini de fois cette courbe fermée. 

PROBLÈME III. — Connaissant les perpendiculaires äabais- 

sées des trois sommets d'un triangle sur 

une droite extérieure, calculer la perpen 

diculaire abaissée du point de renconiré 

des médianes sur la même droite. 

  

        
  

ce Soit ABC un triangle, G le point de 
â = p « 4: , 

Ë rencontre des médianes;, désignons Par. 

L y, Ya Ys et Y, les perpendiculaire 
& GE  cC'   

abaissées des points À, B, Get G sur une 

droite A’C’ extérieure au triangle. ‘ 
Menons AD parallèle à A'C’ jusqu'à la rencontre de MM 

perpendiculaire abaissée du milieu M de BC sur A'C, nous 
aurons AA/—EG/—DM'— y, comme parallèles comprises 
entre parallèles; d'où GE = Y — y, MD —MM' — y, ; or MW 
est égal à la demi-somme des bases du trapèze BCB'C, comme 

varallèle à ces bases menées par le milieu de BC, donc  
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1 Ye + Ys RH Ys YHys— y MM = g et M=——— Yi OÙ 3 . 

Cela étant, les triangles AGE et AMD sernblables donnent 

GE _AG _2? 

MD AM 3° 

puisque le point de rencontre des médianes G est situé aux 

deux tiers de chacune d’elles à partir du sommet. 
En remplaçant les lettres de la figure par leurs valeurs algt- 

briques, l'équation devient 

Y—y, 

Ya Vs 2 
2 

=? =+ 

ou 

Y— ty + . 

Cette formule aurait besoin d'être modifiée à l'aide d’un rai- 
sonnement nouveau, si la droite sur laquelle on abaisse les per- 

pendiculaires traversait le triangle. 
Soit A'C/ une droite traversant le triangle ABC, désignons 

par Yi, Ya, Ya et Y, les perpendiculaires 
B . 

abaissées des points À, B, G et G sur cette 
/È droite ; prolongeons ces perpendiculaires 

A G AA', BB, CC’ et GG’ jusqu'à leurs points 
  

UE E PE de rencontre A”, B”, C et G” avec une 

A ligne A/C/” parallèle à A’C, distante de 

| h, et extérieure au triangle; les perpen- 

47 BC M € iculaires abaissées des points À, B, C, G 

sur A/C” seront représentées : AA/ ou A'A”— AA par À— y, 

BB’ ou B/B/ + BB/ par +2, CC” ou CC” — CC’ par À — y, 

GG” où GG’ GG par h+ Y, et nous aurons, d'après la 

formule du cas précédent du problème, 

— > h— 

h+ y = UE TT MNT. , 

  

          

or À disparaît de cette formule qui se réduit à 

Y 2} ne . 

On voit ainsi que l'on pourrait se servir de la formule vré-
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cédente en donnant aux perpendiculaires qui sont au dessous 

de AC’ des valeurs négatives. Si l’on trouvait pour Ÿ une va- 

leur négative, cela prouverait que le binôme À + Y devait être 

remplacé par À — Y, ou que le point G serait au dessous 

de A'C'. 
Ici encore, grâce à l'emploi des quantités négatives, une 

seule formule comprend tous les cas particuliers d’une ques- 

tion. 

REMARQUE. -- Si la parallèle A/C/ avait été menée au des- 

sus du triangle les perpen diculaires situées au dessous de AC 

auraient eu le signe +, etles autres le signe — ; ainsi le 

signe — n'est pas attaché à un sens plutôt qu'à l’autre. 

V. — Calcul des quantités négatives- 

D'après tout ce que nous avons vu, soit en interprétant les 

quantités négatives, soit en les introduisant dans les données 

des problèmes, il n’y a pas de calcul particulier des quantités 
négatives, on doit leur appliquer les règles qui conviennent 

aux termes affectés du signe — dans les polynômes. 
Nous ferons seulement quelques remarques relatives à chaque 

opération. 

Addition. — D’après la règle de l'addition des polynômes, 

on additionne deux nombres quelconques, positifs ou négatifs, 
en les écrivant l'un à la suîte de l'autre avec leurs signes. 

Ainsi | 
15 +(—7)=15 — 7, 

(4 + 9)=—4—9. 
La première de ces égalités montre qu'on peut considérer 

toute différence 15 — 7 comme la somme du nombre positif 15 
et du nombre négatif — 7. On donne à cette somme le nom de 
somme algébrique, pour la distinguer du résultat de l'addition 

de deux nombres ordinaires ; mais l'addition n’implique plus 
l'idée d'augmentation. 

Soustraction. — Pour soustraire un nombre positif ou 

négatif d'un autre, on l'écrit à la suite en changeant son signe. 

12 — (— 8) — 12 +8, 
— 3—(—5)——3+5; 

donc la soustraction n'implique plus l’idée de diminution.  
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Multiplication et division. — Le produit ou le quotient 

de deux quantités est positif ou affecté du signe +, quand ces 

deux quantités sont de même signe, toules deuæ positives ou 

toutes deux négatives ; il a le signe — ou est négatif, quand 

les deux quantités sont de signe contraire, l'une positive el 

l'autre négative. 

EXEMPLES : 

  

— à 

Puissances. — Les puissances paires des quantités néga-. 

tives sont positives, et les puissances impaires sont négatives. 

Soit (— 3)” une puissance paire de la quantité négative —3, 

c'est un produit de 2m facteurs égaux à — 3, on peut le par- 

tager en m groupes de deux facteurs, chaque groupe étant 

positif, leur produit (— 3)” sera positif et égala+3”. 

Soit ensuite (— 3)”"* une puissance impaire, elle est égale 

au produit de (— 3ÿ" par — 3, le premier facteur est positif, 

le second est négatif, leur produit (— 37"+ sera négatif et 

égal à — 3", 
Racines. — 1° Les racines paires des quantités positives 

ont en algèbre deux valeurs égales et de signe contraire, les 

racines paires des quantités négatives n'en ont pas. 

Soit V64; nous trouvons par l'arithmétique en prenant 

d'abord la racine carrée qui est 8, et ensuite la racine cubique, 

que la racine 6?" de 64 est égale à 2, mais si 96 donne 64, en 

algèbre (— 2) donne aussi 64, c'est donc aussi la racine 6°%* 

de 64; 

V64 = +2. 

Au contraire Ÿ— 64 n'a aucune valeur, ce n'est ni +2 

ni — 2,puisque ces quantités élevées à la puissance 6 donnent 

+64 et non — 64. ÿ— 64 est donc un pur symbole algé- 

brique, que l’on appelle quantité imaginaire, par opposition 

les nombres positifs ou négatifs sont dits réels. 

Les quantités imaginaires indiquent l'impossibilité du pro- 

blème qui y a conduit ; leur rôle en algèbre est de généraliser 

certains théorèmes, comme : toute équation du second degré a
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deux racines. L'imaginaire V— &? traitée par les règles ordi- 

aaires prend la forme b V—T, et le type des quantités imagi- 

naires est a + b V—1 ; toutes les autres peuvent être ramenées 

à cette forme *. On appelle imaginaires conjuguées celles qui 

ne diffèrent que par le signe de la partie imaginaire comme 

a+by—1 et a—bvV—1; leur produit est réel et égal 
à æ@+b, qu'on appelle le module de chacune d'elles. Pour 
qu'une imaginaire soit nulle, il faut que son module af + &* 
soit nul, ce qui exige que a et b soient nuls séparément. 

Remarque I. — L'emploi des imaginaires conduit souvent 

à des résultats réels. 
Ainsi pour transformer (a° + b?) (a? +- b”?) en une somme 

de deux carrés, on peut remplacer chaque facteur par le pro- 
duit de deux imaginaires conjuguées 

(a+ 6 =) (a —8 V=T) (a +0 VTT) (a — D YT), 
ou, en changeant l'ordre des facteurs, 

(a+ bV—1) (a + VTT) (a— db V—T) (a — 8 V1), 

ou, 

Laa'— bb" + (oa+ ab") V—T ] [aa —06—(ba+ av) V—T], 

ou enfin 

{aa — bb'}? + (ba’ + ab'}°. 

REMARQUE II. — Toute équation entre quantités imagi- 
naîres se décompose en deux autres, ses racines réelles rendent 
les parties réelles égales, et les parties imaginaires égales. 

Soit 

a+b—=1=a +6 y, 

a—#=(b—b)Y—T, 

@— a} =— (y —b}, 
(a— a} + ( — D} = 0. 

on en tire 

d'où 

* C'est un Bolonaïis, nommé Bombelli, qui le premier a introduit dans l'al- 

gèbre, en 1572, le signe ÿ—1 dont l'emploi a fait faire de si grands progrès 
aux sciences mathématiques, et qu'on représente souvent par la lettre f.  
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Les deux parties de cetle somme, ayant le même signe, ne 
peuvent s’entre-détruire, chacune d'elles doit être nulle, 

a— a =0 d'où a—a 

b'— b—0 d'où b—#y 

2 Les racines impaires des quantités positives sont positives, 
et celles des quantités négatives sont négatives. 

Aïnsi V—+ 8 est égal à +2, et il n’y a pas d'autre nombre 
positif ni négatif dont le cube soit égal à + 8. 

De même Ÿ— 8 est égal à — 2, et il n’y a pas d'autre 
nombre positif ou négatif dont le cube soit égal à — 8. 
Remarque sur les quantités négatives. — Doréna- . 

vant dans les polynômes la somme des termes affectés du 
signe — pourra l'emporter sur celle des termes affectés du 
signe +, le polynôme sera négatif, et devra être traité par les 
mêmes règles que les polynômes positifs. 

VIL. — Divisibilité d’un polynôme par 2—4 et par æ+a. 

4. — Nous avons déjà vu (page 45) le caractère de divisibilité 
d'un polynôme par + — a, nous allons en donner une démons- 
tration nouvelle, que la théorie des quantités négatives per- 
mettra d'étendre au binôme æ + a. 
Désignons par Pc) un polynôme quelconque entier en æ, 

divisé par æ— «, il donnera un quotient Q et un reste R de 
degré inférieur au diviseur, et comme le diviseur est du pre- 
mier degré, le reste sera indépendant de æ, on aura ainsi 

Pa = (x — à) Q+R, 

égalité satisfaite quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres; donnons à æ& la valeur a, æ—a devient nul, et nous 
avons 

Pa) = k. 

Le reste de la division d’un polynôme par x — a s'obtient 
€n remplaçant æ par a dans ce polynôme, si cette substitution 
donne pour résultat zéro, le reste étant nul, la division est 
possible, 

Un polynôme en x est divisible par x —a quand, en y 
remplaçant x par a, on trouve séro pour résullat. 

Ainsi le polynôme æ°— 3a?r + 2aÿ est divisible par æ — a 
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parce qu'en y remplaçant æ par &, On {rouve a — 343 + 90 

qui est nul. 

2. — De même, en divisant un polynôme en æ par æ+4, 

on trouve un quotient Q, et un reste R indépendant de æ, et 

l'on a 

Pa (+ a)Q +R 

égalité satisfaite quellés que soient les valeurs attribuées aux 

lettres, donnons à æ la valeur — &, æ - a devient nul, et nous 

avons 
Po =kK. 

Le reste de la division d'un polynôme en æ par # +a s'ob- 

tient donc en y remplaçant æ par — 4, et si cette substitution 

donne pour résultat zéro, le reste étant nul, la division est pos- 

sible. 
Un polynôme en x est divisible par x+a quand, en y Tem 

plaçant x par — a, on trouve zéro pour résultat. 

Ainsi æt — das — Aa%r? est divisible par æ+a, parce qu'en 

y remplaçant æ par —a, on trouve (—aÿ—3a(—a)—4a(—0), 

ouen effectuant les opérations aë- 301 — 4aë résultat nul. 

8. — Divisibilité de 4” La” par æ ta. 

Le binôme x° — a" est toujours divisible par x — à. 

En effet, si nous y remplaçons æ par a, nous avons g"—0" 

qui est nul. 

Le binôme x° + a” n'est jamais divisible par x — à. 
# 

En effet, si nous y remplaçons æ par a, nous avons a” +a 

qui n’est pas nul. 

Le binôme x" = 2° est divisible par x a si m est pair, € 

n'est pas divisible si m est impair. 
En effet, les puissances paires de — & ont le signe + €! jes 

puissances impaires le signe —, si donc nous remplaçons, dans 

le binôme z"— a”, æ par a, nous obtiendrons, si m est pair 
s 

lereste a"— a" qui est nul et,si m estimpair, le reste —a"—4 
qui n’est pas nul. 

Le binôme x° + a" est divisible par x a, si m est impair 

ctn'esl pas divisible si m est pair. 

En effet, si nous remplacons dans ce binôme æ par —  
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nous obtenons, si m est impair, le reste — a” + a” qui est 

nul, et, si m est pair, le reste a” + a” ou ?a”, qui n'est pas 

aul. 

VE. — Grandeur relative des nombres négatifs. 

— Propriétés des inégalités. 

La relation qui existe entre les données et les inconnues d'un 

problème est exprimée quelquefois par une inégalité. On est 

conduit de même à la considération des inégalités par la dis- 

cussion des problèmes qui sont résolus au moyen d'équations. 

1l importe donc de connaître leurs propriétés qui ont, au reste, 

beaucoup d’analogie avec celles des équations. Elles reposent 

sur les deux principes suivants : 1° Sè la différence de deux 

nombres est positive, le premier de ces nombres est plus grand 

que le second, puisqu'il le surpasse d’autant d'unités et de par- 

ties de l'unité qu’il y en a dans cette différence ; 2° la diffé- 

rence de deux nombres n’est pas changée lorsqu'on augmente 

ou que l’on diminue ces deux nombres de la méme quantité. 

Je partage les inégalités en deux classes : la première con- 

tient les inégalités qui ne renferment aucune quantité incon- 

nue, et la seconde celles qui contiennent, au contraire, des 

quantités de ce genre. Je vais les examiner successivement. 

1. Cas dans lequel les inégalités ne renferment pas 

de quantités inconnuëése 

Tnéonème I. — On peut augmenter ou diminuer les deus 

membres d'une inegalité d'une même quantité, sans changer 

le sens de cette inégalité. 
Ainsi, les deux inégalités 

10>8, 

10+m>8+m, 

sontéquivalentes, en supposant toutefois la quantité m moindre 

que 8 dans le cas de la soustraction. 

En effet, la différence des deux nombres 10 et 8 étant posi- 

tive, celle des deux nombres 10 + met 8 + m l'est aussi, puis- 

qu’elle égale la différence précédente, d'après le second prin- 

cipe admis : donc le nombre 10 Em est plus grand que 8 + m. 

REMARQUE. — L'inégalité 

10—m > 8—MmM, 
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soumise à la restriction de 
. m <8, 

a été généralisée au moyen de conventions qui ont établi des 
rapports de grandeur entre les nombres négatifs. 

Pour cela, je remarque: 1° qu'en supposant le nombre m 
égal à 8, l'inégalité précédente prend la forme 

10—8>0, 
et ne signifie plus rien, puisque comparer un nombre à zéro, 
c'est-à-dire à rien, c'est ne faire aucune comparaison. Néan- 

moins, on est convenu de dire qu'un nombre positif est plus 

grand que zéro, afin d’avoir un signe algébrique pour désigner 

les nombres positifs. 

2 Si m est égal à 10, l'inégalité précédente devient 

0>—2; 
on est convenu pareillement de regarder les nombres néga- 

tifs comme étant moindres que zéro, ce qui a introduit dans 

l'algèbre un signe particulier pour désigner les quantités né- 

gatives. 

3° Lorsqu'on suppose m plus grand que 10, par exemple 
égal à 12, la même inégalité prend la forme 

—25> —24, 

c'est-à-dire que si lon veut établir une certaine relation de 
grandeur entre deux nombres négatifs quelconques, il faut ad- 

mettre que le plus petit sera celui qui aurait la plus grande 

valeur si l'on faisait abstraction de leurs signes. 
En admettant ces trois conventions, je regarderai désormais 

l'inégalité 
10—m>8-—-m 

comme étant vraie pour une valeur quelconque de m. 
COROLLAMRE I. — On peut transporter un terme d'une iné- 

galité d’un membre dans l’autre, pourvu qu'on change le signe 
de ce terme. 

Ainsi, les deux inégalités 

A>B+C, 
A—C>B. 

sont équivalentes. En effet, on déduit la seconde de la pre- 
mière en retranchant la même quantité C des deux membres 
de celle-ci.  
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COROLLAIRE II. — Si l'on change de signe les deux 
membres d'une inégalité, cette inégalité change de sens ; car 
cela revient à faire passer les termes d'un membre dans l'autre. 

THÉORÈME II. — On peut multiplier ou diviser les deux 
membres d'une inégalité par un nombre positif. sans changer 
le sens de l'inégalité. 

Ainsi, les inégalités 
A>B, 

Am > Bm, 

sont équivalentes, pourvu que m soit un nombre positif. 
En effet, la différence A — B étant positive, le produit de 

cette quantité par le nombre positif m est aussi positif, c'est-à- 

dire qu’on a 

Am—Bm>0; 

d'où je conclus 
Am > Bm. 

CoroLLAIRE I. — Si l'on multiplie les deux membres d'une 

inégalité par un nombre négatif, il faut changer lesens de 

l'inégalité. 
Ainsi, les deux inégalités 

A>B, 

A(—5)<B(-5), 
sont équivalentes, 

Eu effet, le produit de la différence positive A—B par le 
nombre négatif (— 5) étant négatif, on à 

A(—5)— B(—5) <0, 

et par suite 

A(—5)<B(—S). 

CorouLarme II. — Lorsqu'une inégalité a des termes frac- 

lionnaires, on peut réduire tous les termes de celte inégalité au 

même dénominateur, et supprimer ensuite ce dénominaleur 

s'il est positif. Dans le cas contraire, il faut changer le sens de 

l'inégalité. | | 

Ce théorème est évident ; car supprimer le dénominateur 

commun, c’est multiplier les deux membres de l'inégalité pe 

ce nombre, qui peut être- positif-ou négatif. Sil est posili ; 

l'inégalité n'est pas changée; au contraire, s’il est négatif, 

7 
Dauer HS aude ge Lot ue nm TE 
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le sens de la nouvelle inégalité est inverse de celui de la 

première. ‘ 

TaéorèMe III. — On peut ajouter membre à membre plu- 

sieurs inégalités de même sens, sans changer le sens des inéga- 

lités. 

Soient A > B, que nous mettrons sous la forme À — B>0 

A'>B, A’—B">0, 
AB", | A—B">0 

La somme de trois nombres positifs étant positive, on à 

A—B+A—B HA BST 0, 

d'où (Th. I, Cor.) 

A+HA'+LA!> B+B'+B7. 

Taéorème IV. — On peut retrancher membre à membre 

deux inégalités de sens contraire, en gardant le sens de celle 

dont on retranche l'autre. 

Soient À > B, que nous mettrons sous la forme À — B> û, 

A'<B;, B'— À >0. 

La somme de deux nombres positifs étant positive, on a 

A—B+B—A>0, 
d'où (Th. I, Cor.) . 

A—A'>B—F. 

REMARQUE, — On aurait pu déduire de À > B l'inégalité 

(Th. IT) : 
A—A'>B—A!, 

or, A’ étant plus petit que B’, on aura 

B—A>B—B 

donc à fortiori 
A—A'>B—B!. 

THéoRÈME V. — On peut mulliplier membre à membrt 
deux inégalités de méme sens, en gardant le sens de ces in 
égalités, si tous leurs membres sont positifs, et en le changeant 

s'ils sont ious négatifs. 
Nous regarderons les lettres comme représentant des 

nombres positifs, et nous mettrons le signe — devant pouf 
avoir des nombres négatifs.  
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Soient les inégalités 

À <B, 
A! <B. 

Nous aurons par le théorème IT, appliqué à la première 

AA" < BA, 
de même — #4 

BA’ < BB’, 
donc à fortiori 4 Lppe RR'-AL 

AA! < BB. ° 

On arriverait au même résultat en ajoutant membre à membre 

les inégalités modifiées 

AA! + BA’ < BA'+ BB, 

et retranchant BA’ aux deux membres. 

Soient encore les inégalités 

— À <— B, 
— A! < —B!. 

On peut les écrire 
A > B, 
A! > B’, 

donc À 
AA! > BB. 

REMARQUE. — Cette dernière partie du théorème encore 
vraie si on multiplie un nombre pair d’inégalités, ne l'est plus 

s'il y en a un nombre impair, on doit alors garder le sens des 

inégalités. Si l’on considérait une troisième inégalité 

— A <— PB, 

on aurait bien nn 
: AA'A! > BB'B’; 

d'où 
— AA'A! << —— BB'B”, 

or dans ce cas le produit destroispremiersmembresest —A AA”, 

tandis que précédemment, le produit des deux premiers 

membres était AA’. 

THÉORÈME VI. — On peut diviser membre à membre deur 

inégalités de sens contraire, en gardant le sens de l'inégalité 

dividende si tous les membres sont posilifs, en le changea st 

tous les membres sont négatifs.
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Soient les mégalités | 
A > B, ms 
A < B. ’ 

La première inégalité donne (Th. I) 

A B 

AR. 
or quand deux fractions ont le même numérateur celle qui a 
le plus petit dénominateur est la plus grande, donc 

B B 

A7 
et à fortiori 

À B 
A7 

Soient ensuite les inégalités 

—A>—B, 
— À’ <— B/, 

que l’on peut écrire 
À € B, 
A >}, 

donc 

À _B 
A 

A B . 
ar et EF sont les quotients des divisions de — A par — A’ 

et de — B par — B. 

TRÉORÈME VII. — On peut élever à une puissance quel- 
conque les deux membres d'une inégalité, sans en changer le 
sens, s'ils sont positifs ; on peut élever les deux membres d'une 
inégalité à une puissance paire en changeant le sens, el à 

une puissance impaire sans changer le sens, s'ils sont néga- 
tifs. 

Soit une inégalité à membres positifs 

À < B. 
Élever ses deux membres à une puissance quelconque, c’est 

multiplier membre à membre plusieurs inégalités identiques, 
douc (Th. V) 

A" <B.  
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Soit ensuite une inégalité à membres négatifs 

—A<—B, 

qui revient à ° 
A >B. 

Nous en tirerons 
.. AT > B"#, 

qui revient à : 
— AMF < _ gt 

ou / 
(— A)" < (— BF, . 

Mais si la puissance est paire 

A7 > B”, 
donc, puisque (—A}" est égal à A, 

(— A)” > (— B)”. 

THÉORÈME VIII. — En extrayant des racines paires des 
deux membres d'une inégalité à membres positifs, les racines 
Posilives donnent une inégalité de même sens et les racines 
négatives une inégalité de sens contraire; en extrayant des 

racines impaires des deux membres d'une inégalité quelconque, 
on obtient une inégalité de même sens. 

Soit une inégalité à membres positifs 

A>B. 

La racine 9nièw de A n’est pas égale à la racine 2nf®e de B, 

ni plus petite, car alors sa puissance 2n quiest À serait égale 
de ou plus petite, ce qui est contraire à l'hypothèse ; on a 
onc 

VA>'VE, 
et par suite, en prenant les valeurs négatives des racines des 

deux membres, 
"JA <—'VB. 

Passons aux racines impaires, si nous supposons d'abord les 
deux membres positifs 

A>B, 
Nous aurons par un raisonnement analogue au précédent 

PA > VE 1 
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si les deux membres sont négatifs 

d’où (Th. I, Cor. ?) 
A < B, 

nous aurons 
4} À € "HE, 

d'où (Th. I, Cor. ?) - 

OR > UE, 
et comme on à 

  ani —— 

VA YA, 
on a finalement 

| CHR > YEE. 
Si les deux membres sont de signe contraire, le plus petit 

est négatif . 

A>—B, 

et sa racine 2n—{è® qui est négativé est plus petite que celle 

de l'autre membre qui est positive 

PAR DER. 

2. — Cas dans lequel les inégalités contiennent 

° des inconnues. 

Les théorèmes qui précèdent sont aussi applicables à cæ 

nouveau genre d’inégalités ; mais les démonstrations ne sont 

plus les mêmes, parce que, dans ce cas, il faut prouver que 

les valeurs des inconnues qui satisfont aux inégalités données 

ne sont pas changées par ces transformations. Comme le 

mode de raisonnement est uniforme, je n’en donnerai qu'uf 

exemple. 

TaéoRÈME IX. — On ne change pas les valeurs des incon- 

nues qui satisfont à une inégalité en ajoutant une même 
quantité aux deux membres de cette inégalité. 

Soient les deux inégalités 

A>B, 
A+C>B+C, 

dans lesquelles les quantités A, B, G sont des polynômes col”  
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tenant un nombre quelconque d'inconnues ; je dis qu’elles sont 
équivalentes. | ". 

Je suppose que ces deux inégalités renferment les incon- 

nues #,7%, et que la première soit satisfaite par les nombres 

æ= 1, y = 3; 

ces nombres satisfont aussi à la seconde. En effet, leur substi- 
tution dans l'inégalité 

A>B ; 

transforme ses deux membres en deux nombres dont le pre- 
mier est plus grand que le second ; si j'ajoute à chacun de ces 
nombres la valeur correspondante de C, la première somme 

sera plus grande que la seconde. Or ces deux sommes sont les 
valeurs que prennent les polynômes A LC, B+-C, lorsqu'on 
y remplace æ par 1 et y par 3 ; donc ces nombres satisfont aussi 
à la seconde inégalité. ‘ 

Je démontrerais de même que, réciproquement, les nombres 
qui satisfont à la seconde inégalité conviennent aussi à la pre- 
mière ; par conséquent ces inégalités sont équivalentes, 

REMARQUE. — Je conclus de ce qui précède qu'on peut ré- 
duire tous les termes d'une inégalité au même dénominateur 
lorsqu'elle contient des termes fractionnaires, puis supprimer 

ke dénominateur commun, s'il est positif. Mais, s'il est négatif, 
il faut changer le sens de l'inégalité, 

Résolution d’une inégalité du premier degré 

à une seule inconnue. 

Pour résoudre une inégalité du premier degré à une seule 
Connue, on réduit tous ses termes au même dénominaleur, 

9 supprime ensuite ce dénominateur. On rassemble dans l'un 
des membres les termes qui renferment l'inconnue, et dans 
QUire ceux qui ne la contiennent pas. On fait ensuite les opé- 

falions indiquées dans chacun des membres, e& Pon divise 
Celui qui ne renferme pas l'inconnue par le coefficient de celte 
fuantité, On trouve ainsi une limite inférieure ou supérieure 

l'inconnue. Cette règle a la plus grande analogie avec celle 
. AU faut suivre pour résoudre une équation du premier degré, 
âune seule inconnue, 
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ExempLe I. — Résoudre l'inégalité 

4 æ 
2— +7 5+ a: 

Je réduis tous ses termes au dénominateur 6, et je supprime 

ce dénominateur ; je trouve ainsi : 

19x —8+ 3x > 30 + 5%. 

Je fais ensuite passer tous les termes qui contiennent æ dans 

le premier membre, et j'ai 

! - 12% + 3% — 6% > 30 +48, 

ou ‘ 

9x > 38, 
et enfin 

38 
T> —. F7 

Par conséquent, l’inconnue peut avoir pour valeur tout nombre 

plus grand que + , qui est sa limite inférieure. 

ExEemPLe Il. — Résoudre l'inégalité 

a 2 3 - 

Je réduis tous les termes au même dénominateur, et je Süp 

prime ce dénominateur ; il vient 

| 34927 <4—3%; 
# 

je transporte le terme 3x dans le premier membre et le terme 

1 æ 2 

9 TETE 

numérique 3 dans le second ; j'ai dès lors /. 

5æ < 1, 

ei, par suite, 
1 

BL —. 
' < 5 

' On peutdonc prendre pour valeur de l'inconnue æ un nome 

négatif quelconque et tout nombre positif, plus petit que 5? 

qui est sa limite supérieure.  
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EXERCICES. 

1° — Deux personnes ont l'une 20 ans et l’autre 34 ; à quelle époque 

de leur existence l’âge de la seconde a-t-il été ou sera-til le double 

de celui de la première ? 

(Rép. fl ya6ans.) 

2 — Trois points A, B, C sont en ligne droite; les distances du 

premier aux deux autres sont respectivement égales à 2m et 5m, On 

demande de trouver sur le prolongement de AC un point dont la dis- 

tance au point B soit moyenne proportionnelle entre ses distances aux 

deux autres À et C. 

(Rép. Si on prend pour mconnue la distance du point cherché au 

point A, et qu’on la compte positivement dans le sens AB, on la trouve 

égale à — 4m.) 

Généraliser et discuter ce problème. 

3%, — Calculer les côtés d’un rectangle inscrit dans un triangle dont 

la base et la hauteur sont connues, en supposant le périmètre du rec« 

tangle donné. 

(Rép. Si on représenite par b et h la base et la hauteur du triangle, 

par œ ety celles du rectangle placé sur le côté b, et par 2p le péri-. 

mètre donné de ce quadriiatère, on trouve : ‘ 

(pt) =?) 
T7 et y — b—h : 

Chercher ce que devient cette solution, lorsque le rectangle, placé 

sur le côté b du triangle, a deux de ses sommets Sur les prolonge- 

ments des deux autres côtés du triangle. 

& — Un aréomètre à poids constant s'enfonce jusqu'en B dans ün 

liquide dont la densité est 1,5, jusqu’en A dans l'eau distillée à 4°,6; 

on divise la partie AB de la tige en 100 parties d’égal volume, le zéro 

étant marqué au point B. On demande à combien de divisions de la 

lige équivaut le volume de la partie de l'aréomètre située au dessous 

du zéro.: à combien de divisions équivaut le volume d'eau qui pèserait 

autant que l’aréomètre, et à quelle division se fera l’affleurement dans 

un liquide dont la densité est d. Donner à d la valeur 4,7 etinterpréter 

la solution négative que l’on trouve. 

5 — On mélange dans un calorimètre 9x de mercure à 20e au des- 

sus de zéro avec 3% de fer à 15° au dessous, on demande la tempé-
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rature finale. On mettra le problème en équations en la supposant 

au dessus de zéro, et on interprètera la solution négative, 

6° — Deux droites rectangulaires se coupent en O, sur l’une d'elles 

on prend dans le même sens des longueurs OA et OA’ à peu près 

double de OA que l’on désigne par à et a/, sur l'autre OB et OB/ très 

peu supérieure à OB, que l'on désigne par b et b'; les droites AB 

et A/B', qui joignent deux à deux les quatre points À, À’,B et B',se 

rencontrent en un point M, an demande les distances æ et y de ce 

point M aux droites OB et OA. On examinera le cas où l'on aurait 

a>a,b<b'et ab > ba’, et on interprètera la solution négative, 

On démontrera que si les longueurs OA et OA’ sont portées en sens 

contraire, il n’y a qu'à changer leurs signes dans les équations, et à 

interpréter comme précédemment les valeurs négatives de z. 

T — Un prisme vertical de longueur a et de densité d flotte dans 

un bain composé d’une couche liquide dont l'épaisseur est 4”, la den- 

sité d’, sous laquelle se trouve une couche d'épaisseur indéfinie et de 

densité d” supérieure à d’ ; on demande de calculer la distance æ dela 

basé inférieure du prisme au niveau inférieur du premier liquide, et les 

distances y et z de sa base supérieure aux niveaux supérieurs dés 

deux liquides. On mettra le problème en équations en supposant que 
le prisme émerge à sa partie supérieure, et plonge dans le second 

liquide à sa partie inférieure. 
Faire ensuite les hypothèses : 

a=10, a =8, d=—0,9, d'—1,2, d'—13,6, 
et dire si la valeur négative trouvée s'interprète, puis trouver la véri- 
table solution. ‘ 

Faire les hypothèses 

a8,1, a —8,d—12,5, d'=—1,2, d" —15,6, 

et dire si la valeur négative trouvée s’interprète, puis trouver la vér 

table solution. 

8° — On mélange 12% de glace à 20 au asc de zéro, et dont la 

capacité calorifique est 0,5 avec 2k d'eau À 15° au dessus de zéro. 
quelle sera la température finale du mélange ? 

On supposera d’abord la température finale au dessus de zéro, 

trouvera un résultat négatif, pour voir s’il s'interprète on remettra k 
problème en équation en supposant la température finale inférieure à 
zéro, on trouvera encore un résultat négatif, La température finale Dé 
pourra être ni supérieure ni inférieure à zéro, elle sera zéro. On chef” 
chera alors combien il peut y avoir de glace fondue, et on trouvera une 

solution négative, qui s’interprètera, et indiquera le poids de l'eau 

solidifiéc au contact de la glace.  
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ge — Résoudre l'inégalité 

Î æ 2 ‘°æ 
% + TZ < — 2 . 

2 
(rép T< +) 

10° — Prouver : 4° que si la quantité = dont les deux termes sont 

positifs est moindre que re on a 

<< ir 
Dm b+m 

m étant une quantité D ostive vonque, 

2 Que si “ est x plus grand que l'unité, on a au contraire 

a— a+m 
Dm Fr FFE b+m ” 

io — Démontrer que si tous les termes des fractions 

a a a a+a'+a+. 
itifs, la quantité ATAITE TE" est 

[Re SONT NA DEEE 
“plus grande que la plus petite de ces fractions, et plus petite que Ja 

plus grande. ,
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PROGRAMME. — Des cas d'impossibiité et d’indétermination. 

I. — Des cas d’impossibilité. 

2. — L'impossibilité d'un problème numérique ne se mani- 
feste pas seulement par des valeurs négatives des inconnues, 
comme dans le problème III de la leçon précédente. Quand il 
s’agit de grandeurs discontinues, c'est-à-dire croissant d'unité 

en unité et non par degrés insensibles, comme les collections 
d'hommes ou d'objets de même espèce, on conçoit que les 

valeurs des inconnues doivent être entières, et que le problème 

est impossible quand elles sont fractionnaires, cette restriction 
ne peut être écrite dans les équations, qui sont dès lors plus 
générales que l'énoncé du problème. Quelquefois la valeur 
d'une inconnue doit être comprise entre des limites imposées 
par la question elle-même, si l’on trouve qu'elle dépasse ces 
limites le problème est impossible, mais dans ce casil y a 
ordinairement quelque autre inconnue dont la valeur serait 
négative ou imaginaire ; il y a donc avantage pour la résolution 
et la discussion d’un problème à prendre et à calculer le plus 
grand nombre d’inconnues possible. 
PROBLÈME I. — Couper la sphère CA par un plan BE, 

A perpendiculaire au diamètre AG, de manière que 
8 e la différence des deux zones BG, BA, que ce plan 

détermine soit égale à un cercle donné. 
Soit r le rayon CA de la sphère et & celui du 

cercle donné; désignons par æ la hauteur GE 
c de la plus grande zone, celle de la plus petite, 

C  
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qui est AE, sera représentée par 9r — æ. L'aire de la zone 
ayant pour mesure le produit de la circonférence d'un grand 
cercle par sa hauteur, l'énoncé du problème se traduit par 
l'équation 

2rr® — Qrr(9r — æ) = rat, 
d'où nous tirons 

&ra = & + ri, 
et par suite - 

a? + 4r° 

&r . 
Cette valeur de æ ne convient à la question proposée qu’autant 

‘ qu'elle est moindre que le diamètre de la sphère, car, si elle 
est plus grande, le plan demandé ne coupe plus la sphère. Le 
problème proposé est donc impossible toutes Les fois que l’on 
trouve pour æ une valeur plus grande que èr; mais il sera 
possible si l’on a 

LT = 

a? + 4r? 
nr < 2r, 

où (12 et 13, Th. Il) 

a? + 472 < 87°, 
où (12 et 13, Th. h) 

a < 4ri, 
ou enfin 

ra? < krr?. 

Cette condition est évidente à priori, car la différence ra* des deux zones doit être moindre que la surface 4rr° de la sphère. 
Si nous avions désigné par y la hauteur EA de la plus Pelile zone, nous aurions eu pour traduction de l'énoncé 

Qrræ + Qrry = ra}, 
avec la condition à 

æ + y = ?r, 

d'où 

y—=?r—#, 
tlen éliminant y 

Qrrm — Qrr(%r — tr) = ra$, 
d'où l'on tirerait comme précédemment  
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alors on a 
ai + 4r 

y = 97 — FT 1 

__ Mi — aù 

VTT 

  

Cette valeur de y n’est admissible que si l'on à 

a < Ar, | 

et l'impossibilité du problème est manifestée par une valeur 

négative de y. ‘ 

2. — Un problème peut être impossible parce que son 

énoncé renferme des conditions absurdes ou contradictoires. 

Les valeurs des inconnues prennent alors des formes particu- 

lières qui manifestent l'impossibilité. 

Supposons d’abord que le problème proposé n'ait qu'une 

inconnue. 

PROBLÈME II. — Trouver un nombre tel que la somme de 

sa moitié et de son tiers surpasse de 6 unités le quintuple de 

l'excès du quart de ce nombre sur le douzième. 

Soit & le nombre demandé; on à l'équation 

æ æ æ æ 

Stef -)te 
En réduisant tous ses termes au même dénominateur , 0 

trouve 

10x = 10 + 72. 

Comme cette nouvelle équation est équivalente à l'équation 

proposée, et qu’elle exprime une condition évidemment ab- 

surde, quelle que soit la valeur attribuée à æ, on en conclut 

que le problème proposé est impossible. 

On peut reconnaître à priori cette impossibilité , car la 

e . 5 
moitié et le tiers d’un nombre valent ensemble les É de 

nombre, et l'excès du quart sur le douzième égale + ; par coN- 

séquent le problème peut être énoncé de la manière suivante : 
. 5 

Trouver un nombre dont les < surpassent de 6 unités les & 

de ce nombre: Sous cette forme, l’absurdité et, par suite, l'im- 

possibilité de la question deviennent évidentes.  
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REMARQUE. — Si, dans l'énoncé du problème précédent, on 

remplace le quintuple de l'excès par m fois l'excès, l'équation 
devient 

æ œ œ æ 

ST =m( 5) +6 
et l'on en déduit | ° 

36 
L = « 

5—m 
  

On voit par cette formule que le problème est toujours possible 
pourvu qu’on ne donne à m» que des valeurs inférieures à 5. 

Lorsqu'on suppose m égal à 5, l’inconnue æ prend la forme 

36 . ee. . 
© qui ne signifie rien, puisque l'on ne peut prendre zéro 

pour diviseur d’une division. 
. En faisant la même hypothèse dans l'équation du problème, 
c'est-à-dire en y remplaçant m par 5, on reconnaît que le 
problème est impossible, car son équation qui devient alors 

10œ = 10 + 72, 
exprime une condition absurde. Comme on a remarqué qu'en 
général les formules des inconnues d’un problème donnent des 

résultats de la forme FT N étant un nombre quelconque, 

autre que zéro, lorsque ce problème est impossible, on regarde 

la notation + comme un symbole d'impossibilité. 

  

Si dans la formule S- , on fait croître le nombre m 
5 

depuis 0 jusqu'à 5 exclusivement, le dénominateur 5—m 

  

diminue d’une manière continue, et la fraction croît 
5 — 

indéfiniment. On dit souvent que la valeur de l’inconnue æ 

est infinie quand m égale 5, et l'on représente celle valeur 

par le signe co; qui a la forme du chiffre 8 couché; il faut 

entendre par là que la valeur de æ croît de manière à dépasser 

loute grandeur donnée quand M s'approche indéfiniment d'être 

égal à 5: on ne doit pas dire que & land vers une limite in- 

finie quand m tend vers 5, puisque, dans ce cas précisément, 

il n'y a pas de limite que æ ne puisse dépasser,  
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PaoBLèe III. — On mène la tangente commune exiérieure 

à deux circonférences de rayons r et x’ et l'on demande de 

trouver à quelle distance du centre de la secoñde, que nous 
supposerons la plus petite, elle rencontre la ligne des cenires. 

Soit AA’ la tangente commune extérieure aux deux circon- 

À ‘férences dont les centres sont O et 

A O’, et les rayons r et »’, soit M le 

&- = point de rencontre cherché, et dési- 

gnons par æ la distance inconnue O'M 

et par d'la distance connue OO des 

deux centres. Si nous menons lesrayons OA et O'A' qui about- 

issent aux points de contact, nous aurons deux triangles sem- 

blables AOM et A'O'M, qui donnent 

O'M O’A’ 
OM — "OA ? 

ou en substituant aux lignes leurs expressions algébriques, 

æ Tr 

a+Fr Tr? 
d'où (page 83. Rem.) 

œ _ v 

a r—r 
et enfin 

a= 0" 
Tr | 

Quand on suppose s égal à r, la valeur de æ prend la 
TT N ; Le . 

forme ©? le problème devient impossible, la tangente com- 

mune ne rencontre pas la ligne des centres, elle lui est donc pa- 

rallèle ; et si l'on dit que dans ce cas la valeur de æ est infinie, 

c'est à peu près comme on dit en géométrie que deux par allèles 

se rencontrent à l'infini: ce qui est exact, c’est que le point 

de rencontre est d'autant plus éloigné que le rayon 7” s’ap- 
proche davantage d’être égal à r, et qu'il peut s'éloigner 
au delà de toute distance donnée. 

Supposons maintenant que le problème proposé conduise à 

plusieurs équations, les conditions de l'énoncé exprimées par 

ces équations peuvent étre contradictoires, le problème est 

alors impossible,  
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PROBLÈME IV. — Trouver un nombre de deux chiffres tel 

que le chiffre des dizaines surpasse de deux unités le chiffre des 
unilés, et que, si de ce nombre on retranche 9, on trouve un 

reste composé des deux mêmes chiffres dans l'ordre inverse. 
Soit æ le chiffre des dizaines et y celui des unités, nous 

aurons | 
g—=y+t 

10x + y —9 — 107 +æ. 

Substituons à æ sa valeur dans la seconde équation il vient 

10(y +2) +y—9= 10y + y +2, 
or y disparaît de cette équation, qui se réduit à l'égalité évi- 

demment fausse 

et 

11 —=2. 

La seconde équation peut se mettre sous la forme 

œ—=Yy +1, . 

elle exprime donc une condition contradictoire à la première, 

etle problème est impossible. 

3. — L’impossibilité d’un problème peut encore se mani- 

fester parce qu'il renferme plus de ‘conditions qu'il n'a d'in- 

connues. On est alors conduit à un système d'équations con- 

tenant plus d'équations que d’inconnues. Il est généralement 

impossible qu'un même système de valeurs des inconnues 

satisfasse à la fois à toutes les équations. 

Soit par exemple un système de mn équations contenant 

seulement m inconnues ; on choisit parmi elles m équations 

qui renferment les m inconnues. On résout ensuile ce sys- 

ème de m équations à m inconnues d'après la méthode pré- 

cédente, Si les valeurs qu’on trouve pour les m inconnues satis- 

font aux n autres équations, le système des m—+n équations 

données à une solution ; dans l'hypothèse contraire, les m + n 

équations sont contradictoires, et le problème qui a conduit à 

ces équations est impossible. | 

Lorsque quelques-uns des coefficients des m+n équations 

sont algébriques, les égalités qu’on oblient en substituant les 

valeurs des m inconnues dans les # équations qui n'ont pas 

servi à les calculer expriment les condilions auxquelles les 

coefficients indéterminés doivent satisfaire, pour que lesm+n 

l 
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équations données aient une solution commune, Aussi, on 

donne à ces égalités le nom d'équations de condition ; le 

nombre de ces équations est généralement égal à l’excès du 

nombre des équations données sur celui des inconnues. 

Soit proposé de résoudre le système des trois équations 

ax — by = c, 

bæ — ày = d, 

a(cx — dy) = © + d', 

qui ne contiennent que deux inconnues ; la résolution des deux 

premières équations donne 

a bd + y — be — ad 
mù — b? ? OUT ER: 

En substituant ces valeurs de x et y dans la troisième équation, 

on trouve que les quatre coefficients indéterminés à, b,c,d, 

doivent satisfaire à l'équation de condition 

. bte? + d') — 2abcd, 

c'est-à-dire que, si l’on donne des valeurs arbitraires à trois de 

ces coefficients. la valeur du quatrième doit être déduite de 

l'équation de condition. Ainsi, en prenant 

b—6,. c—3, d—1, 

où trouve {0 pour la valeur de a, calculée au moyen de la 

formule 

T—= 

« a= b(c? + d°) | 

2cd 

Les valeurs correspondantes des inconnues æ et y sont 

2= 3 _t 
= eZ: 

- &. — R&MARQUE. — Lorsqu'un problème numérique est im- 

possible, on peut se proposer de le transformer en un autre qui 

soit possible. Cette question, qui n'offre qu’un intérêt de curio- 
sité, est généralement indéterminée; car on peut la résoudre 
en changeant les valeurs de quelques-unes des données, ou les 
relations qui existent entre elles. 

Si on ne veut changer que les valeurs des données, on géné- 
ralise le problème, en remplaçant ces données par des lettres ; 

la discussion des formules fait connaître entre quelles limites 
on doit prendre les valeurs des coeflicients algébriques pour  
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que le problème soit possible. Nous avons résolu déjà un assez 
grand nombre de questions de ce genre, pour qu'il soit inutile 

d'en traiter de nouvelles. 
Lorsqu'on veut changer lés relations qui existent entre les 

données, la question devient d’une indétermination absolue. 

Si l'impossibilité est indiquée par une valeur négative d'une 
inconnue, et qu'on veuille consérver non-seulement les va- 
leurs numériques des données, mais encore les équations du 

problème, il faut changer dans ces équations le signe de l'in- 

connue dont la valeur est négative, et chercher à modifier 

l'énoncé du problème de manière que le système des équations 
transformées soit la traduction algébrique du nouvel énoncé. 

Si cet énoncé a un sens raisonnable, on aura rendu possible le 

problème proposé. 

PROBLÈME V. — Payer 146 francs avec 25 pièces de ? francs 
et de 5 francs. 

Soient æ le nombre des pièces de 2 francs et y celui des 

pièces de 5 francs, on a, d'après l'énoncé du problème : 

+ y=%, 

2æ + 5y = 146. 

En résolvant ces équations, on trouve 

et 

æ——1 et y—=3; 

donc le problème proposé est impossible. On reconnaît immé- 

liatement cette impossibilité, en remarquant que ?5 pièces 

le la plus grande monnaie, c'est-à-dire 25 pièces de 5 francs, 

ae valent que 195 francs ; par conséquent 25 pièces de ? francs 

et de 5 francs doivent former une somme moindre que 125 

et, à fortiori, moindre que 146. 
Pour transformer ce problème en un autre qui soit possible, 

e remplace‘æ par — & dans les deux équations données qui 

deviennent, par suite, 

y— @— 25, 

5y — 2e = 146, 

et donnent lieu à l'énoncé suivant : Une personne, qui n'a que 

des pièces de 5 francs, veut payer 146 francs à un marchand, 

quine peut lui rendre que des pièces de ? francs. Trouver com- 

Ment le paiement a été fait, en sachant que la différence des  
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deux nombres de pièces de 5 francs et de ? francs qui ont été 

échangées est égale à 25. | 

Il importe de remarquer que le système des équations, après 

la transformation précédemment indiquée, n'est pas toujours 

susceptible d’un énoncé ayant un sens raisonnable. 

IX. — Cas d’indétermination. 

Un problème peut avoir un nombre illimité de solutions : 
1° ‘lorsqu'il conduit à des équations qui sont des identités ; 

2° lorsque le nombre des équations qu’on déduit de son énoncé 

est moindre que celui des inconnues, ou que ce nombre d'é- 

quations étant égal à celui des inconnues, ces équations n€ 

sont pas distinctes et sont des conséquences les unes des autres. 

Je vais examiner successivement chacun de ces cas. 

4. — PROBLÈME VI. — Trouver un nombre dont la somme 

de la moitié et du tiers surpasse de 25 unités les à de l'excès 

de ce nombre sur 30. 
Soit æ le nombre demandé, on a l'équation 

æ æ __ 5 . 

en réduisant tous ses termes au même dénominateur, et SUP- 

primant le dénominateur commun, on trouve l'identité 

| 5@ — 150 = 57 — 150, 

qui est vérifiée par toute valeur attribuée à æ. Le problème 

proposé a donc une infinité de solutions ; il est dès lors indé- 

terminé. 

REMARQUE. — Si on remplace dans l'énoncé de ce problème 

5 
le nombre 25 par la lettre & et le nombre r: par la lettre r, 

l'équation devient ° 

T € 
s+ Et — 30), 

et l'on en déduit 
z— G(a — 30r) 

5 — 6r 

Lorsqu'on n'admet pour l'inconnue x que des valeurs posi-  
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tives, cette formule montre que le problème est possible et dé- 

terminé, si l’on à 
5 

r <F et a > 30r, 

ou bien 

r>+ et a < 30r. 

1 - - 
Ainsi, en prenant, par exemple, r égale à ns et & égale à 37. 

on trouve 
x 48. 

Si on suppose dans la même formule 

=? et a— 30r —95, 

on rentre dans lé cas du problème proposé, et la formule 

donne 

L—=—; 

e
l
s
 

résultat qui ne signifie rien. 

Or cette dernière équation est toujours déduite d’une autre 

ayant la forme 
0><x—0, 

qui est évidemment satisfaite quand on y remplace z par 

nimporte quel nombre, c’est-à-dire qu’elle est indéterminée ; 

aussi on regarde la notation ï comme le symbole de l’indé- 

lermination. 

2. — Nous avons déjà vu (7, 8 et 9) qu'un système d'équa- 

tions qui contient moins d'équations que d'inconnues est indé- 

terminé, et admet une infinité de solutions. Il arrive souvent 

qu'en mettant un problème en équations on écrit des équations, 

en nombre égal à celui des inconnues, qui au premier abord 

semblent différer, mais dont l’une es équivalente à une autre 

vu la conséquence de plusieurs autres, alors cette équauon 

peut remplacer une des autres, et ne forme pas réellement une 

équation nouvelle ; il y a encore indétermination. 

ProBLème VII, — Trouver un nombre de deux chiffres tel 

que le chiffre des dizaines surpassé d'une unilé celui des unilés, 
12  
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et que, si de ce nombre on retranche9, on trouve un reste 
composé des mêmes chiffres dans l'ordre inverse. 

Soit + le chiffre des dizaines, et y celui des unités, on a 

d’après l'énoncé : 

z—=y+i, 

10% + y —9— 10y + x. 

Cette seconde équation ne semble pas au premier abord équi- 

valente à la première; mais, par des transformations qui n'al- 

tèrent en rien ses solutions, elle devient successivement 

32 = Jy +9, 
= y+i. 

Le problème ayant deux inconnues, et n'ayant en réalité 

qu’une équation, est indéterminé, et il admettrait une infinité 

de solutions, si, par la nature de la question, les valeurs des 

inconnues ne devaient être positives, entières et inférieures à 10; 

il n’y a alors que les nombres 10, 21, 32, 43, 54, 65, 16, 87 et 

98 qui répondent à la question. 

Je vais donner un dernier exemple, qui offre une application 

remarquable de la théorie des quantités négatives, et dont la 

discussion conduit à l'examen de tous les cas d’impossibilité et 

d’indétermination qui viennent d’être signalés. 

et 

ProBLÈME VIII. — Deux mobiles qui parcourent d'un mou- 

vement uniforme une méme ligne droite avec des vilesses de 

v ei v! kilomètres par heure, passent actuellement, le premier 

au point À et le second au point A!. On demande de deler- 

miner le lieu de leur rencontre, en supposant la distance AA 

égale à d. 

" . . . ee 

K” A R Al R/ 

Je prends le point A pour l'origine des distances, et je compte 

les distances positives dans le sens AA’; il en résulte que Îe 

nombre d est positif. Soient æ la distance du premier mobile 

au point A au bout d’un nombre d'heures égal à t, et celle 
du second mobile à la même origine après £ heures ; les équé” 

tions du problème sont évidemment, d’après la formule du 

mouvement uniforme, 

  

æ—= vt, 

a'=d+vt, et z=+.  
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Je remplace & et x’ par leurs valeurs dans la troisième équa- 
tion qui devient par suite : | | 

vi = d + v't, 

En résolvant cette équation par rapport à #, je trouve: 

d 
Ty—v'? 

el j'en déduis 

; dv 
T= DL = —. 

U—V 

Pour discuter ces formules, je suppose que le premier mo- 
bile se meuve de A vers A’, et je regarde comme positives les 
vitesses qui ont ce sens, v est donc positif. Quant à la vitesse 
du second mobile, elle peut être de même sens ou de sens con- 
traire, positive ou négative. 

lo Si v est un nombre négatif, c'est-à-dire si le second 
mobile se meut dans le sens A’A,'» — y est une somme positive 
plus grande que v. Dès lors les deux inconnues t et æ sont posi- 
lives, et la seconde est plus petite que d. Donc les mobiles qui 

vont l’un vers l’autre se rencontreront en un point R situé entre 

leurs positions actuelles A et A’, ce qui est évidemment vrai. 

Lorsqu'on suppose en outre les vitesses égales, on a 

v'= —v, 

et l'on trouve 
d 

T—= 2 5 

résultat facile à prévoir. 
2 Si v’ est un nombre positif, c'est-à-dire si le second mo- 

bile va dans le même sens AA’ que le premier, cette hypo- 
thèse se décompose en trois autres : 

v'<v, vu, v>v. | 

Je suppose d'abord w’ << v: les inconnues t et æ sont alors 
Positives, et x est plus grand que d, c’est-à-dire que la ren- 
Contre aura lieu à la droite des points À et A’ ; ce qui doit étre. 

Lorsque v est égale a v, les valeurs de # et æ prennent la 

forme _ , et le problème est réellement impossible ; car les 

deux mobiles ont la même vitesse, et sont séparés à: chaque 
instant par la distance d; ils ne peuvent donc se rencontrer.  
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Si, à l'hypothèse v’'=—v, je joins la condition d— 0, les deux 

. : 0 , . 
inconnues deviennent de la forme Q? et le problème est in 

déterminé, car les deux mobiles se trouvent au point À au 

même instant et ont la même vitesse ; donc ils s’accompagnent 

constamment, et tous les points de la ligne qu'ils parcourent 

sont autant de lieux où ils se rencontrent. 

Enfin, dans le cas de v’ > v, les inconnues t et æ sont l’une 

et l'autre négatives, c’est-à-dire que les mobiles se sont ren- 

contrés en un point R/ situé à la gauche de l'origine des dis- 

tances, avant le passage du second mobile au point A. 

Le tableau suivant résume la discussion de ce problème : 

1970 

t> 0 

v<v 1970 

. v << 0 

©
 

LIX. — Des fractions qui se réduisent à — t des 
0 

divers symboles d’indétermination 2, œ x 
co 

D —œ@. 

2. — La résolution des problèmes conduit souvent à des 

fractions qui prennent la forme + quand on y remplace uné 

lettre par un certain nombre, comme æ par a, l'indétermination 

n'est alors qu'apparente; pour la lever, il faut se rappeler qu'un 

expression qui se réduit à zéro quand æ égale a est divisible 

parz— a(ñet5, VIL, 2); les deux termes de la fraction soul  
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donc divisibles par æ — a, on peut les diviser par ce facteur, 

quelque grand ou petit qu'il soit, sans changer la valeur de la 

fraction, et la fraction simplifiée devient, quand æ égale a, 

fie, nulle ou infinie, si elle se présentait encore sous la 

0 ee Le 
forme 5” on diviserait de nouveau ses deux termes par T—a. 

a — 3x2 + 1x — 24 
EXENPLE I. — GE = 55 . 

. Joie à 0 | 
Cette fraction se réduit à la forme T° quand on y rem- 

place æ par 2, &ivisons ses deux termes par æ—? (4ets, 

VI, 2), elle devient 

gt—æ+12 

3æ+1 

. . 14 : 
qui, quand on y remplace æ par 2, devient 7 2. 

a — 3x? + 4 
Ex _ LL... EMPLE II. GE bp — à 

o . 

Cette fraction prend aussi la forme T quand on y rem- 

place æ par 2; mais, en divisant ses deux termes par © — ?, 

on la réduit à 

aix — 1? 

Sri ? 
« . .…., 0 il 

fraction qui, quand on y remplace æ par 2, devient 7 2 nuile. 

as — 37° + 147 — 21 
ExE: DT La La XEMPLE III. 92 — Ta + 4z +4 

0 
Cette fraction prend encore la forme TG? quand on y reim- 

place æ par 2; en divisant ses deux termes par & — 2, on la 

réduit à 

m—z+i 
—— s 

Qa° -- 3x — ? 

. LE on ss 
fraction qui, quand x égale 2. devient -- ou infinie; il  
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faut toujours entendre par là que cette fraction croît indéfini. 

ment de manière à dépasser toute grandeur donnée quand x 
s'approche d'être égal à 2; mais le problème qui a conduit à 
cette fraction devient imnossible quand + est égal à 2, . 

a — Qi La — 2m +1 
EXEMPLE IV. — DS La—8 +5 
  

Cette fraction prend la forme + quand on y remplace # 

par 1, la Qivision de ses deux termes par & — 1 la réduità 

; ai — a Lm—1 

2 +5 

qui prend encore la forme + quand on y remplace æ& par !, 

la division de ses deux termes par æ — { la réduit enfin à 

aÿ LI 
2æ +5? 

qui, quand on y remplace æ par 1, devient ? . 

L'indétermination peut se présenter dans des fractions com- 
pliquées de radicaux ; alors on n’aperçoit pas immédiatement 
le facteur qu'il faut supprimer aux deux termes pour lever 

l'indétermination. 

EXEMPLE V. — E—\ = iab . 

  

Cette fraction prend la forme + quand on suppose a égal 

à zéro; pour lever l'indétermination, nous ferons disparaître 
les radicaux du numérateur en multipliant les deux termes de 

la fraction par b + V6? — 4ab , On ferait de même disparaitre 
les radicaux du dénominateur, s'ils y étaient placés, la fraction 
proposée devient ainsi 

&ab 

a(b + VE — Zab) ? 
Ou, en divisant les deux termes par &, ce qui ne change pas la 
valeur de la fraction, quelque petit ou grand que soit 4, 

4b 

b+HV— ab" 
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et si maintenant on suppose que & soit nul, comme la racine 

de &? est b, on a 
4b 

2b 

REMARQUE. — L'indétermination n'est qu'apparente, et 

peut généralement être levée, toutes les fois que c’est une même 

hypothèse qui annule les deux termes de la fraction; mais si 

les deux termes s’annulaient par des hypothèses différentes, il 

y aurait vraiment indétermination. 

Ainsi le problème IIL nous a conduits à la formule 
dr’ 

r—r 

Si l’on suppose »’ égal à r,et d nul, la valeur de æ prend la 

ou 2. 

T—= 

forme + , et l'indétermination est réelle, car alors les circon- 

férences ayant même rayon et même centre se confondent, 

toutes leurs tangentes sont tangentes communes et peuvent 

couper la ligne des centres à toute distance ; mais ce sont deux 

hypothèses différentes qui ont annulé les deux termes de la 

fraction. 
2. — Souvent, dans la discussion d’un problème, on est 

conduit à chercher ce que devient une fraction ayant pour 

termes des polynômes en +, quand æ augmente indéfiniment, 

les deux termes croissent généralement de manière à dépasser 

toute grandeur donnée, mais leur rapport peut tendre vers une 

limite finie, c’est ainsi que les secteurs de 3° et de 5° ont pour 

rapport L dans une même circonférence ; ces secleurs crois- 

sent indéfiniment avec le rayon, sans que leur rapport cesse 

d'être à, il serait £ pour les secteurs de 3 et de 4°. Le 

rapport de deux grandeurs qui croissent indéfiniment peut 

donc avoir toutes les valeurs possibles, -&- est un symbole 

d'indétermination, d’ailleurs on à 

&
 

a | 

a
i
s
l
e
|
e
 

Œ
 

Q  
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or si l’on suppose b égal à zéro et d égal à zéro, le premier 

. 0 
membre devient LE) et le second T° ces deux symboles 

sont donc équivalents, et par suite l'indétermination sera réelle 

ou apparente, selon que les deux termes deviendront infinis 

par deux hypothèses différentes ou par une seule, et ka véritable 

valeur de la fraction pourra être finie, nulle ou infinie. 

Gr — 3x? + 57 — 1 
2x8 — 4x4 7 

D'abord les deux termes de cette fraction grandissent indéfi- 

niment quand æ croît, et dépassent toute grandeur donnée; en 

EXEMPLE 1. — 

effet, le numérateur peut s’écrire #6 — i + + _ ss) or 

dans la parenthèse les termes à, = et L diminuent de 
zm° œ 

plus en plus et tendent vers 0 quand æ augmente, ceite paren- 

thèse a donc pour limite 6, et le produit de æ° par 6 dépasse 

évidemment toute grandeur donnée quand æ grandit indéfini- 

ment. | 

En opérant de même sur les deux termes de la fraction, On 

lui donne la forme 

{ 3 5 1 

6 ++) F 
# 7 ; 

ef rt) 
ou en divisant les deux termes par 4° 

3 5 1 g— 42 
T + a ER 

= 3 

9 À 4 1 
x? a 

or quand æ croît indéfiniment, tous les termes qui ont là 

lettre æ au dénominateur s’annulent, et la limite de la fracuoi 

est 

  

TT ou 3. 

ai — 3x + 5x 

QE T EXEMPLE Il. — 

  

 



DES CAS D'IMPOSSIBILITÉ ET D'INDÉTERMINATION. 185 

Cette fraction traitée comme la précédente devient 

  

3 5 À 3 5 {41— + — — "+ — 
Ÿ (: z + a* } ou j æ + x? 

1 7 1,7” 3 + nn eo ++) + + 

2 1: 3 5 Ï î . 
m négligeant les termes T'T'zx et rS qui tendent 

sers zéro, quand + croît indéfiniment, la fraction se réduit à 

Ï . : 
37 » qui tend aussi vers zéro. 

498 + 32° + 5x 
22 Lr—i ‘ 

Cette fraction traitée comme les précédentes devient succes- 
sivement 

EXEMPLE III, —- 

#las +3 +) . ir+3+2 

4417) ii” 
TT æ a æ 

et enfin 

  HS om 4 
qui croît et dépasse toute grandeur donnée quand x croît indé- 

finiment. 
Ainsi la fraction a une valeur finie, nulle ou infinie selon 

que la plus haute puissance de æ du numéraleur est égale, 

inférieure ou supérieure à celle du dénominateur. 

3. — Lorsque dans un produit de deux facteurs, l'un tend 

vers zéro tandis que l’autre grandit indéfiniment par une cer- 

taine hypothèse, le produit peut augmenter où diminuer, 

tendre vers une limite finie, vers zéro, Ou grandir au delà de 

loute limite, «© >< 0 est un symbole d'indétermiuation, d’ail- 

leurs TX c est égal à + et si nous supposons à la fois 

, 0 
bet c nuls, l'une des formules devient œ >< et l’autre —, 

cs deux symboles sont donc équivalents ; quand une même 

hypothèse rendra l'un des facteurs nul et l'autre infini, on  
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lèvera l’indétermination comme dans le cas d'une fraction qui 

prend la forme + . 

4. — Quand deux quantités augmentent indéfiniment, leur 

différence peut rester constante, tendre vers zéro, ou augmenter 

indéfiniment de manière à dépasser toute grandeur donnée ; 
c'est ce qu'on exprime en disant que œ — æ est un symbole 

d'indétermination. Quand une même hypothèse rend les deux 
quantités infinies, on peut en général lever l’indétermination. 

Ainsi, æ +7 et æ + 3 sont deux quantités qui deviennent 

infinies quand æ devient infini, et leur différence est constante 

et égale à 4. L'expression & — V x° — b? devient aussi œ—® 

quand æ devient infini, mais en multipliant et divisant celte 

expression par æ LV — b?, on lui donne la forme 
b? 

æ +V a —b? 

augmente indéfiniment, puisque, le numérateur b* restant fixe, 

le dénominateur & + x? — b*? augmente de manière à dé- 

passer toute grandeur donnée. 
Enfin, a? — 2x est encore une expression qui devient © —% 

quand æ devient infini; mais, en mettant æ en facteur com- 

mun, on lui donne la forme æ{x — 2), qui fait voir qu'elle 
grandit au delà de toute limite, puisqu'elle est un produit de 
deux facteurs qui grandissent eux-mêmes au delà de toute 

limite, 

, qui fait voir qu’elle tend vers zéro quanû x 
  

EXERCICES, 

ls — Si on prolonge le côté AC du triangle ABC au delà du 
sommet C, et qu'on divise en deux parties égales l'angle extérieur 
ainsi formé, la bissectrice rencontre le côté AB en un point dont on 

demande de calculer la distance au sommet A, en supposant donnés 
les longueurs a, b et c des trois côtés du triangle, 

(Rép. Si l'on a fait la figure en supposant b > a, on trouve, en 

appelant æ la distance cherchée, x RE, Discuter le cas du 
b—a 

friangle isocèle b = 4, et le cas où b serait plus petit que a).  
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2 — Trouver à quelle condition les équations 

T= 05 +p, 
Y= bs +, 
œ= 03 + p", 
y=bs+4, 

sont satisfaites par les mêmes valeurs de #, y et z, et trouver ces 
valeurs. 

(Rép.  L'équation de condition est 

pP—p _g—4. 
a—w  _b—V" 

et les valeurs des inconnues sont : 

en ap pa, _ br =) 
ana t — aa GE | 

3 — Résoudre les quatre équations à trois inconnues %, y et = : 

æ z y 243 afi+d) 
a te (+4 
æ ef) 

  

& € à vi 
æ 3 y 2 2x + at { 2.) 

æ 3 Î y 

= y(+i) 
(Rép. Les quatre équations sont compatibles quels que soient 

let Ÿ, et les valeurs des inconnues sont 

! bIX — 1 c{ù — i) 
2 = 20 +1) + 1) NN ; = Ly— Y . 

1EY ? 1H + 
4° — Les quatre équations à trois inconnues 

æ 3 
_— == 1 (1 +- | 
& + C ( + b 

-i-7 & © à ' 
æ 5 y 
_— = { 1 } 

a + c ( b 

ss tu 
a € * bp 

tont contradictoires, lorsque les nombres à et X' sont inégaux, elles 

forment un système indéterminé si X est égal à ). 
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5e — Trouver, lorsqu'on suppose à égal à b, la valeur de la fraction 

ai + 18 — ab — ai? 

3(a — db}? ‘ 

2a 
Rép. ——|. ap. + 

6° — Trouver la limite vers laquelle tend l'expression 

3œ — VOa? — 4x +1 
quand æ augmente indéfiniment. 

4 2 
Rép. — où —|. (Rép. = 

Te — Quelle condition doivent remplir les coefficients a, b, a/etl 

: . ‘ &X . . à 
pour que Ja fraction TE ait toujours la même valeur quel 

a'z + b' 
que soit le nombre mis à la place de æ? 

(Rép. On peut égaler les deux valeurs que prend cette fraction 
pour æ=— 1 et æ — 3 par exemple, et simplifier la relation obtenue; 

. az + b . sn ati 
on peut aussi poser _m+o m, tirer de cette équation la 

az + b É 
0 

valeur de æ, et exprimer qu’elle est indéterminée ou de la forme 
0, 

en égalant les deux termes de la valeur de æ à U, et éliminant # 

LE . .. à b 
entre ces équations on aura la relation cherchée —. =) 

a 

8» — Quelles conditions doivent remplir les coeflicients 4: bc, 

. T L C Luc 
a/,b' et c’ pour que la fraction oæ + dy Fe ait toujours ls 

ax + Vy + c' 

même valeur, quel que soit le nombre mis à la place de &. 

Ré __b __c\ 
(Rép. a c| 

G — Deux triangles ayant les bases b et b’ sur une même droite 

et leurs bauteurs étant h et À’, on demande de les couper par une 

parallèle à leurs bases, de manière que les parties de cette parallèle 

comprises à l’intérieur des deux triangles soient égales. 

(Rép. En désignant par æ la longueur de la parallèle comprise à 
l'intérieur de chacun des triangles, et par y la distance de cette 

parallèle à leurs bases, on trouve en supposant qu'elle passe a” 

bb'(h — h°) hh'(b' — b 
mmets et les b: = À y=—— 577 

F She ee Ta  
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Étudier tous les cas du problème compris dans le tableau suivant 

b'h > bh 

h> hé VRh—= bd" 

1) b'h < Lh' 
# 

> h—h 

DISCUSSION 
h < à 
h> 

b—bih=# 
h<h 

! interpréter les valeurs négatives de æ où de y en remettant le pro- 

blème en équation. Quand les hauteurs sont différentes, il y a une 

autre solution, la parallèle passant entre les deux sommets, on a alors 

bb'(h — h/ kb +? 
ZT —= Db(h —R) et 4 = Me) 

b'h + bh b'h + bi 

10 — Inscrire dans un triangle de base b et de hauteur h un 

rectangle tel que la somme de la base et de la hauteur soit p. 

(Rép. En appelant æ la base et y la hauteur, on trouve 

z= Mn et y— 1e. Faire comme dans la ques- 

tion précédente le tableau de tous les cas qui peuvent se présenter 

selon les grandeurs relatives de h, betp,et interpréter les solutions 

négatives en changeant dans l'énoncé le mot somme en différence, et 

en faisant passer la base du rectangle au dessus du sommet où au 

dessous de la base du triangle). 

{lo — Trouver sur la base AC d’un triangle, que l’on suppose égale 

à b, un point tel que la somme des perpendiculaires z etu abaissées 

de ce point sur les côtés AB et BC soit égale à k, connaissant les 

bauteurs À et h’ abaissées de À et C sur les deux autres côtés, cal- 

culer ces perpendiculaires et les distances æ et y au point cherché aux 

points A et C. 
w b 

0 à nn MR 
(Rép. = D. UE 

R T— h—Rh , 

dE — R) 
MR} 

Chercher s'il n'ya pas sur la base prolongée, à droite où à gauche, 

un autre point jouissant de la même propriété, et dire dans quels cas 

le problème est impossible où indéterminé. 

{2 — Inscrire dans un rectangle ayant pour côtés beth un autre 

rectansle ayant ses sommets Sur chacun des quatre côtés du premier,  
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et tel que le rapport de ses côtés soit égal à un nombre m supérieur 

ou égal à l'unité. Déterminer les distances x et y de ses sommets aux 
sommets du premier rectangle. 

(Rép. On trouve en supposant les sommets cherchés situés sur 

£ mi— — 
tescôtésnonprolongés durectangledonné a" y= mb—h 

mi ? m1 À 

«Faire le tableau de tous les cas qui peuvent se présenter suivant les 

valeurs comparatives de b et de h, de mh et de b, de mb et de h, 

interpréter les solutions négatives, et dire dans quels cas le problème 

est impossible ou indéterminé, 
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PROGRANNE. — formules générales pour-la solution d’une équation ou d’un 

système d'équations du premier degré à deux inconnues. — Discussion com- 

plète de ces formules. 

EL. — Équation générale du premier degré à une 

seule inconnue. 

Soit proposée l'équation générale 

a + bx =c+ dx 

qui représente une équation quelconque du premier degré à 

une inconnue, si l'on convient de considérer les coefficients 

a, b, c, d, comme des nombres positifs ou négatifs. Pour ré- 

soudre cette équation, je SUppose d'abord 

b>d et c>a; 

j'ai dès lors 
c—a 

b—dà" 

Cette valeur de æ est positive, puisque son numérateur € —& 

et son dénominateur b — d sont positifs ; elle est en outre finie 

et déterminée. ‘ 

Je suppose en second lieu . 

b<d et c<8&, 

  

LT = 

il en résulte que 
_a—c 
TA: 

Cette valeur de æ est encore positive, finie et déterminée, 

comme dans le cas précédent. Si je compare maintenant les 

deux formules précédentes, je vois que, lorsque les termes 
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a — c,d—b, de la seconde sont des nombres positifs, les 

termes c— @&, b — d, de la première sont des nombres négatifs 

égaux aux précédents changés de signe; donc, si j'effectue la 

division de c — @ par b— d d’après la règle donnée pour les 

nombres négatifs, le quotient sera positif et égal à celui de la 

division de c— @ par d — b. Je conclus de là : 1° Qu'on peut 

employer la première formule dans les deux cas, en appliquant 

toutefois les règles du calcul des nombres négatifs, lorsque les 

termes de cette formule auront des valeurs numériques de ce 
genre ; 2 que lorsqu'on résout une équation numérique du pre- 
mier degré à une seule inconnue, il n'est pas nécessaire de cher- 

cher dans quel membre on doit transporter les termes qui con- 

tiennent l'inconnue pour que les soustractions soient possibles. 

Je suppose en troisième lieu 

bd et c< a; 

la soustraction est possible dans le premier membre et impos- 

sible dans le second ; mais si je représente par un nombre né- 

gatif le reste de cette dernière soustraction, je trouve pour z 

une valeur négative, donnée aussi par la formule 

_C—a& 

— bd 

Cette valeur conventionnelle de l’inconnue satisfait mécani- 
quement à l'équation proposée, pourvu qu'on lui applique les 
règles qui conviennent aux termes affectés du signe — dans 

les polynômes. De là résulte ce théorème : Toute équation du 

premier degré qui ne contient qu'une inconnue a toujours uñé 
solution, positive ou négative, et n’en a qu'une seule. 

Je vais examiner maintenant les cas d’impossibilité et d'in- 

détermination qui peuvent se présenter, lorsqu'on donne des 
valeurs particulières aux coefficients a, b, c, d. 

Si je suppose : i° 

b—d et c> ou <a 

dans la formule générale 

_tT&., 

ET 
: c—a , . 

la valeur de x devient alors 5: Dans ce cas, l'équation 

a + br = c+dx 
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se réduit à l'égalité 
a+ bx = 0c+pbx, 

évidemment fausse d'après l'hypothèse c > ou < @ ; donc la 

notation   correspond à une impossibilité. 

2 Lorsque les coefficients de l'équation satisfont aux con- 
ditions suivantes : 

b—d et c—a, 

  

la formule de l'inconnue ‘ 
__c—a 

7 5—a 
devient 

0 
T= Ÿ , 

et indique une indétermination, car l'équation proposée 

a + bx = c + dx, 
se réduisant à lidentité 

a +bx = a+bz, 
est satisfaite par toute valeur attribuée à æ. 

TE - ‘ _ 

IF, — Équations générales du premier degré à deux 

inconnues. 

1. — Les deux équations 

a + by — 0, 
ax + by =0c, 

Peuvent représenter un système quelconque de deux équa- 
tons du premier degré à deux inconnues, pourvu qu'on y 

regarde les nombres a, b, c, a’, b', c', comme étant positifs ou 
négatifs. Par conséquent, on pourra se servir des expressions 

de zet y données par la résolution de ces équations générales 

Pour déterminer les valeurs des inconnues de tout système 

d'équations semblables. 
Pour obtenir ces formules générales de z et y, je résous la 

Première équation par rapport à æ, et je trouve 

_ cm 
a 

  

13
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Je substitue ensuite cette valeur de æ dans la seconde équa- 

tion, et j'ai la nouvelle équation 
1 bat ca NN + yy=e 

de laquelle je tire successivement 

(ab' — ba'}y = ac! — ca, 
el 

_ at — ca 
N TE 7 

La subshtution de cette valeur de y dans l'équation 

_©c—by 

7 & 

ferait connaître la valeur correspondante de æ, mais on peut 

éviter ce calcul, en remarquant que les équations proposées 

restent les mêmes lorsqu'on y remplace æ par y et y par #, 

pourvu qu’en même temps on remplace l’un par l'autre les 

coefficients a et b de la première équation, ainsi que les coefli- 

cients a’ et b de la seconde; par conséquent la valeur de æ peut 

être déduite de celle de y par des changements anaiogues. On 

trouve ainsi : 
bc! — cb 
ba! — ab! 

ou, en changeant les signes des deux termes du second 

membre; 

T = 

z— cb" — bc! . 

7 ab —ba? 

valeur remarquable en ce qu'elle a le même dénominateur que 

celle de l’autre inconnue y. 

Comme les formules 

= += 
T7 ab — b& ? 

ac! — ca’ 

VD — ba 
sont fréquemment employées, on a cherché ur: moyen de les 

relrouver sans recommencer la résolution des équatioiis 

ax + by —=c, 

ax +lVy= 0€. 
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Pour cela, on a remarqué : 1° Que, si l'on range les coeffi- 

cients des deux inconnues dans l’ordre suivant : a, b, a’, D’, le 
dénominateur ab — ba’ esi égal à l'ercès du produit ab’ des 
coefficients extrêmes sur le produit ba! des coefficients moyens; 
? qu'on forme le numérateur de chaque inconnue en rempla- 

çant dans le dénominateur commun chacun des coefficients de 
celle inconnue par le second membre de l'équation correspon- 
dante. 

Soit à résoudre, au moyén des formules précédentes, le sys- 

tème des équations 

+ 8œ — Ty — 9, 
Gt — 3y — 41; 

on fera dans ces formules : 

a —=3, b——17, c —9, 

d=5, b—=—3, c'—A4, 

et l'on trouvera : 

  

  

= DM 074987 260 _ 
DD = JF 26 ’ 

3KXH—9%X5 193 —45 _ 78 _; 
y= = = pd. 

K— 3) — (— 7)5 — 9 + 35 26 

À. — Discussion. — Les valeurs générales des inconnues 

Tety ont été calculées dans la double hypothèse que les coef- 

icients a et ab — ba’ n'étaient pas nuls, car on les a déduites 

les équations 

___C— by = 

(ab! — ba’)}y = ac! — ca’. 

x, dans les applications numériques, chacune des équations 

ntient au moins une inconnue, puisque le système proposé 
en renferme deux; par conséquent on peut supposer que & est 
le coefficient de l'une des inconnues qui se trouvent dans la 
première équation et dont la valeur est un nombre autre que 

tro; dès lors la première des hypothèses précédentes sera 

loujours satisfaite. Lorsque la seconde, qui consiste en @ 
que al — La’ n’est pas nul, sera vraie pour un exemple parti- 

Culier, les formules précédentes donneront les valeurs de z 

ely qui convieunent à ce système d'équations.
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3. — Je suppose, en second lieu, que 

ab’ — ba! = 0, 

et que l’un. des numérateurs ne soit pas nul, par exemple 

ac — ca = 0 *, 

La’ 
b! 

de l'égalité précédente, ce qui est possible si b’ n’est pas nul, 

nous aurons 

Remplaçons dans cette inégalité & par sa valeur tirée   

ba'c' 

 — «9 Z0, 

puis, en multipliant les deux membres par 6’, et les divisant 

par 4 | 

bc’ — cb = 0. 

Par conséquent, lorsque la valeur de l’une des inconnues *, 
M , - 

y, se présente sous la forme TT? la valeur de l’autre inconnue 

a la même forme. Les équations proposées sont alors contra- 

dictoires ; car leur système est équivalent à celui des équations 

C— by 
a 

(ab! — ba')y = ac! — ca, 

dont la dernière se réduit par l'hypothèse à l'égalité 

0 = ac’ — ca’, 

2 

qui est évidemment fausse, puisque ac/— ca’ est un nombre 

quelconque, autre que zéro. 
On peut aussi reconnaître cette impossibilité sur les équa- 

tions proposées ; en effet, si on multiplie la première par b et 
la seconde par b, afin de rendre les coefficients de y égaux, On 
trouve les nouvelles équations 

ab'e + bb'y = cb, 

ba’x + bb'y — be, 

qui sont contradictoires, puisque leurs premiers membres 
sont égaux par hypothèse, et les seconds cb’, bc’, inégaux. 

" Le signe 2, qui s'énonce plus grand ou plus petit que, indique lie 
égalité de deux quantités, sans en donner le sens.
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4. — Si on suppose, en troisième lieu, qu'on ait 

ab! — ba! = 0, 
et 

cb’ — bc! — 0, 

il résulte de ce qui précède qu’on a aussi 

ac’ — ca! = 0; 

donc les deux inconnues ont à la fois la forme L. Je dis 

qu'alors le système des équations est indéterminé ; en effet, il 
est équivalent à celui des équations 

— b et, 
{ab — ba!)y = ac’ — ca’, 

dont la dernière se réduit à l'identité 

0—0. 

Par conséquent le système des deux équations données est 
remplacé par la seule équation 

C — EU 
c'est-à-dire qu'il est indéterminé. _ 

On peut aussi démontrer cette indétermination sur les 
équations proposées, car elles deviennent identiques, et se ré- 
duisent par suite à une seule, lorsqu'on multiplie la première 

par b et la seconde par b. 
Comme les égalités | 

ab —ba'—0, cb — be —0, 

Peuvent être mises sous la forme suivante : 

a b € 

@ bd  c° 
Je résume en ces termes la discussion qui précède : 1° Deux 
Quations du premier degré à deux inconnues sont contradic- 
boires lorsque les coefficients des inconnues sont directement 

Proporlionnels, sans que le rapport des coefficients d'une même 
inconnue soit égal à celui des seconds membres de ces équa- 
tions; 2 um système de deux équations du premier degré est 
indéterminé, c'est-à-dire que l’une des équations est une con- 
Séquence de l'autre, si les coefficients des inconnues et les
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seconds membres des équations sont direciement proporlion- 

nels. 

5. — Remarque. — Parmi les hypothèses qui rendent 
incomplètes les équations proposées, une seule contredit la 

seconde partie de la règle précédente ; c'est celle dans laquelle 

les coefficients d’une même inconnue sont nuls. Je vais l'exa- 

miner en supposant b = 0 et b — 0; les équations proposées 

deviennent par suite 

az —C, 

aæ—c",. . 

et n’admettent une solution commune que si l'équation de 
condition 

ac — ca! = 0, 

à laquelle elles conduisent, est satisfaite. Mais la valeur de 
l'inconnue y qui a disparu des équations est indéterminée, 

tandis que l’autre inconnue a une valeur déterminée, qui 

est 

C 
T—=—. 

a 

C'est ce résultat qui fait exception à la seconde partie dela 
règle précédente ; on en trouve la cause dans ce que, les 
coefficients b et b/ étant nuls, on ne peut plus tirer a ni a” de 
l'égalité . 

ab! — ba! — 0, 

ni par conséquent prouver que bc’ — cb’ est différent de 0. 
Cette exception est aussi indiquée par les formules générales 

de æ et de y, qui deviennent, par suite de l'hypothèse, 

ac! — ca’ 
T=— t = . 

eve 0 0 
. _ on! 

Le symbole 20 0 2. indique une impossibilité, mais si l'on 

suppose 
ac! — ca! = 0, 

la valeur de y se présente sous la forme L symbole d'indé- 

cb! — bc! 

ab — ba’ 

3 

  

termination, et si, &ans la valeur générale de 7, 
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? 

on remplace c par sa valeur ne tirée de l'égalité précédente, 

  

  

on trouve 

ac'b! 

LE be __ c{abl — ba) 
VD ba — à (ab — ba) : ° 

. €, c 
Cette valeur de y peut être simplifiée, et devient F ou 7° 

ce qui est bien la valeur convenable de y, et alors l'indétermi- 

nation de æ est réelle, tandis que celle de y n'était qu'appa- 
rente. 

6. — Si l’on suppose enfin que les seconds membres soient 

nuls à la fois 
c—0, c—=0, 

les équations sont dites homogènes par rapport aux inconnues, 

les formules générales donnent pour # et y des valeurs nulles, 

0 0 

F— ab! — ba! ? V— Gb — ba! * 

et il n’y a pas d’autres solutions, si ab’ — ba n'est pas nul ; 

mais si l’on a . 

ab — ba! = 0, | 

0 ï 
les valeurs de æ et de y prennent la forme 5: symbole d’in- 

détermination, et l’indétermination est réelle, les deux équa- 

tions multipliées, la première par & et la seconde par a’ deve- 

nant identiques. 

Généralement, quand des équations sont homogènes par 

rapport aux inconnues, en divisant tous les termes de ces 

équations par l’une des inconnues, on introduit Les rapports 

de toutes les autres à celle-là, et en considérant ces rapports 

comme des inconnues nouvelles, il y à ordinairement une 

équation de plus que d'inconnues, le système est incomparhes 

à moins que l'équation de condition ne soit satisfaite ; om 

qu'elle l'est, les équations proposées déterminent seulement 

les rapports des inconnues’ à !l'une d'entre elles, qui peu 

prendre toutes les valeurs que l'on voudra. 

Dans l'exemple actuel les équations deviennent
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æ 
a TT b —0, 

& 
a! % +0 — 0, 

: D b' ... l'équation de condition = ba’ = ab" est satisfaite, 

et l'on a 

. 
ZE bd 
y à 

D. — Équations générales du premier degré à trois 
inconnues. 

4. — Tout système particulier de trois équations du premier 
degré, à trois inconnues, peut être représenté par les trois 
équations 

a + by + cz —d, 
dx + by + oz =, 

| a! x + by + A — d”, 

pourvu que l’on admette que les coefficients a, b,c, d, a, 
c’, d’, a", Bb", cl, d', sont des nombres quelconques positifs ou 
négatifs. Dès lors, en résolvant ces équations générales, on 

* connaîtra le mode de composition des inconnues avec leurs 
coefficients. 

La première de ces équations donne 

_d—by—cs. 
> ; (1) 

je remplace & par cette valeur dans la seconde équation, et je 
- trouve, toutes réductions faites, 

(ab — ba’}y + (ac’ — ca'}z — ad! — da’. (2) 
En substituant de même la valeur de l'inconnue x dans la 

troisième équation, j'ai la nouvelle équation 
(ab” — ba”}y + (ac! — ca")z = ad" — da”, (3) 

qu'il est plus simple de déduire de la précédente, en y chan- 
geant a’ en a”, b’ en b”, c’ en c” et d’ en d’. Le système des 
trois équations données est alors remplacé par celui des 
équations (1), (2) et (3), dont les deux dernières ne contiennent 
que les inconnues y et 3. 

1 

  

æ 
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D'après une propriété des équations à deux inconnues, les 
valeurs de y et z ont pour dénominateur la même quantité 

(ab! — ba’) (ac! — ca”) — (ab! — ba”) (ac! — ca’); 

et le numérateur de y se déduit de ce dénominateur en y 
remplaçant les coefficients ab’ — ba’, ab” — ba”, de l'inconnue 

y, par les seconds membres ad’ — da!, ad” — da”, des deux 

équations ; ce qui revient à changer seulement b en d, b' en d’ 

et b”en d”, puisque les binômes ab — ba’, ab! —ba", ne 
différent des binômes ad’ — da’, ad” — da”, que par les lettres 
bet d. Je prouverais pareïllement qu'on obtient le numérateur 

de z en remplaçant, dans le dénominateur commun, chacun 
des coefficients de cette inconnue par le second membre de 
l'équation correspondante. 

Je vais former maintenant le dénominateur commun 

(ab — ba’) (ac! — ca”) — (ab” — ba”) (ac! — ca’). 

Pour cela, j'effectue les multiplications indiquées, et je sup- 

prime deux produits partiels qui sont égaux à bca'a” et pré- 
cédés de signes contraires; enfin, je mets la quantité a en 

facteur dans les six termes qui restent, et le dénominateur 
prend la forme suivante : 

a{ab'e! — ac'b" + ca'b” — ba'c! + bc'a! — cb'a”). 

Si je remplace dans ce polynôme les coefficients, à, b’, #7, 

respectivement par les seconds membres d, d’, d”, des équa- 
lions données, j’aurai 

a(ad'e" — ac/d! + ca/d” — da'é! + dc'a” — cd'a') 
Pour le numérateur de y. Par conséquent les deux termes de 
ÿ ont un facteur commun @ ; comme il en est de même pour 

les termes de 3, j'en conclus qu'après les simplifications, le 

Commun dénominateur de ces deux inconnues est égal à 

abc" — ac'b! + ca'b” — ba'c” + beta" — cha”. 

Voici un moyen de former ce polynôme sans avoir recours 

au calcul précédent : on écrit la quantité © à la droite du 

Produit ab, puis on la fait avancer vers la gauche, jusqu'à ce 
qu'elle ait occupé toutes les places possibles dans le produit 

abc; on trouve ainsi les termes ‘ 

abc, acb, cab,
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En opérant de même sur la permutation da du produit ab, on 
forme les termes suivants : 

bac, bca, cba; 

on écrit ensuite ces six monômes les uns après les autres, dans 

l'ordre de leur formation, en séparant le second du premier 

par le signe —, le troisième du second par le signe +, le 

quatrième du troisième par le signe —, et ainsi de suite. 

Enfin, on donne un accent à la seconde lettre de chaque 

terme et deux accents à la troisième, et l'on retrouve ainsi le 

polynôme précédent, 
Si, au lieu de commencer par éliminer æ entre les trois 

équations données, j'avais d’abord éliminé y, j'aurais obtenu 
deux équations entre æ et 3; par conséquent, l'inconnue æ à 

le même dénominateur que z, et l’on forme son numérateur 

par le même procédé que les deux autres numérateurs. De là 

résulte ce théorème : 1° Les valeurs des inconnues de trois 

équations du premier degré sont des fractions qui ont le même 

dénominateur, et ce dénominateur n'est formé qu'avec les coef- 
ficients des inconnues ; ® le numérateur de chaque inconnue 

s'obtient en remplaçant dans le commun dénominateur chacun 
des coefficients de cette inconnue par le second membre de 
l'équation correspondante. 

Ce théorème est général, c’est-à-dire qu'il est vrai pour un 
nombre quelconque m d'équations du premier degré conte- 

nant m inconnues, et le commun dénominateur des valeurs 

de ces inconnues se forme de la même manière que pour ul 

système de trois équations à trois inconnues. 

2. — Discussion. — Le système des équations 

az + dy + cz = d, 

ax + b'y + cz = d, 
a!æx + by + cz — — a, 

étant équivalent à celui des équations, 

d — by — = IT, (1) 

(ab' — ba’)r + (ac — ca!}y = ad’ — da’, (?) 
(ab! — ba/}r + (ac! — ca'}y = ad" — da’, (3) 

lorsqu'on suppose toutefois que le coefficient a de æ n'est pis 
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nul, la discussion des trois premières équations revient à celle 
des trois dernières. 

Cela posé, soient 

… P 
Y = D et 2—= D 

les valeurs de y et z déduites des équations (2) et (3); le déno- 
minateur commun D peut être nul ou ne pas l'être. 1° Je sup- 

pose 
D> ou <0, | 

les valeurs de y et z et par suite celle de æ sont finies et dé- 

terminées, de sorte que les trois équations données ont lou- 

jours dans ce cas une solution et n’en admettent qu’une seule. 

? Si l'on a 
D—0eN> ou <0; 

les trois équations proposées ne peuvent dès lors être satis- 

faites par un système commun de valeurs de #, y et z 

3° Lorsqu'on a 
D—=0 et N—0. 

Les équations (2) et (3) se réduisent à une seule, et le système 

des trois équations données est indéterminé, parce que ces 

trois équations se réduisent à deux où à une seule. 

8. — Remarque. — Si les seconds membres d, d’, d?, 
des équations du premier degré à trois inconnues sont nuls, 

ces inconnues sont égales à zéro, et le système des trois équa- 

tions n’est déterminé qu’autant que le commun dénominateur 

des formules générales de +, y et 3, n’est pas nul, 

Ce théorème résulte évidemment de la composition des va- 

leurs générales de æ, y et 3, car chaque terme des numéra- 

teurs de ces formules contient l'une des lettres d, d', d'”,et 

devient nul par suite de l'hypothèse. Donc 

æ=0, y=0, 2 =0, 

est la seule solution du système proposé, si toutefois le com- 

mur dénominateur 

abe! — ac + caro — bare” + be'a* — cha” 
n'est pas nul. . 

Au contraire, le système des équations proposées est indé- 

terminé lorsque le commun dénominateur des inconnues
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égale zéro. On justifie cette conséquence en remarquant que, 

si l’on applique la méthode ordinaire d'élimination aux trois 
équations . 

az + by + cz —0, 

ae + by + de —0, 
alæ Æ by + cz —0, 

on trouve que leur système est équivalent à celui des trois 
équations suivantes : 

a=-NTe, 

___ (ac — ca/}z 
Ci ab — ba ? 

  

et 

(ab'c" — ac'b" + cab" — ba’c" + bc'a! — cb'a/")z — 0. 

Or la dernière de ces équations, par suite de l'hypothèse, se 
réduit à l'identité 

0 —0 : 

donc le système, qui n'a plus que deux équations contenant 
les trois inconnues .æ, y et z, est indéterminé. On voit qu'il 
admet la solution 

T0, y—=0, :—0. 

Ce système d'équations fait connaître les rapports des in- 
connues æ, y, %, à l'une d'entre elles; en effet, la seconde 

équation donne 

y __ ac — ca 
3 ab! — ba! ? 

et l'on déduit ensuite de la première 

cb’ — bc!’ 

ab — ba! ” 

æT 

3 

EXERCICES. 

1° — Une personne, qui partage également son bien entre ses en- 

fants, le distribue de la manière suivante : elle donne à l'aîné une 

somme &, plus la nière partie du reste ; au second, une somme 2%; 
plus la n'ème bartie de ce qui reste; au troisième, une somme 34, 
plus la n'è% partie de ce qui reste, et ainsi de suite. Quelle est l8 
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valeur du bien de cette personne, combien a-t-elle d'enfants et quelle 

est la part de chacun d'eux ? 

(Rép. afn — 1), valeur du bien; n — 1, nombre des enfants ; 

a(n — 1), part de chacun d'eux). 
20 — Des joueurs au nombre de # conviennent que celui d’entre 

eux qui perdra une partie doublera l’enjeu des autres au commence- 

ment de cette partie. Après n parties perdues successivement par 

chacun d'eux, ils cessent le jeu, et se retirent avec des sommes res- 

pectivement égales aux nombres @;, @s, Gs,.., a. Déterminer leurs 

mises au jeu. 

(Rép. Si on désigne par 21, Ts, Œ,... &,, les enjeux des n joueurs 

et par s la somme de ces enjeux, laquelle est égale à a, +a+a 

+...+a,ona 

nm+XTs a+ Ts — ZT = —_— 
1— on ; 2 — 

L 1 

as +2 
CA = — 

a, TS 

sr 2, = F . 

3% — Déterminer les coefficients A, B, C, des termes du trinôme 

Az? + BL C, de manière que ce trinôme soit nul : 1° pour Z = 4, 

2 pour æ — b, et qu’il soit égal à m pour s—C. 

  

, m — ma + b) 

RP AT G B= TC d 
: mab 

et CG = 5) . 

49 — Si deux polynômes du second degré 

Az + Br + CG, 

Az + B'x + C, 

sont égaux pour trois valeurs différentes m, 1 et p de la variable x, 

is sont identiques, c’est-à-dire que 

A=A', B—B'e C—C. 

5° — Quatre personnes À, B, C, D, se réunissent pour acheter 

une maison qui vaut a francs. La première À pourrait la payer seule, 

si la seconde B lui donnait la m'èr* parte de l'argent qu'elle a; la 

seconde paierait seule la maison, si la troisième C lui donnait la 

nème partie de son argent; la troisième demande la p'è®* partie de 

l'argent de la quatrième D pour faire seule le paiement complet ; il 

Manque à Ja quatrième la r'è"° partie de l'avoir de la première pour 

acheter seule cette maison. Combien chacune de ces personnes a-t- 

elle d'argent ?
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(Rép. La première personne possède 

a (APE Re Eee, 
MNpr — 1 
MNT — mpT + mr — M 

la seconde, —_— "© |, 

mnpr — | 

D mor — mnr + mn —n 
l'troisième, q CRE), 

nnpr — mn np — 
la quatrième, 4 (RE RE 

mnpr — À | 

6o — Un banquier a deux espèces de monnaie ; il faut a pièces de 
l’une pour faire 20 francs ; il faut b pièces de l’autre pour faire la 
même somme. Quelqu'un vient lui demander € pièces de monnaie 

pour ?0 francs, Combien le banquier lui donnera-t-il de pièces de 

chaque espèce pour le satisfaire ? 

(Rép. «—? =D ) pièces de le première monnaie, Re — 1 pièces 

de la seconde). 
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PROGRAMME. — Équations du second degré à une inconnue. — Résolution. — 
Double solution. — Valeurs imaginaires. 

ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE SEULE INCONNUE 

x. — Principes généraux- 

THéonÈME. I. — Toute équation dont les deux membres sont 
des carrés parfaüs est équivalente au système de deux équa- 
tions qu'on forme en égalant la racine carrée de son premier 
membre à celle du second précédée des deux signes + el —. 

Soit l'équation 

A? = B!, (1) 
équivalente à l’équation 

A? — B?—0,. 

ou 
(A — B)(A + B)—0. 

Toute valeur de l’inconnue qui satisfait à l'équation ({} rend 

le produit (A — B) (A+ B) nul, et par conséquent annule 
en des deux facteurs, c’est-à-dire satisfait à l’une des équa- 
ons 

A—B—=0, A+B—=0, 
ou 

A=B, (?) A=— B, G) 

et réciproquement toute valeur de l'inconnue qui satisfait à 

l'une des équations (2) et (3), annulant l’un des binômes A—B 

où À + B, annule le produit (A — B) (A + B) ou A — B, et 
par conséquent satisfait à l'équation (1). Ainsi, le système dés 
équations {2) et (3) admet toutes les solutions de l'équation (1)
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et n’en admet pas d’autres, donc il est équivalent à cette équa- 
tion. ° 

CorOLLAIRE Ï. — Si un terme d'une équation est placé sous 

un radical du second degré, on peut faire disparaître ce signe 

au moyen du théorème précédent. Pour cela on isole ce terme 
dans un membre, puis on élève les deux membres au carré. 

On choisit ensuite, parmi les solutions de l'équation trans- 

formée, celles qui satisfont à l'équation donnée en les substi- 
tuant dans cette dernière. Je prends pour exemple l'équation 

5+V1+r—; 
j'isole le radical dans le premier membre, et j'élève au carré 

les deux membres de l'équation 

Vi+a—æ—s5. 

L'équation résultante | 

AL — 107 +3, 

a pour solutions les nombres 8 et 3, comme on peut le vérifier; 
mais le premier de ces nombres satisfait seul à l'équation pro- 

posée, le second vérifie, d’après le théorème précédent, l'équa- 
tion 

—Vl+r=m—5, < 

ou bien 

5—Vi+r—2, 

qu'on déduit de l'équation proposée en y changeant le signe 
du radical. 

CoROLLAIRE II. — Le théorème que nous venons de démon- 
trer ramène la résolution de toute équation dont les deux 

membres sont des carrés parfaits à celle de deux équations 
dont le degré est deux fois moindre. 

L’équation du second degré 

a = 95, 
est équivalente aux deux équations du premier degré 

T=5 et æ——5; 
et en effet nous avons vu, dans le ‘calcul des quantités néga- 
tives (page 151), qu'il y a deux nombres 5 et —5 dont le carré 
égale 25, ou qui satisfont à l'équation 

a? = 95,
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11. — Équations incomplètes du second degré. 

Une équation à une seule inconnue étant donnée, si elle 

contient des radicaux et que ses termes soient fractionnaires, je 

commence par faire disparaître ces radicaux, je réduis ensuite 

tous les termes au même dénominateur, et je supprime ce dé- 

nominateur. Ces transformations étant effectuées, je rassemble 

dans un membre de l'équation tous ses termes qui sont alors 

rationnels et entiers; de sorte que, si cette équation est du 

second degré, elle a la forme suivante : 

ax? + br +c—0, 

a, 0, c, étant des nombres entiers quelconques positifs ou néga- 

tifs. Je supposerai désormais que le coefficient & soit un 

nombre positif, condition à laquelle à est toujours possible 

de satisfaire : car, si ce coefficient était négatif, il suffirait de 

changer les signes des deux membres de l'équation pour le 

rendre positif. | 

Sans cesser d'être du second degré, l'équation 
. ar? + br +c= 0 

peut ne pas contenir de terme du premier degré où de terme 

indépendant de l'inconnue; on dit alors qu'elle est incomplète. 

Je vais examiner ces deux cas particuliers qui correspondent 

aux deux hypothèses b = 0, © — 0. 

1. Soit b — 0: pour résoudre l'équation incomplète 

. _ az? + c=0, 

je transporte le terme c dans le second membre, et je divise 

ensuite les deux membres de la nouvelle équation par le coeffi- 

cient a de x* ; ce qui donne: 
C 

= ——: 
@ 

c 

Lorsque la quantité c est négative, le second membre — —, 

de cette équation est positif, puisque j'ai supposé positif le 

. 
. e € 

efficient a ; je puis donc considérer — 7 mme le carré du 

nombre L/ 2, et appliquer le théorème I à l'équation 

a 1
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7% 
dont les deux membres sont des carrés. Je trouve ainsi les 
deux équations du premier degré. 

= + L/-£ 

qui forment un système équivalent à l'équation proposée, et 

donnent pour l’inconnue deux valeurs réelles, égales et de 

signes contraires. 

Si La quantité c est positive, le second membre de l’équation 

a = — © 
& 

est négatif, et sa racine carrée, imaginaire ; ce qui montre 

que l'équation proposée est impossible, On reconnait, en effet, 

cette impossibilité sur la transformée 

=: 
- & , 

car le premier membre, qui est un carré, ne peut égaler un 

nombre négatif. Cependant on convient de dire que l'équation 

ax? + c—0 

a encore deux solutions représentées par la formule 

2=+ L/-£ 
@ 

mais ces racines sont imaginaires, puisqu'elles renferment le 

Lo Jénootos c 
radical imaginaire L/- a 

Remarque. — Pour trouver les solutions de cette équation, 

  

. 0 
nous avons été conduit à extraire la racine carrée de 3 

c'est de là que vient le nom de racines, donné en général aux 
solutions des équations. 

2. — Je suppose c—0, et l'équation générale du second de- 
gré devient: 

az +bz=0;
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pour la résoudre, je mets # en facteur dans le premier membre, 
et j'ai . 

{ax + b)x — 0. 

Cette transformation montre que tout nombre qui satisfait à 

l'équation proposée rend nul le produit (ax + b) :, et, récipro- 
quement, que toute valeur de æ qui rend ce produit nul est 

une solution de l'équation 

ax? + br = 0. 

On trouvera donc toutes les solutions de cette équation en 

égalant à zéro chacun des facteurs du produit (ax + b)  ; ce 

qui donne ‘ 

« 

æ—20, et az+b=0 - . 

De ces deux équations du premier degré, on déduit deux va- 
leurs de l'inconnue, savoir : | 

. LE 
æ—=0, et T—=——; 

a 

par conséquent, l'équation du second degré admet encore 
deux solutions, mais ces solutions sont toujours réelles dans 

ce cas particulier. | 

IAE. — Equations complètes du second degré- 

2. — Je considère maintenant l'équation complète du -se- 
cond degré | .. - 

aa? + bx +c=0. 

Pour la résoudre, je divise ses deux membres par le coeflicient 

& du carré de l'inconnue et, pour abréger, je représente les 

2, par les lettres petgq; l'équation précédente 
a s 

rapports d 
a 

éstainsi ramenée à la forme plus simple 

a + pz +q —0. 
Si cette équation était de la forme 

A = B?,. 

&a résolution serait ramenée par le théorème I, à celle des 
équations °



212 DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON. 

Pour ramener à cette forme l'équation 

& + ps +q=0, 
je remarque que a? et pæ peuvent être regardés comme les 

deux premiers termes du carré d’un binome; 4% étant le carré 

du premier terme du binôme, ce premier terme est æ, p# étant 
le produit du double 2x du premier terme par le second terme 
inconnu du binôme, j'aurai ce second terme en divisant pœ 

par 2x, ce qui donne L pour avoir au premier membre de 

l'équation le carré complet du binôme æ + F., j'ajoute aux 
F 

a 2 

deux membres T., carré de son second terme, l'équation de- 

vient ainsi 

2 2 

a+pot to 
- . P 

ou, en remplaçant les trois premiers par le carré de +; 

et faisant passer g au second membre, 

(+ Be 
? . 

Le second membre LE — q est indépendant de x, c'est un 

nombre positif ou négatif. Je suppose : 1° que ce nombre soit 

positif, et j'extrais les racines carrées des deux membres de 

l'équation précédente, que je remplace, d'après le théorème E 

par le système équivalent des deux équations du premier 

degré, 

+22] gs 

d'où je tire en les résolvant 

e-R2l/ Es. 

L'équation du second degré proposée a donc dans ce 
deux racines que nous appellerons pour abréger a’ et æ, el 
posaut
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2 

2 Sile nombre 1-0 est négatif, sa racine carrée est 

imaginaire, ce qui montre que l'opération proposée est impos- 

sible. On reconnaît cette impossibilité sur l'équation équiva- 

lente 
2 ? 

a+pot =, 
car le premier membre, qui est un carré, ne peut égaler un 

nombre négatif ; cependant, on convient de dire que l'équation 

du second degré 

a? + pr +q=0 
a encore deux racines, représentées par la formule 

  

ol) a; 

mais ces racines sont imaginaires, puisqu'elles contiennent le 

2 

radical imaginaire V/# —q: 

3 La formule précédente est encore applicable au cas dans 

  

lequel le nombre FE q est nul ; elle se réduit alors à 

P 
9 ? LT — 

de sorte que l'inconnue æ n'a plus qu'une valeur. Néanmoins | 

on dit que l'équation proposée a encore deux racines, Mais 

qu'elles sont égales et de même signe. 11 résulte de toules ces 

conventions qu’une équation du second degré quine contient 

qu'une inconnue a deu racines réelles ou imaginaires. 

Lorsque l'équation du second degré est ramenée à la forme 

m+pr+g=0, 
la formule de ses racines montre que inconnue est égale à la 

moitié du coefficient du second ferme, pris avec un signe con- 

traire, plus ou moins la racine carrée du nombre qu'on obtient
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en retranchant du carré de la moitié du même coefficient le 

troisième terme de l'équation, ce que l'on faiten l'écrivant à 

la suite avec un signe contraire à celui qu'il a dans l'équation. 
EXEMPLE Î. — Quelles sont les racines de l’équation 

2x? — 5e +3 —0? 

Je divise ses deux membres par lé coefficient de z*, et rap. 

plique la formule précédente à l'équation mise sous la forme: 

ai — 3 += 0. 

Je t'ouve 

5 2 3 
=— + = — 

& +l/À 7? 
ou- 

5H V5 2% 
L=——————— ; 

&£ 

la première racine est égale à CE et la seconde égale à 1. 

ExEMPLE IL. — Résoudre l'équation 

a — 2x + 5 —0. 
On trouve 

œ=t+V—4, 
ou 

œ—1+2V—-1. 

ExEMPLE III. — Résoudre l'équation 

at — 10 +95 = 0. 
On trouve 

— À 
T—=5, 

c'est-à-dire que l'équation proposée a deux racines égales à 5. 

ExEMeLE 1V. — Résoudre l'équation 

a æ æ À 
et y * G+ 

Je multiplie ses deux membres par (a? — &}, et je rassemble 
tous ses termes dans le premier membre ; l'équation devient 

De — 2 (a% + Lr}z + (at — 0} — 0.
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En la résolvant d'après la formule générale des équations du 

second degré, je trouve ‘ 

z—=a + +Via’ F6 — (aï—bÿ pp, 

ou 

tæ=ai+b+ ab. 

Bi je désigne la première racine par z’ et la seconde par æ” 

j'ai 

. a'— a ++ 2ab=(a +b)\, 
et ‘ 

gl = at + 03 — 2ab = (a —b}. 

On vérifie facilement l'exactitude de ces racines en substi- 

tuant chacune d’elle dans l'équation proposée. 

2.— Pour avoir en fonction de &, b, c les racines de l'équa- 

tion 

ax +br+c=0, 

il suffit de remplacer p par 2 etq par 2 dans la formule 

  

=—2+  — 1 æ 2 — 4 ds ( ) 

qui donne les racines de l'équation équivalente 

a+ pz + q 0. 
On obtient ainsi | 

b L? G 

N, en réduisant au dénominateur 4a* qui sort du radical, 
a 

—bH VD — ac U) 
2a ° 

On ne se sert de la formule (1) que lorsque les coefficients p 

et q sont des nombres entiers, et que p est pair. Dans tous les 

autres cas, on emploie de préférence la formule (2) qui donne 

les racines sous Ja forme la plus simple, si lon a eu son de ra- 

mener les coefficients a, b et c de l'équation à être des nombres 

entiers, 

T—=
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Il importe de remarquer que la formule (2) est susceptible 
d’une simplification, lorsque le coefficient b est pair ; en appe- 
lant D’ sa moitié, on peut poser 

° b — 2, 
et la formule (?) devient 

— 2 HE VAT Tac 
2a ? 

faisons sortir de dessous le radical le facteur 4, en extrayant 
sa racine (7, I, Th. IV,) et supprimons le facteur 2 commun 
aux deux termes de la fraction, la formule devient 

_ —Bb' HE Y 42 — ac G) a . 

REMARQUE. — On pourrait trouver directement la formule 

(2) en appliquant à l'équation 

a + bt+c—=0, 
la méthode qui a conduit à la résolution de l'équation 

a +pz +q=0. 
Pour simplifier les calculs, je multiplie tous les termes par 40, 
ce qui donne 

T = 

  

æ 

4a? a? + 4abx LE 4ac — 0, 
et je considère 4a?2? + 4abx comme les deux premiers termes. 
du carré d’un binôme, son premier terme est la racine carrée 
de 4a°z* ou 2aw, et comme 4abx est le produit du double du 
premier terme 4aæ par le second, ce second terme du binôme 
sera le quotient de la division de 4abx par 4ax ou b. J'ajoute 
aux deux membres le carré &? du second terme du binôme 
2ax + b, et je fais passer 4ac au second membre, j'ai 

42 + 4abx Æ D — b? — Lac, 
ou 

(ax + WU} = D? — ac; 
cette équation équivaut, d’après le théorème I, aux deux 
équations du premier degré 

2ax +b = + VE x, 

2 = — D VE? — 4ac 
9a 

d'où
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LV. — Discussion des racines de l'équation du se- 

cond degré.. 

Pour reconnaître si les racines d’une équation du second 

Jegré, que nous avons appelées +’ et 4”, sont réelles ou ima- 
sinaires, égales ou inégales, positives ou négatives, il n'est pas 
décessaire de résoudre l'équation, il suffit d'examiner les coef- 
ficients. | 

4. — Je suppose d'abord que l'équation soit de la forme 

a + ps +q=0, 

1 _P P 
D — +] % 

n = P 2 
FT? V4 4: 

Trois cas principaux peuvent se présenter : 

Us oo Lg <0. 1 r —1< 

La quantité placée sous le radical étant négative, les deux 

racines sont imaginaires, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de nombre 

positif ou négatif qui vérifie l'équation. Ilest utile de remar- 
8 

quer que, dans ce cas, g est plus grand que EL, je suppose 

qu'il le surpasse d'une quantité #, essentiellement positive, 

quel que soit le signe de ë, puisque à est élevé à une puissance 

faire, j'aurai 

d'où 

  

  

  

2 

a=i+s, 

k l'équation proposée devient, en y remplaçant qg par ceile va- 

eur, 

m+pr+ +50 
ou 

Ê + FJ+5=0. 
On voit que cette équation ne peut être satisfaite par des 

Taleurs réelles de æ, puisque S0û premier membre, surpassant
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toujours &? de la valeur positive du carré (e +5) , ne peut- 
° À 

être nul; on voit de plus que ce premier membre sera toujours 
positif, quelque valeur réelle que l’on donne à æ, et que sa 

2 . 

plus petite valeur est &? ou q — F , lorsque l’on donne à + la 
4 

valeur — Le qui annule le premier carré. 

| | 2 
gm PP 0. x — 9 

La quantité placée sous le radical étant nulle, les deux ra- 
cines sont égales, x! a la même valeur que +”, en réalité il n'y 

Se 

a qu'une racine. Le terme q étant égal à LE, si je le rem- 

place par cette valeur dans l'équation proposée, elle devient 

p? 

a+ pet À 0, 
ou 

p\__ 
(e + 5) == Ü, 

Pour qu’un carré soit nul, il faut que sa racine soit nulle, el 
que l'on ait d 

z+ hi =0, 
: : es : } 

équation du premier degré, qui n’a qu'une racine — £ . On 

peut remarquer que le premier membre de l'équation proposée 
étant un carré parfait, sera toujours positif, quelque valeut 

réelle que l’on donne à æ, et que sa plus petite valeur est 0, 

quand on donne à æ la valeur — +. 

2 

g À -9>0. 
La quantité placée sous le radical étant positive, les deux 

racines sont réelles et inégales. Dans ce cas q est inférieur è 

E ; j'aurai donc, en appelant &? leur différence,
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et, si je remplace g par cette valeur dans l'équation. proposée, 
elle devient | 

Lou pè 5 oo 

C2 + pa + 4 7 = 0, 

ou | oo oo 

PV _#—0 Ê + £) — 9 —=U, 

Cette équation peut évidemment être satisfaite par deux va- 
‘ 4 

leurs de æ, celles qui rendront égaux les carrés {- +2) et 

ë, ou qui rendront æ + égal à + 5 età — 65. Le premier 

membre de l'équation peut devenir négatif dans cette hypo- 
. l ie 

thèse, il le sera pour toute valeur de æ qui rendra (e +) 

plus petit que 5°, et sa plus petite valeur sera la quantité né- 
. 2 

galive — & ou g — F- , quand on donnera à æ la valeur — £. 

Pour reconnaître les signes des racines, quand elles sont 

réelles et inégales, je distingue deux cas : le nombre q peut 

être positif ou négatif. 

Si q est positif, LE — q indique une véritable soustraction, 

? . , 

celle quantité est plus petite que T , et sa racine plus petite 

que la valeur absolue de + . or le signe d’un binôme est tou- 

jours le signe de celle des deux parties qui est la plus grande 

en valeur absolue, 5 +3 est positif comme la plus grande 

Rartie 5, et — 5 + 3 est négatif comme — 5, dans les valeurs 

de 2’ et 4”, la plus grande partie en valeur absolue est la pre- 

elles auront donc le méme signe, celui de 
3 

mière partie — È 

À, c'est-à-dire un signe contraire à celui de p dans le 

premier membre de l'équation. Ainsi : lorsque q est positif, les 
deux racines de l'équation du second degré sont toules deux 
Positives ou toutes deux négatives, selon que le coefficient p est 
MR nombre négatif ou posilif.
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2 

Si q est négatif, 2 — q indique réellement une addition, 
2 

cette quantité est plus grande que LE , et sa racine plus grande 

que la valeur absolue de FL , c'est alors la plus grande partie, 

le radical, qui donne son signe à chacune des quantités 4’ et 
æ"”, elles auront donc des signes contraires. Ainsi : lorsque q 
est négatif, les deux racines de l'équation du second degré sont 
l'une positive et l'autre négative. 

La plus grande des deux racines en valeur absolue sera celle 

où les deux parties — L et le radical, ayant le même signe, 

s’ajouteront ; si p est positif, — p sera négatif, et la racine 
négative x” sera la plus grande, si p est négatif, — D ser@ po- 
sitif, et la racine positive x! sera la plus grande, si p est nul, 

les deux racines seront égales en valeur absolue et de signe 
contraire. . 

Le tableau synoptique suivant résume la discussion qui pré“ 

cède. 

p? 

7 72 <0 racines imaginaires. 

2 p2>0 négatives, 

LE _ q= 0 racines réelles et égales, p—=0 d'où g—0 nulles, 

4 p <0 positives, 

: p > 0 négatives, 
q> 0 de même signe Je 

p° racines réelles p < 0 positives, 
— —q50 . g = 0 l'une est nulle, 

4 et inégales p>0 négative> posit., 

q<0 de signe contraire À p—0 négative posit., 
p <0 negative < posil. 

2. — Je suppose maintenant que l'équation soit de la forme 

ar? + bx + c—0; 

a étant un nombre positif, ses racines sont 

— b + VE — ac 
= 
mb Via, 

2a 

Pour déterminer la nature de ses racines, on forme le
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nombre bt— 4ac : À° s'il est négatif, les deux racines de 

l'équation sont imaginaires ; 2 s'ilest nul, les deux racines 

  

— b N 
sont réelles et égales, leur valeur commune est positive 

ou négative, selon que le coefficient b est négatif ou positif ; 

3 si b? — 4ac est positif, les deux racines sont réelles et in- 

égales. Pour reconnaître leurs signes, je distingue deux cas : 

si c est positif, le produit 4ac l'est aussi, b* — 4ac est plus 

petit que b*, sa racine plus petite que la valeur absolue de b, 

et les numérateurs de +’ et æ” ont le même signe, celui de 

— b, ou un signe contraire à celui de b dans l'équation. Ainsi, 

lorsque @ est positif, les deux racines de l'équation sont toutes 

deux positives ou toutes deux négatives, selon que le coefficient 

b est négatif ou positif. 
Si au contraire c est négatif, le produit 4ac l'est pareillement, 

b' — 4ac est une quantité plus grande que b* dont la racine 

. est plus grande que la valeur absolue de b; et les numérateurs 

de 2’ etde æ” ont chacun le même signe que le radical qu'ils 

contiennent, celui de æ’ est positif et celui de æ” négatif. Ainsi, 

lorsque c est négatif, les deux racines de l'équation sont l'une 

positive et l'autre négative. La plus grande des deux en valeur 

absolue sera celle où les deux parties du numérateur — bet le 

radical, ayant le même signe, s'ajouteraient; si b est positif, 

— b est négatif, et la racine négative æ” est la plus grande, 

si b est négatif, — b est positif, et la racine positive æ’ est la 

Plus grande ; si b est nul, les deux racines ont des valeurs 

+ V— 4ac — € 

égales et de signe contraire, ——57 ou + Ta 

  

comme nous l'avons trouvé plus haut directement (IT, 1). 

Si c était nul, une des racines serait nulle, celle dans laquelle 

le radical aurait un signe contraire à celui de — b, résultat 

déjà trouvé directement (IL, 1). | 

D'après cette discussion, on peut voir : 1° que les racines de 

l'équation 

a — ke +5=0 

sont imaginaires: 

2 Que les racines de l'équation 

at —6x+9—=0 

S0nt égales et positives ;
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Î 3 Que les racines de l'équation 

‘ Ra? — 3x — 1—=0 

sont réelles, inégales, et ont des signes différents. 

8. — REMARQUE. — Nous avons fait sur les coefficients b 
et c toutes les hypothèses possibles, & étant supposé positif, si 
l'on suppose & nul, l'équation proposée est du premier degré, 
elle n’admet qu'une racine, et les formules générales semblent 
devoir être en défaut, puisqu'elles ont été obtenues soit en 
multipliant soit en divisant les deux membres de l'équation 
par & (IIT, 2). Cependant, les valeurs de +’ et de +” satisfaisant 
à l'équation proposée, quelque petite que soit la valeur de a, 
lorsque a tend vers zéro, l’une d'elles doit tendre vers la racine 
de 

bæ +c—=0. 

Dans ce cas les formules générales deviennent 

—b+EVr 1 — 
a — Ô ; 

  

Si le nombre b est positif, la première racine prend la forme 

0 ‘ 
négalif. Je vais montrer que l'indétermination de l'une des 
racines n'est qu'apparente; quant à l'autre, il est évident 
qu'elle n'existe pas, puisque l'équation proposée est réduite au 
premier degré par suile de l'hypothèse oo 

= 0. 

Je suppose b positif et je considère la racine 

2 = — db + Vo? — 4ac 

ne 2a ’ 

0 et la seconde devient — + , C'est le contraire quand à est 

Jui devient + lorsque a est nul; je multiplie par b+ Vue 

les deux termes de la fraction 

— d HV &ac 

2a
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et je trouve - | 

(— 5 + vb? — aac) (b + VE — ac) — line 
= =— = =. 

2a(o+ Vo? — 4ac) 2a(b+ vb — sac) 
On voit alors que les deux termes de la valeur de x’ ont un 
facteur commun 2a, qui devient nul par suite de l'hypothèse; 

je supprime ce diviseur et je remplace & par zéro dans le 

résultat ‘ 

— 2c 

DH Va 

— 2c € 

b+yÿu b° 
comme on le trouverait par la résolution directe de l'équatio 

bz+c—=0. 

af 

ce qui donne 

z'=   

Si je suppose à La fois 

a=0, b=—=0, 

| M . 
les deux racines ont l’une et l’autre la forme 5’ ce qui est 

évident puisque l'équation est réduite à l'égalité absurde. 

c—=1. 

4. Taéorème II. — Une équation du second degré ne peut 

avoir plus de deux racines sans en avoir une infinité, c'est-à- 

dire sans se réduire à une identité. | 

Supposons en effet que trois nombres différents r, $ et #satis- 

fassent à l'équation du second degré ‘ 

aa +br+c=0. 

Nous aurons par hypothèse les trois équations 

r'a+rb+c=0 

sa + sb +c=0 
Pa+tb +c=0 

auxquelles devront satisfaire les coefficients a, b et © de l’équa- 

lion, Si nous regardons a, b el © comme les inconnues, Ces 

trois équations n'ont pas de second membre, et ne sont véri- 

fiées que par les valeurs 4 — 0,b=0,c— 0, à moins que le 

dénominateur de la valeur générale des inconnues du système 

de ces trois équations ne soit nul (15 et 16, EL, 3).
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Or ce dénominateur a ici pour valeur 

DS — D RS — Se + PE — sh, 

ou, en groupant ensemble les termes également éloignés des 
extrêmes, 

SG) — rtfr— à) — sfr —DP, 

mettons en facteur le binôme r — 4, qui multiplié par r +1 
donne r° — ff, il vient 

(r— 2) (sr + st— ré — 5?) = (r — à) [r (s—t)—5s (s—9], 

et en mettant encore s — $ en facteur, 

G—t)(s—t)(r—s); 
ce produit n’est pas nul, puisque par hypothèse r, s et # sont 

trois nombres différents, donc les trois équations ci-dessus ne 

peuvent être satisfaites que si a, b et c sont nuls, et le premier 

membre ax? + bx + c de l'équation proposée étant nul, cette 
équation est une identité. 

V. — Equations bicarrées. 

Lorsqu'une équation du 4° degré à une seule inconnue est 
de la forme 

au Lbri+ce—= 0, 

on l'appelle équation bicarrée, parce qu’elle ne contient que le 
carré de l’inconnue et le carré de ce carré. 

4. Résolution. — On pourrait résoudre cette équation 
bicarrée de la même manière que l'équation du second degré, 
en divisant tous les termes par a, puis complétant et isolant le 

\ ". . 0 carré dont les deux premiers termes seraient gi + et 
! . . prenant les racines des deux membres avec un double signe 
devant le second. Il est plus simple de remarquer que, si l'on 
désigne pour un instant æ° par y, et par suite æt par y", l'é- 
quation bicarréc devient 

af +by+c=0, 

bHVE Zac 

y— 2a ° 

d'où 
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Si maintenant nous remettons æ° à la place de y nous aurons 
(Th. I) 

2=+ Q/R | 
2a 

On voit que l'équation bicarrée a quatre racines égales et de 
- signe contraire deux à deux, qui sont, en appelant y’ et y” los 

racines de l'équation en y, 

+ Vye+vy. 
2. Discussion. — La discussion des racines de l'équation 

bicarrée se ramène à celle des racines de l'équation du second 
degré en y, nous supposerons & positif. 

Lorsque B? — 4 ac est négatif, y et y” sont imaginaires, 
leurs racines carrées le sont aussi, l'équation bicarrée a quatre 

racines imaginaires. | 
Lor$que &? — 4 ac est nul, y’ égale y”, l'équation bicarrée 

n'a plus que deux racines, on dit encore qu’elle en a quatre, 

deux égales à Vy/ et deux égales à — V y", réelles ou imagi- 
naires selon que y est positif ou négatif. 

Lorsque b?—4ac est positif, y’ et y” sont réels, ils sont de même 

signesi c est positif, négatifs tous les deux sib est positif, et alors 

l'équation bicarrée a quatre racines imaginaires, positifs tous 

les deux si b est négatif, et dans ce cas l'équation bicarrée a 

quatre racines réelles ; y et y” sont de signe contraire, si © 
est négatif, et dans ce cas l’équation bicarrée a deux racines 

réelles + ÿ y , et deux racines imaginaires + VyT. 

ExexpLe I. — Résoudre l'équation bicarrée 

mi — 132436 — 0. 
Üa trouve 

__ 13H V 169 — 144 
— 2 

où 
® 

a=4 et 2 —1. 

La première valeur de æ° donne 
= +9, 

et la seconde 

æa=+3: 

les quatre racines de l'équation proposée sont donc réelles. 
15



26 DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON. 

CxEMmPLE II. — Résoudre l'équation bicarrée 

QE Qu — 1 —0. 
On trouve 

@—=1ILUS et a—t— V2 ; 

par conséquent, on a | 

e=+ViLive et a=+ Vi y. 

L'équation proposée a, dès lors, deux racines réelles et deux 
racines imaginaires. 

VI. — Equations réciproques du Zi degré. 

On peut encore résoudre, en la ramenant au second degré, 
l'équation du 4° degré dont les coefficients situés à égale dis- 

tance des extrêmes sont égaux, cette équation, qu ‘on appelle 
équation réciproque, est de la forme 

Gt + bas ca Lbr+La—0; 

si un nombre 4’ la vérifie, elle est aussi vérifiée par PA en 

: Î . : 
effet, si on y remplace & par 7? le premier membre devient 

b metartértate 
ou, en multipliant tous les termes par æ'4, 

a+ ba! + cœ° + bx8 L ax'h, 

résultat nul par hypothèse, puisque æ’ est racine de l'équation 
proposée. 

Pour résoudre cette équation, .on divise tous les termes 

par +, et on groupe les termes deux à deux de la manière sui- 

vante : 

a(s+ + #)+4(e +2)+e20, 
on pose alors ° 

241 
et 

d'où en élevant les deux membres au carré,
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on remplace dans l'équation les deux binômes par leurs va- 
leurs, on a 

a(#—2)+bz+c—0, 
a + bz3+c—2a—=0. 

De cette équation on tire pour 3 deux valeurs 

— b + VE? — Aa (c —2a). 
2a ’ 

— db — Vb° — hafc— 9a), 
2a ; 

on remplace süccessivement z par ces valeurs dans l'équation 

gd — 

ag! — 

o+ = 3, où æ—z:x+1—0 

eton en tire à chaque fois deux valeurs pour æ, l'équation ré- 

ciproque du 4e degré a donc qéatre racines, dont la discussion 
serait trop longue. 

VII. — Relations entre les racines et les coeMicients 
d’une équation du second degré. 

2. — Nous avons trouvé comment les racines de l'équation 

du second degré 

a+ pr +q=0, 
& composent avec les coefficients pet ; nous allons chercher 

Comment se composent les coefficients p etq, avec les racines. 

Pour cela, il faut résoudre, en y regardant p etg comme in- 

nnues, les deux équations 

  

Pour les résoudre, et éliminer g, il suffit de les ajouter, pour 

éliminer p on les multiplie membre à membre, on trouve 

g'+a = —7P, 

æa =. 

De là résultent ces deux théorèmes :
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Tuéorène LIL. — La somme des racines de l'équation du 

second degré 

a +pe+q=0. 

est égale et de signe. contraire au coefficient p du second 

terme. 

Tméorème IV. — Le produit des racines de l'équation 

a + pr +q—0. 
est égal au terme connu q et de même signe. 

REMARQUE I. — Lorsque l'équation est de la forme 

at + bx + c—=0, 

comme il suffit de diviser tous ses termes par @, et de rem- 

placer 2 par p, et … par q, pour la ramener à la forme 

a + pr + q —0, 

on a évidemment | 
b n— — d+a=——, 

æ'al = ©, 
a 

REMARQUE II. — Il résulte de ces deux théorèmes que 

4° Pour former une équation du second degré dont les ro- 

cines aient des valeurs données x' et x”, en lui donnant la 

forme 

: a +ps +q—=0, 
il suffit de donner pour coefficient au second terme la somme 

des racines x’ x" changée de signe, et de prendre pour termé 

connu le produit x'x" des racines, ce qui donne l'équation 

ai — (a+ a")x + az a" —0. 

9 Pour trouver deux nombres, connaissant leur somme el 

leur produit, il suffit de résoudre une équation du second degré 

de la forme ‘ 

#+pr+qg— Oo, 
dans laquelle le coefficient p du second terme soit égal à la 

somme donnée prise avec un signe contraire, et le terme 

connu q égal au produit donné. 

Exemee I.— Former une équation du second degré dont 
les racines soient 2 et — 5.
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Ona 
æ'+Hat—=2—5——3, 
ag æ"—=2(—5)—— 10; 

par conséquent, l'équation demandée est 

a? + 3x —10— 0. 

Exempce II. — Former l’équation du second degré qui a 

pour racines les deux quantités & + bet a —b. 

On a 

a +a"—(a+b) + (a —b)= 2, 
aa" —(a+b)(a—b)= a? —t; 

par conséquent, l'équation demandée est 

a — 2ax + a —b =0. 

Exempce III. — Trouver deux nombres connaissant leur 

somme @ et leur produit b?. | 
Ces deux nombres sont les deux racines de l'équation du se- 

cond degré 
- a — ax += 0, 

, _@  . , a CT 
lun est donc 5 + ÿ/ xd, l'autre + V Z 6°. 

* 
2. — Discussion desYacines réelles de l’équation du 

second degré 

a+ ps +q—0 
à l’aide des relations 7 +#=-pet7#— 

p* 

Nous supposons les racines réelles, et par conséquent, + 

— q positif. Si q est positif, comme g est égal au produit 2 77 

des deux racines, elles sont de même signe, toutes deux nég - 

lives si p est positif, puisque leur somme — p esi négative, 

toutes deux positives si p est négatif, puisque leur somme — p 

est positive. | 

Si gest nul, +’ 4” est nul, et l'une dés deux racines est 

égale à zéro, l'autre à — p. Si g est négatif, &’ æ’ élant néga- 

tif, les deux racines seront de signe contraire, a” positif, et æ” 

négatif; dans ce cas: si p est positif, la somme des racines 

— P est négative, et la plus grande des deux racines en valeur 

absolue est négative, puisque c’est elle qui donne son signe au 

binôme +” + æ”, qui est négatif.
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© Sip est nul, les deux racines sont égales et de signe con- 
traire, puisque leur somme est nulle, si p est négatif, et par 
suite — p positif, la racine positive est la plus grande en va- 
leur absolue, puisque c'est elle qui donne son signe au binôme 
z! + æ", qui est positif. Cette discussion est la répétition d’une 
partie de celle que nous avons donnée plus haut (1v, 1); mais 
elle est présentée par des moyens plus simples. ° 

EXERCICES. 

1. — Résoudre les équations 

4 
TT 5x — 12, 

æ—3Vÿx— 10, 
(œ — 3}? — 7(ù — 3) +10 = 0. 

2. — Quelle est la base du système de numération dans lequel le 

nombre 190 du système décimal s’écrirait 276. 

(Rép. 8.) 

3. — Un robinet coulant seul met 3 heures de moins qu’un autre à 

remplir un bassin, les deux robinets coulant ensemble remplissent le 

bassin en 3 heures 36 minutes; combien faudra-t-il de temps à chaque 
robinet coulant seul pour remplir le bassin ? 

(Rép. 6 et 9 heures.) 

4, — Quelles sont les conditions pour que l'équation 

a —67+q—=0 

ait 10 ses racines égales, 2 ses racines inverses l’une de l'autre, 

æ =+ , 3° ses racines imaginaires ? 

5, — Quelle est la condition nécessaire pour que le polynôme gr 

+ bx + 1 soit un carré parfait, pour qu'il soit positif quelque valeur 

réelle que l’on donne à æ? * sn. 

6. — Démontrer que l'équation æ° + px + q — 0, dans laquelle on 

suppose p et g entiers, n’a pas de racine commensurable fractionnaire. 

7. — Démontrer que, si deux équations du second degré à coelf- 

cients rationnels, ont une racine commune, elle est rationnelle. 

8. — Démontrer que si l'équation æ? + px + q — 0, à coefficients 

numériques commensurables,a pour racine a + y b, Ÿ b étant incom- 

mensurable, son autre racine est 4 — Ÿ b.
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10, — Une équation bicarrée a pour racine 3 + V2, trouver celte 
équation, ° SN + = 

(Rép. at — 2x? L 49 — 0) 

11. — Résoudre l'équation æ? + px + q = 0, en considérant pe 
+ g comme les deux derniers termes du carré d'un binôme contenant 
la lettre æ; complétant le carré de ce”binôme, et transposant les 
termes de manière à avoir une équation dont les deux membres soient 
des carrés parfaits. 

ka Trouver les racines réelles de l'équation æ$ + pat L7— x 

15\ Résoudre —_? += a, Démontrer que les racines   

æ—1 
sont toujours réelles, et discujer le cas où a est égal à 2, 

44. — Résoudre %/ (1 2)? — "V (1 — x} =V1— 2 

re æ EE] 

GHVs) +2 
15. — Une équation du second degré æ? + pæ + q — 0, ayant pour 

racines æ’ et æ”, 1o trouver les coefficients p' et g/ d'une autre équa- Ÿ s 

  

: 1 1 tion de même forme qui ait pour racines ar TT" 

Rép. p—Petg — +} 
g L q 

2 Trouver les coefficients p” et g/ d'une équation de même forme 
Qui ait pour racines æ’ + h et” + h. 

(Rép. p=p—%hetg —=q+h—ph). | 
16. — Exprimer en fonction des coefficients p et g de l'équation 

px + q —0 la difé :nce de ses racines, la somme de leurs 
Carrés, la somme de leurs cubes | 

17. — Quelle relation doit exister entre les coefficients p et q de 
l'équation x? Æ pæ + q —0, pour que l'une des racines soit le carré 

de autre? (Rép. q? + q — 3pqg—=—1°). 

18. — En suppose Fun Rombre æ sas è D An daDpnyent 
Cond desré +2 == 0, trouver l’autre racin A 

Bur ce que le pronter ie est divisible par æ — æ, et, en appe= N 
lant 7 la seconde racine trouvée, démontrer les relations æ’ + x” 
pet za — 0. 

19. — Trouver les solutions réelles de l'équation 

(3x + 2y — 5}? + (äx — y — 3} = 0. 
Rép. z— 1,y=1)
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PROBLÈMES QUI DÉPENDENT D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 

IL. — Résolution d’un système d’équations du 

second degré à plusieurs inconnues. 

1. -— Equations à deux inconnues. 

Je considère d’abord deux équations dont l’une soit du second 

degré, et l'autre du premier, par exemple les équations 

a? + bay + op + dx + ey + f—0, (1) 
ma + ny = p?, (2 

qui sont les plus générales du second et du premier degré à 

deux inconnues. 

Pour les résoudre, je prends la valeur de l’une des inconnues, 
de y par exemple, dans l'équation du premier degré; je la sub- 

stitue dans l'autre, et je dis que le système des équations don- 
nées est équivalent à celui des équations 

P—mE — PME { y mn) (3) 

aa + bee + EE ao 6 (PE) 720 (1 
dont la dernière est du second degré, mais ne contient qu'une 
inconnue, 

En effet : {° si les nombres 

B—=?, y—=5 

satisfont aux équations données, je remarque qu'il suffit de
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démontrer qu’ils satisfont aussi à l'équation (4) du second 
système, puisque l'équation (3) fait partie du premier. Cela 
posé, comme les nombres ? et 5 satisfont à l'équation 

_P—m& 

17 ñn 

j'ai l'identité 

p—mx?. = ————; 5 

par consequent la substitution des nombres 2 et 5à æet y 

dans les termes 

bay, cy?, ey, 
de l'équation (1) donne les mêmes résultats que la substitution 

du nombre 2 à æ dans les termes 

or [P—e), (2), e[), 

n n 

  

n 

de l'équation (4). Or ces deux équations ont les autres termes 

identiques, donc le nombre 

æ =? 

satisfait à l'équation (4), puisque les nombres 

æ—=? y—}, 

sont des racines de l'équation (1). | 

Je prouverais par un raisonnement analogue que, récipro- 

quement, les racines du second système satisfont aux équations 

du premier; donc les deux groupes d'équations sont équiva- 

lents. Pour trouver leurs racines communes, je résous l'équa- 

tion (4) qui ne contient que #, et je substitue dans l'équation (3) 

chacune des valeurs de cette inconnue; ce qui fait connaître la 

valeur correspondante de y. Je conclus de là que le système 
des équations données n’a pas plus de deux solutions, puisque 

2 r'obtiens qu’une valeur de y pour chaque valeur de T. 

REMARQUE. — Dans le cas particulier où les équations don- 
nées sont 

2+y= 
ay = b', 

On peut calculer les inconnues en les considérant comme les 

racines d’une seule équation du second degré dont la somme
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et le produit sont connus. Cette équation, dont je désigne l'in- 

connue par z, est la suivante : 

#— a+ = 0; 

donc les valeurs des deux inconnues sont 

a + Var — Ab? 
LE 

2 

Œ— V a —{4b? 
et =: 

On doit toujours suivre cette méthode pour trouver deux 
nombres dont la somme et le produit sont donnés. C'est à ce 
problème qu’on ramène souvent la résolution d’un système de 

deux équations à deux inconnues. 

ExEMPLE Î. — Résoudre les équations 

+=, 
æ + Yy = b. 

J'élève au carré les deux membres de la seconde, et j'ai 

a HU + 2æy =; 
je retranche ensuite membre à membre cette dernière équation 

et la première, ce qui donne 

2æy = b? — at. 
J'en conclus que le système des deux équations données peut 
être remplacé par le suivant : 

qui fait connaître la somme et le produit des deux inconnues; 
j'achèverais la résolution de ces équations par la méthode pré- 

cédente. 

ExEemPLE II. Résoudre les équations 

T—Y—=d@, 

œy = b?. 

Je vais encore calculer la somme x + y des deux inconnues; 
pour cela, je fais remarquer que 

+ y) =(c— y} + 4ey, 
et J'en conclus que 

z+y=+tvVa+ai.
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Je puis alors remplacer le système des équations données : 

1° par les équations | 

D+y=EVa+an, 

œy =; 
2 par les équations 

z+y=ÆEV a+, 
T—y—=Q; | 

mais le dernier système doit être préféré, parce qu'on sait cal- 
culer immédiatement deux nombres, dont la somme et la diffé- 

rence sont données (1, I, 3). 

ExempLe III. — On peut souvent ramener à la résolution 
d'une équation du second degré, celle d'équations d’un degré 
plus élevé, en prenant une inconnue auxiliaire, ordinairement 
la somme, la différence ou le produit des inconnues. 

Soit à résoudre le système 

by at, 

æ + y = b. 

Si dans la première je remplace y par sa valeur b — & tirée 
de la seconde, j'ai 

Qt — 4ba + 6h23 — 4b5 x + bah, 

équation du quatrième degré complète, que l’on ne sait pas 
résoudre. 

Mais, si j'élève à la 4e puissance les deux membres de la se- 
conde équation, j'ai 

8 day Gr An EU 
Ou, en remarquant que æt—+y* égale at, et mettant «y en 

facteur commun dans les termes 4z®y et 4ry°, 

Ga + ay (at+ y) +at— = 0. 
En élevant au carré les deux membres de l'équation 

m+ y—=b6, 

+ =bt—22y, 

et en remplaçant a? y* par cette valeur dans l'équation pré- 

Cédente, j'ai : 

Gay? + 4ry (b— 2e) + 8 — LE 0, 

j'en tire
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ou 
22°? — 4btxy + bh — ak —0, 

équation qui n'est que du second degré, sij'y regarde «y 

comme l’inconnue ; j'en tirerai pour le produit æy deux va- 
leurs m’ et m”, et je suis ramené au problème : trouver deux 
nombres connaissant leur somme b et leur produit m/ oum’, 

Exercices. — On peut résoudre de la même manière les 
systèmes d'équations suivants : 

1° D — ÿ = a, et. zEYy—=b; 
2 + xy + y? = a, et æEy—=Db; 

3° ai Lys — où, et æ+y—=b; 
4° TS — 1 — a, et ‘ æ—y—b: 
5° a Hp = a, et æ + y =D; 

6° ES — 1 = aÿ, et œ —y—= b. 

2. — Je considère, en second lieu, deux équations du se- 

cond degré à deux inconnues, par exemple les équations 

au + bay + cÿ + dx +ey+f—0, 
d'a + bay +c'yt + d'a Hey +f — 0. 

Je vais ramener leur résolution au cas précédent, en rempla- 

cant l’une de ces équations par une autre qui ne soit que du 

premier degré par rapport à l’une des inconnues, par exemple y. 
Pour la former, je multiplie la première des équations données 
par c’ et la seconde par c, puis je retranche membre à membre 

ces deux équations ; le terme cc'y° disparaît du résultat qui est 
de la forme 

Az + Bzy + Dx + Ey + F —0. 

Je résous alors cette équation par rapport à y, etj'ai 

A +Dr+F. 
Br+E ‘ 

je substitue ensuite cette valeur de y dans la première des 
équations données, et je trouve une équation du 4e degré 

Mai + Naÿ + Pat LQr +R —0, 

qui forme avec la précédente un système équivalent à celui 
des équations proposées. , 

Pour achever la solution du problème, il faut résoudre l'é- 

quation du 4° degré qui ne contient que l'inconnue #, et sub- 
stituer chacune des valeurs de æ dans l’autre équation. afin
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d'en déduire les valeurs correspondantes de l’autre inconnue y. 
Ïl ne sera possible de trouver les valeurs de æety, au moyen 

des méthodes précédemment exposées, que lorsque l'équation 

du quatrième degré sera bicarrée, ou réciproque, ou qu'elle se 

réduira à une équation du second degré. 

REMARQUE. — Dans des exemples particuliers, on arrive 

quelquefois à éviter l'équation du quatrième degré en cherchant 

immédiatement, non plus les valeurs des inconnues, mais leur 

somme et leur différence, ou leur produit. 

ExempLe I. — Soient proposées les deux équations 

at + + Qa(z + y) — D? = 0. 
æy — c{e + y) = 0. | 

Je multiplie la seconde par 2 et je l’ajoute membre à membre à 

” la première ; j'obtiens ainsi la nouvelle équation 

(@ + y) + (a — 0) (x + y) —b = 0, 

que je résous en y regardant æ + y comme l'inconnue ; ce qui 

donne : 

œty=c—atv(c—aÿ +, 

et, par suite, ——— 
ay=c(e—a)+cVte— a+, 

| 

la somme et le produit de æ et y étant connus, je calculerai 

par la méthode ordinaire les valeurs de ces deux quantités. 

ExempLe II. — Soit à résoudre les équations 

a? + = À, 

ay = b. 

Je multiplie la seconde par 2, et je l'ajoute membre à mem- 

bre à la première : je trouve ainsi 

a+ y+v = +, 
ou 

Ge + gy = a+ 2h, 

2+y=+tvVat+t. 

mer l'équation du second degré, 

d'où je tire 

Je pourrais maintenant for 

qui aurait pour racines les inconnues æ et y. 

EVE 2 +005
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mais il est plus simple de calculer leur différence, comme j'ai 

calculé leur somme. Je trouve ainsi 

d—y= + Var. 

Additionnant membre à membre les équations qui donnent 
æ + yebtæ— y, puis divisant les deux membres par 2, j'a 
enfin 

Va, Va + + PRE: 

Var _ Vaso 
EEE 

Si j'avais tiré de la seconde équation la valeur de y qui est 
b? . sun Stannat ze substitué à y cette valeur dans la première, j'aurais été 

conduit à l'équation bicarrée 

Dh — ar LD —0, 

a? a* 
= — + — — ph æ 2/< : bs. 

IL est aisé de s’assurer que ces nouvelles valeurs de æ sont 
égales à celles que j'ai trouvées plus haut, il suffit de les éle- 
ver au Carté ; ainsi une formule, contenant deux radicaux su- 
perposés, se trouve remplacée par une autre, où les radicaux 
sont isolés; ceci me conduit à chercher dans quelles circons- 
tances celle transformation de formules est possible. 

d'où 
  

3. — Transformation des radicaux superpagés en 
radicaux isolés. 

Soit Vm + Vp une formule contenant des radicau.. super- 
posés, P étant une quantité algébrique, dont la racine ne s'ex- 
trait pas exactement; il s’agit de savoir dans quel cas on pourra 
la remplacer Par une somme de radicaux isolés V 3 + Vus et u étant des formules rationnelles. 

Posons 

  

Vm+Vr=vr+va,
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en élevant les deux membres au carré, nous aurons 

m+Vp =z+u+2 vas, 
ou . 

2Vru=m—s—û+Vp; 
élevons de nouveau les deux membres au carré, nous aurons 

Azu—(m—2— 10) +p+2(m—z3-u") VD: 
Le premier membre de cette équation étant rationnel, puis- 

que nous supposons z et # rationnels, le second doit l'être, or 
la quantité Ÿp ne l'est pas, il faut qu'elle disparaisse, et que 
son coefficient soit nul, donc 

M—z—-u—=0 où 3+u—=m; 

l'équation se réduit alors à 

Ezu = p. 

Nous avons pu résoudre cette équation unique à deux incon- 
nues, parce que toute équation entre quantités rationnelles et 
quantités irrationnelles se décompose en deux autres, en éga- 
lant séparément les parties rationnelles entre elles, et les par- 
tes irrationnelles entre elles. Connaissant la somme m des 

Quantités 3 et uw, et leur produit EL nous avons (19, E, 4, 4 ; 

Rem.) 

m+ Ve =? Cm VD 
2 

Ces valeurs de z et w ne sont rationnelles que Jorsque la 
Quantité m? — p est un carré parfait; telle est la condition qui 
doit être remplie, pour que la transformation des radicaux su- 

Perposés en radicaux isolés soit possible. 

3 

  

On a donc 

2— m—V mp 
Vm +Vr = MEN EP VE L + mr 
On aurait de même 

"V VE m— Vin p . 
TR 2 

  

Mm— Vp — 

Application. — Pour vérifier ces formules, appliquous-les
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à la transformation des valeurs des racines de l'équation bicar- 
rée du dernier exemple. 

a? at » 

= + TL + HR, æ = + +) b 

Il faut, dans les formules générales de transformation, rem- 

a? ak a ak 
placer m par TZ »Ppar T— bk, donc m?.— p ou LT 

+0! est un carré parfait, dont la racine est b?, et la transforma- 
tion est possible. Nous aurons ainsi 

a ä 
ä a gt gt” —+ pi — L—— + T—— 
2 — 4 2 — ? 

VER , Va 
= —Ù + 

2 — 2 ? 
Les deux autres racines s’obtiendraient en changeant design 

les deux membres, on a donc 

EE 12 L9/? 2 op? 
+ À + D + VERRE 4 Vu 
EH 2 — 4 2 2 

Les valeurs des racines de l'équation bicarrée deviennent, 
par celle iransformation, celles que l’on a trouvées par une 
autre méthode, 

  

Exercices. — Résoudre les systèmes d'équations suivants : 

1 Hay +y = et xy—#b; 

2° d'Ey=a et ay—=#. 

4. — Equations qui ont un uombre quelconque d'in 
connues. 

4 

Je n'examinerai que quelques cas particuliers, et je ferai 
remarquer que, dans ce genre de questions, la méthode d'éli- 
mination par substitution conduit souvent à des équations de 
degré supérieur au second, que l’on peut éviter en cherchant à 
déduire des équations proposées, en les ajoutant, retranchant, 
multipliant ou divisant membre à membre, la somme, la difé- 
rence, le produit ou le rapport de deux inconnues.
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ExEMPLE I. — Soit à résoudre les équations 

æ _y _z 
a D ©’ 

P+p+s=. 
: : . a? gt 

En appliquant aux fractions égales T7 ., 7? le théo- 

rème VI de la sixième leçon, et prenant les racines carrées, 

je trouve 

  

  

ZUOY US NÉ HY HR d 
ad ©  Ve+rbrte Va+in+e 

Exewpce II. — Soient proposées les équations 

B+p+r=E, 
œ+y+3=b, 

Ty = C3. 

Si la valeur de z était connue, les deux dernières équations 

feraient connaître la somme æ + y et le produit æy des deux 
autres inconnues ; aussi je vais commencer par calculer 5. 
Pour cela, je multiplie la troisième équation par 2, et je 
l'ajoute membre à membre à la première: je trouve alors 

{œ +yÿ += a +20; 
or la seconde équation donne 

m+y—=b—3, 

— 5} + st = a? + 2cz. 

La résolution de cette équation couduit à la valeur de 5; je 

calcule ensuite æ et y, au moyen des deux équations 

a+y=b—;:, 

Ty=CS 

donc 

5. — Équations symétriques. 

On dit que des équations sont symétriques par rapport à cer- 

taines inconnues, lorsqu'en remplaçant dans ces équalions 

l'une quelconque de ces inconnues par une autre et récipro- 
quement, on obtient des équations équivalentes. 

Ainsi les équations 
m+y+s= ot. 

Tys = Ü 

a tp+atdrty+= .
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sont symétriques par rapport aux inconnues ®, 7 etz ; celles de 

l'exemple précédent sont symétriques par rapport àagetày 

seulement. 

THéoRÈME. — Lorsque des équations sont symétriques par 

rapport à plusieurs inconnues, l'équation finale à laquelle on 

est conduit, pour calculer l'une d'elles, en éliminant toules les 

autres, a les mêmes coefficients que celle à laquelle on serait 

conduit pour calculer une autre d'entre ellesi Cette équation 

finale aura pour racines les valeurs de tlouies les inconnues 

qui entrent symétriquement dans les équations, et son degré 

sera au moins égal au nombre de ces inconnues. 

En effet, soientæ et y deux inconnues qui entrent symétri- 

quement dans des équations les valeurs des autres inconnues 

zetu par exemple en fonction, de æ et y, seront symétriques 

par rapport à æ et y, et leur élimination conduira à deux équa- 

tions symétriques en æ et en y. Or, puisque ces équations ne 

changent pas quand on y remplace + par y et réciproquement, 

après avoir éliminé æ et trouvé l'équation finale en y, si l'on 

veut avoir l'équation finale en #, on n’a qu’à remplacer y par æ 

dans la précédente, et les deux équations en et en y, ayant 

les mêmes coefficients, auront les mêmes racines, c'est-à-dire 

que æ et y seront deux racines de cette équation finale unique 

en réalité, elle sera donc au moins du second degré. 

REMARQUE. — Les inconnues, qui n’entrent pas symétri- 

quement dans les équations, pourront être données par des 

équations du premier degré, c’est pour cela qu'on élimine 

d’abord les inconnues symétriques, ou qu'on introduit des in- 

connues auxiliaires, comme le produit et la somme des incon- 

nues, qui n’entrent pas symétriquement dans les équations, 

et peuvent être données par des équations finales plus simples. 

Exercices. — Résoudre les systèmes d'équations suivants: 

L— om +y+s tuto, 
D +u —=b, 

y +5 =6c, 
Y3 = UX; 

2. — (+ y +5) = 5y + 8x +5), 
=y +: 

Pr +;
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B— a+ y tu) = o, 
m+y+s+u—b, 

ÿ = %2, 
y = UT. 

XI. — Probièmes du second degré. 

4. — Les problèmes de ce genre se mettent en équations de 

la même manière que ceux qui conduisent à des équations du 

premier degré, mais leur discussion complète exige souvent la 

résolution d’inégalités du second degré, dont nous nous occu- 

perons dans les leçons suivantes. 

L'impossibilité des problèmes est manifestée par des valeurs 

infinies, ou négatives, ou imaginaires, de quelque inconnue. 

Nous avons déjà vu qu'une valeur négative de æ n'indique 

pas une impossibilité absolue, si l'on a fait arbitrairement 

quelque hypothèse dans la mise en équations, il faut dans ce 

cs remettre le problème en équation en faisant une autre 

hypothèse, et voir si la nouvelle équation admet une racine 

positive (quand c’est la transformée en — æ de la précédente, 

on sait que, pour avoir sa racine, il n’y a qu’à changer le signe 

de la racine négative trouvée précédemment) ; il faut opérer 

de même quand on rencontre des racines imaginaires, et que 

l'on a fait dans la mise en équations quelque hypothèse arbi- 

taire ; en voici un exemple. 

PROBLÈME I. — Trouver sur la droite AB, indéfiniment 

prolongée, un point dont la distance au point À soit moyenne 

proportionnelle entre sa distance au point B et la longueur AB. 

————— . « « 

c” A c! B c 

Je suppose : 4° le point cherché situé à la droite du point B; 
#1 C ce point. Je désigne par r la longueur AB et par # la 

distance inconnue AC; il en résulte que BG égale x —r. Or, 

(0 a, par hypothèse, 

AC = BC>%X AB, 

donc l'équation du problème est 

a=r(æ—7T) 
cu 

° airs + =0.
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En la résolvant, je trouve 

r HV — 3 
RE 

Les racines de cette équation étant imaginaires, dois-je en 

conclure que le problème proposé est impossible ? Non; car, 

pour écrire l'équation, j'ai fait une hypothèse arbitraire qui est 

fausse. En effet, en plaçant le point C à la droite du point B, 

j'ai supposé 

LT = 

AC > AB; 

mais on a aussi 
AC > BC; 

par conséquent, le carré de AG est plus grand que le produit 

AB x BC, tandis qu'il devrait lui être égal d’après l'énoncé du 

problème. 

2 Soit C’ le point demandé, que je suppose situé entre les 

deux points À et B. Je désigne encore par æ sa distance au 

point A ; le segment BC est par suite égal à r — x, et le pro- 

blème a pour équation 

Œ—r(r—x) 
ou 

mLrm—r=0. 

Je résous cette équation, et je trouve : 

_ —1+V3) 
— D . 

La première de ces racines est positive et plus petite que f 

puisque V5 — { est un nombre positif et moindre que 2; le 
point qu’elle détermine est, conformément à l'hypothèse, 
compris entre les deux points donnés A et B. Quant à la e- 
conde racine, elle est négative, et fait connaître un second 
point C”, situé à la gauche de l'origine A des distances et Sa” 

tisfaisant à la question; car, si l'on met ce problème en équa- 
tion, en supposant que le point demandé soit à la gauche du 

point À, l'équation 
a = r(r + x), 

à laquelle on est conduit, n’est autre que celle qu'ou obtient en 
remplaçant & par — x dans l'équation 

= r(r — x).
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Par conséquent, le problème proposé a deux solutions corres- 

pondant aux deux racines de l'équation précédente, si l'on 

convient toutefois d'appliquer à ces racines les règles relatives 

aux quantités positives el négatives, comptées à partir d'une 

même origine fixe (leçons XII et XIIT). ‘ 

. a. 5 
Il est à remarquer que la racine positive Cirvs 

représente le côté du décagone régulier inscrit dans la circon- 

férence de rayon r, tandis que la racine négative, changée de 
r _ 

. 1 as . TT 
signe, TH représente le côté du décagone régulier 

étoilé inscrit dans la même circonférence *. 

2.— Lorsqu'on trouve des racines imaginaires, sans avoir 

fait dans la mise en équations aucune hypothèse arbitraire, le 

problème est impossible. 

PROBLÈME II. — /nscrire dans une circonférence de rayon r 

une corde égale à la somme des deux cordes qui joignent une 

de ses extrémités auæ deux extrémités du diamètre qui lui est 

perpendiculaire. 

Soit AG le diamètre égal à 2r d'une circonférence dont le 

À centre est C, désignons par z la moitié BE d'une 

8 + corde perpendiculaire à ce diamètre, par y la corde 

| ce BA et par æ la corde BG, nous aurons d'après l’é- 

\ noncé 

a+y—=?2z; 

. 6 le triangle ABG rectangle, puisque l'angle B est 

inscrit dans une demi-circonférence, ayant pour côtés æ et y 
él pour hypoténuse 2r, donne 

a Hp = 4r, 
e 2 

et : ions Let <— sa Surface ayant pour expressions — et 5; on aura 
273 

æy = ?rs. 

Elevons la première au carré, nous aurons 

a Hp + 20y = 4, 

* Voir, dans mes lémenus de Géométrie, le problème VIII, des XXV° et 
XXVIe leçons, et le problème LIL des XXVIIIe et XXIXe leçons des 

Figures planes.
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ou 
472 L 4rz = 48, 

ou 
23—12—n—=0, 

d'où 

_r(t+v3) =. 
La valeur négative de z est à rejeter, remplaçons 3 par 

249, il vient 

D+y=r (+ VS), etay = 1 (1 + V3), 
æ et y sont donc les deux racines de l'équation du second 
degré | 

Br G+Vs) u+r (+ V5) —0, 
d'où l'on tire, 

U =   
FL VS) +r V2—2V5 : 

Les valeurs de & et y sont imaginaires, puisque 2 — 9 V5 
est négatif, et, comme il n’y a pas d’autre hypothèse à faire 
pour metire le problème en équations, il est impossible. 

8. — Quand un problème conduit soit directement, soit par 
l'élimination d'autres inconnues, à une équation du second 
degré ayant deux racines positives, il peut se présenter trois 
cas : le problème a deux solutions différentes, ou bien les deux 
racines sont les valeurs de deux inconnues qui entraient symé- 
tiquement dans les équations, quelquefois enfin l’une des ra- 
cines est à rejeter, comme dépassant certaines limites que le 
raisonnement assigne aux valeurs des inconnues, sans que les 
équations puissent en tenir compte. 
PROBLÈME III. — /nscrire dans un triangle de base b et de 

B hauteur h un rectangle dont la surface soit 
égale à m°. 

v Soit DEFG le rectangle inscrit dans un 
triangle ABC, désignons par æ les côtés égaux 

AF 67€ FGet DE, par y les lignes DF, EG et HK qui 
sont égales, par b la base AC, par À la hauteur BH. L'énoncé 
du problème donne l'équation 

Ty = Mn,
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dans les Wiangles semblables BDE et BAC, le rapport des bases 

est égal au rapport des hauteurs, on a donc encore 

  

  

æ _h=Y. 
bb Oh ”? 

d’où 

Dh y 
— h , 

et par suite 

y (bh = by) = m?, 

où 

by? — bhy + m'h =0, 
d'où 

bh + V be — 4m°bh 
= ———— 7; 

enfin : 

bh ZE VŸ EE — &m°bh 
= = —->——— ° 

2h 

Pour que le problème soit possible, il faut que les valeurs de & 

et y soient réelles, et que la quantité placée sous le radical soit 

positive, on doit avoir 
bh 

&m°bh < b'h? ou mt € TT 3° 

ce qui montre qu'on ne peut pas inscrire un rectangle dont la 

surface dépasse la moitié de celle du triangle. 

Si m'est égal a , Je radical s’annule, les deux valeurs de 

y sont égales, ainsi que celles de æ, si m'est plus petit que 7 

y a deux valeurs réelles et positives, ainsi que. ?, et le problème 

a deux solutions, deux rectangles différents inscrits dans le 

triangle ont la surface demandée. 

A. — Donnons maintenant un exemple du cas où les deux 

racines sont les valeurs de deux inconnues entrant symétri- 

quement dans les équations. 

* Le signe signifie plus petit on égal.
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PROBLÈME IV. — Calculer les trois côtés d'un triangle rec- 
tangle, connaissant la somme des côtés de l'angle droit 2p et 
la hauteur h perpendiculaire à l'hypoténuse. 

Désignons par æ ety les côtés de l'angle droit, et par z l'hypo- 

ténuse, nous aurons, puisque le triangle est rectangle, 

Hp, 
et, en égalant les deux expressions de la surface, 

Ty = h3, 

l'énoncé donne ensuite l'équation 

æ + y = ?2p. 

a y + Qry = Apt 

et, en remplaçant #°? 4 par 2°, et æy par Az, 

3 + Qhiz — 4 pt —0, 

2=—h+VR ap. 

On voit que 5 est toujours réel, la valeur positive convient 
seule. Si nous remplacons dans la seconde équation y par 

2p — z,ets par — À + VTE + 4p* , elle devient 

T(p—z)=—hR+hVR TEA, 

De là on tire 

et par suite 

ou bien 

a — Qpr —h° + à VRE ap — 0, 

c=+pEVr +R VE Tip. 
Pour que ces valeurs de z soient réelles, il faut que l’on ait 

PHRD AVE TI, 
ou, en élevant les deux membres qui sont positifs au carré 
(page 160, Th. VIT), | 

PHARE RL ADR, 

d'où 

ou 

p° (P° — 2h?) > 0, 
ou 

P° > 2h, 
ou enfin 

P>hV?.
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si p surpasse À V 2 , les deux valeurs de x représentent les 
deux côtés de l’angle droit du triangle, car les équations propo- 
sées sont symétriques par rapport à æ etày, on eût pu le voireu 

remarquant que, le produit des côtés étant — 2 AVR? + 4p?, 
et leur somme ?2p, ces deux côtés sont les racines d’une même 

équation du second degré ‘ 

2 — Qpu — h L h VIE 4p° =0 

identique à l’équation en x trouvée précédemment. Si pest 

égalà h V2 , les valeurs de x et y sont égales, le triangle est 
isocèle, 

5. — Nous allons donner maintenant un exemple où l'une 
des racines positives est à rejeter, comme dépassant certaines 

limites imposées à l’inconnue. 

PROBLÈME V. — Une éprouvette renversée sur du mercure, 

dont le niveau est le méme en dedans et en dehors, contient 
une colonne de gaz à t® de h centimètres, sous la pression 

eclérieure qui équivaut à p centimètres de mercure, on refroi- 

dit le gaz de l'éprouvette à ©, de combien s'élèvera le niveau 
du mercure dans l'éprouveile, en supposant que le mercure 

fésle à la même température 0° pendant l'expérience, el que 
#0n niveau à l'extérieur de l'éprouvette ne change pas ? 

L'équation du problème nous est fournie par ce principe : 
ks volumes d’une même masse de gaz sont en raison directe 

des binômes de dilatation, et en raison inverse des pressions. 
Soit æ le nombre de centimètres dont le mercure monte dans 

l'éprouvette j6 la section de l’éprouvette, À le coefficient de di- 

lation des gaz ; au commencement de l'expérience, le volume 
du gazest bk, son binôme de dilatation {+ kf, sa pression p; 
à la fin son volume est b(h— x), son binôme de dilatation se 

duit à 1, et sa pression devient p—æ; on a donc l'équation 

__bh  __(1+kn(p—2) 
= 1xp , 

où 

ph= (144) fph— (++), 
où 

  

? ph =0 D — (p+ he +ph— TER
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su 
hkt 

a — (p + Me + = 0 

d'où 

PH + + PRE 
2 — 4 1+# 

ER} 
4 

  

Les deux valeurs de # sont toujours réelles, car 

— 1"? 

ou LT est positif, et, comme 

@+hŸ _ phkt 
4 HE 

les deux valeurs de x sont positives, car leur produit Le 

ph 

  

P 1m est plus petit 
1+ 

ue ph, a fortiori sera positif; dès lors 
que p 

est positif, elles sont donc de même signe, et leur somme p+h 

est positive, elles ont donc le signe + toutes les deux. Le pro- 

blème ne peut avoir qu'une solution, il faut choisir entre les 

deux. : ‘ 

Or la quantité æ dont le mercure monte ne peut dépasser la 

pression extérieure p, si donc l’une des racines dépasse p, elle 

sera à rejeter. Je dis que la première racine dépasse p; en effet, 

l'on a 
pRkt 

  

14 <Ph 
donc 

p+h) _ ph . (p+h) ph} 
TT TP 

donc 

HA} __phki  P— k 
4 14H 2 

et par suite 
———_——— 

z où FR CHR phkE  pth ph, 
UT + & IT 2 go 
La première racine z’ est donc à rejeter, je dis que kB &- 

conde est plus petite que p, et que l’on a 

r+h_p/ED UE 
2 LE H Pr
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œ qui revient à prouver que l'on a 

LED PAROLE 
2 4 1 ht”? 

inégalité évidente si est plus petit que », s’il est plus grand, 

on peut élever au carré les deux membres positifs de cette iné- 

glité, on est ramené à prouver que l'on a 

pt —2ph +R? < p° + ph + phhi 

4 4 14 ki? 

ou 

phkhi 

Tu Ph, 
ou 

phit < ph + phit, 
inégalité évidente. On pourrait démontrer d'une façon ana- 

logue que la première racine est plus grande que h, ce qui doit 

l faire rejeter, et la seconde plus petite que h. Ici encore, 

comme dans le problème I (page 168), si nous avions pris pour 

seconde inconnue la longueur y à laquelle se réduit la colonne 

de gaz, en posant 
x Ly—=h, 

l'impossibilité de la première valeur de æ eûtété manifestée par 

une valeur négative de y, correspondante à cette valeur de z. 

6. — Lorsqu'un problème du second degré conduit à deux 

racines, l’une positive et l’autre négative, il arrive quelquefois 

que la racine négative indique une seconde solution du pro- 

blème, portée dans un sens opposé à celui de la solution posi- 

live; en voici un exemple. 

PROBLÈME VI. — Trouver, sur la droite qui joint deux points 

lumineux À et B, un point également éclairé par eux, en 

supposant que les intensités de leurs lumières soient données. 

        

a ù B 

. Soit d la distance AB qui sépare les deux points lumineux; 

je désigne par & l'intensité de la lumière du point À, ou la 
quantité de lumière qu'il envoie sur l'unité de surface située à 

l'unité de distance de A, par à l'intensité de la lumière du 

Pont B. Je représente par æ la distance du point inconnu C 

4ü point A, que je prends pour origine. On démontre en phy-
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sique que la quantité de lumière, envoyée par un point lumi- 

neux sur une surface, varie en raison inverse du carré de la 
distance de ceite surface au point lumineux. 

Il résulte de là que si l'unité de surface, située à l'unité de 

distance du point À, recoit une quantité de lumière @, elle 

, . 
n'en recevra plus que la quantité TE lorsqu'elle en sera 

éloignée de x unités. De même, l'unité de surface située à la 

distance (d — x) du point B recevra de ce point une quantité 

de lumière en ; l'équation du problème est donc 

4 db 
TO (d—2R 

Au lieu de la résoudre en chassant les dénominateurs, et la 
ramenant à la forme ordinaire, je remarque que ses deux 

membres sont des carrés parfaits, et j'en prends les racines, 

j'ai 

  

va +vVo z __d—x 

a az" Va +vr’ 
d'où, en faisant la somme des numérateurs et celle des déno- 

minateurs (page 54, Th. VI), 

= Ve, 
Va +vv 

le problème a dès lors deux solutions. 

La première racine 

x = Va” 

Va+ vo 
indique qu'il existe un point satisfaisant aux conditions du 

problème entre les deux lumières A et B, puisque l'on a 

d Va Ve cn. 
Va + 

Si a est égal à b, ce point est situé au milieu de AB. 

La seconde racine
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montre qu'il existe un autre point également éclairé par les 

deux lumières, et que ce point est situé à la droite deB, si l'on a 

a => b, ‘ 

car alors cette seconde racine est positive, et surpasse d ; mais 

si l'on à 

& < b, 

celle seconde racine devient négative, et s'interprète en por- 

lant sa valeur absolue à gauche de A, car si on remet le pro- 

bème en équation, en supposant le point cherché à gauche de 
À, on à 

CR a  __ _b 

a G+ CE CF 
qui est la transformée en — x de l'équation précédente (12 et 

13, III, 2). 
Dans le ças singulier, qui correspond à l'hypothèse que a 

. a : : 
égale b, le première solution devient T° le point cest au mi- 

. d + 
lieu de AB, et la seconde devient infinie ve , Ce QUI Sigmi-   

fe qu'elle augmente de plus en plus, de manière à dépasser 

Wute grandeur donnée, quand a s'approche de plus en plus de b, ét qu’elle n'existe plus si a égale b. 
Si je suppose à la fois 

a—b et d—=0 o 

kpremière solution devient nulle, la seconde devient ©; et 

le problème est réel'emeut indéterminé ; car les deux lumières 

“ant également intenses et occupant le même lieu À, tout 

Point de l'espace est également éclairé par ces deux lumières. 

7.— Une racine négative est à rejeter quand on n'a fait dans 
mise en équations du problème aucune hypothèse arbitraire. 

PROBLÈME VII. — Les deux branches d'un manomètre en Ü 

pour section b, la branche fermée contient une colonne 

Œr de h centimètres à la température de ©, mercure 

Mau même niveau dans les deux branches, et la pression 
Ælérieure équivalant à celle de p centimètres de mercure ; on 
hauffe l'air de la branche fermée à t, de combien descendra 

veau du mercure dans cette branche.
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Soitk le coefficient de dilatation du gaz, et x la quantité 
dont le mercure descend dans la branche fermée, il monte né: 
cessairement de la même quantité + dans la branche ouverte, 
qui a même section, puisque son volume n’a pas changé, la 
pression du gaz à {est donc p plus la différence 2x des ni- 
veaux du mercure dans les deux branches. 

Les volumes d’une même masse de gaz étant en raison di- 
recte des binômes de dilatation, eten raison inverse des pres- 
sions, on aura 

h+x _1+hki p 
CT p + 2x 

ou 

22? + (p + 2h}e + ph — ph + phht. 
2 + (p + 2h)e — phkt = 0. 

Le produit des racines Pt étant négatif, elles sont de 

signe contraire, la racine négative est à rejeter, le problème n'a 
qu'une solution. 

8.— Nous terminerons cette étude sur les problèmes du se- 
cond degré par la discussion complète de deux problèmes, qui 
présentera la plupart des circonstances que nous avons ren- 
contrées isolément. 

PROBLÈME VIIL. — Une circonférence de rayon r touchant 
la base AC d'un triangle donné, 

on propose de mener une parallèle 

à la base, telle que la partie de 

cette parallèle comprise à l'inté- 

rieur de la circonférence soit égale 

à la partie comprise à l'intérieur 

: du triangle. 
Pésignons par b et h la base AC et la hauteur BP du 

triangle, par æ la longueur commune des parallèles FG et DE, 
comprises à l'intérieur de la circonférence et du triangle, par y leur distance à la base KI ou MP. Les triangles semblables BDE et ABC donnent l'équation 

DE _ BM 
AC — HP? 
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le triangle HGI rectangle en G, puisque l'angle G est inscrit 
dans une demi-circonférence, donne 

GK'=KIX<KEH; 

si nous remplaçons les longueurs prises sur la figure par 
leurs expressions algébriques, nous aurons les deux équa- 
tions 

2h 
Cr D 

2 ue oct 

7 —=Yy (r — y). 
De la première on tire 

  

__b(R— y) 
Th 

substituant à + cette valeur dans la seconde, on a 

D? (R2 — 2hy +) : TE = y —Y, 

ou 

(AR? D?) y — 9h (ht 4r À) y + ER = 0 
où 

AE + 4rh) + VE (EE + 4rh}— DRE (Ah? + b*) 

4h? + Bb. 

  

b(h—y) Æmpkçant y par sa valeur dans l'expression ——5—"— qui 
donne x, on a 

e=ÿ fr ALCERTD ET NE EURE) ] 
Ah + Di 

  

Cu 

si] METIER DEUE: CFP | 
4h 5 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut 

abord que les valeurs de + et de y soient réelles, et pour ceia 
Que l'on ait 

ou (6? + 4h) > Bt (4ht +6), 

œ 8b? rh + 16r%h? >> 4b*h* 

BR (E — ar?) < 2
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si l’on à b € 2r, d'où b? < 4r°, cette condition sera toujours 
2b?r 

CT 
Dès lors y a deux valeurs réelles et positives, car leur pro- 

222% 2 

doter est positif, et leur somme 

positive ; x aura dès lors deux valeurs réelles qui ne pourront 
être toutes deux négatives, car pour cela il faudrait que la par- 
tie extérieure au radical, 4h? — 4 rh, fût négative, c’est-à-dire, 
k plus petit que r, et qu’elle fût supérieure au radical en valeur 
absolue, on devrait donc avoir en même temps 

(rh — 4h) > (6? + Arhj — be (4h? 89, 

satisfaite ; si l'on à b © ?r, il faut que l’on ait À < = 

aussi 

ou 

167%R% — 39rh$ + 16h >> D Sbtrh  1Gr2h? — 4bthe — D. 
ou en faisant tout passer au premier membre 

16RS (h — 2r) + 4b%h (R — 97) > 0, 
ouenfin . 

(16h58 + 4b°h) (h — 2r) > 0 ; 

k devrait être plus grand que ?r, et nous le supposons plus 
petit que r. Les valeurs de + seront donc l’une négative et 
l'autre positive, à moins que la partie extérieure au radical 
4h — 4rh ne soit positive, et supérieure au radical, ce qui 
exige que l'on ait 

hr et (4h — 4h) > (b  4rh} —D D (4h? + b!). 
Ce qui nous conduit comme tout à l’heure à h > ?r. 

Le tableau Frorare suivant résume cette discussion. 

&etysont imaginaires, problème impossible, fo 
[si l'onabS2?ret br 

je ; Y=Y" et tx" le probl. n’a qu'une solut. 

{ æ est négatif h 
<” l'est positif 

. b<?r h=r { æ est négatif 
Si l'on a Ÿ ou b> ?r T \g"=— x" est pos 

2b°r æ est positif | y ety” sont tou: LR —— Ra hDar À on est positif { jours positifs. 
h æ—=0 

LT 2 est positif 

d'est négatif 

R<r æT” est posilif



  

  

PROBLÈMES QUI DÉPENDENT D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 957 

Les valeurs négatives trouvées pour z dans deux cas n'in- 

diquent pas que le problème 
ait alors une seule solution ; 

en effet dans ces deux cas À 
est plus petit que ?r, et l'on 

conçoit alors une parallèle 
coupant le cercle et les côtés 

du triangle prolongés au delà 

du sommet, remettons le problème en équations dans cette 
hypothèse. En adoptant les mêmes notations KG — DE = x 
et KI = MP = 1, les triangles semblables BDE et ABC don- 
nent . 

} 

    

    

  

DE __BM 

"AG BP? 
ou 

z _y—h 
CRE 

qui peut s'écrire 

—& _h—Yy 

Dh 
étla circonférence donne GK? — KI >< KH, qui peut s'écrire 

| ? 

=) = y(2r— y). 
Ces équations étant Les transformées en—x des précédentes, 

Œuand les précédentes donneront pour æ une racine négative, 
œlles-ci donneront une racine égale en valeur absolue, mais 

bositive, Les valeurs négatives de + s'interprètent donc en sup- 

PoSant que la parallèle DE passe au-dessus du sommet du 

triangle; on doit remarquer qu’en même temps le point D qui 
élit à gauche du point E est passé à droite. 

REMARQUE. — Les valeurs de x et y seraient absolument les 
Gêmes si le triangle donné était isocèle, car rien dans la mise 
fn équations ne suppose les côtés AB et BC inégaux, elles se- 
fént encore les mêmes, si la hauteur du triangle coïncidait 

avec le diamètre HI qui aboutit au point de contact de la cir- 

“nférence avec la base du triangle. Le problème reviendrait 

Ts à trouver la longueur de la ligne qui joint les points de 

“encontre de la circonférence et des côtés AB et BC, ainsi que 
A distance à la base, Dans cette position de la figure on recon- 

17
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1 

naît que les conditions d'impossibilité b>2reh> 5 

expriment que la circonférence est à l'intérieur du triangle 
isocèle, il n'y a donc plus de points de rencontre ; tandis que 

9h? 
silonab >2reth = + , 

deux côtés du triangle, il n’y a que deux points communs, et 

qu'une ligne qui les joigne ; enfin quand h est plus petit que 

Q°r 

D — 4r° 
points communs et deux lignes qui les joignent. 

la circonférence touche les 

les deux côtés coupent la circonférence, il y a quatre 

PROBLÈME IX. — Calculer les rayons des bases d'un cône 

tronqué dont la hauteur et le volume sont donnés, el qui est 

inscrit dans une sphère donnée. 
Je mène par le diamètre GH de la sphère donnée un plan 

qui coupe la sphère suivant le grand cer- 

cle OG, et le tronc de cône suivant le tra- 

pèze ABCD, inserit dans ce cercle. Je dé- 

signe par r le rayon de la sphère, par A la 

hauteur connue EF du cône tronqué, el 

par æ et y les rayons FA, EB, de ses 

bases; son volume égale dès lors   

  

1 
zh (a? + + xy). Comme ce volume a une grandeur don- 

née, je le représente par celui d’un cône de même hauteur À 
que le cône tronqué et dont le rayon de la base soit une ligne 
donnée a ; j'ai par suite l'équation 

ha het 
ou 

a + +ay= 0, (1) 
. | Pour avoir une seconde équation, je remarquerai que la 
bauteur EF ou À du cône tronqué, est égale à la somme ou à 
la différence des deux segments OF, OE, du diamètre GI de 
la sphère, suivant que le centre O de la sphère est à l'intérieur 
ou à l'extérieur du tronc de cône. Or, les triangles OBE, OAF, 
étant rectangles, on a 

OE= VOB. BE = ru
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et 

OF—=VOX AP = ÿr 7, 

par conséquent, la seconde équation du problème est 

Ve + Vi — É = h. @) 

Afin de faciliter la résolution des deux équations précé- 
dentes, je prends une inconnue auxiliaire qui n’est autre que le 

produit æy des deux rayons, et je la représente par z?, de sorte 

que j'ai 

ay = À. (3) 

Cela posé, j'ajoute d’abord membre à membre les équations (1) 

el (3); ce qui donne 

a? + + Qxy = a + À, 
el, par conséquent, . 

zty=Ve +. (4) 
de multiplie ensuite par 3 les deux membres de l'équation (3), 

tt je la retranche de l'équation (1); je trouve ainsi 

Hp — Qry = — 3, 

et j'en déduis : 
a—y—=V#—3* | (5) 

& supposant toutefois le rayon æ plus grand que l’autre rayon 

ÿ: les équations (4) et (5) font donc connaître la somme el la 

tiférence des inconnues æ et y en fonction de l’inconnue auxi- 

laire 2, Pour calculer la valeur de cette dernière quantité, 

l'élève au carré les deux membres de l'équation (?), et j'ai 

Pa po Vire FU) Fev = 6: 
lisole ensuite le radical et j'élève au carré les deux membres 

la nouvelle équation, ce qui donne 

Là + Aa? _ (a? + ÿÿ _ 2hx? + ÿ) _ (A? _ d°; = 0, 

Quel que soit le signe du radical. Mais on a 

Ty = À, et LR = — 5 

ter Conséquent, si j'élimine æ et y de l'équation précédente, 

l'aurai 

M ga ae ap — 9e(ar — À) — (li — D) = 0. 
où 

Z. 
, 

3 2(a H p)s + AN — (+= 0.
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Comme la valeur de z°? doit être positive, et que la somme 
des racines de la dernière équation qui détermine cette in- 

connue auxiliaire est négative, il faut que leur produit soit 
négatif pour qu'une de ces racines soit positive. L'une des 
conditions de possibilité du problème est donc exprimée par 
l'inégalité 

: (ai + R?> > Ak2r?, 

de laquelle je déduis une limite inférieure de a, savoir : 

a > h(2r — h). 

Pour avoir la valeur de :?, je résous maintenant l'équation 
bicarrée, et je trouve 

a = (@ tn) + 2 Va ER SR 

“cette valeur de z* est évidemment réelle d'après l'inégalité 
précédente ; en la substituant dans les équations (4) et (5), 

j'aurais celles des quantités æ + y, æ — y, et, par suite, les in- 

connues æet y. Mais il suffit de remarquer que æ — y n'est 
réelle qu'autant que l'on a 

‘ 33? € a, 

ce qui donne l'inégalité de conditton 

— (ai + 2) +9 V (ar RER — rh? < 0° 

qu'on peut mettre sous la forme suivante : 

2 Va? + RP — 3riht < 2a° + 72. 

_J'élève ensuite au carré ses deux membres qui sont positifs, 
et je trouve, toute réduction faite, 

a < £ (4r2 — 2), 

Cette nouvelle inégalité fait connaître une limite supérieure 

de la quantité a? ; on vérifie facilement que cette limite est 
plus grande que la précédente. Par conséquent, si on prend 
à volonté les valeurs de r et À, À étant toutefois moindre que 2" 
on devra choisir la valeur de a de telle sorte qu’elle soit com 

. V — }h1 
prise entre V h(Qr — à) et Gr) , pour que le problème 

soit possible,
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Cas particuliers : 1° si on suppose & égale à sa limite infé- 
rieure, OÙ 

2 = h(èr —h), 

l valeur de 2? est nulle, et l'on a 

æ—=a,y—=0, 

c'est-à-dire que le tronc de cône devient un cône ; ce qui exige 

que le rayon de sa base soit égal à a. 

® Lorsque & est égale à sa limite supérieure, on a 

32 — a, 

el, par suite, 

T—Y; 

jar conséquent, le cône tronqué se change en un cylindre dont 

k rayon x de la base est égal à 

LEVÉE où — 
2 3 * 3 

UI. — Construction des racines des équations 
L homogènes. ° 

  

Dans les problèmes de géométrie, quand aueune ligne de la 
question n'a été prise pour unité, et que toutes sont repré- 
&ntées par des lettres, les équations sont toujours homogënes, 
ét les formules qui représentent les inconnues sont du premier 

degré, on peut les construire à l’aide de la règle et du compas. 

1.— Je renverrai à mes Éléments de géométrie (XNXTIP 
leron) pour la construction des formules rationnelles : 

æ—=a+b#Ec, 

  

ab , 
z=— c 

Matrième proportionnelle aux lignes @, b et €, 

__ abcd 
TL — efg ? 

fui se construit par une série de quatrièmes proporuonnelles, 

abc + def 

= RER
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qui se ramène aux constructions précédentes, en posant aby 
= def, et g: — kl, ce qui donne finalement 

__ abc+y) 

7 gREz) 

2.— de m'occuperai ici exclusivement des formules qui con- 
tiennent des radicaux. 

1° z = V ab représente la moyenne proportionnelle entre a 
et b, on à appris à la construire (Eléments de géométrie, lecons 
XX V® et XXVI°, problème 1v). 

? æ = V a + b* représente l'hypoténuse d’un triangle rec- 
tangle qui a pour côtés a etb, on prend sur les côtés d'un 
angle droit des longueurs a et b, x est la ligne qui joint leurs 
extrémités. 

3 x — Va? — bà représente le côté de l'angle droit d'un 
triangle rectangle ayant pour hypoténuse a et pour autre côté 
b; pour le construire, on prend sur un côté d’un angle droit 

une longueur AC égale à b à partir du sommet A, de C comme 
centre on décrit avec a pour rayon une circonférence, qui coupe 
l’autre côté de l'angle droit en B, la ligne x cherchée est AB. 

4 œ = V a —b? + € — d?. Pour construire cette formule, 
on construit d'abord le côté y de l'angle droit d’un triangle 
rectangle ayant pour hypoténuse a et pour autre côté b, 
de sorte que y* égale a? — b?, la valeur de x devient 

= Vy2+ ct — dé, que l’on simplifiera de même, et cherchant 
l'hypoténuse 5 du triangle rectangle qui a pour côtés y etc, 
la valeur de x se trouve ainsi réduite à Ÿ 32 dà, que l'on sait 
construire. 

5 æ—=V ab + cd. Lorsque l’on a sous le radical des produits 
au lieu de carrés, on ramène le problème aux précédents, en 
construisant les moyennes proportionnelles entre les facteurs 
de chaque produit, y = V ab, 5 == V cd, la valeur de x devient 

VÉEZ. 

bcd a'b'c'd'e’ 6° x — a + : _ T— ef  FyR pr: Pour construire cette for 

mule, on construit une ligne y égale à ee et une ligne = e
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ae à a'b'c'd’ 
fgale à fg'h 

précédente V yl + 3e’. 

Pr Var +. Pour construire cette formule, on met #* 

, la valeur de æ se trouve ramenée à la forme 

4 Bi 

en facteur sous le radical, qui devient & (e +) 

. 2 - 

puis on construit la ligne y égale à & , Ja formule devient 

Le . . . . ‘ 

v aa? E y?), on construit ensuite la ligne z dont le carré égale 
4 — 

#+y?, et la formule est ramenée à la forme Vas ou Vas 

formule du premier cas. 

& æ— Va +. On met d'abord af en facteur sous le 

rm | 
radical, qui devient V4 alor + . . on cherche la ligne y 

, a . 

& 
soins À . . ES 
égale à D? et le radical devient Ÿ aa?  g?), puis on cons- 

truit la ligne 3 dont le carré égale at Ey, on a Vass ou 

V8, on construit la ligne w dont le carré égale az, il vient 

Var ou Ÿ au. 

$ [1 semble que les formules de la forme a V2, a V3... ne 

puissent se traiter par les méthodes précédentes ; mais faisons 

passer & sous le radical, elles deviennent V2ar, Va... ou 

Va à, Va + a + 3... la première est donc l'hypoténuse 

d'un triangle rectangle qui aurait deux côtés égaux à 4, la 

seconde est l’hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour 

côtés a et l'hypoténuse du précédent, et ainsi de suite. Cette 

méthode serait trop longue, si On l'appliquait à la formule 

a V95 ou V95a? : alors on décompose 95 en une somme ôn 

une différence de carrés, 95 équivaut à 9° Lg+2+i, on 
è »s 

à donc à construire Ÿ @aÿ + Ga) + C4} + dé, 47° cas des 

formules irrationnelles ; on arrive encore plus vite, €? remar- 

Juant que 95 égale 10% — 2 — 1°; et on a à construire 

(la — ap — 47, formule jrrationnelle du 4°%* cas. 

a . . Le. 

10 Les formules de la forme FF se ramènent immédiate
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ment aux précédentes, en faisant passer les radicaux au numé- 

a V3 
3 

&. — Ces préliminaires posés, nous pouvons construire les 
racines d'une équation homogène du second degré, ou du qua- 

trième, mais bicarrée. Quelquefois ces constructions sont celles 

que l'on donne dans la géométrie pour résoudre le même pro- 
blème, le plus souvent elles sont plus compliquées. 

rateur, ce qui donne   

Construction des racines du problème I, (page 243). 
Les racines de l'équation de ce problème 

a +Hre—r —0, 

: r À 
peuvent être mises sous la forme — 7 + + rè, 

Pour construire cette formule, je construis d'abord le radical, 
en prenant sur les deux côtés d’un angle droit OBA des lon-. 

gueurs OB égale à + et BA égale à r, la ligne AO est alors 

2 

égale +] / + #2. Pour avoir la racine positive, il suffit 

r . 
d'en retrancher + Pour cela, du point O comme centre avec 

— où OB pour rayon, je décris une circonférence qui coupe 

AO en un point D, j'ai alors 

TR — 
AD = AO — OD — D/ + 

Pour avoir la racine négative en valeur absolue, il suffit 

d'ajouter F au radical, la circonférence que je viens de dé- 

crire coupe AO prolongée en un point E, tel que l'on a 

AE — A0+0E= VE +r+i=— er. 

Cette construction est la même que celle que j'ai donnée dans 
les Eléments de géométrie, lecons XX Ve et XX VIe, problème 
VIT; et si je porte la longueur AD sur la ligne AB en AC, et
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la longueur AE sur le prolongement de AB en AC, j'ai les 
deux points G et C’ de la ligne AB, qui jouissent de la pro- 
priété demandée. 
Construction des racines du problème III (page 246). 
Nous ne construirons que les valeurs de y qui sont 

Dh Æ VOTRE — mnt bh 

… 2b 
Pour cela nous ferons sortir du radical le facteur b, ce qui 

2] he — 2 

réduit la formule à 7, nous construi- 

ee . am 
rons la troisième proportionnelle 3 à 2m et à b, qui vaut re 

  

et la formule deviendra 

h+ VIRE —hz REV RR— 2). 
7 OÙ ————— 7; 

2 2 

in'y a plus qu’à prendre la moyenne proportionnelle entre k 

& À — z, à l’ajouter à À ou à l’en retrancher, et à prendre les 
moitiés des deux longueurs ainsi trouvées, on a y! ety”; on 

porte ces longueurs sur la hauteur BH à partir de H, et, par 
leurs extrémités , on mène des parallèles à AG, qui sont les 

bases supérieures des deux rectangles répondant à la question. 

Construction des racines du problème IX (page 258). 
Nous ne construiruns que la valeur de z qui est la racine 

dune équation bicarrée, 

= (a? +R?) + 2 (a? + Ro — SU 
_ - : 

Nous construirons d’abord la ligne 4, hypoténuse du triangle 
ffclangle qui a pour côtés & et h, puis la ligne v, égale à 

V3hr | _ 

“> par une quatrième proportionnelle aux lignes V3à, 

r 5 
"a , 

A 2,2 à 

w, vus la formule V3hr sera égale à uv, et SON Caire 3h°r° à 

#, la formule à construire devient 

  

8 +9u VAHut), LH? Vu uv? 
ou 

3
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Construisons alors la moyenne proportionnelle entre u+ v 
et u — v, notre formule seréduit à 

ue LE Qup Us 
V” u Er ou +0 — u), 

u 
3 

faciles à construire, quand on à construit w et p. 

  

qui est la moyenne proportionnelle entre et 2p — u, lignes 

EXERCICES. 

(Hi, 3 }* 1. — Dans un angle droit, dont le sommet est O,on prend 
sur l'un des côtés une longueur OA égale à a, au point A on élève 
sur OA une perpendiculaire AB égale à b, on demande de calculer 
le rayon d’une circonférence passant en B, et touchant les deux côtés 

de l'angle droit. 

(Rép. x = à + b + Voab.) 
2. — Dans un triangle équilatéral de côté a, mener une parallèle 

à la base, telle que la somme des carrés de cette parallèle et des deux 

segments adjacents à la base, qu’elle détermine sur les côtés, soit 
égale à m?. En supposant m? plus petit que a?, et plus grand que 

2a? . ue 
3 les deux racines sont positives. 

(Rép. En appelant æ la parallèle et y un des segments, on à 

2a + V3m? — %a° a + V3n® — 2a? | 
= y — * 

3 3 

3. — Calculer le rayon d’un cône circonserit à une sphère de rayon 

r, en supposant sa surface totale égale à ra?. 

(Rép. En appelant x le rayon de base du cône, ona 

a? Æ Vai — gra? | ” . a — 

  

4. — Dans un rectangle ABCD, on donne le côté AB qu'on appelle 
a, et le côté AC qu’on appelle b ; on propose de tracer deux arcs de 
45° tangents l’un à CD au point C, l’autre à BD au point B, et dont les 

* Nous indiquons par cette notation (II, 3.) le paragraphe de la leçun au- 

quel se rapportent les exercices qui suivent.
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deux autres extrémités coïncident, et soient tangentes à la même 
droite. 

—b)V? 
(Rép. Enappelant Retrlesdeuxrayons,onaR—at { g ; 

(a — à) "| 
tr—b+ 5 

5.— Calculer le rayon et la hauteur d’un cylindre inscrit dans une 

sphère donnée de rayon r, en supposant égal à m le rapport de sa sur- 

face totale à celle d’un grand cercle. 

(Rép. En appelant le rayon de la base, et y la hauteur, on a : 

__m(m+4ax Ven +4} — 5m) 

TT 10 
et 

LR (12— 9m 2 im HE 50) | = à . ÿ 

Le — Calculer les côtés d’un triangle rectangle dont on connaît le 

périmètre 2p, et la surface ra? du volume engendré par la révolution de 

 lriangle autour de son bypoténuse. ‘ 

(Rép. En appelant z l'hypoténuse, on à 

Sp + ar E V (Gp + af — 32p" \ 

E 4p J 

(, 4) 7. — Partager le nombre 21 en deux parties telles que la 

tomme de Jeurs cubes égale 2331. 

(Rép. 10 et 11.)  Généraliser et discuter ce problème. 

8. — Mener un plan parallèle à la base d’un cylindre droit et circu- 

hire de hauteur A et de rayon fr, de manière qu'il divise sa surface 

ktérale en deux parties telles que la base du cylindre soit moyenne 

Proportionnelle entre elles. 

{Rép. Sion appelle æ la hauteur de l’un des cylindres partiels, on 

3 . 

d. — Trouver deux nombres dont la somme soit 20, et dont le 

Produit, multiplié par la somme de leurs carrés, égale 18750. 

(Rép. 5 et 15).  Généraliser et discuter ce problème. 

10. — Déterminer les dimensions d'un parallélipipède rectangle et 

dtoit dont on connaît la diagonale, la surface totale, et dont l'une 

des arêtes égale la moitié de la somme des deux autres. 
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On appliquera les formules trouvées au cas particulier dans lequel la 

diagonale égale 2 V9 mètres, etla surface 208 mètres carrés. 
11. — Déterminerles dimensions d’un parallélipipède droit et rectangle 

équivalent à un cube donné, sachant que les trois arêtes ont une 
somme donnée, et que l'une est moyenne proportionnelle entre les 
deux autres. 

12. — Circonscrire à une circonférence de rayon r un trapèze iso- 
cèle équivalent à un carré donné m°?. 

ent + V mt—16176\ 
  (Rép. Les deux bases sont 

?r 
13. — Par un point P pris à l'intérieur d’une circonférence de rayon 

r, à une distance & du centre, mener deux cordes perpendiculaires 
telles que le quadrilatère formé en joignant leurs extrémités ait une 
surface donnée, En appelant æ ety les deux segments de l’une des 
cordes, : et w les deuxsegments de l’autre, on prendra pour inconnues 
æ+ y. etæy, zx +uet zu. 

14. — Par un point M, pris sur la bissectrice d’un angle droit BAC 
et distant des deux côtés d’une quantité a, on demande de 
mener une ligne BC, qui coupe les deux côtés de l'angle droit en des 
points B et C distants l’un de l'autre d’une quantité donnée m. 

(Rép. En appelant a + x et a + y, les distances des points B et 
€ au sommet A de l'angle droit, on trouve æ ou 

— a + V a+ nt + V m° — Qa? — 9a V «° Fri) 

2 
15. — Par un point M pris sur la bissectrice d’un angle droit BAC, 

et distant des côtés d’une quantité &, on demande de mener une 
ligne BC, qui, coupant en B et C les deux côtés de l'angle, détermine 
un triangle ABC dont la surface soit égale à m?. 

(Rép. En appelant & + x ei a + y les distances des points Bet C 
au sommet À de l'angle, on trouve 

  

y = 

M? — a + CE zouy= MEVm ——). 

16. — Inscrire dans une circonférence de rayon r un trapèze ayant 
une hauteur } et une surface m* données. 

(Rép. Les deux bases ont pour valeurs 

+ ARE — mt — h 
À mi À 

9rh° 
e‘ les autres côtés sont égaux à == } 

ée ymiLht
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17. — Calculer les côtés d’un trapèze isocèle, dont la hauteur est h, 

le périmètre 2p, et la surface in?. 

me E V(ph—m?)—n$ 
k 

(Rép. Les deux bases ont pour valeurs 

ph — m° 

h | 

18. —Circonscrire à une sphère donnée, de rayon r, un tronc de cône 

tl quelle rapport de sa surface totale à celle de la sphère soit m. 

(Rép. En appelant æ et y les rayons des deux bases, on a 

rVamETE Vin 3) TE — | 

et les autres côtés valent 

TOU y = 

(0,5) 19. — Calculer la profondeur d'un puits, en connaissant le 

temps qui s’est écoulé entre l'instant où l'on a laissé tomber une pierre 

dans ce puits et celui où l’on a entendu le bruit que cette pierre a fait 

. an arrivant au fond. (On négligera la résistance de Pair). 

(Rép. Si l’on désigne par g le double de l'espace parcouru par un 

corps pesant pendant la première seconde de la chute par t et Je 

temps donné et le temps inconnu, et par v la vitesse du son dans l'air, 

ef) 207 +)]] 

20. Un manomètre en U à branches cylindriques d'égal diamètre 

renferme un volume d’air sec de 0,40 de long à la pression 76, et le 

niveau du mercure étant le même dans les deux branches ; la branche 

ouverte étant mise en communication avec un récipient de gaz à la 

pression de 2? atmosphères, quelle sera la différence des niveaux du 

mercure dans les deux branches ? 

(Rép. 30c,19). | 

2. — Couper la sphère CA par un plan BE perpendiculaire au 

à diamètre AG, de manière quê la surface totale du sg 

8 e ment sphérique ABE soit égale à un gran cercle 

sphère. 

€ (Rép. En appelant r le rayon de la sphère, et æ la 
\ 

\\ hauteur du segment, on trouve s=re à V3 D. 

6  (I1,6.)22. — On donne un point P, situé à une distance û 

Ucentre d'une circonférence de rayon 7, ON demande de calculer 1e 

Ôté d'un triangle équilatéral jui ait POU sommet P, et pour base 

Une corde de la circonférence. 

_— =, st 
ip. V3 EVENE | interpréter la racine RÉGETE 

9  
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23. — On donne deux circonférences concentriques de rayon R et r, 
R étant le rayon de la plus grande, on demande de calculer le côté 

d'un triangle équilatéral ayant deux sommets sur la grande circonfé. 
rence et un sur la petite. 

—r V3 +ViR ZAR 
(Rép. x— | Interpréter la racine né- 

gative. 

24. — Trouver deux nombres tels que leur différence, augmentée de 
celle de leurs carrés, égale 22, et que leur somme, ajoutée à celle de 

leurs carrés, égale 242. 

(Rép. 10 et 11). Généraliser et discuter ce problème, 

L, 7.) 25. — Trouver le rayon d'un cylindre, connaissant sa hau- 
teur h et sa surface totale, qui est équivalente à celle d’un cercle de 
rayOn f, 

Mo. 2 EVE EI) 
ép. = ——— |. 

2 

A quel problème répondrai la solution négative, prise en valeur 
absolue ? 

26. — La base d’un prisme droit étant un triangle quelconque, dont 

les trois côtés sont a, b, c, on propose de mener, par le sommet A, 

un plan qui coupe le prisme suivant un triangle équilatéral, et de dé- 

terminer le côté du triangle et les longueurs des arêtes comprises entre 
le plan de ce triangle et celui de la base, 

(Rép. En représentant par æ et y les longueurs des arêtes 
des sommets B et C, et par z le côté du triangle, on a 

= HE Hat LEE 68 — ab? — ge? — Le? 
  

  

  

  

  

  

3 , 

jp +2 LH QVar DT 68 ab act — bc 
— 4 3 

ee Bb He HV ai E be He aide — act — pe 

Fo 3 
27. — Couper une sphère par un plan perpendiculaire à un dia 

mètre donné, de manière que la section soit égale à la différence des 

deux zones dans lesquelles ce plan partage la surface de la sphère. 

(Rép. Le plan demandé divise en moyenne et extrême raison le 
diamètre de la sphère auquel il est perpendiculaire), 

28. — Couper une sphère par deux plans perpendiculaires à un dia- 
mètre donné, et également éloignés du centre de la sphère, de ma- 
nière que la somme des deux sections soit égale à la zone comprise 
entre les deux plans,
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(Rép. La distance de chacun des plans au centre de la sphère est 

égale à l'excès du côté du carré inscrit dans un grand cercle sur le 

rayon de la sphère). 

99. — Mener par un point, situé à une distance & du centre d’une 

circonférence de rayon 7, une sécante telle que la partie interceptée à 

l'intérieur de la circonférence soit égale à une longueur b. 

(Rép. En appelant æ un des segments de la sécante, on à 

— — y 2 An — hr? 

z= DE VEEE TEA 
TT re 4 , 

selon que a est supérieur ou inférieur à r.) 

30. — Étant donnés le volume, la hauteur h d’un tronc de cône, et 

le rayon r de l’une des bases, calculer le rayon de l’autre base. — 

Discussion. 

(Rép. En désignant par æ le rayon de la base inconnue, et par & 

le rayon du cône qui a la même hauteur h, et le même volume que le 

Dre Vies 
— "35 | 

31. — Trouver de combien il faut prolonger le rayon # d’une cir- 

conférence pour que la tangente, menée de l'extrémité de ce prolon- 

gement, soit égale au rayon. Que représente la racine négative? 

(Rép. rli+V2): 
32, — Couper une sphère par un plan perpendiculaire à un rayon 

* donné, de manière qu’il divise en deux parties équivalentes le secteur 

sphérique, ayant pour base la plus petite des deux zones dans les- 

quelles ce plan décompose la surface de la sphère.) 

(Rép. Le plan demandé divise en moyenne et extrême raison le 

rayon auquel il est perpendiculaire, de telle sorte que le plus grand 

segment à l’une de se3 extrémités au centre de Ia sphère.) 

(IE, 8). 33. — Etant données deux parallèles, coupées par une sécante 

perpendiculaire de longueur 4, trouver les positions occupées par les 

trois sommets d'un triangle équilatéral de côté b, sachant qu'il y en à 

et un sur la sécante. Discuter les conditions 

tronc du cône, on à æ — 

un sur chaque parallèle, 

de possibihté du problème. 

34. — Calculer les côtés d'un triangle rectangle ABC, connaissant 

la différence d des deux côtés de l'angle droit, et la différence à des 

deux segments que détermine sur l'hypoténuse ja perpendiculaire 

abaissée du sommet de l’angle droit sur cette ligne. Discussion. 

(Rép.  Enappelant® r'hypotéause, y et 3 les deux côtés de l'angle 

/ TT 

d | LL d'a ÆN dt — 

droit, on ar =" 
ES UY= 

! vod —à 9 Va #
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PROGRAMME. — Décomposition du trinôme 2 + px +q en facteurs du premier 
degré. — Des questions de maximum et minimum qui peuvent se résoudre 
Par les équations du second degré. 

IL. — Décomposition du trinôme du second degré 
en facteurs du premier degré. 

4. — Tout trinôme du second degré en z peut se mettre sous 
la forme 

ar? + bz +0, 
a, bet c représentant des nombres quelconques, positifs ou 
négatifs, et + une quantité variable, qui peut prendre toutes. 
les valeurs imaginables depuis — co jusqu'à + oo, il faut donc 
bien se garder d'attribuer à x seulement les valeurs déter- 
minées qui rendent ce trinôme égal à zéro, valeurs dont la 
recherche a fait l’objet des leçons 17°et 18, Si, dans le trinôme 
proposé, nous mettons a en facteurs, il devient 

o b c\ 
“ —— — ef#+ie+t), 

: né b © et, en désignant comme précédemment — par p et arr g 
€ 

a (2? + pz + q). 
L'étude du trinôme général se trouve ainsi ramenée à celle du 
trinôme plus simple 

a + pz + Q. 
2. — THÉORÈME I. — Tout trinôme du second degré, de la 

forme x? + px + q, est décomposable en facteurs réels ou 
imaginaires du premier degré par rapport à x. 

Nous avons vu (3, V, 2) que la différence des carrés de deux



  

DÉCOMPOSITION DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ. 

quantités algébriques est égale au produit de leur somme par 
leur différence ; si donc nous pouvons transformer le trinôme 

a? + px + q en une différence de carrés, qui prenne la même 

valeur numérique que ce trinôme, pour toute valeur numérique 
attribuée à æ, nous aurons démontré que la décomposition du 

trinôme en facteurs est possible, et les facteurs seront du pre- 
mier degré par rapport à #, puisque le degré du produit est la 
somme des degrés des facteurs. 

Cherchons d’abord dans le trinôme un premier carré, nous 
savons (17 et 18, III, 1) que x° et pæ sont les deux premiers 

termes du carré de æ +2 , complétons le carré en ajoutant 

2 

au trinôme À , que nous en retranchons immédiatement 

après, pour ne pas changer sa valeur, le trinôme devient ainsi 
p? “p? p 2 gp? 

stp te où (+5) +a 
ou bien, en mettant les deux derniers termes du polynôme, 
changés de signe, dans une parenthèse précédée du signe — 

@, V, 2), 

HAE (- ++) 
2 

oi — q peut être considéré comme le carré de sa racine 

3 

VE, qui est réelle ou imaginaire , selon que 

— q est positif ou négatif ; le trinôme proposé devient ainsi la 

différence des carrés de deux quantités 

2} F0 
+5) 5-2 

qui se décompose en deux facteurs, l’un égal à la somme des 

x sage 

quantités x + Let V/# — q, l'autre à leur différence, 

on a donc, pour toute valeur de x, 

stretenfet 24/5) (+ L- 7) 
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Nous avons posé pour abréger 

    

d'où, en changéant.les signes des deux membres, 

2 

EF, 

2 

EH ae, 
celte notation abrège l'écriture des deux facteurs, et fait mieux 
voir leur composition ; 

D + pr + q = (x — a") (x — a). 
Ainsi, le trinôme du second degré x? + px + q est décompo- 
sable en un produit de deux facteurs du premier degré par 
rapport à x, qu'on forme en retranchant successivement de x 
chacune des racines, x’ et x”, de l'équation qu’on obtient en 
égalant le trinôme à zéro. 

REMARQUE. — Il importe de remarquer que cette décom- 
position du trinôme 2° + pr + q, ne se fait que par conven- 
tion, lorsque les racines de ce trinôme sont imaginaires, car 
l'expression 

et 

  

n'est réellement la différence de deux carrés, que lorsqu'on à 
p° 

"4 —-970, 

c'està-dire, lorsque les racines du trinôme égalé à zéro sont 
réelles. Dans ce cas les deux facteurs du premier degré sont 
des quantités imaginaires conjuguées, dont le produit, calculé 
par les règles ordinaires du calcul algébrique, est la somme de 
deux carrés (page 152). 

Dans le cas où les racines sont égales, les deux facteurs 
z—z# et r— 21 deviennent égaux, et leur produit est un 
carré parfait (& — x’)? —
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CorozLAiRe. — Le trinôme du second degré ax? +- bx +0, 
étant le produit du trinôme x? + pr + q par a, se décompose 

en un produit de trois facteurs, dont l'un est le coefficient a 
du premier terme, et les deux autres se forment en retranchant 

de x les deux racines de l'équation qu’on obtient en égalant ce 
trinôme à zéro, ou les deux racines de l'équation équivalente 

æ + px +q—=0, 

a + bx + c— afe — x’) (x — x"). 

On aurait pu faire la décomposition du trinôme az? + bx +c 

o8 a donc 

i b c 
directement, en le mettant sous la forme az? + pa +2), 

mais l'écriture eût été un peu plus compliquée. 

3. — ÉxempLe I. — Décomposer le trinôme 2x? — 3x + 1 
en facteurs du premier degré. 

En égalant ce trinôme à zéro, j'ai une équation du second 

degré dont les racines sont { et 1, j'ai donc 
2 

1 
22 — 3 +1 = Ur — 1 +} 

ExEmpLe II, — Décomposer le trinôme — x? + 2x +1en 
facteurs du premier degré. 

En égalant ce trinôme à zéro, j'ai une équation dont les 

racines sont 1 + 2 et 1 — 2, j'en conclus que 

+ 9rti=— (1 V2) (e—1 + V2). 

ExEmpLé III. — Décomposer le trinôme 2x° — 4ax + 40% 

€n facteurs du premier degré. | 
En égalant ce tinôme à zéro, j'ai une équation dont les 

fines a(1 + ÿ— 1) et aft — V— 1) sont imaginaires, j'en 
conclus que 

2 — &az + 4a=% x — ali + v— 1) ] [r— a(i _ v—1) |, 

(M. — Étude des signes que prend la valeur d’un 

trinôme du second degrés quand on y remplace % 

Par tous les nombres réels depuis —%© jusqu’à + &. 

Nous mettrons comme précédemment le tinôme as*+be+c
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_ sous la forme a(z° + pr + q), qui, en vertu du théorème px- 
cédent, peut être remplacée par 

ae — x") (x — x"); 

et nous distinguerons trois cas, selon que le trinôme, égalé à 

zéro, donne une équation ayant des racines imaginaires, réelles 

et égales, ou réelles et inégales. 

2. — THÉORÈME IL. — Lorsque les racines de l'équation 
qu'on obtient en égalant le trinôme ax° + bx+-c à zéro sont 
imaginaires, c’est-à-dire lorsque b?— 4ac est négatif, la va- 

leur que prend ce trinôme est toujours de même signe que a, 
quelle que soit la valeur attribuée à x, et elle ne peut devenir 
nulle. 

En effet, pour toute valeur de x, le trinôme équivaut au 
produit 

a(x — 2) (x — x"); 

or, par hypothèse, les deux racines z’ et x” sont des a 

imaginaires de la forme «BY —1et«—g8y—1, 
nous avons appelées imaginaires conjuguées, le trinôme qui 
vaut donc au produit 

Ae—a—BV—T)(z—a+B8V—T), 
et les deux facteurs placés entre parenthèses étant des imagi- 
paires conjuguées, leur produit est la somme de deux carrés, 
fpage 152), ce qui donne au trinôme la forme 

ae—- +] 
qui fait voir que, quelque nombre qu'on mette à la place de &. 

la somme de carrés (x — «)* + 8? sera toujours positive, et ja- 
mais nulle, et que son produit par @, c'est-à-dire, le trinome, 

aura toujours le même signe que a, et ne sera nul pour au- 
cune valeur de x. 

REMARQUE. — Nous avions déjà démontré ce théorème 
(17 et 18, IV, 1), lorsque nous avons fait voir que, dans ® 
cas, le trinôme z? + pr + q ou (x — x’),(x — x") peut & 
mettre sous la forme 

tjs



SIGNES ET VALEURS DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ. ‘ 277 

2 

ë représentant la quantité g — 1 , qui est positive dans le 

cas actuel. 

2. — Taéorème III. — Lorsque les racines de l'équation 

qu'on obtient en égalant à zéro le trinôme ax? + bx + © sont 

réelles et égales, c'est-à-dire lorsque b°— 4ac est nul, la va- 

leur que prend ce trinôme est toujours de même signe que à, 

ou nulle, quelle que soit la valeur attribuée à x. 

En effet, pour toute valeur de =, le trinôme équivaut au pro- 

duit 
| 

ax — x!) (x — a) ; 

or, par hypothèse, les deux racines z' et x" sont égales, le tri- 

nôme devient donc dans ce Cas 

ax—zx}, 

ce qui fait voir que, quelie que soit ja valeur attribuée à +, le 

carré (x — x'ÿ sera toujours positif, et que son produit par &, 

c'est-à-dire le trinôme, sera toujours de même signe que 4; 

mais, si l’on donne à æ la valeur particulière x’, le trinôme 

prend la valeur zéro, que l'on peut regarder indifféremment 

comme positive ou négative: , 

Remarque. — Nous avions déjà démontré ce théorème 

(17 et 18, LV, 1.), lorsque nous avons fait voir que, dans ce 

cas, le trinôme 2° + pæ + 9 où (7 — z')(x— 2) est un carré 

parfait 

+E F 

8. — THéorRèmE IV. — Lorsque les racines de l'équation 

qu'on obtient en égalant à zéro le trinôme ax®+bx+c sont 

réelles et inégales, c'est-à-dire lorsque b° — 4ac est positif, la 

valeur que prend ce trinôme est toujours de méme signe que à, 

lorsqu'on attribue à x une valeur supérieure à la plus grande 

des deux racines ou inférieure à la plus petite, mais elle est de 

signe contraire à à, Lorsqu'on attribue à x une valeur comprise 

entre les deux racines. 
. | 

En effet, pour toute valeur de x, le trinôme équivaut au 

produit 
a (c—®) {c— 2). 

Si je donne à æ une valeur supérieure à la fois à z’ ot à x”, et,
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pour cela, il suffit qu'elle soit supérieure à la plus grande des 

deux, que je suppose être x’, les deux soustractions æ — ze 
æ— x" sexont possibles, les deux binômes positifs, et ler 
produit positif multiplié par @&, c'est-à-dire le trinôme, sera de 
même signe que &. Si maintenant je donne à x une valeur 
inférieure à la plus petite des deux racines x”, et à fortiori 
inférieure à la plus grande z’, les deux soustractions & — # et 
zx — x" sont impossibles, les deux binômes sont négatifs, el 

leur produit positif multiplié par @&, c'est-à-dire le trinôme, 
est de même signe que a. 

Si, au contraire, je donne à æ une valeur comprise entre les 
deux racines, inférieure à z’ et supérieure à x”, le binômez-# 
est négatif, le binôme x — x” positif, et leur produit négatif 
multiplié par à, c'est-à-dire le trinôme, est de signe contraire 

au coefficient a. 

Si nous donnons à æ les valeurs particulières +’ et x” la va- 
leur du trinôme devient nulle. 

4. — Résolution des inégalités du second degré à une seuls 
inconnue. 

Toute inégalité du second degré à une seule inconnue, 
qui ne contient pas l’inconnue en dénominateur, peut, en trans 
posant convenablement les termes (12 et 13), être ramenée à l 
forme 

a br +c >. 

Il résulte du théorème II que, si b? — 4ac est négatif, celle 
inégalité est satisfaite quelque valeur réelle que l'on donneäs, 
quand & est positif, et qu’elle n’est satisfaite par aucune valeur 

réelle de x, quand a est négatif. 
Il résulte du théorème III que, si &?— 4ac est nul, cel 

inégalité est satisfaite quelque valeur réelle que l'on donne à# 
quand a est positif, et qu’elle n’est satisfaite par aucune valeur 
de %. quand a est négatif. : 

Si cependant on donne à æ la valeur qui annule le tripons 
a + dx 4-0, elle peut être regardée comme satisfaisant À 
l'inégalité, et rendant le premier membre positif, puisque ro est la limite commune des quantités positives et négatives. IL résulte du théorème IV que, sib? — 4ac est positifet# 
aussi, Cette inégalité est satisfaite par toute valeur de T sup” 
rieure à la plus grande æ des racines que donne le trinome
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égalé à zéro, et par toute valeur de inférieure à la plus petite 

2, on en déduit donc deux inégalités du premier degré 

æ>ax où æ<æx; 

si, au contraire, @ est négatif, elle n'est satisfaite que par les 

valeurs de # comprises entre z’ et x”, et on en déduit la double 

inégalité . 
de >a. 

Exewre I. — Le trinôme 22 — x +5, qui égalé à z6r0 

donne une équation ayant ses racines imaginaires, est constam- 

ment positif quelle que soit la valeur réelle attribuée à #. 

Le trinôme — x? + æ— 5, qui n'est autre que le précédent 

changé de signe, est constamment négatif quelle que soit la 

valeur réelle attribuée à x. 
EXEMPLE II. — Le trinôme 9z?— 6x + 1, qui égalé à zéro 

. 1 
donne une équation ayant ses racines égales à+ , 88è cons- 

tamment positif quelle que soit la valeur attribuée à æ. 

Le trinôme — 9x? + 6 — 1, qui n'est autre que le précé- 

dent changé de signe, est constamment négatif, quelle que soit 

la valeur attribuée à x. Tous deux s'annulent quand # est égal 

, 1 
à F « 

ExempLe II. — Résoudre l'inégalité 

Qx? — 20r +32 > 0. | 

Ce trinôme égalé à zéro donnant des racines réelles et iné- 

gales 2 et 8, et pouvant se mettre sous la forme Az—8Kz—?). 

pour le rendre positif il faut donner à x des valeurs supérieures 

à 8, ou des valeurs inférieures à 2 soit positives, soit négatives , 

pour qu'un nombre satisfasse à l'inégalité du second degré 

proposée, il faut donc qu'il satisfasse à l’une des deux inéga- 

lités du premier degré 
æ>8 ou æ<2. 

ExemeLe IV. — Résoudre l'inégalité 
92 +20: — 8 7 0. 

Ce trinôme, qui n'est autre que le précédent changé de 

signe, peut se mettre sous la forme — ? (z — 8) (> — 2), pour 

lerendre positif, il faut donner à x des valeurs comprises en 

8 et 2; pour qu'un nombre gatisfasse à l'inégalité du s6con
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degré proposée, il faut donc qu'il satisfasse à la fois aux inéga. 
lités du premier degré 

t<8 et x>2, 

ou à la double inégalité 

2<ær<8. 

5. — Valeurs successives que prend le trinôme ax? + bx+c, 
quand on y donne à x des valeurs décroissantes depuis l'infini 

positif jusqu’à l'infini négatif. 
Pour étudier les variations successives du trinôme, il sera 

commode de le mettre sous la forme 

p\Ÿ p° 
a[le+2f +7] 

indiquée précédemment. 

Supposons & positif et donnons à x une valeur positive très- 

grande, x + sera très-grand, son carré très-grand et lex- 

2 2 .,. 
pression a[(+4) + aura une valeur posilivé 

très-grande. C'est ce qu'on exprime en disant que, ‘quand x 

est positif et infini, la valeur du trinôme est positive et infinie. 

Supposons que + aille en décroissant jusqu’à la valeur —- 
+ 

le binôme x + L décroît constamment jusqu'à zéro, et 501 

carré aussi, et, par suite, le trinôme prend des valeurs Conf 

2 4ac —Ù? 
tamment décroissantes jusqu’à al 1) OÙ — 7 —" Sup- 

posons que la valeur donnée à x devienne plus petite quê 

  

— F , le binôme 24 devient négatif et de plus en plus 

petit, c'est-à-dire que sa valeur absolue croît constamment 
son carré qui est positif commence donc à croître, et Croil 
indéfiniment de manière à dépasser toute grandeur donnée. 
quand x est un nombre suffisamment grand affecté du signe — 
il en est de même de la valeur du trinôme, qui redevient pol” 

tive et infinie, quand æ est négatif et infini. Si les racines de 
l'équation qu'on obtient en égalant le trinôme à zéro sont Id
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ginaires, la valeur !la plus petite du trinôme a+ est 

positive, si les racines sont égales, elle est nulle, et, si les ra- 

cines sont réelles et inégales, elle est négative, dans ce cas le 
trinôme passe du positif au négatif quand x en décroissant 

passe la valeur zx’, et du négatif au positif quand x passe par 

la valeur x”. 
Quand & est négatif, c'est le contraire, le trinôme croit 

d'abord depuis l'infini négatif jusqu'à ;la valeur dr # 

qu'il atteint quand x égale —È , ensuite il décroit jusqu'à 

l'infini négatif, quand la valeur de x décroît elle-même jus- 
qu'à l'infini négatif. La valeur la plus grande du trinôme 
: 2 

alq — E) est négative si les racines du trinôme égalé à zéro 

sont imaginaires, nulle si les racines sont égales, et positive si 

les racines sont réelles et inégales. 

UL. — Questions de maximum et minimum qu’on peut 
résoudre par les équations du second degré. 

4. — On désigne sous le nom de variable toute quantité qui, 
dans une question donnée, peut recevoir successiverñent diffé- 

rentes valeurs. 

Lorsque deux quantités ontentre elles une relation telle qu'à 

chaque valeur de l'une corresponde une valeur de l'autre, el 

que tout changement, si petit qu'il soit, apporté à la valeur de 

l première, entraîne un changement correspondant de la va- 

leur de la seconde, on dit que la seconde est fonction de la 

Première, qui prend le nom de variable indépendan te. : 

Supposons que deux quantités y et s soient liées par l'é- 

quation 

d'où y —?1—= 20, 

y = 20 +23, 
il est clair qu’à toute valeur de x correspond une valeur déter- 

üinée de y, donc y est fonction de x, c'est pour cela que l'ex- 

pression 20 , qui représente la valeur de y, s'appelle une 
fonction de x considéré comme variable indépendante. Réci- 

broquement z est une fonction de y considéré comme variable
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indépendante, car si, de l’équation qui lie x et y, On tire 
y — 20 
  LT = 

on voit qu’à toute valeur de y correspond une valeur déten 
minée de æ. | 

La surface d’un cercle est donc fonction de son rayon, et le 
rayon d’un cercle fonction de sa surface. 

Une quantité peut être fonction de plusieurs autres, consi- 
dérées comme variables indépendantes, ainsi la surface d'un 
triangle est fonction de sa base et de sa hauteur, le volume 
d'un parallélipipède droit et rectancle est fonction de ses trois 
dimensions, qui sont trois variables indépendantes. 

2. — Lorsque la variable indépendante, croissant d’une m:- 
nière continue, passe par une valeur telle que la fonction, qui 
pour des valeurs inférieures était croissante, devienne décrois- 
sante pour des valeurs supérieures, on dit que cette fonction 
passe par un macimum pour cette valeur de la variable. 
Inversement, si la variable indépendante passe par une valeur 
telle, que la fonction, qui pour des valeurs inférieuees était 
décroissante, devienne croissante pour des valeurs supérieurts, 
on dit que la fonction passe par un minimum. 

Ainsi une fonction devient maximum ou minimum pour 
une valeur @ de la variable, quand elle prend une valeur plus 
grande ou plus petite pour cette valeur & de la variable que 
pour des valeurs immédiatement supérieures et inférieurés 
a + het a — h, h désignant une quantité très-petite. Généré 
lement toute fonction, qui passe par un maximum Où Un M 
nimum, varie lentement dans le voisinage ; ainsi, la différent 
de la perpèndiculaire abaissée d'un point sur une droite etde 
l'oblique qui s’en écarte de {o est moindre que celle de deut 
obliques quelconques menées à {° l'une de l’autre. . 

Pour donner un exemple d’une fonction devenant success" 

v vement maximum et mini pe 
des valeurs particulières de la variab 
je considère un mobile M parcoural 

B lacirconférence CA, et je vaischerch®f 
comment varie sa distance Mm à 
droite PR, qui n’a aucun point OL 

From a. Munavecceitecirconférence, De 
mobile, parti de l'extrémité À du 

M 

Den
  



MAXIMA ET MINIMA DU SECOND DEGRÉ. 283 

mètre AB parallèle à PR, parcourt dans le sens AM des arcs de 

plus en plus grands ; ici l’arc AM est la variable indépendante, 

et la distance correspondante Mm est la fonction. La distance 

. du mobile à la droite PR, d'abord égale à Aa, croît ensuite 

avec l'arc jusqu’à ce que, l'arc atteignant 90°, le point M arrive 

à l'extrémité supérieure D du diamètre DE perpendiculaire à 

PR, ensuite elle diminue quand l'arc dépasse 90°, la longueur 

Dd est donc une valeur maximum de la fonction, qui répond à 

la valeur 90° de la variable. Quand l'arc continue à croître jus- 

qu’à 270°, la distance du point M à la droite PR diminue con- 

stamment, et le point M arrive à l'extrémité inférieure E du 

diamètre DE perpendiculaire à PR; mais quand l'arc dépasse 

270° la distance du mobile à la droite PR recommence à 

croître, jusqu’à ce que, l’arc atteignant 360°, le mobile revienne 

au point de départ; la longueur Ed est donc une valeur mini- 

mum de Ja fonction, qui correspond à la taleur 270* de la va- 

riable. Un second tour reproduirait les mêmes phases, la dis- 

tance du mobile à la droite PR n'a qu'un maximum et un 

minimum. 

Une quantité variable peut avoir plusieurs maxima et plu- 

sieurs minima ; mais deux maxima sont toujours séparés par 

us minimum, et réciproquement deux minima comprennent 

toujours entre eux un maximum. Un minimum est évidem- 

ment moindre que chacun des deux maxima qui le compren- 

nent, mais il peut être plus grand que tout autre maximum. 

On vérifie facilement ces résultats en remplaçant dans 
l'exemple précédent la circonférence de cercle par une spirale 

où une courbe sinueuse. 
. 

3. Recherche des maxima et des minima. 

La recherche des maxima et des minima des fonctions est 

en général du ressort de l'algèbre supérieure ; NOUS AVODS PU 

(IL, 5), grâce à la forme particulière que nous avons donnée à 

la fonction ar? + bæ +- c, étudier ses variations successives, 

et trouver pour quelle valeur de z elle est plus grande ou plus 

petite que pour les valeurs immédiatement supérieures où 

inférieures, c'est-à-dire maxima Ou minima; NOUS allons 

indiquer un procédé d'un usage plus général. | 

Pour trouver les maxima et minima d'une quantité, où 

l'exprime en fonction d’une variable ou de plusieurs, et on
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égale son expression à une indéterminée m ; s’il y a plusieurs 
variables +, y, 3... on cherche de nouvelles équations entre 
elles, de manière qu'il y en ait autant que de variables; plus 
généralement, on établit entre la quantité, que l’on désigne 
par m, et les variables æ, y, 5... dont elle dépend, autant 
d'équations qu'il y à de variables, on a alors l'équation géné. 
rale ou les équations du problème : trouver les valeurs des 
différentes variables qui rendent la quantité proposée égale à 
un nombre quelconque m. Je suppose que l'élimination de 
y, 7... conduise à une équation du second degré en #, dela 
forme 

a? + bx +c—0, 

&, b et c étant des coefficients qui renferment la lettre m: j'en 
tire | 

  T— = ZE V Amf + Bm +C, 

en ordonnant par rapport à m la quantité placée sous ls 
radical, que je suppose être du second degré. 

Si ce trinôme en m esttoujours positif, quelque grande ou 
petite que soit la valeur attribuée à m, les valeurs de æ sont 
toujours réelles, et s’il en est de même des autres variables y, 
3..., la quantité proposée pouvant étre rendue égale à un 
nombre m, aussi grand et aussi petit qu'on veut, n’a pas de 
limites, elle n’a ni maximum ni minimum. Si, au contraire, le 
trinôme- en m placé sous le radical peut devenir négatif, alors 
& devient imaginaire quand = croît ou décroit au delà d'une 
certaine limite, et il est impossible de faire prendre à la quan- 
tité proposée et désignée par m, des valeurs supérieures où 
inférieures à cette limite, qui est alors le maximum ou le mini- 
mum de la quantité, il en serait de même si quelque autre 
variable y ou z devenait imaginaire, quand # croît ou décroit au delà d’une certaine limite. S'il y a à la fois une limite 
Supérieure et une limite inférieure que m ne puisse dépasser, 
Sans que quelqu’une des variables devienne imaginaire, là 
quantité proposée a un maximum et un minimum. 

Lorsque les valeurs négatives des variables ne sont pas SuS- ceptibles d'interprétation, les valeurs que m ne peut passer 
Sans que quelqu'une d’entre elles devienne négative, sont encore des maxima et des minima.  
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En résumé, la recherche des maxima et minima d'une quan- 
tité revient à chercher les valeurs des inconnues dont elle 
dépend qui la rendent égale à un nombre donné m, et à ré- 
soudre, par rapport à m, les inégalités auxquelles m doit 
satisfaire pour que le problème soit possible, c'est-à-dire pour 
que les valeurs des inconnues soient réelles, et en général 
positives. 

#4, — Discussion des diverses circonstances quo 

peut présenter le trinôme Am°+Bm+C du second 

degré en M placé sous le radical de la valeur d’une 

inconnue Z dans une question de maximum et de 

minimum. 

1° Lorsque le trinôme Am’ + Bm - C, égalé à zéro, donne 
des racines imaginaires, ou lorsque B* — 4 AC est négatif, le 
trinôme est toujours de même signe que son premier coeffi- 

cient À ; si donc A est positif, le trinôme est positif pour toute 

valeur de m, il n’y a pas de limites que m ne puisse dépasser, 
la quantité désignée par m n’a ni maximum ni minimum ; si 
À était négatif, le trinôme en m serait constamment négatif, 
zæ serait toujours imaginaire, et la quantité désignée par m 

n'ayant aucune valeur admissible, le problème proposé serait 

absurde. 

2 Lorsque le trinôme Am’ Bm + C, égalé à zéro, donne 

des racines égales, ou que B'— 4AC est nul, le trinôme est 

bujours de même signe que À ou nul ; si donc À est positif, 

k trinôme est positif quelque grand ou petit que soitm, la 

quantité désignée par m n’a ni maximum ni MIQLDUM ; Si A 

est négatif, le trinôme est toujours négatif, excepté quand on 

donne à m la valeur m/, qui le rend nul, æ est donc toujours 

imaginaire, à moins que m ne soit égal à m’, dans ce cas la 

quantité désignée par m n’a qu'une valeur mw', elle est cons- 

tante et indépendante de r, elle n'a ni maximum Di MINIMUM, 

3 Lorsque le trinôme Am* + Bm + C, égalé à zéro, donne 

des racines réelles et inégales m’ et m”, ou que B* — 4AC est 

positif ; si A est positif, le trinôme sera positif pour toute valeur 

de m supérieure à la plus grande des deux racines m » et pour 

toute valeur de m inférieure à la plus petite m”, il devient nul 

Quand m est égal à m” ou à m”, ainsi æ est réel pour toutes les
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valeurs de sn supérieures ou au moins égales à mm’, et pour 
toutes les valeurs de = inférieures ou au plus égales à m, la 
quantité désignée par # à donc un minimum #”, la plus petite 
des valeurs du premier groupe, et un maximum #/, la plus 

grande des valeurs du second groupe. Si A est négatif, le 

trinôme sera positif pour toute valeur de m inférieure à m’ et 

supérieure à m”, il devient nul quand m est égal à m/ ouà 

m; ainsi æ est réel, et le problème possible pour toutes les 
valeurs de m inférieures ou au plus égales à #, et en même 

temps supérieures ou au moins égales à m/, la quantité dési- 

gnée par m a donc un maximum qui est sn”, et un minimum 
qui est on”. 

4 Lorsque À est nul, la quantité placée sous le radical se 
réduit à un binôme du premier degré en m, Bm + C, pour 
que la valeur de æ# soit réelle, il faut que la valeur de # rende 
ce binôme positif ou nul, et que m satisfasse à l'inégalité 

Bm+C>o, 
si B est positif, j'en tire 

m> =, 

la quantité désignée par m doit être supérieure ou au moins 

  

. 3 — C , : 23 1 égale à E cest son minimum ; si B est négatif, j'en Lire 

(12 et 13, VI, 2) 

— C 
mm _ < TR > 

la quantité désignée par m doit être inférieure ou au plus 

égale à 

  

E c'est son maximum. 

S* Lorsque A et B sont nuls à la fois, la quantité placée sous 
le radical se réduit à C ; si C est positif, æ est réel quel que soit 
M, la quantité désignée par m n'a ni maximum ni minimum; 
si G était négatif x serait constamment imaginaire, la quantité 
désignée par M n'aurait aucune valeur admissible, le problème 
Proposé serait absurde. . 

REMARQUE. — La marche à suivre pour trouver les maximâ 
et minima serait la même, si la quantité placée sous le radical 
tait un trinôme bicarré en m, en y regardant m° comme l'in-  
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connue, On en tirerait pour n° deux limites 51° et m'?, dont 

les racines carrées seraient le maximum et le minimum de la 
quantité désignée par m. 

Souvent la quantité placée sous Le radical est d’un degré su- 
périeur, mais m° y est facteur commun, comme ce facteur est 

positif, les valeurs qui rendront l’autre facteur positif auront 

les limites supérieures ou inférieures, qui seront les maximu 
su minima cherchés. 

Si l'équation eu +, au lieu d'être du second degré, est bicar- 

“e, pour que & soit réel, il faut non-seulément que le trinôme 
en m placé sous le second radical soit positif, mais encore que 
ia quantité placée sous le premier le soit également, et l'on à 
résoudre une inégalité à termes irrationnels, pour trouver 
les limites m ; on isole le radical dans un membre, et, après 
s'être assuré que l’autre membre est positif, on élève les deux 
membres au carré, ce qui conduit à une inégalité résoluble, 
si elle est du second degré ou bicarrée. 

Des exemples vont éclaircir ce qui reste nécessairement d'un 

peu vague dans une théorie aussi générale. 

5. — Applications. 

ProBLème I. — Trouver le maximum ou le minimum du 
l'ingme 

az? + b + c. 

Nous représentons par 2 la valeur du trinôme, et nous po- 
sons 

ax? + bæ + c=Mm, 

d'où 

_ b+ Vht—4Aa(c— m) 
LIEN. 9 

Pour que la valeur de æ soit réelle, il faut que m satisfasse à 

l'inégalité 

be — Aa(c — mn) > 0, 

d'où, si a est positif, 
4ac—b. 

nm? 4a 

  

il serait donc impossible de rendre le trinôme égal à un
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4ac — b? 
nombre plus petit que ra c'est là sa plus petite va. 

leur, son minimum. 

Lorsque a est négatif, on tire de l'inégalité précédente 

4ac — b? 
mm CE < Za ; 

il seraît impossible de rendre le trinôme égal à un nombre 
4ac — b? 
La? c'est là sa plus grande valeur, son   plus grand que 

maximum. 

Pour trouver la valeur de x qui rend le polynôme maximum 
ou minimum, il faut, dans l'expression générale de x, rempl& 

ac — b? 
CRE M PAT — 5 — , mais cette valeur est celle qui rend   

quantité placée sous le radical nulle, et l'expression de x s 

réduit à. 
2a 

PROBLÈME II. — Trouver le maximum ow le minimum de 
la fraction 

+ m—i 

Lx —3 

Représentons par m la valeur de cette fraction, et posons 

Lot 

LE —z—3 

  

= 1, 
c 

où 
(1 — met + (1 LE mx + 3m — 1 —0, 

d'où 

Dim Vigm tam TES 
2( — m) ? 

pour que x soit réel il faut que m satisfasse à l'inégalité 

13m? — Im+s5 > 0. 

Or ce trinôme, égalé à zéro, donne des racines imaginairé 
donc il est toujours de même signe que son premier term» 
c'est-à-dire, positif (IL, 1). Ainsi on pourra trouver une valu 
de x qui rende la fraction proposée égale à un nombre m aus 
grand ou aussi petit qu’on voudra, la fraction n’a ni maximu 
ni minimum. ; 

L = 
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PROBLÈME III. — Trouver le maximum ou le minimum du 
rayon de la circonférence inscrite dans un triangle rectangle 
de périmètre donné 2p. 

On sait que l'excès de la somme des côtés de l'angle droit 
sur l’hypoténuse d'un triangle rectangle est égal au diamètre 
de la circonférence inscrite (page 122, pr..XV). 

Si donc nous désignons le rayon par m, les côtés de l'angle 
droit par & et y, l’hypoténuse par z, nous aurons 

&+y—5—=2m. 

L'énoncé du problème et les propriétés du triangle rectangle 
donnent en outre les équations 

&+y+z—= ip, 
Lys, 

Si nous retranchons membre à membre la première de la se- 
conde, il vient 

23—9p—Im où 3=p—Mm; 

remplacons z par cette valeur dans la seconde et la troisième 
équation, elles deviennent 

z+ty=p+m, 
a+ ÿ=(p—m}, 

équations symétriques en æ et en y, donc si nous éliminons y, 
l'équation en x résultante aura pour racines les deux côtés de 
l'angle droit. Toute réduction faite, l'équation en x, débarrassée 
du facteur 2, est 

. 42 — (p + m}x + 2pm = 0, 

p + m + V m?— 6pm + p° 
œ— 3 . 

s- 

Pour que la valeur de z soit admissible, il faut qu'elle soit posi- 

tive, et que m soit inférieur ou au plus égal à la moitié p du 
brimètre. Si les deux côtés de l'angle droit sont réels, ils se- 
"Ont positifs, car leur produit 2pm est positif, donc ils sont de 
mème signe, et leur somme p+ m est positive, donc ils sont 
Positifs ; mais, pour qu'ils soient réels, il faut que m satisfasse 

à l'inégalité 

d'où 

m3— 6pm + p? > 0. w
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Or quand onégale cetrinômeàzéro, on trouvedeux racinesréelles 

nv = 3p + 2p V2, 
: m' = 3p — 9 V?; _ 

le trinôme peut se mettre sous la forme (m — sn) (m —m"), 

et pour que ce produit soit positif, il faut que m soit supérieur 

ou au moins égal à m’, ou bien inférieur ou au plus égal à m” 

m' est donc un minimum et m” un maximum, pourvu qu'à 

ces valeurs du rayon de la circonférence inscrite répondent des 

valeurs positives de x, y et z. 
Lorsque l’on donne à m l’une de ces valeurs, qui rendent 

égal à zéro le trinôme placé sous le radical, les valeurs de z 

et y se réduisent à la partie rationnelle, et deviennent égales, 

le triangle rectangle est isocèle, et a pour côtés 

æ =Yy =? + V2) dans le cas du minimum, 

ay =p(à—V 2) dans le cas du maximum, 

et l’hypoténuse a pour valeurs correspondantes 

d = —12p(V2+ 1), 
a = 2p (V2— 1), 

Le minimum "”” rendant négative la valeur de 3 est à re 
jeter ; cependant il répondrait au problème dont les équations 

seraient les transformées en — z des précédentes, et dont l'é 
aoncé serait, trouver le minimum du rayon de la circonférenc 

2x-inscrite et tangente à l’hypoténuse d'un triangle rectangle, 

Jans lequel æ+4-y—3 serait constant et égal à 2p, or ce rayol, 

qui a pour expression © FYEE, n'estautre que la moitié du 

périmètre, et & y — z est l'expression du diamètre de 
circonférence inscrite, on voit qu'on arriverait au minimuP 
lu périmètre des triangles rectangles circonscrits à une ar 

sonférence de rayon p. 
PROBLÈME IV. — Trouver le maximum ou le minimum de 

la surface totale du cylindre inscrit dan 

une sphère de rayon r. 
Désignons par + le rayon BG de la base du 

cylindre et par 2y sa hauteur AB, en égale 
à rm l'expression de sa surface totale, pou 
avons l'équation 

4ndy + ra? = rm, 
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ou, en supprimant le facteur 7, 

4Ty + 22° = m, 
à laquelle, il faut adjoindre, puisque BOC est un triangle rec- 
tangle, 

a Lynn, 

Eliminons y, en le remplaçant dans la première par V r? — z°, 
il vient 

ATV + Or = m, 
où, en isolant le radical, et élevant les deux membres au Carré, 

° 2024 — 4(m + 47?) a LE me = 0, 
d'où 

22e Un + 4°) HV ie + 47) — 20m 

m + 472 E V — 4m Æ 8m + TErt 

= 10 
Pour que là valeur de &* soit réelle, il faut que m satisfasse 

à l'inégalité 

  

  

— 4 + Brm + 167 S 0. 
Les racines qu’on obtient en égalant le trinôme à zéro, son! 

réelles, L 

m = (1 +HV5) et m'— r(1— V5), 

0n peut le mettre sous la forme 

— A{m — mn) (m — m?), 
et l'on voit que, pour le rendre positif, la valeur de m doit être 

oMprise entre les deux racines, et satisfaire aux inégalités 

‘ MU <MEM; 
donc m’ est un maximum et m” un minimum, mais ce mini- 

Mum négatif est à rejeter; la surface cherchée n'a donc qu'un 

Maximum #m/ où #11 + V5). Si nous cherchons la valeur 
de z qui correspond au maximum, en remplaçant m par m', la 
Quantité placée sous le radical s'annule, puisque 17 satisfait 

l'équation obtenue en égalant cette quantité à zéro, et la valeur 
de 2? se réduit à 

æ'? 
_ #5 + ÿ5) , 
TT 10
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d'où 

, _ 6—V3) 
V— 0 

Les deux valeurs de x?, quand elles sont réelles sont posi- 

  

2 Amar 
tives, car leur produit est positif, etleur somme L ] 

aussi, il en est de même des deux valeurs de . 

._ 6—-mE V — 4m? — 8rim + 1614 

1 10 
donc les valeurs de x et y, que l'on en tirera seront toujours 

réelles, et m n’a pas d’autre limite que w’. 

PROBLÈME V.— Trouver le maæimum où le minimum de 

la hauteur des triangles rectangles dont la somme des côtés 

de l'angle droit est constante et égale à D. 

Désignons par æ et y les côtés de l'angle droit, par z Fhypo- 

ténuse, et par m la hauteur menée du sommet de l'angle droit 

perpendiculairement à l’hypoténuse, nous aurons, en égalant 
les deux expressions de la surface du triangle, l'équation 

  

Zy = ME, 

l'énoncé donne 

2 + y —=p, 
et l’on a en outre 

a? + y? = 52, 

Élevons les deux membres de la seconde au carré, nous au 

rons 

a + + ?cy =p", 
remplaçons alors æ?Ly? par 7, et æy par M3, NOUS aurons 
éliminé + et y, et l’équation en : sera 

8 + Qmz — pt = 0, 
d'où 

s=—m + VmE +pt. 

Les valeurs de z sont réelles quel que soit m, laissons & 
Age 

TE 

côté la valeur négative,et remplaçons 3 par — + vrè+r 

dans les deux premières équations, le produit xy des deux r4 

cines est égal à — m° Em Ver, et leur somme égale à 
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p, les deux côtés de l’angle droit x et, sont alors (17 et 18, 
VII, 1) les deux racines de l'équation 

pu m+ m VF PET 
donc 

LA LT TR 

Pour que les valeurs de æ et y soient réelles, il faut que m 
satisfasse à l'inégalité. 

F m8 = m VE TTE> 0, 

       couy=it 

ou 

Ent > mVmE TR, 
et comme les deux membres sont positifs, on peut les élever 

au carré, ce qui donne, toutes réductions faites, 
2 np? 

FR f)< 
d'où en supprimant le facteur p°, qui est positif, 

les valeurs de m qui satisfont à cette inégalité, satisfont à ls 

double inégalité 

— 9? v? p V? 
FT — EME 4 

  

_— 2 . . 
Le minimum négatif EVE eu à rejeter, le maximum 

El convient, les valeurs æ ety deviennent alors égales, 

  

v? - 
et le triangle est isocèle, car PVR est un des nombres qui 

rendent nulle la quantité en m placée Sous le radical, 

PV? 
9 s=y=g À 5 

sont les valeurs des trois côtés du triangle dont la hauteur est 

Maximum,
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PROBLÈME VI. — On donne deux points A et B dont la dis. 
tance est ?a, et une parallèle à AB menée à une distance h, 
on demande de trouver sur cette parallèle un point M tel que 
le rapport de ses distances aux points À et B soit le plus grand 
ou le plus petit possible. 

Si du point M nous abaissons sur AB une perpendiculaire 
MP qui tombe à droite du milieu 0 de AB, et si nous dési- 
gnons OP par x, AP sera égal à a + #, BP sera égal à a—%, 

AM dans le triangle rectangle AMP sera égal à Ÿ A? {a +}, 

et BM dans le trianglerectangle BMP sera égal à VA®Æ{a—x, 
nous posons donc l'équation 

VEFGES 
VREG—aY 

Pour résoudre cette équation, nous en élevons les deux 
membres au carré, et nous chassons le dénominateur, ce qu 
donne 

(m2 — 1) 22 — 2a (im? + 1) à (Re + a?) (m? — 1) = 0, 
d'où 

2 — @ (mt + 1) EV — RE oi LE 9 Ra? + Ame — 

Pour que les valeurs de x soient réelles, il faut que m satis- 
fasse à l'inégalité - 

— ms + 2 (Qa? +R?) m2 — Re > 0, 
si l'on appelle m? et m/? les carrés des racines de l'équation 
qu'on obtient en égalant cette expression en m à zéro, on peut 
mettre l'inégalité sous la forme 

— (mt — m%) (m2 — m2) > 0, 
et l'on voit que, pour qu’elle soit satisfaite, n° doit être compris 
entre m°? et m’#, m doit donc satisfaire aux deux inégalités 

m/? < m? < m'?, 

et comme les valeurs négatives de mn sont à rejeter, en prenant 
les racines, on a 

  

# : | M EMEM ; 
le minimum du rapport cherché est m” ou 

| J'EN a VE LR 
Fè ? 
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et le maximum est #5 ou LV” 20 +R +9a V at FRE ou 

| BR 

1 ‘ LL U% — > puisque m'm"? = 1. 

La valeur de æ correspondante au maximum, est, en remar- 

quant que #”, mis à la place.de m, rend nulle la quantité 

placée sous le radical, 

14 (20? + 2h +20 Va +R) _ a+Hh+ava En 

2a? + 2a VE FE a+VE+R 

faisons disparaître les radicaux du dénominateur, en multi- 

pliant Les deux termes par Verre — a, il vient 

'=Va ER, 
et comme m” ne diffère de m’ que par le changement de signe 

de Var , x”, qui répond au minimum, diffère de z’ par le 

même changement de signe, donc 

at = —Va+h. 

Cette valeur négative de x s'interprète aisément, en portant la 

longueur V a + h? à gauche du milieu 0 de la droite AB, elle 

répond à une position du point M symétrique de la précédents, 

par rapport à la perpendiculaire élevée au milieu de AB. 

Si nous supposons le point M indéfiniment éloigné vers la 

$auche, le rapport — est égal à 1, et va en diminuant, 

Puisque MA devient plus petit que MB, quand le point Ma 

teint la perpendiculaire élevée au milieu de OB, le rapport Sé 

redevient 1, donc il a dû passer par un minimum, il devient 

ensuite supérieur à 4, car MA devient plus grand que MB, et 

il redevient 1, quand M s'éloigne indéfiniment vers la droite, 

donc il a dû passer par un maximum. LL 

On pourrait, dans chaque question, s'assurer ainsi que L 

quantité qu'on étudie est bien susceptible de passer parun, 

œaximum où un minimum, ou d’avoir à la fois l'un el l’autre. 

ProgLÈme VIL — Trouver le marimum de la surface totale 

du volume formé par un cylindre surmonté d'un hémisphère  
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de même rayon, la somme de ce rayon et de la hauteur du 
cylindre étant constante et égale à h. 

Désignons par x le rayon de la base et par y la hauteur du 
Cylindre, par rm la surface totale du corps, il faut poser 

nt? LE Qxay + 2x2? = TM, 

ou 

2xy + 32° — m, 
et l'on a 

z+y—=h, 
d'où ‘ ! 

Y—=hRh— x. 

Éliminons y par substitution, nous aurons 

2x{h— x) +3 = m, 

a? + 2h — m —0, 

S=—-nLtVhP Em, et y—=2n+TVrEm. 

1es valeurs de z ety sont toujours réelles, 2? m étant 
positif quel que soit m, mais il faut encore, pour que le pro- 
blème rendre la surface donnée égaie à m soit possible, que 
æ et y soient positifs, nous rejetterons la seconde valeur de x 
qui est négative, ainsi que la valeur de y correspondante; il 
faut alors que l’autre soit positive, et que m satisfasse à liné- 
galité 

RSVETEm 
ou, en élevant au carré, les deux membres, qui sont positifs, 

4#S RLm d'où m < 3RE. 

La surface totale a donc un maximum 3xh?, auquel corre-- 
pond pour y une valeur nulle, pour x la valeur h, et le vo- 
lume se réduit à une demi-sphère, 

Nous terminerons par un problème dont la discussion pré- 
sentera réunis presque tous les cas que nous venons de reni- 
contrer isolément, 

PROBLÈME VII. — Trouver le maximum et le minimum cé 
la fraction 

ar +br+e. 
abrite  
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Je représente par m la valeur de cette fraction, et je résous 
l'équation 

a +bx+e 
DEL Va te" 

où : . 

(a — ame? + (b — bmx +ce— cm0, 

pour avoir la valeur correspondante de la variable x. 

Je trouve ainsi : 

_ Pm—bE V(b'm— Bb} — 4{a— a'm)(e —c m) 

= Q{a — am) * 

z — b'm — b + V Am° — 2Bm + C 

(a — am) ’ 

  

  

ou 

  

en posant, pour abréger, 

À = b"?— &a/'c’, 
B — bb — 2{ac! + ca’), 

C = b? — Lac. 

Lorsque, dans la formule précédente, on donne à m une 
valeur quelconque, les valeurs correspondantes de x ne sont 

réelles que si la valeur de m rend le trinôme Am? — 2Bm + C 
positif. Comme les signes des valeurs que prend ce trinôme 

dépendent surtout de la réalité ou de l'imaginarité des valeurs 

de m, que l'on trouve en l'égalant à zéro, je distinguerai trois 
&s, celui où ces racines m’ et m” sont imaginaires, celui où 
elles sont égales, et celui où elles sont réelles et inégales. 

Î° Les racines m’ etm” sont imaginaires, c’est-à-dire que 

l'on à B? — AC < 0. 
| Dans ce cas, le trinôme en m a toujours des valeurs de même 

Signe que son premier terme; si À est posilif, il est toujours 

Positif, x est toujours réel, quelque grand ou petit que soit 7, 
fraction proposée peut croître de — æ à +, elle na ni 

Maximum ni minimum. Si au contraire À élait négatif, le 

tinôme étanttoujours négatif quel que soitm, & serait toujours 

Maginaire, ce qui est absurde, puisqu'on peut donner à z des 

aleurs réelles quelconques, à chacune desquelles correspond 
Une valeur réelle de m. A étant négatif, les racines ne seront 

0nC jamais imaginaires. 
, n 2 0! - fouvons que si A est négatif, c'est-à-dire b'? — 4a'c' néga  
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tif, les racines ne seront jamais imaginaires, c’est-à-dire que 

B*— AC ou (bb' — ?ac! — 204) — (b° — 4ac) (D? — ave) 
sera positif. Pour cela ordonnons ce polynôme par rapport à 4, 
en le développant, nous aurons 

Acta? + (B?c — 2a'cc — bb/c!) à ++ ge — a'bbe + ab] 

Or si nous égalons cette expression à zéro, nous trouvons des 
racines imaginaires, elle est donc la somme de deux carrés, 

toujours de même signe que son premier terme 4c?a?, c'est-à- 

dire positive. 
Pour nous assurer Que les racines sont imaginaires, formons 

la quantité (bc — 2a’cc' —bb'e'} — 4c/2(a/?c? — a'bb'c—+ abc) 
elle se réduit à (b%— 4a/c’) (bc! — cb'}?, quantité négative, 
puisque D? — 4a/c’ est négatif par hypothèse. 

2 Les racines m/ et m” sont égales, c’est-à-dire que B*—AC 
est nul. 

Dans ce cas le trinôme en m est toujours de même signe 
que son premier terme ou nul ; si À est positif, il est toujours 

positif ou nul, et x est réel quelque grand ou petit que soit M 
la fraction proposée peut croître de — «© à +, ellen'ani 
maximum ni minimum. 

Ce cas ne se peut présenter que quand les deux termes dela 
fraction ont un facteur commun. En effet, nous venons de voir 

que B? — AC peut se mettre sous la forme 

4[ cas + (bic — Qa'ce! — bbtc!) à + 4110? — a/bb'o + ae] 

on a donc dans le cas des racines égales 
Ca? + (bc — 2acc! — bb'c') à L ae — a’bb'e + abc = 
je dis que c’est la condition nécessaire pour que les polynômes 
GR? + bx + cet a’? + br  c' aient un facteur commun du 
premier degré, ou pour que les équations 

az + bx + c—=0, 
d'a? Æ bx + c —0, 

aient une racine commune. En effet, si- elles ont une ren 
commune, elle vérifie l'équation qu'on obtient en multiplis 
la première par a’, la seconde par a, et les retranchant me 
à membre, ce qui donne 

(ab — ba')x + ac! — ca! = 0,



MAXIMA ET MINIMA DU SECOND DEGRÉ. 299 

d'où 
ca! — ac! 

ab — ba! ? 

et cette valeur de x vérifie l'une des équations proposées, on a 

donc la condition 

(ca! — ac , c& — ac … 
BG ba Ÿ kg + = 0 

LT = 

qui en chassant les dénominateurs, et ordonnant par rapport 

à 4, devient . | 

cat + (bc — Qa/cc! — bb'c!) a + 36% — a'bb'c + ae = 0. 

Si À ou b? — 4a/c' est négatif, alors le trinôme en m est lou- 

jours négatif, et æ toujours imaginaire, excepté quand: m est 

égal à la racine m’, qui rend le trinôme nul, la fraction pro- 

posée n'a donc qu’une seule valeur m’, elle est constante et 

indépendante de x. Ce cas ne peut se présenter que quand les 

polynômes az? + bx + c et ax? + bx+c" ontun facteur 

commun du second degré en æ. En effet dans ce cas la quan- 

lité B? — AC est nulle, donc le polynôme 

cat + (be — Qa'cc! — bb'c) a + ac? — a'bb'e +'ahc 

est nul, donc il n’a pas ses raçines imaginaires, et la condi- 

tion de réalité des racines est remplie, 

(b°? — aa/c!) (be — bd} > 0, | 

or le premier facteur est négatif, et le second un carré, donc 

puisque le produit n'est pas négatif, le carré est nul, d'où l'on 

conclut 
b _C. 
75° 

mais alors la condition B?— AG == 0 se réduit à 

cat 9 qacc+a—0 où (a”— ca = 0, 
d'où 

& € 
FT = T . a 

Si nous désignons par p la valeur communs des AppOrIS 7 à 

— € 

. 

ÿ ©t =>, la fraction proposée devient 

plar+ir+e, 
am +br+e:
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et, en supprimant le facteur commun du second degré, elle se 
a 

réduit à pou — , elle est constante. 
a 

Ces cas, où les racines sont égales, ne se présenteront pas, 
si l’on a commencé par réduire la fraction proposée à sa plus 
simple expression, et nous venons de voir comment on peut 
s'assurer qu'il y à des facteurs communs du premier ou dus 
cond degré aux deux termes. 

3° Les racines sont réelles et inégales, B? — AC est positif, 
alors si on appelle ”/ la plus grande et m” la plus petite des 
racines, la valeur du trinôme Am? + Bm -L C est de même 
signe que A pour toute valeur de m supérieure à n/, et pour 
toute valeur inférieure à m/, elle est de signe contraire 4 A 
pour toute valeur de m à la fois inférieure à m/ et supérieur 
à m” (20 et 21, II, 3). 

Si donc A est positif, le trinôme sera positif ou nul, et x réel, 
pourvu que l’on ait 

Mm>M, 
ou 

m < M; 
m' est le minimum, «et m” le maximum de la valeur de l 
fraction proposée. Si au contraire A est négatif, le trinôme sè 
positif ou nul, et x réel, pourvu que l'on ait | 

- M << M, 
et en même temps 

m> m"; 
alors m’ est le maximum, et m” le minimum de la fractio 
proposée. Si A est nul, il en résulte que 

z—PMm—b+EV—2BmT+C | 
2(a — a'm) 

Pour que cette valeur de æ soit réelle, il faut qu'on ait 

— ?2Bm+C>oO; 
or le coefficient B peut être positif, négatif ou nul: s'il es 
positif, ou déduit de l'inégalité précédente 

G 

dans cette hypothèse ‘la fraction proposée peut donc croitre



MAXIMA ET MINIMA DU SECOND DEGRÉ. 301 

. . ….n"# C . . 
depuis — co jusqu'à SE : qui est dès lors son maximum, 

En supposant, au contraire, B négatif, l'inégalité 

— 2Bm +C>0 

donne (12 et 13, VI, Th. 2). 
C 

M? 3: 

par conséquent, la fraction proposée peut croître depuis © 

jusqu'à + co, de sorte que sa valeur minimum égale _ . 

Enfin, si B est nul, la valeur de devient 

pme, 
2(a — am . 

Je remarque qu'alors C n’est pas négatif; car en éliminant W 
entre les équations de condition 

A—0, et B—0, 

c'est-à-dire b'? — 4a'c’ — 0, et bb — Aac + ca) — 0, 
ac — ca} . 

on trouve que b?— 4ac, où C, égale ( 7 l , quantité 

  

évidemment positive, puisque ac est positif d'après l'équation 

A=0; de plus cette quantité n'est nulle que si les coeff 

cents æ, db, c sont proportionnels à 4”, d’, c'; car l'équation 

de condition B— 0 se réduit alors à bk — 4ac, et À = O 

équivaut à #2 — 4a/c’, et si on les divise membre à membre 

on a 
b c 

Fc? 

et comme ac’ — ca’ est nul, on à aussi 

a c 

ac” 

Dans ce dernier cas où C est nul, la fraction proposée est 

Constante, et quand C est positif, æ étant réel quel que soit m, 

la fraction peut varier depuis — © jusqu'à + æ, elle n'a ni 

Waximum ni minimum finis.
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ÉXERCICES. 

1. — Trouver le maximum ou le minimum dés fractions suivantes : 

2x? + x +1 3x? = 2x — 7 æ + x 
3x? + 8x — 3° & + 3x — 1 ” æ—@ | æ—b 

. 4% L 4x a? — À 2x? — Jr +119 
  

3 — 32° ? —4r+3? 39z? — 1697 +221? 
a? DA 3at—i0xt7 321077  (x—a)(x—Ù) 
    

  

2x1? 2x4 2959 wF T2? œ 
2% 2e? — 4x LA 22? — 6x +1 

a —9r+1? 8195412" 3 — ox? 
162? — 6x + 0,5 D — x B— 
  162? — 8x LT ? a +1? {x — a)(x—%)" 
2. — Mener dans uné demi-circonférence de rayon r une perpen- diculaire au diamètre telle que la somme de cette perpendiculaire et 

de l’un des segments du diamètre soit maxima où minima. 
3. — Inscrire dans une circonférénéé de rayon # un rectangle dont 

le périmètre soit maximum, dont la surface soit maxima. 
4. — Trouver le minimum du volume du cône circonscrit à la sphére 

de rayon #. 

9. — Trouver le minimum de la surface latérale ou totale du cône 
circonscrit à la sphère de rayon, 

6. — Trouver le maximum de la surface latérale ou de la surfatt 
totale du cylindre inscrit à Ja sphère de rayon r. 

7. — Trouver le maximum de la surface latérale ou de la sai 
totale du cylindre inscrit dans un cône, qui a pour hauteur À et po 
rayon de base 7. 

: : e AB 8. — Dans une circonférence de rayon r on donne une cord | Te èles dont égale à a, mener par ses deux extrémités deux cordes parallèles la somme soit maxima. 

dis- 9. — Les centres de deux circonférences de rayons r et sou pte tants l’un de l’autre de la quantité d, trouver le maximum de la eus . ui passe par le point commun, ou lé maximum du produit des = 

L} bl cordes comprises dans les deux circonférences, et dont l'enseni forme cette sécante.
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10.— Trouver le maximum ou le minimum de la surface des 
triangles rectangles ayant un périmètre donné 2. 

H. — Trouver le maximum ou le minimum du rayon de la cir- 
conférence inscrite aux triangles rectangles dont l'hypoténuse est 4, 

12. — Trouver le maxingm ou le minimum de la surface des 
triangles rectangles circonscrits à une circonférence de rayon f. 

13. — Parmi tous les triangles rectatigles de même surface, quel est 
celui dans lequel l'excès de F'hypoténuse sur là hauteur correspondante 
estmaximum ou minimum, | 

14. — Parmi tous les triangles rectangles dont le périmètre est con- 

stant et égal à 2p, trouver celui dont la somme des côtés de l'angle 
droit et de la perpendiculaire abaissée du sommet de cet angle sur 
l'hypoténuse est maximum, 

15.— Deux droites parallèles et une sécante sont données; sur 
l'une des parallèles on prend un point par leque 1 on propose de mener 

une sécante qui forme avec les trois droites données deux triangles 
dont la somme soit minimum. 

16. — Par un point donné dans un cercle, tracer deux droites rec- 
tangulaires de manière qu’elles interceptent un aro dont la corde soit 
donnée. — Minimum et maximum de cette corde. 

17. — Mener une parallèle à l'un des côtés d’un triangle de manière 
que la somme des carrés des côtés du trapèze intercepté soit mini- 
mum. 

18. — Inscrire dans un cercle donné un trapèze dont les cotés non 
‘Rrallèles soient donnés et dont la surface soit maximum. 

19. — Parmi tous les troncs de cône ayant une hauteur h, et dans 
lesquels la somme des rayons des bases est a, trouver œeux dont le 
volume est maximum et minimum. 

20. — Parmi tous les cônes, qui ont la même surface tütale, trouver 
Celui dont le volume est maximum. — Réciproque. 

21. — Deux courriers se meuvent sur deux droites perpendiculaires 
Qui se coupent en O, l'un, distant du point © d’une quantité a, avec une 
‘itesse v, l'autre, distant du point O d’une quantité a’, avec une vitesse 
V, tous deux se dirigent vers le point O, on demande de déterminer 

le minimum de leur distance, ét le temps au bout duquel ils l'attein- 
nt, 

22, — D'un point B on abaisse sur une droite une perpendiculaire 

Bo égale à b, et sur la droité on prend à partir de O une longueur 

f&ale à 4, un courrier va en ligne droite du point B à un point M de 
à droite avec une vitesse v, et de M en À avec une vilesse 0”. On
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demande de déterminer la position du point M de manière que la durée du voyage soit minima, ’ étant supposé plus grand que v, 
23. — De deux points A et B on abaisse sur une même droite des 

perpendiculaires & et b, la distance de leurs pieds est d, on demande 
de déterminer sur cette droite un point M tel que la somme AM+MB 
soit la plus petite possible : interpréter lemaximurmn, 

24. — On partage une droite & en deux parties, sur l’une on cons- 
truit un carré, sur l’autre un triangle équilatéral, trouver le maximum 
ou le minimum de la somme de leurs surfaces. 

25. — Dans un triangle équilatéral dont le côté est & on mène une 
parallèle à la base, trouver le maximum ou le minimum du périmètre 
du triangle formé en joignant ses deux extrémités au milieu de la base, 

26. — Trouver le maximum du périmètre du trapèze inscrit dans 
une demi-circonférence de rayon Tr, le diamètre étant l’une des bases. 

27. — Trouver le maximum de la surface du triangle formé, dans 
une circonférence de rayon #, en joignant les deux extrémités d'une 
corde au centre. 

28. — Un trapèze birectangle a pour hauteur A, la somme des trois 
autres côtés est constante et égale à &, trouver le maximum de sa surface, et le maximum du volume qu’il engendre en tournant autour 
du côté qui est perpendiculaire aux deux bases. 

29. — Trouver le maximum de la surface des trapèzes ayant une 
bauteur k, et inscrits dans une circonférence de rayon r. 

30. — Trouver le maximum ou le minimum de la distance de deux 
perpendiculaires élevées sur le diamètre dans une demni-circonférence, 
leur différence étant Constante et égale à d, et le rayon de la circon- férence égal à r, 

31. — Trouver le maximum du volume du segment sphérique à deux bases de hauteur }, dans une sphère de rayon r. 

IV. — Maxima et minima d’expressions algébriques 
entières dépassant le second degré. 

Il est possible dans Certains cas particuliers de trouver Is Maxima et minima de quantités dont l’expression algébriqué et entière, et de degré supérieur au second. Dans cette re” Cherche, on S'appuiera sur les théorèmes suivants. 
2. — THÉORÈME I. — Le produit de deux facteurs variables. dont la somme est constente et égale à a, est maximum quand les deux facteurs sont égaux.
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Soient æ et y les deux nombres ; d’après l'énoncé du pro- 
blème, j'ai 

G+y=a, 
je pose 

Ty = M. 

Par conséquent, x et y sont les racines de l'équation du second 
degré 

#— azs+m—o0, 

_ a EVa—im 
FU 

Ces valeurs de z montrent que le problème n'est possible 
que si l’on a 

qui, résolue, donne 

où, au plus, 

Par conséquent, le produit m a un maximum fini qui égale 

& . 

TT” et, lorsqu'il atteint ce maximum, ses deux facteurs sont 

égaux à < , ou à la moitié du nombre donné. 

REMARQUE. — Cette démonstration suppose que les deux 
facteurs peuvent devenir égaux, il n'en est pas toujours ainsi, 

par exemple, la hauteur d’un triangle rectangle ne peut devenir 

égale à l’hypoténuse. 
TRéorème II. — Le produit d'un nombre quelconque de 

facteurs variables et positifs, dont la somme est constante et 
égale à à, est maximum quand tous les facteurs sont égaur. 

Soient x, y, 2, v, n variables dont la somme est constante 

él égale à &, de sorte qu’on a 
dHy+s+.. +v—=0, | 

el soient z,, Yo %-.., V, les valeurs des variables qui rendent le 

Produit maximum. Si le produit z4, ÿ4 54e Vis SUPPOSÉ MaxI- 

Mum, avait deux facteurs inégaux, par exemple x, et y,, on 

Zi Pourrait remplacer chacun d'eux par leur demi-somme —; 

2 
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dans le produit, sans changer la somme a des n facteurs 

du produit. Or, d'après le théorème précédent, on a l'iné- 
galité 

TiYs <a + LL ] (eu + }s 

en multipliant ses deux membres par 2, v,, on en déduit 
la nouvelle inégalité 

vtr (EE) (EU), 
.qui montre qu'on pourrait décomposer le nombre a en n par- 

ties dont le produit serait plus grand que æ,7,3,....v, ; ce qui 
contredit l'hypothèse. Il faut donc que les facteurs &,y,3,...0n 
aient des valeurs égales pour que leur produit soit maximum. 

COROLLAIRE. — On appelle moyenne arithmétique de 
quantités la n'ê" partie de la somme de ces quantités, el 

moyenne géométrique la racine n'è%e de leur produit. 
La moyenne arithmétique de n quantités positives xs, YiZi.Vn 

dont deux au moins sont inégales, est plus grande que leur 

anoyenne géométrique. 

En effet, des deux produits 

(atut a. | 

n 

qui ont chacun n facteurs dont la somme est la même, le pr®- 
mier est le plus grand puisque ses facteurs sont égaux ; par 
conséquent sa racine pme est plus grande que celle du second, 
c'est-à-dire qu'on a 

, € Yi. dp 

a +y Zee RU np a E: post > Vas 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

THÉORÈME LIL. — La somme de deux nombres positifs, dont 
le produit est constant et égal à a, est minima quand ces 
nombres sont égaux. 

Soient z ety les deux facteurs du nombre 4, j'ai 

. TY = 4, 
je pose 

T+y—=n,
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z et y sont alors les deux racines de l'équation (17 et 18, 
VU, 1) 

F2 — ms + a—=0. 

Or les valeurs de z sont 

  

par conséquent le problème n’est possible que si m° est plus 
grand que 4a, ou au moins égal à ce nombre, la somme m 

peut dès lors décroître depuis æ jusqu’au nombre 2 V & qui 
est son minimum, dans ce cas les.deux facteurs sont égaux, et 

ont pour valeur V &. 

Taéorëue IV.— La somme de plusieurs nombres variables 
el positifs, dont le produit est constant et égal à a, est minima 
quand tous les facteurs du produit sont égaux. 

Soient x, y, ,.. v, n variables dont le produit est a, de sorte 

qu'on à 
TYr.. UT, | 

et soient zx,, Yas Bis «… V, les valeurs des variables qui 
rendent la somme minima, si cette somme x, +% + 
+... + V,, avait deux parties inégales par exemple x, el Yu 

je pourrais, sans que le produit cesse d'être égal à a, remplacer 
dans cette somme chacune de ces parties par la racine carrée 
de leur produit. Or d’après le théorème EE, j'ai 

5 D +Y> vs, Yi + vs, Yu 
J'en déduis 

A + y a+. +0, > Va + vz, + atet vo 
Cestä-dire, que je pourrais trouver n facteurs dont le produit 
&it a, et dont la somme soit plus pie que + + 5 

“+ Vi, Ce qui est contraire à l'hypothèse. | 
THÉoRèME Ÿ. — Le produit des puissances différentes de 

Plusieurs nombres variables et positifs, dont la bre sont 
“hslante et égale à a, est mazimum quand ces nom es ls 
Proporlionnels qux exposants des puissances aurque 
sont élevés. . 
Cherchons le maximum du produit æ"yP,la somme des deux 

ariables x et yétant égale à a. . 
Je suppose is variables zet y positives, car si l'une était
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positive et l'autre négative, elles pourraient croître indéfini. 
ment ainsi que le produit x"yP, sans cesser de satisfaire à la 
condition. . 

z+y—a. 

Cela posé, je divise le produit x”? par la quantité constante 

mp?, el je remarque ensuite que le maximum de z"w est 

donné par les mêmes valeurs des inconnues x et y que le maxi- 

mum de 2" ou E)" | . Or la somme des m +p 
mrpr  \m ( P 

facteurs de ce dernier produit est constante, puisqu'elle égale 

m fois plus p fois , c'est-à-dire æ + y, ou à, doncee 

produit est maximum lorsque ses facteurs sont tous égaux ; @ 

qui exige qu'on ait: 

EL. Y 
m 9? 

11 faut dès lors partager le nombre & en deux parties propor- 
tionnelles aux exposants M et p du produit "y? ; on trouve 
ainsi : 

LL ap 

mp M D 
REMARQUE I. — La démonstration qui précède s'étendrait al- 

sément à un nombre quelconque de variables æ, y, 3... V, dont 
la somme serait constante et égale à @ ; et l’on verrait que le 
produit z”yrz".... ut est maximum quand on a 

æ y 3 v 

et y — 

— 0 — 0) 

M pp r u | 
d'où l’on tire, par la propriété des rapports égaux (6, I, Th. v) 
en remarquant que 

T+y+z+...+Lov—=a, 

z— am _— ap 
mEp+re Fu "Tom Eptrre+u 

REMARQUE II. — Les démonstrations qui précèdent SUP 
posent que les variables x, y, z.... v n’ont entre elles aucun 
dépendance autre que celle d’avoir leur somme constante; ar 

lorsqu'on leur impose des liaisons quelconques, par exe2f" 
lorsqu'on suppose que toutes, ou seulement quelques-uf 
d'entre elles, sont fonctions d’une même inconnue, on ne P u
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pas toujours trouver de valeur de cette inconnue qui rende à 
la fois toutes les variables égales ou proportionnelles à leurs 
exposants. 

Nous allons voir sur un exemple comment on peut quelque 
fois, dans ces circonstances, trouver le maximum du produit 
considéré. 

PROBLÈME I. — Jnscrire dans une sphère le cône dont la 
surface totale est maximum. 

Soient SA la hauteur, SB l’apothème 

d’un cône SAB inscrit dans la sphère CS, 

et AB le rayon de sa base; je désigne SC 

par r et SB par x; comme la corde SB est 
moyenne proportionnelle entre le diamètre 
SE et sa projection SA sur ce diamètre, il en 

résulte qu'on a 

  

x? 

SA = 

et par suite 
aan — st), Ti 

Or la surface totale du cône, que je représente par S. a pour 
mesure rAB < SB + rAB?, donc 

a (Qr Var? — at + 473 — 2°) | 

ar? 

Pour ramener la valeur de S à être rationnelle, je pose 

var? Li LA 

y représente alors la ligne BE, et j'en déduis 

= 4 —ÿ; 

je substitue énsuite ces valeurs de Var —zet z' dans l'ex- 

Pression de S, et je trouve 

s— 40 NerEur. (0) 
En multipliant les deux termes du second membre par 3, il 
st facile de reconnaître que les quatre facteurs variables 

y 6r—3y, %+Y NY, 
Que le numérateur contient, ont une somme constante et égal: 

AB’ = SB? — SA? — 

S=7r
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à 10r ; mars on ne péut léur appliquer le théorème précédent 
pour trouver le maximum de leur produit, parce qu'étant fonc- 
tions d'une même variable y, ils sont tous déterminés en 
même temps qu'elle, et ne varient pas de grandeur d'une 

manière indépendante. On reconnaît en effet, que ces facteurs 

ne peuvent être égaux pour aucune valeur de y. 
Pour trouver le maximum de S, j'ai recours au procédé sui- 

vant, qu'on peut appliquer à un grand nombre de questions 

du même genre que la précédente. Je divise et je multiplie 

simultanément les facteurs variables du produit $ par des 
constantes arbitraires que je représente par les lettres «,5,7... 
de sorte que j'ai 

s— TP Y ( — ( 2 + y J 
CO B + ° 

Profitant de l'indétermination des trois constantes e, 8,1 R 

vais chercher s’il est possible de les déterminer de manière que 

les facteurs du produit J (+) (#2) (5) 

s 7 
: 9 dr 

soient égaux et que leur somme (£ — 1 + =} y + . + 7 
. & ; 7 

Soit constante ; ce que j'exprime par les trois équations 

4 2 —Y + y 
a = ——— , 

& p 7 
et . 

1 1 2 
— = += 0. ++ 

Les valeurs des quatre inconnues «, B,yety, qui satisfont à 

ces équations, jouissent évidemment de la propriété de rendre 

maximum le produit précédent, et par suite S. Cela TE 
vais résoudre ces équations qui ne contiennent en réalité que 

trois inconnues y, Ê ; + ; Comme «, B,7, sont prôportionnelles 

aux quantités y, r — y, 2r H y, il suffit de remplacer « paf # 
B par 2r — yet 7 par ?r + y dans la troisième équation, pour 

éliminer æ, 8, 7, entre ces équations ; je trouve ainsi l'équê” 
tion 

j 1 2 
VU D—y tag à
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qui est du sécond degré par apport à y, éar on là raïnène à la 
forme suivante : 

Qg = rÿ — Ut =0, 

en faisant disparaître les dénominateurs de tous ses termes. 

Cette équation a deux racines réelles, l'une positive et l’autre 
négative, puisque le dernier terme du premier membre est 
négatif, la racine positive savoir : 

_rA+vt 
V=——g 

est donc la valeur de 7, correspondante au maximum de 8. On 

en déduirait facilement les valeurs dés rapports 2 ; TL ; mais 
æ 

elles sontinuliles. Pour avoir l’apothème x du cône maximum, 

je remplace y par sa valeur dans l'équation 

z = Va, 
et j'ai 

4 

par suite 

sm G074 SVT, 
7 18 

9, — Applications. 

ProgLème IT. — Inscrire dans une sphère donnée le cône de 

volume maximum. | 

Soient SA la hauteüt ét AB le tayot de la 

base d'uñ cône insérit dans la sphère CS; je 

suppose que le plaï de la base du cône se 

metvé parallèletent à lui-même, et je le con- 

sidère d'abord lorsqu'il ëst tangent au point S 

de la sphère. Dans celle position, le cône est 

nul, puisque sa base est pulle ; lé volume du cône ae 

suite à mesuré que sa base s'éloigtie du point S; puis : 

nue, cat il redevierit nul lorsque le plan de sa base est ‘ange 

à l'autre extrémité E du diamètre SE; cœ volume passe one 

par un maximum. Pour le trouver, je désigne par r le rayo 
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de la sphère par y et V la hauteur SA et le volume du cône 
SAB, de sorte que j'ai 

V— + rAB: SA. 

Or AB est moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
ments AS, AE, du diamètre, c’est-à-dire entre y et?2r—y; 
par conséquent, 

= mr — y). 
Comme le facteur + rest constant, il suffit de trouver le ma. 

ximum du produit y° (2r —) ; mais la somme des deux quan- 
tités y et 2r — y est constante et égale à 2r, donc il faut 
partager la somme ?r en deux parties proportionnelles aux ex- 
posants ? et 1 des quantités y et 2r — y, (th. V}, ce qui donne 

y 27 —Y 
9 ne 

Il en résulte qu’on a 

et par suite 

  

81 
On prouverait de même que la surface latérale de ce cône de 

volume maximum atteint, pour la même valeur de y, 500 
maximum, qui est 

Ss— Las ÿ3 | 

PROBLÈME III. — /nscrire dans une sphère le cylindre dé 
volume maximum. 

Soient r le rayon OE de la sphère, ?r el 
V la hauteur CD etle volume d'un cylindre 

ABCD inscrit dans cette sphère; en faisant 
varier la position de sa base depuis le centre 

jusqu'à l'extrémité E du diamètre EF qui 

est perpendiculaire à son plan, on reconuait 
facilement que le volume de ce cylindre a un maximum. Cela 
posé, On a: 

    
V= AD? x CD,
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_ <
 

on 

V=r(r— 1) xx. 

Comme la quantité V et son carré sont simultanément maxi- 

mums, j'élève au carré les deux membres de l'égalité précé- 
dente, ce qui donne : 

V2 — 4rtgt(rt — z°}, 

et je cherche ensuite la valeur de x qui rend maximum le pro- 
duit z'{r? — x°}°, Or les deux quantités z° et »? — x? ont une 

somme constante, donc il faut qu'on ait: 

  

a ri — 2 

TZ à 
je déduis de cette équation 

2 

a? = F ; 

d'où 

rV3 
T= 3 , 

et par suite 

4rr$ 
vs TV, 

9 

PROBLÈME IV. — Circonscrire à un cylindre donné le cône 

s de volume minimum. 

Soient SA la hauteur et AE le rayon de 

la base d'un cône circonscrit au cylindre 

g ABCD; on reconnaît facilement que le vo- 

lume de ce cône est susceptible d'un mini- 

mum en faisant glisser son sommet sur le 

prolongement DS de la hauteur du cy- 

lindre, à partir du point D. En effet, lorsque 

le point S est très-près du point D, la base du cône et son vor 

ue, par suite, sont infiniment grands; Puis, Ce volume 

diminue lorsque le point S s'éloigne du point D; maisil re- 

mmence à croître, car il redevient infiniment grand, lorsque 

& hauteur SA devient elle-même infiniment grande. Le vo- 

lume du cône circonscrit au cylindre ABCD est donc suscep- 

lible d'un minimum. Pour le trouver, je désigne par r et À le 

L
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rayon AB et la hauteur AD du cylindre, par V etx le volume 
et la hauteur SA du cône circonscrit, et j'ai 

V=rAr X &. 

Or les triangles rectangles SAE, SCD, sont sernblables, et 
donnent : 

  

AE __æ 
Ur zh? 

on a, par conséquent, 

ræ 

ÀE ah 
et 

__ ma 

REC 
Cela posé, je multiplie les deux termes du second membre 

par k, et je les divise ensuite par 4; il en résulte que 

L 0h 
v— 3 
TR, Li T° 

(1-2) 
Pour avoir le minimum de V, dont le dénominateur seul est 
variable, je vais chercher le maximum de ce dénominateur; 

  

or, la somme des deux facteurs à » 1 + est constant, 

.'hR], RAY : cr donc le produit F5) sera maximum, si l'on a 

h h 

1. 2 
Je déduis de cette équation 

h _1 
æ 3° 

et, par Süite, & —= 3h. La hauteur du cône itinimurtt, de 
Scrit au cylihdte ABCD, est dont le triple dé celle du cxlin 
et son voluiné 

drr°h 
V= — . 

4 
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EXERCICES-. 

1. — Trouver le maximum de la surface latérale du tronc de cône 

inscrit dans un hémisphère de rayon r. 

9, — Trouver le maximum de la surface des triangles isocèles ins- 

crits dans une circonférènce de rayon f. 

3, — Trouver le maximum du volume engendré par un triangle 

ayant pour côtés deux rayons et une corde dans une circonférence 

de rayon r, en tournant autour d’un diamètre parallèle à la corde. 

4, — Trouver le maximum du volume des cônes ayant une surface 

latérale donnée Ta?. 

5. — Une chaudière a la forme d’un cylindre, terminé par un hémi- 

sphère de même rayon; on donne la somme a de la bauteur du 

cylindre et du rayon, et l’on demande de calculer les dimensions du 

cylindre de manière que la capacité de la chaudière soit la plus grande 

possible. 

6. — Trouver le minimum du volume engendré par un losange 

dirconscrit à une circonférence de rayon r, en tournant autour d'une 

de ses diagonales. Démontrer que le produit de ce volume par celui 

qu'engendre le rectangle dont les côtés joignent les points de contact 

du losange, en tournant autour du même axe, est constant, en déduire 

le maximum du volume engendré par ce rectangle. 

7. — Trouver le maximum du volume d'une boîte rectangulaire 

formée en enlevant quatre catrés égaux aux quâtre angles d’un rec- 

tangle dont les côtés sont a et b, et en relevant perpendiculairement 

au plan de Ja figure les quatre rectangles qui se trouvent détachés sur 

les quatre côtés de la figure.
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PROGRAMME. — Principales propriétés des progressions arithmétiques 
et des progressions géométriques. 

X — Progressions arithmétiques. 

On appelle progression arillhmétique ou progression par 
différence, une suite de nombres tels que chacun d'eux est 
égal au précédent plus une quantité constante, qu’on appelle raison de la progression. 

Si la raison est positive, les termes de la progression vont en augmentant, on dit qu’elle est croissante ; si la raison est négative, les termes vont en diminuant, on dit que la pro gression est décroissante. 
Les nombres 

5, 8, 11, 14, 17, 20, 93, 26, 
forment une progression croissante dont la raison est 3. 
Les nombres 

70, 65, 60, 55, 50, 45, 40, 35, 
forment une progression décroissante dont la raison est — 3. 
Lorsqu'une Progression arithmétique est décroissante, il 

suffit de renverser l’ordre de ses termes pour la transformer en 
une progression croissante ayant la même raison. 
PROBLÈME I. — Étant donnés Le premier terme à d'u Progression arithmétique, la raison r, calculer la valeur du 

ave {erme. 
Soient a, b, c, 4. 9; h,k,l, les n premiers termes dela progression, d'après la définition, le second b est égalàa+f le troisième 6 est égal à bbroua r + r ou a + 2r, le quatrième d est égal à c+r ou a + 2r + r ou a + 3r, 01
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voit que dans l'expression de chaque terme le coefficient de {a 
raison est égal au rang du terme diminué de 1, cette loi se con. 
tinue évidemment, et le ni" sera égal à a<-(n—1}r, on aura 

[= a +{n— fr. | 

Un terme quelconque d'une progression arithmétique est 
donc égal au premier terme plus autant de fois la raison, qu'il 
y a de termes avant lui. Lorsque la raison r est négative, 
l'opération indiquée par le signe + de cette formule est une 
véritable soustraction, et les termes décroissent. 

ExEMPLE I. — Calculer le 20° terme de la progression crois 
sante dont le premier terme est égal à 5 et la raison égale à 3. 

Ce terme est égal à 5 + 3 >< 19 ou à 62. 

ExEempLe II. — Calculer Le 10° terme de la progression dé- 
croissante dont le premier terme est égal à 100 et la raison 
égale à — 5, 

Ce terme est égal à 100 — 5 X 9 ou à 55. 
CoROLLAIRE. — Les termes d'une progression arithmétique 

dont la raison est positive croissent indéfiniment, c'est-à-dire 
qu'à partir d’un certain terme ils surpassent tout nombre 

donné M, quelque grand qu'il soit. 
Soient & et r le premier terme et la raison d’une progres- 

sion arithmétique croissante; son nt" terme, qui est égal à 

a+ (n — 1}r, sera plus grand que’ le nombre donné M, si l'on 
peut choisir n de manière qu'il satisfasse à l'inégalité 

at(n—1tyr > M. 

Comme, en résolvant cette inégalité par rapport à #, on 
trouve 

rn>œ1+ M F ? ; 

il en résulte que si l'on représente par & le plus grand 
—4a 

  

,etqu'on donne à n 

  

ombre entier contenu dans { + 

la valeur 4 -L 1, le terme correspondant de la progression pro- 
Posée sera plus grand que M; il en est de même des termes 
Suivants, puisque la progression est croissante. . . insi, par exemple, tous les termes de la progression aritb- 

Mélique croissante 

5, 8, 11, 14,... 
à partir du 3333, sont plus grands que 10000.
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PROBLÈME II. — Étant donnés deux termes a, b, d'une pro. 
gression arithmélique et le nombre m des termes qui les 
séparent, calculer la raison x de la progression et les termes 
compris entre a et b. 
Comme b est le (m + 2)°% terme de la progression, à partir 

de a, on a 

b=a+(m+ ty, 
et l'on en déduit ‘ 

__b—a 

La valeur r étant connue, on peut former les termes de la 
progression, compris entre @ et b ; ces termes sont : 

a+Hr, a+?r.…. a+. 
On leur a donné le nom de moyens arithmétiques insérés entre 
a et b. De là résulte cet autre énoncé du problème précé- 
dent : Insérer m moyens arithmétiques entre les nombres 
donnés a ei b. 

r 

CoROELAIRE I. — Si lon insère entre les termes consécutifs 
d'une progression arithmétique le même nombre de moyens 
ariüthmétiques, ces moyens forment une seule progression arith- 
mélique avec les termes de la progression donnée. 

Soient 

a, b, ©, d, e,.…. 
les termes d'une progression arithmétique; si j'insère # 
moyens entre «& et b, la raison de la progression formée par 

ces moyens sera b— a 
m + 

  

T- En insérant ensuite # moyens arith- 

métiques entre b et c, puis entre cet d, etc., j'aurai de même 
C— b d — € — 2 i Îles pro- MED mET pour les raisons de ces nouvelles P 

gressions. Or, les rapports 
b—a C —b d—c 

MT Om MEL 
Sout égaux, puisqu'ils ont le même dénominateur , et que 
Chacun de leurs numérateurs est égal à la raison de la pro 
gression donnée ; je remarque, en outre, que la seconde PN” 
gression partielle qui commence par b est la continuation de 
la première qui se termine par b, puisqu'elles ont un termé
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commun b et la même raison ; je prouverais de même que la 
troisième progression partielle qui commence par © est la 

continuation de la seconde et, par suite, de la première, etc. 
Tous les moyens insérés entre les termes consécutifs de la 
progression arithmétique 

a,b,6, 4... 

forment donc avec ces termes une seule progression arithmé- 
tique. 

COROLLAIRE II. -— Pour insérer mm’ — 1 moyens arithmé- 
tiques entre deux nombres a et b, on peut insérer d’abord 

m— 1 moyens arithmétiques entre a et b, puis m’ — 1 moyens 

arithmétiques.entre les termes de la progression ainsi obtenue. 

En effet, si l'on insère m— 1 moyens entre a et b, on 
—@ 

  

forme une progression dont la raison est égale à ; CN 

insérant ensuite m’ — { moyens arithmétiques entre les lermes 

‘b—a 

    

. mm b—a 
de cette progression, on aura — Um POUT la 

raison de la nouvelle progression. Or ce nombre est évidem- 

ment la raison de la progression arithmétique qu'on obtient 

en insérant mmy—1 moyens aritbmétiques entre & et b; 

donc, etc. 

Ce théorème est général ; au lieu d'insérer, par exemple, 

mm’m!—{ moyens entre a et b, on peut insérer d'abord m —1 

moyens entre a et b, puis m'— 1 moyens entre les termes de 
la progression ainsi formée, et enfin m”— { moyens entre les 
termes de la seconde progression. | 
THéORÈME I. — Dans toute progression arithmétique, com” 

posée d'un nombre fini de termes, la somme de deux termes 
également éloignés des extrêmes est consianle. cor et 

Soient & le premier terme de la progression, À le dernier € 
r la raison ; je désigne par æ le nième terme qui suit a, par Y 

le nième terme qui précède /, et j'ai 

s=at(n— 1 
y=i—(n—1} L 

En additionpant ces deux égalités membre à membre, je Lrouve 

g+y=a+i; 

@ qui démontre le théorème énoncé.
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REMARQUE. — Si la progression considérée contient un 
nombre impair de termes, par exemple 2n + 1, le(n + fjème 
terme est également éloigné des deux extrêmes et, par suite, 
égal à la moitié de leur somme ; car, si l’on suppose y égal à s 
dans l'égalité précédente, on a 

a +1 
D —* 

THÉORÈME II. — La somme des n premiers termes d'une 
Progression arithmétique est égale au produit de la demi 
somme des deux termes extrêmes par le nombre n de tous ls 
termes. 

Soient @, b,c,.…. h, k, 1, les n premiers termes d'une pro 
gression arithmétique et S leur somme ; on a dès lors 

S—a+b+c...Lh+Lk HI 
et, en renversant l'ordre des termes de la progression 

S—=l+k+RT+...Lo+b+a. 

Si l’on ajoute membre à membre les deux égalités précédentes, 
on trouve Lu 

28 = (1) (b-Hh)- (04) (io) OH). 
Or les deux termes, compris dans chacune des n parenthèses, 
sont ‘également éloignés des extrêmes ; donc leur somme si 
égale à al, etl'ona 

2S = (a + i}n, 

  T = 

ou 

s—C+im | 
2 . 

REMARQUE. — Quand le dernier terme de la progression 
n'est pas donné, on obtient une formule plus commode, el 
remplaçant dans la précédente { par sa valeur a+(n— DL 
On à ainsi 

s _Fe+e- tr]n 
5 —<— 

EXEMPLE L — Calculer la somme des cent premiers terme de la progression arithmétique 

2, 5,8, 11...
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La formule 

EZ + (n — t}r fr 
S == 7", 

2 

donne immédiatement 

S — (4 + 99 x 3)100 

2 . 

EXEMPLE II. — Calculer la somme des n premiers nombres 
impairs, qui forment une progression arithmétique dont la 
raison est 2. | 

= 301 %< 50 = 15050. 

La formule 

[2a + (n — ur jr 
ST +, 

2 

donne 

Creer, 
La somme des n premiers nombres impairs est donc égale 

&u carré du nombre n. 

REMARQUE GÉNÉRALE. — Entre les cinq quantités a, r, n, l 

et S, il ne peut y avoir plus de deux équations distinctes, car, 

sil y en avait trois, il en résulteraît que, connaissant deux de 

tes quantités, on pourrait calculer les trois autres ; or, quand 
On ne donne que le premier terme et la raison, rien n'indique 

où la progression s'arrêtera, et il est absurde de supposer que 

lon pourra trouver le dernier terme. 
Les deux équations distinctes, que nous avons trouvées, 

l—a+in—1t}r, 

{) TEE 
= ? 

Rrmettent de calculer deux de ces quantités, quand les trois 

Autres seront données. On est ainsi conduit à diz problèmes 

érents, comme l'indique le tableau suivant : 

al
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INCONNUES. DONNÉES. 

ce 14 n,4a,.......... Lr,s, 
2 n,l,..........4a,7,sSs, 

3 n,r,..........4, LS, 
BOSS... a LT, 

5 r,4a,..........1n,S, 

6 7r,1,..........4a,n,S, 

PT r7,8,.......... a, L,n, 

8 S,a,.......... Ln,r, 

g S,/,.....,....4a,n,7, 
10 a, 1,.....,..... n,r,S, 

Les huit derniers problèmes ne dépendent que d'équations 

du premier degré; mais les deux autres conduisent à des 

équations du second degré. Dans tous les cas, lorsque # esl 
l'une des inconnues, le problème n’est possible que si la valeur 
de cette inconnue, déduite des deux équations précédentes, esl 

entière et positive. 

1. — Progressions géométriques. 

On appelle progression géométrique ou progression par 

quotient, une suite de nombres tels que chacun d'eux est égl 
au précédent multiplié par un nombre constant, qu'on appelle 
raison de la progression. 

Ainsi les nombres 

2, 10, 50, 250, 1250... | 
forment une progression géométrique dont la raison est égale 

à 5, puisqu'on obtient chaque terme, en multipliant le pré 
cédent par le nombre constant 5. Dans cet exemple, Ja raie 
étant plus grande que l’unité, les termes vont en croissant € 

Jon dit que la progression est croissante. 
| De même, les nombres 

2,4, 8 46 
7379 97? 81" “ 

1 » : à sont les termes d’une progression dont la raison est égale 
2 ; dent 
7° Car On forme chacun d'eux en multipliant le précédé? 

par le même nombre + . Comme la raison est plus petite que
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l'unité, les termes vont en décroissant, et la progression est 
dite décroissante. 

Lorsqu'une progression est décroissante, il suflit de ren- 
verser l’ordre de ses termes pour la rendre croissante : mais 

la raison de la seconde progression est l'inverse de la raison 

de la première. En effet, si l’on renverse l'ordre des termes 

de la progression précédente, on voit que, pour former le 

terme _. de la nouvelle progression -au moyen du terme pré- 

cédent a , il faut diviser " par 2, ou Le multiplier par 

2 
le nombre + qui est l’inverse de F7: 

PROBLÈME Î. — Étant donnés le premier terme a, la rai- 
son q et le rang n d'un terme quelconque d'une progression par 

quolient, calculer la valeur de ce terme. 
Soient a, b, c, d,.... g,h,k, l, les n premiers termes de la 

progression, il résulte de la définition que le second terme b 

est égal à ag, de même le troisième c est égal à bg ou ag x q 

ou ag°, le quatrième d est égal à cg ou ag* <q ou ag}; on voit 
que, dans l'expression de chaque terme, la raison a pour expo- 

sant le rang du terme diminué de 1, cette loi se continue évi- 

demment, et le ntm terme est égal à ag”, ona 

1— aq" : 

donc un terme quelconque d'une progression par quolienk est 

égal au premier terme multiplié par une puissance de la raison, 

ayant pour eæposant le nombre des termes qui le précèdent. 
Ainsi le dixième terme de la progression par quotient dont 

le premier terme est 5, et la raison 2, égale 5X<2? ou 2560. 

COROLLAIRE I. — Les termes d'une progression par quotient 

dont la raison est plus grande que l'unité croissent indéfini- 

ment, c'est-à-dire qu'à partir d'un certain rang, ils surpassent 
tout nombre donné, quelque grand qu'il soit. 

Soient 
a,b,c,d,…..h,k, l 

ksn Premiers termes d'une progression par quotiel 

Faison q est plus grande que l'unité; je remarque d 

différence de deux termes consécutifs, par exemple 

nt dont la 

abord que 

detc.
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est plus grande que celle des deux termes précédents € et b. 
En effet, on a 

' d — ca; 

c — bq, 

et, par conséquent, 

d—c—(c— b}q. 

Or la raison q est plus grande que l'unité, donc la différence 

d — c est plus grande que la différence c — b. 
Cela posé, si je désigne par à l'excès du second terme b de 

la progression par quotient sur le premier @, j'aurai successi- 
vement 

b— a —à, 

c— by à, 

d—c>à, 

k—h>s, 
et 

IE > 
” J'ajoute ensuite ces n— { inégalités membre à membre, el, en 
remarquant que la somme de leurs premiers membres se réduil 

à la différence { — a des deux termes extrêmes de La progrés 
sion, je trouve 

d— a > (n—1), ’ 
ou 

l>a+in— 1). 

Cette dernière inégalité montre qu’un terme quelconque 1 de ls 
Progression par quolient est plus grand que le terme de méme 

rang d’une progression par différence dont les deux premirs 
termes sont a et a +5, ou b, c'est-à-dire les mémes que ceus 
de la progression par quotient. Or la progression arithmétique 

est croissante, puisque le second terme b est plus graod 
hypothèse que le premier &; par conséquent ses term 
croissent indéfiniment; il en est dès lors de même, à fortion, 
des termes de la progression par quotient. 

COROLLAIRE II. — Les termes d'une progression par quotient 
dont la raison est moindre que l'unité décroissent indé fn 
ment, c’est-à-dire qu'à partir d'un certain rang ils sont MON 
que tout nombre donné, quelque petit qu'il soit.
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Soient & le premier terme de la progression et q sa raison, 

que je suppose plus petite que l'unité ; je dis qu'on peut choisir 

le nombre entier n assez grand pour que le terme ag” dela 

progression soit moindre qu'un nombre donné k, aussi petit 

qu'on voudra. ‘ 
En effet, si je forme la progression par quotient dont le pre- 

. . 1 nou © 
mier terme est + et la raison 4 plus grande que l'unité, je 

pourrai trouver dans cette progression croissante un terme 

fil . . 1 ne 
— F | qui soit plus grand que le nombre —. J'aurai donc 
a \g ka 

1 

aq 
  

1 
T< 

et, par suite, 

ag <k; 
ce qu'il fallait démoñtrer. 

PROBLÈME II. — Étant donnés deux termes à, b, d'une 

progression par quotient, et le nombre m des termes qui 

ls séparent, calculer la raison q de la progression cl les 

termes compris entre a et b. en . 

Le terme b étant le (m + 2) terme après a, j'ai l'équation 

bag 
de laquelle je déduis successivement 

d mi D 
T a 

et 
: 

m+t % 

= 4 . 

La raison étant connue, on peut calculer les termes compris 

entre a et b, et l’on trouve 

aq, a@?, APsre ag”. | 

On dit que ces termes sont des moyens géomélriques, où par 

quotient, insérés entre a et b; de là résulte ce nouvel énoncé 

du problème précédent : Ansérer m moyens par quotient entre 

les deux nombres a et b. 
. 

ConozLaire 1. — Si l'on insère enire les termes conséculifs 

‘une progression par quolient le méme nombre de moyens
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géométriques, ces moyens forment une progression par quotient 
avec les termes de la progression donnée. 

Soient 

a, bc, ad. 

les termes d’une progression par quotient, si j'insère m moyens 
géométriques entre a et b, la raison de la progression sera 
m4 re 

+ . En insérant aussi m moyens géométriques entre bet 

m4 ns mH /14 

c, puis entre cet d, etc., j'aurai de même + + 

pour les raisons de ces nouvelles progressions par quotient. 

O C d . , r les nombres a? D? gr S0nt égaux, car chacun d'eux 

représente la raison de la progression donnée: donc leurs 
racines (m —+- 1)?me sont égales. Cela posé, je fais remarquer 
que la seconde progression partielle qui commence par b est la 
continuation de la première qui se termine par b, puisqu'elles 
ont la même raison; de même la troisième progression par 
üelle qui commence par c est la continuation de la seconde, 
et, par suite, de la première, etc. Tous les termes insérés 
forment donc une progression géométrique avec les termes de 
la progression donnée. 

COROLLAIRE II, — Lorsqu'on veut insérer mm’ — 1 moyens 
géométriques entre deux nombres donnés a et b, on peut con 
mencer par insérer m — 1 moyens entre a et b, puis insérer 

m'— { moyens enire les termes de la progression précédente. 
En effet, si j'insère m® — 1 moyens par quotient entre aetb, 

: 
M 

la raison de la progression géométrique sera égale à 2. 

En insérant ensuite m’ — 1 moyens par quotient entre les 
termes consécutifs de cette progression, je forme une nouvelle 

. | | um m b 
Progression géométrique dont la raison égale 3 

mm’ 

b  , . 
ou + » C'est-à-dire qu'elle est égale à la raison de la pro 

greSSion qu'on obtient en insérant mm’ — 1 moyens par quo 
lient entre a et b.



PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES PROGRESSIONS. 327 

Ce théorème peut être généralisé, comme celui qui lui 

correspond dans les progressions par différence. 

TaéorèME I. — Pour calculer la somme des termes d’une 

progression par quotient, on multiplie le dernier terme par la 

raison, on retranche ensuite du produit le premier terme de la 

progression, puis on divise le reste par l'excès de la raison sur 

l'unité, - 

Soient 
a, D, C,..... h,k, 1, 

les n premiers termes d’une progression par quotient, S leur 

somme et g la raison ; On à 

S—a+tb+e+…….+ht+k+t 

et, par conséquent, 

Sq = aq + bg + …. + h9 + kg +, 

Sg=b+e+….+h+tl4+t 

Jde suppose d’abord la raison g plus grande que l'unité, et 

je retranche la première égalité de la troisième ; j'ai par suite 

Sq —S= lg —a 

ou 

où 

Sq—1)= 4% 
et j'en déduis la formule : 

qui est conforme à l'énoncé du théorème. Lnäre que 

En supposant, en second lieu, la raison 7 moine de 

l'unité, je soustrais la troisième égalité de la première el j 

trouve 

st —g)=a— 

d'où je tire | 
a — 1 

ana a 
Cette valeur de S et la précédente sont identiques, sion 

admet l'usage des quantités négatives » Poux de la 

termes de la première sont respectivement égaux on eut 

sonde et de signes contraires. Par es deux C2: il en 
nemployer que la première formule dans à rogression 

résulle que, pour faire La somme des termes une P 
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par quotient, on multiplie son dernier terme 1 par la raison q; 
on retranche ensuite du produit \q le premier terme a de la 
progression, puis on divise le reste 1j — à par l'excès q —1 
de la raison sur l'unité. 

EXEMPLE. — Faire la somme des 15 premiers termes de la 

progression par quotient dont le premier terme est5 etl 
raison 3. ‘ 

Je commence par calculer la valeur du 15° terme; elle est 

égale à 5 >< 34 ou à 23914845. Je cherche ensuite, au moyen 
de la règle précédente, la somme des 15 premiers termes de la 

. . 23914845 >< 3 —5 
progression, et je trouve pour cette somme ET — 

ou 35872265. 

REMARQUE. — Quand le dernier terme de la progression 
n'est pas donné, on obtient une formule plus commode, en 

remplaçant dans la précédente / par sa valeur ag" ”, on à ainsi 
n—1i fn 

549 Xg—a _ ag —a 
  

g—i 7 g—1 ? 

a(g —1 . 
ou S = , Si la progression est croissante, 

al — q" . . 
et S = 9, , Si la progression est décroissante. 

THÉORÈME (I. — La somme des termes d'une progression 
géométrique décroissante indéfiniment prolongée tend ver 
une limite finie, qu'on oblient en divisant son premier terme 
par l'excès de l'unité sur la raison. 

En effet, la formule qui donne la somme des termes d'uné 
progression géométrique décroissante a été mise sous la formé 

a(t — g°) a— aq S=—_T7L s — q = u S TT=g 

ou enfin 

s—-%  __ ag 

  

1—g 1—q° 
En supposant que le nombre n des termes dont on fait B 

somme croise indéfiniment, le terme + de cette som   

varie seul et diminue indéfiniment à mesure que # 30°
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mente, car on peut le considérer comme un terme d'une pro- 
gression géométrique décroissante dont le premier terme 

serait égal à et la raison égale à g; par conséquent, la 

  

& 

1—9 
valeur de S tend vers une limite déterminée et finie qui n'est 

  

. a : 
autre que son premier terme ” ; ce qui démontre le 

Î 
théorème énoncé. 

EXEMPLE I. — La fraction décimale, périodique simple, 

0,36363636...… n'est autre chose que la limite de la somme 

des termes d’une progression géométrique indéfiniment dé- 
croissante, dont le premier terme est égal à 0,36 et la raison 

égale à 0,01; car on peut l'écrire de la manière suivante : 

0,36 + 0,0036 + 0,000036 +- 0,00000036 + etc. 

En cherchant la limite de cette somme, au moyen de la règle 

Précédente, on la trouve égale à 06 ou à #5, par 
‘ .1—0,01 99 

conséquent, une fraction décimale périodique simple a pour 

limite une fraction ordinaire dont le numérateur est égal à la 

période, et le dénominateur égal à un nombre entier, composé 

d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période. Cette règle 

de transformation est la même que celle qu'on donne dans 

l'arithmétique. 

EXEMPLE II. — Si l'on construit le carré qui a pour sommets 

ls milieux des côtés d'un carré donné, et qu'on répèle la 

même construction sur le second carré, puis sur le {roi- 

sième, et ainsi de suite, quelle sera la somme des aires 

de tous les carrés inscrits successivement les uns dans les 

auires? ‘ 

Chaque carré est évidemment la moitié du carré dans le 

quel il est inscrit; par conséquent, si je prends le carré donn 
pour l'unité de surface, les aires des carrés inscrits seront 
présentées par les nombres 

{ 
1 1 1, Lee, 
2? 4° 8?” 16 

tient, indéfiniment dé- 
qui forment une progression par quo . 

pee de cette progression est Coissante ; comme le premier terme 
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1 
1 . . . 2 

égal à TG: ainsi que sa raison, On a 
  y ou { pour la 
1— — 

limite de la somme de ses termes ; donc la somme des carrés 
inscrits dans le carré donné est égale à ce carré. 

REMARQUE GÉNÉRALE. — Entre les cinq quantités @, q, n, | 
etS, il ne peut y avoir plus de deux équations distinctes, car, 
s'il y en avait trois, il en résulterait que, connaissant deux de 
ces quantités, on pourrait trouver les trois autres ; Or, quand 
on ne donne que le premier terme et la raison, rien n'indique 
où la progression s'arrêtera, et il est absurde de supposer que 
l'on pourra trouver le nombre des termes, le dernier terme et 
leur somme. 

Les deux équations distinctes, que nous avons trouvées, 

= ag", 

sa 
qg—1? 

permettront de calculer deux de ces quantités, quand les trois 
autres seront données, On est ainsi conduit à dix problèmes 
différents, comme l'indique le tableau suivant : 

INCONNUES. DONNÉES, 

Fona.......... 14Ss, 
2 ml.......... a, 4,5, 
SO n4.......... a, LS, 
4 nS,.......... a, L,q; 
5 g,a,....... . In,S, 
Ge Bl.....,....ans, 
T  qS,..... 
& S,4,......,....1nq 
9° S,1..........an9 

10 a 

. Les quatre derniers problèmes ne dépendent que d'équa” 
tions du premier degré; mais il faut résoudre des équations 
de degré n — 1 pour les deux problèmes précédents. Les qualr® 
Premiers Conduisent à un nouveau genre d'équations qu'02
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appelle équations exponentielles, parce qu'elles contiennent 

l'inconnue n en exposant; la résolution de ces équations exige 

la connaissance des logarithmes. 

NI. — Remarque sur les progressions arithmétiques 

et géométriques. 

Si l'on compare les formules analogues dans les progressions 

arithmétiques et géométriques, on s'aperçoit que l'on passe 

des unes aux autres en élevant toutes les opérations d'un degré, 
c'est-à-dire en substituant à une addition une multiplication, 

à une multiplication une élévation à une puissance, à une 
soustraction une division, et à une division une extraction de 

racine, pour le reconnaître il suffit de mettre en regard l'une 

de l’autre les formules analogues : 

PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. \ PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES. 

n-1 

Problème I. {—a+{(n—t}, l=axgq 

Problème IT. r = 27 = [/# 
TT m +1” 1 | a” 

L'analogie cesse pour les formules qui donnent la somme des 

termes des deux sortes de progressions ; il est aisé de démon- 

ter que le produit de deux termes également éloignés des 

extrêmes est égal au produit des extrêmes, dans une progres- 

sion géométrique, théorème analogue au premier des progres- 

sions arithmétiques ; et en appliquant au produit P des termes 
d'une progression géométrique la méthode suivie pour dé- 

Montrer le théorème II des progressions arithmétiques, nous 

lrouverions 

p= Va, 
rmule qui se déduit de celle qui donne la somme des termes 

d'une progression arithmétique, 

s=(tr, 

tn élevant toutes les opérations d'un degré. 
C'est cette remarque sur les progression an 

&éométriques, qui a conduit l'écossais Meper al 

Jarilkmes. 

arithmétiques et 

invention des 
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EXERCICES. 

I. Z 1. — Trouver la somme des n premiers nombres entiers, 

(Rép. D), 

2. — Combien faut-il prendre de nombres entiers consécutifs, en 

partant de 1, pour que leur somme soit 465. (Rép. 30). 

3. — Trouver la somme de ñn nombres impairs consécutifs en com- 

mençant au nombre impair nfn — 1)+ 1. (Rép. ni). 

4. — Dans quel cas la somme de n entiers consécutifs commençant 
à un nombre quelconque a est elle divisible par n. (Rép. Sinest 
impair.) 

5. — Trouver une progression arithmétique telle que la somme 

des n premiers termes soit égale à n°, quel que soit n. (Rép. La 

suite naturelle des nombres impairs.) 

6. — Dans une progression arithmétique, on donne le premier 
terme 20, la raison 3, la somme des termes 680, trouver le nombre n 

des termes. (Rép. n— 16) 

7. — Dans une progression arithmétique, on donne le premier terme 
21, Ja raison — 3, la somme des termes 66, trouver le nombre n des 
termes. (Rép. on’ —11,n/ — 4, interpréter la solution {1}. 

8. — On divise la hauteur h d'un triangle en n parties égales, per 
les points de division on mène des parallèles à la base b, et sur cha- 

, : hk cune d'elles on construit un rectangle dont la hauteur est 7° trouver 

la somme des surfaces de ces rectangles, et la limite vers laquelle elle 

tend, quand # augmente indéfiniment. (rer. +) 

9. — Dans un triangle équilatéral dont le côté est a, on inscritfh 
rangées de circonférences égales, telles que chacune en touche deux 
de la rangée voisine, et que les extrêmes touchent ies côtés du 
triangle, trouver leur rayon #, leur nombre, la somme de leurs sur- 
faces, et la limite S vers laquelle elle tend quand n augmente indéf- 

  

iment, ÎR ‘ S ce niment, D. —= = = —— |, . 
PT om—i+ 3)? 8 | 

10. — Deux courriers parcourent la même droite, et vont dans le 
même sens AB, l’un part de B avec une vitesse constante de Ü kilo- 

mètres à l'heure, l’autre part du point À, et parcourt un kilomètre 

dans la première heure et 2 kilomètres de plus d'heure en beure; ls
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distance AB est de 16 kilomètres; on demande au bout de combien 

d'heures ils se rencontreront. (Rép. 8 heures.) Généraliser et dis- 

cuter ce problème. LL —— 

11. — Trouver la somme des nombres contenus dans le tableau 

1,2, 3,....n, 

2, 4, 6,. 2n, 

3, 6, 9,. 3n, 

n, 2n, 30, .... 1 

(un PEN) 
12. — Quelle condition doit remplir le premier terme a d'une pro- 

gression arithmétique, pour que la somme de deux termes soit encore 

un terme de la progression. (Rép. & doit être multiple de la rai- 

son). 

13.— Démontrer que si a, b,c, d....g, h, k, !, sont les termes 

d'une progression arithmétique dont la raison est r, la somme des 

fractions 1 1 1 1 LL , est égale à +. 
ab? bc cd‘ gh hh'hl 

IL, — {4, — Inscrire 4 moyens géométriques entre 32 et 313, qui 

sont les cinquièmes puissances de ? et de à. 

15. — Dans un triangle équilatéral de côté a, on abaisse du pied de 

la hauteur une perpendiculaire sur un côté, de son pied une perpendi- 

culaire sur la hauteur, du pied de celle-ci une perpendiculaire sur le 

côté, et ainsi de suite, démontrer que ces perpendiculaires forment 

une progression géométrique, et trouver la limite S de leur somme. 

[ré _ +? 3) —— 

2 
  

16. Un mobile avance d’une quantité a sur une droite, puis recule 

de + , &vance de © , recule de + , et ainsi de suite, vers quelle 
4 

. 9a 

timite tend sa distance au point de départ. [er af 

onne la somme S de tous les divi- 

17. — Trouver la formule qui d 
| rs 

sœurs du nombre a“be?, que l'on suppose décomposé en facteu 

+4 
1 B+l_y LT 1) 

Premiers. (rép. = TX c—l ‘ 
& — 

supposer le nombre égal à 1560. 

18.— La somme des six premiers Lrmes d'une progression gto-  
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métrique composée de sept termes est 157,5 ; la somme des six der. 

; 1 niers est égale à 315. Quels sont ces termes ? (fr. 2 3° 5, 10, 

20, 40, 80, 160.) 

19. — Dans une progression géométrique de 5 termes, on connaît k 
somme des termes de rang pair, et celle des termes de rang impair. 
Calculer les cinq termes de cette progression. 

Remarque. — On calculera d'abord le terme moyen et l'on expri- 
mera les autres én fonction de celui-ci, 

20, — Dans une progression géométrique de six termes, on connaît 
la somme des deux termes moyens et celle des deux termes extrêmes, 
Trouver cette progression, . 
Remarque. — On cherchera d'abord le produit des deux termes 

moyens, puis ces termes eux-mêmes. La raison de la progression 
sera par suite déterminée, ainsi que ses différents termes. 

21. — Dans une progression géométrique de quatre termes, ls 
somme des termes est égale à &, et la somme de leurs carrés à b. 
Calculer ces quatre termes. 

On prendra pour inconnues la demi-somme et la demi-différence des 
moyens. 

22. — Dans une progression géométrique de quatre termes, l'excès de la somme des extrêmes sur celle des moyens est a, et l'excès de ls 
somme des carrés des extrêmes sur celle des carrés des moyens est égale à b. Calculer les quatre termes. 

On prendra encore pour inconnues la demi-somme et la demi-difé- rence des deux extrêmes. 
23. — Dans une progression géométrique de quatre termes, ls 

somme des deux moyens est égale à a, celle des deux extrêmes 65! 
égale à b. Calculer les termes de cette progression. 

On cherchera d’abord la raison de cette progression, puis le premiet 
terme.
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PROGRAMME, — Des logarithmes. — Chaque terme d’une progression arlthmé- 
tique commençant par zéro, 0, #, 2r, 3r. 4r, .… est dit le logarithme du terme 
qui occupe le même rang dans une progression géométrique commençant par 

l'unité, 1, q, q°, q°, Q8, 
Si l'on conçoit que l'excès de la raison q sur l'unité dimioue de plus en plus, 

les Lermes de la progression géométrique croîtront par degrés aussi rapprochés 
qu'on voudra. Étant donné un nombre plus grand que 1, il exister toujours 
un terme de la progression géométrique dont la différence avec cs nombre sera 

moindre que toute quantité donnée. 

Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la somme des loga- 

rihmes de ces facteurs. — Corollaires relatifs à la division, à l'élévation aux 
puissances et à l'extraction des racines, 

XI. — Définition. 

£. — Chaque terme d'une progression arithmétique com- 

mençant par zéro, 0, r, 2r, 3r,.... est dit le logarithme du 

erme qui occupe le même rang dans une progression géomé- 
rique commencant par l'unité, À, 4; g, ds 

Pour plus de clarté, nous placerons l'une 4ë dessous de 

l'autre, ces deux progressions, dont l'ensemble constitue un 

syslème de logarithmes, de manière que les logarithmes se 
rouvent au dessous des nombres correspondants : 

1, D esse. gives 

0, r, 2r, 5r, ........n" (n + tjr. 

Les lettres q etr désignent des nombres quelconques, seule- 

ment g doit être positif. On prend ordinairement q plus grand 

{te l'unité et r positif, il en résulle que es nombres et leurs 

°garithmes croisent simultanément. On voit que, dans It 

"HStème de logarithmes, l’unilé à pour logarithme zéro, el qu 

le coefficient de la raison r dans un logarithme est égal  
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l'exposant de la raison g dans le nombre Correspondant, On 
désigne le logarithme d’un nombre & par la notation abrégés: 
log. a; ainsi on a | 

a = log. q”. 
3. — Si l'on conçoit que l'excès de la raison q sur l'unité 

diminue de plus en plus, les termes de la Progression géomé. 
trique croîtront par degrés aussi rapprochés qu’on voudra. 

Il s’agit de démontrer que l’excès de la raison g Sur l'unité 
peut être pris assez petit pour que la différence d’un terme au 
suivant soit plus petite qu'un nombre donné ô, si petit qu'il 
soit. Désignons par a le premier de ces termes, le suivant sera 
représenté par ag, et leur différence par ag — « ou ag — 1); 
je dis que l’on pourra toujours trouver une valeur de g salis- 
faisant à l'inégalité 

il suffit, en effet, que q satisfasse à l'inégalité 

ÿ 1+— g<l+, 
. ue che oo pee ô où qu'il surpasse l’unité d’une quantité inférieure à a" 

8. — Étant donné un nombre a plus grand que À, il exislera 
toujours un terme de la progression géométrique dont la difé 
rence avec ce nombre sera moindre que toute quantité donné. 

En effet, la raison g étant plus grande que 1, les termes de 
la progression géométrique croîtront au delà de toute limite 
(22, 11, Prob. I, Cor. I) ; ils finiront donc par dépasser a, qui 
dès lors, s’il n’est pas égal à un terme g" de la progressiol, 
sera compris entre deux termes consécutifs g° et g"*", et nous 
venons de voir que q peut être pris assez voisin de l'unité, pouf 
que la différence de deux termes consécutifs g"** — g° soit plus 
pelile que &, donc a, qui est compris entre ces deux terdits, 
différera de chacun d'eux d'une quantité moindre à forliort 
que 6. 

REMARQUE. — Nous verrons plus tard que tout nombre, qui 
ne fait pas partie de la progression géométrique , mais % 
trouve compris entre deux termes successifs g" et g"*", à AUS 
un logarithme compris entre nr et (n + 1)r, dont ces de 
nombres sont les valeurs approchées par défaut et par exc
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moins de 7 près. Les démonstrations qui précèdent donnent 
des logarithmes à des valeurs aussi approchées de chaque 
nombre que l’on voudra, et dans les calculs on peut, sans 
inconvénient, substituer à un nombre une valeur suffisamment 
approchée. 

IL —- Propriétés fondamentales des logarithmes. 

4. — THÉOREÈME Î. — Le logarithme du produit de deux 
nombres est égal à la somme des logarithmes de ces nombres. 

Je considère le système de logarithmes défini par les deux 
progressions 

1,9, Que Que Pins QU 
0, r, 2r,.. mr... pr... (m + pr... 

de dis que le logarithme du produit de deux nombres g” et 

est égal à la somme de leurs logarithmes, 
Je pose pour abréger 

a=g" et b=#, 
d'où | 

ab — j” X<Ÿ _ g__7. 

Le logarithme de @ est mr, celui de b est pr, et celui de ab est 

(m + p}r; ce dernier est évidemment. la somme des deux pré 

tédents, 
(m + pr = mr + pr; 

done 

log. ab — log. a + log. b. | 

CoroLLArRE. — Le logaritime du produit de plusieurs 

nombres est égal à la somme des logarithmes de ces non es. 

Soient, par exemple, cinq nombres quelconques 4, b,c, de, 

ous pouvons regarder, pour un instant, les quatre premiers 

me ne formant qu'un seul facteur, et nous aurons par 

héorème précédent 
log. (abcd) < e = log. abcd+log. &, 

de même 

log. (abc) >< à — log. abc log. © 

log. (ab)><c — log. ab+ lo8- €: 
el, enfin, 

log. ab = log. a + log. L. 
: : n sÙ ” Si nous ajoutons ces égalités membre à membre, e = pp  
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mant les quantités log. abcd, log. abc, log. ab, qui sont 

communes aux deux membres de la nouvelle égalité, nous au- 
rons 

log. abcde = log. a + log. b + log. c + log. d + log.e; 

ce qui démontre le corollaire énoncé. 

THÉORÈME II. — Le logarithme du quotient de la division 
de deux nombres est égal à l'ercès du logarithme du dividende 
sur celui du diviseur. 

Soient a et b deux nombres quelconques ; nous désignerons 
par g le quotient de la division de & par b, 

4 
b — q; 

d'où 

a = bg, 
et, en prenant les logarithmes des deux membres qui sont 
égaux, nous aurons 

log. a — log. b + log. g, 
d'où #1 

log. q ou log Le log. a — log. b. 

Taéorème III. — Le logarithme d'une puissance dun 
nombre est égal au produit du logarithme de ce nombre par 
le degré de la puissance. 

Soit la cinquième puissance de @, c’est un produit de 5 
teurs égaux à a, 

=axaxaxaxa; 
donc, en appliquant le théorème I, nous aurons 

log. a = log. a + log. a + log. a + log. a + lo8. 4; 
ou 

log. a = 5l0g. a. 

Généralement 

log. a” —m log. a. 

THÉORÈME IV. — Le logarithme d'une racine d'un nombri 
est égal au quotient de la division du logarithme de ce nombre 
var l'indice de la racine. 

Soit la racine sème de à, et désignons-la par 0, 02 à F° 
définition 

b'— a,
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prenons les logarithmes des deux membres, en appliquant le 
théorème précédent, nous aurons 

n log. b — log. a, 

  

d'où 

log. «a log. b=——, 

ou, 

log Va — log. @ 
G. er 

2.— Utilité des logarithmes.— L'emploi des logarithmes 
abrége les calculs numériques, lorsque l’on a une table don- 
nant le logarithme d’un. nombre connu, et réciproquement le 
nombre correspondant à un logarithme connu. 

1° Soit à multiplier deux nombres & et b; on cherchera dans 
la table leurs logarithmes, en faisant la somme de ces loga- 
rithmes on aura le logarithme du produit, et, en cherchant 
dans la table le nombre qui correspond à ce logarithme, on 
aura le produit ab cherché. 

2° Soit à diviser a par b ; on cherche dans la table leurs lo- 
garithmes, en retranchant du logarithme du dividende celui 
du diviseur on 2 le logarithme du quotient, et, en cherchant 
dans la table le nombre correspondant à ce logarithme, on a le 

quotient cherché <- . 

3° Soit à élever & à la puissance m; on cherche le logarithme 

de a, on le multiplie par m, on a ainsi le logarithme de «”, et, 

en cherchant dans la table le nombre qui correspond à ce lo- 
garithme, on a la puissance m cherchée. 

4 Soit à extraire la racine m'% de ga: on cherche le loga- 

rithme de a, on le divise par m, ona ainsi le logarithme de V« , 
et, en cherchant dans la tablé le nombre qui correspond à ce 
logarithme, on a la racine m°" cherchée, 

Ainsi, l'emploi des logarithmes permet de substituer l'addi- 
tion à la multiplication, la soustraction à la division, la mul- 
tiplication à la formation des puissances, et la division à 

l'extraction des racines : de sorte que les six opérations de 

V'arithmétique se trouvent réduites aux quatre premières qui 

sont les plus simples. -
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L'emploi des logarithmes permet encore de résoudre dans 
certains cas les équations exponentielles, dont nous avons déjà 
parlé (page 331). 

Soit l'équation exponentielle 

a = b; 

prenons les logarithmes des deux membres, nous aurons 

& log. a — log. b, 

d'où 
__ log. b 

7 log. a” 

Soit encore l'équation exponentielle 

3K 2 — 80 X L° — 512— 0; 

  

j'en tire 

HE VI 
3 - 

La racine positive 32 est seule admissible, j'ai donc 

® — 32, 

d'où je tire, comme précédemment, 

log. 32 

FETE D 
3. — Formules calculables par logarithmes. — 

Comme il n'y a pas de théorème sur le logarithme d'une 
somme ou d'une différence, on ne peut pas appliquer les loga- 
rithmes au calcul d’une somme, ni d’une différence, ni plus 
généralement d'un polynôme. On dit qu’une formule polynôme 
n'est pas calculable par logarithmes ; au contraire, une for- 
mule monôême est dite calculable par logarithmes, ou autrement 
logarithmique. Cependant, une formule polynôme est consi- 
Jérée comme logarithmique, quand les signes + et — n° 
réunissent que des nombres entiers ou décimaux, que l'on — 
peut immédiatement ajouter et soustraire; (3,57 +- 5,974) V7 
st logarithmique, Ÿ7 + V3 ne l'est pas.
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4, — Calcul du logarithme d’une formule monôme 

ou logarithmique. 

Soit la formule 

+ ab? 

T — . 

c V dif 

Nous aurons (Th. IV), 

  

  

    

ab? 
log. _— 

log. r — cv PT , 

d'où (Th. IT), 

L log. a%b? — log. c V af 
0g. 7 — EE , 

d'où (Th. I), 

log. a3 + log. b? — log. c — log. vf 
  

  

og. T = z 

d'où (Th. IV}, 

log. 
log. aÿ + log. b°® — log. € _— PL 

log. T = 4 , 

d'où (Th. Iet IT), 
3 log. d + log. f 

9 
ra 3 log. a + 2 log. b — log. c — 

log, r — à 

d'où enfin, 

6 log. a + 4 log. b— 9? log. c — 3 log. d— los. f. 

log. — 
e 

: 

ce qui représente le logarithme de 

s/ au 

cf 

et montre que cette formule équivaut à la proposée.
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5. — Emploi des logarithmes pour retrouver cer. 
taîns théorèmes, 

Soit à chercher la règle pour extraire la racine pi®® de la 
puissance n d’un nombre a. 

Nous avons successivement 
R 

r,— log. a Lg. Var = 
log. a = n log. a, 

donc 

log. ÿ a” = log. à, 

n 

et, comme le second membre est le logarithme de a, 

PI Fo 
log. Ÿ a" — log. a, 

pj— 
V & = . 

| On arrive de la même manière à trouver la règle pour mul- 
tiplier des radicaux en les réduisant au même indice; en efet 

— —Jo8.a | log.b _ plog.a+mlog.b 
log. Va <ÿD =——+ D np 

donc 

donc 

m— ___ log. a .b" .@ xt log. Va <Y5 = 8. a + log. b — log. & x 
? 

mp mp 
donc enfin 

log. Va >< Yo — log. "Y a° 5< b” , 
d'où ‘ 

Va x VD — Var >< D”. 

G, — fait Définition du logarithme d'unnombrequine 
Pas partie de la progression géométrique» 

THÉORÈME V. — Une Progression géométrique croissante 
Élant donnée, on peut insérer entre ses termes un nombre ass 
grand de moyens géométriques, pour que ces moyens croisent 
var degrés aussi rapprochés que l'on voudra.
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Soit la progression géométrique croissante 

si on insère entre ses termes successifs n — { moyens géomé- 

triques, on obtient une progression nouvelle dont la raison est 

Va . Pour prouver que les termes de cette progression nouvelle 
croîtront par degrés aussi rapprochés que l'on voudra, il suffit 

(I, 2) de prouver qu’on peut prendre n assez grand pour que la 

raison Vg surpasse l'unité d'une quantité 3 aussi petite que 

l'on voudra. Je dis donc qu'on peut déterminer n de manière 

qu'on ait 

Va<1+, 
ou 

g <(1 +3). 
En effet nous avons vu (22, II) qu'un terme quelconque de 

la progression géométrique dont les deux premiers termes sont 

1 et i + 5 est plus grand que le terme qui occupe le même 

rang dans la progression arithmétique qui commence par les 

mêmes termes, on a donc 

A+" > 1 + nè 

il suffit donc de déterminer x de manière qu'il satisfasse à 

l'inégalité du premier degré 

1+ni> a, 
pour que (1 + à)", qui est plus grand que 1 ++ nè, surpasse à 

fortiori q, l'inégalité du premier degré donne 

q—1 
AD 5) 

donc en donnant à n une valeur entière plus grande que 

q —1 

  

, On satisfait à la première inégalité, ce qui démontre 

  

le théorème énoncé. 

ConoLLarre 1. — Considérons le système de logarithmes 

défini par les deux progressions 

1, ace. rss 

(1) 0,7,2r,... mr... 

Si nous insérons n — moyens géométriques entre les 

termes successifs de la première et autant de moyens arithmé-
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tiques entre les termes de la seconde, nous aurons deux pro- 

. . n,— T : 

gressions nouvelles, ayant pour raisons V q et PL Le forme- 

ront un système de logarithmes, embrassant davantage de 

nombres, 

LV Do VE se GONG ON D se PNG re Te 
(2) r  Qr F 2r r 

0, R'n! nr ,7—+ 7? 27, + pu Me 

Ce système n’est qu’une extension du précédent, les nombres 

communs 1, q, q°, …q",… y ont les mêmes logarithmes 0, 

V,OT, e MT 

CoroLLainE II. — Considérons un nombre a, qui ne fait 

pas partie de la progression géométrique du système (1), mais 

qui est compris entre deux termes consécutifs g” et g"*" dont 
les logarithmes sont mr et (m + 1}r, insérons entre les termes 

successifs de chacune des deux progressions n — 1 moyens, 

de manière à obtenir les progressions du système (2), dont les 

. nf Tr , . 

raisons sont V get 7? que nous désignerons par get r’, SL 

le nombre a est égal à un terme g” de la nouvelle progression 

géométrique, il a pour logarithme mr’, sinon il sera compris 

entre deux termes consécutifs g”” et q””*" dont les logarithmes 

sont m1’ et {m' + 1}r'; insérons n’— 1 moyens entre les 

termes successifs des progressions du système (2), nous aurons 

deux nouvelles progressions dont les raisons g” et r” seront 

égales à Ÿ g'et L ,; Supposons que & soit toujours compris 

entre deux termes consécutifs de la progression géométrique, 

les raisons q, g', gd’, … devenant de plus en plus voisines de 

l'unité, les moyens g" et g”T', q'" et g""+!, … qui compren- 
nent & se rapprochent de plus en plus l’un de l'autre, et ont 

pour limite commune le nombre a, en même temps les raisons 

r,r,7,.… diminuent indéfiniment, et les moyens arithmé- 

tiques mr et (m + {}r, mr et (m’ + 1), … se rapprochent 

indéfiniment l’un de l’autre et tendent vers une limite com- 

mune, qui est ce qu’on appelle le logarithme de a. Les quanti- 

tés mr el (m+-{}r, m'r’ et (m/+1)r’ sont donc des valeurs appro- 

-hées de log. &, par défaut et par excès, à moins de r el de r”.
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CoroLLaixe III. — Le logarithme d’un nombre qui ne fait 

pas partie de la progression géométrique du système (1) est le 

même, quel que soit le nombre des moyens insérés entre les 

termes successifs des deux progressions. En effet, si nous insé- 

rons n — 1 moyens, nous obtenons le système de progres- 

siors (2), si nous en insérons n’ — 1, nous obtenons un troi- 

sième système 

3 (in Vas Vas ga Na avg, qe 
D v (3) | 0. Le . 7. 7, tir, ve QT ces 

les systèmes de progressions (2) et (3) font partie d'un qua- 

trième système de progressions, que l'on forme en insérant 

nn — 1 moyens entre les termes des progressions du. premier 

système, car ce quatrième système peut s’obtenir en insérant 

n' — 1 moyens entre les termes des progressions (2), ou bien 

en insérant n — { moyens entre les termes des progressions 

(3) (22, I et IT, Prob. IT, Cor. Il). Si donc un nombre «a fait 

partie des progressions géométriques des systèmes (2) et (3), il 

fait aussi partie de la progression géométrique du quatrième, 

et, comme il a, d’après le corollaire I, dans le quatrième sys- 

tème le même logarithme que dans le second et dans le troi- 

sième, les logarithmes de a dans le second et le troisième sys- 

tème sont égaux entre eux. Si a ne fait partie d'aucune des 

progressions géométriques, mais tombe entre deux termes con- 

sécutifs de la quatrième, comme elle contient tous les termes 

de la seconde et de la troisième, & sera aussi compris entre 

deux termes consécutifs de l'une et de l’autre, le logarithme de 

a sera compris entre les moyens arithmétiques qui correspon- 

dent à ces termes dans les trois systèmes, et qui donneront ses 

T 7 t—. Cet 
valeurs approchées à moins de -, -5 et nur: te re- 

marque étant vraie quelque grands que soient n et n', les 

moyens arithmétiques répondant aux nombres qui compren- 

nent a tendent vers la même limite dans les trois systèmes, el 

cette limite est le logarithme de a. 

CorouLarme IV. — Le logaritbme du produit de deux 

nombres est égal à la somme des logarithmes de ces nombres, 

lors même que les nombres ne fout pas partie de la progression 

géométrique.
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Soient a et b deux nombres qui ne font pas partie de la pro- 

gression géométrique du système (1), de sorte que l’on ait 

g<a<g"", d'où mr<log.a <(m+t}r, 
gd <b<gt, d'où pr <log.b<(p+i, 

multiplions membre à membre les inégalités placées à gauche, 

et ajoutons membre à membre celles de droite, nous aurons 

les nouvelles inégalités 

g"r<ab< "PF, et (mp}r <log. a + log.b<(m+p+r, 
or d’après la première d’entre elles log. ab est compris entre 

(m + p}r et (m + p + 9}r, et log . a + log. b aussi d’après la 
seconde, ces deux quantités log. ab et log. a +-log.b, com- 

prises entre les mêmes limites, diffèrent entre elles d’une quan- 

tité moindre que la différence 2r de ces limites. 
En passant du système (1) au système (?) par l'insertion de 

n—1 moyens entre les termes successifs des deux progres- 

sions, on démontrerait de même que la différence de log.ab 

et log. « +log. b est moindre que le double #7 de la raison 

de la nouvelle progression arithmétique, cette différence étant 

moindre que 7, quelque grand que soitn, est rigoureuse- 

went nulle, et l'on a 

log. ab = log. a + log. b. 

IIT. — Des différents systèmes de logarithmes- 

4. — Il y à une infinité de systèmes de logarithmes puisque 
l’on peut prendre arbitrairement les raisons q et r des deux 

progressions, qui nous ont servi à définir les logarithmes. 

THÉORÈME VI. — Dans deux systèmes de logarithmes don- 
nés, le rapport des deux logarithmes d'un nombre quelconque 
est constant. 

Soient le système de logarithmes défini par les deux pro- 
gressions 

1,9, 98... q”,…. 
0, r, ?r, 3r,... mr, 

et celui des deux progressions suivantes 

1, 4 4, gp... QMyn. 

O, r,2r/3r",... mur.
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Je désigne par log. « et log’. a les logarithmes d'un même 
nombre & dans les deux systèmes, et je dis que le rapport 

log. a 

log’. a 
D'abord, cela est évident si le nombre a fait partie de la pro- 

gression géométrique commune, ses deux logarithmes sont 

mr et mu’, etl'ona 

log. a __mr _r. 

log. a mr 1? 

est constant. 

il en serait de même, si le nombre a faisait de la progression 

géométrique que l’on obtient en insérant n— 1 moyens entre 
les termes successifs de la progression géométrique donnée. 

Supposons donc que a ne fait pas partie de cette nouvelle pro- 

gression dont la raison est Vaq , il est compris entre deux 
RS n ni . 

moyens consécutifs ÿ g" et V g"*", donc log. a est compris 

m + 1} 

n 
mr , 

entre ne et mir , et l'on a 

m log. a 

nr 
  

m +1 
<< 
  

log’. a . 
On prouverait de même que EL est compris entre les 

  

mi ee . 
mêmes limites _. et Ln -, qui diffèrent entre elles de 

log. a 

r 
  1 , la différence de et Eee est donc moindre 

n 

que L , quelque grand que soit #, donc elle est rigoureuse- 
n 

ment nulle, etona 

  

log. a _ log’. a , log. a t 

Tr r ? d'où log’. a 1° 

REMARQUE I. — De l'égalité 

log. a _r. 

log. a 71°? 

on déduit 
+” 

log’. a = FT log. a,
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qui montre que lorsqu'on a un système de logarithmes et qu'on 

veut en former un autre, il suffit de multiplier tous les loga- 
f 

rithmes du premier système par un nombre constant — . 

Ce nombre constant est appelé module du second système 

par rapport au premier. 

REMARQUE II. — Pour démontrer le théorème qui précède 

nous avons supposé que les deux systèmes de logarithmes 
avaient la même progression géométrique, supposons qu'il en 

soit autrement, que les deux progressions géométriques aient 

des raisons différentes, g et g’, et que deux de leurs termes 
soient égaux, par exemple, 

n mm 
g —T. 

Insérons n’ — 1 moyens entre les termes successifs des pro- 
gressions du premier système, et n — 1 moyens entre les 

termes des progressions du second système, les raisons des 

deux progressions géométriques seront Ÿg et Yq/ ; or en ex- 
trayant les racines nn’ des deux membres de l'égalité qui pré- 
cède, on a 

| NI =VY, 
et les deux systèmes sont ramenés à avoir la même progression 

géométrique. 

2. — Base d’un système de logarithmes. 

On appelle base d'un système de logarithmes, le nombre qui 
a pour logarithme l'unité. 

PROBLÈME I. — Un système de logarithmes étant défini par 

deux progressions, trouver la base de ce système. 
Soit le système de logarithmes défini par les deux progres- 

sions . 

1, 9, g®, g8,... q…. 
0,7, 2r, 3r,.. nr... 

Si nous supposons d'abord qu’un terme dela progression 

arithmétique soit égal à f, nr par exemple, la base est g”, et 
1 

comme n égale JL. puisque nr égale {, la base est q' 

Supposons ensuite qu'aucun terme de la progression arithméè-
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tique ne soit égal à l’unité. Pour calculer la base, il faut distin- 

guer deux cas : la raison r peut être un nombre entier ou une 

fraction. 

{e Soit r entier et égal à 5 ; insérons entre les termes consé- 

cutifs des deux progressions 5 — 1 ou 4 moyens, les raisons 

= T 5 nes 
nouvelles sont Ÿq et Fou ou enfin l'unité, nous avons 

ainsi un système de logarithmes équivalent au proposé, 
s— 

1, Va VE NA VU 5 Quee 
0,1, 2, 3, 4, 5 

4 1 

dont la base est Ÿg, ou g', ou q' (4 et 5, IL), puisque ce 

nombre a pour logarithme l'unité. 
4 

2 Soit r fractionnaire et égal à T° la base est alors com- 

. 4 $ 

prise entre les nombres g et g*, dont les logarithmes TT et 7 

comprennent l'unité; insérons 4 — { ou 3 moyens entre les 

termes consécutifs des deux progressions, les raisons des deux 

sp — Tr 4 Î 

ressi e t — — où —— 
nouvelles progressions seront Va,e z Où TSTT T° 

et nous aurons un système de logarithmes, où les mêmes 

nombres auront les mêmes logarithimes, 

1, Va, VE VE: 9 Va, Va QVP ve 
1 3 4 5 6 

0, _— TT 7° do. 
77 71° v

x
,
 

? = 

ï ‘ 

la base cherchée est donc q Vg5 ou Vq7 , ou g', c'est-à-dire q'. 

PROBLÈME Il. — Étant donnée la base D d'un système de 

logarithmes, trouver les deux progressions qui donnent dans 

sont 1 

ce système les logarithmes de tous les nombres à moins de F: 

h étant entier et b plus grand que 1. 

On a les deux progressions 

1, b, 0, L,.... 

0, 1, 2, 3, 

il suffit d'insérer entre les termes successifs de chacune d'elles 

un nombre n — { de moyens assez grand pour que la raison
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de la progression arithmétique soit égale ou inférieure à + . 

Or la raison de la nouvelle progression arithmétique est 1, 

pour qu'elle soit égale ou inférieure à + , il faut que n soit égal 

ou supérieur à À. La raison de la progression géométrique 

nouvelle est ŸD:; lorsque la quantité À sera très-grande, il 
faudra, pour calculer les moyens de la nouvelle progression 
géométrique, extraire de b une racine dont l’indice soit très- 

grand; or la racine carrée est la seule dont l’extraction soit 

pratique, lorsqu'on a besoin de beaucoup de chiffres; on ex- 

traira de b des racines carrées successives, ce qui donnera 

(7, I, Th. VII) des racines dont les indices successifs seront 
2, 2, 2, 24... on s'arrêtera à la première racine dont l'indice 

? atteindra ou dépassera A; on pourra alors insérer Ÿ — 1 
moyens entre les termes successifs des deux progressions 
données, et l'on aura les deux nouvelles progressions que l'on 
cherche. 

8. — Logarithmes népériens. — L'invention des loga- 
rithmes remonte à l'année 1614. C’est, nous l’avons déjà dit, à 

un Ecossais nommé Neper *, qu’on doit cette importante décou- 

verte, qui est d’une si grande utilité dans l'astronomie, la 
navigation, etc., et en général dans toutes les applications des 

mathématiques. 
Les deux progressions qui définissent un système de loga- 

rithmes peuvent, en désignant par { + « la raison de la pro- 
gression géométrique, supposée plus grande que l'unité, se 
mettre sous la forme 

44e, (+), (Ha) (Ha) 
0, 7, 2r, 3r,.... nr,.... 

pour que les termes des deux progressions croissent par degrés 
sensibles, il faut que « et r soient tous deux infiniment petits, 
c'est-à-dire tendent simultanément vers zéro, quand, par l'in- 
sertion d'un nombre de plus en plus grand de moyens, on fait 
tenûre la raison q de la progression géométrique vers l'unité. 

“ Jean Neper, baron écossais, né en 1550, à Merchiston, près d'Edin- 
bourg, mort en 1617,
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La limite vers laquelle tend alors le rapport 7 de l'accroïsse- 
a 

ment du logarithme à l'accroissement du nombre, quand on 

part de l’unité, s'appelle le module absolu du système de loga- 

rithmes ; Neper prit ce module absolu égal à 1, et adopta le 

système vers lequel tendent les deux progressions 

1,17, Ar, (+. (+ 
0, ”, ?r, 3r,... Muse 

quand la quantité r tend vers zéro. 

Pour avoir la base du système népérien, supposons que, # 

tendant vers zéro, nr tende vers l'unité, et par conséquent 

+ vers zéro, la base sera la limite vers laquelle tend le nombre 

correspondant (1 + r)" ou (: + quand r diminue indé- 

finiment, ou que son inverse grandit indéfiniment. Cette 

limite incommensurable est désignée ordinairement par la 

lettre e, sa valeur est 

e — 2,118281828459... 

Les logarithmes népériens sont presque seuls employés dans 

les recherches scientifiques.
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PROGRAMME : Logarithmes dont la base est 10. — Règle des parties proportion. 
nelles. — De la caractéristique. — Changement qu’elle éprouve quand on multu- 
plie ou quand on divise un nomb*e par une puissance de 10. 

I. — Logarithmes décimaux ou vulgaires. 

Briggs *, contemporain de Neper, fut frappé des avantages 
que présenterait, dans les calculs numériques, le système de 
logarithmes, dont la base 10 est la même que celle de notre 
système de numération. Ces logarithmes, appelés logarithmes 
vulgaires ou logarithmes décimaux, ont avec les logarithmes 
népériens un rapport constant (23 et 24, IIT, 1, th. IT), appelé 
module, qui est égal au rapport du logarithme décimal de 10 
où 1 au logarithme népérien de 10. Pour calculer la table des 
logarithmes décimaux des nombres, il suffit donc de multiplier 
leurs logarithmes népériens par LT en désignaut par 

5 

log. 10 le logarithme népérien de 10. 
Le système des logarithmes vulgaires ou décimaux est donc 

défini par les deux progressions 

1, 10, 107, 105,.. 
0, 1, 2, 3,.. 

et par toutes celles qu'on en déduit en insérant entre les 
termes successifs de chacune d'elles un même nombre de 
moyens, 

* Briggs, célèbre mathématicien anglais, né vers 1556 à Warley-Wood 
tYvrk), mort en 1630,
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{I — Propriétés et calcul des logarithmes décimaux-. 

4. THÉORÈME I. — Les diverses puissances de 10 sont les 
seuls nombres entiers dont les logarithmes décimaux soient 

commensurables, et ces logarithmes sont égaux aux exposants 

des puissances de 10. 

En effet, soit proposé de trouver le nombre qui a pour loga- 

. m 
rithme le rapport commensurable 7 des deux nombres en- 

tiers m et n; j'insère n — 1 moyens entre les termes consé- 
cutifs de chacune des deux progressions précédentes qui 

deviennent 
    

1, V10, V10,.... Y 107, .... 

Or, la fraction = est le (m + 1)*" terme de la progression 

arithmétique, donc le terme V 10, qui occupe le même rang 

dans l’autre progression, est le nombre demandé, que je désigne 

par æ. Je dis maintenant que ce nombre n'est rationnel que 

a m 
pour les valeurs entières du rapport ra 

Pour le démontrer, je remarque qu'on à 

Z = V 10”, 

et, par suite, 
a = 92m x 5"; 

cette dernière égalité montre que æ est un nombre entier dont 

les facteurs premiers ne sont autres que 2 et 5, de sorte qu'on 

peut poser . 

z=®%xs", 

a et $ étant des nombres entiers positifs. Je remplace ensuite x 

par cette valeur dans l'égalité précédente, et je trouve 

Qu Des — 92m >< 57, 

ce qui exige qu'on ait : 

en = fn = M, 

23
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et, par conséquent, 

m : 
Le rapport FH est donc un nombre entier, et le nombre 

m 

ñn 

une puissance de 10, NET ou 10% , dont le logarithme est 

égal à son exposant — : ce qui démontre le théorème énoncé. 

REMARQUE. — Il résulte de ce théorème que les logarithmes 

vulgaires des nombres entiers, autres que les puissances de 10, 

sont incommensurables. 

3. Calcul des logarithmes décimaux- — Sans entrer 

dans tous les détails de la construction des tables vulgaires, 

question réservée au cours d'algèbre supérieure, il est bon de 

savoir comment on peut trouver par un procédé élémentaire 

les logarithmes des nombres entiers, d’autant plus que ce pro- 

cédé est celui qui à été appliqué par Briggs et son continuateur 

Wlacq. ‘ 

ProsLème. — Trouver le logarithme décimal d'un nombre 

entier. 

Soit proposé de calculer le logarithme décimal de 5 à un 

dix-millionième près. 

Le nombre 5 étant compris entre 1 et 10, son logarithme est 
plus grand que zéro, et moindre que l'unité ; pour en 8P pro 
cher davantage, j'insère un moyen géométrique entire 4 et 10, 

etun moyen arithmétique entre 0 et 1; je trouve 3,162277 

pour le premier de ces moyens et 0, 5 pour le second. Le n0m- 

bre 5 est alors compris entre les deux termes 3,162277 et 10 de 

la progression géométrique, de sorte que son logarithme est 

plus grand que 0, 5 mais plus petit que 1. J'insère ensuite we 

moyen géométrique entre 3,162277 et 10, et un moyen aritb- 
métique entre 0, 5 et 1 ; je trouve 5,623413 pour le premier de 

ces moyens et 0,75 pour le second; par conséquent le logs” 
rithme de 5 est compris entre 0,5 et 0,75. En continuant als! 

les insertions de moyens, je formerai le tableau suivant, go 
représente tous les calculs nécessaires pour avoir le Jogarithie 

de 5 à un dix-millionième près.
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a 1,000000, log, 4 — 0,0000000, soit : 

b— 10,000000, log. b —1,0000000, € = Vab, 

c— 3,162277, log. c—0,5000000, d = Ve, 

— 5,623413, log. 4 — 0,7500000, e=Vcd, 

e — 4,216964, log. 3—0,62%0000, f— Vue, 

= 4689674, log. f—0,6875000, g—Vd/, 

= 5232991, log. g—0,7187500, À —Vfy, 

h— 5,048065, log. h—0,7031250, i=V/h 

à — 4958069, log. i—0,6953125, 4—Vhi, 

k— 5,002865, log. 4—0,6992187, 1=V&, 

L — 4,980416, log. ? — 0,6972656, m=Vh, 

m— 4991627, log. m— 0,6982421, n= Vin, 

n— 4,997242, log. n—0,6987304, a = V kn, 

o— 5,000052, log. 0 — 0,6989745, no, 

p— 4998647, log. p=— 06988525, q=— Vop, 

q— 4999350, log. g — 0,6989135, 0q. 

Comme la différence des deux nombres o et g est moindre que 

0,001, on peut remplacer leur moyenne géométrique V'og par 

? £ T qui n’en diffère qu'au 

*, En opérant de même pour les 

  

leur moyenne arithmétique 

delà de la sixième décimale 

* En effet, on a 

o+4 
_(Wo=var, 

To. 2 
_LV&= o+e—2Ver 

en multipliant les deux termes du second membre par (Vo+va }, oo co 

déduit Ç 

o+a CD __. 

Va 
Mais, on a par hypothèse 

1 
o—q< TT 

nt, l'équation précédente donne 

o+gq | 1 

TR. 28 - Va < 1x 2(Ÿo+ Var 

par consèque
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termes suivants, on réduit le calcul à prendre des moyennes 

arithmétiques, et l'on trouve : 

  

  

  

  

  

r=4,990701, log. r—0,6989440, 5= 17, 

5 —4,909876, log. s— 06989592, 1 —-° + s. 

t—4,999964, log. £— 0,6989668, u = + £, 

u—5,000008, log. u —0,6989706, v — HF , 

0 — 4999986, log. v — 0,6989687, x =“? , 

a — 4,999997, log. æ — 0,6989696, y — #pe , 

y=5,000002, log. y== 06969701, 5 == _ , 
3 — 4999999, log. z — 0,6989699. 

Le nombre 5 étant compris entre les deux moyens y et 3, son 

logarithme est plus petit que 0,6989701 et plus grand que 

0,6989699 ; en prenant 0,6989700 pour ce logarithme on com- 

mettra donc une erreur moindre qu'un dix-millionième. C'est 

de cette manière que Briggs et Wlacq ont calculé la table des 

logarithmes décimaux; mais on a trouvé depuis cette époque 

des méthodes plus expéditives. 

REMARQUE I. — On peut abréger considérablement le calcul 

qui précède et s'arrêter au terme r. En effet, si on calcule la 

différence des deux moyens géométriques o et r, et celle des 
deux moyens o et g, on trouve que l’une est le double de l’autre 

et qu'il y a la même relation entre les différences des loga- 
rithmes de ces troïs nombres ; on est dès lors conduit à admet- 

tre que les accroissements de ces nombres, si peu différents les 
uus des autres, sont proportionnels à ceux de leurs loga- 

rithmes. D’après ce principe, on calcule le logarithme de 5 par 
la règle de trois suivante : 

et, à fortiori, 

o<+q Î 

2 VA Lo 
puisque les nombres o et q sont plus grands que l'unité, 
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Lorsque le moyen géométrique r, ou 4,999701, devient égal 

.au moyen 0, ou 5,000052?, c’est-à-dire lorsqu'il croît de 

0,000351, son logarithme 0,6989440 augmente de 0,0000305 ; 

quelle sera l'augmentation de ce logarithme, lorsque le moyen 

r deviendra égal à 5, c’est-à-dire lorsqu'il croftra de 0,000299 ? 

On a par suite : 

tog. 5 — 0,6989440 + -0:0000305 > T0 Bi 
ou 

log. 5 = 0,6989440 +- 0,0000260 
et, enfin, 

log. 5 — 0,6989700 ; 

résultat identique à celui qu’on vient de trouver. 

REMARQUE II. — Pour former une table complète des loga- 

rithmes des nombres depuis { jusqu’à une certaine limite, il 

suffit de calculer les logarithmes des nombres entiers, car tout 

nombre fractionnaire, ordinaire ou décimal, peut être mis sous 

la forme _ , a et b étant entiers, et son logarithme est, en 

supposant & plus grand que b, égal à log. a — log. b. I suffit 

même de calculer les logarithmes des nombres premiers par 

la méthode qui précède, car tout nombre non premier est dé- 

composable en facteurs premiers, et son logarithme sera la 

somme des logarithmes de ces facteurs premiers. 

Les tables les plus étendues contiennent les logarithmes déci- 

maux des nombres depuis l'unité jusqu’à 108000. Briggs a 

calculé avec quatorze décimales ceux des nombres depuis { jus- 

qu’à 20000 et depuis 90000 jusqu'à 100000; VWlacq a rempli 

la lacune qu'avait laissée Briggs, en calculant avec dix déci- 

males les logarithmes des nombres depuis 10000 jusqu'à 90000 : 

enfin, Callet a continué la table de Briggs et Wlacq jusqu'à 

108000, qui est le nombre de secondes contenu dans un arc de 

30 degrés. 

8.— Propriétés den logarithmes décimaux. 

On appelle caractéristique la partie entière de chaque loga- 

rithme décimal. Le théorème suivant donne un moyen de la 

calculer a priori. - . | 

TaéoRÈME II. — La caractéristique du logarithme décima 

.
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d'un nombre contient autant d'unités qu'il y a de chiffres dans 
la partie entière du nombre moins un. 

En effet, soit N un nombre dünt la partie entière a m+1 
chiffres; ce nombre est compris entre 10” qui est le plus petit 

nombre de m —- 1 chiffres, et 10” qui est le plus petit nombre 
de m—+2 chiffres. Son logarithme est donc plus grand que m 

et plus petit que m + 1; par conséquent, sa caractéristique est 

égale à m. 
Ainsi la caractéristique du logarithme de 15648 est égaleà 4, 

et celle du logarithme de 254,756 égale à 2. Réciproquement, 

si la caractéristique d’un logarithme est égale à 5, la partie 

entière du nombre correspondant contient 6 chiffres, c'est-à- 
dire que le chiffre des plus hautes unités de ce nombre exprime 
des centaines de mille. C'est pour rappeler cette dépendance 
remarquable de la partie entière du logarithme d’un nombre 
et du rang des plus hautes unités de ce nombre, qu'on à donné 

le nom de caractéristique à la partie entière du logarithme; la 
partie décimale est quelquefois désignée par le nom de mañ- 

tisse. 

THéGRÈME IL. — Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise un 
nombre par une puissance de 10, la caractérishque di logo” 
rithme dë ce nombre est augmentée ou diminuée d'un nombre 
d'unités égal à l'exposant dé la puissance, et la parte déci- 
male n’est pas changée. 

En effet, soient N un nombre et 10” une puissance quel 
conque de 10; commie le logarithme de cette puissance est Ë 

à l'exposant m, si on multiplie N par 10", on a 

log. N >< 10" = log, N + log. 10" = log. N + 7: 
En divisañt, au contraire; le nombre N par 10”, on trouve 

N  . 
log. 10 — 108. N — og. 10° = log. N — M; 

ce qui démontre le théorème énoncé, car, pour augmenter Le diminuer le logarithme de N du nombre entier m, il faut aug” 
menter où diminuer sa caractéristique de #n utiités, sans char ger la partie décimale. 

REMARQUE. —]] résulte de ce théorème que si deux nono décimaux sont composés des mêres chiffres, disposés dans °
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même ordre, et ne diffèrent que par la position de la virgule, 

leurs logarithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent 

que par la caractéristique. 

ALI. — Disposition et usage des tables. 

1. — Tables de Lalonde”. 

L'astronome français de Lalande à constrüit des tables de 

logarithmes qui contiennent les logärithmes des 10000 pre- 

miers nombres entiers avec cinq décimales. Voici leur dispo- 

sition: chaque page est divisée en 9 colonnes verticales ; la 

première dé ces colonnes, en commençant par la gauche, la 

quatrième et la septième sont intitulées nomb. et renferment 

les motnbres entiers placés les uns sous les autres, depuis Î 

jusqu'à 10000; la seconde, la cinquième et la huitième, qui 

sont à la droite des précédentes, contiennent les logarithmes 

des nombres, avec cinq chiffres décimaux, et l'on trouve dans 

les trois autres colonnes, intitulées D, les différences des lo- 

garithmes consécutifs exprimées en cent-miilièmes à partir du 

logarithme de 990. 

En parcourant ces tables, on voit que les différences D di- 

minuent à mesure que les nombres entiers croissent. Ce ré- 

sultat pouvait étre prévu ; car, en désignant par # et n +1 

deux nombres entiers consécutifs, On à 

n 1 

log. (n + 1) — log. n—1log. + }=10s.( 1+-) 

  

1 , : 

Or, si le nombre n croît, le nombre 1 + diminue, donc 

log. ( ++) ou log. (n +1) — log. n, diminue aussi. 

Pour faire un calcul quelconque par logarithmes, il faut sa- 

voir trouver, au moyen des tables, le logarithme d'un nombre 

donné et, réciproquement, le nombre qui a un logarithme 

donné. Je vais résoudre ces deux problèmes. 

ProBcÈème I. — Un nombre quelconque, plus grand que 

l'unité, étant donné, trouver son logarithme au noyer des 

tables. 

- Lalande,’ célèbre astronome français, né en 173? a Bourg en Bresse, 

mort en 1807.
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Les tables contenant les logarithmes des nombres entiers 

depuis 1 jusqu’à 10000, la question proposée revient à trouver 

le logarithme d’un nombre fractionnaire compris dans les 
mêmes limites, et celui d'un nombre quelconque, entier ou 
fractionnaire, plus grand que 10000. 

Je considère : 1° le nombre 5475,352, qui est compris entre 
1000 et 10000, c’est-à-dire dans cette partie des tables qui con- 
tient les différences des logarithmes consécutifs, et je cherche 

le logarithme du nombre entier 5475; je le trouve égal à 

3,713838. Je calcule la fraction dont il faut augmenter ce loga- 
rithme pour avoir celui du nombre fractionnaire 5475,352, en 
remarquant: 1° que la différence des logarithmes des deux 

entiers consécutifs 5475, 5476, qui comprennent entre eux le 
nombre fractionnaire proposé, est égale à 0,00008 ; 2° que les 
différences des 90 logarithmes contenus dans la même page 

sont sensiblement constantes et égales àt0,00008, donc à un 

accroissement du nombre 2? ou 3 fois plus grand répond un 
accroissement 2? ou 3 fois plus grand du logarithme, dans une 
même page les accroissements des nombres sont proportionnels 
sensiblement aux accroissements des logarithmes ; je puis donc 
admettre, & fortiori, que dans l'intervalle de 5475 à 5476, les 
accroissements des nombres sont sensiblement proportionnels 
aux accroissemenis de leurs logaritkines. L'application de ce 
principe me conduit à résoudre la règle de trois simple dont 

voici l'énoncé : 

Si le nombre 5475 augmente de 1, son logarithme 3,73838 

croît de 0,00008; quel est l'accroissement de ce logarithme, 
lorsque le nombre 5475 n’augmente que de 0,352 ? | 

En désignant cet accroissement inconnu par +, j'ai l'égalité 
æ 0,352 

0,00008 + * 

de laquelle je déduis 

æ = 0,00008 << 0,352. 
Comme les logarithmes des tables n’ont que cinq chiffres dé- 
cimaux, j'évalue le produit précédent à un cent-millième près, 
et je trouve : 

. æ& = 0,00003 ; 
ce qui donne : 

log. 5475,352 — 3,73838 L 0,00003 — 3,73841.
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Il résulte évidemment ‘du calcul précédent que lorsqu'un 

nombre entier N, compris entre 1000 et 10000, croit d'une 
certaine fraction 3, son logarithme augmente du produit DB, 

D étant la différence des logarithmes des deux nombres entiers 
consécutifs N et N +1, donnée par les tables. 

2 Si le nombre donné n’est pas compris entre 1000 et 10000, 
pour calculer son logarithme, je remarque: 1° que la caracté- 
ristique est connue d’après le théorème Il de la page 357; 

20 qu’on ne change pas la partie décimale de ce logarithme 
lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le nombre donné par une 
puissance quelconque de 10 (page 389, th. III); par consé- 
quent, si je ramène ce nombre à être compris entre 1000 et 

10000, en le multipliant ou le divisant par une puissance con- 
venable de 10, et que je cherche ensuite la partie décimale 
du logarithme du nombre, ainsi transformé, j'aurai celle du 

logarithme demandé. 

ExemPce I. — Trouver le logarithme de 125,756. La carac- 
téristique de ce logarithme est égale à 2; pour avoir sa partie 

décimale, je multiplie le nombre 125,756 par 10, et je cherche 
le logarithme du produit 1257,56 qui est compris entre 1000 

et 10000 ; je trouve d’après la méthode précédente : 

log. 1257,56 = 3.09953 ; 

par conséquent, j'ai 

log. 125,756 — 2,09953. 

ExempLe II. — Trouver le logarithme de 374256,73. 

La caractéristique de ce logarithme est égale à 5; pour avoir 

la partie décimale, je divise le nombre 374256,73 par 100, 

“et je cherche le logarithme du quotient 3742,5673 qui est com- 

pris entre 1000 et 10000. Je trouve : 

log. 3742,5673 = 3,57317, 

et j'ai, par suite, 

log. 374256,73 — 5,57317. 

Remarque. — Si le nombre donné est composé d'un nombre 

entier et d'une fraction ordinaire, on convertira la fraction 

ordinaire en fraction décimale et l'on sera ramené à prendre 

le logarithme d'un nombre décimal ; on peut aussi réduire le 

nombre entier et la fraction ordinaire en une seule expression
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. à . 

fractionnaire de la forme T° a étant plus grand que b, et cal. 

culer le logarithme du quotient = , en prenant la différence 

des logarithmes du dividende et du diviseur. 

ProgLème Il. — Ün logarithme étant donné, trouver le 
nombre correspondant au moyen des tables. 

Je suppose 1° que la caractéristique du logarithme donné 

soit égale à 3, c’est-à-dire que le nombre + cherché soit com 

pris entre 1000 et 10000 ; et je prends, par exemple, 

log. x = 3,18676. 

Pour trouver le nombre inconnu #, je cherche entre quels 
logarithmes des tables son logarithme est compris, c’est entre 
3,18667 et 3,18696, qui sont les logarithmes de 1537 et 1538; 
æ est donc compris entre ces deux nombres, et se compose de 
1537 unités plus une fraction qu'il s’agit d'évaluer. Pour cela, 
je prends la différence 0,00029 des logatithmes de 1537 el 
1538, puis celle des deux nombres 1537 et #, qui est égale à 

0,00009, et en admettant la proportionnalité des accroissements 
des nombres aux accroissements des logarithmes, j'ai à résoudre 

la règle de trois simple suivante : 

Lorsque le logarithme de 1537 croît de 0,00029, le nombre 
1537 augmente de 1; quelle est l'augmentation de ce nombre 

lorsque son logarithme croît de 0,00009 ? 
En désignant par y cette augmentation, j'ai 

y ___ 0;,00009 9 
1 000029 — 29 — 0,81, 

; 

donc 

œ = 1537 + 0,31 — 1537,31. 

Pour déterminer l’approximation avec laquelle le nombre 
1537,31 représente la valeur de x, je remarque que le loga- 
rithme lu dans la lable est calculé à moins d'un demi-Cent 
millième, or une variation de 29 cent-millièmes dans le loga- 

rithme produit une variation d’une unité dans le nombre, une 
variation d'un cent-millième dans le logarithme produit UP 

ke 1 ot 
variation de -— dans le noïnbre, et par suite un demi-cent 

millième d'erreur sur le logarithme produirait une erreur de
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1 
DT ou 0,017 dans le nombre; le riombre 1537,31 est 

affecté de trois erreurs: la première moindre que 0,01, puisque 

nous avons calculé 5 à moins de 0,01, la seconde qui 

résulte de l'inexactitude du logarithme 3,18667 lu dans la table, 

et que nous venons de trouver moindre que 0,02, enfin une 

troisième erreur, résultant de ce que les accroissements des 

nombres ne sont pas exactement proportionnels aux accroisse- 

ments des logarithmes, est généralement négligeable. Le 

nombre 1537,31 représente donc la valeur deæ à moins de 

0,03. 
Nous avoris dans ce raisonnement supposé log. æ connu 

exactement; le plus souvent log. æ est {e résultat de l'addition 

de n logarithmes trouvés dans les tables, il peut donc être 

fautif de n demi-cent-millièmes, erreur qui ajoutée à celle du 

logarithme 3,18667 qui en approche le plus par défaut, peut 

donner # + i demi-cent-millièmes d'erreur sur le logarithme 

et NE d'erreur sur le nombre. 
29 >< 2? 

Il résulte du calcul précédent que, lorsque le logarithme d'un 

nombre entier N, plus grand que 1000, croît d’une fraction à 

moindre que la différence tabulaire D, qui existe entre ce 

logarithme et celui du nombre entier suivant N +1, le 

à 
nombre N augmente de 5 et l'erreur commise est moindre 

{ Î 

que : En effet la seconde erreur est moindre que SD ? 

. 1 . . 1 ee 

la première 00 est moindre aussi que 3D ? puisque de 

1000 à 10000, D ne dépasse pas Ai, leur somme est donc 

. _ 1 ‘ 
moindre qué 5: 

9e Si la caractéristique du logarithme donné n'est pas égale 

à 3, je la rends égale à ce nombre en l'augmentant ou la dimi- 

nuant d'un nombre convenable d'unités, selon qu'elle est plus 

petite où plus grande que 3, je cherche ensuite le nombre cor- 

respondant au nouveau logarithme. Ce nombre et celui qu'il 

s'agit de trouver sont composés des mêmes chiffres, disposés 

dans le méme ordre, puisque leurs logarilhmes ont la même
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partie décimale (page 389, théor. III); par conséquent, pour 

avoir le second de ces deux nombres, il suffit de déplacer la 

virgule décimale du premier, de manière que le nombre des 

chiffres de sa partie entière surpasse d'une unité la caractéris- 
tique du logarithme donné. 

PREMIER EXEMPLE. — Trouver le nombre dont le logarithme 

est égal à 1,95758. 

J'augmente la caractéristique de 2? unités, et je cherche le 
nombre qui a 3,95758 pour logarithme. Ge nombre est 9069,4 
à 0,2 près ; par conséquent, le nombre correspondant au loga- 

rithme donné 1,95758 égale 90,694, à moins de 0,002. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Trouver le nombre dont le logarithme 

est égal à 5,04269. 
Je diminue la caractéristique de 2 unités, et je cherche le 

nombre qui a 3,04269 pour logarithme. Ce nombre est 1103,28 

à 0,025 près; par conséquent, le nombre qui correspond au 

logarithme donné 5,04269 égale 110328 à moins de 2,5. 

TROISIÈME EXEMPLE. — Quel est le nombre dont le loga- 

rithme égale 8,53409 ? 
Je diminue la caractéristique de 5 unités, et je cherche le 

nombre correspondant au logarithme 3,53409. Ce nombre est 

1 . 
3420,5 à a Près ; par conséquent, le nombre qui correspond 

au logarithme donné 8,53409 égale 342050000, à moins de 
100000 
2 — ou 8333 unités. 

REMARQUE. — La résolution des deux problèmes précédents 
repose sur le principe de la proportionnalité des petits accrol$” 
_sements d’un nombre et des accroissements correspondants de 
son logarithme. On peut facilement reconnaître que ce pril” 
cipe, évidemment applicable aux nombres compris entre 1000 
et 10000 lorsqu'on se sert des tables de de Lalande, n'est P£ 
rigoureusement vrai. 

_ En effet, soient n, n + h, n + 2h, trois nombres en prog” Ston arithmétique, je dis que leurs logarithmes ne croissen! 
pas par quantités égales : on a 

h 
log. (n +h) = log. n — log. FE) log. (+3)  
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el 

log. (n+-2%)—log. (n+h}=log, ES) — 108: £ + ren. } 

h 
n+kh 

donc log. ( + 7 = ñ | est plus petit que log. £ —+ æ: ainsi, 

lorsque l’acsroissement. du nombre n devient le double de ce 

qu’il était, celui de son logarithme est plus petit que le double 

de sa valeur primitive. Il en résulte qu’en calculant le loga- 

rithme d’un nombre au moyen de ce principe, précédemment 

énoncé, on obtient un logarithme un peutrop peut, et qu'en 

cherchant, au contraire, le nombre qui correspond à un loga- 

rithme donné, on trouve un nombre un peu trop grand. 

Cette proportionnalité des accroissements des logarithmes 

aux accroissements des nombres est d'autant plus près d'être 

Or le nombre 1 +   est plus petit que le nombre 1 + 2 ; 

  

k 
e t — s$? g ‘êtr ———— 
xacte, que — s’approche davantage d'être égal à Ath 

ou que leur rapport IE? s'approche davantage de l'unité, 

ou enfin que h est plus petit et n plus grand. 

2. — Tables de Dupuis. 

Les tables de logarithmes, connues sous ie nom de Tables de 

Dupuis, sont plus usitées que les précédentes ; elles font con- 

naître les logarithmes des nombres entiers depuis { jusqu'à 

100000, avec 7 chiffres décimaux. On peut les considérer comme 

formées de deux tables distinctes : la première contient les lo- 

garithmes des nombres entiers depuis 1 jusqu'à 1000 ; on trouve 

dans la seconde les logarithmes des nombres entiers depuis 

1000 jusqu'à 100000. Comme on connaît, d'après le théorème II 

(page 357) la caractéristique du logarithme d'un nombre quel- 

conque, à l'inspection de ce nombre, les tables de Dupuis ne 

contiennent aucune caractéristique. 

Pour étudier la partie qui va de 1000 à 100000 qui sert le 

plus souvent, j'en copie cinq lignes prises au bas de la page 46.
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IL. — Logarithmes des nombres de 1 à 160000. -— 
43° tableau. 
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La colonne N contient la suite naturelle des nombres depuis 
1000 jusqu’à 9999, on n'a inscrit les trois premiers chiffres de 
ces nombres que de dix en dix, c'est-à-dire quand le troisième 
change. La colonne Q contient les sept premières décimales 
des logarithmes de ces nombres, la dernière étant calculée par 
excès où par défaut à moins d’une demi-unité près, les trois 
premières, qui seraient les mêmes pour un grand nombre de 
lignes, ne se répètent pas à chaque ligne devant les quatre 
dernières, on ne les inscrit que lorsque la troisième change ; 
ainsi, dans notre extrait, il faut sous-entendre les décimales 
497 devant les quatre décimales des lignes inférieures, et 496 
devant celles de la ligne supérieure. 

Si, à la droite des cinq chiffres contenus dans la colonne N, 
on place un zéro, on aura les nombres de dix en dix depuis 
10000 jusqu'à 99990, et la colonne O donnera les sept décimales 
de leurs logarithmes, qui sont les mêmes que celles des 
nombres de Ja colonne N (page 358, Th. IIT), ainsi les loga- 
rithmes 3140 et 31400 ont la même partie décimale 4969296 ; 
teux de 3141 et 31410 ont pour partie décimale 4970679, pour 
trouver les logarithmes des ‘nombres comoris entre 31499 et 
31410, on a recours aux colonnes marquées 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9. Elles contiennent les quatre dernières décimales des 
logarithmes des nombres que l'on obtien:, en écrivant à droite
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des nombres de la colonne N les nombres qui sont en tête de 

cs colonnes, les trois premières décimales sont les nambres 

isolés de trois chiffres que l’on rencontre à gauche dans 

la colonne zéro, les plus proches en remontant, à moins 

que l’ensemble des quatre dernières décimales ne soit pré- 

cédé d’une astérisque, on doit prendre alors pour les trois 

premières décimales, celles de la ligne immédiatement 

suivante. 
Ainsi la partie décimale du logarithme de 31405 est 4969988, 

et celle du logarithme 31406 est 4970126, parce qu'il ya une 

astérisque devant les quatre dernières décimales. 

La dernière colonne à droite, intitulée Diff. et p. p., contient 

toutes les différences qui peuvent exister entre deux loga- 

rithmes consécutifs de la page, et au dessous de chacune d'elles 

une petite table, composée de deux colonnes verticales, comme 

celle qu'on voit dans notre extrait sous le nombre 138 : la 

première à gauche contient les nombres de dixièmes d'unités 

que l'on peut avoir à ajouter aux 6 chiffres du nombre lu dans 

la table, depuis 1 jusqu'à 9; la seconde donne le nombre 

d'unités décimales du 7t%° ordre, et les fractions de ces unités, 

qu'il faut ajouter au logarithme lu dans la table. Pour bien 

comprendre la formation et l'usage de cette table, je vais 

chercher au moyen des tables de Dupuis, le logarithme d’un 

nombre compris dans notre extrait, et résoudre ensuite la 

question inverse. 

ProgLème I.— Quel est le logarithme du nombre 31415,926? 

On trouve dans la table que le logarithme du nombre entier 

31415 est 4,4971371, et l'on voit que la différence de ce loga- 

rithme au suivant est terminée par un 8, c'est un des nombres 

inscrits en tête des petites tables dans la colonne intitulée 

Diff. et p. p., c'est donc 138. Ainsi, si le nombre croissait 

d’une unité, son logarithme croîtrait de 138 dix-millionièmes, 

nous n'avons que 0,926 à ajouter au nombre, le loga- 

rithme croîtra de 138 >< 0,926 dix-millianièmes, ce produit 

calculé à une demi-unité près vaut 128 dix-millionièmes ; on 

a donc 

log. 31415,926 — 4,4971371  0,000D128 — 4,4971499. 

La petite Uble, placée sous 138 dans la colonne intitulée Dur. 

et p. p., dispense de faire cæ calcul, elle donne le produit de
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138 dix-millionièmes par les neuf premiers nombres de 
dixièmes, 

138>< 0,9 — 124,2 dix-millionièmes, 
138< 0,2 — 27,6 

donc 

138%< 0,02 — 92,76 dix-millionièmes, 
de même 

138 < 0,006 — 0,828 dix-millionièmes, 
donc 

138 >< 0,926 — 127,788 dix-millioniemes ; 
il faut donc ajouter au logarithme lu dans la table 128 dix- mMillionièmes, à moins d’un demi-dix-millionième près. Ainsi, grâce à l'emploi de ces petites tables, qu’on appelle tables de parties Proportionnelles, on n’a que des additions à faire au lieu d’une multiplication, pour trouver ce qu'il faut ajouter au logarithme d’un nombre entier lu dans la table, quand à la droite de ce nombre on ajoute des chiffres décimaux. 
REMARQUE. — Lorsque le nombre dont on cherche le loga- 

tithme est moindre que 10000 ou plus grand que 100000, on écrit d’abord la Caractéristique de son logarithme, puis on le ramène à être compris entre ces limites, en le multipliant ou le divisant par une puissance de 10 convenable, ce qui, d’après le théorème IIT de la page 358, ne change pas la partie déci- 
male du logarithme qui reste à trouver; on peut alors consi- 
dérer les chiffres qui suivent le cinquième comme des dixièmes, 
centièmes et millièmes, et leur appliquer les raisonnements qui précèdent, d’où nous avons déduit ce que leur présence ajoute de dix-millionièmes à la partie décimale du logarithme du nombre entier formé par les cinq premiers chiffres. Cher- 
chons le logarithme du nombre + ou 3,1415926... la caracté- 
ristique de son logarithme est 0, si nous portons la virgule à droite du cinquième chiffre, nous avons le nombre étudié plus haut, la partie décimale de son logarithme, qui est la même que celle du logarithme de #, est 4971499 ; on à donc 

log. x — 0,4971499 ; 

les décimales suivantes de » w'auraient aucune influence sur les dix-millionièmes de son logarithme.
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PROBLÈME II. — Trouver le nombre correspondant au loga- 

rithme 4,4974581. 
Le plus grand logarithme tabulaire contenu dans le loga- 

rithme donné est 4,4974549, qui correspond au nombre entier 

31438, et diffère de 138 dix-millionièmes de celui du nombre 

entier suivant ; par conséquent la partie entière du nombre 

demandé est égale à 31438 ; pour avoir la fraction décimale, je 

soustrais les deux logarithmes 4,4974581 et 4,4974549 l’un de 

l'autre, et je divise leur différence 0,0000032 par la différence 

tabulaire 0,0000138. Le quotient est égal à 0,231; mais je ne 

prends que les deux premiers chiffres décimaux, parce que l'er- 

1 
138 

demment donnée (page 363), et, à fortiori, moindre que 

î 
100 ” 

reur commise est moindre Que = ; d'après la règle précé- 

J'ai dès lors 

4,4974581 — log. 31438,23. 

La table des parties proportionnelles rend inutile la division 

de 32 par 138 ; car si l'on cherche 32 dans la seconde colonne 

de la table, qui porte en tête 138, on le trouve compris entre 

27,6 et 41,4; on le décompose alors en 27,6 + 4,4, et l’on voit 

qu'il faut d'abord augmenter le nombre 31438 de 0,2 pour l'aug- 

mentation de 27,6 dix-millionièmes qu'éprouve son logarithme ; 

pour tenir compte ensuite des 4,4 dix-millionièmes res'ants, 

on multiplie ce nombre par 10, et l'on voit que 44 est compris 

entre 41,4 et 55,2; de sorte que l'augmentation correspon- 

dante du nombre 31438 est elle-même comprise entre 9,03 et 

0,04. On aura donc 0,2 + 0,03 ou 0,23 pour l'augmentation 

totale de ce nombre, résultat identique à celui auquel on est 

arrivé par l’autre méthode. 

\ REMARQUE. — Lorsque la caractéristique du logarithme 

‘donné sera autre que 4, On la ramènera à être égale à ce 

‘nombre, en l'augmentant ou la diminuant d’un nombre con- 

venable d'unités, et l'on opérera ensuite comme dans le ras 

précédent. 

, Cela revient à chercher toujours dans la table entre 1000 

et 100000 la partie décimale du logarithme qui approche le 

plus par défaut de celle du logarithme donné, à chercher les 

chiffres successifs du nombre correspondant sans s'inquiéter de 

2i
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leurs valeurs relatives, et à placer dans le nombre ainsi trouvé 
une virgule, de telle sorte que le nombre des chiffres de la par- 
tie entière soit égal à la caractéristique du logarithme donné 
augmentée de 1. Quand cette Caractéristique est très-grande, 
On est obligé de placer des zéros à la droite des chiffres du nombre fournis par la table, ce nombre n’est pas alors connu 
à moins d'une unité près. 

Les tables de Dupuis donnent donc immédiatement cinq chiffres du nombre demandé; on en calcule ensuite un ou deux au plus à l’aide des différences proportionnelles, de sorte que 
ces tables font connaître six ou sept chiffres du nombre in- connu. Comme on n’en trouve que quatre ou cing au moyen des tables de de Lalande, je ne me servirai que des tables de 
Dupuis. (Voir la remarque générale, placée à la fin de cette leçon.) 

IV. — Applications des logarithmes. 

1° MULTIPLICATION. e 

EXEMPLE, — Calculer le poids P d’un bloc de pierre qui a la forme d'un parallélipipède rectangle, en supposant ses trois dimensions respectivement égales à 1%,5, 92,395, 1,285 et la densité de la pierre égale à 2,756. 
En prenant le décimètre cube pour l'unité de volume, on a 15% 23,25 >< 12,85 pour la mesure du volume du bloc de 

pierre ; par conséquent 

P= 5x 23,25 > 12,85 >< 2,756 kilog. 
et 

log. P= log. 15 + log. 23,25 + log. 12,85 + log. 2,756. 

Calcul, 

log. 15 — 1,1760913 
log. 23,25 — 1,3664230 
log. 12,85 — 1,1089031 
log. 2,756 — 0,4402792 
Ep 

log. P — 4,0916966 
On en déduit 

P = 12350 kil. 83.
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2° DIVISION. 

PREMIER EXEMPLE. — 365,242264 jours solaires valent 

366,242264 jours sidéraux, quelle est la valeur du jour suiai:e 

en jour sidéral ? 

Soit x le nombre demandé; on a 

= 366,242264 

365,242264 ” 
et, par suite 

log. x — log. 366,242264 — log. 365,242264. 

Calcul. 

Lg. 366,242264 — 2,5637685 
log. 365,242264 — 2,5625810 

log.  — 0,0011875 

On en conclut que æ égale 1,002738, c'est-à-dire que 10 jet 

sulaire vaut 1r“*,002738. 

Deuxième exemece. — Un capital de 42615 fr., placé pendant 

3 ans, a produit un intérêt de 7670 fr. 70 ; quel serait l'intérti 

de 59275 francs placés aux mêmes conditions pendant 7 aux? 

Soit + l’inconnue de cette règle de trois composée : on à 

__ 670,70 >< 59275 >< 7 
= 42615 <K 3 ’ 

et, par suite, 

log. z=1l0g.7670,70—-log. 59275 log.7 —(log. 42615+ 105. À. 

Calcul. 

log. 7670,70 — 3,8848350 | log. 42615 — 4,629367: 
log. 59275 —4,7728716 | log.3 —0.17712!* 
log. 7 = 0,8450980 

9,5028046 5,1056 :;, 

5,1066838 

log. x — 4,3961208 — log. 24895,50. 

Le capital demandé égale dès lors 24895 fr. 50. 

% PUISSANCES. 

Exewpce. — Calculer le poids de la terre supposée sphéri- 

que, en prenant 5,5 pour sa densité.
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Si on désigne par € la longueur de la circonférence d'un 
ce 

Gr ; or c égale grand cercle, le volume de la terre est égal à 

40000000 de mètres, donc 
(40000000).5,5 p = A7 

Gr? 

l'unité de poids étant la tonne métrique. Gn a, par stule, 

log. P — 3 log. 40000000 + log. 5,5 — (log. 6 +2 log. x). 

Calcul de P. Calcul préliminaire. 

3 log. 40000000 — 22,8061800 log. 6 -=0,7781513 
log. 5,5— 0,:403627 9 log. r — 0,9942998 

23,5465427 1,3724511 

1,7724511 
log. P — 21,7740916. 

On en déduit 

P = 5944170000000000000000 tonnes. 

  

  

4° RACINES. 

Exemece. — La distance moyenne de la terre au soleil étant 

prise pour unité, celle de Jupiter est égale à 5,20277. On de 

mande d'évaluer en années la durée de la révolution de J upiter 

autour du soleil, en considérant la terre comme une planète, 

et supposant connue cette loi de Kepler que les carrés des 

temps des révolutions de deux planètes autour du soleil sont 

proportionnels aux cubes de leurs distances moyennes à cet 

astre. 
Soit x la durée cherchée ; on a 

Lu (5,20277$ , 
1 i5 

et, par suite, 

æ = V (5,20277$; 

3 log. 5,20277 
on en déduit 

log. zx — 

Calcul. 

log. 5,20277 — 0,7162346 
3 log. 5,20277 — 2,1481038 

log. x = 1,0743519, 
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par conséquent, 

æ = 1lans,8673. 

Remarque générale sur les calculs précédents. 

Les tables de Dupuis dont nous nous sommes servis rempla- 

cent avec avantage les anciennes tables de Callet; car elles 

font connaître avec plus d’exactitude les logarithmes et les 

nombres inconnus, parce qu’elles donnent les dixièmes des 

produits de chaque différence tabulaire par les neuf premiers 

nombres entiers. On y trouve aussi les logarithmes naturels 

des lignes trigonométriques avec des tableaux contenant la 

différence tabulaire, calculée pour chaque seconde à un dixième 

près. Comme les tables de Callet n’offrent aucun de ces avan- 

tages, nous préférons celles de Dupuis. 

EXERCICES. 

1. — Quel est le poids d’un cylindre construit en pierre dont la den- 

sité est 2,756, en supposant le rayon du cylindre égal à 1®,5 et sa 

hauteur égale à 5,215? 

(Rép. 101593 kil. 5). 

9. — Quel est le volume d'une sphère dont le diamètre égale 

3,517 ? 

(Rép. 22 mètres cubes, 178 décimètres cubes). 

3, — Calculer une valeur approchée du rapport de la circonférence 

au diamètre par la formule de Wallis : 

__ 2.2.4.4.6.6 8 8.10.10.12 

F7 7.3.3.5.5.7.7.9.9.11.11 

en prenant la demi-somme des br qu'on trouve lorsqu'on s’ar- 

rête successivement aux fractions Fe ; o . 

(Rép. 3,1405). 

4, — Calculer la valeur de donnée par la formule 

z— EST 

(Rép. 1,00619). 
5. — Évaluer en jours moyens le temps de la révolution de la pla-
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nète Neptune autour du soleil, en prenant pour unité la distance 

moyenne de la terre au soleil, et sachant que celle de Neptune est de 

30,04 et que la durée de la révolution de la terre autour du soleil est 

de 365i.,256. 

(Rép. 60137 jours moyens). 

6. — Résoudre l'équation exponentielle 2° — 8192. 

(Rép. æ— 13). 

: 7. — Résoudre l'équation 2 X 3° — 415 x 3° — 17253 — 0. 

! (Rép. æ—S5). 
8. — Calculer le rayon de la terre supposée sphérique, sachant que 

la longueur de la circonférence d’un grand cercle est 40000000 de 

mètres. ‘ 

(Rép. 6366197). 

9. — Calculer le côté d’un cube pesant 7406297 grammes, sachant 

que la densité de la matière est 22,7. 

(Rép.  68cent,8428). 

10. — Calculer la force ascensionnelle d’un ballon de 8 mètres de 

rayon, gonflé d'hydrogène, dont la densité par rapport à l'air est 

0,0692, sachant qu'un litre d'air pèse 15,293; l'air et l'hydrogène étant 

supposés secs, à Oo et sous la pression 76. 

(Rép.  2581K, 15).
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PROGRAMME, — Usage des caractéristiques négatives 

EL — « Les définitions * précédemment données n’assignent 

« pas de logarithmes aux nombres plus petits que 1. Quand il 
« s'agit de calculer de pareils nombres avec les tables, on peut 

« les multiplier par une puissance de 10, telle que le produit 
« devienne supérieur à l'unité, et il ne reste plus qu’à diviser 
« par cette puissance le résuitat fourni par les tables. » 

1. — Si l'on suivait à la lettre la marche qui vient aëtre 

indiquée, il n'y aurait pas lieu de donner des logarithmes aux 

nombres plus petits que 1. Voici comment l'on pourrait pro- 
céder. 

. ne 2437 
Soit à multiplier ES108 par 0,79643. 

Je multiplie le premier facteur par 100 et le second par 10, 
ce qui les rend plus grands tous deux que l'unité, je calcule le 

  

produit _ >< 7,9643 à l'aide des tables sans difficulté, 
puisque les deux facteurs sont plus grands que f, et comme ce 
produit a été rendu 1000 fois trop fort, en multipliant un de 

ses facteurs par 100, et l'autre par 10, je divise par 1000 le ré- 

sultat obtenu pour avoir le produit des deux facteurs plus petits 
que 1, qui était demandé. 

Soit encore à extraire la racine cubique de 0,000021946. 

Pour rendre ce nombre plus grand que 1, il suffit de le 

multiplier par 100000 ; mais alors j'aurais (7, I, Th. 11) 

/0,000021946>< 100000 = \0,000027916 >< V 100U0U, 

c'est-à-dire qu'après avoir extrait la racine cubique du nombre 

* Note du programme.
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plus grand que 1, ainsi obtenu, il faudrait la diviser par L 

racine cubique de 100000 qui n’est pas exacte, l'opération serai 

pénible, Si je multiplie le nombre proposé par une puissancr 

de 10 qui soit un cube parfait, et telle que le produit soit plus 

grand que 1, cet inconvénient disparaîtra. Ici, il suffit de mul 

tiplier le nombre par 106, qui est le cube de 10?; j'aurai alors 

(Page 57, Th. Il) V0,000027946 >< 10° — Ÿ0,000027946 > 10°. 
ainsi, après avoir extrait, à l'aide des tables, la racine cubique 
du nombre 0,000027946 >< 105 plus grand que 1, il faudro 
diviser le résultat obtenu par 10? ou 100, pour avoir la racine 
cubique de la fraction plus petite que 1, qui était demandée. 

Cette méthode présenterait donc quelque difficulté dans les 

applications. 

  

2, — Convention relative au logarithme d’une fraction 

plus petite que l’unité. — Usage des caractéristiques 

négatives. 

Dans le système des logarithmes décimaux, les termes de 
la progression géométrique étant tous plus grands que f, les 
nombres plus petits que 1 n’ont pas de logarithmes. Ces 
nombres, fractions ordinaires ou décimales, pouvant toujours 

œ : 
se mettre sous la forme TT qui représente le quotient de la 

division de a par b, à étant plus petit que b, nous conviendrons 
d'appliquer à ces quotients pour leur donner des logarithmes, 

la règle donnée (23 et 24, II, 1, th. Il) pour trouver le loga- 

rithme du quotient d’une division, lorsqu'il est plus grand 
que 1 ; on aura donc par définition 

a 
log. — — log. a — log. b; 

b 
mais pour que cette convention soit légitime, il faudra démon- 

trer qu’en appliquant aux logarithmes ainsi définis les quatre 
théorèmes sur lesquels repose l’emploi des logarithmes dans les 
calculs (23 et 24, 1I, 1), on arrive aux mêmes résultats qu'en 

employant la méthode précédemment indiquée. 

Dans l'égalité 

log. = log. a — log. b; 

a étant plus petit que b, le second membre est négatif, ordi- 

nairewent pour calculer une différence négative, on retranche
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le plus petit nombre du plus grand, et on donne au résultat le 
signe — ; on obtiendrait ainsi un logarithme entièrement né6- 
gatif, qui serait d’un usage peu commode dans les calculs ; au 
lieu d'opérer ainsi, on retranche le plus grand logarithme du 
plus petit, on ne rencontre aucune difficulté quand on opère 
sur les parties décimales, mais quand on arrive aux entiers, on 
rencontre une soustraction impossible, dont le résultat est un 
nombre entier négatif, c'est la caractéristique négative du loga- 
rithme, alors le logarithme se compose d'une partie décimale 

qui est positive, et d’une partie entière négative, pour indiquer 
qu'elle seule est négative, au lieu de placer le signe — devant, 

on le place au dessus. 

PROBLÈME I. — Trouver le logarithme d'une fraction ordi- 

naire ou décimale plus petite que l'unité. 
= 

{e Soit la fraction ordinaire 12 o1t la fraction or 325‘ 
+ 

Nous avons par définition 

  

= 10£ — 9 log. _—_. log. 172 — log. 3245. 

PREMIÈRE MÉTHODE. — 

log. 3245 —  3,5112147 

log. 172—  92,2355281 
172 

retranchons, il vient log. 395 7 1,2756863. 

DEUXIÈME MÉTHODE. — Multiplions la fraction proposée par 
une puissance de 10, qui la rende plus grande que f et plus 

petite que 10, par 10? dans l'exemple actuel, le logarithme de 
3, 

la nouvelle fraction DE , Comprise entre { et 10, aura pour 
24 

caractéristique zéro. 

log. 17200 — 4,2355281 
log. 3245 — 3,5112147 

| LE NE 
retranchons, il vient log. TS — 0,7243137 : 

79 

or la fracuon proposée est IU0 fois plus petite que Î je |
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donc 
17200 

172 ._. 3245 17200 
——— —= 10$. = 53e log. log. 325 108. — 50 108.7 og. 100 

= 0,7243137 — 2 —2,7243137, 

en admettant qu'une caractéristique négative indique qu'il faut 

retrancher sa valeur absolue de la partie décimale qui suit et 

qui est positive. 

Dans la pratique, on se dispense de multiplier le numérateur 

par 100, ce qui augmente son logarithme de deux unités, et 

rend possible la soustraction des logarithmes 4,2355284 — 

3,5112147, et l'on retranche 3,5112147, logarithme du dénomi- 

nateur, de 2,2355284, logarithme du numérateur de la fraction 

donnée, quand on arrive aux entiers, on a 3 et 1 de retenu, 

qui font 4, à retrancher de 2, soustraction impossible, dont le 

résultat — 2 est la caractéristique négative du logarithme de la 

fraction proposée. 

2 H log. 172 — log. 3245 — 2 — log. 172 — log. 3245 

= — (log. 3245 — log. 172), 

cette égalité prouve que les deux méthodes conduisent à des 

résultats identiques, leur différence doit être nulle, mais pour 

retrancher le premier du second, il suffit de l'ajouter aprèsavoir 

changé son signe, l'opération donne bien zéro pour résultat : 

2:7243137 
1,2756863 

0,0000000. 

On passerait de la première forme à la seconde, en retranchant 

de zéro le nombre 1,2756863, car — 1,2756863 peut êlre re-, 

gardé comme égal à 0 — 1,2756863 : 

0,0000000 
1,2756863 

2,1243137. 
Désormais nous chercherons directement et nous emploie- 

rons toujours les logarithmes à caractéristique négative et à 

p: ‘ie décimale positive. 

    

    

REMARQUE. — La caractéristique négative du logarithme 

d'une fraction ordinaire est égale, et de signe contraire, au
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degré de la puissance de 10 par laquelle il faut multiplier cette 
fraction pour la rendre plus grande que 1 et plus petite que 

10, ef la partie décimale est la même que celle du nombre 
Compris entre 1 et 10, ainsi obtenu. 

2° Soit La fraction décimale 0,00643425. 
Cette fraction décimale étant égale à une fraction ordinaire 

qui a 643425 pour numérateur et {08 pour dénomivateur, on 
calculera son logarithme d'après la règle précédente. On peut 

aussi opérer comme il suit : 

On transporte la virgule de la fraction à la droite du premier 
chiffre significatif de gauche, et on a 

6,43425 
1000 ? 

d'où, en prenant les logarithmes des deux membres, 

log. 0,00643425 = log. 6,43425 — log. 1000 

0,00643425 — 

ou 

log. 0,00643425 — 0,8084980 — 3 — 3,8034980. 
REMARQUE. — La caractéristique négative du logarithme 

d'une fraction décimale plus pelite que l'unilé est égale et de 
signe contraire, au nombre qui exprime le rang du premier 

chiffre significatif de cette fraction à partir de la virgule, ou 
au degré de la puissance de 10 par laquelle il faut multiplier 

ceite fraction, pour la rendre plus grande que 1 et plus petile 
ue 10. 

° Cela résulte du calcul précédent, nous avons fait passer la 

virgule après le premier chiffre significatif, en multipliant et 

divisant par une puissance de 10 dont l'exposant est égal au 

rang du premier chiffre significatif à partir de la virgule, le 

logarithme de cette puissance de 40 est égal à son exposant, et 

c'est lui qui, affecté du signe —, devient la caractéristique né- 

gative du logarithme de la fraction. Quant à la partie décimale 

du logarithme, c'est celle du logarithme du nombre compris 

entre { et 10 qu'on obtient en plaçant la virgule de la frac. 

tion donnée à droite de son premier chiffre significatif. 

PROBLÈME II. — Étant donné un logarithme dont la caras- 

téristique est négative, trouver le nombre correspondant. 

Scit proposé de trouver le nombre x dont le logarithme est 

égal à 2,4856753, j'augmente le logarithme de 6 unités, et je
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ramène sa caractéristique à être positive et égale à 4, pour que 
le nombre correspondant au nouveau logarithme 4,4856753 
soit compris entre 10000 et 100000; je cherche ensuite ce 

nombre, et je Le trouve égal à 30596,75. Or j'ai 

2,4856753 — 4,4856753 — 6, 
ou 

log. æ = log. 30596,75 —- log. 1000000, 

donc 

z— 30596,75 

7 1000000 * 
et enfin 

æ = 0,03059675. 

Le changement de caractéristique que j'ai fait subir au loga- 

rithme ne sert que pour la démonstration ; dans la pratique, 

pour trouver la fraction décimale qui a un logarithme donné, 

on cherche les chiffres successifs du nombre compris entre 
10000 et 100000, dont le logarithme a la même partie décimale 

que le logarithme donné, et l'on place à la gauche de ces 
chiffres autant de zéros, y compris celui de la partie entière, 
qu'il y a d'unités dans la caractéristique négative, de telle 

sorte que le premier chiffre significatif occupe, après la virgule, 

un rang marqué par la valeur absolue de cette caractéristique. 

II. — Extension des propriétés des logarithmes des 

nombres plus grands que l’unité aux logarithmes 

à caractéristique négative des nombres plus petits 

que l'unité. 

4. — THÉORÈME I. — Lorsqu'on multiplie ou divise un 
nombre plus grand ou plus petit que 1 par une puissance de 

10, la partie décimale de son logarithme ne change pas, et la 
caractéristique est augmentée ou diminuée d'un nombre 
d'unités égal au degré de ceite puissance. 

Ce théorème a été démontré (page 358) pour les nombres 
plus grands que 1, excepté le cas où la division les rendrait 

inférieurs à 1; je dis d’abord qu'il est vrai dans ce cas. 
Soit en effet 217,5 qui divisé par 105 devient 0,002175 nombre 

plus petit que 1. On a par définition 

217,5 
log. D — log. 217,5 — log. 105 — log. 217,5 — 5,
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on à 

log. 217,5 — 2,3374593, 
donc 

217 _ Log. + = 2,3374598 — 5 — 3,3974593 ; 
ce qui démontre le théorème énoncé, en même temps que la 
réciproque : quand on multiplie un nombre inférieur à 1 par 
une puissance de 10 qui le rend supérieur, la partie décimale 
du logarithme ne change pas, et la caractéristique est aug- 
mentée d'un nombre d'unités égal'au degré de cette puissance. 

Considérons ensuite ur nombre @ inférieur à 1, fraction 
ordinaire ou décimale, dont le logarithme ait pour caractéris- 
tique — 5; la caractéristique négative de son logarithme est 
égale et de signe contraire, au degré de la puissance de 10 par 
laquelle il faut multiplier & pour le rendre plus grand que 1 et 
plus petit que 10; si nous multiplions a par 10° par exemple, 
la puissance de 10, par laquelle il faudra multiplier a >< 10° 
pour le rendre plus grand que 1 et plus petit que 10, aura un 
degré moindre de 3 unités que celle par laquelle il faut multi- 
plier a; ce degré sera 5 — 3, or la caractéristique du loga- 
rithme de a x 10%, est égale à ce degré changé de signe, c'est- 
à-dire à — 5 + 3 ou — 2, et la partie décimale du logarithme 
est la même dans les deux cas que celle du nombre compris 
entre 1 et 10, obtenu en multipliant a par 105 ou a >< 10° par 
10. Donc quand on multiplie un nombre & plus petit que 1 
par une puissance de {0, qui ne le rend pas plus grand que 1, 
la partie décimale de son logarithme ne change pas, et Ja 

caractéristique est augmentée d’un nombre d'unités égal au 
degré de cette puissance. 

Réciproquement, si on divise un nombre a x 10% plus petit 
que {, par une puissance de 10, par 10*, on trouve un nombre 
a dont le logarithme a la même partie décimale que celui de 
a >< 10%, et dont la caractéristique est celle de a >< 10° 
diminuée de 3 unités, c'est-à-dire d'un nombre égal au degré 
de cette puissance. 

2. — Il reste à démontrer que les quatre théorèmes établis 
(23 et 24, IT, 1) pour les logarithmes des nombres plus grands 
que { dans un système quelconque, sont applicables aux loga- 
rithmes à caractéristiques négatives des nombres plus petits



382 VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

que l'unité; mais comme les trois derniers se déduisent du 

premier, si nous démontrons que le premier est général, et 

convient également aux nombres plus grands et plus petits que 
l'unité, les trois autres auront évidemment la même généralité. 

THÉORÈME II. — Le logarithme du produit de deux nombres 
quelconques, plus grands ou plus petits que l'unité, est égal à 
la somme des logarithmes de ces nombres. 

Soient & et b deux nombres plus petits que 1, supposons que 
pour les rendre plus grands que 1 et plus petits que 10, il faille 

multiplier le premier par 10° et le second par 10°, appelons a’ 

et b’ les produits, compris entre 1 et 10, que l’on obtient ainsi; 
nous aurons, d’après les remarques faites précédemment (I, 2, 
Pr. I), 

log. a — log. a —n, 
et 

log. b — log. à — p. 

Maintenant a/ et b’ étant plus grands que 1, l’on a 

log. a/o’ — log. a’ + log. b, 

le produit a/b’ étant 10" x 10° ou 10"*? fois trop fort, si nous 
le divisons par cette puissance de 10, pour le rendre égal à ab, 

nous aurons, en vertu du théorème I : 
t 

g. = log. a’ + log. b — n — 1. 

ou 
log. ab — log. a — n + log. b' —», 

ou enfin 

log. ab — log. a + log. b. 

La démonstration se ferait de même, si un seul des deux 
nombres était plus petit que l'unité. 

3. — On peut donner des logarithmes aux nombres plus 
petits que l'unité, et leur étendre les propriétés démontrées 

pour les logarithmes des nombres plus grands que l'unité, par 

une méthode différente. 

Considérons le système de logarithmes défini par les deux 
progressions 

1, 10, 107, 105, 104... 
0, 1, 2, 3, 4,..….; 

les propriétés des logarithmes démontrées dans les lecons 2
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et 24 (IT), étant indépendantes de la grandeur absolue de la 

raison de la progression géométrique et du signe de celle de la 

progression arithmétique, il en résulte qu'elles sont encore 
applicables aux deux progressions géométrique et arithmétique, 

1, Î 1 1 1 
10 107” 109 ° {ue 

9,—1, —2, —3, —4,... 

qui ne diffèrent des précédentes qu'en ce que la raison de la 

progression géométrique est égale à l'inverse + de celle de 

la première, et la raison de la progression arithmétique égale 

et de signe contraire à celle de l'autre. Ces deux nouvelles 

progressions forment donc un système de logarithmes dans 

lequel les nombres plus petits que l'unité ont seuls des loga- 
rithbmes, et ces logarithmes sont tous négatifs, 

Cela posé, je dis que les deux systèmes de logarithmes pré- 

cédents n’en forment qu'un seul, qui jouit de toutes les pro- 

priétés de chacun d’eux et s'applique à tous les nombres posi- 

tifs, qu'ils soient plus grands ou plus petits que l'unité. 
En effet, je remarque : {° que la progression géométrique 

1 1 1 
ET , 7507 + 710 ge. 

peut être considérée comme la continuation de la progression 

1, 10, 107, 105, … 

prolongée vers la gauche, en divisant par sa raison {0, d’abord 

1, 

son premier terme {, puis le terme obtenu _. , puis _—. , etc. 

De même, la progression arithmétique 

0,—1,—2,—3, —4,.... 

peut être considérée comme la continuation de la progression 

, 1, 2, 3, 4. 

prolongée vers la gavchs en retranchant sa raison f, d'abord 

de son premier terme 0, puis du terme obleau — {, puis de 

— 2, etc. 

Pour démontrer que les deux progressions 

1 1 1 2 102, 104 ee ge 7 de 10: 10, 107, 10... 

4, 9, —1, 0,1, 2 3 4.
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dont les termes { et 0 se correspondent et qui sont indéfini- 

ment prolongées dans les deux sens, jouissent des propriétés 

générales des logarithmes, il suffit de prouver que le loga- 

rithme de deux termes quelconques a et b de la progression 

géométrique est égal à la sommedes logarithmes de ces termes, 

puisque les autres propriétés sont des conséquences de celle-ci. 

Comme cette propriété est déjà démontrée pour deux termes 

situés l’un et l’autre à la droite, et se démontre de même pour 

deux termes situés l'un et l’autre à la gauche du terme i, je 

supposerai & == 10” et b — = . J'ai dès lors 

107 
ab — à 

pour effectuer la division de 10” par 10", je distinguerai deux 

cas: m peut être plus grand ou plus petit que n. 

Si m est plus grand que n, il en résulte que le produit ab 

égale 10°": il a donc pour logarithme le terme m—n de la 

progression arithmétique, c’est-à-dire la somme algébrique des 

. 1 ; 
logarithmes m et —n de 107 et 50 . Par conséquent, 

log. ab— log. a + log. b. 

En supposant, au contraire, m < n, je divise par 10” les 

nm 

deux termes de la fraction ,etle produit ab égale F0"? 

il a dès lors pour logarithme le terme —(n—m) de la progres- 

sion arithmétique, c'est-à-dire la somme algébrique des loga- 

rithmes m et —n de 10" et ni . On a donc encore 

log. ab — log. a + log. b; 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

REMARQUE. — Il est inutile de calculer, par des insertions 

de moyens entre les termes consécutifs des deux progressions 

prolongées, les logarithmes des nombres plus petits que { ; on 

les calculera comme précédemment (1, 2), au moyen des loga- 

rithmes des nombres plus grands que 1, avec une caractéris- 

tique négative et une partie décimale positive.
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IT, — Calcul des caractéristiques négatives. 

4. — Les caractéristiques négatives devront être traitées par 

les règles ordinaires du calcul des quantités négatives, qui 

sont les mêmes que celles qu’on applique aux termes affectés 

du signe — dans les polynômes. Cependant comme il ya 
quelque difficulté dans la combinaison des retenues, qui pro- 

viennent de la partie décimale, avec ces caractéristiques, nous 

allons étudier successivement les quatre opérations que l’on 

peut avoir à effectuer sur les logarithmes à caractéristiques 
négatives. | | 

Addition. — Soit à additionner les deux logarithmes sui- 

vants : 

log. a = 3,7259436 

log. b — 2,9860572 

j'aurai log. ab = 4,7120008. 

L'addition des parties décimales se fait comme à l'ordinaire, et 
donne une retenue d'une unité, je dis 1 et — 3 font — 2,et 
— 9 font — 4, que j'inscris comme caractéristique négative du 
résultat. 

Soustraction. — Soit à exécuter la soustraction des deux 

logarithmes suivants : : 

log. a —1,7259436 

log. b = 5,9860572 

j'aurai © log. += 3,7398S64. 

  

La soustraction des parties décimales se fait comme à l'ordi- 

naïre et donne une retenue d’une unité, je dis { et — 5 font 

"— 4, qui, retranché de — 1, prend le signe +, et donne 4— 1 
ou 3 pour caractéristique du résultat. 

Multiplication. — Soit à multiplier par 3 le logarithme 

suivant : 

log. a — 2,9860572 

j'aurai log. a = 4,9581716. 

La multiplication de la partie décimale se fait comme à l'ordi- 

uaire et donne une retenue de ? unités, je dis alors 3 multiplié 

25
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par — 2 donne — 6, et, en ajoutant les 2 unités positives 

‘retenues, — 4, que j'inscris comme caractéristique du résultat. 

. Division. — Soit à diviser par 3 le logarithme suivant : 

log. b — 4,9581716 
! 

si je divisais par 3 la caractéristique négative — 4, j'aurais 
— 1,3333333, c’est-à-dire une partie entière et une partie déci- 

male négatives: pour ue pas avoir cette dernière, j'ajoute à la 

caractéristique négative — 2, nombre d'unités négatives néces- 
saire pour la rendre divisible par 3, et, pour compenser, 

j'ajoute 2 unités positives devant la partie décimale, 

24,9581716 = — 6 + 2,9581716, 

je divise alors — 6 par 3, ce qui donne — 2, caractéristique du 

résultat, et je continue à la manière ordinaire la division de 

2,9581716 par 3, qui donne la partie décimale du résultat, j'ai 

ainsi | 
log. b 

3 

Les deux unités positives et négatives, introduites dans ce 
calcul, sont les deux unités retenues du calcul précédent, dont 

celui-ci est l'inverse. 

log. Vb ou — 2,9860572.   

æ. — Applications. 

PREMIER EXEMPLE. — Calculer la longueur du pendule 

simple qui fait, à Paris, une oscillation en une seconde. 

Je prends la formule connue 

T 
= Tx T° 

dans laquelle on désigne par t la durée d’une oscillation d’un 

pendule simple dont la longueur est !, par g le double de 
l'espace qu'un corps, tombant librement, parcourrait dans le 

lieu donné, et par + le rapport 3,1415926 de la circonférence 
au diamètre. En faisant dans cette formule 

. {—=1 et g—9,8088, 
j'a 

1= 9n,8088 
(3,14159...j°
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et, par suite, 

log. 1 — log. 9,8088 — 2 log. 3,1415926. 

CALCUL DE L. CALCUL PRÉLIMINAIRE, 

log. 9,8088 —= 0,9916159 log. 3,1415926 — 0,1971499 

2 log. 3,1415926 — 0,9942998 2 log. 3,1415926 — 0,9942998 

log. = 1,9973161 
  

d'où 
1=— 0,9938391. 

Deuxième ExEMPLE. — Dans un carré dont le côté a un 

mètre de longueur, on inscrit un carré en tirant les droites 

qui joignent les milieux des côtés consécutifs du carré donné. 

On recommence ensuite la même opération sur le second 

carré, puis sur le troisième, etc., el l'on propose de calculer 

l'aire du quinzième carré inscrit. 

IL est évident que chaque carré est la moitié du carré dans 

lequel il est inscrit; or l'aire du carré donné est égale à 

1 mètre carré, donc les aires des carrés inscrits successive- 

ment sont les termes de la progression géométrique décrois- 

sante 

1 1 pi ji 

+ El Ge 
45 

et l'aire du quinzième carré est égale à (-) ; si je la repré- 

1 \5 
TZ — (5 , 

at, par suite, 

| log. & = {5 log. L = 1,6989700 X 15. 

sente par #, j'aurai 

A 

Dr 1,6989700 >< 15 — (0,6989700 — 1)15 — 10,4845500 — 15 

! — 5,4845500. 
Par conséquent L 

log. æ — 5,4845500 

et æ — 0,000030517; 

l'aire du quinzième carré égale donc 30 millimètres carrés, à 

un millimètre carré près. 

Trorsième exemece. — Calculer le rayon d'une sphère dont 

te volume est d'un mètre cube.
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Soit x le rayon demandé ; on a, par hypothèse 

<= 

d’où æ— + 

log. 3 — (log. 4 + log. r) . 

  

et log. x — 3 

Calcul de x. Calcul préliminaire. 

log. 3 — 0,4771213 log. 4 — 0,6020600 
log. 4 + log. x — 1,0992099 log. r — 0,4971499 

log. 1 3779114 log. 4 + log. x — 1,0992099 

3 

Pour diviser par 3 le logarithme 1,3779114, je rends d’abord 

sa caractéristique — 1 divisible par 3, en l’augmentant de — ?; 
j'ajoute ensuite 2 unités à la fraction décimale 0,3779114, pour 

ne pas changer le logarithme donné, et je divise par 3 la dif- 

férence 

— 3 +2,3719114 

en prenant le tiers de chacune de ses parties. J'ai, par suite, 

log. x = — 1 + 0,7926371 — 1,7926371, 
et æ = 0,620350. 

IV. — Des compléments. 

4. — On appelle en général complément d'un nombre ce 
qu'il faut lui ajouter pour avoir un autre nombre donné ; ainsi 
dans la Géométrie on appelle complément d’un angle l’angle 

qu'il faut lui ajouter pour avoir un droit, le complément d'un 
angle est positif si l'angle est aigu, négatif s'il est obtus. 

J'appellerai complément d'un log arithme le nombre qu'il 

faut lui ajouter pour avoir un résultat égal à zéro, c’est-à-dire 
un nombre égal et de signe contraire au logarithme proposé. 

Quelques auteurs désignent le complément du logarithme de a 
par l'abréviation co-log. a, il est plus simple de le représenter 
par — log. a. Lorsque l’on aura à retrancher log. a de log. b, 

on pourra à log. b ajouter le complément — log. à, et la sous- 

*raction sera remplacée par une addition. Retrancher log. a de
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log. b c’est chercher le logarithme du quotient 3 , Or Ce qUo- 

tient est égal au produit de b par JL ou l'inverse de a, on 

aura donc le logarithme du quotient en ajoutant à log. b le lo- 

. { : : 

garithme de 7? qui est 0 — log. & où — log. a, c'est-à-dire 

le complément du logarithme de a. 

Proscème I. — Trouver le complément d’un logarithme 

positif donné. 

Soit 3,4971499 le logarithme de a, cherchons le complément 

de ce logarithme, si nous nous bornons à mettre le signe — 

devant, pour ajouter — 3,4971499, il faudrait retrancher 

3,4971499 et la soustraction ne serait pas remplacée par une 

addition, mais — log. & est le logarithme de + , calculons le 

logarithme de cette fraction comme il a été indiqué (page 3717), 

avec une partie décimale positive et une caractéristique néga- 

tive 
log. 1 — 0,0010000 

log. a = 3.497 1499 

log. +où — log. a = 4,5028501 — complément de log. a. 

ProgLème I. — Trouver le complément d'un logarithme 

donné à caractéristique négative. 

Soit 
: 

log. a = 3,4971499. 

Pour avoir son complément, je le retranche de zéro, qui est 

le logarithme de 1, j'obtiens ainsi le logarithme de I. ou 

— log. a que je calcule comme le logarithme d'un quotient 

ordinaire, 

log. 1 = 0,0000000 

log. a = 3.,4971499 

log. L ou — log. a —2,5028501 == complément de log. a. 

RemanQuE. — On commence quelquefois le calcul des com- 

pléments par la gauche en remarquant que la caractéristique 

du complément est toujours égale à celle du logarithme, aug-
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mentée de Â, puis changée de signe, on retranche alors les 
chiffres suivants de 9 et le dernier de 10, pour avoir la partie 
décimale du complément. 

2. — Utilité des compléments. — L'emploi des com- 
pléments présente d'abord cet avantage, que les chiffres du 
nombre -dont on retranche le logarithme donné étant toujours 
des zéros, on s’habitue très-vite à faire celte soustraction sans 
faute, ensuite l’on n’a plus à faire qu'une addition, opération 
qui donne moins lieu aux fautes de calcul que la soustraction ; 
mais on à deux opérations à faire au lieu d’une. C’est surtout 

"lorsqu'on a plusieurs logarithmes à ajouter et à soustraire, 
comme cela arrive fréquemment dans la résolution des triangles 
en trigonométrie, que l'emploi des compléments sera avanta- 
geux, il n’y aura pas plus d'opérations à faire, et elles seront 

plus simples. Pour calculer log. ie , il faut faire la somme 

des logarithmes de a,b etc, puis celle des logarithmes de d 
ete, enfin retrancher la seconde somme de la première, en 
tout 3 opérations, en employant les compléments, nous aurons 

‘2? compléments à prendre, ceux de log. d et de log. e, et ensuite 
une addition de cing nombres, en tout 3 opérations. 

8. — Application de la méthode des compléments. 

Reprenons par la méthode des compléments le problème : 
trouver le rayon de la sphère dont le volume est un mètre cube 
(page 388). 

En appelant x le rayon, nous avons 

z= 3 — PR 

d'où log. = log. 3 — 2: 4 — log. . 

Calcul de x. 

log. 3 — 0,4771213 

— log. 4 — 1,3979400 
— log. x — 1,5028501 

1,3779114 
log. x TZ 

le calcul s'achève comme précédemment.
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EXERCICES, 

1. — Calculer la valeur du jour sidéral en fonction du jour solaire 

moyen en sachant que 266,242264 jours sidéraux valent 365,242264 

jours solaires moyens. 

(Rép. 0,997269). 

9. — Dans un ouvrage adopté par l'octroi de Paris, on donne cette 

règle pour évaluer le côté du carré inscrit dans un cercle dont la lon- 

gueur de la circonférence est connue : Diminuez la circonference du 

divième de sa longueur, et prenez le quart äu reste. 

On propose de calculer le rapport du carré construit sur la longueur 

déterminée d’après cette règle, au carré inscrit dans le cercie donné. 

(Rép. 0,99929. — L'erreur commise est donc très-pelite.) 

3. — Calculer la valeur de l'inconnue % donnée par la formule 

PRES NOTE 
_ 0,315 >< (0,9736)° 

— VOD AE. 5=0186 96 

(Rép. 0,0980714). 

4, — Vérifier les résultats suivants : 

13 / 5 = 0,959323, 

nee 

02 + += 1,037543. 

5. — M. Morin a trouvé, pour l'expression de la résistance R d'une 

corde neuve et sèche à l'enroutement sur un tambour d’un diamètre d, 

la formule suivante : 

— À [0.000297 + 0,000245n + 0,000363p) kilogr. 

n étant le nombre des fils de caret, et p le poids qui tend Ja corde. 

On propose de calculer R, en supposant ñn — 15, p — 25k,37, et 

d = 3% millimètres. 
. 

(Rép. La résistance à l'enroulement est égale au poids de 499 

grammes).
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PRoGRanME. — Application des logarithmes aux questions d'intérêts composés 
, et aux annuités. 

3. — Intérêts composes. 

Lorsqu'on place un capital pendant un certain nombre d’an- 

nées à un taux d'intérêt déterminé, on peut convenir de rece- 
voir à la fin de chaque année l'intérêt produit pendant ce 
temps, ou bien d'ajouter, au commencement de l’année sui- 
vante, cet intérêt au capital. Dans le premier cas, le capital 

reste invariable et produit constamment le même intérêt an- 

nuel qu'on calcule par la règle de l'intérêt simple; dans le 
second cas, au contraire, le capital augmente d'année en 
année, ainsi que ses intérêts. On appelle règle de l'intérêt 

composé le procédé par lequel on trouve, dans cette hypo- 
thèse, la somme du capital et de ses intérêts accumulés pendant 

un certain temps; telle est la question que je vais résoudre. 

PROBLÈME I. — Trouver la valeur d’un capital placé à 
intérêt composé pendant un certain nombre d'années, à un 

‘ taux d'intérêt donné. 
Soient c le capital donné, n le nombre des années pendant 

lesquelles il est placé, et & l'intérêt que 100 francs rapportent 
en un an. À ces conditions, un franc produisant un intérél 

annuel de s 5 francs, intérêt que je représente pour abréger   

par fr, le capital c rapporte cr dans le même temps, et vaut 
c + cr ou «(1 + r) à la fin de la première année. De là, je con- 
clus que, pour trouver ce que devient un capital augmenté de 

ses intérêts au bous d'un an, il faut multiplier ce capital par
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l'unité augmentée de la centième partie du laux d'intérél, 

ou par le‘binôme (1 + r). 

Le capital placé pendant la seconde année étant égal par hy- 

pothèse à c{1 +), j'aurai sa valeur à la fin de l’année en mul- 

tipliant c{i + r) par À + r, ce qui donne c(i + r)'; à son tour 

cette somme, placée pendant la troisième année, devient à la 

fin, cr} x +7) ou ci +r}; ensuite, le nouveau 

capital ci +r} devient à la fin de la quatrième année 

ct +rÿ >x<(1+r) où c(1+ r4. Par conséquent le capital € 

devient c(i<+r) après une année, c(i + r}? après 2 ans, 

c(1 + 7} après 3 ans, (1 + r)* après 4 ans, et, par analogie, 

c(t + r)" après n années; en désignant par C cette dernière 

somme, on a la formule 

C=e1+r) 

qui sert à calculer la valeur d'un capital et de ses intérêts 

composés. 

Si on considère successivement, dans cette formule, chacune 

des quatre quantités C, c, r et n comme inconnue, on est con- 

duit à quatre problèmes différents, dont les solutions sont 

données par la formule logarithmique 

log. G— log. c + n log. (1 +r); 

car on en déduit successivement 

log. c — log. CG — n log. A +r), 

log. (17) = log. G = log. c | 

n = log. C — log. € | 

TT Jog. (1 +5) 

PREMIER EXEMPLE. — Quelle est la somme que produisent 

18500 francs, placés à intérêt composé, pendant 6 ans, à 5 °° 

En remplaçant dans la formule 

log. C = log. c+n log. (1 +r), 

c par 18500, n par 6Getr par 0,05, on trouve 

log. CG — log. 18500 + 6 log. 1,05. 

log. 18500 — 4,2671717 
6 log. 1,05 — 0,1271358 

donc log. C = 4,3943075, 

C— 24791 fr. 73. 

Or 

et
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DEUXIÈME EXEMPLE. — Quelle somme faut-il placer à 3 °,, 

et à intérêt composé, pour avoir 30000 francs au bout de 10 
ans. 

En supposant dans la formule 

log. c — log. O — n log. (4 + r) 

les quantités C, netr, respectivement égales à 30000, 10 et 
0,03, on a 

log. c — log. 30000 — 10 log. 1,03, 

et, par suite, 
== 22322f,82, 

TROISIÈME EXEMPLE. — À quel taux d'intérêt faut-il placer 
4800 francs, à intérêt composé, pour recevoir 6000 francs au 

bout de 8 ans ? 
Si, dans la formule 

log. (1 ») = log. C = log. c 

on remplace G par 6000, c par 4800 et n par 8, on trouve 

log. (1 + r) = log. 6000 = log. 4800 4 

En effectuant le calcul, on trouve 1 + r égal à 1,0283 et, par 

, 

conséquent, r ou TT égal à 0,0283; le taux est donc 2,83. 

QUATRIÈME EXEMPLE. — Pendant combien d’années faut-il 

placer, à intérêt composé, un capital de 100000 francs, à 4 %, 
pour que sa valeur soit de 180000 francs au bout de ce temps? 

En supposant dans la formule 

__ log. C — log. c 
7 log. (1+7) 

les trois quantités C, e et r, respectivement égales à 180000, 
100000 et 0,04, on a 

n — log. 180000 — log. 100000 
log. 1,04 

ou 

n 02552725 
7 0,0170333 

Si on calcule à une unité près le quotient de la division des
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deux nombres 0,2552725 et 0,0170335, on trouve Je nombre n 

des années égal à 15, le quotient exact est 14 ans 11 mois 

25,2 jours. 

REMARQUE. — La formule 

C=c1+7r) 

suppose que le capital c n'est placé que pendant un nombre 
entier d'années, e& n'est applicable que dans cette hypothèse. 

Lorsque le capital est placé pendant n années et un certain 
nombre p de mois, on modifie cette formule de la manière 
suivante : 

On remarque d'abord que le capital c, placé à intérêt com- 

posé, vaut c(1 + r)" à la fin de la n° année, et que cette der- 
nière somme est placée, à intérêt simple, pendant p mois. 

Or 1 franc rapporte 5 en un mois, et, par suite F au bout 

de p mois, il vaut donc Î + à la fin du p'ê" mois, et la 

valeur du capital c(t + r}", après le même intervalle de temps, 

est ( + 5) X<c(i +r) ; on a par conséquent la formule 

n or C=c1+7) (+4) 

Sip représentait des jours, l'intérêt d’un franc au bout d’un 

jour étant = , au bout de p jours il serait 5 , etf franc 
360 

: Len : . d+pr 
augmenté de son intérêt pendant p jours deviendrait 360” * 

w capital c(i +r)" deviendrait au bout du même temps 

" pr C=ct<+r) (+3) 

Bien que cette formule soit un peu plus compliquée que la 

précédente, son emploi n'offre aucune difficulté lorsque l'in- 

connue de la question est G ou c. Mais, si r est inconnu, on 

st conduit à résoudre une équation de degré n + 1, qui a 

plus de deux termes; ce problème dépend de l'algèbre supé- 

cieure. Enfin, lorsque le temps est inconnu, la question peut 

$tre résolue de la manière suivante, quoiqu'on ait une seule 

squation entre les deux inconnues n et p dont la vremière
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représente un nombre entier. Je prends les logarithmes des 

deux membres de l'équation précédente, et je la résous par 
rapport à n ; je trouve alors 

log. C— log. c— log. (1+ 5) 

log. (1+r) 

Je retranche ensuite log. c de log. C, et je divise leur diffé- 
rence par log. (1 + r); soit g la partie entière du quotientet R 
le reste, il en résulte que 

n =   

R — log. ( (+4) 
TETE 

r 
R — log. ( +) 

, AN À, . % ité, Or la quantité Le. GE) est moindre que l’uni 

puisque son numérateur est plus petit que le dénominateur, 

donc il faut qu'on ait 

I \|— log. (+ D ]=R 

pour que le nombre soit entier; ce qui donne 

n =. 

De là je conclus que la partie entière du quotient de la di- 
vision de log. C — log.c par log. (14 r) est le nombre d'années 

T 
demandé, et que le reste représente le logarithme de 1 + ; 

ea cherchant le nombre correspondant à ce logarithme, on en 
déduira facilement la valeur de p. 

Si l’on applique cette De au dernier exemple précédent, 

dans lequel 27 Le égale, on trouve n=14 et R—0,0168063; 
3 

il en résulte que 

+ = 1,039456, 

et, par suite, 

p = 11 mois 25 jours. 

Dans la pratique, on n’emploie que la formule 

C=d+r
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et l’on admet que l'exposant n peut avoir des valeurs fraction- 

naires. Cette hypothèse a l’avantage de simplifier les calculs, 

en conduisant à peu près aux mêmes résultats que la formule 

plus compliquée 

C=ei +)" ( +2). 

Ainsi, l'application de cette méthode à l'exemple précédent 

donne __,, 168063. 
mA TG 

168063 
170333 

est égale à 11 mois 25,2 jours, on à donc 

n = 14 ans 11 mois 25,2? jours, 

résultat peu différent de celui qu'a donné l'autre méthode. 

  

or la fraction d'année , évaluée en mois et en jours, | J 

XX. — Annuités- 

On appelle annuité une somme que lon paie chaque année, 

soit pour se procurer un capital au bout d'un certain nombre 

d'années, soit pour rembourser en un certain nombre d'années 

une somme empruntée à intérêt. 

4. — Annultés placements: 

ProBLème II. — Une personne place, à intérél composé, un 

capitalc au commencement de chaque année pendant n an- 

mées consécutives ; quelle somme doit-elle recevoir à lu fin de 

la n° année, en supposant Le taux d'intérét égal à 100r ? 

La première somme ç vaut di + r)" à la fin de la n° an- 

née, la seconde somme © qui n’est placée qu'au commencement 

de la seconde année, c'est-à-dire pendant n —{ années, vaut 

c(i + r)7* au bout de ce temps, la troisième somme c, placée 

au commencement de la troisième année, vaut c{1 + r)"ala 

fin des n—2? années suivantes, et ainsi de suite jusqu'à la 

nième somme qui ne resle placée que pendant un an et vaut 

c(i+r) au bout de ce temps. En désignant par S le capital 

que la personne qui fait ces placements doit recevoir après n 

années, on a: 

S = ei +) + et + + dl + DE + di + r)
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Or les quantités dont le second membre est composé sont les 
n premiers termes d'une progression géométrique qui com- 

mence par €(1 + r) et dont la raison est 1 Ær ; par conséquent 
leur somme égale (17° leçon) 

e(t +)" (14 7) — dt + r) et +7) [1 +7" — 1] 
1+r— 1 ou r , 

et l'égalité précédente devient 

PC LC 22 D 
1 

Cette formule, comme celle de l'intérêt composé, donne lieu 

à quatre problèmes différents, dont chacun a pour inconnue 

l'une des quatre quantités S, c, n et r ; mais le dernier dépend 
de l'algèbre supérieure. Je vais donner un exemple de l’un des 
trois autres : 

Quelle somme faut-il payer chaque année pour recevoir 

20000 francs au bout de 10 ans, les intérêts composés étant 
calculés à 5 9/,. 

L'inconnue de la question est donc la quantité c de la for- 
mule précédente ; or on a 

Sr C = ; 
A+)" —1] 

donc 

log.c—1l0g.S+-log.r+comp. log.(1+r)-comp. log. [(1+r)"— 1] 

En remplaçant maintenant S,n et r par leurs valeurs respec- 

tives 20000, 10 et 0,05, on trouve 

log. c = log. 20000 + log. 0,05 + comp. log. 1,05 
+ comp, log. (1,0519 — 1). 

Comme la différence 1,05{°— 1 n’est pas connue, il faut d’a- 
bord la calculer; pour cela, on commence par chercher le 
mombre 1,051, puis on le diminue de l’unité. 

| Calcul préliminaire. 

log. 1,051 — 10 log. 1,05 — 0,2118930 ; 

1,050 = 1,628895, 
donc 

et, par suite, 
1,0510 — 1 — 0,628895. :
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Calcul de c. 

log: 20000 — 4,3010300 

log. 0,05 — 2,6989700 

comp. log. 1.05 = 1,9788107 
comp. log. 0,628895 — 0,2014218 

log. c — 3,1802325. 
  

Par conséquent, 
— 1514 fr. 37. 

2, — Annuités remlouisements: 

Cette annuité est une somme qu'on paie annuellement, 

pendant un certain nombre d'années, pour rembourser un 

capital emprunté et ses intérêts composés pendant un temps 

donné. 

PROBLÈME III. — Une personne emprunte un capital c à 

un taux d'intérét 100 r donné ; quelle somme à doit-elle payer 

à la fin de chaque année pour rembourser en n années CE 

capital et ses intérêts composés ? 

Au lieu de chercher ce que devient à la fin de chaque année 

le capital de la dette, par suite du remboursement &, je raison- 

nerai pour un instant comme si les annuités étaient versées 

entre les mains d'une personne à qui l'on ne doit rien ; dans 

cette hypothèse, les intérêts de la somme empruntée s'ajoutent 

chaque année au capital c, et la dette devient, à la fin de la 

nine année, c(1+r)"; mais, d'autre part, les aunuités a portent 

intérêt en faveur de l'emprunteur, et la première qui reste 

placée pendant n — 1 années, vaut à la fin a{i+r)"", la se- 

conde, qui est placée une année de moins, vaudra ati)”, la 

suivante a(1r)"”, l'avant-dernière vaudra afi +r), et la 

dernière a; l'emprunteur a donc droit à la somme 

a+a(i+r)+at+) +. Latin at) at) 

qui est la somme des termes d'une progression géométrique, 

commençant par &, ayant pour raison {+ r, et composée da 

n termes, celle somme $, d'après la formule 

a(g —1) ,» 
q— { (2, D),
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est égale à 

aft+r) — 1]. 
T 2 

si elle égale c(1+r)", il n'y a qu'à la porter chez le créancier, 

pour que la dette soit éteinte, la dette sera éteinte également, 

siles annuités & sont versées entre les mains du créancier ; 

l'équation du problème est donc 

ae + Al Le pr 

on en tre 

cr(i+r) 
a—=———— , 

(147) —t 

pour la valeur de l’annuité demandée, d'où 

log. & = log. c+ log. r + n log. (1+r) — log. [(1 + rÿ —1]. 

Remarque. — Dans cette formule, on peut regarder succes- 

sivement comme inconnue l’une quelconque des quantités a, 

ce, net r, ce qui donne lieu à quatre problèmes dont l'algèbre 

élémentaire ne peut résoudre en général que les trois pre- 

miers. Lorsqu'on cherche a ou c, il faut commencer par cal- 

culer le nombre (1+-r}", pour en déduire la valeur de la 

différence (1 + r) — 1. 
Si on suppose que le nombre d'années n croisse sans limite, 

l'annuité devient perpétuelle, et sa valeur est égale à la limite 

vers laquelle tend la fraction 

cr(i+r) 

A+) — 1° 

lorsque # croît indéfiniment. Comme cette fraction prend 

: _. À Lee 
la forme indéterminée pour nc, je divise ses deux 

termes par (1 + r)", et je trouve 
cr 

I 4 

(+) 
quantité qui se réduit à or, si on suppose n —®: Ce résultat 

était facile à prévoir; car l'annuité, devenant perpétuelle,
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doit être égale à l'intérêt simple du capital emprunté. 

Lorsque c'est # qui est l'inconnue, avant de prendre les 

logarithmes des deux membres de l'équation 

. i — 

dry 
1 = c{i + r), 

on la résout en ÿ regardant (1 + rÿ* comme linconnue, on 

trouve 
a+) —8— cri +7) 

d'où a 
| Ru —— AH EST 

En prenant les logarithmes des deux membres de cette équa- 

tion exponentielle, on en tire 

__log.a — log. (a — cr) 

NT 10g. (+7) 
° 

Le problème est impossible si a— cr est négatif, car les 

nombres négatifs n'ont pas de logarithmes, l'impossibilité 

se manifeste d'ailleurs parce que les deux membres de 

n a 
. . 

l'équation (1 +N A TT sont de signe contraire, el 

elle s'explique aisément parce que la somme payée annuelle- 

ment à, étant moindre que l'intérêt cr du capital © emprunté, 

la dette s'accroît chaque année de la quantité cr — 4; loin de 

s'éteindre. Le problème est encore impossible quand a esl égal 

  

à or, la valeur de (1 + r}, qui est y ? ayant un déno- 

minateur nul, est infinie, et par suite n infini ; dans ce Cas, 

on paie chaque année une somme a égale à l'intérêt or du 

capital, la dette p'augmente pa, mais elle ne diminue pas, 

elle ne s'éteindra donc jamais. 

PREMIER EXEMPLE. Une personne vend une maison 

moyennant uné annuité de 8000 francs payable pendant 10 ans. 

À combien estime-t-elle sa maison, le taux d'intérêt étant 5°/0? 

. Le capital © de la dette étant l'inconnue, On à 

log. c = 108. a + og. [A +) — 1}— 108. r —n log. (1 + r}, 

formule dans laquelle il faut remplacer a, netr par leurs va- 

Jeurs respectives 8000, 10 et 0,05. 
26
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Calcul de c. | Calcul préliminaire. 
log. 8000 — 3,9030900 log. 1,05 — 0,0211893 

log. [1,051 — 1] — 1,7985782 10 log. 1,05 — 0,2118930 
— log. 0,05 — 1,3010300 

— 10 log. 1,05 — 1,7881070 1,0510 — 1,628895 

log. c — 4,1908 52 1,0510 —_ 1 — 0,628895 
| - C— 61773,93. 

ainsi la maison est estimée au prix de 61773 fr. 93. 
DEUXIÈME EXEMPLE. — Une personne emprunte 10000 fr. 

à 5 elle voudrait les rembourser par une annuité de 
1000 francs ; pendant combien d'années doit-elle payer cette 
annuité ? 

On se sert dans ce cas de l'équation 

(+ = 

  

a 

a— cr ? 

  

d'où 
__ log. a — log. (a — cr) 
_ log. (+r) ? 

dans laquelle on donne à & la valeur 1000, à ç la valeur 10000 
età r la valeur 0,05; alors cr égale 500, a—cr égale aussi 500, et 

  

a _, 1000 , . . pra légale 500 °Ù ?. L'équation se réduit à 

log. 2 

FE Tog. 1,05 
en calculant le quotient de cette division à une unité près, on 
trouve 

n = 14 ans. 

La division ne se fait pas exactement, le quotient est 14 ans 
plus une fraction, il serait absurde d’en conclure que l'on se 
trouvera libéré dans le courant de la 15% année, puisqu'on ne 
verse rien avant la fin. Dans ce cas on calcule l’état de la dette 

EE 
au bout de 14 ans, 10000 (1,05)1 … 1000 (1 ,05! 1) 

0.03 ,eton la 
309 

solde par un paiement à part.
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EXERCICES. 

I. — 4. — Quelle est la valeur:£ 1000 francs placés, à intérêt 

mposé, pendant 18 ans à 5 2? at 

(Rép.  2406,62). ' 
- Aer: 

9. — Pendant combien d'années faut-il placer à 5 °/, un capital quel- 

conque, pour le doubler en tenant compte des intérêts composés ! 

(Rép. 44 ans, 2 mois 14 jouré;.en supposant n fractionnaire dans 

la formule C = cl + r}"). 

3. — Chercher le capital qui, augmenté de ses intérêts composés à 

5 ©, pendant 30 ans, donnerait 20000 fr. 

(Rép.  4627,55). 

4. — On place chaque année, pendant 14 ans, une somme de 1235 

francs à intérêt composé ; combien recevra-t-on au bout des 14 ans, le 

taux d'intérêt étant 5 °/o! 

(Rép. 25414 fr. 54). 

5. — Pendant combien d'années faudre-t-il placer 1000 francs, au 

commencement de chaque année, pour avoir 10000 francs, le taux d’in- 

térêt étant 5 2/0! 

(Rép. ‘ans. 

6. — Quelle annuité faut-il payer chaque année pour rembourser en 

15 ans une dette de 20000, le taux étant 5? 

(Rep. 1926 fr. 85). 

7. — Une personne emprunté 200 francs qu'elle rembourse par deux 

annuités de 105 francs; à quel taux d'intérêt at-elle fait son em- 

prunr! 
| 

(Rép.  3fr. 32 Vo. 

8. — Une personne place chez un banquier une somme € au Ccom- 

mencement de chaque année pendant n années, sans toucher les inté- 

rêts à 5%. À partir de la fin de la (njiène année, le banquier lui paye 

pendant 2n années une annuité a ; 1° quelle doit être la valeur de cette 

annuité pour rembourser le capital placé et ses intérêts composés? — 

2 Déterminer la valeur de ni de manière que a soit égale à C. 

f c><1,05* 

  

(ren Lba= RUES 90 n —9 ans, {0 mois et 11 jours). 
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