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PREFATIA 
Poe 

Opul pe care '] suppun aprobarii publicului eră 

de ua necessitate simtita n instructiune. Deca nu va 

pui6 correspunde pe deplin acestei necessitati, cel 

puţin va fi ua incercare careva servi cellor mai com- 
petenti, aretandule imperfectiunile de cari vor tre- 

bui se se feresca in redactarea unui alt op de ace- 

iasi natura. 

Divisiunea ce am adoptat este acea priimita de 

autorii francesi cei mai acreditati. In cartea antaiu se 

tratedia proprietatile generali alle liniilor trigono- 

metrice ; in a doua, trigonometria plana propriu-disa; 

in atreia, trigonometria sferica ; in a patra, comple- 

mentul teoriei functiunilor circulare. 

Am cautat pe cât s'a putut a simplifică demon- 

straiiunile si am insistat pretutindeni assupra apli- 

catiunilor, cari, fie dis in trecat, de multe ori sunt 

considerat numai că un accessoriu nefolositor al 

teoriei, in loc de a fi privite, cum trebue se fie, că 

scopul final la care ținde teoria, ”



IV PREFATIA 

In partea din urma am tratat numai questiunile 
celle mai essentiali pentru completarea teorielor 
din primele trei rarti, si cari pute fi studiate fora 
cunoscintia algebrei superiore, care dupe program- 
na officiale nu se propune de cât in Facultate. 
Asiu fi fericit deca. personele competente in ma- 

teria ar bine-voi se'mi indică inperfectiunile ce vor 
gassi in acesta carte, spre'a o pute face cât mai pro- 
pria, de a satisface trebuintiele pe cari a fost desti- 
nata, se le preintimpene. 

DOD 

Nota. Numerele insemnate eu un asteric de pe marginea paginei insem- nedia paragraful la care trebue se se refere lectorul.
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Notiuni preliminarii si definitiuni. 

» 1. Zrigonometria, in sensul cel mai general al cu 
ventului , are de scop că, danduse un numer sufficient 
de elemente cunoscute alle unei figuri geometrice, se 
dee mediu-loce de a se gassi prin calcul elementele ne- 
cunoscute alle ei. — Acesta operatiune se numesce re- 
solutiunea acellei figuri. 

Figurile geometrice assupra carora se aplica mai cu 
sema Trigonometria; sunt poligonele, fia rectilinii , fia 
sferice. Inse ori-ce poligon pote se se descompuna, in 
un numer ore-care de triunghiuri prin linii dusse din 
un punct ore-care la tote verfurile lui; resolvend a- 
ceste triunghiuri, poligonul ensusi va fi resolvat, Prin 
urmare objectul trigonometriei, se reduce la resoluti- 
unea triunghiurilor rectilinii seu sferice. De aci “i vine



8 CURS DE TRIGONOMETARIA 
  

si numele, precum si divisiunea sea naturale in Trigo- 
nometria plana seu rectilinia si Trigonometria sferica, 

Fia triunghiul rectiliniu ABC. Elementele ori-carui tri- 
unghiu sunt in numer de siese : trei anghiuri, A, B, C, 
si trei laturi, a, b, e. (1) 

A Se scie din Geometria că un triunghiu 
nu se pote construi de cât cel pucin cu 

e 4 trei elemente date. Prin urmare pen- 
tru a resolve un trinnghiu, este necessar 

B 2 se se dee cel pucin trei elemente cuno- 
scute alle lui. | 

Observare. Suma unghiurilor dintr'un triunghiu rec- 
tiliniu este 1800. Deca, der ni sar da celle trei unghiuri 
alle unui triunghiu, cu aceste elemente nu am pute re- 
solve triunghiul, câci in realitate nu ni s'au dat de cât 
doue elemente, unul din unghiuri fiind de sine ctino- 
scut deca, se cunosc cele-alte duoe, prin relatia 

A+ B+ C= 1800, de unde O =180—(A+B). 
Prin urmare pentru că un triunghiu rectiliniu se fie 

definit, trebue ca printre cele trei elemente date ale lui 
se fie si cel pucin ua lature. 

2. Pentru a resolve un triunghiu, este necessar mai 
antaiu a gassi relatiunile ce essiste intre differitele sele 
elemente ; ast-fel că, deca unele din acesțe elemente ar 
fi necunoscute, se le putem afla prin'nisce simple reso- 
lutii de equatiuni. Inse elementele unui triunghiu fiind 
parte laturi, parte unghiuri, quantitati neomogene unele 
cu altele, relatiunile ce am pute gassi intre densele nu 

(1) In trigonometria, laturile unui triunghiu se insemnedia tot-da-una cu 
literile mici alle unghiurilor la cari se opun.
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pot fi destul de simple si lesniciose pentre a face cu u- 
surintia ua resolutiune de triunghiuri. Din acesta causa 
in trigonometria unghiurile să inlocuesc prin nisce linii 
drepte, numite functiuni circularie directe seu linii trigo- 
nometrice,, si se cauta relatiuni nu intre laturile si un- 
ghisrile triunghiului, ci intre laturile si hniile trigono- 
metrice ale unghiurilor lui. 

PRINCIPIUL LUI DESCARTES. 

3. Mai inainte de a intra in studiul liniilor trigono- 
metrice vom admite principiul urmator, detorat lui Des- 
cartes, care simplifica, forte mult formulele trigonome- 
triei si inlesnesce generalisarea, lor. 

Fie XY ua drepta indefinita si. O un punt fix pe den- 
> sa. Luăm puntul A 

A 0 A pe acesta drepta si 
insemnăm distantia OA cu a. Se admite ca acesta dis- 
tantia se se considere ca positiva sise se insemnedie cu + 
deca se socotesce de la origine în un sens ore-care, s. es. 
la drepta in sensul sagetii ; si negativă, cu semnul—,deca 
se considera în sensul opus. — Pentru ca positia puntu- 
lui A pe drepta XY se fia determinata, trebue a se cu- 
nosce trei date : 10 positia pe acesta drepta a puntului 
fix O, care se numesce originea si de la, care se mesura 
distantiele ; 20 marimea a a distantiei punctului A de la 

„acesta origine, si 30 sensul in care acesta distantia este 
socotita de la origine. — In adever, deca cunoscem po- 
sitia originei, pentru a gasi positia puntului A, la dis- 
tantia + a de la origina , n'avem de cât pe drepta XY 

in sensul sagetii se luăm ua distantia OA =a, si A va 

  X
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fi positia puntului cautat. Deca ni s'ar cere a gassi po- 
sitia unui punt A' situat la distantia — a de la origine, 
am loa distantia OA! = gin sens contrar sagetii, si pun- 
tul cautat ar fi A. 

De aci urmedia principiul : Deca consideram pe ua li- 
nia ore-care, drepta seu curba, diferite distantie mesurate 
de la ua origine comuna, fixa pe acesta linie, -si deca voim 

a le introduce in calcul, vom affecta cu semnul + valorile 
numerice ale distantielor cari sunt indreptate în un sens, 
Si Cu —- pe acele cari vor fi indreptate in sensul contrar. 

Cu tote acestea nu vom perde din vedere că acest prin- 
cipiu este numai conventional, si că pentru a admite cu 
securantia, generalitatea unei formule, tot va trebui a 
demonstra cu rigurositate că ea, essiste in diferite hy- 
potese. 

ARCURILE DE CERC. 

4. Se scie că un unghiu se mesura cu arcul descris 
intre laturile sele, cu centrul in verful unghiului si cu 
ua radia arbitraria. Ast-fel mesura unghiului ABC va 
fi arcul AC. 

A In trigonometria in general un- 

ghiurile se inlocuesc cu arcurile de 

cere. Aceste arcuri se mesura pe 
ua circumferentia a carei radia se 

Cc considera tot de-una egale cu uni- 
tatea (R = 1); prin urmare, lungimea unei circumferentie 

cu radia R fiind 2 = R, in trigonometria ea va fi tot de 

una egală cu 2 =; o semicirconferentia va fi , si un 

B —— 

quart de circumferentia 3
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Ducund in circumferintia doue dia- 
Pg meţre perpendiculare AC si BD, ace- 

(e Li sta circumferintia va, fi impartita in 
patru parti egale, numite cadrane, 

a] v/ care porta fie-care numele de antasul, 
D al douilea, al treilea, al patrulea cadran. 

Fie-care cadran al circumferentiei se imparte in câte 
90 parti egale numite grade; fie-care grad se imparte 
in 60 minute, fie-care minuta in 60 secunde. Prin urmare 
ua circumferintia intrega are 360 grade, seu 21600 
minute, seu 1296000 secunde. Aceste diferite sub-im- 
partiri ale circumferentiei sei nsemnedia, respectiv cu 
0,1”; ast-fel un arc de 15 grade 39 minute 51 secun- 
de și 0,4 din o secunda, se insemnedia 15%39'51,'4. 

De cât-va, timp a inceput se se usiteze o impartire 
centesimale a, circumferintiei, in locul divisiunei sexage- 
sunale, espusa, mai sus. Dupe acesta noua divisiune, unu 
cadran se imparte in 100 grade, un gradin 100 minute, 
ua minuta in 100 sepunde; asia că circunferintia intrega 
cuprinde 400 grade, seu 40,000 minute, seu 4,000,000 
secunde, 

Origina de la care vom socoti arcurile pe circunfe- 
rentia va fi in general puntul A , la inceputul primului 
cadran. Sensul in care vom considera arcele ca positive 
va fi cel aretat de sageta, de la primul catre al doilea 
cadran. Arcele socotite in sensul contrar vor fi privite 
ca negative. Ast-fel arcul AE va fi positiv, era AF ne- 
gativ. 

ARCURI COMPLEMENTARE SI SUPLEMENTARE 

5. Se numesc arcuri complementare doue arcuri a
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caror suma, este egale cu un cadran seu; ast-fel sunt * 

arcurile AE si EB, câci AE+EB= z, 

Se numesc arcuri suplementare doue arcuri a caror 

suma este egala cu doue cadrane seu z; ast-fel sunt 
arcurile AE si EC, câci AB + EC= r. 

LINIILE TRIGONOMETRICE 

6. Liniile trigonometrice sunt in numer de siese: trei 
pentru arcele simple : sinus, tangenta si secanta, si trei 
pentru arcele complimentare : cosinus, cotangenta si Co- 
secanta. 

Liniile trigonometrice nu se considera nici ua data 
in valore absoluta, ci sunt date tot-d'ă-una prin rapor- 
tul lor catre radia; asia cand se dice că tangenta unui 
arc este 3, [, acesta insemnedia că raportul lungimei 
absolute a acelei tangente catre rădia este 3,7. 

SINUS 

1. Se numesce sinus al unui arc perpendiculara las- 
sata din ua estremitate a arcului pe diametrul care tre- 
ce prin cea alta estremitate. Ast-fel sinusul arcului AE 

este EI si se insemnedia : EL = sin AE. 

pF 5  Ducund EK paralel cu AC avem : 

/NETA  El=KO, ca paralele coprinse intre pa- 

cţi A ralele ; prin urmare putem dice că si RO 
G este sinusul arcului AF. 

SE Sinusurile se socotesc pe diametrul 
vertical BD de la originea 0*. In tot cursusul acestei * 

scrieri vom considera ca positive sinusurile socotite pe
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LD 

Ă 1 3 NOTIUNI en MINARIE SI DEFINITIUNI 13 

vadia OB, si cu negative pe cele considerate pe OD. 
Ast-fel vom pune : | 

sin AE=+ EI, 

câci EI este egal cu KO, care se afla pe par tea OB a 
diametrului BD ; si 

sin ABG= = — GM, | 
câci GM este egal cu OP, considerat pe partea OD a 
diametrului vertical BD. : 

8. Cand arcul merge crescund de la A pene la B, a- 
F . . decade la0 pene la 5, valorea sinusului remane tot- 

d'a-una positiva si merge si ea, crescund de la 0 in sus. 

Cand arcul este AB seu 3 valorea sinusului este BO, 

adeca radia ensusi ; deci 

sin 3 =B0=+ 1. 

Arcul trecund in al duoilea cadran si mergund de la 
B pene la C, valorea sinusului este tot positiva, ense 
merge descrescund de la 1 în jos. 

Arcul ABO = a are drept sinus pe 0, asia câ 
sin 1=0. | 

Cand arcul intra in cadranul al treilea, sinusul de- 
vine negativ, dupe conventiunea de mai sus; inse va- 
lorea arcului crescund dela ABC penela ABCD, adeca 

3n , DE . de la + pene la 3; , baldrea absoluta a sinusului cresce 

si ea de la O pene la 1 asia că 
._3 

sin 3 = 0D=—1. 

In cadranul al patrulea sinusul remane tot negativ,
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inse descresce in valore absoluta de la 1 pene la 0, 
adeca : 

sin 2 n=0, 

Prin urmare in resumat : 
Ia primul cadran sinusul este posiliv si variadia, de 

la O pene la + 1. 
În al douilea cadran sinusul este Positiv si vaviadia de 

la+ 1 pene la 0. 
In al treilea cadran sinusul este negativ si variadia 

de la 0 pene la — 1. | 
In al patrulea cadran sinusul este negativ si variadia 

de la — 1 pene la 0. 
De aci vedem că tote valorile sinusului sunt coprinse 

intre limitele — 1 si + 1. Ori ce valore a sinusului mai 
mare de cât + 1 seu mai mica de cat-—1 nu mai este 
ua, valore reale, ci o valore absurda. Lao assemenea va- 
lore de sinus nu correspunde nici un arc real. 

9. Deca ne am imagina că, arcul, dupe ce a percurs 
circumferintia, intrega, ar trece de puntul A si ar per- 
curge din nou circunferintia, in acelasiu sens si de mai 
multe ori, am vede că sinusul in aceleasi cadrane ia 
neincetat aceleasi valori cu aceleasi semne î7 n mod 
periodic : dupe fie-care trecere de ua circumferintia, in- 
trega valorile si semnele sinusului se repeta, Prin ur- 
mare sinusul este ua functiune circularia periodica, si pe- 
rioda sea este ua circumferentia seu 2. 

Putem esprime acest principiu prin formula urma- 
tore : 

sin (2 kr + x) = sin x, 
in care k insemnedia, un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ.



“ 

TANGENTA 

10. Se numesce tangenta unui are, portiunea tangen- 
tei geometrice dusa la una din estremitatile arcului , cu- 
Prinsa intre acesta estremitate si diametrul ce trece prin 
cea alta estremitate. 

Ast-tel tangenta arcului AE este AF si se insemnedia : 
„AF == tg AE, 

Tangentele trigonometrice se soco- 
tesc pe tangenta geometrica FK, si pun- 

4 "tul A este considerat că originea lor*. Se 

      

de la originea A pe partea AF a tangen- 
tei geometrice, si ca negative cele con- 

siderate pe partea AK. Ast-fe] vom pune : 
tg AE= + AF si tg Al:=— AK. 

11. Cand arcul merge crescund de la A pene le B, 
adeca de la 0 pene la, valorea, tangentei remane€ tot 
d'a-una, positiva si merge si ea crescund dela 0 in sus. 
Cand arcul este AB seu=, diametrul ce trece prin es- 
tremitatea, B a arcului, fiind paralel cu tangenta AF, o 
intalnesce la infinit ; prin urmare 

tg 3= so 

Cand arcul AG intra in cadranul al duoilea, diame- 
trul ce trece prin estremitatea G a lui intalnesce linia 
tangentelor in partea, sea inferiore AK; prin urmate în 
acest cadran tangenta, este negativa. Arcul crescund de 
de la B spre C, tangenta, deseresce în valore absoluta , 
si cand arcul devine ABC, seu z. ea devine 0; deci 

tg rr =0, 

NOTIUNI PRELIMINARIE SI DEFINITIUNI 15 

*3 
considera ca positive tangentele socotite |
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Arcul ABH fiind in cadranul al treilea, tangenta AF 

se afla pe partea positiva a liniei tangentelor, si cresce 
. . FR 

pe cât cresce si arcul si cand acesta are valorea 5 tan- 

genta este erasi infinita ; adeca : 

tg == co 

Indata, ce arcul intra in cadranul al patuulea, tan- 
genta trece de ua data de la valorile positive la cele 
negative ; si cu cât cresce arcul, cu atât ea descresce 

in valore absoluta, asiacă, arcul ajungund a fi 2 z, avem : 
tg 21 =0. 

În resumat : 
In cadranul antaiu, tangenta este positiva si variadia 

de la O pene la + o. 
In cadranul al duouea, tangenta este negabhva. si va- 

riadia de la — co pene la 0. 
In cadranul al treilea, tangenta este positiva, si va- 

riadia de la O pene la + o, 

În cadranul al patrulea, tangenta este negativa si va- 
riadia de la — co pene la 0. 

Vedem der că tangenta, pote se ia tote valorile posi- 
bile de la, — o penela-+ o, siprin urmare la ori-ce va- 

lore reale a tangentei correspunde o valore reale pen- 
tru arc. 

12. Deca ne am imagina că arcul, dupe ce a percurs 
circumferentia intrega, ar trece de punctul A si ar per- 
curge din nou circunferentia in acelasiu sens si de mai 

multe ori am ved6 că, tangenta din doue in doue ca- 
drane ia neincetat aceleasi valori cu aceleasi semne in 

un mod periodic. Prin urmare tangenta este ua functiune
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circularia periodica si perioda sea este ua semi circum- 
ferentia seu n. 

Putem esprime acest principiu prin formula urmaţore : 
tg (kz+x)=tgx, 

in care k representa un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ. 

SECANTA 

13. Se numesce secanta a unui axe distantia de la cen- trul acelui arc pene la estremitatea langentei sele trigo- nomelrice. Ast-fel tangenta arcului AF este AF", era se- 
canta, lui este OF, si se notedia: OF = sec AF. 

| Originea secantelor este centrul O. 
P Elle sunt positive deca intalnesc linia, 

tangentelor, trecund chiar prin estremi- 
ja tatea arcului; ast-fel secanta OF a ar- 

cului AE este positiva, câci trece prin 
estremitatea E a, acestui arc. Din contra, 
secanta, este negativa deca, pentru ain- talni linia tangentelor, trebue prelungita, in partea, op- pusa estremitatii arcului ; ast-fel secanta OK a arcului AG este negativa, câci nu trece ea insasi prin estremi- tatea G a arcului, ci numai prelungirea sea, 

14. Cand arcul este 0, secânta este OA seu + 1 ;adeca 
sec 0=-+1. 

Arcul crescund in cadranul antaiu pene la B, secanta cresce si ea, remanend neincetat positiva, si cand arcul 
devine; seu AB, estremitatea, tangentei fiind la infi- 
nit, dupe cum scim*, avem : 

  

   

  

T 

sec = + co 

  T
o
d
.
 

“11
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Cand arcul intra in cadranul al duoilea, secanta tre- 

ce de ua data de la valorile positive la cele negative, 
si cu cât cresce arcul, cu atât ea descresce in valore 

“absoluta Cand arcul deviue ABC seu z, secanta este OA 
seu — 1, adeca: 

sec zr =—l. 

In cadranul al treilea, secanta este tot negativa, inse 
merge crescund in valore absoluta , cu: cât cresce si ar- 

cul; asia că, cand arcul este de trei cadrane, secanta 
este erasi infinita ; seu 

3 
seca = CO. 

În cadranul al patrulea secanta, trece de ua data la 

valorile positive si descresce de la + co pene cand ar- 
cul ajungund a fi 2, avem : 

sec 2r=+.1. 
In resumat, | 

In primul cadran secanta este positiva si variadia de 
la-+ 1 pene la+ o. 

In al douilea cadran secanta este negativa si variadia 
de la— o pene la— 1. 

In al treudea cadran secanta este negativa si variadia 
de la — 1 pena la— o. 

In al patrulea cadran secanta este positiva si variadia 
de la + w pene la+1. 

Vedem der că secanta pote se aiba tote valorile pos- 
sibile de la — co pene la+ o, afora de cele coprinse 
intre — 1 si + 1. Ori-ce valore a secantei coprinsa intre 
— 1 si+ 1 numai este ua valore reale, ci ua valore ab- 

surda, si nici un are reale nu correspunde la ua asseme- 
nea valore a secantei, 

15. Presupunend că arcul ar percurge cireumferentia
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de mai multe ori si in acelasiu sens, am vede indata că 
_secanta reia neincetat acelleasi valori cu aceleasi semne 
în un mod periodic dupe fie-care interval de ua cireum- 
ferentia intrega. Prin urmare secanta este ua functiune 
circularia periodica, si perioda sea este ua circumferentia 
intrega seu 2 n. 

Putem esprime acest principiu prin formula, : 
sec (21 + x) = sec x, 

in care k represinta un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ. 

COSINUS 

16. Se numesce cosinus al unui are sinnsul arcului 
seu complementar. Fie s. e. arcul AE ; ar- 
cul complementar al acestuia este EB , 

1 si dupe definitiunea sinusului avem : 

  

   
G EK = sin EB; 

DT H prin urmare 

EL = cos AE 

Observăm că EK =10 ; prin urinare putem inca de- 
fini cosinusul că este distantia de la centru pene la pi- 
corul sinusului, 

Cosinusurile se socotesc pe diametrul orizontal AC 
de la originea O“. Sunt positive cosinusurile socotite pe 
partea din drepta OA a diametrului, şi negative celle 
socotite pe partea OC. Avera ast-fel : 

cos AE =-+ OI, si cos AF=—0OL, 
17. Deca arcul este 0, cosinusul fiind distantia de la 

centru la estremitatea sinusului, avem : 
cos 0= AO, seu cos 0=+1 

*3
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Arcul crescund în primul cadran, cosinusul remane 
neincetat positiv, inse descresce ; asia incât, cand ar- 

cul este AB seu î sinusul BO cadiend chiar in centru, 

avem : 

Ș 

cos5 = 0. 

În cadranul al doilea, cosinusul este negativ, si cu 
cât cresce arcul, cresce si el n palore absoluta; cand 
arcul este ABC seu z, avem : 

cos = OC, seu cosr=—1. 
În cadranul al treilea cosinusul este tot negativ ; inse 

cu cât cresce arcul, el descresce 77 valore absoluta, asia 
31 

că, cand arcul este ABCD seu, avem : 
x 

cos = =0. | 

În cadranul al patrulea cosinusul este positiv; si cu 

cât cresce arcul, cresce si el; cănd arcul este 2 z, avem: 
| cos 2r=+]. 

In resumat : 

În cadranul anlaiu cosinusul este positiv si variadia 
de la + 1 pene la 0. ” 

În cadranul al doilea cosinusul este negativ si vari- 
adia de la 0 pene la — 1. 

În cadranul al treilea cosinusul este negativ si vari- 
adia de la—1 penela 0. 

În cadranul al patrulea cosinusul este positiv si vari- 
adia de la O pene la + 1. 

Tote valorile cosinusului sunt coprinse, ca si alle si- 
nusului, intre+ 1 si— 1. Ori-ce valore a cosinusului 

mai mare de cât+ 1 seu mai mica de cât— 1 nu mai
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este ua, valore reale, si nici un arc reale nu correspunde 
la ua, assemenea valore de cosinus. 

18. Deca arcul, trecund de puntul A, ar percurge 
circumferentia de mai multe ori si in acellasiu sens, 
am vede că cosinusul, dupe fie-care trecere de ua cir- 
cumferentia, intrega, reia, acelleasi valori cu acelleasi 
semne zn un mod periodic. Prin urmare cosinusul este ua 
functiune circularia periodica si perioda sea este 2 ș. 

Acest; principiu se espreme prin formula : 
cos (2kz+ x) = cos, 

k fiind un numer intreg ore-care, positiv seu negativ. 

COTANGENTA 

19. Cotangenta unui axe este tangenta arcului seu 
complementar. Ast-fel complementul arcului dat AE 
este EB, a carui tangenta, este BI, considerand puntul 
B ca origine ; prin urmare : 

Bl=tg BE, seu BIl=cot AE. 

Cotangentele se socotesc pe tan- 

genta KI, dusa la inceputul cellui 
de al doilea cadran. Originea, este 

punctul B. Cotangentele socotite 
la drepta de acest punct pe partea 

BI sunt positive, era celle socotite la stanga pe partea 
BK sunt negative. Asia: cot AE=+BI, si cot AF=—BK. 

20. Arcul dat fiind 0, avem : 

cot 0=+ co, câci cotO0=tg 90%= +. 
Arcul crescund in primul cadran, cotangenta remane 

positiva; si descresce neincetat; pene la 0, adeca : 

  

cot>= 0.
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In cadrannl al doilea cotangenta este negativa, si 
cresce in valore absoluta de la 0 pene la — ; acesta 
valore o ar€ cand arcul este ABC seu z, adeca: 

cotr=—oco. 
Arcul ABG trecund in cadranul a] treilea, cotangenta 

trece de ua data de la valorile negative la celle posi- 
tive; inse cu cât cresce arcul, ea descresce ; asia că, 

32 cand arcul este ABCD seuz , avem : 
3r 

cot 9 = 0. 

In cadranul al patrulea cotangenta este erasi nega- 
tiva, si cresce in valore absoluta de la 0 in sus, pene 
cand arcul fiind 2 z; avem : 

cot 2z=—oco,. 

In resumat : 
In cadranul antaiu, cotangenta este postliva si varia- 

dia de la + o pene la 0. | 
În cadranul al doilea, cotangenta este negativa si va- 

riadia de la 0 pene la—oo. | 
În cadranul al ireilea, cotangenta, este positiva si va- 

riadia de la + « pene la 0. 
În cadranul al patrulea, cotangenta, este negativa si 

variadia de la 0 pene la— oo. 
Prin urmare cotangenta, ca si tangenta, este suscep- 

tibile de a priimi tote valorile possibile de la — co pene 
lă + co, si la ori-ce valore reale a cotangentei core- 
spunde un arc reale. 

21. Deca arcul ar percurge de mai multe ori cireum- 
ferentia in acellasiu sens, am ved6 că valorile cotangen- 
tei revin cu acelleasi semne din doue in doue cadra.- 
ne în un mod periodic; asia dera cotangenta este ua
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functiune circularia periodica cu perioda =; principiu ce 
se pote esprime prin formula : 

cot (kz4+ x) =cot x, | 

unde k este erasi un numer intreg ore-care, positiv seu 
negativ. 

COSECANTA 

22. Cosecanta unui arc se numesce secanta arcului 

seu complementar. Asia, secanta arcului BE, comple- 
mentar arcului dat AE, este OI; acesta este dera co- 

secanta arcului AF, si se notedia : 

OI = cosec AE. 

Dupe figura vedem că cosecanta se 
pote inca defini : distantia de la cen- 
tru pene la estremitatea cotangentei. 

Originea cosecantelor este cen- 
trul O. Cosecanta este positiva deca 

intalnesce linia cotangentelor trecund. chiar prin estre- 
mitatea arcului dat; si este negativa, deca. pentru ain- 
talui acesta linia a cotangentelor, trebue prelungita, in 
partea opusa estremitatii arcului. Asia avem : 

cosec AE = + OI, si cosec ABG=— OI. 

23. Cand arcul este O, estremitatea cotangentei fiind 
la infinit*, avem : *20 

| cosec 0=+o. 
Inse cu cât arcul cresce in primul cadran, cosecan- 

ta descresce, remanand neincetat positiva; si cand ar- 

  
cul este AB seus, avem : 

” FR 
cosecz= OB, seu cosecs= + 1,
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In cadranul al doilea, cosecanta este tot positiva, si 
cresce neincetat pâne cand arcul ajunge a fi ABC seun; 
atunci avem : 

coseecr=-+o. 
In cadranul al treilea, cosecanta trece de o data, la 

valorile negative, si descresce în valore absoluta de la, 
— o pene la —1, cu cât arcul eresce de la n pene la 
3 
3 „ avend 

SE 7 cosec3 = — 

In fine, in cadranul al patrulea, cosecanta fiind tot 
negativa, cresce în valore absoluta de la-—1 pene 
la — co, avend acesta din urma, valore cand arcul este 
2r, adeca.: 

cosec 251=—o. 
In resumat : 

| 
Iu primul cadran, cosecanta este posiliva si variadia, 

de la + co pene la +1. | 
În al doilea cadran, cosecanta, este posiiva si varia- 

dia de la + lpena la + o. 
In al treilea cadran, cosecantai, este negativa si varia- 

dia de la — co pene la —.1, | 
In al patrulea cadran, cosecanta este negativa si va- 

riadia de la — 1 pene la — o. 
Prin urmare cosecanta, ca si secanta, priimesce tote 

valorile possibile de la — co pene la+ co, afara de celle 
coprinse intre — 1 si+ 1. Ori-ce valore a cosecantei co: . 
prinsa intre — 1 si+ 1 nu mai este ua valore reale”, si 
nici nu are reale nu correspunde la ua assemenea va- 
lore a cosecantei.. | 

24. Presupunend că arcul percurge de mai multe ori
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7 'circumferentia in acellasiu sens, vedem că cosecanta 
reia neincetat acelleasi valori cu acelleasi semne în un 
mod periodic la, fie-care interval de ua circumferentia, 
intrega. Prin urmare cosecanta este ua functiune circu- 
laria periodica, si perioda sea este ua circumferentia in- 
lrega seu 2. 

Acest principiu se esprime prin formula : 
cosec (2kz + x) = cosec x, 

k fiind un numer intreg ore-care, positiv seu negativ. 

LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR EGALE SI DE 
SEMNE CONTRARIE 

25. Teorema. Arcele egale si de semne_ contrarie au 
linii trigonometrice egale si de semne conirarie, afora de 
COSinus si secanta, cari sunt si de acellasiu semn, 

_ Fie arcele AE si AF, egale si de 
semne contrarie*. Avem : | iz] 

sin AE=EG, sin AF=FO, 
cos AE= OG,  cosAF=0G, 
te AE=ANH, tg AF= AI, 
secAk.=— OH,  secAF=0I, 
cotAE=BK, cot AF = BL, 

cosecAE= OK, cosec AF=0OL. 
Triangurile OEG si OGF sunt egale, câci OE= OF 

ca radie; anghiurile EOG si GOF sunt egale, câci 
AE= AF, si anghiurile EGO si OGF sunt egale, ca 
drepte; prin urmare : 

EG = GF, seu sin AE= sin AF. 
Considerand inse sensul acestordoue sinusurit, avem : 7 

sin AE = — sin AF. 

  

  
“
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In acelleasi triunghiuri OG fiind comun, avem : 

OG = OG, seu cosAE= cosAF. 
„*16 Semnele sunt acelleasi la ambele cosinusuri*. 

Triunghiurile OHA si OAI sunt egale, câci OA este 
comun la amendoue, anghiurile HOA si AOI sunt e- 
gale din date, si HAO = OAI ca drepte; prin urmare: 

AH = AI, seu tg AE =tg AF. 
„+10 Considerand insesensulacestor douetangente*, avem: 

“a tg ABE = — ig AF. 

Din acelleasi triunghiuri avem : 

OH = OI, seu sec AE = sec AF. 

+13 Semnele ambelor secante sunt acelleasi*. | 
Triunghiurile dreptunghie OBK si OBL sunt egale, 

„câci OB este comun, si BOK==BOL, din causa că BOK = 
900 —KOA, si BOL = 900 — LOC = 900 — KOA. Din 
egalitatea acestor triunghiuri resulta, : 

BK = BL, seu cot AE = cot AF. 

„xi9 Considerand inse semnele“, avem : 

cot AB = — cot AF. 
Din egalitatea acelorasi triunghiuri deducem : 

OK = OL, seu cosec AE = cosec AF, 

*2ori*, 

cosec AE = — cosec AF. 

Asia dera, pe basea, acestei teoreme, putem pune re- 
latiunile : 

sin x = — sin (— x), cotă = — cot (— x), 
cos x = cos (— x), sec x = sec (— x), - 
tg x=—tg(—x), coseex =-cosec (— x).



. 

N 

NOTIUNI PRELIMINARIE SI DEFINIȚIUNI 97   

  

“LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR SUPPLEMEN- 
TARIE 

26. Teorema. Doue arce supplementarie au linii tri- 
gonometrice egale si de semne contrarie, afora de sinus 
si cosecanta, cari sunt si de acelleasi semne. 

M B UL 

  

      

  

7 Fie arcple AE si EFC ast-fel 
L d că AE+ EFC=z. 
Cs o Rai Ducund EF paralel cu AC, a- 

d vem : 

bi 

EFC=EF + FC, AEF= AE + EF, si FO=AE; 
deci : 

EFC = AEF. 
Asia dera in locul arcelor date AE si EFC, putem 

„considera arcele AE si AEF. 
Dupe figura avem : 

sin AE= EG, sin: AEF = FH, 
cos AE = OG, cos AEF = OH, 
tg AE= AI, tg AEF = AK, 

sec AE = OI, sec AEF' = OK, 
cot ABE = BL, cot AEF = BM, 

cosec AE= OL; cosec AEF = OM. 
Triunghiurile dreptunghie OEG si OFH sunt egale 

câci OE = OF, ca radie, si unghiurile EOG si FOH sunţ 
egale din causa că EA = FC; prin urmare : 

EG = FH, seu sin AE = sin AEF 
si semnele ambelor sinusuri sunt acelleasi. 

Din acelleasi triunghiuri avem : 
OG = OH, seu cos AE = cos AEF,
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si considerand sensul ambelor cosinusuri, - 
cos ABE = — cos AEF. 

Triunghiurile dreptunghie OAI si OAK sunt egale, 
câei OA este comun, si unghiurile IOA si AOK sunt 
egale pentru că AE = FO== AN; asia dera : 

AI = AK, seu tg AE=tg AEF, 
si considerand sensul ambelor tangente, 

te AR= —tg AEF. 
Din egâlitatea acellorasi triunghiuri resulta : 

OI= OK, seu sec AE== see AEF, 
si din consideratia sensului ambelor secante, 

sec AE = — sec AEF. 
Triunghiurile OBL si OBM sunt egale, câci OB este 

comun, si unghiurile BOL si BOM sunt egale, pentru 
că BOL= 90%— EOA, si BOM = 90%— FOC, era EOA= 
FOC; prin urmare : 

“BL= BM, seu cot AE = cot AEF, 
si considerand sensul, 

cot AE = — cot AEF. 
Din egalitatea, acelorasi triunghiuri, 

OL = OM, seu cosec AE = cosec AEF. 
Semnele sunt acelleasi la ambele cosecante?. x22 

Pe basea acestei teoreme putem dera pune relatiunile : 
sin X = sin (5 — x), 7 cot = — cot (r— x), 
COSX = — Cos (2 — x), - sec X = — sec (r— x), 
igx= — tg(n—x), cosecx = cosec (7 — x). 

LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARGELOR CARI DIFERA 
INTRE ELLE CU UA SEMICIRCUMFERENTIA 

21. Teorema. Arcele care differa ntre densele cu ua
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semicircumferimlia au linii Irigonometrice egale si de 
semne contrarie, afora de tangenta si colangenta, cari au 
si acelasiu semn. 

Fie arcele AE si ABCF ast-fe] că ABCF — AE= 
ECF = Avem: 

  

  

5 AK sin AB= EG, 
| cos AE=0G, 

te AR = AI, 

sec AE= OI, 

cot AE= BK, 
cosec AE= OK; 

sin ABCF=FH, sec ABCF'= OI, 
cos ABCF= OH, cot ABCF=BK, 
tg ABCF= AI, cosec ABCF = OK. 

„ Triunghiurile dreptunghie OEG si OHF sunt egale, 
câci OE = OF ca radie, si unghiurile EOG si HOF sunt 
egale ca opuse la verf; prin urmare : 

EG =FH, seu sin AE = sin ABCF, 
si luand in consideratiune semnele, 

sin AE = — sin ABCF. 
Din egalitatea acellorasi triunghiuri avem : 

OG = OH, seu cos AE = cos ABCF, 
si din causa sensului ambelor cosinusuri, 

cos AE = — cos ABCF. 
„Tangenta arcului AE este AI, si a arcului ABCF tot 

AL; prin urmare ; | 
| tg Ak=tg ABCF. 

Cotangenta arcului AE, precum si a arcului ABCF, 
„este BK ; asia-dera, 

cot AE = cot ABCF,
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Secanta arcului AE este OI, care trece prin estremi- 
| tatea E a arcului; secanta arcului ABCOF este tot OI , 

xginse nu trece prin estremitatea F a lui; prin urmare* 
sec AE = — sec ABCF. 

.  Assemenea OK este cosecanta si alui AE sia lui 
ABCF ; inse fiiud-că trece prin estremitatea primului 

*2parc, era prin a cellui de al doilea nu, avem* 
cosec AE= — cosec ABCF. 

„ Putem dera, pe basea acestei teoreme, se stabilim re- 
latiunile urmatore : (. 

sin X = — sin (n+%), cot x=cot(s-+x), 
Cos X = — cos(r+x), sec x= — sec(s+x), 
tg x =tg (+), Cosec x= —cosec (+ x), 

REDUCEREA ARCELOR LA PRIMUL CADRAN. 

28. Se intempla, de multe ori se se cera liniile triso- 
nometrice alle unui are mai mare de cât un cadran , 
une-ori chiar coprindiend mai multe circumferentie. Cu 
ajutorul teoremelor precedente putem inse tot-de-una 
gasi un arc mai mic de cât un cadran, alle carui linii 
trigonometrice se aiba aceasi valore absoluta ca si li- 
niile trigonometrice alle arcului dat, 

Fie, spre essemplu , a se gassi liniile trigonometrice 
alle arcului de 19530. Impartind acest arc cu 360%, gas- 
sim că : | 

1953'=5X360" +- 1530, seu 1953=5X21+ 153%; 
*9,12, prin urmare* ; 

| Zi te sin 1953 = sin 153, cot 1953 = cot 1530, 
- Sa cos 1953 = cos 153%, sec 1953 = sec 1530,
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tg 1953" tg 153%,  cosec1953%—cosec 153, 
si fiind-că 153%=—180—270, avem* : +26 

sin 1953 = sin 153% = sin 2170, 
cos 1953 = cos 153" = — cos219, 
tg 1953'= tg 1538%= — tg27), 

cot 1953 = cot 153'= — cot27', 
sec 1953 = sec 153 = — sec27, 

cosec 1953%= cosec 153'= cosec270, 
Fie inca arcul de 2375%; avem : 

2375'= 6X360%+ 215%=6x2 + 215, 
si 215%= 180%+ 35%; 

prin urmar6*, | 227 
sin 2315%= sin 215%= — sin 330, 
cos2315'= cos215= — cos35, 
tg 2375'= tg215= tg35, 

cot 2315'= cot 215%= cot 359, 
sec 23(5'=— sec215%== — sec 350, 

cosec 2375'= cosec 215%= — cosec 35, 
Fie in fine arcul de 1388; avem : 

1388%= 4X 3600 — 520%=—4X 22—52, 
asia-dera* 

025 
sin 1388 = sin (— 52%) = — sin 52%, f 
cos 1388" = cos(—520%):= cos 52% 
tg 1388= tg (—5209) = — tg 59%, 

cot 1388=— cot (—52%)= — cot 520, 
sec 1388" == sec (—520)= sec 52, 

cosec 13880== cosec (—52%) = — cosec 529,
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ARCELE CARI CORRESPUND LA UA LINIA 
TRIGONOMETRICA DATA. 

29, Când ni se dă un are, nu putem av6 de cât ua, 
singura, valore pentru fie-care linia trigonometrica a sea. 
Nu este inse tot asia cand ni se dă ua linia, trigonome- 
trica si se cere a se gasi arcul correspundiator la, den- 
sa. In adever, scim că functiunile circularie sunt tote 
periodice; prin urmare la ua valore a unei linii trigo- 
nometrice nu corespunde numai un arc, ci ua multime 
de arce cari differa intre densele cu un multiplu al pe- 

__riodei. 

Se se gasesca, spre essemplu, arcul al carui sinus are 
valorea a; fie un arc al carui sinus are acesta valore. 
Inse sinusul avend perioda 2, nu numai arcul 7 va av6 
sinusul a, ci si arcele 25+/, 45+1, Grau Prin 
urmare gasim pentiu arcul cautat ua, multime de valori 
cari implinesc cererea. Acellasiu lucru se intempla si 
pentru tote celle alte linii trigonometrice, 

De ordinar i inse, cand se dă ua linia trigonometrica, 
dintre tote arcele cari correspund la densa, nu se iau 
de cât celle coprinse între 0'si 360%, si cu modul acesta, 
se reduce numerul arcelor cari respund la cerere, 

Dandu-se sinusul unui arc, se se gâsesca arcul. 
R Deca sinusul dat a este positiv, pe ra- 

O e dia OB luăm OI =, si prin I ducem 
FE paralel cu CA; arcul cautat este AE 

m seu AF, câci deca din E si F lasăm 
SE BLsi PM perpendiculare pe AC, 

E L = sin AE, si FM = sin AF; 
inse EL—FM=—O0l—a prin urmare AE şi AF sunt in 
adever arcurile al caror sinus este+-a. 
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Deca sinusul dat a este negativ, lum pe radia OD 
ua lungime OK= a, si ducund prin K linia GH para- 
lela, cu AC, arcul cautat este ABG seu ABCDH ; câei 
MG=OK=-a=sin ABG, si LH=OK=-a=—sin ABCDH. 

Dandu-se cosinusul unui arc, se se gasesca arcul 
Constructiunea este anăloga cu cea data pentru si- 

nus. Deca cosinusul a este positiv, luăm pe radia OA 
lungimea OL==a, si ducund prin L pe EH paralel cu 
BD, arcul cautat este AE seu ABCDH. — Deca, cosi- 
nusul dat a este negativ, luăm pe OC lungimea OM=a, 
si prin M ducem FG paralel la BD ; arcul cautat este 
ABE seu ABCG. 

Dandu-se tangenta unui arc, se se gasesca arcul. 
Deca tangenta data a este 

positiva, pe partea . positiva, 
AI a liniei tangentelor luăm 
Al=a, si prin I si O ducem 
IG; arcul cautat este AE seu 
ABOG; câci deca vom con- 

strui tangentele acestor doue arce, von gasi că ambe- 
le au drept tangenta, pe Al=a. 

Deca a este negativ, pe partea negativa AK a linie; 
tangentelor luăm AK=a, si ducund KF prin centru, 
arcul cautat este AF sau ABCDH; câci amendoue a- 
ceste arce au drept tângenta pe AK=a. po 

“Dandu-se cotangenta unui arc, se se gasesca arcul, 
Cotangenta a fiind positiva, luăm pe partea positiva, 

BL a liniei cotangentelor BL=a, si ducund LG, arcul 
cautat este AE sau ABCG.. — Deca cotangenta. data, 
este negativa, luand pe partea negativa BM a liniei 
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cotangentelor BM=—a, ducem MH ; atunci arcul cau- 
tat este AF seu ABCDH. 

“Dandu-se secanta unui arc, se se gasesca arcul. 
Deca secanta a este positiva, din centrul O cu ua 

radia egale cu a descriem un arc care taia linia tan- 
gentelor in punctele I si K; unind IO si KO, arcul cau. 
tat este AE seu ABCDH ; in adever, secantele acestor 
doue arce sunt + IO=-+a si 4 OK=+a. 

„Deca secanta a era, negativa, constructiunea era a- 
ceeasi ; inse prelungind pe 10 pene in Gsi pe KO pene 
in F, arcul cautat era AF seu ABCG. 

Dandu-se cosecania unui arc, se-se gasesca arcul. 
Deca cosecanta data a este positiva, din centrul O 

cu ua, radia egale cu a descriem un are care taia linia 
cotangentelor in punctele L si M; unind LOsi i MO, ar- 
cul cautat este AE seu AF. 

Deca cosecanta data a este negativa, prelungindu pe 
LO pene in G si pe MO pene in H, arcul cautat este 
ABCG seu ABCDH.



  

  
  

CAPITOLUL II. 

FORMULE YUNDAMENTALE 

  

Relatiuni intre liniile trigonometrice alle 

aceluiasiu arc, 

30. Fia arcul AC=a ; liniile sele trigonometrice sunt: 
CD= sin 4, BF=cot a, 

OD=cos 4, OE=sec a, 

AE=tg a, OF==cosec a. 

  

Trianghiul OCD, fiind dreptanghiu 

in D, dă: | 
CD 2+0D2==0C2, seu, sin? a,-+cos? a=1, (1). 

câci OC este radia. Prin urmare suma patratelor sinu- 
sului si cosinusului unui arc este egale cu unitatea. 

Din (1) putem deduce inca: 
sin?a=1—cos?a, seu sina=tVi-cosa, (a) 
cos2g=1l—sin?a, seu cosa = t Vi—sinia, (b) 

Trianghiurile OCD si OEA sunt assemeni, câci au 
anghiul O comun, si pe celle-altă egale ca correspon- 
dente ; prin urmare: *
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EA OA iga 1 

CD 0D' Cu sina ” cosa'. 
ori, immultind ambii membri cu sin a, 

teal, | (2) 

  

adeca tangenta unui arc este egale cu raportul sinusului 
catre cosinusul acelui arc. 

Din assemenarea acelorasi trianghiuri avem : 
OE OA seca 1 

00 >60p'* 1 = cosa! 
  

  

  

ori in fine 

cosa seca=l. (3). 
Din (3) putem inca, scote, impartind cu cos a: 

seca=-- 1 7: (c) 
cosa 

si impartind cu sec a: 
_ 1 

cos4= - (d) seca 
Din aceste doue formule vedem că cosinusul si secan- 

ta unui arc sunt inverse una alteia. 
Trianghiurile OBF si OCD sunt assemeni, câci an- 

ghiurile din B si D sunt egali ca drepte, si celle din F 
si O ca alterne-interne ; prin urniare 

BF __0B cota _ 1 
OU CD' Cosa — sina” 

de unde, immultind ambii membri cu cos a, 

E d 
adeca cotangenta unui arc este egale cu raportul cosinu- 
sului catre sinusul acelui arc. 

Din assemenarea, acelorasi trianghiuri avem inca : 
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OF _0B seu 005eca 1 

OC CD 1 sina! 
  

ori 

sina coseca=l. | (5) 
Din (5) putem inca deduce, deca impartim cu coseca: 

l 
smna=———— (e) 

coseca 
era impartind cu sina, 

COseCca =   a f 
Sina ( ) 

Din aceste doue formule se vede că sinusul si cose- 
canta unui arc sunt inverse una alteia. 

Immultind (2) si (4) membru cu membru, avem: 

  

  

  

îga cota= SING 0084 =1, 
cosa sina 

din care putem scote urmatorele doue formule : 
“1 

tga= 
s, cota * e) 

cota= L , (h) 
tga 

Prin urmare tangenta si cotangenia unui arc sunt în- 

verse una alteia. 

Formulele (1), (2), (3), (4), (5), impreuna cu celle ce 
am derivat pene acum dintr'ensele, sunt de un us forte 
des in trigonometria, din care causa se si numesc for- 
mule trigonometrice fundamentale. 

FORMULE CORRELATIVE 

31. Sub acest nume se intelege ua seria de formule 
prin eari esprimem ua linia trigonomeirica ore care a u- 
nui arc in functiune de ua alta linia trigonometric a a-
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celui arc. Aceste formule sunt in numer de trei-dieci, 
si se deduc din formulele deja aflate: 

  

  

  

sin? a+cos?a=], (1) 
sin a 

= ? | 
2 

tg a cos a ( ) 

| 
= = 3 „see. a=ci | (3) 

cos a 
cot == (4) sin. 4 

cosec a=——— (5) sin a! 
Deca una din liniile trigonometrice alle arcului este 

cunoscuta, cele-alte cinci vor pute se se afle resolvend 
celle cinci equatiuni de sus. Prin urmare problema se 
pote deslega tot-de-una. 

10. Dandu-se sinusul unui arc, se se gasesca celle-alte 
linii trigonometrice alle arcului. 

Valorea cosinusului se scote din (1); avem: 
cos 4=*vVi-sin2a 

Substituind acesta, valore a cosinusului in (2), (3), 
(4), vom ave valorea tangentei, secantei si cotangentei 
in functiune de sinus: 

sink | 1 _,V1- sin2a'-- 
1-—sin?a 1-sin22 sina 

1 
cosee a= 

sina 
20. Dandu-se cosinusul, se se afle cele-alte linii trigo- 

nometrice. 

Din (1) avem: 

sin 4=+V/'1—cos2a
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espressiune a sinusului in functiune de cosinus. Substi- 
tuind aceste valore in (2), (4), (5), vom ave si espres- 

siunea, tangentei, cotengentei si cosecantei in functiune 
de cosinus: 

  
  

  

V'1=cos2a. cosa 1 
îgq = ————, Cota =: COsee gt 

cosa V1—costa „VI cos? 
si dupe (3), 

seca = 
cosa 

3% Dandu-se tangenta, se se alle celle alte linii irigo- 
nometrice. 

Equatiunea, (2) dă: | 
sina=cosd tga, (4) 

seu 

sin?a=cos?a tg?a. 
Punem acesta valore in (1), si avem: 
cos? a tg? ațcos? a=1, seu cos? a (l+tg?4)=i, 

de unde 

l 
"COSq=t — Ra 

| V 1+Htg?a 
Punend acesta valore in (A) vom ave valorea lui 

sin a: 
= 

  
o tga (B) 

| sing= pg 1 tgia 

Din (3) avem: 

seca = a! 

substituind în locul lui cos a valorea sea, 

secd=+V 1-Hg2a: 

Equatiunea (5) di: |
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1 
Coseoa = 

si dupe (B), 

_V 1Higta 
| coseca= ga 

+30 In fine equatiunea (h)* dă: 

1 
cota=——, 

iga 
40 Dandu-se colangenta, se se afle cele-alte linii iri- 

gonomelrice. 
Din (4) avem: | 

cosa=sina cota, (0) 
seu | 

cos?4=siu24 cot2a. 
Punend acesta valore in (1), avem: 
sin?a+-sin2a cot?a=1, ori sin?a (I-reot'a)=1, 

de unde: 

  

  

l (D) Sina = = . 

Acesta valore pusa in (0) dă: 
cota 

CA cota 
si fiind-că: seca=-—L—, avem : cosa 

Vieot?a 
Seod=i co 

Din (5) avem: 

1 
COseca= sina ! 

si punend in loc de sin a valorea, data prin (D), 
cosec d=:/i+cot2a
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In fine equatiunea (g)* di: 30 
1 

tga= a: 

5”. Dandu-se secanta, se se gasesca cele-aite linii tri- 
gonometrice. 

Equatiunea (d dă: Ă 30 
1 

COs4 = ———. 
seca 

Punend acesta valore in (1), avem succesiv: 

. 9 l ] sin/a+—z—= Tseci a” 
sec?a sin? 1=sec?q, 

sec?a —] 
5 2 

sec?a 

„_ Vsec?a—1 
Sing = ——————— 

seca 
Punend aceste valori alle lui sin a si cos a in (2), (4) 

si (5) si facund reducerile, avem : 

sin2a = 

tiga=+V/a0i II cot seta 
—V sec'a—], COt4 = D= cosecq= + ==, 

! “V'secta—l Vsecia-—1 

6% Dandu-se cosecanta, se se gasesca celle-alte linii 
trigonometrice. 

Dupe (e)* avem: +30 

  

Sing =———e 
coseca 

Punend acesta valore in (1), (2), (3), (4), vom 
ave, dupe nisce calcule analoge cu celle de la casul 
trecut: 

V 2q- 1 
—0osec a , îiga= + feri 

cosec a cosâc'a-—l 
  Cosa =
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cotat coseta i seca 
?  V cosec?a—l 

Tabelul alaturat coprinde tote aceste resultate. In 
prima colona verticale la stanga se afla inscris numele 
liniei trigonometrice ce trebuă se se esprime in functiu- 
ne de alta, si in prima colona orizontale este numele li- 
nieiin functiune de care trebue se se esprime linia con- 
siderata. La intalnirea, colonelor respective ale ambe- 

lor linii trigonometrice se afla, espressiunea cautata.
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ADITIUNEA ARCELOR 

* 32. Sinus si cosinus. Ne propunem a gasi espres- 
“A ” siunea sinusului s€ cosinusului sumei a doue arce, cu- va 4 nofund sinusul și cosinusul arcelor simple. 

i ' a. Fia a=AE si b=EF doue arce ast-fel 
„că suma lor a+b=AF este mai mica, de 

    A cât 3: Ducem FI perpendicular pe OE; 
FH, IL si EG perpendicularie pe OA, si 

D KI paralel la OA. Avem: 
sin d=sin AE=EG, cosa=cos AE=0G, 
sin b=sin EPF=FI, cosb=cosEF= OI, 

(a) sin (a+b)=sin AP=FH=FK-IL, câei KH=IL, 
(5) cos (a +B)=cosAFP=O0H=OL—KI, câci HL=KI. . 

Trianghiurile OEG si OIL sunt ass6meni; prin ur- 

  

  

  

mare : 

IL OI IL cosb 
RARE Rp SCU ——-= - EG OE sina 1 

de unde IL=sina cosb. 
Din assemenarea acsllorasi trianghiuri avem: 

OL OI - OL  cosb RR E a SeU SS] OG  OE cosa l - 
de unde OL=cosa cosb. 
Trianghiurile FKI si OEG sunt assemeni, câci au la- 

turile lor perpendiculare unele pe altele ; asia-dera,: 
FK __FI FK _ sinp 
06 OEI cosa 1? 

  
  

Oi. FE=cosa sinb. 
Din assemenarea, acellorasi trianghiuri avem: 

KI FI KI  sinb 
  EG O0E "sina “1: -
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ori Kl=sina sinb. 

Substituind aceste valori alle lui IL, OL, FK, KI, în 
equatiunile (a) si (b), avem: 

sin (a+b)=sina cosb-+sinb cosa, D 

cos(a+b)=cosa cosb— sina sinb. (2) +, 
33. Formulele (1) si (2) au fost demonstrate in ipo- 

tesea că a+b<-a Zi inse elle subsista in ori-ce alta ipo- 

tese am face asupra marimei arcelor a si b. 

= 1*. Formulele (1) si(2) subsista si in casul când atb>3. 

In adever, punend | 

FR (c) apa, si Vb, 
si adunand intre sine aceste doue formule, 

a+b=r—(a+b), 

si fiind-că a+b>g: este evident că vom ave: 

a'b<—g: seu +7 <3 ” 

Punend dera în (1) si (2) valorile 

ad, D= PV a+b=m-(a+b), 

scose din relatiile (c), avem: 

      

sin| partea 3 — a) cos| 3-0) 

| tsi “ —b ] cos 3 —a | 

cose- a'+ Peco s—a] cos 3 i f 

— ial —a) iu 3 —0) 
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*26de unde* 

sin(a' + b')=cos a' sin b' + cos b'sin a', 

— cos(a' + b)= sin a' sin b' — cosa' cos b'; 
si deca scambăm semnele formulei din urma, 

cos(a' + b)= cosa' cosb— sin a' sinb'. 

Am ajuns dera chiar la formulele (1) si (2), si arcele 

a si b implinesc conditia a'+ b<—. pi 

e 2'. Formulele (1) si (2) subsista si în casul cand udao- 
Tr 

gim “g la unul din arcele a seu b. 

Fie q=a4+ Pai de unde a=a— 2: Punem acesta 

valore in (1) si (2): 

sin( d + b = in d—3) cosb 

+sinb cos d—3 ) 

Cos (2 + b — î = cos (a- 3) cosb 

—sin(a—3 ) sin b; 

inse avem: 

sin (+ b-3) = sin I- _u + 2) ] 

= — iu] 30) | — costa” d), 

cos (2 3 b- ) cos — 2 —(a'+ 5) ]
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_ cos) 3 —(a'+b) l sin (a'+ », 

si ZA in Za) _ e , 
in ps z-a|F sin 3 J= cos a, 

7 T E , — Am — ai 7 
cos(a | - a )) cos( EL sin d. 

Punend aceste valori in equatiunile de sus, 

— cos (a +b)=—cosd'cosb+sinbsina”, 

sin (a'+b)=sina cosb+ cosa'sinb, 
im cari deca vom scamba semnele equatiunei antaiu, 

vom da tocmai peste (1) si (2), si a va fi egal cua ma. 

rit cu. SR 

3% Formulele (1) sz (2) subsiste pentru ori-ce valori po- 

sitive alle lui a, si b. 

Se dicem că arcul a este coprins intre msi m+l ca- 

drane, erab intre n si n+1 cadrane; atunci insemnand 

cu a' escesul lui a peste 7 cadrane, si cu b' esccsul lui 
b peste n cadrane, avem: 

a=m+a, b= no+b. (d) 

- . . . « 7 
Inse pentru arcele a'si b', mai mici fie-care de cât 3: 

2 
avem relatiunile : 

sin (a'4+- b') ==sina'cosb'+sinb 'cosa”, 

cos (a +b')=cosa'cosb' —sina'sinb'. 
Dupe demonstratiunea de mai sus, noi putem adao- 

gi la fie-care din axcele a' si b', si de câte ori vom voi, 
câte un cadran; dupe ce dera vom adaogi m cadrane 

lui a si n cadrane lui b', formulele din urma vor de- 

veni :
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. T , „FE, po 2 „) La 7 sn( 2-a +u 3 +8 sia(m 3 +a pos(n 5 +b ) 

+-sinl nb cos (n +a) 

cos( mărar n o-+ > cosl m3-+ a po n3; +) 

— sin( nri-+a | sin | + ) 

seu, dupe relatiunile (d), 

sin (a+b)=sina cosb +sinb cosa, 
cos (2+b)=cosa cosb —sina sinb, 

si aci a si b au valori positive, ori-cât de mari Vom voi. — 4. Formulele (1) si (2) subsiste pentru ori-ce valori, Chiar negative, alle lui a, si b. 
Se presupunem că, dei b sunt negative. Alegem un numer întreg si positiv /, destul de mare pentru ca, cantitatile 

| 
dh + a=a,, 2hr+b=b, 

se fia positive. Atunci (1) si (2) convin lui a! si b', ca- ri sunt positive, si avem: 

sin (a'+b')=sina' cosb'+-sinb” cosa', 
cos (4'+b')=cosa' cosb' — sina” sin”, 

seu 
sin (2hr-ra + 2kn-+b)=sin(4kn-ra+b) 

= sin(2hkz+a) cos (2hk+b) 
+sin (2krs+b) cos (2-a), 

COS (241-444 2hkr4b)=cos (4k-+a+b) 
= 008 (2lz+ 4) cos (2kr4b) 
—sin (24 +a) sin (2kr+b)



= 
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si considerand că sinusul si. cosinusul sunt. functiuni 
circularie periodice cu perioda 27,* | 9,18 

sin (a+b)=sina cosb + sinb cosa, 
„cos (a+b)=cosa cosb—sina sinb, 

relatii în cari a si b sunt negative. 
34. Din acest sir. de demonstratii resulta, că formu- 

lele (1) si (2) sunt generale ; putem dera inlocui intwen- 
sele pe b prin —?, si atunci avem: 

Sin (a —b)=sina cos(—b)-+sin(—b) cosa, 
- cos (a —b):=cosa cos(—b)—sina sin(—B). 

seu* 
925 

sin (2a—b)=sina cosb—sinb cosa, (3) 
cos (4—b)=cosa cosb+-sina sinb. (40 

35. Observare, Formulele (1) si (2) se pot deduce 
„una din alta, precum si (3) si (4), deca;inlocuim in una 

din elle pe a prin 2+2-, seu pe d prin b + 
În adever, deca in (1), spre essemplu, inlocuim pe b 

prin b +3 avem: 

sin(a-t +3 sina cos b += sin o + 3 )posa, 

seu , 
cos|-—(a+b)=sina sin(—b)-+ cos(—B) cosa, 

ori *25 
cos(a+b)= -— sina sinb+-cosa cosb. 

Assemenea si pentru celle-alte. 
36. Formulele (1) si (2) ne dau sinusul si cosinusul 

sumei a doue arce; inse este lesne a le generalisa si 
pentru mai multe arce. 

Deca in (1) si (2) inlocuim pe b prin c+d, acelle for- 
mule devin: 4
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sin (a+c+d)=sina cos(c+d)+ sin(c+ d) cosa, 
cos (a+c+d)=cosa cos(c-+d)—sina sin(c+4), 

seu 

sin (a+c+d)=sina(cosc cosd—sinc sind) 
--cosa (sinc cosd-sind cosc), 

cos (a+c+d)=cosa(cosc cosd—sinc sind) 
—sina (sinc cosd+ sind cosc), 

de unde 

sin (a+c+d)=sina cosc cosd-i-sinc cosa cosd 
--sind cosa cosc—sina sinc sind, 

cos (a+c-+d)=cosa cosc cosd—cosa sinc sind 
— sina sinc sitd-—sina sind cosc. 

Cu ajutorul acestora, putem gasi sinusul si cosinusul 
sumei a patru arce, si asia mai departe. 
e 31. Tangenta si cotasenta. Pentru a gasi tangen- 

+30) ta sumei a doue arce, vom recurge la formula“: 
sin (a+b), 
cos (a+b) 

inlocuind pre sin (2+b) si cos (2+b) cu valorile lor da- 
te prin (1) si (9), 

sina cosb+sinb cosa,, 
's D= sa cosb — sina sin 

si impartind ambii termeni îi fractiunii cu cosa cost, 
„sina cos  sinb cosa 

te (a+6) Cosa cosb | cosb cosa 
1 Sina sinb 

seu „ cosdeosb 

| 1l—tga tgb 
225 Deca in acesta formula inlocuim pebcu —b, avem :* 

tg (a+b)= 

  

  

  

)
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îga—tgb (6) tg (a—b=-e 5, e (bi nza to! 
Pentru a gasi cotangenta sumei a doue arce, vom a- 

vE assemenea;: 

cos(a+b)__cosa cosb— sina sinb 
sin(a+b) sina cosbFsinb cosa! 

si impartind ambii termeni cu sina sinb, 

  cot (4+b)= 

cosa cos 

cot (4+8)— sina sinb 

sina cosb si sinb cosa” 

sina sinb ! sina sinb 

  

  

seu 

cota cotb—1 î 
cot (2+b= “cotbreota | O 

Deca aci inlocuim pe b cu —b si scambâm semnele 
ambilor termeni ai fractiunei, avem: 

1-+eota cotb (8) 
"cotb—cota ! 

38. Prin formulele (5) si (7) putem gasi tangenta, si 
cotangenta, unei sume de mai mult de cât doue arce. 
În adever, punend in aceste formule in loc de b pe 
C+d, avem: 

cot (a—b)=     

tga-+tg(c+d) 

—tga tg(c+d) 
cota cot(c+d)—1 

cot (ate+d=— cot (cFd)-reota * 
si inlocuind pe tg(c+d) si pe cot (c-+d) cu valorile lor, 

taa+ igc-+tgd 

teta-țe-ds—— LA8018d 1 —tga tgc--tgd 

l—tgctgd 

  tg (a+ec+d)=3
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_Îgattec-+ted—tgatgcted 
- 1-tgatgc-tgatgd-tgctga, 

cote cotd— 1] 

coteteotd 
cotccotd-] 

cote cotd + cota 
__ Cotă cote cotd—cota-—eotc — cotd 
"cota cotereotă cotdeote cotd-l e 

cota 

cot(a-+c+ d)= 

  

CT 
pi , A IMMULTIREA ARCELOR. 

* 39. Considerăm formulele 
sin (a+b)=sina cosb-Fsinb Cosa, , (4) 
cos (a+b)=cosa cosb — sina sinb. | 

Facund ab, elle devin: 
sin24=2sina cosa, (1) 
Cos24=cos?4 —sin?g, (2) 

Aceste formule n& dau sinusul si cosinusul arcului 
indoit 2a in functiune de sinusul si cosinusul arcului 
simplu a. 

| 
" Deca in oS (2) inlocuim pe rand pe sina si cosa 
cu valorile lor date prin equatiunile (a) si (b) de la $ 30, 
avem alte formule, destul de des intrebuintiate : 

sin2da= +Psinav 1- sina =+2cosavV 1—cos?g, 
cos2a= costa—(1—co0s24)=2c0s22—1, 
cosda=1—sin?a—sin?a=1—2sin2a, 

Deca in formulele 

  

  

  

îgartgb cota cotb—1 B SOT Loupatep C0tet= area > (P) facem assemenea a=b, avem: 
2tga cotra-l (3) | tgda—= Iti * cot2a= doo 

40. In formulele (A) inlocuind pe d cu 2a, avem: +
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sin3a=sind cos2a+sin?2a cosa, 
cos3a=cosa cos2a—sina sin?2a, 

si substituind în locul lui sin?2a si cos2a valorile lor date 
prin (1) si (2), 

sin3a =sina(cos?a—sin%a)+2sina cosa cosa 
—5sina cos? — sinta, 

cosăa=ecosa (cos?a—sin?4)—2sina sina cosa 
| = cosia—3cosa sin?a, 

Punend in prima equatiune 1 -— sin?a în loc de cos?a, 
si în a doua l—cos?4 in loc de sin2a, si reducund, 

sinda = 3sina — 4sin?a, 
cosăg=4cosa—3cosa. 

Facund si in formulele (B) pe =2a, vem ave asse- 

    

  

  

  

menea: 

2tga 
tga+te?a tga +] —te?a 3tea—tg?a, 

a eateoa ga 1 ia 
ci iza 

t?a-1 
cotacot?a--1 Cod cota TI cotia-—-3cota 

Cota = ta cot?a o cottazi cota: 
ota+ dcota - | 

_— 41. Putem gasi formule generale cari se ne dee si- 
nusul si cosinusul multiplului unui are prin ori-ce nu- 
$. intreg si positiv. Pentru acesta cousiderâm equa- 
tiunile cunoscute: 

sin(2+b)=sina cosb+ sinb cosa, 
sin(4—b)-=sina cosb — sinb cosa, 
cos(2-+b)= cosa cosb —sina sind, 
cos(a - b)=cosa cosb r sina sinb, 

Adunand respectiv aceste equatiuni, avem : 

E 
A
a
 
I
I
I
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sinla+b)sinla—b)=2sina cosb, 
cos(a+b)-t costa — b)=2cosa cosb. 

Punem a=mb ; atunci a+b = (m+ Lb, a—b=im—L'b, 
si equatiunile devin: | 

sin(m+ 1)b =2sinmb cosb—sin'm — Ip, 
cos(m-+1)b=2cosmb cosb— cos(m—1)B. | (4) 

Aceste formule, numite formulele lui Toma Simp- 
son, ne dau mediul de a calcula sinusul si cosinusul 
multiplului unui arc prin un numer intreg si .positiv 

„ m+1, cand se cunoscu sinusele si cosinusele multipli- 
lor acelui arc prin numerele 7 si m—]. ş 

 Essemplu. Fia, b=813'32", m=5; dupe (4) avem: 

sin (5-+1)X 8013'82,—dsin!5X8013'92-cos8113'92” 
— sin (5—1)X8"13/32"), 

v( ( 7 w) | , „” cos/(54+1)X813/32"|—2cosi5 8013732 lco88%13'33 
| —005,(5-—1)X81382), 

si effectuand immultirile, 

sin49"21'12" —2sin4-1%7'40c038%1 332" —sin32054/8”, 
cos49'21'12'==2c0541%7'40'c0s8%13'32"—c0s532054/8” 

DIVISIUNEA ARCELOR. 
42. Deca in formulele 

sinda=2sina cosa, 
cos2a = cos?4 —sin?2—9cos24—1—] — sina, 

2toa cot?a—] t 2a= _S8 , = —— 5 l—tg'a cota 2cota : 
  

  

3.
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b punem b in loc de 24, si prin urmare->- in loc de a, a.- 

ceste formule devin: 

, ._b b sinb=2sin-> 0083, 

cosb=c0s2 ? —sin? Z =2c0s?9 —1=1 —9sin2 2 , 

  

relatiuni cari ne dau sinusul, cosinusul, tangenta si co- 
tangenta arcului intreg in functiune de acelleasi linii 
alle arcului pe jumetate. 

43. Adunand equatiunile 

. a a 1=sin2- 4 cos? 
2 2 

, 4 aq sind=2sin-cos=, 
2 9 

obtinem relatiunea: 

a a 1+sina=sin22 gt cos? - +2sin —2 cos 
= 

a . a = sin-—-+ cos — . are), 
sin -Foos = 1+ sina. | (D) 

= 

de unde 

Deca, din contra, scadem una, din alta equatiunile de 
sus, avem: 

pei 32 16 
pi. / 23 Pau



a ve : : 

O
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E d od o. ad a  l—sina=sin?2 + cos2-—9sin = COS 
2 2 2 2 

sin —cos2)” 
3 3) 

a a ——— sing —coss = 2y/ 1—sina: 

= 

d
 

“Ăăunand equatiunile (1) si (2) si impastind cu 2, a- 

—. (3) sing —4 VI Faina sina Vl—sina 
2 + 3 = 

Scadiend equatiunile (1) si ) una, din alta si impar- 
tind cu 2, avem: 

  

  

  
| 4 cos, Vi+sina Vi—sina | ) 

Pg 
Formulele (3) si (4) ne dau sinusul si cosinusul arcu- 

ui pe jumetate in functiune de sinusul arcului întreg. 
44. Considerăm equatiunile 

a. st şt cos — l 
pe: = Copa Fi 

TIT 
o. £. - 4. 94 „. 2 "costa 1 5 = COs4. -. 

Adunandu- 15 sezibrur cu embru Si impartind cu 2 
avem: 

„ad  l-tcosa - a) cos = E 
2 2 

seu a TI 5, COS = V I-Fcosă, 

Scadiend una, din alta equatiunile de sus si impar- 
tind cu 2, avem.:.
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ad l— : 1sin22— Lcosa” b) ag 
de unde sind_+ V 1 —cosa 

. s 9 

— 

  

  

  

_ = a , 
q 

COS — 1+cosa 
2 —— 

- 

seu, fiind-că in membrul al doilea se impart numai 
quantitătile de sub radical, 

tg = V 1 cosa i 
2 l-+cosa - 

Formulele (5), (6) si (7) ne dau cosinusul, sinusul si 
tangenta arcului pe jumetate în functiune de cosinusul ar- 
cului i intreg. 

Observare. Deca presupunem că a <180, atunci 

    

a Se d d d ><90', SI prin urmare sin-_, cos; si tgosunt positivi ; 
- a - a 

deci in ipotesea că a < 1809, nu vom lua de cât sem- 
nul + al radicalului din membrul al doilea al equatiu-: 
nilor (5), (6) si 17), si atunci aceste eat uni se scriu: 
Cos = Lonea - cosa sin- pice „cosa tg” ay zeosa 

Ă l-+ cosa 
45.- Deca in eduatiunea, 

  

  

  

eliminăm numitorul, avem :  
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tgă—tga tg? d —3tgd ga —iga tg 3 s3 

seu: tga tg + 2ig 3 — tga=0, 

ori, divisand peste tot cu tea, 
2 „a tg? Î tg 10, 

s 2 + tga 853 

equatiune de gradul al doilea in iz3, care ne dă valo- 

vea lui tg în functiune de tga : 
. ” . ——————— 1 = — 

tg 4 l = aja 
  

  

  

  

tea gta! l iga — tg?a 
seu 

pe 
2 tga 

In assemenea, mod, din 

cot? 2.7] 
cota:= 3 

2cot 4. 
2 

tragem : 

2cota cota -=cot9—1, 

de unde 

a a cot? — 2cota cot 4 —1=0 ze 3 i equatiunea din care scotem: 

cot-=cota + Veot?aș; (9) 
| acesta relatiune ne dă valorea cotagentei arcului pe ju- | metate în functiune de valorea cotagentei arcului intreg. 

Ă
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a —— FORMULE CALCULA BILE PRIN LOGARITMI. kb 

46. Pentru inlesnirea calculelor este bine tot-de-una, 
pe cât se pote, a se inlocui sumele si ditterintiele ce fi- 
gureza in espressiunile algebrice si trigonometrice, prin 
produsse si câturi, din causa că, aceste din urma, dupe 
cum scim, se pot calcula prin logaritmi, pre când celle 
d'antaiu nu, 

:) 0) Am gasit deja*: 

, 1-Fcosa—2coste, l—cosa= 2sint. _ 

Ins putem inca, gasi si alte espresiuni, forte insem- 
nate, calculabile prin logaritini. 

Considerăm equatiunile : 
sinla+b)=sina cosb + e 
sin'a-— b)=sina cosb —sin  cosa. 

Adunand mai antaiu aceste doue egalitati, si apoi 
scadiendu-le membru cu membru, obtinem relatiunile 
urmâtore : 

sin(a+-b)+sin(a— b)=2sina cosb,, (A) 
sin(a+0)— sin(a—b)=—2sinb cosa,j 

Punem : 
| 

atb>p, a—b=q; (a) 
aceste doue equatiuni, mai antaiu adunate si apoi sca- 
diute, si pe urma, impartite cu 2, dau: 

a PH pap Gb) 
2 2 

Valorile date da (a) si (b) le substituim în (A), cari de- 
vin atunci: 

  

sinp-Fsing=2sinP q cost , (1) 

. 
FII 
E
I
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sinp—sing=2sinf 4 cosP 4. (2) 2 2 
Equatiunea (1) esprime că, sumă sinusurilor a doue 

arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor, 
immultit prin cosinusul semidiferentiei lor. 

Equatiunea (2) arata că, diferentia sinusurilor a doue 
arce este egale cu de doue ori sinusul semidiferentiei ar- 
celor immultit prin cosinusul semisumei lor. 

47. Equatiunile 

cos(a+b)=eosa cosb-—sina sinb, 
cos(a—b)=cosa cosb-+ sina sinb, 

mai antaiu adunate si apoi scadiute una din alta, dau : 
cos(a+b)-kcos(a—b)=2cosa cosă, 
cos(a—b)—cos(a+b)=2sina sinb; 

si facund si aci substituirile indicate de equatiunile (a. 
si (b), 

:3) 
) < 

z 

cospt-cosg —2cosf > d cosP 4 

“4 
  

cosg—cosp=2sin 1 sin PTA, 
2 2 

Equstiunea /3) esprime că suma cosinusurilor a doue 
arce este egale cu dadoue ori cosinusul. semisumei arce 
lor immultit pr, ul semidiferentiei lor. | 

Equatiunea Ț% areta că diferenlia cosinusurilor a doue 
arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor 
immultit p în. sinusul semi. differentiei lor. 

48. Divisand una cu alta equatiunile (1, 2), 3 
doue câte doue, obtinem ua, seria de alte formule cal- 
culabile prin logaritmi: |
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2sinb td +9 cost q 

  

  

  

  

  

    

sinp+sing ___ 2 gb cob—d Sinp — sing sat i cos PA o 2 2 

toP +4 

- 2 2 Le. 

pi+g l pP—9 = ig— x =tg 2 te p—a9 2 

2 

PI 9 co3P-4 sinp + sing _ mp co 2 tg PI 
cospi cosg 2cos Pi cot | 2 

25 PI cos PA sinp+-sing _ N 2 2 — co P—A 
cosg—cosp 2 sin PI Hs P=Q 

2 2 

2sin PA cop Ba. sinp— SINg __ ____2 2 PA 
cospicosg 2cos- Da: V-a —q te. 2 pa cos-ă og 

2si Pază 

= = cotPY2 
„S954 - 908p „asi sin “dtp 2 

2cos PTA cos P 79 

  sinp—sing 

  

cospcosq_ 2 2 coiP-:F4 cotP_4 
COsQ-—cosp din PH sin PA 2 2 

9 
' 

49. Eca ua formula i insemnata care se intrebuintiedia 
une-ori in calcule. 

4.
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Immultim una cu alta, egalitatile 

sin(a + b)>>sinacosb+ sinbeosa, 
sin(a — b)= sinacosb-— sinbcosa, 

si obtinem: 
sin(2+b)sin(a—b)=sin?acos?b — sin2beos?a, 

Inlocuind in acesta egalitate mai antaiu pe cosa si 
cos'b cu l—sin?g si 1—sin?b, si apoi pe sin?a si sin:b 
cu l—cosîa si 1—cosb, dobandim equatiunile : 

sin(a+b)sin(a—2)=sin?a(1 —sin2p) — sin'b l—sin?a), 
sin(a+ b)sin(2—b)=(1 — cos'a)eos:b—(1—cos*b) cos?a. 
Eifectuand immultirile din membrul al doilea si fa- 

cund tote reducerile, ajungem la equatiile: 

sip(a+-b)sin(a—B)=>sin?a — sin“b, 
Pat a—b)=cos?q—ecos3p, | 

50. Putem facă calculabile prin logaritmi si suma 
seu diferentia a doue tangente. In adever 
tea-Htgb= sina sinb _sinacosbtsinbcosa _sin(a+b) 
    

  

În 
- ) cos4  cosb cosacosb - cosacosb 

sina sin sinacosb—sinbcosa sin a—b 
— N 

3 cosa cos cosacosb cosacosb 
In assemenea mod avem: 

cosa cosb cosasinb+eosbsina sina+b; cotateotb= poz + Stana   

  

- a . S — - > sina sinb sinasinb sinasinb 
cota—cotb„_C954_cosb_cosasinb—cosbsina sin(a—b) 

sina sinb sinasinb sinasinb 
51. Se facem calculabile prin logaritmi suma seu 

diferintia a doue secante; avem : 
| l l _ __cosa-tcosb 

cosa  cosb  cosacosb 
  

seca+secb=
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a+b  a—b 
dcosttl cos. 

2 

cosacosb ? 
1 1 cosb — cosa seca—secb= — = — 

cosa  cosb cosacosd 

oa aFb . a—b 
2sin—— sin. 

2 2 

cosncosb 
Assemenea, 

1 l sinb4-sina coseca-+ cosecb=-—— „A —Smorsina 
sia sint  sinasinb 

. a+b a—b 
2sin-—— cos-——— 

2 
— a — 

sinasinb 

l ] sinb—sina COSECA — Cosecb = n 
sina  sinb sinasind 

._b—a a+b 
2sin 603 

2 2 

  

| sinasinb X 52. Pentru a face calculabile prin logaritmi espres- 
, , j, [a siunea sina-tcosb, observăm că c6=sin| 2 

  

—b |, sia- 

t i “ / unei sinateosb=sina-+ suf Ș — :) 

„tab 9 d-a ==2sin COS — 
2 

seu 

  

. fa —b m ab B=9sin[ 21020) cos( 2 — | SIn4+6Gos ia( 2 + 3 )eos( 4 2 ) 

Assemenea 
sina—cosb=sina —sin( 3 —)
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î—b—a Î-—baa , 2 : , =2sin.- —— cos Î_ 

  

  

| “ori 

  

, Îi ab [ia a) Sin —cosi =2sin £._ T+ cog :£ DI) 
2 LA4 2 |) 

= 53. Forte adessea este necessariu a se transforma 
espressiunile 1—sina si L-k-sina. Pentru ac esta 

, Pi Aa . FR a: 1 Bin 1 —00s(--—aj=2sini|-î- — Ș 
+ 2) 

1l+sina=l + cos 3 —a)= 2cosţ 1-3 | 
zpavend in vedere formulele aflate (a) si (b)*. 

Divisand una cu alta equatiuni 
vadecina patrata, gassim : 

[a ) V 1—sina tg | _ . 4 2. 1+ sina 54. Espressiunea 

lo aflate si estragund 

        

  

  

, , sin! 30) sina 1 Sind  cosarsina ] rtga=1 + = + i cosa „0082 cos4 
Fe - 

. E cosf 2 —a 2sin 4 [4 dt 5 
cosa 

Assemenea : | 
Sina  cosa—sina 1 — tga=1— SIN _ 0054 —siua 
cosu cosa 

. [ 7 Ri ! cosa—cos 3-—a| 2sin—-sin——a! . UL a 
4 ' 4 ) = 

E Di cosa . „Cosa 
si fiind-că 

) Ț 7 7 7 in po) cosl 3 — + -.)] =cosi + a, a
d
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avem: R z 
2sin--cos| —-+ a 4 4 

cosa T_54. Uneori ei — 54. Une-ori este necessariu a transforma, espressiu. 
riea sina+sinb-+sinc, in care a+b+c=n. 

  

  

l—tga= 

Avem mai antaiu :* 
*46 

. . „bre b--c a sinb+sinc=2sin “1 cos , (a) 2 9 
Inse din relatiunea a-+ b+c=r, deducem : d=x —(2+0), 

si prin urmare“, 
26,42 

sind=sin(b + c)=2sin ate cos “e 

Adaogind acesta, equatiune la (a), 

b+e 9 te b—c +2sin cos ——   

  

  

sina+ sinb+-sinc= —2sin FE cOs 

  

  

  

=—2sin bre (cost? bte + cos b= =); 

inse* 
47 

b+e b—c_ bc, cos + cos = 2008-0083; 

asia-dera 

, , , „_b-+e b cc sina -sinb- sino=4sin-“f Cos00s-. 
“i - 

  

Pe lunga acestea din a+b+c=s, avem: ate = 

  

b+e a si prin urmare sin = cos; deci equatiunea din ur- 2 
ma, devine; 

, . , a bb cc (b) Sina-+ Sind Fine 4cosg cos; cos. 
- 

Fia inca de transformat espressiunea sina--sinb-sinc, in care ațb-re=s. Vom av, ca si mai sus:
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sinb —sinc=29sin b— Cos d ,     

  sina=sin(b+o)=2sin 9 € cb Ie; 

adunand, 

sind+sinb—sinc=9c0s Pre (+ bre )   sin——+ sin 

  

2 2 

=4cos bre sin.2 cos, 
2 2 

seu 

sina+sinb— sînc4sin-2_ sin 2 cos-€. (e) 

— 56. Se facem calculabile prin logaritmi espressiunea 

+50c0t = + cot--+ cot in care a+b+ c=a, Avem“: 

  

  

i . b+e 

cot--+cot = a 

sin->sin-=- 

si fiind.că bre = _4 
2 2 9 

a 
cos-— 

cot cot — 

i d sin C sin Ba 

Înse 

COS a 
a 2 PE cot—= ș 

sin. | 3 

adunand,
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a a 
COs-— G0s.— 

  

  

cot + cot ja cotÎ.— at 2 

2 sin sin 2 sinc. 
2 2 2 

cos sins + singsin€ ) 

sina sin? sinc 
2 2 2 

Inse, dupe conditiunea pusa, avem: 

sin = cost = cos2cosc — sin2sin€. 2 2 2 2 2 9 
atunci , 

a c 
cota + cot; + cot; 

| cosăl cosgcose —sinosin€ + singeine ) _ 2 2 2 2 3 2 2 

sin-“ sin d sin-C_ 
2 2 2 

cos. 2 cos? cos 
_ 2 2 2 , 

sin sin? sin.€. 
2 2 2 

seu in fine, 

cot + cot. + cote = cot-a-cot- cot. . 

Ua demcosteate identica ne va da, pentru 2+b 
+C=s, si 

tgattgb-Hgc=tgatgbigc. 
” METODE GENERALE PENTRU A FACE ESPRESSIUNILE 

CALCULABILE PRIN LOGARITMI. 

57. Pane acum nu am urmat nici ua regula fissa in 
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operatiunile ce am facut pentru a transforma espres- 
siunile,.ci am cautat numai a profita de forma lor par- 
ticularia pentru a simplifica, pe cât se put6, calculele. 
Sunt inse si metode generale pentru a face acesta trans- 
formare. 

Fia binomul A+B, in care quantitatile A si B au ori- 
ce fel de valori vom voi, inse positive. Punend pe A ca 
factor comun, vom av6: 

A+B=a( +2) | (a) 
Punem B_ 2, (b) 

4-8” 
fiind un anghiu ajutator ore-care ; si putem tot-de-una 

gassi un anghiu e care se satisfaca equatiunea, (b), câci 
scim că tangenta unui arc pote se aiba tote valorile pos- 
sibile. Substituind acesta valore in (a), | 

AF+B=A(I-Htg?)=Asec?e = 
cos%9 

Anghiul e fiind determinat prin relatiunea, (b), espres- 

  

siunea   calculabile prin logaritmi, va, fi si ea de- 329! 
terminata, 

58. Luăm binomul A—B, in care A si B sunt posi- 
tive, inse AB. Punend erasi pe A ca factor comun, 

B (e) A-—B=A1l—| 1-4) 
Fiind-că A>B ; prin urmare putem pune: 

î = cos?2e, (d) 

si acesta relatiune ne va da tot- de-una ua valore reale
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pentru ș. Punend in (c) valorea, lui - data de (d), acea 
espressiune se face: 

A— B=A(1—cos2e )=Asin?e. 
Deca in A—B presupunem că A<B, avem: 

—B=—(B—A4)=—Bly_A A—B=—(B—A) Bu 5) 
. as A 2 sI punend eragi p cos e 

A—B=—B(1 — cos25)=—Bsin? 9. SL 
59. Fia binomul / 

msinad-+ncosa, 
in care a este un anghiu ore-care, m si n nisce mono- 
me ore-care. Punend pe n ca factor comun, 

j 

. , n msina-+ ncosa= ml sina +-.—cosa ) 
m 

| n Deca luăm tge=, avem: 
m 

  

  

, , f. sin ș ) msina-+ ncosa=m(sina+-tg o cosa)=m| Sind +-—-cosa ] 
COS 7 

sinacos ș + sin e cosa = PR _ , 

COS + 
seu in fine, 

. msin( eta msina+ ncosa== PSin(9 ta) 
COS? 

Assemenea am fi avut si: 
. , msin( e —a msina —nsinq= PISin( e. ), 

cose 
  

60. Binomul A+ Biga=B stea) devine, deca pu- 
—=te p: nem 3 ge 
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A+Biga=B(to + tea)-B SN? 
ga=bitg ez tga) (cos - cosa 

sin sina 

—p sineta) 
„ COsecosa 

Assemenea se transforma si A+Bcota. 
61. Fia inca espressiunea mzusina, în care m si n 

sunt nisce quantitati ore-cari, inse nu coprind nici ua 
linia trigonometrica ; atunci 

  

  

m „) 
-cosa+sina; 

nCosa ; 

miusina= cosa::nsina=al 
cosa 

m 

ncosa 

„mănsina=n(tg e cosa+sina) 
__ (sine H(sin e cosatsinacos ș ) =—n 22 cosaz:sina)— 

Cos» cos 9 

  punend =tg o obtinem: 

—Hsin(șta) 

COS e 

62. Pentru a, reduce in un monom un polinom 
atb+te+d+...., reducem mai antaiu cei doi termeni 
atb în unul singur m; apoi reducem pe m si c in un 
termen n; pe n si d inun termen p, si asia, mai departe. 

Essemple. 1%. Se se faca calculabile prin logaritmi 
formula | 

cosa= cosbeosc-+-sinbsine cosA. 
Punend ca factor comun pe sinbcosă, avem: 

7 

cosd=sinbcosAl 29tb cosc+sine , 
| cos j 

, cotb 
si luand——-——teo, 

cosA * 

cosa=sinb cosA(tg e cos +
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SIN ș COSC-A+-sinccos ș =sinbcosă , 
Cos e 

seu 

sin(e + c) 

cose 
. Se se faca calculabile prin logaritmi equatiunea 

cotasinb=cosbcosC+-sinCeotA. 
Punem pe cotă factor comun: 

cotasinb-=cota | cosb cosC-+sinC ) 
cotĂ 

cosd=sinbecosă. 

  

cosb 
  si luand =tgo, avem: 

cota sinb= cotA (tg e cosC-+-sinC) 
—cotA _Sin e cosC-teosesinC 

COs 9 ! 
de unde 

sin( +C) 
cose 

3. Se transformâm equatiunea 
sinccosÂ=cosasinb — sinacosbeosC. 

Acesta equatiune este identica ci 

cotasinb=cotă 

  

  

  

. cosasinb . 
sinccosA= — sinC—sinacosbeosC, 

sinC | 
si punend ca factor comun pe sinacosb, 

. . cotat b sincoosA=sinacost| S 2 sin0—cosC ), 

. cotatgb 
si punend 4987 — cot ș, 

sin 
sinceosA=sinacosb(cot ș sinC—cosC) 

cos e sinC—sin e cosC 

sin e 
= S'nacosb 

  

  

seu, in fine, 

t
i
n
:
 

  Pomii manere 
i
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sinccosA = sinacosb SL? OU) (ș —0) , 
sin e 

63. Regulele pre cari le-am dat pentru a face ua, es- 
pressiune calculabile prin logaritmi de multe se pote 
se nu se aplice, cand espressiunea are ore-cari forme *46-56 particulari. Am dat* mai multe essemple de acesta. 
Eca inca ua espressiune forte insemnata, care se pote 
face calculabile prin logaritmi nu dupe metoda generale: 

bit ca? 
| 2bc 

Adaogind 1 la ambele membre avem: 
21 02__2 24 02__n2 1pcosA=b-FC a ia bte 02+2bc 

cosâ= 

2bc 2bc 
_ (b+c)—a? 
ape | 

si scadiend 1 din ambele membre alle acestei din urma 
equatiuni, 

b+o)—a? A=0t0 za Cos Sia 

_(bro—a? (Pe-ta)(b-+c—a), . Punem tg e = Dope O Dag atunci 

cosA=tge—l]; 

+65 SI fiind-că tel, dupe cum vom vede îndatăt, 

sin( + —2-] Vin, — zi 
? 

COSÂ=tg e — tg = 
ș COS ș 

COS 9 Cos 
4 

65 a Va 1% câei cos- = .  



  

ni
ei
ei
ti
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LINIILE TRIGONOMETRICE A CATOR-VA ARCURI. 

64. Se gassim liniile trigonrmetrice alle arcului AE 
de 30. 

Laturea EF a unui exagon regulat 
inscris subintinde un are EAF de 60%; 
radia OA, perpendicularia, pe acesta, 
lature, imparte arcul EAF in doue 
parti EA si AF, fie-care de câte 30; 
assemenea EG= GF. Inse EF= OE=I; 
prin urmare 

  

EG sin3 = . 

Gasim cos30” prin relatia 

00580'= /1—sin?30— Vi V3, 
4 2 

Impartiend espressiunea lui sin30% cu a lui cos30%, 
avem : | | , ? o_ 1] At Ep INA 

tg30 F> „d 

65. Fia arcul AB=45, In trianghiul dreptanghiu 
OBC avem: | 

D 0C2+ B02=0B2, seu: 
B cos245%-sin245%=]. 

Inse OC=BC, câci BOC=O0B0=45%; 
prin urmâre 

o G 2sin%45%=], 

seu: sin450—ÎV 2 00845, 
3 - 

In OAD avem erasi AD=OA, adeca ig45=l., 
66. Deca demonstra ca mai sus* că sin60” este ju-z64
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metate din laturea trianghiului equilateral inscris, ca- 
re lature se scie că este V'3; prin urmare La 

sin60'= LS, c0s60=y/ 1—sin260 

31 = V 1—— = 3 tg60%=V 3. 

67. Arcul de 18" este jumatate din arcul de 360sub- 
intins de laturea, decagonului regulat inscris, si valo- 

: . a. . V/5— rea acestei laturi se scie din geometria că este 2, 

prin urmare, dupe un rationament analog cu cel de 
mai sus, 

  

  

sin180—.Y57Î_ cosT2. 

Atunci 

Pa BIT 2 
cos18%=V1__sin218 -V e V5 

= VO 2 va in 720, 

si i tg18'=— VB—1 

V10+2Vă 
68. Dupe formula* 

sin2a=?sinacosa, 
+39 

avem: 

  

, 

    

4 
seu | _ _ 

sin2360=4(5+1—2Y5)(10-+2V5)__ 10 —2y5 
162 16 , 

de unde VI0 2375 

sin36'= ——— =cos5t, 

„ca
mer

a 
it
 

at
e 

aa



  

„FORMULE FUNDAMENTALE 7 

i
t
 

69. Dupe formula“ : sin 3a= 3sinacos?2a—sin3a, aveme4o 
inca : 

sin54%= 3sin18%c0s21 80%— sin3180 

_3V5—1 10+2V/5__8V5-—16 
4 16 64 ? 

de unde 

sinopp— Ve l = 008360. 

Combinand prin impartire formulele aflate la $ 68 si 
69, aflăm: Da _ 

=2v5 Sr tate V10- 2V5 , tg54'= Vo 
Vă V10-2y5 

10. Prin formulele 

  

  

    
  

  
  a 1 1 sin = 3 V1sina + 3 V1-sina, 

  
  

1 1, — Cos D= V l+sinaf 3 Visa, 

avem : 
. LTL ap sin y=3 V 1+sin18% -z Vi —sinl8%, 

cos 9=— o Visini 8% + > V1=sin18, 

seu 

5-1 1 V5—1 sin9'=— Vi V5—1_ V a + 4 > 

c0s9= Veta a 

„ori 

   



76 CURS DE TRIGONOMETRIA 

cos9t= V3 Va Vs V5 = sin310, 
Assemenea 

sin270= — VS — Vs = 00563), 

cos27 = = V5tY5 5+YV5a 3-8 V5 5063. 

SR 

 



  

CAPITULUL III. 

— TABLE TRIGONOMETRICE 

11. Proprietatile pre cari le-am studiat pene acum 
nu vor pute av nici un us practic deca nu vom av6 
medie de a gassi indata valorea numerica, a liniilor tri- 
gonometrice alle ori-carui arc ni star da. Inse liniile 
trigonometrice sunt functiuni transcedente alle arcului, 
adeca, nu se pote stabili nici ua equatiune algebrica in- 
trega care, pentru ua valore a liniei trigonometrice, se 
coprinda tote valorile correspundiatore alle arcului. Din 
acesta causa, calculele prin cari aflăm valorea liniilor 
trigonometrice alle unui arc dat sunt peste mesura de 
lungi si difficile, si ar fi peste putintia a aplica formu- 
lele trigonometriei la calculele practice, deca ar trebui 
ca la fie-care moment se calculim si valorea liniiior tri- 
gonometrice ce ar intra în acelle formule. Din acâsta 
causa se construese table cari, pentru ori-ce valore data 
a arcului, contin valorile calculate alle totor liniilor 
selle trigonometrice. 

12. De si arcele pot se aiba, valori ori-cât de mari,  
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tablele trigonometrice nu se calculedia de cât pentru 
*28 arcele de la 0 pene la 90; câci scim* că ori-ce arc, 

ori-cât de mare ar fi, se pote reduce la primul cadran. 
Pe lunga acestea, deca calculâm tote liniile trigono- 

metrice alle arcelor de la 0 pene la 45", nu mai este - 
necessariu a calcula valorea lor si pentru arcele de la 
45” pene la 90; câci aceste din urma arce sunt comple- 
mentele cellor d'antaiu, si prin urmare liniile lor tri- 
gonometrice vor fi complementarie cu alle cellor d'an- 
taiu. Deca cunoscem, spre essemplu, sin 36%, cos 360, 
ig 36”, cot 36%, sec 360, cosec 36%, vom cunosce si 
cos 54 = sin 360, sin 34%== cos 36%, cot 54=tg 360, 
tg 54=cot 36%, cosec 54%=sec 36%, sec 54%=—cosee 36%; 
câci 54%=90%—360, 

13. Tablele trigonometrice nu dau chiar valorea nu- 
merica a liniilor trigonometrice, ci, fiind-că mai tote 
calculele trigonometriei se fac prin logaritmi, dau nu- 
mai logaritmaii acellor linii. Pe lunga acestea, tablele nu 
coprind logaritmii secantei si cosecantei arcelor, câci 
din relatiunile: sinx= ÎL „COsX= 

coseex secx 
logsinx=—logcoseex, logcosx = —logsecx. Prin ur. 
mare, pentru a gasi logaritmii secantei si cosecantei u- 
nui arc, n'avem de cât se luim logaritmii cosinusului 
seu sinusului acellui arc cu semnul contrariu. 

Logaritmii liniilor trigonometrice se calculedia prin 
nisce metode alle caror principii le vom espune in scurt 

*258—261mai departe.* Acum ne vom multiami a, areta numai 
possibilitatea de a se construi tablele trigonometrice 
pentru arcele din 10” în 10”. Pentru acesta vom demon- 
stra mai-antaiu urmatorele teoreme: 

  , avem:
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— 4. Teorema Î. Ori-ce arc coprins intre 0 si 90% 
este: 1” mai mare de cât sinusul seu, si 2 mai mic de cât 
tangenta sea. 

1”. Fia arcul AB=a; avem: sina=BO, 
tga=DĂ.. Ducem corda BA, si avem: 

| . BOBA, seu sinaCBA, câci BC este per- 
pendicularia, era BA oblica. De alta par- 

te BAareBA, seu BAa, câci arcele maimici de cât 
90“ sunt mai mari de cât cordele lor; prin urmare a 
fortiori. 

  

sina<a. (a) 
2%. Aria sectorului circular OBA este: OBA=:OA 

XarcBA=:0Ax a. Aria trianghiului dreptanghiu ODA 
este: ODA=:OAX AD=20A Xtga; inse ODADOBA ; 
prin urmare : OAtgaO0AXa; si impartind de ambele 

parti cu :0A, 
tea>a. (b) | 

Relatiunile (2) si (2) se pot serie în un sir: 

sina<a<tga. (1) 

2 75, Teorema II. Cand arcul se micsioredia peste me- 
sura, raportul arcului catre sinusul seu tinde catre 1. 

  Punend in (1) în loc de tga pe suna „avem : 
cosa 

sind 

cosa. 

Impartind pe fie-care membru prin sina, aceste re- 
latiuni se fac: 

sina<a<   

a „1 

sina Tdosa 
Inse deca arcul se apropia de zero, cosa se apropia, 

de 1, asia că deca arcul este forte mic, cosa se pote so- 

a
e
 

ra, i
e 

P
o
a
 
 
r
 

aa
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coti egale cu 1; deci Ia limita relatiunea de mai sus . 
L. devine: 

  

a , —= 1, seu a=sina. & sina 

16. Observare. In calcul anghiurile se esprime seu 
prin gradele, minutele si secundele pre cari le coprind, 
seu prin lungimea absoluta a arcurilor cari le mesora, 
aceste arcuri fiind luate pe ua, circumferentia, cu radia 1. Asia se pote dice că un anghiu este de 22%30', seu că este mesurat cu un arc de lungimea 0,39269908..... 
Inse de multe ori este de trebuintia ca, cunoscund es- pressiunea unui anghiu in un fel, se gasim espressiu- 
nea sea in cellu-alt fel. 

Fia a lungimea linearia a unui arc care mesora un 
anghiu ore-care, si a” numerul intreg de secunde ce co- 
prinde acel arc; este evident că arcul a es.e egal cu de a' ori arcul de 17; adeca a=a"X arcl'. Inse arcul de 1” fiind forte mic, avem dupe (2): are 1'=sinl”; si atunci 

a=a 'sinl”, (3) din care gr (4) 
siul” 

Relatia (3) ne areta, că peniru a afla lungimea abso- 
luta a unui arc, trebue a immulti numerul de secunde ce 
contine el cu sin 1“; si (4), că pentru a afla numerul de 
secunde continut în un arc, trebue a imparti lungimea 
absoluta a arculu cu sin”. 
—71. 'Peorema III. Sinusul unui arc coprins intre 0* 
si 90" este mai mare de cât diferentia între arc si a patra 
parte din cubul arcului.



  

ABLE 'TĂICONOMETRICE că 

a 
sing 

Dupe teorema I avem : <. > <tez, seu sa —, Im- 
a 

COs- 
2 

a multind ambii membri ai acestei neegalitati cu 3cos22. 
a a avem : acos2-- 3 <2siu--cose.; si fiind-eă;: costa e 

- 24 a a =]l—sin = 2sin->- cos g>sina, 

/ 
a l—sin 3 sina seu 4—asin? sina, 

2 2 
Inse* sin? aa ) = punend dera in neegali-274 

2 
„tate pe in loc de sin? 5. vom ave 4 fortiori: 

a—$<sina. 5) 

Corolariu. Din (5) deducem: 

a (6) a—sina <a 

adeca diferentia intre un arc si sinusul seu este. mai mica 
de cat a patra parte din cubul arcului. 

78. Teorema IV. Cosinusul unui arc mai mic de 90 
este mai mare de cât diferentia intre unitate si jumetateas 

2 , , a patratului arcului, adeca cosa->1 —3- 

22 .. a a Avem:* cosa = 1—2sin2 si sin Ad, Punend*42 ? 

2 2 2 
, i oa , dera in equatiune, in loc de sin, valorea mai mare 

2 
(+) este evident că vom avec:
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2 2 
cosa > —25) seu cosa> 1-2. (7) 

| 9 

19. Teorema V. Cosinusul unui arc coprins intre 0* 
si 90" este mai mic de cât unitatea minus jumetate din 
Pătratul arcului, plus a sesse-spre-diecea parte din a patra 

2 4 puiere a arcului, adeca, cosa<1— Se 

7 Dupe (5)* avem: | 
3 IN3)2 iz 3 (5), seu: sias0> fe 1 Oy 

Deca, dera in equatia: cosă=1—2sini?, vom pune in 

312 
loc de sin?5 valorea mai mica(a—7l 2) | vom ave: 

32 2 6 4 casa la (2) | seu: cosa<] Zi ici 

si a fortiori, | 
2 4 Ă 

cosa<l —3 + (8) 

2 
Corolariu. Deca, in (8) trecem pe 1-3 in membrul 

antaiu cu semnul contrariu, avem: 

=.) a: (9) —| 149. , E cosa 3 <ig 

CALCULUL SINUSULUI SI COSINUSULUI ARCULUI DE 10”, 

80. Sinus de 10”. Se scie că, lungimea unei semicir- 
cumferentie, cand radia are valorea, 1, este 

1=8,1415926535897932...., 
si fiind-că ua, semicircumferentia coprinde 180 seu 
648000”, vom avea;  
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arc648000'=3,1415926535891932...., 
seu 

: 

3141592... are 102 e 
64800, 

=0,000048481368110....; 
prin urmare 

are 10'<0,00005, 
si 

13 (ere 10) _0,000000000000082. 

Inse relatiunea (5)* dă: sing >a— prin urmare in*27 
casul de fatia.;: 
sin 10'2> 0,000048481363110 —0,000000000000032, , i , pi oo si facund substractiunea, 

sin 10'2>0,000048481368078. 
Comparand valorea din membrul al doilea cu valo- 

rea lui are 10”, vedem că elle nu difera una, de alta de 
cât dela a 13* diecimale inainte ; siinca acesta a 132 die- 
cimale in valorea arcului este numai cu ua unitațe mai 
mare de cât a 13* diecimale din valorea, lui sin 10". + 
Deca, dera vom lua 

sin 10'=0,0000484813681, (4) 
putem fi securi câ erorea comisa asupra valorii lui 
sin 10” va fi mai mica de cât ua unitate de al 1312 or- 
din diecimal. 

81. Cosmnus de 10”. Formula (9)* ne areta că dife-+79 
AR „ are 10” A renta intre cos 10 si — 6207 este mai mica de 

10”) 
cau (0 19). Inse deca luăm pentru arc 10” valorea, 
0,0000484813...., gasita mai sus, aflăm : 

N
 
o
a
 
2



- * 
+ 

ini 
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re 20) —0,0000000000000000039, 
4 x 

, quantitate care neavend cifre insemnatore de cât de la» 
a 18* diecimale inainte, se pote neglige cu totul. As 
dera putem lua: - 

cos10'=1 (are 10)   

seu 

cos10'=1—0 ,000000001152=0 „9999999988248, (B) 
si asupra, acestei valori este comisa ua erore mai mica, 
de cât ua unitate de al 18: ordin diecimal, 

Cunoscund sin10” si cos10” vom gasi tg 10” prin 
relatia, tg10'= __sin10' 

cos10” 
82. Sinusul si ' cosinusul arcelor din 10 în zo securide. 

*a1 Formulele lui Thoma Simpson, date mai sus*, sunt: 
sin(m + 1)b=2 sinmbcosb—sin(m—1)b, 
cos(m4+1)b=2cosmb cosb — cos(m—1)b. 

Deca luăm b=10” si m=1, aceste formule devin : 
sin20'=2sin10"c0s10”, cos20”=2c0s210"—]. 

Punend b=10” si m=2, acelleasi formule dau: 
sin30'=2sin20” cos10”-- sin 10”, 
cos30'=—2c0s20” cos10'—cos107, 

si asia mai departe. Facund in fine b=10” si m= 7, 
avem: 

sin(n+1)10'=2sinm10” cos10” — sin(m— 1)10',) 0) 
cos(m+1)10"=2cosm10” c0s10"— cos(m—1)10] 
Cu formulele lui Thoma, Simpson putem dera, calcu- 

la sinusurile si cosinusurile arcelor din 10' in 10" cu a- 
jutorul lui sin10” si cos10, pre cari le-am aflat mai sus. 

Calculele se pot prescurta observand că factorul con- 
stant 2cos10” difera forte putin de 2 unitati, câci rela- 
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tia (B) ne areta că. cos10” difera forte putin de 1. Pu- 
nem k=2—2co0s10”, de unde 2c0s10'=2—H. Substi- 
tuind acesta valore in relatiile (C), 

sin(n-+1)10'=sinm10'(2— pp) —sin(m—1)10”, 
cos(7n + 1)10'=cosm10” (2—A)—cos(m-—1)10”, 

din cari 

sin(7n2+ 1)10'=siomn10'+ sinmn10'— k sin 10” 
—sin(m—1)10”, 

cos(m+ 1)10"=cosm10"+cosm 10 —keosm10” 
—cos(m— 1)10”, 

seu 
[sin(m-+1)10"—sinm10"]= [sinrn210' —sin(mn—l )10 ! 

—ksinm10”, 
[cos(mn-+-1)10” —cosm10”]= [cosm10” —cos(m — 1)10] 

— kcosm1l0'. 
Aceste formule ne dau diferentiele sin (m+ 1)10* 

— sinm10” si cos(m+1)10” —cosn10”, cand cunoscem 
 diferentiele precedente sin m 10"— sin (m — 1) 10” si 
cosm10'—cos(m—1)10” „precum si quantitatile sinm10” 
si cosm10”, Adaogind acelle diferentie la sinm10 si 
c0s7m10” gasim pe sin(m4+1)10” si cos(m+1)10'. 

Quantitatea constanta k& se calculedia ua data pen- 
tru tot-de-una pentru a se introduce in calcule. Se ga- 
sesce | 

„k=0,000000002304. 
83. Formarea tablelor de logaritmi dupe acesta me- 

toda are trebuintia de lungi calcule aprossimative ; si 
de acea trebue din cand in cand a verifica resultatele 
calculului, comparandu-le cu resultatele gasite prin alte 
mediu-loce. Pentru acesta ne putem servi cu seria ar-
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celor din 9 in 9 grade, alle caror linii trigonometrice 

  

*64-70le-am gasit prin mediu-loce geometrice.* g p g 

TABLELE LUI CALLET. 

84. Tablele trigonometrice celle mai usitate sunt za- 
blele lui Lalande calculate cu cinei diecimale pentru ar- cele din primul cadran din minut în minut, si ablele lui Callet, calculate cu siepte diecimale, din secunda in secunda pentru arcele de la 0? pene la 5, si din 10 se. cunde in 10 secunde pentru tote arcele de la 0 pene la 90. | 
Amendoue aceste table, editate si perfecţionate de ]. Dupuis, presinta, ua, dispositiune analoga. Vom da des- 

crierea xi usul tablelor lui Callet, si tot ce vom dice 
despre acestea se va aplica si la alle lui Lalande. 

85. Prima parte a tablelor lui Callet dă logaritmii 
sinusului si tangentei arcelor de la 0”. pene 5 din se- 
cundă in secunda. Inse sinusul si tangenta unui arc 
fiind egale cu cosinusul si cotangenta arcului comple- 
mentar, acesta tabla ne dă in acellasiu timp si cosinu- sul si cotangenta arcelor de la 90 pene la 850. 

Acesta tabla se imparte in doue: tabla de sinusuri „si tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe verso al 
foii, era tangentele pe recio ; asia că deschidiend tabla, 
sinusurile se afla pe pagina stanga si tangentele pe pa- 
gina drepta. Dispositiunea ambelor pagine este cu to- 
tul analoga. 

Reproducem aci ua parte din tabla sinusurilor. Nu- 
merul gradelor este inscris desupra si dedesubtul tablei, 
afara din cadru. Pagina este impartita in opt colone 
verticale, dintre cari celle doue de la margini, d si h,  
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coprind numerul de secunde, in colona a crescund de 
sus in jos de la 0 pene la 60, era in colona Ph de jos in 
sus; pentru simplicitate, diecimile se scriu numai ua 
data, era incolo de subintieleg. Colonele de la mediu- 
loc, d, c, d, e,f.g, porta sus si jos numerul minutelor. 

Cand arcul dat este coprins intre 0" si 5”, logaritmii 
sinusului seu jangentei selle se afla, pe pagina ce porta, 
in partea, de sus afara, din cadru numerul de grade al 
arcului, in colona, verticale care porta, in capetul de sus 
numerul de minute al arcului, si pe linia orizontale care 
trece prin numerul de secunde al arcului, inscris in co- 
lona de la stanga a. 

Cand arcul dat este coprins intre 90” si 85%, logarit- 
mii cosinusului seu cotangentei selle se afla pe pagina ce 
porta in partea de jos afara, din cadru numerul de gra- 
de al arcului, in colona verticale care porta in capetul 
seu de Jos numerul de minute al arcului, si pe linia ori- 
zontale care trece prin numerul de secunde a] arcului, 
inscris in colona, de Ja drepta b. 

Cand mai multi logaritmi succesivi inscrisi în aceasi 
colona au primele lor cifre comune, de ordinar se sub- 
intieleg celle doue de la inceput, afara numai de loga- 
ritmii estremi, si de cei serisi in capul colonei. Ast-fel, 
cand in tabla gasira numai siesse cifre alle unui loga- 
ritm, trebue se-l completăm, seriindu-i la, stanga cifre- 
le escedente pre cari le contine logaritmul cel mai a- 
propiat, urcand seu pogorind. 

1”. Fie a se cauta logsin3%37'12. Deschidem tabla la, 
ua pagina care in partea de sus se porte scris: sinus30, 
si anume cautâm pe acea in care a treia, colona, verti- 
cale, c, porta sus titlul 37", Descindem pe acesta colona
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A SINUS 30. 
a. d c d e f g h 

i 36 37 38' 39 | 40' 4 ” | 
1 012,19789411'3,7998974'3.8011915 2,8038764. 2,8058523 2,8078192| 60li | 1 979275) 9993071 0192471 0390951 058852! 078519 9|| „2 979610 999640; 019578] 039425] 0591801 078846] 8 

3 979945| 2,7999973|  019910| 039755] 059509 079173 7 4 980279 2,8000306' 020241 040085 059887 079500! & 5 980614] 0006391 0205731 0404141 060166 029827] 5 6| 9609481 0009721 020904] 040744 060494;  O80154| 4 7| 981288) 001305! 0212351 041074] 060523! 080181 3 8| 981617] 001638] 0215671 041404] 061151] 080808 2 9| 981952; 001971] 021898] 041734] 06:479 01135 1 10| 9822861 0023041 022230 042064] 061808 081462] 50 1 982620; 002637] 022561] 0423941 062136 081788] 9! 2| 982955] 0029701  022892| 042723] 062464| 082113 8 3 983289! 003302] 023223] 0430531 062792] 082442 7: 4| 983624] 003635! 0235551 043393] 0631211 082769 6 | 5 983958|  003968| 023886] 043713] 063449] 033095 5! 6| 984292] 004301]  024217| 044042] 063277] 083122 4; 7 984626] 004633! 024548 44372] 0641051 033749 3! 8 984961| - 004966; 024479 14702] 064433] 084075] 3i 9|___935295| 005299 025211] 0450311 064761 054402] 1! 
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CUSINUS 86%. 

pene in randul orizontal care trece prin numerul 12 in- 
scris la stanga in colona a a secundelor. Acolo gassim 
cifrele 002970. Pentru a completa logaritmul, vom a- 
daogi la inceputul acestui numer cifrele 2,8 cari se afla 
inscrise la logaritmul cel mai apropiat urcand seu po- 
gorind, si atunci 

logsin3%37'12”.— 2,8002970. 
Cu totul assemenea se face si pentru a gasi 

logtg3%37'12”, care este: 

logtg3%317'12”— 3,8011644. 
„2%. Fie a se cauta logcos86020'53”. Deschidem tabla 

la ua pagina care in partea de Jos se porte scris: cosi- 
nus 86%, si cautăm pe aceea anume in care a cincia co-
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lona, verticale e porta jos titulul: 20%. Ne urcâm pe a- 
cesta colona pune in randul orizontal care trece prin 
numerul 53, inscris la. drepta in colona / a secundelor. 
Acolo gassim cifrele 041074; si pentru a completa lo- 
garitmul, adaogind la inceputul acestui numer si cifre- 
le 2,8 cari se afla inscrise la logaritmul cel mai apro- 
piat urcand seu pogorind, avem: | 

„-logeos86%20'53”— 3,8041074, | 
Tot assemenea se face si pentru a gasi logcot86%20'53”, 

car& este _ 
logcot86%20'53"=.2,8049902. 

86. A doua parte a tablelor lui Callet dă logaritmii 
sinusului, tangentei, cotangentei si cosinusului arcelor 

de la 0” pene la 90%, din 10” în 10”. 

Reproducem aci ua pagina din a doua parte a table- 
lor lui Callet. Numerul gradelor, deca este mai mic de 
45, este seris in susul paginci, afara din cadru ; era deca 
este mai mare de 45, se serie în josul paginei. Numerul 
minutelor este scris in colonele verticale A si L, la 
stanga si la drepta, paginei, si merge crescund de sus i 
Jos în A, si de jos în sus în L. 

Numerul secundelor se afla scris in colonele vertica- 
le B si K, cari vin dupe alle minutelor, si acest nunier 

merge crescund de sus în jos în B, si de jos în susin K. 

Sinusurile pentru arcele mai mici de 45 se gasesc in 
colona C, intitulata sus sin, era pentru arcele mai 

mari de 45" in colona, H intitulata jos sin. 
Tangentele, pentru arcele pene la 45, se afla in co- 

lona E, intitulata sus fans, si pentru arcele mui mari 
de 45, in colona G intitulata Jos tang.
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Assemenea cotangentele si cosinusurile arcelor pene 
la 45 se vor gassi in colonele G si H intitulate sus 
colg si cos, si pentru, arcele mai mari de 450 in co- 
lonele E si C, intitulate jos cote si cos. 

Colona cea mica D coprinde differentiele tabulare im- 
tre logaritmii consecutivi inscrisi in colona C, Asseme- 
nea, colona F contine differentiele intre logaritmii con- 
secutivi inscrisi in colonele E si G, si colonaIdifferen- 
tiele logaritmilor din colona H. 

Fie acum: 1% a sc gasi logsin28013'30” Considerand 
că arcul dat este mai mic de cât 45%, vom deschide ta- 
blele la pagina intitulata sus 280, şi in colona A vom cau- 
ta numerul minutelor, 13; apoi in B vom cauta, si nu- 
merul de secunde, 30, corespondente la 13, Atunci pe 
randul orizontal care trece prin acest numer de secun- 
de, in colona C, intitulata sus Sin, vom gasi cifrele 
148017; si adaogind la inceput si cifrele subintielese 
1,6, avem: 

logsin28%13'30"==1,6748017. 
2. Se gasim logsin61046'40”. Arcul find mai mare 

de 45, pe pagina intitulata jos 610, vom cauta, minute- 
le 46 in colona de la drepta L, era secundele 40 in co- 
lona alaturata K. Logaritmul cautat lu vom gassi in 
colona H in dreptul numerului secundelor 40; acest 
logaritm este: 

logsin61%46'40"=1,9450331. 
3%. Fie inca a se gasi logtg28%15'20”. Vom cauta pa- 

gina intitulata, sus 280, si in colona A dela stanga ace- 
stei pagine vom cauta 15' ; apoi in colona alaturata
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B,20'. Pe linia orizontale ce trece prin acest numer 
de secunde, 20, vom gasi: 

logtg28%15'20'=1,7303335. 
Tot assemenea vom gasi: | 

logtg61%41'30”=—0,26817077, 
logeot28%14'50' =0,2698180, 
logcot6 1%49'10'=1,7289690, 
logeos28%15'40"=1,9448168, 
logcos61%44'0"= 1,6753896. 

USUL TABLELOR. 

Doue sunt problemele ce se pot presinta cand voim 
a ne servi cu tablele trigonemetrice: 1% Se dă un are 
si se cere se gassim logaritmul uneia din liniile selle tri- 
gonometrice ; 2. Se dă logaritinul unei linii trigonome- 
trice a unui are necunoscut, si se cere se gassim a- 
cel ărc. 

87. Problema I. Danduse un arc, se gassim loga- 
ritmul uneia din Liniile selle trigonometrice. 

Am vediut* cum trebue a procede pentru a gasi lo *s6 
garitmul liniei trigonometrice a unui are care se ga- 
sesce in table. Nu vom mai reveni asupra acestei pro- 
bleme, ci ne vom ocupa numai de casul cand arcul daţ 
nu se afla in table. 

1%, Se se gasesca logaritmul sinusului unui arc. 
Fie a se gasi logsin 28%14'36",5. Fiind-că arcul dat 

nu se afla in table, vom cauta logaritmii sinusului arce- 
lor ce se afla in table si intre cari este coprins arcul 
dat, adeca;: 

logsin28%14'30"=1,67503170 
si „ logsin28014'40'==Î,6750162,
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In colona D vedem că differentia A intre acesti doi 

logaritmi este 392; de alta parte difterentia intre cel 
mai mic din aceste arce si arcul dat este de 6',5. Inse 

pentru intervale forte mici, ca celle din casul de fatia, 

putem considera logaritmii sinusurilor ca fiind propor- 
tionali cu arcele ensesi; asia-dera putem face rationa- 

“ mentul urmator: la ua crescere de 10” a arcului, cor: 

respunde ua, adaogire de 392 unitati de al sieptelea or- 
din la logaritm ; la ua, crescere de 6',5 a arcului, ce a- 

daogire se cuvine logaritmului? Proportiunea : 

10':392=—6"5:x, ne dă: x 392%6 5 9548, valorea 

quantitatii cu care trebue crescut logsin28%14 30” pen- 
tru a av6 logsin28%14'36",5; prin urmare 

logsin2814'36",5=1,67506248. 
Eca, dispositiunea calculului : 

  

logsin28%14'30”=1,6150370 a= 392 
pentru 6”,5 2548 392X6'.5 sas 
logsin28014'36”,5=1,67506248 10 | 

Observare. Cand diferentia gasita pentru logaritm 
presinta ua parte fractionaria, a carii prima decimale 
este mai mica de cât 5, tota partea fractionaria se la- 

peda; era deca prima diecimale e mai mare de cât 5, 
partea, fractionaria tot se lapeda, marind inse cu ua u- 

nităte ultima cifra a intregilor. Asia, in essemplul pre- 

cedinte difterentia fiind 254,8, dupe transformare ea va, 

deveni 255, si atunci logsin28%14 36,5 va fi 1,6150625. 

Deca difterentia ar fi fost 254,31, spre essemplu, nu am 

fi introdus in calcul de cât partea 254. 

Acesta observare este aplicabile la tote calculele ce 

se fac cu logaritmi.
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88. Calculul partii proportionale 254,8 se pote face 
cu mult mai mare inlesnire cu ajutorul tablelor de di- 
ferentie proportionale, asiediate pe marginea paginei, 
afara din cadru. Aceste table coprind crescerile loga- 
ritmului correspundiatorie la fie-care crescere de 1”, 
2'....9” a arcului. Se gassim, spre essemplu, care este 

crescerea logaritmului ce corespunde la crescerea 6',5 
in arc, differentia tabulara fiind 392. Tabelul intitulat 

392 ne areta că la crescerea 6“ a arcului correspunde 
differentia 235,2. Pentru a gasi si difterentia corespun- 
diatore la crescerea de 0,5, observăm că acesta diffe- 

rentia este a diecea parte din difterentia correspundia.- 

tore la 5”, câci si 0",5 este a diecea parte din 5”; deci 
acesta differentia va fi 19,6, pre care adaogindu-o la 
235,2, aflăm 254,8. 

Tot assemenea vom opera si pentru a gasi logarit- 
mul tangentei unui arc ore-care ; asia 

logtg61%43'48',3=—0,2694055. 

89. 2%. Se se grasesca logaritmul cosinusului unui arc, 
Fie a se gasi logcos61%41'37",8. Acest are este co- 

prins intre 61%41'30” si 61%41'40', si tablele dau: 

logcos31%41'30”=1,6759764, 
logeos61%41'40"==1,67593174, 

cu differentia, tabulara 390. Observăm inca că, 
logcos61%41'30" >>logcos6 1%41'40”, 

câci scim că in primul cadran cosinusul descresce cu 

cât cresce arcul; prin urmare vom rationa in modul ur- 
mator: la ua descrescere de 10” în are, corespunde cres- 

cerea la logaritm de 390; la ua, descrescere în arc de 
2',2 (differentia intre arcul dat si arcul cel mai mare din 

celle-alte doue), ce crescere la logaritm va corespunde ?
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Tabela partilor proportionale ne dă: 
crescere correspundiatore la 2  =78 

crescere correspundiatore la 0",2 = 7,8 

85,8. 
Acesta, diferentia, fiind adaogita la logcos61%41'40”, 

dă: 

logcos61%41'37",8=1,6759460. 
In assemenea mod gassim si 

logeot28'18'38",4=—0,2686644. 
Observare. Din acestea vedem că pentru siuus si 

tangenta, calculul diferentiei logaritmilor se face prin 
esces, adeca se ia in considerare diferentia intre arcul 

dat si un arc mai mic de cat densul. Pentru cosinus 

si cotangenta acel calcul se face prin lipsa, câci se ia 

diferentia intre arcul dat si un alt arc mai mare de cât 

densul. Restul calculului este identic in ambele casuri. 

90. In calculele precedente am presupus că, crescerile 
logaritmilor sunt proportionale cu ere:cerile arcurilor. 
Cand inse arcurile sunt forte mici, acesta nu mai este 
esact pentru logsin si logtg, si atunci nu mai putem a: 
plica metodele ce am dat, Eca cum operăm in casul 
acesta: 

Fie un arc dat, a+h, esprimat prin un numer intreg 
a de secunde, si prin ua fractiune A de secunda. Pen- 
tru a gasi logsin(a+h) si logtg(a+4), arcele fiind forte 
mici, putem admite că raportul intre arcele a si a+h 
este egal cu raportul intre sinusurile seu intre tangen- 
tele lor, adeca;: 

sin(a+h) _ a+h  tg(a+h) a+h 

sina a”  tga o a 
si luand logaritmii,
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logsin(a+-h)>logsina-+log(a+-h)—logă, U) 
logtg(a+h)=logtga-Hog(a+h)—loga. | 

Aci logsina si logtga se afla din prima parte a table- 
lor trigonometrice, câci a este un numer intreg de se. 
cunde; log (a+h) si loga se afla din tabla, logaritmilor 
numerelor. Valorile gasite pentru aceste difterite quan_ 
titati fiind introduse în relatiile (1), vom obtine pe 
logsin(a+ 4) si logtg(a+h). 

1%. Se aflăm logsin0%2'38",7254. Acest arc, redus in 
secunde, este 158",7254. Prin urmare in acest essemplu, 
a=158, h=0,7254, si relatia antaia, din (1) se face: | 
logsin158 „1254 = logsin158' +log158,1254 —log158. 

Inse, dupe table, 

logsin158" =4,8842319, 
log158,7254=2,2006464, 

'log158=2,1986571; 
prin urmare 

logsin0%2'38",7254==4,8862212. 
Assemenea si 

logtg0'2'38",7254==4,8862213. 
Pentru a, gasi logcot a unui arc forte mic, trebue mai 

antaiu a calcula logtg; câci, din cot= avem: 

logcotx=—logtgx. Agia: 
logcot0'2'38",7254——(4'8862213)=3,1137787. 

2%. Se se afle logaritmul cosinusului unui are forte 
mic ațh. 

Din relatia 

_sin(a+/) 
= a)” 

deducem:
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logcos(a+ h)Flogsin(a+h)—logtg(a+h), 

formula prin care am put€ calcula logcos(a+h), cunos- 

cund pre logsin (a+h) si logtg (a+h). Insa deca vom 
inlocui pe logsin(a+/) si logtg(a+h) cu valorile lor date 

prin (1) si vom reduce termenii assemeni, vom ajunge la 
logcos(a+h)=logsina — logtga, 

seu logcos(a+h)>logcosa. (a) 

Prin urmăre, deca arcele a+h si a sunt forte mici, 

logaritmii cosinelor lor sunt -aprope egale. Acesta se 
pote vede si din table. Arcul 0%2' 38",7254 este coprins 

„intre 0%2'30” si 0%9'40”; inse a doua parte a tablelora- 

reta că tote arcele de la 0”1'40" pene la 0%2'50” au acel- 
lasiu logcos; asia, dera 

logeos0”2'38',7254=—logeos0%2'30'. 
Observare. Din relătiunea, (a) resulta că arcele forte 

mici sunt forte reu determinate prin cosinusurile lor; 
asia, in essemplul precedinte am vediut că la un acel- 

lasiu logeos correspondea tote arcele de la 1'40' pene 
la 2'50”, ceea cu produce ua incertitudine de 1'10'. 

Pe de alta parte avem: | 
| cosd=sin(90%—a) ; 

deca a este forte mic, 90'—a differa prea putin de 90; 
relatiunea, acesta, ne areta dera ca arcele vecine de 90* 

sunt forte reu determinate prin sinusurile lor, câri va- 

„riadia prea incet. 
Nu este tot asia pentru tangenta si cotangenta Ace- 

ste linii trigonometrice variadia mult mai rapede de cât 
sinusul si cosinusul, câci scim că în primul cadran elle 

iau tote valorile de la 0 pene la ce. Observand dife- 
rentiele tabulare alle lor, vedem ca valorea cea mai mica 

a acestor difterentie este la 45%; asia-dera acolo tangenta,
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si cotangenta, variadia mai incet, si acolo se pote pro- 
duce erorea cea mai mare. Inse cu tablele lui Callet 
chiar acesta valore maximum a erorii este asia de ne- 
insemnata, (0”,03), incât se pote neglige. Prin urmare 

din tote liniile trigonometrice, celle mai avantagiose 
pentru a represinta, arcele cu esactitate sunt tangenta 

si cotangenta. 
91. Problema II. Dandu-se logaritmul unei linii tri- 

gonometrice a unui arc, se se gasesca arcul. 

Fie a se gasi arcul x al carui logsin este 1,9451480. 
Cautăm în table la colona intitulata sin pene cand se 
dăm peste logaritmul dat, si vedem că acest logaritm 
se afla in colona H intitulata jos sin ; prin urmare, pen- 
tru a gasi secundele si minutele arcului, le vom lua la 

drepta in colonele L si K, era gradele le vom lua de 
jos. Ast-fel arcul cautat este: x=61'48'20'. 

Assemene vom face si pentru a gasi un arc corres- 
pundiator la un logcos, logtg, logcot dat, cand acest 
logaritmi se afla în table. Ast-fel se gasesce: 

Pentru logtgx=1,1297719, x=98%13'30”, 
pentru logeotx=1,7307373, x=61%43'20”, 
pentru logcosx=1,9449107, x=28%15'10', 
99. Deca logaritmul dat nu se afla în table, vom cau- 

ta, doi logaritmi intre cari se fie coprins logaritmul dat, 
si vom gasi arcul correspundiator la acest logaritm prin 
ua proportia. 

Ast-fel, fie logsinx=1,6156418. Cautand in table, 
vedem că acest logaritm este coprins intre 

1,6756245=—logsin28017'0”, 
si 1,6756636=1ogsin28%17'10”, 

Differentia tabularia intre acesti doi logaritmi este 
» 7
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39], era intre cel mai mic din acestia. si logaritmul dat, 
173. Prin urmare, deca ua diferentia a logaritmilor de 
391 unitati de al septelea ordin diecimal corespunde la 
ua, crescere in arc de 10”, ua diferentia in logaritm de 
113 unitati de acellasiu ordin diecimal, la ce crescere 
in arc va corespunde? Respunsul este dat prin pro- 
portiunea: 

391: 10'=173:2, de unde = 173X10' ge 
319 

Adaogind acesta, crescere la arcul cel mai mic, ga- 
sim arcul cautat: 

X=—28%17'4" 4. 
Eca dispositiunea, calculului : 
1,6756418=logsinx A=391 
1,6756245=1ogsin28%170” 2 173X10' _ 4 4. 

173 39 0) 
X=28"17'0" +4" ,4=98%17'4",4. 

93. Orescerea in are de 4 4 se pote gasi si prin ta- 
blelg diferentielor proportionali de pe margine. Pentru 
acesta in tabelul intitulat 3gr cautâm cea mai mare di- 
ferentia care se coprirde in 173, si acesta este 156,4, 
correspundiatore la 4”. Scadiend apoi pe 156,4 din 
173, gasim diferentia 16,6. Impartind in minte nume- 
rele din tabel cu 10, vedem că din tote câturile obti- 
nute, cel mai mare care incape în 16,6 este 15,64, co. 
respundiator la crescerea in arc 0,4. Oprind aprosi- 
matiunea la partile din 10 alle secundei, crescerea-' to- 
tale în arc va, fi dera de 44. 

Tot assemenea, dandu-se: logtgx=1,1297543, ga- 
sim: x= 28%13'25"3. 

94. Se gasim arcul x al carui logcos este 1,9441589,
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Tablele ne areta că acest logaritm este coprins intre 
1,9441635=logcos28%17'20”, 

şi 1,9447522=10gcos28%17'30”, 
a caror diferentia tabulara este 113; diferentia intre 
logaritmul cel mai mie 1,9447522 si cel dat este 67. 

Dicem dera;: deca la ua adaogire de 113 unitati de al 

septelea, ordin diecimal la logaritm, correspunde ua, 
descrescere de 10” în arc, la ua adaogire de 67 unitati /5 

Z 
7 

Ca la logaritm, ce descrescere i in arc va corespunde? Pro7/z 
portiunea: 

113: 10"=67: 3, dă: i 610 pg, 
| 113 

Scadiend acesta, descrescere din arcul 28%17'30”, ga- 
sim arcul cautat: x=—28%1724",1. 

Valorea descrescerii arcului, 5',9, se pote gasi si prin 
tabla partilor proportionale. In tabelul intitulat zz3 ve- 

dem că numerul ce] mai apropiat de 67 este 56,5, lacare 
correspunde deserescerea 5'. Apoi numerul din tabel di- 
visat cu 10 care se apropie mai mult de diferentia 67— 
56,5=—10,5, este 10,17, la care corespunde descrescerea 

0',9. Prin urmare descrescerea totale in arc este de 5",9. 
In assemeuea. mod, pentru logeotx=1,1310740, vom 

gasi: x=—610%429'13",3. 

95. In lucrarile precedente am presupus că variatiu- 

nile arcelor sunt; proportionale cu variatiunile logarit- 
milor liniilor sele trigonometrice. Inse acesta nu mai 

este adeverat pentru arcele forte mici, cand! este vor- 
ba se le determinâm prin logsin seu logtg. In acest 
cas vom cauta in prima parte a tablelor trigono etrice 
logaritmul carg se apropie nilai mult de Iogaritmul'dat; 

  

vom lua arcul correspundiator la acest logaritm, si-l:
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vom reduce in secunde. Fie a acest numer intreg de 
secunde, si a-ț-A numerul de secunde si fractiuni de se- 
cunda al arcului necunoscut ce corespunde la logarit- 

+9omul dat. Relatiunile (1)* ne dau: 
log(a--h)=logsin(a+-h)—logsina--loga,, (2) 
log(a+h) >logtgia+h)—logtga+loga. | 

„ Aci logsin(a+/) seu logtg(a+h) sunt Quantitatile da- 
te, log sina seu logtga se afla, in prima parte -a tablelor 
trigunomelrice, si loga in tabla de logaritmi a numere- 
lor. Prin urmare log(ah) este determinat, precum si 
a+h, arcul cautat. 

Fie a se determina, spre essemplu, arcul al carui 
logsin este 3 3325473. ” 

Primu parte a tablelor trigonometrice ne areta că, 
logsin cel mai apropiat de acesta este 33319783, cor- 
respundiator la arcul 07'23"==443”. Prin urmare, in 
prima din formulele (2) avem: a=443, logsin(a+h)= 
3,33254173, logsina=3,3319783, si tablele ne dau: loga 
log443=—2,6464037, Prima din formulele (2) devine 
dera : 

log(2+h)=3,3325473—3,3319183 
+ 2,6464037=2,6469727, 

si calculand pe a-/, gasim: a+h=443",5807= 
0'7'23",5807. Acesta, este valorea arcului cautat. 

Assemenea vom gasi: a +h = 0'8 10",4995, pentru 
logtg(2+1)=3,3762143, 

Tot asia se operedia cand se cere a se gasi un are 
mic, cunoscund logaritmul cotangentei selle ; câci a- 
cest logaritm este egal si de semn contrariu cu al tan- 

*ogentei.* 
Deca inse se cere a se calcula un arc mic cunoscund
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logaritmul cosinusului seu, acest calcul nu se pote fa- 
ce cu precisiune. Fie, spre essemplu, a se gasi arcul al 
carui logcos este 1,9999998, 'Tablele areta că acest 
logcos corespunde la tote arcele coprinse intre 03'0” 
si 0'3'40" ; prin urmare determinarea, ce ni se cere nu 
se pote face de cât cu ua nesecurantia de 40”. 

SD



“CARTEA II 

TRIGONOMETRIA RECTILINIA. 

CAPITULUL ]. 

Proprietabile trianghiurilor rectilinii. 

” Vom continua si de aci inainte a insemna celle trei 
aughiuri alle unui trianghiu cu literele majuscule A, 
B, C, era laturile cu literele minuscule a, &, c, cores- 

pundiatorie la anghiurile opuse. Deca trianghiul este 
dreptanghiu, anghiul drept se va insemna cu lităra, A 
si hipotenusa cu a. 

TRIANGHIURI DREPTANGHIE. 

96. Teorema I. In ori-ce trianghiu dreplanghiu, ua 
lature a anghiului drept este egale cu hipotenusa immul- 

  

bita cu sinusul anghiului opus. 

A€ Relatiunea ce trebue demonstrata este 

pd , b=—asinB. 

] Din verful anghiului B cu ua radia 
4-4 BD=1 descriem arcul DF, si ducem DE 

  

3 re a cs 

7
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perpendicularia pe BA. Trianghiurile assemeni BCA 
si BDE dau: 

CA __BO 
DE BD! 

inse CA=b, DE=sinDF=sinB,BC=a, BD=1; prin ur- 
mare relatiunea se reduce la, 

  d =a 
snB 

seu b=a sinB. (1) 

C.C:T.D. 
Assemenea vom ave si 

c=asinC. (1) 
97. Teorema II. In ori-ce trianghiu dreptanghiu ua 

Jature a anghiului drept este egale cu ipotenusa immul- 
uita cu cosinusul anghiului allaturat. 

Trebue a demonstra, relatia, 

-c=acosB. 

Trianghiurile assemeni BCA si BDE, de mai sus, dau: 
BA BC 
BE BD 

si inlocuind pe BA, BE, BC, BD prin valorile lor, 

c 

cosB | 

seu „ c=acosB (2) 

C.C.T.D. 

  ==4, 

Assemenea, aflăm si: 

b=acosC (2) 
Observarea I. Relatiunile (1) si (2) se pot deduce u- 

nele din altele. In adever, in ori-ce trianghiu drept- 
anghiu avem: B+0=90, seu B=90—C'; asia-dera: 
sinB=,cosC. Punend acesta valore in (1), dobandim:
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W=acosC, 

care este una din relatiile (2). 

Tot assemenea vom deduce si formulele (1) din (9). 
Observarea II. Redicand lă patrat formulele : 

_ b=asinB, 

c=acosB, 
si adunand membru cu membru, obtinem: 

b*+ c=a?(sin2B-+ cos2B)=a?; 
prin urmare patratul ipotenusei este egal cu suma patra- 
telor ambelor catete, resultat pre care lu cunoscem deja. 

98. Teorema III. In ori-ce trianghiu dreptanghiu, 
ua lature a anghiului drept este egale cu cea-alta lature 
immultita cu tangenta anghiului opus. 

Relatia ce trebue demonstrata este 
b=ctgB. 

Assemenarea trianghiurilor BOA si BGF de mai sus 
ne dă: 

CA GF b  tgB 
BA BP cr! 

de unde 

b=ctgB. (3) 
C.C.T.D. 

Assemenea vom av6 si E 
c=btgC. (3) 

99. Observarea 1, Find-că: B+C=90%, avem: 
B=90%—C, si: 0=90*—B; prin urmare: tgeB=cotC, 
si: teC=cotB. Punend aceste valori în (3), avem: 

=ceotC, (4) 
o ZicotB)) 

adeca în un trianghiu dreptanghiu, ua lature a anghiu-



PROPRIETATILE TRIANGHILURILOR RECTILINII 105 | 

lui drept este egale cu cea-alta lature immultita cu cotan- S | 
genia anghiului alaturat. 

100. Observarea II. Relatiunile (3) si (4) se pot de- = 
duce din (1) si (2) prin nisce simple impartiri. In ade- Sr 
ver, divisand equatiunile (1) si (2) respectiv una prin 2 
alta, avem: 

b__sinB c_sinC 
ce cosB d cos" 

seu: b=ctgB, c=btgO; 
si facund divisiunea, in sens contrariu, 

c__co:B db __cosC 
d sinB c sin! 

de unde c=bcotB, b=ceotC. 

  

„  TRIANGHIURI ORE-CARI SEU OBLICANGHIE 

101. Teorema ÎI. 7n un trianghiu rectiliniu ore-care 
laturile sunt proportionale cu sinusurile anghiurilor opuse. 

f Relatiunea, ce se cere a se demon- 
stra este: 

a _ _b _c 
aa sinA ” sinB sinC” 
Din verful C lasăm perpendiculara CD pe AB. In 

trianghiul dreptanghiu ACD, avem: +96 
CD=AC sin, seu: CD=5 sin. 

In CDB avem assemenea 
CD=CB sinB, seu: CD=a sinB. 

Comparand aceste doue equatiuni vedem că: 
asinB=bsinĂ, 

si divisand ambii membri cu sin sinB, 

d b 

sin — ziiB'. 
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Vom demonstra assemanea că, 
b c 

sinB 7 sinC' 
Putem dera scrie sirul de raporturi egale: 

a bc (1) 
sinA ” sinB sin 

C.O.T.D. 
Se vedem decaaceste relatiuni subsista si cand trian- 

ghiul are un anghiu A obtus. In acest cas, din trian- 
ghiul CDB, avem. : 

e CD=CBsinB, seu: CD=a sinB ; 
din CDA asem assemenea : 

4 CD=CA sinCAD, 
s seu: CD=bsin(180%—A), 

GP A CE si find-că sin(180— A)=sinA*, 

  

CD=b sin;. 
asia- dera, 

asinB= bsinA, 
de unde 

a b 

sinA  sinB 

Prin urmare relatiunile (1) sunt generale. 
= 102. Teorema ÎI. In un irianghiu rectiliniu ore-ca- 
re, patratul unei laturi este egal cu suma patratelor ce- 
lor-alte doue laturi, minus de doue ori produsul acelor 
latusi prin cosinusul anghiului coprins intre elle. 

Scim din geometria că patratul 
ț , laturei opuse la un anghiu ascutit 

este egal cu suma patratelor cellor- 
A > B alte doue laturi, minus de doue ori
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produsul uneia din elle prin projectia cellei de a doua 
pe cea d'antaiu; ceea, ce se esprime prin equatiunea;: 

m CI 002-AB2—2ABXAD. | 
Inse CB=a, AC=D, AB=c, si in trianghiul dreptan- 

ghiu CDA avem: | 

AD= AC cosA ; asia-dera relatia de sus devine: 

a2=Bb2-+c2—2bc cosA 

Deca laturea considerata se opune 

la un anghiu obtus, relatiunea geo- 
« metrica este: 

CB?==CA2+ AB? 2ABXDA. 
DA 7 E  Inseintrianghiuldreptanghiu CDA 

avem ; 

DA=CA cosCAD=b cos(180—A)=—boosA*;, +26 
punend in equatie acesta, valore, si inlocuind pe CB, 
CA, AB, cu a, b, c, avem: 

a2=—b2-+c2—9bceosă, 

care este identica, cu equatiunea gasita deja. 
Tot ast-fel vom gassi si espressiunea valorii lui 

b:+si c?. Obtinem ast-fel celle trei equatiuni urmatore : 

a2= b24+c2—2bc cosA. 

b?==aq2+ c2— 2ac cosB, (2) 
c2=a2+ b2— 2ab cosC. 

103. teorema Il. In ori-ce tranghiu reci iliniu ore- 
care ua lature este egale cu suma celor-alte doue, immul- 

tite fie-care respectiv cu cosinusul anghiului cc acesta la- 
ture face cu lalurea considerata.
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C Dupe figură avem: 
| c=AD+DB. 

ț & Inse in ACD, 
A ls AD=beosA, 

si in CDB, 

DB=a cosB. 
Punend aceste valori in equatia de sus, 

c—acosB-+bcosA. 

C.CT.D. 
c Deca trianghiul este obtusanghiu, 

avem : 
a c=DB—DA, 

si fiind-că 
DAE B DB=acosB, siDA=b cos(180%—A). 

avem: 

c==acosB — beos(180%—A); 
inse cos(180”—A)= — cosA ; prin urmare 

c=acosB-+beosA. 
Facund assemenea pentru celle-alte laturi, vom gasi 

valori analoge; avem dera cele trei equatiuni urmatore : 
a=bcos0-+ccosB, 
=acosC+ ccosA, (3) 

c=acosB+beosă.! 
104. Sistemele de equatiuni (1), (2) si (3) sepot de- 
ce unele din altele. 

Petra a deduce equatiunile (3) din (2), adunăm pri- 
mele doue equatiuni (2); avem: 

G-rb'=b?+ 2c?— 9bccosA ta? -— 2accosB, 
si facund tote reducerile, 

c—acosB + beosă,



.. 
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care este una din equatiunile (3). Tot assemenea vom 
obtine si pe celle-alte doue. 

Pentru a deduce din (3) equatiunile (2), immultim 
„pe prima equatiune din (3) cu a, pe a doua cu b, pea 

treia, cu—c, si le adunâm: 

a'+b'—c"=abcos0-+ aceosB+ abeosC 
-k-bceosA — aceosB - bceosA, 

si facund tote reducerile, 

c=a'+b'—2abcosC, 
care este una din equatiunile (2). Celle-alte doue se ob- 
tin assemenea. 

Din acestea resulta, că sistemele de equatiuni (2) si 
(3) se pot deduce unele din altele; prin urmare sunt e- 
quivalente. , 

Se demonstrăm acum că sistemele (2) si (3) se pot 
deduce din equatiunile fundamentale 

A+B+C=180%, (a) 
a b c | 

siA  iaB “sin 0” o 
Relatiunea (a) dă: 

C0=180—(4A+B), 
de unde 

sinC=sin(4+B)=sinA cosB +sinB cosa. (c) 
Deca insemnăm cu m valorea raportului constant 

a _b _c 

sinA sinB sin” 
vom av : 

a b c 

SinAsinB sin 
de unde
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ab c , 
= sin A, — =—sinB, —= sinC. 

m m 
Punend aceste valori in (€) si facund reducerile, 

c=acosB-+-beosA, 
care este una din equatiunile (3). 

Se scotem relatiunea (b) din (2). Prima din aceste 
equatiuni dă: 

b+o—a 
cosâ=— 

si ridicand la patrat, 

2 Ab tetar2be— 2a'b—2qm0 

4be ) 
scadiend acesta equatiune din 1—1 si reducund, 

20-a? + 2qp?—qt—bi—ct 

  COS 

  

  

  

  

1 — cos?A= sin? A= ; 
4be 

divisand ambii membri cu a, - 

sinA _ 2002422024 D202 — gt — bi —ct 
e. 4022 ” 

Deca din a doua equatiune (2) vom scote valorea lui 
3 3 
e si din a treia pe a lui î C vom gasi tot aceasi 

. sin? A 
valore ca si pentru   ; prin urmare, 

sinA __sin'B _sin"C 
pps: 

si estragund radecina patrata, 

sin sinB sinC 
a be 

cari sunt chiar equatiunile (1). 

Asia-dera celle trei sisteme de equatiuni (1), (2), (3) 
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se pot deduce unele din altele; prin urmare elle sunt 
equivalente. Tot assemenea si equatiunea, 

A+B+C0=180% 
se pote deduce din acelle trei sisteme de equatiuni. Pen- 
tru acesta, insemnand erasi cu m raportul constant al 
laturei catre sinusul anghiului opus, avem: 

" a b e 

sină O sinB sin 
din cari: 

a>msină, b=msinB, c=msinC, 

si punend aceste valori in una din equatiunile (3), spre 
&ssemplu in cea d'antaiu, si impartind cu m, avem: 

sin A = sin BeosC+-sinQ cosB, 
seu 

sinA=sin(B+ C); 
deci, fiind-că arcele A si B+C au acellasiu sinus cu a- 
cellasiu semn, trebue se avem: 

A=BTC, seu; A=180%—(B+C). 
Prima, hipotese nu se pote admite, câci, cum n'am 

facut noi pene acum nici ua supositiune asupra, valorii 
relative a anghiurilor A, B, C, anghiul A s'ar pute se 
fie si cel mai mic din tote, si atunci equatiunea, 

=B+C 
ar fi absurda. Vom admite dera numai pe a doua 

A=180'—(B+0), seu: A+B+C=1809, 
câre este chiar equatiunea (a) din formulele funda- ) 

/ 
mentale. 

ANGHIURI IN FUNCTIUNE DE LATURI. 

105. Din equatiunile fundamentale
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a _b __c 

sinA sinB sinC” 
deducem, dupe teoria proportiilor: 

atb c 

sinâ+sinB “sin 
si scamband internii, 

atb _ SinĂ +sinB 

c sinC 
Assemenea avem si: 

” a—b _sinA—sinB 

e osiu0 
Inlocuind pe sin + sinB si pe sinA — sinB cu va- 

      

      

“lorile lor calculabile prin logaritmni, si pe sinC cu 

-  2sin Deces, obtinem: 

  STÂND cos 
  

  

a 

Cc as Cod o 

| i ZE copi: 
a-—b _ 2 

- Cc E ” 2siă C cos. 
4 i . 

“ee 

  

Inse din a: 

A+B+C=180", 

deducem: 

A+B_op__C. 
— =90%— zi 

prin urmare 

  

  

ATB_ Ca A+B 0 
=C008—, Cos = sin 

2 “a 2 
sin
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„ Reducund dera dupe acâste formule factorii comuni 
de la numeratorul si de la numitorul equatiunilor de 
mai sus, remâne: . 

    

cos A—B | sin A—B 
ab ad 2 

c gin-— c cos-C. 
” P: % 2 2 

Prin ua simpla permutare de litere vom obtine alte 
|. patru equatiuni analoge cu acestea. Sistemul intreg se 

compune dera din urmatorele sesse equatiuni, tote eal= 
culabile prin logaritmi, si coprindiend fie-care câte 
sesse elementele trianghiului 

    

    

  

    

cos AB. sin AB. a+b_ 2 | a-—b 2 

e sin O c cos 9 a 
A—C „A—C cos sin 2 

ate 2 la ae 2 (2) 2. B. b - B ” sn COs—. 

| d B-—C „B—C . DI | | pe. C08 3 pg Sin 3 

a sin. a cos 2 2 ] 
Divisand respectiv equatiunile (2) prin (1) avem: 

  

  

sin sin a ab 

| dos B „cos ? ab 

seu tg—B_a —b cot... 
2 a+b 2 
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Operand assemenea vom gassi inca doue relatiuni ; 
asia-că vom av6 ua noua sistema, de equatiuni calcula- 
bile prin logaritmi, cari coprind fie-care câte doue la- 
turi si tote anghiurile : 

t A—B_a—b ot.C. 

53703 
A—C a-c ,„B 

tg a 006 — 
8 2 aFa 2'[ (5) 

i B—C _b-c A 

2 db 2 

—« 106. Relatiunea 

abc? — 2bccosA, 

  
  

da: B+ 0—a 
A, cos E 

+44  Înse avem*: 

sin A— l—cosă co A l-+ceosA 

2 2 7 2 ” 
Punend in aceste equatiuni in loc de cos valorea,..... 

sea, vom ave: 

1— ore e 
sin a _N: -j Dee +a? 

/a2__(bai abc 2 —2bc) = 20 3 
e 4bc 

  

  

za /(a+b— ca—b+o), 

4bc 

bed —a 
A 2bc V 2be+b + câ—a2 COs— = = 
2 2 4bc 
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(-rc)?—a2 (4+EFA (b+cfa) 
Pentru inlesnire punem : ii CE | ii 

2p=atb+c; No scadiend pe rand din ambii membri 20, 25, 2c, vom ave: 2(p—a)=b +e—a, 2(p—b)=a-kc—b, 2(p-- c)=a-+d— C; si substifuind tote aceste valori in equatiunile de mai | sus, 

sin A — Vp V pp) 
2 4bc bc ? 

A. /3pă e P(p—a) OV pe Vo 
equatiuni cari dau sinusul si cosinusul jumetatii unui anghiu in functiune de laturile trianghiului. Facund assemenea, si pentru celle-alte doue anghiuri, obtinem celle doue sisteme de equatiuni urmatore: 

A“ e-de=d, A _ /plp-a) sn pe COs- = do? 

sin-B— Vedea, (4). cosB — /P(P—2) ls) | 2 ac 2 ac 

CO _ /(0—a)(p—b) 9 /ue—€) OV ap | coszV p 
Deca dividem fie-care equatiune din sistema (4) prin 

equatiunea correspondenta din sistema (5), obtinem un 
nou sistem de formule : 

A /(p—b)(p—0) 
ea=y/ p(p—a) ? 

B _ /(p—a)tp—c) (6) 
et = p(p—b) 

O _ /(p—a)(p—2) tg VE alea 
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In tote formulele (4), (5), (6), trebue se luăm pentru 

radical semnul +; câci anghiurile trianghiului fiind tote 
mai mici de cât 180%, jumetatile lor vor fi mai mici de 
90%, si prin urmare liniile lor trigonometrice vor fi po- 
sitive. 

—- SUPRAFATIA TRIANGHIULUI. 

107. Se scie că suprafatia unui trianghiu este egale 
cu jumetatea produsului basei prin inaltimea sea. Ast- 
fel, in trianghiul ABC, 

A suprafatia s=3ABXCD. = ;cXCD. 

Inse in trianghiul dreptanghiu ACD 
avem : 

d CD=ACsinA=bsinA. 

Prin urmare : ş besinĂ | () 
= = 3 

  

  

equatiune care dă suprafatia trianghiului în functiune 

de doue laturi si anghiul. coprins intre elle. 

Deca trianghiul este obtusanghiu, avem inca: 

CD = CA sinCAD = sin(1800—A) 

  

=—bsinA, 

valore pe care punend-o in 
s=icxCD, 

B obtinem: 

bcsinA 
  

Prin urmare equatiunea (1) este generale. 
108. Din relatiunea 

  

b __c€ 

sinB  sinC? 

scotem : Pa bsinC 
  

sinB ?
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pe care punend-o in (1) avem: 

ș„bsinAsinC 
2sinB 

si fiind-că 

B=180%—(A+0), 
__ b?sinAsinC (2) 
“ 2sin(A+C) 

equatiune care dă suprafatialtrianghiului in functiune de 

ua lature si celle doue anghiuri alaturate. 
109. Deca in 

  

sinA=2sin 2. cos 

. . A > A. aa . 
inlocuim pe sin-—- si cos —- prin valorile lor date prin 

equatiunile (4) si (5)*, avem: %106 

sinA= arse ae oa =) 

—2Yp(p—a(p—b)(p= zi 
bc 

Punend acesta valore a lui sin in (1) si facund re- 
ducerile, obtinem equatiunea : 

„s—Ve(p—a)(p—bp—0), 
equatiune care dă suprafatia trianghiului în functiune 
de celle trei laturi alle selle. 

Essemple. 1. Se calculăm suprafatia unui triunghiu in 
care cunoscem : b=234"*,504;c=203",17; A=41%43'56",8. 

Dupe (1) avem: 

__234,504X203*,11Xsin41%48'56",8 = j ,   

de unde:
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logs = log234*,504.+10g203m,17 
+ 10gsin41%43'56",8—log2 

= 2,3701502 + 2,3078596+1,8232479-. 0 „3010300 
= 42002277 ; 

prin urmare 
s=1585722, 244, 

2" Se calculâm suprafatia unui trianghiu in care se 
m Cunosce: b=234",504; A==41%43'56",8; 0=58%29' 48',6. 
a Dupe formula, (2) avem ; 

logs=2log234"504+logsin41%43'56"8 
+logsin58%29'48",6 — log? —logsin 100013" 45' 4. 
=4,1403004+ 1,8232479+1 „93015110, 3010300 
—1,9930414=4 „2002280, 

adeca | 

s=15857,255. 
3. Se se afle suprafatia unui trianghiu in care se cu- 

nosce: 4=158",62; b=234", 504; „e==203", 1, 
Formula (3) dă... — 

Togs= logp:rlogp— 0)Hogtp—btogta- 3) 

[ da n casul de fatia avem: p=298%,147; p—a= 
139,527; p—b=632,643; ;p—c=94",971. Prin urmare 
logs= „4144304+2,1446583+1,8037506+1 „9776184 
md 9 

42002288, 
seu 

  

s=158570,284, 
110. In assemenea mod se pote gasi espressiunea, 

suprafetiei unui patrulater ore-care ABCD, in functiu. 
ne de diagenglele Xelle AC si BD si de anghiul «= ce fac 
elle una cu alta. Avem:
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ABCD = AOB +BOC-+00D+DOA. 
B Inse in celle patru trianghiuri 

Si considerand si că: sin (180%— « j= 
A sin &, avem : 
A o AOB=:A40X OBsine 

/ BOC=10BX OCsine, 

COD=:00X ODsine, 
DOA=:O0DX AOsins, 

si adunand, 

ABCD=3 sin = (A0X O0B+O0BXO00-+0CXO0D+ODXAO) 
3 sin « (A0(0B+0D)+O0C(0B+0D)) 
=! sin a(AOXBD+OCX BD) d 995 

sin aXBD(A0+00) a 
=3 AOXBDsin «; „53 

adeca suprafatia unui patrulater ore-câre este egale cu 
umetatea produsului diagonalelor prin sinusul anghiului 

ce fac elle una cu alta. . 

Essemplu. Date: AC == 117,13; BD = 98",56,; 
«= 63%14'36",3. 

Necunoscuta : ABCD=5154"2,194. 

.— 111. Immultind una cu altă formulele (4)*, avem : *106 

A.B. C _ (p—a)(p—b)( c 
sin sin -sin- = Le ) Pa Ap) 

Inse din (3) scotem: *109 
s2=p(p—a) (p— b) (p— 2, 

seu: (p—a) (p—b)(p—c) — 

Punend acesta valore in equatiune, remane : 

„A.B. C s2 pp - 
SID —— BIN-— BIN - 2, AY » 

2 2 pa Ab 

TENAAD i 
E "304 
193, 

AU, 129344
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*106 Deca immultim una cu alta, si relatiunile (5)%, ob- 

  

tinem : , 

A cos Beos0_PVpp—a)(p-b)(p—0) 003 098 05 = ab 

stu 

cos cosB cos 0 ps . 2 2 2 abc 
"106 In fine, facund produsul relatiunilor (6)%, avem: 

AB ip 0_ (p—atp—b(p—0) tg-—to 21 E i sp ge pVpip—a) (pb) po 
si inlocuind numeratorul si radicalul de la numitor prin 
valorile lor date de equatiunile (4) si (3) precedente, 

AB. 0 ss to te.-.4 a Sa ep 8 a N 
RADIA CERCULUI CIRCUMSCRIS. N 

112. Fia trianghiul ABC la care circumseriem un 
cerc, a cării radia o insemnâm cu R, Ducem diametaul 
CD=2R, si unim D cu B. 

C  “ Anghiul CBD este drept, câci este in- 
scris in ua semi circumferentia, si prin ur- 

A „| mare trianghiul dreptanghiu CBD da: 
NL 78 CB—ODsinD ; 
SS inse CB=a, OD=2R, D=A; formula dera, 

se va, screi: 

a=2RsinA, 
de unde a 

7 i 
si immultind ambii termeni ai fractiunei cu be 

_  abe 

— Abesină * 
+07 Iuse dupe formula (1)*, 

;



  
  

  

E 
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BcsinA. 
=S5, 

2 
de unde | 

2bcsinA=45 ; 
asia-dera 

abc abe 
R= ==   

45. 4Vplp-a) p-blp—0 
Essemplu. Date: a=158*,62; b=234",504; c=203,17. 

Necunoscuta: R=119"*,1458. 

RADIA CERCULUI INSCRIS. 

113. Fia trianghiul ABC. Pentru a construi cercul 
inscris, dupe cum scim, ducem bissectritiele celor trei 

e anghiuri, cari se intalnesc tote in un 
Ax punct O, centrul cercului inscris; de- 

ară ca din acest punct lasăm perpendi- 
A AD p cularele OD, OE, OF pe laturile trian- 

ghiului, aceste perpendicularie sunt 
radiele cercului inscris. Cunoscund dera, centrul si lun- 
gimea radiei cercului inscris, va fi lesne a descrie a- 
cel cere. | 

Se gassim ua espressiune a acestei radie, r. Dupe 
figura, 

ABC=AOB+BOC+ COA ; 
inse | | 

AOB=:ABXOF=r, 
BOC=CBXOD=sar, 
COA=ACXOE=ibr; 

si adunand aceste trei egalitati membru cu membru, 
ABC=ar(a-+b+o); 

si punend ABC=s, a+b+c=2p,
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| S=pr, 
seu p= S 

PD . 

Deca substituim in locul lui s valorea sea 
Vplp—a) pb) (p—c) 

si reducem, avem : 

r= | / (p—0) (pb) (pc) , 
P 

Essemplu. Date : a=158",62; b=234",504; c=203n 17. 
Necunoscuta: r==53*1861. 

RADIELE CERCURILOR EXINSCRISE. 

114. Cerc exinscris la un trianghiu se numesce un 
cere tangent la ua lature a trianghiului si la prelungi- 
rea, cellor-alte doue. 

Pentru a construi cercul exinscris la ua lature BO<a 
a trianghiului, ducem bis- 
sectritiele BO si CO alle an- 
ghiurilor esteriore CBD si 
BCF; intersectiunea lor O 
este centrul cercului cautat; 
din acest punct lasand per- 
pendicularele OD, OE, OF 
pe laturea BC si pre prelun- 

7 o girile cellor-alte doue, ace- 
ste perpendiculare vor fi egale cu radia cautata « a, cer- 
cului €xinscris la laturea a. 

Pentru a gasi ua espressiune a acestei radie, obser- 
văm că | 

   
ABC=ABO+ACO - BCO; 

si deca in trianghiurile ABO, ACO, BCO, considerăm



223 a 
na scarii? 

/ —_ hu 
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respectiv ca base pe AB=c, AC=b, BC=a, si ca inaltimi 
pe OD=O0F=O0E=s, avem : 

S=Sica-tiha —aa— a (b-to— a)= a(p—a), 
de unde 

S 
a= 

p—a 
punend i în loc de s valorea sea si reducund, 

-VPP-b pip—b)(p—c) ) (p—0) 
p—a 

În assemenea mod vom gasi si espressiunea radielor 
cercurilor exinscrise la laturile b si c: 

. (p—a)(p—c) p-VPle—ap—0 

  

p—b 

pp —ap—b: E 7 

115. Formulele (6)* dau : 

si pip—b) (p—c) (p—c)_ red (p—c) 
p*p—a) p-—a ” 

*106 

  
  

de nd 

VPP=0(p0 _ pg 
p—a 2) 

si punend acesta, valore in equatiunea care dă pe «, 
avem : 

u=ptg., 

2 
Assemenea B 

B=ptg 9" 

=ptg Cc 

2 
Essemple 1”. Date : 4=158",62; b=2341,504; 0203”, 17.
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Necunoscute : «=1132,6503 ; B==249",1600; 
v=166*,9592. 

2, Date : p=482",356,; A=92"16'35",4; B=16%25'57'4; 
0=51%17'27',2. 

Necunoscute : a=236",7031 ; 8=319*,7990; 
1=231",5'168, 

116. Din formulele cari dau pe R,r„xf, se pot de- 
duce mai multe altele, cari de si nu au ver-ua, impor- 
tantia prin elle ensasi, pot inse servi ca verificatiuni. 
Eca câte-va din acelle formule ; 

1” Păocund inversa equatiunilor 
5 aa pa S pa $ 

p  p-—a p—b  p-c 
se obtine: 

l __p 
Ss 

  

  

  

— „Pa 1 _p—b p> ap P   a |
n p—c 

Ss s- 
Adunand pe celle trei din urma din aceste equatiuni, 

avem : 

1 LL Poarp-bkp—e _3p—(a+b+o)_p 

l 
) 

2 Y În 

  

  

af Y s s gs 
seu. 

11,11 (1) ptr 
2". Iomultind intre elle formulele : 

7 PT=—, a S > pa »Y= S ; (a) p p—a p—b p—c 
obtinem : 

şi şi 
POR sp = s?, p(p—a) (p—b) (p—0) os? 

de unde 
  

s=V Praf. (2)
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30. Adunand una cu alta pe celle trei din urma, din 
formulele (a) si scadiend pe cea d'antaiu, avem: 

s s s pp a 
p—a p-—b p—c p 

sP(P-d)'p-c)tplp-a)(p-0)--p(p-a) (p-3)Ap-a)lp »p- c) 
pP(p—a)(p—b)(p -- c) 

= | plp--0) (p—8) + (p—a)]-+- (0-a) (pb lplp—0) | 
Inse 

xtphr—r=       

  

p-— b+p-—a=2p—(a+b)=c, 

p—(p—c)=c; 
prin urmare 

etatr-r= leo Hp—0(p—b) 
= [(eti)te (a+b)—c c+(b-a) c—(b-—a)| 

s i 
  

  

    

2 2 2 „2 

__ cl a+bi—c, c—(b— a) 

ş 4 4 

= Xdab= abc 
s 

Inse avem : 

_ abc, 

“45? 

asia-dera : 

Hp r=4R, (3) 

111. In cas cand trianghiul este dreptanghiu, putem 
obtine alte formule, sciind că in casul acesta 

a=b'+c?, că (4) 

1% Immultind una cu alta equatiunile
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r=V 2-9 p-bp- ee -de-o 
P. p-—a 

? 

avem : 

= Pe-2e= a(p—bhp—c)? 
pp=a) 

=(p—b)(p —a Feb atb-—c. 

effectuand produsele si facund tote reducerile, avend 
in vedere si equatiunile (A), obtinem : 

Ta=s, 

Assemenea vom avg : 

Pee be Pp—0)2(p—b)(p=c) 

  

  

  

pp PP—a)=s. 
(p—b)(p— 

Prin urmare 

Tal=Bp. (4) 2%, Scadiend una din alta equatiunile 
s s 

a= > r=—, 
p-—a P vom av: 

__s S_ ( 1 1) 
pap pap 

— sP 7 (pP—2) 2) _ sa 

_Pip—a) plp—a) 
Punend in loc de p valorea, sea, a+bte 

  

si facund to- 

te reducerile possibile, avend in vedere relatiunile (A), ajungem la: 

a—r=g, 
Adunand intre densele eduatiunile 

s s 
»7= p—b p-—c" 

8= 
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1 1 
rr at ? = -) 

—gP=b+p—e sa 
P-bip=0 (p-b)(p—0 

si facund reducerile, 

avem : 

    

Bra. 
Asia-dera 

arty A (5) 
Essemple. 1%. Verificand prin formula (3)* valorile:16 

gasite mai sus: 

R=119",1458; r=53=,1861; a=:113%,6503; 
8:=249",1600 ; y=166"2,9592, 

gassim numai differentia, 0*,0002, care provine din mi- 
cile quantitati cari se neglig tot-de-ună in calculele lo- 
garitmice. 

2. Acelleasi valori, verificate prin formula 

s=V Tady, . 

nu dau nici ua diferentia de valorea lui s gasita, la es- 
semplul 30%. 109 

3, In un trianghiu dreptanghiu in care avem : 
a=—302",152; b=—185*%,121; c=—239*,56, s'a gasit pen- 
tru valorea radielor cercurilor inscris și exinscrise va- 
lorile urmatore :. 

r=—60%,9645; a—363,7165; p=—194",1565; 
1=—178"%,5955, 

Aceste valori, verificate prin ambele relatiuni : 
a—T==B-Py, SL: ar—fyp 

nu dau nici ua differentia, 

  

Ora



  

CAPITULUL II. 

RESOLUTIUNEA TRIANGBIURILOR 

  

Trianghiurile dreptanghie. 

118. La resolutiunea, trianghiurilor dreptanghie se 
presenta patru casuri : 1%, Cand se dă hipotenusa si un 
anghiu ascutit, si se cer celle doue laturi alle anghiu- 
lui drept si cel-alt anghiu ascutit. 2%. Cand se dă hipo- , 
tenusa și ua laţure a anghiului drept, si se cere cea-alta, 
lature si celle doue anghiuri ascutite. 30, Cand se dă 
ua lature. a anghiului drept si un anghiu asenţit, si se 
cere cea-alta, laureatul drept, hipotenusa si cel- 
alt anghiu ascutit. 4% Cand se dau ue lături 
alle anghiului drept, si se cere hipotenusa si celle doue 
anghiuri ascutite. 

119. Casul I. Dandu-se hipotenusa a, si anghiul as- 
cutit B al unui trianghiu dreptanghiu, se se calculedre 
celle doue laturi, b si e alle anghiului drept, si anghiul 

Ț ascutit Q. 
N Vom determina anghiul Q prin relatiunea cunoscuta 

din geometria:
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B+ C==909, din care: C=90—B. 
Laturile b si c se vor determina prin formulele cu- 

noscute* : *96,97 
b=a sinB, c=a sinC. 

120. Casul II. Se resolvem un trianghiu dreptan- 
ghiu în care se cunosce hpotenusa a si ua lature b a an- 
&hiului drept. 

Elementele necunoscute sunt c, B, C. Pentru a le: 

determina avem formulele : 

b=a sinB, b=a cosC, 
din cari deducem: 

sinB=cos0= , 
a 

cari dau valorea lui B si C. Pentru a afla pe c, intre- 
buintiăm relatiunea,: 

c2=a2—b?, 
din care 

c=(a+b) (a—b), seu: c=V(a+2)(a—8). 
121. Anghiul C, dupe acesta metoda, se determina, 

prin cosinusul seu; inse cand P difera prea putin de a, 

cea, ce se intempla forte adesea, Quantitatea- 2 diferind 
a 

si ea putin de 1, anghiul C este mic; si fiind-că scim* 205 
că anghiurile mici se determina reu prin cosinusul lor, 
equatiunea precedenta nu ne va da pe C cu destula pre- 
cisiune. În acest cas calculăm mai antaiu pe c, si atunci 

- formula, 

c=btgC 
ne dă: tg0= e | 

si anghiul C, determinat acum prin tangenta sea, va fi 
calculat cu mai multa esactitate, 
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Putem inca intrebuintia, pentru calculul lui C, si for- 
*44mula, urmatore cunoscuta : 

te CA / l—cosQ 
2! 1FcosC” 

, . db... in care, punend in loc de cosC valorea sea—, si im- 
a 

multind ambii termeni ai fractiunei cu a, obtinem: 
C V a—b 

îg —=— . 
2 a+b 

Calculul facundu-se prin logaritmi, acesta, din urma 
formula are avantagiul că coprinde numai logaritmii 
lui a—b si a+b, cari intra si in valorea, lui c. 

122. Casul III. In un trianghiu dreptanghiu cunos- 
cund laturea b a anghiului dreyt si anghiul ascutit B, se 
se calculedie hipotenusa a, laturea e si anghiul C. 

Anghiul C se determina direct prin formula, : 
C=90—B; 

+96,100erâ d si c se vor afla prin formulele sciute* : 

sinB 
123. Casul IV. Dandu se celle doue laturi b si e alle 

anghiului drept, se se calculedie hipotenusa a si anghiurile 
ascutite B si C. 

Determinim mai antaiu anghiurile B si C prin for- 

  

  

a= 
  „c=b cotB. 

formulele 

=ctgB, b=c cotC, 
din cari 

tgB=cot0=2. (a) 

Hipotenusa, se determina in urma, prin ver-una, din 
formulele : 

b=a sinB, c=a cosB, 
de unde
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c 
sinB'  cosB' 

Observare. Am fi putut calcula pe a dedreptul prin 
a2=b2+c2. 

Inse acesta formula nu este calculabile prin logarit- . 
mi. Pentru a o face calculabile prin logaritmai, vom pu- 
ne pe c* ca factor comun, si atunci 

2 

ai=c( 1+ a) 

a= ad=   

  

  

Punem 

b (2) —=f 9; c g 

atunci 
7 o n2 2 2 9 2 / SIn“ o GOs'o+sin“o Cc D= tg" e)=c 142 |=e - =, 

cos? o 008% - COs29 
de unde | 

c 
a= Și 

COs e 
formula, calculabile prin logaritmi care ne-ar da pe a. 
Inse pentru acesta trebue se cunoscem pe + si deca 
comparăm formula (a) cu (b), vedem că 

b 
teB=t _—, | Ş ge c 

adeca B=e. 

Prin urmare, chiar dupe metoda, determinarea lui a 
depende tot de calculul lui B. 

VERIFICAŢIUNI 

124. Pentru a fi securi de resultatele obtinute prin 
calculele ce am espus, trebue se avem medie de a le ve- 
rifica. 

Mediele celle mai ordinarie pentru a face aceste ve- 
rificatiuni constau intru a calcula pe unul din elemen-
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tele date cu ajutorul elementelor calculate. Deca va- 
„ lorea aflata astfel nu difera de cât prea putin de valo- 

rea, data, calculul este esact. Spre essemplu, deca am 
calculat pe a, c, C, dandu-ni-se 2, B, cu valorile gasite 

prin calcul pentru a si c vom calcula pe P prin formula, 

=ViaFota=0), 

si deca valorea aflata nu va diferi mult de valorea data 

a lui b, calculul va fi esact. 

ESSEMPLE. 

Casul |. 

Date Formule Necunoscute. 

a=b5836*,43; 0=90%—B, C=35%45'31'4; 

B=5414'28",6. =a sinbB,  b=4136*,1158; 

c=acosB.  c=3410%,6535. 

Calculul lui C. Calculul lui b. | Calculul lui c. 

90% loga=3,7661473|. loga=3,1661473 

logcosB= 1, 1666903 

logc=3,5328376 

c=34102,6535. 

B=54%14'28",6 |logsinB=1,9092805 
C=35%45' aia logb=3,6154278 

b=4136",1758, 

  

Casul II. 

“Date Formule Necunoscute. 

a=514”,55, n Bcos0a P.  B=41%586441, 
b=384".08. a C=48%1'53"59, 

c=V (a+2)(a—0). c=427,0368.
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Calculul hu B si C. Calculul lui c. 

logb=2,5844217 | log(a+-8)=2,9815604 
—loga=3,24082341) | log(a -8)=2,27931703, 

logsinB=logeos0C=1,8252451 | 2logc=5,2609307 

  

B=41%58'6'41, logc=2,6304654 
C0=48%1'53",59. c=421*,0368. 

ie 

tg —— 

83 Va 

e 5703 =2,2193103 
—log(a+0)=3,0184396 

2logtg O. —1,2978099 

logtg î-= 1,6489050. 

0=4801'53",62(dit£.0”,03.) 
Casul III. 

Date Formule Necunoscute 

b=7536»,14, 0=90—B,  0-=—33%35'46'3, 
B=56%24'13"1,. a— b a==9047",4437, 

sinB ”  c=50062,2896, 
c=b cotB. 

Calculul lui C. 

90 

B=56%24 13",1. 

C= 33%35'46'3. 

1). Se scie din algebra că, in loc de a scadă un logaritm din altul, putem a- 
daogi acestui din urma complementul celui d'antaiu, adeca diferentia intre acel 
logaritm si 0. Acesta s'a facut aci, si in tote essemplele subsequențe unde au 
fost a se scade logaritni,



134 CURS DE TRIGONOMETRIA —————— i PE TRIGONOMETRIA 

    

  

Calculul lui a. - Calculul lui e. 
logb=3,8771490 logb=3,8771490 

— logsinB=0,0793769 logecotB=1,8223670 
loga:=3,9565259 logc=3,6995160 
a=9047,4437 c=5006»,2896. 

Casul IV. | 
Date Formule Necunoscute. b=2236,34, teB-=cot0_0 B =30%22'54"85, c=3814"5]. Cc C0=5997'5"15, 

az. a=4421",1306. 
sinB 

Calculul lui B si C. 
logb=3,34953179 

—logc=4,4185613 
logtgB=logeotO =1,7680992 

B=30%22'54",85, 
C=5937'5"15. 

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR ORE-CARI SBU 
OBLIGANGHIE. 

125. La resolutiunea unui trianghiu oblicanghiu se pot presinta patru casuri: 1% Cand se dă ua. lature si doue anghiuri, si se cer celle-ălte doue laturi si al treilea an- ghiu. 2". Cand se dă done laturi si anghiul Coprius în- ire elle, si se cere a treia, lature si celle-alte doue an- ghiuri. 3%. Cand se dă doue laturi si anghiul Opus la una din elle, si se cere a, treia lature si celle alte doue an- ghiuri. 4% Cand se dau celle trei laturi si se cer celle trei anghiuri. 
126. Casul 1. n un trianghiu ore care dandu-se Ia- iurea a si anghiurile B si C, se se determine al treilea anghiu A si laturile b si C, precum si Suprafutia s. 

Calculul lui a. 
logb=3,3495379 

— log sinB =0,2960544 

loga=3,6455923' 
a=4421",7306 
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Anghiul A se obtine direct din formula 
A+B+C=—180, 

de unde 

| A=180'—(B+C). 

Apoi din relaţiunile_ 

  

i a b a _-c 
(sin A  sinB) sinA „sinC” 

deducem 5 mii 

  

p=2ȘinB __asinC _ 
sina! sinA 

Suprafatia, este data prin formula, cunoscuta : 
ş= a“sinBsinC | 

2sin(B+ C) 
e 127. Casul ÎI. Dandu-se laturile a si b si anghiul 
coprins între elle C alle unui trianghiu ore-care, se cal- 
culâm a treia lature c, si anghiurile A si B, precum si 
suprafatia s. 

Prima metoda. Suma A+B a anghiurilor cautate este 
cunoscuta din relatiunea : 

A+B =180%—C. 
Differentia lor o vom calcula prin formula (3)*: 

A-B. 270 cu 

*105 

  tg. 
2 a+b 2 

Vom ave dera, prin aceste formule: 

A+B=M, 

A—B=N, 
M si N fiind nisce quantitati cunoscute. Adunand, si 

apoi scadiend aceste egalitati una din alta, si impar- 
tind cu 2, avem: 

TA 

2
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M-—N B= 
2 

Anghiurile A si B fiind ast-fel determinate, vom cal- 
cula pe c prin formula 

  

__ asinQ 

sin? 
105seu mai bine prin ver-una din formulele (1) seu (2)%, 

cari dau: 

Cc   

  

  

(2-kB)sin 5 (a —bcos-0. 
RDI îi a c0s—> sin 

Suprafatia este data prin formula: 
_absinC — 

  

*101 A doua metoda. Din formulele fundamentale (1)* de- 
ducem: 

csin A=asinC, (4) *103si din (3)%, 
ecosA=b—acosC. (B) 

Cu aceste doue formule putem face resolutiunea in 
un mod mai simplu, mai cu sema cand nu se dă chiar 
a, ci loga. 

Impartindu-le una cu alta, avem: 

asinc 
tgA- b—acosC'” . 

de unde 
logtgA=-loga + logsinC—log[b—a cosC], (C) 

formula care ne dă pe A. Inse aci intra logaritmul 
quantitatii b—a cosC, care nu este calculabile prin lo- 
garitmi; vă trebui dera a calcula mai antaiu valorea
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termenului a cosC, pre care o vom scade din P, si vom 

lua logaritmul restului, pre care lu vom introduce în 
formula. 

Anghiul A fiind cunoscut, B se va calcula lesne prin 

B=180—(A+C). 

Relatiunea (A) ne va da apoi 

logc=loga+logsinC— logsină, 

din care aflăm pe c. 

e 128. Casul III. Se se resolve un trianghiu ore-care 
în care se cunosc doue laturi a si b, si anghiul A, o- 
pus la a, 

Se cauta c, B, C. Vom calcula mai antaiu pe B prin 
formula, 

bsin A 
sinB= , 

a 
  

si apoi pe O prin 

C0=180'—(A+B); 
in fine vom afla 

  
Pa asinC 

| sinĂ 

Suprafatia s se va afla assemenea prin 

_ absinC = 

129. Discutiune. Mai antaiu vom reaminti in câte-vă 
cuvinte constructiunea, geometrica a trianghiului, pen- 
tru ca discutiunea pe formula se fia mai bine intielessa. 

Pentru a, construi trianghiul cu elementele a, b, A, 
in un punct al unei drepte indefinite AB' facem an- 

s
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Shiul dat A, si pe drepta AC luăm 
lungimea AC=b; din C cu ua ra- 
dia egale cu a descriem un arc, care 
ne dă pe drepta AB' punetele B'si 
B', pre cari le unim cu C. TTrian- 

» 5 ghiul cautaf este ACB seu ACB”. 
Formula 

  

bsinA 

. 
a 

: ne va da pe B. Inse in table scim câ, nu se gassesc de cât anghiurile mai mici de cât 90%, adeca anghiurile 
ascutite. Fie M anghiul ascutit al carui sinus este e- 

bsin A | 

sinB=   

gal cu 

  

180”—M, care este oblus, va av6 acellasiu sinus; prin 
urmare trebue se vedem care din aceste doue an- ghiuri, M si 180*—M, este adeverata solutiune a ques- tunei, 

Pentru ca M se fie ua solutiune a equatiunei, trebue 
se avem: 

A+M<1809, (a) câci 

A+M+C=180%, | 
Assemenea, pentru ca 180— M se fie ua solutiune, va trebui ca _ 

A+180— M<180, seu 

ACM. (b) Se vedem cari sunt casurile in cari aceste conditiuni 
pot fi inplinite. 
„19, Deca A=>90, valorea 180 —M nu convine pentru B, câei in un trianghiu nu pot fi doue anghiuri obtuse; 

; se scie inse* că si arcul suplementar*26 

  

c
a
e
 
a
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remane dera numai M, care trebue inca se se supuna 
conditiunei (a), din care se deduce: 

M<180*—A, 
Aci M este ascutit; 1800—A assemenea; prin ur- 

mare putem pune: 

sinMsin(180—A), 

  

  

seu 
sinMsinA. 

Inse sin =05InĂ 

prin urmare osimă sina, 

ori ia (1) 
Deca d ar fi egal cu a, relatiunea 

sinM= PSINA_ 
a 

s'ar reduce Ja 
sin M=sinA, seu: M=A, 

cea ce nu se pote, câci A2>90), si ast-fel trianghiul ar 
ave doue anghiuri obtuse ; prin urmare in ace st cas nu 
este nici ua solutiune. 

Deca b>a, erasi n'avem nici ua solutiune, câci atunci 

relatia sinM = PSNA ne ar da: sinM >sinA ; deci, find- 

ca anghiurile sunt obtuse, M<A, cea ce este in oposi- 
tie cu conditia (b). 

2%, Deca A=90%, valorea 1800 _M, find mai mare 
de 90%, tot trebue lasata, si atunci (a) ne dă: | 

90%+M<180, seu: M<C90%, seu: sinM<I, 
si punend valorea lui sinM si a lui A, 

0 

so, seu: Pa.  
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Conditiunea este aceasi ca si in casul cand A>90%. 
In resumat dera, deca anghiul dat este obtus seu drept 

trianghiul are ua singura solutiune, cu conditiune inse ca 
laturea opusa la anghiul dat se fie mai mare de cât cea- 
alia ; deca este egale cu densa, seu deca este mai mica, 
lrianghiul mare nici ua solutiune. 

3. Deca A<90%, valorea M a lui B se pote primi tot- 
de-una, câci conditiunea, (a) se pote tot-de-una, satisfa- 
ce ; inse pentru a put admite -si solutiunea, 180%—M, 
dupe (b), trebue se avem: 

  

M>A, 
si fiind-că si M si A sunt ascutite, 

sinM sin, seutSIDA-> sina, 

de unde 

b>a. 
În acest cas dera se pote se fie doue solutiuni, M si 

180'—M, înse cea din urma convine numai cand latu- 
rea opusa anghiului dat este mai mica de cât cea alta. 

Deca bsinA=a, valorea 

sinM=25in A 

a 
  

se reduce la 

sinM=1, seu: M=900, 
si in casul acesta celle doue soluliuni M si 180—M se 
reduc la una singura. 

Deca bsinA>a, valorea 

, bsinĂ 
sinM= 

a 
  

devine 

sinM>1,
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care este absurda; prin urmare in casul acesta nu este 
nici ua solutiune. 

Eca, un tabel care contine resultatul totor acestor dis- 
cutiuni : 

aDPb. cc... 1 solutiune, B<90; 

  

s>soezaj ARE 0 solutiuni; 

Gb cc... 1 solutiune, B<90%; 

A=90% az) aaa. 0 solutiuni ; 

MD... 1 solutiună, B90%; 
ab e... 1 solutiune, B<90%; 

A<900 a>b sinA ... . 2 solutiuni, B 90%; 
ace B'=180%—B'; 

| a=b sinA .... 1 solutiune, B=90; 
a<b sin .... O solutiuni. 

  

Cu ajutorul acestui tabel se va putt recunosce din 
date chiar deca problema are doue solutiuni, ua solu- 
tiune, seu nici ua solutiune cea ce este forte important, 

pentru'a evita de multe ori câlcule inutile. 
Verificari. Cand sunt doue solutiuni, putem av6 doue 

verificatiuni forte simple. Fie AB =c', AB'=c", ACB'=C", 
ACB'=C". Dupe figura, | 

AD—B'D=c”, AD+DB=c. 
Adunand aceste egalitati, si avend in vedere că 

B'D=B'D, vom ave: 

c+e 
AD= — 

Înse in trianghiul dreptanghiu ACD avem: 
AD=AC cosA=beosă. 

 



9 

149 CURS DE TRIGONOMETRIA 

Vom calcula dera pe AD prin acesta, formula, si deca 

  

valorea, aflata va, fi identica = „ calculul va, fi esact. 
Assemenea, daca am scadâ una din alta celle doue 

equatiuni de sus, am av: 

D= ZE 3 

  

De alta parte 
DCB' =ACB'—ACD=0" —ACD, 
DCB'=ACD-— ACB'=ACD — C”, 

Adunand, 

  
pog'=C 0 

In CDB: avem: 

DB'= CB'sinDCB'= sin   
C—c" 

2 
Asia-dera, calculand pe DB' prin acesta, equatiune, 

deca calculul este esact, valorea aflata, va, trebui se fie E c—c" identica cu . 

130, Casul IV. Dandu-se celle trei laturi a,b,c, alle 
unui trianghiu ore-care, se aflam anghiurile lui, A,B,C, 
precum si Suprafatia s. 

Anghiurile se pot calcula prin equatiunile (4), seu *106(5), seu (6)*, tote calculubile prin logaritmi; vom pre- feri inse equatiunile (6), câci deca am intrebuintia, for- mulele (4), ar trebui se cautâm siesse logaritmi, si a- nume pe âl lui abc, p—a,p—b,p—c; deca ne-am ser- vi cu (5), am av6 necesitate de siepte logaritmi : a] lui abcp, p—a, p—b, p-—c. Cu formulele (6) inse nu a- vem necessitate a cauta de cât patru: pe al lui p,p—a, p—b,p—c. Afara de acesta, formulele din urma, de- terminand anghiurile prin tangenta lor, sunt mai pre- cise de cât celle-alte. 
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Formulele ce vom intrebuintia vor fi dera acestea; 

tg Ve be=o 
3 

PE 
E —a)(p— 

Ve 9 “p(p=—d) sui , 
o (p—a)(p—b) 

E ceia ” 
Suprafatia se va, determite priv 

s-Vpip—ap- bip). 
Obserwvare. Pentru ca trianghiul se se pota, resolve, 

este necessar si de ajuns ca ori-care din laturile date 
se fie mai mica de cât suma cellor-alte doue. In ade- 
ver, deca, am ave, spre essemplu: 

  

a>b+c, 
ar resulta că. 

p-—a-bteza 

ar fi negativ, pe cand p, P—b, p—c, ar fi positive. A- 

tunci quantitatile de sub radicălele ce dau pe tg A „tea, 

tg C fiind negative, valorile anghiurilor ar fi imaginarie. 

ESSEMPLE 

Casul 1. 
Date Formule Necunoscute. 

a=5816%,35,  A=180—(B+0), A=47%31"9, 
B=5431012%4, p_asinB b=6418",885, 
C=78%194547.. sina” c=1182*,048, 

e asinC s=18452216»2, 
sinA. ” 

__ d?sinBsinC 

2sin (B+C)
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Calculul lui A. 

180 

B+C=132%6'58",1 

A=47319. 

Calculul lui b. Calculul lui c. 
loga=3,7646506 loga=3,1646506 

logsinB=1,9113340 logsinC=1,9909276 
—logsin A=0,1355157 —logsinA=0,1355157 

logb=3,8115003 logc=3,8910939 
b=6478=,885. c=1182,048. 

Calculul lui s. 

2loga=7,5293012 
logsinB=1,9113340 
logsinC=1,9909276 
—log2=1,6989700 

—logsin(B+B)=0,1355157 

logs=17,2660485 
  

5=18452216%», 

Casul IL. 

ANTAIA METUDA 

Date “ Formule Necunoscute. 
a=578=,312.  A+B=180%—0, A=95013'49"23 
b=345%104,  A-B a-b A+B B=36097'35"37, 
0=48018'35"4. 5 2 Tab 5 3 ? c=483m 6615, 

asinC 

SiDA 

Ş 3 absinC 
== 

; 

i. c= 
  

  

. 
- 

s=1451722,586.
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Calculul lui A+B. Calculul lui c. 
180% loga=—2,1621622 

0=—48"18'35",4. logsinC=1,8731766 
A+B=1310%41*24",6. _ZlogsinA=0, 0018121 

Calculul lui A—B. logc=2,6371509 
log(a—b)=2,3611435 c=453",6615. 

| A+B Calculul suprafetiei s: logtg —_——= 0,3482643 ss 3 loga=2,7621622 
— logta-+b)=3,0346026 logb=2,5319500 

A-B = „1ogsin0=1,8781166 logtg—>—= = 1,1506104 . —1og2=1,6989700 
  A-B |, , logs=4,8722588 

—p—>—29 236,98, 514517 586, 
A—B=5804613",86. | 

Calculul Im A si B. 

A+B=131%41'24,6 
“ A—B= 580%46'13",86 

A= 95%1349",23 
B= 36%27'35",37 | 

A DOUA METODA, 

Date Formule __ Necunoscute. 

    
  

a=518*,312, teA= asinC A=95%18'49"25, 
b=345",104, | b—acosC”  B=36%27:35"35, 
C=—49%18'35'4. B=180—(A4A+C), c=433",6615. 

asinC 
C=— . 

sin 

Calculul lui acosC. 

loga=2,7621622 
logcos0=—1,8228884 

logacos0=2,5850506 

„acos0=384,6366 
10
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Calculul lui b—a cos. 

b=345",104 
acosC=384".6366 

b—acos0=—39*,5326 

Fiind-că numitorul b—acosC al valorii lui tg este ne- 

  

. asinC . tiv, în 0 ainu : 
gativ, formula tgA acas gdevine 

toA=—___ Gsin0 | 
e —(acos0—b) 

de unde 

_ o__pu__ asinC tgA=tg(180 A Zr000-p 

Calculul lui 180%—A, 
loga=2,7621622 

logsin0=1,8731766 
—log(acosC —b)=2,4030446 
logtg(180%—A)=1,0333834 

180—A =84%46'10",75 
A=95%13'49",25 (ditt.-+0",02) 

Calculul lui B. 
180 

A+0=143032%94" 65 
B=36%27'35",35(dife — 0”,02). 

Calculul lui e. 

loga=2,7621622 
logsinC=1,8731766 

—logsinA=0,0018121 
-1ogc=32,6371509 

c=433".6615,
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Casul III. 

Date 

a=21*,324, 

b=26",115, 

A=—45%32'16",4. , 

Formule - Necunoscute. 
sinB= BsinA 12 solutie. 2* solutie. 
a” B'=63%23'58",28, B'=116%36'1",12, 

C=180—(A+B), C'=71%3'45",32, C0'=17%51'41",88, 
C= asinQ c=—28".26036, c'=9",16401, 

SinĂ - s=269*P2,4182.  s=87»,3645. 
absinC 

sS= 

Calculul lui b sin. 

logb=1,4267552 

logsinA=1,8535241 
logbsinA=1,2802793 

bsin A=19,0668 

„Fiind-că b>a>bsinĂ, avem dous solutiuni.* 129 

Calculul lui B. 

logb=1,4267552 
logsinA=1,8535241 
—loga=2,6111313 
logsinB=1,9514106 

B'=63%23'58",28 
B'=116036'1",72. 
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1* solutie. 
Calculul lui C'. 

180 
A+B'=108%56'14",68 

C'=71%'45",32 

Calculul lui c'. 
loga=1,3288687 

logsinC'=1,9758331 
-—logsin A-= 0,1464759 

logc'=1,45111777 

C'==28".26036 

Calculul lui s 
loga=1,3288687 

logb==1,4267552 

logsinC'=1,9758331 
—log2=1,6989700 

E logs'=2,4304370 
s'=—2692,4182, 

  

  

22 solutie. 

Calculul lui QC”, 

180 
A+B'= 162%8'18*12 

015488 
Calculul lui e”, 

loga=1,3288687 
logsinC"=1,4867412 

| —logsinA=0,1464759 
| logc'=0,9620858 

| c'=9"16401, 

  

Calculul lui s”. 
loga=1,3288687 
logb =1,4267552 

logsinC”=1,4867412 
—log2=1,6989700 
logs'==1,9413351 

s"=872 3645 

  

%129 VERIFICARI.* 

  

1%. Formula: boosa=€ E, 

Calculul lui beosA. 
logb=1,4267552 

logeosA=1,8453693 
logbeosA=1,2731245 

bcosA=18"*,71218 

0C—C"  c—e 2". Formula : asin CC ce 

  

| Calculul lui saci 

Cc =28,26036 
c'= 916401 

| c fe =18",11218 (ditf.0) 

  

2 
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Calculul lui asin 

  

0'— 0” 

a 

loga=1,3288687 

C = =1,6510490   logsin 
  

O logasinC 

0-0: 
2 

=—0,97991717   

dsin   = 9",54811 

  Calculul lui”. = 

c=28",26036 

c' = 9216401 
/ “ 

  c = 9",54817 (dift. 02 00006). 

Casul 1YV. 

“Date 

a=81",5108, 
b=36,927, 
c=64".529, 

Formule Necunoscute 
A_A Îp—b)tp=c) A=116%83'17+78, 

93=V popa ? B=22010'34,16, 
[a ZA =41%16:8“.08 B_A |p—d(p—0) 04116808, tg pp) s=1065 » 7425, 

po Verd, 
p(p—c) *? 

i b(p—c).
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Calculul lui A. 
log(p—8)=1,7600936 
log(p—c)=1,4764606 

—1ogp=32,0246445 
—log(p—a)=1,1566052 

| 2logtg î-=0,4178039 
  

logtg A. =0,2089020 
A=116%33'17",78. 

Calculul lui B. 

log(p— a)=0,8433948 

log(p—c)=1,4764606 

— logp=2,0246445 
—log(p — b)=2,2399064 

2logtg 5-—2,5844063 

logtg BE —T.2922032 ete 

B=22%10'34,16. 

  

  

Calculul lui C. 

log(p—a)=0,8433948 

log(p —b)=1,7600936 
—logp=2,0246445 

—log(p—c)=2,5235394 

alogtg-0 = 1,1516128 

logtg O =—1,5758362 

0=41%16'8",08. 
- Calculul suprafatiei s. 

logp =1,9753555 
log(p — a)=0,8433948 

log(p —8)==1,1600936 
log(p—c)=1.4764606 
    2logs=6,0553045 

logs=3,0276523 
5=1065%0,7425. 

VERIFICARE 

A+B+C=180%0'0",02 (diff. totale 0,02) 

SA 

RE
R 

RI
. 

e "
U
R
I
I
 

Ma 
RE
 

E a



  
  

CAPITULUL II. 

ESERCITII SI APLICATIUNI. 

Câte-va casuri de resolutiuni de trianghiuri, în cari se 
dau nu trei elemente, ci trei combinatiuni alle acestor 

elemente. 
y 

7 

151. Se se resolve un trianghiu dreptanghiu, dandu- 
se hipotenusa a si suma b-+c a celor-alte doue laturi. 

Se cauta B, C, d, c. 
Adunand relatiunile 

    

  

=asiuB, 

c=asinC, 
avem : | 

b+c=a (sinB-+sinC) 

=2asin 519 cos-B =, 

si fiind-că B + C=90%, 

b+c=2asin45"cos Be, 

din care 

B—C  b+e 
Cos 

2 9asin45”
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equatiune care ne dă pe B—C; fiind-că cunoscem si pre B+ C, vom put afla valorea fie-caruia diu anghiu- rile B si C. Atunci laturile se vor calcula prin for- 
mulele 

b=asinB, 
c=asinC, 

Essemplu. Date: a=2416",34; b+c=3283n51, 
Necunoscute: B==61%4'51” „48; 0=28%5'8",52; 

b=2115»,032; c=1168"2,477. 
192, Se se resolve un trianghiu dreptang hiu cunos- cund un anghiu ascutit B si diferentia b — e a ce'lor doue laturi alle anghiului drept. - 
Necunoscutele sunt ab,c,C. 
Anghiul C se determina, indata prin 

0C=90—B, 
Relatiunile 

b=asinB, 

c=asinC, 
dau prin scadere: | 

b— c=alsinB-—sin0)=2asin 5 Ocogb C 

  

= 2acos45%in 

  

B—C 

2? 
din care deducem: 

a b—c _ 

B—0O' 

2 
2cos45%in 

  

formula, ce dă hipotenusa in functiune de quantitati cu- noscute. 
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Laturile b si c le vom determina apoi prin formulele 
de mai sus, 

Hssemplu. Date: B-—46%18'5",1; b—c--0"1543. 
Necunoscute : C——43%41:54",3, a—23"4810; 

„b=—16%,91764; c—16"2221. 
138. Se ser esolveun trianghiu.dreptang hiu cunoscund 

hipotenusa asi raportulPal cellor- alte doue laturi. 
e 

Avem: 

tgB=cotO--.., 

care ne dă anghiurile ascutite; cu ajutorul lor si al hi- 
potenusei, vom calcula si laturile. 

b Essemplu. Date: a—13"%,152; > 15324 

Necunoscute: B=56%5221",69, C=33%738",31; 
b=11",0143; c=7"2,1876. 

134. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund la- 
turea e, anghiul opus C si suma a+b a cellor-alte doue 
laturi, 

Se cauta anghiurile A si B si laturile a-si b. 
Cunoscem 

  

  

A+B=180%—0. 

Formulele (1)* dau inca 105 

cosA-—B 
ab 2 seu: cos B_2+biu C ec „0? 2 oc 2) sing 

care dă si difterentia A—B. Anghiurile A si B vor î 
dĂA cunoscute. 

Suma a-+-b a laturilor fiind data, relatiunea (2)* 105
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csin A-—B 

  

a—b— 

  

cos. ! 
2 ne va da si diferentia a—b, si ast-fel vom pute calcula, pe fie-care din laturile a si b in parte. 

Deca ni Sar fi dat c, C, şi diferentia a—b, am fi de- terminat mai antaiu pe A—B prin relatiunile- (2), si a- poi pe a+b prin (1). 
Essemplu. Date: C=1422 14; 0=114%49'32" 4; 

a+b=831",52. 
Necunoscute: A==51%50'38",87; B=130] 9'48",73; 

2=—642",9879; b=18825391. 
135. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund 

anghiurile A,B,C si perimetrul 2p. 
Se cauta a,b, si s. | 

  

  

Formulele 

a d _ e 
sinA  sinB sinQ” 

dau: 

a a+b+c 2p 
  

sinA "sinA.FsinB i sin "sinA FsinB-sinG” seu: | | 
a= 2psinA _ 

sinA-+sinB Fsin” 
si inlocuiud pe sin si sinA-+sinB-rsinC cu valorile +42,55 lor*, | 

AA A Apsin-2-cos pain 
“ 
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Assemenea;: _B 
psin-> 

DR 

cosAcos 
2 2 

psin-C 
2 

  C= 

cosâcos-B. 
2 2 

Pentru suprafatia avem : 
s absinC 

2 
si inlocuind pe a si b cu valorile lor de mai sus si pe. 

  

sinC cu 2sin-2-c0s-2-, 

  

2 

 ptain A sin B sin O cos. C 
„_ 2 222 20 to.B to 

AB „0  Pieztezis-. COS- 008 Cos 
2 2 2 

 Essemplu. Date: 2p=1836*,24; A=36%14'56"2; 
B=7309893' 6; C= 70016 40” 2 

Necunoscute: 4=435",8163; b= 706 „6043, 
c=693*,8188; 5=144949%2 74, 

136. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund 
ua lature e, anghiul adjacent A si suma at+b- a cellor 
alte doue laturi, 

Se cauta B,C,ap. 
Din relatiunile 

a __b __c 

sinA sinB sin” 
se deduce: 

at+b+c _ a+b—c 

„ sinA-tsinBsinC  sinA+sinB—sinC' 
Inlocuind pe a+b-+c cu 2p, pe a+b—c, cu 2(p—c), 

pe sinA-+sinB+sinC si sinA-+sinB—sinC cu valorile 
lor*, obtinem: +55 
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na -— anl 

2p ____ 2(p—c) e
 

4sin A sin B cos 
2 2 2 

    

AB 4 cos 0053 cos zco0s 3 

Reducund si scotiend valorea lui B, 
B_p—c „A e cot; | 

Cunoscund pe B, C este cunoscut; de sine. Laturile a si b se vor determina prin formulele fundamentale, *105 seu prin (2)*, 

Essemplu. Date : c=215",31; a+b=492",07,; 
A=81%94'13", 

Necunoscute: B=43%54'55” „52; 0=49%40'50",68; 
4=219*,2196 ; b=212" 8502, 

137. Se se resolve un trian 
S Si anghiurile A,B,C. | 

Necunoscutele sunt ab. 
Relatiunea 

ef 

Zhiu cunoscund suprafatia 

ş— 2”sinBsinC 
2sină ? 

  

dă imediat : 

a= 2ssinA 
| , sinB sinC 
Assemenea avem si: 

p- 2ssinB 
sin AsinC ” 

 2ssinG 

Essemplu. Date: s=98» 125; A=—=3448'19",3; 
B=66%88'53",3; C=18%32'54" 5. 

Necunoscute : 4=11*,15172; b=117*,9467; c=19*,1588. 

C= 

a
 

n
i
 

N 
P
E
R
I
E
 

LOR
 A

 
i
 

a
 
a
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138. Se se resolve un trianghiu ore care cunoscund 
radia cercului inscris, , si anghiurile A,B,C. 

Trebue a se calcula, a,b,c,s. 

c Trianghiul AOF dă: 
A 

AF=rcot 3:    
B trianghiul OFB dă assemenea;: 

B "B=reot—. FB=rco E 

Adunand acestă relatiune cu cea, precedinte, 
avem : 

B A 
| COs-.  cos-- 

c=—r (cot2.+ cot Jr 2 +   

o sin A sin — 
2 2 

cos sin = + sin î-cos 

  

! sin A sin— 
2 2 

A+B 

ra: 
sin—sin-— - 

2 2 

sin   

si fiind-că 

AB _goo__C | 
2 2 

C 
rCos— 

2 

n Asi 
2 2 

Assemenea, se gasesce si:



A
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A 
rcos— 

2 

B.0O 
sin—sin— 

2 2 

rcosB. 
2 
G 

sin AsinC 
2 2 

a 

D= 

Suprafatia s este data prin 
absinC 

in care inlocuim pe a si b cu valorile lor, si pe sinC cu 
2sin cos0; atunci 

s 

  

B _C.oO 271005 cos cos sin 

osină sinBsin2C ! 
2 2 2 

  $ 

seu 

BC A s=r'cot-cot= cot, 
2 2 2 

Zssemplu. Date: r=4*,311; A 58%3413",4; 
B=97%1526",2; C=24010:20” 4. Necunoscute: a=247,2626; b=28n,2066; c=112,6434; 

s=140"P,1180. . 
- 139. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund ua lature a, suma b+e a cellor-alte doue, si perpendicu- lara h lassata din A pe laturea a. 

Se cere d, c, A, B, C. 
Avem:
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sa PeSiD A e ah 
= 2 | SI: si;   

asia dera | 
| ah=bcsinA, | (a) 

seu 

ah 
sin Ă=- 

! bc! 
ori 

A/ ah 2dsin cosa 9, b) 

Avem apoi: 
a2=b?-+c2—2bccosA 

=b2-p c2-++2bc—2bc—9bceosA 
=(b+ C)2—2bc(1-+cosA) 

=(P-k+c0)2—4bc costă, 

de unde (e) 
„A (broh-a cos? Sp 

Impartind (b) prin (€), obtinem: 

A 2ah 
9 —Tprdi 

care dă anghiul A. Atunci (4) ne va da pe bc în fune- . 
tiune de quantitati cunoscute, 

  
“ah 

bc=— ; 
sin ? 

inse din date avem: 

b+c=m, 

m fiind ua quantitate cunoscuta. Avend dera suma si 

produsul quantitatilor b si c, aceste quantitati, dupe
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cum scim din algebra, vor fi radecinile equatiunei de 
gradul al doilea: 

  

  

X2—mă-t ah =0, 
sn 

adeca;: 

m m'sin A—4ah 
i -2+V 4sinA 7 

ca IA | m'sină — 4ah 
4sinA 

Cunoscand ast-fel tote laturile, am ajuns la un cas 
cunoscut. 

Essemplu. Date : a=12",514;btc=19x,325. . 
h=6%,142, 

Necunoscute : b=13",1138; c=6a, 2117; 
A==10"39'47",70; B=81%24"27",41; 0=917%55'45” 13, 

140. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund 
ua lature c, anghiul opus O si perpendiculara h lasata 
din C pe e. 

  

E Se cauta a, d, A, B. 
2 In ACD si CDB avem: 

a AD=heotA, 
| | B DB=/cotB ; A cp . 

si adunand, 
=p(cotA-FeotB)—p( COSA e) 

eheotA too) B 
—pSI(A+B)__ hsinC | 

sin AsinB “ sinAsinB' 
* 47inge* | 

cos(A—B) — cos(A +B)=2sinAsinB ; 
asia-dera,
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c_ 2hsinQ 2hsinQ 

cos(A—B)—costâB) cos(A—B)+ cos" 
- din eare 

  

cos(A— Bj= 2 sinC — cosC. 

Acesta formula o vom face calculabile prin logarit- 
2h 

mi* punend — -=cotp, si atunci eu devine: 
Cc 

sin(0-s) 

sine 

care dă differentia A —B, si ast-fel vom put6 calcula 
anghiurile A si B. Atunci cunoscund ua lature c si an- 
ghiurile, revenim la un cas cunoscut.“ 

Essemplu. Date: c=534",59; C- 6401893, 4; 
h=211",38. 

Necunoscute: A=94"8:9/35; B=21%33 17, 25; 
a=591",6878 ; b==217",9482. 

141. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund 
ua lature c, inaltimea corespundiatore h si diferentia A—B 
a anghiurilor alaturate. 

Se se afle a,b,A,B.C. 

cos(A—B)= 

Anghiul O se va determina prin equatiunea gasita, 
mai sus: 

cos(A—B)= 2 sinO—cos6, 

seu 

cos(A —B)= sin(0-e) 
| sine 

si 

COtp=— 

“aa 

%59 

*426
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Atunci, cunoscund pe c,C si /, revenim la questiu 
nea precedinte. | 

Essemplu. Date: c=13*,251; h=8" 34 ; 
A—B=98%23' 48%,3, 

Necunoscute: A= 68039504, 04; B= —40016; 414,74; 0=71%4'8%, 22; a=13" „0486; p=9= „0545. 

    

142. Se se resolve un trianghiu cunoscună celle lrej inaltimi. 
| 

Fie af inaltimile cari corespund respectiv la laturi- le a,b,c. Avem: 

  

  

$= da ___bB __ Cc" 

9 a a 
relatiuini din cari scotem: 

225, p225, c_2 a? 7 
Punend aceste valori in 

ii Vedea Php 0) Ve 
plp—a) (a-+b+c)(b+e= a) 

vom ve 

[25 35 25 [2535 57 (ee 
ale le zi, 

si impartind ambii termeni si fractiunei de sub radical cu 2sX2s, 

7 dit ia 
immultind erasi ambii membri cu afrXa By, 
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| A (Pr af—av) (Bar —af) 
s2 (erpartof)rtotai) 

Assemensa, gain si : 

(08 cor-—Br) (aor-F By —a6) 
te3= (Brcr-t-08)(8 + Br— ay) 

ip 0 ab-FarB)(Br Fota), 
2 V (rhorkot)(Brr-tar— ag) 

Cunoscund ast-fel anghiurile, relatiunile 
a?sinBsinQ aa 
Ss, 5= , 

2sinA 2 
  

dau: 

a?sinBsinC __ aa 
2sinA 2? 

  

din care: 

aSInĂ 

sinBsinC 

Assemânea;: 

p. BsinB 
STIRI 

sinAsinC 

sinC 

sin AsinB” 

Essemplu : Date : «—=15"*,324 ; p=9,413 ; 18,102, 
Necunoscute: A=30%49'32",42; B=1230217'57", 94.; 

C= 

- C=—2542'29",68; a=21",6996; b= 35,325 ; 
c=18",3693. A 

143. Se se resolve un trianghiu CUNOS celle trei 
mediane (numind mediana linia, care unesce un verf al 
trianghiului cu mediulocul laturei opuse.)
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Fie a,f,, medianele cari tree respectiv prin verfurile 
A,B, C, ale trianghiului. 

Unind estremitatile E si D alle medianelor Bsia, 
” linia ED este paralela cu AB, 

câci imparte laturile AC si BCin 
parti egale. Asia-dara, trianghiu- 
rile AFC, EGC sunt assemeni, si 
dau: 

  

AF AC 3: 
Trianghiurile FBH si EGH sunt erasi assemeni, si 

prin urmare 

EG EH 
AF BA: 6) 

Inse FB=AF; si prin urmare, comparand equatiu- 
nea (b) cu (a), avem: 

EH 1 

BH 2: 
Deci 

EH 1 
EH+BH 149 

seu | 
x EH 1 
= —— 

B 3 

Asia-dera punctul de intalnire al cellor trei mediane 
imparte pe fie-care dintr'ensele in doue parti, dintre 
cari partea despre base este jumetatea, cellei despre 
Verf, seu ă treia parte din mediana intrega. | 

Trianghiul BHC dă, dupe ua teorema din geometria : 
, BE" HC=2H52.428D2; 
inse 

i
 

a
 

a 
tei

i 
e 

po
et
i
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BD 2. HD-% Bu=2 H0-2 
2” 2) 3) Ş 

asia-dera.: 
2 

| pp Sopa +3 

Seu 

S8+ Bra: + 9a, 

de unde | 

| a= E Ver. 
Vom gasi assemenea.: 

VIEI, 

= TI 2 Vacerăe-7 2, 

Laturile fiind calculate, ajungem dera la un cas cu- 

noscut.* *130 

„ Essemplu. Date: a=0", 143; ; 3=0",115, 7=0",083. 
Necunoscute: a=05, 093758; b=0", 13573; 

c=0",16392, A=—34%53'3",12,;, B= 55153 19,62; 

C=8913 367 12, 

OPERATIUNI PE PAMENT. 

144. 'Trigonometria gasesce aplicatiuni variate si de 

cea, mai mare importantia in tofe operatiunile ce au de 

scop a determina, dimensiuile unei figuri ore-care prin 
“cunoseintia, câtor-va, din glementele selle. Ast: fel se in- 
tvebuintiedia calculul trigonometric la ridicarile de pla- 
nuri, la mesuratorile de distantie, de inaltimi, de an- 

ghiuri, etc. Tote aceste operatiuni se pot efectua si prin 

metode grafice; inse nesecurantia acestor metode, si
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chiar dificultatea intrebuintiari; lor fac ca tot-de-una se se prefere calculul. 
In aplicatiunile practice ale trigonometriei este ne- cessariu se se scie a mesura lungimi si anghiuri. Lungimile se mesura cu lantiul de agrimesura, seu cu nisce rigle de lungimi cunoscute. Acest lantiu seu aceste rigle se pun pe dreptă ce voim a mesura de câte ori incap, si numerand de câte ori am pus lantiul seu riglele pe acesta drepta, cunoscem lungimea, ei. Anghiurile se mesura, cu nisce instrumente cari por- ta diferite numiri: grafometrul, cercul repetitor seu teo. dolitul sunt celle mai usitate. Tote aceste aparate, re- duse la cea mai simpla espressiune a lor, se compun din un //7nb seu cerc gradat de metal, O, care porta, doue ălidade, adeca, doue rigle de metal, AB si CD, 

„A Cati tree prin centrul cercului. Una 
/ din aceste rigle, AB, este fixa, era 

cea-alta, CD, se pote inverti ingiu- 
mm TUl centrului O. Pentru a mesură 

un anghiu, se asiedia centrul cer- 
cului in verful O al anghiului EOF 

ce trebue se se mesure, se indreptedia alidada Îixa AB in directia uneia, din laturile anghiului, OE, si ali- dada mobile CD se invertesce ingiurul centrului pene se aduce in directia cellei de a doua lature a anghiu- lui, OF. Atunci arcul DB, cu care s'a miscăt acesta, a- lidada, mesura angbhiul. | In instrumentele moderne alidadele sunt inlocuite prin lunete, cari dau ua directie mai precisa, si pot ve- d6 objectele la ua mai mare departare de cât ochiul liber. In cell& mai multe din operatiunile de pe pament, deca terenul nu este cu totul orizontal, nu se mesura 
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liniile si anghiurile cum sunt in natura, ci projectiile 
lor pe un plan orizontal. Asia, in loc de a mesura drep- 
ta inclinata AB, se mesură projectia sea AC pe uă linia, 
orizontale. 

Acesta se chiama a reduce li- B 
niile si anghiurile la orizont. 

Sunt diferite metode pentru a 
se reduce liniile si anghiurile la, 

A € orizont. Teodolitul, între altele, 

dă dedreptul anghiurile reduse la orizont. 

TRIANGULATIUNE. 

145. Pentru a se esecuta cu precisiune un .plan al 

unei mosii, al unui orasiu s6u alt-ceva, trebuea se de- 

termina distantiele respective intre diferitele selle punc- 

te principali, redusâ la orizont. Aceste distantie nu se 

mesura tote direct, din causa că este forte anevoie a 

se mesura cu precisiune ua drepta pe pament ; ci pen- 

tru acesta se formedia ua multime de trianghiuri cari a- 

copere partea de loc considerata, si alle caror verfuri 

se afla in punctele principali alle locului. In aceste tri- 

anghiuri se mesura cu instrumentele tote anghiurile si 

numai ua lature, numita base; si apoi prin calcul se de- 

termina tote celle-alte laturi alle trianghiurilor. Acesta 

operatiune se numesce triangulatiune. 

| Eca un essemplu de trian- 
+ gulatiune. Cam in centrul lo- 

- oului considerat, se alege un 

punct O, din care se se pota 
_ved€ îote punctele principale 

alle locului. Se aleg apoi câte- 

va puncte insemnate, A,B,C,D, 
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E,F, ast-fel ca unind aceste puncte intre elle si cu O 
prin linii drepte, trianghiurile ABO, BOC, etc., cari 
vor resulta, se nu aiba nici un anghiu prea ascutit seu 
prea obtus, câci atunci erorile de temut sunt cu mult 
mai mari. Se mesura tote anghiurile din aceste trian- 
ghiuri, si se alege ua lature ore-care, spre essemplu AB, 
care se se pota mesura direct in conditiunile celle mai 
avantagiose. Acesta, lature va, fi basea triangulatiunei. 
„In trianghiul AOB, cunoscuridu-se AB si anghiurile 

ABO, BAO, mesurate direct, se vor pute calcula si la- 
turile AO si BO. 

Trianghiul BOC, in care se cunosc BO din trian- 
ghiul precedinte, si tote anghiurile din mesuraturi, ne 
va da lungimea laturilor BC si OC. 

Tot assemenea, mergund mai departe din trianghiu 
in trianghiu, vom determina, laturile CD, OD, DE, 
OE, EF, FO, FA, AO. 

Determinarea acesti din urma laturi ne pote servi ca 
verificare; câci deca valorea gasita acum va fi identica 
seu prea putin diferita de cea aflata la inceput din trian- 
ghiul ABO, acesta va fi ua proba că calculele au fost 
esacte. 

Trianghiurile formate ast-fel numai cu punctele prin- 
cipali se numesc trianghiuri de antaia marime. 

Pentru a determina in urma positiunea punctelor mai putina insemnate, G,H, 1, K, se lega aceste! puncte prin drepte cu punctele principale considerate mai ante, si se mesura tote anghiurile trianghiurilor FGE, OHD, BIC, FKO, ast-fel formate. Aceste trianghiuri, in cari se cunosce câte ua lature din trianghiurile de antaia
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marime, si tote anghiurile din mesuraturi, ne vor dăsi 
distantiele FG, GE, OH, HD, BI, 10, FK, KO, cari de- 

„termina positiunea punctelor G,H,I,K. 

CALCULUL DISTANTIELOR. 

146. Se se gasesca distantia de la un punct pene la un 
alt punct inaccessibile. 

Fia A punctul unde statione- 
dia observatorul si B punctul vi- 

lee sibile iuse inaccesibile ; „se cere 
e distantia AB. a 3 

Se mesura pe pament uatbase 
Se AC, care se treca prin punctul A; 

apoi cu un inst ument de mesurat anghiurile se ridica 
anghiurile A si C; atunci trianghiul ABC, in care se 
sunosce ua lature si doue anghiuri, ne va da, prin un 
calcul cunoscut“ distantia cautata AB. 

Essemplu. Date: A0=315%,74; A=1213 24,1; 
C=41%37'18",5. 

Necunoscuta : AB=268"2,904. 

    

   

147. Se se gasesca distantia d' între doue puncte, visi- 
bile nse inaccesibile, 

Fia A si B punctele inacces- 
sibile a caror distantia este 
ceruta. E | 

=> Se mesura ua base CD,si 
apoi anghiurile ACD si ADC; 
trianghiul ACD, in care se cu- 

C N, nosceualature si doueanghiuri, 

  

ne vă da prin calcul laturea 
“AC. Mesurâm apoi anghiurile BOD si BDC, si trian- 

*126



*122 
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ghiul BOD, in care se cunosce laturea DO, mesurata 
si celle două anghiuri adjacente, ne va da pe BC. Atunci 
trianghiul ABC, in care cunoscem pe AC si pe BC prin 
celle doue trianghiuri precedente, precum si anghiul 
ACB=ACD—BCD, ne va da laturea AB, care este di- 
stantia cautata. a 

Essemplu. Date : CD=1432=,16 ; ACD=17918'28"4; 
ADC=35%5112",3; BCD=46%25'56",8; 
BDC=64"36'5",9, 

Necunoscuta: AB=787",848. 

. „CALCULUL INALTIMILOR. . 

148. Se calculăm inaltimea umn turn al carui picior 
accessibile este pe un plan orizontal, 

Asiediâm un instrument 
de mesurat anghiurile in un 
punct C, la ore-care depar- 
tare de piciorul turnului, si 

. mesurâm anghiul BDE ce 
face radia visuale dusa la 

verful turnului eu linia, orizontale ED. Mesurâm apoi 
pe pament distantia AC. In trianghiul dreptanghiu BED 
se cunosce laturea ED=AC'si anghiul ascutit BDE ; vom. 
pute dera* se calculăm pe BE; adaogind la acesta ma. 
rime si pe EA=DC, care este inaltimea, / a, instrumen- 
tului, vom âve inaltimea AB a turnului, 

Essemplu. Date: AC=41",35.; BDE=39%15'49” „6; 
h=1",95. 

Necunoscuta: AB=35"05. 
149. Se calculâm inaltimea unui turn al carui picior 

accesibile nu este pe un plan orizontal. 
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Asiediăm un instrument de 
mesurat anghiurile in D, sia- 
poi insemnăm pe turn un punct 
E ast-fel că EB se fie egal cu 
DC. Mesurâm pe urma an- 

„“ghiul ADE, precum si anghiul 

  

ADZ, pe care 'lu face drepta AD cu verticala DZ; me- 
surăm in fine basea BC=ED. Trianghiul AED, in ca- 
re cunoscem laturea ED si anghiurile ADE si EAD= 
ADZ, ne va da pe AE*; adaogind la acesta quantitate 
pe EB=DC=4, inaltimea instrumentului, vom avâ inal- 
timeă AB a turnului, 

Essemplu. Date : B0=52%,36; ADE=360%24:11%,3 
ADZ=40%58'12,2; n=0=,982. “ 

Necunoscuta: AB- =48",485,. 
150. Se calculăm inaltimea unui turn al carui picior 

este inaccessibile, inse asiediat pe un plan orizontal. 
Asiediâm in O un instrument de mesurat anghiurile, 

si luăm anghiul ACE ce face radia visuale dusa la ver- 
ful turnului cu directia ori- 
zontale CE. Mutăm apoi in- 
strumentul in D, tot pe li- 

„Dia EC, si mesurâm anghiul     tr 
pe FG=CD. In trianghiul 

ACD se cunosce laturea CD si anghiuriie ADC si 
A0D=180%— ACE; prin urmare din acel trianghiu vom 
pute calcula pe AC*. Atunci trianghiul dreptanghiu 
ACE, în care se cunosce AC si ACE, ne vă da* pe AE, 
la care adaogind pe EB=/, inaltimea instrumentului, 
vom ave inaltimea cautata AB. 

*126 

*126 

*119
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Essemplu. Date: F=121, 15; ACE=44027 4 0; 
ADE=32%51'13%,5; h=1*51. 

Necunoscută,: AB- =—934,264, 
151. Se se calculedie inaltimea unui munte. 

- Alegem doue punete 
C si D ast-fel ca se pu- 
tem mesura cu inlesnire 

Si precisiune ua base 
E CD. Asiediăm apoi un 

5 instrument de mesurat 
anghiurile in D, si me- 
surâm anghiul AFE for- 

mat de radia visuale dusa la verful muntelui cu cea 
dusa la punctul E; mutăm pe urma instrumentul in C 
si mesuram anghiul AEF, facut de radiele visuale duse 
la verful muntelui si la punctul F. Trianghiu AEF, in 
care se cunosce EF=CD şi anghiurile alaturate ne va 

“126 da* pe AE. Atunci, deca mesurim si anghiul AEG fa- 
cut de radia, visuale dusa din E la verful muntelui cu 
orizontala EG, trianghiul dreptanghiul AEG, in care 
se cunosce hipotenusa AE din trianghiul precedent, si 
anghiul ascutit AEG, va da pe AG. Inaltimea totale a 
muntelui se va afla adaogind la AG pe GB=EC=/, inal 
timea instrumentului. ş 

Essemplu. Date: 0D=—2948»36; AFE=53013/ 26,3 
AEF=7215'20%,9; ABG=30037 14%, 5; h=1",18. 

Necunoscuta: AB- 142",564. 

QUESTIUNI DIVERSE 

  152. Se prelungim ua drepta pe pament pene dincolo 
de un obstacul care opresce vederea. 
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Fia drepta AB pe ca- 
52 re trebue se o prelun- 

'gim dincolo de obsta- 

   

  

N / culul O, care impedeca 

vederea. 
N / - Mesurăm ua portiu- 

* ne AB din drepta data; 
apoi alegund un punct C, din care se se veda si drep- 
ta AB, si obstaculul, si partea, locului unde trebue pre- 
lungita drepta, mesurăm anghiurile BAC si ABC; atunci - 
trianghiul ABC ne va da pe AC. Dupe acesta ducem ua 
drepta dupe voie CD in partea locului unde trebue pre- 
lungita drepta, si mesurăm anghiul ACD ; trianghiul 
ACD, in care se cunosce AC si anghiurile A si C, ne va da 
pe CD si anghiul ADC. Luand dera pe drepta indefinita 
CD ua lungime egale cu distantia calculata ast fel, si 
ducund prin D ua drepta DE câre se faca cu CD un 
anghiu egal cu cel gasit prin calcul, acesta drepta DE 
va fi chiar prelungirea, cautata a dreptei AB. 

Essempiu. Date: AB=87",34; BAC=50%13:25%,4; 
ABC=1017%38'94,3; ACD=61%29'32%,8. 

Necunoscute: ADC=68%17'1%,8 ; 0CD=182",284, 
153. Trei puncte de pe pameni A,B,C, sunt insemna- 

te pe ua charta; se gasim pe acestă charta -s- positiunea 
- punctului P care este ast fel situat, că distantia AB pri- 

vita din P, se vede sub anghiul a, si distantia BC sub an- 
ghiul B. 

Este evident că punctul P, 
din care drepta AB se vede 

> sub anghiul «, se afla pe seg- 
Sif" mentul deseris pe AB si ca- 
E pabil de anghiul a; de alta 

  

   IL ERR 

Se
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parte P trebue se se afle si pe segmentul deseris pe BO si capabil de anghiul f. Asia-dera, punctul P se va afla la intersectia acestor doue segmente. 
Se cere inse a determina, prin calcul positia punctu- 

lui P. 
Punem AB=a, BO=6, BAP=x, BOCP=y, ABO=s, 

Trianghiul ABP dă: 

  

  

  

  

BP AB 
sinx sina * 

seu | 

pp-dsinx 

sina 
Trianghiul BOP dă, assemenea;: 

Bp=bsiny, 
sing 

asia-dera 

asinx_bsiny (a) | 
Sina sing! 

de unde 

sinx_bsina 

siny. “asing” si dupe proprietatile proporțiilor, 

sinx—siny _bsina—asing 
sinx + siny  Bsina- asinf! 

*48  ÎInse* 
| 

E tg: SInX — sin 2 | 
sinx+ siny E X+y 

s—5 

    

asia-dera;: - 
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X—y . t 
e 2 —bsina—asinf 
xy gt X+Y  bsina + asinţ! 
a 

seu 

X—Yy __ bsina—asinţ ip XII 
2 O bsinatasinp & 3? 
  te 

Pentru a face calculabile prin logaritmi acesta equa- 
tiune, impartim ambii termeni ai fractiunei cu Bsina si 
avem: 

  

  

  

  

__ Asinf 

— bsi + 

ea 1-8 
Psina 

Punend 

sing 

bsina— (EP 

si observand că 1=tg459, relatiunea acesta devine: 

X—y tg450 —tee, x+y t —— 83 O Ivtgtăhize € 2 
  

seu - 

te Totgus—g 7) 
Pe de alta parte suma anghiurilor din patrulaterul 

ABCP fiind de 360%, avem: 

after y-ko=3609, 
de unde
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” EI 1800—etfhe, (2) 
Equatiunile (1) si (2) ne vor da pe x si y, cari de- 

termina positia punctului P pe charta. 
Cunoscund pe si y, vom put€ determina si pe BP 

prin ver-una din relatiunile 

BP= asinx seu BP= bsiny . 3 , 

  

  

na sing 
Essemplu. Date: a>=53843'27%,4; p=49018'53% 3; 

w=112"34'32",3; d=2456",13; b=1984m 25. 
Necunoscute: x—698/27,78 ; y=82%14%39%,23 ; 

BP=2846"*,918. 
Observare. In cas cand 

a-th+u=1809, 
avem din (2): 

II 90%, su: ti 7 cc, 

De alta parte, fiind-câ anghiurile opuse «+$ si « din patrulaterul ABCP sunt suplementare, patrulaterul este 
inscriptibile; prin urmare si anghiurile x si y vor î 
"suplementare, si vom av6: 

sin -=siny ; 
- atunci relatiunea, (a) devine: 

| a b 
_ E — 

sina  sin$ 
seu 

asin p=bsine, 
si prin urmare | 

tgP=l, si p=45, 
Formiila (1) se face in casul acesta :  
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  te teo tp00=0X ep 
In cas dera cand celle patru puncte A,B,C,P, sunt pe 

ua aceasi circumferentia, problema este nedeterminata. 
154. Se se reduca ua dreptă la orizont: 

Fiind data drepta AB si incli- 
narea sea 0 pe orizont, se cere 
drepta AC redusa la orizont. 

Trianghiul dreptanghiu ABC 
n |_— dă imediat: 

AC=AB cos. 
Asia-dera ua drepta redusa la orizont este egale cu 

drepta din natura immultita cu cosinusul inclinarii ei pe 
- Orizont. 

Essemplu. Date: AB=193",37;0=8%13'25“,5. 
Necunoscuta: AC=191%,381. 

    

12 -



    

CARTEA III 
S 

TRIGONOMETRIA SFERICA. 

CAPITULUL 1. 

Proprietatile trianghiurilor sferice. 

195. Zrigonomelria sferica axe drept object resolu- 
tiunea trianghiurilor sferice. 

Laturile trianghiurilor sferice fiind nisce arcuri de 
cercuri mari alle sferei, se socotesc in grade, minute si 
secunde, ca si anghiurile ; inse deca, voim se aftâm lun- 
gimea linearia a unei laturi cunoscund numerul de gra- 
de, minute si secunde ce contine ea, vom pute face les: 
ne acesta determinare prin relatiunea cunoscuta din 
geometria: 

2-R 
360 

in care x insemnedia lungimea linearia a laturei, era x 
numerul gradelor coprinse intr'ensa,. 

In trigonometria sferica nu vom considera de cât 
trianghiurile sferice alle caror laturi sunt mai mici de 

x= 0,  
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cât 180; asia câ, deca unim verfurile A,B,C, alle trian- . 
ghiului cu centrul O al sferei, formâm un anghiu triedru, 

alle carui fetie AOB, BOC, COA, se 
mesura respectiv chiar cu laturile 
AB,BC,CA alle trianghiului sferic, si 

ulle carui anghiuri diedre pe aretele — 
OA,OB,OC sunt egale respectiv cu 
anghiurile A,B,C alle trianghiului. 

Radia, sferei in trigonometria sferica se considera tot- 

de-una egale cu unitatea. | 

Anghiurile trianghiurilor sferice se notedia tot cu li- 
terele A,B,C, si laturile opuse cu a,b,c. Deca un anghiu 

este drept, i se pune litera A; assemenea deca ua lă- 
ture este de 90, se notedia cu litera a. 

156. Reamintim aci principalele proprietati alle trian- 

ghiurilor sferice de cari vom ave trebuintia mai in 
urma: 
19, Suma anghiurilor, A,B,C, dintr'un trianghiu sfe- 

„ric este mai mare de cât doue anghiuri drepte si mai 

mica de cât siesse, Urmedia de aci că in un trianghiu 
sferic pntem ave nu numai un anghiu drept seu obtus, 
ci si doue ; chiar si trei. 

2%. Suma laturilor, a,b,c, este mai mica de cât ua cir- 

cumferentia. 

30. Deca din fie-care verf al unui trianghiu sferic 
4 ABC, cu ua radia de 90, descriein 

câte un arc pe sfera, aceste arcuri 

A formedia un nou trianghiu sferic 

A'B'C", care se numesce polar al celui 
o W'antaiu, si 4) fie-care lature a trian- 

a ghiului ABC este suplementaria cu      



* 
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anghiul opus din trianghiul polar ; ast fel: a+-A'=180, 
b+ B:=180%,c-+0'=1809; D) fie-care anghiu al trianghiu- 
lui considerat ABC este egal cu ua semicircumferen- 
tianinus laturea opusa din trianghiul polar; ast fel: 
A+a'=180, B+b'=180%0+c'=1800, 

4%. Doue triănghiuri sferice ce se afla pe aceasi sfe- 
ra seu pe sfere egale, sunt egale: 4) cand au un anghiu 
egal coprins intre doue laturi egale; 2) cand au ua la- 
lature egale coprinsa intre doue anghiuri egale ; c) cand 
au câte-trelle laturile egale; d) cand au câte trelle an- 
ghiurile egale. 

Din acesta proprietate resulta că, un trianghiu sferic 
se pote tot-de-una resolve cand ni se dau trei ore cari 
din elementele lui, fora a fi necessitate ca, printre ace- 
ste elemente se se afle si cel putin ua lature, cum am 
vediut la trianghiurile rectilinii.* 

Problema generale a, trigonometriei sferice este dera, 
cea urmatore : dandu-se trei ore-cari din elementele unui 
trianghiu sferic, se se determine un al patrulea element. 
Acesta problema se va resolve afland relatiuni intre pa 
tru ore-cari din elementele unui trianghiu sferic. Deca 
vom presupune apoi că unul din aceste elemente este | 
necunoscut, celle-alte trei fiind cunoscute, vom pute 

afla elementul necunoscut resolvend equatiunea, 
Celle sitsse elemente alle unui trianghiu sferic, com- 

binate patru câte patru, dau celle 15 grupe urmafore: 
Aare, Babe, Cabe; 
ABab, ACac, BCbc; E 
ABac, ABbc, ACab, ACBe, BCav, BO 
ABCa, ABCS, ABC. s 

  

- 
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Prin urmare relatiunile ce vom gasi intre patru ele- 
mente alle unui trianghiu sferic vor fi de patru feluri: 

1%. Intre celle trei lafuri si un anghiu; 
2%, Intre doue laturi si anghiurile opuse la fie-care; 
3. Intre doue laturi, un anghiu coprins intre elle si 

unul opus la una din elle. 

4%, Intre celle trei anghiuri si ua, lature. 

RELATIUNI INTRE CELLE TREI LATURI SI UN ANGHIU. 

151. Fie ABC un trianghiu sferic, in care presupu- 
nem că laturile AC=b si AB=c 
sunt fie care mai mici de 90%, 

= Ducem AE tangenta la arcul 
7 AC, si AD tangenta la AB, si 

prelungim aceste tangente pene 
intalnesc radiele OC si OBin E 

si D; unim apoi D cu E. Dupe definitiunea liniilor tri- 
gonometrice, si fiind-că radia sferei OA este egale cu 
l, avem: . 

 AD=tgc, OD =secc, AE=tgb, OE=secb ; 
pe lunga acestea, anghiul DOE fiind mesurat cu arcul 
BC, avem: DOE=a; si anghiul diedru CAOB, avend 
drept mesura anghiul plan DAE, 

DAE=A. 
Trianghiul rectiliniu DAE dâ* : 102 

DE2—AD2+ AR2—2AD XAEcosDAE, 

  
seu | 

DE 2=tg?c-+Htg?b—2igctgbeosă. ” 
Trianghiul DOE dă assemenea;: 

DE2=D02+ 082 — 2DOXOEcosDOE, 
seu -
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D= sec?c-+ sec2)—2seccsecbeosa. 
Egaland acesta, valore cu cea precedinte, 

gb tg?c—2tgbtgccosA=—sec2b | sec?e— 2secbsecceosa, 
de unde: 

2secbseeccosa=(sec?b — tg*0)+ (secte tere) 
+2tgbtgeccosă, 

+3181 fiind-ca* 

sec'b—tg'b=1, sec?c—tg?c=], 
avem: 

secbsecceosa=1-+ tgbtgceosA, 
seu 

cosa sinbsinc cosA, 
cosbeosc cosbcosc. 

si immultind tota equatiunea cu cosbcosc,. 
cosa= cosbeosc--sinbsinecos. (a) 

158. Formula acesta este generale, adeca esiste chiar 
in casurile cand b si c nu sunt mai mici de 90%, precum 
am presupus in cursul demonstratiunei. 
Se presupunem mai antaiu că AB=c este mai mare 

de 90%, pe cand AC=b este tot mai 
mie de 90%. Prelungim arcele AB si 

| „CB pene la intalnirea lor in B'. In 
? trianghiul sferic nou format, ABC, 

laturea, AGzo0e din date; apoi AB'90%, câci deca 
AB>90”, diferentia sea pene la BAB'=180 este evi- 
dent că va fi mai mica de cât 90; acest trianghiu im- 
plinind dera, conditiunea pusa la inceputul demonstra- 
tiunei precedente ca se aiba, laturile AO si AB' mai mici 
de 90%, vom avâ relatiunea: 

cosOB'= cosAB'cosAC-+sinAB' sin A OcosB “AC, 
si fiind. că 
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CB'=180%—a, AB'=180%—c, , A0=b, B'AC=180—A, 

avem: 

—cosg =—cosceosb—sincsinbeosăĂ, 
si scamband semnele, 

cosa=cosbcosc+-sinbsinceosăĂ, 

care este chiar relatia (a); inse acum c>90%. 

Fie inca b>90" și c>90%. Prelungim laturile AB si AC 

pene la intalnirea, lor în A“, si atunci 
trianghiul BA'C, in care BA'<C90 

„si CA'<90%, dă: i 
cosBO=cosBA'cosCA” 

Î-sinBA'sinCA'cosBA'C, 

  

si fiind-că, 
BC=a, BA'=180%—c, CA'=180—b, BA'C=A, 

punend aceste valori în equatiune, vom avă erasi: 

cosa=cosbeosc-+sinbsinceosĂ, 
relatiune identica cu (a), inse in care b>90 si c>90". 

In fine, fiind-că acesta formula subsiste ori-cât de 

mult s'ar apropia b sic de 90, putem admite că ea: 

subsiste si la limita, adeca cand b si c sunt egali cu 
90%, Formula dera, este genărale. 

Operand in B si C în acellasiu mod cum am facut in 
A, vom gasi alte doue formule ; avem deră sistema ur- 

matore de trei formule : 

cosa=cosbeosc+ sinbsinccosă, 
cosb=cosacosc+sinasinccosB,|. (1). 

cosc = cosacosb+ sinasinbcosC, 
cari sunt formulele fundamentale alle trigonometriei 

sferice, câci din elle se deduc tote relatiunile ce vom. 

gasi mai in urma,
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RELATIUNI INTRE DOUE LATURI SI ANGHIURILE 
OPUSE. 

159. Scotiend valorea, lui cosA din prima din equă- 
tiunile (1), avem: - 

Cosa— cosbcosc 
sinbsinc 

cosâÂ= 

  

si ridicand la patrat, 
Ă cos"4+ cos?bcosc— 2cosacosbeosc COS A=—— o o COS ( —A4COSACOsDCOsC, 

  

  

    

sin:sin?c ) 
inse 

“sin? A=1— cos? =] COSa+- cos'bcos'c—2co sacosbcosc 
sin*bsin?c 

__sin'bsin:c—cos?a— cos"bcos*c+-2cosacosbeosc 
E sin"bsin?c 

__ (l—cos*b) (1—cos?c)—eos?a—cos2boos?2e +2cosacosbcosc 
N “ sin?bsin?c 

__ |—cos*a — cos*P—cos?c-+-2cosacosbeosc 
E sin?bsin?c ! 

si impartind ambii membri cu sin'a, 
Bin"A 1 — cos?4—co0s2b— cos 2cosacosbcosc 
sina sin“asin?bsin?c 
Operand assemenea asupra cellei de a doua si a treia 

sin"B , sin?0 . ——ap Sl ——p aceasi va- 
sin'b  sin?c 

  

equatiuni (1), am gasi pentru 

Sin-A., prin urmare 
sin?a ! 

sin? A  sin?B  sin:C 
sina sin  sin?c” 

si estragund radecina, patrata, 
sin A  sinB  sinC 

LI Lt 
sina sinb sinc 

lore ca si pentru   
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inse fiind-că si anghiurile si laturile trianghiului sunt: 
mai mici de 180%, sinusurile lor sunt positive, si prin 
urmare nu vom lua in equatiunea precedinte de cât 
semnul+ pentru fie-care termen ; avem dera sirul de ra- 
porturi egali: Ş 
1 sin _ sinB __ sin 4 
Tre Pun pi   SP 02 

sina sinb Sine pf 

cari esprime că în ori-ce trianghiu sferic sinusurile an- 
ghiurilor sunt proportionale cu sinusurile laturilor opuse, 

£ 

    

RELATIUNI !NTRE DOUE LATURI, ANGHIUL COPRINS 
INTRE ELLE SI ANGH!UL OPUS LA UNA DIN ELLE. 

160. Se se gasesca, spre essemplu, relatiunea ce e- 
siste intre elementele a,b,A,C. 'Trebue se eliminăm pe c 

si pe B intre celle trei equatiuni (1). 

În prima din equatiunile (1) inlocuim pe cosc prin 

valorea sea data de a treia; acea equatiune devine atunci: 

cosa==cosb(cosacosb +sinasinbcosC)-+sinbsinceosA. 

De alta parte formulele (2) dau: 

sinC 
SinA 

Punend acesta valore in equatiunea din urma, des- 
facund parentesele si punend pe sina sinb factor comun 
la termenii unde se afla, avem: 

SR ._n COSĂ cosg=cosacos?b + sinasinb( costeos0-+ sinC A ) | : ? 
SIN 

sinc=sina   

  

trecund pe cos cos? in membrul antaiu, 
cosa(1—cos*b)=cosasin*b=sinzsinb(eosbeosC-+ sin cotA), 
si divisand prin sinasinb, 

„ cotasinb=cosbeosC'+ sinCeotA. 
În acellasiu mod vom gassi inca alte cinci formule 

*156
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analoge, asia că sistemul complet se compune din cel- 
le siesse formule urmatorie : | 

cotasinb=cosbeosC-+sinC cotA, 
cotasinc=cosccosB+-sinB cotA, 
cotbsinc=cosccosA + sin A cotB, (3) 

—  cotbsind=cosa cosC-+-sinC cotB, 
cotcsina=cosa cosB4-sinB cotC, 
cotcsinb=cosbcosA + sinAcotC. 

„Eca un mediu-loc facile de a tine minte aceste for- 
mule: voind, spre essemplu, a gasi relatiunea intre ele- 
mentele a,b,B,C, le vom serie in ordinea urmatorie: 

! baaCCB, 
adeca: antaiu laturea la care se opune unul din an- 
ghiurile date; pe urma cea-alta, lature; al treilea an- 
ghiul coprins intre laturi, si în fine anghiul opus la pri- 
ma, lature ; elementele de la mediu loc se scriu de câte 
doue ori. Inaintea elementelor estreme se scriu initia 
lele cor; inaintea cellor doue cari vin lunga margini cu- 
ventul siz, si inaintea cellor doue din mediu-loe cos, 
Intre al doilea si al treilea element se pune semnul, 
intre al patrulea si al cincilea+. . 

RELATIUNI INTRE UA LATURE SI CELLE TREI ANGHIURI 

161. Considerâm trianghiul ABC“, polar al trian- 
*156 AP __ ghiului dat ABC; avem*: 

a'=180%—A, b=180'—B, 
c=150%-C, 

BP  OOA'=180%—a, B'=180%—p, 
C0'==180%—e, 

   
»  Inse in A'B'C' avem, dupe equa- 

C tiunile (1): Ş 
cosa'=cosb cosc'-+sinb'sinc'cosA';] 

-
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inlocuind pe a',b'c',A', cu valorile lor, 

—cosA=cosBcosC—sinBsinCeosa, 

si scamband semnele, 

cos =—cosBeosC-+sinBsin Ceosa. 

In acellasiu mod vom gasi inca doue relatiuni ana- 
loge cu acesta, asia că sistemul complet se compune 

din celle trei equatiuni urmatore : 
cosâ=— cosBcosC-+ sinBsin Ccosa, 

cosB= — cosAcosC+sinAsinCcosb, (4) 

cosC=—cosAcosB-+sin AsinBeosc, 

FORMULE RELATIVE LA TRIANGHIURILE DREPTANGHIE. 

162. Deca anghiul A este drept, avem: cosâ=0, 
sinA=1, cotA=0. Punend acesta, valore in prima din 
equatiunile (1), ea devine: 

cosa = cosbeosc, (5) 

care .esprime că în un trianghiu sferic dreptanghiu co- 
sinusul hipotenusei este egal cu produsul cosinuselor cel- 
lor alte doue laturi. 

163. Equatiunile (2) dau: 

sinasinB . __sinasinC 
sind= sin EA 

si pentru A=90P, 

sinb = sinasinB, sinc==sinasinC'; (6) 
adeca sinusul unei laturi a anghiului drept este egăl cu 
sinusul hipotenusei immultit cu sinusul anghiului opus. 

164. Introducund. hipotesea A= 90" in equatiunile 
(3), obtinem: 

cotasinb =cosboosC, 

cotasinc=cosccosB,
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cotbsinc=cotB, 
cotcsinb = cotC, 

si impartind pe fie care din aceste equatiuni respectiv 
prin cosbcota, cosceota, cotbeotB, cotceotC, dobandim 
sistema : 

: tgb=tgacosC, 
tgc=tgacosB, 

„ tgb=sinctgB, 
tgc=sinbtgC. 

Celle doue d'antâiu esprim că tangenta unei laturi a 
anghiului drept este egale cu produsul tangentei hipote- 
nusei prin cosinusul anghiulm oblic alaturat; era, celle 
doue din urma, că tangenta unei laturi a ânghiului drept 
esle egale cu sinusul celei-alte din aceste laturi îmmultit 
cu tangenta anghiului opus. 

165. Equatiunile (4), pentru A=90%, dau: 
cosBcosC=sinBsin Ceosa, 

cosB=sinCeosb, 

cosC=sinBeosc, 
ai deca pe prima din acestea o dividem cu sinBsinC, 

cosa=cotBeotC, 
cosB=sinCcosp, (8) 
cosC = sinBeosc. 

Cea d'antaiu din aceste formule arsta că cosinusul 
hipotenusei este egal cu produsul cotangentelor cellor 
doue anghiuri oblice; era celle-alte doue, că cosinusul 
unui anghiu oblic este egal cu cosinusul lalurei opuse 
immultit cu 'sinusul cellui-alț anghiu oblic. 

166. Dâm aci ua metoda mnemonica forte simpla pen- 
tru a se pute tine minte tote aceste formule. Pe laturile 

(0
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anghiului drept seriem-—b in loc de 

2-6] Z 
A b, si-——c in loc dec. Atunci, deea 

Za 2 | considerâm trei elemente si deca ace- 
sle elemente sunt consecutive, cosinusul celui din mediu- 
loc este egal ru produl cotangentelor celor de la mar- 
gini; era deca celle trei elemente considerate nu sunt tote 
consecutive, cosinusul elementului separat este egal cu 
produsul sinuselor cellor-al'e doue consecutive. 

In aceste diverse consideratiuni anghiul A se soco- 
tesce ca cum nici n'ar esiste. 

Spre essemplu, se se afle relatiunea ce esiste intre hi- 
potenusa d si laturile b si c. Aceste trei elemente ve- 
dem că nu sunt tote consecutive, câci a este separat 
de b prin anghiul C, si de c prin anghiul B. Laturile b 
si C, din contra, sunt consecutive, câci anghiul A care 
se afla intre elle MA computa. Asia dera, dupe regula, 
vom ave: 

fa Nu 7 
a=sin! ——b sin ———ec |=cosbcosc COsa= sir 3 ) u( 3 ) , 

care este tocmai equatiunea, (5). 

Se se afle inca relatiunea ce esiste intre a,c,B. Ace- 
ste trei elemente sunt consecutive; prin urmare, dupe 
regula, ” 

cosB=cotacoi(-2-—e Feotatec, 

si impartind cu cota, 

tgc=tgacosB, 
care este a doua din equatiunile (7). | 

Celle alte opt relatiuni se gasese tot in acelasiu mod.
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167. Formulele (5),(6),(7),(8) pot se se puna, sub alte 
forme mai comode pentru calcul, si tot-de-o data mai 
precise, câci tote vor da anghiurile si laturile prin tan- 
gentele lor; de acea elle au preferentia, in resolutiunea 
trianghiurilor dreptanghie. 

Formula (5) dă: 

cosb= 0952, 
cosc 

"44  Punend acesta valore in formula cunoscuta* 

s b l—cosb to “= 

53 V l+cosb ”- 

  

avem: 

cosa Î— 
  

COsC _ / cosc—cosa 
cosa 14+ cosc+ cosa 
cosc 

ate 
2sin—— sin 

a
?
 

da 
19

| 
3
 

Il 

  

a—c 

  

ll 

9 

are a—c 
cos 5 

E] - ” 

tp- Ve ae te a e 

Deca din (5) am fi scos valorea, lui cosc si am fi pus-o 
in formula: 

tge-4/ 1—cosc | 

2 L+ cosc 
am fi gasit assemenca.: 

ec a+b , a—b 

e Vest e - 

2cos     

seu 
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Aceste doue formule esprim tangenta unei laturi a, 
anghiului drept in functiune de fangenta semisumei si 
semidiferentiei hipotenusei si a, cellei-alte laturi. 

168. Prima din formulele (6) dă;: 
sinb 

sinB * 
care pusa in formula“ +53 

[us a A jaztsina 
tg 45 ta == Vina 

sing=   

  

- dă: sinb | 
1+ ——— a [ a inB sinB--sină tg 4503 =. SIDD _ ysinb-sin 

S +3) w sinb =. sinB —sinb 
  

sinB 

B+b B=—d ] 
= 2sin 3 cos ICR 

B—b B+b? 

gi 
2sin co 

- 9 

  
  

  
  

ori | 

B+b 
Ig—>— 

Assemenea si 

  

  

45044 |_— t( +5 + 
  

169. Deca din prima equatiune (6) am fi scos . 2 

sinb e 
sinB=— 

sina 
  

2 | N
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si am fi pus in 

_ B 1+sinB te( ador BĂ_ Vs 
SL >+ 2 ) = 1—sinB' 

am fi gasit, dupe ua seria de transformari identice cu 
cele de sus: 

gat 
o 45 a 2 . 
tg a-—b 

Assemenea, si 

-/ 1 
0. C a 2 

te(45 t Ta ac 
or. 

110. Prima din formulele (7) dă: 

tab 
tga ! 

  

  

  

  

  

  

cosC= 

care pusa in equatia, 

te? CA |10050 l—cosG 

1-+eosC'! 

Pie 
te C_ - tga_A / tga—tgb 

2 gb tgattgb 

  

tga 

/sina __sinb 
_AN / cosz cos sinacosb — sinbcosa 
V sing  sinb sinacosb+sinbcosa 

cosa  cosb
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_ Vine 
V sin(a+b) 

“Putem dera in locul primelor doue formule (7) se 
substituim pe celle urmatore: 

te C_ VE 
2 sin(a+b). 

: sin(a—c) tg —— 
ea sin(a+c) 

171. A treia si a sata din formulele (7) dau: 

  

  

sinc=-—9— i sin BE, 

cari puse in formulele 

te( 45042. a zise, 

1 Zinc 

(str a JI 
dau, dupe nisce transformari analoge cu celle de Ia for. 
mulele imediat pa 

45 +a ay jet sin(B+2) 

sin(B— d) 

n, b sin(C+c) 

“E z: Ex) —c) 

a l—cosa tg —= V 

2 l+cosa 
„punem în loc de cosa valorea data de prima din equa- 
fiunile (8), avem: 

VA cotBcotO sin Bsin O —cosBeos 
2 l+eosBeotC V sinBsin0+ cosBeosC 

| 13 

  

  

  

172. Deca in 
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= /—ecos(B+ C) 
cos(B—C) ” 

265. fiind-câ* | . 
_ —cos(B+O)=cos(180%— B —C), 

tg d  Ses3v- B—0 
cos(B — CQ) 

173. In fine celle doue din urma equatiuni (8) dau: 
cosb= 0958. coge— 005C 

sinC” sinB 
seu | 

cosb=___ COsB cosQ 
cos(90%— G) € os cos(90%—B) 

Aceste valori puse in 

  

  

  

  

  

  

  

  

tob— 1—cosb 

”3 1-+ cosb 
dau: 

1— “cosB 

te 2. ___ (cos90”—€ 390'—C) „= cos(90—C)-—cosB 
2 13 ___cosB cos(90%— 0) + cosB 

cos(90 26) —C) 

2sin(a5t4 B— “) sin —450+ B : o) 

2cos 4544 = joosf—450+ B+C) | 
2 ) seu : 

teo -V+ i iile 50 B =) 
Asemenea: 
      

tg,=       

  

174, Deca din celle doue din urma equatiuni (8) am fi scos Ă
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  cos(900 —B)=€95C si: cos(90%—-C)= cosB > ? 
cosc cosb 

si le-am fi substituit in* 

tts! pa yze=B 

2 1+cos(90%--B) 

| (1309) 1 so090=0) 
1-+ cos(90%—0) 

am fi avut, dupe diferite transformari, analoge cu alte- 
le pre cari le-am mai vediut; deja: 

n_B tg 0feig! C-—e —c t 0) 

it 9)-/ tg DiD tg Bd | 2 
si facund inversa, | 

 O-ke C=c i 45 cot 450 Dte(so0+-2 E) :V cal o 3 

(aro o. o o BD o B—b cot 451—2 te 150 V cot Peot Pb, 

FORMULE RELATIVE LA TRIANGHIURILE 
- RECTILATERALI. 

  

  

  

  

      

175. Un trianghiu sferic se numesce rertilateral cand 
una din laturile selle, a, este de 90%. 

Formulele relative -la trianghiurile rectilaterali le 
vom deduce, ca si pe celle pentru triahghiurile drept- 
anghie, din formulele generali (1), (2), 3), (4), facund 
a=90 ; atunci : cosa=0, sina=1, cota=0, si acelle 
equatiuni devin: 

„ cosA=—cosBeosC, (1)
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in simAsinl] (2) 
" sinC=sinAsinc, 

tgB=—tgAcosc, 
tgC=—tgAcosb, (3) 
tgB=sinCtgb, 
tg0=sinBtge, 

cosb=cosBsinc, 
cosc=cosCsinb. 

176. Ecaua metoda mnemoniea comoda pentru a tine 
go-e * minte aceste formule. Seriem pe fi- 

“ gura 90"— C in loc de C, 90:—B in 
„_locdeB, si 180—A in loc de A. 

38 Atunci, voind a stabili ua, relatiune 
între trei elemente consecutive alle trianghiului (laturea, 
d nu se socotesce), vom av6 cosinusul elementului de la 
mediuloc egal cu produsul cotangenielor elementelor de 
la margini; era deca celle trei element e nu sunt consecu- 
tive, cosinusul elementului separat va fi egal cu produsul 
sinuselor cellor-alte doue. | 

Fie, spre essemplu, a se gasi ua relatiune intre ele- 
mentele C,,c. Aceste elemente, nefiind consecutive, 
câci c este separat de celle-alte doue prin anghiul A, 
avem : 

" cosA= — cotbeote, 

| w 

6 a 

64 

cosc=sin(90"— O)sinb= sinbcosC, 
care este a treia din (4). 

Se se gasesca ua relatiune intre A,B,C. Aceste ele- 
mente nu sunt consecutive; deci 

cos(180—A)=sin(90—B)sin(90"— C), 
seu
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— cosA=cosBeosC, 

care este equatia (1). | 

Se gasim, in fine, ua relatiune intre B,C,b, cari sunt 
consecutive ; avem, dupe regula data: 

cos(90%—c)=cot(90%—B)eotb, 
seu - 

sinC=tgBeotb, 
ori 

tgB=sinCtgb, 
a treia din formulele (3). 

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU 
ANGHIURILE IN FUNCTIUNE DE LATURI. 

177. Din celle patru sisteme de formule ce am gasit 
“la 158,1 » 160, 161, numai formulele (2)* sunt calcu- +159 

labile prin logaritmi; trebue se transformâm si pe cel- 
le-alte ast-fel ca se se pota si elle calcula prin logaritmi. 

Formulele (1)* pot se ne dee anghiurile in functiune 5 
de laturi; asia cea (V'antaiu din elle dă: 

cosa— cosbeosc, 
sinbsinc ? 

inse acesta espressiune nu este calculabile prin loga- 
ritmni. | 

Vom pune acesta. valore in equatiunile 
A l—cosA A_A [l-+eosA 
sing Va cos set, 

si. vom avea: 

cos = 

  

, | __605a— cosbcosc 

sin 9 = sinbsine 

2 

V sinbsinc+ cosbeosc—cosa 

2sinbsinc 
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sip 2 tb=—e sin a—b+e 
V cos(b—c)—cosa 2 2 

2sinbsinc sinbsinc 
  

  

) 

si | 
PI 

_COsa— , 1 -p Cosa—cosbcosc A Z 3 ÎN ani cos = sinbsinc 
pe —— 

    

  

  

Aces —cosbcose insine 

2sinbsine 

  

sina b e; re bea 
Veosmcestto €) - 2 

- 2sinbsinc _ De ” 
Punem 

| atb+c=2p; 
scadiend successiv din ambii membri ai acestei equa.- 
tiuni 2a,2b,2c, si divisand cu 2, avem inca: 

re e op-aate= d 2-0, aa c _p—c, 

Substituind aceste valori in equatiunile la cari am 
ajuns mai sus, avem: 

sin A poe Pie sin(p—b) jsin(p—c) 

sinisinc 

  

2 

cas [Sep sinpsin(p a) a). 

sinbsinc 
Operand in acellasiu mod asupra cellei de: a doua si 

a treia, equatiuni (1)%, vom obtine alte doue parechide 
formule ; in totul dera, avem celle done sisteme ur ma- 
torie,
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sing sin(p— b)sin(p—c) 
sinbsinc , | 

sn y/ sin(p—a)sin(p—-c) d (1) 
2 sinasinc 

sin Ene asime=b), 
sinasinb 

  
cos —4/ Supe n(p—9) sinps: nps'n(p—a) | 

  

sinbsinc 

cosB = 1 siopsint sinpsin(p—b) pb) (2) 
2. sinasinc 

coa 0 y/ siopsinl sinpsin(p—0) 
2 sinasinb 

Divisend respectiv equatiunile (1) prin (2) si facund 

reducerile, obtinem ua noua seria de formule: 

A sin(p—b)sin(p — c) 
t > i 
s -y< sinpsin(p—4) 

pB sin(p—a)sin(p — d (3 

; pp ine d sinpsin(p— —b) > G) 

i o „A sinea ajsin(p—b) 
53 . 

| sibpsin(p—c) 
  

Aceste trei sisteme de equatiuni ne dau sinusul, co: 

sinusul si tangenta semianghiurilor triănghiului in fanc- 
tiune de laturi. 

La tote radicalele trebue se se ia semnui +, câci ju- 

metatile anghiurilor A,B,C sunt mai mici de 90%, si 
prin urmare liniile lor trigonometrice sunt positive. 

Ca mediu practic de a memora aceste formule, vom 

observa că factorii de sub radicale sunt identică cu cei



200 - "CURS DE TRIGONOMETRIA 

de sub radicalele din formulele (4),(5),(6), de la $ 106, 
cu singura diferentia că li s'a pus inainte la fie-care 
cuventul si. | 

PORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU 
LATURILE IN FUNCTIUNE DE ANGHIURI. 

178. Punem 

A+B+0—1800=,, 
Quantitatea + egale cu diferentia intre suma anghiu: 

rilor trianghiului si 180% se numesee esces sferic si are 
mare importantia in trigonometria, sferica. 

„*I56 Considerăm trianghiul polar A'B'C' al trianghiului 
dat ABC. Anghiurile acelui trianghiu polar vor fi*: 

A'=—180%—a,-B'=1800%— p, C'=180%—c, 
era laturile lui, | 

- a'=1800—A, b'=180.—B, c'=180%—0; 
facund suma acestor trei din urma egalitati si insem- 
nand cu 2p' perimetrul a'+ă'+c' al trianghiului polar 
A'B'C', vom av6: 

a+tb'+e'=2p'=360—(A+B+0— 180%); 
impartind cu 2 si observand câ A+B+0—1800=,, 

p 180; 

prin urmare | 

—a'=1809— 2 —(180%—A )=A — =, p—a > ) 3 

—b'=180— —(180%—B)=p — pe ZU B)=B—-- 

p'—c =180— (180 0)=0— 3.
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Aplicand trianghiului polar formulele (1),(2), avem: 

A -V sin(p' — b')sin(p'—c") 
sin > 

2 sinb'sinc' 
  

sa —inpsinp—a sin(p'— 

sinb'sinc' , 

si punend în loc de Ap'.p—a,p—b'p—ca' bc, va- 
lorile date mai sus, vom av6: | 

  

/ sin. B- hin(0-- 

00 | 
sin(o 3) V sin(180 2 B)sin(1807—6) 

- - o__e] , ( _ej.- 
esa] sin[180 5 pin A 

Ş 2 E “sin(180%—B)sin(180%—0) 

apa _ in[B— ș, io(0—) 

2 sinBsinC j 

| 5 smile ai 

SIN-—== Ie 2 siuBsinC 

Operand tot assemenea si asupra cellor alte din equa- 

  

  

  

seu 

tiunile (1) si (2), am gasi si espressiunea lui cos, sina 
c .c A 

cos sin-—. Eca fomulele la cari ajungem : 
2
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a Vei in A 3) 

sin —= d 
2 sinBsinC , 

sin-£ iul B —] 

sin ma 
2 sinAsinC |, ? 

ARI 
ă C— ine _ sin 3 sn 3) | 

2 i TAR > 
sinAsinB 

  

  
site ae 2 

2 sinBsin C ! 

  

| fie | —] 

_ 2 “ sinAsinC ) 

2 ela gpinle- 3) 

sin AsinB ] 

(4) 

(5) 

  
tapartină cpecliv formulele (4) prin (5), gasim inca : 

z Sin 3 sin[A — 3) 
tg >= 

3 

in B — gin 0—3) 

E sin B—- 
RV, in gri 2) j 

in(A- a)sn(o- 5] 

in gsinf 0-5) 

      

    sia| Aia) B —3] | ] 

(6) 

c
o
t
a
t
e
 

Dot 
i
i
 

a 
a
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In tote aceste formule, radicalele trebue luate tot cu 
abc | semnul, câci arcurile * >> Sunt tote mai mici de cât 90”. 

- 
_ . . 

-  FPORMULEUE LUI DELAMBRE, 

179. Deca în 
A+B A BB A 

= Si _ COS—+ SIN —C00s— 
2 2 2 2 

sin   

, , „A .B A B , 
inlocuim pe sm, sin—, 0053, cos cu valorile lor da 

LI 

te prin formulele (1) si (2) avem : 

AB sinpsinăi p -bisin(p—c) 
E sinasinbsin?c 

A einpsin(p— “(p—a'sinlp—c) 

sinasinbsin2e 
__sinp—b)A /sinpsin(p— sinpsintp—c) 4 sin(p— a |sinpsiup—) 

sinc “ simasinb sinc 

sin   

  

  

  

  

  

sinasinb 

_ Sin(p— a)+sint(p pZPN jsinpsinp — — C) 

sinc sinasinb 
Inse 

sin(p - a)+sin(p — b)= 2sin 2p = d cos Pb IP — a) 

= 2sin€ cos2—2, 
9 2 

sinc=2sinC cos 
pa: 

si dupe (2), 

psi 20 cos0, 
sinasinb 2 

Punend tote aceste valori in equatiunea de sus si 
. n . „CC 

simplificand fractia cu factorul 2sin,, remane:
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cos2—2 ._Ă+B 2 C sin 0052, : 

2 cosC 2 
2 

seu , 

A _A -a—b sin IB COS 
2 2 

cos C Cos C 
2 2 

Deca tot ast fel in 

A—B _ .A B .B A = Sin —cos——sin= cos 2 30955 3 0055, - 
- - 

„At B AB A.B 

sin 
  

  

  

= cos —cos—sin'tsinb Ls 2 2 2 2 92) 

Cos = cos A cos sim sinB 9 2 2 2 9) 

ARE A.B A IN inlocuim pe sin3 , sing, cos > cos 3 cu valorile lor date 

prin (1) si (2), si facem acelleasi transformari ca si mai 
sus, gasim inca trei equatiuni. In totul dera, avem a- 
ceste patru formule : 

  

  

      

j A+B a-b j SI O08—— / E 3 
ț 

— > 

| cos cosc. 

2 2 (7 
„si 3 sin—— 

- cosC sinc



PROPRIETATILE TRIANGHIURILOR SFERICE . - 205 - 
  

  

N 

cos ATB cos 2Tb_ | 
2 2 ; 

E Te? | 
sin COs— i 

2 2 i 
A-—B  . a+b i 

cos sin— ș 
2 2 ; 

sin-—. N sin € ; 
2 2 

Aceste formule esprime reletiuni intre câte-siesse €- 
lementele trianghiului. Elle au fost descoperite de De- 
lambre, din care causa si porta numele lui. 

Eca cum se pot memora aceste formule: deca an- 
ghiurile sunt puse in primul membru si laturile în al 
doilea, precum sunt in tabelul (7), observăm: 1% că in 
primul membru la numerator si la numitor se afla doue 
linii trigonometrice diferite, pe cand in membrul al doi- 

lea ambii termeni ai fractiunii coprind linii trigonome- 
trice assemeni;; 2” cand la numerator in un membru se 

afla, un sinus, la numeratorul membrului cellui-alt se afla 

semnul—; deca la cel d'antaiu se afla un cosinus, cel- 

alt coprinde semnul. 

ANALOGIILE LUI NAPIER. 

180. Divisend membru c cu membru pe ăntaia din re- 
latiunile (7) cu a treia, pe a doua cu a patra, peapa- 
tra cu a treia, si in fine pe a doua cu antaia, obtinem 

urmatorea, seria de patru formule, descoperite de Na- 
pier, din cari fie care coprinde câte cinci elemente alle 
trianghiului :
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A-+B a—b | ig 

      

  

  

    

  

          

  

      

  

  

3 cos 3. 

cotQ. cos 

tă —B sin 
2 _ 2 | 

cot.C. sin at 
2 2 (8) 

tp2tb cos —B j DN 2 _ 2 | - 

tgp Cos ATB 
2 2 

tgpa—b sin A—B 
o 3 _ 2 _ 

tg sin AB 

ESPRESSIUNI DIVERSE ALLE ESCESULUI SFERIC. 

181. Suprafatia unui trianghiu sferic fiind ua func. *219 tiune a escesului seu sferic, dupe cum vom vede indata“, este important a av mediuloce prin cari se putem de- „termina direct acest esces sferic, 
Immultind membru cu membru eguatiunile (6)* cari 

dau pe tes si teo, in functiune de anghiuri, avem: 

  

DI 
sin in[A --) sin B — tgote o / 2 UL 2 (2) 

ui si A sin(p —Sain| 0-3)
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SIN —— sih-— 
a 2 

inf 0-5) sin Coos-2 — sin E cosC 

si divisend sus si jos cu sin, 

te gl 

sinCeot 5 —cosC 

„de unde 

cot2 cot +cosC 

cota 22 « (9) 

2 sinQ 

„equatiune care dă espressiunea, escesului sferic in func- 
tiune de doue iaturi alle trianghiului si de anghiul co- 
prins intre elle. 

  

182. Din | 
A+ B+0—1800=e 

deducem : 

A+B C—e ATP ——9(p0— 
2 0 „9 

Punend acesta, valore în prima din formulele lui De- 
lambre, avem: 

    

  

C— a—b 
cos cos | 

2 . 

cos o cos 
2 2 

de aci, dupe proprietatile proportiilor, 

    

  

Cos C—e —cosC cos2 70 —cos C 
, 2 2 _ 2 2 

2 C a—b ?   
Cos   3 008-608 3 -F008s—   

D
I
O
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%46,47 seu* 

  

  

    

  

  

  

          

  

  

2sin Ce sin-— singe sin ab 

2cos- cos. dcos Tab cogta—b 4 4 
ori 

20—e e p—a, p—b . Ig ig=te — Ig —— , (a) 

In a treia din formulele lui Delambre inlocuim asse- 
i BB. o O- menea, pe — Prin 90'— 3 8 avem: 

sin Ce costi 

9 
de aci , 

. O—e „O a+b Cc sin aie sin->- cos—— 005 

Oe 0243 Pa sin 3 Fain-= 0083 0053 

seu: | | 

2sin- cos 20 2sin tf Fe pipe tb—e 

2sin E cost. 2costtbte oogatb—c 4 4 4 
din care 

tg— 
4 PP, p—c aste tgp. 202 8 o a (b) tg Z 

Immultind acesta equatiune cu (a),
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si estragund radecina patrata, 

te ret tg P 4 toP—b o P-€ gf-tgf s gts | 

Acesta formula, descopezita de Simon Lhuillier din 
Geneva, dă estesul sferic in functiune de celle trei la- 
turi alle trianghiului. 

  

  

RADIA CERCULUI. CIRCUMSCRIS. 

183. Fie e eul sferic ABC ; unim polul O al cer- 
cului circumscris cu verfurile trianghiu- 
lui prin arce de cere mare, si ducem inca 
arcul OD perpendicular pe laturea B. 

Distantiele polare OA, OB, OC fiind 
5) egale, avem: 

UAB = OBA, OBC= OGB, OCA=OAC. 
Punem: 
a=OAB=OBA, =O0B0=008B, "=OCA=OAC. 

Dupe figura, 

   
«+y=A, 

a+t=B, (a) 
B-+y=C, 

Adunand aceste egalitati si divisend cu 2, obtinem: 
0 € app AFBTC 180% 90) 

Din acesta egalitate scadiend pe rand egalitatile (a), 
2 9 

90 — (0--) | | 

) (6) 

=90—[p-] 7=90 | :] 

  

  

i=90%(A- 

Bo
] a

 

14
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Acum trianghiul dreptanghiu ADO dă, dupe a doua 
din formulele (7)* : 

| tgAD=tgA Ocosz: 
punend AO=R, radia cautata a cercului circumscris ; 
substituind in loc dez valorea, sea, data, prin (6), si ob- 
servand inca că AD= A =0, câci AOC este isoscel, 

avem: 

t0= teRsin —) 
seu | te db 

= (2) in(B—5) 

formula, care dă radia cercului circumscris in functiune 
de ua lature ore-care, de anghiul opus si de escesul 
sferic. ” 

Deca in (1) inlocuim pe tz? prin valorea seă data de 
equatiunile (6)*, avem: 

sing ial B — ) 
a - 2 _ 2 , 

siu[A —ine(p -ŞI in( 0-3) 

sin5 
tgh= ) [ > (2) 

i sin — sein Bin 0-ş) 
7 

  

  

seu 

  

  

care dă radia cercului circumseris in functiune de an- 
ghiuri.
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RADIA CERCULUI INSCRIS. 

184. Fie O polul cercului inseris la trianghiul ABC. 
Arcurile de cere mare AO, BO, CO, irmpart anghiurile 

B- A,B,C, in câte doue parti egale, si din D 

CE egalitatea trianghiurilor BOF cu BOD, 
P VS 23, AOF cu AOE, COE cu COD, resulta.: > 

A BF=BD. AF=AE, CE=CD; 
asia-dera, | 

a+b+e=2BD +2DO0+2AE, 
seu 

p=BD+DC+AR=a+AE, 
de unde 

| „ AE=p—a. - . 
Trianghiul dreptanghiu AOE di, dupe a treia din 

formulele (7)* i 164 
sinAE=cotOAEtgOE. 

Insemnând cu r arcul OE, radia cautata a cercului 
inscris, si punend in loc de AE si OAE 'valorile p—a 
A 

si 3 

sn(p—a)- cotate, 

seu 
terte?) sin(p —a). 

Substituind in locul lui tă valorea sea data prin e- 

quatiunile (3)* si reducund, 2000 

  

ter=V sin(p—a)sin(p— b)sin(p—c) 6) 
sinp 

Acesta equatiune dă radia cercului inscris la trian- 
ghiu in functiune de laturile lui.
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RADIELE CERCURILOR EXINSCRISE. 

185. Fia trianghiul ABC. Se scie că pentru a con- 
A Strui cercul exinscris la ua, lature ore- 

care a, se duc arcurile BO si CO, bis- 
sectritie alle anghiurilor esteriore CBF 
si BCE, si punctul lor de intersec- 
tie O este polul cercului exinscris la 
laturea a. Radia acestui cere se ga- 
sesce ducund arcele OF, OD, OE, res- 

| pectiv perpendicularie pe celle trei la- 
turi alle trianghiului. 

Trianghiurile egale BDO si BFO dau: 

    

  

E 

BD=BF; | 
assemenea, DCO si CEO fina egale, avem: 

CD=CE; 
prin urmare 

AF=AB+BD, 
AE=AC+0D, 

si adunand, | 
AF+AE=AB+AC+BO=2p, 

si fiind-că AF=AE din egalitatea trianghiurilor AFO si 
AEO, 

AF=p. 
Trianghiul dreptanghiu AFO dă: 

sin AF=cotFAOtgFO ; 
punend in loc de AF valorea sea p, insemnand pe FO cu 
« radia cercului exinscris la laturea a, si observand că, 
din causa egalitatii trianghiurilor AFO si AEO an- 
ghiul FAO =, avem: .
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sin p=cotâtes 

seu ă 

tga-tgă sinp; 

inlocuind pe ga cu valorea sea data de equatiile (3)* *177 

si facund reducerile, . 

siepsin(p— sin p—6) tg | 
sin(p— a) 

Assemenea vom afla si: 

size — a)sin(p—c) (4) 
tgt= sin(p—8) | 

sinpeiule- hinp—b) 

tgr- sin(p—c)



: £155 

Di a a II ÎN a Îi 

CAPITULUL II. 

Resoluliunea trianghiurilor sferice. 

186. Mai nainte de a intra in resolutiunea trianghiu- rilor sferice, vom reaminti urmatorele doue teoreme, forte importante, din geometria. 
Pentru ca cu trei laturi date se fie possibile a se con- strui un trianghiu sferic, este necessariu si de ajuns: 1 ca fie-care din laturile date se fie mai mica de cât “suma cellor-alte doue; 2% ca, suma cellor trei laturi se fie mai mica de cât ua circumferentia de cere mare. Pentru ca cu trei anghiuri date se fie possibile a, se construi un trianghiu sferic, este necessariu si de ajuns: 1” ca suma anghiurilor date se fie mai mare de cât doue anghiuri drepte si mai mica de cât siesse ; 20 câ cel mai mic dintre elle, marit cu doue anghiuri drepte, se de vina mai mare de cât suma cellor-alte doue, 

Trebue se observăm assemenea că, deca un anghiu seu ua laturea trianghiului sferic sunt date prin cosinu- sul, tangenta seu cotangenta lor, elle sunt pe deplin de- terminate, câci valorea lor fiind coprinsa intre 0* si 180", semnul liniei lor trigonometrice ne va areta deca sunt mai mici seu mai mari de 909, Deca inse anghiul seu laturea sunt date prin sinusul lor, elle nu mai sunt
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cu totul determinate, câci la ua aceeasi valore positiva 
a sinusului correspund doue arcuri, suplementarie unul 

altuia. | 

Pe de alta parte, deca un anghiu seu ua lature vor 

fi date prin un cosinus, ua tangenta seu ua, cotangenta 

negativa, va trebui se luăm nu chiar anghiul seu latu- 
rea date de table, ci suplementul lor, câci numai arcu- 

rile coprinse intre 90 si 180% au acelle linii trigonome- 
trice negative. 

REBOLUTIUNEA TRIANGHILURILOR DREPTANGHIE. 

187. Se scie că un trianghiu sferic pote se aiba si doue 

anghiuri drepte, si chiar trei. Inse in casul cel d'antaiu 
se scie că celle doue laturi cari se opun la anghiurile 
drepte sunt fie-care de câte 90% era a treia lature este 
egale cu anghiul opus. In casul al doilea câte trelle la- 
turile sunt de câte 90. Prin urmare, aceste doue ca- 
suri nedând loc la nici ua problema, ne vom ocupa nu- 
mai de resolutiunea trianghiurilor ce au numai un an- 
ghiu drept. 

Acesta resolutiune presenta siesse casuri: 10 cand 
se dau celle doue laturi alle anghiului drept; 2 ua la- 
ture a anghiului drept si hipotenusa; 3 ua lature a an- 
ghiului drept si anghiul oblic adjacent; 4% ua lature a 
anghiului drept si anghiul oblic opus; 5 hipotenusa si 
un anghiu oblic; 6 celle doue anghiuri oblice. 

188. Casul I. Dandu-se laturile b si c, se se resolve 
trianghiul. | 

Se cere a, B, C. 

Hipotenusa se va calcula prin formula (5) :* 

| cos4=cosbcosc, 

252



*164 
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*162 
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Anghiurile B si C sunt date prin celle doue din urma din formulele (7)%, din cari scotem : 
teb tgc t B=-2-, t C=- . e sine” “8 sinb 

Deca hipotenusa a nu este bine determinata prin co- sinusul seu, vom calcula mai intaiu pe B, si apoi a va 

  

fi dat prin a doua formula (7)*; 
tgc iga= . 

se cosB 
Trianghiul are tot-de-una, ua solutiune. - - 189. Casul 1]. Dandu-se hipotenusa a si laturba b se se resolve trianghiul. 
Se cauta c, B, C. Le vom gasi prin (5)*, prima din sa152 (6)** si prima din (7)***, cari dau: *%%164 

    

cosc= = , sinB= sinb „cos0= 180, (a) sina pa 
„ Inse fiind-că aceste formule dau elementele necunos- cute prin sinusul seu cosinusul lor, cari nu le determina cu destula precisiune in unele casuri, este mai bine a -intrebuintia, formulele urmatore, gasite la 167, 169 si 110, cari ne dau acelle:si elemente prin tangenta lor: 

e a+b ab 
te=1/ 2 tg 9” 

  

  

      

  

tg 

pară | 
B 5 te( 15042) _ 2 to a—b 

5-3 

  

te sinta0) 
2 sin(a+b) 

Aceste formule sunt si mai comode, câd nu cer de
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A . . a + b a-— b . cât cautarea a patru logaritmi : tg, tg ,sin(a-b), 

sin(a +), pentru calculul câtor trelle elementele. 
Pentru ca problema, se fie possibile, formulele (4) ne 

areta că trebue se avem: 

sinb< sina; 
atunci vom av6 assemenea: 

cosa<eosb, teb<tga, 
si vom av6 pentru sin B, cosc, cosC valori reale Inse 
pentru ca sinb se fie mai mic de cât sina, deca a<905, 
trebue se avem: ba, seu: b>180—a; era deca 
a>90%, b>a, seu: b<180%-a. Canda=90 , sina=1,si 
in acest cas avem tot de-una;: sinb<sina. Deca aceste 
conditiuni sunt implinite, problema are ua singura, so- 
lutiune, de si anghiul B este dat prin sinusul seu, câci 
formula 

sinp=Sinb 
sina 

ne areta că B si b sunt amendoi de o data inferiori seu 
superiori lui 909, câci sinB si sinb crese si se micsioredia 
impreuna. 'Tot prin acesta, observatie vom pute alege 
pe care din semnele-t seu — trebue se luâm in formula 7 
care dă pe te( 4542.) cand 'intrebuintiăm a doua, si- 

stema de formule. 

190. Casul III. “adu se laturea b si anghiul C, se 
se resolve trianghiul. 

Trebue se se gasesca, a,c,B. Pentru acesta intrebuin- 
tiâm a doua din formulele ($)*, prima si a patra, din (7)**: 

cosB= cosbsinC, tga= 5, tgc=sinbtgC. 

*165 - 
164
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Deca anghiul B nu e bine determinat prin cosinusul 
seu, calculâm mai antaiu pe a seu €, si pe urma B va 
fi dat prin ver una din formulele urmatore : 

cotB=cosatgC, cotB=sinceotp. 
Trianghiul are tot de-una ua singura solutiune. 
191. Casul 1V. Se se resolve un trianghiu dreptan- 

Shiu cunoscund laturea b si anghiul opus B. 
Necunoscutele sunt a,c,C. Vom intrebuintia prima din 163 

formulele (6)*, a treia din (7% si a doua diu (8)*£: argă 
  

  

. sinb teb cosB "165 sind=-———, sinc=-8-, sinCQ.= , sinB tgp cosb (a) seu mai bine formulele urmatore, aflate la 168, 171 
si 174: 

| B75 
(pod is— 
Ea a 

> 9 

  

io 

  

a (b) f Cc V sin(B+b) tg 4502 SOD) S +3) = V sia B 20) 
20, C) V, B+b _bB-b tal 450 a ţ . g 45 + 3) + V cot z—e0 3 

- 

  
  

192. Discutune. Ori-câre din aceste doue sisteme de 
formule am intrebuintia, pentru fie care necunoscuta 
vom gasi câte doue valori suplementarie, câci primul 
sistem ne di, necunoscutele prin sinusurile lor*, era cel ss 
de al doilea coprinde radicale cu semnul duplu. Se ve- 
dem dera, pe cari din valorile date de aceste equatiuni 
trebue se le luâm impreuna. 

19. Deca 5=B, prima sistema dă: 
sind = sinc=sinC=1, 

sl prin urmare 
a=c=0=90,
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In acest cas dera trianghiul este bidreptanghiu. 
2%. Deca b< 909, cosb, tgb sunt positive; si fiind-că 

c si C sunt mai mici de cât 180%, adeca sinc si. sin! 
sunt positive, vedem, dupe formulele (a), că si teB si 
cosB sunt positive, adeca B<90%. Pe lunga acestea, a 
celeasi formule ne areta că b<B, câci alt-fel sina, sinc, 
sinC n'ar av6 valori reale. Se presupunem că aceste 
conditiuni sunt implinite tote. Formula 

cosa=cosbeosc 
ne areta că, cosb fiind positiv, cosa si cosc au tot-de- 
una acellasiu semn, si prin urmare a si c sunt ameu- 
doue de ua, data mai mici de 90%, seu de o-data mai 
mari de 90. Equatiunea Ă 

Ă igc=sinbtegC | 
ne areta assemenea că c si C sunt erasi amendoue mai 
mici seu amendoue mai mari de 90%. Prin urmare, deca 
insemnăm cu 4',c',C“ valorile mai mici de 90% pe cari ni 
le dau tablele pentru a,c,C, solutiile problemei vor fi 

| a=a', c=c0=C, 
seu 

a=180%—as, c=180%—c', C=180'—C, | 
3%. Deca b>>905, formulele (a) ne areta că, pentru 

ca ac, C se fie reale si mai mici de 180%, trebue se a- 
vem inca B2>90, si p>B. Deca aceste conditii vor fi 
implinite, in equatiunea 

cosa=cosbcosc 
cosb fiind negativ, trebue ca cosa si cosc se fie de sem- 
ne contrarie, adeca a si c se fie unul superior si altul 
inferior lui 90% De alta parte formula 

tgc=sinbtgC, 
in care sin este positiv, aceta că tgc si tg sunt de a- 
cellasiu semn, si prin urmare c si C sunt in acellasiu
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Înmana 

timp inferiori seu in acellasiu timp superiori lui 180%, Insemnand dera erasi cu a,c',C' valorile mai miei de 900 pe cari le dau tablele pentru a,c,C, solutiile problemei vor fi: 

a=a', c=180—c", 0=180-— QC, 
seu | 

a=180—a, c=c, O=0Q, 
Tabelul urmator coprinde in resumat tote aceste dis- cutiuni. | 
BB. 1 solutiune 

(trianghiu bidreptanghiu) ; 
BZ90 0 solutii; 
B<90,5>B .... 0 soluţii: 

b<90%) - a=a, a=1800—a, 
B<90p<D; 2 solutii c=c“, c=180—c', 

0= Csi 0=180%—C“, 
BP... O solutii; 
B>90,P<B ....0 solutii ; 

b>90 =a, a=180—q', 
B>>90%,5>>B,2 solutii zise c=c, 

C=180'—C", si C=Q%, 
193. Casul V. Se dă hipotenusa a si anghiul oblic 

B, si se cere a se resolve irtang hiul. 
3, Necunoscutele 2,c,C le calculăm prin formulele (6), | 
3x165(7)%* si (8). 

cotB 

cosa 
Deca laturea b nu este bine determinata prin sinusul seu, vom calcula mai antaiu pe c seu pe C, si apoi vom 

ave pe b prin 

tgb=sinctgB, tgb=tgacosC. 
Problema are tot-de-una ua solutiune unica. 

sinb=sinasinB, tgc=tgacosB, tg0= 
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194. Casul VI. Dandu- -se anghiurile oblice B si C, 
se se resolve irianghiul. 

Se cauta abc, pre cari le putem av6 prin formulele: 

cosa= cotBeotC, cosb=095B cose=005C 
sinC - sinB 

seu mai bine prin celle urmatore, gasite la 172 şi 173, 
cari dau laturile prin tangentele lor : 

pd — sosise 8 C) 
2 cos(B—C) ? 

it - Va(PEC- 15 (3 G ) 

C vivace a 
Prima formula din a doua sistema ne arăta că, pen- 

tru ca problema se fie possibile, trebue că: 1” suma 
B+C se fie mai mare de 90 si mai mica, de 2709; 20 dit- 
ferentia B—C se fie mai mare de— 90% şi mai mica 
de+900. In aceste conditiuni, cos (180%—(B+C)) si 
cos (B— C) au valori positive, si prin urmare vom ob- : 

  

  

  

      

  

. a _ | „tine pentru tg—-ua valore reale. Tot ass&menea valorile 

lui tg, tz vor fi reale. Problema are dera ua sin- 

gura solutiune., | 
ESSEMPLE 

Casul |. 

“Date. 

b=690934'117",3, 
c=104010'28" 2,



9
 

9
 

o.
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Formule * Necunoscute, | 
, — 98 , teB= tb. B=70%8'38 92, _ 

sinc C=103018'56 97, 
tgc - a=—94054'11% 93, tg0--e., 

“sin 

tgc 
toea= , 
”  cosB 

Calculul lui B | 
logtgb=0,4239162 

— logsinc=0,0134278 
- logtgB=20,4123440 

B=70%8'38“ 92 

Calculul lui a. 
logtg(180%— c)=0,5976262 

— logeosB=0,4689620 
logtg(180%—a)=1,0665333 

a=94%54111,93, 

Casul II. 
Date. 

a=68%16'28",4; 
d=53%21:34” 6. 

Formule. 

Calculul lui C. 
|logtg(180—c)—0,5976262 

— logsinb=0,0282102 
logtg(180%— 0)=0,6258364 

C=—103%18'56”,8 7, 

  

  

  

  

  

  

Necunoscute, 
c a+P  a-—b c=5d139'56",24; tei Ve zi B=594425" 28; 

azi C=510%36'20” 92; 
tg —— „0 B 2 tg! 450, —|— 3 

e ) +7) Vă, | s—



  

19
 

22
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Calculul lui c. Calculul lui B. 

logtg%190,2529847 | ! logtg€1—0,2529847 

a-b = , ” —b 
logtg 3 =1,1169312 —logtg 5 =0,88306S58 

c [ B 9» 2logtg2—1,3699159 | 2logtg 450 -P - 1,1360535 
2 d! 

C Ţ “ne 

„logtg—1,6849580 logtg(45%4 +3 —0,5680268 
:=51%39:56%,24, | i ” 4504 8. —74052120,64, 

B=59%44'25.98,   
Calculul lui C. 

logsin(a —8)=1,4105830 
— logsin(a+ 8)=0,0698591 

alogtir = 14804421 

logtg o Ta402211 

„0=51036'20%,92, 

  

Casul III. 

Date. Formule. Necunoscute, 

b=65%10'29.3; 
C=49'3752,5. 

cosB=cosbsinC, B=73%98'46%,19, 

tgb a=1101914%,99, 
"cosC” c=3959'42%12, 

tgc=sinb teC. 

tga=
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Calculul lui B. Calculul lui a. 
logcosb=1,6230954 | logtgb=0,3341957 
logsinC=1,89307665_ | —logcosC=0,1332828 

- logeosB=1,4538619 |” logtga=0,4680785 
B=13%28'46",79. a=11%12'14“,99, 

  

Calculul lui c. 

logsinb=1,9578911 
logtg0=1,9640494 
logtgc=1,9219405 

c=390%52"42",12, 

  

Casul IV. 

Date. " Formule. 

b=56%38'13;; te B+ B=740%5024%4. [a s——3 

  

  

  

e)_ua [sat 
-Y sin(B-—b) 

  co 
2 2 

Necunoscute. 

1* solutia 2* solutia, 
a'=59%55'7“,84, a“'=120%452",16; 
c' = 24%17'53%,06, c“=155%49'6,94; 
C'=28%23'37“,90; __C“=1510%3692%,10.
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Calculul lui a. 

logtg B+ _0,8461053 7   

B_5 
—logtg- 3 

mea s- 11414316 

  = 0,1953328 
    

logtg/ 4504 +) 0,5707188 

4504-9= 74%57'83% 92. 

a'=5955'1,84; q'=120%452"16 

  
logsin(B +2)=1,83746096 

— logsin (5 b)= 0,5053077 

450. S) 03799173 

| Calculul lui c. 

| 
  

2logtei 

logte(45 tajo.1s00587 

4504 = 578/5653, 

c'=94%11153,06; c=155%42'6%,94. 

Calculul lui C. 

B+b _1 6538947   logcot 

B— 
  b 01953323 

, logtg( 45.5 3 ]-0,4492270 

logcot 
  

15 
er
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ogte(45+ O 0,2246135 | 
| “ 45040 —59%1 "481,95, 

- 

0'=28%23'37%,90; 0==151%36'22%,10, 

Casul V. 

“Date Formule. Necunoscute,. 
a=108%37'12",4; sinb=sinasinB, b=46%3'40,54; 
B=49%82'48",3, tgc=tgacosB, c=62%3'30%,15; 

tz0= „cotB C=69"28'19“,03. 

  

“cosa ! 

Calculul lui b. Calculul lui c. | 
logsina=1,9766509 logtga=0,4724629 
logsinB=—1,8813389 logcosB=1,9121415 

logsinb=1,8579898 |  logtgc=0,2846044 
- =46%8'40“,54.. c=62%33'30",15. 

Calculul lui C. 
„ logeotB=1,9308026 
—logeosa= 04958120 
 logtg0=0,426 0,4266146 

C=69%28'19,03. 

Casul VI. 

Date. 

B=6925'13%4; 

0=41%48'37%,8.
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Formule. 

tg = y/ 08180: —B—0) 
2 cos(B—C) - 

b V [B+ C_azo) „| B=0 ig-—-=—/t —450| tg 0 s3 83 tel Zu 
c B.0 o C—B „uz 

s3 Vl 3 15%) te| 3 150) 
Necunoscule, 

a=65%10'44",42; 
B>==58010'45",96; 
c=3970145"16. 

Calculul lui a. 

logeos(180%—B —C0)=1,5588611 
—logeos(B—C)=0,0525057 . 

2logtg-2 = 1,6113668 
  

logtg 9.=—1,8056834 

a=65010'44,49, 

Calculul lui b. 

B-+C 

2 

logtg| P9445%)-0 2175683 

  logtej —490|= 1 2728250 

  

  

2logtgg9-—Î,4901085 

logtg 2 —1,7458542 

„b+58%10'45',96.
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Calculul lui c. 

ogtg( C_ t)- 1,2728250 

logte B+ 151)=1,7821168 

  

  

2logtg.—1,0549418 

logtg-=1,5274109 

c=310145",76. 

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR RECTILATERALI 

195. Resolutiunea unui trianghiu rectilateral se pote 
reduce la resolutiunea unui trianghiu dreptanghiu. In 
adever, deca considerăm trianghiul polar A'B'C' al tri- 
anghiului rectilateral dat ABC, anghiul A' al trianghiu- 

lui polar va fi egal cu 180_ a=90; 
prin urmare trianghiul A'B'C“ este 
dreptanghiu, si | putem resolve. Cu- 
noscund elementele lui A'B'C“, vom 
cunosce si pe alle lui ABC, cari sunt, 

„ suplementare cu ale cellui d'antaiu. 
Trianghiurile rectilaterali inse se pot resolve si di- 

""175 rect prin formulele ce am dat* si pre cari le putem 
transforma in acellasiu mod că si pre celle relative la 

*167—14trianghiurile dreptanghie*. 
Celle siesse casuri ce se pot presinta la resolutiunea 

trianghiurilor rectilaterali sunt : 1% Când se dau anghiu- 
rile B si C; 2 anghiurile A si B; 3 anghiul B si latu- 
rea adjacenta c; 4 anghiul B si laturea, opusa b; 5'an- 
ghiul A si laturea &; 6% laturile b si c, 
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196. Casul I. Dandu-se anghiurile B si C alle unui 
trianghiu rectilateral, se se resolve trianghiul. 

Acest cas sc pote. reduce la casul I al resolutiunei 
trianghiurilor dreptanghie ; se pote inse resolve si direct 
prin formulele: : *1175 

cosA= — cosBcosC, tgb— 15B. tgc— tgC 
sinC sinB 

seu calculăm mai antaiu laturea b seu c, si pe urma 
anghiul A prin ver-una din formulele 

  

tgC ____ teB 
cosb! igA==— Cosc 

Essemplu. Date : B=64%38'4' ,2; 0=59012'29",3, 
Necunoscute : A=115%12'50"17; b=69%27'41",23; 

c=54%58'52",38. | 
197. Casul II. Dandu-se anghiurile A si B alle unui 

trianghiu rectilateral, se se resolve trianghiul. 
Acest cas, care se pote reduce la casul II al resolu- - 

tiunei trianghiurilor dreptanghie, se pote resolve si di- 
rect prin formulele urmatore : 

tg A=— 
  

  
  

Q= __CosÂ . p= sinB ___ teB 
098 osB” sin A tgA ” 

cari se pot pune sub forma 

| sg A+B 4-8 3 (cot co 3 co 3 

tg — 

teii 9)a 2  
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tsi 5) 
2 sin(A —B)” 

Essemplu. Date : A=172%28'15"0; B=5913'24"6. 
Necunoseute : 0=126%35:19",8; c=122%1'45",3; 

b=6491724"4. 
198. Casul Lil. Dandu-se anghiul B si laturea ad- 

Jacenta c, se se resolve trianghiul. 
Seu reducem problema la casul III al resolutiunei 

_ trianghiurilor dreptanghie, seu intrebuintim formulele: 

teb cosb=cosBsinc, tgA=—-S50, teC = sinBtgc. 
cosc 

Deca voim se determinăm pe b prin tangenta sea, 
calculăm mai antaiu pe A seu C, si apoi pe Pb prin una, 
din relatiunele : 

cotb=— cosAtgc, cotb=sinOcotB. 
Lssemplu, Date : B=43%3812",4; c=580%14'83, 
Necunoscute : b=31%98'33",03; A=118%54'9,98; 

0=48%'1",93. 
199. Casul IV. Dandu-se anghiul B si laturea opusa 

b, se se resolve trianghul. 

Acest se pote reduce la casul IV al resolutiunei tri- 
anghiurilor dreptanghie ; inse se pote resolve si prin 
formulele : 

sina =SinB sinC —teB sinc= cosb )   

sinb tgb cosB! 
cari se pot transforma in : 

  

| ! b=A 
A o tg 4504 A) _+ 

8 +32) V PA” 
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oC „A sneEB), 
440 tai sin(b—B) 

tite Boot, 

Problema, pote se aiba doue solutiuni, ua solutiune 
seu nici una; solutiile se pot alege prin nisce conside- 
ratiuni analoge cu celle de la $ 192. 

Essemplu. Date: B=53%18'38",0; b=74%15/98 8. 
Necunoscute. Prima solutie: A'= 123%34'40',65; 

0'=92%13145",59; c'=21700'22” 08. “ 
A doua solutie: A'=56%25'19",35; 0'=157046'14"41: 

c'=152%59'37",92. 
200. Vasul V. Dandu-se anghiul A si laturea b, 

se resolve trianghiul. 
Putem aplica resolutiunea, casului V de la, trianghiu 

rile dreptanghie, seu formulele : 

  

    

cotb sinBsin Asinb, tg0——tgAcosb, tgc=— Casă? 

si deca voim se avem pe B prin tangenta sea, calcu- 
land mai antaiu pe C seu c, vom ave: 

teB =sinCtgb, seu: tgeB=—tgAcosc. 
Essemplu. Date: A=96%15'32",7;b=80%3'17”5. 
Necunoscute: B=780%15'57".72; 0- 57%34'55",09; 

c=58%'37",54. 
201. Casul VI. Dandu-se laturile b si c, se se resolve 

trianghiul. 

Problema, se pote reduce la casul VI al resoluţiunei 
trianghiurilor dreptanghie, seu se pote resolve dedrep- 
tul prin: 

cosc cosA=—eotbeosc, cosB=095b cosC= 
sine” sinb”
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Cari se pot transforma in : 

cos(P—c) A 
ed 2 cos(150%—b—c) 

B [ br, [ e) tg / tal —4504- 2 qpo 2—0) s> V a(- + 3 Je + 5 

| C ta( arta ao 2 tg / tgp — 4507 2FClugd _qpo_P—0) s3 V e| 3 e| 5-a 
Essemplu. Date: b=18%] 326,4; c=63029'53” 8. 
Necunoscute : A=95%7'59"8; B=76%49'3” 88; 

C=63%3'0” 38, | 

  

OBSERVARE. 

202. Nu numai resolutiunea trianghiurilor rectilate- rali se pote reduce la resolutiunea trianghiurilor drept- anghie, ci, in unele ceasuri particulari, se pote face as- semenea si pentru un trianghiu ore-care. 
19. Deca trianghiul are doue laturi egale, a si b, seu doue anghiuri egale, A si B, el este isoscel; prin ur- 

c mare, ducund arcul CD perpendicular 
pe base, vom imparti trianghiul dat in 

6 Y  doue trianghiuri dreptanghie egali, si in 
fie-care din acestea vom cunosce, aforă 

ii DC de anghiul drept, ua lature seu un an- 
ghiu dat, si ver-un alt element, tot dat; resolvend unul 
din aceste trianghiuri dreptanghie, vom cunosce si ele- 
mentele trianghiului dat. | 

2”. Deca printre elemenţele date se afla doue laturi, 
a si b, seu doue anghiuri, A si B, suplementare, pre- 
lungind laturile a si c pene la intalnirea lor in B', vom
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(a P- A 182 

  

    

   

- forma un al doilea trianghiu, AB'C, 
careesteisoscel; câci deca a+b=180, 
avem assemenea: a+ CB'=1809; deci 
b=-cB'; era deca A+B=180%, avem: 

p' =B, si B AC-+A= 180%; deci B =B' AC. Vom resolve 
dera trianghiul B'CA desfacundul i in doua trianghiuri 
dreptanghie egale, precum arm dis mai sus, si din ele- 
mentele lui vom deduce pe alle trianghiului dat. 

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR ORI-CARI. 

203. Resolutiunea trlanghiurilor sferice ore-cari pre: 
senta siesse casuri: 1 Cand se dau celle trei laturi; 2 

celle trei anghiuri ; 3" doue laturi si anghiul coprins în- 
tre elle; 4* doue anghiuri si laturea copriusa intre elle ; 
5" doue laturi si anghiul opus la una, din elle; 60 doue 
anghiuri si laturea opusa la una din elle. 

Aceste siesse casuri se pot reduce la trei prin con- 
sideratiunea trianghiului polar. In adever, avend, spre 
essemplu, a resolve trianghiul ABC in care sunt cunos- 

cute laturile a si b si anghiul coprins C, în trianghiul 
polar A'B'C'” vom cunosce: A'=180%—a, B'=180—p, 
c=180—C, adeca doue anghiuri si laturea coprinsa 

intre elle. Calculand elementele e, A, B alle lui ABC, 
vom cunosce si elementele C'=—180%—c, a'=180—A, 
b=180'—B alle lui A'B'C'. Vedem dera, că casul III 
si IV se pot resolve unul prin alwul. Assemenea este si 
pentru casul ] cu II, pentru V cu VI. „4 

204 Casul |. Dandu-se laturile a, b, ce, se se resolve 
trianghiul. | 

Anghiurile A,B,C se calculedia prin formulele (1),(2) 

seu (3)*; se prefera inse celle din urma;: 2177
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o III 

e3=V/ sin(p — b)sin(p —c) 
V sinpsin(p—a) Sal aia 

2 

egy SP — a)sin(p—c) 

i 

) sinpsin(p—b) 
tgp SIP aia 0) 
2 sinpsin( p—c) * 

a+tb+c 
— 

*182  Escesul sferic se pote caleula direct prin formula: : 

  

in cari p= 

    

10_£ —a —d - Cc tg 2 Vige gre tg oP-€   

o 2 
+86 Pentru ca, problema se aiba ua solutiune, trebue: : 1” ca suma laturilor se fie mai mica de cât 3609; 2 ca fie-care lature se fie mai mica de cât suma cellor alte doue. Deca prima conditiune n'ar fi implinita, sinp ar fi negativ; deca cea de a doua n'ar fi implinita, si am 

avă, spre essemplu, a>bc, sin(p — a) ar f negativ, era sinp, sin(p—b), sin(p—c) ax fi positive. In ambele ca- suri radicalele coprindiend quantitati negative, ani av6 
pentru (pă is, se, nisce valori imaginarie, 

205. Casul I]. Dandu. se anghiurile A,B,O, se se re- solve trianghiul. 
*178  Laturile se pot caicula prin formulele (4), (5) seu (6)*; se intrebuintiedia inse de preferintia formulele (6) cari dau laturile prin tangentele lor: 

a sin, sin A =] 
ig-= PF 

sin |B —] sin( 0-3) 
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, | bs—s) 

pl e . s ' 
sin, Ain (o- 3) 

i 

[D
A 

  

sin->- sin C —) | 

in[A— sin 85) 

Problema are ua solutiune unica deca: 1 jumetatea 

escesului sferic = este coprinsa intre 0" si 180; 2 deca 
fie-care anghiu este mai mare de cât jumetatea escesu- 

lui sferic. Deca una din aceste conditii n'ar fi implinita, 

Cc 
Is == 

am obtine pentru tgs, tg, tez valori imaginarie. 

206. Casul III. Dandu-se laturile a si b si anghiul 
coprins C, se se resolve trianghiul. 

Trianghiul este tot-de-una possibile. Anghiurile A 
si B se pot determina prin antaia si a doua din analo- 
giele lui Napier*. 210 

cosZb 
te A+B 2, ț C 

2 a+b 2) -s 

sin a—b 

pb 2 cot O 

2 „_a+rb 
Sin —— 

cari dau suma si diferentia lui A si B, din cunoscintia, 
carora vom put€ deduce chiar pe A si B. Laturea c se
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va calcula pe urma prin ver-una din celle-alte doue a- 
nalogii : 

A+B 
c 2 a+b 

t e bo s3 ABS 3 cos 
2 

. A+B 
e 2 te ab 

AB Sa 

  COS 

  2 

  

  

  

  

207. De multe ori este necesitate a se calcula direct 
*158 laturea c; atunci intrebuintiăm formulele (1)*, cari dau: 

cosc=cosacosb-+ sinasinbeosC. 
*61, ess.1. Acesta formula, facuta, calculabile prin logaritmi*, 

devine: 

cosbeos(a—s cosc=008000s(2—s) 

” GOS3 
in care 

tge=tgbcosC. 
Anghiul B inca se pote calcula direct cu ajutorul an- 

*161 ghiului aussiliar ș; in adever, a patra din relatiunile (3)*: 
cotbsina=cosacosC-+sinCeotB, 

dă: 

sin cod cotbsina —cosacosC=cotb (sina—SosacosC 
| Co 

=cotb(sina —cosatgbeosC), 
si punand erasi: tgs=tgbcosC, 

. . SINA COSș—C0s2 sin ș sinCcotB= cotb(sina—cosatge)= cotbSI04 COSș—0 i 
: COs% 

  

__ cotbsin(4—ș) 
_ COse
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Inse din: 

tgo=tgbcosC, 

avem : 

cotb= cosC | 

igo 

si acesta valore, pusa in equatia din urma, dă: 

  

sinCeotB _—eosCsin(a—9) _cosOsin(a- ?) 

cos? teo Sine 

seu in fine, 

cotB=€0tOsin(a—2) 
Sine | 

Tot assemenea, prima din formulele (3)* devine: isi 

in(b—u 
cotA=€0t05in(b-+) 

siny 

punend: 

tgy=teacosC. 
208. Intrebuintiarea anghiurilor aussiliare e si i face 

tot una ca si cand am descompune trianghiul dat in 
doue trianghiuri dreptanghie. In adever, ducund AD 
perpendicular pe CB, trianghiul dreptanghiu ACD dă:* 216447) 

tgUD=tgbeosC=tge, 
seu 

CD=e. 
Avem dera, din acellasiu tr pehiu: 

cosAD=0%05 tgAD= SE 
cose cotC 

Trianghiul ADB, in care DB=a-- CD=a—ș, dă: 

cosc=00sADcosDB—008bC0s(2—9) 
Cos 

sinDB __ cotCsin(a—+) 
tB=—— == 

“o tgAD sin? 

  

  

   



*180 

*161 

*160 

_Si punend 
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cari sunt toemai formulele gasite mai sus. Tot asseme- nea vom gasi si formula care dă pe A, lasand un are perpendicular din B pe AC: 
209. Casul 1V. Dandu-se doue anghiuri A si B si lahirea coprinsa e, se se resolve Triânghiul. 
Problema, are tot de-una ua solutiune unica. Latu- rile a si b se calculedia prin celle doue din urma din analogiele lui Napiert: 

s„A—B „A—B 

              

gb e paie Sp apps te 2 AB 185 Cos > 
sia 2 

Anghiul C se va, calcula in urma prin ver-una din celle alte doue analogii : 

  

  

cos a+b sin 2+b 
cot O 2 te A+B cotC_ 2 A-B B aq pp o ab 2 cos sin 

    

210. Pentru a obtine direct anghiul C, intrebuintiăm pe a treia din formulele (4)*: 
cos0= —cosAcosB Ysin AsinBcosc 
=cosB(—co:A+ sinAtgBeosc), 

cotp=tgBcosc, 
acesta equatiune devine: 

cosBsin(A-) 
| Sins ” 

Laturile a si b pot asseme nâa, se se obtina in parte prin nrmatorele din formulele (3: 

cosC=
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cotasinc=cosccosB-+ sinBeotă 

  

  

  

  

  

cotbsinc= cosreosA + sin AcotB (a) 
Pe a doua o transformâm in modul urmator: 

cotbsinc-= cot! COSCCOSA sin A ) | 4 cotB j 
| = cotB(cosAcoscteB-+-sinA), 
| si punend erasi: 

cot?=tgBeosc, (b) 
avem: | 

cotbsinc=cotB(cotrcosA + sin A)=cotB „0 SA 
sine 

si fiind-că, dupe (P), 

cotB= COSC — coge Sine 
Cote COsP 

cotb= cosrsin e sin(A—s)__cotecos(A-—e) 
Sinrsin e Cos? - COsp 

Prima din formulele (a) se transforma în acellasiu 
mod punend 

| cot=tgAcosc, 
si devine: 

cotecos(B=—+) 
i, . 

cos! 
211. Acesta a doua metoda de resolutiune se pote 

interpreta, erasi prin descompunerea trianghiului dat 
in doue trianghiuri dreptanghie ; in adever, ducund ar-., 
cul AD perpendicular pe BC, trianghiul dreptanghiu 
BAD dă*: 

*165,(8) 
cotBAD= cosctgB = cote, 

cota= 

seu 
BAD=e. 

Apoi, din acellasiu trianghiu, avem : 
cosAD= _C08B___cosB AD = 005BAD __ Cose OSD 09855 oAD= 

sinBAD sine cote cote -
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Trianghiul DAC, in care CAD=A—e, dă: 

cosC=cosADsin0A4D=.E08Bsin(A—s)_ 
sine 

cotb= 00SCAD _Cotecos(A—s) 
igAD cose 

Am pute assemenea obtine pe a ducund din B un 
are perpendicular pe AC. 

212. Casul V. Dandu-se doue laturi, a sib, si anghiul 
A opus la a, se se resolve frianghiul. 

Vom calcula mai antaiu anghiul B prin formula, 
sinbsinĂ 

sina 
care dă anghiul B prin sinusul seu; asia-dera vom ave 
pentru B doue valori, suplementarie una, alteia. 

Celle-alte doue necunoscute, C si c, se vor calcula 
*180 apoi prin analogiile lui Napier* :. 

a—b  A+B .a-b A-B 

sin B= 

  
  

  

  

  

  

iC cos —z cot 3 _ cot —5— 

2 a+b .a+tb cos—— sin iai 

| cot sin ge 

. 2 cosi—B sin A—B 
2 2 

Fiind-că am gasit pentru B doue valori, aceste for- 
. C_.c . mule ne vor da erasi pentru zsi= câte .doue valori. 

Inse, fiind-că nu admitem de cât valorile lui Csi 
- 

*155 coprinse intre 00 si 90%, vom introduce in formulele 
de sus numai acelle valori alle lui B cari vor face pe
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te si tes positive. Pentru acesta trebue ca diferen- 

tiele a—b si:A—B se fie de acellasiu semn; vom lua 
dera numai acelle valori alle lui B cari vor face diffe- 

rentiele a—b si A—B de acellasiu semn. 

213. Elementele c si C se pot calcula si de dreptul 
prin formulele : 

cosa=cosbcosc+-sinbsinceosă, 

cotasinb=cosbeosC-+-sinCeotA. 

Prima din aceste formule devine : 

cosa=cosb(cosc-+tgbsinccobA), 

  

si punend. | 

igs=tgboosA, 

cosa=cosb(cosc+ sinctge)=cosb
095(0-*), 

Cos? 

de unde 

cos(0—9) 00520085, (a) 
cosb 

Din a doua formula scotem : 

cotasinb=cotA cosC(cosbtgA-+tgC), 
si punend 

coti=cosbtgA, 

  

  

_de unde 

” cot A—005b | 

cotu . 

avem : 

cotasinb—COsbeosC cos(0—+) _cos(C-t)cosb - 
cotv  sinicosC cos. 

de unde , | 

cos(C—y=cotacosttgb.  b)- 
In formulele (2) si (P) anghiurile 7 şiv fiind mai mici. 

16
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de 900, cose si cos! sunt positive ; prin urmare COs(C—9) 
va fi positiv deca cosa si cosb vor fi de acellasiu semn , 
si negativ deca cosa si cosb vor fi de semne contrarie. 
Assemenea, cos(0-—s) va fi positiv deca cota si tgb vor 
fi de acellasiu semn, si negativ in casul contrariu. Din 

„acestea, resulta că c>t si C>! deca asi sunt de.o 
data mai mari seu mai mici de 90%; si ce si C<s, 
deca a si b sunt unul mai mare si altul mai mic de 90, 

214. Discutiune, Formulele ce am dat pentru reso- 
tiunea casului V ne pot areta imediat, chiar prin date, 
deca problema are ua solutiune. doue seu nici una, si 
ne dau si valor le acestor solutiuni, Cu tote acestea este 

„utile a studia mai de aprope diferitele circumstantie 
alle problemei. | 

Formulele intrebuintiate sunt: 

sinbsinĂ 
- , (a) sina 

A+B _ a—b A—B. a—p cot COS ÎI cot 5 SIn—-— . 

îg 5=- = ) (b) 

sinB= 

  

  

  

    

  

  

  

2 a+b _a+b c0s——— sin 2 | 

tg boos A+B tg%—P sin A+B. ta C 2 2 2 2 (e) 
5-3 AB a 3 

COS 3 — sin L 

Deca a=b, formula (a) ne areta că si A=B; atunci 
primele din formulele (b) si (e) ne dau: 

cote. =tgAcosa, tg= = tgacosA. 

Cc A . Pentru ca se avem pentru 3 si5 valori intre 0 si
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90%, trebue ca tgă si cosa, tga si cosA se fie de acellasiu 
semn , si pentru acesta trebue ca a si A se fie âmendoi 
de odata inferiori seu superiori lui 90. Deca acesta 
conditie e implinita , problema are ua solutiune unica. 

Se trecem la casul general. Pentru ca se avem ua 

sinisin A 

sina 
intre O si-+-1; atunci vom av pentru B done valori, M 
si M', suplementarie una alteia (M+M'=180, si deca 
M<90* MM"). Inse am vediut* că pentru ca aceste 
valori se fie solutiuni reale ale problemei, trebue ca se 
fie ast fel incât se faca diferentiele A—B si a—b de a- 
cellasiu semn. Va trebui dera se avem A—M de acel- 
lasiu semn cu a —b, si A—M' de acellasiu semn cu a—B. 

19. Fie A<90 si b<90%. 

sin 

| sing 
sinB>sinA, adeca B>A; si prin urmare punend în 
loc de B solutiunile selle. M>>A si M'>A ; avem dera 
doue solutiuni, câci atât diferentiele A-—-M si A—M,, 
cât si diferentia a-— b, sunt negative. 

Deca a>b si a+L<180, avem: bLI80—a si 
sinb<sina ; formula (a) ne areta atunci că sin B<sin ; 
prin urmare MA. Inse M' fiind mai mare de 90 si 
si A<90%, avem. MA. Diferentia A—M este dera 
positiva, ca si a—b, pe cand A—M' este negativa; asia- 
dera n'avem de cât ua singura solutiune, care este M. 

Deca a>b si a+b=180, avem: b=180*—a, sinb= sina; 

solutiune a problemei, trebue ca, se fie coprins 

                                  

formula (a) areta atunci că sinB=sinA, seu B= A; deci, 
M=A, era MA, câci am presupus câ M'>M. Asia-dera 
diferentia A—M se reduce la zero si A—M' este nega- 

  

*2a



ÎN 
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tiva, pe cand a—b este positiva; deci problema n'are 
nici ua solutiune, 

Deca a>b si a+b:>180, b>1800-—a si sinb>sina ; 
atunci, dupe (a), sinB>sinA ; ar trebui dera se avem: 
MA si M>A; inse, deca ar fi ast-fel, diferentiele A—M si A—M ar fi negative, pe cand a—b este posi- tiva; asia dera ambele aceste solutiuni trebue lasate la "ua parte. 

2%. Fie A<90 si p=900, 

In acest cas formula (a) devine: sinp=— SINA 
sina 

a<b, sina<I, si prin urmare sinB>>sinA, MDA, si a 
fortiori MA. Asia-dera diferentiele a—b si A-—M, 
precum si 4—b cu A—M', sunt impreuna negative; 
problema are dera doue solutiuni, 

Deca a>b, diferentia a—b este positiva, pe cand 
A-—M si A—M' sunt negative, si nu avem nici o solutiune, 

- Deca a=b, diferentiele a—b si A—M se reduc la 
zero, era A—M' este negativa, ; deci erasi nu avem nici 
ua solutiune. 

3. Fie A<90* si b>>900, 
Deca a<b si a+i<180, V<180—a si sinb>sina 

(câci in al doilea cadran sinusurile sunt cu atât mai mici 
cu cât sunt arcele mai mari). Formula (a) ne areta a. 
tunci că sinB>sinA, M>A, si a fortiori M>A, Dife- 
rentiele A --M si A—M' sunt dera negative, ca si a -—b: 
avem doue solutiuni, 

Deca a<bsi a+b=1800, avem: b=180%—a, sinb=sina ; 
atunci M=A si MA; numai a doua solutiune convine 
problemei, câci diferentiele A—M' si a—b sunt amen- 
doue negative, pe cand A —M=90, 

; deca, 
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Deca a<b si a+b>1800, 5>180%—a si sinb<sina; 
atunci sinBsinA si MA; inse M>A, câci A<900, 
era M'2>900. A doua valore convine problemei, era cea 
d'antaiu trebue lasata la ua parte. 

Deca a>b, sina<sinb, câci a si b sunt in cadranul 
al doilea. Formula (a) ne dă atunci: sinBo>sinA, M>A- 
si MDA. Diferentiele A—M si A—M' fiind negative, 
pe cand a —b este positiv, nu avem nici ua solutiune. 

Deca ab, avem inca: sinB=sinA, MA si M>A. 
Diferentiele A—M si a—b se reduc la zero, pe cand 
A—M este negativa: nu este nici ua sgutiune. 

Discutiunea hipoteselor A—9W si A>>90 se face cu 
totul in acellasiu mod, si de acea nu vom insista asu- 
pra ei; ne multiamim numai a insera resultatele in ur- 
matorul tabel: 

OC pa. 2 solutiuni ; 
a=B e... 1 solutiune; 

b<90 a>b, a+b<18% ....1 solutiune ; 
a<b, a+b=seu>1800 . 0 solutiuni ; 

A<900 b=s0fe? aa 2 solutiuni ; 
o lazseu>., 0. solutiuni ; 

[a<t, a+b<180 .... 2 solutiuni; 
| b>90%a<b, a+b=seu>180 . 1 solutiune; 
4 laZscu>b ae O solutiuni; 

a=seu<b ........0 solutiuni ; 
b<90a>5, a+b<180 ....1 solutiune ; 

laSz a+b=seu>180 . 0 solutiuni; 

_ _ano|d=b. . . . ua infinitate de solutiuni; 
A=90| b=90 Zi aa 0 solutiuni;. 

[aSbatb=scu180. . 0 solutiuni ; 
b>90%a<b,atb>180 ..... 1 solutiune; 

|aseu>b Ce. „O solutiuni;   L
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/ [azseu<b a O solutiuni; 
b<90 a>8, a+b=seu<180 . 1 solutiune ; ai, a-ră>180 3 solutiuni ; 

b=90[22 seu... 0 solutiuni ; 
AD>390%( aa, e... 2 solutiuni; . 

a<b, a-Hb=seu<1800 . O solutiuni; 
ab, a+b>180% .... 1 solutiune: b>90 a=b. ! PRR l solutiune; 
DD 2 solutiuni. 

215. Casul VI. Dandu-se doue anghiuri A si B si la- 
turea a opusă la A, se se resolve trianghiul. 

Vom calcula pe î prin formula 
sinasinB (2) 

sină 
si apoi calculim pe C si c prin analogiile lui Napier: 

sinb=   

  

  

  

    

  

    

s€ _ cos ad cote _ sin2 3 b cotă D 

2 cosZtb sint? 

N (b) 
cos Bg sin At Bega-b te LC _ 2 2 _ 2 2» 

2 osA TB a ._A-B 
c 5 Sin 3 . 

216. Formula (a) determinand pe b prin sinusul seu, 
dă doue valori pentru d, m si n, ast-fel căm + m'=1500. 
Inse fiind-că noi cautâm numai valorile elementelor co. 

prinse intre % si 1800, trebue ca espressiunea lui e? „._c 
si tg > data de formulele (P), se fie posiliva, si pentru a-
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cesta trebue ca diferentiele a—b si A—B se fie de acel- 
lasiu semn. Prin urmare din celle doue valori gasite 
pentru P nu vom admite de cât pe acellea cari vor im. 
plini acesta conditiune. Cu modul acesta vom cunosce 
numerul solutiunilor reale alle problemei. 

Discutiunea completa a formulelor (a) si (b) se face 
intocmai ca si pentru casul precedinte*; de acea nu 4 
vom mai reveni asupra ei. 

Casul V si VI al resolutiunei trianghiurilor sferice 
ore-cari primesc de multe ori numele de casuri indoiose 
alle irianghim ilor şferice, câei pote îi la prima vedere 
ore-care nesecurantia asupra valorilor lui B seu P cari 
convin problemei Inse acesta nesecurantia, dipare in- 
data ce se esaminedia cu atentiune datele problemei. 

217. Elementele C si c se pot determina si direct | 
prin formulele 

cosâ=—cosBeosC+sinBsinCeosa, 
cotasinc=cosceosB + sinBcotă. 

Punend in prima din aceste formule 
coty=cosatoB 

si in a doua 

| cotp= 002 
cosB 

elle devin, dupe nisce transformari analoge cu celle de 
la casul precedinte: 

| sin(0—p)= cosAsin! 

cosB 

sin(C —2)= sine cotAtgB. 

In aceste formule, fiind-că siny si sinș sunt positive, 

sin(0—+) va fi positiv, adeca C>y, deca cosA si cosB 
sunt de acellasiu semn ; si sin(C—+) va, fi negativ, ade- 

, 

:
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ca O, deca cosA si cosB sunt de semne contrarie, 
Assemenea sin(c--+) este positiv, si prin urmare c>e, 
deca, cotA si tgB sunt de acellasiu semn, si sin(c—s) este 
este negativ, adeca c<e, in casul contrariu. 

Din acestea resulta că diferentiele cs si 0, sunt 
tot de-una de acellasiu semn. positiv deca A si B sunt 
tot de o data superiore seu inferiore lui 909, negativ 
deca unul e mai mare si altul mai mic de 90%, 

ESSEMPLE 

Casul 1. 
“Date Formule. 

a= 8419843, A Se Dsie-o, b= 68297" 6. sinpsin(p—a) 
c=108"34,117%0. 

  b/g) 
2 sinpsin(p—b) _* 

te3=V/ sin(p—a)sin(p 25) 
; 

DI 

tg 2 tg P IA sPb abc 

Necunoscute. 

A= 75%5040“,58; 
B= 65014232; 
C==112%1,52+,92; 
= 7809415732,
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Calculul lui A. 

logsin(p—b)=1,9461618 | 
logsin(p-—c)>=1,5758220 | 

—logsinp=0,1201984 : 

Calculul lui C. 

logsin(p—a) =1,8595913 

logsin(p—b)=1,9467618 
— logsinp =0,1201984 

—logsin(p—a)—0,1404087 „—logsin(p—c)=0.4241780 
  

alogtg A —1,7831909 | 

logtg î.—1,8915955 

A=75%50'40%,58, 

Calculul lui B. 

logsin(p—a)=1,8595913 
logsin(p—c)=1,5158220 

—logsinp= 0,1201984 
—logsin(p—b)=0,0532382 

2logteB—1,6088199 gta 
  

logtg 5=—1,8044250 

B=65%142%,82. 

C_ 
3 

logtg 9—0,1753648 

2logtg-—0,3507295 

C=—112031'52%,92, 

Calculul lui e. 

logtgt —0,3382048 

logtgE 2 9=1,6316897 

logtgP-V—î,7805410 

logtgf-*=1,2910763 
  

  | 2logtg--=1,0415118 

| logtg--=1,5207559 

c=1324'15%,12, 

VERIFICARE 

A+B+C0—1800=:=73%94'15%,82 
(diff. totale0%,1).
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Casul II. 

Date. 

A=98"82'2846 ; 
B=83%25'10%,4 ; 
C=113%39:51%,6 

Formule. Necunoscute, 

  

mi] sin> sin 

te, sl 1; (ay) 
sin[B sil l0- 

  

a=102%20'39,48; 
b=78 54'38% 54; 
c=115%12'267, 6. 

2) 

sin— i B—-) 
a = —— _2 2 _ 

sin(A— sin o- 3) 

pe sin ssin| 0-2] 

2 

l 
Calculul lui a, 

logsin=i, 9275295 

logsin(A-- —1,8145659 > 
-logsinl B- 0,3643198 

l
e
 

W
l
o
 

logsie| 0— ]-0,0821559 

N -z (p-2) sin A 5 pin B 3) 

| Calculul lui b. 

logsin-=1,9275295 | 

| logsin( B+ |, 6956802 

DD
 

' Mogsinl —)-ous54aaa 
[ 

| —logsin| C-— 

DD
 

€ 

]-0,0821859 

WN
D!
 

      

  

logtg2.—0,0943005 
2=10220'39 48. 

2logtg;—0,1886011 | 2logtgo i, 8308297 

opel 3 piara 

| b=18054:38" 54.
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Calculul hu c. 

logsin:.-—1,9275295 

| logsin|0- 19178141 

so]
 

—logsin| posta 
NO

 
>] 

= 

| —logsin|B— |0,80643198 
  

2logtg 3=0,8950975 

  

a 

logtg 2-—0,1975488 

c=115%19'26",66. 

Casul lil. 
Date. 

a=—53%15'28",4; 

b=44%4352" 0; 
C0=13020'48" „6. 

Formule. Necunoscute. 

cos db A=71%26:0,80; 
AB 20. B=5621'41,66; 

2 ard 9) c=540%5%1%,10. 
Cos —— | > 

sin ab 
A-B 2 C 

Îg i—: 

s 3 pp o 

sin itB 
2 - a—b 
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Calculul lui A+ B Calculul lui A si B 
—b = A+B=197947'49 46 logoos4—"—1,9987966 Sg __A—B =15%41914 

A="11%26 0,80 

B =560%21'41“,66. 

Cal ulul lui c. 

logcot-2-—0,1280446 

  —logcos —0,1830091 
  

  

  

        

  

  

  

| 

| -p 2 2 | logsin AFP _7.9582807 

——=2,879434 A+B=127047'42 46. | ii Calculul tu A— —B. | —logsin A: B _0,8822351 
logsin 4 =2,8112315 

logtg-=-=1,1079507 0 logcot-2—0,1280446 ogor c=54%51“10. 
  —logsin td 01222563 

A—B | 
3 

  

—1,1215324 |   logtg 

A—B=—15%419%,14,, | 

CALCULUL DIRECT AL LUI c. 

Formule. 
tg o =tgbcosC; 

cosbcos(a—ș) 

  

COsC= 
, COS 

Calculul lui ș | Calculul lui e. 
logtgb=1,9959236 | logcosb=1,8515136 

logeos0=1,4572421 A logeos(a —2)= 1,8999971 

logtgr=1,4531657.- —logcose=0,0168333 
=15%5057%,31. . logeosc= 1,763 3430 

| c=54%5"1%,72(dift. 0%,02),
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Casul 1V. 

Date. 

A=190%23'5%,8; 
B =75%0:0,0; 
c=380%48/22 9, 

Formule Necunoscute. 

cos A —B a—75%25'9.28; 
pg 2+b — 2 e b=5948'16,42. i . 

2 AF So C=38043'2%,24, 
COS   

  

  

  

  

Calculul lui a+b. Calculul lui a—b. 

logcosf B—1,9630081 “Iogsin A E —1.5863451   

logtg2-=1,5468092 | logtg 2 =1,5468092 
A-+B +B -logoos At 50,8733622 -logsin A B.—0,0089260   

    
  

ab “logtg-%40.—0,3851795 logte “0 —1,1370803     a+b=135%18'25%,10. a —b=15%36'52" 86.
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“Calculul lui a si b. _ Calculul lui 
a+b=135%13'25%.10 _a+b = _ ] =1,965965 a b=15%3652“.86 ogsin-——=1,9659657 

a=15%95'9%23 
b==59%4816%,42. 

  

A—B _16213370   logtg 

—logsint- 0 0,9669642 
  

logcot 2. —0,4542669 

| C=38%43'2",24, 
  

CALCULUL DIRECT AL LUI C. 

Formule. 

cotp=tgBeosc; 
cosBsin(A—e) 
sine . 

Calculul lui e. | | Calculul lui C. 
logtgB=0,5719475 ; logcosB=1.4129962 
logcosc=1,8916883 . logsin(A—5)=1,9913315 

„logcot?=0,4636358 ;  —logsine=0,4879013 

cosC= 

  

  ?>18'58'31",22. iogcos0=1,8922290 
„0=380%48'2“,33 (dift.0%,09). 

Casul YV. 

“Date. 

a==105031'42%,3; 
b=83%43'13,5; 
A=113038'15",4. 

Formule. 

siubsinĂ | 
sinB=—— ; 

_sind
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| Necunoscute,. 
12 solutie. 2* solutie. 

B'=70%55'36,16; B"'=109%4'23",84,; 
C'=51%4 6'54“,16; C“=156"16'53“,52 ; 
c'=5543'16“,98. c“'=154%98'20%,68, 

Calculul lui B. 

logsinb=1,9973864 
logsinA=1,96 19427 

_— logsina= 0,0161493 

logsinB=1,9754784 
1* solutie. | 2* solutie. 

B'=10%55'36%,16. . O B=1099423% 84. 
Calculul lui C”. Calculul lui QC“. 

logsin 0 — Î, 2168585 | logiu 2-0 —1,2168385 
A-B' A-—B7 

2 
logcot 3 -=0,4018244 | logcot = 13995467   

  

—logsin“-*0—0,0014161 —logsin2tb ati —0,0014161 
    

logtg 2 —1,6860790 tza 6778013! 
C'=51%46:54%,16. C'=156%16'53",52,   

4
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Calculul lui e. 

logsin ATB =1,9996554   

logtg ad 

A-—B' 

  —1,9847511 

=0,4387163   —logsin 

"CURS DE TRIGONOMETRIA 

Calculul lui e”. 

A-+B' 
2 

logsin =1,9691079   

a—b 
  —1,2847511 

A-B” 

| logtg 

  —logsin =1,3998912 
  

logtg Ce —1,7231228 

c'=55%43'16" 98, 
logtg —0,6537502 

0" =154%58/20",68.   
CALCULUL DIRECT AL LUI C* ŞI 6”. 

Formule. 

coty=cosbtgA ; 
"cos(i-C)=cotacostgb. 

Calculul lui s. 

logeosb=1,0389384 

logtgA=0,3588520 

logeot + =1,3917904 
  

| Calculul lui C. 

| logcota=1,4438241 
| logeosu=1,3846347 

logtgb = 0,9584480 
  

Y==104%1:587,76. | logeos(t—C)=1,7869068. 

12 solutie, 

y— C0'=52%14'59".56 | 

C'=5 1%46'54",20(di;£.0 04). 

22 solutie, 

0” — 4 =52%14'59" 56 
C'==156016'53",32(4if.0",20),
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„CALCULUL DIRECT AL LUI c“ SI e, 
| Formule. 

tge=tgbcos ; 
__COSacos7 

cosb 
Calculul lui g. Calculul lui e. 

logtgb—0,9584480 i — logcosa=1,4276747 
logeosA=1,6030908 logcos =1,4226919 

logtg » —0,5615388 —logcosb=0,9610616 

ș:>105020:48,78. | logcos(c—p)=1.8114282, 
12 solutie, 

9 —c'=49%37:3 10,18; 
c'=55%43'17",00(dift.0+,02). 

22 solutie, 

Cr— 9 =4937:31",18; 
Cc" ==154%58/20",56(Qi8%.0”,12). 
Casul VI. 

Date. 

A=65%15'32%,4; 
„B=580%93148%,6; 
a=73049'8% 9, 

- cos(0—) 

  

  
  

  

  

  

  

Formule Necunoscute. 
- p__SinasinB b=64%10/134,69; sinb=—— 2, | 

sinA „ 0==112%'14,68, 
sin a=b „€=101041'1974,44, 

i C_ 2 o AB 

S3 275 3 
sin-— 

2 

sin AB 
to €. 2 te a—b 

sp ABE g 
sin 

2 17
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Calculul lui b. 

logsina=1,9821882 
logsinB=1,9302856 

— logsinA=0,0418143 

logsinb=1,9542881 
  

b=64010/13,69. 
Calculul lui C. 

  

  

| Calculul lui ce. 

  

  

  

login“ 9—3,9195219 logsin AB =1,9452389 

logcotâ =1,2221718 | logtg. 2-% —5,9210260 

_logsin si =0,0300337 | —logsin A B1 2229509 
2 

  

logtg2—0,1717274 

0112051468.   logtg= =0,0892158 

0=10104117",44. 

CALCULUL DIRECT AL LUI C. 

Formule. 

cot 4 =cosatgB ; 

sin(0-9)— cosAsiny | 

Calculul lui ş. 

logcosa=Î,4481319 
logtgB=0,2109270 

logcot+=1,6590589. 

1=65%28'56,38. 

| 
| 

  

cosB 

Calculul lui C. 
logcosA=1,6217132 
logsiny= 1,9589618 

—logcosB=0,2806414 

logsin(C-—4)—1,3613164 

C0=y=46%3618,14 
0=11205:14%,52. 

(dif. 0,16). 
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CALCULUL DIRECT AL LUI c. 

  

Formule. 

cota 
cotp= ; 

cosB 

sin(0—0)=sin e cotAtgB. . 

Calculul lui ş. Calculul lui e. 
| 

| 

logcota=1,4659437 | logsinș=1,9411500 
— logeosB=0,2806414 | logeotA =1,6635274 

! 

| 

| 
| 

| 

  

  

logcotp=1,7465851 | logtgB=0,2109270 
?=605028+,47. |  iogsin(c—e)=1,8156044 

| Cc—ș>=40%50:48«,85 
c=101%41174,32 

(dift.0”,12). 

ESPRESSIUNEA IN LUNGIME A LATURILOR. 

_218. Pene acum laturile a,b c alle unui trianghiu sfe- 
ric au fost tot-de-una, esprimate in grade, minute si se- 
cunde, si radia sferei a fost tot-de-una, presupusa egale 
cu unitatea, Se pote inse calcula si lungimea linearia a 
unei laturi deca se cunosce numerul de grade continut 
intr'ensa, si lungimea radiei R a, sferei. 

Fie ! lungimea unui arc de 1+ dintr'ua circumferen- 
tia a carii radia, este 1; fie inca, a numerul de secunde 
continut in 'un arc de cere mare al unei sfere cu radia, 
R, si a lungimea lui linearia ; era, / lungimea unui are 
de 1" din ua circumferentia tot cu radia R. Dupe geo- 
metria avem: 

LR, 
> seu: t=RI; 

inse
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“a=a!l; 
deci 

a=aRl. 
Valorea lui sin/=sinl“ difera asia de putin de valo- 

rea [ a arcului de 1“ incât. primele şiepte diecimale alle 
lui logsin/ sunt identice cu celle siepte diecimale de la. 
inceputul lui log; prin urmare in calculele logaritmice 
unde nu se intrebuintiedia de cât logaritmii cu siepte 
diecimale putem presupune că 

sinl=l, 
si atunci 

a=a"Rsini, 
seu 

a=a'Rsinl“, (1) 
* 

care ne dă lungimea laturei cand cunoscem numerul 
de secunde continut intr'ensa. De aci tragem: 

p_ a 
2 = Rsinl“! (2) 

care dă numerul de secunde al unei laturi deca,cunos- 
„cem lungimea, sea linearia. 

Essemple. 19. Date: a'=—34%18'52",1; R=8m,352, 
Necunoscuta: 2=5*,002. | 

2" Date: a=25",722; R=18%,513. 
Necunoscuta: a%=7936'24,7 

SUPRAPATIA UNUI TRIANGHIU SFERIC. 

219. Cunoscem din geometria sferica, espressiuneă 
suprafetiei S a unui trianghiu sferic : 

S=T-ggor 
in care T represinta jumetate din suprafatia totale a 
sferei, si < escesul sferic, Inse T=27R2, deci
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__ mR2 
1807 

Deca prefacem pe : si 180 in secunde, fiind-că = es- 
prime lungimea unei semicircumferentie cu radia 1%, “4 

câtul 5005280007 este lungimea arcului de 1“, care 

am vediut* că este egal cu sinl“, „ %218 
Punend acesta, valore in formula din urma, obtinem : 

S=R?esinl“, (3 
in căre trebue se nu perdem din vedere că : esprime) 
numerul de secunde coprins in escesul sferic, 
Essemplu. Date: R=486",5; «=84%13'28“,4= 308208", 4 
Necunoscuta: $= 3419212» 84.



      
    

CAPITULUL II. 

Esercitii si aplicatiuni. 

220. Se se resolve un trianghiu sferic in care se cu- 
nosce ua lature a, anghiul opus A si suma seu diferentia 
cellor-alte doue laturi b si c. 

Deca se dă a, A, b+c, vom determina anghiurile ne- 
cunoscute B si o prin a treia si a patra din formulele 

179 lui Delambre* 

  

  
  

  

coste 

cosB iC 2 sin A 

coș 2 
pi , 

sinb fe 
B-C 2 A 

COS == ————SI0—, 

2 „a 
sia —- 

cari ne dau suma B--C si diferentia B-— C; prin ur: 
mare chiar pe B si C. 

Laturile b si c le vom calcula in urma prin formulele: 

sinb sina since sina 
sinB  sinA? sinC ” sin:
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Deca se dă a, A, b—c, anghiurile B si C se vor de- 
termina prin primele doue formule alle lui Delambre : 

  

  
  

608 b—c 

sin B+0 a 2 08 A 

cos 2. a 
2 

sin be 

sin B-—C = 2 eos A, 

sin 2 2 
2 

Laturile b si c se determina apoi in acellasiu mod ca, 
si mai sus. | 

Essemplu. Date : a=64%28'33',4; A=16%3'51',2,; 
b+c=98%3413"6. | 

Necunoscute : B=90%32'12",72; 0==32%43'40",98; 
b=68%23'34',04; c=30%10'39"53. 

221. Se se reduca un anghiu la orizonte. 

Un observator O mesura anghiul 
BOC al radielor visuale duse la doue 
objecte B si C, anghiul BOC nefiind 
in un plan orizontal. In aplicatiuni 
inse este mai tot-de-una necessariu a 
se cunosce nu ensusi anghiul BOC, 

| ci projectia. B'OC' a acestui anghiu pe 

„un plan orizontal. Acesta projectie se numesce anghiul 
redus la orizont. 

Pentru: a se reduce anghiul BOC la orizont, se me- 
sura si anghiurile AOB,AOC ce fac radiele visuale duse 

„la celle doue objecte considerate cu verticala AO. Ima- 

ginandu-ne apoi ua sfera cu radia 1 si cu centrul in O, 

acesta sfera va taia fetiele triedrului OABO dupe arcele 

 



%204 
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AB,BC,AC, cari formedia un trianghiu sferic, al carui 
anghiu A are drept anghiu plan cu care se mesura, chiar 
pe anghiul căutat B'OC'. Resolvand dera trianghiul 
ABC*, in care se cunosce AB=AOB, AC=AOC , 
BO=BOC, tote quantitati mesurate, vom put€ calcula 
anghiul A. 

Reducerea anghiurilor la orizont nu s€ mai face astadi 
prin calcul, câci cu teodolitul se pote mesura direct 
anghiul B'OC. | | 

Fssemplu. Date : BO C=49%831”; BOA=78'35'8”; 
COA==82%51'43“, 

Necunoscuta : A=B'00'=5000'1”„8, 
222. Cunoscund longitudinea si latitudinea a doue lo- 

curi de pe suprafatia pamentului, se se calculedie distantia 
intre aceste doue puncte. | 

Fie P si P' cei doi poli ai pamen- 
R tului, PEP'E' primul meridiăn, spre 

(ÎN essemplu cel care trece prin Paris, EE' 
E II d equatorul, A si B punctele considerate. 
7 Se dă: 

pentru A, longitudinea L=EPC, si la- 
? titudinea, I=AC'; 

„pentru B, longitudinea L':=EPD, si latitudinea I/=BD, 
În trianghiul sferic APB se cunosce dera anghiul 

APB=L/—L, laturea AP= 90%—1, si BP=90%—/. Putem 
dera, resolve trianghiul* si calcula laturea ceruta AB, 
Lungimea linearia a lui AB s'ar put€ gasi prin for- 

mula (1)*; inse in casul acesta putem se reducem acea 
formula in modul urmator, 

Formula, 

e
-
m
a
i
l
 

UE
R 

AE
RO
 
A
N
D
R
E
I
 

DR
 

a
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AB _1 
1800 a 

in care AB este numerul de secunde continut in distan- 
tia de la A la B, / lungimea linearia a lui AB si 7 lun- 
gimea semicircumferentiei, dă : 

__„AB 
180? 

si fiind-că 
180%==648009“, 

- si pentru pament 
z=20000£2t, . 

avem : | 

20000*ni 10knt 
' 648000 AB = gg XAB. 

lat, 44025'39N. 
Long. 2346'12"est” 

  

Essemplu. Date : Bucuresci 

lat. 48%50'11"N. 

Long. 000” - 

Necunoscuta : AB=16049'48' 91= 1870 028, 
293. Dandu- se longitudinile si latitudinile a trei puncte, 

A,B,C, de pe suprafatia pamentului , se se calculedie su- 
prafatia „pieng hui sferic ABC, format de aceste puncte. 

Vom calcula laturile AB,BC,AC alle 
A AZ trianghiului ABC dupe metoda, data, 

la problema precedinte , si apoi esce- | 
L// sul sferic : prin formula (10)*. Atunci 2 

relatiunea (3)** ne va da suprafatia +29 

cautata , sciind că pentru pament 

Paris 

S
a
r
i
 

p 

R=63173982.
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lat. 47910'24"N, 
Long. 25%15'457est ? 

lat. 51%30'49'N lat. 5956'30"N 
Londra uong. 202551 vest ! P etersbure ao Toast! 

Necunosceute : JL=—18%2617",43; JP=12%51'59",38; 
LP=18%1'19",73; e=1%59'9',03=7149",03; 
5=1409643*»».181818, 

224, Se se calculedie volumul unui paralepiped cunos- 
cund lungimea cellor trei muchi alle unua din anghiu- 
rile selle solide, si anghiurile ce aceste muchi fac intre elle. 

Fie OA=a, OB=g, 00=, lungimile cellor trei mucbhi 
date, cari tote concura 
in punctul O; BOC=a, 
AOC=b, AOB=c anghiu- 
rile ce aceste muchi fac 
una, cu alta, 

Lasand din C perpen- 
o cv c diculara CD pe fatia AB, 

volumul paralepipedului este : 

Essemplu. Date : Jassy. 

  

V=—dreptanghiu ABXOD. (a) 
Inse 

asinc*. "7 dreptanghiu AB=-2ABO-=2% a eine, (b)   

“ Trianghiul dreptanghiu CDO dă: 

CD=COsinCOD=ssinCOD. (e) 
Ne imaginăm ua sfera cu centrul in O si cu radia 1, 

care taia fetiele triedrnlui OADC dupe arcele A'D, 
D'C, A'C". Trianghiul sferic A'D'C este dreptanghiu 
in D', câci CD fiind perpendicularia pe fatia AB, si pla-
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nul CDO, care trece prin CD, va fi perpendicular pe 
acea fatia. Prin urmare, dupe proprietatile trianghiu. 
rilor sferice dreptanghie*, „%163(6), 

sinC'D'=sin A'C'sin A“, 

"seu 

sinCOD=sinbsin A“, 
ori 

/ 4 

CO8-—, 
2 

Prelungind arcul A'D' pene in B' si unind B' cu C 
prin un arc descris din O ca centru, în trianghiul sfe- 
ric A'B'O' avem: B'OC=a, A'C'=b, A'B'=c; punend de- 

ț “ 

  sinCOD=2sinbsin A 

ra in loc de sin   si de cos valorea lor data prin e- 

quatiunile (1) si (2)*%, iza 

sinCOD=9sinb V sinpsin( p— d)sin(p—b)sin(p — -C) 

sin 2bsin2c 

  

  

_ 2 Ysinpsin(p—a)sin(p—b)sin(p—c), 
E sinc 

Substituind acesta valore in (e), 

CD=0Y sinpsin(p     a)sin(p — bhsin(p—c), 
| sinc 

Acesta valore a lui CD precum si valorea lui AB da. 
ra de (b) o introducem în (a), si atunci 

V=2aprV sinpsin(p—a)sin( p—bsin(p—c). 
Essemplu. Date: «—15",38; p=21"13; ș=1872; 

a=—6313'29; p==59%38'82: c=790%25'15%, 
Necunoscuta : V=4282x%4833. 

 



  
    
          

CARTEA IV. 

COMPLEMENTUL TEORIEI FUNCTLUNILOR CIRCULA BIB: 

  

CAPITULUL 1. 

IMMULTIREA SI IMPARTIREA ARCELOR, 

Espressiuni imaginarie. 
225. Ua espressiune imaginaria este ua functiune ca- 

re coprinde radicalul V—1. Ori-ce espressiune de felul 
acesta, pote tot-de una se se reduca la forma, a+bV—i, 
in care a si P sunt quantitati reale, positive, nule seu | negative. | | 

Fie r un nume: positiv ore care si « un anghiu; pu- 
„tem tot de-una gasi pentru'r si « nisce valori cari se sa- 
tisfaca equatiunile : 

| a=rcosa, b==rgina, (a) 
din cari 

cosa=-€, sine= 2; 
7 Y 

era deca le adunăm, dupe ce le-am ridicat la patrat, 
7"(sin?a-+cos?)=a2-+-b?,
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seu 

r=Vab. 
Punend valorile (a) in locul lui a si b in espressiunea 

imaginaria, ea, devine: 

| a+bV—1= r(cosa+-V.— sine). 
Numerul r se numesce modulul, era anghiul « ar gumen- 

tul quantitatii imaginarie. Modulul este egal cu radecina 
patrata a sumei patratelor quantitatilor reale ce insotiesc 
imaginara. Argumentu! este un anghiu datprin sinusul si 
cosinusul seu, si fiind. că aceste linii trigonometrice sunt 
periodice, tote arcele, diferind intre elle cu 2z seu cu un 
multiplu al lui 27, cari vor avâ drept sinus si cosinus valo- 
„ba . rile-— sI —, vor put fi luate ca argument al espressiu- 

r 
nei imaginarie date. Prin urmare, pentru ca doue espres- 
siuni imaginarie, r(cosz-—14/—1sina) si r'(cosa'+V/Zisins) 

se fie egale, este de ajuns ca modulele lor r si r' se fie 
egale, era, argumentele lor « si « se difere cu un mul- 
tiplu al circumferentiei. 

Doue espressiuni imaginarie se numesc conjugale 
deca, difera una de alta numai prin semnul termenului 

in care se afla y—1; ast-fel sunt: r(cose+-VZisino) si 
„ r(cosa-—1/—1sina). , 

“Ua quantitate reale positiva poie fi considerata ca ua 
quantitate iinaginaria al carii argument este un multiplu 
prin un numer cu sotiu al unei semicircumferentie ; si ua 
guantitate reale negativa ca ua quantitate imaginaria al 

carii argument este un multiplu prin un numer fora so- 
tiu al unei semi-circumferentie. 

În adever, in espressiunea imaginaria 
r(cos2kr+V—1sin2k7),
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. 2k fiind un numer ore-cară cu sotiu, avem : 
cos2/r=1, sin2kn=0 ; 

deci 

| r(cos2kn+V —1sin2/a jr, 
r find ua quantitate reale positiva, 

Assemenea, in 

| r(cos(2k.+ Da+V— 1sin(2k+ I)=), 
2k+ 1 fiind un numer fora sotiu, 

cos(2k-+ 1)s=—1, sin(2hk. 1h=9; 
asia dera 

r(cos(2k + 1)n-+V—1sin(24+1) r=—r, 
si r este ua quantitate reale negativa, 

FORMULA LUI MOIVRE 

226. Fie a se immulti espressiunile imaginarie 
_r(cosa+V—1sin =) si r“(cos-+V-—1sing ). Avem : 

r(cosa+-V—1 sina )Xr'(cosg + Vl, sinf ) 
=rr/(008a cosp-+V — Icos a sin+V— i sin = coss-— sina sing) 
=7r'[cos (e+6)-+V— Isin(a+4)). | 

Immultind ambii membri ai acestei egalitati cu ua a, 
treia quantitate imaginaria r(cos++V = Isiny), vom avâ: 
r(cosa+-V — Isina)r ((0os6+ V — sing)” (cosy+ V-1sinp) 

=rr'|eos(a + 8)+v/ ZI sin(a-+6))r“(cos7+-V Zisinp) 
_ mr] cos(a-tf)cos7+-Y/ — 1cos(e+ 6)sinp | 

+ — Isin(a-H)cosy—sin(a+ B)siny | 
=rrirvleosțe B+I)+V — sine +6 +7). 

Urmand assemenea, pentru patru, cinci, ..., factori, vom obtine formula, generale : 
r(cosat+ V— Isina)ri(cosg-+ V—Isinf)r(cosy +(/—1sinp



9
 

2
 

=
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ra (cosrtV/— 1sinv) 
cos(etftyt.. i ky) - 

| IV sint Bp., +9) (D 
Membrul al doilea, coprinde ua espressiune imagina 

ria al carii modul este rr'r“....,. Ta» era argumentul 
a+6-ky+.... ku asia-dera produsul mai multor espres- 
Siuni imaginarie este tot ua espressiune imaginara al 
carii modul este produsul modulelor factorilor, era argu- 
mentul e suma argumentelor factorilor. 

Operană i in acellasiu mod vom gasi inca : 
r(cosa-+V — Isina)r“( cos6—V — Isinf) 

aa fat! 

THR i. Ta 

=rr(cos(a.—8)-+V — Isinţa—B)), (1 bis) 

r(cosa—V/ 21 sina)r'(cos$ —V — sing, | 
=rrcosta+p)—V—l sin(a-+8)). (1 ter;). 

Corolariu I. Deca, in (1 bis) presupunem : r=r/= l; 
a=8, formula devine : 

(cosa+Y-— Isina)(cos0—Y—1sina)=ec050%-+V sin =1; 
asia, dera produsul a doue guantitati 'magmarie conju- 
gate este egal cu unitatea. 

Corolariu II. Din equatiunea, 

(cosa+-V/—Isina)(cose — V =isina)==], 
deducem: 

d 

A =0050—V/Zisina ; 
cosety/—isina 

prin urmare inversa unei espressuni imaginarie este ua 

alia espressiune imaginaria, conjugata cu cea data. 
227. Deca in formula (1) punem: 

PErSr a Say CEB, o, 

ea, devine: | 
(r(cosa-+ V/ —isina))"=r"(cosma+V/Zisinma), (2)
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m fiind numerul factorilor, Acesta formula, numita for- 
mula lui Moivre, esprime că, puterea unei espressiuni ima- 
inarie este tot ua espressiune imaginaria, al carii modul 
este chiar modulul rade-inei ridicat la ua putere egale cu 
a espressiunei imaginarie, era argumentul este tot argu- 
mentul radecinei immultit prin esponentul puterii la care 
se ridica acesta radecina. 

IMMULTIREA ARCELOR 
9 , a _ ini, 298, Formula, lui Moivre ne dă posibilitatea de a, calcula sinusul si cosinusul unui multiplu ore care al 

arcului in funstiune de sinusul si cosinusul arcului sim- plu. In adever, deea in 
7"(cosma+-/Zisinma)=r(eosa-+ sine)" 

eliminam factorul comun 72 şi desvoltâm puterea din membrul al doilea dupe binonul lui Newton, observand căi (Vs (VI, (Va La avea: 
cosma + /Zisinma= cos PD Zicos"-sina 

_mim-—1) cos" 2asin?g— (n —1)(m-—2) 1.2 1.2.3 

, m(m— 1-2 — 3) 
1234 

V = Icos*-%sin%o 

cos" fosinta 7... 

=] coste — Pr Doost-tasin?a 

4 m(m — 1)(m — 2)(m — 3) 
1.2.3.4 

  cos"”tosinta—- .] 

+V/ 3 Cosa sina POD 2 osn-tcsinta
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m(m— Dim— 2)m — 3)(m — 4) 5 2 
Cos" “asin 0 — a... |. + 1.2345 

Inse cand avem ua egalitate intre quantitati reale si 
quantitati imaginarie se scie că quantitatile reale sunt 
egale intre elle si celle imaginarie assemenea; avera 
dera : 

cosma=cosa — PN cogn-? 

„m(m--1)(m—2)(m —3) co 
1.2.3.4 

sinma=— "costa sina PODU 2) ogn-tasinte 

cos" “osin— ., (2) 

asin?0 

m—& s**asin'a — . .. (1) 

m(m— 1)... (n—4) 
+ 1.2 3.4.5 

In (2) am eliminat factorul comun Vi. 
În membrul al doilea din (1) nu intra de cât puteri 

cu sotiu alle lui sina; deca dera vom voi aav6 pe cosma 
in functiune numai de cose, vom inlocui pe sin? prin 
l—cos%o, pe sin'a prin (1—cos?a),...., si atunci membrul 
al doilea al acelei equatiuni ne va da pe cosma in fune- 
tiune de cosa prin un polinom rational, câci va contine 
numai puterile intregi alle lui cose. 

In membrul al doilea din (2), deca 7 este fora, sotiu, 
intra tot puteri cu sotiu alle lui cosa; deci inlocuind pe 
cos?e prin prin l—sin?a, pe costa prin (l—sin?e5,....... , 
membrul al doilea al acellei equatiuni ne va da pe sinma 
in functiune de sine prin un polinom rational, câci va, 
contine numai puterile intregi alle lui sina. Deca inse 
m este cu sotiu, membrul al doilea al equatiunei (2) 
contine puteri fora sotiu alle lui cosa. In acest; cas, pu- 
nend pe cose factor comun, formula, (2) devine:
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m(m— I(m—2) e 

1.2.3 

. m , a. inma — cos 1Pcos2-asina- s"—asin?a 

cos" “asinta —.... |(3) 

Parentesul contine numai puteri cu sotiu alle lui cosa; 
inlocuind dera pe cos?a prin 1-— sine, pe costa prin 
(1—sin'a),...., vom av6 in parentes un polinom ce va 
contine numai puterile intregi alle lui sina, si prin ur- 
mare va fi rational. Iulocuind inse si pe factorul comun 
cosa, prin V l—sin'w, membrul al doilea incetedia de a 
fi rational. Deci, cand 7m este cu sotiu, sinma pote fi 
esprimat prin un polinom care se contina numai pute- 
rile lui sine. iuse acest polinom va fi irrafional, 

229. Divisand (2) prin (1) obtinem: 

siuma 

  

— -—=tgma 
Cosm 4% 

mom . mm Mm-2) m m(m-1)..(n-4: 5 cos asina — — 33 cos  asinta-t+ 15 34,3 C0s “osinta—,,, 

m mn ma m(n—h(m—2im—3) m Cos 4— 1 cos asin2a-j- ——— 9.44 cos  asingx—,.., 

si divisand ambii termeni ai fractiunei din membrul al 
doilea prin cos”, 

Ngm h(m-2) m'm-1)...(m-4) 
  

  

  

pete tota. toma_Î 123 E aaa 16% (4) Eu mim 1) gta + m m-l)im-2)m 3) to'a — 
1.2 1.2 3.4 o 

formula care dă pe tema in functiune de igo. 
Essemple. 1. Se se determine sina cunoscund pe sina. 
Punend in formula (2) m=38, a=a, avem: 

  

„: 8 , 8. , sinda==, COs'asina— cosfasinta 
1.2.3
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p 8.1.6.5.4 costasina— 8.1.6.5.4.3.2 cosasin'a 1.2.3.4.5 1.2 3.4.5.6.7 ! 
seu | 

sinSa=Scos'asina—56costasina 
+56cos'asinsa—Scosasin'a. 

Deca voim se aflăm pe sin8a numai în functiune de 
sina. punem in acesta equatiune pe cosa ca factor co- 
mun în membrul al doilea, si atunci 

sin8a =cosa(8cosfasina —56Gcostasin?a 
+ 56cosasin'a—-sin'a) ; 

inse 

cosaV 1 sin?a, cos?4=1—sin?a, costa=l + sinia-2sin?a, 
costa =1—3sin?a+ 3sinta — sina. 

Punend aceste valori in formula si facund reducerile, 
sin8a=V1— sina, Ssina —80sin? at 92sini a—128sin'q). 

Polinomul din membrul al doilea este irrational câci 
contine pe Y l—sin? d, si m a fost cu sotiu; acest resul- 
tat coincida dera cu cea ce um dis la finele Ş 228. 

2%, Se se dete:mine sin5a, în functie de sina. 
Avem: m=5, «a; punend aceste valori in (9), 

5.4.3.2.1 . ş 
sin aq 

sin5a =? costasina — Să ostasi + 1 1.2. 1.2.3.4.5 
= Ocostâsina— 1 0cos?asin?a+-sin:a, 

Pentru a esprime pe sin5a numai in functie de sina, 
inlocuim în acesta formula, pe costa prin l—sin'a, pe 
cosa prin 1 —2sin?a+ sinia, facem reducerile şi obtinem : 

sinda =5sina—20sin'a+ 16sinta. 
În casul de fatia, m fiind fora sotiu, sin5a este espri- 

mat prin un polinom rational ce contine numai pe sina. 
3%. Se se determine costa in functie de cosa. 
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Formula (1) dă: 

cos64= costa— 5-9 costasin?a 

6.5.4.3 cosasinia— 6.5.4.3.2.1, 

1334 1.3.3.4.5.05i04 
=cos'a—15cosasin?a + 15cos"asipia— sina, 

+   

si inlocuind pe sin'a, sin'a, sina prin valorile lor in 
functie de cosa si reducund, 

cos'a=32cosia — 48costa+ 18cos4—] ; 
cosa este esprimat prin un polinom rational ce coprin- 
de numai pe cosa. 

4. Se se determine tg7a în functie de tga, 
Formula (4) dă;: 

7 _7.6.5 1.015.438, , 1.65.4.321 Îtpa— taia — 
5 1238011334518 %-1931567 

IT epa 70 -5-dig78.3:4:3 9 
T310 2 igsat5 213345. 

__1tga— 35tg' "a+2ltg'a—tg'a 

1—2ltg?aFăbtgta —Ttpa 

  ig'a 
  igta- 

  

DIVISIUNEA ARCELOR. 

Sub ăcest titlu ne propunem problema inversa acel- 
leia, pre care am resolvat-o mai sus, adeca: dandu se li- 
niu trigonometrica a unui arc, se se gasesca linia trigo- 
nometrica a submultiplului acelui arc. 

a 230. Dandu-se cosa se se gasesca cos. 
m . a... 

In equatiunea (1)* puneme=-, si prin urmare ma=a; 
m 

ea devine atunci:
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md __M(m—1) md. „a COSZ=COs -— 002 .gin? — 
m 1.2 mom 

m(m — 1)(m— —2)m-—3), m-a ad 
Loga 005 SN 

. . „a Aci cosa este quantitatea data si cos necunoscuta; 
m a . a: punem dera: cosa=b, cos— =; si fiind-că, 

m 
2 a ..,a af sin —=l—cos?2—, sint (1 —cos'— po... m m m m 

vom ave: 

m m 

Facund inlocuirile equatiunea devine: 
__m(m— D, m-2 

2 . 2d aa 
sin —=1—%, sint (10 pa... 

m 2 x 3 (1—x2) 

mm —1)(n—2)(m—3) m-ar __ mo = aaa ((—p— =, 

Desfacund parentesele ce contin pe z, grupand ter- 
menii ce contin puteri egale alle lui z, si insemnand cu 

„A pe confactorul lui 2*, cu A, pe al lui 2*-2, cu A, pe 
al lui z*%,..., equatiunea va lua forma: 

AFA A at ap, 
, , , , , a. Prin urmare determinarea lui , adeca a lui cos, in 

L/(A 

functiune de b, adeca de cosa, depinde de deslegarea 
unei equatiuni de gradul m în z. 

. a Essemplu. Cunoscund pe cosa,, se se determine cose. 

Punend in (1)* in loc de ma pe a, in loc de « pe. +228 

si in loc de 7 pe 6, acea equatiune devine :



  

cosa-=005%-7. -- apcost sine.€. 

6.543 a „ua 6.54.3221. sd 
"iapa 005 psi 0345 pina 

sa a. „a a 0 esa =cos 2 —15Deost_sin2€ + 15cos22 sint 2 __ sint—. 6 66 6 6” 
a ne - aa Punem : cosa=b, Cosa; atunci, fiind-că sin'-—- 

a ..,a ab ca! ak = l—cos2—, sint“ — 1 — cost] »Sin” = l—cos2], 6 6 6 6 | 6 
a d | avem : sin” _—1—a?, sint „(Up —2a024 a, 6 6 

sint (1 — 3*)=1—332-73ax1—a5, Introducund tote a- 

ceste valori in equatiune, effectuand immultirile si gru- 
pand termenii ce coprind acelleasi puteri alle lui x, 
avem : 

32%—48x%4+ 1830 —1=b, | 
equatiune de gradul al siesselea care resolvata, ne va 
da pe x, adeca pe cos-t, in functie de cosa, represintat 

prin d. 

. „a | 231. Dandu-se sina, se se gasesca sin —. i 
m ; +20 1 Deca m este fora sotiu, punend in equatiunea (2)* 

. . a | in loc de ma pe a si in loc de a pe—, vom ave: 
m 

m ad a m(m—lVm—2 a..a Sind=-—cos* A sin MR Dm—2) cms sina a | l mom 1.2.3 m m : 
m(m— 1)... (m=—4 a ...,a i im —1) ( —— COsm-5 gin —, i 1.2.3.4.5 m m
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Punem: sina=b, sin 2 =arj si fiind-că puterile n— 1, 

m—3, m—5, la cari este ridicat cos C-sunttote CU s0- 

tiu, câci m este fora sotiu, vom inlocui pe cost cu 

1—x?, pe cost 5 cu (1 -%'),..... Facund apoi tote 

immultirile, grupand termenii ce contin puteri identice 
alle lui x, si insemnand erasi cu A, A,, A,,.... con- 

factorii termenilor x", x"? xn, eguatia va 

lua formă, : 

Ax Ax Am... =b; 

acesta relatiune este de gradul 7 in x; deci pentru a 
: ad, . . i 

determina pe sin — in functie de sina, deca, m este 
m 

fora sotiu. trebue a resolve ua equatiune de gradul 7. 
2 Deca m este cu sotiu, punend in (3)* pe a in loc 

a, . 
de mo si 'pe in loc dea, equatiunea aceea, devine : 

m 

  

. a'm ad. a m(m-i)(m-—2 nad ad 
sina=00s-| cos" 20 sp (m (m —2) om + _sin*— 

ml mom 1.2.3 mom 

pmim— Iaca (m—4)ogm-e 2 ins 

1.2.3.4.5 mom Ţ 

a aq , a i 
Punem : sind=b, sin—=; atunci: cos—=4/ l—x, 

m m 

2 Q 2 44 22 COS —==1—%, cost —=(1—x?), ..... Parentesul con- 
m m 

. . _. . „d . tine numai puteri cu sotiu alle lui cos, câci m este 

cu sotiu; substituind dera in equatiune aceste valori 
e „a a , 

alle lui sina, sin, cos—,...., in parentes nu vor 
m m 

*228
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intra de cât espressiuni rationali cari vor contine pex; 
. a . . singur factorul comun cos-— va fi represintat prin es- m 

pressiunea irrationale VI—x?. Deca dera, dupe ce am 
facut inlocuirile, vom face tote reducerile i vom in- 
semna cu A,, A,, A,,.... confactorii termenilor XI, 
XE a, equatiunea precedinte va lua forma : 

Via? [Ana Apăe0-f Agar, ]=p; 
ridicandu-o la patrat, 

(a) AA Age As P=. 
Acesta equatiune este de gradul 27 în *; asia dera, 

pentru a gasi pe sine in functie de sina, cand m este 
cu sotiu, trebue a resolve ua equatiune de gradul 27. 

. A - Essemple. 19. Se se determine sin Cunoscund pe sina. 

+228 Equatiunea (2)* devine in casul de fatia : 
a_543 sa . sa 54321. a 7 — cos? sin + 
5 

sina=5 costIsin a Sins_. 1.2.3 5 5 1.29.3455 5 
_ a. a 2. sa. .sa = deos*-_sin—— 10cos? sin + sin5%, 

5 95 5 5 5 
, „a , „a Punem : sina=b, SIn-—=%; prin urmare : cos? 

d 5 

= 1—sin2 9 1 — as? ; cost — [ — si 2 (1 — aa) 5 5 5 j 
=—1—23+ at. Facund tote reducerile equatia, devine : 

16x*—2030+ 5x=b, 
equatie de gradul al cincilea care trebue resolvata pen- 

Ă s ad. . . tru a afla pe x, adeca pe sin-—, in functie de sina 
5 

. „a . 2%, Se se determine sin Cunoscund pe sina. 
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Equatiunea (3)* devine, punend : m=8, ma=a, og 

a. ” 
3: 0=- 

sina= cos 4.| cos g sin 3 La gc05 g sin E 

8.7.6.5.4 d cnc —8.1.6.8.4.8:2 ia] 
1.9.3.4.5 8 8 12.345.611 8! 

==C08 g| 8cost na otet 

+56cos€ 3 -sin5 Ş= — sin! “| 

  a 
Punem : sina=b, » Sin-— 3%; prin urmare : cose Via, 

co l-a, cos = 2x2-+-xt, cos El —3x24+ 3xt—xt; 

introducund aceste valori in eguatiune si facund re- 
ducerile in părentes, equatiunea, devine : 

Vi—a[82—80254+19225—128a7]=b; 
ridicandu-o la patrat si reducund erasi, 
64a%—1344244+1015225—422940a%+90112a1.. 106496 

+65536211—16384a%=b, 
equatiune de gradul al siesse-spre-diecelea care dă pe 
„a. , , 

sin-—- in functiune de sina. 

Observare. Equatiunea din urma vedem că nu cu- 
prinde de cât puterile cu sotiu alle lui z; deca dera, 
vom pune 22=—y, ea va deveni : 
64y —1344y*+10752y5—42240y%+90112y%—106496y* 

+65536y'—16384y%=b, 
equatiune de gradul al optulea în y ; prin urmare, chiar
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. pe ed . cand m este cu sotiu, determinarea, lui sin 2 pote se se . 
. 

44 

reduca la resolvarea unei equatiuni de gradul 7. 
a 232. Dandu-se ga, se se determine ip —. 

. a 4229 Punend in (4)* Mo=a, = —, avem : 

ma minim), sa mim-0..(m —0, 

      

  

t aL Em 1 2.3 m 19345 ei 8 1 Mm a mim—0(m 2) 2 e „a_ 

1.2 o m 1.9, 34 o P> ... 

si facund tga=b, tg oc, 

m nm n 2 o e mmm) 
p=l 1.2.3 1 2.3 4.5 

1200 Dap mm mom 
1.2 1.9.3.4 î....... sc... 

seu 

pa m(m—0(m—2) „3_p mlm —0)(m -2)(m-3) bage pe 4 37013 123 1234 
m(m — 1)... (ms 
Tosa Phoob 

equatiune de gradul m care ne va da pe z=tg € 
functiune de tga=b, 

Essemplu. Cunoscund pe (ga, se se determine tg. 

+229  Punend in (4)* 7 =, a, =. tem u=b, tga=tga =z, 
avem : 

7.6.5 3, 1.6.5.43 |, 1.6.5.4.3.2.1 » LE + i pu 123 12345 1.234 5.6.7 
- 7.6 27.60.54 765.432” 1 ga — 1.2 2.3.4. 1.2 3.4.5.6  
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de unde 

Ta 2lba— 3525 35bat+ 9154 Tba5—a=b, 

equatiune de gradul al sieptelea care dă pe tg. 

ESPRESSIUNEA LUI SINma SI COSma IN FUNCTIUNE DE 
SINUSELE SI COSINUSELE MULTIPLILOR ARCULUI 

„233. Fie espressiunile imaginarie conjugate - 

cosa+V—! sing, cosa—V —1 sina; 

punem 
| u=cosa+ V— Isina, | 

v> cosa—V —Isina. | () 

Ridicand la puterea 1 aceste doue equatiuni, avem 
dupe formula lui Moivre* : 2227 

um =cosna +V.—1 sinna, 

pe = cosna —V—1 sinna. 

Adunand, si pe urma scadiend aceste doue equatiuni, 
avem : 

u" +" =2cosna, 

ue — —2V—1 sinna; (a) 

era, deca le immultim una cu alta, 

Ur ==60Sn4+4V —Isinnacosna—y = Isinnacosna 

+ sin?na, 
seu 

up =]. (b) 

Equatiunile (1) adunate dau : 

2cosa=u+y, 

si ridicund la puterea m, 

2ncos"a=(u+v)"; 
desvoltâm puterea din membrul al doilea dupe legea 
binomului lui Newton :
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m(m—t) 

12 
Deca m este cu sotiu, desvoltarea are un numer de 

termeni fora sotiu , si atunci termenul de la mediu-loe 
este 

2costq= ue UR up nueppe, 

N 
m(m —D-.(3-H1) m ma 
PO II 2 

ud 
2 

era deca m este fora sotiu, desvoltarea are un numer 
de termeni cu sotiu, si la mediuloc vor fi doi termeni 
cu confactori egali, si anume : 

3 3 m(m aaa mi ma m(m—t) „PE m-a mara 
7 ju? vfusi Pa ju? vii 

1.9.9 — 1.9. 3.mcane. — 
2 2 

prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi- 
tati (cari se scie că au confactori egali), in casul cand 
m este cu sotiu, vom av: 

2ncosea=(u* Pe tun up) 

E a, PPP ae aa 

(m — Dea na) „ 
a... F 2 32 

1 Dume 

Pup,   

poe) Tutun ap PO Ip »  
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  mm — ee... +1) 2 m 

aacuae + -uîpi 
% ? 

1.9.3... — 
2 

era deca m este fora sotiu, 

m 
2mcosta=(u*4-p") + — (mw up) 

pe Du 22 PR—2)Faanaae 

M-+3 MUN — În ma-i mi m—1 mi ta luă vrut pi 

1.2.3. 2 

=(um +2) eului or)t pe) 2 214 par... 

m(m— Leea sat, m-a mi 
sase + u? v E (u+») 

1 1.2 Ba 

Inse dupe (a) si (b), 
u*-rp*=—2cosma, 44 p*—2cos(m—2)a,,...... 

UP, PP, o... ; 

substituind aceste valori in equatiunile precedente, 
avem, pentru casul cand m este cu sotiu: 

2ncosna=2eosmas 2Pcos(m—2)a-- 2) cos(m -4)a+... 

mn) 

suuee Di 

1.9.8 
2 

si divisend ambi membri cu 2,
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20 cosra-cosma-+"cos(n-2ar n ) cos(m—4a+...... 

m(n—1)..... (gh | 

  

era cand n este fora sotiu, 

  

  

  

2cosa-2cosma-2costm-:2)a-+ 27 Icos(m— 4a+ 

mun—])...., m+5 
.... +2 —eosa, 

1.2.3... m   

si divisend ambii membri cu 2, 

27-'cosra— cosma-țs'cos(m-2)a-+ PD cos(m-4)a+.. 

m+3 

  

m(m— 1)... 

  

23 0050: (3) 

2 
Essemple. 1%. Se se desvolte cosfa, in functie de cosa, 

cos2a,.... 

„Formula (2) dă, pentru m=6: 

  

seu 

32cosa= cos6a+ 6cos4a 15cos24+ 10. 
2. Se se despolte rosa, în functie de cosa, cos2a 
Formula (3), pentru m=5, dă: 

45 „5 „54 2'cos a= Cosa. coda ocosa,  
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seu 

16cos*a=cosba+ 5eos3u+-10cosa. 

234. Scadiend equatiunile (1) una din alta, avem: 

2V/ —Isina=u —p; 

ridicund la puterea m ambii membri si desvoltand bi- 
nomul din membrul al doilea, | 

m(m-—1) 2(V—1)*sinna= (4 — pu -A wa 3 up? 

Mm Dim (A)     

1.2.3 
Deca m este cu sotiu, desvoltarea din membrul al 

doilea are un numer tora sotiu de termeni, si termenul 
de la mediuloc este 

  

mm... (+) „ 
+ zi u2p?; 
Lei n 

3 
prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi- 
tati cari se scie că au aceiasi confactori si acelleasi sem- 
ne, avem : 

O Ciao par ag) 
m(m— l ) (um-2p2.p Mp0-2) 

  

1-2 

m(m—)..., +) a 
ÎL 2 ui, 

1.2.3... 
3 

(ura ppm ju) a ne De "(404 pret)
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m(m— 1... (+1) 2 n 
+ u2p* 

7N 
1.2 » .» . . 9 

Iuse, dupe equatiunile (a) si (b), 
u"v"=2cosma, 424 p*-2—2cos(m — 2)a,... 

UP=1, PP o... 
Substituind aceste valori in equatie si divisand am- 

bii membri cu 2, 

—— 7 II 
2n-1(V/ —1)rsinma= Cosma 00s(m—2)a 

  

pn Deostm—4)a— ae 12 | 
1 m(m—1).... (3) 

“a 12. | 
2 

Aci (V—1)n nu este imaginaria, câci dupe algebra, 

(V—1)"=(— 3, 
. n. A . . si fiind-că m este cu sotiu,—— va fi un numer intreg, si 

espressiunea (— 1)3 va fi reale. 
Deca, m este fora, sotiu, desvoltarea, din membrul al 

doilea al equatiunei (A) are un numer cu sotiu de ter- 
meni, si prin urmare la mediuloc se afla doi termeni cu 
confactori egali cari sunt: 

  

  

  

m(mn—1). d ml m-l m(m-1) m-1 mti 
2 up 2 sis vu 2p 2 m—l m—l 12... 1.2 ,..—— 2 2 

Deca dera grupăm termenii equidistanti de estremi- 
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tati, cari au confactori egali si semne contrarie, equa- 
tiunea (A) se face: 

2(/—1)"sinna = (42 — pa 1p — up 4) 

    

un Pop, 

min — 1... PES
 mi m—i m—i mi 

. 2 2 > a 3 

E 
„lu > _u , ) 

1.2... m—A 
2 

(um po) Teupțuje apt MUN) ap(aga-i_pa-t —. + 
l 1.2 

m(m—1) s.n... md m—i m—] 

. m AY p (u—»); 

1.9... —   

substituind aci valorile date de equatiunile (a) si (b) 
avem: 

2"*(/—1)"”sin”a =2yV/ = isinma-2"5/ —1sin(m—2)a 

pa sina. A 

MM — Deca da 

+2 ai = 1sina; 
1,92 Ati 

si divisend cu 2V/—1, 

2-3(/—1)"sin"a=sin ma—— sin(m —2)a 

m(m—1) 
3 sin(m—4a-—.......
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m(m—1). Mr. 
+ A an 27 Sin: (5) 

. ” . .... 2 

Espressiunea (VZ1)*-1 din membrul antaiu nu mai 
m— 

te imaginaria, câci ea este tot una cu (—1) 2 ;sim 

  

, , . m—1 fiind fora sotiu, m—1 este cu sotiu, era este un 

m-1 numer intreg ; prin urmare espressiunea, (—1) 2 este 
reale. | 

Essemple. 1, Se se aetermine sin“a cunoscund pe cosa, 
cos2a,... 

Formula (4), in care punem m=6, dă: 

    

2(/Isinta= costa costa î-3cosăa-L, za ; | 

inse 
| 

VID D=; 
deci | | — 82sina =c0s64—6cos4a+ 15cos2a —10. | 

2%, Se se determine sin”a cunoscund pe sină, sin2a, ..., | 
Formula (5), în care punem m=5, dă: 

2(/ sina sina) sinda-2 sina; 

inse 

Vs 
deci 

i 16sin'2 =sin5a—5sin3a + 10sina. |



  

  

CAPITULUL II. 

RESOLUTIUNEA EQUATIUNEI BINOME z2=1, SI POLIGUNELE 
REGULATE. 

Resolutiunea equatiunei binome z=], 

235. Ori-ce quantitate, fie reale, fie imaginaria, scim* 225 
că se pote represinta prin ua espressiune de forma : 

A(cose+-y/—1 sin”); 
deca dera 7 representa pe una din radecinile equatiunei 
binome 

7"=l, U) 
putem pune tot-de-una : 

1>=cos9+y/—1 sine. (a) 
Pentru ca valorea (a) a lui 7 se fie in adever ua, rade- 

cina a equatiunei (1), trebue ca pusa in acesta equa- 
tiune so o identifice ; adeca trebue se avem: 

(cose+/—isins)"=], 
seu, dupe formula lui Moivre, 

cosme+V/ ZI sinme=l. 
Egaland quantitatile reale intre sine, si pre celle i- 

maginarie assemenea, 

cosmș=l, V —1sin me=0 seu: sinme=0, 
adeca m este un are al carui cosinuseste+-1 si sinus ; 
inse tote arcele coprinse in espressiunea
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mMo=9 kr, 
in care k este un numer intreg ore-care, implinesc a- 

*8,9,17,18 cesta conditiune*. De aci 

  

2 n 
= , 

m 
si punend acesta valore in (a), 

dkr ——  2ha | = ———_ — ——. 
2 

cos = +V/—Isin - (2) 

Acesta equatiune ne va da tote radecinile equatiunei 
(1) deca vom da lui 4 diferite valori. 

236. Pentru valorile k=k si k=k“, radecinile equa- 
tiunei (1) vor fi: 

        

  

  

  

2h'z — a 2hin 003 V—1SIn0——— 4 Piu Pr, 
2jia —— Ola 

=cos V—Isin ; 1 pt Per 

cand aceste doue radecini sunt egale avem: 

cos-27 PV Zisin- 27 cos ah +V/Z sin 2 2 , m m m m 
de unde 

2 ka 27 „Dr COS ——=co0s——-, sin 
m m 

  n-—, 
m m 

Pentru ca aceste conditii se fie implinite, fiind-că si 
perioda sinusului si a cosinusului este 27, trebue se 
avem: 

2 9 

m Tm SN 
n fiind un numer intreg ore care : de aci ?7 

k' — k"=mn, 
Asia-dera deca diferentia, k'—y“ intre doue valori ce 

„dăm lui k este un multiplu al lui m, celle doue valori 
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correspundiatorie aflate pentru radecina sunt egale. De 
aci urmedia că pentru a afla tote radecinile equatiunei 
(1), nu este necessariu a da in (9) lui 4 de cât valorile 
de la, 0 pene la m—1; câci deca am da lui 4 si valori 
mai mari de cât m, valorile ce am afla atunci pentru 
radecina ar fi identice cu celle aflate deja cand am dat 
lui & valori mai mici de cât m. 

231. Deca m este fora sotiu, punend in (2) k=0, 
avem : 

1=00s50%+ V/ —Isin0=1 ; 
equatia (1) are dera in acest cas ua radecina reale. 

Deca, m este cu sotiu, cand vom face in (2) k=0, vom 

ave: 4=1; si cand vom pune: ka 

1= cost +V/2Isinr=—1 ; 
equatia (1) in casul acesta are doue radecini reale. 

Deca in (2) vom da lui & valorea m—k, vom av: 

  

  

2(m—k)re pp 2(m—h)re 
= V—] 1=005 VI 2 

97 Ă A 
—cosf 2 — er sin 2217) 

dh. 9 
cos -——V/—Isin ——; 

m m 
si acesta valore imaginaria, este conjugata cu cea data 
de (2); asia dera radecinile imaginarie alle equatiunei (1) 
sunt conjugate doue câte doue. Putem dera coprinde 
tote radecinile equatiunei (1) in formula: 

dh 2ha I= 005 — —4+V/—1sin ——, (3) PA Pa .   

în care dâm lui 4; numai valorile de la 0 pene la deca
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m—l 
9 

fora sotiu. La fie-care valore data, lui L vor correspun- 
de câte doue valori imaginarie alle radecinei, conjuga- 
te una cu alta. 

238. Deca, 

m este cu sotiu, si de la 0 pene la deca m este   

m=2n+l, (b) 
equatiunea 2"—] pote se se reduca a fi de gradul n. In 
adever, in 

m=l 
„trecund pe 1 in membrul antaiu si divisend cu z—l, 

vom ave: | 

DAT 34120. 
Divisend cu 2“ si avend in vedere că, dupe (b), 

  

  

„_m—l 
== 

1 1l 1 1 
DD hat atat at 1=0, 4 pita za ir + 

seu 

1 a 1 (a, 1 1 pr] [2 "+ | Rap jar ao, 4) | + ZI Na z ( 
Punem 

1 al 
it—=ă, 4 += V.. (e) 
Ă 1 

Dupe acesta conventiune, 

n-a, 1 a- l Va = 4 ra V-a =7 ra ...9 

prin urmare 

1 1 1 1 x Vi — Vi | p2 | a-i) n—2 e —, 1 2=|1 = 1 2) 1 pa â Fa 

șeu 
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Va V aa V aa (d) 

Deca in a doua din equatiunile (c) vom pune pe rand 
n=0, n=1, vom avâ: 

Ve=2, V,= ara 

Cu ajutorul acestor doue valori vom put afla suc- 
cesiv valorile lui p,, 7... , a, introducundu-le in for- 
mula (d): 

Vă V Vo 2, | 

Vs= LVa—V (a —2)— = —8ă, 
Vu Vs Va —8x0)—(31—2)=at—4a21-2, 

Substituind tote aceste valori în (4) in locul quanti- 

tatilor (2:24) (+3) ara) + VOD gasi ua equa- 

tiune de gradul n în z. 
Se gassim espressiunea generale a radecinilor ace- 

stei equatiuni. Espressiunea generale a radecinilor e- 
quatiunei 7"— 1==0 este*: *235,(2) 

p=00s 247 isi 27. 
m m 

de unde 

kr hat 2226, cor.1 
cos — +vV —lsin in 

4 m 
  

m 

Adunand aceste doue egalitati avem: 

zl 2cos 217 
z m 

seu 

2 
120085. (5) 

m '
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In aceste equatiune trebue se dâm lui & tote valorile 

de la 1 pene la m   

Punend valorile lui z găsite prin (5) în equatiunea, 

za, 
1 

vom put6 obtine valorile lui z. 

PROPRIETATILI: RADECINILOR EQUATIUNEI zm=]. 

239. Deca ridicâm la ua putere intrega una din ra- 
 decinile equatiunei Z"=1, acesta putere este si ea ua ra- 
decina a eguatiunei, 

Fie 

7=00s-2% +V=I sin-2£. m m 
una din radecinile eguatiunei. Ridicund la puterea in- 
trega & ambii membri, vom av6 dupe formula lui Moivre: 

7 ——_ m. 2 n — va [008-224 V/ = sin_2.) cos 1 Zi sin27 m m ) , m 
  , 
m 

si acesta valore a lui zE fiind cuprinsa in formula (2)%, 
care dă tote radecinile equatiunei 4*=1, este si ea ua 
radecina a acellei equatiuni. . CCTD. 

240. Deca m=anp, n si p fund doue numere prime 
între elle, celle mi radecini alle equatiunei 2"=— 1 se pot 
obtine immultind celle n radecini alle egualuinei z* =] prin 
celle p radecini alle eguatuuei 2 —]. 

» Radecinile equatiunilor 

1 Dl, pl, Pal, 
sunt esprimate respectiv prin formulele generale : 

a cog2Â7t +V/—1 sin 27 
hp Hp 

  

3 

  
mo
ar
a 

Di
ta
 

ate
 

n 
ae
 

e e
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B= cos25+ V=1s in25r 
n 

  

              
—— 3 208 
nai > 

P 
k5,m, fiind nisce numere arbitrarie. Fiind-că p si n sunt 

prime intre elle, putem tot-de-una gasi doue numere 

intregi £ si 7, positive seu negative, cari se justifice 
equatia : 

pE+nm=k, 
din care 

287, dare Zen 
n p np 

Introducund acesta valore in espressiunea de mai 
sus a lui c, avem: 

        = —cogfzi pe] in/2 sa 27) 
n p ap) 
Dim dum, Dr. 9r 

= cos ——cos1—-—sin ——sin —l— 
n p n p 

ine cos î +V= ZI sin 277 cos? 7 
n p n 

2 3 — e) 
— cos cos Vl Sin —— 

P 

+V=1 sin 27 use V=1 sin 2717) 
n p p) 

seu, in fine, 

  (cost 74 = sin2£ 2 [cos21 V=i sin 0) 
" n p P 

Primul parentes din membrul al doilea vedem că 
este radecina f a equatiunei z" —1; era al doilea pa- 
rentes e radecinay a equatiunel P=l ;. prin urmare teo- 
rema, este demonstrata. | |
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241. Deca m nu este un numer prim, radecinile equa- 
tiunei 2*=1 se pot gasi immuliind una cu alta radecinile, 
equaliunilor de aceasi forma si de grade egale cu factorii 
Primi seu cu puterile factorilor primi ai lui m. 

Asia, deca m=npgr, npA,r fina nisce numere prime 
seu puteri de numere prime, dic să radecinile equatiu- 
nei 7" PY] se gasesc immultind una cu alta rade- 
cinile equatiunilor 7 =], Pl, =, p=l. 

În adever, immultind radecinile equatiunei "1 cu 
alle equatiunei 72 —1, vom ave* radecinile equatiunei 
1*=1; assemenea, deca immultim radecinile acestei 
din urma equatiuni prin alle equatiunei 141, vom ob- 
tine radecinile equatiunei 1P1=1; si acestea immultite 
prin alle equatiunei 1=1, ne vor da radecinile equa- 
tiunei rar am 7, C.C.T.D. 

Essemplu. Se resolvâm equatiunea 7=—1. 
Punend in (3; m=", obtinem formula urmatore care 

dă tote radecinile equatiunei : 

costi y i sin2i), 

dand lui & valorile 0,1,2,3, gassim radecinile equatiunei: 

7'=c0s0%=], 

— „9 ” . p=cos 4 Zi sin 7, costi ini, 

= cost +V=i sin, p costy Zi sia, 

D= cost Vi sin, cost =1 sin. 

Deca aplicăm metoda pe la $ 238, vom av6, dupe 
ce vom divide equatiunea data 71—1=0 prin 4—1=0: 

  
e
 

a
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DFT +++ 1=0, 

pre care divisandu-o cu zf, 

1 | 1 1-2 pl era) +L1=0; (4) ( 7 7 4 z ) 

punem aci 

1T—=5, Pa V,, pr V,; 

*238 avem“ : 

Peer —9 , 

1 Pa 35; 
punend aceste valori in (A) si reducund obtinem equa- 
tiunea : 

0-4 2 —9x—1=0 

a carii solutiune generale este coprinsa in formula : 
2kr 

x=2c0s——, 
7 

Dand lui & valorile 1,2,3, avem : 

da wm Gr 
„X =2cos     

2n % 
X' =2cos DP x =2cos 

) 

Inse equatiunea = x, dă: 

D—z0+ 1=0 

eg 3-2) 3 
substituind pe rand in acesta equatiune valorile lui 
gasite mai sus avem : 

din care
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romi Vom —L— cost 5 coste 4 V sine 

2r = cos pi sin“. 2 

1"=C08 Aj —[ieostte- 

pr=cosâ? Vian] 1l—cos? 

7 cost?4 || (coste). 

Tr=cos +1 cost). 

cos i —1 sine, 

cos + Zi sin, 

îk 
7) 
E cost —y=i sin? 

TF 
, 

coste py Zi sin , 

pene VI icat 262 -- cost —y=i sin0E Ţ 7 9 7. pe lunga cari adaogind si radecina 1'=—1 data de equa- 
+21 tia 4—1=0, prin care am divisat equatia data* , gasim 

tote radecinile aflate si prin prima metoda. 

DESPRE POLIGONELE REGULATE. 

242. Se luăm ca essemplu circumferentia impartita 

  

in siepte parti egale. Deca u- 
nim punctele de divisiune din 
unul în unul seu din siesse în 
siesse, obtinem un poligon re- 
gulat inscris de siepte laturi, 
ABCDEFG ; in figura acest 
poligon este insemnat cu tras- 
satura continua. Deca am uni 

punctele de divisiune din doue în doue seu din cinci in 
cinci, am obtine un alt poligon regulat de siepte laturi, 
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ACEGBDF, insemnat pe figura cu linii punctate. U- 
nind în fine punctele de divisiune alle circumferentiei 
din irei în trei seu din palru in pairu, vom forma un 
nou poligon regulat de siepte laturi, ADGCFBE, care 
in figura este insemnat cu linii si puncte. Aceste doue 
din urma, se numesc poligone regulate radiate. 

Ne putem lesne convinge că ori-cum am uni alt-fel 
punctele de divisiune, nu putem obtine mai mult de cât 
aceste trei poligone regulate de siepte laturi. 

Fie inca circumferentia impartita in opt parti egale. 
Deca unim punctele de divisiu- 
ne din unul in unul seu din siepte 
în siepte, obtinem un octogon 
regulat, ABCDEFGH, care in 
figura, este insemnat cu trasa- 
tura continua. Unind punctele 
de divisiune din trei în trei seu 
din cinci în cinci, am obtine un 

alt poligon regulat de opt laturi, ADGBEHCF, insem- 
nat infigura cu linii punctate. Acest din urma este un po- 
ligon radiat, 

Aceste doue sunt singurele poligone regulate de opt 
laturi ce se pot forma; câci deca am uni verfurile din 
doue m doue seu din siesse in siesse, am obtine un 'poli- 
gon regulat de patru laturi, era nu de opt; deca am uni 
verfurile din patru în patru, poligonul sar reduce nu- 
mai la un diametru al circumferentiei. 

Facund assemenea pentru circumferentia divisata în 
ori-câte parti egale, vom puts stabili legea urmatore: 
sunt numai atatea poligone regulate de m laturi, căte 

  

« e. 1 a DM . . tiumere prime cu m sunt mai îmici de cât 3 Asia esiste
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patru poligone regulate de 15 laturi, câei sunt patru 
numere mai mici de cât 15 cari se fie prime cu 15, si 
anume: 1,2.4,7. 2 

243. Problema divisiunei circumferenţiei in m parti 
egale depinde de resolutiunea algebrica a equatiunei 
binome 

71, 
câci scim* că radecinile acestei equatiuni sunt date prin 
formula 

2kre dr —, I=cos PY Isin 

Inse 27 este ârcul subintinș de laturea poligonului m. 
regulat care se formedia cand, circumferentia, fiind di- 
visata in 7 parti egale, vom uni punctele de divisiune 
din & în ki. Deca dera vom cunosce valorea, lui 2 prin 
resolutiunea, algebrica a equatiunei 2"=1, egaland a- 

» vom pute cu- 
2/7 

  

cesta valore cu cos21774 /sin Zi 
m 

nosce liniile trigonometrice alle arcului » Si pe ur- 

  

ma chiar laturea, poligonului regulat de 7 laturi. 
Am vediut inca* că deca m nu este un numer prim, 

resolutiunea, equatiunei 71 pote se se reduca, la, re- 
solutiunea unor equatiuni de un grad mai mic; prin ur- 
mare in acest cas probiema, divisiunei circumferentiei 
in 71 parti egale se pote simplifiva, 

244. Divisiunea circumferentiei în trei si în siesse parti 
egale. — Acesta problema depinde de resolutiunea alge- 
brica a equatiunei 

  
Aa 

RE 
AI
R 

CF
 

SI
TE
 

a 
7 

De
e 

an 
e
r
a
m
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7—1=0, 
care divisata prin 4q—1=0 dă: 

Tr A4+1=0. 

Divisend cu 1 si punend a, 

X-+ 1=0, | 

din care 

x=—1, | 
Iuse dupe formula (5) radecina, equatiunei 4+1=0 238 

este data prin formula: 

27 
x=2c0s-—, 

„ 3 
seu 

so-acoga of Bine — 0 vii ; 

egaland acesta valore trigonometrica a lui z cu valo- 
rea sea algebrica, gasita mai sus, avem: | 

2sin = l, 

si 2ein = 2sin80/ este laturea exagonului regulat in- 

scris. - CI 264 
Din 

2sin-_1 
6 

avem: 

al, 
sin e= cos 3 3 

deci
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sin = Vi = Vă 
3 4 2 

seu 

2sin-2=2sin600=Vg, 

Acesta este laturea, trianghiului equilateral inseris.* 
245. Divisiunea circumferentiei în cinci si în diece 

parti egale.— Acesta problema depinde de resolutiunea 
algebrica a equatiunei 

D5—1=0, 
O dividem prin 

apoi prin 7, si avem : 

(rai) ra=o, 

l Hs, 
î 1 

Punem 

de unde 

1 
hai 

substituind aceste valori in equatiune.. si reducund, 
avem : 

P+a—1=0. (a) 

Radecinile acestei equatiuni sunt coprinse in formu- 
*»ala generala (5)*: 

t—92co0s8 2   

in care dand lui F valorile 1 si 2, 
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Xx=2cos To 2ain( 5 — 7) = sin 

si 

= % E ._3x = 2cosl” =2sinl £. = at dr, cos sin —3 sinjd 

De alta parte radecinile algebrice alle equatiunei (a) 
sunț : 

Po | i Vu == 

= [i —1-V5 
a Vi ae, 

si egaland radecinile algebrice cu celle trigonometrice, 

2ain.” = 2sin18t= Pl, 

si 

si 

Osin5E —2gin540LF+V8, 
10 2 

Acestea sunt valorile laturilor cellor doue poligone 
regulate de diece laturi“; cea d'antaiu este laturea de sp 
cagonului ordinar, cea de a doua a decagonului radiat 
ce se formedia unind punctele de divisiune alle circum- 
ferentiei din trei in trei. 

Pentru a gasi laturile pentagonelor regulate , ve- 
dem că 

o 2 , +, 3r - 
sin- = Cos—, si sin cos; 

10 5 10 5 
deci 

Oa 
Pa ia po i-cos toi a [ p Voravă 

5 10 4 ] 4. 
20 
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seu - , 

osin22 __VI0+2v5. 
5 2 

si Ă 
  

  

sing=V/1-cost— V 1- sint” / 1 - DA ee, 

seu 

pan 3 aV10—2V5 - 
Sing i 

2sin E sin 720 si 2sin > 2sin36 sunt laturile pen- 

tagonului regulat radiat si a pentagonului regulat ordi- 
nariu. 

246. Divisiunea circumferentiei în cinci-spre-diece parti 
egale. Ea depinde de resolutiunea algebrica a equa- 
tiunei 

: “5—1=0. 

Inse fiind-că 15=3X5, pentru a avea rădecinile equa- 
tiunei 7'—1=0, n'avem de cât se immultim radecinile 
equatiunei 

13—1=0 
prin alle equatiunei 

+240 25—1=0*%, 

Lasand la ua parte radecina reale 7=1 , atât pentru 
11—1=0 cât si pentru 7%—1==0, radecinile lui 3—1=0 

+237,(3) sunt* : 

x ein F 
cos--+V —isinf.. 

3 3 
+24 Inse arm gasit?
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sin-2 —Y8 
3 29 

de unde 

cosf =; 
3 2) 

asia-dera aceste radecini sunt : A 

—, 1 —V3 2 pl Zăsin Ep Va, COS 3 + sin =3 + 3 

1 vă ) 
Ev ZI == VZI co 33 13" 

Assemenea, radecinile equatiunei z5—1=0 sunt* : 237,3) 

cos" +V sin 2 
| 5 9 

si 

4r — , dn n 7 
COs-—4+V—1 Sin-—=—C0s--4V/—lsin =. 

5 EV n , o 5 5 
Inse* 945 

sin E. V-a sin 2 _VIOF2e 
5 4 5 4 

de unde . 

m OV6+F2Y/5 27 V/6—2V5 
cos—= ar , 

5 p > %5 4 
Asia dera radecinile equatiunei z*—1=0 sunt : 

V6+2V5 , = V10—275 
  

7 —- FT 

COs——+y—l Sn—= 
5? 5 go 4? 
z n _V6-+2/5 pa VL0—2%5 

cos-——v—l sin. pp 4 —l N 

Oa 9 V6 5  — Vio lb) 27 Zi sin a VOT25 yo NI0+2W5 cos +VZ1 sin = pt d 

cos sin 25 V6—2V5 ya V10-+2V5 
5 4 4
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Immultind radecinile (a) cu (b), avend in vedere for- 
*226 mulele (1), (Lbis), (lter/*, vom obtine urmatorele ra- 

decini alle equatiunei 7'%—1==0; 

  

  

nr „— , 87 În cos 15 +V — 1sin i3 = Ea Ta / 30002373) 

Proba 2V5)+V10—2 73) 

  

  

  

cos VII 1sin— 5 zbor ao) 

+2 nczaruoras-an) 
cos 4 /in LE 1! '6—2/5 —V30F275 275)) 15 — 1sin-—5 zi 5—V3(10+2y/5) 

+ va 2 T5)iv17275) 

cs) isi E autor 0+2/3) 

lv 3(6—2v/5)— Vi6r275) 

  

  

2 = Ş 27 IA D=, cos 2 Visin 15 sV6 27 1300373) 

VI a 
area) 

cos Sr V=1 sin   

  Avira V3u0- 273) 
VI PI O PI —— BE FTniaaA) 

[_a = „Î zi cos, 15 1si n - I5 pi a 

— Clar —2/5)- 1107375) 

  

ZV6= 275%V30072/3))   
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117 p LIT la ie o1| cos- ns V6—2/5— 300 F2/5)) 

_V-1 
a VTR VS! 

Irse 

7T TE T x Sr 17 cos| - — [=cos. .;sin[-—|=-sin—; cos —-—cos—; 
| 1) 15 | 5) 15 15 15: 

sin Sas 7. cos 17£__.cos dn, sin 1lz_ sin da 
15 15? 15 15? 15 15 

Apoi avem: 

Y6+2V5=1+y5; Y6—9V5=1—v3, 
1306-7275) 113473; Y3(6—2y5)= = 7133, 

Asia dera radecinile de mai sus devin: 

T — 7] = VII cos +-Y — sin = Au - 5480107275) 

rs —y 10275) 

7 —V ZT — STIRI 3./> cos > ) Isiu = = 1318007275) 

+ ns I5—V5—/107273) 

cos +V sin pg+75+73000-273) 

[Vis Y10—2y5 ) 

(14 Y5+Y3(10—2Y5) ) Cos     

27 — 2n —y 2 
5 Isin 15 = 

__V—l 
3 Tis vg- Y10—2V5 275)
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| 4n — a 48 1 = 3007275) | = = [vgv cos- ph Zisin 1 sl 15—Y 300735) 
VI PI a — 3 | î5—v3+ Y10+2Y5 | 

47 PI . Ar 1 - Pia E E 2 cos ——V— sin 5 =g(L-Y5- Y3(10+2 Y5) 
VII 
rar +0Fav5) 

17 — 70 1 A II cos 3 +V— sin 15 [15300203 
V— — — o 
Viva ir ) 

7 — 71 1 - IT 3 —V—Isin 13 [1475300379 

VII 2 tz 5-4 78 + 110075) 
Egaland quantitatile imaginarie din ambele membre 

alle acestor egalitati si immultind de ambele parti cu 

Cos     

7 avem, luand numai valorile positive : 

2sin = L(v15— Vă 10275) 154 5— 3—Y10+2v5 |, 

27 [= 10575 ) 2sin = V Y3—V10—975 |, sm zl 154+Y3—Y10 2v5, 
pd fa 2sin ta L[ Y15— Y3 + V10F2V5 ) 15 4 | 
E (= 2in 0 ( Vi +Y3+Y10--2 5) 

Cea, d'antaiu din aceste equatiuni di, valorea laturei 
poligonului regulat ordinar de cinci-spre-diece laturi ; 
celle-alte trei dau laturile poligonelor radiate de cinci. 
spre-diece laturi ce se formedia, unind punctele de divi- 
siune alle circumferentiei din doue in doue, din patru 
in patru si din siepte in siepte. 

  

 



  

  

CAPITULUL III. 

DERIVAREA SI DESVOLTAREA IN SERIA A FUNCTIUNILOR CIRCULARIE, 

Derivata sinusului. 

247. Derivata unei functiuni se numesce raportul 
crescerii functiunei catre crescerea variabilei, cand a- 

ceste doue cresceri se apropia indefinit de zero. 
Fie functiunea 

y=sinz. (1) 

Dand variabilei z ua crescere ore-care A, functiunea 

Y va lua si ea ua crescere ore-care k, si equatiunea va 

deveni 

Y-kk==sin(x4+h). 

Scadiend din acesta equatiune pe (1), 

k=sin(a+ h)— sino=dsin-a cos] 

si divisend de ambele parti cu /, 

E asinycoszș) 

ph” 
seu
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._h 
sin— 

k_ 2 [uuh 
Z = 005 X+ 5) 

2 
Deca crescerea Ph a variabilei tinde catre zero, & fiind 

„ crescerea functiunei, raportul. va tinde cutre derivata 
d | 

Y“ a functiunei (1), Apoi cand A tinde catre zero, rapor- 
._h 

sin— 4 
x»stul — tinde catre 1%, era factorul coslzta catre cosx; 

2 
prin urmare la limita vom av6: 

lim e "= 0084 
A i ” 

Asia-dera derivata sinusului este COsinuisul. 

DERIVATA COSINUSULUI. 

248. Fia equatiunea 

Y=cosz. 
Dand variabilei a crescerea h, functiunea, va, deveni 

erasi : 

Y+ & = cos(z+Ah), 
din care scadiend pe cea precedinte si impartind cu 4, : 

— 2singsine +4) k _cos(zth)—cosz 2 2     

seu ._h 
; 
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La limita, cand Ah va deveni infinit de mic, acesta e- 
Quatiune va deveni: 

lim Ep _sina 
TI =—sma 

Asia-dera derivata cosinusului este sinusul luat cu sem- 
nul contrariu. 

Se luâm de mai multe ori derivatele succesive alle 
sinusului si alle cosinusului unui are: 

 Y=sină, Y=co0sx, 
Y'=cosx, Y'=—sinx, 
yY“=— sinx, Y"=— cosă, 
1 — cos, Y'"'= sin, 
Y'=sinx, Y'"=cosx, 
Y"=cosx, Y'=—siuz, 

Vedem dera că derivatele sinusului si cosinusului se 
reproduc periodic din patru in patru. 

DERIVATA TANGENTEI SI A COTANGENTEI. 

249. Fie se se derivedie functiunea 

Y=tgr. 

, ._ sing Inlocuind pe tgx prin “avem: 
cosz 

sina 
cai 

Luand derivata, acestei equatiuni, avend in vedere că 
membrul al doilea este ua fractiune, 

„__ cosz+sin?z 

cost 
si fiind-că cozr+sin:x=1, 
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„1 

cos” 
Deci derivata tangentei este inversa patratului cosi- 

nusului. 

250. Assemenea, derivand functiunea 

  

  

  

y=cot= cos 

sinx 
avem: 

„_— Sinx— cosx _ 1 
= sing O O—sin2x 

“Derivata colangentei este egale cu inversa patratului 
sinusului luata cu semnul contrariu. 

DERIVATA SECANTEI SI COSECANTEI. 

251. Avem functiunea: 

  Y=secx= 1 , 
cosx 

seu, dupe algebra, 

Y=(cosx). 
Derivâm ambii membri, avend in vedere că cel de 

al doilea, este ua putere : 
_ . SInX Y'=—(cosx) *(—sinx)=——;- , 

cosx 
“Derivata secantei este sinusul impartit cu patratul co- 
sinusului. 

252. Derivand in acellasiu mod functiunea 
_ 1 aa 

Y>cosecx= —=(sină), 
sinx 

vom ave: 

Y' = — (sinx)?cosx= — £ dt 
sinx
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„Derivata cosecantei este egale cu cosinusul împartit cu 
patratul sinusului si luat cu semnul contrariu, 

DERIVATELE PUNCTIUNILOR CIRCULARIE INVERSE 

253. Egalitatea, 

Y=aresinx 

se interpretedia ast-fel : y este arcul al carui sinus are 
valorea x. Ua, assemenea, functiune se numesce functi- 
une circularia inversa, prin opositiune cu celle ce am 
considerat pene acum. 

Functiunea data 

Y=aresinx 
pote dera, se se scrie si 

x=siny. (a) 
Fie A si k crescerile respective alle lui x si Y, adeca 

. . . . h | a sinusului si a arcului. Am vediut* că raportul Z a] 247 

acestor cresceri are de limita pe cosy ; prin urmare ra- 

  

  

portul invers va ave de limita pe l » adeca 
h | - cos 

ko 
lim-—= . 

cosy 
Y luse ! 

cosy = 1 sim; 

si punend in locul lui siny valorea data de (a), 

cosy=2 Vi —aă, 
Prin urmare 

B „_ 
lim —=y = a  
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Tadicalul va av& semnul lui cosy, in locul caruia a 
fost pus; adeca deca arcul Y se va termina în cadranul 
antaiu seu al patrulea, radicalul va f positiv ; era deca 
Se va termina in al doilea seu al treilea, va fi negativ. 

254. Fie 

Y= arccosă, 
care se pote scrie si 

X - cosy. (b) 
Insemnand  erasi cu Ph si k crescerile respective alle 

*243 cosinusului si alle arcului, am vediut* că 

lira = —siny; 
k 7 

prin urmare 

1 
siny 
  

_h ] Pa im ; 

Inse dupe (b) 

siny=+Y1 — 3, 
asia-dera, 

- = = ——— — lim —=y =I pg - 

Radicalul va av€ semnul lui siny in locul caruia este 
pus ; adeca deca arcul se va termina in cadranul antaiu 
seu al doilea, radicalul va fi positiv; era deca se va 
termina in al treilea seu al patrulea, va fi negativ. 

255. Se considerăm functiunea 
Y=atotgz, 

seu 
z=tgy. 

2249 Luand tot pe / si k drept crescerile respective alle 
lui si y, am vediut* că 
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de unde 

Ji a 
im p =y =cos?y. 

Inse scim* că *81 

cosy= ll 
7 rtg'y La? 

asia-dera 

y= 1 
1+a? 

Assemenea âm put gasi si pentru Y=arccotx, 
a —l 

Y 1+% 
256. Fie 

Y=>arceseex, 

seu 

X==secy, 
Am gasit* că | 251 

li h Sp 
k cos 

de unde 

lim Fe —pr= 0057, 
h siny 

Inse scim* că +31 
| Von? p— V 2 

cos'y=—, =—p sint Sec SL, 
secy a sec x 

Asia dera 

ti + l 

| Vel 

Assemenea, pentru /= arecosecz, am gasi : 

14 — l 

Y Vata
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DESVOLTAREA IN SERIA A LUI SINz SI COS 

Vom demonstra mai antaiu urmatorea, teorema, care 
ne va fi necessaria mai in urma. 

251. Fiind x un numer fix ore.care, ori-cât de mare 
am voi, si n un numer intreg variabile , guaniitatea 

x" . a Ta tinde catre zero deca n cresce la înfinii. 23aaeen 
Fie p un numer intreg egal cu x seu immediat infe- 

rior lui *, si fie n>p; avem : 
aa (e x x =]| x x x) 

1.2...n 123" 
pl pr ..... 2) 

  

Daca vom neglige factorii % i, „—X_— toti “ee ' pr pr?" "nl 
mai mici de cât 1, este evident că vom avâ: 

xD 

1.2.....n 
  ..... 

x x x a < 
Inse deca 1 cresce la infinit, factorul tinde catre 

ș 

zero, pe cand factorul Ea .. =) vemane fix; prin 

urmare produsul total 23 a... za va tinde ca- 
1 3 pn 

n 

va tinde catre   

. - . x tre zero, si a fortiori quantitatea T3 

zero. 

258. Fie un are positiv mai mic de 900. Avem: 
1—cosz=>0. (a) 

Primul membru al acestei neegalitati este derivata 
functiunei 

2—sină+C, 
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in care C este ua constanta, ore-care ; câci derivand a- 
cesta, din urma functiune, vom de peste 1—cosz. Fune- 
tiuneax—sinx+C se numesce functiunea primitiva a 
functiunei 1—cosă. Determinăm pe C cu conditiunea, 
ca se avem 

z—sinz+ C=0, 
cand vom pune 4=0; atunci 0=0, si functiunea se re- 
duce la 

x—sinx. 
Acestă, functiune, anulandu-se pentru z=0, este po- 

sitiva,; si fiind-că derivata, sea, 

1l—cosz 
este positiva, dupe (a), ea merge crescund din ce in ce; 
prio urmare 

x—sinz>0. 
Primul membru al acestei neegalitați este derivata, 

functiunei 
a? 

12 
C fiind ua constanta pe care o determinăm cu conditia, 
ca se avem: 

+ cosz+C, 

a 

jateos+ C=0, 

pentru 2=0); atunci C=—1, si functiunea, se reduce la 
—] + we 

1.2 
Acesta, functiune se anuledia pentru z=0; derivata 

sea Z—sinz este positiva,; deci functiunea, este positiva 
si merge crescund din ce in ce; avem dera: 

. a? 

—lriz 

  -Foosz. 

  + cost>0.
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Repetâm indefinit aceste operatiuni, luand functiu- 
nea, primitiva a membrului antaiu, si determinand ne- 
incetat constanta arbitraria cu conditiune ca acesta 
functiune primitiva se se anuledie pentru 2=0. Vom 
obtine ast-fel urmatorul sir de neegalitati : 

1 — cosz>0, 

inut 

  

—1+ 5 aces 

+ E sina>0, 
1.2.3 

DZ >0 — — Z 

2 TT234 05 
Za az . Dap Sin T>0, 1123123545 

259, Dia : aceste neegalitati scotem: 

  

cosr<I, 

cosr>l a 

ză 

cost<l— +   
  

. 1... ... .. .. . . . . . . .. 

2 
IL , 4 

cosz<Cl—-“_. 

& 2 

cost >1—-E ti Z 
a20 n 

  

Prin urmare, deca cousiderâm seria 

z 3 ză _ 5 

1.2 1.9.8.4  1.2.3.4.5.6 
  

) 

  

az2n 

e aa 
1.2  1.2.3.4 "1,9...2n 

Pe, 

(A) 

1234 "Elaon 13. (2n+2) 
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2n a2n+ 2 
Pa 1,2... 2n 1.2....(21+2) 

vedem că cosz este coprins intre suma cellor d'antaiu A+] termeni si intre suma, cellor MWantaiu 1+2 termeni; 
prin urmare valorea esacta a lui cosz va fi egale cu su- ma celor d'antaiu 1+1 termeni, plus ua, fractiune din 
termenul al (12+2); vom avâ dera;: 

...... 

Lai ze zen n +2 bai, Tg 0, (1 12 1054 Lada 13. pa) (D 
in care 0 este un numer mai mie de cât 1, ales ast-fel 

aa +2 

COosz= 1] — 

incât quantitatea, 0 a, A 13073) 
lor d'antaiu 77+1 termeni ai seriei, se ne dee valorea 
esacta a lui cosz, 

adaogita la suma cel- 

2n-ţ-2 Inse cand n cresce la, infinit, quantitatea Pt A 1.2...(2n+2) 
tinde catre zero* ; şi prin urmare la limita cand n=ce , 
vom avâ: 

22 pt qp6 
Z= Toi Tahoe... 2 co8 1.27 1.334 133458+ 2) 

seria convergenta care di pe cosz. 
Acesţa formula am demonstrat-o in hipotese că, 20; 

inse ea subsiste si pentru 20; câci cos(—a)=cosz ; si 
fiind-că membrul al doilea coprinde numai puteri cu so- 
tiu alle lui z, scambarea, semnului lui z nu va, aduce nici 
ua scambare in semnele termenilor desvoltarii, 

260. Din neegalitatile (A) deducem inca: 

sinz<-, 

, z z5 

sin Log 
21
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z m 5 
sn 153 "5345: 

x 5 x5 Iata 
sin 133 * 13343 DT 900 Fi) 

Ă x ae3 s05 an +1 20 +3 
sinx>-—— 7 12.3* 1.9.34.5 213.011) 12.03) 

Considerand seria, 
3 x > > M20 +1 xn +3 

  

1 1237 1234512. 0A7DF13.0n 73) 
vedem dera că sin* este coprins intre suma, cellor d'an- 
taiu n+I termeni si intre suma cellor d'antaiu +2 
termeni; asia-dera valorea, esacta a lui sinx este egale 
cu suma cellor W'antaiu +1 termeni, plus ua fractiu- 
ne din al (1 +2) termen; adeca;: 

, de ae ad nt x2n +3 
sinx=—>— 

l 

6 fiind un numer mai mie de cât 1 ales ast-fel incât se 
justifice equatia, Deca inse n cresce la infinit, termenul 

x2n + 3 

————— ti &, CPR e 13.125) tinde catre zero“ ; asia-dera la limita, cand 

n= &, avem : 
. x 5 25 xi 
PNI To3TTa345 Tar &) 
Acesta formula a fost stabilita pentru x2>0; ea esiste 

inse si pentru *<0. In adever, punend in (4) in loc de 
x pe —x, semnele totor termenilor se vor scamba; im- 
multind apoi tota equatiunea cu —1, vom regasi tot 
equatia (4). 

Formulele (2) si (4) ne pot da valorea sinusului si 
cosinusului ori-carui arc coprins intre —90” si +900 
cu ua aprossimatiune ori-cât de mare vom voi. : 

12.31.2945 212001) 013 (oa) (9) 

I
T
I
:
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DESVOLTAREA IN SERIA A LUI AROTQx 

261. Vom presupune pe * mai mic de cât 1 seu egal 
cu 1, si positiv. 

  

  

  

Derivata functiunei arctgx este* +255 
1 

12 | 
Efectuand divisiunea indicata, in espressiunea LEE” . 

d dobandim : . 
2n-+2 1 lait, ant ; Iră 1-Fz2 

ana 
Ă 

Taz esprime restul ce a remas dupe a (2 +1) divisiune. 

Din acesta equatiune avem : 
1 

— ga +2 UPA, zana E 
1+22 

5 
(a) 

Functiunea primitiva a primului membru, pe care o 
insemrăm cu y, este : 

  

f Da ad 2-1 =aretgr— pt pe Paget i oi] 
i acesta functiune y vedem că se anuledia deea z=0. 
Primul membru al equatiunei (a), derivata a functiune; 
Y, se pote dera insemna cu y”, si acea equatiune se pote 
scrie mai simplu : ' 

  

  

, Z20+2 

gar? y “1 ta . . o uantitatea, este positiva, câci nu coprinde de Ia Se P p 
cât puteri cu sotiu alle lui z; apoi 

ana 2n42 

Ira i 
an 22 

prin urmare 7 fiind egal cui dupe (c), avem:
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y>0, 
2/22, de unde : y'—g2+?<0. 

Derivata, y' a functiunei este positiva ; prin urmare 
y cresce deca cresce Z; si fiind-că 7 se anuledia pentru 
2>0, y va ave valori positive din ce in ce mai mari cu 
cât va crâsce z. Din contra, functiunea, 

q2n+8 

y 2a0+3 , 

avend derivata, sea 
y—a +2 

negativa, descresce cu cât cresce x; si fiind-câ si acesta . 
functiune se anuledia pentru x=0, ea are valori nega- 
tive din ce în ce mai mari cu cât cresce x; prin urmare 
vom ave tot-de-una : | 

p2n+3 

das 
  

seu 

p- pe n-+3 
LA . 

Vaa3! 
2n-4+-3 

y fiind mai mic de cât a z Vom pute gasi un numer 
n 
  

ore-care 6, mai mic de cât 1, ast-fel in cât 
pn +3 

2n+3 

Punend acesta valore in (b) si trecund parentesul din 
membrul al doilea in membrul cel-alt, vom ave : 

5 aan xan+3 

[e bo PO, 
+ 20 Fi 2n+3 

în+3 

Inse deca n cresce la infinit, termenul > 3 tinde 
n 

  Y= 

Dă 05 
ret EP arotgr= ka 

  

+257 catre zero“; prin urmare la limita, cand n=c, avem : 
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Xa a aroigr= et a... (5) 

In acesta demonstrati am presupus pe z positiv; 
inse formula (5) convine si in casul cand 4 este nega- ' 
tiv; câci atunci arctgx devine negativ, si toti termenii 
din membrul al doilea , cari coprind numai puteri fora 
sotiu alle lui z, si vor scamba, si ei semnul, Deca dera, 
vom immulti tota equatiunea cu —1 » vom regasi for- 
mula (5). Prin urmare acesta formula rie pote da arcul 
a carui tangenta este cunoscuta, tot-de-una cand acesta, 
tangenta este coprinsa intr€ —1 si +1 inclusiv. | 

CALCULUL LUI q. 

262. Formula (5) ne pote da mediul de a calcula ra- 
portul circumferentiei catre diametru, raport care scim 
că, se insemnedia cu , 

10. Arcul 450 scim că are de tangenta pe 1*; pu 65 

nend aceste valori in (5), avem : 

TE 1 1 1 
p>logte— Zr ... .... 3 

seria care ne pote da pe x. 
o o_7 1% , 64 2. Arcul 30 g ae de tangenta, pe FR Aceste va 

lori, introduse in (5), dau seria : 

m] 1 l l 

6 v3 30755073 Tar - > 
si punend pe. factor comun,
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m 1 1 l Fi 1 1 ) 
Sl iaz FI DR Pee 

6 v3 3.8 0.82 7.38 j 
seria mai converginte de cât cea precedinte, care ne 
pote da pe z. 

e e 

r
m
m
e
 și
 

P
P
E
)
 

aa
 

  

  

  

 



      

APENDICE, 

TEOREMA LUI LEGENDRE. 

263. Deca laturile unui lrianghiu sferic sunt forte 
mici în raport cu radia sferei pe care este situat acest 
trianghiu, putem fora nici ua erore apretiabile se calcu- 
lâm, în loc de el-mentele trianghiului sferic, elementele 
unui trianghiu rectiliniu, alle carui laturi se fie egale cu 
laturile tria nghiului Sferzc, era ang hiurile lui se fie egale 
cu anghiurile trianghiului sferic micsiorate fie-care cu a 
treia parte a escesului sferic. Suprafetiele acestor doue 
trianghiuri sunt si elle egale. 

Fie trianghiul sferic ABC pus pe 
ua sfera, cu centrul in O, a carii radia 
Oi=r este forte mare in raport cu la- 
turile a,b,c, alle trianghiului. Consi- 
der si trianghiul rectiliniu A'B'C“, al- 
le carui laturi sunt egale cu laturile 
trianghiului sferic. 

53
 

  

pg” Ne imaginăm ua alta sfera, tot cu cen- 
trul în O si cu radia 1; acesta sfera, ta- 

6 “ iata de planele AOB, BOC, COA, va da 
“  trianghiul sferic A,B,C, alle carui an- 

ghinri sunt egale cu alle trianghiului sferic daţ, adeca;
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A=A, Bi=B, CC, | 
Cât pentru laturi, avem relatiunile : | 

a le la 1 

dim cari 

a 
>= >= Ca, 

r 7 
Trianghiul A,B,C,, care se afla pe ua sfera cu radia DU p 

*158 1, dă: 

cos4,=cosb,cose,-sinb,sinc,cosă 
si inlocuind pe a,b„cA,. cu valorile lor, 

a b cc .b. oc COs—=008— cos-+sin-sin-cosĂ. 
La LA La Tr 7   In acesta equatiune putem inlocui pe cosâ,cos0 cost, 

*230 bisinl sin“, cu desvoltarile lor in serii” ; si fiind-că - este 60,4) p r r 
forte mic, vom neglige termenii in cari acesta Quanti- 
tate va intra, la ua putere mai mare de cât a patra: 

Prater ji ta) 27? D4rt 2? 24r 27? 2d4rt 
b bi JE c ) [2 — 2 leosA. | ap Gr? jr Gr) 

" Efectuâm immultirile, negligiend erasi termenii ce 

  

contin pe 1 la ua putere mai mare de a patra: 7 
2 4 a 2 4 4 3 a 4 1— dp PPE „Be i 27 Dart 2r? 2? 24rt dap! Ari 

(bc be e] i —a-— = leosA. 
F 7 Gr Gr 

Trecund in un membru pe toti termenii ce nu con- 
tin pe cos si facund reducerile, 
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be + pe—a2 __Bipi—at6c? 1— = 
| 6r? Josa 27 dart ! 

si divisend cu confactorul lui cosA, 
p+o—a?  bthet—ai+ 6p2c2 
  

  

cosA=— 272 24 

E be h __ B+ =) 

pe Gr? 

bre Immultim ambii termeni ai fractiunei cu 1+ ; 
avem : 

  

b-+ c—a  brc—atr 6b2c2 
  

  

  

  

__ ar? 24pt [ E) 
cosA be |, [bre (+ 6r? 

pr 67? 
2 23 ă 

Termenul|? ) care se afla la numitorul fractiu- r 
nei, vedem că va coprinde pe — la a patra putere du- 

r 
pe ce vom efectua ridicarea la patrat; si fiind immul- 
i be . , tit inca, cu factorul n lu va coprinde la a siessea pu- 

tere; prin urmare acel termen se pote neglige, dupe 
conventiunea ce am facut. 

Facund immultirea, numeratorului fractiunei cu pa- 

  rentesul (re Fo ) si continuand de a neglige terme- 

nii de un grad mai mare de cât al patrulea in-—, avem: 
r 

B2-rc2—q2 „bire=2po—ap—atc? birct—ai--6Bhc2 
dp 127% ai 24 

bc | , 
p2 

  

  COsSĂ= 
  

seu mai simplu,
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cosA_ Pra aipbitei dap? _2ac2_9pce   
  

  

di 4bert dee 
Trianghiul rectiliniu A“B'C” dă: 

d'=b'c?— 2bceosA”, 
de unde 

1 b+r—a? cosA. = (2) 

Inse 

sin'A' =] — cosA”; 
substituind aci valorea lui cos'A, dedusa din (2), si fa- 
cund reducerile, gassim : 

2p2 9 m2n2 2 2__ 4_ &__ & sin? A+_24 b:+29a cre a —b c 
c 

  

      

Immultim ambii membri cu—0€ : 
r 

__besinA' __ Qrbict — Da27P —9qh02__9pee (3) 
Gr 24bcr? ” | Comparand equatiunile (2) si (3) cu (1), vedem că 

prima fractiune din membrul a] doilea, al equatiunei (1) 
este identica cu cea din membrul al doilea de la (2); 
era a doua fractiune din (1) este identica cu cea din 
(3); prin urmare: 

924 4/ ” 

cosA = cosăr— PENA, (4) 
7 

Insemnâm cu x diferentia intre anghiul A si A”, adeca. 
A—A'=x; (5) 

de aci 

cosA=cos(A'+7)=cosA'cosă — sinA 'sinx ; 
si fiind-că x este forte mic, putem inlocui pe cos si 

+259,260 sina: prin desvoltarile lor in seria? oprindu-ne la pri- 
mul termen al desvoltarii, si atunci 
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cosA=cosA” — sin A, (6) 
Comparand equatiunile (4) si (6) avem: 

pp PESin A” 

6r -. 
  

. besin A! 
si fiind-că =S", suprafatia trianghiului rectiliuiu, 3 2 

SS 
3r2 

Punend acesta valore in (5) avem: 

AA 5 -. (a) 

Lucrand assemenea si pentru celle-alte anghiuri, am 
obtine assemenea : 

  

  

  

, S | B=B-2 b) 

| C= Ca (e) 

Adunand aceste trei equatiuni una, cu alta, 

AB O=A+B+0—, 
si fiind-că 

A'+B+C'=1800, 
avem : 

—=A+B+0— 180%; p 

inse ” 

A+B+0—180%=s; 

deci | 

e (7) 
seu
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S' « 

3 3 
Acesta valore fiind pusa in equatiunile (a), (b), (c), 

ne dă: 

A=A—, B'=B — 3 C=0-—, (4) 
adeca anghiurile trianghiului rectiliniu ce are acelleasi 
laturi ca si trianghiul sferic, sunt egale cu anghiurile 
acestui trianghiu sferic, miesiorate fie-care cu a treia 
parte a escesului sferic. Prima parte a teoremei este 
demonstrata, 

Equatiunea (7) dă escesul sferic prin raportul arcului 
catre radia; pentru s gasi espressiunea lui in grade, 

/ minute si secunde, trebue se impartim valorea lui, 
*16 data de acea, equatiune,. prin sinl'*, si atunci ) ? 

S 

"*sinl” 
e, 

de unde 
Li 

—>=esinl”. 
7 

Acesta valore punendu-o in (a), (b), (e), obtinem 
A'= Asul | 

Equatiunea (8) ne dă, inca : 
S'=r?esin ll”, 

“219 Inse suprafatia $ a trianghiului sferic este: : 
S=r?esinl”; 

  

  

rap __Einl“ 00851” B'=B 3 „C=0 3 

deci 

S+8'; 

  

2 

(8) 

suprafetiele ambelor trianghiuri sunt; dera egale, cea ce 
completedia demonstratiunea teoremei nostre,
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Teorema lui Legendre inlesnesce forte mult opera- 
tiunile geodesice. In adever, radia pamentului este de 
6317398 metre, pe cand cel mai mare trianghiu geo- 
desie nu pote ave laturi mai mari de cât cel mult 40000 
metre; trianghiurile geodesice dera, cari in realitate 
sunt trianghiuri sferice, pot fi tratate ca trianghiuri rec- 
tilinie cu ajutorul teoremei lui Legendre. 

Essemplu. Radia pamentului fiind r=3266330 stan- 
jeni francesi, laturea AB a unui trianghiu de pe supra- 
fatia pamentului este de 56559: 04; anghiul A este 
de 78"4'9“,53; anghiul B de 5950'53,40, si anghiul C 
de 42%5'36",07. 

Facund suma acestor anghiuri, se gasesce : 

A+B-+0=180%0'39,00; 
prin urmare 

e=39, == 
| 3 

Deci in loc de 4 resolve trianghiul sferic ABC, putem 
resolve un trianghiu rectiliniu A'B'C", in care laturea 
AB' se fie tot de 56559%*,04, era anghiurile se fie 
ensesi anghiurile tringhiului sferic, micsiorate fie care 
cu câte 13“, adeca: A'=78%3'56",53; B'=5950'40”,40 
C'=—42%5'23",07. Se gasesce astfel : A'C—AQ 
=12960* “00; B'C'=B0=—82555* &,62, 

13%, 

FINE



TABLA DE MATERII 

Pac. 
Prefata 

5 

CARTEA 1. 

Studiul fanctiunilor circalarie 

CAPITULUL Î. Notiuni preliminarii si dfnitiuni . ., . t 
Principiul lui Descartes, png. 9. — Arcurile de cere, p. 10. — Arcuri 
complementarie si suplementarie, p 11.— Liniile trigonomatrice, p. 
12.— Sinus, p 12. — Tangenta, p. 15. — Secanta p. 1î.— Cosinus, p. 
19.— Corangenta, p ?1.— Cosecanta. p. 23. — Liniile trigonometrice 
alle arcelor egali si de semne contrarie, p. 25. — Liniile tr gonome- 
trice alle arcelor suplementarie, p. 27. — Liniile trigonometrice alle 
arcelor cari difera între elle cu ua semi-circumferentia, p. 23. — Re- 
ducerea arcelor !a primul cadran, p. 30. — Arcele cari corespund la 
ua linia trigonometrica data, p. 32. 

CabirubuL IL. Formule fundamentale . 
Relatiuni iutre liniile trigonometrice alle ace uiasiu are p. 35.— For- 
mule correlative. p. 37.— Aditiunea arcelor, p.41.— Immultirea arce- 
lor. p. 52.— Divisiunea arcelor, p. 54.— Formule calculabile prin lo. 
garitmi p. 59.— Metode generali pentru a face espressiunil» calcula- 
bile prin logaritmi, p. 67. — Liniile trigonometrice a câtor-va arcuri, 
p. 73. 

Cupru ÎI!; Table trigonometrice a 
Caleulul sinusului si cos:nusului arcului de 10“, p. 82. — Tablele lui 
Callet, p. 36.— Usul tablelor, p. Şi. 

CARTEA II. 

TYrigonometria rectilinia 

CapizULuL Î. Proprietatile trianghiurilor rectilinii . . .. , 
Triang hiuri dreptaughie, p. 102. — Tranghiuri orecari seu oblic-an- 

35 

. 102



TABLA DE MATERII ij 
  

Pac. 
ghie, p. 105 — Anghiuri în functiune de laturi, p. 111. — Suprafatia 
trianghrului, p. 116. — Radia, cercului circumscris, p. 120. — Radia 
cercului inseris. p. 121.— Radiele cereurilor exinserise, p. 122. 

CAPITTULUu IL Resolutiunea trianghiuiilor, . ., „128 
Trianghiurile dreptay-ghie. p. 123.—Verificatiuni, p. 134 _Bssemple, 
p. 132.—Resolutiunea trianghiurilor orecari seu oblicanghie, p.134.— 

„_ Essemple, p. 143 

CapiruLui, II]. Esereztii si aplicatii . o... 451 
Câte-va casuri de resolutiani de trianghiuri în cari se dau nu trei e- 
lemente, ci trei combinatiuni alle acestor ellemente, p. 151. — Ope- 
ratiuni pe pament, p. 16-. — Triangulatiune, p. 167 — Calculul dis- 
tantielor, p. 169. — Calculul inaltimilor, p. 170.— Questiuni diverse, 
p. 172. 

CARTEA III, 

Tvrigonometria sferica 

CapiruLu I Proprietatile trianghiurilor sferice. . . . +. 118 
Relatiuni între c-lle trei laturi si un anghiu, p. 18t-— Relatiuni intre 
doue laturi si anghiurile opuse, p. 184 — Relatiuni intre doue laturi 
anghiul coprins intre elle si anghiul opus la una din elle, p. 185. — 
Relatiuni intre ua lature si celle trei angh uri, p. 186. — Formule re. 
lative la trianghiurile dreptanghie, p. 7.— Formule relative la tri- 
anghiurile rectilaterali. p 195 — Formule calculabile prin logaritmi 
car dau anghiurile in funetiune de laturi. p. 197.— Formule caleula- 
bile prin logarinimi cari dau laturile în functiune de anghiuri, p.200 — 
Formulele lui De!ambr. p. 23. — Analogiile lui Napier, p 205. — 
Espressiuni diverse alle escesului sferic. p. 2V6.— Radia cercului cir- 
cumseris, p 209 —Radia cercului inseris, p. 211. —Radiele cercurilor 
exinscrise, p. 212. 

CAPITOLUL ÎI. Resolutiunra trianghiurilor sferice. . . . . „ 214 
Resolutiunea tnanghiur lor dreptanghi e,p.215. —Bssemple, p. 24, — 

Resolutiunea trianghiurilor rectilaterali, p. 298.— Resolutiunea trian- 

ghiurilor ore-ciiri p 233 — Essemple, p, 248 — Espressiunea în lun- 

gime a laturilor, p. 259. — Suprafatia unui triangh-u sferic, p. 260, 

Capiroi0L MIL. fsercitii si aplicatiuni. . e. 1. + 262 

CARTEA IV. 

Complementul teoriei functiunilor circularie 

CAPITULUL |. Immultirea si impartirea arcelor. . . . . . . + . 968 

Espressiuni imaginarie. p. 268. — Formula lui Moivre, p. 270. — Im- 

multirea arcelor, p. 272.— Divisiunea arcelor, p. 226.— Espressiunea 

L



iij TABLA DE MATERII 

Pas. 
lui sin» g si cos" a in functiune de sinusele și cosinusele multiplilor 
arcului, p. 283. 

CaPiTULUL Il. Resolutiunea equatiunei binome 22 —1 si poligonele re- 
gulate, e a94 
Resolutiunea equatiunei binome 2 —1, p. 291.— Proprietatile rade- 
cinilor equatiunei zn =, p, 296.— Despre poligonele regulate p.309, 

CaprruLuu III Derivarea si desvoltarea în seria a functiunilor circu- 
loie  3u 
Derivata sinusului, p. 31 1.— Derivata, cosinusului, p. 312.. — Derivata 
tangentei si a cotangentei, p. 313. — Derivata secantei si a cosecan- 
tei, p. 314.— Derivata functiunilor cireularie iuverse, p. 315. — Des- 
voltarea in seria a lui sinz si cosz, p. 318. — Desvoltarea în seria a 
lui aretgx, p. 323.— Calculul lui z, p. 325. 

APENDICE. Teorema lui Legendre . . . e 927 
Tabla de materii . 934 

ERRATA 

Yormula de la pag. 80 randul 3 se se numerotedie (2). 
Figura de la pag. 233 se se inlocuiasca cu cea de la pag. 182. 
Formula de la pag. 288 randul 7 se se numerotedie (4). 
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