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PREFATIA

A

Opul pe care '] suppun aprobarii publicului era
de ua necessitate simtita in instructiune. Deca nuva
puté correspunde pe deplin acestei necessitati, cel
putin va fiua incercare care va servi cellor mai com-
petenti, aretandule imperfectiunile de cari vor tre-
bui se se feresca in redactarea unui alt op de ace-
1asi natura.

Divisiunea ce am adoptat este acea priimita de
autoril francesi cei mai acreditati. In cartea antaiu se
tratedia proprietatile generali alle liniilor trigono-
metrice ;inadoua, trigonometria plana propriu-disa;
in atreia, trigonometria sferica ; in a patra, comple-
mentul teoriei functiunilor circulare.

Am cautat pe cit s'a putut a simplificA demon-
stratiunile si am insistat pretutindeni assupra apli-
catiunilor, cari, fie dis in trecat, de multe ori sunt
consideratz numai ca un accessoriu nefolositor al
teoriei, in loc de a fi privite, cum trebue se fie, ca
scopul final la care tinde teoria, .



v PREFATIA

In partea din urma am tratat numai questiunile
celle mai essentiali pentru completarea teorielor
din primele trei carti, si cari puté fi studiate fora
cunoscintia algebrei superiore, care dupe program-
ma officiale nu se propune de cat in Facultate.,

Asiu fi fericit deca personele competente in ma-
teria ar bine-voi se'mi indicé inperfectiunile ce vor
gassi in acesta carte, spre a o puté face cat mai pro-
pria de a satisface trebuintiele pe cari a fost desti-
nata se le preintimpene.

A A A

Nota. Numerele insemnate cu un asteric de pe marginea paginei insem-
nedia paragraful la care trebue se se refere lectorul.
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CARTEA 1

STUDIUL FUNCTIUNILOR CIRCULARIE

N

CAPITULUL 1.
Notiuni preliminarii si definitiuni.

1. Trigonometria, in sensul cel mai general al cu
ventului, are de scop c, danduse un numer sufficient
de elemente cunoscute alle unei figuri geometrice, se
dee¢ mediu-loce de a se gassi prin calcul elementele ne-
cunoscute alle ei. — Acesta operatiune se numesce re-
solutiunea acellei figuri.

Figurile geometrice assupra carora se aplica mai cu
sema Trigonometria sunt poligonele, fia rectilinii, fia
sferice. Inse ori-ce poligon pote se se descompuna in
un numer ore-care de triunghiuri prin linii dusse din
un punct ore-care la tote verfurile lui; resolvend a-
ceste triunghiuri, poligonul ensusi va fi resolvat. Prin
urmare objectul trigonometriei, se reduce la resoluti-
unea triunghiurilor rectilinii seu sferice. De aci ’i vine
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s1 numele, precum si divisiunea sea naturale in 77 rigo-
nometria plana seu rectilimia si Trigonometria sferica,

Fia triunghiul rectiliniu ABC. Elementele ori- carui tri-
unghiu sunt in numer de siese : trei anghiuri, A, B, C,
si trei laturi, a, b, ¢. (1)

A Se scie din Greometria ¢ un triunghiu

nu se pote construi de cit cel pucin cu

¢ & trei elemente date. Prin urmare pen-

p . tru a resolve un trinnghiu, este necessar

a se se dee cel pucin trei elemente cuno-
scute alle lui.

Observare. Suma unghiurilor dintr'un triunghiu rec-
tiliniu este 180°. Deca der ni s’ar da celle trei unghiuri
alle unui triunghiu, cu aceste elemente nu am puté re-
solve triunghiul , cAci in realitate nu ni s'au dat de cat
doue elemente, unul din unghiuri fiind de sine etno-
scut deca se cunosc cele-alte duoe, prin relatia

A+B+C=180° de unde C — 180°— (A L B).

Prin urmare pentru cd4 un triunghin rectiliniu se fie
definit, trebue ca printre cele trei elemente date ale lui
se fie si cel pucin ua lature.

2. Pentru a resolve un triunghiu, este necessar mai
antaiu a gassi relatiunile ce essiste intre differitele sele
elemente ; ast-fel c deca unele din aceste elemente ar
fi necunoscute, se le putem afla prin-nisce simple reso-
lutil de equatiuni. Inse elementele unui triunghiu fiind
parte laturi, parte unghiuri, quantitati neomogene unele
cu altele, relatiunile ce am puté gassi intre densele nu

B

(1) In trigonometria laturile unui triunghiu se insemnedia tot-d’a-una cu
literile mici alle unghiurilor la cari se opun.
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pot fi destul de simple si lesniciose pentre a face cu u-
surintia ua resolutiune de triunghiuri. Din acesta causa
in trigonometria unghiurile sé inlocuesc prin nisce linii
drepte, numite functiuni circularie directe seu linii trigo-
nomeirice,, si se cauta relatiuni nu intre laturile si un-
ghiwrile triunghiului, ci intre laturile si hniile trigono-
metrice ale unghiurilor lui.

PRINCIPIUL LUI DESCARTES.

3. Mai inainte de a intra in studiul liniilor trigono-
metrice vom admite principiul urmator, detorat lui Des-
cartes, care simplifica forte mult formulele trigonome-
triei si inlesnesce generalisarea lor.

Fie XY ua drepta indefinita si O un punt fix pe den-

e + 8a. LuAm puntul A
A o A pe acesta drepta si
insemnam distantia OA cu a. Se admite ca acesta dis-
tantia se se considere ca positiva sise se insemnedie cu -+
deca se socotesce de la orzgzne in un sens ore-care, s. es.
la drepta in sensul sagetii ; si negativa, cu semnul—,deca
se considera in sensul opus. — Pentru ca positia puntu-
lui A pe drepta XY se fia determinata, trebue a se cu-
nosce trei date : 1° positia pe acesta drepta a puntului
fix O, care se numesce originea si dela care se mesura
distantiele ; 2° marimea a a distantiei punctului A de la
_acesta origine, si 3° sensul in care acesta distantia este
socotita de la origine. — In adever, deca cunoscem po-
sitia originei, pentru a gasi positia puntului A, la dis-
tantia + a de la origina , n’avem de cht pe drepta XY
in sensul sagetii se ludm ua distantia OA =g . 8 Aiva

X
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fi positia puntului cautat. Deca ni s’ar cere a gassi po-
sitia unui punt A’ situat la distantia—a de la origine,
am lua distantia OA' = ain sens contrar sagetii, si pun-
tul cautat ar fi A'.

De aciurmedia principiul : Deca consideram pe uali-
mia ore-care, drepta seu curba, diferite distantie mesurate
dela uaorigine comuna, fixa pe acesta linie,.si deca voim
a le introduce in calcul, vom affecta cu semnul + valorile
numerice ale distantielor cari sunt dreptate n un sens,
§i cu — pe acele cari vor fi indreptate in sensul contrar.

Cu tote acesteanu vomperde din vedere ci acest prin-
cipiu este numai conventional, si ¢ pentru a admite cu
securantia generalitatea unei formule, tot va trebui a
demonstra cu rigurositate ci ea essiste in differite hy-
potese.

ARCURILE DE CERC.

4. Se scie ci un unghiu se mesura cu arcul descris
intre laturile sele, cu centrul in verful unghiului si cu
ua radia arbitraria. Ast-fel mesura unghiului ABC va
fi arcul AC.

% In trigonometria in general un-
ghiurile se inlocuesc cu arcurile de
cerc. Aceste arcuri se mesura pe
ua circumferentia a carei radia se

i considera tot de-una egale cu uni-
tatea (R = 1); prin urmare, lungimea unei circumferentie
cu radia R fiind 2 = R, in trigonometria ea va fi tot de
una egald cu 2 =; o semicirconferentia va fi =, si un

B

quart de circumferentia %
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B Ducund in circumferintia doue dia-
metre perpendiculare AC si BD, ace-

K
o E } sta circumferintia va fi impartita in

patru parti egale, numite cadrane,
w care porta fie-care numele de antaul,
B al douilea, al treilea, al patrulea cadran.

Fie-care cadran al circumferentiei se imparte in céte
90 parti egale numite grade; fie-care grad se imparte -
in 60 minute, fie-care minuta in 0 secunde. Prin urmare
ua circumferintia intrega are 360 grade, seu 21600
minute, seu 1296000 secunde. Aceste diferite sub-im-
partiri ale circumferentiei sei nsemnedia respectiv cu
% "; ast-fel un arc de 15 grade 39 minute 51 secun-
de i 0,4 din o secunda, se insemnedia 15°39:°51,74,

Dé¢ cat-va timp a inceput se se usiteze o impartire
centesimale a circumferintiei, in locul divisiunei sexage-
stmale, espusa mai sus. Dupe acesta noua divisiune, unu
cadran se imparte in 100 grade, un gradin 100 minute,
ua minuta in 100 secunde; asia ci circunferintia intrega
cuprinde 400 grade, seu 40,000 minute, seu 4,000,000
secunde,

Origina de la care vom socoti arcurile pe circunfe-
rentia va fi in general puntul A, Ia inceputul primului
cadran. Sensulin care vom considera arcele ca positive
va fi cel aretat de sageta, de la primul catre al doilea
cadran. Arcele socotite in sensul contrar vor privite
ca negative. Ast-fel arcul AE va fi positiv, era’ AF ne-
gativ.

ARCURI COMPLEMENTARE SI SUPLEMENTARE

5. Se numesc arcuri complementare doue arcuri a
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ki
caror suma este egale cu un cadran seuy; ast-fel sunt =

T

arcurile AE si EB, cici AE+EB= g

Se numese arcuri suplementare doue arcuri a caror
suma este egala cu doue cadrane seu =; ast-fel sunt
arcurile AE si EC, cici AE 4 EC= =

LINIILE TRIGONOMETRICE

6. Liniile trigonometrice sunt in numer de siese: trei
pentru arcele simple : sinus, tangenta si secanta, si trei
pentru arcele complimentare : cosinus, cotangenta si co-
secanta.

Liniile trigonometrice nu se considera nici ua data
in valore absoluta, ci suntdate tot-d’a-una prin rapor-
tul lor catre radia; asia cand se dice ci tangenta unui
arc este 3, 7, acesta insemnedia c raportul lungimei
absolute a acelei tangente catre rddia este 3,7.

SINUS

7. Se numesce sinus al unui arc perpendiculara las-
sata din ua estremitate a arcului pe diametrul care tre-
ce prin cea alta estremitate. Ast-fel sinusul arcului AE
este EI si se insemnedia : EI=sin AE.

E___  Ducund EK paralel cu AC avem :
\ EI=KO, ca paralele coprinse intre pa-
A ralele ; prin urmare putem dice ca si KO

L %
éél este sinusul arcului AE.
- ikl Sinusurile se socotesc pe diametrul

vertical BD de la originea O*. In tot cursusul acestei +3
scrieri vom considera ca positive sinusurile socotite pe

E
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radia OB, si ca negative pe cele consuderate pe OD.
Ast-fel vom pune : -

sin AE = + EI,

caci EI este egal cu KO, care se afla pe partea OB a
diametrului BD ; si

sin ABG =—GM, :
cici GM este egal cu OP, considerat pe partea OD a
diametrului vertical BD.

8. Cand arcul merge crescund de Ia A pene la B, a-
decade 1a0 pene la ~2n—, ~valorea sinusului remane tot-
d’a-una positiva si merge siea crescund de la 0 in sus.
Cand arcul este AB seu —2-, valorea sinusului este BO,

adeca radia ensusi; deci
sin%zBO:—{— j

Arcul trecund in al duoilea cadran simergund de la
B pene la C, valorea sinusului este tot positiva, ense
merge descrescund de la 1 in jos.

Arcul ABC = = are drept sinus pe 0, asia ci
sin = =0.

Cand arcul intra in cadranul al treilea, sinusul de-
vine negativ, dupe conventiunea de mai sus; inse va-
lorea arcului crescund dela ABC penela ABCD, adeca

3z ; £l ;
de la = pene la 21’ , valorea absoluta a sinusului cresce
si ea de la O pene la 1 asia ci
e
sing =0D=—

In cadranul al patrulea sinusul remane tot negativ,
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inse descresce in valore absoluta de 1a 1 pene la 0,
adeca :
sin 2 =0

Prin urmare in resumat :

In primul cadran sinusul este positiv si variadia de
la 0 pene la + 1.

In al douilea cadran sinusul este positiy si variadia de
la+ 1 pene la 0. :

In al treilea cadran sinusul este negaty si variadia
de la 0 pene la — 1. :

In al patrulea cadran sinusul este negatiy si variadia
de la — 1 pene la 0.

De aci vedem ci tote valorile sinusului sunt coprinse
intre limitele— 1 si+ 1. Ori ce valore a sinusului mai
mare de cit + 1 seu mai mica de cat— 1 ny mal este
ua valore reale, cio valore absurda. La o assemenea va-
lore de sinus nu correspunde nici un arc real.

9. Deca ne am imagina ci arcul, dupe ce a percurs
circumferintia intrega, ar trece de puntul A si ar per-
curge din nou circunferintia in acelasiu sens si de mai
multe ori, am vedé i sinusul in aceleasi cadrane ia
neincetat aceleasi valori cu aceleas semne i un mod
periodic : dupe fie-care trecere de ua circumferintia in-
trega valorile si semnele sinusului se repeta Prin ur-
mare sinusul este ua functiune circularia periodica, si pe-
rioda sea este ua circumferentia séy 2 .

Putem esprime acest principiu prin formula urma-
tore :

sin (2 k=4 x) =sin X,
in care & insemnedia un numer intreg ore-care, positiv
seu negativ,
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TANGENTA

10. Se numesce tangenta unui are, portiunea tangen-
tei geometrice dusa la una din estremitatile arcului , cu-
prinsa intre acesta estremutate si diametrul ce trece prin
cea alta estremitate.

Ast-fel tangenta arcului AE este AF'si seinsemnedia :

AF -- tg AE.
Tangentele trigonometrice se soco-
tesc pe tangenta geometrica FK, si pun-
“tul A este considerat ci originea lor* Se

de la originea A pe partea AF a tangen-

tel geometrice, si ca negative cele con-
siderate pe partea AK. Ast-fel vom pune :
tg AE =+ AF si tg Al = — AK.

11. Cand arcul merge crescund de la A pene le B

™ .
adeca de la 0 pene la~=, valorea tangentei remane tot
d’a-una positiva si merge si ea crescund dela 0 in sus.

Cand arcul este AB seu%, diametrul ce trece prin es-

tremitatea B a arcului, find paralel cu tangenta AF, o
intalnesce la infinit ; prin urmare

tg ;—= 0
Cand arcul AG intra in cadranul al duoilea, diame-
trul ce trece prin estremitatea G a lui intalnesce linia
tangentelor in partea sea inferiore AK; prin urmare in
acest cadran tangenta este negativa. Areul crescund de
de la B spre C, tangenta descresce in valore absoluta ,

si cand arcul devine ABC, seu = . ea devine 0; deei
tg = =0. '

*3

considera ca positive tangentele socotite
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Arcul ABH fiind in cadranul al treilea, tangenta AF
se afla pe partea positiva a liniei tangentelor, si cresce

. . 0
pe cat cresce si arcul si cand acesta are valorea 5 tan-

genta este erasi infinita; adeca :
tg 3'21-:= ©

Indata ce arcul intra in cadranul al patrulea, tan-
genta trece de ma data de la valorile positive la cele
negative; si cu ct cresce arcul, cu atdt ea descresce
in valore absoluta, asia ci, arcul ajungund afi2 =, avem:

tg2 = =0.

In resumat :

In cadranul antaiu, tangenta este positiva sivariadia
de la O pene la + .

In cadranul al duoilea, tangenta este negativa. si va-
riadia de la — o pene la 0.

In cadranul al treilea, tangenta este posztwa, si va-
riadia de la O pene la + o« ,

In cadranulal patrulea, tangenta este negativa siva-
riadia de la — o pene la 0,

Vedem der ch tangenta pote se ia tote valorile posi-
bile de la — o penela + w, si prin urmare la ori-ce va-
lore reale a tangentei correspunde o valore reale pen-
tru are.

12. Deca ne am imagina ch arcul, dupe ce a percurs
circumferentia intrega, artrece de punctul A si ar per-
curge din nou circunferentia in acelasiu sens si de mai
multe ori am vedé ci tangenta din doue in doue ca-
drane ia neincetat aceleasi valori cu aceleasi semne in
un mod periodic. Prin urmare fangenta este ua functiune
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circularia periodica si perioda sea este ua semi circum-
ferentia seu =.
Putem esprime acest principiu prin formula urmatore :
tg (k= + x)=tgx,
in care k representa un numer intreg ore-care, positiv
seu negativ,

SECANTA

13. Se numesce secanta a unuj arc distantiadela cen-
trul acelui arc pene la estremitatea langentei sele trigo-
nomeirice. Ast-fel tangenta arcului AE este AF, era se-
canta lui este OF, si se notedia: OF — sec AE.

‘ Originea secantelor este centrul O,
" Elle sunt positive deca intalnese linia

tangentelor, trecund chiar prin estremi-
4 tatea arcului; ast-fel secanta OF g ar-
cului AE este positiva, cfci trece prin
estremitatea E a acestui are. Din contra,
secanta este negativa deca, pentru ain-
talni linia tangentelor, trebue prelungita in partea op-
pusa estremitatii arcului ; ast-fel secanta OK a arcului
AG este negativa, cici nu trece ea insasi prin estremi-
tatea G a arcului, ¢i numai prelungirea sea.

14. Cand arcul este 0, secanta este OA sen + 1;adeca

sec 0=+ 1,

Arcul cerescund in cadranul antaiu penela B, secanta

cresce si ea, remanend neincetat positiva, si cand arcul

devine% seu AB, estremitatea tangentei fiind la infi-

nit, dupe cum scim*, avem -

T
sec 5= + e

*11
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Cand arcul intra in cadranul al duoilea, secanta tre-
ce de ua data de la valorile positive la cele negative,
si cu cét cresce arcul, cu atit ea descresce in valore
-absoluta Cand arcul devine ABC seu = secanta este OA
seu— 1, adeca :

sec s =—1.

In cadranul al treilea, secanta este tot negativa, inse
merge crescund in valore absoluta, cu cét cresce si ar-
‘cul; asia cd, cand arcul este de trei cadrane, secanta
este erasi infinita; seu

3x
secy =— .

In cadranul al patrulea secanta trece de ua data la
valorile positive si descresce de la 4 « pene cand ar-
cul ajungund a fi 2=, avem :

sec 2z =+ 1,

In resumat,

In primul cadran secanta este positiva si variadia de
la-}1 pene la+ .

In al douilea cadran secanta este negativa si variadia
de la— « pene la — 1.

In al tredea cadran secanta este negativa si variadia
de la—1penala— .

In al patrulea cadran secanta este positiva si variadia
de la+ « pene la + 1.

Vedem der ci secanta pote se aiba tote valorile pos-
sibile de la— o pene la+ », afora de cele coprinse
intre — 1 si 4 1. Ori-ce valore a secantei coprinsaintre
—1 81+ 1 numai este ua valore reale, ci ua valore ab-
surda, si nici un arc reale nu correspunde la ua asseme-

nea valore a secantei.
15. Presupunend ci arcul ar percurge circumferentia
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de mai multe ori si in acelasiu sens, am vedé indata ci
secanta reia neincetat acelleasi valori cu aceleasi semne
in un mod periodic dupe fie-care interval de ua circum-
ferentia intrega. Prin urmare secanta este ua Junctiune
circularia periodica, si perioda sea este ua circumferentia
intrega seu 2 =.
Putem esprime acest principiu prin formula :
sec (2k= +x)=secx,

in care k represinta un numer intreg ore-care, positiv
seu negativ.

COSINUS

16. Se numesce cosinus al unui arc smmnsul arcului
seu complementar. Fies. e. arcul AE; ar-
cul complementar al acestuia este EB,
si dupe definitiunea sinusului avem :

EK = sin EB;
prin urmare
EK = cos AE

Observam cd EK=I0; prin urmare putem inca de-
fini cosinusul ci este distantia de la centru pene la pi-
ciorul sinusului,

Cosinusurile se socotesc pe diametrul orizontal AC
de la originea O¥. Sunt positive cosinusurile socotite pe
partea din drepta OA a diametrului, si negative celle
socotite pe partea OC. Avem ast-fel :

cos AE =+ OI, si cos AF=— QL.

17. Deca arcul este 0, cosinusul fiind distantia de 1a
centru la estremitatea sinusului, avem :

cos 0=AQ, seu cos 0=+1

*3
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Arcul crescund in primul cadran, cosinusul remane
neincetat positiv, inse descresce ; asia incét, cand ar-

cul este AB seu ;, sinusul BO cadiend chiar in centru,

avem :
ko
cos, = 0.

In cadranul al doilea, cosinusul este negativ, si cu
cat cresce arcul, cresce si el in valore absoluta; cand
arcul este ABC seu = avem :

cos==0C, seu cos==—1.

In cadranul al treilea cosinusul este tot negativ; inse

cu cat cresce arcul, el descresce i1 valore absoluta, asia

3r
¢, cand arcul este ABCD seuy , avem :

cos ?25 = 0.
In cadranul al patrulea cosinusul este positiv; si cu
cat cresce arcul, cresce si el; cand arcul este 2 =, avem:
008 2 m—-L1:
In resumat :
In cadranul antaiu cosinusul este positiv si variadia
de la + 1 pene la 0. 5
In cadranul al doilea cosinusul este negatiy si vari-
adia de la 0 pene la — 1.
In cadranul al treilea cosinusul este megativ si vari-
adia de la— 1 pene la 0.
In cadranul al patrulea cosinusul este positiv si vari-
adia de la O pene la + 1.
Tote valorile cosinusului sunt coprinse, ca si alle si-
nusului, intre +1 si — 1. Ori-ce valore a cosinusului
mai mare de cit 4 1 seu mai mica de cit — 1 nu mai
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este ua valore reale, sinici un arcreale nu correspunde
la ua assemenea valore de cosinus.

18. Deca arcul, trecund de puntul A, ar percurge
circumferentia de mai multe ori si in acellasiu sens ,
am vedé ci cosinusul, dupe fie-care trecere de ua cir-
cumferentia intrega, reia acelleasi valori cu acelleasi
semne m un mod periodic. Prin urmare cosinusul este ua
Junctiune circularia periodica si perioda sea este 2 =.

Acest principiu se espreme prin formula :

cos (2k=+4 x) = cos x,
k fiind un numer intreg ore-care, positiv seu negativ.

COTANGENTA

19. Cotangenta unui arc este fangenta arcului seu
complementar. Ast-fel complementul arcului dat AL
este EB, a carui tangenta este BI, considerand puntul
B ca origine ; prin urmare :

BI=tg BE, seu BI = cot AE.
K LR I

- Cotangentele se socotesc pe tan-
genta KI, dusa la inceputul cellui
de al doilea cadran. Originea este
- punctul B. Cotangentele socotite
la drepta de acest punct pe partea
BI sunt positive, era celle socotite la stanga pe partea
BK sunt negative. Asia: cot AE=+BI, si cot AF=—BK.

20. Arcul dat fiind 0, avem :
cot 0=+ o, clci cot 0 =1tg 90°= 4 oo,
Arcul crescund in primul cadran, cotangenta remane
positiva'si descresce neincetat pene la 0, adeca :

cot5= 0.
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In cadrannl al doilea cotangenta este negativa, si
cresce in valore absoluta de la 0 pene la — o ; acesta
valore o aré cand arcul este ABC seu = adeca :

cotr=— 0.

Arcul ABG trecund in cadranul a treilea, cotangenta
trece de ua data de la valorile negative la celle posi-
tive; inse cu cAt cresce arcul, ea descresce; asia ci,

3
cand arcul este ABCD seug7t , avem :
3z
cot 5 =0.

In cadranul al patrulea cotangenta este erasi nega-
tiva, si cresce in valore absoluta de la 0 in sus, pene
cand arcul fiind 2 = avem :

cot 2r—=—o0,

In resumat :

In cadranul antaiu, cotangenta este posifiva si varia-
dia de la + o pene la 0.

In cadranul al doilea, cotangenta este negativa siva-
riadia de la 0 pene la— o, '

In cadranul al treilea, cotangenta este positiva si va-
riadia de la + o pene la 0.

In cadranul al patrulea, cotangenta este negativa si
variadia de la 0 pene la— o0 .

Prin urmare cotangenta, ca si tangenta, este suscep-
tibile de a priimi tote valorile possibile de la — pene
la+ o, si la ori-ce valore reale a cotangentei core-
spunde un arc reale.

21. Deca arcul ar percurge de mai multeori circum-
ferentia in acellasiu sens, am vedé ci valorile cotangen-
tel revin cu acelleasi semne din doue in doue cadra-
ne in un mod periodic; asia dera cotangenta este ua
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functiune circularia periodica cu perioda = ; principiu ce
se pote esprime prin formula :

cot (k= + x) =cot x,
unde / este erasi un numer intreg ore-care, positiv seu
negativ.

COSECANTA

22. Cosecanta unui arc se numesce secanta arcului
seu complementar. Asia, secanta arcului BE, comple-
mentar arcului dat AE, este OI; acesta este dera co-
secanta arcului AE, si se notedia :

OI = cosec AE.

Dupe figura vedem ci cosecanta se
pote inca defini : distantia de la cen-
tru pene la estremitatea cotangentei.

Originea cosecantelor este cen-
trul O. Cosecanta este positiva deca
intalnesce linia cotangentelor trecund chiar prin estre-
mitatea arcului dat; si este negativa, deca pentru ain-
talni acesta linia a cotangentelor, trebue prelungita in
partea opusa estremitatii arcului. Asia avem :

cosec AE =+ OI, si cosec ABG = — OI.

23. Cand arcul este 0, estremitatea cotangentei fiind

la infinit*, avem : #20

cosec 0 =+ .
Inse cu cét arcul cresce in primul cadran, cosecan-
ta descresce, remanand neincetat positiva; si cand ar-
T
cul este AB seuy, avem :

T

cosecy= OB, seu,> cosec%= + 1,
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In cadranul al doilea cosecanta este tot positiva, si
cresce neincetat pene cand arcul ajunge a fi ABC seur;
atunci avem :

cosecr= - oo,

In cadranul al treilea, cosecanta trece de o data la

valorile negative, si descresce in valore absoluta de la

— % pene la — 1, cu cit arcul cresce de la = pene la

3
5, avend

3

cosecy = — 1

In fine, in cadranul al patrulea, cosecanta fiind tot
negativa, cresce in valore absoluta de la— 1 pene
la — o, avend acesta din urma valore cand arcul este
2, adeca :

cosec 27 =— 0.

In resumat :

Iu primul cadran, cosecanta este positiva si variadia
de la+ pene la + 1. ‘

In al doilea cadran, cosecanta este positwa si varia-
dia de la+ 1 pena la 4 o,

In al treilea cadran, cosecants este negativa si varia-
dia de la — o pene 1a — 1,

In al patrulea cadran, cosecanta este negativa si va-
riadia de la — 1 pene la — oo .

Prin urmare cosecanta, ca si secanta, priimesce tote
valorile possibile dela — oo pene la+ o, afarade celle
coprinse intre — 1 si -+ 1. Ori-ce valore a cosecantei co-
prinsa intre — 1 si 4 1 nu mai este ua valore reale, si
nici nu are reale nu correspunde la ua assemenea va-
lore a cosecantei. I

24. Presupunend ci arcul percurge de mai multe ori
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'~ circumferentia in acellasiu sens, vedem cd cosecanta

reia neincetat acelleasi valori cu acelleasi semne i1 un
mod periodic la fie-care interval de ua circumferentia
intrega. Prin urmare cosecanta este ua functiune circu-
laria periodica, si perioda sea este ua circumferentia in-
lrega seu 2 .
Acest principiu se esprime prin formula :
cosec (2 k= + x) = cosec x,

k fiind un numer Intreg ore-care, positiv seu negativ.

LINTILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR EGALE S DE
SEMNE CONTRARIE

25. Teorema. Arcele egale si de semne contrarie au
linii trigonometrice egale si de semne con/rarie, afora de
cosinus si secanta, cari sunt si de acellasiu semn.

; Fie arcele AE si AF, egale si de
semne contrarie¥*. Avem : #{
sin AE=EG, sin AF=FG,

cos AE=0G, cosAF=0G,

tg AE=AH, tg AF = AI,

secAE=0H, secAF=0],

cot AE=BK, cot AF = BL,
cosec AE= OK, cosec AF = OL.

Triangurile OEG si OGF sunt egale, caci OE = OF
ca radie; anghiurile EOG si GOF sunt egale, cici
AE=AF, si anghiurile EGO si OGF sunt egale, ca
drepte; prin urmare :

EG = GF, seu sin AE =sin AF.
Considerand inse sensul acestordoue sinusuri®, avem: #

sin AE =— sin AF.
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In acelleasi triunghiuri OG fiind comun, avem :
OG = OG, sen cos AE = cos AF.
*16  Semnele sunt acelleasi la ambele cosinusuri®.
Triunghiurile OHA si OAI sunt egale, cici OA este
comun la amendoue, anghiurile HOA si AOI sunt e-
gale din date, si HAO = OAI ca drepte; prin urmare:
AH =Al, seu tg AE =tg AF.
- *10 Considerand insesensulacestor douetangente*, avem:
% tg AE = —tg AF.
Din acelleasi triunghiuri avem :
OH = O], seu sec AE =sec AF.
#13 Semnele ambelor secante sunt acelleasi®. ,
Triunghiurile dreptunghie OBK si OBL sunt egale,
céci OB este comun, si BOK=BOL, din causa ci BOK =
90° —KOA, si BOL=90° — LOC =90 — KOA. Din
egalitatea acestor triunghiuri resulta :
BK =BL, seu cot AE = cot AF.
#19 Considerand inse semnele?, avem :
cot AE = — cot AF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri deducem :
OK = OL, seu cosec AE = cosec AF,
#220r1¥,
cosec AE = — cosec AF.
Asia dera, pe basea acestei teoreme, putem pune re-
latiunile :
sin X = — sin (— x), cotx = — cot (— x),
€0s X = cos (— x), sec x = sec (— x),
tg x=— tg (— x), cosecx =-cosec (— x).
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* LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR SUPPLEMEN-

TARIE

26. Teorema. Doue arce supplementarie au linii tri-
gonomeirice egale si de semne contrarie, afora de sinus

st cosecanta, cari sunt si de acelleasi semne.,
M B L

7 Fie arcgle AE si EFC ast-fel
P % cd AE+ EFC ==,
T oo Ducund EF paralel cu AC, a-
K vem :
> i

EFC=EF + FC, AEF = AE + EF, si FC=AE;
deci :
EFC = AEF.
Asia dera in locul arcelor date AE si EFC, putem

~ considera arcele AE si AEF,

Dupe figura avem :

sin AE=EG, sinAEF = FH,
cos AE = OG, cos AEF = OH,
tg AE = AT, tg AEF = AK,
sec AE = OI, sec AEF = OK,
cot AE =BL, cot AEF = BN,
cosec AE = OL; cosec AEF = QM.

Triunghiurile dreptunghie OEG si OFH sunt egale
cici OE = OF, ca radie, si unghiurile EOG si FOH sunt
egale din causa ¢ EA =FC; prin urmare :

EG =TFH, seu sin AE =sin AEF
si semnele ambelor sinusuri sunt acelleasi.

Din acelleasi triunghiuri avem :

OG = OF, seu cos AE=cos AEF,
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si considerand sensul ambelor cosinusuri,
cos AE=— cos AEF.

Triunghiurile dreptunghie OAI si OAK sunt egale,
cdci OA este comun, si unghiurile I0A si AOK sunt
egale pentru cA AE =FC == AN asia dera :

Al = AK, seu tg AE =tg AEF,
si considerand sensul ambelor tangente,
tg AE= —tg AEF.
Din egilitatea acellorasi triunghiuri resulta :
OI=O0K, seu sec AE = sec AEF,
si din consideratia sensului ambelor secante,
sec AE = — sec AEF.

Triunghiurile OBL si OBM sunt egale, cici OB este
comun, si unghiurile BOL si BOM sunt egale, pentru
ca BOL= 90— EOA, si BOM = 90°— FOC, era EOA=
FOC; prin urmare :

BL =BM, seu cot AE = cot AEF,
s1 considerand sensul,
cot AE= — cot AEF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri,
OL = OM, seu cosec AE = cosec AEF.

Semnele sunt acelleasi la ambele cosecante®. #22

Pe basea acestei teoreme putem dera pune relatiunile :
sin X =sin (= — x), cot x=-— cot ( — x),
] COsX = — co8 (5 — x), - sec x = — sec (r — x),
tgx= — tg ( —x), cosecx = cosec (r — x).

LINTILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR CARI DIFERA
INTRE ELLE CU UA SEMICIRCUMFERENTIA

27. Teorema. Arcele care differa wire densele cu ua
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semicircumferintia au linii trigonometrice egale si de
semne contrarie, afora de tangenta s: cofangenta, cariau
st acelasiu semn.

Fie arcele AE si ABCF ast-fel ¢y ABCF — AE =
ECF == Avem :

sin AE = EG,
cos AE=0G,
tg AE = AT,
sec AE= 0],
cot AE =BK,
cosec AE=O0K;
sin ABOF=FH, sec ABCF = 0],
cos ABCF=OH, cot ABCF =BK,
tg ABCF = Al, cosec ABCF = OK.

Triunghiurile dreptunghie OEG si OHF sunt egale,
cici OE= OF ca radie, siunghiurile EOG si HOF sunt
egale ca opuse la verf; prin urmare :

EG =FH, seu sin AE = sin ABCF,
si luand in consideratiune semnele,
sin AE = — sin ABCF.
Din egalitatea acellorasi triunghiuri avem :
OG = OH, seu cos AE = cos ABCF,
si din causa sensului ambelor cosinusuri,
cos AE =— cos ABCF.

Tangenta arcului AE este AT si a arcului ABCF tot

AI; prin urmare :
tg AE=tg ABCF.

Cotangenta arcului AE, precum si a arcului ABCF,

este BK ; asia-dera

cot AE = cot ABCF.
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Secanta arcului AE este OI, care trece prin estremi-
tatea E a arcului; secanta arcului ABOF este tot OI Y
#13i0se nu trece prin estremitatea F a lui; prin urmare*
sec AE = — sec ABCF.
Assemenea OK este cosecanta si a lui AE si a lui
ABCF'; inse filud-cd trece prin estremitatea primului
#298rc, era prin a cellui de al doilea nu, avem® :
. cosec AE= — cosec ABCF.
Putem ‘dera, pe basea acestei teoreme, se stabilim re-
latiunile urmatore : (

sin x = — sin (= + x), cot x = cot (= + x),
cosx=—cos(r+x), sec x=— sec(x+ x),
tg x =tg (= + x), cosec x=—cosec (= + x),

REDUCEREA ARCELOR LA PRIMUL CADRAN

28. Se intempla de multe ori se se cera liniile trigo-
nometrice alle unui arc mai mare de cit un cadran ,
une-ori chiar coprindiend maimulte circumferentie. Cu
ajutorul teoremelor precedente putem inse tot-de-una
gasi un arc mai mic de cit un cadran, alle carui linii
trigonometrice se aiba aceasi valore absoluta ca si li-
niile trigonometrice alle arcului dat.

Fie, spre essemplu, a se gassi liniile trigonometrice
alle arcului de 1953° Impartind acestarc cu 360°, gas-
sim cA : ,

1953 =5 X 360"+ 153°, seu 1953° =5X2 = + 153°;
*9,12, prin urmare® &
2124, sin 1953'=sin 153,  cot1953° = cot 153"
< % cos 1953 =cos 153", sec1953° = sec 153",
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tg 1953° = tg 153, cosec 1953° = cosec 153",
si fiilnd-ca 153°=180"—27°, avem* :

*26

sin 1953" = sin 153 -= sin 27°,

cos 1953° = cos 153" = — ¢0s27°,

tg 1953’ = tg 153° = — tg 27",
cot 1953° =cot 153" = — ¢ot 27",
sec 1953" =sec153° = — sec27°,
cosec 1953°=cosec 153’ = cosec 27",
Fie inca arcul de 2375°; avem :
2375"=6X360°+ 215°=6x 2 = +215°
si 215°= 180"+ 35°;

Prin urmare*, #27
sin 2375°=sin 215°= — sin 35",
€082375°=c0s215° = — cos 35°,
tg2375°~ tg 215° = tg 35°,
cot 2375"= cot 215° = cot 35°,
sec2375"=sec215" = — sec 35",

cosec 2375"= cosec 215°= — cosec 35",
Fie in fine arcul de 1388°; avem :
1388°=4X360° — 52°= 4 X 2E=s Y
asia-dera® _itgs 4

sin 1388° = sin (—52°) = — sin 52°,
cos 1388" = cos (—52°%) = cos 52",
tg 1388° = tg (—52°) = —tg 52°,
cot 1388" = cot (— 52%)=— cot 52°,
sec 1388" = sec (—H2%)=sec 52°,
cosec 1388° = cosec (—52°) = — cosec 52°,
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ARCELE CARI CORRESPUND LA UA LINIA
TRIGONOMETRICA DATA.

29, Cénd ni se di un arc, nu putem avé de cit ua
singura valore pentru fie-care linia trigonometrica a sea.
Nu este inse tot asia cand ni se di ua linia trigonome-
trica si se cere a se gasi arcul correspundiator la den-
sa. In adever, scim cd functiunile circularie sunt tote
periodice; prin urmare la ua valore a unei linii trigo-
nometrice nu corespunde numai un are, ci ua multime

de arce cari differa intre densele cu un multiplu al pe-
' riodei.

Se se gasesca, spre essemplu, arcul al carui sinus are
valorea a; fie/ un arc al carui sinus are acesta valore.
Inse sinusul avend perioda 2 =, nu numai arcul / va avé
sinusul a, ci si arcele 27+1/ 474+, 6=+ Prin
urmare gasim pentru arcul cautat ua multime de valori
cari implinesc cererea. Acellasiu lucru se intempla si
pentru tote celle alte linii trigonometrice.

De ordinar inse, cand se di ua linia trigonometrica,
dintre tote arcele cari correspund la densa, nu se iau
de cat celle coprinse fntre 0°si 360°, si cu modul acesta
se reduce numerul arcelor cari respund la cerere.

Dandu-se sinusul unui arc, se se gasesca arcul.
B Deca sinusul dat a este positiv, pe ra-
B I Ng . G e OF 208 S B dcorm
Chma—HA FE paralel cu CA; arc.ul caut‘at este AE
é —Ju  seu AF; chci deca din E si F lasim

\D E L si F M perpendiculare pe AC,

E L = sin AE, si FM = sin AF;
inse EL—FM—OI=—=a; prin urmare AE si AF sunt in
adever arcurile al caror sinus esteta.
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Deca sinusul dat a este negativ, luim pe radia OD
ua lungime OK~ g, si ducund prin K linia GH para-
lela cu AC, arcul cautat este ABG seu ABCDH; céci
MG=0K=—a=sin ABG, si LH=0K=—a—sin ABCDH.

Dandu-se cosinusul unui arc, se se gasesca arcul

Constructiunea este analoga cu cea data pentru si-
nus. Deca cosinusul a este positiv, lum pe radia OA
lungimea OL==g, si ducund prin T, pe EH paralel cu
BD, arcul cautat este AE seu ABCDH. — Deca cosi-
nusul dat a este negativ, luAm pe OC lungimea OM=ag,
s prin M ducem FG paralel la BD; arcul cautat este
ABF seu ABCG.

Dandu-se tangeﬁta unui arc, se se gasesca arcul,

: i Deca tangenta data a este
positiva, pe partea positiva
AT a liniei tangentelor luim
Al=a, si prin I si O ducem
IG; arcul cautat este AE seu
ABCG; céci deca vom econ-
strui tangentele acestor doue arce, vom gasi cd ambe-
le au drept tangenta pe Al=a.

Deca a este negativ, pe partea negativa AK a liniej
tangentelor luam AK=a, si ducund KF prin centru,
arcul cautat este AF sau ABCDH ; ciel amendoue a-
ceste arce au drept tangenta pe AK—a. 3 o-

Dandu-se cotangenta unui arc, se se gasesca arcul,

Cotangenta a fiind positiva, luAm pé partea positiva
BL a liniei cotangentelor BL=a, si ducund LG, arcul
cautat este AE sau ABCG. — Deca cotangenta data
este negativa, luand pe partea negativa BM a liniei

w
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cotangentelor BM=—a, ducem MH ; atunci arcul cau-
tat este AF seu ABCDH.
“Dandu-se secanta unuz arc, se se gasesca arcul.

Deca secanta a este positiva, din centrul O cu ua
radia egale cu a descriem un arc care taia linia tan-
gentelor in punctele I si K; unind I0 si KO, arcul eau.
tat este AE seu ABCDH ; in adever, secantele acestor
doue arce sunt + I0=-+a si 4 OK=+a.

Deca secanta a era negativa, constructiunea era a-
ceeasi; inse prelungind pe IO pene in G sipe KO pene
in F, arcul cautat era AF seu ABCG.

Dandu-se cosecanta unui arc, se-se gasesca arcul.

Deca cosecanta data a este positiva, din centrul O
cu ua radia egale cu a descriem un arc care taia linia
cotangentelor in punctele L si M ; unind LO si 1 MO, ar-
cul cautat este AE seu AF.

Deca cosecanta data a este negativa, prelungindu pe
LO pene in G si pe MO pene in H, arcul cautat este
ABCG seu ABCDH.

A A



CAPITOLUL II.

FORMULE FUNDAMENTALE

Relatiuni intre linitle trigonometrice alle
aceluiasiu arc.

30. Fia arcul AC==a; liniile sele trigonometrice sunt :
W CB=gin'a; B¥F=cot a,

OD=cos a, OE=sec a,
AE=tg a, OF=cosec a.
: ; Trianghiul OCD, fiind dreptanghiu
Bt in D, di:

CD*4-0D2=0C?, seu, sin® a,4-cos? a=1, (D).
céci OC este radia. Prin urmare swma patratelor sinu-
sului si cosinusului unui arc este egale cu unitatea.

Din (1) putem deduce inca :
sin®a=1-—cos%a, seu sina=*V'1—cosa, (a)
cos’a=1—sin%a, seu cosa==*Vi1—sin’q, (b)
Trianghiurile OCD si OEA sunt assemeni, clci au
anghiul O comun, si pe celle-alte egale ca correspon-
dente ; prin urmare : i}
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EA_OA  tga 1
CD OD’ **" sina = cosa’
ori, immultind ambii membri cu sin a,

tga=‘—, (2)

adeca tangenta unui arc este egale cu raportul sinusului
catre cosinusul acelui arc.
Din assemenarea acelorasi trianghiuri avem :

OE OA seca i

0C ™~ oD’ 1 cosa’
ori in fine
cosa seca=1. (3).
Din (3) putem ineca scote, impartind cu cos a:
seca=-—-—— (c)
cosa
si impartind cu sec a:
1
cosa= : @
seca

Din aceste doue formule vedem e cosinusul si secan-
la unui arc sunt inverse una alteia.

Trianghiurile OBF si OCD sunt assemeni, cici an-
ghiurile din B si D sunt egali ca drepte, si celle din F
81 O ca alterne-interne ; prin urmare

BF OB cota 1
OD CD' A cosa sina’
de unde, immultind ambii membri eu cos a,

e 2
adeca cotangenta unui arc este egale cu raportul cosinu-
sului catre siusul acelui arc.,

Din assemenarea acelorasi trianghiuri avem inca:
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_OE___@ sey COSECE 1
OoC CD’ j AR

ori
sina coseca=1. (5)
Din (5) putem inca deduce, deca impartim cu coseca:
; 1
SIld == (e)
coseca

era impartind cu sing,

coseca =

sing ®
Din aceste doue formule se vede cd sinusul si cose-

canta unui arc sunt inverse una alteia.
Immultind (2) si (4) membru cu membru, avem :

tga cota= A_m;na_co_skaa e
cosa sina
din care putem scote urmatorele doue formule :
1
tga—=
o cota ’ ®)
cota= s ) (h)
: tga

Prin urmare fangenta si cotangenta unui arc sunt in-
verse una alteia.

Formulele (1), (2), (3), (4), (), impreuna cu celle ce
am derivat pené acum dintr'ensele, sunt de un us forte
des in trigonometria, din care causa se si numesc for-
mule trigonometrice fundamentale. '

FORMULE CORRELATIVE

31. Sub acest nume se intelege ua seria de formule
prin eari esprimem ua linia trigonomelrica ore care a u-
nui arc in functiune de ua alta linia trigonometrica a a-
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celui arc. Aceste formule sunt in numer de trei-dieci,
si se deduc din formulele deja aflate :

sin? a+cos’a=1, (1)
sin @ =
= 1 2) v

tg a i ( )

1 -

sec a= (3)
cos a
cos a

cot a=— (4)
sin. a

cosec g =—— (5)

sin @

Deca una din liniile trigonometrice alle arcului este
cunoscuta, cele-alte cinei vor puté se se afle resolvend
celle cinci equatiuni de sus. Prin urmare problema se
pote deslega tot-de-una.

1°. Dandu-se sinusul unui arc, se se gasesca celle-alte
limii trigonometrice alle arcului.

Valorea cosinusului se scote din (1); avem :

cos a==v'1_gin?y

Substituind acesta valore a cosinusului in (2), (3),

(4), vom avé valorea tangentei, secantei si cotangentel

in functiune de sinus:
_ sinka 1 vl _étha :
tga== W R seca== ;** g1 €O ) o e B M s
1—sin?a sin“a sina

si dupe (5),
1
cosec a = .
2% Dandu-se cosinusul, se se afle cele-alte linii trigo-
nomelrice.
Din (1) avem:
sin a=i\/i—cos2a
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espressiune a sinusului in functiune de cosinus. Substi-
tuind aceste valore in (2), (4), (5), vom avé si espres-
siunea tangentei, cotengentei si cosecantei in functiune
de cosinus:

V'1—cos2a. cosa 1
tga—t- - ~ — cot@=t 5-——— cosecd—i—————
cosa V1—cos’a . V'1-cos®a
si dupe (3),
1
seca— Al
cosa

3". Dandu-se tangenta, se se afle celle alte linii trigo-
nometrice.
Equatiunea (2) da:
sina=cosa tga, (A)
seu
sin*a=cos’a tg’a.
Punem acesta valore in (1), si avem:
cos® a tg? a+cos?® a=1, seu cos® a (1+tg”a)=1,
de unde

1.,
cosa~t ==
v 1+tg’a
Punend acesta valore in (A) vom avé valorea lui
sin a:

) fdltga e ,
Sing—z— Lg%
Din (3) avem:
1
= enaa’

substituind in locul lui cos a valorea sea,
secd—1/ T1ig%. :
Equatiunea (5) d: : ;
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___1
coseca=——— -
si dupe (B),
v 1+tg%a
cosecg=—r—>—
tga
*30 In fine equatiunea (h)* da:
1
cota=——__,
tga

4". Dandu-se cotangenta, se se afle cele-alte linii tri-
gonomeltrice,

Din (4) avem:

cosa=sina cota, (©)
seu

cos®a=sin2a cotZa.
Punend acesta valore in (1), avem:
sin’a+-sin%a cot?a=1, ori sin%a (1+cota)=1,
de unde: _
. 1 D)
sing=+——

vV t¥cotiz
Acesta valore pusa in (C) da:

cota
R
v/ 14cotla

cosa==+

il 1
s1 fiind-cd: seca=———, avem :
cosa
V1+cot’a
secg=t————.

Din (5) avem :

dopecgd= <~
sina
si punend in loc de sin a valorea data prin (D),

cosec d=+v'11cotlaq
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In fine equatiunea (g)* da: #3(
1
tg'a=—c—0t‘—1‘-
5". Dandu-se secanta, se se gasesca cele-alte' linii Iri-
gonometrice.

Equatiunea (d)* da: *30

1
cosg=——.
seca
Punend acesta valore in (1), avem succesiv:
e 1 1
Sin’g4+———=
+se02 e
sec’a sin®a+1=sec2a,
i secZa—1
sin‘a=———
sec2a ’
: V'sec’a—1
BIRNd—1 == ns =t
seca
Punend aceste valori alle Iui sin a si cos a in (2), (4)

si (5) si facund reducerile, avem :
tga=+, m cota=————, coseca=+ _‘s__e’_l?fﬂ__/
! Vgecla—1 Vsecla—1
6°. Dandu-se cosecanta, se se gasesca celle-alte lini
Irigonometrice.
Dupe (e)* avem : #30
1

coseca

Punend acesta valore in (1), (2), (3), (4), vom
avé, dupe nisce calcule analoge cu cclle de la casul
trecut:

sina =

4 20~ 1
cosec'a 1, tga— + SheE

Co8d =+ e
cosec a V¢cosécla—1
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cota=x v gogsecZa—1. Secd—4 —; i ) (]
: ~ vV cosec?a—1

Tabelul alaturat coprinde tote aceste resultate. In
prima colona verticale la stanga se afla inscris numele
liniei trigonometrice ce trebué se sé esprime in functiu-
ne de alta, si in prima colona orizontale este numele li-
niei in functiune de care trebue se se esprime linia con-
siderata. La intalnirea colonelor respective ale ambe-

lor linii trigonometrice se afla espressiunea cautata.
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ADITIUNEA ARCELOR

* 32. Sinus si cosinus. Ne propunem a gasi espres-
*”i siunea sinusului g cosinusului sumei a doue arce, cu-
e na%und sinusul si cosinusul arcelor simple.
\ B Fia a=AE si 5=EF doue arce ast-fel
- ca suma lor a+b=AF este mai mica de
Ail!

cat % Ducem FI perpendicular pe OE ;

FH, IL si EG perpendicularie pe OA, si
D KT paralel 1a OA. Avem:

sina=sin AE=EG, cosa=cos AE=00@G,

sin b=sin EF=FI, cosb=cos EF — 01,

(a) sin (a4-b)=sin AF=FH=FK+IL, cici KH=IL,

(®) cos (a+b)=cos AF=0H=O0L—KI, caci HL=KI. .

Trianghiurile OEG si OIL sunt assémeni; prin ur-

mare:
£=g o _IE_ cosb
EG OFE’ sing. . 1

de unde IL.=sina cosb.

Din assemenarea acellorasi trianghiuri avem :

£=_QI o OL __ cosb
QG OB cosa 1 -

de unde OL=cosa cosb.

Trianghiurile FKI si OEG sunt assemeni, cci au la-
turile lor perpendiculare unele pe altele; asia-dera:

FK_FL . FK _sinb
0G '/ O’ cosd | ST
ori FK=cosa sind.
Din assemenarea acellorasi trianghiuri avem :
KI "¥I KI  sind

G, OB N he oy
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ori KTI=sina sinb.
Substituind aceste valori alle lui IL, OL, FK,KI,in
equatiunile (d) si (b), avem:
sin (a+b)=sina cosb+sinb cosa, (1)
cos(a+b)=cosa cosb—sina sinb. (2) +
33. Formulele (1) si (2) au fost demonstrate in ipo-

tesea ca a+b<—2—; inse elle subsista in ori-ce alta ipo-

tese am face asupra marimei arcelor a si 4.

~ 1% Formulele (1) si(2) subsista siin casul cind a-+b> %

In adever, punend »
a'=%—a si b= 2 =¥, ()
si adunand intre sine aceste doue formule,
a'+b'=r—(a+b),
si fiind-ch a+b>";_’ este evident ci vom avé:
a'+b’<n——“;‘= seu a'+b' <’;“'
Punend dera in (1) si (2) valorile

s 5V, at+b=r—(d + 1),

a-—"g—a b=
]co:s(g b’]

blf’jﬁz —a},

scose din relatiile (¢), avem:

[+ sin
i

sm

F

i .o

55

cos o

2
a+b)

[? a] COo8

—smk 2 —a’'| sin| =
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*26de unde*
sin(a’ 4+ b')=cos a’ sin "+ cos & sin @,

— c08(a’ 4 b')=sin a’sin &’ — cosa’ cos b';
si deca scambim semnele formulei din urma,

cos(a’ 4 b)=cosa cosb'—sina’ sinb’.
Am ajuns dera chiar la formulele (1) si (2), si arcele
a’ si b’ implinese conditia a’ b<—;— po
2 Formulele (1) si (2) subsista si in casul cand adao-

gim o la unul din arcele a sen b.

Fie a'=a- '.5"’ de unde a=a' — ; Punem acesta
valore in (1) si (2):

sm( +b—73 >— sin(a’—‘:g‘) cosb

~+sinb cos(a'—% ),

cos (a'—f- b— ‘S‘):cos(a’——;“) cosb

T
_sm(a'——§) sin b ;
inse avem :

i (a’—f- b——;—) i [—{—;——(a'—f- b)]

=— sm[ —(a’ —{—b)]——cos(a + b),

s (a'-{— b-;): cos[—{ 5 —(@+ b)}]
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S cos[-%-— (@+d) ]: sin (a’+ b),
sin (@ — —ﬁ—:‘=siﬂ[" 'l'a’) =—sin[i—a,)=—005 a
2 ) 2 | 2 :

cos (a’~-%] =cos[—(% —a'j] ='cos( ; = a') =Usind’,

Punend aceste valori in equatiunile de sus,

— cos (@' + b)=—cosa’cosb+sinbsina’,
sin (a’+b)=sina’cosb+cosa’sind,
in cari deca vom scamba semnele equatiunei antaiu,
vom da tocmai peste (1) si (2), si @’ va fi egal cuama-
rit cu—g— £ 2
3°. Formulele (1) sz (2) subszste pentru ori-ce valori po-
sitive alle lui a si b.

Se dicem ca arcul a este coprins mtre msi m—+1 ca-
drane, erad intre 7 si n+1 cadrane ; atunciinsemnand

cu a’ escesul lui a peste m cadrane, si cu b’ escesul lui -
b peste n cadrane, avem :

—m—+a b=nL2"+b'. d
Inse pentru arcele a’si0’, mai micifie-care de cét ~;—
avem relatiunile :
sin (@' b") =sina’cosb’+sinb cosa’,

cos (a'+b")=cosa cosh’ —sina’sind’.
Dupe demonstratiunea de mai sus, noi putem adao-

gi la fie-care din arcele a” si b’ si de céte ori vom voi,
cite un cadran; dupe ce dera vom adaogi m cadrane

lui @’ si n cadrane Tui b’, formulele din urma vor de-
veni :
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sin( m%—i—a’ﬁ-n% —f—b’) =sin( m%-}-a’ )cos( n% +b’)
+ sin( n%#-b' ) cos (m %—l—a')
cos(m%—;-a'-k n ;—{- b’): cos(m—;——f- a’)cos(n% -}—b’)
— sm( m?—,ta ) sin ( n?ﬁ—b ),
seu, dupe relatiunile (d),
sin (a+b)=sina cosb +sind cosa,
o8 (a+b)=cosa cosb —sina sinb,
si aci a si b au valori positive, ori-cit de mari vom voi,
~ 4°. Formulele (1) si (2) subsiste pentru ori-ce valori,
chiar negative, alle lui a si b.

Se presupunem e, a i b sunt negative. Alegem un

numer intreg si positiv %, destul de mare pentru ca
cantitatile

2k +a=a’, 2kr+b=b',

se fia positive. Atunci (1) 8i (2) convin lui @ si &', ca-
ri sunt positive, si avem :
sin (a@’+&)=sina’ cosb'+sind’ cosa’,
cos (a'+b')=cosa’ cosb’ —sing’ sind’,
seu
sin (2k= 42+ 2hs 4 b)=sin(4ksta1b)
=8in(2k=+-a) cos (2ks+b)
+sin (2kz+ b) cos (2kz+a),
€08 (2k;+a+42kx 1 b)—cos (4k=+a--b)
=008 (2kx+a) cos (2k=1b)
—8in (24 +-a) sin (2k=1b)



I o=~

FORMULE FUNDAMENTALE 49

si considerand ¢ sinusul si cosinusul sunt funetiuni
circularie periodice cu perioda 2 ,* 9,18
sin (a+b)=sina cosb +sinb cosa,
cos (a+b)=cosa cosb—sina sinb,
relatii in cari 4 si b sunt negative.
34. Din acest sir de demonstratii resulta ci formu-
lele (1) si (2) sunt generale ; putem dera inlocui intr'en-
sele pe & prin—b, si atunci avem :
sin (a —b)=sina €0s(—>b)+-sin(—b) cosa,
© €08 (@ —b)==cosa cos(—b)—sina sin(— b).

seu® #95

sin (@ —b)=sina cosb—sind cosa, (3)

cos (@—b)=cosa cosb--sina sinb. + @

35. Observare. Formulele (1) si (2) se pot deduce
una din alta, precum si (3) si (4), deca inlocuim in una

din elle pe a pri.n a‘f‘”;", seu pe b prinb,L—;—-
In adever, deca in (1), spre essemplu, inlocuim pe b
prin b+%, avem :

sin(u+b+§- )=sina cos(\ b+% }\

! +sin(b + —;— )cosa,
seu ,
cos{——(a—}-b)}:sina sin(—b)+-cos(—b) cosa,
ori* #25
cos(a+b)=— sina sinb+cosa cosb.

Assemenea si pentru celle-alte.

36. Formulele (1) si (2) ne dau sinusul si cosinusul
sumei a doue arce; inse este lesne a le generalisa si
pentru mai multe arce.

Deca in (1) si (2) inloenim pe b prin c+d, acelle for-
mule devin: 4
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sin (a+c-+d)=sina cos(c+d)+sin(c+ d) cosa,
cos (a+c+d)=cosa cos(c+d)—sina sin(c +d),

seu
sin (a+-c+d)=sina(cosc cosd —sinc sind)
+cosa (sinc cosd+sind cosC),
¢0s8 (a+c+d)=cosa(cosc cosd—sinc sind)
—sina (sinc cosd-+sind €OsC),
de unde

sin (a+c+d)=sina cosc cosd+sinc cosa cosd
+sind cosa cosc—sina sinc sind,
cos (a4c+d)=cosa cosc cosd—cosa sinc sind
—sina sinc sind—sine sind cosc.
Cu ajutorul acestora putem gasi sinusul si cosinusul
sumel a patru arce, si asia mai departe.
® 37. Tangenta si cotagenta. Pentru a gasi tangen-
*302) ta sumei a doue arce, vom recurge la formula*:
tg (a+p)=n oD,
cos (a+b)
inlocuind pre sin (a+D) si cos (a+5) cu valorile lor da-
te prin (1) si (2),
tg (a+5)— sina COSb—f—Sif]b qo._sq;
c0sa cosb —sina sinb
si impartind ambii termeni ai fractiuni; cu cosa cosb,
sina cosh  sind cosa
tg (a+b) __cosa cosh cosb cosa

= ’

sing sinb
j s i
cosa cosb
tga+tgb (5)
tg(atb)—"5"""87 |
Sl 1—tga tgb
#25 Deca in acesta formula inlocuim pebeu —b, avem :*

sSeu
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tg (a_b)=_tg\a—tgb : (6)
1+tga tgb
Pentru a gasi cotangenta sumei a doue arce, vom a-
vé assemenea :
cos(a+b) cosa cosb— sina sink
sin(a+b)  sina cosb+sinb cosa’
si impartind ambii termeni cu sina sinbd,

cot (a+b)=

cosa cosb

cot (a+b) __sing sind

= )
sing cosb  sind cosa
sing sind = sina sind

seu
cota cotb —1 (M
: cotb+cota

Deca aci inlocuim pe b cu —b si scambam semnele
ambilor termeni ai fractiunei, avem:
1+-cota coth (8)

o ~ cotb—cota

38. Prin formulele (5) si (7) putem gasi tangenta si

cotangenta unei sume de mai mult de cit doue arce.

In adever, punend in aceste formule in loc de & pe
c+d, avem :

tg (afc4+d)=

cot (a+0b)=

tga--tg(c+d)
1—tga tg(c+d)’
cota cot(c+d)—1
i s cot (c+d)+cota ’
si inlocuind pe tg(c+d) si pe cot (c+d) cu valorile lor,
tga+ tgc+tgd
tglatotd)m— EUEL
1— tga tgct-tgd
1-tgctgd
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__tgattget tgd—tgatgctgd
T i-tgatgc—tgatpd—tacted,
cotc cotd — 1
cotc+cotd
cotceotd —1
650—1- cotd T ¢0ta
___cotacotc cotd— cota—cote — cotd
cota Eofc:aachotd—f— cotc cotd —1"  #
" - IMMULTIREA ARCELOR.
* 39. Considerym formulele
Sin (a+b)=sina cosh-+sind cosa, | - (A)
cos (a+Db)=cosa cosb — sina sinb, |
Facund a=b, elle devin:
sin2a=2sing cosa, (1)
cos2a=cos’a—sin’a. (2)
Aceste formule né dau sinusul s cosinusul arcului
indoit 2a in functiune ‘de sinusul si cosinusul arcului
simplu a.
" Deca in (l%s\i (2) inlocuim pe rand pe sinag si cosa
cu valorile lor date prin equatiunile (a) si (b)dela§ 30,
avem alte formule, destul de des intrébuintiate :
sin2a=-+2ging,/ | sin%z =+2€082v'1_gos’z,
cos24=cos‘za—(l—cos?a)=2cos2a—1,
c0s2a=1—sin?a—sin2=1—2sin%.
Deca in formulele

cota

cot(a+c+ d)=

o Agasamh cota cotb—_l B
tgla+d) Tl-tgatgy °°Hetl)= cotatoots © D)
facem assemenea a=>b, avem:
2tga cot®a—1 (3)
i e hato i
leta 1=4g% * pore 2cota

40. In formulele (A) inlocuind pe b cu 2a, avem : 5)\
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sinda=sina cos2a-|-sin2q cosa,
cos3a=cosa cos2a—sina sin2a,
si substituind in locul luisin2asi cos2a valorile lor date
prin (1) si (2),
sinda =sina(cos?a—sin%a)+2sing cosa cosa
=3sina cos’a — sin’a,
cosda=cosa (cos’a—sin%a)—2sing sing cosq
=cos®a—3cosa sin’a.
Punend in prima equatiune 1— sin%a in loc de cos’a
siin a doua 1—cos%a in loc de sin’a, si reducund,
sinda =3sina — 4sin’g,
cos3a=4cos’a—3cosa.
Facund si in formulele (B) pe 5=24, vem avé asse-

’

menea:
2tga
to3g - I8 Ttg2a fgda g, tg’a Stga—tgia,
Pod == _ O o el =S
= 1-tgatg2a 2tga 1—3tg%a
ied g tg%a
ik 2y}
A R
¢3 cotacot2a--1 e 2cota 1 i coi;5a—5cota
i cotatcot2a cot’a~1 ~ 3cotZg—1
cota+— o
acota

_— 41. Putem gasi formule generale cari se ne dee si-

usul si cosinusul multiplului unui arc prin ori-ce nu-
&r, intreg si positiv. Pentru acesta cousiderdm equa-
tiunile cunoscute :
sin(a+b)=sina cosb-+-sind cosa,
sin(@a—b)=sina cosb — sinb cosd,
cos(a+b)=cosa cosb —sina sind,
cos(a- b)=cosa cosb +sina sinb.
Adunand respectiv aceste equatiuni, avem :

RS e i s SO U
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sinla+b)+sinla—b)=2sina cosb,
cos(a+b)+cosla — b)=2cosa cosh.
Punem a=mb ; atunci a+b=(m+1)b, a—b=(m—1b,
si equatiunile devin :
sin(m+1)b=2sinmb cosb—sinm — 1)b,)
cos(m+1)b=2cosmb cosh— cos(m—1)b.| ()
Aceste formule, numite formulele lui 7homa Simp-
son, ne dau mediul de a calcula sinusul s cosinusul
multiplului unui arc prin un numer intreg si positiv
m+1, cand se cunoscu sinusele si cosinusele multipli-
lor acelui arc prin numerele m si m—1. §

Essemplu. Fia b=8°13'32", m=>5; dupe (4) avem :
sin/(5+1)X8°13'32, = 2sin} 5X8°15'32" 00s8°13'32"

{ ) { j
—sin (5—1)X8'13'32")

: ( ] 1%y
cos<s (5+1)X 8°13’39"£=2cos<5X8°1 3'32";’0088"13 32"

-—cos:(5——1)X8°1 352",
si effectuand immultirile,
sind9°21'12"=25in41°7'40"c0s81 3'32"—sin32° 548",
€0549°21'12"=2¢0841°7"40"c0s8°13'32"— c032°54°8",

DIVISIUNEA ARCELOR.

42. Deca in formulele
sin2a=2sina cosa,
cos2a==cos’a—sin%a=2%cos2q—1—1 — 2sin?a,
2tga cot®a—1

1—->f-g_2a%’ cot2a= 2cota -

tg20=_
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b
punem & in loc de 24, si prin urmare—-in loc de a, a-
-

ceste formule devin:
sinb=2sip% cosg,

bt p
cosb=cos2—2——sm2~9~=2cos2

=<}

—22—1=1 —2Silﬁl2§b'1

2tg?b cot”%—l
tgh= L cotb=—_° v
1 —-tg2? 2cot?

relatiuni cari ne dau sinusul, cosinusul, tangenta si co-

tangenta arcului intreg in functiune de acelleasi linii
alle arcului pe jumetate.

43. Adunand equatiunile

2 a
1=sin 2? +4eos?

2
. Sdh A
81na=2sIn—cos—,

90
- -t
obtinem relatiunea:

I ey, a KRl e e
1+sina=sin 2§ i c:os427 +2sin 5 c08

-

sin? cosa i
i 72"!" _")— )

-

-l

de unde
sin%+cosg=i\/ 1+sina. )

Deca, din contra, scadem una din alta equatiunile de
sus, avem :
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g s a S e
—sina=sin?? 1 c0s2*—9sin %o
1—sina=sin il 2sin 5008

“.ad a\?
=| SIn_—¢os—
2 il

Adunand equatiunile (1) si (2) si impartind cu 2, a-
vem :

I e

sin—__, V' 1-+sing 1—sina

iy = T N

— . !

-

Scadiend equatiunile (1) si (2) una din alta siimpar-
tind cu 2, avem :

a A ol 4)

COS5— 4. \/1_+sina \/l—sma

i AR
Formulele (3) si (4) ne dau sinusul si cosinusnl arcu-
Lui pe Jumetate in Junctiune de sinusul arcului intreg.

44. Considerdm equatiunile

Al --—cosa

Adunandu-16 1 membru el membru si impartind cu 2,
avem :

2@ l-tcosa - a)
Lok ,
- ~)
seu a WAE B Sr 5
€oS =+ \,/ 1+cosa

-{

Scadiend una din alta equatiunile de sus si impar-
tind cu 2, avem:
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O s g e el ik o SRR IR )
eod ) :

Tpin®- o 27000 (b)

de unde sinf—+ \/ 1—cosa (6)

15)

-

Impartind (6) prin (5) membru cu membruobt

2

Sl ot

cos 2 14cosa . 7
2 \/*2—* e

seu, fiind-ch in membrul al doilea se Impart numai

quantititile de sub radical,

tgl_ . [ T—cosa (d

1-+cosa
Formulele (5), (6) si (7) ne dau costnusul, sinusul si
tangenta arcului pe jumetate in functiune de cosinusul ar-

cului z'nlreg.

Observare. Deca presupunem ca a < 180°, atunci

a =000 =t Y ) e
5<_90° si prin urmare SIn--, os, si tgsunt positivi;
- 2 ~ &

deci in ipotesea ch a < 180°% nu vom lua de cit sem- -

, nul + al radicalului din membrul al doilea al equatiu- i
nilor (5), (6) si (7), si atunci aceste equatuni se seriu: it
cos€= /1+cosa SR, tcﬂ tga= \/ l—-cogd. :

v 2 R DETe 2 1+cosa |

45. Deca 'in equatiunea :
a
2tg§-
tga= S
- ol 3

elimindm numitorul, avem :
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tga—tga tg2—g-=2tg%,

a a
seu: tga tg2?+ 2tg?—tga:0,
~ori, divisand peste tot cu tga,
2 a

28 ——tg ——1=0,

it T
equatiune de gradul al doilea jn tg—;, care ne di ralo-
rea lui tg% in functiune de tga :

v

s 1 L 1+tg%a
R S o =" 4 =
& 2 tga — tg®a ! tga *\/ tg’a

seu
tgi= li\/1+tg2a (8)
2 tga
In assemenes mod, din
cot? 2.1
eota:-— "~
2cot %
2
tragem :
2cota cobi:cot‘-’i .

2: 2

de unde

a a :
cot’>— 2cota cot L —1=0,
2 2 :
equatiunea din care scotem :
’ cot_g_=cota il \/cot’a-l-l : i

acesta relatiune ne di valoreq cotagenter arcului pe ju-
metate in functiune de valorea cotagenter arcului intreg.

X
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4) si (b)

FORMULE FUNDAMENTALE %
Zurta 2 il ATRY)

== FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI. &"'}?

46. Pentru inlesnirea calculelor este bine tot-de-una,
Pe cat se pote, a se inlocui sumele si differintiele ce fi-
gureza in espressiunile algebrice si trigonometrice, prin
produsse si caturi, din causa ci aceste din urma, dupe

cum sceim, se pot calcula prin logaritmi, pre cand celle
d’antaiu nu.

Am gasit deja*:
1+ cosa=2003"’g, l—cosa= 2sin2f2l—.

Inse putem inca gasi si alte espresiuni, forte insem-
nate, calculabile prin logaritmi.

Consideram equatiunile :

sin/atb)=sina cosb | sing cosa,
sinla— b)=sina cosb —sinb, cosa.

Adunand mai antaiu aceste doue egalitati, si apoi
scadiendu-le membru cu membru, obtinem relatiunile
urmatore :

sinl@+b5)+sin(a— b)=2sing cosh,, (A)
sin(a+5)— sin(a—b)=2sinb cosa.'
Punem :
at+b=p, a—b-gq; (a)
aceste doue equatiuni, mai antaju adunate si apoi sca-
diute, si pe urma impartite cu 2, dau:

P s et g (b)
2 2
Valorile date da (a) si (b) le substituim in (A), cari de-

vin atunei:

sinp+sinq=2sinp——2{~q cosg%q, (1)
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sinp —sinq=2sin}% cos}%q ’ (2)

Equatiunea (1) esprime e suma stnusurilor a doue
arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor,
immultit prin cosinusul semidiferentiei lor.

Equatiunea (2) arata cj diferentia sinusurilor a doue
arce este egale cu de doue ori sinusul semudiferentier ar-
celor immultit prin cosinusul semisume; lor.

47. Equatiunile

cos(a+b)=cosa cosb—sina sinb,
cos(a—b)=cosa cosb-+ sina sind,
- o . . . \ A .
mar antaiu adunate si apoi scadiute una din alta, dau:
cos(a+&)+cos(a—b)=2cosa cosb,
cos(a—b)—cosa+b)=2sina sink 3
si facund si aci substituirile indicate de equatiunile (a
si (b),

< ?

cosp-cosg =2eos¥ cos? —4

4 )

cosg—cosp=3sin? "4 4in P—49
25 2
Equatiunea (3) esprime ci suma cosinusurilor adoue
arce este egale cu_de doue ori cosinusul semisumei arce
lor immultit pr, ul semidiferentiei lor.
. Equatiunea &) areta ca diferentia cosinusurilor a doue

arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor

mmmultit p in_ sinusul semi.- differentici lor.

' 48. Divisand una cu alta equatiunile (1), (2), (3) (4.
doue cite doue, obtinem ua seria de alte formule cal-
culabile prin logaritmi:
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Lo LB B UNDAMEN AR b el

: ] 2sin)gﬂcostq«
smp+smq 2 _ o194 Y |
9

sinp —sing 2smp -4 Cosp-f-q o 2
2 2 to--pi.q_
o 2 1
o, St pP—q
:t —_— =t0'
e e
A

o SO Ve
cosp t cosq 9005 P14 coxl —q 2
9

sinp-l—sinq \ 2 . 2 W Y

cosq— cosp 95 mp q 7o p—sq_*
2

smp smq

ﬁﬁ_“__kfﬁ__tg p_'q

cosp—‘—cosq 2oos p-} 19 o5 R q
i : QSiB\p—_icosﬁp—_{-i
sinp—sing ‘__&;_ i
b B 9sm%‘+ 7 sin-p*_ 2

As 2osp+qcospi
COSpTCosg s Rl ﬁ2ﬁ_ cotp+q cotl 4.
COSq—cosp S LT 4 Sl g 2

3 i '

49. Eca ua formula i Imsemnata care se mtrebumtledla
une-ori in calcule.

b ¥

3
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Immultim una cu alta egalitatile g

sin(a +b)=sinacosh+sinbcosa,
sin(@ —b)=sinacosh— sinbcosa,
si obtinem :
sin(a{b)sin(a—b)=sinacos®s — sin®beos’a.
Inlocuind in acesta egalitate mai antaiu pe cos’a si
cos’b cu 1—sin’a si 1—sin’b, si apoi pe sin’a si sin%
cu 1—cos’a si 1—cos’), dobandim equatiunile :
sin(a-+b)sin(a—b)=sin’a(1—sin®h) — sin%(1 —sin’a),
sin(a+ b)sin(a—b)=(1 — cos’a)cos’—(1—cosh) cos’a-
Effectuand immultirile din membrul al doilea si fa-
cund tote reducerile, ajungem Ia equatiile:
sin(a+b)sin(a—b)=sin’a— sin’s,
%(d‘f‘b) a—Db)=cos’a—cos’b.
50. Putem face calculabile prin logaritmi si suma
seu diferentia a doue tangente. In adever
tgattgh— sina sinb _ sinacosb +sinbcosa __sin(a+b)

Y = ]

cosa  cosb cosacosh - cosacosb

tga—tgb sina  sinb  sinacosb—sinbcosa sin(a—b)
— e e M o R I e T

£ cosa cosb cosacosh cosacosh

In assemenea mod avem :
cosa cosb cosasinb--cosbsina sina-+b)
cota+coth—= B S0 + il

. . . . 55 . P o
sing sind sinasinb sinasinb
cota—coth- %4 cosb _cosasinb—cosbsing sin(a—b)
sina sinb sinasinb sinasind

51. Se facem calculabile prin logaritmi suma seu
diferintia a doue secante; avem :

1 1 cosa+cosb
cosa  cosb  cosacosb

secatsech=
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at+b a—>b
I cos—
2
cosacosb
1 cosb— cosa
SE0E —ech el ENh e U RO
cose cosb cosacosh
Saq b ien=—h
2sin—— sin.
2 2
cos1cosb
Assemenea
1  sinb+sine
coseca+cosech = Err O A
sing sinb sinasinb
+b a—b
251n Yo - MR
2 2
sinasind
1 il sinb—sina
e T e e R L T
sina sind sinasind
< 0-—a a+b
28 epR
2 2
sinasind

~52. Pentru a face calculabile prin logaritmi espres-

siunea sina+cosb, observim ci cc}b——sm ?——b i, 81 a-
t , 5
e sing+-cosb=sina-- sin( §—b>
SaEEL T
=2sin GO Tl i

2

seu
a+b)

sina+cosb=2sin< 4 5 ) cos<

L\D'n ihl‘l

el

Assemenea .
SIna—cosb=sina —sin

1

X
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T ~

=2sin 2.._ ?_aCOSE— 5t
i e e 9

¢ R sy I AR
smae—cos) =2sin = etk \cos i AT
R R T
~ 53. Forte adessea este necessariu a se transforma
espressiunile 1—sina si 1-ksine. Pentry acesta

R RN r_?:_— ‘\‘: sdig _1:_ _i‘i
1—sing=1 cos( 9 a/ 2sin (4 .2),
1+ sine=1 + cosk—;——aj: 200321( %_ % ],

+yavend in vedere formulele aflate (a) si (b)*.
Divisand una cu alta equatiunilo aflate si estragund
radecina patrata, gassim :

(= _a -/ 1—sina
tg ----——):i V_ &
Lt 14 sina
54. Espressiunea

- ! "—. 40 ) .
Sin| — a sSina
R g

: sind  cosa-Lsing ‘
1 tga=14 219 COBA{ 81N G o
COSa cos2 €0sa
7: b ( & 3
A BORE L
2sin 4 | 4 )
A e T L
cosa
Assemenes :
SInZ  Cosu—sina
1= tga::l— ——
cosa cosa
( / \
’ = ) 28in— gin ——q/
cosa—cos — — el
; L2 A J
S e e L = = 3
cosa . cosa

si fiind-cd
7 ( = 3\

R L T RUEE

R
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avem: s =
‘_’smzcos( G e a)

1—toag=
= cosa

N iy & .
— 94. Une-ori este necessariu a transforma espressiu.
nea sina+sind-sinc, in care a+b+c=x.

Avem mai antaiy :* *46
; ; G TeR, a
sinb+4-sinc=2sin" ' € ¢os 2 ] (2)
2 2
Inse dinrelatiunea g+ b+c== deducem : a—= —(b+-c),
si prin urmare*, 26,42
: 3 . btc  b+c
sina=sin(b+ c)=2s1nTcos P

Adaogind acesta equatiune 1a (a),

b+tc i ma bicc
—+2sin cos

L : : ibLe
sing-- smb+smc=28m~;r—c05

-

5 )
& & 2

=2sinb%€<cos bi—c +cos e C) :

inse* #47
b+c b—c Y. e
S an e 2c0s_cos—;
2 2 2:. 9
asia-dera
: : : . b+c b e
8Ina+sinb+ sinc=4sin :’; COS—COs—.
3 prt -

Pe lunga acestea din a+b+c==, avem: £ A%,

SRg
si prin urmare sin b—?}‘-c =cosg; deci equatiunea din ur-
ma dévine:

sing-sinb+sinc :4003% cos gcos—g. (b)
2

Fia inca de transformat espressiunea sina-{-sinb—sinc,
In care a+b+c=x. Vom avé, ca sl mai sus:
)

PSS TV R Y
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sinb —sinc=2sin b—ccos g ;
sina=sin(b+c)=2sin b;C co b-;—c :
adunand, ;
sing+-sinb—sinc=2cos 1~ bt (smbif 4 smb—c
2 2 2
=4cos b sin_{’_ cosi,
2 2
seu
sina+sinb — sinc=4sin% sin%cos-é-. (e)

~ 56. Se facem calculabile prin logaritmi espressiunea

#50C0% g— + cot%-f- cot%, in care a+b+c==. Avem*:

. b+c
cot?ﬁ-coté»--: : o 1
sm—sm§
si fiind ¢i bte I._f,
2 2 SO
a
B : cos—
cot- Leot o i @
2 2 2 o D) SO
:sm§ sm--—2~
Inse
cos 2
a 2
cot— = ’ 7
sini
\ 2

adunand,
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cos.l cos%
cot - cot L cotﬁ_ =i Lo e i
i + e sin £+ smb—sini
2 n R
cos[ sin? + sinésinE )
2 2 2 2
sin? siné sin’
R G
Inse, dupe conditiunea pusa, avem:
sin— = cos:;c— cos=cos —smbsmf
2 2 o 2
atunci '
a b c
coté + coté - coté

cos? cosécosf——sinésinf-[- sinlzsinc
L O SRR Sy g

sin- sin b sin_ <
2 i 2

COSa GOSb COSC
B9 D

o4

sin 2 sinisini

R SR
seu in fine,
coti + cot% —+ cot—g—=cot%cot%cot% .
Ua demonstratlune identica ne va da, pentru a+5
+c=x, 81
tga+tgb+tgc=tgatgbtgc.

~ METODE GENERALE PENTRU A FACE ESPRESSIUNILE
CALCULABILE PRIN LOGARITMI.

57. Pane acum nu am urmat nici ua regula fissa in
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operatiunile ce am facut pentru a transforma espres-
siunile, ci am cautat numai a profita de forma lor par-
ticularia pentru a simplifica, pe cat se puté, calculele.
Sunt inse si metode generale pentru a face acesta trans-
formare.

Fia binomul A+4B, in care quantitatile A si B au ori-
ce fel de valori vom voi, inse positive. Punend peA ca
factor comun, vom avé :

A+B=A(1+%>. : (a)
Punem %= 8 (b)

¢ fiind un anghiu ajutator ore-care ; si putem tot-de-una
gassi un anghiu ¢ care se satisfaca equatiunea (b), caci
scim cd tangenta unui arc pote se aiba tote valorile pos-
sibile. Substituind acesta valore in (a),
A4B=A(l+tg%s)=Asec?s =2

cos®e
Anghiul s fiind determinat prin relatiunea (b), espres-

siunea

calculabile prin logaritmi, va fi si ea de-

s?o’
terminata.

58. Ludm binomul A—B, in care A si B sunt posi-

tive, inse A>B. Punend erasi pe A ca factor comun,

B ()

A-B=A{1-""1

i)
Fiind-cy A>B,1A3_<1 ; Prin urmare putem pune:
%:cos%, (4)

si acesta relatiune ne va da tot-de-una ua valore reale
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pentru 5. Punend in (¢) valorea luj KB data de(d), acea
espressiune se face:
A—B=A(1—cos%s)=Asin?.
Deca in A—B presupunem c3 A<B, avem:

LR it T G
A—B—@®B—)-—B/1 B),

g S o
s1 punend erasi g=cos®e

A—B=—B(1~ cos?s)=—Bsin?-. 'k"\}(//
59. Fia binomul
msina+ncosa, 5
in care a este un anghiu ore-care, 7 si # nisce mono-

me ore-care. Punend pe m ca factor comun,

; | n
msina+ ncosa=m/sma +-—_cosa )
m

\

Deca ludm tgo=" avem:
m

msina +ncosa=m(sina+ tgo cosa)=m( sina +5% cogq }
coS ¢
smacos o+sine cosa
cos 7
seu in fine,

: msin( o +a
msimma-- ncosa:#- -) !
1 COS ?.
Assemenea am fi avut S1:
A . msin( s —a
msing —nsing— \(LJ
COoS o

60. Binomul A+Btga—Bk—+ tga) devine, deca pu-
A
et
nem g¢
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A+Btga=Bi(tg + + tga)=B

=
\cose  cosa

sin¢ sina }

Lypsinlea ).
- COS ¢ cosa
Assemenea se transforma si A+Beota.
61. Fia inca espressiunea m+nsing, in care m si
sunt nisce quantitati ore-cari, inse nu coprind nici ua
linia trigonometrica ; atunci

mEnsina= : cosainslna=n[‘~cosais1na <
cosa ncosa J
punend =tg ¢, obtinem :
ncosa
mEnsina=n(tg » cosa+sina)
sin : n(sin ¢ cosa+sinacos =
=n( £ cosais1na\)= ( )
Lcos 9 / Cos ¢
nsin( ¢ +a)
_=—
COS ¢

62. Pentru a reduce in un monom un polinom
atb+c+d+.., reducem mai antaiu cei doi termeni
a+b in unul singur m; apoi reducem pe m si ¢ in un
termen 7; pe 7 si d inun termen p, si asia mai departe.

Essemple. 1°. Se se faca calculabile prin logaritmi
formula

cosa=cosbcosc+sinbsinc cosA.
Punend ca factor comun pe sinbcosA, avem:

/
cosa=sinbcosAl Eico:s&c—f- sinc !,
\ cosA J

i

cotb
= — tg Dy
COS

cosa=sind cosA(tg s cos +

si luand
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8in ¢ cosc-+sinceos o
b
cos ¢

=sinbcosA

seu
sin( et o)

CO8 ¢

cosa=sinbccosA "\

. Se se faca calculabile prin logaritmi equatlunea

cotasinb=cosbcosC+sinCecotA.
Punem pe cotA factor comun:

cotasinb=cotA( cosh c0sC+sinC )
cotA
s1 luand i =tg ¢ avem:

cot

cota sinb=cotA (tg s cosC+sinC)
A sin ¢ cosC+cos ¢ sinC
COS o |

de unde
sin(s +C)
cosy
3°. Se transformadm equatiunea
sinccosA=cosasinb — sinacoshcosC.
Acesta equatiune este identica ciu
cosasinh

cotasinb=cotA

sinccosA= — 8inC—sinacosbcosC,
sinC :

s1 punend ca factor comun pe sinccosb,

; A cotat b

sxnccosA=smacosb( J smC——cosC\
cotatgh
si punend -“*"%8% _ (ot
sinC

sinccosA=sinacosb(cot » sinC —cosC)
cos » sinC—sin ¢ cosC
sin e

- s'nacosb

seu, in fine,




g
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=1
(35)
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sinccosA— sinacosbw ;
sin g

63. Regulele pre cari le-am dat pentru a face ua es-
pressiune calculabile prin logaritmi de multe se pote
se nu se aplice, cand espressiunea are ore-car; forme
*46-56 particulari. Am dat* mai multe essemple de acesta.
Eca inca ua espressiune forte insemnata, care se pote
face calculabile prin logaritmi nu dupe metoda generale :

b*tc?—g?

Dbe

Adaogind 1 la ambele membre avem:

2 Rl 2 2. 22
1+cosA=é Fe* g e b®4-c?2—p24 9pc

CcosA=

2bc 2bc
_ (b+c)2—a2
ERig, Oper
si scadiend 1 din ambele membre alle acestei din urma
equatiuni,
b+¢)2—qa?
A0t —at,
cos e
i e (o+cta)b+c—a) :
Punem tgo= oep T R T atunci
cosA=tgo —1;

#6581 fiind-ca tg—z—=1, dupe cum vom vedé tndati*,

Sin( R ' \/2—s.in(? B L‘
e \ 4 o 145
cosA=tgo ——tg—4-—=~\ = s T

’

L COS 2
COS 9 COS——

4
S . n 2RO e
Cacl cos S = .
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~t
(OR

et

LINIILE TRIGONOMETRICE A CATOR-VA ARCURL

64. Se gassim liniile trigonrmetrice alle arcului AE
de 30°.

Laturea EF a unui exagon regulat
mscris subintinde un arc EAF de 60%
radia OA, perpendicularia pe acesta
lature, imparte arcul EAF in doue
parti EA si AF, fie-care de cite 30°%:
assemenea EG=GF, Inse EF= OE=1;

prin urmare

EG= singo“:_;_.

Gasim ¢0s30° prin relatia

c0s30'= \/ 1—sin®30°— \/ T 2 C R
4 2
Impartiend espressiunea Iui sin30° cu a lui cos30°,
avem : : PR Sy
ano— -1 N e
tg30 —\7T ,
65. Fia arcul AB=45°. In trianghiul dreptanghiu
OBC avem : '
D 0C?+BC2=0B?, seu :
B 08245 sin?450=1 .
Inse OC=BC, cici BOC=0BC=45";

prin urmare

L

0 G 25in%45°=1,
seu: sin45°- _1=_\/_2= cos45’,
V' A

In OAD avem erasi AD=0A, adeca tg45°—=1.
66. Deca demonstra ca mai sus* o} sin60° este ju-«g4
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metate din laturea trianghiului equilateral inseris, ca-
re lature se scie ch este V' 3; prin urmare

; v :
8in60°= »-;)i, c0860°=, / 1—3in%60°

-

~\/1— -, tg60°=V 3.

67. Arcul de 18° este _]umatate din arcul de 36°sub-
intins de laturea decagonului regulat inscris, si valo-
. . N ¢ Vi
rea acestel laturi se scie din geometria ci este—~52ml;
prin urmare, dupe un rationament analog cu cel de
mail sus,

sinl8°= Y8 - cos72°.
Atuneci

- i e T
c0s18°=V1_gin218° =\/ —ilfe 2v/5

N @f;‘ﬁ— 720

. 4 ‘

s1 =
10+ 2v5

68. Dupe formula*

sin2a=2sinacosa,
avem:

sin36°=2sin18%0s18°=2

b

4 4
seu :
sin?36°=4 (5+1—’Vo)(10+2 V5)_ 10 -2v5
162 16 )
de unde Ay e e 75

Sin36'= ﬁ_——_—_cos{)é\» ;

#39

s Bk s
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69. Dupe formula*: sin3a=3sinacos?a—sin’a, avems4o
inca :
sin54°= 3sin18°cos218°— sin®18°
_4V5—110+2V5  8V5—16
4 16 64"

de unde

sin54°=\/5—+ L osapl

Combinand prin 1mpartne formulele aflate la § 68 si
69, aflam :

| tg36°— WOZ"‘-/?, tghd'— V‘”l
Vi0-2v35

70. Prin formulele

. o 1 . 1 .
sm?——j 0} \/l—l—sma i o \/l—Smaa

1 1 j———
cos %=i—§— \/ 1+sina¥ 5 \/1“%4

avem:

j L s R ey
sin 9°=—§ ‘\/ 14sinl8° T \/1 —sinl8°,
Ve y———=' 1 y—
cos 9°=~2~ \/1+sin18° + ?'\/l—sinl 8,

seu
i W V5—1
8S1In9Y'= \/1 V5__1—- \/ —c -
~+ i g
BT e V5—1
co8 14 + 5 1 A

ori

sind=—1 /35 V5 — V=75 = cossl’,
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0089°=—41- \/3 + V5 + 411_ \/5— V5 = sin81°,
Assemenea

sin27'=1 4/5F Vo — V3 V5 —costs’

)

c0s27’ =71 V5 Vs 4 741? /3= V5 =sin63:



CAPITULUL 111,

~= TABLE TRIGONOMETRICE

71. Proprietatile pre cari le-am studiat pene acum
Du vor puté avé nici un us practic deca nu vom avé
medie de a gassi indata valorea numerica a liniilor tri-
gonometrice alle ori-carui arc ni s'ar da. Inse liniile
trigonometrice sunt functiuni transcedente alle arcului,
adeca nu se pote stabili nici ua equatiune algebrica in-
trega care, pentru ua valore a liniei trigonometrice, se
coprinda tote valorile correspundiatore alle arcului. Din
acesta causa calculele prin cari aflim valorea liniilor
trigonometrice alle unui arc dat sunt peste mesura de
lungi si difficile, si ar fi peste putintia a aplica formu-
lele trigonometriei la calculele practice, deca ar trebui
ca la fie-care moment se calculim si valorea liniiior tri-
gonometrice ce ar intra in acelle formule. Din acesta
causa se construesc fable cari, pentru ori-ce valore data
a arcului, contin valorile calculate alle totor liniilor
selle trigonometrice.

72. De si arcele pot se aiba valori ori-cit de mari,
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tablele trigonometrice nu se calculedia de cat pentru
*8 arcele de la 0° pene la 90°; chci seim* cd ori-ce are,
ori-cit de mare ar fi, se pote reduce la primul cadran.

Pe lunga acestea, deca calculim tote liniile trigono-
metrice alle arcelor de la 0° pene la 45°, nu mai este
necessariu a calcula valorea lor si pentru arcele de la
45° pene la 90°; céci aceste din urma arce sunt comple-
mentele cellor d’antaiu, si prin urmare Liniile lor tri-
gonometrice vor fi complementarie cu alle cellor d’an-
taiu. Deca cunoscem, spre essemplu, sin 36°, cos 36°,
tg 36°, cot 36, sec 36° cosec 36°, vom cunosce si
cos 54°=sin 36°, sin 54°=cos 36°, cot 54°=tg 36°,
tg 54°=cot 36° cosec 54°=sec 36°, sec b4'=cosec 36°;
cici 54°=90"—36°,

73. Tablele trigonometrice nu dau chiar valorea nu-
merica a liniilor trigonometrice, ci, fiind-ci mai tote
calculele trigonometriei se fac prin logaritmi, dau nu-
mai logaritmii acellor linii. Pe lunga acestea, tablele nu
coprind logaritmii secantei si cosecantei arcelor, chei

2 CORY = . , avem:

cosecx secx
logsinx=—1Iogcosecx, logcosx =—Tlogsecx. Prin ur-
mare, pentru a gasi logaritmii secantei si cosecantei u-
nui arc, n’avem de cit se luim logaritmii cosinusului
seu sinusului acellui arc cu semnul contrariu.

Logaritmii liniilor trigonometrice se calculedia prin

nisce metode alle caror principii le vom espune in scurt

*258—261mal departe.* Acum ne vom multiami a areta numai
possibilitatea de a se construi tablele trigonometrice
pentru arcele din 10" in 10”. Pentru acesta vom demon-
stra mai-antaiu urmatorele teoreme :

din relatiunile : sinx=
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— 14 Teorema 1. Orice arc coprins intre 0° si 90°
este: 1° mai mare de cat sinusul seu, si 2° mai mic de cat
tangenta sea.
s° 1’ Fiaarcul AB=a;avem: sina=BC,
tga=DA. Ducem corda BA, si avem:
| BC<BA, seusina<<BA, cici BC este per-
¢ pendicularia, era BA oblica. De alta par-
te BA<larcBA, seu BA<la, cici arcele maimici de ct
90° sunt mai mari de cét cordele lor; prin urmare a
Sortiori.

o

sina<la. (a)

2°, Aria sectorului circular OBA este: OBA=!0A

XareBA=10A<a. Aria trianghiului dreptanghiu ODA

este: ODA=30AXAD=30A Xtga; inse ODA>>0BA;

prin urmare 3 OAtga>30AX a; si impartind de ambele
parti cu 30A,

tgaa. (b)
Relatiunile (2) si (b) se pot scrie in un sir:
sina<la<tga. (1)

w75, Teorema. I1. Cand arcul se micsioredia peste me-
sura, raportul arcului catre sinusul seu tinde catre 1.

Punend in (1) in loc de tga pe soxtin ,avem:
cosa

sinag
cosa

Impartind pe fie-care membru prin sina, aceste re-
latiuni se fac:

sina<a<_

&, Ao
sina ~cosa
Inse deca arcul se apropia de zero, cosa se apropia

de 1, asia ci deca arcul este forte mic, cosa se pote so-
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coti egale cu 1; deci la limitq relatiunea de mai sus
. ’
devine :

a :
——=1, seu a=sina, (2/
sing

76. Observare. In calcul anghiurile se esprime seu
prin gradele, minutele si secundele pre cari le coprind,
seu prin lungimea absoluta a arcurilor car le mesora,
aceste arcuri fiind luate pe ua circumferentia cu radia
L. Asia se pote dice ¢ un anghiu este de 22°30', sen
ca este mesurat cu un arc de lungimea 0,39269908.....
Inse de multe ori este de trebuintia ca, cunoscund es-
pressiunea unui anghiu in un fel, se gasim espressiu-
nea sea in cellu-alt fel.

Fia a lungimea linearia a unui arc care mesora un
anghiu ore-care, si a’ numerul intreg de secunde ce co-
prinde acel arc; este evident ci arcul a es.e egal cu de
a’ ori arcul de 17; adeca a=a"X arcl”. Inse arcul de 1”
fiind forte mic, avem dupe (2): arc 1"=sinl"; si atunci

a=a’sinl’, (3)
din care o (4)
sinl”

Relatia (3) ne areta ca peniru a afla lungimea abso-
luta a unui arc, trebue a immult; numerul de secunde ce
contine el cu sin 1; si (4), ci pentru a afla numerul de
secunde continut in un arc, trebue a imparti lungimea
absoluta a arcului cu sin1”,
~=17. Teorema IIL. Sinvusul unui arc coprins intre ()"
st 90° este mai mare de cir diferentia intre arc si g patra
parte din cubul arcului,



TABLE TRICONOMETRICE 81

2
sin_
Dupe teorema I avem : % <tgg, seui<—2. Im-
2 2 2 a
cos;

p o s : ! a
multind ambu membri ai acestei neegalitati cu 2cos2.%

a
Aven . groiadl <2sm?cos7, si filnd-ci: cos2-é-

.. 9d oig oriv )
=1—sin 5 2sm—2- cosg-:sma,

[ . o
a 1—sin®>_ |<sing, seu a—asin® <sma
\ 2

gt
cqoa [a a : s
Inse® sm2?»<(_2_) i punend dera in neegali-#74
& \
as s Ea
tate pe? in loc de sin g: Yom avé a fortiori:

@t ®)
a—;<sma.
Corolariu. Din (5) deducem :
; a (6)
a—sina <_7

adeca diferentia intre un arc si sinusul seu este mai mica
de cat a patra parte din cubul arcului.

78. Teorema IV. Cosinusul unui arc mai mic de 90°
este mai mare de cat, diferentia intre unitate si Jumetateas

2
: g a
patratului arcului, adeca cosa™>1 Ty
ey e SUESTURE
Avem :* cosa = 1—2sin®>— si sin —< . Punend*42
2 2 g
: R g 3
dera in equatiune, in loc de smz?, valorea mai mare

2
(—g-) este evident cd vom avé: R

)
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2 9
cosa>1—2(gJ Seu cose > 1—%. (7)

79. Teorema V. Cosinusul unui arc coprins intre ()°
st 90° este mai mic de cat unitatea minus Jumetate din
patratul arcului, plus a sesse-spre-diecea partedina patra
4
putere a arcului, adeca cosa<1—%+z—6.

*77  Dupe (5)* avem:
3 7\3)2
a4 Y(5 o
Deca dera in equatia: cosd=1—-—2sin2a§, vom pune in

3i2
W e [ |
loc de sm”é valorea mai mlca{§—~ —) }, vom avé:

4 2
cosa<l— 2{%—%(_;_ )T: seu: cosa<1— 92—2“332‘2: _1_11(; :
si a fortiori,
cosa<1 —-_‘215 + I‘%, (8)

2
Corolariu. Deca in (8) trecem pe 1——% in membrul

antaiu cu semnul contrariu, avem :
axca (9)
cosa — 1——__) e
. ( 5 )16

CALCULUL SINUSULUI ST COSINUSULUI ARCULUI DE 10”.

80. Sinus de 10”. Se scie ci lungimea unei semicir-
cumferentie, cand radia are valorea 1, este
==3,1415926535897932....,
si fiind-cd ua semicircumferentia coprinde 180" seu
648000”, vom avea ;
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ar0648000"=3,1415926535897932....,
seu y

arc 107 5141592... —0,000048481368110

prin urmare
are 10°<<0,00005,
s1
(arc 107)3
4
3

L
k ; 77 & X
Inse relatiunea (5)* da: sma>a—Z; Prin urmarein*s7

<0,000000000000032.

casul de fatia :
sin 10" > 0,000048481368110 —0,000000000000032,
g . . L SR SO
si facund substractiunea, :
sin 10">>0,000048481368078.

Comparand valorea din membrul al doilea cu valo-
rea lui are 10°, vedem ci elle nu differa una de alta de
cat delaa 13* diecimale inainte ; slinca acesta a 132 die-
cimale in valorea arcului este numai cu ua unitate mai
mare de cit a 13* diecimale din valorea lui sin 10°, ¥
Deca dera vom lua '

sin 10”=0,0000484813681, (A)

putem fi securi ci érorea comisa asupra valorii lui
sin 10" va fi mai mica de cat ua unitate de al 13%* op-
din diecimal.

81. Cosimus de 10", Formula (9)* ne areta ci dife-x79

(T8 s (arc 107 RN
rentia intre cos 10" i 1—2° V) este mail mieca de
” '4 2
Liifare: 10%) L

cat——=—. Inse deca ludm pentru arc 10 valorea

0,0000484813...., gasita mai sus, aflim :



e

84 CURS DE TRIGONOMETRIA 4
"\ 4 3
(are 109" _ 6,0000000000000000039,

& ¥

quantitate care neavend cifre insemnatore de cat de la~ -

a 18* diecimale inainte, se pote neglige cu totul. ASIa
ders putem lua: . hi

cos10"=1 _(are? 10~)2

seu
¢0s810"=1—0,000000001152=0 ,9999999988248, (B)
si asupra acestei valori este comisa ua erore mai mica
de ¢t ua unitate de al 18* ordin diecimal,
Cunoscund sin10” si cos10” vom gasi tg10” prin
relatia

82. Sinusul si cosinusul arcelor din 10 in 10 securide.
*41Formulele Iui Thoma Simpson, date mai sus*, sunt:
sin(m + 1)b=2sinmbcosb—sin(m—1)b,
cos(m--1)b=2cosmb cosb — cos(m—1)b.
Deca ludm b=10" si m=1, aceste formule devin :
sin20"=2sin10"cos10", ¢0820"=2c0s?10"—1.
Punend 5=10" si m=2, acelleasi formule dau:
sin30"=2sin20" cos10"-- sin10”,
¢0s30"=2¢0s20" cos10"—cos10”,
si asia mai departe. Facund in fine b_10 si m=m,
avem :
sin(m+1)10"=2sinm10” cos10” —sin(m—1)10", / (C)
cos(m+1)10"=2cosm10” cos10” —cos(m—1)10".}
Cu formulele lui Thoma Simpson putem dera calcu-
la sinusurile si cosinusurile arcelor din 10"in 10" cu a-
Jjutorul lui sin10” si cos10” , pre carile-am aflat mai sus.
Calculele se pot prescurta observand ¢ factorul con-
stant 2cos10” difera forte putin de 2 unitati, céci rela-

SR Sl

P R P
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tia (B) ne areta ci cos10” difera forte putin de 1. Pu-
nem k=2—2cos10", de unde 2c0s10"=2—F. Substi-
tuind acesta valore in relatiile (C),
i sin(m+1)10"=sinm10"(2— k)—sin(m—1)10",
cos(m+1)10"=cosm 10" (9—k)~cos(7n—l)10
din cari
sin(m+1)10"=sinm10 +sinm10'— k sinm10”
—sin(m—1)10",
cos(m+1)10"=cosm10"+cosm10— keosm10”
—cos(m—1)10",

seu ]
[sin(m+1)10"—sinm10")= [sinmlO"——sin(m——l)lO"]
—ksinm10”,
[cos(m-H)lO —cosm10"]= [cosml() —cos(m—1)10]
—kcosm10”.

Aceste formule ne dau diferentiele sin (m+ 1)10
—sinm10” si cos(m+1)10"—cosm10”, cand cunoscem
diferentiele precedente sin#210"— sin (m—1)10" si
cosm10’—cos(m—1)10", precum si quantitatile sinm10”
si cosm10”. Adaogind acelle diferentie la sinm10” si
cosm10” gasim pe sin(m+1)10" si cos(m+1)10".

Quantitatea constanta k se calculedia ua data pen-
tru tot-de-una pentru a se introduce in calcule. Se ga-
sesce

k=0,000000002304.

83. Formarea tablelor de logaritmi dupe acesta me-
toda are trebuintia de lungi calcule aprossimative; si
de acea trebue din cand in cand a verifica resultatele
calculului, comparandu-le cu resultatele gasite prin alte
mediu-loce. Pentru acesta ne putem servi cu seria ar-
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celor din 9 in 9 grade, alle caror ling trigonometrice
*64-70le-am gasit prin mediu-loce geometrice.*

TABLELE LUI CALLET.

84. Tablele trigonometrice celle maj usitate sunt fa-
blele Iui Lalande calculate cu cine; diecimale pentru ar-
cele din primul cadran din minut in minut, si tablele
Iui Callet, calculate cu siepte diecimale, din secunda in
secunda pentru arcele de la (° pene la 5° si din 10 se-
cunde in 10 secunde pentru tote arcele de la 0° pene
la 90°.

Amendoue aceste table, editate si perfectionate de J.
Dupuis, presinta ua dispositiune analoga. Vom da des-
crierea si usul tablelor lui Callet, si tot ce vom dice
despre acestea se va aplica si la alle lui Lalande.

85. Prima parte a tablelor lui Callet d3 logaritmii
sinusului si tangentei arcelor de la (°: pene 5° din se-
cunda in secunda. Inse sinusul si tangenta unui arc
fiind egale cu cosinusul si cotangenta arcului comple-
mentar, acesta tabla ne d3 in acellasiu timp si cosinu-
sul si cotangenta arcelor de la 90° pene la 85°.

Acesta tabla se imparte in doue tabla de sinusuri
si tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe verso al
foii, era tangentele pe recio; asia ci deschidiend tabla,
sinusurile se afla pe pagina stanga si tangentele pe pa-
gina drepta. Dispositiunea ambelor pagine este cu to-
tul analoga.

Reproducem aci ua parte din tabla sinusurilor. Nu-
merul gradelor este inscris desupra si dedesubtul tablei,
afara din cadru. Pagina este impartita in opt colone
verticale, dintre cari celle doue de la margini, g si 4,
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coprind numerul de secunde, in colona @ crescund de
sus in jos de la 0 pene la 60, era in colona /& de jos in
sus; pentru simplicitate, diecimile se scriu numai ua
data, era incolo de subintieleg. Colonele de la mediu-
loc, b, ¢, d, e,f, g, porta sus si jos numerul minutelor.

Cand arcul dat este coprins intre 0° si 5%, logaritmii
sinusului seu fangentei selle se afla pe pagina ce porta
in partea de sus afara din cadru numerul de grade al
arcului, in colona verticale care porta in capetul de sus
numerul de minute al arcului, si pe linia orizoxntale care
trece prin numerul de secunde al arcului, inseris in co-
lona de la stanga a.

Cand arcul dat este coprins intre 90° si 85°, logarit-
mil cosinusului seu cotangentei selle se afla pe pagina ce
porta in partea de jos afara din cadru numerul de gra-
de al arcului, in colona verticale care porta in capetul
seu de jos numerul de minute al arcului, si pe linia ori-
zontale care trece prin numerul de secunde al arcului,
inseris in colona de la drepta b.

Cand mai multi logaritmi succesivi inserisi in aceasi
colona au primele lor cifre comune, de ordinar se sub-
intieleg celle doue de la inceput, afara numai de loga-
ritmii estremi, si de cei scrisi in capul colonei. Ast-fel,
cand in tabla gasim numai siesse cifre alle unuj loga-
ritm, trebue se-1 completdm, seriindu-i la stanga cifre-
le escedente pre cari le contine logaritmul cel mai a-
propiat, urcand seu pogorind.

1°. Fie a se cautalogsin3°37'12*. Deschidem tabla la
ua pagina care in partea de sus se porte scris: sinus3°,
sl anume cautdm pe acea in care a treia colona verti-
cale, ¢, porta sus titlul 37', Descindem pe acesta colona
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. SINUS 3°.

a . -b ¢ d e ¥ ok
b ! 36’ 37’ 38’ 39 | 40 [ sl L
h’—“%——\ﬁl”‘_.\—“
I o|2,7973941,2,7998974 2,801~915  2,3038764. 2,8058523. 2,3078192 GOI
; 1’ 979275  999307|  019247| 039095 058852 078519 9
2| 979610 999640, 019578| 039425 059180 078846 8 )
i 979945/ 2,7999973|  019910| 039755 059509 079173/ 7
4| 980279 2,8000306] 020241 040085 059537‘ 079500, 6 ’

5| 980614/ 000639  020573| 040414 060166  079827| 5|
6| 950943 000972| 020904 040744 060494 080154 4|

7| 981253 001305 021235 041074] 060823 080181 3|

8| 981617| 001638) = 021567| 041404) 061151 080808 2;
91 981952 001971 021898| 041734| 061479 o0s1135/ 1|

i 10‘ 982286 002304| 022230  042064| 061808/ 081462, 50’
| 1] 982620 002637 022561 042394 062136 081788 9
2| 982955 002970 022892 042723 062464 082115 s ,‘(

3| 983280 003302 023223| 043053| 02792 082442 7.
4] 983624] 003635 023555 (43333 063121] 082769 6 f

5| 983958 003968 023886 043713 063449 033095 5|

6 984292  004301| 024217 044042 063777 083122 4|
7| 984626 004633 024548 (44372 064105 033749, 3l
8| 984961 004966, 024579) 014702] 064433 084075/ 2
9| 985295 005299  025211] 045031] 064761 054402 1}]
2 2o i r el gy N N |

COSINTUS 86°.

pene in randul orizontal care trece prin numerul 12 in-
seris la stanga in colona a a secundélor. Acolo gassim
cifrele 002970. Pentru a completa logaritmul, vom a-
daogi la inceputul acestui numer cifrele 2,8 cari se afla
inscrise la logaritmul cel mai apropiat urcand seu po-
gorind, si atuneci

logsin3°37'12”— 2,8002970.
Cu totul assemenea se face si pentru a gasi
logtg3°37712”, care este:
logtg3°37'12”— 2,8011644.
2°. Fie a se cauta logcos86°20'53”. Deschidem tabla

la ua pagina care in partea ge Jos se porte seris: cosi-
nus 86°, si cautdm pe aceea anume in care a cincia co-
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lona verticale e porta jos titulul: 20". Ne urcim pe a-
cesta colona pune in randul orizontal care trece prin
numerul 53, inscris la drepta in colona % asecundelor.
Acolo gassim cifrele 041074 ; si pentru a completa lo-
garitmul, adaogind la inceputul acestui numer si cifre-
le 2,8 cari se afla inscrise la logaritmul cel mai apro-
piat urcand seu pogorind, avem:
logeos86°20'53" = 2,8041074.
"Tot assemenea seface si pentru a gasi logcot86°20°53”,
caré este Al
logcot86°20'53"~.2,8049902.
86. A doua parte a tablelor lui Callet d% logaritmii
sinusului, tangentei, cotangentei si cosinusului arcelor

de la 0° pene la 90° din 10” in 10”.

Reproducem aci va pagina din a doua parte a table-
lor lui Callet. Numerul gradelor, deca este mai mic de
45, este scris in susul paginei, afara din cadru; eradeca
este mai mare de 45, se scrie in josul paginei. Numerul
minutelor este scris in colonele verticale A si L, la
stanga si la drepta paginei, si merge crescund de sus
jos in A, si de jos in sus in L.

Numerul secundelor se afla scris in colonele vertica-
le B si K, cari vin dupe alle minutelor, si acest numer
merge crescund de sus in jos in B, si de jos in susin K.

Sinusurile pentru arcele mai mici de 45° se gasesc in
colona C, intitulata sus sin, era pentru arcele mai
mari de 45° in colona H intitulata jos sin.

Tangentele, pentru arcele pene la 45°, se afla in co-
lona E, intitulata sus fang, si pentru arcele muai mari
de 45°, in colona G intitulata jos tang.
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Assemenea cotangentele si cosinusurile arcelor pene
la 45° se vor gassi in colonele G si H intitulate sus
COLg si €08, si pentru; arcele mai mari de 45° in co-
lonele E si C, intitulate jos cotg si cos.

Colona cea mica D coprinde differentiele tabulare in-
tre logaritmii consecutivi inscrisi in colona C. Asseme-
nea colona I contine differenticle intre logaritmii con-
secutivi inscrisi in colonele E si G, si colona I differen-
tiele logaritmilor din colons H.

Fie acum: 1° a sc gasi logsin28°18'30” Considerand
ca arcul dat este mai mic de cat 45° vom deschide ta-
blele la pagina intitulata sus 28°, siin colona A vom cau-
ta numerul minutelor, 13; apoi in B vom cauta, si nu-
merul de secunde, 30, corespondente Ia 13, Atunci pe
randul orizontal care trece prin acest numer de secun-
de, in colona C, intitulata sus Sin, vom gasi cifrele
748017 ; si adaogind la inceput si cifrele subintielese
3,6, avem:

logsin28°18'30"=1,6748017.

2. Se gasim logsin61°46'40". Arcul fiind maj mare
de 45°, pe pagina intitulata jos 61°, vom cauta minute-
le 46 in colona de la drepta L, era secundele 40 in co-
lona alaturata K. Logaritmul cautat Iu vom gassi in
colona H in dreptul numerului secundelor 40; acest
logaritm este :

logsin61°46°40"=1,9450351.

3. Fie inca a se gasi logtg28°15'20". Vom cauta pa-
gina intitulata, sus 28° si in colona A dela stanga ace-
stel pagine vom cauta 15’ ; apoi in colona alaturata
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B,20". Pe linia orizontale ce trece prin acest numer

de secunde, 20, vom gasi:
logtg28°15'20"=1,7303335.

Tot assemenea vom gasi:

logtg61°41'30" =0,2687077,
logcot28"14’50”=0,2698180,
logcot61°49'10"=1,7289690,
logeos28°15°40" =1,9448768,
logeos61°44°0" = 1,6753896.

USUL TABLELOR.

Doue sunt problemele ce se pot presinta cand voim
2 ne servi cu tablele trigonemetrice: 1° Se dd un arc
81 se cere se gassim logaritmul uneia din liniile selle tri-
gonometrice; 2°. Se di logaritmul unei linii trigonome-
trice a unui arc necunoscut, si se cere se gassim a-
cel arec.

87. Problema I. Danduse un arc, se gassim loga-
ritmul uneia din liniile selle trigonometrice.

Am vediut® cum trebue a procede pentru a gasi lo #s6

garitmul liniei trigonometrice a unuj are care se ga-
sesce in table. Nu vom mai reveni asupra acestei pro-
bleme, ¢i ne vom ocupa numai de casul cand arcul dat
nu se afla in table.

1°. Se se gasesca logaritmul sinusului unui arc.

Fie a se gasi logsin 28°14'36”,5. Fiind-ch arcul dat
nu se afla in table, vom cauta logaritmii sinusului arce-
lor ce se afla in table si intre cari este coprins arcul
dat, adeca:

logsin28°14'30" =1,6750370
si  logsin28°14°40" =1 6750762,

S e e |
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In colona D vedem ci differentia A intre acesti doi
logaritmi este 392; de alta parte differentia intre cel
mai mic din aceste arce si arcul dat este de 6”,5. Inse
pentru intervale forte mici, ca celle din casul de fatia,
putem considera logaritmii sinusurilor ca fiind propor-
tionali cu arcele ensesi; asia-dera putem face rationa-
mentul urmator: la ua crescere de 10" a arcului, cor-
respunde ua adaogire de 392 unitati de al sieptelea or-
din la logaritm ; la ua crescere de 6,5 a arcului, ce a-
daogire se cuvine logaritmului? Proportiunea:

10":392=6"5:x, ne di: x= 392;;6 ’O=254,8, valorea

quantitatii cu care trebue crescut logsin28°14'30" pen-
tru a avé logsin28°14'36",5 ; prin urmare
logsin28°14'36" ,5=1,67506248.
Eca dispositiunea calculului:

logsin28°14'30"=1,6750370 A= 392
pentru 6”5 it 2548 392X6 ’5=254,8.
logsin28°14'36" ,5=1,67506248 10

Observare. Cand differentia gasita pentru logaritm
presinta ua parte fractionaria, a carii prima decimale
este mai mica de ct b, tota partea fractionaria se la-
peda; era deca prima diecimale ¢ mai mare de cit 5,
partea fractionaria tot se lapeda, marind inse cu ua u-
nitate ultima cifra a intregilor. Asia, in essemplul pre-
cedinte differentia fiind 254,8, dupe transformare ea va
deveni 255, si atuncilogsin28°14'36",5 vafi1,6750625.
Deca differentia ar fi fost 254,31, spre essemplu, nuam
fi introdus in calcul de cAt partea 254.

Acesta observare este aplicabile la tote calculele ce
se fac cu logaritmi.
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88. Calculul partii proportionale 254,8 se pote face
cu mult mai mare inlesnire cu ajutorul tablelor de di-
ferentie proportionale, asiediate pe marginea paginei,
afara din cadru. Aceste table coprind crescerile loga-
ritmului correspundiatorie la fie-care crescere de 17,
2"....9" a arcului. Se gassim, spre essemplu, care este
crescerea logaritmului ce corespunde lacrescerea 6,5
in arc, differentia tabulara fiind 392. Tabelul intitulat
392 ne areta cd la crescerea 6 a arcului correspunde
differentia 235,2. Pentru a gasi si differentia corespun-
diatore la crescerea de 0”,5, observim ci acesta diffe-
rentia este a diecea parte din differentia correspundia-
tore la 5", clici si 0”5 este a diecea parte din 5"; deci
acesta differentia va fi 19,6, pre care adaogindu-o la
235,2, aflam 254,8.

Tot assemenea vom opera si pentru a gasi logarit-
mul tangentei unui arc ore-care; asia

logtg61°43'48",3=0,2694055.

89. 2°. Se se gasesca logaritmul cosinusului unui arc.

Fie a se gasi logcos61°41'37",8. Acest arc este co-
prins intre 61°41°30” si 61°41'40", si tablele dau :

logcos31°41°30"=1,6759764,
logcos61°41'40" =1,6759374,
cu differentia tabulara 390. Observam inca ci
logcos61°41'30" >logcos61°41'40",
cicel seim cd in primul cadran cosinusul descresce cu
cat cresce arcul; prin urmare vom rationa in modul ur-
mator: la ua descrescere de 10” in are, corespunde cres-
cerea la logaritm de 390; la ua descrescere in arc de
2”2 (differentia intre arcul dat siarcul cel mai mare din
celle-alte doue), ce crescere la logaritm va corespunde ?
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Tabela partilor proportionale ne da:

crescere correspundiatore la 2° =78
crescere correspundiatore la 0,2 = 7,8
- 85,8.

Acesta diferentia, fiind adaogita la logeos61°41'407,

da:
logeos61°41'37" ,8=1,6759460.

In assemenea mod gassim si

logcot28°18'38" ,4=0,2686644.

Observare. Din acestea vedem ca pentru sinus si
tangenta, calculul diferentiei logaritmilor se face prin
esces, adeca se ia in considerare diferentia intre arcul
dat si un arc mai mic de cat densul. Pentru cosinus
si cotangenta acel calcul se face prin lipsa, cici se ia
diferentia intre arcul dat si un alt arc mai mare de cit
densul. Restul calculului este identic in ambele casuri.

90. In calculele precedente am presupus ci crescerile
logaritmilor sunt proportionale cu cre<cerile arcurilor.
Cand inse arcurile sunt forte mici, acesta nu mai este
esact pentru logsin si logtg, si atunei nu mai putem a-
plica metodele ce am dat. Eca cum operam in casul
acesta: ‘

Fie un arc dat, a+%, esprimat prin un numer intreg
a de secunde, si prin ua fractiune 2 de secunda. Pen-
tru a gasi logsin(a+-#) si logtg(a+7), arcele fiind forte
mici, putem admite cd raportul intre arcele a si a+/k
este egal cu raportul intre sinusurile seu intre tangen-
tele lor, adeca :

sin(a+h)  a+h  tgla+h)  a+h
ST R Y R R Ry
si luand logaritmii,
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logsin(a+h)=logsina+log(a+h)—loga, | ()
logtg(a+h)=logtga+tlog(a+h)—loga. |
Aci logsina si logtga se afla din prima parte a table-
lor trigonometrice, c¢ici a este un numer intreg de se-
cunde; log (a+4) si loga se afla din tabla logaritmilor
numerelor. Valorile gasite pentru aceste differite quan.
titati fiind introduse in relatiile (1), vom obtine pe
logsin(a+ £) si logtg(a+ ).
1°. Se aflim logsin0°2'88",7254. Acest are, redus in
secunde, este 158”,7254. Prin urmare in acest essemplu,
a=158, h=0,7254, si relatia antaia din (1) se face: ;
logsin158",7254 = logsin158" +log158,7254 —log158.
Inse, dupe table,
logsin158" =4,8842319,
log158,7254=2,2006464,
log158=2,1986571;
prin urmare
logsin0°2'38" 7254=4,8862212.
Assemenea si '
logtg02'38",7254=1 8862213.
Pentru a gasi logcot a unui arc forte mic, trebue mai

antaiu a calcula logtg; ciei, din cotx= tl , avem:

logcotx=—1Iogtgx. Asia:
logcot0"2'38",7254=—(4'8862218)=3,1137787.
2°. Se se afle logaritmul cosinusului unui are forte

mic a+h.
Din relatia

_ sin(a+h)

tg(d+/2)— ——COS(d‘f—h)—’

deducem:
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logcos(a+h)y=logsin(a+h)—logtg(a+h),
formula prin care am puté calcula logcos(a+*%), cunos-
cund pre logsin (a4h) si logtg (a+4). Inse deca vom
inlocui pe logsin(a+7%)silogtg(a+#%) cu valorile lor date
prin (1) si vomreduce termenii assemeni, vom ajunge la
logeos(a+h)=logsina —logtga,
seu logcos(ath)=logcosa. (a)

Prin urmare, deca arcele a+/4 si a sunt forte miei,
logaritmii cosinelor lor sunt -aprope egale. Acesta se
pote vedé si din table. Arcul 0°2° 38",7254 este coprins
‘intre 0°2'30" si 0°2'40"; inse a doua parte 4 tablelor a-
reta cd tote arcele de la 0°1'40" penela 0°2'50" auacel-
lasiu logcos ; asia dera

logcos0°2'38" ,7254=logcos0°2'30".

Observare. Din reldtiunea (a) resulta ci arcele forte
mici sunt forte reu determinate prin cosinusurile lor;
asia, in essemplul precedinte am vediut ci la un acel-
lasiu logcos correspondea tote arcele de la 1'40” pene
la 250", ceea cu produce ua incertitudine de 1'10".

Pe de alta parte avem: .

cosa=sin(90°—a) ;
deca a este forte mic, 90’—a differa prea putin de 90°;
relatiunea acesta ne areta dera ca arcele vecine de 90’
sunt forte reu determinate prin sinusurile lor, cari va-
-riadia prea incet.

Nu este tot asia pentru tangenta si cotangenta Ace-
ste linii trigonometrice variadia mult mai rapede de cét
sinusul si cosinusul, cAci scim ci in primul cadran elle
1au tote valorile de la 0 pene la . Observand dife-
rentiele tabulare alle lor, vedem ca valorea cea maimica
a acestor differentie este la 45" ; asia-dera acolo tangenta
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si cotangenta variadia mai incet, si acolo se pote pro-
duce erorea cea mai mare. Inse cu tablele lui Callet
chiar acesta valore maximum a erorii este asia de ne-
insemnata (0”,03), incit se pote neglige. Prin urmare
din tote liniile trigonometrice, celle mai avantagiose
pentru a represinta arcele cu esactitate sunt tangenta
si cotangenta.

91. Problema II. Dandu-se logaritmul unei liniitri-
gonomeltrice a unui arc, se se gasesca arcul.

Fie a se gasi arcul x al carui logsin este 1,9451480.
Cautdm in table la colona intitulata Sin pene cand se
dam peste logaritmul dat, si vedem ca acest logaritm
se afla in colona H intitulata jos Sin; prin urmare, pen-
tru a gasi secundele si minutele arcului, le vom lua la
drepta in colonele L si K, era gradele le vom lua de
jos. Ast-fel arcul cautat este: x=61'48"20".

Assemene vom face si pentru a gasi un arc corres-
pundiator la un logcos, logtg, logcot dat, cand acest
logaritmi se afla in talle. Ast-fel se gasesce:

Pentru logtgx=1,7297779, %=28%18'30",
pentru 10gcotx=i_,7307373, x=61°43"20",
pentru logcosx=1,9449107, 2=28%15(10°,

92. Deca logaritmul dat nu se afla in table, vom cau-
ta doi logaritmi intre cari se fie coprins logaritmul dat,
si vom gasi arcul correspundiator la acest logaritm prin
ua proportia.

Ast-fel, fie logsinx=i,67 56418. Cautand in table,
vedem ca acest logaritm este coprins intre

1,6756245=logsin28°17°0",
si 1,6756636=10gsin28°1710",
Differentia tabularia intre acesti doi logaritmi este
7
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391, era intre cel mai mic din acestia silogaritmul dat,
173. Prin urmare, deca ua diferentia a logaritmilor de
391 unitati de al septelea ordin diecimal corespunde la
ua crescere in arc de 10", ua differentia in logaritm de
173 unitati de acellasiu ordin diecimal, la ce crescere
in arc va corespunde ? Respunsul este dat prin pro-
portiunea:
391: 10"=173:5 de unde s=173X10" _ 4 ;.
319

Adaogind acesta crescere la arcul cel mai mic, ga-

sim arcul cautat:

x=28°17'4" 4.
Eca dispositiunea calculului:
1,6756418=logsinx A=391
1,6756245=1ogsin28°17°0" G TESXTOT e
173 ST ST

x=28"17'0"+4",4=28"17"4" 4.

93. Crescerea in arc de 4" 4 se pote gasi si prin ta-
blele diferentielor proportionali de pe margine. Pentru
acesta in tabelul intitulat 39z cautim cea mai mare di-
ferentia care se coprizde in 173, si acesta este 156,4,
correspundiatore la 4’. Scadiend apoi pe 156,4 din
173, gasim diferentia 16,6. Impartind in minte nume-
rele din tabel cu 10, vedem c3 din tote caturile obti-
nute, cel mai mare care incape in 16,6 este 15,64, co-
respundiator la crescerea in dre 074, Oprind aprosi-
matiunea la partile din 10 alle secundei, crescerea. to-
tale in arc va fi dera de 44,

Tot assemenea, dandu-se: logtgx=1,7297543, ga-
sim: x=2813'25" 3,

94. Se gasim arcul x al carui logcos este 1,9447589.
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Tablele ne areta ci acest logaritm este coprins intre
1,9447635=1logcos28"17'20",
si 1,9447522=10ogcos28°17'30",
a caror diferentia tabulara este 113; diferentia intre
logaritmul cel mai mic 1,9447522 si cel dat este 67.
Dicem dera: deca la ua adaogire de 113 unitati de al
septelea ordin diecimal la logaritm, correspunde ua

portiunea:

118: 10"=67: &, da: &' —

113 il

Scadiend acesta descrescere din arcul 28°17°30", ga-
sim arcul cautat: x=28°17'24",1.

Valorea descrescerii arcului, 5,9, se pote gasi si prin
tabla partilor proportionale. In tabelul intitulat 773 ve-
dem ci numerul cel maiapropiat de 67 este 56,5, la care
correspunde descrescerea 5. Apoi numerul din tabel di-
visat cu 10 care se apropie mai mult de diferentia 67—
56,56=10,5, este 10,17, la care corespunde descrescerea
07,9. Prin urmare descrescéreatotale in arc este de 5 ,9.

In assemenea mod, pentru logcotx=i,7310740, vom
gasi: x=61°4213",3.

95. In lucrarile precedente am presupus ci variatiu-
nile arcelor sunt proportionale cu variatiunile logarit-
milor liniilor sele trigonometrice. Inse acesta nu mai
este adeverat pentru arcele forte mici, cand' este vor-
ba se le determinam prin logsin seu logtg. In acest
cas vom cauta in prima parte a tablelor trigononk;trzce

logaritmul care se apropie miai mult d@ Jogaritmul*dat;

vom lua arcul correspundiator la acest logaritm, si-l-

7

S

descrescere de 10" in arc, la ua adaogire de 67 unitati .~
2
la logaritm, ce descrescere in arc va corespunde ? Pro-,,
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vom reduce in secunde. Fie a acest numer intreg de
secunde, si a+/4 numerul de secunde si fractiuni de se-
cunda al arcului necunoscut ce corespunde la logarit-
*9omul dat. Relatiunile (1)* ne dau:
log(a—’r/1)=logsin(a+h)——logsina+loga,{ @)
log(a+h) =logtgia+h)—logtga+loga.

Aci logsin(a+7) seu logtg(a+/) sunt quantitatile da-
te, log sina seu logtga se afla in prima parte a tablelor
trigonomelrice, siloga in tabla de logaritmi a numere-
lor. Prin urmare log(a+%) este determinat, precum si
a+h, arcul cautat. ;

Fie a se determina, spre essemplu, arcul al carui
logsin este 3 3325473, .

Prima parte a tablelor trigonometrice ne areta ci
logsin cel mai apropiat de acesta este 3,3819783, cor-
respundiator la arcul 0°7'23"=443". Prin urmare, in
prima din formulele (2) avem: a=443, logsin(a+h)=
§,3325473, 10gsina=‘3,3319783, sitablele ne dau: loga
log443=2,6464037. Prima din formulele (2) devine
dera :

log(a+h)=3,3325473—3 3319783
+2,6464037=2,6469727,
8i calculand pe a4, gasim: a+h=443" 5807=
0°7"23",5807. Acesta este valorea arculuj cautat.

Assemenea vom gasi:a +h=10'8"10",4995, pentru
logtg(a+h)=3,3762143.

Tot asia se operedia cand se cere a se gasiun arc
mic, cunoscund logaritmul cotangentei selle; cici a-
cest logaritm este egal si de semn contrariu cu al tan-

*Jogentei.*
Deca inse se cere a se calcula un arc mic cunoscund
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logaritmul cosinusului seu, acest caleul nu se pote fa-
ce cu precisiune. Fie, spre essemplu, a se gasi arcul al
carui logcos este 1,9999998, Tablele areta oy acest
logcos corespunde la tote arcele coprinse intre 0°3°0
si 0°3'40" ; prin urmare determinarea ce ni se cere nu
se pote face de cat cu ua nesecurantia de 40”.



CARTEA 11

TRIGONOMETRIA RECTILINIA.

CAPITULUL 1

Proprietatile trianghiurilor rectilini.

* Vom continua si de aci inainte a insemna celle trei
anghiuri alle unui trianghiu cu literele majuscule A,
B, C, era laturile cu literele minuscule a, b, ¢, cores-
pundiatorie la anghiurile opuse. Deca trianghiul este
dreptanghiu, anghiul drept se va insemna cu litéra A
si hipotenusa cu a.

TRIANGHIURI DREPTANGHIE.

96. Teorema I. In ori-ce trianghiu dreptanghiu, ua
lature a anghiului drept este egale cu hipotenusa immul-

tita cu sinusul anghiului opus.
3 4¢ Relatiunea ce trebue demonstrata este
=y b=asinB.
s 6 Din verful anghiului B eu ua radia
14——;—1!;-17— A BD=1 descriem arcul DF, si ducem DE

-
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perpendicularia pe BA. Trianghiurile assemeni BCA
si BDE dau:

oA _BC.
DE BD’
inse CA=b, DE=sinDF=sinB,BC=a, BD=1 ; prin ur-

mare relatiunea se reduce la

¢ =a
ginB o
seu b=a sinB. (1)

C.C.T.D.
Assemenea vom ave si
c=asinC. 1)
97. Teorema 1I. In ori-ce trianghiu dreptanghiv ua
Wlature a anghiului drept este egale cu ipotenusa immul-
tita cu cosinusul anghiului allaturat.
Trebue a demonstra relatia,
c=acosB.
Trianghiurile assemeni BCA si BDE, de mai sus, dau:
BA BC
BE BD’
si inlocuind pe BA, BE, BC, BD prin valorile lor,
e Ui
cosB
seu c=acosB (2)
C.C.T.D.

Assemenea aflim si:
b=acosC (2)
Observarea I. Relatiunile (1) si (2) se pot deduce u-
nele din altele. In adever, in ori-ce trianghiu drept-
anghiu avem: B+C=90°, seu B=90—C; asia-dera:
sinB=cosC. Punend acesta valore in (1), dobandim :
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b=acosC,
care este una din relatiile (2).
Tot assemenea vom deduce si formulele (1) din (2).
Observarea II. Redicand la patrat formulele :
b=easinB,
c¢=acosB,
si adunand membru cu membru, obtinem :
b+ c*=a’(sin?B+-cos?B)—a?;
prin urmare patratul ipotenusei este egal cu suma patra-
telor ambelor catete, resultat pre care lu cunoscem deja.
98. Teorema III. In ori-ce trianghiu dreptanghiu,
ua lature a anghiului drept este egale cu cea-alta lature
immultita cu tangenta anghiului opus.
Relatia ce trebue demonstrata este
b=ctgB.
Assemenarea trianghiurilor BCA si BGF de mai sus
ne da :
CA GF b tgB
= SeU — =2
BA BF c 1
de unde
b=ctgB. (3)
C.C.T.D.
Assemenea vom avé si :
c=btgC. (3)
99. Observarea 1, Find-ci: B+C=90°, avem:
B=90"—C, si: C=90°—B; prin urmare: tgB=cotC,
si: tgC=cotB. Punend aceste valori in (3), avem:
=ccotC, 4)
c=bcotB,}
adeca in un trianghiu dreptanghiu, ua lature a anghiu-
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\

lui drept este egale cu cea-alta lature immultita cu cotan- i \

genta anghiului alaturat, e
100. Observarea II. Relatiunile (3) si (4) se pot de-
duce din (1) si (2) prin nisce simple impartiri. In ade- {

ver, divisand equatiunile (1) si (2) respectiv una prin /
alta, avem:
b sinB ¢_ sinC
¢ cosB' B cosC’
seu: b=ctgB, c=btgC;
si facund divisiunea in sens contrariu,
¢_cosB b cosC
b sinB ¢ smC’
de unde ¢=bcotB, b=ccotC.

+  TRIANGHIURI ORE-CARI SEU OBLICANGHIE

101. Teorema I. In un trianghiu rectiliniu ore-care
laturile sunt proportionale cu sinusurile anghiurilor opuse.
£ Relatiunea ce se cere a se demon-

stra este:

\ @ B e

Rdaint e
Din verful C lasdm perpendiculara CD pe AB. In
trianghiul dreptanghin ACD, avem® : #96
CD=AC sinA, seu: CD=b sinA.
In CDB avem assemenea
CD=CB sinB, seu: CD=a sinB.
Comparand aceste doue equatiuni vedem ci :
asinB=bsinA,
si divisand ambii membri cu sinA sinB,
a b

sinA siB .
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Vom demonstra assemenea ci
b c
sinB™ sinC’

Putem dera scrie sirul de raporturi egale:

a bii. e (1)
sinA " sinB_ sinC’
C.C.T.D.

Se vedem decaaceste relatiuni subsista si cand trian-
ghiul are un anghiu A obtus. In acest cas, din trian-
ghiul CDB, avem : :

¢ CD=CBsinB, seu: CD=a sinB;
din CDA asem assemenea :
o CD=CA sinCAD,
' seu: CD=bsin(180°—A),
PglPr  RHISETE R o iindeel sin(180°— A)=sinA¥,
CD=b sinA ;
asia-dera
asinB= bsinA ,
de unde
@i gl (b
sinA  sinB

Prin urmare relatiunile (1) sunt generale.

+ 102. Teorema II. In un trianghiu rectiliniu ore-ca-
re, patratul unei laturi este egal cu suma patratelor ce-
lor-alte doue laturi, minus de doue ori produsul acelor

laturi prin cosinusul anghiului coprins intre elle.
c

Seim din geometria ci patratul

¢ ' laturei opuse la un anghiu ascutit
este egal cu suma patratelor cellor-

A = B alte doue laturi, minus de doue ori
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produsul uneia din elle prm projectia cellei de a doua
pe cea d’antaiu; ceea ce se esprime prin equatiunea:
CB“’ =AC?+AB2—2ABXAD.
Inse CB=a, AC=b, AB=c, si in trianghiul dreptan-
ghiu CDA avem:
AD=AC cosA; asia-dera relatia de sus devine:

a?=b%+c2—2bc cosA

Deca laturea considerata se opune
la un anghiu obtus, relatiunea geo-
a metrica este:
CB’=CA 4+ AB*}2ABX DA.
> 4@ % Ingein trianghiul dreptanghiu CDA
avem :
DA= CA cosCAD="b cos(180"—A)=—bcosA*; =2

punend in equatie acesta valore, si inlocuind pe CB,
CA, AB, cu a, b, ¢, avem :

a?=b%}c?—2bccosA,

care este identica cu equatiunea gasita deja.
Tot ast-fel vom gassi si espressiunea valorii lui
b%-+si c*. Obtinem ast-fel celle trei equatiuni urmatore :

a?=b24c>—2bc cosA
b?=a+c*— 2ac cosB, (2)
c*=a*+b%—2ab cosC.

103. Teorema XII. In ori-ce trianghiu rectiliniu ore-
care ua lature este egale cu suma celor-alte doue, immul-
tite fie-care respectiv cu cosinusul anghiului cc acesta la-
ture face cu laturea considerata.
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£ Dupe figura avem :
c=AD+DB.
& Inse in ACD,
; AD=bcosA,
siin CDB,
DB=a cosB.
Punend aceste valori in equatia de sus,
=acosB+bcosA.
C.C.T.D.
¢ Deca trianghiul este obtusanghiu,
avem :
- c=DB—DA,
si fiind-cd
DO Te B DB=acosB, si DA=b cos(180°—A).

avem:

A b B

¢=acosB — bcos(180°—A) :
inse cos(1 80°—A)=—cosA ; prin urmare
c=acosB+bcosA.
Facund assemenea pentru celle-alte laturi, vom gasi
valori analoge ; avem dera cele trei equatiuni urmatore :
a=bcosC+ccosB, :
=acosC+ccosA, (3)
¢=acosB+bcosA.!
104. Sistemele de equatiuni (1), (2) si (3) se pot de-
X%(;e unele din altele. :
entru a deduce equatiunile (3) din (2), adunim pri-
mele doue equatiuni (2); avem:
a*+b*=b*+2¢*— 2bccosA+a?— 2accosB,
si facund tote reducerile,
¢=acosB +bcosA,

<N
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care este una din equatiunile (3). Tot assemenea vom
obtine si pe celle-alte doue.

Pentru a deduce din (3) equatiunile (2), immultim
pe prima equatiune din (3) cu g, pe a doua cu b, p ea
treia cu—c, si le adunim :

a*+b*—c*=abcosC+accosB+abeosC
+bccosA—accosB - becosA,
si facund tote reducerile,
c’=a’+b"—2abcosC,
care este una din equatiunile (2). Celle-alte doue se ob-
tin assemenea.

Din acestea resulta ci sistemele de equatiuni (2) s
(3) se pot deduce unele din altele; prin urmare sunt e-
quivalente. :

Se demonstrim acum cd sistemele (2) si (3) se pot
deduce din equatiunile fundamentale

A+B+C=180", (a)
a b c ®)

sinA _ sinB _ sinC’
Relatiunea (a) da:
C=180—(A+B),
de unde
sinC=sin(A+B)=sinA cosB +sinB cosA. (c)
Deca insemnam cu 7 valorea raportului constant
@ Piiic
sinA sinB  sinC’

vom avé :

__.=m,__ =m’

3 = m,
sinB

sinC

de unde
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/ e c )
= sinA,— =sinB, — = sinC.
m m

Punend aceste valori in (¢) si facund reducerile,
c=acosB-{—bcosA
care este una din equatiunile (3).
Se scotem relatiunea (b) din (2). Prima din dceste
equatiuni di:
P+c*—a®
cosA—*2 G

si ridicand la patrat,
bt ta' 20 = 24'0* —2a’¢
cos’A= i :
scadiend acesta equatiune din 1=1 si reducund,
: s5 20240 - 257 at Bt —r
1—cos’A=sin’A=

4b%c?
divisand ambii membri cu a2 -
sm"’A 20 200+ 27—t — b —c*
a2 La®h22 E
Deca din a doua equatiune (2) vom scote valorea lui
sin’B . .. ) . sin’C

si din a treia pe a lui , vom gasi tot aceasi

b2
Ine
. sin

valore ca si pentru

sinA _ sin’B _ sin’C
R
si estragund radecina patrata,
sinA  sinB_ sinC
o ¢’
cari sunt chiar equatiunile (1).
Asia-dera celle trei sisteme de equatiuni (1), (2), (3)

; prin urmare,
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se pot deduceé unele din altele; prin urmare elle sunt
equivalente. Tot assemenea si equatiunea
A+B+C=180°
se pote deduce din acelle trei sisteme de equatiuni. Pen-
tru acesta, insemnand erasi cu 7 raportul constant al
laturei catre sinusul anghiului opus, avem :
| LR R
sinA "sinB~  "sinC

=m,

din cari:

a=msinA, b=msinB, c=msinC,
si punend aceste valori in una din equatiunile (3), spre
essemplu in cea d'antaiu, si impartind cu m, avem:

sinA =sinBeosC+sinC cosB,
seu
sinA=sin(B+C);

deci, fiind-ci arcele A si B+C au acellasiu sinus cu a-
cellasiu semn, trebue se avem :

A=B+C, seu; A=180°—(B+C).

Prima hipotese nu se pote admite, cici, cum n’am
facut noi pene acum nici ua supositiune asupra valorii
relative a anghiurilor A, B, C, anghiul A s'ar puté se
fie si cel mai mic din tote, si atunci equatiunea

=B+C
ar fi absurda. Vom admite dera numai pé a doua
A=180"—(B+C), seu: A+B+C=180°,
cdre este chiar equatiunea (a) din formulele funda-)
mentale.

ANGHIURI IN FUNCTIUNE DE LATURL

105. Din equatiunile fundamentale
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e Bl e
sinA ~ sinB~ sinC’
deducem, dupe teoria proportiilor :
atb e )
sinA+sinB  sinC’
si scamband internii,
a+b sinA+sinB
R T
Assemenea avem si:
B, a—b sinA—sinB
Bii i R e
Inlocuind pe sinA + sinB si pe sinA — sinB cu va-
lorile lor calculabile prin logaritmi, si pe sinC cu

- 2sin —gcosg, obtinem:

Inse din T
A+B+C=180",

deducem :

A+B_ C
=g o— 7 .
2 7 21
prin urmare
A+B C AtR . C

sin =C08—, COS =sin

2 2 2
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Reducund dera dupe acéste formule factorii comuni

de la numeratorul si de la numitorul equatiunilor de
mai sus. reméne : '

cosA:E ‘ sin A—B
a+b_ 2 a—b
Giy suing : iz COs—
P 2 2

Prin ua simpla permutare de litére vom obtine alte
patru equatiuni analoge cu acestea. Sistemul intreg se
compune déra din urmatorele sesse equatiuni, tote eal-

culabile prin logaritmi, si coprindiend ﬁe -care céte (Q
sesse elementele trianghiului ' -
gD sin 2B
a+b e g8 el T
—_ Sty — P oy
it sin— ¥ cosg
2 A
eon 0 sini_*o
a3 Sl Nl B e oL
: smg'f b cos_:2B {%
el sinB—C
g-}-c 2 b 2
sin%' i cos% J

Divisand respectiv equatiunile (2) prin (1) avem:

sin

g oG
= e
dosA;B cos g— gl
seu gA B a—b 6tc-

20 kb
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Operand assemenea vom gassi inca doue relatiuni;
asia-ci vom avé ua noua sistems de equatiuni calcula-
bile prin logaritmi, cari coprind fie-care cate doue la-
turi si tote anghiurile :

A Ba b C
cot—,
M +b 5
A C a— B
3 5 (3)
B—O i cOA
i S

== 106. Relatiunea
a'=b*{-c*—2bccosA,

b*+c—a?

&
o
COS 2bg

#44 Inge avem™:

siné_—\/g)a cosé_—-\/___lq___c%
o g i S B

Punend in aceste equatiuni in loc de cosA valorea.

sea, vom avé:

far b2+c2—a
b % i Zbc \/ 2bc—b"'— 2—f—a

Sty —(b“+c_:2b_c) az—(b—c
F 4bc \/

—. /(a4+b— c)(a—b+c)
4bc e

1 +b2+c Lt R :
COS—A-— — 2b0 o \/ch—f- b2 + (;2_a2
2 i 4bc




PROPRIETATILE TRIANGHIURILOR RECTILINII 115,
el il ol = ek

O+’ —a®  [E+E5q) brcta)
x R $eo e g
Pentru inlesnire punem : R 2L
p=a+tbtc; .

scadiend pe rand din ambii membri 2a, 25, 2¢, vom ave:
2(p—a)=b+c—a, 2(p—b)=a+c—b, 2(p—c)=a+b— o
si substifuind tote aceste valori in equatiunile de mai

sus,
k[0 _, [
2 e s

4dbc
A_ . /2p2 (p—a)_\/ plp—a)
B o R

equatiuni cari dau sinusul si cosinusul jumetatii unui
anghiu in functiune de laturile trianghiului. Facund
assemenea si pentru celle-alte doue anghiuri, obtinem
celle doue sisteme de equatiuni urmatore :

A p=b)(p—o) A _ /plp—a)
sm?__ T s 008? = T y
Bin—B-:_ \/MLC), (4) COSE = Iip_b), (5).

2 ac 2 ac

. C_ Jlp—a)p—b) C ~\/p(p—c)

s T L ol BN S e

Deca dividem fie-care equatiune din sistema, (4) f)rin
equatiunea correspondenta din sistema (5), obtinem un
nou sistem de formule :

A _ Jo—b(p—0
tg?-\/_ pPlp—a)
g2 _\/(P;a)(p—c) (6)

L T

C _ /p—a(p—0)
gl e

J
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In tote formulele (4), (5), (6), trebue se luAm pentru
radical semnul +; cici anghiurile trianghiului fiind tote
mai mici de cit 180°, jumetatile lor vor fi mai mici de
90° si prin urmare liniile lor trigonometrice vor fi po-
sitive.

-+ SUPRAFATIA TRIANGHIULUL

107. Se scie ci suprafatia unui trianghiu este egale
cu jumetatea produsului basei prin inaltimea sea. Ast-
fel, in trianghiul ABC,

£ suprafatia s=tABXCD. = icXCD.

Inse in trianghiul dreptanghiu ACD
avem :

CD=ACsinA—bsinA.

Prin urmare SRS 1)

— - 3

equatiune care dd suprafatia trianghiului in functiune
de doue laturi si anghiul coprins intre elle.
Deca trianghiul este obtusanghiu, avem inca:

¢ CD = CAsinCAD =5 sin(180°—A)
—bsinA,
& valore pe care punend-o in
s=icxCD,
D

¢ B obtinem:
besinA
Prin urmare equatiunea (1) este generale.
108. Din relatiunéa

b e
sinB  sinC’
scotem : B bsinC

sinB ’
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pe care punend-o in (1) avem:
S=b2sinAsinO
2sinB '
si fiind-ca
B=180"—(A+C),
! b*inAsinC (2)
2sin(A+C)’
equatiune care di suprafatialtrianghiului in_functiune de
ua lature si celle doue anghiuri alaturate.

109. Deca in

sinA=2sin% cos%

inlocuim pe sini;— si cos % prin valorile lor date prin

equatiunile (4) si (5)*, avem: #106
sinA=21/@—0)(p—2)4 /p(p—a)
i be be
_ 2 Vrlp—a)(p—b)w—c)
be ;

Punend acesta valore a lui sinA in (1) si facund re-
ducerile, obtinem equatiunea :
- SVp(p—a)(p—b)(p—o),
equatiune care di suprafatia trianghiului in functiune
de celle trei laturi alle selle. .
Essemple. 1°. Se caleuldm suprafatia unui triunghiu in
care cunoscem: b=234" 504;¢=203™,17; A=41°43'56",8.
Dupe (1) avem:
5 2847,504X203™,17xsind1°43'56",8
2 ’

de unde:
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logs = log234m,504+10g203m, 17
-+ logsind1°43'56",8 —log?2
=2,3701502 4 2,3078596 +1,8232479 - 0,3010300
=4,2002277;
prin urmare
s=15857"" 244,
2° Se calculdm suprafatia unui trianghiu in care se
cunosge: b=234"504; A=41°43'56",8; 0=58'29 '48",6.
Dupe formula (2) avem :
logs= 2log234m504-‘-10gs1n~11"43 56",8
+logsin58°29'48",6 —log?2 —logsin100°13'45" 4.
=4,7403004+ 1,8232479+1 ,9307511-0,3010300
—1,9930414=4 ,2002280,
adeca .
s=15857"r 255,
3°. Se se afle suprafatia unui trianghiu in care se cu-
nosce: a=158",62; h=-234" 504 0—203"‘ 17
Formula (3) dosie

‘Togs logp:flog(p a)—}-log(p—b)—f—log(p c)

“m casul de fatia-avem: p=298™ 147 . ; p—a=
139™,5627; p—b=63",643 ; p — c=94™,977. Prmurmare
logs_2 4744304+2 11446583+ 1,8037506+1, 9776184

e TR iemame
=4,20022_.8’8,
Seu

s=15857™2 284,

110. In assemenea mod se pote gasi espressiunea
suprafetiei unui patrulater ore-care ABCD, in functiu-
ne de diagenalele delle AC si BD side anghiul = cefac
elle una cu alta. Avem:
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ABCD = AOB +BOC+COD+DOA.

B Inse in celle patru trianghiuri

! considerand si cd: sin (180°— ‘)———’
4 sin o, avem :
" : AOB=JAOX OBsins,
/ BOC=1i0BX OCsin,
COD=}0CX ODsinv,
DOA=:0Dx AOsins,

si adunand, '

ABCD=4sin= (AQX0B+0BX0C+0CX0D+0DXAO)
=4sin« [AQ(OB+O0D)+0C(OB-+0D)]
=}sin « (AOXBD+0OCXBD)
=1sin « X BD(AO+OC)

=3 ACXBDsin «; v
adeca suprafatia unui patrulater ore-care este egalewaf’
jumetatea produsului diagonalelor prin sinusul anghiului

ce fac elle una cu alta.

Essemplu. Date: AC = 117"13; BD = 98™,56;
+=63°14'36",3.
Necunoscuta : ABCD=5154™" 124,
w== 111. Immultind una cu alta formulele (4)*, avem : #106

C_(p—a)(p—hp-9)

a1l
(8

A
SIn—_sIn—SIn

2 2 2 abc
Inse din (3)* scotem: #109
s*=p(p—a) (p— b) (p— c)
s (p—a) (p—b) (p——c)??. (®)
Punend acesta valore in equatiune, remane :
P30 A S Tl ot ) s2 o :
SN sm7sm o i’ i :
pd c ’:.-:f/"‘
1T840 il
134, 40‘1
o
fiakii o8 L 2

e 298, 1-24% 19 Z
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*06  Deca immultim una cu alta sj relatiunile (5)%, ob-

tinem :
A 0B C PVpp—a) (p—58)(p—c)
cos 2—cos-2—cos?_ s )
séu
C o ips

cos i Ccos . cos
2 2 2 abc

*106  In fine, facund produsul relatiunilor (6)*, avem :
tg.i th tgg = _(wﬂi‘,
272 72 Wor—a)p_Bp—o
si inlocuind numeratorul si radicalul de Ia numitor prin
valorile lor date de equatiunile (a) si (3) precedente,
A B s s
tg—tg -t L —
S5 '8y 18 BT “
RADIA CERCULUI CIRCUMSCRIS.
112. Fia trianghiul ABC I4 care circumscriem un
cerc, a carii radia o insemndm cu R, Ducem diametrul

CD=2R, si unim D cu B,

¢ Anghiul CBD este drept, cici este in-
scris in ua semi circumferentia, si prin ur-
mare trianghiul dreptanghiu OBD da -

A
V"'“ » CB—CDsinD ;
. inse CB=a, CD=2R, D=A; formula dera

Se va serei:
a=2RsinA,
de unde : a
1y ;
2sinA
si immultind ambii termeni aj fractiunei cu be,
Spise B
2bcsinA °

*107  Inse dupe formula (1)*,
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besinA
=S§,
2
de unde
2bcsinA=4s ;
asia-dera,
abe abc
£ i M

i Wplp—alp—bp—e)
Essemplu. Date: a=158"62; b=234",504; ¢=203™17.
Necunoscuta: R=119™ 1458,
RADIA CERCULUI INSCRIS.

113. Fia trianghiul ABC. Pentru a construi cercul
inscris, dupe cum scim, ducem bissectriticle celor trei

¢ anghiuri, cari se intalnesc tote in un
A\ o punct O, centrul cerculni inseris; de-
‘ ca din acest punct lasim perpendi-

&
e
A M’A p cularele OD, OE, OF pe laturile trian-

s ghiului, aceste perpendicularie sunt
radiele cercului inseris. Cunoscund dera centrul si lun-
gimea radiei cercului inseris, va fi lesne a descrie a-
cel cerc.

Se gassim ua espressiune a acestei radie, ». Dupe
figura,
ABC==A0B+BOC+COA ;

inse :
AOB=3ABXOF=i}r,
BOC=iCB xO0D=iar,
COA=3}ACXOE=ibr;

si adunand aceste trei egalitati membru cu membru,

ABC=%r(a+b+c);
si punend ABC=s, a+b+c=2p,
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s=pr,
seu el
p
Deéca substituim in locul lui s valorea sea
Volp—a) (p—5) (p—o)
si reducem, avem :
V= )
r
Essemplu. Date : a=158™62; b— 234™,504; ¢c=203™ 17.

Necunoscuta r=53™,1861.

RADIELE CERCURILOR EXINSCRISE.

114. Cerc exinscris la un trianghiu se numesce un
cerc tangent la ua lature a trianghiului si la prelungi-
rea cellor-alte doue.

Pentru a construi cercul exinscris la ualature BO—g
a trianghiului, ducem bis-
sectritiele BO si CO alle an-
ghiurilor esteriore CBD si
BCF; intersectiunea lor O
este centrul cercului cautat;
din acest punct lasand per-
pendicularele OD, OE, OF
pe laturea BC si pre prelun-
J: girile cellor-alte doue, ace-
ste perpendiculare vor fi egale cu radia cautata « a cer-
cului éxinseris la laturea a.

Pentru a gasi ua espressiune a acestei radie, obser-
vam ci

ABC=ABO+ACO - BCO;
si deca in trianghiurile ABO, ACO, BCO, consideram
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respectiv ca base pe AB=¢, AC=b, BC=a, si ca inaltimi
pe OD=0F=0E=¢, avem :
=3Cot2ba —3qe=—4 o (b+0— a)==a (p~—a),
de unde
L
zz_.P =
punend in loc de s valorea sea si reducund,
‘\/ Pp—0b) (p—o)
o= i B
In assemenea mod vom gasi si espressiunea radielor
cercurilor exinsecrise la laturile b si ¢:

& (p—a)(p—o)
gz\/l’_lf_ﬂ_i,

p—>b
(p —a)lp—b,
)
115. Formulele (6)* dau : #106
g A Pp— b)(p—c) lv_é(ﬁjb) (p—c)
pp—a) Bidr
de unde
pp—bp—o)_ . A
V b o

si punend acesta valore in equatiunea care di pe =
avem :

A
a=ptg§ .

Assemenea B
ﬁ:ptg ‘é‘a

WSy s
y=ptg X

Essemple. 1°. Date: a=158™,62; b=234"504; c=203™11.
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Necunoscute : +=113",6503 ; =249,1600;
1=166™9592.
2". Date : p=482™ 356, A=52°16'35",4;B=76°25'57"4;
C=51°1727",2.
Necunoscute : «=236",7031 ; B=379"™,7990;
=231™,5768.

116. Din formulele cari dau pe Ry ug se pot de-
duce mai multe altele, cari de si nu au ver-ua impor-
tantia prin elle ensasi, pot inse servi ca verificatiuni.
Eca cite-va din acelle formule :

1° Fédcund inversa equatiunilor

s s e s
7'=__, G:—-ﬁ’ 6-—_:_" Y:\,
p p—a prizd p—c
se obtine :
Lp L peaai el gl
AP N B e

Adunand pe celle trei din urma din aceste equatiuni,
avem :

1 1 1 i —b-p— 3p—(a+b
T+T+T=!w\+p L4 c:LM:&Z,

s s
seu .
S U (1)
EME e
2. Immultind intre elle formulele :
r='—7a= 2 ,p= 3 y Y= u 3 ‘a')
p p—a p—>b p—¢
obtinem :
st i
I’aﬁy:“—\———h-z————= 85
plp—a) (p—b) (p—c) 52
de unde

s:v ray. (2}
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3°. Adunand una cu alta pe celle trei din urma din
formulele (a) si scadiend pe cea d’antaiu, avem:
s s s s
R - - —_—=
Frovdis Pmbo (e - hp
2P0 p—oytplp—a)(p—c)+p(p-a) (p-b)—(p—a) p—b) (p—c)
plp—a)p—Db)(p -c)

=P o0+ -0l + 0-a) - [p—a)

Inse

P b+p—a=2p—(atb)=c,
p—(p—c)=c;

prin urmare _
s ew ;C{ plp—c)+p—a)(p —b)}
__C{(a-{-b)-{-c (a+b)—c , c+(b-a) c—(b—a)
= 4

2 2 2. 2 i

clla+b)—ct ct—(b—a)?
al ( + ) s (4( )

=_>< 4ab= abc

s

Inse avem : |
abc
o
asia-dera :
atfy+—r=4R. (3)

117. In cas cand trianghiul este dreptanghiu, putem
obtine alte formule, sciind c& in casul acesta
_b2+c S—% (A)

1°. Immultind una cu alta equatiunile
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A/ 2= =) p—0) ,_1 [plz -5 (p—c)
r‘\/*‘“‘r“" 9\ e

avem :
,.,,_\/p(p a) (10—6)2(17—0)2
p—a)

W Lol 5 _a+c—b atb—c

SRR i e e
effectuand produsele si facund tote reducerile, avend
in vedere si equatiunile (A), obtinem :

Yo=S§,

Assemenea vom avé :

TR T A vy =5
W_\/p(p 2)%(p—b) (p—c) b g

p—b)(p—c)
Prin urmare
ro=gy. 4)
2°. Scadiend una din alta equatiunile
s s
a= y F=—o,
p—a p
vom avé :
L S (1 1)
I R e e

LR P -
pp—a)  pp—a)
Punend in loc de p valorea sea ‘i;L sifacund to-
te reducerile possibile, avend in vedere relatiunile (A),

ajungem la ;

a—r=g,

Adunand intre densele equatiunile
s s

f=m=—u, r= ’

p—b p—c
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avem :

1
L7 b+p-~c/
_Pobir—c s
P—bp—0 (p—0)(p—0
si facund reducerile,

@‘1"?':—3

Btr=—a.
Asia-dera
a—P=f+ty. 2 (5)
Essemple. 1°. Verificand prin formula (3)* valoriles11g
gasite mai sus:
R=119",1458; r—53™,1861; «=113™,6503 :
8=249™1600; y=166™ 9592,
gassim numai differentia 0™,0002, care provine din mi-
cile quantitati cari se neglig tot-de-und in calculele lo-
garitmice.
2°. Acelleasi valori, verificate prin formula
S=\/ rofy, :
nu dau niei ua diferentia de valorea lui s gasita la es-
semplul 3°%. ' #109
3°. In un trianghiu dreptanghiu in care avem :
a—302",752; b—185™,121; c—239™ 56, s'a gasit pen-
tru valorea radielor cercurllor inscris si éxingerise va-
lorile urmatore :
r—60",9645; «—363™,7165; p—124™,1565;
+=—178",5955.
Aceste valori, verificate prin ambele relatiuni :
o—7—f+y, 81 ar—2pBy,
nu dau nici ua differentia.




CAPITULUL II.

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR

Trianghiurile dreptanghie.

118. La resolutiunea trianghiurilor dreptanghie se
presenta patru casuri: 1°. Cand se di hi potenusa si un
anghiu ascutit, si se cer celle doue laturi alle anghiu-
lui drept si cel-alt anghiu ascutit. 2'. Cand se da hipo-

_tenusa si ua lature a anghiului drept, si se cere cea-alta
lature si celle doue anghiuri ascutite. 3°. Cand se da

u hiului drept si un anghiu asentit, si se
cere cea-alta lature a anghiului drept, hipotenusa si cel-

alt anghiu ascutit. 4°. Cand se dau ue laturi
alle anghiului drept, si se cere hipotenusa si celle doue
anghiuri ascutite.

119. Casul I. Dandu-se hipotenusa a si anghiul as-
cutit B al unui trianghiu dreptanghiu, se se calculedie
celle doue laturi, b si ¢ alle anghiului drept, si anghiul

2
"y~ ascutit C,
;&T' Vom determina anghiul ¢ prin relatiunea cunoscuta
din geometria: ‘
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B+C=90° din care: C=90"—B.

Laturile b si c se vor determina prin formulele cu-

noscute® : *96,97
b=a sinB, c=a sinC. -

120. Casul II. Se resolvem un trianghiu dreptan- -
ghiu in care se cunosce hipotenusa a si ua lature b a an-
ghiului drept.

Elementele necunoscute sunt ¢, B, C. Pentru a le
determina avem formulele :

b=a sinB, b=a cosC,
din cari deducem :
sinB=cosC=—b—,
a
cari dau valorea lui B si C. Pentru a afla pe c, intre-
buintidm relatiunea:
c2=q?— b2,
din care
c*=(a+b) (a—>), seu: c=V(a+b)(a—b).

121. Anghiul C, dupe acesta metoda, se determina

prin cosinusul seu; inse cand & difera prea putin de g,

cea ce se intempla forte adesea, quantitatea—b diferind
a

si ea putin de 1, anghiul C este mic; si fiind-cd scim® g5
ca anghiurile mici se determina reu prin cosinusul lor,
equatiunea precedenta nu ne va da pe C cu destula pre-
cisiune. In acest cas calculdm mai antaiu pe c, si atunci
formula

c=0tgC
ne da: (0L % ’
si anghiul C, determinat acum prin tangenta sea, va fi
calculat cu mai multa esactitate.
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Putem inca intrebuintia, pentru calculul lui C, si for-
*4mula urmatore cunoscuta® :

tg_(_lw / l—cosC_,
2 ¥ 1+4cosC
in care, punend in loc de cosC valorea seai, 81 im-
' a

multind ambil termeni ai fractiunei cu a, obtinem :
C \/ a—1b

tg‘—-: -

2 a+b

Calculul facundu-se prin logaritmi, acesta din urma
formula are avantagiul c3 coprinde numai logaritmii
lui a—b si a+b, cari intra si in valorea lui c.

122. Casul IIL In un trianghiu dreptanghiu cunos-
cund laturea b a anghiului drept si anghiul ascutit B, se
se calculedie hipotenusa a, laturea ¢ si anghiul C.

Anghiul C se determina direct prin formula:

C=90"—B;
*96,100€ra & si ¢ se vor afla prin formulele sciute® :
U
g c=b cotB.
sinB’

123. Casul 1IV. Dandu se celle doue laturi b si ¢ alle
anghiului drept, se se calculedie hipotenusa a si anghiurile
ascutite B si C.

Determindm mai antaiu anghiurile B si C prin for-
formulele

=ctgB, b=c cotC,
din cari

th:cotC=_f_. (2)
Hipotenusa se determina in urma prin ver-una din
formulele :
b=a sinB, c=a cosB,
de unde
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c
sinB’ cosB’
Observare. Am fi putut caleula pe a dedreptul prin
a’=b*+c
Inse acesta formula nu este calculabile prin logarit-
mi. Pentru a o face calculabile prin logaritmi, vom pu-
ne pe ¢’ ca factor comun, si atunci

2
a2=c2( 1 %2— )

9=

Punem
b (%)
—=tg0;
- g
atuneci
7 28 2 &9 2
f Sin"o COS SN G
a2=c2(l*tg2?)=(;2 1+ ¥ =C2 ‘P+ Hage
i \ 2 2 g =i
COS8° v cos’ cos’y
de unde
c
ad— 3
CoS ¢

formula calculabile prin logaritmi care ne-ar da peé a.
Inse pentru acesta trebue se cunoscem pe » si deca
comparam formula (a) cu (b), vedem c3

b
tgB=tge=—,
: gb=1gy 2
adeca B=—o.

Prin urmare, chiar dupe metoda, determinarea lui a
depende tot de calculul lui B.

VERIFICATIUNI
124. Pentru a fi securi de resultatele obtinute prin
calculele ce am espus, trebue se avem medie de a le ve-
rifica.
Mediele celle mai ordinarie pentru a face aceste ve-
rificatiuni constau intru a calcula pe unul din elemen-
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tele date cu ajutorul elementelor calculate. Deca va-
lorea aflata ast fel nu difera de cit prea putin de valo-
rea data, calculul este esact. Spre essemplu, deca am
calculat pe g, ¢, C, dandu-ni-se b, B, cu valorile gasite
prin calcul pentru a si ¢ vom calcula pe & prin formula

b=V(a+c)a—o),

si deca valorea aflata nu va diferi mult de valorea data
a lui b, calculul va fi esact.

ESSEMPLE.
Casul 1.

Date Formule Necunoscute.
a=5836",43; C=90°—B, (C=35°45'31"4;
B=54"14"28",6. =@ sinB, b5=4736™,1758;

c=acosB. ¢=3410™,6535.
Calculul lui C.|  Calculul luib. |  Calculul lui c.
90° | loga=3,7661473 loga=3,7661473

logeosB—1,7666903
logc=3,5328376
c=3410™,6535.

B=54°14'28"6
C=35"45'31",4.

logsinB=1,9092805
logh=3,6754278
| b=4736™,1758,

i

Casul IL
Date Formule Necunoscute.
a=>574"35, sinB=cosC=—{)— B=41°86",41,
b=384™ 08. a’ (C=48153"59,

c=V(a+b)(a—b). c=427"0368.
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Calculul lu1 B si C. Calculul lui c.
logh=2,5844217 log(a+5)=2,9815604
—loga=3,2408234") | log(a -b)=2,2793703,
logsinB=logcosC=1,8252451 2logc=5,2609307

B=41%%8'6"41, logc=2,6304654
C=48"1'53",59. c=427",0368.
VERIFICARE
tg9~= a—b
2 a-+t+b

log(a—5)—=2,2793703
—log(a+b)=3,0184396

Pogte O —T,2978099
gtg—

logtgg—= 1,6489050.
C—48°1'53",62(diff.0°,03.)

Casul III.

Date Formule Necunoscute
b=T536",14, C=90"—B, (=33°35'46"3,
B=56%24"13" 1, 4 a=9047™ 4437,

~ sinB’  ¢=5006™,2896.
c=>b cotB.
Calculul lui C.
90°
B=56°24"13",1.
C=88%35"46"3.

1). Se scie din algebra c, in loc de a scadé un logaritm din altul, putem a-
daogi acestni din urma complementul celui d’antaiu, adeca diferentia intre acel
logaritm si 0. Acesta s’ facut aci, si in tote essemplele subsequente unde au
fost a se scadé logaritmi.
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Calculul lui a. Calculul lui .
logh=3,8771490 logb=i,8771490
— logsinB=0,0793769 logeotB=1,8223670

loga=3,9565259 logc=3,6995160
a=9047™ 4437 ! c=5006™,2896.
Casul 1V. ;

Date Formule Necunoscute.
b=2236™ 34, ik =30°2254",85,
c=88lamp), BP0l C—59°37'5",15,

a=_"  a=4421m7306.
sinB
Calculul lui B s Q. Calculul lui a,
logh=3,3495379 logh=3,3495379
—-10gc=1,4185613;—log sinB =0,2960544
logtgB=logcot( =l_,7680992; loga=3,6455923"

!

B=30°22'54",85,
C=59°37'5",15.
RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR ORE-CARI SEU
OBLIGANGHIE.

125. La resolutiunea unuj trianghiu oblicanghiu se
Pot presinta patru casuri: 1°. Cand se da ualature si doue
anghiuri, si se cer celle-alte doue laturi si al treilea an-
ghiu. 2°. Cand se d3 doue laturi si anghiul coprins in-
tre elle, si se cere a treia, lature si celle-alte doue an-
ghiuri. 3°. Cand se di doue laturi si anghiul opuslauna
din elle, si se cere a treia lature si celle alte doue an-
ghiuri. 4°. Cand se dan celle trei laturi si se cer celle
trei anghiuri.

126. Casul 1. In un trianghiu ore care dandy-se -
turea a si anghiurile B si C, se se determine al treileq
anghiu A si laturile b s C, precum si suprafatia s,

a=4421"7306
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Anghiul A se obtine direct din formula

: A +B+C=180°,
de unde
A=180"—(B+C).
Apoi din relatiunile
Yo
{ a b x a c

/ gy

| sinA smB / sinA sinC’

deducem N\
p— aginB casinC ;
sA ’ sinA
Suprafatia este data prin formula cunoscuta :
_ a’sinBsinC
2sin(B+C)
e 127. Casul II. Dandu-se laturile a si b si anghiul
coprins intre elle C alle unui trianghiu ore-care, se cal-
culam a treia lature ¢, si anghiurile A si B, precum si
suprafatia s.
Prima metoda. Suma A+B a anghiurilor cautate este
cunoscuta din relatiunea :
A+B=180"—C.
Differentia lor o vom calcula prin formula (3)*: =105
gA-B a-b .C
tg- (670
2 +b 2
Vom avé dera, prin aceste formule:
A+B=M,
A B-X,
M si N fiind nisce quantitati cunoscute. Adunand, si
apoi scadiend aceste egalitati una din alta, si impar-
tind cu 2, avem:

ALMAN
e
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_M-N
Anghiurile A si B fiind ast-fel determinate, vom cal-
cula pe ¢ prin formula
__asinC
~ sinA’
*1053eu mai bine prin ver-una din formulele (1) seu (2)%,
" cari dau:

C

(a+b)sin g_ (a -—b)cosg_
(= sic=

A—B CRACUR
COS 2 S1in

Suprafatia este data prin formula :
absinC
2
*10t A doua metoda. Din formulele fundamentale (1)* de-
ducem :

S—

csinA=asinC, (A)
*103si din (3)%,
ccosA=b—acosC. (B)
Cu aceste doue formule putem facé resolutiunea in
un mod mai simplu, mai cu sema cand nu se da chiar
a, ci loga.
Impartindu-le una cu alta, avem :
asinc
o b—acosC’
de unde
logtgA=loga+IogsinC——log[b——-a cosC], (C)
formula care ne da pe A. Inse aci intra logaritmul
quantitatii 5—a cosC, care nu este caleulabile prin lo-
garitmi; va trebui dera a calcula maj antaiu valorea
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termenului a cosC, pre care o vom scadé din b, si vom
Iua logaritmul restului, pre care lu vom introduce in
formula.

Anghiul A fiind cunoscut, B se va calcula lesne prin
B=180"—(A+C).
Relatiunea (A) ne va da apoi
loge=loga+logsinC—logsinA,

din care aflim pe c.

e 128. Casul III. Se se resolve un trianghiu ore-care
in care se cunosc doue laturi a si b, si anghiul A, o-
pus la a.

Se cauta ¢, B, C. Vom calcula mai antaiu pe B prin
formula

bsinA

sinB= 1
a

si apol pé C prin
C=180°—(A+B);
in fine vom afla

o 3sinC
sinA
Suprafatia s se va afla assemenea prin
_ absinC
i

s

129. Discutiune. Mai antaiu vom reaminti in cite-va
cuvinte constructiunea geometrica a trianghiului, pen-
tru ca discutiunea pe formula se fia mai bine intielessa.

Pentru a construi trianghiul cu elementele a, b, A,
in un punct al unei drepte indefinite AB’ facem an-
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ghiul dat A, si pe drepta AC ludm
lungimea AC=5; din C cu ua ra-
dia egale cu a descriem un are, care
ne di pe drepta AB' punctele B'si
B’, pre cari le unim cu C. Trian-
i *  ghiul cautaf este ACB’ seu ACB”.
Formula

bsinA

a !
e va da pe B. Inse in table scim ci nu se gassesc de
cat anghiurile mai mici de cat 90°, adeca anghiurile
ascutite. Fie M anghiul ascutit al carui sinus este e-

bsinA

sinB=

gal cu

; se scie inse* cd si arcul suplementar*26

180°—M, care este obtus, va avé acellasiu sinus; prin
urmare trebue se vedem care din aceste doue an-
ghiuri, M si 180°—M, este adeverata solutiune a ques-
tiunei. ‘
Pentru ca M se fie ua solutiune a equatiunei, trebue
se avem : _
A+M<180°, (a)
clei :
A+M+0=180",
Assemenea, pentru ca 180°— M se fie ua solutiune,
va trebui ca
A+180°—M<180°,
seu
A<M, (b)
Se vedem cari sunt casurile in cari aceste conditiun;
pot fi inplinite.
- 1° Deca A>90°, valorea 180° — M nu convine pentry
B, céei in un trianghiu nu pot fi doue anghiuri obtuse ;
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remane dera numai M, care trebue inca se se supuna
conditiunei (a), din care se deduce:
M<180°—A.
Aci M este ascutit; 180°—A assemenea ; prin ur-
mare putem pune :

sinM<Tsin(180°—A),

seu
sinM<lsinA.
Inse sianbSI:A ;
prin urmare bsinA A
a
ori b<a. (1
Deca b ar fi egal cu a, relatiunea
Pl
a

s’ar reduce Ja
sin M=sinA. seu: M=A,
cea ce nu se pote, clci A>90°, si ast-fel trianghiul ar
avé doue anghiuri obtuse ; prin urmare in ace it cas nu
este nici ua solutiune.
Deca b=>a, erasi n’avem nici ua solutiune, cci atunei

‘relatia sinM= bsinA

ne ar da: sinM>sinA ; deci, fiind-

ca anghiurile sunt obtuse, M<ZA, cea ce este in oposi-
tie cu conditia (b). _
2°. Deca A=90°, valorea 180°—M, fiind mai mare
de 90°, tot trebue lasata, si atunci (a) ne di:
90°+M<T180°, seu: M<90°, seu: sinM<1,
si punend valorea lui sinM si a lui A,

0
bsu;qg<1 seu: b<a,
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Conditiunea este aceasi ca si in casul cand A>90.

In resumat dera, deca anghiul dat este obtus seu drept
trianghiul are ua singura solutiune, cu conditiune inse ca
laturea opusa la anghiul dat se fie mai mare de cat cea-
alta ; deca este egale cu densa, seu deca este mai mica,
trianghiul w’are nici ua solutiune.

3°. Deca A<<90°, valorea M a lui B se pote primi tot-
de-una, cici conditiunea (a) se pote tot-de-una, satisfa-
ce; inse pentru a puté admite si solutiunea 180—M,
dupe (b), trebue se avem :

M>A,

si fiind-ci si M si A sunt ascutite,

sinM>sinA, seubSI:A> SinA,

de unde
; b>a.

In acest cas dera se pote se Jie doue solutiuni, M s
180°—M, inse cea din urma convine numas cand latu-
rea opusa anghiului dat este mai mica de cit cea alta.

Deca bsinA=a, valorea
M___bsinA

a

sin

se reduce la
sinM=1, seu: M=90°,
si in casul acesta celle doue solutiuni M si 180°—M se
reduc la una singura.
Deca bsinA>a, valorea
sin{— 24

devine
sinM>1,
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care este absurda; prin urmare in casul acesta nu este
nici ua solutiune.

Eca un tabel care contine resultatul totor acestor dis-
cutiuni :

B L 1 solutiune, B<90%
i ZZZ} .......... 0 solutiuni;

7 e N PR A 1 solutiune, B<C90%
AT :Zz} .......... \0‘ solutiuni ;

e A O AT 1 solutiung, B<<90°%

n % AR PR Lo Radiel i) 1 solutiune, B<90°;

A<900 a>b sinA . .. . 2 solutiuni, B'<<90%

i B'=180—B’;

! a=b sinA . ... 1 solutiune, B=90%

a<b sinA . . .. 0 solutiuni.

Cu ajutorul acestui tabel se va puté recunosce din
date chiar deca problema are doue solutiuni, ua solu-
tiune, seu nici ua solutiune cea ce este forte important,
pentru’a evita de multe ori cdlcule inutile.

Verificari. Cand sunt doue solutiuni, putem avé doue
verificatiuni forte simple. Fie AB'=¢’, AB"=¢", ACB'=C",
ACB"=C". Dupe figura,

AD—B'D=¢", AD+DB'=c".
Adunand aceste egalitati, si avend in vedere ci
B'D=B'D, vom ave:
¢Fc
AD= G
Inse in trianghiul dreptanghiu ACD avem:
AD=AC cosA=bcosA.




*
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orEy — T = -

Vom calcula dera pe AD prin acesta formula, si deca

”

, calculul va fi esact.

valorea aflata va § identica’ -2+c

Assemenea, daca am scadé una din alta celle doue
equatiuni de sus, am avé:

B R
DB e
De alta parte
DCB'=ACB'—ACD=C" —ACD,
DCB’=ACD—ACB'=ACD- (",
Adunand,

”
T e

Dep'= 2 =0

In CDB’ avem :
(o AL L | R C,—C”
DB'=CB'sinDCB’ == sin wr

Asia-dera, calculand pe DB’ prin acesta equatiune,

deca calculul este eésact, valorea aflata va trebui se fie
¥ ¢ —c”
identica cu :

130, Casul IV. Dandu-se celle tre; laturi ab,c, alle
unut trianghiu ore-care, se aflam anghiurile lui, A,B,C,
precum si suprafatia s.

Anghiurile se pot calcula prin equatiunile (4), seu

*106(5), seu (6)*, tote calculabile prin logaritmi; vom pre-
feri inse equatiunile (6), cci deca am intrebuintia for-
mulele (4), ar trebui se cautim siesse logaritmi, si a-
nume pe 4l lui a,b,c,p—a,p—b,p—c; deca ne-am ser-
vi cu (5), am avé necesitate de siepte logaritmi: al lui
abep, p—a, p—b, p—c. Cu formulele (6) inse nu a-
vem necessitate a cauta de cat patru: pe al lui p, p—a,
P—b, p—c. Afara de acesta, formulele din urma, de-
terminand anghiurile prin tangenta lor, sunt mai pre-
cise de cit celle-alte.
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Formulele ce vom intrebuintia vor f dera acestea:

A \/(p b)(p—c)

?

P(P—a)

B (r—a)(p—
\/ “plp—b b) ’
C (p—a)(p—Db)
e ] \/ p(p—c) '

Suprafatia se va determma prin
s=Vpp—a)(p— B)p—o).

Observare, Pentru ca trianghiul se se pota resolve,
este necessar si de aJuns ca ori-care din laturile date
se fie mai mica de cit suma cellor-alte doué. In ade-
ver, deca am avé, spre essemplu:

a>b+c,
ar resulta cd
btc—a

A

i
ar fi negativ, pe cand p, p—b, p—c, ar positive. A-

b}

tunci quantitatile de sub radicalele ce dau pe tgé tg‘]23

tg . fiind negative, valorile anghiurilor ar fi imaginarie.

ESSEMPLE
Casul 1.

Date Formule Necunoscute.,
a=5816™35,  A=180'—(B+C), A=47"3'1"9,
B=54°37°12"4, ,_asinB b=6478™ 885,
C=78°1945"7. .  sinA’ c=T782™ 048,

: ¢ asinC s=18452216™,

sinA
_ a’sinBsinC

~ 2sin(B+C)’
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Calculul lui A.
180°
B+4C=1326'58",1
A=47°3"1"9.
Calculul lui b. ' Calculul lui c.

loga=3,7646506 loga=3,7646506
logsinB=1,9113340 logsinC=1,9909276
—IlogsinA=0,1855157 —IlogsinA=0,1855157
logh=3,8115003 loge=3,8910939
b=6478™,885. | c=T7782™,048.

Calculul lui s.
2loga="7,5293012
logsinB=1,9113340
logsinC=1,9909276
—log2=1,6989700
—logsin(B+B)=0,1355157
logs=1,2660485
s=18452216™,

Casul II.

ANTAIA METODA
Y
Date Formule Necunoscute.

a=578"312,,  A4+B=180°—C, A=95'13'49"23,
b=345"104, _A-B a—b, A+B B=36°27'35"37,
C=48"18'35"4. ° 2 arb® 2 7 c=433m 6615,
asinC s=T74517™" 586.
sinA '’

’ p absinC

s

B3

-
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Calculul lui A-+B.
180°
C=48"1835" 4.
A+B=131°41'24"6,
Calculul lui A—B.
log(a—b)=2,3677435
1ogtg£‘2@= 0,3482643
— log(a+b)=3,0346026
1ogtg¥___i,7506104 |

A%B=29°23'6",93,

A—B=58°4613",86.
Calculul luz A si B.
A+B=1314124"6

- A—B= 58°46'13",86
A= 95°13'49"23

Caleulul lui c.

loga=2,7621622
logsinC=1,8731766
—logsinA=0,0018121
© loge=2,6371509
c=433",6615.

Calculul suprafetiei s.
loga=2,7621622
logh=2,5379500
logsinC=1,8731766
—log2=1,6989700
logs=4,8722588
s=T4517™? 586.

B= 36°27'35",37 |
A DOUA METODA.

Date Formule Necunoscute.
a=518"312. tpd asinC A=95°1349"25,
b=345™104, b—acosC’ B=36'27'35",35,
C=48°18'35"4. B=180°—(A+-C), c=433™,6615.

i asinC.
sinA

Calculul lui acosC.
loga=2,7621622

logcosC= 1_,82288845
logacosC=2,5850506
~acosC=384™,6366

10
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Calculul lui b—a, cosC.
b=345™,104
acosC=384™ 6366

7—;acosC=—39m,5326

Fiind-c numitorul 5—acosC al valorii lui tgA este ne-
asinC
b—acosC
Uk asinC :

—(acosC—b)

gativ, formula tgA = devine :

de unde

il o__ar. - aginC
—tgA=tg(180 —A)—m.
Calculul lui 180°—A,
loga=2,7621622

logsinC=1,8731766
—log(acosC—b)=2,4030446
logtg(180°—A)=1,038383%
180°—A=84°46’10",75
A=95"1349",25 (diff.+0",02)

Calculul lui B.
180°
A+C=1433224" 65
B=36°27'35",35(diff. — 0”,02).

Calculul lui c.
loga=2,7621622
logsinC=1,8731766
—logsinA=0,0018121
~ loge=2,6371509
c=433"6615.
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Casul IIL
Date
=21™,324,
b=26"715,
A=45'32'16" 4.
Formule * Necunoscute.
: bsinA 1? solutie. 2* solutie.
sinB= ] 2
PI S B=63"23"58",28, B'=116°36"1",72,
C=1800—(A+B‘), C'=71'3"456",32, C'=17"51'41",88,
O asinC. ¢'=2826036, c'=9m 16401,
sinA §s'=269™r,4182. s“=87mP 3645.
Al absinC

Calculul lui b sinA.

logb=1,4267552

logsinA=1,8535241

loghsinA=1,2802793
bsinA=19™,0668

Fiind-c& b>>a">bsinA, avem doué solutiuni.*
Calculul lui B.

logh=1,4267552
logsinA—1,8535241
—loga=2,6711313
logsinB=1,9514106
B'=63°23'58",28
B"=116°36'1",72.

*129
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1* solutie.
Caleculul Iui ¢,
180°
A+B'=1086'14",68

C'=71°3'45",32
Calculul lui ¢’
loga=1,3288687
logsinC’'=1,9758331
-—logsinA=0,1464 759
logc'=1,4511777
¢'=28™ 26036
Calculul lui g
loga=1,3288687
logh=1,4267552
logsinC'=1,9758331
—log2=1,6989700
logs'=2,4304270
s'=269™ 1182,

22 solutie.
Calculul lui ¢,
180°
A+B'=162°8"18"12
~ C=17%141"88
Calculul lui ¢”,
loga=1,3288687
logsinC"=1,4867412
| —logsinA=0,1464759
/’ ~ logc™=0,9620858

c'=9™ 16401,

Calculul lu; ",
loga=1,3288687
logh=1,4267552
logsinC"=1,4867412
—log2=1,6989700
 logs™=1,9413351
s"=87™ 3645

#129 VERIFICART. *

1° Formula - bcosA=c;c”.

Calculul lui beosA.,
logh=1,4267552
logcosA=1,8453693
logbcosA=1,2721945
beosA=18™71218

2°. Formula: asin C';C

! Calculul tui€ -gc”

c'=28™26036
"= 9™ 16401

(f ¢ ;Lc =18",71218 (dift.0)

” ’
C—C"
=,

2

WP Tp—
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Calculul lui asin

CI_CI’
-
loga=1,3288687

C;C —1,6510490

logsin

logasin =0,9799177

C’ _CII
2

2 C;C" —9m 54811

Calculul luicl ;o" :

c'=28™26036
¢'= 9™16401

¢ jz‘i: 9™ 54817 (diff. 0™,00006).

Casul 1V.

Date
a=87"5108,
b=36™ 927,
c=64™529,

Formule Necunoscute

A A fp—b)(p—oc) A=116°33"17"78,
o plp—a) ’ B=22°10'34",16,
AEIE T oniige C=41°168",08
B (p—a)(p—c Dyl
o %v s=1065"",7425,
tggz (p—a)(p—>)
2 plp—c)
s=Vpp—a)p—b)(p—o).

b)
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Calculul lui A.
log(p—b)=1,7600936
log(p—c)=1,4764606

—logp=2,0246445

—log(p—a)=1,1566052

2logtg%=0,4178039

logtg%=0,2089020

A=116°3317",78.

Calculul lui B.
log(p—a)=0,8435948
log(p—c)=1,4764606

—logp=2,0246445

—log(p — )=2,2399064

2logtg_]2i=§,5844063

1ogtg.§=T,2922032

B=22°10'34" 16,

Calculul lui C.
log(p—a)=0,8433948
log(p—5)=1,7600936

—logp=2,0246445

—log(p—c)=2,5235394

2logtg_g=1‘,1516723

10gtg%=—.i,5758362

C=41°16'8",08.
Calculul suprafatiei s.

logp =1,9753555

log(p —a)=0,8433948

log(p —6)=1,7600936

log(p—c)=1.4764606

2logs=6,0553045
logs=3,0276523
s=1065™?,7425.

VERIFICARE

A+B+C=180°0",02 (diff. totale 0%,02)

B e L



CAPITULUL IIL

ESERCITII SI APLICATIUNI.

Cate-va casuri de resolutiuni de trianghiuri, in cari se
dau nu trei elemente, ci trei combinatiuni alle acestor
elemente.

131. Se se resolve un trianghiu dreptanghiu, dandu-
se hipotenusa a si suma b+c¢ a celor-alte doue laturt,

Se cauta B, C, b, c.

Adunand relatiunile

=gsinB,
c=asinC,
avem :
b+c=a (sinB+sinC)
—9,u.BtC B—C
=2gsin 5 cos g
si fiind-cd B +C=90°,
b+c=2asin45%o0s B;C,
din care
B—C b+ec
cos

2 2asind 5"
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R T T e e~ B || e

equatiune care ne d3 pe B—C; fiind-cd cunoscem si
pre B+ C, vom puté afla valorea fie caruja din anghiu-
rile B si C. Atunci laturile se vor calcula prin for-
mulele

b=asinB,
c=asinC,

Essemplu. Date : a=2416"34; b4c=3283™ 51,
Necunoscute: B=61°4'51" 48 ; 0=28%58",52;
b=2115™,032; c=1168™ 477.

132. Se se resolve un trianghiu dreptanghiu cunos-
cund un anghiu ascutit B s differentiab — ¢ a ce'lor doue
laturi alle anghiului drept. -

Necunoscutele sunt ab,c,C.

Anghiul C se determina indata prin

C=90°—B,
Relatiunile
b=asinB,
¢=asinC,
dau prin scadere :

b— c=a(sinB——sinC)=2asinB;2C cosB-é~ C

=2acosd5%in> ; C,

din care deducem :
g b—c :
2cosa’l:5°sinB;C

formula ce da hipotenusa in functiune de quantitati cu-
noscute.
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Laturile & si ¢ le vom determina apoi prin formulele
de mai sus.

Lssemplu. Date: B—46°18'5" 73 b—c—-0™,7543.
Necunoscute : C—434154",3; —23™ 4810
b—16™9764; c—16™,2221.

133. Seseresolveun trianghiudreptanghiu cunoscund

hipotenusa a si raportulpal cellor-alte doue laturi.
c

Avem:
b
toB—¢ tC:—:_,
gB—co 5

care ne da anghiurile ascutite; cu ajutorul lor si al hi-
potenusei, vom calcula si laturile.

Essemplu. Date: a=18™,152 ;?:1,5324

Necunoscute: B=56'52'21",69; C=33°7'38",31 ;

b=11,0143; c=7™1876.

134. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscundla-
turea ¢, anghiul opus C si suma a+b a cellor-alte doue
laturi,

Se cauta anghiurile A si B si laturile a si 4.

Cunoscem

A+B=180—C.
Formulele (1)* dau inca #105
cosA—B
gt 2 seu: cosA_B—i—I'—bsin—(-)—
LR G i GRHE e ik
sm§

care da si differentia A—B. Anghiurile A si B vor f
dﬂp‘%cunoscute.
Suma a+b a laturilor fiind data, relatiunea (2)* *¥105
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A-B

csin

a—b_

?
coS—
2

ne va da si differentia a—b, si ast-fel vom puté calcula
pe fie-care din laturile 4 si p in parte.

Deca ni s’ar fi dat ¢, C, si differentia a—>b, amfi de-
terminat mai antaiy pe A—B prin relatiunile (2), si a-
Poi pe a+b prin (1).

Essemplu. Date: c=749m 14 ; C=114°49'32" 4,

a+b=831™52.

Necunoscute : A=51°5038",87; B=13°1948" Ak

a=642"9879 ; b=188m 5391,

135. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund
anghwrile A,B,C si perimetrul 2p.

Se cauta a,b,c si s,

Formulele
a P e
sinA~ sinB_ sinQ’
dau:
a a+b+c 2p

sinA ~ sinA+sinB + sinC “sinA+sinBLsinC’
seu: -
s 2psin£ g
sinA+sinB+sin(’
si inlocuiud pe sinA s sinA+-sinB+sinC cu valorile
#4255 lor®,

*4psin-éA— cos% psin%

a=— c .

4cos -24 cosgcosg cosg- cos?
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Assemenea: iR
psin—
b=_“ﬁ2*“a
cosécos—
2 2
psing
Lok
cos-cosi
2 2

Pentru suprafatia avem :
i absinC

si inlocuind pe a si & cu valorile lor de mai sus si pe
sinC cu 2sin?cos?,
p%iné—sing sin—qcosg_
2 2 2 2 AR R

=p%o to D to .
Plig5 e tg2

==

cosAcos-— cos? hY
2 2 2

Essemplu. Date: 2p=1836™24; A=36°14'56",2 ;
B=73°2823" 6; C=7016'40",2.
Necunoscute: a=435™,8163; b=706™6043,
¢=693™.8188; s=144942™F 74,

136. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund
ua lature ¢, anghiul adjacent A si sumaa+b- a cellor
alte doue laturi,

Se cauta B,C,a,b.

Din relatiunile

a b c

sinA~ sinB  sin(C’

se deduce:
a+b+c i a+b—c
~ sinA+sinB+sinC  sinA+sinB—sinC’
Inlocuind pe a+&+c cu 2p, pe a+b—c, cu 2(p—c),
pe sinA+4sinB+sinC si sinA+sinB—sinC cu valorile
lor*, obtinem : #55
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2p i 2(p—c)
Ay T N e
4 —cos— - 8in — cos_—.
coszE cos 3 cos 3 4sin 5 sin 5 cos 5
Reducund gj scotiend valorea luj B,
: B p—c A
tg§=~— cot—g.

Cunoscund pe B, C este cunoscut de sine, Laturile
@ 81 b se vor determina prin formulele fundamentale,
*105 Seu prin (2)*,
Essemplu. Date ¢=215™31 ; a+b=492= 07,
A=81°24'13" 8,
Necunoscute: B=48%4'55" 52; C=49°40'50",68 ;
a=279™,2196 ; b=212™ 8502.

137. Se se resolve un trianghiu cunoscund suprafatia
8 St anghiurile A.B,C.

Necunoscutel¢ sunt ab.c.
Relatiunea
i a®sinBsinC
2sinA  ’

d3 imediat :

! 2s8inA
; sinB sinC
Assemenea avem 81:

s
sinAsinC’
" 2ssinC
Essemplu. Date: §s=98™ 125 A==34°48°12" 3
B=66°38'53",2; C=7S°32’54”,5.
Necunoscute : a=11",1572; b=17",9467; ¢=19

C=

m 1588.
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138. Se se resolve un trianghiu ore care cunoscund
radia cercului inscris, r, si anghiurile A,B,C.
Trebue a se calcula a,b,c,s.
. Trianghiul AOF da:
: A

AF=rcot 5

B trianghiul OFB d) assemenea :

B
FB=rcot—.
B0k

Adunand acesta relatiune cu cea precedinte,
avem:

cos —A cos B-
c—r <cot%+ cotg)=r i1 z + ﬁ
2 z

cosA sin ]i i sinﬁcosE
2 2 2 2

b sinA sin i
2 2

si fiind-cd,

C=sin fsinE
g el

Assemenea se gasesce si:
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—=-. . . CURS DETRIGON

A
& r 008'2—
a_sin——-sing
2 2
rcosE
gt 2
sinésin-o—.
D0
Suprafatia s este data prin
absinC
S— X
2

In care inlocuim pe a

2singcosg ; atunci
2 o

C

2r2cos% cosgcosgsin—

ZSinA sinE sin29 ’
2 2 2

=

seu

s=rzcoté2cot% cot %

Essemplu. Date : r=4",371; AT58°34'18" 4;
B=97°1526",2; C=24°10"20" 4.
Necunoscuté : a=24",2626; b=28",2066; c=11",6434;
s=140™? 1180.

- 139. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund
ua lature a, suma b+c q cellor-alt
lara h lassata din A pe latureq a.
Se cere b, ¢, A, B, C.

Avem :

e doue, si perpendicu-

si b cu valorile lor, si pe sinC cu

T RS R TN W
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bcsinA . ah
Sl: S=—_.

S=2’ g 9

asia dera
ah=bcsinA, (a)
seu j

ah
smA—E

orl

A A ah ‘
251 e
sm /2003 g (b)

Avem apoi: /
a*=b%+-¢c2—2bccosA
=b*+¢24-2bc—2bc—2bccos A
=(b+c)2—2bc(1+cosA)

=(b+c)>—4bc 0082%,

de unde (c)
A (b+c) - a
oo PN T
Impartind (b) prin (c), obtinem:
tgA 2ah
2 (b+cy—a*’
care da anghiul A. Atunci (a) ne va da pe bc in func-
tiune de quantitati cunoscute,

h
be——2"_,
3 sinA ’
inse din date avem :
b+c=m

m fiind ua quantitate cunoscuta. Avend dera suma si
produsul quantitatilor & si ¢, aceste quantitati, dupe
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cum scim din algebra, vor fi radecinile equatiunei de
gradul al doilea:

F—mxt_2 s =0,
sin
adeca:

, m m*sinA —4ah
b-x=2\/ Lk
c=x'="_"\/mM’sinA—dah

2 4sinA

Cunoscand ast-fel tote laturile, am ajuns la un cas

cunoscut.
Essemplu. Daté : a=12"514;b+c=19" 325
h=6",142, »
Necunoscute : b=13",1183; c=6™ 2117;

A==T0°39'47" 70 ; B=81°2427" 41; C=27"55'45" 13.

140. Se se resolve un trianghw ore care cunoscund
ua lature ¢, anghiul opus C si perpendiculara h lasata
din C pe c.
Se cauta a, b, A, B.
In ACD si CDB avem:

AD=hcotA,
DB=/cotB;
% si adunand,
~h(cotAd-cot =h:,-’cosA cosB‘)
e

—j,Sn(A+B)  hsinC
sinAsinB ~ sinAsinB’

*47inse*
c08(A—B) — cos(A+B)=2sinAsinB ;
asia-dera
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2hsinC 2hsinC
cos(A—B)——cos(AﬂL B) cos(A—B)+cosC’
din care

cos(A— B)=.? sinC — cosC.
Acesta formula o vom face calculabile prin logarit-

; 2h : : ;
mi* punend - - =coty, si atunci ea devine:
c

sm(C——qs)

Slnm
care da differentia A—B, si ast-fel vom puté calcula
anghiurile A si B. Atunei cunoscund ua lature ¢ si an-
ghiurile, revenim la un cas cunosecut.* .

Essemplu. Date: ¢=534™59; C - 64018’33" 4;
h=217"38.

Necunoscute: A=94'8.9+35; B=2133 17 “25 ;
a=591",6878 ; b=217",9482.

141. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund
ua lature ¢, inaltimea corespundiatore h si differentia A—B
a anghiurilor alaturate.

Se se afle a,5,A,B,C.

cos(A—B)=

Anghiul C s¢ va determina prin equatiunea gasita

mai sus:
cos(A—B)=g£sinC—cosC, ‘
seu
cos(A—B)= Slll(c—go)
Slnqa

si

coto=—

11

*59

*126
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Atunei, cunoscund pe ¢,C si &, revenim Ia questiu-
nea precedinte. _

Essemplu. Date : ¢=18™2b1; h=8m 434 ;
A—B=28°23" 48”3

Necunoscute : A 68°39/50,04; B— 40°16 14,74 ;
O=71%8", 22; a=138" ,0486; b~9m ,0545. :

142. Se se resolve un trianghiu. cunoscund celle ire;
maltimi. !

Fie gy inaltimile cari corespund respectiv la laturi-
le a,b,c. Avem:

2 gl
relatiuni dip cari scotem
25 2s 2s
a=—-, =T’ ZT

Punend aceste valori in
A \/(p b)(p—c o Jate—b)(atb—c)
Po—a) "V (a4b50) pre=ay
vom avé

(2s+2s 2s)(2s+2s 25)
tg§~ 7

(e

si impartind ambii termen; fractiunei de sub radical
cu 25X 2s,
T \/(Lg _1)(L+L_i)
g‘— = \
: 2 {raf
’ o GG D

immultind erasi ambi; membri cu aByXaBy,




it ESSERCITII SI APL1GATIUNI 163

: (Brtep—an)(Br+ “1)(By+or—aB)
g 2‘ (Bv+ o1+ 9B) (o ouf—Br)

Assemenéa gas1m Si:

(B oy —By) (wy+-By—a)

tes 2V Crebor o) 1 fr—wp)
,tgg= (eB+ar—B)(Br ap—ar)
2V @rtor+op) (By-or—ap)

Cunoscund ast-fel anghiurile, relatiunile
_ a%inBsinC s o

T ORBLRS s e T

dau:
a%inBsinC _ aa
2sinA B

din care:

_ asinA
sinBsinC
Asseménea:

po BsmB
~ sinAsinC’

1sinC
sinAsinB’
Essemplu : Date : a=15",324 ; 3—9™,413 ; ,—18™,102.
Necunoscute: A=30°49'32",42; B=123°27'57", 94 ;
C_25°42'29" 68 ; 2176996 ; b=35™ 3257

=

c=18",3693. q

143. Se se resolve un trianghiu cunoscund celle trei
mediane (numind mediana linia care unesce un verf al
trianghiului cu mediulocul laturei opuse.)
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Fie o,p,y, medianele cari trec respectiv prin verfurile
A, B, C, ale trianghiului.
Unind estremitatile E si D alle medjanelor B 8o
: linia ED este paraléela cu AB,
A ; cécel imparte laturile AC si BCin
parti égale. Asia-dera trianghiu-
F E rile AFC, EGC sunt assementi, si
dau:
: » g BEG _EC 1 (2)
AR RO D
Trianghiurile FBH si EGH sunt erasi assemeni, si
~ prin urmare
’ EG EH
AF T BH !
Inse FB=AF; si prin urmare, comparand equatiu-
nea (b) cu (a), avem:
Bl A1
BH 9=
Deci
EH 1
EH+BH 142’
seu :
3 EH 1
s o
Asia-dera punctul de intalnire al cellor trei mediane
imparte pe fie-care dintr'ensele in doue parti, dintre
cari partea despre base este Jumetatea cellei despre
verf, seu 4 treia parte din médiana intrega.
Trianghiul BHC d3, dupe ua teorema din geometria :
. BH’4-HC*<2HD2.2BD 2;
inse

.
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) el 5 iy G - ML

D it B 3
asia-dera:
2
b
Seu
8g* -+ 87* =4«* + 9a°,
de unde

o 2595
Vom é‘asi assemenea :

— VIR,

L % V2:2-2p2— 2.

Laturile fiind calculate, ajungem dera la un cas cu-
noscut.*
. Essemplu. Date: 0=0",143; g=0",115, y=0™,083.
Necunoscute : a=07,093758; 6=0",13573;
c=0™,16392; A=34°53'3",72; B=55°3'19",62;
C=8913'36",72.

OPERATIUNI PE PAMENT.

144, Trigonometria gasesce & icatiuni variate si de
cea mai mare importantia in tote operatiunile ce au de
scop a determina dimensiunile unei figuri ore-caré prin
‘cunoscintia cAtor-va din elementele selle. Ast-fel sein-
trebuintiedia calculul trigonometric la ridicarile de pla-
nuri, la mesuratorile de distantie, de inaltimi, de an-
ghiuri, ete. Tote aceste operatiuni se pot efectua si prin
metode grafice; inse nesecurantia acestor metode, si

*130
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chiar dificultatea intrebuintiari lor fac ca tot-de-una se
se prefere calculul.
In aplicatiunile practice ale trigonometriei este ne-
cessariu se se scie a meésura lungimi si anghiuri,
Lungimile se mesura cu lantiul de agrimesura, seu
cu nisce rigle de lungimi cunoscute. Acest lantiu seu
aceste rigle se pun pe dreptd ce voim amesura de cate
ori incap, si numerand de cate ori am pus lantiul seu
riglele pe acesta drepta, cunoscem lungimea ei.
Anghiurile se mesura eu nisce instrumente cari por-
ta diferite numiri; grafometrul, cercul repetitor seu feo_
dolitul sunt celle mai usitate, Tote aceste aparate, re-
duse la cea mai simpla espressiune a lor, se compun
din un Zmb seu cerec gradat de metal, O, care porta
doue alidade, adeca doue rigle de metal, AB si OD,
& carl trec prin Gentrul cercului. Una
din aceste rigle, AB, este fixa, era
cea-alta, CD, ge pote inverti ingiu-
........ ~rul centrului O. Pentru a mesura
un anghiu, se asiedia centrul cer-
cului in verful O al anghiului EOF
ce trebue se se mesure, se indreptedia alidada fixa
AB in directia uneia din laturile anghiului, OF, si ali-
dada mobile CD se invertesce Jngiurul centrului pene
se aduce in directia cellei de a doua lature a anghiu-

lui, OF. Atunei arcul DB, cu care §’a misciit acesta a-
lidada, mesura anghiul, 7
In instrumentele moderne alidadele sunt inlocuite
prin lunete, cari dau ua directie mali precisa, si pot ve-
dé objectele la ua mai mare departare de ct ochiul liber.
In cellé mai multe din operatiunile de pe pament,
deca terenul nu este cu totul orizontal, nu se mesura
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Iiniile si anghiurile cum sunt in natura, ci projectiile
lor pe un plan orizontal. Asia, in loc de a mesura drep-
ta inclinata AB, se mesurd projectia sea AC pe ualinia

orizontale.
Acesta se chiama a reduce li-

B
niile si anghiurile la origont.
Sunt diferite metode pentrua
se reduce liniile si anghiurile la
A ¢ orizont. Teodolitul, intre altele,
da dedreptul anghiurile reduse la orizont.
TRIANGULATIUNE.

145. Pentru a se esecuta cu precisiune un.plan al
unei mosii, al unui orasiu seéu alt-ceva, trebuea se de-
termina distantiele respective intre diferitele selle punc-
te principali, redusé la orizont. Aceste distantie nu sé
mesura tote diréct, din causa cid este forte anevoie a
se mesura cu precisiune ua drepta pe pament; ci pen-
tru acesta se formedia ua multime de trianghiuri cari a-
copere partea de loc considerata, si alle caror verfuri
se afla in punctele principali alle locului. In aceste tri-
anghiuri se mesura cu instrumentele tote anghiurile si
numai ua lature, numita base; si apoi prin calcul se de-
termina tote celle-alte laturi alle trianghiurilor. Acesta
operatiune se numesce /riangulatiune.

' Eca un essemplu de trian-
: gulatiune. Cam in centrul lo-
cului considerat, s¢ alege un
punct O, din care se se pota
vedé tote punctele principale
alle locului. Se aleg apoi céte-
va puncte insemnate, A,B,C,D,
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E,F, ast-fel ca unind aceste puncte intre elle si cu O
prin linii drepte, trianghiurile ABO, BOC, etc., cari
vor resulta, se nu aiba nici un anghiu prea ascutit seu
prea obtus, cci atunci erorile de temut sunt cu mult
mai mari. Se mesura tote anghiurile din aceste trian-
ghiuri, si se alege ua lature ore-care, spre essemplu AB,
care se se pota mesura direct in conditiunile celle msj
avantagiose. Acesta lature va fi baseq triangulatiunei.

In trianghiul AOB, cunoscundu-se AB s; anghiurile
ABO, BAO, mesurate direct, se vor puté calcula si la-
turile AO si BO.

Trianghiul BOC, in care se cunosce BO din trian-
ghiul precedinte, si tote anghiurile din mesuraturi, ne
va da lungimea laturilor BC si OC,

Tot assemenea mergund mai departe din trianghiu
in trianghiu, vom determina laturile CD, OD, DE,
OL, EF, FO, FA, AOQ.

Determinarea acestéi din urma latur; ne pote servi ca
verificare; cici deca valorea gasita acum va fi identica
seu prea putin diferita de cea aflata la inceput din trian-
ghiul ABO, acesta va fi ua proba ci calculele au fost
esacte.

Trianghiurile formate ast-fel numai cu punctele prin-
cipali se numesc trianghiuri de antaia marime.

Pentru a determina in urma positiunea punctelor
mai putin insemnate, G, H,I,K, se lega aceste' puncte
prin drepte cu punctele principale considerate maj ante,
sl se mesura tote anghiurile trianghiurilor FGE, OHD,
BIC, FKO, ast-fel formate. Aceste trianghiuri, in cari
S€ cunosce cite ua lature din trianghiurile de antaia
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marime, si tote anghiurile din mesuraturi, ne vor d si
dlstantlele FG, GE, OH, HD, BI, IC, FK, KO, cari de-
. termina posmunea punctelor G, H, LK.

CALCULUL DISTANTIELOR.

146. Se se gasesca distantia de la un punct pene la un
alt punct inaccessibile. ,

8 Fia A punctul unde statione-
) dia observatorul si B punctul vi-
sibile inse inacecessibile : ; .qe cere
distantia AB, 2

Se mesura pe pament ua‘base

¢ AC, care se treca prin punctul A ;

apoi cu un instrument de mesurat anghiurile se ridica
anghiurile A si C; atunci trianghiul ABC, in care se
cunosce ua lature si doue anghiuri, ne va da prin un
caleul cunoscut® distantia cautata AB,

Essemplu. Date: AC=315",74; A=72"1324" 1
C=47°37'18" 5

Necunoscuta AB=268™904.

147. Se se gasesca distantia d zntre doue puncte, visi-
bile wnse inaccessibile,

o

A b Fia A siB punctele inacces-
| sibile a caror distantia este

ceruta. i
Se mesura ua base CD, si
- apoi anghiurile ACD si ADC;;
; trianghiul ACD, in care se cu-
¢ ND nosceualature sidoueanghiuri,
ne va da prin calcul laturea
AC. Mesuram apoi anghiurile BCD si BDC, si trian-

*126
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ghiul BCD, in care se cunosce laturea DC, mesurata
si celle doué anghiuri adjacente, ne va da pe BC. Atunci
trianghiul ABC, in care cunoscem pe AC si pe BC prin
celle doue trianghiuri precedente, precum si anghiul
ACB=ACD—BCD, ne va da laturea AB, care este di-
stantia cautata. e

Essemplu. Date: CD=1432",16; ACD =79°13"28"4;
ADC=35%112",3; BCD=4625'56" 8 ;
BDC=64°36'5"9.

Necunoscuta: AB=787™ 848,

. CALCULUL INALTIMILOR.

148. Se calculam inaltimea unur turn al carui picior

accessibile este pe un plan orizontal.

PiE Asiedidm un instrument
il ' de mesurat anghiurile in un
\ punct C, la ore-care depar-
ORI, Y , tare de piciorul turnului, si

I n Z% . mesurdm anghiul BDE ce

face radia visuale dusa la
verful turnului eu linia orizontale ED. Mesuram apoi
pe pament distantia AC. In trianghiul dreptanghiu BED
se cunosce laturea ED=AC'si anghiul ascutit BDE ; vom
puté dera® se calculdm pe BE; adaogind la acesta ma-
rime si pe EA=DC, care este inaltimea % a instrumen-
tului, vom 4vé inaltimea AB a turnului

Essemplu. Date: AC=41"35; BDE=39°1549" 63
h=1™25,

Necunoscuta: AB=35™05.

149. Se calculam inaltimea unui turn al carui picior
accessibile nu este pe un plan orizontal.
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4 Asiedidm un instrument de
mesurat anghiurile in D, sia-
polinsemnam pe turn un punct
E ast-fel ci EB se fie egal cu

=& DC. Mesurdm pe urma an-

— ghiul ADE, precum si anghiul

ADZ, pe care 'lu face drepta AD cu verticala DZ; me-

“E

surdm in fine basea BC=ED. Trianghiul AED, in ca-

re cunoscem laturea ED si anghiurile ADE si EAD=
ADZ, ne va da pe AFE*; adaogind la acesta quantitate
pe EB=DC=/Z, inaltimea instrumentului, vom avé inal-
timea AB a turnului,
Essemplu. Date : BC=52",36; ADE—36°24/17",3
ADZ-40°58'12",2 ; h=0™982. '
Necunoscuta: AB =48™ 485.
150. Se calculam inaltimea unui turn al carui picior
este inaccessibile, inse asiediat pe un plan orizontal.
Asiedidm in C un instrument de mesurat anghiurile,
si ludm anghiul ACE ce face radia visuale dusa la ver-
ful turnului cu directia ori-
zontale CE. Mutam apoi in-
strumentul in D, tot pe li-
, nia EC, simesurdm anghiul
__ADE; in fine mesuram si
pe FG=CD. In trianghiul
ACD se cunosce laturea CD si anghiuriie ADC sj
ACD=180"—ACE; prin urmare din acel trianghiu vom
puté calcula pe AC*. Atunci trianghiul dreptanghiu

G

ACE, in care se cunosce AC si ACE, ne vi da* pe AE,

la care adaogind pe EB=/, inaltimea instrumentului,
vom avé inaltimea cautata AB.

*126

*126
*119
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Essemplu. Date: FG=12m, 15; ACE=44°27" 42 0
ADE=382°51'13"5; h=1m 51,
Necunoscuts : AB 34™,264.
151. Se se calculedie inaltimea unui munte.
~ Alegem doue puncte
C si D ast-fel ca se pu-
tem mesura cu inlesnire
s1 precisiune ua base
Y CD. Asiedidm apoi un
[y : » instrument de mesurat
X// anghiurile in D, si me-
e suram anghiul AFE for-
mat de radia visuale dusa la verful muntelui cu cea
dusa la punctul E; mutym pe urma instrumentul in C
si mesuram anghiul AEF, facut de radiele visuale duse
la verful muntelui si la punctul F. Trianghiu AEF, in
care se cunosce EF=CD si anghiurile alaturate ne va
*126 da¥ pe AE. Atunci, deca mesurim si anghiul AEG fa-
cut de radia visuale dusa din E la verful muntelui cu
orizontala EG, trianghiul dreptanghiul AEG, in care
se cunosce hipotenusa AE din trianghiul precedent, si
anghiul ascutit AEG, va da pe AG. Inaltimea totale a
muntelui se va afla adaogind la AG pe GB=EC=#, inal
timea instrumentului. g
Essemplu. Date: CD=248™ 36 ; AFE=58°13" 26,3
AEF=72°15'20,9 ; AEG—30037 14” 5; h=1™,18.
Necunoscuta: AB 142™5064.

QUESTIUNI DIVERSE

152. Se prelungim ua drepta pe pament pene dincolo
de un obstacul care opresce vederea.
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Fia drepta AB pe ca-
“re trebue se o prelun-
gim dincolo de obsta-
culul O, care impedeca
vederea.
Mesuram ua portiu-
ne AB din drepta data;
apoi alegund un punct C, din care se se veda si drep-
ta AB, si obstaculul, si partea locului unde trebue pre-
lﬁngita drepta, mesurdm anghiurile BAC si ABC ; atunci
trianghiul ABC ne va da pe AC. Dupe acesta ducem ua
drepta dupe voie CD in partea locului unde trebue pre-
lungita drepta, si mesurdm anghiul ACD; trianghiul
ACD, in cate se cunosce AC si anghiurile A si C, ne va da
pe CD si anghiul ADC. Luand dera pe drepta indefinita
CD ua lungime egale cu distantia calculata ast fel, si
ducund prin D ua drepta DE cdre se faca cu CD un

anghiu egal cu cel gasit prin calcul, acesta drepta DE
va fi chiar prelungirea cautata a dreptei AB.

Essempiu. Date: AB=87",34; BAC=5013-25%4 ;
ABC=107°38'94,3 ; ACD=61°29'32~,8.

Necunoscute: ADC=68°17'1,8 ; CD=182™,284,

153. Trei puncte de pe pament A,B,C, sunt insemna-
te pe ua charta; se gasim pe acesta charta 4 positiunea
punctului P care este ast fel situat, ca distantia AB pri-

vita din P, se vede sub anghiul o, si distantia BC sub an-
ghiul B.

Este evident ¢ punctul P,
din care drepta AB se vede
sub anghiul 4, se afla pe seg-

i " mentul descris pe AB si ca-
- pabil de anghiul «; de alta

.....
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parte P trebue se se afle si pe segmentul descris pe BC
si capabil de anghiul £. Asia-dera punctul P se va afla
la intersectia acestor doue segmente.

Se cere inse a détermina prin caleul positia punectu-
Iui P.

Punem AB—g, BC=b, BAP—x, BCP—y, ABC=..
Trianghiul ABP d3 :

BP AB
sinx ~ giny '
seu
asinx
B
S1No

Trianghiul BOP d3 assemenea :
Blontr

)

sing
asia-ders
gsiﬂ_bsinf (a)
sing  sing’
de unde ‘
sinx_bsina

siny asinf’

si dupe proprietatile proportiilor,
sinx—siny bsina—asin@
sinx+siny bsing | asinf

*48  Inge*
o
to
sinx— siny h__g 2
- + - =2 x Q
sinx -+ siny t2 -é—_)f

asia-dera :
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xX—y .
t
g 2  bsing—asinf
. 9.—{2— Y bsing 4 asing

seu
X—y _ bsine—asing ¢ ¥
2  bsinatasing gL

tg

Pentru a face calculabile prin Jogaritmi acesta equa-
tiune, impartim ambii termeni ai fractiunei cu bsing si
avem:

1__asinp
o b;sinmt x+)’.
e e asing 2
14—
bsing
Punend
asing
=t
bsina gcp,

si observand ci 1=tg45°, relatiunea acesta devine :

tg X tgdb—tgy  xty
2 T 14tg4b%gy ° 2

)

seu

tg x;—] =tg(45°—¢) tgx—;-}—/. (1)

Pe de alta parte suma anghiurilor din patrulaterul
ABCP fiind de 360°, avem:

o+B+x4 y+0=360°
de unde
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Cte
; xgi’: 1800_%. @)

Equatiunile (1) si (2) ne vor da pe X siy, cari de-
termina positia punctului P pe charta.

Cunoscund pe x si y, vom puté determina si pe BP
prin ver-una din relatiunile

- BP= aéinx , seu BP— bs.in_y
N« 8ing
Essemplu. Date: =53"43'27"4; 5—42018'53" 3 ;
«=112°384'32" 3 . a=2456",13; b=1934™ 25,
Necunoscute : x%=69°8'27",78; y=82°14'39" 22
BP=2846™,918.

Observare. In cas cand

.

atf+o=180°,
avem din (2):
xT_U’= 90°, seu: tg£;1,= oo

De alta parte, fiind-c anghiurile opuse «+6 si » din
patrulaterul ABCP sunt suplementare, patrulaterul este
inscriptibile; prin urmare si anghiurile x si y vor fi

“suplémentare, si vom avé:

sinx =giny ;
atunci relatiunea (a) devine:
a b
P ey
sina  ginf

seu
asin g=>bsine,
si prin urmare
tgr=1, si p=45°
Formila, (1) se face in casul acesta :
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tgx—;-y—= tg0°tg90°=0} oc=—g—.

In cas dera cand celle patru puncte A B,C,P, sunt pe
ua aceasi circumferentia, problema este nedeterminata.

154. Se se reduca ua drepta la orizont.

Fiind data drepta AB siincli-
narea sea 0 pe orizont, se cere
drepta AC redusa la orizont.

Trianghiul dreptanghiu ABC
dd imediat:

AC=AB cos.

Asia-dera ua drepta redusa la orizont este egale cu
drepta din natura immultita cu cosinusul inclinarii ei pe
- orizomnt.

Essemplu. Date: AB=193™,37;0=8°1325" 5.
Necunoscuta: AC=191™381.

A ¢

N

12



CARTEA IIT

TRIGONOMETRIA SFERICA.

CAPITULUL 1.
Proprietatile trianghiurilor sferice.

155. Trigonometria sferica are drept object resolu-
tiunea trianghiurilor sferice.

Laturile trianghiurilor sferice fiind nisce arcuri de
cercuri mari alle sferei, se socotesc in grade, minute si
secunde, ca si anghiurile ; inse deca voim se aflum Juz-
gimea linearia a unei laturi cunoscund numerul de gra-
de, minute si secunde ce contine ea, vom puté face les-
ne acesta determinare prin relatiunea cunoscuta din
geometria :

x= 2:R X
360
in care x insemnedia lungimea linearia a laturei, era x°
numerul gradelor coprinse intr’ensa.

In trigonometria sferica nu vom considera de cét

trianghiurile sferice alle caror laturi sunt mai mici de
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cat 180°; asia cd, deca unim verfurile A,B,C, alle trian- .
ghiului cu centrul O al sferei, formam un anghiu triedru,
alle carui fetie AOB, BOC, COA, se
mesura respectiv chiar cu laturile
AB,BC,CA alle trianghiului sferic, si
alle carui anghiuri diedre pe aretele .
OA,0B,0C sunt egale respectiv cu
anghiurile A,B,C alle trianghiului.

Radia sferei in trigonometria sferica se considera tot-
de-una egale cu unitatea.

Anghiurile trianghiurilor sferice se notedia tot cu li-
terele A,B,C, si laturile opuse cu a,b,c. Deca un anghiu
este drept, 1 se pune litera A; assemenea deca ua la-
ture este de 90° se notedia cu litera a.

156. Reamintim aci principalele proprietati alle trian-
ghiurilor sferice de cari vom avé trebuintia mai in
urma:

1°. Suma anghiurilor, A,B,C, dintr'un trianghiu sfe-
ric este mai mare de cit doue anghiuri drepte si mai
mica de cit siesse,. Urmedia de aci ci in un trianghiu
sferic pntem avé nu numai un anghiu drept seu obtus,
ci si doue ; chiar si trei.

2°. Suma laturilor, a,b,c, este mai mica de c¢it ua cir-
cumferentia.

3°. Deca din fie-care verf al unui trianghiu sferic

& ABC, cu ua radia de 90° descriem
cite un arc pe sfera, aceste arcuri

, formedia un nou trianghiu sferic
3 oy .

A'B'CY, care se numesce polar al celui
¢ d’antaiu, si a) fie-care lature a trian-
o ghiului ABC este suplementaria cu
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anghiul opus din trianghiul polar; ast fel : a+A'=180°,
b+B'=180%c+C'=180°; b) fie-care anghiu al trianghiu-
lui considerat ABC este egal cu ua semicircumferen-
tia%minus laturea opusa din trianghiul polar; ast fel:
A+a'=180°, B+5=180",C + c'=180>".

4. Doue trianghiuri sferice ce se afla pe aceasi sfe-
ra seu pe sfere egale, sunt egale : a) cand au un anghiu
egal coprins intre doue laturi egale; b) cand au ua la-
lature egale coprinsa intre doue anghiuri egale; ¢) cand
au cate-trelle laturile egale; d) cand au cate trelle an-
ghiurile egale.

Din acesta proprietate resulta ci un trianghiu sferic
se pote tot-de una resolve cand ni se dau trei ore cari
din elementele lui, fora a fi necessitate ca printre ace-
ste elemente se se afle si cel putin ua lature, cum am
vediut la trianghiurile rectilinii.*

Problema generale a trigonometriei sferice este dera
cea urmatore : dandu-se trei ore-cari din elementele unui
trianghiu sferic, se se determine un al patrulea element,
Acesta problema se va resolve afland relatiuni intre pa
tru ore-cari din elementele unui trianghiu sferic. Deca
vom presupune apoi ca unul din aceste elemente este _
necunoscut, celle-alte trei fiind cunoscute, vom puté
afla elementul necunoscut resolvend equatiunea.
Celle séggé' elemente alle unui trianghiu sferie, ct)m
binate patru cte patru, dau celle 15 grupe urmafore :

Aa'c, Babe, Cabe; g

ABab, ACac, BCbc 1R

ABac, ABbe, ACab, ACbe, BCab, BCac;

ABCa, ABCH, ABC. 2
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Prin urmare relatiunile ce vom gasi intre patru ele-
mente alle unui trianghiu sferic vor fi de patru feluri:

1°. Intre celle trei lafuri si un anghiu;

2°. Intre doue laturi si anghiurile opuse la fie-care;

3°. Intre doue laturi, un anghiu coprins intre elle si
unul opus la una din elle.

4°. Intre celle trei anghiuri si ua lature.

RELATIUNI INTRE CELLE TREI LATURI SI UN ANGHIU. |

157. Fie ABC un trianghiu sferic, in care presupu-
A nem ci laturile AC=5 si AB=c
; sunt fie care mai mici de 90°,

A ,,\ b Ducem AE tapgenta la arcul
04 ‘ ® AQC, si AD tangenta la AB, si
/ prelungim aceste tangente pene
i D intalnesc radiele OC 5siOBin E
si D; unim apoi D eu E. Dupe definitiunea liniilor tri-
gonometrice, st fiind-cd radia sferei OA este egale cu
1, avem:
AD=tgec, OD =secc, AE=tgh, OE= secb
pe lunga acestea, anghiul DOE fiind mesurat cu arcul
BC, avem: DOE=q; si anghiul diedru CAOB, avend
drept mesura anghiul plan DAE,
DAE=A.
Trianghiul rectiliniu DAE da*:
DE?=AD?}+ AE2—2AD XAEcosDAE,

seu
DE ?=tg%c+tg?h—2tgctgbcosA.
Trianghiul DOE di assemenea:
DE?>=D0%+0E? — 2D0 XOEcosDOE,
seu -

*102
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Di’=sec’c+sec2—2seccsechoosa.

Egaland acesta valore cu cea precedinte,
g8*b+tg’c—2tgbtgccosA=sec?h | sec®c—2sechsecccosa,
de unde:

2sechsecccosa=(sec’h — tg*b)+(sec’c—tg’)
+2tgbtaccosA,

#3181 fiind-ca®

sec’b—tg’h=1, sec’c—tgle=1,

avem :
sechsecccosa=1+ tgbtgceosA,
seu
cosa fody i sinbsinc cdsA,
cosbcosc cosbcosc
si immultind tota equatiunea cu cosbcosc,
_cosa—cosbeosc+sinbsinceosA. (a)

158. Formula acesta este generale, adeca esiste chiar
in casurile cand b si ¢ nu sunt maj nici de 90°, precum
am presupus in cursul demonstratiunei.

Se presupunem mai antaiu ca AB=c este mai mare
% de 90°, pe cand AC=b este tot mai
v » mic de 90°. Prelungim arcele AB si
CB pene la intalnirea lor in B’. In

S B trianghiul sferic nou format, AB'C,
laturea AC<90°, din date; apoi AB'<<90° chci deca
AB>90°, diferentia sea pene la BAB=180° este evi-
dent cA va fi mai mica de cat 90°; acest trianghiu im-
plinind dera conditiunea pusa la inceputul demonstra-
tiunei precedente ca se aiba laturile AC s; AB’mai mici
de 90°, vom avé relatiunea :

cosCB’= cosAB‘cosAC - sinAB'sinACcosB’AC,
si fiind- czi
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CB'=180"—a, AB'=180°—c, AC=b, BAC=180"—A,
avem:
—¢€0sa =—cos8ccosb—sincsinbcosA,
si scamband semnele,
cosa=cosbcosc+sinbsinccosA,
care este chiar relatia (a); inse acum ¢=>90".

Fie inca 5>90° si ¢c>90". Prelungim laturile AB si AC
pene la intalnirea lor in A’, siatunci
trianghiul BA'C, in care BA'<<90°
, 81 CA'<C90°, da: '
—— ' cosBC=-cosBA'cosCA’

i, 1 5inBA’sinCA’cosBA’C,
si fiind-c
BC=a, BA’=180—c, CA'=180"—F, BA'C=A,
punend aceste valori in equatiune, vom avé erasi:
cosa=cosbcosc|-sinbsinccosA,
relatiune identica cu (a), inse in care 5>90° si ¢=>90".

In fine, fiind-ch acesta formula subsiste ori-cit de
mult s’ar apropia b sic¢ de 90°, putem admite cd ea
subsiste si la limita, adeca cand b si ¢ sunt egali cu
90°. Formula dera este gengrale.

Operand in B si C in acellasiu mod cum am facutin
A, vom gasi alte doue formule; avem dera sistema ur-
matore de trei formule: ‘

cosa=coshcosc+sinbsinceosA,
cosb=cosacosc+sinasinccosB,( (1).
cosc = cosacosb+sinasinbeosC,
cari sunt formulele fundamentale alle trigonometriei
sferice, céci din elle se deduc tote relatiunile ce vom.
gasi mai in urma,
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RELATIUNI INTRE DOUE LATURI SI ANGHIURILE
OPUSE.
159. Scotiend valorea lui cosA din prima din equa-
tiunile (1), avem : >
cosa—cosbcosc
GO =" s TR
sinbsinc
si ridicand la patrat,
2 2 e,
cos?A— £0s’a+cos beos’c—2cosacosbeosc

sin’bsin’c ¢
inse
AL i T Gl a—,—cos“bcoz c~—200s@bcosc
' sin®bsin’c
__sin*bsin*c—cos’a— cos®heos? c+2cosacosbcosc
= sin*bsin’c
_ (1—cos’) (1—cos®c)—cos® a—cos*beos’c+2cosacosbeosc
P sin®bsin’c

__l—ecos’a— cos’h—cos’c+2cosacosbeose
g sin’bsin’c
si impartind ambii membri cu sin? a,
smzA l—cos a—cos’b— cos’c+2cosacosbeosc
sinfa sin’asin®bsinc
Operand assemenea asupra cellei de a doua si a treia

sin’B . sin?C :
equatiuni (1), am gasi pentru—— 81— —aceasi va-
sin’h sin’c

5

: sin’A .
lore ca si pentru—_": prin urmare
sin’a
sin’A  sin’B  sin?C
sin®a  ginh  sin’c
si estragund radecina patrata,
sinA  sinB  sinC
St g
sina sinb sinc

1
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inse fiind-ca si anghiurile si laturile trianghiului sunt:

mai mici de 180°%, sinusurile lor sunt positive, si prin
urmare nu vom lua in equatiunea precedinte de cit
semnul+pentru fie-care termen ; avem dera sirul de ra-
porturi egali:

N\
Y # sinA sinB _ sinC /‘7/¢

‘z’{) g s S WL ) (2)
¢ sina sind sine

cari esprime ci in ori-ce trianghiu sferic sinusurile an-
ghurilor sunt proportionale cu sinusurile laturilor opuse,

RELATIUNI INTRE DOUE LATURI, ANGHIUL COPRINS
INTRE ELLE ST ANGHIUL OPUS LA UNA DIN ELLE.

160. Se se gasesca, spre essemplu, relatiunea ce e-
siste intre elementele a,6,A,C. Trebue se eliminim pe ¢
si pe B intre celle trei equatiuni (1).

In prima din equatiunile (1) inlocuim pe cosc prin
valorea sea data de a treia; acea equatiune devine atunci:
cosa==cosb(cosacosd +sinasinbcosC)-sinbsinccosA.

De alta parte formulele (2) dau:
sinC
sinA

Punend acesta valore in equatiunea din urma, des-
facund parentesele si punend pe sina sinb factor comun
la termenii unde se afla, avem:

N st Bosl:
cosa=cosacos’h -+ mnasmb(cosbeos0+ sinC— . );
sin

sinc=sina

trecund pe cosa cos®s in membrul antaiu,
cosa(1l—-cos’h)=cosasin®h=sin«sinb{cosbcosC+ sinCecotA),
si divisand prin sinasind,
cotasinb=cosbcosC + sinCcotA.
In acellasiu mod vom gassi inca alte cinei formule

*156
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analoge, asia ci sistemul complet se compune din cel-
le siesse formule urmatorie :

cotasinb=cosbcosC+sinC cotA,
cotasinc=cosc cosB+sinB cotA,
cotbsinc=cosccosA +sinA cotB, 3)
— cotbsina=cosa cosC+sinC cotB,
cotcsina=cosa cosB+sinB cotC,
cotcsinb=cosbcosA+sinAcotC.

Eca un mediu-loc facile de a tine minte aceste for-
mule: voind, spre essemplu, a gasi relatiunea intre ele-
mentele 4,5,B,C, le vom scrie in ordinea urmatorie:

: ba-a. 0B,

adeca: antaiu laturea la care se opune unul din an-
ghiurile date; pe urma cea-alta lature; al treilea an-
ghiul coprins intre laturi, si in fine anghiul opus la pri-
ma lature ; elementele de la mediu loc se scriu de cite
doue ori. Inaintea elementelor estreme se seriu initia-
lele cot ; inaintea cellor doue cari vin lunga margini cu-
ventul sin, si inaintea cellor doue din mediu-loc cos.
Intre al doilea si al treilea element se pune semnul—,
intre al patrulea si al cincilea+.

RELATIUNI INTRE UA LATURE SI CELLE TREI ANGHIURI

161. Consideram triangﬁiuI‘A’B’C’, polar al trian-

*156 A . ghiului dat ABC; avem*:
a’=180°—A, b'=180—B,
¢=180"—C,
6\6 A'=180—a, B'=180"—p,
C'=180"—c.

y  Inse in AB'C’ avem, dupé equa-
¢ tiunile (1): 3
cosa'=cosb’cosc’+sinbsinc'cosA ;]
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inlocuind pe a',0',c',A’, cu valorile lor,
—cosA=cosBcosC—sinBsinCcosa,

si scamband semnele,
cosA=-—cosBcosC+sinBsinCeosa.

In acellasiu mod vom gasi inca doue relatiuni ana-
loge cu acesta, asia ci sistemul complet se Gompune
din celle trei equatiuni urmatore :

cosA=— cosBcosC+sinBsinCcosa,
cosB=—cosAcosC-+sinAsinCcosb, (4)
cosC=—cosAchB*%—sinAsinBcosc, :

FORMULE RELATIVE LA TRIANGHIURILE DREPTANGHIE.

162. Deca anghiul A este drept, avem: cosA=0,
sinA=1, cotA—0. Punend acesta valore in prima din
equatiunile (1), ea devine: :

cosa = cosbcosc, (5)
care .esprime cd in un trianghiu sferic dreptanghiu co-
sinusul hipotenusei este egal cu produsul cosinuselor cel-
lor alte doue laturi.

163. Equatiunile (2) dau:
singsinB . sinasinC

SINC=—

gibe—r- X
sinA sinA

si pentru A=90°,
sind = sinasinB, sinc=sinasinC; (6)
adeca smusul unei laturi a anghiului drept este egal cu
stnusul hipolenusei immultit cu sinusul anghiului opus.
164. Introducund hipotesea A=90° in equatiunile
(3), obtinem :
cotasinb=cosbcosC,
cotasinc=cosccosB,
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cotbsinc=cotB,

cotesind = cotC,
si impartind pe fie care din aceste equatiuni respectiv
prin cosbcota, cosceota, cotbeotB, cotccotC, dobandim
sistema, :
g tgb=tgacosC,
tgc=tgacosB,
. tgb=sinctgB,
tge=sinbtgC.

Celle doue d’antain esprim c tangenta unei laturi a
anghiului drept este egale cu produsul langentei hipote-
nusei prin cosinusul anghiulu oblic alaturat; era celle
doue din urma, ca tangenta unei laluri a anghiului drept
este egale cu sinusul celei-alte din aceste laturi immultit
cu tangenta anghiului opus.

165. Equatiunile (4), pentru A=90" dau:
cosBeosC=sinBsinCeosa,
cosB=sinCcosb?,
cosC=sinBcosc,

8i deca pe prima din acestea o dividem cu sinBsinC,
cosa=cotBeotC,
cosB=sinCcosb, (8)
cos(C = sinBcosc.]

Cea d’antaiu din aceste formule areta ci cosinusul
hipotenusei este egal cu produsul cotangentelor cellor
doue anghiuri oblice; era celle-alte doue, ci cosinusul
unui anghiu oblic este egal cu cosinusul laturei opuse
immultit cu sinusul cellui-alt anghiu oblic.

166. Dam aci ua metoda mnemonica forte simpla pen-
tru a se puté tine minte tote aceste formule. Pe laturile

(1)
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anghiului drept scriem%—b inlocde

A b, si__—c in loc dec. Atunci, deca
g T

considerdm trei elemente si deca ace-
ste elemente sunt consecutive, cosinusul celui din mediu-
loceste egal «u produl cotangentelor celor de la mar-
gini; era deca celle trei elemente considerate nu sunt tote
consecutive, cosinusul elementului separat este egal cu
produsul sinuselor cellor-al'e doue consecutive.

In aceste diverse consideratiuni angrnul A se soco-
tesce ca cum nici n'ar esiste.

Spre essemplu, se se afle relatiunea ce esiste intre hi-
potenusa a si laturile b si c. Aceste trei elemente ve-
dem cd nu sunt tote consecutive, cici a este separat
de b prin anghiul C, si de ¢ prin anghiul B. Laturile b
s1 ¢, din contra, sunt consécutive, cici anghiul A care
se afla intre elle Jifi computa. Asia dera, dupe regula,
vom avé:

cosa=sin( i——b\sin(i —c )=cosbcosc
L2 e s ’
care este tocmai equatiunea (5).
Se se afle inca relatiunea ce esiste intre a, ¢, B. Ace-
ste trei elemente sunt consecutive prm urmare, dupe
regula,

cosB=cotacot(%—c )=cotatgc,
si impartind cu cota,
tgc=tgacosB,

care este a doua din equatiunile (7).
Celle alte opt relatiuni se gasesc tot in acelasiu mod.
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167. Formulele (5),(6),(7),(8) pot se se puna sub alte
forme mai comode pentru caicul, si tot-de-o data maj
precise, cci tote vor da anghiurile si laturile prin tan-
gentele lor; de acea elle au preferentia in resolutiunea
trianghiurilor dreptanghie.

Formula (5) da:

posb= e
cosc
*4¢  Punend acesta valore in formula cunoscuta®

& b 1—cosbh
e AT
3 \/ 1+cosb

cosa
j (LR

avem :

by = eosc _  / cosc—-cosa
2 cosa v

15 cosc+cosa
COSC

atc . a—c¢
2

.‘ZsinT sin

ate a—c’
COR i

2

2cos

-

b ate a—c
tg§=\/tg 5 tg 5T

Deca din (5) am fi scos valorea lui cosc si am fi pus-o

in formula :
" c_\/ 1—cosc
g 2 1+ cose ’
am fi gasit assemenca:

¢ a+b, a—>b
®y =\/tg gy

seu
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Aceste doue formule esprim fangenta unei laturi a
anghiului drept in functiune de fangenta semisumei si
semidiferentiei hipotenusei si a cellei-alte laturi.

168. Prima din formulele (6) da:
sind
sinB ’
care pusa in formula® #53

8 V1+sina
4 Sl e
g 45°+ 2) Vi

da: {4 sind
r a sinB sinB-}-sind
148 ) o [
g\ +2 J = 3 sind = sinB-—siqb

sing=

sinB
o 2sin B;_b cos Bﬁ—li
2sinB;b cos B;b
orl .
\/ B+b
( a 8
t ‘4-0 e —y
i TL2) Py LR
2
Assemenea si
=8y
a 8 2
tolidn0 L ;
g( +2) s 4. C—C
| PR S
169. Deca din prima equatiune (6) am fi scos &
s sind
sinB=

sina
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si am fi pus in

e B 1+sinB
tel 45°4L 2 Y \/
g‘( s 2 ) - 1—sinB’

am fi gasit, dupe ua seria de transformari identice cu
cele de sus:

o atb
tg B).:Jr < <
& ta a—b
2
Assemenea si

\/ ;ﬂ?
e 1 2
g/ T

tg 5
170. Prima din formulele (7) di:
cosC= tgb ;
tga

care pusa in equatia
\/ 1—cosC
g— ~ V 1+cosC’
da:
1 1gb

tg —‘V/ L cjur P L Com

1 + tgb tga+tgh

/sma sind
cosz  cosb_A / sinacosb — sinbcosa

\/ sina = sinb sinacosb+sinbcosa

cosa cosb
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= \/sin(a—b)
V sin(a+b)
Putem dera in locul primelor doue formule (7) se
substituim pe celle urmatore :

tg£= \/ sin(a—b)
2 sin(a+b)"

tg > B \/ sin(a—c)
sin(a+-c)
171. A treia si a patra din formulele (7) dau:

Se— S :gg, smb_tggé,

cari puse in formulele

¢ (45o+i)=i\/l+sinc,
® 2 1—sinc

Wty o o

dau, dupe nisce transformari analoge cu celle de la for-
mulele imediat precedente :

45o+_) \/sm B+b)
sin(B— b)
tg(4€) + ) \/sm(C—{—C)

sin(C
172. Deca in

tg i \/ 1—cosa
2 1+cosa
punem in loc de cosa valorea data de prlma din equa-
tiunile (8), avem:

tg——= \/1 cotBeotC sinBsinC —cosBcosC
2

1+cosBeotC YV sinBsinC + cosBeosC
13
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L f=teop B
cos(B—C) ’

*363i ﬁind-cé.*
—cos(B+C)=cos(180°— B—(),

tgi= \/cos(lSO” B—C)

cos(B—C)
173. In fine celle doue din urma equatiuni (8) dau:
cosb=——OSB sc_E(E}Q
sinC’ sinB’
seu
cosB cosC
cosb=

cos(90°—(C)’ R e cos(90°—B)
Aceste valori puse n

ol \/ 1—cosbh
g 1-+cosbh
dau :

l _ cosB

tg£_= (cos90° $90°—0) \/cos(90°—0)—cosB

2 i cosB ¢0s(90°—C)+ cosB

cos(9U —Q)
—2sin{45°+3§2—gj sin( 45°+ B;CJ‘
2cos(45°+ B—QJ cos(—45°+ B-f-C]
\ 2

seu :
tgo- \/ g{ 45°+B+0Jt {45%3; );
assemenea:

tg§=\/ tg —45°+B_”;E]tg{45°— B;C :

174. Deca din celle doue din urma equatiuni (8) am
fi scos f
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cos(90°—B)=COSO, si: cos(90"—C)= casl)
cosc cosb’
si le-am fi substituit in®

tg(450__]_3_}=\/1_008(900—]3)’
2 14cos(90%-B)

tgf 45°C ] Z \/ 3 Al
\ 2 1+cos(90°—C)
am fi avut, dupe diferite transformari, analoge cu alte-
le pre cari le-am mai vediut deja:

tg[%_] \/ Cfe C—c
2 iyl

R B+b , B—b
gty -yt

b}

si facund inversa,
0 C+c e

COtk% g ) (45 -+ ) \/ cot 5 ) 5
[ C / B+d' . B—=b

cot\45°—5 ) = tgk45°—f— ) \/ cotTc ot TR

FORMULE RELATIVE LA TRIANGHIURILE
- RECTILATERALL

175. Un trianghiu sferic se numesce rectilateral cand
una din laturile selle, a, este de 90°.

Formulele relative -la trianghiurile rectilaterali le
vom deduce, ca si pe celle pentru trianghiurile drept-
anghie, din formulele generali (1), (2), (8), (4), facund
a=90° ; atunci : cosa=0, sina—1, cota=0, si acelle
equatiuni devin:

cosA=—cosBeosC, (1)
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LT T iy e e i T

sinB =sinAsinb,} 2
* sinC=sinAsinc,

tgB=—tgAcosc,

tgO0=—tgAcosb, (3)
tgB=sinCtgb,

tgC=sinBtge,

cosb=cosBsine, 4)
cosc=cosCsind.

176. Eca ua metodamnemonica comoda pentru a tine
goig ° minte aceste formule. Secriem pe fi-
N : gura 90°— C in loc de.C, 90°—B in

4, v loc de.B, i 180°—1.&.1n loc de: A.

5 Atunci, voind a stabili ua relatiune
intre trei elemente consecutive alle trianghiului (Iaturea
@ nu se socotesce), vom avé cosinusul elementului de la
mediuloc egal cu produsul cotangentelor elementelor de
la margini; era deca celle trei ellemenie nu sunt consecu-
tive, cosinusul elementului separat va Ji egal cu produsul
sinuselor cellor-alte doue.

Fie, spre essemplu, a se gasi ua relatiune intre ele-
mentele C,b,c. Aceste elemente, nefiind consecutive,
clci ¢ este separat de celle-alte doue prin anghiul A,
avem :

"cogA=— cotbcotc,’

cosc=sin(90°—-C)sinb=sinbcos0,
care este a treia din (4).
Se se gasesca ua relatiune intre AB,C. Aceste ele-
mente nu sunt consecutive; deci
c0s(180"—A)=sin(90°—B)sin(90"— C),
seu
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—cosA=cosBcosC,
care este equatia (1).
Se gasim, in fine, ua relatiune intre B,C,5, cari sunt
consecutive ; avem, dupe regula data:
¢08(90°—c)=cot(90°—B)cotb,

seu A

sinC=tgBcot?,
ori

tgB=sinCtgb,
a treia din formulele (3).

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU
ANGHIURILE IN FUNCTIUNE DE LATURL

177. Din celle patru sisteme de formule ce am gasit
la 158, 153, 160, 161, numai formulele (2)* sunt calcu-
labile prin logaritmi; trebue se transformam si pe cel-
le-alte ast-fel ca se se pota si elle calcula prin logaritmi.

Formulele (1)* pot se ne dee anghiurile in functiune
de laturi; asia cea ’antaiu din elle da:
cosa— cosbcosc,

sinbsinc '

inse acesta espressiune nu este calculabile prin loga-
ritmi.

Vom pune acesta valore in equatiunile

LA 1—cosA A_ 4 /1+cosA
mEal "°S§‘\/T—’

sl vom avea:

cosA =

. % 1__cosa— cosbcosc
~SIn i sinbsine
2

\/ sinbsinc+cosbeosc—cosa
oy 2sinbsine

*159

*153
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.na+b—c .na —b+c

= CTRE R

2sinbsinc sinbsinc

o M e
. cosa—cosbcosc
A i el P b

- > o
cosgz sinbsine

S

\/ cosa— cosbcosc+sinlsine
g 2sinbsine

: ,>a+5 t¢ . btc—a
S =

g sSin———————
\/cosa—cos(b+ c) \ 2 2
[ 2sinbsine sinbsinc ;

Punem

atb+c=2p;

scadiend successiv din ambii membri ai acestel equa-
tiuni 2a,26,2c, si divisand cu 2, avem inca:
btc—a atc—b at+b—c

iy ETES Mt Sy
Substituind aceste valori in equatiunile la cari am
ajuns mai sus, avem:
sin_2A_=\/ sin(p—b)sin(p——L)

sin/sinc

’

cosA=\/ ﬂﬁl(}’ —4)

2 sinbsinc .
Operand in acellasiu mod asupra cellei de a douasi

a trela equatiuni (1)¥, vom obtine alte doue parechide

formule; in totul dera avem celle doue sisteme urma-

torie,
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sinﬁ-_—_\/ sin(p — b)sin(p —c)
2 sinbsinc :
sin-]i=\/ sin(p—a)sin(p—c) )
2 sinasinc j 1
sin C—=\/ sin(p— a)sin(p —b)
2 sinasind i)
OSA=\/ Sinp's;n(lp_a) :
smbsmc
sinasinc
C \/ smpsm(p——c)
sinasinb ]

Divisend respectiv equatiunile (1) prin (2) si facund
reducerile, obtinem ua noua seria de formule:

sin{ p—b)sin(p—c)
toas
g \/ sinpsin(p—a)

B sin(p—a)sin(p — c)
tg—= : 3
g3 \/ sinpsin(p—b) ik

tg \/ sin(p - a)sin(p—>)
2 sinpsin(p—c)

Aceste trei sisteme de equatiuni ne dau sinusul, co-
sinusul si tangenta semianghiurilor trianghiului in fune-
tiune de laturi.

La tote radicalele trebue se se ia semnui + caei Ju-
metatile anghiurilor A,B,C sunt mai mici de 90°, si
prin urmare liniile lor trigonometrice sunt positive.

Ca mediu practic de a memora aceste formule, vom
observa ci factorii de sub radicale sunt identici cu cei
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de sub radicalele din formulele (4),(5),(6), de la § 106,
cu singura diferentia ¢ li s'a pus inainte la fie-care
cuventul sin.

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU
LATURILE IN FUNCTIUNE DE ANGHIURL

178. Punem
A+B+C—180'=..

Quantitatea - egale cu diferentia intre suma anghiu-
rilor trianghiului si 180° se numesce esces sferic si are
mare importantia in trigonometria sferica.

- #156  Considerdm trianghiul polar A’B‘C’ al trianghiului
dat ABC. Anghiurile acelui trianghiu polar vor fi*:
A'=180"—a, B'=180°— 5, C'=180—,
era laturile lui,
a'=180"—A, b'=180°—B, c'=180"—C;
facund suma acestor trei din urma egalitati si insem-
nand cu 2p' perimetrul a'+b'+ ¢’ al trianghiului polar
A'B'C, vom avé: = :
a'+b'+c'=2p'=360"—(A+B+C— 180%;
impartind cu 2 si observand ca A+B+C—180°=,
p’=180°~%;

prin urmare

- e - [ U T e ]
p—a 5 ( A) 2

—b'=180°— % (180°—B)_B— ¢
T, ik ) 7

P'—o=180"— - —(180°— C)=C— =
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Aplicand trianghiului polar formulele (1),(2), avem :

2

= A =\/ sin(p’— b')sin(p’—c’)

2 sind'sinc’

bl

A’ sinp’sin(p’ — a’)
CoOS— = p /:p ; )
2 sind’sinc

si punend in loc de A p'.p'—a',p'— b’ p'—c',a' b’ c’, va-
lorile date mai sus, vom avé:

et #)
/smB 2)s1n(0 5

90°_ :
Sm( ] V sm(180° B)sin(180°—C)

] i 1800_;1 i ,(A—i
cos*( 900—1}_\/ Sm{ 2 jsmk 2)
\ 2)” V  sin(180°—B)sin(180°—C)’

. % B e
sm(B—f?_]smLC 51

sinBsinC

\/ sinisin[A—_i]
MR 2 2
SIin-——— . - .
2 sinBsinC

Operand tot assemenea si asupra cellor alte din equa-

seu

a
OOS§= ’

tiunile (1) si (2), am gadi si espressiunea lui cosg, sin-lZ i

cos%, sin%. Eca fomulele la cari ajungem ;
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e \/sm? sm[A —-—2—]
S =
9 sinBsinC ?
r
- \/sm-z_smlB —-—2—J
smﬁ-:
sinAsinC 2
\/ sm— sin C ————2—J
sm—.:
sinAsinB i !
i \/ sin[B——;]sin [C———;—J
s L sinBsinC ¢

A= Jsin[o—)
sin A— = |sin|C—=-
N =\/ \ '2 ; 2
a sinAsinC /
/ sm[A— Jsm (B ?J
cos———

sinAsinB ) }

(4)

(5)

Impartind respectlv formulele (4) prin (5), gasim inca :

. sin —;— sin[A — i2] ’
sin[B — —;-Jsin{ C—%]

st
=\/ sm2$1n(B-2) :
sin( A~ %)sin(0~ §J

sin 5 sun(C——]

sm{ Aw-—~) m{ PR

tg

ro| &

tg

M‘&

(6)
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In tote aceste formule, radicalele trebue luate tot cu
semnul+, cdel arcurile 5" g, sunt tote mai mici de ¢at 90",

FORMULELE LUl DELAMBRE.

179. Deeca in-—
sin ATB s sinA cosl-g—;—}-sinBcosA
9 LD R
inlocuim pe siné sin]—3 cosé cos— cu valorile lorda
P dos T RO
te prin formulele (1) si (2) avem
i A+B i éj{]gisi_n""(p - blsin(p—c)
o sinasinbsin’c
_L\/smpsm-(p—a 'sin(p —c)
sinasinbsin’e S
__sin(p—b)4 /sinpsin(p — sinpsin(p —c) . sin( p—a‘:‘\/ sinpsin{p—)
~ sinc sinasind sinc sinasind
Y sin(p—-a)j-_sin(p—b‘)‘\/sinpsin(p —0)
sine sinasind
Inse
: ; " —a- g
sin(p - a)+sin(p— b) = 2sin el bcosp b 2(1‘7. )
— 2sin’ cosa_b
2
C. . C
sinc=2sin-cos-,
9o
st dupe (2),
sinpsinl p—()_ cosg
: singsind 2
: Punend tote aceste valori in equatiunea de sus si

simplificand fractia cu factorul 2sin2-, remane;
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cosa—b
smA+B icosg,
: c 2
cos2
seu
sin ;B_co a;b
cos-C- 2 cos
2 2

Deca tot ast fel in

B=-BIC s R R T

sin = 8IN—CO0S——Sin— cos—~

5 A Tl e}
cosA"i_B—cosAcos- —sin smB
. R e R 9 tian

A-B = COS é cos§ +smésm§
2 2 9

cos
2 2

e ol OB A TR :
inlocuim pe sm—2 } smg, cos 3 cos2~cu valorile lor date

prin (1) si (2), si facem acelleasi transformari ca si mai
SuS, gasim inca trei equatiupi. In totul dera avem a-
ceste patru formule :

!

. A+B a—b
’ sin . _co 51
cosg cost. :
! 2 2 (7/
13 8in A-B sina———{)
g0 oy
COS— sin’
3 g ]
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: A \
. A4B at+b \
cos 5 cos 5 r
T Giw - |
sin= COS—
i 2 ey
A—B siig=th /
cos sin J
2y % 2
' sin— = sin & ;
2 8

Aceste formule esprime reletiuni intre cite-siesse e-
lementele trianghiului. Elle au fost descoperite de De-
lambre, din care causa si porta numele lui.

Eca cum se pot memora aceste formule: deca an-
ghiurile sunt puse in primul membru si laturile in al
doilea, precum sunt in tabelul (7), observam: 1° ¢ in
primul membru la numerator si la numitor se¢ afla doue
linii trigonometrice diferite, pe cand in membrul al doi-
lea ambii termeni ai fractiunii coprind linii trigonome-
trice assemeni; 2° cand la numerator in un membru se
afla un sinus, la numeratorul membrului cellui-alt se afla
semnul—; deca la cel d’antaiu se afla un cosinus, cel-
alt coprinde semnul+.

ANALOGIILE LUI NAPIER.

180. Divisend membru cu membru pe aiitaia din re-
latiunile (7) cu a treia, pe a doua cu a patra, pe a pa-
tra cu a treia, si in fine pe a doua cu antaia, obtinem
urmatorea seria de patru formule, descoperite de Na-
pier, din cari fie care coprinde cAte cinci elemente alle
trianghiului :
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A+B a—b |\
——  ¢o

tg 3 cos 5 \
cotg~ cos a—2{-,b
tgA——B smahb
2 2
Civ a+b
eot= Blp =G
2 2 ®)
L cosA_B f
o e
i —C'OSA—FB
) 2
¢ a—b smA—B
T 5 ;
tg-2i sinA;B

ESPRESSIUNI DIVERSE ALLE ESCESULUI SFERIC.

181. Suprafatia unui trianghiu sferic fiind ua func-

*219 tiune a escesului seu sferic, dupe cum vom vedé indata¥,

este important a avé mediuloce prin cari se putem de-
termina direct acest esces sferic,

*178  Immultind membru ey membru équatiunile (6)* cari

dau pe tgg- si tgg in functiune de anghiuri, avem:

~

ik ot kgl
; in? ginfA— ¢ Jgin[B__¢
a b Sin Sln{ J J
tga tg9—= #(\*E oA
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R soe
s - — S1in—
2 2

sin(C—%) sinCcosfé — sin 52 cosC

si divisend sus sijos cu sin—é_,

te? tgl : ;
sinCecot %— cosC
de unde
@B

cot—_cot—-cosC

: g s )

cot—= . ) .
2% sinC

equatiune care da espressiunea escesului sferic in func-
tiune de doue iaturi alle trianghiului si de anghiul co-
prins intre elle.

182. Din
A-+B+C—180°=:
deducem :
A_“i=900_ C—:
2 2

Punend acesta valore in prima din formulele lui De-
lambre, avem :

cos £ cosa_b
P o

COS-= cos S :
2 2

de aci, dupe proprietatile proportiilor,

et et ha e
g e &
cos 02_5 -{-cos—g- cosa;b +cos%
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*46,47 seu™ ;

Sl . c—a+b . cta—p
Sin-— 2s1n—\+ sm;
4 4 4
o R 6Nl 17 .

= : c—a+b c+a—b
2¢os —co8— 20— 210 gogCta—b

4

2sin bt

ori

20—5 € == _b -
ththﬁgp 5 atgp e (a)

—

In a treia din formulele lui Delambre inlocuim asse-
A+B e
2 2

C—: a+b

I e G R
2

menea pe prin 90°— , 81 avem:

de aci

O--e-~sin C cosa+b~—cosi
CEa T 2

= )

+ sin—(;— cosaT_*-b—k cos;—

sin

=t

sin
2

sSeu:

20—
4

2sinz5cos 1 a+Z+c sina+b—c

2sin
= 4 )
2sin 20 cos—= 2cosa_fhb+ccosa_H)—c
4 4 4

din care

] c
STt (b)

Immultind acesta equatiune cu (a),
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22 ol o D=0 PP, pC

o

si estragund radecina patrata. ;

tg;—=\/tgl27»tgp . 2tgP ; btg‘p2 =

Acesta formula, descoperita de Simon Lhuillier din

Geneva, da escesul sferic in functiune de celle trei la-
turi alle trianghiului.

RADIA CERCULUI CIRCUMSCRIS.

183. Fie trianghiul sferic ABC ; unim polul O al cer-
$_  cului circumseris cu verfurile trianghiu-

lui prin arce de cerc mare, si ducem inca
arcul OD perpendicular pe laturea b.

Distantiele polare OA, OB, OC fiind
B égale, avem:

UAB = 0BA, OBC=0CB, OCA=0AC.
Punem: 3
a=0AB=0BA, f=0BC=0CB, 1=0CA=0AC.

Dupe figura,

aty=A,
a+=D, (2)
g+r=C.
Adunand aceste egalitati si divisend cu 2, obtinem:
0%+ :
oy ATB+C 180%4 9t ()

Din acesta egalitafe sca;iénd?pe rand egalitatile (a),
=90° - [0-—5],
ﬁ=90°—‘[A——25—], } ©
r=90°——( -——5—]. J :

14
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Acum trianghiul dreptanghiu ADO da, dupe a doua
din formulele (7)*:
tgAD=tgAOcosr:
punend AO=R, radia cautata a cerculu; circumseris ;
substituind in loc de 7 valorea sea data prin (c), si ob-

AC

servand inca ¢ AD=T=2, caci AOC este isoscel,

avem:
tg%: tgRsin (B——;J,
seu = g
ERas wiraoro (1)
sin[B ——EJ

formula care di radia cerculuj circumseris in functiune
de ua lature ore-care, de anghiul opus si de escesul
sferic. ’ :

Deca in (1) inlocuim pe tgg prin valorea sea data de

equatiunile (6)* avem :

sin< sin(B — f«) ;
th=\/ I IR N
sin(A ——é]sinQ(B —i2 ! sin(C——E}

2
seu
sin
ng=\/. e ®
’ sin[A - E: sin\_B——.é)sin\C—%)

care di radia cercului circumscris in functiune de an-
ghiuri.
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RADIA CERCULUT INSCRIS.

184. Fie O polul cercului inscris la trianghiul ABC.
Arcurile de cerc mare AQ, BO, CO, impart anghiurile

B A,B,C, in cite doue parti egale, si din
egalitatea trianghiurilor BOF cu BOD,
A»- ¢ AOF cu AOE, COE cu COD, resulta:
A

BF-BD, AF-AE, CE=CD;

asia-dera
a+b+c=2BD +2DC+2AE,
seu 7 :
p=BD+DC+AE=a+AE,
de unde
. AE=p—a. 3
Trianghiul dreptanghiu AOE da, dupe a treia din
formulele (7)* : *164

sinAE=cotOAEtgOE.

Insemnand cu r arcul OE, radia cautata a cercului
inscris, si punend in loc de AE si OAE ‘valorile p—a
sl -

o)

= sin(p—a)=cot%tgr.

seu

tgr=tg—§- sin(p —a).

Substituind in locul lui tg% valorea sea data prin e-

quatiunile (3)* si reducund, #77

tgr=\/ sin(p—a)sin(‘p—b)sin(p—c)' 3)
sinp
Acesta equatiune di radia cercului insecris la trian-
ghiu in functiune de laturile lui.
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RADIELE CERCURILOR EXINSCRISE.

185. Fia trianghiul ABC. Se scie c3 pentru a con-
A strui cercul exinseris la ua lature ore-
care g, se duc arcurile BO si CO, bis-
sectritie alle anghiurilor esteriore CBF
si. BCE, si punctul lor de intersec-
tie O este polul cercului exinscris la
laturea 2. Radia acestui cerc se ga-
sesce ducund arcele OF, OD, OE, res-
pectiv perpendicularie pe celle trei la-
turi alle trianghiului.
Trianghiurile egale BDO si BFO dau:

E

BD=BF;
assemenea, DCO si CEO fiind egale, avem :
CD=CE;
prin urmare
AF=AB-+BD,
AE=AC+CD,

si adunand,
AF+AE=AB+AC+BC=2p,
si fiind-cd AF=AE din egalitatea trianghiurilor AFO si
AEO,
AF=p.
Trianghiul dreptanghiu AFO da
sinAF=cotFAOQtgFO ;

punend in loc de AF valorea sea p, insemnand pe FO cu
« radia cercului exinscris la laturea a, si observand ca,
din causa egalitatii trianghiurilor AFO si AEQO an-

ghiul FAO=%, avem:
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sin p=cof%tga,
seu :
tgm:tg% sinp ;
inlocuind pe tg-;i cu valorea sea data de equatiile (3)* *177

si facund reducerile,

b \/sjinpsi'n(p—b)sin(p——c).

sin(p —a)
Assemenea vom afla si:
N _\/sinpsin(p —a)sin(p—¢) (4)
i sin(p—b) ! ,

\/ sinpsin(p—a)sin(p—>b)
tg7=‘ sin(p—c) oy
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CAPITULUL 1L

Kesolutiunea trianghiurilor sferice,

186. Mai nainte de a intra in resolutiunea trianghiu-
rilor sferice, vom reamint; urmatorele doue teoreme,
forte importante, din geometria.

Pentru ca cu trei laturi date se fie possibile a se con-
strui un trianghiu sferic, este necessariu si de ajuns::
1° ca fie-care din laturile date se fie mai mica de cat

suma cellor-alte doue; 2° ca suma cellor trei laturi se

fie mai mica de cét ua circumferentia de cerc mare,

Pentru ca cu trei anghiuri date se fie possibile a se
construi un trianghiu sferic, este necessarin si de ajuns :
1° ca suma anghiurilor date se fie mai mare de catdoue
anghiuri drepte si mai mica de cat siesse ; 2° ¢ cel mai
mic dintre elle, marit eu doue anghiuri drepte, se de
vina mai mare de cAt suma cellor-alte doue.

Trebue se observim assemenes ¢, deca un anghiu
seu ua laturea trianghiului sferic sunt date prin cosinu-
sul, tangenta seu cotangenta lor, elle sunt pe deplin de-
terminate, cici valorea lor fiind coprinsa intre 0° si
180", semnul liniei lor trigonometrice ne va areta deca
sunt mai mici seu mai mari de 90°, Deca inse anghiul
seu laturea sunt date prin sinusul lor, elle nu mai sunt
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cu totul determinate, cei la ua aceeasi valore positiva
a sinusului correspund doue arcuri, suplementarie unul
altuia.

Pe de alta parte, deca un anghiu seu ua lature vor
fi date prin un cosinus, ua tangenta seu ua cotangenta
negativa, va trebui se ludm nu chiar anghiul seu latu-
rea date de table, ci suplementul lor, cAci numai arcu-
rile coprinse intre 90° si 180° au acelle linii trigonome-
trice negative.

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR DREPTANGHIE.

187. Se scie ci un trianghiu sferic pote se aiba si doue
anghiuri drepte, si chiar trei. Inse in casul cel d’antaiu
se scie ca celle doue laturi cari s opun la anghiurile
drepte sunt fie-care de cite 90° era a treia lature este
egale cu anghiul opus. In casul al doilea céte trelle la-
turile sunt de cite 90° Prin urmare, aceste doue ca-
suri nedand loc la nici ua problema, ne vom ocupa nu-
mai de resolutiunea trianghiurilor ce au numai un an-
ghiu drept.

Acesta resolutiune presenta siesse casuri: 1° cand
se dau celle doue laturi alle anghiului drept; 2° ua la-
ture a anghiului drept si hipotenusa; 3° ua lature a an-
ghiului drept si anghiul oblic adjacent; 4° ua lature a
anghiului drept 'si anghiul oblic opus; 5° hipotenusa si
un anghiu oblic; 6° celle doue anghiuri oblice.

188. Casul 1. Dandu-se laturile b si ¢, se se resolve
trianghiul. '

Se cere a, B, C.

Hipotenusa se va calcula prin formula (5).*

cosa=cosbcosc.

2152
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Anghiurile B si C sunt date prin celle doue din urma,
*164 din formulele ()%, din cari scotem :
tgh tge
th——:sm(: ik sind’
Deca hipotenusa 4 nu este bine determinata prin co-
sinusul seu, vom calcula mai intaiy pe B, si apoi a va
*164 fi dat prin a doua formula (7)*:
tgc
cosB’
Trianghiul are tot-de-ung ua solutiune. -
189. Casul 1. Dandy.se hipotenusa a si laturea b se
se resolve trianghiul.
*162 . Se cautaic, B, 0. Le vom gasi prin (5)%, prima din
::;?34(6)* si prima din (1)***% cari dau:
cosa

tga=

COSC=

sinb :
sinB= cosC=_"2" a
b b
sina

Inse fiind-c4 aceste formule dau elementele necunos-
cute prin sinusul sen cosinusul lor, cari nu le determina
cu destula precisiune in unele casuri, este mai bine a
intrebuintia formulele urmatore, gasite la 167, 169 si
170, cari ne day acelle»sx elemente prin tangenta lor:

¢ g_;_\/ sm(a—b)
sin(a+b)

Aceste formule sunt sl mai comode, cicf nu cer de
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+
cat cautarea a patrulogaritmi : ’me tg Bl sm(a —b),

sin{a+ b), pentru calculul citor trelle elementele.

Pentru ca problema se fie possibile, formulele (@) ne
areta cd trebue se avem:

sinb<sina ;
atunci vom avé assemenea:
cosa<_cosh, tgh<tga,
si vom avé pentru sin B, cosc, cosC valori reale Inse
pentru ca sinb se fie mai mic de c4t sina, deca a<<90°,
trebue se avem: b<<a, seu: b>180°—a; era deca
a>90° b>a, seu: 1<<180°—-a. Canda=90°, sina=1, sl
in acest cas avem tot de-una: sinb<Zsina. Deca aceste
conditiuni sunt implinite, problema are ua singura so-
lutiune, de si anghiul B este dat prin sinusul seu, céci
formula
sinB="28
sina

ne areta ca B sib sunt amendoi de o data inferiori seu
superiori lui 90° cicisinB si sind cresc si se micsioredia
impreuna. Tot prin acesta observatie vom puté alege
pe care din semnele+seu—trebue se ludm in formula

care di pé tg{45°+%} cand intrebuintidm a doua si-

stema de formule.

190. Casul I1L. Dandu se laturea b si anghiul C, se
se resolve trianghiul.

Trebue se se gasesca, a,c,B. Pentru acesta intrebuin-
tidm a doua din formulele (8)*, prima sia patra dm [ i

cosB = cosbsinC, tga= tg% tgc=sinbtgC.

COo

*165 -
*%164
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Deca anghiul B nu e bine determinat prin cosinusul
seu, calculim mai antaiu pe a seu ¢, si pe urma B va
fi dat prin ver una din formulele urmatore :

cotB=cosatgC, cotB=sinccoth.

Trianghiul are tot de-una ua singura solutiune.

191. Casul IV. Se se resolve un trianghiu dreptan-
&hiu cunoscund laturea b si anghiul opus B.

Necunoscutele sunt a,¢,C. Vom intrebuintia prima din biid
formulele (6)*, a treia din (7)** i 'a doua din (8)***: x5

: sinb . tgh . cosB Ligda
Sima=—__, sinc=—2°__ ginC'=
sinB tgl3 cosb’ ()

seu mai bine formulele urmatore, aflate la 168, 171

81 174;
B+b
t’45°+a]~+ ey
S o s
5)

tg

il e (b
5] Y/ BB )
\

2) =V sin(B—p)’
el ' B+b _B-b
fg{4o°+?)=i\/cot 5 cot =

192. Discutne. Ori-cdre din aceste doue sisteme de
formule am intrebuintia, pentru fie care necunoscuta
vom gasi cite doue valori suplementarie, céci primul
sistem ne di necunoscutele prin sinusurile lor*, era cel ;x5
de al doilea coprinde radicale cu semnul duplu. Se ve-
dem dera pe cari din valorile date de aceste equatiuni
trebue se le luam impreuna.

1. Deca b=B, prima sistema d3 :
sina - sinc=sinC=1,
si prin urmare
a=c=0=90",
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In acest cas dera trianghiul este bidreptanghiu.

2°. Deca b<<90°, cosb, tgh sunt positive; si fiind-ca
¢ si C sunt mai mici de cat 180°, adeca sinc si sinC
sunt positive, vedem, dupe formulele (a), ci si tgB si
cosB sunt positive, adeca B<~90°. Pe lunga acestea, a
celeasi formule ne arcta cd < B, caci alt fel sing, sinc,
sinC n’ar avé valori reale. Se presupunem ci aceste

conditiuni sunt implinite tote. Formula
cosa=-cosbcosc
ne areta ca, cosb fiind positiv, cosa si cosc av tot-de-

una acellasiu semn, si prin urmare a si ¢ sunt ameu-
doue de ua data mai mici de 90°, seu de o-data mai
mari de 90°. Equatiunea

: tgc=sinbtgC
ne areta assemenea ca ¢ si C sunt erasi amendoue mai
mici seu amendoue mai mari de 90°. Prin urmare, deca
insemnam cu a’,c’,C’ valorile mai mici de 90° pe cari ni
le dau tablele pentru a,c,C, solutiile problemei vor fi

a=a’, c=c',0=C,

seu

a=180—a‘, c=180"—c’, C=180"—C".

3’. Deca 5>90°, formulele (a) ne areta cd, pentru
ca a.c, C se fie reale si mai mici de 180°, trebue se a-
vem inca B>>90°, si 5>B. Deca aceste conditii vor fi
implinite, in equatiunea

cosa=cosbcosc
cosb fiind negativ, trebue ca cosa si cosc se fie de sem-
ne contrarie, adeca a si ¢ se fie unul superior si altul
inferior lui 90°. De alta parte formula
tge=sinbtgC,
in care sind este positiv, aceta ci tgc si tgC sunt de a-
cellasiu semn, si prin urmars ¢ si C sunt in acellasiu
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timp inferiori seu in acellasiu timp superiori lui 180°,
Insemnand dera erasi cu a',¢',C valorile mai mici de 90°
pe cari le dau tablele pentru a,¢,C, solutiile problemei
vor fi:

a=a’', c=180°—¢’, C=180"—(/,
seu V
a=180'—a’, c=c¢', C—0C%
Tabelul urmator coprinde in resumat tote aceste dis-

cutiuni. ‘
DB A TN 1 solutiune
(trianghiu bidreptanghiu) .
B0V g 0 solutii;
B—90°5=B . "0 wohtii-
590" - a=a’, ’ a=180"—a,
B<90°,b<D; 2solutiije=c’, c=180°—¢’,
C:C',siC=180°——C’;
B9 i g o 0 solutii;
B0 b Blinyios, i solutii;

b=>90° a=a’, a=180"—a,
B>90°5>>B,2 solutii {c=180°—c’, c=c’,
C=180"—C, si C=C..
193. Casul V. Se da hipotenusa a si anghiul oblic
B, si se cere a se resolye trianghiul,

:;fa Necunoscutele &,¢,0 le _calculémm prin formulele (6)*,
***165(7)** si (8)***
cotB
cosa

Deca laturea b nu este bine determinata prin sinusul
seu, vom caleula mai antaiu pe ¢ seu pe C, si apoi vom
avé pe b prin

tgb=sinctgB, tgb=tgacos(.
Problema are tot-de-una ua solutiune unica.

sinb=sinasinB, tgc=tgacosB, tgC=
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194. Casul VI. Dandu-se anghiurile oblice B si C,
se se resolve trianghiul.
Se cauta a,5,c, pre cari le putem avé prin formulele:
cosa=cotBeotC, cosb——SB, cosc=c?sc,
sinC - sinB
seu mai bine prin celle urmatore, gasite la 172 si 173,

cari dau laturile prin tangentele lor :

tg’i=\/cos(1so°—B— o)
2 cos(B—C) ’

b
tgg—\/tg{B;C 450) [B C J

C
tg§=\/ tg{_B;LO—z_La ) [O__B+45°)

Prima formula din a doua sistema ne aréta cd, pen-
tru ca problema se fie possibile, trebue ci: 1° suma
B+C se fie mai mare de 90° si mai mica de 270% 2°dif-
ferentia B—C se fie mai mare de— 90° si mai mica
de+90°% In aceste conditiuni, cos {180°—(B+C)} si
cos (B—C) au valori positive, si prin urmare vom ob-

. a - a3
tine pentru tg?ua valore reale. Tot assemenea valorile

luitgg, tg% vor fi reale. Problema are dera ua sin-

gura solutiune.
ESSEMPLE

Casul 1.
Date.
b=69°34'17"" 3,
c=104°1028",2,
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Formule - Necunoscute.
' i 0Q: "

th=t_i,b, B=70°8 38',%2,
sinc C=103°18'56" 87,

e C—» a=94%411",23.
sind’ -
tgc

toa= .

% cosB

Calculul lui B
logtgh=0,4289162
—logsine=0,0134278
~ logtgB=0,4423440
B=70°8'38" 92
Calculul lui a,
logtg(180°—¢)=0,5976262
—logcosB=0,4689620
logtg(180°—a)=1,0665852
a=94%411/,23.
Casul II.
Date.
a=68°16"28" 4 ;
&=53°2134" 6

{ Calculul Iui C.
logtg(180°—¢)—0,5976262
—logsint—0,0282102
logtg(180°— C)=0,6258364
C=103°1856",87.

Formule. Necunoscute.
t 4810, a—b c=51°3956" 24
Bo=V Bl B=59°44'25" 28 ;
S C=57°36'20" 92 :
fg———
R 2

tgl 45° 2 ) ,

g[ °+2J \/ a—b .
tg

tgg—)—\/ sin(a— b)

sin(a+b)
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Calculul lui e. Calculul lui B.
1ogto‘%”-o 2529847 | logtga;b_o 2529847
logtg L FrRgReat] o s 2”
—2]_ogtg;- 1,3699159 2]00'tg\(4) 2 ]3) 1,1360535

 logtg£=1,6849580 ]ogtg[ )05680268

c=5139:56" 24,
. 45°+_=74°52'12",64,

B=59°44'25",28,
Calculul luz C.

logsin(a—b)=1,4105830
— logsin(a+5)=0,0698591

2logtg§=1,4804421

logtg © —1,7402211
- C=57"36'20",92.
Casul III.
Date. Formule. Necunoscute.

b=65"10'29“.3; cosB=cosbsinC, B=73°28'46~ 79,
O—t23782%5. | tgh a=T1°12:14",99,

cosC’ c=39°52'424,12,
tgc=sind tgC.
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Calculul lui B, Calculul lui a.
‘ logcoshb—1,6230954 logtgh=0,3347957
| logsinC=1,8307665_' —logeosC=0,1332828

logcosB=1,4535619 logtga=0,4680785
B=173°2846",79 a=71°12"14" 99,

Caleulul lui c.

logsind=1,9578911

logtgC=1,9640494

logtge=1,9219405
c=39°5242" 12.

Casul IV.

Date. Formule.
b=56°38'182 ; ;ﬁb‘"
B=74°0"24" 4. ( a } 2

2 tg 454 — |=+ By ittt | e
. g D)
+b)
i 450 c) +\/ sin(B
S Y
A C B+b B-5
tgl45°+?J \/cotT cot 5
Necunoscute.
1* solutia 2* solutia.
a’=59°557" 84, a“=1204'52",16 :
c'=24°17'53",06, c“=155"426"94 -

C'=28°28'3790;  (C“=151°36:22" 10
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Calculul lui a.

logte — B+b

B—b

—logtg > 2 _0,7953323

2logtg(

logt«{40° J 0,5707188

45°+g]=1,1414376

45°+§= 74°57'33",92.
a'=5955"71"84; a"=120%’ 52°,16
Calculul lui c.

logsin(B+5)=1,8746096
——]ogsin(B—b)=0,5053077

2logtg

l
logtg{45°—f—?]=0,1899587

45°+§= 57°8'56" 53.
¢'=24°17'53",06; ¢“=155"42'6" 94,

Calculul lui C,
B;‘ b _1 6538947

logecot

y e

logeot 22 0,7953323

'210gtg[45°+ %=0,4492270

—0,3461053

451 C] 0,3799173
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logtg{45°+_qJ 0,2246135
152 C 5901148 95
1‘2?-— > &
C'=28'23'37",90 ; C“=151°36'22" 10,
Casul V.

Date Formule. Necunoscute.
a=108°37"12",4; sinb—sinasinB, b=46°3"40"54 ;
B=49°32'43" 3. tgc=tgacosB, ¢=62°3330",15;

s cotB . C=69'2819",03.

COSd
Calculul lui b. Calculul lui c.
logsina=1,9766509 logtga=0,4724629
logsinB=1,8813389 logcosB=1,8121415
logsinb=1,8579898 |  logtgc=0,2846044
b=46°8'40" 54. c=62°33"30",15.

Calculul lui C.
- logeotB=1,9308026
—logeosa=0,4958120
logtO'C 0,4266146
C=69°28'19",03.

Casul VI.

Date,
B= 69°2518“,4 ;
C=41°48'37" 8.



BEdeUTmNEA TRIANGHIUBILOR SFERICE 227
Formule.
" cos(180°—B—C) =)
g ? — . s
cos(B—C)

tg«gz\/ (B+C 450J to B 9+450)

Necunoscute.
a=65°10"44",42;
b=58°10'45",96 ;
c=37'14'5",76.

Calculul lui a.
logeos(180°—B — ()=1,5588611
—logcos(B—C)=0,052505 7

21ogtg_;_=f,6113668

logtg = —1,8056834

a=65%10'44" 42,
Calculul lui b.

logthB “2‘ e 45°]=I,2 728250

) =0,2178833

2logfgg=1,4907083

logtg §~=T,7458542
b+58°1045",96.
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Calculul lui c.

logtg(B—;g— 45°]=I,2728250

logtg[c‘);BJr 45"):1_,7821168

2logtg2£=i,o54941s

logtg-;—=f,5274709
c=37°14'5"76.

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR RECTILATERALI

195. Resolutiunea unui trianghiu rectilateral se pote
reduce la resolutiunea unui trianghiu dreptanghiu. In
adever, deca considerAm trianghiul polar A‘B'CY al tri-
anghiului rectilateral dat ABC, anghiul A’ al trianghiu-
’ lui polar va fi egal cu 180°— a=90°
prin urmare trianghiul A'B‘C’ este
dreptanghiu, si I putem resolve. Cu-
noscund elementele Iui A’'B'CY, vom
cunosce si pe alle lui ABC, cari sunt
. suplementare cu ale cellui d’antaiu.

Trianghiurile rectilaterali inse se pot resolve si di-

F175 rect prin formulele ce am dat* si pre cari le putem
transforma in acellasiu mod ci si pre celle relative Ia
*167—174trianghiurile dreptanghie®.

Celle siesse casuri ce se pot presinta la resolutiunea
trianghiurilor rectilaterali sunt : 1° Cand se dau anghiu-
rile B si C; 2° anghiurile A si B; 3° anghiul B si latu-
rea adjacenta c; 4° anghiul B si laturea opusa b; 5° an-
ghiul A si laturea 4 ; 6° laturile b si c.
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196. Casul I. Dandu-se anghiurile B si C alle unui
trianghiu rectilateral, se se resolve irianghiul.

Acest cas sc pote reduce la casul I al resolutiunei
trianghiurilor dreptanghie; se pote inse resolve si direct

prin formulele® : #175

tgB tgC
B sl

sinQ’ ® sinB

seu calculdm mai antaiu laturea b seu c, si pe urma

anghiul A prin ver-una din formulele

cosA=— cosBeosC, tgh—

__tgC . - tgB
oy cosb’ e cosc

Essemplu. Date : B=64°38'4" ,2; 0=52°12'29" 3.

Necunoscute : A=115°12'50",17; b=69°27'41" 23
c=b4"58"52",38.

197. Casul . Dandu-se anghiurile A si B alle unui
trianghiu rectilateral, se se resolye triang hiul.

Acest cas, care se pote reduce la casul IT al resolu-
tiunei trianghiurilor dreptanghie, se pote resolve si di-
rect prin formulele urmatore :

__cosA s sinB .. tgB

Gl
o osB’ sinA tgA’

cari se pot pune sub forma

'8 ‘2—=\/ eotf&%'gcotL2 5

2

to— 2
tg(45°+f]=i S
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tgi=\/8in(@l,
2 sin(A —B)
Essemplu. Date : A=72°28'15".0 ; B=59°13'24" 6.
Necunoscute : C=1263519",8 ; c=122°1'45",3;
b=64"1721" 4.
198. Casul HX. Dandu-se anghiul B si laturea ad-
Jjacenta c, se se resolve truanghiul.

Seu reducem problema la casul III al resolutiunei
trianghiurilor dreptanghie, seu intrebuintiam formulele:

. tgB :
b=cosB tgA=— 5" to(~sinBtgc.
cosv=cosBsinc, tg onc’ 8L sinBige

Deca voim se determ*niam pe b prin tangenta sea,
calculim mai antaiu pe A seu C, si apoi pe b prin una
din relatiunele : '

cotb=—cosAtgc, cotb=sinCcotB.

Lssemplu. Date : B=43'3812" 4 ; c=58'14'8",3.

Necunoscute : 5=37°58'33",03 ; A=118°54"9",98 ;
C=48%1",93.

199. Casul IV. Dandu-se anghiul B si laturea opusa
b, se se resolve trianghuul.

Acest se pote reduce la casul IV al resolutiunei tri-
anghiurilor dreptanghie; inse se pote resolve si prin
formulele :
cosb

sinB .
T 3
cosB

. toB .
SinA = sinC=2" sinc=
sind t

cari se pot transforma in -

i
tg{45°+ ‘?A}:i ’ 22(’
o AT

2
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i bl \/ sin(b+B)
tg\45 +—) sin(b—B)’

tg{45°+%)=i‘\/cotb : Bcotb_‘f)—B

-l

Problema pote se aiba doue solutiuni, ua solutiune
seu nici una; solutiile se pot alege prin nisce conside-
ratiuni analoge cu celle de la § 192,

Essemplu. Date: B=53°18'38" .0 ; b=T4"15'28" 8.

Necunoscute. Prima solutie: A'= 123°34'40",65 ;
C'=22°1845" 59 ; ¢'=27°0'22" ,08. 1

A doua solutie: A"=56°25'19",35; C"=157°46'14",41
¢"=152°5937",92.

200. Casul V. Dandu-se anghiul A si laturea b,
se resolve trianghiul.

Putem aplica resolutiunea casului V de la trianghiu

rile dreptanghie, seu formulele :
cotb

cosA’
si_deca voim se avem pe B prin tangenta sea, calcu-
land mai antaiu pe C seu ¢, vom avé:
tgB =sinCtgb, seu: tgB=—tgAcosc.

Essemplu. Date: A=96°15'32",7;56=80°317" 5.

Necunoscute: B=78°15'57".72; C 57°34'55",09 ;
¢=581'37" 54,

201. Casul VI. Dandu-se laturile b si ¢, se se resolve
trianghiul. ;

Problema se pote reduce la casul VI al resolutiunei
trianghiurilor dreptanghie, seu se pote resolve dedrep-
tul prin:

sinB=sinAsin), tgC=—tgAcosb, tgc=—

cosb cosC
cosA=—cotbcose, cosB="%Y LR SeoRtl=

sine sinb
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cari se pot transforma in :

whoy /om0
2 cos(180°—b—c)

By bto), T b—c)
tgo=\/ tg —45°+" " Clto 4504 2 —€)
53 \/g{ +2Jg\ it

C ‘(\FF c]‘g{ ST Blisey
8o\ / tg]| —45°1 7T ol _4pe b—0)
i \/ 2 2 AR ]
Essemplu. Date : b=78°1326",4 ; c=63°29'53" 8.
Necunoscute : A=95°1759",8 ; B=76°49'3" 88;
C=63°33'0",38. :

OBSERVARE.

202. Nu numai resolutiunea trianghiurilor rectilate-
rali se pote reduce la resolutiunea trianghiurilor drept-
anghie, c¢i, in unele casuri particulari, se pote face as-
semenea si pentru un trianghiu ore-care.

1°. Deca trianghiul are doue laturi egale, a si b, seu
doue anghiuri egale, A si B, el este ~isoscel; prin ur-

¢ mare, ducund arcul CD perpendicular

pe base, vom imparti trianghiul dat in

6 " doue trianghiuri dreptanghie egali, si in
fie-care din acestea vom cunosce, afora

ST de anghiul drept, ua lature seu un an-

ghiu dat, si ver-un alt element, tot dat; resolvend unul
din aceste trianghiuri dreptanghie, vom cunosce si ele-
mentele trianghiului dat. :

2° Deca printre elementele date se afla doue laturi,
a si b, seu doue anghiuri, A si B, suplementare, pre-
lungind laturile  si ¢ pene la intalnirea lor in B', vom
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la h 4 182

- forma un al doilea trianghiu, AB'C,
careesteisoscel; cici deca a+b=180%
{ avem assemenea: a+CB’=180% deci
b=cB’; era deca A+ B=180° avem:
B’ =8\ B AC+A= 160“ deci B'=B'AC. Vomresolve
dera trianghiul B'CA (}esfacundul in doua trianghiuri
dreptanghie egale, precum am dis mai sus, si din ele-
mentele Iui vom deduce pe alle trianghiului dat.

RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR ORI-CARI.

203. Resolutiunea trlanghiurilor sferice ore-cari pre:
senta siesse casuri: 1° Cand se dau celle trei laturi 2°
celle trei anghiuri; 3° doue laturi si anghiul coprins in-
tre elle; 4° doue anghiuri si laturea coprinsa intre elle ;
5" doue laturi si anghiul opus la una din elle; 6° doue
anghiuri si laturea opusa la una din elle.

Aceste siesse casuri se pot reduce la trei prin con-
sideratiunea trianghiului polar. In adever, avend, spre
essemplu, a resolve trianghiul ABC in care sunt cunos-
cute laturile @ si b si anghiul coprins C, in trianghiul
polar A'B’C’ vom cunosce: A'=180°—a, B'=180"—b,
¢'=180°—C, adeca doue anghiuri si laturea coprinsa
intre elle. Calculand elementele ¢, A, B alle lui ABC,
vom cunosce si elementele C'=180°—c, a’=180°—A,
b'=180"—B alle lui A'B'C'. Vedem dera ci casul III
si IV se pot resolve unul prin altul. Assemenea este si
pentru casul I cu I, pentru V eu VI.

204 Casul 1. Dandu-se laturile a, b, ¢, se se resolve
trianghiul. ;

Anghiurile A,B,C se calculedia prin formulele (1),(2)
seu (3)*; se prefera inse celle din urma:

*177
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#186

*178
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sk _\/ sin(p— B)sin(p—c)
2 % sinpsin(p—a)
)

tg% =\/§(p ~ a)sin(p—c)

bl

)

sinpsin(p—b)

Eotal \/@p—a)sin(p— b)
2 sinpsin(p —c)
a+b+c
2

Escesul sferic se pote calcula direct prin formula®

in cari p=

mL_\/ P p—a p—b p-c
S tg2ththtg i

Pentru ca problema se aiba ua solutiune, trebue®:
1° ca suma laturilor se fie mai mica de ct 360 2° cq
fie-care lature se fie mai mica de cAt suma cellor alte
doue. Deca prima conditiune n'ar fi implinita, sinp ar
fi negativ; deca cea de a doua n’ar fi implinita, si am
avé, spre essemplu, a>b L c, sin(p—a) ar fi negativ, era
sinp, sin(p—b), sinfp—c) ar fi positive. In ambele ca-
suri radicalele coprindiend quantitati negative, am av¢é

A B G s, el d
pentru tg—z—. tg 3" tg?, nisce valori imaginarie.
205. Casul I1. Dandu se anghiurile A,B,C, se se re-
solve trianghiul,
Laturile se pot caicula prin formulele (4), (5) seu (6)%;
se intrebuintiedia inse de preferintia formulele (6) cari

dau laturile prin tangentele lor:

tgf_= Si1_1-§ sin[A ——2-)
2 : o or
sm[B— J sm(C~~2iJ

|



RESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR SFERICE

/ sm~-s1n B—2]
: gz \

A 29l S
sm )sm (C 5 ]

i L :
M \/ sm-g sm(C-—g)
: sin[A— EJ l
2

(10
o
ot

— |sin \B—E]

Problema are ua solutiune unica deca: 1° jumetatea
escesului sferic - este coprinsa intre 0°si 180°; 2° deca
fie-care anghiu este mai mare de cit jumetatea escesu-
lui sferic. Deca una din aceste conditii n’ar fiimplinita,

am obtine pentru tgg, tgg, tg% valori imaginarie.

-

206. Casul 111. Dandu-se laturile a si b si angﬁiul
coprins C, se se resolve trianghiul.

Trianghiul este tot-de-una possibile. Anghiurile A
si B se pot determina prin antaia si a doua din analo-

giele lui Napier®.

Mt i
A+B 2 @
tg = cot—
cosgtb 2’
9
Al
i A-B & cotC
£ 9 i
2

cari dau suma si diferentia Iui A si B, din cunoscintia
carora vom puté deduce chiar pe A si B. Laturea c se

E1RO



236 CURS DE TRIGONOMETRIA

va calcula pe urma prin ver-una din celle-alte doue a-
nalogii:
A+B
cos
LB 2 i atb
N 8 3
cos
2
sinATB
FE e B e 5
Sin 5

207. De multe ori este necesitate a se calcula direct

*15g laturea c; atunci intrebuintidm formulele (1)*, cari dau:
cosc=cosacosb+sinasinbcos(.

#61, ess. 1. Acesta formula, facuta calculabile prin logaritmi*,

devine :
cosbeos(a—:
COSC=“\('_),
“ oSy
in care

tge=tgbcosC.
Anghiul B inca se pote calcula direct cu ajutorul an-
*161 ghiului aussiliar ¢ ; in adever, a patra din relatiunile (3)*:
cotbsina=cosacosC+sinC‘cotB,
da:
sinCcot‘= cotbsina —cosacosC=coth (sina— ideost)
\ coth
=cotb(sina—cosatgbcos(),
si punand erasi: tge—tghcosC,
sinCeotB=cotb(sina—cosatg s)=cotp LA COS7—COSa 8in -
Ccos?
__ cotbsin(a—s)
ik coss
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Inse din:
tge=tgbeosC,
avem :
e cosC,
tge

s1 acesta valore, pusa in equatia din urma, di:
cosCsin(a—y) cosCsin(a-9)

sinCcotB= = ¢
cose tgo sing
seu 1n fine,
iR cotCsm(a—p)
Slnq) 1
Tot assemenea, prima din formulele (3)* deviné: *161
in(b—y
i A=cotCs.)n(b ,),
sind
punend :

tgi=tgacosC.
208. Intrebuintiarea anghiurilor aussiliare ¢ si¢face
tot una ca si cand am descompune trianghiul dat in
doue trianghiuri dreptanghie. In adever, ducund AD
perpendicular pe CB, trianghiul dreptanghiu ACD da:* #164,(7)
C tgCD=tgbcosC=tgs,
¢ seu
¢ CD=s.
g Avem dera din acellasiu triagghiu:
A= cosAD="" tgAD= ©
coss’ cotC
Trianghiul ADB, in care DB=a--CD=a—s, da:
cosc=cosADcosDB=c———OSbcos(a—?),
Ccosy
CoiB sinDB & cotCefin(a—q)) ;
tgAD siny




*180

*161

*160

sl punend

cari sunt tocmai formulele gasite mai sus. Tot asseme-
nea vom gasi si formula care d3 pe A, lasand un are
perpendicular din B pe AC.

209. Casul 1V. Dandu-se doue anghiuri A si B s
laturea coprinsa ¢, se se resolve trianghiul,

Problema are tot de-una ua solutiune unica. Latu-
rile a si b se calculedia prin celle doue din urma din
analogiele Jui Napier:

A-B . A—B

MO e ) T,
S et e g
COS 2 2 Sin -

Anghiul C se va caleula in urma prin ver-una din
celle alte doue analogii :

cosa+b sini+b

cotC——fh 2 taAiB cotg e t _A:£
I a—b o] 9 E = e i 9 .
cos 5 sin

210. Pentru a obtine direct angh.iu{ C, intrebuintiam
pe a treia din formulele (4)*:
cosC=—cosAcosB +sinAsinBeosc
=cosB(—co:A+ sinAthcosc),

coty=tgBeosc,
acesta equatiune devine :
cosBsin(A—o)
Sing ?
Laturile a si b pot assem:nea, se se obtina in parte
prin urmatorele din formulele (3)*:

cosC=
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cotasinc=cosccosB+ sinBcotA

cotbsinc=cosccosA +sinAcotB (2)
Pe a doua o transformam in modul urmator :
cotbsinc - cotB{W +sinA \}
\ cotB .
=cotB(cosAcosctgB+sinA),
si punend erasi:
cote=tgBcose, (b)
avem:
cotbsinc=cotB(cotscosA -+ sinA)=cotB E)i(,A_q-') !
sing
si fiind-ca, dupe (b), '
cotBs G08¢ — cose 212?
cote CO8¢
AR cos.r“sm‘w sm(A—q»)_cotccos(A;w)'
sincsin ¢ cose Cose

Prima din formulele (@) se transforma in acellasiu

mod punend
coti=tgAcosc,
si devine:
cotccos(B—y)
cosy

211. Acesta a doua metoda de resolutiune se pote
interpreta erasi prin descompunerea trianghiului dat
in doue trianghiuri dreptanghie; in adever, ducund ar- ..
cul AD perpendicular pe BC, trianghiul dreptanghiu
BAD da*: #165,(8)
cotBAD = cosctgB = cote,

cota=

seu
BAD=y.
Apoi, din acellasiu trianghiu, avem :
cosAD)— CosB  eosB ; AD=cosBAD= cosy

sinBAD  sins cote cotc
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Trianghiul DAC, in care CAD=A—y, di:
cosC=cosADsinCAD=M.

sing
coth—C0SCAD _cotecos(A—s)
tgAD = cose

Am puté assemenea obtine pe a ducund din B un
arc perpendicular pe AC,
212. Casul V. Dandu-se doue laturi,a sib, st anghiul
A opus la a, se se resolye trianghiul.
Vom calcula mai antaiu anghiul B prin formula
sinbsinA
sina
care dd anghiul B prin sinusul seu; asia-dera vom avé
pentru B doue valori, suplementarie una alteia.
Celle-alte doue necunoscute, C sic, se vor calcula
#1809 apol prin analogiile lui Napier* :

a—b A+B .a—b A_B

sinB=

! o cosig -cof 5 _sm 3 cot ——2“
AR T i e
cos S
9
iy _cosA;—Btga—;—b sin‘i“?’ig gaz;b
e A B AR
cos e sin 5

Fiind-cA am gasit pentru B doue valori, aceste for-
i Q0 :
mule ne vor da erasi pentru 385 cite .doue valori.

Inse, fiind-cd nu admitem de cat valorile lui —gsi%

-l
*155 coprinse intre 0° si 90%, vom introduce in formulele
de sus numai acelle valori alle lui B eari vor face pe
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tg~C2—si tg2£ positive. Pentru acesta trebue ca diferen-

tiele a— b si'A—B se fie de acellasiu semn; vom lua
dera numai acelle valori alle lui B cari vor face diffe-
rentiele a—b si A—B de acellasiu semn.
213. Elementele ¢ si C se pot calcula si de dreptul
prin formulele :
cosa=cosbcosc-tsinbsinccosA,
cotasinb=cosbcosC+sinCeotA.

Prima din aceste formule devine :
cosa=cosb(cosct+tgbsinccotA),

si punend
tge=tgbcosA,
cosa:COSb(COSC‘!—siHCtgw)=cosbc°s(c—"))
COS¢
de unde
cos(c—p)="082C087 ®

\ cosb
Din a doua formula scotem :
cotasinh=cotAcosC(cosbtgA+tgC),
si punend
coti=cosltgA,

_de unde

cotA=@,

cotd
avem :
cotasinh—c030cosC cos(C—) _cos(C—y)cosd
coty  sinleosC  cost .
de unde X
cos(C—y)=cotacositgb. )

In formulele (a) si (b) anghiurile ¢ si¢ fiind mai miei
16
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de 90 cose si cos! sunt positive; prin urmare cos(c—o)
va fi positivdeca cosa si cosb vor fi de acellasiu semn
si negativ deca cosa si cosb vor fi de semne contrarie.
Assemenea, cos(C—1) va fi positiv deca cota si tgb vor
fi de acellasiu semn, si negativ in casul contrariu. Din
-acestea resulta ci ¢>¢ si C>¥ deca a si b sunt de o
data mai mari seu mai mici de 907 si c<Te 8i C<¥,
deca a si b sunt unul mai mare si altul mai mic de 90°.

214. Discutiune. Formulele ce am dat pentru reso-
tiunea casului V ne pot areta imediat, chiar prin date,
deca problema are ua solutiune. doue seu nici una, si
ne dau si valor le acestor solutiuni, Cu tote acestea este
utile a studia mai de aprope diferitele circumstantie
alle problemei.

Formulele intrebuintiate sunt:
sinbsinA

sinB= —, (a)
sina
A-|B a—>b A—-B. a—»b
cot Ccos —— cot B i,

¢ C_ 2 2 7, 2 2 (h)

T e o oth

2 2

5 tg +—l?cos AjB t a_;b _AiB,

g — s R SN S &
&9 A_B o A ©

COS—?-. sin =

Deca a=b, formula (a) ne areta ci si A=B; atunci
primele din formulele (b) si (¢) ne dau:

cot—gL =tgAcosa, tg% =tgacosA.

BEE o .
Pentru ca se avem pentru 3 85 valori intre 0° si
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90°, trebue ca tgA si cosa, tga si cosA se fie de acellasiu
semn, si pentru acesta trebue ca a si A se fie amendoi
de odata inferiori seu superiori lui 90°. Deca acesta
conditie e implinita, problema are ua solutiune unica.

Se trecem la casul general. Pentru ca se avem ua
solutiune a problemei, trebue c SI“:::A e fie coprins
vl intre 0 si+1; atunci vom avé pentru B doue valori, M
. si M, suplementarie una alteia (M+M'=180° si deca
M<90° M<<M'). Inse am vediut* cd pentru ca aceste
valori se fie solutiuni reale ale probleimnei, trebue ca se
fie ast fel incht se faca diferenticle A—B si a—b de a-
cellasiu semn. Va trebui dera se avem A—M de acel-
lasiu semn cua —b, si A—M’ de acellasiu semn cu a—>.

1°. Fie A<<90° si 5<90°.

Deca a<lb, %}Z—>1 si formula (a) ne areta ci
sinB>sinA, adeca B>A; si prin urmare punend in
loc de B solutiunile selle. M>A si M’ >A; avem dera
doue solutiuni, cici atat diferentiele A—-M si A — M,
cat si diferentia a— b, sunt negative.

Deca a>b si a+1<<180° avem : b<180°—a si
sinb<'sina ; formula (a) ne areta atunci ci sinB<'sinA ;
prin urmare M<CA. Inse M fiind mai mare de 90° si
si A<<90°% avem. M>A. Diferentia A—M este dera
positiva, ca si a—b, pe cand A—M’ este negativa ; asia-
dera n’avem de cit ua singura solutiune, care este M.

Deca a>b si a+5=180°, avem: 1=180"—a, sinb= sina;
formula (a) areta atunci ci sinB=sinA, seu B=A: decl.
M=A, era M'>A, cici am presupus ca M=>M. Asia-dera

diferentia A—DM se reduce la zero si A—M’ este nega-

o) g4
4.2'3
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tiva, pe cand a—b egte positiva; deci problema n’are
nici ua solutiune.

Deca a>b si a+5>180°, 5>>180°—g4 & sind>sing ;
atunci, dupe (a), sinB>sinA ; ar trebui dera se avem :
M>A si M">A; inse, deca ar £ ast-fel, diferentiele
A—Msi A—M arfi negative, pe cand a—b este posi-
tiva; asia dera ambele aceste solutiuni trebue lasate la
ua parte. '

2°. Fie A<C90° si 5=90°,

. 1 sin
In acest cas formula (a) devine: sinB— : & ; deca
sina

a<b, sina<l, si prin urmare sinB>>sinA, M>A, sia
fortiori M'>A. Asia-dera diferentiele g —p A—M,
precum si a—b cu A—M’, sunt impreuna negative;
problema are dera doue solutiuni.

Deca a>>b, diferentia a—b este positiva, pe cand

—M si A—M’sunt negative, si nuavem nici o solutiune,

Deca a—b, diferentiele a—b si A—M se reduc la
zero, era A—DM’ este negativa; deci erasi nu avem nici
ua solutiune,

3" Fie A<T90° si 5>90°.

Deca a<b si a+b<180° b<<180°—gq si sinb>sina
(cdci in al doilea cadran sinusurile sunt cu atit mai mici
cu cit sunt arcele mai mari). Formula (a) ne areta a-
tunci ci sinB>>sinA, M>A, si a fortiori M>A. Dife-
rentiele A —M si A—M" sunt dera negative, ca sig —5:
avem doue solutiuni,

Deca a<bsi atb=180° avem :6=180"—ga, sinb=sing :
atunci M=A sj M'>A; numai a doua solutiune convine
problemei, cci diferentiele A—DMM’ a—b sunt amen-
doue negative, pe cand A — M=0),




Deca a<ch si a +56>180°, 5>180°—a si sinb—sina;

atunci sinB<lsinA si M<'A; inse M'>A, céci A<900°,
era M>90°. A doua valore convine problemei, era cea
d’antaiu trebue lasata la ua parte.
‘ Deca a>b, sina<lsind, cici a si b sunt in cadranul
al doilea. Formula (a) ne dd atunci: sinB>sinA, M>A
si M>A. Diferentiele A—M si A—M’ fiind negative,
pe cand a —b este positiv, nu avem nici ua solutiune.

Deca a-b, avem inca: sinB—=sinA, M “A si M'>A.
Diferentiele A—M si a—& se reduc la zero, pe cand
A—DM’ este negativa: nu este nici ua squtiune.

Discutiunea hipoteselor A—90° si A~90° se face cu
totul in acellasiu mod, si de acea nu vom insista asu-

pra ei; ne multiamim numai a insera resultatele in ur-
matorul tabel:
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St T e 2 solutiuni;

L G o N e R (e 1 solutiune;
e a>b, a+b<180° . . . . 1 solutiune;
a<b, a+b=seu>>180° . 0 solutiuni;

A<900 b_900[4<b ........... 2 solutiuni;

e eggeh e o 0- solutiuni ;
[a<b, a+b<<180° . . . . 2 solutiuni;
| 0>90%a<b, a+b=seu>180° . 1 solutiune ;
{ [a=seu>b ........ 0 solutiuni;
A=geu<Di. o, v, 0 solutiuni;

b<90°a>b, a+b5<180° . . . . 1 solutiune;
[a>b, a+b=seu>180" . 0 solutiuni;

_qno/@=b . . . . ua infinitate de solutiuni :
Aty b—goo{a<seu>b ........ 0 solutiuni;7
[a<b, a+b=seu<{180°. . 0 solutiuni;

a<b,a+b>180° . . . . 1 solutiune;
i Deg AR e g e 0 solutiuni;

b>90°[
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| [a:’ HOMED L L ek 0 solutiuni ;
b<{90°a>b, a+b=seu<<180° . 1 solutiune ;

la>b, at5>180° . . | 2 solutiuni ;

b_goo{ar BT T R e 0 solutiuni ;

TGO TR L S e B 2 solutiuni;
!a<b. a+b=seu<180° . 0 solutiuni ;
0j8<b, a+b>180° . . . .. 1 solutiune :
b0 a=b’ ........... 1 so]utiune;

' Qb0 sy 15 2 solutiuni.

215. Casul VI. Dandu-se doue anghiuri A si B si la-
turea a opusa la A, se se resolye trianghiul.
Vom calcula pe b prin formula
singsinB @)
sinA '’
si apoi calculim pe C si ¢ prin analogiile Iui Napier:

Sinb—

2 a+b i . a+b :
COSs Sin ‘9,_
: 7 (b)
cosj}LBt g n siné‘*_—B t 4ot
tgim___ 2 g_2 £ 2*_g._,2_,'
2ol A—Bas 7 g
003-2 o sin

216. Formula (a) determinand pe b prin sinusul seu,
da doue valori pentru &, m si w’, ast-fel cAm +m'=180",
Inse fiind-cA noi cautdm numai valorile elementelor co

prinse intre 0° si 180°, trebue ca espressiunea lui tg 2'

R
s1tg 3 data de formulele (0), se fie positiva, si pentru a-
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cesta trebue ca diferentiele a—b si A—B se fie de acel-
lasiu semn. Prin urmare din celle doue valori gasite
pentru b nu vom admite de cit pe acellea cari vor im-
plini acesta conditiune. Cu modul acesta vom cunosce
numerul solutiunilor reale alle problemei.

Discutiunea completa a formulelor (a) si (b) se face
intocmai ca si pemtru casul precedinte*; de acea nu w4
vom mai reveni asupra ei.

Casul V si VI al resolutiunei trianghiurilor sferice
ore-cari primesc de multe ori numele de casuri indoiose
alle irianghiw ilor sferice, cici pote fi la prima vedere
ore-care nesecurantia asupra valorilor lui B seu b cari
convin problemei Inse acesta nesecurantia dispare in-
data ce se esaminedia cu atentiune datele problemei.

217. Elementele C si ¢ se pot determina si direct
prin formulele

cosA=—cosBcosC+sinBsinCcosa,
cotasinc=cosccosB+sinBcotA.

Punend in prima din aceste formule

coty=cosatgB
§i in a doua
cote= . 90 a—,
cosB
elle devin, dupe nisce transformari analoge cu celle de
la casul precedinte :

SO )= cosAsiny
cosB

sin(c —)=sine cotAtgB.
In aceste formule, fiind-ci siny si sins sunt positive,
sin(C—¢) va fi positiv, adeca C>¢, deca cosA si cosB
sunt de acellasiu semn; si sin(C—1) va fi negativ, ade-

bl
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ca C<y, deca cosA si cosB sunt de semne contrarie.
Assemenea sin(c—v) este positiv, si prin urmare ¢ > .
deca cotA si tgB sunt de acellasiu semn, si sin(c—e¢) este
este negativ, adeca c<y, in casul contrariu.

Din acestea resulta ca diferenticle c—¢ si C—¢ sunt
tot de-una de acellasiu semn, positiv deca A si B sunt
tot de o data superiore seu inferiore lui 907 negativ
deca unul e mai mare si altul mai mic de 90°.

ESSEMPLE

Casul 1.
‘Date Formule.

a= 84°19'34~2; tgg_: \/ sin(p—b)sin(p—c)
b= 68°29'7' 6. 2 sinpsin(p—a)
¢=108'34,17",0. ;

ey S i)
BN

sinpsin(p—»5)

b}

— S

tg Q=\/ _;ﬁp-aﬁﬁfp —b)
2 sinpsin(p—c)

)

S EEEY o SIS

tga—:\/f P2, pb p-c
1 o te gt tgi o

Necunoscute.

A— 75°%0'40 58
B= 65°142" 32
C=112"31'52~,92;
= 73924'1572,
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Calculul lui A. " Calculul lui C.

logsin(p—'b)=i,9467618  logsin(p—a) =—LS59591‘3
logsin(p—c)=1,5758220 | logsin(p—b)=1,9467618

—logsinp=0,1201984 —logsinp =0,1201984
| —logsin(p—a)=0,1404087 —logsin(p—c)=0.4241780
; 2logtg%=i7831909 | 2logtg§;0,3507295

logtg%:f,8915955 | 10gtg%=0,1753648
A=T5%040"58, C—112°31'52"92.
Calculul lui B. \ Calculul lui -.

logsin(p—a)=1,8595913 |
logsin(p—c)—1,5758220 | logtgl—0,3382048
—logsinp=0,1201984 p—a -
—logsin(p—b)=0,0532382 |  logtg"—=1,6316897

Bl gl
2logtg =1,6088499 logtgl’_z_”=1,7805410

B i Lt
logtg" =1,8044250 logtgl’_2_0=1,2910763
B=65°1"42",32.

2logtgi=1—,0415118

logtgi=f,5 207559

«=73°24'15,72.

VERIFICARE
A-+B+C—180"=:=73°24'15",82 (diff. totale0*,1).
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Casul 1L
Date.
A=98'32'28/,6 ;
B=83%25104 ;
C=113395 16

Formule,
sin— s"n(A——i
a
oy

Calculul lui a,
1ogsin_;=I,9275295

logsin[A—i ~1,8145659

N

—logsin{B—% I

- |=0,0821859 |

—logsin{ C—

l\l"‘

210gtg;

]0gtg‘21—=0,0943005

a=102'20'39" 48.

0,3643198

0,1886011

Necunoscute.
a=102°20'39,48 ;

] b=T854'38" 54

c=115°12" 26" 66

Calculul lui b,
1 logsm-_l 9275295

3

| logsm(B ]:1,6356802

l\D

—Jogsin[A—f)=0,1854341
‘)_0,0821859
B it

2logtg£—I 8308297

Do

—logsin{

logtgl—;=l,9l54l49
b=78°54’38",54.
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Calculul lui c.
logsin§=f,9275295

logsin (C —

P

—logsin {A TG

—logsin[B—i]=O,3643198

]=0,1854341

9

=

2logtg ;_=0,3950975

logtg %:0,1975488

c=115°12'26",66.
Casul 1IL
Date.
a—53"1528" 4
b=44°43'52" 0 ;
C=17320'48" 6.

Formule. Necunoscute.
a—>b A=71°26'0",80;
B=56"21"41",66;

COS

TRl
PE TR
cos =~

]-_:T,9178141

c=h4"51",70.
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Calculul Iui A +B ' Calculul lui A si B
a—b - . A+B=127°47'49" 46
=1,9987966 | ;
2 - A—B=15%%19~14
C i A=T71260“80

1 t—=0,1280446 ’
08%0%kg B-56°21'41,66.
Cal ulul lui .

logcos

--logcosa;b —0,1830091

| 5
s | logsin A;B=1,9532807
logtg =~ ~0,30985 03 | et
Ihe —7 _9,8724349
AyB=127947'42" 46. | °8%® 5
Gl 2“’ s ST A‘2‘3=o,3822351
logsin Y7 _3 8712315 |

o | 10gtg§-=i,7079507
logeot——0,1280446 |
i ey | c=54%5'1"70.
—logsin "‘;bzo,1222563 |

—B

~1,1215324 |

logtg A
A—-B=15°4194,14. J!
CALCULUL DIRECT AL LUI c.
Formule.
tg o =tgbcosC;
cosbcos(a—v)

COSC=
; COsy
Calculul lui ¢ Calculul lui c.
logtgh=1,9959236 logcosb=1,8515136
_logeosC=1,4572421  logcos(a—s)=1,8999971
logtge=1,4531657. - —logcosw=_0,0168323,
»=15%057",31. logeosc=1,7683430

c=54"5'1",72(diff. 0”,02).
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Casul IV.

Date,

A=—120°23'5",8 ;
B=75°:0%,0;
c=3848'22" 2,

Formule
: a-Eb L 2 y
8 9 Toopag g
cos
2
s Eal
sin
: a-b__ 2 ¢ c
5 LAEH 5
sin
2
sin a+b—
cot—C— 2 tA—B
T & 2
sin 5

‘Calculul lui a+b.

Iog0082]%=i,9650081

logtg>—T,5463092

AB

~logcos 5 =0,8733622

aib

“logtg: =0,3851795

a+b=135°13"25",70.

|

Necunoscute.

a=75"25'9" 28 ;
b=59°48'16",42.
C=38'43'2" 24,

Calculul lui a—Db.

logsin® B _T 5863451

logtg—; —1,5468092

A‘2”3=0,0039260

—logsin

logtga—;_b.zi,1370803

a—b=15"36'52" ,86.
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Calculul lui a si b. |  Calculul lui C.
atB=185°1305400 | b Ghhihe .
] ‘ ] =1 6' 9 ’p
Ty T b e
PR DT T g e (R e
/ logt =1,62138370
b=59°1816",49. ogtg—

| —logsin“_;’?=o,ses9642

logcot g—=0,4542669
C=38%3'2",24,

CALCULUL DIRECT AL LUI C.
Formule,
coty=tgBecosc;
cosBsin(A—v)

cosC= :
sin?

Calculul lui ». ? Calculul Iui C.
logtgB=0,5719475 | logcosB=1.4129962
logeosc=1,8916883  logsin(A—¢)=1,9913315

~ logeots=0,4636358 —logsiny=0,4879013
+=18'58'31,22. " jogc0sC=1,8922290
- 0=38°43'2",33 (diff.0”,09).
Casul V.

“Date.
a==105°31'42",3 ;
b=83"43"13"5;
A=113°3815" 4.

Formule.
sinbsinA

B .
~ sina
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sin @b
t E—WQ cot—é—_ B
b T T e g
sin
%
.. A¥LB
i sin 5 o b_
ey Y
sin-— _
Necunoscute.
1# solutie. 2% solutie.

B'=70°536,16;
C'=51°46'54",16;
¢'=5543'16",98.

B“=109°4'93" 81 ;
C“=156"16'53",52 ;
¢“=154°38'20",68.

Calculul lui B.
logsind=1,9973864
logsinA=1,9619427
—logsina=0,0161493
~ logsinB=1,9754784

1? solutie.
B'=170"536",186.
Calculul lui ¢,
logsina_;b=l_,2768385

logcotA_;]i=0,4078244

—1ogsin‘iiz'_b=o,0014161

logtg 92’_;1‘,6860790
0'=5146:54",16.

2% solutie.
B“=109°4'23",84.
Calculul lui C“.
logsina—T‘b=1-,2768385

A-B“

logcot =1,3995467

—-logsinﬁ";=0,0014],61

logtg%_'=0,6778013

C"=156°16"53",52.
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Caleulul Iui ¢ Calculul lui ¢”.

|
AR | el
logsin®t B T 9996554 | logsin®*2_7,9691079
'
Iogtga;b _1,2847511, | ; “logig ";b~="1,2847511
o SR | ot O
—logsin =0,4387163 | —logsin =1,3998912
o |
1ogtg;_=i,7231228 | 1ogtg52.=0,6537502
¢'=554316" 98, | ¢’ =1545820" 68.

CALCULUL DIRECT AL LUI ¢ SI ¢”.

Formule.

coté=cosbtgA ;
“cos(4—C)=cotacos ¢ tgb.

Calculul lui 4. l Calculul lui C.
logcosb=1,0389384 | logcota=_f,4438241
logtgA=0,3588520 ' logcosy=1,3846347
logeot 4 =1,3977904 - logtgn=0,9584480

=104°153",76. | logcos(s—C)=1,7869068.

12 solutie,
4—C'=52°14'59",56 ‘
C'=5146'54",20(diff.0 " 04).
22 solutie.

C'— y=52'14'59" 56
C"==156°16'53" ,32(diff.0" ,20).
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CALCULUL DIRECT AL LUI ¢ ST ¢,
Formule.
tge=tgbcosA ;
§) 008208 9.

- cos(e
2 ( cosbh

Calculul lui ». ! Calculul lui c.
logtgb=0,9584480 j logeosa=1,4276747
lovcosA 1, 6030908 ! logcos ¢ oeeT ,4226919
]oo-tgo =0 0615088 ' —IOgCOSb 0,9610616
2=105°2048"78. I logcos(c——;>)-—1,8114282.
12 solutie.
o —c'=49'3731",18;
c'=55°43’17”,00(diﬁ’.0",02).
22 solutie.
—9=49°3731",18;
c"==15458:2(0" 56(diﬁ'.0” ,12).
Casul VI
Date,
A=65°1532#4 ;
B-=5823'48,6 ;
a=73%428" 2,

Formule Necunoscute.
., 8inasinB b=64°10-13,69 ;
sinb="_"""
sinA C=112°"14~,68.
dl a—b - ¢=101%41'17~44.,
gl i | S
ST atb 2t
mn-—
2
SlillA-aLB
C 2 a—b
s T L
S5

9 ; 17
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Calculul lui b.
logsina=1,9521882
logsinB=1,9302856

—logsinA=0,0418143
logsinb=1,9542881
b=64°10"13",69.
Calculul lui C. : Calculul lui c.

logsin®—0-39195219 | logsinA+B _T 9452339
gein®_ | log

logcotA;B=1,2221718 | logtg “2_” 260
ogein “'2”’=0,0300337 | —logsinA;B=1,2229509
logtg§=0,1717274 logtgi; ~0,0892158
C—112%14+,68, c=101%4117" 44,

CALCULUL DIRECT AL LUI C.

Formule.
cot ¢ =cosatgB ;

Sin(C—¢)— cosAsm+ :

logcosa—1,4481319 logcosA“l 6217132
logtgB=0,2109270 logsiny—1,9589618
logcoty=1,6590589. —logeosB=0,2806414
4=652856",38. logsin(C—¢)—1,8613164
C=¢=463618~,14

C=11214~,52.
(diff. 0+,16)-

Calculul lui ¢. / Calculul lui C.
|
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CALCULUL DIRECT AL LUI c.

Formule.

St cota
o= ;
cosB ’

sin(¢—e)=sin v cotAtgB.

Calculul lui o. Calculul lui c.

—logcosB=0,2806414 logcotA=1,6685274
logeote=1,7465851 __ logtgB=0,2109270
v=60°5028+,47. | iogsin(c—s)=1,8156044

! c—¢==40°5048~ 85

: | ¢=101°4117+82

| (diff.0",12).
ESPRESSIUNEA IN LUNGIME A LATURILOR.

|
|
logeota=1,4659437 ‘ logsine=1,9411500
|
|

- 218. Pene acum laturile a,b,c alle unui trianghiu sfe-
ric au fost tot-de-una esprimate in grade, minute si se-
cunde, si radia sferei a fost tot-de-una presupusa egale
cuunitatea. Se pote inse calcula si lungimea linearia a
unei laturideca se cunosce numerul de grade continut
intr'ensa, si lungimes radiei R a sferei.

Fie ! lungimea unui arc de 1+ dintr'ua circumferen-
tia a carii radia este 1; fi¢ inca a° numerul de secunde
continut in un arc de cerc mare al unei sfere cu radia
R, si a lungimea lui linearia ; era /' lungimea unui arc
de 1 din ua circumferentia tot cu radia R. Dupe geo-
metria avem :

BEMR
G seu: I'=RI;
inse
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«a=a'l;
deci
a=a"RI.

Valorea lui sin/=sinl” difera asia de putin de valo-
rea [ a arcului de 1 inct primele siepte diecimale alle
lui Jogsin/ sunt identice cu celle siepte diecimale de la
inceputul lui log/; prin urmare in calculele logaritmice
unde nu se intrebuintiedia de cit logaritmii cu siepte
diecimale putem presupune ci

sin/—=/,
si atunci
: a=a"Rsin/,
seu
a=d°Rsin1”, ke (1)

care ne d lungimea laturei cand cunoscem numerul
de secunde continut intr'ensa. De aci tragem :
e
~ Rsinl”’
care dd numerul de secunde al unei laturi deca, cunos-
_cem lungimea sea linearia.
Essemple. 1°. Date: a"=34°18'52+,1; R—8= 352,
Necunoscuta: a=5=,002.
2° Date: a=25",722; R—18™513.
Necunoscuta : a°=79°36'24.7.

a® (2)

SUPRAFATIA UNUI TRIANGHIU SFERIC.

219. Cunoscem din geometria sferica espressiunes
suprafetiei S a unui trianghiu sferic :
£
S=T 3600
in care T represinta jumetate din suprafatia totale a
sferei, si < escesul sferic. Inse T=2sR?%; deci
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A ﬂRzE
TR
Deca prefacem pe : si 180° in secunde, fiind-ci = es-
prime lungimea unei semicircumferéntie cu radia 1%, *4

catul 1; 6 48800” este lungimea arcului de 1% care

am vediut® ci este egal cu sinl”. Fps
Punend acesta valore in formula din urma, obtinem :
S=RZ2cginl”, 3

in cdre trebue se nu perdem din vedere c : esprime)
numerul de secunde coprins in escesul sferic.
Essemplu. Date: R—=486™,5; :=84°13'28" 4=303208" 4.
Necunoscuta: S=3479217? 84,



CAPITULUL IIL

Esercitii si aplicatiuni.

220. Se se resolve un trianghiu sferic in care se cu-
nosce ua lature a, anghiul opus A si suma seu diferentia
cellor-alte doue laturi b si c.

Deca se da a, A, b+c, vom determina anghiurile ne-

cunoscute B si C prin a treia si a patra din formulele
#179 lui Delambre* :

cc’Sb-{-c
B 2 A
cos e "y g
a 2

COS——

2

sinbjL_c
B— A
Co8 == gin__
2 S 2

sSin

5
cari ne dau suma B+-C si diferentia B- C; prin ur
mare chiar pe B si C.

Laturile & si ¢ le vom caleula in urma prin formulele :

sinb  sina  sinc  sing
sinB  sinA’ sinC sinA’

—
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Deca se di a, A, b—c¢, anghiurile B si C se vor de-
termina prin primele doue formule alle lui Delambre :

cos be
. B+C ST
sin o cos —,
COS — 2
2
sin b——_c
4 sin B—C . 2 cos A
sin G .
2

Laturile b si ¢ se determina apoi in acellasiu mod ca
si mai sus. )

Essemplu. Date : a=6428'33',4; A=16°3'51",2;
b+c=98"34:13",6. |

Necunoscute : B=9032"12",72; C=32°43'40",98;
b=68°23'34",04; ¢=30°10'39",53.

221. Se se reduca un anghiu la orizonte.

Un observator O mesura anghiul
BOC al radielor visuale duse la doue
objecte B si C, anghiul BOC nefiind
in un plan orizontal. In aplicatiuni
inse este mai tot-de-una necessariu a
se cunosce nu ensusi anghiul BOC,
ci projectia B'OC’ aacestui anghiu pe
un plan orizontal. Acesta projectie se numesce anghiul
redus la orizont.

Pentru a se reduce anghiul BOC la orizont, se me-
sura si anghiurile AOB,AOC ce fac radiele visuale duse
la celle doue objecte considerate cu verticala AO. Ima-
ginandu-ne apoi ua sfera cu radia 1 si cu centrul in O,
acesta sfera va taia fetiele triedrului OABC dupe arcele




#206

#3218
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AB,BC,AC, cari formedia un trianghiu sferic, al carui
anghiu A are drept anghiu plan cu care se mesura chiar
pe anghiul cautat B‘OC". Resolvand ders trianghiul
ABC*, in care se cunosce AB=AOQB, AC=A0C,
BC=BOC, tote quantitati mesurate, vom puté calcula
anghiul A. ;

Reducerea anghiurilor la orizont nu s mai face astadi
prin calcul, céci cu teodolitul se pote mesura direct
anghiul B'OC'. _ |

Essemplu. Date : BO C=49°2831"; BOA=78'35'8";
COA=82°51"43",

Necunoscuta : A=B‘OC'=50°0'1" 8.

222. Cunoscund longitudinea si latitudinea 4 doue lo-
curi de pe suprafatia pamentului, se se calculedie distantia
intre aceste doue puncte,

Fie P si P’ cei doi poli ai pamen-
tului, PEP'E’ primul meridian spre
essemplu cel care trece prin Paris, EE’

o1\
& ‘ ..’ equatorul, A si B punctele considerate.
P

4

Se da :
pentru A, longitudinea L=EPC, si la-
titudinea /=AC;
pentru B, longitudinea L/=EPD, si latitudinea I'=BD,
In trianghiul sferic APB se cunosce dera anghiul
APB=L'—1,laturea AP~ 90°—/, 81 BP=90°—/. Putem
dera resolve trianghiul® si caleula laturea ceruta AB.
Lungimea linearia a lui AB s'ar puté gasi prin for-
mula (1)*; inse in casul acesta putem se reducem acea
formula in modul urmator.
Formula
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AB I
\ 18071 ="

in care AB este numerul de secunde continut in distan-
tia de la A la B, / lungimea linearia a lui AB si = lun-
gimea semicircumferentiei, d :

_ AB
T80
si fiind-ci
180°=648000",
si pentru pament
==20000%™¢,
avem :
20000 Lo
~as000 <AB~ 322
lat. 44°25'39”N.
Long. 23°46'12"est’

<AB.

Essemplu. Date : Bucuresci

lat. 48°5011"N.
‘Long. 0°00"
Necunoscuta : AB= 16049 A8’ 91 1870%™ 028,

223. Dandu-se longitudinile si latitudinile a trei puncte,
A,B,C, de pe suprafatia pamentului, se se calculedie su-
prafatia trzanghzuluz sferic ABC, format de aceste puncte.

Vom calculalaturile AB,BC,AC alle
% (Q trianghiului ABC dupe metoda data
la problema precedinte, si apoi esce-
sul sferic « prin formula (10)*, Atunci #s9
relatiunea (3)** ne va da suprafatia =249
cautata , seiind cad pentru pament

Paris -

/
¥
R=6377398™.
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: lat. 47°1024'N.

Essemplu. Date : J assym«ﬁm,
Londraﬂé}o\somﬂl lat. 59"56’30"N.
Long. 2°25'57 vest Long.27°58'13"est

Necunoscute : JL=18%26'17",43; JP=12°51'59",38;
LP=18°%1'19",73; =1°59"9",03=7149",03;
$=1409643%= 181818,

224. Se se calculedie volumul unui paralepiped cunos-
cund lungimea cellor trei muchi alle unmua din anghu-
rile selle solide, si anghwrile ce aceste muchi Jac intre elle.

Fie OA=q, OB=8, 0C=¢ lungimile cellor trei muchi
date, cari tote concura
in punctul O; BOC=gq,
AOC=b, AOB=c anghiu-
rile ce aceste muchi fac
una cu alta.

Lasand din C perpen-
0 o ; diculara CD pe fatia AB,

volumul paralepipedului este :

; Petersburg

V=dreptanghiu ABXCD. (a)
Inse

. Ry :
A dreptanghiu AB==2ABO -2 _-‘81226__ -=aysinc.  (h)

- Trianghiul dreptanghiu CDO da:
CD=CO0sinCOD=;sinCOD. (c)

Ne imagindm ua sfera cu centrul in O si cu radia 1,
care taia fetiele triedrnlui OADC dupe arcele AD’,
DC’, A'C". Trianghiul sferic AD'CY este dreptanghiu
in D', céci CD fiind perpendicularia pe fatia AB, si pla-
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nul CDO, care trece prin CD, va fi perpendicvlar pe

acea fatia. Prin urmare, dupe proprietatile trianghiu-
rilor sferice dreptanghie®, *¥163'(6).

sinC'D'=sinA‘C’sinA’,
‘seu
sinCOD=sinbsinA’,
ori
/ ‘

D) COS~2—.'

sinCOD=2sinbsin

Prelungind arcul A'D’ pene in B si unind B’ cu ¢
prin un arc descris din O ca centru, in trianghiul sfe-

ric AB'C’ avem : B'C'=a, A'C’=b, A'B'=c; punend de-

/ /

ra in loc de sin——si de cos 5 valorea lor data prin e-
quatiunile (1) si (2)*, b
sinCOD=2sind \/ sinpsin( V4 —Qz)sin(F—Esin(p ~—?‘)
sin®bsin®c

‘_ 2Ys?npsin( p—a)sin(p—b)sin(p—c)
e gine
Substituind acesta valore in (c),

CD=9;" sinpsin(p

a)sin(p— b)sin(p—c)
sinc

Acesta valore a Iui CD precum si valorea lui AB da-

ra de (b) o introducem in (a), si atunci
AT i e e e

Essemplu. Date: «—15™38; ¢=21"13; ,—18™72;
a=63°13'29"; b=52°38'82"; c=79°25'15,

Necunoscuta : V=4282"¢4833,




CARTEA 1v.

COMPLEMENTUL TEORIE[ FUNCTIUNILOR CIRCULARIE’

CAPITULUL 1.

IMMULTIREA SI IMPARTIREA ARCELOR.

Espressiuni imaginarie.

225. Ua espressiune umaginaria este ua functiune ca-
re coprinde radicalul V—1. Ori-ce espressiune de felul
acesta pote tot de una se se reduca la forma atbV—1,
In care a si b sunt quantitati reale, positive, nule seu
negative.
Fie r un numer positiv ore care si « un anghiu; pu- |
- tem tot de-una gasi pentru'r si « nisce valori cari se sa-
tisfaca equatiunile :
a==recoss b=rsins, (a)
din cari
cos:::i, sinq=i;
r r
era deca le adunim, dupe ce le-am ridicat la patrat,
r*(sin’s+cos’)=a*+5?,
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seu
re\a*-p".

Punend valorile (a) in locul lui a si b in espressiunea
imaginaria, ea devine :

a+boV—1= r(cosatV— 1sin).

Numerul  se numesce modulul, era anghiul « argumen-
tul quantitatii imaginarie. Modulul este egal curadecina
patrata a sumei patratelor quantitatilor reale ce insotiesc
imaginara. Argumentu! este un anghiu datprin sinusul si
cosinusul seu, si fiind- ch aceste linii trigonometrice sunt
periodice, tote arcele, diferind intre elle cu 2= seu cuun
multiplu al lui 2+, cari vor avé drept sinussi cosinus valo-

e .
rlle—r 81—, vor puté fi luate ca argument al espressiu-
r

neiimaginarie date. Prin urmare, pentru ca doue espres-
siuni imaginarie, 7{cos«+—y—1sins) si r'(coss'--y —1sin«)
se fie egale, este de ajuns ca modulele lor 7 si 7 se fie
egale, era argumentele lor = si «* se difere cu un mul-
tiplu al circumferentiei.

Doue espressiuni imaginarie se numesc conjugate
deca difera una de alta numai prin semnul termenului
in care se afla Y—1; astfel sunt: r(coset+y—Isin) si
r(cosa—y—Tsina).

Ua quantitate reale positiva pote fi considerata ca ua
quantitate imaginaria al carii argument este un multiplu
prin un numer cu sotiu al unei semicircumferentie; siua
quantitate reale hegatz'va ca ua quantitate imaginaria al
carii argument este un multiplu prin un numer fora so-
tiu al unei semi-circumferentie.

In adever; in espressiunea imaginaria

r(cos2kr-+V—1sin2k=),
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- 2k fiind un numer ore-caré cu sofiu, avem :
cos2kr=1, sin2k==0;
deci :
r(cos2kz-+V —15in2k= )7,
r fiind ua quantitate reale positiva.
Assemenea, in
ricos(2k+ 1ja+V —1sin(2k41) = L
2k+1 fiind un numer fora sotiu,
cos(2k+ 1)r=—1, Sin(2k4 1)==0;
asia dera
r{cos(2k + 1)n+Vj1sin(2k+1) x =,
si 7 este ua quantitate reale negativa.

FORMULA LUI MOIVRE

226. Fie a se immulti espressiunile imaginarie
r(cosa+V—1sin ) 8i r’(cosﬁ-{—\/-—Tlsin{s ). Avem :
r(cosa+V—1sina )Xr'(cosg -+ V—1sing )
=rr/(cos« cosi-+V — Icos « sing+V—1Isin = coss—sins sing)
=rr'{cos («+8) -V — 1, sin(e+g)).

Immultind ambii membri ai aceste] egalitati cu uaa
treia quantitate imaginaria r”(COS*f—F\/—T]Sin‘(), vom avé:
r(003a+\/ a7 sina)r(coss+ V—Thsinﬁ)r” (cosy+V—1 éiny)

=rr'{cos(a B g, sin(a-{-ﬁ)}r”(cosy-{-\/jlisiu;/) '
cos(a+pB)cosy v’ :lqcos(ajL B)siny ]

+\/?lsin(a—[-ﬂ)cosy——sin(a+13)sin7 ,"
f:-rr/r”{cos(c B+ +vV —1 sin(c +4 +7)}.

Urmand assemeneg pentru patru, cinei, . . . . factori,
vom obtine formula generale :

r(coset V' —18ing)r(coss+ V' —1sing)r(cosy +(,/—1siny

== rr'r”{
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. ra(cosr+v"— 1giny)
[cos(@+Bty+. . L .+)

S (@0

it +\/—1s1n(aTﬁJ~;/+ +)

Membrul al doilea eoprmde ua espressiune imagina-
ria al carii modul este rrv”, . . . . . Tn, €ra argumentul
etB+y+. ... +; asia-dera produsul mai multor espres-
siuni imaginarie este tot ua espressiune imaginaria al
carit modul este produsul modulelor factorilor, era argu-
mentul e suma argumentelor factorilor.

Operand in acellasiu mod vom gasi inca :

r(cose+v — sina)r( cosﬁ——\/:_l_sinﬂ)

=prp |

=rr/{cos(a—p) +\/———1~sin( a—_p)}, (1 bis)
. r(éosa—-\/: 1sina)r(cosf—v -1 sing)
=rr’{cos(a-f-.B)—\/:Tsin(a—i-p)}. (1 ter.).

Corolariu 1. Deca in (1 bis) presupunem : por s
=8, formula devine :
(cosa+V— 1sine)(cose—V—1sina)=cos0'+V —1sin0° =1;
asia dera produsul a doue quantitati imaginarie conju-
gate este egal cu unitatea.
Corolariu II. Din equatiunea
(cose+v/ —Tsine)(cose — v/ —Isine)=],
deducem :
1
cosatv/ —TIsina
prin urmare inversa unei espressuni imaginarie este ua
alta espressiune imaginaria, conjugata cu cea data.
227. Deca in formula (1) punem: ,
rerisri= L L=, e=B=r= 1 =,
ea devine: :
{r(cose+v isine)|™=r®(cosme+/ Isinme), (2)

==C08¢—\/ _1sina ;




272 CURS DE TR1GONOMETRIA

m fiind numerul factorilor, Acesta formula, numita_for-
mula lui Moivre, esprime ci puterea unei espressiuni ima-
ginarie este tot ua espressiune imaginaria, al carii modul
este chiar modulul rade inei ridicat la ua putere egale cu
a espressiunei imaginarie, era argumentul este tot argu-
mentul radecinel immultit prin esponentul puterii la care
se ridica acesta radecina,

[MMULTIREA ARCELOR

228. Formula lui Moivre ne da possibilitatea de a
calcula sinusul si cosinusul unui multiplu ore care al
arcului in funstiune de sinusul s cosinusul arcului sim-
plu. In adever, deca in

r™(cosma—+ v/ —Isinme)=r"(cosa+ v/ —1sino)™
eliminam factorul comun ™ gj desvoltdm puterea din
membrul al doilea dupe binonul lui Newton, observand
ca: (V=1pP=—1, (/=1)=—v3, (VZ1)*=1,....,avem :

i m 3
cosma+\v/_Tsinma= cog™q +T\/ —TIcos™ 'sine

_m\(;z;’ 1 cosm"f’asin"’a—rﬁ(f%gm;m\/ —Tcos™ ®ssin’e
i m(m—1)(m—2)(m — 3)

cos™ *osin‘e . . . .
=[cosma~—m(1"'zT;1)cosm‘2asin2a
m(m—1)(m —2)(m—3) Mk, =g ]
T 1234 el

= —9 o A
m(m\ll;(aﬁJ cos™ ugin’s

i :1[%0051“‘“0: sing—
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+m(m——1)(m—2)(m —3)m—4) h
1.2.3.4.5
Inse cand avem ua egalitate intre quantitati reale si
quantitati imaginarie se scie cd quantitatile reale sunt
egale intre elle si celle imaginarie assemenea; avem
dera :

-3 ¢sin’e — ]

mm—1) .,

cosma=cos“‘a—~Tcos asin’e
s e 1)1(.1;1.;42:) ) et k)
sinma:%cosm*‘a sina 4 m(ml_;)(gm_mcosm‘sasinsa
+m(m- Do '(m~4)cos““f’asin5—— L e L

1.2:3:4.5
In (2) am eliminat factorul comun v/ 1.

In membrul al doilea din (1) nu intra de cat puteri
cu sotiu alle lui sine; deca dera vom voiaavé pe cosme
in functiune numai de cose, vom inlocui pe sin’e prin
1—cos’, pe sin‘e prin (1—cos’a)’,...., si atunci membrul
al doilea al acelei equatiuni ne va da pe cosme in func-
tiune de cose prin un polinom rational, chci va contine
numai puterile intregi alle lui cose.

In membrul al doilea din (2), deca m este fora sotiu,
intra tot puteri cu sotiu alle lui cose; deci inlocuind pe
cos’@ prin prin 1—sin’e, pe cos'a prin (1 —sin’e?,.......,
membrul al doilea al acellei equatiuni ne va.da pe sinme
in functiune de sine prin un polinom rational, caci va
contine numai puterile intregi alle lui sina. Deca inse
m este cu sotiu, membrul al doilea al equatiunei (2)
contine puteri fora sotiu alle lui cose. In acest cas, pu-
nend pe cose factor comun, formula (2) devinfsz
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O
~1
~

sinma =cosa z1cos”"’¢7tsinoz— m(m_l)(m_z)cos"‘"asinsa
1 1.2.3
&4 m(m—1.12)"é"';€;n—4)cosm‘ Sasin®e—.... |(3)

Parentesul contine numai puteri cu sotiu alle lui cosa;
inlocuind dera pe cos’ prin 1— sina, pe cos‘e prin
(1—sin’a)’,...., vom avé in parentes un polinom ce va
contine numai puterile intregi alle lui sine, si prin ur-
mare va fi rational. Tulocuind inse si pe factorul comun
cose, prin V'1—sin’e, membrul al doilea incetedia de a
fi rational. Deci, cand m este cu sotiu, sinme pote fi
esprimat prin un polinom care se contina numai pute-
rile lui sine. inse acest polinom va fi #rational.

229. Divisand (2) prin (1) obtinem:

sjlm{ = tg'ma
cosma

e s mm-1)(m-2) | 2 m(m-1)..(m-4) &

— — 3, Gt o S —,

7 cos” asing 123 cos  asindg}- 12345 08 ‘asinta—.,,
m. mm—1) m=2 mim—Ili(m—2)im—3) m-4

€08 a———7,—C08  asinZ{- 1244 05 asingx—. ..

si divisand ambii termeni ai fractiunei din membrul al
duilea prin cos™e,

Poge MDD, o i)l
i = 1 1.2.3 1.2.3.4.5 (4)
| mim 1) m m-1)im-2)(m 3) g

e e Al
bt SEae

formula care di pe tgme in functiune de tgo.

Essemple. 1°. Se se determine sinSa cunoscund pe sina.
Punend in formula (2) m=8, a=a, avem :

5 8 ’ 8. ah
:am8a=1 cos'asina— cos’asin’a

1.2.3
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e 8.1.6.5.4 s 8'7'6'5'4'3'2cosasin7a :
1.2.3.4.5 1.2 3.4.5.6.7 :

seu
sinSa=8cos'asina—56 cos’asina
+56cos'asin’a—8cosasin’a.
Deca voim se aflam pe sin8a numai in functiune de

sing. punem in acesta equatiune pe cosa ca factor co-
mun in membrul al doilea, si atunci

sin8a=cosa(8cos’asina— 5 6cos‘asin’a
T 56cos’asin’a—sin’a) ;
inse
cosa=V'1—sin’a, cos’a=1—sina, cosla—1 +sin‘a—2sinqg,
cos’a =1—3sin%a+ 3sin‘a — sin’a.

Punend aceste valori in formula si facund reducerile,
sin8a =Vl——siuza\8sina——80sin3a+ { 92sin"’a—128sin7a).

Polinomul din membrul al doilea este irrational céci
contine pe V I—sin%a, si m a fost cu sotiu ; acest resul-
tat coincida dera cu cea ce am dis la finele § 228.

2°. Se se determine sinda in functie de sina,

Avem: m=5, @=a; punend aceste valori in (2),
sinba=2cos'asing — > M sin’a
Sl 1:23 1.2.3.4.5

, = 5cos’asina—10cos®asin’a+sin’a,

Pentru a esprime pe sin5a numai in functie de sina,
inlocuim in acesta formula pe cos’z prin 1—sin’a, pe
cos‘a prin 1 —2sin’a+sin‘a, facem reducerile si obtinem :

sinba=5sina—20sin’a+ 16sin’a.

In casul de fatia, m fiind fora sotiu, sinba este espri-
mat prin un polinom rational ce contine numai pe sina.

3°. Se se determine cos®a in functie de cosa.

4
P =)

cos’asin’a +
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Formula (1) da:
cosba= cos“a—% cos‘asin’a

6.5.4.3 SRS 6.5.4.3.2.1 .

1.2.3.4 123456 2%
=cos’a—15cos’asin’a +15cos’asin‘a—sin’a,

+

si inlocuind pe sin’a, sin‘a, sin’a prin valorile lor in
functie de cosa si reducund,
cos’a=32cos’a— 48cos‘a+18cos’a—1 ;
cos’a este esprimat prin un polinom rational ce coprin-
de numai pe cosa.
4°. Se se determine tg7a in functie de tga.
Formula (4) d&:

7 7.6.5 76543 . 17.6.5.4.3.2.1

il b4 a0 7

o 1B e e85 1a3 567"
gt |16, T65L . " TE5489
B Tt R A T T T L

_ Ttga—35tg'a+21tg"a—tg'a
~ 1—21tg'a+35tg'a—Ttg’a

DIVISIUNEA ARCELOR.

Sub dcest titlu ne propunem problema inversa acel-
leia pre care am resolvat-o mai sus, adeca: dandu se li-
nia trigonometrica a unui arc, se se gasesca linia trigo-
nometrica a submultiplului acelui arc.

a
230. Dandu-se cosa se se gasesca cos—.
m

. @iianits
In equatiunea (1)* puneme=_", si prin urmare ma=q;
} m

ea devine atunci:
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m@ m(m 1) osm-22 gint2

COSa=cCos
e m m
+m(m 1)(m—2)m—3) LT Ll
Jies m m

; : . a
Aci cosa este quantitatea data si cos—necunoscuta;
m

a S
punem dera: cosa=>b, cos— —x; si fiind-ci
m

sin’i=1——cos”i, sin‘i=(1 —coszir, RTINS
m m m m
vom avé:
sin2£=1—x"’, sin‘i=(1—xﬂj2, AL
m m
Facund inlocuirile equatiunea devine :
m m(m_l) m—32 2
x ——lTx (1—x%)
mm—1)(n—2)(m—3) n_,
1.2.34
Desfacund parentesele ce contin pe z, grupand ter-
menii ce contin puteri egale alle lui z, si insemnand cu
A pe confactorul lui 2™, cu A, pe al lui 2™%, cu A, pe
al lui 2™ . . . | equatiunea va lua forma:

Azt A= LA™ . . . =b.

. . . . . a .
Prin urmaré determinarea lui z, adeca a lui cos—, in
m

+ (1—x%— . ... =b.

functiune de b, adeca de cosa, depinde de deslegarea
unei equatiuni de gradul m in z.

: a
Essemplu. Cunoscund pe cosa, se se determine cos.

Punend in (1)* in loc de me pe a, in loc de « pe% #2928

si in loc de 7 pe 6, acea equatiune devine :



cosa==cog® b costd sin2?
1.2 6
+§.5.4 o cosﬁisin‘ri—6'5'4'3'2'1 sint?
1.23.4 6 6  1.234.5.6 6

a e T A
=cos’— —15cos* _sin? 2 « 15c0s2% gint % sin®—.
6 6 6 6 6 6

a S s d
Punem: cosa=b, GIJS?=.7C; atunci, fiind-ca 8“12?

2 3
= l—cos“’%, sin‘%: [1 —cosz%] 3 sineg;[ 1 — cos? g—} ;
avem : sin’%_—. 1—x?, sin* g» =(1-x")=1—24"1x*,

sin® %=(1 —x")’=1—38x*{ x* %, Introducund tote a-

ceste valori in equatiune, effectuand immultirile s} gru-
pand termenii ce coprind acelleasi puteri alle lui x ,
avem :

32x°—48x'+18x* — 1=p,

equatiune de gradul al siesselea care resolvata ne va

& . ’ .
da pe x, adeca pe Bos functie de cosa, represintat

prin b.

. . a
231. Dandu-se sina, se se gasesca sin —,

m
#928  1° Deca m este fora sotiu, punend in equatiunea (2)*

2 .. a :
in loc de me pe a si in loc de « pe—, vom avé :
m

TEe m a . m(m—1)(m—2 :
singa=__cos™ “—smi—w cos™24 sin® %
m

m m 1.2.3 m

m(m e )' Iy <mj%)cosm“5i sinsi Fi

i 1.2.3.4.5 m m
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Punem: sina= b, sin%:x; sifiind-ca puterile m— 1,
m —3, m—Db, la cari este ridicat cos Sz-sunttote cu 8o-
tiu, clci m este fora sotiu, vom inlocui pe 0052% cu
1-2a pe cos‘% cu (1-x%,..... Facund apoi tote

immultirile, grupand termenii ce contin puteri identice
alle Iui x, si insemnand erasi cu A, A;, A,,.... con-
factorii termenilor x™, x™ % x™*, ... ., equatia va
lua forma :

b g o e ) B gl DR
acesta relatiune este de gradul m in x; deci pentru a

] S : :
determina pe sin — in functie de sina, deca m este
m

fora sotiu. trebue a resolve ua equatiune de gradul m.
2° Deca m este cu sotiu, punend in (3)* pe a in loc

L, : :
de me si pe ~ inloc de @, equatiunea aceea devine :
m

. am e,a . a mm-1)(m-2 La—..a
sma=cos—[—cosm o R 10 —)cosm B
mil m m 1203 m m
+m(m—1) s (711—4:)008,,1_6 a . d
1.2.3.4.5 m m
A T T ; W e
Punem : sina=b, sin—=ux; atunci : cos_z\/ )
m m

s @ 2 «a 2

cos’ —=1—x° cos* —=(1—x%)?’, . ... Parentesul con-
m m

- . - - - 3 a .
tine numai puteri cu sotiu alle lui cos——, clci m este

cu sotiu; substituind dera in equatiune aceste valori

pZin % i a :
alle lui sinag, sin—, cos —, ....,in parentes nu vor
m m

*2

-

28



280 CURS DE TRIGONOMETRIA

intra de cit espressiuni rationali cari vor contine pe x;

. a . :
singur factorul comun cos" va fi represintat prin es-
m

pressiunea irrationale V1—x Deca dera, dupe ce am
facut inlocuirile, vom face tote reducerile i vom in-
semna cu A, Ay, A;,. . .. confactorii termenilor xo=t
X™7% x™75, L., equatiunea precedinte va lua forma :
Vi—a? [Axm 1 Agmdp A xm—s s | 1=b;
ridicandu-o la patrat,
A—a A"+ Ax™3 4 A pmsy | i
Acesta equatiune este de gradul 2 in X; asia dera,

. S ; :
pentru a gasi pe sin— in functie de sina. cand m este
m
cu sotiu, trebue a resolve ua equatiune de gradul 2m,

s . a .
Essemple. 1°. Se se determine e cunoscund pe sina.

228 Equatiunea (2)* devine in casul de fatia -

y Eand® @ 543 a..a 54321, 5
8Ia=>7cos*_sin_— — cos®_ sin®= n

RIS TR e s e

S ket Giee 28 i it
=0c0s*_sin_— 10cos®~ sin*Z+sin® 2,
5 b 5 5 5
: " ; g
Punem : sina=5, SIN_-=X; prin urmare : cos’—_
5
2 \2
v ad a S
=1~—gin?— S _ afeignet s 3= s =(1—x2!
5 5 5 )
=1—2x"+x* Facund tote reducerile equatia devine :

16x°—20x*+5x=b,
equatie de gradul al cincilea care trebue resolvata pen-

] . e o ; :
tru a afla pe x, adeca pe sin" | in functie de sina
)

. e .
2°. Se se determine i cunoscund pe sina.
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Equatiunea (3)* devine, punend : m=8, ma=a, 4,
@ i
5

o=_

g g (BT a8
cos-sn

SV e el

8.7.6.5.40052 a .:a _8.71.6.6.4.3.2 sin7ghl
1.2.3.45 8 81 1.2.3:4.5.6.7 = 81

=cos 8[8005 gsin —g = 56 cos‘*% sin‘"—;1

+-56¢cos’ ‘; sin*‘g — 8sin’ g]

; i . P g
Punem : sina=5, sin._—; prin urmare : cos ¢ =Vi—ao®

8—1—x cOSs —8_1 2x*+x*, cos 8—1 —38x°4 3x'—x";

introducund aceste valori in equatiune si facund re-
ducerile in parentes, equatiunea devine :
V1—2[82—804°+1924°—12847] =b;
ridicandu-o la patrat si reducund erasi,
642*—13442"+107522°—422402°+901122"~ 1064962
+655362'*—163842"= .
equatiuné de gradul al siesse-spre-diecelea care di pe

Wans : !
sm_8— in functiune de sina.

Obseryare. Equatiunea din urma vedem ci nu cu-
prinde de cit puterile cu sotiu alle lui z; deca dera
vom pune z*=y, ea va deveni :
64y —1344y°+10752y°—42240y*+90112y°~106496y°

+65536y"—16384y°=p%,
equatiune de gradul al optulea in y ; prin urmare, chiar
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s ey e sl Gl g '
cand m este cu sotiu, determinarea lui sin.% pote se se
A m

reduca la resolvarea unei equatiuni de gradul m.

232. Dandu-se tga se se determine tg o
m

Punend in (4)* mo—a, oz_—_f—, avem :
! m
mmg_m(m~l)(m—?)t 3@ mlm—1.(m—1) .a
ek W T m' 12345 °m
& m(m-1), ,a mim—1)(m—2)(m-3), ,a
P Be s e R ) — e — ...
1.2 ®°m 1.2.3.4.5 4§

s1 facund tga=>b, tgf-::z',
m

?—x—w@:ﬂ,,us,+ m(m—1).....(m—1) i
1 1.2.3 12.34.5

b=
1__m(m _l)x2+m(;n—1)(m—2)(m—3) e

1.2 1.2.3.4

seu
m o m(m—1) , m(m—1)(m—2) m{m—1)(m -2)(m—3)
gt e R TPy 4
ARG SREgEa T G s

m(m —1)....(m—4) 3 X

T St

equatiune de gradul m care ne va da pe 2=tg  in
functiune de tga=b. i

Essemplu. Cunoscund pe lga, se se determine tg2
(

Punend in (4)* m=7, a-:i:, tgmu=>b, tga=tg
avem: L

V. FeE 1.65.43: . 17.654.82.1 v
g it el ) B bk et g
el 23 1.2.3.4 hvo 1.2.34 5.6.7
1._@;6%2'_6'5'4 0{4_*_7.6 54333:“
1:2 1.2.3.4 1.2 3.4.5.6
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de unde
T2+421b2* —352°— 35ba*+21a°+ Tha®— 2'=b,

equatiune de gradul al sieptelea care di pe tg%.

ESPRESSIUNEA LUI SIN™g ST COS™a IN FUNCTIUNE DE
SINUSELE SI COSINUSELE MULTIPLILOR ARCULUI

. 233. Fie espressiunile imaginarie conjugate

cosa+V—1 sing, cosa—VY —1 sina;

punem
u=cosa+V—1sina, |
y=cosa—Y —Isina. I 1)
Ridicand la puterea 7 aceste doue equatiuni, avem
dupe formula lui Moivre* : #227

u" =cosna +\/ 1 sinna,
»" =cosna ~\/—1 sinna.

Adunand, si pe urma scadiend aceste doue equatiuni,
avem :
u" +p* =2cosna,
ut —p" —2Y—1 sinna; (=)
éra deca le immultim una cu alta,
u" v" =cos’na 4y —lsinnacosna—y —1Isinnacosna

+sin’na,
seu
i L (b)
Equatiunile (1) adunate dau :
2cosa=u+v,

si ridicund la puterea m,

2%cos™a=(u+r)™;
desvoltim puterea din membrul al doilea dupe legea
binomului lui Newton :
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m wm_y,, mm—1) mi
2%cos™a—u"4 — u™ ‘1z+—(,.—)um e S ) L NS
1 1.2 1
Deca m este cu sotiu, desvoltarea are un numer de
termeni fora sotiu, si atunci termenul de la mediu-loc

este

m(m~1)....(g3+1J L

u’y?;

»|E

1250
2

era deca m este fora sotiu, desvoltarea aré un numer
de termeni cu sotiu, si la mediuloc vor fi doi termeni
cu confactori egali, si anume :

m+3 m—+3
m(m—l)....—_;— ey OO S " ‘
2 2 = 2 2
P b 4 e ool o b A |
) 201 ey AT S, ) 2t SRR Ll |
2 2 |

prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi-
tati (carl se scie cd au confactori egali), in casul cand
m este cu sotiu, vom avé :

2™cos™a=(" 1 ™) ?(um‘lu-{- uy™1)

L’n—i)(um—2p2+u9pm_2)+.... vos

+

1.2
m(m—1)...... (%4—1) gl
¥ ™ )u?JJ
- e ety
: 2

=(um +1’m) _I_’_;Tw)(umq +Vm_2) +m(71712—’)u2p2(um—4 +1,m—4) 1
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m(m-l).....{%ﬂ} e

...... = u B

m 7 g
199,70
2

Do

era deca m este fora sotiu,

2mcosma.____ (um+ym)+ 211_ (um—lv+ uum‘l;\

m(m—1) W™ 2 y™ N+

g

m--3
a m+1 m—1 m—1 m+1
[ u p BT | 1+ u T v T

mim-—=1).....

m(m—1)

', m m—2 m—g
=(u™+v )+ P (um=24-ym—ty 1) T

75 (Thne ey RS

Inse dupe (a) si (b),
u™-+y™=2cosma, u™ *+r™?=2cos(m—2)a,.......,
up=1, u**=1,.....
substituind aceste valori in equatiunile precedente 3
avem, pentru casul cand m este cu sotiu :

2™cos =2 cosma+2—lcos( m—2)a+ 2"7—(?(:03@4 -4)a+...

..... eoniie

tiags 0
2

si divisend ambi membri cu 2,



286 CURS DE TRIGONOMETR] A

2m—lcosma=cosma+%‘cos(m—2)a+m(1f; ) cos(m—a)a+...,..
: m(m—1)..... {%4—1)
..... ‘f"Tj' ); (2)
1ogs sty T
tadsiwsnan 2

era cand m este fora sotiu,

2mcosma=2cosma+21:.'cos(m—~2)a+2ﬁ(%l) cos(m—4)a+

el

T m;3
..... +2 - cosa,
128 479
2

si divisend ambii membri cu 2,

2 m“cos’“a:cosma-{-?cos(m-2)a+”i71n;—1)cos(m—4)a+...

m(m— 1).... m;_S |

......... -+ COosda. (3)
10 SR ’L;i

Essemple. 1°. Se se desyolte cosa in Junctie de cosa,
cos2a, . . .

! Formula (2) da, pentru m—6:

2acos6a=cos6a+§- cosda + %scosf%a, +1. 6;:,

seu
32cos’a=c0s6a+6cosda 4 15c0s2a+10. ‘
2°. Se se desvolte cos’a in functie de cosa, cos2a |

-----

Formula (3), pentru m=5, d3 - .

g o 3 5.4
2%cos a:cosaa+lcos3a+1—2-cosa,
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seu
16cos’a—cosba+Heos3a+-10cosa.

234. Scadiend equatiunile (1) una din alta, avem:
2V —1sina—u— p i

ridicund la puterea m ambii membri si desvoltand bi-
nomul din membrul al doilea,

Sl mm—1
2"L‘(\/—1)“’sin"”a=(u—y)“f'=u’n o 211 u"‘"‘u—l—m(?z - )u““%ﬂ
_’m(m— 1)(m a 2)um-—“y3+ ..... (A)

1.2.3

Deca m este cu sotiu, desvoltarea din membrul al

doilea are un numer fora sotiu de termeni, si termenul
de la mediuloc este

mp—1)s s (7g+1] Lt
s T
B el i
2

prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi-
tati cari se scie ci au aceiasi confactor: si acelleasi sem-
ne, avem :

2PV Piaa (i)

m(’m_l) m—2,,2 2,4,M—2
T(u 4wyt —
mm—1). ... (—92714. l) m m
oialloit uzpa.
Lag o
9
(m 1) .

==(u™ L Y™)— uz}(um #o gy et

WY U™t p™h— ..
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mm—1) . . . .{;2"1+1J A
B uly®,
m
1.2 « o o ’E"

Inse, dupe equatiunile (a) si (b),
Ut y"=2cosma, "4 y™ 2= cos(m — 2)a,...
w=1, ¥'*=1,......
Substituind aceste valori in equatie si divisand am-
bii membri cu 2,

i m
2V —1)"sinma= cosma——lcos(m—2)a

+m—(7%1)cos(m—4)a— .........
m {1\
J -m(m—l) gebil (?+1] ZH
..... s i

k.
o
00| $

Aci (V—1)™ nu este imaginaria, cici dupe algebra,
AR e 850

si fiind-ci m este cu sotlu,-é- va fi un numer intreg, si

espressiunea (—1)5 va fi reale.

Deca m este fora sotiu, desvoltarea din membrul al
doilea al equatiunei (A) are un numer cu sotiu de ter-
meni, si prin urmare la mediuloc se afla doi termeni oy
confactori egali cari sunt:
m—+3

m(m—1).... m sl 8 o [ e A
: FE SO e
+—— u *p 7 o siF —u "y
m—1 m—1
e il S M
2 2

Deca dera grupim termenii equidistanti de estremi-
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tati, cari au confactori egali si semne contrarie, equa-
tiunea (A) se face:

2"(v/ —1)™sin™a —(u™ — sz)—z’il—(u"‘ —up™)

-{-L";g_i)(um s s e TR TS
m(m—l)......m—-"3 ol m—1  m—1 mii
2 2 2 2 2
e - 1(u P el gk i )
 p LT
2
U T __m m—2_ ,,m—2 m(m_l) 220207, M—4& o m—4y
(u™- ™) —1u1)(u Y )+—I._2_u11(u o
mim 1) P12 ot w1
2 2 2
seck s i by (u—w);
b i el o

substituind aci valorile date de equatiunile (a) si (b)
avem:
2™/ —1)"sin"a =2/ :isinma—2?\/ —1sin(m—2)a

+2¥m(m—_1)\/—_1sin(m—4)a—. i

1.2
m(m—1)... _".”.;z?’
+2 v/—1sina;
b raed
2

si divisend cu 2v/—1,

2™/ —1)™Tsin™a=sin ma———’;1 sin(m —2)a

m(m_l)sin(m——— fla—.......
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mm—1)., "+3
+ _lsina. (5)

g e e
D)

Espressiunea (v =1)* din membrul antaiu nu maj
m—1
te imaginaria, cici ea este tot una cu (1) 2 ;58im

5 este un

; . ; m—
fiind fora sotiu, m—1 este cu sotiu, era

m-—1
numer intreg; prin urmare espressiunea (—1)

2 este
reale.
Essemple. 1°. Se se aetermine sin'a cunoscund pe cosa,
c0s24a, ...
Formula (4), in care punem m=6, d3:

25(\/—_1)ssin6a=cosﬁa—gcos4a+%gcos2a-%- f;g ;
inse
(D=1
deci

—32sin’a=cosba—6cosda+ 15c0s2a —10.
2°% Se se determine sin"a cunoscund pe sind, sin2a,....,
Formula (5), in care punem m=>5, di:

24/ —_1)‘sin”a=sin5a—? sin3a+%§ sina;
inse
(\/:_1-)4=(— 1)%=1 5
deci
16sin’a =sinja—>5sin3a +10sina.




CAPITULUL II.

RESOLUTIUNEA EQUATIUNEI BINOME z==1{, SI POLIGONELE
REGULATE.

Resolutiunea equatiunei binome z™=1.

235. Ori-ce quantitate, fiereale, fie imaginaria, scim* *225

ci se pote represinta prin ua espressiune de forma :
A(cose+y/—1 sing);
deca dera £ representa pe una din radecinile equatiunej
binome
i, (1)
putem pune tot-de-una :
z=cos8v+/—1 siny. (@)
Pentru ca valorea (a) a lui £ se fie in adever ua rade-
cina a equatiunei (1), trebue ca pusa in acesta equa-
tiune so o identifice ; adeca trebue se avem:
(cose+v/—1sing)™=1,
seu, dupe formula lui Moivre,
cosmo+\v/—1 sinme=1.
Egaland quantitatile reale intre sine, si pre celle i-
maginarie assemenea,
cosmy=1, Y —1sin me=0 seu: sinms=0,
adeca my este un arc al carui cosinus este1 si sinus0 :
inse tote arcele coprinse in espressiunea
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mo=2kx,
In care k este un numer intreg ore-care, implinesc a-
*8,9,17,18 cesta conditiune*, De aci

2k
e ’
m
si punend acesta valore in (a),
2k = . Ok
—=cos BN 2
F=cos o +V/—1sin = (2)

Acesta equatiune ne va da tote radecinile equatiunei
(1) deca vom da lui % diferite valori.

236. Pentru valorile k= si k=k", radecinile equa-
tiunei (1) vor fi :

2k = S RIO ) s
=¢Cos v/ —181n .
{ ” = e
2]“’;117= sl 21{117:
=cos vV—1sin :
1 5 + e
cand aceste doue radecini sunt egale avem:
/ = el A /7: 2 1y g At 7 2
cos 2EE +V/—Isin- i =C08 his +v/—1sin i ;
m m m m
de unde

2k 2k°n . 2k'm . %%k'm
€08 ——=cos—, gin"— " _gin " "
m m m
Pentru ca aceste conditii se fie implinite, fiind-ca si

perioda sinusului si a cosinusului este 27, trebue se

avem:
2k'n  2k'm
——h e On,
m
n fiind un numer intreg ore care ; de aci
k' —k'=mn.

Asia-dera deca diferentia k'—/J" intre doue valori ce
- dam lui k este un multiplu al lui m, celle doue valori
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correspundiatorie aflate pentru radecina sunt egale. De
aci urmedia cd pentru a afla tote radecinile equatiunei
(1), nu este necessariu a da in (2) lui & de cit valorile
de la 0 pene la m—1; cici deca am da lui & si valori
mai mari de cit m, valorile ce am afla atunci pentru
radecina ar fi identice cu celle aflate deja cand am dat
Iui % valori mai mici de cét m.

237. Deca m este fora sotiu, punend in (2) &=0,
avem :

7=0c080°+Vv —1sin0’=1;

equatia (1) are dera in acest cas ua radecina reale.

Deca m este cu sotiu, cand vom face in (2) k=0, vom

ave: 7=1; si cand vom pune: k=_7g~,

{=cosm v/ _Isinn=—1;
equatia (1) in casul acesta are doue radecini reale.
Deca in (2) vom da Iui % valorea m —Fk, vom avé:

2m—kx ,— 2(m—k)n
i VAT
7=cos e P -
97
=cos(2n—- el +\/~_lsin{2n—-2]it]

soade 2k AL
=e08—— —v/—]sin —;
m . m
si acesta valore imaginaria este conjugata cu cea data
de (2); asia dera radecinile imaginarie alle equatiunei (1)
sunt conjugate doue cdte doue. Putem dera coprinde
tote radecinile equatiunei (1) in formula :

2k RIS e :
:{=cos—ﬁ—ﬂi\/—1sm h», 3)
m m

m care dam lui % nuinai valorile de la 0 pene lazg deca
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m—1

9

deca m este

m este cu sotiu, si de la 0 pene la

fora sotiu. La fie-care valore data lui % vor correspun-
de cite doue valori imaginarie alle radecinei, conjuga-
te una cu alta.

238. Deca _

m=2n+1, (b)
equatiunea 7™=1 pote se se reduca a fi de gradul 7. In
adever, in
=1
trecund pe 1 in membrul antaiu si divisend cu 1—1,
vom avé:
TR P10,
Divisend cu z™ si avend in vedere ca, dupe (b),
m=1

R= 1
2
i 1 3[R |
n_*_{n—l :{n—-ﬁ_’__-“_l___: 'nT T _n+120,
i T Tl G A
seu
( o {iﬂ J +( Znt +{T1_i)} +( Pt {3_J+...+({+%J+1=0. (4)
Punem
{+-1-=x, {n+in= V;. (C)
{ z

Dupe acesta conventiune,

AP | %) 1
Vn—l= E 1+F: Vn—2={ 3 -+

prin urmare
1 1 1 1
.V;]— —V;- ____( e ( n—1+__) n—2+~J= n -
X Vp_y 2 {"‘{) 1 {n_lj 1 P 1 +{n
seu
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Vn'=xvn—1_vn——2- (d)
Deca in a doua din equatiunile (¢) vom pune pe rand
n=0, n=1, vom avé:

V.2 V1={+%=x.

Cu ajutorul acestor doue valori vom puté afla suc-
cesiv valorile lui »,, »;, . ... »,, introducundu-le in for-
mula (d):

Vi=xV,—V,=x*—2, :
V;=xV,—V =x(x*—2)—x=x"—3x,
Vi=2V—V,=x(x*—3x)—(x'— )=x'—4x"4 2,

Substituind tote aceste valori in (4) in locul quanti-
tatilor ({"‘-l——l—] [ T— ) /{4+l4), ..., vom gasiuaequa-
z A
tiune de gradul # in z.
Se gassim espressiunea generale a radecinilor ace-
stei equatiuni. Espressiunea generale a radecinilor e-
quatiunei 7™ — 1==0 este*:

2kn 2k
{=cos——-+ v/ —1si i

de unde

i-coszi--l—\/ 1sin 2%7:
7 m

Adunand aceste doue egalitati avem :

seu

=2cos——. 5
z cosm | (5)

#235,(2)

%226,cor.1
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In aceste equatiune trebue se dam lui % tote valorile

de la 1 pene la m2—1.

Punend valorile lui # gasite prin (5) in equatiunea
{—}—i:x,
1
vom puté obtine valorile lui 7.

PROPRIETATILE RADECINILOR EQUATIUNE] cm=1],

239. Deca ridicam la ua putere intrega una din ra-
decinile equatiuner z"=1, acesta putere este si ea ua ra-
decina a equatiunei,

Fie

{’=cosﬁ+\/ G sin—2—1T
n m
una din radecinile equatiunei. Ridicund Ia puterea in-

trega & ambii membri, vom avé dupe formula lui Moivre:

= \E k= — . v
{'k=[cos%+\/—‘1 sin%} =cos%—l—\/—-1 311127:Z :

si acesta valore a lui 7* fiind cuprinsa in formula (2)%,
care di tote radecinile equatiunei =1, este si ea ua
radecina a acellei equatiuni. CC.TD.

240. Deca m=np, n si p fimd doue numere prime
intre elle, celle m radecini alle equatiunei z™=1 se pot
obtine immultind celle n radecini alle equaluneiz® =1 prin
celle v radecini alle equatmuer z° —1,
- Radecinile equatiunilor

T 0P=1, " =1, P =1,
sunt esprimate respectiv prin formulele generale :
a=cos2kn b7 0. | sing]ﬁl,

"y e
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2¢n e 2§n

g COS——
n

7= cos——+ vi—1 2””
p P
k.&,m, fiind nisce numere arbitrarie. Fiind-ci p sinsunt

prime intre elle, putem tot-de-una gasi doue numere
intregi & si 7, positive seu negative, cari se justifice
equatia :

PR

pé+nm=k,

din care
26n 29w 2kn
RO R

Introducund acesta valore in espressiunea de mai
sus a lul «, avem :

¥
a___co{%n_{_%n)_{_v o / s 2nn
n 4 k n P J
2tx 2w 2% 2nm
=GOS ¢oy it sm—sm Gl
7 P n P

L 2 meni
+V——]s1n2— Eﬂ:cos—?TZI +V—1 sm@zcos?ij?
n P 7

_ i )
*cos—‘ cos Vil g2
+ p
Y sin (cosgﬂ’—ﬁ V-1 sin2_'r‘£),
f p P )

seu, in fine,
a=(cos2—g—n+ Y= sing—s—n)’cosm—f Y-t sin%\
n i p p)
Primul parentes din membrul al doilea vedem c&
este radecina § a equatiunei " =1; era al doilea pa-
rentes e radecina y a equatiunel £° =1 ; prin urmare teo-
rema este demonstrata.
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241. Deca m nu este un numer prim, radecinile equa-

tiunei z™<1 se pot gast immuliind una cu alta radecinile

equatiunilor de aceasi forma si de grade egale cufactorii
primi seu cu puterile factorilor primi ai lui m.

Asia, deca m=npgr, 7,p,¢;r fiind nisce numere prime
seu puteri de numere prime, dic si radecinile equatiu-
nei 7"=7"""—]1 se gasesc immultind una cu alta rade-
cinile equatiunilor z° =1, P=1, %=1, *=1.

In adever, immultind radecinile equatiunei " =1 cu

#240 alle equatiunei 7 —1, vom avé* radecinile equatiunei
{"=1; assemenea, deca immultim radecinile acestei
din urma equatiuni prin alle equatiunei 79—1, vom ob-
tine radecinile equatiunei F""1=1; si acestea immultite
prin alle equatiunei $'=1, ne vor da radecinile equa-
tinnei 7007 pm_ g, C.C.T.D.

Essemplu. Se resolvam equatiunea 7'=1.

*237  Punend in (3% m=1, obtinem formvtla urmatore care
da tote radecinile equatiunei :

{=cos?§f+v—~1 sinszn;;

dand lui % valorile 0,1,2,3, gassim radecinile equatiunei:

7'=cos0°=],

{“='003277F+ V=1 singrzf, {“‘=cos27;—t-—\/—_1 sin27it 5
7=cos 4; +v=1 sin477-t, 4 =cos477~t—1/:i siné‘,}—n,
{“=cosﬁ7—”+V—_l sini—n, {""=cosfif—\/ =y sini—n.

Deca aplicAm metoda pe la § 238, vom avé, dupe
ce vom divide equatiunea data 7"—1=0 prin §—1=0;
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T+ 10,
pre care divisandu-o cu z°,

et o

punem aci

¥238 avem?® :

Vg + —13—=x’ —3x;
7

punend a(;este valori in (A) si reducund obtinem equa-
tiunea :
X4 —2x—1=0

a carii solutiune generale este coprinsa in formula :
2kn

r=2cos

Dand lui £ valorile 1,2,3, avem :

4= x"=2cos or
" N T

Doty
x’=2cos—7—,x —2cos

Inse equatiunea 7+ _1__—_x, da :
{

7P—z04+1=0

&, 22 @€ 2>
ST iR A el
3 \/4 ke [ 4J’

substituind pe rand in acesta equatiune valorile lui «
gasite mal sus avem :

din care
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—cos—+\/ ( —cos —] cos ———|-\/—s1n_"

2 cos—7— 48 /Ty sm2—7--

\

2=

"M=cos 7 —\/ (i—cos ]

"=cos— +\/—( 1+eos! J

—-cos =
7_. —cos cos——\/—l sin— T

v‘—cos—+\/—(1—~cos — cos——-{-\/—l 311167 :

sm\/ —1 smgT

cos—-{-\/—l s1n4—7',

v“—cos-~\/—{l — Cos —J —— =
2 : cos V—1 ) 7

pe lunga cari adaogind si radecma {'=1 data de equa-
*241 tia 1—1=0, prin care am divisat equatia data* , gasim
tote radeumle aflate si prin prima metoda,

DESPRE POLIGONELE REGULATE.

242. Se ludm ca essemplu circumferentia impartita
in siepte parti egale. Deca u-
nim punctele de divisiune din
unul in unul seu din siesse in
siesse, obtinem un poligon re-
gulat inscris de siepte laturi,
ABCDEFG ; in figura acest
poligon este insemnat cu tras-
satura continua. Deca am uni
punctele de divisiune din doue in doue seu din cinci in
cinci, am obtine un alt poligon regulat de siepte laturi,

T R
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ACEGBDF, insemnat pe figura cu linii punctate. U-
nind in fine punctele de divisiune alle circumferentiei
din trei in trei seu din palru in patru, vom forma un
nou poligon regulat de siepte laturi, ADGCFBE, care
in figura este insemnat cu linii si puncte. Aceste doue
din urma se numesc poligone regulale radiate.

Ne putem lesne éonvinge ci ori-eum am uni alt-fel
punctele de divisiune, nu putem obtine mai mult de cat
aceste trei poligone regulate de siepte laturi.

Fie inca circumferentia impartita in opt parti egale.
Deca unim punctele de divisiu-
ne din unul in unul seu din siepte
in siepte, obtinem un octogon
regulat, ABCDEFGH, care in
figura este insemnat cu trasa-
tura continua. Unind punctele
de divisiune din trei in trei seu

T din cinciin cinci, am obtine un
alt poligon regulat de opt laturi, ADGBEHCF, insem-
nat infigura cu linii punctate. Acest din urma este un po-
ligon radiat.

Aceste doue sunt singurele poligone regulate de opt
laturi ce se pot forma; cci deca am uni verfurile din
doue 1n doue seu din siesse in siesse, am obtine un poli-
gon regulat de patru laturi, era nu de opt; deca am uni
verfurile din pairu in patru, poligonul s’ar reduce nu-
mai la un diametru al circumferentiei.

Facund assemenea pentru circumferentia divisata in
ori-cate parti egale, vom puté stabili legea urmatore :
sunt numai atatea poligone regulate de m laturi, cdte
m

numere prime cu m sunt mai mici de cat — . Asia esiste
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patru poligone regulate de 15 laturi, caei sunt patru

numere mai mici de cit 2 cari se fie prime cu 15, si
anume: 1,24 7. -

243. Problema divisiunei circumferentie; in m parti
egale depinde de resolutiunea algebrica a equatiunei
binome

L

cicl scim* ¢ radecinile acestei equatiuni sunt date prin
formula

2k L . O
z=cos 7+V—1s1n7.

Inse -ﬂleste arcul subintins de laturea poligonului
m

regulat care se formedia cand, circumferentia fiind di-
visata in 7 parti egale, vom uni punctele de divisiune
din % in k. Deca dera vom cunosce valorea lui Z prin
resolutiunea algebrica a equatiunei 7"=1, egaland a-

, vom puté cu-
2ln

cesta valore cu cos&[—l—\/_—_lsin al
m

nosce liniile trigonometrice alle arcului ; 81 pe ur-

ma chiar laturea poligonului regulat de m laturi.

Am vediut inca* ci deca m nu este un numer prim,
resolutiunea equatiunei ;%=1 pote se se reduca la re-
solutjunea unor equatiuni de un grad mai mic; prin ur-
mare in acest cas problema divisiunei circumferentiei
in m parti egale se pote simplifica.

244. Divisiunea circumferentiei in trei si in siesse parti
egale. — Acesta problema depinde de resolutiunea alge-
brica a equatiunei

L
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410,
care divisata prin 7—1—0 dj:
T+1+1=0.
Divisend cu 7 si punend {-{-%zx,

X+ 1=O,
din care
x=—1. 4
Inse dupe formula (5)* radecina equatiunei 24+1=0 =238
este data prin formula: :
2%

x=2¢c08—,
008
seu
x=—2cos[n—ggj=—200sg=—25ing—-g =—2sin76F :

egaland acesta valore trigonometrica a lui = cu valo-
rea sea algebrica, gasita mai sus, avem :

2sin” =1,
6
si 2sin%—_-2sin30° este laturea exagonului regulat in-
seris.* : ' *64
Din
. T
2sin-_1
6
avem:
sin’ = cos . — L
G g

deci
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sin’s— \/l—l M _‘3,
3 4 2
seu

2sin7—;=2sin60°=\/§.

Acesta este laturea trianghiului equilateral inscris.*

245. Dipisiunea circumferentiei in cinci si in diece
parti egale.— Acesta problema depinde de resolutiunea
algebrica a equatiunei

7"—1=0.
O dividem prin
T—1=0,
apoi prin 7% si avem :
' 1 Y
{*+—]+[{+—J+1=0-
( g it
Punem
1
{+z=x)
de unde
{2—}—%:.7(72—-2;
substituind a.céste valori in equatiune . si reducund,

avem :

2+z—1=0. (a)

Radecinile acestei equatiuni sunt coprinse in formu-

#338la generala (5)*:

x=2c0s 2 ;
5

in care dand Iui % valorile 1 si 2,
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\ 2# . b
X COS 5 sm( B) 5

s1

x=2cos4;=2sin( z 4—r)= — 2sin_—.
5 L2 5

De alta parte radecinile algebrice alle equatiunei (a)

sunt :
x___+\/ <—1+\/5,

bl Sl —1—V5
Tl 0

si egaland radecinile algebrice cu celle trigonometrice,

s1

2sini“_0=2sin18°=31;—\/f’,
s1
2sin3—n=23in54°=1iv—"fi.
10 2

Acestea sunt valorile laturilor cellor doue poligone
regulate de diece laturi*; cea d’antaiu este laturea de sg
cagonului ordinar, cea de a doua a decagonului radiat
ce se formedia unind punctele de divisiune alle circum-
ferentiei din trei in trei.

Pentru a gasi laturile pentagonelor regulate, ve-
dem ca

LAY e (SO e
SIn—=cos—, 8i sin_=cos = ;
10 b 10 5
deci

9n =
Sin;=\/1—cos2&=\/1—sin”i:\/x—[ivl \LM’L%
5 5 10 4 J g

20
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seu
ssnls VIOTEE
D 2 ¢

-~

s1

Sing=\/1—cos”%=\/ 1— sin’i’_g= 1—( 1:‘/5 J’____Vm;z\/s,

seu

RN H0-ToE
251n—5~—- S oy
2sin %i=2sin72° si 2sin %=2sin36° sunt laturile pen-

tagonului regulat radiat si a pentagonului regulat ordi-
nariu.

246. Diviswunea circumferentiei in cinci-spre-diece parti
egale. Ea depinde de resolutiunea algebrica a equa-
tiunei

‘¥ —1=0.

Inse fiind-cd 15=3X5, pentru a avea radecinile equa-
tiunei *—1=0, n’avem de ¢4t se immultim radecinile
equatiunei

£—1=0
prin alle equatiunei
#240 7—1=0*,

Lasand la ua parte radecina reale 7=1, atit pentru
{*—1=0 cat si pentru z*—1=0, radecinile lui 7 —1=0
#237,(3) sunt® :

n LT T ©
cos—+y __|sin-"~ .,
3 3

%244  Inse am gasit*
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e oV 8
sSin——=—,
Sl 9.
de unde
cos = it
ST T

asia-dera aceste radecini sunt :

CECEE 3| L 5
co . il §in 2 : + v o -
oAbe 1 —V3
stz =]y
083 sin = 5
Assemenea, radecinile equatiunei °—1=0 sunt® : *237,3)
Dt g
cos—+V 1sin ——
5 G
si
cosém—-H/—_-l sinﬁ =—€08 4/ —1sin =,
B i B 5
Inse* #245
sin " V10275 . 2= Viofavs
9 4 5 4
de unde

r _V6ras | 2 V625

4

Asia dera radecinile equatiunei °—1=0 sunt :
\/ 64275 0% \V10—2r5

cos—5—+ V—1 sm-g- 7 i )
cos%—\/ 2y sin<-£—= \/6121{5_ y= N 1022‘/5_ :

— V104275 (b)
B Tl o (R o Tl
+ S

\/6 215 ey \/10+2V5.
TR A 4 )

cos-25—+\/—1 11121—-—\/64 e ]

2=
__V 18 1
COoS 5
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Immultind radecinile (a) cu (b), avend in vedere for-
#226 mulele (1), (1bis), (ILter*, vom obtine urmatorele ra-
decini alle equatiunei 7'"—1==0:

8/ oo [ 8
Ok +y —1sin 15

=% (\/6+2 ¢5—\/3(10—2¢5)]

+‘/;l[\/3(6+2\/§)+\/1 0—2 »/EJ

cos +\/ 1sin— ——(\/6+2 \/b+\/3(10—2\/5)J
+ T( V3(6+275)—/10-2v3)
cos lln +\/ lsm 15 %{\/6——2\/5—- V3(10+273)]

+—8_~](\/3'(6—2 V5)+Y 1o+2/5}

cos{—%)-l-\/ 3sin(_%)=-;{\/ 6—2v/54+V3(10+ 2\73))

+‘%(V3(6—2\/3)'_'VI0 i 2f5“J,

Cos

o o e Daile Tl AN R
5 —V/~1sin = =§(V6+2‘/5+V3L10_2/5)J

—‘8—(\/3(64:‘2\/5)—\/10 -2v 5)7

8 ot s 1
cos n v/—1sin lg =§(V6+2\/3—\/3(10—2\/3)]
M o WS
—JV316+2\/5)+V10—') }
) bt
(f——V \ﬂ (\/o 2\/0+V3(10T2/5)J

T —8—(\/3(6—2\/3)— v1m7g}
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L o) AR 117:_1{’ S e -
g —V ISIHW—§V6—2\/5—\/5(10+2\/0)
v -1/ el
Inse
( T G s [ T . T 8w T
cosj—— [=cos__;sin|___|__sin—;cos-——_ —_cos—;
15 15 19) 150515 15’
sin Sn—sinﬁ' coslln cos 4”-' smlm sin 27F
 FRRe R g & e e e [
Apoi avem:

V6+2V5=1+v5; V6—2V5—1—V5;
V 3(6+2/5)=V15+V3; V3(6—2v5) V15— V3.
Asia-dera radecinile de mai sus devin:
1 i Lol B
<=0s——+V—181n15 8[1-—1/0+V3(10+2l/5]

(Vlo——ls—vlo+2vb}

T — | e e e
cosl—5 V—TIsin— 15 8[1 V5 +1/3(1()+21/0)]
+ ‘/T[V 15—V3—V10+2 vs),

cos?—; +v —1sin2£=1[1+1/3+1/3(10—21/5))

+_{v 15TV3—vV10— 2‘/0)’

(1+V5+V3(10 215)]

2
_V_
cos 5 1sin 15

v

V15+V3—V10—2 m)-
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dgp i o 1( T D s ]
g tit _= 1— —V' /
cosT:_;-H 1sin T V5 3(10+2v5)
N

~ V15— v3+ viorevs)
47 el S g

47 — 5 =
g —5A=§(1— V5—V3(104-2V5)

2 i V4104275 )

g +V—1sin _I71=—;—(1+1/5—1/3_(T0_2y5) )
—L Vs Vs vio=ev )

7g —V—1sin Zg =—;{l+ VB—VMJ
+ 1547 4 vinavs )
Egaland quantitatile imaginarie din ambele membre
alle acestor egalitati si immultind de ambele parti cu

GOS8

= Avem, lnand numai valorile positive :
e
Dl ( V15— 73 VT“F)
B4 15—V3—VY10+2v5 ),

Sl TR ke ____)
2 S (o 4 14 —Y10—ovF -
811115 4k 15473 10—2v5

o . dm 1( sz VT ——f)
2 i N e ! =
SID15+4\V15 V3 +Y10+275 ),

2sinz~g +%< V15+V3+V10--2 v'5)-

Cea d'antaiu din aceste equatiuni di valorea lature;
poligonului regulat ordinar de cinci-spre-diece laturi;
celle-alte trei dau laturile poligonelor radiate de cinci-
spre-diece laturi ce se formedia unind punctele de divi-
siune alle circumferentiei din doue in doue, din patru
in patru si din siepte in siepte.




CAPITULUL III.

DERIVAREA SI DESVOLTAREA IN SERIA A FUNCTIUNILOR CIRCULARIE.

Derivata stnusului.

247. Derivata unei functiuni se numesce raportul
crescerii functiunei catre crescerea variabilei, cand a-
ceste doue cresceri se apropia indefinit de zero.

Fie functiunea

)’=Sin$. . (1)

Dand variabilei z ua crescere ore-care %, functiunea
Y va lua si ea ua crescere ore-care k, si equatiunea va
deveni

¥ +h=sin(xpb).
Scadiend din acesta equatiune pe (1),
k=sin(z+h)— sinx=2sin£cos(w+-g_],

e

si divisend de ambele parti cu 7,

R R
Qtp
i sm2cos\x+2)

h h ;

seu
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siné
k_ 2 ( h
% —Tcoslx—f- 5).

Deca crescerea £ a variabilei tinde catre zero, k fiind

crescerea functiunei, raportul/— va tinde catre derivata
1

Y’ a functiunei (1). Apoi cand / tinde catre zero, rapor-
¥
sin— .
*75tul v o tinde catre 1* era factorul cos-(x+»2) catre cosx;

2
prin urmare la limita vom avé:

S
Iim-=y'=cosz.
h
Asia-dera derivata sinusului este cosinusul,

DERIVATA COSINUSULUL

248. Fia equatiunea

Y =Ccosz.
Dand variabilei 2 crescerea h, functiunea va deveni
erasi :
Y1k =cos(z+h),
din care scadiend pe cea precedinte si impartind cu 4,

5 e ﬂ]
k__cos(z+h)—cosz 2 L 2
B h 7 h :
s sini
, k : h
?='— sxn(x+ ?J.

i
2
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La limita, cand % va deveni infinit de mic, acesta e-
quatiune va deveni:

P e
R i

Asia-dera derivata cosinusului este sinusul luat cu sem-
nul contrariu.

Se luam de mai multe ori derivatele succesive alle
sinusului si alle cosinusului unui arc:

Y=sinx, Y=cosx,

¥ =eosx, ‘=—sinx,
¥=—sinx, ¥=— cosx,
Y=—cosx,  y“=ginx,
y'=sinx, d=coRx;

Y =cosx, y'=—sinz,

SRl SR e w el e Sal s Blie e Jelity e s 0

Vedem dera c derivatele sinusului si cosinusului se
reproduc periodic din patru in patru.

DERIVATA TANGENTEI SI A COTANGENTEL

249. Fie se se derivedie functiunea

y=tgx.
Inlocuind pe tex prin ﬂ; avem:
i COSZ

sinx
T
Luand derivata acestei equatiuni, avend in vedere ¢}
membrul al doilea este ua fractiune,
,_cos’z+sin’x
" cos’z
si fiind-ca cos’z+sin’x=1,



314 CURS DE TRIGONOMETRIA

i |
== 2 .
cos’x
Deci derivata tangentei este inversa patratului cosi-
nusului,
250. Assemenea, derivand functiunea

Y=cotx= c.o Sx,
sinx
avem :
«_—sin’x— cos’x ' 1
g sin’z ~ sin’x

Deriyata cotangentei este egale cu inversa patratului
sinusului luata cu semnul contrariu.

DERIVATA SECANTEI SI COSECANTEL

251. Avem functiunea :

1
Y=secx= o
seu, dupe algebra,
y=(cosx)7.

Derivim ambii membri, avend in vedere ci cel de
al doilea este ua putere :
: y‘=—(cosx)‘2(—sinx)=ﬂlf ]
cos’x
‘Derivata secantei este sinusul tmpartit cu patratul co-
sinusului.
252. Derivand in acellasiu mod funetiunea
Y=cosecx= —_l—=(sinx)‘1,
sinx
vom avé :

J'=—(sinx)*copx=— %%
sin’x
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Derivata cosecantei este egale cu cosinusul impartit cu
patratul sinusului st luat cu semnul contrariu,

DERIVATELE FUNCTIUNILOR CTRCULARIE INVERSE

253. Egalitatea
y=arcsinx

se interpretedia ast-fel : - este arcul al carui sinus are
valorea x. Ua assemenea functiune se numesce Suncti-
une circularia inversa, prin opositiune cu celle ce am
considerat pene acum.
Functiunea data
Y=arcsinx
pote dera se se scrie si
X=siny. (a)
Fie & si k crescerile respective alle lui x si ¥, adeca

a sinusului si a arcului. Am vediut* ci raportul s a] ¥247

acestor cresceri are de limita pe cosy ; prin urmare ra-

portul invers-k— va avé de limita pe g , adeca
h ' cosy
Fd
Im—- = g
cosy

)

Inse
cosy=="1—sin’;

si punend in locul lui siny valorea data de (a),

cosy=="1—x*.
Prin urmare
' k

bt
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Tadicalul va avé semnnl luj cosy ., in locul caruia a
fost pus; adeca deca arcul y se va termina in cadranul
antaiu seu al patrulea, radicalul va fi positiv; era deca
Se va termina in al doilea seu al treilea, va fi negativ.

2514, Fie :

y=arccosx,
care se pote scrie si
X - cosy. (b)
Insemnand erasi cu % si k crescerile respective alle
*248 cosinusului si alle arcului, am vediut* ci

i =—siny;
PR
prin urmare
SR 1
Hmitoade v b
siny

Inse dupe (b)
siny=+V1—x?%
asia-dera
lim " =y'=+_ " 1*-
i -

Radicalul va avé semnul lui siny in locul caruia este
pus; adeca deca arcul se va termina in cadranul antaiu
seu al doilea, radicalul va fi positiv; era deca se va
termina in al treilea seu al patrulea, va fi negativ.

255. Se considerdm functiunea

Y=arctgz,
seu
r=tgy.
249  Luand tot pe / si k drept crescerile respective alle
lui z si ¥, am vediut® ci

cos’y
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de unde
bisig =y'=cos’y.
h
Inse scim® ei gl #31
cos’y= e )
1+tg’y 1427
asia-dera
At
T
Assemenea am puté gasi si pentru Y =arccotx,
. —1
1 e
256. Fie
Y=arcsecx,
seu
X=secy.
Am gasit® ci *¥251
hmﬁ- S
k  cos’y
de unde
lim ¥ L cos’y
h siny
Inse scim® ca ¥3]
cos’y=_—_ =—, siny= i}ﬁecgf__l___iyxa;l.
secy a secy x
Asia-dera
Th
Assemenea, pentru y'=arccosecz, am gasi :
-1
y’=+

TV 1
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DESVOLTAREA IN SERIA A LUI SINz SI COSz

Vom demonstra mai antaiu urmatorea teorema, care
ne va fi necessaria mai in urma.
257. Fiind x un numer fix ore care, ori-cit de mare

am poi, si n un numer intreg variabile quantitatea
n

ﬁ tinde catre zero deca n cresce la infinit.
wn

Fie p un numer intreg egal cu * seu immediat infe-
rior lui ¥, si fie n>p; avem :

& e % x x G x x )
( I 2

12 s 1038 p)iptl p+2 n/
Daca vom neglige factorn p-i2 vis .—xI, toti
mai mici de cét 1, este evident cé, vom avé :
X" SRt z)x
e

. . % .
Inse deca 7 cresce la infinit, factorul ™ tinde catre
n

zero, pe cand factorul [% _;_ %) remane fix; prin
urmare produsul total[f—.'_v..’% ..... ﬁJ " va tinde ca-
. p n

n
va tinde catre

: S : x
tre zero, si a fortiori quantitateai-‘)

zero.
258. Fie # un arc positiv mai mic de 90°. Avem:
1—cosz>0. (a)
Primul meémbru al acestei neegalitati este derivata
functiunei
x—sinx+C,

e
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in care C este ua constanta ore-care; céci derivand a-
cesta din urma funectiune, vom de peste 1—cosz. Func-
tiuneax—sinx+C se numesce Junctiunea primitiva a
functiunel 1—cosx. Determinim pe C cu conditiunea
ca se avem
x—sinz+ C=0,
cand vom pune £=0; atunci C=0, si functiunea se re-
duce la
x—sinx.

Acesta functiune, anulandu-se pentru =0, este po-

sitiva ; si fiind-ca derivata sea
1-—copw
este positiva, dupe (a), ea merge crescund din ce in ce :
prin urmare
x—sinz>0.

Primul membru al acestei neegalitati este derivata

functiunei
xﬁ
Tz

C fiind ua constanta pe care o determinim cu conditia
ca se avem:

+ coszC,

x?
—1?+cosx+0=0,
pentru 2=0; atunci C=—1, si functiunea se reduce Ia

‘,‘v2

—1
i 1.2
Acesta functiune se anuledia pentru x=0; derivata
sea Z—sinz este positiva; deci functiunea este positiva

si merge crescund din ce in ce; avem dera :

+cosz.

X

2
15 +cosz>0,
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Repetim indefinit aceste operatiuni, luand functiu-
nea primitiva a membrului antaiu, si determinand ne-
incetat constanta arbitraria cu conditiune ca acesta
functiune primitiva se se anuledie pentru #=0. Vom
obtine ast-fel urmatorul sir de neegalitati :

1—cosz>>0, !
5 ki i

e 0
1 sinx >0,

—1 + —[— cosx >0,

—f-}— 7 3+ sing >0, (A)
x2 x4
TS A

5

Z
THEB TS 545

—cosz >0,

—sinz>0,

3
1

259. Dm aceste neegalitati scotem :

cosr<1, e
2 i
cosx>1f lx‘)’ |
<1 2 xi ’i
§T<1— ,
e > t15314 wi
2 4 m
gaar<llPe dlas Sl B D0 T
s 12T RaBL 1998
cosx>1— 2 et a Y et

1234 "F12.92712..@ni2)
Prin urmare, deca consideram seria
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22n 22042
..... - L e i )
L2 5.2 E2...2012)
vedem ca cosz este coprins intre suma cellor d’antaju
n+1 termeni si intre suma cellor d’antain 72+2 termeni;
prin urmare valorea esacta a luj cosz va fi egale cu su-
ma celor d’antaiu 7 -1 termeni, plus ua fractiune din
termenul al (n+2); vom avé dera:

22 z* Zon zon2
cosr=1— 4’-—\~...+\——0——\, il
12 ' 1234 "T12 94" 12, @nrey D
in care ¢ este un numer maj mic de cit 1, ales ast fel
20 + 2
incit quantitateao "7 adaogita la suma cel-
4 1.2 [Pudoy. 15098

lor d’antaiu #+1 termeni ai seriei, se ne dee valorea
esacta a lui cosz,

Inse cand # cresce Ia infinit, quantitatea  ©"°
1.2..(2n+2)
tinde catre zero®; si prin urmare la limita cand 77—oc :
vom avé:

x2 xﬁ» xG
Fater ol L e
At 1481

seria convergenta care di pe cosz.

Acesta formula am demonstrat-o in hipotese ci 2>0,
inse ea subsiste si pentru <70 ; chci cos(—z)=cosz ; sl
fiind-cd membrul al doilea coprinde numai puteri cu so-
tiu alle lui z, scambarea semnului lui z nu va aduce nicj
ua seambare in semnele termenilor desvoltarii.

260. Din neegalitatile (A) deducem inca:

o xz
smx<T,

23

> Zz
e R T

21



*2

322 CURS DE TR1GONOMETRIA

z z3 x5
ST iR e
x a8 X x28+1
LB P R T Sy OB R
_x; xS x5 A2n L1 &y x2n+3

S Tl e e G e
Considerand seria

o %7 xh x2n 41 P

1 123712345 12 On i) Fis.Cni 3y
vedem dera cd sin¥ este coprins intre suma cellor d’an-
taiu n+1 termeni si intre suma cellor d’antaiu 742
termeni; asia-dera valorea esacta a lui sinx este egale
cu suma cellor d’antaiu 7+1 termeni, plus ua fractiu-
ne din al (2 12) termen; adeca:

28 A y2n41 y2n .3

. X o e T
T 123712845 2. @nen) 1.2 201 ()

6 fiind un numer mai mic de cit 1 ales ast-fel incat se

justifice equatia Deca inse 7 cresce la infinit, termenul
iy 2 it
57 12.@n59) tinde catre zero*; asia-dera la limita, cand

n=oc, avem :

. X x® x5 x
Bimiy=—ss

A TrL LR A 2

Acesta formula afost stabilita pentru x>>0; ea esiste
inse si pentru ¥<0. In adever, punend in (4) in loc de
x pe —x, semnele totor termenilor se vor scamba ; im-
multind apoi tota equatiunea cu —1, vom regasi tot
equatia (4).

Formulele (2) si (4) ne pot da valorea sinusului si
cosinusului ori-carui arc coprins intre —90° si +90°
cu ua aprossimatiune ori-cit de mare vom voi, *




DESVOLTARI IN SERIA 923

DESVOLTAREA IN SERIA A LUI ARCTGx

261. Vom presupune pe X mai mic de cit 1 seu egal
cu 1, si positiv.
Derivata functiunei arctgx este*

I
1+ -
Efectuand divisiunea indicata in espressiunea Hl- -
- X
dobandim : .
1 __xoni2

sr=l Attt +a?n :
S 21 2+ +1+x2’

q2n-+2 . e
1542 eSprime restul ce a remas dupe a (z+1) diviiune.

Din acesta equatiune avem :
,_};___/1__x&+ak__x&+- oy g (a)
et i 1+a2

Functiunea primitiva a primului membru, pe care o
insemrdm cu y, este :

.....

{ 3 25 7
{ o z 2 & g2n4-1
=aretgr— — —__ 1 % T +-- |- (b
e —2:1+1J 4
1 acesta functiune y vedem ci se anuledia deca z=(),
Primul membru al equatiunei (a), derivata a functiunej

Y, se pote dera insemna cu J, si acea equatiune se pote
scrie mai simplu : '

2n4+2
YT o (c)
G ri H—l . g
Quantltateal_f_gc2 este positiva, cfci nu coprinde de
cat puteri cu sotiu alle lui #; apoi
z2n-+2 %2
X8
R i

2N 12
prin urmare y’ fiind egal cuﬁ dupe (c), avem :
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y' >0,
y'<<x™+2 de unde : y'— 2™+ <0,
Derivata y” a functiunei y este positiva ; prin urmare
y cresce déca cresce #; si fiind-cd 5’ se anuledia pentru
2=0, y va avé valori positive din ce in ce mai mari cu
cit va crésce z. Din contra, functiunea

x2n+8
= m ’
avend derivata sea
y/_mm 42

negativa, descresce cu cit cresce x; si fiind-ch siacesta
functiune se anuledia pentru x=0, ea are valori nega-
tive din ce in ce mai mari cu cit cresce x; prin urmare

vom avé tot-de-una :
22043

Y ont3~0

seu

2
x n--3

o A P i
A

2n--3
————, vom puté gasi un numer
2nT3

ore-caré 0, mai mic de cit 1, ast-fel in cht

2n-+-3

y fiind mai mic de cit

Ty
Punend acesta valore in (b) si trecund parentesul din
membrul al doilea in membrul cel-alt, vom avé :

¢ R e iy G
e i o R R T M, e
it L GURG e “ontit 2ni3
n-+38

tinde

Inse deca 7 cresce la infinit, termenul 02 5
n

#257 catre zero®; prin urmare la limita, cand n=oc, avem :
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%l al e T
arctgx_T—_:g_-}-?——?-{-. e (5)
In acesta demonstratic am presupus pe 2 positiv;
inse formula (5) convine si in casul cand z este nega- '
tiv; cdci atunci arctgx devine negativ, si toti termenii
din membrul al doilea, cari coprind numai puteri fora
sotiu alle lui z, si vor scamba si ei semnul. Deca dera
vom immulti tota equatiunea cu —1 , vom regasi for-
mula (5). Prin urmare acesta formula nie poté da arcul
a carui tangenta este cunoscuta, tot-de-una cand acesta
tangenta este coprinsa intre ~1 si +1 inclusiv.

CALCULUL LUI 5.

262. Formula (5) ne pote da mediul de a calcula ra-
portul circumferentiei catre diametru, raport care scim
ca se insemnedia cu .

1°. Arcul 45°=g— scim cd are de tangenta pe 1%; pu *65

nend aceste valori in (5), avem :

seria care ne pote da pe 7.

0 0 i o4
2°. Arcul 30 g are de tangenta pe 75 Aceste va

lori, introduse in (5), dau seria :
;A | 1 i 1
6 V3 (37 b(/ay eyt

si punend pe]/it73 factor comun,
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Tlf__-:l‘ 1_%1,‘*_{_#_# ! }

6 V3 SE ) Yt
seria mai converginte de cit cea precedinte, care
pote da pe 7.




APENDICE.

TEOREMA LUI LEGENDRE.

263. Deca laturile unui lrianghw sferic sunt forte
mici in raport cu radia sferei pe care este situat acest
trianghiu, putem fora nici ua erore epretiabile se calcu-
lam, in loc de el-mentele trianghiului sferic, elementele
unut trianghiu rectiliniu, alle carui laturi se fie egale cu
laturile trianghiului sferic, erq ang hiurile lui se fie egale
cu anghiurile trianghiului sferic micsiorate Jie-care cu a
treia parte a escesului sferic, Suprafetiele acestor doue
trianghiuri sunt si elle egale.

A e Fie trianghiul sferic ABC pus pe
ua sfera cu centrul in O, a carii radia

, OA4=r este forte mare in raport cu la-
turile a,b.c, alle trianghiului. Consi-

N«fﬂ ¢ der si trianghiul rectiliniu A'BC,al-
/ g

le carui laturi sunt egale cu laturile
trianghiului sferic.

&

g’ Ne imagindm ua alta sfera, tot cu cen-
trul in O si cu radia 1; acesta sfera, ta-

6 Y ata de planele AOB, BOC, COA, va da

¢’ trianghiul sferic A,B,C, alle carui an-

ghinri sunt egale cu alle trianghiului sferic dat, adeca :
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A=A, BI=B, C=C.
Cat pentru laturi, avem relatiunile :
Broel tep

din cari

Trianghiul A,B,C,, care se afla pe ua sfera cu radia
*168 1, da*:

€08a,=cosb,cosc; +sind,sinc;cosA,,
s1 inlocuind pe a,,b,,¢1,A,. cu valorile lor,

a b b.
cos— COS— oS- +s1n sin— cosA
r r

: ? : a . Fth c
In acesta equatiune putem inlocui pe cos-,cos -,cos-,
g

1 b e 4 . S s
*259,2/sin—, sin-, cu desvoltarile lor in serii* ; 81 fiind-ca " este
260,(4) o r y:

forte mic, vom neglige termenii in cari acesta quanti-
tate va intra la ua putere mai mare de ¢t a patra:

= az__L*ti_(l_ b2 +_b4 (1 s c? 4_704 ]
27 " 24rt 27 T 24T 9 T o
W e T il
23 (——~—~) (; e }cosA
- Efectudm immultirile, negligiend erasi termenii ce

contin pe & la ua putere mai mare de a patra:
2
 a OF vl o bt b
1—-—4—- ”Httl———— s ao ) ofli5 S
27 +24r4 2r? 2r‘+24r" aCY P
(e o bgh 5P c)
,7 A.
+1 ™ 6rt 6
Trecund in un membru pe toti termenii ce nu con-
tin pe cosA si facund reducerile,

—
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be e P —a® bt aty6h%c
1— A—

a ( 6r? )cos 2r2 24r i

si divisend cu confactorul lui cosA,

Pt+c—a® b Hct—at+ebec?

PR o 24r*
e be e e c2]
r? 672

b2+c3 .
2

Immultim ambii termeni ai fractiunei cu 14 :

avem :

b2+c2—-a2_b*—|~c"—a‘+ 622

S 24rt ( b'*—f—ch
fee be ;1_[b2+c2]2}“ b=
| 672
2+ ‘7]2

Termenul( =, care se afla la numitorul fractiu-
r
nei, vedem ca va coprinde pe — la a patra putere du-
r
pe ce vom efectua ridicarea la patrat; si fiind immul-

i be . .
tit inca cu factorul 5 lu va coprinde la a siessea pu-

tere; prin urmare acel termen se pote neglige, dupe
conventiunea ce am facut.
Facund 1mmu1t1rea numeratorului fractiunei cu pa-

rentesul ( ] si continuand de a neglige térme-

nii de un grad mai mare de cit al patruleain—, avem :
¥

b —a? : b*+-c*=2b"c*—a’h*—a’c® b'+ct—attL6bic?
Fp 12¢¢ T 24yt
be i
r2

cosA=

seu mai simplu,
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cosA D+ —a a1 et 24%° 2472 gpae

2rt - 24bcr (U
Trianghiul rectiliniu AB’CY da:
@*=b*4.c*— 2bccosA’,
de unde
i b+—a? '
cosA g 2)
Inse

sin’A’=1—cos?A’;
substituind aci valorea lui cos’A, dedusa din (2), si fa-
cund reducerile, gassim :
2090 8 2 203 gt pt 4
sin”A’:Qﬁb +2a°c*+26°c*_a*_p*_¢

2b%*
: 5 : bc
Immultim ambii membri cu—Gj :
T
_besinA’ i btict— 2% 9422 opct ®)
0y DS o E T S g i

Comparand equatiunile (2) 51 (3) cu (1), vedem ci
prima fractiune din membrul al doilea al equatiunei (1)
este identica cu cea din membrul al doilea de la (2);
era a doua fractiune din (1) este identica cu cea din
(3); prin urmare:

iy iy
cosA=cosA’—-lES1»I}A. (4)

Insemnadm cu x diferentia intre anghiul A si A, adeca.
A—A=x; (5)

de aci
cosA=cos(A'+z)=cosA‘cosx —sinA’sinx :
si fiind-cd x este forte mic, putem inlocui pe cosz si

#259,260 Sin’ prin desvoltarile lor in seria® oprindu-ne la pri-

mul termen al desvoltarii, si atunci
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cosA=cosA’—xsinA’. (6)
Comparand equatiunile (4) si (6) avem:
p_besin'

V.

62 '
si fiind ca bcs;nA;S’, suprafatia trianghiului rectiliniu,
it
Sre
Punend acesta valore in (5) avem:
‘ )
A (a)

Lucrand assemenea si pentru celle-alte anghiuri, am
obtine assemenea :

gty |
B o (b)
C = C_W‘, (C)
Adunand aceste trei equatiuni una cu alta,
A+B+ C':A+B+C~§T',
si filnd-cd
A'+B'+C'=180°,
avem : 1
S _A+B+O— 150,
r
inse d
A+B+C—180=e;
deci
S -, @

seu
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S e
3 3
Acesta valore fiind pusa in equatiunile (a), (b), (e),
ne d : '
A’=A—§, B'=B —g, C’=C—§, (A)
adeca anghiurile trianghiului rectiliniu ce are acelleasi
laturi ca si trianghiul sferic, sunt egale cu anghiurile
acestui trianghiu sferic, micsiorate fie-care cu a treia
parte a escesului sferic. Prima parte a teoremei este
demonstrata,
Equatiunea (7) di escesul sferic prin raportul arcului
catre radia; pentru a gasi espressiunea lui in grade

/

: g ! : 7
minute s1 sécunde, trebue se Impartim valorea lui, —>
r

¥16 data de acea equatiune. prin sinl ¥, si atunei
b tl
SI
-ﬁ—:e,
r’sinl

dé unde

/

f—z=esin1 (8)

Acesta valore punendu-o in (a), (b), (¢), obtinem :

PRI ot G el P ) esinl”
A'=A— i B'=B— = C=C— G
Equatiunea (8) ne d3 inca :
S‘=resinl”,
219 Inse suprafatia S a trianghiului sferic este* :
S=r’esinl";
deci
S+8';

suprafetiele ambelor trianghiuri sunt dera egale, cea ce
completedia demonstratiunea teoremei nostre,
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Teorema lui Legendre inlesnesce forte mult opera-
tiunile geodesice. In adever, radia pamentului este de
6377398 metre, pe cand cel mai mare trianghiu geo.
desic nu pote avé laturi mai mari de cit cel mult 40000
metre; trianghiurile geodesice dera, cari in realitate
sunt trianghiuri sferice, pot fi tratate ca trianghiuri rec-
tilinie cu ajutorul teoremei lui Legendre.

Essemplu. Radia pamentului fiind 7=3266330 stan-
jeni francesi, laturea AB a unui trianghiu de pe supra-
fatia pamentului este de 56559 ~,04; anghiul A este
de 78°4°9“,53 ; anghiul B de 59°50'53",40, si anghiul C
de 42°5'36",07.

Facund suma acestor anghiuri, se gasesce :

A1 B+C=180°0"39",00;
prin urmare
=39, =
3

Deci in loc de 4 resolve trianghiul sferic ABC, putem
resolve un trianghiu rectiliniu A'B'C’, in care laturea
A'B’ se fie tot de 56559°" ™ 04, era anghiurile se fie
ensesi anghiurile tringhiului sferic, micsiorate fie care
cu cate 13, adeca : A'=78°3'56",53 ; B'=59°50"40",40
C'=42°5'23",07. Se gasesce astfel : A‘C’=AC
=72960% *,00; B'C'=BC=82555 62,

1311.

FinEe
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