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PREFATA LA EDITIA I.a

Prietenul si fostul meu elev N. Abramescu, mi-a fécut plicerea ca
inainte de @ da la tipar Lectiunile sale de Algebra, intocmite pentru CI. VIII
Reald, sG-mi comunice §i mie manuscrisul, D-sa imi spune ca la dirijarea
acestor lectiuni s’a inspirat in bund parte de cursul ce a aundiat la mine,
pe timpul cdnd era student la Universitateo din Bucuresti. Aceastd im-
prejurare imi impune indatorirea de a scrie cdteva cuvinte de introducere
la lectiumile de fatd.

Este un mijloc foarte comod si foarte des intrebuintat, de cei ce
nu-gi daw osteneala a phtrunde mas addne lucrurile, de a invinuwi pro-
gramele cd sunt prea inciircate, ori de cdte ors cunogtinfele pe care le capdtd
elevii in licee, la o anumits materie, nu corespund astepi@rilor. Eu cred
ch cele de mai multe ori nu programele sunt de vind, ci modul lor de apli-
care. Asa ludnd de exemplu programa de matematici, — partea privitoare

la rezolvarea numericd a ecuatiilor, — negresit ¢ ar fi fost mult dacék s’ar

chiuta o se face in licew wn curs complect asupra acestei chestiuni; dar nu
aceasta este previzutd in program, ci numai stabilirea elementelor indis-
pensabile, pentru ca un elev dupl ce a terminat liceul real, sG poatl re-
zolva numericeste o ecuafie cu coeficienti dati, care cunostinge sé le poatd
apoi aplica la probleme practice de matematics, fizicli, etc. Pe de alid parte,
neaplrat ¢ nu poate fi vorba numai de enunfarea unor reguli practice,
ci elepul trebuie sd-si dea seamdi cum se ajunge la aceste reguli. In rezumat
trebuesc, pe de-oparte inlGturate toate subtilitigile care lungesc demonstra-
tiile i cer mult timp, iar pe de altt parte st se caute ca elevul si vazi
§i sd-gi dea seama cum se petrec lucrurile.

Pdrerea mea este ¢i D-I N. Abramescu a reugit pe deplin in tmpli-
nireq acestor condifiuni. D-sa a redus demonstratiile la strictul necesar,
inlocuindiu-le in multe locurs prin reprezeniliri geometrice, care, faré a
constitui demonstrafii propriu zise, daw o imagind concretd a modului
cum se petrec lucrurile: elevul vede, iar cei mai ageri pot complecta et
singuri demonstratiile. Acesta este spiritul lectiumilor ce fléceam cu stu-—
dentii anului 1 dela stiingele fizico-chimice, inainte de punerea in aplicare
a noilor programe; acest mod de predare, conform cu intentia celor care
au alcdtuit nowile programe, a fost adoptat g de D-L N. Abramescu in lecti-
unile sale.

Intr’un curs asupra rezolvlirei numerice a ecuaiiilor insé, ceeace nu
trebue pierdut un minut din vedere sunt aplicajiile, §i in aceastd privingi
lecfiunile intocmite de D-I N. Abramescu sumt cuw destvdrgire complecte.
Dupd fiecare teoremé wrmeazd mai multe aplicajii tratate complect, altele
asupra cirora sunt date explicatii, in fine, exercifiile propriu zise foarte
bine alese, si la care s'a dat gt rdspunsul. Si la aplicatii, ca si la demon-
stratia teoremelor, D-1 N. Abramescu a fécut foarte mult.uz de reprezen-
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tarile grafice, astfel cd unui elev care @ urmdrit complect o asemeneq
chestiune, i rimane pentru mult timp imprimatd in minte imaginea che-
stiundi, gi poate la randul lui trata cu usuringd probleme de acelagsi fel
precum §i altele mai complicate, Figurile clare, expresive si desemmnate lg
scard, cum de altfel trebuiese cerute si elevilor, aqu fost facute dupd cro-

Poduri gi Sosele,

ntocmirea acestor lectiuni, flird vreun model similar, a necesitat
de sigur multé muncd din partea autorului, munce pe care D-1 N. Abra-
mescu @ dat-o cu plicere; D-sq este unul dintre tinerii nostri profesori, care
lucreazd nu numai cu capul dar si cu nima, consacrdnd tot timpul de
care dispune pentru tmplinireq datoriilor sale. Scurtul timp pe care 1-q

Gazetei Matematice sunt o dovadd pentru aceasta,

Lectiunile de algebrd superioard ale D-lus N. Abramesen au fost
aprobate de Ministerul dnstructiunilor bublice si al Cultelor pentru liceele
reale, in urma unui raport foarte favorabil ce i~a facut colegul meu
G. Titeica, Profesor la Universitatea din Bucuresti, in calitate de membru in

sfaturi in ceeace priveste expunerea, pentru care autorul igi face o plicuti
datorie, aducdnd omagii fostului séu profesor Universitar.

Mai am de adbugat ci redactia Gazetei Matematice, apreciind Iu-
crarea D-lui N, Abrameseu, a admis sé fie publicaté in Biblioteca sa.

*
* *

Inainte de o termina, mé cred dator 84 spun dowd cuvinte asupra
executii materiale a lucrdirii de fata. La noi in tard, tiparirea chrtilor de
matematicd se face cu foarte mulic greutate, din cauzd ok putine sunt tipo-
grafiile care posedd semmnele necesare §i mai ales unul sau doi Luerdtori
obignuiti cu .asemeneq luerdri. Nu cu pubing trudé s'a ajuns in timp mai

Tot in numele autoruini aduc muljumiri D-Iui profesor Gh, Nico-

laevici §7 D-lui inginer Al. Rosu ventru concursul ce i-au dat la corectarea
probelor gi D-lui M. Cioe pentru executarea figurilor, 7

A, G. IOACHIMESGU
Bucuresti, 1907,



PREFATA LA EDITIA VIl

In aceasti noud editie am expus o metodd geometried, cu care se
poate glsi intre ce numere sunt cuprinse radécinile unes ecuatii, wneori
mai usor si mas bine decdt cu teorema lui Rolle,

Am din nou fericita ocazie 8@ exprim muliumirile mele TECUNOSCi-

metru G. Titeica. ; 3 .

Imi implinesc o plicutd datorie de o mdrturisi cé cele publicate in
aceastd carte le-am invdtat din neintrecutele lectii ce ne fiicea la Universi-
tatea din Bucuresti fostul mew profesor A, G. Joachimescu, @ céirui Cule-
gere de probleme de Algebri (editatd de Gaceta Matematici, Bucuresti) va
fi de cel mai mare folos pentru cei care dorese 8G-si completeze cunostin-
tele lor de Algebra, :

Mulfumesc calduros D-lui General Gh. Buicliu ventru munca ce a
depus ca s apard cat mai bine aceastts editie, ddndu-mi astfel pliacuta
ocazie sh-mi reamintesec de timpul cdnd ca elevi de licen colaboram cu
D-sa la Gazeta Matematics ’

Mulfumesc si Tipografiei F. Gobl Fii pentru stdruinta depusé ca
sdi-gi mentind vechea sq reputagie,

NICOLARE ABRAMESGU

Timisoara, 1943,
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Algebra Superioari pentru clasa VIII.
Functii primitive. Calculul ariilor. Numere complexe.
Teoria Ecuatiilor

de N, ABRAMESCU

PARTEA L.

Functii primitive. Calculul ariilor.

1. Aria limitati de o eurbi. Fie AB (Fig. 1) curba repre-
zentatd de ecuatia y=f(z). A si B fiind doux puncte ale acestei
curbe si ducem ordonatele AC, BD ale acestor puncte, corespun-
zitoare valorilor lui 2 egale cu OC=g, OD=4. Ne propunem a
calcula aria ¢uprinsi intre curba
AB, axa a-lor si ordonatele AC
si BD. :

Vom presupune mai intai
cd a<<b si f(a) pozitiv pentrn
toate valorile lui g euprinse
intre a i b. S impartim dreapta
CD in n piarti egale cu
Am=é%g' prin punctele P,
Ps,... Puy, astfel cx P =
P, P;=...=P, 1 D=Az (In figura 1, n=5). Si notim ecu
OPi=un,, OP2=:L'2,...OPn_1=wn—1 si s2 ducem ordonatele cores-
punziatoare CA == f(a), P, M, =f(z), P, M, ={f(as),... Pni My_1=
f(xn-l) $1 DBzf(b) Ducﬁnd liniile AQI’ M1 Qg, I\/Iz Q3,.-.1\In—1Qn
paralele cu Oz, avem

fla)dz =aria dreptunghiului CAQ, P;,

f(wl)Afl? =R > Py M, Qz J
f(él'n—l)Am: > > Pn——l N[n—-l Qm D-

Suma

(1) f(a)Az+f(w,)Aa:+...—I—f(xn—ﬂAx
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este suma ariilor acestor dreptunghiuri si este egald cu aria poligo-

nului CAQ; M; Qs...Mn—1 Qs D, Cind n creste nemirginit, este

aria limitatdi de CA, CD, DB si arcul AB al curbei y=/r(z).
Aceastd sum#i se poate reprezenta mai scurt prin

n—1

3 fla)Aa,

=0

¢ luAnd valorile succesive 0, 1, 2,...n—1, iar x, fiind egal cu a.
Limita acestei sume se exprimi prin simbolul

S:f (a)daz,

S fiind o formi schimbatd a lui § si se citeg,fe sumi dela @ la b

din f(z)da.
Deci
a—1

2) Sbf(w)dx=lim Y f(z:)Az=aria CDBA.
. e

Se observii cd avem aceleasi rezultate daci CA si BD sunt
egale cu zero. '

Asa s’ar putea calcula o valoare apropiati a arii considerate
pentru o curbi y=/F(z). Calculele fiind anevoioase, trebue deci
cidutate metode directe pentru determinarea limitei sumei cind n
creste nemarginit, ceeace vom vedea in cele ce urmeazi.

2. Funetia primitivi a unei funetii. Si considerim unul
oarecare din dreptunghiurile figurii 1, pe care-] vom nota cu
PMRQ in figura 2 si sd ducem NS paraleld cu Oz, pentru a com-
y B plecta dreptunghiul PQNS. Fie <0 aria va-
riabildi CPMA, care este o functie de abscisa
z=OP.

Avem PQ=Az, RN=A4y, PQNM=

A
AAo; Az fiind o crestere a variabilei as,
l iar Ay si ASDO cregterile corespunzitoare
) , ale lui y si a arii CPMA. Deci
X
CPQ D PQRM=PM. PQ=yAxz,

Fig. 2. PQNS=PN. PQ=(y+4y)Az

Se observii pe figura 2, ci
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PQRM<PQNM<PQNS,

Y8z <A< (y+4y)Ag, ;
S4 presupunem ci y=f(x) este o furictie continuf, adies
Ay tinde ciitre zero cnd Az tinde citre zero. Impirtind cu Ag,
avem .

deci

AAs
Y ~whdy.
Dar aria O este o functie de « si cind Az tinde ciitre

A Ao Ao
zero, A tinde citre da | 52U derivata ariei 0, pentru o valoare

: : : A Ao
a lui z; ¥y rdmane neschimbat, si y+A4y tinde ciitre y. Cum 7

rdmane cuprins intre doui numere .y si y+Ay, care ambele tind

AL
citre aceeasi limiti y, urmeazi ci si limita expresiei A, este tot

Ao
y=1(a), asa cii avem %=!j=f(x)

Aceasta inseamnii ¢ aria SO=CPMA (Fig. 2), cuprinsi intre
axa Ox, curba y=F(z), ordonatele CA s PA, corespunzitoare
absciselor OC=ga §i OP=2z, este o functie a cirei derivati este
f(@). Deci, pentru a gdsi aceastd arie, trebue a ciuta o funcfie
a cdrei dervvald -s@ fie f(z), care se mai zice functia primitive a
funetiei f(z). :

3. Notiunea de integrali. Se numeste éntegrare operatia prin
care se giaseste functia F(z), a ciirei derivati f(2) este cunoscuts,
si rezultatul F (z) se zice integrala, sau functia primitivi a funetiei
date f(z). Integrala se exprimi simbolic prin

Sf(w) dz=F(z)+C,

unde F(z) este functia a ciirei derivats este f(x), iar C o constants
oarecare, cdci dacd derivata functiei F(z), este f(z), atunci si
derivata functiei F(z)+C este tot 7(z) (derivata unei constante

este zero). / {
Deci, orice functie continuii f(z) are o infinitate de funetii

primitive, de aceea sf(a:) dz se zice integrald nedefinits.
Baxemple. 1. Sdez=x’—|—C, S2m*da:=z3+0,

cci derivata funetiei 22--C este 2a, iar a functiel -4 C este a2,
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2. o fiind o constanti avem
agm+1
m+41
axm+1

ciici derivata lui ax1C este @, iar derivata functiei —m~+—1+0 este azm,

Sadw:aw—l—C, Saw"wlac:

+Cr

3. Integrala (functia primitivi) a unui polinom este suma integralelor
termenilor s&i. De ex., :

> 4 3 2
S(xa+3x°--5z+2)dm=%+3%—5?’2—+2x+ ¢,
cilci derivata polinomului aflat este tocmai 23 +-3x2—Ha-|-2,

4. Integrala definiti. Caleulul unei arii. Si considerim
aria SO cuprinsi intre curba y=f(a) (Fig. 2), axa Ox si ordona-
tele CA si PM, corespunzitoare absciselor OC=a i OP=z (z o
abscisd nedefiniti). Am vizut of

o= [ f(z) da-C.

Jnsemnand cu F(z) o functie (primitivi) a cirei derivati
_ este f(2), avem

(3) Ao=F(z)+C.

Aceasta este aria figurii CAMP (Fig. 2), in care ordonata PM
poate fi dus¥ prin orice punct P situat intre ordonatele AC si BD
(Fig. 2). Cand PM coincide cu CA, aria este zero, si atunci z=aqa
Inlocuind aceste valori in (3), avem :

0=F(a)+C,. C=—F(a),
iar formula (3) devine
(4) c‘(’J=F(x) —F(a).

Cgind z=Db, aria SO devine aria ACDB (Fig. 2). Inlocuind
pe‘x cu b in (4), avem

aria. ACDB=F(b)— F(a),

Am gisit deci metoda pentru caleulul limitei (2) (Nr. 1) care
se poate exprima cu formula

Sbf(z)dm=F(b)—F(a),

F(z) fiind o functie primitivii a functiei f(z).



Aceastd expresie reprezinti valoarea ariei cuprinsi intre curba
y=f(z), axa Oz si ordonatele corespunzitoare lui z=g¢ si 2=b.
b
Limita sumei (2) (Nr. 1) insemnati cu Sf(x)dz, se zice inte-
o

grald definitd, iar numerele « $i b sunt numite limita inferioars si
limita superioari a integralei definite (Trebue observat cd aci cu-
vantul limitd are alt sens decAt acela cind se zice c¢i o variabild
tinde ciitre o limits).

De aci urmiitoarea reguli pentru calculul unei integrale definite
b ;
Sf(a)dw. Se calculeazi o functie (primitiva) F(z) a cirei derivati
A ,

este f(x). Be substitue succesiv z—=a si z=Db si se scade F(a)
din F(b), care se scrie simbolic

. gjf(w)dx=[F(x)]z, Sif(m)da:=F(b)—F(a).

De ex.,

Yol

3w2d £ lw:k .!_ 3 3_27-._ 8_1?
S,? el Ty Nl Sk oy

5. Observiirl. LIn celece Y C Py P, P, . D

preced, am presupus cd f(z) este 0 [ 2
pozitivd in intervalul (a, b) (intre
@ sib) si a<<b. Aceste restrietii A Q
pot fi inliturate in modul ur-
mitor.. Dacii f(z)<<0, pentru va- M, Q. Q
lorile lui # cuprinse intre a si M, s Qe
b, curba reprezentativi a functiei M, ML
y=/[(x) are forma din figura 3. i -
In acest caz Fig. 3.
fla)Ae= —aria dreptunghiului CAQ, P,
f(@)Az=—aria dreptunghiului PiM; Q; P, -
LT
si deci A
7

o

Céand f(z) este si pozitiv si negativ intre a si b, dacs, a<<b

b
(Fig. 4), integrala S f(x)dz reprezinti suma algebried a ariilor limi-
a



e e
tate de .curba y=f(z), axa Oz si ordonatele z=a si =0, ariile

sitnate deasupra axei Oz fiind pozitive, iar cele situate dedesubt
tiind negative. Astfel (Fig. 4),

b
S fl@)dz=CME — EPF+FQG — GND.

b—a

Daci a>b (Fig. 5), Az este negativ, cici Ap— si se

schimbi numai semnele, ariile situate deasupra lui Oz fiind nega- .

¥ y

M Q

R M
Oa,\E L6 l\ /
i ; D UE C

N H

Fig. 4, Fig. 5.

b
tive, iar cele situate dedesubt pozitive. Astfel (Fig. 5), Sf(m):dw
a

reprezintid diferenta dintre ariile inferioare si cele superioare
EHF —DNF—ECM.
IL. Se vede de aci cit

a b
g f(a:)da:=——S fl)dz,
b a
si observind ariile considerate, avem

§:f (@)dz= s:f (2)dz+- S:f (x)de.

Calculul catorva integrale si arii.

- 6. Integralele imediate a citorva funetii. Am vizut de-
rivatele functiilor simple (). Ele ne vor da integralele fundamen-
tale, cu ajutorul cirora se pot gisi ‘metode. speciale pentru inte-
grarea funetiilor.

() N. Abramescu, Algebra de o, VII.



gt S de : -
Sx'” dr= bl +cC, e Lz+C L logaritmul neperian,

Sa”dx=’am+0, Se‘”dx=ex+ £ Se—zda:=—e"+0,

Scos zde=sinz+C, Ssin xdz=—cos z-}+C,

dr S dz
Scosgw—tgm-l-C, iy coteztC,

sin

S VIdw S =—arcsin z+C, Sl—_tli_%=arc tgxz+C,
—

va—sz+c SZ_:=~(m—11W+C’ S@=~—1+c.

xﬂ

II. Mai trebue refinute urmitoarele derivate, care ne dau *
imediat integralele.

1. Vw+a. Luidnd derivata, avem ‘
dVa+a 1 Rl S da —
== i deci '+ \——=29VzF st
dz 2Va+a ; Veta e
o \/m2+a Luand derivata, avem
dVz?Fa +a 1 z d z
2x= e =) =
dz 2 {z*+a Va?+a da'® e Va?+-a

si deci

zdx e
vm:'\/wz—l-a—l—().
L(z+V2*+a). Derivand, obtinem

[L(m-l-Vw +a)J—w—+Vm2+ dx(:c-l-\/a: -f-a]—_—
)=

1 22 i x
x+»fm(1+2vr%) e e
o a:+Vw2+a 1

a:-l—h:ﬁ-i-a sz-}-a sz—l-a,

| E[L(x+vx2+a)]=

skl
Va*+a



AR =
deci
dz 22 = R
Vorta L(w-l—\/av -I-a)-l—C.

Cand a=—1, aveﬁx S

Vogi =L{z+Vz*—1)+C.

7. Proprietiitile integralelor. I. % fiind o constantd si de-
rivata functiei F(x) fiind f(z), avem

) o), {rlorto=ri)+c

De asemenea, derivata functiei LF(z) este Icf(a:) si deci
dii[lcF(w)]=lsf(m), Sl»f (2)d x=w(x)+c

’ Observand ci F(z)=§f(z) da, si inlocuind in relatia prece-
dentd, avem Skf (x)da:=lc‘§.f (z)dz+C.
De ex., S5f(a:)da:= 55f(m)dx, 53 sin zdx= 3§sin zdx=—38 cosz+C.

IL se vede ci integrala unei sume este egald cu suma inte-
gralelor.

S[f'(w) +g(a)+i(2)] d:c=5.f(a:) da:+_§g(a:) dz +5/z(a:) dz.

De ex.,S(zs--4xz+3)dz—jz5dx—j4zzdx+ j 3dx

=—6——4 * 13040

5(5e$—2 sin -3z dz;ﬁjezdx—2§sm wd:v—l—35mdz
=Dbez--2 cos x+3%’+0

8. Schimbare de variabili. Si presupunem ci se cere a se
calecula integrala I=5sin (8z-+2)dx. Pentrn a o aduce la o for-

muld cunoscutd, si facem schimbarea de variabild 8a+2=¢. De-
rivind in raport cu z, avem
dt dt
3=2 = =2
e 3dx=dt, dz 3

si atunci integrala devine

I= Ssm t. —-~ sin tdf,



o]
a cirei valoare o stim, §i anume
1 2
=§(—cost)—f—c.

Inlocuind pe ¢ cu egalul siu 8212, valoarea integralei ce-
rute este

=—%cos(3x+2)+0.

9. Diferentiala. Si considerim curba y={(a) si fie M gi M’
(Fig. 6) dous puncte vecine pe ea. Si ducem tangenta. MT in M
§i paralela MP din M la O, care taie y
paralela din M’ la Oy respectiv in T

si P. Avem MP=Ayg,, PM'=A3/, 5
tgPMT=/" (2), PT = (tg PMT) MP — 5
f* (x).82. Cantitatea £ (2)A(z) se zice SPAL
diferentiala lui y si se reprezinti prin pe !-"

1

simbolul dy. Deci
(1) dy=f'(zx)Az. " TFig. 6,

Aceasta este adeviirati pentru toate formele functiei - /(z),
deci si pentru y=7 (2) =g In acest caz, 1 (2)=1 si for-
mula (1) ds i

(@) dz=A4z,
Inlocuind (2) in (1), obtinem formula definitivi
3) dy=f" (x)da.

In rezumat, diferentiala variabile independente este egald cu
cresterea variabilei; diferentiala functier este egald cu produsul
difereniialer variabile: independente prin derivata functies.

Trebue a face distinctie intre Ay si dy. Figura 6 arati ei in
general ele nu sunt egale, dar ci tind a fi egale cand Az tinde

: A '
citre 0. Aceasta o putem vedea si direct, eici avem limAl=f (z),
i Axyo0=2
A /
A—Z=f (z)+-<, unde lime—>0 cand Az—>0; deci
Ay=f’(w)ﬂx+€Am=dy+eAx,

Trebue observat ci dz si dy sunt cantititi finite, deci se pot

face cu ele toate operafiile ca §i cu numerele finite, i deci nu



S | o

trebue luate drept cantitiiti infinitezimale. Deci cei doi termeni ai
relatiei (3) pot fi divizati cu dz, ceeace di
: _—
' (@) .

adicd derivata este catul diferentialelor, de unde gi notatia aléasi
pentru derivati. A
Observare relativd la schimbarea de variabild, De oarece in

semnul integralei S f(x)dz, intrd diferentiala dz, pentru usuriuntd,
in calcularea integralelor, in loc si zicem ci deriviim, vom spune
ca diferentiem, si in loc de a secrie complet derivata functiei

y=F(z), adici %= " (x), vom pune numai diferentiala ei dy,

intelegind cd aceasta este produsul derivatei functiei prin da (dife-
rentiala variabilei de care depinde). De ex., daci u=w, in loc de
a scrie cd derivatele sunt egale, u'=1', scriem numai du=dp. In
cazul precedent, 3z-}2=¢, diferentiind, avem 8da=dl.

10. Exemple. 1. Scos’xdw. Avem

1 2 1 1
= S cos’ada= S_—}—cgos*a: dz=—2—S dw—l—%s cos2a:dw=—;—+?gcos2wdx.

Punind 22=¢, avem diferentiind 2dz =d¢, da =d§t’
o | | £T Jo
Sco§2xdx— ?S costdt=§ sint = 5 sin 2a,

= %-l—%sin?w-i-c.

d
2 S = Ll punem x=3¢ si avem da=3d¢.

No— ot

3 b
I=S o Bos dﬁ;z—-arcsint+0=arcsin£+0.
) |
3.

Vo—9, J3yi—g 3
xdx
Vs’ @0 constantd. 8% punem a?--2?= {2, deci diferentiind
Va2 + 22 .
2ade=21¢dt, xde=¢dt,

I=S%=Sd¢=t+0=m+ﬂ

o 1 K s
T Sd descompunem fractia —— — intr'o sumi de dous fractii
— 1 i xl

Avem 1 —2*=(1—2) 142). Si punem
17 g b 2 Rt iy b
@) l—x’—l—a:+1+a:’ (1—2) (l+z)—l—x+1+z’




Sk

i sil determinim pe ¢ §i b. Pentru aceasta, inmultim in (1) cu 1—g §i avem

i A% b

unde facem pe @ =1, toemai cu valoarea ce anuleazi factorul 1 — z cu care
am inmulfit. Avem

e
Y
Deasemenea inmultim in (1) ca 142 si facem pe urma xz=—1; obtinem
_alda) 1 _e(d—1 1

1—0& e i maen ae
Expresia (1) devine
1 1 1 1
1—,»,;3_?( +1-|—z)

si inlocuind in iutegraﬁ, obtinem

1
I—fl—a:2 f21+a: 21—x)d‘”’

1 dx 1 dx
@ I—?f1+m 7)iza
Si punem - 14 2=1+¢: avem dx = di,
da dt
—_— = N =1 5
i Lt=L(l+2)

De asemenea, si punem 1 — g — %; avem — dax = duy,

f [y Loz

1—g

Relatia (2) di
L(1+x)——L(1-ac)+C =LViFo—LVI—z+40= L\/I“L“c

5, ot L Ayem

* Z (14 22)
1422 — g2 + 22 x*dy
z(1+o9) fw(l-l-ar) fm(1+x’)'

Ve 1 (2xdx
f_ l-l—a:’ s 1Lz
Punind 14 a?=¢ avem 22 de — gz

2xdx dt
- mffT_Li—L(l_*—xg)



gL

Deci

| ;
I=Lw—?L(l—|—xz)+C=Lm—LV1+x’+C=L

142 \/ V1+-’t 1_’_,,,
= \/ d =] —
f * z. Avem I = i Vl xd i a:‘ %,

dx o _wdy T P & @ doe
Vi—e ' J Vi, V1—a2 L
Sd punem 1 — g2 = #2; dec:1—2a:dw=9tdt vdx= —tdi, ¥

fvxdm —]_tdt——ft1t~~t=~ '“1—:52

1— g2

I =arcsina — Vl—z’—l—C.

dx 1’ 1 3
e P m' Avem ac’+m+l=(x+7’)+1,
I da
1 2 8 2
St
A L
S84 punem z+— =—3t, t=2i+—1; deci da:=v—3dl,
g TEiD V3

(f?m Sayrife

2
=— rctgt+0——.§ar tg ——— m+1+-C.

e y \E]

da ¢
8. I= | ————— Trinomul de sub radical se serie 5— (xz— 2)2
fVl + 422 ( :

V6 — (z —2)?

83 punem z —2=Y\5¢; deci t—;, de=\badt, .

V5

f Voat [ Vbat _ YBat S
Wepr—(s®  Jyo—se ﬁVITt’_ s .

I = are sin ¢ 4+ C = arc sin = —I-C
V—

= F _ [+ 11414
9. Si se calculeze I= f m dz. Factorii numitorului sunt

x-+3, x—2 s o2 S punem



;13_
s-;-1195-;.14
3 (€—+3) (22— 4) x+3+x—2+z+2

A, B, C fiind constante de determinat. Gonind numitovii in aceasts
expresie, avem

e*+llaet+14=A@—2) (¢+2)+Bx+3) (@+2)+C(x+3) (z—2),
} m’—{-l]a:+14=(A+B+’C)m2+(5B+C)z+(f4A+6B—GC).
Egaland coeficientii puterilor lui 2 din ambele parti, avem
AlBIC=1, 5B+C=11, —4A L 6B—6C=14

de unde rezolvind in raport cu A, B, C avem A=—2 B=2, C=1. Inlo-
cuind in (1), avem

@ llg415_

@+3) @ —1) x+3+x—2+z+2’

2 2 :
I:—fr_'_sdx+fx St +2 Ll 4L —2) 4

+L{x-+2)4cC.

_ 1 ®&+2) (z—2)2
I——LWTC.

11. Exereitii. 83 se calculeze integralele

= evdy
ey e : ;
@ —1) .fcotgwdz, 3. ftga:da:, 4. j =T

5. f@dﬂ:; 6.[ f
6(Vz+1) aa—|-31:+3 Ya—4 4ac =

"di 1 1
R. 1. Se pune a —1=¢, F=——t_’+0=’_§(x 1)z+C'

2. szcossl:';la: Se pune & = u, du = cos z d, I—f—:Lsmw-{—C

3. I_fsmwdx. Se pune cos z =+¢, dz=—sinxdac, I—;fﬂ=—Lc08w+O

—lo)

"OS T

4. Se pune ex +F=¢, deci evde=dt, I =f‘—13: Lu=L(ex+1)1C.

5. Se pune x=1¢%, 6 fiind cel mai mic comun multiplu al indicilor 2 si 3 ai
radicalilor ce intrd. Avem do=265dt,

e e

2édl__ ;
= & 1
t+1 2 g tarctgl Lye 41 +0




R e

z I L
.I:‘f,?f—E—%ﬁ-}-%?-—}—%i—z%—l-arctgx%—*L"z%-[-l—}-C.

2 ; 3 2
6. Numitorul este (ac - ;) - %; se pune - ;:vgi, I:vigarctg%—ig_§ -+ C.

7. Expresia de sub radical este 8- (z+2)%; se pune x+2=\8y

x+2
= in~—— - C.
‘ I = aresin Vs 4
8. Si se calculeze I— f (_i_% e
R @+ @ +HD~e+1) @) (@*—z+1)=(x+1)* (x*—2-+1). S§ punem

3m3+3x—6_ A o B - Cax+D -
(:z:—{—])(:47:3—[—1)_(2—}-1)a m+l+x’—:r+l
Gonind numitorii obfinem
3_:1:3+3x—6:A(a:’—a:+1)+B(a:—l—'-1) (@ —x4-1) 4 (Cax+D) (z+1):
=A@ —2+1)+B(@*+1)+(C2+D) (w4 1)2,
3m3+3w—6=(B+0)x3+(A+2C+D)x'+(—A+0+2D)w+(A+B+D\.
Egaland coeficientii puterilor lui 2 din ambele pirti, avem ecuatiile
B4 0=3, A2 0 4ay =0 —AE2D 3 A4 B4+D=—6, de
unde A=-—4, B=0, Ce=3 D =rn Avem
3 %
5 Rz—D4——_2
([ —ddx 3x—2 S 2 2 :
I*f(i+1)i+ wz—m+1d”‘z+1+ PR RERYe v L Bl
3 -
- (2ax—1) :
5 2 _l 2=l
I_m——l_{- | e 2f dz '’

4 | 3 =zt 1) 1 de
Sy £ e cen R B iR
e+1 " 2) 22—z f1 2 1y 3
gl

4 1 22—
+—3~L(z‘1—x+l)——:arctg i1
z41 2 V3 Vs
12. Integrare prin piirti. Este un procedeu care se aplicii cel mai mult.
Considerind « si » dous functii de z, luénd derivata produsului 2 avem

d(ur) _  dv du
dx _ud:v+v de’

e

+C.

Inmultind cu dz, obfinem

d(ur)
dz

e dis: &
d:c—ud—xd;c-l-(lvd—m da.



e s

Si cum %d:v:du (adicsi diferentiala lui %), intrebuintind notatia di-
ferentiald, avem d (u») = udv + vdu.

QObservand ci f dz—u; f df =, integrand ambele pirti, obtinem

uv:fudv—l—fvdu,
fu do— uv -—fﬂdu

Aceastdl operatie se zice integrarea prin pirti.

13. Exemple. 1. I=fodz. Si punem Lz —w, de unde

slu—‘E sl dw—dv de unde v =a. Avem

I:fudv:zw—fvdu:xl;w—fm%szm—x—l—C.

b2 L ey f 2n L. dv. Si punem Lz =—u, deci du= d—: 8i dv=amdx,

1
de unde v:ﬂ- Avem

m—1

I—f'd __a:m+1Lac_ 1 fx'm+1da;
S m-1 m—-1 P

I_a:'"‘l‘lLa;_ 1 fa!’"d _amklbas - ol
T oy gl AT R

3 szxexdx. Se pune w =2z, du—dz §i dv=evdx, v =e*.

+6.

&

Avem T=zer— [ ex dz = mer — PEE B
3 *dx x dx
T e e =lx , Se pune u— =, du=dx.
V1— g2 1= g2 p
P e ;

I
I=—ayl—a'+ mdx——wm+f

wﬂ
—_ — 2 =
T \/__I—z’ i

I--—le-x +arcsing—1, 9I_--a;V1—x’+arcsmac+c ¢ = const,
gi.divizdnd cu 2,

da:,

1— 22

s A e L ; 4
e e o —— 2 v
= ] z\1—a? ) are sin - C, C——2 = const.

13. Exereitii. 1. Y bt
Y1 —at

e e Wl £ b
el



e e

X x dx
R. u=arcsino, dp=—2 » dt— o s r=—\1—g?

vl — a2 VI — g2

I=—Vl—w’arcsinz+f\/l—w”_ ild‘z§=x— 1 —atarcsinz - C.
V1—g
2, I=|az2e da.

R. Se pune u =2 dp =~ dzx, deci du=2zdx, p= e,
IT=2a%er — 2 zor iy,

Se intg,«:,freazﬁ din nou prin pirti ultima integrald, punind u»=—u,
dv=re*dz, si avem
I=a%er —2p0r | 2¢x +C=er(a2—-2242)4C.

3. I f e¥ cos wdux. p
R. u=cos z, dp = ¢~ dw, deei du= — sin x dz, »—¢,
2 I=evcos z 4+ |ersinada.

8e integreazi din mnou prin pirti a doua integrali, punind » —sin «,
¢ dv=exdy, de unde du= cos  dz, v =e>, si avem :

fe—"sinacda:: e? giny — | ez coswd:c,fe‘t sin  do — e sing —1,

§1 inlocuind in (1), avem I :% (sin  — cos z) ez 4 C.

15. Caleulul eitorva arii. Si consideriim o curbi avand ca
ecuatie y=/(z) si fie M, si M doud puncte pe aceasti curbi
; , (Fig. 7) de abscise a si b. Am vizut
Y ca aria limitatdi de curbd, axa Oz sl

M ordonatele P, M, si PM este egali cu
M, integrala definiti '

b
S f (@) dz.

z Pentru a caleula aceasti integrala,
P P se cautd mai intdi functia primitivi F ()

; a lui f(z), adici valoarea integralei
il I f(@)dz i atunci

Sf(x)dz=F(b)——F(a)

a
este aria ciutatd. In cele ce urmeazi vom da citeva exemple simple.

16. Cazul parabolel. Se stie cx ¥*=2pz reprezinti o para--




S

bold raportatdi la axa sa luati ca axi Oz si tangenta la varf luati
ca Oy (Fig. 8). Si considerim pe aceastid curbd un punct M, ale
cirui coordonate z si y sunt pozitive, 2=O0P, y=PM, si si ne
propunem a caleula aria OPM (Fig., 8).

Ramura curbei agezatd deasupra axei Y
Oz are ecuatia y=\2pz; deci aria con- gt y
siderati A are ca valoare N M
z 3|
— ]
A=S V2padaz. i o
0 0 P
Integrala nedefiniti S\/szdw se poate
=g
serie V2 pSa: dz si este egald cu
: E Fig. 8.
2
2 5
F(w)=v2p%=§w 2pa.

b
Aria ciutati este egali cu A=[F (:v)] =F(B)—F(a)=
F(z) —F(0). Pentru =0, valoarea este nuli. Avem deci

A=§mv2px=—g—x.y, A=§-OP.MP,
de unde rezulti cii aria OPM este egald cu % din aria dreptun-
ghinlui OPMQ (Fig. 8), sau% din aria triunghiului OPM. Deci

aria segmentului ONM de parabold este egald cu o treime din su-
prafata trinnghinlui OPM (1),

1%. Aria eereului. Ecuatia cercului cu centrul in origine si
raza R fiind 2+9°=R? avem y=+VR*—2°, iar ramura curbei
(Fig. 9) agezatd deasupra lui Oz este y=-+VR*—2%, « variind
dela 0 la R. Aria sfertului de cerc este egald cu

R R _
-%A=Soydm=sé\/R2—m2dw.

(") Determinarea ariei unei curbe plane, sau cum se mai zice cuadraturn
uner curbe, a fost obiectul cercetiirilor multor geometri, din timpurile cele mai
vechi. Astfel, Archimede (287—222 a. C.), cel mai mare geometru al antichititii,
a intrebuintat pentru aceiasi problemi o alti metodi asemingtoare cu aceasta,
zisd a Caleulului integral, inventat de Newton (1642—1627) si Leibnitx
(1646—1716). 2RI

N. Abramescu, Algebra Superioari cl. VHI, ed. 8.

o
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y Si  ealculdim functia primitivd, adics
M R2 g2
I=\VR*—2de=\"—"—daz,
R S g SVRz—w” 5
o d 2q
& 1 I=R28 z _S o'de
P (1) VRz_wz VRz_xz
dzx xdx
R — A
sz_mz S YR:—22
Fig. 9. e
z
gl s d(R) Ay
(2) —_— —arcsin—-
YR2— 2? / x? R
Vi-%
Pentru a dona integrald
wda g =_VR*—z2,
z m, 83 punem z=u, dy= T 222’ r=du, v= a2,

si integrind prin parti avem

[osae =Sudv=w_5@du=_xvm—g(—vm>dw

£ e e =
YR2— 22

et L N (o e

VR— 2
Inlocuind in (1) valorile integralelor (2) si (8), rezulti
I=R?arc sin%—l-a:v s |

de unde

21=R? arcsin%+wVR2—a:2, I=%R’ arcsin%-l-%zVR”——z”,

(4) I=S VRz—a:2dz=%R’arc sin%-!—%z VR2— 22,



St S
Valoarea ariei eiiutate este deci

R r
1 — L e
i A= So VR = [% R2are sin %-I—%a:VRZ—?:’]., |

L“A5=1R2( : E)R_}_l( VRz___ 2)3_
PRt arcstg o |2 x,-— :
=%R2 (arcsin%—arcsinfg{)—{—%(RVR2—~_R2—0VR2—O)-
L A PRE e g
4A 2R arcs%nl——2R.2 4‘ER,.

iar aria cercului intreg este A=mnR2

18. Aria elipsei raportati 1a centru si axele sale. Ecuatia
elipsei (Fig. 10) fiind

=
a:yl’ y

R
ramura deasupra axei Oa are
ecuatia 2
G
b AT Eedlt
— 2 2
=—VYa>—g®
Ea

iar aria sfertului elipsei este Fig. 10,
g, 1 Ce o
1 A= Soydx, (5) 1 A S.a\/a — ztdg.

Dar integralag Va? — z? dix este dati de formula (4), unde a=R.

e 1 C e ARG AR
I Rl e A e TR RENESE B
SOVa 2% dx [2a are sin +2wVa m]o TRl
-astfel ci inlocuind in (5), aria sfertului elipsei este

i <1

A

4 a4

i deci aria elipsei este Tab, a si b fiind lungimile semiaxelor.

19. Exemple. 1. Aria limitati de axa O =, parabola y* =4 pr st dreapta
y+22—4p=0 (Fig. 11). i



2B

Dreapta i parabola se tae in punctul C(p, 2p), care se obtine rezolvind
eeuatiile lor; dreapta tae axa O in B (2p, 0). Figura arati ci aria ceruti A
este suma ariilor OCD si CBD. Deci

i oe
e 2p
AZS V4p;zdw-|—5 4p—22)dx
0 »
e 2y L L
A [g\/pwg] + [4:006—:1:’] =3Vt +
0 P
(0]
X
D B (4p-?p—(2p)’)—(4p‘p—p”)-
7
—_—m2
A= 3P
2. Aria limitatd de curba 99— s
va? —z?
Fig. 11, aza Oz, axa Oy si dreapta [:——a.
Se vede cd @ poate lua valori pentru care a® — a2 >0, adici—ae <z < a.
Derivata este y' = ___‘”“, se anuleazd pentrn o =20, trecind dela —Ia -},

Via?— )2
deci la acest punct este un minimum egal cu

; 1 Y
valoarea lui y pentru =0, adici = Curba are
dreptele t—=—a, =0 ca asimptote (Fig. 12).
Deci aria ceruti este aceea cuprinsi intre
axa Oy, axa Oz si asimptota sa z— a. Este
egald cu
a @ a .
S Ygdr=— 5( o :(arcsin i) = (0]
) oVa?—2? af, — - x
.o i 0 15
— in — — = == .
arcsin — —arcsin are sin ok Fig. 12,
y 3. Aria unei buele limitatd la axa O x

l 1 $t curba y =sin x. Construind aceasti curbi,
|
|
1

sinusoida (Fig. 13), vedem ci aria unei bucle
o ' - este indoitul ariei ce se obtine dand Iui = va-
lori dela O la %

» deci aria cerutii este
Fig. 13.

T ¥4
A:S“sinzdx=2 (——cosz)’:2(— cos%-l—coso):&

0 0

4. Aria cuprinsi intre curbele y=2*+5 5 y=22}1.
Construind aceste parabole (Fig. 14), vedem ¢i se tae in punctele ale
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cdror coordonate verifici ecuatiile lor, de unde egaldnd pey, avem z24-5=2x2-}1,
o' =4 x=+2; deciy=—1n? +H=(+2)? ~+ 5 =29. Punctele de intersectic sunt
M2 9), M'(—2 9).

Aria cerutd este diferenta ariilor cu- Y
prinse intre fiecare curba, axa Oz si ordonatele
x=2 z——2; curbele fiind simetrice in ra-
port cu O, aria cerutd este indoitul diferentei
ariilor cuprinse intre Oz, curhele date si axa
Oy si ordonata = 2.

2 2 2
A=2(S y,da:—s Ys da:):?S (y,—-y,_)dx:
0 0 0

o

2 Sa[(aﬁ 4+5) — (222 + 1)] dz,

—

o

2 - 9"
_A=2S (—x*+4)dw=2(—%+4x) =

o

DO == o i e

2 [(—24-4.2)]:%2. ) Fig. 14.

20. Exercitii. 1. Si se afle aria limitati de parabola z* — 9 y=0si
dreapta z —3y +6=0,
2
R. Parabola y :% si dreaptay = % 2 se tae in punctele (—3, 1), (6, 4).

6 % %
Aria = S_g [(g_].z) ——”;—] d;v=17+—;—-

2. Sa se afle aria limitatd de parabola y?=2 (& — 4) si dreapta =3y

R. Se construesc dreapta yzg §i parabola cu varful in (4, 0), care se
tae in punctele (6, 2), (12, 4). Aria este
12 2

A:Sm[l/ﬂw——@—f]dwz[l(n—sﬁ—i’] =_.
: 3 3 bl

T z
3. Sd se afle aria limitata de chatnette (Iantisorul) y = g— (e;—— e;). axa
Ox si dreptele & = + A.

i o s -2\h AL
R. AZS —2—(ea+ea)dx=-2—(ae_a—-aea) =a’(eu—eﬂ)-
-h . -h i

Tl Ay
48 ra) axa Oz gi axa Qg.

x4’

4. S se afle aria limitati de curba y —
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R. Curba are ca asimptoti dreapta Oa:, cacl z— 00, y =0, Tabloul va-
riatiei este

— o0 g olia ko 242)2 o0
i o =
Y 0 A Max 'y 0N mme0A 0

2 2 2
- Aria este = Soyda:=4 S 2_tha:—SS e [L(x’—[—d)]a. Pentru

prima se pune »=2¢{, A=—4 arctg 1 —2 L, 2.

5. Si se afle aria limitati de partile curbelor y:—;—sin 2 s

Y = sin @ +-sin 2 z, cuprinse intre 0 & =

R. Be obtine grafic curba y=—siny+ %sin 2z adunind ordonatele

(Fig. 15) curbelor y =sin si » =g sin 2. Se poate construi cum stim scriind

Gl iN L ya% sin2x 4

5
I ik u’\ Y= sinx+} sinzx
2 N N\
T y=sinx

Fig. 15.

y=sin @+ sin zcosz =sin o (1 4 cos #), ce se anuleazd pentru z=0, z=r.
Derivata este y'=cos ¢ 4 cos 2o =2 cos*@ +cosz — 1,

1 3
g'=2(cosx+1)(cosx——§) ; primul factor cosz-1>>0, ¥ este maximom pentru =%.

1 AL T .
care anuleazi cos T —5+ Curbele se tae in punctul de abscisi e Aria este

7T 7T
A =Si [(sin m+71)— sin 2 z) — sin z] dz +S” [sin z— (sin x4 —;— sin 2 x)] do=2.
o 4 3

x| : ey 2 Bai st
6. Sd se afle aria cuprinsi intre cubica y:m §i asimptota sa.

R. Curba e simetrici in raport cu Oy; ficind @ =00, =0, admite pe
Oz cu asimptotd; ¥ e maximum egal cu 24 pentru 2=0. Aria la dreapfa
axei Oy se obtine punind x=2a{, si este



R
ol ae s T e __>3°°_2adt
_So yd”_so PO i SD Te(1+0)

£
2

—2ng, A=4ma2
7. Si se afle aria limitatdi de curba y:V_xLac, axa Oz si ordonatele
£ =175 y—=w

R. z trebue s@ fie mai mare ca zero, curba e asezatii la dreapta lui Oy.
Cind @ <1, La<0, ¥ <O, curba e sub Oz; cind =1, y =0, apoi y creste

oy 1 S g
nemarginit. ' =——Lax e et S
ginit. y T +V e Yy

=0 ednd La+-2=0, Loa——2,
4 ; 1L 5 qlm :
&=—e-*——, intre Osi 1; cind z<e—2, ¥ < 0; cand :c>e—2. y' >0, deci pentrn
1 — 2
&= —> y este minimum egal cu — —- Aria este A =§GV a:Lxda::r(Lw)d(—w‘g);
e? € gt 1 3
2 2
se pune Lo —u, dv:d(gac%)' deci du:df, z-:iac%.
e il e ¢ ey 2 642 odr 2
A_.sl, udv—(uv)l—s’zdu—(gxz Lw) i 2

i st A
% ‘gw ;——9(32—]—2)
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Numere complexe.

21. Generalititi. O expresie de forma a5, ¢ =Vrlj se
zice numir imaginar sau complex. Se vede ci 2=—1, 3=—3,
it=1, ¢20=(—1)?, 20+1=(—1)14 4" =1,

Unui punct M (a, 6) (Fig. 16) in plan ii corespunde un numir
imaginar z=a-bi, si invers. Punctelor axei Oz le corespund

numere reale, de aceea se zice axi

reald, iar punctelor axei Oy le co-
M(a, b) respund numere bZ, pur imaginare,
i de aceea Oy se zice axi imaginara.
x Punctul M se zice afixul, sau ima-
ginea numirului imaginar.

Modulul unuj numir imaginar
a=bi este lungimea OM=Va2+402,
sl se serie

|2|=|a+bi|=Va>+ "

Numele a-Féi si a—be se zie 2maginar conjugate. Afixele
lor, M(a, b), M'(a,— b) sunt douii puncte simetrice fatd de axa Oux.

Unui numir complex 2=a-}+bi de afix M(a, b) ii corespunde

M'(a, —b)
Fig. 16,

-—>
vectorul OM, cu originea O, extremitatea M, si lungimea
OM=Va*+h?=|z|, egali ecu modulul.
Un numér complex a-bi este nul prin definitie ean =0, b=0.
Deci, din relatia v =’_§,' deducem doua ecuatii, u=9, »=0.
Doud numere complexe sunt egale cand au pirti reale egale
si coeficientii lui 7 egali. In adevir, daci a—+bi=a +2'7, deducem
(a—a)+i(b—b)=0;, a—a'=0, b—'=0; a=a', b=V
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22. Adunarea. Fie M'(a', 1), M”(a”, b"') (Fig. 17) afixele nu-

merelor imaginare z'=a 403, 2"=0a"+5"7. Suma lor este
r=(a'+a")+i(b'+0").

Afixul M, corespunzitor sumei

# 42" este extremitatea dia- M(a'+a,",H+")

gonalei paralelogramului cons- Y

truit cu OM’, OM".

In adevir, fie P, P/, P",
proectiile pe axa Oz a punc-
telor M, M', M” si Q intersectia
dreptei MP cu paralela dusi
prin M’ la Og; triunghiurile
MM'Q=0P" M” si deci

OP"=M'Q=P'P, s
OP=O0P'+P’'P=d"+}a", PM=PQ+QM=P M+P'M"=0p'}4".

’

- 's r .
Sumei z=2"-+1" a numerelor complexe z'=a' 47,

z =a"+b"i, de afixe M’ si M” (Fig. 17), ii corespunde vectorul OM,

!
|
1

P

|

1

|
P’

—
egal cu suma vectorilor OM’ si OM”, care se serie vectorial

—+ r "
OM=O0M'+0M".
- 7 " 3 .
Suma a doi vectori OM’ si OM”, esté vectorul OM reprezentat
de diagonala OM a paralelogramului construit cu OM' si OM”;
sau se obfine ducind prin extremitatea M’ a primului vector, un

Loy s i
vector M'M echipolent cu OM”, adicd M'M egal si paralel cu OM”.

Din triunghinl OM'M se vede ci OM<<OM'-+M'M, sau
OM<OM'+OM", |2|<|s'|+|2"|, adicd modulul sumei este mai
mic decdt suma modulelor.

In general, suma mai multor numere complexe,
s Z]=a1+b1 Z‘,...xn=an+bni, 2

es;te s=a+...Fanti(b ...+ b)) :
ey

gi are ca afix extremitatea sumei vectorilor concurenti OMj,...OM..
Suma acestor vectori se obtine ducAnd prin M, un vector

— _ S —
M, A echipolent cu OM;; prin A; vectorul AsAs echipolent cu

—>
OM; (adici AsAs egal si paralel cu OM;); ete. OM este linja care
inchide poligonul format OM; As A;s... M.
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- 23. Scaderea. Dit’erenta a doua numere complexe 2’ =a'-+}¥i,
"=a"+b"i; este x=2'—1"=da'—a"+i(t'—0"),

e si are ca afix punctul M (Fig. 18)

Y - Myl obtinut ducAnd prin originea O

"y iy —
Mia, vectorul OM echipolent en MM,
adicd OM egal si paralel ca M“ M’

Dif ilor OM’ si
W iterenta vectorilor s1
Mia-a! b'-b'h AR it
) Z OM” (Fig. 18) este M"M’ si se
serie cu ecuatia vectoriald
Fig: 18, OM’ — OM”=M"M".
24. Produsul a douii numere z'=a'+b'i, x"=a"+0"i se
efectueazi ca la numerele reale, cu condifia ca si inlocuim ¢ = —1,
i3=—q, ¢*=1, etc.; avem de ex,

xl x” =(a'+’b’ z‘) (a’I b’l Z')____ala”_—b/ b”+i(blafl+al b’l)’
(a+bi) (@—bi)=a2+0?,
{a-}-b i=a"— C,?La'"'2b2+()$.a"‘“b‘— i (CLa™ 1 b— Clam3 bs_l_.. ),

Produsul mai multor numere complexe este nul, eind unul
din factori e nul.

bg I
25, Catal ;,m se poate aduce la forma -84, inmul-

/e iy . g P s )
tind ambii termeni ai fractiei cu conjugata numitorului, ¢”—b"4;
obtinem, in cazul numeric,

3+2i (8424 (6—384)  15+6+¢(10—9) g
5+3: (5-+38) 5—80) 25+9 84 +34

26. Extragerea radédecinii. Pentru a calcula ’\l/;zibz egalim
aceastid expresie cu 27y si totul revine =i calculim pe z si ¥
Natbi=atiy, (etiy)=atbi,
de unde g™ —Cra™ 2y + i me"“‘y—"')=a+bi,

2" —Cma™ 2y Cma™tyt—=a,
Crz™1y—Cma™2y®-}---=b

Avem
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Rezolvand aceste ecuatii, giisim valorile lui z i ¥.
Exemplu. \5—3i=gz-}-4y.

3 319

& —b +\34
2 2= I T S BV U T 41 9042_9— = _
@ -yi=boys o w By ags 491204790, 4 i\/ 5

5434 5432

L

-5-1\31 5+\BI 4B 4 3
iz\/ 3 i2\/ 3 ‘/ 3

Do

Deci
5—8i—=xtiy—=— \/5—-'-—9‘/% ,\/-b—};\/ﬁ
sau

12, Exereitii. 1. In ce caz modulul sumei sau diferentei a doui numere
complexe a-- b4 s o -+ 5’4 este egal cu suma sau diferenta modulelor acestor
numere, -

R. (a?1+08?) (a2 1+ 52) = (aa’-+-bb')?; cu identitatea Ini Lagrange se vede
¢ trebue (a b’ — b a)? =0, ai:bi ,

2. Si se efectueze produsul (I1+4) (1424 (14+34) (11445 (115 7).

R. 10 (19 -—94). d

3. In ce caz (z -+ o1) (@ %,7)...(2 + ani) este real, z fiind real. In ce
caz este de forma /i, i fiind real.

R. 2o, — 3, o, oy 3o, o, oy oty o — ... =03 1—2, o, Bot, o, @ty 0, — .. =0.

4. In ce caz (1--a1)’ este real, Si se determine 4.

R.bo— 10+ a8 =0; a— + Y6215, sau 0—0.
5. In ce caz (1 4 a7)* este de forma — 2, k real.

R. €, a—0, a0l af— . —0,

6. Sd se impartd (14 5)? prin (1 —4)%. .
i e

B —=(1+9).

7. 8% se puni expresia lii—{——l-.-l-

. sub form z - 7.
a—17 ' 1—az
R. (l “+1) @0

2 Tt
8. Si se giseascd conditia ca un numir complex a-bi si se poati pune
S [ S
sub forma . real.
1—2iz

Trebue ca ecuatiile ga--bA=1, b—ar=>X si fie compatibile; a245%2=1.
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28. Forma trigonometrici a numerelor complexe. Fiind
dat afixul M(a, b) (Fig. 19) al numirulai imaginar z=a-} b,
se numeste modul lungimea OM=p¢, iar
M (a,b) @rgument, unghiul ®=POM. Avem
P OP=0M cos®, PM=OM sin ©, a=¢ cos ®,
b=pgsin®: deci

|
|
|
‘ O, FI‘ z x=a~+bi=p(cos 0-+7sinw),

W
e Avem a®>=p%cos® 0, b>=p?sin2 0
Fig. 19. a’+b2=Pz(cosgw+sin2m)=92,
a a b
P—Va”—l—b2 COB=—=—— gpe—— = |
o Yo+ e Yot

Prin urmare, fiind dat un numir imaginar a— b7, pentru a

calcula modulul gi argumentul corespunzitor, ne servim de formula

s i a2
P=Vaz+b2, cosW=—, ginW=—-
p e
Unui numiir complex ii corespund o infinitate de argumente,
2/m+ o, k fiind un intreg oarecare. Un numir complex este nul,
cind modulul sdn este zero.

Nu se poate aplica relatia z’gm=% dedusi din impirtirea ex-

presiilor @=pcos®, h=psin®; cici, ar corespunde pentru argument
doud valori, © gi -4, adici unui singar numir imaginar a-bi,
ar corespunde dond puncte M(p, ®) si diametralul opus M'(p, ©}7),
ceeace este absurdycdci unui numir imaginar ii corespunde un
singur punct.

1 iy .
Exemple. 1. —?—[—i@:p(cosw—}— 1267'

e | IS 1 K3 or
P 2 B = - —_— 3 i — 0 e .
e=Va L= 4_}_ 4__], cos0=—=, ginw="g » 0=120°, ==

{

1 3 2z
—?—f—i V —cos +zsm

2 1=c050+isin0:cos%+isin—7—c—,

3 — 1—cos®-+}¢sin T,

i > Bl R d
——1-cos?+asm~2~



29. Produsul a douii numere complexe puse sub formi
trigonometricii se face astfel

01 (coswy +dsin v;)ps (cos Wy 4-isin w,) =
P12 [cos®; cos®; —sinw, sin Wy +i(cos v, sin Wy }-sin ®, cos ;)]
=01 0s [cos(w, +“1’2)+i5in(m1 +w,)],

adici se inmultesc modulele si se aduni argumentele,

Reprezentarea geometrici este urmitoarea, Se duce OM (Fig. 20),
ce face ecu OM; unghiul v, se ia pe a-

ceastd dreaptd lungimea OM=0M,.OM,, 1y i
unitatea de lungime fiind OD=1. Deci M

OM,_ OM M

oD  OM;’ .

Gl e Pl 3 w2 M,
ceeace probeazi ci triunghiurile ODM, sig ;
OM: M sunt direct asemenea. De aci cons- = -D' z
tructia: se duce pe Oz o lungime OD=1,
egald cu unitatea de lungime si se cons- Fig: 20,

trueste pe OM; un triunghiu OM.M
direct asemenea cu ODM;; punctul M este afixul produsului.
In cazul produsului ¢ 7 numere complexe, avem

n o ” ”
npp(cos wp+z'sinwp) =p01...0n (cos 2 m,,—l-?}sinzwp).
p=1 = p=1 i

‘m AR e brn bwm [ S
Exemplu. (cos—s——{-zsmi) (cosﬁ—l-zsmﬁ) (cosT-{-zsm‘i)

= cos (%_!-E;—;_*_%) i sin (%"‘E’fg_*-%)

g e
——cosl—zn—l—zsml—z‘m"——l.

30. Formula Iui Moivre. In cazul puterii, avem
[p(cosw—4-dsin©)] "=p(cos w+isin0)...¢(cos ¢ sinw) =
p™(cosm 0+ isinmw).

In cazul particular p=1, rezulti

(cos©+isin )" =cosmw-+isinmo,

care este formula lui Moivre. 5
S

Aplicatie. S5 se caleuleze E= (— T4




e G

 EHURA 0, LAy :
Avem ——-é—z———pcosm—i-zsmw,p—l,cosw———g’smw_—?,

2
w= 600 1800:2400-_:%".

E= (cos%‘é{-isin g;}E)?)p=cos;‘ipft-l-1’:sin4p‘r!=l.

31. Reprezentarea geometrici a puterii unui numir
eomplex. Fie M, (Fig. 21) afixal numiralui 2=p(cos -+ isinw),
Sd luim pe Oz vectorul unitate OM, si sii construim succesiv tri-
' unghiurile (asemenea) OM; Ms, OM; Ms,...
direct asemenea cu triunghiul OMM,.
Vectorii OM, OM,, OMs,... OM,, repre-
zintd puterile 2%, 2z, 22,... x”. Modulele
lor formeazii o progresie geometrici

(1) 1,0,P%,... p1...
si argumentele fac o progresie aritmetici
(2) 0,0,20,... no,...

Progresiile (1) si (2) definese un
sistem de logaritmi. Deci, dacii insem-
nam cu @ baza acestui sistem de loga-
Fig. 21 : ritmi, putem scrie

logap”=mw, p=09°;

daci (p, v) sunt coordonatele polare ale punctului My, linia poligo-
nali MM; M;... M, este inserisd in curba p==a", 0 spirali logaritmics.

32. Citnl a dousi numere complexe
X1=p (COS W, +z'sin wl), 23 =P (COS Wy +?:Siﬂ W, ),

ﬂ=P1(COSwl +isinwl) Mz

%2 Palcos®; +isin w,)
este de forma r (cos0-47sinf), Egaland, M
deducem M,
P1(cos 0; +-dsin v,)= e o x
P2 (cos W3 +dsin ©,) 7 (cosO 44 sin 0); ; D

Fig. 22,
P

Ry s (1)!=0.)2+0’ 9=u)1—‘m,,
P2
adicd se impart modulele i se sead argumentele.
Reprezentarea geometried se face observind c#, daci M,;, M;
(Pig. 22) sunt afixele numerelor imaginare date, OD egali cu uni-
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tatea de lungime, afixul M al catului ? este al treilea vArf al tri-
rz ;!

unghiulul OM, M construit direct asemenea cu OM;D

cos®w +¢sinw® cos ® 4 7 sin ©
cos® —2sin®  cos (—w)42Zsin(—w)

Exemplu. —cos20+2sin 2.

33. Exercitii. 1. Si se calculeze

(cos % —+ 4 sin -g) (cos ~+ 2 sin ) (cos -+ i sin —)

R. .
ot 41‘: gm L 8m
08— +7sin—  cos 30 —|—41, sin %-

w 3 5’r b 2 T5
cosye —I—zsm18 €08 55 —¥8in 55

%(VE-H), —4-[\/104-21/34_2-(1/‘5-41)]-

2. 8i se caleuleze

3. Si se caleul (""")2(“""‘)4
- Si se caleuleze cosﬁ—l-umﬁ- ) cos%-{-zsméa .

R. —;—(V?—»—{—z) %[(VE-H) +iV10-—2V_5]-

3\3p+1
4. S5 se calculeze (—i—i-z[) .

2r]31’+1 gt Vs

R. (cos -+ 2sin

34. Extragerea riadicinii. Fiind dat numiirul p(cos - isin)
a extrage radicina m—a. insecamni a calcula pe » si 6, aga incit

sd avem
Ve (cos®+isin 0)=r(cos844sinb),
plcos—isin®)=7r"(cosm 8-+ 7isinm9).
De unde

7" =p, cosmB=cos®, sin mb=sinw; r="{,r5, mb=2}r}o, 9——2167::_0)
L T A TSR m 2L (1) et 5
\/p(cosw-l—zsmw)‘—‘\/—P (cos%—}-zgmm—t}j——m)-

Modulul r="\:/_p este radidcina aritmetici a lui p si se calculeaz,

: e, 1 e
cu ajutorul logaritmilor, r=510g9; argumentul ® are diferite

valori, dupd acelea ale lni % Paci dim lui % valoarea m, avem



g

2mm40 | Imuloe (0} ) (0]
08 + —+isin : =c()s(27t—|——)+zsm(2ﬂi—|——)=
m m m
® ®
cos——~+isin—>
m m

valoare gisiti dand lni % valoare 0. Deci, ridicina m dintrun
numér complex are m valori distincte, obtinute dand Iui % valorile
0, 1, 2,... m—1. Aceste valori se mai pot scrie

m G0y - i w e Ul 2km e 2].75)
\P(cos w47 sinw)= \/—P(cosm-l-zsmm) (cos o, Tisin— =)
b=0,112.... - me=il.

Dacii numiirul A din care se extrage ridicina a m este real
si pozitiv, atunci ®=0, si cele m valori ale riidicinii a m sunt
date de formula

2k
"{/A(cos}— zsm¥) k=0, 1, 2,... m—1.
Una din aceste valori este reali, corespunde lui k=0 si egald
cu \/ A, radicina m aritmetici lui A.

Ca s mai fie incd una reald, trebue sid dispari termenul

s P 2km m X
2sin ) adied - =T, /,;=§, deci in cazul cAnd m este eu sot,
m :

"\'/X are dou# valori reale,
m— Vs v 2 L. nix
k=0, \/A(cos2 0 n—l—zsm2 i )=—" VA,
m m
_m m MToy s MTN S
k= 5 \}A(cm—m zsm——n2 ) \]A

Valorilor lui % egale cu p si m —p le corespund pentru ri-

didcina m, "\'/K, valorile
"(/K(cos2—pi:+isin2pn),
m m
| 2 m—— )TC 1 2(m-— T
\/A[ ( mp ~+isin mp) ]=

\/A[cos(21t———)+zsm(27'—-%n)] =

Ml pT e __p—’_l_t .=""— Qﬂt_ M).
\/A[cos(— = )—l—zsm( 2 )] \/A(cos " 2sin o
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Rezulti de aci, e, dacd A este real si m cu sot, valorile

expresii \/A sunt  doux cite doud imaginar conjugate si sunt
date de

\/A( 27';);9 0,1,2..2-

Daca A este real si poxitiv, ¢ m=2q-+1, fird sof, ridicina
m—a din A are m valori distinete, numai o valoare este reals,

corespunde lui £=0, iar celelalte sunt doud cﬁte dou# imaginar
conjugate, date de

n{/A( 2/;1\'.), ey 2,.“972—1.
m o

35. Reprezentarea geometrici a ridicinii m — a numa—
rului complex p(cos®-isin®) se face
astfel. M(p, ®) fiind afixul acestui nu-
mir imaginar (Fig. 28), se ia pe OM
o lungime OM, egali cu ridicina arit-
meticid a m—a din OM, OMD=7'\1/®-
Chestiunea revine acum la inscrierea
unui poligon regulat My M; Ms..., de m
laturi in cercul de razi OM,.

"36. Radiecinile m—aa unitatii, Pl 887
Cele m valori ale riidicinii m —a din 1
sunt date de relatiunea

a:k——cos2—k—n zsin2 kn’ £k=0,1,2,...m—1,
m m

sunt reprezentate prin vﬁrfurlle unui poligon regulat de m latun,
inseris in cercul cu raza 1.
RidicAnd ridicina @, la puterea p, obtinem

i : Qkpm , . . 2kpw
mﬁ=(cosm ¢sin 2ﬂ) =cos 5P, —+ésin i
m m , m

adicd tot o ridddcini a unititii. Deci puterile raddcinii unitdtic sunt
raddaeine ele unitdii.

Céand o raddeing a unildfyi reproduce prin puterile sale suc-
cesive toate rdaddcinile wunmitdfis, acea - rdddcing se xice primitivd.
Dac# z, este o ridicind primitivi, trebue deci ca o putere, p, a sa

N. Abramesou. Algebra Superioars cl. VIII, ed. 8. 3
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{
- &y =rcos

v m
si fie una oricare, z,
2sm |, ., 23w
x,==cos-———¢sin—— i1
' m m
din ridicinile unititii. Trebue deci si avem

kaﬂ: 23‘:

de unde
3) kp=hm-s, kp —hm=s.

Trebue, aga dar, si se giseasci, valori intregi pentru p si h,
astfel ca ecuatia (3) si fie satisfacuti.

Ins#, aceasta este o problem& de Analizi nedeterminatd de gradul intai si
ecuatia (3) este verificatdi cind % si m sunt primi intre ei, Deci, pentru m‘/T.
o radicing ), este primitivd, cand k este prim cw m gi mai mic decat m,; asa
dar, avem aidtea radicini primaitive, cite numere sunt prime cu m §i mai mici
decat m. .

37. Eenatii binoame. O ecuatie de forma z"—A=0 se
zice ecuatie binoami si rezolvarea pe cale trigonometrici a acestei
ecuatii, este tocmai gisirea celor m valori. ale riddicinii a m—a

~din A. In adevir, avem z= "{/E g1 punind pe A sub formi trigo-
nometric, A=P(cosw+i§inw), cele m radicini ale ecuatii bi-
noame 2" —A =0 sunt date de relatia

=m\/_P (COS - ktjm+isin2 kT:n+ u)) » £=0,1,2,...m—1,

‘sau
\/P (cos —4¢ sm—) (cos BAT zsin2—:;-) £k=0,1,2,...m—1.
Se vede ci cele m riddcini ale ecuatii binoame z"—A =0
se obtin inmultind cu

my o L O
p (cos — 81—
‘/ . m + m *
cele m ridicini ale unititii,

—cosm zsm2kn, E=0,1,....m—1,
m m

ale ecuatii z”—1—0.
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2
Exemplu. 2°—1=0, &, = cos §T+tsln—g—v £E=0,1, 2.
2 £ 2 B
m=1, a:,=cos—3—ﬂ—|—ism ;=—7+zv
150G
a:,=cos -I—zsl ——?—11/2—-
Se vede ca radicina m———+zv » ridicatd la puterea a doua, da
i o) A
“'=(—:9" AR e
pea R i 1 .VE MR ) <
cealaltd ridicind, Deci a=—§+z? este o ridicind primitivd complexa

cubicd a unitdtii, iar radicinile ecuatii 23 —1=0 sunt «, &2, a3=1, Divizind
polinomul 23 —1 cu £ —1, citul 22+ 2+ 1 egalind cu zero, dd o ecuatie de

gradul al doilea, ale carel radaclm sunt

"]"'1,-?: ol 1 V_g'

—_————

B 2’
deci o verificii, pe ldngi relatia «3— 1 = 0, si relatia
a2t a+1=0:

« si @2 se zic radicinile cubice complexe ale unitatii.

o= —

| T e
38, Aplicatil. 1. Si se caleuleze \|4+44 V3. Avem

£ 4518 Notionn L v w)=8(cos%+i5in—§)

¢ 1 T i <
3 G 0 2knt-o aknhy
‘j4+4'v g0 \/cos%+isin—:}=2(cos 3 ’ +isin—p 2) k=0,1,2.

k=0, 2=2 (cos%-}-i sin %) =2 (cos 20° + ¢ sin 207),

el 2( —}-asm———) 2 (cos 1400 isin 140%) = 2(— cos 409+ i5ind0v).

4A

+2 (— os%— 28in ?) 2(-—00580“’—isin 80°).

k=2, m,—2 (cos-——l—w' 131)

IT1. 84 se calculeze

sin (@, + @y ...~ an), cos(a;+a;+...-an), t9(a asckuictan),

cu funcfiunile trigonometrice ale arcelor ay, @, ... an. Avem :
4) (1+itga,) (1+itga,)...(1Fstgan) =14<T, +2*T, +83Ts 4.
unde T,=tga, + ...+tgan, T, =tga, tga,+tga, tgas+...-tgan—1tgan,..
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Inlocuind tgas= et relatia (4) devine
COS as g

(1+is“‘—“*) (1+¢S“‘—“') (1+¢°i“ “”) =1 =T Ty — i (T — T,

COos @, cosa, cosan
de unde

(cos @, + 7 sin a,) (cos @, + 4 sin a,) ... (cos an-+7sin an) =
€08 @y ...co8an[l — T+ ...+ 4 (T, — T, 4-...)].

08 (@ +as 4 ...+ an) = cos a, cos a, ... cos an(le—T,+T, —..),

(5) sin (@ 4 a,4 ... 4 an) = cos q, cos a, ... cos an(Ty — Ty +T;—...),
_sin(a +i..4an) T,—T, 4T, —...

tg (@, +a’+"'+w")_co's\a, +...4an) 1-—T,4+T,—..

III. Daci facem @, =a, =...=an=oa in formulele (8), gdsim valorile
lui cosma, sinma, tg ma, rezultat pe care il putem obtine si cu formula lui
Moivre. In adevir, avem

(cos @ + 4 sin a)m = cos ma - 4 sin ma,
. e 2 . s
(cos a 4+ 4 sin @)m= cosm @ — Cp; cos™—2 @ sin? ¢ —+ ...+
. 1 . 8 -
2 (Cmeos™—1 g sin a — Cymecos m—3 asin’a +...);
de unde, egalind pirtile reale si coeficientii Iui 7, deducem

2 ; A 4 % :
08 ma = cos™ @ — Cmcos™—2asin? ¢, Cneos™—4asinga — ...
. 1 . 8 -
sin me = Chncos™—1q sin @ — Cmecos™—3gsin®a ...,

1 . 2 3
Cmcosm—1gsina — Creosm—3qsin®a ...

tg ma = 2 . 4 $
1 — Cmeosm—2gsin®q + Cpeosm—4gsinta — ...

Impértind ambii termeni ai fractiei cu cosm @, deducem
Oz‘ntg o — oy te? a4 ngtgf' o+

tg ma = 2 =
1— Cntgtu +Omtgta—"..

Exemplu.
cos3a=cos’a — 3 cosasina, cos3a=cos’a—3cosa(l —-cos*a)=4cos’a—3cosa,
sin3a=3cos?asin a—sin*n=3 (L —sin®@a)sin @ — sin® @ =3 sin a — 4 sin® @
_3tga—tgta
ey S e
) 1. .V3
IV. 8 se ealeulexa (a-b-4-c) (a-+b a-le o?) (@b a+ea), o= — —2+z R
Avem a, %, a* =1 ridicinile curbice ale unitatii, Rezultatul inmultirii
este Za® —3abe.
V. 8@ se rexolve ecuatia 2* — 2 =0, Algebric, 22 =+ VE, z=++ v £z,
2= A 2, 2, =—\ 2z, =4V2. Trigonometric, & = ‘\/?,

z=4»/§‘\/c080+isin0=V_z(eos?%:-l-isina;f); =0, V2; k=1,

B

o T 2 5
eosf+isin{=‘m; k=2,—\2 (cosr».+isinn)=—‘~/i; k=38, —i\2.
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VI. SG se rexolve ecuafia 28--1=10, Avem .
21 B =
m8=_]1 &= cos ;l— TC+@S] k+ 3 xlyz_+1 x3)415v6_l(ivaii)'

VIIL. Sd searate ci expresia (ac+l)6ﬂ+1 — a8nt1 —1 so divide ou -1,
Va trebui si aritdm ci expresia dati admite ca ridicini pe acelea ale ecuatiei
x?+-2--1=0, adica radicinile cubice complexe ale unititii «,?, intre care avem
relatiile 14-a=— a2 «3=1. Inlocuind pe @ cu «, avem
E=(1+4 a)fntt —obntl — 1 = (— a2)bntl —(a)2n o —1= —o2(a:?)2n -z —1 =
— (224 a-+41)=0. La fel pentru = a2

39. Exereitii. 1. Si se calenleze /7, Y.

15 o L T
R+ V2040 —5 2t

2. 84 se rezolve ecuatiile 28— 1—-0 x3—1=0.

R. +1, +1 + V31, lslac—l-—-—y, tly—1=0,y= ( 1+V5)

x—z( 1 +V 54 V10+2V 51) semnele dinaintea lu1V 5 corespunzindu-se.

3. Din rezolvarea algebricd si trigonometrici a ecuatiei 2°— 1=0, si se

2% 4
deducd functiunile trigonometrice ale arcelor —— 5 sl TT
R Y: y : I 3 2%
R. IdentificAind expresiunile. trigonometrice ale rddicinilor cos TT =&
2r 4 A
2 sin 51-’ cos ¢ +1smg cu valorl]e gisite mai sus, {indnd seami si de mirimea
relativi a lui sin si cos, deducem sm—‘ L VlO-{—‘)V 9, sm — —VIO — 2V 5,
2% A & SEaetd -

€08 = = sin—y;, = —(—:+V ), COS? — sin 3_—4—(——1—V5)-

4. S# se rezolve ecuatia (1 + )1 —a?mLt (1 =T —a)m=0
1
R. Pundnd = s’ Bvem (cos @+ 7 sin @)+ (cos « — 2 sin &)m=0.
2k+1=
2m

ecuatiei de 'grndul m datd.

cosma=0, a= k=0,1 2....m—1, care di cele m radicini ale

Functii iperbolice.

40. Prin analogie cu functiile circulare, se considerd functiile iperbolice
e e~-e%
—, che= +T,

shox= R

cu rélatia fundamentald )

ch?x —shix =1,

analoagi cu sin2x - cos?az= 1. Ele se citesc sh 2, sinusul iperbolic al lui «; ch z,

cosinusul iperbolic al lui z; the= gg—_i—::, tangenta iperbolica a lui . Avem
ch(z+y)=chxchy}sheshy, sh(w-ty)=shachy-+shycha,

d d
~ (shx)=ch =, E(Ch@ =sh .



PARTEA II

TEORIA ECUATIILOR

\

Proprietati ale polinoamelor si ecuatiilor
algebrice.

41. Expresia
f(z) =A™ + Al 2m—1+' --+ Am—1x+ Am,

in care  este o variabild, iar coeficientii Ag. Aj,...Am constante,
este forma generali a unui polinom in z de gradul .
-Egaldnd cu zero aceasti expresie, se obtine

f@)=Acz"+ A 2" +... An—12+ An=0,

care este forma generali a unei ecuatii algebrice de gradul m.
Se zice ci a este ridicini a ecuatii 7(2)=0, cénd inlocuind
pe z cu a in f(z), rezultatul inlocuirii este zero.

Ezemple. Ecuatiile
z*—38z+2%0, z*—32?+22=0,
admit respectiv pe =1 si =0 ca ridicini.
Cand, inlocuind pe’z in ﬂa:) cu orice \zaloare, rezultatul in-
locuirii este zero (nul), ecuatia f(z)=0 se zice ci este identitate,

iar polinomul 7(z) se zice ci este identic nul (egal cu zero) si
se scrie /(z)=0.

Ezemplu. a(z—zz)+x(z2 —a)+22(a—2)=0.

42. Fiind dat un polinom f(z) care se anuleaxd peniru =0,
adicd dacd 7 lipseste termenul liber



g

3 f(x)='onm+AlT&—1+---+Am—1$7

se poate gdsi wun numdr poxitiv %C, astfel cd, dacd modulul (valoarea
absolutd) lui x este mai mic decit o, modulul lus fx) sd rdmde
mai mic decit un numdr poxitiv dat €, oricdt de mic ar fi €.

S insemnim cu p==|z| modulul lui z si cu M cel mai mare
din modulele coeficientilor Ay, Ay,....Am—1.

Stim (Nr. 22) ci modulul sumei este mai mic sau cel mult
egal cu suma modulelor termenilor. Deci, dind lui o valoare
numericsi, polinomul 7(z) va avea o valoare mai mici in valoare
absolutd decat suma valorilor absolute ale termenilor. Asa dar -

|f(@) < Aoa™ |+ Ava” ...+ | Am—1z);
si prin urmare, cu atit mai mult, avem
f@)Is<Me"+Mem'4-...+Mp,
[F@) <M+ 1. 1-0),

sau

de unde

@) < M":p P‘

Trebuind ca f(z) si fie in valoare absolutd mai mic ca un
numir &, destul de mie, este evident ci si @ trebue sid aibi valori
foarte mici, si deci P! este cu atdt mai mic (cici p<<1) si prin
urmare vom avea :

<M
< f
De oarece vrem sid giasim valorile lui & pentru care
(o) [<e,
e destul s& ludm
P
RN B g,
: M1—9<
De unde rezulta :
Mp<le—ep,
gl
Asa dar, daci luim
’ £
o=
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urmeaza ca -

|fl@)b<e,
pentru toate valorile lui @, pentru care |z|=p<a, si deci pro-
prietatea este demonstrati.

Aceasta se mai poate enunta si astfel: Cind z tinde céitre
xero, polinomul

f(m)::onm—l- A, w”.z_1+---+Am—1Z‘,
tinde cdtre zero.

Eaxemplu: Si se giseascd numirul poxitiv «, astfel cd pentru || < «,
valoarea polinomului x¥— dg* -2 28 —— 52 —+3x, sd raméng cuprinsd intre
— 0,001 i 0,001,

Avem
3 0.001
“=jppe S=00L M=4; = 00— 0000249,
Deci, pentru valorile lui | | mai mici ca 0,000249, adics ‘
—0,000249 < » < 0,000249.

valorile polinomului dat rimén mai mici in valoare absolutii ca 0,001, adica
sunt cuprinse intre — 0,001 si -}- 0,001,

43. Desvoltarea polinomului f(x+h) dupd puterile lui
h. Formula lni Taylor. Fie

f(W)= Ao $m+ A; a:"””l-f-.. . +Am-—1w+ Am,
- un polinom de gradul 7. Avem :

() ot B =Agamy+ A2 A

Desvoltand dupi formula binomului pe (z+k), obtinem
f(w+lz)=Ao [zm_l_%wm—lh +%zm—2ks+_“+hm] +
Aot = sy m—1) D n=8) oy,

+ km_1] +...+Am- 3

De unde
Flatt)=Aoz"+ Asa™ 4. Ap14An.

+%[m Aoz 14-(m—1)A, a" 2 Ama]F



2
"I"]h—2 [m(m— 1) A.o w'”_g'!"(’m—l) m—2) A]$m—3 +...+2Am—2]

hML
12...m

Insd, ludnd derivatele succesive ale polinomului 7 (z), avem
f(@)=m Ao 2"+ (m—1) A1 2" 2. A,
" @=m(m—1) Aoa" 24 (m—1) (m—2) A, a"34...4-2 A™2,
1™ (z)=m (m—1) (m—2)...-2.1 A,.

+..+

m(m—1)(m—2)...2.1 A,.

Prin urmare ; 3
flatti=f @+ 1 @+ 1 @)+

+ O )+ ) ),

care este desvoltarea lui 7 (z—+h) dupd puterile lui %, sau formula
lui Taylor.

44. Un polinom
f(w)= Ao ™ + A x’"_l + 20 + Aﬁf"x—l— Am,

este o funcfie continud. Fiecare termen A,z™ 7 fiind o functie
continud, si suma lor, adici polinomul dat este o functie continua.

O demonstratie baxatd pe proprietitile precedente este urmd-
toarea. Se zice ci o functiune f(z) este continud, cénd se poate
gisi un numir @, astfel ci pentru || <<a, si avem

[flz+n—r@)|<e,

oricit de mic ar fi & Mai simplu, cresterea functiei tinde citre
zero, in acelas timp cu cresterea % a variabilei.
Aplicand formula lui Zaylor, avem

flath— @) =hf @+ 151" @O+ ..t o ),

Partea a doua a acestei expresii fiind un polinom in raport
cu &, fird termen liber, se poate giisi (Nr. 42) un numir pozitiv o,
astfel ci daci |2| <o, valoarea polinomului

{ ’ ]l2 ) b
I kf (x)+ﬁf (w)+-..+;ﬁf(m>(w)

%
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si fie, in valoare absolut, mai mici decdt orice numir oricit de
mic €, dat inainte; prim urmare

[ @+1h) — flo) | <e,
care arata ¢i un polinom este o functie continui.
45. Fiind dat un polinom
fla)=A, 2"+ A, "t Amazt A,
51 un numdr poxitiv R, oricit de mare voiy;z, se poate gdsi un

numdr r mar mare ca xero, astfel ca pentru valorile lui lz|>7r,
sd avem |f(x)|>R. Seriind polinomul dat sub forma

@ Ta)=aea"(144 i+§i;1'e+-"+%":;7a)'

sa insemnim

8 i
I
@

Polinomul
& A’ 2 A’f ”
At T a0

anulindu-se pentru y=0, se poate giisi (Nr. 42) un numir pozitiv
B, astfel ci pentru valorile lui |y|<<B, si avem

‘& A’. 2 A_'[’ m
A Y taY +....+Aoy <a,

% fiind mai mic ca 1.
Deci, pentru

lﬂqs, Izl>éy

_avem
’ A1, A1 Ant
(3) PPPRLATE Bk e (s
adici valoarea expresiei ‘
Al AL And
Aoz +Ao.’c"’+""+Aoz”'

este cuprinsi intre — « §i+¢. Prin urmare, inlocuind in (2) ex-
‘presia (3) cu o valoare mai mici decat a sa, adiex cu—2, vom
avea

[f@)|> ] Aoa™].(1 —a).
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Insemnind cu
[z|=e,
deducem
‘ [#(@) > Ao fem.(1 — o)

De oarece vrem -
@) | <R,
va fi destul s lufim ; :

|Aolp"(1—2)>R

§i atunci vom avea negregit

| fl@)] >R
Trebue deci ca
: m(] R
@ (1 ‘z)> l il I’
de unde
9>'§/¢.
[Ao| (1 —a)
Am vizut insi ci trebue si avem
p=|z|> é
unde (dups Nr. 42),
o
g M+
M fiind, cel mai mare din modulele coeficientilor
A1 A:  An
Ao,Ao, Ay

Trebuind deci ea modulul lui z, adici @, si fie mai mare ca
numerele
e 1 M+a
\/lel-(l—“), B e
vom lua pentru numirul 7, ce-l ciiutim, pe cel mai mare din aceste
doud numere de mai sus si atunci pentru p>>7, adici pentru va-
lorile lui z, mai mari in valoare absolutd ca r, vom avea valoarea
absoluti a polinomului, | #(z)| > R.
Se ia de obicei pentru & valoarea 0,5; se poate lua si alta
mai mici. :
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[
' Bxemplu. In cazul polinomului
- f(w)=z5+3x‘-—5m3—i—2z'~'—-61+1,
eel mai mare din modulele coeficientilor 1, 3, —5, 2, —6, 1 fiind 6, daci voim ca
|7 @) | > 100000,
vom calcula pumerele
\1/ R 3 5\/100000 M+az_ 65
| Ao | (1—a) — 05 7 « 05

§i va trebui si luim pentru |z | valori mai mari ca cel mai mare din aceste
douii numere, care este 13. (S'a luat 2=05),

46. Valorile unui polinom pentru valori foarte mari ale
variabilei sunt foarte mari. In adevir si scriem polinomul

fl@)= Ao a"+ Az 14, .+ A,
sub forma

Al

Aoz i

f(x)=Aom7'Z(1+‘ +...+j—’:i).

Am vizut ed polinomul

ﬂ e (LT —l
¥ 0?/+...+Aoy » Yy x’

poate si aibd valori foarte mici, cand se inlocueste ¥ cu valori foarte
mici, sau, mai elar, valoarea acestui polinom se apropie de zero,
cand y este foarte mic, sau cind 2. este foarte mare. Prin urmare,
- pentru astfel de valori ale lui z, polinomul 7(z) va avea o valoare
care va depinde numai de Ao z™ [Aceasta se vede ugor, observind
A1

din (2), ei pentru =09, toti termenii Aozt tind citre zero, si

s

deci /() se reduce numai la A, ™.

Deci, pentru valori foarte mari alé variabilei, valoarea unui
polinom e determinati de termenul de gradul cel mai inalt, Aoa™;
acest termen pentru z= 0, avind valoarea * o0, valoarea unui
polinom pentru z=o0, este egali cu * oo,

Mai rezulti de aci ci: o ecuafie algebried are rdddcinile fi-
nite, cdci pentru valori foarte mari ale lui z, rexultatul inlocuiriz
este foarte mare, iar nu xero, cum ar fi trebuit pentru ca acea.
valoare sd fie rdaddcing.

47. 0 ecuatie algebrici de gradlil m
[@)=Aoa"+ A1z 14, .+ A, =0,
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admite m ridieini. Pentru a demonstra aceasta, ne servim de
teorema lui d’Alembert (pe care o admitem firi demonstratie) si
anume ca orice ecuajie algebricd are o rdddeind.

Fie a; o ridicind reald sau imaginari a ecuatii fle)=0;
deci f(a1)=0 si prin urmare polinomul f(z) se divide cu &—a;:
deci

fl@)=(z—a) fi ().

Polinomul f; (), de gradul m—1, egalat cu zero formeazi
o ecunatie de gradul m—1, care dupi teorema lui d’Alembert ad-
mite o riadicind as; deci

{x)=(z—a)) f(x),

f2(z) fiind un polinom de gradul m—2.
Inlocuind in f(z), deducem

f@)=(z—a) (z—a)f2 (@),
si aga mai departe. Se va obtine deci, din aproape in aproape, ci
(4) fle)=(z— a1) (x—as)...(z—an) A,

A fiind o constanti. i
Pentru a determina pe A, observim ci ™ in polinomul dat
f(z), are coeficientul A,, iar in desvoltarea produsului

(m—— (11) (a:—-ag)...(w——am)A,

coeficientul lui 2™ este A. Rezulti deci ei A==A,, deoarece poli-
nomul obtinut desvoltdnd produsul

(a:——a,) (w—az)-..(w—am)A
trebue si fie tocmai

fle)=Aca™+ A 2" 14 ...+ A
Inlocuind pe A eu Ap in relzlitia (4), obtinem
(5) Flay=Aole—ar) (o —a5)...(c—an).
Din aceastd egalitate deducem ci ecuatia de grdul m
fl@)=A0z"+ A1z 4.4+ Au=0

admite m rdddcini
a1 ,02,...0m,

§i cd aceastd ecuatie dacd admite rdddcinile

ay ,ax eslm,y
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se poate pune sub forma
fl@)=Ao(z—ar) (z—as)...(z—an),
A, fiind coeficientul termenului de gradul m2 in raport cu z,

Observare. Dacid « ridicini sunt egale a, B egale cu b,
etc., A riddcini egale cu /, atunci ecuatia dati se pune sub forma

f@)=Aole—a)* (z—b)...(x—1)*,

at-B+y+...FA=m,

m fiind gradul ecuatii. Se zice atunci ci ecuatia are ridicini mul-
tiple i anume @ este redicina multipli de ordinul @ de multipli-
citate, etc. Dac % ar fi 2, @ se zice ridicina dubli; dack =3,
=4, etc, @ se zice respectiv ridicini tripli, cuadrupls, etc.

cu conditia

48. Un polinom de gradul m se deseompune in m fae-

tori de gradul intdi. In adevir polinomul

fle)=Acz"+ A" 4.+ A,
egalat cu zero, formeazi o ecuatie de gradul m, care admite m
radicini @y, 03,...am, egale sau distincte, si prima parte a acestei
ecuatii, adici polinomul 7(x) conform proprietatii precedente, se
pune sub forma

f@)=Ao(z—a) (&—as)...(z—an),

a unui produs de m factori liniari
T— A1y T—0sy...T— Am.

49. Descompunerea unui polinom in factori nu este posibild
decit numai tnir’un singur fel. In adevir, si presupunem ci am
descompus polinomul

f($)= Ao $m+A1 wm—1+...+1&;m
in factori -
fl@)=As(x—a) (@—b)...(x—1)*.
atftrt..Ah=m
Descompunind polinomul in alti factori in altfel, am avea
fla)=Ailz—a)* @—b)...a—T1),
unde o B 4. F N =m.

Prin urmare, avem X

6) Aclz—a) (@—0b)f...(2a— )= Aolz—a)* @—b)..a—1*.
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Partea intdia se anuleazi pentru z=a; deci si partea a doua
trebue si se anuleze eAnd vom inlocui pe z eu a. Deci trebue si
avem

(@—a)* (a—b)...(a—1)*=0;

de unde urmeazi, de ex., ci

Vs l‘ ’
a=a,

Presupunind 2>, si dividem in (6) ambele parti cu
(@—a)*; obtinem .

(—a)*—% (@—0bp...c— VP =(x— )" ...(a—1)".

Insid pentru x—a se anuleazi numai partea intéia, pe cAnd
partea a doua nu se anuleazi, deoarece a a fost diferit de briel ol
Rezulti ci nici partea intdia nu trebue si se mai anuleze pentru
z=a, adici si nu mai contie factorul (z—a)** ceeace se in-
tampld cAnd exponentul % —a’ este zero, iar factorul se reduce

. la 1. Prin urmare, rezultd ca

o=
Egalitatea (6) devine atunci, dup# ce simplificim cu (z—a)%
(e—b)f @—e) ...x— 1} = (@—b) ..(a— )"
Printr'un rationament analog se deduce
b=V, c=c,...1=1; '

B=p, r=1\.. A=}
adicd descompunerea polinomului f(x) in factori se face numai
intr’'un singur fel.

50. Polinom identic mul. Dacd un polinom se anuleaxd
pentru un numdr de valori ale luv x mai mare decit gradul sdu,
‘acest polinom este identic egal cu xero, adicd tofi coeficientii sdi se
reduc la xero. Si presupunem ca polinomul

fla)=Acz"+Arz" 4.+ An
se anuleazi pentru wvalorile lui z egale cu
Q1,02..0m,Am—+1.

Polinomul de gradul 7, anuldndu-se pentru valorile a;;as,...am,
ge poate pune sub forma

: f(a:)=Ao(:c—‘a1) (ﬁ—az)...(x—a-m)-
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Polinomul se anuleazi insi $i pentrt ==a,11; deci
Ao (am-'-l T al) (am-{—l — Qs ) i (am-l-l Y am) =().

Rididcina a1, fiind distinctd de celelalte Q1...0m, nicei unul
din factori m1—ai, ©=1, 2,...m, nu poate fi zero; deci

Ao=0.
Polinomul dat se reduce la un polinom de gradul m—1,
A1£U7'I—1+...+.Am,

i printr’un rationament analog, se deduce o i coeficientul A,
trebue si' fie zero, i asa mai departe. Toti coeficientii polinomului
dat se reduc la zero, polinomul se reduce la zero pentru orice va-
loare a lui x, polinomul se xice identic nul gi se serie

f(z)=0.

51, Aplieatie. Dacd un polinom de gradul m 4o acetasi valoare pentru
m~+1 valori ale lui X, acest polinom se reduce la o constantd, In adevir,
dacd polinomul de gradul m
; f(x):Aowm-}-...-f-Am
ia valoarea % pentru m =+ 1 valori ale lui 2, atunci ecuafia de gradul m

' f@—k=0
se anuleazi pentru m -1 valori ale lui e
Deci este o identitate, adieci,

. @) —k=0,
de unde
f@)=r,
ceeace probeazi cd polinomul £(z) se reduce la constanta £,

»

Exemplu. Fie v
@) =(r—a) (x— a,) (x — a).

S se arate cii determinantul

1 1 1

a, ay @,

f () () f(2)

A=

r—a, x—a, x—a,
nu confine pe X, (este independent de X). Avem
1 1 1
A= a, ay as

@—a) z—a;) (@—a,) (2—a,) (x—a,) (z —a,)
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By

Daci desvoltim determinantul, se vede ¢ A=20 este o ecuatie de gradul
al doilea.

Inlocuind insi z cu a,, obtinem

: 1 7 1 1
a, R a;
(0 — ) (a,— a:) 0 0
Desvoltind dupi elementele ultimei linii, avem
: :
(0,—as) (a,—a) =(ay—as) (a,— a;) (a;— ay).
[ s ]

Inlocuind pe @ cu a, si cu a;, se obtine aceeasi valoare pentru deter-
minantul dat. ‘

Prin urmare un polinom de gradul al doilea (determinantul dat) ia aceeasi
valoare pentru trei valori ale lui z; deci acest determinant se reduce la o con-
stantd, adici este egal cu ;

(a;—a,) (ay—ay) (@2—ay).
In general, dacd
f@)=(z—a,) (x—a,)...(x—an),
determinantul de gradul m—1 in x

1 1 A 1
ay Ay ves am
a3 a: Lo
a’ln—Q a7271,—2 o aﬁ—2
f@ @ (e
r—a, T—a, x—am
se reduce la constanta
+ ¥ 1 e
Qg Qy am
2
(=11 (a,—a,) (@;—as)...(q,—am) | @2 a3 < Uy

adicd egal cu determinantul lui Vandermonde

mm—1)
(_1) 2 (ax_a:) (a,—a,)...(a,.—am) a, ay ven QM
(as—as)...(ag—am) 2 al a a,fL
(am—1—am) m—1 )2n——1 3 m—1 g

N. Abramescu. Algebra Superioarsi cl. VIII, ed. 8.
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52. Conditia ca doui polinoame si fie identice este ca
coefictentic acelorasi puteri ale lus x, din ambele polinoame si fie
egali. In adevir, daci

(7) Ao+ Ara" 4.+ A =Boaz"+B: 2" 4.+ By,
urmeaza ca trebuie si avem identic ,
(8) (Ao—Bo)x"+(A1—B1)z”—1+...+(An—Bn)EO.
De unde se deduce (Nr. 50)

Ao=Bo, Ai=B,... An=B,.

Egalitatea (8) fiind o identitate, se reduce la zero pentru orice
valoare a lui 2, deci, din (7), deducem ci dous polinoame sunt
identice cAnd sunt egale pentru orice valoare a lui z. -

53. Conditia ca dom‘i'ecuatii si aibid aceleasi ridicini.
Daci ecuatiile ! :
f(a:)=Aoa:m+A1x"‘_1+...+Am=0,
F(a:)=Boa;"'+Bxa>"“1+...+Bm=0,
aﬁ aceleasi riidicini a1, as,...am, atunci avem identic’
[(@)=Alz—a:) (@—as)...(x—aw),
F(z)EBn(&:—a:) (x—az )...(z—am).
De unde, prin impirtire »

flo)_do_,
F(x) B f

Inlocuind pe f(z) si pe F(z) si ficand caleulele, deducem
(AO—kBO)xm"l"(Al—'kBl)mm~1+...+(Am—"kBm)EO.
De unde,
Ao—kBo=0, A1 —kBi=0,... An—kBn=0,

sau
Ao ¥, W) Am_ .
Ba =, B k,...Bm k,
BO Bl B‘z Bm

~  Prin urmare, doui ecuatii cari au aceleagi riadicini, au coe-
ficientii proportionali.
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Reciproe, daci doui ecuatii au coeficientii proportionali, inlo-
cuim coeficienti Ao, Ai,... Ay prin valorile lor kBo, kBy;... kB
gi atunci ecuatia intdia se reduce la ecuatia a doua, si prin urmare
va avea aceleagi ridicini.

Aplicatie. Si@ se afle cosba in funcfie de cosa §i sd se compare
rexultatul cu ecuafia (1) z° - pa® - patr=0, in care ©—=1cos a, stabilind
relafisle pentru ca ambele ecuajii si fie echivalente. Aplicajre la ecuafia
(2) 3225 — 360228102 — 243 =0, ale cires raddeins se vor caleula cu aprowi-
matia datd de tabele de logaritmi (Examen Capacitate prof., 1937).

R. (cos a-+isin a)* = cos b a4 sin 5 a, 16 cos®a—20cos®a-5cosa—cosda=0.
Se scrie ca are aceleasi ridicini (coeficientii proportionali) ca ecuatia (1) in care
punem & =/ cosa; se eliminim / si avem p*=54. l=+2 v:bl' cos q=——%.

In cazul numerie, I=+3, cosba=+ % Luind semnul+-, I=3, 5a=600}
+2£.180° £=0, 1,2, 3; a=1204-1. 720, £=3 cos (120+£. 720, 1=0,1,2, 3;
@, =3cos 120=2,93442; », =3 cos 849=0,31356; 2, =3 cos 1560—— 3 cos 240—
=—2,74062; 2,=8 05 228=—3 c0s 48=—2,00739; 2,=3 cos 300°=3 cos 600=1,5.

54. Observare relativi la caleulul valorii numerice a
unui polinom pentru o valoare datd lui x. Pentru a calcula va-
loarea polinomului : )

f(x);—.Ao mm+A1 w,,L—1+o--+Am—1$+Am,

pentru =@, un procedeu este urmitornl. Seriem polinomul dat sub
forma

f(x)=.'1:"‘_1(Ao 2+A1)+A2 Zm—.2+...+Am,

si inlocuim in parantezi pe = cu a; dim apoi factor comun pe
z"2 si avem

fl}m-2[2(Aoa+A1)+Ag]+As (Em~3+... +Am.

. Se inlocueste in noua parantezi z cua-gi se di factor comun

"3 si asa mai departe.

Foxemplu. Valoarea polinomului
f (x)=42"—162* 1+ 623 — 17592 —10
pentru x=>5, se calculeazi astfel. _
] 24(4.5—16)F-622— 1722+ 92— 10=
4t 4628 — 172292 —10,
2% (4.564-6) — 172>+ 92 —10=

2625 — 1722+ 92— 10,
22(26.6—17) 4927 —10=1132*+92 — 10,

2(113.54+9)— 10 = 2860,
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55 Aplicatii. Rezolvarea ecuatiei de gradul al Il-lea. Formula lui

Cardan.
'Si se determine u $i v astfel ca si avem identic, oricare ar fi .

x —u —v
Brprto=| —o X —u
—u —p z

Desvoltand determinantul dupi regala lui Sarus, avem
. Xprtg=a'—3 uvae —(ud+03).
Identificind, gisim
(9) p=—38ur, g=— (u3+2%).
Pe de altd parte, in determinantul considerat, si adiiugim la elementele co-
loanei int4i elementele celorlalte coloane si dand factor comun pe 2—u—7, obtinem
B4pet-g=(r—u—2) [@? 4+ (w4 0)+ 02 o2 —up).

De aici rezultil ci ecuatia

@’ +px+q=0.
are ca radicini pe
(10) & =u-tv,
gi pe ale ecuatiei - '
(11) o+ (u+v)F 12402 —up =0,

% i v fiind dati de relatiile (9).
Rezolvand ecuatia (11), valorile ridicinilor sunt
z=—(u+v) + V (wtop—4ur—1 v 4 ur
2
\ — (o) + (u—2)i |3
;S 2

, i=)—1.

De unde rezultd ci celelelte ridicini ale ecuatiei
zi+pr+q=0, '
sunt

e :(u+v)+‘)(u—v) AE e I—I;'V 3_*_0—1-;’5]/_3:““_’_”2,

(12) %z—(u+v)—-éu—v)z'V§=u—1-12-z'V§+v—1-12-z']/§+ua,+w,_

unde « si a® sunt ridicinile cubice complexe ale unititii, date de ecuatia

x+z4-1=0,

Pentru a gisi valorile lui % §i v, rezoivim sistemul (9); de unde obtinem
' 3
% PRy L e ,,3=_(§).

Ecuatia ce di valorile Tui 23 51 2° este

z»2+qx—(%)3=0.
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=8+ () =4V 1) %
NG =56

Inlocunind valorile lui % si » in (10) si (12), ridiHcinile ecuatiei

a?4pa+q=0,

i A __ l 'ﬂ

sunt zy —-\/— —|—\ + \/ ( 5 )
:=u°ﬂ+?70c3, :z,=uoc2+va, oc’-}-m—l—l__O

Valoarea lui x, dati mai sus constitue formula lui Cardan.

Exemplu. Sa se rexolve ecuafio :
2+ 62 —7=0.

wvem 5 =\ T[]+ (o) N+ (3

m=2a—a'=— (~148)=3) s, =241~ a=—2(1+3V=3)

56. Rezolvarea eeuatiei de gradul al 1V-lea. Meioda lui Descartes. Fiind

datd o ecuatie de gradul al IV-lea
a‘+aw3+bw’+cx'+d=0,
se poate face transformarea
z=y-+h,

5i inlocuind in ecuatia datd, se poate determina 4, as_ffel incat coeficientul lui
¥3, in acgast’é. desvoltare, si fie egal cu zero.

Asa dar, ecuatia datd se poate aduce la forma

3 v tay+Ey+1=0.

«, B, 7 avénd valori cunoscute.

S84 considerdm deci o ecuatie de gradul al IV-lea de aceastd formd

f@)=a2t4+A22+Bax+C=0,

si si ne propunem a determina coeficientii p, ¢, p, ¢, astfel incit s avem
identic :
(13) w‘+Am2+Bx+CE(z2+P=€+Q) (@4 p 2+ q)

Raddaeinile ecuajier [(z) =0, sunt date de ecuajiile

2+prtq¢=0, 22+p'z2+4¢=0.
IdentifieAind ambele pirti din (13), deducem
p+p’' =0, ¢q+¢—pp'=A, (¢—9 p=B, ¢"=C.
Din a doua si a treia, avem y i

. 2 B
gt+ag=A+p% g A
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De unde
B ; B
2q*p’+A—;‘ 2q._.pa+A+F.

Inlocuind aceste valori in' relatia
f 99 =G,
obtinem
B!
; (p*+A»— ?=4'O,
sau
P°+2Apt+(A*—4C)p*— B*=0,
§i punind p*=zx,
23-1-2A22 4 (A2—4C)x — B*=0.
Aceastdl ecuatie, care se numeste rezolvanta ecuatiei de gradul IV-lea,
prin transformarea x =wu -/, se poate aduce la forma
A u*+Du- E=0,

§i se poate deci rezolva cu formula lui Cardan. Se gaseste prin urmare o va-
loare pentru x, deci si pentru Ps 4 ¢, si astfel ecuatia de gradul al 1V-lea se
poate rezolva. 4

Exemplu. v*— 1022 — 95 —2=0.
Se giseste

; ; 9 y
g+q —p=—10, ¢ =LA et
De unde
I 9 .9
_ 2q =p’—10—;, 2q:p’—10+;-
Rezolvanta este deci i

(p2—10— -;i) (p=—10+ -Z—)=,—8,

x3—20x,’+1(_)8x,——81=0.

Se giseste usor radicina » =19, Si luim p=23; avem atunci

sau

2¢=—4 29=2,
51 ecuatia datdis

2t—102* — 95 —2=0,
se pune sub forma : !
(#*—82—2) (@* 482+ 1)=0,
iar ridicinile ei sunt

Byl —34Y5
X CLEESER
57. Exercitii. 1. Pentru ce valori ale lui # apropiate de zero polinomul

20t —323 82— b g,

riméine in valoare absolutd mai mic ca 0,0001.

0,0001
+ =1 < o001




2. 84 se afle valorile lui = pentru care polinomui
Sat—423+62*—5x-}2

raméne in yaloarea absoluti mai mare ca 1000.

R. |x|>_, «=0p;

|w|> Ja|>5.

><05

3. 83 se ghseasci un polinom [ (a:) de gradul 7, astfel ci insemnind cu
{" (@) derivata sa, si avem identic “

f@ = @=155

R. fl@)=A¢ar + A, an—14 ...+ An.
M=y A= k=0, A, —(n—1)4,=0,..

zn an—1

floy=Tb g R L
4, 83 se rezolve ecuatiile
—91—28:6, 3 —3afrtad--53=0,
cu ajutornl formulei lui Cardan,
R. Aplicind formula, se obtine z, =4, z,, 2,—=—1+ +\8 pentru prima
adft(x—peV3

5 pentru a doua.

§i & =—(x+E), Ty 2y =
5. 83 se rezolve eéuntiile ’
--3z-|—i=0, 23+3—2:=0,
aplicdnd formula lui Cardan. :
x, =13/; - 37’,
x,=\77‘,....‘ i=)=1 wt+at1=0.
6. Si se aplice formula lui Cardan ecuatii
28 —3m2+1)a+2m(m*4+1)=0,
m fiind un numir real. "
R. o=y +1) (Y i—m— it m).
7. 84 se determine relatia dintre coeficientii p, ¢, » astfel ca ecuatia
@+pat+qaztr=0,
84 se poatd pune sub forma
(@2t matn)?—at=0,
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Si se rezolve in acest mod ecuafia 23+ 2221 25 1 1 =0,
R. Ecuatiile
wtpaitgatr=0,
2mx3+(m’+2n)m’-—|—2mna:—|—n’=0

au aceleasi riidsicini; deci

2‘m_m’+2n_2mn nt
: P q .

2
_Conditia este P—4pgr+8,r=0; m=2(1_r’ n=gq,

P+20 L 2x - 1=(x+1) @ +2+1). ;
8. 8i se arate éﬁ ecuatia f(w)=x4+aw3+ba:’+cw+d=0

8¢ poate pune sub forma 24 Ax*+B= 0, prin substitutia 2 = -4, cind
a®—4ab~48¢=0. Aplicatie pentru ecuatia af—2x%+m o2 (1 —m)x+n=0,

R. Avem dupi formula Iui Taylor
FetA=t0+Tr0+ 25 0+ 5w+ s ™m

Trebue ca f* (k) =0, £ () =0, /I=—%, a® —4ab4-8e=0,

In cazul ecuatiei numerice
2m—3 B___—4m+16n+5

2 16

Iz=%; A=

9. Si se giseasci conditia cu ecuatia
*taxdtbat+extd=0,

sd se poatd pune sub forma &a{:’ Fox)2+p@tan)tq ~ 0.
Aplicatie in cazul ecuatiei 2! +2a — 4o — 554 6=0.

R. Identificind, se giseste 2 & — Q, B4-p=5b pa=c¢, g=d.
De unde a® —ab4-8¢=0, =1 p=—5 ¢g=86.

Ridiicini 1, —2, % (—1 +}12).

10. Si se rezolve ecuafia

f@)=A'2"4-3A, 0?3 A2+ Ar=);

punénd-o sub forma f(x)= « (a2 — §)* +o (e —B)P =0
Aplicatie 7 (x) =312 22 —6 4 +10=0.

R. Se giisese relatiile

“te=A abtoaf=—A, e Fafr=A, affafi=—A,
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Eliminand « si «’ intre primele trei ecuatii si apoi intre ultimele trei,
se gaseste

1. Ao SR e
el e R el SR
g Al B —A,

De unde ;
AP+ A, B4B)+A:=0, A B'+A(B+5)+A;=0.

Ecuatia ce di pe § si §' se obtine eliminiod 8§ si B+ﬁ’ intre aceste
doud ecuafii si ecuatia ce are ca raddcini pe § si B

w—u(f+ )48 =0.
Se giseste

Ao A, A, i
A, A, A,|=0
1 —u w

=2 a'=—18=—1 §=2
11. SH se arate ci ecuatia
Avat+4A a1 6A, 02+ 4A, 04 A, =0.

se poate pune sub forma

a(@-+m)tta (x + m'E=0,

daed avem
R oA, ik
A, A, Ay | =0
Ag & Ay A

R. Se obtin 5 relatii intre a, a', m, m’, se elimind « si o’ intre primele
trei, apoi intre a doua, a treia si a patra siin fine intre ultimele trei din aceste
5 relatii. Apoi intre aceste trei relatii astfel obtinute se elimind mm’ si m-Fm'.

- Relatii intre radacini si- coeficienti.
58. Fie
fl@)= Aoz + A1z 1+...F An—12+ An=0,
‘0 ecuatie algebrici care admite ridicinile
Prima parte a acestei ecuatiei se poate pune sub forma
Aoz A" A An1zt+ An=

Ao(z—al) (x—ag)...(a:—am). €T



Desvoltand, gisim
Ava"+A g 14 A=
Aolz"—a"—1Zq, +z’”‘22a,ag+...+(—-l)f’x’"‘”Eala,.‘..ap-l—
. +.. 4 (—1)"aas...a7]. :
IdentificAnd, deducem
¥ Ai=—AZa,
As;=Ap2q, as,

LIRSS TS oA R

Ap=(_i‘f)A0 Ea, .ag..;a,;;

LIS A TR T A R R W T <

‘ An=(—=1)"Aoa:as...am.
De aci deducem relatiile intre riidicini si coeficienti

A A
2a1=—A—;’ a;+ag+...+am=—-A~’v

0

; A, A,
Ealag=z—v 01a2+a1a3+...+am—lam=:&—’
0 : 0

: A
2o,y a ...ap=(—1)1’éf' a1 as..0ptay as a,... apr1 - = (— 127
Ao Ao
A7"
a,ag...am‘-—‘(——l)’"To :

Acestem relatii formeazi un sistem de m ecuatii cu m ne-
cunoscute ay, as,...a,.

Rezolvind acest sistem de ecuatii, vom putea caleula ridi-
cinile ecuatii f(z)=0. Pentru aceasta, din primele 7 —1 relatii,
considerate ca m —1 ecuatii cu m—1 necunoscute, as, a3y...Omy
se pot caleula valorile lui @3,...am, pe care inlocuindu-le in ultima
din cele m relatii dintre - coeficienti si ridicini, se obtine o ecuatie
F(2)=0, care va da pe a. -

Insi relatiile intre coeficienti si riidicini sunt simetrice in
raport cu ay, as,...am- (nu-§i schimbi valorile numerice primele
parti ale ecuatiilor cAnd se schimbi intre ele doui litere; z—y
nu este functie simetrici iu raport cu z si 9). Prin urmare daci
am fi calculat valorile necunoscutelor a1, a3, ay,...am din primele
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m—1 din aceste ecuatii si le-am inlocuit in ultima, vom gisi tot
.ecuatia F(a)==0, care va trebui si dea valoarea lui as; si asa
mai departe.

Deci ecuatia F(z)=0, care di pe ai, are ca ridicini si pe
as, ete. adicd pe toate ridicinile ecuatiei f(x)=0, adicii este tocmai
‘ecuatia f(x)=0.

Rezultd de aci cii sistemul de relatii intre riddcinile si coefi-
cientii ecuatiei f(x)=0, se poate rezolva, cind se poate rezolva
ecuatia f(@)=0; cu alte cuvinte, este tot atdt de greu a rezolva
acest sistem, ca si ecuatia f(#)=0, ciici ciutdnd a rezolva acest
sistem dim peste ecuatia datd. :

Numai in cazul cind se mai dau alte relatii intre ridicini,
rezolvarea sistemului este mai ugoari ca rezolvarea directs a ecuatii.

59, Aplicatil. I. Sa se rexolve ecuatia
— 9224 232-—156=0,

stiind cd raddeinile sunt in progresie ariimeticd.
Vom insemna radicinile z,, ,, ,, prin

u—o, u, u-tv,
v, fiind ratia progresiei aritmetice.

Scriind relatiile intre coeficienti si ridicini, avem

—xl+zs+xs—_—-—9;

Ao
2o,y = 0,2, + 2y 00+ 2y 7= i—o—-23
1 x,ws——z‘—:—lfl. :

Inlocuind pe 2, @,, @; cu valorile lor, aceste relatii devine £~ g
(€3] ; g =—=01
2) g 3u2—»p2—23,
(3) u(u?—»%) =15,

Din prima deducem #—3 si inloeuind in a doua obtinem

: v?=4, p—4 2.

Inlocumd valorile lui « si # in relatia (3), vedem c& este verificati, cici
astfel au fost alesi coeficienti ecuatii date.
Rédacinile acuatii f(#)—0 sunt deeci

Fi—n—v—O—2— b g —8 g —b
LI Sd se gdseascd condifia §i sd se rexolve ecuajia

az®--ba? 4 cax -t d=0,
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stiind cd avem relalafia Ty =, + 2.
Aplicatie. 23 —222— 5 - 2—0,

Relatiile de conditie sunt

b
(4) $1+w3+25:—;yv X
®) 21 (z, + ;) +a, ac.s,:;;,
- 8 nnz=—1,
(7) =z, ;.

Tnlocuim in (4) pe #, 42, cu valoarea sa din (7), avem

b
Ty :"2—‘1’ @y xy—=—

Z2q
Inlocuim in (5) si (6), obtinem
Soielitip? . 2d
&, xa—; —mr Xy zs‘T.

Egaland aceste valori, relatia de conditie intre coeficienti este
b*—4abe+ 8424 =0.
Rédicinile ecuatii sunt date de
b

==y

20
iar @,, z; de ecuatia de gradul al II-a

b 2d
"'QT"%*“"T:O;' =1, z,=2 z,—-—1,

IIL. Si se giseasei relafia de condifie §i si se rexolve ecuafia
8) f@l=a*+az?+ b+ =0, :
stiind cd intre riddcing existd relatia
of =it}
i Si formim ecuatia care da valorile Ini
® y =22
Ecuatia (8) se poate scrie observind relatia (9)

2%+ az? - bz 4 ¢ —0,
@+ a)y+bz+c—0,
De unde
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Inlocuind pe x cu aceasti valoare in (9), se obtine ecuatia ce d& valorile
lui y [patratele ridicinilor ecuatii f(x) =0]
$O)=0+12b—a)+y(F —2ac)— ¢ =0.
Radacinile acestei ecuatii fiind
w=al, n=sf n=al,
avem relatia
' o =3 + i,

sau e e

adicd o radidcini este egali cu suma celorlalte doud si deci, conform prdi)lemei
precedente, rezultd conditia

8c*+8ac(a?—2b)4a*(a> —2b) (4> —45) =0,
A S 1 s x
§i se obtine o radicini y, =2 = ?(a’—-2b), iar celelalte dou# ca la exemplul II.
Observare. Aceastd conditie se putea obtine, servindu-ne de relatiile intre
raddcini si coeficienti i anume
; o+ xte=—a,
@, x5+ @, (0, + 205) =,
: Loy s —C,
impreund cu relatia data
=t + ol

Ridiednd prima la pétrat si {indnd seami de a doua relagie si de ultima,

obtinem >
(10) 2mf+2b—a’:0,
Scriind ecuatia datd sub forma
. o oz @+t axt+e=0.

si inlocuind pe a} cu valoarea sa din (10), apoi scotdnd din aceasta valoarea
lui @, si inlocuind-o in (10), se obtine condifia gisitd cu prima metods.
IV. 8@ se rexolve ecuafia

w4f8x’—ftl4x’+8+a:0. o
stiand cd raddeinile sunt in progresie aritmeticd.
” VSE insemnam riddcinile acestei ecuafii cu

r—=u—3v, x5 =u—uv, x,—=u+0v, xa—=u-+30.

Relatiile intre ridicini si coeficienti sunt

; o, =, +2 +x; + 2, =8, ;
2z, 2 = (0, + @) (@5 +2) t 2, 2 + 2, 0, =14,
22T, Ty — (%} +x,;)a:3 x4 (s tx)e, 0, =—38

L1 Ty X304 —a.
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Inlocuind in aceste relatii pe =, z,, @y, a, gasim
du—8
Bur—5p1=7,
(W —bp)=—2
(#* — 0% (u*—9 %) =aq.
Din primele dou# ecuatii obfinem

u=2 p=+41.

Ecuatia a treia este verificati pentru aceste valori, iar din a patra deducem

a=—15,
Ridicinile ecuatii sunt
u—39p=2—3=—1;1;3:5

V. 8a se determine p §% 84 se rexolve ecuajia astfel ca produsul a doud

rdddeint ale ecuatier

32+ prP+ 2471122 8—0 .
s@ fie egal cu 2. Relatiile sunt
(1) @ty oy =— L.

: : 2
(12) (2, + ;) (“’g + )+ 2, 2, + ‘”f o S
(13) : (o + 2) @5 @, + (@, + o) 2y = — 4.
(14) %, &5 %, z;:—g,

(15) & 00, =—=2,
Observéand relatia (15), deducem din (14)

Ty Ty = — ? 3
Relatiile (11), (12), (13) devin
(16) (@ 4 2) + (@ +2)=— L.
) @+ 2) (@ z)=0,

4

(18 —-§($x+w:)+2(¢s+z¢)=—4.
Observand ecuatia (17), distingem doui cazuri

10 %+ 23 =0; 2, +-a, = —2; p=6;

- 4
Xy %, = 2; x,x,=~-?-
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‘

Ridacinile #,, #,, 5, 2, sunt date de ecuatiile
%2-4-2—0, x2+2x-—-%:0

si sunt egale cu

iiVZ ______.%Lgl ¥
20 Ws+m¢:0§x1+zlz3;1’:_9;
Ty :};,:—?; oy 2y — 2.

Rédicinile @,, @,, #;, 2, sunt date de ecuatiile

%2 —32+4+2=0; x”-—%—:O.

Observare. Se putea rezolva aceastd ecuatie, observand ci ‘daci avem
2, ¥, — 2, atunci prima parte a ecuatiilor ;
Sattpr’ 2024 120 8= L az+§) @+ mz+t2)
3i deci x,, 7, §i 2;, 2, sunt ridicinile ecuatiilor
n*+me+42=0 83s2+ ozt =0,
IdentificAnd, obfinem relatiile
a-t+3m=p ;
Btam-46=2
fm—+2a—=12,
20=—8.
De unde § = — 4. Inlocnind in primele trei relatii, deducem
c+3m=p, am=0,20 —4m—12,

Deci
19 a=0 m=<=3 p=—9; 322 —4=0, 25 —324+2=0

20 m=0, « =6, p—=6; 322--62—4=0, 222 =0,

60. Exercitii. 1. Si se rezolve ecuatia

@) =az+ be® - e +d=0
Ql si se giseasci relatia de condifie, stiind ci suma a doud riadicini este egald
cu un numir dat p. Aplicatie pentru ecuatia
f@)=2a%—22—T72—3=0, p=1,
R. Una din rdscini este. /
T (% +p ) :

Relatiile sunt

(= +=v:)+zs=—~%r (@1 + @) 242, x,=%r Ty Ty 2y = _%, ot m=p.

N
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" Din a doua si a treia deducem Pe Z,, 2,

b 2, ¢ (b TR
p(Gr) + o (E4p)-L=0
Rédacinile ecuatii numerice sunt date de
A i | »
By=—t o b=l g3

2. S& se rezolve ecuatia [
'+ pr+q=0,
stiind ci una.din rddicini este egali cu suma inyerselor celorlalte dousi radi-
cini. Aplicatie pentru ecuatia z% — 5z42=0,
R. Relatiile sunt’ :

i

: 1
@, + 2 + 2, =0, (3|+xz)xa+w1xz:p:zxz:xaz_%zszz [;"
4 2

T=q8+pr+9=(@—q) (@2 +gx=1), ¢?+4p-+1=0,
BP—br+2=(z—2) (a2+22—1).
Si se rezolve ecnatia 2% pz - ¢=0, stiind ci avem z, =z, .
Aplicatie pentru ecuatia 2®— 62— 4—0,
R. Relatiile sunt :
%+ @y + @y = (0, + 7,) &, + 7, 2, =,
Xy Ty X3 = — q, T; — T, X3,
De unde ¢} = — ¢, 2, zﬂ:P—‘%zz'*‘zs:i‘V_—‘—q.
- Relaia de conditie este ¢ [¢ +(p — ¢) 2] =0.
@ —6r—4=(zt2) (x'—20—2).
4. Si se giiseasci relatia de conditie intre coeficienti 5i 83 se rezolve ecuatia
@3+ pz+ ¢ =0,

stiind c3

m fiind un numir dat.
R. Din relatiile intre coeficienti si radicini deducem

Xy = mxy, 2y = — 2, (1 + m);

P p ., 28— /4 .
: mi4tm+1 " mm+1)
Relatia de conditie, dedusi din (22) 3= (23)2, este

pPm*(m—~+1)24 g (m* + m 4+ 1) =0,
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1 5, 84 se rezolve ecuafia
.3 a}3—-7m2+q=O,

gtiind ci diferenta a doud ridicini este )
f -5

~

7
R. s wi—ws':;l: ac1+a:,+a:,=§’
\ (@ + ;) ; + o, wx=0,,w.xzwa=-%-_

Se rezolvi primele doui ecuatii in raport eu a; si a, si se inlocueste in
a treia ecuatie; insemnand cu # = %; avem

(1) 2742 —42¢— 40 =0,
Considerim si ecuatia dat
@ 88 —704 g=0;
inmultim (1) cu ¢ si (2) cu 9 §i le scidem ; obtinem
3) 24094 =0,
Se considers (1) si (3). Se inmulteste (1) cu 7 si (8) cu 9 si se scad.
Se gaseste s ke
L 280 — 81 ¢
o e
Se inlocueste in (1) si 'se glseste relatia de condifie si valoarea lui
-400
q== 41 = m'

Sau mai simplu, se rezolya (1) si valorile glsite pentru ¢ se “inlocuesc
in &, @, 5i (3).

2
X =2 a=1ua REREEL =4
5 , b} 20 400
N ATER T eaT T =g

6. Bi se rezolve ecuatia ' — 72 +21=0, stiind ci 2, — 24,
R. Ridicinile sunt 1, 2, —3; A— 6; o
—1, —23; A=—6,
‘. & 7. SH se rezolve ecuatia !
' —3ax2+ 60 —4 =0 i
stiind efi o ridicind este media aritmetici a celorlalte dous.
SR & 2,4 x; =34, (e, + ;) 25 + o, 2, — 6,

@, X
@y 2y 2y =4, $3=%'

Xy =a, xla;,=6-—2]a,2, _wla:,a,=:4.
a*—3a4+2=0,¢=—1, a=—2,
N. Abrameseu, Algebra Buperioard cl, VIII, ed, 8, 5

/ £ J
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a=1; ;,=144iV3 z,=1—i {3 2,—=1,

3

o=—2; g,=—284V8 o, —=—2— V6 n——2
8. SH se rezolve ecuatia
28— 5821 =0,
stiind ci admite dotii ridicini al ciiror produs este egal cu-1.
R. Procedeul I Se va identifica
@t —Bbz+21=(2+ro+1) (@8 +aa®+5a+ 21).

Valoarea lui o comund celor douil ecuaii de conditie care di pe =, este

o= Deei
3—V5b
= 2 .

&

34+Vs
2 ) .

A=—38 a=3,=8; a, =

Procedeul II. Prima parte trebue si fie divizibild cu «2--Aa -1, deci

restul impartirii
(A —3822 —b4) w423 —22 4 21.

-trebue si fie identic nul. Adicd ;
A —3)2—54=0, A3—22421=0; L=—3.
Cétul diviziunii este
' e D D Y i B L

deei
2’ —bbar+2l=(22—3a+1) (x3+ 322|821

9. 84 se rezolve ecuatia
2t4+122—5=0

stiind cd suma a doud ridicini este egald cu 2.
R. Be va identifica
o120 —b=(2—2z+2) @+ aztf).

Se deduce o —JPnif ===TH SO i

Ultima relatie este verificati. J
2t 120 —5=(22 —22+5) (2222 —1).
Alt procedeu. Se scriu relatiile intre rid#ecini si coeficienti sub forma
(@, + 2,) + (2, + 2,) =0,
(0, 4 2,) (2 + 2) + 2; @ + 25 2, =0,
(z + 3) 25 0 + (254 20) 7, 2, = — 12,
Ty Ty Ty Ty = —D5, x, +a,=2.
Se caleuleazii produsele z; z,, #; z; &i se formeazii apoi ecuatia de gradul
al II-lea, care dau pe @, @, §i x; #,, deoarece se cunoaste

2, 4z, Ty Ty 3 Xy =+ 2y, Ty Ty,
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Se giseste
2?—2245=0, 22425 —1=0,
10. Si se rezolve ecuatia
22 mad g2 — 5y — 12=0,
stiind c& produsul a dous radicini este egal cu —4,
R. Din relatiile dintre coeficienti si ridicini, se iau ca necunoscute
x, + z, zy+ o,

5i se formeazi ecuatiile de gradul al IT-lea, ce dau ge 2, g i R

Se giiseste
- —4m-tb 3 5
xt+z:='%7—,-_' wa+x4=—m7‘+;
v 12m24-5m—123=0; My =3 m,=—f—;-
19 my =3, 22y —4=0, z24224+3=0,
4 8 :
-20 m,=—é, xz—gz——4=0, m2—%a;_+3=0.

Alt procedew este identificand :
ot mad -2 —5 g — 2=+ ax— 4) (a;2+ﬁz+3).

11. 83 se rezolve ecuatia y

ax® + b+ x| d=0,
stiind ed riadicinile ‘sunt in progresie aritmetics.
R. U—v, u, u-ov.

(252—9ac) b} 27420—=0.
12, 83 se rezolve ecuatia
x4 ~—4m3~34x2+aw—|—b=0,
stiind c# raddeinile sunt in progresie aritmetica. ]
R. Gy =u—3v, zy=u—up, B=u4v v,—=u-43y:
u=1, v*=4; =176, p=105,
Radacinile sunt —5, —1, 3, 7,
S# se rezolve ecunatia :
22 a2?+ bz - ¢ =0,
stiind e ridicinile sunt in progresie éeometric‘a‘- Aplicatie la ecuatia
823 42424 635 — 9270, '
R. Ridicinile sunt . ug, uq*; produsul lor fiind 23 q%, rezultd ci

8 37—
ug = — \/c este o radidcind a ecuatiei. Se inlocueste  cu — l/c si se afla
conditia ;

ae— p3=0,
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In. cazul ecuatii numerice ridicinile sunt

3 3
i e B

14. Si se rezolve ecuatia
ot + axd+ ba? ck +d=0.
stiind el '
2y 4 2y = 2y + 2. :
Aplicatie pentru ecuatia :
@t 6213224 124 — B0,

R. Din relatiile cunoscute se giseste

w.] 2

@ = 2y = +x4#—

a? Z2e

.
% Ty 25 Ty =b g %% + a2, = o

Conditia este
ut—4abl-8¢=0.

Produsele @, o, ;, #, sunt date de ecuafia
2
="yt g=—0,
In cazul ecuatii numerice, @,, @, si x,, z, sunt date de ecuatiile
224+-8324-56=0, 22-}30¢—1=0,

Alt procedew este identificAnd . :

a'+-6a’+ 13224120 — b= (a2 az 1 §) (@ + a1 ).
15. S# se rezolve ecuatia ] ‘

w‘+ax3+bw2+cw+d=0, :

Ty Xy = T3 Ty,

stiind e
Aplicatie pentrn ecﬁatia
i 24— 3843 — 102 — 1251 16 =0,
R. Din relatiile cunoscute, se giseste
 mmy=a g, =+ Vd,
i conditia ) a?d — 2 =0,
Ty @y, @y 4 4 sunt rﬁdicinﬂe ecuatiei
#tart b—2Yd) =0,
. Pentru ecuatia numerici aplicAnd acelasi procedeu, sau identificind

2 —82'— 1022 — 12¢+ 16 = (22 + az§) (@24 haL-p),
se giseste
8+Vs, 3+V—7.
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16, 83 se determine m, astfel ea intre ridicinile ecuatiei

24208 —50? — 10+ m=10
s34 avem relatia

*} +ai =a} +al.
Si se rezolve in acest caz ecuatia. )
R. #*=y. Formim ecuatia ce di pe y. Avem .
Y2423y —b5y— 102 4m=0,
=5yt m \
T 26—9)
Se inlocueste in o2 = ¥ sl se scrie ci pentru ecuatia obtinuti

yt— 14934 (2m 4 65)y2 — 10(m 4-10) y + m2=0,
avem relatia

X

?/1+yz=?/3+y4- - :
Se giseste

m=—3, y1+.7/z=3/a+y4=7) Y1 Y5 1 ys ys =10, Y1 Y2 Ys ya=9.
Valorile Iui ¥ =* sunt date de ecuatiile
P=Ty9=0, 42— 7y41=0,
17. 84 se rezolve ecuatia

20f — 1523} 35 2 — 30+ 8=0,
stiind & ridicinile sunt in progresie geometric,
R. 83 notim ridicinile cu

Produsul lor este 4; 42—=2, Relatiile dau

() By ) er
9 'H;— este dat de ecﬁatia

1 27
x St e AT S L
et
1 3 1
b =) = 2,
R

1
Rédacinile sunt O 1,2 4

18. 83 se rezolve ecuatia
@t at—20 Ly — 30,

stiind c& are doui ridicini egale si de semne contrare.

R. @ + 2, =0, @ +ay=—1.
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Din relafiile intre coeficienti si riducini se ghseste |
X0y =1, &y, = ——3,
(@*41) (22 +2—3)=0,
19. 84 se rezolve ecuatia
f(@)=a®+pa?+ qe 4 r =0,
stiind ¢ o ridicini este media geometricd a celorlalte doui.
R. x} =, %,. Conditia este P>=pdr
si avem '
(o2 ke~ )25
20. 84 se rezolve ecuatia
@t + ax?*+baw--c = 0,
gtiind c& intre ridicinile sale exists relatia
&) - xy =z, 7,
R. Din relatiile intre coeﬁc;ienti §i addcini se giseste

4 +w,=iv¢—'b, 2y + 2y = ?Vc—b, Ty By = 2

+Ve—v
zax‘=ch-—-b, (@+c—b)2(c —b)= (2 c—b)2
21. 83 se rezolve ecuatia «
3 m‘+pz3+2a:2+l2z—8=0,
stiind cd produsul a dous ridscini este egal cu 2,
R. Din relatiile intre coeficienti si ridicini se deduce _
4
1° p=6, @, +a,=0, Z @, =2; o+ o,=—2 g0 ="§;
4
20 p=—09 o Fa,=3 Xy Ty =25 2+, =0, Ty Oy =— = -

Alt procedeu identificind cu Ba2t oz —4) (42 +B8z+2).
22, Si se rezolve ecuatia
22 —822—Ba4p =0,

stiind ci ridicinile sunt in progresie geometrici.

R i el PLE
e q' U, ug; p—64, u——r
: 35 9
2+ 2, = A Y s = 16

23. Si se rezolve ecuatia
62° — 1122465+ ¢ =0,
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stiind cd ridécinile formeazi o proportie armonic.

2 1 1
R. S B ) .
x: a::,_l_ac2 '

Din relatiile de conditie se scoate

1 11
a:3=——%, %, @y = 5 m,—l—ac,'::?—l—%;

8
=—1; ==

25. 84 se rezolve ecuatia
: xt— 16 g3+ b+ ¢=0,

stiind cd admite o radacma tripld si ci suma acesteia cu cea simpld este
egald cu 4.
R. In relatiile cunoscute se face a, = o, =2, =w, 2, =7»; se giseste
@ —x,—2,—0; .b =¢=0, a=_i_.
Alt procedeu este identificAnd
¢ xt—16ax+ bz} c = (x —u)? (& —v).
25. 83 se rezolve écuatia 22+ px -+ g =0, stiind ci x? = a2 -}-a:?,.
R. Se formeaza ecuatia care di pe ¥ = x3. Avem
y+pz+qg=0.
Se scoate z, se inlocueste in precedenta si se giseste
v +oyit+yBei+pl)+¢t=
h=9Tv; n= —%’-’ g*+12p*=0.
26. Bi se rezolve ecuatia
’ —10a23+ bz +9¢ =0,

stiind c& ridicinile sunt in progresie aritmetici.

R. C=u —3v, xy=u—v, ®,—=u-t+0v, Ls=u-+3z
5a 15q2 275
_ 2= — 3 —_—— 4
U=, 2= 4,b 12648, ¢= 35 24

27. 84 se rezolve ecuaia
:-2w3+ax ——\1 =0;
stiind ci
ol +2f =af -l
R. Se face transformarea y =g

a=2, (y—1); a=6, (2= 6y +944}5) (4> — 6y 49 —4V5).
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Radacini comune la doui ecuatii.

61. In Fizics, Mecanics, Statisticy, §i in toate stiintele pe
care le studiem, pentru gisirea elementelor necesare vietii practice,
trebue a rezolva o ecuatie, si daci nu putem g#si ridicina exacts,
sd aflim mécar o valoare apropiati a ridicinii.

De fapt, la aceasta se reduce teoria ecuatiilor algebrice si
de aceea, s’au ciiutat procedee pentru acest scop. Unul din aceste
procedee este aflarea rddacinilor comune la doud ecuatii. Vom
expune mai intéi, teoria celui mai mare comun divizor al mai multor
numere intregi. j

62. Cel mai mare comun divizor al mai multor numere
este cel mai mare numdr care le imparte exaet. @

De ex. numerele 12, 18, 30, care admit divizorii comuni 2, 3, 6, au pe
6 ca cel mai mare comun divizor al lor.

Dacid dou#i sau mai multe numere nn au nici un divizor
comun, afard de 1, se zic numere prime intre ele. Deei cel mai
mare divizor comun a doui sau mai multor numere prime intre
ele este 1. A

De ex. 24, 85, se numesc numere prime intre ele, cdci n’au alt divizor
comun decit unitatea. Tot asemenea sunt prime intre ele 3b, 12 & 59,

Cel mai mare comun divizor se insemneazd prescurtat cu
¢. m. m ¢ d. ‘ ;

L. Dacd doud numere sunt divizibile unul prin altul, ¢. m.
m. ¢. d. al lor este cel mai mic dintre ele, cici el este cel mai mare
numir care le imparte exact pe amindous.

De ex. daci§numirol 12 divide pe 60, numerele 12 si 60 au pe 12 ca
¢.m. m. c. d., cici acesta este cel mai mare numir care le imparte exact.

IT. Dacd doud numere nu sunt divixibile unul cu altul, cel
mai mare comun divizor al lor este acelasi ca al celus mai mie
numdr §i al restului impdrfirii lor. Fiind date numerele A i B
nedivizibile, dacii impiirtim pe A cu B si obtinem catul C gi restul
R, davem

A=BXC+R.
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Observim ci orice divizor comun numerelor A si B divizand
pe A si prima parte BX C a sumei din membrul al doilea, va
divide si pe R; deci va fi un divizor comun al numerelor B gi R
adicd al celui mai mic i al restului diviziunii numerelor A si B.
Reciproe, orice divizor comun al numerelor B si R va divide si:
suma B X C+R, adici pe A; deci va fi un divizor comun al nu-
merelor A §i B. Aga dar, ¢. m. m. c. d..al numerelor A si B este
$i c. m. m. c. d. al numerelor B si R si reciproc.

ITL. Aflarea celui mai mare comun divizor a. doud numere.
Fie numerele 672 si 276. Daci 276 ar Imparti pe 672, atunci 276
ar fi c. m. m. ¢. d. al numerelor date, Ficénd impirtirea lor, avem
672=276 X 2+120.

- Am vizut ¢ c. m. m. ¢. d. al numerelor 672 si 276 este ace-
lagi ca al numerelor 276 si 120; facem din nou impéartirea intre
numidrul cel mic si restul aflat si obtinem 276=120 X 2} 36.

C. m. m c d al numerelor 276 si 120 este acelasi ca
al numerelor 120 si 36; facem imp#rtirea intre ele si avem .
120=36X38+12. :

Vom face din nou impirtirea intre 36 si 12 si giisim 36=123.

Deci, 12 impirtind pe 36, este cel mai mare comun divizor
al numerelor 36 si 12, 120 si 36, 276 si 120, deci si al numerelor
date 672 si 276. R

Operatia se ageazi astfel
2 2 8 3
672 276| 120| 36| 12/
120, 36 123 o |

Deci, pentru a gdsi cel mai mare divizor comun o doud nu-
mere, se tmparte cel mare prin cel mic. Dacd restul este nul, cel
mai mi¢ este c. m. m. c. d. Dacd acest rest nu este nul, se di-
vide numdrul cel mic prin acest rest, apoi primul rest cu al doilea
$t asa mai departe, pind ce tmpdrfirea se facée exact. Ultimul rest
este cel mar mare comun divizor cEutat.

Observare. Dacid ultimul rest este egal cu unitatea, numerele
date nu au alt comun divizor decat unitatea; acele numere sunt
prime intre ele.

Dac# doud resturi consecutive se recunosc ca prime intre ele,
putem si nu mai continuim impirtirile, cfici ultimul rest' va fi 1
gi deci numerele sunt prime intre ele.
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IV. Proprietdfile celuir mai mare comun divizor. 1° Dacd un
numdr divide doud numere, divide si pe cel. mai mare comun di-
vizor al lor. In adevir, acest divizor ‘comun al numerelor dates
divizdnd aceste numere, divide restul impértirii lor si in mod identic
se vede cii va divide gi resturile succesive ale impértirilor ficute
pentru aflarea c¢. m. m. ¢. d., deci si pe ultimul rest, care este
cel mai mare divizor comun al lor.

2° Daca se inmulfesc sau  se impart doud numere printr’'un
al ireilea, c. m. m. c. d. al lor se inmulfeste sau se imparte cu al
treilea numdr. In adevir, se stie cd dacid inmultim sau impértim
deimpiértitul i impéartitorul prin acelagi numir, restul se inmulteste
sau se imparte cu acel numar.

Deci, inmultind sau impir{ind numerele date prin acelasi
numdr, sirul de resturi gi prin urmare ultimul, care este cel mai

. mare comun divizor, se inmulteste sau se imparte cu acel numir.

3° Caturile a doud numere A st B prin cel mai mare comun
divizor al lor D, sunt numere prime intre ele. In adevir, divizdnd
numerele A si B cu D, se va impirti si c. m. m. c. d al lor cu
D; deci caturile numerelor A si B cu D vor avea ca cel mai mare
comun divizor pe D impirtit cu D, adici pe 1; prin urmare, aceste
cituri sunt prime intre ele. »

4° Aplicatie. Un mumdr care divide un produs de doi factori
st este prim cu unul din factors, divide pe celdlalt factor. Fie nu-
mérul C care divide produsul A X B si este prim cu B; zicem ci
C divide pe A. In adevir, B si C fiind prime intre ele, cel mai
mare divizor comun a lor este 1. '

Inmultind pe B si C cu A, si cel mai mare comun divizor
se inmulfeste cu A; adicd numerele obtinute A. B si A. C au ca cel
mai mare comun divizor pe A. Insi produsul A.B a fost prin
ipotezi divizibil cu C, A. C continand pe C ca factor se divide 1
el cu C, deci ambele numere A. B gi A. C sunt divizibile cu C;
urmeazi ci gi cel mai mare comun divizor al lor, A este divizibil
cu C (Nr. IV, 2. X

V. Aflarea celui mai mare comun divizor al mai mulior
numere. Fie numerele A, B, C, D, al eiiror cel mai mare comun
divizor voim si-l aflim. Dacii insemnim cu dy pe ¢. m. m. c. d.
al numerelor A i B, orice divizor comun al lui A i B va fi si
un divizor al lui d; i reciproc; deci orice divizor comun nume-
‘relor A, B, C si D va fi un divizor comun numerelor dy, C si D
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si reciproq. Dfeci cdutarea celui mai mare comun divizor al nume-
relor A, B, C, D se reduce la cHutarea e. m. m. ¢. d. al nume-
relor dy, C si D. In acelasi mod judecand, deducem ci dacd insem-
nim cu d; pe ¢. m. m. ¢. d. al luj dy si C, ciutarea celui ma
mare comun divizor al numerelor dy, C $i D se reduce la ciiutarea
c. m. m. ce. d. al lui ds si D. Deci, pentru a afla pe c. m. m.
c. d. al mai multor numere afldm c¢. m. m. e¢. d. a doud din
ele, apoi afldm pe ¢. m. m. c. d. al rexultatului gdsit si al unwui
al treilea numdr, ete. Ultimul rexultat gdsit este ¢. m. m. c. d. al
tuturor numerelor. '
Exemplu; S& se afle cel mai mare comun divizor al numerelor 504
5292 & 1520, :
Cautdm c. m. m. c. d. al numerelor 1520 5i 594, Avem

3 63

1520/ 504/ 8
8 2
0

C. m. m. c. d. al numerelor 1520 51 504 este 8. Cdutim pe c. m. m. c. d.
al numerelor 5292 si 8 si obfinem

68k 2

5202| 8 | 4

90|
12
v

Deci ¢. m. m. c. d. al.numerelor 504, 5292 éi 1520 este 4.

63. Cel mai mie comun multiplu. Cel mai mic comun mul-
tiplu al mai mulior numere, se numeste numarul cel mar mic care
Se Tmparte exact cu fiecare din numerele date.

Exemplu. Cel mai mic comun multiplu al numerelor 6, 4 i 3, este 12.
cici el este cel mai mic numir care se imparte deodatdi exact cu numerele
6, 4 si 3.

Cel mai mic comun multiplu se insemneazs pe scurt cu c.
m. m. ¢. m.

L Cel mai mic comun multiplu a doud numere este egal cu
catul objinut divizind produsul acelor numere prin cel mai mare
omun divizor al lor. Fie A si B cele doud numere si D cel mai
mare comun divizor al lor. Avem A=D. A’, si B=D.'B.
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Un multiplu al lui A, va fi A sau ADA’. Acest multiplu

ca si fie gi un multiplu al lui B, va trebui ca

kDA'=kDA'____k_A'

B DB B’
si fie intreg; insi A’ si B’ fiind prime intre ele (ca fiind caturile
a doud numere prin c.m. m. c. d), rezulti (Nr. IV, 4°) ci numirul
k trebue si fie divizibil cu B’, adici 2=m B’. Deci un multiplu
comun-al numerelor A si B va fi
_ mB'DA’.

Ciutdnd pe cel mai mic multiplu, vom da lui 7 valoarea cea
mai micd, 1; asa dar, cel mai mic multiplu comun M al numerelor
A i B, va fi

M=DA’'B

" Inlocuind pe A’ si B’ cu valorile lor de mai sus

adicd cel mai mic multiplu comun se obtine divizind produsul acelor
numere cu cel mai mare divizor comun al lor. !

IL. Orice multiplu comun o doud numere, este un multiplu
al celui mai maic comun multiplu al lor. In adevir, un multiplu
al numerelor A gi B este, dupi cum am vizut,

m.B'DA'=m.M.

\\ ; N
IIL. Caturile dintre c. m. m. e. d. a doud numere si acele
numere, sunt prime intre ele. In adevir,

/ T : M__ 7
K_—A——-—D—A,——B si tot astfel B—-A,

iar A" si B’ stim cd sunt prime intre ele.

120. Din cele precedente rezultd ci, daci am avea mai multe
numere, de ex., a, b, ¢, d, ciirora voim a le afla pe c. m. m. c.
m., putem inlocui doud din ele de ex. pe @ si b, prin c. m. m.
e. m. al lor M. Multiplii comuni ai numerelor @ si b fiind aceiagi

cu ai numirului M, rezultd ci multiplii comuni ai numerelor a, b,
I
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¢ d vor fi aceiasi ca gi ai numerelor M, ¢, d. Insemnind acum
prin M’ pe cel mai mic comun multiplu al numerelor M si ¢, mul-
tiplii comuni ai numerelor M, ¢, d vor fi aceiagi cu ai numerelor
M si d. In fine, insemnand cu M” pe ¢. m. m. ¢. m.'al numerelor
‘M’ si d, acest numir va avea aceiagi multiplii ca si numerele M’
§i d, sau ca si numerele a, b, ¢, d. :

Deci, pentru a afla pe c. m. m. c. m. al mai multor numere, -
afldm pe ¢. m. m. ¢. m. a doud din ele, apoi afldm pe e. m. m.
c. m. al rexultotulur gdsit si al unwi al treilea numar, si asa
mav departe. Ultimul rexultat este e. m. m. e. m. al tuturor
numerelor. '

Exemplu. Cel mai mic comun multxplu al numerelor 360, 240, 18, 12
este acelasi cu cel mai mic comun multiplu al numerelor 720 (care cste c. m.
m. ¢. m. al numerelor 360 si 240) si 86 (care este c. m. m. ¢. m, al numerelor
18 si 12) si cum 36 este cel mai mare comtn divizor al numerelor 720 g 36,
cel mai mic comun multiplu ciutat va fi

' 720 X 36
36
64, Exereitii. 1. C. m. m. c. d. a dou# numere este 5; citurile impartirilor

succesive ficute, pentru a-1 obtine, sunt 1, 3, 2. Si se afle cele dous numere.
R. Avem

= 720,

A=BX14R
B=R X3+R,
R=RX2=5X2=10, cfci R'—5.
Deci, R=—10, B==35, A —45,
2, Oare sunt numerele mai mici ca 1000, care au cu 180 pe 36 ca c.
m. m. d. e. 4
R. Fie B unul din acele numere. Avem

180=36 X 5, B =36 X C.

Caturile b §i C trebuind si fie prime intre ele, vom alege pentru C un
numir prim ca 5, adici numere diferite de un multiplu  de 5. Dintre aceste
numere vom Opri pe acel numir care inmultit cu 36 si ne dea un numir

B < 1000,
; Divizind pe 1000 cu 36, avem
1000 = 36 X 27 - 28,
Deci, pentru € vom lua numere mai mici sau cel mult egale cu 27 g

prime cu 5, adied 1, 2, 3, 6, 7... 27
Numerele ciuntate vor fi

36X 1, 36X2.., 36X 27,

3. Doud numere intregi consecutive sunt prime intre ele,
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R. Fie n, n+ 1 acele numere. Orice divizor comun al acestor numere
divide si diferenta lor (n-1)—n adici pe 1. Deci, acest divizor nu poate fi
decit 1: deci, numerele sunt prime intre ele,

4. A &i B fiind prime intre ele, in ce caz A+ Bsi A—B sunt prime
intre ele?

R. Daci numerele A §i B sunt amandoui firi sof, suma si diferenta lor
sunt cu sof, deci admitidnd divizorul 2, nu sunt numere prime intre ele.
- Trebue deci, ca A si B 8i fie prime intre ele, unul cu sof si altul firi sof.
Ex. 34 8, K 3

5. In ce caz trei numere consecutive sunt prime intre ele doud cite -
doui. (Exceptie numerele 1, 2, 3)7

R. Daci primul numir e cu sot, ultimul este cu sot, ex. 6, 7, 8; deci,
primul 3 ultimul admit divizorgl 2 si prin urmare nu sunt prime intre ele.
Trebue deci es numiral dela mijloc s& fie cu sof.

6. Si se afle doud numere a ciror sumi este 24 gic.m m. e d e 2.

RESA—=2 NGB = 2B A4+ B —=12; A—1 R —11: A—b B —1:
A=2 B=22; A=10, B=—14,

7. Si se afle ¢. m. m. ¢. d. al numerelor 2484, 2628 §i 897; — cel mai
mic comun multiplu al numerelor 360, 172, 18 si 21.

8. Douii numere consecative 51 suma lor sunt trei numere prime doui
cite doui, afari de 1,2:3

9. Si se afle doud numere A i B, cunoseéind diferenta lor 14, pe c. m.
m. c. d., 7 si stiind cd numdrul A este mai mic ca 100,

R. A=7A"; B=TB; A'—B =2;

A’ poate lua valorile dela 3 pani la 100:7 — 14, ...jar A’ si B’ trebue
sd fie prime intre ele i asa fel ca diferenta lor si fie 2.

10. Si se afle doud numere cunoscind produsul lor 150 si ¢, m. m. ¢. d. 5.

R. A=5A"; B=5B'; A'B —6.

Be ia pentru A’ si B’ numere prime intre ele al ciiror produs si fie 6.

11. D fiind cel mai mare comun divizor al numerelor A, B, C, si se
arate ci e¢. m. m. c. d. al numerelor BC, CA §i AB este multiplu de D2 In
ce caz este egal cu D2? : b SR

R. A=DA, B=DB, C=DC’; A’ B, C' sunt prime intre ele,
BO=D?B’C'.. In caz cind B'C', C'A’, A'B’ sunt prime intre ele, sau ALB, O
prime dou# céte doui.

12. Ce relatie existd intre cel mai mare comun divizor a dous numere
@ §i b i acela al numerelor @ 45 si @ b? '

R. a=Dd, b=DV¥, a+b=D(a" +¥), ab=D2a'¥b’', a+b si ab
admit afari de D si factorii comuni numerelor @ —4b si D. Daci D' este
¢. m. m. c. d. al lor, acel al lui o' ¥ si ab este DD,

13. Céte numege din sirul

. C e AR K B, B

sunt divizibile cu B? A si B sunt numere intregi oarecare.
R. Fie pA cel mai mic numir din sir divizibil cu B, adici pA=—g B. Be

»
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vede ci p gi ¢ sunt prime intre ele, cici altfel pA n’ar fi cel mai mic numir
din sir divizibil cu B. Presupunem ci sunt » numere din sir divizibile cu B;
ele sunt ¥

pA, 2pA, 3pA, ... npA=BA.
¢B, 2¢B, 3¢B, .. ngB=AB.

sau

Rezultd ci

np=B,ng=A

p si g fiind prime intre ele, rezultd ci » este cel mai mare comun divizor al
numerelor A si B.

14, Cate numere din sirul
A (B+1), A(B+2), A(B+3), ... A(B+n)

sunt divizibile cu B? Aplicatie pentru A — 750, B=1200, »n —80.
R. Atatea numere cite sunt din sirul

A, 2A. 84, .. nA

divizibile cu B. D fiind c. m. m. ¢. d. al numerelor AsiB si A—=DA’,B=DB, "
vor fi atidtea numere d_ivizibile cu B, cite numere divizibile cu B'. sunt in sirul

A’ 2A', 34, ... nA,
sau cati multip]} ai luj B sunt in sirul
§ L2 00
adicd atatia cati intregi sunt in citul dintre » si B. Aplicatie, 10 numere.

15. 8i se afle dous numere A §i Ba caror sumi si fie mai mic decat 100

' 5i astfel ca intre c. m. m. ¢. d.,, D §i c. m. m. c. m., M, al lor si avem relatia

M—=—35 D.

R.A=—DA‘, B=DB’; A'B'=—385; A'—1,B'=35; A’=H, B'—T. Trebue

si avem sau 36 D < 100, sau 12D < 100; DS2: sau DS8.
A=1, 2 9 1015 20, 25,30, 35, 40,
B=35, 70, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56,

65. Impirtirea a doudi polinoame prin metoda coeficien-
tilor nedeterminati. Relatii de recurenti. In afari de metoda
generald pentru aflarea ctului gi restului a dou# polinoame, mai
este gi aceea bazati pe identitatea a dous polinoame. Aceasta se va
vedea in exemplele urmitoare, ' :

1° 84 se determine m si n, astfel ca polinomul

2*—3z+tma+n sd fie divizibil cu z®—5z-4.
Trebue si avem
' —8z*tmrt+n=@—5z+4) (pa?+qatr)

cici restul este nul in acest caz.
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Desvoltand partea a doua, aveﬁ:
w‘—-3m3+mw+n=pz‘+w3(—5p+q)+x2(4p—5q+r)
: : +a(dg—5r)F4r.
Identificind, va trebui si egalim coeficientii acelorasi puteri
ale lui  din ambele pirti (ambele polinoame) si avem

e
zt | —8=—bp-+yqg
2 0=4p—5q+r
@ m=4qg—5r
h n=4dr
De unde p=1. Inlocuind in a doua, avem
i —8=—54¢, g=2.
Inlocuind ‘pe p si g in a treia, gisim
0=4—524+», r=8.
Inlocuind in a patra gi a cincea relatie, avem
m=4.2—56=8—30= =20
n=46=24.
Deci cAtul este !
px’+qw+r=x”+2xﬂ—6,f
iar m=—22 n=24. )

2° Aceastd problemd se putea face st alifel. Efectuind ope-
ratia impirtirii, avem

' —382°+ 02t mat+n | *—b5zt4

— ot +52% —4g2 z*+22+6
22— A&+tmatn
—22°+1022—82

62*+(m—8)z+n
—622+ 302x—24
xz(m—8-+430)+n —24.

Restul este a(m-22)-4(n— 24).
Impirtirea trebuind a se face exact, trebue ca restul si fie
identic nul,

Gl 4-22) 4 (n— 20)=0, iy
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m—+22=0, n—24 =0,

de unde m=—22, n=24, aceleasi conditii gisite mai sus.

Observare. In general, citul gi restul diviziunii polinoamelor,
a2 Fa " L. Fanaztan
boa"+bya™ 4 . .. +by, m>n,

se obfin efectufind identificarea

Qg a:”‘+al m—1+ +am:
(bo x" + bl 1)"_1+ + bn) (Co 0 ke n+€ %”l_n_l + + Cm—n +

Desvoltdnd avem

ao:c’"+a1w’"‘1+ Wor amEbocow’”-l-(bocl+blco)w’"‘1+

_ (Bocatbrertbsco) w"‘T2+ e g

de unde ,
ay="by ¢y,
a1=boes+bjc,, '
dy=bycs+bie;+bsco.

p=bseptbrey—1+ . . . Fbp161+bpco.
. . - .. e . - . - . B . . - . . . F
Aceste relatii, numite relafit de recurenid, ne dau, prima pe

co="2;
- oS

be’ :
inlocuind in a doua pe ¢y, aflim pe c: ete. Avem astfel coefi-
cientii ey, €1, €3, . . . al cAtului ciutat.

Ca aplicatie, putem gisi catul si restul impértirii polinomului
; aoa:m—{-a;m’”_l-{— ey +am

cu polinemul

(z—a) @—0b) (z—c)=2*—2a?(a+b+ o)+ x(ab+be -+ ca) — abe.

66. Divizorii unui polinom. Fie A (z) si B(z) doui poli-
noame in &. Se zice ci polinomul B(z) divide (imparte exact) pe
A(@), cand existdi un polinom Q(z) care multiplicat cu B(z) si
dea pe A ().

B(2) se numeste divizorul polinomului A (z).

Ezemplu. Divizorii lui A(z)=2a*—T72*—82+18 sunt po-
N. Abramescu, Algebra Superioard cl. VIII, ed. 8. o e 6
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_ linoamele z?—52+6, 22-+3, x —2, cHci fiecare din ele divide
polinomul A (z).

Daci B (z)=2®>—52+6 este un divizor al lui
A (@) =22*— 72— 3218, atunci si 3(2>—5a+6)=32"—15z+18
este un divizor al polinomului A (z), iar catul impartirii lor este

%(2z+3).\

In ceeace urmeazi nu vom considera ca diferiti divizorii B si
% B, h fiind un coeficient numeric.

Daci polinomul B(z)=2*—52-+6 divide polinomul
A(2)=24°—T72°—82+18, el divide si produsul A (z)s C(x),\C(x)
fiind un polinom in z, san un coeficient numeric. In adevir, daci
A(2)=B(x)Q(x), atunci A (z)C(z)=B(z). [Q(2). C(2)]; Q(z)C(x)
fiind un polinom in @, B(z) este un divizor al polinomului A (2). C(z).

Un divizor C(#)=a2>— 42+4 comun al polinoamelor

Al@)=2a*—82%+92%>—4z+4,
B(z)=a*—323—2a2—42+8,
divide si polinomul A(z)A’+B(x)B’, A’ si B’ fiind, sau polinoame
n 2, sau factori numerici. In adevir, daci A (2)=C(2) P(z)
Blz)=C(z), avem

A(z)A'+B(2)B'=C(@)[A P (2)+B Q(2)]:

A’P(2)+B’'Q(x) fiind un polinom in z, C(z) este un divizor al
lui A(2z)A’+B(z) |

Douid polinoame se zic prime intre ele, cAnd n’au nici un
divizor comun, polinom in z.

67. Cel mai mare comun divizor a doui polinoame.
I. Se numeste cel mai mare divizor comun a dous polinoame intregi,
A(x) si B(z), polinomul de gradul cel mai mare care divide
deodatd ambele polinoame. Daci un astfel de polinom nu existd,
polinoamele A si B se zic prime intre ele.

Fie m si n gradele polinoamelor A si B (m=n). Daci B
divide pe A, atunci B este cel mai mare comun divizor al poli-
noamelor A si B.

S& presupunem ci B nu imparte exact pe A; fie C catul si
R restul impirtirii lni A prin B; avem

A=BC+R,
R fiind o constantd sau un polinom de un grad mai mic ca al lui A.



Se vede c¢i polinoamele A si B au aceiagi divizori comuni
ca si B si R, eiici orice divizor al lui A si B divide pe A — BC,
daci si pe R, si orice divizor al lui B si R divide pe BC+R
sau pe A.

R fiind de un grad mai mic ca B, si impértim pe B cu R.

Fie C1 catul si Ry restul, avem :

B =R01 +R1.

Dacd Ry contine pe @, fie Ry restul impértirii lui 'R cu R,
apoi Rs restul impértirii lui R; prin Rs, ete. Gradele resturilor
succesive micsorandu-se, ajungem la un rest Ry, care nu contine
pe z. Se pot intimpla dousi cazuri.

1° R,=0. A si B, din cele ce am viizut, au aceeagi divizori
ca B si R; acestia au aceeasi divizori ca R si Ry; ete.

Divizorii lui A si B sunt deci aceeasi ca si divizorii Ini Ry—s
$i Rp—1. Dar Ry—1 este polinomul de gradul cel mai mare care
divide pe Ry— si Rp—1, deci este cel mai mare divizor comun al
polinoamelor A si B.

2° Dacd Rp5£0, orice divizor al lui A si B trebuie si divida
pe Ry, si pe Ryp—1 si deci pe Rp—1 si Ry, Insi Rp1 si Ry nea-
vind divizor comun in z (Ry=const.), polinoamele A si B sunt
prime intre ele, ;

Deci peniru a afla pe cel mai mare comun divizor a doud
polinoame A si B, se itmparte A cu B; B eu restul R al smpdir-
firie. dintre A si B, R cu. restul Ri al acestei a doua impdrtirs
$t asa mai departe, pind ajungem la un rest nul, sau independent
de x. In primul cax, A st B admit ca cel mai mare divizor comun
restul Ry—1 precedent lus Ry, adica civizorul intrebuintat in aceastd
ultimd impdrfire; in al doilea cax A st B sunt prime intre ele.

II. Observare. Cind polinoamele A si B au coeficienti in-
tregi, pentru a evita coeficientii fractionari, calculele se pot sim-
plifica astfel :

Dae#i primul termen al vreunul deimp#rtit partial nu este
exact divizibil prin primul termen al impirtitorului, se pot inmulti
toti coeficientii deimpirtitului printr’un numir ales potrivit. :

Daci tofi coeficientii unui divizor sunt divizibili cu acelasi
numar, ii putem impdrti cu acel numir.

In adevir, la ciutarea®celui ;mai mare divizor comun, ne in-
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tereseazd restul impirtirilor si nu cétul, clici, cel mai mare divizor
comun este un rest; deci putem schimba catul. De alti parte, cind
se inmultegte deimpiértitul cu un factor constant, restul si catul se
vor inmulti prin acel factor constant. Deci, inmul{ind sau impirtind,
in cursul unei impirtiri, vreun rest partial printr’un factor constant,
catul se schimbi, iar restul intreg se inmulteste sau se imparte cu
~acel factor, ceeace nu schlmba pe cel mai mare comun divizor,
decét ca un factor constant.

Ezemplu. A (0) =225~ ot —Tast-a2 - 62—b,
Ala:)—=‘2x4+x3——13z2—4z+20. \

Iatd cum se efectueazi calculele
20542t — T3 22+ 65 —5 | 2+ 23— 1322 —4 ¢+ 20
[ —2' 4130 + 422203 | o
628522 —142—5

Inmultim cu 3 coeficientii impiirtitorului si avem
6w‘+3w3—39:z;2—-—12z+60 f 6231522 —14x—5
| —5a3 41422 452 |z
— 243 — 2542 — T} 60

Impirtirea se mai poate continua, insi spre a evxta coeflclentn fractio-
nari, inmultim restul precedent cu 3, ca s fie divizibil cu impartitorul
6 a;3—|-oac2 —142—5. Vom avea
— 623 ——75:1:3—-21:5-{-180 | 631542 — 145 —5
e el 522 —1442—5 ]—1 !
—702*>—36a 175 % o

Dividem acest ultim rest cu— 35 si vom face impirtirea
62° - ba2—140—5 ' 2225 —5
|—8a+4 1bgy . [3z41

2224 x—5
]— «+5
0

Impartirea ficAndu-se exact, cel mai mare comun divizor este 2x2Lx—5.

IIL. Proprietafile celui mai mare comun divizor a doud poli-
‘noame sunt aceleasi ca si ale celui mai mare comun divizor a doux
numere intregi; demonstrarea acestor proprletau se face ca si in

aritmetici (Nr. 62, IV).
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Dintre aceste proprietiiti, si reamintim pe urmitoarea. Cel
mai mare comun divizor a doui polinoame puse sub forma

(@—a)? (@—b) (z—0)"... (@ —1)},

adici descompuse in factori primi, este egal cu produsul factorilor
comuni, cu exponentii cei mai mieci..

6S. Cel mai simplu comun multiplu a doui polinoame
este polinomul de gradul cel mai mic care se imparte exact cu
polinoamele date. Dac# polinoamele se pot descompune in factori,
ca in exemplul urmitor, :

=a?(@—1) (z+1)%, Q==z(@+1)(z—2),

cel mai simplu comun multiplu al lor se afli inmultind, ca si in
aritmeticd, factorii comuni gi necomuni luati cu exponentii cei mai
mari, si este

2

(e—1) (@+1)2 (z—2).

In caz cind polinoamele nu se pot descompune in factori, se
afld prin metoda impirtirilor cel mai mare comun divizor D al
lor, si, ca si in aritmetics, cel mai simplu comun multiplu al celor
PG :

2

J

:z;

dou# polinoame este (Nr. 63) catul

69. Aplicatie. Si se afle condifia ca polinoamele
ax*+bxtc, ' +bax+ ¢
sd admitd un divizor comun de gradul inids.

Vom aplica metoda celui mai mare comun divizor si vom secrie ci restul
de gradul zero in raport cu #, este nul. Avem

aa’ x? +badx Fea’ | adxtdedc
/ et (O
(ba'— ab") -+ ca'— ac’ ,
o x? + b +¢ | (ba'—ab) xt-ca'— ac’
(1) a' (ba'— ab’) x? -+ b’ (ba'—ab) o 4’ (ba'— ab’) o', [b’ (ba’ —ab) —a'(ca’—ac’)
/ —a' (ca’-—ac) o

; [0° (ba'—ab")—a’ (ca’—ae') | 4-¢ (ba'—ab’) .
(2) [0'(ba’—ab’)—a'(ca’—ac)] (be'—ab")a-}-¢" (ba'—ab')?
/ (ae'—ca)b'(ba'—ab )\ —(ac'—ca’) o'(6e’—ac’)
| — (ba'—ab’) (eb'—bc’) a'~a'(ac’—ca’)®

(1) Se presupune ba’ — ab’ 7 0.
(2) ®a pus la cAt, dupii 'z, virguli, spre a ardta ci adevdratul cit nu este
P
o' 24+ (ba'—ab) —a' (ca! — ao').
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Deci, daci a'7£0, §i ab’— ba' 540, conditia este
(ac’ — ea')? — (b’ — be’) (ab’ — ba’) = 0.

ar divizorul comun este
(ba’ — ab’) 2+ ca’ — ac’.

Observiiri. I. Acelasi rezultat se mai poate obfine observind ci divizorul
de gradul intdi este ;
(ba' — ab') 2 ea’ - ac’,

Pentru a giisi conditia ca polinoamele si aibd un divizor de gradul intai,
trebue s& egalim cu zero restul de gradul zero, adici restul diviziunii polino-
mului ea? + b -+ ¢ prin divizorul

(ba' — ab’) x + ea' — ac',

In loc de a face impirtirea, se inlocueste in a2+ bz -¢, x cu

ac' — ca’
\'!
ab' — ba'

§i se scrie efl acest rezultat, care este restul impargirii, este zero.
II. Divizorul comun polinoamelor ax®+bztc, o' @b, x4 divide
si o transformare a lor
@' (az®+bw+tc) —a(a' 22+ b + ¢) = (ba' — ab") + ca’ — ac'.
Deci, acest divizor comun este
. x (ba' -- ab’) + ca' — ac'.
Inlocuind in polinomul az? +bx +c pe « cu valoarea
ac'—ad'e
a'b—ba'’
ce se obfine egaldnd cu zero divizorul gaisit, obtinem

(ac’' — ea')® — (be! — ¢b') (ab' — ba') = 0.

~ 70. Riidicini comune a doui ecuatii. Fie F (z)=0 si
f(2)=0 dous ecuatii cu coeficienti numerici. Dacs polinoamele
F(z) si f(«) nu sunt prime intre ele, fie @ (x) cel mai mare comun
divizor al lor. Atunci avem

Flo)=9@F @), flo)=9¢@) f (),

unde F; (@) si f; (x) sunt polinoame prime intre ele, cici dacs
aceste plinoame ar avea un divizor comun, §i polinoamele F (z)
si f(x) ar avea acelagi divizor gi deci F (2) si /(2) admitand inci
un divizor afari de ¢ (x), atunci ¢ (@) n’ar fi cel mai mare comun
divizor al lor. .

Prin urmare, orice ridicing a ecuatiei 9 (z)=0, va fi sia
ecuatiilor F (2)=0 si f(2)=0, reciproc. Deci, ecuatia ¢ (z) =0,
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obfinuti egaland cu zero cel mai mare comun divizor al polinoa-
melor F(z) si 7(z) ne di ridicinile comune ecuatiilor

F(2)=0 si fl@)=0.
Exemplu. Si se giiseascd ridicinile comune ecuatiilor
F(2)=22%+ 2?—3a41=0,
f@)=42t—22°— 12221124 — 3—0,

Se va cHuta cel mai mare comun divizor al polinoamelor F () si £ (x)
. &l acesta se va egala cu zero.
Procedim astfel

40t —243—12421 124, —3
| —2a3 4 622— 24

—4285— 6224+10z—3

| +222— 6242

— 4224 4gp—1

23t 22 —3p-1

42342226512
[Tdal—a

feaT= TEEs

1202 — 14544

: — 2z41

422 —4a41 | 20—1
| +2x 2z—1
— 2241
/| —1
0

Cel mai mare comun divizor fiind 22 — 1, ridicina comuni z — 2 s
datii de ecuatia 22 — 1 =0.

223+ 22— 38z 1
2z —2

4324z 11
;.3

¥1. Aplieatii. I. Si se rexolve ecuafia £ Y
1) 203 —a2—25-] 1=0,
stiind cd o rdddeind este de doud ori mai mare ca alia.

Fie 2 a 5i o radicinile despre icare este vorba. S considersm in locul
ecuafii (1), alta care s& aibil ca ridicini indoitele ridicinilor ecuafiei (1); deci,
insemnand cu y ridicinile ecvatiei ce vom obtine, care se mai 'numeste si
transformata ecuatiei (1), vom avea y =2 2. Ecuatia ce ne di pe y, se obtine
inlocuind in (1) pe @ cu . Avem ecuatia r ; LaN

bt aheet R S0 VBRI RIS A

% 3

sau in z, e YNGR 1 e

vy £

) 2l — 4zt 4=0, 8 it s A

Ecuatiile (1) si (2) au o ridiicing comuni 2 a, care va fi dafﬁrde éel mai
mare comun divizor al polinoamelor (1) si (2).
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Avem
22— 22— 221 1| a8—a2—4a}-4
[ +2a2 Bx— 8
x: 60— 7
28— 22— 4ot 4 | 22162—7
| =62 Tz ’ z—17
—T2* 3z 4
| 42049
LT :v—-45
xﬁ+ Ga:-— Y| 2—1
|+ =z z+7
To—6
147
0

Cel mai mare comun divizor fiind z—1, ridicina comuni e dati de
ecuafia # —1=0; deunde z=1. Aga dar 2¢ —1; deci o radécini a ecuatiei (1)
este 1 gi alta 2

Pentru a gisi cealaltd radicind a ecuatiei (1), vom impirti polinomul (1)
cu (x-—1) (@ —1). Catul fiind z-4 1, ultima ridicind este s = — 1.

A treia radécind se mai afli scriind ci suma riddcinilor este
Atita=1

De unde ]

e

II. Sa se rexolve aceeasi ecuafic (1), stiind cd o riddcind este egald §i
de semn contrar cu alta. Pentru aceasta, vom considera alti ecuatie, care si
aibd rddicinile egale si de semn contrar cu ale ecuatii (1). Pentru a obtine
acea ecuatie, si fnlocuim in (1) # cu —, iar ecuatia obtinuté
3) 203 a2 —22—1=0
se numegte transformanta in — z a ecuatii (1).

Ecuatiile (1) si (3) au o ridicind comun® a; dous din ridicinile ecuatiei
(1) tiind @, —a. Ridécina comunii @, se va obtine egaldnd cu zero cel mai mare
comun divizor al polinoamelor (1) si (3). Se va giisi a=1, iar pentru gasu'ea
ultimei ridicini a ecuatiei (1), se va divide polinomul (1) eu (z—1) (z--1)=a2—
si se va gasi #=14. Sau se scrie c¢i suma ridicinilor este

1—14z=4.
Observare. Se putea rezolva ecuatia (1) cu ajutorul relatiilor dintre ri-
dicini i coeficienti. In adeviir, insemnand, in primul caz, rddicinile cu a, 24
si b, avem relatiile
| at2a4b=1,
4) ) 20+ ab+2ab=—1
2ab=—1
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care ne dau pe @ si b. Din prima scoatem »— — --3a, 1 inlocuind in a doua,

2
gasim 1402—84 —2-—0.
_3+)9oF112 1 g
“_T’ de unde U e e
Deci
- a=%: 2af=1, b=—1,
A treia ecuatie (4) ne aratii ci solugia a=—% nu ‘convine problemei.
\ g

- ~EC Egy
71. Exereitii. 1, Pentru ce valoare a Iui m, polinomul

B+ gtz - mays
e divizibil cu &+ gy -+ 2?2 S5 se afle catul. o
R. Se inlocueste # cu — (y—+ %) si se scrie ¢ rezultatul este identic ZET0 }
m = —3. Pentru a gisi citul, scriem ci
&ty =B ays = (oty+a) [k @™y a0+ (ey-yabra)]

k i k' fiind doi coeficienti necunoscuti. Se face x =0 §i identificind se giiseste
' k=1, ¥'=—1, Catul este :

224y 22—y —yx—xa.
Deci, ednd

2+y+2=0, avem 2%y °}x3=38zyx.
2. Care e conditia ca polinoamele )
z3—dzg -3, 22 —22-1q,

si aibd un divizor de gradul intdi ?

R. Se afli cel mai mare comun divizor si se serie ci restul de gradul
zero e nul. Sau mai scurt, se ajunge la un rest de gradul intai, care va fi cel
mai mare comun divizor. Se rezolvi ecuafia obfinutdi egalind acest rest cu
zero; condifia se obtine inlocuind in restul de gradul al doilea (restul prece-
dent) pe z cu valoarea gisita

:

_3—2(1,_
i,

X
Conditia este 3 :
o3 L BAETIS 41 9500, Padlip az—*’-!-Tm,mq:i;ﬂE_
8. Si se rezolve ecuatiile
2 +ma+t+n=0, et +3nz4-m=0,

stiind c& admit doud ridicini comune.
R. Se anuleazi identic restul de gradul intéi: v

mP -+ m?244n2=0, mn (m - 2) = 0.

Radicinile comune sunt date de m#2 — 2 no — m —0,
m:—2,n:+l;11:-;—(—1+V_5),wg:%(—1—v—5), rre |
i 3‘1:%(—1—{— V_{)), x’,:%(—l— V—b), s+ o, =1 i zfgx’4=2.
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m=2 n—=—1: x,:%(l-}-l/g,) x;:%(l—vg), s ——1;
' = %( 14- Vg)i 7'y = % (l—ﬁ), @y +a'i——1,aha', =2
m=—1; n=0: 2,=1; m=—1; 2=0; 2, =1, 2/=—1. o'}/, =9, 2,2, =1.
4. Si se afle radicinile comune ecuatiilor
. @ —8224 172 —10=0,
ot —32°-522—945 1 6=0.
R. Cel mai mare comun divizor e 22 — 32 -+ 2. Radicinile comune

sunt 1 si 2.
5. 83 se rezolve ecuatis’ -

5 ot —T22 41502 —T0—6=0,

stiind ci diferenta a dous radicini este 1.
R. Una din ridécini fiind @ =1y, cealalti va fi z— y + 1. Ecuatia

y*—3yi4-6y —4=0,
¢
#(6) ~ 2t —38234-62—4=0,

obtinutd inlocuind # cu y -1, sau cu z--1in (5), are cu ecuatia (5) o ri-
dédcind comuni. Cel mai mare comun divizor al polinoamelor (5) si (6) fiind .
#—2, raddcina comunii este 2. O ridicini a ecuatii (5) fiind 2, alta e 3;
celelalte se obtin divizdnd polinomul (®) cu (x—2) (x—3) sau scriind ci

suma radicinilor este
2484 gt 0, =7

si produsul lor 2X 3 X o, X 2, — — 6, si se ghseste @y, w, =1+ V2—

sau

6. 83 se rezolve ecnatiile
23— 7424-36=0, w3 —322--102+24=0,

stiind ci prima are o ridéicini de trei ori mai mare ca o ridicing a ecuatii a doua
R. Se transformi ecuatia a doua in alta care si aiba radicinile de trei.

2 b . » 1 d |3
ori mai mari: ¥y = 3 #; se inlocueste in ea, % cu gysau-g «. Ecuatiile

28— 72236 =0, @ — 9422 — 9024648 —0
au o ridicind comunii z =6. Se divide primul polinom
23 — 7 22 - 36,

cu z— 6, al doilea
2*—B8a?— 10z 24,

cuz—1, Re;ultatele 2} —2—6=0, 22— z—12=0, ne dau celelalte radieini,
Sau, scriind suma si produsul radacinilor; una fiind 6, avem
t+un+6="7 5 +2,=1; 2,2,6=—236,2,2,— — 6 etc.

7. 84 se rezolve ecuaiile dela ex. 6, stiind ci ecuatia a doua are o ri-
dicind egald cu a primei ecuatii, insi de semn schimbat.
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R. Se inlocueste in ecuatia a doua # cu —z; se cauti cel maj mare »
comun divizor intre =

@3 — 7524 36 = i 34322 — 1024

Se giseste 22— » — 5. Radicinile sunt 3, -2 6; —3, 2 4, '

8. 83 se rezolve ecnatia :

: 383 —Ta2) =0
stiind c# diferenta a doud ridicing este egald cu 1,

R. Se scrie ci ecuatia,) ce are ca radacini pe acelea ale ecuatiei date mirite
cu o unitate, are o ridicini comuny cu ecuafia datd. Schzind aceste ecuatii,
raddcina comuni este 1 sau — %; deci: g=4, ¢= %; =2, z,=1, x,=—§;

5. 4 20
.v,=§, a:,=——§, a:31= E
9. S se rezolve ecuatia
f(x)Ez5—55x+2l=0,
stiind ¢& produsul a dous radicini este egal cu 1,
R. Se afli ¢. m. m. c. d. al primului membru al ecuatii i al transfor-
1 o ; :
matei in o 21 25— 55 2441, Se obtine
. fle)=(2>—38z41) (@48 22+ B 21),
10. 83 se rezolve ecuatia
a2’ +bat +ex? L d =0,
, £ 1
gtiind c8 are patru riddcini comune eu transformata in Wik

R. z%f (%)=da:5+cz3+bm+a. Se anuleazii identic restul de gradul al
treilea. ¢ (52d — b2+ a% ) = 0, ad (32— ¢) =0, b(db*— "} a2d - 42 ¢) = O,
a (b? d—ed®+a? ¢)=0 ; divizorul comun 5d Z*—ace 23 cd 22— qb x4 d2— o= 0,
Pa=2b2 c=—a=b; st V2ot 224 B0 1 =0; o5= i%-

a o d
_20 b=g¢, bd—-d2+a2= 0; x4—7b—z’+a;2— 71—2;—}—1 =0; = — —.
IT procedex. Se identifici : N
ax® - bat-- ex?-q _alz—u).
dr’+ex*+be 4+ a0~ d(z— o)’

s}

— ———__d.—az—dz —-—-—ac—_ab 3 — L
db+au—av) =0, u= Piliis s L iain e =g Yu=d.

: - i 1
IIT procedeu. Ecuatia f(a)=0 g1 transformata in ;avénd o raddcini
. ! W L LR ;
comung r, admit ca ridéicina comun si pe. raddcinile comune sunt deci
1 1
(r, 7), (s, —S—)- Se identifici
4z 4= bat 4 ex? - d = (gt - %z’ 4 B4 ag-l Da(z—3).

= — 2, p =1, t=—i; b=c, bd=4d?~ g2,
d @



Rezolvarea unei ecuatii cAnd are ridicini
multiple.

72. Conditiile ca o ecuatie sa aibi o rididcind multipli.
Se zice ci ecuatia (@) =0 de gradul m are o ridicini multipld
de ordinul p(p<Xm), cind f(z) se divide cu (z—a)”.

Pentru a gisi conditiile ca o ecuatie si aibi o radicind mul-
tipld, sd considerim formula lui Zaylor

Pt =+ 17 O+ 157" O+ .+ o),

Pentru a giisi o desvoltare a lui 7 (2) dup# puterile lui z—a,
sd punem y+h=m, h=z—a; avind y=z—h=a si deci fdcand
aceste inlocuiri in formula lui Taylor, gisim

F=r @+ @+ i .
+“ o o),

De oarece /() trebue si aibi ca factor pe (x—a)?, desvol-
tarea precedenti trebue si inceapi cu (z——a)?; deci

f@)=0, 7' (@)=0,....f*(a)=0, £ (a)540.

Asa dar condifitle necesare i suficiente ca o ecuafie f (x)=0,
sd@ admitd o rdddcing a multzpla de ordinul p, sunt ca func(m
f(x) si cele dintdi p—1 derivate ale sale, sé se anulexe pentru
z=a $i derivata de ordinul D sd fie diferitd de xero pentru z=a.

Prin urmare, a este o ridicini comunsi tuturor ecuatiilor

F@)=0, 1’ (@)=0, " (x)=0,..r"D(z)=0,

iar £, £ " e £ au un divizor comun de gradul intai.
Observare O ridicind de ordinul p a lui f(z) este ridi-
cind de ordinul p—1 al lui ' (2). In adevir, din

; (@) =(z—a) ¢ (2),
avem

' (@=p@—a)f 9+ (z—a) ¢'=(z—a)L[po+ (x—a)?P’]-

Tot aga se vede cii 7” (2) are pe @ ca ridicing de ordinul
»—2, ete.
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74. Aplicatie. 1. Si se arate ci
na" ™ —(n-41)2"4-1,
e divizibil cu (@—1)? & cx
" —n2a" 492 —1) g — 241 +1
e divizibil eu (z—1)%
Polinomul )
na"t—(n41)a" 41
si derivata sa /
n (;z-i-l )" —n(n41)z"1,

se anuleazi pentru z=1. -

Pentru polinomul 2" — 2 "+ -9 (52 — 1) a" —n? 141,
se aratd cd el §i cele dintdi trei derivate ale sale sunt nule
pentru z=1. v

: 75. Conditia ca o eeunatie si admiti o ridieing dubli
este ca ecuatiile f(2)=0, /'(2)=0 si aibi o ridicini comuni.
Deci, se va anula restul de gradul zero (independent de 2), ce se
obtine in c#utarea celui mai mare comun divizor, iar restul de
gradul intai egalat cu zero, ne va, da riidicina dubli.

Se pot usura caleulele, daci facem primul membru al ecuatii
f{@)==0 functiune omogens si de gradul m in raport cu z si cu
o variabild auxiliari y;se va aplica apoi formula lui Euler pentru
functiile omogene. ‘ _ i

In. adevir, fie f(x,y) functiunea de gradul m si omogen, aga
ci f(x,1)=f(z). Dupi formula lui Euler avem

(1) Cﬂf'z(w, 2/)"'?/7"’!/(-2‘, .7/)=mf(03, y),
f'= si fy fiind derivatele parfiale ale functiei f(2,y), in raport
cu 2 siy. '

Fiacénd in (1) B=1, gisim
af ol 1)+ 1y (@, ) =m{(z).
fala, 1)=1"(x)
Deci egalitatea precedents devine
af’ (@) +fy(z, 1) =m/ ().

De aci se vede cii divizorul comun lui f si f'y este divizorul

Insa



comun lui 7'z si /", adici al derivatei in raport cu « si al derivatei
functiunii / (2, y) in raport cu g, in care se face pe urmi y=1.

Deci pentru a giisi conditia ca o ecuatie f (2)==0, sd aibd o
rdddcind dubld, se va serie cd [z si 'y admit un divizor comun
de gradul inidi, adici se va egala cu zero restul independent de
@, ce se obtine in cursul operatii. '

Ezxemplu. Condifia ca eccuapia % pa:+gv=0 sd admitd o rdadd-
cind dubld.

Avem
flo,y)=a+pay?+qy3,
f=32"+py?, fy=2pzy+3qy>
Facem y=1, si avem
fz=32+p, fy=2pz\+3q.

, Cel mai mare comun divizor fiind de gradul Int4i, nu poate fi decat
2p -+ 3 ¢. Conditia se va giisi scriind ci 2 pa—+3q divide pe 3 2%} p, ceeace

se obtine inlocuind in 3424 pe z cu valoarea ;iq; de unde

2
32—;24.,;:0, 4p842742=0.

76. Conditiile ca o ecuatie si admiti o riadacing tripli sunz
ca polinoamele f, f', " sd aibd un comun divizor ’de gradul intds.

Tot aga putem face .simplificiri, aplicAnd formula lui Euler
fiecireia din functiile £, (z, ), 7, (x, y); care sunt omogene si
de_gradul m=1. Avem

afp@ y)+yr, @ y)=(m—1) £(z, y),
Fo@, 9)Fy (e, )=(m—1)f,(z, y).
Ficind y=1, gisim
afple, V+1, (@ )=0n—1)f(z, 1)
el (@ 1) 41, )=(m—1)f,(z, 1).

Insid

fola, 1)=F"().
Formulele precedente devin
(2). f" (@)1, (@ 1)=(m—1)f().
3) @@, V1, 1)=(m—1)f!(=, 1).
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Conditia ca ecuatia f(2)=0 si aibi o ridicini tripla fiind
ca polinoamele 7(x), 7 (x), f”(x) si aibi un divizor comun de
gradul intdi, se observii e divizorul comun lui (@) si f(x), va -
fi comun (conform aplicatiei precedente) si lui /' (2) si fy(a, 1).
Insd din (2) divizorul comun lui £ () si /" (@) este si al polinoa-
melor 7 (z) si / oy(x,1); deci acest divizor este comun funetiilor
[ o= fy(®1). Dar din (3); se vede ci acest divizor este comun
si polinomului 7 (z, 1). :

In rezumat, divizorul comun functiilor 7(z), £’ (), " () este
“comun si funetiilor

fwzﬂ (z, 1), f”zy (, 1k f”yz(w, 1).

Prin urmare, condz'{iile ca o ecuatie sd aibd o rdddeing tripld
se obtin scriind cd derivatele partiale de ordinul al doilea e
ale functier omogene f(x,y), admit un divizor de gradul intds.
Tot ca si in caxul rdaddcinii duble, dupd ce sau luat derivatele de
ordinul al doilea, se va inlocui y cu 1. d
Exemplu. S@ se gdseased candiﬁile cu ecuafia
zt-t4aad - 6bxtec=0
$a admild o raddeind tripld si in acest caw sé se rexolve.
flwy) =2t +4axdy 4 6 bay® + ey,
Fe(@,y)=42°+12 ax?y -+ 6 by3,
'y (@.9) =40 418 b2y 4y,
=122+ 24azy, f'ay=12az*L 180y°,
y»=36 baff+ 12 ¢cy2; :
[ (2,1) =122+ 2a2) ['2y(2,1)=6(2a22+31),
'y (@, 1) =12 B ba+ ).
Divizorul comun lui 2%z, 2 fiind de gradul intai, nu poate fi decat “
3 bz --c. Conditiile se obtin scriind ci acest divizor imparte pe %2z

2aw?--3b, ceeace se obtine inlocuind = cu Td—bc; de unde
c2 =6 abe, 2aec?4-275% =0,
Dacic =6ab, c=—16a%, 3b=—84% avem ridicina triplda —2a.

Pentru a afla pe cealalti, se stie ci suma ridicinilor ecuatii este —4a; deci
a patra ridicind va fi 24, ete.

Observare. $¢ putea rezolva- eeuatia propusd, servindu-ne de relatiile
intre radécini si coeficienti. Rid#cinile fiind Ty, Xy, Xy, Ty, avem

@&+t a 2, =—4a
(e, -+ @,) (1'3+$4)—[-$, T+ 0, =0,
Ty Ty (xa’i‘%)'{‘-"’sait (xx +x) =—68,
Oy Xy = 6 \
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Cum insd @, =&, =x,, relatiile devin

B, +w,——4a,
2“’1(‘”1 +2) 4« + 2,2, =0,
z3i (o, + ) +2 a2 a',——Gb

xd x,—¢.

Inl‘:iturénd cazul @, =0, cind ridécina tripld e zero, 5=0, ¢ =0, rimé4ne

3,0, ——a,
@, + o, =0,
x) @y, ——3b, A
Deci
2 =—2aq, z,—=2a
si conditiile ' ;
4 8al=—38p, —16at=c.

77. Exercitii. 1. Si se rezolve ecuatia
x? — 15 22 — 33 2 + 847 =0,
stiind ci are o ridicind dubli.

R. Polinomul i derivata au divizornl &— 11; ridicina dubl este 11;
11, =15, ¢, ——T.

3. Si ge rezolg,e ecuatia

2t — 4P 41621 a=0.
stiind c& are o ridicind dubli.

R. Restul de gradul intéi este (¢+16) (2~ 1). Ridscina dubli 2—=—1;.
a=11, 22— 6 2--11. Daci ¢=—16, restul de gradul al doilea este (:::—2)2
'2 care este ridicind dubla pentru derivatd, va fi tripli pentru ecuatie.

3. 8i se determine o si b astfel ca ecuatia

2t —4daz® 4 6622 —8x--1=0,

sd aibd doud radicini duble si in acest caz si se rezolve

R. Polinomul si der¥vata trebue s& aibd un divizor de gradul al doilea.

Sau, insemndnd cu u si » ‘ridicinile duble, avem

ot —dan’ 16022 — 8+ 1=(2— u)? (z—0)
De unde ‘
uto=28a, uv®=1; ut+®+4dup—65, uv(u+v)=4;
w=+1 uto=+4,
Se va forma ecuatia de gradul al doilea ce dii"pe u §i v, cind cunoastem

suma si produsul. Cind wv=1, u4-v=14, 4=2-1V3, p=2 — V3, a=2¢,
b=3, etc.

Sau, identificand

zt—4ax’ 1 6bx? — 8o+ 1= (224 pz+ )2
a=x2p=F4 ¢g==%1



I : §
8 se rezolye ecuatia
2x4—15w3+42w2—52m+24=0,

stiind i are o ridcini tripli.

R. 2=2; g, —+x, +z3'—}—a:4=§, x, =§)—.6 =§. .
5. 83 se rezolve ecuatia
: 2°—5a223 4 5ha+to—0,
stiind ci are doudi ridicini duble.

R. Se va scrie ci polinomul si derivata au un divizor de gradul al doilea.
Radiicinile duble sunt radicini simple ale ecuatiei '

2 a2 ('26—3a4)+cz+2a2b=0.
Anulénd identic restul de gradul intdi, se giseste
45 20—3a%) 4b—Dbaf)=g2p2— 0, el(2b—8a%2— q4p] =0,
Alt proceden, se identifics cu
@ +pat 92 (@ —u)

a2
P=0,q=—20,4b =50t ¢=0, u=0,

p==a qg=—a b=qat ¢=+2q5 u=-+2q.
6. 84 se rezolve ecuatia . :
< z“—{-ax?—}-bw—l—c:O,

stiind ¢d admite o ridicing tripla.

R x=_i’—2. 8atl2p2—0 34 9prm0; 20

o =}
S o

7. S& se rezolve ecuatiile
z3+aw2+bz+c=0,
o' b et =0
gtiind ca au o radicini dubld comuni.
Caz particular o =0, b=—a2 c—=2p3uglmly g L
- R. Se serie cil fiecare ecuatie in parte are o radicini dubli, care trebue
sd fie aceeasi pentru amandoud. Se serie ci 'z §i f'y admit un divizor comun
ca la Nr. 75.
O e—ab)*—4 Bb—a?) (Bac—b2=0, (9¢'—a'b)2— 4 (Bb'— a'?) (2a‘¢'—b2)=0
9c—»ab__9c'——a‘b‘

Abrameseu, Algebra Superioari el VIIT ed. 8,
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—
In eazul particular, a=B=—§, b=——;—, c=— 9, b ———;7 =—17
‘ si ridicina dubld este——%.
=—f=1Lb=—3,¢=—2 b0 =—1 ¢=—1rid dubli este —1.

-

8. Si se rezolve ecuatia
fle)=2*—3a3+az*—4(a—1)ax+4a=0,

stiind cii admite o 1décind dubld independentd de a.

R. Ecuatia se poate scrie

v —3x4)Fa(x?—4at4)=0,
(22 —3x244)ta(x—22=0.

Se cautii ridicina dubli a ecuatiei 3 — 322 44 = 0. Se ghseste =2,
Qelelalte ridscini se obtin seriind suma si produsul ridicinilor ecuatiei /()= 0.

9. 'Si se arate cd dacil ecuatiile

wtpattgaet+1=0,
S patt g ot1=0
au o radicind dubli comuni, ele an toate ridicinile comune.
R. Rididcinile comune sunt date de
(p--plz+q—qla=0 ‘
2 =0 neputind fi ridfcini comuni, ecuatiile nu pot avea decit o rididcina
simpld comuni, afard de cazul p =p', ¢ =¢’, clnd le are pe toate.
10. 83 se rezolve ecuatia
: 254+10a2*+5bz+ec=0,
stiind ci admite o ridicind tripla diferitd de zero.
R. z=+|—8a, b=90a2, ¢+ 1728a°=0. 1 Z
11. 34 se rezolve ecuafia
it prtg=0,
stiind cd admite o rid#cinid tripli.
w e R -
g g e
12. S84 se rezolve ecuatia
zt— 224 ax — 10,
gtiind e admite o ridieind tripli.
R.a=2; (x—1)3 (z+1)=0.
13. Si se rezolve ecuatia

z3+3am’+3bw+b—%—=0,

R. Xx=—

gtiind i admite o ridacind dubli de patru ori mai mici decdt cea simpli.
R. Se identificd cu (v — u)? (z-— 4 w).

3 1
2 8—3 2 1=0. = = — = e——
a a®-- a=1"5% 1 u 5



14, S3 se rezolve ecuafia z
f(z)=w‘+4ax°+6bac’+4ca:+d=0,

stiind ci are o rddicini comuni cu derivata a doua, f*(z)=0, pentru care
aceastd radacini este dubld, iar inversele celorlalte trei rdddcini formeazs o
progresie aritmetica.

R. b=aqa2 d=4ac—38a*; x,=—gq. Pentru a gasi celelalte ridscini,
se divide cu ol si se scrie j

6a6-—9a3c+4cg=0, e=0q' Ty =1, =2, = —aq; 4c=5a3’ z,=—2q,

78. Rezolvarea unei ecunatii cu rid_ieini multiple. Fie
f(x)=0, ecuatia care are ridicini simple, duble, triple si cuadruple;
agsa cd avem )

f@)=(@—a) (+—0a) (6—bP e — b (x— ) (z—d)* (x — d)".

Insemnand cu

Xi=(z—a) (z—a), Xo=(2—b) (x—b",
Xs=(z—¢), Xy=(z—d) (c—d),

avem
fl@)=X, X2 X} X4,
polinoamele X, X,, X, X, au numai -ridsicini simple. Vrem si
ardtdm cd aceste polinoame se pot obfine numai prin impirtiri.
Prin impértiri succesive, se poate g#si cel mai mare comun
divizor D, dintre £ si f; £’ va contine factorii dubli ca simp]i;
factorii tripli, ca dubli“; si 0 va mai confine ridicinile simple ale

lui £(z).
In adevir, fie exemplul simplu
f@)=(@—a). (2—b)} (z—e)* °
Luand derivata acestui produs, avem
@)= (c—0b) (@—o*+2(2—a) (z—b) (z—0c)®
+8(@—a) (z2—1)* (2—c),

@) =(@—b) (2—0)* [le—b) (—e)+2(c—a) (z—c)

+3(z—q) (z—b)].

Deci 7' () contine factorul simplu @—b& si factorul dublu
(z—¢)?, care in £(z) erau respectiv factori dublu si triplu.
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Insd, pentrn a gisi cel mai mare comun divizor intre doux

polinoame £ si i descompuse in factori {)rlml, vom lua factorii
comuni

(x—b) (z—¥)...=X
(rr el (2—e P X%
cu expounentii cel mai mici. :
Deci, cel mai mare divizor comun D diatre f si /') este

Y Y23
D=X, X2 X3.
De asemenea, fie D; cel mai mare comun divizor intre D si
. 7
derivata sa D’; vom avea

.

Dy=X, X2.

Fie apoi Ds cel mai mare comun divizor intre D; si derlvata
D’y; gisim

D2=X4.
Avem tabloul !
f(.’E)=X1 Xg Xg Xﬁ.
D=X’z s Xi,
13 s
D2=X4.

Sd dividem 7(x) cu D, D cu Dy, D; cu Ds; fie Q, Qi Qo

citurile. Avem
Q=X1 X, X3 X, Q,1=X2 X35 X, Q,2=X3X4, D;=X,.
Impirtind Q cu Qi, Qi cu Qs Q2 cu Ds, obtinem

e L 8‘ . g'*i—xs. DiX,.

Deci, rezolvarea lni f(z)=0, cand are riidicini multiple, se
reduce la rezolvarea altor ecuatii, X, =0, }xo 0,.., de grade mai
mici, avind ridicinile simple.

Polinoamele X;, X,, Xj,.. se obtin, dupd cum se vede, numai
prin impérgiri. ' ‘

Eaemplu. ; '
fl@)=a"—2a5—at L 234222 —1=0,
D=a*—a2—2z+1, D, =z=1,

D, fiind prim cu derivata sa, ecuatia 7(x)=0 n’are ridicini de grad de
multiplicitate superior lui 3; deci D, =0 ne di ridicina tripla z=1.
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Apoi
f(“) =Qe=atlal—g—1,

D

E=Q4=-”02“1, Dy==z—1,
i sl 1S =X, =a*tasl1,
[ Q

&‘ L
[ =Xp—u-1 LIREEE, — X
[ Deci

fl@) =@+ a+1) (@ 1) (@ —1)°,
79, Exereifii. 1. S3 se aplice teoria ridieinilor egale, ecuatii
fl@)=a°—6at —4a3 L 92| 122 +4=0,
R. f @)= (z— 2 (@ 1) __
2. S se determine un polinom 7 (a:) de gradul al VII-lea, astfel ca

| f @)+ 1 sd se dividi cu (x— 1) si f(x) — 1 cu (2 - 1)4
R. 7" («) are doud ridicini triple 2 =1 si x = — 1.

f =a(lx—1P (xL1)3=q (2 — 3 2*L 3a°— 1), @ = const. ; 7 (x) este
functia primitivi a lui 7 (2),

i 7 5 3
| f(w)=a(a:7_3;c +3x—.c)+b b = const.
" De oarece ! :
FAYHF1=0, Fl=1)—1=0; p=0 az?—;‘

3. 84 se descompue in factori polinomul
' —2pt 303 —Ta2-l-82—3
stiind ¢ are factori multipli.

R. (@ —1)5 (@22 + 3).

Proprietatile ecuatiilor cu coeficientii reali.

- 80. Daci f (x) este un polinom cu coeficienti reali, a si b
doud numere reale, asa cd f (a) si [ (b) sd fie de semne contrare,
ecuafia [ (x) = 0 are o rddicing snw un numdr nepereche de radd-
cine reale cuprinse intre a st b; dacd f (a) si f (b) sunt de acelasi
semn, [ (z) = () are un numdr pereche de. mdaczm in intervalul
(a, &) sau nici una.

In adevir, daci x variazi continuu dela z==a, pani la z=0,
/ (&), care este functie continud, variazi continuu dela valoarea

f(a) pani la valoarea fie 7 (b); f(a)>0, £(b)<<0. Din cauza con-
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tinuitatii, 7(#) nu-si poate schimba semnul fira a trece prin valoa-

rea zero. Constructia curbei y=7(z)

Y A (Fig. 24) probeazi mai usor cele spuse.

La abscisele a si b, corespund doud

puncte A si B situate de o parte si

de alta a axei O 2. Curba prezentind

% intre A si B o trisitura continui, va

tdia pe O z intr’'un punct, sau intr’'un

numir firid sof de puncte; abscisa

B fieciruia din aceste puncte ficAnd

Fig. 24, fla) —_ 0, este o raddcind a ecuatiei
fl@)=0.

Cand insi fla) si 7(b) sunt de acelasi semn (fig. 25) curba

intre A si B avaAnd o trasiturd con-

Y tinud, sau nu intilneste axa Oz, cind

A i curba e situati deasupra axea Oz,

sau o intdlneste intr’un numir cu

LT
T

af-———-
————

! B

| / sot de puncte si deci putem sid nu

! ' avem nici o rididcind in intervalul

@ ~__~ b % (b a), sau un numir pereche de
radédeini.

Fig. 25, 81. Aplicatii. I. Numerelc a,, a,, as,
as, as, g fiind in ordinea de mirime descrescandd, ecuafia
f(@)= (& — a,) (& — a5) (@®—0a;)+ b2 (@ —a) @—a) (@—a;) =0
are toate raddeinsle reale. In adevar
f(ay) = b2 (a —ay) (6, —ay) (@ — ag) >0,
flas) =(a, — a,) (a3 — a5) (a5 — a5) <O.
Se aratd la fel cdl existd cel putin cite o raddcind reald in intervalele
(as, @), (a5, a;). Cum ecuatia n’are decét trei ridscini, fiecare din intervalele
(a1, @), (@s, ay), (as, ag), cuprinde cite o raddcina reald.
\ 1. Eeuafia .

i = 2L —_ =0
NG s e o o

are toate rdddeinile reale. In adevir, fie
By >0 Ay v > W

Gonind numitorii, avem ecuafia

F@)= Y A —ay)... 3—a1) (z—a;41)... @—=a)— _
e e 6 S IG5,



: — 108 —

Avem

fla)=A1%(a —a,) (q, —as)...(a,—an) >0,
fla)=A2(a,—a,) (@5 —as) <. (@s —an) <0,
flas) >0, f(a) <O;. ..

Deci, £(#) =0 are cel putin cate o ridicing reald in fiecare din inter-
valele (a,,a,),... (an—1, an): de asemenes, in intervalul (— oo, an) sau (g, , 4 co),
7 () isi schimbi semnul; prin urmare avem in total cel putin 2 radicini reale,
adicd pe toate.

Observare. Putem ariita si direct ci ecuatia F () = are toate ridicinile
reale. In adevir, functia F (x) este continui in intervalele

(—0,an—%), (ante, an—t - e). (an—1+s, an—2—¢),. ...
~(a.,+$, a —¢), (a, -5, o0) g

¢ fiind un numir foarte mic §1 pozitiv.

Pentru o= + 0o, F (+ o) tinde ciitre — M, deci are semnul —.
Pentru 2 =a,+¢, de ex,, F (an+2) are semnul fractii

'

L5 __An

TR e = l=rTh)

—an  an-t-z=—ay s

care este foarte mare, si care tinde ciitre - o0, cind = tinde ciitre zero. Deci
F (an42¢)>0. Tot asa probim ci F (an—1—¢) <0, ciici va avea semnul fractii

2 2
An—iﬁ T An—1
X — an—1 =i

care cand = este foarte mic, are o valoare foarte mare §i negativii. Asa dar
F (an+¢) >0, F (an—1—2) <0;

prin urmare ecuatia F () =0, are cel putin cite o ridicing reali in fiecare din
cele n intervale considerate, ultimul interval fiind (2, + -, o).

Ecuatia F (2) = 0 fiind de gradtil m, are numai cte o riadicing in fiecare
interval si deci are toate ridicinile reale.

82. Daci doud numere a st b cuprind intre ele un numdr
nepereche de raddcini ale ecuatiei f (@) =0, @) si fb) sunt de
semne contrare; dacd cuprind un numdér cu sof, fla) st (b) sunt
de acelasi semm. ;

Presupunem c# intervalul (a, b) cuprinde p radicini

Ty, T2y... Xp. 4

Avem

@) =(e—a) @—a)...(0 — ,) 9 (),

9@ =0 ne mai admitind nici o ridicing in intervalul (q, 2).
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Avem apoi
fla)=(a—m) (a—x2)...(la—2p) P (a),
f) =0—az) @ —:tz)---(b—mp)?(b),
fla__ a—a a—x  a—w, 9(a)
fO)  b—x b—ay b—zp 9(b)
Observiim cd ¢(a) si 9(b) sunt de acelasi semn, cici altfel
(Nr. 80), (2)=0 ar mai admite o ridicind intre 2 si b, contra
ipotezei.
Dar fiecare din caturile

este negativ, edci a<<a; <<b.

Dacil p e fird sof, adicd in intervalul (@, b) sunt un numir
fari sot de radicini, avem un numir nepereche de cituri negative,
a—zi_

b—x;

f(a)

<0
adicii f(a) si f(b) au semne contrare.

Cand p e cu sof, avind un namir pereche de cituri negatlve
produsul lor e pozitiv, si deci f(a) si 7(b) au acelasi semn.

83. Proprietatea precedentsi se aplici si c4nd una san mai
multe riddcini sunt multiple, socotind insi pe fiecare cu ordinul ei
de multiplicitate. Cind x variind continuu, trece printr’o rdddcindg
a ecuafii f(x)=0, functiunea [(x) isi schimbd saw nwu semnul,
dupd cuwm gradul de multiplicitate al rdaddcinit este nepereche sau
pereche. .
In adevir, fie @ o riddcing multipli de ordinul p. Dacd % este
un numir foarte mie, intervalul (@ —#%, a—%) cuprinde p ridieini
egale cu a. Deci (Nr. 82), fla—1%) si fla-}-%) au semne contrares
sau acelasi semn, dupi cum p este fird sot sau eu sof.

gi deci

Aplieatie. S@ se studiexe variafia semnului polinomului
f(z) =2x—3) 42—5)* (®+3)}
eind x variaxd dela — oo la -+ oc.
Avem tabloul
x | — oo D s 3y + o

7@ TR0, 0
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84. Orice eccuatie algebrica de grad fard sof admite cel putin
0 rdddcind reald. Si presupunem in ecuatia de grad nepereche,

f () =Agx t14 A, x4+ ..+ Azp+1=0,

coeficientul primului termen Ay> 0. Avem
/

AR Ry apk1 1
ol ey e e e D P e NOERITR
f(m) = o ( . Ay = Ay x? E Ay w31’+1)

Cénd z tinde ciitre oo, toti termenii din parantezi tind citre
zero, afard de 1 si deci cand x este foarte mare, f(z) are acelasi
- o 2p+4+1 2 5
semn ca primul siu termen Ayz . Deci

L fl— o) <0, f(o0)>0.
Deci, intre — o si 4 oo, £(z) schimbéndu-gi semnul, ecuatia
are cel putin o ridicini reals. Insa /(0) = Asgpa; deei dacd Azp1>>0,
radicina reald e cuprinsi intre—oo $10; dacid A2,11<<0, ridicina

este in intervalul (O,—}—OO).(
4 I
Fie acum o ecuatie de grad pereche

f'(m)=_Aom2p+A.a:21"_1.-|—... o= A e 0.
Daci Ay >0, avem :
f(—=20)>0, f(0)=As, F(c0)>0.

Deci n’avem niei o radscing reald, sau avem un numir cu
sot de riidicini reale.

Daci Az, <0, ecuatia are un numir nepereche de ridicini
reale pozitive si un numir fird sot de ridicini reale negative.

85. Dacd o ecuatie admite o rdaddeing imaginardg atbi,
admite st conjugata sa a—bi. In adevir, fie £(z) un polinom cu
coeficienti reali, /(x) fiind o sumi de termeni de forma ’

Mz" =M (a+bd)" =u-4vi,

fla4b4é)=A-+Bi.

De oarece a—+bi este riidicing, fla+bi)=0; déci
A+ Bi=0.
De unde A =0, == {);

Schimband semnul ui 4, M‘(a—bz')’"v devine % — v4, pentru
ci M este real, iar /(@ —b47) devine A —Bi.

avem

Tl
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Ins#, am vizut ci A =0, B=0, deci
fla—bi)=A—Bi=0,
ceeace probeazi ci si a— b7 este o riddidcind pentrn ecuatia
f(x) =0, iar polinomul f(z)se divide cu
(—a—10b3) (@—a+bi)=(x—a)+ b2
Asa dar, rdddcirgile imaginare ale unei ecuafii sunt in nu-

mar cu Sof.
Daca f(x) are coeficienti imaginari, cum ar fi

flo)=a*—@+i)a+3i,
teorema nu mar subsisid in general.

In adevir

Flos N (a-papiiaie iy Dse Lot
= =281 3= 9 L gi=20.

Aplicatie. Dacd o ecuafie de gradul m are m—1 radacmz
reale, a m-a rdaddcing trebue sd fie reald.

86. Dacd o ecuafie algebricd cu coeficienii rajronalt admite
rdddeina irafionald a -I-VE admite st pe conmjugata sa a— VF
in care @ st b sunt numere rafionale, tar b nu e patratul unwui
numdr rafional. In adevir

a—[—\r e Ao (a-l—VZ)’"—I— 54 Am-.

Insd puterile cu sot ale lui V_b ne dau cantititi rationale,

iar cele fird sot ne dau MYb, M fiind rational.
Deci

pe cind

fla+Yo)=A+B Ve

Fiinded @ + Vb e ridicing, A+ B Vo=0; de unde A=0,
B=0, cici altfel vom avea

F=_A
Vi

adicd un numér irational ar fi egal cu cAtul a doud numere ratio-
nale A si B, ceeace nu se poate.

Schimbind semnul radicalului, Vb_, avem

fa—Vo)=A—BYb=0,
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_cdei am avut A=0, B=0, deci si a—VZ este o rddicind pentru
fla)=0.

Asa dar, numarul rdaddcinilor irationale ale unei ecuaiir cu
" coeficienti rafionali e cu S0{.

Mai reese de aci ci daci o ecuatie f(z)=0, are ridicina
a+Vp, polinomul 7{z) se divide cu
(2—a—Vb) (@—a+Vo)=(z—a)—0.

87. Aplieatii. 1. S@ se arate ci polinomul

flae)=(1+4-a)bm+1— (1 L 2)6p+2 —1,

e divixibil cu x*+ -1, Se va arita oi f(x) =0 are ridicinile ecuatiei
2+ z+1=0.

Insd, ridicinile ultimei ecuatii sunt ridicinile cubice complexe ale unititii

o a2 a:—%-{-i%ﬁ

£l

intre care avem relatiile
1+ada?=0 at=1,
Deci 142 =1+ a=—a2 de unde inlocuind in () gisim
—oal2m+2__g12p44__ l=—oa?—a—1—0,
Asa dar o este o ridicing a ecuatiei f(@)=0, deci si conjugata ei «? va
fi tot o radicini a ecuatiei date, -iar polinomul f(z) se divide cu 41,
+ 1L 8@ se rexolve ecuatia

fl@)=ot 4 &% — 2522 4 41 5} 66=0,

stitnd ed admate raddcina 3—]—75]/5. Ecuatia admite si pe 3 ——zV2— Calculand
suma i produsul ridicinilor ecuatiei date, avem

a +a+34 T3 —i)2=—1,
@, % (84+1)2) B—i]2)=66;

o +a,=—1 x x,=6; - T246=0, J

88. Exerecitii. 1. Si se arate ci (cos @+ x sin @) ™ — (cos ma - o sin ma)
se divide cu a2-1. ;

R. Se va inlocui « cu ¢, ridscind a ecuatiei cu a*-1 i se va aplica
formula Iui Mozwre.

2. Polinomul e + 1)6m+1 — x6m+1 _1 e divizibil on @'+ +1.

R. Se va arfita ci ecuatia obtinuts, egalind polinomul cu Z€ro, are ca
ridicini pe cele cubice complexe ale unit#gii.

3. 84 se arate direct, fiird a rezolva, ci ecuatia

a? b3
x—p ' x—gq

de unde

—e=0

are radicinile reale
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R. Se vor goni numitorii, se va substitui p si ¢. Alt procedeu, conside-
rind intervalele (oo, p —¢), (p+=2, ¢ —¢), (g 45, 0);

flp+e)>0, flg—2¢) <0, ete.
4, a i b fiind pozitivi, ecuatia
fw=a"4+(a+b)a*—(e*+ ab 4 b0z — (a4 ) (a®+23) =0
are ridicinile reale. '
R. Se va inlocui # cu —-06, — (@), 0 si +o0.
X 5. Si se rezolve ecuatia :
xt—T22+2¢-2=0,
stiind ci admite radicina 14 J/2.
R. 1—12; @, 424+2=0, z,2,—=—2
6. Si se rezolve ecuafia
28— — 8+ 22342122 — 9 --54=0,
stiind i admite ridicina - J/2.
R. i+12 i—12 itz —i-17
s+ ay=1 s, =—06; x*—a—6=0.
7. Sd se determine A i b i sd se rezolve ecuatia
; at—dat—dartdhgt+4p=0,
stiind ci admite o rédscink dibls de forma o -5, «si B fiind doud numere

rationale.
R. Se identificd plinomul cu [(a — )2 — b §2]2

Se gaseste
1='1, B:il, l=4’ p.=4.

8. S# se rezolve ecuatia o' — 42’ 422} ¢ =0, stiind ci admite ri-
diicina z=1-L ¢ /11,
R. Se divide cu 22— 22 --12; restul ¢ 144=0,

Sau cu relatiile zy 42, =2 x, 2, =ia§’

(@1 + @) (5 F2)F 2, 2, + 2, 7, —4; a=—144.
9. 81 se rezolve ecuatia
2*+3x°— 1224 — 3027 — 21 2 +82 —2=0.
stiind ci admite ridicina {21 J/3.
Ri Xyt 2=—3, w;z,=—2.
\ 10, S# se rezolve ecuatia
z*+pz+¢=0.
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stiind ci ridicinile ei, reprezentate in plan, in modul obicinuit, sunt vArfurile
unui triunghiu echilateral.

R. Ridicinele sunt o (reals), «+ 54, «— 85 (tmaginare). Virfurile trins-
ghiului sunt A (g, 0), re axa Ow, B(g, §), C(x,—§), pe o perpendiculard pe
Oz in punctul D(«, 0). Scriem cd BD = AD tg30° Din relatii, deducem"

a2a=0, 2aataf 2=y,
(@ +fa=—g; §)3=a—a
De unde g
a=—2u, ;3':0&1/3, p=0, g=8as,
X x3+8135(m+2a) (x—2ax+ 4a2),

Separarea radicinilor unei ecuatii.

89. Am viizut, in capitolul precedent ci, daci ecuatia are o
formi particulars, putem gisi intervalele in care se afli cuprinse
radicinile eu metoda substituirii de cantitdti potrivit alese.

Avem insi ecuatii serise sub formi generald, ciirora vrem si
le separim ridicinile reale si s le gdsim numéral.

Aceasta o vom putea afla usgor cu ajutorul teoremei Ini Rolle.

Pentru mai multi ugurinti vom presupune cj ecuatia n’are
decéit ridscini simple. ‘ i

90. Teorema lui Rolle. a s b tiind_doud numere reale g
f(x) un polinom in x, dacq fl@)=0 si f(b)=0, atunci derivate
(@) a i f(z) se anuleard pentru o valoare ¢ cuprinsd in inter-
valul (a, b); sau, intre doud rdddcini ale functiunii este cel pugin
o rdddeind a d'qrz'mtez'. ] 2

In adevir, f(x) fiind o functie continui si z variind dela a
la b, f(@) creste sau descreste dela valoarea zero pand la o va-
loare oarecare si apoi incepe si descreased sau si creasci si cdnd
z ajunge la b, f(x) ajunge iar la zero. Deci in intervalul (a, b),
f(z) are cel putin un maximum sau un minimum, si pentru a pre-
ciza, sd presupunem c3 pentru z=¢, f(c) este un maximum,

Sd formim expresiile

ARl B fl), o fetbery)
Ayem 0
1> fle—1), fl)BF(e+n),
de unde ) 2

A>0, B0,
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deci AB<CO, ori cit de mic ar fi A Trecind la limiti
lim A=f"(¢),  lim B=f"(c).
h=0 h=0

Umeazi deci ci f'(¢)=0, adicii derivata funci;iei' flx) se
anuleazi pentru o valoare cuprinsi in intervalul (a, b), cici /" (c)
este limita comuni a unui numir pozitiv sl a altuia negativ.

Deci, intre douii ridicini consecutive ale ecuatiei f(z)=0,
se afld cel putin o riidicing a derivatei /" (z)=0.

91. Riidieinile derivatei separi pe ale ecuatii. Metodii
pentru separarea ridiicinilor unei ecuatii. Si presupunem ci
m si n sunt dou#i riddicini consecutive ale derivatei 7' (z)=0, adici

pentru m corespunde, de ex., pentru
Y functia /(2) un maximum
flm)=mM si pentru # un minimum

M () =nN (Fig. 26 si 27).

; : ; ’ Daci f(m) si f(n) sunt de

O i n___ 7 g semne contrare(Fig. 26), atunci curba

' @i b} L/ y=/f(z) tae axa O intr'un punct

N corespunzitor la o radicind b (Fig. 26)

a ecuatii f(z)=0. Deci, ecuatia

f£)=0 are numai o ridicini b
cuprinsd intre rid#cinile m si n ale derivatei /' (z)=0.

5

Fig. 26.

Daci f(m) si f(n) sunt de acelagi semn, de ex., ambele po-
zitive (fig. 27), atunci curba
y=f(x) nu taie axa Oz
intre m gi n, deci ecuatia
7(z)=0 n’are ridicini intre
ridacinile’ m si n ale de-

z rivatei

Urmeazi, de aci el in-
tervalele in care e posibil
sd se afle riddicinile ecuatiei,

sunt formate de riddcinile derivatei, adica rdddcinile ecuatiei sunt

separate de radacinile derivaler. : ‘

Fig. 27. N

Deci, pentru a separa riiddcinile unei ecuatii f(z)=0, vom
. lua derivata /' (z), vom rezolva ecuatia 7 (z)=0 si dupi ce am
- gasit radicinile derivatei, vom vedea daci in intervalele determinate
de ele sunt rdddeini reale ale ecuatiei, adici daci rezultatele sub-
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\ /
stituirii in f(z) a doud ridddcini consecutive ale derivatei au semne
contrare.

Asa dar, pentru a vedea cite rdddcini reale are o ecuajie
f(2)=0, de gradul m, vom afla ridacinile
a1<a3 <...<am—1,

ale derivatei, vom face sirul xis al lui Rolle

f(—=o°) flm) Flas)....flam) F(c0)
§t vom determina semnele acestor numere. Dacd doi termeni con-
secutivi au semne cbntrare, intre valorile lui @ corespunzitoare se
afld o riddicind reali a ecuatiei.
; Cand f(a;)=0, atunci @ anuleazi §i polinomul si derivata,
deci este o ridicind multipli a ecuatiei f(z)==0..

92. Observiiri. I. Pentru calculul sirului lui Rolle, ne servim
de urmitoarea observare. Daci & este o ridicini a derivatei, atunci
f'(@)=0. Considerand formula lui Euler pentru functia f(z) de
gradul m, ficutd omogendi cu ajutorul variabilei Y, avem

of'=(z, y)+y1'y (@, y)=mf(z, y).
Inlocuind pe % cu 1, obtinem
mf,w(m)+f'y(91, 1)=mf(w)-
Substituind in Jocul lui & pe %, avem ' (@)=0, si deci
'yl 1)=mf(x), gt

@ e
Fl@)==1y 0, 1),

Deci, pentru a caleula termenii girului lui- Rolle, vom inlocui
in derivata in raport cu y a functiei f(2) ficutdi omogen, pe =
cu acea radicind a derivatei, iar pe ¥ cu 1.

Se mai poate calcula 7(«), ficand impértirea polinomului f(z)
prin derivata sa 7' (z), si apoi inlocuind in restul aflat pe x cu &,

IT. Cand pentrn o ecuatie 7(z)=0, voim si aflim numaj
numirul rddicinilor reale, si daci 7 (2)=0 are o ridicini multipld
de ordin cu sot de multiplicitate; nu mai este nevoe si introducem
§i aceastd rddicind 'in sirul lui Rolle.

In adevir, fie «, B, ¥, trei ridicini consecutive ale derivatei
dintre care { este multipli de ordin pereche de multiplicitate. Daci
7@ si £(Y) sunt de semne contrare, este evident c¢i oricare ar fi
semnul lui £(8), tot o singurd ridsicind reals are 7(z)=0 in intervalul
(2, ) si deci nu mai e nevoe a introduce pe f(B), in girul lui Rolle.
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Daci f(«) si £(y) an acelagi semn, f(B) nu poate avea semn
contrar cu f(), cici atunci f(z) ar avea cite o ridicini reald, a
§i b, in fiecare dintre intervalele (¢, B) si (B, 7). Ar urma deci cit
intre rddacinile a gi b ale lui f(2)==0, si fie un numir fird sof
de riadicini pentru F'(@)==0, ceeace este contra ipotezei, cici in
acest interval (a, b), /' (#)=0 are un numir cu sot de ridicini
reale, toate egale cu f. Deci 7(B), avand acelagi semn cu £(2) si £(y)
este de prisos a introduce in girul lui Rolle, pe 7).

93. Aplieatii. I. Dacd o eccuatie f(x)==0 are toate radicinile reale, intre
doud riddcini ale ei fiind cel putin cite o ridicini a derivatei, si ecuatia
7' (@®)=0 va avea toate ridicinile reale, :

II. Sa se afle numdarul radacinilor reale ale ecuatier
fle)=3x* —20a2}3622—7=0
$1 8d se separe rdddeinile.
Avem
(o) =12 (2 — 5 o + 6).
Rédicinile derivatei fiind 0, 2, 8, sirnl Iui Rolle este
f(—=o) £O0) 7©®) 7(3) f(+ o)
4+ . =7 2 20 L

Siral prezentdnd numai douid variatii ale semnului, ecuatia are numai
doud rid#cini reéile cuprinse intre — co si0,0si 2

Observare. Avantajul teoremei lui Rolle este ci ne indicdl ce numere tre-
buesc substituite in £(zx), intre care e posibil si existe o ridicind reald a ecuatii,
pe cind, in metoda substitutiei din capitolul precedent, ficeam inlocuiri cu
numere alese arbitrar. 3

IIL. Care e conditia ca ecuatia
2 +pr+q=0 ,
3d asbd toate rdddcinile reale. Ridicinile derivatei 3x*+p=0 fiind + \/—g,

se impune conditia p<<0, fira de eare derivata ar avea radicini imaginare.
Sirul lui Rolle este

-V l f(+\/%) } )
- T heeyEE i

§i va trebui s’ prezinte numai variatii ale semnului. Deci

f(—o0)

@ q—?\/%%o. @ q+%”\/‘7”<0.
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Vom' distinge douii cazuri. 19 Dac g >0, (1) este verificati ca fiind o
sumi de cantititi pozitive; din (2) deducem

; ) B 402
q<—gpv~3: 92<~g(~‘%), 27 g2 +4p3 <0,

2° Dacil ¢ <0, (2) este verificatd; din (1) deducem

e pas
03 Vo \
Ambele pirti ale acestei inegalititi fiind negative, ridicand la pitrat, se
schimbi sensul. Deci

2
q2<gg— (—%), 27 g2 4p3 0.

Asa dar. conditia ca ecuatia datd s aibd toate ridicinile reaie este

4p’+27, 20, p<O

& 5 " 1
iar in caz cénd are o ridicing dubld egali cu + \/Tp’ trebue ca

4p°+27 g2=0.

Daci derivata are ridicing vnaginare, adicd dacid p >0, nu .putem avea
4p8 42720,

cdci p fiind pozitiv, prima parte a inegalititii ‘de mai sus este o sumi de
numere pozitive. ¢
Neputand avea relatia

»

493127 g2 <0,

in eazul p > 0,ecuatia 2t prt-q=0, nu poate avea toate rdadcinile reale,
ci numai una reald, ceeace stiam, cici ecuatia avind grad nepereche, trebue si
aibd totdeauna o ridicini reald.

IV. Sa se discute numirul radicinilor reale ale ecuatici
f@=a*—ba*+3x4 a=0,
cand o variaxd dela — oo la -+ o, .

Sirul lui Rolle este
1
p(=er Sl reps, S AE
~ 13
N o —I— 2—7 «—9 G +
S RSN i i 2 13
Numirul radacmﬂor_ reale va depinde de semnul expresiunilor « -- 37

R e JERAD
«—9, care Isi schimbd semnul eAnd o= —5 cc_y,

N. Abramescu, Algebra Superioari cl. VIII, ed, 8. 8
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Deci. valorile principale ale lui « sunt acelea care anuleazi aceste ex-

presii. Tabloul discutiei este urmatorul

L]

@ | f(—00) f (%) f3) f(+o00) Natura ridicinilor
RN — - = -+ una realdi; doud rid. imag.
_;_3 — 0 — +  trei rid, reale; % S dubli.
e + = -+ trei rid. reale diferite. :
9 = - 0 - trei rid. reale; 3 e rad. dubli.
+ o0 e - -+ -+ una‘realﬁ; doud rid. imag.

V. Se dd ecuatia
f@)=62'—8a2®—3a222)-6a3x —a2b=0,

s1 se cere sd se separe rddieinile. Si se rexolve in caxul cand are riddeing
multiple. Presupunind a i b coordonatele unui punct din plan, si se separe
planul in regiuni dupd natura rdddcinilor.

Avem f'(x) =6 (4 2* —4 a2 —atw-t a®)=0, cu radicinile

L5 R
@ 5o — 5 a

Cand @ >0, sirul lui Rolle este

1

rer(=5a) | rlge) | r@ |ree

=i

(?a’—b)a’ a’(a’—b)l -
Si vedem semnele expresiilor

= Fots, B=gai—b O=a'—b.

Insi A =0, B=0, C=0 reprezinti in ra-
port cu axele perpendiculare (Qa, O)b (Fig. 28):
parabole si se construesc usor. A =0 reprezintd
0 parabold tangenti in origine la axa Oga, cu
concavitatea in jos. Trebuind a fi de forma

a*—2p b =0, are parametrul p =— 19 B=0 este

4
o parabold tangentd in origine axei O a si p = 3
C =0 reprezintd o parabold tangenti in origine
1 : &
la axa Oea; p =2—(Fig. 28); C = 0 este in afard

13
de curba B=0, cici la acelasi a =1, b=§'

pentra B=0 i b= —1 pentru C=0; deci B
este in interiorul lui C.

Fiecare din aceste curbe desparte planul in dou# regiuni, astfel ci in

interior avem un semn si in exterior semn contrar.

-+ in exterior.

Asa, pentru A =0, in interior avem semnul —, cici ficind a =0,
b=—1. A<O0. Tot asa

gisim pentru B=0, C =0, semnul —in interior si
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S'au format patru regiuni (Fig. 28), T, IT, TIE IV, In I, A >0,7B<0,;
€ <0, sirul are dous variatii, avem deci doui ridicini reale, 7
Se obfine astfel tabloul urmitor i

e o e

-.g. I -+ — (%) a®+ b) a? (%3 a?— b) a*l a®(a?—b) [+ | Rudscini:
bk 20 PRSI
_I_]L R = == L Doui reale
e — - — + | Patru reale
1 i 5o + - + | Doui reale
1074 B - -+ - -+ | Nici una

: reald

Dealungul curbei A =0, avem ridicing dubli—-% a; dealungul 1lui

; i :
B =0, ridicina dublﬁ;a; 1ar pentru curba C =0, ridicina dubli o,
Tot asa se studiazi cazul. cind a <0

94. Metods geometriea pentru separarea si discutia rii-
daeinilor unei ecunatii. Se rezolvi ecuatia /(@)= 0 in raport cu
parametrul variabil, dacj existd, sau in raport cu unul din coefi-
cientii ecuatiei, ales potivit, k=P (z). Construim curba y =P (z)
i vedem in céte puncte o taje o paraleli eu O, i in special
Y =k. Abscisele acestor puncte corespund ridicinilor ecuatiei
flz)=0 si astfel se poate gdsi intre ce numere sunt cuprinse ri-
dicinile, uneori mai usor si mai bine decat cu teorema lui Rolle,
cdcei pe langd ridicinile derivate; P’ (2) mai intri i valorile lui
x pentra care P(z) =0. Pentru a vedea numirul ridsicinilor cu-
prinse intre a si &, considerim paralelele la Oz cu ordonatele
cuprinse intre k.= P (a) si Iy =P (b).

Exemple. 1. Si se discute ecuafia a*— z2— x4+ A=0 (Examen Capacitate,
1943). RezolvAnd in raport cu A, A = —a* L x* L2 curba y=—a'tat o
taie axa Oz (fig. 29) in punctele 4, O, C, de abscise date de — &' o 0=0,
%, 0, % Derivata este y'=—“«¢2+2w+1=—3(w—1)(x+—;-)

! 1—V35 1 1415
2! — o 5 g 0 1 =g [es)

v| - SO o

5
1PN 0 N—ga0yiy 0y —o
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bk
O paralelid la Oz sub D cu ordonata mai micd decit — ﬁ taie curba

5 D; deci pentrugh < —57 0 rada-

intr’un punct cu abscisa mai mare ca

'

.

L

|
TR e

AN 10 g

Fig. 29.

o X 1 5 : el s
cinid pozitivd mai mare ca i2—; care cu teorema lui Rolle s’ar fi stiut
numai ci este mai mare ca 1. O paraleld cu ordonata —§,7 o taie in doud

] T B 5>
puncte confundate si altul; deci pentru A= —37 0 radicind dubli egald cu

1 1 b) 5 4
— ¢ alta mai mare ca +2V_- O paraleld intre D si O «, cu ordonata intre

T3
957 si O, taie curba in trei puncte; deci — 57 <)\<0 trei riddcini cuprinse
/ = ) :
in intervalele (1_2" 5, —%), (— %, 0)- (14:2‘/_5, oo)- (C4nd paralela este intre

O« si B are ordonata intre O i 1, taie curba in trei puncte; deci 0 <A1,

e ST 1— : 3 1+Y5
trei riaddcini una mai micd decit 2"’ X si altele in intervalele (0, 1) (1, _'%)

—V5
Pentru A=1 o ridicini dubli egald cu 1 si alta mai mici decét 2 2V -

1-Y5
£

Cénd 7\'> f, avem o riaddcinid reali mai mici decit
2. Si.se discute ecuapia a* — Pa?+ 4031 — 1202 =0 stiind cd z < I
Punem a?=wu, I2=m, 4b°]—12 = --1L. Ecuatia devine K=u2— mu. Cons-

truim curba » = u? — mu, (u——ﬂ) —v—l—- — 0 parabola (fig. 30) cu varful

2
v (%, —%), care taie axa O u in O si N (m,0). Trebuie si avem & </, deci

w < m. \
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Tidind curba cu paralelele v=Fk, cu ordonate k>0, punctul de inter-

ol sectie M are abscisa mai mare ca a

i Ini N, avem u > m, decx nu corespunde

solutie.

Trebue deci ca paralelele si fie

cuprinse intre V si axa O, ordonata

k a paralelelor si fie cuprinsi intre
aceea a Iui V si zero,

m2 U/
Pt __< > S 31<
o 1 k<0, e 12 ¢4 —4531<0
3at 3at I3
- et ol e
\ b3>- Vit 53 7 +16’
) T
Fig. 30. 3: <b3<i +

3. S¢ se discute ecuafia
—am?® — (24 m?) cos 0 — a (1 — m?) c0s? 0+ 7 (1 + m?2) cos30 =0,
E destul s& luiim 0 < 8 < = Insemnind cos =7, avem

1) a (1+m9) =2+ n?)

Uy =——,

r A—my)24m2

Riédacinile ¢ =cos 0 trebue ci fie cuprinse intre —1 si - 1. Limitele

‘ 23 ; @ AR 21 2
intre care poate si varieze parametrul — Se obfin inlocuind in (1) pe ¢ cu —1

§i +1, avem u, (— 1) =1, 4, (1)=—1, ba construim curba (fig. 81) u =1, (z).

Avem

(l+ m?) tz—(2+m’) i [(A4m?) 2-—m?] [(1— m?) 12— (2L 7)12)]
A—my)eFme * “T [m? 40— m?) 22 ;

2+ m? .. : SeRy
Cum |[¢|=|cos 6| < 1, radicina 1+ 5 fiind mai mare ca 2, nu convine.

Obtinem tabloul si curba reprezentatlva

t c(ll_z; uy Puncte
~ 4 1 A
er
R T
Vi m2? m
B des
] ) 0
s o des.
Vit 05 o150 \_/l—i-_m2 5
m
1 er B
' &3 —1 & Fig. 31.

Se vede (fig. 31) ci o paraleli la Ot sub A, ¥ <1, taie curba intr'un
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punct; deeci % <1, o singurd radicind acceptabild pentru ¢= cosf. Paralelele

1+4-m? ;) L

cuprinse infre A si C, 1< u<v——;m——, taie curba in doud puncte; deci
1 1 2 :

1< < Vit + ) dou‘é radicini pentru cos 6. Pentru %> v—;%i, ecuatia n’are

radacml acceptabile pentru cos 0.

1 5 s
Punind tgh= s din #,=cos b, =— , tezultdi 6, =m—f si

m
V14 m?
n — @ este cuprinsi intre cele doud radicini = — «, © — 7 ale ecuatiei date.

95. Exereitii. 1. Si se afle numirul ridicinilor reale ale ecuatiilor
K g8 —6224+92—10=0 ( 23—1254+3=0,
2t +8a3— 1422 —5 =0, 3pt-—42?—622+122—7=0.
R. Una reald; trei reale; doua Teale ; don@ reale.
2. Si se discute ecuatia
« 32°— 2623460+ a=0.

R. Ridicinile derivatei sunt 4+ |, 4 2, Cand « < — 38, este 0 riadicina
reali; —38 < a < — 18, trei reale; — 16 < o <{ 16, una reald; 16 < o < 38,
trei reale; o > 38, una reali.

3. 84 se discute ecuatia

Dot — 18216t + 2 =0.

R. < —2, doud reale; —2 << a <0, patru reale; 0 <« <16, doud
reale; o> 16, nici una reali; o=0, sase reale; «=—2, 0 si 16, radicini
duble sau multiple.

4, 84 se discute ecuatia

zt— 4234+ 16x L a=0.

R. Derivata are radicinile —1, 2, 2; o << — 16, doui reale; « = — 16,
2 e radicind tripld ; — 16 << a << 11, doud reale a=11, —1 radacma dubli ;
o > 11, nici una reali. i

5. @ g b fiind coordonatele unui punct din plan, si se separe planul in
regiuni dupd natura ridicinilor ecuatiei

ot —dax’+ 42> (b*—1)a*=0.
R. Sirul lui Rolle este \
fl—=o0) (O f (@) fRa)  f(+o0)
- (6*—1)a* a*(a*4-02—1) @*—1)a® v i
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Se vor construi curbele 32— 1 = 0, adici 6 —1 = 0, 541=0 g cercul
a® -4 b2=1. Pentrn >0 avem fig, 32,

b / W ! 6. Problemi analoagi, ca la exer-

nimagina citiul 5, pentru ecuatia
700047

l St —12prn pi(g—g9) =0,
P § ¢ fiind coordonatele unui punct
din plan.
% . R. Se vor construi curbele Fig. 33. .

4 reale

32pr4 g2 g =0 (elipsa),
”' LJ 5p ¢ —q =0 (elipsy).
- 4imaginar// In T, toate reale; in IT, douz
////////////// % reale, doud imaginare: in III, toate
? imag.inare; Pe contururi cite o radi-
cind dubli.

Fig. 32,
7. 83 se discute numirul ridécinilor reale ale ecuatiej q
fl@)=Rat—12234 424 3=,
A fiind un parametru variabil,
R. Se va aplica teorema lui Rolle ecuatiei

1
Sy
()
Pentru ecuatia dati, avem A < 0, doud ridicini reale ;

A =0, o ridicina dubli infinity §i doud reale; 0<<A<5,
patru riddcini reale; A =5, o radicini dubls egald cu 1 si

doud reale; 5 <A< 32 doui reale; A=232 o ridicini
>

1
dubli egali cu—5; A> 32, toate imaginare.

Fig. 33.

8. 83 se discute numirul radicinilor reale ale ecuafiei
2 —32° 4 mad— 344+ 1=0,
m fiind variabil.
R. Se imparte cu #? §i se pune

l——
ek~ =y

Se discutd ecuatia
¥—3y’—8y+m+6=0,
in intervalele (— oo, — 2), (2, 00), ciici observim si semnul realizaﬁtului, y—4,
din ecuatia z -1 ==

Pentru eéuatia in gy, daci m <4, una reali; m=4, una reald s una
dubli egald cu 2;4<m<4)2— 1, doud reale; m=4Y2—1, una dubls,
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egald cu 1 +VTZ; 4V_2— 1< m <8, nici una reald; m =8, una dublid egald
cu —2; m > 8, una reali.
Deci pentru ecuatia in x rezulti m <4, douil pozitive; m =4, douid

pozitive si una cuadrupld egald cu 1; 4<m< Vo1, patru pozitive;
m=4)2—1, una dubli; 4 )2 —1<m <8, nici una realsi; m =8, una cua-
drupli egali cu — 1; m > 8, doud negative.
9. Dacii ecuatia f/(2) =0 are toate ridicinile .reale, atunci si ecuatia
f@)+kf (2)=0 '
are toate radicinile reale

R. Ecuatia

z
F(2) =¢*f(@)=0
avind ridicini reale si E' () =0 are radicini reale.
10. S# se cerceteze numirul raddcinilor reale ale ecuatiei

xn

e
f(z) _1‘+ﬁ+2_!+"'+n_!—0'
R. Ecuatia f(x) =0 are acelasi numir de ridacini reale ca si
F(z)=e¢—2f(x)=0.

Fiz) = — e—$§~ Sirul lui Rolle depinde de 7 (— o0), £(0), £(c0), si
de paritatea lui ». Admite nna sau nici una reald. ,
11. S& se arate ci dacid ccuatia f(z) =0 are toate ridacinile reale, si

ecuatia
@) +mf (z)=0

va avea toate ridicinile reale, punind-o sub forma

fl@, 1 _
f@) T om
T e 1 1
R. m}:.—_-z_al"‘i-x_.aa—l-....—,-w_a‘ﬂ

Se vor substitui valorile
(_ 0, a4y — S)’ (al + g, _al i E)y (a: + g Oy — E)r-" (a” + g, 00).
12, Si se separe, fird a desvolta, ridicinile ecuatiei

1 1

=g t@mrs =%

R. /(x) este continui in intervalele.
(=0, —8—¢), (—3+4¢2 1—¢), (145 o). /
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Aplicam teorema lui Rolle in aceste intervale
]
o= ="
(@— 1)+ (z++8)p =0,
O ridiecini este :
(=1 +(+38)=0, s= —1; clei (u340)* = (u o) (w2 — w02
Sirul lui Rolle este .

£ | —oo —83—5f 3.4 1—ef14e +oo
5 | T YL IV

Sunt patru radicini reale, separate.

13. 84 se discute numérul ridicinilor reale ale ecuatiei

U BT
(x—a)® " (x—0b)?
fard a desvolta ecuatia, A fiind variabil.

R. 2 <0, imaginare; 0 <A< 8: (v —5?), doud reale: 2> 8: (@ — b)3,
patru reale, 8

—i=0,

14. Bd se separe ridicinile ecuatiei
(@—1)¢*— (22 —13=0.

R. Se aplicii teorema lui Rolle intervalelor

(—oo,%—s), (—;-]-\s,oo):

caci ecuatia se poate scrie

Sirul Iui Rolle este

3 1 1
feoo) 11 f(g=9) | r(z+9) 1 ¢
fi " g
Doua radicini reale cuprinse intre v
1 3
. = 1), @ o)
15, 8i se discute numirul ridicinilor reale ale ecuatiei
: 2t — 15z hx—12=0,

R. Punem ecuatia sub forma
L]

9
f(a:)Exa—lf)x-}—?\—%:O,

]



§i aplicim teorema lui Rolle in intervalele (—oo, — &), (¢, o), >0, Ridsici-
nile reale ale Iui /' (x)=0 sunt + 2, + 1. Sirul lui Rolle este

(=29 . f(=2) {(=1) fl~s) e ) 8  f(oo).
— A4-28 %426 4+ . — h—26 2—28 —
A < --28, doud reale; — 28 < A << —26, patru reale; ete.
16. Si se inscrie intr'un cerc de razi R un tnunghm isoscel cu supra-

fata egald cu a2 Discutie.
R. Insemnind cu z iniltimea triunghiului, se va discuta ecuatia
x* —2Rax? —at=0.
Daca
/
/

a2 <

ecuatia are douf ridieini pozitive,
17. 84 se determine dimensiunile unui trapez isoscel circumseris unui

3R2)3
4 b

; - 2 2 S
cerc, cunoscind perimetrul trapezului 4 si volumnl 3 na2b al trunchiului
de con niscut prin invartirea acestui trapez imprejurul dreptei care unegte mij-
loacele celor doui baze. Discutie. S se considere cazul
2a
33

R. Fie 2. y, » jumitatea bazei mici, jumitatea bazei mari §i indltimea.
Ecuatiile sunt

b=

4‘;x+4y=4a, (g —2)?= (2 + )2
% (22422 + xy) = 2 a20.
Ecuatia care di pe » este ‘
fx)=2*—4a22+8a2b=0,

iar ecuatia care di pe & si ¥ este
~2
22— gz i— =)
Realitatea lui @ si y de;;inzénd de ® — x?, sirul lui Rolle este numai
f(_ a)’ f(a’)v
Daca — — < b < —— una reald pentru x si reale si pentru 2, 7.

2

Céind b= —a-_, — dubld pentru x; #, ¥ imaginare.
3)3 V

18. Fund datd ecuatia

f(w>—3w‘+4w3+bx2+12(a2—1) +——6("2—1) 0,

Se cere

.
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1° 83 se determine b in functie de a, astfel ca derivata lui f(x) si aibi
doui radicini egale si de semn contrar. :
29 Coeficientul b astfel determinat, sa se aplice teorema.lui Rolle,

1 e s

R. b =6a(a>—1). Presupunind 1 — o2 > 0, avem — = <—V1—g2

céci se deduce a*—a?+1>0, ceeace este adevirat, cici trinomul o — @41
are riadicini imaginare, este o sumi de pétrate, are semnul primului termen,

adies, plus.
Cind 0 < e <1, sirul lui Rolle este

ri—e>0, f(-2)=—1 <o,

H-VT=a)=— =L Ba|i—a —8 (VT=a5+6 <0,
FT=a=— "= L 3G )T=a +8 ) T=an+ 61 <0.

‘Paranteza cea mare in raport eu aV} — a? are ridacini imagivare, deci
este 0 suma de patrare. Douil reale.

Daci —1<a<0; f(—o0) <0, £(—VT=a¥) >0, 7(JT=a9) >o0.
1

, f(=3)<o ri=) >0

a>1; f(=)>0, (=) <0, f(ec) >0,

' 1
a< =15 7(= =) <0, (=) >0, f(=) <0,
16, Sd se aplice teorema lui Rolle ecuatiei
162°—20p223 4+ 5 pta—¢5=0.

p §i ¢ fiind coordonatele unui punct din plan.
R. f"=0 are ca ridscini

it v@ e V3—-8V3’ . \/S_BVE' 4 v3+8v—5_

Semnele sirului lui Rolle depind de ale numerelor

ps 2= qs’ _pi =0 qS’
care reprezintd drepte ce tree prin originea axelor. Cele reale sunt bisectoarele

axelor.
20. S& se discute ecuatia

2 — (e B ot (ahB)Pa— 1 (22— ) =0,

e si § fiind coordonatele unui punct din plan. S& se rezolve stiind ci are o
ridicind dubld de patru ori mai micd ca ridicina simpl&.
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R. Sirul lui Rolle este
o) (B8 12 @) eds>o
Se vor cerceta semnele expresiilor

i ﬁ(a+ﬁ) (2«2 — 23 af 429 §2), _%ﬁ(u—l-p) (a—B).

Pentru a rezolva in cazul particular, se identifici ecuatia cu
(z —u)? (x—4u).

Sau se observd ci radicinile duble nu pot fi decit
1 1
5@, 2 (D)

2
cea simpla este .g(oc-l— §) in primul caz cu conditia

‘@8 (20&2——230:;&-{-29”):0

gl 2 (4 §), in al doilea caz cu conditia § (x*— §2) =

-

21. Si se formeze ecuatia care di muchiile unui triedru tridreptunghic

0 A BC, cunoscandu-se suma muchilor O A -+ O B 4 O C = a, suprafata totald
‘ 3 ‘

a tetraedulul egald cu I; si volumul tetraedrului % Sd se discute ecuatia in

cazul 2 (b*+2ae’)=a?b% Si se rezolve in cazul cind, pe lantra aceasta conditie

mai avem a=3e¢ \/2
R. Ecuatiile problemei sunt

x+ytz=a, Tyz=:ch
Czytyitre+V P LRttt =0
Ecuatia care are ca radicini pe z, y, » este

‘ 2z
el e ?—{-b —Sif g — e3=0.

2
f(x)=:ta—aa:’+%x—-c3=0.

Sirul lui Rolle este r

HCLONR AR
: A
—gz i — 30 —
8 Si L S 3iaL
Daci a< 3¢ \/2—, o singurd radicing reala. Cind a<3 ¢ V2, trei ridicini

reale. Cind =3 ca‘/2_, (a:6) este o riddcind dubli, iar cea simpld este (2a:3).
» 22, Se di ecuatia
. fle)=a*+4ax?+6bat-4cx+at=0
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§i se cere si se determine b si ¢ in functie de a, stiind ci suma patratelor
radacinilor ecuatiei 7 (x)=0 este egald cu 16 si ci ridicinile derivatei formeazi
0 progresie aritmeticd. S# se studieze apoi natura riadicinilor, cind o variazi
dela — oo la -+ oo.

R. Avem ¢

, Zo?=3(x)*—2Zx,x,; 3b=4q2—14, ce=2a(a>—2).
Ridieinile derivatei fiind 2% — v, u, u— v, avem sirul lui Rolle
f(=) fl—a—VI—a%) f(—a) f(—atVEi=a} f(co)

si conditia
: 2a(a*— 2)=c¢.
Cénd 4 —a* <0, sirul Iui Rolle se reduce la
it fl—as=2s® (4—a)<0, " '+
s1 avem doud ridicini reale. \

Cand 4 —a2>0, pentru caleulul termenilor sirului lui Rolle ne servim
de observarea

/

Fy(e 1)=mf(«),
fiind o ridideind a derivatei, si obtinem

+, —(Bat—1642- 16), +, —(@Ba*—1642-1-16), L
2 2
Dacid a este in intervalele (~—2,— ﬁ)’ (ﬁ 2} nici o radicini

:
reald; daci @ este in intervalul (— %’ %) avem patiu ridicini reale.
23. Se consideri ecuatia ;
@) =2+patdqa+rad L sa-f =0,
in care se stie ci suma a trei radicini este egald cu zero, si ci prima parte

se descompune intr’'un produs de doi factori de gradul al treilea. Si se afle
relatia de conditie si si se discute ecuatia dati in cazul ‘

p=4%a, q=2 r=3¢q2 s=2q.

R. Se identifica cu (e +ax-p) (*+ o’ 2+ 7). Se elimind o' & § si
din ecuatiile obtinute se elimini o, Se obfine

ditr—rg*— st +pgs —p2t =0, ;

In cazul particular, /=0 si (2343 az+2) (*+a) x =0, sau
(@ 4ax-2) (®*+3a) £=0.In prima ipotezd, daci @ <_.— 1, /() = 0 are toate
riddcinile reale; — 1< a <0, patru reale; @ >0, doud reale. )

Pentru ecuatia (@*+ax+2) (@2+384a) =0, o < — 3, toate radacinile
reale; —3< @ <0, patru reale; a >0, dous reale,

24. Fie A B un segment de dreaptd de lungime 5. In A se ridici o per-
pendiculari pe A B. Si se . determine pe' aceasti perpendiculari un punct C,
astfel cii ducind dela C spre B o lungime CD=a, proectand pe D in I’ pe
perpendiculara A € si apoi pe D’ in E pe BC, si avem CE=BD. Discutie.
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R. AC =7
(b2 +$2)3
@)= Gy o — *=0.
Sirul lui Rolle este f(— co), f (—- %)=§—; b2 —a? f(0)=02—q2,

f(7)=52 - feo :

_ 3V3 3)3 313
Daci a <—b, doud reale; — & ———=1>b, patrureale; ——— b < ——b,
s ST 4y2 e 4)2 a<4 2
.

" A TR

nici una reald; #;b < a < b, patru reale; a > 5, doui reale.
25. Si se arate ci ecuatia

, @) =4 — o+ 1) — 27 a (a2 — 2)2 =0,

unde @ este un parametru variabil, este reciprocii si i ridicinile ei verifici
relatiile o, + 2, =1, 2, + 2, = 1, a;+ x,=1. 84 se deducii expresia tuturor
radacinilor in functie de una din ele, precum si ridicinile multiple si valorile
corespunzitoare ale lui'a. S# se cerceteze numirul radicinilor reale si multiple
ale acestei ecuatii, sau aplicAnd teorema lui Rolle ecuatiei

4(x2—a41)38

P e 0
sau studiind variatia functiei N
A= 1)8
T 2022 —2)?

« variind dela — oo la - o,

i : .0 ! e o
R. Se va inlocui @ cu —gsiz cul-—z §i se va arata ci f(x) riméne
z

aceeasi. Rid#cinile sunt

3| b ke 1 @,
Xy, Xy =1—g,, wa=;’ ‘”4=1_;“ w5=]_—a;l =,a:,—1'
1

Sirul lui Rolle pentru F () =0 este

F(~)F(—1)F(—2) | F(e) F(%) F(l—e) | F(14¢) F(2) F(x)
-+ 1—ag + + 1—a - + 1—a +

Dacid @ <1, nici o riidicini reald; cind o= 1, trei radscini duble, =1
i

1
5 2; cind ¢ > 1, sase ridicini reale, separate.

Variatia functiei o se urmiresle pe tabloul

x — © —1 0 5 1 2 oo
o' — 0 -+ — 0 + — 0 4
a + desc 1 cr 4 oo desc 1 er + o dese 1 er + oo
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Deci, dacia < 1, o paraleli cu Oz nu taie curba, nici o radicing reals ;

& X 4 : 1
dacid a=1, paralela atinge curba in trei puncte, de abscise — 13 5 2, care

sunt ridicini duble; daci a> 1, o paraleid cu O » la aceasti depirtare, a, taie
curba in sase puncte, deci sase ridicini reale.
26. Si se determine valorile Iuj o, B, 7, 2, astfel ca ecuafia

[(@)=42°—122°—3(9 a—8) 244-2 (27 4—14) 53—3 (9 4—8) 12 a4=0,
84 se poatd pune sub forma a (% 2°4-f 2y a+8)2=4 (a—1) (z?—=z-+1)3.

S se arate ci radicinile an doud cate dous aceeasi suma si si se gi-
seascd valoarea acestei sume. Si se deduci expresia tuturor radicinilor in
- functie de una din ele, precum §i rddicinile multiple si valorile corespunzi-
toare ale lui a.

Si se aplice teorema lui Rolle ecuatiei

(@24 Batya12)? 4(a—1)
i e eaE T g

R. f () fiind reciprocd, (1) va trebui si rimani Tieschimbati cind se

=)

inlocueste z cu = deci x=38, B=m.

ani—4 (a=1)_ 240312 ta=1)_ at*4-245)—24(a—1) _a (a2 414 (a—1)

4 =5 —39a—298) 3 27q—14
_ 2@ —4a—1)—[20%3+12(a—1)|+[a (B+203)—24(a—1)] 4 (25 HF14(a—1)] 1—a
% 4112—3(9a—8)—2741 14 T1—q

Presupunind @ — 1540, valoarea rapoartelor este 1 si deci :
a=8=F 2 =fie=—cr 3
Se inlocueste in (1) pe « eu 1 — & si riméne neschimbatd. o, 4 2, =1
Zy+ 2, =1, 2, + 2, = 1. Ridsicinile sunt
1 1 1 x5

P i Lo
Ly, 5 ﬂ,\ , 1—‘1'1’ 7 —1

Sirul lui Rolle este )
F(-x), F(=1), FO F(3), F(1), FE), F().

Cand @ <0, patru reale; cand 0 < q < L, nici una reald; cand a>1,
sase reale. =
Cénd a=0, f () se reduce la (z*—a--1)3=0: c4nd a=1, f (x) se reduce
la Qa? —822—3212)2=0+x — 1, 2, 1 sunt radicini duble.

Teorema lui Descartes.

96. Generalititi. Fie /(z) un polinom ordonat dapi puterile
descresciitoare ale lui @, Dacii doi termeni consecutivi n’au acelasi
semn, se zice ci /() prezinti o variafie a semnulni intre acei doi
termeni; dacd au acelasi semn, polinomul prezintd o permanentd :
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f(x) va avea atitea variatii v cite schimbiri de semn sunt intre
termenii sii consecutivi. , {
De exemplu, polinomul 2*—g*+42+6 are doux variatii
infre termenii z*,—a?® si —a?, 4a, i 0 permanentii intre 4 si 6.

Cind polinomul f(x) este complet, cum e de exemplu,

2’ —a*+ 4216,
in care nu lipseste nici un te;‘men, numdrul permanentelor este
egal cu numdrul variatiilor ¥ ale transformatei in —wx, adicd ale
polinomului obfinut inlocuind in f(x) pe T U —a.

In adevir, polinomul dat a*—a*+4246 are o permanenti
intre +4z, +6, iar polinomul transformat, —a®—a*—42-+6
are o variatie intre—4a, 46, fiinded unul din“termeni isi schitbi
neaparat semnul.

Mai mult, cand f(z) este complet, avem

v =m
m fiind gradul polinomului. CHci in polinomul

2 —a+4z-}+6,

plecind dela primul termen pani la cel din urm#, avem trei treceri
dela uh termen la altul, cAt aratd gradul ecuatiei f(z)=0. Insi v
aratd trecerile cu schimbare a semnului, si » numiral trecerilor
fard schimbare a semnului; deci v=+2' este numirul total al tre-
cerilor, adicd gradul polinomului £(2). In eazul considerat

v=2, v'=1, pFto'=3.

Cénd insd ecuatia /(z)=0 nu e complets, adicii /(x) prexintd
lacune, numirul »" al variatiilor transformatei in —, nu mai este
egal cu numizrul permanentelor ecuatiei date. In adevir, si presu-
punem cd avem o permanentdi intre doi termeni de grad pereche si
consecutivi ai ecuatiei date. Facind transformata in —z, acesti ter-
meni de grad pereche isi vor pistra semnul si deci tot permanenti
va avea si transformata intre acesti doi termeni, pe cand in cazul
ecuatiei complete, la orice permanenti a ecuatiei date corespunde
cite o variatie a transformatei.

De exemplu, ecuatia

ca'—dg—a?1+1=0
are doud variatii, =2 si o permauenti; transformata in —g

—a’+42'—a?1=0,
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are trei variatii, ©'=38, pe cand ecuatia dati are numai o per-

manents. S ‘ ' .

Mai mult, in acest caz, observiam ci v+0v'=5, ¢ mai mic

decit gradul ecuatiei. Deci, cand o ecuatie prezinti lacune, avem
v Sm,

m fiind gradul ecuatiei.

97. Daci primul st wltimul termen al wnus polinom au ace-
lasi semn, polinomul are un numdr cu sof de variafii, v=2:
daca acesti doi termeni au semne contrare, numdrul variafiilor e
fard sof, v=2%+1.

In adevir, si presupunem cj primul gi ultimul termen au
acelagi semn . Plecand dela primul termen al ecuatiei, cu semnul
+, vom intalni diferiti termeni si la fiecare schimbare a semnului
corespunde cite o variatie. Ins#, trebuind s§ dim peste ultimul
termen cu semnul -, va trebui si se facd un numir cu sof de

schimbiri ale semnului, adici vom avea un numdr cu sot de variatii.
De exemplu, polinoamele

o'+ta?—2541,
2*—z4-1,
o' —dzt+ad—a24-1,
21 un numir cu sot de variatii; iar polinomul
dz*—2221-62—1,
are un numir fird sot de variatii.

98. Diferenta dintre numdrul variatislor lui f(x) si
(x—a) f(a) este un numdr fard sof, cind a este un numdr Dpoxitiv.

In adevir, daci primal gi ultimul termen ai polinomului fl)
au acelasi semn, f(2) are un numar cu sot de variatii (Nr. 97),
v=2p. Daci a>>0, (x—a) f(z) are primul gi ultimul termen cu
semne contrare, deci are un numir firy sof de variafii 2h41.

Prin urmare, diferenta dintre numirul variatiilor lui f(a) si
(z—a) f(a) este 2p—2h—1, sau 2h+1—2p, adici in tot cazul
un numir firi sot.

Daci primul si ultimul termen aj polinomului £(z) au semne
contrare, f(z) are un numir firx sof de variatii, v=2qg-+1; iar
(x—a) flz) avand primul si ultimul termen de acelagi semn, are un
numidr cu sof de variatii 27, Deci diferenta dintre numirul varia-

N. Abrameseu. Algebra Superioari cl. VIII, ed. 8. 9
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tiilor lui f(:L) s (z—a) f(z) este 2q-|-1——2r, gan 2r—2g—1,
adici un numiir fard sof.
Putem demonstra ci in orice caz (z—a) /(2) are mai multe

variatii ca f(2). S& considerdm polinomul
»f(a:)"Ama:"‘-l- +A +1{En+1—A t— .'_‘Ap+1$1]+1
+ AP F At — At —...— A2,
unde Apm, An, Ay, Az As insemneazi numere positive, Ant1,
Ap1,..At41, numere pozitive sau nule.
Efectusnd produsul (z—a) (), avem_

Amz" P4 —As ~"FI+1-—...+Ap a4 —A |t taAat

+a A —a A

f(z) contine o singurid variatie intre Amz™, Ana"; partea cores-
punzitoare produsului (z—a) f(z) contine cel putin una, cdci
ea incepe prin termenul pozitiv Amamtt si se terminid prin ter-
menul negativ —(An—aAns1) 2"t Deasemenea, [ f(x) are o sin-
ourd variatie intre @” si @, pe cind (z—a) /() are cel putm una
in partea cuprinsi intre termenii ce contin pe a:"+1 att,
Continuénd astfel pana la termenul — A:2', se giseste ci

—aAn+t1 g

(z—a) f(z) are cel putin tot atitea variatii ca si f(z). Plecand -

insi dela ', f(x) nu mai prezinti variatii, pe cind in produsul
(z—a) f(z) existd cel putin una intre z't* si @°; aceastd concluzie
subsistd si in cazul cind ultima grupi din f (z) este inlocuitd numai
printr’un singur termen — A:a’.

Rezulti de aci ci produsul (z—a) /(@) are cel putin o va-
riatie mai mult ca f(x) si deci diferenta dintre numérul variaiilor
lui (z—a) f(@) si f(«) este un numir pozitiv 2k—1.

g_g} Teorema lui Descartes. Numdrul rddicinilor poxitive
ale uner ecuatii este egal eu numdarul wrzatzzlor, sau diferd cu un

numar._cu sof. &
In adevir, fi eas, as.. ap toate radicinile pozitive ale ecuatiei

f(2)=0, de gradul m>p.
Avem
f@=@—a) (z—a)...(z—ay) ?(),
unde 9(2)=0 nu mai are nici o rddicini pozitivii. Deci ¢ (&)=
w’are’ nici o ridicind intre 0 gi 0, sau @ (0) si ® () au acelasi
semn, ceeace insemneazi ci primul situltimul termen din ¢ (z) au

acelagi semn.
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Asa dar, 9 (z) are un numir cu sot de variatii 2. -
Inmultind pe ¢(2) eu z—ay, numdrul variatiilor cregte cu

2k;4~1 (Nr. 97); rezultatul inmultit cu &—a; are cu 2k 1 mai
multe variatii; ete. Deci produsul

f($)=(w—al) (a-‘—az)---(w_”p) ? (),

va avea un numir de variatii egal cu

v‘=21c+<2k1+1)+(2k¢+1)+.’..+(2icp+1),

v=2 (kt+h+...4k)+p; k)
inst (Nr. 98) Iy, ks...k, sunt pozitive si deci

sau

?
v=2h+p,  h=Yk, (ko=1),

=

de unde
P=v—2h, pv,

adics, numirul ridicinilor pozitive p diferi de numéirul variatiilor
¥ cu un numdr cu sof 2A.
Ezemplu. Ecuafia 26 —4234-32—1—=0 are, sau trei riadicini pozitive,
sau ulla: .
Eq\;@,‘ WNumdrul n al raddeinilor negative ale wunei ecuatii nu
_intrece numdrul variatitlor v' ale transformates in —a se diferenta
lor éste cu sof. In adevir, ridicinile negative ale ecuatiei /(x)=0,
sunt radicini pozitive ale eéuatiei fl—a)=0 si deci, cte variatii
v’ are f(—az), atatea riddcini pozitive are f(—a)=0 sau difers
cu un numir cu sof; deei <y, ,

101. Cind o ecuafie are ioate rdaddcinile reale, numdrul rd-
ddcinilor pozitive este egal cu numdrul variatiilor v, iar numdrul
celor negative este egal cu o',

Fie p numirul ridicinilor pozitive, » numirul ridicinilor ne-
gative ale unei ecuatii de gradul m; o si ¢ numiiral variatiilor
ecuatiei si ale transformatei in — g,

Sid observim ci v+ <<m. Deci dupi teorema lui Descartes

P, n<w.
3 <o+, pFHnsSm.

Insé ridicinile fiind toate i‘éale, trebue ca p+-n=m, deci
P=v, n=ry

de unde

-
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Observare. Cind ecuatia e complectd, 2° este numirul per-

manentelor.
102. Cind ecuatia e necomplecld, ddica preunta laeune, ea

are in geneml st raddeini zmagmme
Fle ‘de ex. ecuatia

% z —4w5—6m3+2w+1—
in ecare v=2 "=2, desi _p<2, n<2.

Dar, in acest caz

2 v+zv'<m(=8);
gi“deci ,
pFa<Svd0" <8,

adicd numirul ridicinilor pozitive si negative e mai mic decht
gradul ecuatiei, deci vom avea si ridicini imaginare, in numir de
cel putin m — (v-++') si prin urmare ecuatia are cel putin patru
ridicini imaginare.

103. Aplieatie. Fiind datd ecuatia

: e tprtqg=0

si se afle numirul raddcinilor poxitive gt numorul radiecinilor negative.
; 195 >0, 90>0; v=0,v'=1; ecuatla are o radicind negativi si doud
lmagmare

20 p>0, ¢<0; v==1, »'=0; una pozitivi, doua imaginare.
30 p<0, 4 >0; =2, »’=1; una negativi, doud sau nici una pozitive
40 <0, ¢<0; v=1, ¥ =2; una pozitivd, nici una sau doud negative

104, Ekereiﬁi. 1. 83 se aplice teorema lui Descartes ecuatiilor
o’ 4+ 2234-2—3=0.

R. Una poz. una neg. ‘_ )

2t zt—3a34+42—1=0.
R. una neg.; una sau trei pozitive.
3. 2 —z+4+a=0,

R. ¢ <0, una pozitivi; nici una, sau dou# negative; a >0, una nega-
tivd; nici una, sau doud pozitive.
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Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coefis

* ———_cienti numerici.

Transformarea ecuatiilor.

105. A transforma o ecuatie /(2)=0, insemneazi a deduce
din ea o alti ecuatie F (y)=0, ale ciirei radicini ¢ si fie legate
de ridicinile z ale ecuatiei f(x)=0, prin o relatie eunoscuti.

Ecuatia F(y)=0 se numeste transformata ecuatiei f(x) =0.

106. Fiznd datd o ecuatie [(x)=0, sd se gdseascd ecuafia care
admite ca rdaddcini pe acelea ale ecuatier f(x)=0, cu semnul schimbat.

y fiind o riddcini a ecuatiei ciutate si 2 a ecuatiei date, avem

y= —uz, flx)=0.

Inlocuind pe z cu valoarea —Y, ecuatia care dd pe y va fi
f(—y)=0. Schimband pPe ¥ in z, ceeace n’are nici o importanti,
se poate zice ci ecuatia transformati se obtine schimband 2z in
— in ecuatia dati.

Aceastd nous ecuafie se numeste transformata in == uido
care ne-am servit la Nr. 96.

107. 8a se transforme ecuatia f(z)=0 mn alta, care sé aibo
ca raddcini pe acelea ale ecuatiei f@)=0, inmultite cu un factor
constant F. : { 7

Prin urmare, vom avea y=lka, f(2)=0. Inlocuind pe z cu
%a avem [ (%) = 0. Deci ecuatia se obtine inlocuind pe & cu %

Exemplu. 85 se inmulteasci cu 2 ridicinile ecuatiei

3t —Ta2182—3—=0.
Se va inlocui # cu 1 si gonind numitorii, avem
3ot — B} 64— 48— 0,

Observare. Aceasti problemi cuprinde pe cea precedents,
anume cind b=—1,

108. Sd se transforme o ecuatie

f(z) =Aoz™ +A1 ﬁm_l'l' ane + Ap= 0,

in alta, tot cu coeficienti intregt, in care primul coeficient sd fie 1.
Fie y o rddicini a ecuatiei transformate §i # a primei ecnatii.

Y
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Si punem y=A,2z; de unde
m —1

f(%o)=Ao +AI Am_1+ T+ An=0,
sau

Aoyt Ay Ay - A AP=0.
Simplificind cu Ao, giisim ecuatia ceruti

Ay An AT =0,
Problema admite de multe ori o solufie mai simpld.
De exemplu, fie ecuatia

482*—182°+ 65— 5=0.

J z
Inlocuind z cu — avem

k

48
Fm —13 ——+ 6 =0.
Va fi de ajuns si luim k=12=22.3, adicd s contini factorii
2 5i 3 ai primului termen, astfel ci dupi ce vom simplifica toti
termenii, numitorul primului termen si fie cel mai mare, iar nu
k= A,=48, si ecuafia transformati este

-39x2+216w—2160?0. ;

109. Sd se formexe ecuatia care admite ca rdddcini inversele
raddcinilor unei ecuafii f(z)==0.

Vom avea y;%y m—i» flx)=0.

o

De unde

; g : ; 1\ : 1
Deci, ecuatia se obtine inlocuind z c(;\:jar ecuatia f e
se numegte {ransformata in =

1 : 2
Céand transformata in — se confundi cu ecuatia dati, aceasta
A

. . ; : w8 o e 1
din urmi se zice ecuajia reciprocd. La orice riddcind a corespunde g
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Exemplu. f(a:)=a:‘-—~5a;3+4x2‘—5z+1 =0,

( 4 5 3 4 Py 5 1_'0,
sau

m‘—5a:3+4a:2~—5a:—|—1=0,
adici f(z)=0.

Orice ecuatie reciprocd de grad nepereche admite sou raddeina
1 sau pe —1, cici ridicinile fiind grupate perechi,

oz o5

raddcina care riméne, trebue sd fie egali cu inversa ei, adies este
* 1. Se divide apoi ecuatia reciproci cu z F 1 gi prin urmare
orice ecuatie reciprocii de grad nepereche se reduce la o ecuatie
reciproci de grad pereche, care se stie cum se poate reduce la alta
de grad pe jumiitate, divizind cu z”, dacd 2m e gradul ecuatiei, si

punind z-} —i—:=y.

110. Exerecitii. 1. Si se transforme ecuatia

3 5 2
W A smiRer s
@ 5 z2 -, AT 0,
in alta cu coeficienti intregi.
2. 84 se aduci la forma o34 px—+q=0 ecuatiile
z?—522485—T7=0, 228 —Tz2 L 10=0,

R. Se va face si dispari termenul al doilea, punind z =y -7 si deter-
minénd pe % asa ca noua ecuatie si nu mai aibi termen in Y2

7 ; ) ]
Avem = & Pentru a doua si = 3 Pentru prima,

3. Si se transforme ecuatia
228 —8a'+ T —1=0,

intr'alta in care coeficientul primului termen si fie 1 i al termenului al doilea 0.
R. Se va pune r=py-+q si se va determina psig asa ca in noua
ecuafie coeficientul lui y3 si fie 1 51 al lui %2 zero. Avem )
Y g
=35, q=

l\?'l—l

4. Sd se formeze pentru ecuatia | %
@ —22 27— 3=0,
ecuatia care are (;a radédeini inversele ridicinilor.
R. 328 =222, 5 1=0,
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Limitele ridacinilor reale.

111. Se zice ci un numir pozitiv L. este o limitd superi-
oari a radicinilor pozitive ale unei ecuatii f(z)=0, cind ecuatia
n’are riaddcini mai mari ca L.

Exemplu, daci rddicinile ecuatii f(2)=0 sunt mai mici ca
10, 10 e limitd superioars; dar si*11, 12,... sunt limite superioare.
Se cautd insd, de obicei, o limiti superioari cAt mai micd. I

Deasemenea, ! va fi o limitd inferioarid a ridiecinilor pozitive,
cind ecuatia n’are ridicini pozitive mai mici decét I. De exemplu,
dac# ridicinile ecuatiei sunt mai mari ca 4, 4 este o limitd inferioars,
insd si 3, 2,... sunt limite inferioare. Se cautd de obicei o limitd
inferioard cit mai mare. ”

Cxutarea limitei inferioare se reduce la ciutarea limitei supe-
rioare, cici, pentru ca ! si fie limitd inferioari pentru f (2)=0,

4 ; ) R IR T i e
va fi de ajuns ca 7 fie limitd superioard a riadacinilor pozitive

pentru f (%) =),

Deci, pentru a gisi limita inferioard a riadicinilor pozitive, se
va cduta limita superioari a ridicinilor pozitive ale ecuatii transfor-

mate in 26 inversa acestei limite este limita inferioaré a ecuatiei date.

Determinand limifele L’ si I, superioars §i inferioari, ale ri-
dicinilor pozitive din ecunatia transformati in —ua, orice ridécini
negativii a ectatiei /(2)=0 va fi cuprinsi intre’—L si —/, asa
ci —L' va fi o limitd inferioard si —! o limitdl superioard a ri-
décinilor negative din ecuatia dati.

In definitiv, totul se reduce la ciiutarea unei limite superioare
a riddidcinilor pozitive.

112. Determinarea limitei superioare a radicinilor. Vom
stabili mai intdi urmitoarea proprietate. Cind un polinom f(z)
are o singurd variatie si primul termen poxitiv, dacd valoarea po-
linomului pentru z=a, a >0, este mai mare ca xero, atunci pentru
orice valoare a lur x>>a, valoarea polinomului este poxitivd.

In adevir, fie

fle)=4a2*+22°—8a*—Ta*—2°—6,

un polinom cu o singurid variatie care e pozitiv pentru =2
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f(2)=106>>0. Pentra orice valoare a lui z egali cu 3, 4, 5,...,
valoarea polinomului rimine tot pozitivd; cHci acem

fl@)=42°+22°—(3 2*+7 2*+221-6),
LAt g i 6)
=t 2 gl —— - —1 I
fla)=a [4x 12z (3+w +x3+x4]
Fiindex 7(2)>0, avem, pentru =2,
7 1 6
2 =2 ey Sy
42°+22>384 2 +a:3+a:"
Insi cind 2 creste, 422422 creste, iar
; 7 1 6
3+;+;+;4

descreste, cHici fiecare termen descreste; deci, cu atAt mai mult
vom avea

f(8)>0, f(4)>0,..

Rezultd deci ci nu existd nici o valoare a lui # mai mare
ca 2, pentru care si avem f(z)=0, adici nu mai este nici o rii-
dicind a ecuatiei mai mare ca 2. Asa dar o limitd superioarii este
L=2. ]

‘ Prin urmare, cind prima parte a unei ecuatii /(z)=0 pre-
zintd o singurd variatie i primul termen e pozitiv, limita superi-
oard este egald cu o valoare a lui 2 pentru care f(z)>0.

Pentrn a giisi o astfel de valoare, inlocuim. pe x succesiv cu
1, 2, 3... 5i vedem care din cantititile £(1), 7(2), £(8)... este pozitivi.

113. Cand o ecuatie are mai multe variatii, problema e mai
pufin simpld. O vom rezolva prin doui metode.

Metoda grupiirii termenilor. Se obtine o limitd superioars
a riddcinilor pozitive, ale unei ecuatii f (z)=0, descompunand
prima parte f(z) in o sumi de polinoame cu o singuri variatie
§i cdutind pentru fiecare in parte cAte un numir z care le face
valoarea pozitiva. :

Cel mai mare dintre aceste numere va fi o limiti superioari
L; cici toate polinoamele avind o singurd variatie, si devenind
pozitive pentru numere mai mici ca L, cu atit mai mult ele sunt
pozitive pentru &>>L gi deci tot pozitivi .v3 fi suma lor.

Ezxemple. 1. Si se afle limita superioars a ridicinilor pozitive ale ecuatiei
z5 2t — 2% - o — 1000 = 0,
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Grupéind termenii, avem
(2°—1000) + (z* — 2°) + 2.
Ultima grupé rdméane pozitivi pentru z>0; a doua
' ot —rt=a(x—1),

e pozitivd pentru x=2; iar intiia 55—1000, pentru 2=3,982, cici trebuind si
avem 2°—1000>0, sau 25> 1000, gisim aplicAnd logaritmii, > 8,982, sau
mai bine z>4. Deci L=4.

2. Fie ecuatia #* —b5 2%+ 174* — 2354 1=0,

Grupind termenii, avem

22> —B5x4 7))+ 2(102 —23) 11,
Insi @*—bx+T7=0 are ridicinile sale imaginare; deci polinomul

2*—D52 -7 e totdeauna pozitiv. Binomul 10z — 23 e pozitiv cand x> 23.
deci L=23.

114. Metoda lui Newton. Se obfine o limitd superioard L,
cautind un numdr care face poxitiv poilnomul f(z), de gradul m,
st toate derivatele sale. ; ;

In adevir, dupi formula lni Zaylor, avem

flatD=F@+17 @+ @+ .+ (),

Dacid, pentru z=a, f(a)>0, /’'(a)>0... £™(a)>0, >0,
atunei si fla+72)>0, adici si pentru valoarea a-+% a lui z,
mai mare ca a, polinomul f(z) e pozitiv. Deci, un num#r mai mare
ca @ nu mai poate fi rddédcini si atunci L=a.

Avem aceeasi concluzie daci unele derivate se anuleazi pentru
z=q.

Ezemplu. Polinomul fiind
f@)=2"+Tat — 1223 — 58424 522 — 18,
(@) =5zt 42823 — 36 22 — 116 & - 52,

avem
fl.(:) = 102849 52 _36 x — b8,

AT 28— 12,

1.23
av)
f 4!(z)=5x+7,
M=)

Y i
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Se cautd o valoare a lui & anulind derivaia faOV) () =527, adica

7 s B, i :
=i e vede apoi dacii aceastd valoare, sau numé&rul imediat superior 0,

faee nulid sau pozitivi derivata 7“ (). Cum £ (0) este negativ, se cauti o va-
loare superioara Ini 0 ficind £ (2)>0; gasim i £ (1)>0. Se substitue aceasts
valoare 1 in /*(z) si se vede semnul; cum ins# /(1)< 0, se incearcs cu numi-
rul imediat mai mare 2, §i giisim f7(2)>0. Se vede daci f(2)> 0. Fiindes
(@) <0, se substitue 3 si gasim /" (3) >0. Se observd semnul lui 7(3), st
fiinded £(3) >0, avem L = 3.

115. Exereitii. Si se afle limitele ridicinilor ecuatiei
xt—523—387221 34 439=0,
R. Grupand, 22 (z?— 5z —37) -3 +29. L=10, 1= %—’ céci transfor-
mata in % este 39x4+3zy3—37w2—-5z+ 1=0. sau
2* (392 —87) L2822 —B5) -1; l=% —‘.

Transformata in — a, fiind

24523 — 31024 35489=0, —I/=—7, —z'=—%—.

2. 8# se aplice metoda Iui Newton ecuatiilor
z5+5x4-——10z3+x2—16m—7=0. 7
26 —2024 - 702% — 1022 — 8z — 5 =0,

R. Be=3s " Ti==5%

Calcularea radacinilor intregi si fractionare.

116. Caleularea ridicinilor intregi. Dupi ce am gisit in-
tervalele in care se afli ridicinile unei ecuatii, s& ne propunem a
calcula aceste ridicini.

Ne vom ocupa mai intdi de rddicinile intregi si fractionare.

Fie a o ridacini intreagi a ecuatiei cu coeficienti intregi

f(x)=Aoa:"'-l-Alx’"*l-!-‘...+Am_1a:-|—Am=O.
Deci
fla)=Aoa™+ A a1 4. 4 Am=0.
De unde ” ‘ 0
An=—a(Asa" A d"2 - . Apy).

Membrul al doilea fiind divizibil cu a, An e divizibil cu a.
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Deci ridicinile intregi sunt divizori ai ultimului termen A,
al ecuatiei. Dacd A= £ 1, ecuatia n’are ridicini intregi, decit
cel mult pe +1.

Polinomul () fiind cu coeficienti intregi, catul lui 7(z) prin
Zz —a este un polinom cu coeficienti intregi. Deci ordonind invers
polinomul dup# puterile crescitoare ale lui z, cétul polinomului

A-m+Am--1 z+...+on"‘

prin @ —z, trebue si fie cu coeficienti intregi. Ficand impirtirea
avem
Am+Am—1m+Am—°m2+ a—zx
A.” AVII m
AT T U PO

a a

(Am 4 Am_) S

Amn :
Trebue, deci, ca — - si fie intreg, adic# ridicina si fie divizor
al ultimului termen, ceeace am gﬁsm mai sus si pe altd cale; apoi
. Ap SR 0 -
suma intregului —= cu An—1 si fie divizibili cu @; ete. Dacd nu
a

e divizibild, ctul n’are coeficientii intregi $l deci @ nu poate fi
riddcind a ecuatii.
Continuéind astfel impirtirea si presupunand ci toti coeficientii
sunt intregi, mai trebue ca A, plus ceiace i se adaugii si fie zero.
Dacd nu e asa, @ nu e rididcini.
Exemplu. Si se afle radicinile intregi ale eéuatiei
f(2)=4at —a’ — 56 22+ 57 2436 — 0,
Scriind
@) =a*(d%* —x — 56) - 572 436,
gisim L =4. Ficind transformata in —z,
f(—a) =4atd 2! — 562 — 572 436=0,
limita superioard a ridicinilor pozitive ale. acestei ecuatii fiind 5, limita infe-
rioard a ridicinilor negative din ecuatia f(— x)=0 va fi —5, ceeace se vede
grupand primii patru termeni.

Ridicinile intregi pot fi intre divizorii lui 36 cuprinsi in intervalul
(—5, 4) si anume:

£1,42 438 —4,
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Se vede ci f(1) =40, f(— 1) = —72; deci + 1 nu sunt ridicini. Pentrn
a incerca ceilalfi divizori, se aseazi astfel operatia : ¥

(1) 4 s | — 56 57 36
= o o !

(2 0 Sl Sl 23 12 3

e = 4 3

-t L3 iy DR 3

= |

(3) 0 4 <o higkl ey

E de observat ci aceste calcule de incercare sunt mai simple
decat introducerea Ilui ¢ direct in 7(z) si verificaAnd dacii f(a) e
nul sau nu. :

Ajungem deci, la regula urmitoare. Se scrie in prima linie
coeficientii (1) ai ecuatiei. Cénd lipseste vreun termen, se inlocuegte
coeficientul cu 0. Se incearci cu divizorii cari se serin la dreapta,
incepind cu cei mai mici, de exemplu cu 2.- Se face catul dintre
An=236 si a=2; se adangi acest cat 18 la A 1= 57 si suma
lor nefiind divizibild cu =2, urmeazi ci 2 nu este ridicing. Se
incearcd la fel cu —2, care deasemenea nu e ridicing. Ne oprim
la divizorul 3; catul 12 dintre A»==86 si a=3 se scrie sub 36:
se adund 12 cu 57 si citul acestei sume prin 3, adici 23, se scrie
sub, 57; se adaugid lui —56 pe 23 si se divide cu 3; cAtul — 11
se scrie sub —56; se adund —1 cu —11 si cétul —4 se scrie
sub —1; acest cit adunat cu A, =4 fiind zero, 3 este ridicini.

Coeficientii (2) sunt ai ecuatiei

—42° — 1121282 +12=0.

care s’a obtinut din prima divizdnd cu z—3 si care ecuatie ad-
mite celelalte ridicini.

Incercim divizorii rimagi cu coeficientii (2). Se poate ca 3 si
fie raddcind multipld, deci incercim din nou divizorul 8 fatd de
coeficientii (2). Caturlle nefuud mtregl, se giseste pentru a doua
radicina — 4.

Numerele corespunzitoare (3) sunt coeficientii catului polmo-
mului 7(z) cu (z —8) (x4 4).

Ecuatla dati se poate se scrie

fl@)=(z—38) (z+4) (42>—52—8)=0.
Ultimele dous ridacini sunt date de ecuatia
42°—52—8=0,

¥
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§i se giseste

1

z=_(5+)73).

@]

:

117. Observare. Se poate reduce numirul incercarilor, avand
in vedere ci, o fiind o ridicini intreagi, avem

(@)= (z—a)9(),
unde f(z) si ¢(x) sunt cu coeficienti intregi.
Inlocuind pe # succesiv cu +1 si —1, gisim

[(_—IL=¢(1), —';(_'__i)=—q>(—1).

Numerele ¢(1) si ¢(—1) fiind intregi, numai pe .acei divizori,
a, ii incercam, care fac ca '

Q) )
1—a $1 a+1
sa fie numere intregi.

Lzemplu. (z) =2’ — 44 5* — 45 2 - 12600 = 0,

Avem L=145, —L'=—17. Va fi de ajuns si giisim numai o riidicini
cici divizind pe f(2) cu # — a, « fiind riddcina, ecuatia rimasi va fi gradul
al IT-lea.

Divizorii lui 12600 cupringi intre 45 si — 17 sunt +1, +2 43 44
£5, £6, £7, £8, +9, +10, +12, + 14, +15, 18, 20, 21, 24, 25, 28, 30, 35,
36, 40, 42, i

Avem f(1) =12512, £(—1)=12600. Vom fincerca numai acei divizori a,
pentru care /(1) e divizibil cu 1 — g, iar (—1) e divizibil cu 1} a.

Aplicind aceasta observare, riman de incercat divizorii 2, 3,5, 9 24
1 e S T

Incercand acesti divizori, giisim o riaddcind — 15 ; deci

(@) =(z + 15) (2*— 59 4 840) = 0.

118. Caleularea ridiecinilor fractionare. Si considerim
ecuatia cu coeficienti intregi

@) =Rz + A2 An=0,

. v ¢ a 2
care admite ridacma'fractlonarﬁ 3 Deci

m m—1
f(%) =A0%J,+A1%+...+Am=0’
de unde
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o Aga™ A a1 Ay a7 202 +...4 An—rabm1 AL b0,
(4) .Ao a"=—p (Al a”“1+ Az am—2b + St + An bm_l),
(5) .Am bm= — a(Ao am—l +A1 am—zb-l- s .+Am—1 bm—l).

Din egalitatea (4) se vede ci b divizind partea a doua,
divide si pe Aoa™ Iusi a si b fiind primi (cdici totdeauna se
poate simplifica fractia B pand devine ireductibild), si a” si b sunt
primi intre ei; deci b divide pe A,. In acelasi ‘'mod, din (5), de-
ducem ci a divide pe A

Asa dar, dacit o ecuatie admite o ridicini fractionard, numi-
ritorul @ este divizorul ultimului termen Am, iar numitorul b
divizorul primului coeficient A,.

119. Observare. O ecuatie in care coeficientul A, al pri-
mului termen este 1, n’are ridicini fraciionare, ciici numitorul unei
astfel de rdddcini trebue si dividi pe A, care este 1.

120. Se poate totdeauna aduce calculul raddcinilor fraetio-
nare la acela al rdddcinilor intregi: In adevir, fie f(z)=0 o
ecuatie cu coeficienti intregi: Daci primul termen are coeficientul
1, ecuatia n’are ridicini fractionare (Nr. 119). Daci acest coefi-
cient este diferit de 1, se va transforma ecuatia f(z)=0 intr’alta
in care coeficientul primului termen si fie 1 (Nr. 108), inmul{ind
ridicinile ecuatii f(2)=0 cu un numir % ales potrivit.

Va fi de ajuns a calcula riidicinile intregi ale ecuatiei celei
noui si a le impirti cu % spre a gisi raddcinile fractionare ale
ecuatiei date.

Exemplu. Si se rexolve ecuafia

f@)=122% — 8% — 2122521 6=0. Z
Se giseste L = 2, — L' = — 2. Radicinile intregi sunt divizorii lui 6 cu-zi
pringi infre —2 gi 2, adied + 1. Insd f(1) =>—6, ,f(— 1)=0; deci — 1 este g

radacini. SRk
Dividem f(x) cu x-1, ceeace se face usor scriind ca la rddicinile

intregi
12 — 8 —21 5 6

0 —12 20 1 —6 {-=—1-
Celelalte radicini sunt date de ecuatia
(6) 1223 — 20,0 — 1 6=0.

Ne mai avand ridicina —1, ecuatia are rddicini fractionare.
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Pentru a le gisi, transformim ecuatia (6) in alta, in care primul

termen si aibd coeficientul 1. Se pune y=/z, x=% si se obtine

3 2
12204 4 fe=p

Se ia pentru % valori mai mici ca A;=12, cind coeficientul
al doilea din ecuatie contie factori de ai coeficientului intai.
E avantajos’ a se pune k=6. Gisim ecuatia transformati

(7) 28—10 2* —3z+108=0,
schimbind pe 7 cu 2. :

~Se vor cduta ridicinile intregi ale ecnatiei (7). Limitele fiind
2X6=12, —2X6=—12; divizorii lui 108=22X 33 cuprinsi in
intervalul (—12, 12), sunt

o SR et o B 7 R S

Din aceste numere ar trebui excluse acelea, care impdrtite
cu 6 ar da numere intréei. Aci incercim cu toate; 1, -+ 2,
ot Ml F SR 2 : :

Insi f(1)=96, f(—1)=100.

A1) 96 e ) 1300,
a—1 a—1 a1 a+1
Se vede, ci riméine de incercat cu —2, +3,409.
Se giiseste cii riddcinile ecuatiei (7) sunt —3, 4 si 9, iar
radicinile ecuatiei (6) vor fi
" R i LS
Gy 6 o te
121. Aplieatie. Pentru ce valori ale lui = avem
[(@) =325+ 224 — 423 {422 T5+2>0,

Se va rezolva f(x) =0. Avem L=2 si

o [ Do
|
w[m

LI et
g k

L =)

870 ke g 4 == ‘2 1
0 ~3 £y L5y —5 2 | —2
: 0 3 S5 3 = |

O 1O

3ad— 2430 —1=0,
sau

Bz—1) (a2+1) =0,
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Deci avem
f@=@@—1) (@+2) Bae—1) @2+1)
Formim tabloul

1

@

— —2 - 1 +
f@ = N T T

care ne aratd ci £ () > 0 cind

il
—2<m<§ gitae >

122. Exercitii. S8i se rezolve ecuatiile
i1 20—’ —bat — 24 J-6=0.
RO N

2, 293 —12224-13 £ 415 =0,
R. 3.
3. 24Dt —6a8—87a2— 414 —30=0;
12054400t + 1323 — 115 — 6 == 0.
! 5 it
. —2 SRl ee S I el
E-25 Lo ~a L2
4. 152t 41623 —4622— 521+ 6=0.
2 2re
R. B
5. 826 —3845 57t — 60 a3+ 5202 — 225 +3=0.
L2
R. 1,-5, 5

6. Si se descompuni in factori polinomul
3at— 623 —8a21- 10014,

' R (®—38) Ba+1) +12) =—V2).
7. S& se rezolve ecuatia

; (%) el e

i

R. Avem j
; T8 (3)3 (_2_ 232 —dp413_ 4
T ) L B ) T
Trebue ca ® —322 — 44412 =0. Rezultatul 3, 2, — 2.
8. 84 se giseascd baza unui sistem de numeratie in care numirul 824
din sistemul zecimal e scris 3452,
R. 32422452 =824
=6, :

N. Abramescu Algebra Superioard cl. VIII ed. 8. 2 ; 10
} p
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9. 84 se rezolve ecuatia
22°—Tat 422311022 —42-—3=0,

, stiind ci admite ridscina 11 /2.
R. Se divide cu (z — 1 —J/2) (z— 1+ 2). Ecuatia rimasi admite pentru
z valorile 1, —1, % ;
10. 84 se rezolve ecuatia )
2*—32°+82'—32+4+1=0,
R. Ecuatia reciprocii se divide eu #% Doui ridicini sunt date de

1
$+;=—2.

11. Si se rezolve inegalititile ;
1221 —195—13

243242 2221 8z—2 25

a) PR T e ’b).27‘”+2z+1> 2 —1
z(@+2) (@2—5z1+2) \

i S e TR itk

2<=2 —1<a<0, F6-VIN) <s<1, 2>+ 6+ VD),

B-1<e<—2 —l<act, Looct o3

12, 83 se rezolve ecuatia 3
2t 22425 m =0,
stiind ci
oy 2, =y,
R. Se inlocueste in relatiile intre ridicini si coeficienti.
@t oy =— (vt o) =g 0, =u zx=0 s

Ecuatia care di pe u este 2% — 2 22 +u—2=0,
st are radicina u=2; p=3, m—6,

13. 84 se rezolve ecuatia

" 22t — 1623 mat+ e 48 =0,

stiind ¢ ridicinile sunt in progresie geometrici.

R. Se inlocuesc in relatiile intre ridsieini §i coeficienti.
T =5 o= =, 4 =.uq, z =ug’.
q q ’
Se obtin relatiile

1 L { 15
gy T LA T Ol T
i u(qs A q) 2’
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u? ((Ila+q3+%+q)=—%: w (q3+qi3) (q+—;—)+2u”=§'

u=iV§; n = — 30,
Réman ecuatiile

3 i)( l)=ﬁ_2 1 16
(q -I—g3 q+q F ’(’3+qs'+q+q—2y§

1 . :
Se pune ¢ a2 = %, §1 ecuatia ce di pe x este

23 —2 45— —15—_ =)
2)2
Se face vtransformarea %= Vyi Se gaseste
1 3 1
9+ —=—=: m=235; ridicinile —, 1,2 4
g Y2 2

14. SH se rezolve ecuatia
ot prt 44728 — 125 L g =0.
stiind c& trei riddcini sunt in progresie aritmetic, iar a patra egali cu suma
primelor trei.
R oy =u—v 5,=u, o, =u-+2, x,=u-+32. Din ecuatiile 2 x, 2y =47,

Lz, 7y 7, ="2 se gisestew=2, p = +1; p=—12 ¢ =36, Ridicinile sunt
1,°2,:3, 6.

Caleularea ridicinilor irationale.

123. Pentru a rezolva o ecuatie algebrics, cu coeficienti in-
tregi, se cauti mai intai ridicinile intregi si fractionare.

Se consideri apoi ecuafia rdmasi divizAud pe cea dati cu
factorii ce rezultd din ridicinile intregi gi fractionare. Ecuatia ri-
mas#, daci mai are rdddcini reale, ele nu pot fi decat irafionale.

Calcularea rddicinilor irationale ale unei ecuatii cu coeficienti
intregi sau irationali se descompune in doud parti. 1° Separarea
ridécinilor; 2° Calcularea ridicinilor cu o aproximatie dati.

Ne vom ocupa numai de ridscinile pozitive, ciici cdutarea
celor negative se reduce la a celor pozitive, a transformatei in—z.

124. Separarea rdddcinilor. Daci se poate rezolva ecuatia
derivatd /* (#)=0 a ecuatiei f/(2)==0, pentru a separa radicinile, se
apliei teorema lui Rolle. Ak

Daci aceastd rezolvare a derivatei e imposibild, se substitue
in f(z) numere intregi, pAni se gisesc doui numere consecutive
pentru care valorile lui 7 (z) sunt de semne contrare.



— 148 —

Chiar dacii cu teorema lni Rolle am giisit ¢ o riddicini ira-
tionald e cuprinsi intre doui numere @ si b, se substitue in f(z)
numerele intregi cele mai apropiate de a si b, pAnd se gisesc doui,
care dau rezultate de semne contrare. Toate aceste operatii pre-
liminare au de scop sd ne dea intervale in care si se giseascd cite
0 singurd ridicind pe care o putem presupune simpla.

125. Metoda de aproximatie prin pirti proportionale.
Fie a si b doudl numere intregi consective intre care se afld cu-
prinsi o ridicind; de exemplu 8 gi 4. Am putea si substituim in
f(z) numerele 3,1; 3,2;... pinid cAnd doud rezultate consecutive
sunt de semne contrare. '

Pentru a limita aceste incerciiri, stim cd pentru f(z) corespund
cresteri foarte mici, cénd variabila @ creste foarte putin; admitem
atunci cd cresterile functiei sunt proportionale cu ale variabilei.

Prin urmare, ridicina fiind ‘mai mare ca a, o putem scrie

a-+h; si atunci f(a+4)=0. Avem

f@)—r£®) _ fla)—Fla+n)
a—b = a—(a+h)

si fiinded f(a+%)=0, avem

_(=a)f (a),
| fla)—7£(b)
iar valoarea apropiati a ridicini este a5, unde k trebue si fie
pozitiv si mai mic ca b—a.

Dacit b>a, e mai bine si se ia
__(b—a) f(a)

. (b)—f(a)

Daci £(a)>0, £(5)<<0, se calculeazi 7 (a+1); cand fla+12)>0
ridicina este in intervalul (a7, b); eand fla+%)<<0, intervalul
este (a, ath). :

Se aplici din nou intervalului glisit aceiagi metods si se gi-
segte o valoare mai apropiatd a necunoscutei; ete. :

(8) h=

fi==

126. Aplicatie. 83 se calculeze cu doud zecimale exacte ridiicina pozi-
tiva a ecuatiei !
flx)=2*—2—1=0,
/(a) prezenténd o variatie, dupa teorema lui Descartes, ecuatia are o ridicini
pozitivi. Avem

FO<0, f)=—1<0, £(2)=5>0,
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Deci intre 1 si 2 este o ridicind. Aplicim formula (8) si avem

1
h=- k=01,

Substituim in f(2) = 2 (22— 1) — 1 numerele 1,1; 1,2;... si gisim
FAN <0, £(1,2) = — 0472, £(1,8) = — 0,103 <O,
£(1,4) = 0,344 >0,

Deci ridécina este in intervalul (1,3; 14).
Aplicim din nou acestui interval formula (8) &i gisim

010301
‘=T 0447

Substituim 1,32; 1,33 ... si avem
£(1,32) = — 0,020032,

=0,02....

f(1,33) =

0,022637.

Deci riadicina, cu doui zecimale exacte, este 1,32,

127. Interpretarea grafici a metodei prin pirti propor-
tionale. Fie /(2)=0 o ecuatie, care are o riddicini in intervalul
(a, b) si fie cd f(a)>0; atunci 7(6)<<0.

Si considersim curba y=7F(z) (Fig. 84) raportata la dous axe

y

Fig. 34.

obtinem

e S it e P o

|

perpendiculare Oz si Oy. Curba
se va construi, calculind valo-
rile lui f(x) pentru diferitele
valori ale lui .

A rezolva ecuatia f(z)=0,
insemneazi a gisi abscisa punc-
tului de intersectie al curbei cu
axa Oz. Daci curba y=f(z)
are forma indicatd (Fig. 34), si
considerdim punctul ¢, unde
coarda AB tae axa Ou.

Din triunghiurile dreptun-
ghice asemenea Aac¢, Bbe,

=

¢c_Aa

B

|

(31
N
o

Tinind seami de sens, avem

ae fla):
cb  —f£()
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De unde :
ae) . - fila
actcb  f(a) —f(5)
g rolie
ab fla) —f(b)
Insi ab=0b—0a=p—aq.

— —(b—ad)fla)
f®)—f(a)

Dar aceasti valoare ceste egald tocmai cu % din formula (8),
intrebuintand metoda prin pirti proportionale.

Prin urmare, a intrebuinta aceasti metods, insemneazi a in-
locui una din limitele intervalului (a, b) cu punctul unde dreapta
A B tae axa Oz, '

Dacd curba are forma indicats in fig. 34, adici cu convexi-
tatea in sus, spre y pozitiv, atunci se vede chiar pe figuri ci
7(©)>0, deci intervalul va fi (¢, 5). :

Pentru a micsora si mai.mult intervalul, se duce linia C B,
care tae axa Oz in d. Fiindes f(d) >0, interyalul va fi (4, b), ete.

Prin urmare, totul depinde si se gtie mai dinainte ce dispo-
zifie are curba y=f (@); cdci daci ar fi cu convexitatea in jos

(Fig. 85), spre y negativ, atunci intervalul ar fi (a, d), si nu vom

Deci ae

¢

yA
I\ »
I
I
o : ¢ d. ? 2
a i 1 1
C P
D B

Fig. 35

mai susbstitui numere mai mari ca d; considerand linia A D, care
tae pe Oz in ¢, intervalul mai mic va fi (a, ¢), ete. '

128. Metoda de ‘aproximatie a Ini Newton. Daci (a, b)
este intervalul unde se afli radicina, fie % ceiace trebue adiugat
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lui a, si k& ceiace trebue scizut din b, pentru ca riddcina si fie

‘a-+ hsub b — k. Deci :
fla+h) =0, flb—r)=0.

Aplicand formula lui Taylor, avem

Flatn) = f @) +1 @+ @+t o) =,

FO—8) =10) = 3L O+5r 0.t Frmp=o.

Cum % si k sunt mici, puterile lor sunt si mai mici; deci
putem neglija puterile lor dela a doua in sus, aga ci avem

f@=+nf (@)=0,
f(6) —kf (b) =0.
De unde

fla) f(b)
f@ a0

E de observat ci % si k trebue si fie poxitiri §i mai mici ca
intervalul (a, b), ciici altfel, in loc si micgorim intervalul ridici-
nilor, esim din acest interval.

Dupd cum vedem, putem lua ca valoare apropiati sau a-th,
sau b—"%; dack f(a)>0 si £ (b)<<0, cAnd fla-+h)>0, intervalul
este (a5, b); daci f(a+h) <O, luim ca interval (a, a+h).

Noului interval i se aplici aceiagi metodi.

,Intrebumtarea metodel lui Newton cere multi atentie, ciei
se pot face calcule lung1 in zadar, nestiind pe care si calculim,
pe % sau pe k, si cu ce interval trebue inlocuit cel vechiu.

Aceastd nesiguranti va dispare, cAnd se va avea in vedere
interpretarea geometricd ce se va da acestei metode de aproximatie.

h=—

k==

129. Interpretarea grafici a metodei lui Newton. Ridi-
cina fiind cuprinsd in intervalul (@, &), si construim curba A B in
acest interval (Fig. 36) si si ducem tangenta la curbi in punctul A.
S& insemnim cu T punctul de intersectie al acestei tangente cu
axa Oz si cu O P=g¢ abscisa punctului A. Dm triunghiul drept—
unghic A P T, avem

AP Uit P IR
te PTA —tgazTA

PT=APecotg PTA=
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Inlocuind AP == f(a), obtinem

fla).
PT=———r.
texTA
Insd, se stie cid derivata une: func_m' fl@) pentru a=a, este
egald cu valoarea tangentes trigonometrice a unghiului pe care tan-

genta la curba y= f(x), in punctul de coordonate z=a, y={f(a)

il face cu axa Ouz.
/

’

<@
>

e e e

Fig. 36

Inlocuind deci pe tgxTA=F (a), avem

fla)
PT=—-,— 2
f'(a)
Insd aceastii expresie este identici cu corectia
1
pe [fla)
7' (a)

dati de metoda lui Newton si deci revine a inlocui intervalul (g, b),
cu altul in care una din extremititi ar fi punctul unde tangenta
in A la curbi tae axa Oz. Dar in cazil figurei 86, punctul T este
afari din interval; deci iati ci cu metoda lui Newton, riu intre-
buintats, in loc si ne apropiem, ne depéirtim de ridicini.

Insd se observi, ci, la fig. 86 ne apropiem de ridicing du-
cind tangenta BT’ in punctul B si printr'un calcul analog gisim

, 710}
bT =——~=1F,
%)
adici, trebue si aplicim metoda lui Newton la cealaltii extremitate
B a curbei.



—iad e

Putem avea insi mai multe cazuri de figuri. Cand curba are

forma din figura 87, se duce tangenta in punctul B si k= 7 (Z)
pentru figura 38, ducem tangenta in A si aplicim h=—'f{((aa));

la figura 39 se duce tangenta in A', avind k=_%%})’ jarla
fig, 40 vom duce tangenta in B si avem k= 10) %

7 (@)

B
Fig. 87 Fig. 38
Y
B Y
i r B
| 1
| 1' b
| |
: |
A A
Fig. 39. ‘ Fig. 40,

Vedem ci totul se reduce la a sti cAnd curba e cu convexi-
tatea in sus, ca in fig. 37 si 39 $1 cind are convexitatea in jos,
ca in fig. 38 si 40.

Odatid ce s’a construit curba intre A si B, se aplici metoda lui
Newton si noului interval, observand la ce extremitate trebue operat,

130. Metodd pentrn a determina forma curbei y=/(x)
in intervalul (z, b).

Fie y — yo=1"(a) (& — o) ecuatia tangentei in M (xo, 7o) la curba
y=f(z). Ducand o paraleli cu Oy (Fig. 41), care tae curba in P si tangenta

i
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InQ avem bP=y=/(z), 5Q = Yot 1 (@) (2 — mo) = (@) + £ (20) (z— 20),
“=QP=bP'—bQ=f(@)‘f(900)—f'(%) (2 — a).

Forma curbei in intervalul (@, b), care cuprinde punctul M (o, yo), se
vede studiind variatia functiei u. Avem U =F(2)—f (%), u"=F"(z). Avem
doud cazuri de considerat. Intdi, /” () > 0; avem tabloul 5i forma curbei in
intervalul (a, 3) (Fig. 41). Functia %", derivata lui u', este pozitivd in in-
tervalul (g, 8); deci o’ creyte in acest interval si cum se anuleazi pentru =g,

rezultdi ci in intervalul Yy

(a, 20} este negativii, iar in @ |ul i , 5 P

intervalul (xo, ) este pozi- ‘M Q

tivd. Derivata %’ a functiej a p

% fiind negativii in inter- +| —er | deser.- Q' /

valul (@, @), % descreste; o 0 0 (6] o

iar % fiind pozitivi in in- + | +er | ereste a % b

tervalul (zo 3),  creste in & ) '

acest interval. Cum wu se Fig. 41,

anuleazi pentru T=x,, ur-

meazd ci in intervalul (g, ) @ || o' ! u y Q M Q

este pozitivd, descreste pani ” p

la zero si apoi iar creste. 8 S -

Deci, diferenta u dintre or- 7 de8c+ cr.o P4

donatele unui punct al b ol L Sl | T 7 z
i 1 i ese esc. —

curbei si al tangentei, co- B l a T p

Tespunzitoare la aceeasi va- Fig. 42,

loare a lui z, este pozitiva,
curba este deasupra tangentei (Fig. 41), are convexitatea ciitre y negativi.
Oéand 7 (x) <0, avem tabloul §i curba (Fig. 42); curba are convexitatea
citre y pozitivi, curba este dedesubtul tangentei.
In rezumat, cind [ (z) 7 oo, adici tangenta nu e paraleli cu Oy, daci
(%) 70, curbs este convexi in vecindtatea lui @, dacd f*(z) < 0, are convexitatea
spre ¥ pozitivi (Fig. 42), daci 7 “(#) >0, are convexitatea spre y negativi (Fig, 41).

131. Aplicatie. 'Si se afle cu 4 xecimale exacte riddcinile ecuafis
f(#)=2"—8;—1=0.
I Polinomul 7 () avind o variatie, el va avea o ridicing pozitivi; (f— x)
avind doud variatii, ecuafia are doui ridicini negative sau niei una;
Pentru a ne face idee de intervalele ridacinilor, si aplicam teorema Ini
Rolle. Radscinile derivatei

f(x) =3z —8=0,

fiind + 2\/—21 sirul lui Rolle devine

ree) -y 9 (V3) )

164 /8 —164/8
= 3¥s A s e +
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Deci intervalele sunt .

o) VS (1 )

Substituind numere intregi consecutive, gasim

f(—3)—‘—4 F=2 =7 f(=1)=6 fO=—1, f(1)=—8,
@ =—9, f@=2 »

Urmeaza ci intervalele ridicinilor sunt i &5
RELEL T o e P

S caleulim ridicina pozitivii cuprinsi in intervalul 2,3 cu 4 zecxmale
exacte cu metoda prin pirti proportionale.

Yy 9 Avem f“(x)=6x; deci in intervalul (2, 3), )
s £ () >0; adicii curba are forma alituratid (Fig. 43). [
0 ¢ 2 De unde urmeazi
S B GcWian 9Ly o

: :
| et e o3 G
| fl@—f@) 1 ;
: Intervalul va fi 2,8 si 3. Avem
: £(28) = (a® —8) — 1 =1,48,
: (2,8 —3) 1,448
| — 3448
| Noul interval va fi (2,88; 3). Aplicim din nou
metoda\ 51 avem
=8 2 }__(288—3))’(288)
Fig. 43. TR =)
Se vede ci radicina pozitivi este 2,8888.
Pentru a calcula radicinile negative, facem transformata in — =z,

(@) =2—8x+1=0
v(2)=—1, P(B)=4

83 Aaplicim metoda lui Newton intervalului

2, 3. Fiinded 9“(z) >0 in interval, curba are forma

dln figura 44, cu convexitatea in jos. Va trebul S8
ducem tangenta in punctul 4 si avem

_e3)_ 4 4

h= =008

0,008.,

sl avem

= :P,—(E,’—)—27_8=1—9=0,2...
Intervalul nou va fi 2 5 3 —02=28
Avem
(2, 8)—m(m2—8)—|— 1 = 0,552,
9'(2, 8) =1552;
de unde ' g— 0008 0,03.

15,62 %
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Noul interval va fi 2 & 28 — 0,03 =277. Avem

W Ll

YR
deci intervalul este 2 si 2,77 — 0,006 = 2,764, Aplicim aceiasi metodi noului
interval si avem
w__ 9 (2,764)

= e en 00001,

Deci ridicina este aproximativ — 2,7639,
Intrebuintand aceiasi metodi §i la intervalul (— 1,0) se giiseste ci radi-
" ‘cina este — 0,2251, .
132. Exercitii. 1. Si se calculeze ridicina pozitivi a ecuatiei
2’ —2z—5=0,

R. 2,09445, ;

2, S se afle cu patru zecimale exacte ridicina pozitivd a-ecuatiei

2 —T72—7=0,
R. 3,0482,
3. 54 se rezolve ecuatia
202% —30a2 4122 —1 =0,
R. 0,1127; 05 0,88729,
4. Si se rezolve ecuatia
2028 — 24221 3—0,
R. —0,31469 ; 0,44603 : 1,06865,
5. Ecuatia
w4+,4:u3—4x2-—13x+4=0_

are o riidicind in intervalul (1, 2). Si se afle cu patru zecimale exacte acea
radacini, i

R. 1,6369, ‘

6. Si se calculeze cu cinei zecimale exacte ridicina pozitivid a ecuatiei

23 —132—"28=0,

R. 4,40034, '

7. Si se impartd o jumitate de sfers de razi 1 in dous parti echivalente
ptintr'un plan paralel cu baza. .

R. Distanta dela centrul sferei la planul cautat fiind ; obtinem ecuatia

fe=a*—38z41=0. ‘

Trei radicini reale; una pozitivi in intervalul (0; 1) egald cu 0,347,

8. F ie -
@) =(z+a) (*—a?)—¢
gi — 1<, <1I; stiind ci f () =>0, si se arate

1° C& ecuatia / (z) =0 are toate radicinile reale.
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20 (% una din ridicini e cuprinsi intre O 5 7 (1 >0
30 Presupunind ¢3£0, daci ecuatia are doud ridicini egale, ele 'sunt
egale cu .
40 S3 se calculeze cu trei zecimale exacte radicina pozitivd a ecuatiei,
cind =2, I=¢=1.
R. 10 Se vede ci sirnl
f(—o0) (=0 f (@) ((at)]
are numai variatii. i
20 Ridicinile derivatei fiind @, @, @, > &, x; >0, sirul lui Rolle va fi
cdci [ este o limitd superioard a radicinilor. Sirul trebue s prezinte numai
variatii, c#ci raddcinile stim cd sunt reale. Insa
el 2 10973
e Va + 31 S0,
3
deci o ridicini este intre @, §i L
30 Oici din primul sir ar rezulta ci'ecuafia are patru radicini, fiind trei
intervale, intr'unul fiind o radicina dubli.
4° Se va calcula ridcina pozitivi a ecuafiei
234 222—2—1=0
si se obtlne =0 802
9. S# se calculeze prin rezolvarea unei ecuatii de gradul al treilea va-
loarea lui sin 500,
A 1
R. Se stie cii sin 309 = sin 1500 = 57
sin3u=3sinu — 4 gin®w.
Se pune « = B0° i sin 50°==. Se caleuleazi ridicinile ecuatiei
823 —6x+1=0.
e aplicd teorema lui Rolle; intervalele sunt
(_ 1; —015)1 (O, 0)5)3 (0157 1)-
Obfinem cu trei zecimale exacte sin 500 = 0,766.
10. Si se discute ecuafia i
f (sin 2) = sin® z}-sin?z —a=0.
Si se afle forma arcelor cind o= g
R. Se pune sinz =y si aplicAnd teorema lui Rolle ecuatiei 7 (y) =0,
obtinem sirul
2
r=n  rl-5) fO 1O
4 |

—a o —a 2—a
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Cind 0<q <2—7' SIn @ are trei valori; daci 57 < @ <2, osinguri valoare,

1

Cénd ¢ = 30 radicing este —%* iar arcele corespunzitoare sunt 2100,
18°, 1800 - Bdo,

11. 83 se discute ecuatia

28— 322 —3z+a=0

si 83 se rezolve cind o = 2, 83 se caleuleze cea mai micy radicind pozitivi cu
trei zecimale exacte,

R. Sirul lui Rolle depinde de semnul citimilora —5 442, ¢—5— 4\2.

Pentru 5—4J/2 <a<b44¥2vom avea trei riddcini reale. Cand o =2,
radicina este egald cu 0,476, :

12. Intr'un cerc O si se ducii 0 coards A B, astfel ci ducand tangentele
AC, BC, suma AB+0C sx fie egali cu un numir dat a. S& se examineze
cazurile particulare ¢ = 2 R sl a=R.

In ultimul caz si se caleuleze raportul intre distanta coardei A B de
centru, si raza R, cu patru zecimale exacte,

R. Insemnind cu z distanta dela centru la coarda A B, ecuatia pro-
blémei este g

f@)=4242*(a*—4R?)—24 R1z 4 Rt =0,

Cind e=2 R, doux ridicini reale in intervalele

b3 )
val J\iz

Cénd a =R, o ridicini este R sl una reali in intervalul (0, R).
Raportul ciutat este egal cu 0,6342,

13. Dandu-se tg3 o= 2, sk se caleuleze cu trei zecimale valoarea nega- -

tivd a lui tga., S5 se giseascd arcul corespunzitor valorii aflate, stiind cx
tg 63026’ =2, .

i 2]
R.tg3u=2E%—ig%a

1—3igia @ B*=2

fl@)=a'—64% — 324-2=0; ridicina in intervalul (—1,0). Se face trans-
formata in -— zsj se giseste & = — 0,805,

Se dii 30 =63026, 180°4-63°267, 3600-1- 63°26';

Ca= % 63926", 6001 %63026', 1200.;.% 63026,

In cazul problemei « — 600 + % 6326",
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Ecuatii transcendente.

133. Generalitiiti. Orice functie care nu este algebricid se
zice transcendenti. Cand prima parte a unei ecuatii (a doua fiind
egald cu zero) coniine functii transcendente, ecuatia se zice trans-
cedents, De exemplu, sinz—z=0; z— logz==0.

Nu este o metods speciald pentru rezolvarea ecuatiilor trans-
cendente. Rezolvarea unora se reduce la rezolvarea de ecuafii alge-
brice. Aceasta se intimpld cénd ecuatia datd nu contine decat
aceiasi transcendentd, sau mai multe care se pot exprima in functie
de una singurid. De exemplu, pentru '

asinz—+ beosx+¢=0,
sé pune

t lm= sin® = 20, COST= 77 5
T L CERK A
si se va obtine o ecuatie algebrica.

Alt exemplu, este ecuatia transcendenti

ae?*Fbe® +ce™+ ...+ 1=0,
care se reduce la ecuatia algebricd
ayt+ byt +..+1=0,

punind e*=y, x=Ly. ;

Aproape fiecare ecuatie transcendentii se studiazid in mod
seami de diversitatea acestor probleme,

special, si ca si ne dim
si considersm ecuatia e?=0, care m’are nict 0 raddcing reald

finitd, pe cAnd ecuatia sine=0, are o infinitate de raddcini.
134. Am vizut ci toate procedeele pentru discutia si rezol-
varea ecuatiilor algebrice, erau intemeiate pe consideratii de gradul
ecuatiei sau pe consideratie de continuitate, cdci prima parte a
unei ecuatii algebrice fiind un polinom, este o functie continud.
Deci si la ecuatiile transcendente, pentru care vom sti cd
prima parte este o functie continud, se vor putea aplica proprie-
titile bazate pe continuitate.
Intre aceste proprietiti, se pot aplica cu folos urmitoarele.
I. Cand prima parte f (k) a unei ecuatii transcendente,
F(x)=0, este o functie continud in intervalul (a, b), si daci
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f(a) si £(b) sunt deasemenea contrare, ecuatia /(z)=0 are o radi-
cind reald cuprinsi in acest interval; c4nd sunt de acelagi semn,
avem un numdr cu sot sau nici o ridicing reals.

IL. Teorema lui Rolle subsisti pentru ecuatiile transcendente,
si studiul ecuatiei derivate poate ajuta la separarea ridicinilor,

IIL. Odati ridicinile separate, ne putem apropia de ele intre-
buintdnd metoda Iui Newton sau prin pdr{i proportionale.

135. Sd se rexolve ecuatia

f@)=cosz—2z=0,

Avem f'(2)=—sin x—2=0; f'(z)=0 n’are nici o rddicins,
deci sirul lui Rolle se reduce Ia f(—020), f(40); prin urmare
numai o singurd rddicini reali poate sd aibi ecuatia f(z)=0.

-Substituind 0 gi ga avem

)=, f(g)=—' ;

s Tt s o ~ ~ L ~ ot
deci in intervalul (0’5) existd o riadicini. Pentru a ne apropia de

ea substituim numere mai mici si gisim

£(10°) =c0s 10°— 2 arc 10°.

Pentru a caleula valorile naturale ale functiilor trigonometrice,.
ne vom servi de, tabele, de exemplu ale lui Dupuis, cu 5 zecimale,
si vom ciuta la pagina 149 (Lignes trigonométriques naturelles) .
Pe prima coloan# sunt scrise gradele gi ne servim la aceste tabele
identic ca la tabela logaritmilor liniilor trigonometrice, observand
numai ci se dau. valorile pentru arce din 30 in 30 minute.

Giéisim c0s10°=0,985. Mai riméne de calculat lungimea ar-
cului de 10° care se afli tot in aceleagi tabele, pag. 130 si aflim
(raza cercului fiind 1) ‘

are 10°=0,174,
ludnd numai trei zecimale. Deci
7(10°)=0,986 — 2.0,174 — 0,637 > 0.
In mod analog, avem
7(20°) =0,940 — 20,349 = 0,242 >0.
7(30%9=0,866 — 2.0,523= —0,180<0.
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Ridicina este cuprinsd intre 20° si 80°% Aplicim metoda lui
Newton. Fiinded f”(x)= —cosx este negativii in interval, curba
are convexitatea in sus (Fig. 45).

Calculim deei

y 0,242 »
| - I 7(30°) b g 0,180 >
: 7£(80°9 - —sin30°—2 |\
| 0180
0 zct- o k 95 0,072.
: Si vedem céte grade co-
-0,180  respund lui 0,072. La pag. 130,
tabelele lui Dupuis, lui 0,069831
corespund 4°; riméine
Fig. 45.

0,072—0,069813=0,002187;
dar lui 0,002036 (coloana minute) corespund 17’ si Timane
0,002187 —0,002036=0,000151,"
care corespunde lui 317,

Ridicina este 30°—4°7'31"=25°52'29".

!

136. Observare. Pentru separarea ridicinilor unei ecuatii
transcendente i aflarea numirului lor, putem intrebuinta uneori
metoda geometricd, in modul urmétor. Seriind ecuatia

f(x)=cosz—22=0, sub forma cose=2z, si punem
y=cosz, y=2az,

si sd construim curbele reprezentate de aceste ecuatii. Punctele lor
comune avénd ordonatele egale, rezulti ci vom avea cosz=2g
si deci abscisele punctelor de intersectie sunt tocmai ridicinile
ecuatiei date cosz—22=0.

Insi y =2z reprezinti o dreaptd (Fig. 46), care trece prin
originea axelor de coordonate si se construeste ficind =1, de
unde ¥ =2, si unind acest punct cu originea O ; y=cosz repre-
zintd o cosinusoidd, adici variatia cosinusului si anume cénd

o~ :
z=0, y=1; z= y=0; z=1, y=—1, ete. (Fig 46).
Curbele avind numai un singur punct de intersectie, abscisa

Om, a punctului M, este ridsicina ecuatiei.
N. Abramescu. Algebra Superioars cl. VIII, ed. 8. 11
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Deci ecuatia are o singuri ridicind reals cuprinsi intre 0

)
si I; prin urmare, cu metoda geometrici aflim atit numirul radi-

cinilor reale cat si intervalele ridicinilor.
137. Sd se rexolve ecuatia
z’ =2, Y

E avantajos si aplicim
logaritmii si avem : i /M

aélog r=log 2. - -,!/- !
m L)

Fiindex 1og2=0,30103 4~ /P™ \1_/
avem de rezolvat ecuatia
f(@)=xlog 2— 0,20103 ={)

Seriind Fig. 46.
i 0,30103’

z

loga

vom construi curbele I si II (Fig. 47) avand ecuatiile

030130

=1 A =
Yy=logz, y =

Prima, y=log z, este functia logaritmici si cind z variazi
dela 0 la 4-co (numerele negative n’au logaritmi), ¥ variazi dela
— 00 Ja -+ 00, Curba

Y
0,30103
y=—"—"— zy=0,30103
X .
reprezintd o iperbold echilaterali, 0
avind axele de coordonate eca
asimptote (Fig. 47). - I
Curbele tdindu-se in punctul
M, avem o singurii ridicini reali
‘mai mare ca 1.
Avem Fig. 47.

(@) =logz+loge,

niy__loge,,
(@)= e

f(1)=—0,30103 <0,
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f(2)=2log 2—1log 2=0,30103 > 0.
- Fiinde#d /”(#)>0 in intervalul (1, 2), curba are dispozitia -
fig. 48. Aplicim metoda lui Newton si avem

£ (2) 0,30103

k===

"2 0,30103 1 0p3429
cici loge=0,43429 (Dujmz's, pag. 33).

04...,

Y Deci intervalul este (1; 1,6).
Avem din nou,
0,30103
0 A = LTG0 _ 02556 _ \
| BT re) 0pseAr D0408;
e |

urmeaza cd valoarea -apropiatd a riadi-

Fig. 48. S
cinii este 1,559.

138. Sé se rexolve ecuatia /

fle)=z—tga=0.

Vom construi curbele y=g, y=tg; prima (Fig. 49) repre-
zintd bisectoarea intdia a axelor de coordonate Oz si Oy; y=tgx
reprezinti curba tangentoida. Dreapta tdind ramurile curbei, ecuatia
are un numir infinit de rddicini reale, ciici,tangentoida are o
infinitate de ramuri.

3%/ 3% n’:lg!zx

Fig. 49.

Dupéd cum se vede din fig. 49, intervalele ridicinilor sunt

3n 5T 3T 5T
(=) rg)es o) (FHo2d)
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Pentru a calcula riidicina ecuatiei

fla) =z—tgz=0,
cuprinsi in intervalul (Tt, %t)’ s substitnim 250° si 260° si avem

arc250° =arc 70° Hare 180° =1,22173 - 3,14159,
19250°=1970°==2,747,
ar¢260°= arc 80° + arc180°=1,39626 4 3,14159,
19 260° =19 80°= 5,671, 7
 £(250°)=1,61632, 7(260°)=—1,13315.

Deci avem o riidiicini intre 250° si 260°. Avem in acest interval

i
rile=l cos’z
1" (@) =—2tg2(1 4142 2) <0.

0
k= ) =0,0352.

1 (260°)
Se giseste = 260° —2°1" 2” = 2579 59’ 58",

139. Si considerdm ecuatia lui Kepler

Eopplater tg2z,

C=nt=u—esz'nu,
unde e=61—0 se numegte excentricitatea piménteasci (a orbitei pi-
mantes}ti), u este un unghiu necunoscut, numit anomalia excentried,
nt tot un unghiu numit anomalia mijlocie, n = %,Ee numit viteza

unghiulari in orbit#, valoare constants si egald cu 59’ si in fine ¢
fiind timpul exprimat in zile.

Rezolvarea acestei ecuatii consty in a gisi valoarea Iui « la
diferite epoce de timp, adici a gdsi expresia unghiului « pentru
diferite valori ale lui ¢ (in zile). ;

Ficand ¢=30, ecuatia de rezolvat este (inlocuind necunos-
cuta » cu ).

s L
& — o Sine=>59 X 80.
Insi lui 59" corespunde lungimea 0,017162 i deci ecuatia

devine
f (@)= 602 —sin z— 30,8916=0.
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O scriem sub firma
60 x— 30,8916 = sin .
si construim curbele
y=sinz, y=60z— 30,8016.
Prima ecuatie < y
Yy=sinaz,
reprezintd sinosoida (Fig. 50); a o, /M | : 5
- T 1)
doua ecuatie -3 ¥ ’t\i}f
y=602—30,8916 -
reprezintd o linie dreaptd, care se
va construi unind punctele unde
tae axele de coordonate(?) (Fig. 50).
Pentru a giisi unde tae pe Oz, -30,8916
si pe Oy, vom face, respectiv in

ecuatia dreptei ¥y =0 si =0
si vom gisi 0,51486 si —30,8916. Fig. 50.

Aceste curbe tdindu-se numai in punctul M, ecuatia are o

T
singurd rddicini reald cuprinsi in intervalul (O, 5)

Avem fy
7(200)= 20,94396 — 0,342 —
30,8916=-—10,28964,
7(80°) = 0,02434.

Ridiicina este deci cuprinsi
intre 20° si 30°. SZ vedem ce
formi are curba y=/F(x) in acest
interval. Avem
fl2)=60 —cos z, f"(z)=sinz;
fiindes /" (x)>>0, curba are con-
vexitatea in jos (Fig. 51).

Deci | Fig. 51.

 £(800) _ 002434
k=09 soasa . 4L
£E=0,000411.

(*) Dreapta fiind foarte inclinatd fatd de Oz, s’a exagerat inclinatia ei
pentru a obtine intersecfia cu sinusoida intr’'un punct distinét de origine.

) 002434
1 z

-10,2896
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Insd lui 0,000411 ii corespunde 1’ 24”; deci valoarea lui z
este 29°59'60” —1' 24" =299°58’ 36”.
140. Exercitii. 1. S5 se discute ecuatia
2 — 2 sin =0,
5i si se caleuleze ridicina eu patru zecimale.
R. 2=1,89549, saa 10803613, Se construese curhele
9 L S
y=3% y=sina.
2. Sa se rezolve ecuatia
3 siny=2%
3. Se construese enrbele y =3 sin . y=2%

N
Inspre z negativ, avem o infinitate de radicini, inspre @ pozitiv numai
doui ridicini reale. Se aplicd logaritmii i avem

7 (@) =23<0,30103 — log sin z — 0,4771? =0,
7(20) =0,349 X 0,30108 —T,63405 — 0,47712 = 0,09387947,
£(30%) = — 0,01865131.
z=2004-60°1'22" sau 0,454174 ;
£(900)= —0,0042633, 7(1000) — 0054827,
x=1000—80 18’ 28~,
3. B4 se rezolve ecuatia

2igx—2a2=0,

R. Se construesc curbele 7= %2 (paraboli) si y=1¢gz. O infinitate de
raddcini. Se aplici logaritmii si avem
log 2416y tg 2=2 log a.
O radicind este 2650 — 20° 87~.
4. Si se rezolve ecnatia
2*—10log 2 —10=0, \

R. Se construesc curbele y =2 —10 §i =10 log 2. Sunt doud puncte
comune; doudi ridicini egale cu 0,1002 s1 4,0029,
5. S# se separe ridicinile ecuatiei

end-nt =2 =0,
R. Se construese curbele y=e¢= §1 =2 —2° Sunt doui puncte comune;
douil rédicini reale in intervalele (—y2; —1), (0; 1).

Se considerii ecuatia £ (z)=g loge—log@—=2*)=0, z=1—0,3,
6. Si se separe radicinile ecuatiei

22 L(z+1)—10241=0,
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R; Se discutid ecuatia
f@=2L+1)—104 =0,

a ciirei derivatd e algebricd. Sirul lui Rolle este

1= i—(5) 19 | e o e

= i + -+

Douii ridicini reale in intervalele (0, 1; 0, 2), (147; 148).
1
7. 83 se studieze variafia functiei y =2 esi si se separe riidicinile ecuatiel
1
xes —4=0,

Sd se ghseasch partea intreagd a radicinilor reale.

R. Luénd derivata y’, curba porneste dela — oo, creste pand la O, ceeace
se vede ficind &= —¢, apoi sare bruse la - o cﬁnd % =¢ (0 este un punct
de discontinuitate), de unde scade pini la un minimum egal cu e, pe urmi
creste pénd la - co. Pentru ecuatia considerati, doud ridicini reale cuprinse
in intervalele (0; 1), (2; 3). i

8. 83 se discute ecuatia :

sind x4+ cos3x = a.
% A 1
Si se rezolve cind e=%-

R. Ridicim ambele parti la pitrat, se inlocueste
sin®2 4-cos®# =1 — 3 sin®x cos? « (sin? % -+ cos?z), si luim ca necunoscuti
sin 2 2 ; se discutd ecuatia .

fPN=9"—3y+4(1—a?)=0.

1
Cind —1<<a<<— ﬁ, doui valori acceptabile pentru sin 2 2 ; cand

V_ La<l— V_ una acceptabild ; ednd —— V_ <a<ls doua acceptablle

Céand a—%r sin 22 = — 0,88; deci

2 @ = 62°4- 1800; 3600 — 620; 62011800 +%. 360°; 3600 — 620} . 3600,

Sisteme de ecuatii.

141. Generalititi. Fie :
F(a:) =Ao -’Em+A1 wm—l_F -l"' Anaiz + Am,
f( )=B0xn+B1 X _1+ +Bn—-1$+ Bn

doui polinoame mtreg1 de gradele m si n, care admit un d1v1z0r
comun &—a; adici
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1) F (2)=(z—a) F, (z),
(2) fl@)=(@—a) 1 (2),

Fy () si /i (2) fiind polinoame intregi de grade m—1 si n—1.
8d inmultim relatia (1) cu £ (x) si (2) cu F; (2) i apoi si le

scidem ; gisim

(3) ¥ (2) i (@) — £ (&) F, (2)=0.

Insd aceastd egalitate este adevirati pentrn orice valoare a
lui ; deci este o identitate. Prin urmare, coeficientii diferitelor
puteri ale lui # din polinomul (8) trebue si fie nuli.

Rezultd deci ci daci polinoamele F (z) si /(z) de grade m
si 7 admit un divizor de gradul intéi, existi douf polinoame de
grade m—1 gi n—1, ,

Fi(@)=0oa™ o, "2+t oy,
fr @)=P 2"~ 14-B, 2" 24 ... 4Bu—y,
aga incit expresia _
F (2) fi (@) — 7 (@) F1 (2)

s# fie identic nuli. .
Reciproc, cand existd doui polinoame F (a) si fi () de grade
m—1 si n—1, care verifici identitatea '

F (@) fi (2)—f (z) F; (2)=0,

F(z) si f(2) au un divizor comun de gradul intai.
In adevir, din relatia datd, deducem identitatea urmitoare

M:fl (z)
F() Fi@

care aratd cd termenii f(z), F(x), ai fractiei intai, trebue si aibi
un divizor comun la gradul int&i, cici gradele m—1 si n—1
ale polinoamelor f; (z) si F, (x) sunt cu o unitate mai mici ca ale
lui 7 (z) si F(z) si deci fractia

N—

flz

F (z)
trebue si se simplifice.
142. Eliminarea unei necunoscute intre douil ecuatii. Fie
F(z)=Ac2"+A 2" 4.+ A=0,
\ f(@)=Bo2"+B;2"*+...4+B,=0,
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dousi ecuatii algebrice de grade m si n care admit o ridicini
comuna x=q.

Si presupunem cx am putut rezolva una din ecuatii, de exemplu
pe F(x)=0 si am gisit valoarea necunoscutei @ in functiune de
coeficientii A ai ecuatii.

Aceastd valoare a fiind ridicind si pentru a doua ecuatie
f(x)==0, rezultatul inlocuirii lui z cu @ in f(2), trebue si fie nul.

Deci, in cazul cand ecuatiile au o ridicind comuni, va exista
o relatie intre coeficientii celor dous ecua{ii, care se numeste elz-
minantul sau rexultantul acelor doud ecuatii, iar inlocuirea valorii
lui z din prima ecuatie intr'a doua se zice eliminarea lui z intre
cele doud ecuafii. De fapt, a elimina pe z intre ecuatiile date, in-
semneaza a scoate valoarea lui # dintr'una si a o inlocui in a doua.
Insd pentru a elimina pe z, sau cu alte cuvinte, spre a gisi rezul-
tantul celor doudi ecuatii, nu vom proceda in felul cum s’a zis mai
sus. Pentru a giisi metode practice de eliminare, ne vom baza pe
faptul ci cele doui ecuatii au o ridicind comuni.

143. Metoda lui Bézout. Pentru usurin{d, si presupunem
m=35, n=3 si si ne propunem a elimina pe z intre ecuatiile

F(a)=A,x*+A, z*+As A w2+Atw+A5=0,
fl@)=B,z*+ A 2>+ Bs 2+ Bs=0.

Ecuatia F(2)=0 si f(z)=0 avand o riddcini comuns, poli-
noamele F(z) si 7(z) au un divizor comun de gradul intdi si deci
{Nr. 141) existd doui polinoame de gradele 4 si 2,

Iy (e)=az* + o 2®+ % 22+ o5 42,
fl(w)=[3o$2+‘31 x+Bs,
aga incit si avem :

F (@) (Boa? 4 Bu ) — (@) (3 08t b-) =00,

Anuland coeficientii lni 27, 2f...2, avem

Ao —Bo % =0,

Ay BotAoBi—Bi2—B, % =0,

AsBot+As A, B‘r—Bz g — By % —Bo % =0,
AsBotAs B+ A1 B2 —Bs % — B, % — B, & — B, 0t3=0,
Ay BotAsBi+ As By — Bs % — B, % — Bi a;— By 2, =0,
AsBo+AL B4, Bs—Bso, — By a3 — By o, =0,

' AsBi+A B —Byas—Byo, =0,

‘ AsBy— A3, =0,
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Am obtinut m-+7n=8 ecuatii omogene in raport cu 8 necu-
noscute %, %1,.. O ﬁo,... Bs. Acum, sau necunoscutele %,... %,... Bs
sunt toate nule §i atunci determinantul coeficientilor este diferit de
zero, sau necunoscutele nu sunt toate nule si atunci determinantul
coeficientilor acestor ecuatiei este zero. Insi ele nu pot fi toate nule,
cici n’ar mai exista polinoamele F: si fi si deci trebue si avem

A, 0 0 B, 0 0 0 0
A a0 BB D B8
As A A By B, B, 0 0
As As A By B, B B, 0
Ay As Ay 0 UB, BB B
A AR, el
0% A KN, 0 e,
0/ 50 A A0 - 026, D,

Desvoltand acest determinant si egalindu-l cu zero, se obtine
rezultantul celor doud ecuatii.

144, Aplicatie. Si se elimine = intre ecuatiile
A2*-Bx+C=0,
Aw4Ba4C =0,

Avem

0 A0

A B A

B C B

0G0 @

Pentru a desvolta acest determinant, scidem coloana a patra inmul{iti cu
C, din a doua inmultitd cu C’ si avem

| A 0 A0
B AC'—CA' B' A’

=)

Q W B

¢ Bo—oB o B |
0 O g g
Acest determinant se rednce la
A 0 A’

Bl AG! = O0A B’
C BC'—CB ¢
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In fine, scidem coloana a treia inmultiti cu A, din prima inmultitd cu
A’ si avem !
0 0 A’
A‘B—B‘A AC'—CA'B' |=0
CA'—AC’ BC'—CB ¢
Desvoltind, giisim
(AC'— CA‘Y)*=(AB‘—BA’) (BC' — CBY).

145. Metoda lui Sylvester. Fie ecuatiile

Flo)=Acx*+ A 28+ Aya? + As2+A, =0,
fle)=B, 2>+ B, 2*+ Bz +B; =0,

intre care vrem si elimindm pe a. Aceasta insemneazii ci ecuatiile
admit o riddcini comund z. Insd acea ridicind verificd si ecuatiile
2 F(z)=0, 2F(@)=0, Flz)=0,
z* fl@)=0, *fl@)=0, afl@)=0, flx)=0,
adici
Ao EG+A1 IE5+A: :L“+A3 a:“’ +A4$z= 0,
Ao $5+A1 w4+A2 ms+A3 w2+A4 L= 0,
Ao 34+A1 $3+A2 22+A3¢ +A4 = 0,
(4) Bo2®+ B, 2°+ Bea*+Bsa® =0,
Boz*+ Bi2*+ B 2’4 By 22 =0,
Bo w‘—l— B1 .’)')3+ Bg $2+ B3a:= O,
Boz®+ By 2*+Bez+Bs = 0.

Am obtinut 7 ecnatii liniare cu 6 necunoscute z°, .. z.

Insd, din primele gease ecuatii putem scoate valori pentru aceste
necunoscute, pe care inlocuindu-le in a ‘gaptea, gisim conditia ca
sistemul s& fie compatibil.

Aceasta insemneazdi ci se elimind ', &°.. intre ecuatiile de
mai sus, ceeace se obtine scriind ci determinantul coeficientilor
este nul. Deci

Ay A Ay A Ay 0 O
0% Ago A" Ag Ag Ay 0
0 0 A, A Ay As A,
R= Bo B1 Bz B3 0 0 0 =(.
0 By By Bs Biv 0 0
0 0 B Bi B: By 0
0 00T B REER, By By
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Am obtinut, rezultantﬁl sub forma unui determinant de or-
dinul m+n=7.‘ ,
Se poate observa, ci schimband liniile in coloane, determi-
nan{ii obtinuti cu metodele lui Bézout si Sylvester sunt identici.
146. Metoda lui Cauchy. I. Vom presupune mai intdi cd
ecuatiile F(2)=0 si f(x)=0 sunt de acelasi grad, adicx
B (z)=Ao {Dm+A1 Zm_1+...+ Am=0,
flz)= Bo mm+B1 xm_l’l" aen + B»=0.
S# le scriem sub forma
; Ajam=— (A " 1+...4An),
By z"=— (Bl $m_1+...+Bm);
Ay xm+A1 "= — (A, xm_2+---+Am),
B, 2"+ By 2" 1= — (B, "2 +..4Bn);
Sd dividem respectiv egalitiitile aliturate; deducem
As__ Ay a™ i+ An
By Bia" 4.+ An’
An x+ A1=Az Zm_2+...+Am
Bo w+B1 Bs :Emp2+...+Bm’

Aowz‘l‘Al E+A2 =A3 a:"‘_3+...+Am,
Bo x2+B1 9}+Bg Bs Zm_3+...+Bm

Ao a:'“—] +A1 wm_2+. ..+Am—1=ﬂ.
Bo al=t + Br.‘L‘m~2 + ese + Bn— Bn

Gonind numitorii, se vor pune aceste n ecuatii sub forma.
intreagd, iar coeficientii diferitelor puteri ale lui  vor fi funetiuni
intregi i de gradul intdi in raport cu coeficientii ecuatiilor date.

Sistemul va fi de forma

A m"‘*1+Au m’”_2+...+A1m=0,
Asy ivm—l""Azg z:”‘_2+...+Agm=0,

Aimi O:m—l‘l‘ Anms a:m‘2+. + Apn=0.

(5)

Am obtinut deci, m ecuatii cu m—1 necunoscute z"%,
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z" % ... @. Dacii ecuatiile F =0, f=0 au o ridicind comund z,
acea riddcind verific sistemul (6); deci, acest sistem este compa-
tibil i prin urmare determinantul coeficientilor trebue si fie nul
adica
Al] Alg ven A] m
Azl A22 sen A2m

\ R— =0.

Am1 Amz ves Ammv

Se poate ugor observa ci Ayn=Anm;, Asn=Aumns,...; deci
determinantul R avind elementele, de aceeasi parte a diagonalei,
egale, este un determinant simetriec.

Reciproe, daci R=0, sistemul (5) este compatibil, adici ecua-
tiile (5) admit o solutie comunii; deci si ecuatiile din care am
dedus pe acestea au o ridicini comunii si prin urmare si ecuatiile
date f(x)=0, F(z)=0, au o ridicini comuni.

Aplicatie. Si se elimine 2 intre ecuatiile
Azt Bz C=0, A%+ Bzt C=0.
Avem s
_Bz{C. Az4+B _C
By A'z+B ¢
(AB'— BA") x4 AC'— CA’=0,
(AC'— CA)z - BO'— CB'=0.
Eliminind pe @, gisim
AB'— BA’ AC'—CA’

B= =05
AC— CA’ BC'— CB

=
o

sau
R=(AC'— CA")>*— (AB'— BA’) (BC'— CB’) =0.

147. II. Cazul cind ecuatisle F(z)=0, f(z)=0 sunt de

grade diferite. Fie ecuatiile
" Fla)=Acz*+A12°+ A2+ Asz+A,=0,
f($)=Bo E2+B1 w+B2=O.

Inmultind a doua cu z* ca si fie de grad egal cu prima,
aplicind metoda lui Cauchy ecuatiilor de acelasi grad F(z)=0 si
2° flz)=0, avem ’

Ao A+ As 2 Azt A,
Bo B1 m3+ Bg'w'z
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Aozt A As2®+ Asz+ A,
Boﬂ?‘i‘Bl : B, 2*

Aducind aceste ecuatii la formd intreags, avem

A x3+A12 $2+Als $C+Au wp O,
Anna®+As 2+ Ags -+ As=0.

| Am obtinut prin urmare, numai doui ecuatii, care si presu-
punem ci au necunoscutele % 2% z. La acestea vom adiuga inci
- doudl ecuatii, zf(2)=0 si f(2) =0, care impreuni cu (6) si faci
4 ecuatii, adici numirul ecuatiilor si fie cu 1 mai mare ca al ne-
cunoscutelor; deci, pe lingd sistemul (6), mai avem ecuatiile 3

@ z f(x)=Bo2z’+ By 2>+ B; 2=0,
f(w)=Bo m2+B1m +Bg =),
care sunt verificate toate patru numai de trei necunoscute z°, % .

Prin urmare, determinantul coeficientilor ecuatiilor (6) si (7)
este nul, adici

(6)

Ain A Az Ay

R= A21 A22 A’3 A?‘ =O.

B, Bi By 0
0 B, B: B:

Observare. Dupi cum se vede, prin metoda lui Cauchy, se
pune rezultantul sub formi de determinant de un ordin egal cu cel
mai mare grad al ecuatiilor, pe eAnd, cu metoadele lui Bérout si
Sylvester, determinantii erau de ordine mai ridicate.

148. Caleulul ridicinii comune la doui ecuatii. Fie
F(2)=0, flz)=0, doui ‘ecuatii care au o ridicini comuni.

Am vizut, cii rezultantul sau eliminantal lor era nul. Insi
acea rdddcind comuni, z, verifici deodati mai multe ecuatii; asa,
ca metoda lui Sylvester, ridicina verifica sistemul (4), iar cu me-
toda lui Cauchy, ridicina verifica ecuatiile (6) si (7).

Deci, pentru a gisi ridicina comuni la doufi ecuatii, ne vom
convinge mai intdi ci ele admit in adevir o ridicini comuni, ob-
servind daci rezultantul ecuatiilor este nul. Apoi, pentru a calcula
ridicina comuni, se va rezolva in raport cu necunoscuta z, fie sease
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avea pentru fiecare caz
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fie trei din ecuatiile (6) si (7), si vom

LU S e B

1 G e, (R O

VO A A ALY

BEB BB, 0 0 AR NG s

03B, B B, >B; 0 Az Asy—Ay,

0 0 By B. B: 0 B, B, 0

(8) z= =~

Ap B Ay AstA, O N

0" Ko A2l Az A - A, Asy Ags Ay
P ho B @A A, B, B, B
o RN 0

0. "By B EBiBs 0

0 OB UE R B,
149. Aplicatii. I S& se rexolve ecuatiile .

ol —4x-1-3=0, 22— 2x+a=0,

stiind ¢ au o rdddcing eomund.

Aplicim metoda lui Cauchy ecuatiilor

22 —434+3=0, 2}—2x2taqz=0.
Avem
{—_ —4et3 z _—dz43
T —2xtazr -2 | a=m

Considerim ecuatiile

22 —(4+a)x3=0,
) (0+4a*—112+6=0,
B—25+a=0

Conditia ca si aibi o ridicini comuni esfe

~

2 —a—4 3
a--4 Ve I See6 . =0
g —-_2 a '

De unde

@'+ 8a2—18a19=0, g=1
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Ridécina comun# se obtine. rezo]vand in raport cu #* si z primele dou#
ecuatu ale sistemului (9); avem

—3 —4 —q¢q
—6 —11
i _ 9—6a —i—l
i Fer=dy - o @t 8a=E 3
a4 —11

II. Sa se elimine = intre ecuatiile
a(l424)—ex(l 422 =0,
b4 24 —ecx (1 —2?)=0.

Aplicim metoda lui Cauchy acestor ecuatii, care se pot scrie
axt — ez’ —ex -+ a =0,
bxt 4 ecxP—cx+ b =0,

de unde
a _ —ex*—cxta i
b cd—ecxta ’ ]
ax—c —ecxta
bx+e¢ —ex-+b

oz’ —exl—¢ @

bx3+cx2_——c= b

Ele se reduc numai la urmitoarele doui
z*(a4-b)+b—a=0,
22(b—a)+2cx—b—a=0;

de unde elimindnd pe =, gisim
(@ + Y2 =¢? (a® — b2).

Observare. Mai putem elimina pe z intre ecuatiile date, operand astfel
a(142%) = ez (1 4 29),
¢ b(1+42*) = ez (1 —a?).

Impirtindu-le, avem

a Al PR i) T la—b
M T e at+ ¥ z_iﬁ\’a-l-—b'

" Inlocuim pe  intr'una din ecuatii, o ridicim la patrat si gasun aceeasi ,
oondme
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150. Rezolvarea a douii ecuatii eu domi necunoscute.
Fie F(2,9)=0, f(z,9)=0 dou# ecuatii cu doui necunoscute z si v
Dacd =z, y=1, este o solutle a sistemului, avem

¢ : F (20, 90)=0, f(zoy)=0.

Prin urmare, ecuatiile F (z,4,)=0, /(2,9,)=0 au o ridicini
comund Z; urmeazi ci rezultantul polinoamelor F(z,¥,), f(z,v,),
in care x e variabila, este nul.

Insii acest Tezultant depinde de coeficientii termenilor in & ai
polinoamelor; deci este o functie intreagi de yo, pe care o notim
cu R(yo)—O Rezulti ci y, este ridiicina ecuatiei R (y) =0. Reciproe,
fie yo o ridicind a ecuatiei R (y)==0. Deci R (y,)=0 si prin urmare
ecuatiile al ciror rezultant este R=0, au o ridicini comuni m, adici

F(mﬂ’ y0)=0y f(mo y0)=01

si @o, 9o reprezinti o solutie a sistemului.

Asa dar, pentra a rezolva ecuatiile date, se va elimina # intre
ele si se va rezolva eliminantul R (y)==0. Inlocuind pe ¥ in relatia
(8), care ne di solutia comund celor douii ecuatii, aflim pe a.

151. Aplicatie. Sg se rexolve ecuafiile

F(z,9)=a2’+2bay +cy*+2dz+ 26y + =0,
g (2, y) =ad o>+ 2wy + ¢y 2dx+ 2yt F'=0,
Punénd
A=a, B=20by—+2d, C=ecy2+42ey--7,
A'=d, B=20yt|2d, C= cy*+2ey+ 1/,
ecuatiile propuse sunt de forma e /
Az?4-Ba+C=0,
Az* L Bz + C'=0,
Eliminénd pe = intre ele, gisim relatia ()
(AC' — CA‘)? — (AB' — BAY) (BO'— CBY) =0,
care este o ecuatie de gradul al 4-lea in @.

Vom obtine pentru y patra valori. Inlocuindu-le in ecuatia care da
solutia comuna
(AB‘—BA) g+ AC'— CA‘ =0,
se obtin patru valori pentru <.
Eeuntiile admit patru sisteme de valori, adicd un numdr egal cu produsul
gradelor celor doud ecuafis.

)
(*) Aceasta se poate obfine inmulfind prima ecuatie cu A’, pe a doua cu
A, si scazand, avem (AB'—BA')x 4+ AC’ — CA'=0. Se scoate de aici valoarea
lui x si apoi se inlocueste in prima ecuatie A22-+ Bz C SO:,,‘\
N. Abramescu. Algebra Superioard cl. VIII, ed. 8. i ast M”i,m2

i . =1

:
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152. Exemple. 1. Si se rézolve sistemul
r—yi=1,
4y —2x—2y+1=0,
Se scad ecuatiile 3i apoi se inlocueste valoarea lm « in prima; ye dat

de ecuatia

y (@ —2y'+2y—2)=0,
care admite solutia y =0 si alte trei, din care una reald cuprinsii intre 1 si 2.
Valoarea lui z e datd de ecuafia obfinutd, sciizind prima din a doua,

. v —z—y4+1=0. |

Cind y =0, x=1; fnlocuind pe y cu celelalte valori, vom mai avea
pentru z incd trei valori, aga ci ecuafiile admit patra sisteme de solutii z = 1,
y=0; £=196, y =18; celelalte imaginare.

Ubservare. Si construim curbele reprezentate de ecuatiile date. Prima
m*—y’—l reprezintd o iperbold echilater, ale ciirei asimptote sunt blsecton-
rele axelor, care tae axa O in punetele (1, 0), (— 1,0).

Ecuatia 2* 4 y* —22—2y 41 =0 reprezinti un cere cu centrul in
punctul (1, 1), cu raza 1, tangent la axele de coordonate.

Aceste curbe se tae numai in doui puncte de intersectie; deci ecuatiile
‘au numai doudi sisteme de valori reale pentru # gi y, care sunt coordonatele
punctelor de intersectie ale curbelor.

II. S& se rexolve sistemul
b(@*+y")—6axy—6(x+y)+5=0,
24y tay@ty)tat+y —9sy+oty+1=0
Vom lua ca necunoscute 4y =w, ®y = v; de unde
x4 y:=(x+y)l—2xy=u2—2y,
?+y=@+y)’—3zy@ty)=u—3ur

Ecuatiile devin
5u2—16p —6u-+5=0,

wtuldu—2ur—11p4-1=0,
Inlocuind in a doua valoarea lui » scoasi din prima, avem ecunatia
6u® —27u24- 724 — 39 =0,
2y —9u2t 244 —13=0,
care di valorile lui #, douil imaginare si una reald cuprinsi intre 0 gi 1,
La cele trei valori ale lui u, corespund trei valori ale lui v, date de ecuatia
_ by —6u- 5.
e 16
Cunoscéind  si », se va forma ecuatia de gradul al doilea

X2—yuX+2=0,

" sau

care ne va da pe z si y.
Realitatea valorilor Ini « si y depinde de semnul expresiei u? — 4 o
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Construind in raport cu dou# axe perpendiculare, O % si O , curbele (parabolele)
=N

v="-11—6(5 u*—6u--5), v=%u2.
se vede ci in intervalul (0, 1) valorile lui », corespunzitoare primei parabole,
sunt mai mari ca cele corespunzitoare parabolei a doua; deci, intre valorile
#=0,81 ¥ =1, arcul parabolei intiia este interior parabolei a doua. Insi in
interiorul acestel parabole, semnul expresiei 42 — 4 ¢ este negativ, ceeace rezults
inlocuind pe « §i » cu Osi 1, coordonatele unui punct al axei O ». Deci, ridicinei
reale %, cuprinsi in mtervalul (0, 1) corespund valori imaginare pentru = i ¥.

Prin urmare, sunt trei sisteme de valori imaginare pentru z §i . In
realitate sunt gase, din care trei se zice i sunt infinite. Acest rezultat se mai
poate obfine seriind ¢ 2 — 4> 0; de unde inlocuind pe », trebue i avem
u? —6u -5 <0 adici 1 <u <6, ceeace este imposibil, cici ecuatia de gradul
al treilea ce di pe u, are o radacma reala in intervalul (0, 1).

- IIL. Si se rexolve ecuajia vrafionald

1z -+ Ve =0.
Se pune VTI; =u, Vwo=0v, de unde
—u+9v+4+1=0,
W=z =gz,

8i elimindm « si » intre ‘aceste ecuatii. Din prima gisim » =1 -, pe
care inlocuind-o in a doua, avem

v 429 =g—1, =g,
Inmulfim prima cu » si tinem seami de a doua; deducem
22— (z—1)v+2=0,
224+ 29p—241=0.
De unde, eliminind pe », avem ecuatia ‘
. (—32422=(2+3) (22 — 4ol 1),
sau / 23—1022+2—1=0,
care are o raddcind cuprinsi intre 9 gi 10,
Alifel, se inlocueste  z = y §i se discutd ecuatia y® — y2—1=0, care
are o riadicind reald intre 1,4 si 1,5.
IV. Si se discute sistemul de ecuajis
a3t y3 —32y=0,
2 —yitax—y—k=0.

S luim ca necunoscute u=z-+y, »=gx—y; deci

1
vy =7 (u—0?),
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Pty —3ay =4y —~3ay(aty+1)=
w2 (a2 — o) (k1) =0,

P—yito—y—k=(x—y) @+y+1)—k
=v(u+1)—5=0

43 ur2 — 32| 32 =
k 1L
‘ «tl
Inlocuind pe v %n prima ecus:tie, avem
: fw)=ut—2u8 — 8yt 342 =0,

Sirul lui Rolls, pentru ecuatia 7 (#) = 0, devine

de unde

v=

e S e I (4 )
' . 207 —33}/33 207-{-33)/33 |
Fie
po o 89— 11V33 po o 69411733,
P et S B

Din cele ce preced, deducem urmitoarele concluziuni:

1972 < k3, avem patru sisteme de valori pentru « gi » i deci patru sis-
teme de valori pentm z sl oy.

20%? = k3, doud sisteme confundate.

3052 < Ic2 < k3, doud sisteme distincte reale.

49/2 = [3, doud sisteme confundate.

5°/c2> k3, nici un sistem real.

In toate cazurile, doud din sisteme, care ar trebui si fie in numir de
sase sunt infinit de mari.

V. Sd se calculexe V1+ © pe cale rzlgebrwa, (= V— 1).
Rezultatul va fi de forma @--4y. Avem
1ti=(etiy)i=a'—6a2y2+ gt i(dady — day?)
Egaland pirtile reale si coeficientii Iui %, ayem de rezolvat ecuatiile
2t — 62yt gyt =1, dady—dms=
Punénd y = ¢x si impirtindu-le obtinem
(10) P43 -6 —2¢41=0,

Pentru a rezolva aceasti ecuatie reciproci, g punem

1
(11) t-—-t——u:
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si ecuatia (10) pusi sub forma

1 1
L 22t e claiialy)
i)
devine
u?+-4y—4=0,
de unde
u=—2+2)2
Valoarea lui ¢ e dati de ecuatia
t*—ut—1=0:
deci :
;o ntVw¥t  —2i23tVieva)e
P 2 3 2 ’

1

t=—1£)2+)2V2 13,
« §i y sunt dati de ecuatiile

1
S U S (o —
x _4t(1 tz)’ Yy =i

Vom avea pentru fiecare valoare a lui ¢, patru valori pentru 2; in total
16 sisteme de valori pentru  si 4. :

153. Observare. Fiind date dou ecuatii
(12) f@y)=0, g(x y)=0
sd construim curbele lor reprezentative, in raport cu doud axe perpendiculare
Oz si 0. :
A rezolva sistemul (12), fnsemneazi a gasi punctele comune celor doui
curbe reprezentate de ecuatiile date; ciiei daci un sistem de valori (z, y) veri-
fica de odatd ambele ecuatii, atunci punctul ale cirui coordonate (abscisi si

ordonata) sunt @ §i y, se ghseste pe ambele curbe, si deci este un punct de
intersectie al lor.

Dacé curbele sunt respectiv de gradul m si », sistemul admite m X n
sisteme de solutii, adici m X n puncte de intersectie.
154. Exercitii. 1. 8§ se rezolve sistemul de ecuatii
2=(y—6)} y=(x—6)
si sii se dea o reprezentare geometricy, :
R. Prima ecuatie reprezinti o parabold tangentd la Oy in punctul (0,6)
situatd la dreapta lui O y; a doua este o parabold tangenti la Oz in (6,0)

situatd deasupra lui Oz. Se taie in patru puncte, dou# pe bisectoarea intaia,
celelalte dous simetrice fatd de bisectoarea intais. Se scad ecuatiile

(z—9) (c+y-—11)=0; e=y=44i9; [%(114_]/%) %(11—]/%)]’

[ @ -y, Lavyyen |
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2. Si se rezolve sistemul
@42y +2y (y—2) x4y* —y=0.
2’+-2xy4-2y*—by-3=0, :

R. Sciizand din prima ecuafie, pe a doua inmulitii cu =, si apoi inlocuind
in a doua valoarea lui z, avem

y*—10y24 386y — 27=0,
y=1 z=0.
3. S se rezolve sistemul
2*+32y*+ By —y+ D)oty -y 2y=0,
2 2ay gy =0,

R. Se scade din prima ecuatie, pe a doua inmulfitd cu x; apoi din rezultat
se scade a doua ecuatie inmultitii cu y si avem 2-+2% =0. Inlocuind in a doua,

¥*@*—y+2) (y—1)=0. :
Inlocuind valorile lui # in solufia comund x=—2y, avem sistemele
=0 9=0; x=—2:y=1.
'Solufia comund #=—2y se mai poate obfine considerind ecuatiile (6)
$l (7) cu metoda Iui Cauchy.
4. 54 se elimine @ intre ecuatiile
*+pr-g==0, '+ p'z4-q¢'=0.
R. (p—p) (pg' —qp)-~lg—qP=0.
b. Si se afle conditia ca ecuatiile a*+-p2r--¢=0, ga®+pa?4-1=0
s aibd o radicind comuni si si se afle acea ridicini.
R. Se aduni ecuatiile inmultite respectiv cu —g¢ si 1; 1§ —q. Se eli-
mind z intre ecuatiile
z*—pga+1—¢*=0, (1—¢?)2?—pgztp=0.
(p+a*—12 (0+g+1) (p—g+1) A1 —g?)=0.
7*=1 nu corespunde; ¢=p+1, z=—1; q-——-p—l z=1; p=1—4¢,
doud ridicini comune date de

14 a?—qax=0.
6. Si se rezolve sistemul de ecuatii
w4 y*=a? ®'+y—azx—by=0. .

R. Se construese curbele

e B S T
B

care au doui puncte de mtersectle reale, din care unul este (¢, 0). Eliminand
x, se obtine ecuafia

f@)=9y+6by>4(b*—24%y —242b=0,
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2
Pentru a calcula Pe ¥, se ia ca necunoscuti ¥ : a =u. Se obtine

g = 0,4(1; r=a (1—0,4—-0.48).

care are o ridicini cuprinsi in intervalul (0, i), (5>0).

ot 7. Si se giseasch numarul sistemelor de solutii reale comune ecuatiilor
'+ =0, a’wytay+ta=0,

R. Se construegé curbele reprezentate de aceste ecuatii, care au trei puncte
confundate in origine gi alte doud distincte,

Punind y=1¢g, ecuatia in # este a?#4—qgf—1 =0, care are doui radicini
reale: o= —¢3, Y=—1*; Pentru ca x si y s fie reali, trebue ca ¢ si fie real:
ecuatiile au doud sisteme de solufii comune reale, diferite de Z€ero.

Sau, se elimini ¥ intre ecuatiile date si se discuti ecuatia

A" L iy i Bl 1
a’a:(aa:+1)’—l=0; radicinile derivatei sunt — 2 8 g
8. 8i se rezolye complect ecuatia
, #=241=0, x=2z+44y,

R. Ecuatia n'are ridicini reale; x si ¥ sunt dati de ecuatiile

S
'ty —622yr— g4 1=0, 4ﬂﬂ—wﬂ—1=0;y=ntvi%;l
De unde 64— 16 22— 1 =0,

- 3 A 1
¥ real pentru valorile lui z exterioare intervalului (0 ) Pentru

. Va
; ’ &
doui reale in intervalele (— 00, —— _). (VL_’ 00), la care corespund patru
12

valori pentru .
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