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PREFAŢĂ LA EDIŢIA I-a 

Prietenul și fostul meu elev N. Abramescu, mi-a făcut plăcerea ca înainte de a da la tipar Lecţiunile sate de Algebră, întocmite pentru CI. VIII Reală, să-mi comunice şi mie manuscrisul, D-sa îmi spune că la dirijarea acestor lecțiuni s'a inspirat în bună parte de cursul ce a audiat la mine, - pe timpul când era student la Universitatea din Bucureşti. Această îm- prejurare îmi împune îndalorirea de a scrie câteva cuvinte de întroducere 
la lecțiunile de faţă. 

Este un mijloc foarte comod şi foarte des îmtrebuințat; de cei ce 
nu-şi dau osteneala a pătrunde mai adânc lucrurile, de a învinui pro- gramele că sunt prea încărcate, ori de câte ori cunoștințele pe care le capătă elevii în licee, la o anumită materie, nu corespund așteptărilor. Eu cred că cele de mai multe ori nu programele sunt de vină, ci modul lor de apli- care. Aşa luând de exemplu programa de matematici, — partea privitoare „la rezolvarea numerică -a ecuaţiilor, — negreșit că ar fi fost mult dacă s'ar căuta a se face în liceu un curs. complect asupra acestei chestiuni ; dar nu aceasta este prevăzută în program, ci numai stabilirea elementelor îndis- pensabile, pentru ca un elev după ce a terminat liceul real, să poată re- zolvua numericește o ecuaţie cu coeficienți daţi, care cunoştinţe să le poată apoi aplica la probleme practice de matematici, fizică, etc. Pe de altă parte, neapărat că nu poate fi vorba numai de enunțarea unor reguli practice, ci elevul trebuie să-şi dea seamă cum se ajunge la aceste reguli. In rezumat trebuesc, pe de-oparte înlăturate toate subiilitățile care lungesc demonstra- Hiile şi cer mult timp, iar pe de altă parte să se caute ca elevul să vază și să-şi dea seama, cum se petrec lucrurile. 

Părerea mea este că D-l N. Abramescu d reușit pe deplin în împli- nirea acestor condițiuni. D-sa.a redus demonstrațiile la strictul necesar, înlocuindu-le în multe Locuri prin reprezentări geometrice, care, fără a constitui demonstrații propriu zise, dau o imagină concretă a modului cum se petrec lucrurile: elevul vede, iar cei mai ageri pot complecta ei singuri demonstrațiile. Acesta, este spiritul lecțiunilor ce făceam cu stu- denții anului 1 dela științele fizico-chimice, inainte de punerea în aplicare a noilor programe ; acest mod de predare, conform cu intenția celor care au alcătuit nouile programe, a fost adoptat şi de D-l N. Abramescu în lecți- unile sale. 
Inbrun curs asupra rezolvărei numerice a ecuațiilor însă, ceeace nu trebue pierdut un minut din vedere sunt aplicaţiile, și în această privinţă lecțiunile întocmite de D-l N. Abramescu sunt cu desăvârşire complecte..- După fiecare teoremă urmează mai multa aplicații tratate complect, altele 

asupra cărora sunt date explicaţii, în fine, exercițiile propriu zise foarte bine alese, şi la care sa dat și răspunsul. Și la aplicații, că şi la demon- straţia, teoremelor, D-1 .N. Abramescu a făcut foarte mult .uz de reprezen-



IV 

tările grafice, astfel că unui elev care a urmării complect o asemenea chestiune, îi rămâne pentru mult timp imprimată în minte imaginea che- stiunii, şi poate la rândul ui trata cu uşurinţă probleme de acelaşi fel precum şi altele mai complicate. Figurile clare, expresive și desemnate la scară, cum de altțel trebuiesc cerute şi elevilor, au fost făcute după cro- chiurile autorului de D.IM. Cioc, elev în anul al lillea al $coalei de Poduri, şi Şosele, 
Intocmirea acestor lecțiuni, fără vreun model similar, a necesitat de sigur multă muncă din partea autorului, muncă, pe care D-l N, Abra- mescu a dat-o cu plticere ; D-sa este unul dintre tinerii noștri profesori, care lucrează, nu numai cu capul dar şi cu inima, consacrând toi timpul de 

Gazetei Matematice sunt o dovadă pentru aceasta, Lecţiunile de algebră superioară ale D-lui N. Abramescu au fost aprobate de Ministerul dustrucțiunilor publice şi al Cultelor pentru liceele reale, în urma unui raport foarte favorabil ce i-a făcui colegul mew G. Țiţeica, Profesor 1a Universitatea din Bucureşti, în calitate de membru în comisiunea de cercetare a cărților didactice. D-sa sa ocupat de aproape de această lucrare, revăzând amănunțit manuscrisul şi dându-i mai multe sfaturi în ceeace privește expunerea, pentru care autorul îşi face o plăcută datorie, aducând omaăgii fostului său profesor Universitar. Mat am de adăugat că redacția Gazetei Matematice, apreciind Iu- crarea D-lui N. Abramescu, a admis să fie publicată în Biblioteca, sa. 
% 

% % 

matematică se face cu foarte multă greutate, din cauză că, puţine sunt tipo- grafiile care posedă semnele necesare și nai ales unul sau doi lucrători obişnuiţi cu asemenea, lucrări. Nu cu puțină trudă sa ajuns în timp mai scuri de o lună la rezultatul destul de satisfăcător ce se vede. Acest re- zultat nu sa putut obține decât grație tenacităţii și activității neobosite a colegului meu inginerul Lon Ionescu, căruia în numele autorului îi exprim, aci vii mulțumiri, 
: Tot în numele autorului aduc mulțumiri D-lui profesor Gh. Nico- lăevici şi D-lui înginer Al. Roşu pentru cohcursul ce î-au dal la corectarea probelor şi D-lui M. Cioc pentru executarea figurilor. „! 

A.G. I0AGHIMEsSGU 
Bucureşti, 1907,



PREFAŢĂ LA EDIȚIA VIil 

In această nou ediție am expus o 1netodă, geometrică, cu care se poale găsi între ce numere sunt cuprinse rădăcinile unei ecuații, uneori mai uşor și mai bine decât cu teorema lui Rolle. Am din nou fericita, ocazie să exprim nulțumirile mele Tecunoscă- toare Societtiţii Gazeţa Matematica, pentru încurajarea ce i-a dat acum 37 ani, publicând în biblioteca sa, această lucrare. Gazeta Matematică a creat generaţiile de tineri matematicieni la noi în Pară: Vor rămâne ca model, pentru viitor, munca neîntrecută, continut și dezinteresată, precum 

mă împlinesc o plăculii datorie de a mărturisi câ cele publicate în această carte le-am învățat din neîntrecutele lecții ce ne făcea la Universi- tatea din Bucureşti fostul meu profesor A. G. Joachimescu, a cărui Cule- gere de probleme de Algebră (ediiată de Gazeta Matematică, București) va fi de cel mai mare folos-pentru cei care doresc să-și completeze cunoștiu- țele lor de Algebră. 
, Multumesc călduros D-lui General „Gh. Buieliu pentru munca. ce a, depus ca să apară câl mai bine această ediție, dându-i astfel plăcuta ocazie să-mi reamintesc de timpul când ca elevi de liceu. colaboram cu D-sa la Gazeta Matematică, . , - Mulţumesc şi Tipografiei F. G5bl Fii pentru stăruința depusă ca să-şi mențină vechea sa reputație, 

NICOLAE ABRAMESGU 

Timișoara, 1943.
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Algebră Superioară pentru clasa VIII. 
Funcţii primitive. Calculul ariilor. Numere complexe. 

Teoria Ecuaţiilor 
de N. ABRAMESCU 

PARTEA L 

Funcţii primitive. Calculul. ariilor. 

1. Aria limitată de o curbă. Fie AB (Fig. 1) curba repre- * zentată de ecuaţia y=/f(2). A și B fiind două puncte ale acestei curbe să ducem ordonatele AC, BD ale acestor puncte, corespun- zătoare valorilor lui a egale cu OC=a, 0OD=5. Ne propunem a calcula aria cuprinsă între curba 
AB, axa a-lor și ordonatele AC |Y | Ms MB şi BD. , | = 

- Vom. presupune mai întâi 
că a<b și fla) pozitiv pentru 
toate valorile lui a cuprinse» 
între a și b. Să împărţim dreapta 
CD în n părţi egale cu 

ag= 00, prin punctele P,, 

Po... Pn-, astfel că CP.= | P, P2=...=Pru D=Az (In figura 1, n=5). Să notăm eu OP. =a,, OP = ap, OPr1 2 ama şi să ducem ordonatele cores- punzătoare CA =/(a), P, M. = f(a), P2 M2 = fl)... Pra Mya= - flan-) şi DB=/(6). Dacând jiniile AQ, M, Qz, Mz Qa,... Ma-+Qa paralele cu Oz, avem | . - 
“fla)Aa aria dreptunghiului CAQ, P,, 

fadâz =>» » P, M, Q2 P:, 
Fin) Az= > >: Pr Mai Qn D. 

  

  

Suma 

(0) FodâztfeAzt..t Plza-Az 

4
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este suma ariilor acestor dreptunghiuri și este egală. cu aria poligo- 

nului CAQ, M, Q2...Mn-1 Qn D. Când n crește nemărginit, este 

aria limitată de CA, CD, DB și arcul AB al curbei y=/f(2). 
Această sumă se poate reprezenta mai scurt prin 

n—il 

Sflai)âz, 
î=0 

2 luând valorile succesive 0, 1, 2,...1 —1, iar o fiind epal cu a. 

Limita acestei sume se exprimă prin simbolul 

f rtaz, 
$ fiind o formă schimbată a lui $ şi se citește sumă dela a la b 

din f(a)da. 

Deci 
a—l 

(2) IN fiodz=lim Îf(zi)Az=aria CDBA. 
n 00 4—0 

Se observă că avam aceleași rezultate dacă CA şi BD sunt 

egale cu zero. - 
Aşa S'ar putea calcula o valoare apropiată a arii considerate 

pentru o curbă y=/f(a). Calculele fiind anevoioase, trebue deci. 
căutate metode directe pentru determinarea limitei sumei când 1 
creşte nemărginit, ceeace vom vedea în cele ce urmează. 

2. Funeţia primitivă a unei funcţii. Să conşiderăm unul 
oarecare din dreptunghiurile figurii 1, pe care-l vom nota cu 
YMEQ în figura; 2 și să ducem NS paralelă cu Oz, pentru a com- 

plecta dreptunghiul PQNS. Fie /b aria va- 

riabilă CPMA, care este o funcţie de abseisa 
z= OP. 

Avem PQ = Az, RN= Ay, PQNM= 
AO; Az fiind o creștere a variabilei zs, 

iar Ay și Ac creşterile corespunzătoare 
ale lui y și a arii CPMA. Deci 

Z 

CPQ D PQRM =PM. PQ=yAz, 
- Fig, 2, PONS=PN. PQ=(y+Ay)Az. 

Se observă pe figura 2, că 
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deci PQRM<PQNM< PQNS, 
yAz CAO (y-FAgâz. 

Să presupunem că y=f(z) este 0 funcţie continuă, adică 
Ay tinde către zero când A tinde către zero. Impărțind cu Az, 
avem 

AD 
| Ya Sytây. 

Dar aria (0 este o funcţie de z și când Ag tinde către 
AA dA 

zero, pă tinde către a Sa derivata ariei /0, pentru o valoare 

a lui a; y rămâne neschimbat, și y-F-Ay tinde către y. Cum az. 
rămâne cuprins între două numere: şi y-Fây, care ambele tind 

A către aceeași limită y, urmează că și limita expresiei a este tot 

A9 = la), așa că avem Fa) 

Aceasta înseamnă că aria /0=CPMA (Fig. 2), cuprinsă între 
axa Oz, curba y=/f(2), ordonatele CA şi PA, corespunzătoare 
abseiselor OC=a și OP=a, este o funcţie a cărei derivată este 
fila). Deci, pentru a găsi această arie, trebue a căuta o funeţie 
a cărei derivată să fie f(), care se mai zice funcția primitivă a 
funcţiei f(2). | 

3. Noţiunea de integrală. Se numește integrare operaţia prin 
care se găsește funcţia F(2), a cărei derivată /(z) este cunoscută, 
și rezultatul F(x) se zice întegrala, sau funcţia primitivă a funcţiei 
date f(2). Integrala se exprimă simbolie prin 

| fo) de=Flo)+e, 

unde F(x) este funcţia a cărei derivată este f(z), iar C o constantă 
oarecare, căci dacă derivata funcţiei F(a), este f(z). atunci şi 
derivata funcţiei F(2)+C este tot f(a) (derivata unei constante 
este zero). / . 

Deci, orice funcţie continuă f(a) are o infinitate de funeţii 

primitive, de aceea $ fo da se zice integrală nedefinită. 

Exemple. i, $2zaz=a0+0, Șooaz=a+c, 

căci derivata funcţiei 22-+0 este 2, iar a funcţiei a&2-+- O este 32,
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2. a fiind o constantă avem 

| azmti 
fade=az+0, foaie, 

azm-i 

ml 

3. Integrala (funcţia primitivă) a unui polinom este suma integralelor 
termenilor săi. De ex, 

  

căci derivata lui ax+C este a, iar derivata funcţiei +C este an. 

ct a 
f(mrsa-dapoda= 243757 ac, 

căci derivata polinomului aflat este tocmai 25-34-52, 

4. Integrala definită. Calculul unei arii. Să considerăm 
aria CO cuprinsă între curba y= la) (Fig. 2), axa Ox şi ordona- 
tele CA și PM, corespunzătoare absciselor OC=a şi OP=z (ze 
abscisă nedefinită). Am văzut că - 

„fff az+c. 
Insemnâud cu F(z) o funcţie (primitivă) a cărei derivată 

este f(z), avem | 

(3) A=F(2)+C. 
Aceasta este aria figurii CAMP (Fig. 2), în care ordonata PM 

poate fi dusă prin orice punct P situat între ordonatele AC și BD 
(Fig. 2). Când PM coincide cu CA, aria este zero, şi atunci a=a 
Inlocuind aceste valori în (3), avem | i 

0=F(a)+C, C=-—F(a), 
iar formula (3) devine 

(4) A=F(a) —F(a). 

Când z=b, aria 40 devine aria ACDB (Fig. 2). Inlocuind 
pe:z cu b în (4), avem i 

aria ACDB=F(b)—F(a), 

Am găsit deci metoda pentru calculul limitei (2) (Nr. 1) care 
se poate exprima cu formula 

Îreaz=ru—nt) 
F(2) fiind o funcţie primitivă a funcţiei f(2).



—5 = 

Această expresie reprezintă valoarea ariei cuprinsă între curba 
Y=fla), axa Oa și ordonatele corespunzătoare lui z=a și ab. | o 

Limita sumei (2) (Nr. 1) însemnată cu ( f(a)da, se zice inte- 
a , 

" grală. definită, iar numerele a și b sunt numite limita inferioară şi 
limita superioară a integralei definite (Trebue observat că aci cu- 
vântul limită are alt sens decât acela când se zice că o variabilă 
tinde către o limită), 

De aci următoarea regulă pentru calculul unei integrale definite » | 
( roaz. Se calculează o funcţie (primitivă) F(2) a cărei derivată 

este f(a). Se substitue succesiv aa şi z=b și se scade F(a) 
din F(5), care se scrie simbolic 

“Îroda=|re|, fraze 
De ex, 

af _ Î 3 a ac 3 _27=8 __19 

$3 “ [53], [15], *157 15985: 

5. Observări. 1. In cele ce Y CP PP P P,D 
preced, am presupus că f() este O ] % 
pozitivă în intervalul (a, d) (între 
a şi b) şi ab. Aceste restricţii AL—IQ, 
pot fi înlăturate în modul ur- 
mător.. Dacă f(2)<0, pentru. va- M, Q 
lorile lui z cuprinse între a şi. M, Q 
d, curba reprezentativă a funcţiei | M3 
y= (2) are forma din figura 3. 
In acest caz Fig. 3. 

f(a)Az= — aria dreptunghiului CAQ, P, 
fla.)Az= — aria dreptunghiului P, M, Q.P, 

. 

  

                  

  

e n 

Când f(2) este şi pozitiv şi negativ între a şi d, dacă, a<b p 
(Fig. 4), integrala, ( f(z)dz reprezintă suma algebrică a ariilor limi- 

a . ,
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tate de. curba y=/(x), axa Oz şi ordonatele z=a și z=b, ariile - 
situate deasupra axei Oz fiind pozitive, iar cele situate dedesubt; 
fiind negative. Astfel (Fig. 4), 

5 

| fla)do= CME —EPE--FOG-—GNI, 

Dacă a>b (Fig. 5), Am este negativ, căei ap şi se   

schimbă numai semnele, ariile situate deasupra lui Oa fiind nega-. 

Y 

  

  
  

Yy 

Q N_ - M 

oa E _/o_, ÎN. /] 
c_ (E G| O|z| E a, 5 |» WAVE Cc 

N H 
Fig. 4. | Fig. 5. 

| md 
tive, iar cele situate dedesubt pozitive. Astfel (Fig. 5), ( folia 

& 

„reprezintă diferenţa "dintre ariile inferioare și cele superioare: 
EHF —DNF— ECM. - 

IL. Se vede de aci că 

2) do=— fre) dz, 
şi observând ariile considerate, avem 

f 7 (2)dz= 7 (2)dz+ (7 (2)dz. 

Calculul câtorva integrale şi arii. 

-6. Integralele imediate a câtorva funcţii. Am văzut de- 
rivatele funcţiilor simple (1). Ele ne vor da integralele fundamen- 
tale, cu ajutorul cărofa se pot găsi metode. speciale pentru inte- 
grarea funcţiilor. 

(1) N. Abramescu, Algebra de cl. VII,



I. Avem 

  fana 2 Lo (iza, Li itmul = mi Ă > e , ogaritmu neperian, 

fazar=% o, (zaz=e+c, (e za0= eo, 

(cos zdz=sin 2-0, (ein zâa=—cosz+-0, 

dz f da _ 
| t=tezte sina cote ztC, 

  

  

  (are sina+-C, zare te a+C, —a 

de 27 da 1 da 1 (pavate, ah (m Zijami FO, (ie re 

II. Mai trebue reţinute următoarele derivate, care ne dau * 
imediat integralele. 

1. Yz-Fa. Luând derivata, avem 

dVaFa_ i i deci - ( da 
da 2 Vata z 

2, Va2-Fa. Luând derivata, avem 

dVa-Fa_ 1 a d z > 9 ap —— a DI 
de aja Va Pa davzta Vata 

  

           

  

  

și deci za —— 
za Va-katc. 

3. L(z+va2-+a). Derivând, obținem 

| uehizta)= = ZDpzaa|e-PIE Fa Fa)= 

1 2 1 E 
Palais) | iz) 

a-V-a 1 | 
CarlaFa Vaza Er 
„dauenzra|- za  
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deci 

da 

Va-Fa 

Când a=—1, avem Lehi —1)+C. 

7. Proprietăţile integralelor. ]. & fiind o constantă şi de- 
rivata funcţiei F() fiind f(a2), avem 

era, (ridar=plo)-tc 

  =u(oVeFare. 

De asemenea, derivata funcţiei k Rl) este kf(a) şi deci 

arte] =1f (a), | (oara (2)+C. 

, Observând că P(2)= f(0)dz, şi înlocuind în relaţia prece- 
dentă, avem je /(o)az=1 ff (2)da+C. 

De ex, J5/(2)dz=5|7(a)dz, [3 sin zdz= 3fsin zaz=—3 cos FO. 
IL. se vede că integrala unei sume este egală cu suma inte- 

gralelor. 

Îr)-rata)ralo)]az= ra aa+ Joao) 
De ex, forte 3jar= fa ein jar [te 

= 02 43240; 

Î(Ge-a sin z4+-3z dz=)erda—2)sin zda-r3 dz 

= dez--2 cos 23240 

$. Schimbare de variabilă. Să presupunem că se cere a se 
calcula integrala 1= $ sin (324+2)dz. Pentra a o aduce la o for- 

„_mulă cunoscută, să facem schimbarea de variabilă 3z+2=t. De- 
rivând în raport cu z, avem 

di di = ai, 3=ag Sd=d, da=e 

şi atunci integrala devine 

I= (ein. LA E: sin tdi,
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a cărei valoare o știm, și anume 
| , 

= s(ocos+-C, 

Inlocuind pe £ cu egalul său 3z-+2, valoarea integralei ce- rute este 

I=—geos(3at2)-to. 

9. Diferenţiala. Să considerăm curba y=la) şi fie M şi M' (Fig. 6) două puncte vecine pe ea. Să ducem tangenta MT în M şi paralela MP din M la Oz, care taie y 
paralela din M' la Oy respectiv în T 
și P. Avem MP=Az, PM'=Ay, : 
tsPMT=/' (2), PT = (tg PMT) MP = 

- F (a).4a. Cantitatea f (2)A(2) se zice 
diferenţiala lui y și se reprezintă prin 
simbolul dy. Deci 

(1) dy=f'(a)Az. Piz, 

  

Aceasta este adevărată pentru toate formele funcţiei flo), 
deci şi pentru y=f(a)=a. In acest caz, f! (î=1 şi for- 
mula, (1) dă E 

(2) da =Az. 

Inlocuind (2) în (1), obţinem formula definitivă 

(3) dy=F (2)dz. 
In rezumat, diferenţiala variabilei îndependente este egală cu 

creșterea variabilei; diferenţiala funcției este egală cu produsul 
diferențialei variabilei independente prin derivata funcției. 

Trebue a face distincţie între dy. și dy. Figura 6 arată că în: 
general ele nu sunt egale, dar că tind a fi egale când Aa tinde 

- A , 

către 0. Aceasta o putem vedea şi direct, căci avem lim = f (2), ! Ax-yo iz 
Ay af lore, unde lime->0 când Az—0; deci 

Ay=f'(o)AzteAz=dytez. 

Trebue observat că da şi dy sunt cantităţi finite, deci se pot 
face cu ele toate operaţiile ca și cu numerele finite, și deci nu
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trebue luate drept cantităţi infinitezimale. Deci cei doi termeni ai 
relaţiei (3) pot fi divizați cu dz, ceeace dă 

(oz f (= 

adică derivata este câtul diferentialelor, de unde şi notația aldasă 
pentru derivată. - , 

Observare relativă la schimbarea de variabilă. De oarece în 
semnul integralei Ş f(a)dz, intră diferenţiala dz, pentru ușuriață, 
în calcularea integralelor, în loc să zicem că derivăm, vom spune 
că diferenţiem, și în loc de a serie complet derivata funcţiei 

y=f(a), adică = "(2), vom pune numai diferenţiala ei dy, 

înțelegând că aceasta este produsul derivatei funcţiei prin da (Qife- 
rențiala variabilei de care depinde). De ex., dacă =, în loc de 
a serie că derivatele sunt egale, 4'==2, scriem numai du= d. In 
cazul precedent, 32+-2=7, diferenţiind, avem 3dz=di. 

10. Exemple. 1. $ costada. Avem 

1-+-cos?2 1 ] - el 1= | costaae= [ez ana (ae coste = Șt coste 

Punând 2z=t, avem diferenţiind 2dz =di, da =, 

d 1. (ecszaaz=1.f costd = 3 sin = Z sin 2, 

I= 2 Frsin2a+0. 

  

da 
2, (53 Să punem z=37 şi avem de =—3di. Y9 — a 

—(_30 (3 ra e = [a Si bip aresin + o=aresin 2 4-0. 

dz 
3. (a & 0 constantă. Să punem a1+-z2=— 2, deci diferenţiind Vaz , : 

2a dz = 2 tdi, z da = tdi, 

I= [= [ar O=Va Fa + c. 
dac , Ta Să descompunem fracţia   4, | într'o sumă de două fracţii l—a: | 

Arem 1l—z*=(1—a2) (1-ka) Să punem 

1 __e d 2 __a d 
() zi iaz GUI Tipa



m
i
i
 

- 
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si să determinăm pe a și b. Pentru aceasta, înmulţim în (1) cu l—a: şi avem ” 1 d îpz Sata 2). 

unde facem pe z= 1, tocmai cu valoarea ce anulează factorul 1 — cu care am înmulțit, Avem 

  

| 1 2 _dl 
II >: 

peesemenea înmulţim în (1) eu l+a şi facem pe urmă z=—1; ; obţinem 
(+a) 1 _a(i—1) = Ta fb IZpapa k5 = 

Expresia (1) devine | 

1 ip 1 
1Z ali aia) 
  

  

și înlocuind în integrală, obţinem 

  

  

1 1 
1= <a] | (epoca 

1 da _f da e = zipra [e 
Să punem - l+a=i; avem da = di, 

de — Liu ţa) l+a 

De asemenea, să punem 1 — a == u; avem —da = du, 

de Zdu _ du 
[= , u | a Lu —L(l—a). 

  

Relaţia (2) dă 

ŞLU+a)— ru -a40= =LVIFa—LViZz+0= Vize 

| _ de a 5. 1 = zuza) Avem . 

_ [i+a—a l+am 22 dz Uz) 4 za Pa | 

  

= [ee z do —3| e 
Ia Lt Ia: 

Punând 1 a2=—=t, avem 2edz =, 

2 zda di _ Ia P=Li=uaa
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Deci 

I=La—ILU+a+0= er +a4+C=L 
Li 

= | ee dz. Avem I= Ira va dz = + dac, 1—z 

  + 0.   

  

  

  

  

Viza Via J Vi—zi 
. da a da N == $ = are sin a +C. Vi=a fa + Vi=a 
Să punem l—at=8; dei 2pâz 22) ada = — tal, , 

  

2 da — at a ———— 

I = are sin & — Vi z24c, 
d, , 

i 3 7, I DI Avem mrați=(2+3)ri 

da = 

E) +5) 
Să punem za =, peri, deci da= a 

% 
*
 pf hoftzrile 

I = zare tg t-+ 0= are tg Io, 

    

V3 V3 
da | 8. I= | Tri l de sub radical ie 5—(a— 2)2 În rinomul de sub radica . serie (a ) 

"Deci = [3 

J Vb r=—2) 

Să punem z—2=—V54; deci dia de = V5 at, | , 

V5dt Văd Văd =f dt 
J0T5Z050 res Voi] = 

  

, n —2 
I = arc siu t4+ 0= are sin C. EA 5 + 

- _ fab i ai4 
9. Să se calculeze i] fai dz. Factorii numitorului sunt 

a+3, a—2 şi 242. Fă punem
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File A o 
1) (4 3) (a02— 4) = atata 

A, B, C fiind constante de determinat. Gonind numitorii în această 
expresie, avem 

Pilat I4=A (e —2) (2+2+Bi0+3) c+2+0(2+3(0—2), 
Ă Eat I4=(4+BFOE+ B+ Ojat(—44+6B—60). 

Egalând coeficienţii puterilor lui z din ambele părți, avem 

_ A+B+O0=1, 5B+O0=1, —4A+6B—60=14, 

_de unde rezolvând în xaport cu A, B, C avem A=—2, B=2, C=1. Inlo- 
cuind în (1), avem 

    

  

miei _- 2 
(ae —- 3) (02 —- 4) 23 Tate 

2 2 da : == pate | pace] ez te rau —2)4+ 

+ L (4 2)+C. 

__ te +2) (e—2 
IL apa 

11. Exerciţii. Să se calculeze integralele 

dz er da 2 o a da: , ; (= * | cote dz; 3. fe «da; 4. J= i 

e | ppt: 6, | 1 | a 
1 1 R. 1. Se pune a-i poz (e— ete: 

+. 

  

4 

  2. 1=foede. Se pune 4=a, du = cos z da, ro [tt an-ţo 

  3,1 = [nee, Se pune cosz=f, di= — sin ada, | Ei emare 

- +cC. 

Ls E 

4. Se pune e2z4+-t=t, deci exdr= di, | = [= Lu= Lex ++ 0. 

  

5. Se pune =, 6 fiind cel mai mie comun multiplu al indicilor 2 și 3 ai 
radicalilor ce intră. Avem dz= 6 45dj, 

=[apear= [| rome eterirai)u 
45 4? Ă 2rdi PI == — — 1 1=5 4 Pepe i] aa 7] paharele IVEFI-Fc, 
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Z 5 2 i 1 2 a a 
IP 343 arcteat — VĂ FI+c. 

2 - '3 2 6. Numitorul este (e + 3) + 3, se pune z+ 3 Vie 1= area e +. 

7. Expresia de sub radical este 8— (+ 2); se pune s+2— V8, 

„pA+2 | | I = aresin 3 -FC. 

8. Să se calculeze 1— f a da. 

R. (0-1) (ac%-+-1)=—(z-F1) (2-1) (2— a-l) 1 (021). Să punem 
3x5+3x—6 Ca-+D A B 
CFD FD Oops 

Gonind numitorii obținem 

3a+3a—6=4 (2 — a + D+B(2F) (a — 41) +(Ca+D) e+i) 
Al —2+1)+ B+ D+(Cz+0D) (or), 

32 +-32—6=—(B+0)24-(Â+20+D)a(—AFoL 
2D)e4+(A4+B4+D), 

Egalând coeficienţii puterilor lui & din ambele părți, avem ecuaţiile B+O0=3, AT20+D=0, —A+O0+2D=3, A+BA+D=—6, de unde A=—4, B=0, C=3, D=—2. Avem - 

3 3 
Z022-1+3—2 

  

  

  

  

__ [= 4dz 32-24 
1=|t cz PI zi + a? —a 41 dz, 

3 . 

(22 —1) 1 ji rogi | 20 Da poata zl z— pl 2 dz 

__4 3 da) 1 dz = s] ping (Ia: ie , 2 4 

4 3 1 2z—1 I= — L (22 — 2 + 1) — ——aret C. Za ta ( ) ra rcte f + 

„12. Integrare prin părţi. Este un procedeu care se aplică cel mai mult. Considerând u şi o două funeţii de %, luând derivata produsului > avem 

d(uz)___. do du 

de dz? a 
  

Inmaulţind cu dz, obţinem 

d(uz) 

dz 
  

"da du, 
dr =u gata dz, 
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Și cum du dadu (adică diferenţiala lui ), întrebuinţând notația di- 

ferenţială, avem d (24) = ude + vdu. 

Observând că f dz =, [ df= f, integrând ambele părţi, obţinem 

u0= ude [| oău, 

fu do = uv - [adu 

Această operaţie se zice integrarea prin părți. 

13. Exemple. 1. = Ladz. Să punem Le —u, de unde 

du = și do— do, de unde v—z. Avem 

dx 
1—|udo=uo — | odu=zLao— Ț>=alao—z10. 

2. 1= | muaaa. Să punem Lz=—u, deci du= şi doza da, 

am +i 
de unde FI Avem 

1= [ua __ămtila 1 m +1 de 

>] 000 mi mi Pi 

_an+ti La amĂil La  am+i 
La Fi Ai me mi (m piete 

3 1= [zece Se pune u=z, du =— dz și do —exda, u=er, 

a 

Avem 1= ge — | ez du — mea — ex -+ O, 

- 2 d, | , 

I= ja a, Se pune u=—z, du=da. 
. —a la " 

a da —— 
di = + D= —Vl—a, - Vi ! | 

oma arate 
— a 

a? = — 2 — ———— = — ala pi fi za 42 

1 — a VI Z-+ aresin a—I, 21=— -- e Vi—a4+ are sin % + e, e=— const, 
şi. divizând cu 2, 

  

  

  

    

1 1 
1=— Z 2V— + zare sin s+-C, 0=-p = const, ! 

  13. Exerciţii. 1. 1=— [Pas 
Viza     „ppiimiiiac TIPA. 3 Pa 

zei 
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R. u=are sin z, do= a dz » du= de D= —yl—z, 1—a: L—a: ” 

  

  

I= — VI Za are sin 2 + iai = 2 — 1 — atare sin + C. 
i-a 

2, 1 = | me dz. 

R. Se pune u =: do ex da, deci du = 2 dz, o—ex, 

1=— ez — 2 | ez da. 

Se integrează din nou prin părţi ultima integrală, punând uz, do = e* dz, și ave 

= me —Baerţ 2ec + Oe (a: 224240, 
"3. , / e* cos zdz. 

R. u=cosz, do—ez dz, deci du = — sin & dz, se. 

(2)  Iezcosz+ |ezsin dz. 

Se integrează din nou prin părţi a doua integrală, punând u — sin z, : du= ex da, de unde du = cos z dz, vea, şi avem ae 

fecsin az = ca sin z— | ez cos zdz, [ee Sin z da = er sinz—I, 

și înlocuind în (1), avem 1 =- (in a — cosa)ez + CQ. 

15. Calculul câtorva arii. Să considerăm o curbă având ca_ 
ecuaţie y=f(2) şi fie Mo și M două puncte pe această curbă 

(Fig. 7) de abseise a şi b. Am văzut 
că aria limitată de curbă, axa Oz și 
ordonatele Po Me și PM este egală cu 
integrala definită | 

» 
( f(a)da. 

Pentru a calcula această integrală, 
se caută mai întâi funcţia primitivă F (2) 
a lui f(2z), adică valoarea integralei 
$ -fla)dz şi atunci 

  

3 

( fladz=Fb)—F(a) _ 
a 

este aria căutată. In cele ce urmează vom da câteva exemple simple. 
16. Cazul parabolei. Se ştie că '=2pa reprezintă o para- - 

nea a inte, 
Lă d, 

2 

x i   



Z
r
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bolă raportată la axa sa luată ca axă Oz și tangenta la vârf luată 
ca Oy (Fig. 8). Să considerăm pe această curbă un punct M, ale 
cărui coordonate z și y sunt pozitive, z=OP, y= PM, şi să ne 
propunem a calcula aria OPM (lig, 8). 

Ramura curbei aşezată, deasupra axei 
Oz are ecuaţia y=v2pa; deci aria con- 
siderată A are ca valoare 

  

A= Vapada. 
o 

Integrala nedefinită (V2paaa se poate 

  

1 - 

scrie Vaze da şi este egală cu 

Fig. 8. 
  

3 
7 

2 
P (= Pav 2pa. 

3 
3 

Aria căutată este epală cu a=|e 2)] = F(b)—F(a)= 

F(2)—F(0). Pentru z==0, valoatea este nulă. Ave deci 

22 Via 9 az? A= 3 aVapz= a A= 3 OP. MP, 

, 2 de unde rezultă că aria OPM- este egală cu 3 din aria dreptun- 
3 

ghiului OPMQ (Fig. 8), cau 2 din aria triunghiului OPM. Deci 

aria segmentului ONM de parabolă este egală cu o treime din su- 
prafaţa triunghiului OPM (1). 

1î. Aria cercului. Ecuația cercului cu centrul în origine și 
raza R fiind 2-+y2=—R?, avem y=t VR2—az, iar ramura curbei 
(Fig. 9) așezată deasupra lui Oz este y=+VR:—a2, e variind 
dela O la R. Aria sfertului de cerc este egală cu | 

R RO. 

a=j vdz=| VR2— a de. 

  

(1) Determinarea ariei unei curbe plane, sau cum se mai zice cuadratura 
unei curbe, a fost obiectul cercetărilor multor geometri, din timpurile cele mai 
vechi. Astfel, Archimede (287—229 a. C.), cel niai mare geometru al antichităţii, 
a întrebuințat pentru aceiași problemă o altă metodă asemănătoare cu aceasta, 
zisă a Calezlului integral, inventat de Newton (1642—1627) și Leibnitz 
(1646—1716). - o 

N. Abramescu, Algebra Superioară cl, VIII, ed. 3, d
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Să caleulăm funcţia primitivă, adică y 

Pi 1= VE ziar= (Ea 

ZI de a? da 
0 cata pe 

  

  

2 da _ ( 2 da. 
VR:—a2 VR2—a2 

R 

  

Fig. 9. 

  

  
  

  

  

Dar 

z 

(2) da = li) sin 2-- 
VR2— a2 / z? CSR 

| 1—Ba 

Pentru a doua integrală 

(a să punem z=u di= zdz da= du, = —VR2— 2 VR2— 2 ” VR2— a ” ” 

şi integrând prin părţi avem 

= a! vdu= —z VR—2 — free 22) da 

  (3) | ada == 84| IT du — a VREI R2— 2 | . 

Inlocuind în (4) valorile integralelor (2) şi (3), rezultă 

1= R2 arc sin RPR —] 

de unde 

2I=R?arcsin + aVR?— ai, I=2R: are sin Eta VR2—a2, 

(4) 1=f [Ea do Rato sin 2 e REZ
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Valoarea ariei căutate este deci 

1 E = 1 za ral" = = 2 mp? == | 2 P2 în o a 2 __ m? 4 A | YR 2? da [in are sin £ +ozVR 2], | 

1 ps pe (are sin zi (e Vi) = 
qi RI, 2 i 

d | : R__ : 9%) | 2 2 2 9) - = 3R arc sin 7 aresin + R VR2 —R2 —R —0VR2—0 . 

1 Alp pe Ea 4 A= 2R aro sin 1 —5R par 

iar aria cercului întreg este A=TR2. 

18. Aria elipsei raportată la centru şi axele sale, Ecuația 
elipsei (Fig. 10) fiina 

a op 

b2 

ramura deasupra axei Oz are 
ecuaţia 

=1, 

  

  

— by a vea,   iar aria stertului elipsei este Fig. 10, 

Lat Lafe A A= | vaz 6) i A |: Va — a: da, 

Dar integrala | Va? — a? da este dată de formula (4), unde a=R. 

% 
Ă d A 1 II 

Va — a? da := [pare 24 z Va: =] = 
o | | o 

-asttef că înlocuind în (5), aria sfertului elipsei este 

i b1 

4 A a 4 

şi deci aria elipsei este Tab, a şi b fiind lungimile semiaxelor. 

19. Exemple, 1, Aria limitată de axa O z, parabola = = 4pa și dreapta 
y+2a—4p= O (Fig. 1) ” -
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Dreapta şi parabola se tae în punctul C(p, 2p), care se obține rezolvând 
ecuaţiile lor; dreapta tae axa Oz în B (2p, 0). Figura arată că aria cerută A 

este surca ariilor OCD şi CBD. Deci 

  

y . 
4 P 2p 

C a=j Vipzac+ $ (4 p — 22) da 
0 ? 

Va 2p_ 4 
A=|g pa at] + [pre] "= =z pi + 

p 
O % 

D B (19.20 —ep:)- (tp.p—r") 

7 
Li — ml A= ZP 

e 1 
3. Aria limitată de curba y =-————, 

Va? —? 

Fig. 1. „axa Oz, aza Oy şi dreapta (a. 

Se vede că z poate lua valori pentru care a? —z2 50, adică —a<z<a. 

Derivata este g' at, se anulează pentru z =—0, trecând dela —la+-, 
V(a2 — 2)? 

deci la acest punct este un minimum egal: cu 
. E! valoarea lui g pentru 4==0, adică Z: Curba are 

dreptele z= — a, z=a ca asimptote (Fig. 12). 
Deci aria cerută este aceea cuprinsă între 

axa Oz, axa Oz şi asimptota sa za. Este 
egală cu 

a a da „Da 
Şyaa=$ js Sarerin 2) = 

9 o Vai=a2 a o 

  

  

= are sin < — arc sin 0 are sin 1 =- 
a d 

3 

Fig. 12. 

3. Aria unei bucle limitată la uza Oz 

şi curba y =— sin z. Construind această curbă, 

sinusoida (Fig. 13), vedem că aria unei bucle 

este îndoitul ariei ce se obţine dând lui z va- 

  

, z > 
lori dela O la 3» deci aria cerută este 

Fip. 13. 

ă = 

- A= PP sinzaz=2 [- cosa)'=2(- cos gt cos0 |=2 
o o - 

4. Aria cuprinsă între curbele pad și = +l, 
Construind aceste parabole (Fig. 14), vedem că se tae în punctele ale
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căror coordonate verifică ecuaţiile lor, de unde egalând pe g, avem z2-+5=2z2+1, 
zi = 4, a = 2; deci ga +52 + 5=9. Punctele de intersecţie sunt 
M (2, 9), M'(—2, 9). 

Aria cerută este diferenţa ariilor cu- 

- prinse între fiecare curbă, axa O z şi ordonatele 
z=2, z=——2; curbele fiind simetrice în ra- 
port cu Og, aria cerută este îndoitul diferenţei 
ariilor cuprinse între Oz, curbele date şi axa 
Oy şi ordonata z=—2. 

2 2 2 
aa Y, a-l Ya ==) [n ua= 

o o o 

2 

2 | le +5) na 
o 

2 3 2" 

a=af toata ta) = 
o - 

8 32 — [pe] Fig. 14. 

20. Exerciţii. 1, Să se afle aria limitată de parabola z? — 9py—=0 şi 
dreapta e —3y4+6—0, 

  

  
R. Parabola y=— z și dreapta g == 3 +2 se tae în punctele (—3, 1), (6,4). 

. S [a 2 a? „il 
Aria = 3 3 +2l-gld=1+- 3: 

2. Să se afle aria limitată de parabola y2—2 (2 — 4) şi dreapta z=—3g 

R. Se construese dreapta y= 3 = şi parabola cu vârful în (4, 0), „care se 

tae în punctele (6, 2), (12, 4). Aria este 

12 ii 12 __ Pre _II a st 2 y aj pete za sao=[res-i-e]i- 3 
6 

” z z 
3. Să se afle aria limitată de chaînette (lănţişorul) z => (-- ) axa 

0a şi dreptele a = + p. 

ha [2 2 a 2 22 zh 
R. a=| Ş(s+ har 3 [aiăaiă) =a(e-c) 

A . -h i | 

: i a 4(2—a) Ă 
4. Să se afle aria limitată de curba „= axa Oz și axa Oy.
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R, Curba « are ca asimptotă dreapta Oa, că căci =, y=0. Tabloul va- 
riaţiei este 

z| —o 2—2Vă 2 2423 oo - 

+ = + 
II E, Max 4 0 4 min <OA 0 

  

  

  
2 

, 2- 
- Aria este = ( ua=a [ part Da [ue +a); Pentru 

prima se pune z=—24, A=—4 arctg 1—2 2. 

5. Să se afle. aria limitată de părţile curbelor y=3sin 24 și 

y = sin z+ sin 2 z, cuprinse între O şi 7 

R. Se „obţine grafic curba y=siny+ A sin 22 adunând ordonatele 

(Fig. 15) curbelor y = sin a și 7 =g sin 2 e. Se poate construi cum ştira scriind 

    Z, 1 
Y = SinX+3 Sin2X 

yssinx 

Fig. 15. 

y = sia + sin z cos z = sin z(l + cos z), ce se anulează pentru z=—0, z=r, 
Derivata este y' = cos z + cos 22 == 2 costa + cosz — 1, 

1 , , E 
gi 2(cosz+1)(cosz—-3) ; primul factor cosz+-15>0, y este maximum pentru a 

1 i - care anulează cos z= 3: Curbele se tae în punctul de abscisă p=2 Aria este 

|
 

z = 1 A = (sn +a sin 2 z) — sin : dz +, in z — (sin z+ 3 sin 2 )) dr=2, 
o - 3 

6, Să se afle aria cuprinsă între cubica y=— și asimptota sa. 
8a: 

z24+-4ai 

R. Curba e simetrică în raport cu Oy; făcând e =—00, 4 —0, admite pe 
Oz cu asimptotă; g e maximum egal cu 2a pentru 4— 0. Aria la dreapta 
axei Oy se obţine punând a=—2at, şi este
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A (> f* 8a | * 2adi 
= yde=— da = a5 a = 2ma, A=âna, 2 o pata tai Fi) ă 

7. Să se afle aria limitată de curba y=VzLe, axa Oz şi ordonatele 
s=—| şi z=—e. | 

R. z trebue să fie mai mare ca zero, curba e aşezată la dreapta lui Oz. 
* Când «<1, La <0, y <O, curba e sub Oz; când z=—1,y=0, apoi z creşte 

1 —1 2 
nemărginit. g' = ———La+V 1 beti, 4 =—0 când La4+2=—0, La=—2, 

2V z a 2Vz 

1 1 
oc = între O şi 1; când z< y' <O; când > a 7'>>0, deci pentru 

1 N 2 , — 2 = —p Y este minimum egal cu — —» Aria este A =fy 2Ladz=f(La)a( get); 
€ e 1 1 3 

to
te
 

3 

| 2 2 
A = udo= (u 2) — $ adu = (3 ai La) - $3 & 

1 1 

2 2 
se pune La=u, do=a(z-at) deci du= E, = za 

as
e da 

% 
= (+2).
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Numere complexe. 

21. Generalităţi. O expresie de forma a-Fbi, =V—1, se 
zice număr imaginar sau comnie Se vede că = —1, î3=—s, 
4=1, d20=(—1)p, 200, tr, 

Unui punct M (a, 6) (Fig. 16) în plan îi corespunde un număr 
imaginar z=a-bi, şi invers. Punctelor axei Oz le corespund 

y numere reale, de aceea se zice axă 

reală, iar punctelor axei Oy le co- 

MG, b) respund numere bi, pur imaginare, 

de aceea Oy se zice axă imaginară. 
z Punctul M se zice afixul, sau ima- 

ginea numărului imaginar. 

Modulul unui număr imaginar 

a-bi este lungimea OM=Va24-b:, 
și se scrie 

Ja]=akoi]=vVaeră. 

Numele a-ti şi a—bi se zic imaginar conjugate. Afixele 
lor, M(a, 3), M (a,— 5) sunt două puncte simetrice faţă de axa Oz. 

Unui număr complex 2=a-țbi de afix M(a,)) îi corespunde 

     

    

(E: 
Ri 

M'(a, —8) 

Fig. 16. 

— 

vectorul OM, cu originea O, extremitatea M, și lungimea 

=Va+=—|al, egală cu modulul. 

Un număr complex a+-bi este nul prin definiţie cân a=0, b=0. 

Deci, din relaţia 4-Fs =9, deducem două ecuaţii, u=0, v=0. 

Două numere complexe sunt egale când au părţi reale egale 

şi coeficienţii lui £ egali. In adevăr, dacă ațbi=a +, deducem 

(a—a)+-i(06—5)=0, a—a'=0, 5—V'=0; a=a, v=b.
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22. Adunarea. Fie M'(a', 5), M”(a”, bd”) (Fig. 17) afixele nu-- 
merelor imaginare 3 =a'+kb's, 2" =a" bi. Suma lor este 

a=(a ka )ti(b' +5”). 
Afizul M, corespunzător sumei 
aka” este extremitatea dia- Mta+a”, b+b') 
gonajei paralelogramului cons- y 
truit cu OM, OM“. 

In adevăr, fie P, P', P”, 
proecţiile pe axa Oa a punc- 
telor M, M", M” şi Q intersecţia | 
dreptei MP cu paralela dusă 
prin M' la Oz; triunghiurile OJ p” p' 

   
   
  

=
=
 

%. 

MM'Q=0P” M” și deci 
OP'=M'Q=P'P, Fig. Î7. 

OP=OP'+P'P=ad-ta”, PM=PQ-+QM=P'M-+-P"M”=5+b”,. 
Sumei z=a'-Fa” a numerelor complexe z'=a'-Fb'i, _ 

a =a" bi, de afixe M' și M” (Fig. 17), îi corespunde vectorul OM, 
— —— | 

egal cu sunia vectorilor OM” şi OM”, care se serie vectorial 

Că 20Eo OM=O0M'+OM". 
—— - ——, 

. 

Suma a doi vectori OM! și OM”, este vectorul OM reprezentat 
de diagonala OM a paralelogramului construit cu OM' și OM”; 
sau se obţine ducând prin extremitatea M' a primului vector, un 

vector MM echipolent cu Ox, adică M'M egal și paralel cu OM”. 
Din triunghiul OM'M se vede că OM<OM'+M'M, sau 

OM<OM'+OM”, |z|<l|+]z”|, adică modulul sumei este mai 
mie decât suma modulelor. 

= 

In general, suma mai multor numere complexe, 

, za ab 3. .n San Fa, A 

este Sah a Pan ti(bi...Fba) 
—_ — 

și are ca afix extremitatea sumei vectorilor concurenți OM,,...OMn. 
_ Suma acestor vectori se obține ducând prin M, un vector 

— | — — 
M, As echipolent cu OM>; prin As vectorul As A3 echipolent cu 

> , OM3 (adică Az As egal și paralel cu OM); ete. OM este linia care 
închide poligonul format OM, A2 As...M. 
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- 23, Scăderea. Diferenta a dovă numere complexe 4=a'-+bi, 
aia" Îb i; este = — a —a il —b”), 

ru şi are ca afix punctul M (Fig. 18) 

y M la, b) obţinut ducând prin originea O 
— —, 

vectorul OM echipolent cu M”M, 

adică OM egal şi paralel cu N “M', 

    
— 

Maat! b!= bi Diferenţa vectorilor OM' și 

i , ” ” / 

Z OM” (Fig. 18) este M”M' și se   

O . , 13 
scrie cu ecuaţia vectorială 

, . pi —— 

Fig. 18, OM' — OM”=M”M' 

24. Produsul a două numere 4 =a bi, 2 "=" kb se 
efectuează ca la numerele reale, cu condiţia ca să înlocuim 7? = —1, 
j3= —i, =, ete; avem de ex, 

"=(a'+b'5) (a'+b')=a'a' —b'b Fki(b'a”-ka'd”), 

(a-Fbhi) ab) oee 

ek în=am— Oua 2024+- Omar bt— --Fi(Cma10— Câam spe: ), 

Produsul mai multor numere complexe este nul, când unul 

din factori e nul. 

a+bi 
25, Câtul a7F07i se poate aduce la forma 48, înmul- 

. A SE | | A 
țind ambii termeni ai fracţiei cu conjugata numitorului, a —d" i; 

obţinem, în cazul numeric, 

3-+-2i _ (3-20) (6—35) _ 15 +6-+ki(10—9) 21 
54-35 (5+35) (5— 35 25+9 = aaa 
  

26. Extragerea rădăcinii. Pentru a calcula Vai, egalăm 

această. expresie cu zFiy și totul revine să calculăm pe z și y 

Avem 

na Poi=eiy, (etir=a-Fbi, 
de unde am — Camp e: A i( Omar g —-) ab, 

a — Ca, am? pF Cmamtyt—-:-=a, 

Cgi- 194 — Cm 33: —=b
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Rezolvând aceste ecuaţii, găsim valorile lui z Şi y. 

Exemplu. V5—3i=aiy. 

3 3 
2_u2= DI pg a a? —y 5, 2y iz 5 ag 5=y2, 49p4-+20y2—9=0, poa o, 

5--V34 5-4 yăa DEE et 
[oaie o Aare ja -54- i +23. 

za — za i 3 "2 ae, pa 

  

Deci 

  

PIB Lig — Pa 

Ve pe 
3 e 2 

12. Exerciţii. 1. In ce caz modulul sumei sau diferenţei a două numere 
complexe a-+ d şi a' + d'î este egal cu suma sau diferența modulelor acestor 
numere, A 

R. (a*-1-81) (02452) =—(aa'+ bb); cu identitatea lui Lagrange se vede 

că trebue (ad —dba=0, = = - 

2. Să se efectueze produsul (25) (14+25)1+35) (1-4+43) (1455). 
R. 10 (19.—93). - 
3. In ce caz (24-a) (2 -f 0a1)...(zF amî) este real, e fiind real. In ce 

caz este de forma Je, k& fiind real. : 
R. Za, — Za, a, s-a, a, 03 04 lg — 0; 1—2a, ar Ea, a, ctg d, — =0. 
4. In ce caz (1 -l- as) este real. Să se determine dy 

R. ba 10a5-k as =0; a— + V5r2Ț5, sau a=—0. 
5. In ce caz (1 + a)n este de forma, — hi, k, real. 

sau 

  

  
  

  

R, 0. a—cf a3+C,, a5—,„=0, | 
6. Să se împartă (1-+ s)2 prin (1 —)5. 

1 K ză, R, — 3 (1+3). 

1. Să ă ia pp sub form z 4 4 
. Să se pună expresia iati , 

1 ati , 

8. Să se găsească condiţia ca un număr complex a4-di să se poată pune 1 . 

sub forma Fie A real. - _ 1—A5 

Trebue ca ecuaţiile a+-bi=—1], b—gA=Ă să fie compatibile; a2+b2=i,



— 98 — 

28. Forma trigonometrică a numerelor complexe. Fiind 

dat afixul Mia, d) (Fig. 19) al numărului imaginar 2=a+b, 

y se numeşte modul lungimea OM=, iar 

M(a,b) argument, unghiul w= POM. Avem 

OP=OM cosv, PM=OM sin v, a=pcost, 

b=0 sin: deci 

    
a a=abi=p(eoso-Fkisinv), 

| “Avem q2=—fp?cosu, 2=—0?sin2w 

Fig. 19. ab = p?(cos20 4- sin20)= p2, 

, b 
p=VaF, cosu= 1 0 —, sinoi PV sn Fu 
Prin urmare, fiind dat un număr imaginar a-Fbs, pentru a 

calcula modulul şi argumentul corespunzător, ne servim de formula 

. PI II a , 

=Va-Fă, cos=2, sinv=*. 
p p 

Unui număr complex îi corespund o infinitate de“ argumente, 

2440, k fiind un întreg oarecare. Un număr complex este nul, 
când mudulul său este zero. 

. . a . . 
Nu se poate aplica relaţia go=a dedusă din împărţirea ex- 

presiilor a=peost, b=psinw; căci, ar corespunde pentru argument 

două valori, 7 și or, adică unui singur număr imaginar ab, 

ar corespunde două puncte Mp, 6) și diametralul opus M'(p, ot), 
ceeace este absurd, căci anui număr imaginar îi corespunde un 

singur punct. 

1 3 - 
Exemple. 1, — Lili (cosw + sp 

3 1 Vă one 2. 
+=, coso= —: sin vw = 0120 > w=z pF = , 

m
l
 

/ 3 
1. 2 
2 = cos 27 ZF isin Ș 

NR 7 2 . 
2. 1 = cos0 + isin0=cos gi sin 3, — 1l=cosz+isinz, 

— i cos 2 + sin SE



29. Produsul a două numere complexe puse sub formă 
trigonometrică se face astfel 

P. (cost, +- sin, )pz (cos ț-ssin 0,)= 
Pi Palos, cos; — sint, sin ws-+-i(cos0, sin W2+-sin 0, cos2)] 

= pu Pe [cos(w, +o)kisin(o, +o;)], 
adică se înmulţesc modulele. și se adună argumentele. 

Reprezeutarea geometrică este următoarea. Se duce OM (Fig. 20), 
ce face cu OM: unghiul e, se ia pe a- 
ceastă dreaptă lungimea OM = O0M,.OM,, 
unitatea de lungime fiind OD=1. Deci 

OM.__ OM 

OD OM: 
ceeace probează că triunghiurile ODM, și 
OM=M sunt direct asemenea. De aci eons- 
trucţia: se duce pe Oz o lungime OD=1, 
egală cu unitatea de lungime și se cons- Fig 30. 
truește pe OM: un triunghiu OM:M - 
direct asemenea cu ODM,; punctul M este afixul produsului. 

In cazul produsului a n numere complexe, avem 
n 7 * R 

[lep(cosoz-t-isino,) = pi ...Pn (cos 5 op-Fisiaă0,). 
“ p=i 1 p=t 

    

  

pa br... 5 TIT Exemplu. (cos-g-tisin (cos -t-isin 25) (cos isin 7) 

= cos (3riz+3) + sin (gr) 

12 „12 
Dogan gri, 

30. Formula lui Moivre. In cazul puterii, avem 

le(cosuw-ţ-isinv)]”=p(coso-țisino)...p(coso-Fisino)= 

p(cosmo-t-isinm o), 

In cazul particular 91, rezultă 

  

(coso-ssin 0)" = cosmo-f-isinmo, 

care este formula lui Moivre. OIETD 
1 E) 3 ua Aphcaţie. Să se calculeze E= (-4- 1-3  



— 30 — 

1 Vă îȘ 1 Vă. Avem Tag Peoso-t inino; pl, cos = — > sino= — 1; 

0-= 600| 1809== 2400 SF. 
4n.- 3p 

E = (cos sin ) "= cos4pa-bisin 4pr =, 

31. Reprezentarea geometrică a puterii unui număr 
complex. Fie M, (Fig. 21) afixul numărului z=P(eoso-+-isinuw), 
Să luăm pe Oz vectorul unitate OM, și să construim succesiv tri- 

unghiurile (asemenea) OM, M>, OMs Ms... 
direct asemenea cu triunghiul OMM.. 
Vectorii OM, OM,, OM;,... OM,, repre- 
zintă puterile 20, 24, +2... 2%, Modulele 
lor formează o progresie geometrică 

(1) ă 1,8p,... PN. 

şi argumentele fac o progresie aritmetică 

(2) 0,0,20,...nw,... 

Progresiile (1) şi (9) definesc un 
sistem de logaritmi, Deci, dacă însem- 
năm cu a baza acestui sistem de loga- 

Fig. 21 i ritmi, putem scrie 

  

loga P"=mo, pat; 
dacă (P, w) sunt coordonatele polare ale punctului M,, linia poligo- 
nală MM, M2... M, este înscrisă în. curba pP=a”,o spirală logaritmică, 

32, Câtul a două numere complexe 
41 Pa (cos. ț-isin,), 22 = pa (cosoz-Fisin v,), 
21 _Pu(cost, +-isinu,) Ma 
42  Palcoso+-isinw,) 

este de forma r (cos0-Fisin 0). Egalând, M 
deducem 

M, 
Pi (cos +-isin w,)= O D z 
Pa (cosw2 +-isin ta) r (cos0-Fisin 0); | 

Fig. 22, 

>r Mod, B=o0, —w, 
2 

adică se împart modulele şi se scad argumentele, 
Reprezentarea geometrieă se face observând că, dacă M,, Ma 

(Fig. 22) sunt atixele numerelor imaginare date, OD egală cu uni-
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tatea de lungime, afixul M al câtului = este al treilea vârf al tri- .- - 
2 > 

unghiulul OM, M construit direct asemenea cu OM.D 

cosofisin o__ cos o + 7sîn w 

cos 0 —ssin o cos(—o)j-isin(— o) 
  Exemplu. = cos 2w + sin 2w. 

33. Exerciţii. 1. Să se calculeze | 

(cos-e- + sin 5) (cos? i sin 2% =) (cos-3- +3 sin 3). 

R. 3. 

TO , An 3%... 3% 
05-a +1 sin cos ti sin % 
  2. Să se calculeze 57 - - „. Bra TOT - cosig +-isin 18 cos3g — îsin 56 

. 20 

R. z(13+4), 3 |hnor2P5+i (5): 

3. Să se calculeze (cos A+ 4sin =, (cos 2 -P-isia s. 

R. z(13+1, (5-a) o=275], 

Y3 spti 

4. Să se calculeze -2 15) 

pi a 
R. (cos? E isin 3) = Lb 

34. Extragerea rădăcinii. Fiind dat numărul p(coso4-isino) 
a extrage rădăcina m—a. înseamnă a calcula pe 7 și 6, așa încât 
să avem 

e (coso-Fisin 0)= r(cos04+-4sin8), 

P(eosw-isino)=rm(cosmO-Fisin m0), 
De unde 

  
- 7m==p,cosm0=cost, sin m0=sinw; r =" e, m=2kr+u,0= ian 

  

m 9hbo. o Sim-ko "pleoso-Fisinw) ="Vp [cos a-k Fisin Fe), 
m m 

Modulul r='o este rădăcina aritmetică a lui p şi se calculează, 

, AR 1 a cu ajutorul logaritmilor, 7086; argumentul Ww are diferite 

valori, după acelea ale lui 4. Dacă dăm lui FL valoarea m, avem
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og2 NEF ip 2PE ( -) | ( -.) no =c6sf ant in[2x4+*]= 
| m his m cos +a Fisin(27 Ti 

vo 
cos: -tisin-—> 

valoare găsită dând lui 4 valoare 0. Deci, rădăcina m dintrun 
număr complex are m valori distincte, obținute dând lui £ valorile 
0, 1, 2,... m—l. Aceste valori se mai pot scrie 

"lei Cosa Fisa a)= Ve (eosS-Fisin =) [ [cos2 

k==0, 1, 2... m—l. 

Dacă numărul A din care se extrage rădăcina a m este real 

și pozitiv, atunei w=0, și cele m valori ale rădăcinii a m sunt 
date de formula 

    pisn2 =), 

m 

"Ta(oo9217-p sin), pa k=0, 1, 3... m—l. 

Una din aceste valori este reală, corespunde lui k=0 şi egală 

cu "JA, rădăcina 7 aritmetică lui A. 

Ca să mai fie încă una reală, trebue să dispară termenul 

„21 2 LT 2% , 
î sin —— adică i =, Li deci în cazul când 72 este cu soţ, m 

  

m o - 
VA are două valori reale, 

4=0, A [cos*-0          
02) "A « 

A, 

m RT a RT) mr 
k=a» [em E VA 

Valorilor lui & egale cu p și m —p le corespund pentru ră- 

dăcina m, NA, valorile 

VA [cos22” 

"A |eos2( 25 sein 204 pe) = 
m m. 

| “fa ecsţer —220)-r-isin(am—22%)] = 

aeo(- Er isin(— 225) a (oos 2 —ssin22”). 
7 m m m 

        in2P .) 
"1 !
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Rezultă de aci, că, dacă A este real şi m cu soț, valorile 
expresii NA sunt două câte două imaginar conjugate și sunt 
date de 

"A (cos2tE + i sin e, k=0, 1,3,.. 
m 3 

Dacă A este real și pozitiv, şi m= 2gq-F-1, fără soț, rădăcina 
m—a din A-are m valori distincte, numai o valoare este reală, 
corespunde lui 4=0, iar celelalte sunt două câte două imaginar 
conjugate, date de ! 

al 
35. Reprezentarea geometrică a rădăcinii m-— a numă- 

rului complex p(cosot-isin 6) se face 
astfel. Mp, o) fiind atixul acestui nu- 
măr imaginar (Fig. 23), se ia pe OM 
o lungime OM egală cu rădăcina arit- 

metică a m—a din OM, OM, ="JOM. 

Chestiunea revine acum la înscrierea 
unui poligon regulat Mo M, M...., de m 

laturi în cercul de rază OMo. 

m—l. 

2 
              Zr a iat pa a, 
7 7 : 

  

"36. Rădăcinile m—a a uniţăţii, Fig. 23. : 
Cele m valori ale rădăcinii m—a din 1 

sunt date de relaţiunea 

2, = cos 27 sin 24%, k=0,1,9,...m—1, 
m m 

sunt reprezentate prin vârfurile unui poligon regulat de m laturi, 

înscris în cercul cu raza ]. 

Ridicând rădăcina z, la puterea p, obţinem 

r , TE 2kpn , .. 2dkpr = |cosi* isi) = = cos —kisin LA 
m m m 

    

adică tot o rădăcină a unităţii, Deci puterile rădăcinii unălățaua sunt 

rădăcini ale unității. 

Când o rădăcină a unității reproduce prin puterile sale sue- 

cesive toate rădăcinile unității, acea - rădăcină se zice primitivă. 

Dacă z, este o rădăcină primitivă, trebue deci ca o putere, p,a sa 

N. Abramescu. Algebra Superioară cl. VIII, ed. 3, 3
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- 7 p— 
* Ip = cos 

"a 

să fie una oricare, z, 

| dsr, ,. As 
z, = cos ——-țisin —: s<m—1 

m m 

din rădăcinile unităţii. Trebue deci să avem 

      
2 2kpT 257 

| m 
de unde 

(3) lkp = hm+s, ip —hm=s. 

Trebue, aşa dar, să se găsească, valori întregi pentru p şi d, 

astfel ca ecuaţia (3) să fie satisfăcută. 

Insă, aceasta este o problemă de Analiză nedeterminată de gradul întâi şi 

ecuaţia (3) este verificată când £ şi m sunt primi între ei. Deci, pentru Vi, 

o rădăcină z, este primitivă, când k este prim cu m și mai mic decăt m; aşa 

dar, avem atâlea rădăcini primitive, câte numere sunt prime cu m şi mai mici 

decât m. : 

37. Eeuaţii binoame. O ecuaţie de forma z”—A=0 se 
zice ecuaţie binoamă și rezolvarea pe cale trigonoimetrică a acestei 

ecuaţii, este tocmâi găsirea celor m valori. ale rădăcinii a m—a 

„din A. In adevăr, avem z=NA Şi punând pe A sub formă trigo- 

nometrică, A=0 (cosw-ț-isint), cele m rădăcini ale ecuaţii bi- 

noame 2"—A =0 sunt date de relaţia 

z,="Ve (cos Eee pei 2EIFo), &=0, 1, 2. m—l, 

“sau 

a,="/6 [cos 2-kisin 2] (cos 2% isin 2%), 5=—0,1,2,...m—l. 

Se vede că cele m rădăcini ale ecuaţii binoame z"—A=0 

se obţin înmulţind cu 

m w „O 
Vo (i z +isin =) 

cele m rădăcini ale unităţii, | 

cos 2EE isin 2%, k=0,1,....m—l, 
m m 

ale ecuaţii 2*—130.
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  Exempla. 3—1=0, ms +5 sin 225 » k=0, 1, 2 

2 =, a, =cos2f Hi sin Zn ati 3, 

z, = cos "1 isin 7 zi. 

| aa 1.5 i - 
fe vede că. rădăcina a=—zti-z ridicată la puterea a doua, dă 

af pi B) 28, | 

cealaltă rădăcină. Deci a Ia este o rădăcină primitivă complexă 

cubică a unităţii, iar rădăcinile ecuaţii z?— 1=0 sunt a, 43, a?=—1. Divizând. 

polinomul x? —1 cu g—d, câtul z2-+ 241 egalând cu zero, dă v ecuaţie de 

gradul al doilea, ale cărei. rădăcini sunt 

ile 1 .V3 
n 02 Rp % 2 "3: 

deci & verifică, pe lângă relația «3 — 1 = 0, şi relaţia 

2 a+il=9: 
| . 

« şi a2'se zic rădăcinile cubice complexe ale unităţii. 

= 

3 = 

38. Aplicaţii. 1. Să se calculeze V 4+4i V3. Avem 

4+ 45 3=ep(coso Șisin o) =8 (cos + sin 3) 

INI 2043 224 | 
VEFETI= a ara E5 Sp isin ză 3 ti) k=—0, 1, 2, 

40, 20=2 (cos-g--+i sin 3) =— 2 (cos 200 <- ș sin 20%), 

R=1, 2=2 (cos + sin = 2 (cos 140-+- ssin 1400) = 2(— cos 40%-+- sin400). 

k=2,  aoeantte ian 7) re(- cos — sina) =2(-co880%— sin 800) 

II. Să se calculeze 

sin (a, Fast ..i-t an), cos (a, bas .«.-k an), î9 (a Fast... kan), 

cu funoțiunile trigonometrice ale arcelor as; Gs, «». an. Avem | 

(4): (U-Fitga,) (U-hitga,)...(1-Fitgan)= 1-6 PT, FT ... 

unde  T=tga+. „+ tg an, Ta =tga, tg astea, tego „Htgan—tganyi î.
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Inlotuind tg as= SID a, relaţia (4) devine COS as : 

  
(op iea) (a-si ee) m (1-piee =) 1 TTL Tr), cosa, COS 43 cos an 
de unde i | 

Ă (cos a, + d sin a,) (cos a, + 4 sin Q2) ... (cos ant î sin an) = 
COs a, ... 605 anl —T,+...Fi(T1, —T,+..)]. 

cos (a, + aa +... an) = cos a, cos a,... cos an(l— T, + T4—-..), 
(5) sin (a, Fast... an) = cos a, cos a, ... cos an(T, —T+T—...), 

sin (a, -k...-t an) _T,—T,+T,—... 
tz (a, atent am) sta, FPePan) i TXT... 
III. Dacă facem a, =a, =... =an=a în formulele (5), găsim valorile 

lui cos ma, sin ma, tg ma, rezultat pe care îl putem obţine şi cu formula lui 
Moivre. In adevăr, avem - 

  

(cos a + s sin a) = cos ma -+ î sin ma, 
-_. ? . - (cos a +- î sin ajn = cos a — CA cosn—2 a sin2a Fe 

. 1 . 3 . 4 (Cmeosm—1 a sin a — Ci,cos m—3a sina +...); 

de unde, egalând părţile reale şi coeficienţii lui ș, deducem 
2 ” . 4 . cos ma =— cost a — Cmeosm—2 a sin? a,-+- Cmcosm—4 a sin, a —,.. 

. 1 . 3 - sin 0 = Cmcosn—l a sin a — Omcosn—3a sina +... 
d . 2 . Cmeosm—l a sin a — Omcosn—3a sina... 
  

tg ma = 3 — a i 
1 — Cmcosn—2 a sin? a + Cicosn—4asinta —.., 

Irapărţind ambii termeni ai fracţiei cu cos a, deducem 

Cmtg a — Cauta? a Cite a + ... tg ma = 7 
1— Citg?a +04 tpta —... 
  

Exemplu. 

cos3a = cos?a — 3cosasin?a, cos3a = costa — 3cosa(1 — costa) =4cos?a —3cosa, 
sin 3 a = 3 cos?a sin a—sin:a=3 (1 — sin? a) sin a — sin* a =3sin a — 4ain ai 

_3tea—tgfa 
ig3a=- 1—3tg?a 

y 1,.V3 IV. Să se caleulexa (a-kb+e) (a-kd ae a?) (a-b-b a2-oa), a== — ati 

_ Avem a, a2, 43 =] rădăcinile curbice ale unităţii. Rezultatul înmulţirii 
este ia? —3abe. i - 

V. Să se rexole ecuația ai —2=—0, Algebric, z2= +V2, z=+ Vi Ye, 
z = $ 2 zf 2, = Vă. Trigonometric, ge =, 

2> VE Mos -F isi) = 8 (cos2 404 sin 24%), k=0, “a; k=l, , 

< 2x „_._2r +5. „4 IS 4 .4S Veoos + ising = 23; k=2,— V> cos2+ isin z]= — Vă; k= 3,12.



VI. Să se rezolve ecuația st 1 = 0. Avem . 

2F-+l „a. 2B+l 1 a 
a Ti sin EI, aia istanasa g (E VB) . 

VII. Să se arate că expresia (0 1)6n-Hl — anti —1 sa divide cu a?--a-Fl. 

Va trebui să arătăm că expresia dată admite ca rădăcini pe acelea ale ecuaţiei 
ai e 1 == 0, adică rădăcinile cubice complexe ale unităţii «2, între care avem 

relațiile, 1+a=—at, a= 1. Inlocuind pe a cu &, avem 
= (+ a)6a-+-t —06n+l —1 = — a26n-ti — (a3)an a —l= —at (23)2n -- a „1 = = 

E 1)=—0. La fel pentru aa? 

39. Exereiţii, 1. Să se calculeze 3, Yi. 

  as = — 1, a= cos 

luau i V3 Re gViari-gtig 
2. Să se rezolve ecuaţiile zt— 1 =0; a5—1=—0, 

Liz. 1 | 1 f — 
R. F1taxV3i; 1 şi aka Sptu—1=0,y= zl 12V5), 

1 La — 
al 1+V5+ Vior2V si), semnele dinaintea lui 5 corespunzându-se. 

3. Din rezolvarea, algebrică şi trigonometrică a ecuaţiei 5— 1=—0, să se 
în dr 

deducă funcțiunile trigonometrice ale arcelor 5 şi z: 

ca AR , , oa 27 
R. Identificând expresiunile. trigonometrice ale rădăcinilor cos zi 

2 4 4 
îsin Z > COS Le ising cu valorile găsite mai sus, ţinând seamă şi de mărimea 

relativă a lui sin şi cos, deducem sin sl l pVo-+2V5 5, sin— Z 5 —1V10 -2V5 5, 

27 ro , - i „dr _l — 
cos = sin) = 4 (= +15), cos z- = — sin p=a(or-15). 

4. Să se rezolve ecuaţia (1-+- VI = zâ)n-t- (1 —VI = zm=0 
1 

R. Punând = Cosa” Avem (cos & ks sin a) + (cos & — sin a)m=0. 

244 in 
, , 2m 

ecuaţiei de gradul 7 dată. 

cos m a =0, «= » k==0, 1, 2....m—1, care dă cele 7 rădăcini ala 

Funcţii iperbolice. 
40. Prin analogie cu funcţiile cireulare, se consideră funcţiile iperbolice 

er gi er 6-2 cha=Fte?,   shz= z— 

cu relaţia fundamentală , 
| ch?z —shîz=i], | | 

analoagă eu sin2-+- cos? = 1. Ele se citesc sh &, sinusul iperbolie al lui a; ch &, 

cosinusul iperbolic al lui &; the= Femei » tangenta iperbolică a lui a, Avem 

(et p=chechy fshasha, sh (at) = heh shy cha, 

A (eha)=cha, PF eh =ehe. 

y



„PARTEA 1 

TEORIA ECUAȚIILOR 
Ă — 

Proprietăţi ale polinoamelor şi ecuaţiilor 
algebrice. 

41. Expresia | . 
Az) = Ao mt Aa... Am pF An, : 

în care & este o variabilă, iar coeficienții Ao. A,,... Am constante, 
este forma 'generâlă a unui polinom în z de gradul șa. 

- Egalând cu zero această expresie, se obține 

fa) = Ao a As a Ani 2-F An = 0, 
care este forma generală a unei ecuaţii algebrice de gradul 7. 

Se zice că a este rădăcină a ecuaţii /(2)=0, când înlocuind 
pe z cu a în f(&), rezultatul: înlocuirii este zero. . „ 

Exemple. Ecuațiile 

ai —32+23=0, z-—322+2z=0, 
admit respectiv pe a==1 şi 2=0 ca rădăcini, 

Când, înlocuind pe & în fl) cu. orice valoare, rezultatul în- 
locuirii este zero (nul), ecuaţia f(z)=0 se zice că este identitate, 

„iar polinomul f(z) se zice că este identice nul (egal cu zero) și 
se_scrie /(2)Z0. | 

Exemplu. a(z— 2) (22 —a)+22(a — z)=0. 
42. Fiind dat un polinom /lz) care se anulează pentru a=0, 

adică dacă îi lipseşte termenul liber
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, fiz) == Aoz AI. FAn-az, 

se poate găsi un număr pozitia LA asifel că, dacă modulul (valoarea 

absolulă) lui a este mai mic decât &, modulul hui fila) să. rămâe 
mai mic decât un număr pozitiv dat €, oricât de mic. ar fi €. 

Să însemnăm cu P==|a| modulul lui z și cu M cel mai mare 
din modulele coeficienţilor Ay, A+,.... Ama. : 

Știm (Nr. 22) că modulul sumej este mai mic sau cel mult 
egal cu suma modulelor termenilor. Deci, dând lui a o valoare 

numerică, polinomul f(z) .va avea o valoare mai mică în valoare 
absolută decât suma valorilor absolute ale termenilor. Așa dar - 

IF) SSI Anzi E AF. Ama) 
şi prin urmare, cu atât mai mult, avem | 

Ilas Mp” +- Me” 14... Mp, 

fa) sM(pk em 14-...-k+p), 
: pm 

a <MS,- 

sau 

de unde 

Trebuind ca. f(z) să fie în valoare absolută mai mic ca un 

număr €£, destul de mic, este evident că și P trebue să aibă valori 

foarte mici, şi deci Ent! este cu atât mai mic (căci p<1) şi prin 
urmare vom avea 

  

If <M 

"De oarece vrem să găsim valorile lui « pentru care 

fa) <e, 
-e destul să luăm 

P_ j MS 

De unde rezultă 

Mep<e—ep,: 

e 
Pad 

Aşa dar, dacă luăm | 
pi | A 
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urmează că 2 

Ifla)i<e, 
pentru toate valorile lui z, pentru care lzl=pe<a, şi deci pro- 
prietatea este demonstrată, 

Aceasta se mai poate enunţa și astfel: Când a tinde către 
„4670, polinomul 

f(a)=> Ava” Apn-1..-FA m-a, 
tinde călre xero. 

Ewemplu; Să se găsească numărul pozitiv &, astfel că pentru |&|< a, 
valoarea 'polinomului a — 40 9 pă -- ge +34, să rămână cuprinsă între — 0,001 şi -- 0,V01. 

  

Avem 

e | 0.001 = pai e=0001, M=4; = 7501 = 0,000249. 

Deci, pentru valorile lui || mai mici ea 0,000249, adică “ 
— 0,000249 < a < 0,000249, 

valorile polinomului dat rămân mai mici în valoare absolută ca 0,001, adică sunt cuprinse între — 0,001 şi 4- 0,001. 

43. Desvoltarea polinomului î(x--h) după pnterile lui 
h. Formula lui Taylor. Fie 

/(a) = Ag ant A al, .. FF Anz+ Am 

- un polinom de gradul 7. Avem - 
(1) AF Al) Aslan A 

Desvoltând după formula binomului pe (2th), obţinem | 

Poeti aaa 2 Dap. + 
A, [+ + ma an p + (1) (m—2) ap7i—3 pă Fu, 

- FIA a ă 

De unde - | 
fiz+ h)= Apzn-+ A, pi Amar Am, 

Fm Ace pza-2-F A Amos]
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+ mm 1) Aor2-F(m—1)m—2) Asau 2An-e] 

  

hp 

+F..+ 12 m(m—1)(m—2)...241 Ao, 

Insă, luând derivatele succesive ale polinomului f (2), avem 

F (2) = m Ao 1 (m—1) As a. F Ama, 
f' (0)=m(m—1) Aoa2+(m—1) (m—2) A amp. 9 Am-2 

A (0)==m (m—1) (m—2)... 42.1 Ao. 
+ 

Prin urmare 

Reth=rid-tr tr... 

pe FO (a)+... ph po (2), 

p 
ml. 

e 

care este desvoltarea lui f (z-+/) după puterile lui &, sau formula 
lui Cr 

„ Un polinom 

” f(a)= A9 ab A: al +. + AT Am, 

este o funcție continaudi. Fiecare termen Apa"? fiind o funeţie 
continuă, și suma lor, adică polinomul dat este o funcţie eontinuă. 

O demonstrație bazată pe proprietățile precedente este urmă- 
toarea. Se zice că o funcţiune f (2) este continuă, când se poate 
găsi un număr &, astfel că pentru |&| Ca, să avem . 

If(z+ 2)—f(a)]<e, 
oricât de mic ar fi-€. Mai simplu, creşterea funcţiei tinde către 
zero, în acelaș timp cu creșterea Ph a variabilei. 

Aplicând formula lui Tazlor, avem 

Meth-fear tigri 
Partea a doua a acestei expresii fiind un polinom în raport 

cu /,, fără termen liber, se poate găsi (Nr. 42) un număr pozitiv &, 
astfel că dacă |/|<Co, valoarea polinomului 

ar +1 ” (at. Fota) E
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să fie, in valoare absolută, mai mică decât orice număr oricât de 
mic €, dat înainte; prin urmare 

Fer <e, 
care arată că un polinom este o: funcţie continuă. 

45. Fiind dat un polinom: 

F(a)= Av As pm... Ani An, 
şi un număr pozitiv R, oricât de: mare voim, se poate găsi un 
număr v mai mare ca zero, astfel ca pentru valorile lui lz]>r, 
să avem |f(2)l>R. Scriind polinomul dat sub forma 

| Al, Al An L) 
= ui —_ 3 ... m —p 

2) Placa (1 tat ra za 
să însemnăm 

= y. , ; 

8 

Polinomul 

A  Az 2 Am m AY Fa Pt ay , | 
anulându-se pentru y=0, se poate găsi (Nr. 42) un număr pozitiv 
$, astfel că pentru valorile lui lyl<8, să avem 

A As 2 Am m Aa asy <a, 

  

& fiind mai mic ca 1. 

Deci, pentru 

e, i 

  

Ș 
_avem | 

AA An 1 6) Aa t Azi ft asa] S% 
adică valoarea expresiei | | 

Ad Vai Ani 
Aoz Ta ză tae am 

este cuprinsă între —& și-+-a. Prin urmare, înlocuind în (2) ex- 
presia (3) cu o valoare mai mică decât a sa, adică cu —z, vom 
avea 

f(2)1>1 Aca].(3 a),
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Insemnând cu 

lzl=e, 
deducem 

IF > lao. —a). , 
De .oarece vrem ca . 

| I/(a)|<R, _ 
va fi destul să luăm | , 

Ace 1—o>R 
și atunci vom avea negreşit 

If >R. 
Trebue deci ca 

m(4__ R i g (1 > 

ot LR 
£ Vas aj 

Am văzut însă că țrebue să avem 

"de unde. 

1 

„ela >gp 
unde (după Nr. 42), 

a 

= M+a 

M fiind, cel mai mare din modulele: coeficienţilor 

A Az An, 
Ao'Ao'  Ao 

Trebuind deci ca modulul lui z, adică p, să fie mai mare ca 
„ numerele îi 

V R “1_M+ka 
Ac |.(1—a)' fa 

vom lua pentru numărul 7, ce-l căutăm, pe cel mai mare din aceste - 
două numere de mai sus şi atunci pentru p>r, adică pentru va- 
lorile lui z, mai mari în valoare absolută ca 7, vom avea valoarea 
absolută a polinomului, |/(2)|>R. 

Se ia, de obicei pentru & valoarea 0,5; se poate lua şi alta 
mai mică, .
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“ Bxemplu, In cazul polinomului 
- (a) = 25432524 2a2—624-1, 

cel mai mare din modulele coeficienţilor 1, 3, =5, 2, —6, 1 fiina 6, dacă voim ca 

| £(2) | > 100000, | 
vom calcula numerele 

V R = ao M-ka 6,5 
la l-a) o Vos: 2 05 

și va trebui să luăm pentru iz | valori mai mari ca cel mai mare din aceste 
două numere, care este 13. (Sa luat z=0,5). 

46. Valorile unui polinom pentru valori foarte mari ale 
variabilei sunt foarte mari. In adevăr să scriem polinomul 

f(a)= Ao a" A pnl. Fr Am, 

sub forma 

F(2)= Aoa (1 FEL i) 

Am văzut că polinomul 

A An a _l 

apti Ya 
poate să aibă valori foarte mici, când se înlocueşte 7 cu valori foarte 
mici, sau, mai clar, valoarea acestui polinom se apropie de zero, 
când y este foarte mic, sau când a. este foarte” mare. Prin urmare, 

- pentru astfel de valori ale lui 4, polinomul f(2) va avea o valoare 
care va depinde nuniai de Ao 7, [Aceasta se vede uşor, observând 

  

, _ Sa „Asi , a , din (2), că pentru = 00, toţi termenii Aa tind către zero, şi 
o 

deci f() se reduce numai la As a]. 
Deci, pentru valori “foarte mari al& variabilei, valoarea unui 

polinom e determinată de termenul de gradul cel mai înalt, Aoa”; 
acest termen pentru z= o, având: valoarea + CO, valoarea unui 
polinom pentru z=c0, este egală cu + ce. 

Mai rezultă de aci că: o ecuație algebrică are rădăcinile fi 
nite, căci pentru valori foarte mari ale lui z, rezultatul înlocuirii 
este foarte mare, iar nu zero, cum ar fi trebuit pentru ca acea, 
valoare să fie rădăcină. 

47. 0 ecuaţie algebrică de gradal m 

f (2)= Aoa"+ A DAF An=0,
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admite m rădăcini. Pentru a demonstra aceasta, ne servim de 

teorema lui d'Alembert (pe care o admitem fără demonstraţie) şi 

anume că orice ecuație algebrică are o rădăcină. 

Fie a o rădăcină reală sau imaginară a ecuaţii f(a=0; 

deci f(a1)=0 și prin urmare polinomul f(z) se divide cu z—ai; 

deci i 

flo =(0—a07 (0). 
Polinomul fila), de gradul m—1, egalat cu zero formează 

o ecuaţie de gradul m—1, care după teorema lui d'Alembert ad- 

mite o rădăcină a2; deci - 

f((2)= (2 — as) A) 

f, (2) fiind un polinom de gradul m —2.. 

Inlocuind în f(), deducem 

f(o)=(0—a) (z—8)file), | 
și așa mai departe. Se va obţine deci, din aproape în aproape, că | 

(4) f(a)=(2— ai) (z—a5)...(r— am) A, 

A fiind o constantă. 

Pentru a determina pe A, observăm că am, î în polinomul dat 

fl), are coeficientul Ac, iar în desvoltarea produsului 

(e—a,) (2 — a2)...(2—am)A, 

coeficientul lui z” este A. Rezultă deci că A=Ao, deoarece poli- 

nomul obținut desvoltând produsul 

i (2-a) (2 — a2)...(a2 — a) A 

trebue să fie tocmai 

Fa) = Ava ha +... FE Am 

Inlocuind pe A cu Ay în relaţia (4), obţinem 

(5) Acea) (2— a)... —am). 
Din această egalitate deducem că ecuația de grdul m 

Fa) = Ant Act... -F An 
admite m rădăcini 

1 3 0ae em 

şi că această ecuaţie dacă admite rădăcinile | 

di sg adm, 

>
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se poate pune sub forma 

fin)= Ao(z—a:) (2—a:)...(r— am), 

Ao fiind coeficientul termenului de gradul 7 în raport cu z, 

Observare. Dacă a« rădăcini sunt egale a, f egale cu bd, 

etc., A rădăcini egale cu Î, atunci ecuaţia dată se pune sub forma 

Fl) = Aolz—a)* (2—0P...(z—, 

a+-â-thy+..+i=m, 
m fiind. gradul ecuaţii. Se zice atunci că ecuaţia are rădăcini mul- 

tiple și anume a este redăcina multiplă de ordinul & de multipli- 

citate, etc. Dacă & ar fi 2, a se zice rădăcina dublă; dacă «=3, 

«= 4, ete., a se zice respectiv rădăcină triplă, cuadruplă, ete. 

cu condiţia 

48. Un polinom de gradul m se descompune în m fac- 
tori de gradul întâi. In adevăr polinomul 

f(a)= Agata, a An 

egalat cu zero, formează o ecuaţie de gradul 72, care admite m 

rădăcini Qa, Qa;...0m, egale sau distincte, și prima parte a acestei 

ecuaţii, adică polinomul f(a) conform proprietăţii precedente, se 

pune sub forma 

f(0)= Ac — a) (2—as)...(7— am), 

a unui produs de m factori liniari 

L— Au —Ga,,. Am. 

49. Descompunerea unui polinom în factori nu este posibilă 

decâi numai întrun singur fel. In adevăr, să presupunem că am 

descompus polinomul 

Flo) = Ac A pm. Am 

în factori 

Fl) = Aolz— a) (2—0...(z—. 

at Byk... Fi=m. 

Descompunând polinomul în alţi factori în altfel, am avea 

f(2)= Ao(z— a)” (2—5P..(z—, 
unde | &' FRF =m. 

Prin urmare, avem . 

(6)  Ao(z—a) (2 —0..(r— PE Ao(a—a0 (DP (z—.
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Partea întâia se anulează pentru z=a; deci şi partea a doua 

trebue să se anuleze când vom înlocui pe z cu a. Deci trebue să 

avem 

(a —a)e (a—b'...(a—1)=0; 

de unde urmează, de ex., că 
a | , 

a=a, 

Presupunând %>&, să dividem în (6) ambele părţi cu 

(z—a)“; obținem , | 

(2—a0)%—% (a—dF...(r— (00. 

Insă pentru a—a se anulează numai partea întâia, pe când 

partea a doua nu se anulează, deoarece a a fost diferit de de... 

Rezultă că nici partea întâia nu trebue să se mai anuleze pentru 

z=a, adică să nu mai conţie factorul (z—a)%% ceeace se în- 
tâmplă când exponentul &—4%' este zero, iar factorul se reduce 

- la 1. Prin urmare, rezultă că 
a 

Egalitatea (6) devine atunci, după ce simplificăm cu (2—a)“, 

(2—b (z—c)...(r— = (2—3P (a. 

Printrun raţionament analog se deduce 

b=W, ec l=l; 
B=B, V=TA=ă; 

adică descompunerea polinomului f(a) în factori se face numai 

întrun singur fel. 

50. Polinom identice nul. Dacă un polinom se anulează 

pentru un număr de valori ale lui x mai mare decât gradul sdu, 
, . . . . - i 5e . ._. cc... : 

acest polinom este identic egal cu aero, adică toți coeficienții săi se 

reduc la aero. Să presupunem că polinomul - 

_ f(a)= Aoa-t As a -...-F Am 

se anulează pentru valorile lui z egale cu 

Ga 32 Ami. 

Polinomul de gradul m, anulându-se pentru valorile aa ;42,...am, 

se poate pune sub forma 

f(z)=> Ao(z—au) (2 — a)... (2 — an).
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Polinomul se anulează însă și pentru z=am+a; deci 
Ao (ami — au) (Ama —— a ), .. (ata -_ m) = 0. 

Rădăcina Am+i, fiind distinetă de celelalte a....am, nici unul din factori Ami —ai, 5==1, 2,...m, nu poate fi zero; deci 

A0=0. 

“ Polinomul dat se reduce la un polinom de gradul m2—1, 

Aa Am, 
şi printrun raţionament analog, se deduce că și coeficientul A, trebue să fie zero, și așa mai departe. Toţi coeficienţii polinomului dat se reduce la zero, polinomul se reduce la zero pentru orice 1a- loare a lui x, polinomul se zice identic nul şi se scrie 

f(a)=0. 

51, Aplicaţie. Dacă un polinom de gradul m sa aceiaşi valoare pentru m-+-l zalori ale lui x, acest polinom se reduce la o constantă. In adevăr, dacă polinomul de gradul m 

F() = Aoam +... Am 
ia valoarea I pentru m “+1 valori ale lui , atunei ecuaţia de gradul m 

| F(3)—x=0 
se anulează pentru m-+ 1 valori ale lui , 

Deci este o identitate, adică, 

| f(0) —=0, de unde 

| f(o)=r, 
ceeace probează că polinomul f(z) se reduce la constanta F. 

Exemplu. Fie 

0) =(0—a) le-a) (e—aj). 
Să se arate că determinantul 

. 1 1 1 

a, 23 Qa 

f(e) f(a) f(a) 
A= 

L-a L-a, a-—a, 
nu conține pe x, (este independenti de x). Azem | 

1 1 1 

A4= a a a 
| (z—a,) (2 — a) (z—a,) (z—a,) (z—a,) (7 —a,)
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Dacă desvoltăm determinantul, se vede că A=—0 este o ecuaţie de gradul 

al doilea. , 

Inlocuind însă z cu a;, obţinem. 

! 1 i 1 1 

Li : & 03 

(a, — az) (a.—a.) 0 0 

Desvroltând după elementele ultimei linii, avem 
1 | 

(a—a:) (a.—a) = (04 — aa) (as— aa) (a— a). 
7 a a |. e 

  

  
Inlocuind pe z cu a, şi cu as, se obţine aceeaşi valoare pentru deter- 

minantul dat. 

Prin urmare un polinom de gradul al doilea (determinantul dat) ia aceeaşi 

valoare pentru trei valori ale lui ; deci acest determinant se reduce la o con- 

stantă, adică este egal cu , ” 

(a—a,) (a;— a) (az—a,). 

În general, dacă | 

fin) =(r—a,) in—as)...(z— am), 
determinaniul de gradul m—] în z 

1 1 1 

& Cs ... am 

2. 2 a? a; Qi, 

m=—2 m—2 ma a a, ... d 

fa) f(a) a. £ (2) 

| z—a, LE — 0a L— am 

se reduce la constanta E 

1 1 i... d . 

Ca a . m 

. -2 | 2 
(— In (a,—aa) (aaa)... (as — am) a; a îs dm 

an gin 2 i, an 

adică egal cu determinantul lui Vandermonde 

mbn—1) 

(—1) 2 (a. — as) (a,— as)... (a, — am) a, LA ... Ga 

(a,—a3)...(a2—an) | __ a! a: „5. Q2 

. . : . a... . . . . . . . . ... . î. |. 1. . . .     (am=1 — am) 

N. Abramescu. Algebra Superioară cl. VIII, eâ. 8.
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52. Condiţia ca două polinoame să fie identice este ca 
coeficienții aceloraşi puteri ale lui , din ambele polinoame să fie 
egali. In adevăr, dacă 

(7) Avant FA EBo- PB 14... Ba, 
urmează că trebuie să avem identic 

(8) (Ao—Bo)z-H (4 —B) 4... (A —B1) 20. 

De unde se deduce (Nr, 50) 

Ao=Bo, A1=Bi,... An = Ba. 

Egalitatea (8) fiind o identitate, se reduce la zero pentru orice 
valoare a lui z, deci, din (7), deducem că două polinoame sunt 
identice când sunt egale pentru orice valoare a lui z. - 

53. Condiţia ca două ecuaţii să aibă aceleaşi rădăcini. 
Dacă ecuaţiile ' | 

F(z)= Aoa-F As 14... An =0, 

P(0)= Boa Ban... + Br=0, 

au aceleași rădăcini ai, a2,...am, atunci avem identic: 

F(2)Z Ao(z—a:) (z—as)...(— a), 
F(a)ZBo(r—a:) (2—a2)...(r— an). 

De unde, prin împărţire 

| (a) _— A 
Fl) B 

Inlocuind pe fl) şi pe P'(e) şi făcâna calculele, deducera 

(A0—4Bo)am-- (A —EBi )am1+... (An —k Ba)20. 

De unde, i | 

A0—Bo=0, A —kBi =0,... An —kBn==0, 
sau | 

- Av A __ An By Sk Be Sk pb 

Bo B B2 Ba ” 

> Prin urmare, două ecuaţii cari asi aceleaşi rădăcini, au coe- 
ficienţii proporţionali.
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Reciproc, dacă două ecuaţii au coeficienţii proporţionali, înlo- 
cuim coeficienţi Ao, A+,... Am prin valorile lor k Bo, &Bus... kB 
şi atunci ecuaţia întâia se reduce la ecuaţia a doua, şi prin urmare 
va avea aceleași rădăcini. 

Aplicaţie. Să se afle cos5a în funcție de cos a şi să se compare 
rezultatul cu ecuația (1) z5 A- po -+- pr r=0, în care a=—lcos a, stabilind 
relațiile pentru ca ambele ecuații să fie echivalente. Apheaţie la ecuaţia 
(2) 32 a05 — 3605--8102 — 243= 0, ale cărei rădăcini se vor calcula cu aproci- 
maţia dată de tabele de logaritrhi, (Bramen Capacitate prof. 19317). 

„ R.(cosa-tisin a)'= cos 5a-Hi sin 5 a, 16 cos5a—20cos2 a-+-5cosa—cosda=—0. 
Se scrie că are aceleaşi rădăcini (coeficienţii proporționali) ca ecuaţia (1) în care 

punem 2 = cosa; se eliminăm [ și avem pz=0q,1=+2 Ve, cos 5 a= 2, . 
Ă 9, 

In cazul numeric, 1=+3, cos5a=-t+- —. Luând semnul+, 1=3, 5a=604 , 

+-2k,180%, £=0, 1,2, 3; a=12+z. 720 z=—3 cos (120-ţ-7;. 720), 4=—0,1,2,3; 
x, =3cos 120—2, 93442, d, = 3 cos 840=—0,31356; z,=—3 cos 1660— — 3 cos 240= 
= —2,74062; , =3 cos 228% —3 cos 480——2 „00739; z;=—3 cos 300=3 cos 600=1,5, 

54. Observare relativă la caleulul valorii numerice a 
unui polinom pentru o valoare dătă hui! z. „Pentru a calcula va- 
loarea polinomului ' 

f(a) = A9 a A ame Ama FF An, 

pentru z=—a, un procedeu este următorul. Scriem polinomul dat sub 
forma 

f(2)=a"( Act AF A2 an, Fr An 

și înlocuim în paranteză pe z cu a; dăm apoi factor comun pe 
an şi avem 

a “[a(AcatA.)-FA al FA +. FA. 

_, Se înlocueşte în noua paranteză z cu: a-și se dă factor comun 
2", şi așa mai departe, 

Exemplu. Valoarea polinomului 

f (2) 45 — 164 + 6a3— 1714-92 —10 
„pentru 4=5, se calculează astfel. | 

” a4(4.5 —16)-H-62z2—1722492.—10= 
dat +63 —11m-+-9a —10, 

ză (4.5+6)—17a2+94—10= 
26235—17a2497z—10, 

2(28.5 —17)4+92—10—11324+-9 —10, 
2(113.5-+9)— 102860.



, — 52. — 

55 Aplieaţii. Rezolvarea ecuaţiei de gradul al III-lea. Formula lui 
Cardan. 

“Să se determine u și 2. asifel ca să avem identic, oricare ar fi z. 

e —u —w 

zip 9=| —o z —u 

—u —v z 

Desvoltând determinantul după regula lui Sarus, avem 
„o bpotg=ai—3uza —(u?-ko2), 

Identificând, găsim 

(9) p=—3u0, 93 (0209, 
Pe de altă parte, în determinantul considerat, să adăugăm la elementele co- 

loanei întâi elementele celorlalte coloane şi dând factor comun pe z—u— o, obținem 

z54+- pet 9=(r—u —o) [a? +z(uko-u24+ 02—uo]. 
De aici rezultă că ecuaţia 

zitpz+a=0. 
are ca rădăcini pe i 

(10) a =uto, 
şi pe ale ecuaţiei : | ” 4 
(11) af e (uk 0)oku?-t o02—uo=0, 
u şi o fiind daţi de relațiile (9). 

Rezolvând ecuaţia (11), valorile rădăcinilor sunt 

  

ps Tukoz V (26-- 2)2—4 22 — "4 024 io 
2 1 

| — (uta) £ (ui Vă —— Nottie pa 
De unde rezultă că celelelte rădăcini ale ecuaţiei 

25 pet a=0, 
sunt 

a =ukoHu=o iV3 2 +3 pe +8 
=ua-țoa, 

(12) asedii tă paopea, 

unde « și «? sunt rădăcinile cubice complexe ale unităţii, date de ecuaţia 
&34+z4-1=0, 

Pentru a găsi valorile lui z şi 2, rezolvăm sistemul (9); de unde obţinem 
” 3 

uM-ho=—q, wa -(5)) 

Ecuația ce dă valorile lui 43 și v3 este 

sta (8) =0
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De unde 

s= = a|(a (2), o = 1 (2)+ (2) 
"= ++ A (3) 

alai Ta [o 
== 3+[5) (5) pai 
Inlocuind valorile lui 4 şi » în (10) şi (12), rădăcinile ecuaţiei 

at pat q=0, 

sunt za AV) zi (3 )+ (2) (2); 

Vele No Ai , 

Valoarea Iui «&, dată mai sus constitue formula lui Cardan. 

  

  

Exemplu. Să se rexolre ecuația - 

p+ 6 —7=0. 

men a VOT) 
2,20 — = (—14+ 3V73), ada Jur 3V=3. 3). 

  

56. Rezolvarea ecuaţiei de gradul al IV-lea. Metoda lui Descartes. Fiind 

dată o ecuaţie de gradul al IV-lea 

| zi-hazi+ dator a=0, 

se poate face transformarea 

z=y+h,. 

şi înlocuind în ecuaţia dată, se poate determina F, astfel încât coeficientul lui 

5, în această desvoltare, să fie egal cu zero. 

Așa dar, ecuaţia dată se poate aduce la forma 

- pi ap Bytr=0. 
a, £, 7 având valori cunoscute. 

Să considerăm deci o ecuaţie de gradul al IV-lea 4e această formă 

fim) =z4+Am+Bz4+O0=0, . 

şi să ne propunem a determina coeficienţii 2. 49.4, astfel încât să avem 

identice , 

(13) at A + Ba O0l+pza) (224 p' aq). 

Rădăcinile ecuaţiei f(2) = 0, sunt date de ecuațiile 

z+pat-9=0, z+p'a+q=0. 

Identificând ambele părţi din (13), deducem 

„pp =0, qhrd—pp=ă, (q1—9) p=B, qg'=C. 
4 Din a doua şi a treia, avem / 

B 
arata gap:
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De unde - 
B , B 20 =prA- 29 =phAt 

Inlocuind aceste valori în: relaţia 

aI=C 
obținem i 

B: 

, (p: + Ab — pi” 46, 

sau 

pt 2A pt + (42 —40)p2— B:=—0, 
gi punând p'=s, : | 

28 2 A 22 (A2— 40) — B1=0. 
Această ecuație, care se numeşte rezolvanta ecuaţiei de gradul IV-lea, 

prin transformarea 4 = 4 +], se poate aduce la forma 

, + Du+E=0, 
şi se poate deci rezolva cu formula lui Cardan. Se găseşte prin urmare 0 va- 
loare pentru z, deci și pentru P: 4, 9, şi astfel ecuaţia de gradul al V-lea se 
poate rezolva, ' 

Exemplu. at — 10 a — 9 —92=0. 

Se găsește 

, , 9 . gg —p:=—10, q —a= aa = —2 
De unde . 

. 9 _9 | 29 =p— 0 20 =p—10+ 2 

Rezolvanta este deci , 

p-ta) poor 3) 
43 — 20424 108 2 — 81 =0, 

Sau 

Se găseşte ușor rădăcina 2 =9. Să luăm p=3; avem atunci 

, 2q = —4, 29=2,. 
și ecuaţia dată= - 

zt—10z2—9g2—2=—0, 
„se pune sub formă , | 

(e — 32 — 2) (02 +3z4+ 0=0, 
iar rădăcinile ei sunt 

34 —3+V5 
2 2 

5. Exerciţii, 1. Pentru ce valori ale lui apropiate de zero polinomul 
: îti —3 04 32 —ba, 

rămâne în valoare absolută mai mic ca 0,0001, 

0,0001 

 



2. Să se afle valorile lui z pentru care polinomul 

3gt —4g54+6a1—5a-+2, 

rămâne în valoarea absolută mai mare ca 1000. 

R. .. . zi > «=05; 

A ;lzl>5. 3x 3305 5 

3. Să se găsească un polinom / (2) de gradul n, astfel că însemnând cu 

f! (2) derivata sa, să avem identic ! : 
| an 

fa) -r (= i 
R. | f(z)— Aozn +A, RF ama e, An. 

1 

Aa 12 A, — n A =0, A — (n — 1) 4, =0,... 

Zn aen—. — 

f(a)= af 0 +.. +a +. 

4, Să se rezâlve ecuaţiile 

— 92 —298=0, z5—3afpz-+ha-4+-35—0, 

cu ajutorul formulei lui Cardan, 

R. Aplicând formula, se obține 2, =4, 2, = —1l+ iV3 pentru prima 

şi e =—(a-+ 8), zi 2= apei e pentru a doua. 

5. Să se rezolve ecuaţiile „ i 

—32+1=—0, 294+3—25=0, 

aplicând formula lui Cardan. | 
. 3 3 : 

% =Va + Y a, ...3 

3 

zi SV == 2 ail=0. 

6. Să se aplice formula lui Cardan ecuaţii 

— 3 (m + 1)a4+ 2m(m2+ 1)=0, 

an fiind un număr real. 
  

e (3 3 
R. . z, = Vim +1) (Vi m Vi m). 

1. Să se determine relaţia dintre coeficienţii păr astfel ca ecuaţia 

| Poet aatr=0, 
să se poată pune sub forma | 

(424 ma -k n) — at =0, ri a Na 
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Să se rezolve în acest mod ecuaţia 2 ţ- 224. 2 z++l=0. 
R. Ecuațiile | 

„Lipa gar =0, 

2m + (m + 2n)a:+2mnen:=0 
au aceleași rădăcini ; deci 

2m „m 2n 2mn n 
1 op q 7 

2 „Condiţia este q%— Apar+8r=0; m = n=g, 

ma 2a+i=(2+D(+a+I., 
8. Să se arate că ecuația f(2) = at + adi ba4+ez+ad=0 

se poate pune sub forma zî-+- Az2+B= O, prin substituţia a=—a + h, când a%—4ab-P8e=0. Aplicaţie pentru ecuaţia at —2a-+- ma (l—m)a + n=0, 

R. Avem după formula lui Taylor 

zi Av) [i v=ro+iro+răro+Srw+21"0) 
Trebue ca f' (h)=0, f"(n)=0, == a?—4ab+8c=0, 

In cazul ecuaţiei numerice 

2m—3 Tim Il6n+5, y = 
2 16 

  

1 
h=3 A = 

9. Să se găsească condiţia cu ecuaţia 

zid+az?+da2-ex+d=0, 
să se poată pune sub forma [cca Fa 224 p (02 a)-+ q = 0. 
Aplicaţie în cazul ecuaţiei act +25 —4a2—5a +6=0. 

R. Identificând, se găseşte 2a =a, a4+p=d, pa=c, 9=d. 
De unde a5—a5-+8c=0, «=1l,p=—8, a=6. 

Rădăcini 1, —2, 2 (—12V15. 

10. Să se rezolve ecuaţia 

fila) = A02+3A4, 4-3 A2z2+ A, =0, 
punând-o sub forma f(x) a (a — PR o (2 —p)=0. 
Aplicaţie f (20) = 03-12 a -- 6 + 10=0, 

R. Se găsese relaţiile 

a-Fă An, aia A, af = i, afipopi= 4,
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Eliminând « şi & între. primele trei ecuaţii și apoi între ultimele trei, 
se găseşte 

1 1 A 1 1 —A, 

8 , ș A, =0, N p Ş A, =0. 

pa pa az pe 2 —a, 
De. unde , 

Ao BB A. (BP) Ar=0, ABE + Aa +8) 4 =0. 

Ecuația ce dă pe ? şi f' se obţine eliminând AP” şi BE între aceste 

două ecuaţii şi ecuaţia ce are ca rădăcini pe £ şi $ 

2 — u (8-8) 3p=—0. 

Ao A, A, 

A, A A, | =0. 

Se găseşte 

l —u u2 

&==2, 01, 3 —1,pP=2, 

11. Să se arate că ecuaţia 

At 44, ir 6Aa?4Ae-t+ A =0. 

se poate pune sub forma 

a (a —- m) a (0 m) =0, 
dacă avem 

i . Ao A, A, 

A A A, |=0. 
A. A A 

R. Se obţin 5 relaţii între a, a, 7, m, se elimină a şi a" între primele 

trej, apoi între a doua, a treia şi a patra și în fine între ultimele trei din aceste 
5 relații. Apoi între aceste trei relaţii astfel obţinute se elimină mm şi mm. 

„Relaţii între rădăcini și- coeficienţi. 

58. Fie 4 

f(e)= Ava” Aa... Am-izt An=0, 

„o ecuaţie algebrică care admite rădăcinile 
po = 

Ci, Qa,...(me _ 

_Prima parte a acestei ecuaţiei se poate pune sub forma 

Ac Asan. Fr Ami An 2 

Ac(z—a1) (2z—a2)...(2— am). 2,



Desvoltând, găsim | 

Ac Aa 14. FA 
Ao[2— 2 tda, Fhan—25a, at (— Papa, as:..ap-t 

Fe F(— Da ao...a"], E 
Identificând, deducem 

| $ A = — Acăa,, 

As = Aodasas, 

Ap (O Po Zac .tap: 

An=(— 1)" Ava; G3...0m. 

De aci deducem relaţiile între rădăcini şi coeficienți 

A A da = arartuhan=— a 

Ei As __ Aa ai Qa ao 0103 a, aseutam am = 22 

. A Îi aa... 0p=(— 1pÂe, Qi Q30p-Fas 03 ase pi Pe (— PE? Ao Ao 

das ..am=(—1 A». | Ao 

Aceste “m relaţii formează un sistem de m ecuaţii cu m ne- 
cunoscute a,, a3,...a. 

Rezolvând acest sistem de ecuaţii, vom putea calcula rădă- 
Cinile ecuaţii f(2)=0. Pentru aceasta, din primele m—1 relaţii, 
considerate ca m—1 ecuaţii cu m—1 necunoscute, az, as,...dn, 
se pot calcula valorile lui a2,...am, pe care înlocuindu-le în ultima din cele m relaţii dintre. coeficienți şi rădăcini, se obține o ecuaţie 
F(2)==0, care va da pe a. 

Insă relaţiile între coeficienţi și rădăcini sunt simetrice în 
raport cu a, a2,...0m.: (nu-şi schimbă valorile numerice primele 
părți ale ecuaţiilor când se schimbă între ele două litere; z—y 
nu este funcţie simetrică îu raport cu a și y). Prin urmare dacă 
am fi calculat valorile necunoscutelor ai, a, a4,...4m din primele 

p
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m—1 din aceste ecuaţii și le-am înlocuit în ultima, vom găsi tot 
„ecuaţia F(2)==0, care va trebui să dea. valoarea lui as; şi așa 
mai departe, 

Deci ecuaţia F'(2)= 0, care dă pe au, are ca rădăcină şi pe 
a, etc. adică pe toate rădăcinile ecuaţiei f(z)==0, adică este tocmai 
"ecuaţia f(2)=0. 

Rezultă de aci că sistemul de relații între rădăcinile şi coefi- 
cienţii ecuaţiei f(2)=0, se poate rezolva, când se poate rezolva 
ecuaţia f(2)=0; cu alte cuvinte, este tot atât de greu a rezolva 
acest sistem, ca și ecuaţia f(3)==0, căci căutând a rezolva acest 
sistem dăm peste ecuaţia dată. 

Numai. în cazul când se mai dau alte relaţii între rădăgini, 
rezolvarea, sistemului este mai uşoară ca rezolvarea directă a ecuaţii. 

59. Aplicaţii. 1. Să se rezolve ecuația 

— 94-23 g-—15=0, 

știind că rădăcinile sunt în progresie. aritmetică, 

Vom însemna rădăcinile z,, 4, Zi, prin 

u—o,u, ua, 

2, fiind raţia progresiei aritmetice. 

Seriind relaţiile între coeficienţi şi rădăcini, avem 

Ă i i 
Za, Sata =9, | 

a, ta = Pia Fa sk ay n = d 0, 
9 

zi ady = Â3==16. 
| Av 

Inlocuind pe z,, 22, & cu valorile lor, aceste relaţii devine 4 

(1) | 0 8u9, 
8) : > Bu2—p2=—23, 

(3) u(u2—22)—15, 

Din prima deducem u =3 şi înlocuind în a doua obţinem 

92—4, o—zt2, 

Înlocuind valorile lui z şi o în relaţia (3), vedem că este verificată, căci 
astfel au fost aleși coeficienţi ecuaţii date. 

Rădăcinile acuaţii f(2)—0 sunt deci 

2 u—0=3—2=1, 233, d, =9. 

A, Să se găsească condiția şi să se rezolve ecuația 

az*-t- bar? ez + d==0,
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știind că avem relalația Li = 23 

Aplicaţie. 3 — 22 —a4+2—0, 

Relaţiile de condiţie sunt 

_ b 4) atata 
( 

(5) zi + a)-+a, = 

. d - (6) | Das = 

(7) Liza bas. 

Inlocuim în (4) pe z,-k-z, cu valoarea sa din (7), avem 

d. d 
ag + tz 

Inlocuire în (5) şi (6), obţinem 

„e b2 24 Za D= da? Data: 

 Bgalând aceste valori, relația de condiţie între coeficienţi este 

| B%— 4abe+ 8a2d =0, 
Rădăcinile ecuaţii aunt date de 

d 
Ta 

2a 

iar a, &s de ecuaţia de gradul al II-a 

pa md z,=l, Za=2, 2s=—1, 

IL. Să se găsească relația de condiție și să se rexolve ecuația 
(8) FD = kazah e=0, 
știind că între rădăcini există relația 

zi =a2 +z:. N 
Să formiăra ecuaţia care dă valorile lui 

(3) y=a2, 

Ecuația (8) se poate serie observând relaţia (9) 

222 az? bz+o=—0, 
(z+ a)y+iz+ke=0, 

__De unde
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Inlocuind pe cu această valoare în (9), se obţine ecuaţia ce dă valorile 
lui 4 [pătratele rădăcinilor ecuaţii f (2) = 0) 

P() pr (28 — at y(61— 2a0)—c2=0. 
- Rădăcinile acestei ecuaţii fiind 

ME, ai, pai, 
avem relaţia 

aaa, 
sau = +7 

adică o rădăcină este egală cu suma celorlalte două şi deci, contor probleraei 
precedente, rezultă condiţia 

Sc: Bac(a?—25)+-a:(a2—28) (a2—45)=0, 

, aa 1 , - 
şi se obţine o rădăcină ş, <a? = z(a:—25), iar celelalte două ca la exemplul II. 

Observare. Această condiţie se putea obţine, servindu-ne de relaţiile între | 
rădăcini şi coeficienţi şi anume - 

” Fata — 

at ae, (2 Fr es) —b, 

La 3 =c, 

împreună cu relaţia dată | 

a: —siai, 

Ridicând prima la pătrat şi ţinând seamă de a doua relaţie şi de ultima, 

obţinem “ | 

(10) 2x24 25 —a2—0, 

Scriind ecuaţia dată sub forma 

el +b)-haa+ke==0, 

și înlocuind pe a? cu valoarea sa din (10), apoi scoțând din aceasta valoarea 
lui a, şi înlocuind-o în (10), se obţine condiţia găsită cu prima metodă. 

IV. Să se rezolve ecuația 

at — 8 4-1ta':4+8 +a=0, 

știind că rădăcinile sunt în progresie aritmetică. 

o să însemnăm rădăcinile acestei ecuaţii cu 

e, =u— 39, rs =u— 0, ruta, a=ut3o. 

Relaţiile între rădăcini şi coeficienţi sunt 

Za, Skate =8, , 

Za, a = (e, Fa) (este) at es n =14, . 

Xe, Ea Ls =, + a)z & (a +a) na =——8 

Pi Do Est —a.
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Inlocuind în aceste relaţii pe 2, 2, 4, &, găsim 

4u=8, 

3 — 57, 

alu —5o5)= 2, 

4 — 0?) (42 —9v)=a 
Din primele două ecuaţii obținem . 

u=2, o=+l. 

"Ecuația a treia este verificată pentru aceste valori, iar din a patra deducem 

a=—15. 

Rădăcinile ecuaţii sunt 

u—3u=2—3=——1; 1;.3; 5.. 

V. Să se determine p și să se rezolve ecuația asifel ea produsul a două rădăcini ale ecuaţiei - 
| 3zt-- pa 2a 4 122 —8—0 , 

să fie egal cu 2. Relaţiile sunt 

(1) „a tat ah 

A i 2 (12) , (a, +a) (23 + za 2 +a uz: 

(13) i (ec, + 23) Za & + (es F 4) Za za = — 4. 

, 8 
(14) 2 a o XI — 3: 

(15) 2. - 
Observând relaţia (15), deducem din (14) 

za ==: 

Relaţiile (11), (12), (13) devin 

(6) (at zale ta) =— 8. 
„(12 | a tza) (3 + z)=0,. 

(18) =, + 2) + 2 (2, ra) 

Observând e ecuaţia (17), distingem două cazuri 

1 ka =0; Za ra —2; p=6; 
” 4 

&, za =2; aa = — 
3



  

Rădăcinile &,, 2, Za, &, sunt date de ecuaţiile | 

224 2—0, 22 — 30 

şi sunt egale cu 

ai | | A + Va. =34 ei - Fr | i 

20 Bz 0; aka =3;p=—9; 
7 ÎN | 4 . 

z Asi e Z=—2, 

Rădăcinile z,, aa, &, & sunt date de ecuaţiile 

4 
m2—334+2—0; 22 3 =0. 

Observare. Se putea rezolva această ecuaţie, observând că dacă avem 
Z, t — 2, atunci prima parte a ecuaţiilor 

Baihpi2a 4120820 baz+p(e + mat 2) 
şi deci x, za, şi Za, 4 sunt rădăcinile ecuaţiilor 

nb n + 2=—0, 3a2fozl-8—0. ” , 

Identiticând, obţinem relaţiile . | 

«++ 3m=p | , 

Bhram+6=2, 
Bm-+2a=—13, 
28——8, 

De unde = — 4. Inloeuind în primele trei relaţii, deducem 

«+ 3m=p, am=0, 2 —4m=12, 

, 

Deci | 

1 a=0, m=— 3, p=—9; 3g2—4=—0, 2t—3a4k+2=—0 

2 n =0, a=6, p=6; 3a24+6z2—4=—0, z24+2=0, - 

60. Exerciţii. 1. Să se rezolve ecuaţia | 

Fi) —ax2+ ba? + ex--d=0 

şi să se găsească relaţia de condiţie, ştiind că suma a două rădăcini este egală 

cu un număr dat p. Aplicaţie pentru ecuaţia 

f(2)— 25 — 2 — 10 —3=0, p=l, 

R. Una din rădăcini este. o 

Bz = e +> ) : 

Relaţiile sunt | “ 

d (x, +a) (2. cata, a Za Da = 2 + 2=p. 
N
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" Din a două şi a treia deducem pe z,, z,, 

b 3. e ( d d o Co —4=0,. (ete) +2) Z 
Rădăcinile ecuaţii numerice sunt date de 

, 1 E tz: zi ka, —3, 

2. Să se rezolve ecuaţia | 

z-t-pz+9=0, 
ştiind că una din rădăcini este egală cu suma inverselor celorlalte două rădă- 
cini. Aplicaţie pentru ecuaţia zî — 524 2—0, 

R. Relaţiile sunt; | 

a RE 1 1 &, -F Za + az, =0, (z, + 2) 2 +a, Ta, 8 a = —g, aia 
- , 4 

290 pe+ 93 (t+ae—, 92-k+pk1=0, 
a3—bBz+22(0—2) (424 22 — 1). 

» Să se rezolve ecuaţia 224 pz 4 q=0, ştiind că avem z, = Ls 

Aplicaţie pentru ecuaţia 2 — 62 —4—0, 

R. Relaţiile sunt | . 

at 2 a = (0 + 25), + zi 2: =p, 
Zi Za 3 = — 0, Be 2 Za. 

De unde a2=——q, a, 2 =p= aa haz 
" Relaţia de condiţie este g le + (p—9)21=0. 

a —6 2-4 (04+9) (02222), 
4. Să se găsească relaţia de condiţie între coeficienţi şi să se rezolve ecuaţia 

zik pri+ a=0, | 
ştiind că : | 

= = 

m fiind un număr dat. 

R. Din relaţiile între coeficienți şi rădăcini deducem 

ma = — (+ m); 

pb 3 = d 
d m ml * mn 41) 

Relaţia de condiţie, dedusă din (3)?= (32)2, este 

pm? (m + 14 gt (mt m + 1 =0,
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ZI] 5. Să se rezolve ecuaţia 

"8 Ta? q= 
ştiind că diferenţa a două rădăcini este 1, 

7 pr 7 

BR . Jr % a =, & tata=z 

N (a, +a) +a, = 0, x, a = —Z 
/ 

Se rezolvă primele două ecuaţii în raport cu «, și 4, și se înlocuește î în a treia ecuaţie; însemnând cu f= &; avem 

() 2782—424—40=0; 
Considerăm și ecuaţia dată 

(2) 38 —124g=0; 
înmulţim (1) cu ? şi (2 cu 9 şi le scădem; obţinem 

(3) | 2142404 — 99 =0, 
Se consideră (1) şi (3). Se e înmulțește (1) cu 7 zi (3) cu 9 şi se scad. 
Se găseşte 

: 
a =t= 380 = 81q, 

Se înlocueşte în (Î) şi :se 
__400 

243" 

găseşte relaţia de condiţie şi valoarea lui 

1=4, 9 | 
Sau mai simplu, + se rezolvă () și valorile găsite pentru î se înlocuesc 

în a, > şi (3), 
2 

4 =2, a > 1 ra = — at, 

= dp Bg 20, 400 poop g 0= ga 
pp 6. Să se rezolve ecuaţia a — 74-A ==0, ştiind că e, =2a: - 

R. Rădăcinile sunt 1, 2,—3;1=6; Ma 
—1, —2,3;1=—8, 

1, 0-11. Să se rezolve eoxaia 

—3a a? 6a—4 =0 

ştiind că o rădăcină este media aritmetică a celorlalte două. 
: R. i d, te ta da =3a, (ac A- dea) a Fara 38, 

Lt a 
di a 3 ==4, Bg 

La, aa =6—202, a cat, 

—3a4+2=—0, a=1, a=—2, 
N. Abramescu, Algebra Superioară el, VIII, ed. 8, 

5 

/ | !
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a=1; a, =1+iV3, z=l—i V3, %=l, 

a=—2; z, = —24+V6, Be = —2— V6, 2=—2, 

8. Să se rezolve ecuaţia 

| 5 — 55 24 21 =0, 
ştiind că admite doăă rădăcini al căror produs este egal cu 1. 

R. Procedeul I. Se va identifica 

i — ba 21 = (mtiz+ 1) (atat ie+ 21). 

Valoarea lui & comună celor două ecuaţii: de condiţie care dă pe «, este 
«= 3. Deci - 

3+V/5 3—V5 
1=—3,a=3, î=8; x= 3 , Pag ,   

Procedeul II. Priraa parte trebue să fie divizibilă cu Lat 1, deci 
restul împărţirii 

(44 — 8)2.— 54) 3 — 22421, 

- trebue să fie identice nul. Adică | 

Ma — 832 — D4==0, 43—2ApP21—0; )=—3, 

 Câtul diviziunii este 

| pda 02— Da — +2), 
deci 

p5 — 554 21 =(22—3z2+1) (+ 324 84 2L 

9.“Să se rezolve ecuaţia 

at I12z— 5=—=0 

stiind că suma a două rădăcini este egală cu 2. 

E. Se va identifica | 

mt 12 — 5 (p2 —2a +1) (224 az-t-)). 

Se deduce a=2, p=—1, 14=5 

Ultima, relaţie este verificată. 

zi 12g— 5 (02 — 22 +5) (224 2a—1), 
Alt procedeu. Se scriu relaţiile între rădăcini şi coeficienţi sub forma 

| (22) + (2 -tz0=0, 
(+2) (2 bz)-kaz + 21, =0, 

(2, FF 23) a a (ab a) 2 ta = — 12, 

Za tt —5, ci ta=?. 

Se caleulează: produsele z, z,, &; z, şi se formează apoi ecuaţia de gradul 

al II-lea, care dan pe 2, za şi ds 24, deoarece se cunoaşte 

ZF Za Di Ta > + Za 3 Tu
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Se găseşte . 
a? — 224 5=0,  224922—1=0, 

10. Să se rezolve ecuaţia | 

22 ma? 2 — 5 g— 12=0, 
ştiind că produsul a două rădăcini este egal cu —A4, 

R. Din. relaţiile dintre. coeficienţi şi rădăcini, se iau ca necunoscute 

&, + z, z+Faz 
fi se formează ecuaţiile de gradul al II-lea, ce dau ţe z, +a și aka. 

  

Se găseşte - 

-_—4m4b 3 5 a, ai E, Fa, =— m ; 

. 12m24-5m—128=0;  m=3 ma 
10 m =3, z2 ba — 4=0,.: 2+224+3=0, 

a Ss . 3 "20 Ma = — To Da —4=0, a za+3=0,| 

Ali procedeu este identificând | 

ai mart — 5 — 12 (02 + az — 4) (02+82+3). | 
11. Să se rezolve ecuaţia ” 

az? + ba? + ez + d=0, 
ştiind că rădăcinile suut în progresie aritmetică, 

R. ud u ue. 

(2 82— 9 ac) b + 27 a22=0, 

12. Să se rezolve ecuaţia 

| | zi —— dat 34a?4+oz4+b=0, 
ştiind că rădăcinile sunt în progresie aritmetică, p- 

BR. a=u—3o, Du d, Ba =uo, z=u3o: 

u=1, 02=—=4; a= 16, b=105, 

Rădăcinile sunt —5, —-1, 3, 7, 

Să se rezolve ecuaţia _ 
| 23 az? bat e=0, 
știind că rădăcinile sunt; în progresie geometrică. Aplicaţie la ecuaţia 

823 — 42 2.1 632 —21—0, | 
R. Rădăcinile sunt , uq, uq?; produsul lor fiind 3 q, rezultă că 

uq = — Ve este o rădăcină a ecuaţiei. Se: înlocuește z cu — Ve. şi se află condiţia | . 
ae — b3=0, 

p
e
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In. cazul ecuaţii numerice rădăcinile sunt 

3 -3 

m=p d a 
14. Să se tezolve ecuaţia 

zt + az? bx ek + d==0, 

gtiind că 

Fra =z ta 

Aplicaţie pentru ecuaţia i | 

ap 18724 122 —6—0, 
R. Din relaţiile cunoscute se găseste 

Lb i = 2 +a = 

pa 2e Za fas 2 =b pi Ta 23 A aa a > 

Condiţia, este 

—4ab4+8e=0. 

Produsele &,, &,, za, & sunt date de ecuaţia 

aa 2e %+ad=0, 
a 

In cazul ecuaţii numerice, a, z, şi &, 2, sunt date de ecuaţiile 

| 22+324+5=0, a 3 —1=0, 
Ali procedeu este identificând , 

zi +6 a? 18424 122 —5=(024+ az-+$) (e &z-+-"). 

15. Să se rezolve ecuaţia 

at + az?+ date +20, i 

Di Wa= 23 La. 

” stiind că 

Aplicaţie pentru ua 

— 329 — 102 — 12 + 16=—0, 

R. Din roate, cunoseute, se găseşte | 

, , Zi a = 23 = + Va, 

gi condiţia ” a2d —c2=0,. 

BF Bta sunt rădăcinile ecuaţiei 

Pat (6—2Vd)=0. 
, Pentru ecuaţia numerică aplicând același procedeu, sau identificând 

zi — 323 — 102 — 122 + 16=(22+az+f) (z2+ iz p),. 
se păseşte 

a s2V
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16. Să se determine m, astfel ca între rădăcinile ecuaţiei 

at 200 —5 ae: — 10% + m30 
să avem relaţia 

a +ai=a +2, 

Să se rezolve î in acest caz ecuaţia, , 
R. &*=—g, Formăm ecuaţia ce dă pe y. Avem . 

32 + 2ay —by — 102 +7m=0, 

VP Dyk. 
26—9) 

Se înlocueşte î în = şi se scrie că pentru ecuaţia obţinută 

* — 14 99 (2 m 4 65)g2 — 10(7 + 10) g + m2=0, 

x= 

-avem relaţia 

, ! Pta Vaya. 
Se găsește 

m=—3, Wiki, Ve et va 10, Vi Va ya =9, 
Valorile lui u ==" sunt date de ecuaţiile 

— 7y7+9=0, g 2—TyÂ+1=0, 

17. Să se rezolve ecuaţia | E 
at — 150-435 a — 302 + 8=0, 

ştiind că rădăcinile sunt în progresie geometrică, 
R. Să notăm rădăcinile cu 

u, u 3: 
g > Uq, ugi. 

- Produsul lor este 4; W=2, Relaţiile dau 

eri ferate 
ah este dat de ecuaţia | 

, pa — 15 15, i —0, 

sat 
"3 i 

1_3. ia Ir a "773 

27, 

4” 

1 
| Rădăcinile sunt 3 1,2, 4. 

18. Să se rezolve ecuaţia 

at-ț 3 2a02ţ- a — 3 =0, 
ştiind « că are două rădăcini egale şi de semne contrare. 

R. | aka=0, aha E
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__Din relaţiile între coeficienţi şi rădăcini se găsește ! 

| XR =, Bd, = 3. 

(2241) (22 +a —3)=0, 
19. Să se rezolve ecuaţia 

Tata taet r=0, 
ştiind că o rădăcină este media geometrică a celorlalte două, 

R. di = da a. Condiţia este q=pir 
şi avem ! 

fle= (e +7) [tale — 2)+4]. 

20. Să se rezolve ecuaţia 

i az-+baţe=0 
ştiind că între rădăcinile sale există relaţia 

hr aa. 

R. Din relaţiile între coeficienţi şi rădăcini se găsește 

e & Fa =t Ve=z, 3 br, = FF Ve=d, —d), a = IŢI: 

La 4 = + Ve=, (+ e—b(e —5)=(2e—sp, 

a. Să se rezolve ecuaţia « 

3 i pa dat 1282 0, 
ştiind că produsul a două rădăcini este egal cu 2, ) 

R. Din relaţiile între coeficienţi și rădăcini se deduce 

| 4 1 p=6, ka 0, an 32 aha, mad 
Ă 

_ 4 2 p=—9, aka =3, aa, =2; aha =0, az, — ze 

Alt procedeu identificând cu (3z24+ az — 4) (22+Ba E SR 
22. Să se rezolve ecuaţia 

— 822—6z+p=0, 
ştiind că rădăcinile sunt în progresie geometrică, 

R a 27, _ 3 ce q” u, uq; 2 = Gap uz 

. i 35 9 . | ata = 2 22 = Lg 

23, Să se rezolve ecuaţia 

Gzi —1122+6z2+q9=0,
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ştiind că rădăcinile formează o proporţie armonică. 

2 1 1 
R, za . . , . 

Xa % 

Din relaţiile de condiţie se scoate 

1. 
a=— a, d =-3 atat zi 

25, Să se rezolve ecuaţia 

! at — 16 ax24+ ba + e=0, 

ştiind că admite o rădăcină triplă şi că suma acesteia cu cea simplă este 
egală cu 4. 

R. In relaţiile cunoscute se face d, = 0 =, Bv; se găseşte 
1 | 

= Ba = a, =0; b=c=0, a— 

- Alt procedeu este identificând 

a at — 16az+- dz c=(0—u) (e—o). 
25. Să se rezolve ecuaţia a2-+ pr q = 0, ştiind că a2=a2 +a, 

R. Se formează ecuaţia care dă pe y = af. Avem 

y-kpr q=0. 

Se scoate z, se înlocueşte în precedenta, şi se găsește 

p5Ă pp? y 3a2+p)+ q= 

PS ya Fi m 28, q+ 12p*=0, 

26. Să se rezolve ecuaţia 

| at — 10az2+br-+9e=—0, 

ştiind că rădăcinile sunt în progresie aritmetică. 

R. a=u —89, pp=u—o, auto, ei=ut3o 

5a 15a2 275 
= = = 2 oa, up v= o b= 125 a, e 36 2% 

21, Să se rezolve ecuaţia, 

at —2 2-4 az — = =—0, 

ştiind că 

a? 3 =—=34- ovi. 

R. Se face transformarea y=at, 

a=2, (y—14; a=6, (02697945) (2 —6y4+9— 45),
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Rădăcini comune la două ecuaţii. 

61. In Fizică, Mecanică, Statistică, și în toate științele pe 
care le studiem, pentru găsirea elementelor necesare vieţii practice, 
trebue a rezolva o ecuaţie, și dacă nu putem găsi rădăcina exactă, 
să aflăm măcar o valoare apropiată a rădăcinii. 

De fapt, la aceasta se reduce teoria ecuaţiilor algebrice și 
de aceea, s'au căutat procedee pentru acest scop. Unul din aceste 
procedee este aflarea rădăcinilor comune la două ecuații. Vom 
expune mai întâi, teoria celui mai mare comun divizor al mai multor 
numere întregi. , 

62. Cel mai mare comun divizor al mai multor numere 
este cel mai mare număr care le împarte ezacet. 2 

De ex. numerele 12, 18, 30, care admit divizorii comuni 2, 3, 6, au pe 
6 ca cel mai mare comun divizor al lor. 

Dacă două sau mai multe numere nu au nici un divizor 
comun, afară de 1, se zic numere prime între ele. Deci cel mai 
mare divizor comun.a două sau mai multor numere prime între 
ele este 1. ! 

De ex. 24, 35, se numesc numere prime între ele, căci n'au alt divizor 
comun decât unitatea. Tot asemenea sunt prime între ele 35, 12 şi 59, 

Cel mai mare comun divizor se însemnează prescurtat cu - 
e m.m.oe.d. | 

I. Dacă două numere suni divizibile unul prin altul, e. m. 
m. c. d. al lor este cel mai mic dintre ele, căci el este cel mai mare 
număr care le împarte exact pe amândouă. 

De ex. dacă numărul 12 divide pe 60, numerele 12 şi 60 au pe 12 ca 
c. m. m. e. d., căci acesta este cel mai mare număr care le împarte exact. 

II. Dacă două numere nu sunt divizibile unul cu altul, cel 
mai mare comun divizor al lor este acelaşi ca al celui mai mic 
număr şi al restului împărțirii lor. Fiind date numerele A şi B 
nedivizibile, dacă împărțim pe A cu B și obţinem câtul C și restul 
R, avem 

A=BXC-+R.
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Observăm că orice divizor comun numerelor A şi B divizând 
pe A şi prima parte BXC a sumei din membrul al doilea, va 
divide și pe R; deci va fi un divizor comun al numerelor B și R 
adică al celui mai mic și al restului diviziunii numerelor A şi B. 
Reciproc, orice divizor comun al numerelor B și R va divide și: 
suma BX C-+-R, adică pe A; deci va fi un divizor comun al nu- 
merelor A şi B. Așa dar, c. m. m. ce. d..al numerelor A şi B este 
și c. m. m. e. d. al numerelor B și R şi reciproc. 

III. Aflarea celui mâi mare comun divizor a două numere. 
Fie numerele 672 și 276. Dacă 276 ar împărţi pe 672, atunci 276 
ar fi c. m. m, e. d, al numerelor -date. Făcând împărţirea lor, avem 
672 = 2976 X24+120. 

"Am văzut că e. m.m.e.d.1al numerelor 672 şi 276 este ace- 
lași ca al numerelor 276 și 120; facem din nou împărţirea între 
numărul cel mic și restul aflai și obținem 276=120X 92436. 

C. m. m. c. d. al numerelor 276 şi 120 este același ca 
al numerelor 120 şi 36; facem împărţirea între ele şi avem. . 
120=36X34+12. | 

Vom face din nou împărţirea între 36 şi 12 şi găsim 36=12X3. 
Deci, 12 împărțind pe 36, este cel mai mare comun divizor 

al numerelor 36 și 12, 120 și 36, 276 și 120, deci și al numerelor 
„. date 672 şi 276, 

Operația se așează asttel 

  

. 3 . 

n 9 120| 36| 12) 
120| 36 12] 0 | 

Deci, pentru a găsi cel: mai mare divizor comun a două nu- 
mere, se împarte cel mare prin cel mic. Dacă restul este nul, cel 
mai măc este c. m. m. e. d. Dacă acest rest nu este nul, se d- 
vide numărul cel mic prin acesi rest, apoi. primul rest cu al doilea 

Și aşa mai departe, până ce împărțirea se face exact. Ultimul rest 
este cel mai mare comun divizor căutat. 

Observare. Dacă ultimul rest este egal'cu unitatea, numerele 
date nu au alt comun divizor decât unitatea; acele numere sunt 
prime între ele. 

Dacă două resturi consecutive se recunose ca prime între ele, 
putem să nu mai continuăm împărțirile, căci ultimul rest va fi 1 
şi deci numerele sunt prime între ele.
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IV. Proprietăţile celui mai mare comun divizor. 1% Dacă un 

număr divide doud numere, divide și pe cel. mai mare comun di- 

vizor al lor. In adevăr, acest divizor comun al numerelor date: 

divizând aceste numere, divide restul împărțirii lor şi în mod identic 

se vede că va divide și resturile succesive ale împărţirilor făcute: 

pentru aflarea ce. m. m. c. d., deci și pe ultimul rest, care este 

cel mai mare divizor” comun al lor. 

20 Dacă se înmulțese sau se împart două numere printr'un 

al treilea, c. m. m. c. d. al lor se înmulțește sau se împarte cu al 

treilea număr. In adevăr, se ştie că dacă înmulțim sau împărțim 

deîmpărţitul şi împărţitorul prin același număr, restul se înmulțește 
sau se împarte cu acel număr. 

Deci, înmulţind sau împărțind numerele date prin același 

număr, șirul de resturi și prin urmare ultimul, care este cel mai 

_mare comun divizor, se înmulțește sau se împarte cu acel număr. 

30 Câturile a două numere A şi B prin cel mai nare comun 

divizor al lor ID, sunt numere prime între ele. In adevăr, divizând 

numerele A și B cu D, se va împărţi şi e. m. m.e. d. al lor cu 

D; deci câturile numerelor A și B cu D vor avea ca cel mai mare 
comun divizor pe D împărțit cu D, adică pe 1; prin urmare, aceste 

câturi sunt prime între ele. | 
4% Aplicaţie. Un număr care divide un produs de doi factori. 

şi este prim cu unul din factori, divide pe celălalt factor. Fie nu- 
mărul C care divide produsul AX B și este prim cu B; zicem că 

O divide pe A. In adevăr, B și C fiind prime între ele, cel mai 

mare divizor comun a lor este 1. a 

Inmulţind pe B şi C cu A, și cel mai mare comun divizor 
se înmulțește cu A; adică numerele obţinute A. B și A. C au ca cel 
mai mare comun divizor pe A. Insă produsul A.B a fost prin: 
ipoteză divizibil cu C, A. C conţinând pe C ca factor se divide și 
el cu C, deci ambele numere A..B și A. C sunt divizibile cu C; 
urmează că și cel mai mare comun divizor al lor, A este divizibil 
cu C (Nr. IV, 2). N 

V. Aflarea celui mai mare comun divizor al mai multor 
numere. Fie numerele A, B, C, D, al căror cel mai mare comun 
divizor voim să-l aflăm. Dacă însemnăm cu d pec.m.m.c.ă4. 
al numerelor A și B, orice divizor comun al lui A și B va fi și 
un divizor al lui di și reciproc; deci orice divizor comun nume- 
“elor A, B, C şi D va fi un divizor comun numerelor d, C şi D
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şi reciproc, Deci căutarea celui mai mare comun divizor al nume- 
“relor A, B, C, D se reduce la căutarea e. m. m. e. d. al nume- 
„telor d, C și D. In același mod judecână, deducem că dată însem- 
năm cu d2 pe c. m.m... d.al lui di şi C, căutarea celui ma 
mare comun divizor al numerelor d, C şi D 'se reduce la căutarea 
e.m.m.e.d. al lui dz. și D. Deci, pentru a afla pe e. m. m. 
e. d. al mai multor numere aflăm e. m. m. ce. d. a două din 
ele, apoi aflăm pe c. m. m. e. 4. al rezultatului găsit şi al unui 
al treilea număr, ete. Ultimul rezultat găsit este e. m. m. e... al 
tuturor numerelor. 

Eocemplu. Să se afle cel mai mare comun divizor al numerelor 504 5292 şi 1520, | 
Căutăm c, m. m. c. d. al numerelor. 1520 şi 594. Avem 

  

  

3 63 

1920| 504 _8 

8 24 

0 

CO. m. m. e. d. al numerelor 1520 şi 504 este 8. Căutăm pe c.m.m.c.d. 
al numerelor 5292 şi 8 şi obţinem : - 

  

  

681 2 

5292] 8 | 4 
alo 
“12 
a 

Deci e. m. m. c. d. al.numerelor 504, 5292 și 1520 este 4, 

63. Cel mai mie comun multiplu. Cel nas me comun mul- 
tipiu al mai multor numere, se numește numărul cel mai mic. care 
se împarte exact cu fiecare din numerele dale. 

Exemplu. Cel mai mie comun multiplu al numerelor 6, 4 și 3, este 12. 
căci el este cel mai mie număr care. se împarte deodată exact cu numerele 
6, 4şi 3. 

Cel mai mie comun. multiplu se însemnează pe scurt cu ce. 
m. m.e.m. 

I. Cel mai mie comun multiplu a două numere este egal cu 
câtul obținut divizând produsul acelor numere prin cel mai mare 
comun divizor al lor. Fie A și 'B cele două numere şi D cel mai 
mare comun divizor al lor. Avem A=D. A”, şi B=D.B.
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"Un multiplu al lui A, va fi A sau &DA?. Acest multiplu 
ca să fie și un multiplu al lui B, va trebui ca 

EDA' _EDA' _EA' 
B :DB B' 

să fie întreg; însă A și B' fiind prime între ele (ca fiind câturile 
a două numere prin c. m. m. e. d), rezultă (Nr. IV, 4%) că numărul 
k trebue să fie divizibil cu B, adică 4=m B'. Deci un multiplu: 
comun: al numerelor A și B va fi 

mB' DA. 

Căutând pe cel mai nic multiplu, vom da lui m valoarea cea 
mai mică, 1; așa dar, cel mai mie multiplu comun M al numerelor 
A și B, va fi 

  

M=DA'B. 

" Inlocuind pe A' și B' cu valorile lor de mai sus 

  

adică cel mai mie multiplu comun se obține divizând produsul acelor 
numere cu cel mai mare divizor comun al lor. | , | 

II. Orice multiplu comun a două numere, este un multiplu 

al celui mai mic comun multiplu al lor. In adevăr, un multiplu 

al numerelor A și B este, după cum am văzut, 

m, B'DA' =m.M, 

III. Căturile dintre €. m. m. €. d. a două naimere şi acele 

numere, sunt prime între ele. In adevăr, 

M__ B'DA'_B'DA M , A = A > DA” =B' şi tot astfel FA, 

iar A” și B' ştim că sunt prime între ele. 

120. Din cele precedente rezultă că, dacă am avea mai multe 

numere, de ex, a, d, ce, d, cărora voim a le afla pe c. m.m.ce. 

m. putem înlocui două din ele de ex. pea și d, princ.m. m. 

e. m. al lor M. Multiplii comuni ai numerelor a și b fiind aceiaşi 

cu ai numărului M, rezultă că multiplii comuni ai numerelor a, d, 
. €
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€, d vor fi aceiași ca şi ai numerelor M, c, d. Insemnând acum 
prin M' pe cel mai mic comun multiplu al numerelor M şi €, mul- 
tiplii comuni ai -numereloi M, c, d vor fi aceiași cu ai numerelor 
M' şi d. In fine, însemnând cu M” pe c. m. m. e. m.'al numerelor 

“M' şi d, acest număr va avea aceiași multiplii ca şi numerele M 
şi d, sau ca și numerele a, 5, c, d. 

Deci, pentru a afla pe e. m. m. e. m.al mai multor numere, - 
aflăm pe c. m. m. c. m.a doud din ele, apoi aflăm pe c. m. m. 
e. m. al rezultatului găsit şi al unui al treilea Număr, şi așa 
mai departe. Ultimul rezultat este e. m. m. e. m. al tuturor 
numerelor. - 

Bocemplu. Cel mai mic comun multiplu al numerelor 360, 240, 18, 12, 
este acelaşi cu cel mai mie comun multiplu al numerelor 720 (care este e. m. 
m. €. m. al numerelor 360 şi 240) și 36 (care este e. m. m. c.m. al numerelor 
18 şi 12) şi cum 36 este cel mai mare comin divizor al numerelor 1120 și 36, 
cel mai mie comun multiplu căutat va, fi 

"120 X 36 
36 

64. Exereiţii. 1. C. m. m. c. d. a două numere este 5; câturile împărţirilor 
"succesive făcute, pentru a-l obţine, sunt 1, 3, 2. Să se afle cele două numere, , 

R. Avem 

= 120, - 

A=BXI1+R 

B=RX3+R, | 

R=R'X 2=—=5X2—10, căci R=5. 

Deci, R=—10, B==35, A=—45, 

2. Care sunt numerele mai mici ca 1000, care au cu 180: pe 36 ca ce. 
m. m. d.e. Ă 4 

R. Fie B unul din acele numere. Avem ” 

180 =36X5, B=36 XC. 
Câturile 5 și O trebuind să fie prime între ele, vom alege pentru C un 

număr prim cu 5, adică numere diferite de un multiplu de 5. Dintre aceste 
numere vom opri pe acel număr care înmulțit cu 36 să ne dea un număr 
B< 1000, : 

” Divizând pe 1000 cu 36, avem 

1000 = 36 X 27 + 28.. 

Deci, pentru C vom lua numere mai mici sau cel mult egale cu 27 şi 
prime cu 5, adică 1, 2,3,6,7., „2. 

Numerele căutate vor fi 

36 X1, 36X2,, 36X 27. 
3. Două, numere întregi donsecutive sunt prime între ele, . 

4
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R. Fie n, n-+ 1 acele numere, Orice divizor comun al acestor numere 
divide şi diferenţa lor (2 + 1)—n adică pe 1. Deci, acest divizor nu poate fi 
decât 1: deci, numerele sunt prime între ele, i 

4. A şi B fiind prime între ele, în ce caz A+ B și A-—B sunt prime 
între ele? . 

R. Dacă numerele A şi B sunt amândouă. fără s0ţ, suma și diferenţa lor 
sunt cu soţ, deci admițând divizorul 2, nu sunt numere prime între ele. 

„ Trebue deci, ca A 'şi B să fie prime între ele, unul cu soţ şi altul fără soţ. 
Ex. 3 şi 8, , 

- 8. In ce caz trei numere consecutive sunt prime între ele două câte 
două. (Excepţie numerele 1, 2, 3)2 

R. Dacă primul număr e cu soţ, ultimul este cu soţ, ex. 6, 7, 8; deci, 
primul și ultimul admit divizorgl 2 şi prin urmare nu sunt prime între ele. 
Trebue deci ca numărul dela mijloc să fie cu soţ. 

6. Să se afle două numere a căror sumă este 24 şi c. m. m,.e.d.e2. 
R. A=24A';B=—2B;A4+B'—12; A— 1, B=11; A=5, B=7; 

A =—2, B=—22; A=—10, B=—14, 
7, Să se afle c. m. m. €. d. al numerelor 2484, 2628 şi 897; — cel mai 

mic comun multiplu al numerelor 360, 172, 18 şi 21.: 
8. Două numere consecutive şi sumă lor sunt trei numere prime două 

câte două, afară de 1,2, 3, 

9. Să se afle două numere A şi B, cunoscând diferența lor 14, pe c. m, 
m. c. d, 7 şi ştiind că numărul A este mai mie ca 100, 

R. A=?7A; B=1B; A'—B—2; 

A" poate lua valorile dela 3 până la 100:7— 14, ... iar A' şi B' trebue 
să fie prime între ele şi aşa fel ca diferența lor să 'fie 2. | 

10. Să se afle două numere cunoscând produsul lor 150 şi e. m.m. e.d.5. 

R. A=5A'; B=—5B'; A'B=86, 

Be ia pentru A' şi B' numere prime îatre ele al căror produs să fie 6. 
11. D fiind cel mai mare comun divizor al numerelor A, B, C, să se 

arate că e. m. m. e, d. al numerelor BC, CA şi AB este multiplu de D:, In 
ce caz este egal cu D2? , că Ea 

R. A=DA, B=DB, 0C=DO; A, B, C sunt prime între ele, 
BO=D*B'C'... In caz când BC, CA", A'B' sunt prime între ele, sau A", B, C" 
prime două câte două. 

12. Ce relaţie există între cel mai mare comun divizor a două numere 
a şi b şi acela al numerelor a +5 gi a d? Ă 

R. a=Da, 0=—D5, a+b=D(a'+b), a6=D?a'd, a+b şi ab 
admit afară de D şi factorii comuni numerelor ab şi D. Dacă D' este 
e, m. m. c. d. al lor, acel al lui a' +2" şi ab este DD. 

13. Câte numeze din şirul 

A, 2A, 34... BA 

sunt divizibile cu B? A şi B sunt numere întregi oarecare. 
R. Fie pA cel mai mie număr din şir divizibil cu B, adică pA=—g B. Se 

> . 

.
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vede că p şi q sunt prime între ele, căci altfel pA n'ar fi cel mai mie număr 

din şir divizibil cu B, Presupunem că sunt n numere din şir divizibile cu B; 
ele sunt 

pâĂ, 2pA, SpA, ... npA=BA. 

qB, 2qB, 3q8B, .. nqB=—AB. 
sau 

> 
Rezultă că . 

np = B,ng=A 

p şi g fiind prime între ele, rezultă că n este cel mai mare comun divizor al 
numerelor A şi B. 

14. Câte numere din şirul 

A (B+I), A(B+2), A(B+4-38),... A(B+n) 

sunt divizibile cu B?. Aplicaţie pentru A — 1750, B— 1200, n — 80. 

R. Atâtea numere câte sunt din şirul 

A, 2A. 3A,... mA, 

divizibile cu B. D fiind e. m. m. e. d.al numerelor Aşi B şi A=DA', B=DB,: 

vor fi atâtea numere divizibile cu B, câte numere divizibile cu B'.sunt în şirul 

A 24, 34, mA, 
sau câţi multipli ai luj B' sunt în şirul 

, 1,2,. 
adică atâţia câţi întregi sunt în câtul dintre n şi B. Aplicaţie, 10 numere. 

| 15. Să se afle două numere A şi Ba căror sumă să fie măi mică decât 100 

şi astfel ca între c. m. m. e. d., D şi e. m. m. e. m., M,al lor să avem relaţia 

M=—35 D. 

R. A=—DA!, B=DB'; A'B'—35; A'—1,B'=—35; A, B=—". Trebue 

să avem sau 36 D < 100, sau 12D<100; D=s2; sau Ds8, 

A=— 1, 2,5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 
B=—35, 10, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56. 

65. Impărțirea a două polinoame prin metoda coeficien- 
ţilor nedeterminaţi. Relaţii de recurenţă. In: afară de metoda 
generală pentru aflarea câtului şi restului a două 'polinoame, mai 
este și aceea bazată pe identitatea a două polinoame. Aceasta se va 
vedea în exemplele următoare. : 

10 Să se dâlermine m şi n, asifel ca polinomul 

—3z3+mazkn să fie divizibil cu a2—5ae-t4. 

Trebue să avem 

— 3a+ man (02 —5a4-4) (p-hqz+r), 

căci restul este nul în acest caz.
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Desvoltând partea a doua, avem | 

a —8atmetn pata 5p+g)ka(4p—5akr) 
+a(4qg—5r)-tar. > | 

Identificând, va trebui să egalăm coeficienții aceloraşi puteri 
ale lui din ambele părţi (ambele polinoame) și avem 

zi 1=p Ne 

z5| —3=—5p-kg 
a? 0=—4p—5g+r 
al m=4q—5r 
z0 n=4r 

- De unde p=1. Inlocuind în a doua, avem 

| —3=—5+g, q=2. 

Inlocuind pe p şi q în a treia, găsim 

| 0=4—52-+r, r=6.: 
Inlocuind în a patra și a cincea relaţie, avea 

n => 4.2—5.6=8 —30= — 22, 

n = 4.6 = 94, 

Deci câtul este ! 

| ptgzhr=atzt6, 

iar mm = — 99, n=294. 

2% Această problemă se putea face şi altfel. Efectuând ope- 
rația împărţirii, avem 

zi—32+0a2+mztkn  |a?—bak4 
—atba—42 z2-P2a4-6 

25 — 4a?-Fma-kn 
— 225 +1022—8a 

6a2-+ (m —8)z-+n 
—622+ 302 —24 
z(m—8+30)-k+n —94, 

Restul este z(m-+-22)4+(n — 294). 
Impărțirea trebuind a se face exact, trebue ca restul să fie 

identice nul, | 

tam -22)+-(n —24)20, 1
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m 22=0, n—94=0, 

de unde m=—22, n =24, aceleaşi condiţii găsite mai sus. 

Observare. In general, câtul și restul diviziunii polinoamelor, 

doara Rama 2 an 

bobi al Fu m>n, 

- se obţin efectuând identificarea | | 

Qoahha a . Fan 
(bob art . Fo) (00 a "Fa, ao. Pen tk 

Desvoltând avem - 

aaa... an Sbocozh-Hpes-Fbucp)a-1-P 
_ (bocz-f-Brest-baco) an-2-ţ- a. 

de unde 

do = bo, 

a =boa-Fbico, , 

da = bocs-F bi es PF ba co. 

Ap boepPbhiep-a . .  -Fbp=ic: Fbpco. 
[| . n. | | [ |. . . . |. . . . . 7 

Aceste. relaţii, numite relaţii de recurenţă, ne dau, prima pe 

, do, 

„Co 
bo , 

înlocuind în a doua pe co, aflăm pe &; etc. Avem astfel coefi- 
cienţii co, cu, cz, .. . ai câtului căutat. 

Ca aplicaţie, putem găsi câtul şi restul împărțirii polinomului 

doara. Fan 

cu polinomul 

(2—a) (2—b) (2—0) Za —a2 (2-F3-50-batat-te- ea) ah, 

66. Divizorii unni polinom. Fie A (2) și B(z) două poli- 
noame în z. Se zice că polinomul B(2) divide (împarte exact) pe 
Al), când există un polinom Q(a) care multiplicat cu B(2) să 
dea pe A (2). 

B(z) se numește divizorul polinomului A (2). 
Exemplu. Divizorii lui A(2) 22% —7a22—3a-4+-18 sunt po- 

N, Aramescu, Algebra Superioară cl, VIII, ed: 8. 
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„_ linoamele 42—5z+6, 2z24+3, z —2, căci fiecare din ele divide 
polinomul A (2). 

Dacă B (2) Za2—5a+6 este un divizor al lui 

A (2) 222%—722—3a24+18, atunei şi 3(22—5 246) =322—152-F-18 
este un -divizor al polinomului A (2), iar câtul împărțirii lor este 

32249), 

In ceeace urmează nu vom considera ca diferiţi divizorii B şi 
1B, h fiind un coeficient numeric. 

Dacă polinomul B(2)Za:—5a+6 divide polinomul 
A(2)22g9—7a2—3a4+18, el divide şi produsul A (28 C(2)iC() 
fiind un polinom în zj sau un coeficient numeric. In adevăr, dacă 
A(2)=B(2)Q(2), atunci A (2) C(2)=B(2). [Q(2). Cl); Q(2)C(a) 
fiind un polinom în z, B(z) este un divizor al polinomului A(z). C(). 

Un divizor C(2)=a2—4a-+4 comun al polinoamelor 

A (2) Z9at— 809-922 —4F4, 

B(2) Za — 329 —9a2—4a+8, 

divide și polinomul A(z)A'+B(a)B', A' și B' fiind, sau polinoame 
n 7, sau factori numerici. In adevăr, dacă. A (2)= C (2) P(a) 
B(z)=C(2), avem 

A()A'FB(0)B' =C(0)A'P()+B'Q(a: 
A'P(2)+B'Q (2) fiind un polinom în z, C(2) este un divizor al 
lui A (2) A'+B() B. 

Două polinoame se zice prime între ele, când nau nici un 
divizor comun, polinom în z. 

67. Cel mai mare comun divizor a două polinoame. 
I. Se numește cel mai mare divizor comun a două polinoame întregi, 
A() şi B(z), polinomul de gradul cel mai mare care divide 
deodată ambele polinoame. Dacă un astfel de polinom nu există, 
polinoamele A și B se zic prime între ele. ! 

Fie m şi n gradele polinoamelor: A și B (m>n). Dacă B 
divide pe A, atunci B este cel mai mare comun divizor al poli- 
noamelor A și B. 

Să presupunem că B au împarte exact pe A; fie C câtul şi 
R restul împărțirii lui A prin B; avem 

A=BC+R, 

R fiind o constantă sau un polinom de un grad mai mic ca al lui A.



Se vede că polinoamele A și B au aceiași divizori comuni 
ca și B şi R, căci orice divizor al lui A şi B divide pe A—BC, 
daci şi pe R, și orice divizor al lui B şi R divide pe BC-+-R 
sau pe A, | 

R fiind de un grad mai mic ca B, să împărţim pe B cu R. 
Fie C: câtul şi R, restul, avem 

B= RC +R,. 

Dacă R, conţine pe &, fie R, restul împărțirii lui R cu R,, 
apoi Ra. restul împărțirii lui R, prin Ra, ete. Gradele resturilor 
succesive micșorându-se, ajungem la un rest Rp, care nu conţine 
pe z. Se pot întâmpla două cazuri. 

1* Rp=0. A și B, din cele ce am văzut, au. aceeași divizori 
ca B şi R; aceștia au aceeași divizori ca R și Ri; ete. 

Divizorii lui A și B sunt deci aceeași ca și divizorii lui Rp—2 
și Rp—a. Dar Rp-a este polinomul de gradul cel mai mare care 
divide pe Ry—2 și Rp—, deci este cel mai mare divizor comun al 
polinoamelor A. şi B. | 

2 Dacă R340, orice divizor al lui A şi B trebuie să dividă 
pe Rr-2, şi pe Rp-a și deci pe Bp-a şi Rp. Insă Rp şi Rp nea- 
vând divizor comun în (Rp= const.), polinoamele A şi B sunt 
prime între ele. : 

Deci pentru a afla pe cel mai mare comun divizor a două 
Dolinoame A şi B, se împarte A cu B; B cu restul R al împâr- 
țirii dintre A și B, R cu. restul R, al acestei a doua împărțiri 
şi aşa mai deparie, până ajungem la un rest nul, sau independent 
de 1. In primul caz, A şi B admit ca cel mai mare divizor comun 
restul Rp-a precedent lui Rp, adică civizorul întrebuințat în, această 
ultimă împărțire; în al doilea cax A și_B sunt prime între ele. 

II. Observare. Când polinoamele A şi B au coeficienţi în- 
tregi, pentru a evita coeficienţii fracţionari, calculele se pot sim- 
plifica astfel: | 

„Dacă primul termen al vreunul deîmpărţit parţial nu este 
exact divizibil prin primul termen al împărțitorului, se pot înmulţi 
toți coeficienţii deimpărţitului printrun număr ales potrivit. i 

Dacă toţi coeficienții unui divitor sunt divizibili cu același 
"număr, îi putem împărţi cu acel număr, 

In adevăr, la căutarea?celui mai mare divizor comun, ne în-
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teresează restul împărţirilor și nu câtul, căci, cel mai mare divizor 
comun este un rest; deci putem schimba câtul. De altă parte, când 
se înmulțește deîmpărțitul cu un factor constant, restul şi câtul se 
vor înmulţi prin acel factor constant. Deci, înmulţind sau împărțind, 
în cursul unei împărțiri, vreun rest parţial printrun factor constant, 
câtul se schimbă, iar restul întreg se înmulțește sau se împarte cu 

"acel factor, ceeace_nu schimbă pe cel mai mare comun divizor, 
decât ca un. factor constant. 

/ 

Exemplu. A (2) == 2054 at — Maia? 4+6z—5, 
Afo)=ăat kat — 180 — da +20, | 

Iată cum se efectuează calculele 

25-a — 7a5+- 24 6z—5 Dai kat — 130 — de 20 
| — 1 183 4a2—20a | z 

635 5z2—14z—5 

Inmulţim cu 3 coeficienţii împărţitorului și avem | 

Gai-+3z3—89a2—12 4-60 | Br 52 —14a—5 
| —B+it4+5e la 
— 23 — 25 q2 — 1-4 60 

  

Impărțirea se mai poate continua, însă spre a evita coeficienţii fracţio- 
nari, înmulțim restul precedent cu 3, ca să fie divizibil cu împărţitorul 
65 —142—5. Vom avea, 

! „- 4 —6a0— 2ba2— 21 4 180 Baia 149—5 | 
Do Do —M4a—5 |—1 i 

— 10 2 — 35 a 4 175 ” Si 

Dividem acest ultim rest cu — 35 și vom face împărţirea 

6z+5a2—142—5 | 2a2qa—5 
1—3a24 ba. [321 

2z24 e—5 

I— +5 
0 

Impărțirea făcându-se exact, cel mai mare comun divizor este 2x24+x—5. 

III. Proprietățile celui mai mare comun divizor a doud, poli- 
„noame sunt aceleași ca şi ale celui mai mare comun divizor a două 
numere întregi; demonstrarea acestor proprietăţi se face ca şi în 
aritmetică (Nr. 62, 1V).
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Dintre aceste proprietăţi, să reamintim pe următoarea. Cel 
mai mare comun divizor a două -polinoame puse sub forma 

(2—a) (2—0)1 (2—0)"... (s—d)5, o 

adică descompuse în factori primi, este egal cu produsul factorilor 
comuni, cu exponenţii cei mai mici.. 

68. Cel mai simplu comun multiplu a două polinoame 
este polinomul de gradul cel mai mic care se împarte exact cu 
polinoamele date. Dacă polinoamele se pot descompune în factori, 
ea în exemplul următor, 

P=a(2—1)(2-F1, Q-a(z+1D(—2), 
cel mai simplu comun multiplu al lor se află înmulţind, ca și în 

aritmetică, factorii comuni și necomuni luaţi cu exponenţii cei mai 
mari, și este 

a? (a —1) (74-12 (2—2). 

In caz când polinoamele nu se pot descompune în factori, se 
află prin metoda împărţirilor cel mai mare comun divizor D al 
lor, și, că și în aritmetică, cel mai simplu comun multiplu al celor 

P.Q 

D, 
69, Aplicaţie. Să se afle condiția ca polinoamele 

ax? bo <ţ- e, a'a?-4-t'a-e! 

să admită un divizor comun de gradul întâi. 

Vom aplica metoda celui mai mare comun divizor şi vom scrie că restul 
de gradul zero în raport cu , este nul. Avem 

  două polinoame este (Nr. 63) câtul 

  

aa' x? + ba' ea | ambate 

/ —aba  —ac la 

(Ba'— ab')a-+ca'—ac , 

aa +a Fe | (Ba—ab)ateă'— ac 
0 a (ba—ab')a? —-b' (ba —ab)a + e' (ba'— ab”) la'a[b' (Ba' —ab)—a' (ea ae) 

/ „ —a'(ca'--a0) a 
  

, [b' (do'—ad')—a' (ca'—ac)le e (ba —ab) . 
(2) [8'(ba—ab)—a'(ea'—ac)] (ba —ab)a-țe (ba —ab) | 

/ (ae —ea'b'(ba'—ab)—(ac'—ca') a'(ea'—ac) 

! — (ba'—ab') (c5'—bo') a-ta'(ae'—ca')2 
  

(1) Se presupune ba —a5'Z0. i 
(2) S'a pus la sât, după a/z, virgulă, spre a arăta că adevăratul cât nu este 

a uk b' (Ba'—ab)— a! (ca! — ac!). .
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„Deci, dacă a'340, şi ab — ba'£0, condiţia este 

(ac. — ca')? — (cb — bo) (ab' — da) =0, 
iar divizorul comun este 

(da — ab) a + ca' — ac, 

Observări, I. Acelaşi rezultat se mai poate obţine observând că divizorul de gradul întâi este i 
(ba' — ab') a -l- ea! —— ac, 

Pentru a găsi condiţia ca polinoamele să aibă un divizor de gradul întâi, 
trebue să egalăm cu zero restul de gradul zero, adică restul diviziunii polino- 
mului a%2-t- be 4+- e prin divizorul 

(ba — ab')z + ca! — aci, 

In loc de a face împărţirea, se înlocueşte în az? 4 bee, z cu 

ac! — ca! 
O : 

ab' — ba! 

şi se scrie că acest, rezultat, care este restul împărţirii, este zero, 
II. Divizorul comun polinoamelor az? br+e, a! ză, z-ko' divide 

şi o transformare a lor 

a (az? dr-he0)—a(a'z2+'a + c)= z (ba' — ab) + ca! — ac, 

Deci, acest divizor comun este 

a (ba'-- ad) + ca! — ac, 

Inlocuind în polinomul az2-+ bate pe & cu valoarea 

ac'—a' e 

a'b—bda” 
ce se obţine egalând cu zero divizorul găsit, obţinem 

| (ac! — ca)? — (bo! — cb!) (ab! — ba') =0. 

„20. Rădăcini comune a două ecuaţii. Fie F (2)=0 și 
F(2)=0 două ecuaţii cu coeficienţi numerici. Dacă polinoamele 
F-(2) și f(2z) nu sunt prime între ele, fie q(2) cel mai mare comun 
divizor al lor. Atunci avem 

Fid=e(2F. (2), fid=e(0) 1 (o), 
unde FE, (2) și fi (2) sunt polinoame prime între ele, căci dacă 
aceste plinoame ar avea un divizor comun, şi polinoamele F (2) 
şi f(a) ar avea același divizor și deci F (2) şi f(z) admițând incă 
un divizor afară de + (z), atunci $ (2): ar fi cel mai mare comun 
divizor al lor, | 

Prin urmare, orice rădăcină a ecuaţiei + (2)==0, va fi şi a 
ecuaţiilor F (2) =0 şi f(2)==0, reciproc. Deci, ecuaţia $ (2) =0.
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obţinută egalând cu zero cel mai mare comun divizor al polinoa- 
melor F(z) şi (2) ne dă rădăcinile comune ecuaţiilor 

F(2)=0 şi f(o=0. 
Exemplu. Să se găsească rădăcinile comune ecuaţiilor 

P(0)=20h 2 —304+1=0, 
FIA at —2 aq — 192412 —3=0, 

Se va căuta cel mai mare comun divizor al polinoamelor F (2) şi f(2) 
- și acesta se va egala cu zero. . ! 

Procedăm astfel 

Apt—2q5—12a2-1122—3 2z5+a2—3z+l 

  

| —223+ 6a2— 2 2a—2 
—4z35— 6a24+10z—3 

] + 2a2— 6242 
— 4924 4z—1l 

232 —3a1l 
4z3+2a22—6g4+5 

[+ 4a2—g 

6z2— Ta2 
1222— 444 

i = azi 

4a2—4m4-l.| 2a—1 Ă 

[+2a 2z—1 

— 2241 

[—l 

0 

Cel mai mare comun divizor fiind 24 — 1, rădăcina comună z=t, e 
dată de ecuaţia 2z — 1=0. 

4â—4a+1 
z, 3 

  

71, Aplicaţii, I. Să se rezolue ecuația 

(1) 2p3—2—2a4-1=0, 

ştiind că o rădăcină este de două ori mai mare ca alta. 

Fie 2 a şi a rădăcinile despre sare este vorba. Să considerăm în locul 
ecuaţii (1), alta care să aibă ca rădăcini îndoitele rădăcinilor ecuaţiei (1); deci, 
îosemnând cu rădăcinile ecvaţiei ce vom obține, care se mai 'numeşte şi 
transformata ecuaţiei (1), vom avea y=—2. Ecuația ce ne dă pe y, se obţine 
înlocuind în (1) pe cu Zy. Avem ecuaţia : Ar 

i sa id . asi ă i Î 

i 
[A      pp —ty4=0, | 

sau în &, . i îm = ' 
(2) pă -- a? —4a+4=0, i | 

Ecuațiile (1) şi (2) au o rădăcină comună 2 a, care va îi dată de &el mai 
rare comun divizor al polinoamelor (1) şi (2). 

îi 
E
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Avem 

2 p3— 2 9-1 | pă 2—dah4 

[| H2a24- 8z— 8 

  

  

at 6a— "1 

g5— a?— 4 4 | z2-t6a—7 

|. —6a24 "1 z—7 

—1224+ 3a4 4 

[442 2—49 
45246 

+ 6z.— 1|a—l 

[+ a z+rI 

12 —6 

+ 
0 

Cel mai mare comun divizor fiind z—d1, rădăcina comună e dată de 
ecuaţia a —1—0; deundez=1. Aşa dar 20 — 1; deci o rădăcină a ecuaţiei (1) 
este 1 şi alta 2 

Pentru a găsi cealaltă rădăcină a ecuaţiei (1), vom împărţi polinomul (1) 

ca (2 --1) (2 — 2). -Câtul fiind 241, ultima rădăcină este z=—1. 

A treia rădăciriă se mai află seriind că suma rădăcinilor este 

IF a= 

De unde ! 

z=—l. 

II. Să se rezolve aceeași ecuație (1), știind că o rădăcină. este egală şi 

de semn contrar cu alta, Pentru aceasta, vom considera altă ecuaţie, care să 

aibă rădăcinile egale şi de semn contrar cu ale ecuaţii (1), Pentru a obţine 

acea ecuaţie, să îulocuim în (1) z cu — z, iar ecuaţia obţinută 

(3) 2-a? — 2 —1=0 

se numește transformanta în — z a ecuaţii (1). 

Ecuațiile (1) şi (3) au o rădăcină comună a; două din rădăcinile ecuaţiei 
(1) fiind a, —a. Rădăcina comună a, se va obține egalând cu zero cel mai mare 
comun divizor al polinoamelor (1) și (3). Se va găsi a=l, iar pentru găsirea 

ultimei rădăcini a ecuaţiei (1), se va divide polinomul (1) cu (2—1) (ti)? 

și se va găsi 2—43. Sau se scrie că suma rădăcinilor este 

l—lpaz=3. 

Observare. Se putea rezolva ecuaţia (1) cu ajutorul relaţiilor dintre ră- 

dăcini și coeficienţi. In adevăr, însemnând, în primul caz, rădăcinile cu a, 2a 
şi d, avem relaţiile 

at+2a+b=i, 

(4 ! 2a2+ab+2ab=—1 

2a2b=—]
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care ne dau pe a şi B. Din prima scoatem b=—- --3a, i înlocuind în a doua, 
2 

găsim 14â2—3q—2=—0. 

__3+V9-FIi2 A 2 
i: de unde a= 3» a=—p: 

Deci ' 
_a=i, 2a=1, 5>—1, 

, , , 2 , , A treia, ecuaţie (4) ne arată că soluția = — 7 nu convine problemei. | J 

11. Exereiţii. 1. Pentru ce valvare a lui m, polinomul 

2 pa? maya 
e divizibil cu z+y-ka? Să se afle câtul. 7 

R. Se înlocueşte z cu — (y-+- +) şi se serie că rezultatul este identie zero; 
m = — 3. Pentyu a găsi câtul, seriem că 

zf pita 8 3 (ya) Ie (2Hp2-Pa2)--t (eu-bon-baa)] 
& şi &' fiind doi coeficienţi necunoscuţi. Se faca x ==0 şi identificând se găseşte 

"k=1, h'——1, Câtul este , 
02-72 2—000j—gjai—te, 

aty-ta—0, avem â-hya5—3 ya. 

2. Care e condiţia ca polinoamele 

z3—4a 43, __ B2—2a-a, 

să aibă un divizor de gradul întâi ? 

R. Se află cel mai mare comun divizor şi se serie că restul de gradul 
zero e nul. Sau mai scurt, se ajunge la un rest de-gradul întâi, căre va fi cel 
mai mare comun divizor. Se rezolvă ecuaţia obţinută egalând acest rest cu 
zero ; condiţia se obţine înlocuind în restul de gradul al doilea (restul prece- 
dent) pe z cu valoarea găsită 

Deci, când 

! 

3—2a 
z =: | 

a j 
Condiţia este _ E 

- , —9-+3 —9—3 5 a3+8a2—18a4+9—0; a=t a =, sau a 936. 

"8. Să se rezolve ecuaţiile 

z3-+ mat n=0, o at4+3nat+m=0, 

ştiind că admit două rădăcini comune. 

R. Se anulează identic restul de gradul întâi: Fi 

mă m24-4n2—0,  mn(m4+2)=—0. 

Rădăcinile comune sunt date de mz2— 2 n —m—0. 

m=—2 ni a=z(—1+ya=i(-1—V5), z=l; ; 

| zi, =2 (— i+ V5), za =3 (— 1— Y5), za, = 1; za, =2,
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m = 2, n=— 1: 2=3(1+V5,) z,=3(1-V5), 2 =—1; 

z, = + 1+ Y5), ai, = (1—Y5), 3 Fa La ai, =2 

m> —l; n=0: 21; al; 00; 21, D= —l aha 9, cal, 

4. Să se afle rădăcinile comune ecuaţiilor 

z3 — 8224-17 —10=—0, 

at —3a254+5z2—924+6=0. 

R. Cel mai mare comun divizor e z2—32+2. Rădăcinile comune 
sunt 1 şi 2. | 

5. Să se rezolve ecuaţii , ! 
5 Bi — ru 15a2—12—6—0, 

stiind că diferenţa a două rădăcini este 1. 
R. Una din rădăcini fiind &—, cealaltă. va fi z=y +. Ecuația 

pt — 3954 6y —4—0, 
4 

(6) - at — 82 6 —4—0, 

obținută înlocuind z cu y-+1, sau cu z-ț-iîn (6), are cu ecuaţia (5) o ră- 
dăcină comună. Cel mai marâ comun divizor al polinoamelor (5) şi (6) fiind . 
z—2, rădăcina comună este 2. O rădăcină a ecuații (5) fiind 2, alta e 3; 
celelalte se obţin divizând polinomul (5) cu (z—2) (21—3) sau scriind că 
suma rădăcinilor este ! 

sau 

2+3+ataz=—T; 

şi produsul lor 2X3Xz, Xa, = — 6, şi se găsește za, = Va. 
6. Să se rezolve ecuaţiile i : 

ză — 1224 36 =—0, z3 — 3 82 --102+24—0, 

ştiind că prima are o rădăcină de trei ori mai mare ca o rădăcină a ecuaţii a doua 
R. Se transformă ecuaţia a doua în alta care să aibă rădăcinile de trei, 

AR , PE 1 1 - ori mai mari: y=— 3; se înlocueşte în ea, a cu gYsauz a. Ecuațiile 

a — 2224 36 —0, 23 — 9 2? —-90 2 -F 648 =0 
au o rădăcină comună z = 6. Se divide primul polinom 

z3 — 7224-36, . 
cu z—6, al doilea 

a —3 g2 — 1024 24, 

cu 2—1. Rezultatele g?— z— 6 =—0, 22—z—12= O, ne dau celelalte rădăcini, 
Sau, scriind suma şi produsul rădăcinilor; una fiind 6, avem 

ha t6=7 ata; n, ,6——3, 2, a, = —6 ete. 
7. Să se rezolve ecuaţiile dela ex. 6, ştiind că ecuaţia a doua are 0 ră 

dăcină egală cu a primei ecuaţii, însă de semn schimbat,
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R. Se înlocueşte în ecuaţia a doua cu—z; se caută cel mai mare» comun divizor între - 
3 — 7724 36 =0 și 94 3a2—10qp--24, 

Se găseşte z2—z—5. Rădăcinile sunt 3, —2, 6; —3,2, 4 
8. Să se rezolve ecuaţia 

35 —7 224 9= 0. 

ştiind că diferența a două rădăcini este egală cu 1. 
R. Se serie că ecuaţia, ce are ca rădăcini pe acelea ale ecuaţiei date mărite cu 0 unitate, are o rădăcină comună cu ecuaţia dată. Scăzând aceste ecuaţii, ia 

400 2 rădăcina comună este 1 sau — 2 ; deci: g=4, 9= ag i 2, sa=l, z=—zi _5. __20 
Pag Da — 3 = g: 

9. Să se rezolve ecuaţia 

f(n)=z5— 55 zf 21 =0, 

stiind că produsul a două rădăcini este egal cu 1, 
R. Se află c. m.m. e. d.al primului membru al ecuaţii şi al transfor- 

matei în Z 21 25 — 552141; Se obţine 
! f (0) = (02 — 3241) ara) 

10. Să se rezolve ecuaţia 

ax + bat -k cop? +a=0, 
ştiind că are patru rădăcini comune cu transtorrata în L 

R. zf (1 )= =—daitozi-ţ de-a. Se anulează identie restul de gradul al 
treilea. e (520 — dad:-ka2c)=0, ad (62— c2) =0, 8 (dp:— a 0224 ac) = a (62 d—cd2ta26)=0: divizorul comun bd zt— ae z%-t-cd z2— ab ze uz0, 
1 a= +53 e=—a2=3d; at Viata Vaz1=o0; = Ta 

2 b=c, Bă—dţat=0; optat ari=0; = 2 
II procedeu. Se identifică 

as bate ca? + d _alz—u). 
dz oi ba +a d(z—o) 

0 a d _a2—d _Tac __—ab 20 d(b+ au — a0)=0, u= d ab 9 = ge bu =dto. 

TII procedeu. Ecuația f(2)=—0 şi transformata în - având o rădăcină 
> , da: O L.. . comună r, admit ca rădăcina comună și pe Ț: rădăcinile comune sunt deci 

1 1 SE ( ), (ș —). Se identifică . . 7 s 

aha ret d (21 az?-ţ Ba ag Data—0. 
d =, = =———; = =d2— q2 

«= Z =, i= Z b=e, dd=d-a,



Rezolvarea unei ecuaţii când are rădăcini 
multiple. 

12. Condiţiile ea o ecuaţie să aibă o rădăcină multiplă. 
Se zice că ecuaţia f(2)=0 de gradul m are o rădăcină multiplă 
de, ordinul p(pSSm), când f(a) se divide cu (2—a). 

Pentru a găsi condiţiile ca o ecuaţie să aibă o rădăcină mul- 
tiplă, să considerăm formula lui Taylor 

forn=rottro+ir+t+E ro). 
Pentru a găsi o desvoltare a lui f(2) după puterile lui z—a, 

să punem yt+h=a, b=z—a; având y=a—h=a și deci făcând 
aceste inlocuiri în formula lui Taylor, găsim 

ro traei ra+. 

„teza Pa 
De oarece f (2) trebue să aibă ca factor pe (7—a)?, desvol- 

tarea precedentă trebue să înceapă cu (2-a); deci 

F(a)=0, F'(0)=0,....fe-D(0)=0, Fo(a)zZo. 
Aşa dar condițiile necesare şi suficiente ca o ecuație f(a)=0, 

să admită o rădăcină a multiplă de ordinul p, sunt ca funeția 
f (a ) şi cele dintâi p—1 derivate ale sale, să se anuleze pentru 
z=a și derivata de ordinul p să fie diferită de aero pentru a=a. 

Prin urmare, a este o rădăcină comună tuturor ecuaţiilor 

F(2)=0, f' (2)=0, 7” (2) =p,..79-0(2)=0, 
iar f, fi fm. FED au un divizor comun de gradul întâi. 

| Observare. O rădăcină de ordinul p a lui f(2) este rădă- 
cină de ordinul p—1 al lui f' (2). In adevăr, din 

| flo) =(z—a e (2), 
avem 

, 

f'(2)=p (z— a et(z—ap g= (z—aPilpe+ (z—a)9], 
" Tot așa se vede că f/” (1) are pe a ca rădăcină de ordinul 

p—9, ete.



74. Aplicaţie. 1. Să se arate că 

nanti— (n 121, 

e divizibil cu (z—1) şi, că 

„n —n2afrti--2 (02 — 1) — nah 1 1 
e divizibil cu (a—1), i 

Polinomul , 
nai — (a 1an1 

"şi derivata sa i 

nina —n(n Ia, 

se anulează pentru a=1. . 
Pentru polinomul aîn—p? ati (42 —1)an — n? Pi], 

se arată că el și cele dintâi trei derivate ale sale sunt nule | 
pentru 2z=1. | ! 

, 15. Condiţia ea o ecuaţie să admită o rădăcină dublă 
este ca ecuaţiile f(2)=0, f'(2)=—0 să aibă o rădăcină comună, 
Deci, se va anula restul de gradul zero (independent de 2), ce se 
obţine în căutarea celui mai mare comun divizor, iar restul de 
gradul întâi egalat cu, zero, ne va da rădăcina dublă, 

Se pot ușura calculele, dacă facem primul membru al ecuaţii 
f(2)==0 tuncţiune omogenă şi de gradul m în raport cu z și cu 

"o variabilă auxiliară yj'se. va aplica apoi formula lui Euler pentru 
funcţiile omogene. | ” 

In. adevăr, fie f(z,y) funcțiunea de gradul 72 și omogenă, așa 
că flz,1)=f(a). După formula lui Euler avem 

(1) , . zf'a(a, Prafula, y)=mfla, 7), 

“Fe şi f'y fiind derivatele parţiale ale funcției f(z,y), în raport 
cu 2 și y. ” 

Făcând în. (1) Ş=1, găsim 

E als, D+Pula, D= mf(a). 

fala, 1)=f'() 

Deci egalitatea precedentă devine 

zf (0) felz, D=mf(a) 
De aci se văâde că divizorul comun lui f şi f'y este divizorul 

Insă
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comun lui f2 și f”,, adică al derivatei în raport cu z şi al derivatei 
funcţiunii f (z, y) în raport cu y, în care se face pe urmă y=1. 

Deci pentru a găsi condiţia,ca o ecuație f (2)=0, să aibă o 
rădăcină dublă, se va scrie că fa și fu admit un divizor. comun 
de gradul întâi, adică se va egala cu zero restul independent de 
z, ce se obţine în cursul operaţii. “ 

Exemplu. Condiţia ca ecuaţia z?-k prta=0 să admită o rădă- 
cină dublă. 

Avem 

f(z,)=at+pry2+gqyt, 

fe =32t-+pyf, [/=2p2y +39. 
Facem y=1, şi avem 

[4 =32+p, [,=2p+ 33. 
| Cel mai mare comun divizor fiind de gradul întâi, nu poate fi decât 
2pa+3q. Condiţia se va găsi scriind că 2pz-+3q divide pe 3 22-+- p, ceeace 

da —3 se obţine înlocuind în 32-+-p pe z cu valoarea Ea de unde 

397. —0 4p94-2792==0 ape rp=0,. pp 27g2==0, 

76. Condiţiile ca o ecuaţie să admită o rădăcină triplă sumar 
ca polinoamele f, f, f” să aibă un comun divizor de gradul întâi, 

Tot așa putem face . simplificări, aplicând formula lui Euler 
fiecăreia din funcţiile 7, (z, y), f; (x, 9), care sunt omogene şi 
de gradul m=1. Avem 

zale, ya la =im—0) fila, 5), 

falz, 9y fala, =im—Dfia, y). 

Făcând y=1, găsim 

fala, Dada D=(n—Dfi(az, 1 
faze, fala D=(m— fila, 1). 

Insă 

fale D=f'(2). 
Formulele precedente devin 

(2). zf(0+Hfla, D=in—Drf'(a). 
(3) fue, 1-lea, 1)=(m—Dfla, 1).



— 95 — 

Condiţia ca ecuaţia f(2)=0 să aibă o rădăcină triplă fiind 
ca polinoamele f(z), f'(2), £“(a) să aibă un divizor comun de 
gradul întâi, se observă că divizorul comun lui f(2) și f' (a), va : 
fi comun (conform aplicaţiei precedente) și lui. f(2) și fula, 1). 
Insă din (2) divizorul comun lui f (2) şi /” (2) este și al polinoa- 
melor f” (2) și f'z,(, 1); deci acest divizor este comun funcţiilor 
fa=fuafula, 1). Dar din (3), se vede că acest divizor este comun 
şi polinomului f(x, 1). 

In rezumat, divizorul comun funcţiilor /(2), /'(2), F” (2) este 
"comun. şi funcţiilor 

fa (7, 1), Fu (7, 1), fala, 1). 

Prin urmare, condițiile ca o ecuație să aibă o rădăcină triplă 
se obțin; scriind că derivatele parțiale de ordinul al doilea f'a., au, fe 
ale funcției omogene fl, y), admit un divizor de gradul întâi. 
Tot ca și în cazul rădăcinii duble, după ce sau luat derivatele de 
ordinul al doilea, se va înlocui y cu 1. ” 

7 Ertemplu. Să se găsească condățiile cu ecuaţia 

gt-t 4 az 6bz + e=0 

să admită o rădăcină triplă și în acest caz să se rezolve. 
Flo) = a* + 4 az +- Bd <- og, 
fe (2,9) =4a5 + 12aa?y4+6p, 
fu (2.9) =4az? + 18bz2y -Feyă, 

fre a 24azy, ft az? 18 bg, 
f'y2=— 36 dap + 12egp2; 

fel D= B2(m+-2az) Fay (a, D=6(2a224+35), 
fe (z, = 12 (3 ba + ec). i | 

Divizorul comun lui fe, fa f'op fiind de gradul întâi, nu poate fi decât . 
3dz+ e. Condiţiile se obţin scriind că acest divizor împarte pe z2-|-2a% 

2a2-1- 35, ceeace se obţine înlocuind z cu 7: de unde 

c2 = 6abe, 20242153 =0, 

Dacă e =6ad, c=—16at, 3b=—8a5, avem rădăcina triplă —2a. 
Pentru a afla pe cealaltă, se stie că suma rădăcinilor ecuaţii este —4a; deci 
a patra rădăcină va fi 2, tte. 

Observare. S6 putea rezolva: eeuaţia propusă, servindu-ne de relaţiile 
între rădăcini şi coeficienţi. Rădăcinile fiind Wa a, Fa, Da, avem i 

kat aha, = —ta. 

(oc, -t- 2) (23 + 2) + z, Za A ta 2 =0, 

ta (2-a) tza, (a, +a) = —63, 
Za ta d = e. i
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Cum însă &, =, =, relaţiile devin 

Sata = —da, 

2, (2 + zh a? + za, =0, 
z? (a, Fa) 2a2 za => —6b, 

se? a, =e. 

Inlăturând cazul &, =0, când rădăcina triplă e zero, b==0, c—0, rămâne 

Sa +au=—a, 

a + e =0, 

a! a, = —33d, Li d, =e. 

Deci | ” Ă 
- &, = —2a, z=2a | 

şi condiţiile | 
? 8at= —38, — 16 ai=e. 

Li Exerciţii. 1..Să se rezolve ecuaţia 

| _a9— 1523358470, 
ştiind că are o rădăcină dublă. 

R. Polinomul și derivata au divizorul a—11; rădăcina dublă este 11; 
FII 915, 1, 

3. Să te rezolve ecuaţia 

gt — 4034 16z-+a=0. 

ştiind că are o rădăcină dublă. 

R. Restul de gradul întâi este (a+ 16) (24 1). Rădăcina dublă = —1;. 
a=11, a2— 62411. Dacă 4 —16, restul de gradul al doilea este (z—2)2; 

"2 care este rădăvină dublă pentru derivată, va fi triplă pentru ecuaţie. 
3. Să se determine a şi b astfel ca ecuaţia 

zt —4az + 6bz2— 824 1—0, 

să aibă două rădăcini duble şi în acest caz să se rezolve 
R. Polinomul şi derfrata trebue să aibă un divizor de gradul al doilea, 
Sau, însemnând cu 4 şi 2 rădăcinile duble, avem 

ai — taci + 6ba2 —8e+1=(i—u2 (a—o. 

De unde 

uto=—2a, u?02=1; ut o2+4uo=63, w(uto)=; 
uo= XI, uțho= 4 

Se va forma ecuaţia de gradul al doilea ce dă 'pe u şi 2, când cunoaștem 

suma şi produsul. Când z2=1, u-tho=4, u=2+V8, v=2— -Y3, a=2, 
b=3, ete, 

Sau, identificând 

at —4ax?+ 6ba2—8a+1=(z2-kpot gh. 

a= + 2p=F4, gl.
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Să se rezolve ecuaţia 
: 

2gt— 15 a 42 22 — 52 a <p- 24—0, 
ştiind că are o rădăcină triplă. 

* hi 15 

BR. 2=2: aha tabay 218 pi 15 5 Z & =3 —6 = 3 . 

5. Să se rezolve ecuaţia 

z—datz+5bz-ke=0, 
stiind că are două rădăcini duble. 

R. Se va serie că polinomul și derivata au un divizor de gradul al Rădăcinile duble sunt ră dăcini simple ale ecuaţiei ” 
2 a2 (2d—3a9-kezţ2a25=0, 

identice restul de gradul întâi, se găseşte 

4b (20 — 306) (45—5a)=at2=0, 

doilea, 

Anulând 

, e (2 b — 8 a) — a45]=0. 
Alt procedeu, se identitică cu 

(et pa+a) (r—u). 

p=9, ps 4b= Dat, e=0,u=0, 

p= ka, q=— 02, bat, e= +a u=+2a. 
6. Să se rezolve ecuaţia ” 

+ zi az? + ba + e=0, 

ştiind că admite o rădăcină triplă. 

R 270 BPÂNR=0, 20-90, a=32, 
7. Să se rezolve ecuaţiile 

+ aa îmte=0, 

Bi-ha'alate=0, 

„stiind că au o rădăcină dublă comună, 
Caz particular a =0. = — 42, e= 255; a'=l b=—a, 

" R. Se scrie că fiecare ecuaţie în parte are o rădăcină dublă, 
să fie aceeaşi pentru amândouă. Se serie că f'a și fi 
„ca la Nr. 75. 

care trebue 
g. admit un divizor comun 

(9c—a5)j2—4 (88—a2) (3ae—b2)=0, (9 e —a'd')2—4 (3i— a'2) (2a'0'—3%)=0 
9o-— ab. 9e—atbi 
a2—30 7 aq2—3p' 

Abramescu. Algebra Superioară el: VIII ed. 3,
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= 

, 1 j 2 ll „1 
In eazul particular, 4 = =—z b=—3 ec=—dpb = 0 = 

N. 
L şi rădăcina dublă este — 3 

= —0=105=—3,0=—2,V=—1,0=—trăd. dublă este — 1. 
- 

8. Si se rezolve ecuaţia 

fin) = at — 3z3+az? —4(a—Da+h-ta=0, 

știind că admite o rădăcină dublă independentă de a. 

R. Ecuația se poate scrie 

az (3 — 3x24 4) A+ a(a2— ta + 4)=0, 

ce (05 — 3 a2-+ 4) + a (a —2)=0. 

Se caută rădăcina dublă a ecuaţiei 3 — 3? 4- 4 = 0, Se găseşte a = 2. 

Celelalte rădăcini se obţin scriind suma și produsul rădăcinilor ecuaţiei f(2)= 0. 

9. Să se arate că dacă ecuaţiile 

m patgat+1=0, 
zt+pa+gqa4+1=0 

au o rădăcină dublă comună, ele au toate rădăcinile comune. 

R. Rădăcinile comune sunt date de . 

[(p--p)z+a—g9]a=0. | 
a = 0 neputând fi rădăcină comună, ecuaţiile nu pot avea decât o rădăcină 

simplă comună, afară de cazul p=p, 9g=—q', când le are pe toate. 

10. Să se rezolve ecuaţia 

” a5<b 10az54+bbz-+ec=0, 

stiind că admite o rădăcină triplă diferită de zero. , | 

R. z=+V—3a, b=9as, 024 1028a5=0. Mu 

11. Să se rezolve ecuaţia 

iat pr+g9=0, 
stiind că admite o rădăcină triplă. 

ad zu 
BR. x= pp p1I=—1g: 

12. Să se rezolve ecuaţia 

zi —- 2 az —1=0, 

gtiind că admite o rădăcină triplă. 

R. a=2; (2 —1)5 (z4+1)=0. 

13. Să se rezolve ecuaţia , 

z-+-3aa24+3b2+b — 70 

gtiind că admite o rădăcină dublă de patru ori mai mică decât cea simplă. - 

R. Se identifică cu (2 —u) (z--4). 

2q5—3a24+1=0; a=l, pă, uz



14. Să se rezolve ecuaţia ” 

fiz)=a14+4a2%-+65a:-H+4ca +d=0, 
ştiind că are vo rădăcină comună cu derivata a doua, f“(2)=0, pentru care această rădăcină este dublă, iar inversele celorlalte trei rădăcini formează o progresie aritmetică. 

R, b=a, d=tac—3at; a, =—a. Pentru a găsi celelalte rădăcini, se divide cu z-ta şi se serie ! . 

6a%—9a50-4c02=0, e=as, Da = da = a, = —a; do= Das, a,=—2a, 

a =ato12 îV5). 

18. Rezolvarea unei ecuaţii cu rădăcini multiple. Fie 
f(2)=0, ecuaţia care are rădăcini simple, duble, triple şi cuadruple; | 
așa că avem | | 

[lo)=(0—a) (2—a) (a—0h(z—0P(0—c (2—d) (7—d). 
Insemnând cu 

X =(2—a) (2—a), Xa =(z—b) (2—b%, 
Xa =(e—c), X=(2—d) (n—d), avem _ 

flo) X3 X3 x, | 
polinoamele X,, Xz, X3, Xa au numai :rădăcini simple. Vrem să 
arătăm că aceste polinoame se pot obţine numai prin împărțiri. 

Prin împărțiri succesive, se poate găsi cel mai mare comun 
divizor D, dintre f şi f”; f' va “conţine factorii dubli ca simpli 
factorii tripli. ea dubli; şi, nu va mai conține rădăcinile simple ale 
lui f(2). 

In adevăr, fie exemplul simplu | 

F(a)=(z—a) (z—bP (0, ? 
Luând derivata acestui' produs, avem - 

F(a)=> (2 —0)P (2—0)*+2(r—ă) (r—5) (a—c) 
F3lo—a) (2— 5) (z— o, 

F(0)=(0—0) (n—0)ltz— d) (a—c)ko(o—a) (—c) 
+3(z—a) (e—5). 

Deci /'() conţine factorul simplu a—d şi factorul dublu 
(z—c)?, care în f(2) erau respectiv factori dublu și triplu.
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Insă, pentru a găsi cel mai mare comun divizor între două 
polinoame f și f, descompuse în factori primi, vom lua factorii 
comuni 

(2 — b) (2— b).. =, 

(7 —c) (r—e = X3., 

cu exponenții cei mai mici. 

Deci, cel mai mare divizor comun D dintre f şi f”, este 

D=X X3 X3. 

De asemenea, fie D. cel mai mare comun divizor între D şi 
derivata sa D'; vom avea 

| * 

D.=X, X2. 

Fie apoi Da cel mai mare comun divizor între D, și derivata 
D'; găsim 

. Do=X,. 

Avem tabloul ' 
f(d=x XXI XA, 

D=X X3 X:, 
D=X, XE, 
D= XX 

Să dividem f(a) cu D, De DD, D, cu D>; tie Q, Qu, Qe 
câturile. Avem 

Q=X, Xa X3 Xa Qi =Xe Xa x, Q2=X3Ă, De=X,. 

Impărţind Q, cu Qu, Qu cu Q2, Qe cu Di obţinem . 
a | 

' 

=—=X, x, x, D.=XĂ. 

Deci, rezolvarea lui f(2)=0, când are rădăcini multiple, se 
reduce la rezolvarea altor ecuaţii, X, =0, X2==0,..., de grade mai 
mici, având rădăcinile simple. o 

Polinoamele X., X:, X3,... se obţin, după cum se vede, numai 
prin împărțiri. " 

- Exemplu. „_ 
fl) =ai— 25 — pi p342a2—1=0. 

D=a—z2—z+1, D,=a—l. 

D, fiind prim cu derivata sa, ecuaţia f(r)==0 mare rădăcini de grad de 
multiplicitate superior lui 3; deci D, =0 ne dă rădăcina triplă z=1.
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Apoi 

AO = Qsaipai—z1, 

D 
PD =Q=m-—l, D= —l, 

1 

Ș A = az, DX 
] . D, 

: Decj 

P) = taFD (a tou 
19. Exerciţii, 1. Să se aplice teoria rădăcinilor egale, ecuaţii 

f (a) =—z5—6at — 4z5 9412 +4=0, 

R. > (02 2 let | 
2. Să se. determine un polinom / te) de gradul al VII-lea, astfel ca 

f(e) +1 să se dividă cu (3 —1) şi f(a)—1 cu (4-1) 
R. f' (e) are două rădăcini triple a =l şia=—1, 

f, = a(2— 1 (241) =a (5 — zi 3a— 1), a = const. f (ae) este 
funcţia primitivă a lui 7! (2), 

  

1 5 3 

fi =a(3 pt gara b = const. 

"De oarece : 

| ! PDF1=0, A D—130; 330, ast. 
3. Să se descompue în factori polinomul 

5 — 21 80 — Tai 8a—3 

ştiind că are factori multipli, 

BR. (a — 1 (a-+ 2 +3) 

Proprietățile ecuaţiilor cu coeficienţii reali. 

„80. Dacă f (2) este un polinom cu coeficienți reali, a şi b 
două numere reale, aşa că f (a) şi f (b) să fie de semne contrare, 
ecuația f (2) =0 areo rădăcină sau un număr hepereche de rădă- 
cini reale cuprinse între a şi b; dacă f (a) şi f (b) sunt de același 
semn, f (2) = = 0 are un număr „per eche de. rădăeii în întervalul 

(a, d) sau nici una. 
In adevăr, dacă z variază continuu dela s=a, până la z=b, 

fl), care este funeţie continuă, variază continuu dela valoarea 
f(a) până la valoarea fie £(8); 7(a) >0, F(0)<0. Din cauza con-
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tinuităţii, f(2) nu-şi poate schimba semnul fără a trece prin valoa- 

rea zero. Construcţia curbei y=/f(2) 
(fig. 24) probează mai ușor cele spuse. 

La abscisele a și b, corespund două 

puncte A şi B situate de o parte şi 

de alta a axei Oz. Curba prezentând 

între A şi B o trăsătură continuă, va 

tăia pe Oz întrun punct, sau întrun 

număr fără soţ de puncte; abscisa 

fiecăruia din aceste puncte făcând 

Fiz. 24 f(z)=0, este o rădăcină a ecuaţiei 
1£. e 

5 fla)= 

  

Când însă f(a) şi 7(b) sunt de același semn (fig. 25) curba 

între A și B având o trăsătură con- 

tinuă, sau nu întâlneşte axa Oz, când 

curba e situată deasupra axea Oz, 

sau o întâlnește întrun număr cu 

soţ de puncte şi deci putem să nu” 
avem nici o rădăcină în intervalul 

(5, a), sau un număr pereche de 

rădăcini. 

  

Fig. 25. 81. Aplicaţii. 1. Numerele a,, a, as, 
d, 05» ag fiind în ordinea de mărime descrescândă, ecuația 

fl) = (0 — a) "(2 — as) (n — a) +32 (e — a) (c—a,) (2 — a) =0 

are toate rădăcinile reale. In adevăr 

fla)= (a, —as) (e, — a) (a, — as) > 0, 

flas) = (a, — a) (a — aa) (as — 05) < 0. 

Se arată la fel că există cel puţin câte o rădăcină feală în intervalele 
(ax, ca), (as, a,). Cum ecuaţia n'are decât trei rădăcini, fiecare din intervalele 

(a, a2), (aa, aa), (as; as), cuprinde câte o rădăcină reală. 

x Ecuația N , 

C at A2 A An 
.. —M=0 

F(2)= Zi tza tza t z— a 1 

are toate vtdtciaite reale. In adevăr, fie 

| a > aa Das >... Dau, 

Gonind numitorii, avem ecuaţia 

fld= Sa (2— a)... (2 — ap) (0 — apela) 

Mea) (ea). .(a—a,).
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Avem 

fla)= A? (a, — a) (a, — a3)... (a, —an) >0, 
f(as) = 42 (a. —a,) (23 — aa). (aa —an)<0, 
Fl) >0, flo) <0;... 

Deci, (2) = 0 are cel puțin câte o rădăcină reală în fiecare din inter- valele (a, ,a2),... (an-—1, an); de asemenea, în intervalul (— co, ax) sau (a, ko), f (a) îşi schimbă semnul; prin urmare avem în total cel puţin 2 rădăcini reale, adică pe toate. 

Observare. Putem arăta și direct că ecuaţia F (2) = are toate rădăcinile reale. In adevăr, funcţia F (&) este continuă în intervalele 

(— o, an —s), (an e, an—i —- s), (an Fe, an—2 —e),.... 
„(aa + e, a —s), (a, +, 00) i 

e fiind un număr foarte mie şi pozitiv, 

Pentru e = 1 oo, F (+ 06) tinde către — M, deci are semnul —. 
Pentru = au+s, de ex, F (an +2) are semnul fracţii 

, 

  

An A A 
&—an an-kte—an =? 

care este foarte mare, şi care tinde către 4-00, când e tinde către zero. Deci F (ax4+.)>0. Tot aşa probăm că F (an—1—e)<0, căci va avea semnul fracţii 

  

2 2 
An A An—i 

E — an—1l — e 

care când e este foarte mic, are o valoare foarte mare şi negativă. Așa dar 
F (ax +.) >0, F (an —.)<0; 

prin urmare ecuaţia F (4) =0, are cel puţin câte o rădăcină reală în fiecare din cele p intervale considerate, ultimul interval fiind (a, +e, 00). 
Ecuația F (x) = 0 fiind de gradul +, are numai câte o rădăcină în fiecare interval şi deci are toate rădăeinile reale. : 

82. Dacă două numere a și b cuprind între ele un număr 
nepereche de rădăcini ale ecuatiei f(a)=0, 7la) şi 7(b) sunt de 
semne contrare; dacă cuprind un număr cu soț, f(a) şi (6) Sunt 
de acelăşși semn. Ă 

Presupunem că intervalul (a, d) cuprinde p rădăcini 

Li, Daye Ep, ; ' 

Avem | 

(2) =(0—a0(a—)...(2— 20) e (2), 
$(2)=0 ne mai admiţâad nici o rădăcină în intervalul (4,5).
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Avem apoi 

f(a)=(a— ai) (a —a2)...(a— pla), 
FO) = —z) (B —2)...(b— zpe(b), 
fa) _ az aa ap ela). 
F(b) . b—z b—a b — zp g (b) 

Observăm că ?(a) și &(b) sunt de același semn, căci altfel 

(Nr. 80), e(2)=— 0 ar mai admite o rădăcină între a şi b, contra 

ipotezei. | 

Dar fiecare din câturile . 

  

  

este negativ, căci a<r<). 
Dacă pe fără soţ, adică în intervalul (a, 3) sunt un număr 

fără soţ de rădăcini, avem bn număr nepereche de câturi negative, 

4—zi 

b—ai 

flă) 

| fb) 
adică f(a) şi f(b) au semne contrare. . 

Când p e cu soţ, având un număr pereche de câturi negative 

produsul lor e pozitiv, şi deci f(a) şi F(b) au același semn. 
83. Proprietatea precedentă se aplică şi când una sau mai 

multe rădăcini sunt multiple, socotind însă pe fiecare cu ordinul ei 

de multiplicitate. Când z variind continuu, trece printr'o rădăcină 

a ecuații f(a)=0, funcțiunea f(z) își schimbă sau nu semnul, 

după cum gradul de multiplicitate al rădăcinii este nepereche sau 

pereche. | 5 

In adevăr, fie a o rădăcină muitiplă de ordinul p. Dacă & este 

un număr foarte mic, intervalul (4—Pk, a+h) cuprinde p rădăcini 

egale cu a. Deci (Nr. 82), f(a—/) şi f(a4+-h) au semne contrare 

sau același semn, după cum p este fără soţ sau cu soț. 

şi deci 

<0, 

Aplicaţie. Să se studieze variația semnului polinomului 

f(z) = Qa — 3) ta—59 (+3), 
când « variază dela — 00 la A1-oc, . 

Avem tabloul 

e | — 0 —3 3/4 2 +0 

fa) + 0-0 —0+ 
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S4. Orice ecuație algebrică de grad fără soț admite cel puțin 
o rădăcină reală. Să presupunem în ecuaţia de grad nepereche, 

£ (0) = Ati A, 24 ț A2u=0, 
- coeficientul primului termen A0>0. Avem 

. f(a) = z2HaAg: ( 1 1 Ap 
Ao z Ap z? Ă 

7 

  

2pHi 1 

Ao eti 

Când a tinde către co, toţi termenii din paranteză tind către 
zero, afară de 1 și deci când z este foarte mare, f(z) are același 
semn ca primul său termen Agz2?Hl, Desi 

fi 0)<0, f()>0. 
Deci, intre — o și + co, f(a) schimbându-și semnul, ecuaţia 

are cel puţin o rădăcină reală. Insă £(0) = A 2p+a; deci dacă A2p+i>0, 
rădăcina reală e cuprinsă între—co şi 0; dacă A2py1C0, rădăcina 
este în intervalul (0,-F- oo). , 

și i: 
Pie acum o ecuație de grad. pereche 

F(an) = Aoz?2+ AP FA =0. 

Dacă As >0, aven 

fl—s)>0, F(0)= A 7(o)>0. 

Deci mavem nici o rădăcină reală, sau avem un număr cu 
soţ de rădăcini reale. 

Dacă Ap ZO, ecuaţia are un număr nepereche de rădăcini 
țeale pozitive și un număr fără soţ de rădăcini reale negative. 

85. Dacă o ecuație admite o rădăcină imaginară a+di, 
admite și conjugata sa a— bi. In adevăr, fie f(z) un polinom cu 
coeficienţi reali, /(z) fiind o sumă de termeni de forma | ” 

Ma” =M (a +bn=uțoi, 

 flat-bid= A+Bi. 

De oarece a-bi este rădăcină, f(a-+-b:)=0; dâci 

A+Bi;=0, 

De unde A=0, „ B=0. 

Schimbând semnul lui 3, M (a —bs)n devine 4 — ss, pentru 
că M este real, iar f(a—bî) devine A—Bi, 

avem



— 106 — 

Insă, am văzut că A=0, B=—=0, deci 

Fa —bi)=A— Bi=0, 

ceeace probează că și a—bi este o rădăcină pentru ecuaţia 

f(a)=0, iar polinomul f(a)se divide cu 

(a — a —bs) (a —a-+kbi)=(a—a+b. 

Așa dar, rădăcinile imaginare ale unei ecuații sunt în nu- 

măr cu soț. 

Dacă f(a) are coeficienți imaginari, cum ar fi 

| N fi(z)=a —6 toti 
leorema nu mai subsistă în general. 

In adevăr 

[= 2 (8-65 35 —1-H1-F(3—3)5=0. 

A) 2 408-+)+-35=—2F6i70, 
Aplicaţie. Dacă o ecuație de gradul m are m—il rădăcini 

reale, a m-a rădăcină trebue să fie reală. 

86. Dacă o ecuaţie algebrică cu coeficienți raționali admite 

rădăcina irățională a + Yo, admile şi pe conjugata sa a— Y, 

în care a şi b sunt numere raționale, iar b nu e patratul unui 

număr rațional. In adevăr 

fla+-Yb) = A9 (a+-Y6»+ .Ă m, 

Insă puterile cu soţ ale lui Yo ne dau cantităţi raţionale, 

iar cele fără soţ ne dau M Y6, M fiind raţional. 
Deci 

pe când 

fla+Yb)= A+BY, 

Fiindcă at Vo e rădăcină, A+B Y5=0; de unde A=0, 

B=0, căci altfel vom avea 

= Vo=—3 

adică un număr irațional ar fi egal cu câtul a două numere raţio- 

nale A şi B, ceeace nu se poate. 

Schimbând semnul radicalului, Yo, avem 

f(a—Vb) = A —BVo=0,
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„căci am avut A=0, B=0, deci și a— Yo este o rădăcină pentru 
fla)=0. 

Aşa dar, numărul rădăcinilor sraționale ale unei ecuații cu 
" coeficienți raționali e cu soț. 

Mai reese de aci că dacă 5) ecuaţie f(2)=0, are rădăcina 
a+Yo, polinomul f(a) se divide cu 
(z—a—V3) (2—a+Y5)=t0—a—, 

87. Aplicaţii. 1. Să se arate că polinomul 

Foc) = (UA a)6m+1 — (1 4 m)ep+2 —1, 
e divizibil cu a2-+a-ţ 1. Se va arăta tă f(a)=0 are rădăcinile ecuaţiei 
z2-Fa+1=0, 

Insă, rădăcinile ultimei ecuaţii sunt rădăcinile cubice complexe ale unităţii 
1 — 

a a2, a il , 

între care avem relaţiile 

l+aa2=0, o5=], 

Deci l+-ae=1-t+a=—a2, de unde înlocuind în f(a) găsim 
— al2mt+2—a12pt4— lg 1=0, 

Așa dar « este o rădăcină a ecuaţiei f (20) =0, deci şi conjugata ei 42 va 
îi toţ o rădăcină a ecuaţiei date, iar polinomul f() se divide cu c-+e+l. 

„- IL. Să se rexolee ecuaţia 

f() = mit ară — 25 a + 414-660, 
știind că admite rădăcina 3-52. Ecuația admite şi pe 3 — 42. Caleulând 
suma și produsul rădăcinilor ecuaţiei date, avem 

atat 3 Vi 3—sVă=—, 
aa 3+1V2 3—V2=66; 

Pham == aa =6; + 72+6=0, 
88. Exerciţii, 1. Să se arate că (cos a-+ a sin a)m — (cos ma e sin na) 

se divide cu a:.+1. | ” Ă 
R. Se va înlocui a cu ş, rădăcină a ecuației cu 2-1 şi se va aplica 

formula lui Moire. | : 
2. Polinomul te + 1)6m+-1 —6m+1—1 e divizibil cu zik el. 
R, Se va arăta că ecuaţia obţinută, evalând polinomul cu zero, are ca 

rădăcini pe cele cubice complexe ale unității, - 
3. Să se arate direct, fără a rezolva, că ecuaţia, 

| a b 
r—p i a—gq 

de unde 

  

0 

  

are rădăcinile reale
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R. Se vor goni numitorii, se va substitui p şi g. Alt procedeu, conside- 

rând intervalele (00, p — 2), (p-k-e, q—s), (q-ke, 00); 

f(p+.)>0, fa —0)<0, ete. 
4. a şi b fiind pozitivi, ecuaţia 

flo) = 234 (a+b)m— (a Fat b)a—(a+d) (a2+ :)=0 

are rădăcinile reale. 

R. Se va înlocui z cu — o, — (a4+3), 0 şi ko. 

»X 5. Să se rezolve ecuaţia ” | 

i — 72 +24 2=0, 

stiind că admite rădăcina 1 +Vă. 

R. 1-P; &, kat 2=0, ta = —2, 

6, Să se rezolve ecuaţia | 

p5 — pă —8 pt 2 p354- 21 2 — 9 --54=—=0, 

ştiind că admite rădăcina s-+ V2. 

R. +, ia, — i ie 
| Pa =, app =—6; at—0—6=0, 

7. Să se determine > şi Wu și să se rezolve. ecuaţia 

| i — 4 —4at4hz+4p=0, 

ştiind că admite o rădăcină dublă de forma a+iY5, a şi Ș fiind două numere 

raționale. 

R. Se identifică plinomul cu [(a — a- — 5 pe. 

Se găseşte 
4=1, = A=d, pă, 

8. Să se rezolve ecuaţia a — 43 4 2-ţ- a =—0,. ştiind că admite ră- 

dăcina a=1-+ sii. | 

R. Se divide cu z2— 22412; restul a 144=—0, 

Sau cu relaţiile za Fr, =2, zac = 

(îs PF 22) (Za 20 Fu ab a za =4; a — 144, 

9. Să se rezolve ecuaţia | 

2-85 — 12 at — 3023 — 21 32++3g—2=0, 

ştiind că admite rădăcina V2+ 3. 

R. La =—38, Bal. | 

A 10. Să se rezolve ecuaţia 

z3-+ po q=0. 

4 

pat 

a
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ştiind că rădăcinile ei, reprezentate în plan, în modul obicinuit, sunt vârfurile unui triunghiu echilateral. 
R. Rădăcinele sunt « (reală), 2-85, a—pj (imaginare), Vârfurile triun- &hiului sunt A (2,0), pe axa Oz, B(a, 8), C(e,—p), pe o perpendiculară pe Oz în punctul D(e, 0). Seriem că BD=AD tg 30%, Din relaţii, deducem. 

a+2a=0, 2aaa?-f:=p, 

(0-4 a=—g; iV3=a—a. De unde _ 
a=—20, = «3, p=0, qg=8at. 

„+ 8a=(0+4+2a) (a — 2a + 42). 

Separarea rădăcinilor unei ecuații. 
89. Am văzut, în capitolul precedent că, dacă ecuaţia are o formă particulară, putem găsi intervalele în care se află cuprinse rădăcinile cu metoda substituirii de cantități potrivit alese. 
Avem însă ecuaţii scrise sub formă generală, cărora vrem să le separăm rădăcinile reale şi să le găsim numărul. 
Aceasta o vom putea afla ușor cu ajutorul teoremei lui Rolle. 
Pentru mai multă uşurinţă vom presupune că ecuaţia nare decât rădăcini simple. | - 
90. Teorema lui Bolle. a şi. b fiind. două numere reale şi (e) un polinom în a, dacă fla)=0 şi 7)=o, atunci, derivata f'(a) a lui f(a) se anulează pentru o valoare e cuprinsă în inter- valul (a, d); sau, între două rădăcini ale funcțiunii este cel puțin o rădăcină a derivatei. Mi ” 
In adevăr] f(a) fiind o funcţie continuă şi & variind dela a la d, f() crește sau descrește dela valoarea zero până la o va: 

loare oarecare şi apoi începe să descrească sau să crească şi când z ajunge la b, f(a) ajunge iar la zero. Deci în intervalul (a, 5), fl) are cel puţin un maximum sau un minimum, și pentru a pre- 
ciza, să presupunem că pentru z==c, f(c) este un maximum. 

Să tormăm expresiile 

A = Pe fo, B = [er=no), 1>0, 

Avem N 
fl)>fle—h), fie) eh), 

de unde ! Ss 
A>0, BO,
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deci AB 0, ori cât de mie ar fi P. Tvecând la limită 

lim A=/f'(0), lim B=/f'(c). 
h=0 h=0 | 

Umează deci că f'(c)=0, adică derivata funcţiei f(x) se 
anulează pentru o valoare cuprinsă în intervalul (a, b), căci f'(€) 
este limita comună a unui număr pozitiv și a altuia negativ. 

Deci, între două rădăcini consecutive ale ecuaţiei f(2)=0, 
se află cel puţin o rădăcină a derivatei f'(2)=0. 

91. Rădăcinile derivatei separă pe ale ecuaţii. Metodă 
pentru. separarea rădăcinilor unei ecuaţii. Să presupunem că 
m şi m sunt două rădăcini consecutive ale derivatei f'(2)==0, adică 

pentru m corespunde, de ex, pentru 
y funcţia f(2) un maximum 

fim)=mM şi pentru n un minimum 
fin) =nN (Fig. 26 şi 27). 

Dacă f(m) şi f(n) sunt de 
semne contrare (Fig. 26), atunci curba 

y=fFla) tae axa Oz întrun punct 

corespunzător la o rădăcină b (Fig. 26) 

a ecuaţii f(2)=—=0. Deci, ecuaţia 
f(2)=0 are numai o rădăcină d 

cuprinsă între rădăcinile m și n ale derivatei f'(2)=0. 

  

Fig. 26. 

Dacă f(m) şi f(n) sunt de acelaşi semn, de ex., ambele po- 
y zitive (fig. 27), atunci curba 

y=f(a) nu taie axa Oz 
între m şi n, deci ecuaţia 

/(2)==0 n'are rădăcină între 

rădăcinile” m şi n ale de- 
—m  rivatei. 

Urmează, de aci că in- 
tervalele in care e posibil 

să se afle rădăcinile ecuaţiei, 
sunt formate de rădăcinile derivatei, adică rădăcinile ecuației suni 
separate de rădăcinile derivalei. ” 

  

  

Fig. 27. NL 

Deci, pentru a separa rădăcinile unei ecuaţii f(z)=0, vom 

lua derivata f'(2), vom rezolva ecuaţia f'(2)=0 şi după ce am 
- găsit rădăcinile derivatei, vom vedea dacă în intervalele determinate 

de ele sunt rădăcini reale ale ecuaţiei, adică dacă rezultatele sub-
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stituirii în f(2) a două rădăcini consecutive ale derivatei au semne 
contrare. 

Așa dar, pentru a vedea câte rădăcini reale are o ecuație 
F(2)=0, de gradul m, vom afla rădăcinile | 

| a Caz ... Can, 
ale derivatei, vom face şirul zis al lui Rolle 

F(—s) fla) flas)....flam—)  f(0) 
și vom delermina semnele acestor numere. Dacă doi termeni con- 
secutivi au semne contrare, între valorile lui 4 corespunzătoare se 
âflă o rădăcină reală a ecuaţiei. | 

Când f(a:)==0, atunci a; anulează şi polinomul şi derivata, 
deci este o rădăcină multiplă a ecuaţiei f(2)=0.. 

„92. Observări. 1. Pentru calculul șirului lui Rolle, ne servim 
de următoarea observare. Dacă & este o rădăcină a derivatei, atunci 
f'(2)=0. Considerând formula Imi Euler pentru funcţia f(a) de 
gradul m, făcută omogenă cu ajutorul variabilei Y, avem 

zf'az,y)+yfulz, )=mfla, y). 
-  Inlocuind pe y cu 1, obţinera 

faza, D=mfla). 
Substituind în Jocul lui 4 pe &, avem F'(0)=0, şi deci 

ful, 1)=mf(o), 

= fata, d. 
"Deci, pentru a “Caleula termenii firului lui Rolle, vom înlocui 

în derivata în raport cu ya funcţiei f(2) făcută omogenă, pe z 
cu acea rădăcină a derivatei, iar pe y cu 1. 

Se mai poate calcula f(a), făcând împărţirea polinomului f(a) 
prin derivata sa f'(2), şi apoi înlocuind în restul aflat pe 2 cu &. 

II. Când pentru o ecuaţie f(2)=0, voim să aflăm numai 
numărul rădăcinilor reale, şi dacă f'(2)=0 are o rădăcină multiplă 
de ordin cu s6ţ de multiplicitate, nu mai este nevoe să introducem 
şi această rădăcină 'în şirul lui Rolle. 

In adevăr, fie &, 8, y, trei rădăcini consecutive ale derivatei 
dintre care $ este multiplă de ordin pereche de- multiplicitate. Dacă 
f(a) şi £(4) sunt de semne contrare, este evident că oricare ar fi 
semnul lui f(f), tot o singură rădăcină reală are f(2)==0 în intervalul 
(4, Y) și deci nu mai e nevoe a introduce pe f(B), în şirul lui Rolle.
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Dacă f(«) şi f(7) au același semn, f(6) nu poate avea semn 
contrar cu f(%), căci atunci f(z) ar avea câte o rădăcină reală, a 
și b, în fiecare dintre intervalele (&, f) şi (8, 7). Ar urma deci că 
între rădăcinile a şi b ale lui f(2)=0, să fie un număr fără soţ 
de rădăcini pentru f'(2)=0, ceeace este contra ipotezei, căci în 
acest interval (a, 3), f'(2)=0 are un număr cu soţ de rădăcini 
reale, toate egale cu f. Deci F(f), având același semn cu f(2) și f(%) 
este de prisos a introduce în șirul lui Rolle, pe £(B). 

* 93. Aplicaţii. 1. Dacă o ecuație f(a)=0 are toate rădăcinile reale, între 
două rădăcini ale ei fiind cel puţin câte o rădăcină a derivatei, și ecuaţia 
f'(3)==0 va avea toate rădăcinile reale. - : 

II. Să se afle numărul rădăcinilor reale ale ecuației 

Fin) = 3 mt — 2004 36 a2 — 17 =0 

și să se separe rădăcinile. 

Avem | | 

f'(0) = 2a (x: — 546), 
Rădăcinile derivatei fiind 0, 2, 3, şirul lui Rolle este 

fo) £(0) f(2) 7(3) F(4+-oo) 
Ip —7 25 20 + 

Şirul prezentând numai. două variaţii ale semnului, ecuaţia are numai 
două rădăcini reâle cuprinse între — co şi 0,0 şi 2. 

Observare. Avantajul teoremei lui Rolle este că ne indică ce numere tre- 
buesc substituite în f(), între care e posibil să existe o rădăcină reală a ecuaţii, 
pe când, în metoda substituţiei din capitolul precedent, făceam înlocuiri cu 
numere alese arbitrar. 

” 
II]. Care e condiția ca ecuaţia 

a + pr q=0 | 
să aibă toate rădăcinile reale. Rădăcinile derivatei 3a:-+p=0 fiind + | 

. .. se impune condiţia p<O, tără de are derivata ar avea rădăcini imaginare. 
Şirul lui Rolle este 

7 Za Za | o 

VP) |V) | rr 
2p1[2p “25-12 ee o e | e 

şi va trebui să prezinte numai variaţii ale semnului. Deci 

_2 Pi l-a 22 (D 2—z V-a >0. & aka 3 <0. 

  

f(—) 
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Vom distinge două cazuri. 10 Dacă q>0, (1) este verificată ca fiind o sumă de cantităţi pozitive; din (2) deducem 

3. dm | 2 |/23 q2< (3) 27 q2-H4p3<0. 
20 Dacă g <0, (2) este Yerificată ; din (1) deducem 

29 4 |=p 
1>3 Vz i 

Ambele părţi ale acestei inegalităţi fiind negative, ridicând la pătrat, se schimbă sensul. Deci 

2 pb (-2), 27 924 4p3<0, 

Așa dar, condiţia ca ecuaţia dată să aibă toate rădăcinile reaie este 

4p 427, 2<0, p<o 

iar în caz când are o rădăcină dublă egală cu. + Vaz trebue ca 

5 

dpi q2=0. 
aaa Dacă derivata are rădăcini îmaginare, adică dacă p>0, nu .putem avea 

Ap 279% <0, 
căci p fiind pozitiv, prima parte a inegalităţii de mai sus este o sumă de 
numere pozitive, 

Neputând avea relaţia 
mu 

Apr q2<0, 
în cazul p >> 0,€cuaţia z-- pr 90, nu poate avea tocte: răaăcinile reale, ci numai una, reală, ceeace știam, căci ecuaţia având grad nepereche, trebue 'să aibă totdeauna o rădăcină reală. ” 

IV. Să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 

f(a)= «3 —b2+3a+a=0, 
când « variază dela — co la +- co, 

Şirul lui Rolle este 

1 
- fo 7) 7 ros) 

| > 1-13 — a 37 4—9 = 

Numărul rădăcinilor reale va, e de semnul expresiunilor «+ za =, 

4—9, care îşi schimbă semnul când a — a E a=g 

N. Abramescu, Algebra Superioară c].- VIII, eă, 8. 
8
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Deci. valorile principale ale lui « sunt acelea care anulează aceste ex- 

presii. Tabloul discuţiei este următorul 

  

a | fi—) f (3) £(3) Fide) Natura rădăcinilor 

—* — — — + una reală; două răd. imag. 

—2 — 0 — -- trei răd, reale; Z e ră. dublă. 

— + — | trei răd. reale diferite. 
9 — + 0 + trei răd. reale; 3 e răd. dublă, 

-- oo — ++ + una reală; două răd. imag. 

V. Se dă ecuatia 

fin) =6zt—8aa5—3atz:--6a5a —a:5b=0, 

si se cere să se separe rădăcinile. Să se rezolve în caxul când are rădăcini 

multiple. Presupunând a şi b coordonatele unui punei din plan, să se separe 

planul în regiuni după natura rădăcinilor. i 

Avem f' (4) =6(4z?2—4az:—a2a + a3)=0, cu rădăcinile 
1 1 

a ga—za. 

Când a >0, şirul lui Bolile este 

ro r(-z2) | raza) | ro |nr 

(par) 3) + 

Să vedem semnele expresiilor 

A= Dao, Baa, 0=a—8, 

  

  

  

+ tg) 
„d 

Insă A =0, B=0, C=—0 reprezintă în ra- 

port cu axele perpendiculare (Oa, 0)b (Fig. 28). 
parabole şi se construese uşor. A=0 reprezintă 

o parabolă tangentă în origine la axa Oc, cu 

a concavitatea în jos. Trebuind a fi de forma 

a?—2 pb =0, are parametrul p = — 13; B =0 este: 

, . . 4 
o parabolă tangentă în origine axei Oa şi = 13 ş. 

0=0 reprezintă o parabolă tangentă în origine 

la axa Oa; p =a (Fig. 28); C = 0 esta în afară 

  

        13 
S de curba B=0, căci la același =], b=z 

Fig. 28. pentru B=0 şi b=—1 pentru C=0; deci B 

este în interiorul lui C. 

Fiecare din aceste curbe desparte planul în două regiuni, astfel că în. 
interior avem un semn şi în exterior semn contrar. 

Așa, pentru A=0, în interior avem semnul—, căci făcânda=0, 

= —1. AO. Tot aşa găsim pentru B=0, C==0, semnul: — în interior şi 
+ în exterior. .



— 115 — 

Sau format patru regiuni (Fig. 28), 1, 11, III, IV. In I, A>0, B<O, C <0, şirul are două variaţii, avem deci două rădăcini reale, 7 „Se obţine astfel tabloul următor 

    

        

          

  

    

    

| , 
_ao) roz) | râd | ro re 
3 + — (3 a2-+ 5) a? (> a2— :) a| a2(a:—b) [- + | Rădăcini : 

+ — — — __F_| Două reale HI] + — + — -- | Patru reale 
MII Ă_ — + i + + | Două reale IV! + + “ + + + | Nici una 

4 . reală 
      

Dealungul curbei A = 0, avem rădăcina dublă — A. a; dealungul lui 1 
B = 0, rădăcina dublă za; iar pentru curba C:= 0, rădăcina dublă a, 

Tot așa se studiază cazul. când 4 <0. 

EI 
dăeinilor unei ecuaţii. Se rezolvă ecuaţia f(z)= 0 în raport cu parametrul variabil, dacă există, sau în raport cu unul din coefi- cienţii ecuaţiei, ales potivit, 4 = P (2). Construim curba y= P (a) și vedem în câte puncte o taie o paralelă cu O, și în special y =. Absoisele acestor puncte corespund rădăcinilor ecuaţiei f(a)=0 şi astfel se poate găsi între ce numere sunt cuprinse ră- dăcinile, 'uneori mai uşor şi mai bine decât cu teorema lui Rolle, căci pe lângă rădăcinile derivatei P'(2) mai intră și valorile lui z pentru care P(z)=0. Pentru a vedea numărul rădăcinilor eu- prinse între a și 5, considerăm paralelele la Oz cu ordonatele cuprinse între la = P (a) şi li = P(D), 

94. Metodă geometrică pentru separarea şi discuţia ră- 

Exemple, 1. Să se discute ecuajia 4i— z?— a +10 (Examen Capacitatg, 1943). Rezolvând în raport cu hat ma +a, curba yg= — zh aa taie axa Oz (fig. 29) în punctele A, O, C, de abseise date de — B+ at a=0, 1—V5 - 14+Y5 ——, 0, 3   - Derivata este Wo>=phati=—30-D(2+3) 

  

9 

” 1—Y5 1 1+YV5 PS a 1 E e Rd 

| 0 ko = 
  

5 | Yo 0 xogA0A IN 0 —c
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5, 
O paralelă la Oz sub D cu ordonata mai mică decât — aa taie curba 

  

. 5 Ă 5 
întrun punct cu abscisa mai mare ca +y ; deci pentrugă —o7 0 rădă- 

  

  

Fig. 29. 

  

aa 1+YV5 , SI 
cină pozitivă mai mare ca + ; care cu teorema lui Rolle sar fi ştiut. 

numai că este mai mare ca Î. O paralelă cu ordonata zi o taie în două 

| 5 a > > 
puncte confundate și altul; deci pentru A= — ga o rădăcină dublă egală cu 27 

14+Y5 
2 

. O paralelă între D şi O, eu ordonata între   

1 
—z și alta mai mare ca 

5 ga , 
i şi O, taie curba în trei puncte; deci — 53 <A <O, trei rădăcini cuprinse 

, = e | 

în intervalele 3 5, 4) (- De ), (e 5, -) Când paralela este între 

O şi B are ordonata între O şi 1, taie curba în trei puncte; deci OCAZII, 

    

  

zi ca a l=V5 , 1+V5 
trei rădăcini una mai mică decât A şi altele în intervalele (0, 1) i, 5), 

aaa aa e , a aa 1=V5 
Pentru A=1 o rădăcină dublă egală cu | şi alta mai mică decât 3 

—V5, 
Când 15 î, avem o rădăcină reală mai mică decât 1 3 

  

  

2. Să.se discute ecuația at — (2 002-ţ- 4 b31 — 2at=0 ştiind că z<l. 

Punem a2=u, P2=m, 4031 —12ai= --f. ponei devine K=u?— mu. Cons- 

truim curba = u42— mu, (4 —n) =o+% — 0 parabolă (fig. 30) cu vârful 

v (2 2) care taie axa Oz în O şi N (72, 0). Trebuie să avem « <], deci 

u< m. N
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Tăind curba cu paralelele =, cu ordonate k>0, punctul de inter- 
y secţie M are abscisa mai mare ca a 

lui N, avem 4 > 7, deci nu corespunde 
soluţie. 

Trebue deci ca paralelele să fie 
cuprinse între V şi axa O, ordonata 
k a paralelelor să fie cuprinsă între 
aceea a lui V şi zero, 

   

  

— Lp... 

    3 fa pp SPSO, — S12ai—4501<0 
1 

3a Sat 18 
Y pe Sha 

” 3 at Sa  pB 
Fig. 30. | Ss +a 

3. Să se discute ecuația 

— am? — (2 m?) cos 0 — a (1 -— m?) cos? 20 7 (14 m2) cos? 6 ==0, 

E destul să luăm 0O<8<. Insemnând cos 0 = î, avem 
| _a „(km — (2 m? 4 Op i OB 

Rădăcinile /=:cos6 trebue că Be cuprinse între —1 şi +1. Limitele 
între care poate să varieze parametrul —— se obţin inlocuind în (1) pe i cu —l 

şi “FL, avem 4, - D= =1, au (b)=—1, "Sa construim curba (fig. 31: u =, (4), 
Avem 

„tm em s__ (UL 2n2) 2-— 2] [(1— m n) (2 m?) 
    

  

  

  

u=i (1 m) pm 4 (m? (1 — m?) 222 

2-42 a. , . , Cum |/]=| cos 8] < 1, rădăcina Ta fiind mai mare ca 2, nu convine. 
Obţinem tabloul şi curba reprezentativă, “ 

du : 
i ITI u | Puncte 

—1 + 1 A 
! er 

ml 0 ya iri | o 
VF nr aa 

E des 8 6 O 
m | des. 

TI me 0 | Vifm2! D 

7% 

1 er B. ! + —1 & Fig. 31.       
Se vede (fig. 31) că o paralelă la O4, sub A, „1, taie curba întrun 

lă
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punct; deci = <I, o singură rădăcină acceptabilă pentru = cos. Paralelele 

, . 1 ” 
cuprinse între A şi C, 1i<ua tm n A, ţaie curba în două puncte; deci 

ST -a_ Vi m2 
» două rădăcini pentru cos. Pentru > i ecuaţia n'are   1<2< 

rădăcini acceptabile pentru cos. 

1 - , 
Punând tgf= 7 din 4,— cos6, =— „ rezultă =r—8 și   

n 

VI m: 
m — 8 esţe cuprinsă intre cele două rădăcini 2 — &, 1 —ţ ale ecuaţiei date. 

95. Exerciţii. 1. Să se afle numărul 'rădăcinilor reale ale ecuaţiilor 

R 5 —6224+92—10=0, x a3—12a+3=—0, 

zik 823.142 —5=0, Bat 436-122 —1=0, 

R. Una reală; trei reale; două eale; două reale. 

2. Să se discute ecuaţia 

a 325—2570-+- 602 +a =0. 

R. Rădăcibile derivatei sunt + |, + 2. Când a < — 38, este o rădăcină 

reală; — 38 < a« < — 16, trei reale; —16 <a < 16, una reală; 16 <a < 38, 

trei reale; « > 38, una reală. 

3. Să se discute ecuaţia 

Dat —18z54+ i5atit+a=0. 

R. a< —2, două reale; —2<Ca<0, patra reale; 0Ca<16, două 
reale; « > 16, nici una reală; « =—=0, şase reale; «= —2, 0 şi 16, rădăcini 

duble sau multiple. 

4. Să se discute ecuaţia 

gt — 4a34+16z-t+a=0, 

R. Derivata are rădăcinile — 1, 2, 2; a < — 16, două reale; «= — 16, 

2 e rădăcină triplă; —16<a< 11, două reale ; «=, —1 rădăcină dublă ; 

«> Îl, nici una reală, —. 

5. a şi b fiind coordonatele unui punct din plan, să se separe planul în 

regiuni după natura rădăcinilor ecuaţiei 

zi — dan? +44 (bi: — 1) a = 0, 

R. Şirul lui Rolle este i | . 

f(— 0) FO). f (a) f(2a) FC 90) 

+ (B2—1a2 (0 —1) (B2—la? +
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Se vor construi curbele 52— 1 = 0, adică 2—1=0, 3 + 1=—=0 şi cercul 
a2-+ 52==1. Pentru a 50 avem fig. 32. b ZZ ////([ 6. Problemă analoagă, ca la exer- - 

  

    

  

                                        

4 imaginar ciţiul 5, pentru ecuaţia 
+1 Ze | 

| | SatHâpat—t2p'api(q—q)=0, 
N p şi q fiind coordonatele unui punct 

O d din plan. . 
A reale 9 a „ R. Se vor construi curbele Fig. 33. . 

| 92p2+ q2--q =0 (elipsă), 

Dj 5p'4+-q'—q9=0 (elipsă), 17 Q (elip   4 imagindre 7/7 In 1, toate reale; în II, două 0 /Z reale, două imaginare; în III, toate , - imaginare ; pe contururi câte o rădă- Fig. 32. cină dublă, 
7. Să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţie; q 
Fiat — 1270942320, 1| I 

A fiind un parametru variabil. 
| 

R.. Se va aplica teorema lui Rolle ecuaţiei | 
1 I T f (2) =0, 
% 

Pentru ecuaţia dată, avem A < 0, două rădăcini reale ; 
A = 0, o rădăcină dublă infinită și două reale; 0 <1<5, 
patru rădăcini reale; A= 5, o rădăcină dublă egală cu 1 şi 0 P 
două reale; 5<A< 32, două reale ; A= 82, o rădăcină 1   > > 1, AIR | dublă egală cu—-; 4 > 32, toate imaginare, Fig. 38. 

8. Să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 
25 — 35 + na — 3a 4 1=0, 

7 fiind variabil. 

R. Se împarte cu z? şi se pune 

| z+ = =y. 

Se discută ecuaţia 

32 —3y+m4+6=0, 

în intervalele (- 00, —2), (2, 00), căci observăm şi semnul realizantului, y2—4, | 
din ecuaţia z-- Z=Y 

Pentru ecuaţia în y, dacă m<4, una reală; m=4, una, reală și una 
dubiă egală cu 2; 4<m <4Va-— 1, două reale; m=4y2 —1, una dublă,
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egală cu + V3; 4V2 —1<m<8, nici una reală; m = 8, una dublă egală 

cu —2; m>>8, una reală. 

Deci pentru ecuaţia în z rezultă m<4, două pozitive; m =, două 

pozitive şi una cuadruplă. egală cu 1; 4<m<4V2— Îi, patru pozitive;. 

m = =4V3—1, ana dublă; sVâ-1<m<s. nici una reală; m =—8, una cua- 

druplă egală cu — 1; m>8, două negative. 

9. Dacă ecuaţia f(2) =0 are toate rădăcinile reale, atunci şi ecuaţia 

Fer =0 | 
are toate rădăcinile reale | 

R, Ecuația 

Flo) =ek kf(a)=0 
având rădăcini reale şi E (2) — 0 are rădăcini reale, 

10. Să se cerceteze numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 

f0)=1+ fiti = 

R. Ecuația f(2) = 0 are acelaşi număr de rădăcini reale ca și. 

E (2) =e—2fla) =0 

F' (2) = — ez Şirul lui Rolle depinde de” ?(— o), f(0), f(oo), şi 

de paritatea lui n. Admite una sau nici una reală. 

11. Să se arate că dacă ceuaţia f(z) = 0 are toate rădăcinile reale, şi 

ecuaţia 

„Fo+mf' (2) =0 

va avea toate rădăcinile reale, punând-o sub forma 

      

fa) 
7)! ” 

fa__1 
R. , fl) O = atat +a 

Se vor subştitui valorile 

_(—o0, a, —s), (a +e, a, —2), (a.+s, as —e)... (an re, 90). 

12., Să se separe, fără a desvolta, rădăcinile ecuaţiei 

0 pa 10. 

R. f(2) este continuă în intervalele. 

(—o0, —3—e), (—3+e, l—s), (le, 00). /
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Aplicăm teorema lui Rolle în aceste intervale 

= pr 
(6—1)+tz-r3p=0, 

O rădăcină este 

(2 —1)+ (243) =0, s= — dă căci (ut o = (+ o) ur). 
Şirul lui Rolle este 

  
  

z = —3—e|—3-t+e—i ie |1-ţe + oo 

f(o) ot tt + 
I II III 1V 

Sunt patru rădăcini reale, separate. 

13, Să se discute numărul rădăcinilor reale ala ecuaţiei 

U 1 
—— 120, 
(2 — a) + (2 — 

fără a desvolta ecuaţia, A fiind variabil. 

R.A<0, imaginare; 0 <A<8: (e — 52), două reale; 1>8: (a—5, 
patru reale. 

  

14. Să se separe rădăcinile ecuaţiei 

(n — 1: — (22 — 1) =0, 

R. Se aplică teorema lui Rolle intervalelor 

(- eg) (zi) 

căci ecuaţia se poate serie 

  —1 : [te =3 = i=0, 

Şirul lui Rolle este 

poe 10 rlz=) rr) ro vo 
a pe 
em e e 

1 . 

| i . (1, 0), 

15, Să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 

| zi — 15 z2-k- ha —12=0, 

R. Punem ecuaţia sub forma | 

2 [= — daţi =0, 
7
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şi aplicăm teorema lui Rolle în intervalele (—co, —s), (e, 00), 2550. Rădăci- 
nile reale ale lui f'(2)=—=0 sunt +2, +1. Şirul lui Rolle este 

fi—09) f(—2) FD f-9 | fo FD 72)  floo). 
—AF28 14-26 + 26 428 4 

A < -- 28, două reale; — 28 <A < —26, patru reale; ete, 

16. Să se inscrie într'un cere de rază R un triuaghiu isoscel cu supra- 
faţă egală cu a2, Discuţie. “ 

R. Insemnând cu z înălţimea triunghiului, se va discuta ecuaţia 

et —2Ra2—aqt=0, 

, Dacă 
23a 

| ma 38V3 
N 4 

ecuaţia are două rădăcini pozitive. 
17. Să se determine dimensiunile unui trapez isoscel circumseris unui 

, , , 2 AR cere, cunoscând perimetrul trapezului 4a şi volumul 3 za20d al trunchiului 

de con născut prin învârtirea acestui trapez împrejurul dreptei « care uneşte mij- 
loacele celor două baze. Discuţie. Să se considere cazul 

2a 

3/3 
R. Fie z. g, x jumătatea bazei mici, jumătatea bazei mari şi înălţimea, 

Ecuațiile sunt 

  b= 

fobty=ta, my — mot, 
a (22 + 924 ay)= 220, 

Ecuația care dă pe z este | | 

fl =a—4aa+8a2b=0,. 

iar ecuaţia care dă pe « și g este - 
. 2 

a2— az + Z= 0.- 

Realitatea lui z şi g depinzând de a2—z?, șirul lui Rolle este numai 

FO a), flo), 

Dacă —= = < b < 3a Rp» una reală pentru & şi reale şi pentru z,y. 

2 
Când 5= Ea T3 dublă pentru 4; z, imaginare. 

18. Fiind dată ecuaţia 

se) [0 =3amt titi 120 Da + =0 

se cere 
îi
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1* Să se determine & în funcţie de a, astfel ca derivata lui f(2) să aibă 
două rădăcini egale şi de semn contrar. | - 

20 Coeficientul b astfel determinat, să se aplice teorema lui Rolle, 
. : 1 ———— R. 5 = 6ata2— 1). Presupunând 1—a2 5 0, avem — Z <— Via 

căci se deduce at—g:4-1>0, ceeace este adevărat, căci trinomul at — 541 
are rădăcini imaginare, este o sumă de pătrate, are semnul primului termen, 
adică, plus, 

Când 0O<Ca<1, şirul lui Rolle este 

  

  

1 1 fl— 0) >0, [| 2)=— 250, | 
Via = B(aViZa—8 (ali +61<0, 

Pia — 2 (ata VI 48 e VID 6i<o, 
“Paranteza cea, mare în raport cu aVi — a? are rădăcini imagiuare, deci 

"este o sumă de pătrare. Două reale. 

Dacă —1 <a <0; fl—c0)<o, f(-— VI) >0, VTZ 2) >0, 
N ro, ro) >o. 

a>1; fl) >0, p(—2)<o, 7(ec)>0, 
a< = fl0)<0, r(- 1)>0, 7(e0) <o, 

16. Să se aplice teorema lui Rolle ecuaţiei 

16 zi — 20 p2a34- 5 pita —q5=0. 

p şi q fiind coordonatele unui punct. din. plan. 
R. f'==0 are ca rădăcini - 

Semnele şirului lui Rolle depind de ale numerelor ÎN, 

  

p5 — q5, —p— g5, 

care reprezintă drepte ce trap prin originea axelor. Cele reale sunt bisectoarele 
axelor. 

20. Să se discute ecuaţia 

(0 a (at ta La (0 — 90, 
a şi B fiind coordonatele unui punet din plan. Să se rezolve ştiind că are o 
rădăcină dublă de patru ori mai mică ca rădăcina simplă.
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R. Şirul lui Rolle este 

re (et) ref 7 ro     

Se vor cerceta semnele expresiilor 

1 1 Tag lekb) (2a2—23a04-2995, — pi (a) (ab). 
Pentru a rezolva în cazul particular, se identifică ecuaţia cu 

(2 —u (n —du). 

Sau se observă că rădăcinile duble nu pot; îi decât 

1 1 arh), gr); 
A 2 , IE 

cea simplă este ze +8) în primul caz cu condiţia - 

“(a +8) (2 a2 — 23 ap + 2982) =0, 

şi 2 («-+8), în al doilea caz cu condiţia f (a2—f2)=0. 
- 

21. Să se formeze ecuaţia care dă muchiile unui triedru tridreptunghie 

-O A B C, eunoscându-se suma muchilor OA+OB+OC=a, “suprafața totală 
pe 63 

a tetraedului egală cu = 3 Și volumul tetraedrului Te Să se discute ecuaţia în 

cazul 2 (b1+2ac3)—a2b2. Să se rezolve în cazul când, pe lângă această condiţie 

mai avem a=3e Ya. 

R. Ecuațiile problemei sunt: 

p+yt+a=a, zya=o, 

ozyhyi aa ep rpPapaai=b. ” 

Ecuația care are ca rădăcini pe z, 7, % este 

142032 
zi — at EEE e — 30, 

2 
fi = a— at Te a—c2=0, 

! Şirul lui Rolle este 7 

ros) r() 73) re 
, ,. 

Și —s —c2 ZO + 

3 . . - 

Dacă a<3e Ye, o singură rădăcină reală. Când a<3e V2, trei rădăcini 

" veale. Când a=—=3e 1/a, (a:6) este o rădăcină dublă, iar cea simplă este (2a:3). 

„22. Se dă ecuaţia 

. i fa) that kb tozhat=0
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şi se cere să se determine d şi e în funcţie de a, ştiind că suma patratelor 
rădăcinilor ecuaţiei f (1) == 0 este egală. cu 16 şi că rădăcinile derivatei formează 
o progresie aritmetică. Să se studieze apoi natura, rădăcinilor, când a variază 
dela — oo la + o. 

R. Avem i 

, Za (a — 22, a; 3b=4a2—4, e=2a(a2—9). 

Rădăcinile derivatei fiind 4 — e, u, 4-40, arem şirul lui Rolle 

f(—o) fil—a—Văi—a) f(—a) f(oa+ViZa5 fie) 
şi condiţia , 

” - 2a(a2—2)=e. 
Când 4 —a"<0, girul lui Rolle se reduce la 

PA =2a2(4—a9<0, ! + 
şi avem două rădăcini reale, e 

Când 4 —a25>0, pentru calculul termenilor şiralui lui Rolle ne servim 
de observarea 

Pata, D=mflo), 
fiind o rădăcină â derivatei, și obţinem : 

+, —(3at— 1602416), +, — (Gat —16a24+-16), + 

2 2 A 
Dacă a este în intervalele [-2— 73) (73 2 nici o rădăcină 

' 2 . _ 

reală; dacă a este în intervalul - 73 73) avem patru rădăcini reale. 

23. Se consideră ecuaţia 

Fm mrpattaqgatrarsztt=0, 
în care se ştie că suma a trei rădăcini este egală cu zero, şi că prima parte 

- se descompune într'un produs de doi factori de gradul al treilea. Să se afle 
relaţia. de condiţie şi să se discute ecuația dată în cazul 

p=4a, 9q=2,r=3a2,s=2a. 

R. Se identifică cu (5 + a a 4-3) (z5+a'a+ 3). Se eiimină « şi P' şi 
din ecuaţiile obţinute se elimină &. Se obţine 

4 în — 9? — s? + pas —p't=0: 
7 

In cazul particular, 1=0 şi (45-43 az + 2) (a2-L-a) a = 0, sau 
(z2+ ax +2) (2-43 a) 2 =0.In prima ipoteză, dacă a Ga 1, f(a) = Oare toate 
rădăcinile reale; — 1<a<0, patru reale; a > 0, două reale. : 

Petra ecuaţia (a%-t-az+ 2) (22430) 2=0, a < — 3, toate rădăcinile 
reale; —3 <a O, patru reale; a:>0, două reale, 

24. Fie A B 'un segment de dreaptă de lungime b. În A se ridică o per- 
pendiculară pe A B. Să se determine pe' această perpendiculară un punct C, 
astfel că ducând dela C spre B o: lungime CD=a, proectând pe D în D' pe 
perpendiculara A C şi apoi pe D' în E pe BC, să avem CE=BD, Discuţie.
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1 (ei ao 

Şirul lui Rolle este f(— oo), 7 (- 13) = = B2—a2, f(0)=b2—a2 

27 - (pa rea. 
_  3V3 3V3 Dacă a <—5, două reale; — B<ac— b, patru reale; — —— < <a< 2Va pa ae 

. SR „_83V3. „nici una reală ; e <a <b, patru reale; a >> d, două reale. 

3V3 
SS apa 

25. Să se arate că ecuaţia 

, f (0) = 4 (a? — 2 + 12 — 27 a (a? — 2)2=—=0, 

unde a este un parametru variabil, este reciprocă și că rădăcinile ei verifică 
relaţiile a, +z,=1, era, = 1, ta =. Să se deducă expresia tuturor 
rădăcinilor în funcţie de una din ele, precum și rădăcinile multiple şi valorile 
corespunzătoare ale lui' a. Să se cerceteze numărul rădăcinilor reale şi multiple 
ale acestei ecuaţii, sau aplicând teorema lui Rolle ecuaţiei 

4(22—zţ1k 

Po aria 20, 
sau studiind variaţia funcţiei * 

a dipPzi 1 
da? 

z variind dela — co la ț+oo. 

, , 1, , a - R. Se va înlocui & cu — şi 4 cu |-- şi se va arăta că f(z) rămâne a 
aceeaşi. Rădăcinile sunt 

7 1 - 1 a, Sa = 1 —,, D= al d TZa D= RE 
i 1 i Zu 

  
  

Şirul lui Rolle pentru F (2) = 0 este 

F(-o)F(—DF(—s) | F(e) r(3) FU) | Fe F(2) F(o) 

+ l-a + + l-a + + l-a + 
Dacă a<|, nici o rădăcină reală: când a=— 1, trei rădăcini duble, —!1, 

4 
1 _. 3 2; când a > 1, şase rădăcini reale, separate, 

Variația funcţiei a se urmăreșle pe tabloul 

  

    

a — oo —1 0 3 1 2 co 

ai 07004 
a | +o dese 1 cr + co dese ler kt oc dese ler-+ oo
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Deci, dacă a < 1, o paralelă cu Oz nu taie curba, nici o rădăcină reală ; 
> , , , - . 1 dacă a= 1, paralela atinge curba în trei puncte, de abseise — 1, z 2, care 

sunt rădăcini duble; dacă a > 1, o paralelă cu Ola această depărtare, a, taie curba în şase puncte, deci șase rădăcini reale, ! 
26. Să se determine valorile lui &, f, 7, 3, astfel ca ecuaţia 

F(0)=4 26 —12 25—8 (9 a—8) 4-a (27 a—14) 2%—3 (9 a—8) a1—122-+4=0, 
să se poată pune sub forma a (& Z5-Fp ar2-Prg arţ-3)2=—4 (a—1) (22—z-1). 

Să se arate că rădăcinile au două câte două aceeaşi sumă și să se gă- sească valoarea acestei sume. Să se deducă expresia tuturor rădăcinilor în 
- funcţie de una din ele, precum şi rădăcinile. multiple şi valorile corespunză- 
toare ale lui a. 

Să, se aplice teorema lui Rolle ecuaţiei 

_lăz?+im+ryz-t-ă: 4(a—1) (1) = aa a 

R. f (2) fiind reciprocă, (1) va trebui să rămână eschimbată când se 

  =0, 

înlocuește z cu zi deci «=3, f=y. 

at—4 (a—1)_ 2a08-H1210-1)__a(4200)—24(0—D_a(a2țt) 14 (a—1) = = 
  

  

= 12 —3(9a—8) - 27 a —14 
_aă3—4(a—1)-[2a a3+12(a—1)]+ța (fe 2a9)—24(a—0]-la(a2-+82)F14(a—1)]_1-a = 44+12—3(0a—8)—27a Fu Ia 

“ Presupunând a — 1740, valoarea rapoartelor este 1 și deci 

a=ă=123, By. - 

Se înlocueşte în (1) pe z cu l—a Şi rămâne neschimbată, a, + z=] 
Bak =, 2 ta =. Rădăcinile sunt 

1 1 1 a sp Li, zu ai N 4 l-a a—l 
Şirul lui Rolle este 1 . 

PC-S), FD, FO F(3), FU, FE), Po). 
Când a <0, patru reale; când 0<a <, nici una reală; când a>1, 

şase reale. , | 
Când a=0, / (2) se reduce la (22—a-+1)5=0 : când a=l, f (a) se reduce 

la (2002 — 82 —3a 4 2)2=0 şi —1, 2, 1 sunt rădăcini duble, 

Teorema lui Descartes. 

96. Generalităţi. Fie f (2) un polinom ordonat după puterile 
descrescătoare ale lui a, Dacă doi termeni consecutivi nau același 
semn, se zice că f(a) prezintă o variație a semnului între acei doi 
termeni; dacă au același semn, polinomul prezintă o permanenţă :
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fa) va avea atâtea variaţii 2 câte schimbări ' de semn sunt între 
termenii săi consecutivi. 

De exemplu, polinomul z ip Fâz+6 are două variaţii 
iițre termenii a5,—a? și —-a?, 4a, şi o permanenţă între 4z si 6. 

Când polinomul fl) este complet, cum e de exemplu, 

ziceti, 

în care nu lipseşte nici un termen, numărul permanențelor este 
egal cu numărul variațiilor o ale lransformale, în —a, adică ale 
polinomului obținut înlocuind în f() pe a cu —s. 

In adevăr, polinomul daţ z*—a?-+4a-+6 are o permanență 
între +4, 4-6, iar polinomul transformat, — a*—a 2—4z+6 
are o variaţie între— 4z,-+-6, fiindcă unul. din “termeni își schiiăbă 
neapărat semnuj. 

Mai mult, când f(a) este complet, avem 

“oFu=m 

m fiind gradul polinomului. Căci în polinomul 

i a3—att4a4-6, 

plecând dela primul termen până la cel din urmă, avem trei treceri 
dela uh termen la altul, cât arată gradul ecuaţiei f(2)=0. Insă v 
arată trecerile cu schimbare a semnului, și v numărul trecerilor 
fără schimbare a semnului; deci v-fo este numărul total al tre- 
cerilor, adică gradul polinomului f(). In cazul considerat 

ă 2=9, v=1, vbho'=3, 

Când însă ecuaţia f(2)==0 nu e completă, adică f(2) prezintă 
lacune, numărul & al variațiilor transformatei în —, nu mai este 
egal cu numărul permanenţelor ecuaţiei date. In: adevăr, să presu- 
punem că avem o permanenţă între doi termeni de grad pereche și 
consecutivi ai ecuaţiei date. Făcând transformata în —z, aceşti ter- 
meni de grad pereche îşi vor păstra semnul şi deci tot permanenţă 
va avea și transformata între aceşti doi termeni, pe când în cazul 
ecuaţiei complete, la orice permanenţă a ecuaţiei date corespunde 

“câte o variaţie a transformatei. 

De exemplu, ecuaţia , 

- pi —4g5— 2F1= 0 ţ 

are două variaţii, v==2 și o permanenţă; transformata în —a 

—aF4zt—a2+1=0,
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are trei variaţii, v=3, pe când ecuația dată are numai 0 per- manență. „ 
Mai mult, în acest caz, observăm că i+v=5, e mai mie decât gradul ecuaţiei. Deci, când o ecuație prezintă lacune, avem 

| v-ku'SSm, 
m fiind gradul ecuaţiei. 

97. Dacă primul și ultimul termen al unui polinom au ace- “lași semn, polinomul are un număr cu soț de variații, r=2; dacă acești doi termeni au semne contrare, numărul variațiilor e fără sot, v=2k-+1. | 
In adevăr, să presupunem că primul și ultimul termen au acelaşi semn --. Plecând dela primul termen al ecuaţiei, cu semnul -F, vom întâlni diferiţi termeni și la fiecare schimbare a semnului 

corespunde câte o variație. Insă, trebuind să dăm peste ultimul 
termen cu semnul -+-, va trebui să se facă un număr cu soţ de schimbări ale semnului, adică vom avea un număr cu soţ de variaţii. 

De exemplu, polinoamele 

zi-ka—2z+1, 

2 —az-1, 

zi — 4th a—a24+1, 

au un număr cu soț de variaţii; iar polinomul 

4q5—2a2-+62—1, 

are un număr fără soţ de variaţii. 

98. Diferența dintre numărul variațiilor lui f(x) şi 
(z—a) fl) este un număr fără soț, când a este un număr pozitiv. 

In adevăr, dacă primul și ultimul. termen ai polinomului. (2) 
au același semn, f() are un număr cu soţ de variaţii (Nr. 97), v=2p. Dacă a>0, (2—a) f(a) are primul și ultimul termen cu semne contrare, deci are un număr fără soţ de variaţii 2k-+1. 

Prin. urmare, diferența dintre numărul variațiilor lui f(2) Şi (z—a) (a) este 2p—2h —1, sau 2h+1—2p, adică în tot cazul un număr fără soț. | 
Dacă primul și ultimul termen ai polinomului f(2) au semne contrare, f(z) are un număr fără soţ de variaţii, v=29+1; iar (z—a) fl) având primul și ultimul termen de același semn, are un număr cu soţ de variaţii 27. Deci diferența dintre numărul varia- 

N. Abrameseu. Algebra Superioară cl. VIII, ea. 8. as 
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ţiilor lui Fa) şi (z—a) f(z) este 29-+1—2r, sau 2r—29—1, 
adică un număr fără soţ. 

Putem demonstra că în orice caz (z—a) f(a) are mai multe 

variaţii ca f(2). Să considerăm polinomul | 

fi) = Aman.. Ana — Anti — aa ApnaPti 
Apa... Acu tt — Acai— ..— As, 

unde An,. Ax, Ap, As, As însemnează. numere positive, An, 

Apo A+, numere pozitive sau nule. 

Etectuând produsul (2—a) f(2), avem. 

A mario — An Ri pa aPHI- As ati +a As 

    

-Fa Ap —a Ar], 

- f(a) conţine o singură variaţie între Am, Ana"; partea cores- 

punzătoare produsului (e —a) f(z) conţine cel puţin una, căci 

ea începe prin termenul pozitiv Amanti şi se termină prin ter- 

menul negativ —(An-FaAnya) ati. Deasemenea, f f(z) are o sin- 

gură variaţie între 4* şi a?, pe când (z—a) f(2) are cel puţin una 

în partea cuprinsă între termenii ce conţin pe ai, apr. 

Continuând astfel până la termenul —Asai, se găsește că 

(z—a) fa) are cel puţin tot atâtea variaţii ca și f(z). Plecând - 

însă dela zi, f(a) nu mai prezintă variaţii, pe când în produsul 

(z—a) fl) există cel puţin una între at! și a; această concluzie 

subsistă și în cazul când ultima grupă din f(2) esta înlocuită numai 

printrun singur termen — Acai. - 

Rezultă de aci că produsul (z—a) f(z) are cel puţin o va- 

riație mai mult 'ca f(2) și deci diferenţa dintre numărul variațiilor 

lui (z—a) f(2) şi f(a) este un număr pozitiv 2;+F1. 

99, Teorema lui Descartes. Numărul rădăcinilor pozitive 

ale unei zei ecuaţii este egal cu numărul e variațiilor, sau “diferă cu un 

—Q Ani ; 

număr. cu _s CU _S0ț. . 

In adevăr, fi ea, aa... ap toate rădăcinile pozitive ale ecuației 

f(2)=—=0, de gradul m>p. 

Avem 

fin=(a—a) (2—a)...(n—ap) e(2), 

unde $(2)=—0 nu mai are nici o rădăcină pozitivă. Deci $(2)=—=0 

nare nici o rădăcină între 0 şi 00, sau $ (0) şi + (4-00) au același 

semn, ceeace însemnează că primul șizultimul termen din $ (2) au 

același semn.
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Aşa dar, $ (2) are un număr cu soţ de variaţii 24. Să 
Inmulţind pe (2) cu z—au, numărul variațiilor creşte cu  2hui-b1 (Nr. 97); rezultatul înmulțit cu z—as are cu 2i-+1 mai 

multe variații; ete. Deci produsul 

fo) =(0—a) (2—a5)...(2—a5) (a), 
va avea un număr de variaţii egal cu 

20 Den tD+..-Hor-t1), 
92 (hFhFipkp; zi) 

insă (Nr. 98) la, ka...lp sunt pozitive ŞI deci 

sau 

2 | 
2=2hp,  h= Shi, (ho), 

î=0 a 
de unde.- 

„P=v—2h, po, 
adică, numărul rădăcinilor pozitive p diferă de numărul variațiilor 
v cu un număr cu soţ 27. 

Exemplu. Ecuația z5 — 4 az z2-— 1 = 0 are, sau trei rădăcini. pozitive, | 
sau una. 

i: 
“100% umărul n al rădăcinilor negative. ale unei ecuații nu 

„întrece "umărul variațiilor v' ale transformalei în. —z și diferența 
lor este cu soț. In adevăr, rădăcinile negative ale ecuaţiei f(2)=0, sunt .rădăeini pozitive ale ecuaţiei f(— 2)=—0 şi deci, câte variaţii vw are f(—a), atâtea rădăcini pozitive are f(—a)==0 sau diferă 
cu un număr cu soţ; deci n. | 

101. Când o ecuație are toate rădăcinile reale, numărul ră- 
dăcinilor pozitive este egal. cu numărul variațiilor v, sar. numărul celor negative este egal cu v'. 

Fie p numărul rădăcinilor pozitive, n numărul rădăcinilor ne- gative ale unei ecuaţii de gradul m; » şi v numărul variațiilor ecuaţiei şi ale transformatei în —g,, 
Să observăm că uk. Deci după teorema lui Descartes 

po, n. 

| prnso-to, pnm. 
Insă rădăcinile fiind toate ieale, trebue ca p-n=m, deci 

D=, n=v., 

de unde 

.



— 132 — 

Observare. Când ecuaţia e complectă, 2” este numărul per- 

manenţelor. 

102. Când ecuația e necompleciă, adică prezintă lacune, ea 

are în general şi rădăcini imaginare. 

Fie "de ex. ecuația 

, 400 —6a%-t22:1—20 

în care o p=92 p'=2, deoi po, ns. 

"Dar, în acest caz 

vb <m(=3); ! 
și-deci , 

, pin <8, 

adică numărul rădăcinilor pozitive și negative e mai mic decât 
gradul ecuaţiei, deti vom avea și rădăcini imaginare, în număr de 

cel puţin m—(4+-2) şi prin urmare ecuaţia are cel puţin patru 

rădăcini imaginare. 

103. Aplicaţie. Fiind dată! ecuaţia 

| di pak+a=0 
să se Ai numărul rădăcinilor pozitive şi numărul rădăcinilor negative. 

2>9, 2>0; s=0,”=l; „ecuaţia are o rădăcină negativă şi două 

imaginare, | . 

2 p>0, q<O; v=1, 5 =0; una pozitivă, două imaginare. 

30 p<O, q>0; o=2,.7=1; una negativă, două sau nici una pozitive 

4 p<O, g<O0; v=1, i =2; una pozitivă, nici una sau două negative 

104. Exerciţii. 1. Să se aplice teorema lui Descaries ecuaţiilor 

as 2aţ-z—3=0, 

_R. Una poz. una neg. . 

3 | zi — 30545 —1=0, 

R. una neg.; una sau trei pozitive. 

3. z—a+ha=0. 

R. a CO, una pozitivă; nici una, sau două negative; a>0, una nega- 

tivă; nici una, sau două pozitive.
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Rezolvarea ecuaţiilor algebrice „cu coeli- 
„s —Sienți numerici. 

| 

Transformarea ecuaţiilor. 

105. A transforma o ecuaţie f(2)=0, însemnează a deduce 
din ea o altă ecuaţie F(y)==0, ale cărei rădăcini y să fie legate 
de rădăcinile a ale ecuaţiei f()=0, prin o relaţie cunoscută. 

Ecuația F()==0 se numește transformata ecuaţiei f(2) =0. 
106. Fiind dată o ecuație f(a)=0, să se găsească ecuatia care 

admule ca rădăcini pe acelea ale ecuației f(2)=0, cu semnul schimbat. 
Y fiind o rădăcină a ecuaţiei căutate și a a ecuaţiei date, avem 

| v= —z, f(a)=0, 

Inlocuind pe z cu valoarea —g, ecuaţia care dă pe y va fi 
f(—y)=0. Schimbând pe y în z, ceeace nare nici o importanţă, 
se poațe zice că ecuația transformată se obţine schimbând & în 
—& în ecuaţia dată. | 

, Această nouă ecuaţie se numeşte transformata în —a, de 
care ne-am servit la Nr. 96. 

10%. Să se transforme ecuaţia f(a)=0 în alia, care să aibă 
ca rădăcină pe. acelea ale ecuației f(2)=0, înmulțite cu un factor 

constant E. | | 
Prin urmare, vom avea y=kz, f(a)=0. Tnlocuind pe cu 

1: avem (4) = 0, Deci ecuaţia se obține înlocuind pe a cu Z. 

Exemplu, Să se înmulțească cu 2 rădăcinile ecuaţiei 

| 3at—7a24+82—3=0, 
Se va înlocui & cu 1 şi gonind numitorii, avem 

Bari — DRE 64 a —48=0, 
Observare. Această problemă cuprinde pe cea precedentă, 

anume când &=—1. 

108. Să se transforme o ecuație 

fe) = Ao 27 + A, ami ... + An= 0, 

în alia, tot cu coeficienți întregi, în 'care primul coeficient să fie 1. 
Fie y o rădăcină a ecuaţiei transformate și z a primei ecuaţii. 

e
e
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Să punem y=A,%; de unde 

y. — Eu gpl — 

(2) Ao Am +A, FeuF Am 0, 
  

An 
sau 

| Ao y"-F As A gb Am AY=0. 

Simpliticană cu Ac, găsim ecuaţia cerută 

WF As ym FF An ATI=0, 

Problema „ami de multe ori o  solujie mai simplă. 

De exemplu, fie ecuaţia 

48 at —137%+62—5= 0. 

, z 
Inlocuind z cu jp avem 

48 
az — 13 33 2 62 = 0. 

Va fi de ajuns să luăm 21093 adică să conţină factorii 
2 și 3 ai primului termen, astfel că după ce vom simplifica toți 
termenii, numitorul primului termen să fie cel mai mare, iar nu 
k= Av == 48, și ecuaţia transformată este 

at — 39 224-216 2—2160=0, 

109. Să se formeze ecuația care admite ca rădăcini inversele 
rădăcinilor unei ecuații f(a)=0. 

Vom avea y=ă z= f(z)=0. 

i-a 
De unde 

1 
Deci, ecuaţia se obţine înlocuind z e 2 jar ecuaţia (2) =0 

A 
E i „1 

se numește transformata în Z 

1 . - dată Când transformata în pi confundă cu ecuaţia dată, aceasta 

, . , SI au i 1 
din urmă se zice ecuația reciprocă. 'Laorice rădăcină a corespunde pi
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“Exemplu. Flo) =a*—5a5H4a—5a-F1=0, 

11 1 pa _sii=0: ri pitt 5F1=0, 
sau 

i 

zi —da+4a—5x4-1=0, adică £f(2)=0. 

Orice ecuaţie reciprocă de grad nepereche adimite sau rădăcina 1 sau pe —1, căci rădăcinile fiind grupate perechi, 

2 fi). 
rădăcina care rămâne, trebue să fie egală cu inversa ei, adică este + 1..Se divide apoi "ecuaţia reciprocă cu 271 și prin urmare 
orice ecuaţie reciprocă de grad nepereche se reduce la o ecuaţie 
reciprocă de grad pereche, care se știe cum se poate reduce la alta de grad pe jumătate, divizând cu 2”, dacă 27 e gradul ecuaţiei, şi 

punând z-+ Lg 

110, Exerciţii. 1. Să se transforme ecuaţia, 

3 5 2 ! 3— De op 20. % z2 + 423 0, 

în alta cu coeficienţi întregi. 
2. Să se aducă la forma 25%+pa-+q=—0 ecuaţiile 

z5—5a24+32—1=0, 23 —"7224-10=0, 
R. Se va face să dispară termenul al doilea, punând z=y+k şi deter- minând pe & așa ca noua ecuaţie să nu mai aibă termen în g2, 

7 , . -Avem k = Pentru a doua și 4 = 3 pentru prima, 

3. Să se transforme ecuaţia, 

20 — 314 12—1=0, 
într'alta în care coeficientul primului termen să fie 1 şi al termenului al doilea 0. 

R. Se va pune Z=py-l-g şi se va determina p şi q aşa ca în noua ecuaţie coeficientul lui 3 să fie 1 şi al lui 4/2 zero. Avem , 

  

„1 1 
Po: 9=3 

4. Să se formeze pentru ecuaţia : = 

zi —a24+2273=0, 

ecuaţia care are ca rădăcini inversele rădăcinilor. 

R. 3z3—2a2+z—1=0,
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Limitele rădăcinilor reale. 

111. Se zice că un număr pozitiv L este o limită superi- 

oară a rădăcinilor pozitive ale unei ecuaţii f(2)=0, când ecuaţia 

mare rădăcini mai mari ca L. 

Exemplu, dacă rădăcinile ecuaţii f(z)=—0 sunt mai mici ca 

10, 10 e limită superioară; dar și:11, 192,... sunt limite superioare. 

Se caută însă, de obicei, o limită superioară cât mai mică. SR 

Deasemenea, 1 va fi o limită inferioară a rădăcinilor pozitive, 

când ecuaţia n'are rădăcini pozitive mai mici decât 7. De exemplu, 

dacă, rădăcinile ecuaţiei sunt mai mari ca 4, 4 este o limită inferioară, 

însă şi 3, 2,... sunt limite inferioare. Se caută de obicei o limită 

inferioară cât mai mare. - 
- Căutarea limitei inferioare se reduce la căutarea limitei supe- 

rioare, căci, pentru ca 1 să fie limită inferioară pentru f(2)=0, 

i e ge a: 
va fi de ajuns ca să fie limită superioară a rădăcinilor pozitive 

pentru /(2) =0, | 

Deci, pentru a găsi limita inferioară a rădăcinilor pozitive, se 

va căuta liinita superioară a rădăcinilor pozitive ale ecuaţii transfor- 

1.. ii a 0 poa RR 
mate în —; inversa acestei limite este limita inferioară a ecuaţiei date. 

Determinând limitele L şi I, superioară şi inferioară, ale ră- 

dăcinilor pozitive din ecuaţia transformată în —z, orice rădăcină 
negativă a ecuaţiei f(2)=0 va fi cuprinsă între'—L' și —l, așa 
că —L va fi o limită interioară și —J' o limită superioară a ră- 
dăcinilor negative din ecuaţia dată. 

“In definitiv, totul se reduce la căutarea unei limite superioare 

a rădăcinilor pozitive. 

112. Determinarea limitei superioare.a rădăcinilor. Vom 

stabili mai întâi următoarea proprietate. Când un poknom f(a) 

are o singură variaţie şi primul termen pozitiv, dacă valoarea po- 

lnomului pentru c=a, a>0, este mai mare ca zero, alunci pentru 

orice valoare a. lui «>a, valoarea polinomului este pozitivă. 

In adevăr, fie 

f(a)=4 a 95—38 at —7p5—a2—6, 

un polinom cu o singură variaţie care e pozitiv pentru 2z=2,
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fF02)=106>0. Pentru orice valoare a lui z egală cu 3, 4,5,..., 
valoarea polinomului rămâne tot pozitivă; căci acem 

„sa Fi) tat 225 —(3 atk7 a3-ka2+6), 

a Tu l 5) = pt 2 — — — —)|. fln)=a [4 +2 (0: 24+14+5)] 

Fiindcă f(2)2>0, avem, pentru z=2, . 

7 1 6 2 LL». 4a4+2a>3+ 3 tza 

Insă când creşte, 4224-22 creşte, iar 

, 71,86 Die il | 
descrește, căci fiecare termen descrește; deci, cu atât mai mult 
vom avea 

F(8)>0, F(4)>0,... 
Rezultă deci că nu există nici o valoare a lui z mai mare 

ca 2, pentru care să avem f(2)=0, adică nu mai este nici o ră- 
dăcină a ecuaţiei mai mare ca 2, Așa dar o limită superioară este 
L=2. E 

” Prin urmare, când prima: parte a unei ecuaţii f(2)==0 pre- 
zintă o singură variaţie și primul termen e pozitiv, limita superi- 
oară este egală cu o valoare a lui 2 pentru care fla)>0. 

Pentru a găsi o astfel de vâloare, înlocuim. pe z succesiv cu 
1, 2, 3... şi vedem care din cantităţile /(1), F(9), (3)... este pozitivă. 
„113. Când o ecuaţie are mai multe variaţii, problema „e mai 

puțin simplă. O vom rezolva prin două metode. 
Metoda grupării termenilor. Se obţine o limită superioară | 

a rădăcinilor pozitive, ale unei ecuaţii f£(2)=0, descompunând 
prima parte f(z) în o sumă de polinoame cu o singură variaţie 
și căutând pentru fiecare în parte câte un număr a care le face 
valoarea pozitivă. - 

Cel mai mare dintre aceste numere va fi o limită superioară 
L; căci toate polinoamele având o singură variaţie, și devenind 
pozitive pentru numere mai mici ca; L, cu atât mai mult ele sunt 
pozitive pentru «>> L şi deci tot pozitivă .va fi suma lor, 

Eemple. 1. Să se afle limita superioară a rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei 

| 5 <A apt — apă <|- a — 1000 = 0,
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Grupând termenii, avem 

(2% — 1000) -f (4 — 25) + 2, 

Ultima grupă rămâne pozitivă pentru z:>0; a dona 

| | at — = (a —1), 

e pozitivă pentru «=—2; iar întâia z5—1000, pentru 4=3,982, căci trebuind să 
avem 2% — 100050, sau z5> 1000, găsim aplicând logaritmii, > 3,982, sau 
mai bine 2>>4. Deci L=4, 

2. Fie ecuaţia zi — 5234-1722 — 2324 1=0, 

Grupând termenii, avem 

aa — 5247) + z(10z2—23)+1. 

Insă z?—bza4+7—0 are rădăcinile sale imaginare; deci polinorăul 
—5z4+ "7 e totdeauna pozitiv. Binomul 102 — 23 e pozitiv când z > 23; 

deci L= 243. 

114. Metoda lui Newton. Se obține o limilă superioară L, 
căutând un număr care face pozitiv. Posinomul f(a), de gradul m, 
și toale derivatele sale. 

In adevăr, după formula lui Taylor, avem 

fatD=fairta-ti ra fena) 
Dacă, pentru z=a, f(a)>0, F'(3)>0... F(a):>0, k>0, 

atunci și f(a+h)>>0, adică şi pentru valoarea a-tk a lui z, 
mai mare ca a, polinomul f(2) e pozitiv. Deci, un număr mai mare 
ca a nu mai poate fi rădăcină şi atunci L=a, 

Avem aceeași concluzie dacă unele derivate se anulează pentru 
z=a, 

Exemplu. Polinomul fiind 

f(2)= 25474 — 12 a — 58 24 52 z — 13, 

f (2) = Dak 28 5 — 36 a? — 116 2 52, 

avem 

Le) = 10 să + 422: — 2 a — 58, 

(o) 

123 

FUN (2) 57, 

Y) (2) 
= 1. 

a 
= î0z?+ 287 — 12,
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Se caută o valoare a lui  anulând derivata fUV) (2) =5 +1, adică 

=—p se vede apoi dacă acdastă valoare, sau numărul imediat superior O, 

face nulă sau pozitivă derivata, £“ (8). Cum f“ (0) este negativ, se caută 0 va- 
loare superioară Imi O făcând ” (a)>0; găsim că /“ (1)>50, Se substitue această 
valoare 1 în f“() şi se vede semnul; cura însă f* (1)<0, se încearcă cu numă- 
rul imediat mai mare 2, și găsim f* (2) 0. Se vede dacă 7'(2)>0. Fiindeă 
f (2) <0, se substitue 3 şi găsim f'(3) 50: Se observă semnul lui FT), şi 
fiindcă f(3)> 0, avem L=3. | i ! 

115. Exerciţii. Să se afle limitele rădăcinilor ecuaţiei 
ni—dap0—31224+3324+39=—0, 

R. Grupând, 2? (22— 5 — 37) + 3z4+ 29. L=10, = 1, căci transfor- 

mata în Z este 39444 32 — 3872 —5z-+1—=0. sau 

2: (39 2? — 37) + (322 —5) +1; = 

Transformata în — z, fiind 1 Ă 
zi 5 z3— 31224 324+39=0, —L ==, —Va— Fr, az 
2. Să se aplice metoda lui Newton ecuaţiilor * 

2 Bat — 104 2 —16g—1=0, 7 

z6 — 20 4 4-70 3 — 10 22 — 3 —5=0, 

R. L=3; L=5. 

Calcularea rădăcinilor întregi și fracționare. 

116. Calcularea rădăcinilor întregi. După ce am găsit in- 
tervalele în care se află rădăcinile unei ecuații, să ne propunem a 
calcula aceste rădăcini. - 

Ne vom .ocupa mai întâi de rădăcinile întregi și fracţionare. 
Fie a o rădăcină întreagă a ecuației cu coeficienţi întregi 

FU) Ac" As... Am An=0, 
Deci 

F(a)= Aca”-t A, am-1-4-...+F An =0. 
De unde - 

Am= —a(Asa- 1-A, dr... Ama), 
Membrul al doilea fiind divizibil cu 8, Am e divizibil cu a.



7 

— 140 — 

Deci rădăcinile întregi sunt divizori ai ultimului termen A 
al ecuaţiei. Dacă A„=— + 1, ecuaţia n'are rădăcini întregi, decât 
cel mult pe ti. 

Polinomul f(z) fiind cu coeficienţi întregi, câtul lui fl) prin 
z—a este un polinom cu coeficienţi întregi. Deci ordonând invers 
polinomul după puterile crescătoare ale lui z, câtul polinomului 

Am Ama z-F...-F Aga 

prin a —, trebue să fie cu coeficienţi întregi. Făcând împărțirea 
avem 

AP antena AL 

| Am m An ama)eri. __a __|a 

(â= + Ama) 2... 

. Am 9 mea . o. ape ._. Ă Trebue, deci, ca să fie întreg, adică rădăcina să fie divizor 

al ultimului termen, ceeace am găsit mai sus şi pe altă cale; apoi 
| . An pe au y suma întregului —— cu Am- să fie divizibilă cu a; ete. Dacă nu a 

e divizibilă, câtul mare coeficienţii întregi şi deci a nu poate fi 
rădăcină a ecuaţii. | 

Continuând astfel împărţirea și presupunând că toţi coeficienţii 
sunt întregi, mai trebue ca Ao plus ceiace i se adaugă să fie zero. 

Dacă nu e așa, a nu e rădăcină. 

Exemplu. Să .se afle rădăcinile întregi ale ecuaţiei 

fe) = 44 — 5 — 56 24 572436 —0, 
Scriind 

fa) dat — 0 —56) +67 -+-3%, 
păsim L=—4. Făcând transformata în —a, 

Fa) At a —56 21 —572+36=0, 
limita superioară a rădăcinilor pozitive ale. acestei ecuaţii fiind 5, limita infe- 
rioară a, rădăcinilor negative din ecuaţia f(— )—0 va fi—5, ceeace se vede 
grupând primii patru termeni. 

. Rădăcinile întregi pot fi între divizorii lui 36 cuprinși în intervalul 
(—5, 4) şi anume:
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Se vede că f(1)=40, f(— 1) = —'72; deci + 1 nu sunt rădăcini, Pentru 
a încerca, ceilalţi divizori, se aşează astfel operaţia : - 

(1) 4 —1 — 56 57? 36 

— — 18 Ă 
(2) 0 —4 un 23 18 3 

ÎN ati si 4 3 
, , 3 — 4 —3 

— 3| 4 
(3) 0 4 = 5 — 3] —4 

E de observat că aceste calcule de încercare sunt mai Simple 
decât introducerea lui a direct în f(z) şi verificând dacă f(a) e 
nul sau nu. - | 

Ajungem deci, la regula următoare. Se serie in prima linie 
coeficienţii (1) ai ecuaţiei. Când lipsește vreun termen, se înlocueşte 
coeficientul cu 0. Se încearcă cu divizorii cari se scriu la dreapta, 
începând cu cei mai mici, de exemplu cu 2.. Se face câtul dintre 
m= 36 şi a=9; se adaugă acest cât 18 la Am-1=—57 şi suma 

lor nefiind divizibilă cu a=2, urmează că 2 nu este rădăcină. Se 
încearcă la fel cu —2, care deasemenea nu 6 rădăcină. Ne oprim 
la divizorul 3; câtul 12 dintre Am==36 și a=3 se scrie sub 36; 
se adună 12 cu 57 și câtul acestei sume prin 3, adică 23, se scrie 
sub, 57; se adaugă lui —56 pe 23 şi se divide cu 3; câtul —11 
se scrie sub —56; se adună —1 cu —11 și câtul —4 se serie 
sub — 1; acest cât adunat cu As ==4 fiind zero, 3 este rădăcină. 

Coeficienţii (2) sunt ai ecuaţiei 

— 4? —1122+ 932 +12=0, 

care sa obținut din prima divizând cu z—3 şi care ecuaţie ad- 
mite celelalte rădăcini. 

Incercăm divizorii rămași cu coeficienţii (2). Se poate ca 3 să 
fie rădăcină multiplă, deci încercăm din nou divizorul 3 faţă de 
coeficienţii (2). Câturile nefiind întregi, se găsește pentru a doua 
rădăcina — 4. 

Numerele corespunzătoare (3) sunt coeficienţii câtului polino- 
mului f(2) cu ( —-3) (2-+4). , 

* Ecuația dată se poate se scrie ” 

f(a)=(a—3) (244) (4a2—52—3)=0. 
Ultimele: două rădăcini sunt date de ecuaţia 

4a22—5a2—3=0,
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„şi se găseşte 

z= (5 + 73), 

=
 

117. Observare. Se poate reduce numărul încercărilor, având 
în vedere că, a fiind o rădăcină întreagă, avem 

f(n)=(2—ae(2), 
unde f(2) şi &(2) sunt cu coeficienţi întregi. | 

Inlocuind pe z succesiv cu +1 şi —1, găsim 

O et), Eat) 
Numerele $(1) și (—1) fiind întregi, numai pe „acei divizori, 

a, îi încercăm, care fac ca 

AU. OF) 
1—a Și ați 

să fie numere întregi. i 

Ezemplu. f(2) = ac? — 44 a? — 45 2 4 12800 =0, 
Avem L=45, —L/=— — 17. Va îi de ajuns să găsim numai o rădăcină 

căci divizând pe f(z) cu z—a, a fiind rădăcina, ecuaţia rămasă va fi gradul 
al II-lea. 

Divizorii lui 12600 cuprinși între 45 şi — 17 sunt +1, +2, +3, +4, 
+5, +6, +7, +8, +9, +10, 12, +14, +15, 18, 20, 21, 24, 25, 28, 30, 35, 
36, 40, 42. ' 

Avem f(1) = 12512, f(—1)=— 12600, Vom încerca nuimai acei divizori a, 
pentru care f(1) e divizibil cu 1 —a, iar f(— 1) e divizibil cu 1 +a. : 

Aplicând această observare, rămân de încercat divizorii 2, 3, 5, 9, 24, 
35, —3, —7, —15, , 

Incercând aceşti divizori, găsim o rădăcină — 15 ; deci 

fa) = (2 + 15) (2— 59 2 + 840) =0, 

118. Calcularea rădăcinilor fracţionare. Să considerăm 
ecuaţia cu coeficienţi întregi 

f(0) = A Asan... An=0, 

care admite rădăeina?fracţionară- pă Deci, 

m m—l | 

(6) = Av îi FA Ta Pen f Am =0, 

de unde:
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„ Aoa- Asa” 154 A "BR Ama 814 Abn=0, 
(4) Aga = — (4, ami Ag Q20 FF Amd), 

(5) Anb"= —a(Ao am +A, AU. Ama bn), 

Din egalitatea (4) se vede că DB divizând partea a doua, 
divide și pe Aoa”. Insă a şi bd fiind primi (căci totdeauna se 

a 

d 
primi între ei; deci b divide pe As. In același "mod, din (5), de- 
ducem că a divide pe Am. 

Aşa dar, dacă o ecuaţie admite -o rădăcină fracţionară, numă- 
rătorul a este divizorul ultimului termen Am, iar numitorul b 
divizorul primului coeficient Ag. ” 

poate simplifica fracţia — până devine ireductibilă), și a” și b sunt 

119. Observare. O ecuaţie în care coeficientul Av al pri- 
mului termen este 1, nare rădăcini fracţionare, căci numitorul unei 
astfel de rădăcini trebue să dividă pe Av care este 1. 

120. Se poate totdeauna aduce calculul rădăcinilor fracțio- 
nare la acela al rădăcinilor întregi: In adevăr, fie fl2)=0 o 
ecuaţie cu coeficienţi întregi. Dacă primul termen are coeficientul 
1, ecuaţia nare rădăcini fracţionare (Nr. 119). Dacă acest coefi- 
cient este diferit de 1, se va transforma ecuaţia f(2)==0 într'alta 
în care coeficientul primului termen să fie 1 (Nr. 108), înmulţind 
rădăcinile ecuaţii f(2)=0 cu un număr F ales potrivit. 

Va fi de ajuns a calcula rădăcinile întregi ale ecuaţiei celei 
nouă şi a le împărţi cu kk spre a găsi rădăcinile fraeţionare ale 
ecuației date. 

R 

Exemplu. Să se rezolve ecuaţia 

flz)= 12 —8a59 — 21 m2b5z4+6=0. e 

Se găsește L= 2, —1L'= —2. Rădăcinile întregi sunt divizorii lui 6 cu- ) i 

prinşi între —2 şi 2, adică 1 1. Insă f(1)=—86, f(— 1)=0; deci —1 este XI 

rădăcină, | VA 
Dividem f(x) cu +1, ceeace se face uşor scriind ca la rădăcinile 

întregi | 
12 — 8 —21 5. 6 

0 — 2 - 20 1 —8|—1.- 

Celelalte rădăcini sunt date de ecuaţia 

(6) 12 3 — 20,22 — 2 4+6=0, 

Ne mai având rădăcina —d1, ecuaţia are rădăcini fracţionare.
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Pentru a le găsi, transformăm ecuaţia (6) în alta, în care primul 

termen să aibă coeficientul 1, Se pune y=kz, z=ă şi se obţine 

3 2 
1235 — 20 —V-H6=0,. 

Se ia pentru 4 valori mai mici ca Ao= 12, când coeficientul 
al doilea din ecuaţie conţie factori de ai coeficientului întâi. 

E avantajos a se pune k==6. Găsim ecuaţia transformată 
(7) | 25—1022—32-+108=0, 
schimbând pe g cu z. | 

"Se vor căuta rădăcinile întregi ale ecuaţiei (7). Limitele fiind 
2X6=12, —2X6=—12; divizorii lui 108==22X 35, cuprinşi în 
intervalul (—12, 12), sunt - 

+1, +2, +8, +4, +9. 

Din aceste numere ar trebui excluse acelea, care împărţite 
cu 6 ar da numere întregi. Aci încercăm cu toate, Fi, +29, 
+3, 44, +9. . 

„Insă FD=96, £(—D=100, 
FU) _ 9% f(—1) — 100. 
a—1l a—1 a Fi aFi 

Se vede, că rămâne de încercat cu —2, +3,4,9. 
Se găseşte că rădăcinile ecuaţiei (7) sunt —3, 4 și 9, iar 

rădăcinile ecuaţiei (6) vor fi | 

  

= Yy_y 3 __ 1 4_2 9 2 
— OD Ț—D  =e 

k 6 6 2 6 3 1 3 

121. Aplicaţie. Pentru ce valori ale lui % avem 

(8) = 3542 —4 294 2—7 24250, 

Se va rezolva f()=0. Avem L=2 şi 

3 : 2 —4 4 —1 9 | 1 
0 —3 —5 —l —5 2 —2 

0. 3 — 3 1 | 
ee i e 

33 — 42.4 3 —1=0, 

(3z—1) (22+1)=—0, 
sau
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Deci avem | 

flo) = (0 — 1) (+2) (3 —1) (3241). - 
Formăm tabloul 

a = —2 = a + co 

Popp 
care ne arată că f(>0 când 

—2<azi şi e >. 

123. Exerciţii, Să se rezolve ecuaţiile 

1, 5 — 5 — 6 pt —p24+-ae+-6=0. - 

R. 1. —1, —2,3, i, 
205 — 12a24+13x+15= 0. 

3, 

Se 
bg 

e 

a -k5ai — 6037 a? —41p 300; 
12 25-+ 40 1 + 1325 — 112 —6=0, 

2 
3” 3" 

R. —2,3, —5; —8 — 
4 15 24 160? — 46 22— 52460, 

NEI 
5, “Bg —885-k 57 apt — 603-502 — 927 4+3—0, 
R. 1, =. 

6. Să se descompună în factori polinomul | 

dat —b 22 — 8224 10g4-4. 

R. (2—3) (3z+1) (2+V2) (e—V2). 

1. Să se rezolve ecuaţia 

3 (3) z3— 342—4 249 125, 

i 5 

R. Avem | , 

' 25 = (3) (2 Bă -45+b_j | 

= (5): (5) SA 

Trebue ca 4? —8a?—4z24+12=0. Rezultatul 3, 2, —2. 

8. Să se găsească baza unui sistem de numerație în care numărul 824 
din sistemul zecimal e scris 3452, | 

R. 32442245 +2=— 824. 
z=8. ă 

„N. Abramescu Algebra Superioară cl. VIIL ed. 8, - 10 

7 : '
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9. Să se rezolve ecu ația 

25 — 7th 234 1022—42--3=0,.. 

„ştiind că admite: rădăcina 1+ 3. 

R. Se divide cu (z— 1 — 2) (z—1 +2). Ecuația rămasă admite pentru 

z valorile 1,—1, că 

10. Să se rezolve ecuaţia 

—3854+825—3x+1=0, 

R. Ecuația reciprocă se divide cu z?, Două rădăcini sunt date de 

  

1 
, z+a=—2 

11. Să se rezolve inepalităţile | 
o a0p3ab2  2a2p3p—2, 25 12a1—392—183 
2 zi > z—1 7 a «+3 ZI> pi—i 

2 — R. a 2(2+2 [5 da+2)0. 

(—1) (241) 

2<—2, —1<a0, 36) <a, 5>16+ Vii, 
a . 

Do 1Cac=g = <a, Lai, z>2 
12. Să se rezolve ecuaţia | a 

zi a2+2a4+m=0,; 
știind că 

ZF 22 = 2 e 

R. Se înlocuâşte în relaţiile între rădăcini şi coeficienţi, 

Bta = —(a +2) ==, Ba =0. ă i 
Ecuația care dă pe u este u2—2u2 +u—2=0, | 

și are rădăcina u=2; v==3, m =, | 
13, Să se rezolre ecuaţia 

i 21 — 15294 mai+nz+8=0, | 
ştiind că rădăcinile sunt în progresie geometrică, 

R. Se înlocuese în relaţiile între rădăeini şi coeficienţi. 

- 
q5' sa = ug, z=u, 

le
 e 

Se obţin relaţiile 

1 1 15 ui=4, (pste++a)=z
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us (pat La) = a? (+ 2) (7). 

u=x+ V>; n = — 30. 
Rămân ecuaţiile 

1 ll_m 1 115 e+ 2) (urna ap pg La 18, | î ti a tat 2Ță 
4 

. 
Se pune += şi ecuaţia ce dă pe x este 

3 — 2a— rr =0, 
2V2 

Se face transformarea x = Ja Se găseşte 

1 3 - 1 ga ==: m=35; rădăcinile —, 1,2, 4. g Vă: 2 
14. Să se rezolve ecuaţia E 

! 

zi <- pa?-ţ 47 p:— 122 q=0. 

știind că trei rădăcini sunt în progresie aritmetică, iar a patra egală cu suma 
primelor trei. - 

R. 2, Su, zu, auto, 2, ut 32, Din ecuaţiile £ z, z,=47, 
Î 4, da 2 = "12 se găseşte u=2, oi; p=—12, q = 36. Rădăcinile sunt 1,2, 3,6. 

i 

Calcularea rădăcinilor iraționale. 

123. Pentru a rezolva o ecuaţie algebrică, cu coeficienţi în- 
trepi, se caută mai întâi rădăcinile întregi și fracţionare. 

Şe consideră apoi ecuaţia rămasă divizâud pe cea dată cu 
factorii ce rezultă din rădăcinile întregi și fracţionare. Ecuația ră- 
masă, dacă mai are rădăcini reale, ele nu pot fi decât raționale. 

Calcularea rădăcinilor iraționale ale unei ecuaţii cu coeficienţi 
întregi" sau iraţionali se descompune în două părţi. 10 Separarea 
rădăcinilor; 20 Calcularea rădăcinilor cu o aproximaţie dată: 

Ne vom ocupa numai de rădăcinile pozitive, căci căutarea 
celor negative se reduce la a celor pozitive, a transformatei în —g,. 

194. Separarea rădăcinilor. Dacă se poate rezolva ecuaţia 
derivată f' (2)==0 a ecuaţiei f(x)==0, pentru a separa rădăcinile, se 
aplică teorema lui Rolle. p | 

Dacă această rezolvare a derivatei e imposibilă, se substitue 
în f(2) numere întregi, până se găsese două numere consecutive 
pentru care valorile lui f (2) sunt de semne contrare.
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Chiar dacă cu teorema lui Rolle am găsit că o rădăcină ira- 
ţională e cuprinsă între două numere d şi B, se substitue în f(2) 
numerele întregi cele mai apropiate de a şi b, până se găsesc două, 
care dau rezultate de „semne contrare. Toate aceste operaţii pre- 
liminare au de scop să ne dea intervale în care să se găsească câte 
o singură rădăcină pe care o putem presupune simplă.. 

125. Metoda de aproximaţie prin părţi proporţionale. 
Fie a și b două numere întregi consective între care se află cu- 
prinsă o rădăcină; de exemplu 3 și 4. Am putea să substituim în 
f(z) numerele 3,1; 3,2;...' pănă când două rezultate consecutive 

„sunt de semne contrare. 
Pentru a limita aceste încercări, ştim că pentru f(2) corespund . 

creșteri foarte mici, când variabila a crește foarte puţin; admitem 
atunci că creșterile funcţiei sunt proporţionale cu ale variabilei. 

Prin urmare, rădăcina fiind : mai mare ca 4, o putem scrie 
a+h; și atunci f(a+-1)=0. Avem - 

Fla)—70) _ fla—fla+h) 
a—b a—(a-Fh) 

şi fiindcă. f(a+1)=0, avem 

SI | — _lb—a) 7(a) 
6 = Rao) 

iar valoarea -apropiată a rădăcini este ah, unde k trebue să fie 
pozitiv și mai mic ca b—a,. 

Dacă b>a, e mai bine să se ia 

__(b—a) f(a) 

| F66)—f(a) | | 
Dacă f(a)>>0, /(b)<0, se calculează f(a4-H); când f(a+2):>0 

rădăcina este în intervalul (a+-7, 5); când fla4-h)0, intervalul 
este (a, a-Fh). 

Se aplică din nou intervalului găsit aceiaşi metodă și se gă- 
sește o valoare mai apropiată a necunoscutei; ete. - 

h= 

126. Aplicaţie. Să se calculeze cu două zecimale: exacte rădăcina pozi- 
tivă a ecuaţiei ! 

f(a)=z—a2—1=0, 

7 (2) prezentând o variaţie, după teorema lui Descartes, ecuația are o rădăcină 
pozitivă. Avem 

F(0)<0, f()=—1<0, 70)=530,



— 149 — 

Deci între 1 şi 2 este o rădăcină. Aplicăm formula (8) şi avem 

= 

Substituim în f(2) = z(z2—1)—1 numerele 1,1; 1,3. 

CI FD) <0, f(1;2) 

6 
1, 4= 0,1. 

+. Şi găsim 

= — 0,472, f(1,3) = — 0,103 <0, 

F(1,4) = 0,344 >0. 
Deci rădăcina este în intervalul (1,3; 1,4). 

Aplicăm din nou acestui interval formula (8) şi găsim 

__0,103X0,1 
h — Dar  =002.... 

Substituim 1,32; 1,33... şi avem 

[(1,32) = — 0,020032, 

£(1,33) = 

Deci rădăcina, cu două zecimale exacte, este 1,32. 

0,022637, 

127. Interpretarea grafică a metodei prin părţi propor- 

ţionale. Fie /(2)= O o ecuaţie, care are o rădăcină în intervalul 

(a, 3) şi fie că f(a)>>0; atunci F(b)<0. 

Să considerăm curba y=f(z) (Fig. 34) raportată la două axe 

y 

  

A 

Up IND 
0| ! b 

a eNa i 
l. 
| 
! 
|. 

B 

Fig. 34, 

obţinem 

„ac 
cb 

Ținând seamă de sens, avem 

= 

perpendiculare Oz şi Oy. Curba 
se va construi, calculând valo- 

rile lui f(z) pentru diferitele 
valori ale lui z.' 

A rezolva ecuaţia f(2)=0, 
însemnează a găsi abscisa punc- 

tului de intersecţie al curbei cu. 

axa Oz. Dacă curba y=/f(a) 

are forma indicată (Fig. 84), să 

considerăm punctul c, unde 

coarda AB tae axa Oz. | 

Din triunghiurile dreptun- 
ghice asemenea Aac, Bbe, 

Aa, 
B» 

fla)   

70
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De unde 

ae __ flo) 

ac-keb f(a)—r) 

ac flo) 
ab fla—fd) 

Insă ab =05—0a=b—a. 

Deci ac Z(b>2) flo) fa) 707): 
ar această valoare este egală tocmai cu k din formula (8), 

întrebuihţând metoda prin părţi proporţionale. 
Prin urmare, a întrebuința această metodă, însemnează a în- 

locui una din limitele intervalului (a, 5) cu punctul unde dreapta 
A B tae axa Oz. 

” 
Dacă curba are forma indicată în fin, 84, adică cu convezi- 

tatea în sus, spre y pozitiv, atunci se vede chiar pe figură că f(0)>0, deci intervalul va fi (e, d). 
Pentru a micșora și mai .mult intervalul, se duce linia CB, 

care tae axa Oz în d, Fiindcă f(d) > 0, intervalul va fi (d, d), ete, 
Prin urmare, totul depinde să se ştie mai dinainte ce dispo- ziţie are curba y== f(a); căci dacă ar fi âu convexitatea în jos (Fig. 35), spre Yy negativ, atunci intervalul ar fi (a, 4), şi nu vom 

A 
y 

  

Fig. 35 

mai susbstitui numere mai mari ca d; considerând linia A D, care tae pe Oz în c, intervalul mai mie va fi (a, e), ete. ” 
128. Metoda de “aproximaţie a lui Newton. Dacă (a, d) 

este intervalul unde se află rădăcina, fie h ceiace trebue adăugat
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lui a, și k& ceiace trebue scăzut din d, pentru ca rădăcina să fie 
“a-khsub b—k. Deci 

Fan) =0, r(0—19=0, 
Aplicând formula lui Taylor, avem 

Plati) = rap) poa) =0, 
[0—b =10 Eroi EP. mr 0. 

Cum k și & sunt mici, puterile lor sunt şi mai mici; deci 
putem neglija puterile lor dela a doua în sus, aşa că avem 

F(a)+hf' (0)=0, 
F(0) —Kf' (o) =0. 

De unde ! 

f(a) (d) 

Flo) fl 

E de observat că h și & trebue să fie pozitivi şi mai mici ca 
intervalul (a, b), căci altfel, în loc să micgorăm intervalul rădăci- 
nilor, eșim din acest interval. 

După cum vedem, putem lua ca valoare apropiată sau a-Fh, 
sau. b—k; dacă f(0)>0 şi f (0, când f(a-+h)>>0, intervalul 
este (ah, d; dacă f(a-+h) <0, luăm ca interval (a, a+h. 

Noului interval i se aplică aceiaşi metodă. 
Întrebuinţarea metodei lui „Newton cere multă, atenţie, căci 

se pot face calcule lungi în zadar, neștiind pe care să caleulăm, 
pe k sau pe F, şi cu ce interval trebue înlocuit cel vechiu. 

Această nesiguranţă va dispare, când se va avea în vedere 
interpretarea geometrică ce se va da acestei metode de aproximaţie. 

pr   

129. Interpretarea grafică a metodei lui Newton. Rădă- 
cina fiind cuprinsă în intervalul (4, b), să construim curba A B în 
acest interval (Fig. 36) și să ducem tangenta la curbă în punctul A, 
Să însemnăm cu T punctul de intersecţie al acestei tangente cu 
axa Oz şi cu OP=—a abscisa punctului A. - Pin triunghiul drept- 
unghic A PT, avem 

i) 

PT=A P'cotg PTA = PA Za Ta
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Inlocuind AP= f(a), obţinem 

fla). 
PT = — 

ter TA 

Insă, se știe că derivata unei funoţii f(z) pentru a=a, este 
egală cu valoarea tangentei trigonometrice a unghiului pe care tan- 
genta la curba y= f(z), în punctul de coordonate z=a, y=fila), 
îl face cu axa Oz. 

/ 

  

R 
k
-
 
=
 

  

  

O 
- 

| z 

Fig. 36 

Inlocuind deci pe tgzTA=/f'(a), avem 

fla) PT = — DR: 

F (a) 
Insă această expresie este identică cu corecţia 

fla) h = — 

f' la) 
dată de metoda lui Newton și deci revine a înlocui intervalul (a, 5), 
cu altul în care una din extremităţi ar fi punctul unde tangenta 
în A la curbă tae axa Oz. Dar în cazul figurei 86, punctul T este 
afară din interval; deci iată că cu metoda lui Newton, rău între- 
buințată, în loc să ne apropiem, ne depărtăni de rădăcină. 

Insă se observă, că, la fig. 36 ne apropiem de rădăcină du- 
când tangenta BT“ în punctul B şi printrun calcul analog găsim 

fb) 
adică, trebue să aplicăm metoda lui Neefon la cealaltă extremitate 
B a curbei: 

swap,
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„Putem avea însă mai multe cazuri de figură. Când curba are 

  

  

forma din figura 37, se duce tangenta în punctul B și =) F RD; 

pentru figura 38, ducem tangenta în A și aplicăm p=— a 

la figura 39 se duce tangenta în A, având == 0, iar În 

fig. 40 vom duce tangenta în, B si avem k= DD 

y 

     
Fig. 39. Fig. 40. 

Vedem că totul se reduce la a ști când curba e cu convezi- 

tatea în sus, ca în fig. 37 şi 39 și când are convezxitatea în jos, 

ca în fig. 38 și 40. 
Odată ce s'a construit curba între A și B, se aplică metoda lui 

Newton şi noului interval, observând la ce extremitate trebue operat. 

130. Metodă pentru a. determina forma curbei y=f(a) 

intervalul (a, ?). , 
Fie y — 90 = f' (ao) (2 — o) ecuaţia tangentei în M (0, go) la curba 

y = fl). Ducând o paralelă cu Oy (Fig. 41), care tae curba în P și tangenta 

.
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în Q, avem 5P=y=f(2),5Q = vot f (2) (2 — 20) =f(a0) 4 f' (0) (7— ze), u=QP=5P—0Q0=f(2)— (ai) — P (20) (2 — 20). Forma curbei în intervalul (a,.b), care cuprinde punctul M (20, 0), se vede studiind variaţia funcţiei 4, Avem u=Ff()—f'(00), u'=f* (2). Avem două cazuri de considerat, Intâi, f* (2) >0; avem tabloul şi forma curbei în intervalul (a, d) (Fig. 41), Funcţia 4”, derivata lui 4, este pozitivă în in- tervalul (a, 5): deci 4 crește în acest interval şi cum se anulează pentru 1=2, rezultă că în intervalul IV 

  

  

    

    
  

      

(a, 0) este negativă, iar în zu] ai | 2 
intervalul (zu, 6) este pozi- 
tivă. Derivata a funcţiei a 
u fiind negativă în inter- ++ | = er | deser.4- 
valul (a, o), 4 desereşte; o 0 0 iar u' fiind pozitivă în in- -F | -For | ereşte+ţ 
tervalul (o 2), 2 creşte în BP 
acest interval. Cum + se 
anulează pentru =, Ur- 
mează că în intervalul (o, za) E |u| | u 
este pozitivă, descrește până a 
la zero şi apoi iar crește. — |ăese-r| er. — 
Deci, diferenţa 1 dintre or- 0 0 . %o donatele unui punct al 
curbei și al tangentei, co- 3 
respunzătoare la, aceeaşi va- 
loare a lui z, este pozitivă, 
curba este deasupra tangentei (Fig. 41), are convexitatea către y negativi. Când f" (5) <0, avem tabloul şi curba (Fig. 42): curba are convexitatea către ş pozitivi, curba este dedesubtul tangentei, 

In rezumat, când f'(a)foo, adică tangenta nu e paralelă cu Oy, dacă f (2) 340, curba este convexă în vecinătatea lui z, dacă f*(z) < 0, are convexitatea spre y pozitivi (Fig. 42), dacă T“(2)>0, are convezxitatea spre g negativi (Fig. 41). 

— |dese—| dese. — 

Fig. 42. 

1831. Aplicaţie. Să se afle cu 4 zecimale exacte rădăcinile ecuații 

(e) = — 8 —1 =0, 

Polinomul f (2) având o variaţie, el va avea o rădăcină pozitivă; (f— a) având două variaţii, ecuaţia are două rădăcini negative sau nici una; Pentru a ne face idee de intervalele rădăcinilor, să aplicăm teorema lui Rolle. Rădăcinile derivatei 

f'(0)=322—8=0, 

fiind + 22, şirul lui Role devine 

“ g 3 fe) r(-V2) =) ft) 
164 /8 —164/8 Vaz Vr- +
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Deci intervalele sunt . - / 

Pe) Vo) 
Substituind numere întregi consecutive, găsim 

ps f(—2=7, f4—D=6, F0=—1, fs, i 
o 10)=—9, 7f8)=2. LR 

Urmează că intervalele rădăcinilor sunt =“ 

(— 3, — 2), (— l, 0), (3, 3). 

Să calculăm rădăcina pozitivă cuprinsă în intervalul 2,3 cu 4 zecimale 

exacte cu metoda prin părţi proporţionale. ” 

Avem f“(2)=—6; deci în intervalul (2, 3), 

f (2) >0; adică curba are forma alăturată (Fig. 43). td 

De unde urmează 

____ (a—bd) fa 9 
h=— Fa) fi) i 1=081... | | 

Intervalul va fi 2,8 şi 3. Avem 

742,8) = a (22 — 38) — 1 = 1,448, 

(2,8 — 3) 1,448 
3,448 

  

h= = 0,08.: 

Noul interval va fi (2,88; 3). Aplicăm din nou 

metoda, şi avem 

  

  9. ME (2,88 — 3) £(2,88) | = — grai = 0,008... Fig. 43. = FER) 
Se vede că rădăcina pozitivă este 2,8888. 
Pentru a calcula rădăcinile negative, facem transformata în — &, 

'p(a)=23—824+1=0 

9(2)=—7,.e(5)=4. 
să aplicăm metoda lui Newton intervalului 

2, 3. Fiindcă q“(z) > 0 în interval, curba are forma. 

din figura 44, cu convexitatea în jos. Va. trebui să 

ducem tangenta în punctul 4 şi avem : 

_e()_ 4 4 

şi avem 

  
  

  

= (8) 370 > 1902. 

Intervalul nou va fi 2 şi 3 —0,2=— 2,8 

Avem 

(2, Bam —8)4 1 = 0,852, 
e! (2, 8) = 15,52; 

! bp= 0,502 = 0,03. de unde 1552
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Noul intervăl va fi 2 şi 28 — 0,03 = 2,77. Avem 

„ _ (2,77) _ 
= sa 0,006, 

deci intervalul este 2 şi 2,07 — 0,006 = 2,784, Aplicăm aceiaşi metodă noului 
interval şi avem PE 

m __ P (2.764) 
(2,764) 

Deci rădăcina este aproximativ — 2,1639, 
Intrebuinţâhd aceiaşi metodă şi la intervalul (— 1,0) se găseşte că rădă- "cina este — 0,2251. . 

== 0,0001.   

132, Exereiţii, 1, Să se calculeze rădăcina pozitivă a ecuaţiei 

z3 — 22 —5=0, 
R. 2,09445. : 
2. Să se afle cu patru zecimale exacte rădăcina pozitivă & ecuaţiei 

| zi —72—7=0, 

R. 3,0482; 
3. Să se rezolve ecuaţia 

20 3 — 30 -k19272—1=0, 

R. 0,1127; 0,5: 0,88729, 
4. Să se rezolve ecuaţia 

20 3 — 2422.14 3=0, 

R. —0,31469; 0,44608 : 1,06865,. 6 
5. Ecuația | 

cita —422—1324+4=0 
are o rădăcină în intervalul (1, 2). Să se afle cu patru zecimale exacte acea rădăcină, - 

R..1,6369. 
6. Să se calculeze cu cinci zecimale exacte rădăcina pozitivă a ecuaţiei 

2 — 132 —28—0, 

R. 4,40034, 
7. Să se împartă o jumătate de sferă de rază 1 în două părţi echivalente printr un plan paralel cu baza, 
R. Distanţa dela centrul sferei la planul căutat fiind z; obţinem ecuaţia 

fa=a—3a4+1=0, | 
Trei rădăcini reale ; una pozitivă în intervalul (0; 1) egală cu 0,347, 
8. Fie 

fin =(24+a) (2-22) 0 
şi —1<a <l; stiind că (2) 0, să se arate 

1% Că ecuaţia f (2) ==0 are toate rădăcinile reale,
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20 Că una din. rădăcini e cuprinsă între O şi 1 (1>0 

„80 Presupunând oz0, dacă ecuaţia are două rădăcini egale, ele sunt 

egale cu z.. 
40 Să se calculeze cu trei zecimale exacte rădăcina pozitivă a ecuaţiei, 

când a=2, l=e=l. | 

R. 10 Se vede că şirul 

F(— 0) FD f (e) (/ d 

are numai variaţii. ” 

20 Rădăcinile derivatei fiind z,, za, & > Za, tz > 0, şirul lui Rolle va îi 

căci este o limită superioară a rădăcinilor. Şirul trebue șă prezinte numai 

variaţii, căci rădăcinilă ştim că sunt reale. Insă 

= =ot lest o 

deci o rădăcină este între z, şi 7. 

30 Căci din primul şir ar rezulta că' ecuaţia are patru rădăcini, fiind trei 

intervale, într'unul fiind o rădăcină dublă. 

4" Se va, calcula rădăcina pozitivă a ecuaţiei 

pă 2a2--z—1=0 

şi se obţine z=0, 802. ! ? 

9. Să se calculeze prin rezolvarea unei ecuaţii de gradul al treilea va- 

loarea lui sin 500. 
S 1 

R. Se ştie că sin 300 = sin 15% = > 

sin 3u = 3 sin a — 4sin?u, 

Se- pune u — 50 şi sin 500=— a. Se calculează rădăcinile ecuaţiei 

| 8z3—6z4+1= 

Se aplică teorema lui Rolle; intervalele sunt 

(— 1; —05), (0; 05), (045; 1. 

Obiinem cu trei zecimale exacte sin 50 = 0,766. . 

10. Să se discute ecuaţia 

(sin 2) = sin z-t sin? — a 20, 

Să se afle forma arcelor când a= 3: 

R. Se pune sin z=y şi aplicând teorema lui Rolle ecuaţiei £ (3) = 

obţinem şirul 

i ' 2 
ed r7-g o mw. 

4 ' 

—a za —a 2—a
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4 | 4 Când 0<a< 3 Sin z are trei valori; dacă 57 < a <2,osingură valoare. 

Ă 1 a 1. > Când a = z' o rădăcină este — 3” iar arcele corespunzătoare sunt 210, 
180, 1800 2 540, 

11. Să se discute ecuaţia 

z3— 32 —3z-+a=0 
şi să se rezolve când «= 2. Să se calculeze cea mai mică rădăcină pozitivă cu trei zecimale exacte. | 

R. Şirul lui Rolle depinde de semnul câtimilor a — 5 +- 4 V2, a—5.— 46. Pentru 5—4 V> <a<5+4 V2vom avea trei rădăcini reale. Când a =2, „. rădăcina este egală cu 0,476, 

12. Intrun cere O să se ducă. o coardă A B, astfel că ducând tangentele A C, BC, suma AB-+ OC să fie egală cu un număr dat a. Să se examineze cazurile particulare g.=— 2Rşia=R: 
În ultimul caz să se calculeze raportul între distanța coardei AB de centru, şi raza R, cu patru zecimale exacte. 

R. Insemnând.. cu distanţa, dela centru la coarda A B, ecuaţia pro- blemei este 
- 

[aa ţe(0t 4 RD—2a Be Rio, 
Când a=2 R, două rădăcini reale în intervalele 

9 (te) 
Când a=R, o rădăcină este B şi una reală în intervalul (0, R), 
Raportul căutat este egal cu 0,6342, 

13. Dându-se tg3a= 2, să se calculeze cu trei zecimale valoarea nega- * tivă a lui tga. Să se găsească arcul corespunzător valorii aflate, ştiind că ta 63026 =2, 
- | 

R. tg3a= 

  

3tga—tg?a 
1 
iza 3 isa=z, 

f(z) = 2—6a02 — 324 2= 0; rădăcina în intervalul (— 10). Se face trans- formata în -— a şi se găsește a = — 0,805, 
Se dă 3a = 68:26, 1800.4-63%26;, 360 63096”, 

a= 3 63026", 6002 L-68026, 12007 63026”. 

In cazul problemei a == 600 + z 630%26”,
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Ecuaţii transcendente. 

133. Generalităţi. Orice funcţie care nu este algebrică se 

zice transcendentă. Când prima parte a unei ecuaţii (a doua fiind 

egală cu zero) conţine funcţii transcendente, ecuaţia se zice trans- 

cedentă, De exemplu, sinz—z=0; a — logr=0. 

Nu este o metodă specială pentru rezolvarea ecuaţiilor trans- 

cendente. Rezolvarea unora se reduce la rezolvarea de ecuaţii alge- 

price. Aceasta se întâmplă când ecuaţii dată nu conţine decât 

aceiași transcendentă, sau mai multe care se pot exprima în funcţie 

de una singură. De exemplu, pentru ” 

asina-t bcosz-te=0, 

se pun6 ia . 

ip La=y, sina= 29, cosa = IT, 
2 aa 1 

şi se va obţine o ecuaţie algebrică. 

Alt exemplu, este ecuaţia transcendentă 

ae bet Feet? 4 1=0, 

care se reduce la ecuaţia algebrică | _ 

| ay by-k...+1=0, 

punând €=y, 2z=Ly. , 

Aproape fiecare ecuaţie transcendentă se studiază în mod 

" special, și ca să ne dim seamă de diveysitatea acestor: probleme, 

să considerăm ecuaţia e*=—0, care mare nici 0 rădăcină reală 

finită, pe când ecuaţia sinz= 0, are o infinitate de rădăcini. 

134. Am văzut că toate procedeele pentru discuţia și rezol- - 

Yarea ecuaţiilor algebrice, erau întemeiate pe consideraţii de gradul 

ecuaţiei sau pe consideraţie de continuitate, căci prima parte a 

unei ecuaţii algebrice fiind un polinom, este o funcţie continuă. 

Deci și la ecuaţiile transcendente, pentru care vom ști că 

prima parte este o funcţie continuă, se vor putea aplica proprie- 

tăţile bazate pe continuitate. 
| 

Intre aceste proprietăți, se pot aplica cu folos următoarele. 

I. Când prima parte f (2) a unei ecuaţii transcendente, 

f(2)=0, este o funoţie continuă în intervalul (a, b), şi dacă
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/(a) şi /(b) sunt deasemenea contrare, ecuaţia /()==0 are o rădă- cină reală cuprinsă în acest interval; când sunt de acelaşi semn, avem un număr cu soţ sau nici o rădăcină reală, 
II. Teorema lui Rolle subsistă pentru ecuaţiile transcendente, şi studiul ecuaţiei derivate poate ajuta la separarea rădăcinilor, 
III. Odată rădăcinile separate, ne putem apropia de ele între- „ buinţând metoda lui Newton sau prin părți proporționale. 
135. Să se rezole ecuația 

(a) = cos —2a=0, | 
Avem f'(2)= —sin z—2=0; f'(2)=0 nare nici o rădăcină, deci șirul lui Rolle se reduce la fi— o), f(-+ e); prin urmare numai 0 singură rădăcină reală poate să aibă ecuația f(2)=0. 

"Substituind 0 şi i avem 

r0)=s,: rez 
= 

- - 
T . ss EI se . * 

: 

deci în intervalul (0,2) există o rădăcină.- Pentru a ne apropia de 

ea substituim numere mai mici şi găsim 

£(10%) = cos 100 — 2 are 100, - 
Pentru a calcula valorile naturale ale funcţiilor trigonometrice». ne vom servi de, tabele, de exemplu ale lui Dupuss, cu 5 zecimale, și vom căuta la pagina 149 (Lignes trigonometriques nalturelles). Pe prima coloană sunt scrise gradele şi ne servim la aceste tabele identice ca la tabela logaritmilor liniilor trigonometrice, observând numai că se dau, valorile pentru arce din 80 în 30 minute. 

“Găsim cos 100== 0,985... Mai rămâne de calculat lungimea ar- cului de 10%, care se află tot în aceleași tabele, pag. 130 şi aflăm „(vaza cercului fiind 1) E 

“are 10%= 0,174, 
luând numai trei zecimale. Deei 

£(10% = 0,986 —2.0,174= 0,637 >0. 
In mod analog, avem 

£(200) = 0,940 —2.0,349= 0,242 >0. 
F(30%)= 0,866 — 2.0523 = —0,180<0.
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Rădăcina este cuprinsă între 200 și 300. Aplicăm metoda lui 
Newton. Fiindcă f“(2)= — cos este negativă în interval, curba 
are convexitatea în sus (Fig. 45). 

Calculăm deci 

  

  

y 0,242 | | 
| = £(300) — — 0,180 __ 

! £'(300)  —sin300—2'; 

! 0,180 _ 
O = Taz h 25 0,072. 

Să vedem câte grade co- 

-0,4180  respund lui 0,072. La pag. 130, 
- tabelele lui Dupuis, lui 0,069831 
corespund 4%; rămâne 

Fig. 45. 
0,072 — 0,069813 =0,002187; 

dar lui 0,002036 (coloana minute) corespund 17” şi Tămâne 

0,002187 —0,002036=0,000151,: 

care corespunde lui 31%. 

Rădăcina este 80%— 407'31”= 2595929”. 
! 

- 136. Observare. Pentru separarea rădăcinilor unei ecuaţii 
transcendente și aflarea numărului lor, putem întrebuința uneori 
metoda geometrică, în modul următor. Scriind ecuaţia 

f(a)=cosz—2x=0, sub forma cosz=2a, să punem 

y=cosz, y=2a, 

şi să construim curbele reprezentate de aceste ecuaţii. Punctele lor 
comune având ordonatele egale, rezultă că vom” avea cosr=9a 
şi deci absoisele punetelor de intersecţie sunt tocmai rădăcinile 
ecuaţiei date cosz—2z=0. | 

Insă y=2a reprezintă o dreaptă (Fig. 46), care trece prin 
originea axelor de egordonate și se construeşte făcând z=1, de 
unde y=—2, și unind acest punct cu originea O; y=cosa repre- 
zintă o cosinusoidă, adică variaţia cosinusului şi anume când 

n _ 
z=0, y=1; z=3 y=0; a=1, y=—1, ete. (Fig 46). 

Curbele având numai un singur punct de intersecţie, abscisa 
"Om, a punctului M, este rădăcina ecuaţiei. 

N. Abramescu. Algebra Superioară el. VIII, ed. 8. ii
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Deci ecuaţia are o singură rădăcină reală cuprinsă între 0 
„7 , . x > şi i prin urmare, cu metoda geometrică aflăm atât numărul rădă- 

cinilor reale cât și intervalele rădăcinilor. 
137. Să se rezolve ecuația 

a = 2, 

E avantajos să aplicăm 
logaritmii şi avem     

a log z= log 2. m -% 

Fiindcă log2=—0,30103 ÎS 
avem de rezolvat ecuația 

f(a)= a log a— 0,20103 ==0, 

Scriind | Fig. 46. 

0,30103 
„loga = 

z 
vom construi curbele 1 și II (Fig. 47) având ecuaţiile 

0.30130. 
y>logz, = 

Prima, y=logz, este funcţia logaritmică şi când a variază 
dela 0 la +oco (numerele negative nau logaritmi), 7 variază dela 
—s la Foo. Curba 

  

  

y 

p= 9B0IB, ay = 0,30103 

reprezintă o iperbolă echilaterală, O 
având axele de coordonate ca 
asimptote (Fig. 47), ă 

Curbele tăindu-se în punctul 
M, avem o singură rădăcină reală 

“mai mare ca 1.   

  

Avem Fig. 47. 

f'(a) = loga -Flog e, 

(„a —— OBE... 
f"(a) i 

£(1)= — 030103 <0,
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f(9)=2lo0g2—log 2= =0,30103>0. 

- Fiindcă £“(2)>>0 în intervalul (1, 2), curba are , dispoziţia - 
fig. 48. Aplicăm metoda lui Newton şi avem 

pa DO 2 030108 04 
70) 0,30103 -+- 0343429 i 

căci loge=0,43429 (Dupuis, pag. 33). 
Deci intervalul este (1; 1,6). 

Avem din nou, 

(1,6) __ 0.2556 
= fă, 1,6) 0,63841 

  

  

= 0,0403; 
0,3003 

Fig. 48 urmează că valoarea -apropiută a rădă- 

cinii este 1,559. 
. ? 

138. Să se rezolve ecuația 

flo) =a—tga=0, 

Vom: construi curbele y=z, y=tga; prima (Fig. 49) repre- 

zintă bisectoarea întâia a axelor de coordonate Oz și Oy; y=tga 

reprezintă curba tangentoida. Dreapta tăind ramurile curbei, ecuaţia 

are un număr infinit de rădăcini reale, căci „tangentoida are o 
infinitate de ramuri. 

+   

O 
237] 3E| - "ZARA 38 fa 

2 2 

  
Fig. 49. 

După cum se vede din fig. 49, intervalele. rădăcinilor sunt 

07) (esti (eta) (Cca)
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Pentru a calcula rădăcina ecuaţiei 

fl) =a—t9z=0, 

, . 371 IE . . N cuprinsă în intervalul (n, i) să substituim 250* și 2600 şi avem 

arc 250% = arc 70% Mare 1800 = 1,92173-+ 3,14159, 

19 250%=— 19700 ==9,747, 

arc 260%= arc 80%-+- are1800 = 1,39626 + 3,14159, 

192600 =19800= 5,671, Ă 
_7(2500)== 1,61632, £(260%)= — 1,13315. 

„Deci avem o. rădăcină între 2500 şi 2600. Avem în acest interval 

1 

cos? 

F' (0) = —2iga(1+kig2)<0. 

(2609) 
“7'(2609) 

Se găsește = 2600 —901' 9” = 9570 59'587, 

139. Să considerăm ecuaţia lui Kepler 

  f' (2)=1— =—ipa, 

  == 0,0352. 

G=nt=u—esinu, 
1 5 a unde e=— —— se numeşte excentricitatea pământească (a orbitei pă- 60 

mântești), u este un unghiu necunoscut, numit anomalia excentrică, 
„a , a, Pi SA nt tot un unghiu numit anomalia mijlocie, n = pe numit viteza 

unghiulară în orbită, valoare constantă şi egală cu 59' și în fine / 
fiind timpul exprimat în zile. 

Rezolvarea acestei ecuaţii constă în a găsi valoarea lui 2 la 
diferite epoce de timp, adică a găsi expresia unghiului + pentru 
diferite valori ale lui t (în zile). 

Făcând 2=30, ecuaţia de rezolvat, este (înlocuind necunos- 
cuta 4 cu 2). 

z— o sin 2259 X 30, 

Insă lui 59 corespunde lungimea 0,017162 și deci ecuaţia 
devine 

f()= 602 — sin a— 30,8916=0.



— 165 — 

O scriem sub fărma 

| 60 z— 30,8916 = sn z. 

şi construim curbele 

y= sina, y = 602— 30,8016, 
Prima ecuaţie | = ay 

y = sin z, 

reprezintă sinosoida (Fig. 50); a 
doua ecuaţie -zi 

y=60z—30,8916  - 

reprezintă o linie dreaptă, care se 

va construi unind punctele unde 

tae axele de coordonate(1) (Fig. 50). 

  

  Pentru a găsi unde tae pe Oz, | -30,8216 
şi pe Oy, vom face, respectiv în | 

ecuaţia dreptei y =0 și a=0 

şi vom găsi 0,51486 și —30,8916. Fig. 50. 

Aceste curbe tăindu-se numai în punctul M, ecuaţia are o 

singură rădăcină reală cuprinsă în intervalul ( =) 

Avem y 

£(200)== 20,94396 —0,342.—. 
30,8916 = -—10,28964, „aaa 

  £(800)= 0,02484. 

Rădăcina este deci cuprinsă 

între 20 şi 300. Să vedem ce 
formă are curba y=/f() în acest 

interval. Avem 

flz)=60— cos, f'(a)=sinz; 
fiindcă f/“(2)>>0, curba are con- 
vexitatea în jos (Fig. 51). 

Deci 

z 

  

  

CT 59.134 E 
k = 0,000411. 

() Dreapta fiind foarte înclinată faţă de Oz, s'a exagerat înclinația ei 

pentru a obține intersecţia cu sinusoida într'un punct distinct de origine.
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Insă lui 0,000411 îi corespunde 1' 24”; deci valoarea lui a 
este 2959' 60” — 1'94”=29058' 36”, 

140. Exerciţii, 1. Să se discute ecuaţia 

& — 2 sin z=0, 

şi să se calculeze rădăcina cu patru zecimale. 
R. = 1,99549, sau 1080 36; 132, Se construese curbele 

1 7 „a. 
y=3z Y=sing. 

2. Să se rezolve ecuaţia 

3sing=22, * 

3. Se construesc cnrbele y=3sina. y=27, , 
Inspre & negativ, avem o infinitate de rădăcini, înspre & pozitiv numai 

două rădăcini reale. Se aplică logaritmii şi avem 

(20) == 2 X0,30103 — fog sin z — 0,47712 =0, 

7 (200) = 0,349 X.0,301603 —1,53405 — 0,4712 = 0,09387947, 

F' (300) = — 0,01865131, 

z = 2004-6001; 292+ sau 0,454174; 

£(90%) = — 0,0042633, (1000) = 0,054827, 
| ae = 1000 — 8o 18' 28, 

3. Să se rezolve ecuaţia 

2igz—a:=0, 

2 

R. Se construese curbele v=3 (parabolă) şi y=9z. O infinitate de 
rădăcini. Se aplică logaritmii şi avem 

log 2 109 19 1 =2 log e. 

O rădăcină este 2650 — 20 87%. 
4. Să se rezolve ecuaţia 

2? — 10 log e —10=0, A 
R. Se construesc curbele g = ae? — 10 şi = 10 log. Sunt două puncte comune; două rădăcini egale cu 0,1002 gi 4,0029 
5. Să se separe rădăcinile ecuaţiei 

ez a —2=0. 

R. Se construese curbele g=ez şi y=2—z2, Sunt două puncte comune; 
două rădăcini reale în intervalele (—V2; —1), (0; 1). 

Se consideră ecuaţia f(2)=z log e — log (2 — 22)=0, z=1—03, 
6. Să se separe rădăcinile ecuaţiei 

2% L(241)—10z24+1=0..
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R, Se discută ecuaţia 

fl) =2Lţe-+ 11041 =0, 
a cărei derivată e algebrică. Şirul lui Rolle este 

on lg) ro | ro ro ro 
— pa 

Două rădăcini reale în intervalele (0, 1; 0, 2), (147; 148). 

1 | 
7. Să se studieze variaţia funcţiei y = e2și să se separe rădăcinile ecuaţiei 

1 
Bez —4=0. 

r 

Să se găsească partea întreagă a rădăcinilor reale, 
R. Luând derivata p”, curba porneşte dela — co, creşte până, la O, ceeace 

se vede făcând a = — e, apoi sare bruse la -|- co când & = s (0 este un punct 
de discontinuitate), de unde scade până la un minimum egal cu e, pe urmă 
creşte până la -|- co, Pentru ecuaţia considerată, două rădăcini rele cuprinse 
în intervalele (0; 1), (2; 3). 

8. Să se discute ecuaţia : 

sin3 a + cos2z = a. 

| 
, - a 1 

Să se rezolve când a= 3: 

R. Ridicăm ambele părţi la pătrat, se înlocueşte 
sin6 4 4-cos6 z = 1 — 3 sin? x cos: a (sin2 5 -- cos?), şi luăm ca necunoscută 
sin 2&; se discută ecuaţia -. 

[D= 340 — 0) =0, 
- 1 , , : A Când —1<a<— Ya două valori acceptabile pentru sin 2 &; când 

_ 

—jia <a <—= fa una acceptabilă ; când —— js <a<l, două acceptabile. 

Când al, sin 2 = — 0,88; deci 

2 a = 6204-1800; 3600 — 620; 620-p 1800 -+- A. 3600; 3600 — 620.4. 4, 3600, 

Sisteme de ecuaţii. 

MI, Generalităţi. Fie , 

Fa) AF Asa. Ama + Am, 
| F(a) = Boa"+B IA. Fr Brat Ba 

două polinoame întregi de gradele m și n, care admit un divizor 
comun 2—a; adică
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(1) i F(2)=(2—a) F, (2), 
(2) f(a)=(a—a) fi, (2), 
F, (2) şi A (2) fiind polinoame întregi de grade m—1 și n—1. 

Să înmulţim. relaţia (1) cu f, (2) şi (2) cu F, (a) și apoi să le 
scădem ; găsim 

(3) O POAM—F0) Pi(a)=0, 
Insă această egalitate este adevărată pentru orice valoare a 

lui z; deci este o identitate. Prin urmare, coeficienţii diferitelor 
puteri ale lui z din polinomul (3) trebue să fie nuli. 

Rezultă deci că dacă polinoamele F (2) şi f(z) de grade m 
şi n admit un divizor de gradul întâi, există două polinoame de 
grade m—1 și n—i, “ 

Fe (0) Zap Pita, af... an-a, 
fn (0) 3 Bo 2024 Bu an2-F.. Baa, 

așa încât expresia , 

FA (0—7(o0F. (2) 
să fie identic nulă. R 

Reciproc, când există două polinoame F, (2) şi fi. (2) de grade 
m—l şi n—1, care verifică identitatea - 

F(2) A (2)—f (2) F. (2)==0, 
F(2) şi £() au un divizor comun de gradul întâi, 

In adevăr, din relaţia dată, deducem identitatea următoare 

File) ful) 
F(a) “FE, (2) 

care arată că termenii f(z), F(a), ai fracţiei întâi, trebue să aibă 
un divizor comun la gradul întâi, căci gradele m—1 şi n—1l 
ale polinoamelor f, (7) şi F, (2) sunt cu o unitate mai mici ca ale 
lui f(2) şi F(2) şi deci fracţia 

ZI a 
E (2) 

  

—
 

trebue să se simplifice. 

142. Eliminarea unei necunoscute între două ecuaţii. Fie 

F(2)= Ac 2-F Aa tf... An=0, | 
A £ (2) = Boz FB +... B,=0,
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două ecuaţii algebrice de “grade m și n care admit o rădăcină 
comună z=a. 

Să presupunem că am putut rezolva una din ecuaţii, de exemplu 
pe F(2)==0 și am găsit valoarea necunoscutei a în funcţiune de 
coeficienţii A ai ecuaţii. | 

Această valoare a fiind rădăcină și pentru a doua ecuaţie 
f(2)==0, rezultatul înlocuirii lui 4 cu a în f(z), trebue să fie nul. 

Deci, în cazul când ecuaţiile au o rădăcină comună, va exista 
o relaţie între coeficienţii celor două ecuaţii, care se numește el- 
minantul sau rezultantul acelor două ecuaţii, iar înlocuirea valorii 
lui 2 din prima ecuaţie într'a doua se zice eliminarea lui a între 
cele două ecuaţii. De fapt, a elimina pe z între ecuaţiile date, în- 
semnează a scoate valoarea lui z dintr'una și a o înlocui în a doua. 
Insă pentru a elimina pe z, sau cu alte cuvinte, spre a găsi rezul- 
tantul celor două ecuaţii, nu vom proceda în felul cum s'a zis mai 
sus. Pentru a găsi metode practice de eliminare, ne vom baza pe 
faptul că cele două ecuaţii au o rădăcină comună. 

143. Metoda lui Bâzout. Pentru ușurință, să presupunem 
m=5, n==3 şi să ne propunem a elimina pe z între ecuaţiile 

F(2)=Ao 5-A, at Aa z5-F Ag 22-A, As=0, 

f(2)=>= Bo 2% As a2+ Ba + B3=0. 

Ecuația F(2)=0 și f(2)=0 având o rădăcină comună, poli- 
noamele F(z) și f(z) au un divizor comun de gradul întâi şi deci 
(Nr. 141) există două polinoame de gradele 4 şi 2, 

F, (2) = ao 4 a, 25-a a2-F as z-ka,, 
film) =fBe 22 Ba et Ba, 

așa încât să avem 

F (2) (Bo z2+f, +8 — file) (20 ze Fa) 0. | 

Anulând coeficienţii lui 7, €...z, avem 

Aofo — Bo %0=0, 

As Bot Ac fi —B 49 — Be du =0, 

As Bo-F As Bir Ac f2— Ba —B, a — Ba da =0, 

As Bo As Ba Au Bo — Ba ay — Be 2, — Ba da — Bo 4s=0, 
Ac Boo As Bi As Ba — Ba ct — Ba ca —- Bi as — Boa, =0, 

As Bot Aa BF As Ps — Ba as — Ba as —Ba a, =0, 

| As Bit A Pa — Ba as — Ba, =0, 

| As Ba — Asu =0,
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Am obţinut m-t+-n==8 ecuaţii omogene în raport cu 8 necu- 

„ poscute %9 Qi, , fo... Bz. Acum, sau necunoscutele Goe. Gay... Ba 
sunt toate nule și atunci determinantul coeficienţilor este diferit de 

zero, sau necunoscutele nu sunt toate nule şi atunci determinantul 

coeficienţilor acestor ecuaţiei este zero. Insă ele nu pot fi toate nule, 

şi deci trebue să avem căci par mai exista polinoamele F: și fi 

Ac 

A 

A 

As 

A, 

As 

0 

0   

0 

Av 

Aa 

A 

As 

A 

As 

0 

0 

0 

Ao 

A 

A 

As 

A, 

As 

Bo 

B 

BR: 

Bs 

0 

0 

0 

0 

0 

Be 

B 

Be 

B; 

0 

0 

0 

Desvoltând acest determinant şi 

rezultantul celor două ecuaţii. 

0 

0 

Bo 

B, 

B 

Bs 

9 

0 

0. 

0 

0 

Be 

B, 

B2 

B; 

0 

0 

0 

-0 

0 

Bo 

B. 

Ba 

Bs 

egalându-l cu 

144, Aplicaţie. Să se elimine z între ecuaţiile 

Az+Bza-+0=0, 

A+ Ba+O=0. 
Avem 

ni 

C, din a doua înmulțită cu C şi avem 

lo
 
-
-
:
 

0 

W 
p
o
 

0 

Acest determinant se rednce la 

Q
i
 p
 

R
A
E
 

eo
 

0 

Pentru a desvolta acest determinant, scădem coloana a patra înmulțită cu 

A 0 A 

B AQ'—CA Bi 

C BO—CB 

0 0 0 

A 0 

B  AC—CA 

C  BC'—CB' 

0 

A 

B 

a 

PU 

B' 

C* 

=0, 

  
zero, se obţine
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In fine, scădem coloana a treia înmulțită cu A, din prima înmulțită cu 
“A' și avem . Ă 

„0 O 4 - 4 

AB—B'A AC'—CA'B' |=0 

CA—AC BO—0B' QC 

Desvoltând, găsim . 

(AC'— CA= (AB'— BA!) (BO — CB). | 

145. Metoda lui Sylvester. „Fie ecuaţiile 

E(2)= Ac gt As af Asa? AsztA =0, 

A2)= Bo 2%+ Bz? + Boa + Bs=0, 
- între care vrem să eliminăm pe a. Aceasta însemnează că ecuaţiile 
admit o rădăcină comună z. Insă acea rădăcină verifică şi ecuaţiile 

| 22 F(2)=0, zF(0)=0, Fla)=0, 
2 f(2)=0, f(=0, zf(0)=0, fld=0, 

adică 

Apt A z5-FAs t-FAs 25-A = 0, 
Aog5-tAst-FAzz-Asa?--A,z = 0, 

Ao zi-FA, a3-F- A, a Asa -FA, = 0, 

, (4)i Bo*-t-Bu 25 Bart Bsz = 0, 
” Boyz+ Bat+ Boa+ Baa? = 0, 

Boat B,32+ Bo 224 Bsa=0, 

Boz?+B, a?-+ Ba z+ B3=0. 

Am obţinut 7 ecuaţii liniare cu 6 necunoscute zf, zt..a. 
Insă, din primele şease ecuaţii putem scoate valori pentru aceste 

necunoscute, pe care înlocuindu-le în a șaptea, găsim condiţia ca 
sistemul să fie compatibil. a 

Aceasta însemnează că se elimină 2%, z:,.. între ecuaţiile de 
mai sus, ceeace se obține scriind că determinantul coeficienţilor 
este nul. Deci 

A A. A As: A 0 0 

O  Ao: A A2 As A 0 

0 0 Ao A, As A3 A 

R= Bo B, Ba Bs 0 0 0 =0, 

0 B, B B2 B3 0 0 

0 0 Be Bi B2 B 0 

0 0 0 8 B B B
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Am obţinut, rezultantul sub forma unui determinant de or- 
dinul mtn=7. | 

Se poate Observa, că schimbând liniile în coloane, determi- 
nanţii obţinuţi cu metodele lui Bezout şi Sylvester sunt identici. 

146. Metoda lui Cauchy. IL. Vom presupune mai întâi că 
ecuațiile F(2)=0 şi f(2)==0 sunt de acelaşi grad, adică 

F (= Ao a As 24... An =0, 

f(2)= Bo2"+B. zn-i-F PF Ba==0. 

Să le scriem sub forma 

| Ap = — (As pF... -FAn); 

Boa"= — (Bam 1-+...+ Br); 

„Av A, pi = — (Az a 24. Fr Am), 

„Boa Bar — (Baa 2+-...+Bn); 

Să dividem respectiv epalitățile alăturate; deducem 

| Aso Arata 
B B.am14...-k Am 

Aa Aa Asa An 
Boz+B  Bra2+...-FBrn 

Aoa?2-FA, at A — As Fe FAn 

Bo 224 B, z-+Ba Ba 23. Ba 

Ao ami FA, ama. Ama — An , 

Bo aqm + Bi: 224 PF Bn— Ba 

Gonind numitorii, se vor pune aceste n ecuaţii sub forma. 
întreagă, iar coeficienţii diferitelor puteri ale lui z vor fi funcțiuni 
întregi și de gradul întâi în raport cu coeficienţii ecuaţiilor date. | 

Sistemul va fi de forma 

Asa 27 i-- Asa 22. Ain =0, 

As aL Aza gn2 FF As m =0, 

Am aL A ma 2-4 -F Ann =0. 

    

(5) 

Am obţinut deci, m ecuaţii cu m—1 necunoscute al,
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a, a. a. Dacă ecuaţiile F=0, /=0 au o rădăcină comună z, 
acea rădăcină verifică sistemul (5); deci, acest sistem este compa- 

_tibil şi prin urmare determinantul coeficienţilor trebue să fie nul 
adică | 

Au An o... As n 

N R= Asi Az3 ... As m =0, 

Anu Ă ma ... Amm. 

Se poate uşor observa că Am=Amu, AzmSAmauu.; deci 
determinantul R având elementele, de aceeași parte a diagonalei, 

egale, este un determinant simetric, 

Reciproc, dacă R=0, sistemul (5) este compatibil, adică ecua- 
țiile (5) admit o soluție comună; deci și ecuaţiile din care am 
dedus pe acestea au o rădăcină comună și prin urmare şi ecuaţiile 
date f(2)=0, F(2)==0, au o rădăcină comună. 

Aplieaţie. Să se elimine z între ecuaţiile 

Az?+ Bz-PO0=0, A+ Be 0=0, 
Avem — 

_Bz+0. Az+B _C. 
Bz4+0 A'z+ BO 

(AB'— BA) a -+ AC'— CA'=0, 

(A0'— CA”) z + BC'— 0B'=90, 

Eliminând pe z, găsim 

AB'— BA! AO—CA |_-. 
AQ — Ca! BO—CB |? 

  A a 

sau ” “ 

R = (AC'— CA") — (AB — BA) (BC'— CB')=0. 

147. II. Cazul când ecuațiile F(z)=0, f(2)=0 sunt de 
grade diferite. Fie ecuaţiile | 

F(2)=Ao at A 25-A A2 22 As a A =0, 

f (2)=Be a2+B, a+B= 0. 

Inmulţind a doua cu z?, ca să fie de grad egal cu prima, 
aplicând metoda lui Cauchy ecuaţiilor de acelaşi grad F(2)=0 și 
a? f(a)=0, avem _ 

Ac _ As 29tAza?tAsz-FA, 
Bo Bu ză + Ba”
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Aoz-t As Asa?t AsztA, 

Boz + B. , Ba a 

Aducând aceste ecuaţii la formă întreagă, avem 

An 29 Asa 22-F Aus Zr As =0, 

Azi 25-F A2 22-A +A, =0. 

! Am obţinut prin urmare, numai două ecuaţii, care să presu- 
punem că au necunoseutele z:, a?, g. La acestea vom adăuga încă 

- două ecuaţii, zf(2)=0 şi f(2)=0, care împreună cu (6) să facă 
4 ecuaţii, adică numărul ecuaţiilor să fie cu 1 mai mare ca al ne- 
cunoscutelor; deci, pe lângă sistemul (6), mai avem ecuaţiile N 

afla)= Boz?+ Bu a2-+ B z=0, 

flo) = Boa2+Bz +B =0, 

căre sunt verificate toate patru numai de trei necunoscute z:, a, e. 
Prin urmare, determinantul coeficienţilor ecuaţiilor (6) şi (7) 

este nul, adică 

(6 

(7) 

| As Ana Aa Au 

R= Az  A22 Asa Aa2 =0, 

Bo B B 0 

0 Bo B B2 

Observare. După cum se vede, prin metoda lui Cauchy, se 
pune rezultantul sub formă de determinant de un ordin egal ci cel 
mai mare grad al ecuaţiilor, pe când, cu metoadele lui Bexout și 
Sylvester, determinanții erau de ordine mai ridicate. 

148. Calculul rădăcinii comune la două ecuaţii. Fie 
F (2)==0, f(z)=0, două ecuaţii care au o rădăcină comună. 

Am văzut, că rezultantul sau eliminantul lor era nul. Insă 
acea rădăcină comună, z, verifică deodată mai multe ecuaţii; așa, 
cu metoda lui Sylvester, rădăcina verifica sistemul (4), iar cu me- 
toda lui Cauchy, rădăcina verifica ecuaţiile (6) și (7). 

Deci, pentru a găsi rădăcina comună la două ecuaţii, ne vom 
convinge mai întâi că ele admit în adevăr o rădăcină comună, ob- 
servând dacă rezultautul ecuaţiilor este nul. Apoi, pentru a calcula 
rădăcina comună, se va rezolva în raport cu necunoscuta a, fie şease
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din ecuaţiile sistemului (4), fie trei din ecuaţiile (6) și (7), şi vom 
avea pentru fiecare caz 

Ao A As As A, 0 

O A A A A 0 

"0 0  Ao Aa AA, 

  

Bo Bi B2 Bs 0 0 Azi Asz=Aau | 

0 B. B. B2 :B3 0 Azi Azs—Az 

0 0 B B B2 0 B B 0 | 

Ao A A2 A3 A 0 Asa Aaa Ass | 

O A A. A As A, Azi As să 
„3 
1 
a 0 0 Ao A A2 As LB B B 

B B B& B 0 0 ” 

0 Bo B. B B3 O 

0 0 Bo B. Be Ba 

149. Aplicaţii. [. Să se rezolve ecuaţiile . 
a —424+3=0, a2—2a4+a=0, 

știind că au o rădăcină comună, 

    
Aplicăm metoda lui Cauehy ecuaţiilor 

gi —4z4+3=0, p3— 2aA-az=0. 
N 

Avem 

4243 a _—4a43 
—2ațaz!  p—2 az 

& 

1= 
  

Considerăm ecuaţiile | 

| 2a—(4+ax+3=0, 
(9) | (at 4)a—1la24+6=0, 

| m — 2 ka=0, i 

Condiţia ca să aibă o rădăcină comună este 

2 —a—4 3 

ad MN 6 =90, 

1 —2 a 

De unde | ) | . 

a14+8a2—18a-+9=0, a=1
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Rădăcina comună se obţine. rezolvând în raport cu z? și z primele două 
ecuaţii ale sistemului (9); avem 

    

  

— 3 — 4 —a 

—6 —u 
_ __ 9—6a = 524 

e 2 —4 —a| O+8a—6 3 * 

at —1l 

  

  

II. Să se elimine z între ecuaţiile 

aL 20) — ca + 2) =0, 
d(l + 2th — ca (1 — 22) =0. > 

Aplicăm metoda lui Oazcha acestor ecuaţii, care se pot scrie 

azi — ex5 —cr-+a=0, 

Bbzt <k ez — ez + b=0, 

de unde. 

a _—czi—ca-ta | 

d cas — c-ta ? ” 

az—0 zeta, 
  

be —cz+b' 

azi —cx2—c a 

ba ez2 —c dt 

Ele se reduc numai la următoarele două 

z(a+3)+b—a=0, 

a(b—a)ţ2ez—d—a=0; 

de unde eliminând pe z, găsim 

(02 + b)2= c2 (02 — 82), 

Observare. Mai putem elimina pe z între ecuaţiile date, operând astfel 

a(1+ 21) = oz (1 + 23), 

B(U zi) = cz (1 — 22). 

Impărţindu-le, avem 

a _1+?  a_0—b + az 
Da apă 2 

  

= 

aFb 
  

" Inlocuim pe 2 într'una din ecuaţii, o ridicăm la pătrat şi Săsim aceeaşi , 
condiţie.
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150. Rezolvarea a două ecuaţii en donă necunoscute. 
Fie F(,y)=0, f(z,y)==0 două ecuaţii cu două necunoscute a şi g. 
Dacă z=a, y=y, este o soluţie_ a sistemului, avem 

. Pe P(aoa)=0, flropa)=0 
Prin urmare, ecuaţiile F (z, yo)=0, /(,y0)==0 au o rădăcină 

comună o; urmează că rezultantul polinoamelor F (2,0), f(x,y), 
în care z e variabila, este nul. | 

Insă acest rezultant depinde de coeficienţii termenilor în a ai 
polinoamelor; deci este o funcţie întreagă de yo, pe care o notăm 
cu R (0)=0. Rezultă că ye este rădăcina ecuaţiei R (y) =0. Reciproc, 
fie yo o rădăcină a ecuaţiei R (/)=0. Deci R(y0)=0 şi prin urmare 
ecuaţiile al căror rezultant este R=0, au o rădăcină comună ao, adică 

F (o, 1J0)==0, F (ae 10)=0, 

Şi 0; Yo reprezintă o soluție a sistemului, 

Așa dar, pentru a rezolva ecuaţiile date, se va elimina z între 
ele și se va rezolva eliminantul R ()==0. Inlocuind pe y în relaţia: 
(8), care ne dă soluţia comună celor două ecuaţii, aflăm pe z. 

151. Aplicaţie. Să se rexolve ecuaţiile 

E(a, 9) Sat 2dy hop + 2d242ey +7=0, 
9 (2,9) Fapt 2bay + ep 2dz+ 2ey4f'=0, 

Punând | | 

A=a, B=2by+2d, C=e2ey+f, | 

A=a, B=25y-4-2d, C=eptieytf, - î 

ecuaţiile propuse sunt de forma / 

Az?-+ Bz4+-0C= 0, 

A Bz 0=0, ; 

Eliminând pe z între -ele, găsirii relaţia (1) 

(AC' — CA: — (AB! — BA) (BC — 0B) =0, 

care este o ecuaţie de gradul al 4-lea în z. - 

-Vom obţine pentru g patra valori. Inlocuindu-le în ecuaţia care „dă, 
soluţia comună 

(AB! — BA) + AC — CA'=0, 

se obţin patru valori pentru a. - 

Beuaţiile admit patru sisteme de valori, adică un număr egal eu produsul 
gradelor celor două ecuația. 

) - . 
(1). Aceasta se poate obţine înmulţind prima ecuaţie cu A“, pe a doua cu 

A, și scăzând, avem (AB'—BA9) -+ AC' — CA'= 0. Se scoate de aici valoarea 

Ini z şi apoi se înlocueşte în prima ecuaţie Az?+ Bz4+0=0, 

N. Abramescu, Algebra Superioară el. VIII, ed. 8. £ cate > 2 
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152. Exemple. Î. Să se rezolve sistemul 

ap —p=1, 

ah p2— 2a —2y4+1=0, 

Se scad ecuaţiile şi apoi se înlocueşte valoarea lui & în prima; ge dat 
de ecuaţia 

9 (5 —ppP42y—2=0, 
care admite soluţia g = 0 şi alte trei, din care una reală cuprinsă între 1 şi 2, 
Valoarea lui z e dată de ecuaţia obţinută, scăzând prima din a doua, 

. pay 1=0, 
Când g =0, s=1; înlocuind pe y eu celelalte valori, vom mai avea 

pentru z încă trei valori, aşa că ecuaţiile admit patru sisteme de soluţii z=1, 
y=0; 2 = 1,9%, yg=16; celelalte imaginare, 

„Ubservare. Să construim curbele reprezentate de ecuaţiile date. Prima 
ai —p=1 reprezintă o iperbolă echilateră, ale cărei asimptote sunt biseetoa- 
rele axelor, care tae axa 0 în punetele (1, 0), (— 1,0). 

Ecuația z2+g1—22—2y4+1=—0 reprezintă un cere cu centrul în 

punctul (Î, 1), cu raza 1, tangent la axele de coordonate, 

Aceste curbe se tae numai în două puncte de intersecţie ; deci ecuaţiile 

“au numai două sisteme de valori reale pentru z Si 7, care sunt. coordonatele 
punctelor de intersecţie ale curbelor. 

II. Să se rezolve sistemul 

D(r2+y2)—6ay —6(24+7)4+5=—0, 

B+ phay(etrarp—9aytaty4t1=0, 
Vom lua ca necunoscute z-+ V=u ty=v; de unde 

2-a = (Fr y— 2 y=u2—2o, 

zi + pp = (0 +9) —3ey(0+y)=u—3ue, 
Ecuațiile devin 

5u2—169—6uţ+5=0, 

au? u—2duov—lloţi=0, 
Inlocuind în a doua valoarea lui scoasă din prima, avem ecuaţia 

63 — 27 u2 4 Tu —39=—0, 

245 — 90224 24u—13=0, 

care dă valorile lui , două imaginare şi una reală cuprinsă între O şi |. 
La cele trei valori ale lui &, corespund trei valori ale lui , date de ecuaţia 

a 5m—6u45 
16 

Cunoscând u şi 2, se va forma ecuaţia de gradul al doilea 

X2—uX+>=0, 

“sau 

care ne va da pe & şi g. | 
Realitatea valorilor lui şi gy depinde de semnul expresiei 42 — 4.
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Construind în raport; cu două axe perpendiculare, O 2 şi O 2, curbele (parabolele) 
N 1 | 1 

>= mu —6u +5), =, 

se vede că în intervalul (0, 1) valorile lui o, corespunzătoare primei parabole, 
sunt mai mari ca cele corespunzătoare parabolei a doua; deci, între valorile 
u=0,şi u=1, arcul parabolei întâia este interior parabolei a doua. Insă în 
interiorul acestei parabole, semnul expresiei 42 — 4 este negativ, ceeace rezultă 
înlocuind pe « și vcu Oşi 1, coordonatele unui punct al axei O o. Deci, rădăcinei 
reale 4, cuprinsă în intervalul (0, 1) corespund valori imaginare pentru z și ş. 

Prin urmare, sunt trei sisteme de valori imaginare pentru z şi g. In 
realitate sunt şase, din care trei se zice că unt infinite. Acest rezultat se mai 
poate obţine scriind că 42 — 42 >0; de unde înlocuind pe 2, trebue să avem 
u2—6u +5 O adică 1 Cu <6, ceeace este imposibil, căci ecuaţia, de gradul 
al treilea ee dă pe , are o rădăcină reală în intervalul (0, 1). _ 

"III. Să se rezolve ecuația rațională 

1—Vz-Yz=0. 

Se puneV/ zu,  Yaz=o, de unde 

” —utoti=0, 

u2=a =, 

Să eliminăm + şi 2 între aceste ecuaţii. Din prima găsim u=1 + 2, pe 
care înlocuind-o în a doua, avem 

B+ 2o=a—l, si=a, 

Inmulţim prima cu e şi ţinem seamă de a doua; deducem 

| 20—(2—Dota=0, 

+20 —a4+1=0 

De unde, eliminând pe 2, avem ecuaţia 

a (Sa 2=(24+3) (02 4540), 
sau | „83—10z2-Fz—1==0, 

care are o rădăcină cuprinsă între 9 şi 10, 

Alfel, se înlocueşte $ z = y şi se discută! ecuaţia ş2—/2-— 1 =—0, care 
are o rădăcină reală între 1,4 şi 1,5. 

IV. Să se discute sistemul de ecuaţii 

” 254 y9—3zy=0, 

a2— mpa —y—k=0, 

Să luăm ca necunoscute = 24, v=a—yy deci 

1 
ay = pl — 0),
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ză + pă — Say = (+) — 329 (24 y+ 1)= 

— pt) (u+D=0 
ph ay (29) e+y+ Dr 

=>(u+1)—r=0 

ut 3u02— 3424 302=0, 

. u+i 

Talocuind pe 2 în prima ecuaţie, avem 

| fl) = ut — 249 — 324 312 =0, 
Șirul lui Rolle, pentru ecuaţia f (4) = 0, devine 

de unde 

  = 

  ma ri = 15) 70) 7 (25) Fe) 
“ 207 —33V5 20743333 |, 

Fie 
69 — 11V33 69 + 11/33. 

32 > 33 

Din cele ce preced, deducem următoarele concluziuni : 

2 

> 

, 1042 <k?, avem patru sisteme de valori pentru u şi 2 şi deci patru gis- 
teme de valori pentru z şi g, 

20 [2 — h2, două sisteme confundate. 
304 <E2 <2, două sisteme distincte reale. 
4042 = 42, două sisteme confundate. 
50 42 > k2, nici un sistem real, 

In toate cazurile, două din sisteme, care ar trebui să fie în număr de 
șase sunt înfinit de mari. 

V. Să se calculeze VI 1 pe cale algebrică, = li 1). 

Rezultatul va îi de forma af îg. Avem 

Ii = (zip zi — 622 pi i (dig —- 420), 

Egalând părţile reale şi coeficienţii lui s, avem de rezolvat ecuaţiile 

zi — 6 2292 gi =], daty—4ap= 1. 

Punând g = ţz şi împărțindu-le obținem 

(10) HA 45361 —414+1=0, 

Pentru a rezolva această ecuaţie „reciprocă, să punem 

1 (11) = =ui



şi ecuaţia (10) pusă sub forma 

  

1 1 2 — —]—6=0, P-ta (e 7) 6=0 
devine 

m 4u—4=0, 
de unde | 

u=—232V2. 

Valoarea lui t e dată de ecuaţia 

t2—ut—1=0; 
deci Ă 

„a utVuiră _ —2r2Vz+ Vio syă 
T 2 2. , A 

= —izVăzValezi, 
4 şi y sunt daţi de ecuaţiile 

a pi 
41(1—22) 

Vom avea pentru fiecare valoare a lui /, patru valori pentru z; în total 
16 sisteme de valori pentru z şi g. Ă 

153. Observare. Fiind date două ecuaţii 

(12) F(z, 5)=0, (a, 9)=0 
să construim curbele lor reprezentative, în raport cu două axe perpendiculare 
Oz şi Op. 

E 
A rezolva sistemul (12), însemnează a găsi punctele comune celor două 

curbe reprezentate de ecuaţiile date; căci dacă un sistem de valori (z, g) veri- 
fică de odată ambele ecuaţii, atunci punctul ale cărui coordonate (abscisă şi 
ordonată) sunt e şi g, se găseşte pe ambele. curbe, şi deci este un punct de 
intersecţie al lor. 

Dacă curbele sunt respectiv de gradul m şi n, sistemul admite mXn 
sisteme de soluţii, adică m Xa puncte de intersecţie. 

154. Exereiţii. 1. Să se rezolve sistemul de ecuaţii 

z= (y _ 6), v=(a—6) 

şi să se dea o reprezentare geometrică, . 
R. Prima ecuaţie reprezintă o parabolă tangentă la Og în punctul (0,6) 

situată la dreapta lui O: “a doua este o parabolă tangentă la Oz în (6,0) 
situată deasupra lui Oz. Se taie în patru puncte, două pe bisectoarea întâia, 
celelalte două simetrice faţă de bisectoarea întâia. Se scad ecuaţiile 

(2-9) (ety-1D=0; z=y=aşi 9 Eu) ză) | 
[za Vi) ză) |;
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2. Să se rezolve sistemul 

2 224 2y (7—2a-bp—y=0. 

ro 2oy + 2y2—5y4+3=0, 
4 

R. Scăzând din prima ecuaţie, pe a doua înmulțită cu z, şi apoi inlocuind 
în a doua valoarea lui , avem 

73 — 102-436 — 272=0, 

y=1, a=0, 

3. Să se rezolve sistemul | 

DP Bap-t (3 ya — pr 2y=0, 
at 2ay + p—y=0, 

R. Se scade din prima ecuaţie, pe a doua înmulțită cu z; apoi din rezultat 
se scade a doua ecuaţie înmulțită cu g şi avem a-+-2g =0. Inlocuind în a doua, 

(92 —y4+2) (y—D=0. 

Inlocuind valorile lui 7 în soluţia comună = — 27, avem sistemele 

x=0, g=0; a=—2, g=l, 

"Soluţia comună z= —2y se mai poate obţine considerând ecuaţiile (6) 
şi (7) cu metoda lui Cauckg. 

4.:Să se elimine z între ecuaţiile 

pr g9=0, pai q'=0. 
R. (p—p)(p9'—aph--t9—a0b=0. 
5. Să se afle condiţia ca ecuaţiile a-tpr-+q=0, qat-tpa:-t-1=0 

să aibă o rădăcină comună şi să se afle acea rădăcină. 

R. Se adună ecuaţiile înmulţite respectiv cu —q şi 1; 1 şi —g. Be eli- 
mină & între ecuaţiile 

sr —pqat+l—q1=0, ((—q2)a?—pqztp=0,. 
(p+ aq2—12 (p+-g9+1) (p—9+1) (—q2)=0. 

q2=1 nu corespunde; q=pţl, z=—l; g==pob =; p=1—g, 
două rădăcini comune date de 

1 a:—qa=0. 

6. Să se:rezolve sistemul de ecuaţii 

a+4p=a, s-k+y—az—by=0. + 

R. Se construesc curbele 

3 

+ [2 (--3 3)+ (- 3)= peri 

care au două puncte de intersecţie reale, din care unul este (a, 0). Eliminând 

4, se obţine ecuaţia - 

f(0)= 954 6bpik (02 —2a9y —2a25=0, 

a 

at 
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2 

Pentru a calcula pe 7, se ia ca necunoscută y:a=u, Se obţine 
y=04a; a=a (1—0,4—0.48). 

care are o rădăcină cuprinsă în intervalul (o, 3). (5 >0). 

— 1. Să se găsească numărul sistemelor de soluţii reale comune ecuaţiilor 
DĂ P=0, atay-ktay-t a==0. 

R. Se construesc curbele reprezentate de aceste ecuaţii, care au trei puncte confundate în origine şi alte două distincte, 
Punând y=tz, ecuaţia în este a?i4—at—1 =0, care are două rădăcini reale: a=—f, =—14; Pentru ca a şi 4 să fie reali, trebue ca să fie real: ecuaţiile au două sisteme de soluţii comune reale, diferite de zero. | Sau, se elimină g între ecuaţiile date şi se discută ecuaţia 

a , , 1. 1 a a(ae4+1):—1=0; rădăcinile derivatei sunt — 3 și — Za: 

8. Să se rezolve complect ecuaţia 

, at— zf 1==0, ă=z-țiy, 
R, Ecuația ware rădăcini reale; z și g sunt daţi de ecuaţiile 

- 4 pp — BF 6 pi 01=0, 4 (mp) —1=0, sis. 
De unde 64a6—16 2-7 =0, 

. 
- , 1 7 real pentru valorile lui a exterioare intervalului b 7) Pentru z 

” 
4 - A 1 1. două reale în intervalele /— o, =, Te oo» la care corespund patru 

12 
valori pentru g. 

PRIMERA FOC 3 m, 
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