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SUR L'INVARIABILITÉ 

DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANÉTAIRES. 

PAR M. SPIRU C. HARETU. 

mme GO 0 = 

  

1. Il ÿ a peu de problèmes qui aient exercé la sagacité des géomètres les 
plus éminents pendant aussi longtemps que celui des n corps. L'importance 
pratique, ainsi que l'intérêt purement scientifique et philosophique qui s'attache 
à la loi de la gravitation universelle, explique la ténacité avec laquelle les 
savants, depuis Newton, ont poursuivi l’étude de ce problème. 
Malheureusement les équations différentielles des mouvements des corps 

célestes sont loin d’être complètement intégrées; ct, pour aborder la résolution 
numérique du problème, on est obligé de recourir à des méthodes d’approxi- 
mation d’un emploi très laborieux; mais les propriétés auxquelles on arrive 
ansi n’ont nécessairement qu'un degré d’exactitude relatif. 

Cependant, parmi ces propriétés, il y én a une qui mérite une attention par- 
ticulière, à cause des conséquences qu'on en peut tirer à l’égard de la stabilité 
du système du monde; elle est connue sous le nom d’invariabilité des grands 
axes des orbites planétaires. Voici en quoi elle consiste : 

2. On sait que, à cause de la petitesse des masses des planètes par rapport 
à celle du Soleil, l'orbite que chacune d’elles décrit autour du Soleil s'écarte 
très peu de la forme de l'ellipse qu’elle décrirait si toutes les masses perturba- 
trices venaient à disparaître. Cela étant, il était naturel que les géomètres 
prissent le mouvement elliptique comme point de départ dans les calculs d’ap- 
proximation qu’ils devaient faire pour arriver à la connaissance du mouvement 
réel. Tel est le principe de la méthode de lu variation des constantes arbitraires 
de Lagrange. Dans cette méthode, on considère les éléments elliptiques de la 
planète comme variant sans cesse à cause des perturbations produites par les 
autres planètes, et l’on a trouvé des formules d’une simplicité remarquable qui 
expriment les variations des éléments elliptiques. Pour intégrer ces formules, il 
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est nécessaire de développer ce que l'on appelle la fonction perturbatrice R en 

une série convergente de sinus ou de cosinus d’ares proportionnels au temps, 

ce que l’on peut toujours faire, vu que dans la nature R est toujours fini et con- 

tinu, et que les orbites des diverses planètes sont toujours peu excentriques et. 

peu inclinées les unes sur les autres. Cela fait, on considère, dans une pre- 

mière approximation, les éléments comme constants, et de simples quadratures 

donnent alors les inégalités que chaque terme du développement de R introduit 

dans la valeur des éléments elliptiques. Dans la seconde approximation, on 

substitue les valeurs trouvées pour chaque élément par la première approxi- 

mation dans les formules qui donnent les variations de ces éléments, et par 

de nouvelles quadratures on trouve de nouvelles inégalités; et ainsi de suite. 

On peut facilement se faire une idée du degré d’approximation que l'on 

réalise par ces diverses opérations. La fonction R est linéaire par rapport aux 

masses des planètes perturbatrices. En supprimant R, on suppose par cela 

même que ces masses sont nulles; on a alors les intégrales du mouvement 

elliptique. Dans la première approximation, l'intégration des équations qui 

donnent la variation des éléments elliptiques introduit dans les valeurs de ces 

éléments des termes du premier ordre par rapport aux masses perturbatrices. 

Ces valeurs étant substituées dans les mêmes équations, on aura, en intégrant, 

des termes du second ordre par rapport à ces masses; et ainsi de suite. Ainsi 

l'ordre des inégalités successivement introduites est égal au nombre des ap- 

proximations successives que l'on a effectuées pour y arriver. 

3. On doit distinguer deux espèces d’inégalités : 1° celles provenant des 

termes de R qui contiennent le temps explicitement, et qui par l'intégration 

donnent toujours des termes périodiques à courte période; ces inégalités sont 

peu importantes, parce que dans une longue suite de siècles elles se com- 

pensent et ne peuvent pas apporter des changements considérables dans le 

système du monde; 2° celles qui sont produites par les termes de R qui ne 

contiennent pas le temps explicitement; celles-ci augmentent lentement, mais 

continuellement, pendant très longtemps et toujours dans le mèmé sens, et 

peuvent introduire avec le temps des modifications très sensibles dans la con- 

stitution de l'Univers : on les appelle des inégalités séculaires. 

Or il est très remarquable que les grands axes des orbites planétaires ne sont 

pas affectés d’inégalités séculaires, du moins quand on tient compte seulement 

des deux premières puissances des masses; c’est en cela que consiste l’enpa- 

riabilité des grands axes des orbites.
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4. Ce n'est que peu à peu et avec beaucoup de difficultés que cette belle 
propriété a été établie. Laplace est le premier qui l'énonça ('); mais il ne 
tenait compte que des premières puissances des masses et des quantités du 
premier et du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. 
Lagrange démontra ensuite (?) qu'elle était vraie même quand on tenait 
compte de toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons; mais il 
ne dépassa pas la première puissance des masses. Dans un Mémoire lu à l’{n- 
stitut le 20 juin 1808 (*), Poisson réussit à l’étendre aux secondes puissances 
des masses; mais son calcul est extrêmement long et pénible. Plus tard on 
réussit à le simplifier beaucoup en faisant usage de la méthode de la variation 
des constantes arbitraires, découverte par Lagrange; c’est cette méthode que 
M. Liouville a suivie dans ses leçons au Collège de France en 1841, et que 
M. V. Puiseux à reproduite avec quelques modifications dans la Thèse pour 
le Doctorat qu’il a présentée à la même époque à la Faculté des Sciences de 
Paris. 

Dans le Mémoire de Poisson, ainsi que dans la Thèse de M. Puiseux, on doit 
distinguer deux parties : dans la première, on considère seulement les varia- 
tions des éléments de la planète troublée, et l’on Prouve qu'elles ne produisent 
pas, dans le grand axe, des inégalités séculaires du second ordre par rapport 

aux Yasses ; cette partie de la démonstration est assez simple et facile à suivre. 
Dans la seconde, on tient compte des variations des éléments des planètes per-, 
turbatrices; le calcul diffère entièrement du précédent, par la raison que la 
fonction perturbatrice varie d’une planète à l’autre; c’est pourquoi on a été 
obligé de recourir à l’équation des forces vives et de faire des combinaisons 
très ingénieuses, mais indirectes et assez laborieuses, pour prouver qu’il n’existe 
pas dans le grand axe de l'orbite de la planète troublée d’inégalités séculaires 
du second ordre provenant de ceite espèce de variations. 

5. Lagrange a eu l’idée, en 1808 (*), de considérer le mouvement des corps 
célestes autour de leur centre de gravité commun; dans ce cas, la fonction 
perturbatrice est la même pour toutes les planètes; mais son calcul est entaché 
de plusieurs fautes de signe, ce qui en détruit toute la valeur. 

  

{1} Mémoire présenté à l’Académie des Sciences de Paris en 1773. 

(?) Mémoires de l’Académie de Berlin pour 1556. 

(%) Ce Mémoire a été publié dans le XV*® Cahier du Journal de l’École Polytechnique, 
année 1809, p. 1-56. . 

(*) Mémoires de la Classe des Sciences mathématiques et physiques de l’Institut de 
France, t. IX, année 1808. — Œuvres complètes, édition de M. J.-A. SERRET, t. VI.
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M. Tisserand, dans une Note insérée aux Comptes rendus (*), a indiqué un 

autre moyen pour arriver au même résultat : il fait usage d’un changement 

de coordonnées employé par Jacobi dans son célèbre Mémoire Sur l'élimination 

des nœuds dans le problème des trois corps. I arrive ainsi à faire en sorte que les 

diverses fonctions perturbatrices ne diffèrent que par un facteur constant, ce 

qui permet de ramener la seconde partie de l’analyse de Poisson à la pre- 
mière. 

Je me propose, dans ce travail, d'exposer la méthode de M. Tisserand. De 

plus, je reprends une ancienne démonstration de Poisson (?) par laquelle lil- 
lustre géomètre croyait être parvenu à prouver que le grand axe n’éprouve pas 

d'inégalités séculaires du troisième ordre par rapport aux masses, quand on 

tient compte seulement des variations des éléments de la planète troublée; il 
avait reculé devant la tâche d'aborder la seconde partie de la question, à cause 

de Ja complication excessive qu'auraient eue les calculs s’il avait appliqué la 

même méthode qui lui avait servi pour les carrés des masses. Mais la démon- 

stration de Poisson n’est pas complète encore à un autre point de vue : c’est 

qu’il ne tient pas compte d’une classe de termes d'une forme particulière, qui 

s'introduisent dans l'expression du demi-grand axe, dès la seconde puissance 

des masses. En comblant cette lacune, je fais voir que des termes séculaires 

apparaissent dans la valeur du demi-grand axe, dès la troisième puissance des 

masses, ce qui est diamétralement opposé à la conclusion du Mémoire de 
Poisson. Dans la suite de ce Mémoire, je montre, d’après la méthode de Pois- 

son, que les termes séculaires ainsi introduits ne peuvent pas disparaître avec 

d’autres, puisque tous les autres termes séculaires de l’ordre du cube des masses 

s’entre-détruisent; je complète cette partie de la démonstration de Poisson en 

tenant compte aussi des variations des éléments des planètes perturbatrices, ce 

qui n’est pas difficile si l’on fait usage de la transformation de M. Tisserand. 

Ainsi cette propriété de linvariabilité des grands axes, que beaucoup de 

géomètres, et Poisson lui-même, croyaient être tout à fait générale, à ce point 

qu'on avait même essayé de le prouver directement (*), n'existe pas même pour 
la troisième puissance des masses; ce qui est un résultat assez important, tant 

au point de vue analytique qu’à celui de la pratique de l’Astronomie mathé- 

matique. 

  

(1) T. LXXXIL, numéro du 21 février 1856. 

(2?) Mémoires de l’Académie des Sciences, t. 1, p. 55-67, année 1816. 

(3) Voir un Mémoire de M. Maurice et plusieurs Notes sur ce Mémoire dans le tome XV des 

Comptes rendus. 
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6. On sait que, dans le problème de n +1 corps, les équations différen- 
ticlles du mouvement absolu des différents mobiles sont de la forme 

Pr; | mim;(T;- 2 MiM(Lr— x;) 
  

  

  

  

My —— = : ... ‘ di CHA 68, 

& y; MM (Y;— Fi) LL PEME(Fe— Vi). | MIE = S L a +..., £ 0$; dk 

CET Mmim;(s; — 3;) MiMy(Sx — 35;) LL mn; TE — 3 + S3 ess dt dj 0ÿk 

2. . . : : — : x; _mymi(x;— Æj)  m;my(ry Z;j) Mj TE = x3 + = .. L 0$; 0x 

Si l’on pose 

‘ IN ; 
U — ——“ ; 

Ci 

le signe X s'étendant à tous les termes que l’on obtient quand on fait varier 
chacun des indices à et j de zéro jusqu’à 2, sauf ceux pour lesquels ? = 7, ces équations prennent la forme 

(1) D ar _ OÙ ms PTE OU Ps; __ OU CE dr dr op Mar 95 

U est ce que l’on appelle la fonction des forces. 

7. Remplaçons maintenant les variables æ;, y;, 5;, &;j,... par un système de 
coordonnées ainsi défini. Soient G, le centre de gravité de m, et de m,; G, celui 
de m,,m, et m3: ...; G,., celui de Mo M, ..., Ms; G celui de tout le Sys- 
tème. Nous prendrons pour nouvelles variables : £,,4,, C,, coordonnées de n, 
Par rapport à trois axes, parallèles aux axes fixes et passant par 22, ; £ ’ 

Cos Oo Sa celles de 71, par rapport à des axes passant par G, +. En, ns V celles de m, par rapport à G,_,; enfin les coordonnées X, Y, Z de G par rapport aux axes 
fixes. 

Soient X;, Y;, Z; les coordonnées de G; par rapport aux axes fixes, et posons 

Mo + Mi + Mat... 2m Mi



6 | SUR L'INVARIABILITÉ 

On a 

(2) di = Lo + bi ti Xi+ ss Zn Xn-2+ Ën1 La Xni+ bn 

Mais, d’après les propriétés du centre de gravité, on a aussi 

| du Xi = Po To+ Midi 

(3) } a Na = Mo Lot Mi Li + Midas 

| dussrusseseee sonrsesseee , 

À BaXn= Molot Mali te. + My Be 

Substituant dans (2) ces valeurs de X,,X2:, ..., X,_,, puis éliminant suCCessive- 

ment entre les r équations qui résultent de cette substitution r — 1 des variables 

Lys Cas es Lns ON trouve 

Li = Lo + bi 

m 
La = Lo + + br 

1 

mt m1: 

(4) ds = to+ + t+é, 
‘ Pa be 

m May 
—— $ 

m 
ln = Lot + l+...+ n1+ Ëne 

bai Pa pr ni 

Portant ces valeurs dans la dernière équation (3), on obtient 

Mo My m 
Lo X— EE... — —6%,; 

Las bee Hn 

et cette relation, combinée avec les équations (4), donnera enfin les formules 

de transformation suivantes : 

  

mt Me y M3» Many 
Æo = X — EE Gus 

CE be ds 

Lo Do y Mae Mn 
= X+ EE — — 63 — — —E,, 

Pa Be Ps Pen 

Pi M3 m, Mn 

» te = X + LE En CE — À, 

(5) { Be è Pa 7 

reves ensassemeuenees converse ; 

œ; Bn—2 Ma 
Tri — X Ep — En 

n—È [22 

nt x 
Tr — X+ Rs      
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Un calcul identique donnerait Vos Vas eee Ya CE To 315 +. 5, En fonction de 
Vois Pos ee Mn ctZ,6,,6,...,0 

8. On sait que, lorsque la fonction des forces existe, ce qui est notre cas, 
Lagrange a donné le moyen d'écrire les équations du mouvement dans un SYs- 
tème de coordonnées quelconques. Pour cela, on exprime U, la fonction des 
forces, et T, la demi-somme des forces vives, en fonction des nouvelles coor- 
données réduites au plus petit nombre possible par les équations de liaison: 
alors les équations du mouvement sont de la forme 

Dans le problème de 2 +1 corps, U, étant simplement fonction des diffé- 
rences des coordonnées rectangulaires, æ,,æ,,..., sera indépendant de X, Y, 
ZL, l'après la forme des équations (5); on aura donc 

au _, au, au _, 
OX Y  ”? dL 

Les équations (5) étant linéaires, T sera indépendant de X, £,,€,, ..., € 
Y,.... On trouve facilement ‘ 

s : r1 Lo 7 ’ : 1 2T= p(KP+ V4 27) + re (EP ni + LE) 
1 

LM ou , im , : , + CE + NP +) +... + ie Le + ni + 2), 
H # 

d'où 
9T Bi Mi pi OT ÔT ,, ÔT 
D om 0 D % gx MX, Ro. SÉ 

Les équations du mouvement seront donc 

  

    

  

  

EX, EX 
6 | de ae 

(6) 
| tiimz dE, . au y, Mimi di __ OU oO Pin Œt; JU 

br der £ ? M dE Qi ? um dE d 

Les trois premières donnent la Propriété bien connue du mouvement recti- 
ligne et uniforme du centre de gravité. | 

9. Supposons maintenant que m, soit le Soleil, dont je prends la masse pour 
unité, les masses des diverses planètes étant considérées comme de petites
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quantités du premier ordre. Alors 

= Phi .- 774 . 

DR ? 

mais 

Mis 
  

Si 

Pa F2 1 

et, si l'on pose 

on à 

P ne contenant que des termes du premier et du second ordre par rapport aux 

M; mi mt 
<— = == 
ui — 

, mm ; 
Q étant du second ordre; d'autre part, Ÿ Tu est encore du second ordre: 

. ij 

masses; par suite 

nm; 7 : A donc U = — est une quantité du second ordre, et il en est de même de 
ad li 

U —Ÿ mi H M) bis 1 
TT  — Ti 

Si, dans (6), on remplace U par sa valeur tirée de cette relation, Les équations 

du mouvement prendront la forme 

vin DE  mi(i+ min à av 
STI t 2 _ 

  

  

Un AN ET LITE —__— TZ O 

Wu dr WW r dE 

ou bien 

| dé rs Q+ mi)é __ mi OV 

de 3 ave D 0 
et de même 

G) di (+ mini ba N _, 

de rÀ Mali Ori ? 

LG +ri) bi N 
    

| RÉ + rè mit 1. OU    



DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANÉTAIRES. . 9 

On voit que c’est exactement la forme des équations du mouvement d’une 
planète autour du Soleil, avec la fonction perturbatrice 

Re Ve (iv, 
mt; mt; Wii 

  

qui est la même pour toutes les planètes, au facteur constant 7 ie près. Cetle - 
° Éti-1 

fonction est encore du premier ordre par rapport aux masses, comme dans le 
calcul ordinaire des perturbations; mais, au licu d’être linéaire, elle contient 
des termes de tous les ordres, entiers et positifs, par rapport à ces masses. 

10. Négligeons d’abord entièrement les masses perturbatrices et considérons 
simplement les équations 

(8) Ph, GHmnt dre Q+mini PE G+mns 
dti r'è 7? dë r} 7? dE” ri T7 

Leur intégration donnera le mouvement elliptique de m; autour de G;_,, et 
introduira six constantes arbitraires, qui sont les éléments du mouvement elliptique 
de m,. J'adopterai les éléments astronomiques, qui sônt : le demi-grand are à; 
de l'orbite, qui est lié au moyen mouvement n; par la relation 

  

l'excentricité de l'orbite e;; l'inchnaison o; du plan de cette orbite sur le plan XOY': 
la longitude du nœud ascendant 9;; la longitude du périhèliez;; la longitude moyenne 
de l'époque :. | 

Mais, si l’on veut avoir les intégrales du système (7), il faut considérer les 
éléments elliptiques non pas comme des constantes, mais comme des fonctions 
du temps, assujetties à la condition que les valeurs de Ë;,.n;, Y;, données par 
l'intégration du système (8), et dans lesquelles on considère ces éléments 
Comme variables, satisfassent au système (7). Si, de plus, on s'impose la condi- 
tion que les dérivées premières de Ë;, n;, t; par rapport au temps aient la même 
forme dans le mouvement troublé que dans le mouvement elliptique, on arrive 
aux équations suivantes, qui donnent les variations des divers éléments, pro- 

IH. 
2
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duites par la force perturbatrice R;: 

  

| da: ue 2 OR; 
: 

dt TT A;a; di ? ‘ 

de, _ VIe OR, vie (i— Vie) 0R; | 
dt nia?e; Ori na? e; di; i 

tang 2 | 
ds; L OR; + 92 (FE L 5.) : 
= D 5 = —" "+ =. Jo ï 

dE marier sine, di mairie; \dmi di ! 

(9) © |; 1 oR; | 
— ———_——————— — ; 

dt nya? i— e? sine; di 

ang 2 
dr 82 dR Vi—e 0h; 
T7 ET ES 7) 

dt na? Vi —e? 0%: njafe; de; 

pe = tang + ‘ ‘ 
i di; 2 OR; Vi—ei(i— 1— €) dR; ." 2 0R; 
ST A ————— “©  ° 

\ dE na; da n;afe; dei n;a? Vi —ei do; 

Je dis qu'il suffit de prouver que, en vertu des équations (9), a; Wa pas | 

d'inégalités séculaires d’un ordre quelconque, pour en conclure que, dans la 

nature, les deñi-grands axes des ellipses que décrivent les planètes autour du 

Soleil n’en ont pas non plus. En effet, d’après le système de coordonnées 

adopté, les équations (7) donnent pour me, précisément le mouvement troublé 

autour du Soleil; et, comme on peut prendre pour m, n'importe laquelle des 

planètes considérées, la proposition est démontrée. 

11. V est fonction des coordonnées elliptiques &,, #, {3 €, ...3 mais ces 

coordonnées, étant des fonctions périodiques du temps, peuvent être dévelop- 

pées en séries suivant les sinus ou les cosinus d’angles tels que ant + &), 

B(n;t+e;), .... Or, si V, désigne l’ensemble des termes de V qui sont du 

second ordre par rapport aux masses, V, ceux du troisième ordre, etc., on peut 

se convaincre que V,, V,,... ont les formes suivantes : | 

Vi=Emim, fie ni Go Sjs Ap G)s 

V,== mimi; fo(Eis ni Qi Es js Go rs is x), 

et, après le développement, 

Fr Len sin ‘ . 
Vi =SCGmim; cos LaGrt+e) +B(n;t+e;) + o ], 

on sin | 
.Vs=ECmim;mx cos La(nsé+ es) + B(n;t+s;) + Cnrt+ ui) +ol 
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Ci, GC: ...,0,,0,,... sont des fonctions des éléments elliptiques des diverse 

ni les 2: «&,6,+, ... sont planètes considérées, mais qui ne contiennent pas les e ni les 2; «, 6,7, 
des nombres enticrs qui prennent toutes les valeurs possibles entre — & ct 

.R . oR; : 
nfin on sait que, pour éviter que FR cônticnne £ en dehors des signes sin ct 

: d; 

cos, il suffit de remplacer, dans les équations (9), &; par &— n;t + nid, ct d'y 

dE. : supprimer la partie de = qui provient de la variation de fn;dt. De même pour 

les autres planètes. s : 

Pour faciliter l'écriture, je poserai 

l; est la longitude movenne de la planète m 

12. L'équation 

dar 2. oR; _ __2M; dv 

Has du na d:; de 

séculaires du premier ordre 

(19) 

montre immédiatement que a; n’a pas d'inégalités 
par rapport aux masses. En effet, pour avoir ces inégalités, il est clair qu'il 
suffira de considérer, dans le second membre de l'équation (10), le terme 

et de prendre dans le développement de V, seulement les termes   Mina; dE 

2 OV, 

Ci 

dont l’argament ne renferme pas {, en y regardant les éléments elliptiques 
comme constants. Or ces termes sont en même temps indépendants de &,, et 

. da; 
par suite, H — Oo 

II. 

+13. Passons aux termes de l'ordre du carré des masses, ct pr'ouvons qu 71 

n'en existe pas dans la valeur de ® “TK di soient indépendants du temps. ‘ 

Si l’on néglige les termes d’un ordre supérieur au second, on a d’abord 

2 V, 2 OV, 
Ty) 

MihjA 

da; __ 2 OV, 

dE mini; 0; Wir; dE; 
(11) 

el ces termes sont entièrement périodiques
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Mais ce ne sont pas là les seuls termes du second ordre qui se trouvent dans 

da. 

dt? 

que des premières puissances des masses; on obtiendra alors, pour les divers 

en effet, supposons que l’on intègre les équations (9) en ne tenant compte 

éléments, des valeurs de cette forme : 

da + sa;, 0; + 40; + ê0;; ei + Ae; + dei, ces Aj + 6a;, ES 

A désignant les inégalités séculaires et à les inégalités périodiques; toutes ces 

inégalités sont du premier ordre par rapport aux masses. Si donc, dans le 
second membre de (11), on remplace les divers éléments par les valeurs précé- 
dentes, les nouveaux termes que l’on obtiendra en dehors de ceux qui s’y 

trouvent déjà seront au moins de l’ordre du carré des masses. Il s’agit d'exa- 

miner si, dans cette substitution, il ne se produit pas des combinaisons de nature 

à donner naissance à des termes non périodiques du second ordre dans la valeur 

de a;. | 

Pour cette analyse, il suffirait de conserver dans (11) seulement le terme 

2 OV , Lu . 
TR = car, les deux autres étant déjà du second ordre, leurs variations 

ifti di ei 

seront du troisième. Cependant il est préférable de considérer là formule géné- 

  

rale . 

da; : 2M; av 

dt nid; di 

et de supposer que l’on néglige partout les termes de M;V, dont l’ordre est 

supérieur à celui que l’on veut conserver. Cette manière de procéder, que nous 

conserverons aussi quand il s'agira des termes du troisième ordre, permettra 

d'apporter quelques simplifications et plus d'uniformité dans les calculs qui se 

rapportent aux carrés et aux cubes des masses. 
De plus, il est inutile d'introduire les variations séculaires A. En effet, on sait 

que ces variations s'expriment par des sinus et des cosinus dont les arguments 

sont de l’ordre des masses; les termes de V, au contraire, ont des arguments 

finis, et, par conséquent, il est impossible que la multiplication de ces dettx 

espèces de termes fasse disparaitre le temps dans les arguments et donne nais- 

sance à des termes séculaires. 

14. Faisons d'abord varier seulement les éléments de la planète troublée »1;; 

si l’on pose 
F T F T OV LV y, OV LAN 

On dù ds dv
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on aura 

da; 2M; c M; 7 2M:; dV; 3 

LH = Vi = Vièai — 7 dt na; na} Ra; ds: 

ae (D AV, Vi, ….) 
Ta dx ET Gp, PET dd oqi + 

(12)     Pi 

2 

Pi 4x +. désignent les divers éléments de m,. Dans M;V et ses dérivées, il 
faut négliger tous les tcrmes d’un ordre supérieur au premicr, exccpté dans 

aM; 

Nid; 

aux variations à, dp;, dqs, .., on les calculera par les formules (9), dans les 
seconds membres desquelles on ne conservera que les termes du premier ordre, 
el l’on considérera les éléments comme constants. 

  V', où l’on doit conserver ceux du premier ct du second ordre. Quant 

. 2M; Ve Je Le premier terme de (12), — Ha V;, est périodique. 
tai 

Dans le second, V' et ja, sont tous les deux périodiques; et, pour avoir un 
terme séculaire, il faudrait multiplier des termes de même argument de V’ et 
de fa;. Si l’on réduit M; V aux seuls termes dont l argument est Ÿ, on a 

(13) MV= A sing + B cost = Csin(Ÿ + w), 

où À, B, C, w ne conticnnent ni £, nic,,« ;, et A, B, C sont du premier ordre 
on tire de là 

MiVi= Cxcos(t + w), 

ct alors (10) donne 

Sa 2Cx sin(t = 2 ——— LE d , 

‘ n;a;(an; + Bn;) (s +6); 

donc 

AL C2? . 

NV ina (Ÿ + w), 
nai niaÿ(an;+8Bn,) 

quantilé périodique. | 
2M:; AV; , + 3e Le terme — do; est encore périodique; en effet, 
RA d% " 

M: Te = — Ca sin(t +w); 

ensuite 

+; 3 l; da; __3M;, - 

pi f'ridt, dou dt Ta ñ 

s 3Cx 
— —__————— Cos(L + . 

af(an;+8n;} ( DE
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donc 

2M; a; 5 3C°23 . : 
— D 5 — 5 — sin 2 (4 + w). 

Ra; 02 * naÿ(an; + £n;) 

Enfin, pour le dernier terme, on doit remarquer que, en vertu des for- 

mules (9), on a 

Dr =+ FM, fÉuou fa. 

ef CET +, 

di — Gi D UM If Na. 

l,G, 1H, ... étant fonctions de p;, g;, ..., mais ne contenant pas «3 done ce der- 

nier terme sera composé de parties de la forme 

  

2FM? /aV; fav AV; FAN 

Ta (Se op pe) di) 
LL AUME QE PO ONE FO a 

na \opi ) dm dqi J dpi 
  

nu
 

. 

Si on remplace M;V par A sind + B cos}, on Lrouve 

OV; fav AV, fav MER Jon LME | 5e dt 

e 
a? ei OA 0B 

= -———— (A sin + Becosv) = cos — 7 sing ; 
an; +Bn, ""\ op; dpi 

aV' "OV AV, f'OY : 
M? — dpi dg, = M? dy: En dt 

= — TT 24 cos — 9B sin Ÿ (A cos — 98 sin); — ut; + fn; dpi ‘ dp: ‘ dqi L dg: 

la dernière partie de À —) dans (12), est donc nulle, quant aux termes séculaires. 

: 15. Il importe de remarquer que, parmi les termes compris dans l'expression 

générale (14), il s’en trouve un certain nombre qui ne peuvent pas se réduire à 

la forme A Cos(Ÿ +w); ce sont ceux que l'on forme.en prenant pour Y, sous le 

signe d'intégration, dans l'expression (14), ses termes constants. On obtient 

alors des termes tels que Az cos(l + w). Les termes de cette espèce introdui- 
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ront dans la valeur de a; des inégalités de la forme Azsin(Ÿ + w), qui sont, en 
quelque sorte, intermédiaires entre les inégalités séculaires et les inégalités 

Ve ge , . 27 ee périodiques. En effet, la période du cosinus est mare et elle est ordinaire- 
i+PA) 

ment assez peu considérable; mais, d'autre part, la valeur absolue du terme 
peut devenir très grande, à cause du facteur £ qu'il renferme en dchors du 
signe cos, ce qui rapproche l'inégalité à laquelle il donne lieu des inégalités 
séculaires, dont la valeur maxima ést d'habitude beaucoup plus considérable 
que celle des inégalités périodiques. : 

Du reste, on peut remarquer que tous Les termes de la forme A4 Cos(d + w) 
que l’on introduit ainsi sont du second ordre, et que la forme la plus générale 
de leur argument est Ÿ — xl, + pl. 

(6. Examinons maintenant les termes qui proviennent de la variation des 
éléments des planètes perturbatrices. Ce sont 

02; —,,.. 
ja; 9%; 4 Ai; 

_ 2M; 0V: 2M;f/OV:, AVi.  dV!, (1) — — 2 EH sp; + 07; +... | —.... 
:; p; dy 

Comme la fonction perturbatrice est la même, à un facteur constant près, pour 
toutes les planètes, le calcul à faire pour prouver que ces termes sont pério- 
diques est identique au précédent. Ainsi l’on à 

dV; 

  

Mi = — Cas sin(4 + o Fe (+ 0), 
fe. dp; __ 3n;da;  3M,., 85 =fn;de, =; à TT y 

do M CB COS (Ÿ + w); A Miaf(an:+Bn,;). ° ? 

2M; OV, 3M,C?a8 ., 
Ra; 0?; TT Mia/ nja;(an; + Bn;} sin2( +). 

On voit déjà que le premier des termes (15) est périodique. 
On a ensuite | 

O9
 

, 
= +, [Dar ou, [Ma +. ., ; - U 0g; 

nu PV ov =, [9 deu, [Sd +, 

au [OV fav 
dg;=— GM/; E; À fat.
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Le second Lerme (15) sera donc de la forme 

2FM;M; aV; fav AV; [AV ,) 
LE du | — dt) —.... 

Ajd; ( de; dP; dp; dt; dt) ‘ 

2 HM;M; dY; AV AV: aV 

rai Gr 09 dy m4) 

Effectuant le calcul, on verra encore que, dans cette quantité, la partie non 

périodique est nulle. Cependant on peut voir qu’elle renferme aussi des termes 

de la forme At cos(d + &). 

L'invariabilité des grands axes est.donc démontrée pour les secondes puis- 

sances des masses, comme elle l'a été pour les premières. 

- IT.   
17. Passons aux termes du troisième ordre. Des Lermes de cetle espèce se 

trouvent d'abord dans M;V' lorsqu'on y considère les éléments comme con- 

stants. On en forme d’autres quand on fait varier ces éléments dans chacun des 

I : . es 
facteurs -—— et M, V’, en allant jusqu'aux termes du troisième ordre. 

ÊE 

, . J 

Faisons d'abord varier seulement ras on a alors - 
id 

  

da; 2 Fr 1 pre 
(16) H = a MN nya M, V'ôa; +   

ï : 
- M; V'éa?. Uni FE LE Ë 

. pe . 2 ! I . 

_On doit considérer les coefficients ——; ——; —;; dans le second membre, 
Hi a 4n;ai 

comme des constantes absolues. Ensuite, pour avoir tous les termes: du troi- 

sième ordre, comme M;V: et Ba; sont chacun du premier ordre, il faut, dans le 

premier terme, calculer M; V’ jusqu'au troisième ordre; dans le deuxième, 

remplacer chacun des facteurs M; V! et Ba; par sa valeur jusqu'aux quantités du 

second ordre: dans le troisième, prendre pour M,V; et da; seulement leurs 

termes du premier ordre. 

18. Considérons la partie 

— — Mi Vibar. 
2 
ë 

L'équation 
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dans laquelle on calcule le second membre jusqu'aux termes du second ordre 

inclusivement, donnera a, avec ce degré d’approximation; on aura donc 

       

  

M;V; 
Ra + ——© M;V, | —— dt, 

ia ? idi Hdi 

D'autre part, on à 

Ris M: V: de, 
Ra = N;A; — Lu ii + Ni Ra 

en considérant les éléments comme constants dans le second membre. Multi- 

plions le second membre de léquation précédente par cette valeur de n;a; et 
il 

par ra on aura 
tdi 

  
V: :V! .V: VV! ,\? (17) LL Vida — 2 M;V; Mc de + 2, MO ( dt): 

ii 7 a; Midi Midi a? Hidi A; 

. 2 2 ‘ 
les coefficients — et 7 sont des constantes absolues. 

Î È 

On a aussi 

(18) + > MiVida? — + —— - 
ni: mt 

_ Mvi( Mig 
1; à; ia Rid; 

M;V; ) 

Pour avoir les termes du troisième ordre, il suffit, dans le dernier terme 
de (17) et dans le second membre de (18), de considérer les éléments comme 
constants, en conservant seulement les termes du premier ordre de M,;V:, et, 

dans le premier terme du second membre de (19), de calculer nn Jusque aux 
quantités du second ordre; on aura done 

2 M,V: , . (M:V: 3 … 1 Fra a? — Z ME: LME: sv! ! a Go) — Mat D MiVidat = 2 MU [M à Fe M Vi Vide}. 

M; V: , 19. On a vu (n° 13, 14, 15, 16) que Ta ne renferme pas de termes sécu- 
Êdz : 

laires jusqu'aux quantités du second ordre inclusivement: on peut donc poser, 
avec ce degré d’approximation, et en désignant respectivement par Ÿ et y des 
angles dont l'expression la plus générale est «cl, + Bletal+fpl+y, 

M:V; 
Ra — = EC sin(Ÿ +o,) + EC sin(y +uw,) +2 ésin(t +w.), 

où C, est du premier ordre, C, et C’ du second ordre par rapport aux masses ; 
H. 3 

1
6
0
8
 

 



  
  

18 SUR L’INVARIABILITÉ 

on tire de là 

Mi — DE cos (Ÿ + w;) Ne c08 (7 + 0) 
Ra; ali + Ne an +$8R;+ rx 

  -Ÿ cos (Ÿ + w3) + Ce sin(Ÿ + w;). 
at; + T7 . (an; +Bn;} * 

La partie du troisième ordre Me HT IE Me Vi dt est 
di È 

MeV: FMV 3 
nid; Ajd; 

… CiC 
= pe SE + 1 + où + 08) + SC — y + 8 — a] 

Ci Cr . 
À [sin (p + x + us + es) — sin(t— x + wi — 02)] 

—Ÿ De [sin (20 + 0, +3) + sin(oi —os)] 2(an;+fn;) 

—Ÿ pe lose + 01 + &3) — COS(w, — w3)] 
2(4n; 

VS (Sin (4 2 où + 0) + sin (os — 01)] 

Dans les deux premières lignes, on pourra avoir des termes séculaires st 

d+y=o où Ÿ — y —o, c’est-à-dire si l’on a 

(a+a}ni+(B+B}n; + v'nx 0 
ou 

(a— a'}n+(B—$'}n;—y'nr=0; 

À 

mais, dans la nature, ces conditions ne sont jamais remplies, si ce n’est lorsque 

l'on a en même temps 

. 

x+a=0, .B+f$—o, Y—=0, 

où 

x—% —0, $—8 —0o, y—=0, 

et alors les deux termes séculaires formés s’annulent mutuellement. 

Les trois dernières lignes renferment trois termes séculaires, dont deux se 

détruisent; mais il en reste encore un, qui est 

GC, 
(20) 2(an; +8n;) 

COS (wi — V3); 

donc le p'emier des termes (19) renferme un terme séculaire du troisième ordre. 
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Cependant on ne peut pas encore affirmer que l'expression du demi-grand 
axe renferme des termes séculaires de cet ordre: pour pouvoir le faire, il faut 
prouver que le terme (20) n’est pas détruit par d’autres termes séculaires qui 

. . … da; . . Je se trouveraient dans les parties non encore examinées de 7 Or je vais démon- 

trer que ces parties ne sont composées que de termes périodiques. 
Et d’abord, dans le dernier terme de l'expression (19), on a 

1 d.(f Vidtÿ MC Vidy = 1 SNJ ia), 

Comme V, n'est composé que de termes périodiques du premier ordre, 
(J V;dtŸ ne peut renfermer que des termes périodiques ou des termes con- 
stants; mais ces derniers disparaitront par la différentiation. 

# s : 2M;V' qe . 20. Il reste à examiner le terme — —,..,eten particulier M;V;, puisque 
idi 

l'autre facteur est constant. 

Avant d'aller plus loin et pour simplifier, je ferai un changement des con- 
stantes arbitraires choisies au n° 10, que je rémplacerai par les valeurs initiales 
des coordonnées et de leurs dérivées premières par rapport au temps. L’avan- 
tage de ce changement consiste en ce que, dans les équations analogues à (9), 
relatives aux nouvelles constantes arbitraires, tous les coefficients des dérivées 
partielles de R;, qui se trouvent dans le second membre, seront égaux À zéro, à 
+1 Où à — 1, ce qui nous dispensera de chercher leurs variations. 

En effet, on sait que les équations qui donnent Les variations des constantes 
arbitraires ont la forme générale suivante, qui leur a été donnée par Poisson : 

da _ OR; 

LH — (ai, D; 3, + (a oc) GE + s…
 

on sait, de plus, que les coefficients (a;, b;), (a;, c;), .… sont de simples fonctions 
des constantes arbitraires, indépendantes du temps, et qu'ils ont la forme 

b) dai Ob, da; db; dai db: da; db; | Jai db; da; db; 
GONE DE — dE dE * du On — dt du dù 06 — 0 D 

Supposons maintenant que les équations du mouvement elliptique aient 
donné les intégrales 

bi ditoi(t), mi bi + Yi(E), = C+ yi(t), 

Bates), m—bi+ 4%), G=c+y(e),
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a, Di, Ci d,, b!,, €, étant des constantes arbitraires et o;(2), w,(4), di(£), .. des 

fonctions du temps qui s’annulent pour {=0; ; pour cette époque particulière, 

on aura donc 

(ad) =—(asa)=t, (bib) — (bi, br, (es G)=—(c, c)=1 

toutes les autres combinaisons seront nulles. Or, comme ces coefficients sont 

indépendants du temps, ils conserveront ces mêmes valeurs pour toutes les 

valeurs de £, et, par conséquent, les différentielles des nouvelles constantes 

arbitraires seront données par les équations 

  
di Ne OV db; OV de; y OV 
a Me ae Mg à Mÿ 

2 

en) da, OV db, dV dc; av 
    dt = MS a MS a Me 

21. Formons maintenant l'expression de M, V; jusqu’au troisième ordre, en 

faisant varier en même temps les éléments de la planète troublée, ainsi que 

ceux des planètes perturbatrices; on aura ainsi 

(22) Mi Vi (ME Vi)o + MAôV; 

’ OV; , Vis dV!, 
= (Va + M (GE pi 0 a+ Se a; +... 

ë 

AV, Qi sus Nina + Gp; + = da; + 7 da, +. 
di; F da; É - da; 
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= dV' dV 
22) Suite. ———- da;ôa; + èa;ôa, +. 

( ) da; j ‘ iT da; 0; 104; | 

XV; Sa: + d?V; 30 da! 
dp;0 ; VJ t d»; da! y ë 4 

PV: ns, Vi 
da,0@, 0a;0@; + dada, oa;0a; + 

LAS 39 ;09p + PVi 9 ;0ay + PV; d9 ; 0, + à L : 090€ y. + 
7 ddr TE Opjdar 7 Opjder ‘/ 

PV da;0ay+ PV a ;04, + t 7 0 “ 

dada * *" Ja;day *"* 

Il est inutile d’aller au delà des termes du second ordre par rapport aux 

varialions Ÿ, puisque ces variations sont du premier ordre par rapport aux 

masses, ainsi que M;V;. De plus, il suffira de prendre les parties du premier el 

du second ordre des 5 dans les termes du premier ordre par rapport à ces varia- 

tons, et seulement celles du premier dans les termes du second ordre. Les 

constantes arbitraires doivent être considérées comme des constantes absolues 

dans tous les cocfficients des variations; d’où il résulte déja que le terme 

(M: V;), dans lequel on supprime les parties d’ordre supérieur au troisième, est 

périodique. 

22. Les termes du premier ordre des variations se déduisent des équa- 

tons (21) et de 

" do; __3M; 
(23) dE — ar Vi, 

ainsi que de leurs analogues pour les autres planètes; ce sont 

‘db, da [dt a a=-Mf a, Lu, 
da; 

4) {3,23 ff dé, TE t, def Sd .. 
« a; 

  
s 3M; 
09; — 5 

a?      

Pour avoir les termes du premier et du second ordre des mêmes variations, il 

faudra prendre les variations du premier ordre des seconds membres des équa- 

tions (23) et (21) par rapport à tous les éléments des planètes considérées, et 
intégrer. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

ŒV PV, DV. dV , dV  dV , = 2 — ! — — # 

"dr dE de? de? F7 pie did; — Vip
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l'équation (23) donnera 

  

    

  

  

  

          
  

  

    
  

    
  

  
Te veste + Moov 

E FE a} a? 

= My "= VE p var 

| + (5e) VSf Vide + = ( le Sad+..) 

= a Vi Vide + ( a 5 Fe di+.. +. 

et intégrant 

= TE SI Viar + 2 ESS (Vide f Vide) 

rare [CE [Ra D [ae ar | 
+ TE SV, rar ff fe o, fa a ya 

On trouvera de même 

dy — A SI Vide + ns TL SS(V, def V, dt) 

Ne 'nvrrviae M; (x [a av À ou. …}dé 

3 “ SS(V:dESS Vide) + ES M; CE a a+. Jar 

pui fa à UN ae) ea ( " D fon dt+.….) dt 

LM (Or de) + M [rs Te u— ne Tdi+. Jdt+., 

ca [Garde if (SE der via) 6 (er Se Tr te) 

EE [SE de Vide) + M,M; Ge / 3 av RU EDR sat .)dt+… 

da! = [Se a [a arr vide) x [(OX me — Srdt+e. )de 
eee M) A fie DU jade Fe Ja. | 

d=M [ui ne 1e %, TE D A+ Jai : 

_ HN SC Maps Vide) M fCU [a md pe + Ja | 
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Dans les seconds membres de toutes ces variations, du premier et du second 
ordre, il faut considérer les constantes arbitraires comme des constantes ab- 
solues. 

23. Il s’agit maintenant de substituer toutes ces valeurs dans l'expression (22) 
et de démontrer que tous les termes du troisième ordre qui en résultent sont 
périodiques ou nuls. Cette opération ne laisse pas d’être assez délicate, à cause 
du grand nombre de termes que l’on a à considérer. Je les partagerai en cinq 
classes, que j’examinerai l’une après l’autre. ° 

Prenons d’abord les termes qui sont du second ordre par rapport à M,V età 
ses dérivées; ce sont 

a? dpi da; ) 0e, O4) d@, 
3M;M; OV; 

a?  Ôp; 

2 ’ 7 ’ (26) EE QI Via + (Ni ae — Vi dt +.) 

  

, ' 7 . 
JS Viaë-+ MM, (SE OV qe — Vi die... da) da," Ga, ] da 

Réduisons M;V' aux seuls termes qui contiennent les angles dont l'expression 
générale est 

Y—al; +Bl, ei xA=xh+Rl + y, 

en négligeant ceux qui sont d’un ordre supérieur au second: on a alors 

MiV;= C sin(Ÿ +w,)+ C, sin(y + a»), 

C, étant du premier et C, du second ordre par rapport aux masses; par suite, 

M? JS Viar = [aC, Cos(Ÿ + wi) + «'C, COS(4 + w:)] 

X SJ TC sin(t +w,) +C, sin(x+w)]de. 

Je néglige le terme du second ordre, qui est périodique, et celui du quatrième ; 
ceux du troisième ordre sont 

2C cos($ + a) ff C: sin(4 + w,) de 
_ aC; C 

OO Cr +fpn;+yny 
… | a Ci Ce : : 2 Boy ge NE + 4 + 0 + 0) + sin (x Ÿ+o, —w,)], 

COS(Ÿ + w,) sin(y + w,) 

a Cs COS (y + w2) JS CGsin(t +w,)de 

a'CiC , 
Gen pn,) SGH 0) sin(} + uw) 

a CC . . = — Zn pp LANCE +4 +0 +0) +sin(ÿ— 3 + 1 — 0,)].
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Dans ces deux expressions, les termes séculaires ne peuvent prendre nais- 

sance que si l’on a 
(a+a)n; +(B+$'}n; +yrx=o 

ou 
(a—a'}ni+(B—8'}n; —Yrx—0. 

Or, dans la nature, ces conditions ne sont jamais remplies que si l'on a sépa- 

rément 
. aa —o, f+f$—o, Y=0 

ou 

a—x'—0, B—8—0o, y —0o, 

et les termes non périodiques que l’on forme ainsi s’annulent mutuellement. 

Si l’on pose 

M; V; = Cisin(Ÿ +o,) + Csin(x +02), 

on verra aussi que le terme 

Me DJS Via 

J 

  

est périodique. 

Prenons maintenant les termes 

aV oV dV, Fo 
2 t— di 

Mi (SE da; à da, } da; } 

et posons 
M,V —C,sin(Ÿ + w,) + C:sin(y +w:); 

on aura alors 

2 AV} aC 
oc; 

M: 2 de da =-|: da cos (4 +) + a SEE c0S( x. + 0) | 

dCi 
I dC> | 

x ne de cos(t+m)+ RO R; + ne Va cos (7 + w) 

; Vi N y ve Ce 

LEA da; = w,) +2 + cos (+ 0) | 

1 où 1 dCz | 
x x fn, da; COS (b + w,) + En FER; Eye da; 7 cos (y + we) . 

Les Lermes du second ordre, ainsi que ceux du quatrième, se détruisent dans 

ces deux expressions; si On les supprime, les valeurs précédentes se réduisent à 

2 AV! foV a CL dC: 

da; } da; on +f$'n; + Enr d& 0; 

a! dC: a 

an; +Bn; da; 04, 

coS(L + w,) COS(y + w2) 

cos (4 + wi) cos(x + uw},
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ar OV: (OV æ dG 0C 2 — =— —_—— —  — 1 [7 M: Je) 5x dt TR PT dar des cos (ÿ + 1) COS(Y + w2) 

a! dC dC: 

En EN D D COS (y + w). 
ah + Bu, da da; cos(Ÿ + uw) (x ï wo) 

£Élles pourraient contenir des termes non périodiques si l’on avait la relation 

(a+a')n;+(B+8)n,; + y nr=0o 
ou 

G—a)ni+($—$}n; —va;o; 

mais, pour cela, il faut avoir simultanément 

a+ =0, B+f$—0o, y =0 

ou 

a—w—=0, B—$—0, Y—0;, 

et alors les termes séculaires qui prendraient naissance se détruiraient dans 
l'expression 

OV: fav OV: fdV M3 ( de Vi dt. 
da; J da où ] da 

On verra de même que, dans toutes les autres parties restantes de (26), les 
termes séculaires s’annulent mutuellement. 

24. En second lieu, je considère Les termes de M;V! qui sont du troisième 
ordre et qui ne contiennent que les variations des éléments de m;; ce sont 

ôV! dV', , 1 OV: 1 OV: 1 OV; Gi + dd + + = Gore ie Otis da; TT da; its te ds‘ 2 da * 2 da? + 
AV, ,, dV; ŒV; ; 2V! £ Ë FN HE OP ÔQ; + = — TS, dpi +. + À Sade + ONE sb, + doida; 7 Qpde, TT Garda, 9% tt} 

ov; 0; + 
de: ve 

  CT 

da;db; 

Dans cette expression, ainsi que dans les autres parties de M;ÈV’, que nous 
aurons encore à examiner par la suite, il suffit de prendre pour M;V seulement 
les tèrmes du premier ordre par rapport aux masses; puis, ainsi qu’il a été dit 
au n° 21, il faudra substituer à la place des 3 les valeurs ( 24) dans les termes du 
second ordre par rapport aux D; pour ceux du premier ordre, on doit prendre 
dans (25) les deux premières lignes de Sy; et la première seulement de Da, 
Ga;, .…, dc, sauf le premier terme de chacune de ces valeurs. Les termes que 
l'on obtient ainsi peuvent être partagés en cinq catégories, que je désignerai 

H. 4
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par des notations particulières; ce sont 

AGE PSS (Vide S Vidn, 

  

  

BU — IS Vide IV: de) + TE 2% gs VS Vide}, 

nu — JV av; : JE) — Ê — (da dé = TE Î [ ( Jr dE fs à) 

(28) M (ass vae) + (font) I Vide 

, n EVA ‘ 
(da;da;,, da:, da;) — se da a) ([ 5 di de) 

dV, [{ d av’ av 
f(x Sad) 3 ES (se a [Sa t) 

pis 1 PV; dV ,\_ OV: F{2V ov 
(dat, daiy= LEE ( fonte) 5 TE dt), 

Des trois dernières de ces combinaisons, on en peut déduire d’autres par de 

simples changements de lettres. A l'aide de ces notations, l'expression (27) peut 

être écrite sous la forme suivante : 

co) + EMao eu (9) Be 
È 

  

,s   (da, da + (db, 0 + (desde) — (di, da) — (bi, dDNP— (dei, den) ?] 

+ x Ldaidbs db da) + (da: dei, dc’, daï) + (dbide:, de, db!) + (da, db!, db;, dai) 

+ (da,dc, dei, dai) + (dbidc', dei, dbi) — (da: da, das, da) — (da;db', dbi, da) 

— (dade!, des, da) — (db:da, das, db}) — (db:db}, db, db) — (dbidei, dei, db) 

—_ (de;da’, das, dei) — (de: db, db;, des) — (dci dei, dci, dc!)] 

+ M3 [(da?, da) + (db?, db;) + (dc}, dei) + (da®, das) + (db, db) + (de, de:)]. 

25. Je passe aux termes de M;SV; qui sont du troisième or dre et dont chacun 

ne renferme que des variations relatives à une seule des planètes perturbatrices ; 

    

ce sont 

OV; + aV;, dV:, OV av; dVi, 
(30) MS di + Sa 0 À Gas 0 da; + 06, ÿb; +. Ge PET 

1 OV: 1 dV: 0? V: r dV; 
LE D02 + = ——Ÿ da + - Ga? 002 +... += DH pi + de a} + = da ++ = 3 2? + 

OV 3,80 + NE 3,80 
+ Gpjôas 0 À gpjdas UT 

  

2V! d°V: d?Ÿ! 

+ ——" da ;da; + EL Sa;èb; + AVE pute +). 
da;0@;; J a;0b; dpxda 
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Je fais les substitutions exactement comme au numéro précédent; J'adopte 

encore les notations 

AU = RSS (V;de f Vide 

BY — DJS (Via dE SNA) + EDS S ide), 

(da;, da )(N — DV: ff (Ga dt) | 

(9 ne D [ay vias) + Se ([S de) (LS Y; d®), 

(dajda,, day, da!) = ne ( F4) ( Jde) 

— _. f (x * a F4) — St FE dt [ dt), 

ee (fa) — Ga (Jo fo) 
On peut former d’autres symboles par des changements de lettres dans les 

trois derniers. La quantité (30) prend la forme suivante : 

  

  

  
Ge) + 12M° MMS à Gp + + (5% | M,BU +... 

njà; a} 

‘ 3M° M: 
  = [{da;, da&)D+ (db;, db) + (de;, des) — (da', da;)()— (db, db;)9)— (dc, de) )1+... 

a} 

+ M?M;[(da;db,, db, da :) + (da;de;, dc, da) + (db;dc;, de, db) + (da;db;, db;, da;) 

+ (da; dc;, de;, da;) +(db';dc;, de, db;) —(da;da;, da;, da;) — (da; db';,db;, da;) 

— (dajdc', de;, da;)—(db;da;,da;,db;)—(db;db;, db;, db})—(db;dc;, dc;, db;) 

—(de;da;, da;, dc) —(de;db;, db;, de;) — (de;dc;, de;, de;)] + … 

+ MM; [(da?, da) + (db?, db) + (dc?, de;) + (daÿ, da;) + (db, db;) + (dcÿ, de;)] +... 

26. Occupons-nous des termes de M;3V;, qui contiennent en même temps la 
variation d’un élément de la planète troublée et celle d’un élément d’une quel- 

conque des planètes perturbatrices. Ils constituent la quantité suivante : 

  + M; Ve 89:09; + CA 00,04; + Vi AU Pi09; da; Pia; + Opida; ôp:0a
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“Il faut y adjoindre la quantité 

D'ANAIES 
Ô&;   ‘+M; (SG + a; + +. 

dp da Ÿ  Ô& ! 

+, + Via + Mia. + Ni. ), 
de; ‘? da; 97 04 a; dx 

dans laquelle on remplace ;, Ba, Ba, ..…, dc, par les sommes des termes que 

nous n'avons pas encore considérés dans leurs valeurs [formules (25)]; de; 

Sex, ..… par les troisièmes lignes, et Üa;, Ba, ..., da, da, .. par les secondes 

lignes de leurs valeurs respectives. Je pose 

vi 
  JS dE f f Vide?) 

LE vi CS Vide JS Vide), 

(day, da,y® = SE f Î ( ae [AY md) 5 OV SJ ( dtf f V! a) 
4 

Lo : ov 
F3 Da JS Videy( 4) 

MATON AV! AY; , 
(da, da) fa f5 dt) — Gui [ (Ge dif [ V:; at) 

+ de CSS Vide) (fat). 

oY: av FN, 
(dada, da, da) == da (Jo de) ( [ 54) —$ SG a] 5e de) 

av! 
frs de a] 5e di), 

et d’autres notations analogues. L'expression qui nous occupe en ce moment 

Bt — JS Vo de? JS Vidë) +5 

  

(33) 
  

  

  

prendra alors la forme 

SE (A BU + + ER +...) 
a? a BND + 

j Æ 

  

ë 

+ M (da, da!y® + (dbr, db) + (des, de!) — (da, dei)? — (db, db JU (dci, de] + 

+ M} M, [(da;da;, daï, da;) + (da:db;, da, db';) + (da:de;, da;, de;) + (db; da;, db;, da’) 

+ (db;db;, db, db)+ (db;dc;, db, dc;) + (dc; da;, dei, da, 5) + (dc: db, dc;, db) 

+ (de;de;, dci, de;) +(da;da, da;, da) +(da:; db;, dai, db;) + (da,dc', da;, de;) 

+ (db, da;, db;, da) + (db;db', db;, db;) + (db;de :, dbi, dej) + (dcida;, dei, da;) 

+ (dc;db, de, db;) + (dc; dc;, dei, dc;) _(da;d, , da, da;) —(da;db', da, db;) 

— (da; dc’, da, de;) —(db:da;, db;, da) — (db; db’, db, db;) — (db;dc', db, de;) 

— (de;da’, def, da) — (de;db}, def, db;) — (de: de, de, de;) —(dada;, dai, da;) 

— (da,db;, da, db') — (dade;, dai, dc) — (db'.da;, db, da;) —(db;db;, db:, db°) 

— (db}dc;, db;, dc) — (dc;da;, dei, da) — (dc;db;, des, db;) — (dcidc;, dei, de;)1 +... 

+ M; (day, da!) + (db, db!) 9 + (dc, dci) 9 — (da, da,)® — (db, db) — (dé de) o. 
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27. Il reste enfin à examiner les termes de M;V', qui dépendent en même 
temps des variations des éléments de deux quelconques des planètes perturba- 
trices. Ces termes proviennent d’abord de la partie 

+ M, PV 02; 00 DV: do ;ù CA 80,04, + pee PRET Gp ar PUT Ge ga RE 
VE nan nd Vi 

T doxda; PR + ar x0@; 

dV, NN dV, , 

  

pdd, +... 

  

PVE ose n Vi suse + Sad k Dada, 0 +... 

et ensuite de 

(+ Mn + Mae Mn 
0; "8 va; da; dax À ee) 

lorsqu'on y remplace So;, ÿa;, Ga;,, ..., Jo, par les sommes des termes que. 
nous n'avons pas encore employés dans leurs valeurs (25). Posons 

| pur M 7 BON EE JS (Vide Vide) 

wi GLS Vide SV) + SE (JS Vide (JS Vide, 

(da, day = Ni SJ f (E Mae [ m4) 

  

(35) , . 
LE [Ouen + à EN, à (SJ V,de) ) dt), a}, n) 

,,n dVi / fav av 
(da;daz, da,, da) — da = ( da, dt) ( d&, à 

OV! F{ dV av OV; F{ 2V av 
— A Cr da 4) - 4 : f' Ge * da, de), 

et les combinaisons analogues; alors les termes qu’il nous reste à formuler for- 
meront l’expression suivante : 

  G6) +M (FE FE Bu + SM Sigur + BMe Me pu +...) 
a} af a}? af à 

+ EE [(dar, da) + (dbz, db) + (dez, de!) — (da, das) 9 — (db, dbx) — (dc! de;Y A1 +... 

+ M, à a, dai)® + (db;, db) 0 + (des, de) 4 — (da, da) —(db;, db;)® —(de!, dej) 4} +...
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36) + M,M,Ma{(daydan, du, da) + (dajdbn db, da) + (dajder, dé, da) + (db;dax, da, db;) 

uite). + (db;dbz, db, db';) + (db;der, de, db) + (dc;dar, day, dc;) + (de;db:, db}, dc) 

+ (de; der, des, de) + (da;das, dax, da) + (da;db’,, db,, da;) + (da;de}, der, da;) 

+ (db';da,, dar, db) + (db';db', db, db) + (db;dcz, der, db;) + (dc';da,, dar, de;) 

+ (dc; db!,, dby, dej) + (dc; des, der, de;) —(da;das, dar, da;)— (da;db!,, dbr, da) 

— (dajder, dex, da;) — (db;da, dax, db;) — (db; db}, dbr, db';)— (db;de,, der, db) 

— (dc;dar, dar, dc;) — (de; db}, dby, de;) — (dc; dcr; der, dc) — (da dar, day, da;) 

— (da;dbx, db, da;) — (da;der, des, da;) — (db';dar, da, db;) — (db';dbx, db}, db;) 

— (db;des, des, db,) — (de' dax, da, dej) — (dcdbx, dby, dej) — (dejder, der, dej) +. 

L'expression complète de M,DV: se compose de la somme des quantités (26), 

(29), (32), (34) et (36). Nous avons vu que la première ne renferme pas de 

termes séculaires du troisième ordre; les quatre autres sont des fonctions li- 

néaires d’un certain nombre de quantités, qui peuvent se réduire aux dix-sept 

types compris dans les formules (28), (31), (33), (35). Or ces dernières quan- 

tités se ramènent elles-mêmes à huit formes seulement de la manière suivante. 

28. Je désigne par P, Q, R trois fonctions qui, comme V, peuvent se déve- 

lopper en séries convergentes de termes procédant suivant les sinus ou les 

cosinus d’arcs proportionnels au temps, tels que , et je pose, comme pour V, 

PL. 2Æ_p SP _pr P_pr 2 
Du D pe Ph dé PP 0 dpi 

— D’ 
= P;,, 

  
2 
Î 

et de même pour Q et R. 

Examinons successivement les diverses quantités A, B, 

On a d’abord 

SS Vide f Vide) =5S(S Vidtÿ dt; 

donc 

au= ! DE à CS Video} de: 

et, si l’on pose 

P= fV;di, 

on a 

(a) | ao! Di pprar 

AY! se ramène exactement à la même forme en posant 

P = f V;dt. 

  

  
ee
e 

m
é
m
e
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Pour transformer B®, je prends 

P= ff Vid’, 
d'où 

AV, _ dP, ŒV,  æP' 
Op dE? de dE? 

  

alors 

æP: 1 ur pis — % t — 2 

co) de me J f( de: Par) + 2 P. 

Pour BV), on aura aussi 

    

dP; OV; _dP! dVi. æP!, 
dE ? Hu de ? ei 7 de? 

B se transforme d’une manière analogue en posant 

    P=SffVid®, V—     

  

P= ff Via, Q=S/fNidr, 
d’où | 

OV; dPi qu PP; Qi OV, _ PP _ d@. 
des dû UT de dt? d»:dp; de de ? 
  

d'où il suit 

» d&Q; &P; . ao 
{ë î 2 2 + 

(4) Bo? = ru r Je dt: Qdi + Le ef dé? je Pdi PQ; 

mais il faut faire attention à la forme particulière que doivent avoir les quan- 
ütés P et Q dans B?. Supposons que l’on réduise en un seul tous les termes 
de V qui dépendent d’un même argument 4 = «/;+fl;, et prenons 

  

V—=Gsin(t +w); 

on en tire 

Vi= Gucos(t+w), Vi=GBcos(t +w), 

et, par conséquent, 

__ 1 Jp — Ga 
P = ff V;di = — Gr + En) COS(Ÿ + w), 

Q= ff Vide = 8 os(y + w). 
(on; +6n;) 

On voit que, si P contient un terme tel que Gz cos(b + w), Q doit contenir le
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terme GB cos{h + w); de plus, tous Les termes de P contiennent p; et tous ceux 

de Q, JE 

On ramène BÜ# à une forme analogue à (b)}, (c), (d), en posant 

PSS Vide, Q=S/f Vide, 

OV; _dP, OV; _ Qi y _ dPy _ dQ,  ŒVI _ Ps dQ 
5 dr? dx — de? M AR — dE? do dr dé ? 
    

ce qui donne 

EP} 4-0 aQ; dE: æP! 
GK) — J 2 k 2 CLKkp (e) BU» = TE TJ Q dr + J/ RÉ PdE + TE PO. 

On verra encore que, si P contient le terme GB cos(t +w), Q contiendra 

  

Gy cos(Ÿ +w), et que tous les termes de P dépendent de p; et ceux de Q de px. 

L'expression (da;, da.)® se transforme en posant 

  

P—ffVid, Q=— a R— T dt; 

. on à alors 

2p! ’ 
Cf) aa, day DE pp QR ar — LE j QP dt + QPR. 

C’est encore à la forme (f) que l’on ramène les quantités suivantes : 

LL. Ve JV, av 
(da;, da;)9), en posant P—/f/fVidé, Q=— da” R— da; - de; 

svt | : dV; OV (das, dajX®, en posant PES Vide, QD RE [dt 
(da;, da;)®, en posant P—ffVid®, Q— NE, R=— = dt; 

no , OV; av (das, dax), en posant P—/f/f V;dr, Q= das? R— 04, de. 

Si l’on prend 
oV __ fav _ ®V 

P — da, Q — da R=— dada 

on aura 

(2) . (da;da;, dai, da;) = PQR; — DE JR — Qi ppRar. 
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Pour donner cette forme aussi aux expressions (da, da,, da;, da;), 
(da; da;, da, da), (da; da;, da,, da), i suffira de poser respectivement 

  

N à OV ŒV 
P — da, Q — da, dt, R= da;0@ 

M oV dV 
P — da; dt, Q = 04, R= Soda? 

ov oV A 
P — da, dt, Q= da, RE To 

Enfin on prendra , 
‘ OV A 

et alors on aura la forme 

# 

(x) (dat, da) =4P?R— DE fPR&r, 

à laquelle on ramènera aussi (daÿ, da;), en posant 

_ fav _æV   

Ce qui nous reste à faire maintenant, c’est de démontrer que les huit formes 

(a),(b), …., (k) ne sont composées que de termes périodiques ; mais, comme (2) 

se déduit de {g) en y faisant P —Q, il suffit de nous occuper seulement des sept 

premières. 

Je supposerai que, dans Les séries qui représentent P, Q, R, on ait réuni en un 

seul tous les termes qui dépendent d’un même argument d, et je posorai, pour 

abréger l'écriture, 
LH Y EVE & + w' + w"— A 

29. Forme A®, — Prenons dans le développement de P les trois termes sui- 
vants : 

P = Gcos($ +w)+ G'cos(4'+ w') + G/ cos(4"+ w"); 

on sait que G, G', G”, w, w', w” sont des constantes qui ne renferment pas &;, 

€ ... CE i 
bal +fly VEnhepl, Vue pl. 

On tire de là 

d : D = —Ga(an;+fPn;)cos(4 +) 

_ G'x/ (a ni + B'a;) cos (+ w!) — G'o’(a'n;, + g” R;) cos{d”"+ w"}, 

I. 5
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Avec ces valeurs, 16 forme l'expression (a) de A! et je réunis tous les termes qui j 
dépendent de sinu; ce sont 

GG'G . a(an; +8n;) 

4 (a'+o")n;+ (8 +$}n, 
a'(a'n; +$'n;) + (an; + 8"n;) 

(a+a)n+(B+f')hn; (a+a)ni+(8+ fn, 

  

  

IL suffit de considérer ce seul terme, car tous les autres qui résultent de la va- 

leur précédente de P peuvent s’en déduire, en y supposant égales entre elles 
quelques-unes des constantes G, G’, G’; x, à’, x”; 8, 8’, 8”, ou bien en changeant 

leurs signes. Or, pour que ce terme donne lieu à une inégalité séculaire, il faut 

que u soit indépendant du temps, c’est-à-dire que l’on ait 

(37) . (a+a+a)n;+(B+8+6")n; —o. 

Mais, dans la nature, les quantités n;, n; sont toujours incommensurables entre 

elles ; et, comme «, à’, x”, 6, 8’, 8” sont des nombres entiers, cette équation se 

décompose en deux autres 

3" 
(38) ‘ a+a+e—=o, 3 +8 + 0, 

# 

sinu devient   et, dans ce cas, le coefficient qui multiplie — 

_gx—%x — 3%" —0, 

Les termes constants de Af sont donc nuls. 

Dans ce calcul, j'ai pris des termes de P qui dépendent des longitudes 

moyennes des deux mêmes planètes; mais il conduit au mème résultat si les 
trois termes considérés de P renferment des longitudes moyennes relatives à 
des planètes différentes; seulement, dans ce cas, l'équation (37) se décompose- 

rait en un nombre d'équations secondaires égal à celui des planètes dont les 

moyens mouvements y figurent. 

On peut remarquer que A contient aussi des termes de la forme A4 cos(b + w): 

tel est, par exemple, 
3 

— F a(an; + 3n;)tCOS(L + w). 

30. Forme BÔ. — La même valeur de P donne encore 

  

2 D'. | 

LE = Ga (an; + Bn;} sin (b+uw) 

+ Ga (an; + Bn;) sin (4 + et) + Ga (an; + Bn;) sin (4+ w°), 

dP: 
D = Ga(an; + Bn;) cos($ +w) . 

+ Gaetan; + B'a;)cos(h + vw’) + G'at(a n; + B’n;) cos(#"+ w°).
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Le terme en cosu de B, que je considère seul, est alors 

GG'G’ (a(an;+fn;)fa(an;+fptn;) + (a n;+.8n;}] 

qe cosu x JT fe Fra en 
a'(atn; + B'r;)[a"(atn; + Bn;) +a(an:+Bn;}]. 

[a+a}n:+(8+p'}n;l 
aan; +$fn;)[a(an; +Bn;) + {a n;+fn;)] 

[Han +(8+ 8; 
+at(an; +Bn;)+ (an; + B'n;) +a(an;+ Br) . 

  

  

  

  

Or les conditions (38), nécessaires et suffisantes pour que ce terme soit indé- 
pendant du temps, réduisent le coefficient entre crochets à 

LaÇan; + Bn,) + aa ni + Bn;) + (ani + Bay ](a + a+ a"), 

quantité nulle, à cause de & + x + #’ — 0; donc B, pas plus que AŸ, ne donne 
des termes séculaires. 

31. Forme BÜ. — Un calcul analogue au précédent montrera que le terme 
en cosu de BY) est 

G&c a(ani+ Bn;PBani+ Bn;)+ (an: + B'n,)] 
Le'+a}ri+ (8 + Br; 

Learn; CB(en:+Bn, + pa ni+n;)] 
[o+a)n;+(8+f}r;T 

RL eCnit Ba) {Banc fn) + Ban; 8n;)] 
[Ca +e}ri+(8+8yn;f 

+ af(an;+fn,;)+ a f'(an; + Bn;) + a" B'(a' n; + B'n;)}, 

  

  cosu X 

  

  

et le coefficient entre crochets devient, par les relations (38), 

FBGars+ Br) + Bari Bn,) + Ban; + B'n;)](a+ a+ a") —o. 

32. Forme BŸ. — Puisque chaque terme de P doit contenir p; et chaque 
terme de Q, ?;, et comme P et Q doivent être formés respectivement de termes 
tels que Ga cos(d + w) et GB cos(l +w),*. ose 

P = Ga cos(Ÿ + w) + G'a' cos(4' + w') + Ga" cos(Y" + w'); 

O = G$cos(Ÿ + w) + G'$'cos(4' + w') + GB" cos(Y’ + w"), 

où | . 

p—al+Bl,, YuL+pl, Val +ps..
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La démonstration qui va suivre pourra s'étendre aussi aux termes de P ct Q 
qui dépendent des longitudes moyennes des autres planètes. 

    

  

On à 

2p° 20. 

TE = DU 2 GaB (ans + Briÿesin (y + w) + G48 (an, + Fay} sin (#+ 0) 
+ Ga" Pl(an; + B'n;) sin (Ÿ'+ w), 

&Y; 2 1,12 ' Li TE Ge (an; +Bn;)sin(b+w)+ Ga? (an; +8 n;)° sin 1 + w’) 
+ G'« a?(an; + B'a;y sin (4'+ w’ r), 

dQ; ? Lt ; 2 r TR = Gaf(an; + 8n,;) cos(L + w) + G'a B'(a'n; + B'n;} cos(L' + w') 

+ G'arrp'(an; + B'n,) cos (L'+ w"). 

Si l'on forme l'expression (d), on verra que le terme de BŸ, qui contient cosu, 
.CSE 

GGG, B'R'a(ans+ Br) [aan + En) + a'(a"n;+ $'n;}] ——+—+F COS 4 X 7 F F # 2 [a+ a} + (84 8; 
+ B3'a(an; + sn) [a(ar; +Bn;} +a"(an; + B'a;)] 

[a+ a)ni + (B+8)n;T 
+ BS'a" (an; + B'n;){r(an; + Br} + a(an; + B'r;)] 

[a+ a) +(8+8yn;T 
a'aaB(ans + Bn;)[Ba'r:+Bn;) + Ban; + B'n;)]. 

[Ca + ans + (B+ 8'}n;f 

n axlaB(an; + n;) [Ban + Bn;) + B'(an;+S'n;)] 

[a+a)ni+(8+ 8; 
+ aa" B'(an; + B'n;} [B(an; + Br; + Ban; + B'a;)] 

[Ca +a)ri+(8+Bja;F 
fan + Br) (a 84 ap) + Ban; + Br} (a+ 218) 

Rat ni + Br) (ag 218) | 
A t # 

Les conditions (38) réduisent le coefficient de se  cosu à   

ce [Ba + af) (an; + Bn;) + a 8(a8 + aÿ")(atn; + P'r;) 

+ 278"(a"8 + af°) Gr + Br;)](a+ a+ x) —o, 

et, par conséquent, B4? ne renfermera pas de terme indépendant du temps. 

33. lorme BU, — Soient 

Y—ah+8l, V=sh+nlé Vs +.
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D'après ce qui a été dit au n° 98, à chaque terme tel que G'8"cos(4"+ w) 

de P correspond un terme G”y”cos(d"+ ”) de Q; de plus, tous les termes de P 

dépendent de 4; et tous ceux de Q de #4. Pour notre démonstration, il suffit de 

considérer les termes suivants : . 

P —G8 cos(s + )+ 0G"8" cos(4"+ uw"), 

Q = G'y cos(4'+ 0!) + G'y" cos(Y'+w"), 

d’où lon tire | 

  

    

2 p' 
PS = Gañ(an; + Bn;) sin(t +w), 

= Gaves + rx) sin (y + 0), 

ŒP, d&Q; qu 1 ; # # 

EE = CU 2 Greg, + ue) sin(#'+ 0°). 
On a aussi 

Pi — 0, 

car chaque terme de P ne dépend en même temps que des moyens mouvements 

de deux planètes, dont l’une est toujours #;. D’après cela, l'expression de BŸ 

sera formée de termes tels que 

> Ge& 1 a(an; +Bn;) + 1 g" + € J 

88"+ CE A; Ÿ 7 Lan; LH En; + (+ PATTAE 

aan: + y rx) | 
+ 7 —— 5% ( COS; 

Lan +(B+f}n; +yail) 

  
  

et, pour que le temps disparaisse, il faut avoir 

G+a}ni+(B+hn; + (+ VIRx TO. 

Or, dans la nature, les moyens mouvements des planètes ne remplissent jamais | 

cette condition, si ce n’est lorsqu'on a s'multanément 

a+ —0, 8+8"—0o, v+y =0; 

# T 

mais, dans ce cas, le coefficient de cosu devient   

k 

et il est nul BB CB"; + na) (a +2), 
. 11 ESC nul. 

34. Forme (da, da,)®. — Soient encore 

v—al;+ fl, Ya + W— a" li + + 84,
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et prenons dans chacune des fonctions P, Q, R un terme dépendant des moyens 
mouvements des deux mêmes planètes 

P=Gcos(b+uw), Q—6G' cos(t'+w'), R=G'cos(Y"+u"); 
d'où 

&P;: 2e! tn lol ei gt ! Æ = Gran; +fBn;)sin(k+w), Qi=—G'e'sin(4 + w!), 

TE =— G'o(an; + $n;)cos(Ÿ'+ wf). 

Le terme en sinu de (da;, da) est 

GG'G a(an;+6Bn;) œ'(atn;+B'n;) , 
DT her (+ PAT Gran) "f 

et, quand il est indépendant du temps, il se réduit à 

G 1G" . 

— GG Sin (wo + w +) x (a+ a+ «") — 0. 
n . 
  

IT est facile de voir que (da;, da,)® renferme aussi des termes de la forme 
At Cos(d + w) + B2 cos(Ÿ + w). 

35. Forme (da;da;, da;, da). — Je prends encore 

P—Gcos(t+w), Q—G'cos( +w), R=—G'cos(ÿ'+ vw), 

ce qui donne 

db; . dQ; D ' 14 op TT = Ga(an;+ Bn;) cos(Ÿ + w), TH =— G'a(an; + B'n;) cos($! + w’}, 

CR — Ga sin(#+ vf), ‘ 

L'expression (g) sera fprmée de termes tels que 

GGG’ sinu x | a(an; +Bn;) + a'(an;+fn;) . … | 
4 (Han; + (B+ hr, (a+ +(B+8)n; ! 

qui, lorsqu'on leur applique les conditions (38), prennent la forme 

G 1 . 

— TS (a+ a+ x") sin(w +uw!+u);   

or cette quantité est nulle. 
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En dehors des termes simplement périodiques, on trouve aussi, dans 
(da;da;, da;, da), des termes de la forme At cos(Ÿ + w). 

36. Il est facile de s’assurer que les démonstrations exposées dans les 
n°®29, 80, ..., 35 sont tout à fait générales; par conséquent, M;SV’ ne contient 
pas des termes constants du troisième ordre par rapport aux masses. Il résulte 
de là que le terme séculaire (20) ne peut pas se réduire avec d’autres, ct, par 
suite, le demi-grand axe est soumis à des inégalités séculaires du troisième 
ordre. 

[l'est inutile de pousser plus loin l'approximation pour voir ce qui arrive à 
l'égard des termes du quatrième, du cinquième, ..…. ordre. En effet, l'existence 
de termes de la forme A, Be cos(Ÿ + w), Ce? cos(ÿ + w) parmi ceux du deuxième 
et du troisième ordre permét d'admettre d’une manière presque certaine que, 
parmi Les termes d’un ordre supérieur au troisième, on en doit trouver de sécu- 
laires. L'invariabilité des grands axes n’existe donc que pour la première et la 
seconde puissance des masses. 

         
QE ge 

   


