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SUR L’INVARIABILITE

DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES,

PAR M. SPIRU C. HARETU.

1. 1l y a peu de problemes qui aient exercé la sagacité des géomeétres les
plus éminents pendant aussi longtemps que celui des n corps. L'importance
pratique, ainsi que l'intérét purement scientifique et philosophique qui s’attache
a la loi de la gravitation universelle, explique la ténacité avec laquelle les
savants, depuis Newton, ont poursuivi I'étude de ce probléeme.

Malheureusement les équations différentielles des mouvements des corps
célestes sont loin d’étre complétement intégrées; et, pour aborder la résolution
numérique du probléeme, on est obligé de recourir & des méthodes d’approxi-
mation d’un emploi trés laborieux; mais les propriétés auxquelles on arrive
ainsi n’ont nécessairement qu’un degré d’exactitude relatif.

Cependant, parmi ces propriétes, il y én a une qui mérite une attention par-
ticuliere, A cause des conséquences qu'on en peut tirer a I’égard de la stabilité
du systéeme du monde; elle est connue sous le nom dinvariabilité des grands
axes des orbites planétaires. Voici en quoi elle consiste :

2. On sait que, a cause de la petitesse des masses des planétes par rapport
a celle du Soleil, I'orbite que chacune d’elles décrit autour du Soleil s’écarte
tres peu de la forme de ellipse qu’elle décrirait si toutes les masses perturba-
trices venaient a disparaitre. Cela étant, il était naturel que les géométres
prissent le mouvement elliptique comme point de départ dans les calculs d’ap-
proximation qu’ils devaient faire pour arriver a la connaissance du mouvement
réel. Tel est le principe de la méthode de lu variation des constantes arbitraires
de Lagrange. Dans cette méthode, on considere les éléments elliptiques de la
planete comme variant sans cesse a4 cause des perturbations produites par les
autres planétes, et I'on a trouvé des formules d’une simplicité remarquable qui

expriment les variations des éléments elliptiquesjpour intégrer ces formules, i
H. I
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est nécessaire de développer ce que I'on appelle la fonction perturbatrice R en
une série convergente de sinus ou de cosinus d’arcs proportionnels au temps,
ce que I'on peut toujours faire, vu que dans la nature R est toujours fini et con-
tinu, et que les orbites des diverses planétes sont toujours peu excentriques et
peu inclinées les unes sur les autres. Cela fait, on considére, dans une pre-
miere approximation, les ¢léments comme constants, et de simples quadratures

donnent alors les inégalités que chaque terme du développement de R introduit
dans la valeur des éléments elliptiques. Dans la seconde approximation, on
substitue les valeurs trouvées pour chaque ¢lément par la premiére approxi-
mation dans les formules qui donnent les variations de ces éléments, et par
de nouvelles quadratures on trouve de nouvelles inégalités; et ainsi de suite.

On peut facilement se faire une idée du degré d’approximation que I'on
réalise par ces diverses opérations. La fonction R est linéaire par rapport aux
masses des planttes perturbatrices. En supprimant R, on suppose par cela
méme que ces masses sont nulles; on a alors les intégrales du mouvement
elliptique. Dans la premiére approximation, l'intégration des ¢équations qui
donnent la variation des éléments elliptiques introduit dans les valeurs de ces
éléments des termes du premier ordre par rapport aux masses perturbatrices.
Ces valeurs étant substituées dans les mémes équations, on aura, en intégrant,
des termes du second ordre par rapport a ces masses; et ainsi de suite. Ainsi
Iordre des inégalités successivement introduites est égal au nombre des ap-
proximations successives que I'on a effectuées pour y arriver.

3. On doit distinguer deux especes d'inégalités : 1° celles provenant des
termes de R qui contiennent le temps explicitement, et qui par I'intégration
donnent toujours des termes périodiques a courte période; ces inégalités sont
peu importantes, parce que dans une longue suite de siccles elles se com-
pensent et ne peuvent pas apporter des changements considérables dans le
systeme du monde; 2° celles qui sont produites par les termes de R qui ne
contiennent pas le temps explicitement; celles-ci augmentent lentement, mais
continuellement, pendant trés longtemps et toujours dans le méme sens, et
peuvent introduire avec le temps des modifications trés sensibles dans la con-
stitution de I'Univers : on les appelle des inégalités secularres.

Or il est trés remarquable que les grands axes des orbites planétaires ne sont
pas affectés d’inégalités séculaires, du moins quand on tient compte seulement
des deux premiéres puissances des masses; c’est en cela que consiste l'inva-
riabilité des grands axes des orbites.
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4. Ce n’est que peu a peu et avec beaucoup de difficultés que cette belle
propriété a été établie. Laplace est le premier qui 'énonca ('); mais il ne
tenait compte que des premiéres puissances des masses et des quantités du
premier et du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Lagrange démontra ensuite (?) ‘qu'elle était vraie méme quand on tenai_t.
compte de toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons; mais il
ne dépassa pas la premiére puissance des masses. Dans un Mémoire lu & I'In-
stitut le 20 juin 1808 (*), Poisson réussit i I'étendre aux secondes puissances
des masses; mais son calcul est extrémement long et pénible. Plus tard on
réussit a le simplifier beaucoup en faisant usage de la méthode de la variation
des constantes arbitraires, découverte par Lagrange; c’est cette méthode que
M. Liouville a suivie dans ses lecons au Colleége de France en 1841, et que
M. V. Puiseux a reproduite avec quelques modifications dans la These pour
le Doctorat qu'il a présentée i la méme époque a la Faculté des Sciences de
Paris.

Dans le Mémoire de Poisson, ainsi que dans la These de M. Puiseux, on doit
distinguer deux parties : dans la premiere, on considére seulement les varia-
tions des éléments de la planéte troublée, et I'on ffrouve qu’elles ne produisent
pas, dans le grand axe, des inégalités séculaires du second ordre par rapporl
aux *ﬁsses; cette partie de la démonstration est assez simple et facile & suivre.
Dans la seconde, on tient compte des variations des ¢léments des planetes per-
turbatrices; le caleul differe entiérement du précédent, par la raison que la
fonction perturbatrice varie d’une planete a l'autre; c’est pourquoi on a été
obligé de recourir & I'équation des forces vives et de faire des combinaisons
trés ingénieuses, mais indirectes et assez laborieuses, pour prouver qu’il n’existe
pas dans le grand axe de l'orbite de la planéte troublée d'inégalités séculaires
du second ordre provenant de cete espece de variations.

5. Lagrange a eu l'idée, en 1808 (*), de considérer le mouvement des corps
célestes autour de leur centre de gravité commun; dans ce cas, la fonction
perturbatrice est la méme pour toutes les planétes; mais son calcul est entaché
de plusieurs fautes de signe, ce qui en détruit toute la valeur.

(') Mémoire présenté a ’Académie des Sciences de Paris en 1773.

(2) Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 1776.

(*) Ce Mémoire a été publié dans le XV® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique,
année 1809, p. 1-56.

(*) Mémoires de la Classe des Sciences mathématiques et physiques de UInstitut de
France, t. IX, année 1808. — OFugres completes, édition de M, J.-A. SErrEeT, t. VI.
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M. Tisserand, dans une Note insérée aux Comptes rendus ('), a indiqué un
autre moyen pour arriver au méme résultat : il fait usage d’'un changement
de coordonnées employé par Jacobi dans son célebre Mémoire Sur I’élimination
des neeuds dans le probléme des trois corps. 11 arrive ainsi & faire en sorte que les
.diverses fonctions perturbatrices ne different que par un facteur constant, ce
qui permet de ramener la seconde partie de 'analyse de Poisson a la pre-
miere.

Je me propose, dans ce travail, d’exposer la méthode de M. Tisserand. De
plus, je reprends une ancienne démonstration de Poisson () par laquelle 1'il-
lustre géometre croyait étre parvenu a prouver que le grand axe n’éprouve pas
d’inégalités séculaires du troisitme ordre par rapport aux masses, quand on
tient compte seulement des variations des éléments de la planéte troublée; il
avait reculé devant la tache d’aborder la seconde partie de la question, a cause
de la complication excessive qu’auraient eue les calculs s'il avait applique la
méme méthode qui lui avait servi pour les carrés des masses. Mais la démon-
stration de Poisson n’est pas compléte encore 4 un autre point de vue : ¢’est
qu’il ne tient pas compte d’une classe de termes d’une forme particuliére, qui
s'introduisent dans I'expression du demi-grand axe, dés la seconde puissance
des masses. En comblant cette lacune, je fais voir que des termes séculaires
apparaissent dans la valeur du demi-grand axe, dés la troisitme puissance des
masses, ce qui est diamétralement opposé a la conclusion du Mémoire de
Poisson. Dans la suite de ce Mémoire, je montre, d’aprés la méthode de Pois-
son, que les termes séculaires ainsi introduits ne peuvent pas disparaitre avec
d’autres, puisque tous les autres lermes séculaires de I'ordre du cube des masses
s’entre-détruisent; je complete cette partie de la démonstration de Poisson en
tenant compte aussi des variations des éléments des planétes perturbatrices, ce
qui n’est pas difficile si 'on fait usage de la transformation de M. Tisserand.

Ainsi cette propriété de l'invariabilité des grands axes, que beaucoup de
géometres, et Poisson lui-méme, croyaient étre tout a fait générale, & ce point
qu’on avait méme essayé de le prouver directement (*), n’existe pas méme pour
la troisieme puissance des masses; ce qui est un résultal assez important, tant
au point de vue analytique qu’a celui de la pratique de I'Astronomie mathé-
matique.

(1) T. LXXXII, numéro du 21 février 1876.

(2) Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. I, p. 55-67, année 1816.

(3) Voir un Mémoire de M. Maurice et plusieurs Notes sur ce Mémoire dans le tome XV des
Comptes rendus.
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6. On sait que, dans le probleme de n + corps, les équations différen-
tielles du mouvement absolu des différents mobiles sont de la forme

d’l.r,-_m,-mj(.rj—w,-) . mimy(2p— x;)

n; T N3 } %3
de o} o}
dyi _ mim;(y;— y)) L mamg(ye— i)

L A . - Bt b, i
a 9 Olk

" sy mim;(s; — 5;)  mymp(s — 5;) ki

(e N3 o 33 T e ey

dt ¥ ok
Bz m;mi(x;— x;) m;my(xp—a;)

”I/' I s — 33 -+ N3 ) N
dl o} 3

ol 3
':;T'/ = («l'/ —_— .Z‘,‘)2 =T (w)"j —)',‘)2—*‘ (:‘j = ;[)g,
Sil'on pose

- mim;
U=% ——,

Oij

le signe X s’étendant A tous les termes que I'on obtient quand on fait varier

chacun des indices 7 et j de zéro jusqu’a n, sauf ceux pour lesquels 7 =/, ces
¢quations prennent la forme

(1) m ~d§ z; _ 0U d*y; U d*z; U

e
de? ox;

“dr = gy, Migp = 9z,
U est ce que I'on appelle la fonction des Jorees.

7. Remplacons maintenant les variables x;, y;, z,, Zj, ... par un systéme de

coordonnées ainsi défini. Soient G, le centre de gravité de m, et de m,; G, celui
de m,, m, et my; ...; G,_, celui de My, My, ..., m, 3 G celui de tout le Sys-

teme. Nous prendrons pour nouvelles variables : &, M1, Ci» coordonnées de m,

par rapport a trois axes, paralleles aux axes fixes et passant par my; Z,, ,, Z,

celles de m, par rapport a des axes passant par G,, ...; &, n,, {, celles de m,
par rapport a G,_,; enfin les coordonnées X, Y, Z de G par rapport aux axes

fixes.

Soient X, Y;, Z; les coordonnées de G, par rapport aux axes fixes, et posons

Mo+ My + My 4. ..+ M=y,
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On a

(?‘) ‘):l:x0+gl’ xi—xl+‘2y sle iely ‘z'll—‘l:XlL--2+En—l7 xll:Xll—l+£ll'
Mais, d’aprés les propriétés du centre de gravité, on a aussi

[y Xy = myxo+ My 2y,
s Xy = M Zo—+ My Ty + My,

(3)

I A P R S ) ’

{
. ( PrXp=myZTo+ MyZy ...+~ My X

Substituant dans (2) ces valeurs de X;, X,, ..., X,,_,, puis ¢liminant suceessive-
ment entre les n équations qui résultent de cette substitution z — 1 des variables

Liys' Lgy, s o'y Ty ODLITOUTE

Ty = Ty £

Zy = &y + ——E; ~+
i

m m
(4) < zy =2+ —& —&+ 5,
[y P2
RS 1 G TRl 5 ;
m m m,_
Zp=Zo+ — 4 — b4 — 8+ &
P M2 Pn—1

Portant ces valeurs dans la derniére équation (3), on obtient

.y m;, _m
Ty — X — El AT = En s
e 1*2

et cette relation, combinée avec les équations (4), donnera enfin les formules
de transformation suivantes : i

m, my ‘my m,
‘TO:X_-__Ei EZ E— "‘—E/n
P
m, My,
g El e STiEeatny
l"‘ Ps n
m n, m
{ 3 n
4 ‘rz:X—i—E_E__EJ *2!.’— ==ty
(9) < P2 g Pn
S it o ots ik s Ve L IR TR R R Y A
Prn—2z mp
IR Sn—1 —En;
Hn— n
Pn—1
Ly — 4 En-
lJ.
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Un caleul identique donnerait YosYis «~ov ¥a €t 355 5, ..., 5, en fonction de
Y, n gt et Z, 4 Coriianllt Z,.

8. On sait que, lorsque la fonction des forces existe, ce qui est notre cas,
Lagrange a donné le moyen d’écrire les équations du mouvement dans un Sys-
teme de coordonnées quelconques. Pour cela, on exprime U, la fonction des
forces, et T, la demi-somme des forces vives, en fonction des nouvelles coor-
données réduites au plus petit nombre possible par les équations de liaison :
alors les équations du mouvement sont de la forme

—_— = — — — — — .,
dt o8, 0% &

Dans le probleme de n + 1 corps, U, étant simplement fonction des diffé-
rences des coordonnées rectangulaires, x,, x,, ..., sera indépendant de X, Y,
7, dapres la forme des équations (5); on aura donc

ab e ol K1 9a -
S L R i T ra

Les équations (5) étant linéaires, T sera indépendant de X, £,, %, ..., I
Y, .... On trouve facilement

s H Pty . 34
2T = p, (X2 Y2 - %) + UT!(212+"112+ &)
1

Py oy, ' . m - : ;
5 T (E; i T‘;+ 1'.'2) = e M (£:ll+ ."ln.2 =S :IF)’
2 n
d’od1
IT  wiym; pi (E eiy! JELS i o ?
AR TR Gl

Les équations du mouvement seront donc

74, S (IQY__O d*7, s
(=2 Z==> =5
(6) :
Wity M2; i"_r:, o _d_y 3 Piogmy dP; 7L oU n Wi m; d2¢; oU 5
g de 0% 4 W de T gn, godE A

Les trois premiéres donnent la propriété bien connue du mouvement recti-
ligne et uniforme du centre de gravité.

9. Supposons maintenant que 2, soit le Soleil, dont je prends la masse pour

unité, les masses des diverses planétes étant considérées comme de petites
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quantités du premier ordre. Alors

A m; mpm;
0i Z 0jj

mais

., m;_y
+ —b ..+ —— &g
2 i1

my
Xiga=. -To:Ei‘*- _ E_l

et, si l'on pose
ri=% mp-- L3,

on a

SRIECE 50 b
Si=r+ P;

P ne contenant que des termes du premier et du second ordre par rapport aux
masses; par suite

1
Y 172 m; P\ 2 m
2E=ilng - B
821 7 r? I

m

. i
Q étant du second ordre; d’autre part,E é . est encore du second ordre;
X ij

- m; >y s A
donc U —S‘ ,—' est une quantité du second ordre, et il en est de méme de
daoad TP

U_Eﬂﬁiﬁi&jizv

P i

Si, dans (6), on remplace U par sa valeur tirée de cette relation, les équations
du mouvement prendront la forme

i 8 mi(r e m)wio B OV
wre e e r} 0%;
ou bien
[ d?%; (1 me;)&; core Lt -(—)—‘:'—O
de 73 7y De e
et de méme
(/) (lz"ii £ (l—{—”li)'f‘[ i ()_V e
de i My 0 4
L (+m)E pi OV o

7 .

\ndet rt mipi—y 0%
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On voit que c’est exactement la forme des ¢quations du mouvement d’une
planéte autour du Soleil, avee la fonction perturbatrice

RysHs ey, <—‘- + L)\

iy (T SR T

qui est la méme pour toutes les plan‘etes, au facteur constant —% pres. Celte

My
fonction est encore du premier ordre par rapport aux masses, comme dans le
calcul ordinaire des perturbations; mais, au lieu d’étre linéaire, elle contient
des termes de tous les ordres, entiers et positifs, par rapport a ces masses.

10. Négligeons d’abord entiérement les masses perturbatrices et considérons
simplement les équations

(8) dzg,.+(_l+n1,\£,__o d?v; (1+m;-)r,,-_0 dz:.'_,q(‘"*‘”"'):"f(,
: de 7} Fit il 73 TR THET Fit Vo

Leur intégration donnera le mouvement elliptique de m; autour de G,_,, el
introduira six constantes arbitraires, qui sont les éléments du mouvement elliptique
de m,. J'adopterai les ¢léments astronomiques, qui sont : le demi-grand axe a;
de l'orbite, qui est lié au moyen mouyement n; par la relation

e
40 L+ m;
Ryi=— 3 5

a;

Uexcentricité de 'orbite e;; V'inclinaison 9; du plan de cette orbite sur le plan XOY;
la longitude du neeud ascendant ;5 lalongitude du perthélie;; la lon gutude moyenne
de [ ‘epoque ¢

i
Mais, si I'on 'veut avoir les intégrales du systeme (7), il faut considérer les
¢léments elliptiques non pas comme des constantes, mais comme des fonctions
du temps, assujetties 4 la condition que les valeurs de £, =;, Z;, données par
Uintégration du systeme (8), et dans lesquelles on considere ces éléments
comme variables, satisfassent au systéme (7). Si, de plus, on s’impose la condi-
tion que les dérivées premiéres de &, =;, {; par rapport au temps aient la méme
forme dans le mouvement troublé que dans le mouvement elliptique, on arrive
aux équations suivantes, qui donnent les variations des divers éléments, pro-
.

2
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duites par la force perturbatrice R;:

1’ da; 2 9R;
llt i n;a; ()5[ ?

de;  Ni—elldR; Ll——ej'%(il——\/'l——e?\) oR;

e [ _ i _ LB
dt n;ale; Ow; n;ate; 0z

0;
tang —

[]’.?f i I ()R[ v ) ()“, % l—)_“,)
5\ om; 0z :

2

dt 7 parJi—efsing; 9% nja}y/i—e}

/

(9) db; 1 IR;
e .
dt n;a?\1— e} sing; 9%
gl
ang — ——
dr; oy R  Vi—e? IR,
—_—— e e o e
dt n;al\1r—e? do; n;aje; de;
e it tang =
ds; 2 dR; Vir—efli—N1— e) OR; 6" T oR;
‘\I dr n;a; ()(l,' Il,'il?(,’[ ()(,‘,' ”ia? Vi1— (3? ()?,

Je dis qu’il suffit de prouver que, en vertua des équations (9), a; n’a pas
d’inégalités séculaires d'un ordre quelconque, pour en conclure que, dans la
nature, les demi-grands axes des ellipses que décrivent les planetes autour du
Soleil n’en ont pas non plus. En effet, d’apres le systeme de coordonnées
:lldopté, les équations (7) donnent pour 7, précisément le mouvement troublé
autour du Soleil; et, comme on peut prendre pour ;m n’importe laquelle des

planétes considérées, la proposition est démontrée.

11. V est fonction des coordonnées elliptiques &, n,, {3 &y, -5 mais ces
coordonnées, étant des fonctions périodiques du temps, peuvent étre dévelop-
pées en séries suivant les sinus ou les cosinus d’angles tels que a(n;t + &),
4(n;t+%), .... Or, si V, désigne 'ensemble des termes de V qui sont du

second ordre par rapport aux masses, V, ceux du troisicme ordre, etc., on peut

se convaincre que V,, V,, ... ont les formes suivantes :

i v piic ]
Vi =3 m;m; fi (5 Nis Cis 5> Wi &5 )
Ji-ol 5
V 2‘—Enlinl’j’nkf2(gl" Niy t-i; Sji» Njs :_/', Ek; Tiks t-/-‘)7

et, apreés le développement,
; e sin ' ]
V4 == Cymim; i [e(nit + &) + B(nt +2)) +o1],

3 B sin
Ve, = 2Cym;m;my, ot [2(rit+c) 3+ B(nit+5;) + 1 (Rt~ 24) + o2 ]
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Gy, Gy viiy 0, 0,, ... sont des fonctions des éléments elliptiques des diverses
planétes considérées, mais qui ne contiennent pas les ¢ ni les m; «, &, ¥ -.. sONL
des nombres entiers qui prennent toutes les valeurs possibles entre — o et
+ o0,

N : i, oR, 104 B nag
Enfin on sait que, pour éviler que Ja. contienne ¢ en dehors des signes sin et
4 a;
cos, il suffit de remplacer, dans les équations (9), & par ¢;— nit + [n;dt, et d'y
: 3 IR; . 3 Sy »
supprimer la partie de W‘ qui provient de la variation de fn;di. De méme pour
a;

les autres planétes.
Pour faciliter I'écriture, je poserai

/ \
13 1 1
| il i L S f-—), pi= [n;dt,
Mgy n; O
liz= fridt %5 =pi 4 55y Y=al;+ s

/; est la longitude moyenne de la plancte m,.

12. L’équation
(lil,‘ 4y 2 OR; ar 21\[,’ A%

10 —_— e L
k) di n;a; 0z n;a; dz;

montre immédiatement que a; n’a pas d’'inégalités sécalaires du premier ordre
par rapport aux masses. En effet, pour avoir ces inégalités, il est clair qu’il
suffira de considé¢rer, dans le second membre de I'équation (10), le terme

T

2 LOVE

e Sohlek de prendre dans le développement de V, seulement les termes
ifepag i

dont I'argument ne renferme pas ¢, en y regardant les éléments elliptiques

comme constants. Or ces termes sont en méme temps indépendants de ¢, et,

har suite e o
par v = O

H.

.13. Passons aux termes de 'ordre du carré des masses, et prouvons qu'il
) . dﬂ,’ . . o 2
n’en existe pas dans la valeur de 7 qui soient indépendants du temps.
Silon néglige les termes d’'un ordre supérieur au second, on a d’abord

dag) 5l 2la 1V, SISV 10T 1V

oo Rl s 0T L el el il )
dt myn;a; 0s; Wiy ;8; 0g; myn;a; 0z

(11)

el ces termes sont entierement périodiques.
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Mais ce ne sont pas la les seuls termes du second ordre qui se trouvent dans
/lil[
dt
que des premiéres puissances des masses; on obtiendra alors, pour les divers

; en effet, supposons que I'on inteégre les équations (9) en ne tenant compte

éléments, des valeurs de cette forme :
a; + 2a;, 0, + A8; +-88;; €; + Ae; +Be;y .u.y @5 005 4. ey

A désignant les inégalités séculaires et 3 les inégalités périodiques; toutes ces
inégalités sont du premier ordre par rapport aux masses. Si donc, dans le
second membre de (11), on remplace les divers éléments par les valeurs précé-
dentes, les nouveaux termes que l'on obtiendra en dehors de ceux qui s’y
trouvent déja seront au moins de I'ordre du carré des masses. Il s’agit d’exa-
miner si, dans cette substitution, il ne se produit pas des combinaisons de nature
a donner naissance & des termes non périodiques du second ordre dans lavaleur
de a;. '

Pour cette analyse, il suffirait de conserver dans (11) seulement le terme

: 5 av, — ok e S

o g Cal, les deux autres étant déja du second ordre, leurs variations
PO AT 3.

seront du troisieme. Cependant il est préférable de considérer la formule géne-

rale
dﬂ,‘ s ’Z)I, d_V

dr — na; 0%

el de supposer que I'on néglige partout les termes de M;V, dont 'ordre est
supérieur a celui que 1'on veut conserver. Cette maniére de procéder, que nous
conserverons aussi quand il s’agira des termes du troisieme ordre, permettra
d’apporter quelques simplifications et plus d’uniformité dans les caleuls qui se
rapportent aux carrés et aux cubes des masses.

De plus, il est inutile d’introduire les variations séculaires A. En effet, on sait
(ue ces variations s’expriment par des sinus et des cosinus dont les arguments
sont de l'ordre des masses; les termes de V, au contraire, ont des arguments
finis, et, par conséquent, il est impossible que la multiplication de ces deux
especes de termes fasse disparaitre le temps dans les arguments et donne nais-

sance a des termes séculaires.

14. Faisons d’abord varier seulement les éléments de la planéte troublée 72;;
si 'on pose
aV _ dV LNt oV

dpr 0% CNIGp; T O

e '
=3
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on aura

(fa,- s [’.3],’ % hi, e )\[ ()\
g 7 n,-a,-\"_n,va}‘A T may ()Jl i
aM; (0V;, aVe, oV, \
—n,-a;<o—. ok G T )
Pis @is . désignent les divers éléments de m;. Dans M;V et ses dérivées, il

faut négliger tous les termes d’un ordre supérieur au premier, excepté dans

2 M;
St al Vi, olt 'on doit conserver ceux du premier et du second ordre. Quant

aux variations ¥, 3p;, 3¢, ..., on les calculera par les formules (9), dans les
seconds membres desquelles on ne conservera que les termes du premier ordre,
et 'on considérera les éléments comme constants.

')\I,

Le premier terme de (12), — V,, est périodique.

Dans le second, V' et da; sont tous les deux périodiques; et, pour avoir un
terme séculaire, il faudralt multiplier des termes de méme argument de V) et
de da;. Sil'on réduit M;V aux seuls termes dont I’ argument est ¢, on a

(13) M;V=Asiny+ Bcosy=Csin(y + w),

ou A, B, C, » ne contiennent ni ¢, ni ¢;, aj, ... et A, B, Csont du premier ordre
on tire de la
M;V;=Cacos(y + v),

et alors (10) donne

o 2Ca
T njag(an; + Bny) BB
done
l[i TN, Lk b
" nal i = nial(an; + n,) SRSt
quantité périodique.
Let 2M; OV, By oh iodi ffet,
.e terme — n iy ¢: est encore périodique; en effe
avV; ke
M';P—: =—Ca?sin(Y + w);
ensuile
3 d?o; 3 n; da; = 3M, .
Fi—-./”[dty E—’———;I—d—{ — a}-’ V,,
3Cz

o
O

Il

—_— e c0S (Y .
af(an; + Bn;)? (¥ “);
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done

aM; dVi, 3G~
e B Y g s sin2 (Y + w).
nia(an; + fn;)?

n,a; da;

Enfin, pour le dernier terme, on doit remarquer que, en vertu des for-
mules (g), on a

a 21Ehag /’)‘ {t+(}},l,-/"£d/+...,
dl/,'

BorE=sor bl /0—‘¢1¢+|m [{J)f__(u-:_...,

or/,* GM; f{)- it — HM; /f—(ll—i—

', G, H, ... étant fonctions de p;, ¢;, ..., mais ne contenant pas ¢;; donc ce der-
nier terme sera composé de parties de la forme

nga;

2FM? 70V, [0V avV; [0V
i e 2 et

oHM; /9V; [V oV, [ aV )
AR OOk g e g

SiVon 101111)1‘106: M,V par A siny + B CObJ, on lrome

AW, aV; [0V

5 LY 2 ]
M —¢ o ()j'dt Mz—— Fall i di
a2 K ‘ CA : B 2o
—r ?TJ(A sind + Bcos#)(m cosd — (7/; alxl§>:
,0Y: oV SONG ’()V

Mz api ) 0q: e 0qi .
—__L_q—. ()—\~LO u —(Esind« ()—\-COS-“I“--dB blﬂu)
i all,'—f—lgllj (d[)z < ()PL ' (dql Fq—'

la derniére partie de %", dans (12), est donc nulle, quant aux termes séculaires.

15. Ilimporte de remarquer que, parmi les termes compris dans I'expression
générale (14), il s’en trouve un certain nombre qui ne 'pem‘ent pas se réduire a
la forme A cos(Y + ©); ce sont ceux que I'on forme en prenant pour'V, sous le
signe d’intégration, dans I'expression (14), ses termes constants. On obtient
alors des termes tels que Azcos(y + ). Les termes de cette espéce introdui-
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ront dans la valeur de a; des inégalités de la forme Azsin({ + o), qui sont, en
quelque sorte, intermédiaires entre les inégalités séculaires et les inégalités
2T

périodiques. En effet, la période du cosinus est — -~ —, et elle est ordinaire-
. @n; +fn;

ment assez peu considérable; mais, d’autre part, la valeur absolue du terme
peut devenir tres grande, a cause du facteur ¢ qu’il renferme en dehors du
signe cos, ce qui rapproche I'inégalité a laquelle il donne lieu des inégalités
séculaires, dont la valeur maxima est d’habitude beaucoup plus considérable
que celle des inégalités périodiques.

Du reste, on peut remarquer que tous les termes de la forme A¢ cos(Y + o)
;[lle P'on introduit ainsi sont du second ordre, et que la forme la plus générale
de leur argument est § = «/, + £/;.

16. Examinons maintenant les termes qui proviennent de la variation des
¢léments des planétes perturbatrices. Ce sont

G5 2N AY

- ...
n;a; de; 7 n;a;

MR R N
% (dsj"‘l‘ d/’j P d’/jl/j—r—...)

Comme la fonction perturbatrice est la méme, 4 un facteur constant pres, pour
toutes les planétes, le calcul & faire pour prouver que ces termes sont pério-
diques est identique au précédent. Ainsi 'on a

oV,

M;— = — CaBsin(y+«
¢ 091 % (f_*—(“)’
% d?p; 3 n;da; 3M; .
o 0 e it (s’ RIS ) B 72
Pr=JSndt, g 2 a; dt a? Vi
gt S M G cos (Y + w);
5 7 M;aj (2n; + Bny)? hi 4
oM, aV,, 3M; (2532
e P R, Ly sina (4 -+ o).
nia; dp; ! M;ajna;(2n; + fBn;)? Ba kot o)

On voit déja que le premier des termes (15) est périodique.
On a ensuite '

h oV aV
Oc; = A FEM Sle—grltsGM | =2 dr o
; F ,/ 35 di GM/.,[ i dt+.. .,
Loy - oV : A%
op;—— F““’fﬁa—, dt + HMjf()T]j dt+. ..,

dq;, = — GM, [%dt~HMjfd—}/tdt+...,
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Le second terme (15) sera donc de la forme

aFM,M, <Q "oV 4, OV: OV N
;a; dz;) op; dp;J 0z ) ol

o oMo OV
nia; op; q; 09 ap; 4 ) i

Effectuant le caleul, on verra encore que, dans cette quantité, la partie non
périodique est nulle. Cependant on peut voir qu'elle renferme aussi des termes
de la forme Az cos(d + o).

Iinvariabilité des grands axes est.donc démontrée pour les secondes puis-
sances des masses, comme elle I'a été pour les premieres.

S BEE

17. Passons aux termes du troisieme ordre. Des termes de cetle espece se
trouvent d’abord dans M;V! lorsqu’on y considére les éléments comme con-
stants. On en forme d’autres quand on fait varier ces éléments dans chacun des

facteurs —— et M, V), en allant jusqu’aux termes du troisitme ordre.
LAy
S s . 1
Faisons d’abord varier seulement —; on a alors :
O
? St 4

da; 2 o 1 I ! =
f— = M;V.— —M;V;%a; + ——M;V;8;.
; TH n;aj

(19) At na; n; 4

. < e . 2 1
“On doit considérer les coefficients ——» ——» dans le second membre,

n;a; ra,'f” 4n;a}
comme des constantes absolues. Ensuite, pour avoir tous les termes du troi-
sieme ordre, comme M,V et da; sont chacun du premier ordre, il faut, dans le
premier terme, calculer M; V; jusqu’au troisitme ordre; dans le deuxieme,
remplacer chacun des facteurs M,V et 3a; par sa valeur jusqu'aux quantités du
second ordre; dans le troisitme, prendre pour M,V, et da; seulement leurs

termes du premier ordre.

18. Considérons la partie

1 5
— mh‘,‘ ,-Ea,.-.
I'équation
da; oM, V;
==l -}

_d—[—_ n;a;
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dans laquelle on calcule le second membre jusqu’aux termes du second ordre
inclusivement, donnera 3a; avec ce degré d’approximation; on aura donc

1 | 2 MV,
—-—..M[Viaai:_i_'—.,M[V; ldt
n;a; : ngaj; n;a;
D’autre part, on a
M
n;a; =n; a,——qa, = n;a; + n; a't,
/L,ﬂ,

en considérant les éléments comme constants dans le second membre. Multi-
plions le second membre de I'équation précédente par cette valeur de n;a; et

I
par H; on aura

iqy

(17) TR T LT bl 0 A NN

n; 32 a; n;a; Itia[ af n;a;

.V~ . o 7 V& 2
2 M,\ M V 2 Mlvl< Mlvl dl) ;

n;a;

> 2 2
les coefficients = et = sont des constantes absolues.

i i

On a aussi

, M.V,
(18) + rra MiVidal =+ MY < M. Vi)
4n;a n;at n;a;
Pour avoir les termes du troisieme ordre, il suffit, dans le dernier terme
de (17) et dans le second membre de (18), de considérer les éléments comme
constants, en conservant seulement les termes du premier ordre de M;V', et,

M;V;
dans le premier terme du second membre de (17), de calculer —=— Jusqu aux
quantités du second ordre; on aura donc

M, Vida; + —— M;Vjda}= = ALY, Miv’dz-c— &

1 - : .
(19) n;a} hnga} a; na n;a; n}a;

PV Vide).

1 V; .
19. On a vu (n* 13, 14, 15, 16) que lt—L—a— ne renferme pas de termes sécu-
laires jusqu’aux quantités du second ordre inclusivement; on peut donc poser,
avec ce degré d’approximation, et en désignant respectivement par ¢ et y des
angles dont 'expression la plus générale est «/, + Bl et 'l + B+ 94,
M,V

n~al = ZC; sin (Y + ;) + 26y sin(y, + w,) + =C, ¢sin (Y + w,),
i

ou C, est du premier ordre, C, et C, du second ordre par rapporl aux masses ;
H. 3

/Y ‘T
," :iRA

“\ {N',E :!T:
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on tire de la

)M,-V' L s
A R g Cos(b+wy) — ¥ ——=p —— cos(y + ws)
2 o “Il,-r@ll, a'ng+ B n;+y'ny

’

—2 Ogt cos('—*—w)—i—E—(—:—"—— sin (¥ + w;)
an; + Bn; * : (zn;+ Bn;)? s e
La partie du troisieme ordre Y f M V’ dt est

r i fl'
MV: (MY

n; a, n;a;

B’
4y Ui - .
=— E S -+ + + sin(Y — —

2(1/,% ; ﬁlllj o= Y,”/u‘) [bln(q' A’, Wy St “’z) ( T /, g Wy ("’2)]

C,GC; . :
=Y S (SR 1+ 0+ ) — sin( — 1 0y — 03)]

G, Gy ¢
- 1 i ! i s
le(mzl—l—iﬂlz ) LY o e

=Y et eos(ad oy + ) — cos (w, — )]

2(an; +

G, C ¢t ; .

— Yy —— = [sin(2¢ + 0, + w;) + sin (w3 — v, ) |-

22(171i+pnj) [ ( T 3 1 3) ( 3 l)]

Dans les deux premiéres lignes, on pourra avoir des termes séculaires si
U+ =o0ouid—y=o0,cest-a-dire si 'on a

(a+a)n;+ (B+B)n; +y' np=o0
ou
(z2—aYn;+ (B—B)n;—y' nr=o0;

mais, dans la nature, ces conditions ne sont jamais remplies, si ce n’est lorsque
I'on a en méme temps

ou _ ‘

et alors les deux termes séculaires formeés s’annulent mutuellement.
Les trois dernieres lignes renferment trois termes séculaires, dont deux se
détruisent; mais il en reste encore un, qui est

G, C,

(20) a(en; + Br;)?

cos(w;— wg);

donc le premier des termes (19) renferme un terme séculaire du troisieme ordre.
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Cependant on ne peut pas encore affirmer que I'expression du demi-grand
axe renferme des termes séculaires de cet ordre; pour pouvoir le faire, il faut
prouver que le terme (20) n’est pas détruit par d’autres termes séculaires qui

. < G b dﬂ,’ . . .
se trouveraient dans les parties non encore examinées de =+ Or je vais démon-

trer que ces parties ne sont composées que de termes périodiques.
Et d’abord, dans le dernier terme de I'expression (19), on a

1 d.(fVdt)?
Vi e = 5 L T,
Comme V, n’est composé que de termes .périodiques du premier ordre,

(/V,dt)’ ne peut renfermer que des termes périodiques ou des termes con-
stants; mais ces derniers disparaitront par la différentiation.

1

20. 1l reste & examiner le terme — 2,M_1V,’ et en particulier MV, puisque
'autre facteur est constant. e

Avant daller plus loin et pour simplifier, je ferai un changement des con-
stantes arbitraires choisies au n° 10, que je remplacerai par les valeurs initiales
des coordonnées et de leurs dérivées premiéres par rapport au temps. L’avan-
tage de ce changement consiste en ce que, dans les équations analogues a (g),
relatives aux nouvelles constantes arbitraires, tous les coefficients des dérivées
partielles de R;, qui se trouvent dans le second membre, seront égaux a zéro, a
—+10ua —1, ce qui nous dispensera de chercher leurs variations.

En effet, on sait que les équations qui donnent les variations des constantes
arbitraires ont la forme générale suivante, qui leur a été donnée par Poisson :

+ (@i ¢;

) 0 o

on sait, de plus, que les coefficients (a;, b;), (a; ¢;), ... sont de simples fonctions
des constantes arbitraires, indépendantes du temps, et qu’ils ont la forme

__0a; db,  da; db; 1} da; db;  da; 0b; 2 da; 0b;  da; db;
d:z d:,, d:; Si 071[ dTl: 0'0; ()T]l dt 0’:; :Iz dt,

Supposons maintenant que les équations du mouvement elhptnque alent
donné les intégrales

+ i), mi=b;+¥:(¢8), L=c;+y:(¢),
=i l(t)’ l—bll"*‘ df;(t)? C;:C;+7,:(t)a
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a;, by, ¢;, d,, b;, ¢, étant des constantes arbitraires et o;(2), ;(2), 4;(¢), ... des
fonctions du temps qui s’annulent pour ¢ = o; pour cette époque particuliere,

on aura donc
(@i, a;) = (a'iyai) =1, (bi, bl) = (b;’ b,) =1, (C,-, C;) S (C',', C,-) =1;

toutes les autres combinaisons seront nulles. Or, comme ces coefficients sont
indépendants du temps, ils conserveront ces mémes valeurs pour toutes les
valeurs de ¢, et, par conséquent, les différentielles des nouvelles constantes
arbitraires seront données par les équations

Cda; o OV dby o OV, . dei o OV
( ) _(—ﬁ = :\I, 561—: ’ ——(h— = ‘L EE’ E = 31, Z)—C—;’
21
da; g oV db; aV . dc; M aV

sa gl B0, AT G C L
dt da," 75_ y db," dt t ()Ci

21. Formons maintenant 'expression de M; V) jusqu’au troisieme ordre, en
faisant varier en méme temps les éléments de la planéte troublée, ainsi que

ceux des planétes perturbatrices; on aura ainsi

(22)  M;Vi= (M;V}), -+ M;3V;

AR SN W T
" 0p:0p; PicPs dp;0a;
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E *V; 0*V;
(22) Suite. U e R O Sa;8a, +.
) daidaj 7 J d da
A Y
t i [ T T T ..
dedlli kg ()deal ek
GRS s A L AR
+ —— %a;oa; + sa;sa; -+
da;da; ' dd;da; '
S A 535 & 0*V;, ‘ i 2V, ;
=t~ 2Pk e At
_/dJ/I ()pj()(lk pjoay;.

Il est inutile d’aller au dela des termes du second ordre par rapport aux
variations 3, puisque ces variations sont du premier ordre par rapport aux
masses, ainsi que M,-V;. De plus, il suffira de prendre les parties du premier et
du second ordre des 3 dans les termes du premier ordre par rapport & ces varia-
tions, et seulement celles du premier dans les termes du second ordre. Tes
constantes arbitraires doivent étre considérées comme des constantes absolues
dans tous les coefficients des variations; d’ou il résulte déja que le terme

(M;V;),, dans lequel on supprime les parties d’ordre supérieur au troisiéme, est
périodique.

22. Les termes du premier ordre des variations se déduisent des équa-
tions (21) et de

' d*o; _ 3M; .
(23) qE T a2 Vi

L

ainsi que de leurs analogues pour les autres planétes; ce sont

% Ol rae, aa,..—_.w,-f"—v,dc, 3 ':_M[__dz
a oa;
36) {5, _ 3M,

sae, oa,:Mf‘” 6a}:~—M,~f§}dt,
. J

Pour avoir les termes du premier et du second ordre des mémes variations, il
faudra prendre les variations du premier ordre des seconds membres des équa-
tions (23) et (21) par rapport a tous les ¢léments des planétes considérées, et
intégrer. Ainsi, par exemple, si 'on pose

(b G A )
07 a0 G

AN 0LV R ‘,,. 0*V 0>V
H AR ’)“toPJ dz,-()sj R

IV
d5s 05,
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I'équation (23) donnera

zii & 3Ml V)4 3M, V"L‘, 3\[
de? a7
:&,,I‘V}-;— BV ok
5 n,a,
M\, .. 3MI OV, OV . 9V, [V
—1—<a >\fdet i (d_a od ¢ 9a, d_dt—i—...)
L 3M, oM, : 3N, oy oV ‘
SF SV Vyde+ 2 <0a,u S — 0% A SR L

et intégrant

[, 308 =SSV ‘“N{ LS (Vsde [ Vide)

- (B vy Ve« L (V[N g NN g Yar
3M; 3M; S 3’\1 M d\’ 0\ [ 1
+5F S Vs Ve 2 (G0 [ dt ..

On trouvera de méme

oty = S [ Ve

LIy, Lde V) de)
3M, L v oy, :
( >ff(\ ltff\ det) + (aa, A Ja—ja’t )d:

f’
+3“ ﬂfj(v,,dszv der) + i Mff(o:z (" ‘“, i )dm

a; da;
i ,a,_wf 3M”f<d\‘dtff\ dt> 1\12f<d%7 %de—ﬁ g}'_dw...)dc
+3N£"3Mff<‘“f def LV, a’t)+M M f(o::;«;;,- %dz—()a[daj g‘/ ) >dt+...,
uaJ_Mf Ll f(g‘}dtffv dt"> +sz<a—‘%fg—ldz—ﬂ; %a’t—i—...)dt
+§_B%f<z‘t;dtff\’ dﬁ>+M M, < 2 dc_d‘T’;.‘d%} g;idt—k )dt+

2 71 =) 2 \

S '_—_—Mf M f(‘"‘dtff\ dt)—M"f(d X 3; dt—(%(% ga i, )dz
3M:M; /aV; s ?V dV PATPN 7 OV sanfs >dt_

— f(d def [ Ve \I,Mf el ”—oa,-oa;. S i) di—

%) 3M3 [0V, : 0V PV oV )
s ety f—dt— f< L dif [V dt) M f( da — g ] g He g

3M M; (/0 rv ®V ov
: e A
< LaLf [V dt> M;M; < S a’t saoa.) aa e )
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Dans les seconds membres de toutes ces variations, du premier et du second

ordre, il faut considérer les constantes arbitraires comme des constantes
solues.

ab-

23. 1l s’agit maintenant de substituer toutes ces valeurs dans I'expression (22)
et de démontrer que tous les termes du troisieme ordre qui en résultent sont
périodiques ou nuls. Cette opération ne laisse pas d’étre assez délicate, 4 cause
du grand nombre de termes que I'on a i considérer. Je les partagerai en cing
classes, que j’examinerai 'une apres I'autre. :

Prenons d’abord les termes qui sont du second ordre par rapport a M,V et a
ses dérivées; ce sont

3MP OV} ., o OV POV OV oV
3M, M, oV,
e = =
aj  dp;

’ T r 7
ff\"'jdtz—i—MiMj(dVl dy dt L dt—i—...)—l—..‘.

da; ) dd da; ) da;
Réduisons M,V aux seuls termes qui contiennent les angles dont I’expression

générale est
Y=al;+ Bl et A= b+ Bl v L,

en négligeant ceux qui sont d’un ordre supérieur au second; on a alors
M:Vi=C,sin(§ + w;) + Cysin(y + w,),
C, étant du premier et C, du second ordre par rapport aux masses ; par suite,

M %ffV}dt! =[2G cos (Y + w,) + «'C, COS(y + wy)]

X [f[Cysin(Y + ) +C, Sin (y —+ w,)]de2.

Je néglige le terme du second ordre, qui est périodique, et celui du quatriéme;
ceux du troisiéme ordre sont

2Cycos(Y+wy) [/C, sin (7 + w,) de?
£ aC, C, i £
= TS LI E T, CoS (Y + w;) sin(y -+ w,)
1Cng . .
= 2(2'n + B ny 4+ ng ) [SIR(Y % + i+ 03) +sin s e

a’' Gy CoS(y -+ wy) ffCysin (Y + w,)de
G :
———ﬁﬁcos(x+wg)sm(q}+wl)
a'C,Cg o .
m[sm(qa—l—x—i—w,—i—wg)+sm(¢—7_+w,—w2)].
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Dans ces deux expressions, les termes séculaires ne peuvent prendre nais-
sance que sil'on a
(2 +o)ni+ (B+B)n; -y =0
ou
(2 — o)+ (B —B)n; — 7 me=o.
Or, dans la nature, ces conditions ne sont jamais remplies que si I'on a sépa-
rément

ou

et les termes non périodiques que I’on forme ainsi s’annulent mutuellement.
Si I'on pose
M;V; = C, sin(¥ + ;) + Gy sin(y, + ws),
on verra aussi que le terme

3M;M; 9V; L Ve
aj  dp;

est périodique.
Prenons maintenant les termes

oV, [ oV ovV; [0V
AL (A IR L [
b (da,- f()a} o da;,) da; dt)

et posons
M;V=C,sin(¢ +w,) + Cysin(y + ©,);

on aura alors

AW d\! aC ICs 2
M: P O, [ da: cos(Y +wy) + o da: cos(x-—{—w:)»l
9C, bola ke Rty .2 o+ 1
X[dn,—l—pn! al COS(V+w1)+1n _‘_p/n +_{ g ()(1 Ob(/ (.l)))
, 0V; aC, €,
M; o7, da, [aaa—l cos (¥ +w,) + 2 d—cos(/—,—wq)‘l
1 dC’ 1 [)Lq g ]
X [‘1’21—‘—{312, da; ke a o+ B+ n 0a; cos (7 +ws)

Ies termes du second ordre, ainsi que ceux du quatrieme, se détruisent dans
ces deux expressions; si on les supprime, les valeurs précédentes se réduisent &

LoV, . g dlay .
M f— it = e T T 008 (4 1) cOS( - w3)

a dC, 9G,

Lo o 2 aERe (b - wy ) oS (o - W)
an; + Bn; da; 0d; (¥ 1) cos(y, £
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s e OV OV AL G, 9GC,
AT —_—dt = — _— S(7
b da; ) da; e a'n;+8'n;+y' n da; da; il ufl) R
!
o«  9G dG cos (¥ + w;) €os (3 + w,).

an; + Bn; 04, da;
Elles pourraient contenir des termes non périodiques si I'on avait la relation

(e+a)Yn; +(B+ B )n; +y'nr=o0
ou

(x—a')n;+(B—B")n; —y'np=o;
mais, pour cela, il faut avoir simultanément

e+a' =0, B+ p'=o, T—@eo
ou

¢ —a'—0, B—B8'=o0, ¥ =o,

et alors les termes séculaires qui prendraient naissance se détruiraient dans
I'expression
Vi oV A A%
M: <" ; L o BT

da; 0 " 04 ) 9a;

On verra de méme que, dans toutes les autres parties restantes de (26), les
termes séculaires s’annulent mutuellement.

2%. En second lieu, je considére les termes de M3V qui sont du troisieme
ordre et qui ne contiennent que les variations des ¢léments de m;; ce sont

gy Mo, BOOVL ) L (e
9 i| 35— % +5—8a;+ —L8a, ...+ = o = T+ - —0a ..
d Nogy " dap g, & goh L agal () 2 igag. o
£ b 8p:8a; -+ v 8p; 8, + 43 Sa;da) + L Sa;8b; +
——0p;0a; . 00;0a; . 0 : 0a;8b;
doida; ik dpida; T da;da; "' " da;0b; !

Dans cette expression, ainsi que dans les autres parties de M;3V, que nous
aurons encore & examiner par la suite, il suffit de prendre pour M;V seulement
les termes du premier ordre par rapport aux masses; puis, ainsi qu’il a été dit
au n® 24, il faudra substituer 4 la place des 3 les valeurs (24) dans les termes du
second ordre par rapport aux 3; pour ceux du premier ordre, on doit prendre
dans (25) les deux premiéres lignes de 3p; et la premiére seulement de 3a;,
da;, ..., 3, sauf le premier terme de chacune de ces valeurs. Les termes que
I'on obtient ainsi peuvent étre partagés en cing catégories, que je désignerai

H. 4
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par des notations particulieres; ce sont

A0 = Ty (Ve Vi),
l‘ -

B — ‘)V"ff(v';dﬁffv;dtz) +% %2:—’ (SSVide),

dp;
(dai,da’,-)(”:%ff(%g:‘:dﬁf%ﬂ)
(28) . %f(%% dszv;.dte> 4 %([%dl)(ffwdt’),
(daydd, das, da}) = diai;%} < %dt)( —%dt) :
(da%,da;i)-: ; 0;;;"( %th—g—ZfL[(% dt —‘(z—z,idc\).

Des trois derniéres de ces combinaisons, on en peut déduire d’autres par de
simples changements de lettres. A I'aide de ces notations, I'expression (27) peul

&tre écrite sous la forme suivante :

L Eh | B S MR
a4t A ! L (%)
(29) i AG +Mt< 2 > BU

%\g [(day, da})® + (db;, db})?) + (de;,de) ) — (daj, da;)!) — (db}, db;) D — (dci, dey) ']
+ M [(da;db;, db}, da;) + (da;dc;, de;, da;) + (db;dc;, dc}, db)) + (da;db}, db;, da;)
+ (dd;dc;, deg, dag) + (dbidch, deg, dby) — (da;dds, da;, da}) — (da;dby, db, da))
_ (daydc, de;, dayy — (dbydal, da;, dby) — (dbsdb}, db, db) — (dbide;, de, dbf)
— (decda;, da;, de;) — (de; dby, db;, de) — (de; dc’, deg, dc) ]
+ M} [(dat, dd,) + (db}, db}) + (de}, dc)) + (da}?, da;) + (db?, dbi) + (de?, dey)]-

+

95. Je passe aux termes de M3V, qui sont du troisitme ordre et dont chacun
ne renferme que des variations relatives 4 une seule des planétes perturbatrices;

ce sont
AR HAREN oVi. ,  0V; Vi
(30) Mz(ypj—_"m'*-daj°“/+d—a'j°aj“‘d—bjabj+...+5ﬁ°i>k+m
LV o 1 BV 1V, 1V,
3 o5 Pt G ger TG g R 9ot T
9V, 82:0a; + 9V 35:0a’ 4+
dpjd ; Tt sl 0?10 } s
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Je fais les substitutions exactement comme au numéro précédent; j'adopte
encore les notations
’ i ()‘ ’[ ' ’
AD = CLL L (Vi V,de),

BU) = "V' S L (Vyde Ve

(da;, da ) = ff( ! e ﬂdc)
31 { | —:3::}:f<gv}dtffV’dt> d‘f Za ( N a >(ffV'dﬁ
(daydd, da,, dal) — d‘)’g(; < %d&)( %dz)

Ah (off:()a i d‘) ‘W'< s0oa ™ G ®):

On peut former d’autres symboles par des changements de lettres dans les

V) de),

trois derniers. La quantité (30) prend la forme suivante :

Gy AN <3Mf>2M,~Bm+...
nja; aj
' 3M M, . : .
1y ) (db ;, db)) D)+ (dej, dey) D — (da;, day) i) — (dbl, dby) D — (e}, de;) ]+

- WI“’M [(da,db db}, da}) + (da;dc;, dc;, da;) + (db;dc;, dc;, db}) + (da;db;, db;, da;)
+ (da;dc}, de;, da;) +(dbjdc}, de;, db;) — (da;da}, da;,da) — (da; db},db;, da})
—(da,-dc;,dcj,da})—(dbjda},daj,db’) (db;db}, db;, dby)— (db;dc}, de;, db;)

— (dc;dajy, daj, dc)—(dc;db}, db;, dey) — (de;dc;, dey, dej)] + ..

-+ M3M; [(da?, da}) + (db}, db}) + (dc}, dc}) + (daj?, da;) + (db?, db;) + (dc?, de;)] +. . ..

26. Occupons-nous des termes de M;3V, qui contiennent en méme temps la
variation d’un élément de la planéte troublée et celle d’un élément d'une quel-
conque des planetes perturbatrices. Ils constituent la quantité suivante :

s Vi g g0 BN
\Opidp; 1 T Gpida; T Fprday T
L AL SO SR
. dyda T Goyoar T
0, 2, : 2y,
8 8 ) 4 ! N I R P
c)(z,d a:8a;+ 5 ,-oag.a“‘a“f’ e 7 , 8a;d8a; + y ;da}m Sat; + >+



28 SUR L’INVARIABILITE

Il faut y adjoindre la quantité

. dV', dV;\ O oy
+M; Bp; + Sa; + = 8a;+. ..
dP () a; oa;
+E89-+9ﬁ6a~+0‘r:8a'+ +—0—V—’oo s

it daj 7 da 0o k

dans laquelle on remplace 3p;, da;, 3, ..., dc; par les sommes des termes que
nous n’avons pas encore considérés dans leurs valeurs [formules (25))3 Bg;s
3ok, - .. par les troisiémes lignes, et da;, ¥, ..., day, day, ... par les secondes
lignes de leurs valeurs respectives. Je pose

B/ = M‘ff VideffVde) + 5 ‘“’

ff(V A [ [ V;de?)

0 V‘ (f_/‘ v, de) ([ S V;de),

Al WY v, av oy (v
(day, da;) ) = T ff(da, dr dt) f def [V dﬁ)
d";‘ (S Vider) ( ng[)
(da;, da;))) = 9V, ff(dV, de 45 dt> — %f(?}vj dtff\"dt)
i

‘”' S (S Vi) < ﬂdt)

iy V3 OV N ( OV v, ([ *V oV
(dasday, da, da)) = st aa,-< >< f dt) f < . dt)

‘ | aV', 2V ov
7 Ef(oa 0. 9ds ”>

et d’autres notations analogues. L’expression qui nous occupe en ce moment

(33)

prendra alors la forme

(36 <3N3’3’” Mfk“”“*"')
a7 a az

31‘2 M, ((day, ddy)D + (db;, db) D+ (dej, des)® — (day, da)® — (db}, db)) D — (dej de)) @] ..

3“ MM, 1, da) -+ (dbsy db) ) -+ (dey, del) D) — (day, dai) D —(dbjy dbi) 0 —(def, de) V] ..

—+ \VM [(da;da;, da;, da;) + (da;db;, daj;, dbj) + (da;de;, da}, dc) + (db;da;, db;, da’)
+ (db;db;, db}, db})+(db;dc;, dbj, dc}) +(de; day, de;, da;) +(dc; db;, dc;, db)

+ (de;dc;, dc}, de)) +(dd;da, da,,da,)—l—(da,db’ da;, db;) + (da;dc), da;, dc;)

+ (db}daj, db,,da,)_+(db’ v}, db;, db) + (dbjde;, dby, dc;) + (dc;da);, de;, day)

+ (dc;dbj;, de;, dbj) + (dc; dc' , de;, dej) ——(dald yda;, da;) —(da;db, da;, db,)

— (da;dc}, da;, de;) — (db; da db}, da;) —(db;dbj;, db;, db;) — (db;dc}, db;, dc;)

— (de;da;, dey, daj) — (dc,db’ dc;, db;) — (de; dc;, dc), de;) — (da;da;, da, daj)

— (dd;db;, da;, b)) — (dd;dc;, da;, de}) — (db} da,, db;, da')) — (db;db;, db;, db))

— (db/dc;, db;, dc;) — (dc;day, dei, daj;) — (dc;db;, de;, db}) — (dcide;, dc;, dcy)] ...
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27. Il reste enfin a examiner les termes de M;3V/, qui dépendent en méme
temps des variations des éléments de deux quelconques des planetes perturba-
trices. Ces termes proviennent d’abord de la partie

d) V dz ‘7'. ¥ 02 V;

+ M; ) o 3o 8ay + ~ 00 0a), 4+
(()9/0 % Pi9 s’» dp,dak Pjoar de()a/,; PR
+£LO|J]‘ a,+—iﬁpk8a'.+...
dpr0a; 0p;0d; J
e Lh Sa;da,—+ &' Vi Sa;da, +
da;da; ' Qa0 ek
PNV 3 0*V; Sa,8a! i
daoa; / ()a,ﬁa / ¢
et ensuite de
AN <dV;\ i aV; B, ()V, S Ll oV’ g1
s 3 SO
Joy. T4 Omy By i T T e O ’

lorsqu’on y remplace 3g;, da;, Sa' <oy 094y +.. par les sommes des termes que
nous n’avons pas encore employes dans leurs valeurs (25). Posons

| Bun = V'ff(v A [V, det)

G T Vi V10 + 573 (1 7Ny (Vi

(day, da),) ) = 9IV; ff<dzzdt’ dt>
oV [/ oV 3 PV oV
—mf<aa dif [V de2> + g LV, ) < r/dz)

(da;day, day, da)) = dz Xa/, ( o dt> < (;)VA dt)
J

A 02V oV aV; vV AY
o E/<()ajdak - od, lt> od, f(()aj()a/. o /()a ”)

et les combinaisons analogues; alors les termes qu’il nous reste a formuler for-
meront I'expression suivante :

(35)

(36) + M; <3M 3M"B( k) 3M SMIB( e 3“" 3M’B(l-l) >
a; a; aj

3M,M,
- M[(d @y i) D)+ (dby, db) D) + (de, de) D — (daty, dag) D — (db), dby) ) — (dey, de) ] ...
% 3M,-MkM,

2 Lda;, day)® +(db;, dbj)®) +(de;, dcj) P — (daj, da;) ) — (dbj, db,)* — (dc), de;)®] +
k
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36) -+ M;M; \I,L[(da,da,‘, day, da;) + (da;dby, dby, daj) + (dajdey, dey, daj) + (db;day, daj, dbj)
+ (db;dby, dbj, db}) + (db;dcey, dcy, dbj) + (de;day, day, dc;) + (dc;dby, dbl, dc)
~+ (de; dey, dc, dc)) + (dajday, day, da;) + (dd;db,, dby, da;) + (ddjdc), dey, daj)
+ (dbjday, day, db;) + (db;dby, dby, db;) + (dbjdcy, dey, dby) + (dcday, day, dc;)
+ (dc;dby, dby, dc;) + (dc;dey, dey, de;) — (da;ddy,day, day) — (da;dby, dby, da})

uite).

— (da;dcy, dey, daj) — (db;da), day, dbj) —

(db, b}, dby, db;) — (dbyde}, dey, db))

— (dc; ddly, day, dc) — (dc; dby, dby, dc;) — (de;dcy, dey, dc;) — (dajday, day, da;)
— (da;dby, db), da;) — (dajdey, dey, da;) — (dbjday, day, dby) — (db;dby, db, db))

— (dbjdey, dcy, dby) — (dc' day, day, de;) — (dcjdby, dby, de;) — (dejder, deg, dej)] ...

L’expression complete de M,BV; se compose de la somme des qimntités (26),
(29), (32), (34) et (36). Nous avons vu que la premiére ne renferme pas de
termes séculaires du troisitme ordre; les quatre autres sont des fonctions li-
néaires d’un certain nombre de quantités, qui peuvent se réduire aux dix-sept
types compris dans les formules (28), (31), (33), (35). Or ces derniéres quan-
tités se ramenent elles-mémes 4 huit formes seulement de la maniére suivante.

28. Je désigne par P, Q, R trois fonctions qui, comme V, peuvent se déve-
lopper en séries convergentes de termes procédant suivant les sinus ou les
cosinus d’arcs proportionnels au temps, tels que J, et je pose, comme pour V,

g L g Rl b SR, W
__P[’ I P’, dp}z PJ’ m

5, TQI: PAS 0? :P.:‘j’

<

et de méme pour Q et R.
Examinons successivement les diverses quantités A©, B®,
On a d’abord

ST (VidefVidey =4 [ ([ Vidozde;
done
MW—lﬂQﬂfvam
et, si I'on pose
P = [V,
on a
P i dP’
(@) A()——z dtlfpzdt

AU) se ramene exactement & la méme forme en posant

P=/V,dt.
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Pour transformer B, je prends

P=[[Vide,

d’onr ‘
oV, &P, @V, &P
dp;  det’ 0pF T de’
alors
”_ d’P; ) xd“P,' i
(%) dr //< de? 5 2 &

Pour BY), on aura aussi

; s P GV P02V 2P
Lt e o % = e o~ ar

’ apP; 1 d-P
= I 2 l/ 2
(¢) B 7 ff( P Pd:e ) 3 Py

B se transforme d’une maniére analogue en posant

P=/[Vide, Q=[[V}de,
d’oti .
aV;  d*P; T L T oY SR Q7

Op;  de’ UT R T de’ 0pi0p;  de . de ’

d’out il suit

mais il faut faire attention & la forme particuliére que doivent avoir les quan-
tités P et Q dans B“). Supposons que I'on réduise en un seul tous les termes
de V qui dépendent d'un méme argument § = a/; +- B/;, et prenons

V=Gsin({+ v);
on en tire
Vi=Gacos(y+w), V;=GBcos(y+ w),

et, par conséquent,

= 4 s G’.l
P =/ fVde=— (2m; + B))? cos(Y + ),
Q= V;drr =— e cos (¥ + w).

(2n; + Bn;)?

On voit que, si P contient un terme tel que Gacos(y + o), Q doit contenir le
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terme GBcos(y + w); de plus, tous les termes de P contiennent p; et tous ceux
de Q, R+

On raméne BY# & une forme analogue 4 (), (¢), (d), en posant

P=[ Vide, Q=[f[V,de,

d’olr

VL. APl OV QL A NP O @Y TRy
0o,  dB’ dpp dr’ T TgE T ae’ 99,00 de  de’

ce qlll donne
 ap) a“Q 2Q, [ [ &P, P,,
(jk) — J 2 i

(e) Bub =27 ff Qar+ 3 ff TP+ PQ.

On verra encore que, si P contient le terme G{cos(Y + »), Q contiendra
Gy cos({ + o), et que tous les termes de P dépendent de p; et ceux de Q de ;.
L’expression (da;, da;)® se transforme en posant

1 7
P = [/ Vde, Q—ﬂ, R= g‘ dt;

on a alors

AP :
) (da, a0 = TXE 1.7 QRae— N £ QP+ Q;PR.

(Vest encore a la forme (/) que I'on rameéne les quantités suivantes :

B
(da;,da})?, en posant P=[f[V;de, Q= 3:1_/ 0L (())\ dt;
(da;, da}), en posant P=ffV;de, Q= gz R— g_th
J
(da;, daj)), en posant P=[f[Vide, Q= ?)Z R— —g‘—f,_dt;
y / /. 2 0V’ dV
(day, da})?, en posant P = [ [ V;de, Q_:dTZ’ R— Mdt
Si I'on prend
iAY =gV o
P = (—);idt’ Q—- d_gl—;-dt, R_W,

on aura

(6) - (dayda), day, daj) = PQR;— ¢ it [ QRA: — dQ‘ 2 rpRa,
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Pour donner cette forme aussi aux expressions (da; (Ia'j , da;, da,),
(da; da;, da,, da)), (da; day, da,, da;), il suffira de poser respectivement

iAY iAY A"
P — b;l (lt, Q === (ﬁ,} dt, R — '—()aj d.—(l-J;' )
oV oV ey
P—— -(7(-1; [[[, Q — 07‘,/_([[, 1{ —-W)
oV IV eV
P = 0_(15-(1" Q = mdt, R pu— 0-——(11 d(lk‘
Enfin on prendra ;
- oV @V
P=[S5dy R=go,
et alors on aura la forme
'.
(h) (da?, dal) =L PR} — %fPRdt,

a laquelle on ramenera aussi (da}, da;), en posant

PG e o
daj daj-

Ce qui nous reste a faire maintenant, c’est de démontrer que les huit formes
(a),(b), ..., (k) ne sont composées que de termes périodiques; mais, comme (/)
se déduit de (g) en y faisant P = Q, il suffit de nous occuper sealement des sept
premieres.

Je supposerai que, dans les séries qui représentent P, Q, R, on ait réuni en un
seul tous les termes qui dépendent d'un méme argument ¢, et je poserai, pour
abréger I'écriture,

U+ 4o+ o+ o' =u

29. Forme AY. — Prenons dans le développement de P les trois termes sui-

vants :
P=Gcos(y+ v)+ G cos(Y+ o)+ G"cos (V' + v');

on sait que G, G', G, o, o', " sont des constantes qui ne renferment pas ¢,
iy ass BL ]
Y=ali+Bly, V=oli+81l, Y=ol +pl.
On tire de la - ‘
‘%:—Ga(:lzi+ﬁnj)cos(zp+w) '
— G'a'(a ;4 B'rj) cos (V'+ ') — G"o"(a" n; + f"n;) cos(V'+w').
1 5



3 SUR L’INVARIABILITE
Avec ces valeurs, je forme I'expression (@) de A® et je réunis tous les termes qui
dépendent de sinu; ce sont

i GGIGI{
4

a(an; + Bn;)
(¢ +a")n; + (B +§")n;
i a'(a'n; + 8'n;) o' (2" n; + p"n;)
(a+a")n; +(B+8)n; = (a+a')n;+ B+ 8')ny

sin u x[

Il suffit de considérer ce seul terme, car tous les autres qui résultent de la va-
leur précédente de P peuvent s’en déduire, en y supposant égales entre elles
(uelques-unes des constantes G, G', G”; =, o/, «”; &, 8/, &, ou bien en changeant
leurs signes. Or, pour que ce terme donne lieu 4 une inégalité séculaire, il faut
que u soit indépendant du temps, c’est-a-dire que I'on ait

(37) (x+a'+a"yn; + (B+ B/ + B")ny=0.

Mais, dans la nature, les quantités n;, n; sont toujours incommensurables entre
iy J

elles; et, comme «, o/, o”, B, &, £” sont des nombres entiers, cette équation se

décompose en deux autres

(38) ' a+ao' 4+a"—o0, B+pf+ 8 =o,

AT d L GG'G" . ;
et, dans ce cas, le coefficient qui multiplie — ———— sinu devient
4

S e

Les termes constants de A® sont donc nuls.

Dans ce calcul, Jai pris des termes de P qui dépendent des longitudes
moyennes des deux mémes planétes; mais il conduit au méme résultat si les
trois termes considérés de P renferment des longitudes moyennes relatives a
des planétes différentes; seulement, dans ce cas, I'équation (37) se décompose-
rait en un nombre d’équations secondaires égal a celui des planctes dont les
moyens mouvements y ﬁgurent.

On peut remarquer que A” contient aussi des termes de la forme Az cos(d +w);
tel est, par exemple,

3
— Tz(ani—%— 8n;)tcos(y—+ w).

30. Forme BY, — IL.a méme valeur de P donne encore

d*P; e S :
—g — G« (2n; + Bn;)?sin (Y +w)
+ G'a! (2 n;+ §'n;)?sin (Y + ') + G"a" (2"n; + B"n;)?sin (V' + w’),
d*P;}
T — G (anmy + B cos (4 + )

+ G'a2(a'n; + B'n;)? cos (Y + o) + G"a" (2" n; + §"n;) cos (V' + o).
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Le terme en cosu de B®, que je considére seul, est alors

GG'G" ya(2n; 4+ Bn;)2[o (2 ny + B nj)? + o' (2" n; +- 8" n ;)2
T [(# ") = (B + F) 2T
(@ ni 4= B"ny) a" (2" ny + B ;) +alan; + Bn;)?]
' [(a+a")n; + (B +§")n]
a(a'n; 4 B"n; )2 [a(an; + Bn;)? 4+ /(' n; + B nj)?]
[(=+a") s+ (B + B') n,]°
+ ¥ (an; + Bn;)? 4 a2 (o n; + B'n;)? 4o (a"n;+ B"n;)2 0.

Or les conditions (38), nécessaires et suffisantes pour que ce terme soit indé-
pendant du temps, réduisent le coefficient entre crochets i

[x(2n; +Bn;)* +a'(a'n; 4 B ny)? 4 a'(a ny + B )] (o« + o + o),

quantité nulle, & cause de o + o' + o’ = 0; donc B?, pas plus que A®, ne donne
des termes séculaires.

31. Forme BY). — Un calcul analogue au précédent montrera que le terme
en cosu de BY) est
GG'G" a(xn;+ Bn;)*[B'(a' ni+ B n;)?+ (2" n; + §"n,)?|
I e [+ o+ (8 ) T

L@+ B ) [Ban + Bnj)? o+ B'(« i+ B 0y)t]
[(x+a")n;+ (B+ §")n; I?
L (& B ) [B(an Byt B n o §n))]
' [(«+a")n; + (B +B")n;)?
~+ af(an; + Rn;)?+ a'B'(a' n; + B'ny )2+ " B"(a" n; -+ 8" n )¢,

et le coefficient entre crochets devient, par les relations (38),
[B(ani + Bry)* + B'(a’ ni =+ B/ 2y + B2 ny + B" ;) ] (2 + o' + a") = o,

32. Forme BY. — Puisque chaque terme de P doit contenir p; et chaque
terme de Q, g;, et comme P et Q doivent étre formés respectivement de termes
tels que Gacos(y + o) et GBcos(d + w), pose

P =Gacos(y+ w)+ G'a' cos(¥ + ') + G"a" cos (¢ + "),
Q=Gfcos(y + w) + G'B' cos(¥ + v') + (B cos (Y’ + w"),
ou ;
Y=ali+ B, V=dli+ L, V=al;,+81.
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La démonstration qui va suivre pourra s'étendre aussi aux termes de P et Q
qui dépendent des longitudes moyennes des autres planétes.

On a
2P - 420 3 s /
G = T =G sk B s (Y ) + G (g ) sin (3 o)

+ G"2"B"(4" n; + B" n;)? sin (V' + w"),

d2l)

= * =Ga? (an;+ Bn;)?sin (Y + w) + G'a’2 (2'n; + B'n;)? sm(-‘«’+w)
+ G (2" py + B ) sin (' + o),

2()"
a:ig :Gaee(zni_l—elzj)!cos("b_"w)"'"(}/ ”ﬁ/("’li+p'nj)2005('¥'+m')
+ G"a"*f"(a" n; + B"ny)? cos (V' + o).

Si 'on forme I'expression (d), on verra que le terme de B%), qui contient cosu
est :

GGG
4

kit Bk 5 BB 2 (2 By [ (2 n; + B'ny)+ o'(a" n; + B"n;)?]
{ (&4 a")n; + (B'+ B )n,; ]2
== BR" a2 (o ny+ B'n;) [a(an; + Bn;)2+ a'(a" n; + B"n;)?]
; [(2+a")r; + (8 + B") )T

L BE a2 (2" i + B"n;)2 [2(2n; + Bny)? 3 o/(2' ny + B/ ny)?]
[(2—+a")n; + (B + B')n,J?

£k a'a"afB(an; + ﬁnj)gfp’(x'ni—i—ﬁ’n )2+ B"(a" n; B'r;)?]
[(«'+2"yn; + (B'+ B")n;]?

b3 aa’ ! B'(a' ny 4 B/ n; )2 B(an; + Br;)2 4= 8"(a"n; + 8" n;)?]
[(2+a")r; + (B+ B")n; ]2

L= " B(2" ni 4= BTy )2 [ B2 + Bay)+ (o n; + B'n;)*]
[(2+a)n;+ (B +B')n, ]

+a2B(an; 4+ Bn;)?(a' 8"+ a’ ') + 1’2{3 (2'n;+ B'n; )2 (af’+ " 8)

(o i By (2 4B |,

pl /1 "

Les conditions (38) réduisent le coefficient de "G/ g

cosu A

[aB (B o) (2 By ) 2B (B - 2) (2 - By
+allﬁll(zlg+ 1‘3/) (1II”I_+ ﬁ””j)g](a 54 1/+ 1:/) —o,

et, par conséquent, B% ne renfermera pas de terme indépendant du temps.

33. Forme BUY, _ Sojent

Y=ali+ 8, V=aliayly, V=FL -ty
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D’aprés ce qui a été dit au n® 28, a chaque terme tel que G"¢"cos(V"+ o)
de P correspond un terme Gy cos({'+ ") de Q; de plus, tous les termes de P
dépendent de g; et tous ceux de Q de g;. Pour notre démonstration, il saffit de
considérer les termes suivants : -

P =GB cos(¥+w)+ G"8" cos(¥'+ w'),
() — G/.(‘! COS(&'{,—F (v)/) + G!I.{" COS('\‘{”-{— (U”),
d’ot 'on tire

2P
R = Gad(zn; + Bn;)*sin(Y + w),
de?
L — Gy (gt i) in (Y + o),
*P '/. & Q" o A " y s ”
ek dtﬂj = G"8"4"(B" n; + " ng)? sin (V' + w”).

On a aussi
l);'I.' — 05

car chaque terme de P ne dépend en méme temps que des moyens mouvements
de deux planétes, dont I'une est toujours 7;. D’aprés cela, U'expression de BV
sera formée de termes tels que

- LG o
; =5 G(l, G 3?”'{"{”(3””] -+ ".’””k)i ‘ Pl 1((111”’ L lkjI/lj) " T2
4 [[# 0+ 8" n;+ (Y -+ 1) i J?

a'(a' n; + ' ny)? |

2

[2n:+ (B+B")n; + 4" ]

cosu;

et, pour que le temps disparaisse, il faut avoir
(z+2)n;+ (B+8")n; + (Y +y")np=o.

Or, dans la nature, les moyens mouvements des planétes ne remplissent jamais |
cette condition, si ce n’est lorsqu’on a simultanément

2+a =0, B+ S"-:o, Y +1'=o0;

¢ s GG'G"
mais, dans ce cas, le coefficient de 7

cosu devient

tl t l {3@”-.1’7"('_?"11,—{—‘(”n;.-)z(l—%—i'),
el 11 est nul.

3%. Forme (da;, da;)®. — Soient encore

-_!4:11,-—!—311', '."J':i’l,‘—i—g’lj, 'yii l[%?:”[j,
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et prenons dans chacune des fonctions P, Q, R un terme dépendant des moyens
mouvements des deux mémes planétes

P=Gecos(V+w), Q=G cos(¥'+w'), R=G"cos(¢'+ w');

d'ou
dzp; s ! o i ! I
S Ga(an; +Bn;)?sin(Yy +ov), Qi=—G'«sin(Yy+w %
d;:i =—G"a"(a"n; + B"n;) cos (V' 4 ).

Le terme en sinu de (da;, da,)? est

GGG
A

(_ a(an;+ Br;)? ak a"(a"n; + B" n;)
@+ @)+ (F+ )P~ ara)m+ (B +F)n

sinu < “+a't,

et, quand il est indépendant du temps, il se réduit a

GG'G" . J
— 'G4 s sin (o + o'+ o") X (2 +a' + o) =o.

I1 est facile de voir que (da;, da;)? renferme aussi des termes de la forme
Azcos(b+ o) + B2 cos() + o).

35. Forme (da,da, da;, da.). — Je prends encore
¢ i ¢ i/
P=Gcos(y+w), Q=G"cos(¥+w'), R=G"cos({'+ "),
ce qui donne

dP; 3
—= =— Ga(an;+ Bnr;) cos(¢ + w),

dQ;
dt dt

= — G + 'ny) cos (¥ + o),
R;=—G"a"sin(¥"+w’), ’

Lexpression (g) sera fprmée de termes tels que

GG'G" . [
——————= SHRU >

a(an; + Bny) @'(a' n; + B'n;) ,]
4 ?

(a/+ all)lli_*_ (ﬁl+ le”)'lj s (a -‘.—“”ﬁli‘f-(p‘f“ pr/)nj T
qui, lorsqu’on leur applique les conditions (38), prennent la forme

(‘(‘IG// =
— 2 (@ -+a 4+ o) sin(w + o' + w');
4 :

or cette quantité est nulle,
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En dehors des termes simplement périodiques, on trouve aussi, dans
(da;da,, da;, da.), des termes de la forme A¢ cos(Y + ).

36. Il est facile de s’assurer que les démonstrations exposées dans les
n” 29, 30, ..., 35 sont tout A fait générales; par conséquent, MESVL. ne contient
pas des termes constants du troisieme ordre par rapport aux masses. Il résulte
de la que le terme séculaire (20) ne peut pas se réduire avec d’autres, et, par
suite, le demi-grand axe est soumis a des inégalités séculaires du troisieme
ordre.

[l est inutile de pousser plus loin 'approximation pour voir ce qui arrive i
I'égard des termes du quatricme, du cinquiéme, ... ordre. En effet, I'existence
de termes de la forme A, Bt cos({ + ), Cs? cos (Y + o) parmi ceux du deuxiéme
et du troisieme ordre permet d’admetire d’une maniére presque certaine que,
parmi les termes d’un ordre supérieur au troisieme, on en doit trouver de sécu-
laires. L'invariabilité des grands axes n’existe done que pour la premiere et la
seconde puissance des masses.




