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PREFAȚA 
Cartea de faţă reprezintă aproximativ cursul ce-l predau la Școala 

Politecnică « Regele Carol [1 » din Bucureşti. 
Zic aproximativ pentrucă în decursul celor 20 ani de când am fost 

insărcinat să predau « Rezistenţa Materialelor », cursul a suferit mereu 
transformări, importante mai ales, dela data când la această catedră 
s'a adăugat şi « Statica Grafică ». Reunindu-le, am utilizat în ambele, 
deopotrivă și după cazuri, metodele analitice şi grafice. 

Cititorul va observa numaidecât că am dat o importanță deosebită 
calculului vectorial cu ajutorul căruia s'au putul rezolva în mod relativ 
simplu o serie întreagă de chestiuni. In special calculul deplasărilor 
infinit mici combinat cu principiul lucrului mecanic virtual au permis 
să se dea diverselor chestiuni — liniilor de influenţă la sistemele statice, 
de exemplu — o rezolvare aproape intuiiivă, 

Materia tratată se referă la calculul static determinat şi nedeterminat 
al construcțiunilor, la calculul rezistenţelor din ele şi la stabilitatea lor, 
chestiuni complet distincte între ele. 

Se poate aduce obiecțiunea şi cu drepl cuvânt că lipseşte o serie 
întreagă de probleme. Răspund că chiar fără ele cursul a luat o proporție 
mai mare decât mă aşteptam. Cred totuși că inginerii români vor găsi aci majoritatea chestiunilor ce-i interesează. 

Deciziunea de a publica acest curs o datoresc insistenjei foştilor mei elevi cărora le mulțumesc pentru anticipata lor apreciere, curajului ce mi l-a dat şi înlesnirilor ce mi le-a făcut d-l Inginer Al, Bunescu, 
Director General al Monitorului Oficial și Imprimeriilor Statului fără de cari nici nu m'aș fi încumetat să public cursul, ajutorului neprecu- 
pețit al asistentului meu d-l Inginer 1. C. Dumitrescu care a verificat manuscrisul, a făcut figurile ŞI corecturile și îngrijit de tipărire, d-lui Inginer N. Georgescu şi V. Ștefănescu dela Societatea Comunală a Tramvaielor Bucureşti cari au Jăcut o serie întreagă de calcule numerice şi d-lor Ingineri Mărăcine B. şi Constantinescu Z., precum ŞI perso- nalului dela Imprimeria Naţională cari au pus o grijă deosebită, la imprimare. Tuturor, pe această cale, le mulțumesc cu recunoștință, 

București, 25 Martie 1935. 
GIL. EM. FILIPESCU 
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2. Metoda doua. 

Din exemplele făcute până aci, se vede că ecuaţia diferenţială 

(4) conduce în genere la soluţiuni cari sunt date de funcțiuni mai 

complicate. Ajungem foarte repede la soluţiuni aproximative cu 

ajutorul lucrului mecanic. 

Creşterea lucrului mecanic datorit răsucirii este; 

4 M; da/G 1, = A G 1, (d0/da) da 

iar cea datorită încovoierii laterale: 

4 M; 0: da/E 1, 

aşa încât: 

dL; = i M” 02 da /I 1 + o 1, (d0/dz)? da 

Creşterea lucrului mecanic datorit lui M;0, care apare în mo- 
mentul când grinda părăsește poziţia de echilibru, este: 

dle = far 02d+/E 1, 

Egalând cele două expresii, găsiun: 

(27) br 02 da/[ 1, = te 1. (40 /da)? dz 

care în cazul secțiunilor constante se reduce la 

(28) [a 02dz =GI,EI, ț (40 /da) da 

formulă care ne permite să găsim pe Mimaz, care produce, ca să 
zicem așa, flambajul grinzii supuse la încovoiere. Formula (27) ne 
permite a găsi momentul critic și când secţiunea este variabilă. 
Dacă acum am cunoaște și valoarea exactă a lui 0, chestiunea ar fi 
complet terminată. Avantajul metodei constă în aceia că pentru 
0 putem lua o funcţie arbitrară, care însă să satisfacă condiţiile 
la limită. 

Vom ilustra aceasta prin câteva exemple. 

36. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Aplicația Nr. 128. Să ne ocupăm deo grindă încastrată la o extremitate şi 

solicitată de un moment încovoietor constant M;, (prima metodă apli- 

caţia Nr. 123). 

Cea mai simplă expresie a lui 0 care satisface condiţia ca pentru & = 0 să 

avem d0/dz = 0 şi pentru a = să avem 6 = 0, este: 

d0/dz = 23218, D= p—P=t($—1).   

Dacă punem aceste valori în (28) și ţinem seama că M; = ct, avem: 

Me (e — de = GI, El, JS ae 

care integrată în intervalul 0 —1, ne dă 

M; = 158 V/GI,EI,/l 

vezultat care diferă de cel exact, ta, numai cu 0,6%. 

Aplicația Nr. 129. Să ne ocupăm de griuda dela aplicaţia Nr. 12%. Pentru 0 

luăm aceiaşi funcţiune. Valoarea lui AM; este Mi; = — Mimaz $. Introducânu 

acestea în (28), obţinem: 

Ainaz JE — 1 de = AG, ll ds, 

care integrată în aceleaşi condiţii, ne dă: 

Mimaz = h18 l/6G IE ly/l, 

rezultat care diferă de cel exact, 4,0126, numai cu 4%. 

Aceste aproximaţii și simplicitatea metodei justifică cu prisosinţă utilizarea ci. 

E) Flambajul grinzilor curbe. 

Ne vom ocupa numai de flambajul grinzilor în planul lor și 

numai de câteva cazuri foarte simple. 

Vom presupune că avem o grindă curbă, supusă la un sistem 

de sarcini [ şi că într'o secţiune oarecare a ei avem forţa axială 

N şi momentul încovoietor M (fig. 414). 

Poziţia secţiunii o fixăm prin distanţa s; 

măsurată pe axa grinzii dela o origine oarecare. 

Dacă facem ca sistemul de sarcini /' să 

crească oarecum, ajungem la o valoare a lor 

când grinda părăseşte poziţia ei de echilibru, 

un punct A, oarecare al ei, parcurgând 

drumul AA, =. Momentul încovoietor în 

secţiunea considerată în poziţia detormată a 

orinzii, presupunând că N este compresiune, 

  

este: 

M+Nov 

Dacă introducem această valoare în ecuaţia 
Tigura â1h
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(25) dela studiul deformaţiei grinzilor curbe și dacă luăm 1,=1, 
avem 

(1) d?o/ds? + o (N/EI + 1/r2) =—M/EI 
ecuaţia generală a flambajului grinzilor curbe în planul lor. 

Se recunoaște numaidecât că integrarea acestei ecuaţii în cazul 
general este dificilă. Ne vom ocupa numai de câteva cazuri, când 
M = 0 pe toată lungimea grinzii, când se ştie că axa grinzii coincide 
cu curba funiculară a încărcărilor sau invers. Chiar aşa fiind, ne 
vom ocupa numai cu două cazuri cu totul particulare. 

1. Primul eaz. 

Un arc de cerc de raza r este supus la o sarcină uniform 
distribuită p, dirijată după raza cercului (fig. 
1415). Extremităţile arcului sunt fixate în arti- 
culațile A și B. , 

Curba funiculară a încărcărilor este chiar _ 
arcul de cere ACB, care are unghiul la centru ea 
egal cu 2. În acest caz, N are valoarea 
constantă N = pr, şi ecuaţia (1) se reduce la: 

(2) de/ds? + o (N/EI + 1/2) =0 
care ne dă: 

E mmoaeaa     

Figura 115 

(3) o = Acosas + Bsinas 

în care am notat: 

(4) a2=A/EI+1/n 

Deplasarea arcului fiind mică, din motive de simetrie se vede 
că punctul C dela mijlocul arcului va avea după deformare = Q. 
Punctele A şi B având de asemenea v = 0, rezultă: 

A =0 , sin(țas) =0 și deci a=2a/s=n/re 

care ne dă: 

(5) N = (0/22 — Br 

2. Al doilea caz. 

In condiţiile exemplului precedent să avem un cerc complet 
supus la o încărcare uniform distribuită p (fig. 416) 

36%
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Deformnaţia din motive de simetrie se va face ca în figura 416. Cazul 

se reduce la cel precedent. în care facem 2g = z. Formula (5) ne dă: 

      

  

  
Figura 416 Figura 417 

WN;=3B1/i , p=3B1l/*. 

Deformaţia poate avea loc și ca în figura 417, când obţinem: 

Np=8E1/r2 , p=8B1/n, ete. 

  

  
 



XXĂVI. LUCRU MECANIC. 

A) Generalităţi. 

Sa arătat chiar dela început că pentru ca o construcțiune să 
fie în echilibru trebue să satisfacă pe lângă ecuaţiile de echilibru 
date de mecanică și ecuaţia de echilibru elastic: 

(1) Le = Li 
în care IL este lucrul mecanic al forțelor exterioare, iar /,; lucrul 
mecanic acumulat de construcțiune prin deformaţiune, lucru pe 
care-l numim lucru mecanic interior. 

Dacă sub acţiunea forţelor FF și momentelor M, exterioare cor- 
pului, acesta se deformează oarecum şi dacă deplasările punctelor 
de aplicaţie a forţelor sunt j, iar rotirile datorite momentelor sunt o, 
atunci lucrul mecanic al forțelor exterioare este: 

(2) Le = 3 (EFrj+ Mo] 

Factorul + apare din cauză că ne ocupăm numai de corpuri 
cari ascultă de legea lui I/ooke la care deplasările elastice cresc 
liniar cu solicitările. 

In interiorul corpului se desvoltă rezistente 9 și & cari produc 
lungiri și lunecări specilice € şi p. Lucrul mecanic interior acumula 
de corp este: 

(3) Li = SSedV + E Gydv) 

Pentru bare, în cazul diferitelor solicitări, dacă se pune în loc 
de XX, 5, e şi p valorile lor și se integrează pe întreaga secțiune, 
atunci căpătăm relaţiile cunoscute pe care le recapitulăm.
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a) Tensiune. 

=N/9 , e=N/BO,, = 2u /2s, 

> Li=: [orodV = (Ned = neds/po= = (noeas=o (du /25)2 ds. 

b) Fortecare. 

3=T7S/I , y=KT/GO , p = dv (85, 

L;= 1 făodv = a! Tpds=4$h T:ds/GO= A|G0ytds=4(a60 (au apă 

c) Incovoiere. 

YX=My/l , o=M/EI w = — 82v 852 

Li=45edv =! ifprods - M2ds/E1=$ | Elotds=i (ret fas) 2ds. 

d) Răsucire. 

3=My/l, ; o=M/GL, , o=— 20 /2s, 

Li=i [spav = mode si Mads/61,=3$ Grotăs 461, (20 /o5) ds. 

e) Influenţa temperaturii. 

O bară oarecare mai acumulează lucru mecanic şi din cauza căl- 

durii. 

Notăm cu t diferenţa de temperatură a axei neutre a grinzii 

între două stări oarecari și cu 1/E, coeficientul de dilataţie prin 

căldură. 

Axa neutră se va lungi cu & = /Ju. Cantitatea £ se numește 

lungirea specifică produsă de căldură sau prin variaţia de tempe- 

ratură. 

Dacă între cele două feţe ale grinzii (la—h şi + 1 h) avem 

o diferenţă de temperatură to faţă de axa neutră și dacă presupunem 

că temperatura variază liniar între cele două feţe, atunci la distanţa 

y de axa neutră vom avea o lungire specifică y to/h Iu. Cantitatea 

to/h E. = au o numim încovoiere specifică produsă prin variația 

de temperatură. 

Lucrul mecanic după formula (3) este: 

L; = | Y (ee + yo) dV= (Na ds + Mov, ds. 
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In cazul când din cauza variaţiei de temperatură nu se nasc 
eforturi N şi M, adică grinda se dilată liber, atunci L; = 0. 

Când într'o secţiune oarecare avem mai multe solicitări, atunci 
luerul mecanic acumulat de elementul de bară ds va fi egal cu suma 
lucrurilor mecanice a solicitărilor respective. 

B) Teorema lui Castigliano. 

2) Prima formă a teoremii lui Castigliano. 

Să presupunem că pe o grindă oarecare aplicăm forța 
dF; = gi dF;. Drumul parcurs de punctul de aplicaţie al acestei 
forţe este 3j;, iar lucrul mecanic acumulat +dF.29j; care fiind un 
infinit mic de ordinul al doilea se neglijează. Să presupunem că 
aplicăm apoi pe grindă grupul de forţe F...Fi...F, ale căror 

7 puncte de aplicaţie parcurg drumurile e e ie e Jane 
Lucrul mecanic L; acumulat de grindă, dacă se ţine seamă de 

relaţia (1), este dată de ecuaţia (2). Aplicând aceste sarcini, forţa 
dF; parcurge cu întreaga ei intensitate drumul j; şi produce un 
lucru mecanic suplimentar a cărui valoare este: 

3L,; = dF,.ji. 

Dacă presupunem că direcţia g; a forței [; rămâne constantă 
şi dacă notăm: 

(4) gi ji =»i 
atunci avem: 

(5) aL; /3k; =Vvi. 

Aşa dar, derivata parțială a lucrului mecanic acumulat de un 
sistem oarecare prin deformaţie, în raport cu valoarea unei sarcini 
oarecare, este egală cu proiecția drumului parcurs de punctul de 
aplicaţie al acelei forțe pe direcţia ei. 

Dacă direcţia forţei coincide chiar cu direcția drumului parcurs, 
atunci căpătăm chiar valoarea drumului parcurs. 

Demonstrația rămâne absolut identică în cazul când am avea 
aplicate pe grindă monumentele M... M;.. „M, a căror axe sunt 
dirijate după pi... fii, pin şi rotese prin deformaţie secţiunile în 
cari se aplică cu unghiurile w,...0;...0p. În acest caz, dacă notăm 

(4) ji îi = 0 
avem 

(5) 9L;/9M; = 8,
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care se enunţă la fel și anume: derivata parțială a lucrului mecanice 

în raport cu valoarea unui moment oarecare este egală cu unghiul 

produs de moment proiectai. pe direcția momentului. 

Demonstrația rămâne la fel şi în cazul când am avea aplicate 

pe grindă sau construcţia noastră deodată forţe şi momente. 

Ecuațiile (5) exprimă teorema lui Castigliano. 

După cum se vede, această teoremă ne dă posibilitatea ca din 

expresia lucrului mecanic să deducem direct cantităţile +; și 6;. 

Mai mult. Ea ne permite să găsim reacţiunile static nedeter- 

minate. 

In adevăr, în dreptul reacţiunilor, forţe sau momente, deplasările 

sunt nule. Ținând seamă de ecuaţia (5) vom avea: 

(6) 3Lf0V =0 , 3L/9M=0. 

Derivata fiind nulă lucrul mecanice acumulat este maxim sau 

minim. 

Este totdeauna minim pentrucă &[L/3V? = âv/3V este tot- 

deauna positiv, căci la o creștere + 3V avem totdeauna o creștere 

+ 3v în sensul pozitiv allui V, cu alte cuvinte grinda acumulează, 

nu degajează lucrul mecanic. 

Deci, reacţiunile static nedeterminate se desvoltă așa fel încât lucrul 

mecanic acumula prin deformaţiune să fie minim. 

Observare. Reacţiunile static nedeterminate cari se exercită 

asupra unui corp pot fi de două feluri: exterioare corpului sau 

interioare lui. 

Să presupunem că avem un corp sau un sistem de corpuri în 

interiorul căruia se desvoltă o reacțiune static nedeterminată. 

Despărţim sistemul în alte două la contactul cărora se desvoltă 

reacţiunea V;. In cele două sisteme vom avea: 

21, /2V; = aL,/oV; = vi, 

pentrucă punctul de aplicaţie al lui V; parcurge același drum t;- 

Observăm însă că, oricare ar fi deformaţiunea care se produce la 

punctul de contact, una din reacţiuni — din cele două egale și de 

sens contrar — parcurge drumul în sensul deplasării, iar cealaltă 

în sens contrar. Deci, în cele două părţi în care am descompus sis- 

temul, deplasarea u; are semne contrare şi deci suma celor două 

expresii de mai sus este nulă, prin urmare: | 

3 /3V; + 3la/3V; =0.
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lusă L, + La = L, adică suma lucrurilor mecanice acumulate de 
cele două părţi separate este egală cu lucrul mecanic acumulat de 
sistemul întreg şi prin urmare: 

(6) 2L/aV, = 0 
Așa dar, teorema este generală și se aplică la fel fie că reacţiunile 

static nedeterminate sunt exterioare sau interioare sistemului. 
Icuaţia (6) nu o putem aplica reacţiunilor static determinate 

pentrucă acestea sunt date de ecuaţiile statice. 

b) A doua formă a teoremii lui Castigliano. 

Să presupunem că sistemul de sarcini Îi, F;... Fe, fiind aplicat 
pe grindă, dăm deplasării 7; o creștere dj;. Lucrul mecanic supli- 
mentar acumulat de grindă va fi: 

2L; = F; . dj; = F,; &i di. 

Dacă forța /*; păstrează și o direcţiune constantă, atunci: 

și dj; = d (ei ji) = du; 
și deci: " 
(7) aL; /ow; =f,;, 

adică, derivata lucrului mecanic în raport cu proiecția deplasării 
punctului de aplicaţie pe direcțiunea forței este egală cu valoarea 
forței aplicată în acel punct. 

In mod cu totul analog găsim și 

(7) 2L;/80; = Mi. 
Mai mult. Să presupunem că, sistemul de forţe fiind aplicat 

pe grindă, dăm tuturor _deplasărilor ; Ji câte o creștere dj;. In acest 
caz, fiecare din forţele F; parcurge cu întreaga intensitate drumul 
dj;. Lucrul mecanice suplimentar acumulat de grindă va fi 

dL; = ZF; dj; = EF, du;. 

Din ecuaţia (2) presupunând forţele / constante, deducem: 

dLe= 4 5F;8j; = 1 F;âw. 
Apropiind aceste două ecuaţii, căpătăm: 

(8) „ dLi—2dLe =0. 

Dacă ţinem seama de (1), obţinem ecuaţia generală 

dL = 0.
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Prin urmare, deplasările punctelor de aplicaţie a forțelor, deci de- 

formațiunile unui corp sub acţiunea unui sistem de sarcini dat, se 

face așa [el încât lucrul mecanic acumulat să fie minun. 

Această teoremă ne permite să găsim ecuația axei deformate 

Să presupunem că avem o grindă oarecare supusă la un sistem 

de sarcini dat. Deplasările punctelor de aplicaţie a forțelor sunt 

tocmai ordonatele axei deformate a grinzii. Așa dar, ecuația are: 

deformate a grinzii este așa fel încât lucrul mecanic acumulat de 

grindă să fie minim. 

Am văzut cum determinăm axa deformată a unei grinzi prin 

integrarea ecuaţiei diferenţiale LEI d?v/da? = — M. 

Ecuația (8) ne permite să o găsim direct din expresia lucrului 

a grinzilor. 

mecanic. 

Să presupunem că luăm drept ecuaţie a axei deformate a griuzii, 

expresia: . 
» = ao fo Fr ah tazh +... 

în care fo fn... sunt funcțiuni oarecari, date de coordonatele 

punctului considerat, iar ao a... nişte coeficienți nedeterminaţi. 

Aceşti coeficienţi vor fi astfel încât lucrul mecanic acumulat de 

grindă să fie minim, deci vor trebui să satisfacă ecuaţiilor (6): 

2L;/9a9 — 2 9L./2a9 = 0, 

(5) aL; oa, — 2 9[ da, = 0, 

ecuaţii cari ne permit determinarea tuturor coeficienţilor a, au». - -. 

Avantajul acestei metode este că putem lua pentru v și o ecuaţie 

aproximativă şi determina apoi coeficienţii ao a... așa Îel încât 

să obţinem pentru  aproximaţia care o voim. 

Coneluzie. 

Din cele de mai sus rezultă că: reacțiunile, în cazul sistemelor 

static nedeterminate şi deformaţiunile, în cazul celor static deter- 

minate, se desvoltă așa fel încât lucrul mecanic acumulat de întregul 

sistem să fie minim. 

Pentru aceste motive teorema lui Castigliano mai poartă şi 

numele de teorema lucrului mecanic minim. 

Calculul detormaţiunilor 2: şi d; 

Am văzut că aceste deformaţiuni derivă din expresia lucrului 

mecanic L;. Acesta, la rândul lui, este o funcţiune de forța axială, 
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iorța tăietoare, momentul încovoietor şi de răsucire din secţiunea 

de care ne ocupăm. Când în această secțiune avem iai multe feluri 

de solicitări, atunci , este egal cu suma lucrurilor mecanice date 

de fiecare solicitare în parte. 

a) Secţiuni solicitate de momente încovoietoare. 

Cele ce vom spune pentru acest caz sunt aplicabile tuturor 
felurilor de solicitări. 

Expresia momentului într'o secţiune oarecare s, este: 

(9) M, = IS maiţ Fi; + main M,, 

o funcţie liniară de valoarea solicitărilor (F;; și M;) şi o funcţie oarecare 

de poziţia secțiunii + în care căutăm momentul, de direcţia solicitărilor 

și de poziţia lor pe grindă. Aceste funcțiuni sunt chiar coeficienţii 

de influenţă maiy și main, care se știe că sunt momentele ce se des- 

voltă în secțiunea z când în secţiunea i este aplicată forţa Fr; = 1 
sau respectiv M; = î. ” 

Din ecuaţia (9), deducem: 

(10) 2M.foF,; = mMaif ; 3M,/9M; = Mzims 

relaţii cari ne dau valoarea și semnilicarea derivatelor parțiale 
2M./3.... 

Dacă introducem acestor valori în derivata lucrului mecanic 
dat de ecuaţia (3). 

e 

(11) vi =9L; JE; = | M (8M /3f;) ds/EI, 

găsim: 

(11) n; = j Me mai do 

în care am notat: 

(12) do = ds/EIl, 

cantitate pe care o vom denumi greutatea elastică a elementului 
ds, la încovoiere. 

Se vede numaidecât că: 

(11) 0; = | Ms aim do.
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b) Secţiuni solicitate de forţe axiale. 

Dacă procedăm exact ca mai sus, găsim: 

(9) Na = Ehaiţ Fi +Ehain Mu , 

(10) 2N,/9l; = hai , 2N,/9M: = Nain 
şi deci: 

(11) o; = | Ne nai de , di= | N, haim de; 
în care: 

(12) de = ds/EO, 

este greutatea elastică a elementului ds la lorţe axiale. 

Expresii absolut analoage obținem dacă în secțiune am avea 

o forță tăietoare sau un moment de răsucire. 

Norma este absolut generală şi se aphcă oricărui fel de con- 

strucţie. | 
Vom ilustra aceasta încă printr'un exemplu. 

c) Săgeţile grinzilor cu zăbrele. 

Să se găsească săgeata unei grinzi cu zăbrele, static determinată, 

în dreptul nodului n. 

Lucrul necanie acumulat de întreaga grindă sub acţiunea tuturor 

sarcinilor este 
2 PI] 

L; = Să Nin lin / E 2. 

Proiecţia săgeţii după direcţia forței /1, aplicată în nodul n, 

este: 

Va = aL; fel = Nin li (2NJ2F2) | 2in. 

Dacă ţinem seamă că avem: 

Nin = Nita Fa teo F Nin Ene seo te Oi f2Fn = Nun 

şi notăm: 

Milan lu: / ED = Vin 3 Ne lin] Oi = Up 

(13) Vu = SN in in = XPihyn Vin 

formulă absolut analoagă formulelor (11). 

Aplicarea ei este foarte simplă. Aplicăm în nodul n forța [n = 1 

şi sub acţiunea ei găsim eforturile nix din bare şi apoi lungirile 

Vin datorite lor. Suma algebrică Nin. tin ne dă pe tv. 

Analog se aplică şi egalitatea doua. 
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C) Teorema lui Maxwell. 

Dacă se integrează ecuaţiile de forma (11), se vede numaidecât 
că atât e; cât și 6; sunt funcțiuni liniare şi omogene de valoarea 
solicitărilor și deci se pot pune sub forma: 

o; = 8L;feF; = Xving Fr + Svum Ma 
14 

Ş; — 2L;/2M; = 20 + X0itmu Mr 

în care coeficienţii de influenţă v;sy, etc. sunt funcțiuni de poziţia 
secţiunii în care căutăm deplasarea și de direcţia şi poziţia solicitărilor 
pe grindă. 

Se vede numaidecât care este semnificarea acestor coeficienţi 
de influenţă. Să facem egale cu zero toate solicitările de pe grindă 
afară de F,, pentru care luăm valoarea FF, = 1. 

Se vede atunci că vi este proiecția săgeţii din i pe direcţia 
ei. atunci când în secţiunea k avem F, = |. 

icuaţiile (14) ne arată şi unităţile în care se măsoară acești 
coeficienţi de influenţă. Se vede că vip are dimensia m/hg, vum Și 
Bi, au dimensia 1/kg, pe când im, are dimensia 1/hg m. 

Ecuația (14) ne mai arată că deplasările datorite diverselor 
solicitări se pot suprapune. - 

Valorile lui vyși 04, în altă secţiune A, vor fi date evident tot 
de un grup de ecuaţii (14) și anume: 

Pr = aL;/8F,: = Soni Fi + Zonim Mi 
(14) 

0 = 9L;/0Ma: = XOnip Fi + XOnin Mi. 

Dacă din cele două grupe de ecuaţii (14) formăm derivata doua 
a lui Îi; în raport cu toate solicitările, obţinem: 

PL; fo, 9Fi: = vip = ori și ei Jig = Or Înip 

(13) %1;/8M 8M: = Dum rime» e. HiOihn = [ih Orim > _ (N 
1/9; OM = Vitim =—0aip pe Ci Jin = Min COrip 

31; /0Fa 2M;= Vu =0insţ pe Ch im = pi Ouf 

Să interpretăm prin vorbe unul din rezultatele de nai sus, de 
exemplu Prj = vxiy: proiecţiunea pe g;a deplasării punctului de apl- 

„caţie i, când în secţiunea k este aplicată sarcina /+ = 1 dirijată 
după x, este egală cu proiecția pe ga deplasării punctului de 
aplicaţie k, când în ieste aplicată sarcina F; = 1, dirijată după e;
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Este evident că atunci când cele două direcţiuni sunt paralele, 

adică avem ci = Zr, atunci chiar deplasările însăşi se bucură de 

proprietatea de nai sus. 

Aceasta-i teorema lui Maawell sau a reprocităţii deplasărilor. 

Se poate da o demonstraţie simplă acestei teoreme în cazul 

când deplasările și rotaţiile coincid respectiv cu direcția forţelor 

şi momentelor. Ne vom ocupa de primul și al treilea caz. 

Primul. Să presupunem că avem o grindă și că în secțiunea i 

aplicăm forţa F.. Grinda se va încovoia și în dreptul și în directia 

sarcinii se va produce săgeata v; =; vii. 

Lucrul mecanic acumulat de grindă va fi: 4 Fîvu. Să presu- 

punem că în secțiunea k aplicăm forța Fi. In mod analog, lucrul 

mecanic acumulat de grindă va fi + [2 Vii Când am aplicat Fi, k pe 

grindă, atunci în dreptul lui fi, se produce o săgeată a cărei valoare 

este vi Fa. Această săgeată, forța F; o parcurge cu întreaga sa 

intensitate și deci lucrul mecanic suplimentar acumulat va fi 

Fi; Fi vin, iar lucrul mecanic total: 

L = Fi vu + Fi Vp Fe Li Fn Pire 

Să ridicăm sarcinile de pe grindă și să aplicăm întâiu pe Fu şi 

apoi pe Fi. Primii doi termeni din expresia lui / rămân aceiași. 

AL treilea se modifică precum urmează. Când aplicăm pe F;, atunci, 

în dreptul lui Fi, se produce o săgeată a cărei valoare este fi; ex pe 

care Fi o parcurge cu întreaga intensitate acumulând un lucru me- 

canie FF; vni. Egalând cele două expresii ale lucrului mecanic, 

căpătăm: 

Pi: = Prie 

Nam mai pus indicele f pentrucă a fost vorba dela început 

numai de lorţe. 

AL treilea. Să presupunem că în secţiunea i aplicăm forța F;. Lu 

crul mecanic acumulat va fi + Fi vi. Să presupunem că în secţiunea 

k aphcăm un moment Mu. Rotirea produsă va fi M: Gram, iar lucrul 

mecanic acumulat 4 M2 Oras Aplicând momentul Mr săgeata în 

dreptul forţei Ti; se măreşte Cu Vitm My pe care forţa Fi o parcurge 

cu întreaga ei intensitate, deci lucrul mecanic suplimentar este 

Fi Mn Pinune 

Lucrul mecanice total va fi: - 
„2 2 

L = Ii Puij + + My Braa + [i Mu Pilme 

Să presupunem că aplicăm întâiu momentul M, şi apoi faţa /.. 
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Primii doi termeni din expresia lui L rămân aceiaşi. Al treilea 
se modifică și anume: Când aplicăm pe /;, atunci secţiunea k, 
are se aplică momentul, se rotește cu un unghiu a cărui valoare 
este Îi; Oxi, pe care M, îl parcurge cu întreaga lui intensitate și 
dând astfel un lucru mecanice F;.M, Grig. 

ligalând cele două expresii ale lui L, găsi: 

Vin = Ori. 

Calculul cantităților vs, Dus, Pirin = Orip, ete. 

Avem la îndemână două căi: grafică şi analitică. 

a) Calea grafică, 

. Să presupunem că voim să găsim pe vu. Să mai presupunem 
că ne dăm o grindă oarecare pe care ne dăm două secţiuni, i ŞI 
k. Presupunem că în secţiunea i avem o forţă, =1 dirijată după 
gi. După norma dată la integrarea pe cale grafică a ccuaţici 
Rldbojda? = — M (pag. 362) construim axa deformată a grinzii 
şi găsim săgeata, Înip în secțiunea /. Proiecţia acesteia după e, ne 
dă tocmai e; jni/ = vrip. Putem proceda şi invers, anume, să aplicăm 
în secţiunea k o forţă [| = | după direcţia gr. În nod analog găsim 
vinţ. Conform teoremei lui Mazwvell, aceste două cantităţi sunt egale. 
Aceasta ne servă de control al construcțiilor grafice făcute. 

In cazul primei construcţii, în dreptul secţiunii i avem Îi care 
proiectat pe e; ne dă tocmai gi. fii = vii. ln cazul celei de a doua, 
în dreptu secţiunii k avem În care proiectată pe ai ne dă « OR Pap = Oh 

- Să presupunem că voim să găsim pe virm. Vom aplica deci în 
secţiunea k un moment M.= | şi vom construi axa deformată a 
grinzii. In dreptul secțiunii i, avem săgeata Îi care proiectată 

după o; ne dă tocmai i Jam = Cite 

Putem proceda şi invers. In „secţiunea i aplicăm o forță f; = 1 
după direcția g; și aflăm unghiul Oniţ, Cu care s'a rotit secțiunea k. 
Proiecţia acestui unghiu pe direcţia 44 a momentului ne dă pu, Ori = 
Ori. Conform teoremei lui Mazvell, avem vin = Ori. Cu această 
relaţie facem controlul construcţiilor grafice făcute. 

In aceste construcţiuni va trebui să ţinem seamă că atât v cât 
și 0 sunt foarte mici în raport cu celelalte dimensii ale grinzilor 
şi că în plus, avem posibilitatea cal = 1 sau M =1 să le luăm 
oricât de mici voim noi. 

In aceste condiţii. calculul grafic va urma norma aplicată eanti- 
tăţilor infinit mici așa cum s'a indicat cu ocazia deplasărilor virtuale.
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b) Calea analitică. 

Vom aplica pur şi simplu ecuaţiile (11) date de teorema lui 

Castigliano. | 

Ne vom ocupa mai întâiu de cazul când grinda e supusă la 

momente încovoietoare. 

10, Să găsim expresia lui viu, adică săgeata în i când în k 

avem FA = Î. 

În acest caz, My = may şi deci 

(16) Pinf =: Prif = | Nzhf Mzif do. 

Este evident că: 

(16) viig = ( my do. 

Analog găsim 

3 

(16) Qinm = Oim = TMaim Palm do Bi Din = ( Main do. 

20, Să găsim pe vinm, adică săgeata în i când în k avem Me = |. 

In acest caz Me = Manm ŞI deci: 

Vita | Manm Maiţ d. 

Pentru Oxiy, adică unghiul cu care se rotește secțiunea k atunci 

când în i avem F; =, avem Ms = mai şi deci: 

(16) Grig = i Maif Mzhm do, 

care ne arată loarte clar că virm = 0riy. 

Absolut analog avem 
- 

(16) Piim = Bin = | Miz Maim do. 

Să presupunem că voim să găsim aceleași cantităţi în cazul când 

grinda e supusă la forţe axiale. 

Să ne ocupăm de vi, adică deplasarea secţiunii i când în A 

avem PF = A. 

In acest caz avem, Na = Na, şi deci: 

(16) Ping = Phij = | Naj Naiţ dE 

şi deci: 

(16) Vip = | ni, de. 

aa
 a

man
at 
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a
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Analog: 

(16) Gim = Our =| Nain Nanm E > Biim = ( Nain de. 

Procedând exact ca în cazul precedent, avem: 

—
.
 

Pilm = Bi, = Ruchm Priţ de, 

(16) 
Yin = Guy = j Nzhţ Naim de. 

Procedăm absolut analog în cazul când am avea forţe tăietoare 
și momente de răsucire.. 

In cazul când grinda este supusă la mai multe solicitări, deplasarea 
totală va fi egală cu suma deplasărilor date de fiecare solicitare 
în parte, De exemplu, când pe grindă avem momente încovoietoare 
și foarte axiale atunci: 

Ping = ( Moj Meiţ do + | 

(16) 
Pip = ma do + [ : 

Norma este absolut generală și se aplică oricărui fel de construcţie 
şi solicitări. 

Să mai facem o aplicaţie. 
3”. Să presupunem că voim să aflăm npla o grindă cu zăbrele, 

adică săgeata care se produce în nodul n când în p calcă sar- 
cină =]. 

In acest caz N = Rip. Întroducând această valoare în for- 
mula (13), găsim 

(16) Pnp = XNirsp Nitsn lin / E Oi 

a cărei structură este identică cu a celorlalte ecuații (16). 

D) Principiul lucrului mecanice virtual aplicat 
la corpurile deformabile. 

Sa arătat că teorema lui Castigliano ne permite să găsim reac- 
țiunile static nedeterminate, fie că ele ar fi exterioare sau interioare 
sistemului, punând condiţia ca 2[L/... =v =. 

Dacă construcția este supusă la un sistem oarecare de sarcini 
și de reacţiuni, oricare din ecuaţiile (14) ne arată că avem, de exemplu: 

(17) Xvizp Fa + Zvirm Ma = 0. 

37. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcțiunilor şi Rezistenţa materialelor. 

SUBLIOTECD N 

CRIMEA UEM: | 
zucuuesai    
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Această ecuaţie exprimă, pur și simplu, că suma tuturor deplasărilor 

în secţiunea i, unde avem o reacțiune, este nulă. 

. Dacă ţinem seamă că după teorema lui Maawwell, avem: 

Pizf = Pziţ ȘI Pun — Gzip 

atunci ecuaţia (17) o serim: 

(17) Xvaiy Fa + Oi Me, = 0. 

Or, grupul F și M. e un sistem de solicitări în echilibru, iar 

Vziţ ŞI Gai sunt deplasările, în dreptul acestor solicitări, produse de 

sarcina F; = | aplicată în secţiunea t. . 

Or, în aceste condițiuni şi sub această formă, ecuaţia de mai sus 

este exact ecuaţia lucrului mecanic virtual: 

So + EMO =0. 

Din cele de mai sus rezultă că ecuaţiile (17) sunt identice cu 

toate că se pot enunţa diferit. 

In cazul când reacţiunea parcurge 

  

  
pa Î b— „un drum cunoscul vu atunci în membrul 

r—ta—zotoh al doilea în loc de zero vom pune această 

F i E A valoare. 
—2 e Di 

Îl Aplicația Nr. 130. 0 grindă orizontală, cu 

Pigura 418 secţiune constantă, de deschidere ], simplu 

rezemată la extremităţi, suportă în secţiunea i 

sarcina Fi. Să se găsească săgeata în secţiunea k (fig. 418). 

Vom aplica formula (16). Pentru aceasta ne trebuese valorile lui mzif şi Tahj. 

Expresiile lor pe diversele intervale ale grinzii sunt: 

  

Intervalul | mzif maj 

0 —ai bi a /i biz /l 

ai — an ai 2 /l dz fl 

0 —bh "aia'/l ar a'/l 

Efectuând calculele indicate de formula (16) găsim: 

o = Fag (2— a2—b)/6 EI. 

Săgeata, chiar în dreptul sarcinei, este: 

vi = Fa 01/38 LEI 

şi dacă sarcina e la mijlocul grinzii: 

v= FR /48 EI 

FE
 

MR
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E
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Aplicația Nr. 131. lie o grindă simplu rezemată, acționată de sarei- 
mile fu şi se cere să găsim săgeata în secțiunea. i (fig. 419). Avem: 

vi = tu F, + Via Fe heh vii Fi +. vin Fan. 

După teoremă. lui Mamnvell, avem: 

Pa Pi oi pin Sai 

și deci 

vi = ei Pa vi Da Foii Fi + uni fi, 

Or: ei, vai, ete. sunt săgețile cari se produc în 
secţiunile 1, 2,.......n când în secţiunea i 
aplicăm sarcina Fi = 1. 

Regula practică este foarte simplă. Aplicăm 
în secţiunea i o sarcină F; = 1 și construim axa 
deformată a grinzii după regulile cunoscute. : 
Săgeţile acestei curbe sunt chiar coeficienţii de SII [ 
influenţă cari intră în expresia săgeţii. Fu 

, 

Aplicația Nr. 132, Să se găsească ecuaţia Figura 419 
axei deformate a unei grinzi orizontale încastrată 
la o extremitate şi suporiând la capătul liber forța verticală /. Secţiunea 
grinzii este constantă. 

   
  

Vom presupune că axa deformată a grinzii are ecuaţia: 
1 vP= oaza +... 

Grinda fiind îneastrată, pentru z = 0, vom avea + = 0 şi 3v/dxr = 0, din 
care rezultă ag = a = 0. Din ecuaţia EI 3iv/Bat = p, penteucă aci avem 
p = 0, rezultă că avem şi a=ay=...=90, 

Aşa dar, ecuaţia axei delorinate se reduce la: 

= za + asa? i, 9 foart = 2a,+6a,z 

Pentru a determina acești doi coeficienţi aplicăm teorema lucrului mecanic 
minim și anume ecuaţiile (8). 

Din ecuaţia (2) avem: 

Le = 3 F(az + ag) e 

din care scoatem: 

Befla= Ph , 9Lefla=4iFb. 

Apoi din: 
1 i 

Li = EI | (920 /Ax2)dz  , Li f...= EI (92v /8x2) (93 /2z23. ..) dz 
o Jo 

scoatem: 

ÎLifda, = 2 ELI? a. + 3asl) , 9L;/da=6 BI (aa + 2 as). 

Introducând aceste valori în ecuaţiile (3) găsim pe a Şi as şi căpătăm: 

v= la? (3l—z)/6 EI 

care este tocmai ecuaţia axei deformate a grinzii. Pentru z = , adică la ex- 
tremitatea grinzii, avem 

w = FR/3 EI 
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Dacă vrem să ne mulţumim cu un rezultat aprozimaliv, putem lua pentru 

axa delormată ecuaţia: 

e = ao 1 —cosaz) , 9%/0x? = aoa? sin az, 

care satisface condiţiei ca pentru z = 0 să avem v = 0 și 3vfâx = 0. Dacă 

punem condiţia: 
cosal=0 , al=:n, 

atunci săgeata la extremitatea grinzii este tocmai aq. 

Avem: 

1 aj | 
ÎLefdao = + F _, 9Li/dao = EL cca! sin?ax dz = + Elao 0fa. 

i Pa , Jo 

Aplicând ecuaţia (8) găsim: 

ao = 9, = BFb/at EI = PB/3,0%4 EL, 

rezultat care diferă de cel exact numai cu 1,4%. 

Pentrucă avem numai un singur coeficient nedeterminat am Îi putut utiliza 

numai ecuaţia (1). 

Să presupunem că voim un rezultat toi aprozimaliv, însă mai exaci. Luăm 

atunci: 

v=ao (i—cos az) +a (1 — cos 307)  , 32 fax? = a? (ao cosaz+9 a, cos 3ax) 

cu doi coeficienţi nedeterminaţi ao și aa. 

Cu condiţia al= 7, avem evident 

= do+ tu 

Se vede, de asemenea, că avem v =, şi 2v fâx = 0 pentru z=0. 

Dacă aplicăm ecuaţia (8) găsim pentru do valoarea din cazul precedent 

iar pentru a, = 32 Fk/81 m! E]. Valoarea lui v, este: 

0, = ao + a = FR/3007 EI, 

care diferă de cea exactă cu 2,3%0. 

Aşa dar, şi ecuaţia axei deformate va diferi de cea exactă cam în aceeași 

măsură. 

  

sa
 
E
 

  

   



XXVII. CONSTRUCŢIUNI FĂCUTE DIN BARE. 

A) Generalităţi. 

Am văzut la grinzile cu zăbrele cum, prin bare articulate la ambele 

extremităţi, putem fixa în mod invariabil între ele o serie de puncte 

ȘI deci cum putem realiza construcțiunea numită grindă cu zăbrele. 

Putem realiza și altfel de construcţiuni. 

Un punet B putem să-l fixăm în mod invariabil de punctul A 
prin o grindă AB invariabilă ca formă și poziţie. 

Forma ei rămâne invariabilă, atunci 

când o considerăm nedeformabilă, adică 

rigidă. 

Poziţia ei rămâne invariabilă, atunci 

când. printrun număr suficient de 

reazime, împiedecăm orice mișcare a 

ei. Se știe că—în plan — obţinem 

aceasta prin trei reazime simple, printr'o 

articulaţie și un reazim simplu sau 

  

printr'o incastrare (fig. 420 c). 

In acest mod nu numai cele două 

puncte A și B dar toate punctele de pe d 8 
rinda A B sunt legate în mod invariabil | A 

“d 

între ele. d) 

De punctele acestei grinzi putem 

fixa în același mod altă serie de puncte. 

De exemplu. de punctele C și E ale grinzii AB putem fixa prin 

două bare articulate, punctul D (fig. 420 a). Acest punct putem să-l 

fixăm şi prin bara CD incastrată în punctul C în grinda A B (fig. 420 b). 

Figura 420  
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Continuând asilel, ajungem la un sistem format din bare drepte 

sau curbe care fixează în mod invariabil între ele o serie de puncte. 

Punctele unde se leagă între ele două sau mai multe bare se 

numesc noduri. Nod este și punctul unde una sau mai multe bare 

se leagă de un reazim oarecare. 

Acest, sistem este în echilibru sub acţiunea solicitărilor: forțele 

date şi reacţiunile. i 

Dacă separăm o bară de restul sistemului, atunci în extremităţile 

ei introducem necunoscutele , 

T şi M. 

- Făcând aceasta; observăm că 

avem un număr m; de bare in- 

castrate la ambele extremităţi, 

" fiecare cu câte 6 necunoscute, că 

avem alt număr mi, de bare în- 

castrate la un cap și articulate la 

celălalt, fiecare cu câte 5 necu-    noscute și că în fine avem un 

/ număr mi, de bare incastrate la 

ma, un cap şi simplu rezemate la 

AY celălalt și ma, bare articulate la 

ambele extremităţi liecare cu câte 

4 necunoscute (fig. 42:). 

In total, pentru toate barele sistemului avem: 

Figura &i 

(1) | O mii + 5 mia + 4 (Mis F tuia) 

necunoscute. 

Necunoscute mai sunt și reacțiunile. Dacă socotim că o incastrare 

i echivalează cu trei reazime simple s și o articulaţie a cu două, 

atunei numărul necunoscutelor r din reazime va îi: 

(2) r=3i+2a+s, 

Pentru determinarea acestor necunoscute, statica ne dă mai 

întâi câte 3 ecuaţii de echilibru pentru fiecare din barele de mai 

sus, deci: 

(3) 3 (mii + Mia E Tis F TRaa) 

ecuaţii. | 

Nodurile rămase prin separarea tuturor barelor trebuese să fie 

de asemenea în echilibru. 
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Observăm și .aci că avem mai multe feluri de noduri (fig. 422). 

Avem un număr n; de noduri în care se întâlnesc bare incastrate 

articulate sau simplu rezemate, pentru cari putem scri câte 3 ecuaţii; 

avem un alt număr de noduri n, în care 

se întâlnesc bare articulate la extremită i 

sau simplu rezemate, pentru cari putem 

scri câte două ecuaţii și în fine un număr 

de noduri n; cu câte un reazim simplu, 

pentru cari nu putem scri decât câte 5 

o ecuaţie de echilibru. Numărul n de 

ecuaţii dat de echilibrul nodurilor este: 
Figura 422 

(4) n = În; F+2nha + ns 

Dacă. notăm: 

m= 6 mi + 5 mia <A (mis + maa) — 3 (rii + mia F Ntis F Maa) 

= 3 mii Î 2 hiia F mis + Maas 

atunci diferenţa între numărul necunoscutelor și numărul ecuaţiilor 

date de statică este 

(6) m+-r—n, 

In cazul când această diferență este nulă, deci când: 

(7) ma+r—n=0, 

sistemul este static determinat. Această relaţie trebue să (ie satisfă- 

cută și de oricare din părţile componente ale sistemului de bare. 

Dacă pentru întregul sistem sau, dacă pentru anumite părți 

ale lui avem m + r—n< 0, atunci sistemul nu este în echilibru. 

In cazul când m + r—n > 0, atunci sistemul este static nede- 

terminat. 

Valoarea expresiei (6), în acest caz, ne dă numărul cantităților 

static nedeterminate sau gradul de nestaticitate al sistemului de 

bare. Ă 

Este evident ca dacă pentru întregul sistem, sau pentru o parte 

din el, avem m + r—n > 0, dar dacă peniru o altă parte din el, 

avem m + r—n < 0,atunci sistemul nu este în echilibru cu toate 

că unele părţi din el sunt chiar static nedeterminate. 

Așa dar, condiţia minimă de echilibru este să avem m + r—n>0 

atât pentru sistemul întreg cât şi pentru toate părţile din care se 

compune sistemul.  
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B) Construcţiuni statice nedeterminate. 

Am văzut cari sunt criteriile după cari putem cunoaște dacă 

o construcţiune făcută dintr'un sistem de bare este în echilibru 

sau nu. 
Am mai văzut, în cazul când este statie nedeterminată, că 

numărul cantităților static nedeterminate este m +r—n. 

Pentru a le determina vom aplica de atâtea ori ecuaţia lui Casti- 

gliano, de câte ori sistemul este static nedeterminat. 

Pentru aceasta va trebui mai întâi să ne fixăm care anume 

din numărul total de necunoscute le alegem drept necunoscute 

static nedeterminate. 

E fa 
IDEA EL 

Figura 423 

    
  

              
  

  

Dacă din sistemul dat suprimăm o serie de reazime sau legături 

al căror echivalent să fie m+r—n, atunci sistemul rămas este 

static determinat. Figura 423 arată construcţii static nedetermi- 

nate în stânga transformate în corespunzătoarele static determinate 

în dreapta. 

Pentru sistemul rămas și pentru părțile lui componente va trebui 

să fie satisfăcută mereu condiţia m +r—m =. 

Necunoscutele introduse în locul reazimilor și legăturilor supri- 

mate sunt necunoscutele static nedeterminate alese. 

Sistemul fiind transformat în unul static determinat, atunci, 

într'o secțiune oarecare z a unei bare oarecare, vor exista momente 

încovoietoare și forțe axiale datorite cantităților static determinate 

şi celor nedeterminate şi care vor avea forma: 

8 M = Ma + Vi maziţ + Mi meim, 

N = N + EV; Nazi + %M; Hzimy
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în care M, și N; sunt momentele şi forţele axiale datorite cantită- 

ților static determinate, iar V;, M;... sunt cantităţile static nede- 
terminate, 

In cele ce urmează vom neglija, aşa cum practica a consacrat, 
lucrul mecanic datorit forţei tăietoare. 

Odată acestea fixate vom aplica teorema lui Castigliano de atâtea 
ori câte necunoscute avem, deci vom avea: 

(9) aLfaV; =; = 0 , aL|oM; = 0; = 0. 

Aceste ecuaţiuni exprimă, pur și simplu, că deplasarea punctului 
de aplicaţie i, sub acţiunea tuturor sarcinilor, este nulă. 

S'a arătat că această ecuaţie este echivalentă cu ecuaţia lucrului 
mecanic virtual și că deci o putem utiliza și sub forma 

(10) Ip + MO =0, 

în care se știe care este semnificarea lui v și 0. 

Vom utiliza teorema lui Castigliano, după împrejurări, sub forma 
(9) sau (10). 

In cazul când reacţiunea Y; sau M; are o deplasare cunoscută 
voi sau 6; atunci, în partea doua a ecuaţiilor (9) sau (10), în loc 
de zero vom pune aceste valori. 

In aceste condiţii, totul se reduce la rezolvarea grupului de 
ecuaţii liniare (9) sau (10). 

Teoretic chestiunea este foarte simplă. Practic însă, trebue să 
găsim calea cea mai lesnicioasă pentru a rezolva acest sistem de 
ecuaţii. “ 

Aci joacă un foarte mare rol transformarea sistemului în unul 
statie determinat, adică alegerea necunoscutelor static nedeter- 
minate. | 

a) Prima metodă. 

Vom ilustra aceasta printr'un exemplu. Să presupunem că 
avem o grindă continuă cu n deschideri. 

19. Aceasta o putem transforma în una static determinată supri- 

mând toate reazimile intermediare, luând ca necunoscute static 

nedeterminate reacțiunile lor. adică V,,... Vaoa. Reacţiunea V; a 

unui reazim i diferă de accea a sistemului statie tocmai cu Vi. 

2. Să presupunem că jacem sistemul static introducând în grindă 
pe fiecare reazim câte o articulaţie şi luând ca necunoscute statie 
nedeterminate momentele pe reazime, așa după cum s'a arătat 
la stabilirea formulei lui Clapeyron. In acest caz, reacţiu-  
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nea întrun reazim i diferă de reacţiunea sistemului static cu: 

(Mia — M) /lioasi + (Mia — Mii, expresiune care are cel mult 

valoarea lui V;. 

39. Mai mult. Să presupunem că transjormăm grinda continuă 

într'un sistem de grinzi simplu rezemate, la extremitățile cărora se 

aplică niște momente M;,, date de noi. Necunoscutele problemei 

în acest caz vor fi M; =M„,-+AM; adică AM; Valorile lui 

Ms fiind arbitrare, putem presupune că sunt acelea date de un 

sistem static nedeterminat mai simplu decât acela ce-l avem de 

calculat. În acest caz, teorema lui Castigliano ne dă diferenţele AM; 

între aceleași cantităţi static nedeterminate din cele două sisteme. 

Aceste diferenţe ne arată în ce măsură putem înlocui un calcul 

exact prin unul aproximativ. Vom face mereu uz de calcule aproxi- 

mative. 
Avantajul metodei expuse este că separă, dela început, calculul 

în două: unul static determinat şi altul static nedeterminat. 

b) A doua metodă. 

Mai avem la îndemână o cale, bazată pe faptul că alegerea 

cantităților static nedeterminate este arbitrară. 
În acest caz, putem lua ca necunoscute statie nedeterminate 

toate necunoscutele date de relaţiile (1) şi (2), ştiind că între ele există 

numărul de ecuaţii dat de relaţiile (3) și (4), ecuaţii de forma: 

(11) 0, 0... 
Necunoscutele, între care există relaţiile (11) vor fi, după teo- 

rea lui Castigliano, astfel încât Li să fie minim. 
Avem deci de-a-face cu o chestiune de minimum relativ. 

Dacă aş, az... sunt niște coeficienţi nedeterminaţi, al căror 

număr este egal cu numărul ecuaţiilor (11), vom avea: 

(12) 2L;/2V; + a 27, /2V,; + a32f,/9V; +... = 0. 

Vom avea atâtea ecuaţii de această formă câte necunoscute 

avem. 
Numărul ecuaţiilor (11) şi (12) este tocmai atât cât ne trebue 

pentru găsirea tuturor coeficienţilor nedeterminaţi și a tuturor 

necunoscutelor problemei. 
In cazul când deplasarea în drepiul necunoscutei V; este dată, 

voi, atunci în partea doua a ecuaţiei (12), în locul lui zero, vom pune 

această valoare.
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Avantajul acestei metode este că putem avea oarecare simetrie 
în calcule și că putem pune în evidenţă deplasările din dreptul 
tuturor necunoscutelor. 

Are desavantajul că numărul ecuaţiilor, deși simple, este foarte 
mare. 

C) Construeţiuni simplu static nedeterminate. 

1. Grinzi drepte. 

Cantitatea static nedeterminată ne-o putem alege după voie, 
fie o forţă, fie un moment. 

In fiecare din aceste două cazuri, forța axială și momentul 
încovoietor într'o secţie oarecare z au valorile: 

(1) N = AN; + V; Nzip > M = M; + V; Mai] 

i N = N, + M: Nzim > M = M, + M; Main 

Dacă introducem aceste valori în ecuaţia lui Castigliano, ȘI dacă 
notăm: 

M; mzij do , Oi =M, Maim do, 

a 

Via = (snzi,de , Gin =, Nzim dE, 

2 

my do,  0uin= Vraci do, 

a _ 

„
 

o 

na, de Dim = j Nin de, 

ŞI: Ș 

Vima Vin =vi 3 Ciim Vin =—Pii > Gin +Bin =0, - (/7998 +Biin =0i 

atunci: 

(3) Vi=—vi/osi > Mi=—0;/0u. 

In genere deplasările datorite forţelor axiale N ŞI anume %n, 
Viin; Vin ŞI Qin sunt mici şi În oarecare măsură neglijabile faţă de cele 
datorite momentelor. Dacă se fac aceste neglijări, atunci formulele 
aproximative: 

V; = — Vin f Piim > M; = — Gin /Oiims 

dau valori foarte apropiate de rezultatele exacte.  
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Aplicația Nr. 133. O grindă orizontală cu secţiune constantă, incastrată la o 

extremitate, reazimă prin intermediul unei articulaţii, pe un stâlp vertical arti- 

culat şi la extremitatea de jos ([ig. 4924). 

Să se găsească valoarea cantităților static nedeterminate presupunând 

grinda încărcată cu o sarcină verticală F. 

Să găsim mai întâi numărul cantităților static nedeterminate. 

Avem mia = 1, maa= t;i=1a= linii = na= 2 şi deci m=2.1+1.1=3, 

r= 3414921 =5, n= 81+22=1,m +r—n=3+5—7=1. 

Aşa dar, sistemul este simplu static nedeter- 

F ) minat. Putem ajunge la acest rezultat și altfel. 
pa —— 

Z po Se vede că dacă suprimăm stâlpul 1— 2, 
    

g atunci restul construcţiei, adică grinda 0—i, 
  este static determinată. Ajungem la același 

h rezultat dacă incastrarea din 0 o înlocuim 

printr'o articulaţie. 

| Pentrucă alegerea cantităţii static nede- 

ză terminate este arbitrară, vom lua pe Alo, 

Figura 424 adică momentul din 0, drept cantitate static 

| nedeterminată. 

Pentru a găsi pe My ne trebuesc valorile lui Ms, mzom, etc. în diferitele sec- 

ţiuni ale sistemului, pe care le aranjăm în tabloul următor: 

    [a
 

  

" Bara Elementele barei Ms | INzom Ns nzon 

0—1 LE, I Ms zl — — 

1—2 h, E, 2, ai — Vs —l /l 

Avem apoi: 

4 (2 
dm = Mu dof/l= So/lEl , Bon = —j Ns de/l = Vas h/L E, 2, 

9 Ra! 

0oom= [2 du /PEI=1/3E 1 , Boon = h/E E, 82. 

Dacă se multiplică totul cu E] şi se notează: 

EI/E O =ni, 

avem: 

Mo = — (So + Visn hi?) /(gE+ nhi/]). 

Dacă neglijăm valorile lui fon şi Qoon, se obţine: 

Mo = — 3 Suw/b, 

catre este tocmai valoarea lui Ag când considerăm grinda incastrată în O și simplu 

vezemată în 1, pe un reazim rigid. 

Această formulă servă şi pentru un început de dimensionare a secţiunii 

grinzilor. 

Pentru o încărcare uniform distribuită pe toată grinda, avem, cu o aproxi- 

maţie destul de mare 

Mo = —5$ U+9nhi/b)pk
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Aplicația Nr. 134. O grindă orizontală 0—1—2, făcută dintr'o singură 

bucată, deci continuă, este articulată la mijlocul ei în punctul 1 de stâlpul | 

1—3—"1, de asemenea continuu și incastrat în 4, Pentru ca grinda să nu se ) 

răstoarne se propteşte cu două contrafişe care le considerăm articulate, în 

punctele 0,2 și 3, în grinzile precedente. O forță F se găsește pe grinda orizon- 

tală. Să se găsească eforturile în barele sistemului. 

Sistemul este statie nedeterminat. Dacă -s'ar suprima una din contrafișe 

sistemul se transformă în unul static determinat. Deci sistemul este simplu 

static nedeterminat. 

Am putea lua ca necunoscută N F 

static nedeterminată efortul din- La] 4 — 
7 3 

to contrafișă. Calculele sunt E 

lungi şi nesimetrice. „I 7 
Putem face sistemul static 

determinat şi altfel și anume 

introducând în bara 0—2, în 

punctul 1, o articulaţie. Pentru 

  [
d
 

  

    

  Z    

        

  

a restabili continuitatea grinzii 

introducem acolo un moment 

necunoscut M,. 
  

Vom neglija în cele ce urmează 

influenţa forţei tăietoare. 

Observăm că M,, cautitatea 

static nedeterminată, nu dă efor- - 4 

turi în consolele grinzii orizontale 
    z 

S P şi pe porțiunea 3—4 din stâlp, 

deci pentru aceste porţiuni mz, Figura 125 

şi Pa Vor fi nuli şi dispar din 

ecuaţiile lucrului mecanic, chiar dacă sarcina calcă pe consolă. 
Pentru determinarea lui AJ, avem nevoie de cantităţile din alăturatul tablou: 

  

Bara Elementele barci | M, |__mzam Ns | Num 

0—1 LE,I,9 — z/l — 1/h 
1— LE, LO M z'/l Fa/h 1/h 
1—3 n, E, O, Fay/h — ro 2/1 
0—3 s, E, 2, — — — —s/lh 
2—3 s, E, 922 — — —Fas/hl | —s/lh 

Dacă notăm: 1/09 = î?, 1/0, =i?, 1/9, = i2 atunci avem: 

dim = Sa /LEI , On = F (ai? —2bh2i? + asi) /e HEI, 
Dim = 21/3E1 On = 2 (Bi 22524 sti?) /P2hH2E1. 

Introducând aceste valori în ecuaţia (2) avem pe M,. 
Dacă neglijăm pe 6un și Qun, atunci din formula (3) obţinem: 

M, = 35/2 &, 

adică momentul din î considerând grinda orizontală continuă pe reazimile 
rigide 0, 1 și 2. . 

Termenii neglijaţi corectează această valoare și sunt datoriţi faptului că 
reazimile sunt elastice.  
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Aplicația Nr. 135. Grinzi armate triunghiular. Să presupunem că avem 

o grindă — făcută dintr'o singură bucată — simplu rezemată la extremităţile 

sale O şi 1 (fig. 426). In cazul când dimensiunile grinzii ies prea mari sau 

când vrem să avem o soluţie mai economică şi dispunem de înălțime hberă 
sub grindă, atunci de punctele 

4 și 5 ale grinzii articulăni 
  doi tiranţi, 3—4 și 3—5 şi 

mijlocul grinzii îl susţinem cu 

popul 2—3, articulat de ase- 

menea în grindă şi în nodul 3. 

  
Aceasta e o grindă armată 

triunghiular. 

me
re
pe
op
ee
 

pe 

Să se calculeze eforturile 

din grindă şi diversele bare 

când grinda este supusă la 

forţa F ca în îigură. 

Chestiunea este absolut 

analoagă cu precedenta. 

Vom face sistemul static     nn ormon ma me ona m k -_- 

. 1 , 

L— a —= bi 

a - & culaţie în secţiunea 2 a grinzii. 

Figura 426 Curba momentelor Ms, peniru 

grinda 0—2—1, va-fi ca în 

determinat introducând o arti- 

  

figura 496. Valorile lui Ms, Ns, mazm, etc. sunt date de tabloul următor: 

  

Bara | Elementele barci Ms mMazam | Ne Nzam 

24 LE,1,9 Ms a/l —F0 /2h | —1/h 

25 LE,1,2 Ms 7 —F0,f2 h 1 —1/h 

23 n, E, a — — | —FoA | A 

34 s, E, O — — Fo, s/olh sf/lh 

35 s, E, — — Fb sf lh s/lh 

Dacă se desvoltă calculele ca în cazul precedent şi cu aceleaşi notații, găsim: 

Om = (Sa + Sa) /lEI , 0mn=Fhi (Bi2—2h5 i2 + 3912) /lh2 EI, 

Om = 21/3 EL , 0am = 2 (Bi + 2h3i? + s9i3)/PEI. 

Se observă şi aci că valoarea aproximativă, 

My = —3 (Sa + Sp) /2B, 

este tocmai momentul ce se produce în reazimul 2 dacă se consideră grinda 

4—92—5 continuă pe aceste reazime, considerate și ele rigide, şi supusă la mo- 

mentele Ms. 

Cu această valoare aproximativă putem începe dimensionarea grinzii. 

Aplicația Nr. 136. Grinzi armate trapezoidal. Sunt la fel cu precedentele 

însă armătura şi grinda prezintă forma unui trapez. În figura 427 grinda 

continuă 0—4 este armată cu un tirant 2—6—7-—3 și cu doi popi 4—6 şi 5—7. 

rea
 a
i
a
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Barele ce formează tirantul și popii se consideră articulate în punctele 2, 3, 
4, 5, 6 şi? 

Grinda o presupunem încărcată cu un sistem oarecare de sarcini a căror 
curbă a momentelor este curba din ligură. 

Sistemul este simplu statie nedeterminat pentrucă dacă suprimăm, «de 
exemplu, tirantul 6—7, grinda se transformă într'o grindă simplu rezemată. 

Vom lua ca necunoscută 

static nedeterminată efortul 

II din bara 6—7, 
Pentrucă grinda 0—1 are 

o înălțime oarecare h, de care 
nu se poate face abstracţie, şi 
pentrucă tiranţii şi popii se 
articulează în partea inferioară 

  

  

    

  

  a grinzii, în acest exemplu 
vom ţine. seamă şi de înăl- 
țimea grinzii 0—1. 

In aceste condițiuni, efor- Figura 42 
turile — forţe şi momente — 

în dive:sele bare sau porţiuni de grindă sunt date de formulele: 

M = Ms + Imre , N = Nes + Ina 

cu ajutorul tabloului următor: 

  

    
=
 

  

Bara Eelementele barei Ms Nixea | N rea 

0—2 şi 1—3 IE, L,O,h Ms — — 

2-4 , Ms | —uz Ap —4 
3—5 , Ms | pin fe — 
4—5 | u Eoh Me | nn i 

4-6 şi 5—7 | EQ, — — —h/l 
—6 şi 3—7 s, E, — — s/l 

6—7| 1E2, — — 1 

Fiindcă e vorba de lungirea barei 67, deplasările respective le vom nota 
zu litera u. Vom avea deci: 

II =— — (usam + Uezn) /(Uozeam + Uassan) 

In cazul nostru, pentrucă N;==0, avem şi u sn = 0. 
Avem apoi 

—— Uz = (Sat Sas + Î92as) Ru [IEI + Oua h/2 EL, 

în care: S2 este momentul static al suprafeţei momentelor în grinda simplu 
rezemată 0—1 de pe intervalul 2—4, în raport cu punctul 2, etc.; 424ș este - 

suprafaţa momentelor în aceleași condițiuni de pe intervalul 4—5, etc. 
Avem apoi 

9 

Uszem = În? (a (4+ 31) + (+2 D + hu (+ L)]/EI, 
teze = Î(l + 21) 2 + 222 /2 + (+ 2 s5/1) i2]/E1.  
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Se observă că, aşa cum s'au aranjat, valorile lui u au toate pe EI la nu- 

mitor, și că în valoarea lui H, această cantitate se reduce, Ori de câte ori vom 

putea vom. urma această normă de calcul. Din inspectarea acestor formule 

se vede că chiar verificarea unei asemenea grinzi necesită calcule multe, 

necum proiectarea ei. 

Dacă totuși se observă că Ucaean este mic faţă de tteze7m Şi că în prima aproxi- 

maţie putem lua k = 0, atunci putem lua pentru u următoarele valori aproxi- 

mative 

— usam = (Sa + Sas + Î 82u5) /l, Ugo = LX (+ 3 U) 

formule în cari nu intră dimensia secţiunilor diverselor bare ale grinzii şi dela 

care putem porni un calcul aproximativ al secţiunilor grinzii. 

/tm Din exemplul numeric 

TITI EI IE TITU ce urmează se ve de mersul 

g 12 4 Vomzs 7 77 7 pentru proiectarea unor 

pn 6 7 i tom astiel de grinzi. Se va mai 

Wa 5%60 2780 re vedea că, cu toate aproxi- 

maţiile ce se fac, suntem 

  

  

  conduşi relativ repede la 

soluţia definitivă. 

Exemplu numeric. O 

gvindă de 12 m deschidere 

care suportă o sarcină uni- 

form distribuită pe toată 

lungimea ei de 1 1/m este 

jormată dintrun fier 1] 

r armat trapezoidal cu un 

  

L 

| 
i 
i 
i 
4 

! 
r 
4 
1 
4 
, 

4 
I 
1 
i 
4 
'         

i 2 . a 
Figura 428 tirant format dintro plat- 

bandă (îig. 428). 

Să se dimensioneze grinda în ipoteza: c = 0,40 m, l= 2,80 m, l, = 5,60 m, 

h, = 0,75 m, îar 9 să nu depăşească 1000 kg/em?. 

Momentele M, M, şi Mm (la mijlocul grinzii), calculate ca într'o grindă 

sumplu rezemată de 12 m deschidere, sunt: 

M,=0,40.11,60 /2 = 2,32 tm, M = 3,20.8,80 /2 = 14,08 tm, Mm = 192 /8 = 18 tm, 

Valorile lui —ugam Şi Ugzesm> după formula aproximativă, sunt: 

— ueam = (2,32 + 8.14,08 + 9.2,82/4) 2,8.0,75/3 = 92,82 imi, utererm = 42 m? 

şi deci 
HA i șI h, = 16,579 tm 

In aceste condiţii avem: ! 

M, = 14,08 — 16,575 = — 2495 tm, » Mm = 18 — 16,575 = 1,425 tm 

Nas = — Nas = Nas = Nan = 2241 te Nas = Na = —592t, Nas = Nan > 22:88 t. 

Pe baza acestor eforturi putem face o primă dimensiunare. Nu mai transcrim 

aci calculele respective, însă se poate verifica numaidecât, că o grindă formată 

dintrun fier IL Nr. 28 cu 1z==7590 emit, WVz=542 cmă, 9=—61,1 cm, h=28 

cm., cu doi popi de câte 2, = 12.1,5 = 18 cm? fiecare şi cu un tirant de 0 = 

19.2,9 = 34,8 cm? slăbite cu câte două nituri de diam. 2 cm, satisfac condiţiei 

de a avea 9 < 1.000 kg./cm?.
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Pe baza acestor dimensiuni. procedăm la un al doilea calcul, însă utilizând 
formula exactă a lui II. 

In acest caz — uim creşte cu valoarea: 
3 9 h = (2.32.1120 + 11,203/42) 0,14 = 20,03 im? şi vom avea deci 

— ueam = 92,82 + 20,03 = 112,85 ma, 
Valoarea lui ugzezm creşte cu: 

LN +2 I) + he ha (+ 1) =— 0,142.11,20 + 0,75.0.28.8,4 = 1,981 m şi deci 
Tezeu = 6,2 + 1,98% = 6,184 m 

Ne mai trebue tgsezn. Avem 1%=—'7390/61,1=0,01214m2, i? = 7590/18==0,0421m2, i3 = 0,0218 mz, s= 2,90 m. 
Făcând calculele găsim: tszsan = 0,1389+-0,0045 +0,2577 = 0,401m3 și deci 

Uazeam “E Uezoan = 6,18% + 0,401 = 6,585 ms, 
Aşa dar, II = 112,85/6,585 = 17Ahi (ha th) = 15,952 um, 

În aceste condiţii avem: 

My = 14,080 — 15,252 = — 14172 tm, , Ma = 18 — 15,952 = 2,738 tu 
Nu Nas NS Na 17041. Na Na=—459 te Nas N=1975t, 

Vom dimensiona acum grinda pe baza acestor eforuri. 
Se vede numaidecât că ne putem mulţumi cu acest calcul pentrucă unul 

nou pe baza nouilor dimensiuni va fi foarte apropiat de acesta. In special, dacă 
păstrăm acelaşi fier | Nr. 28, ceea ce va diferi în noul calcul va fi numai sean 
a cărui variaţie având în vedere micimea lui, va fi neînsemnată și nu va in- 
fluenţa asupra rezultatului. 

Vom face acum verificarea secțiunilor nete şi verilicarea la flambaj a pie- 
selor supuse la compresiune, după normele ce s'au indicat în capitolul respectiv. 

Din fig. 428 se vede în ce măsură tirantul modifică momentele din grindă. 

Aplicația Nr. 137. Grinzi cu contrafişe (fig. 429). Se fac în genere din lemn şi se 
compun dintr'o grindă continuă 0—1, simplu rezemată în 0 și 1 şi pe nodurile 
2 şi 3 dela intersecţia contralişelor 
2—A4 şi 3—5 cu grinda orizontală pe În În e | 
2—3. Grinzile orizontale, 0—1 şi % d 
2—3, pe intervalul 2—3, sunt soli- d 
darizate între ele cu buloane aşa 
că se încovoaie împreună. 

  

    

  

Compresiunea din  contrafișile 
2—A şi 8—5 se transmite numai 

  

grinzii inferioare 2—3, grinda de "Figura 429 
sus nu participă, în genere, la 
această compresiune. 

Se vede numaidecât că sistemul este simplu static nedeterminat. Vom lua 
ca necunoscută static nedeterminată componenta verticală V a compresiunii 
din contralișă, adică reacţiunile verticale din 2 și 3 cari se văd că sunt egale. 

In condiţiile de mai sus, secţiunea care participă la încovoiere pe porţiunea 
2—3 are1/£1, = (1/E 1), iar la compresiune numai secţiunea 42, a grinzii 
inferioare 2—43, 

38. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.  
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In aceste condiţii avem, 

  

Bara Elementele barei | As | mzv nzv 

0—2 LE,J Ms —z — 

1—3 PR Ms —g — 

2—3 LE, lv 2 Ms —l —ulh 

2—4 și 3—5 s, E, 9, — — —s]h 

Din ecuaţia: 

| (Ms + Vmzv) Map do -+ j (Ne + Vnav) Nav de = 0, 

după ce am multiplicat totul cu LEI și am notat: 

— am = Soo Sa RIO o RR I/las 

vam = E (ls am > (Mii + 259i2)/l? 

găsim: V = — vam / (vam + aan). 

Pentru ca să putem începe un calcul de dimensionare aproximativă a grin- 

zilor, presupunem uz =0 şi secţiunile celor două grinzi orizontale aceiași, ceca ce 

ne dă k=+. 

Observare generală. 

Din exemplele făcute se vede că putem grupa oricând canti- 

tăţile aşa fel încât să putem face în prealabil un calcul aproxi- 

mativ apropiat, aceasta în vederea dimensionării elementelor siste- 

mului. Aceasta este posibil pentrucă deformaţiile datorite forțelor 

axiale sunt foarte mici în raport cu cele provocate de momente. 

2, Arce cu două articulaţii. 

Această construcţie simplu 

static nedeterminată o transfor- 

măm în una static determinată fie 

transformând o articulaţie într'un 

reazim simplu, fie introducând 

întrun punct oarecare al arcului 

o articulaţie. 

In ambele cazuri, dacă M, şi 

  

N, sunt momentul încovoietor și 

forța axială întw'o secţiune ovare- 
Figura 430 

care în sistemul static determinat, 

atunci, în sistemul static nedeterminat, vom avea: 

M = M; + Hmaon . A = Ne + IInaou- 

Dacă direcţia lui II o luăm pozitivă ca în figura 430, atunci, 

după convențiile de până acum, avem: 

Mou = —VY 3 haou = — cos(0 — a).
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Dacă aplicăm teorema lui Castigliano ȘI notăm 

—tom = | Msydo , —uu= i N, cos(0 — a) de, 

Uoom = | do , uoon= j cos? (0 — a) de, 

Uom F Uon = to , Uoom -F lcon = oo 

găsim aceiași formulă 

H = — o (ua. 

Chestiunea care se pune acum este numai calcularea diverselor 
valori ale lui u, atunci când ni se dă forma și dimensiile arcului 
precum și valoarea solicitărilor. 

Afară de cazuri foarte simple, efectuarea integralelor definite, 
cari dau valorile lui u, se face prin imetode aproximative, prin 
calcul sau grafic. 

In genere arcul se face din unul și același imaterial; așa fiind 
L dispare din expresiile lui u. 

Apoi, termenii un Şi uoon fiind mici, o evaluare aproximativă 
a lor nu influențează mult asupra rezultatului. 

Mai importanţi sunt termenii Uom ŞI ttoom a căror evaluare ne 
interesează mai mult. 

Evaluarea prin calcul a valorilor lui u se face în modul următor. 
Se împarte lungimea arcului întrun număr de părți, de obiceiu 

egale. 

In punctele de diviziune se calculează valorile lui do = ds/l 
şi de = ds/Q. E comod de multe ori de a multiplica toţi termenii 
u cu 0 valoare Î, oarecare (de preferinţă o valoare apropiată de 
media momentelor de inerție 1 de pe întregul arc). Se notează 
atunci 

lp/l=k , I/O=e. 

In aceste condiţii în punetele de diviziune, avem: 

do = kds , de = i2ds 

In dreptul acelorași puncte de diviziune, se calculează apoi y, 
cos (0—a), M, și N. 

Facem apoi produsele indicate de formulele lui u. Însumarea 
lor o facem după regula trapezului, regula lui Simpson sau orice 
altă regulă de efectuarea aproximativă a integralelor definite.  
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In aceste condițiuni dacă lungimea s a arcului s'a împărțit în 

n părţi egale, valorile lui u le putem înlocui cu cantităţile propor- 

ționale: 

— Vom = EMyk 3 —uon = ENai2cos(0—a)  ,  uoon = Xaph 

Uoon = Zi? cos? (0 — a). 

Din inspectarea acestor formule, se vede că uon va avea valoarea 

cea mai mică atunci când N, va fi cel mai mic posibil. Aceasta nu 

o obţinem decât în cazul când facem arcul static determinat trans- 

jormându-l într'o grindă curbă articulată la un cap şi simplu rezemată 

la celălalt. In acest caz, M, sunt momentele produse în această 

grindă. In aceste condiţii putem neglija tou față de uom- 

De asemenea se vede că şi uoon este foarte mic faţă de ucom şi 

că luând pentru arce turtite cos (0—a) =], avem too = i? 

cu î? = 1/9 în care ] şi 2 sunt valorile medii pe lungimea arcului 

a acestor cantităţi. Așa dar, în aceste condiţii avem: 

don 0 3 OUoo = NIZ 

şi deci 
HI = EMsyh/(Syh + n) 

formulă curent întrebuințată pentru acest caz. 

Această formulă ne dă pe 1 dirijat după direcția articulaţiilor. 

Se observă că y se măsoară normal pe linia articulaţiilor. 

Dacă în loc de y.luăm pe yo măsurat după o verticală, atunci 

avem y = ya cosa şi dacă notăm cu [lo = Hcosa, componenta 

orizontală a lui H, atunci avem: 

Ho = Ms yohk/(5y3h + n i2/cos?a) 

formulă tot atât de comodă ca și precedenta. 

Am putea jace arcul statistic determinat introducând o articulaţie 

întrun punct oarecare, iransjormându-l astjel întrun arc cu trei 

articulaţii. 

In acest caz, momentele M, sunt mult mai mici, însă N, are 

valori însemnate. Dacă H, este împingerea dirijată după direcția 

articulaţiilor în arcul static determinat cu 3 articulaţii atunci avem: 

N, = — H, cos (0 — a) și deci 

uon == Hy Si? cos? (6 — a) = H; niz 

Componenta orizontală a lui H, este Ho = ÎÎ, cosa. 

Se ştie dela acele cu 3 articulaţii că valoarea momentului M;, 

întw?o secţiune oarecare, în cazul încărcărilor verticale. este: 

M; = Ilos (m — yo)
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in care II, este distanța polară — deci împingerea orizontală — a poligonului forţelor ce corespunde poligonului funicular care trece prin cele trei articulaţii, m este ordonata curbei momentelor în secțiunea considerată, iar y, ordonata secţiunii arcului măsurată dela linia de închidere a articulaţiilor. In acest caz dacă se împarte totul cu cos?2a, avem: 

e = Hos [E(m — yo) yu k— ni2/cos?0)/(Syk + ni2/cos2a), 
Această formulă ne arată că în cazul când axa arcului coincide cu o curbă [uniculară a încărcărilor, deci când m = Yo, atunci HZ, este foarte pnic faţă de II, pentrucă şi nt2/cos?a este foarte mic față de ap2A. 
Așa dar, în acest caz, sau în cazuri foarte apropiate, arcul cu trei articulaţii ne poate servi pentru un început de calcul aproximativ 

al secţiunilor. 
Tot în acest caz, se mai vede că JI, este negativ și că deci momentul în dreptul articulației introduse este pozitiv. Cum articulaţia o putem lua în orice punct al arcului, rezultă că tot arcul este supus numai la momente positive, asta bine înţeles numai în cazul m = Yo. livaluarea pe cale grafică a valorilor lui u se face cu ajutorul poligoanelor funiculare după normele cunoscute. 
Cu ajutorul unui poligon de forţe format cu du = ds/], sau hkds sau mai bine numai cu k, dacă arcul s'a împărţit în părţi egale, evaluăm după normele cunoscute cantităţile y k și apoi, cu ajutorul acestora, y?k și My k. 
Evaluarea lui uom se face de obiceiu analitic și în mod aproxi- mativ. 
Influența temperaturii. Dacă arcul n'ar fi articulat atunci el 

s'ar dilata în direcţia articulaţiilor cu cautitatea Uo =. 
Pentrucă am multiplicat totul cu E, vom avea: 

H = Berl/uoo, 

produs din cauza variaţiei de temperatură. 

3. Grinzi suspendate. 

Ele se compun din o grindă simplu rezemată care la intervale, în genere egale, este suspendată prin niște tiranţi de un cablu fixat de două puncte date (fig. 431). 
Lungimea tiranţilor se aranjează astfel încât extremităţile care susţin grinda să fie în linie dreaptă.  
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Aceasta putem s'o facem pentru cazul când grinda este complet 

descărcată sau pentru cazul când grinda este incăreată cu o sar- 

cină oarecare. 

In primul caz, cablul va lua forma unci curbe funiculare sub 

acţiunea tensiunilor tiranţilor și a cablului. 

In cazul al doilea, grinda se prezintă ca o grindă continuă așezată 

pe reazime de nivel — în dreptul tiranţilor —, când cablul va lua 

forma unei curbe funiculare sub acţiunea greutăţii cablului, a 

tiranţilor și a reacţiunilor din aceștia. 

Putem lua distanţa între tiranţi aşa de mică încât eforturile 

în grindă să fie oricât de mici voim noi. La limită, când presupunem 

distanţa între tiranţi nulă și dacă extremităţile lor sunt în linie 

dreaptă, atunci grinda neavând nicio deformaţiune nu ia niciun efort 

şi deci cablul e o curbă funiculară a greutăţii lui, a greutăţii tiranţilor 

şi a încărcării date. 
” 

In definitiv, putem oricând aranja lungimea și poziţia tiranților 

astfel încât grinda dată, oricare ar fi forma ei, să p'aibă niciun efort 

sub acțiunea unui sistem de sarcini dat. 

Așa fiind, sub acțiunea acestui sistem de sarcini, putem găsi 

toate elementele geometrice ale cablului, deci [];, etc. 

În aceste condițiuni să aplicăm pe grindă un sistem suplimentar 

de sarcini. Grinda și cablul se vor deforma și ocupa o nouă poziție 

apropiată. Fiecare punct al lor se va deplasa pe verticala respectivă 

cu cantitatea v, iar direcţiunile 0 ale axei cablului şi grinzii vor varia 

și ele faţă de poziţia lor 

iniţială. In aceste con- 4. 
B 

diţiuni să presupunem 

că II], a crescut cu can- 

utatea II. 

Sistemul se vede nu-   

  

Figura 431 maidecât că este simplu 

static nedeterminat. 

Pentru a aplica teorema lui Castigliano ne trebue N şi M în 

toate secţiunile sistemului. 

Cablul se ancorează cam cum se arată în figura 431, 

In cazul figurii, pe diversele porţiuni de cablu vom avea urmă- 

toarele valori pentru N: 

Porțiunea AB: A = (21,-+H) /cos(0 + d0) = (ls +H)/cosb, 

AD: N = (14-11) /cos6, 

DF: N = (1,411) cos0z/cost cos63.
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In tiranţi avem: 

N= (HF, + 11) (ig (0s + da) — îg (Bas, + d0-+1)] = 
(115 + HI) (îg02 — tg0aa). 

In cazul când presupunem că tranţii sunt așezați la distanţe 
infinit mici, atunci unui tirant de pe intervalul dz = 1 îi revine 
elortul: 

N =UL + H) d2(y + v)/da? = (Hs + H) dy /da? 

neglijând pe v faţă de y. 
Momentele în cablu și tiranţi sunt nule. In grindă avem peste 

tot N =90. 
Să evaluăm momentul încovoietor în grindă. Vom observa mai 

întâru că primul sistem de sarcini nu dă momente în grindă pentrucă 
așa am fixat elementele geometrice ale cablului. Prin urmare în 
expresia momentului nu vor intra /], şi nici partea de efort din 
tiranţi datorită acestor încărcări. 

Dacă /' sunt forţele sistemului suplimentar de sarcini, atunci: 

Me = Va — ZF (2—a0) + EN (a— 7) 

în care V este reacţiunea în reazimul grinzii şi A, efortul din tirantul 
la abcisa «,, datorit numai sistemului suplimentar de sarcini. Insă 
momentul datorit eforturilor din tiranţi putem să-l înlocuim cu 
momentul eforturilor dirijate după laturile extreme de poligon 
funicular ale acestui grup. 

Să ducem în dreptul reazimilor O şi 1 verticalele 00' şi 11” până 
întâlnesc axa cablului și linia de închidere 0'1'. 

Efortul din cablu, în 0”, să-l descompunem în două componente: 
una verticală V” și alta după linia de închidere 01. 

Avem: 

EN (2 — a) = Ve H(h yo) HI = Va Hy o) y 
Pe de altă parte, dacă luăm momentul tuturor forţelor din în- 

cărcările suplimentare în raport cu 1”, avem: 

(VA+V)I—Sor =0. 

Dacă ţinem seamă de aceste valori şi neglijăm v, faţă de y, 
găsim: 

M, = Ms — Hy 

în ca e M, este momentul ce se produce în grindă, sub acţiunea 
sistemului suplimentar de sarcini, considerând-o simplu rezemată 
la extremităţile sale. 
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Acestea fiind stabilite, putem trece la efectuarea calculelor. 

Vom presupune pentru simplificare că E este același pentru 

toate barele. Vom mai presupune că tiranţii sunt infinit apropiaţi. 

Notăm cu I momentul de inerție al grinzii într'o secţiune oarecare, 

Ig un moment de inerție mediu, 1o/] = k, secţiunea cablului 9, 

secţiunea tiranţilor pe unitatea de lungime de grindă 9, apoi 

I/O =, l/Q =. 

Vom avea: 

— Uom = | Msyhdz , uoomn= ( Vehda , on = ls toons 

loop = î? ( ds/cos?6 + 2s2/cos?0, + 253 cos20,/cos20, cos*03) 

+ i ț (d2y /da?) h dz, 

din cari deducem valoarea lui II. 

D) Construcţiuni triplu static nedeterminate. 

In aceste construcţiuni N şi M se exprimă în funcţie de trei 

cantităţi static nedeterminate. 

Din aplicaţiunile făcute la construcţiile simplu static nedeter- 

minate s'a văzut că deși ele sunt foarte variate totuși se găsește 

o normă generală de calcul. 

Aci problema este evident mai complexă. Oricum s'ar prezenta 

problema, în mod general, în cazul de care ne ocupăm, se ajunge 

la rezolvarea unui sistem liniar de trei ecuaţii cu irei necunoscute. 

_ Chestiunea care se pune este de a găsi o cale care să ne poată 

ușura acest calcul. 

O uşurare nu putem avea decât în cazul când facem o serie 

de aproximaţii. Chestiunea este de a ști ce anume aproximaţii 

să facem chiar dela început, așa că rezultatele ce obţinem să fie 

în cadrul aproximaţiilor curent admise. 

Construcţiile de acest gen sunt foarte variate. Vom [ace câteva 

aplicaţii. 

1. Grinzi oarecari plane. 

In această categorie intră și o bucată de grindă separată dinir'o 

grindă mai mare sau care leagă două noduri oarecari.       ate i tz MEI în 900 ep te
 

e 
im
ir
ui
ot
 
ti
pa
.
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Pentru a restabili echilibrul ei, introducem în cele două extre- 
mităţi forţele A și momentele M, cari vor trebui să satisfacă ecuaţiile 
de echilibru static. 

În alegerea necu- sI 
noscutelor static ne- 

determinate avem 

completă libertate. 
Această alegere de- 

pinde de modul în 

care facem grinda 
static determinată. 

Vom avea atâtea 

variante de calcul, 

câte moduri avem 

de a face grinda 
static determinată. 

a) Varianta l-a. 

  In această vari- 

antă vom face grinda 

static determinată 

presupunând-o sim- 

plu rezemată în capătul 1 și articulată în 2. 
Notăm cu R. + Vi, R, + Va, M, şi M, forţele și momentele 

introduse în cele două extremităţi ale grinzii (fig. 432) 
Pentru echilibru avem: 

RV tă P+R4+V=0 

— (RV) SIF +M, — M,=0. 

  

Figura 432 

(1) 

Ecuația de momente este proiecția momentelor după normala 
la plan, deci este o ecuaţie scalară. 

Componentele Y,, şi Vas le determinăm prin condiţia ca ele să 
fie reacţiunile grinzii static determinate, aşa cum s'a presupus mai 
sus, deci să satisfacă: 

(2) VF EP + Vu =0 , —IV—S5F =0. 
Dacă scădem (2) din (1), găsim: 

(3) R+R=0 > —bR + M— M, =0. 

Prima relaţie ne arată că F, este același pe toată grinda și de 
aceia îl vom nota pur și simplu cu R.  
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In acest caz, ecuaţia (3) de momente se transformă în: 

(3) f = — BR + M— M =0. 

Să scrim expresia momentului încovoietor şi a forţei axiale 

într'o secţiune oarecare a grinzii. 

Dacă notăm M, şi N, momentul încovoietor și forţa axială 

datorite cantităților static determinate și M și N, aceleași, însă 

datorite cantităților static nedeterminate, atunci avem evident: 

(4) M = My Ma NN Nu 

După figura 432 avem: 

5) N, = — VS COP, N = — Vu + SF)d, 
1 1 

Mu= M—rR , Na =— RO. 

Originea lui r este evident în secţiunea în care avem momen- 

tul M,. 
Ecuațiile (4) şi (5) sunt absolut generale. 

Să particularizăm problema. 
Vom descompune pe R în două componente, după direcţiile 

E şi m. Vom avea: 

(6) R = H5 + Vu. 

În acest caz, ecuaţia (3), de momente, se transformă în: 

(8) = — Hat — Volei + Ma — Ma =0. 
In cazul când £ este paralel sau coincide cu direcţia l—2, atunci 

lo€ =0 şi ecuaţia precedentă se reduce la 

(3) f = — Via + M—M, =0. 

Aşa dar, între cele patru cantităţi H, V, M, şi M2 avem ecuaţiile 

de legătură (3), cari sunt exact de forma aceleia găsită la grinzile 

drepte. 

Vom raporta grinda la un sistem de axe £lm a cărui origine 

este în originea lui r, adică în secţiunea în care avem momentul M,. 

Coordonatele z, y ale unei secţiuni se fixează prin distanţele 

măsurate pe normalele la cele două axe. Se va observa că sistemul 

de axe ales are E] <0 pe când grinda, după sensul pozitiv ales, are 

> 0 şi deci vor rezulta oarecari cantităţi cu semnul minus. 

N'avem ce face, întru cât practica a consacrat acest sistem de axe.
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In acest caz, de pe figură, avem: 

(Dry mpa, Rn, îi =— 
şi ecuaţiile (3) şi (5) se transformă în 

(3) f = —Hh + VI+ M—M =0, 

(5) M, = M—y+ Ve , Na = —HE0— Vu6, 

formule cari se pot ușor controla pe figură. 

Calculul deplasărilor după II, V, M, şi Ma. 

Deplasările după direcţia £ a celor două extremităţi 1 şi 2 le 

notăm cu ua și uz. Mai notăm p—w =u. 

In mod cu totul analog avem după p: 0 =ow—w. 

Roturile secţiunilor din 1 şi 2 le notăm cu 6, şi 6, având 0= 0, + 6. 

Pentru a le găsi vom aplica teorema lui Castigliano, ţinând seama 

că între cele patru cantităţi JI], V, M, şi M, avem relaţia de condiţie 

dată de ultima ecuaţie (3). 

Vom utiliza metoda coeficienţilor nedeterminaţi, însemnând cu a 

singurul coeficient nedeterminat de care avem nevoie. 

Cu: 

af/ell =—h , 3ffeV = , 9ffoM,=1 , 9]foM=—l. 

Avem: 

u=8L/9ll —ah , v=2L/eV-+aol , 0,=aL/âM,+a , 0=—a, 

cari ne dau 

(8) u—h0, =3L/21l , v+W0,=3L/2V , 0 =38L/9M,. 
Aceste ecuaţii sunt absolut similare celora ce am găsit la grinzile 

drepte. Deosebirea o avem numai în ceia ce privește semnele. Acolo 

sistemul de axe era pozitiv, adică En > 0, aci avem îy <0. 

Se vede numaidecât că dacă pentru o bucată de grindă ni se 

dă, de exemplu, v = 0, atunci putem determina toate celelalte de- 

plasări. 

Invers. Dacă ni se dau deplasările v, o, 6, şi 0, atunci ecuaţiile 

(8) ne dau pe J/, V și M,, iar din (3) deducem și pe Me. 

Să desvoltăm ecuațiile (8). 

Observăm că 2/21 reprezintă deplasarea datorită - tuturor 

solicitărilor cari intră în expresia lucrului mecanic, după direcţia 

lui ZI, adică a lui E. 

Această deplasare se compune din o parte u; datorită încărcărilor 

considerând sistemul static determinat, din o parte Ilusn datorită 
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lui I, o parte Vuur datorită lui V şi, în line o parte Mu datorită 

lu M,. 

Procedând la fel găsim şi pentru celelalte deplasări expresiuni 
identice. 

Vom avea deci: 

tts + Mia + Puzo + Mun = u — h 0a 

(9) vs + Hoan + Vonv + Monu =v + 10 

0; + MIO + VOuv + Mun =0. 

Dacă ţinem seama de teorema lui Mazwell care ne arată că: 

(10) Un > ur 3 Un = Our > Cum = Cuv 
atunci avem și: 

us + Huun + Vonu + Mau =u—h0 

(9) vs + Muay + Voua + Mu = +6 

0; + Mun + Vom + MO = 0. 

Primul grup de ecuaţii (9) exprimă egalitatea deplasărilor, iar 

al doilea exprimă ecuaţia lucrului mecanic virtual. Se vede și se 

știe că aceste două grupuri sunt identice. 

Acesta-i tipul de ecuaţii pe care ni-l dă orice sistem triplu static 

nedeterminat. 

Se vede, fără mcio dificultate, că și în cazul unui sistem de n 

ori static nedeterminat grupul de ecuaţii (9) păstrează aceiași struc- 

tură, cu singura deosebire că în loc de 3 ecuaţii avem n. 

Nu ne rămâne decât să calculăm cantităţile u;,..- Uau... ete. 

S'a arătat cum se calculează aceste cantități. Aci nu vom face 

decât să aplicăm formulele găsite. 

Din formulele (4) şi (5) găsim: 

may =9M/ll =—y , Nan =2N/0ll = — £ 

(11) map =9M/V = az nu =9N/AV =—n 
mau = 8M/2M, = | , Raam = 9N/0M, =0. 

6, 
6, 

Vom avea: 

—— Pay do Nstdde, ÎN M, do = Ma do-— „e Nade , 

(12) - 
r po 

J 

a 
) , Oun =jo 

UV = unu = — oudo+) £0.m0de , 

tu y do +jEBae » Suv A a2do + 

(13) 
Uau = Oa = — E do ; “um = 6uv =| z du. 
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Se observă că termenii Us; Vs şi 0; depind de forma şi dimen- 
siunile grinzii și de încărcări, pe când toți ceilalți termeni depind 
numai de forma și dimensiunile grinzii. 

Pentru un calcul aproximativ, cu ajutorul căruia să putem face 
un început de dimensionare a grinzii, putem neglija termenii dato- 
riţi forțelor axiale, adică a acelor termeni cari sub semnul integralei 
au ca variabilă pe e. 

In cele de mai sus am presupus că F se aplică în extremitatea 
la grinzii unde am și luat originea axelor. Putem presupune că 
R se aplică în alt punct O şi că acestei origini a axelor îi corespunde 
momentul Mg. În acest cazi expresia lui M, este: 

Ma = Ma —rkh. 

r măsurându-se din originea 0. 

Nouii origini a axelor îi impunem condiţia ca să avem: 

(14) jydo=0 , [2 do=0 , (zydo=0, 

adică să coincidă cu centrul de greutate elastic al grinzii la înco- 
voiere, iar axele să fie conjugate între ele. In aceste condiţii, faţă 

de noul sistem de axe, dacă se neglijează termenul | E0.10.de 

în genere foarte mic, atunci avem: 

Woov = Voour =0 , oo = Soon =0 > VooM = Dov =0. 

Dacă presupunem că avem o grindă incastrată la ambele extre- 
mităţi, atunci u =0, v =0, 0=0, 0, =0 şi grupul de ecuaţii 
(9) se reduce la: 

(13) us + Huon =0 , vs Vooov =0., Os + MeOoou =0. 

Se vede că alegerea convenabilă a axelor de coordonate ne-a 
permis să rezolvăm grupul de trei ecuaţii cu trei necunoscute. 

Dacă faţă de noul sistem de axe de coordonate notăm cu z, y 
coordonatele unei secţiuni oarecari, 2, y2 coordonatele lui 2, atunci 
ecuaţiile (3) şi (5) se transformă în: 

(3) — Ha + Va + Mo— M,=0 
Na = — HE0 — Vnd 

(5) Ma = + Mo — Hy + Va. 

Pentru un calcul aproximativ se neglijează termenii datoriţi 
forţelor axiale. 

  
 



606 

Pentru arce de poduri sau poduri boltite se neglijează termenii 

j N0 de şi (o de. 

Termenul f Edae, având în vedere că este mic, se înlocuește cu 

valoarea aproximativă: . 

£02 de — i cos20 ds/EO» = lo/EOm în care 19, este o secţiune 

medie a arcului. 

Termenul | vstode = f N, cos6 ds/EO2 se neglijează și el de 

obiceiu. Se ţine seamă de el numai când este vorba de calcule mai 

exacte sau când e vorba de deschideri mari. 

b) Varianta II-a. 

In această variantă vom presupune că facem grinda static deter- 

minată considerând-o articulată în punctele | și 2 și întrun punct 

oarecare al ei O (fig. 433). Notăm cu RV Rt Vo + Ha 

M, şi M, forţele şi momentele introduse în cele două extremităţi 

ale grinzii. 

Pentru echilibru avem: 

RE + Vis + Ils + EP + R + Vas + Ha =0, 
(1) _ 2 

— În (Ba PP Vas PH) —50F + M,—M, =0. 
1 

Componentele Vis, Hs, Vas şi Ha, le determinăm prin condiţia 

ca ele să fie reacțiunile grinzii noastre articulată în cele trei puncte 

1, 2 şi O, deci să satisfacă: 

IA — 2 — — 
2) Vis Hs SF+ Va + Îl =0, 

PO 2 o 

— Vis FF) — 5 =0 , — Vs Pas) —S (ba) F=0. 
1 1 

  

ecuaţii cari reprezintă 4 ecuaţii scalare cu 4 necunoscute. 

Dacă scădem primele două ecuaţii (2) din (1), găsim: 

(3) R+R=0, — BR, + M, — M, =0, 

adică aceleaşi ecuaţii ca la varianta l-a. 

PR
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r
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De aci încolo procedăm exact ca în cazul precedent. 
Deosebirea între aceste două variante constă numai într'aceia 

că la prima M, și A; sunt momentele și forţele axiale într'o grindă 
articulată la un cap şi simplu rezemată la celălalt. iar în a doua 
Ms, şi A; sunt momen- 

tele și forţele axiale 

într'un arc cu trei ar- 

ticulații. 

Să presupunem. că 

avem un arc incastrat 

  

la ambele extremităţi şi 

încărcat cu o serie de Figura 433 
sarcini verticale. 

Să mai presupunem că axa arcului este astfel aleasă încât ca 
coincide cu curba [uniculară a acestor încărcări: 

In acest caz vom avea pe tot arcul M,=0, şi deci: 

= e 2 

= Nidde = Nuidde » 0, =0, 

Pentru arce turtite putem lua aproximativ AX, = — 1, £0, și 
deci 

U; = TA £0de ; v=1l, (E0.10.de. 

Din formula (15) deducem: 

(16) II = — Ir T02 de /ucan. 

Având în vedere că termenul | 5 de este foarte mic faţă de 

- 

| rdo, atunci rezultă că şi JI este foarte mic faţă de I],. 

H ind de sem contrar cu 11, se scade din acesta și deci va- 

lvarea I]; — 11 < I1,. Prin urmare, valoarea statică JI, este acope- 

ritoare și ne poate servi pentru un început de calcul aproximativ. 

c) Varianta I-a. 

Aci vom presupune, ca şi în varianta doua, că facem grinda static 

determinată considerând-o ca un arc cu trei articulaţii în ], 2 şi 0,  
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vom lua însă ca necunoscute static nedeterminate momentele M,, 

M, şi M, din cele tre: articulaţii (fig. 434). 

Plecăm dela ecuaţiile (3) cari aci sunt: 

(3) ORI M—M 0, — GRAM, M, =0, 
Grupul de solicitări static nedeterminate R și M putem oricând 

să-l înlocuim cu trei forţe dirijate după trei direcțiuni neconcurente 

oarecari. Avem deci: 

(17) | R = XE + Ym + ZE 

Cele trei direcţiuni le luăm (2—1) £, (0—2) 7, (1—0) £. 
Această valoare va trebui evident să satisfacă ecuaţiile (3). 

Dacă se înlocuește în (3), se găsește că grupul de valori cari le 

satisface este: 

(18) Mo = Ade , M, = Yd, , M, = Zd, 

în care d sunt înălțimile triunghiului O 12. 

Aceste relaţii se pot scri 

de altfel și direct. Așa dar, 

grupul de momente M., M, 

şi M, l-am înlocuit cu grupul 

de forțe Ă, Y, Z aplicate 

după dreptele 2—l, 0— 

şi 1—0. 

Figura 434 Fiind dată legătura foarte 

  

simplă între M, şi Ă, ete,, 

putem lua ca necunoscute, indiferent, unele sau altele. 

Să găsim expresia momentului încovoietor și a forţei axiale 
într'o secţiune oarecare. | 

Ca sistem de axe de coordonate luăm triunghiul 1 0 2. Poziţia unei 

secţiuni se fixează prin trei coordonate , y, 2, măsurate după nor- 

malele la axele respective £, 9], £. Convenim să considerăm o coordo- 

nată pozitivă, atunci când se găsește faţă de axa respectivă dela 

care se măsoară de aceiași parte ca și d-ul respectiv. 

Dacă în primele ecuaţii (5): 

(5) Ma + M—rR , Na =— hd 

facem înlocuirile, găsim: 

(19) M=+Xa+rYy+Za , Na =—XE0— Yn0 — ZE8 

Ne propunem să găsim unghiurile 6, £, și 02 cu cari momentele 

Mo, M, şi Ma rotesc secţiunile respective. 
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Dacă ținem seamă că acest grup de momente a fost înlocuit 
cu grupul de forțe Ă, Y și Z atunci rezultă că perechile de solicitări 
(Mo, — X), (MM, — Y), (M, —Z) îşi fac echilibru. Dacă notăm cu 
u, vw deplasările după cele trei axe, atunci, conform principiului 
lucrului mecanice virtual, avem 

Modo —du =0 , MO, —Yv=0 , MO0,—Zw =0. 

Ținând seama de (18) căpătăm: 

(20) u=do0o , v=d0, , ww = dp0p 

Putem deci calcula pe u, e, în locul lui 0,8, şi Oa. 

Vom avea:   US us F Ăue + Yu + Zuz 

(21) = os bĂoa + Yo, + Zoe, 

= 9 ok Xa + Yo + Za 

și cum conform teoremei lui Mazwell avem: 

(22) Uy = Pap Uz Wa Pa = 

rezultă și: 

US us PF Ăuz + Yva + Za 

(21) o = ps tău + Yoy + Zoo, 

W = pF Au + Yo. + Z 

Să calculăm cantităţile uş,... uz... ete. Din (19) găsim: 

2M/9X =—x , 9M/oY=y , 90MfZ=z 

2N/Bă =—00 , aN/aY = —m6 , 3N/oz = — 0, 
cari ne dau: 

Us = ju, 2 do — (n, 28 de = fury do — (d de, 
(23) Ma 

wW = (m, Z do — ja. c0 de, 

(24) w. = jz2 do + (0 de, uy=lzydo + ET d de, 

0 = Îvzdo +ă.ză de , w=lzzdo +JE6.82 de 

Aceste formule sunt absolut generale. 

39. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcjiunilor şi Rezistenţa materialelor.  
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In cazul când se neglijează deformaţiile datorite [orelor axiale, 

dacă aplicăm teorema lui Castigliano ţinând seamă numai de prima 

ecuație (19), atunci avem 

(25) | Mada =0 , (Mydo =0 , (azdo =0. 

S'a văzut că atât poziţia cât și direcția axelor £,7 și £ sunt ab- 

solut arbitrare. 

In aceste condiţii, ecuaţiile (25) ne arată că momentul static 

al suprafeţei momentelor fa dw datorite cantităților static deter- 

minate şi nedeterminate în raport cu 3 axe arbitrare sunt nule. 

Aceste relaţii ne dau tocmai ecuaţiile de cari avem nevoie. 

Sub această formă aceste ecuaţii sunt absolut analoage eclora 

găsite la grinzile drepte. 

d) Varianta IV-a. 

Vom pleca dela precedenta introducând încă o articulaţie într'un 

punct oarecare 2 al grinzii, punct ales arbitrar (fig. 435). 
Deocamdată observăm că 

în acest mod construcţia se 

transformă în una static de- 

formabilă. 

Pentru a ne fixa ideile, 

vom presupune încărcată 

numai porţiunea de grindă 

  

1——2 pe care o considerăm 

Figura 435 de exemplu articulată în 1. 

şi simplu rezemată în 2. Cele 

3 reacţiuni, cari asigură echilibrul static al porțiunii de grindă, le 

considerăm aplicate după (0—1) £, (1—2) 9 şi (2—-3) £. 

Pentru echilibru avem: 

XE + Y — Zi + AI = 0, 

—1Ă, — Sb =0 , ML +a =0, 

ecuații din care scoatem valorile lui A, Y, şi >. 

Pentru a împiedeca deformația statică a sistemului, e suficient, 

în cazul când considerăm porțiunea de grindă articulată în 1, să 

introducem în 0 un moment Mos, sau în Î un moment Ms, sau, după 

direcția 1—3, o forţă care să facă echilibru lui Y,. 

su
zi
 
u
p
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Cu ajutorul deplasărilor virtuale sau a ecuaţiilor de mo- 
mente putem deduce toate. aceste valori. Vom avea de exemplu 
Aia, + ÎY, = 0, ctc. 

In rezumat, am transformat grinda noastră întrun sistern 
static. 

Având valorile lui X,, Y, şi Z, putem scri, în orice secţiune a 
grinzii, expresia lui A;, și M,. Dacă luăm cantitatea statie nedeter- 
minată sub forma (17), dacă scrim expresiile lui A şi M în o secţiune 
oarecare și procedăm ca mai sus, dăm peste ecuațiile (19), (21), 
ete. 

E comod de multe ori şi în special când grinda se compune din- 
trun contur poligonal de a lua ca necunoscute ale problemei mo- 
mentele AM, M,... din nodurile 
01,.... 

Să presupunem deocamdată că 

grinda se reduce la conturul poli- 
gonal 0—1—2—3 şi că luăm ca 
necunoscute pe Mo, M,, M, şi M; 
(jig. 436). Figura 436 

Sistemul fiind triplu static 

  

nedeterminat, atunci înseamnă că între cele patru momente exislă 
o relaţie statică. Am putea găsi această relaţie plecând dela for- 
mulele evidente: 

06) AMR, MM... AM — Me = i. 

între cari eliminăm pe £. 
Acest calcul ne conduce la principiul lucrului mecanic virtual. 

Aplicăm deci de-a-dreptul acest principiu. Lungimea barelor rămâ- 
nând invariabilă, facem ca unghiul din 0 să varieze cu 0. 

Unghiurile din celelalte noduri vor varia cu 0, 0. şi 0. 
Avem evident: | 

(27) Î = Mobo + MO, + M30, + M30, =0. 

O ecuaţie care stabilește o legătură între patru momente dinire 
patru noduri consecutive. 

Dacă am avea n noduri atunci putem scri n — 3 asemenea relații. 
Raportul între cantităţile 6, &,, 6, Şi 0a se găsește pe baza celor 

stabilite la capitolul ,,Deplasări virtuale” (pag. 164—170) dela 
grinzile cu zăbrele. 

39%  
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După acele norme se găsește că în cazul când cele patru noduri 

formează vâriurile unui dreptunghi sau paralelogram dacă iuăm 

6, = 1, atunci avem: 

0 = sp =, D=, 0=—l, 

care ne dă 

(27) Î = Mo — Ma + Ma— Ma, =0. 

Dacă noduri e formează vârfurile unui trapez ale cărui laturi 

i, şi Î; sunt paralele atunci: 

0 = 1/l , 0, = —1/h 0 =1/l e 03 = —1/la 

care ne dă: 

(27) Î = (Mo — M3)/le + (Me — M)/l =0. 

In cazul unui patrulater oarecare pe baza aplicaţiei (38) dela 

grinzile cu zăbrele şi cu notaţiile de acolo, arătate pe ligura 435. 

găsim: 

00 = da/(do + d) » 0, = — da/(d, + ds), 

02 = do/(do + dz) ; 63 = —d/(d, + d), 

care ne dă: 

(27) (Moda + Mado)/(do + da) — (Mada + Mad.)/(d, + d) =0. 

După cum se vede, relaţiunile (27) depind numai de dimensile 

cari fixează poziţia nodurilor. 
Să ne ocupăm de cazul în care grinda curbă se reduce la poli- 

gonul format de laturile lo ba» le și 

să neglijăm termenii cari provin 

din deformaţiile datorite forțelor 

aziale. 
In acest caz, pe intervalul 

0-1 expresia momentului datorit 

cantităților static nedeterminate 

este Mo—roR. Cum R este 

constant și direcţia lui 7g coincide cu a lui Î,, atunci rezultă că, pe 

acest interval, momentul datorit cantităților static nedeterminate 

variază liniar, cum este arătat în figura 437. 

  

Figura 437 

Aşa dar, vom avea pe intervalul 0—1 și 1—2: 

M = M; + Moz'/lo + M, 2/lo 

M = Ms + Maz/l + Ma /l 

e
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Dacă aplicăm teorema lui Castigliano luând derivata parţială 
în raport cu M,, dacă multiplicăm totul cu un moment de inerție 
arbitrar I notând: 

08)  1/lo=ko > I/li ku: loko fo a hide: 

dacă notăm 

(29) , Saul /lolo + Sul /hlh = Souko/lo + Sah /l = 2, 

în care Sa și Sa sunt momentele statice a suprafeţei momentelor 
M, în raport cu 0 și 2, dacă ţinem seama de ecuaţia (27) cu ajutorul 
unui coeficient nedeterminat a, atunci găsim: 

(30) 2000 +20 + 1)M, + îM, + 60, + 09//2M, =0, 
adică tocmai formula lui Clapeyron, bine înţeles oarecum genera- 
lzată. 

Concluziuni. 

]. Avem cea mai mare libertate în alegerea sistemului statie 
determinat. 

Mai mult. Sa văzut că putem suprima chiar mai multe legături 
cu condiţia ca să introducem altele cari să asigure rigiditatea statică 
a sistemului. 

2. Ca necunoscute statie nedeterminate luăm grupul de soli- 
citări M, R aplicat într'o secţiune oarecare a grinzi! sau întrun 
punct oarecare, arbitrar ales. Avem libertatea ca acest grup să-l 
înlocuim cu oricare alt grup echivalent, cum ar fi, de exemplu, trei 
forțe aplicate după trei direcţiuni neconcurente arbitrar alese, sau 
trei momente aplicate în trei puncte, de asemenea arbitrar alese. 

Mai mult. In loc de irei necunoscute static nedeterminate, putem 
lua mai multe însă cu condiţia ca să ţinem seamă de un număr 
corespunzător de ecuații statice ce există între toate sau o parte 

din necunoscute. 
Din cele de mai sus rezultă că avea la îndemână o mare varietate 

de moduri de a trata problema. 
Această împrejurare ne permite să aplicăm fiecărui caz metoda 

care duce cel mai repede la rezultat. 

2. Calculul unui are incastrat la ambele extremităţi. 

Ne vom ocupa de un caz special și anume vom presupune că 
axa arcului este o parabolă cu axa verticală. Vom presupune  



614 

încastrările de nivel şi că săgeata la mijlocul deschiderii 7 este f 

(fig. 438). Vom mai presupune că momentul de inerție într'o 

secțiune oarecare este / = ]o/cos6, în care 0 este unghiul ian- 

gentei la arc cu orizontala. | 

2) Arcul este supus la o forţă verticală F, aplicată undeva pe el. 

Sarcina fiind verticală, vom face sistemul static determinat 

transformându-l întrun arc simplu rezemat. la extremităţile” sale. 

Ca necunoscute statie ne- 

determinate luăm grupul R, M 

aplicat în centrul de greutate 

elastic al arcului. 

Să determinăm acest punct. 

Din motive de simetrie el va fi 

situat la jumătatea deschiderii. 

Să-i determinăm poziua lui pe 

o verticală. El va trebui să sa- 

tisfacă relaţia [/ y do = 0. Deci 

i 

i 
ţ 
i 
a 
, 

1 
4 
4 

i 
1 
1 
i 
' 
1 
( 

  

1:
25
 

A 

= 

Vigura 438 

a 

|ydo = $yas/= 0/10) cos) ds = yaz=0. 

Așa dar, axa Oz (£) împarte suprafața parabolei în două părţi 

egale și deci se găseşte la 3f dela axa orizontală ce trece prin 

reazime. 
Ecuația parabolei raportată la axele ce trec prin centrul de 

greutate elastic, este: 

y = 14 —45) 
în care £ = &/l are valori cuprinse între — + și + u

a
 

Mai avem: 
do = ds/1 = cos0.ds/1le = dz/lo 

Dacă toate ecuaţiile le multiplicăm cu 1, atunci în loc de do 

vom pune dz. 

In acest caz notăm 19/92, =i? în care 42, este secţiunea medie 

a arcului. 
In aceste condițiuni găsim: 

(do =, țe do= 8/12, |v do = 41j/45 

EGe.de= a, [50.10.de= 0 | [ide de = 0. 

Să evaluăm termenii cari depind de încărcări, adică: Lu, do... 
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Arcul l-am făcut statie determinat presupunându-l simplu re- 
zemat la extremităţile sale pentrucă avem de-aface cu sarcini ver- 
ticale. 

Dacă notăm cu a, și zz abeisele-unei secţiuni dela cele două rea- 
zime 1 și 2, atunci expresia momentului M pe cele două intervale 
0—a şi 0—b este: 

M, = Fba/l , MM, = Faa/l. 

Valoarea lui far, do, de exemplu, va (i: 

4 

al, do = i (07) Y ado + (a/d | zado). 

Se recunoaște numaidecât că primul termen nu este altceva decât 
momentul ce se produce într'o grindă simplu rezemată la extre- 
mităţile sale, în dreptul sarcinei F, când încărcăm intervalul 0 — a 
cu sarcinile do. 

Suma ambilor termeni reprezintă deci momentul ce se desvoltă 
în condiţiile de mai sus în dreptul sarcinei F când încărcăm întreaga 
grindă cu sarcinile do. 

Printe'un raţionament analog, găsim că ju, z do și (ar, y do 

sunt egale cu momentul ce se desvoltă într'o grindă, simplu reze- 
mată la extremitățile sale, în dreptul sarcinei F, când încărcăm 
întreaga grindă cu sarcinile adu și y do, multiplicând apoi acel 
moment cu /. 

Asta în mod general. 
In cazul nostru special pentrucă do = dz, avem: 

(21, do= +Fab, lu, ado = Fab(a—b), 

cari nu sunt altceva decât suprafaţa momentelor și momentul 
static a acestei suprafeţe în raport cu axa Oy (n). 

Evaluarea lui (4 y do nu este tot așa de simplă. Pentrucă 

valorile lui M, sunt exprimate în funcţie de az, și az, vom scri și 
ecuaţia arcului în funcţie de acești parametri, și parabola, a cărei 
ordonate rămân neschimbate, are ecuaţia: 

Y = Î (Aaaa E 
— 3). 

3  
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Făcând calculele găsim: 

Y Me y do = — Fa2b f (1 — âa/l + 3c2/k)/31, 
b 

l Mydo = —Fabj(1—40/4 + 3b2/0)/31, 
„0 

și deci 
I 

| My do = Fabţ/3 e. 
0 

Dacă ducem aceste valori în ecuaţiile (15) și notăm: 

y = 1/(1 + 45%2/4 f) 

a cărui valoare este foarte aproape de 1, avem: 

H= 15v Fa /4 Bf , V=—Fab(a—b)/B , Mo=—Fab/2l. 

Aceste cântităţi sunt aplicate, evident, în centrul de greutate 

elastic al arcului. 

Aceste valori duse în formula (5) ne dă M, și N, în orice sec- 

țiune a arcului la care se vor adăuga bine înţeles M, şi N,. 

Prin urmare, chestiunea este rezolvată pentru o sarcină con- 

centrată. 

b) Arcul este încărcat eu o sarcină uniform distribuită 

pe o lungime oarecare a,—ac, 

Vom presupune că pe acest interval avem sarcinile concentrate 

p dz. 
Dacă facem calculele. indicate de formule, găsim: 

    

  

! laub 

H = (e p/81b)|e (+5 a b+10 a” 

lau ba | a,b 

V=p2ă)e Mo —(p/2D|e(+20)| a,b la,d 

Se obișnuește adesea a se nota: 

a=al , b=Bl 

Cu aceste notații avem: 

| | af, 
H = (vpb/Sla(a2+5a p-+10 pi 5 

a, 

| 2 „| ab. | „| 21 2 af 

V=ypl 26 la > Mo= — 5 Pl a ( + B) af 
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. Să presupunem arcul încărcat peste fo cu sarcina p. 

i limita inferioară avem a = 0, f = 1, iar la limita superioară a, =, 
f, = 0. Avem deci: 

H>=vpb] , V=0 , Mo=—ypt 

2. Să presupunem încărcată numai jumătatea din stânga a arcului. 
Avem: 

a=0 , B=1 , «=fi= sI
 

*,
 

și rezultă 

H=vpt/i6ţ , V= pl , Mo= —pb 

3. Să presupunem încărcată toi o jumătate de grindă, însă în intervalul 
0,21 până la 0,71. In acest caz avem a=02, B=08, a, = 0,7 7, fn = 0,8. 
Făcând calculele găsim: 

H=09ypb/8f ,  V=00185$pl , Mo= 068 pb 
In cele trei ipoteze de încărcări momentele: în reazime (M, și M,) și la 

ehee o sunt respectiv: 

M = — d (i pb; —i15 Ul pt;— 1 (0,7355 — 0,7799) pt: 

Me= 4; A (1— ph; 14 00,86—0,7799) pă; 

Ma = — 3 (U—) pe; — bă (5-89) pl: — 3 (0,6425 —0,7799) pt. 

Tot astfel putem scri expresia momentului în orice secţiune. 

c) Arc parabolic dublu incastrat şi cu extremităţile denivelate. 

Să presupunem că avem exact cazul precedent cu deosebirea 
că cele două reazime sunt denivelate cu cantitatea h, (fig. 439). 

In acest caz, nu mai este convenabil a lua originea axelor în 
centrul de greutate elastic al 
arcului, pentru că axa Oz, pp 
conjugată axei verticale Oy, Țooeeee a 
fiind înclinată, expresiile 

f 

    

| y?do,... ies complicate. 

Luăm originea axelor în 

vâriul parabolei a cărei ecu- 
aţie este          

î 
  y > 2/2 po la 

Pigura 439 
în care po este parametrul ei. 

Dacă ni se dă ordonata ş, a vâriului parabolei, atunci rezultă 
ȘI vo: !
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Abseisa vârlului parabolei este: 

L = (pa — Vu) (yu — 4) 

cu relația evidentă =, + d. 

In cazul când y, = yo, găsim lb ==. 

Integrând între z = —l, şi 4 = l, găsim: 

do = , zdo= at , (vao= e + 12)/6 po 

je daia /8 po: | 2 do= ++), (ndo=a -+(2),/20 p2 

şi luăm: 

Vede = ci , (E3.53-de =0 , Vize. o 

Să caleulăm termenii datoriţi încărcărilor. Avem: 

(a ao =4+fab, or aao =+Pab(l+-a—ol). 
« 

Pentru evaluarea termenului l Msydo, vom lua raai întâiu 
i 

originea axei Oz în dreptul reazimului Î, când parabola are ecuația 

(ai 2 
y = (2 — h)/2 Po 

şi vom integra între 2, =0 şi a, =a şi apoi vom lua originea în 

dreptul reazimului 2 când parabola are ecuaţia 

Yy = (02 — )/2 po 

şi vom integra între 22 =0 şi m=b. 

Avem: 

( Msy do == Patb (3a2 — 8al, + 612) /2hpel, 

cn 
ț My do = fab? (302— 801, + 613) /24pal 

și deci: 

ba do = Fa 3 I(l2 — 3a b)— 8(a2l, + 21) + 6(al2 +0: petru. 

Luăm: 

! N. £d.de—o , | Nm6. de =0.
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In raport cu sistemul de axe ales, avem: 

MM +Ily—Va+M , N=—.. 

aplicând direct teorema lui Castigliano, avem: 

aura + i) —V |. y do + y do = — Dry do 

a 

— 7 ( 4du+V do — Me le do = | Mez do 

HI 5 dop —V fr w + Me 
3
 do = — bu, do 

Am căpătat astlel trei ecuaţii cu trei necunoscute; JI], V şi M, 
pe cari le rezolvăm. 

In cazul când axa arcului este o curbă oarecare și legea de variaţie 
a imomentelor de inerție de asemenea oarecare, atunci evaluarea 
cantităților ce ne interesează se face după normele indicate la arcul 
cu două articulaţii. 

d) Curba de presiune. 

Oricare ar fi ipoteza de încărcări, după normele indicate aci. 
găsim pe II, Vşi M,. Deci. pentru fiecare ipoteză de încărcări. putem 
determina pe R = IE + V'. Dacă, în cele trei secţiuni alese, 
compunenm pe R cu forţele determinate pe cale statică, găsim valoarea 
rezultantei cantităților static determinate şi nedeterininate aplicate 
în centrul de greutate a [iecărei secţiuni. In fiecare secţiune putem 
găsi, oricând, un punct în care, aplicând rezultanta respectivă, să 
avem un sistem echivalent grupului R, M din centrul de greutate 
al secţiunii. 

Aşa fiind, putem construi sau calcula o curbă sau un poligon 
funicular al tuturor forţelor, care să treacă prin cele irei puncte a 
celor trei secţiuni alese. 

Aceasta poartă numele de curba de presiune. Cu ajutorul ei, 
pe baza proprietăţilor stabilite la curbele funiculare, putem deter- 
mina pe A, T şi M în orice secţiune a arcului. 

livident că aceste cantităţi le putem calcula şi direct cu ajutorul 
„ormulelor date.
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E) Cadre. 

Se obișnuește a se denumi cadru orice construcţiune făcută din 

bare drepte sau curbe cari leagă între ele în mod invariabil o serie 

a] 

c]. 

Figura 440 

de puncte. 

Punctele unde se întâlnesc două sau 

mai multe bare drepte sau curbe se 

numesc noduri. In noduri barele pot 

fi încastrate unele într'altele sau ar- 

ticulate. 

După această definiţie, aproape 

toate construcțiile sunt numai cadre. 

Se pare însă că se rezervă această 

denumire numai construcţiunilor făcute 

cum s'a arătat mai sus, cari însă sunt 

statie  nedeterminate și în special 

acelora la cari momentele încovoietoare 

hotărăsc aproape exclusiv dimensionarea 

grinzilor. 

Construcţiei din fig. 440 a deși este un cadru îi vom spune arc cu 

trei articulaţii. La fel construcțiilor din fig. 440 b și c le vom spune că 

sunt arce cu două articulaţii. Con- 

strucției din fig. 44l a îi vom spune 

că este un cadru. Același lucru cu 

fig. 44l b. 
După cum se vede, o demarcare 

precisă între aceste denumiri nu se 

poate stabili și nici nu se face mare 

păcat dacă în caz de ambiguitate se 

numește întrun îel sau altul. 

Ca aplicaţii ne vom ocupa de câteva 

cadre triplu statie nedeterminate. 

1. Cadru dreptunghiular. 

  

    

g 

LA 

  

Figura &hi 

Se compune din o grindă, în genere orizontală, de deschidere | 

şi doi montanţi verticali de înălțime h incastraţi cu un cap în rea- 

zime şi cu celălalt cap în grinda orizontală (fig. 442a). 

Grinda orizontală are momentul de inerție Jg, iar montanții Ji. 

Vom neglija deformaţiunile provenite din forţe axiale.
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Putem utiliza oricare din variante, indicate mai sus. 
Vom întrebuința ultima variantă. 

a) Vom presupune deocamdată că avem sarcini verticale. 

Introducem în fiecare din cele 4 noduri câte o articulaţie 
(îig. 442 b). Sistemul se transformă în p 
unul static deformabil. Pentru a-l face pa d 
rigid, în unul din noduri vom introduce *i 2 
un moment. Sub acţiunea sarcinilor verti- 
cale se vede că acel moment este nul. 

Vom aplica aci principiul lucrului , 
mecanic virtual şi formula lui Clapeyron, d & 1... 
luând ca necunoscute momentele dela - Îi 
colțuri. 

  

    
  

a)     
Dacă multiplicăm toate ecuațiile cu 

lo; vom avea 

Ro = Io/lo=1 > he, = lo/l =A,       În =, = Rh 
şi deci: 

RhMo + 2 (1 + Rh) M, + IM + 60, —a =0, 
(31) IM, + 2 (+ kh) M, + hh M, + 60, +a =0, 

RhM, + 2:4:M3—a =0. 

Din aceste ecuaţii scoatem: 

4Mo — M, + 3M, =0, 
(32) 4M3 + 3M, — M, =0, 

2a + 34:h(M, — M,) =0. 
Dacă valorile lui M,, M, şi a, scoase din aceste ecuaţii, le intro- 

ducem în ecuaţia treia și a patra din grupul precedent și dacă notăm: 
(33) A = (9, + 07)/(21 + kh) = 2/21 + Rh), 

B = —3 (9, — 02)/(1 + 6hh) = O (a—b)/1 (2 4+ 6kh), 
în care 2 este suprafaţa momentelor de pe intervalul 1—2, atunci 
căpătăm: 

Mo=A+B , M=—24A+B8 , M, = —2A4A—B, 
My =A—B, 

expresiuni destul de simple pentru moimentele dela colțuri.
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In cazul când grinda este încărcată aşa fel încât 12, = 42, cum 

ar Îi de exemplu cazul încărcărilor simetrice, atunci B = 0 și deci 

Mo= MA , MM =—2A. 

Pentru o încărcare uniform distribuită pe toată lungimea 1—2, 

găsim: 

Mo = Ms = Dplo/(Q2 + kh/D MM = —4pt/Q + kh/D 

Pentru ca să putem găsi valoarea lui A, și 71, adică forţa axială 

și tăietoare într'o secțiune oarecare datorite cantităților static 

nedeterminate, va trebui să găsim pe f. 

„S'a văzut că grupul de momente M, M,. . .între cari există relaţia 

(27) este echivalent cu trei forțe aplicate după trei direcţiuni oare- 

cari. Luăm deci forțele A, Y, Z aplicate, de exemplu, după (1—2) £, 

0—3q şi (0—1) €. 

Din ecuaţiile (26) sau de pe ligură, avem: 

hă = Mo —M, = Ma— AM , YM, L=M. 

Aceste valori ale lui A, Y, Z introduse în (17) ne dau: 

R = € (Mo — M)/h + nM,/l + CM,/ 

Sa văzut că N, = — R0. Dacă multiplicăm scalar R cu — Z, 

— 1, — £, găsim valorile lui A, după cele trei: direețiuni. Făcând 

aceasta găsim: 

Ni = —34/h , Na =0A—B/L, Nu=0A+B)/l 
  

  

2 > PI 
p ! Ca să avem pe A total, la aceste can- 

—— , tități vom adăuga respectiv pe cele static 

| p determinate. 
a 

L 7 n b) Să presupunem acelaşi cadru supus la o 
TĂZ TI 

      
forță orizontală (fig. 443). 

12 2 

     

       

Facem sistemul static determinat in- 

troducând în cele patru colțuri câte o 

articulaţie. Observăm însă că în acest 

mod sistemul devine deformabil. 

Pentru a împiedeca aceasta este sufi- 

cient să introducem în O un moment 

3] 

Figura 443 

egal cu Mu =—af. 

Am putea proceda ca în cazul precedent. Ca variaţie de aplicaţie 

vom proceda după varianta treia, presupunând că grupul static
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nedeterminat constă din trei forţe X, Y, Z aplicate liecare respectiv 
după (1—2) £, (2—3)7 şi (0—1)E£. 

Dacă neglijăm termenii datorii deformaţiunilor axiale, s'a văzut, 
că ecuaţiile se reduc la grupul (25). 

Cu notaţiile din (28), după ce am multiplicat totul cu J6, și am 
notat 19/l, = k, din (23) şi (24) scoatem: 

Us = RSo > vs HO , w=0 
Us = hh? o, = = P(I+ Rl), Up = Wa = IRI2I, o, =a4B 2 = 

Dacă punem aceste valori în ecuaţiile (21), dacă multiplicăm 
totul cu 6 și dacă notăm 9, = S/h adică reacţiunea suprafeţei 
momentelor (2 pe reazimul 0 considerând grinda 0—1 ca simplu 
rezemată, atunci căpătăm: | 

GRO + 4kh2N + 3RRAIY LIRNIZ =0, 
(34) Gh Du + 3kh2X + 20(0+3kh) Y +EZ =0, 

3kh2Ă + PY + 2(1+3K:h)zZ =0. 
Dacă notăm: 

(35) A =kQ2—DPOL+ Rh), B= 3:00:70 + Gh), 
C = 3095/2h 

atunci avem: 

RA = 34A—C , lY=—0A-—B » IZ=—2A+B. 
Valoarea momentelor la colţuri va fi: 
Mo=A--B—C , M=—0A4A-—B Mas DA+B, 

M, = A+ B—C 
expresii de altfel destul de 
simple. 

Aplicația Nr. 138. Un cadru 
cu l=6m,h=în, 1/1, = 3, 
suportă o sarcină verticală F=14 
așezată la distanţa a=2m, b=tm. 
(fig. 444). 

Să se afle curba momentelor. 

Avem: 

      E 
Ș 

      d Figura 444 
   

R= 3/2, De= 3Fab= 412.4 = tm 
A = 4/(2.6 + 3.472) = 0.222 tm, 
B=4 (2—4)/6 (6 + 6.3.4 /9) = — 0,032 

Mo= +0,190 tm, M,=—0,476 tm, M:=—0,412 tm. Ms=0,254 tm. 
In dreptul sarcinei, avem M = 0,878 tm. 
Pe figură se vede distribuţia acestor momente.
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Aplieaţia Nr. 139. Acelaşi cadru presupunem că este solicitat de o forţă 

orizontală / = 1, aplicată la înălţimea a= 3 m. (fig. 445). 

Avem Mas = — 3tm.; Doua = — 8,5 tm?, o = — 3.8,5/& = — 3,375 tm? 

12, = —1.4,5/k = — 1,125 tm? 

A = 3 (2.1425 + 3,375) /2.2(2.6 + 3.4 /2) = 0,047 tm 
B = —3.3.4,5,/2(6 + 6.3.4/2) = — 0,482 tm 
C = — 3.3,375/2.& = — 1,266 tm 

cari ne dau: 

Mo = 1,795 im, M, = 0,388 tm, M,=— — 0576 tm, M.=— 0831 tm. 

_ Momentul în nodul 0 va fi 

N Mo=—34+1,195——1,205 tm. 
, Dacă se face calculul, 

în dreptul sarcinei F, găsim 

M = 0,740 tm. 

Pe figură este indicată 

variaţia acestor momente. 

   
   

  

     

    
    

Aplicația Nr. 140. Același 

cadru, presupunem că este on anna an mă 

  

     

  

   
  

15 ! . . 
3000 | solicitat de o sarcină orizon- 

RR : ! - . NR 
în i tală uniform distribuită pe 

Figura 445 toată înălţimea h a montan- 

tului 0—1. 

ea: 1 Vom avea: Mas = — pt —8p, Du — 4 pad = —$ ph 
4 , 

120 = So /h = — 4 pda /h = — ph, 2 = Da — 20 = — 4 p h3 

      
176p up    

Figura 446 

Făcând înlocuirile avem: 

A=3p, B=—$p, C=—3p 

care ne dă: 

Mo = — 3746p, M, = 0921p, Mz= —1,365p, Ms = 1,968p. 

Curba momentelor este trasată pe figura 446.
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F) Cadre închise. 

Sunt formate din o grindă continuă care formează circuit în- 
chis. Echilibrul lor se asigură în genere prin o articulaţie şi un reazim 
simplu (fig. 447). 

Se vede că un cadru închis este triplu statie nedeterminat. In 
adevăr m =0, n =0,r=3 şi deci m+r—n=3, 

Pentru calculul lor putem utiliza oricare din variantele indicate. 
Pare însă avantajos de a face sistemul 
static determinat introducând 3 articu- 
laţii arbitrare. Ca sistem static nedeter- 
minat luăm sau grupul A, M aplicate de 
preferinţă în centrul de greutate elastice 
la încovoiere al cadrului sau grupul 
R = XE + Yp + ZE în care componen- 
tele A, Y,Z sunt aplicate după direcția 
celor trei articulaţii, ceea ce este echiva- 
lent cu grupul de trei momente M,, M, şi 
M, aplicate în trei secţiuni arbitrar alese. 

Avantajul metodei constă într'aceia 

  

Figura 447 

că avem cea mai mare libertate în alegerea poziţiei articulaţiilor 
ceea ce ne permite simplificări de calcule. Semnele momentelor se 
fixează după norma adoptată la grinzile curbe. 

Aphcând acea normă aci rezultă că momentele sunt pozitive când 
  

  

    

! mî-m-  Producîntrunelement de grindă dreaptă, 
| convexitatea spre interiorul cadrului. 
n Metoda se pretează și calculului 

P | grafic. Pentru a avea pe N, şi M, în 
3! orice secţiunea cadrului n'avem decât   

să facem ca poligonul funicular al forţelor 
date și al reacțiunilor statice să treacă 
prin cele trei articulaţii. 

  

li
 

—
 

.
_
 Cadru dreptunghiular închis. 

      

* 7 , a) Cadru supus la încărcări simetrice. ii 1 

M, Citi Îi 
, Să presupunem că este supus la Figura 448 

o încărcare uniform distribuită p. Ar 
îi cazul unui rezervor dreptunghiular, a unei celule de silos, etc. 
(fig. 448). 

2 

40. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcțiunilor și Rezistenţa materialelor.
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Dacă introducem câte o articulaţie în fiecare colț se vede că. 

din motive de simetrie, vom avea același moment în toate colţurile. 

După norma admisă pentru momente se vede că M, vor avea semnul 

minus. Avem 

M = — M; + Mo 

Aplicând teorema lui Castigliano și neglijând influenţa depla- 

sărilor datorite forţelor axiale, avem 

—ju. do + AM) do = 0. 

Avem apoi: 

br do =p(b/1 + 5/1), fo = 2 (0/1 + h/1) 

Notând: k = 1/1, găsim: 

Me = p (2 + Rh2/12 (1 + kh) 

  

  

  

    

7 ll 2 
b) Cadru cu o articulaţie şi un reazem 

simplu. 

Hi pl Fie un cadru complet închis 

| U , 1—9—3—4 a cărui echilibru este asi- 

TA gurat printr'o articulaţie în 4 şi un 

/ 5 , reazem simplu în 3 (fig. 449). 

| : _ Vom aplica prima variantă, făcând 

N |_£_ sistemul static determinat prin intro- 

0 ducerea a trei articulaţii în nodurile 

| 12 şi 3. 
a Ca sistem static nedeterminat luăm 

grupul R, M aplicat în centrul de 
Figura 449 , , 

greutate elastic al cadrului. 

Grupul de ecuaţii (15), aci ia forma: 

H = bn vdo Ar do,V = br. E doze, Mo = hu, dodo 

Aceste ecuaţii le vom multiplica cu J, notând 

1/lo = ho > I/l =h 

In aceste condiţii, greutatea elastică a cadrului este: 

(36) (o = 14 hol + 2kuh.



627 

Centrul de greutate elastic îl găsim luând momentul static în 
raport cu axa care trece pe la jumătatea înălțimii şi împărțind 
cu greutatea elastică. Distanţa centrului de greutate dela mijlocul 
înălțimii spre +3] este: 

(37) Ih (ho — 10/20 + hol + 2hh) 
cari ne dă: 

(37) eo h (th) /(U+Rol-F2hah) eh (hol-t huh) /(L-Fhol-F2h 0). 
Cu aceste elemente căpătăm: 

| Pdo = h? eta Rh) 20 + huh) — Ro] /3 (+ ko + 2h h) 
(38) ” 

(- do = A E (U+ Rol + Ghuh). 

Acestea fiind stabilite putem trece la câteva cazuri de încărcări 
1?. Să presupunem grinda 1—2 în- a 

căreută cu o sarcină verticală F. In acest H—a b—r 
-
 

  

  caz, dacă sensul în care parcurgem 
conturul cadrului este ca în figura 430, 
momentul produs în grinda 1—2, în 
sistemul statie determinat, este positiv. 

Notăm ca de obiceiu 2 = Pal. 
"Avem apoi 

      

  

  
Figura 450 

(39) br, do=k0 , A ydo=hy Oe, , ua do = ko%2 (a— d) 

cari ne dau: 

HI = 3Ro (i + huh) 2/h [Oh Rh) 21 + huh) — hol2], 
(10) = — 20 (a—b)/E2 (04 ol + Gh,h), 

Mo = — ho 9/(1 rr hl+2 k,h). 

In cazul când ] = o, dacă notăm: 

Io/l =, 
săsim: 

HI =39/AQ1 +), V = —290(a—b)/Ee (+ Gkh), 

Mo = — 2/1 + 2kh) 

Ca să avem momentele în orice secțiune, punem aceste valori 
în expresia M = M, + M, — Hy + Va. 

40%  
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Ca să avem momentele la colţuri, facem în această expresie 

M, =0. ” 

2. Să presupunem în aceleași condițiuni încărcată grinda 3—4. 

_ In acest caz, conform convenției ad- 

(7 2 misc, momentul produs în grinda 3—4, 

în sistemul static determinat, este negativ. 
Notă i. a d — Notăm deci: 2 =—4fab. 

Vom avea: 

_   

    (m, do =20, | Msydo = — Oe. 

(41) ” : 

  

  (aa do =4 2(a—b) 

Figura 45t 
cari ne dau: 

II = — 3 (hol + huh) 2/h [ORhul -t- kuh) (21 = Rh) —- Rol 

(4) V=— 20 (a—b)/2 (+ kl + 6h.h) 

My = — 9/7 + hol + 2 huh). 

39. Să presupunem în aceleaşi 

condiții o forță orizontală pe mon- 

tantul 4—1 al cadrului la distanţa 

a de baza lui (fig. 452). 

Se vede numaidecât că în sistemul 

statie momentele M, produse de // 

sunt negative. Notăm deci 

O=—Fal  ,  Q=—yPae. 

  

Vom avea: Vigura 452 

| Mdo =0+k2 EA ydo = — De — RO (e— 40) 

| Mxdo = —3 00 — Ol 

Introducem aceste valori în expresia lui HM, V şi Mo. 

Aplicația Nr. 141. Fie un cadru închis cu l=hm, h=3m, l/lo=2, 

1 = ln (fig. 453). 

Avem ha = hi = 2 do = 8 9. p 2.2.3=2, cp = 5/4 me 7fâ m, 

Vb „pede — 32 [(2.2.8 + 2.3) (2. + 2.3) — 2.47) /3.21 => 69,2 mt, 

adu = 82 (4 + 2.4 + 6.2.3) [d = 6 nb. 

Z
i
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Să presupunem grinda 4—3 încărcată cu o sarcină F = |t,, aşacăa = ln 
b=3m. 

Avem 2 => —1.1.3f2 = —3/A tmz, ţ My do = 3 

j Ms y do = 3.7/8 = 21/38, | My a do = 3(3--1)P.6=1p 

Cu aceste valori găsim: 

II => 24.2/69.8 = 7/1.28 = 0,0761.1, Ş —— :y 
VP = —1/2.61= — 0,0078, 

"Alo = 3/2.24 = 1/16 = 0,0625 un, 

  

  

  

Cu aceste valori avem:         II eo = 0,0951 tm., 

Ie = 0,1332 tm., $ VL = 0,0156 tm, 

eu cari obținem momentele la colţuri:         M=—00i?im , Ma = — 0,4048 tm, 

Ms = 0,180 tm , Me = 0211 tm, 
. o n Figura 1453 Momentul în dreptul sarcinei este —-0,547 tm. 

  

Aplicația Nr. 142, Să presupunem același cadru supus la o forţă orizont 
F = 14 aplicată în nodul 1 (fig. 15%). 

ală 

Avem: 2 = -— 13.82 = —6 im, 2= 1.3.3 /2 = -—9/2 tm2, 

| do = 692691 

| My do = 6.74 + 9 (7/4 —1)/ = 69/74 

Mg do = 6.146 + 9,4 pa = 393 7 

—
 

cari ne dau 

Hg = — 0 /f821, Mo 38 m 

II co=5/8 tm [1 es=7/8 tim +V 1=11716 tm 
3 

  

cu ajutorul cărora găsim momentele la 
colţuri: 

M = U/A6tm , 3, = — 11716 tm,             

M = 18/16 tm , Mg = + 35/46 .tm.   Dacă se ţine seamă că Mas = —3 tm, 
atunci avem momentul în 4: 

M, = — 13/16 tm, 

  

Figura 45% 
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G) Cadre multiple. 

1. Generalităţi. 

Vom numi astlel o construcţiune făcută dintr'o serie de bare 

legate la extremităţile lor numai prin incastrări sau prin incastrări 

şi articulaţii. 

Dacă barele ar fi legate numai prin articulaţii, am avea un sistem 

articulat, adică o grindă cu zăbrele. 

Barele formează o serie de poligoane închise. Chiar poligoanele 

deschise cari leagă barele de reazime, le putem considera închise 

cu bare rigide așa cum se arată punctat 
  

pe figura 455. 

Aşa fiind, întreaga construcțiune poate 

= fi considerată ca formată din juxtapunerea 

| ! l 

  

a o serie de cadre elementare. La calculul 

      L lor se ţine seama, în genere, numai” de 

free ed deforinaţiunile datorite momentelor înco- 

Figura 455 voietoare. Chiar cu această aproximaţie, 

calculul lor este greu din cauza marelui: 

număr de necunoscute static nedeterminate și de aceia o coordonare 

a acestor calcule este necesară. 

Vom urma exact aceiași normă de calcul, oarecum generalizată, 

pe care am indicat-o la cadrele elementare. 

a) Partea statică. 

Vom face mai întâiu cadrul întrun mod oarecare static 

determinat. Prima soluţie, ce ni se impune, este de a introduce 

câte o articulaţie în fiecare nod. Două cazuri se pot întâmpla. Intâiu: 

se poate întâmpla să cădem peste un sistem rigid static determinat. 

In acest caz avem de-aface cu o grindă cu zăbrele în care putem 

determina eforturile din bare. 

In cazul general însă, cădem peste un sistem deformabil. 

Pentru a face. sistemul rigid, putem lega nodurile între ele cu 

bare articulate la extremităţi, ceea ce nu ne permite construcția 

sau prin introducerea de momente M, la legătura între două bare 

oarecari. 

Ne vom explica mai bine pe un exemplu. Să avem cadrul format 

din grinda continuă 1—3—5—/ care reazimă pe stâlpii 0—1, 2—3.
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4—5, şi 6—7, incastrați în grindă și articulaţi în reazimile 0, 2, 4 
şi 6 (fig. 456). 

Dacă introducem articulaţii în nodurile 1, 3,5 și 7,se vede că 

sistemul este deformabil. Pentru a împiedeca această deformare 

e suficient a lega între ele, de exemplu, nodurile 2 și 5 cu bara 2—5, 

sau ceea ce este tot una cua considera barele 2—3 și 3—5 incastrate 

numai între ele în nodul 3. Dacă efortul din bara 2—5 este X, atunci 

Mass =d.Ă. 

In cazul cadrului considerat ca exemplu, se vede că în cazul 

unci forțe verticale oarecari Mass; = 0, iar în cazul unci forţe 

orizontale /' aplicate la distanţa a dela reazim, avem Mass = aP, 

  

  

  
      

momentul în nodul 3 fiind af P 
şi barele articulate în 2 și 3. Pe , J 3 7 
figură se vede distribuţia lor £ 
liniară. TI 

In loc de a proceda prin ] 
acest înconjur, putem proceda gg IN A “e 
direct și anume: introducem la / , ; 
capetele barelor atâtea articulaţii. ș Ng | | 
câte sunt necesare pentru a TI SS 

transforma cadrul dat în unul | fr 
rigid şi statie determinat. Te Pan emma - 

S'au dat normele după care , , ; , 
putem recunoaște aceasta. F i 

Aşa fiind, putem determina TI 
toate momentele AM, şi toate a | 
forțele axiale A, din toate Îl A   

  

barele cadrului. 

Pentru aceasta vom utiliza 
ceuaţiile de echilibru ce ni le dă statica sau principiul lucrului 
mecanic virtual, după cum s'a făcut în exemplul de care nc-am 
ocupat. 

Figura 456 

b) Alegerea necunoscutelor statie nedeterminate şi ecuaţiile de legătură. 

Luăm ca necunoscute momentele ce se desvoltă la capetele barelor. 
Așa dar, vom considera toate barele articulate în noduri și la 

capetele lor acționând o serie de momente statie nedeterminate 
necunoscute. 

Între acestea există o serie de relații statice. 

  

    =
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Să le găsim. 
a) Să considerăm un nod i oarecare (fig. 457). 

Dacă separăm nodul și introducem la capul barelor momentele 
Mi Mia Miz ete., atunci, pentru echilibru, va trebui ca suna 

lor să fie nulă. 
Pentru prescurtarea scrisului și pentru ca să nu târîm după noi 

mereu litera M, vom nota M, = d, Me =, ete. 

Deci vom avea: 

î
 (43) = UA +D2+3=0(0) 

Aceasta se referă numai la cantităţile static nedeterminate, 

fiindcă momentele M,, din sistemul static, 

satislac această relaţie pentrucă așa au 

fost determinate. 

Vom avea atâtea relaţiuni (43) câte 

noduri avem în cari se întâlnesc mai mult 

decât două bare. 

Evident că această relaţie se aplică 

și nodurilor cu două bare în care avem: 

i +2 =90, 

şi atunci în loc de a lua pe il și pe 12 ca necunoscută, luăm numai pe i. 

b) Sistemului dat, fiind în echilibru sub acţiunea forțelor date 

şi a eforturilor interioare (momente și forţe axziale), i se aplică 

  

Tigura 457 

principiul lucrului mecanic virtual. 
Sistemul fiind făcut complet articulat, să-i dăm o deplasare, 

sau mai multe, compatibile cu legăturile sale. 
Vom presupune că lungimea barelor rămâne constantă. 

Momentele M, din noduri și forţele F, fiind un sistem de solici- 

tări cari îşi fac echilibru, satisfac ecuaţia lucrului mecanic virtual. 

Atunci vezultă că şi grupul de solicitări static nedeterminat trebue 

să satisfacă singur ecuaţia lucrului mecanic virtual. 

Dacă bara i—k, care leagă nodurile i şi k, se roteşte cu 6, 

şi dacă momentele la cele două extremităţi sunt ik şi ki. vom avea 

(44) Î, = E (ih — hi) 0u =0(P), 

pentrucă aceiași bară se roteşte cu același unghi 6. 

Să presupunem că dând o rotaţie barei i — A, o parte din bare 

se rotesc iar altele nu. Pentru aceste din urmă bare 0; =0. Aşa
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„dar, sub semnul sumei intră numai barele cari se rotesc, Să ne ex- 
plicăm. Să avem cadrul din figura 458. Introducând articulaţii 
in toate nodurile și dacă dăm o rotire barei 0—1, observăm că 
odată cu ea se rotesc numai barele 3—4 şi 6—7, celelalte rămâ- 
nând paralele cu ele însăși. 

Aşa dar, sub semnul sumei din ecuaţia (44) vor fi numai barele 
0—1,3—A4 și 6—7. Să presupunem că dăm o rotire barei 1—2. Se vede 
numaidecât că această deplasare este diferită de precedenta și că sub 
semnul sumei vor , 3 3 
  

intra numai ba: 

rele |—2,4—5 

şi 7—8. 

Să dăm o ro- 

tire hbarei 1—A4. 

  

Se vede iarăși că 

Sf
o     

  

+2
9 3 

aceasta este im- 
posibil, pentrucă 4. Z 3 2 pe “ P: 
am presupus că 

lungimea barelor 

  

rămâne  cons- 
      

  

7 ? 

tantă. În aceste 

condiţii, intră şi 
barele 4—7,2—5 n ode gheo ao ones 

  

şi 5—8. In cazul Figura 458 
exemplului luat - 
se vede că putem da cadrului, considerat articulat în nodurile sale, 
două deplasări distincte. 

Vom avea deci atâtea ecuaţii (44) câte deplasări distincte putem 
da diverselor porțiuni de cadru. 

Cu ajutorul cunoștințelor căpătate lă „„Deplasările virtuale” ale 
sistemelor articulate, putem afla toate unghiurile 6; pentru 
fiecare deplasare distinctă. Se ştie că pentru o aceiași deplasare 
distinctă, putem exprima pe 0 în funcţiune de un singur unghi 
pe care putem să-l luăm epal și cu 1. 

In rezumat, relaţia (43) stabilește o relaţie statică între mo- 
mentele dela capetele tuturor barelor cari se întâlnesc în acelaşi 
nod, iar relaţia (44) o relaţie statică între momentele dela capetele 
tuturor barelor cari aparţin aceleiaşi mişcări distincte. 

In cazul figurii 458, vom avea 4 ecuaţii de forma (43) şi două 
de forma (44). 
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c) Aplicarea teoremii ui Castigliano. 

In aceste condițiuni să aplicăm teorema lui Castigliano luând 

ca necunoscute momentele dela capetele barelor și ţinând apoi 

seamă, cu ajutorul coeficienţilor nedeterminaţi a, 6..., că între 

toate aceste momente există legăturile date de ecuaţiile (43) şi (44), 

pe cari în cele ce urmează le vom numi ecuaţiile a și B. Se ştie că avem: 

(45) AL /ăik —- af, /3ik + Bof./oik + ... =0. 

Dacă îk şi ki sunt momentele dela extremităţile barei i—k, 

se șbie că avem 

M = M, + ia flu + Riz/lin 

aL. foi = (2 îk l3,/6 + kil/6 + Sa) /ELi lar 

Cadrul se face de obiceiu în întregime din același material, deci 

nu se schimbă nimic dacă multiplicăm toate ecuaţiile cu E. Dacă 

multiplicăm apoi toate ecuaţiile cu un moment de inerție arbitrar I, 

notând după norma ecuaţiilor (28): 

1 / Lin = hu e Ş hein Lin = fise. 

şi dacă mai notăm 

Pin: Sni/li = 2 

în care 0; este reacţiunea suprafeței momentelor Oi = [ M, ds, de 

pe intervalul i—k, în reazimul i considerând grinda li simplu 

rezemată în eatremităţile sale, când ecuaţia (45) ia forma: 

(46) Dim tiu ki + 60; + 00f,/2ik + faja/3ik +... =0. 

In cazul când în nodul i se întâlnesc numai două bare l—i și —2 

şi dacă momentul din nodul i se notează cu i, refăcând calculul de 

mai sus, găsim: 

(46) si Li +2 (Ai ta) i + A 23 +60; + 09f,/2i-+ Fofa/âi +... =0 

în care (; are valoarea: 

hui Sui/hi + lia Sai/lia = Oi. 

Ecuațiile (46) le vom numi ecuaţiile lui Clapeyron. 

Ecuațiile (a), (6) şi (46) rezolvă complet problema. 

Mersul de urmat este următorul. Se rezolvă mai întâiu ecuațiile 

lui Clapeyron găsind valorile momentelor îk, £,... în funcţiune de 

coeficienţii nedeterminaţi a, f şi de încărcări. bine înţeles. 

Din faptul că un moment oarecare, de exemplu ih, nu intră în 

toate ecuaţiile (46) rezultă că această rezolvare o putem face pe 

grupe de 2, 3, 4... ecuaţii, cu tot atâtea necunoscute.
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Forma specială a ecuaţiilor (46) înlesneşte foarte mult această 

rezolvare. | 

Dacă acum introducem momentele ih, i... în ecuaţiile (f) 

găsim valorile lui f în funcţiune de coeficienţii a și de încărcări. 

Forma simplă a ccuaţiilor (6) ne permite să găsim ușor coefi- 
cienţu f. 

Putem acum exprima momentele numai în funcţiune de în- 
cărcări şi de coeficienţii a. 

Aceste valori duse în ecuaţiile (a) ne dau valorile lui « în func- 

țiune de încărcări. Așa dar, totul se reduce la rezolvarea ecuaţiilor (4). 

Am putea proceda și invers și anume să găsim întâiu coeficienţii 

a în funcţiune de fi și încărcări. făcând uz întâiu de ecuaţiile (a). 

Atunci, evident. vom exprima momentele în funcţiune de încărcări 

şi coeficienţii f. Acestea introduse în ecuaţiile (8) ne dă prin re- 

zolvare valorile lui f. Vom proceda, după cazuri, întrun fel sau 

altul. J comod însă ca atunci când numărul ecuaţiilor (f£) e mai 

mie ca acela al ecuaţiilor (a) să găsim pe fi în funcţie de a şi să 
rezolvăm ecuaţiile (a). 

Avantajul metodei constă într'aceia că ecuaţiile date le putem 
rezolva pe grupe cu un număr restrâns de necunoscute. 

Astfel am găsit toate momentele dela capetele barelor. 

d) Fixarea semnelor cantităților statie determinate şi statie 

nedeterminate. 

Semnele momentelor din cele trei serii de ecuaţii trebuese 
să fie în concordanță. Pentru aceasta este suficient ca dela început 
să ne fixăm semnul momentului în fiecare cap de bară. Liste bine 
însă ca și în această chestiune să ne fixăm oarecari norme. 

Vom adopta şi aci normele dela cadrele elementare. Prin urmare, 
pentru fiecare cadru elementar 'ne vom fixa sensul pozitiv în care 
parcurgem elementul ds a fiecărei bare. Pentru barele cari fac 
parte numai dintrun cadru, chestiunea este clară, întru cât ea este 
solicitată numai de grupul FR, M al cadrului căreia aparține. 

O bară însă care separă două cadre elementare, va fi solicitată 
de grupurile static nedeterminate R, M a cadrelor pe cari le separă, 

„Această bară într'o secțiune oarecare are un singur moment 
și numai un fel de curbură. Dacă momentul încovoietor și curbura 
acestei bare după convențiile dintr'un cadru sunt pozitive, atunci 
după convenţia din cadrul alăturat sunt negative. 
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Intr adevăr, să presupunem că bara i —k separă cadrele | și 2 

(fig. 459). Să presupunem că ne-am fixat sensul pozitiv în care par- 

curgem cele două cadre. Să presupunem că într'o secţiune a barei 

comune, grupul static nedeterminat a cadrului 1 produce momentul 

pozitiv M,, cu semnul fixat după convenţia acestui cadru. Acest 

semn este cel din figură. În aceiași secţiune, grupul static nedetermi- 

nat al cadrului 2 produce, după convenţia din acest cadru, momentul 

pozitiv M,, al cărui sens pozitiv este de asemenea indicat pe figură. 

Se vede, numaidecât, că aceste momente se aplică pe feţele opuse ale 
aceleiași secţiuni. Prin urmare, în acerași 

jață a secţiunii momentul pozitiv după 

convenţia din cadrul 1 va. [i M—Af. 

iar după aceia din cadrui 2: M—A,. 

Pentru a înlătura orice ambiguitate, 

ve Îixăm chiar dela început ca semnul 

momentelor din bara comună îl vom 

  

fixa, de exemplu, numai după convenţia 

Figura 159 din cadrul 1, indicând aceasta prin o 

săgeată pusă de-a-lungul barei. 

Aceiaşi normă se aplică forţelor axiale și cantităților. statie 

determinate. 

Observarea I-a. 

Să presupunem că în nodul i se întâlnesc mai multe bare 

cari aparţin mai multor cadre elementare (fig. 460). 

Să presupunem că am calculat momentul în nodul îi datorit 

grupului static nedeterminat aparținând cadrului 1 şi pe care-l 

vom nota pur și simplu Mu. Să presu- - 

punem că în acelaşi mod caleulăm, în 
4 

   
acelaşi nodi, momentul ce rezultă din cadrul 

elementar 2 și pe care-l vom nota M:;, 

ete. Aceste momente le vom numi momente 
a . . 73 
în nod datorite cadrului cutare. 3 Q 

Pentru simplilicarea scrisului și ca să (, (5) [2 
AA > . . _! 2 

nu târîm mereu după noi litera M, le vom î 

nota prescurtat: Figura 460 

Mu = a Miop 

spre deosebire de il, i2,... cari sunt momentele produse la capetele 

barelor i— 1, i—2,... în imediata vecinătate a nodului :.
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După normele de mai sus avem după fig. 460: 
i =u ! 

(47) î =i—i 
3 = 
= 

„Aceste relațiuni ne permit să găsim în fiecare nod momentul 
datorit fiecărui cadru elementar. 

Cu ajutorul acestora găsim grupul X, Y,Z al fiecărui cadru 
elementar și deci forţele axiale și tăietoare în orice secțiune a barelor 
precum și reacţiunile în reazime şi bare datorite cantităților static 
nedeterminate. | 

In treacăt se observă că dacă adunăm ecuaţiile (47), dăm peste 
ecuațiile a. 

Observarea 2-a. lupă ce am rezolvat problema se dă de obiceiu 
o reprezentare grafică a variaţiei momentelor pe fiecare bară. 

In conformitate cu cele stabilite până acum, convenim ca ordo- 
natele ce reprezintă valoarea moinentelor să le purtăm de partea 
barei unde momentele sunt pozitive. 

In acest mod, curba momentelor ne va indica sensul în care are 
loc conexitatea barei și deci regiunea întinsă a secțiunii. 

Dacă ne conformăm acestei convențiuni, în diagrama variaţiei 
momentelor am putea să ne dispensăm de a mai pune semnele 
plus și minus. 

„Acest fapt își are importanţa sa, mai ales la cadrele de beton 
armat unde trebue să știm cu preciziune cari sunt părţile: întinse 
ale secţiunilor. | 

O “simplă inspectare a diagramei momentelor ne arată aceasta. 
In acest mod, curba momentelor ne indică chiar modul cum se 

deformează cadrul, putând astfel schiţa forma lui în stare deformată. 
De această convenţiune am ţinut seamă în toate reprezentările 

grafice de până acum. 
„Această metodă a coeficienţilor nedeterminaţi puLem să o aplicăm 

tot aşa de bine și cadrelor elementare, oricare ar fi gradul lor de 
nestaticitate (1—3). 

Ea este generală și comodă pentru calcule numerice. 

2. Cadre articulate în reazime. 
Un cadru este format dintr'o grindă continuă 1—3—5 şi din 

stâlpi 0—1,2—3 şi 4—5, incastrați în |, 3 și 5 în grindă şi articulaţi 
în reazimile 0, 2 şi 4 (fig. 461). 

  

  

    

  
 



638 

Grinda are deschiderile ] şi momentul de inerție Î, iar stâlpii 

înălțimea Ph și momentul de inerție ],. 

Presupunem că pe deschiderea 1—3 avem o forță verticală /', 

aşezată la distanţele a și b de nodurile | şi 3. 

Dacă notăm 1/], = k, atunci pentru grindă avem î =], iar 

pentru stâlp î =Ah. 

Facem sistemul static determinat introducând 3 articulaţii în 1,3 

şi 5. Sub acţiunea sarcinei verticale sistemul este în echilibru și un este 

nevoie să mai introducen 

vreun moinent care să asi- 

gure echilibrul sistemului. 

Se ştie că avem: 

O =falb, 

O na =Pab(l+b)/6l, 

On =Fab +a)/6l 

Dacă aplicăm ecuaţia 

a nodului 3, avem: 

Î, =314+32—35 =0(0). 

Să aplicăm ccu- 

aţia (8) dând o de- 
plasare sistemului 

ca în figură. Se vede 

/ numai decât că mo- 

  

  

| 

I
P
 

| 
| 
6 

a ai 37 
"i mentele 13, 31, 35 

şi 93 nu se rotesc 

. 4 deloc, iar momentele 

10, 3) şi 54 se ro- 

tesc cu același unghi. 

Insă, după ecuaţia 

Tigura 461 (47). aven 10 =] 

și 54 =5. Ecuația 

a (8) ne dă: 

|, =1+32—5=0(B). 

Acum aplicăm diverselor porțiuni de cadru ecuaţiile lui Clapeyron 

ţinând seamă, cu ajutorul coeficienţilor nedeterminaţi a și f, de cele 

două ecuaţii de legătură de mai sus. 

  

Vom avea: 

(46)
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2kh32+a+f8=0, 

(46) 2135 +15—a=90, 

135 +2(0+kh)5—B8=0. 

Am putea rezolva analitic acest sistem de ecuaţii. Osteneala este 
de prisos. Este bine ca în aceste ecuaţii să se pue valorile numerice 
ale lui 1, h și k. 

Aplicația Nr. 143. Fie I=A1m,h=3m,k=2, 
Vom avea: 

20.1.+ 4.31 +60, +8=0, 

4.1 + 8.31 +69, +a=0, 

(46) | 12.55 + a+f=0, 

8.33 + 4.5—a0=0, 

35 + 20.5 —B=0, [s
ă 

din cari scoatem: 

36. 1=—6(20,—9,) +a—2%f, 

36.31 = 6 (0, —59)—5a+f, 

36.33 = —3(a+ f), 

36.35 =5a—p, 

36. 5=—a+2f. 

Introducând aceste valori în ecuaţiile (a) și (£), găsim: 

13a + 8 = 6(92,— 595), a+7B8=—6(292.—20), 

10a = 69, —24 2, 108 = —189,+122, 

Cu ajutorul acestora, găsim: 

1=(—130+20)/60 ; 3T= (0, —14 2,)/30 
32 = (0, + 2)/A40= 210 ; 33 = (40, —11 2.) /30 

5 = (70, + 89.) /60 

a) Să presupunem, deschiderea 1—3 încărcată cu o sarcină uniform distri- 
buită p hg./m. 

Vom avea 2, = 9, = 3 9 = 8p/3 
Inlocuind în formulele de mai sus avem: 

1=—2%9p/45tm., 31 = —52p/45tm,, 33= 24p [45 tm., 
35 = —28p/45 tm., 3 = 2p/45 tm. 
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h) Să presupunem deschiderea 1—3 încărcată cu o sarcină verticală F=14 

aşezată ta distanțele a = 1 m, b = 3m (liş. 462). 

Avem: O = 1.1.3 /2= 3/2, 04 1.1.3(8 + 3)/6.8 =7/f8, D= 5. 

Cu aceste valori găsim: i= — 97 [160 tm., 31 = —49/160 tm., 33 = 24 7460 

tm., 35 = — 18/160tm., 5 = — 383/4160. In dreptul sareinei găsim 89,25 /160 tm, 

__ 427160 Curba  momen- 
m 

m 

Fiină 

  

    

  

      

telor este indicată 

        

  

27/80 — 

Pai 
7 

4 
/ 

! 

pe figura 462. 

c) Să presupu- 

nem acelaşi cadru 

supus la o forță ori- 

zontală F aplicată la 

înălţimea a (fig. 463). 

Făcând sistemul 

   

  

       

     

  

    

    

   

  

[i 
| îs 

ți 
Vl 

|] 

hi
m 

| 
static prin introdu- 

' ] ! 9
,
 

cerea a câte o arti- 

culaţie în 1, 3 şi 5; 

se vede că sistemul 

Figura 462 se deformează. Pen- 

tru a-i asigura echi- 

librul este suficient să introducem în 1 un moment 1s=aF. 

Suprafaţa momentelor de pe stâlp, (îig, 463)., dă în î o reacțiune: 

2,0) = 3 Fah —Fa?/6 h. 

za , 1 
Suprafaţa momentelor de pe grindă dă în î o reacțiune egală cu Dos =zfal 

iar în 3, 23 (ua) = 5 Fal. Valoarea lui 9, în î, va îi 

0, = RO (30) + 82. (as): 

Dacă aplicăm 

ecuaţiile precedente, 

găsim exact același 

lucru cu singura deo- 
  

sebire, că în prima 

ecuaţie, în loc de 

O, (33) vom pune va= 

loarea lui 0, de 

mai sus. 

Prin urmare, Îor- 

  

mulele găsite, cu 
4 : 

această înlocuire, Figura 463 

rămân exact  ace- 

leaşi. : 

Exemplu numeric. Să presupunem cadrul din exemplul precedent supus la 

o forţă orizontală F = 1, aplicată la distanţa a = 2 m. 

Avem: 
. 

Îs= + aF= 24 tm; Oi (no) = 1.9,h.3/2—1.2,h0/6.3 = 2,838, 
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92, las) = 1.2444 /3 = 3,200; 2 (33) = 1.944.476 = 1,600; 
9, = 2.2,838 + 3,200 = 8,876; 

1 = — 1,8698 tm; 5 — 0,8222 tm: 
33 = 1,0476 tm; ŞT = — 0,4508 tm, 35 = + 0,5968 tm. 

In dreptul sarcinei, avem momentul +0,9042 im. Curba momentelor este 
trasată pe figura 463. 

3. Cadre incastrate în reazime. 

Să considerăm același 

cadru, însă încastrat în ; 
reazimile 0,2 și 4. 

Odată semnele mo- 

mentelor fixate (fig. 464), 

ecuația (a. ne dă: u 

= 3i + 32—33 =0(a). ?R 
Dacă introducem arti- 

culaţii în toate nodurile 
ȘI în reazime şi dacă 

   

  

dăm o deplasare virtuală 

cadrului, se vede că se 7 

rotesc cu același unghiu 

0 mumai barele 0—1,2 

2—3 și 4—5. 

Ecuația fi), ţinând 

seamă și de (47), ne dă: 

f, =0—1+3—33—2+5=0(B). 

Pentru precizare, vom presupune numai grinda 1—3 încărcată 
cu sarcini verticale. Se vede că pentru a asigura echilibrul statie 
n'avem nevoie de niciun moment M,. 

Să scrim ecuaţiile lui Clapeyron. Vom avea: 
ARDO + FRI + 8 =0 5 RIO +20 ri + 13I +69, —f=9, 

li + 2131 +60, +a =90, 
(46)  2Kh2+Ah33-+-8=0; Wa + 82 af =0, 

2135 + l5—a =0; 135 +2 2 (0 + Rh) 5 + hhâ +  =0, 

2khâ& + kh5—B=0. 

Aplicația No. 144. fie I=â4m, h=3m, k=2. Avem: 
12.0+6.1+8=0; 6.0+20.1+4.31+60,—8=0; 4.1+48.31+60,+0—0 ; 

12.246.334 B=0; 6.2313 +a—p=—0; 
8.35+4.5—a=0; 4.35+20.5+6.â+p—0; 12.4+6.5—B=0. 

Figura 46% 

41, 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcțiunilor și Rezistenţa materialelor. 
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Rezolvând aceste ecuaţii în 0, 1, etc., avem: 

360. D= — 6 a—488 +36 (20, —29,) 

360. 1= 12a+368—72 20,—9j: 

360.31 = — 51 a—18f +18 (40, —1725); 

360. 3—200—60f ; 360.32=— —40a +60 

360.35 = 5la +184 ; 360. 5= —12a—36f ; 360.4 =—6a+48$. 

Ducând aceste valori în ecuaţiile (a) şi (f) găsim: 

+ 31 a —12 f = 9 (40, — 1792) 

2 a — 94 B = — 9 (202, — 892) 

sau: 
112 a = 72 02, — 252 023 

112 8 =900,— 632, 

Cu aceste valori căpătăm: 

40320.00 = 33120,+ 5040, 

40320.1 = — 12024 0, + 97720, 

10320.3i — 27720, —20286 9, 

40320.22 = — 3960 92, — 1260 02 

40320.32 = 25200, + 630004 

40320.33 = 5292 0, — 13986 924 

40320.35 = — 41040, + 5290, 

40320.4 = 4759 2, — 4536 023 
a) Să presupunem că 

pe deschiderea 1—3 avem 

sarcina concentrată FT = 1, 

la distanţele a= Im, b=3m. 

Pentru acest caz am avut 

0, =7/8, D= 5/8. 

025     
0007 

Î == — 0,218 tm; 

31 — 0954 tm; 

4 2 = — 0405 tm; 
33 = 04152 tm; 

35 = — 0,102 tm; 5 

0523 5 = — 9,007 tm; 

0 033 tm (fig. 465). 

b) Să presupunem 

aceiaşi deschidere încărcată 

cu o sarcină uniform dis- 

iribuită pe toată lungimea 

s egală cu p=1 î/m. Avem: 

Figura 465 0 = 0,252; 1 = —0,612; 
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31 = —1,4158tm;  3=—0345m; 33 0,583 tm; 35 = — 0,573 tm; 
5 = 0,079tm;  8==0,014 um. 

Pe baza acestor date şi cu convenţiunile admise am trasat. curba momentelor. 
De asemenea pe baza acestor 

  

momente s'a schiţat deforma- i “ 
țiunea cadrului,  indicându-se 
punctele de inflexiune. 057 

Dacă se consideră nodurile 0, | | 
2 și & fixe, cum de fapt și sunt, ui y 5     şi dacă se calculează deplasarea 
modurilor 1, 3 şi 5 se constată 
că ca există și este aceiași pentru 
toate aceste noduri. Așa dar, 
sub acţ unea sarcinilor verticale 
nodurile cadrului capătă deplasări 
orizontale în planul cadrului. 

Se poate demonstra că aceste 

deplasări sunt nule numai în 

cazul când punctele de inflexiune 
sunt la a treia parte a înălţimii. 

De aceste deplasări s'a ţinut 
seamă la schiţarea deformaţiei Î 
cadrului. că 

Pa m/f 7 4077 

A" 
35 Pa 00H 84 

  

  

  

  
    
    

Pentru a completa rezolvarea, Figura 466 
vom ciula şi forțele aziale în bare. 

Pentru aceasta rezultanta Ra grupului static nedeterminat R, M ce aparţine 
cadrului 0—1—8—2, o presupunem descompusă după direcţiile (0—1) £ și 

(1—3) 4. 
Vom avea: 

R=XE+ Yq. 

Dacă aplicăm ecuaţia (3) barelor 0—1 şi 1—9, găsim: 

0—pâ Pr ym=i i îl XE va) = 33, 
din care deducem: 

sX=31—1, 3Y=0—1 
Să facem același lucru pentru cadrul al doilea 2—3-—5-—4 descompunând 

pe R, corespunzător, în componentele Y, şi Z paralele respectiv cu direcţiile 
(3—5) m şi 5—4) £. Vom avea: 

R, = Yan + ZE 

Aplicând aceiaşi ecuaţie (3) barelor 3—5 şi 5—4, găsim: 

35—nilrn+ză=5 ; 5—păma+ză=3 
din care scoatem: 

&l ou
 3Y, =8—5, 4Z= 

aie  



  

644 

In cazul încărcării concentrale, avem: 

X = — 0,0091 , Y=0,099t n =0013t , Z= — 0,02a 1 

Reacţiunile verticale în cele trei reazime vor îi: 

Va= 07 , V2=0283t , Va — 0,024 t 

Barele 1—3 şi 3—5 sunt supuse respectiv la compresiunile 0,099 1 şi 0,013 t. 

In cazul încărcării uniform distribuite, avem: 

X = —0A37t ,: Y=0988t , = —0021t , Z= — 9,1631. 

Reacţiunile verticale suni: 

Vp=1,863t , Va=29800t , V,= —0,163t 

Bara 1—8 este comprimată pe când 3—5 este întinsă. 

H) Aplicarea metodei coeficienţilor nedeterminaţi 

la un caz mai complicat. 

Vom indica aplicarea acestei metode la cadrul din figura 467. 

Mai întâiu vom face sistemul static determinat și rigid. 

"Se observă că dacă considerăm grinzile 2—3—4 și 6—7—8 

continui, grinzile 1—3 și 7—9 articulate în 3 şi 7, grinzile 0—l și 

9——10 articulate la capetele lor, grinzile continui 2—3—4 şi 6—1—8 

  

Figura 467 

articulate în 2 şi 8 și încastrate, în 4 și 6, în grinzile 4—5 și 5—6, iar 

acestea articulate în 5, am obţinut un cadru rigid static determinat. 

Obţinem același rezultat dacă î în in de mai sus considerăm 

astrate                                     grinzile continui 2 

în 2 şi 8. 

Prin urmare, avem mai multe posibilităţi de a face un cadru şi 

rigid şi static determinat. 

Vom profita de această libertate pentru a simplifica, într'o 

măsură destul de mare, calculele noastre. 

Calculele vor fi cu atât mai simple cu cât vom avea mai puţine 

bare solicitate la momentele M..
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Vom arăta câteva exemple. 
Eaemplil Ar. 1. Să presupunem că pe stâlpul 0—1 se aplică 

forţa orizontală F = 1 (fig. 468). Se.vede numaidecât că dacă con- 
siderăm 0—1 incastrată în O și articulată în 1, 4—5-—6 incastrate 
în 5, grinzile continui 2—3-—4 şi 6—7—8 articulate la extremităţile 
lor, iar restul ca în figură, am obţinut de asemenea un cadru rigid 
statie determinat. Avantajul acestuia, asupra precedentului, este că 

  

Figura 168 Figura 469 

numai bara 0—i va fi încărcată cu o suprafaţă de momente M,, 
pe când pentru toate celelalte bare M, =0. 

“zemplul Nr. 2. Să presupunem că o forţă orizontală [ = | se 
aplică pe grinda 3-A (fig. 469). Pe figură este indicat cadrul rigid 
statie determinat. Se vede în acest caz că numai barele 2—3 şi 
3—4 vor Îi încărcate cu o suprafaţă de momente M,. 

Exemplul Nr. 3. Să presupunem că avem câte o forţă verticală 
pe grinzile 1—3 și 4—5—6 (fig. 470). 

Pe figură sa indicat suprafaţa 
momentelor A, pe grinda 1—3 și 
pe grinzile 4—5—6, considerate 
incastrate între cle în 5. Pe figură 
este indicat și cadrul rigid static 

determinat ce corespunde acestor 
încărcăn,. 

  

Prin urmare, pentru fiecare fel Figura 470 
de încărcări putem găsi un cadru 
rigid static determinat așa fel, ca un număr minim de bare să fie 
încărcate cu suprafețe de momente M,. Evident că -pentru toate 
celelalte bare M, =0. 

Această procedare ne aduce o mare uşurare în calculele cc aven 
de făcut. 

Cadrul fiind astfel pregătit, putem aplica mai departe metoda 
aceasta. 

  

4 
| 

Li 
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Vom scri mai întâiu echilibrul nodurilor în care se întâlnesc 

mai mult de 3 bare. . 

Sensul în care parcurgem fiecare bară fiind fixat, rezultă precis 

semnele momentelor și deci și regiunea întinsă a secţiunii barelor. 

Aceste sensuri sunt indicate pe figură. Pentru cele două noduri 

3 şi 7 (fig. 471), ecuaţia (a) ne dă: 

33 + 3 —34 =0(a) 78 +79—76=0 (a) 

Să scrim ecuaţiile (f). Pentru aceasta vom da deplasări vir- 

tuale diverselor bare considerând 
d % a . . a 
(— (7) întregul sistem articulat în toate 

| nodurile sale. 

3 Să presupunem că dăm barei 
=> 7y 

    
   0—1 o rotire oarecare u(fig. 4723). 

J, A Se vede de pe figură că singurile 

29 (Oa bare cari primesc o deplasare, suni 

Figura 471 0—1, 1—3, 2—3 şi 3—4 din cari 

bara 1—3 nu se roteşte deloc. 

În cazul nostru, ţinând seamă și de (47), avem: 

(0 — Î) a + (3 — 32) Oas + (34 — 4) Gu =0 (6). 
as q 

     
Figura 472 

In mod absolut analog, avem pentru barele 6—7, 7—8, 7—9 

şi 9—10 (fig. 472 b): 
(10 — 9) suo + (8— 78) Ga- + (76 —— 6) Ore =0 (Ba). 
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In cazul acesta putem evalua imediat aceste unghiuri. Dacă 

„dăm nodurilor 1 şi 3 o deplasare orizontală u oarecare, care poate 

Ș 

îi şiu=i, 

Oa = Bhos = 1/hu, Oas = Ga = 1/ha, Gas = Bas = — 1/h 

Pentru ultimul unghi am pus semnul minus fiindcă, pe când 

primele două bare 0—1 și 2—3 sau 10—9 şi 8—7 se rotesc într'un 
sens, ultimile se rotesc în sens invers. 

Cu acestea, ecuaţiile de mai sus le scrim din nou sub forma: 

(0 — 1/h + (2 — 32)/ha + (& — 38)/h, = 0 (8), 
(0 — 9) /h + (8— 78) /ha + (6 — 76) /h, = 0 (Ba). 

Să presupunem că dăm o rotire barei 3—4 (fig. 472 c). De pe 

figură se vede că se rotesc numai barele 4—5 și 5—6. Vom avea deci: 

(3% — Â) Das -t (4 — 5) Bus + (5 — 6) Os =0 (Po). 
Dacă dăm o rotire barei 6—7, (fig. 472 d) avem analog: 

(76 — 6) Be + (6 — 5) Os + (5 — 4) us =0(6,). 

Aceste unghiuri le determinăm = 

după norma dată la „Deplasările N 
virtuale a sistemelor articulate”. N 

Pe fig. 473 a și b s'au făcut 

construcțiile indicate de această 
metodă. 

Avem: 

a Os = b 0us 3 Qa0s6 =— bis; 

230is = b.05e > A Dea = b 056 

în care a, b,... sunt dimensiile Si ) ai 
arătate pe ligură. NA 

Se observă, la prima deplasare, - 
că pe când 3—4 şi 5—6 se rotesc Ii ji 
într'un sens 4—5 se roteşte în sens 

invers. Aceiași observaţie și la cea 
de-a doua mișcare. 

a    
    

  

  

N 3 
o 

N
 

+ + N 4 

S
S
 

sf
 

r
r
.
.
.
 

Se știe că într'o mișcare putem 
lua unul din unghiuri arbitrar. 

Luăm deci: Z 

05 = sp =—l SĂ LE? 

în 

4, 

și atunci rezultă: 

0 =0e=b/a , 055 =6i5=b/a. __ Figura 473 
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În aceste condiţii, ultimile ecuaţii le scrim sub forma: 

34 b/a—âl/a + 5l/a —6h/a =90, 

— 40,/a + d/a —61/a + 16b/a =0. 

Asta în mod general 

Aceste ecuaţii se pot simplifica în cazul când conturul 4—5—6 

are ca axă de simetrie axa verticală care trece prin nodul 5. Se 

recunoaște numaidecât că în acest caz 4 = =i!l. 

Grupul de mai sus îl înlocuim cu una din ecuaţii și cu diferenţa lor. 

Căpătăm: 

34 b/a—âl/a + 2.5—6 =0 (3), 

34 —4 + 6—76 =0(B]). 
Prin urmare, avem două ecuaţii (a) şi patru ecuaţii (f), deci 

în total 6 coeficienţi nedeterminaţi. 

Acestea fiind stabilite, putem scri ecuaţiile lui Clapeyron. 

Ca sistem de încărcări presupunem o forţă orizontală /' aplicată 

pe stâlpul 0—1 (fig. 468). 

Conform convențiilor admise, suprafaţa de momente este nega- 

tivă. Noi o vom lua deocamdată pozitivă urmând ca la aplicaţia 

numerică să se ţină seamă de semnul ei. Această suprafaţă dă în 

cele două noduri reacţiunile 92, şi 9,. 

Le notăm cu un singur indiciu pentrucă nu avem ambiguitate. 

Vom avea: _ 

210 + Al + Bi/h, = — 69s, 

10 + 2 (i + îl + 1331 — Bi/h = — 628, 

îsi + 2â33l +a, = 0, 

Dia 2+ în 32+fBu/ha=0 , în d+ 2i2 32 + a — fi/h =0, 

214 + În & — a — Bi/ha + Bsb/a + Ba =0, 

13 + 2 (4 + 45) 4+ î3 5 + fi/ha — Bal/a — fa =0, 

îş &-t 445 5+ î56 + 2 =0, 

Î35 + 2 (45 + 73) 6 + 4 76 + Ba/ha — Ba + Ba =0, 

î, 6+ 234 76 — aa — fa/h — fa =0, 

2î3 8+ în 18+B/ha=0 , în 8 + 23378 + 0 — B2/h=0, 

21, 10 +1 9 + Ba/h =0, 

î, 10 + 2 (în — în) 9 + â379 — f2/h =0, 

în0 + 24379 +a  =0. 
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Dezolvarea acestor ecuaţii se face după norma indicată mai sus. 
S'a dat acest, exemplu pentru a se vedea cum obţinem ecuațiile 

(a), (6) şi ale lui Clapeyron. 

I) Calcule aproximative. Ă)   Sunt necesare fiindcă, pentru un cadru multiplu, numărul 
necunoscutelor este foarte mare și deci și dificultatea rezolvării 
ecuaţiilor crește. 

Calculele aproximative se bazează pe faptul că cu cât ne înde- 
părtăm de sarcina dată, cu atât momentele în capetele barelor 
scad. Aceasta s'a văzut din exemplele precedente. 

Putem deci presupune că la o depărtare oarecare momentele 
acestea sunt nule. 

  

1. Exemplu de calcul aproximativ. 

Să presupunem că avem un cadru format din barele 0—2, | 
. 1 2—], 2—3,... care la rândul lui face parte din alt cadru mai mare. | 

. -. A * 3 . . < - . 
1 Să considerăm încărcată numai deschiderea 2—5 (fig. 474). | 

  

     
  

        
        

0612 
. J „A ; === 0301] | 

4 
Ti 

LA TI ! IL: ji | 

/ a | 

| 0 5 

ab | 
2 im j bn atm — 

b6%m 2853 pam b6dm   

Figura 474 

Aprozimaţia va consta în aceia că vom presupune momentele 
din 0, 3, 6, 7, 4şi 1 nule. 

Ecuațiile statice sunt: 

a) Cazul general, 

1. Suma momentelor în nodurile 2 şi 5 este nulă, deci 

— 20 + 21 — 25 +23=—0 (a,) ; 52 — 54 + 57 —50=0 (a). 

   



  

650 

2. Din două deplasări distincte ale sistemului, avem: 

—21 + 54 =0(4.) — 23 + 36 = 0 (62). 

Să scrim acum formulele lui Clapeyron pentru acest grup de 

bare. 

Vom avea: 

2 d 20 — a 20 , 2921 +a, —fB4=0, 22323 +a —fB2 =0, 

2 în 57 + 020, 25 B&— da + 1 =0 , 25656 —a2 + fi =0, 

2 125 25 + 25 52+6 2 — a, =0 3 îns 25 + 2 în 352+69; + 0=0. 

d) Caz particular. 

Să presupunem că avem: 

îme 2 das SA SĂ > În as Sa > na > foc > de 

In aceste condiţii, ţinând seama de ecuaţiile (f), din ecuaţiile 

de mai sus deducem: 

aa + 02 = 2 Bu = 2 fe- 

Dacă rezolvăm acum ecuaţiile lui Clapeyron, găsim: 

2190 =a, , 2457 =—0, 

413 = 418% 4333 = 41286 = — a + az 
3125 =2a, +a —6(39,— 29), 

3152 = — 04 —2a,—6(30,—9). 

Dacă ducem aceste valori în ecuaţiile (a) şi notăm: 

A= 7/6 +4 (4/4 + 1/42) /4 , Bz —1/3 xÂ(/A + 1/42)/4 

găsim: 

Aa, — Ba =2(39,—0) ; Ba—A4a, =2(39;—9). 

Aplicația Nr. 145. Presupunem 1 = 6m, ki; = tm, hz=3m, I1/l=hk=2 

Il = ka = 3. 
Cu aceste valori, avem: 

1=6m , î=8m , îj=9m , 4=73/48 , B=1/48 

cari ne dau: 

a = 494 —502/37 , a = —40, + 5009/97 , a —a2 = 489/37. 

Valorile momentelor sunt: 

12.20 = 40, —500/837  ; 12.57 = 409, —50Q/37, 

39.21 — 32.54 = 36.23 = 36.56 =— —48 9/37, 

18.25 =—6(0, — 40/37) , 18.52 = —6(9;—20/37). z
 

] 
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2—5 avem o sarcină concentrată Ca încărcare vom presupune că pe grinda ? 

verticală, F = 1, la distanțele a= 24 m, b=3,6m. 

Momentul în dreptul sarcinei ca grindă simplu rezemată în 

144.6 = 4,32 tm? Ms = 1.2,4.3,6/6 = 1hh tm 2 = 

2, = 432 (6 + 3,6)/3.6 = 9,301 tm? , 2; = 2,016 tm? 

2 și 5 este: 

E] 

= 5 = — 04751 tm 

= 56 = — 0,1557 um. 

Cu aceste valori, căpătăm: 

20 = 0,2815 tm, 04855 im, 
3 0,6123 tm , 32 —051631m , 

Momentul în dreptul sarcinei este 0,8661 tm 

Să comparăm momentele 25 şi 32 și acela din dreptul sarcinei concentrate 
cu aceleași momente când consider grinda 2—5 incasirată în extremităţile sale 
şi cu cazul când consider grinda 0—2—5—? continuă pe reazime de nivel. 

Făcând calculele, găsim că, în cele trei ipoteze, aceste momente au valorile: 

32 AM; 

0,6912 im 

0,8661 ,, _ 

0,9984 ,, 

=
 

e
 

59]
 
e 

    

25 
imcastrată . , „0,8640 tm 0,5760 tm 

0,6123 ,, 0,5163 ,, cadru , 

0,4800 ,, 0,3840 ,, continuă 

Calculul acestor grinzi ca Lăcând parte din cadru nu este necesar numai   din cauza acestor diferenţe, ci mai ales pentru că nu avem alt mijloc pentru a 

afla în ce măsură se încarcă și stâlpii cu o parle din moment. 

  

2. Alt exemplu de calcul aproximativ. 

b) Să presupunem că avem cadrul precedent căruia îi lipsește 
întreaga construcție dela stânga stâlpilor 1—2 și 2—3 (fig. 475). 

bi6m 

  

Figura 475 

po... 

  

Prin urmare, cadrul se compune din grinzile orizontale 1—4 

3, 4—5—6, ete. 2—5—7... 3—6,... şi stâlpii l—2 

Vom presupune încărcată numai grinda extremă 2—5 cu sarcini 
verticale. 
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Pentru uşurinţă, vom presupune că ne ocupăm de cazul special 

precedent şi anume când: 

Îas == Îs =A 4 dna = Ass = n > as = Îs6 = a. 

Ecuațiile statice din echilibrul nodurilor şi din cele două depla- 

sări distincte ce putem da sunt: 

21 —95 +23 =0(a) ; — 5 

— 21 + 54 =0 (8) — 23 

Dacă serim ecuaţiile lui Clapeyron cine exact aproape ca în 

cazul: precedent: 

24 2l+ a —B,=0 > 21223 +a — fa = 

245] +op=0 , 2 Dh—atkfi —0 , 2â56—a2+f2=0 

2195 +152 +60,—a, =0 , 425 +2452+60,+a=0, 

Găsim absolut analog: 

și deci: 

44 2Ă = 4 în 5% = hâd3 = 4956 = —au + az 

3125 =2au +a—6(32,—9), 

3152 = — a — 20 —D6(3 0; — 2). 

Dacă ducem aceste valori în ecuaţiile a și dacă pe lângă notaţiile 

din cazul precedent, mai avem și: 

= 2/3 +4 (U/â + 1/42)/4 

găsim: | i 

Ca, — Boa, =2(30,—9) , Ba —A0=2(309,—29). 

Aplicația Nr. 146. Dacă pentru exemplu numeric luăm aceleaşi dimensiuni 

ca în cazul precedent, atunci găsim C=— 49/48 şi deci: 

149 a = 12 (490, — 250) , 11903 =12(170,—330)), 
149 (a, — az) = 96 (3 0, + 8), 

= (33 0, — 170) /189 , Bi=5k = —3(3 0, + 0)/189 

a caer apa „95 = —A7 (30, + 0) /nâ7 

— 072, + 116 93) 7447. 
rţă 

ZI 
= 

Lo
 

wo
 Il 

Ca încărcări luăm aceiaşi forţă şi în aceiaşi poziţie _c ca în cazul precedent. 

Obţinem: 57=0,41836tm; 21=5k=— — 0,9261 tm; 23—56=— — 0,2010 tm; 

25 = —0M2B2 tm; 52= —0,6108 tm, iar în dreptul sarcinei avem 

A = + 0,9394 tm,
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Pe figurile 47& și 475 s'a trasat curba momentelor în cele două cazuri. 

Dacă se compară valorile momentelor respective se constată diferenţe destul: 

de importante după cum se vede din tabloul ce urmează: 

20 di= 3% 023 =—56 25 52 57 My 

0,2815;  —0,1751;  — 0,1557; — 0,6123; —0,5163; 0,1855; 0,8661; 

— —0,2261;  —- 0,2010; —0,4272; — 0,6108; 0,1836; 0,9304; 

Din calculul făcut s'a văzut că aceste momente sunt funcţii de încărcări, 
Aşa dar, nu poate fi vorba de reguli sau formule empirice cari să ne arate 

în ce măsură se distribue momentele la noduri. Calculul indicat este prea simplu 
pentru ca un cadru dintr'o construcție să nu merite a [i calculat cu aprozimaţia 
care s'a indicat. 

J) Grinzi, arce, ete. cu zăbrele, static nedeterminate. 

E vorba aci de un sistem format din bare articulate la extre- 
mităţi, sistem statie nedeterminat. 

Norina de calcul este aceiași de până acum și anume se suprimă 
alâtea bare şi reazime până când grinda sau arcul se transformă 
întrun sistem rigid static determinat. | 

Dacă eforturile din barele, sau forţele din reazimile, suprimate 
sunt A, Y,...,atunci efortul din o bară oarecare este: 

Nine = Nis + Rina X + hip Ye... 

Dacă aplicăm teorema lui Castigliano și cu notaţiile adoptate 
la găsirea săgeţii grinzilor cu zăbrele, căpătăm: 

Xuutss Nita + Ă Suita Nina + YXuisy Nina $+...=0. 

Vom scri atâtea ecuaţii câte necunoscute avem. 
Semnificarea termenilor este cunoscută. De exemplu, Uiny este 

lungirea barei ik, atunci când asupra grinzii lucrează numai forţa 
Y=1, iar nas este efortul din bara ik, atunci când asupra grinzii 
lucrează numai forţa X = 1. 

Aplicația Nr. 147. Să presupunem că avem o grindă sistem triunghiular 
dublu ca în figura 476. 

Nodurile tălpii superioare sunt pe o dreaptă orizontală, cele ale tălpii 
inferioare pe o parabolă ale cărei ordonate sunt: 01 = 2,2 m, 23 = 3,2m, 
45 = 3,8 m şi 67 = 4 m. Grinda are 6 panouri a câte & m și este simetrică aţă 
de verticala care trece prin mijlocul ei. 
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Vom presupune o forţă verticală F = 1t aplicată în nodul 9. În asemenea 

condiţii presupun grinda simplu rezemată în nodurile O şi 12. 

Cele două reacţiuni vor fi Ve = 1/3t, V, = 2/8 t. Dacă se examinează grinda 

faţă de relaţia m= 2n —3, se găseşte că este simplu statie nedeterminată, 

Prin urmare, 

o transformăm în 

una statie de- 

terminată supri- 

  

mând o bară oare- 

care din grindă. 
  Vom suprima 

bara 01. 

Figura 46 Sistemul ră- 

mas fÎuind statie 

determinat, putem determina toate eforturile din bare cu ajutorul metodei 

lui Cremona. Le vom determina analitic. 

Peniru aceasta avem nevoie de unghiurile ce diversele bare fac între ele. 

Raportăm grinda la două axe de coordonate, una orizontală E dela stânga 

  

la dreapta şi alta verticală 7 de sus în jos cu originea în nodul 1. 

O bară oarecare, de exemplu 34%, în mărime și direcţie o vom nota 34, iaz va- 

loarea ei cu |34j, direcţia ei fiind 34/|3A|. 

După dimensiile geometrice ale grinzii, pentru această bară, avem: 

34 = 48+3,89. 

Altă bară, de exemplu 30, are expresia 

30 = — HE + 227. 

Produsul 

34.30 — 8,8 + 15,2 = 24,0, 

reprezintă produsul laturilor 34 şi 30 multiplicat cu sinusul unghiului ce fac 

direcţiile lor pozitive în sensul dela 3* către 30. 

Valoarea sinusului va îi evident: 

34.30 /13A|.   30| = 24,0/134].;30). 

La efectuarea produsului vectorial ţinem seamă de ordinea factorilor. 

Analog avem: 

34.30 = —16 + 8,36 = — 7,61, 

iar valoarea cosinului va îi evident: 

34.30,/134|.!30| = — 7,64 /1341.|30], 

acestea fiind stabilite, să scrim echilibrul nodului 0. 

Observăm că, bara 01 fiind suprimată, eloriurile în barele 12 şi 13 vor [i 

nule și astfel în nodul 0 descompunerea o facem numai după două bare. Avem: 

— 7/3 + Noas 03 /'03' + Nos 02/02] = 0.
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Pentru uşurinţa calculului vom lua ca necunoscute: 

ÎN'oas = Noas/]03|  N'ozs = Nazs/102], ete., 

adică valoarea efortului din bară împărţit prin lungimea ei. 
Ecuația de mai sus se scrie atunci: 

—1/3 + N'oss 03 + N'oas 02 =0. 

Dacă se multiplică vectorial această ecuaţie pe rând cu 03 şi 05, obţinem: 

Nos = 95/7912; Nos = — 95/9129 

Aşa procedăm şi cu celelalte noduri. 
Acum îndepărtăm forţa F de pe grindă şi aplicăm după bara 0—1 un efor- 

Na = + Î. Caleulăm ca mai sus eforturile din toate barele. 
Pentrucă rezultatele le-am păstrat sub forma de fracţii ordinare, le-am adus 

pe toate la același numitor comun: 112.912 = 110352 şi în tabloul ce urmează 
am scris drept efort N' numărătorii acestor fracţii. Aşa dar, rezultatele din 
tablou trebuesc împărţite cu acest numitor comun. Vom avea de exemplu: 

Nas = 13! N'sas = 5,517.6655/110352 = 0,3327 t; 

sr = [46| n'ssz = %,005.15972,/110352 = 0,5797 t, 

Ca să găsim necunoscuta static nedeterminată aplicăm teorema lui Casti- 
gliano, care ne dă: 

EN ins Pinealiţe/ Diet XEN?ipa la / Dup EN ist in p/ Dint XE "2% Dip=0. 

Pentru a găsi pe X ne trebuesc valorile lui 12; pentru fiecare bară. Dacă 
avem secţiunile, problema este rezolvată, 

Să presupunem că ne propunem să găsim secțiunile barelor asifel ca să 
avem aceiași rezistență în toate. 

Din expresia lucrului mecanic: 

L = (ENins t Xnina)? lin / Dia 
dacă punem: 

(Nina F Xnipa) /Dip > X = ct, 
deducem 

L= 49 (Z14 2)/E. 

Valorile lui Nina şi Nika Îiind oarecari, rezultă că nu putem avea Y = ct 
decât atunci când X= 0, adică atunci când sistemul este stalic determinat, 
când 21,2» adică volumul grinzii este un minim. 

Grinda dată putem s'o facem static determinată prin suprimarea unei bare 
oarecari. Alegerea barei ce urmează a fi suprimată fiind arbitrară, vom 
căpăta atâtea grinzi statie determinate câte moduri avem de a suprima câte 
o bară oarecare. 
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Se pune întrebarea: care din aceste grinzi static determinate 
cele mai apropiate de ale grinzii date? 

O găsim în modul următor: 
Să presupunem deocamdată că toate barele grinzii au acei 
In acest caz, avem: 

are eforturile 

aşi secţiune, 

m ' e 3 "a 3 = ÎN ins nina Pin t XE n 20 Pa = 0, 

din care deducem valoarea lui X şi eforturile din toate barele. Acest calcul 
după cum se vede este independent de valoarea secţiunilor. , 

Pe baza acestor eforturi dimensionăm barele şi, pe baza secţiunilor obţinute, 
calculăm din nou valoarea lui X şi eforturile din bare. 

Procedând astfel, se observă că efortul a cărui valoare absolută este cea 
mai mică, calculat în ipoteza Op = ct, seade mereu. 

La limită ajunge zero. Aşa fiind, putem suprima această bară. 
Aşa dar, sistemul static cel mai apropiat de grinda dată este acela în care 

suprimăm bara care în ipoteza Dig = ct a avul efortul cel mai mic în valoare 
absolută, 

Dacă ne gândim bine, acest lucru este chiar evident. 
In cazul nostru în această condiţie se găsesc barele 47 și 87. 
Dacă se calculează valoarea lui X în cele două ipoteze se găseşte: 

A = — 0534439 ; N = — 0454545 
cu ajutorul acestor valori găsim eforturile, înscrise în ultimile două coloane 
ale tabloului și exprimate în kg, 

      

  

  

5 

Figura 477 

In penultima coloană avem eforturile în ipoteza 2ik = ct, iar în ultima în 
cazul grinzii statice, 

Din inspectarea lor se vede că diferenţele între ele nu sunt mari şi că deci 
pe baza eforturilor maxime putem proceda la dimensionarea secţiunilor. 

In practică sistemul acesta se descompune în două grinzi statie determinate 
aşa cum se arată în figurile 477 a și b. Se dă fiecărei grinzi sarcinile ce-i revin 
la nod și se calculează fiecare grindă în parte. Se suprapun apoi eforturile din 
cele două grinzi pentru aceiaşi bară. 

Se vede numaidecât că această procedare practică nu-i nici justificată și 
nici exactă, întrucât dă erori mari. Ă 

42. 1934, GH. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor. 
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K) Calculul eforturilor suplimentare în barele unei 

grinzi cu zăbrele. 

Una din ipotezele cari stau la baza calculului eforturilor din 

barele unei grinzi cu zăbrele este că barele se consideră articulate 

la ambele extremităţi. In realitate, această ipoteză nu se realizează 

din cauza îmbinării capetelor barelor. Prin îmbinările cari se fac, 

barele sunt, pur și simplu, incastrate unele în altele în noduri, cu 

alte cuvinte, unghiurile între direcţiile diverselor bare ce pleacă 

dintrun nod rămân invariabile. 

Dacă este așa, atunci în extremităţile barelor iau naștere niște 

nomente din cauza cărora se vor produce rezistenţe suplimentare 

în bare. 

E vorba să determinăm valoarea acestor momente. 

Aşa cum se prezintă grinda, este în realitate un sistem multiplu 

statie nedeterminat. 

După regulile date, gradul de nestaticitate este 3 mi + Pr — n. 

Insă cum my, =2n—3, r =3, atunci rezultă că grinda reală 

este de 3 (n — 2) ori static nedeterminată. 

Sistemul se transformă în unul static determinat presupunând 

momentele, dela capetele barelor, nule. 

Așa dar, grinda cu zăbrele articulată la noduri nu este altceva 

decât un sistem static al grinzii cu zăbrele reale. 

Am văzut cum calculăm eforturile din bare și deplasările nodu- 

rilor sistemului static determinat. 

Pentru a ne fixa ideile vom considera că deplasările nodurilor 

faţă de dimensiunile grinzii sunt infiniţi mici de ordinul întâiu. 

In grinda reală, distanța între noduri se modifică pe de 

o parte din cauza lungirii barelor, iar pe de altă parte din 

cauza încoroierii, provocată de momentele ce se aplică la capetele 

barelor. 

S'a arătat la calculul deformaţiei grinzilor drepte că din cauza 

momentelor, deplasările în lungul barei sunt infiniţi mici de ordinul 

al II-lea. Dacă facem abstracţie de aceste deplasări, atunci rezultă 

că poziţia nodurilor grinzii reale în stare deformată coincide cu po- 

ziția nodurilor în aceiași stare a grinzii static determinate. 

Prin urmare calculul deplasărilor nodurilor așa cum s'a arătat 

că se face pentru grinda static determinată rămâne valabil și pentru 

grinda reală. 
Să trecem la calculul momentelor dela capul barelor.
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Să considerăm un triunghi oarecare 021 din grinda cu zăbrele 
(fig. 478). 

Acest, triunghi îl facem static determinat introducând trei arti- 
culaţii în vârfurile lui. Așa fiind, triunghiul se găseşte tocmai în 
condiţiile în care este solicitat în grinda cu zăbrele cu barele arti- 
culate la extremităţile 
lor. 

In acest caz. pentru 
toate laturile M, = 90, 

iar A, este efortul din 

bara respectivă în siste- 

mul static determinat. 
In grinda reală ba- 

rele fiind  incastrate Figura 478 
unele în altele avem 

  

00 = 0, = 0, =0, de unde rezultă că i u=o=w=0. 
In acest caz, ecuaţiile (21) se reduc la: 

Aus + Yo + Za -| N, £6 de 

Aug + Yo + Zwy = | Ne 70 de 

Au, + Yo, + Zw. = x, ZO de 

Semnul sumei se întinde asupra tuturor barelor triunghiului. 
Să evaluăm de exemplu pe fAY, 25 de. Observăm că, pentru o 

aceiași bară, £0 păstrează o valoare constantă, iar fĂ, de repre- 
zintă chiar lungirea barei în sistemul static determinat. 

Dacă notăm cu uz, Uz Și tgp aceste lungiri, făcând calculele, găsim: 

În, 50 de = usa — us Cosf — up cos. 

Dacă se compară această expresie cu formula (12) dela aplicaţia 
(39) dela grinzile cu zăbrele, se constată că sunt identice. Deci punem 

Vo 80 de = de da , | Dde = dap | Ed de = aa4y 
în care 4a,... sunt cantităţile cu cari au variat unghiurile a... 
considerând grinda cu zăbrele cu barele articulate în noduri. 

Dimensiile barelor grinzii cu zăbrele fiind cunoscute Şi solici- 
tările fiind date, aceste cantităţi le putem calcula numaidecât, 

Ne mai rămâne să calculăm termenii Ur aaa 

42%
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Din formulele (24) se recunoaște numaidecât că putem neglija 

termenii ce au pe e ca variabilă. Se găsește foarte ușor: 

a = je do = d2(lo/ Lo + la/ lo) /3E ; a y do —dyd ha/GE lo 

y 2 do = did, ha /6E a, 

ul 

Vy = E do =d*(h2/ ha + bo/l0)/3E; p 

w = | do = dî(lao/ ao + n /la)/3E; we e z do =dode lo /6Eloe; 

A 
în care Î sunt momentele de inerție ale secţiunii barelor în raport 

cu axa neutră ce trece prin centrul de greutate al secțiunii. 

Dacă introducem aceste valori în grupul de ecuaţii de mai sus, 

dacă se ţine seamă de (18), dacă multiplicăm totul cu un / oarecare 

și dacă ţinem seama de notaţiile din (28), găsim: 

M, în + 2Mo (în + î02) + Ma 0 = GEI Aa 

Ma dp + 2M, (42 + 410) + Mo so > GEI AB 

Mo îzo + 2Me (120 + 420) + Ms An = GEI Ay 

adică tocmai formulele lui Clapeyron. 

Pentru fiecare triunghi al grinzii cu zăbrele putem scri un asc- 

menea grup de câte trei ecuaţii. 

Odată determinate momentele în noduri, cu ajutorul formulei 

(47) putem calcula momentele în capetele barelor ce se întâlnesc 

în același nod. 

Cu aceste momente calculăm grinda așa cum se prezintă în rea- 

tate. 

Acest calcul ne arată că surplusul de rezistenţă în grinda reală 

poate ajunge până la 50% din rezistenţele grinzii considerată cu 

nodurile articulate. 

Acolo unde însă sarcinile se aplică cu oarecari excentricități, 

când sarcinile se aplică între noduri sau când există momente A, 

în noduri, deosebirile sunt foarte mari și calculul indicat este necesar. 

În cazul indicat s'a văzut că sistemul de 3(n — 2) ori statie 

nedeterminat s'a redus la rezolvarea a n— 2 grupe de câte trei 

ecuaţii cu câte trei necunoscute. 

L) Grinzi Vierendeel. 

Modul în care se confecţionează construcțiile de beton armat 

şi sudarea pieselor la construcţiile de oţel ne impun condiţia ca să - 

nu mai putem considera barele unei grinzi cu zăbrele ca articulate 

în noduri. În aceste condiţii nodurile prezintă o rigiditate oarecare,
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care ar putea asigura stabilitatea grinzii chiar în cazul când am 
suprima diagonalele. 

O grindă Vierendeel este o grindă cu zăbrele formată din tălpi 
şi montanţii căreia i s'au suprimat diagonalele şi la care barele 
dintr'un nod se consideră incastrate unele într'altele. 

In genere ele se prezintă -ca în figura 479 a. 
Așa fiind, le putem considera formate din juxtapunerea a o 

serie de cadre ele: 

mentare a, b,... 

deci le putem cal- 

cula după norma 
acestora. 

Vom face mai 

întâiu sistemul 

  

  

static determinat, 

Observăm că 

dacă introducem 

articulaţii în 

toate nodurile, 
sistemul se tran: Figura 479 

    

  

slormă în unul 
articulat deformabil. Pentru a obţine un sistem rigid este suficient 
a introduce diagonalele 1—2, 2—5, etc. (fig. 479 b). Se observă 
numaidecât că avem o grindă cu zăbrele formată dintrun sistem 
de bare articulate la capetele lor și în cari putem determina toate 
eforturile după normele date la grinzile cu zăbrele. 

Găsim astfel şi eforturile în diagonalele introduse 1—2, 2—5, ete. 
Aceste bare însă nu. există în construcţia dată şi trebuesc su- 

primate. Ca să suprimăm bara 1—2 e suficient ca în nodul 3 apar- 
tinând cadrului a să introducem un moment 3 şi să considerăm 
barele 1—3 și 3—2 incastrate una într'alta. 

Dacă efortul din bara 1—2 este N, şi dacă distanţa dela nodul 
3 la bara 1—2 este d, se vede că putem suprima această bară când 

das = die 

Am pus indicele s pentru a arăta că acest moment a fost dedus 
pe cale statică. 

In mod analog suprimăm barele 2—5, ete. 
In acest mod grinda dată am transformat-o într'o grindă cu 

zăbrele articulată în toate nodurile sale, afară de nodurile 3, 7
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și 11 în care considerăm barele incastrate unele într'altele. Mo- 

mentele M, deduse pe cale statică se prezintă ca în fig. 48). 

Aşa dar, am transformat grinda dată într'un sistem rigid şi 

static determinati. 

  

  
Figura 480 

S'a arătat că în această privință avem o mare libertate. 

Am putea. transforma 'sistemul şi altfel. De exemplu. Consi- 

derăm barele tălpii superioare incastrate unele într'altele împreună 

cu primul montant. Restul de bare le considerăm articulate între 

ele şi în talpa superioară. 

; d 3 Oricum ar fi,       

putem găsi su- 

prafaţa momen. 

telor O datorite 

momentelor  A/, 

d ; 4 , care se aplică pe 
  

fiecare bară. 

Să ne ocupăm 

de partea static 

nederminată. 

Presupunen 

  

pentru aceasta 

4 5 8 

Figura 481 
barele articulate 

în toate nodurile 

şi la capetele lor aplicate momentele static nedeterminate. 

Vom scri apoi ecuaţiile ce rezultă din echilibrul nodurilor. Cu 

sensurile din figura 481 avem: 

— 20 —33 + 2 =0(a) 31 +32 —35 = 0 (ag) 

(0) 7343328 —0(aj) 3345457 —0(a4) 

Să scrim acum ecuaţiile (6) ce rezultă din deplasările virtuale 

distincte ce putem da sistemului.
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Dacă dăm o deplasare virtuală cadrului elementar b, care este 
un trapez, atunci după formula su avem: 

(4 — 50) /hg + —3 )/ha = 0. 

Insă după formula (47) avem: 

4=49 , 5,=53 , 3, =33 

Dacă facem înlocuirile și procedăm la fel cu toate cadrele ele- 
mentare obţinem: 

020 — 3â)/J2 — (0 — Î9/ho =0 (A); 
(42 — 53) /ha — (2% — 35) /ha = 0 (6); 

P (64 — 75)/he — (46 — 57)/h = 0 (A); 
(86 — 97) /hs — (68 — 79) /hg = 0 (6); 

Vom avea astfel (n —4) ecuaţii (a) şi 4(n —2) ecuaţii (f£) 
dacă n este numărul nodurilor. In total vom avea în —5 coefi- 
cienți nedeterminaţi. 

Să serim acum ecuaţiile lui Clapeyron. Vom avea: 

» 

2 î2o 20 Hizo 6 — dak Ba/he =0: 
120 20+2 (o -Hlo)0 + iul — Ba/he =0, 

ln 0+2 (4 lor 4 Az3) + îns 31+ Ba/h+62, =0, 
| Î3 12143 31+ a3— fa/ha+ 6 2,=0, 

| 22 23+ în 5202 + 60, =0, 

| aa + 253 +a + 60, =0, 
f hu 24 + la 42 + ae — Bo/ha =0, 
| da 24 + 2 la 2 — a, + fo/h =0, 

2 în5 35 + a 53 — aa + fu/ha +69, =0, 
135 35 + 2 1a3 53 + as — Bo/h, + 6 9; =0, 

i 
2 îns 45 + îns Bi —a, =0, 

îns 45 + 2 îns 5% + aş =0,
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Vom avea 3n -— 8 asemenea ecuaţii cari ne dau destul de lesne 

valorile momentelor în funcţiune de coeficienţii nedeterminați şi 

de încărcări. 
Aceste valori duse în ecuaţiile (a) și (f) ne dau coeficienţii 

nedeterminaţi 4 și f. 
Dificul atea constă însă tocmai în rezolvarea sistemului de 

3 n—d ecuaţii. _ 

Putem face un calcul aprozimativ bazându-ne pe considera- 

ţiunea că sistemul de ecuaţii este liniar și omogen și că deci putein 

suprapune efectele. 

Prin urmare putem considera în primul cadru, a, încărcate cu 

suprafeţe de momente numai barele 1—3 și 3—2 şi anume cu mo- 

mentele ce rezultă din momentul 34, pe care l-am determinat pe 

cale statică, iar toate celelalte bare libere de orice moment M,. 

In aceste condițiuni, rezolvând cele n —5 ecuaţii, găsim 

momentele dela extremităţile tuturor barelor. 
Cu cel de al doilea cadru V procedăm la fel și anume consider 

încărcate cu suprafeţe de momente numai barele 3—5 și 3—2 și 

anume cu momentele ce rezultă din 3, iar toate celelalte bare 

libere de orice moment. 
Dacă se procedează la fel cu toate cadrele și dacă se suprapun efec: 

tele se capătă evident acelaș rezuliat ca și când am considera barele în- 

cărcate cu toate suprafeţele de momente așa cum se arată pe figura 480. 

Se constată însă, când calculăm cadrul a, ca momentele din 

nodurile 4 și 5 sunt mici, iar cele din nodurile 6, 7 și cele ce 

urmează, neglijabile. 
Prin urmare. nu facem o eroare mare dacă la calculul cadrului 

a considerăm în ecuaţiile (a), (£) şi ale lui Clapeyron momentele 

din nodurile 4, 5 şi următoarele nule. 
Pentru calculul momentelor în barele cadrului a și a celor ce-l 

leagă cu b obţinem patru ecuaţii cu patru necunoscute. 
La calculul cadrului b, considerăm, în aceleași ecuaţii, nule 

momentele din 0, î, 6, 7 şi următoarele. Obţinem astfel un grup 

de 7 ecuaţii cu 7 necunoscute. 
Pentru calculul cadrului c, vom considera nule momentele 2, 3 

şi toate nodurile dela stânga acestui montant precum și momentele 

din nodurile 8, 9 și a tuturor acelora dela dreapta acestui montant. 

Obţinem iarăși 7 ecuaţii cu 7 necunoscute. 
In total vom avea de rezolvat 2 grupe de câte patru ecuaţii 

şi (n — 6)/2 grupe de câte 7 ecuaţii.
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Suprapunem apoi efectele. 
Evident că vom avea atâtea feluri de calcule aproximative câte 

feluri de aproximaţii putem face. 

Aplicația Nr. 148. Să avem o grindă Vierendcel de 16 m deschidere şi 3 m 
înălțime împărțită în 4 panouri prin montanţi verticali. Tălpile sunt paralele 
(fig. 482 a). Dacă I și Î, sunt momentele de inerție ale tălpilor şi montanţilur, 
vom presupune că avem 

k= 1/1 = 2. Pentru fiecare ha] F Itonă 
cadru elementar avem deci   A 

i=am ;  4=6m | -/ a 
| 

] 
vom presupune că în nodul? 
  

  

se aplică o forţă verticală 
F=1. fo 2 2 7 

Putem face sistemul rigid SS | 4 pr 
static determinat introducând N Dea N pr 
articulaţii în toate nodurile şi îi — i 2 — 
diagonalele 1—2, 2—5, 5—6 

și 6—9 (lig. 482 b). Asitel 
putem determina eforturile în 

toate barele. 

        Pentru a suprima diago- 
  

nala 1—2 e suficient ca în 

nodul 3 în bara 3—1 să intro- 

ducem momentul 31; a cărui 

valoare să fie egal cu aceia 

a momentului efortului din 

diagonala 1—2 în raport cu 

nodul 3 (fig. 482 c). 

Putem face aceasta mai 

simplu cu ajutorul deplasă- 
rilor virtuale. 

  
  

  

Figura 482 

Dacă unghiul 132 variază cu 6, atunci partea din dreapta a grinzii se rotește 
cu 0i. De pe figura 482 d se vede că avem 

0=1+8; 

Momentul 31; după sensul din figură este positiv și se roteşte cu 0, 
iar forţa I se lasă în jos cu 4 6; în care 4 este lungimea a panoului 6-8. Rezultă 
deci 31; = 1 tm. Exact la fel găsim: 35s= —1 tm, Tds=1 tm, 79 =3 im. 

Scriind echilibrul nodurilor 3 și 7 găsim 33, —2 tm, 765 = 2 tm. 
Acestea sunt momentele în barele sistemului rigid static determinat ales. 
Pe figura 483 a, la scară şi după convențiile admise, sunt reprezentate 

aceste momente. 
Pe această cale putem găsi și eforturile axiale în bare cari ne dai exact 

aceleași valori ca în grinda cu zăbrele. Nu le mai determinăm pentrucă în 
deformația sistemului nu ţinem seama de lungirea barelor. Tinem seama de 
aceste eforturi la fine, la calculul rezistenţelor.
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Să irecem la pariea nestalică a problemei. 

Ecuațiile (a) de echilibru nodurilor ne dau: 

SI + 95-35 = 0lag) 20-28 +33 = ol 
(«) 58 + 5 —57 = 0(ag) — 42 — 45 + 46 = 0(a,) 

15 + 716 — 79 = 0(aj) — 64 — 67 + 68 = 0ias), 

iar ecuaţiile din deplasările virtuale distincte ce putem da sistemului ne dau: 

(6) 20— 0+ 1—31=0(fa), 42—24+35—53=0(f) 
6 —46 + 57 —75 = 0(fr),  $—68+79— 9=0(f4) 

Inainte de a aplica ecuaţiile lui Clapeyron să evaluăm numericeşte 6 92,(1)....-. 

Avem: 

GO) him,  6Oaţrs)=  8tm? O O6da(zsj = —12tm2, O 6Datas) = — 9htm? 

62stas)= —8tm?,  602p(s5)= —htm?, O 6otsz)= htm?, 60-(5)= 8tm? 

62ulezj = 2htm?,  6Oeez) = 12im?,  6du(7yj=  2âtm?, 6Os(z9)=  12tm? 

In această evaluare s'a ţinut seamă că pentru montanţi avem k = 2 în con- 

formitate cu formulele (28). 

Să scrim acum direct formulele lui Clapeyron. 

8.20 +..4. 0—a + Ba=0, 
1.20 + 20. 0+6. 1—fa=0, 
6. 0+ 920. 1+4%:31+fa+4=0, 
4. 1+ 8.3l+as—fBa+8=0, 

12.32 + 6.23 +a —24 =0, 6.32 + 12.23 —a—12=0, 

8.35 + 4.53 —a3+fi—S=20,  4.35+ 8.53 +a—fB0—h=0, 

8.94 + +a—B=0, 4.94 + 8.42—a+f=0, 

12.5% + 6.45 4+a,=0, 6.54 + 12.45 —a,=0, 

8.57 + 4.75 —a+ fe +4 =0, a.57+ 8.75 +a—fo+8=0, 

8.46 + 4.64 +a,—fe=0, 446 + 8.64 —a+ fe=0, 

12.76 + 6.67 +a, +24 =0, 6.76 + 12.67 —a+12=0, 

8.79 + 4.9—a +fa+%4=0, 
4.79 + 20.9 + 6.5 —fBa+12=0, 
6. 9+ 20.8 + 4.63 +fu=0, 
4. 8+ 8.68 +a—fa=0. 

Rezolvind aceste ecuaţii găsim: 

192, 0 = — 60, — 203 + 24 fa 192. = 903 + Gaş— 24fBa 

192.20 = 270 + as — 36fa ș 2499.37 = — ap —9T7as+ 36fa—192 

18.33 = — a — 20 + 36 18903 = 2a+ a 

12.35 = 2a+ a—3f04+2  ; 19.55 =— ap—20p+ 3fi 
19.38 = —202— a + 3fi po 190.49= a + 2a0— 385 

18.5% = — a4—2a, 18.45 = 20, + aş 

12.57 = 20;+ a; —3Be 495 — a — 2apt 3Be-12 

12.86 = — 20, — a + 3Be 42.64 = a + dag— 3Be 

18.76 = — aș — 20, — 36 ; 18.67=  20+ a 

192.79 = ag +2Ta7—36Ba—576 ; 199.68 = —27as— ap + 36fa 

192. $= 8 = Ga + 2a, — 2 fa — 205 — 6a; + 24fa ; 192.
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Dacă aceste momente le introducem în ecuaţiile (f) găsim: 

10fa = 3, + 30, + 16, fb = at atata 

hBe= as+ asta tazrh ; 10fa= 30 + 30, —148 

Aceste valori ale lui f introduse în ecuaţiile de mai sus, ne dă: 

960. 0= 6a2+260,+192  ; 960. T=—26ap-— 6ap—192 
960.20=—81a—49a3—288  ; 960.31= 490—810,—672 

18.55—— 3aa + 5as—3a,+ a,+36; 48.53=  3a0-— ast3a—5ap+12 
18.3%—— Sa + 3ag— aa+3aj+12; 48.33= a Sast5a—3aj—12 
18.57=— 3a, + 5as—3as+ a—12; 48.75= 30 as+3ag—307—36 

18.46=— 5a, + 30j— as+30,+12;. 48.6â= a 3aşt5ag 30,12 

960.79= —49a, +81a,—2016 : 960.68 =—81a,+490,—864 
960. Î= 260+ 6aj— 576 ; 960, 82=— 6ag—9607+576 

Aceste valori le introducem în ecuaţiile (a). Obţinem 6 ecuaţii cu 6 ne- 
cunoscute a. 

Se observă că dacă aceste ecuaţii le adunăm şi scădem două câte două 
obţinem: 

Ga = 03 > 0405 s G=a0; 
și grupul: 

290, — 5a, = 66, 

—a+ 6as—a,= 19, 

Da — 29a, = 78, 

ale cărei soluţiuni sunt: 

d = 3196/1189, a, = 2436/4189, ag = — 9778/1189 

Valoarea momentelor este deci: 

0=—1=0,/30+0,2 ; 30=—a/30—08 : II = — 2/30 —0,7 
B=—af6+2 i; B=af6 i; 83 = (a 04) oh + 075 
53 (02 — 04/24 + 0,25; da —(0—a4) 24 + 0,25 
3 — aa) fn —095 ; î5=—3=—a,/6 
57 = (aa /20—095 i; 75 = (0 — ap) /24 —0,75 
26 = — (a —a4)/21 + 0,25; = — (a — a) /24—0,25 
76 = —a/6— 2 0; = a/6 i; 73 a4/30—04 
68 = —a,/30—09 ; 8 —9 = —04/30+0,6 

Dacă la aceste momente se adaugă cu semnele lor momentele deduse pe 
cale statică şi anume 314, 32, ete,, obţinem în definitiv valorile: 

0 = — 1 = 0,288 Si —20=—0212 ; 23 = — 35 — 0,n38 
2 = —35=02%  ; 53 = — 82 = 0,274 a3 = — 5 = 0,341 
46 = —57 = 0,067; 75 = —600=0433 ; 76 — — 67 = 0,389 
79 = —68=0822 ; 8 — 9=—0678 tm.
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Cu ajutorul acestor valori s'a trasat pe grindă curba momentelor (fig. 483 b). 

Din iînspectarea valorilor de mai sus și a curbei mornentelor se constată 

că la mijlocul montanţilor momentele sunt nule şi că cele două tălpi ale grinzii, 

în același panou, sunt solicitate la fel din punctul de vedere al momentelor, 

De asemenea se observă că și calculele prezintă oarecare simetrie. 

Dacă pentru o altă poziţie a sarcinei I” am repeta calculul de mai sus și 

dacă am ţine seamă de particularităţile acestei grinzi semnalate aci, atunci 

evident calculele se simplifică sensibil. 

“ Tiă 

  

Diagrama momendelor she 

  

  

  

Figura 483 

Pentru a putea calcula rezistenţele în diferitele porţiuni de grindă ne mai 

treubesc forţele axiale şi tăietoare. 

S'a arătat la alte aplicaţii cum din momentele la capul barelor deducem 

forța R= XE + Y7] pentru fiecare cadru elementar. Având pe X şi Y, avem 

deci eforturile axiale în bare datorite cantităților static nedeterminate. 

Dacă la acestea se adaugă cele rezultate din calculul static, atunci rezultă 

eforturile axiale totale şi deci avem toate elementele pentru a putea proceda 

la calculul secţiunilor.



XXĂVIII. LINII DE INFLUENȚĂ LA SISTEMELE 
STATIC NEDETERMINATE. 

Cantităţile static nedeterminate se găsesc cu ajutorul teoremei 
lui Castigliano, deci cu ajutorul deformaţiunilor. 

Deformaţiunile s'au văzut că sunt funcțiuni liniare de încărcări 
și funcțiuni de un grad mai înalt de elementele (parametrii) cari 
fixează poziţia forţei și secţiunea în care se caută deplasarea. Prin 
urmare, și liniile de influenţă a cantităților static nedeterminate vor 
Îi funcțiuni liniare de încărcări. Aceasta este important, căci vom 
putea suprapune electele. 

A) Linii de influenţă la sistemele simplu statie 
nedeterminate. 

Vom începe cu acestea pentrucă sunt cele mai simple. Vom face 
câteva exemple. 

1. Grindă continuă cu 2 deschideri şi reazime de nivel. 

2) Liniile de influenţă ale reacţiunilor. 

Presupunem totdeauna că sarcina F = 1 tonă este aplicată în 
secţiunea î. 

Vom găsi deocamdată linia de influenţă a reacţiunii Vo pe 
dou, căi pentru a o desluși mai bine. 

. Cu ajutorul lucrului mecanic virtual Sarcina F = 1 tonă ȘI 
reacţiile Vo V, şi Va formează un sistem de sarcini în echihbru, 
deci avem: 

1 = AV
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Pentru a aplica principiul lucrului mecanic virtual, dăm numai 

reazimului 0 o deplasare, celelalte rămânând pe loc (fig. 484). Ve 

fiind vertical, dăm reazimului 0 o deplasare verticală și anume 

deplasarea ce rezultă când în reazimul 0 aplicăm o sarcină verticală 

Vo=l tonă. În acest caz, rezultă 

  

, | în dreptul reazimului o săgeată 
i 2 ut Pi 

F TI Î  ooiar în dreptul sarcinei [o 
„o y _ NEI 

DP săgeată via. Conform principiului 
1 P . . . 
! pr lucrului mecanic virtual avem: 

PI 
1.vio = Vo Voo 

Figura 48% și deci 

Ve = %î0/%o0 

„29. Cu ajutorul teoremei lui Mazwell. Suprimăm reazimul O 

(fig. 485). Sub acţiunea lui F, extremitatea 0 a grinzii se va mișca 

oricum în sens vertical. Va trebui să aplicăm în reazimul 0 o reacțiune 

V, aşa fel ca să se aducă extremitatea grinzii în poziţiunea sa 

inițială. Deci săgeata în 

0, sub acţiunea lui Vo şi 

F = A tonă, trebue să lie 

egală cu zero. Ori, expresia 

săgeţii în acest punct este: 

Ve 999 — 1 Voi — 0. 

  

Ori, conforin teoremei 

lui Maawwell, avem: 
  

Voi =— Vio 

  

   
și deci 

V = Vio/ Poo 
AU IN] | 

Factorul  1/vo este Linia 

multiplicatorul liniei de Figura 485 

influenţă. 

    
      

Construcţiunea este foarte simplă. Suprimăm reazimul 0 și 

aplicăm acolo o sarcină Ve, =1 tonă (fig. 485 b). Construim 

axa deformată a grinzii presupunând grinda simplu rezemată 

pe reazimile 1 și 2. In mod cu totul analog, suprimând 

| reazimul 1, găsim linia de influență a lui V, (fig. 485 cc) 

care este: 

7 o. 
V, = va /on- 

 



  

b) Liniile de influenţă ale torţii tăietoare şi momentului încovoietor. 

1*. Să presupunem că voim să construim linia de influenţă a 
jorjei tăietoare din secţiunea z, secțiune cuprinsă în prima deschidere. 

Dacă sarcina este la dreapta secţiunii, atunci forţa tăietoare 
este chiar reacţiunea V.. Dacă forța F = 1 tonă, calcă la stânga 
secţiunii, atunci: 

sau 
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T=Va—l 

T = (Pio — 00) /Voo 

Prin urmare chestiunea este foarte simplă (fig. 486 a). 
2. Să presupunem că 

voim să. găsim linia de 

influență a momentului 

încovoietor în aceiași sec- 

țiune z. 

Presupun că sarcina 

PF = tonă calcă la dreapta 

secţiunii. Atunci momen- 

tul este dat numai de 

reacţiunea V., deci: 

M = Vo = vio 2/vao. 

Prin urmare, aceleași 

“ordonate ale axei defor- 

mate a grinzii servesc și 

pentru linia de influenţă 

a momentului încovoietor, 
ceea ce diferă este numai multiplicatorul care aci este: 2/Voo- 

Să presupunem că sarcina calcă la stânga secţiunii. Atunci: 

M = Voxr—1(2—a) = [bio — Voo (2 — a)/2) 2/00 

Pe figura 486b se vede valoarea ordonatei %oo (2 — a) /, care se 
scade din ve. 

Să vedem cum ezeculăm grafic aceste linii de influenţă. 
Suprimăm reazimul 0 și aplicăm în el o forță V, = 1 tonă 

(fig. 487). Avem de-a-face cu o grindă simplu rezemată pe reazi- 
mile 1 şi 2. Curba momentelor este un triunghiu și valoarea 

= %io/ oo —1, 

— (%oo — Vio) / Poo- 

  

fst 
pa 

a 4 
Z Z pă 

  

    

A
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o
 

   
  

  
Tigura 486 

  

     

i 

i 
or 

pr b ! ! 
1 ! 
' ! ! ! , 
[ “r 

Vol



9 
1 4 4 

h 

  

672 

momentului pe reazimul 1 este — lyj.. Cu această curbă de momente 

ca încărcătură și cu o distanță polară oarecare, construim axa 
deformată. Pentrucă săgețile în reazimul 1 și 2 sunt nule, linia 

de închidere va fi dreapta care are săgețile nule în aceste puncte. 

Săgeţile se măsoară dela 
această linie de închidere. 

Această curbă ne dă 
valorile lui vio și vo, deci 

tot ce ne trebuește pentru 

liniie de influenţă prece- 

dente. 

Să găsim prin calcul 
valorile lui vo şi vio. Pre- 

  

supunem E] constant pe 

toată lungimea grinzii. 
Figura 487 "A Avem: 

  

P lo "le 

Vo = | 2 ds/EI = -l a2dz + a) a2dz, [2] /EI, 

2 2 
= 2 lo l02/6 E]. 

Să oăsim valoarea lui o %io, când sarcina calcă pe prima deschidere. 

Avem: Vip = ( Mai Mo ds/EI. 

Prin urmare, va trebui să 

construim curba momentelor când 

sarcina F = tonă calcă în sec- 

țiunea i, adică pe ma, căci 

pe mzo l-am avut. Pe prima des- 

chidere: mo =—z, pe a doua: 

Mao = — loa 24/l. Pe prima des- 

chidere (fig. 488 a) în intervalul 

0 — a: Mai = 0, iar pe intervalul 

  

  

  

  

a — m: mai =—(2—a). Pe a 

doua deschidere: ma; = — b 2 /ha. Figura 488 

Deci: 
la 

( (2 — a) da + | 
„a 

= U/EI) | loa bai dz, /lia | 

va =0|21 oa 2 + b O lo + a) sri.
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Când sarcina cade pe deschiderea doua În» aplicăm aceeași for- 
mulă (fig. 488b). 

Atunci ma; = 0 pe prima deschidere, iar pe a doua, în intervalul 
0— a: Mai =b 2/lp și mai =a zi/l pe intervalul a — lo deci: 

Pio = —— (lo4/lia EI) | b | 

Vio = — loa ab (ho + b)/6la EL. 

E util adesea pentru calculul şi construcția liniei de influență 
de a utiliza notaţiile: 

a/l =a, b/l =, 

cua+f =l şi, în acest caz, a și f variază între O şi d. 
In acest caz, pe prima deschidere, avem : 

a “d 

za, da +aj a2da | 
o o 

Vio = 08| 2th +BQ2 +0 peri, 

pe a doua: 

Vio = — la lea B(1 + B)/6 EI, 
şi deci, pe prima deschidere: 

%i0/%0 = + f | 2 lo/ln + 8 (2 +a) | loa/lo2+ 

și pe a doua: | 

%i0/voo = ta (| + 6)12/ln loa 
expresiuni cari se pot calcula foarte ușor, cu ajutorul tabloului 
următor: 

  

    

a. afU+B | PQ+a B 
0,0 0,000 2,000 1,0 
0,1 0171 AO 0,9 
0,2 0,288 1,408 0,8 
0,3 0,357 14127 0,7 
0,4 0,384 0,864 0,6 
0,42 0,385 0,58 
0,5 0,375 0,625 0,5 
0,6 0,336 0,416 0,4 
0,7 0,273 0,243 0,3 
0,8 0,192 0,412 0,2 
0,9 0,099 0,029 0,1 
1,0 0,000 0,000 0,0   

43. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor.
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B) Linii de influenţă la sistemele multiplu 

statie nedeterminate. 

Prin o serie de exemple, vom indica procedeele cari se între- 

buinţează în asemenea cazuri. 

i. Procedeul întâiu. 

Se face întrun mod oarecare sistemul static determinat supri- 

mând atâtea reazime, legături sau bare câte este nevoie pentru a 

ajunge la aceasta. Heacţiunile reazimilor, a legăturilor sau eforturile 

din barele suprimate, le luăm ca necunoscute static nedeterminate. 

Necunoscuta a cărei linie de influenţă ne interesează. o exprimăm 

în funcţiune de F = și de poziţia acesteia. Aceasta va fi linia 

de influenţă. 

a) Liniile de influenţă ale reacţiunilor la o grindă continuă pe trei 

deschideri, cu reazime de nivel, 

Să găsim linia de influență a reacţiunii V,. 

Suprimând reazimile 1 şi 2, grinda rămâne o grindă static deter- 

  

  

| Fra minată pe reaziniile 

r 7 ” 7 7 O şi 3 și acționată de 

4 î î, î, forța F = 1 tonă 

- | Fitea N | (fig. 489) şi reacţiu- 
nile necunoscute V, 

Î, Aş, 
Grinda fiind con- 

tinuă, vom scri că 

săgețile sunt nule în 

dreptul reazimelor 1 

şi 2 sub acţiunea 

forţelor /' = 1 tonă 

  

  Fota . 

Figura 489 şi a necunoscutelor 
> si V V și Va. 

bi — Va n — Va =0, 
Vom avea: 7 

Vai — Va Va — Va oa = 0 
sau 

Vu Vave = tiv 

Va k Va va = Piz
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Prin urmare, în dreptul reazimului Î, vom aplica o forţă V, =1 

tonă şi vom găsi Vaz, Pie ȘI %a. Făcând același lucru cu V, = 1. tonă 

aplicată în reazimul 2, căpătăm pe va, Va ȘI ba. 

Ne rămâne acum să rezolvăm aceste două ecuaţiuni și vom găsi 

valorile lui V, şi V, sub forma: 

V, = Asa + Bu oi 

V, = Az fi + B, Via. 

Prin urmare, valoarea lui V, este suma celor două ordonate e 

ȘI Via multiplicate respectiv cu A, și B,. 

Metoda, după cum se vede este foarte simplă însă necesită multi- 

plicarea ordonatelor axei deformate cu coeficienţii A, și B, sau 

ceea ce e mai simplu reconstruirea lor cu alte distanţe polare așa 

ca să avem direct termenii A, ou şi Bibi pe cari îi adunăm apoi. 

Să presupunem că avem un sistem lriplu siatis nedeterminat, 
un caz foarte curent. 

bd) Linii de influenţă la grindă continuă eu patru deschideri. 

Vom avea absolut la fel. 

Oi > Via + Vana + Va a 

Vai — Va Oa + Vana + Va vas 

9pi = Va Va + Vasa + Va va 

cari rezolvate ne dau: 

V, = Asi + Bysai + Cu os, 

V, = Aa me + Ba ozi F Ca Var 

V, = Azi + b 9 + Ca Vai 

Prin urmare metoda este generală şi foarte simplă. Necesită 

însă rezolvarea acestui sistem de ecuaţii. 

Inconvenientul acestui procedeu este că în cazul când, de exemplu. 

termenul A, e. este foarte mare și termenii B, vai; + Civ sunt 

de acelaşi ordin de mărime însă de semn contrar cu precedentul, 

atunci rezultă pentru V, o valoare foarte mică. 

In acest caz, toţi termenii irebuesc calculaţi cu mare exactitate 

pentru ca valoarea lui V, să nu fie afectată de erori prea mari. 

Pentru a evita asemenea inconveniente, trebue să fim foarte 

atenţi la alegerea necunoscutelor static nedeterminate. 

Acest procedeu mai are inconvenientul că nu se pretează bine 

la calcule aproximative. 

Procedeul în genere este universal aplicat. 

43%
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2. Procedeul al doilea. 

a) Liniile de intluenţă ale reacţiunilor la o grindă continuă cu trei deschideri. 

Forţa / = 1 și reacţiunile își fac echilibru (fig. 490), deci avem: 

1 =ăV. 

Să presupunem că dăm o deplasare numai reazimului 1, şi anume 

deplasarea care s'ar produce acolo când în 1 aplicăm sarcina V, =1 
tonă. 

Atunei în dreptul reazimului avem deplasarea va, iar în dreptul 

o fa , 2 SAD . 
principiului lucrului 

2 nt 
î7 7 A /| mecanic virtual, avem: 

forţei vu și conform 
  

1 
1 
1 I 
i 
1 

1 va = Von    

      

| Fitz pentrucă deplasarea ce- 
- ona 

Figura 490 lorlalte  reazime este 

nulă. 

Formula aceasta ne indică precis ce trebue să facem. 

In acest mod, am adus problema liniei de influenţă la cazul siste- 

melor simplu static nedeterminate, însă pentru găsirea lui vu și 

* va trebui să rezolvăm în prealabil o problemă static nedeterminată. 

S'o rezolvăm în acest caz. Vom avea deci o grindă continuă cu 

  

două deschideri ll |n , , 
ŞI la şi pe prima des- Tr _ “I A 
chidere, la distanţele =—-—-—4, le bn   

  loa Și dp de cele două 

reazime O și 2, se aplică 

o sarcină de V, =] 

tonă (fig. 490). Ca să 

găsim axa deformată. 
  

  

za a   trebue găsită curba mo- (n r—z 

mentelor. Figura 491 

Vom proceda așa. 

cum s'a arătat la grinzile continui. Momentul în dreptul sarcinei 
V, = Ltonă este, considerând deschiderea Ip, + lie ca grindă simplu 
rezemată: 3 & 

3 : 

M, = loa la /lo2: 

iar momentul negativ în dreptul reazimului 2 este: 
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Ma, = — losha(loa “+ loz) /2losl = — Ma(lo + lo) /2l: 
în care 

I = loa + 2 + las: 

Putem acum determina unghiurile axei deformate în punctele 0,2 

și 3. 

Avem: 

0 = [M, (ha + lo) + Ma lo]/6 E 1, 

0; =2M, la [6 EI, 

03 = Me o f6 EI, 

deci toate datele pentru a putea scri expresia săgeți: pe orice 

deschidere. 
Pe prima deschidere lo, expresia ei va fi: 

vis = 0oa — 23| M,/loa + Ma/lo2]/6ET. 

pe a doua: 
vi = Oa — 22([ Ma /la — Maa/loa + 32) /6EI, 

pe a reia: 
Pin = ga, — 2%M2/0 ll, - 

jar 

esa = loulaa[2M, + Malo + loz)/lo)/6EI. 

Avem toate elementele pentru a construi prin puncte, linia de 

influenţă 

d) Linia de influenţă a momentului încovoetor pe reazemul 1. 

În grindă, în dreptul reazimului, continuitatea grinzii o înlocuim 

cu o articulaţie în care facem să acţioneze un moment M,, care 

echilibrează forţa P=1 tonă. 

  

  
Ca deplasări ale sistemului, fn 

ă 
A .———— 

dăm deplasarea care se pro- 7 A m 

duce când în 1 acţionează 

momentul M, = ltm. Cele pz----2 

două tangente la fibra defor- : 

mată în 1 fac unghiul 0, 

iar în dreptul lui F avem va 

(fig. 492), și, conform princi- 

piului deplasărilor virtuale, 

vom avea: 

MO = 1va. 

Să găsim expresia lui «; și O. 
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Pe prima deschidere avem, o grindă static determinată la ex- 

tremitatea căreia este aplicat M, = 1 tm.; vom avea: 

60 = lo /6EI Os = 2lo/6EI. 

S'a pus indicele s pentru a arăta că este unghiul la stânga rea- 

zimului din (Î. Cealaltă parte rămasă este o grindă continuă la ex- 

tremitatea căreia se aplică un moment M,. Cu ajutorul teoremei 
lui Clapeyron găsim: 

Ma = — şa /ha- 

Putem găsi deci: 

a ba 2 +M)/6 EI. 

0, = 2 Ma b/6 LI. 

0; = Ma l/6 El. 

Avem: 

Os = Os + Oua = [2 loa ro M/6 EI. 

Pe prima deschidere avem: 

oi = Oper — 22/61 E] = 2 (li —22)/6 lu E |, 

pe deschiderea doua: | 

va Oua e Op (000) Ola EL 
iar pe a treia: 

| ori = Op, — 2? M,/6 ba EL. 

Avem deci toate elementele necesare pentru construirea liniei 

de influenţă. 

Exemplele de mai sus ne arată că putem găsi oricând direct 

linia de influență a oricărei cantităţi static nedeterminate, oricare 

ar fi gradul de nestaticitate al sistemului. 

Vom da în cele ce urmează o metodă generală care se aplică 

în mod relativ''comod. 

3. Metoda secţiunilor incomplete. 

a) Generalităţi. 

Când facem o secţiune într'o bară oarecare, pentru a restabili 

echilibrul, va trebui ca în fiecare din cele două feţe ale secţiunii 

 



  

679 

ce rezultă, să introducem — egale și de sens contrar — câte un mo- 
ment M,, o forţă tăietoare 7 și o forță axială N. 

Dacă, secțiunea fiind făcută, cele două feţe ale ei se deplasează 
după normala comună cu u = up; + uq, ue, fiind deplasarea feţei din 
stânga secțiunii și ug a celei din dreapta, dacă în planul secţiunii 
se deplasează cu v =, + va și dacă ele se rotesc cu 0 =, -+0a, 
atunci lucrul mecanic virtual al celor trei cantități din secţiunea 
considerată (fig. 493) va fi: 

L = MO + To + Nu, 

Dacă, în loc de a face o secţiune completă, facem una incompletă 
așa fel, de exemplu, ca după deformaţie, 
u și v să fie identice pentru ambele feţe 
ale secţiunii şi numai orientarea celor 
două feţe să difere, atunci evident că 
Tv = 0, Nu = 0 și deci lucrul mecanic 
are expresia: 

  

L = M9. Figura 493 

Aceasta revine la a zice că în secţiunea considerată am introdus 
o articulaţie, căci numai în acest caz deplasările u și v, după defor- 
maţie, sunt aceleași pentru ambele feţe ale secțiunii. 

In același mod, putem face o secţiune incompletă așa fel ca 
cele două feţe ale ei, după detormaţie, să aibă aceeaşi orientare, și 
deplasarea în sensul normalei să fie aceeași, cu alte cuvinte, cele 
două feţe ale secţiunii după deformaţie să prezinte una faţă de alta 
numai o deplasare în planul lor. In acest caz, expresia lucrului me- 
canic, relativ la această secţiune, va fi: 

L = To, 

căci MO =0 şi Au =0. 

Prin urmare, cu ajutorul secțiunilor incomplete putem face ori- 
când ca din expresia lucrului mecanic să dispară toate cantităţile 
afară de aceea care ne interesează. 

b) Ecuațiile liniilor de intluenţă. 

Să presupunem că avem un sistem multiplu static nedeterminat 
acţionat în secţiunea i de o forță F = 1 tonă. Să presupunem că în 
secţiunea z introducem o articulație în care acţionează un moment 
M care echilibrează forța P =1 tonă, cu alte cuvinte, M este
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momentul care se desvoltă în secțiunea z când în secţiunea : 

este sarcina, F = | tonă (fig. 494). 

Ca deplasări ale sistemului luăm axa deformată a grinzii ce 

rezultă când în secţiunea 2 aplicăm un moment M = îm. 

Atunci cele două feţe ale secţiunii fac între ele un unghi Ozzm, iar 

în secţiunea i se produce o săgeată vizm. Conform principiului 

lucrului mecanic virtual vom avea 

1 Pizm = MO 

pentrucă lucrul mecanic a tuturor celorlalte cantităţi static nede- 

| Fu terminate sau static deter- 

—- — — minate este nul, deoarece 

sau au deplasări cari se 
anulează, adică sunt egale 

! i, 

: ! 
, . 

' , 1 ! 
' şi de sens contrar, sau sunt     

nule. 
În acest mod, obţinem 

pe rând: 
- 

Tozu = Piz 

Nuzr, = Pine 

După norma arătată an- 

terior, semnificarea lui vaz 

este: săgeata cu care se de- 

Figura 494 plasează în planul ei sec- 

țiunea z când în ea aplicăm 

o forță tăietoare T = 1 tonă, iar Via, este săgeata care se produce în 

acest caz în secţiunea i, 

Din cele de mai sus rezultă că putem exprima direct pe M, 7 

şi N din secţiunea considerată în funcţiune de viz, deci putem cons- 

trui direct linia de influenţă pentru fiecare din cantitățile de mai sus. 

Prin urmare, metoda e generală. 

E vorba acum să găsim explicit expresiile lui Gaz, vaz Piz» ete. 

Observăm mai întâi că inversul cantităților Gaz, Vaz ȘI Uzz VOL 

fi multiplicatorii liniilor de influenţă a căror ordonate vor fi date 

de Piz. 

Pentru a găsi explicit aceste valori, trebue făcută încă o obser- 

vaţie generală și aplicabilă tuturor ecuaţiilor de mai sus. 

Pentru a o concretiza, ne vom ocupa de linia de influență a 

momentului. încovoietor.
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c) Linia de influenţă a momentului încovoetor. 

Când în secţiunea z am introdus o articulaţie și când, asupra 
celor două extremităţi de grindă cari își. au capetele lor în această 
secţiune, am aplicat un moment M = 1 im, pentru ca deplasările celor 
două extremităţi să fie aceleași va trebui ca u și v ale lor să fie 
identice. Pentru aceasta va trebui ca să introducem în cele două ex- 
tremităţi câte un T și N necunoscute aşa fel ca să satisfacă acestei 
condițiuni (fig. 495). 

Vom afecta cu indicele s deplasările extreniităţii grinzii din 
stânga și cu indicele d aceleași pentru grinda din dreapta. 

Pentrucă acum este vorba numai de sec- 
țiunea z, pentru simplificarea scrisului vom Mii A 7 W Mit ” 

suprima indicii zz. Ținând seamă de sensul V/. CR 

> 
solicitărilor din figura 495, vom avea: 
sn — Nusn — Tus = uam — Nuan + Tuas, Figura 495 
sm — Nu m Tosa = am — ÎNvan + Topa 

Indicii m, n şi t arată că deplasările sunt produse respectiv de: >RŞ | ) 
M = lim, N =1t,și 7 =, aplicate în secțiunea z. 

Din aceste două ecuaţii deducem pe A și 7, întru cât toate 
celelalte sunt cunoscute. 

Odată N și 7 cunoscute, putem seri valoarea lui Op ŞI Vis În 
funcţiune de aceste cantităţi şi de M = tm. 

Vom avea. de exemplu, pentru 0. valoarea: 

ez = Os + Ban —N (0sn + an) —T (0 Îi 0). 

Valoarea lui v; pentru ramura din stânga, va fi: 

Piz = Pizm — Toi — Noizns 

iar pentru cea din dreapta: 

Vie = Pizm + 1 Vint — Noizne 

Ultimele două ecuaţii ne arată că linia de influenţă o; este 
suma a trei linii de influență date de M =1 tm., T=1ltșiN=1t, 
însă ordonatele ultimilor două sunt multiplicate cu T şi N date de 
ecuaţiile de mai sus. 

Grafic chestiunea se simplifică pentrucă odată aflate 7 şi N 
putem construi direct linia de influenţă cu aceste valori și cu M= 1 tm.



| i 
) 
, 
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d) Linia de influenţă a forţii tăietoare. 

Vom proceda în mod cu totul analog. Secţiunea incompletă va 

fi aşa ca să permită numai o lunecare a secțiunii în planul ei, pe 

când deplasarea în sensul axei barei şi orientarea celor două feţe 

ale secţiunii după deformaţie să rămână aceleași (fig. 490). 

Vom avea: 

Usi + Musa — Nusn = — ua — Muam + ÎN tan: 

6 MO _ NOsu — + Ba + M Dam aa NOans 

ecuaţii cari ne dau valorile lui M şi N. 

Valoarea lui va va li: 

Paz = Vs F Par — M (bona — Pau) —N (Van + van). 

Ta Pentru ramura din stânga avem: 

N = Piz = — Pia + Mvoizm + Î vine 

M şi pentru ramura din dreapta: 

Viz = Pin + Mvizm — NPiane 

Figura 496 Absolut analog se procedează și la 

determinarea liniei de influență a lui A. 

Din cele de mai sus, se vede că oricare ar fi gradul de nestati- 

citate al sistemului, de îndată ce putem scri sau construi valorile lui 

u, v și 0 pentru ambele capete ale grinzii din secţiunea z sub acţiunea 

lui N=1t, T=tt şi M=lim,., atunci cu ajutorul secţiunilor 

incomplete — pe baza egalităţii deplasărilor — putem afla două din 

cantităţile static nedeterminate din secţiune. Cu ajutorul acestora 

și a celei de a treia — egală cu unitatea — putem scri deplasările 

în orice punct al sistemului și deci putem afla linia de influenţă a 

cantităţii care ne interesează. 

In cazul nostru, când am considerat în secţiune trei cantităţi 

N, T şi M, deplasările u, v şi 0 din secţiunea « sunt în număr de 

18. In cazul cel mai general când am considera toate cele 6 soli- 

citări din secţiune, numărul deplasărilor u, v, %, 0, etc.... estede 72. 

Se înţelege că în cazul general când vom avea de aflat 5 can- 

tităţi din secțiune, chestiunea este mult mai anevoioasă, numai 

din punctul de vedere al calculului. 

Aplicația Nr. 149. Se dă o grindă orizontală incastrată la ambele capete, de 

deschidere | şi de secţiune constantă. Secţiunea z în care se caută linia de
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“influenţă este fixată prin distanţele z și a, dela cele două capete (stânga și 
dreapta) ale grinzii. Secţiunea i în care calcă sarcina [= 1 este fixată în același 
mod prin distanţele a şi b (fig, 497). Vom presupune peste tot N = 0 și că 
u = 0 pe tot lungul grinzii. 

Im aceste condiţii, din formulele precedente ne rămâne să evaluăm: 

Gsm = 7 em = a,  osiam = az, 
am = a vim= ba? vam = zb, 

da = pat, vs = gat e sit = (3a—aj, 
Da = zei e o = gat, eg = 403). 

Toate cantităţile de mai sus trebuese împărțite cu EI care în formula li- 
nici de influenţă va dispare întru cât intră F 
la numărător și numitor. 0 

1. Să găsim linia de influenţă a mo- . Ţ 
meniului încovoielor din secţiunea z. a. z — zh 

Introducând valorile de mai sus în expre- 1 - 

  

    
  

  

Q
*
 

N 

sia care ne dă pe T pentru acest caz avem: Figura 497 

T = 3(a2—z)fA (a + a?). 

Valoarea lui Ozz va îi: 

Oz = Bf (a + a). 

Valoarea lui vix, pentru ramura din dreapta, de exemplu, va fi: 

vix = Lb[lz + a (rr — zl /4 (22 + z?), 

și deci 

AM = vix/0za = b2 [la —a (2 — 2)]/E. 

În mod analog pentru ramura din stânga: 

M = a? [la —b (2 —z)]/B. 

2. Să găsim linia de influenţă a forței tăietoare din secţiunea z. 
Introducând valorile găsite anterior în expresia care ne dă valoarea mMo-= 

mentului avem: 

M = $ (a — 1). 
Valoarea lui vaz va fi: 

Vaz = 5 B. 

Valoarea lui viz pentru ramura din dreapta, este: 

1 
via = 33062 (+ 2a) 

şi deci 

T = vizfoze = (+ 2a)/B, 

iar pentru ramura din stânga: 

= —a2(1+ 25)/B 

Linia de influenţă a forţelor tăieto âre are aceeaşi formă în raport cu para- 
metrii a şi d. 
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4. Procedeul al patrulea. 

Se știe că deformaţiunile se exprimă în funcţiune de supra- 

feţele O şi momentele statice Sale suprafeţei momentelor a tuturor 

solicitărilor static determinate și nedeterminate. 

Prin urmare, deformaţiunile vor varia întocmai ca aceste can- 

tităţi, O şi S. 
La construcţiunile static nedeterminate toate solicitările s'au 

separat în două: solicitări ale sistemului static determinat cari ne 

dau 2, și S,; şi solicitări static nedeterminate cari ne dau 42, și Sn. 

In ultimele expresiuni intră numai cantităţile static nedeter- 

minate, pe când în primele intră forțele /' cu mărimea, direcția şi 

poziţia lor. 
Sa văzut că linia de influenţă se construește pentru PF = | tonă și 

o direcţie dată a acesteia. Ceea ce variază în expresiile 12, și S; 

este numai poziţia forţei. Cum putem scri oricând expresiile lui 

O, şi $, în funcţie de poziţia forţei F= 1 tonă, înseamnă că am scris 

chiar expresia liniilor de influenţă a cantităților ce ne interesează. 

Aplicațiile făcute la arce, cadre, etc., sunt chiar liniile de in- 

fluență a cantităților calculate acolo.



XXIĂ. EFORTURI DINAMICE. 

In toate cazurile de până acum am considerat că sarcinile se 
aplică pe construcţiuni în mod static, adică crese în mod continuu 
dela valoarea iniţială zero până la valoarea finală Fi. 

Am mai presupus până acum că sarcinile aplicate pe construc- 
Huni sunt în repaos. 

In cele ce urmează vom presupune, pe de o parte, că parte din 
construcțiuni nu mai sunt în repaos, ci în mișcare, iar pe de altă 
parte, că sarcinile nu se mai aplică static, ci brusc sau cu o oarc- 
care iuţeală, | 

Din prima categorie fac parte toate organele de mașini cari 
sunt în vnişeare. Acestea fiind în mişcare, diferitele lor particule 
sunt animate de diferite acceleraţii cari multiplicate cu masele 
respeclive ne dau forţele de cari sunt animate acele particule. 
Având forţele cari solicită diferitele elemente ale construcției, pu- 
tem determina momentele încovoietoare, forţele tăietoare, ete,, deci 
putem determina rezistenţele interioare a pieselor în mișcare. Din 
cele de mai sus se vede că problema principală este una de dina- 
mică și numai după ce aceasta a fost rezolvată trecem la partea 
propriu zisă, de rezistenţă. Prin urmare, problema este identică ca 
la sarcinile statice unde mai întâi este vorba de o problemă de 
statică și în urnă una de rezistenţă. 

Din a doua categorie de probleme fac parte acelea la cari sar- 
cinile se aplică brusc sau prin lovire. Din acest mod de aplicare 
a sarcinilor, rezultă un surplus de rezistenţe în piese faţă de ace- 
leași sarcini dacă s'ar aplica static. 

O altă categorie de probleme este aceea în care șI sarcinile și 
construcţia sunt în mişcare. Acestei categorii aparţine vibrația 
construcţiilor. Ne vom ocupa pe rând de fiecare din aceste probleme.
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A) Eforturi dinamice datorite mişcării. 

Aci intră calculul tuturor pieselor în mișcare. Vom arăta prin 

câteva exemple în ce constă acest gen de probleme. 

1. Calculul unei bare de acuplare. 

Bara AB =, articulată în A și B, se rotește în jurul punctelor 

0, şi O, fiind legată de acestea cu barele 0,4 =0B =r. luţeala 

  

  p —— mn z—mi constantă de rotaţie este w (fig. 

4 PR 498). Greutatea barei pe unitatea 

- de lungime o notăm cu p şi masa 

corespondentă cu m. 

Punctul C de pe bara AB 

este definit de: 

C = ”B A aa, 

Pigura 498 a şi f fiind direcţiunile barelor 

AB şi OA. 

Derivând în raport cu t (timp) avem: 

dC/di= o =r dB /dt, 

  

pentrucă 7, & şi «a sunt constante. 

Insă 

d$/dt = B, dB/di= Bo, şi deci: 

» = firo. 

Dacă mai derivăm odată, avem: 

9 = — Bra, 
pentrucă: 

d,/de = —F dfu/dt = — Bdf/d = — Bo 
şi do/dt = 0. 

Se vede că reacţiile datorite acestei acceleraţii sunt dirijate 

către — f. 

Componenta acestei acceleraţi: după normala la secţiunea barci i 

AB o notăm cu 4, iar după tangenta la secţiune cu v/. Vom avea: .. 

pp = —ro? cosf şi pp, = — ro sinf, 

cari sunt maxime pentru f = 0 şi f = 7/2, când au valorile ro. 

Bara AB o vom calcula cu o grindă simpli rezemată în A și B, 

deci de deschidere 7, supusă la forțele mro? pe unitatea de lungime,
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care ne dă un moment maxim de + mro?l2, La rezistenţele ce rezultă 

din această formulă vom adăuga rezistenţele din greutatea pro- 
prie și din forţele ce transmite punctul A punctului B. 

Bara O,A este supusă la o tensiune care rezultă din reacţiunea 

barei AB egală cu 4 mro?l şi din acceleraţia elementelor barei 0,4. 

Intr'un punct al acestei bare avem A Para dr şi va fi maximă în 

0, unde are valoarea 
Y 

co2dr, = 02 ț maPyco?dr, => muro?. 
„0 

Aci my este masa barei O,-i pe unitatea de lungime. 

2. Calculul unei biele. 

Să presupunem că biela se află în poziţia din figura 499. O, este 

poziţia punctului mort, O axa de rotaţie, A şi B extremitățile bielei. 

Notăm 0,4 =a =aa, AB =l=If, 0B=r= re. Vectori uni- 

tate normali pe f şi g îi notăm respectiv cu fi și &, și vor avea di- şi Ș 
recţiile pozitive în sensul 

mișcării. 

Mai notăm cu vp viteza 

punctului A, v viteza unui 

punct oarecare de pe bielă, 

w, iuţeala de rotaţie a bielei 

şi w aceea a arborelui pre- Figura 499 
supusă constantă. 

Ori în ce poziţie ar fi biela, distanţa 0,0 rămâne constantă. 

Să exprimăm aceasta: 

aa +If—re=(i+ra, 

  

sau 

() IB — re =(U+r—aa 
Dacă derivăm această ecuaţie de două ori în raport cu t vom 

găsi relaţii între op, 4%, 0, 0 Şi wi. 

Dacă se ţine seamă că I, 7, a şi w sunt constante și că: 

dB/dt = Bdf/dt = Bou. 
bB/de = d (fo) /dt = — Bo? + Bioi, 

pentrucă 

„o dfu/de = — BdBu/de = — BaB/dt = — Box 
atunea căpătăm: 

0) fl O —quro = — av 

(3) l (Bot — fo?) + pro = — av;
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Din aceste relaţii scoatem toate legăturile între cantităţile cari 
ne interesează. 

Dacă multiplicăm ecuaţiile (1) (2) și (3) vectorial cu a, avem 

(4) l sinf = r sing, 

(5) | w, cosf = ro cosg, 

(6) o > (0 — 02) tgf. 
Multiplicând convenabil ecuaţiile 1, 2 și 3 scalar sau vectorial 

cu a, f, e, f, și e căpătăm alte serii de relaţii cari nu ne interesează. 
Să considerăm pe bielă punctul C fixat prin distanţele « și z, 

și definit de relaţia: 

C=aa + af. 

Dacă se derivează în raport cu t şi se notează dC/dt = v, avem. 
ținând cont şi: de relaţiile precedente stabilite prin derivare: 

(7) 9 = av + zi 

(8) o = avp' + z (fo —Bo?). 

Dacă din ecuaţia 3 se scoate valoarea expresiei fi. — fo? şi 
se înlocueşte în (8) se găseşte: 

(9) Pi = (av — pe rw?) /l. 

Figura 500 arată distribuţia acceleraţiilor dealungul bielei AB? 
Pentru a găsi momentul încovo- 
ietor, forța tăietoare și forţa axială 
ne trebuesc componentele acestei 
aceleraţii după normala la secţiune 

On! şi după planul tangent la secţi- 

une v/. Căpătăm aceste două ac- 

Figura 500 celerații din (8) sau (9) multipli- 

cându-le scalar cu f şi f,. Avem: 

On = 20? + ro? cos(f + o), 
7 

vi = — ao — ro? sin (f + o). 

  

Expresia momentului încovoietor într'o secţiune oarecare z este: 

M = ţa [o (+ a) +3ro?sin (6 + o)], 

expresie care depinde de doi parametri z și g, al cărei maxim este 
mai complicat. Se adoptă în acest caz o soluţie aproximativă. 
Având în vedere că raportul r/l este mic, vom admite în mod 
aproximativ că paranteza este maximă atunci când sin ($ + e) = 
maxim = 1.
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În acest caz: 

B+op=n/ , cosf=sine , tf = r/l, 
w, = orb > = — ro? (1 -— r4/0)/1, 

din care rezultă: 

pi = — ro? (2 ++ 1/1) /l. 

Aceasta ne arată că accelerația pe bielă variază liniar (fig. 501). 
Numai în cazul când se neglijează termenul 14/k, numai atunci 

variaţia este după un triunghiu. 
Dacă această acceleraţie se multiplică cu masa m a elementului 

de bară se găsește forţa la care este A 
supus fiecare element. 

In aceeași ipoteză: 

On = 20? = zor /h, 
deci neglijabilă. e 

In cazul cos (£ + e) =1, avem: 
w=orfl o =0, 

on = ro (1 + 2/2: vi =0. 

Forţele ce rezultă din aceste accelerații se adună la forţele 
axiale ce rezultă în bielă din cauza presiunii de piston. 

    
    
   

  

A CA 
ANA AAA NANA 

SA 

      

Figura 501 

3. Calculul barei unui pendul. 

O bară grea oscilează în jurul unui punct O, având la extremi- 
tatea ei, A, aplicată o forță verticală / (fig. 502). 

Să se găsească reacţiunea în 0, momentele 
încovoietoare, forţele tăietoare şi normale în bara 
OA. 

Bara are greutatea p şi masa m pe unitatea 
de lungime. Lungimea ei este 1. 

Mai întâi va trebui să găsim condiţiile de miş- 
care ale întregului sistem. 

Vom utiliza teoremele relative la cantitatea 
de mișcare. Considerăm punctul B de pe bara OA. 
Avem: 

| 

| 

: 
| 
| 
| 

  

» v=zooj, 
Figura 502 - 7 1 9 

= (og — 20). 
Din prima teoremă deducem: 

! 
(o' 9, — we) | m ada Fl/e) =(F+pbha+R 

4%. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor.
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Paranteza doua reprezintă momentul static în raport cu punctul 

O al maselor în mișcare pe care-l notăm cu Sp, și mai notăm 

F+pl=F,. Vom avea deci: 

(1) (o'9, — 029) Ss =Fa +. 
Luăm acum momentul tuturor forţelor în raport cu punctul 0. 

Notăm e, = f şi ţinând cont că ga =—au9=— B sing, avem: 

(2) o'J = — Mo sing, 

în care J este momentul de inerție al maselor în mișcare în raport 

cu punctul 0, şi notând Me =(F+pl)l, din (2) deducem: 

(3) 1 J o? = Me (cos — cos). 

ep fiind amplitudinea oscilaţiei. 

Din ecuaţiile (2) și (3) avem w' și o. 

Aceste valori introduse în (1) după ce am notat: 

Fa = MoS5o/J, 

5*) = g sing + 2e (cose — cosgo), 
ne dă: 
(4) R+Fa+ Fo =0. 
Cu ajutorul forţei fictive F> am adus problema la o problemă de 

statică, în care R este o funcţie numai de e. 

Se poate studia variaţia lui R analitic, însă e mai ușor grafic 

ca în fig. 503, care interpretează ecuaţia (4). 

Dintr'un punct O descrim un cerc cu raza 

FA. Ne fixăm direcţia g și unghiul ge. Luăm 

o rază OA care face unghiul e cu direcţia 

p. Direcţia g, este normală pe e. BA 

reprezintă tocmai clizsing. CB reprezintă 

F, (cosg — cos). Luăm CD = CB și atunci 

avem DB = 2 Fpo (cos — cos). Compunem 

DB cu BA şi rezultanta DA reprezintă 

tocmai F,6. Aceasta la rândul ei o com- 

punem cu Fa care face unghiul g cu direcţia 

e. Atună ED = R. Urmărind această con- 

strucţie foarte simplă se vede că R este 

maximum pentru € = Y când are valoarea 

Figura 503 RR, = —[F, +2 Fr, (| — cos 0)] 

şi minimum peniru g = go, când are valoarea: 

R2 =FP2 + Fa (Pa—2 FF) sin?eo: 

    
*) 6 aci nu este vector unitar, ci are şi o valoare scalară diferită de unitate.
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De pe figură se vede și direcţia reacţiunii R în raport cu di- 
recţia a sau g. | 

Să căutăm celelalte elemente cerute de enunţul problemei. 
Aceeleraţia întrun punct al barei este: 

= —6 a 17/Se. 

Forţele ce acţionează bara pe intervalul dela a la I, adică pe 
distanța l—z =, sunt: 

|. Masa barei multiplicată cu acceleraţia pe acest interval, deci: 

— 3 m (E — 22) 61/59 = —4 p (2— 22) 5F,/gSe 
2. Forţa ce rezultă din acceleraţia masei I'/g care are accele- 

rația — 01 1*,/Sp, deci 

— FO F,/g Sa. 

Notăm [Il + + p (E — 22)]/g = Su, care nu este altceva decâl 
momentul static în raport cu punctul O al maselor situate la dreapta 
secțiunii «, adică pe intervalul z,. Așa dar, avem până aci: 

— 5 1,5./5e. 

3. Mai avem apoi greutatea Darei şi forța I care ne dau rezul- 
tanta 

(Ie + paza. 

In rezumat, suma tuturor forţelor dela stânga secţiunii este, 
luând 3 cu semn schimbat: 

TF, = (PF + pa.) a + 5 [,S,/So. 

Forţa axială o găsim proiectând Fi, după direcţia g, deci [e 
şi rezultă: 

A = (P + pap) cosp + 2 F,S, (cos — cos 70) /So- 

> 

Forţa tăietoare va fi proiecția lui Fi, pe direcția — q,, deci: 

D= —(P + pa — F2Se/So) sing 

7 

Momentul încovoietor îl deducem din relația M= f Tde, inte- 
grând între « și [. Găsim: 

Ma = — a (PF pa — (Fir apa O + 2)] 12/85o) since. 

Momentul este nul în O și +A şi este maxim pentru o = go şi 
în secțiunea în care 7 =0. 

3 je
 *
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4. Calculul unui arbore solicitat excentric. 

Un volan este montat înclinat cu un unghiu ( pe arborele care-l 

susține și care are o iuțeală unghiulară c. Să se găsească momentul 

încovoietor din arbore și valoarea reacţiunilor din lagăre (fig. 504). 

Direcţia axei de rotaţie o notăm cu au, direcţia normalei pe 

planul volanului o notăm cu 0. Aceste două axe fac între ele un- 

ghiul 0. | 

Presupunem că m este masa elementului de arc ds = 1 a vo- 

lanului concentrată la distanţa r = rg de centrul O al volanului. 

Elementul de masă dm = mds = mrdg este supus la o forţă cen- 

trifugă normală pe axa a a cărei mărime și direcţie este: 

dm 2. BA. 

  

Insă, BA este componenta lui 7 descompusă după direcţia u și 

normala la aceasta și are valoarea și direcţia: 

BA =ar.u 

Momentul acestei forţe în raport cu punctul O, va li: 

dM = dm.o.r.ar.a = dm.o2.ar.ar, 

dM = dm... aș. ac. 

Ne rămâne să evaluăm cantităţile ag şi ac. 
Notăm cu 7 vectorul unitate normal „pe planul determinat de a şi 

0 şi a cărui valoare și direcțiune este 7 = a0 /sin8. 

Din A, în planul volanului, 

cobor o perpendiculară pe direc- 
țiunea 7 şi notăm direcția CĂ cu 

f. Această direcţiune este nor- 

mală şi pe G penirucă este cu- 

prinsă într'un plan normal acesteia 

şi deci avem fi = 9p. 

In triunghiul OAC avem: 

  

re = pr coso + Br sine 

Fsgura 504 sau _ _ 

e = pcoso + Bsinc. 

notând cu g unghiul între direcţiile > și ge. Multiplicând această 

relaţie scalar și vectorial cu a, avem: 

ag = sing sinț, 

ag = ay coso +a sine.
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Produsele ap şi af sunt independente de poziţia punctului A 
pe volan. 

Vom avea: 

dM = dm.o02.r2.sin0 (ap sin 2 o + ap sin20), 

= mor? sin0 (ţa sin 29 + ap sin2g) de. 

Momentul total se va găsi însumând toate acestea în inter- 
valul 0— 2. 

Avem: 

ȘI deci 

M = armor sind .af. 

Dacă momentul de inerție al volanului în jurul axei ( este J, ştim că avem 

ÎI = 2 arm? 

  

ŞI deci: 

M = 1Jo?, sin0.af. 

Insă 

af = a.0p = — 7 cos, 

şi deci: 

M = — 1Jo? sin 2 0.7. 

Prin urmare, axa momentului este dirijată către — 7 și are va- 
loarea 

M = 1Jo? sin 20 = 1Jo2.4 sin 2 6. 

Acest. moment se învârteşte odată cu arborele. Dacă distanţa 
între lagăre este Î, atunci reacţiunea pe un lagăr va îi M/l. 

Exemplu numeric. Greutatea unui Yolan este 4000 kg , r=12 m eu 180 rotații pe minut, volanul fiind montat deviat, dela planul normal pe 
arbore cu 30'. Avem 

M=- (4000 /9,81) 1,22. 2 sin 20 
w = 180xX 27/60 = 18,850 , sin20= 0,01745, 

care dă M = 910 kg m. 
Rezultă de aci imporianţa ce trebue dată montajului acestor volane.
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5. Calculul eforturilor produse în şini şi în osia unui 

vagon, din cauza neregularităţii căii. 

Să presupunem că una din şini, într'o regiune oarecare, prezintă 

un hop, fiind denivelată faţă de cealaltă cu o cantitate oarecare. 

Vom presupune roţile calate pe osie. Denivelarea are loc pe o lun- 

gime 2 1 (fig. 505) și presupunem că ordonatele ci sunt date de 

ecuaţia: 

y = 3 (4 — cosza/l), 
în care yp este adâncitura maximă la mijlocul hopului. 

Rotirea trenului de roţi are loc în jurul punctului O, punctul 

de contact dintre roata și șina dreaptă. 
In acest punct, să considerăm sistemul de axe a, B, >, solidar cu 

trenul de roţi, în care a este dirijat după direcţia mișcării, f după 

direcţia osiei și 7 normală pe precedentele așa ca să avem n af = =. 

In cele ce urmează, planului care conţine direcțiile f și p îi vom 

zice planul a, adică îl botezăm cu indicele normalei sale. Acelaşi 

lucru și pentru ce- 

lelalte. | | 

Dacă s, este iu- 

ţeala vagonului şi r, 

raza de contact a 

roții cu șina, atunci 

iuţeala de rotaţie a 

trenului de roţi este: 

(1) wo = vo/ro. 

luţeala de cobortre în jos.    

  

pr a roții care parcurge hopul, e 
căpătăm derivând y în raport 

Figura 305 cu î. Dacă notăm da/dt = vo, 

vom avea: 

(2) = Too (sinza/l)/l. 

Din cauza denivelării, trenul de roţi se roteşte în jurul axei a 

cu iuţeala unghiulară: 

(3) o = w/b, 

în care b este distanţa între axele șinilor, adică aproximativ 1,5 m. 

Acceleraţia de rotire va fi: 

(4) - o = 4 32,3 (cosza/1)/Eb.
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Valorile lor maxime vor fi: 

(5) O = 1,5 Yoo/ld, 

(6) O = 5 yo /Eb. 

luând pentru 2 valori aproximative pentru că și curba hopului e 
cu totul aproximativă. 

In această mișcare, un punct A al sistemului parcurge un drum 
oarecare. Masa dm a punctului A este animată de o acceleraţie, de 
asemenea oarecare ww. Se știe că un sistem de forțe — în cazul nos- 

tru (15 dm — se poate reduce la o rezultantă unică FR aplicată 
într'un punct arbitrar ales și la un moment M ce corespunde aces- 
tui punct. Vom presupune că alegem acest punct chiar centrul 
instantaneu de rotaţie 0. 

Distanţa a dela O la A, după figura 505, se vede că are expresia: 
(7) a = rsing.a + 0.8 + (ro + 7 cose).7 
Se știe că avem: 

v=a 
așa dar: 

(8) farm =R ; [aan =3i. 

Dacă derivăm pe a în raport cu și ținem seamă că: 
de/di =ow9 , df/dt=—oy , dy/dt = o, 

atunci obţinem: 

(9) a = —rozsing.a—[bo? +2 r0g0% Sin e — (ro + 7 cos0) oy]f 
— [bou + roo2cose + (ro +r cos 0)w2]y 

Dacă facem operaţiile indicate de formulele (8), dacă ţinem 
seamă că: 

22 25 27 

ț sinode=0 , cosede =0 , | sing cose de = 0 
„10 0 0 

şi dacă pentru întreaga masă a trenului de roţi notăm: Sep mo- 
mentul static equatorial în raport cu planul B, Se, momentul static 
equatorial în raport cu planul 7, Jg momentul de inerție axial în 
raport cu axa 4 și Je, momentul de inerție equatorial în raport 
cu planul a, toate trecând prin O, atunci avem: 
(10) R = — (Sep o? — Se 0 )B — (Sep ou + Sep o?)y, 

M = — Ja wa — 2 Jea Dooy. 

Prin urmare, R se găsește în planul a, iar M în planul f.
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Cantităţile S şi J se evaluiază foarte ușor. Dacă notăm cu F, 
3 

FE, k$ şi g greutatea întregului tren de roți, a unei roţi, a osiei și 

acceleraţia gravitaţiei. atunci avem: 

Sep = b/2g e Sey> roF'/g , Je =2t5F,/a 

a = dag dep = 0 + 2r3 + 2 Pf + (ră + )Pa/e 
în care 12 este raza de giraţie equatorială a discului roţilor în ra- 

port cu o axă ce trece prin centrul roții. Dacă roata ar Îi un disc 

plin, de grosime constantă, atunci i? ar avea valoarea jr;. 

Valorile lui J sunt aproximative pentru că am considerat gro- 

simea osiei și a discurilor roţilor egale cu zero. Aceasta însă este 

o aproximaţie curentă care se face. 

Conform principiului lui d'Alembert, R şi M date de ecuaţiile 

(10) sunt chiar reacţiunile pe care șina le exercită asupra trenului 

de roţi. Acestea luate cu semn schimbat ne dau eforturile pe cari 

trenul de roţi le exercită asupra șinei. 

a) Calculul eforturilor din şină. 

19. Ne ocupăm mai întâiu de forţa: Y = (Sep o? — Sep ou )B- 

Dacă înlocuim o, şi o” cu valorile lor, se constată că această 

forţă este nulă pentru punctul care satisface relația: 

sin (x2/0).tg (az/l) = 4 ro/Yyo 

Cum y, este foarte mic în raport cu rep, atunci vom avea ca soluţii: 

nz/l=in şi na/l=a. 
3 

Deci această forţă se anulează în punctele =: și z=3 

Tot din expresia acestei forţe se vede că în intervalele extreme 

(0— 1 şi 3l— 2 1) ea este dirijată către — f, iar în intervalul cen- 

tral (4 — 21) către + B. Cum bandajele roţilor nau buză decât 

spre interiorul căii, atunci rezultă că trenul de roți pe intervalele 

extreme împinge asupra şinei drepte, iar pe intervalul central asu- 

pra șinei cu hop. In ambele cazuri, această forţă tinde să lărgească 

calea dacă frecarea între șină şi bandaj este întrecută. 

Această forță poartă numele de forţă de șerpuire și se vede 

că una din cauzele care o produc este și neregularitatea căii, nere- 

gularitate inevitabilă pentrucă cele două șini nu se comportă identic 

sub acţiunea celor două roţi. 

29. Să ne ocupăm de forța: Z = (Sega, + Seo. 

Dacă se procedează ca mai sus se găsește că ea este nulă când: 

sin (2z/l) tg (2/0) = — b2/roye
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Dacă se face acceaşi aproximaţie ca în cazul precedent, se găsește 
că ea este nulă în aceleași puncte: z =] şi 2 =, 

Tot din expresia acestei forţe. se vede că în intervalele extreme 
ea este dirijată către + p, deci descarcă șina dreaptă, iar în inter- 
valul central fiind dirijată către —7, o încarcă. Ea n'are nicio 
acţiune asupra șinei cu hop. 

3”. Momentul Ja a putem să-l punem sub jorma: bByJao' /b=iZ,, 
în care am notat Z, = lao /b. Am înlocuit deci momentul prin 
cuplul format de forțele + Z, și —Z, cari se găsesc la distanța Ș,. 

Din semnul momentului se vede că şina dreaptă este parcursă 
de forța —Z, pe când cea cu hop de +Z,. Se vede i iarăşi că şina 
dreaptă pe intervalele extreme se încarcă, iar pe intervalul central 
se descarcă. Pentru șina cu hop, pe aceleași intervale lucrurile se 
petrec exact invers. 

Pentru hopuri scurte şi adânci și pentru viteze mari această 
forţă provoacă ruperea şinelor. 

4. In fine momentul 2 Jeawgoy îl punem sub forma: 

— bfa 2 Java, /b = — bX, 

în care am notat X=a. 2 Jeaos,/b. Din semnul momentului 
se vede că șina dreaptă este parcursă de forța + X, iar cea cu hop 
de —X. | 

Şi forţa X schimbă de valoare şi semn pe parcursul hopului și. 
csle o cauză care favorizează șerpuirea. 

b) Calculul eforturilor din osie, 

Componentele calculate mai sus, luate cu semn schimbat repre- 
zintă reacțiunile șinei asupra roții. . 

Pentrucă pe parcursul hopului ele schimbă de valoare și semn, 
pe figura 505 s'au indicat cu semnele ce ele le au în primul 
interval extrem, adică între 0 și +1. 

Să considerăm în osie o secţiune oarecare «. La dreapta acestei 
secțiuni se găsesc reacţiunile + X și —Z, precum şi forţele de 
inerție a porțiunii din trenul de roţi care se găsește la dreapta acestei 
secţiuni. 

Acestea le vom reduce la o rezultantă R, aplicată în centrul 
de greutate a secţiunii z și la momentul corespunzător acestei sec- 
țiuni pe care-l notăm M,. 

Conform principiului lui d' Alembert le vom lua cu semn schimbat.
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Dacă notăm cu Sefz şi Seyx momentele statice equatoriale în 

raport cu planele f şi y, trecând prin 0, a porțiunii trenului de roţi 

ce se găsește la dreapta secţiunii z, atunci din (8) și (9), dacă no- 

tăm prescurtai: 

(Segzoi — Seyzou')B =Y. , (Sega + Seya00?)p = Za, 

avem: 

Re = Ya + Za 

Să evaluăm pe M,. Notăm cu a, distanţa dela centrul de greu- 

tate a secţiunii « până la punctul A și cu z abcisa respectivă mă- 

surată după $. 

În aceste condițiuni avem: 

a. = rsinge.a + z.f + rcosg.y. 

Dacă facem operaţiile indicate de formula (8) și dacă notăm: 

z LL L 

72 cos20 dm) +"? ! zdm= Ma, | r2sin2edm= Jeax, 1 
0 E o o 

o ba dm + | 

atunci găsim: 

M. = Maa + 2 Jeazoo,y. 

In rezumat, în secţiunea considerată, avem forţa axială Y,, for- 

 ţele tăietoare X, Z, și Za; momentele încovoioetoare 2Z,, ză şi M. 

şi momentul de răsucire roy, așa dar, toate elementele pentru 

calculul acestei secţiuni. 

Concluziuni. Din cele de mai sus se vede că neregularitatea 

căii produce tot felul de eforturi în osie și că aceste eforturi schimbă 

de valoare și semn pe parcursul hopului. Această schimbare are 

loc întrun interval de timp foarte scurt. Dacă hopul are ecuaţia 

dată, atunci aceste eforturi apar și dispar brusc deci dau lovituri 

foarte importante atât în materialul de cale cât și în cel rulant. 

6. Calculul unui volan. 

Un volan se compune dintr'o obadă circulară de secţiune și 

moment de. inerție 0, şi Ie, fixată printr'un număr oarecare de 

spiţe, cu secţiunea și momentul de inerție 2 și I, de un butuc. Obada, 

spiţele şi butucul se fac din același material. Butucul se fixează 
pe un arbore.
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Volanul se toarnă într'o singură bucată sau în două bucăţi 

cari se bulonează între ele. In aceste condiţii spiţele sunt încastrate 
în obada și butucul volanului. 

Ne vom ocupa de un volan turnat dintr'o singură bucată. 

Volanul servă ca regulator al mișcării de rotaţie. La un mo- 

ment dat, el se mișcă cu o viteză de rotaţie w şi are accelerația w'. 

In perioada în care acumulează lucru mecanic, &' este pozitiv. 

Mai notăm cu r raza dela axa de rotaţie până la centrul de 

greutate al secţiunii obezii, 2g unghiul între două spiţe, și m masa 

unității de volum a materialului din care este făcut volanul. 

Sistemul se vede că este static nedeterminat. Să-l transtormăm 
în unul static determinat. 

Vom face câte o secţiune la mijlocul intervalului dintre două 

spiţe şi în [iecare din ele vom introduce necunoscutele static ne- 
determinate N, T şi A (fig. 306). 

Din motive de simetrie, se vede că valorile celor trei eanti- 

tăţi sunt egale în cele 

două secţiuni. Un ele: 

ment de obadă de lun- 

giine ds= |. este supus 

la o forţă centrifugă 

mtuw?r, dirijată după 
raza respeelivă. 

Dacă n'ar exista 
spițele sau dacă există 

și ar avea 42 = 0, atunci 

tensiunea înobadă arfi: 

  

(1i Ao=mOoor?. Figura 506 

In acest caz, forţa 
F diwijată după direcția spiţei, care solicită porţiunea de obadă 
din intervalul 2, are valoarea: 

PF = 2 osia e. 

Prin faptul că există spiţe, tensiunea în obadă nu va mai (i 
No ci una mai mică pe care o notăm cu N.—AN. Insă atunci în 
spiță se desvoltă o tensiune Fi. 

Dacă proiectăm totul după direcţiunea spiţei, avem: 

F—2(A—N)sine—F, =0, 

din care scoatem: 

(2) F, = 2N sine.
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Aşa dar, am găsit o relaţie între tensiunea din spiţă și canti- 

tatea cu cât variază N, atunci când ţinem seamă de această tensiune. 

In aceste condițiuni, în secţiunile 1 și 3 vom considera aplicate 
forțele axiale N,— N, în care N, este forţa definită de relaţiunea 

(|) şi care nu este altceva decât tensiunea ce se desvoltă în 

obadă când am considera-o singură sub acțiunea forţelor centrifuge: 

TNOoo?r. 

În acest caz, cercul este curba funiculară a acestor încărcări. 

Să scrim acum expresiile forţelor aziale şi momentelor încovoie- 
toare din obadă și spiţă. 

Ne vom ocupa mai întâi de N, şi M, adică de acelea datorite 

sarcinilor din siştemul static. 

In obadă. Tensiunea A, în obadă este constantă şi egală cu Ve. 

Momentul datorit forțelor centrifuge este M,=0, pentrucă 

cercul este curba funiculară a acestor încărcări. 

Pentru ca obezii să i se imprime acceleraţia o, va trebui ca în 

2, la contactul între spiţă și obadă, să se desvolte o reacțiune V 
normală pe spiţă: 

Forţele elementare m2w'rdy sau N,dy, dacă notăm: 

(3) N, = mOoo'rt, 

dirijată după tangenta la obadă, dau în secţiunea 0 o forţă axială 
Ns = NP. 

Din motive de simetrie se vede că în secțiunile 1 și 3, acest 
Ns= 0, iar în secţiunea 0 de pe cele două intervale 1—2 și 2--3, 
are respectiv valorile: 

(4) AN = NJ, 

dacă sensul accelerației pozitive este acela din figură, adică dela 
1 spre 3. 

In aceste condițiuni, reacţiunea V în spiţă, definită ca mai 
sus, este: 

(5) V= 2,9 . 

Forţele elementare N,dy, dau în obadă, în secţiunea $, și un 
moment a cărui valoare este: 

"6 
M = — r N, (1 — cos (6 — wp)]dy. 

0 

Dacă în această expresie punem în locul lui /V, valoarea sa din
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secţiunea w, adică N, și dacă integrăm între 0— 6, atunci găsim 
pentru cele două intervale 1—2 și 2—3, respectiv valorile: 

(6) M, = 3 Ar (402 + cos — 1), 

direcția pozitivă a lui w' rămânând aceeași ca mai sus, 
In spiță. Forţele centrifuge din obadă 

Înnd echilibrate de X,, nu dau nici o ten- 
siune în spiţă. 

Forţa centrilugă din spiță datorită 
masei acesteia dă o tensiune „N, a cărei 
valoare (fig. 507) este: 

  

Figura 507 
Y 

Ns = mQo ț (2, + u)du, 
«9 

considerând secţiunea spiţei constantă. Dacă facem calculele și 
notăm: 

(7) Na = mOobr?, 
găsi: 
($) No = Noe (r + a). 

Reacţiunea V dă în spiţă un moment: 

(9) Ms =aV. 

Momentele M, date de formula (6) dau, în capul spiţei, un moment: 
(10) M, = 2N, re + cos 0-1). 
In fine, pentru a imprima masei spiţei acceleraţia o'. în secţiunea 
e se desvoltă momentul: 

»X 

M = mo (2, + u)u du, 
o 

a cărui valoare, dacă notăm: 

(11) Na = mQo'r?, 
este: 

(12) M, = Na 2 Q2r + 2/2. 

2. Să ne ocupăm de cantităţile static nedeterminate: Na şi Ma. 
In obadă, de pe figura BCG se vede că, pe cele două intervale 

1—2 și 2—3, avem: 

13) Na = — N cos + 7 sin0, 

Mu = M + Nr (1 — cos6) + Tr sin8, 

iar în spiță: 
Na = 2 sing, 

(14) 
M, = — 2,7 sing.
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Putem acum scri expresiile complete ale lui N, şi M, în orice sec- 

țiune. 
In obadă, pe cele două intervale, avem respectiv: 

(3) N = Not NO — N cos + 7 sin, 15 | 

( M, = 7 Nur (502 + cos0—1) + M+ Nr (14 — cos0) + Trsind, 

iar în spiţă: 

(16) Na = iN (n + 2) [2 + 2 N sin e, 

Ma=2N[ae-r (1 g2-keoso—1)] Hi Na? 2 r+a)/r2—2 a 7 sine, 

Acestea fiind stabilite să aplicăm teorema lui Castigliano. 

Dacă aceste valori le introducem în expresia lucrului mecanic 

şi facem 2L/8M = 0, găsim: 

(17) M = — Ar (e —sing)f/e. 

Dacă facem același lucru cu N și notăm: 

1/1 = [(e/singp + cosp)/2e + 4 sing/0]/r? 

+ (o/sine + cose— 2 sing/0)/lo 

găsim: 

(18) N = 4 mol. 

In fine, dacă lacem aceleaşi operaţiuni şi cu 7 și dacă notăm: 

hp sine = o sino + 1 sin20 — 42 cos o Ş Ț i 2 ” 5 

(0 Rp heose—l, 
k = r2 sine (ko 2o/lo + ka 92o/1 + 82/301) + € 

1/1 = (e — 4 sin 26) (1/29 + 1/1) + 4 sin?e/], 

+ 2 cose—2, "6
 

  cose — sine, Ss 

(20) T = 2mohle 

Calculul făcut este aproximativ, fiindcă nu sa ţinut seamă de 

deformația butucului și fiindcă, pentru spiță, integrarea s'a făcut 

între zero și r în loc să se facă numai până la marginea butucului. 

Cele două erori se compensează într'o măsură oarecare. 

Se mai observă că N şi M depind numai de o, pe când 7 nu- 

mai de w'. Acceleraţia ov este pozitivă sau negativă după cum 

energia cinetică a volanului crește sau scade. Dacă cunoaștem va- 

viaţia cuplului motor şi a celui rezistent putem afla numai decât 

valoarea lui w' în orice moment. Rezistenţele daiorite lui 7 sunt 

deci alternative și de acest fapt va trebui linut seamă la fixarea 

rezistenţelor admisibile.
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"Mai trebue observat că o parte din termenii cari intră în for- 
mulele de mai sus au valori mici și pentru calculul numeric 
putem să-i suprimăm.. De exemplu în valoarea lui k termenul 
care conţine pe Ah, este foarte mic. De asemenea și termenul 
e cosg— sing este mic faţă de ceilalţi. In expresia lui 1/Î, putem 
neglija 1/r20, faţă de 1/1,. 

Așa fiind în cadrul aproximaţiilor curent admise luăm: 

k = sing (k9 + 2/30)/1 
(19,) 

1/1, = (e—4sin2g)/le + 3sin2o0/1. 

Elementele geometrice ale volanului fiind cunoscute, toate canti- 
tățile de mai sus se pot numaidecât calcula. Având N, 7 şi M, 
putem construi curba forțelor axiale. tăietoare și a momentelor 
încovoetoare. 

Se găsește, de exemplu. că momentul în obadă, în dreptul spiţei, 
când w' = 0, este + Nr (sing/p— cosg) şi că este sensibil egal 
cu dublul momentului din secțiunea î, etc. 

In genere volanele se fac cu 6 sau 8 spiţe. Dăm mai jos 
valorile lui 1/7, şi ale lui k şi 1/1, calculate după formulele sim- 
plificate (19,) pentru 4, 6 şi 8 spiţe. 

Pentru 4 spiţe: 

(e —sing)/e = 0,100;  sing/o—cose =0,1%; 

1/1n= (1,818/0e + 2.828/2)/r2 + 0,017193/1,, 

k = r? (0,2407 02, + 0,02357 9)/1, 

1/l, = 0,2854/1 + 2/31. 

Pentru 6 spiţe: 

(e—sine)/o = 0,0451 :;  sinp/o—cosp = 0,0889; 

1/In= (1.913 /9, + 2/2) /r2 + 0,003365/1,, 

k= r* (0,1682 2, + 0,01667 9) /1, 

1/1.=0,0906/1, + 1/31. 

Pentru 8 spiţe: 

(e—sino)/o = 0,0255;  sino/o—coso = 0,0506; 

1/În = 950/2, — 1,531 /92)/r2 + 0,001063/1ș, 

k = r?(0,1279.2, + 0,01276 9) /1, 

1/I.= 0,0391 /1, + 0,19526/1.
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B) Sarcini dinamice. 

In această categorie de probleme intră acelea în care sarcinile 

nu se aplică în mod static, adică crescând continuu dela valoarea 

zero la valoarea lor finală /7, ci se aplică sau cu întreaga intensi- 

tate sau cu o intensitate iniţială oricare, alta afară de zero. 

Dacă deplasarea grinzii, să zicem sub acţiunea forţei /” statică, 

este o, atunci săgeata ce se produce în oricare alte condiţii va fi: 

p = ps va, 

va poartă numele de săgeată dinamică. 

Din relaţia precedentă se mai deduce următoarea: 

p = vs + va/v) 

Raportul va/v; poartă numele de impact şi se notează cu li- 

tera 7, deci: 
7 = va, 

iar coeficientul: lL+n=u, 

poartă numele de multiplicatorul impactului. 

Vom arăta în cele ce urmează că dacă întrun mod oarecare 

am deduce pe 7, atunci putem calcula grinzile sub acţiunea sarci- 

nilor dinamice. In adevăr, să presupunem că o grindă oarecare este 

acționată de o forţă F,. 

Lucrul mecanic acumulat de grindă va fi: 

La = Fin = Flo = 391 /0u- 
Dacă aceeași grindă, exact în aceleași condiţii, este supusă la 

forța F2, adică după aceeaşi direcţiune și același punct de aplicaţie, 

vom avea: 
La = Poa = i Flou = 3 ei /e 

așa dar: 
I/la = P/Fi = fos. 

Deci, lucrul mecanic acumulat de 2 grinzi identice şi solicitate exacl în 

aceleaşi condițiuni dar numai sub valori diferite de forțe, este propor- 

țional cu patratul forțelor, cu patratul săgeţilor sau cu patratul rezisten- 

_ felor, cum uşor se poate demonstra 

F| | ajutându-ne de formula lui Navier. 

A Să presupunem că o sarcină / 

  

A cade pe o grindă dela înălțimea 

A : 2. (fig. 508). In momentul când atinge 

Figura 508. grinda, lucrul mecanic al forţei este: 

Le = Fh. 

După ce atinge grinda, parcurge împreună cu punctul de apli- 

caţie săgeata v; -F Ve cu înțreaga intensitate F.
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Lucrul mecanic total pe care trebue să-l acumuleze grinda este 
Le + F (ps; + oa) 

Să presupunem că aceeași sarcină în aceleași condiţii o aplic static. 
Lucrul mecanic va fi 

L =4Fo 

Aceste două lucruri mecanice se găsesc între ele în raportul 
Le/ls + 2(1+q) 

care este egal cu raportul patratelor săgeţilor, deci cu: 
(vs + va /ot = (Ur, 

așa dar, 

Les + 2(1 +) =(U +, 
de unde deducem: 

n =Vi+L/L | 
Aşa dar am găsit valoarea impactului, și deci am găsit norma după 
care vom calcula piesele. Așa dar, vom calcula piesa noastră ca și 
când ar fi solicitată de forţa: 

PFu=F(U+y. 
Prin urmare, la sarcina statică / se adaugă cantitatea Ip. 

Nu tot lucrul mecanic exterior L, este acumulat de grindă prin 
deformaţiunea ei. O parte produce sgomot, alta delo maţiuni lo- 
cale, căldură, etc. In acest caz, raportul L,/L, se afectează de un 
coeficient totdeauna mai mic ca 1. Mai există o pierdere de lucru 
mecanic din cauza lovirii sarcini F de grindă. Această pierdere 
se poate calcula. 

Să presupunem că sarcina F căzând dela înălțimea h are _iu- 
jeala Ve dată de relaţia: - 

h = V? /dg 

Aplicând teorema cantităților de mișcare avem: 

VP +0. | pda = VF lor, dz =(F + pţ V„dz/V)V, 

V fiind iuţeala punctului de aplicaţie al forţei. 
Dacă în membrul al doilea multiplicăm iuţelile V,, V, cu timpul 

t în care au loc, atunci Vi = vaz, Vi =, ne dă tocmai săgețile 
în diferite puncte ale grinzii şi săgeata în punctul de aplicaţie a 
forţei. Insă v2/e = va /vu deci: 

PVada/V = pl *ndz/vul = ph, . 

Aşa dar, plk, este o greutate convenţională care echivalează, din 

45. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor,
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punctul de vedere al cantităţii de mişcare, cu grinda ale cărei di- 

ferite elemente au diferite iuţeli. Din relația precedentă deducem: 

VP =FV/(F + plk,) 

Grupul compus din forţa F animată de iuţeala V și grinda ale 

cărei iuţeli sunt variabile, însă având în punctul de aplicație iu- 

ţeala V se vor mișca, până se stabilește echilibrul, adică până când 

iuţeala ajunge zero. 
Lucrul mecanic care trebue acumulat de grinda va fi: 

L = (Ag PV2 + | pdz. V:] = V2/2 8) ej pdaV2/V>). 

Dacă facem aceeaşi operaţie ca mai sus, găsim o altă greutate con- 

venţională care din punctul de vedere al forţelor vii să fie echiva- 

lentă cu grinda ale cărei diferite elemente au diferite iuţeli, deci: 

plk>= Vas V,/v2 = pl | zuza . ' 

Lucrul mecanic va avea expresia: 

L = (P + pl) V2/2 g = Ph." + plh)F/(F + pl). 

Insă Fh = Le, şi dacă notăm: 

k =F(P + pl) /(P + pla), 
atunci avem: 

L =hle, 

şi deci: | 

n = VIFREȚL, 
cu notaţiile: 

ok = | Vad vâhal = | v2dx. 

Aplicația Nr. 150. Sarcina F cade dela înălţimea h pe o grindă orizontală 

simplu rezemată la ambele extremităţi (fig. 509). Grinda se va calcula ca și 

F când s'ar aplica pe grindă în acelaşi loc 

n —— q p— forța pF. Pentru a determina pe 4=l + 7, 
: i 
' u , ne trebuesc: 
ț 
: 

  

A Le=Fh , Ls = Fa /6 EI 

Z ! 2 vu = 020?/3 EIl, 

—— d Ze — oa = 2b (2 — 02 — a) /6 EI 

d 2 
Fisura 309 vulha = ( oodz i, olhe = | 2 dz, 

> 

Dacă punem: 

a=ol , b=fl şi aB=8, 

= U+ 9/8 
= B+ 92 + 2) A05 E.



707 = 

Pentru a = f = 1/2, avem £=1/4 și: 

R= 5/8, ha = 47/35 
Pentru a= 1/9, £ = 2/8, avem £= 2/9 şi 

R=M/06 ha = 41/10, ete. 

Aplicația Nr. 151, Să presupunem că în aceleaşi condiţii, P cade pe o grindă 
incastrată la o extremitate (fig. 510). 

    

  

Avem: 

mp0 /fBEL , = APEI f 
Qi ZIP 0 Da Săgeţile sunt: 7 , i 
Pe partea din stânga, “i , L_ LI va = (3 az — 23) /6 EI, AI aa . . Pr di iar pe partea din dreapta, i 

Va = (2a02+ 3a22)/6 E]. Figura 510 
Se găseşte, cu notaţiile a = al, b= BI: 

R=(3+28+B)fa , Ra = (33 + 41 af + 70 f? + 2 62) /110a2, 

In cazul când sarcina cade la capul grinzii: 

a=1 , B=0şi deci: 

R= 3/8, ha = 33,440 
In cazul când sarcina cade la jumătatea grinzii 

a=1/72 , P=1p, af = 1/4 
și deci: 

ka = 17/16, ha = 61/95, 

Aplicația numerică 1. O greutate de 100 kg cade dela 8 cm înălţime pe 
o grindă incastrată la un cap. Sarcina cade la jumătatea griuzii. Grinda, lungă 
de 4 m, este formată dintr'un fier I profil 24, pentru care: 

E = 241 x 10 kg/emz, p = 36,49 kg/m, 1 = 4246 cms, W = 354 ema, 

Dacă sarcina s'ar aplica statie, atunci rezistenţa ar fi: 

N = M/IV = 200 x 100/8354 = 56,5 kg /em2, 

Să determinăm valoarea lui k, şi k2 multiplicate cu pl. Avem 

plh, = 36,19 x 4 x 17/46 = 153,7 

Pl k> = 36,19 x 4 x 61/35 = 25248. 
Deci: 

k = FF + Rp /(P + hpl)? = 100 x 352,3 /253,72 = 0,549 

Le = Fh = 100.8 = 800 kg cm, 

Ls = l?on = I'2a3/6 EI = 1002 x 2003/6 x 2,1 X 106 x 42614 = 1,49 kg cm. 

Deci: 

kLe/Ls = 0,549 x 800/1,49 = 294,8 

n = VIE RLe/is = 172,
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Deci u = 184 şi rezistenţa totală datorită lui F va îi: 

Sr — 18,2 x 56,5 = 1028 kg/em?, 

la care va trebui să adăugăm rezistenţa datorită greutăţii proprii care este 

%, = M/W = pt [2 W = 82 kg/em? 

Deci rezistenţa totală va fi 1028 + 82 = 1110 kg/em?. 

Aplicația numerică 2%. Să presupunem că avem exacl, acelaşi caz însă 

sarcina se aplică la extremitatea grinzii. 

Dacă sarcina s'ar aplica static rezistenţa ar fi: 

9 = 400 x 100/3854 = 113 kg/em?. 

Avem: ” 

plhu = 36419 x & x 3/8= 543; pl = 3619 x4x 33/140 = 341. 

Deci: 

k=F(P + plh) /(F + plh)? = 100 x 1341/1543? = 0,565, 

Ls = F28/6 EL = 1002 X 4003/6 X 241 X 10% X 4264 = 11,9 kg em 

FLe/Ls = 0,565 X 800/1149 = 37,98; m = 3898 = 6,24 

Rezistenţa datorită forţei F' este 

(1 + 9) = 7.94 x 113 = 818 kg/cmi, 

la care adăugând și cea din greutatea proprie adică 82 kg /em? ne dă 900 kg /em: 

Aşa dar, în acest caz, rezistența este mai mică decât în cazul precedent cu 

210 kg/em?. Deci cazul precedent este mai defavorabil cu 210/900 = 23%. 

Aceasta se datorește multiplicatorului impactului care în primul caz a 

fost 18.2, iar în al doilea 7,24, adică de +2,5 ori mai mare. 

C) Vibraţia grinzilor. 

Această chestiune nu are numai un interes teoretic, cum ar 

părea la prima vedere. 

In adevăr. Să presupunem că avem o grindă încărcată cu un 

sistem de sarcini dat şi că echilibrul static și elastic e satisfăcut. 

Să presupunem că pe grindă mai aplicăm static un sistem de 

sarcini arbitrar, însă infinit de mic. Este evident că grinda se 

va găsi de asemenea în echilibru static și elastic. 

Să presupunem însă că sistemul infinit mic de sarcini se aplică 

intermitent cu o frequență de n ori pe secundă. Această sarcină 

acţionând în acest mod -se numește excitație. 

Dacă în aceste condițiuni grinda vibrează, atunci înseamnă că 

ea are mai multe posiţiuni de echilibru sub acțiunea sarcinilor 

date, cu alte cuvinte nu mai are stabilitate.
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Pentru ca grinda să vibreze trebue să fie în rezonanţă cu 
excitaţia. Ca să nu vibreze trebue ca numărul de vibrații propriu 
al grinzii să difere sensibil de frequenţa excitaţiei. 

Se vede că aceasta nu-i de cât o chestiune de stabilitate, 
absolut analoagă flambajului. 

Fiecare maşină din cauza mișcărilor sau aplicării sarcinilor 
are o excitație de o anumită frequenţă. Toate piesele mașinei cari 
sunt în rezonanţă cu excitaţia vibrează puternic și sfârșesc prin 
a se rupe. 

Accidente clasice întâmplate în construcţia turbinelor cu aburi 
au explicat cu prisosinţă aceasta. 

Desigur, ca şi multe din accidente'e avioanelor, calculate corect 
după toate celelalte reguli de construcţie, se datorese lipsei de 
stabilitata a unora din piesele lor, stabilitate înţeleasă în sensul 
celor spuse mai sus. | 

Aşa dar, cunoașterea numărului de vibrații proprii a unei 
grinzi este de o importantă capitală. 

Problema e complexă și dificilă. In cele ce urinează ne vom 
ocupa de câteva cazuri simple. 

1. Vibraţia grinzilor neglijând masa lor. 

Ne vom ocupa mai întâi de cazul când se neglijează greutatea 
proprie a grinzii. 

In cazul când sarcinile se aplică static pe grindă, săgeata în 
secţiunea i este: 

(1) 0; = 5F, Vize 

In cazul când sarcinile /, sunt în mișcare în direcția săgeților, 
valoarea forţei care se aplică asupra grinzii nu mai este F, ci 

2 2 
1 — (1 /8)d2v,/de. 

Dacă introducem această valoare în ecuaţia (L), avem: 

(2) vi= ZT, vi — (1/9)5F, vid? /de. 

Primul termen din partea doua a acestei ecuaţii nu este altceva 
decât săgeata statică produsă în secțiunea i, pe care o notăm Vis 
iar al doilea termen este săgeata dinamică în aceeași secțiune, pe 
care o notăm oa.
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Deci: 

(3) Vi = Vis + Via 

(4) gbia= — ZF, vi d /d?. 

Din ecuaţia (3) deducem: 

| d2v,/d2 = d2via/dt, 

așa că ecuaţia (4) se transformă în: 

(5) gbia+t ZF, va d2osa/d? = 0. 

Desvoltând ecuaţia (5) se găsește: 

gat Fi oua d2a/d2-+ Fa va d?voa/dP + ... = 0, 

Sopa i a deva /dE + Fa va dvaa/d2+ ... = 0. 

. . 

(6) 

Vom avea atâtea ecuaţii câte forţe /, avem. 

Acest sistem de ecuaţii diferenţiale se rezolvă în modul următor: 

Se elimină d2vșa/d? între primele două ecuaţii, și se capătă 

atunci va în funcţie de vza, d?oza/d?, etc. 

Dacă va, astfel căpătat, se derivează de două ori în raport cu / 

şi se introduce în ecuaţia doua, căpătăm o relaţie numai între ce- 

lelalte săgeți şi derivatele lor, fără va și derivatele sale. 

Dacă cu restul de ecuaţii procedăm la fel, ajungem la fine la o 

ecuaţie de ordinul 2n, numai cu derivate de ordin par și numai 

ÎN Va. | 

Chestiunea, după cum se vede, nu este așa simplă decât în ca- 

zuri foarte simple. | 

Vom face câteva aplicaţii. 

Aplicația Nr. 152. U sarcină concentrată F, este așezată pe o grindă simplu 

rezemată şi care vibrează transversal ei (fig. 511). 

Din ecuaţia (6) deducem: 

doua [AP <a g/Fivu = 0. 

  

  

f _ . 
Dacă se notează: 

LT 

A | A îi = Vg/Frru 

e - (m atunci: 

! ] J nd = A cosât + Bsinât. 
[9 PI 
' Durata 4, a unci oscilaţii complete, 

Figura 511 este dată de relaţia: 
i=2a, 

iar numărul de vibrații este: 

n = 1/2 n = Vg/Fira/2 7 

în care vy are valoarea: 
ou = a%02/3 EI.
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Valoarea forţei care acţionează asupra grinzii este: 

Fi — (£, /8)d2oa /de, 
deci: 

Fi + a /oue 

Pentru ea forţa să fie dirijată de sus în jos şi deci pentru ca reacţiunile să 

fie oricând pozitive, trebue să avem: 

Fi > na /vns 
adică: 

Va < Fa op = Vs. 

Altfel avem reacţiuni negative, 

Aplicația Nr. 153. Să considerăm același caz însă cu două sarcini concen- 
teate (lig. 512). . 

Dacă între ecuaţiile (6) eliminăm pe va sau pe vzd şi dacă notăm: 
- 2 

Fa Fa (via Vza—t12) /g2 = a?, 

  

(Fi va + Fe 022) /g = f:, f & 

1 calc: 

on=a25b:/8E1, ZF AZ 
vas ba (E — a? —02)/6 EI, m bn 

a be n 

  

obţinem ecuaţia: diferenţială: , 
dig (dt + B:d2vq/d2 + va = 0. ' 

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice Figura 512 
sunt date de relaţia: 

2 2 , 2 792 
În o Aa = — (Be V Bi — nat 20), 

. 

care ne dă soluţiile: 

ed = A, cosit + B, sinâjt + C, cos4t + D, sinâzt, 

“ad = Ag cosit + B, sinât + Ca cosât + De sinâzt. 

Se vede de aci că punctul de aplicaţie a forţei F, este supus la o mişcare 
care rezultă din suma altor două mișcări simple şi a căror număr de vibrații 
sunt respectiv: 

M=4/2a  şin=A4/2a 

Dacă se scoate dora /dE şi d?uzg /de2 din ecuaţiile (6) în funcţie de va şi vu, 
putem găsi valoarea: 

Fi — (F./8) bea /de, 

adică acţiunea forţei F, asupra grinzii şi care este: 

Fat Fa (vad 02 — Vad Va) /(0uu22 — vâ), 

care are o parte constantă F, şi una variabilă cu timpul. Partea doua este nulă 
când: 

Cad Va — Vad Wa = 0.
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2. Vibraţia grinzilor ţinând seamă de masa lor. 

Greutatea grinzii pe unitatea de lungime o notăm cu p, iar masa 
respectivă m = p/g. 

Grinda fiind în mișcare, elementul de masă, mdz, va [i supus - 
la o acceleraţie oarecare. 

Dacă săgeata într'un punct oarecare este v, atunci avem: 

(1) Pt 

adică săgeata se compune din două părţi: una statică și alta 
dinamică. Vom avea: 

d?o d? = d?va dt. 

Elementul de masă fiind în mișcare, el este supus la forţa: 

— md .d2va/dt. 

Pe de altă partie, avem: 

EI dvd =—M , Bldo/dae =—T, 
EI dv /da = pu 

în care p, este încărcarea pe grindă. Din (1) deducem 

dioda = dio, /d + diva /dat. 
Deci: 

EI dto,/dat + EI dtoa/da* = p, + pa, 

Pa fiind o încărcare dinamică convenţională care are valoarea: 

pa = EI da (dat. 

Prin urmare, elementul de grindă produce o reacțiune verticală 
dirijată de jos în sus — pa.de. 

Sub acţiunea acestor forţe, elementul de grindă trebue să [ie 
în echilibru, deci: 

— Eldiva/dat da — mda .d?va/dt = O, 
sau 

(2) Fldiva/da* + (p/8) d2oa/de = 0. 

ecuația generală pentru vibrația grinzilor supuse la încovoiere. 

Integrarea ei se face în. modul următor: Se ia 

(3) ca = XT, 

în care A este o funcţie numai de z și 7, funcţie numai de. 

Dacă această valoare se înlocuește în (2) și se împarte cu pro- 
dusul AT, se capătă: 

(BI/X)X da + (p/sT) ET/de = 0.
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Aceasta este satisfăcută când prima parte este egală, de exemplu 
cu o constantă A4, iar a doua cu — hf, Deci avem: 

1) dă [dat — (n /EIDĂ =0, 

( dT/d2 + (lg/p)T =0. 
Se notează: 

R/EL =a , hg/p=H, 
din cari scoatem: 

(5) „îi =c V/Elg/p 
şi atunci ecuaţiile (4) se transformă în: 

dă (dat — tă =0. 

AT /d2 + î2T =0, 

  

cari ne dau: 

(6) Ă = A cosaz + Bsinaz + Cchaz + Dsh az, 

1 = A, cost +B, sin ît. 

Pe a îl deducem din condiţiile de rezemare sau fixare a grinzii. 

  

  

  

  

  

Aplicația Nr. 154. Să presupunem că /P iii Pi LI ret 
avem o grindă simplu rezemată, încăr- ÎL 
cată cu o sarcină uniform distribuită Z 
p (fig. 513). ——— I 

În acest caz, pentru 2=0 şi a=1, . ESP Figura 513 săgețile şi momentele sunt nule. = 
Avem: 

A = A cosaz + Bsinaz + Cehaz + D shax, 

(BA /da2) fa? = — A cosar — B sinaz + Cehaz + Dshaz, 
Deci: 

A.1 + B.0  +C.1 +D.0 =0, 

A cosal + B sinal + Cehal + Dshal = 0, 

—A.1 —B.0 +CA4 + D.0 =0, 

— A cosul — B sinal + Cehal + Dshal = ) > 

Pentru ca să avem «deplasări pentru «q, trebue ca: 

1 cosul  —1  —cosal 

0 sinal 0  —sinal | 

1 chal 1 chat | =0, 

0 shal 0 shal 

care ne dă: 

2 sinal shal = 0. 

O primă valoare care o satisface este: 

a= 2, şi deci a? = a*/b, 
care ne dă: 

1 = m VElg/p/E
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Aplicația Nr. 155. Să presupunem că avera o grindă incastrată la o extre- 
mitate şi liberă la cealaltă şi încărcată cu o sarcină 

uniform distribuită p (fig. 514). 

  
e In acest caz pentru z=0, avem va=0, dra/dr=0, 
Sh—z— iar pentru =: M=0, şi 7 = 0 şi se obţine: 
Ss Li cosal chal + 1 = 0, 

Figura 514 a cărei primă rădăcină este: 

al = 1,8751, 

și deci: 

1 = 3,5160 V Elş/p/b, 
iar numărul de vibrații este: 

n = 0,5596 VElg/p/E. 

S
p
I
 

|
 

Aplicația Nr. 156. Pentru o grindă incastrată o — 2 —= 

la o extremitate şi simplu rezemată la cealaltă e dn 

(fig. 515) găsim: tgal= thal, care ne dă: 

  
Figura 515 

ala 

3. Vibraţia grinzilor încăreate cu sarcini concentrate ţinând 
cont şi de greutatea proprie. 

Icuaţia axei deformate între două sarcini concentrate este: 

Pa = XT, 

care comportă constantele A, B, C, D, A, B,, 4 şi a, în total 8 
constante. 

Dacă avem n forţe pe grindă, vom avea (n + 1) intervale şi deci 

8 (n + 1) constante. 

Se observă, mai întâi, că. în dreptul forţelor mișcarea este aceeași 

pentru ambele ramuri de curbe cari se racordează în dreptul ei. Aşa 

dar, în dreptul forței F;, pentrucă și săgețile sunt aceleaşi, avem: 

(A, cos Ajt + B, sin fst); = (Ag cosizt + Ba sin /2t);, 

care este satisfăcută pentru 

A = Ap SA, BB = B3=.... =B, 

În > a e SĂ 

De aci rezultă că și a, =ap = .... =a. Dacă originea timpu- 

rilor o luăm așa ca pentru t = 0, va =0, atunci: 

A =0 şi B îl luăm egal cu 1. In aceste condiţii, ecuația săgeţii 
este: 

va = 9 sin Ît.Ă.
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Prin urmare, ne rămâne să determinăm numai constantele A, 

B, C, D, deci în total 4 (n + 1) constante. 

Din acestea; patru constante le determin prin condiţiile de 

rezemare a grinzii, iar celelalte 4n precum urmează: 

În dreptul fiecărei forţe, pentru două ramuri adiacente de curbă, 

avem aceeași săgeată, aceeași tangentă și același moment înco- 

voietor. Tot în dreptul forţei, forța tăietoare variază cu F;. Așa dar, 

în dreptul forţei avem 4 condiţii, deci avem tocmai atâtea ecuaţii 

câţi coeficienţi. Așa dar, vom putea găsi eliminantul lor. 

Chestiunea, în general, nu este simplă. 

Aplicația Nr. 157. O grindă incastrată are la extremitatea liberă o forţă F. 

Să se găsească numărul de vibrații ţinând cont de masa grinzii (fig, 516). 

Avem condiţiile: pentru z = 0, vq = 0, dva/dz = 0, iarpentru 2z= 1, M=0 

și T= + (F/e) d2va/de. 

      

Deci: op 2 F 

EI. PAX /da = — (2/9) N.dT/de. zu P 
Punând: 7 ” 

pl/F = f, Po i   
și ţinând cont că: 

i = ae VElg7p, 
  Figura 516 

ajungem la: 

1 0  — cosul (8 sinal — al cosal) 

0 1 —sinal  — (Bf cosal + alsinal) _0 

1 0 chal (6 shal—al chal) ! 

0 1 shal (8 chal — al shal) 

din care scoatem: 

al cosal chal (teal — thal) /(1 + cosal chal) = f. 

Această ecuaţie transcendentă în al se rezolvă prin încercări. 

In cazul când F=0, f = 0 și deci 1 + cosal chal = 0, adică dăm peste 

cazul deja tratat, 

Se mai vede că, atunci când f = 0, o valoare care satisface exuaţia de con- 

* diţie este şi al = 0. Deci, pentru valori foarte mici ale lui f, corespund valori 

mici pentru lui al, 

Dacă desvoltăm în serie termenii cari dau pe f, obţinem: 

B= atk/3, 
și deci: - 

ae= V3f/e. 
Aşa dar: 

i = V3Els8/p/t = V seu 

în care vy este săgeata care se produce la extremitatea grinzii sub sarcina 

PF = 1. Aceasta corespunde cazului când neglijăm greutatea proprie a grinzii.
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4. Viteza critică a unui arbore care se roteşte. 

Arborii de turbină, pompe cenfrifuge, etc. suportă greutăţile 

rotorilor calaţi pe ei. Sub acţiunea lor, în dreptul punctului de 

aplicaţie, arborele prezintă săgeata: 

w= Fah/3 EI, 
în care /” este greutatea rotorului. 

Aci am neglijat și în cele ce urmează vom neglija greutatea 

arborelui. 

Pe de altă parte, oricâte precauţiuni am lua nu putem monta 

rotorul așa ca centrul lui de greutate să coincidă exact cu axa 

matematică a arborelui. Va rezulta neapărat o excentricitate c. 

f 

  

a d ——   

  

    - bt 
Figura 517 

    

Așa dar, centrul de greutate 

al rotorului se găsește la distanţa 

v-+c de axa lagărelor (fig. 517). 

In aceste condițiuni, rotorul 

este supus la forţa centrifugă: 

(f/go op +o) 

în care w este viteză de rotaţie. 

Acestei forţe se opune forţa 

ce rezulta din inerția masei: 

(2/2) ojde 
şi forţa ce rezultă din rigiditatea grinzii: 

3Ello/ab. 

Pentru echilibru avem: 

(F/8) 02 (0 + c)—(P/g) do/de —3 E Ilo/av =0. 
Dacă notăm: 

(1) o =3EIlg/Fab 
atunci avem: 

2 
e — 2 = 2, 

(2) dv /d& + 02 = e. 

w. se numește viteza critică de rotaţie şi vom vedea numai 

decât de ce se numeşte aşa. 

Pentru a integra ecuaţia (2) vom presupune că w crește de la 

zero la o valoare oarecare. 

Vom distinge două cazuri. 

Primul: o < o. În acest caz, 02 > 1 şi deci: 

p= A cosat + Bsinat + c/(os/oR — 1)
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Din această ecuaţie se vede că arborele are deplasări finite 

atâta timp cât w < o. Când w = we. atunci arborele are deplasări 

infinite, deci se rupe. Pentru acest motiv 4, se numeşte viteză 

critică şi valoarea ei este dată de ecuaţia (1). 

Al doilea caz: w > o. Avem a? < | și deci: 
2. 

p= Act + Be 4 —c/(4 — e /w?), 

Termenul al doilea dispare cu cât -creşte £, iar primul este nul Ș , P 
pentru că experiența arată că p are valori finite. Aşa dar: 

2 p = —c/(l—wp fo), 
a 2 1. o . 

Când raportul w./0 este neglijabil, adică atunci când viteza de 

rotaţie depășește cu mult viteza critică, atunci: 

p=—e. 

Aşa dar, rotorul se aranjează așa ca centrul lui de greutate să fie 
pe axa lagărelor. Când c= o, atunci și = o. Prin urmare, arborele 
nu suportă nici o greutate. 

Pentru acest motiv arborii turbinelor cu un mare număr de 
rotații se fac destul de subţiri. 

Când viteza q irece prin viteza critică, e. arborele vibrează 

puternic însă nu se rupe pentru că trecerea se face destul de repede. 

“Acest frumos exemplu de stabilitate se datorește lui Stodola. 

5. Vibraţia longitudinală a barelor. 

Vibraţia longitudinală a unei bare. 

Când bara este supusă la o forţă axială A, încărcarea ei în sen- 
sul lungimei fiind p, atunci am avut: 

u=Na/BEO , du/da =A/EO, 

"du /d? = (1 /EO)dN/dz  , dN/dz=—p, 

şi deci: “ 

ROdu/da? = — p. 

Dacă u; este deplasarea statică și ua cea dinamică, atunci avem: 

U=uUs ua. 

Din care deducem: 

du /da? — d2u;/da? + d2ua/da2. 

d2u dt = d2ua/db.
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Vom avea deci: 

EOd?u/da? = EOd?u,/da? + EOd2ug da = — P— pu, 

în care pa reprezintă încărcarea dinamică, deci: 

EOd?ua/da2 = — pe. 

Reacţiunea barei asupra elementului de bară dz, va li: 

Pa = EOd2ug/dat. 

Din cauza accelerației elementului de bară, se desvoltă forţa: 

— (p/8) bua/de. 
Pentru echilibru suma acestor două forțe trebue să fie nulă, 

deci: 
EOd2ua/da2 — (p/g) d2ua/dt = 0. 

Notăm 
EOg/p =a2. 

Ecuația precedentă se transformă în: 

a?d?ug / da? — d?uu/dt2 = 0, 

a cărei una din soluţiile particulare este: 

ua = AT, 

și urmând calea arătată la celelalte cazuri anterioare, ne dă: 

MĂ /da? + tă =0, 

AT /d? + AT =0, 
notând: 

i =ak. 
Avem deci: 

A = A coshz + B sin kz. 

T = A, cost + Bisin ÎL. 

Aplicația Nr. 158. 17. Să presupunem că avem o bară incastrată la o extremi- 
tate şi liberă la cealaltă (fig. 518). 

Pentru 2= 0, u=0, pentru z =ldu/dz = 0, deci coskl=0, şi deci 
î= anal 

  

A și numărul de vibrații este: 
Poe OO Mo 

-Z - : = 4 an= 7 7 ! n=Â/fd2n=a/al. 

| el 2. Să presupunem bara înţepenită la ambele 
Fi 18 capete. 

"Sura 9 In acest caz, u= 0 pentru 2=0 şi z=1 deci: 
sinkl = 0 

şi deci: 
n=a/fl 

3% Să presupunem bara liberă la ambele capete. Atunci penuru z = 0 şi 

=, trebue ca du/dz = 0, deci 

sinkl = 0, 
ceea ce ne dă tot n=a/2]
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In ultimele două cazuri, vibraţiile sunt duble ca în primul caz, pentrucă 

undele parcurg numai jumătate din lungimea barei. 

Aplicaţie numerică. Să presupunem că în primul caz avem o bară de oţel 
lungă de 1 m. Avem: 

E9s/p = E9a/y0 = Eg/y= a, 
în care p este greutatea specifică a oţelului egală cu 7,85 şi 

E = 2,1 X 10% kg/ern?. 

Avem: 

a = VEg/y = 5,16.105 

n = 1290 per./sec. 

Din ua = AT, putem deduce lungirile specifice şi rezistenţele când ni se 

dă amplitudinea mișcării. 

In exemplele precedente s'au făcut o serie de simplilicări. 

Prima este că nu s'a considerat decât vibrația fundamentală, 
deci s'au neglijat celelalte secundare. 

A doua simplificare este că s'a neglijat influenţa mediului, care 

se traduce prin o frânare sau amortizare a vibraţiilor. Dacă s'ar fi 

ținut seamă și de acești factori formulele ce ar fi rezultat ar fi fost 

mult mai complicate.



  

XXX. PLĂCI. 

S'a spus chiar dela început, că elementele geometrice cari vor 

caracteriza o placă sunt forma și dimensiunile suprafeţei mediane 

și grosimea plăcii pe care o vom nota totdeauna cu h. 

Admitem că suprafaţa mediană împarte peste tot grosimea plăcii 

în două părţi egale. 
Alt element care va caracteriza o placă este materialul din care 

este făcută. i 
Din acest punct de vedere, pentru calculul lor vom admite 

aceleași ipoteze ca pentru grinzi și anume: 
1. Că avem de-a face cu materiale isotrope în sensul admis în 

rezistenţa materialelor. 
2. Că materialul ascultă de legea lui //ooke, și 

3. Că li se aplică ipoteza lui Bernoulli şi anume că secţiunile 

plane și normale pe suprafaţa mediană înainte de deformaţiune, 

rămân plane şi după deformaţiune și normale pe suprafaţa mediană 

deformată. 
In ce privește ultima ipoteză, admitem că este adevărată numai 

pe lățimi de secţiuni infinit mici, pentrucă pe lățimi finite nu este 

adevărată. 
In privinţa calculului plăcilor vom urma exact norma dela grinzi. 

A) Geometria suprafeţelor. 

1. Elementele geometrice ale suprafeţei mediane. 

Să presupunem că avem o placă a cărei suprafaţă mediană este oarecare. 

Pe suprafaţă, să considerăm un punct oarecare O și să ducem prin el pla- 

nul tangent la suprafaţă şi alte două plane normale între ele și normale pe pla- 

nul tangent.
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In cele ce urmează vom boteza fiecare plan cu numele normalei lui. 
Intersecţia acestor trei plane determină triedrul Ene. Sensul positiv al 

acestor direcţiuni îl vom lua așa ca să avem E? = + 1 şi prin urmare să avem 
de exemplu: 

(1) îi=a. 

Direcţiunea 7 normală în O pe planul tangent și care este identică cu in- 
tersecţia planelor normale pe planul tangent, ne fixează direcţiunea normalei 
la suprafață în punctul O. Celelalte două direcţiuni £ şi £ situate în planul tan- 
gent la suprafaţă, vor îi tangente la suprafaţă. 

Planul ? care conţine direcțiunile € și 7, taie suprafaţa dată după o curbă 
OA,. In vecinătatea punctului O, pe această curbă, să considerăm punctul A: 
la distanța dz, măsurată după elementul de curbă. 

In aceste condițiuni tangenta la curba OA, în originea O, este chiar £. 
Absolut analog, planul £ taie suprafaţa dată după curba OC, = dz, a cărei 

tangentă în origine este £. 

Ambele curbe, fiind situate în câte un plan, sunt curbe plane. 
Un punct de pe suprafaţă, de exemplu O, este perfect determinat când 

cunoaştem raza vectoare r dela un reper dat la acest punct. 
In aceste condițiuni, expresiile tangentelor la cele două curbe plane sunt: 

(2) E=9rfa  , t=drfu. 

Dacă derivăm odată aceste expresiuni, avem: 

(3) 97 flat = 3Efa, = ra, 9 fă =39E/a = 7 /rz 

în care rz şi rz sunt razele de curbură a arcelor de curbă OA, = da, şi OC, = dz. 
Să presupunem că voim să găsim raza de curbură după arcul ds. 
Avem evident: 

ds= Eda, + îda , da/ds=a » dau/ds=c 

Și deci: 

fos = a fr fa + câr fa 

(4) 917 fs: = at%9î7/z3 + 2a c 317 /f0z,3z, + c%0?r /oz2, 

Normala la suprafaţă în punctul A, diferă evident de aceea din punctul O 
şi avem: 

(5) 9E for, = 96 fă = 37 foedz = 1) /rg. 

Din ultimile trei ecuaţii, dacă punem: 

927 fos2 == 7, /r, 

scoatem: 

(6) 1/r = a2/ra + 2ac/ry + c2/ra. 

46. 1934, GH. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Această formulă ne dă legea de variaţie a lui 1/7, adică a curburei în pun- 

tul O după un plan oarecare normal la suprafaţă. 

Se recunoaşte numaidecât analogia între această lege şi aceea a variaţie 

rezistenţelor în plan. 

Prin urmare, întocmai ca şi acolo, vom avea două plane principale după 

care avem razele principale r, şi ra din care una este maximă iar cealaltă mio 

nimă. 

Pentru planele principale vom avea 1/ry = 0. Raza ry poartă numele de 

rază geodesică de răsucire. ! 

Dacă raportăm totul la planele principale, vom avea: 

(7) Afe=a/m+ ms 1/ry = aci /ru— 1/5). 

Mai rezultă că: 

(8) 1 (ra + 1 (ra = 1/7, + 1/ra şi 1/rg—1/rzra= —1/rra 

sunt invarianţii suprafeţei. 

Dacă derivăm ecuaţia (1) mai găsim şi: 

9) 3 [oa = — E/ra— €/ry , 9 fo = — E/ra— E /ry. 

Cu aceste elemente suprafaţa este complet determinată în punctul O, 

2. Curbe trasate pe o suprafaţă. 

Putem oricând considera raza vectoare 7, care fixează punctul O la un re- 

per dat, că este o funcţiune de scalarii z şi z. Pentru evidenţiere o vom pune 

sub forma 7(2,3). 

Dacă dăm lui z o valoare oarecare 2, constantă, atunci T7(2,20) reprezintă 

o curbă cuprinsă în întregime pe suprafaţa dată. Dând diferite valori lui z, 

obţinem o familie de curbe cari se găsesc de asemenea, în întregime, pe su- 

praiaţa dată. 

Dacă facem aceeaşi operaţie şi cu z, obţinem altă familie de curbe cari se 

găsesc şi ele în întregime pe suprafața dată. 

Aceste două familii de curbe împart suprafaţa dată într'o serie de patrula- 

tere curbilinii. 

Notăm cu € şi ? direcţiile tangentelor Ja cele două familii de curbe în punc- 

tul O. 
Când în orişice punct al suprafeței avem: 

TE =0, 

zicem că cele două familii de curbe sunt ortogonale. 

In cele ce urmează ne ocupăm numai cu astiel de curbe. 

Să presupunem că prin O trece curba OA = dz. Această curbă se găsește 

în planul ei osculator.
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Să considerăm în punctul O (îig. 519) triedrul lui Frenei, [RI p dirijat după tan- 

genta 8 la curbă, după normala principală > pe care se găsește centrul curbei 

OA de rază re şi după binormala f; care este în același timp şi direcţia planu= 

lui osculator. 

Să mai considerăm în punctul | O şi triedrul lui Darbouz, £4), E dirijat altfel 

în cât E să coincidă cu tangenta 6 la curba OA în origine, iar 7 cu normala la 

suprafaţă în acelaşi punct. 

Aceste două triedre au o latură comună 6=?, iar celelalte fac între ele 

unghiul gq. 

Avem deci: 

(10) m = 23 = cosg. 

S'a văzut însă că planul normal ? taie suprafaţa după curba OA, = dz, 
a cărei tangentă 

în O este tot E. 

Şi curba: 

OA, — dz, 

proiecția curbei 

OA pe planul E d, Ir 

tangent la supra- pr = 
faţă în punctul î 

O, are în origine 

aceeaşi tangentă pi 

E. N 
In aceste con- N 

diţii, ecuaţia 

curbei OA, în 

planul ei oscula- 

tor, este: 
SE fa = 9/re. 

Ecuația curbei 

OA, în planul ei 

£, este dată de 

velaţia (3), deci: 

9E fo = n/a. _ 
Ecuația curbei 04, cuprinsă în planul 7, tangent la suprafaţă este: 

9E fdza = Era 

în care rzz este raza de curbură geodesică dirijată evident după £ pe care se gă- 
seşte punctul Ozz, centrul curbei 0A,. 

Să ducem prin A un plan paralel cu planul E. Acest plan taie tangenta £ 
şi curbele OA, şi 0, pe rând în punetele O,, A, şi 44. Patrulaterul O, A A Au 
neglijând infiniţii mici de ordin superior, este un dreptunghiu. 

De pe îigură se vede că avem: 

D4, = 44 = GEfa) da, Dâ= BEf)az , OA = (BE/fda) da. 
Elementele diferenţiale dz, dz, şi da, a celor trei curbe, toate tangente 

în O la £, diferă între ele prin câte un infinit mic de ordin superior şi deci avem: 
dz = da, = da. 

  

Figura 519 

46,
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Din triunghiul O,A24, drepunghic în A, avem: 

OA — 0,Ap + AzA sau 95 /2x = 9£ /dx, + 9/8. 

Dacă în această relaţie punem valorile de mai sus, căpătăm: 

(11) > /re = 1/7 + E /ra 

Această ecuaţie reprezintă o dreaptă paralelă cu f care trece prin centrul 

de curbură O. a curbei OA. 

Ea detaşează pe direcţiile 7 9 şi C, plecând din O, segmente egale cu rz 

Te și za. 7 7 

In adevăr, dacă o multiplicăm scalar pe rând cu 7 şi €, căpătăm: 

(12) Te = Ta COS = Taz sing, 

Relaţiunea (11) este fundamentală şi putem să o punem şi sub alte forme. 

Dacă valorile din (12) le punem în (11), avem: 

(11.) 7 = 7 cosp + £ sing, 
= 

care multiplicată vectorial cu € ne dă și 

(11,) f = € cosp—m sing, 

din care scoatem: 

(13) 7 = y cose —f sing , E = vsing + 4 cosg. 

Cu ajutorul acestor relaţii putem găsi şi legătura între raza de răsucire r 

a curbei OA şi raza geodesică de răsucire ry, care corespunde tangentelor + £ 

şi +. 

Se demonstrează foarte lesne că pentru ambele curbe OA şi OA, care au 

aceeaşi tangentă în O, avem: _ 

(14) În fax = 2r (Baa. 

Dacă derivăm ecuaţia (10) în raport cu z, dacă ţinem seamă de ecuaţiile 

(9), (14) şi formulele lui Frenet (pag. 19), găsim: 

(15) 1 /fry= 1/rr + dp/dz. 

Dacă derivăm acum ultima ecuaţie (13) şi ţinem seamă de (13) și (15) 

avem şi: 

(16) , 9 fox = 1] /ry — E /raa. 

In rezumat, pentru familia de curbe z, avem: 

(17) E fo = 7 /re + £ /raz În fox = — E no — €/rye 97 fox = 1/ru — E /raa. 

Dacă facem acelaşi calcul şi pentru cealaltă familie de curbe, z, în ipoteza 

din figură, găsim absolut analog: 

(17)  9£/fo2 = 9/m + E/rza, 9 fos = — Era — €/ry, 9E oa = 1) /ry — ti /rze. 

Aşa dar, putem studia o curbă pe o suprafaţă oarecare cu ajutorul elemen- 

telor geometrice ale secţiunilor normale pe suprafaţă și cu ajutorul razelor 

geodezice de curbura (raza). 

Formulele (17) au pentru plăci aceeaşi importanţă ca formulele lui Frenet 

pentru grinzi.
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Pentru ceea ce ne trebueşte nouă, mai avem nevoie de o formulă. 
Să considerăm şi curbele infinit vecine curbelor OA şi OC. Ele: împreună 

determină un patrulater curbiliniu a cărui suprafaţă este dz. dz = d. 
Pentrucă dz diferă de dz, cu un infinit mie de ordinul al doilea, vom avea: 

0da, /dxa = 0dx/dz = — d3 /raz. 
Vom avea deci: 

(18) Qdz = —dO/ra , 0ds= —d0/rza 

Am pus semnul minus, pentrucă atunci când ra: este positiv, adică dirija 
către + €, arcul dz scade când dz creşte, 

B) Studiul general al plăcilor. 

1. Echilibrul plăcilor. 

Să presupunem că elementul de suprafață OA BC este un patru- 
later curbiliniu mărginit la două familii de curbe ortogonale. Lungi- 
mile de arc OA şi: 

OC măsurate după 

cele două familii de 

curbe le notăm cu 

dz şi dz (fig. 520). 
In fiecare punct 

al patrulaterului 
presupunem că gro- 

simea plăcii o mă- 

surăm după direc- 

iunea normalei din 

acel punct. 

Pe faţa superi- 
oară a plăcii avem 

o încărcare p hkg/m2. 

Faţa superioară. a: 

plăcii este sensibil 
egală cu suprafața mediană. In cele ce urmează vom presupune 
că sarcina p se aplică pe suprafaţa mediană. 

Notăm cu fi, şi M, forţa şi momentul din fața OA (fig. 520), pe 
unitatea de lungime de arc. In aceleași condițiuni, în faţa OC vom 
avea RF, şi Ma. 

  

  
Figura 520 - 

Pe feţele opuse vom avea aceleași solicitări, cu direcţiuni contrare 
plus creşterile respective.
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Lungimile dz și dz fiind infinit mici, vom presupune că fiecare 

din solicitările de mai sus se distribuie uniform pe intervalul res- 

pectiv și că se aplică în centrul de greutate a suprafeţei respective. 

In aceste condițiuni, să scrim echilibrul elementului de suprafață 

mediană. 

a) Poligonul forţelor. 

Pe faţa OC vom avea o forţă R, dz, iar pe faţa opusă (R. + 3 R) 

(dz + 2dz) a căror rezultantă este evident: 

[a(&. dz) /3z] dz 

sau: _ 
(0R,/9x — Ka/rza) dO. 

Dacă facem aceeași operaţie și pe faţa OA şi dacă ţinem seamă că 

forţa exterioară are expresia pd, scriind că suma forțelor este 

nulă, găsim: 

(1) 2R,/3r — R,/ Taz + 9R,/9: R,/raz+ p = 0. 

b) Ecuația de momente. 

Să scrim ecuaţia de momente în raport cu centrul de greutate al 

suprafeţei mediane. 

Dacă repetăm raţionamentul de mai sus, găsim că momentul 

xezultant de pe faţa OC şi opusa ei, este: 

(2M,/92 — Ma/r2) dO. 

Aci mai avem şi momentul dat de Hz a cărui expresie este: 

(E) (Ba + 9 Re] (dz + 8d2) da + 45 Ra de dz. 
Dacă neglijăm infiniţii mici de ordinul întâiu față de valorile 

principale, găsim: 
FER, dQ. 

Dacă facem aceeași operaţie și pentru celelalte feţe, obținem: 

(2) 2M,/9x — Ma/raa + 9/92 — M,/raz + ER, + CR. = 0. 

Ecuațiile (1) și (2) sunt ecuaţiile de echilibru cele mai generale 

ale unui element de placă oarecare. 

Se recunoaște numaidecât analogia între aceste ecuaţii și acelea 

stabilite la grinzile curbe. 

In cazul când nu avem momente, deci când M, = 0, 3M,/8x = 0, 

etc., atunci ecuaţia (2) se reduce la:
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2. Legătura între Rae. şi rezistenţele din placă. 

Să considerăm o prizmă triunghiulară ale cărei laturi dz, h şi 

dz sunt dirijate după laturile triedrului £, 7, £, după cum se arată pe 

figura 521. 
Lungimea dz şi lățimea dz fiind infinit mici, vom presupune 

că rezistenţele după 

aceste direcțiuni se 

distribue uniform. 

Nu aceeași presupu- 

nere o putem face 

după grosimea sau 

înălțimea h a plăcii, 

care este finită. Prin 

urmare, după direc- 

jiunea 7, vom presu- 

pune că rezistenţele 

sunt variabile. 

Să considerăm pe . 

suprafaţa laterală a 

prizmei o făşie de 

suprafaţă, înaltă de 

dy şi la distanţa y 

de suprafaţa  me- Figura 524 

diană. 

De pe figura 521 avem: 

Na = a dy, N.= (e, dy, 

  

  

Ta = fe. dy , Ty= (3, dy , Te= fz, dy 

(4) 
Me = (or, as > M=0,, Me = (2 y dy 

D = (avu. 

___Xot de pe figura se vede că avem: 

6) BEN Tari Ty e, RENE Tyr Ta 
Ma=—5D+OM , M=0D—€Ma 

Aci pentru simplificarea scrisului și evidenţiere, am notat momentul 
de răsucire cu D.
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Se observă că axele momentelor sunt în planul tangent la supra- 

faţa mediană. 

Dacă valorile din (5) le introducem în ecuaţiile (1)—(3) vom găsi 

condiţiile de echilibru ale unui element de placă în funcţiune de 

Na Na Ta, etc. 

Formulele stabilite sunt absolut generale și se aplică pentru orice 

fel de placă. 

3. Variația lui R şi M în jurul unui punct. 

Să găsim pe R și M într'o secţiune infinit vecină originii O: 

Această secţiune de lungime ds, împreună cu planele de coordo- 

nate și cele două feţe ale plăcii formează o prizmă triunghiulară. 

Perimetrul bazei acestei prizme triunghiulare și suprafaţa totală 

a ei, vectorial vorbind, sunt nule, deci avem: 

(6) dds=—fda+dz , vds=fda+ td, 

din cari scoatem: 

(6)  vE=—6E=a=da/ds , vE=0E =c = dz/ds. 

Dacă scrim că suma tuturor eforturilor este nulă, avem: 

(7) aR+eR,=R , aM+eM.=M, 

neglijând infiniţi mici de forma 4pacds, 4 ERaadz,..... - 

Dacă în cele două expresii de mai sus punem, valorile din (5), 

căpătăm: 

(8) By = 02 N, + dac, +EN=N, 

Mo = 2 Ma+ 2acD + 2M, = M. 

Se vede imediat că aceste cantităţi urmează exact aceeași lege 

de variaţie ca şi rezistenţele în plan. 

Exact ca acolo, vom determina valorile şi direcţiile principale 

pentru cari avem Ty =0 şi D=0. 

Intocmai ca la studiul rezistenţelor, cantităţile: 

Na+ AN = P, 

(9) Ti — Na N =, 

Ma+ M, = M, - 

e D2— Ma M. = LE, 

sunt niște invarianţi într'un punct dat al suprafeţei mediane.
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4. Clasificarea plăcilor. 

Din punctul de vedere al calculului, plăcile se clasifică în trei 
categorii: 

a) Plăci subţiri, 

Se numesc așa acele plăci în care nu se desvoltă niciun moment 
şi cari, deci, au pe toată întinderea lor: 

Ma = M, =D=0. 

Intocmai după cum cablu] este o curbă funiculară a încărcărilor 
ce-l solicită, tot așa și aci placa subţire este suprafaţa de echilibru 
a încărcărilor ce o solicită. | 

Se vede numaidecât, că placa plană subțire este un caz particular, 
pentrucă ea nu poate fi o suprafaţă de echilibru decât după .ce s'a 
deformat sub acţiunea sarcinilor. Acest caz este analog aplicaţiilor 
54 şi 55. 

b) Plăci plane groase. 

Ele în genere sunt supuse la încărcări dirijate după normala la 
plan. 

La aceste plăci, pe tot cuprinsul lor avem: 

Na = N = Ty=0. 

Ele fac echilibrul încărcărilor numai prin momentele M,, M,, 
și D şi prin forțele tăietoare 7, şi T, ce se desvoltă în diversele 
secțiuni ale plăcii. | 

Cazul lor este absolut analog grinzilor drepte care fac echilibrul 
încărcărilor numai prin momentele încovoietoare, de răsucire Și 
forţele tăietoare ce se desvoltă în diversele ei secțiuni. 

c) Plăci oarecari. 

Aci vom cuprinde plăcile de orice formă și la care se desvoltă 
toate solicitările de care s'a vorbit până aci.



XXXI. PLĂCI SUBȚIRI. 

S'a văzut că plăcile subţiri s'au definit prin condiţia ca: 

Ma = M, =D=0. 

In aceste condiţii, există relaţia (3) care exprimă că momentul 

tuturor eforturilor din placă este nul. 

Dacă valorile din (5) le ducem în (3) găsim și 

| Ta = T,=0. 

In acest caz, avem: 

R, = EN + ETy 3 R, = EN, + ETg. 

Aşa dar, RF, şi R, sunt cuprinse în planul tangent la suprafaţa 

mediană. 

Dacă aceste valori le introducem în ecuaţia (1), dacă facem 

operaţiile arătate de acea formulă și dacă punem: 

(10) P = Epa + pu + po 
atunci rezultă: 

2N/92 + (Na — Na) /raa + 9Ty/93 — 2Ty/raa + Pa =0, 

(11) Na/ra kt Na/ra + 2Ty/ry + Pu =0, 

2N,/93 + (Na — N2)/raa + 9Ty/2x — 2Ty/raa + pa = V. 

Acestea-s ecuaţiile de echilibru cele mai generale a unui element 

de suprafaţă a unei plăci subţiri, a cărei suprafață mediană este 

oarecare. 

A) Supraieţe de rotaţie. 

In practică, în genere, nu avem de-a face cu suprafeţe oarecari. 

Suprafeţele curent întâlnite sunt cele de rotaţie.
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Să ne ocupăm de elementele lor geometrice. 

Vom presupune că un element de suprafaţă este definit prin 

intersecţia suprafeţei cu planele meridiane şi paralele. 

Vom presupune că axele 7 şi £ sunt cuprinse în planul meridian. 

Se vede numai decât că, în acest caz, 3£/92 =0 şi deci 1/r, =0. 

Prin urmare, planele meridiane și paralele sunt plane principale ale 
suprafeţei. 

Dacă notăm cu r. raza paralelului, atunci avem și: 

1/ra =0 , re = ra COS = ra Sin 

In acest caz, ecuaţiile (11) se transformă în: 

5N/9x + 97/82 — 2Ty/ra + pa =0, 

(14) Na/re + Na/ra + pu =0, 
2N./3z + (Na — N.) /raz + 27,/2x + p. = 0. 

Aceste ecuaţii sunt aplicabile oricărei suprafeţe de rotaţie. 

Aci avem un caz interesant prin aplicaţiile sale și anume, cazul 
când suprafaţa de rotație şi încărcările 

au azul de rotaţie al suprafeţei ca az 
de simetrie. 

In acest caz, din motive de sime- 

trie, avem 2N,/oz =0 şi T, =0, 

cu alte cuvinte, planele principale 

ale suprafeţei sunt și plane principale 
de rezistenţe. 

In adevăr, dacă luăm momentul 

tuturor forţelor care solicită elementul 

de suprafaţă în raport cu axa de 

rotație (fig. 522), se găseşte că 

momentul lor este nul, afară deal AN 

forţelor T, din feţele OA şi BC. 
Or, 74 din aceste două feţe sunt 

egale, însă atât suprafeţele pe cari 

se exercită cât și braţele de pârghie 

până la axa de rotaţie sunt ma- Figura 522 
nifest diferite. 

Momentul lor nu este nul decât în cazul când 7pj=0.: 

Vom avea deci: | 

(9) R.=EN, , RN 

x 
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În aceste condițiuni, ecuaţiile (11) se reduc la: 

(414) 3N./9x = 0 , Na/ra kt Nara + Py = 0, 

2 3N,/82 + (Na — N2)/raa + Pz = 0, 

ecuaţii a căror simplicitate ne permite a face o serie de aplicaţiuni. 

Ne vom ocupa deci întâiu cu acest caz. 

B) Plăci subţiri de rotaţie şi încărcări continui, 

ambele fiind simetrice faţă de axul de rotaţie. 

In cele ce urmează ne ocupăm numai de suprafeţele cele mai 

usuale, întrebuințate în construcţii, precum: cilindrul, conul, sfera şi 

elipsoidul de rotaţie. 

1. Cilindru cu bază circulară. 

Problema care se pune curent este următoarea: un vas cilindric 

este supus la o presiune interioară p. 
Cilindrul se presupune destul de lung ca să putem neglija în- 

fluenţa fundurilor asupra deformaţiei pereţilor cilindrului. Să se 

găsească valorile lui N. 

In acest caz avem: 

Tar ,  1/r=1/ra=0 i Pr —P sv» P=0. 

Găsim: 

N =pr , 0N,/8z=0 , e. N=act. 

Din cauza presiunii pe funduri avem: 

par? = 2arN, şi deci N, = pr. | 

Dacă grosimea peretelui este h, atunci: 

= Na/h Xa = N/h. 

Aceste rezultate se pot găsi și direct foarte ușor. 

2. Con de rotaţie. 

Notăm cu g unghiul ce fac între ele axa conului, presupusă 

verticală, cu generatoarea suprafeţei mediane. 

In acest caz avem: 1/r. =%0. | | 

Problemele care se pun practic sunt cam următoarele.
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2) Eforturile sub acţiunea greutăţii proprii. 

Să se găsească eforturile N într'o cupolă conică, cu vâriul în 
sus, de grosime constantă, sub acţiunea greutăţii proprii. 

Dacă notăm cu p greutatea pe unitatea de suprafaţă mediană a 

conului, atunci: 

Py =p sine , p=—p cose. 
Dacă introducem aceste valori în a doua ecuaţie (11,), avem: 

Na = — pre 80 = — Pra sine tag. 

Pentru a găsi pe N, vom utiliza ultima ecuaţie (114). Vom 
observa însă că, din modul cum s'au luat axele, rezultă că la o 
creştere dz corespunde o scădere de aceeași valoare pentru aş şi 
că deci avem: dz = — draz. În aceste condiţii, ecuaţia de care este 
vorba se transformă în: 

ON,/9rzz + N,/rze — Na/rau — pa = 0, 

în care introducând valoarea lui N de mai sus, ne dă: 

| 9N,/9rz + N,/ra + p/cose = 0. 

Dacă integrăm această ecuaţie în intervalul 0 — ras, găsim: 

Na = — 4 p raz/cosp = — pr,/sin 2g. 

Se vede că, în acest caz, atât N, cât și N, cresc liniar cu re. 

b) Eforturile sub acţiunea unei încărcări unitorme. 

Să presupunem aceeași cupolă conică încărcată cu o sarcină p, 
uniform distribuită pe unitatea de suprafaţă orizontală. 

In acest caz, sarcina pe unitatea de suprafață mediană va fi 
p sing. Așa dar, în formulele precedente înlocuim p cu această 
valoare. Avem: 

Na = — pre sin?p/cose , N, =—4 pre/cosg 

c) Eforturile în fundul conic al unui rezervor. 

Să presupunem că în condițiile de mai sus cupola cu vârful în 

sus este fundul unui rezervor plin cu apă. Înălţimea apei deasupra 
vâriului conului este he. 

Dacă y este greutatea specifică a apei, atunci avem: 

Py = 7 (ho + Taz cosg) 3 z = /X
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Din a doua formulă (11.), deducem: 

Na = — Yra (ho F Paz COSQ) = — praz (ho + rzz cos) igo. 

Cu această valoare din ultima ecuaţie (112) deducem: 

AN, /2raz + Na/raa + Y (ho + Taz cose) tgp =, 

care integrată în intervalul 0 — ra, ne dă: 

N = — pre (ho/2 cosp + i raz). 

Dacă suprafaţa conului are vâriul în jos și dacă he este înălțimea 

. nivelului apei deasupra vârtului, atunci făcând calculele, obţinem: 

Ne = yra (ho — Taz C0sp) , Na = vro (ho/2 cos —$ raza). 

In acest caz, avem numai tensiuni pe când în cazul precedent 

am avut numai compresiuni. Primul caz convine construcţiilor de 

beton, al doilea acelora făcute din table de fier. 

3, Steră, 

In acest caz, avem: 

fer =r. 

Problemele cari se pun în practică sunt cam următoarele. 

a) Cupolă sferică sub acţiunea greutăţii proprii. 

Să se găsească eforturile A la o cupolă de forma unei calote sferice, 

de grosime constantă, sub acţiunea greutăţii proprii. 

Din a doua ecuație (112), deducem: 

Na+ Na+ pyr =0. 

Dacă această valoare o introducem în ultima ecuaţie (11,) și dacă 

ţinem seamă de valorile lui py și pz, găsim: 

3N/9z2 — 2N,/raz — p/cose =. 

Dacă mai ţinem seamă că avem: 

dz =r do Şi re = COS = Paz Sing. 

ecuaţia de mai sus se transformă în: 

ON, /9p — 2N, tgp — pr/cose =, 

care integrată în intervalul dela ela +, ne dă: 

N, = — pr/(U + sin).
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Valoarea lui N, este: 

Na = pr [Î1/(1 + sing) — sing]. 

Pentru valori ale lui g cuprinse între zero și 47, N, variază 

între — pr şi — pr, iar N, între + pr şi —tpr, fiind nul pentru 
p = 380 10. 

b) Cupolă sferică sub acţiunea unei sarcini verticale uniforme. 

Aceeași cupolă este supusă numai la o sarcină p uniform distri- 
buită pe unitatea de suprafaţă orizontală. 

Atunci încărcarea pe unitatea de suprafață înclinată va fi 
p sing şi deci: 

Py =psin?g, pz=—p sing cosg. 

Procedând ca în exemplul precedent, avem: 

9N,/âp — 2Nigp — prize = 0, 

care integrată între o și 47 ne dă: 

N = —4pr, 

cu ajutorul căreia deducem: 

Na = 4pr cos2g. 

c) Fund sferic de rezervor. 

Aceeași cupolă formează fundul unui rezervor în care nivelul 

apei este la înălțimea k, deasupra creștetului cupolei. 
Avem: 

Py = 7lho+r(l—sing)) , p.=0, 
şi prin urmare: 

Na+ Nz+ pr [ho+r (l—sing)] =0, 

AN, /âp—2 N tgp — pr [ho + r (1 —sing)] igo =0. 

Ultima ecuaţie integrată între g şi 17, ţinând cont că avem: 

(1 — sin2g)/cos?g = 1 + sin?g/(1 + sing), 
ne dă: 

Na = — or lg (hot r)—gr (+ sin?e/(1 + sing), 
cu ajutorul căreia găsim: 

Na = — pr i (ho) gr (+ sin?g/(1 + sing) —r sin ge). 

Când o variază în intervalul dela zero la 47, atunci N, variază 

dela —+ pr (ho + 4r) la — tyr ho, iar N, dela — 4yr (ho + $r) la 
— 297 ho. 

Toată cupola este supusă numai la compresiuni.
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Dacă cupola este întoarsă cu fundul în jos și dacă he este înălțimea 

apei deasupra fundului rezervorului, atunci avem: 

Py = — ylho—r (Î—sing)] ; ps =0. 

Cu aceste valori, găsim: 

Na + Ns—yr (ho —r (l—sing)] =0, 

2N,/ap — 2 N, teo + pr [ho —r (Î— sing)] tg e =0. 

Procedând exact ca în cazul precedent avem: 

Na = pr [p (ho—r + gr (+ sine/(1 + sing))). 
Ne = pr [1 (ho—r)—r (+ sin?o/(1 + sing) + r sing]. 

Când g variază între zero şi £7, atunci N, variază dela: 

4 yr (hp —4 r) la 4 pr ho, iar Na dela + pr (ho — 3 r) la + pr ho. 

Dacă he >> $r, vom avea pe toată întinderea cupolei numai ten- 

siuni. 

Ca și la cupolele conice primul caz convine construcțiunilor de 

beton armat, al doilea acelora făcute din tablă de fier. 

4. Cupolă eliptică. 

Să presupunem că avem o cupolă cu vârlul în sus a cărei curbă 

meridiană este o elipsă, suprafaţa fiind bine înţeles de rotaţie, având 

axa de rotaţie verticală (fig. 523). 

Să stabilim mai întâi elementele geometrice ale acestei suprafeţe. 

Ecuația elipsei o scoa- 

I tem din una din pro- 
| prietăţile sale, de exemplu 

din construcția ei cu aju- 

torul a două cercuri ale 

căror raze sunt respectiv 

semi axa mare și mică a 

elipsei. 

Vom avea: 

7, = E acosy + m bsiny, 

în care 7 este raza vec- 

  

  

  Ă toare ce pleacă din centrul 
E elipsei la un punct oare- 

care al ei, iar y unghiul 

Figura 523 din figură dintre-+ €, și OC. 
Dacă expresia de mai 

sus o ridicăm la patrat, găsim valoarea numerică a lui r4, deci: 
2 —op2 2 2 sin? 72 = 02 cos?2p + b? sin?y,
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Să ne ocupăm de tangenta la elipsă. 

Din relația evidentă dr, = dz, scoatem: 

dr, /dy = dz/dy = —E.a siny + 7 b cosy. 

Valoarea numerică a lui dz este: 

dz = ready. 

în care am notat; 

r2 = a? sin?y + b2 cos2p, 

raza conjugată lui r,. 
Ca să găsim direcţia tangentei, n'avem decât să împărţim vec- 

torul dr, prin valoarea sa numerică, adică dz. 
Avem deci: 

î = dr /rady. 

Ca să avem cosg și sin g, facem produsele € 7, şi £ &, cari ne dau: 

cosg = bcosp/r; , sine =a siny/r,. 

Avem tot ce ne trebue ca să găsim raza r. a cercului paralel, 
razele principale r, și rz, precum și raza de curbură geodesică raza. 

Avem: 

Te =aAcosy , ra =arp/b , ra>ri/ab , Taa=ractgy. 

Ne mai trebue unghiul g,, pe care raza vectoare r, îl face cu+-£,. 
Din relaţia evidentă r, = r, cosq, deducem: 

cosg, = a cosw/r,, 

Acum avem tot ce ne trebue ca să putem aplica ecuaţiile (11,). 

a) Cupolă eliptică supusă la greutatea proprie. 

Ca aplicaţie, vom determina eforturile din cupolă sub acţiunea 
greutății proprii, presupunând grosimea peretelui cupolei constantă. 

In acest caz, avem: 

Py=pbsiny/r. , pz=—p a coswp/ra. 

Introducând aceste valori în ecuaţiile (11.), avem: 

Ne = — Na a2/r? — p 02 siny/b 

9N,/2p — NA(1 + a2/r2) tgp — p r?/b cosy =0, 

ecuaţii analoage celora găsite la sferă pentru cazul similar. 

47. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Din prima ecuaţie, rezultă că în creștetul cupolei unde N, = N; 
avem ra = a, sinp = | şi deci: 

Na = N, = —pa2/2b 

Integrarea o facem ca și în cazurile precedente și anume, punem: 

N = w. 

Dacă această valoare şi derivatele sale le introducem în ecuaţia 

diferenţială, obţinem următoarele două ecuaţii: 

do/dp = o (+ a/ri) tgp, 
du/dy = p r?/vb cosw. 

Dacă notăm: 

(2 — 69 = a, 
atunci din expresia lui r2, obținem: 

72 = a? (1 — 2 cos2yp). 

Dacă ducem această valoare în expresia lui do/dy şi integrăm, 
găsim: 

p = Cra/a cos2p, 

în care C este o constantă de integrare. 

Această valoare dusă în a doua ecuaţie diferenţială și înlocuind 

pe ra cu valoarea sa, ne dă: 

du = (pa2/bC) |/ 122 costy. cosw dy, 

care integrată ne dă: 

u = (pa/bC) (ra. sinp + (b2/as) arsh (ac siny/b) + C,], 

în care C, este o nouă constantă de integrare. 

' Valoarea lui N, va fi deci: 

N, = 4 (pra/b cos2p) [ra sinp + (b2/a2) arsh (as sinp/b) + C.). 

Noua constantă de integrare C, o determinăm prin condiţia ca 

în, creștetul cupolei, să avem, pentru N,, valoarea găsită anterior. 

* Trebue să avem deci: 

— 4 pat/b = 4 (pa2/6-0) la + (6%/ae) arsh (a/8) + C] 
din care rezultă numaidecât: 

C = — a — (b2/ae) arsh (ae/b), 

cu ajutorul căreia, dacă notăm prescurtat: 

_B = arsh (ag/b) — arsh (ae siny/b), . 
avem: 

N = —$ (pra/b cos2p) (a — ra sinwp — b26 /ae).
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Aceasta-i valoarea exactă a lui N. 
Se observă că, în creștet, N, se prezintă sub formă nedeterminată. 
Pentru a ridica nedeterminarea, punem: 

cos?p = | — sin?p = (1 + siny) (1 — sinp). 

Se găsește numaidecât, că pentru w =4 7, avem valorile ade- 
vărate: 

(a —rasiny)/(l—siny) =a+r , B/(1 — siny) =0. 

Dacă se ţine seamă de aceste valori, se găsește că în jurul crește- 
tului cupolei avem formula aproximativă: 

(4) N. = — 3 pre (a + r)/b (+ sing), 
care pentru creștetul cupolei este riguros exactă, după cum ușor se 
poate recunoaşte. 

La baza cupolei (ecuator), adică pentru y = 0, avem: 

N = —4 pla + (b2/ae) arsh (ae/b)]. 

Formula aproximativă (1) de mai sus ne dă: 

N =—şp(a+b), 
ale cărei rezultate sunt mai mari ca cele exacte, în cazurile practice, 
cu cel mult 10%. 

Având pe N, avem numaidecât și pe Na. La baza cupolei (ecua- 
tor), avem: 

Na = — N a2/b, 

deci o tensiune, pentrucă N. este compresiune. 
Există deci un paralel unde N, = 0. Valorii lui y ce corespunde 

acestui paralel nu i se poate da o expresie simplă analitică, valoarea 
lui se găsește prin încercări. 

b) Cupolă eliptică cu sarcină verticală uniform distribuită. 

Să presupunem aceeași cupolă supusă la o sarcină uniform distri- 
buită pe unitatea de suprajaţă orizontală, cum ar fi de exemplu greu- 
tatea p a zăpezii. 

In acest caz, p sing reprezintă valoarea încărcării verticale pe 
unitatea de suprafaţă mediană și atunci rezultă: 

Py > pa? sin?p/r? , pa =—tpabsin2y/r2. 
Dacă introducem aceste valori în ecuaţiile (114), găsim: 

Na = — N 02/r2 — pat sin? w/bra 

2N,/jdp — N, (1 + a2/r2) igp — par, te p/b =0. 

aT*



740 

Dacă se urmează exact calea din cazul precedent, punând con- 

diţia, la determinarea constantei C;, ca în creștetul cupolei să avem: 

N, = — 4 pa?/b, 

se găsește: 
7 N, = — 4 para/b. 

La baza cupolei, avem: 

N, = —4 pa. 

Dacă ducem valoarea lui N, în expresia lui N, găsim: 

Na = + pa? cos2wp/bra, 

care este nulă peniru p = 44, iar la bază are valoarea: 
IT — Na =4 po/b. 

Observare. 1€. Să presupunem că în toate cazurile precedente 

tăiem cupola printr'o secţie orizontală. S'a văzut că A, în această 

secţie, este dirijat după tangenta la meridian. Componentele lui 

N, după o verticală și orizontală sunt: 

V = Ncosp , HI = N sing. 

Pe tot conturul secţiunii valoarea componentei verticale va fi 

2mr N, cose. Aceasta echilibrează forţa F verticală a încărcărilor 

de pe cupolă din interiorul secţiunii făcute. 

Dacă notăm F, = F/2ar, atunci avem: 

F, = ÎN, cosg, 

relaţie din care deducem valoarea și variaţia lui N. în diversele 
secţiuni ce facem. 

Pentru ca să găsim pe N, n'avem decât să introducem această 

valoare de exemplu în ecuația doua (11). 
2%. Bazele acestor cupole se fixează într'un inel care va trebui să 

desvolte niște reacțiuni care să echilibreze eforturile cu care cupola 

îl solicită. ! 

Pe unitatea de lungime de inel, vom avea solicitările verticale și 

orizontale: 

V=F, , H=Figg. 

Solicitarea verticală V va trebui să fie luată prin reazime, iar cea 

orizontală, H, prin tensiunea sau compresiunea ce se desvoltă în 

inel. Dacă raza centrului de greutate a inelului de reazim este r, 

atunci forţa axială N din acest inel este: 

N = + Fitze
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Vom avea tensiune când N, este compresiune și invers în cazul 

contrar. 

Forţa N, din inelul de reazim, este destul de importantă. Intze 

a imaginat rezervoare de forma din figura 524. In acest caz, dacă 

este greutatea sarcinei din interiorul ine- 

lului de reazim și F” aceea din exteriorul | 
lui, pentru ca cele două solicitări orizon- 

tale să se anuleze, trebue să avem: 

  

Fise =F'igg. 

    In acest caz, inelul de reazim se calcu- 

lează numai la solicitările verticale V. 

  

Aplicația Nr. 159. Ezemplu numeric. Să se i 

găsească rezistenţele într'o cupolă eliptică făcută Figura 524 

din beton armat sub acţiunea greutăţii proprii 

şi a unei încărcări cu zăpadă de 100 kg /m?, presupunând a = 30m, b= 15m 

(semiaxele elipsei meridiane). 

Să determinăm mai întâi elementele geometrice care intră în formule. 

Avem: 2 = (a? —b?)/a?2 = 0,75, e = 0,866, as/b = 30.0,866/15 = 1,733, 
arsh(ac/b) = 1,317, b2/ae = 152/30.0,866 = 8,660, (b2/ac) arsh(ae/b) = 11,41, 

19, Să ne ocupăm de rezistențele dale de greutalea proprie. 

Greutatea specifică a betonului armat este 2400 kg/m?. Dacă grosimea 

cupolei este k em, atunci 24 h, h fiind exprimat în cm, ne dă încărcarea pe 

m2 de suprafaţă mediană şi deci: 

p = 24 h kg/m? 

Dacă în formulele de până aci punem toate dimensiunile în metri, atunci 

obţinem N în kg/m. Ca să avem rezistenţele în n kg/emi, vom împărţi pe N 

cu suprafața 2 = 100 FE. 
Prin urmare, dacă în formule punem în loc de p, valoarea: 

p/82 = 24 h/100 h = 0,28, 
obţinem chiar valoarea rezistenţelor respective. 

Rezultă numaidecât, că pentru încărcarea proprie, rezistenţele sunt inde- 

pendente de grosimea păretelui, depinzând numai de greutatea specifică a 

materialului din care e făcută cupola. Am îi tentaţi să facem grosimi foarte 

mici, dacă n'ar interveni stabilitatea cupolei, adică o chestiune analoagă îlam- 

bajului barelor supuse la compresiune. 

In creștetul cupolei avem: 

K2 = Na = — 7 0,24.302/15 = — 7,20 kg/em?, 
iar la ecuator: 

Wa = — i 0,24 (30 + 11,41) = — 4,97 kg/em?, 
Wa = 8,97.302/152 = 19,88 kg/em? 

Dacă utilizăm formula aproximativă, la ecuator, găsim: 

Wa = —t 0,2% (30 + 15) = — 5,40 kg/em?, 

deci un rezultat cu aproape 9% mai mare ca cel exact.
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29. Să ne ocupăm de rezistenţele date de zăpadă. 
Dacă punem în formule, p = 100 kg /m?, celelalte dimensiuni fiind expri- 

mate în metri, pentru rezistenţele datorite zăpezii, obţinem N în kg/m. 
Pentru a avea rezistenţele direct, vom împărţi totul prin 2 = 100 k, h 

fiind exprimat în cm. Prin urmare, dacă în formule în loc de p = 100 kg /m:, 
punem p/100 4 = 100/4100 k = 1/h, obţinem chiar valoarea rezistenţelor. 

In creștetul cupolei avem: 

Sa = Na = — Va 302/415 h = — 30/4, 
iar la ecuator: 

Na = — VW 30/h= —15/h ta = 14 303/452p = 60/h. 
Dacă luăm pentru cupolă o grosime de k = 12 cm, obţinem în creștetul 

cupolei: 
Na = Ma == — 30/12 = — 92,50kg/em:, 

iar la ecuator: 

a = — 15/12 = — 1,25 kg/em?, Ye = 60/42 = Skg /em?. 
Insumând rezistenţele din cele două încărcări, avem: 
În creștet: 

Na = Vp = — 7,20 — 2,50 = — 9,70 kg/em? 
la ecuator 

Wa= — 6,17 kg/em? , tz = 94,88 kg/em? 

Tensiunea dată de Xa se ia prin fierărie Grosimea păretelui fiind F, atunci, 
pe fiecare cm de meridian, avem: 

Na = 12.24,88 m 300 kg /em. 

Dacă, de exemplu, luăm rezistenţa fierului 600 kg /cm?, atunci avem nevoie 
de 197 = 300,/600 = 0,5 om2:/em, ceea ce ne dă 10 & 25 mm/m. Asta la baza 
cupolei. Pe rest, fierăria se proporţionează cu valoarea lui Nz din regiunea 
întinsă. 

C) Plăci subţiri şi încărcări nesimetrice faţă de axul 
de rotaţie. 

Incărearea curent întâlnită este presiunea vântului. 
O construcţiune pusă în calea vântului deviază curentul de 

aer dând o presiune pe 

faţa bătută de vânt şi o 

sucțiune pe partea opusă 
(fig. 525 şi 526). 

In calculele noastre 

valoarea presiunii o luăm 

egală cu a sucţiunii. 
Figura 525 Dacă în calcule ţinem 

seamă numai de valoarea 
presiunii, atunci zicem că avem o încărcare nesimetrică, dacă 
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însă ţinem seamă de valoarea presiunii și a sucţiunii zicem că 

avem 0 încărcare antisimetrică. 

Dacă notăm cu p presiunea vântului pe unitatea de suprafață 

normală direcţiei lui, dacă g este direcţia vântului și 7] direcţiunea 

normalei la suprafaţă, atunci pentru pre- 

siunea normală pe suprafaţă, se ia valoarea: 
  

(1) Py = p cosg, 
în care g este unghiul între + ge și + 

(fig. 526). 
Această formulă ne dă valoarea pre- 

siunii și a sucţiunii, căci pentru faţa 

pentru care avem p> %47, avem 0 

presiune negativă. 

Experienţa arată însă că valoarea: 

(2) Py > p cos*g, 
dedusă din legea de variaţie a rezisten- 

ţelor, este mai aproape de realitate. 

Această expresiune a lui py însă, nu-și 

schimbă semnul pe faţa supusă sucţiunii. Figura 526 
Pentru a scoate în evidenţă semnul minus 

pe intervalul 4 n —z, redresăm funcţia f = cos?o. 
Seria Fourier care reprezintă în aceste condițiuni funcţia f, 

adică își schimbă semnul când g trece de 14 x, este: 

    
  

  

Î = (8/2) (3 coso+ 3 cos 3p— sii cos5p + ...... ). 

In calcule intervin derivatele de ordinul întâiu și al doilea a ace- 

stei funcțiuni. 

Derivata întâia este: 

di/de = — 2 Csin2p, 

în care: 

C = cosop—4 cos3p-+ 4 cosd5p— 

Se demonstrează foarte lesne, că valoarea lui C pe cele două 

intervale 0 — 1 n și Ym — m este respectiv +4 7 și —l4 7 și 

că dC/do =0 pe tot intervalul 0— x. 
În aceste condițiuni, derivata doua este: 

dj /det = —=C cos 2.
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Valoarea acestei derivate pentru ge = W n —0 este +2, iar 
pentru p=+n + 0 este —2, deci prezintă un salt, având pentru 
p = 1! m valoarea zero. 

__ Din motive de continuitate, admitem că racordarea celor două 
ramuri ale funcțiuni d:f/dg? se face, pe intervalul + n — 2 z, luând 
pentru C, pe acest interval, valoarea arbitrară: 

C = sin? e. 
In aceste condițiuni, pe acest interval, avem: 

df/dp = sin?dp  , dîf/dgt = —sinâg, 

Această soluţie arbitrară are, faţă de toate celelalte soluţii, de ase- 
menea arbitrare, avantajul că cel puţin pe intervalele 0—1 z 
și & m — ași în punctul 4 ze, rezultatele sunt riguros exacte, însă du- 

_bioase sau arbi- 

trare pe interva- 

lul 4n—3m. Ad- 

miţând acestea, 

rezultă că, pe in- 

tervalul 17—23x, 

valoarea lui cos2g 

nu mai este dată 

de seria Fourier 

* de mai sus, ci de 

o altă funcţiune. 
„Având însă în 

vedere că între 

La şi2n avem 

cos?p < 4, eroa- 

rea care se face 

nu este prea mare. 

In aceste con- 

dițiuni, admitem 

Figura 527 că, pe diversele 

intervale, funcţia 
/ şi derivatele sale au valorile din următorul tablou: 

2 

-—1 

  

  

  
Intervalul 0 n/& n/2 3x/4& 7 
Funcţia cos20 | — cos? 
Derivata |  |—sin2g — sin22p  |sin2g 

  

  > II |—2 cos2g |—sintg 2 cos2gp
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Pe figura 257 s'a trasat în linii întrerupte funcţia f= cosg și pri- 

mele sale două derivate, iar în linii pline aceleași elemente ale func- 

ției f, = cos?g, în condiţiile arătate mai sus, pentru a se.vedea 

diferenţele. 

D-l Dischinger, luând: 

cos?o = 0,85 cosp + 0,15 cos3p, 

adică numai primii doi termeni din seria Fourier —cu aproxi- 

maţie — a ajuns cam la aceleași rezultate. 

1. Cilindru circular, 

Să presupunem că avem o suprafaţă cilindrică dreaptă, cu 

axul vertical, bătută de un vânt orizontal. 
Vom lua în cazul acesta axa £ paralelă cu axa cilindrului. Ele- 

mentele geometrice ale acestei suprafeţe sunt: 

1 /ra = 1/ry = 1/ra = 1/raa = 0 Pa =Pe=r. 

Dacă notăm: 

Pu = pl, 
atunci ecuaţiile (11) se transformă în: 

9N./9x +3T,/32 =0 , N/r+ pl =0 , 8N,/da + 9Ty/9x =0, 

două ecuaţii diferenţiale independente. 

Din a doua ecuaţie scoatem: 

N = — pri. 

Dacă derivăm pe N, în raport cu z și ţinem seamă că dz =rdg,. 

din ultima ecuaţie deducem: 

Ty = pzdj/de 
Constanta de integrare este nulă pentrucă pentru z =, trebue 

să avem T,=0. 

Această valoare dusă în prima ecuaţie, ne dă: 

Na = —$ (pz/r) di/de, 
constanta de integrare fiind de asemenea nulă, pentrucă pentru 

z = 0, avem de asemenea N.=0. 

Să ne ocupăm de câteva cazuri de încărcări. 

19. Să presupunem partea din stânga bătută de vânt; iar pe partea 

opusă py = 0. Pe această parte vom avea peste tot: 

Na = Ty = Na =0.
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Aceste valori trebue să coincidă cu cele de pe partea stângă 
pentru e = x. Nu se poate aceasta, deci echilibru: nu poate 
exista. Pentru ca să existe trebue să intervină și ecuaţiile de 
momente. Deci, cilindrul dat nu este o suprafaţă de echilibru a 
acestor încărcări. 

2. Să presupunem că partea opusă este supusă la sucțiune şi că 
legea de variaţie a lui py este: 

Py = pi =p cose 
In acest caz, se găsește: 

N. = —pr cose , Ty=—pasine , N, = ip 2 cosg/r, 

Se vede imediat 
că pentru g=4x, 

avem aceleași valori 

pentru toate canti- 
tățile. 

Așa dar, supra- 
faţa cilindrică este 

o suprafață de echi- 

libru pentru acest 

fel de încărcări. 

Valorile maxime 

în secţiunea z, sunt; 

  

  

N, = —pr, 

Ty=—pz, 
= Apat/p 

Figura 528 Na =$pa/r. 

3. Să presupu- 
nem acum cilindrul supus la încărcarea antisimetrică dată de: 

Pv = pi =p coste. 
In acest caz, pe diversele intervale, avem: 

Intervalul 0 x /& z/2 3/4 7 

N, — pr cos?0 pr cos? 

7, —pz sin2dg| —p z sin229 | pz sin2e 

Na p 2? cos 2p/r| 4 pa?sin 4p/r | —p z?cos2g/r 

Variația lui 7, și ÎN, este arătată pe figura 528, pe care se vede 
că pentru N, există trei axe neutre. 

Dacă se compară aceste rezultate cu acelea din cazul precedent 
se vede că Tyare aceeași valoare maximă, însă altă distribuţie,



41 

iar N, pe lângă altă distribuţie are şi valoarea maximă dublă. Prin 

urmare, în acest caz, deși valorile numerice ale lui py sunt mai mici, 

totuşi din cauza legii de distribuţie a lor rezultă eforturi mai mari 

în peretele cilindrului. 

Mai rezultă că suprafața mediană a cilindrului este o supra- 

faţă de echilibru a încărcărilor antisimetrice py = p cos?e. 

2. Bolţi Zeiss-Dywidag. 

Sunt bolți cu pereţi subțiri ale căror suprafeţe mediane sunt 

în genere niște cilindri cu axa orizontală. 

Secţiunea transversală este o curbă definită prin raza de cur- 

bură rs. 

Elementele geometrice ale acestei suprafeţe sunt: 

1/ra =1/ry = 1/ra = [ra =0  , dz =rade 

In privinţa încărcărilor, luăm cazul curent întâlnit în practică 

şi anume al sarcinilor provenite din greutatea proprie, presupunând 

grosimea plăcii constantă şi a unei încărcări uniform distribuită pe 

unitatea de suprafaţă orizontală. 

In acest caz, avem pa = şi ecuaţiile (11), dacă notăm: 

T. = 9/92 + Pa 

se reduc la: 

3Na/ox + To =0  , Ni =—Ppyr , T+oTyfox=0. 

In cazul încărcărilor noastre, py și p: sunt funcțiuni numai de 

z şi atunci rezultă că N, şi 7 sunt de asemenea funcțiuni numai 

de z. 

In aceste condițiuni, dacă integrăm ultima ecuație în raport 

cu z și dacă luăm originea absciselor în ze =, avem: 

Ty = —2T + h(2), 

în care f,(z) este o funcţie de integrare. 

Dacă derivata lui 7, o întroducem în prima ecuaţie diferen- 

țială și integrăm iarăși în raport cu z în aceleași condițiuni, avem: 
Na = 422 T /9z — ze 2f,(2)/92 + fa(2), 

în care f„(z) este o nouă funcţiune de integrare. 

Funcţiunile f, și f. le vom determina ţinând seama de sistemul 

de rezemare. 

Rezemarea, înţelegem că se face totdeauna pe toată întinderea 

secţiunii transversale. 

Vom da două exemple de modul cum se determină aceste două 

funcțiuni.
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19. Să presupunem că avem o boltă incastrată la o extremitate şi 

liberă la cealaltă. In capătul liber, unde luăm originea lui z, avem 

Ty=0. Rezultă, în acest caz, fi(2) =0 şi deci şi 2f,(2)/8z =0. 

Tot în capătul liber avem: N„== 0, care ne dă și f.(2) =0. 

Așa dar, în acest caz, avem: 

Ty=—sT  , Na =4%%9T/oz. 

27. Să presupunem că avem o boltă simplu rezemată la extremi- 

tățile sale. Luăm originea abciselor z în unul din cele două reazime 

cari se găsesc între ele la distanţa ]. In acest caz, pentru acel reazim 
avem x =0. 

Bolta fiind încărcată peste tot, din motive de simetrie, trebue 

ca la mijlocul deschiderii să avem 7, = 0, oricare ar fi valoarea 
lui z. De aci deducem: 

ȘT = fl) » 4097 /0z = 8fu(2) /22 
cu ajutorul cărora găsim: 

Ty = (4l— a). 

Dacă aceste valori le introducem în expresia lui N, şi dacă 

punem condiţia ca pentru z =0 şi 2 =], să avem N= 0, oricare 
ar fi valoarea lui z, găsim fa(z) = 0 şi deci: 

Na = — taţl— 2) 2T/oz. 

Procedând astfel și pentru alte sisteme de rezemare, găsim că 

cei doi coeficienţi cari multiplică pe T şi 3T/9z sunt forţa tăietoare 

şi momentul încovoietor (acesta cu semn schimbat), ce se produc într'o 

grindă dreaptă care are același sistem de rezemare ca şi bolta dată și 

care este încărcată cu o sarcină uniform distribuită de-a-lungul ei, 
egală cu p =]. 

Dacă notăm acești coeficienţi respectiv cu 7, şi M,, atunci 
avem: . 

Ty=T1T  ,  Na=—MT/oz. 
Vom face câteva aplicaţiuni. 

a) Boltă semicirculară simplu rezemată la capetele sale. 

Suprafaţa mediană fiind un cilindru circular, avem r; =r. 

19. We ocupăm mai întâi de greutatea proprie. Avem: 

Py = p sing ; p- = —p cosg, 
N,=—pr sine , T=—2pocose , 3T/9z=—?p sing/r 

T=—z , M =4tal—a) 
și deci: 

Ty=pQzr—l) cose , Na =—pz(l—a) sing/r.
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Pentru e =0 şi e =, avem: 

N, =0, N. = > Ty=pQa—b. 

N, fiind nul, marginea bolţii n'are nevoie să fie sprijinită. 

Lunecarea produsă de 7,, se ia de o grindă suplimentară pusă 

la marginea inferioară și în care se desvoltă tensiunea: 

N -—j Tydz=pz(l—a2), 

a cărei valoare maximă, N =tpl?, are loc la mijlocul deschiderii. 

Având valorile lui N, N2și 7, în fiecare punct al bolţii, pu- 

tem, după normele cunoscute, să determinăm direcțiile principale 

a rezistenţelor în fiecare punct. 

Se vede ușor, că pentru e =0 şi e =, direcţiile principale 

fac cu generatoarea cilindrului unghiuri egale cu 17, iar pentru 

p = în ele coincid chiar cu direcţia generatoarei și a directoarei. 

Aşa dar, când facem bolta din beton armat, avem numaidecât 

direcţiile după care trebue să dirijăm în fiecare punct fierăria în- 

tinsă, 

În cazul când n'am avea un semicere complet, ci un arc cuprins 

între go şi 7 — ep, atunci la marginea plăcii avem: 

N, = — pr sing 

și deci va trebui să punem un reazim care să ia această compresiune. 

2”. Să presupunem acum bolta încărcată cu o sarcină uniform 

distribuită pe unitatea de suprafaţă orizontală, cum ar îi de exemplu 

greutatea zăpezii. 

Urmăm exact calea de mai sus. Avem: 

Py =p sin?e , p,=—4p sin2g, 

N, =—pr sin?p , T=—?psin2g, 

3T/2z = —3 p cos 2 g/r 

care ne dă: 

Ty=2p(r—l) sin2p ,  N=2paz(l— az) cos2g/r 

Pentru g =0 și o = m, avem: 

N, = > Ty=0 , Na=3pe(l—x)/r, 

deci nu mai avem nevoie să punem grinda suplimentară care să 

ia lunecările provocate de 7. 

Se mai vede că pentru g = 4:x, avem o axă neutră pentru 

Naz, unde 7, este maxim.
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In cazul când bolta este făcută din beton armat, trebue să de- 
terminăm direcţiile principale cari se vede că diferă complet de 
cele din cazul precedent. 

d) Bolţi semieliptice. 

Au avantajul asupra celor precedente, că necesită o înălţime 
de construcţie mult mai mică. 

Vom presupune și aci că sunt simplu rezemate la capete (fig. 529). 
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Figura 529 

Elementele geometrice ale suprafeţei mediane sunt aceleași ca 
în cazul precedent cu singura deosebire că: 

Ta = r3 /ab 

în care r, sa văzut că are valoarea: 

> da = rod, 

r2 = a2(l — e? cos2). 

19, Să ne ocupăm mai întăi de greutatea proprie. 
Avem: 

Py = pa siny/ra , pz=—pb cosy/r,, 

N, = — pr? siny/b 

T =—p (8r2 — 82) cosw/bre, 

9T/8z = p (6— 3 a2/r2 — a?02/r4) siny/b, 

valori cari le introducem în expresiile lui 7, şi Na.
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La creştet avem: 

Na =—p/b, Ty =0, Na —tpaţl—2)(3—B/a2),/b, 

iar la bază: 

N = N =0 , Ty=p(z—l). 

Grinda suplimentară care ia lunecarea longitudinală 7, se 
dimensionează la fel ca în cazul precedent. 

Se mai vede că atunci când 42 > 1,5 b2, vom avea pentru No 
axă neutră acolo unde: 

6—3 2/73 — 2/74 =0 ri = (1+ |TFBUPA. 
In acest caz, pentru valori mai mici decât unghiul 1p ce corespunde 

acestor egalităţi, avem tensiuni, iar pentru valori mai mari compre- 
siuni. 

2. Să presupunem bolta încărcată cu zăpadă. 
Avem: 

Py = pa? sin?p/r? , px =—tpab sin2p/r2, 

N, = — para sin? y/d, 

T = —3pasindp/b , 2T/oa =—3 p a cosdy/br,, 

valori pe cari le ducem în expresiile lui 7, şi N. 

La creștet, pentru p =4 7, avem: 

N=—pa/b , Ty=0, Na = —3pr(l—a)/b, 

iar la bază, pentru y =90: 

N, =Ty=0 , N=2pa(l—a/b. 

Pentru acest sistem de încărcări, avem, pentru ÎN, o axă neutră 

la p=4ta. 

Unghiul gq, al razei vectoare r,, ce corespunde acestei valori a 
lui w, este dat de relaţia: 

cosq = a/|a: + d: 

Observaţiuni. 

19. Calculul este identic în cazul când secţia transversală a supra- 
feţei mediane ar fi o parabolă, un lănţișor, etc. Bine înţeles, că, 

pentru fiecare caz în parte, trebuesc găsite elementele geometrice 
ale suprafeţei respective. 

Avantajul acestor bolți constă într'aceea că necesită grosimi 
foarte mici.
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Încercările făcute, arată o concordanţă perfectă între calcul şi 
rezultatele încercărilor. 

Problema interesantă ce urmează a se rezolva este de a se găsi 

suprafața mediană a unei bolți Zeiss-Dywidag, pentru un sistem de 

încărcări dat, altul decât greutatea proprie și zăpada. 

2". Reazimile acestor bolți constau din păreţi sau grinzi rigide. 

In cazul grinzilor, ele se calculează ca o grindă curbă simplu 

rezemată la extremităţile ei, supusă la reacţiuni și la eforturile Ty 

aplicate pe spinarea ei. Acest calcul se face după norma dată la 

grinzile curbe, cu deosebirea că 7, este dirijat după tangenta la 
conturul grinzii. 

In acest mod, nu avem nici împingeri orizontale în reazime și deci 

pentru încărcări verticale putem sprijini toată construcția numai pe 
stâlpi verticali. 

Aplicația Nr. 160. O boltă de beton armat sistem Zeiss-Dywidag, are o lun- 

gime [= 24 m şi e simplu rezemată la extremităţi. 

Secţia transversală a suprafeţei mediane este o elipsă cu a= 6 m, b= 3,6 

-m şi cu o grosime de perete deh =5 cm. 

Să se găsească rezistenţele ce se desvoltă în boltă sub acţiunea greutăţii 

proprii și a unei încărcări cu zăpadă de 100 kg/m2, 
1* Să ne ocupăm de greutatea proprie. Sa văzut, cu ocazia aplicaţiei Nr. 459 

că greutatea în kg /m? de suprafaţă mediană este p = 24 P, în care h este gro- 

simea peretelui, exprimată în cm. 

S'a văzut, tot acolo, că dacă în formulele care ne dau valorile lui Na, ... 

punem p = 0,24, obţinem chiar rezistenţele în kg/em?. 

Ne ocupăm numai de rezistenţele maxime. 

La creştet avem: 

N = —pa2/b = —0,24.62/3,6 = —24 kg/em? , %y=0 
Nz=—$ ph (3 — b2/a0) /b = — $. 0,24.242(3 — 3,62/62) /3,6 = — 12,67 kg/em?, 

La bază: 

Na = Ja =0 , By —pl= —0,94.24 = — 5,16 kg /em?, 

Rezistenţele Ye sunt nule pentru g, = y = 0 şi acolo unde avem: 

ri =1a2(1+V178 d: /3 az = &,65m?; r? = 5,23m2 

căreia corespunde q, = 250. 
Așa dar, rezistenţele Se sunt nule pentru Pi = 0 şi pu = 255, fiind posi- 

tive în acest interval şi negative în intervalul 25* —-4. e. Pentru cealaltă ju- 
mătate de elipsă, avem simetrie. 

Tensiunea maximă în grinda suplimentară, care ia lunecarea longitudi- 
nală este: 

N=4 ph — 1, 94.5.24: = 17280 kg. 

„Dacă luăm în armătura de fier o rezistenţă admisibilă numai de 600 kg /ern?, 
avem nevoie de 6425 mm.
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2 Să ne ocupăm de zăpadă. Dacă punem în formule p = 100 kg /m?, ob- 
ținem pentru A valori exprimate în kg/m. Ca să avem direct rezistenţele în 
kg /em? împărţim totul cu 100 h — 500. Aşa dar, în formule punem în loc de 
p valoarea 100/5300 = 02. 

La creştet avem: 

Ma = — 0,2.62/3,6 = —2 kg /em: ? Sy = 0, 

Dr = — 37, 0,2.122/3,6 = — 12 kg /em?, 
La bază: 

N = Sy = 9 , Na = = 0,2.122.6/3,62 = + 20 kg /em?. 

Aşa dar, pentru St este o axă neutră acolo unde cos A = a/V a -+ bd, 
pentru care corespunde gq, = 310. 

Tensiunea Xa, dacă admitem în armatura de fier o rezistență numai de 

600 kg /cm8, necesită o secţiune de [ier: 

294 = 20.5.100/600 = 16,67 cm?/m = 10 & 15 nm /Im. 

3 Pentru a avea rezistențele din ambele solicilări, vom suprapune efectele 
calculând în fiecare punct rezistenţele. 

In ereştetul cupolei, de exemplu, vom avea: 

Mp == — 12,67 — 12 = — 24,61 kg /em?. 

Dacă în regiunea comprimată adoptăm un procent de armare de 2%, atunei 
rezistenţa în beton este: 

Xp = 24,67 /(1 + 0,02.15) = 19 kg /em2, 

Evident că distribuţia ficrăriei, care trebue să ia toate tensiunile din boltă 
se studiază după normele cunoscute. 

Avantajul acestor bolți este evident. Din exemplul de mai sus 
se vede că putem acoperi o suprafaţă de 12 x 24 = 288 m2, numai 
cu o placă groasă de 3 em, fără alte reazime decât cele din cele patru 
colțuri. 

Convin în special pentru acoperișuri. 

48. 1934, GR. Em. Filipescu. Statica construcțiunilor şi Rezistenţa materialelor.



XXXII. PLĂCI PLANE SUBŢIRI. 

Se întâlnesc rar în construcţiuni. Au mai mult un interes teoretic 

după cum se va vedea mai târziu. 

Vom considera plăcile solicitate numai la încărcări uniform 

distribuite normale pe planul plăcii. 
Se vede dela început, că eforturile cari se desvoltă în asemenea 

plăci, dacă nu ţinem seamă de deformația lor, sunt infinite, pentru că 

razele ra, Pa Py. sk... sunt infinite. 

Un calcul, nu-l putem face decât în starea deformată a plăcii, 

când suprafața plană se transformă: într'o suprafaţă de echilibru 

a încărcărilor şi când apar razele r. 

1. Deformaţia plăcilor plane subţiri. 

Detormaţiunile specifice ez, £ şi py. 

Naportăm placa la sistemul de axe rectangular Et =+t, 

care are axele € și £ cuprinse în planul plăcii, iar n. 2 normală pe placă 

şi dirijată după direcţia positivă a încărcărilor Py- 

Să presupunem că un punct oarecare O al plăcii, a parcurs în 

direcția celor trei axe de coordonate drumurile u, v, ww. 

Punctul A (fig. 530) de pe axa £, infinit vecin lui 0, va parcurge 

drumurile: 

Edz.3u/9z  , mdr.9foz ,  (dr.9iv/az. 

Vectorul OA = £dz, prin deformaţie, se transformă în OA,, a cărui 

expresie este: 

(1) OA, = [E(L + 2u/22) + 79 3a + (a/axda 

Având această expresie, avem tot ce ne trebue.
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Putem şăsi acum valoarea lui £x, adică lungirea specifică a lui 

OA. Se ştie că avem: 

cz = (04, —04)/04. 

Partea scalară a lui OA este dz. Pentru ca să găsim partea sca- 

lară a lui 0A,, n'avem decât să ridicăm OA, la pătrat și să extra- 

gem apoi rădăcina pătrată. 

Dacă facem aceasta, găsim: 

(2) E = 2u/0z +4 9du/92x)? + 1 (dv /9x)? + 4 (2»/3uxk, 

neglijând la extragerea rădăcinei pătrate inliniţii mici de ordin 

superior ordinului doi. 

Dacă procedăm absolut la fel şi cu OC, găsim: 

(1) OC, = [E(4 + ap /22) + + 39v/2z + Eau /oz]da 

din care scoateni: 

(2) £- = 9w/8z + 1 (9u/82)2 + + (2p/9z)2 + 1 (2/22). 

Dacă neglijăm infi- 

niţii mici de ordinul al 

doilea, obţinem: 

£g = 9u/92. 
î 

E, = 9/23. 

Pentru plăci cu de- 

formaţiuni mari, ter- 

menii 2/22 şi 2p/2z 

  

  au valori relativ impor=- 

tante și atunci pentru Figura 530 
aceste plăci se ia: 

(22) £z = 2u/3z + 4 (9/93)? , ex = 0/22 + 1 49p 92)? 

Putem găsi acum direcţia &, a vectorului OA,. Pentru aceasta 

n'avem decât să-l împărţim cu partea lui scalară care este evident . 

(| 4+- ez) dr. Dacă facem această împărțire și ncglijăm infiniţii mici 

de ordin superior, găsim: 

(3) & =E+y 9/2 + £ 7 2w/2a. 

În mod cu totul analog găsim și: 

(4) îi = [+ Pi 2p/93 + z du /2z. 

4s*
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. . Lexizul 

Putem găsi acum şi valoarea lui yy. Din relația (5 = cos ij
 

% 

—
 axele fiind normale între ele, găsim. că prin deformaţie, unghiul 

>» o 

drept se modilică cu: 

(CE) = 2cos 48 = —sini a.de = —de. 

Ori, cantitatea cu cât se micșorează unghiul drept, este tocmai 

Vp, deci: 

a(cE) = Yy- 

Prin urmare, dacă facem produsul scalar TE şi din el scădem 

E, adică zero, atunci găsim a(ţă). 

Făcând această operaţie, găsim: 

(4) Yy = 0u/2z + 2v/8x + (2v/2x) (2p/22) 

Pentru ca să găsim direcţiunea normalei la planul 0A,C,, n'avem 

decât să facem produsul vectorial (8. Partea scalară a acestui 

vector este sinusul unghiului ce fac între ele direcţiile”?, şi £., adică 

sin (477 + 7) care, în cadrul aproximaţiilor ce facem în mod cu- 

rent, este egal cu Î. 

Dacă facem acest produs vectorial și neglijăm infiniții mici de 

ordin superior, găsim: 

(5) 1 =] — E do fo — E 2v/âz. 

In rezumat, am găsit direcţiunea axelor după deformaţie și 

deformaţiile specilice e și p. 

2. Echilibrul unui element de placă. 

Să presupunem că avem o placă dreptunghiulară. Să presu- 

punem că axele € și € le luăm paralele cu laturile plăcii, iar 7) di- 

rijat în jos, ca în figura 531. 

Să presupunem că prin drepte paralele cu cele două axe, împăr- 

0 z tim suprafaţa plăcii în o serie de 

dreptunghiuri cu laturile d şi dz. 

Prin deformația plăcii, aceste 

drepte se transformă în niște curbe, 

suprafaţa însăși a plăcii translor- 

j mându-se într'o suprafață oarecare. 

S'a văzut la deformația acestor 

plăci, cari sunt direcţiile ce le 

  

  

Figura 531 

iau direcţiile £ şi € într'un punct oarecare și am determinat și di- 

recţia normalei întrun punct oarecare al suprafeţei.
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Să considerăm un dreptunghiu oarecare. Prin deformare el se 
transformă într'un patrulater curbiliniu, oarecare (fig. 532). 

Să scrim ecuaţia de echilibru a acestui element de suprafaţă. 
Dacă se urmează exact norma indicată la echilibrul plăcilor 

subțiri, se găsește imediat: 

5 da .9dz (E Na + în T)]foz + 

6) da.9|dau(î, N + & T3)]/92 + pdaudu = 0. 
Aceasta-i ecuația cea mai generală a plăcilor subțiri plane, su- 

puse la sarcini normale pe planul lor. 

Ca să facem calculele indicate de această formulă va trebui să 
observăm următoarele: 

19. Cu aproximaţia unor infiniţii mici de ordin superior, avem: 
dzdz = dadz = dada = dada = do. 

29. Valorile lui 2£,/3x, î£,/22,... le scoatem din formulele (3). 
3. Din relaţia evidentă da, = (| + e.)dz, scoatem 3da,/8z = 

dz.987/23, şi prin urmare, avem: 

dz.2dz,/22 = dO [92u /oaoz + (20/32) 52/2282), 
dx .9dz, x = d [32% /9a93 + (9v/22) (22 /2292)]. 

49. Sarcina p, am spus că e normală pe planul plăcii şi deci, 
avem: 

P=NPy Hp >» Pe=0 , p=0. 
In aceste condițiuni, integrarea ecuaţiei (6) este foarte grea. Pu- 

tem ajunge la o ecuaţie mai simplă, 

dacă ţinem seamă că, în cazul deforma- 

țiunilor mici, putem neglija o serie de  -g 

Ya
 

termeni. 

19. In acest caz, termenii 9u/2z şi 

    2»/8x sunt foarte mici și deci luăm: 

„2/24 = , 2 da = 0, &y A 

9%u Jo? = 0 „%u/daoz =0, Figura 532 
02p dz? =0  , 92 /0xaz =0. 

2. Se neglijează de asemenea și valoarea tangentelor și deci 
se ia: 

av /d2a =0  , 3v/az =0. 

Dacă ţinem seamă de toate aceste consideraţii și aproximaţii 

şi dacă facem calculele indicate de formula (6) pe care o multi- 

plicăm apoi scalar succesiv cu 7), £, £, obţinem: 

_ Na92p /9a2 + 2 1920/9293 + N? /9z2 + p =0, 

() 2N,/9x + 37/92 = 0, 2N2/9a + 2Ty/2z = 0.
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Dacă gros mea plăcii este h, atunci avem: 

Na = Xa N %hl j Ty = Gy.h.l. 

Avem de asemenea după ecuaţia (5) dela pag. 300: 

Na > E (ex + pez)/(1— pi), Ra = E (ez + pe) /(1 — 2), 

%y = Gyy. 

Dacă ţinem seamă de aproximaţiile ce am făcut pentru a de- 

duce din ecuaţia exactă (6), ecuaţia aproximativă (7), rezultă că 

am făcut implicit și aproximaţia py = 0. Așa fiind, pe toată su- 

prafaţa, avem Ty=0 și deci A, =A,=N. 

In aceste condițiuni, dacă notăm: 

(8) Vo = 9/22 + 2:p /az2, 

ecuaţiile (7) se reduc la: 

(9) o Vo+p/N =0. 

Să presupunem că avem o plasă plană jormată din două şiruri 

de jire normale între ele şi înodate la intersecţia lor. 

Dacă fiecare nod se încarcă cu aceiași sarcină /' normală pe 

planul plasei, aceasta se va deforma. Prin deformare, firele se vor 

lungi și deci în ele se vor desvolta niște tensiuni N. Este evident 

că plasa fiind formată din fire, prin deformare, nu se vor desvolta 

rezistenţe G, și deci nici eforturi Ty. 

Să presupunem firele din ambele șiruri infinit apropiate. In 

acest caz, sub acţiunea sarcinilor pd, toate nodurile se vor afla 

pe suprafaţa dată de ecuaţia (9) care îndeplineşte toemai condiţia 

7, =0. 

Aşa dar, ecuația (9) este ecuaţia suprafeţei deformate a unui 

plan subţire care se numeşte și membrană, sub acţiunea sarcinei 

p, în cazul când nu se desvoltă eforturi 7,. 

3. Analogia între suprafaţa Vv şi curbele funiculare. 

Să presupunem că, în plan, considerăm reţeaua de noduri de- 

terminate prin intersecţia a o serie de drepte paralele cu axa Oz, 

așezate între ele la distanța 42 și altă serie, paralelă cu 03, la di- 
stanța 44. :
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Ele determină nodurile og; ko. me. ete. (fig. 533). Prin deformația 

planului, ele parcurg drumurile og0, hoh.... şi ocupă o nouă po- 

ziţie, așa cum se arată în figură. - 

La limită, când punctele o, h, m,... sunt infinit apropiate, 

dreapta 0ohomo din plan. se transformă în curba ohm cuprinsă pe» 

supralaţa deformată. 

Să considerăm în special 

nodul i. Să presupunem că tan- 

genta la curba hi este V şi că         
po fo 

  tensiunea pe unitatea de lun- 
  

  gime de curbă hil este N. Vom 

presupune analog că tangenta 

în la curba kileste 9 și în ace- 

leaşi condițiuni, după hil, avem j 

tensiunea A, pe unitatea de l 

    
  

curbă hi. 
Intocmai ca la curbele luni- 

culare, să 'scrim echilibrul no- 

dului i. Figura 533 

avem: 

(9) 31 p da dz + dz.9 (N) + dz.2 (N) =0. 
Yr
rl
 

=
 D.
 

v
e
 

Dacă această ecuaţie o multiplicăm scalar respectiv cu 

obținem: 

2(N..E3) =0 . 3(Ni=0, 
care ne dă: 

(10) Na.E9 = = e NO ==. 

Dacă aceeași ecuaţie o multiplicăm scalar cu 7 și dacă urmăm 

aceeași cale ca la curbele funiculare, găsim: 

(11) 118%0/92 + Mato + p =0. 

In privinţa semnelor, rămâne valabilă convenţia făcută la 

curbele funiculare. In cazul când Ha = Hz = II, avem: 

Po = —p/H,. 

adică, tocmai ecuaţia (8), cu singura deosebire că aci [I este pro- 

iecţia lui , care, pentru deiormaţiuni mici, sunt sensibil egale. 

Să scrim aceleași ecuaţii, însă pentru distanţe Jinite între no- 

duri.
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In acest caz, curba hij se compune din două segmente de drepte 

ih şi 1]. Acelaşi lucru în celălalt sens. 

Notăm cu A efortul pe unitatea de lungime în senzul axei 

Oz,_dirijat după direcțiunea în. Direcţiunea _positivă hi o notăm 

cu di iar direcţiunea positivă ij cu 6; analog fi cu di şi il cu îi. 

In aceste condiţii, să scriem din nou ecuaţia (9). Vom avea, 

dacă p; e sarcina ce revine nodului i: 

(9,) Pila + 24 Nin Ba + Ni Vi) + dd Na Da + Na d) =0. 

Dacă această ecuaţie o multiplicăm scalar respectiv cu £, și , 

obţinem: 

(0)Na BE = Na 05 ==, Nut = Nadt = =c, 

expresii care ne arată că proiecţiile pe planul +0z, a celor două 

serii de eforturi N, şi N, sunt constante. 

Să multiplicăm aceeași ecuaţie (9,), scalar cu 7. Vom avea: 

piata + (Nin Oa + Ni; Ban) + îa(— Nada + Nada) = 0. 

Primul termen din prima paranteză putem să-l punem sub 

forma: 

Nadia = NaOn€ 09 /0n€ = 11200] /0n€. 

Insă: 

Gin [08 = tg (n £) = (oi — en) /iz 
Făcând aceeași operaţie și pentru ceilalți termeni, obţinem: 

(114) pik Ha (on — 2ei 4 0/12 + Halo — 2ei -t o) /î2 = 0. 

Dacă facem o apropiere între ecuaţiile (11) şi (11) şi dacă no- 

tăm: 

Aviz = 4(pj — %p) , Aciz = — (ou — 9), 

(2 A?vig = pd oj 3 A? = op — doit vi 

A2vizz = 1(vo + Vp — Ym — a), 

constatăm că: 

(13) 2p/ăa = lim Atiz/âz , 90/92 = lim Aviz /Az, 

92pf9a2 = lim A?piz /â2z  , 220 /022 = lim A420i2/727, 

220/9232 = lim A?oia/ Azdz 

când Â4 şi î2 tind respectiv către dz şi dz.
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Așa dar, ccuaţia Vv putem so înlocuim cu o ecuaţie cu dife- 
renţe finite. 

Intocmai după cum putem construi curbele funiculare cu aju- 
torul unui poligon funicular, tot așa și aci cu o plasă dată de ecua- 
le (11) şi (12) putem afla puncte ale suprafeţei Po. 

In cazul când II, =, = II, avem: 

(14) A?cia/4ă + A4?oi (12 + pi/H =0. 
Dacă 1 =4, =1, atunci avem: 

(15) 4v; Ph — 9 — Ve — Yy = piâ2/H, 

care o aplicăm de atâtea ori, câte noduri avem.



XXXIIL. PLĂCI PLANE GROASE. 

A) Teoria generală a plăcilor groase. 

1. Generalităţi. 

Acesta e cazul curent întâlnit în practică. 

Ele rezistă, în genere, prin momentele încovoietoare care se 

desvoltă în diversele secţiuni. 

La aceste plăci, eforturile A, A: și 7, sunt nule. Se desvoltă 

numai momentele încovoietoare M, şi M:, momentul de răsucire, 

D, şi forţele tăietoare, T, şi Tr. 

In aceste condițiuni, ecuaţiile (3) dela pa 

R, = —nT , R=— 

M,=—ED+EM , M., = 2D—EM,. 

721 se reduc la: 

(1) 

Sub acţiunea sarcinilor, placa se deformează oarecum. 

Să presupunem că tăiem placa prin plane verticale paralele cu 

axele 0, şi 0.. Intersecţia lor cu suprafaţa mediană ne dă două serii 

de curbe, care au, într'un punct oarecare, săgeata + şi tangentele 

& şi Cu 
Întru cât nu avem eforturi N, şi N, vom presupune că deplasările 

u şi w, ale suprafeţei mediane, precum și derivatele lor, sunt nule. 

Dela deformația plăcilor subţiri, în acest caz, avem: 

E = E + fox; m=n—€ 30 /ox— 8/33 , Eu = + 80/82. 

Dacă se face aproximaţia curent admisă şi anume de a neglija 

valoarea tangentelor vom avea: 

&=€ > m 7] 2 S
e
 

» 

R e)
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și dela studiul liniilor trasate pe o suprafață curbă, se recunoaşte 
că, în acest caz, avem: 

4 [nas = 1 fra =0. 

Astfel, ecuaţiile (17) dela 'pag. 724 se reduc la: 

3£, /ax = 1]/ra > 3/82 = — £/ra — î/ry > 3, /oa = 1/7 

3, /a2 = 7/7: > 9/92 = — î/r.— Em, 26, Jo = /ny 
Dacă toate aceste valori le introducem în ccuaţiile generale de 

echilibru (1) şi (2) dela pag. 726, obţinem: 

(3) 97/93 + 3T./9r = — p, 

(4) Ta/r+ T./r„=0, T:/re + Ta/ry =0, 

(5) 2M,/93 + 2D/3zx =T, , 3M./9x + 2D/a = Te, 

(6) D (1/r-— 1/r) + (M — M-)/ry =0. 

Se vede că ecuaţiile (3) și (5) nu depind de deformația plăcii. 
Ecuațiile (3)—(6) sunt generale, oricare ar fi deformația plăcii. 
Dacă eliminăm pe r,, între ecuaţiile (4) şi pe 7, și 7, între ecua- 

ţule (3) şi (5), obţinem și: 

(7) Ta/r: = Ti/re, 
(8) 9/92 + 2 22D /axâz + 32M,/8x2 = — p. 

Această ultimă ecuaţie stabilește o legătură statică între momen- 
tele M,, M. şi D şi între încărcarea p. 

Se vede, de asemenea, că ecuaţiile (3), (5) şi (8) sunt absolut 
analoage acelora găsite la grinzile drepte. 

La grinzile drepte am avut: 

92M,/9a? = — p. 

Cu alte cuvinte, sarcina p este echilibrată de momentul M, din 
secțiunea z. 

La plăci, sarcina p este echilibrată de cele trei momente M,, M: 
şi D, cari se desvoltă întrun punct oarecare al plăcii. 

2. Relaţia între solicitările M.,... şi deformația plăcii. 

Intocmai ca la grinzi, dacă v este săgeata, atunci avem: 

(9) u = — y9v/2x, ww = — y 3/23, 

din care deducem: 

(10) e = —y82%0/0a? , e; = —y9pf02 , p, = — 2920 /3x8z.
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Dacă observam că avem: 
(11)  92p/0x2 =1/r, , 8/02 =1/r, , 9% /0xdz = 1/ry, 

atunci ecuaţiile (10) se scriu: 

(10) £ — ya 3 E = — ya 3 Py = — 2y/ry- 

Pe baza ecuaţiilor (5) de la pag. 300, avem: 

IX, = — Ey (1 /re + u/r)/( — m 
(1) IX, = — Ey (Î/r- + u/ra) (4 — m), 

8, = — 2Gy/ry. 

Pe de altă parte, dacă ţinem seamă de ecuaţiile (35) ale lui 

Cauchy (pag. 25%) avem: 

» 9 5,/ăy = — 3 X,/ar — 2 5, /2z, 
(2) 9 5,/3y = — 8 %,/az — 2 8, az. 

Dacă integrăm pe toată înălțimea plăcii și ţinem seamă de valorile 

lui 9, J. şi 6, din ecuaţiile de mai sus, căpătăm: 

| 3, = — ES9(1/ra + 1/r.) [93 (1 — n?) 
3, = — ES8(1/rs + 1/r3)/2 (1 — nu?) 

în care am notat: 

(11) 

S= hu, 

momentul static al părţii care tinde să lunece. 

In rezumat, avem exprimate toate rezistenţele în funcţiune de 

deformaţiunile plăci. 

Cum între rezistenţe și solicitări avem ecuaţiile de legătură (5) 

dela pag. 727 şi dacă facem integrarea pe întreaga înălțime a 

plăcii, găsim: 
M, = — Ele (4/r + u/r2) 

M, = — EL (| /ra + u/re) 

D = —2G1/ry 

T, = — EI 31 /ra + 1/r-)/93 

T, = — EI, 8(4/ra + 1/r-)/0e 

(13) 

în care am notat: 

D= le h/( — m) 

momente de inerție, exprimate în cm?. 

Dacă în locul rezistenţelor efective %, şi 9; luăm rezistenţele 

reduse, atunci avem evident: 
Sarea = — Ey/ra 3 Warea = — Ey/rz 

şi dacă integrăm pe întreaga înălțime a plăcii, avem şi: 

(13) Masca = — El/ra , Moea = — El /re-
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Dacă întrun mod oarecare am găsi valoarea solicitărilor Mae... 
atunci ecuaţiile (11) și (13) ne permit să găsim valoarea rezisten- 
ţelor. Intr'adevăr, dacă împărțim între ele aceste ecuaţii, obținem: 

92 = M-y/L IE = My/I e G, =Dy/l, | 
(14) area = Mirea y / l > Sara = Marea y/ I 3 

6 =S7,/1 , 6 =STy1. 
In rezumat, am exprimat toate solicitările ŞI rezistenţele în 

funcţiune de deformaţiile plăcii. 
Toată chestiunea care se pune este să se găsească deformația plăcii. 
Dacă valorile lui M,, M. şi D din (13) le punem în (8) şi ţinem 

seamă de (11), obţinem: 

(15) 3%pJaa4 + 20%p/3x2 322 + at ot = p/EL,, 
ecuaţia clasică a lui Lagrange. 

Soluţia acestei ecuaţiuni rezolvă complet problema, căci odată 
avut p, avem tot ce ne trebue. 

Este evident că v va fi o funcţiune de încărcări și de variabilele 
2 și z. 

In cazul încărcărilor continui și uniform distribuite pe toată 
placa, v va fi funcţiune numai de z şi z. 

Funcţia v se determină așa fel încât să fie satisfăcute condiţiunile 
pe contur. 

Să ne explicăm. 
Să presupunem că avem o placă dreptunghiulară simplu rezemată 

pe conturul ei, pe care deci se pot desvolta Și reacțiuni negative. 
In aceste condițiuni, funcțiunea v va trebui să satisfacă condiţiile: 

v=0 , M,=0 , M.=0 

pe tot conturul ei. 
Dacă placa este incastrată pe tot conturul ei, atunci v va irebui 

să satisfacă condiţiile: 

o =0 , îp/ex =0 , îpfoz= 

pe tot conturul său. 
Dacă placa, pe unele laturi, e simplu rezemată, iar pe altele 

incastrată, vom pune pentru fiecare fel de laturi una sau alta din 
condiţiile de mai sus, etc. 

Determinarea funcţiei v este dificilă.
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3. Analogia între plăci şi între grinzi. 

Dacă am notat cu p operatorul: 

Vp =— 92/02 + 22/92, 

atunci ecuaţia (15) a lui Lagrange putem s'o scrim sub forma: 
e d 

(15) Vo = p/Ele 
Dacă punem: 

(16) Po = — (1 —m0 M/EI, 
atunci rezultă: 

(17) PM =—ţi+m)p. 

Ecuațiile (16) și (17) sunt, întru totul, analoage ecuaţiilor: 

| 92p fox? = — M/EI , 02M/oa? = — p, 

dela grinzi. 

"Sa văzut la grinzi cum, cu ajutorul încărcărilor p, putem 

construi curba momentelor M și cum apoi, cu ajutorul lui M și cu 

un poligon funicular, putem construi curba lui p, deci axa deformată 

a grinzii. 
Absolut analog aci. Cu sarcinile (1 + 4) p ce revin nodurilor unei 

plase plane, construim suprafaţa momentelor M, care nu sunt altceva 

decât ordonatele nodurilor plășii pentru care luăm A = H = 1. Cu 

aceste valori Mluate ca încărcări ale nodurilor și cu N =11 =E1/(1l—p0), 

găsim deplasările , care sunt chiar săgețile plăcii date. 

Să vedem care este semnițicarea lui M. 

Din ecuaţia (16) rezultă: 

(18) Po = 920 /9a2 + 320/2022 = 1/ra + î/r- = —(1—p0M/EI. 

Dacă adunăm primele ecuaţii (13), cu ajutorul ecuaţiei (18), 

găsim: 

(19) M,+ M; =M, 
care s'a arătat că este un invariant, într'un punct oarecare al su- 

prafeţei mediane a plăcii. | 
Aşa dar, ceea ce găsim prin integrarea ecuaţiei (17), este inva- 

riantul M. 
Să presupunem că voim să construim suprafețele a căror ordonate. 

să ne dea chiar pe M,, M:, D, prin urmare suprafețele PM, VM:, 

şi PD. | | | | 
"Din ecuaţia (19) scoatem: | 

PM. = PM —VM:
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Dacă. facem desvoltările necesare ținând cont de cele de mai 
sus, găsim: 

(+ n) PM = 9M /o22 + u3*M /a2 
(20) (14 4) PM. = 22M foc + pu 9M /oz2 

(+4) PD = (1 — pu) 92M /oaâz. 

Aşa dar, dacă prin integrarea ecuaţiei (17) găsim expresia lui M, 
şi dacă valorile lui 32M /322,... le introducem în (20) și îintegrăm 
din nou, avem pe M,, M, și D. 

Din (18) și (13) mai deducem: 

(20) (Î +a) Ta =9M/o şi (+ T,= 2M /oz. 

Aşa dar, am exprimat deformația plăcii și toate eforturile 
interioare în funcțiune, de funcțiunea M. Aşa dar, totul s'ar reduce 
la determinarea acestei funcțiuni. Aceasta pare a fi calea naturală 
a rezolvării chestiunii plăcilor. 

4. Lucrul mecanic, 

Sub acţiunea sarcinilor verticale, placa, presupusă orizontală, 
se deformează, sarcinile p dO parcurgând drumurile v. 

Lucrul mecanic, Le, datorit forţelor exterioare, în acest caz, este 
evident: 

(21) Le =1fpvdo. 
Să vedem care este expresia lucrului mecanic interior Li. 
La pag. 302, s'a stabilit formula (11), care ne dă expresia lui L; 

acumulat de un volum V =1, în funcţiune de invarianţii p şi q2. 
Dacă în acea expresie se pun valorile din formulele (11) dela pag. 

704, dacă se integrează pe toată înălțimea plăcii, dacă se negli- 
jează, ca de obiceiu, efectul lui 7, și T., atunci expresia lui L;, în 
funcţiune de invarianţii M și L2 din formulele (9) dela pag. 728, este: 

(92) Li = (pen ( M249 + pont e 49. 

Dacă exprimăm pe M și L2 în funcţie de elementele geometrice 
ale suprafeţei deformate, găsim: 

(3) L; = Era re 1/23 2(1— 0) 0/3 —1/ra r-)] d, 

exprimat în funcţie de cei doi invarianţi ai suprafeţei.
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B) Placă dreptunghiulară simplu rezemată pe contur. 

Această problemă a fost rezolvată în mod elegant de Vavier, 

încă dela 1820. 

Metoda indicată de el constă în a reprezenta printr'o serie Fourier 

dublă funcțiunea p = f (22), care definește sarcina într'un punct 

oarecare al plăcii. 

Orice funcţiune f(zz), de două variabile, poate fi reprezentată 

în interiorul dreptunghiului cu laturile Î, şi 1, sau dacă notăm: 

(24) £ = aa/la 6 = az/l 
în intervalele: 

0O<£<a , 0<ţ<n, 

prin seria dublă: 

j(a2) = 27 (amn cosmE cosnţ +..... + Bu sinm€ sinn€) 

în care bun, de exemplu, are valoarea: 

Dn = (4/22) y y Î(£0) sinmE sinnt d€ dî. 

Navier a considerat fiecare element de suprafaţă al plăcii încărcat 

cu sarcina elementară: 

(25) Pnn = bmu sinmE sinn, 

dată de fiecare termen al seriei. În aceste condițiuni, suma tuturor 

termenilor seriei dă valoarea sarcinei p de pe elementul de suprafaţă 

considerat. 

Ecuația lui Lagrange, care corespunde acestei încărcări elemen- 

tare, este: 

Vo = (1 /E1o) bon sinmE sinn€. 

Această ecuaţie este satisfăcută de soluția: 

(96) On = Cm SsinmE€ sinnf. 

Dacă această valoare o introducem în ecuaţia lui Lagrange, 

căpătăm condiţiunea: 

(27) Con = bn [72 Ele (m2/l2 + n2/la2. 

Deocamdată se observă, fără mare greutate, că funcțiunea Pr 

a fost aleasă așa fel încât condiţiunile pe conturul plăcii să fie sa- 

tisfăcute. 

Se recunoaște numaidecât că pentru: £ =0, £ =, d =0, 

= a, avem pe conturul plăcii v = 0, M, = 0, M-=0. 

Din seria Fourier se vor lua atâţia termeni Pan; până f(22) ne 

va da cu aproximaţia ce voim valoarea sarcinei p din punctul con- 

siderat al plăcii.
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Incăreare uniform distribuită. 

Să presupunem că avem de-aface cu o sarcină uniform distribuită: 
P = [(z2) =. 

Coeficientul ban din seria lui Fourier are expresia: 

o 0 

7 7 

bou = tip/r) sinmE d$ | sinn€ dţ 

= (4p/272) (1 — cos ma) (1 — cos n7)/mn. 
Se vede numaidecât, că ba este nul pentru toate valorile pare 

ale lui m şi n și are valoarea: 
(28) bn = 16 p/mnst, 
pentru orice valori impare ale lui m şi n. Acum putem scri expresia 
tuturor elementelor ce ne interesează. 

a) Expresia săgeţii v. 

Dacă notăm: 

(29) lin = 1/mn (2/12 + my 
atunci avem: 

(30) v = (16 p/2 E1) E li sinmE sinnt. 
Această expresie o mai transformăm în modul următor. 
Dacă notăm: 

(31) ll =k o, l/l=h, şi kk, =], 
atunci Îi, ia formele: 

lin = 2 02/mn (m? k, + n2 RR, 
(29,) li = li /mn (m2 + n2 22, 

lun = l/mn (m? k? 4 n. 

In fine, dacă notăm: 

a = (16/26) E sinmă sinnt/mn (m2 he + n2 k)2, 
(32) a(k) = (16/28) 5 sinmE sinnț /mn (m? + n? 22, 

a(k,) = (16/26) E sinm& sinn€ /mn (m2 k, + na, 

atunci găsim, pentru s Sc
 geată, următoarele expresii: 

=apli?/Ele 

= ah) p&/Ele 
= a(k,) p /EIe. 

i a(k), există niște relaţiuni foarte simple. 

(30,) 

m 
E 

e 
se

 

Intre seriile a, a(k) 

49. 1934, GA. Em. Filipescu. Statica construeţiunilor și Rezistenţa materialelor. 
1
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Intradevăr, în acelaşi punct, avem aceeași săgeată şi deci re- 

zultă: 

(33) a =k2a(hk) =k?a(k) ,a(h) =ki a(h,) , a(h.) = kt ah). 

Aşa dar, e suficient să calculăm valoarea unei serii, pentru a avea 

pe toate celelalte. 

b) Expresiile celorlalte elemente geometrice ale suprafeţei. 

Dacă derivăm succesiv pe v în raport cu z și z, obţinem: 

1/1, = — AU) pE/El 
L/r. = — Bh)p E/EL 

(34) 1/ry = Vp ll: /Elo 

2/re + 1/r)for = — A) p le/Ele 
24/rs + 1/r) fa = — Ah) p:/Ele 

în care am notat: 

B(k) = U6/m4) E sinmE sinnţ.m/n (m? + n? A2, 

B(k) = (16/24) E sinmE sinnţ.n/m (m? k% + n, 

>(h) = (16/24) E cosmE cosnt/(m?2 k, + n? kk, 

5(k) = (16/78) 5 cosmE sinnţ/n (m? + n? R2, 

5(k,) = (16/75) E sinmE cosnţ/m (m? k% A- n2). 

Dacă aceste valori le introducem în ecuaţiile (13), găsim: 

ap 2 PY REARIPE > mu = UE 
ML, = (A) ROI PE 5 Mirea = BOU) 

D = —Wh) (1 — pp la 
T, = (hop > Ti =0h)p lo 

formule, de altfel, destul de simple dacă cunoaștem valoarea seriilor. 

In cursul: Resistance des Mattriauz et Elasticite (1920) a d-lui Gaston 

Pigeaud, după care am luat cele de mai sus, se demonstrează că 

(35) 

aceste serii sunt absolut convergente și riu ne vom mai ocupa aci de 

această chestiune. 

c) Calculul momentelor Mx şi M: la mijlocul plăcii. 

Pentru acest punct, avem £ = 3 =. În acest caz, seriile f se 

reduc la: 

37 B(k) = (6/7) 5 (—Dht n—22 m/n (m + n? h2), 

67) Bl) = 06/28) 5 (— 1) m ra n/m (m? h? +-n2)2,
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Or în aceste serii, ordinea factorilor n și n este absolut indiferentă 
Și cun k este inversul lui &,, atunci rezultă că ambele serii reprezintă 
una și aceeași funcţiune de A, în care acesta ia toate valorile cuprinse 
între 0) și co. 

Valorile seriilor f(k) şi 6(1) pentru k = 0, sunt respectiv: 
B(0) = a4/128 , f(oo) =0. 

Pentru aplicaţii, notăm: 

(38) 6 = BR)/B(0) , fi = Bl.) /B8(0). 
In tabloul de pe pag. 772, am dat valorile acestor rapoarte pentru diferite valori ale lui k. 
In aceste condițiuni, expresiunile momentelor încovoietoare la mijlocul plăcii, sunt: 

Me = $ (Bit pf) pl; Mae = B.(U—ppt, 
1 

(39) 
M: = 4(B + uk? BOpE , Ma =55 (U—mpt, 

Pe restul suprafeţei plăcii, momentele variază precum variază 
seriile f(4) şi f(k,) din formulele (35). 

d) Calculul momentului de răsucire D. 

Din expresia lui din formulele (36), se vede că variaţia lui este 
dată de variaţia seriei y. Are valorile maxime la colțuri. Pentru 
&=î=0şit=(=m,are aceeași valoare maximă negativă, iar 
pentru grupul de valori £=0, (=, şi £=, î =0, are aceeași 
valoare maximă, însă pozitivă. Să găsim această valoare. 

In acest caz, seria y se reduce la: 

(40) y(k) = (16/24) 5 1/(m2k, + n2 2, 

Această serie pentru k = 0 şi k = 1, are valorile: 

70) =0 , 7(1)=(5/8mshia = 0,0464. 

Dacă, întocmai ca în cazul precedent, notăm: 

(41) 7 = 70) /7(d), 
atunci valoarea momentului de răsucire la colțuri, este: 

(42) D = 0,0464 p (1 — pi) p la 

49*
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In tabela de mai jos sunt date valorile lui 7 pentru diferite valori 

  

  

ale lui &. 

k f > 5 [ p > 5 

0,0 1,0000 0,0000 1,0000 1,4 0,1236 0,9158 0,5161 

0,1 1,6000 0,1463 | 0,9999] 1,5] 0,0991 0,8815] 0,4851 

0,2 0,9960 0,2925! 0,9993] 1,6! 0,08041 0,8462 | 0,4572 

0,3 0,9603 | 0,4385] 0,9912] 1,7 0,06504 0,8111 | 0,4320 

0,4 0,8796 0,5813 | 09679] 1,8| 0,05271 0,7769 | 0,4091 

0,5 0,7717 0,7425 | 0,9298] 1,9|  0,04280 0,7440 | 0,3884 

9,6 0,6564 0,8228 | 0,8821] 2,0!  0,03482 0,7125 | 0,3695 

0,7 0,5465 0,9061 | 0,8299] 2,2|  0,02318 0,6549 | 0,3365 

0,8| 0,4485 0.9615 | 0,7761 24| 0,01555 0,6042 | 0,3088 

0,9 0,3644 0,9915] 0,7242] 2,6|  0,01049 0.5598 | 0,2851 

1,0 0,2947 1,0000 | 0,6752] 2,8| 0,007110 0,5208 | 0,26+8 

11 0,2374 0,9930 | 0,6297] 3,0|  0,004848 0,4867 | 0,2472 

12 0,1909 0,9741 | 0,5881] 3,5|  0,001891 0,4176 | 0,2129 

1,3 0,153% 0,9473 | 0,5503 | 

Pe restul suprafeţei, momentul de răsucire D variază ca valoarea 

seriei y(k) din formulele (35). 
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e) Calculul forţelor tăietoare 7 şi 72 la mijlocul laturilor pe contur. 

Să ne ocupăm de exemplu de T.. Din formulele (35) şi (36), se vede 
că pentru £ = 0 și £ = 47, scria 6 se reduce la: 

(43) 000) = (06/70) (n t/n (me pre 12), 
Se mai vede, că ambele serii A() şi 6(',) sunt una și aceeaşi 

funcţiune de Fk, atunci când acesta ia toate valorile cuprinse între 
0 şi co. 

Valorile serici 6, pentru k = 0 şi k, = 00, sunt respectiv: 

d(0) = n2/32 , d(c0) =0 

şi dacă, întocmai ca în cazurile precedente, notăm: 

(44) 5 = 9(4)/6(0) , 5, = 9(4,)/500), 
atunci avem: 

(45) Ta =40pl , 1.= 16 p le. 

Valoarea rapoartelor 5 este dată în tabloul de pe pag. 772. 
Variația forţei tăietoare 7, de-a-lungul laturii 1;, este dată de 

seria &(k) din formulele (35), în care facem cos me = 1. Forţele 
tăietoare la colţurile plăcii sunt nule. 

Curbele din fig. 534 reprezintă grafie variaţia rapoartelor f, 
7 şi 6 în furcţiune de 7. 

Aplicația Nr. 164. O placă det x 5 m, simplu rezemată de contur, este 
încărcală cu o sarcină uniform distribuită p= line. 

19. Să găsim momentele încovoietoare la mijlocul plăcii. 
Luăm lz= 4 m, li: = 5 m, de unde rezultă R=0, 8 şi h, = 1,25. Din tabelă 

săsim: 

B= 0,4485 , 8, = 0,1721, 

pentru această din urmă valoare făcând o interpolare liniară. 
Să presupunem pu = 0. În acest caz, avem: 

Mr = 0,1721, 52 = 0,538 îm Im Ma = L04ă85. 42=— 0,897 îm /m. 

Să presupunem pu = 0,23. Vom avea: 

Ma = 3 (0,1721 + 0,25. 0,82, 0,4485) 52 = 0,762 im m, 

Mz = (0,4485 +-0,25. 0,1721) 42 = 1.031 îm m, 

iar momentele reduse au valorile: | | 

Marea = (| — 0,252) 0,538 = 0,504 im| m , Meved =. 0,841 îm Im. 

Pentru plăci de beton armat A. Mesnager, în „Cours de btton arme”, reco- 
mandă pentru Hu valoarea u=01.
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9. Să găsim momentul de răsucire la colțuri. Din tabelă, pentru h=0,8, găsim 

p = 0,9615, Să presupunem u = 0. Avem: 

D = 0,0464. 0,9615. &. 5 = 0,892 tm /m. 

Pentru pu = 0,25 avem: D = 0,669 m/m. 

La colțuri, momentele încovoietoare Mr şi M3 sunt nule. Atunci rezultă că, 

pentru. direcţiuni cari fac unghiuri egale cu 47, cu axele de coordonate, vom 

avea momente încovoietoare ale căror valori sunt egale cu + D. Aceste momente 

produc tensiuni pe faţa superioară a plăcii, în direcţia bisectoarelor unghiurilor, 

iar pe faţa inferioară în direcţia normală pe bisectoare. Asta explică foarte clar 

crăpăturile ce se ivesc la plăcile de beton armat în regiunea din apropierea 

colţurilor. 
Forţele tăietoare maxime la mijlocul laturilor lz şi 2 , cu 6 = 0,7761 

și 6, == 0,5692, luate din tablou, sunt: 

Ta = 3 6, pls = 3 0,5692. 1.5 = 1,493 tn 

Ti = 6 pl = 307761. 14 = 1,552 1/m. 

Din exemplul numeric făcut, se vede că momentul de răsucire e de 

același ordin de mărime ca și momentele încovoietoare dela mijlocul 

plăcii şi că, prin urmare, nu poate fi neglijat. Mai trebue observat 

că momentele încovoietoare + D, dela colţuri, trebuesc să fie luate 

de o construcţie suplimentară. Deci, placa va fi prelungită dincolo 

de reazim suficient pentru ca în dreptul reazimului să poată îi 

încărcată cu momentul respectiv. Dacă această măsură nu este 

observată, crăpăturile de cari am vorbit mai sus sunt inevitabile. 

C) Plăci circulare. 

Vom presupune că avem de-a face cu plăci orizontale supuse 

la sarcini verticale, uniform distribuite pe toată suprajaţa sau numai 

pe un cere concentric cu perijeria plăcii. 
Elementele geometrice ale acestei suprafeţe, dacă luăm razele 

ce pleacă din centru drept meridiane și cercurile concentrice de 

raze r drept cercuri paralele, sunt: 

1/ra= 1/ry = rs = fra 0 Î/ra = 1/r. 

n aceste condiţii, ecuaţiile (17) dela studiul suprafeţelor ne j 

dau: 

(1) 3£/ox =E/r  , fax =0, » 9 /ox = — £/r 

| a£ /o2 = 27 /oa = 88 /a: = 0. 
Să scrim ecuaţiile de echilibru. Mai întâi vom presupune că 

lanul suprafeţei mediane avem Na = A- = 0, când rezultă că p 
T,=0. 

= 

a 
10 

si 
;
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Pe de altă parte, din motive de simetrie, toate elementele apar- 
ținând aceluiași cerc concentric, se comportă la fel și prin urmare, 
toate derivatele, 6.../5z, ale cantităților scalare sunt nule. 

Aşa fiind, ecuaţiile (1) şi (2) dela pag. 726 se reduc la: 
9). 2H/9x + BR./oa — R,/r + p =0, 

2M,/2x + 2/9 — M,/r + ER, + ER, =0, 
iar ecuaţiie (5) dela pag. 727 la: 

(3) Re Ta Ta 
A = —ED+ EM,  M = 80 — EM 

Dacă aceste valori le introducem în ecuaţia (2), dacă ţinem 
seamă de ecuaţiile (1) de mai sus și punem 3 =, găsim: 

dT,„/dr—T,/r+ p=0, 

(4) 2D/r — dD/dr —T, = 0, 

(Ma — M)/r — dM/dr —- T, =0. 
Se recunoaște, din motive de simetrie, că 7, 

urmare, avem: 

2Dfr—dD/dr =0, .:. D=Cr, 
In origine, din motive de simetrie, având M, = M., avem şi 

D = 0, iar pe conturul plăcii avem de asemenea, D = 0. De aci 
rezultă că pe întreaga placă avem: D=90. 

=0 şi că prin 

Aşa dar, direcţia razelor şi a cercurilor concentrice, în fiecare 
punct al plăcii, sunt direcţii principale pentru momente. 

Prin urmare, din grupul de ecuaţii (4) nu putem utiliza decât 
prima și ultima, 

Să ne ocupăm de prima ecuaţie. 
17. Să presupunem placa încărcată cu o sarcină uniform distri- 

buită pe toată suprafaţa ei. | 
In acest caz, valoarea lui T, este: 

Ta = pr? /2dar = tpr. 
şi deci: 

(5) dTa/dr = —gp . Ta=—ipr. 
Așa dar, forţa tăietoare 7, variază liniar cu r. 

2. Să presupunem că avem la mijlocul plăcii o forţă concentrată F. 
Vom avea analog, p fiind nul: 

Ta = F/2ar, 
care ne dă: 
(6) dT, /dr—F da? =0, .-. Ta = —F/2ar.
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Se vede că în acest caz 7, variază după o hiperbolă. In centrul 

plăcii, după această formulă avem 74 = co. S'a atras atenţiunea chiar 

dela început (pg. 22) că forţele con- 

centrate nu există în realitate, ci 

    
  

A 

rezultă dintr'o convenţiune ce o 

lacem. Așa dar, și ele se repariui- 

zează pe o suprafaţă oarecare. 

In acest caz, curba forţelor tă- 

ietoare se prezintă ca în figura 535. 

  

Prin urmare, e o chestiune 

absolut analoagă ca la grinzi. 

1. Legătura între solicitările M, ... şi deformaţiunile plăcii. 

Sub acțiunea sarcinilor continui simetric aşezate faţă de cen- 

trul plăcii, suprafața mediană deformată va [i o suprafaţă de ro- 
taţie. 

S'a notat cu r raza unui cerc paralel. După cum s'a arătat la 
suprafeţele de rotaţie, elementele lor geometrice sunt: 

Î/ry = fra =0 „raza SIN = ra Cose. 

Să găsim pe ra şi ra în funcţie de deformaţiunile plăcii. Vom ob- 

serva mai întâi că deformaţiile plăcilor 

sunt de același ordin de mărime ca la grinzi 

şi deci vom lace aceleași aproximaţii. 

Dacă v este săgeata unui punct oarecare 

al plăcii, atunci unghiul ce face tangenta 

la curba meridiană cu orizontala, are 

valoarea: 

(7) 0 = doar. 

Aici am şi lăcut aproximaţia 0 = 90. 

In aceste condiţii, avem: 

(8) 1 /ra = d0/dr = d2v/dr2. 

făcând și aproximaţia dz = dr. 

De pe figura 536 se vede că avem 

G+ e=in și din relaţiile de mai sus 

deducem: 

    

PT Sf. 

care ne dă: Figura 536 
(9) 1/ra = 0/r.
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Dacă aceste valori le introducem în ecuaţiile (13), găsim: 
Ma = — EL. (d0/dr+ pu 6/r), 
M, = — El (0/r + pu d0/dr), 

iar îmvariantul M are valoarea: 
(10) M=—EL(U+ pi) (d0/dr + 0/r)= — EI, (1 <- pe) d(r0)/rdr. 

Dacă aceste valori le introducem în ultima ecuație (4), ob- 
ținem: 

(12) 
iar din (11), avem: 

(10) 

Ele d(d0/dr + 6/r)/dr + 1, =0, 

4M/dr = (+ n)T 

(13) 70 = — (1 — m) /EI) | Mrdr, 
pentrucă pentru r = 0, avem 0.0, =9. 

Prima ecuaţie din grupul (4) și ecuaţiile (12) şi (13) sunt ab- 
solut asemănătoare celora dela grinzi. 

Acum avem tot ce ne trebue pentru a găsi momentele inco- 
voietoare și rezistenţele din placă. 

In genere, se caută valoarea rezistenţelor reduse, rezultate numai 
din momentele incovoietoare. 

Din formule rezultă și se poale arăta și direct, că valorile ma- 
xime a rezistențelor reduse, sunt: 

9 reg = —A Eh d0 dr, 

aa 
a = — gh d0/ 

Na rea = — Eh 0/r. 
Vom face câteva aplicaţii. 

2. Placă încărcată cu o sarcină uniform distribuită 
pe toată suprafaţa ei. 

Sa văzut în acest caz că forţa tăictoare are expresia: 

Ta = — 3pr, 

Introducând această valoare în ecuaţia (12), găsim: 

M = Mo—t (1+ m)pr, 
în care M, este valoarea lui M în origine, adică pentru r =. 

Cu această valoare a lui M, din (13) scoatem: 

49 Br = (0 — PETG + pi) pre — MM, d0/dr = (U — PENE (+ 4) pre — MA), 
Valoarea lui Mg o vom determina după sistemul de rezemare al 
plăcii.
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19, Să presupunem că avem o placă de rază r, incastrată pe tot 

conturul ei. În acest caz, pentru r =, avem 0 = 0, de unde re- 

zultă: 

(17) Mo = g (+ p)pri. 
In origine, vom avea: 

6/r = d0/dr = — (1 — pi) Mo/2EI, 

iar la periferie: 

B/r=0 , d0/dr =(4— pn) Mo/EI, 
Ca să găsim rezistențele reduse, n'avem decât să introducem 

aceste valori în formulele (14). 
Dacă luăm 4 = 0,3, găsim că rezistenţa cea mai mare are loc 

la periferia plăcii și are valoarea: 

Ne rea = — 0,68 pr?/h?. 

Ca să găsim săgețile n'avem decât să integrăm ecuaţia: 

(18) dv/dr =0. 

Dacă facem această operaţie şi punem condiţia că, pentru r =r, 

să -avem v = 0, găsim: 

o = p(r2 —r2)/G4ELe. 

Săgeata maximă la mijlocul plăcii este: 

99 = 0,17 pr /Elhă. 

29, Să presupunem aceeaşi placă simplu rezemată pe conturul ei. 

In acest caz, pe toată periferia ei, adică pentrur =—r,, trebue 

să avem: M, =0, și deci: 

d0/dr + pu 0/r=0. 

Din ecuaţiile (16), găsim: 

Mo = $(3+ mp. 
Cu această valoare, pentru r =0, găsim: 

Vrea = 0,866 pr? /h?. 

iar la periferia plăcii: 

Marea = 0,52 pr?/h2 , Ornea = — 0,16 pr?/h?. 

Pentru aflarea săgeţii, dacă procedăm ca mai sus, găsim: 

o = [(3p (1 — 40 /16Eh3) [1 —+- pa) ri —2r2r2 + (5 + art], 

iar la mijlocul plăcii: 

99 = 0,70 pri /Eh. 
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3. Plăci încărcate parţial. 

Vom considera placa încărcată numai pe suprafaţa unui cere 
de rază r,, concentric cu periferia. Sarcina o considerăm uniform 
distribuită, | 

Chestiunea este absolui analoagă cu aceca dela grinzi. 
Pe partea încărcată, supralaţa deformată va avea o ecuaţie, 

pe partea descărcată, o alta. Cele două suprafeţe se racordează pe 
cercul de contact, având acelaşi 6 şi d0/dr, după cum foarte ușor 
se poate demonstra cu ajutorul ecuaţiei (13). 

Vom avea: 

2 — Je pa? =, | 

Pe cercul de raza r< ri» elementele geometrice ale suprafeţei 
deformate sunt date de ecuaţiile (16). 

Să stabilim aceleaşi elemente pe partea descărcată, adică pen- 
tru r>r. 

Am avut: 

(19) Ta = — Far = — ţpr? /r. ” 
Cu această valoare, din ecuaţia (12), dedudem: 

(29) | M = M—1p( +0) r2ls(r/r), 

în care M, este valoarea momentului M pe cercul de racordare a 
celor două suprafeţe. ” 

Dacă această valoare o introducein în ecuația (13) și dacă ex- 
primăm pe M, și 0, în funcţiune de Mo. găsim: 

9/r = 10 — 9/2 EI] (Ş +- n) pritri pre + Ale(r/r) — Ms] d0/dr= (0 — p0 21] (41 po) priv 12 + alele rd) — Dr), 
(21) 

Aşa dar, pentru r<r,, elementele geometrice ale suprafeţei 
sunt date de ecuaţiile (16), iar pentru 7 > r,, de ecuaţiile (21). 

a) Să presupunem că avem o placă de rază re incastrată pe 
tot conturul ei. 

In acest caz, pentru r => avem 0 =0 și deci: 

Me = Ş(L + po) pritet ră + Aletra/r)) 
Avem, prin urmare, valoarea invariantului Mo în centrul plăcii, 
deci tot ce ne trebue. 

Din această expresie se vede că. atâta timp cât p sau pr, pă- 
strează o valoare constantă, atunci rile(ra/r.) şi rile(r./r,) sunt nule 1 Di 

pentru re =r, şi pentru „ =0.
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Ambele expresii sunt maxime pentru o anumită valoare a 

lui r2/r. Cum raportul r,/r2 < 1, putem presupune că maximul 

expresiei r? (r? /r3 —-4lg(r2/r.)) are loc odată cu al expresiei 4r?lg(r,/r.). 

Dacă pr? păstrează o valoare constantă când n, =0, cum ar 

fi cazul unei sarcini concentrate, aplicată în mijlocul plăcii, când 

avem F = par?, atunci se vede că pentru r = 0, valoarea lui Me 

este infinită. 
"În acest caz, va trebui să presupunem neapărat că forţa con- 

centrată F se repartizează pe o suprafaţă oarecare. 

Să căutăm rezistenţele reduse la mijlocul plăcii. 

După formulele (14) și (16), avem: 

Sa rea = rrea = 3 (| — n) Mo/h2. 

Dacă înlocuim M, cu valoarea lui, găsim: 

Sea = 3 (1 — 2) (r2/r2 + Alg(ra/r)) F/8rhz, 
: 2 (2 , = 0,1086 (r2 /r2 + Alg(ra/r)) F/h2, 

= (0,11 r2/r2 + h)FP/h% 

în care k este dat de relația: 

Tofru = 10, 

Asta ne arată că, în cazurile reale, rezistențele Ye la mijlocul 

plăcii nu ating niciodată valori infinite. 

29. Să găsim rezistenţele reduse pe conturul plăcii. 

Avem evident Vara =. 

Găsim apoi: 

Ser rea = — 3 (1 — pe) pr (2 —r2/r2)/4h2, 

Dacă avem la mijlocul plăcii sarcina concentrată / = apr? 

atunci: 
De rea = 0,43 F/h2. 

deci independentă de +. 

Ca să găsim săgețile, vom integra ecuaţia ( = dv/dr, pe cele 

două intervale. Constantele de integrare le vom determina prin con- 

diția ca ambele curbe să aibă aceeaşi săgeată, pe cercul de racordare 

de raza ru, şi săgeata zero, pentru r = re. 

39. Să găsim săgeala maximă când placa este încărcată cu o 
sarcină concentrată la mijloc. 

In acest caz, având 1, = 0, valoarea lui v, dată de ecuaţia (16) 

pe partea centrală, va fi nulă pe intervalul 0—r,. Nu ne rămâne 

deci de integrat decât prima ecuaţie (21).
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Se recunoaște numaidecât, că pentru r = n =0, avem 0=90. 
Dacă în ecuaţia (21) punem valoarea lui Mg şi neglijăm toţi ter- 
menii cari se anulează odată cu n, =9, găsim: 

0 = (P/ânle) rlgtr/ro). 
Dacă integrăm această ecuaţie și punem condiţia ca să avem 

o = 0, pentru r =, găsim: 

o = (F/I6aE1) (r3 — r2 + 2r2lg(r/r)), 
iar la mijlocul plăcii: 

99 = 0,22 Pr /Eh3, 
b) Placă simplu rezemată pe contur, încărcată cu o sarcină con- 

centrată la murjloc. 
In acest caz, pentru r =, avem M, =0 şi deci: 

d6/dr + nu 0/r =0; 
care ne dă: 

Mo = ş prilâ — (1 — p)r?/r2 + 41 + n) Istr/r)] 
19. Să căutăm rezistenţele reduse la mijlocul plăcii. 
Dacă urmăm exact calea de mai sus, avem: 

rea = 3 (1 — 0) (4/(L kr i) — (1 — pr (A+ pri + 
Alg(ra/r1)] P/8ah? = (0,334 — 0,038 r2/r2 + k) Ele, 

în care k are aceeași valoare ca mai sus. 

2. Să găsim săgeata la mijlocul plăcii. 
Dacă procedăm exact ca în cazul precedent, găsim: 

v= (1 — O0[(L + po) Qlg(r/r2) — 1) r2 — 22 + (3 + 00) r3] F/16aEl, 

care, pentru mijlocul plăcii, ne dă: 

pp = 0,55 Pr? /kh3. 

Aplicația Nr. 161. O placă în formă de coroană circulară de raze r, și n, este 
simplu rezemată pe conturul său (fig. 537). Pe marginea interioară suportă o 
sarcină uniform distribuită p aşa ca 

  

  

    

2arp = F. ! 
Să se găsească rezistenţele din placă | | 

şi săgeata în dreptul razei r.. 7 - I Ț ZI 
Valoarea forţei tăietoare în dreptul  A- 7 A 

razei r, este: : n ) 
Ta = — Far = —pr,[r, | 

Cu ajutorul ecuaţiilor (12) şi (13), Pigura 537 
deducem: | 

M = M—(1+ p) pr &lr/r), 

0/r=n0,/r*—A—p) /8E) (tra fr) MA + p) pie ler fr) +r? fr) 
40 /dr=—r0o*—((1—p)/4 EI] (204 ri /9) M—(1+ p)pri(2lg(r/ri) Hr? /r2)].
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Avem de determinat constantele 6, şi M,. 

Pentru acest caz, vom pune condiţia ca pentrur = r, și r = r,să avem 

Ma = 0, adică d0/dr + u 0/r=0. 

Dacă facem calculele respective, găsim: 

8/7, = — M/EL, Ms = priza (1— pi) + le tre/r)/(— ri /râ)), 
avem deci tot ce ne rehue, pentru a calcula, fie rezistenţele reale, fie cele re- 

duse. 

Ca să găsim o expresie simplă pentru săgeată, vom presupune r, foarte 
mic faţă de ra. 

Dacă se urmează aceeaşi cale ca în cazurile precedente, găsim: 

o= (1—p) (râ—r2) MA EI, 

iar la r, pe care-l luăm r, = 0, avem: 

(1— po) ri MP EI %9 

Observare. După tipul calculelor date până aci se poate re- 
solva orice problemă relativă la plăcile circulare încărcate cu sar- 
cini simetrice faţă de centrul plăcii. 

Aplieaţia Nr. 162. O placă de r, = 50 cm, simplu rezemată pe contur, su- 
portă la mijloc o sareină concentrată de 10 tone. Să se dimensioneze placa în 
ipoteza că rezistenţele reduse să nu treacă de 1400 kg/em? şi E = 2,1.106 
kg /em2?. 

Vom presupune sarcina concentrată repartizată uniform pe un cere de 
rază 7, aşa ca să avem p = 1400 kg/em2?. , 

Avem 92 = 10000 /1400 = 7,15 emz,r, = 1,51 em, ro/r, = 33,1, r2/r2=0, : 
k = 1,520 

red =— 1400 = 1,854.10000 /h2 4 

care ne dă: “ 

h = 3,65 =3,7 em, vo = 0,55.10000.502/2,1.10%.3,75 = 13 mm. 

Aplicația Nr. 163. Să presupunem că plăcii din aplicaţia precedentă, îi dăm 
o gaură la mijloc de & = 3 em. Ce sarcină maximă uniform distribuită, de-a- 

lungul cercului de rază r, = 1,5 cm, poate suporta placa, așa ca rezistenţele 
reduse maxime să nu depăşească 3teq = 1400 kg /cm?? Care-i săgeata ma- ; 
ximă în acest caz? 

Avem: 

  

M, = p.145 [0,85 + lg (50/15) /(1 — 1,52/502)] = 5,78 p, 
0,/n = —AM/EL, 90,/dru = p M,/EI, : 

reg = 1400 = 5,78.6 p/h2 ,  p = 550 kg/em, F = 5200 kg, ! 
M, = 3180 kg em /em 

  

> 2% = 3,15 mm. 

Așa dar, prin găurire placa nu poate suporta decât V, din sarcină şi dă o să- 
geată de 214 ori mai mare.



XXXIV. BLOCURI. 
In această categorie intră o serie de piese al căror calcul diferă 

evident esenţial de calculul barelor și a plăcilor. 
Calculul bilelor sferice sau cilindrilor cari servă de rulemenţi, 

al secțiunii marilor barage, al rezistenţelor ce se desvoltă în masivele 
indefinite sub acţiunea sarcinilor, etc., intră în această categorie. 

1. Calculul ţevilor. 

Nu ne vom ocupa aci decât de o singură problemă și anume de 
calculul tuburilor cilindrice cu baza circulară însă cu păreţi groși, 
cum ar fi de exemplu ţevile de tun. 

La studiul tuburilor cu păreţi subţiri am presupus că rezistenţele 
într'o secțiune meridiană se distribue uniform. La: tuburile cu păreţi 
groși pe care le vom numi ţevi, această ipoteză nu mai este adevărată. 

a) Ţevi cilindrice 

Să presupunem că secţiunea 

normală pe axa ţevii este o co- 
roană circulară. 

Să considerăm un element 
de suprafaţă dO, limitat între 
două cercuri concentrice distan- 

ţate între ele de dr și mărginit 

între două raze ce fac între ele 
unghiul de (fig. 538). 

Notăm cu N, şi 9, rezis- 

tenţele dirijate după tangenta 
şi raza ce trec prin elementul Figura 538 
de suprafaţă dO. 
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Din motive de simetrie, se vede că rezistentele 8 dirijate după 

rază sunt nule. Atunci urmează că cercurile concentrice și razele 
sunt linii isostatice. 

Formulele (34) dela pag. 253, în acest caz, ne dau: 

(1) dX,/dr + (XX — N)/r + =0. 

Cealaltă ecuaţie se reduce la zero, pentrucă dX;/ds = 0 şi raza 

de curbură a razei ce pleacă din ceniru, este co. 

În cele ce urmează, vom neglija valoarea lui ,. 

Ecuația (1) o punem și sub forma: 

(2) dr 3) /dr = 3, 

Această ecuaţie se poate stabili ușor și direct, urmând aceeași 

cale ce a servit la stabilirea formulelor (33), mult mai generale, dela 

pag. 253. 

Să stabilim deformaţiunile păretului ţevii. Să presupunem că 

elementul de suprafaţă se deplasează în sensul razei cu cantitatea 
u. După formula (3) pag. 275 avem: 

(3) £ = du/dr. 

Dacă raza s'a mărit cu u, atunci cercul s'a lungit cu 2zu și lun- 
girea după tangentă va fi: 

(3) e = 2nu/2nr = u/r. 

In acest caz, formulele (5) dela pag. 300 ne dau: 

II, —E(du/dr+ pu u/r)/(1 — pu?) , SE (u/r+ pu du/dr)/(A—p2). | 

Introducând aceste valori în ecuaţia de echilibru (2), căpătăm: 

(4) r2 d2u/dr? + rdu/dr—u =0, 

a cărei soluţie este: 

(5) | u=ar-+b/r, 

e 
ai
 

nete 
r
e
t
e
a
 

e v
al 

Mi
a 

a
i
 

  

care ne dă: ! 

(6) u/r=a+b/r , dufdr =a—bf/r? , cs=erte=0a. A 
Cu aceste valori găsim: . 

i 9, = 26 [a(t ++ n) A — pi) — br), 
9 26 [a(1 + 4/0 — + dp), 

iar rezistentele reduse: 

(8) Soma = E (a—b/r2) , Nea =E(a+b/r2). 

Constantele a și b le vom determina prin condiţiile pe contur. .-
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Să presupunem că valoarea lui. X, pe faţa interioară a țevii adică pentru r =; este presiunea pi, iar pe cea exterioară, adică pentru 7 = re, este presiunea pe (fig. 539). 
In aceste condițiuni, ținândseamă de semnele lui p, avem: 0 — pe = 2G (+ Ap) —5pră], — pe = 2G (all + p)/( — 0) — băi 

din cari, dacă notăm: 

(11) = frf IE = (pik po /(— 4), 
scoatem: 

5 

a = (1 — 9) %/F, 

= (+ m) (pi—p)r/E(R—4). 
Dacă aceasta valoare a lui a 

o introducem. în ecuaţiile (7), 
atunci căpătăm: 

(12) 

(13) = 9—2Gvw/r2 
== + 2G5/r2. 

Din inspectarea acestor for 
mule se vede că rezistentele X, 
şi Iu, cât, şi cele reduse, variază 
după o hiperbolă (fig. 539). 

Din formulele (8) se vede că 
rezistenţa cea mai mare este 
ÎUreu, pe baza căreia se şi lace 
dimensionarea. Dacă punem 
condiţia ca această rezistență 
să atingă maximum Na, re 
zistenţa admisibilă, atunci, din 
formula (8), avem: 

Xa = E (a+ b/r?). Figura 539 

  

Dacă în această expresie introducem valorile lui a şi b de mai 
sus, căpătăm: 

a = = ut (1 m) pi—2k pd /(k— 1), 
(04) ka (0 — pi) pt — 0 + 4) pi+ 2pe], 

Pi > (a (i — 1) + 2k pe /(4 — pe (+ p) k), 
formule care servesc la dimensionarea sau la verificarea unei ţevi. 

50. 1934, GH. Em. Filipescu. Statica consirucţiunilor şi Rezistenţa materialeler.
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b) 'Ţevi întfundate. 

Formulele de mai sus sunt valabile numai în cazul când în lungul 

ţevii nu se desvoltă rezistenţe Ja. 

In cazurile practice, ţevile fiind înfundate, vom avea și rezi- 

stente 9. 

Să le evaluăm. Din cauza presiunii interioare, p;, se produce în 

lungul ţevii o rezistenţă la tensiune egală cu: 

pia rt/a (2 — 77) = pi/(R— 1), 
presupunând că ea se repartizează uniform pe secţiune, ceea ce nu 

este de loc adevărat, mai ales în apropierea fundurilor. Așa dar, e 

vorba de o soluție aprozimativă. 

In același mod, presiunea exterioară, pe produce rezistenţa la 

compresiune: 

pe a 12/02 —r?) = kpe/(k— 1). 
Rezultanta lor este: 

X = (pi—f pe)/(k— d), 
adică tocmai valoarea dată de formula (11). 

Să presupunem că lungirea specifică în lungul ţevii este e.. 

In acest caz, avem de-aface cu rezistenţe în spaţiu și vom aplica 

deci formulele (5) dela pag. 295 sau 299. 

Introducând valoarea rezistenţelor date de aceste formule în 

ecuaţia de echilibru (2), găsim aceeași ecuaţie diferenţială (5) și deci 

aceeași soluţie. 

Aşa dar, avem: 

u/r =a+ b/r, du/dr =a—b/r?, e. = 2a+ ez. 

Cu aceste valori găsim: 

$, = 2G[a—b/r2 + e u/(4— 210]; 

(15) , = 2G [a + b/i2 + ev u/(1—2 p)) 

N = 2G [ex + eo u/(1—2) n)l. 

Rezistentele reduse 9%, şi 9, au aceleași expresiuni ca şi în cazul 

precedent (formulele 8). 

Constantele de integrare le determinăm după aceleași norme. 

Făcând calculul, găsim: 

(16) “ae te =(1—2p9) X/E, 

ia» b are aceeaşi expresie ca în cazul precedent (formula 12).
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Dacă această valoare a lui a o introducem în formulele (15), 
găsim tocmai formulele (13) din cazul precedent, 

Și în acest caz, rezistenţa maximă redusă este: 

Xe = E (a + b/r2,) 

care va trebui să fie cel mult egală cu Ya. 
Dacă în această expresie se pun valorile lui a și b de mai sus, 

se capătă: 

Xa = (UL —2pu + (ru bpi— 0—phkpi]/(k—1); 
(0) kat (020 PI (Xa — (+ m) pi+ 0— 1) pi, 

Pi > [Na (k— 1) + 2—pkp)/(1—2u ++ u)k). 
Dacă se examinează formulele (14) și (17) se constată că nu este 

o diferenţă prea mare între ele. 

c) "Ţevi cercuite (fretate). 

Din formulele ((4) sau (17) se vede că dacă am avea o țeavă de 
grosime infinită deci cu k =», 

atunci valoarea lui p,, în cazul ţe 

vilor înfundate este: 

pi = (9 + 2— 70 pel (U+ n). 
"În cazurile obişnuite, pe =, 
adică presiunea atmosferică şi deci 
neglijabilă. 

Aşa dar, cu un material a cărui 

rezistenţă adymisibilă este 9%, nu 

putem realiza ţevi care să suporte 

presiuni mai mari decât %a/(1+ 4). 

În practică însă avem nevoie 

de ţevi care să suporte presiuni mai 

mari. 

In acest caz, ţeava se cercuește 

  sau se fretează cu un manşon, sau 

jretă, care strânge ţeava așa ca 

înainte de a se exercita presiunea 

interioară, p; el să fie supus la   compresiune. Pentru aceasta dacă 

Figura 540 diametrul exterior al ţevii este 

ceva mai mare decât diametrul 
interior al manșonului este suficient să introducem tubul în manşon 

50%
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cu forţa, cu ajutorul unei prese hidraulice. În acest mod, se realizează 

în tub o compresiune iniţială. 
Notăm cu r;, re și r respectiv raza interioară a țevii, raza ex- 

terioară a manșonului şi raza lor comună (fig. 540). Mai notăm: 

(18) k; =—r2/r , ke k=re/r 

Sub acţiunea presiunii p;, la contactul între ţeavă şi manșon, 

se desvoltă o presiune p. Aceasta se determină așa că în manșon 

să avem Opea cel mult egal cu Wa. Având p cu ajutorul formulelor 

(17) deducem pe p; 
Grupul format din ţeavă și manșon lucrează ca un singur bloc și 

putem găsi pe Srea la interiorul ţevii, Pureq care este evident mai 

mare decât 9. Dacă ţeava înainte de exercitarea presiunii a avut 

o compresiune Siizea, atunci trebue să avem relaţia evidentă: 

(19) rea —— SI cirea = Na: 

Insă Yirca nu poate avea o valoare mai mare decât Xa, deci 

Ya nu poate avea o valoare mai mare decât 2 Ia (fig. 340). 

Prin urmare, chestiunea care se pune este următoarea: 

49. Ce presiune p trebue să fie între ţeavă şi manşon, înainte de 

exercitarea presiunii p;, deci când p; = 0, aşa ca la interiorul țevii să 

avem compresiunea Xirea. 
Dacă p; = O, atunci ţeava și manșonul se comportă ca două ţevi 

desfundate. 
Vom aplica în consecinţă ţevii formulele (14), care ne dă imediat: 

(20) p = (hi — 1) Weirea /2 ki. 

Mai rămâne de rezolvat următoarea chestiune: 

20. Cu cât trebue să fie mai mare raza exterioară a ţevii faţă de raza 

interioară a manşonului așa ca prin introducerea forțată a fevii în 

manşon să se realizeze presiunea p? 

Să presupunem că raza r a ţevii se scurtează prin compresiune 

cu. cantitatea u;, atunci raza înainte de deformaţiune trebue să fie 

rF ui. Dacă raza r a manşonului se lungește cu u., atunci raza 

manșonului înainte de deformaţiune trebue să fie r— ue. 

Diferenţa lor este: 

(21) US UiF ue. 

Cantităţile u; și ue le calculăm pe fiecare în parte însă ele fiind 

cantităţi infinit mici de ordinul întâiu faţă de r, valorile lor indivi- 

duale n'au importanţă. Importă numai suma lor. Prin urmare; 

ajungem la rezultatul dorit dacă diferenţa razelor r este u.
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Să caleulăm valoarea lui u. Ţeava este supusă la presiunea exte- 
rioară p dată de formula (20), iar manșonul la aceeași presiune p 
însă interioară, 

Cu ajutorul formulelor (11), (12) și (5), găsim: 

(22) ui = pr (hi; + 1)/(ki— 10) — n) /E, ue = 2pr/E (he — 1), 

a = pr (hit Di — 0 + 2/(he— D= JR. 
Dacă avem p și cocficientul de frecare între tub şi manşon, avem 

și forţa F cu care trebue să apese presa hidraulică țeava în manşon. 

Aplicația Nr. 165. Să se găsească grosimea unei ţevi a cărei rază interioară este 
ri = 6 cm, şi care suportă o presiune pi = 600 kg /em?, în ipoteza Sa = 1200 
kg /em? și pi = 0,25. Vom presupune ţeava înfundată. 

Presiunea exterioară pe fiind presiunea atmosferică, deci pe = î, o vom 
neglija. 

După a doua formulă (17), avem: 

k = [1200 + (1 — 2. 0,25) 600] /[1200 — (1 + 0,25) 600) = 10/3, 

re Jri = V/10 [3 = 1,83; re—ri = 6 (1,83— 1) 4,985 cm, 

Aplicația Nr. 166. Ce presiune interioară pi poate suporta ţeava dimensionată 

ca in aplicaţia precedentă, dacă Sta = 1500 kg /em?? 
Avem ri= 6 em, re=6+5=1lcm.,A = 112762 = 3,36. 

Din ultima formulă (17) avem: 

pi = (1500 (3,36 — 1)) /(1 — 2. 0,25 + (1 + 0,25) 3,36] = 733 kg Jem?, 

Aplicația Nr. 167. Ce presiune interioară poate suporta tubul din cazul pre- 
cedent dacă se cercuește cu un manşon gros de 3 cm. Resistenţele admisibile se 
iau Ja = 1500 kg /em?. 

Avem ri = 6 cm, r = 11, re= 1% cm, 

ki= 12/62 = 3,36 , he = 142/112=— 1,62 , hk = 142/62=— 54â 

Manşonul poate suporta o presiune interioară lui, după ultima formulă (17) 
în care Îacem pe = 0, 

pi = (1500 (1,62 — 1)] /[1 —2. 0,25 + (1 + 0,25) 1,62] = 368 kg /emz, 

iar ţeava, după aceeași formulă, în care acum facem pe = 368 kg Jem:, suportă 
o presiune interioară de: 

pi = (1500 (3,35 —1) + (2 — 0,25) 3,36. 368] / [1 —0,25.2 + (1 + 0,25) 3,36] 

pi = 1244 kg /em2. 

Această presiune dă în ţeavă, considerând grupul ţeavă și manşon, o tensiune 
maximă dată de prima ecuaţie (17) în care facem pe = 0 și pi = 1914 kg /em2, 

Su = [1 — 2. 0,25 + (1 + 0,25), 5,4. 1214) [(5,4 — 1) = 1996 kg Jemn?.
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Prin urmare, în ţeavă trebue să avem o compresiune iniţială de: 

Ry = 1996 — 1500 = 496 kg /em?. 

Efectul manşonului este că ţeava poate suporta o presiune de cca 1,6 ori 

mai mare ca în cazul când n'are manşon. 

Dacă fac:m ca pi = 0. atunci în ţeavă trebue să avem 9Ureur = 496 kg./em? 

Formula (20) ne dă p = (3,36—1) 496/2. 3,36—174 kg/en:? 

Ţeava va trebui presată în manşon așa ca la contactul lor să avem p = 174 

kg /jem?. Pentru aceasta este suficient ca diferența razelor de 11 cm. să fie: 

u = 174 xX14[(3.36+ 1) /(3.36 —1) + 21(1,62—1) — 0,25] [244.106 = 0,0044 em. 

u = 0,044 mm. 

2. Calculul unui disc care se roteşte. 

Chestiunea este analoagă celei precedente, cu deosebirea că în 

sensul razei avem și acceleraţia 71, așa cum arată formula (1). 
Ecuația (2) în acest caz, ia forma: 

dr %,)/dr — + pr =0. 

Dacă m este masa unităţii de volum, atunci avem: 

w=mo?r, 

în care w este iuțeala de rotaţie a discului. 

aj Dise cilindric în rotaţie. 

Deformaţiile sunt aceleaşi ca în cazul precedent. Dacă valorile 

J, şi X, date de ecuaţiile (5) dela pag. (300) le introducem în ecuaţia 

de echilibru de mai sus, căpătăm: 

r2 d?u/dr + rdu/dr—u+ 8en=0, 

in care am notat: : 

+ (1—p2d)mo?/h =e. 

Soluţia acestei ecuaţii este: 

u=ar+ b/r— cn 

care ne dă: 

u/r =a+b/?—ca? , du/dr =a—b/r2—3er2. 

Avem:e , | 

9 = [a (1 + pa) —b (1 — 0) fr? — (3 + po) cr?) E/(1 — 2), 

N = [a (+ pi) + b(l— p)/r2— (1 + 3 pm) er?) E /(1—p?).
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Constantele a şi b le determinăm prin condiţia ca 9%, = 0, pentru 
Ti ŞI Te. 

Avem: 

a = (3+ Meir D/AL+ ps, 0=G3+ mern/(A— n), 
Xe interesează rezistenţa redusă mazimă. Se vede numaidecât că 

Omea va atinge valoarea maximă. 

Valoarea ei este: 

Imi = $m e (3+ (Up (++ B+ DU mint 
— (U— 2) 72) 

care, pentru r =r;, ne dă: 

Mirea = 1 m 2 [(3 + 40) 72 LL (1 _ ui) 72). 

Dacă discul este plin. avem r; =0. 

b Dise de egală rezistenţă, 

Din exemplul precedent se vede că eu variază foarte repede 
cu 7. Același lucru se petrece și cu Y%, şi 9, 

Se pune chestiunea să găsim un 
profil de disc așa ca să avem peste tot 
N, = Mu = = ct, adică să fie de egală 

rezistenţă. Să presupunem că grosimea 

discului la distanţa r de axul de rotaţie 
este « (Îig. 541). 

Ecuația: 

d (r X,)/dr — Bu —- pr =0, 

a fost stabilită în ipoteza că în sensul 
axei de rotaţie avem un element de vo Figura 541 
lum de lungime 1. Dacă luăm o lungime 
egală cu z, variabilă cu raza, vom avea, ţinând seama că X = ct: 

d (ra)/dr — z + pra/X =0, 

  

  

      
sau: 

de/dr + mo?ra/X =0, 
care, dacă notăm: 

mo? 72/23 =— mp2 [2 = h, 
ne dă: 

2 = Zoe, 

Acest profil se dă discurilor turbinelor cu iuţeala mare de rotaţie.
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