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PREFATA

Cartea de fajd reprezinta aproximativ cursul ce-l predau la Scoala
Politecnica « Regele Carol 11y din Bucuregti.

Zic aprozimativ pentrucd in decursul celor 20 ani de cind am fost
insdrcinat si predau « Rezistenja Materialelor », cursul o suferit mereu
transformdrt, importante mai ales, dela data cind la aceasti catedrd
s'a addugat §i « Statica Grafica ». Reunindu-le, am wtilizat in ambele,
deopotrivi st dupd cazuri, metodele analitice $i grafice.

Cititorul va observa numaidecdt od am dat o importanid deosebiti
caleulului vectorial cu ajutorul ciruia s'au putut rezolya in mod relatip
stmplu o serie intreagd de chestiuni. In special calculul deplasdrilor
infinit mici combinat cu principiul lucrului mecanic virtual aw permus
sa se dea diverselor chestiuni — liniilor de influenti la sistemele statice,
de exemplu — o rezolvare aproape tntuilivg.

Materia tralatd se referd la calculul static determinat gi nedeterminat
al construcjiunilor, la calculul rezistenfelor din ele i la stabilitatea lor,
chestiunt complet distincte intre ele.

Se poate aduce obiecfiunea $i cu drepl cuvdnl ci lipsegte o serie
intreagd de probleme. Réispund cd chiar fdrd ele cursul a luat o proporjie
mav mare decdt md agteptam. Cred totugt cd inginerii romdni vor gdst
act majoritatea chestiunilor ce-i intereseazd.

Deciziunea de a publica acest curs o datoresc insistenfet fogtilor mei
eles cdrora le muljumesc pentru antictpata lor apreciere, curajului ce
mi l-a dat si inlesnirilor ce mi le-a facut d-l Inginer Al Bunescu,
Director General al Monitorului Ofictal §i Imprimeriilor Statului fard
de cari nici nu m’ay fi incumetat si public cursul, ajutorului neprecu-
petit al asistentului meu d-1 Inginer 1. C. Dumitrescu care a vertficat
manuscrisul, a facut figurile gi corecturile st ingrijit de tipdrire, d-lui
Inginer N. Georgescu st V. Stefanescu dela Societatea Comunali «
Tramoaielor Bucuresti cari au fdcut o serie intreagd de culcule numerice
st d-lor Ingineri Mdrdcine B. st Constantinescu Z., precum §i perso-
nalului dela Imprimeria Nationald cari au pus o grija deosebitd la
imprimare. Tuturor, pe aceasli cale, le mulfumese cu recunostin{d.

Buecuresti, 25 Martie 1935.

GII. EM. FILIPESCU

e
\\\H.H”ff‘ 3 N\
CENTRALY SNWERSITARS )
BUCUREST o7
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2. Metoda doua.

Din exemplele facute pana aci, se vede ci ecuatia diferentiala
(4) conduce in genere la solutiuni cari sunt date de functiuni mai
complicate. Ajungem foarte repede la solutiuni aproximative cu
ajutorul luerului mecanic.

Cresterea lucrului mecanic datorit rasucirii este:

\ M ds/G I, = TS G I, (d0/dx)t du
1ar cea datorita incovolern laterale:
S M: 92 da/E I,

A A
asa incat:

Y ;\M‘z 02du/E 1, + S(* I, (d0/dw)? da

Cresterea lucrului mecanic datorit lui M0, care apare in mo-
mentul cind grinda paraseste poziia de echilibru, este:

= SM? 02dx/E I,
Egaland cele doua expresii, gasin:

(27) gMz; 0 dz/L I, = %G 1, (d0/dx)? dz

care in cazul scetiunilor constante se reduce la
(28) gM? 02dx =G I, E }, g (d0/dx)? dx

formula care ne permite si gasim pe Minqs, care produce, ca sia
zicem asa, flambajul grinzii supuse la incovoiere. Formula (27) ne
permite a gisi momentul critic si cand sectiunea este variabila.
Dacé acum am cunoaste §i valoarea exacti a lui 6, chestiunca ar fi
complet terminatd. Avantajul metodei consti in aceia cd pentru
O putem lua o functie arbitrara, care insad si satisfaca conditiile
la limita.
Vom ilustra aceasta prin citeva exemple.

36. 193%, Gh. Em. Filipescu. Statica construclinnilor §i Rezisten{a materialelor.
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Aplicatia Nr. 128. S& ne ocupim de o grindi incastrata la o extremitate si
solicitati de un moment incovoietor constant A, (prima metodd apli-
catia Nr. 123).

Cea mai simpla expresie a lui 0 care satisface conditia ca pentru & = 0 sa
avem dB/dz = 0 si pentru a = L s avem 6 = 0, este:

dojdz=2a=21& , 0=23—P=1D1(E—1).
Daci punem aceste valori in (28) si tinem seama ¢ AM; = el, avem:
Mef(e—1pde=4GLEI, [£ds
care integratd in intervalul 0 —1, ne da
M; =158V GI, El,/l

rezultat care difera de cel exact, %n, numai cu 0,6%.

Aplicatia Nr. 129. S& ne ocupam de erinda dela aplicatia Nr. 124. Pentru 0
luim aceiasi functiune. Valoarea lui M; este M; = — Minax $. Introducénd
acestea in (28), obtinem:

Minas BfE(82 —1)2dE = 4G I, E 1,f82d8,
care integratd in aceleasi conditii, ne di:
Minas = bASWICHDT, /b

rezultat care diferit de cel exact, 4,0126, numai cu 5%,
Aceste aproximatii si simplicitatea metodei justifici cu prisosinti utilizarea el.

E) Flambajul grinzilor curbe.

Ne vom ocupa numai de flambajul grinzilor in planul lor si
numai de citeva cazuri foarte simple.

Vom presupune ci avem o grinda curbd, supusd Ja un sistem
de sarcini I’ si ca intr'o seciiune oarecarc a ei avem forta axiala
N si momentul incovoietor M (fig. 4l4).
Pozitia sectiunii o fixam prin distanta s,
misurati pe axa grinzii dela o origine oarecare.

Daca facem ca sistemul de sarcimi I" sa
creascd oarecum, ajungem la o valoare a lor
cand grinda paraseste pozitia eide echilibru,
un punct A, oarecare al ei, parcurgand
dramul A4A, = ¢. Momentul incovoietor in
sectiunca considerata in pozilia deformata a

grinzii, presupunind ca NN estc compreswunc,
cste:

3 LAY
Figura 41% M+ Ny

Daci introducem aceasta valoare in ecuatia
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(25) dela studiul deformatiei grinzilor curbe si daca luam I, ~ I,

avem
(1) do/dst + ¢ (N/E T +1/v) = — M/E I

ecuatia gencrald a flambajului grinzilor curbe in planul lor.

Se recunoaste numaidecat i integrarea acestei ecualii in cazul
general este dificila. Ne vom ocupa numai de citeva cazuri, cind
M = 0 pe toatd lungimea grinzii, cnd se stie c& axa grinzii coincide
cu curba funiculara a incarcarilor sau invers. Chiar asa fiind, ne

vom ocupa numai cu doua cazuri cu totul particulare.

1. Primul caz.

Un arc de cerc de raza r este supus la o sarcind uniform

distribuila p, dirijatd dupa raza cercului (fig.

415). Extremitatile arcului sunt fixate {n arti-

culatiile A si B. ]
Curba funiculard a incarcarilor este chiar

arcul de cerc ACB, care are unghiul la centru D ) P
o

egal cu 2¢. In acest caz, N are valoarea
constantd N = pr, si ecuatia (1) se reduce la:
(2) do?/ds* + o (N/ET +1/r?) =0

care ne da:

Iigura 415

(3) v = Acosus + Bsinas
in care am notat:

(4) wt =N/ET + 1/

@ o,

Deplasarea arcului fiind mici, din motive de simetric se¢ vede
¢a punctul C dela mijlocul arcului va avea dupa deformare ¢ = 0.

Punctele A i B avand de asemenea v == 0, rezulta:

A =0, sin(jas) =0 sideci a=2a/s =a/re
care ne da:
(3) N =(at/t— 1) EI/r

2. Al doilea caz.

In conditiile exemplului precedent si avem un cerc complet

supus la o fucarcare uniform distribuita p (fig. 416)

36%
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Deformatia din motive de simetrie se va face ca in figura 416. Cazul
se reduce la cel precedent in care facem 2¢ = 7. Formula (5) ne da:

Figura 416 Figura 417

Ny =3EI/r* , p=3LEI/
Deformatia poate avea loc si ca in figura 417, cand obtinem:

N, =8EI/r , p=8EI/m, et



XXVI. LUCRU MECANIC.
A) Generalitati.

S’a ariitat chiar dela inceput ca pentru ca o construcliune sa
fie in echilibru trebue sa satisfaca pe langa ecuatiile de ecchilibru
date de mecanici si ccuatia de echilibru elastic:

(l) Le=Li

in care I, este lucrul mecanic al fortelor exterioare, iar I; lucrul
mecanic acumulat de constructiune prin deformafiune, lucru pe
care-l numim lueru meecanic interior.

Daca sub actiunea forfelor F si momentelor M, exterioare cor-
pului, acesta se deformeaza oarecum i daca deplasarile punctelor
de aplicatie a fortelor sunt j, iar rotirile datorite momentelor sunt o,
atunci lucral mecanic al fortelor exterioare este:

(2) Lo=3[ZF]+ XM

Factorul L apare din cauza ca ne ocupam numai de corpuri
carl ascultd de legea lui Hooke la care deplasarile elastice cresc
liniar cu solicitarile.

In interiorul corpului se desvolia rezistente 9t $i & cari produc
lungiri si lunecari specifice ¢ si . Lucrul mecanic interior acumulal
de corp cste:

(3) Li=% (THedV + 2Ty dV)
Pentru bare, in cazul diferitelor solicitari, daci se pune in loc

de 3, G, & si y valorile lor si se integreaza pe intreaga seciiune,
atunci cépdtam relatiile cunoscute pe care le recapitulam.
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a) Tensiune.

=N/ , «¢=NEQ , e = Ou/0s,

e .;TSSCedV—NSAsd g.S\st/E.O _gl'.()e"ds=;.y' (3u/35) ds.

b) Fortecare.

=TS/l , y=kT/G2 , y = v f2s,

iy S'Gyd V= g Tyds —-.tSk T2ds /G _—%BkGQ«/zds =%ng9 (30 /2s)2ds.

¢) Incovoiere.
HK=Myfl , o =M/EI , o©=— 32v /8s2,

L= \oteav ~4 SM(ods ) S Meds /I — \ Elotds =1 Sl;ua%,'as-z) zds.

d) Résucire.
S=My/l, , o=M/GIL , ©=- 20 /2s,

L=y Sode=iSde —-%\Mzds/G[,:;.sGI,w‘~’ds==L,\(,] (30/3s5) *ds.

e) Influenta temperaturii.

O bara oarecare ma1 acumuleazi lucru mecanic i din cauza cal-
duri.

Notam cu ¢ diferenta de temperatura a axel neutre a grinzi
intre douad stari oarecari si cu 1/E; cocficientul de dilatatie prin
caldura.

Axa neutrd se va lungi cu & = t/F,. Cantitatea & se numegle
lungirea specificd produsd de cdldurd sau prin varialia de tempe-
ratura.

Daci intre cele doua fete ale grinzii (la-——$h st + 5 L h) avem
o diferenta de temperatura to fata de axa neutrd si daca presupunem
ca temperatura variaza liniar intre cele doud fete, atunci la distania
y de axa neutrd vom avea o lungire specifica y to/h I5. Cantitatea
to/h By = @, o numim incovoiere specificd produsd@ prin variafia
de temperaturd.

Lucrul mecanic dupa formula (3) este:

L = S K (e + y i) dV = gl\’s, % +S M, ds.
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In cazul cind din cauza variatiei de temperaturia nu se nasc
cforturi N si M, adica grinda se dilata liber, atunci L; — 0.
Cand intr'o sectiune oarecare avem mai multe solicitari, atunci
luerul mecanic acumulat de elementul de bara ds va fi egal cu suma
lucrurilor mecanice a solicitarilor respective.

B) Teorema lui Castigliano.
a) Prima form# a teoremii lui Castigliano.

Sa presupunem c& pe o grindi oarecare aplicam forja
dF; = ¢; dF;. Drumul parcurs de punctul de aplicatie al acestei
forte este 3j;, iar lucrul mecanic acumulat 1+ dF, 9j; care fiind un
infinit mic de ordinul al doilea se neglijeaza. S presupunem ci
aplicim apoi pe grinda grupul de forte F,...F;...F, ale ciror
puncte de aplicatie parcurg drumurile J...j.. i

Lucrul mecanic L; acumulat de grindd, daca se tine seami de
relatia (1), este data de ecuatia (2). Aplicand aceste sarcini, forta
dF; parcurge cu Intreaga ei intensitate drumul j; si produce un
lueru mecanic suplimentar a cirui valoare este:

oL; =d1_?‘,ﬁ

Daca presupunem ca directia ¢; a fortei F; rdméane constanta
s1 dacd notam:

(4) @i Ji = v
atuncl avem:
\5) aLi/al”i = ;.

Asa dar, derivata parfiald a lucrului mecanic acumulat de un
sistem oarecare prin deformatie, in raport cu valoarea unei sarcini
oarecare, este egald cu prolecfia drumului parcurs de punctul de
aplicapie al acelei forje pe direcia ei.

Daca directia fortei coincide chiar cu directia drumului parcurs,
atunci capatam chiar valoarea drumului parcurs.

Demonstratia rdméne absolut identicd in cazul cand am avea
aplicate pe grinda monumentele M, . . M... .M, a ciror axe sunt
dirijate dupa f...m, u, si rotesc prin deformatie sectiunile in
cari se aplica cu unghiurile ,...w;...0, In acest caz, dacd notam

(4) fi v = 0;,

(5) oL;/oM; = 6;,
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care se enunti la fel si anume: derivata parfiald @ lucrului mecanic
in raport cu valoarea unui moment oarecare este egalic cu unghiul
produs de moment proiectat pe direcfia momentulul.

Demonstrajia raméane la fel si in cazul cand am avea aplicate
pe grinda sau construciia noastra deodata forte §1 momente.

Ecuatiile (5) exprima teorema lui Castigliano.

Dupa cum se vede, aceastd teoremd ne da posibilitatea ca din
expresia lucrului mecanic sa deducem direct cantitatile v; si 6:.

Mai mult. Ea ne permite sa gasim reactiunile static nedeter-
minate.

In adevar, in dreptul reactiunilor, for{e sau momente, deplasarile
sunt nule. Tindnd seamd de ecuatlia (5) vom avea:

(6) aL/aV =0 , oL/3M =0.

Derivata fiind nuld lucrul mecanic acumulat este maxim sau
minim.

Este totdeauna minim pentruca ©2L/3V? = 3vy/3V este tot-
deauna positiv, cici la o crestere + 9V avem totdeauna o crestere
+ 9v in sensul pozitiv allui V, cu alte cuvinte grinda acumuleaza,
nu degajeaza lucrul mecanic.

Deci, reacjiunile static nedeterminate se desvoltd asa fel incdt lucrul
mecanic acumulat prin deformajiune si fie minim.

Observare. Reactiunile static nedeterminate cari se exercita
asupra unui corp pot fi de doud feluri: exterioare corpulur sau
inlerioare lut.

Sa presupunem cid avem un COTp sau un sistem de corpuri in
interiorul ciruia se desvoltd o reactiune static nedeterminata.

Despartim sistemul in alte doud la contactul cirora se desvolta
reacliunea V;. In cele doui sisteme vom avea:

aLl/QV, =V , 3L2/3Vi = V.

pentruca punctul de aplicatie al lui V; parcurge acelasi drum ;.
Observam finsa ci, oricare ar fi deformafiunea care se produce la
punctul de contact, una din reactiuni — din cele doud egale si de
sens contrar — parcurge drumul in sensul deplasarii, iar cealalta
in sens contrar. Deci, in cele doud pir{i in care am descompus sis-
temul, deplasarea v; are semne conirare si deci suma celor doud
expresii de mai sus este nuld, prin urmare: '

3L, /3V; + 3Ly /3V; = 0.
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Insa L, + L, = L, adica suma lucrurilor mecanice acumulate de
cele doud parti separate este egald cu lucrul mecanic acumulat de
sistemul intreg si prin urmare:

(6) aL/3V, = 0

Aga dar, teorema este generala i se aplicd la fel fie ci reactiunile
static nedeterminate sunt exterioare sau interioare sistemului.

Ecuatia (6) nu o putem aplica reactiunilor static determinate
pentrucad acestea sunt date de ecuatiile statice.

b) A doua formi a teoremii lui Castigliano.

Sa presupunem c& sistemul de sarcini I}, F;. .. F, fiind aplicat
pe grindi, dam deplasirii j; o crestere dj;. Lucrul mecanic supli-
mentar acumulat de grinda va fi:

SL,' = Fi . d], =Fi @i d],
Daci forta F; pastreaza si o directiune constanta, atunci:
i dji = d (¢ i) = dv;
s1 deci: :
\7) ¥ BLE/SU.- = I?i»
adicd, derivata lucrului mecanic in raport cu proiectia deplasdrii
punctuluv de aplicajie pe direcfiunea forfei este egald cu valoarea

forfei aplicatd in acel punct.
In mod cu totul analog gasim si

(7 aL;/36; = M.

Mai mult. Sa presupunem ca, sistemul de forte fiind aplicat
pe grinda, dam tuturor deplasarllor Ji cite o crestere dj;. In acest
caz, fiecare din forfele F; parcurge cu Intreaga intensitate drumul
d ji. Lucrul mecanic suplimentar acumulat de grinda va fi

dL; = 5F, dj; = 3F, dv;.
Din ecuatia (2) presupunéind fortele F constante, deducem:
dL.= 4 ZF; 3j; = 1 ZF; dv;.
Apropiind aceste doud ecuatii, cipatim:
(8) . dL;—2dL, =0.
Dacé tinem seama de (1), obtinem ecuatia generala

dL = 0.
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Prin urmare, deplasdrile punctelor de aplicatie a’ forjelor, dect de-
formagiunile unui corp sub acjtunea unui sistem de sarcini dat, se
face asa jel incdt lucrul mecanic acumulat s fie minim.

Aceastd teoremd ne permite s3 gisim ecuafia axei deformate
a grinzilor. .

Sa presupunem ci avem o grindd oarecare supusd la un sistem
de sarcini dat. Deplasarile punctelor de aplicatie a fortelor sunt
tocmai ordonatele axel deformate a grinzii. Asa dar, ecuafia axer
deformate a grinzii este asa fel incdt lucrul mecanic acumulat de
grindd sd fie minim.

Am vazut cum determindm axa deformata a unei grinzi prin
integrarea ecuatliei difereniiale Il d?v/dx® = — M.

Ecuatia (8) ne permite si o gasim direct din expresia luerului
mecanic.

Sa presupunem ci ludm drept ecuatie a axei deformate a grinzii,
expresia: _

v=ayfotaf+af+ ...
in care fo, fi,-.. sunt functiuni oarecari, date de coordonatele
punctului considerat, iar a,, @;... niste coeficienit nedeterminati.
Acesti coeficienti vor fi astfel incat lucrul mecanic acwmulat de
grinda sa fie minim, deci vor trebui sa satisfaca ecuatiilor (8):
3L;[3ay — 2 2L./3a, = 0,
3L;/3a, — 2 3L, /3a, = 0,

(8)

ecuatii cari ne permit determinarea tuturor coeficientilor ag, a,. . ..

Avantajul acestei metode este ¢ putem lua pentru v si o ecuaiie
aproximativa si determina apoi coeficien{it ag, a;,... asa fel incat
sa obtinem pentru v aproximalia care o voim.

Coneluzie.

Din cele de mai sus rezulta ca: reacfiunile, in cazul sistemelor
static nedeterminate si deformatiunile, in cazul celor static deter-
minate, se desvolta asa fel incat lucrul mecanic acumulat de intregul
sistem sa fie minim.

Pentru aceste motive teorema lui Castigliano mai poartda si
numele de teorema lucrului mecanic minim.

Calculul deformatiunilor v; si 0.

Am vazut ci aceste deformatiuni deriva din expresia lucrului
mecanic L;. Acesta, la rAndul lui, este o functiune de forta axiala,
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forta taietoare, momentul incovoietor §i de rasucire din sectiunea
de care ne ocupam. Cand in aceasta sectiune avem mai multe feluri
de solicitari, atunci L; este egal cu suma lucrurilor inecanice date
de fiecare solicitare in parte.

a) Secfiuni solicitate de momente incovoietoare.

Cele ce vom spune pentru acest caz sunt aplicabile tuturor
felurilor de solicitari.
Expresia momentului intr’o seciiune oarecare a, este:

(()) 1‘11 == Zmli/ 1"1' -+ men 1’”,',

o functie liniara de valoarea solicitarilor (I; si M;) si o funciie oarecare
de pozifia sectiunii & in care cdutdm momentul, de directia solicitarilor
st de pozifia lor pe grinda. Aceste functiuni sunt chiar coeficienyii
de influenld mui $i M, care se stie ¢d sunt momentele ce se des-
volta in secliunea x cind in seciiunea I este aplicata forfa J7; = 1
sau respectiv M; = 1. '

Din ecuatia (9), deducem:

(10) QA{I/BF,' = mg; 31”1-/31‘1,; = M zim.,

relaii cari ne dau valoarea si semnificarea derivatelor partiale
oM. [a....

Daca introducem acestor valori in derivata lucrului mecanic
dat de ecuatia (3).

~

(1) v =3L;/oF; =\ M (9M /3F,) ds/ L,
glsim:
(1) e 5 M, mgy doo

in care am notat:
(12) do =ds/EI,

cantitate pe care o vom denumi greutatea elastici a elementuluj
ds, la incovoiere.

Se vede numaidecat ca:

(11) 6, — S M
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b) Sectiuni solicitate de forie axiale.

Daca proceddm exact ca mal sus, gasim:

(9) Ny = Zney Iy 200, M, )
(10) N, oIy = naiy , IN:[OM; = ngin
si deci:

(11) G = \ Ny ngpde’, 0;= \ N, ngiy, de,
in care:

(12) de = ds/EQ,

esle greutatea elasticd a elementului ds la forje axiale.

Expresii absolut analoage obfinem daca in sectiune am avea
o forta taietoare sau un moment de rasucire.

Norma este absolut generala si se aphca oricarui fel de con-
slructie. »

Vom ilustra aceasta inca printr’un exemplu.

c) Sigetile grinzilor cu zibrele.

Sa se gaseascd sageata unel grinzi cu zabrele, stalic determinata,
in dreptul nodului n.

Luerul mecanie acumulat de intreaga grinda sub acfiunea tuturor
sarcinilor este

E ~
= —.; 2N ]ik/l‘,-Qil.v.

Proiectia sagelii dupa directia fortei Iz, aplicata in nodul n,

este:
Ut li== aLi/aI’ll =H Z:ivilf lil.‘ (aNil.'/aF .,)/EQilc-
Dacd {inem seama ca avem:

Niwe = num Fy +. oo+ nigon Fuo ooy 3N /0F 7 = nigyn

$1 notam:

Nijyn li/.-/E-Qm = Ujlyn Nilc lzk/EQil.- = s,

(13) v, = Ex\(‘ik- Uilyn — Znik;n Uik,

formula absolut analoaga formulelor (11).

Aplicarea ei este foarte simpla. Aplicdm in nodul n foria [/, =1
si sub actiunea ei gasim eforturile ny,, din bare si apoi lungirile
Ui,n datorite lor. Suma algebricd XNy wix,n ne dd pe vp.

Analog se aplica si egalitatea doua.



573

C) Teorema lui Maxwell.

Daca se integreazi ecuatiile de forma (11), se vede numaidecat
cd atat ¢; cdt si 6; sunt funciiuni liniare si omogene de valoarea
solicitarilor si deci se pot pune sub forma:

¢ = aL,‘/aF,‘ = ZV,'/,»/ I"/.- A E(’,‘/;,,l 1”/,«:

e
' Y 0[ = 3Li/‘31“1,~ 22051‘-/171; + 20,'[.-,,, M/..,

in care coeficientii de influenta v;, ete. sunt funcfiuni de pozitia

sectiunii in care cautam deplasarea si de directia si pozilia solicitarilor
pe grinda.

Se vede numaidecdt care este semnificarea acestor coeficienti
de influen{. Sa facem egale cu zero toate solicitarile de pe grindd
afara de F;, pentru care luim valoarea I, = 1.

Se vede atunci ca ¢y cste proiectia sigetii din { pe direclia
¢i. atunal cind in secliunea k avem I, = 1.

‘cuatiile (14) ne arata si unitdjile in care se masoard acesti
coeficienti de influenta. Se vede ca viy are dimensia m/kg, i st
by au dimensia 1/kg, pe cand 0, are dimensia 1/kg m.

Ecuatia (14) ne mai arata ca deplasarile datorite (ll\(,I‘SCl()l
soheltéart se pot suprapune. '

Valorile lui ;i 0;, in altd sectiune k, vor fi date evident tot

de un grup de ecualii (14) si anume:
(]’) Tk aLi/apk = ZVMI Fi + SVhim M;,
&
0 =3L;/oM ;= 201y F; + 204, M.

Dacé din cele doud grupe de ecuatii (14) formam derivata doua
a Jut L; in raport cu toate solicitarile, objinem:

EL;f3F; 3F ) = vuy = oy« e Gifug = Ok Jhy
aZLi/SMiaM/.: Oir =0/\1'm PR pl(;l’\"l_ A (_W‘””
azlzi/sl"i aJ‘lk = Vikm =0ki/ i i ©

s o0 CiJikm = Mg Opif
32[15/31'1‘ a]"I, = "I.'1m=0ilrl sy e Cp jl.'im = Jt Wy

(15)

_— —_ e

S& interpretam prin vorbe unul din rezultatele de mai sus, de
exemplu vy = v4y: proiectiunea pe Z,a deplasarii punctului de apli-
.catie i, cand in sectiunea k este aplicata sarcina I’y = 1 dirijata
dupa g, este egald cu proiecfia pe gy a deplasarii punctului de
aplicatie k, cAnd in {esteaplicata sarcina Ff; = 1, dirijata dupa ¢;.
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Este evident ca atunci cAnd cele doud directiuni sunt paralele,
adica avem z' == g;,‘., atunci chiar deplasarile insisi se bucura de
Proprletatea de mal sus.

Aceasta-i teorema lui Maaxwell sau a reprocitifii deplasdrilor.

Se poate da o demonstrajie simpla acestel teoreme in cazul
cand deplasarile si rotatiile coincid respectiv cu directia forielor
si momentelor. Ne vom ocupa de primul si al treilea caz.

Primul. S& presupunem ci avem o0 grinda §i ca in secliunea i
'aphcam forta I';. Grinda se va incovoia si in dreptul si in directia
sarcinii se va produce sigeata ¢; = J; vj;.

Lucrul mecanic acumulat de grinda va fi: 3 F7o; Sa presu-
punem ca in scctiunea k aplicam foria ). In mod analog, lucrul
mecanic acunulat de grindd va fi 1 F,, ¢ CAnd am aplicat i © pe
grindé, atunci in dreptul lui I se produce o sigeatd a caret valoare
este v, i Aceasta sageatd, forla F; o parcurge cu intreaga sa
intensitate si deci lucrul mecanic suplimentar acumulat va i
F; Fio v, dar lucrul mecanic total:

2 2
=LF; vip 4l o+ L5 Fy va.

Sa ridicam sarcinile de pe grinda si sa aplicam intdiu pe Fj si
apoi pe F;. Primii doi termeni din expresia lui L raman aceiasi.
Al treilea se modificd precum urmeaza. Cand aplicam pe F;, atunei,
in dreptul lui I’,., se produce o sigeatd a carei valoare este I7; o; pe

care F), o parcurge cu intreaga intensitate acumulind un lucru me-
canic I, I; v;;. Egaland cele douad expresu ale lucrului mecanic,
capatam:

ik &5 G

N’am mai pus indicele f pentrucd a fost vorba dela inceput
nuwmai de forte.

Al treilea. Sa presupunem ca in sectiunea ¢ aplicam forja Th L
crul mecanic acumulat va fi & F5 ¢;;;. Sa presupunem cd in secliunea
k apliciam un moment M,. Rotlrea produsa va {i M Opm, 1ar lucrul
mecanic acumulat 1 M3 0. Aplicind momentul M, sageata in
dreptul forlel T; se mare§te cu ¢y, M. pe care forta F,o parcurge
cu fintreaga ei intensitate, deci lucrul mecanic suplimentar este
Fi My vijon.

Lucrul mecanic total va fi: -

2 2
L = %I'i Viif = T;‘ ]ul: 0/\"\'!” == Fi Alk Cilme

Sa presupunem ci aplicam intaiu momentul M, si apoi fata [,
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Primii doi termeni din expresia lui L ramén aceiasi. Al treilea
se modificd si anume: Cand aplicam pe I;, atunci secfiunea k,
are se aplicd momentul, se roteste cu un unghiu a cirui valoare

este I'; 04y pe care M, il parcurge cu intreaga lui intensitate si
dand astfel un lucru mecanic F; M, Oy
Lgaland cele doua expresii ale lui L, gasin:

Yilkm = alri/-
Calculul eantitatilor vi, 0., 910 = 0,4, ete.
Avem la indeména doua cai: grafica si analitica.

a) Calea grafied.

. Sd presupunem cd voim sd gdsim pe vy, Si mai presupuncm
¢& ne dam o grinda oarecare pe care ne dam doud sectiuni, i s
k. Presupunem ca in scciiunea i avem o forta I7, = 1 dirijata dupd
¢i. Dupd norma data la integrarea pe cale grafica a ecualiei
Eld%/dx? = —M (pag. 362) construim axa deformati a grinzii
$1 gasim sdgeala, Jrifs in secliunea A. Proxcci,m acestela dupd ¢ ne
da tocmai ¢y Jiiy = vy, Putem proceda si invers, anume, si aplicam
in sectiunea k o for{a I'; — 1 dupa directia ¢;. In mod analog gésim
virg- Conform teoremei lui Maxwell, aceste doua cantititi sunt egale.
Aceasta ne serva de control al constructiilor grafice lacule.

In cazul primei constructii, in dreptul sectiunii i avem Jiiy care
proiectat pe ¢; ne da tocmal ¢;. Jif = sy In cazul celei de a doua,
in dreptul secliunit k avem ]/,/,/ care proiectatd pe w,, ne da ¢ o ]/.,,/— Oletf-

- S presupunem ci voim si gdsim pe ¢, Vom aplica deei in
eecglunea k un moment M, = | si vom constrm axa deformatd a
(rrmzu In dre])tul secl,luml l avem :.aueata ]L,‘,,,, care proxectdld
dupa w, ne da tocmal ¢; fim = iy

Putem proceda si invers. In _secliunea I aphcamo forta Iy = 1
dupa directia ¢; si aflaim unghiul o1 Cu care s’a rolit secliunea k.
Proiectia acestui unghiu pe directia &, a momentului ne da g, Wi =
0.i;. Conform teoremei lui Magzvell, avem oy, = O1. Cu aceasld
relatie facem controlul constructiilor grafice facute.

In aceste constructiuni va trebui sa tinem seamd ca atat o cat
st 0 sunt foarte mici in raport cu celelalte dimensii ale grinzilor
st ¢ in plus, avem posibilitatea ca ' =1 sau M =1 sa le luam
oricdt de mici voim noi.

In aceste conditii. calculul grafic va urma norma aplicata canti-
tatilor infinit mici asa cum s’a indicat cu ocazia deplasarilor virtuale.
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b) Calea analitica.

Vom aplica pur si simplu ecuatiile (11) date de teorema lui
Castigliano. :
Ne vom ocupa mai intdiu de cazul cind grinda e supusa la
moimente incovoietoare.
1°. Si gdsim expresia lui ¢yy, adicad sageata in i cand in k
avem I7;, = 1. ‘;
In acest caz. M, = muy s1 decl

(16) Ving =2 Vrif = \ Mgy Mg Ao,
Este evident ca: .

(16) Viif = g mf,-, do.
Analog gasim |

2
{16) Oiton = B = S Maim Malkm dw s = S Myim dow.

2°. Sci gasim pe vign, adicd sigeata in i cind in k avem M = 1.
In acest caz M, = mgn st deci:

Yikm = S Mgl Mgif dow.

Pentru 0y, adica unghiul cu care se roteste sectiunea k -atunc
cand in 7 avem F; =1, avem M, = muy $i deci:

(16) Orif = S Mzif Malom AW,

carc ne arati foarte clar ¢& vign = O
Absolut analog avem

-

\16) iim — 0,;],1 = \ Mzlf Maim d(l).

S presupunem ci voim si gasim aceleasi cantitafi in cazul cand
grinda e supusa la forte axiale.

Sa ne ocupam de vy, adica deplasarea secliunii i cand in k
avem F;, =1.

In acest caz avem, N, = nay §i deci:

(16) Vinf = Vrif = S Nzl Naif de
51 deci:

UG) y &R S nf,', de.
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Analog:

2
“6) 0il:m = eklm =g Ryim Nrkm d€ s oiim = g Niim de.

Procedénd exact ca in cazul precedent, avem:

Yikm = 01.‘1'[' =

LS

Raiom Nzif (IS,
(16)
Yiine — 0;‘/;/ = S Rziif Ngim dE.

Procedam absolut analog in cazul cind am avea forte taietoare
i momente de rasucire. -

In cazul cind grinda este supusa la mai multe solicitari, deplasarea
totald va fi egald cu suma deplasirilor date de ficcare solicitare

in parte. De exemplu, cAnd pe grindi avem momente incovoictoare
st foarte axiale atunci:

ity = S Mypy Mo do + S
(16) "
) =Sm,,2,-, do + g ;
Norma este absolut generala si se aplica oricarui fel de constructie
s1 solicitari.
Sa& mai facem o aplicatie.
3°. Sa presupunem cd voim si aflém ¥np la o grindd cu zdbrele,
adica sageata care se produce in nodul n cind in p calcd sar-
cina I, = 1.
In acest caz N, = Rir,p- Introducand aceastd valoare in for-
mula (13), gasim
(16) Ynp = ZNiyp Nign b/ EQy,

a carel structurd este identicd cu a celorlalte ecualii (16).

D) Principiul lucrului mecanie virtual aplicat

la corpurile deformabile.

S'a aratat ca teorema lui Castigliano ne permite si gasim reac-
tiunile static nedeterminate, fie ca ele ar {i exterioare sau interioare
sistemului, pundnd conditia ca 3L/3... = ¢ — 0.

Daca constructia este supusd la un sistem oarecare de sarcini
st de reactiuni, oricare din ecuatiile (14) ne arati ci avem, de exemplu:

(17) 29,‘1/ F‘,; -- Zvizm Mx = (I,

37. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
VBLIATE, ™
\\% igref Y \
FEA BIESTIRL )
4
BUCuresTV ‘/
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Aceastd ecualie exprimd, pur sisimplu, ¢a suma tuturor deplasarilor
in sectiunea i, unde avem o reacjiune, este nula.
. Daca {inem seama c& dupd teorema lui Maasvell, avem:

Vief = Yzif $1 Ywem — 011‘[,
atunci ecuatia (17) o scrim:
(17) ZV;N'/ Fx + 2015/ M,; = 0
Or, grupul I7; si M. ¢ un sistem de solicitari in echilibru, iar ]
orif $1 Oz sunt deplasarile, in dreptul acestor sohicitari, produse de '
sarcina F; = 1 aplicata in secfiunea 1. .

Or, in aceste conditiuni si sub aceastd forma, ecuatia de maisus
este exact ecuatia lucrului mecanic virtual:

EFo 4+ M0 = 0.

Din cele de mai sus rezultd ci ecuatille (17) sunt identice cu
toate ci se pot enunta diferit.

£ In cazul cdnd reacjiunea parcurge
i e

- = ; un drum cunoscut v,, atunct in membrul
: AL, 3 A A
: N b"j al doileain loc de zero vom pune aceasta
L .

: ! Lk A aloare.

i z z' 1

i ! =L

Aplicafia Nr. 130. O grindd orizontald, cu
Figura 418 sectiune constantd, de deschidere I, simplu
rezemata la extremitiiti, suporta in sectiunea i
sarcina Fi. Sa se giseascii sigeata in sectiunea k (fig. 418).
Vom aplica formula (16). Pentru aceasta ne trebucse valorile lui mxzif $1 Maky.
Expresiile lor pe diversele intervale ale grinzii sunt: 1

Intervalul l mzif makf
0 — ai bi x /1 br x /1
ai — ak ai '/l brx /1

0 — bi = Ghed ar x'/l

Lfectuand calculele indicate de formula (16) gasim:
o, = Fya; by, (I — a2 —b%) /6 EIL.
Sageata, chiar in dreptul sarcinei, este:
vi = Fa? b? /3 IEI

si daca sarcina e la mijlocul grinzii:

v = FI3/48 EI
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Aplicatia Nr. 131, I'ie o grindd simplu rezemati, actionatd de sarci-
nile J7,.. . [, si se cere sd gisim sigeala in sectiunea I (fig. 419). Avem:
vi= i Iy + v Fy +.. o+ 0ii Fi +...+ oin .

BPupi teorema: lui Mauxwvell, avem:
Vipa =i, Vipg= i, L. Vin = vpi
st deci
vi= il + oy By b i B e I

Or: o, e, ete. sunt sigetile cari se produe in F -
sectiunile 1, 2,...i...n cand in scctiunea i { d [E
aplicdm sarcina F; = 1.

Regula practicd este foarte simpla. Aplicim
in sectiunea ¢ o sarcind F; = 1 si construim axa

deformatd  a grinzii dupa regulile cunoscute,
Sigetile acestei curbe sunt chiar coeficientii de _Rm‘\%

influenta eari intrid in expresia sigeti. Fat
|

Aplicatia Nr. 132, Sa se giscasci ccuatia Figura 419
axei deformate a unei grinzi orizontale incastrati
la o extremitate si suportand la capitul liber forta verticala I Sectiunea
erinzii este constanta.

&

Vom presupune ci axa deformati a grinzii are ccuatia;
V=ap +ay T+ a, 3> +...

Grinda fiind incastrati, peutru @ = 0, vom avea v — st dv/or = 0, din
care rezullda ao = a; = 0. Din ecuatia EI 3% /32* = p, pentrucd aci avem
pP=0, rezulti ei avem §i q = az= ... = 0.

Asa dar, ecuatia axci deformate se reduce la:

v=ay2? + aya® .. fr'=2q,+6a,z

Pentru a determina acesti doi coeficienti aplicim tecorema lucrului meecanic
ninim §i anume ecuatiile (8).
Din ccuatia (2) avem:
Le = § Flay + agl) I?
din care scoatem:

3Lefda;=% FI2 |, 3L./3a,=LF I,
Apoi din:

t 1
Li= 'LIS (%0 /20%dx , 3Lij3...— Ez\ (3% /32%) (3% /223, . ) dux
0 Jo

scoalem:
eLifday=2Ell2a, + 3 a,l) , 9L;/ay— 6 EI Bla, + 2 aj4l).
Introducand aceste valori in ecuatiile (8) gasim pe dz §i a; si cdpatim:
v=1Ixt (31— ax)/6 El
care este tocmai ecuatia axei deformate a grinzii. Pentru = [, adici la ex-

tremitatea grinzii, avem

¢, = FI3/3 EI
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Dacé vrem sd ne mulfumim cu un resullat aproximativ, putem lua pentru
axa deformatd ecuatia:
¢ = ao (1 —cosazx) , ©°%/r*= aoa® sinax,

care satisface conditiei ca pentru z = 0 s& avem ¢ = 0 si % /3x = 0. Daca
punem conditia:

cosal=0 , a=}m,
atunci sigeata la extremitatea grinzii este tocmai .

Avem:
<)

72
SL¢ /a0 = +F , 2Lif3ao= El aoa‘g sin? ax dx = v Elao aa.

0

AplicAnd ecuatia (8) gisim:
ao= v; = 32 Fl/n* El = FB /3,044 E1,

rezultat care diferi de cel exact numai cu 1,54%.
Pentruci avem numai un singur coeficient nedeterminat am fi putut utiliza

numai ecuatia (1).

Sd presupunem cé voim un resullat tol aproximativ, insi mai exacl. Luim
atunci:
v=ao (1—cos az)+a, (1 — cos 3ax) , % /2x* = a*(ao cos ar+9%a, cos 3ax)
cu doi coeficienti nedeterminati ao si a,.

Cu conditia al = + 7, avem evident

(’l = Qo + Qg
Se vede, de asemenea, ci avem ¢ = 0, si 3v/8x = 0 pentru x = 0.

Daci aplicim ecuatia (8) gisim pentru dao valoarea din cazul precedent
jar peniru a;, = 32 FI3/81 a* EI. Valoarea lui v este:

0, = ao + ay = F/3,007 EI,

care diferd de cea exactd cu 2,3%;.
Asa dar,si ecuatia axei deformate va diferi de cea exacti cam in aceeasi

madsura.



XXVIIL. CONSTRUCTIUNI FACUTE DIN BARE.

A) Generalitati.

A vazut la grinzile cu zabrele cum, prin bare articulate laambele
extremilatt, putem fixa in mod invariabil intre ele o serie de puncte
st deci cum putem realiza constructiunea numita grinda cu zibrele.

Putem realiza i altfel de constructiuni.

Un punct B putem sa-l fixdm in mod invariabil de punctul A
prin o grinda ADB invariabila ca forma si pozitie.

Forma e1 raméane invariabila, atunci
cand o consideram nedeformabili, adica
rigida.

Pozitia el ramane invariabila, atunci
cind. printr’un numar suficient de
reazime, impiedecdm orice miscare a
el. Se stie ca —in plan — obtinem
aceasta prin trei reazime simple, printr’o
articulatie si un reazim simplu sau
printr’o incastrare (fig. 420 c).

In acest mod nu numai cele doua
puncte A 51 B dar toate punctele de pe ¢/ A
grinda A B sunt legate in mod invariabil 4

intre ele. ]
. De punc.tele acestel grinzi putem Figura 420
fixa in acelast mod alta serie de puncte.

De exemplu. de punctele C §i E ale grinzii AB putem fixa prin
doud bare articulate, punctul D (fig. 420 a). Acest punct putem sa-1

fixam s1 prin bara CD incastrata in punctul Cin grinda A B (fig. 420 b).
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Continuand astfel, ajungem la un sistem format din bare drepte
sau curbe care fixeaza in mod 1nvariabil intre ele o serie de puncte.

Punctele unde se leaga intre ele doua sau mai multe bare se
numese noduri. Nod este s1 punctul unde una sau mai multe bare
se leagda de un reazim oarecare.

Acest sistem este in echilibru sub actiunea solicitarilor: jorfele
date gt reacfiunile. _

Daca separam o bara de restul sistemului, atunci in extrenutatile
el Introducem necunoscutele .V,
T s1 M.

- Facdnd aceasta; observam ci
avem un numar m; de bare in-
castrate la ambele extremitati,

- fiecare cu cite 6 necunoscute, ca
avem alt numar m;, de bare in-
castrate Ja un cap §i articulate la
celalalt, flecare cu cite 5 necu-

noscute si ca in fine avem un
/ numair m;; de bare incastrate la
S un cap st simplu rezemate la
\ celalalt si m,, bare articulate la
ambele extremitati [recare cu cate
4 necunoscute (fig. 421).
In total, pentru toate barele sistemului avem:

Figura 421

(1) 6my + 5 myg + 4 (g + Mya)

necunoscute. :

Necunoscute mai sunt si reacjiunile. Daca socotim ca o incastrare
i echivaleazd cu trei reazime simple s si o articulatic @ cu doua,
atunci numirul necunoscutelor r din reazime va fi:

(2) r=3i+2a+s

Pentru determinarea acestor necunoscute, statica ne da mai
intai cate 3 ecuatil de echilibru pentru fiecare din bharele de mai
sus, deci:

(3) 3 (my + miy + mis + M)
ecuafli. ;

Nodurile ramase prin separarea tuturor barelor trebuese si fre
de asemenea in echilibru.
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Observam si.aci cd avem mai multe feluri de noduri (fig. 422).
Avem un numir n; de noduri in care se intalnesc bare incastrate
articulate sau simplu rezemate, pentru cari putem scri cite 3 ecuatii;
avem un alt numar de noduri n, in care '
se intalnesc bare articulate la extremitali
sau simplu rezemate, pentru cari putem
seri cite doud ecualil si in fine un numar
de noduring cu cite un reazim simplu,
pentru carl nu putem scri decil céte 55
o ecuatie de echilibru. Numiarul n de

¢cuatii dat de echilibrul nodurilor este:
Iigura 422
(4) n=3n +2n, + ng
Daca notam:
5 m=6nmy; + 5 mi, + 4 (mi + mea) — 3 (M + Mga = Mg + Mgq)
0)
=3 my + 2 nmig + ntie = Maa,
atunel diferenta intre numarul necunoscutelor si numarul ecuatulor
date de statica este

(G) . m +r—n.

In cazul cind aceastda difereniad este nuld, deci cind:
(7) m+r—n=40,

sistemul este static determinat. Aceastd relatie trebue sa {ie satisfa-
cutd si de oricare din pargile componente ale sistemului de bare.

Daca pentru intregul sistem sau. dacd pentru anumite parli
ale lui avem m — » — n<< 0, atunci sistemul nu este in echilibru.

In cazul cand m - » — n > 0, atunci sistemul este static nede-
terminat.

Valoarea expresier (6), in acest caz, ne di numdrul cantitdfilor
static nedeterminate sauw gradul de nestaticitate al sistemului de
bare. -

Este evident ca dacd pentru intregul sistem, sau pentru o parte
din el, avem m +»—n > 0, dar daci peniru o altd parte din el,
avem m + r— n < 0, atunci sistemul nu este in echilibru cu toate
cd unele parfi din el sunt chiar static nedeterminate.

Asa dar, condi{ia minima de echilibru este si avemm +r—n >0
atat pentru sistemul intreg cat si pentru toate pariile din care se
compune sistemul.
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B) Constructiuni static nedeterminate.

Am vizut cari sunt criteriile dupa cart putem cunoaste daca
o constructiune ficuti dintr'un sistem de bare este in echilibru
sau nu.

Am mai vizut, in cazul cind este static nedeterminata, ci
numairul cantitdfilor static nedeterminate este m + r — n.

Pentru a le determina vom aplica de atatea ori ecuatia lui Casti-
gliano, de cate ori sistemul este static nedeterminat.

Pentru aceasta va trebul mai intdi sd ne fixam care anume
din numirul total de necunoscute le alegem drept necunoscute
static nedeterminate.

PLANGEEN

i 1B B i€ 8

Figura 423

Daca din sistemul dat suprimam o serie de reazime sau legituri
al caror echivalent sa fie m + r — n, atunci sistemul ramas este
stalic determinat. Figura 423 arata construciii static nedetermi-
nate in stdnga transformate in corespunzétoarele static determinate
in dreapta.

Pentru sistemul ramas $1 pentru pariile lur componente va trebui
sa fie satisfacuta mereu conditia my + r,—n, = 0.

Necunoscutele introduse in locul reazimilor si legaturilor supri-
mate sunt necunoscutele static nedeterminate alese.

Sistemml {iind transformat in wunul static determinat, atunci,
intr’o secfiune oarecare @ a unel bare oarecare, vor exista momente
incovoietoare si for{e axiale datorite cantitafilor static determinate
s1 celor nedeterminate si care vor avea forma:

) M =M, +2ZV,m.y + ZM; meip,
N = .VS - ZVL' Nzif + Zﬂli Nxim,
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in care M, si N, sunt momentele si fortele axiale datorite cantita-
tilor static determinate, iar V;, M;... sunt cantitatile static nede-
terminate,

In cele ce urmeazd vom neglija, aga cum practica a consacrat,
lucrul mecanic datorit fortei taietoare.

Odata acestea fixate vom aplica teorema lui Castigliano de atatea
orl cite necunoscute avem, deci vom avea:

(9) 3L/3Vi =V = 0 y BL[IQ‘M,' = 0,' == 0.

Aceste ecuajiuni exprima, pur si simplu, ci deplasarea punctului
de aplicatie i, sub acfiunea tuturor sarcinilor, este nuli.

S’a arital cd aceastd ecuatie este echivalenta cu ecuatia lucrului
mecanic virtual si cd deci o putem utiliza i sub forma

(10) SFe + M0 =0,

in care se stie care este semnificarea lui ¢ si 0.

Vom utiliza teorema lui Castigliano, dupa imprejuriri, sub forma
(9) sau (10). |

In cazul cénd reacfiunea V; sau M; are o deplasare cunoscuti
9o sau Og, atunci, in partea doua a ecuatiilor (9) sau (10), in loc
de zero vom pune aceste valori.

In aceste condifii, totul se reduce la rezolvarea grupului de
ccuatii liniare (9) sau (10).

Teoretic chestiunea este foarte simpla. Practic insd, trebue sa
gasim calea cea mai lesnicioasi pentru a rezolva acest sistem de
ccuatir |

Aci joacd un foarte mare rol transformarea sistemului in unul
static determinat, adicd alegerea necunoscutelor static nedeter-
minate. '

a) Prima metoda.

Vom ilustra aceasta printr'un exemplu. Si presupunem ca
avem o grinda continui cu n deschideri.

1°. Aceasta o putem transforma in una static determinatd supri-
mdnd toate reazimile intermediare, ludnd ca necunoscute static
nedeterminate reactiunile lor. adica V,,... V,_,. Reactiunea V; a
unui reazim { diferd de aceea a sistemului static tocmai cu Vi

2°. Sa presupunem cd facem sistemud static introducdnd in grindé
pe flecare reazim cdte o articulagie si luind ca necunoscute static
nedeterminate momentele pe reazime, asa dupd cum s’a aritat
la stabilirea formulei Ilui Clapeyron. In acest caz, reactiu-
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nea intr’un reazim i diferd de reactiunea sistemului static cu:
(Mi_y — M) [li_ysi = (Miza— M3)/li,ii 5, expresiune care are cel mult
valoarea lui V;.

3°. Mai mult. Sd presupunem cd transformdm grinda continud
intr'un sistem de grinzi simplu rezemate, la extremititile carora se
aplica niste momente M, date de noi. Necunoscutele problemel
in acest caz vor fi M; = M;, + AM; adica AM,; Valorile lux
M, fiind arbitrare, putem presupune ca sunt acelea date de un
sistem static nedeterminat mai simplu decat acela ce-l avem de
caleulat. In acest caz, teorema lui Castigliano ne da diferentele 4 M,
intre aceleasi cantitaii static nedeterminate din cele doud sisteme.

Aceste diferente ne aratd in ce masura putem inlocui un ealcul
exact prin unul aproximativ. Vom face mereu uz de calcule aproxi-
mative.

Avantajul metodei expuse este cd separd, dela inceput, calculul
in doud: unul static determinat st altul static nedeterminat.

b) A doua metoda.

Mai avem la indemand o cale, bazata pe faptul ca alegerea
cantitatilor static nedeterminate este arbitrara.

In acest caz, putem lua ca necunoscute static nedeterminate
toate necunoscutele date de relatiile (1) si (2), stiind cé intre ele exista
numarul de ecuatii dat de relatiile (3) si (4), ecuatii de forma:

(1) h=0 , [i=0,..

Necunoscutele, intre care existd relatiile (11) vor fi, dupa teo-
rema lui Castigliano, astfel incat L; s& fie minim.

Avem deci de-a-face cu o chestiune de minimum relativ.

Daca a;, a,... sunt niste coeficienti nedeterminafi, al caror
pumar este egal cu numarul ecuatulor (11), vom avea:

(lQ) aL,/aV, + aq Sfl/aV, - a2‘8f2/3V,- +... = 0.

Vom avea atitea ecualil de aceasta forma cate necunoscute
avem.

Numarul ecuafiilor (11) si (12) este tocmal atit cit ne trebue
pentru gasirea tuturor coeficientilor nedeterminali si a tuturor
necunoscutelor problemei.

In cazul cAnd deplasarea in dreptul necunoscutet V; este data,
voiy atunci in partea doua a ecuatiei (12), inlocul lui zero, vom pune
aceasta valoare.
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Avantajul acestei metode este ci putem avea oarecare simetrie
in calcule §i c& putem pune in ev1den;a deplasarlle din dreptul
tuturor necunoscutelor. '

Are desavantajul ca numarul ecuatiilor, desi simple, este foarte
mare.

C) Constructiuni simplu static nedeterminate.
1. Grinzi drepte.

Cantitatea static nedeterminatd ne-o putem alege dupa voie,
fie ‘0 foria, fie un moment. ' :

In ficcare din aceste douad cazuri, forfa axiala si momentul
incovoietor intr’o seciie oarccare x au valorile:

N N = A’s + V,' Ngip 5 M = AIS + Vg Myiy,
tL)
- N = Ays =P Mi Nzim 3 M = fw.v o= AI; Mim.

Dacé introducem aceste valori in ecuatia lui Castigliano, si daci
notam:

Vim = 5 M, mz,, do , 0, = \ Mmgin do,

Vin = \ N n.l‘t/ de 5 Oin = \ A, Wittt df;
2) )

Viim = &ml,l do , Oim= S mz,m dw,

v i
)

o — n,,, de 5 e =\ Gl

sl

Yim +"in =¥ ) Yiim +V¢'in, = s Oim +0in :01 s - 0izm +0iin :Oii-
atunci:

K3) Vi = — "i/”ii 5 l‘[i = — 0;‘/0,‘,.

In genere deplasirile datorite forfelor axiale N §i anume ¢,
Yiins Oin $1 0z, sunt mici si In oarecare misura neglijabile fata de cele
datorite momentelor. Dacd se fac aceste neglijari, atunci formulele
aproximative:

Vi~ — Vim/"iim ) M; ~ — eim/eiim;

dan valori foarte apropiate de rezultatele exacte.

e .. il
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Aplicatia Nr. 133, O grinda orizontala cu sectiune constantd, incastrati la o
extremitate, reazima prin intermediul unei articulatii, pe un stalp vertical arti-
culat si la extremitatea de jos (lig. 4£24).

Si se gidseasci valoarea cantititilor static nedeterminate presupunénd
grinda jncircatd cu o sarcind verticald /1
~ sa gisim mai intdi numdirul cantitatilor static ncdeterminate.

Avemmyy = 1, mge=1;i=1,a=1;m=1,n,= 2 sideci m=2.1+1.1=3,
r=31+21=5n=:31+22=179 m +r—n=34+5—7=1.

' Asa dar, sistemul este simplu static nedeter-

’ ; i 5 minat. Putem ajunge la, acest rezultat si altfel.
% ol Se vede cd daci suprimdm stalpul 1 — 2,
P atunci restul constructiei, adicd grinda 0—1,

L {

este static determinati. Ajungem la acelasi
h rezultat daed incastrarea din 0 o inlocuim
printr’o articulatie.

Pentruci alegerea cantitifii static nede-

1 §2 3 L
R°  terminate este arbitrard, vom lua pe M,,
Figura 424 adici momentul din 0, drept cantitate static
nedeterminati.

Pentru a giisi pe M, ne trebuesc valorile Tui Mg, mzom, etc. in diferitele scc-
tiuni ale sistemului, pe care le aranjim in tabloul urmitor:

" Bara Elementele barei l Mg ‘ myom | Ns zom
0—1 LE I M '/l l — -
1—2 hE S0, -- — | =V 1/

Avem apoi:
1 C2

Gom = S Moz do/l= S, /LEI , 0on= —\ Ny de/l = Vi h/LE, $2,,
0 1

0uam—=§;:v'2 Q) I NIN="21)/3] , Ooon = /12 E, 2.
Daci se multiplicd totul cu E I si se noteazi:
El/E, 2, =ni3
avem:
Mo = — (S, + Visn hi®) /(3 12 + n hi?/l).
Daci neglijim valorile lui Oon si foon, se obtine:
M, = —38,/8,

care este tocmai valoarea lui M, cand considerdm grinda incastratd in 0 si simplu
rezematd in 1, pe un reazim rigid.

Aceasta formula servii si pentru un inceput de dimensionare a secliunii
grinzilor.

Pentru o inedrcare uniform distribuita pe toatd grinda, avem, cu o aproxi-
matie destul de mare

My=—3% (1 +9nhiz/B)pl
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Aplicafia Nr. 134. O grinda orizontald 0-—1—2, ficutd dintr’o singura
bucatd, deci continui, este articulati la mijlocul ei in punctul 1 de stalpul
1—3-—1%, de asemenea continuu §i incastrat in 4. Pentru ca grinda si nu se
ristoarne se propteste cu doud contrafise care le consideram articulate, in
punctele 0,2 si 3, in grinzile precedente. O forti I/ se gdseste pe grinda orizon-
tald. S se giiseascd eforturile in barele sistemului.

Sistemul este static nedeterminat. Dac# s’ar suprima una din contrafise
sistemul se transformd in unul static detcrminat. Deci sistemul este simplu

static nedeterminat.

Am putea lua ca necunoscuti \F

static nedeterminati efortul din- b

tr’o contrafisi. Calculele sunt E

lungi si nesimetrice. /
Putem face sistemul static

determinat i altfel si anume

introducind in bara 0-—2, in

o
|
ANES §

punctul 1, o articulatie. Pentru
a restabili continuitatea grinzii
introducem acolo un moment
necunoscut JM,.

Vom neglija in cele ce urmeazi
influenta fortei tiictoare.

Observam ca M, cantitatea
static nedeterminata, nu da efor- . 4

turi in consolele grinzii orizontale
§i pe porfiunea 3—4% din stalp,
deci pentru aceste portiuni maz, Figura 425
si nz; vor fi nuli si dispar din

g
A

2

ccuatiile Iucrului mecanic, chiar daei sarcina calei pe consola.
Pentru determinarea lui M, avem nevoie de cantittile din alituratul tablou:

Bara Elementele barei | M | mam Ns I nam
0—1 LE I 0 = a/l — 1/h
1—2 LE I 0 M, a'Jl Fa/h 1/h
1-3 h, E, 9, Fay/h — | —Fbp 2/1

0—3 s, E, 82, =il == s —s/lh
2—3 s, E, £, — - —Fas/hl| —s/lh

Daca notim: I/Q = i2, 1/0, =i, 1/9,=ii atunci avem:
Om=Su/LEl , On—F (ali*t—2bM8i} + as%il)/Bht EI,

Oum =21/8E1 , Oyn=2 (Pi®+2h%i2+ s2i})/2R2EL

Introducénd aceste valori in ecuatia (2) avem pe Af,.

Daca neglijim pe 0in si 040, atunci din formula (3) obtinem:

M, = —3S8,/28,

adici momentul din 1 considerand grinda orizontald continui pe reazimile
rigide 0, 1 si 2. )

Termenii neglijati corecteazi aceastia valoare si sunt datoriti_ faptului ca
reazimile sunt elastice.

Ty p——p—y—————

-
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Aplicatia Nr. 135. Grinst armale triunghivlar. Si presupunem cd avem
o grinda — ficuta dintr’o singurd bucatd —- simplu rezematd la extremitatile
sale 0 si 1 (fig. 426). In cazul cind dimensiunile grinzii ies prea mari sau
cAnd vrem sit avem o solutie mai economici si dispunem de inidltime libera
sub grindd, atunci de punctele
4 si 5 ale grinzii articulam

doi tiranti, 3—4 $i 3 —5 s
mijlocul grinzii il sustinem cu
popul 2—38, articulat de ase-
menea in grinda si in nodul 3.

Aceasla e¢ o gnnda armata
triunghiular.

Sa se calculeze eforturile
din grinda si diversele bare
cand grinda este supusd la
forta I ca in figura.

Chestiunea este ahsolut
analoagd cu precedenta,

Vom face sistemul stalic
determinat introducand o arti-

culatie in sectiunea 2 grinzii.
Figura 426 Curba momentelor M, pentru
grinda 0—2—1, va-fi ca in

figura 426. Valorile lui Ms, Ns, mazm, ete. sunt date de tablou]l urmaitor:

Bara | Elementele barei Ms Mzm ! N 1 Ngm
24 INENISD Ms a/l ! —Fb /2R | —1/h
25 I=SENING Mg '/l —Fb /2R | —1/h
23 hE, £, s — | —Fpt | 2/
3h s, E, 82, -— — Fbys/2lh s/lh
35 s, E £, -— — Fbs/2lh s/lh

Daci se desvolti calculele ca in cazul precedent si cu aceleasi notatii, gasim:
Opn= (Sze + Se) /UEL , Opn'=Tby (Buf— 20k it ssid)/BRREL
Opgn =2 1/3 EL , Opn=2 (B2 2R i3+ s3i3) /i he EL

Se observa si aci cd valoarea aproximativa,

M,= —38 (S + Sg)/2 P,

este tocmai momentul ce se produce in reazimul 2 dacdi se considerd grinda
4—2—5 continui pe aceste reazime, considerate si ele rigide, si supusa la mo-
mentele Ms.

Cu aceasld valoare aproximativi putem incepe dimensionarea grinzii.

Aplicatia Nr. 136. Grinzi armate trapesoidal. Sunt la fel cu precedentele
insi armitura si grinda prezinti forma unui trapez. In figura 427 grinda
continui 0—1 este armatd cu un tirant 2—6—7-—3 si cu doi popi 4—6 si 5—7.
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Barele ce formeazi tirantul si popll se considerd articulate in punctele 2, 3
4, 5, 6 si' 7

Grinda o presupunem incircald cu un sistem oarceare de sarcini a céiror
curba a momentelor este curba din figura.

s

Sistemul este simplu static nedeterminat peniruca dacd suprimdm, de
exemplu, tirantul 6—7, grinda se¢ transformi intr’e grinda syimplu rezemata.

Vom lua ca mnecunoscuts
static nedeterminata efortul
Il din bara 6-—7.

Pentruca grinda 0—1 are
¢ iniltime oarecare h, de care
nu se poate face abstractie, si
pentrucd tirantii si popii se
articuleaza in parteainferioars

a grinzii, in acest exemplu
vom tine seamd si de inal-
timea grinzii 0—1.

v 2 G
In aceste condifiuni, efor- Figura 427

turile — forte si momente —

in divessele bare sau portiuni de crrmda sunt date de formulele:

M= Ms + IImyg; , N= Ny+ ilng,,

cu ajutorul tabloului urmitor:

Bara Eelementele barei M Diygy | Nygq

0—2 si 13 LE I QL © M — i —
2—4 , M —hy x [l—1 /2 —1
3—5 s My —hy & Jl—h /2 —1
4—35 L E, I,D L M, —hy— /2 —1

4—6 si 5—7 hy, E, 2, — —- —hy /1

2—6 s 3—7 s, E, 9, — — - s/l
6—7 | I, E £, o . 1

Fiinded e vorba de lungirea barei 67, deplasirile respective le vom nota
cu litera w. Vom avea deci: 1
Il = - (ugzm + Ugin) /(Ugrezm + Ugrgrn)
In ecazul nostru, pentrucd Ny= 0, avem s1ou oin = 0.
Avem apoi
—— Uggm = (Sye+ Sa5 + 124) by /IEL + 2, h/2 EI,

in care: S, este momentul static al suprafetei momentelor in grinda simplu

rezematd 0—1 de pe intervalul 2—4, in raport cu punctul 2, etc.; £2,; este

suprafata momentelor in aceleasi conditiuni de pe intervalul 4—35, ete.
Avem apoi

9

ggm = [hy (I +%0) + Lk (I + 20+ h by (I + 1)) /EL
Ugrn = L{l; + 21) 2+ 2R3 i /8 + (L + 253/ i) /EL

o

e
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Se obscrvd ci, aga cum s'au aranjat, valorile lui u au toate pe EI la nu-
mitor, si cA in valoarea lui H, aceastii cantitate se reduce. Ori de cate ori vom
putea vom urma aceastd norrad de calcul. Din inspectarea acestor formule
se vede c¢i chiar verificarea unei asemenea grinzi necesitd calcule multe,
necum proiectarea ei.

Daci totusi se observi ¢l Ugemn este mic fatd de tgrezm $1 € in prima aproxi-
matie putem lua h = 0, atunci putem lua pentru u urmatoarele valori aproxi-
mative

— Ugzm = (Saa + Sgs + 1 9245) 111/1, Ugrgrm = h? (h + %‘ J

formule in cari nu intri dimensia sectiunilor diversclor bare ale grinzii si dela
care putem porni un calcul aproximativ al sectiunilor grinzii.

1tm Din exemplul numeric

ce urmeazi se vede mersul
v ‘z $Yom75 M/ pentru pro'iecFarea 111\01:
; G 7 = astfel de grinzi. Se va mai
20 —/E2 vedea cii, cu toate aproxi-
matiile ce se fac, suntem
condusi relativ repede la
solutia definitiva.
Exemplu numeric. O
a@rindd de 12 m deschidere
care siportd o sarcind uni-
form  distribuitd pe (oald
lingimea ei de 1 t/m esle
formatd dintr’un fier 1
i3 armat {rapesoidal cu un

1

[}
- -

o 9 x =)
Figura 428 livant format dintr’o plat-
bandd (fig. 428).
Si se dimensioneze grinda in ipoteza: ¢ = 0,40 m, | = 2,80 m, [, = 5,60 m,

k= 0,75 m, iar % si nu depiseasci 1000 kg/cm®.

Momentele M, M, si Mn (la mijlocul grinzii), calculate ca inir'o grinda
sumplu rezemata de 12 m deschidere, sunt:
M,=0,40.11,60 /2 = 2,32 tm, M, — 3,20.8,80 /2 = 14,08 tm, My = 122/8 =18 tm,

Valorile lui —tgm $i Uggym, dupd formula aproximativd, sunt:
— Ugym = (2,32 + 8.14,08 + 9.2,82/4) 2,8.0,75/3 = 92,82 tm?, Usrgim = 4,2 m?®
si deci

H=291t ; Hh =16575tm
In aceste conditii avem: :
M, = 14,08 — 16,575 = — 2,495 tm. , My = 18 — 16,575 = 1,425 tm

— Nyy=—Nyy=—Ng;= Nez= 22,1 ¢, Ny= Ng= —5,92¢, Nyg= N3 =12288t,

Pe baza acestor eforturi putem face o prima dimensiunare. Nu mai transcrim
aci calculele respective, insd se poate verifica numaidecit, ci o grinda formata
dintr'un fier I Nr. 28 cu I; =7590 em?, W:=>542 cm?d, 2=61,1 cm? h=28
cm., cu doi popi de eate 2, = 12.1,5 = 18 em?® fiecare §i cu un tirant de 0, =
12.2,9 = 34,8 em? slabite cu cate doud nituri de diam. 2 cm, satisfac conditiei
de a avea 9 < 1.000 kg./cm?2
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Pe baza acestor dimensiuni. proceddm la un al doilea caleul, fnsa utilizand
formula exacti a lui H.
In acest caz — ugun creste cu valoarea:
5 2 h = (2,32.11,20 — 11,20%/12) 0,14 = 20,03 (m?® sl vom avea
— Ugzm = 92,82 + 20,03 = 112,85 1m?3,

Valoarca lui wuggm creste cu:

deel

TR+ 20 4+ hy (T4 1) = 0,142.11,20 + 0,75.0.28.8,4 = 1,984 m? si dect
lgzgsm = 4,2 + 1,985 = 6,184 m?

Ne mai trebue 11g56:n. Avem 1*=7590/61,1=0,0124m?, i =7590/18=0,0421m?,
i3 =0,0218 m? s= 2,90 m.

Fiacand ecalculele gASIM: Ugzern = 0,1389+0,0045 +0,2577 = 0,401 m3 si dect
Ugzgm + Ugzgzn = 6,18% + 0,401 = 6,585 m?®.

Asa dar, I = 112,85/6,585 = 17140 . I {(hy + + h) = 15,252 1,

In aceste conditii avem:
M, = 14,080 — 15,252 = — 1,172 tmn. , My = 18 — 15,252 = 2,748 tm,
TNu= Ny= —Ny=No=17.14 1. , Ny=Ny=—4591.. Nyy— Nyy—12,75 t.

Vom dimensiona acum grinda pe baza acestor eforuri.

Se vede numaideeat ci ne putem multumi cu acest calcul pentruci unul
nou pe baza nouilor dimensiuni va fi foarte apropiat de acesta. In special, daca
pastriam acelasi fier I Nr. 28, ccea ce va diferi in noul caleul va fi numai tg;q:n
a cdrui variatie avand in vedere micimea lui, va fi nefnsemnaty $i nu va in-
fluenta asupra rezultatului.

Vom face acum verificarea sectiunilor nete si verificarca la flambaj a pic-
selor supuse la compresiune, dupa normele ce s’au indicat in capitolul respectiv.

Din fig. 428 se vede in ce masurd tirantul modifici momentele din grindi.

Aplicatia Nr. 137. Grinzi cu contrafise (fig. 429). Se fac in genere din lemn sl se
compun dintr'o grindi continui 0—1, simplu rezemat in 0 si 1 5i pe nodurile
2 5i 3 dela intersectia contrafigclor
2—4 si 3—35 cu grinda orizontali
2—3. Grinzile orizontale, 01 si
2—3, pe intervalul 2—3, sunt soli-
darizate fntre ele cu buloane asa
¢d se Incovoaie fmpreuni.

Compresiunea  din  contrafisile
\)_,.

! |

e

|
|
1

si 3—5 se (ransmite numai
grinzii inferioare 2—3, grinda de
sus nu participd, in genere, la
aceastd compresiune.

Figura 429

Se vede numaidecit ci sistemul este simplu static nedeterminat. Vom lua
ca necunoscutd static nedeterminati componenta verticali V
din contrafis, adici reactiunile verticale din 2 si 3 cari se v

In conditiile de mai sus,
2—3 are1/EL, =X |
inferioare 2—3,

a compresiunii
ad ca sunt egale.
sectiunea care participa la incovoiere pe portiunea
1/E 1), iar la compresiune numai sectiunea 2, a grinzii

38. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construciunilor 5i Rezistenja materialclor.

N i p— R

| 1
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In aceste conditii avem, .
Bara Elementele barei | My

I nige nzxy
i
0—2 LEI | Ms | —=x —
1—3 - M —a' -
2-—3 e P o 041 Ms —1 —UL[h
2—4 st 3—5 | 0 1Py f00 = — —s/h

Din ecuatia:

% (Ms + Vmzo) meo do + S (Ns + Vi) nzode= 0,

dupd ce am multiplicat totul cu [ EI si am notat:
— o = Soz‘f‘ Sw +l\‘l923 T — 1/11,
g = 2 (kly + 50 egn= (30} +28305)
ge'lsim: e ——ng/("zzm + 4r90n).

Pentru ca si putem incepe un calcul de dimensionare aproximativi a grin-
zilor, presupunem ¢y, =0 si seetiunile celor doua grinzi orizontale aceiasi, ceca ce
ne da k= 4.

Observare generala.

Din exemplele ficute se vede cd putem grupa oricdnd canti-
tatile asa fel incat sa putem face in prealabil un calcul aproxi-
mativ apropiat, aceasta in vederea dimensionarii elementelor siste-
mului. Aceasta este posibil pentruca deformatiile datorite fortelor
axiale sunt foarte mici in raport cu cele provocate de momente.

2. Arce cu doud articulatii.

Aceastd construciie simplu
static nedeterminata o transfor-
mam in una static determinata fie
transforménd o articulafie intr’un
reazim simplu, fie introducand

intr'un punct oarecare al arcului
o articulatie.
In ambele cazuri, dacd M, si

V, sunt momentul incovoietor si

forfa axiala intr’o secliune oare-

Figura 430

care in sistemul static determinat,
atunci, in sistemul static nedeterminat, vom avea:
A7 = Ms B }11711-0” s A = ;\73 + ]Illlvoll.
Daca directia lui I/ o ludm pozitiva ca in figura 430, atune,
dupi conventile de pand acum, aveni:
Mot =— Y > Mot = — cos(0 — a).



595
Daca aplicam teorema lui Castigliano i notam

—Ugyp = \ M,ydo , —u,= S N, cos(0-— a) de,

Uoom = 5 Ydo |, ugn= S cos? (0 — a) de,

Uom + U, = Uy ) Ugom + Ugon = Ugy

gasim aceiast formula
H =—u,/u,.

Chestiunea care se pune acum este numai calcularea diverselor
valori ale lui u, atunci cind ni se d& forma s1 dimensiile arcului
precum si valoarea solicitarilor.

Afard de cazuri foarte simple, efectuarea integralelor definite,
cari dau valorile lui u, se face prin metode aproximative, prin
calcul sau grafic.

In genere arcul se face din unul st acelagi material ; asa fiind
Lo dispare din expresiile lui .

Apoi, termenii ug, $i g fiind mici, o evaluare aproximativi
a lor nu influenieaza mult asupra rezultatului.

Mai importanii sunt termenii Uom $1 Ugem @ caror evaluare ne
intereseazd mai mult.

Evaluarea prin calcul a valorilor lui u se face in modul urmator,

Se fmparte lungimea arcului intr’un numar de partl, de obiceiu
egale.

In punctele de diviziune se calculeaza valorile lui do — ds/1
st de = ds/Q. E comod de multe ori de a multiplica toti termenii
u cu o valoare [, oarecare (de preferinii o valoare apropiatd de
media momentelor de inerfie I de pe intregul arc). Se noteazi
atunci

L/l =k |, I,/2 =g
In aceste conditii in punctele de diviziune, avem:

do =kds , de = i3ds

In dreptul acelorasi puncte de diviziune, se calculeaza apol y,
cos (0 —a), M, si N,

Facem apoi produsele indicate de formulele Jui w. Insumarea
lor o facem dupi regula trapezului, regula lui Simpson sau orice
alta regula de efectuarea aproximativa a integralelor definite.

f
m
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In aceste condiliuni daca lungimea s a arcului s’a impartit in
n parti egale, valorile lui u le putem inlocui cu cantitatile propor-
tionale:
—Ugm = 2Myk  , —um = ENg2cos(0—a) , Uoom = Zytk

Ugon = 212 cos? (0 — a).

Din inspectarea acestor formule, se vede ca u,, va avea valoarea
cea mai mica atunct cand N, va fi cel mai mic posibil. Aceasta nu
o obtinem decat in cazul cand facem arcul static determinat trans-
jormdndu-lintr’o grindd curbd articulatd la un cap st simplu rezematd
la celdlalt. In acest caz, M, sunt momentele produse in aceasta
orinda. In aceste condifii putem neglija u, faia de uom.

De asemenea se vede cA si ugn este foarte mic faid de uoom $t
¢a ludnd pentru arce turtite cos (6 —a) =1, avem uom =n %
cu i2 = I/0 in care I 5i 2 sunt valorile medii pe lungimea arcului
a acestor cantitafi. Asa dar, in aceste condilil avem:

Uon =07 03 = arE
s1 dect

H =M, yk/(Zy*h + n*)

formula curent intrebuintata pentru acest caz.

Aceastd formula ne da pe I dirijat dupa directia articulajulor.
Se observa ca y se masoara normal pe linia articulatulor.

Daca in loc de y luam pe y, masurat dupa o verticald, atunci
avem y =y, cos a si daca notim cu Hy, = Hecos a, componenta
orizontala a lui H, atunci avem:

Hy, = ZM,yok/(Zyik + ni?/cos?a)

formula tot atat de comoda ca §i precedenta.

Am putea face arcul statistic determinat introducdnd o articulajte
intr'un punct oarecare, iransformdndu-l astfel intr’'un arc cu trei
articulajii.

In acest caz, momentele M, sunt mult mai mici, insa N, are
valori insemnate. Daci H, este impingerea dirijata dupa direciia
articulatiilor in arcul static determinat cu 3 articulatil atunci avem :
N, ~— H,cos (0 —a) si deci

Uon =~ H 212 cos? (0 — a) = H, ni?

Componenta orizontald a lui H, este Hy, = H cosa.
Se stie dela arcele cu 3 articulatii ca valoarea momentulur My,
intr’o sectiune oarecare, in cazul incarcarilor verticale. este:
M, = Hy (m— yo)
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in care I, este distanta polarad — deci fmpingerea orizontals — a
poligonului forfelor ce corespunde poligonului funicular care trece
prin cele trei articulatlii, m este ordonata curbei momentelor in
secliunea considerati, iar y, ordonata secliunii ar
dela linia de inchidere a
totul cu cos?a, avem:

cului masurata
articulatiilor. In acest caz daci se imparte

I, = U, [E(m— y,) y, k — nit/cos?a| H(Zy2k + nit/cos%a).

Aceasta formula ne arata ca in cazul cand axa arcului coincide cu o

curba funiculara a incarcarilor, deci cand m = Yo, atunci H, este foarte

mic fata de H,, pentruca s ni%/cos?a este foarte mic fata de Zy2k,

Asa dar, in acest caz, sau in cazuri foarte
articulatii ne poate servi pentru un inceput
al sectiunilor.

apropiate, arcul cu trei
de calcul aproximativ

Tot in acest caz, se mai vede ca JI, este negativ si cd deci momientul

in dreptul articulatiei introduse este pozitiv. Cum articulalia o

putem lua in orice punct al arcului, rezults ez tot arcul este supus

numai la momente positive, asta bine infeles numai in cazul m = Yo
livaluarea pe cale grafica a valorilor luj se face cu ajutorul
poligoanelor funiculare dupa normele cunoscute.

Cu ajutorul unui poligon de forte format cu do =ds/I, sau
kds sau mai bine numai cu k, d
evaluam dupa normele cunoscut
acestora, y* k s1 My k.

Evaluarea lui wy, se fac
mativ,

acd arcul s’a imparit in parti egale,
e cantitatile y k si apoi, cu ajutorul

e de obiceiu analitic si in mod aproxi-

Influenfa temperaturii. Daca arcul n’ar fi articulat atunci el
s’ar dilata in direc{ia articulatiilor cu cantitatea W, =iz U
Pentruca am multiplicat totul cu E, vom avea:

I = Eelfug,

produs din cauza variatiei de temperatura.

3. Grinzi suspendate.

Ele se compun din o grinda simplu rezematd care la intervale,
in genere egale, este suspendati prin niste tiran{i de un cablu fi
de doua puncte date (fig. 431).

Lungimea tirantilor se aranjeazi
sus{in grinda s# fie in linie dreapts.

Xxat

astfel incat extremitatile care

T e N
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Aceasta putem s’o facem pentru cazul cand grinda este complet
descarcata sau pentrn cazul cénd grinda este incarcata cu 0 sar-
cind oarecare.

In primul caz, cablul va lua forma unei curbe funiculare sub
actiunea tensiunilor tirantilor si a cabluluL

In cazul al doilea, grinda se prezinté ca o grinda continud asezald
pe reazine de nivel — in dreptul tiranilor —, cand, cablul va lua
forma unei curbe funiculare sub actiunea greutatii cablului, a
tirantilor $1 a reaciiunilor din acestia.

Putem lua distanta intre tiranli asa de micd incat eforturile
in grinda sa fie oricat de mici voim noi. La limita, cand presupunem
distanta intre tiranii nuld si daca extremitatile lor sunt in linie
dreaptd, atunci grinda neavand nicio deformatiune nu ia niciun efort
si dect cablul e o curba funiculara a greutatil lui, a greutatil tiranfilor
si a incarcani date. :

In definitiv, putem oricand aranja lungimea i pozilia tirantilor
astfel incat grinda data, oricare ar fi forma ei, sa n’aibd niciun efort
sub actiunea unui sistem de sareini dat.

Asa fiind, sub acplunea acestul sistem de sarcini, putem gasl
toate’ elementele geometrice ale cablului, dear K, ete.

In aceste condi(iuni sa aplicam pe grinda un sistem suplimentar
de sarcini. Grinda si cablul se vor deforma si ocupa o noua pozitie
apropiata. Fiecare punct al lor se va deplasa pe verticala respectiva
cu cantitatea ¢, 1ar dircctiunile 0 ale axel cablului i grinzii vor varia
si ele fata de pozitia lor
initiala. In aceste con-

ditiuni si presupunein
ca I, a crescut cucan-
titatea I1.

Sistemul se vede nu-

Figura 431 maidecat ca este simplu
static nedeterminat.
Pentru a aplica teorema lui Castigliano ne rebue N st M in
toate sectiunile sistemului.
Cablul se ancoreazia cam cum se aratd in figura 431.
In cazul figurii, pe diversele portiuni de cablu vom avea urma-
toarele valori pentru N:
Portiunea AB: N = (H,+H)/cos(6 + db) = (Hs +H)/cosb,
AD: N = (II,+H)/cosb,,
DF: N = (H,+1) cos,/cosb, cosfs.
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In tiran{i avem:

N=(H, + ) [tg (0. + db,) — 1g (6,,, + di..,)] ~
(Hy + H) (1g6. — tgb,.,).

In cazul cand presupunem ea tirantii sunt agezali la distante
infinit mici, atunci unui tirant de pe intervalul dz =1 i revine
efortul:

Ny = (U, + H) d*(y + ¢)/da® ~ (H, + H) d*y /dz?
neghjand pe ¢ fata de y.

Momentele in cablu si tiranti sunt nule. In grinda avem pesle
tot N =0.

Sa evaluim momentul incovoietor in grindd. Vom observa mai
intdiu ca primul sistem de sarcini nu da momente in grindd pentruca
aga am fixat elementele geometrice ale cablului. Prin urmare in
expresia momentului nu vor intra f, si nici partea de efort din
tiranti datoritd acestor incérecari.

Daca F sunt fortele sistemului suplimentar de sarcini, atunci:

M; =V —2F (x—a) + 2N, (z— &)
in care V este reacfiunea in reazimul grinzii s1 IV, efortul din tirantul
la abcisa a;, datorit numai sistemului suplimentar de sarcini. Insa
momentul datorit eforturilor din tiran{i putem sa-l inlocuim cu
moraentul eforturilor dirijate dupa laturile extreme de poligon
funicular ale acestui grup.

Sa ducem in dreptul reazimilor 0 si 1 verticalele 00’ si 11" pana
intdlnesc axa cablului si linia de inchidere 0'1'.

Iifortul din cablu, in (', sa-1 descompunem in dous componente:

una verticala V’ i alta dupa linia de inchidere 0'1’.
Avem:

IN(z—a)=V'ea—HMh +y +9v) + Hh = Via—H(y + ).

Pe de alta parte, daca luim momentul tuturor forgelor din in-
carcérile suplimentare in raport cu 1’, avem:

(V+V)l—ZbF =0.

Dacé tinem seama de aceste valori si neglijam ¢, fata de v,

gasim:
M, =M, — Hy

in ca e M; este momentul ce se produce in grindd, sub actiunea

sistemului suplimentar de sarcini, considerand-o simplu rezemata
la extremitatile sale.

me m omem T_TUTETE

— e e
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Acestea fiind stabilite, putem trece la efectuarea calculelor.

Vom presupune pentru simplificare ci E este acelasi pentru
toate barele. Vom mai presupune ca tiran{ii sunt infinit apropiati.
Notam cu I momentul de inertie al grinzii intr’o secfiune oarecare,
I, un moment de inerjie mediu, Io/I =k, sectiunea cablului D
seciiunea tirantilor pe unitatea de lungime de grinda £, apoi
I,/92 =13, 1,/80, =13.

Vom avea:

L Ml =51 \ M, ykde , upon= s yhdy , um = Hg toon:

Uoon = 12 (\ ds/cos?6 + 2s,/cos%0, + 253 c0s20,/cos?; cos’l;)

+ l': & (d2y/(l_r,2)2 h d.’[?,

din cari deducem valoarea lm f1.

D) Constructiuni triplu static nedeterminate.

In aceste constructiuni N si M se exprimi in functie de trei
cantita{i static nedeterminate.

Din aplicatiunile facute la constructille simplu static nedeter-
minate s’a vazut ci desi ele sunt foarte variate totusi se giscste
o normia generald de calcul.

Aci problema este evident mai complexi. Oricum s’ar prezenta
problema, in mod general, in cazul de care ne ocupam, se ajunge
la rezolvarea unui sistem liniar de trei ecuatil cu trei necunoscute.

Chestiunea care se pune este de a gasi o cale care sd ne poata
usura acest calcul.

O ugurare nu putem avea decit in cazul cand facem o serie
de aproximatii. Chestiunea este de a sti ce anume aproximatii
sa facem chiar dela inceput, asa ci rezultatele ce obfinem sé fie
in cadrul aproximatiilor curent admise.

Constructiile de acest gen sunt foarte variate. Vom face cateva
aplicatii.

1. Grinzi oarecari plane.

In aceasta categorie intrd si o bucatd de grinda separata dintr’o
grindd mai mare sau care leagd doud noduri oarecari.
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Pentru a restabili echilibrul ei, introducem in cele doudi extre-

mitati fortele B si momentele M, cari vor trebui si satisfaca ecuatiile
de echilibru static.

In alegerea necu-
noscutelor static ne-
determinate avem
completid libertate.
Aceastd alegere de-
pinde de modul in
care facem grinda
static determinati.

Vom avea atatea
variante de caleul,
cate moduri avem
de a face grinda
static determinata.

a) Varianta I-a.

In aceasta vari-
anté vom face grinda
static determinati
presupunand-o sim-
plu rezematd in capatul 1 si articulati in 2.

Notam cu R; + V,, Jrrs it M, si M, fortele si momentele
introduse in cele doud extremititi ale grinzii (hig. 432)
Pentru echilibru avem: '

R +Vi,+ZF + Ry 4+-V,, =0
— (R + V) — ZbF +M, — M,=0.
Ecuatia de momente este proiectia momentelor dupa normala
la plan, deci este o ecuatie scalara.

Figura 432

(1)

Componentele Vy; si Vy, le determinam prin conditia ca ele s
fie reactiunile grinzii static determinate, aga cum s’a presupus mai
sus, dect sa satisfaca:

—

|

(2) Vie+3F +Vye =0 , —0V,,—ZF —0.
Daca scadem (2) din (1), gisim:
(3) B +R,=0 , —I,R+M—M=0

Prima relatie ne arata ca R, este acelasi pe toatd grinda si de
aceia il vom nota pur si simplu cu R.
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In acest caz, ecuatia (3) de momente se transforma in:
(3) f=—1LR+M —M,=0.

S& scrim expresia momentului incovoietor si a fortei axiale
intr'o sectiune oarecare a grinzii.

Daca notam M, si N, momentul incovoietor si forta axiald
datorite cantititilor static determinate si M, s1 N, aceleasi, insa
datorite cantitatilor static nedeterminate, atunci avem evident:

(%) M=M,+M, , N=N,+ N,

Dupa figura 432 avem:
7 A e I e T = 17 T
() 1 1

M,= M,— R , N,=—R0.

Originea lui r este evident in secliunea in care avem momen-
tul M,.

Ecuatille (4) si (5) sunt absolut generale.

Sa particularizam problema.

Vom descompune pe R in doud componente. dupa dlrectule
£ si 9. Vom avea:

(6) R=H: + Vy.
In acest caz, ecuatia (3), de momente, se transformi in:
(3) f=—HIE—V.lgj+M,— M, =0.

In cazul cand & este paralel sau coincide cu directia 1—2, atunci
lo& =0 si ecualia precedentd se reduce la

(3) f=—Viy + M, — M, =0.

Aga dar, intre cele patru cantitati I, V, M, si M, avem ecualiile
de legaturd (3), cari sunt exact de forma aceleia gasita la grinzile
drepte.

Vom raporta grinda la un sistem de axe &ly a carui origine
este in originea lui r, adic in sectiunea in care avem momentul M,.

Coordonatele , y ale unei sectiuni se fixeaza prin distaniele
masurate pe normalele la cele doud axe. Se va observa ca sistemul
de axe ales are &7 < 0 pe cand grinda, dupa sensul pozitiv ales, are
By > 0 si deci vor rezulta oarecari cantitafl cu semnul minus.
N’avem ce face, intru cit practica a consacrat acest sistem de axe.
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In acest caz, de pe figura, avem:

(1) =y , m=—a , GE=h , Ij——1
si ccuatiile (3) si (3) se transforma in

(3) f=—Hh +VI+ M —M,=0,

(3) M,=M,—Hy+Va , N,=—HE0— V30,

formule cari se pot usor controla pe figura.

Caleulul deplasérilor dupd I, V, M, si M,.

Deplasarile dupa directia & a celor doua extremitaii 1 si 2 le
notdm cu u; st u,. Mal notdim w, — y; = u.

In mod cu totul analog avem dupa 7: ¢ = ¢, — ¢,.

Rotirile sec{iunilor din 1 si2le notam cu 0, si 0, avand 6= 0, + 0,.

Pentru a le gasi vom aplica teorema lui Castigliano, {indnd seama
ca intre cele patru cantitati /1, V, M; s1 M, avem relatia de conditie
data de ultima ecuatie (3).

Vom utiliza metoda coeficientilor nedeterminaty, insemnand cu a
singurul coeficient nedeterminat de care avem nevole.

Cu:
ofjoll = —h , ¥ffeV =1 , ¥ffoM, =1 , °of/oM,=—1.
Avem:
u=2L/ell —ah , ¢=3L/3V+al , 0,=0L/3M,+a , 0,=—a,
carl ne dau

®) wu—hb, =3L/2H , o+ 10, =3L/V , 0 =23L/aM,.

Aceste ecuatil sunt absolut similare celora ce am gisit la grinzile
drepte. Decosebirea o avem numai in ceia ce priveste semnele. Acolo
sistemul de axe era pozitiv, adicd &y > 0, aci avem &; < 0.

Se vede numaidecat cd dacd pentru o bucati de grinda ni se

da, de exemplu, v = 0, atunci putem determina toate celelalte de-
plasan.

Invers. Daci ni se dau deplasarile u, ¢, 6, si 0,, atunci ecuainle
(8) ne dau pe I,V si M,, iar din (3) deducem si pe M,.

Sa desvoltam ecuatile (8).

Observam ca 9L /Il reprezinti deplasarea datoritd - tuturor
solicitarilor cari intrd in expresia lucrului meeanic, dupa directia
lw [1, adicad a lui Iz,

Aceasta deplasare se compune din o parte 1, datoritd incarcarilor
considerind sistemul static determinat, din o parte Iuyy datoritd

L T
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tui I, o parte Viy,y dalOI‘ltd lui V s1, in {ine o parte M1y, datoriti
lw M,.

Procedand la fel gasim §i pentru celelalte deplasiri expresiuni
identice.

Yom avea deci:

us + Huyy + Vugy + Myjupgy = uw—h0,
(9 vs + Hoyy + Vegy + Moy =v +10,
Os + HOyp + VOyy + M0 = 0.
Daca tinem seama de tcorema lui Maaxwell care ne aratid cii:
(10) WY E =N el it = O s A = O
atunci avem si: :
u; + Huyy + Voun + My =u—h 0,
(9) vs + Huyy + Voyy + Mibyy =0 + 16,
0s + Hupnr + Veuar + Mi0yar = 0.

Primul grup de ecuatii (9) exprimi egalitatea deplasarilor, iar
al doilea exprima ecuatia lucrului mecanic virtual. Se vede si se
stie ci aceste doud grupuri sunt identice.

Acesta-i tipul de ecuatil pe care ni-l da orice sistem triplu static
nedeterminat.

Se vede, fard mcio dificultate, ¢ §1 in cazul unui sistem de n
ort static nedeterminat grupul de ecuain (9) pastreaza aceiasi struc-
turd. cu siagura deosebire ¢a in loc de 3 ecuatii avem n.

Nu ne raméne decit si calculam cantititile ws,. .. wyy,. .. ete.

S’a aratat cum se calculeazi aceste cantitafi. Aci nu vom face
decat sa aplicam formulele gasite.

Din formulele (4) si {5) gdsim:

Mgy =oM/H = —vy |, ngp =0°0N/l = 4z
(11)  myy =MV = , gy =NV = —7
My =M /2M, = 1 o N S ERAY N =l

9,
6,

Yom avea:

=—-SMSy dw—»SNs?éde - M, dw

A\ M.z dor— & Noylde
(12) 2
- \no?
o

.
) > Ouar S

Uy =9V — — \vydw—i—S E()nﬂd& N

unH:S yrdo +3&02d8 > Gnay S 2*do +

(13)

Hiaki = 91111 E=e Sy do , vyp= 9uv =\ x do.
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Se observa ca termenii us, vs st 0; depind de forma $1 dimen-
stunile grinzii §i de incarcari, pe cind toti ceilalji termeni depind
numai de forma §i dimensiunile grinzii,

Pentru un calcul aproximativ, cu ajutorul caruia si putem face
un inceput de dimensionare a grinzii, putem neglija termenii dato-
riti fortelor axiale, adica a acelor termeni ¢ari sub semnul integralei
au ca variabild pe e.

In cele de mai sus am presupus ci R se aplici in extremitatea
L a grinzii unde am si luat originea axelor. Putem presupune c3
R se aplici in alt punct O si ca acestel origini a axelor i corespunde
momentul M,. In acest caz’ expresia lu1 M, este:

M, =M,—rR.
r masurandu-se din originea 0.

Nouii origini a axelor ii impunem condifia ca si avem:

(14) Sydw=0 ! Sxd(u=0 , S:vydw=0,

adica sd coincidd cu centrul de greutate elastic al grinzii la inco-
voiere, iar axele sa fie conjugate intre ele. In aceste conditii, fata

de noul sistem de axe, daca se neglijeaza termenul 550.1)0.618
in genere foarte mie, atunci avem:
Uoov = Yoorr =0, toors = Hoopy =0 s Voor = Ogov = 0.

Daca presupunem ca avem o grinda incastrata la ambele extre-
mitafi, atunct u =0, v =0, 0=0, 0, =0 si grupul de ecuatll
(9) se reduce la:

(15) Us + Hupoy =0, 05+ Voooy =0 ., 0 + MoOoons = 0.

Se vede ci alegerea convenabild a axelor de coordonate ne-a
permis sd rezolvam grupul de trei ecuatii cu trei necunoscute.

Dacé fata de noul sistem de axe de coordonate notam cu z, y
coordonatele unel seciiuni oarecari, a,, 3, coordonatele lui 2, atunci
ecuatnle (3) si (5) se transforma in:

(3) —Hy, + Va + My— M, =0
No=—HEO— Vo
(5) M, =+ M,—Hy + Va.

Pentru un calcul aproximativ se neglijeazi termenii datorili
fortelor axiale.
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Pentru arce de poduri sau poduri boltite se neglijeaza termenii
S N0 de st 8;752 de.

Termenul Séﬁzde, avand in vedere ca este mic, se inlocueste cu
valoarea aproximativa: .

SE@% e S cos?0 ds/EQ,, =1,/EL,, in care 2, este o secfiune
medie a arcului.

Termenul SNS—E_Ode = S N cosf ds/ES2 se neglijeaza 51 el de

obiceiu. Se tine seama de el numai cénd este vorba de calcule mai
exacte sau cand e vorba de deschideri mari.

b) Varianta II-a.

In aceastd variantd vom presupune cd facem grinda static deter-
minati considerdnd-o articulatd in punctele 1 si 2 si intr’un punct
oarecare al el O (fig. 433). Notam cu BV Hy,, RS,
M, si M, fortele si momentele introduse in cele doua extremitali
ale grinzii.

Pentru echilibru avem:

R+ Vi + Hi, +%-1F+E2 + Vi + Hy =0,
(1)

(R + Vg + Hy) — ZbF + M, — M, = 0.
1

Componentele Vs, Hy,, Vi, si Hy le determinam prin conditia
ca ele s fie reacfiunile grinzii noastre articulata in cele trei puncte
1, 2 si O, deci sa satisfaca:

oty - 2 e e o 1
o Vi + Hy +SF + Vo + Hye =0,
: _

e — W 2 o
— L (Vi + Hy) —3bF =0, — L (Vae + Hy) — = (,—a) [ =0.
1 1

ecualil carl reprezintid 4 ecuatn scalare cu 4 necunoscute.
Daca scadem primele doud ecuatii (2) din (1), gasim:

3) El‘l‘}?_z:O'; —lll—‘Rl-i_Ml_'Mz:o’

adica aceleasi ecuatil ca la varianta [-a.
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De aci incolo procedam exact ca in cazul precedent.

Dcosebirea intre aceste doud variante constdi numai intr’aceia
ca la prima M; si N, sunt momentele §i foriele axiale intr’o grinda
articulatda la un cap si simplu rezemata la celalalt. iar in a doua
M, si Ny sunt momen-
tele si fortele axiale
intr’un are cu trel ar-
ticulatil.

Sa presupunem cé
avem un arc incastrat

la ambele extremitdfi si
incdrcat cu o serie de Figura 433
sarcini verticale.

S4 mai presupunem ci axa arcului este astfel aleasd incat ca
coincide cu curba funiculara a acestor incarcari:

In acest caz vom avea pe tot arcul M, =0, si deci:

= e
U, = -S N&Ode |, o= —\ Na0de , 0, =0.
Pentru arce turtite putem lua aproximativ N, ~ — J[, &0, si
deci

uy = 1.\ &0°de ;vs=1138§(7.7;6.ds.

Din formula (13) deducem:

(16) [T IISS 02 de fuigon.

Avand in vedere ¢a termenul \502 de este foarte mic fala dc

Syzdw, atunct rezultd ca si Il este foarte mic fata de I1,.

H fiind de semn contrar cu I, se scade din acesta s1 dec1 va-
loarea I, — I < I1,. Prin urmare, valoarea statica Il; este acope-
ritoare $i ne poate servi pentru un inceput de calcul aproximativ.

¢) Varianta IH-a.

Aci vom presupune, ca si in varianta doua, ca facem grinda static
determinata considerdnd-o ca un arc cu trei articulatii in 1, 2 si O,

N e —— R T e o v
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vom lua insd ca necunoscute static nedeterminate momentele M,
M; st M, din cele trer articulatin (fig. 434).
Plecdm dela ecuatiile (3) cari aci sunt:

) LR+ M,—My—=0 , —LR - 8, T, =0,

Grupul de solicitari static nedeterminate R si M putem oricind
si-1 inlocuim cu trei forte dirijate dup# trei directiuni neconcurente
oarecari. Avem deci:

17) . R=XE&+ Yy +27Z¢

Cele trei directiuni le luam (2—1) &, (0—2) %, (1—O0) L.

Aceasta valoare va trebui evident si satisfaca ecuatiile (3). '

Daci se inlocueste in (3), se gaseste ca grupul de valori cari le
satisface este:

(18) M, =N, N Ry e

in care d sunt inaltimile triunghiului 0 12.

Aceste relatii se pot sen
de altfel si direct. Asa dar,
grupul de momente M,, M,
s1 M, l-am inlocuit cu grupul
de forte X, Y, Z aplicate
dupa dreptele 2—1, 0—2
st 1—0.

Figura 434 Fiind data legitura foarte

simpla intre M, st X, etc,,

putem lua ca necunoscute, indiferent, unele sau altele.

Sa gasim expresia momentului incovoietor si a fortei axiale
intr’o sectiune oarecare. v

Ca sistem de axe de coordonate ludm triunghiul 1 0 2. Pozifia unei
sectiuni se fixeazd prin trei coordonate x, y, z, masurate dupa nor-
malele la axele respective £, 77, £. Convenim sa considerim o coordo-
natii pozitiva, atunci cind se gaseste fatd de axa respectiva dela
care se misoara de aceiasl parte ca s1 d-ul respectiv.

Daca in primele ecuatii (3):
(5) M,= + M, — 7R , N,=—R6
facem inlocuirile, gasim:

(19) M,= + Xao + Yy +2: , N,=—N&E0— Y0 —ZC6

Ne propunem si gisimm unghiurile 0, €, si 0, cu cari momentele
Mg, M, si M, rotesc sectiunile respective.
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Daca finem seama ci acest grup de momente a fost inlocuit
cu grupul de forte X, Y 5i Z atunci rezulta c& perechile de solicitari
(Mg, — X), (M, —Y), (My, — Z) isi fac echilibru. Daci notam cu
u, v, deplasarile dupa cele trei axe, atunci, conform principiului
lucrului mecanic virtual, avem

Mbo—Xu =0 , MO —Yo=0 , Mp,—Zw = 0.
Tindnd seama de (18) capatam:
(20) u=dy, , v=d8, , w=4d0,
Putem deci calcula pe u, ¢, ® in locul lui 6, 6, si 0,
Vom avea:
u=1u + Xu, + Yu, + Zu.,
(21) v =90, + Xoz + Yo, + Zo.,
wo=w, 4 Xow, + Yw, + Zw,,
si cum conform teoremei lui Mazwell avem:
(22) Uy =0z, Uy =Wy 9, =W,
rezulta $i:
w=us + Xu. + Yo, -+ Zw,,
(21) v =v; + Xuy + Yo, + Zw,,
w=w, + Xu. + Yo. + Zw..
Sa calculam cantititile w,. .. u,... etc. Din (19) gisim:
Mj3X =x , MY =y , M/3Z =z
ON/AX =—20 , aN/3Y = —56 , ON/aZ = — 76,

carl ne dau:

Uy = Sﬂlsxdw—SngG—ris . vs=Sﬂlsydw——§Ns;]a de,

(23) y -
= SMS 2 diy = \\ 20 de,
Uy = ga;z do + Szé , S gnﬂz de,
(24) W, = Szz do 4 SE0—2 deREE BN S do +S E0.m6 7

@ == Sy zdw -I—S;](_).Z'é de , 1w, =Sz rdw —i—Sfé.éé de
Aceste formule sunt absolut generale.

39. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcliunilor si Rezisten{a materialelor.
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In cazul cind se neglijeazé deformatiile datorite fortelor axiale,
daca aplicim teorema lui Castigliano tindnd seama numai de prima
ecuatie (19), atunci avem ‘

(25) SMw O SMy do=10 | SM: don= 0k

S’a vazut ca atat pozitia cat st direclia axelor &, 9 sx C/sunt ab-
solut arbitrare.
In aceste conditil, ecuatiile (25) ne arati ci& momentul static

al suprafeter momentelor SM do datorite cantitatilor static deter-

minate si nedeterminate in raport cu 3 axe arbitrare sunt nule.
Aceste relatii ne dau tocmai ecualile de cari avem nevoie.
Sub aceasti formia aceste ecuatii sunt absolut analoage celora
gasite la grinzile drepte.

d) Varianta IV-a.

Vom pleca dela precedenta introducénd inca o articulaie intr’ un
punct oarecare 2 al grinzii, punct ales arbitrar (fig. 435).

Deocamdata observam ca
in acest mod constructia se
transforma in una static de-
formabila.

Pentru a ne fixa 1deile,
vom presupune incarcaia
numai portiunea de grinda

1—2 pe care o consideram
Figura 433 de exemplu articulata in 1
si stmplu rezemata in 2. Cele
3 reactiumi, cari asigura echilibrul static al portiunii de grinda, le
consideram aplicate dupa (0—1) &, (1—2) 5 s1 (2—3) C.
Pentru echilibru avem:
A‘Yse;: S ),sﬁ = Zs‘: S DS 07
— 4 X, —3bF =0 , LZ,+Zall =10,
ecuatil din care scoatem valorile lui X, Y st Z..
Pentru a impiedeca deformatia statica a sistemulu, e suficient,
in cazul cAnd considerdam portiunea de grindd articulata in 1, sa

introducem in 0 un moment M,,, sau in 1 un moment M, sau, dupa
directia 1—3, o forta care sa faca echilibru lui Y.
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Cu ajutorul deplasarilor virtuale sau a ecuatiilor de mo-
mente putem deduce toate aceste valori. Vom avea de exemplu
F{os - l:—Ys =0, ctec.

In rezumat, am transformat grinda noastrd intrun sistem
statie.

Avand valorile ui X, Y, si Z; putem scri, in orice sectiune a
grinzii, expresia lui N, si M,. Daca luam cantitatea static nedeter-
minata sub forma (17), daca serim expresiile lui ¥ $i M in o secliune
ogrecare si procedam ca mai sus, dam peste ecuatiile (19), (21),
ete.

E comod de multe ori si in special cand grinda se compune din-
tr'un contur poligonal de a lua ca necunoscute ale probleinei mo-
mentele 3, A,... din nodurile
0,,....

Sd presupunem deocamdatd cd
grinda se reduce la eonturul poli-
gonal 0—1—2-—3 si cd ludim ca
necunoscute pe My, M, M, si M,
(fig. 436). Figura 436

Sistemul fiind triplu  static

nedeterminat, atunci inseamnd ca intre cele patru momente exisla

o relafie statich. Am putea gisi aceasta relatte plecand dela for-
mulele evidente:

(26) My—M, =i,R , M,—M,=LR,... My, — M, =L,R.

intre cari eliminam pe R.

Acest calcul ne conduce la principiul lucrului mecanic virtual.
Aplicam deci de-a-dreptul acest principiu. Lungimea barelor rama-
nind invariabild, facem ca unghiul din 0 si varieze cu 0,

Unghiurile din celelalte noduri vor varia cu 0y, 05 s1 0,
Avem evident:

(27) [ =M, + M0, + M0, + M6, —0.

O ecuatie care stabileste o legatura intre patru momente dintre
patru noduri consecutive.

Daca am avea n noduri atunci putem seri n — 3 asemenea relatii,

Raportul intre cantitatile 6, €, 6, s1 0, se giscste pe baza celor
stabilite la capitolul ,,Deplasiri virtuale” (pag. 164—170) dela
grinzile cu zibrele.

39*

li



612

Dupa acele norme se gaseste ca in cazul cind cele patru noduri
formeaza varfurile unui dreptunghi sau paralelogram daca iuam
6, = 1, atunci avem:

=1 , 6,=—1 , 0,=1
care ne da

(27) f=M,— M, +M,— M, =0.
Daca noduri e formeaza varfurile unui trapez ale carui laturi
[, st I3 sunt paralele atunci:
Oy =1/1; 5, 6, ==L/ 3 0,=1vl, X 05 =—— 1/,
care ne da: :
(27) [ = (My— M) /ly + (M, — M)/, = 0.

In cazul unui patrulater oarecare pe baza aplicatier (38) dela
grinzile cu zibrele st cu notatiile de acolo, aratate pe figura 430.
gasim:

0p = dp/(dy + d3) O, = —ds/(dy + ds),
O, = do/(do +do) , 05 =—di/(dy + dy),

care ne da:
(27) (Mydy, + Mydy)/(dy + dg) — (Myds + Myd,)/(d; + d;)=0.

Dupa cum se vede, relatiunile (27) depind numai de dimensiile
cari fixeaza pozitia nodurilor.

Sd ne ocupdm de cazul in care grinda curbi se reduce la poli-
gonul format de laturile l, L, b 51
sd neglijim termenii cari provin
din deformajitle datorite forfelor
aziale.

In acest caz, pe intervalul
0—1 expresia momentului datorit
cantitatilor static nedeterminate
este My—r,R. Cum R este
constant si directia lui r, coincide cu a lui l, atunci rezulta ca, pe
acest interval, momentul datorit cantitatilor static nedeterminate
variazi liniar, cum este aratat in figura 437.

Asa dar, vom avea pe intervalul 0—1 si 1—2:

M =M, + M,2'/ly + M, 2/l
M =M, +M,z/l, + M, «' /1.

Figura 437
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Daca aplicim teorema lui Castigliano luand derivata pariiala
in raport cu M,, dacd multiplicim totul cu un moment de inerlie
arbitrar I notind:

(28 Ilg=ky , I/l =ky... lhg=1y , Lk, =1,,...
daca notam
(29) Sal /oIy + Syl /L1 = Syko/ly + Suki /L =

in carec Sy §1 Sy sunt momentele statice a suprafetei momentelor
M, in raport cu 0 i 2, daca {inem seama de ecuatia (27) cu ajutorul
unui coeficicnt nedeterminat a, atunci gasim:

(30)  AgMy + 2y + H)M, + i M; + 69, + adj /oM, = 0,

adicd tocmai formula lui Clapeyron, bine inieles oarecum genera-
lizata.

Concluziuni.

1. Avem cea mai mare libertate in alegerea sistemului static
determinat.

Mai mult. S’a vizut ca putem suprima chiar mai multe legaturi
cu conditia ca s& introducem altele cari si asigure rigiditatea statica
a sistemului.

2. Ca nccunoscute static nedeterminate luim Ulupul de soli-
citari W R aplicat intr’o secliune oarecare a grinzit sau intr'un
punct oarecare, arbitrar ales. Avem libertatea ca acest grup sa-l
inlocuim cu oricare alt grup echivalent, cum ar fi, de exemplu, trei
forte aplicate dupd trei directiuni neconcurente arbitrar alese, sau
trel momente aplicate in trei puncte, de asemenea arbitrar alese.

Mai mult. In loc de trei necunoscute static nedeterminate, putem
lua mai multe insa cu conditia ca sa {inem seamd de un numir
corespunzdtor de ecuatii statice ce exista intre toate sau o parte
din necunoscute.

Pin cele de mai sus rezulta ca avemn la indemana o mare varietale
de moduri de a trata problema.

Aceastd imprejurare ne permite sa aplicim, fiecarui caz metoda
‘care duce cel mai repede la rezultat.

2. Calculul unui are ineastrat la ambele extremititi.

Ne vom ocupa de un caz special §i anume vom presupune ci
axa arcului este o parabold cu axa verticald. Vom presupune
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tneastrarile de nivel si ci sageata la mijlocul deschiderii [ este f
(fig. 438). Vom mai presupune cd momentul de inertie intr’o
sectiune oarecare este I = Iy/cosf, in care 0 este unghiul tan-
gentei la arc cu orizontala. [

a) Arcul este supus la o forf{d verticala F, aplicatd undeva pe el.

Sarcina fiind verticald. vom face sistemul static determinat
transformandu-l intr’un arc simplu rezemat la extremité;ile'sa]e.

Ca necunoscute stalic ne-
determinate luam grupul R, M
aphcat in centrul de greutate
elastic al arculuz.

Sa determinamn acest punct.
Din motive de simetrie el va fi
situat la jumatatea deschiderii.
Sa-1 determinam pozitia lui pe
o verticala. Ll va trebui sa sa-
tisfaci relatia [y dw = 0. Deci

Tligura 438

- .

\ydw =Syds/]=(‘]/10)8y cosf ds =\yd.v=0.

Asa dar, axa Oz (£) imparte suprafala parabolei in doud parti
egale si deci se gaseste la %f dela axa orizontala ce trece prin
reazime.

Ecuatia parabolei raportata la axele ce trec prin centrul de
greutate elastic, este:

— 2
y=1fE—4%8
in care & = a/l are valori cuprinse intre — L s1 +

5

17

Mai avem:
do =ds/I = cosl.ds/1, = dx/I,
Daca toate ecuatiile le multiplicam cu Iy, atunci in loc de do
vom pune dz.

In acest caz notam [,/£2,,=1® in care £2,, este secliunea medie
a arculul,

In aceste conditiuni gasim:
de o \ﬁ do—=5/12 | Syz do — 41 [2/45
\éor de=122 SE@.ﬁé.ds:O  \if.de ~ 0.

Sa evaluam termenii cari depind de incéarcari, adica: \MS do.. ..
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Arcul l-am facut static determinat presupunindu-l simplu re-
zemat la extremitdtile sale pentruca avem de-aface cu sarcini ver-
ticale.

Daca notam cu 2, §i z, abeisele-unei sectiuni dela cele doua rea-
zime 1 si 2, atunci expresia momentului M pe cele doui intervale
0—a st 0 —b este:

M, = Fba /1 , M, = Faxy/l.

Valoarea lui SMS do, de exemplu, va {i:

\M, do> - F[(b/l) S i 4 /D Sb mzdw].

Se recunoagte numaidecat ci primul termen nu este altceva decat
momentul ce se produce intr'o grinda simplu rezemata la extre-
mitatile sale, in dreptul sarcinei I, cdnd incaream intervalul 0 — ¢
cu sarcinile dw.

Suma ambilor termeni reprezinta deci momentul ce se desvolta
in conditiile de mai sus in dreptul sarcinei F cAnd incarcim intreaga
grindd cu sarcinile do.

- ¢
Printr’un rationament analog, gisim ca SMS zdo s \;Ms ydo

sunt egale cu momentul ce se desvoltd intr'o grinda, simplu reze-
mata la extremitatile sale, in dreptul sarcinei F, cand incarcam
inireaga grindd cu sarcinile dw si ydo, multiplicand apoi acel
moment cu I.

Asta in mod general.

In cazul nostru special pentrucid dw = dx, avem:

‘z\[sla’wz 1Fab \Ms rdw = -115 I a b(a —b),

cari nu sunt altceva decat suprafata momentelor si momentul
static a acestei suprafete in raport cu axa 0y (1).

Evaluarea lui &ﬂfsydw nu este tot asa de simpla. Pentruci

valorile lui M, sunt exprimate in functie de @ si a,, vom seri si
ecuatia arcului in functie de acesti parametri, si parabola, a carei
ordonate raman neschimbate, are ecuatia:

y = [ (haya /B — 2).

&
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Féacand calculele gasim:
S“ M, ydo = —Fa2bj (1 — 4a/l + 3a2/12) /31,

b
\ M.ydo = —Fatej(1—ab/i +352/13/31
- 0
st dect

)
S M,y do = Fa?b%/3 2.
(1}

Daca ducem aceste valori in ecuatiile (15) si notam:
v =1/(1 4 451%/4 f?)
a carui valoare este foarte aproape de 1, avem:
H=15y Fa?p*/41f , V=—TFab(a—0b)/1® , My=— Fab/21.

Aceste cantitafi sunt aplicate, evident. in centrul de greutate
elastic al arcului.

Aceste valori duse in formula (5) ne dd M, si N, in orice sec-
{lune a arcului la care se vor adduga bine inteles AL si NV.,.

Prin urmare, chestiunea este rezolvati pentru o sarcind con-
centrata.

b) Arcul este ineircat cu o sarcind uniform distribuits
pe o lungime oarecare o, — .

Vom presupune ca pe acest interval avem sarcinile concentrate
p dz.
Daca facem calculele. indicate de formule, gisim:

H = (v p/3] 1) i a8 (a2 45 a b+10 B?) ! : Z
. | lah 1y o e 2 PR
=(p/2 la)iaszla,z) . My=—(p/12 l):a (1 +20) s
Se obisnueste adesea a se nota:
B=@0% 5 b=k

Cu aceste notati avem: ‘

H = (vpl2/8)|a® (a2 L5a f-+10 2) ; :;
V=1 pllapt] =S My= — 1. pl2%a2 (142 ﬂ)}a"ﬁ‘

Tl e 1 |a,f
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1°. Sd@ presupuncm arcul incdrcat peste fot cu sarcina p-
La limita inferioard avem @ =0, 8= 1, iar la limita superioard o, = 1,

f1= 0. Avem deci:

H=»pl/8f , V=0 |, Alo.—_k».i'z.plz
2°. Sd presupunem incdrcald numai jumditatea din sténga a arcului,
Avem:
a=0 , =1 , a=fi~1
st rezultd
H=ypB/16f V=~<pl p 1\10=_.1_pp

3°. Sd presupunem incdreatd tot o jumdtate de grindd, insd n inlercalul
0,20 pdnd la 0,71. In acest caz avem ¢ =10,2, = 0,8, a,-—O 7, ﬁl—O?

Facand calculele gisim:

H=0979vpl?/8f ,

V=0018Lpl |,

Mo= 068 Lpe

In cele trei ipoteze de fnciredri momentels tn reazime (M, si M,) sila

chee (M) sunt respectiv:

My=— L (t—»)pr;— — 5 (11 —8y) pi; — 15 (0,7355 — 0,779 ) p I2:
Me= L (1—w) p; = (1= o) pr; 35 (0,860,779 ) p I2;
My=— L (1—v) pi; — Tgi._)- (5-8%) pli— L (0,6425—0,7794) pe.

Tot astlel putem scri expresia momentului in orice sectiune.

c¢) Arc parabolic dublu incastrat si cu extremititile denivelate.

S& presupunem ¢i avem exact cazul precedent cu deosebirca
ca cele doua reazime sunt denivelate cu cantitatea h, (fig. 439).

In acest caz,
centrul de greutate elastic al
arcului, pentru ca axa Oz,
conjugata axei verticale Oy,
filnd inclinata,
\ RO

Luam originea axelor in

expresiile

ies complicate.

varful paraboleia carei ecu-
alie cste

A

y =a%/2p,

in care p, este parametrul ei.

Daca ni se da ordonata y, a varfului parabolei, atunci rezults

B O

/.'

- a—

R e

Z4 =l

=

e =

1

|
Vi
Tigura 439

nu mai este convenabil a lua originea axelor in

Wil
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Abscisa vérfului parabolei este:

h=1{y— l/ylyz)/(yl — Ya)
cu relalia evidentd ! =1, + L.
In cazul cand y, = y,, gasim § ==, =1L
Integrand intre & = —1 si « = l,, gasim:

Sdcr):l , Sxdwzg-(li—lf) \ Sydw:(lg 4 13) /6 po

\e y doo=(t1—13)/8 po S do= 43 +1) Sy‘ldw=<l; +13)/20 p3

i ludim:
S;@Zde:m i Séé.ﬁé‘.dezo , SZ@Z.dg_fv_o.
54 calculam termenii datoriti incadredrilor. Avem:

SJWsdw = "Wla b8 S]stdw =1Fab(l +a— 31

o .

Pentru evalnarea termenulu \ M;ydo, vom lua mal intdiu
)
originea axel Oz in dreptul reazimului 1, cind parabola are ecuatia
- 2/
y = (m—W)?/2p
si vom integra intre z; =0 si z; = a si apol vom lua originea in
dreptul reazimului 2 cdnd parabola are ecuatia
X 2/
y = (22— L)*/2 po

si vom Integra intre 2, =0 si a, = b.
Avem:

& Mydo = I'a*b (3a* — 8al, + 612)/24p,,

.

b
R My do = Fab? (302 —8bl, + 613)/24p, 1

st dect:

\A\Isy do=1Ia b[?) l(l? — 3ab)— 8(a*l, + b%,) + 6{al? +- b1} )]/2»’1[)01.

Luam:

g L\ Eé.de o0 \ Ns77_6'd‘9 =0



In raport cu sistemul de axe ales; avem:

M=M+Hy—Ve+M, , N~_ ]I .

aplicand direct teorema lui Castigliano, avem:

” .

Il(ggfdm R liz) —V S.cydm +M, \y do = - -\z\l,\.y dw

— /4, \7: ydo+V \:v"d(o — M, \1, do = | M dw

o of

H Sy doy — V7 S.T(l w + M, gdm —= — \;‘L_ dw

Am capatat astfel trei ecuatii cu trei necunoscute; I/, V' si M,
pe cari le rezolvam.

In cazul cdnd axa arcului este o curba oarecare st legea de variatic
a momentelor de incriic de asemenea oarecare, atunci evaluarea

canlitililor ce ne intereseaza se face dupa normele indicate la arcul
cu doua articulatii.

d) Curba de presiune.

Oricare ar {i ipoteza de incareari, dupa normele indicate aci.
gisim pe I, Vsi M,. Deci, pentru ficcare ipoteza de incarcari. putem
determina pe R = HE + V9. Daci, in cele trei sectluni alese,
compunem pe R cu forele determinate pe cale statici. gasim valoarea
rezultantei cantitatilor static determinate st nedeterminate aplicate
in centrul de greutate a ficcarei sectiuni. In fiecare sectiune putem
gasi, oricind, un punct in care, aplicand rezultanta respectiva, si

avem un sistem echivalent grupului R, M din centrul de greutate
al sectiunii.

Asa fiind, putem construi sau caleula o curba sau un poligon
funicular al tuturor fortelor, care si treaci prin cele trei puncte a
celor trei sectiuni alese.

Aceasta poartd numele de curba de presiune. Cu ajutorul ei,
pe baza proprietatilor stabilite la curbele funiculare, putem deter-
mina pe N, T si M in orice sectiune a arcului.

Evident ca aceste cantitati le putem calcula s1 direct cu ajutorul
.ormulelor date.
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E) Cadre.

Se obisnueste a se denumi cadru orice constructiune facutda din
bare drepte sau curbe cari leagé intre ele in mod invariabil o serie

al

¢/

Figura 440

de puncte.

Punctele unde se intalnesc doud sau
mai multe bare drepte sau curbe sc¢
numesc noduri. In noduri barele pot
fi incastrate unele intr’altele sau ar-
ticulate.

Dupa aceasta definifie, aproape
toate construcfule sunt pumal cadre.

Se pare insd cd sc rezerva aceasti
denumire numai construcfiunilor ficute
cum s’a aratat mai sus, cari insd sunt
static nedeterminate si  in special
acelora la carl momentele incovoietoare
hotarasc aproape exclusiv dimensionarea
grinzilor.

Constructier din fig. 440 a des1 este un cadruii vomn spune arc cu
trei articulatii. La fel constructiilor din fig. 440 b si cle vom spune ca

sunt arce cu doud articulati. Con-
struciici din fig. 441 a i vom spune
ca este un cadru. Acelasi lucru cu
fig. 441 b.

Dupa cum se vede, o demarcare
precisd intre aceste denumiri nu se
poate stabili si nici nu se face mare
pacat dacd in caz de ambiguitate se
numeste intr’un fel sau altul.

Ca aplicatii ne vom ocupa de cateva
cadre triplu static nedeterminate.

1. Cadru dreptunghiular.

@)

5.

Figura 441

Se compune din o grindé, in genere orizontald, de deschidere !
si doi montantl verticali de inaltime h incastrali cu un cap in rea-

zime si cu celalalt cap in grinda orizontala (fig. 442a).
Grinda orizontald are momentul de ineriie /o, iar montantn I;.
Vom neglija deformatiunile provenite din forte axale.
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Putem utiliza oricare din variante, indicate maj sus.
Vom intrebuinta ultima varianta.

2} Vom presupune deoeamdats ci avem sareini verticale.

Introducem in fiecare din cele 4 noduri cate o articulafie
(fig. 442 b). Sistemul se transforma in ;
unul static deformabil. Pentru a-l face -,.ﬁ_a__‘l-—b— -
rigid, in unul din noduri vom introduce -} ¢
un moment. Sub actiunea sarcinilor verti- I
cale se vede ca acel moment este nul.

Vom aplica aci principiul lucrului .
mecamec virtual si formula lui Clapeyron,
ludnd ca necunoscute momentele dela -
colturi.

Daca multiplicim toate ecuatile cu
o YOm avea

]"0=Io/10=1 ’ kl=.10/11 = k,
do=Kh ", Til=1 l = kh,

3

h

1

st deci:

My~ M, + My— M, —0,

XN Figura 44
2khMy + khM, + a =0, OF igura 449
khMy + 2 (L + kh) M, + IM, +602 —a =0,
(31) UMy + 2 (1 +kh) My + kk M, + 602, +a 0,

khM, + 2khM, — a = 0.

Din aceste ecuatii scoatem:

AMy, — M, + 3M, =0,
(32) 4M; + 3M, — M, — 0,
2a + 3kh(M, — M,) =0,

Daca valorile lui My, M, si «, scoase din aceste ecuafi, le intro-
ducem in ecuatia treia si a patra din grupul precedent si daca notam:
(33) A = (2, + Q,)/(2l + kh) = /(2 + kh),

B =—3(0Q —92)/(l +6kh) = Q (a—b)/1 (I + 6kh),
in care £ este suprafata momentelor de pe intervalul 1—2, atunci
capatam:
My=A+B , M=—24+B , M, = — 24 — B,
M; =A— B,
expresiuni destul de simple pentru momentele dela colturi.
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In cazul cind grinda este incircata asa fel incit 2, = £2;, cum
ar fi de exemplu cazul incarcarilor simetrice, atunci B =0 i deci

My=M,=4 , M, =M, =—24.
Pentru o incarcare uniform distribuita pe toatad lungimea 1—2,
gasim:
My =M, =25ply/(2 +kh/l) , My =M, =—21pl2/(2 + kh/l)
Pentru ca sd putem gasi valoarea lui iV, st T, adica forfa axiala

s1 taletoare intr'o sectiune oarecare datorite cantitatilor static
nedeterminate, va trebul si gasim pe R.

S’a vizut ca grupul de momente M, M, . . .intre cari exista relafia
(27) este echivalent cu trei forte aplicate dupa trei directiuni oare-
cari. Luam deci fortele X, Y, Z aplicate, de exemplu, dupa (1—2) g,
(2—3 % si (0—1)C.

Din ecuatule (26) sau de pe figurd, avem:
X =Mq— M, =M;—M, , IY=M , IZ=M,.
Aceste valori ale lui X, Y, Z introduse in (17) ne dau:
R = &§(My— M) /h +9M,/l + M,/1

_S’a vazut ¢ N, = — RO. Daca multiplicam scalar Bhen, — 5_,

—1#,— C, gasim valorile Iu1 NV, dupa cele trer direcfiuni. Facand

aceasta gasim:

Npy = =3 Ak, Nag= (24— B)fb: , Nep= (24:+B)/1:

1 2 < :
3 Ca sa avem pe .V total, la aceste can-
] ; titati vom adiuga respectiv pe cele static
I B determinate.
a
172 Tt b) S& presupunem acelasi cadru supus la o
V4 A 7 7223
fortd orizontald (fig. 443).
rh L 2 : - 4 )
F E Facem sistemul static determinat -
] / troducand in cele patru colturi cate o
{lz 7 l articulatie. Observam insd cd in acest
mod sistemul devine deformabil.
— 7 A o -5
= -+ ./.L . Pentvru.a 1mp1edecaA aceasta este sufi
[Py (A48 cient si introducem in O un mowment
L=l

egal cu My = — al.
Am putea proceda ca in cazul precedent. Ca variatic de aplicalie
vom proceda dupd varianta treia, presupunind ca grupul static
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nedeterminat constd din trei forte X, Y, Z aplicate fiecare respectiv

dupa (1-2) & (2—3)7 5i (0—1) L.
Daca neglijam termenii datoriti deformatiunilor axiale, s’a vazut
ca ecuatiile se reduc la grupul (25).
Cu notatiile din (28), dupa ce am multiplicat totul cu I, si am
notat Io/I; =k, din (23) si (24) scoatem:
us =kSy, , o =klQ2, , w,=0

up=3kh®, oy =w. =B (31 +kh) , W, =w, =1khl | o

I
Daca punem aceste valori in ecuatiile (21), daca multiplicim
totul cu 6 si dacd notam 2, = Sio/h adica reaciiunca suprafetei
momentelor 2 pe reazimul 0 considerand grinda 0—1 ca simplu
rezematd, atunci capatam: ,
k£ +4kh2X +3khIY +3khiZ = 0,
(34) GOk Qg + 3kh2X + 2T+ 3k Y +8Z =0,
SkRX + PY + 21 +3kh)Z =0.
Daca notam:
(35) A =k(20,—00)/2(2 +kb) , B =-3kQq /(I + 6kh),
C =39,/2h

6

atunct avem:

hX =34—-C , IY =—24—B | lZ =—24+ B.
Valoarea momentelor la colturi va fi:
My=A--B—C , M;=-—24—_B y My, = -2

My=A+B—¢C
expresii de altfel destul de
simple.

Aplicatia Nr. 138, Un cadru
cul=6m, h=14m, o= 8V,
suportd o sarcini verticala F=1¢
asezata la distanta a=2m, b=4m.
(fig. 444).

Sa se afle curba momentelor.

Avem:

) £afm Tigura 444

g o

k=3/2, Qu=%FFab=341.2.4=4 im?
A=14/(2.6 + 3.4,2) = 0,222 tm.
B=4(2—4)/6 (6 +6.3.4/2) = — 0,032

Mo= +0,190 tm, M,=—0476 tm, M,——0412 tm. M;=0,254 tm.

In dreptul sarcinei, avem M = 0,878 tm.
Pe figurd se vede distributia acestor momente.
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Aplicatia Nr. 139. Acelasi cadru presupunem cd este solicitat de o forti
orizontali IF = 1t, aplicatd la iniltimea a = 3 m. (fig. 445).

Avem Mg, = —3tm.; 24 =—54,5tm? 9,=—3.4,5/4 = — 3,375 tm?
2, =—1.45/4=—1,125 tm?

A =3 (—2.1,125 + 3,375)/2.2(2.6 + 3.4/2) = 0,047 tm

B= —3.3.65/2(6 + 6.3.4/2) — — 0,482 tm

C=—3.3375/2.4 = — 1,266 tm

cari ne dau:
M, = 1,795 tm, M, = 0,388 tm, M,= — 0,576 tm, M, = 0831 tm.
Momentul in nodul 0 va fi
M,=—38+1,795=—1,205 tm.
Daca se face calculul,
in dreptul sarcinei F, gisim
M = 0,740 tm.
Pe figura este indicata
variatia acestor momente.

Aplicatia Nr. 140. Acelasi
cadru, presupunem ca este
solicitat de o sarcind orizon-
tald uniform distribuitd pe

Figura 443 toatd indltimea h a montan-
tulm 0—1.
Vom avea: My = — 4 ph*= —8p, 0, — — %S paida = —+ ph®
(0 B A g KLY e 4 (IS (O —il ry P
0 10/l = v\ paidx/h s phd, = 2, — 0, = a3 P
AT \
: it l.! I il
- 2 =%
N ==
\\\ rr——
AN
\\
\
N\
\\
\\\
\\\
N\
\r
425 p U
Figura 446
FicAnd inlocuirile avem:
A=4p, B=—%p, C=—3p

care ne da:

M, — — 3746p, M, = 0921p, M,= —1,365p, M, — 1,968p.

Curba momentelor este trasati pe figura 446.
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F) Cadre inchise.

Sunt formate din o grinda continui care formeazi circuit in-
chis. Echilibrul lor se asigura in genere prin o articulatie i un reazim
simplu (fig. 447).

Se vede ci un cadru inchis este triplu static nedeterminat. In
adevar m =0, n =0, r =3 si deci m +r—n = 3.

Pentru calculul lor putem utiliza oricare din variantele indicate.
Pare insd avantajos de a face sistemul
static determinat introducind 3 articu-
latii arbitrare. Ca sistem static nedeter-
minat luam sau grupul R, M aplicate de
preferintain centrul de greutate elastic
la incovoiere al cadrului sau grupul
R = X& 4 Y7 + ZCin care componen-
tele X, Y, Z sunt aplicate dupa directia
celor trer articulatii, ceea ce este echiva-
lent cu grupul de trei momente M, M, s
M, aplicate in trei sectiuni arbitrar alese.

Avantajul metodei consti intr’aceia

Figura 447

ca avem cea mai mare libertate in alegerea pozitiei articulatiilor
ceea ce ne permite simplificari de calcule. Semnele momentelor se
fixeaza dup& norma adoptata la grinzile curbe.

Aplicand acea norma aci rezulti cd momentele sunt pozitive cand
:-  producintr’unelement de grinda dreapta,
| convexitatea spre interiorul cadrului.

9 Metoda se preteaza si calculului
/4 . grafic. Pentru a avea pe N, si M, tn
L . orice scctiune a cadrului n’avem decat
s& facem ca poligonul funicular al fortelor
| date si al reactiunilor statice sa treaca
prin cele trei articulatii.

{

Wb
—
-~

Cadru dreptunghiular inchis.

P

f a) Cadru supus la fnedredri simetrice.

=

Ay .

M. Wiyl

) Sd presupunem cd este supus la
Figura 448

o incarcare uniform distribuita p. Ar
fi cazul unui rezervor dreptunghiular, a unei celule de silos, etc.

(hg. 448).

40. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcliunilor si Rezistenta materialelor.
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Daca introducem cate o articulatie in fiecare colt se vede ca.
din motive de simetrie, vom avea acelasi moment in toate coljurile.
Dupa norma admisa pentru momente se vede ca M, vor avea semnul
minus. Avem

M=—M,+ M,

Aplicind teorema lui Castigliano si neglijand influenta depla-
sarilor datorite fortelor axiale, avem

-—S.Ms do + MOde = 0.
Avem apoi:
SMS do = p(B/1 + 1¥/L), de =2(/1 4+ k/1)

Notand: k = I/1;, gasim:
M, = p (I8 + kk3)/12 (I + kh)

1 il 2
b) Cadru cu o articulafie si un reazem
simplu.
n i Fie un cadru complet inchis
h , : 1-=2—3—4 a carui echilibru este asi-
2 gurat printr’o articulaie in 4 §i un
:7']' reazem simplu in 3 (fig. 449).

: Vom aplica prima varianta, facand
Ly | E_ sistemul static determinat prin intro-
0 ducerea a trei articulafii in nodurile
l 1, 2 st 3.
[ ! zi; Ca sistem static nedeterninat ludm
grupul R, M aplicat in centrul de
greutate elastic al cadrului.

L

Figura 449

Grupul de ecuatii (15), aci ia forma:
H= S]\Is y‘dw/Sy2 do,V = —SJUS @ dw/Sﬁdw, iy = ——S.Ms dw/de

Aceste ecuatii le vom multiplica cu I, notand

I/Iozlfo 3 1/11=k1

In aceste conditii, greutatea elasticd a cadrului este:

(36) de = 4 kol + 2h.
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Centrul de greutate elastic il gasim luand momentul static in
raport cuw axa care trece pe la jumitatea indltimii si impartind
cu greutatea elasticd. Distanja centrului de greutate dela mijlocul
inal{imii spre + 4 este:

(37) Lh (kg —1)/2 (1 + kol + 2kih)
cari ne da:
(37)  eg=h (l—f-l.‘llz),'(l—l—/fol—i—‘Z/flh) =1 (/\'ol—l—klh)/'(l-l-kol+2lf1h').,

Cu aceste elemente capatam:

Smmu:Mk%drmmaz+mm~¢m/3u+ml+2mm
(38) :
sz dor = 51+ kel + Gk, h).

Acestea fiind stabilite putem trece la cateva cazuri de incireari

1°. Sa presupunem grinda 1— 2 in- F1 13
cdreatd cu o sarcind verticalid F. In acest —a— 5—"
caz. dacd sensul fn care parcurgem ”\‘,\};;",;g|,"§|wm’/ i
contural cadruluir este ca in figura 450, MQ;*LJHLEi—‘ ' E
momentul produs in grinda 1-—2, in T 0

sistemul static determinat, este posttiv. 1
Notam ca de obiceiu Q2 = LIab. - JL:.
Avem apoi

Figura 450
(39) \ﬁfs do=kQ |, \JI,,. ydo=ky Qe, , S]‘Lx do= 1 k2 (a — b)
cari ne dau:
I =3k (L + kh) /b [(2kl+ kh) (20 4 kh) — kol?,
(10) V= —2kQ (a— 1)/ (0 + kol + Gk.h),
Moo= —ke 2/(L + kol 42 kyb).
In cazul cand I = 0, daca notam:
SR
Asim
H=32/L2l+kh) , V=—920 (a—Db)/B(l +6kh),
My =—0/( + 2k
Ca sa avem momentele in orice sectiune, puncm aceste valoii

in expresia M = M, + M, — Hy + Va.

A0%
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Ca si avem momentele la colturi, facem in aceastd expresic
M, = 0. .
2°. Sd presupunem in aceleasi condifiuni incdrcatd grinda 3—4.

In acest caz, conform conventiei ad-

’ 17 > mise, momentul produs in grinda 34,
| in sistemul static determinat, este negativ.
l—————‘——" Notam deei: @ = — 1 lab.

0 1 E v g
F Vom avea: '
i o p
¢ s e Lj]‘a; (M,,. do =0 \ M,y do=— Qe.
‘ i ik (41y 7 5
Sl"'/[sl?(l(') =10(a—b),

Flgura 451 .
carl ne dau:

II = — 3 (kd + kyh) /R [(2k1 - kg (21 + kyh) —- kP
(42) V = — 20 (a—b) /1> (I + kol + 6 I;h)
M, = — 2/ + kl + 2 kh).

3°. Sd presupunem in aceleasi
condifit o forfd orizontald pe mon- ' g :
tantul 4—1 al cadrulut la distanja
a de baza lui (fig. 452).

Se vede numaidecit ¢ in sistemul
static momentele M, produsc de [/
sunt negative. Notam deci

Q:——%F[ll 5 'Ql =

Yom avea: Figura 452
SMsdo 0+ kO, SM ydo = — Q¢ — kO (e— i)
S M, ado — — 3 Ql— L k@l

Introducem aceste valori in expresia lui 1, V' si Mo.

Aplicafia Nr. 141. Fie un cadru inchis cu Il=4m, h=3m, 1/1,=2,
1, = 1, (fig. 453).

N, 2,\ do—fh + 2.4 +2.2.3=24, e, =5/km, e=7/4m,
\ Jrdo = 3t [(2.2.4 + 2.3) (2.4 + 2.3) — 2.47] /3.24 = 69,2 m®,

atdeo = G2 (4 ok 2.6 +16.243) /12'= 64 w®.

L/A
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S& presupuncm grinda 4—3 fncireatd cu o sarcini F — lLt,asacia=1m
b=3 m,

Avem Q=-—-1.1.3/2= —3/2 tm?, S Mgdo = --3/2

S My ydo = 3.7/8 = 213, 3 My xdo = 3(8-1)/2.6 — 1 /2,

Cu aceste valori gasim:
M= 21.2/69.8 =7 /4.23 = 0,0761 1, ¥ — ’7
V=—1/2.64=—0,00781, - 4

" Mo = 3/2.20 = 1/16 = 0,0625 tm.

*0.2(f
Cu aceste valori avem:

Il ¢q = 0,0951 tm.,
Il 2= 04332 tm., & 1’1 = 0,0156 tm,
¢u cari obtinem momentele la colturi:
My =—0017tm , M, =—0,048 tm,
My = 0,180 tm 3 M, = 0,211 tm.

Iigura 453

Maomentul in dreptul sarcinei este —0,547 tm.

Aplicatia Nr. 142. Si presupunem acelasi cadru supus la o forti orizontala
F = 11 aplicata in nodul 1 (fig. 454).

Avem: 2= -—1.3.4/2= —6 m? 2,=1.3.3/2= -9/2 tm?2.

Mido=-—6—9.2/2= —6_9=— 13

( Myydo =6.7/4 +9 (7/4—1)/ = 69/
S Myxdo = 6.4,6 -+ 9.4/2 = 22

cari ne dau

HISSE 6 VE = 117321, M, 2508 1o,

Fyt »H/16
T

=57 He=5/8tnm He=7/8im sV I=11/16 tn
i

cu ajutorul cirora gasim momentele la
colturi:

1‘11 - 11/16 tm . 4‘12 = — 11/16 tn]’
M; = 13/16 tm . M, = 4 35/16 tm.

Dacd se tine seami ci M, = — 3 tm,
atunci avem momentul in 4:

Figura 45% M, = —13/16 tm.
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G) Cadre multiple.

1. Generalitati.

Vom numi astlel o constructiune {icutd dintr’o serie de bare
legate la extremitatile lor numai prin incastrari sau prin incastrari
si articulatii.

Daca barele ar fi legate numai prin articulatii, am avea un sistem
articulat, adicd o grinda cu zibrele.

Barele formeaza o serie de poligoane inchise. Chiar poligoanele
deschise cari leagd barele de reazime, le putem considera inchise
cu bare rigide aga cum se aratd punctal

pe figura 455.
Asa fiind, intreaga constructiune poate
— fi considerata ca formata din juxtapunerea

! ! |

a o serie de cadre elementare. La calculul

7; lor se {ine seama, in genere, numai’ de
=== m—----"-"?l,z deformatiunile datoritc momentelor inco-
Figura 455 voietoare. Chiar cu aceastd aproximatie,

calculul lor este greu din cauza marelut
numir de necunoscute static nedeterminate si de aceia o coordonare
a acestor calcule este necesara.
Vom urma exact aceiasi normd de calcul, oarecum generalizata,
pe care am indicat-o la cadrele elementare.

a) Partea statici.

Vom face mai intdiu cadrul intr’un mod oarecare static
determinat. Prima solutie, ce ni se impune este de a imtroduce
cate o articulatie in fiecare nod. Doua cazuri se pot intampla. Intaiu:
se poate intdmpla s& cadem peste un sistem rigid static determinat.
In acest caz avem de-aface cu o grindd cu zabrele in care putem
determina eforturile din bare.

In cazul general insa, cadem peste un sistem deformabil.

Pentru a face sistemul rigid, putem lega nodurile intre ele cu
bare articulale la extremitali, ceea ce nu ne permite constructia
sau prin introducerea de momente A la lerratura intre doua bare
oarecari.

Ne vom explica mai bine pe un exemplu. 5& avem cadrul format
din grinda continua 1—3—5—7 care reazima pe stalpn 0—1, 2—3.
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4—3, si 6—7, incastraji in grinda §i articulali in veazimile 0, 2, 4
s1 6 (fig. 456).

Daca introducem articulatii in nodurile 1,3,5 si 7,se vede ca
sistemul este deformabil. Pentru a impiedeca aceasta deformare
e suficient a lega intre ele, de exemplu, nodurile 2 si 5 cu bara 2—5,
sau ceea ce este tot una cua considera barele 2—3 si 3—5 incastrate
numat intre ele in nodul 3. Daca efortul din bara 2—5 este X, atunci

Mg = d. X.

In cazul cadrului considerat ca exemplu,se vede c¢a in cazul
unei forte verticale oarecari My, =0, iar in cazul unei forie
orizontale I aplicate la distanta a dela reazim, avem M,y = al,
momentul in nodul 3 fiind aF

si barele articulate in 2 si 5. Pe . ; 5 F 7
figura se vede distributia lor £ ;
liniara. B
In loc de a proceda prin i
acest inconjur, putem proceda [0 & Sout T R
direct i anume: introducem la ; J 2 ;
capetele barelor atdtea articulagit. ¢ R, s T
cdle sunt necesare penfru a -—r ><(_
transforma ecadrul dat in unul ‘I //’
rigid si static determinat. i S R R S R 1A
S’au dat normele dupa care ’ , A ,
putem recunoaste aceasta. e -
Asa fiind, putem determina T
toate momentele M, si toate a ’ l
fortele axiale N, din toate 1;— -4

barele cadrului.
Pentru aceasta vom utiliza
ccuatille de echilibru ce ni le da statica sau principiul ITucrului

mecanic virtual, dupa cum s’a facut in exemplul de care nec-am
ocupat.

Figura 456

b) Alegerea necunoscutelor static nedeterminate si ecuatiile de legituri.

Luam ca necunoscute momentele ce se desvolti la capetele barelor,
Asa dar, vom considera toate barele articulate in noduri si la

capetele lor actiondnd o serie de momente static nedeterminate
necunoscute.

Intre acestea exista o serie de relatin statice,



632

Sa le gasim.
a) Sa consideram un nod i oarecare (fig. 457).
~ Daca separam nodul st introducem la capul barelor momentele

M M, M;; ete., atunci, pentru echilibru, va trebui ca suma
lor sa fie nula.

Pentru prescurtarea serisului §i pentru ca sa nu tarim dupa noi
mereu litera M, vom nota M; = i1, M, =2, etc.

Deci vom avea:

(43) =0 +22 + 3 =0(a)

Aceasta se refera numai la cantititile static nedeterminate,
findead momentele 3, din sistemul static,
satisfac aceastd relafie pentruca aga au
fost determinate.

Vom avea atitea relatium (43) cate
noduri avem in cari se intilnesc mai mult
decat doua bare.

Evident ca aceastad relafie se aplici
si nodurilor cu doud bare in care avem:
il +2 =0,
si atunci in loc de a lua pe i1 si pe i2 ca necunoscutd, ludm numai pe i.

b) Sistemului dat, fiind in echilibru sub acjiunea forfelor date
st a eforturilor interioare (momente i forfe axiale), v se aplicd

I'igura 457

principiul lucrulut mecanic virtual.

Sistemul fiind ficut complet articulat. si-1 dam o deplasare,
sau mal multe, compatibile cu legaturile sale.

Vom presupune ci lungimea barelor ramane constanta.

Momentele M, din noduri si fortele F, fiind un sistem de solici-
tari cari isi fac echilibru, satisfac ecuatia lucrului mecanic virtual.
Atunci rezultd ca si grupul de solicitéri static nedeterminat trebue
si satisfacd singur ecuatia lucrului mecanic virtual.

Daca bara i —k, care leaga nodurile ¢ s1 k, se roteste cu 0
si daca momentele la cele doua extremiti{i sunt ik si ki, vomn avea

(44) fo = Z (tk — ki) 0. = 0 (B),

pentrucd aceiasl bard se roteste cu acelasi unghi 6.
Sa presupunem ca diand o rotatie barei 1 — k. o parte din bare
se rotesc iar altele nu. Pentru aceste din urma bare 0, = 0. Asa
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“dar, sub semnul sumet intra numai barele cari se rotesc. Sa ne ex-

plicim. S& avem cadrul din figura 458. Introducénd articulatii
in toate nodurile si daca dam o rotire barei 0—1, observam c3
odata cu ea se rotesc numai barele 3—4 si 6—7, celelalte rama-
nénd paralele cu ele insasi.

Asa dar, sub semnul sumei din ecuatia (44) vor fi numai barele
0—1,3—4516—7. Sa presupunem ci dam o rotire barei 1—2. Se vede
numaidecat ca aceasti deplasare este dilerita de precedenta si ci sub
semnul sumel vor s 5 ;
intra numai ba-
rele | —2, 45
si7—8. ¢

Sa dam o ro-
tire barei 1—4.
Se vede iarisi ca
aceasta este im-
posibil, pentruca . 4 ‘ 2 g > g
am presupus ca
lungimea barelor
riméne cons- - 7 7
tanta. In aceste
condifi, intra si
barele 4—7,2—5 od it s O [ o8 es ——-—-t¢
$i 5—8. In cazul Figura 458
exemplulur luat

19
S
3
B 9
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se vede cd putem da cadrului, considerat articulat in nodurile sale,
doud deplasdri distincte.

Vom avea deci atdtea ecuajii (44) cdte deplasdri distincte putem
da diverselor porfiuni de cadru.

Cu ajutorul cunostintelor capatate la s»Deplasdrile virtuale” ale
sistemelor articulate, putem afla toate unghiurile 6;, pentru
fiecare deplasare distincta. Se stie ci pentru o aceiasi deplasare
distincta, putem exprima pe 6y in functiune de un singur unghi
pe carc putem si-l luam egal si cu 1.

In rezumat, relatia (43) stabileste o relafie staticad intre mo-
mentele dela capetele tuturor barelor cari se intalnesc in acelasi
nod, iar relatia (44) o relafie statici intre momentele dela capetele
Luturor barelor cari aparfin aceleiagi miscari distincte.

In cazul figurii 458, vom avea 4 ecuatii de forma (43) si doua
de forma (44).
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¢) Aplicarea teoremii Ini Castigliano.

In aceste conditiuni si aplicdm teorema lui Castigliano Juind
ca necunoscute momentele dela capetele barelor si tinind apoi
seamd, cu ajutorul coeficientilor nedeterminati a, 8..., ca intre
toate aceste momente exista legaturile date de ecuatiile (43) si (44),
pe cari in cele ce urmeaza le vom numi ecuatiile a sif3. Sestie cdavem:

(43) oL [oik + adf,/dik + Pof,/dik + ... = 0.

Daca ik si ki sunt momentele dela extremitatile barel i —k,
se slie cd avem
M = M, + tha' /by + kiz/by,
3L /oik = (2 ik I3/6 + ki l7/6 + Sw)/Ely L

Cadrul se face de obiceiu in intregime din acelasi material, deci
nu se schimbd nimic dacid multiplicim toate ecuatnle eu E. Daca
multiplicim apoi toate ecuatiile cu un moment de inertie arbitrar 1,
notind dupd norma ecuatilor (28):

I/l = kigyo oo 5 kil = Zin. - ..

si daca mai notam
kIS5 b

in care £; este reacjiunea suprafefei momentelor Quy = [ M, ds, de
pe intervalul i —k, in reazimul i considerind grinda li stmplu
rezematd in extremitdtile sale, cdnd ecuatia (45) 1a forma:

(46) ik + A ki + 6Q; + adfy/2tk + O/t +... =0.

In cazul cand in nodul i se intilnesc numai doud bare 1—i s i—2
si dacd momentul din nodul ¢ se noteaza cu i, refacand calculul de
mai sus, gasim:

(46) A T8 + 2 (hi + Ao) © + Aip 20-+6;+ 0dfy /31 + fofy/Oi 4. .. =0
in care ; are valoarea:
kg Sui/li + kio Sai/lis = .

Ecuatiile (46) le vom numi ecuatiile lui Clapeyron.

Ecuatiile (@), (B) si (46) rezolva complet problema.

Mersul de urmat este urmdtorul. Se rezolva mai intdiu ecuatile
lui Clapeyron gisind valorile momentelor ik, i,... in functiune de
coeficientii nedeterminati a, § si de incarcari. bine inteles.

Din faptul ¢& un moment oarecare, de exemplu ik, nu intra in
toate ecuatiile (46) rezultd cd aceastda rezolvare o putem face pe
grupe de 2, 3, 4... ecuatii, cu tot atatea necunoscute.
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Forma specialz a ecuafiilor (46) inlesneste foarte mult aceasti
rezolvare. -

Daca acum introducem momentele ik, i,... fn ccuatile (B)
gasim valorile lui 8 in functiune de coeficientii ¢ si de incarcari.

Forma simpla a ccuatiilor (8) ne permite sa gisim usor coefi-
cientu f.

Putem acum exprima momentele numai in functiune de in-
carcari si de coeficientii a.

Aceste valori duse in ecuatiile (a) ne dau valorile lui « in func-
tiune deincarcari. Asa dar, totul sereduce la rezolvarea ecuatiilor (a).

Am putea proceda 1 invers sl anume sa gisim intaiu cocficientii
« in funcliune de f si fucarcari. facind uz intiiu de ecuatiile (a).
Atunci, evident. vom exprima momentele in functiune de incarcari
st coeficientii . Acestea introduse in ecuafiile (8) ne da prin re-
zolvare valorile lui . Vom proceda, dupad cazuri, intr'un fel sau
altul. £ comod insa ca atunci cand numirul ecuatiilor (8) ¢ mai
mic ca acela al ecuatiilor (a) si gasim pe f in functic de a si sa
rezolvam ecuafile (a).

Avantajul metodei consta intr’aceia ci ecuatiile date le putem
rezolva pe grupe cu un numir restrans de necunoscute.

Astfel am gasit toate momentele dela capetele barelor.

d) Fixarea semnelor cantitatilor static determinate si statie
nedeterminate.

Semncle momentelor din cele trei serii de ecualii trebuese
sé fie in concordanta. Pentru aceasta este suficient ca dela fnceput
sd ne fixam semnul momentului in ficcare cap de bara. Iste bine
insa ca i in aceastd chestiune sa ne fixim oarecari norme.

Vom adopta si aci normele dela cadrele elementare. Prin urmare,
pentru fiecare cadru elementar ne vom fixa sensul pozitiv in care
parcurgem elementul ds a fiecdrei bare. Pentru barele cari fac
parte numai dintr’'un cadru, chestiunea este clara, intru cét ea cste
solicitatd numai de grupul R, M al cadrului careia apartine.

O bari insi care separa doudl cadre elementare, va fi solicitati
de grupurile static nedeterminate R, M a cadrelor pe cari le separd.

Aceastd bard intr'o sectiune oarecare are un singur moment
st numai un fel de curbura. Daci momentul incovoietor si curbura
acestel bare dupa conventiile dintr’'un cadru sunt pozitive, atunci
dupd conventia din cadrul aldturat sunt negative.
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Intr'adevir, si presupunem cid bara ¢ — k separa cadrele 1 i 2
(fig. 459). S& presupunem ca ne-am fixat sensul pozitiv in care par-
curgem cele doud cadre. S& presupunem ca intr’o sectiune a bharel
comune, grupul static nedeterminat a cadrului 1 producc momentul
pozitiv Af, cu semnul fixat dupd conventia acestui cadru. \cest
semn este cel din figurd. In aceiasi sectiune, grupul static nedetermi-
nat al cadrului 2 produce, dupa conventia din acest cadru, momentul
pozitiv M,, al cirui sens pozitiv este de asemenea indicat pe figura,
Se vede, numaidecat, ci aceste momente se aplica pe fetele opuse ale
aceleiasi sectiuni. Prin urmare, in aceragt

7

fajd a sectiunii momentul pozitiv dupa
conventia din cadrul 1 va [t M;—3,.
iar dupi aceta din cadrui 2: M,—3,.

Pentru a inlatura orice ambiguitate,
ne [ixam chiar dela inceput ca semnul
momentelor din bara comuni il vom

fixa, de exemplu, numai dupi conventia

Figura 459 din cadrul 1, indicadnd aceasta prin o
sigeatd pusd de-a-lungul barei.
Aceiasi normi se aplica fortelor axiale si cantitatilor siatic
determinate.

Observarea I-a.

Sa presupunem ci in nodul ¢ se intdlnesc mai multe bare
cari apartin mai multor cadre elementare (fig. 460).

Sa presupunem ci am calculat momentul in nodul i datorit
grupului static nedeterminat apartinand cadrului 1 si pe care-l
vom nota pur si simplu Mi. Sa presu- .
punem ca in acelasi mod calculam, in
4

acelasi nod i, momentul ce rezulta din cadrul
elementar 2 si pe care-l vom nota Mi,,
elc. Aceste momente le vom numi nmiomente

A . . £
in nod datorite cadrulut cutare. i ®
Pentru simplificarea scrisului si ca sa Q_/ U b
o s - . o 2
nu tarim mereu dupd noi litera M, le vom i

nota prescurtat: Figura 460
At o =000

spre deosebire de i1, i2,... cari sunt momentele produse la capetele

barelor it — 1, i —2,... in imediata vecinitate a nodului .
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Dupi normele de mai sus avem dupa fig. 460:

T, ;
(47) 2 =10—1
Tofl=iiy—ta;
14 =1,

Aceste relafiuni ne permit si gisim in ficcare nod momentul
datorit fiecirui cadru elementar.

Cu ajutorul acestora gasim grupul X, Y,Z al ficcirui cadru
elenentar si deci foriele axiale si taietoare in orice sectiune a barelor
precum si reactiunile in reazime si bare datorite cantitayilor static
nedeterminate. . .
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