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VIIL. GRINZI CU ZABRELE N SPATIU.

A) Co‘nsidera;iuni crenerale.

Aceste construc;num le obt,mcm in acelast fel ca si grinzile cu
zibrele plane, cu singura deosebire ci in spatiu, pentru fixarca
unui punct in mod invariabil de o construcpc, avem nevoie de 3
bare (fig. 167) articulate la capetele lor si invariabile ca lungime.
Dupd aceastd reguld, daci grinda cu zabrele are
n noduri, avem nevoiec de 3 n bare. Se observi
ci pentru a lega in mod invariabil primele trei
puncte avem nevoie numai de 3 bare, dect in
total regula de mai sus ne dia un surplus de 6
bare, si deci numirul barelor este:

(1) : m=3n—6 " .
Ca si la grinzile cu zabrele in ‘plan, putem
suprima o bard finlocuind’o cu alta, cu conditia’ Figura 167

insd ca sistemul sl raméni nedel'ormabi], adica o
parte a grinzii si nu poati avea misciri, de orlce fcl faa de
cealalta.

Dacia se pleaci dela considerajiunea’gasirei eforturilor din bare,
se gaseste aceeasi legiturd intre numirul barelor si numirul nodu-
“rilor. In adevir, dacid avem n noduri, vom scri 3 n ecuatii-de echi-
libru. Sistemul fiind in echilibru sase ccuatiuni intre forfele. dela .

noduri — forte date si reac{iuni — trebuesc satisficute, asa ci
pentru determinarea. eforturilor din bare nu dispuncm decat de
3n —6 ecuatii i deci acesta trebue sa fie numirul barelor.

Pentru ca eforturile in bare si fie finite, trebue ca acelasi deter-

minant 4, =£ 0, determmant care are exact acceasi structurd ca
la grinzile plane.
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Pentru determinarea cforturilor din bare vom - scri echilibrul
ficcirui nod si vom cipata un sistem de ecualii liniar si omogen
in F; intocmai ca la grinzile plane, §i deci expresia efortului va fi
de forma: '

(2) Nig =npy Iy + o0 0 IFe + 1L

Asa dar, putem’ utiliza suprapunerea efectelor, etc.

In fine toate consideratiunile generale avute acolo in vedere
“sunt aplicabile si aci. ‘

B_) Determinarea eforturilor din bare.

Avem_ si aci aceleasi metode ca la grinzile plane.

1. Metoda separirii nodurilor.
a) Metoda lui Cremona.

Vom seri echilibrul fiecarui nod in parte, deci vom, apllca metoda
lui Cremona.

Pentru a putea apllca aceasti metodi, este nevoie si mcepem
descompunerea dela un nod din care pleacd numat trei bare si conti-
nudnd descompunerea sd ajungem la un nod la care avem iardsi numat -
trei necunoscute.

S’a dat morma grafici si analitici pentru efectuarea acestel
descompuneri.

Procedand in acest fel pe cale grafica, se obtin in cele doua
plane de proieciie doud fmurl reciproce, a caror laturi ne dau in
proiccfie eforturile din bare, pe cari apoi putem sa le a[ldm in ade-

viiratd mérime.

Numirul barelor fiind m =3 n—6 §i cum o bari apartine, la
doud noduri, inscamni c¢a m mediu intr'un nod este:

(3n—06)/(n/2) =6—12/n bare.

Se poate ugor recunoaste, ci, chiar pentru un numir restrins
de noduri, putem avea grinzi cu zibrele la cari din fiecare nod si
plece mai mult decat trei bare si deci nu putem aplica metoda
lui Cremona. »

- Pentru a o putea aplica, grinda va trebui si mai indeplineasca
o condifiune speciald, intocmai ca la grinzile cu zibrele plane.

Daci se urmeazi exact acelagi rajionament ca acolo, se giseste
cit acea condifiune este ca grinda cu zdbrele in spafiv si rezulte din
juztapunerea a o serie de piramide triung hmlare, cart nu se pdtrund.
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Dupd aceastid normi s’a alcituit grinda cu zabrele din fig. 168.
De triunghiul 123 s’a fixat nodul 6; de triunghiul 163 s’a
fixat nodul 8; de triunghiul 138 s’a fixat nodul 4; de triunghiul
168 s’a fixat nodul 5; de 368 s’a fixat nodul 7, de 568 s’a

fixat nodul 9, etc.

Se recunoaste numaidecit ci p'ecand dela nodurlle 13 s1 15,
putem gisi eforturile in toate barele, pana la nodurile 6 si 8. Daca

plecim si dela nodurile 2 si 4, gasim

- eforturile si in restul barelor.

b) Metoda lui Henneberg.

In cazul cind grinda nu indeplineste
condifiunea de aplicabilitate a metodei
lui Cremona, vom dphca metoda - lui

Henneberg.

Suprimdm din grinda cu zibrele o
serie de bare si introducem din nou tot
atditea, cite avem ‘nevoie pentru

transforma grinda in una cireia
putem si-i aplicim metoda lui
Cremona. Sub actiunea sarci-
nilor date, aflam eforturile in
toate barele acestei frranI ast[el
transformata.

Fie Ny, Ny, Nj. .. clorturile
. din prima, a doua ete., din
barele introduse din nou.

Suprimam apoi toate for{ele
de pe grinda si dupi directia
primei bare suprimate, intro-

Figura 168

ducem in nodurile respective doua forte egale cu 1¢ si de sensuri
- contrare i aflim din nou eforturile in toate barele grinzii transfor-
mate. Fie n;, ny, ng... eforturile din prima, a doua etc., din

barcle introduse.

Suprimam apoi aceasta for{a si introducem alte doud egale cu 1¢,
in aceleasi conditiuni, dupa directia celet de a doua bara suprimati.
Fie 1y, ng, ng ... eforturile din barele introduse.

Facem acelasi lucru pentru toate celelalte bare.

Notim cu X, Y, Z etc. eforturile din barele suprimate.

15
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Daci facem exact acelasi rajionament ca Ia grinzile plane, barele

introduse le putem suprima cind:.
— Ny =X ny + Yon, +Zn; +...

;(3/) — N =X Ny + Yy +Zny +...

Vom avea atitea ccuajii cite inlocuiri am avut, cari ne de-
termini valorile lui X, Y, Z, ete. ' .

Baza{i pe suprapuncrea efectelor, deducem eforturile din ce-
lelalte bare. '

Mctoda este avantajoasd pentruca rezolviim, in orice caz, un
numir mai mic-de ceuafii decit in cazul cind am proceda direct
la aflarca eforturilor, cAnd am avea de rezolvat'3 n — 6 ecuatii.

" 2. Metoda sectiunilor.

Dupi normna dela. grinzile cu zibrele plane, facem o séc;iune in
grinda cu zibrele in spafiu. '
p > Toate fortele ce se gisese de acecasi
parte a sectiunii se redue, dupi cum
se stie, la o rezultanti unici R, aplicata
intr'un punct ales dupi voie si la un
moment M care corespunde acelui punct.
S’a aratat la forfe tn spatiu, cum
putem gisi din grupul R si M compo-
nentele dupa 6 directiuni diferite in
spatiu.
Prin urmare, daci sectiunca facuts
taie 6 direcfiuni diferite, problema este
rezolvati. '

~ Se intampla ca la unele grinzi
si nu gisim secfiuni cari si
taie numai 6 bare ¢i mai multe
i totusi descompuncrea si fie
posibila fard a mai recurge la
rezolvarea intregului sistem de
3 n— 6 ecuatii.
B In  majoritatea cazurilor,
Figura 169 . aceastd posibilitate ne-o dau
. elementele geometrice ale arinzii
carc prezinti anumite particularitati.
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2 drtlculamtatca curenta esie aceca de a avea mai multe dlrccnum
cuprinse in acelasi plan sau concurente.

Vom ilustra cele de mai sus printr’'un exemplu.

Grinda din fig.. 169 are zibrelele astfel dispuse ¢i nu-i putem
-aplica direct metod'l lui Cremona. ,

Are particularitatea c¢i nodurile 1, 2, 3 s1 4 sunt in acelml plan.
De asemenca si grupurile de noduri 2, 6, 7, 3 — 3, 7, 8 4—1, 5,
8, 4—35, 6, 7, 8, etc. sunt cuprinse in aceleasi plane.

Facem o sccliune care taie ‘barele: 1, 5 — 1, 6—2,6—2,
3/ 8 —4, 8 si 4, 3, in total 8 '

For{cle din nodurile 1,2, 3 si 4, cari rimin de acceasi parte a
 sectiunii, le compunem intr’'o rezultantd unici R, aplicati si zicem
- in nodul 1 si la un moment 3M,. Daci aceast# rezultanti am aplica-o
in nodul 8, atunci avem evident:

(4) M, =i, +i8 R -

Yom nota in cele ce urmeazi directia 18 de exempluy, prin 18,
Vom lua momentul for;clor si al clorturilor din barele taiate de
sectiunea consideratii, mai intiiu in raport cu nodul 1 si apol cu
nodul 8. : ¢
* Proiectind acestc momente ‘dupi direciiunea 18, vom ciipata
momentul dupad aceastd axit. Se vede de pe figurd ci in raport cu
accastii axia momentele a cinci din necunoscute sunt nule pentruci
o intilnesc. : .
-Vom avea deci:
Ls Naog 12026 + by N7 12727 + Lis N3, 13.37 + 1, Ny, 13,38
" by Nyg 1448 + 1, Nys T4, 45 = ]I,
lzg N3z 87.72 + lzg N37 87. 73 + lgg Npg 86. 62 + 15 N, 4 S6. 61
+ I3 Ny 85. 51 + ;g N5 85. 54 = M,

Daca se multlphca aceste ecuatu scalar cu 18, daca se t,me scama

(5)

sunt complanari cu 18 capatam.
lis Nag 12. 26. 18 + 112 A pd
los Nag 86.62.18 + 1.5 N, 87:

doui ccualii intre cele trei necunoscute din planul 2673.
Daca, dupa aceeasi normi, luim momentele dupi axele 25, 36
si 47, vom cipata in total 8 ecuatii cari ne dau valorile cautate.

18 + 1, 1\3, 3. 37. 18 = AT,. 1
18 4 U7y N3, 87.73. 18 = I, 1

271
2
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In cazul cand planul 1234 este paralel cu 5678, si acesta-i cazul
curent in practici, atunci si vectorii 12, 27 si 78 sunt complanari cu
18, si ccualiile de mai sus se reduc la:

by Noo 12. 26, 18 + 1, N,, 13, 37. 1

e

@ lgs Neg 86. 62. T8 + Ly N, §7. 73. IS = . T8
doud ecuatii cu doud necunoscute, cari ne dau
montantit-26 si 37.

Eforturile din montani{i fiind cunoscute, ‘pentru rest aplicim
metoda lui Cremona, incepand descompunerea sau reciproca dela
nodurile unde avem trei necunoscute, ceca ce este totdeauna posibil.

Asa dar, avem posibilitatea si gasim, oarccum direct, cforturile
din barele unei grinzi cu zibrele, rezolvand pe grupe restrinse cele
3 n—6 ecuatii, a ciiror rezolvare directi e o munei foarte mare,

Chiar asa fiind, calculele sunt mai numeroase ca la grinzile cu

1 direct efortul din

. >
zibrele plane. = .

Volumele ce formeazi cocficientii diferitilor termeni se evaluiazi
grafic sau analitic dupa normele date, {indnd bine ingeles seami de
senmnele lor, .

Aplicatia Nr. 44. Si decterminim eforturile -in barele grinzilor cu zibrele
din figurile 170 si 171 presupuniind cit la partea superioari se aplicd doui forte
orizontale, egale si de directii contrare, cari
dau un moment 3 al cirui ax cste evi-
dent vertical.

Fiecare grindid are cte 16 noduri. Gru-
pele de noduri 1, 2, 3, 4,—35, 6, 7,
8, — ctc., sunt .situate in plane orizontale.

De asemenea grupele de noduri 1, 5, 8,
4, —1, 2, 6, 5,—2, 6, 7, 3,—ectc. sunt’
situate in cite un plan. :

Ambele grinzi, prin intermediul articu-
latiilor 1, 2, 3 si 4, sunt fixate de cite o
fundatie,

Pentru ambele grinsi, pentru fiecare nod
pulem scri cdle trei ecuafii, afard de nodu-
rile 2 si 4 din prima figurd, unde nu putem
seri decdl cile o singurd ecuafie si afard de
“nodurile 1, 2, 35id din a doua [igura,

unde nu putem scri decit cite doud ecuafii.-

Deci pentru ambele figuri nu putem

Figura 170 scri decit cite 3 x 16 — & = 44 ccuatii.

* Ca necunoscute avem eforturile in cele

m bare ale grinzii si reactiunile din articulatiile 1, 2, 3, 4 cari, in ambele
cazuri, au in total 8 necunoscute. :
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Deci avem 44 = m + 8 si deci m = 36. Ambele grinzi au cite 36 bare,
deci sunt static determinate si putem gisi reacfiunile si eforturile din bare.
a) Sd ne ocupdm de grinda cu zdbrele din fig. 170. Facem o sectiune care
taie toate barele cari unesc grupurile de noduri 1, 2, 3, 4 cu 5, 6, 7, 8.
Daca luim momentul tuturor eforturilor din barele astlel tiiate, mai intdiu in
raport cu nodul 1 gi apoi cu nodul 3 si il proiectim pe directiunea 13, capitim:
Lo Nag 12.26.13 + Iy Ny 14.48.13 = 0
l3p N 32.26.31 + Iy Ny 34.48.31 =0
din cari deducem: '
"Nog = Ny =0,
Daci facem acelasi lucru si in etajele
superioare gisim:
Ngg= Ny =0 “si Ny = Ny = 0.

Si considerim echilibrul nodului 5. Am
giisit Ngy==0, rezulti numaidecit ciavem si:
Ny = Ngg = Ngg = 0.

Dacd procedim astfel §i cu nodurile 7,

10 si 12, gdsim ca eforturile din toti mon-
tantii si toate barele orizontale sunt nule.
Fac exceptie numai barcle orizontale
cari leagd nodurile 13—14—15 si 16, ale -
ciror eforturi sunt independente de cfor-
- turile din restul grinzii §i depind numai
“de modul cum fortele I¥ se transmit acestor
noduri. y
Cu aceastd exceptie se vede ci numai

- diagonalele acestei grinzi se incarci cu

; N
I'igura 171

eforturi. ) ! -

84 le determinim. Si ne ocupim de diagonalele 1—6 si 1—8.

Momentul M putem si-l inlocuim cu un cuplu a doud forfe orizonlale
trecind prin nodurile 1 §i 3. Fiecare din aceste forte trebue si fic cuprinsi in
plancle determinate de nodurile 6—1—8 si 6—3—38, deci vor fi paralele cu
6—8 sau 2—4. i i

" Daci notim cu a, distanta intre nodurile1 §i 3 misurati dupd normalid

la 2—4, atunci valoarea fortei ce se aplici in nodul 1 sau.3 va fi: i

Mfa=F;, ' =

Aceastit fortd, din planul 6 —1—8, o descompunem dupi regulile cunos-
cute dupi directiile 16 §i 18. A

Astfel procedim si pentru celelalte.” Prin urmare, problema este complet
rezolvati. :

b) Sd ne ocupam de grinda din fig. 171. Facem aceeasi sectiune ca in cazul
precedent, si luim momentele tuturor eforturilor din barele tiiate in raport
cu nodul 1. Se vede ci acest caz a fost tratat la metoda sectiunilor si expresia
momentului este datd de relatia (5). S’a viizut acolo ci eforturile din 2—6 si

3—7 sunt date de formula (7} si ca deci avem eforturile din montanti.

'
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Dacd facem si alte sectiuni similare, gisim cforturile din to{i montantii.
Ca si gisim clorturile din diagonale vom lua momentul in raport cu doud no-
duri asa fel incit, multiplicale convenabil, si dispard o serie de termeni si s
ne ramdnd grupe de ccualii cu cAt mai putine necunoscute.
Daci expresiile lui A1, din (5) si a lui M, a ciirui expresie este:
: —— —— . ——— T
Iy Nis 41.15 + Iy Nyg 41.16 + I, N, 42.26 + Ly Nyy 42,27
—_ —— —
+ lig Ny; 43.87 + Iy Ny 43.38 = 3, = A

le multiplicim scalar cu 14 si dacdi tinem seami ci M 14 = 0, obtinem:

he Nog 12.26.14 + by Ny, 18.37.74 + Iy, N, 12.97.74 4 by Ny 13.38.12 = 0

lo Nog 52.26.14 + Uy Ny, %3.37.75% + lLip Nup 62.27 14 + 1, N, 53.38.74 = 0

doud ccuatii cu doud necunoscute in Nz, Ny, pentruci pe N §i Ny, i cunoastem
din ecuatiile precedente, . b

Asa dar, am gisit eforturile §i in toate diagonalele.

Daci scriem echilibrul nodurilor 9, 6, 7, etc., gisim si efortur_ilc din barele
“orizontale 5—6, 6—7, etc. | ]

In acest mod-am gasit eforturile din toate barele grinzii cu zibrele,

Din aceste doud exemple se vede ci modul de asezare al diagonalelor
influenfeazd distribugia eforturilor in toate barele grinzii cu zdbrele.

'C) Reazimile grinzilor cu zibrele.

Echilibrul grinzilor cu zibrele se asigurd in genere prin reazime
simple si articulaiii, cari se aplici diferitelor noduri.

Se stie cit in plan o articulatic are dous necunoscute, un reazim
simplu una singura. : . '

Dacé notim cu a numirul articulafiilor si cu s acela al reazimilor
simple, atunei in plan aceste reazime vor avea 2 @ + s necunoscute,

In spajiu vor avea 3 a@ + s necunoscute. '

La grinzile cu ziibrele am gisit eforturile din bare scriind echllibrul
ficcirui nod in parte si am vizut cum din acele ecuatiuni rezulta
si reacjiunile. N

Dac@ n este numirul nodurilor, m numirul barelor grinzii cu
zibrele, @ numarul articulatiilor si s numarul reazimilor simple cari
asigurd echilibrul grinzii cu zdbrele, atunci in pl

an numirul necu-
noscutelor trebue si satisfaci relatia

(1) m+2a+s=32n
iar in spaliu

(AR 5 m-+3a-+s=3n
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Daci pentru o grinda pland avem m = 2n — 3, atunci rezulta:
2a +s=3. ]

 Prin urmare, o articulafie si un reazim simplu asiguré echilibrul
grinzil.

'Relagia (1) este satisfacutd si atunci cind de exemplu mai adiugim
un reazim simplu, insd micsorim numirul barelor cu una,

Acelasi lucru si in’ spatiu. .

Se va avea griji ca bara care se suprlmd sd nu permitdi defor-
marea sistemului. .

Echilibrul oricarei grinzi cu zibrele va {i asmurat §1 vom putea
" determina valoarea reactiunilor si eforturile din bare, ori de cate ori
sunt satisfacute relafiile (1) de mai sus.



IX. REZISTENTE.

A) Rezistente. in spatiu.
1. Generalititi si definitii. _

Un corp gasindu-se in-echilibru sub ac{iunea forfelor exterioarc,
va trebui ca si fiecare pirticicd din el si fie de asemenca in echi-
libru sub actiunea fortelor ce lucreazid asupra ei.

Daci, din interiorul corpului, separim un element de volmn 1V
marginit de o suprafaii £, acesta va trebui de asemenca S'Zl
satisfacd ecuatiilé de echilibru.

Si vedem forfele cari lucreazi asupra lui. Mai intdiu vom avea
greutatea sau atraéfiunea ce exercitd asupra lui
restul corpurilor inconjurdtoare, sau forfele ce
rezultd din accelerafiile la cari este supus. In al
doilea rind vin reacfiunile ce le exerciti corpul
asupra suprafefii acestei particele de volum, reac-
tiuni egale cu actiunile ce le exercitd acest element o
de volum asupra corpului din care a fost detasat. Figura 172
Acestea sunt evident forte. .

- Daca consideram un clement de suprafati d9 (fig. l/"), si daca
asupra ei se exerciti o for{i dF, atunci limita raportului:
b dF/dQ2 =7
_ poartd -numele de rezistenfd. !
Rezistenta R va avea o valoare numericd, care, din definifia ce
1 s’a dalt, se vede c& se masoard in for{d/suprafati. In mod curent
noi o exprimam in kg/em? kg/mm?, sau t/m?*).. .

*) In sistemul m, ¢, s (metry, tond, secundi) unitatea de for{d este stenul =

102 kg greutate, adici for{a care di unei mase de 1 toni o acceleratie de 1 m/

sec’. Unitatea de rezistentd se misoard in sten/cm? = piez. Rezulta deci: 1,02

-kg/mm? = 1 piez sau 1 kg/mm?* = 0,981 picz. Accasti unitate estc putin
intrebuintata. ' ‘
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Rezistenfa R va avea st o direcfiune care va /i aceca a lui dF.

In definitia Iui R intra si elementul de suprafatd, care pe linga
mirime are $i o dirccliune, care este fixati prin direcfiunca », a
normalei la elementul de suprafaya. ;

Se va considera » positiv, ori de cAte ori este dirijat din
interiorul corpului spre exteriorul lui.

Rezistenta R are in genere o directiune oarccare. O putem deci
descompune, in planul determinat de ea si normala la suprafata,
in doud componente: una dupi normala v la suprafaja d 9 i alta

dupd tangenta 0l aceasl@ suprafafd st cuprinsi in planul deter-

minat de R si 7. :
- Componenta dupi normald poarti nunicle de resistenfi normald,
iar cea dupi tangenti, rezislen{d tangentiald. _
Prima se¢ mai numeste rezistenia la tensiune sau compresiune,

si valoarea ei se noteazi cu O, A doua se numeste si rezistenti la

tdiere sau forfecare §i valoarea ci se noteazi cu G.
Asa dar: : -
(2) RX=Ry , B3=R0O

Vom avea evident:

RN =% —=Ry.» . 8=80=7X0.0
T+BT =R sau Xy +30 =R

2. Ecuatiile de echilibru.
Elementul de volum V trebue si se giseasca in echilibru sub
acliunea urmitoarelor forge: i
_ 1% Grewtatea G, a clementului de volum, care este cgali cuy V,
7 fiind greutatea specifici a materialului din care este facut corpul.
2°. Daca elementul de volum este in miscare, el mai este supus

la forfa m do/dt in care m si ¢ sunt masa si iufeala elementului
de volum. ' ‘

3°. Forfele cari rezulic din rezistenjele R, de pe toatd suprafata
elementului. de volum §1 care au valoarea: ‘
| F=[Rde
Pentru echilibru trebue sz a\.'cm: :
YV 4+ m dv /dt +F =0
a_'yV—}-m a—dvﬂ/dt—f—ﬁ=0 ‘

adica rczultan_ta St momentul, in raport cu un punct oarecare,
sa fie nule.
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In cazul cand acceleraiia este nula, avem:
»V+F=0 ay V+aF =06

Acestea sunt ecuatiile pe cari ni le di mecanica.

3. Valoarea rezistentei R dupi o directiune oarecare.

S& presupunem ci avem un element de volum de forma unui
tetraedru (fig. 173). Trei feic ale lui sunt ortogonale intre ele, cum ar
_fi planele de coordonate ale unui sistem de axe rectangular, iar
fata patra ABC un plan oarecare. Du‘cctla acestui plan (ABC)
este fixata prin directia normalei sale 7, valoarca suprafetii {iind Q.
Notam cu g, 7), I directiile axelor de coordonate z, Y, 3. Planul
0BC, normal pe axa o z, va avea =
directiunca — &, ciici directiunca '
lui este accea a ‘normalei sale ' 0
(totdeauna din interiorul spre
exteriorul corpului). |

Suprafata OBC va fx co'a]a-
‘cu proicclia suprafetii ABC pe
planul y 0 5 5i va avea valoarea 2
multiplicatd cu cosinul unghiului
cc fac intre ele- directiile norma-
lelor lor. _Cosinul acestui unghiu

este — £y =—q si deci valoarea suprafe;u este — EvQR=—40.
Pentru celelalte - suprafete, daci notim nr =10 Ty= =¢, .avem
— b2 si —c0.

Pe fa;a ABC avem o rezisten{i R, iar pe > fetele ce corespund
ducc;ulor &, 3, avem remsten;e]e Ry, Ry, §i R, ale ciror valori
si.directiuni sunt oarecari si cari in genere diferd de normalele la
suprafetele respective.

In aceste conditii, si scrim ci silma fortelor este nula, avem:

YVLRO—3, a—R,Db2—R.cQ =0

In tot ce urmeazii, vom presupune suprafata 2 infinit mica,
asa ca sd putem presupune oricind, ci rezisteniele de pe fetele
respective sunt uniform distribuite si cd rezultania lor se aplici
in centrul de greutate al suprafetei. ‘ ,

Daca fmpirfim cu 2 si observim ¢ V/Q2 =1/3, in care. h
este inilfimea tetraedrului coboritd din O pe planul ABC, si daca



238

facem elementul de volum infinit mic, dect &= 0, atunci ecuafia
precedentidt se reduce la

(3) R=aR.+bR,+cX

Cand diam diferite tneliniri planului ABC, R,, i,, si R; rdméan
constante, ceea ce variazi este numai direcliunca normalei v. Asa-
dar, R este o funcfiune liniard de cosinurile directoare ale normalei
la faja ABC. ’ '

S& aplicam aceluiasi element de volum ccuatia momentelor.

Ludm momentele tuturor forfelor*in raport cu 0,, centrul de
greutate al fetei ABC. )

Forta R 2 va da evident un moment nul. Momentul greutifii
clementului de volum va fi egal cu hy ¥ V, in care Iy este distanta,
ca mdirime si directiune, dela centrul de greutate al tetraedruluj
pana la 0,. Momentul foriei ce corespunde rezistenfei de pe fapa
"OBC va fi —aQ.ER, dz/3. Insa af2dz/3 =V, volumul
tetraedrului st deci momentul este egal cu S LRI

Daci facem acelasi rationament si pentru celelalte fefe, facem
suma, impér{im cu £ si trecem la limitd considerand elementul
de volum infinit mic, cipatam: '

Ecuatiile (3) i (4) ne arati ci rezistenfa R, in un punct oarecare
din interiorul corpului, depinde de rezistenfele R,, R, si R, deci
de 9 elemente. Ecuatia (4) ne aratd ca intre ele existd 3 relatiunt
si deci R este complet determinat cind cunoagtem 6 . clemente.

Din ecuatia (4) mai scoatem o concluzie foarte importanti.

O multiplicdim vectorial cu » §t cipitim:
B R=aRe+ bR, +cR=FIR, +5.5 K, + TR,

Pentru o alta directiune 7, vom avea:

(5%) ' Ry =&n R+ R, +C.v R,

Daci multiplicam (5) scalar cu v, se observi, numaidecat, ci
avems:
© | L R =Ry,

-Cu alte euvinte: protecfia rezistenfei R, ce corespunde planului v,
pe dzref;za vy, este egald cu proiecfia rezistenfii R, ce corespunde pla-

nulut vy, pe direcjia ».
Directiile pentru cari avem Rvy = R, »

=0 poartd numele de
directiunt conjugate.
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In special s presupunem ci avem o dircc;iune v, clireia i
corespunde rezistenja R si du‘ectlunea infinit vecini » sl dv, cireia
ii" corespunde rezistenta R+ 4R

In virtutea relatiei (6) avem:

R @Hdy)=(R+dR) >
care ne di:

(7) - Rdv =vdR

4. Componentele rezistentei .-

Vom determina aceste componente asa ca ecuatia (4) sa fie
satisfacutd, deci vom determina cele 6.componente ale Iui R.

Pentru aceasta descompunem rezistenta i, in trei. componente
paralele cu cele trei axe de coordonate (fig. 174).

- Componenta paralelé cu aza Oz si deci normali pe planul OBC
0 notdm cu I, iar cele douir componente contmute in acest plan
st normale pe azele Oy 510z, le notam respectiv cu G, 5i .. Daca facem
acelagi lucru si cu R, si R. avem: :

_ﬁ.r:z; T;7-~:+EG!/
(8) R, =Kok T By - EL G
. ﬁ:. =Z- 9:_{"2 Gy_}'-;} ‘G-t

Rezistenta normala 9,
sc defineste ca positiva,
ori de cite ori este diri-
jatd din interiorul corpu-
lui spre exterior, cu alte

g

cuvinte, cind este diri- .
jatd dupd sensul positiv ?
.al normalei la suprafai. %
In acest caz poarta nu-
mele de rezistenti la

o o nd

tenstune.  In caz con- . o .
trar, rezistenfd la compre- Figura 174
‘stune. J

In mod general, vom avea in primul caz 90 iar in‘al doilea — 9%r.
Din aceasté definitie, rezulta ci semnul lui 9C este absolut inde-
pendent de sistemul de axe la care am reperat elementul de volum
si fefele lui si independent de orientarea fefii pe care se aplica.
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Din definifia de mai sus pentru 9 si din ccuatiile (8), rezulta
si sensul positiv al rezistentelor . Daci % positiv este dirijat ciitre
directiunea negativi a axei cu care este paraleld, atunci §i G este
positiv, cind este dirijat citre dircciiunca negativii a axei cu care
este paraleld. In adevir, dacd prima ecuatie din (8) o multiplicim
cu — 1, avem: A ;

— R, =—%90,—75.—3,
cu alte cuvinte, daca -+ 9 este dirijat catre — atunct 51 + G st
+ G, sunt dirijate respectiv citre —7 si ==y

Dupi modul cum s’au ficut notatiile, sc vede ci s’a notat cu
G, rezistenfa tangentiala din planul OBC, normali pe axa Oz si
tot cu G;, rezistenia tangentiald din planul OCA, normala pe aceiasi
axit Oz. S'au notat cu aceeasi literd pentrucii sunt egale.

Acclasi lucru este si cu G, din fata OCA si OBA si cu G, din
fetele OAB si OBC. 3 L, ! .

Aceasta se poate aritta fie efectuind produsele vectoriale aratate
de ccuatia (4), fie luind momentul tuturor fortelor in raport cu
cdte o axdi, paraleld cu cele trei axe de coordonate, trecind prin
centrul de greutate al fetei ABC. '

In adevir, Inaind momentul in raport cu o axi paraleld cu Oz,
vom avea: '

1°. Momentul fortei ce rezulti din rezistenfa R este nul, pentruci
intdlneste axa. 4

2°. Momentul fortclor ce rezulta din rezistentele G, vor fi:

T (3: aRd2/3 —5,02dy/3) =T (5.—3.) V.
3°. Momentul greutitii tetraedrului va fi
gV

4°. Momentul forfelor ce rezulti din rezist(;:nte]e ) 5ty si 9T,
sunt nule pentrucd intilnesc axa de momente. '
5. Momentele fortelor ce rezulti din rezisteniele G, st G, sunt
nule pentruci forfele sunt paralele cu axa. L '
Suma momentelor este:

C(8:—B)+-7h =0

Facand elementul de volum infinit_mic, avem f, = 0, si deci

o~ ~

5]

Aceastid proprietate poartd numele de dualitatea rezistenfelor G
§1 se exprima astfel: :
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Dacd intr'un plan oarecare existi o rezisten|d tangentiali G, atunce
intr’un plan normal pe precedentul va exista o rezistenfd tangentiali
G, egald cu precedenta i simetric dispusi fayi de muchia comundé
‘a celor doui planuri.

Prin urmare, rezistenia R se poate exprima in functiune de Ry,
R, si R, intre cari existd relatia (4), sau numai in functiune de
sase elemente: -9C;, ¢, K., T, G,, si G, relatia (4) fiind satisfacuta
in acest caz. k

Componentele lui R, dupi cele trei axe de coordonate, le notam
cu Rg Ry g1 Rz Vom avea evident
' =ERs+ Ry + TR
in care:

Re=ER ,- Ry=nR , Re=C(R

Daca in aceste rcla';ii punem valorile din (3) §i apoi cele din (8),
avem:’ : :
Re=a¥;+b5.+¢3,
(9) Ry =0, +¢8,+ab;

Re=cN.+aB, L1073,

Aceasld ecuatie se poate deduce si proiectind dupi cele irei
axe fortele ce actioneazi asupra elementului de volum.

5. Variatia rezistentelor 9.

a) Rezistentfe si directiuni principale.

Din ecuatiile (2) 5. (3) rezultd imediat: \
(1) H=Ev.y R, +qr v R, +- v R

~Se observd mai intiu ci pentru valori finite ale lut R,..., avem
valori finite pentru 9, cict cosinurile dircctoare variazi intre -—1
st +1. Din expresia de mai sus, mai rezultid cd 9 pistreazd acecasi

valoare pentru —+ » si —».
Daca plecam dela direcfiunea + v si trecem prin toate diréctiu-
nile, pdnd ajungem la —», 9 fiind f1mt va trece prin unul sau

mai multe maxime §i minime, pentruci revine la valoarca inifiala.

Si presupunem cd ludm ca direcjiune de plecare dlrcctlunca
ce corespunde unui maxim. Facidnd acelagi rationament ca mai sus
se vede ci 9T trece cel pu;in printr’un minim.

16, 193%, Gh. Em. Itllprscy’ \ cpﬁ:ih;ub;n mlor si Rezlstenta materialelor.
( 1 MA )
1 of,,w HHAITR )

}
B 1 LB ”
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Daca, dupid diferitele directiuni », purtdm pe raza vectoare ¥,
valorile lui 9, extremitatile lor. vor fi pe o suprafatd inchisa, care -
Vva avea un centru de simetrie §i care va avea raze vectoare maxime
s’ minime.

Sd gasim valorile maxime §i minime ale lui st direcjiunile dupi
cart au loc. : : - ;

I va fi maxim sau minim pentru valoarea lui » care face dIC=0.

Din ccuatiile (2) si (7), deducem:

AN =2Rdy

Se stie cd d» este cuprins in intregime in planul normal pe 7
si are ca valoare numerica unghiul d ¢, dintre directiunca » si v-d 7.
Sa notam cu 0 acel vector, vom avea deci dv = 0do, si deci

di/2de = RO

In planul normal pe » este si direcjiunca 0, din planul determinat
de R i 7, pentru care avem relatia (2), adica R 0 = G,

Deci: :
(11) ’ di/2 dg =RO0 =3

Asa dar, derivata lui 9T in raport cu unghiul 2 ¢ este egald cu G.
Deci maximile si minimile au loc atunci cand

di/2do =T =0

‘adicit pentru directiunile pentru cari G = 0, Pentru acele directiuni
R si 9T sunt paralele, adici coineid. '

Directiunile, pentru cari avem 9C maximum sau minimum,
poartd numele dé direcfiuni principale, iar valorile lu;j X ce cores-
‘pund acelor directiuni, -poarti numele de rezistenfe principale.

Sa presupunem ci, prin un mijloc oarccare, am gasit o direc-
tiune principald 1, si vom vedea mai in urmi cum o gisim.

Sa considerim planul normal acestei directiuni si in acest plan
o direcjiune oarecare 7, cireia ii corespunde o rezisten{a St

In virtutea relatiei (6) avem:.

Ryve =Ryv; =0
pentrucd Ry v, = 0 si deci R, este cuprins in intregime tn planul
normal pe »;. In acest plan vom gisi o directiune principala », 1
o rezisten{d principald 9%, asa cum s’a ardtat maj sus,

S:Lconsxderum ¥3, perpendicular pe v, s1 vy, si rezistenta respec-
llVfl }13-
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Avem, tot in virtutea relatici (6)

Rivg = Ryv =0 9 Ry vy = Ry, =0,
st deci: ~
Ryry =R vy =0,

Prin urmare, R, este normal pe 7, si Va ;1 dll‘l]at dupa Vg.
Asadar, avem trei direcfiuni principale vy, v, §i vy normale intre
ele, cdrora le corespund tret resistenfe principale 9%, 9, ;. Rezisten-

tele G in aceste plane sunt nule.
Dacii luim ca axe de coordonate axele principale, atunci avem:

vyy=a . vr,=0b |, wvry=c

si ecuattile (3), (8), (9) si (10) se transformi in:.

(12) R =av, 9+ b.va 90+ cvy Wy

(13) Re =190 &, B =0t B SR 5,9,
(14) Re=a % ; Ry=0%K, , R=c9%q
15 N = a? K, + 12K, + 29,

s1 dacd ridicam (12) la patrat, mai gasim:
(16) R = a® K2 4 D292 4 o 92

b) Elipsoidul rezistentelor.

Daca ridicam ecuatiile (14) la patrat si dacd finem cont ci
(17) a?+ i+ ct=1
avem:

RE/9 4 R /93 + R R

Prin urmare, extremititile rezistentelor R, pentru orice direc-
tiune, se gisesc pe un elipsoid ale carui axe principale sunt chiar
directiunile principale. '

¢) Determinarea rezistenfelor principale.

Daci intr’un plan avem o rezistenti princip'l]z'l, atunci ea coin-
cide cu normala la acel plan i componentele el dupd cele trei axe

vor fi:
Re = a% 4 Ui = b9t R | Ig =i

16*
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Punand aceste valori in ccuatiile (9), avem:

a(RW— N) + b G, + ¢, =0
a®. + %, —N) +¢3, ' =0
ad, + b3, + (3 —KN) =0

Daci eliminim «, b si ¢ intre aceste ecuatii gisim ecuajia de
gradul al treilea in 9C: / '

(SEr=0r) N ] ,
GEN(o0, TG
5, 5 (W—X)
Daci se desvolti acest determinant si dac se noteazi:
’ 2 95k =9
(19) (=R +5,2) =g
Ny N+ 28,5, 6. — 3 (KN, B,2) =3

glisim:
(20) — I p I+ 2K 43 =0,

ale cérei ridacini sunt cele trei rezisten{e principale 9¢,, ey s
Cantititile p, ¢, r sunt invariante si deci avem si:

S =p, TR, =¢ s 9K, =

)

d) Determinarea directiilor principale.

Vom presupune directiile principale v, 7, 7; cunoscute sl vom
ciuta directia &, a axei oz, asa fel ca in planul cc-i corespunde si
avem tocmai R, acel dat. Prin urmare, vom avea de aflat cosi-
nurile directoare ale axei oz cu directiile 7, 7, $i ¥g, cari pentru
prescurlarea scrisului, le vom nota dupd tabloul urmitor:

E |2

vy a aq g

s b, by | by

In acest caz ccuatiile (17), (15) si (16) se transformy in:
(U S o 2 @ =1l

ai ¢ + bf'f)te + e} N =9,
‘a';' i} -0 AaNZ + CLRIEH= Rz
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Avem trei ccuafii cu trei necunoscute a?, b? si c2.
Numitorul necunoscutelor este:
(| S|
Xy Ry, Ry |=(9 — I,) (I, — ) (9, — 9K,
RGO 2
iar numiritorul necunoscutei a?,, de ex. este:
I 1 P : .
W Ay Ny |=(To— ) [9, (T + Kg) — T, 9y — R,9]
Rz 2 92 ' ] :
Asa c& vom avea:
(21) @3 =[Ra®— 9 (I + 9,) + I, 9] /(9 — ,) (K, — ¢,
Analog gasim pe b? si c?.
Pe ace1a§1 cale gisim:
(21) = [Ry — 9, (9, + ) + 9o Ky]/(9, — ) (5T, — 9,)
‘ = [R? — 9 (95, + 95) + 9, I, /(9 — 9T,) (I, — 9K,)

Cu accste -valori putem fixa pozifia axei prmc1p*\le 7, fatd de
cele trei axe &, 7, . Facem apoi acelasi lucru cu 72 §1 vy, afland cele
9 valori cari ne intereseazi.

6. Variatia rezistentelor .

Am vazut ci aceste rezistenfe sunt nule, dupa directia axelor
principale, iar dupd o direc{iune oarecare au valoarca dati de
ecuatia (2). L
‘ G6=R0 sau & = R*— 9

Deci rezulta din ecuatiile (15), (16) si (17) cii B2 este functie de
a®, b2 si ¢, func;ne finitd cu maxime $i minime. Si. studiem varm';m
Jui s, Ea va fi maxima cind d&/da® = 0, deci: '

dR?/da*— 29 dI/da® —k =0,
in care k este un coeficient ncdetermmat, pentruci avem ecuatia
de legitura (17).
Din ecuatiile (16) st (lo) deducem
dR?/da* = 93, AR = i
Procedind la fel si cu b §i ¢ gisim:
N2 — 2R Ry =k
(22) I e A RIERIE = 13
92— 29N 9 = k.
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Sciizand intre ele aceste ecuatii, avem:
(23) =1 (9, +9,) , K=y (K, + Hg) , K=} (9, + 97,)

Prin urmare, maximile sau minimile lui @ au loc pentru acele
directiuni, pentru cari sunt satisficute relatiile (23).

a) Valorile maxime si minime ale rezistentii 3.

Daca multiplicim pe rand ecuatiile (22) cu a?, 82, ¢2 5i le adunzim,
avem: B '
e O N S NG 2F == 2

Introducénd valoarea lui & in (22), obfinem:
8= (4 —9%) , T= & (W, —K) , T= + (X, — %
In cari introducand valorile din (23), avem:
(24) ‘6},::}:-& (9, —9%,) , Gy =141 (9,—K,) , Gy=+44 (9, —9C,).

Acestea sunt valorile maxime si minime ale rezistenielor .

b) Directiile dup# cari a\}em G maximum si minimum.
N’avem decdt si punem in_ ecuatia A(if)) valoarea lui 9C:
(@* — 1) 9 + (12— 1) T, + ¢2 Wy, =0 :
relatie care este sa'tisfﬁcutii, 3%y, N, si K, fiind oarecari, pentru;
a=+11/2; b =4 1 l/i, c=0

* Acestea insd sunt cosinurile dircctoare ale planelor bisectoare,
corespunzéind rezistentelor principale 9, si 9,. Prin urmare, resis-
lenfele tangenfiale sunt maxime in planele bisectoare planclor prin-
cipale §i au valorile date de ecuafiile (24).

7. Diagrama variatiei rezistenfelor 9T si G,

Am vizut ¢i valorile lui R variazi ca razele vectoare duse din
centru la un punct al suprafetii elipsoidului rezistenjelor.

Se poate da insd o diagrami pland, care s reprezinte variafia
lut R, 9 si @,

Din ecuatia (21):

a} = [R—9 (9, + 9;) + 9, 9] /(9X, — 9, (9T, — 9,)
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se vede, ci daca ne ocupim de planul care confine axa principala »,,
atunci v, =a; =0 §i cum R* =I* 4 B2 vom avea:

9T — 9T (I, 4 ) + B2+ K, Ky =0

Oricare ar fi orientarea acestui plan care contine pe 7, variajia
rezistentelor 9 si G este dati de un cere, al ciirui centru 0; se giiseste
" pe axa 0, la distanta & (90, 4 93) i de razi § (I — ) (fig. 175).

Abscisa unui punct de’ pe :
cerc este 9, ordonata G, iar
distanta dela punct la origine R.

Dacé ‘presupunem ci luim
planul care confine axa 7,, vom
gisi alt cere, in aceleasi con-
ditii, cu centrul in O,. Acelasi

* lucru pentru ;3, pentru care Figura 175
gasim _centrul Os.

Orice punct de pe aceste cercuri ne di- 9T §i § pentru orice plan
care contine o axd principald. '

Sa. presupunem ca luiim un plan care face un unghiu. constant

o

cu axa ¥y, rotindu-se in jurul acestei axe. Din ecuatia (21) deducem:
e — 9T (I, + 9C5) + B2 = K, Ky — a? (W, — 9) (Ky— %K) =0

Legitura intre 9 §1 G este tot un cerc, de centru tot in Oy, insi

de razi:
(25) r: = a3 (95 — )% —90,) + + (9 — 9,)?

O directiune oarecare &, se fixeaza in spafiu prin cosinusurile
directoare, cu cele trel axe principale (a, b, ¢).

Formulele (21) ne dau pentru fiecare din acestea, cite un cere
‘de razd 7y, ra, T | : :

Se demonstreaza ci aceste trei cercuri se intélnesc intr’un punct
din regiunea hagurata a fig. 175.

Prin urmare, orice punct din aceasti regiune ne di o stare po-
sibild de rezistenfe. Fiecdrui punct ii corespund trei raze, (ry, ry, r3,)
si dect o directiune (a, b, ¢). Din aceasta figurd se vede ci, dacd
Ry > R, > N, atuncl cea mal mare rezistentd tangentiald cores-
punde planului bisector ce contine axa 1, ceea ce de altfel rezulta
si din formulele (23). Acest cerc poarti numele de cerc-principal.

Aceastd reprezentare grafica se . datoreste lui Mohr.
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8. Cazuri particulare.

@) S& presupunem ci, in interiorul unuj corp, rezistenfele tan-
gentiale sunt nule peste tot, adica pentru orice direcfie. Acesta
ar fi cazul lichidelor perfecte in repaos, cind se stie ci nu existi
frecare intre diferitele elemente ale lor, In acest caz, orice directiune
este o direcfiune principala si din diagrami se vede cii rezistenta
este acceagi dupd orice directiune, iar cele trej cercuri se reduc la
un punct. Prin urmare, cazul lichidelor perfecte nu este decat un
caz particular al presiunilor din interiorul unui solid oarecare.

b) Sa presupunem ci in interiorul unui corp avem o tensiune x,
st dupi o dircctiune normali pe prima, avem o . compresiune
I, =9, iar dupa o directiune normali pe precedentele 97, = 0,
Daci se construeste diagrama in acest caz, se vede ¢t R este con-
stant dupi orice directiunc cuprins in planul 7, va.si ¢ii in planele
bisectoare & = 4 97, -

B) Rezistente in pian.

Cazul curent din"practici este acelain care 3, = 0, 5, = 0,6, =0,
Observam ci rezistengele 97,, 9, si G. sunt complanare,
Acest caz se poate studia ficind in formulele stabilite pana aci

Xy 3(: =3 G!, = G_t =107
0 & Se poate studia si direct ca in
(=2 cazul precedent, insi in loc de
Ll a lua tun deloment de volum tn
forma de tetraedru, se ia unul in
(] forma de prizmi,triunghiulgra, a
9 .cdrut indl{ime misurati pe nor-
mald la baza este b, arbitrara,

Figura 176 . care sc poate lua egald cu uni-
tatea (fig. 176).
De pe figura se vede imediat c& avem:

(26) R = (X, + b3,) £+ (09, + aB:) o

Dacii se ia momentul tuturor fortelor in raport cu 0,, centrul
de greutate al fetei AB, se constatd numaidecat ca G; din fata AO
este egal cu G din fata BO si deci avem exact rezultatul gisit la
cazul rezistenfelor din spatiu.
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1. Variatia rezistentelor 9 si ©.
Am avut ccuafia (2)
X=Rv
Dacd multiplicim (26) scalar cu », avem:
.f)t—azf)( -|—b €KX, +‘)a

! .?‘

S& notam cu ‘¢ unghiul facut de » cu & Avem:
Ev=a=cosp ; nv=0>b=sino
s1 tindnd seama ci avem:- s
cos?o = (1 + cos2¢) , sin?p =L(1l —cos2¢)
ciipitim: B . m. ‘
(27) N = LA, 4- ,) + LT, — K,) cos2¢ + G sin2¢
Si multiplicim aceeasi ecuatie (20) vectorial cu v, avems:

Ry = (a%e+bG:) Ev + (bK, +aB) nv

Ry=—=37C -E_;=Esingp=fb 3, 17v=—L‘cosg.o=—Ca:

(28) T =—1 (W —9,) sin2¢ + G. cos2o

Din (27) st (28) se vede numaidecit, ci: "df)C/de -—G s cil
N este maxim sau minim, pentru directiile pentru care T = 0. Din
(28) deducem '
(29) 1820, =2G_/(Wz — I,).

Prin urmare, am gisit directiille axelor principale.
Daca introducem aceastd valoare in ecuatia (27) gasim valorile
rezistenfelor principale:

(30) i = 4 (Ko o+ 9,) £ 3 /a9, F 452

\Ia\umle Iui & au loc pentru dG/ngp 0. Derivand ecuatfia
(28) avem:
@y /120 = —28. /(I —K,)

Comparind aceasti valoare cu aceea datéd de ecuatia (29), vedem
ca ele diferd cu /2, dcc1 unghiurile ¢, si ¢; diferd intre ele cu
"7/4, lar maximile §i minimile lui & au loc in planele blsectmre
planelor principale.
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Daci se introduce valoarea lui tg2 ¢, in (28) '5i daca se tine
cont de (30), giisim:
6= 4 L (9, — i)

2 Dizigrama variatiei rezistentelor 9 sj 3. Cercul Iui Mohr.

Sd presupunem ci am gasit direcfiunile principale §1 cd scrim
expresia rezistengelor 9 §i G in raport cu aceste axe.
Ecuatiile (27) si (28) se transformd in:

7)) T= (9 + 90) + 49, — 9,) cos2 g
(28') 6= — 1(R, — 9T,) sin2 ©

Daca se-ridica la patrat si se aduni avem:
(32) [9C — 4(9%, + 9)J? + 2= £, — 9,)2

Ecuatia de legatura intré 9t st G

;6 este un cerc de razi F(90L—90,) si

ri al cdrui centru se giseste pe axa

. " <;? x  absciselor O, la distanta (94, +90,)
% A (fig. 177). :

28 ~ Cu ajutorul cercului Iui  Mohr

Figura 177 gasim pe cale grafica si alte ele- .

1 . mente cari ne intereseazi.

S& presupunem ca cele dous directiuni principale ¥y §i 7, sunt
dreptele A, si A, de pe fig. 178 si 179. Ele sunt evident paralele
cu cele doud directiuni.

Dacii vrem si giisim
ICsi T dupa direetiuneca - 15‘
v (AB), care face un-
ghiul o cu %, ducem
dreapta AB, care tac
cercul in punctul B, o
Abscisa O si ordonata b
HB ne dau pe Ns5i 3,
dupi “aceasti direc-
{iune.

Suprafata’ pe care
s¢ exerciti aceste re-
zistente este. normala pe », deci paraleli cu DB, punctul D
gisindu-se pe diametrul AO,;D. '

Figura 178



Sa gasim pe epurd directia lui R, cici valoarea lui este OB.

Dacd am cunoaste directia »,, conjugatid lui », atunci stim ca
avem: .

Ryy= Ryv =0
deci R este normala

pe 7.

Avem insa:

R=RNr+3T0

5i 3{o= 9’(0;’0 i 30_00

Figura 179 °

dect ' 7
9 vy + B Ovg= 9y vy + Bo Ogr=10 . -

s1 inca:

Ovo/vve = — /G~ bgr/vvy = — K,/T,
D;: pe fig. 180 avem imediat ca:
| e = ke Sl
N/G =—KN,/T,

Asa dar, directiile » §i %, sunt conjugate,
cand unghiurile CO%, §5i BOX, sunt egale.
~ Se vede numai decat, ci punctele B si
C sunt pe coarda care trece prin punctul P,
polul originii axelor de coordonate O in

raport cu cercul lui Mohr.

\é A§a dar, am fixat direcfiunea Vo, CONjugata
\ : luiv. R va fi normal pe ve, dect va avea
Figura 180 _ directia CD,

C) Suprafete isostatice.

In'interiorul unui corp, in care se dezvoltd niste rezistente oare-
cari, st intr’un punct anumit, putem determina, aga cum s’a aritat,-
directiunile axelor principale §i valorile rezistenjelor respective.

1° Si presupunem cii pe axa principala »; consideram un punct
infinit vecin O, in care caut de asemenca directiunile axelor prin-
cipale. Noua axd principald », va diferi de aceea din punctul 0,
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considerat anterior. Dacii continuim asa, din aproape in aproape,
vom gisi in definitiv. o curbi la care axa principald », este mereu
tangenta. ‘ -

Daca din punctul initial O plecim in directiile 7, si 75, vom gisi
Incd douid curbe éq proprietifi ‘analoage, adici axele », si 75 sunt
mcreu tangente la ele.. Aceste curbe sunt ortogonale intre ele in
punctul O. ] '

Pentru orice punct din interiorul corpului, se pot construi céte
3 asemenea curbe. | :

2° Sa presupunem ci punctul infinit vecin il luim in planul
determinat de v, si ¥5. Inacest caz, noul plan determinat de ¥y si g
raméine mereu tangent la o suprafata.

Acelasi lucru putem spune si despre planele determinate de
;:_,cui—!lﬁ;scu;l.

Aceste suprafefe se bucura de proprietatea evidenti, ci in planul
lor nu existi rezistenta G, pentru
cd coincid cu directiile planelor
principale.

* Reteaua acestor suprafete im-
parte corpul in o serie de parale-

~ lipipede curbilinii, pe suprafetele
_ "7 cdrora nu se exerciti decat re-
Figura 181 . zisten{c normale 9.

3 . . Sa consideram un asemeneca
paralelipiped, ale carei laturi ‘trecand prin originea O a axelor de
coordonate au lungimea dsy, ds, 51 ds; (fig. 181).

Laturile opuse vor fi evident ds; + A.ds,, ete.

. 5a proie_gtiim toate forfele ce rezulta din rezistente, dupy
directiunca ¥, dupa care avem KXy siodsy. '

a) Pe fata care trece prin origine avem forfa 9,ds,ds,. Pe
fal;i opusi avem: 9, ds, ds; - d (9, dsy dsz). Suma lor dirijatd dupi
+ 2, va fi d(N, ds,ds;) adicii: '

Vod 9 /dsy 49, dsy Ads; + 9, dsy A ds,

in care V =ds, ds, ds;, este volumul paralelipipedului curbilinjy
infinit mic. ‘

Avem insi il Tk =5 Hsl' dsz/r:m si Ads, = ds, Adss/rm.

k)
Si deci: ) _ il
(9, /dsy + 9, /ryy + Ty /) V.
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In aceste expreslii Iy, este raza de curburi a arcului ds, i in pl'mu]
v1 ¥, iar Ty cste raza de curburd a arcului ds; in planul Vg V1.

b) Pe fata ds, dsz avem rezistenla 3¢, care ne da o forta I, ds; ds;,
iar pe fafa opusd avem I, ds, ds; + d (N, ds; ds;).

Aceste -forte proiectate in planul ds; ds, ne dau niste compo-
nente egale chiar cu ele, pentrucd unghiul fiind foarte mic, cosi-
 nusul lui este aproximativ egal cu 1.

Aceste componente dau o rezultanti dirijatd dupa —y, a
carei valoare este

— [y ds; dsg + 1d (Wy ds; dsg)] dsy/ry
pentruci unghiul lor este egal cu ‘dsz/rn‘. Dacii neglijaim, ca
infinit mic, termenul al doilea din parantezi, avem:
— X V/ry
¢) In mod analog gasim pe fata ds; ds,:
0 — 9, V/rsl ‘

d) Daca greutatea specxflca dupi du‘ec';la +v1 este y, atunci
- mai avem si forfa p; V.
$i ecuatia de proeclii pe #; conduce la:

(33) d, /ds; + (9, — ) /121 + (9t1 — ) /ra + 7 = 0
In mod analog avem: . |
dy/dsy + (Wp — Hg) /1 + (Mo — ) /112 + 72 =0
dy/dsy + (3 — 9)/r13 + (s — ) /rog + 75 =0
Suprafefele acestea cari impart corpul in o serie de paralelipipede
curbilinit, pe suprafaja cdrora nu se exercild decdt tenstunt saw com-
presiuni, poartd numele de suprafefele isostatice ale lui Lamé.
In cazul cind avem de-a-face cu rezistente in plan ecuatiile de
mai sus se reduc la
A% /dsy + (K — ) /4y =0
Ay /dsy + (T — Iy) /7y + AT 0

pentrucd tofi ccilal{i termeni sunt nuli.

(33)

(34)

D) Ecuatiile lui Cauchy.

Ecuatiile (33) si (34) sunt datorite lui Cauchy si le vom traduce
aci in coordonate carteziene. :
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Vom presupune ci ludm un paralelipiped de laturi dz, dy, dz.
pe fefele caruia, conform conventiilor de panid acum, vom avea
~rezistente I si T (fig. 182).

In fetele cuprinse in planele: de coordonate avem rezistentele
9 51 G, pe cand in fetele opuse, la distantele du, dy 51 dz, vom avea
aceleasi rezistente plus niste cresteri 99T si 33, -

Daci se iau momentele tuturor forfelor ce rezulti din rezis-
tenfe, se giseste. principiul - dualitatii rezistenielor .

Sa aplicim ecuatiile de proiectie dupi . axa Oz.

' 1°. Pe fata OBA,C
. - avem rezisten;a A, care
q 4~ _mne da o for{d dirijata
‘ dupi '—Z, a carei va-
loare este — Hodydz,
iar pe fata opusid avem,
8 : dirijata dupa + &, o forgi
(z 4 9N,) dy dz, a caror
rezultanti este 390, dy dz
) Al sau (990,/3z) dV in care
AT [ ey “ dV = dz dy d-. :
2°. Pe fata OAB,
Bxkots /oot avem, dupd axa Oz, o
- for{d — G dadz, iar pe
Xoz-02 1y fata opusa (5,+93.) dx dz
Figura 182 a cdror rezultanti este
' (8G:/3y) dV.

3°. In mod identic gisim ci, pe fetele OAC,B si DA,CB,,
avem o rezultantd (9G,/3z) dV. )

4°. Daca y, este-greutatea specificd dirijatd dupa Oz, vom avea
o fortd y.dV... B 4 ; g

5° Daci clementul de volum este in miscare §i animat de
1ufeala ¢, vom avea o forta dm.de,/dt in care dm este masa ele-
mentului de volum si anume (y/g) dV, si. deci forta rezultanta

este (y/g) dV.dv,/du.

Dacid facem proiectiile si dupa -celelalte axe obfinem urma-
toarele 3 ecuatii: '

| BWa/02 4 35, /3y 1+ 35, /22 + . - (/g) dos/di—0
(35) BRy/%y + 852/3z + 35./3 + y, + (y/g) do, /di—0
N[0z + 88, /ox + 85, /3y - 7+ (/g) do/dt=0

Gr

Gz

Tox*0Nx
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- Este evident c& atunci cind corpul este in repaus, ultimii ter-
meni sunt nuli. Acestia au o importan{d oarecare la corpurile cari
au miseiiri repezi §l se va ;me cont de ei.

De obicet se neGh]eaza si penultlmu termeni, din cauzi ci sunt

mici.

In adevar, pe fetele unui cub de otel cu muchia un cm, se
exerciti rezistente cam dé 1000 kg/cm?, ccea ce di forte de mirimea
a 1000 kg, pe cind greutatea unui cm® de otel este 7,85 grame. Asa
ca in mod curent se utilizeazi primii trei termeni.

In cazul rezistentelor in plan, ecua;ule de mait sus se reduc la

9/ 0x + 96, /0y =0
o, /oy + 95:/0x =0
considerand neglijabili ultimii ‘doi termeni.
In coordonate cilindrice, evident ca aceste ecuatii se prezmta
altfel si se pot stabili pe aceleasi consideratii ca cele expuse mal sus.

Ecuatiile suprafetelor lsostatu,e se pot deduce si dm aceste
ecua;n s

Aplicatia Nr. 45, Se di un punct st dupd trei dlrccgu ortogonale Oz, OJ st
Oz avem:
9tz = 700 lw‘/cm2 RNy = 500 kgfem?; 9(.-, = =50

Gy =300, ’» Gy =—100 » | Tz= 200
Si se giiseascii rezistentele principale si si se figurezé pe diagram:{ lui Mol)rv
pozitia punctelor ce reprezintd directiile Oz, Oy si Os.
Avem din cc. (19):
p= X Rz = 700 + 500 — 400 = 8.10°
— = 2 (Fy Kz — Bz = 700 x 500 — 500.400
— 400 x 700 — 300 — 100% — 200% = — 27.10* - - - .
1 = 9z Ky 9z + 25z By Bz — = e Bst
= —700.500.400 — 2.300.100.200
— 700.300% — 500.100* + 400.20.02 = — 204.10°

Ecuatia (20) de gradul ai- treilea, este:
~— 913 + 8.10% 9% + 27.10% 9 — 204.10° = 0
care rezolvatdi prin fncerciri ne da:
9, =829 , 9, =482 , 9= —511 kg/em?

radicini aflate cu o eroare <<+ 0,5.
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Pentru control avem:
29t = 800
29, 9, = — 270343
Ay N9y = — 204 184358
Diferenta se explica prin faptul ci ridicinile sunt aproximative,
Fig. 183 rcpreymta diagrama lui
\[ohr §i pe ea s'au fixat punctele ce

rcplezmm directiile axelor datc prin
coordonatelu Ior.

=

Apllcatla Nr. 46. Sc dii un punct
in care avem:
/ i Mz = Ny = 9=z = 0, Gz = 300,
7 <& 500 Gy = —100, T:'= 200 kg/cm? -
Figura 183 " Sa se gdseascii valorile rezisten-
telor principale.
Avem: p=0, g*= 4 14.10¢ , ;% — —12.10% cari ne dau:
— 90 + 14.10%.9¢ — 12,108 — 0
Ale cirei mdacml sunt: _ f
Ty =320, 90, =91, %X, =—411 kg/em? &
Fig. 184 arati reprezentarca graficd »
respectivi.

Aplicatia Nr. 47. Se da:

:)tx = gty =‘9Z; = 0; t;_t = Gy = G: = G,

g G0 O
Figura 184

Se cer valorile rezisten{elor principale.
Avem: p=0; > = + 333 8= 4 93
— X+ 3B 233 =0

Ale carei radiicini sunt:

[ . 2@
‘ - Figura 185 : Figura 186

Varianta. Acelasi caz ‘insa By = Gy =73, &
Avem: % —3 32 g + 2383 =
care ne di:

‘w- - 3 - - _ . .-
Fig. 185 ¢i 186 ne arata reprezentirile grafice respective,



X. IMPINGEREA PAMANTULUL

Adeseori avem ocazia si facem misciri de pimint §i suntem
obligati a-i da anumite forme. ‘

Daca ‘incercim .s& facem o movila din pimént firamitat,
vedem c& el nu ia forma pe care o voim noi, ci se aseazii sub un
unghiu anumit fatd de orizontala. .

Acest unghiu poartd numele de unghiul taluzului natural pe
care-l notam cu .

Experienta aratd ci acest unghiu diferd dela pamant la pamant.
unul este pentru petris, altul pentru argild, altul pentru nisip, etc.

"Mai mult incd, acest unghiu depinde si de starea de umiditate
a pamantului si in genere cu cit un paméant este mai
umed, cu atat unghiul taluzului natural este mai mic.

In constructiuni suntem obligati de foarte multe
ori si dam pamantului o inclinare alta decit aceea
a taluzului natural §i va trebui s& sprijinim pi-
méntul intr’'un mod oarecare. Aceastd sprijinire se
face cu ajutorul unor ziduri de piatrd, beton sau
ciiramida, cari poartd numele de ziduri.de sprijinire " Figura 187
(fig. 187). Pentru a le putea calcula, va trebui sa -
gasim forfa cu care pamantul impinge asupra zidului. Aceast#
forta depinde de natura piméantului. Prin urmare, ne vom interesa
mai Intdiu si §tim cu ce pamant avem de-a-face, pentrucid natura
lui diferind foarte mult, difera §i valoarea impingerilor. Orice
pamant va fi caracterizat, in cele ce urmeazi, prin taluzul lui.
natural y st prin greutalea sa specificd y.

Pentru calculul fortii cu care piméntul impinge asupra zidului
avem la indemin# mai multe teorii. In toate se presupune c¢i masivul
de pamant este format din particule, cari n’au nicio coeziune intre ele.

17. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezisten{a materialelor,
AY
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A) Teoria lui Rankine.

In interiorul pamantului se dezvoltd niste rezistenje 9T si B,
cari diferd dela punct la punct si dupa directia care se considerd. -
Masivul de pamént este in echilibru atita timp cit o migcare in
interiorul lui nu este posibild. S& presupunem c#, intr'un punct
oarccare si dupi o direcfic oarecare in interiorul pimantului, avem
rezistengele N 5i G. O migcare este posibild numai atunci cind dupa
directia lui G, este posibila o lunecare. Daca coeficientul de frecare
intre diferitele particule este g, atunci lunecarea este posibild
numai cand &;>> u90 Ori: coeficientul de frecare -cel.mai mare este
i =tgy. Asa dar, la limitd, o lunecare in interiorul masivului
de paméant .este posibila. cand :

(1) ; G =gy
Aceasla este relajia: fundamentala ‘care serveste la determinarea
} ¥ impingerii pamantuluL §L este ‘datoritd lut
Coulomb : ,

In aceastd stare a'rezisten;elo‘r, lune-
carca producidndu-se, masivul ce lunecad va
‘impinge asupra zidului cu o for{d oarecare.
In' aceste condx;n, sd determmam forta. de
impingere. 7, :

S&  presupunem ' cid avem un masiv in-
definit, mirginit la - exterior ‘cu un "plan
“care face cu -orizontala unghiul ¢ (fig. 188).

~ Figura 188 ~* 84 ‘presupunem cd:in-interiorul’ piméan-

tului considerdm un ‘element: de volum- pa-
ralelipipedic, mirginit cu’ 4 ‘plane verticalé si 2 paralele  cu
suprafaja paméantului. Secjiunea orizontald a acestui paralelipiped
este 2. Greutatea pamantulul de "deasupra elementulm de volum
esteyh1 .Q iar remsténpa R, pe fata AB, este:

2) . E . = yth cos e/Q = yh]'cos e =yh

Rezistenta f'e}'ticala ‘R» 0 descompunem in" doudi ‘componente:
(3) N =yh cose. , & = yh sine.. |

-.Asa dar, la adancimea h, masurata normal la suprafa;a paman-

tului, pe un plan paralel cu aceastu suprafaia, cunoa§tem valoarea
lui 9T 51 G .
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. Calculul graflc al rez1sten§elor.

Sa reprezentdm pe. dza grama luL Mohr aceste rezwten}e (fig. 189).
Din. originea. O, pe a dreaptd. paralela cu suprafaja piiméntului,

luam o lungime OB = yh. 2
In aceste conditii. proiectiile.lui OB pe cele doua axe, reprezmta

tocmai X si G date de ecuatia (3). ;
.Ca sa .gasim variatia. remsten'gelor in jurul acestui punct, n’avem
decat sit ducem-un cerc prin B care sa aiba centrul 0, pe dreapta OX.
Observam cad putem duce o infinitate de cercuri. In conditiile

2 — 2\ |
8 N e B
, N ENN
: / Ry 4 \
i ! 2 \%\\
8 / N\ AN \
/ : \\ = D
! N RS
‘,' [ L= _\)./,/-‘ G / ~
22l S GNP BE . .
[ v " .
; — / =7 0
£X - e
P --/_/ [ N\ f/ Y ; 2, /./
4 2 @\/\'\ /'B"
v Y

Figura 189

de mai sus si ducem cercul tangent la dreapta OC, care face .un-
ghiul p cu axa OX. Rezistentele reprezentate, de punctul C,

satisfac conditier (1) si -anume:

[6) 6 =N gy
Asa’dar, acest’ cerc reprezintd variafia rezistenfelor'in punctul
considerat, cind o lunecare in interiorul piméntului este posibild.
*Aceasta constructie grafici ne da si valoarea' remsten;elor prm-
clpale, cari’ se vede cd sunt 90, si 9.0 o ‘
"Putem gist cu ajutorul construcpel de ‘mai sus §1 celelalte ‘ele-

PR

mente cé' ne intereseaza.
Daca din B ducem BA- normal pe “BO, adicd pe- suprafa;a

pamantulux gisim punctul A pe cere, care ne da direcfia “axelor

17¢
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principale A%, si A9, adica #, si »,- Unghiul din B fiind drept,
punctul A se giseste pa diametrul DO, A. :

Punctul C, pentru care corespunde lunccarea, se gdseste pe
directia AC, deci lunecarea se face dupd directia CD, normald pe
AC. CD poartd numele de suprafajd de alunecare.

In conditiile punctului C se giseste si simetricul sau C;, pentru
care avem & = — X fgy. Pentru directiunea AC;, corespunde planul
de alunecare DC,. Asa dar, avem doud plane de alunecare: DC 51 DC,.

Sé presupunem cd ni se dd un plan oarecare DC, st ni se cere

. . Figura 190

recfia lut R.

Directia normald pe DC, este AC, deci abscisa si ordonata
lui C; ne dau pe N si G, iar rezultanta lor pe R.

Direcfiunea conjugatd lui AC,, este ADB,, dreapta B,C, tre-
cand prin polul P, si directia normald pe AB, este B,D, deci
directia ¢ a rezistentii R-este B,D. -

Din modul cum s’a ficut constructia, rezulti ci se mai poate |
duce un cere prin B, tangent la dreapta OC cu centru in 0, (fig. 190) '
'per}tru care corespund alte direcfiuni principale A, A, si alt(’a
rezistente” principale 9T, si 9%, diferite de cele din primul caz. Si

entru acestea avem pl : 8 o
p. ; 3 planele de alunecare DC si. DCy, evident
diferite de primele. y- . F

valogrea lui I, G si R, ce corespund acestui plan precum i o, di-
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De pe figurd se vede ca planele de alunecare fac unghiuri egale
cu {7 — }y cu directia A, in primul caz §i cu Af)tl in- al
doilea caz. ‘

Primul caz, adici atunci cdnd 9, < 9(2, ne di rezistentele cari
imping asupra zidulut de sprijin, atunci cind o lunecare in interiorul
paméntului este posibild. De aceeca aceste rezistenfe se numesc
rezistenfe active. La aceste rezistenje vom calcula un zid care spri-
jineste un masiv de. pimant oarecare.

Al doilea caz, adicd atunci cind 9C1> 9y, ne da rezistentele
din interiorul pimantului cind zidul impinge asupra masivului de
pimint §1 cind o lunecare este posibili in interiorul masivului.
Aceste rezistente se numesc rezistenfe pasive. Cu ajutorul lor
vom calcula inaljimea de pimint necesard pentru a rezista la o
impingere datd, care se exercitd asupra paméntului dupid un plan
dat. Asa se face calculul ancorajelor in pamént.-

" 2. Calculul analitic al rezistentelor. -
Vom calcula mai intdiu valorile rezistentelor principale.

‘a) in cazul rezistenfelor active.
Avem (fig. 191):
- X, =00, — 0,C =00,—00, siny = 00, (1 —siny)
K, = 00, + 0,C = 00, + 00, siny = 00, (L + siny)
Deci: .
@) /T = (L—sing)/(L + siny) = tg° (I — 1)
- Pe de alta parte: _
OB + 0D = (%, + 9T,) cos e
0B.0D = 0C* =00} cosy =1 (3, - 9T,)% cos?y
Aga dar, OB §1 0D sunt radacmxle unei ecuat,u de gradul al

doilea, deci:

(3) OB, OD =} (9, -+ 9,) (cos s.:}: |/ cos’e — cos?y) .
De pe figurd se vede ci OB = ph > 0D, deci:
(6) yh = 1 (9 + 9,) (cos & - |/ cos?e — cos?y)
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Din cr‘uai;ule (1) st .(3) scoatem:
- 9(1,, = yh (L -—siny)/(cos & - l/cosza — cos? w)
Q) = yh (l -+ smzp)/(cos € + ]/cos £ — cos® z,u) b
' In cazul cand e =0, avem: :
' Hia = yh t"-‘(ﬁt—ftp)
®) S B = yh '

b) In cazul rezistentelor pasive.
< Avem (fig. 191):
- =00, + 020 = 00, + 002 siny = 00, (1 4~ snm,u)
3(2 =00, —0,C = 00,— 002 sxmp =00, (1— sm‘zp)

Figura 191
Deci:

(B) T/ = (1 + sing) /(L —siny) =1g* (37 {p)
OB si OD au valorile date de relatia (5) de mai sus, si'se ‘vede
de pe figurdi c¢& OB = yh < 0D, deci

(6,) yh =4 (9, + 9) (cos e — |/ cos?e — coszip)
Din .gz.cu'a,tn'le.a (41) si (6;) scoatem 1
o Wyp = 7k (1 4 siny)/(cos € — |/ cose — cos?y)
1 . . e ———
| Wop, =7 (1 —siny)/(cos & .—,‘_l./‘cqs?e,:_— cos?y)
In cazul cand £ = 0 avem

(8 B Ryp = ph t”' (r“ o )
Lt oo Wop =gh
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~In cazul cind & =0, se vede cé. cele. doud axe principale sunt
una verticala alta orizontali.. n :

Din formula (8) se vede ci dack rez1sten§a dupa : vertlcala
este yh, sau p, atunci.in sens orxzontal este- ph 1g(L :t—sz)

sau pigh({ @ — ). :
Daciilam avea de-a- -face cu apa, pentru care, w = O atunci avem:

e Mo =Koy =7~

A§a dar, din cauza frecanlor interioare, pdmantul poate fi con-
siderat ca un lichid imperfect. . P o

In al doilea caz, formula (8;) ne arata,-——ca daca - impingem
orizontal in maswul de pimant cu I, = yhg*(4n + Ly) atunci
in sens vertical se desvolti 90, = yh.- : :

In cazul apei 9, =9, = yh. . 1 . _

L\umal in cazul lichidelor perfccte, y =0, presiunile’se transmit
egal in toate sensurile. ' : =

Pentru determmarea _celorlalte elemente, mali avem . nevoie de
uno}uul a pe care il face axa A%, cu O%.

S& notim cu 20:1 unghiul B0O,9,. Avem:

.

9 tg2ay = yh sine/[yh cos e — (9(1 + 9t2)]
iar din trmnrrhlul 0D3‘C2, deducem ‘
(10) a=aq,—¢.

In cazul‘ rezistentelor pasive, avem:
(91) ; tg2a; = yh sine/[$(9; + 90,) = 7h cos €]
si din tnunﬂhml D0, deducem
(10,) 3 S (45 + €

In constructia epurei am consxderat axul OX orxzontal dec;
unghiul a ne fixeazi direcjia principala ” fa;a cu orizontala. Daca
voim rezistenfele dupd un plan a carui normald face cu orlzontala
unghiul B, atunci aplicim formulele (27') si (28') dela rezistente,
unde ¢ =f —a..

B) Teoria lui Rebhan.

Se bazeaza tot pe tpoteza lut Coulomb si anume cd o migcare in
interiorul paméantului - este posxhxla, atunci cidnd o lunccare este

0

posibila..
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Sa presupunem cit lunecarea are loc dupi planul AC, care face
unghiul @ cu planul taluzului natural, inclinat cu u fatd cu ori-
zontala (fig. 192). In acest’ caz, masivul de pamant ABC, impreuna
cu sarcina de -deasupra, lucreazd asupra planelor AB s1 AC
fntocmai ca o pani. Forta E, care lucreazi asupra planului AB,
face cu nmormala la acest plan un unghiu egal cu coeficientul de
frecare intre pamant si zid sau intre pidmant §i pamant.

Dacid acesta din urmi este
mai mic, atunci lunecarea are
loc intre pimant s§i paméntul -
care aderda de zid. In aceste
conditii, E face cu verticala un
unghiu B. Forta (), care se
aplica pe planul AC, face cu
normala la acesta unghiul p
pentrucia lunecarea se face intre
pimant 1 paméant. Greutatea

Figura 192 penei de pamant cu sarcina de
deasupra este verticala s1 i
cunoastem valoarea F si pozitia, cdnd planul AC este dat.

Aceste trei forte F, E si Q ca si fic in echilibru, trebue sa fie
concurente si si formeze un poligon inchis, ca in figurd, din care
rezultd: - ' '

(11) F/sin(a + B) = E/sina = Q/sinp

In cazul cand spinarea zidului este poligonala (fig. 193), pe
diferitele portiuni de. linii drepte
avem impingerile E,, E, E; In
acest caz, va trebui ca Ey, E,;, Ej,
F si Q si formeze un poligon inchis
ca in figurd. Daca prelungim pe E,4
pina tae pe I, atunci se formeaza
triunghiul Fy, E, Q,in care F, este
porfiunca detasata din F de pre-
lungirea lui Ej.

Se observi _in acest caz, ci intre
Fy, Esi Q existd acceasi relatie (11).
Daca pe directia AD, care face unghiul  cu orizontala, luim
o lungime cgald cu F si dacd de aci ducem dreapta DG cal"e face
unghiul f# cu AD, cipatam la intersecfia cu AC I;unctul e

Figura 193
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Observam insd ¢ ADG nu-i.altceva decat triunghiul fortelor F, E, Q
(flg 192).

Asa dar, dacd am cunoaste pozifia planului de lunecare AC
am cunoaste si punctul G, deci valoarea lui E.

Facand sa varieze inclinarea lui AC, punctul G descrie curba
lui Culmann si sc observii c¢i E trece printr'un maxim. Zidul va
trebui si reziste la acest E maxim. Ca si gisim pe £ maxim vom
anula derivata lui, din ecuafia (11), in raport cu vanabxla a.

Avem:

12y - dE/da = sina.sin(a + ) dF/da 4 F sinf =0

Sa evaluam pe F si-pe dF/da.

Vom observa mai intiiu ci atunci cind F creste, a scade, deci
dF /da < 0.

Mai observim ca cregterea dF este independentd de faptul daci
spinarea zidului este dreapti sau poligonala si deci concluziile cari.
se scot, sunt aplicabile ambelor cazuri.

Notim cu % distanta dela A la tangenta in C la suprafata
pamantului, cu ds distanta CC, cuprinsa intre dreptele AC si AC,
cari fac intre ele unghiul da.

Dacit greutatea specifici a pimantului este y si suprasarcina
p kg/m?, presupunind c& normal pe figurd luim o grosime egali
cu unitatea, atunci:

(13) ‘dF =4y hds + pds = 4 hds
in care am notat: : =
(14) . Y =p+2p/n
In aceste condifii avem:
. (15) : ;  F=yQ

in care 2 este suprafata ABC. :
Pe de alta parte, suprafa;a triunghiului ACC, are §1 expresia
1 Pda, 51 deci

(16) ' dF/da =— 1y

in care ! este lungimea AC.
Introducdnd in (12) valorile din (15) si (16) avem:

(.1’.7) Q = 1 Bsina.sin(a 4 f)/sinf
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. 'Din C ducem dreapta CD;, aqé ca.unghiul CD;A si fie egal
cu . Notim CD, = =e, AD; =), iar perpcndlculara din C pe AD
‘cu: f..Avem (fig. 192): :

e f——lsma .
(18) - - sin{a + B)/b = sma/e = smﬂ/l
Introducand aceste valom in (17), capatdm
19 = ' Q@=ibf=pnACD,

A§a dar, dacd AC este planul de lunecare, atunci suprafafa triun-
ghiului ACD, este egald cu 9. Aceasta_este condifia care ne fL:rea,..a
~ poaijia planului 'de lunecare.

In cazul general aceastd pozifie se giseste prin incerciri. -

Prizma. ABC astfel determinati, poartd. numele de -prizma’ de
impingere. .

Ca sa gisim. valorile lui- E i Q n’avem decat s multiplicim
ecuatia. (11) cu (18) cceace ne da:

(20) F/b —Efe== Q/l

in caré punind in locul lui F valoarea sa din (15) §i'7(19‘), adica
F=1ybf,

apatam: e - TR

@) . E=iyfe 5 Q=iyfl

Caz simplu. Sa presupunem cd avem un ‘.ul care sprijind un
teren margmzt printr’o suprafa;a,
pland §i incircat cu o supra-
sarcind p (fig. 194).
Impingerea E face cu nor-
mala la zid un unghiu y,, care
variazi intre zero §i u cand
frécarea intre pamant si zid
variazi intre aceste limite.
Daca . AC este planul de
: lunecare, atunci CD face cu
Figura 194 . AD unghiul g.
: " Dreapta BD, paralela cu
CD, face, in acest caz, cu 4B unghiul o - Y1, cum usor se poate
ardta. In acest caz, lungimea AD, = a este cunoscuti.

Dacid AC este ‘plan de lunecare, atunci 4 ABC =4 ACD,.
Ducem D,C,//AC. ‘$i 4. ACD,

= 4. ACC,, pentruci au aceeasi:
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" baza.si aceeasi iniljime.. Rezulti atunci BC = CC,. - Lungimea
AD = b,, masuratd din.A pina la.intersectia lui. AD cu BD, .este
de.asemenea. cunoscutd. Notam AD; = z.. Din triunghiurile: Dch
§1 DD,B, deducem:

b-——x)/(w—a) DC/BC DC/CC1
; Din, tmunghxunle DCA 51 DCID deducem
DG/CCy ='bf=x: "

Din aceste dou# rélatiuni scoatem::
(22) v gt =ab.

Asa dar, z. este. medie. propor;ioﬁal;i__ intre  cantitdfile cunoscute
a st b. Se poate calcula sau construi grafic cu ajutorul unui. cerc.
Avand punctul D,, avem imediat pe C si deci pe f si e

Deci avem' pe E, a cdrui direcfiune o cunoagtem.

Mai trebue si-1 gasim punctul de aplicaie.

L este rezultanta unor remstenl;e R, cu aceeast direcfiune; ca
si E, multiplicate cu suprafata pe care se exerciti. 5

‘Dacil notam’ suprafa;a AB cu hl, §1 pentruca R ‘este’ vanabll
avem: '

-E = [Rdh; .

care, prin_diferentiere, ne da:
(23) = o R =dE/dhy
din care putem deduce distribufia lui R dupa AB.
bc b i) 3 - Al o T — 3 y .

, Punem . : e | S (Y
(24) E=Ey+E,
in care Ey este impingerea .datoritdi numai paméantului §i E,
datoriti numai suprasarcinii. Avem evxdent'
Ey=tyfe .si E,=pfe/k

“De’ pe figurd se vede ci atat f, ¢ cat si 'k sunt func;mm hmare
de''ky’ si° deééi putern pune - ~

Ey =kh? ‘E,,_'='k1h1‘

in czire' k §i ky sunt niste constante. -

¢ 5l

" De act- scoatem

(25) Ry = dEy/dhy =2khy. , . R, =dE,fdhy =k - . ..
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Asa dar, rezistenfele Ry datorite presiunii pamdntulut variazd
liniar cu h, deci dupi ordonatele unui triunghiu, iar cele datorite supra-

sarcinet — R, — sunt constante §i variazi dupd . ordonatele unui
dreptunghiu,

Forta Ej, rezultind din rezistenfele Ry se aplici la th, de
punctul -4, iar cea rezultind din rezistentele R, — adica E, — se
aplica la distanta 14, de acelasi punct. Daca notiim distanta A1
cu ¢ si dacd luam momentele in raport cu A, avem:

(26) ¢ = (4B ly + 4E, b)) /E

Deci am gdsit §i punctul de aplicatie al lui L.

S giasim acum valoarea rezistentelor Ry si R,. Notim cu Ryq
cea mai mare rezisten{d Ry, adicd cea din punctul A.

Conform celor de mai sus vom avea: -

E7=%‘37Ah1=5'7fe > Ep-=Rphl=Pfe/h

din care scoatem: 1 - | '

(27) o Fa=vfe/li , R,=pfe/kl,
Am fi putut lua variatia rezisteh;elbr dupi iné]_;i;ﬁea h, adica

-am fi luat h ca variabild, in acest caz obtinem:

(28) . Rya=yfe/h R, =pfe/h?

Suma celor dou# rezistente Ry + R, variazi dupi ordonatele
“unui trapez. Centrul de greutate al acestuj trapez ne da de ase-
menea pozitia rezultantetr E, : )

1

- S& presupunem ca laturile neparalele ale acestui trapez se
intdlnescla distanfa y dela suprafata pamantului,
directia lui k. Vom avea, din figura:

; Ryalh=R,/y
sau din formula (28) deducem: y = p/y

Aceasta ne aratd ci putem tnlocui suprasarcina p printr'o ingl-
ftme de pdamdnt p/y. Rezistentele R in acest caz variazd dupa
ordonatele unui triunghiu iar impingerea E este datoriti numaij
trapezului care se aplica pe spinarea zidului.

miésuratd dupa

Aplicatia Nr. 48. Un teren cu panta 20°
prafati face cu verticala un unghiu de 10°
mala la suprafata terenului,
tului este 1,8 t/m?
impingerii,

» este sprijinit de un zid a cirui su-
§i a cdrui inil{ime masurata pe nor-
este 6 m (fig. 195). Greutatea specificid a piman-
» iar unghiul taluzulyj natural 27° S3 se giseascd valoarea
presupunind ci luim o litime de zid de 1 m,
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a) Rezolvare cu metoda Mohr.

Mai intdiu cu ajutorul formulelor (7) vom determina valoarea rezistentelor
principale 9g §i 9a. Vom face aceasta la adincimea h =1 m, Pentru adin-
cimea i = 6 m, vom multiplica rezultatele precedente cu 6.

Avem: ‘

cos £ = 0,940 ; sine = 0,342 ; cos®s=0,883
siny = 0,454 ; . cos?y = 0,794
yel.cose= 1,692 ; y.1.sine=0,6156
9% = 1,8 (1 — 0,454) /(0,940 + /0,883 — 0,794) = 0,794 t/m?
9, = 1,8 (I + 0,454) /(0,940 + 1/0,883 — 0,794) = 2,112 t/m?
4 (9% + %) = 1,453 t/m2

La afsnamea hita
Do 7% bm?  Jor-2402 bm?

Figura 195

Cu ajutorul formulelor (9) si ‘(10) deducem orientarea axelor principale.
Avem:
tg 2a, = 0,6156/(1,692 — 1,453) = 2,576 )
24, = 68 47° 5 a =369 235 ; a=14° 235
Asa dar, axa principali A, face cu orizontala un unghiu a = 14° {23058
Zidul fiind fnclinat cu 10° va trebui deci sd gisim valorile Iui R, % si G
pentru directia AC, care face cu A% unghiul:
¢ =0+ a=10° 4 14°23°,5 = 24°23",5
adici dupi AC,.
Vom utiliza formulele:
K= +( + %) + +(9G — 9,) cos 2o
= — 39— %) sin2p
R = $(5c? + %) + HoE — 52 cos 2¢.

cos 2¢ = cos 48° 47 = 0,659 si  sin 2¢ = 0,751
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A\'em; . : ;
X =3(0.79% + 2,112) + (0,794 — 2,112) .0,650 = 1,019 t/m?
s _}.4(0,794——2,112) 0,751 = 0,496 1/m?

R = 7(0,7947 + 2,112?) + 3(0,7042 — 2,149%) 0,659 — 1,283
5 ' . . R= 1,132 t/m?

Ca si gisim rezistentele la 6 m adincime vom multiplica cantititile de
mai sus cu 6. Aceste rezistente pe-indltimea zidului varjazz liviar, dela zero
la valorile calculate, ) 1

Valoarea forfelor respective se va cipita multiplicind rezistentele de maj
sus cu suprafata pe care ele se exercita, tindnd seami de distributia trjun-
ghiulari,

Cu .= k/coss = 6/0,985 = 6,09 m

Y E=1203R =12.609.1.6. % — 18,27. ®
Avem: » o iy =,

] Lr = 18,27 R = 18,27.1.139 — 20,68 ¢ .
E; = 18,27 9t = 18,27.1,019 — 18,62 ,
En=18,27 ©=18,27.0496 = 90 ¢ .

Aceasti for{d Er, sau ;:omponentele el Eyn si Iy, sefaplicii’iq.a treia parte a
lungimii AB, deci la 2,03 m dela punctul A, 1y Yo .

Si presupunem ci’ zidului de sprijin, care supo?ti-ﬁceast;‘i Impingere, i
dim o sectiune trapezoidald avand baza de sus, de,ef\-emp]u,tdg'GO cm,

Baza de jos se dimensioneazi intre altele si, pé-consi_dera;ia urmdtoare,

Impingerea E, tinde _,sz‘imr;:i‘sﬂtpgmp___z_iy(l‘qlN rotindu-l in jurul punctului D,
Momentul luj E, in raport cu D poartd numele de moment de rdsturnare M.
La aceasti rasturnare se opune greutatea ziduluj care, in raport cu D, ne dj
un moment de stabilitate M, L

' 'Se prescrie si avem: - i .
M > 1,5.111,-. )

Daci notim cu b mirimea bazei de jos, atu.nci: .

‘ My = 18,62 (2,03 —b. sin 10°) — 9,06 b cos 100,
§i cum: . . : - . .. i DO . -
; sin 10° = 0,174 i cos 10% = 0,985,
avem: i : : -

Mr = 37,80 — 12,16
Si evaluim momentul de stabilitate Af;.
Masivul de zidirie il Presupunem dintr'un material o clirui greutate spe-
cificd este y = 2,9 t/ms3, dirijati dupi vectorul y de sus in jos. Trapezul
" ABCD il descompun cm in triunghiurile ABC §i ACD in ale ciror centre de
greutate sunt aplicate G, si G, (fig. 193) respectiv de:
Gi=6.06.22%/2 =396 5,
Gr=16.6.229/2=66 b5
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Daci notim cu a sif directiile A B si D A, atuncl distanta D Gl éster

5B + % (6,09 a— 40,60 B = (6— 0,2) B+ 4,06 a

Gkl e

iar D G,:
F0B+3 DB+ 609 a—060 fj =(36—0,2 F+ 203 a
Momentul acestor greutidsi fn raport cu D, daci se tine seami ci:-
j By=—1 ; ‘ay = —sin10°= — 0,174
este: : '
Als—44b2+031 b— 3,59.
Dm condx;m 1\1,— 1,5 BI,,, scoatem: 1 |9
| ) , 4% 018,555 —60,29 =0
care 'né da TN e
b=2,16 m,
Vom lua rotund b = 2,20 m.
Pentru calculul rezistentelor pe sectiunca AD, ne intereseazi punctul unde
rezultanta E, +G inteapd planul AD. In acest punct, descompunem rezul-
tanta in doui componente N §i T, una normali pe planul AD si alta

cuprinsd in acest plan. Daci notim cu e distanta dela D la punctul ciutat,
si dacd Juim momentul fn raport cu D, avem: |

; Ms— Mp = Ne
in care b=22 m )

Ms— My = b4 b? + 1247 b — 41,39 — 7.34 tm
N =18,62. 0,174 + 9,06. 0,985 + +. 1.6 (b + 0,60) 2,2 = 30,64 1.

Deci e = (Ms— M,) /N = 7,34/30,64 = 0,239 m - 0,24 m.

Sunt alte cazuri cind ni se impune ca e =7 ¥b. Si determinim pe b in
acest caz. Avem ’
- N=1612+F 6,6 b.
Vom pune conditia e = +b si deci:
My — M, = 1N

care ne di b= 3,015=3 m.
Epura (fig. 195) di aceleasi valori cu o aproximatie suficienti.

3 b) Rezolvarea cu metoda Rebhan.
Presupunem ci E face cu normala la planul zidului unghiul ¢, = 10°

Avem: = 10°, rezulti: f = 90° — 6 —yp, = 70°. Mai avem: 1 = 27°, ¢ =20°
i rezultd y -+ yp, = 37° ‘ ‘ : C
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Apoi:
a = ky sin(y 4 y,)/sinf = 3,90 m
b = h, sin($w -+ £ — 6)/sin(y — ) = 49,21 m A
z=1382m , b—z=3530 m
e = (b—az) sin(y —&)/sin(f —y -+ ¢€) =>4,84 m
/] = esinf=4,55 m ~ '
E=1tyef=1%18. 484 £55=19,8 ¢

Rya= E/Q = 19,8/+6.1. = 6,60 t/m?*.

Dupi cum se vede rezultatele sunt foarte apropiate. Nepotrivirea vine de
-acolo, c¢i aci am luat pentru y; = 10° pe cind in teoria lui Mohr acesta
rezultd, pentrucii este unghiul intre R i 9. '

Evident c¢i neavand suprasarcini, E se aplici la 1/3 din A, adicd la
2,03 m de punctul A. ' :



XI. DEFORMATIL

Orice corp este deformabx] Prin deforma;xe un corp trece dela
o formi la alta. = all aaf

Vom admite ci aceastd ‘trecere se face in mod continuu, asa
fel ci formele intermediare, oricare ar fi numarul lor, diferd putin
una de- alta.

In aceastd transformare vom lua o forma oarecare ca reper
in raport cu care vom compara toate celelalte forme.

Aceastd formd, luatd ca reper, o vom denumi forma nedeformata _
a corpului. Toate celelalte le vom denumi forme deformate ale pmmel

'Sa presupunem ci in pozifia nedeformati a corpului, consi-
deram in interiorul lui un punct O. Prm deformarea corpulux, acest
punct ajunge in 0,, parcurgind dru-
mul j. Un alt punct va parcurge alt
drum J, si aga mai . departe. Toate
punctele corpului vor parcurge dru-
muri j oarecari, diferind dela punct
la punct. '
' Sa presupunem ¢ mai conside-
ram doud puncte A si B.cari.dupi
deformatie ajungin A, si B, (fig. 196).

Sia dam corpului in stare-defor-
mata otransla;ie—f; pand cind 0,
ajunge in O, apoi o rotaie ‘asa’ ca Figura 196
dreapta O; A, si se suprapund peste * :
OA (4, nu se va suprapune peste. A) si apoi o altd rotatie,
in jurul dreptei OA, péna cind planul ' B,0 'A se va suprapune
peste planul BOA (dreapta By”’0 nu se va suprapune peste BO).

Drumurile 7 fiind oarecari, rezultd c& vor exista puncte ale

18. 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica construc{iunilor §i Rezisten{a materialelor.



formei deformate, altele afara de 0,, cari nu se vor suprapune peste
punctele corespunzitoare ale figurii nedeformate.

Zicem ca avem o forma deformatd a unui corp, atunci cind prin
miscdri de translajie i rotafie, aceastd formd nu se suprapune conm-
plet peste forma nedeformatd.

-

Cand o form# oarecarec a unui corp prin misciri de translatie
si rotatie, se suprapune complet, punct cu punct, peste forma
nedeformati, atunci zicem ca acel corp nuasuferlt nicio deforma-
fiune, a rimas rigid.

- Asa dar, migcarile de translajie si rotafie date corpului intreg
nu-l deformeaza. e

.|<__-;-_‘-' .
1 Deplasarx.

Sa presupunem cd in aproplerea punctulul 0 care a parcurs
drumul j, mai consideram punctul infinit vecin A la dlstanta ds
(flg 197). Acest punct se va deplasa cu cantitatea j j -+ dJ, ajungand
in A;. In acest caz, nici ds nu rimane m\"u'labll civaavea lunrnmea
sl dlrccpa 0, A;, egald cu ds + A ds.

"Elementul ds il presupunem infinit mic,
.asa ca sa_lrp_ut_em oricind considera ca
o portiune de linie dreapti.

De pe figurd se vede numaidecat ca A,A,
~ arc valoarea s directia: :

- df'=A ds

Figura 197 Ry

Aceasta rela’;le stabileste o 1egdtura
intre deplasarea punctulm O si variatia. cantltd'gu ds..

Expresia de mai sus putem sd.o punem si. sub forma 7ds
A

fiind drumul parcurs’ de A"in raport cu O, ca mirime si directic
b
cind ds =1

Vom denumi mdrimea 7 drum sau deplasare specz[u,a
Avem deci:

(1) - d7=Ad§=2ds.

2. Deformatlum specmce.
a) Lungire specmcii

* 54 presupunem cd elementul ds se lungest

e d
cu cantitatea 4.ds. Raportul N ste in directia v a lui,
(2) ' Ads/ds = e

se.numeste lun gire specificd.
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- Acelast lucru, dacd o lungime oarecare-l.se lungeste cu canti-
tatea.4l:atunci raportul:4l/l'= ¢ se numegte tot lungire specifica.

Cand vom avea o scurtare vom avea — Ads/ds = —e.
. Cand vom avea lungiri 'avem-¢ > 0, cind avem:scurtiri.avem
F < 0.

Lungimile lor, dupd ce s’au lungit sunt
a+Aﬁ=m+@a“;l+m—u+gl

' S& notdm cu u dcplasarea ] dm]ata dupa ”, dlrectla elementului ds.
“Vom avea: g s :
dj =vdu

Ads—Avds—vAds—vsds

care, in virtutea relapel (1), ne da

(3)- 2 W e 2. - du-=¢eds

ecuajie care stablle§te, in acest caz, o relatle intre deplasarea u,
a punctului O si deformatia e]ementulux ds

b) Lunecare s'pecificii.' ‘ CE

Si presupunem ci avem un unghiu drept AOB (fig. 198) sici el's’a -
deformat in planul siu ocupand poziia A, 0, B,. Figurii deformate
ii dam o trans]a;w in p]anul sdu, aga ca :
punctul 01 s& se suprapund peste O.

In acest ‘caz, perechile de drépte OA-
cu 04" si OB cu 031 , fac intre ele unghiu-
rile d ¢, §i d @,, unghiuri ce rezulti din rotirea
dreptelor OA si OB in jurul unui ax normal
pe planul AOB. ‘ Figura 198

Dupa deformatie unn'hlul B1 04/ : ' |
valoarea 17— (doy—d @), decis ‘a mlc§oral cu cantltatea doy—de,.

e Cantitatea:
j / (4) ' 7y =dor—dg,
% : cu care s’a micgorat hnﬂhiul Lz, poartd numele
- de lunecare specificd. Cand unghiul se mdre§te ‘
Figura 199 avem .y < 0. ' Rk

Se numeste aga, pentrucd este unghiul cu
care s’a micsorat unghiul drept al unui dreptunghiu, cénd una
din laturi lunecd in directia ei cu o cantitate oarecare, deformand
dreptunghiul intr’un paralelogram (fig. 199).

18¢
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Bisectoarea uhghiulu»i dfept' face cu OA unghiul 4z Bi- .
sectoarca unghiului 4,'0 By’ deformat face cu aceeasi dreapta unghiul
T+ Hdey+deg). . - .

Asa dar, sistemul A,0B, s’a rotit, fata de AOB, cu ‘unghiul:

(4) Hdoi +de) = o
Din relatiile (4) si (4) deducem:
(5) doy =4y + o s dos =—4y +

Din cauza rotatiei w, conform definifiei ce s’a dat, nu se produc
deformatiuni in interiorul corpului.

c) Derormatiﬁne specifici.

Cu ajutorul lungirii specifice & gi a lunecdrii specifice y, se pot,
exprima deformajiunile de orice naturé a corpurilor.

S& -facem aceasta pentru elementul ds, a
cirut directiune este ».

Avem (fig. 200):
Ads =4 (vds) =vAds + Av.ds =1 ds

si deci: - -

Jeds

T=ve+dr
Vectorul 4 » rezulta din rotirea directiei »
in jurul unui ax w, cu unghiul d ¢ si prin urmare
are direcfia v = 0 si valoarea numerica dat
! g 1 : 5
Figura 200 de_ecua’;l_a (5) 51 anume 1y 4+ w, asa dar:

A;=-;-_5y+5w = 10y + w»

dai

Rezulta: -
(6) =B L=ve+ 30y + vy

" Prin urmare, deplasarea specifica 7 se compune din doud pirti:
prima . - ’ ‘
4 o . iy
(7) » 0 =ve+ 40y
formati. din primii doi termeni, datoritd deformatiunilor specifice ¢
$i ¥, pe care o vom denumi deformafiune specifica §1 0 vom nota
cu 0, si o a doua parte datorita rotafiii.w care nu produce defor-
matiuni. . )
Yom avea deci:

(6" 2=3+ wy
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Ecuapa (6") stabileste legitura 1ntre deplasarea ] deforma'gla
. specificd F) s rotatia intregului SlStem. i

Daca se multlphca (7) scalar cu »§i 0, avem:
(8) vé=¢ 00=1Ly
adicii, deformatia specifica proiectatd pe », ne da pe ¢ §i proiectats
pe 0. ne da % y. \ ‘ )

Daci ridicim pe (7) la patrat, mai avem: -

CON 6 = ettty
3. Variatiunea deformatiunilor specifice.

a) Componentele deformatiunii specifice d.

Sa presupunem ci in apropierea punctului O luim punctele
A, B si C, dupa directiile a trei axe de coordonate normale, res-
pectiv la distantele dz, dy, dz (fig. 201). Sa considerim elementul ds.
corespunzitor. : ' ’

Avem evident:

ds = dz + dy + dz
Sa aplicﬁm acestei egalitafi
ecuatia (1){indnd seama s de(G)
Vom avea:

Ads =1ds =3ds‘+mds

: >y
A i
J sl

. Pentruca deplasarea’ wv ds
este datoriti unei rotafiuni . Figura 201
care nu di deformatiuni, vom
aplica elementului ds numai operapunea care da deforma;mm §1
'vom avea:’ C
3ds =3, dz+_3y dy + 3 dz

care impar{ita cu ds, ne di:
9) ' d=ad; +b6 —I—cé-
in care: a = dx/ds =%y, b= dJ/dS =7, s c—dz/ds =,
sunt cosinurile directoare ale dlrec;mnu v, a elementului ds.

Si determinim pe 0z N'avem decat sd aplicim ecuatia (7)

axei Oz. _ K ‘
Vom observa mai intiiu ci elementul ds are o lungire speci-

fici € §i ca elementelor dz, dy, dz vor corespunde niste lungiri spe- '

cifice &, &, €.
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Mai observim ‘ci elementul .ds se roteste “in jurul axului w
cu unghiul 1y si ¢& elementul dz de: ex. :se roteste, in- jurul -axelor
de coordonate Oy si Oz, cu cantitijile — Ly, si- -4y

De pe figura vede cd avem: -
=fetiny+4ly,
=77‘ &y + }E}’x i '%g?z
=Ce 44y, + s

Dacé multiplicim aceste ccuafii vectorial succesiv cu g 7, T
si le adundm, cépiatim:

(10)

slel gl 2

(11) o BT e e ST B
Notiam cu 9¢,.0y; o componcntele Juié dupu‘ cele trei axe, avem:
€)Y ;EE Oy =n06,0=C0
S g
(13) = 6—565-{-776;,—!-4‘64-

Daci in (12) se pun valorile din (9) si (10) s2 cap ta:

0 =ace+4by:+ 4ey,

(L) ‘6'I=b5./+'c?’z 1ay;
» 64':08"*“2‘“7./‘*'1:1’7’2

Sc observid ci ecua’gn]e ,» 9, 10, 11 si 14 sunt absolut ldentxcc

cu ecuatiile 2, 8, 3, 451 9 gasxte la studiul rezistengelor, cu singura

deosebire ca, in loc.de R aci avem 4, in loc de X avem € §i in loc
de G avem 4 y.

Prin urmare, toate proprietatile gsite acolo se aplica intocmai aci.

b) Variatia lungirilor specifice e, | =
‘Daca se urmeazi aceeasi cale, ca la studiul variatiei reznsten;elor'
9, se ghsesc exact aceleasi rezultate si anume: cd ezistd trei direc-

fiune prmczpalc e T Vs, dupd cari lungirile specifice ¢, «, §L €5

sunt maxime §i minime, st cd lunecirile specifice corespunband acestor
aze sunt nule.

. Daci raportim totul la axele prinéipalé avem:

. _T";l.—“—ﬁ , VY= y Vrg=c¢ -
»(;15)”. 0 =Aa.-171 8'1 SIS b.;z & —I— c.v3 &y
(16) —51=;131 ’ "—S-y=-77282 V, _6;—“;;83
(S 0t =a & ., Op=0>g o U= @y
('le) i e =a*e +0%e 4 clg
(19) 0% =

a e, + b2 &% + ¢ ey
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Avem. si aci un elipsoid al' deformatiunilor a carui ecuatie este:
0%/e3  Oty/e} + 0% /el =1,

Valorile lungirilor specifice maxime se determinid absolut in
acelagi mod, insi coeficientii ecuatiei de gradul al treilea au valorile
2 5. =y

(20)_ \ >) (‘1‘?’ z— &y &) =1?

Er &y & + 17z 7y yi— 12 e s =18
si ecuatia care ne da valorile principale &, &, &; este:.
‘(21) - mraas "—83 + s,sﬁ-{-?)'-'e-!-'k*" '='O

Pentru gisirea dlrecglunu axelor prmcxpale ne servim de ace-
leael rela;n ca la remsten’;e

c) Variatia Iunecérilor specifice-y.

Urmand aceea§1 cale ca la remsten’gcle G, se gascsc acelea§1
rezultate si anume: ed lunecdrile specsze sunt maxime in planele
bisectoare .planelor principale, in cari- avem:

(22) ps==%(ea—&); 71 =% (2—¢&); 2= (33—'6‘1)

‘Daci- in fiecare punct din. interiorul corpului, determinim
~ directiunile axelor principale §i urmand acelasi rationament ca la
rezisten{e, vom gisi §i aici niste suprafe';e de izodeformatiuni. Aceste
suprafete impart corpul in o serie de paralelipipede curbilinii dupa
muchiile cirora nu exist® decit lungiri specifice. -

/ Ecuatiile acestor suprafefe sunt absolut 1dentlce cu acelea dela
reznsten;e ' .

4. Exprimarea deformatiunilor in coordonate carteziene.

Sa presupunem cd deplasarile unui punct dupd cele trei axe
de coordonate sunt u, v §i w.
Dupi ecuatia (3) avem evident:
(23) oufox =¢, , W[y=¢ i W z=4¢
Cantitatea cu care se modifici unghiul drept 20y, adica y, este
y.= du /2y -+ 9 /ox, pentruca deplasirile fiind mici putem confunda
unghiul cu tangenta sa. Deci avem: :
_ vy = v /02 + 2w /3y
(24) _ yy =0ow/dx + 2u/oz
: y: =du/dy + 3 /ox
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- Putem exprima si. valorile unghiurilor de rotire, w;, w,, ..
Am avut o = }(dg, + dg,) din care deducem

Wy = 4w /3y — 3¢ /3z).
wy = +(%u/dz — 3w /3x)
40 /0x — du /3y)

I

(0053

Incheiere.

Din compararea studiului celor ~ doui notiuni, rezistenfe si-
deformagiuni specifice, se constatd un paralelism perfect. '
. Aceste doud. notfiuni cu totul diferite, ascultd de aceleasi legi,
.ceea. ce va.avea de efect o simplificare importants a calculelor ce
vor urma.

Mai mult. In cele ce preced nu s’a ficut nicio ipotezi ‘asupra
materialului din care este ficut corpul, in care se dezvolti rezi-
stente sau se deformeazi, deci aceste legi se aplicd tuturor mate-
rialelor din cari sunt facute corpurile,

Aplicatia Nr. 49. Si presupunem ci dupd trei axe de coordonate avem:
=l g ey=2 , &=—6 , yr=16 |, Yy =—10 | p:=14
- toate multiplicate cu 10—5, pentruci 'in-genere sunt de acest ordin de mirime.

Se cer deformatiunile specifice principale; avem: : '

cEo=4 . =182 , . 83— __g9
i deci ecuatia '
— & L4 182—92 — 0
ale cirei riadicini sunt: .
& = 12,62 3 &=35271 & = —13,59
Valorile maxime ale lui v vor fiz - ‘
=106 5 p= £ 9651 5 g o 47,



XIL LEGATURA INTRE REZISTENTE SI
DEFORMATIUNI PENTRU SOLICITARI
INTR’0 SINGURA DIRECTIUNE.

In rezistenta materialelor se studiazi echilibrul corpurilor reale,
- cari sunt deformabile, pe cidnd in mecanicd se studiazi echilibrul
corpurilor rigide.

S1i unele si altele trebue si satxsfaca ecuatiile din mecanica.

Corpurile deformabile trebue si mai satlsfaca §1 alte _conditii,
dupa cum vom vedea.
 Sa presupunem c# ‘avem o grindi orizontald, simplu rezemata
pe doui reazime de nivel (fig. 202). Si mai presupunem ca este su-
pusid la o for{d F asezatd la mijlocul grinzii.

Reactiunile reazimilor vor fi JF. Deci
in aceste conditii grinda se gaseste in echi--
libru, S3 mai presupuném ci grinda este

facutd din ofel. Daca forta I creste, dela t\\‘_‘;"/T

valoarea zero pina la o valoare oarecare,

F

experien{a aratd ca grinda se indoaie ludnd Figura 202

o formd curbd ca in figurd. Daca forta

I’ continud a creste, se observad ci grinda se incovoaie §i mai mult.
Dacad din contra, facem ca forta I’ si descreascd, se observid ci
grinda — in oarecare misuri —revine spre pozifia initiald.

Din aceastd simplad constatare, rezultd ca intre valoarea fortei I
si deformatia grinzii existd neapidrat o relajie oarecare. Se mai
constatd ca, oricare ar fi valoarea forfei I, reactiunile riman mereu
egale cu {F. ’ :

In aceste conditii, s& facem ca F si creascd necontenit. Expe-

. rien{a arata ci, la o anumité valoare a lui F, grinda se rupe si deci
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echilibrul se distruge. Prin urmare, cu toate cd_echilibrul dat de
ecuaiiile din mecanici e mereu satisficut, el nu existd, pentruci
la fiecare crestere a fortei F corespunde o noud deplasare a ei din
cauza deformatiei grinzii, §i echilibrul este distrus cand forta F
a trecut peste o anumitid limita.

Din acest simplu fapt experimental, vom trage doud concluzii
§i anume: :

1. Pentru ca echilibru si eziste trebue ca ecuafitle din mecanicd
sd fie neapdrat satisfdcute, deci ecuajiile din mecanici sunt necesare.

2. Pentru ca echilibru sd existe grinda noastrd trebue sé mai sa-
tisfacd’ §i alte écudfiii “Asa’ dar, ecuatiile: de ‘echilibru’ date ‘de me-
canica; corpurilor, rigide, nu, sunt suficiente 5i grinda ,va-trebui sa
: satisfafﬁé s a]F‘QAe‘c'u‘q;ii_;[_)?' cari Iex;om .npm‘i‘,eguagig'le echilibrului
elastic. - -t

Toata chestiunea care se punc este a stabili legitura intre
forta F si deformatia grinzii.- Asa pusa, chestiunea ‘cste maj com-
‘plicatd. Vom pleca dela cazuri foarte simple 'l vom ajunge apoi
pind la cele mai complicate. il

A) Relatia fntre rezistentele normale a1
si lungirile specifice e..-
Incepem cu cazul cel mai simplu posibil. Aceasta relatie, oricit
de simpla ar fi ea, nu se deduce decat. pe cale experimentala.
Experienfa mai arata ci relafia intre 9% si- & depinde -de natura

P v =y Sea— .. -materialului.

\ | L3 - —= |3 . ! i 1 . s [
l‘."‘: ‘QI , s 2|l Din materialul -care -ne
= | ; | -1Intereseazd se confectioneazi

H i i H v . .
el S 229 H——=8=2= o epruveti de forma celeia din
Figura 203. . J +fig. 203; care are- o portiune

ol : g cilindricd si capetele, de ase-
menea cilindrice, .racordate intre ele: cu doui - trunchijuri-.de con.

Epruvetele normale pentru metale au portiunea centrald cilin-
drici lungd de 220 mm si pe ca se inseamnd o lungime de 200 mm.
Diametrul périii cilindrice centrale, la epruvetele normale, este de
2 cm. Vom nota cu  lungimea de- 200 mm si £ valoarea sectiunii.

Piesa astfel pregatita se introduce cu capetele ei intre filcile

unet masini .de incercat materiale, care poate intinde piesa cu o
fortd variabila F. P s
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~Dela *zero, cit:este [’ in primul moment, facenr.ca efortul de
tensiune exercitat asupra barel sd atingd o valoare 1’1 =500 kg
deiex. i a Flit R 2

‘Daca admltem‘ cd for;a FI se dlstmbue umform pe secpunc,
atunci avem::

) dF/dQ F/!) 9(1-—:)00/!2 4GRS 0

“Daca in aéeasta pozifie misuram dlstanta intre repere, constatam -
cd lungimea’ ! =200 mm. a crescut cu o cantltate oarecare,’ avand
lungimea’ totala ll. E

NStk stle cd -~ (ll—l'/l = T/l = 81'

Si variem acum pe [ dela valoarea F = 500 kg la F, = 1000 kg.
Vom avea o reznstenta %, —FZ/.Q si vom constata cd bara s’a
'lunmt cu u, céreia- fi corespunde lunﬂlrea specifich g = uy/L.
~ Dam apoi lui I valoarea F\, §1 a. m. d. V A
"Pe¢ o foaie de héartie, trasim doui axe de coordonate rectann'u-
lare O¢ 51 OX (fig. 204), pe care fixdm ga A '
. Punctelc e 9‘61, &, Iy; 83, st, ete. = i = .9// SR

In felul, acesta se capatd o curba 7
continud, care reprezintid chiar legi-
tura intre ‘rézistentele ‘normale U §i'
lungirile specifice ¢, ale epruvetei
incercate. ‘

Aceasta curba poartd numele de
curba caractertstlca a mater1a1u1u1 din
care este facuta cpruveta incercata.

‘Daca aceasta incercare se continud, bara se lungeste mercu,
pand cand, la un moment dat, se rupe. ,

Contmuand a trasa caracteristica péni la ruperea barei, ea se va
prezenta ca in fm’urd, punctul D corespunzind momentului ruperii.

Legatura 1ntre remstcntcle normale N si lungirile specifice &,
.reprezentatd prm curl)a construitd, o putem traduce anahtxc in

ol X = f(s)
Limita raportului:’ = -

(1)Fas ma tann e 2Tt del=sa (e =1L
adica valoarea tangentei -trigonometrice la curba caracteristici,
fntr’'un punct oarecarc al ei, se numeste prin conventlune coeficient
de elasticitate st se noteazd ¢u £. Din experienti se vede ¢i E n’are
o valoare constantd pentru acelagi material, ci depinde de punctul
de pe curbd undé s’a luat ‘tangenta. -

.
Ly

\B.T?d
i

(=
<

T

I‘lo'ura 204

forma:
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Dimensiunea cantxta;u E se:vede ca este kg/cm?, deci aceeasi
ca a rezistentelor.

Repetind experienta cu un alt material, vom ob;ine o.curbi
caracteristici mai mult sau mai pu}in aseminitoare cu precedenta.

Incercind materialul la compresmne vom obtine de asemenca
curbe caracteristice. :

Fiecare material are o curbi caracteristici a lui. Mai mult, chiar
pentru materiale de aceeasi naturd se gisesc curbe caracteristice
deosebite, aceasta depinzind de compozitia lui, de. procesul de
fuziune sau de tratamentul lui termic. Acelasi otel de ex. da curbe
caracteristice diferite, dupi cum este cdlit sau nu, ciocinit sau nu,
si dupd cantitatea de carbon, siliciu, crom, nickel, etc. ce el contine.

Pentru lemn, evident, objinem alti curba caracternstlca decit
pentru platra, etc. . ]

Cu toatd aceastd mare varietate, totusi Ie putem rrrupa in doud
mari grupe: :

1. Grupa caracteristicilor materialelor cari ascults de legea lui Hooke.

2. Grupa caracteristicilor materialelor cari nu ascultd de aceasti lege.

1. Caracteristica materialelor cari asculti de legea lui Hooke.

In aceastd grupa intrd toate varietitile de otel si lemnul. )
2 } Cu toate cii celelalte mate-
S Ar————EL W riale nu ascultd de aceasta lege,
6 totusi citeodatd, pentru sim-
— J plificarea calculelor, se admite
cd si lor Ii se aplica.
@  Curba caracteristici a ofe-
lului moale este protoupul ace-
" stor caracterls_tlce.
= Supunind la tensiune o
epruvetd de otel moale si ridi-
cind diagrama, cu ajutorul
aparatelor inregistratoare, ea
se’prezintd ca in fig. 2035.
Se observa ca pani la un
punct oarecare A, .caracte-
ristica se compune din o linie
dreapta. Pentru aceastd porjiune avem:

2 =" E=dX/de =N/c = Ct

§
by

Dl

N\

&

Figura 205
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adicd lungirile specifice sunt proporfionale cu rezistenfele. Aceasta
e legea lui Hooke, care a descoperit-o in 1660, expriméand-o prin
cuvintele: ut tensio sic vis. )

" E este numit impropriu coeficient de elasticitate. - Pentru oteluri -
are valori cuprinse intre 2.108 si 2,2.108 kg/cm.2 O valoare medie
este 2,1.10% kg/cm2 Pentru lemn se ia o valoare medie de 0,1.108
kg/cm? . cu toate cii sunt varietdfi pentru care E nu atinge va-
loarea 0,08.10%, pe cind pentru altele trece: de 0,18.10° kg/cm?.
" Valoarea 3( a rezistentil, pind la care se mentine legca lui
Hooke, adica

(Z)) T ' e=9%/E’

poartd numele de limita de proporfionalitate. Dincolo de limita de
proportionalitate tangenta se inclini, curba caracteristica afectind
o forma usor curbi. Din cauza c& curba caracteristici nu pariseste
brusc linia dreapt#, ci pe nesimiite si din- cauza aparatelor, cari
dau oarecari erori, nu se poate determina cu preciziune punctul
de tangentd. De aceea s’a admis, in mod conventional, si se nu-
meascé -limitd de proporjionalitate’ rezistenja pentru care lungirea
calculati §i cea mdsuratd pe epruvetd diferd cu mai mult de 0,001 mm.

"Dincolo de¢ limita de 'propor;ionalitate tangenta ‘se inclind pana
cind la un moment dat ajunge orizontald (B).

Asta inseamnd cd, fara si creascd rezistenta, bara continua
a se deforma. :

Rezistenta pentru care are loc aceasta, poartd numele de ltmzta
deformafiunilor mart, sau limita de scurgere sau limita de plasticitate,
pentruca bara se deformeazé fard ca forfele exterioare si creasc.

Dm acest punct B, tangenta sau se menfine orizontald sau in
majoritatea cazurilor devine negativd §i chiar paraleld cu axa O,
ordonatele descrescind brusc pand intr'un punct C, de unde ur-
meazd o porfiune nesigurd, in care tangenta schimbd alternativ
de sens, pand intr’'un punct D, unde capitd o valoare oarecare.

Rezistenta care corespunde punctului B poartd numele de
limita superioard de scurgere a materialului, iar aceea ce corespunde
punctului C limita inferioard. Porfiunea de caracteristicdi BCD ne
aratd ci bara se deformeazi chiar sub rezxsten‘;e mai mici, decat
cele ‘ce corespund punctului B, T

Din punctul D" unde tangenta are o valoare oarecare; ea scade
mereu,- pand in punctul F, unde ajunge iardsi orizontald. De aci
tnainte sia valori negative, pana in punctul G, unde bara se rupe.
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-~ Pe-portiunea .DFG- se. reproduce acelasi. fenamen ca.pe por-.
tiunea OA BC, cu singura deosebire ci-nu existd o porjiune de linie.
dreapta.

~Rezistenta care - corespunde .. punctului F . poarta.. numele _de
resistenfd .totald §i se. inseamnd ‘cu 9, iar-.aceia. ce corespunde.
punctului. G, resistenfa  de -rupere,.. %,. ' vl \

Se vede ci bara se rupe la o rezisten{i mai mici. decit rezistenta
maximi ce o poate. suporta. g - .

-Lungirea barei,; in. momentul ruperii, poarti numele de dungire
la rupturd si' se noteazii cu e,.

La aceastd caracteristica deosebim doua regiuni distincte: prima
care este o linie dreapta si care exprima legea lui Hooke §i singura
care. ne. intereseazit . din punct. de .vedere practic’ si restul curbei
care nu are acelasi interes pentru noi ca prima. parte.. g

.Dacéi lungimea intre repere dupi ce bara s’a. rupt — juxta-.
pundnd cdt mai bine cele doui capete ale barei rupte — este 7,
atunci diferenta- (I, —1)/l- exprimati in: procente- ne .di..pe .g...

- Contracfiunea transversald. Experienta mai arati ca, pe misurd
ce bara se lungeste, sectiunca ei transversala se micsoreaza si invers,.
dacad bara ar fi supusi la compresiune, deci.s’ar scurta, sectiunea
transversald se mareste. Tot experien{a aratd ci, in prima aproxi-
mafie, contracjiunea transversali este o fractiune din lungirea spe-
cifici in sensul intinderii, deci este. de forma — p e. Coeficientul
A poartd numele de constanta lui Poisson si in primi. apraximatie.
este o constanti. cuprinsd intre 0,25 si. 0,30. In.calculele practice
se ia 0,3 pentru ofeluri si 0,25. pentru celelalte. materiale. £

Daci tinem.seamii de aceasti contractie §i dacd notim .cu £,
sec{iunea contractatdi, atunci rezistenfa reald este F/Q,..

Din cauza -contractiel avem: : "

'.Ql=(1—,us)3.Q=(‘l'—2,ue).Q
pentrucd & este foarte mic faja de 1.

In acest'caz =~ 7 .
X=F/(1—=2pe) 2~F (142 e/
deci mai mare ca-F/Q. -~ ] . - . .

- Cu toate acestea, in practici, la constructia curbei caracteri-
stice, nu se tine seami de acest spor de rezisten}a, rezistentele
socotindu-se -totdeauna . raportate la_sectiunea . inifiala. ;

: Mai mult. Experienta mai arata cd, indatd. ce trecem.de limita
deformatiunilor mari, - contracfiunea. care era pani aci uniform
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distribuitd pe toatd lungimea barei, se concentreazi in o.anumita
regiune, unde bara se gétue,.5i ¢i in acea Tegiune . lungmle sunt
cu mult mai mari ca-in restul barei. : .
Asta inseamna cd, curba caracteristici construiti in felul aritat.
mai sus nu este caracteristica reald a materialului, ¢i numai o. curba
conventionald, pentrucid in sec;iunea in care se face ruperea, in
genere in sectlunea gituitd, nici rezistenta si nici lunnmle specxflce
nu sunt cele ce figureazi in curba caracteristici.
Cu toate acestea, pentrucd in constructiile curente "9C ramane
totdeauna sub limita deformatiunilor mari pentru cari caracteri-
" stica este aproape de rcalltate, se pastreazd la. incerciri normele
aratate aci. . : ¢
Totusi, pentru ca rezultatele mcercamlor si f)e comparabxle s
pentru . celelalte elemente, s’a convenit ca. epruvetele de incerciri
sd aibd anumite dlmensmm. ¥
Tarile mai-inaintate ca noi. au fixat.norme. premsc, in mod . ofx-
cial,. dupd cari.se confecfioncazd epruvetcle asa ca rezultatele si
fie comparabile intre ele. .
Daca £2, este sectiunea barei in punctul unde s’a facut ruperea
si dacd 2 este secjiunea inifiald, atunci
(@—Q)/2=yp
e\iprimat in procente, ne di coeficientul de contractie.
' Cu cat lungirile specifice i contrac’;la transversala sunt ma1
mari cu atidt materialul este mai ductil §i invers. '
Pani acum am stablht pe bazi de e\perlente sase coeftcten;t
cari vor da’ caracteristica unui matenal oarecdre §i anume: I coefi-
cientul de elasticitate, 9, limita de proporjionalitate, 3y limita de-
formatiunilor mart, 9, rezistenfa tolald, &, lunglrea la rupere §z Yy
contrac;ta tolala la rupere.

' 2. Lucrul mecanic necesar ruperii unei bare.

.53 presupunem ci la un moment. dat in bard avem o rezi-
sten{d 90. Din curba caracteristicd se vede c la aceastd rezistenia
corespunde o lungire specificd e. Si. presupunem ca IT. creste cu
cantitatea d90. Prin_ urmare, valoarea. fortei in.acest interval a
fost la inceput N2, iar la sfarsit (9T 4 dAN) 2 s5i deci valoarea
medie este £(29T -+ dX) 2 - ,

.Daca = se . neglijeazi . dJC' fata .de valoarea prmmpala "f)t
 capatdm Q. -
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Sd vedem drumul parcurs de ea. ' ;

S& consideram doui sectiuni infinit vecine la distanta dz. Cand
rezistenta trece dela 9 la 9T 4 d9T, £ trece dela ¢ la € + de si dect
elementul dz se lungeste cu cantitatea dz.de. S

Lucrul mecanic produs va fi: -

AL =NQ.dz.de = Nde.dV

in care am notat Qdz — dV, adicd volumul elementuluj de bara.
Lucrul mecanic acumulat de fntreaga bard va fi:

L =[9.de.dV

Am vizut ca atat 9 cat si ¢ dincolo de limita deformafiunilor:
mari nu se mai distribue uniform pe lungimea barei, si deci suma
de mai sus trebue ficuti findnd seama de aceste variatiuni.

- Daci insd raménem in cadrul conventiunilor admise pentru curba

caracteristici si anume rezistenfele le raportam totdeauna la-sec-
tiunea initiala si lungirea” specifici ¢ o deducem impar{ind. lun-
girea totald a barei la lungimea initialda a ei, atunei 9C §i £ sunt
aceiasi pentru toate elementele de volum si deci avem:
(3) . Lav&ws
in care V este volumul barei. . ,
~  Formula aceasta deci, este exacta pand la limita deformatiu-
nilor mari, pand unde 9 si ¢ se distribue uniform pe toati bara,
si conventionald pentru restul curbei caracteristice.

Se observd insi ci, [ 9de este suprafata curbei caracteristice
cuprinsé intre ea, axa Oe¢ si ordonata ce corespunde lui 9 sl e,

Asa dar, suprafata curbei caracteristice, in cadrul convenfiunilor
de mai sus, ne reprezintd lucrul mecanic necesar pentru a . obfine
in elementul de volum V =1 rezistenfa 9, i

Lucrul mecanic necesar ruperii barei de un volum V, dupa
formula (3), este dat de suprafata caracteristicel cuprinsi intre
axa Oe si ordonata ce corespunde rezistentii la rupere.

Aceastd suprafata se exprimd in kgem/cm? §i poartid numele
de coeficient de rezistenyd al materialulu; sau
peniru a rupe un element de volum V — 1

Fiecirui material 1 corespunde un c

lucru mecanic specific

_ oeficient de rezisten{i care
este egal cu suprafaga - caracteristicei, care se aflg cu ajutorul
planimetrelor sau metodelor grafice, : :
In practica, aceastd -suprafafa se inlocueste cu suprafata drept-
unghiului circumseris curbej caracteristice, laturile lui- fiind. para-
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lelc cu axele de _coordonate, multlphcata cu un’ coeficient a < 1
(fig. 206).
In acest caz, suprafata dreptunghiului este e, si deci:
L=V.a%e
a se numeste coefmnent de reducere, iar produsul 9‘(; & ‘se numeete
coeficient de calitate

In privinta lui a, el variazi delamaterial la material, ins#, pentru
aceea§l categorie de materiale, valoarealui este aproape constanti.

In acest caz, pentru materiale din %
acccagi categorie, pentru a le COMPALA  Joh- o
din punctul de vedere al coeficientului
.de rezistentd, e suficient si comparim
numai coeficientii lor de calitate, ccea
ce este mult mai ugor.

Revenind la expresia lucrului me-
canic, daci presupunem ci riméinem
sub limita de proportionalitate consta-
tam c& suprafata este un triunghiu §i deci:

/]

A\

Figura 206

L=4Voz:
si daci tinem seama de legea lui Hooke, avem:
(4) L =43VXe =4 VIP/E =L VEg

" Deci luerul mecanic se poate exprima in functie de forfa exterioara
F, in functic de lungirea specifici ¢, sau in functie §i de unasi de alta.
Prin urmare, la ceilal;i cocficienti cari caracterizeazi un
material, se mai adauga si coeficientul de rezzsten]a, care se poate \
tnlocui cu coeficientul de calitate.
La aceste corpuri, dacid sunt supuse la compresmne, se obfine
o curba caracterlstlca identica.

3. Caracteristica materialelor éari nu ascultd de legea Hooke.

In aceastd categorie intrd: rocile de naturd eruptivi gi sedimen-
tard: (granitul, porfirul, calcarul, gresia, ete.), mortarele (de var
gras, de var hidraulic saw ciment), .betoanele de ciment (sau pu-
zolane), apoi fonta, aliajele cuprului si aluminiului, in fine cauciu-
curile, curelele, funiile de cdnepd, etc.

Pentru unele din aceste materiale, se poate face inca uz. de legea
lui Hooke, intru cit in limitele practice in care se  intrebuinteazi,.

, nu se departeazd prea mult de ea.’

19. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezisten{a materialelor.
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In schimb. altele, intre cari in primul, rand pietrele, mortarele
st fontele, nu permit de loc a aplica aceastd lege. !

Ca si pentru materialele cari asculti de legea. lui Hoole, pentru
a gisi legatura intre remsten;e si deformatiuni, vom pregiiti in mod
identic epruvete, cari se vor supunc la tensiune. Pentru pletre
si betoane, vom pregiti cuburi cari le vom supune la compresiune.

Noténd rezultatele pe o diagrami, se construeste curba carac-
teristica, al carei aspect este. ca cel din fig. 207.
. S . Aceasta ,cixrbi’l_' se
b : o inclind mereu §i spre
Ty - ~ deosebire de caracteri-
. stica celeilalte ffrupe;
T e i é}, nu prezmta nicio par-
ticularitate panad in
» momentul ruperii.
0 SIS - - e " Pentru calificarea
i _Figura 207 " materialului curba con-

struitd este sufxcwnta,

‘insd pentru calcul ne trebue o e\pre51e analiticd a ei.

Diferiti experimentatori au propus diverse formule.

Lumea tecnicd s’a oprit la formulele propuse de Biilfinger- si
Hodglinson, verificate apoi.de Bach si Schiille.

Iatd aceasta formula:

6" = ER:a/Eo»

care mai poarta si numele de legea potengiald.

“Cantititile a si Ej se determind prin e\penenya si difera pentr
acelasi corp dacd este supus la compresiune sau tensiune.

In ceea ce priveste pe a el este mai mare ca 1,aproape pentru
toate materialele, 5i este mai mic decit 1 pentru curele, funii de
cinepa, bumbac, etc. Alura curbelor este ca in fig. 207.

Dupa cum am spus ‘aceste curbe nu prezmtd nicio particulari-
tate, n'au-nici limitd de proportionalitate sl nicl hmlta a deforma-
{iunilor mari.

La aceste materiale 9(, =S

St aci, ca la materialele cari ascultia de lerrea lut Hool\c,
mecanic spectfic sau coeficientul de rezistenfd
curbet caracteristice. -

lucrul
a este egal cu suprafaja

I'rebue si mai observim aci ca ecuatia desi di rezultate bune

~in regiunea de solicitdri obisnuite, totusi in origine da rezultate



‘ 291

inacceptabile. In adevir, valoarea coeficientului de elasticitate este:
E —”dx‘Jt/ds = [y/aa-1

Pentru corpun]e pentru cari a > e pentru N =0, capatim
E =, dupa cum pentru corpunle pentru carl a < l capatam
E=0 pentru?’C—O :

Ambele rezultate sunt 1nacceptab11e, pentru ci nu Cexistd hici
corpuri rigide si nici corpuri cari si se deformeze fara vre-o solicitare,

In privin{a contractarii transversale se dau foarte put,me date,
s coeflclentul H al lui Pmsson nu este constant ci varlaza cu 3"

4 lelta de elastlmtate._

Sa Juam o epruveta dintr’un . ‘corp care ascultd de legea lui
Hooke; dacd am supune aceastd epruveti la- incercare, am obtine
caracteristica din fig. 208. '

Incercarea insd o facem altfel. Intindem mai intdiu bara la o
for{a de exemplu de 500 kg si marcim pe diagrami punctul ce
_corespunde rezistentei 9 si alun-
girii specifice ¢, pentru acest .caz. %

Dupi aceea facem forta F =0,..
adici dim drumul barei. Daci
‘masurim distanta intre repere,
constatdm ci a rdmas aceeasi, prin.
urmare- bara s’a comportat -ca o
bard perfect elastica: . 0 %,

Intindem bara acum cu 1000 Figura 203
kg, marcim punctul pe.diagrama :
si dam iardsi drumul barei. Constatim si de astd data, cd bara a
revenit la pozitia. inifiali. Procedind mereu in acelasi. fel st facand
ca forta I’ sa creascdi; constatim ci dela o-anumiti rezisten{d
bara nu mai revine la pozitia inifiald, ci rimane cu.o deformatic
oarecare,. pe care o numim deformafie permanentd,-spre deosebire
de cealaltd deformatiune, care dispare odatd cu suprimarea.rezi-
stentei si pe care o numim deformafiune elastica.

Rezistenta, maximai,: pentry. care corpul are, numai. deformatiuni
clastice, poartd numele dc lzmlta de elasthtate naturald.

Masuratori de precizie aratd ci in realitate nu existd corpuri
perfect clastice, adicd dupi ce au avut o rezistenti, oricit de mici,
sd revie apoi in starea absolut.identica stirii initiale, asa ca .defi--
nitia de mai sus nu este exactd. decat in primi aproximatie.

o\
~

19*
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‘In practicd limita de elasticitate naturald este rezistenfa pentru
care deformafia permanentd ajunge la 0,03%, iar limita deforma-
ftunilor mari este rezistenfa, pentru care lungirea este 0,3%,.

S& continuam experien{a si si presupunem ci am intins bara
pind am ajuns pe curba caracteristica in punctul M.

Daca suprimdam forta, experienta aratdi, ci bara se scurteazi,
iar punctele de pe caracteristici se miscd pe dreapta M B, para-
leli cu porfiunca dreaptd a caracteristicii corpului, raméanind cu
deformafia permanentd OB = g,

Daci se reincepe experienja, se constatd ca punctele de pe
caracteristici se miscd pe dreapta BM.

Dac& nu trecem de punctul A si dim drumul barei, punctele
de pe caracteristicd se misca iardisi pe dreapta A B, deci avem nu-
mali ‘deformatiuni elastice. ‘

Deci, un corp care a suferit o deformafiune permanentd, rdmdne
elastic pentru toate rezistenfele inferioare celeta care a produs defor-
mafia’ permanentd. .

In acest caz i punctul M este o limita de elasticitate si de aceea
prima s’a numit limita de elasticitate naturala.

Asa dar, prin deformatiuni permanente se modifici limita de
clasticitate naturala a corpului.

Pentru a lua o deforma';lune permanentd, corpul consumi o
cantitate de lucru mecanie, proportionald cu suprafata OMB, asa
cd, pentru a-l rupe, este nevoie numai de suprafata hasurata.

Deci, prin deformatiuni permanente, corpul i§i micsoreazi coe-
ficientul de rezisténtd sau coeficientul de calitate, §i nu mai are
aceeasi capacitate de a acumula lucru mecanic. ;

Prin o deformatie permanentd, se schimbd oarecum structura
interioard, pentru ca atata timp cdt bara este intinsi cu remstcn'ge
sub limita de elasticitate, ea absoarbe cildurd, pe cand dincolo
de limita ‘de clasticitate — oricare ‘ar fi aceasta — degaja caldurs.

Corpum]e cari nu asculta de legea lui Hooke au de asemenca
o limitd de elasticitate. ; :

B) Relatia intre rez1sten;ele tanoentlale G
si lunecdrlle specifice .

Cum 's’au’stabilit relagiuni tntre 9¢- $1 & tot asa se stabilesc si
relafiuni fritre ' st 9. Lucrul este ceva mai greu, pentruci nu se
- pot face éxperiente la’ forfecare propriu zisi.
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Se. va arata “ulterior ci avem rezxsten;e tangentiale pure,
neinsofite de alte. rezistente in aceeasi sectiune, numai in cazul cdnd
avem o bard de secfiune circulard supusd la un moment de tor-
siune. La capxtolul respectiv.se va ariita cum ca]culam valorile rezi-
stentelor G §1 valorile lui y.

- Daca se supune. o bard la torsiune sx daca se calculeazd G si y
dupa datele experientii §i dacd se construeste curba caracteristicd,
atunci pentru corpurile cari asculta de legea lui Hooke, se giseste
o curba caracteristici absolut analoavd

51 aci se defineste coeficientul de elasticitate transversalid. G,
ca limitd a raportului: :
G =dG/dy

Si aci existd o limitd de’ proporfionalitate pand la care avem:

G =d5/dy =G /y =C4
st deci: R*
y'=3/G.
Si aci existd o limitd a deforma;iunilor mari, lunecare totala,
lunecare specifica la rupturi, etc. A

Bazati pe aceleagi consxderaylum avem pentru expresia lucrului

mecanic acumulat de volumul V:
L= Vfo dy
si in' cadrul acelorasi conventiuni ce am ficut acolo.

In mod identic ca acolo, se poate demonstra aceasta-formula.

Pina la limita de proporionalitate avem pentru lucrul
mecanic specific sau pentru coeficientul de rezisten}d valorile:

L —-~Voy =3 Voz/G =1 VG
Corpurile din a doua grupa, ace]ea carl nu asculta de legea lui

Hooke, prezinta altd legitura intre G si , putin studiatd pand acum,
pentru ci nu se intdlneste curent in practicd i deci nu prezintd

'

interes pentru nol.

C) Ruperea :mater_ialeloi' prih'-‘obo.sealé.

Pand acum ne-am ocupat numai.de cazul c¢ind bara supusi la
o forta, a fost intinsd pénd cind.s’a rupt.

. La stabilirea limitei de elasticitate ' ne-am ocupat cu cazul cdnd
bara e supusi de.mai multe ori la incercare  §i am vdzut ce
rezultate ne-a dat experienfa. NTLE
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Sa presupunem ci dintr’un acelagi material luim mai multe epru-
‘vete §i- ci- prima, supunénd-o la. tensiune; o rupem la o rezistend 9.
:A- doua ‘eprubeti.o supunem - la:rezisten{a 9; < 9. Bara evi-
dent nuse va rupe. O incercim a'doua oara pani-la %, si' vedem
iarasi ci nu se rupe.Dacd repetim experienta de un numir foarte
mare-de.ori, constatdm ci bara se rupe,. cu toate cii nu s’a depasit
rezistenta  90;. Asa- dar, efectul repetdrii- solzcttartlor face ca bara sd
se rupd sub o-rezistenfd IR, < 9. . 4]

Incercim acum a treia epruvetd la-o rezistentid 90, < 9. Sa
presupunem- ci §i-aceasta se rupe. Luim- rezistente din ce in ce
mai mici, pand cind ajungem la o rezistentd 9%, la care supunind
bara de milioane de ori, constatim c& nu se mai rupe.

.. Aceastd rezisten{d 9T, poartd numecle de rezistenfd la rupere a
barei sub acfiunea rezistenfelor repetale dcla. 0 la 9%, pentruca de
indatd ce este depisita, bara se rupe sub actiunea ei repetati.

Sa presupunem ci repetdm. experienfele, insi in loc ca rezi-
stentele si varieze dela 0 la 9, variazi dela — 9, Ia -+ 9/,

I << K. Se - observd si acum, ci’ dupd un numir oarecare de
incercari bara se rupe. Dacid luim 9 <& I, constatim ci’ bara
iardsi se rupe: Continuind constatiin ¢i a_]unvcm la o rezistentd
9, la care bara fiind supusi de milioane de ori nu se rupe. Accasti
rezisten{d poarti numele de regtsten;a la rupert, sub acjiunea rezi-
stenfelor alternative..

Primul care a relevat aceasti chestlunc a fost Wahler, inginer
la. caile ferate prusicne, care a observat o rupere. prematum a
osiilor. de vagoane.

In adevar, osia ‘de vagon este supusi la [ mcovou:re, partea de
sus fiind intinsd, jar cea de jos comprimata.

* Printr’o invirtire ‘cu ‘1809, sensul remsten;elor s€ sclnmba ludnd
aceleasi ‘valori insi de sens contrar. oot L :

‘Dupa’ un’ numir- oarecare’ de 1nvart1tur1, rezxstentele Intr’un
punct oarecare al osiei, schimba tot de atitea ori de seinn $1 prin
urmare osia, din punctul de vedere al rezistentii, nu se mai com-
portd ca..o.epruveti supusa o smgura data. la. rupere.

Experientele arata ca 9, < 9, < 9%,.

Explicatia fenomenului este urmitoarea:-

S’a ardtat la limita de elasticitate,.ca dacg -un corp se intinde

pénd la - rezistenta - 97, .ce. corespunde punctului: A de pe curba
caracteristicd, atunci-el ‘este: elastic..

‘pentru- accastd rezistenta si cele
inferioare ei. :
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Masuritorile .de precizie au aratat, .cd .aceasta nu-este adevirat
si ca atunci cAnd intindem bara, parcurgem curba BDA, iar cand
fi dim drumul curba - ACB,. inchizind -intre -ele o - suprafata
BDACB, care . reprezintd :
lucrul mecanic - neredat - de
bara (fig. 209). Asa dar, bara ¥
nu este perfect elastica. e

Sa consideram fig. 210.

Sa presupunem cit am intins |
bara pinda la rezistenta X — ¥ o s
corespunzitoare punctului B. Figura 209 '
Dacd diam drumul barei

ajungem in punctul C, bara riméinind cu o "deformatic per-
manentd OC = e. Pentru a anula aceastd deformatie, comprimiam
bara la o rezisten{d ce corespunde punctului D. S3 presupunem
ci continuim comprimarea pand ajungem in punctul
F. Daci dam drumul barei, adici facem 9T =0,
ajungem in G, bara riminand cu o deformatic per-
manentd — &. Dacd o intindem din nou asa ca si
ajungem in H, de unde ficind pe 9% =0, si ajungem

PR
i

i
i
}
i
|

iardsi in C.

Observim ci desi am ajuns in ace]aql punct, adici
am adus bara intr'o pozifie anterioard, am consumat
un lucru mecanic. Curba aceasta este analoagi
curbei hysteresis dela studiul magnetismului i poarti
si aci acelasi nume. S& notam cu L, suprafata
acestei curbe, atit in- primul caz cat §i in al doilea
si fie L, suprafata curbei caracteristice ce corespunde

Figura 210 rezistentei 90, adici atunci cind bara este ruptd
: dintr’odata. ol

Prin experienfe, d-1 Ljungberg a stabilit c¢i numaérul incerci-

rilor, dupd cari se rupe o bard, este foarte aproximativ:

w = Lr/ L,

F %

ceea ce inscamnd ca oricare ar fi felul in care este solicitatd bara,
lucrul mecanic specific pentru a o rupe este constant §i egal cu acela
ce corespunde curbei caracteristice, adicd lucrului mecanic necesar
pentru a rupe bara printr’o singurd incercare.

In experientele citate n este de ordinul 10%. Desi s’a trecut
dincolo de limita deformatiunilor mari, L; este foarte mic fad de i
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Se intelege ci Ly este si mai mic in cazul ¢ind ramanem cu
rezistenjele sub limita de elasticitate naturald, si-deci n este exa-
gerat de mare, dar totusi are o valoare oarecare.

In mod practic se admite cd un corp, supus la rezisten;e sub
limita de elasticitate naturali, nu se rupe niciodatd oricare ar fi
felul de s_b]icitare, intrucit U < W, < W, < A,.



XIII. LEGATURA INTRE REZISTENTE SI DEFORMA-
TIONI PENTRU SOLICITARI IN MAT MULTE SENSURL.

Pani acum am studiat numai relatiunea intre remsten';e §1 de-
formatiuni pentru’ solicitiri SImpIe, intr’o singurd directie.

Ne propunem si studiem relaia fintre rezistente §i deforma-
{iuni cind corpul este solicitat in mai multe directiuni.

Problema este evident mai complicatd si experimental este greu
de realizat, intru cit in experientele ce se pot face nu se pot evita
frecirile cari se produc intre piesa de incercat si masini si cari
Malsificd rezultatele. Singura cale care rimane deschisd, este aceea
a studiului analitic §i compararea rezultatelor cu rezultatul expe-

rientelor. ,
In prealabil vom stabili urmatoarea lema, zisd a suprapunerii

~ efectelor. : .
Sa presupunem cit o bari, sub ac'glunea f0r§e1 Fl, se lungeste

cu cantitatea u; = gl.
Lungimea ei finala va fi l(1+ £).
S& presupunem cd acum i aplicim for{a F,, care va produce
lungirea u, care este egald cu (1 4 ¢) &, iar lungimea finala va
l(14 &) (1 -+ &). Dacd aplicim n forfe, vom avea, lungimea
fmald' : ) / ,
LA+ o) (L &) o( b e) =1 [ 5 1+ Z eren b
DeiEner + ... F 185 . . 8n] "
Ultimii termeni din parentezi sunt mici fajd de primii si deci
lungimea finald este I (14 2 ¢;) sau:
(1) L e=Xg

Asa dar, dacd mai multe: forte Iy, F,..- F,, aplicate unei- bare,
produc lungirile specifice €1, €...En, atunci lungirea specifici a
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barei, cind aplicim rezultanta lor R =X F, este ¢ §i egald cu suma
lungirilor specifice, produse de fiecare for{d in parte. _

Din cele de mai sus se vede ci aceastd lege este aprO\imativli
§i nu este valabild decat pentru cazul deforma;mmlor mici cdnd
putem neglija termenii 2 &; &, &x.

1. Ecuatiile lui Poisson.

_a) Rezistente si deformatiuni in spafiu.

S presupunem ,cd . un element de, volym paralelipipedic - este
supus pe fetele sale. Ia remsten'gcle prmclpale 9, My, Ay

"In sensul’ dlrec’glunu 1, se va produce o lungire specxflca % /E
insd, din cauza rezistentelor de pe celelalte fete, se va produce o

contractlune e«rala cu— u (9(2 + 3(3) /E Aqa dar, dupa du‘ecpunea
1 vom avea:

(2) E e, —%1— ﬂ(gtz’{‘%s)
In mod cu totul analog, avem:
(2) : - E 8" = — iz (%3 + f)’C1)
E &5 =9y — p (9 + %)
S’a aritit cd I, 9 Ny =p ecsté un mvarlant §1 dec1
ecuat,ule (2) le putem pune sub forma:
(3) N Eel"'(i-l-:u)g(l—:up

S’a aratat 'de asemenea cd §i & -} 82 - &3 = &, este un ‘inva-
riant. Daca adunam ecuatiile (3) avem:

@ Ee,=(1—2pp

valabxla pentru orice alte axe, normale 1ntre ele, f1e ci ar fi axe
principale sau nu..

Daca scoatem pe p. din (4) si-1 mloculm in (3), avem trei ecuatii
de forma: °

(5) X, =E [81 + & ,u/(‘l—2 w1/ + p)

Relatiile (2) sau (3), ne dau lungirile specifice in’ functiune de

rezistenfele principale, iar ecuatia (o) exprimi rezxsten;ele prmc1—
pale in functiune de lungirile principale.

Si scidem ecuatiile (5) una din alta, -avem:

= =E (e —e)/(1 + p)
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Insa 8 . b
X =W =2T~ -, ey —& =y +y Gy=0Cp,
cart-introduse -in ecuatia precedentd; me dau:’ ~ . - -
(6) G =L/2(1 + )
A A§a dar, ecuaplle (5) 1mphca o anumiti len'atura intre coeflclen;u
E, G 5i p, de asemenea invarianta.
Tindnd seami de ecuatia. (6) putem scri ecuatiile (5) sub forma

:(5) _ =2G[e + & 1n/( 1 — 2 ]

Sa vedem ce forma taw. aceste. ecuafit;. penlru alte direcfiunt decdt
cele principale. . ) o

Ecuatiile (4) si.(6) pastreaza evxdent acelea§1 forme

Ecua;ule rezistentei si.lungirii spcmﬁce dupi. o directiune oare-
care sunt: “

x —-a“f)fl—l-b"f)fz—i-czﬁts
€ —a- £1+b- 82+C"‘6‘3
Daca ecuatiile (5) le multxphcam respectlv cu a? b~ §1 c® si le

B H

adundm capitim:
(5) N =2G[e+ ep/(1 —2u)]
- Dect si pentru o directiune oarecare, ecuatiile lui Poisson

pastreazd aceiagi forma.
Pentxu o dlrecpune oarccare 3 vom avea:

(5) = 2G[e: + 8v/t/(1 —24)]
Sa consideram trei axe rectangulare dupé cariavem 90, 9. .
$i €z, £y-.. Pz-.. 51,58 vedem daci ecua;ule lui Powson pastreaza

aceeagi forma
Din ecuatiile (2), (3) si (8) dela studiul reznsten;elor s1- (8); (9)
s1 (10) dela deformaglum, avem:
Za-?’( —— 221)0?{
& = Za- ex + Zb(,y, )
Daca flecare dm ecua;nle (5) le multiplicim cu a? b2, ¢ sile
adundm si jinem:seama i de ultimile- doud ccuatil, cipatam:
B 2FbeG; =26 [e + gm/(i;‘)p)]?-'—zczmx =
Se vede e ele pdstreaza aceeasi formd daca avem
. ool ‘.
(O G _Gy-r y O "‘G;'J » 6 —‘G}’-
Din cele de ‘mai sus rezulti- ci am admis pentru ecuafiile Iui

DPoisson urmitoarele ipoteze:

s
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1. Am ramas sub limita de proporjionalitate;

2. E, G si u sunt constanfi dupd orice direcfiune.

Corpurile cari indéplincsc, aceste conditiuni poartd.numecle de
corpuri lzotrope

O conditie a 1sotrop101 este s relapa (6) de leﬂatura intre E,
G sip.

b) Rezisténte si deformatiuni in plan.-

S& presupunem ca in loc de un element de volum solicitat in
spajiu, am avea acelasi clement de volum -supus la rezisteniele
%, si 9, cuprinse intr'un plan.

Vom repeta aci intocmai rajionamentul de mai sus si vom
capata aceleasi formule insd cu al}i coeficienti. -

Ecuatiile (2) se reduc la:
Ee =% — pnd,

2) Eg =%, — p%,

Daca se noteazi si aci invarian;ii:

N+, =p

&+ gy =g
atunci avem: \ .
() Ee =14 p)%—pup
@ - . Ee=(1—ump
Si aci deducem: !
LB T =E(a+ pe)/(l—p) =26+ es.u/§1 — )]
iar dupi o alta dnrecpe oarecare avem: |

(%) . =E(e: + pey)/(1— )

Am putea deduce §i aci pe aceeagi cale relatia (6).
Observajie. Am avut mai sus invariant{ii & $i &. S vedem care
este semnificarea lor fizica.

Sa presupunem ci avem un element de volum paralehplpedw,
ale carui laturi, egale cu unitatea, se lungesc cu lungirile specifice
&, &, &. YVolumul dupd deformatie va fi

Ate) A+e) (L+e) =1+ + e+ az+zelez+sleg &
Dacd se neglijeazi termenii = ¢, £..., se vede ci:

€ =& + & -+ &,
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este dilatatia elementului de volum. Tot -asa, & este dilatagia
clementului de suprafaa.

2. Rezistente reduse.’

Daca avem o bara supusi la tensiune numai intr'un sens,
legitura intre deformatiuni si rezistenfe este data de relatia E e=%x,
bine inteles dacd raminem péna la limita de proportionalitate.

Dacé corpul este supus la rezistente in mai multe sensuri, atunci
aceastid legiturd este datdi de ccuatiile lui’ Poisson cari evident
diferd de prccedenta

Rezistenja care ar produce la o bard supusd numai la tensiune
(sau compresiune) aceeagi lungire specificd, ca la un corp solicitat
tn’ mai multe sensuri, poartd numele de rezistenjd redusd.

Cu alte cuvinte, dacd la un corp solicitat in mai multe sensuri
avem dupd o directiune oarccare o lungire specifici &, data de
ecuatiile lui Poisson, atunci rezistenja redusd 7, ., este rezistenfa
care, Ja o bard supusi numai la tensiune sau numai la compresiune,
ar’ produce acceasi lungire specificd. Deci - '

Kyrea=Ee Wora =Ees ~, Nzra=Ee,.

Punind acestca in ecuatiile (2) avem:
(7) Iy rea = 3t1 — ,u(f)fz + ), K= f)(2 T l‘(gts = 9(1)
_ Ky rea = Nz — p(I; +-90,).

In cazul rezistentelor in spajiu nu se poate 'da o expresie a lor in
functie de 9C;... ;... pentrucd Ji... rezultd din rezolvarea uneil.
ccuatii de gradul al treilea.-

In plan chestiunca este mai simpld, pentruci avem “de- -a- -face
cu o ecuajie de gradul al doilea.

Avem: ,
Iy rea =T — 19, _%2 rea = I — pIty

Am avut insd: .
Nyyo = § (W + ) £ .;‘]/(f)tx—f)ty)2 +4G?

Daca se pun aceste valori in expresia rezistentelor reduse de -

mai sus, avem: . . _ . -
Q) g =14 (Ra+90) (1— p) £+ 4 (A+p) /(0024452
Pentru g = 0,25 avem:- :

Nyeg = 0,375 (90 + 9,) + 0,625)/(F, —K,)2 + 4 622
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lar pentru g = 0,3, avem: ¢ e, Wi 1 !
Hyea = 0,35 (R + ,) + 0,65]/ (3 — 9,02 + 4 6.2
In cazul cind avem numai rezistenie :,-avem

(9) , gz:red = (1 = ,“) G.. '

8% Lucru mecamc.

Vom nota cu L lucrul mecanic acumulat de elcmentul de volum V.

Am vizut ci dacdi avem rezistenfe normale, expresia lucrului
mecanic este

= 1 Je
lar dacd avem rezistenfe tangentiale -
. e .
Sa presupunem c# elémentul de ‘vnqlvu.n_i é_sté supus 1a rezistentele
Kz, Ky, Iz, Gz Gy, G; dupd cari se produc deformatiunile &,

&, Yz, Yy Yz date de ecuatiile lui Poisson.
*Vom avea:

(10) L=43% e+ 4 3 By,

. Aceastd expresic putem si o exprimam fie in func;ne numaj
de rezxstente fie numai de deformaylum

€y,

\

a) Lucru mecanie tn functie de rezistente.

Daca in ecuajia (10) se introduc valorile luj & din - ecuatia (3)
a lui Poisson, dacd se tine seama ci:

29 = pt—2 3 9,0,
daci se 1;mc scamil ¢ am notat mvamantul

> (‘I_gtyatz) 19
si cd intre E §i G existd relatia (6)

G=E/2 (1+ p)
atunci cipitim:
1 . L= (P*/E + ¢2/G)
b) Lueru mecanic in functiune de deformatiuni.

Daci in ecuatia (10) de mai sus punem valorile. 1u1 X

din ecuatia .
(5) a lui Poisson, dacd tinem seamia ca:

Eax=ev—2Zexey
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sl cd am notat ‘invariantul: )
’ 2 j 9
2 ({7z—ey8:s) =17
cipiatam
(12) L'=26G (k& +n?)
in care am notat:

k=(1—p)/2 s 2v)

Observatnum. Sub ac;mnea remsten;elor corpul se dcformeaza
modificindu-si lungimile si unghiurile. Prin modificarea lungimilor
corpul isi schimba volumul, iar prin modificarea unghiurilor corpul
isi schimba forma.

Pentru fiecare din aceste modificiri este nevoie de un lucru
mecanic.

Vom nota cu L; i L, lucrul mecanic necesar pentru modificarea
volumului §i respectiv, a -formei.

Sa presupunem c& un corp este supus la rezxsten;elc 9C ,9(,,',
vy agsa ca: ~
(13) _ 2 =0 =l = Y.

In acest caz, ecuatia (4) a lui Poisson ne aratd ci &, = 0. Aga
dar, un corp supus la rezistenje normale cari indeplinesc conditia
(13) de mai sus, nu-si schimba volumul, c¢i numai forma.”

Un corp supus numai la re‘.lsten;e tanﬂenﬂale nu-st schimbd
volumul ¢i numai forma. In adevir si. avem. un. paralehpxped de
laturi a, b, c.

Dreptunrrhlul de bazd ab se transforma intr’un paralelorrram,
care are baza a si inilfimea b cosy.. Or y: fiind mic, cos y; ~1,
st deci‘baza rimane egala cu ab. Dacit aceastd bazi se multiplica
cu c cosy, .avem, pentru acelasi motiv, ¢.cosy =c.. Asa dar,
volumul, in primd aproximatie, riméne neschimbat sub .actiunca
rezistentelor G, corpul schimbéndu-si numai forma.

Putem pune oricind 9, =9, 4 ip, ete.,, in care 9(,
mdeplmesc condma (13) de mai sus. In acest caz:

@ =2T—IN K, —ip?
Punind aceastd valoare in ecuafia (11) avem:

L = [p*/E—p*/3G + Z (53— 9/ %,)/0]

Din aceastd expresie se vede ci ultimii doi termeni servd la
schimbarea formei elementului de volum, si atunci primii doi ter-
meni servd la modificarea volumului.,
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Asa dar:
(14) Ly = 1p¥(4/E—1/3G) = (1—2 p)p*/6E
(15) _ Ly =(sp*+ ¢)/26

Avand evident:
L=L,+ L,

Putem exprima aceste lucruri mecanice si in functie de
deformatiuni. : '

Cu.ajutorul formulei (4) a lui Poisson, avem:
16) Lo=E&/6(1—2p) =2Ge(k—4§) =p £,/6
(17) Ly =26 ($es+ 7%

Asa dar, am gisit e\presxumle lucrului ‘mecanic acumulat de »
un element de volum. Am mai vazut cit anume din acest lucru

mecanic servd la dilatarea si cit anume la modificarea formel
volumului.

Si stabilim aceleasi formule cdnd avem de- aface cu reatsten;e
tn plan.

Act notam: ol
RN+ 9, =p , Ex-t+¢ey=2¢
=2 o 2
Gi— W, Ky =¢* , Iyi—ezey=1n
Daca se urmeazi absolut acelasi rajionament si dacd se noteaza

E=1/2 (1— p)

se gaseste ca formulele (10), (11) si (12) raman absolut identice.

Daci urmim mai departe rajionamentul, daci avem 9 4%, =0
si dacd notam ; :

He =% +3p » Fy=A, +4p

giasim pentru.expresiile lucrului mecanic necesar pentru dn]atarea
suprafetii §i modificarca formei ei, in functiune de rezistente:

U5) L= 1p1/E—1/46) = (1—p) p/aE= pe
-(157) L=+ )26

iar in functiune de deforma;mm

(16') , Li=3kE¢

(17) Ly =2G ({5 + 9%
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4. Relatia intre rezistente si deformatiuni la corpurile plastice.

Nu toate corpurile au o limita elastica ridicatd. Sunt unele cor-
puri cari chiar sub acfiunea unor solicitiri mici capitd deforma-
tiuni permanente. Acelast lucru se petrece si cu corpurile cari asculta
de legea lui Hooke, insd dincolo de limita dcformatlumlor mari.
Pentru acest motiv, aceastd limitd am numlt -0 i limita de

plasticitate. :
S1 pentru aceste corpuri avem o curba caracteristicd. Si aci
(18)- di/de = ‘

defineste coeficientul de plasticitate, care este o functiune de IT.
La corpurile plastice se¢ admite ¢& un corp sub acfiunea rezi-
stentelor 9C 51 schimbd numai forma, volumul ramanind constant.
Acecasta, bine inteles, in- primi aproximatie.
A§a dar, pentru corpurile plastice avem:

(19 - _ & =0
Din ecuatia lui Poisson: E¢, = (1 —2 u)p, deducem:
(20) r =05

 Aceste doud condijiuni definesc relatia intre rezistenfele i
deformatiunile unui corp in regiunea plasticd a caracteristicii lui.
~ In acest caz, ecuatiile lui Poisson pentru directiunile principale

se scriu sub forma: w:
D g =9 —0,5(%, 4 I,), etc.
51 dacad notam :

(21) 2 X, = p,

avem:
2De =39, —p

(22) © 2Deg=3%—p
’ 2D e =3%;—p

sau:

. G =4p+2D¢g)
(23) X, =4(p+2Dg)
' Ty =3(p+2De;) i
Daca se scad aceste ecuatii una.d‘in alta, daci se fine seamid ca,
W, — 93 =26, , &—¢& =y, etc.

si dacd se noteazd ca la corpurile elastice:

(24) : G =yH
se obtine: .
(25) & H=3iD

20. 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica construc;iunil&r si Rezisten{a materialelor:
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Asa. dar, relagia intre coeficientul de plasticitate transversal I st
cel longitudinal D este acelagi ca gi intre E §i-G la corpurile elastice
dacd se face u = 0,5. _ _
~ Intocmai ca la corpurile elastice §1 pe aceeasi cale, se aratd ci
ecuatiile (5) pastreazi aceiasi forma si pentru alte directiuni si ci

deci avem: ,
(26) X =14p—+2D¢c) = 1ip + 2Hs

La fel se aratd ci. aceasti ecuatie subsisti sub aceeasi forma
dacd D si I pistreazi aceeasi valoare si ecuatiile (24) si (25) sunt
satisficute pentru orice directie.
 Aceste_ecuatii se aplicd intocmai §i corpurilor elastice, dincolo de
limita de elasticitate. 4 ’ 5 ]
~ Dincolo de aceasta limit#, £ se compune din doui pirti: o lungire
clastici &, §i una permanenti sau plastica Ep.

Dacd T, este limita ‘de elasticitate, atunci &p este datorit
rezistentii 9 — 9C,. Daca in ecuatia (26) punem accasti valoare s
dacd noua suma a rezistentelor 9 © notdm tot cu p,
ecuatia (26). 4 -

Asa dar, ecuatiile lui Poisson sub limita de proportionalitate
au forma: ' & .

N =266+ eopr/(1— 2 )]

capdtim iarasi

iar peste aceasta:
N =2He 4 P
In prima formuli & sunt numai deformatiuni clastice, in a doua
numai plastice sau permanente.

In prima formuli G este constant, in a d

oua I este o functie
de 9 sau de e.



XIV. IPOTEZE ASUPRA RUPERI MATERIALELOR.
1. Solicitiri ‘infr'o’ singurd diréctiune.

Cel mai simplu exemplu de ruptura eétq obtinut prin ixjperchrea
unei cpruvete la tensiune si asupra cireia se exercitd o for{a care
_cregte mereu pind- obtinem ruperea epruvetei. :
Am .vazut de asemenea cum construim curba caracteristica.

Fie N rezistenta totald 51 & . lungirea. specifici la ruptura.
Se zice ci un material se va rupe in momentul cind rezistenta 9,
ce se desvolta in el, va atinge valoarca 9,. De asemeneca, daci.com-
pardm lungirile specifice, vom zice ¢d un material oarecare in ace-
leasi condifiuni se va rupe. cind lungirea lui specificzi,.va‘atingc
valoarea ¢,.

Prin urmare, ne este absolut mdlferent daca se face compararea
rezistenjelor efective sau a lungirilor efective, cu acelea§1 elemente
din momentul ruperii. ‘

Mai mult. Pentru a rupe o epruveti cheltuim un anumlt lucru
mecanic Le, Jucru mecanic al fortei exterioare. Acesta este acu-
mulat de bard, prin deformare bara, inmagazinind . lucrul
mecanic L;. ,

"Atat timp cat intre aceste c'mtxtatl e\lsta relatla

(1) Lo =1

¢ LU v .

existi- §1 echilibru intre- for;ele exterioare: §1 eforturile interioare.
Din momentul in care aceastd relatie nu mai e satisficutd, echi-
librul este rupt, nu mai exista. 3

.Dacé voim s& impunem unei epruvete sa mmagazmeze un lucru
mecanic. mai mare decit L;, adicd mai mare decit lucrul mecanic
necesar ruperit, atunci bara se va rupe. .

20%
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Prin urmare, pentru a sti dacd o bard supusd la tracfiune se va
rupe saw nu, va trebui si compardm unul din cele trei elemente: X
rezistenfa, & lungirea specificd, sau L lucrul mecanic, cu aceleasi cle-
mente la rupere.

. Aceasta putem si o facem, pentrucd intre cele trei elemente
X, & si L existd o singurd relajiune precisa, curba caracteristica.

In acest caz simplu nu avem nicio indoial §i putem si spunem
cu precizie, daci un material, solicitat la o tractiune oarecare, se
va rupe sau nu. ' _

Acelasi lucru se petrece si cind avem de-a-face cu o compre-
siune simpla.

2. Solicitdri din mai multe directiuni.
Chestiunea se complici in cazul cand corpul este supus la
rezistenfe dupd mai multe directiuni.
Exista asupra acestei chestiuni mai multe ipoteze:

a) S'a emis ipoteza c¢# un material se rupe cind rezistenfa efectiva
atinge rezistenta de rupturi a aceluiasi material supus la tracfiune
sau la compresiune.

Dacii avem un element de volum supus la rezistentele 9¢,. . . G,
se pot giisi rezistentele normale principale 9T;, 9%, 9%, §1 rezistentele
tangenjiale maxime. Comparand rezistenta maximi — s# zicem WN—
cu rezistenfa la ruptura, s’ar putea”—dupii aceast® ipotezi — si
stim dacd corpul se va rupe sau nu. '

Numeroase experiente facute in aceasti direcfiune, au ariitat ci
aceastd ipotezi nu este adevirati. B :

Dupi experiengele lui Féppl st Groth: cari au supus - divérse
materiale la presiuni pana la 3000 at in interiorul lichidelor, a rezultat,
ca afard de citeva exceptiuni, materialele nu se sfardma, nu se rup.

In urma acestor experienfe ei trag concluziunea ci ruperea n’ar
avea loc nici la presiuni §i- mai mari. : :

b) O altd ipotezit datorits lui Barré de Saint-Venant, este de a compara..
lungirile reale din interiorul corpului, cu lungirile la rupturt al unei
epruvete supusi# numai la tensiune sau numai la compresiune.

’

Cu ajutorul formulelor (2) sau (5) si cu (6) ale lui Poisson, putem
deduce lungirile ‘§i lunecirile specifice &,...
am vizut cum putem deduce lungirile s
si lunecirile specifice maxime oot

Yzi.., cu ajutorul lor
pecifice principale ‘. ..
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‘Dupi aceastd ipotezi, cand lungirea specificd maximi — sa
zicem & — a atins. valoarea lungirii specifice la rupere, ¢, a unei
piese supuse numai la tensiune sau numai la compresiune, atunci
vom zice cd piesa se va rupe..

Aceasta-t ipoteza in general admisd in toate tratatele de rezzsten;a
materialelor de pdnd acum.

St aceastd ipotezd este .in dezacord cu’ rezultatele expenen;elor.
In adevir, a .compara lungirile specifice intre cle, este a compara
rezistenta redusid din interiorul corpului, cu rezistenfa la rupere a
aceluiagi materml supus numai la tensiune sau numai la com-
presiune. ‘

Cand un corp este supus numai la remstente tangentiale, formula
(9) dela rezistentele reduse ne da:

Kyea = (1 + )z

Pentru valori ale lui # cuprinse intre 0,25—0,30 capitiam pentru
G respectiv_ valorile:

6 = 0,80 f)'C,ed O 77 9(,,,,1 '

Or, dupa experientele lui Mohr si Guest, rezulti pentru ofeluri §1'
alte materiale ca existd relatia.

——059(

‘deci o nepotrivire prea mare.

Mai mult. Cuburile de beton sau de piatri
supusi la compresiune se distrug — se rup —
ca in fig. 211, adica,
de pe lituri se deta-
.seazd dupd niste pla- -
nuri inclinate poriuni
de material. Prin ur-. -
mare, ruperea a inceput
si se facd dupi plane
inclinate §i numai dupi
] aceea trunchiurile de

Figura 211 ‘ ‘piramidi tind si pit- Figura 212
rundd unul in altul.

Din cauza frecirii ce se produce intre cele doud baze ale
cubului cu piescle maginii care le comprimi, dilatarea lor este impie-
decata si ruperea se face ca.in fig. 211. In.cazul insd,.cind suprafetele
fn contact dintre material §i masind se ung, atunci ruperea se. face
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si dupd plane dirijate dupa direcfia solicitdrii, asa cum se -arati
in fig. 212. Asta probeaza suficient c¢d ruperca nu se face dupa
direciia dupd care avem cele mai mari deformatiuni e.

Mai mult incd, Fépl a supus un cub la compresiune dupd o
singurd directie i I'a rupt la o rezistentd 9T. Supunind in aceleasi
* condifiuni un cub din acelasi material, insa la rezistente dupi doua
direcfiuni normale, a observat ci se rupe la aceeasi rezistenta N.
De aci rezultd c& lungirile specifice n’au nicio influenta, cici cal-
culindu-se, se vede ci au valori diferite in cele doud experiente.

Alt fapt. Cand o epruvetd se supune la incercare, de indatd ce
a apirut contractiunea transversald sau dilatarea, se observa pe
faja epruvetei niste linii inclinate cam la-45°, cari indici in mod
clar, ci dupd dircefia lor au loc niste luneciri. Acestea sunt asa
zisele linii ale lui Piobert. :

Aceste nepotriviri au condus pe Mohr 55 admita:

¢) Ipoteza lui Couloumb si anume ci ruperea unui matenal se produce
din cauza rezisten{elor tangentiale.

Ruptura are loc atunci cand S din interiorul materialului atmn'e
valoarea G; a rezistentel totale la forfecare.

Se stie cd valorile maxime ale lui @ sunt date de dlferen;elc
By = (9, — I0,) /2, ete.

Prin urmare, dup# aceasti ipotezi ruptura va avea loc cAnd una
din aceste diferenie atinge valoarea G, :

Accastd ipotezii este justificatd prin o serie de experiente, cari,
pentru anumite materiale, dau rezultate concordante.

S& presupunem c& un material este supus la rezistenfele prin-
cnpale 3(1, Iz si I3, cari satxsfac re]a’ylunea G S0 s Bles

Asa dar, dupd acecasta
ipotezii ruperea materialu-
lui depinde numai de dife-
renfa 4 (9, —9) sie mde-
pendentd de 9T,.

S4 presupunem ci incer-
cim o epruvetd la tensiune
simpld §i cd ea se rupe la

Figura 213 rezistenta ;. Cercul care

* trece prin origine st abscisa

=+ A in diagrama lui Mohr, reprezinti starea rezistentelor din inte-
riorul corpului dupi diferite dnreqlum in momentul ruperii (fig. 213).
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Sa presupunem cd supunem acelasi corp la compresiune, vom
avea in aceleasi conditii cercul care trece prin origine si prin 9.

Sa presupunem cd supunem corpul la o rezisten{i de tensiune
intr’o directie §i compresiunc in altd directic. S& presupunem ci
variem una din ele pand obfinem ruperea corpului. Starea rezisten-
telor din interiorul corpului va fi reprezentata iarasi prin un cere.
Dacé facem astfel de incercari variind oricum rezistentele in cele
doud sensuri pana corpul se rupe, obfinem o serie de cercuri cari
sunt inviluite de o curbi, numitd curba limitd a lui Mohr.

Prin definitie, orice cerc din interiorul accstei curbe, reprezinta
o stare a rezistentelor din interiorul corpului pentru care ruperea
nu este posibild, un cerc tangent la<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>