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VIII. GRINZI CU ZĂBRELE ÎN SPAȚIU. 
e 

A) Consideraţiuni generale. 

Aceste construcţiuni le obţinem în același fel ca și grinzile cu 
zăbrele plane, cu singura” deosebire că în spaţiu, pentru fixarea 
unui punct în mod invariabil de o construcţie, avem nevoie de 3 
bare (fig. 167) articulate la capetele lor şi invariabile ca lungime. 
După această regulă, dacă grinda cu ,zăbrele are | | 
n noduri, avem nevoie de 3 n bare. Se observă II 
că pentru a lega în mod invariabil primele trei: : N 
puncte avem nevoie numai de 3 bare, deci în 
total regula de mai sus ne dă un surplus de G 
bare, și deci numărul .barelor este: |    (1) m=3n—6. o 

Ca și la grinzile cu zăbrele în 'plan, putem 
suprima o bâră înlocuind”o cu alta,:cu condiţia ' Figura 167 
însă ca sistemul să rămână „nedeformabil, adică o 
parte a grinzii să nu poată avea mișcări, de „orice fel, faţă de 
cealaltă. 

Dacă se pleacă dela consideraţiunea .găsirei eforturilor din bare, 
"se găsește aceeaşi legătură între numărul barelor şi numărul nodu- 
„rilor. În adevăr, dacă avem n noduri, vom seri 3 n ecuaţii.de echi- 
libru. Sistemul fiind în echilibru șase ecuaţiuni între forţele. dela . 
noduri — forţe date şi reacţiuni — trebuesc satisfăcute, așa că 
pentru determinarea. eforturilor din bare nu dispunem decât de 
3n —6 ecuaţii și deci acesta 'trebue să fie numărul barelor. 

Pentru ca eforturile în bare să fie finite, trebue ca același deter- 
minant 4,40, determinant care are exact aceeași structură ca 
la grinzile plane. 

15, 1934, Gh. Em. Filipescu. Șieniea-consteugliunilor şi Rezistenţa materialelor; 
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Pentru determinarea eforturilor din bare vom. seri echilibrul 

fiecărui nod și vom căpăta un sistem de ecuaţii liniar și omogen 

în F; întocmai ca la grinzile plane, și deci expresia efortului va fi 

de forma: | 

(2) Nin = Nina Fi + os FF hi Bi e... 

Așa dar, putem utiliza suprapunerea efectelor, etc. 

In fine toate consideraţiunile generale avute. acolo în vedere 
“sunt aplicabile și aci. 
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B) Determinarea eforturilor din bare. 

Avem. și aci aceleaşi metode ca la grinzile plane. 

1. Metoda separării nodurilor. 

a) Metoda lui Cremona. 

Vom seri echilibrul fiecărui nod în parte, deci vom, aplica metoda 
hui Cremona. 

Pentru a putea aplica această metodă, este nevoie să începem 

descompunerea dela un nod, din care pleacă numai trei bare şi conti- 

nuând descompunerea să ajungem la un nod la care avem iarăşi numai + 
trei necunoscute. 

S'a dat norma grafică și analitică pentru efectuarea acestei 
descompuneri. 

Procedând în acest fel pe cale grafică, se obţin în cele două 

plane de proiecţie două figuri reciproce, a căror laturi ne dau în 
proiecţie eforturile din bare, pe cari apoi putem să le allăm î în ade- 
vărată mărime. 

Numărul barelor fiind m =3n —6 şi cum o bară aparţine, la 
două noduri, înseamnă că m mediu întrun nod este: 

(3 n — 6)/(n/2) =6—12/n bare. 

Se poate ușor recunoaște, că, chiar pentru un număr restrâns 
de noduri, putem avea grinzi cu zăbrele la cari din fiecare nod să * 
plece mai mult decât trei bare și deci nu putem aplica metoda 
lui Cremona. 

- Pentru a o putea aplica, grinda va trebui să mai îndeplinească 
o condiţiune specială, întocmai ca la grinzile cu zăbrele plane. 

Dacă se urmează exact același raţionament ca acolo, se găsește 
că acea condiţiune este ca grinda cu zăbrele în spaţiu să rezulte din 
Juztapunerea a o serie de piramide triung shiulare, cari nu se pătrund.



După această normă s'a alcătuit grinda cu zăbrele din fig. 168. 
De triunghiul 123 s'a fixat nodul 6; de triunghiul 163 s'a 

fixat nodul 8; de triunghiul 138 s'a fixat nodul 4; de triunghiul 
168 s'a fixat nodul 5; de 368 sa fixat nodul 7, de 568 s'a 
fixat nodul 9, etc. 

Se recunoaşte numaidecât că p'ecând dela nodurile 13 şi 15, 

putem găsi eforturile în toate barele, până la nodurile 6 şi 8. Dacă 
plecăm și dela nodurile 2 și 4, găsim 

„eforturile și în restul barelor. 

b) Metoda lui Henneberg. 

In cazul când grinda nu îndeplineşte 

condiţiunea de aplicabilitate a metodei 
lui Cremona, vom aplica metoda .lui 
Ilenneberg. 

rr 

Suprimăm din grinda cu zăbrele o 

serie de bare şi introducem din nou tot 

atâtea, câte avem “nevoie pentru 

transforma grinda în una căreia 

putem să-i aplicăm metoda lui 

Cremona. Sub acţiunea sarci- 

nilor date, aflăm eforturile în 
toate barele acestei grinzi astfel 

transformată. 

Fie A, N2, Na... eforturile 

din prima, a doua ete., din 

barele introduse din nou. 

Suprimăm apoi toate forţele 

de pe grindă şi după direcţia 

primei bare suprimate, intro- 

  

  

  

Figura 168 

ducem în nodurile respective două forţe egale cu 1£ și de sensuri 
- contrare și aflăm din nou eforturile în toate barele grinzii transfor- 
mate. Fie nu; Na Nu... eforturile din prima, a doua etc., din 
barele introduse. . 

Suprimăm apoi această forţă și introduceni alte două egale cu 1, 

în aceleași condițiuni, după direcţia celei de a doua bară suprimată. 
Fie 42, Mo Nae ... eforturile din barele introduse. 

Facem acelaşi lucru pentru toate celelalte bare. 

Notăm cu X, Y, Z etc. eforturile din barele suprimate. 

13
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Dacă facem exact același raționament ca la grinzile plane, barele 
introduse le putem: suprima când:. 

— N =Ă nu + Y n +Zna +... 
6) — Na SA Nat Yo + Zna +... 

Vom avea atâtea ecuaţii câte înlocuiri am avut, cari ne de- 
termină valorile lui X, Y, Z, ete. | N 

Bazaţi pe suprapunerea efectelor, deducem eforturile din ce- 
lelalte bare. 

| 
Metoda este avantajoasă pentrucă rezolvăm, în orice caz, un 

număr mai mic de ecuaţii decât în cazul când am proceda direct 
la aflarea eforturilor, când am avea de rezolvat 3 n —6 ecuaţii. 

"2. Metoda secţiunilor. 
După norma dela, grinzile cu zăbrele plane, facem o secţiune în 

grinda cu zăbrele în spaţiu. a. 
s , Toate forţele ce se găsesc de aceeași 

parte a secţiunii se reduc, după cum 
se știe, la o rezultantă unică R, aplicată 
întrun punct ales după voie și la un 
moment AJ care corespunde acelui punct. 

Sa arătat la forţe în spaţiu, cum 
putem găsi din grupul F şi MI compo- 
nentele după 6 direcţiuni diferite în 
spaţiu. 

„Prin urmare, dacă secţiunea făcută 
taie 6 direcțiuni diferite, problema este 
rezolvată. 

    

            

   

   

  

„Se întâmplă că la unele grinzi 
să nu găsim secţiuni cari să 
taie numai 6 bare ci mai multe 
și totuși descompunerea să fie 
posibilă fără a mai recurge la 
rezolvarea întregului sistem de 
3 n — 6 ecuaţii. 

. In majoritatea cazurilor, 
Figura 169 „această posibilitate ne-o dau 

| , elementele geometrice ale grinzii. care “prezintă anumite particularităţi.
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p articularitatea curentă este aceca de a avea mai multe direcţiuni 
cuprinse în acelaşi plan sau concurente. - 

Vom ilustra cele de mai sus printr'un exemplu. 
Grinda din lig.. 169 are zăbrelele astfel dispuse că nu-i putem 

„aplica direct metoda lui Cremona. 
Are particularitatea că nodurile 1, 2, 3 şi â sunt î în același ei 

De asemenea și grupurile de noduri 2, 6, 7, 3—— 3, 7,8, 4—1, 
$, 4—5, 6, 7, S, ete. sunt cuprinse în aceleaşi olane: 

Facem o Secţiune. care taie 'barele: 1,5—1, 6—2, 6—2, 
3, 7—3, 8—4, 8 şi 4, 5, în total 8: 

Forţele din nodurile 1,2, 3 şi 4, cari rămân de acceaşi parte a 
secţiunii, le compunem într'o rezultantă unică FI, aplicată să zicem 

. în nodul |. şi la un moment 4/,. Dacă această rezultantă am aplica-o 
în nodul S, atunci avem evident: 

(4) A, =, + SR. 

Vom nota în cele ce urmează direcţia 18 de. exemplu, prin 18. 
Vom lua momentul forţelor ş și al eforturilor din barele tăiate de 

secţiunea considerată, mai întâiu în raport cu nodul 1 și. apoi cu 
nodul $. . 

" Proiectând aceste momente după direcţiunea 3, vom căpăta 
momentul după această axă. Se vede de pe figură că în raport cu 
această axă momentele a cinci din necunoscute sunt nule pentriică 
o întâlnesc. | | 

“Vom avea deci: ! „- 

Lia Nas 12-26 + la Naş 12. 27 + li Nas 13. 37 + la Nas 13. 38 

"AF a Nas 14. 48 + ls Nas 14. 43 = AM, 

lz9 Nea 87. 72 + lia Nasa 87. 73 + Les Nas 86. 62 + lea Ne 86. 61 

+ Îse Aus 85. 51 + las Nas 85. 54 = AM 

Dacă se » multipică aceste ecuaţii scalar cu 18, „dacă se ține s seamă 

(5) 

sunt complanari cu 15, căpătăm: 

la Nos 12. 26. 18 + la Na 12. 

les Nes 80. 62. 18 + ze Na, 87. 

două ecuaţii între cele trei necunoscute din planul 2673. 
Dacă, după aceeași normă, luăm momentele după axele 25, 36 

şi 47, vom căpăta în total 8 ecuaţii cari ne dau valorile căutate. 

ÎS + lia N, î3 3. 37. 18=A7. 1 

18 + le az 87. 73. 18 =. 1 

57. | 

72,
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In cazul când planul 1234 este paralel cu 5678, şi acesta-i cazul 
curent în practică, atunci şi vectorii 13, 37 şi 78 sunt complanari cu 
ÎS, şi ecuaţiile de mai sus se reduc la: 
_ la Nas 12. 26. 18 + Le Na 13. 37. 18 = A. 8 
0) las Nas 56. 62. 18 + Iza Na 87.73.18 = 78 
două ecuaţii cu două necunoscute, cari ne dau direct efortul din 
montanţii-26 și 37. 

Eforturile din montanţi fiind cunoscute, “pentru rest aplicăm 
metoda lui Cremona, începând descompunerea sau reciproca dela 
nodurile unde avem trei necunoscute, ceea ce este totdeauna posibil. 

Așa dar, avem posibilitatea. să găsim, oarecum direct, eforturile 
din barele unei grinzi cu zăbrele, rezolvând pe grupe restrânse cele 
3 n —6 ecuaţii, a căror rezolvare directă e o muncă foarte mare, 

. Ș 
zăbrele plane. Pa 

Volumele ce formează coeficienţii diferiților termeni se evaluiază 
grafic sau analitic după normele date, ținând bine înțeles seamă de 
semnele lor. 

Chiar așa fiind, calculele sunt mai numeroase ca la grinzile cu 

Aplicația Nr. 44. Să determinăm eforturile în barele grinzilor cu zăbrele 
din figurile 170 şi 474 presupunând că la partea superioară se aplică două forţe 

orizontale, egale şi de direcţii contrare, cari 
dau un moment M al cărui ax este evi- 
dent vertical, 

Fiecare grindă are câte 16 noduri. Gru- 
pele de noduri 1, 2, 3, 4—5, 6,7, 
8, — ete., sunt.situate în plane orizontale. 

De asemenea grupele de noduri 1,5,8, 
4,—1,2,6, 5,—2, 6, 7, 3,—ete. sunt! 
situate în câte un plan. | 

Ambele grinzi, prin intermediul articu- 
laţiilor 1, 2, 3 și 4, sunt fixate de câte o 
fundaţie. 

  

Pentru ambele grinzi, pentru fiecare nod 
pulem scri câte trei ecuaţii, afară de nodu- . 
rile 2 şi 1 din prima figură, unde nu putem 
scri decât câte o singură ecuaţie şi afară de 

4 nodurile 1, 2, 3 şi d din a doua [igură, 
unde nu putem scri decât câte două ecuaţii. 

| Deci pentru ambele figuri nu putem Figura 170 scri decât câte 3 x 16—4 = 44 ecuaţii. 
* Ca necunoscute avem eforturile în. cele m bare ale grinzii și reacţiunile din articulațiile 1, 2, 3, 4. cari, în ambele cazuri, au în total 8 necunoscute. 

- 
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Deci avem âhk =m + 8 şi deci m = 36. Ambele grinzi au câte 36 bare, 

deci sunt static determinate şi putem găsi reacţiunile şi eforturile din bare. 

a) Să ne ocupăm de grinda cu săbrele din fig. 170. Facem o secţiune care 

taie toate barele cari unesc grupurile de noduri Î, 2, 3, 4 cu 5,6,7,8. 

Dacă luăm momentul tuturor eforturilor din barele astfel tăiate, mai întâiu în 

raport cu nodul 1 și apoi cu nodul 3 și îl proiectăm pe direcţiunea 13, căpătăm: 

Da Nae 19.26.15+ la Nae. 14.48.13==0 
lao Nae 32.26.31 + las Nas. 34.48.31 =0 

din cari deducem: 

"Nos = Nas = 0. 

Dacă facem același lucru .şi în etajele 

superioare găsim: : : 

ÎNso = Nm = 0 şi  Nauonza = Nine = 0. 

Să considerăm echilibrul nodului 5. Am 

găsit N;p=0, rezultă numaidecât că avem şi: 

Na = Nos = N = 0. 

Dacă procedăm astlel și cu nodurile 7, 

10 şi 12, găsim că eforturile din toţi mon- 

tanţii şi toate barele orizontale sunt nule. 

Fac excepţie numai barele orizontale 

cari leagă nodurile 13—14—15 și 16, ale - 

căror eforturi sunt independente de efor- 

- turile din restul grinzii şi depind numai 

“de modul cum forţele F se transmit acestor 

noduri. 4 

Cu această excepţie se vede că numai 

. diagonalele acestei grinzi se încarcă cu 

    N 
Tigura 171 

eforturi. . . _ 

Să le determinăm. Să ne ocupăm de diagonalele 1—6 şi 1—8, 

Momentul AI putem să-l înlocuim cu un cuplu a două forţe orizontale 

trecând prin nodurile 1 și 3. Fiecare din aceste forţe trebue să fie cuprinsă în 

planele determinate de nodurile 6—1—8 și 6—3—8, deci vor fi paralele cu 

6—8 sau 2—4. , , 

“Dacă notăm cu a, distanţa între nodurile și 3 măsurată după normală 

la 2—4, atunci valoarea forţei ce se aplică în nodul 1 sau.3 va îi: ” 

M/a = Fu, Sa 

Această forţă, din planul 6—1—8, o descompunem după regulile cunos- 

cute după direcţiile 16 şi 15. | 

Astfel procedăm și pentru celelalte. Prin urmare, problema este complet 

rezolvată. : 

b) Să ne ocupăm de grinda din fig. 171. Facem aceeaşi secţiune ca în cazul 

precedent, și luăm momentele tuturor eforturilor din barele tăiate în raport 

cu nodul 1. Se vede că acest caz a fost tratat la metoda secţiunilor și expresia 

momentului este dată de relaţia (5). S'a văzut acolo că eforturile din 2—6 şi 

3—7 sunt date de formula (7) şi că deci avem eforturile din montanţi. 

,
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Dacă facem și alte secţiuni similare, găsim eforturile din toţi montanţii. 
Ca să găsim eforturile din diagonale vom lua momentul în raport cu două no- 
duri așa fel încât, multiplicate convenabil, să dispară o serie de termeni și să 
ne rămână grupe de ecuaţii cu cât mai puţine necunoscute. 

Dacă expresiile lui A, din (5) şi a lui 4, a cărui expresie este: 
” — — . ————— == Za Nas 41.15 + dia Nas %1. 16 + lia Nae 82-26 + Isa Na, 42.97 

———_ = -- lsa Na 43.37 + lia Was 43.38 = A, = ÎI 

le multiplicăm scalar cu 14 şi dacă ţinem seamă că M 14 =0, obţinem: 

ba Nes 13.26.14 ++ Li Nea 13.37.Tâ ++ ba Na T237.IĂ “+ la Nas 13.38.14 = 0 

az Nas %3.26. 14 + lea az 43.37.14 + le Naa 85.97.14 + le Nas 23.38.14 = 0 

două ecuaţii cu două necunoscute în Nas Nas» pentrucă pe Nes ŞI Na îi cunoaştem din ecuaţiile precedente, , - 
Așa dar, am găsit eforturile şi în toate diagonalele. 
Dacă scriem echilibrul nodurilor 5, 6, 7, ete., găsim și eforturile din barele 

"orizontale 5—6, 6—7, etc. ă 
In acest mod-am găsit eforturile din toate barele grinzii cu zăbrele. 

Din aceste două exemple se pede că modul de așezare al diagonalelor 
influenţează distribuţia eforturilor în toate barele grinzii cu zăbrele. 

_C) Reazimile grinzilor cu zăbrele. 
Echilibrul grinzilor cu zăbrele se asigură în genere prin reazime 

simple și articulaţii, cari se aplică diferitelor noduri. ” 
Se ştie că în plan o articulaţie are două necunoscute, un reazim 

simplu una singură. i | 
Dacă notăm cu a numărul articulaţiilor și cu s acela al reazimilor simple, atunci în plan aceste reazime vor avea 2 a + s necunoscute. 
In spaţiu vor avea 3 a + s necunoscute. 
La grinzile cu zăbrele am găsit eforturile din bare scriind echilibrul fiecărui nod în parte şi am văzut cum din acele ecuaţiuni rezultă _Şi reacțiunile. | Aa 
Dacă n este numărul nodurilor, m numărul barelor grinzii cu zăbrele, a numărul articulaţiilor și s numărul reazimilor simple cari asigură echilibrul grinzii cu zăbrele, atunci în pl an numărul necu- noscutelor trebue să satisfacă relaţia 

(1) m+2a+s=2n 
iar în spaţiu 

(1). m+3a+s=3n
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Dacă pentru o grindă plană avem m =2n —3, atunci rezultă: 
2a+s=3, - 

"Prin urmare, o articulaţie și un reazim simplu asigură echilibrul: 
grinzii. 

Relaţia (1) este satisfăcută și atunci când de exemplu mai adăugăm 
un rcazim simplu, însă micșorăm numărul „barelor cu una. 

Acelaşi lucru și în spaţiu. A 
Se va avea grijă ca bara care se suprimă să nu permită detor- 

marea sistemului. | 
Echilibrul oricărei grinzi cu zăbrele va fi asigurat şi vom putea 

“determina valoarea reacțiunilor și eforturile din bare, ori de câte ori 
sunt satisfăcute relaţiile (1) de mai sus.



TĂ. REZISTENȚE. Me 

A) Rezistenţe. în spaţiu. 

1. Generalităţi şi definiţii. | 

Un corp găsindu-se în. echilibru sub acţiunea forţelor exterioare, 
va trebui ca și fiecare părticică din el să fie de asemenea în echi- 
libru sub acţiunea forțelor ce lucrează asupra cei. 

Dacă, din interiorul corpului, separăm un element de volum, V, 

mărginit de o suprafaţă O, acesta va trebui de asemenea să 

satisfacă ecuaţiile de echilibru. 

Să vedem forţele 'cari lucrează asupra lui. Mai-întâiu vom avea 
greulatea sau atraâțiunea ce exercită asupra lui 

restul corpurilor înconjurătoare, sau forţele ce 
rezultă din acceleraţiile la cari este supus. In al 

doilea rând vin reacțiunile ce le exercită corpul 

asupra suprafeţii acestei părticele de volum, reac- 

țiuni egale cu acţiunile ce le exercită acest element dă 

de volum asupra corpului din care a fost detașat. Figura 172 

Acestea sunt evident forţe. 
„Dacă considerăm un element de suprafaţă 49 (fig. 172), şi dacă 
asupra ei se exercită o forţă, dF, atunci limita raportului: 

(1) dF/d4 O = 

„poartă -numele de rezistenţă. | 

* Rezistenţa R va avea o valoare numerică, care, din definiţia ce 
i s'a dat, se vede că se măsoară în forță /suprafaţă. In mod curent: 
noi o exprimăm în kg/em?, kg/mm?, sau t/m? *)... 

  
*) In sistemul vu, 4, s (metru, tonă, secundă) unitatea de forţă este stenul = 

102 kg greutate, adică forţa care dă unei mase de 1 tonă o accelerație de 1 m/ 

sec?. Unitatea de rezistență se măsoară în sten/em? = piez, Rezultă. deci: 1,02 

kg/mm? = 1 piez sau 1 kg/mm? = 0,981 piez. Această unitate este puţin 
întrebuințată.
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Rezistenţa R va avea și o direcţiune care va fi aceea a lui dF. 
In definiţia lui Ă intră şi elementul de suprafaţă, care pe lângă 

mărime are și o direcţiune, care este. fixată prin direcţiunea 7, a 
normalei la elementul de suprafaţă. | 

Se va considera 7 positiv, ori de câte ori este dirijat din 
interiorul corpului spre exteriorul lui. 

Rezistenţa A are în genere o direcţiune oarecare. O putem deci 
descompune, în planul. determinat de ea și normala la suprafață, 
în două componente: una după normala 7 la suprafaţa d 2 şi ala „după tangenta 0 -la această suprafaţă şi cuprinsă în planul deter- 
minat de Ș şi 7, _ 
"Componenta după normală poartă numele de rezistență normali, 

iar cea după tangentă, rezistență tangentială. | 
Prima se mai numeşte rezistenţa la tensiune sau compresiune, 

şi valoarea ei se notează cu SI. A doua se numește și rezistenţă la 
tăiere sau forfecare şi valoarea ci se notează cu &. 

„Așa dar: ă - 
(2) I=Rr , 5=R0 

Vom avea evident: 

== 35, 3=50-3R00 

+= sau Yr+50=3 

2. Ecuațiile de echilibru. 
Elementul de volum V trebue să se găsească în echilibru sub acţiunea următoarelor forţe: E 

__ 15. Greutatea G, a elementului de volum, care este egală cu 7 V, Y fiind greutatea specifică a materialului din care este făcut corpul. 2. Dacă elementul de volum este în mișcare, el mai este supus la forța m de/dt în care m și v sunt masa și iuţeala elementului de volum. | aaa 3%. Forţele cari rezultă din rezistențele ], de pe toată suprafaţa elementului. de volum Și care au valoarea:. 
| F=IR4o 

Pentru echilibru trebue să avem: o 
PV+m do [d + E =0 

ay V-+-m ad [daf =0 
adică rezultanta și momentul, în raport cu un punct oarecare, să fie nule.
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În cazul când acceleraţia este nulă, avem: 

Ă >V+F=0 ap V-rak=6 

Acestea sunt ecuaţiile pe cari ni le dă mecanica. 

3. Valoârea rezistenţei 2 după o direcţiune oarecare. 

Să presupunem că avem un element de volum de forma. unui 
tetraedru (fig. 173). Trei feţe ale lui sunt ortogonale între ele; cum ar 

A planele de coordonâte ale unui sistem de axe rectangular, iar 
faţa patra ABC un plan oarecare. Direcţia acestui plan (ABC) 
este fixată prin direcția normalei sale 7, valoarea suprafeţii fiind 2. 
Notăm cu £, pf direcţiile axelor de coordonate z, % 2. Planul 
OBC, normal pe axa o z,-va avea 
direcţiunea — £, căci direcţiunea 
lui este aceea a :normalei sale 
(totdeauna din interiorul spre 
exteriorul corpului). | 

Suprafaţa OBC va fi ogală. 
„cu proiecția suprafeții ABC pe 
planul z o z și va avea valoarea O 
multiplicată cu cosinul unghiului 
ce fac între ele: direcţiile norma- 
lelor lor. _Cosinul acestui unghiu 

  

Ye 
Figura 173, 

este —£p=—a şi deci valoarea suprafeții « este — EvO=—a3Q. 
Pentru celelalte - suprafeţe, dacă notăm pr =, o = = c, avem 
—b 0 şi —c2Q. 

Pe faţa_ ABC avem o rezistenţă 3, iar pe . feţele ce corespund 
direcțiilor £, 2, € avem rezistențele R 2 y, şi X ale căror valori 
și direcţiuni sunt, oarecari și cari în genere diferă de normalele la 
suprafeţele respective. 

În aceste condiţii, să scrim. că suma forţelor este nulă, avem: 

PA RO— da 0— 3,0 0— 3,00 =0 
In tot ce urmează, vom presupune suprafaţa 2 infinit mică, 

așa ca să putem presupune oricând, că rezistenţele de pe feţele 
respective sunt uniform distribuite și că rezultanta lor'se aplică 
în centrul de greutate al suprafeţei. | 

Dacă împărțim cu 2 și observăm că V/a2 = 1/3, în care. d 
este înălțimea tetraedrului coborită din O pe planul ABC, şi -dacă



238 

facem elementul de volum infinit mic, deci h = 0, atunci ecuaţia 
precedentă se reduce la 

(3) R=aR. Vă +reă 
Când dăm diferite înclinări planului ABC, 3, R, şi RX. rămân 

constante, ceea ce variază este numai direcţiunea normalei v. Aşa- 
dar, Ă este o funcţiune liniară de cosinurile directoare ale normalei 
la faţa ABC. | 

Să aplicăm aceluiași element de volum ecuaţia momentelor. 
Luăm momentele tuturor forţelor" în raport cu O, centrul de 

greutate al feţei ABC. . i 
Forţa RO va da evident un moment nul. Momentul greutăţii 

elementului de volum va fi egal cu hp V, în care h, este distanţa, 
ca mărime şi direcțiune, dela centrul de greutate al tetraedrului 
până la O,. Momentul forţei ce corespunde rezistenţei de pe faţa 

"OBC va fi —aQ0.ER, dz/3. Insă a0dz/3 =V, volumul 
tetraedrului și deci momentul este egal cu —FR.V. 

Dacă facem același raționament și pentru celelalte feţe, facem 
suma, împărțim cu 22 și trecem la limită considerând elementul 
de volum infinit mic, căpătăm: 

(4) ER + NR +Tă =0 
Ecuațiile (3) şi (4) ne arată că rezistenţa X, în un punct oarecare 

din interiorul corpului, depinde de rezistenţele R., R, şi X., deci 
de 9 elemente. Ecuația (4) ne arată că între ele există 3 relaţiuni 
şi deci R este complet determinat când cunoaştem 6 elemente. 

Din ecuaţia (4) mai scoatem o concluzie foarte importantă. 
"O multiplicăm vectorial cu 5 și căpătăm: 

(5) R=aRtbăyheă=tv3 ru 3, +53, 
Pentru o altă direcţiune 7, vom avea: 

(5) ra 3 Eaa, 
„Dacă multiplicăm (5) scalar cu 71, se observă, numaidecât, că avem: 

6 | sr, 
-Cu alte €uvinte: proiecția rezistenţei. R, ce corespunde planului v, pe direcția va» este egală cu proiecția rezistenții Ş 

nului », pe direcţia v. 
Direcţiile pentru cari avem Ri, = 3,7 

direcțiuni conjugate. 

Ru, ce corespunde pla- 

= 0 poartă numele de
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In special să presupunem că avem o direcțiune 7, căreia îi 
corespunde rezistența X și direcţiunea infinit vecină 7 + dv, căreia 
îi corespunde rezistența R+ dă. 

In virtutea relaţiei (6) avem: 

R bird =(3+dh)o 
„care ne dă: 

(7) Rh =vaR 

4. Componentele rezistenţei 3. 

Vom determina aceste componente așa ca ecuaţia (4) să fie 
satisfăcută, deci vom determina cele 6 componente ale lui Ș. 

Pentru aceasta descompunem rezistența 3, în trei. componente 
paralele cu cele trei axe de coordonate (fig. 174). 
„Componenta paralelă cu aza Oz şi deci normală pe planul OBC 

o notăm cu X,, iar cele două componente conţinute în acest plan 
şi normale pe axele Oy şi Oz, le notăm respectiv cu 3, şi 8. Dacă facem 
același lucru și cu 3, şi RX. avem: - 

REX +7 8 
(S) 3, = IX, +€ de 

| R. = res 
Rezistenţa normală X, 

se definește ca positivă, 

ori de câte ori este diri- 

jată din interiorul corpu- 

lui spre exterior, cu alte 

cuvinte, când este diri- we 

jată după sensul positiv G 

„al normalei la suprafaţă.  ?$ 

In acest caz poartă nu- 

mele de rezistență la 

  

rs 

  

  =... 

  

    tensiune. - În caz con- .: vi , 

trar, rezistenți la compre- Figura 174 

“siune. . 

In mod general, vom avea în primul caz 9tv iar în al doilea — 9. 
Din această definiţie, rezultă că semnul lui 9 este absolut inde- 

pendent de sistemul de axe la care am reperat elementul de volum 
și feţele lui și independent de orientarea feţii pe care se aplică.
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Din definiţia de mai sus pentru X și din ecuaţiile (8), rezultă 
și sensul positiv al rezistenţelor &, Dacă X positiv este dirijat către 
direcţiunea negativă a axei cu care este paralelă, atunci. și este 
positiv, când este dirijat către direcțiunea negativă a axei cu care. 
este paralelă. In adevăr, dacă prima ecuaţie din (8) o multiplicăm 
cu — (1, avem: 

— 3 > — EN 5—F5, 
cu alte cuvinte, dacă + 9 este dirijat către —£, atunci și + G. și 
+ 6, sunt dirijate respectiv către —"] şi — d. 

După modul cum s'au făcut notaţiile, se vede că s'a notat cu 
3., rezistenţa tangentială din planul OBC, normală pe axa Oz și 
tot cu &,;, rezistenţa tangentială din planul OCA, normală pe aceiași 
axă 0z. S'au notat cu aceeași literă pentrucă sunt egale. 

Acelaşi lucru este şi cu 6 din faţa OCA și OBA şi cu 5, din 
feţele OAB și OBC. : a 

Aceasta se poate arăta fie efectuând produsele vectoriale arătate 
de ecuaţia (4), fie luând momentul tuturor forțelor în. raport cu 
câte o axă, paralelă cu cele trei axe de coordonate, trecând prin 
centrul de greutate al feţei ABC. | 

In adevăr, mând momentul în raport cu o axă paralelă cu 03, 
vom avea: , 

1%. Momentul forţei ce rezultă din rezistenţa X este nul, pentrucă 
întâlnește axa. | 

2. Momentul forţelor ce rezultă din rezistenţele $. vor fi: 

€ (8: 009 dz/3— 3.00 dy/3) = (3.5) V 
3. Momentul greutăţii tetraedrului va fi. 

ph V 
4*. Momentul forţelor ce rezultă din rezistenţele SU; %, şi 9, 

sunt nule pentrucă întâlnesc axa de momente. | 
5. Momentele "forțelor ce rezultă din rezistenţele &, și 6, sunt 

nule pentrucă forţele sunt paralele cu axa. - 
Suma momentelor este: 

€ (5.— 5) 9, =0 
Făcând .elementul de volum infinit mic, avem h, = O, şi deci 

-. - 

Această proprietate poartă numele de dualitatea rezistenţelor S Şi se exprimă astfel:
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Dacă într'un plan oarecare există o rezistenţă tangentială S, atunci 

într'un plan normal pe precedentul va ezista o rezistenţă tangentiali 
5, egală cu! precedenta şi simetric dispusă faţă de muchia comună 

“a celor două planuri. 

Prin urmare, rezistența X se poate exprima în funcţiune de ,, 

R, şi R-, între cari există relația (4), sau numai în funcţiune de 

șase elemente: 9, X,, I-, Da, Su, şi G-, relaţia (4) fiind satisfăcută 

în acest caz. ” 

Componentele lui ], după cele trei axe de coordonate, le notăm 
cu Rs, Ra şi Rz. Vom avea evident 

| R = E.33 + ar Ex 
în care: 

Re =ER 7 Rn = 3 Rr =fR 
, | 

Dacă î în aceste e relaţii punem valorile din (3) şi apoi cele din (8), 
avem: , 

Rs =aX.4+b6-+ecă, 

(9) Rp =0%,reătaă. 

Re =cX-+ad,+b d, 

Această ecuaţie se poate deduce și proiectând după cele trei 
axe forţele ce acţionează asupra elementului de volum. 

5. Variația rezistenţelor 3. 

a) Rezistenţe şi direcţiuni principale. 

Din ecuaţiile (2) ş. (3) rezultă imediat: | 

(1) E D= Epv Ra + o. RL ă 

-Se observă mai întâiu că pentru valori finite ale lui R...., avern 

valori finite pentru 9, căci cosinurile directoare variază între ——]. 

și +1. Din expresia de mai sus, nai rezultă că 9 păstrează aecaşi 
valoare pentru +-v şi —7. i 

Dacă plecăm dela direcțiunea + v şi trecem prin toate direeţiu- 

nile, până ajungem la —, X fiind finit, va trece prin unul sau 

mai multe maxime și minime, pentrucă revine la valoarea iniţială. 

Să presupuriem că luăm ca direcţiune 'de. plecare direcţiunea 

ce corespunde unui maxim. Făcând același raţionament ca mai sus 

se vede că X trece cel puţin printr'un minim. 

16. 1934, Gh. Em, Pilipegeul ELI TESIE autor si şi Rezistenţa materialelor, 

( CEATA ss 
)) 

mt
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Dacă, după diferitele direcţiuni >, purtăm pe raza vectoare ”, 
valorile lui %, extremităţile lor. vor fi pe o suprafaţă închisă, care : 
va avea un centru de simetrie şi care va avea raze vectoare maxime 
şi minime. 

. 
Să găsim valorile mazime şi minime ale lui O și direcţiunile după 

cari au loc. | : _ 
" JUva îi maxim sau minim pentru valoarea lui > care face dII=0. 
Din ecuaţiile (2) și (7), deducem: 

d =2 Rd 

Se ştie că dv este cuprins în întregime în planul normal pe 7 
și are ca valoare numerică unghiul de, dintre direcțiunea 7 şi v-+do. 
Să notăm cu ( acel vector, vom avea deci dv = 0dg, şi deci 

dX/2de =R0 

In planul normal pe » este şi direcțiunea 0, din planul determinat de Ă și >, pentru care avem relaţia (2), adică 3R9=, 
Deci: 

(11) | dN/2 dp=3R5=3 
Aşa dar, derivata lui X în raport cu unghiul 2 este egală cu 3. 
Deci maximile și minimile au loc atunci când 

dX/2de = 5 =0 

adică pentru direcţiunile pentru cari 3 = 0. Pentru acele direcţiuni 
R și II sunt paralele, adică coincid. 

Direcţiunile, pentru cari avem 9% maximum sau minimum, poartă numele de direcțiuni principale, iar valorile lui IL ce cores- "pund acelor direcţiuni, poartă . numele de rezistențe principale. Să presupunem că, prin un mijloc Oarecare, am găsit o direc- țiune principală 7, şi vom vedea mai în urmă cum o găsim. Să considerăm planul normal acestei direcţiuni și în acest plan o direcțiune oarecare 7, căreia îi corespunde o rezistenţă î,. In virtutea relației (6) avem: 

Ra > Fa =0 
pentrucă Ă, 7 = O şi deci 3, u 2 este cuprins în întregime în planul normal pe v.. În acest plan vom găsi o direcţiune principală +, și o rezistenţă principală %,, aşa cum s'a arătat mai sus, Să considerăm 7, perpendicular pe.v, şi v 

i 
2 ȘI rezistenţa respec- uvă Ra.
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Avem, tot în virtutea relației (6) 

Rua = Ram =0 „3 Ra ra = Rat =0, 

și deci: 

Rar = Raw =0. 

Prin urmare, Rp este normal pe 7, și Va şi dirijat după Va. 

Așadar, avem trei direcțiuni principale va, v2 şi va normale între 

ele, cărora le corespund trei rezistenţe principale X,, a, Ia. Rezisten- 

țele S în aceste plane sunt nule. 
Dacă luăm ca axe de coordonate axele principale, atunci avem: 

Pra i pb i ve 

şi ecuaţiile (3), (8), (9) și (10) se transformă în:. 

(12) R = ai Nk Dea Sat cva Sa 

(13) RSF Sa Ra Xa 
(14) Rs =a ST, 3 Ry = D Ia Ă TR, = c Sa 

(15). N = a + PR + 2, 

şi dacă-ridicăm (12) la patrat, mai găsim: 

(16) RN +22 + c2 2 

b) Elipsoidul rezistenţelor. 

„Dacă ridicăm ecuaţiile (14) la patrat şi dacă ţinem cont că 

(17) | erp =1 
avem: 

Rg/I + 3/2 + 32 2/3 =. 

Prin urmare, extremităţile rezistenţelor X, pentru orice direc- 

ţiune, se găsesc pe un elipsoid ale cărui axe principale sunt chiar 

direcţiunile principale. 

c) Determinarea rezistenţelor principale. 

Dacă într'un plan avem o rezistență principală, atunci ea coin- 

cide cu normala la acel plan și componentele ci după cele trei axe 

vor fi: 
Re=aY 3; Rp= VI ; Rock. 

| 

16%
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Punând aceste valori în ecuaţiile (9), avem: 
a(X.— 90) +05, + c&y = 0 
a, + D(9, — 9) he . 1 =0 
a 5, + d 5, + c(9IT-— 9) =0 

Dacă eliminăm a, V şi c între aceste ecuaţii găsim ecuaţia de 
gradul al treilea în 9: | 

X—9) 3, 5, A 
5. (9,—90) 3 |=o 
Si (9) 

Dacă se desvoltă acest determinant şi dacă se notează: 
> (9) =p 

(19) ÎI (XA 52) = 

a 90, 9 e 25.8, 5. — 5 (97 822) = ră 
găsim: 
(20) —D p30 + ge +7 =0. 
ale cărei rădăcini. sunt cele trei rezistenţe principale %,, Ia, Da. 

Cantităţile p, g, r sunt invariante şi deci avem și: 
ZM ep ERM = şi N ra 

d) Determinarea direcțiilor principale. 

Vom presupune direcţiile principale 7, 72, 7 cunoscute şi vom 
căuta direcţia £, a axei oz, așa fel ca în planul ce-i corespunde să 
avem tocmai R,, acel dat. Prin urmare, vom avea de aflat cosi- nurile directoare ale axei oz cu direcţiile 7, 7 și Pa, cari pentru prescurtarea scrisului, le vom nota după tabloul următor: 

£ 1 £ 

Pi WU a (a 

Ye bi Da. | ba 

  

  

          3 C Ca .| Ca 
In acest caz ecuaţiile (17), (5) şi (16) se transformă în: 

arh + =] 

a N + DX, + e? Ia = 9, 
ai 2 4-2 2 + e? V2 = R2
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Avem trei ecuaţii cu trei necunoscute a, b? şi c?. 
Numitorul necunoscutelor este: 

Id A 
Ba (9 — 90) (90 — 90) (9 — 94) 

„92 92 92 

iar numărătorul necunoscutei a2, de ex. este: 
Ada | “ 
Pa Da Oa |==(90 — 905) [Oa (97 93) — 9 9 — Rat] 
RE 2 ga | | 
Aşa că vom avea: 

21) = (R22— e (9 + 9) + IT 904) 7090 — 90) (93 — 9.) 
Analog găsim pe d? şi c?. 

Pe aceiași cale găsim: 

Ce = [Rp — 9, (92 + Ia) + Ia 9) /(9a — 9) (9 — 9.) 
= [22 —%, (9 -t 93) -k Ia 973] /(9s— 9) (93 — 9.) 

Cu. aceste - valori putem fixa poziţia axei principale vi, faţă de 
cele trei axe £, 7], £. Facem apoi același lucru cu 7 și va, aflând cele 
9 valori cari ne interesează. 

6. Variația rezistenţelor 3. 

Am văzut că aceste rezistenţe sunt nule, după direcția axelor 
principale, iar după o direcţiune oarecare au valoarea dată de 
ecuaţia (2). __ 

i D= RU sau 6 =R—9 

Deci rezultă din ecuaţiile (15), (16) și (17) că 8? este funcţie de 
a?, b2 și c?, funcţie finită cu maxime și minime. Să. studiem variaţia 
lui 6. Ea va fi maximă când dă/da? = 0, deci: 

dR2/da2 — 29% dX/da2 — k =0, 

în care k este un coeficient nedeterminat, pentrucă avem ecuația 
de legătura" (17). 

Din ecuaţiile (16) și (15) deducem: 

dR2/da? = RE, dX/da? = %,. 

Procedând la fel şi cu b şi c găsim: 

2 —290%, =hk 
(22) „IT — 2 II = h 

3 — 299, = k,
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Scăzând între ele aceste ecuaţii, avem: 

(28) Vp (Or 9), Vs (Or), = 7 (Oa + 9) 
Prin urmare, maximile sau minimile lui 8 au loc pentru acele 

direcţiuni, pentru cari sunt satisfăcute relaţiile (23). 

a) Valorile maxime şi minime ale rezistenţii G. 

Dacă multiplicăm pe rând ecuaţiile (22) cu a?, b?, c? şi le adunăm, 
avem: . N 

R— 292 =k sau G2—902 =, 

Introducând valoarea lui k în (22), obţinem: 
= 2 (0 — N), D= e (9), = (9T3 — 90) 

In cari introducând valorile din (23), avem: 

(24) D= kg (9, — 92) > o=4t (Ta — 93) » Da= ki (Ta — 9). Îi 

Acestea sunt valorile maxime şi minime ale rezistențelor 3. 

Dei b) Direcţiile după cari avem 3 maximum şi minimum. 

N'avem decât să punem în ecuaţia (15) valoarea lui IX: 
(02 — 4990, + (02099 pc 20 | 

relaţie care este satisfăcută, Mu Ma și Sa fiind oarecari, pentru: 

a = +4 7/2; b= + Va; e =0 

" Acestea însă sunt cosinurile directoare ale planelor bisectoare, 
corespunzând rezistenţelor principale %, și 9%. Prin urmare, rezis- tenţele tangenţiale sunt mazime în planele bisectoare planelor prin- cipale şi au valorile date de ecuaţiile (04). 

7. Diagrama variaţiei rezistenţelor Y şi &. 

Am văzut că valorile lui Ș variază ca razele vectoare duse din centru la un punct al suprafeţii elipsoidului 'rezistenţelor. 
Se poate da însă o diagramă plană, care să reprezinte variaţia lui 3, XI şi g. - 
Din ecuaţia (21): 

ai = [32 —9 (92 + 92) + 9te 903) /(9T, — 9.) (9, —9,)
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se vede, că dacă ne ocupăm de planul care conţine axa principală >, 

atunci £ m = a, =0 și cum FR? = 2 4 62, vom avea: 

2 — 9 (90 + 9) DX, =0 

Oricare ar fi orientarea acestui plan care conţine pe 74, variaţia 

rezistenţelor 9 și 6 este dată de un cerc, al cărui centru 0, se găsește 

"pe axa OY, la distanţa + (9Ta <- 93) şi de rază 1 (94 3) (fig. 175). 
Abscisa unui 'punct de: pe 

cerc este 9, ordonata $, iar 

distanţa dela punct la origine Ș. 

Dacă 'presupunem că luăm 
planul care conţine axa 72, vom 

găsi alt cerc, în aceleași con- 

diţii, cu centrul în 02. Același 
* lucru pentru Pa pentru care Figura 175 

găsim centrul Os. 

Orice punct de pe aceste cercuri ne dă J% și & pentru orice plan 
care conţine o axă principală. 

Să. presupunem că luăm un plan care face în unghiu. constant 

cu axa 74, rotindu-se în jurul acestei axe. Din ecuaţia (21) deducem: 

d; 

  

2 — 9 (90 + 93) + s 9, Ia — a? (9 — 9.) (ua — 9%) =0 

Legătura între IT și G este tot un cere, de centru tot în O,, însă 

de rază: 

(25) n? = a (Its — Xa) — 9) kb 1 (9 — 94)? 

O direcţiune oarecare £, se fixează în spaţiu prin cosinusurile 
directoare, cu cele trei axe principale (a, d, c). 

Formulele (21) ne dau pentru fiecare din acestea, câte un cere 
de rază 7, To Ta- | 

Se demonstrează că aceste trei cercuri se întâlnesc într'un punct 
din regiunea hașurată a fig. 175. 

Prin urmare, orice punct din această regiune ne dă o stare po- 

sibilă de rezistenţe. Fiecărui punct îi corespund trei raze, (7, r> ra) 

şi deci o direcţiune (a, b, c). Din această figură se vede că, dacă 

XX, > e > 9, atunci cea mai mare rezistenţă tangentială cores- 

punde planului bisector ce conţine axa 72, ceea ce de altfel rezultă 
și din formulele (23). Acest cerc poartă numele de cere -principal. 

Această reprezentare grafică se . datorește lui Mohr.



243 
  

8. Cazuri particulare. 

a) Să presupunem că, în interiorul unui corp, rezistenţele tan- gentiale sunt nule peste tot, adică pentru orice direcție. Acesta ar fi cazul lichidelor perfecte în repaos, când se ştie că nu există frecare între diferitele elemente ale lor, In acest caz, orice direcţiune este o: direcțiune principală și din diagramă se vede că rezistenţa este aceeași după orice direcţiune, iar cele trei cercuri se reduc la un punct. Prin urmare, cazul lichidelor perfecte nu este decât un caz particular al presiunilor din interiorul unui solid oarecare. b) Să presupunem că în interiorul unui corp avem o tensiune N, și după o direcțiune normală pe prima, avem o „compresiune da =, iar după o direcţiune normală pe precedentele 9, = 0, Dacă se construeşte diagrama în acest caz, se vede că Î este con- stant după orice direcţiune cuprinsă în planul 7, Ya şi că în planele bisectoare 3 = 49, îi 

B) Rezistenţe în plan. 
Cazul curent din'practică este acela în care == 0, 32 = 0,5, =0, Observăm că rezistenţele %., 9, şi 6. sunt complanare. Acest caz se poate studia făcând în formulele stabilite până aci 

  

  

  

  

Îoy 
%, = &, = 8-=90; 

9 = Se poate studia şi direct ca în L-A cazul precedent, însă în loc de De 
a lua un element de volum în 
formă de tetraedru, se ia unul în â formă. de prizmă, triunghiulară, a zi „cărui înălțime măsurată pe nor- pi mală la bază este h, arbitrară, Figura 17 , care se poate lua egală cu uni- 
tatea (fig. 176). De pe figură se vede imediat că avem: 

(26) R = (a + 05) E (09, + aă:) 
Dacă se ia momentul tuturor forţelor în raport cu QO,, centrul de greutate al feţei. AB, se constată numaidecât că 3, din fața AO este egal cu , din faţa BO și deci avem exact rezultatul găsit la. cazul rezistenţelor din spaţiu.
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1. Variația rezistenţelor X şi &. 

Am avut ecuaţia (2) 

v=Ro 

Dacă multiplicăm (26) scalar cu v, avem: 

= a Ie FI 2.95 + 2abt 

] 3
 

Să notăm cu unghiul tăcut de 7 cu £, Avem:. . 

Ev=a=cose ; jr=b=sino 

şi ţinând seama că avem: | 

cos? = i(l + cos2p) , 'sin?p =14(1—cos2g) 

ă _ N 

(27) II = (9 e 9) 49, — 9) cosdo + 8 sindo 

Să multiplicăm aceeași ecuaţie (26) vectorial cu 7, avem: 

Ro = (a Stz+ d 6) Er + (0%, rad) mv 

Ru=—3f ; Zv =fsino=tb , mr=—tcose=—ta. 

(28) D= —4 (904 —9%,) sinde + 6. cosdo 

Din (27) şi (28) se vede numaidecât, că: d /2de = =5, şi că 

II este maxim sau minim, pentru direcţiile pentru care 8 = 0. Din 

(28) deducem : 

(29) 192 00 = 2 8:/(9z — Nu). 

Prin urmare, am găsit direcţiile axelor principale. “ 

Dacă introducem această valoare î în ecuaţia (27) găsim valorile 

rezistenţelor principale: 

(30) 9 = (9) st ș VESTE FTEE 

Maximile lui & au loc pentru dă/2d p= 0. Derivând ecuaţia 

(28) avem: 

(30 fa = —26/(0 2 —9,) 

Comparând această valoare cu aceea dată de ecuaţia (29), vedem 

că ele diferă cu z/2, deci unghiurile ge și g diferă între ele cu 

"3/4, iar maximile şi minimile lui G au loc în planele bisectoare 

planelor principale.
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Dacă se introduce valoarea lui 192 e, în (28) și dacă se ţine 
cont de (30), găsim: 

D= 3 (00, — 9) 

2, Diagrama variaţiei rezistenţelor SI şi 3. Cereul lui Mohr. 

Să presupunem că am găsit direcţiunile principale şi că scrim expresia rezistenţelor 9 şi S în raport cu aceste axe. 
Ecuațiile (27) și (28) se transformă în: 

27) SI = (9, + 92) «+ 490, — 914) cos2 o 
(28) D= — 409, — 9) sin2 e 

Dacă se: ridică la pătrat și se adună avem: 
(32) [E — 090, ++ 90) + 32 FO, — aro 

Ecuația de legătură între 9 şi 6 
este un cere de rază (90 —92) şi 
al cărui centru se găsește pe axa 

x abseiselor O%X, la distanţa +(91,4+-9%,) 
(fig. 177). 
Cu ajutorul cercului lui Mohr 

Figura 177 găsim pe cale grafică și alte ele-. 

    
   

f 

e 
0 Ra , A 
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| . mente cari ne interesează. Să presupunem că cele două. direcțiuni principale vi şi v2 sunt dreptele AX, şi A, de pe fig. 178 și 179. Ele sunt evident paralele cu cele două direcțiuni. 

Dacă vrem să găsim 
I și S după direcţiunea - 
v (AB), care face un- 
ghiul ge cu 7, ducem 
dreapta AB, care tae 
cercul în punctul B. 
Abscisa O și ordonata 
IB ne dau pe X şi £, 
după “această  direc- 
ţiune. 

Suprafaţa pe care 
se exercită aceste re- 
zistenţe este. normală pe 7, deci paralelă cu DB, punctul D găsindu-se pe diametrul AO,D. 

      
Figura 178



Să găsim pe epură direcţia lui R, căci valoarea lui este 0B. 

Dacă am cunoaște direcţia 7, conjugată lui v, atunci știm că 
avem: ” 

Ro = Rov =0 

deci R este normală 

pe 7o. 
  

Avem însă: 

R=9%v4+ 50 

  

și R= Io 70 + 80 

deci , Figura 179: - 

9 pvo + 5 vo Io vo + So lv=0 .- 

şi încă: 

0vo/vro = —9X/5 Go /vvo = —90/%o 

De pe fig. 180 avem imediat că: 

Dre = — o, şi deci 

X/5 = — 0/80 

Aşa dar, direcţiile v şi 0 sunt conjugate, 

când unghiurile COX, și BOX, sunt egale. 
„Se vede numai decât, că punctele B şi 

C sunt pe coarda care trece prin punctul P; 

polul originii axelor de coordonate 0 în 
raport cu cercul lui Mohr. i 

  

Va Aşa « dar, am fixat direcţiunea vo» conjugată 

1 lui 7. X va fi normal pe Yo; deci va avea 

Figura 180 __ direcţia CD. ! 

C) Suprafeţe isostatice. 
. 

In interiorul unui corp, în care se dezvoltă nişte rezistente oare- 

cari, și într'un punct anumit, putem determina, așa cum s'a arătat, 

direcţiunile axelor principale și valorile rezistenţelor respective. 

19 Să presupunem că pe axa principală >, considerăm un punct 

infinit vecin 0,, în care caut de asemenea direcţiunile axelor prin- 

cipale. Noua axă principală 7, va diferi de aceea din punctul 0,
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considerat anterior. Dacă continuăm aşa, din aproape în aproape, 
vom găsi în definitiv. o curbă la care axa principală 7, este mereu 
tangentă. 

. 
Dacă din punctul iniţial O plecăm în direcţiile 7, și 73, vom găsi 

încă două curbe cu proprietăţi analoage, adică axele 73 şi va sunt 
mereu tangente la clc.. Aceste curbe sunt ortogonale între ele în punctul 0. a | Pentru orice punct din interiorul corpului, se pot construi câte 3 asemenea curbe. N - 

2 Să presupunem că punctul infinit vecin îl luăm în planul 
determinat de 7, şi 79. In acest caz, noul plan determinat de 72 şi Ya rămâne mereu tangent la o suprafaţă. 

Același lucru putem spune și despre planele determinate de 72 cu 7, și dp cu îi. 
Aceste suprafeţe se bucură de proprietatea evidentă, că în planul 

lor nu există rezistenţa S, pentru 
că coincid cu direcţiile planelor 
principale. 

* Reţeaua acestor suprafeţe îm- 
parte corpul în o serie de parale- 

= lipipede curbilinii, pe suprafeţele 
Sp cărora nu se exercită decât re- 

Figura 181 , zistenţe normale, 9. 
NI Să considerăm un ăsemenea paralelipiped, ale cărei laturi trecând prin originea O a axelor de coordonate au lungimea ds ds2 şi. dss (fig. 181). 
Laturile opuse vor fi evident ds, + A.ds,, etc. 

„Să proicctăm toate forţele ce rezultă . din rezistenţe, după direcţiunea »,, după care avem 9%, şi ds. : | a) Pe faţa care trece prin origine avem forţa SUdsadsa. Pe fața opusă avem: 9, dse ds, + d (97, dsa dsa). Suma lor dirijată după + n, va fi d (9, dsa dsa) adică: 

Vad Xa/dss 3-90, ds 4-dsş -+ 91, da 4 ds, 

  

în care V = ds, dsa ds, este volumul paralelipipedului curbiliniu infinit mic. - 
| 

Avem însă d ds, = ds, ds2/Ta și Ads = ds, ds3/rai. Ș 
Și deci: . E 

(9, /ds, + 9 /ru + N /ra) V.
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_În aceste expresii ra, este raza de curbură a arcului ds, î în planul 

7 Ya, ar ra este raza de curbură â arcului dsg în planul 73 Va 

b) Pe faţa ds, dss avem rezistenţa J2 care ne dă o forță Ja ds, dsz, 

iar pe faţa opusă avem No ds, dss + d (9 dsu dsa). 
Aceste -forţe proiectate în planul ds, ds, ne dau „nişte compo- 

nente egale chiar cu ele, pentrucă unghiul. fiind foarte mic, cosi- 

* nusul lui este aproximativ egal cu 1. 
„ Aceste componente dau o rezultantă dirijată după —» a 

cărei valoare este 

— [9la ds, ds + 4d (9ta dsa dss)] dsa/ra 

pentrucă unghiul lor este egal cu ds2/7a. Dacă neglijăm, ca 

infinit mic, termenul al doilea din paranteză, avem: 

— Na V/ra 

c) În' mod analog găsim pe faţa ds, dsz: 

— Ile V/rau | 

d) Dacă greutatea specifică după direcţia +5 este 7, atunci 

“mai avem şi forța pi V. 

Și ecuaţia de proecţii pe >, conduce la: 

(33) dX, /dsi + (9 — 2) /ra + (It — 93)/ra + pi =0 

In mod analog avem: | o 

da /dsa + (Ie — 93) /Taa + (la — N) /h2 AF a = 0 

93 /dsa + (Ia — 9.) /ra3 + (9ta — 92) /ras + 73 = O 

Suprafeţele acestea cari împart corpul în o'serie de paralelipipede - 

curbilinii, pe suprafaţa cărora nu se exercită decăt tensiuni sau com- 
presiuni, poartă numele de suprafejele isostatice ale lui Lamă. 

In cazul când avem de-a-face cu rezistente în plan ecuaţiile de 

mai sus se reduc la 

„9%. /dsi -F (ta — a) /ra + pi =0 

“da /dsa + (Ia — 9.) /ru + = 0 

pentrucă toţi ceilalți termeni sunt nuli. 

(33) 

(34) 

D) Ecuațiile lui Cauchy. 

Ecuațiile (33) şi (34) sunt datorite lui Cauchy şi le vom traduce 

aci în coordonate carteziene.
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- Vom presupune că luăm un paralelipiped de laturi dz, dy, dz. 
pe îeţele căruia, conform convențiilor de până acum, vom avea 

“rezistenţe JI şi & (fig. 182). 
In feţele cuprinse în planele. de coordonate avem rezistenţele 

I şi 6, pe când în feţele opuse, la distanţele dz, dy şi dz, vom avea 
aceleaşi rezistenţe plus niște creşteri 29[ şi 23.: 

Dacă se iau momentele tuturor forţelor ce rezultă din rezis- 
tenţe, se găsește. principiul dualității rezistenţelor 5. 

Să aplicăm ecuaţiile de proiecţie după . axa Oz. 
| 19. Pe fața OBA,C 

| a, avem rezistenţa ST, care | 
Vi 4__a __ ne dă o forță dirijată 

după — 6, a cărei va- 

loare este — IS dydz, 

iar pe faţa opusă avem, 
8 dirijată după + £, o forţă 

(9Uz —F- 292) dy dz, a căror 

rezultantă este 29 dy dz 
L. sau (891/2922) dV în care 

za | 6 îi dV = dz dy dz. | 
2, Pe fața OAB, 

/ Laz Pai avem, după axa Oz, o 
A 2 „forță — 5, dadz, iar pe 

Dez*092 y | faţa opusă (:+35.) dz dz 
Figura 182 a căror rezultantă este 

(95./2y) dv. . 
3. In, mod identic găsim că, pe feţele OAC,B și DA,CB,, 

avem o rezultantă (2%,/82) dV. , . 
4. Dacă ya este greutatea specifică dirijată după Oz, vom avea 

o forță padV..: nisa - A 
5%. Dacă elementul de volum este în mişcare și animat de 

iuţeala v., vom avea o forţă, dm. dv. /dt în care dm este masa ele- mentului de volum. şi anume (7/83) dV, şi. deci forţa rezultantă este (7/8) dV.do,/dt. 
Dacă facem proiecţiile și după 'celelalte axe obţinem urmă- toarele 3 ecuaţii: 

„3%. /â + 25,/y + 28, 22 + ya + (7/8) doz/dt=0 
(35) —29%Xu/0y + 38/32 +35.f0c +7, + (7/8) de, /dt=0 

. 2/82 + 26,/82 + 35,/2y + Y= + (y/8) dv. /dt=0 

  

Ge     

52 

  

Doz*0%oa 
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- Este evident că atunci când corpul este în repaus, ultimii ter- 

meni sunt nuli. Aceştia au o importanţă oarecare la corpurile cari 

au mișcări repezi şi se va ţine cont de ei. 
De obicei se neglijează şi penultimii termeni, din cauză că sunt 

mici. 
In adevăr, pe feţele unui cub de oţel cu muchia un cm, se 

exercită rezistenţe cam de 1000 kg/em?, ceea ce dă forţe de mărimea 

a 1000 kg, pe când greutatea unui cm? de oţel este 7,85 grame. Așa 

că în mod curent se utilizează primii trei termeni. 
In cazul rezistenţelor în plan, ecuaţiile de mai sus se reduc la 

2/22 + 29-/3y = 0 

"291,/ay + 20./8x =0 

considerând neglijabili ultimii 'doi termeni. 
In coordonate cilindrice, evident că aceste ecuaţii se prezintă 

altfel şi se pot stabili pe aceleași consideraţii ca cele expuse mai sus. 
Ecuațiile suprafeţelor isostatice se pot deduce și din aceste 

ecuaţii. 

Aplicația Nr. 45. Se dă un punct şi după trei direoţi ortogonale Oz, Oy; și 

O: avem: 

_9Uz = 700 le /emi; Dy = 500 kg/em?; 9 = — 400 

Ba = 300, '» By = —100 »  . Bz = 200 P 

Să se găsească rezistenţele principale şi să se figureze pe diagrama lui Mohr 

poziţia punctelor ce reprezintă direcţiile Oz, Oy şi Oz. 

Avem din ec. (19): 

p = E Ya = 100 + 500 — 400 = 8.10% 

—qp= 5 (9 Ia — 82) = 700 x 500 — 500.400, 

— 400 x 700 — 3002 — 1002 — 2002 = — 27.104 -. - » dă 

P = Dea Ity Ia + 2 Ga Dy Da —I a Bet 
— 7100.500.400 — 2.300.100. 200 

— 100.3002 — 500.100* + 100..2002 = — 204.10€ 

Ecuația (20) de gradul al treilea, este: 

— 303 + 8,102 92 4 27.10: 9 — 204.10% = 0 

care rezolvată prin încercări ne dă: 

= 899 , 9452 , Ia —8Il kg/em? 

rădăcini aflate cu o eroare <4+05.
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Pentru control avem: . 

FV, = 800 

FI, Ia == — 270343 

IT Sa'9ia = — 204 184358 
Diferenţa se explică prin faptul că rădăcinile sunt aproximative, 

| Fig. 183 reprezintă diagrama lui 
g Mohr şi pe ca s'au fixat punctele ce 

reprezintă direcţiile axelor date prin 
coordonatele lor, 

Aplicația Nr. 46. Sc dă un punct 
în care avem: 
Na > Ny = Miz = 0, Bz == 300, ea 50 d A Gy = — 100, 8z'= 200 kg/em2? - 

Figura 183 "Să se găsească valorile rezisten- 
ţelor principale. 

Avem: p=0, q2= + 14.104, paz — 19.105, cari ne dau: 
— 3 + 14.10%, 9 — 12,105 = 0 

Ale cărei rădăcini sunt: 

Na = 920, Va == 91, = —A411 kg/em? 
Fig. 184 arată reprezentarea grafică | 

respectivă. 

  

  

*     Aplicația Nr. 47. Se dă: 
Na => My = N =0; Sr = By ==,      

d 410 d Se cer valorile rezistenţelor principale. Figura 184 
Avem: p=0; q2= +38; ri= 4 9ga 

EA 352 4 232—0 
Ale cărei rădăcini sunt: 

- Figura 185 

  

Variantă. Acelaşi caz însă 32 = Sy=5,% 
Avem: X3— 3 gg + 232.=90 

care ne dă: 

= 9, =, = —23 
Pi = . 

- 
sat pe 

Fig. 185 şi 186 ne arată reprezentările grafice respective,



X. ÎMPINGEREA PĂMÂNTULUI. 

Adeseori avem ocazia să facem mișcări de pământ și suntem 
obligaţi a-i da anumite forme. 

Dacă încercăm .să facem o movilă din pământ fărâmiţat, 

vedem că el nu ia forma pe care o voim noi, ci se așează sub un 
unghiu anumit față de orizontală. | 

Acest unghiu poartă numele de unghiul taluzului natural pe 
care-l notăm cu y. . | - 

Experienţa arată că acest unghiu diferă dela pământ la pământ. 

unul este pentru petriș, altul pentru argilă, altul pentru nisip, ete. 
"Mai mult încă, acest unghiu depinde și de starea de umiditate 

a pământului şi în genere cu cât un pământ este mai 

umed, cu atât unghiul taluzului natural este mai mic. 
In construcţiuni suntem obligaţi de foarte multe 

ori să dăm pământului o înclinare alta decât aceea 

a taluzului natural și va trebui să sprijinim pă- 

mântul într'un mod oarecare. Această sprijinire se 

face cu ajutorul unor ziduri de piatră, beton sau 

cărămidă, cari poartă numele de ziduri. de sprijinire ' Figura: 187 
(fig. 187). Pentru a le putea calcula, va trebui să - 

găsim forța cu care pământul împinge asupra zidului. Această 

forță depinde de natura pământului. Prin urmare, ne vom interesa 

mai întâiu să știm cu ce pământ avem de-a-face, pentrucă natura 
lui diferind foarte mult, diferă şi valoarea împingerilor. Orice 

pământ va fi caracterizat, în cele ce urmează, prin taluzul lui. 

natural w şi prin greutatea sa specifică p. 

Pentru calculul forții cu care pământul împinge asupra zidului 
avem la îndemână mai multe teorii. In toate se presupune că masivul 

de pământ este format din particule, cari n'au nicio coeziune între ele. 

  
17. 1934, Gh, Em, Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor. 

N
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A) Teoria lui Rankine. 

In interiorul pământului se dezvoltă niște rezistențe IX și 5, 

cari diferă dela punct la punct și după direcţia care se consideră. - 

Masivul de pământ este în echilibru atâta timp cât o mişcare în 

interiorul lui nu este posibilă. Să presupunem că, întrun punct 

oarecare şi după o direcţie oarecare în interiorul pământului, avem 

rezistenţele JI şi 5. O mișcare este posibilă numai atunci când după 

direcţia lui S, este posibilă o lunecare. Dacă coeficientul de frecare 

între diferitele particule este pp, atunci lunecarea este posibilă 

numai când 5;>. pi. Ori s.coeficientul: de frecare cel :mai mare este 
pu = igwp. Aşa dar, la limită, o lunecare în interiorul masivului 

de pământ :este posibilă. când .. . a 

D 3 = 9 te 
» Aceasta este relaţia: jundamentală care serveşte la determinarea 

” d . împingerii pământului. şi - este 'datorită "lui 
Coulomb. a Fate . 

"-* In această” stare' a zezistenţelor,- “lune- 

„carea producându-se, masivul ce lunecă: va 

“împinge asupra zidului: cu: o forţă oarecare. 
„In: aceste condiţii, să determinăm forţa. de 

împingere, aa a i 

- Să: presupunem: că avem un:masiv in- 

definit, mărginit 'la - exterior 'cu un 'plan 

“care face: cu 'orizontala unghiul: e (fig.-188). 
„Figura 188 - -" Să “presupunem că':în interiorul: pămân- 

““ului considerăm: un 'element: de -volum-- pa= 
ralelipipedic, mărginit 'cu' 4: plane ' verticale. şi 2 paralele: cu 

suprafaţa pământului. Secţiunea orizontală a acestui paralelipiped 

este 82. Greutatea pământului de “deasupra: elementului de: volum 
esteha. ei iar rezistenţa RR, pe aja AB, este: 

  

(2) . . Ra = ph cos 2/9 = = = phacos e s = = ph 4 

„Rezistență verticală An o deseorpptiierii în două componentă: 

5) „X — cose.,: 5= ph: sine... : 

"Așa dar, la adâncimea h, măsurată normal Ta: suprafaţa, pămân. 
tului, pe un'plan paralel cu această suprafaţă, cunoaştem valoarea 
lui X şi &.: SEI E
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i la Calculul gratie al resistențălor. 

Să reprezentăm pe. diagrama lui, Mohr aceşte rezistențe, (fig. 189). 
Din; originea. 0, pe o. dreaptă. peralelă cu suprafaţa pământului, 
luăm o lungime OB =h.. RE Aa 

In aceste condiţii. proiecţiile lui OB pe cele două. axe, reprezintă 

tocmai 9 şi 3 date de ecuaţia (3). e a | 
„Ca să..găsim variaţia. rezistențelor î în n jurul acestui punct, n'avem 

decât să ducem-un cerc prin B care să aibă centrul 0, pe dreapta OX. 

Observăm că putem duce o infinitate de cercuri. In condiţiile 

  

  

. Figura 189 

de mai sus să ducem cercul tangent la dreapta OC, care face un- 
Shiul.wp cu axa OY. .Rezistenţele reprezentate, de punctul C, 
satisfac condiţiei. (1). și 'anume:. .. , 

Doi "- Spy 
Așa" dar, acest cere reprezintă variaţia ' rezistențelor: în punctul 

considerat, când o lunecare în interiorul: pământului este posibilă» 
": Această construcţie grafică: ne dă: și' valoarea: rezistenţelor. prin- 

cipale, cari se vede că sunt: Y, și W .:  - « 

* Putem găsi cu ajutorul” construcției de 'mai sus şi celelalte 'ele- 

mente. ce ne interesează.” --: .. mem 

* Dacă din B ducem BA: normal pe" Bo, adică pe” suprafața 

pământului, găsim punctul A pe cerc, care ne dă 'direcţia “axelor 

17
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principale AX, şi A%,, adică va și p. Unghiul din B fiind drept, 
punctul A se găseşte pa diametrul DO,A. - 

Punctul C, pentru care corespunde lunecarea, se găseşte pe 

direcția AC, deci lunecarea se face după direcţia CD, normală pe 

AC. CD poartă numele de suprafaţă de alunecare. | 

In condiţiile punctului C se găsește şi simetricul său C,, pentru 

care avem 3 = — 9 tgp. Pentru direcțiunea AC,, corespunde planul 

de alunecare DC,. Așa dar, avem două plane de alunecare: DC şi DC.. 

Să presupunem că ni se dă un plan oarecare DC. şi ni se cere 

  

  

| - Figura 190 

valoarea lui X, & și R, ce corespund acestui plan precum şi 9, di- 
recţia lui Ș. 

Direcţia normală pe DC, este AC, deci abseisa şi ordonata 
lui Ca ne dau pe X și , iar rezultanta lor pe Ș. 

Direcţiunea conjugată lui AC, este AB,, dreapta B.Ca tre- 
când prin polul P, şi direcţia normală pe AB, este BD, deci 
direcţia e a rezistenți ] este B.D. - 

Din modul cum s'a făcut construcţia, rezultă că se mai poate | 
duce un cere prin B, tangent la dreapta OC cu centru în O, (fig. 190) 
pentru care corespund alte direcţiuni principale AX, AX, şi alte 
rezistențe” principale 9, şi 9, diferite de cele din primul caz. Şi 

„pentru acestea avem pl i - pe a, planele de alunecare DC şi. DC,, evident 
diferite de primele. A



  

264. 

De pe figură se vede că planele de alunecare fac unghiuri egale 

cu iz7—1y cu direcţia AX, în primul caz şi cu AT în. al 
doilea caz. -. 

Primul. caz, adică atunci când N, < XA i ne dă rezistenţele cari 

împing asupra zidului de sprijin, atunci când o lunecare în interiorul 

pământului este posibilă. De aceea aceste rezistențe se numesc 

rezistențe active. La aceste rezistenţe vom calcula un zid care spri- 

jinește un masiv de. pământ oarecare. | 

Al doilea caz, adică atunci când Iu > 2%, ne dă rezistenţele 

din interiorul pământului când zidul împinge asupra masivului de 

pământ şi când o lunecare este posibilă în interiorul masivului. 

Aceste rezistenţe se numesc rezistențe pasive. Cu ajutorul lor 

vom calcula înălțimea de pământ necesară pentru a rezista la o 
împingere dată, care se exercită asupra pământului după un plan 

dat. Așa se face calculul ancorajelor în pământ.- 

"2. Calculul analitic al rezistenţelor. - 

Vom calcula mai întâiu valorile rezistenţelor principale. 

2) în cazul rezistenţelor active. 

Avem (fig. 191): 

9 = 00, —0,C = 00, —00, sin = 00, (1 —sinmp) 

9, = 00, + 0,C = 00, -+ 00, sinp =00, (1 + siny) 

Deci: ” . 

(4) Stop = (Using) (+ sinp) = tg? (da — șo) 
- Pe de altă parte: | 

OB + OD = (N, + 2) cose 

OB.0D =00% = 004 costy = + (3%, ++ 9) costy 

Așa dar, OB i OD sunt rădăcinile unei : „ecuaţii de gradul al 

doilea, deci: 

(5) 08, 0D = (9, +9) (cos A V/cos2e — cos?p) . 

De pe figură se vede că OB =yh > OD, deci: 

(6) yh = 4 (9, + 92) (cos e 4+ |/cos?e — cos2p)
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Din ecuaţiile, (1) și .(3) scoatem: .. .....,, .- 

i ee = ph (LL —siny)/(eos e + ste 005E 5 o 

(7 za = yh (4 e sinp)/(eos e -+ V/ coste. g — cos? p) et 

In cam când e =0, avem: 

Sa = ph tg? 2 — (8) | | i d a sp) 

Da . . 26 7 ț : 

| b) ta cazul rezistenţelor pasive. 

“Avem (fig. 191): 
"9 = 002 + O,C = : 00, + 00, « siny = = 00, (1 + siny) 

a = 00, — O,C == 00, — „00; sin = = 00, (1 — sin”) 

  

  

Figura 191 | 

Deci: | | 

(4) 9/9 = (1 + sinvp)/(1 — sinmp) = te? (420 -P 4p) 
OB şi OD au valorile date de relaţia (5) de mai:sus, și'se “vede 

de pe figură că OB = ph <.OD,: deci. 

(6,) h = Y (9, + 92) (coşe— ]/cos?e — 057). vie 

„Din ecuaţiile, (4) şi (61) scoatem, +. 
(7) Xp = ph (1 + sinp)/(cos e —|/ coste —z05ăp) | Si | 

| Sep >.yh (L—siny)/(cos.e — V cose e— _ sos), a 

In cazul când e = =0, avem 

(8,) aa ST p ='>h îge rap) 
ip 

oa ia “ap = ph (ge |



263 

„In cazul când .e.=— 0, se vede că. cele. două axe principale sunt 

una verticală alta orizontală... a ate a a : 
Din. formula (8)..se vede că dacă, rezistenţa după. verticală 

este 7h, sau p, atunci în sens „orizontal este. ph îg2(1 ap) 
sau pig?(t 7 — 4). a 

„Dacă am avea de-a- -face cu apă, pentru. care, 2 p= = 0, atunci avem: 

. Ira = Ioa =ph-- 

Aşa dar, din « cauza . frecărilor interioare, pământul poate îi con- 
siderat ca un lichid imperfect. pg ee a 

In al doilea caz, formula (8) ne arată, — că ni, : Îîmpingem 
orizontal în masivul de pământ cu 9% = ph sta + 4%) atunci 
în sens vertical se desvoltă Nap = ph ! 

In cazul apei Pap = op =7h.: E : | 

| Numai î în cazul lichidelor perlecte, p = 0, presiunile se transmit 

egal în toate sensurile. - 

Pentru determinarea celorlalte îlemente, mai avem nevoie de 

unghiul a pe care îl face axa A%,, cu 0%. 

Să notăm cu 2a, unghiul BOA. Avem: 

E 
. 

(9) ig2dos = ph sin e/[yh cos e — 409%, + 23) , „n 

iar din triunghiul OD%,, deducem: | 

(10) a=a—e. 
In cazul rezistenţelor pasive, avem: E 

(9,) | igd2a, = ph sin e/[ (XX + Ie) — Ph cos £] 

şi din triunghiul DX20, deducem: : IE 

(10,) a=a + e | 

"In construcţia epurei am considerat axul os orizontal, deci 

unghiul a ne fixează direcţia principală 7, faţă cu „orizontala. Dacă 

voim rezistenţele după un plan a cărui normală face. cu orizontala 
unghiul f, atunci aplicăm formulele . (277) şi (28) dela rezistenţe, 

unde p=f—a. 

B) Teoria lui Rebhan.. 
Se bazează tot pe ipoteza lui Coulomb şi anume că-o mişcare în 

interiorul pământului 'e este posibilă, atunci când o lunecare este 
, posibilă. ta, RE
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Să presupunem că lunecarea are loc după planul AC, care face 

unghiul a cu planul taluzului natural, înclinat cu faţă cu ori- 

zontală (fig. 192). In acest caz, masivul. de pământ ABC, împreună 

cu sarcina de deasupra, lucrează asupra planelor AB şi AC 

întocmai ca o pană. Forţa E, care lucrează asupra” planului AB, 

face cu normala la acest plan un unghiu egal cu: coeficientul de 

frecare între pământ și zid sau între pământ și pământ. 

Dacă acesta din urmă este 

mai mic, atunci lunecarea are 

loc între pământ şi pământul - 

care aderă de 'zid. In aceste 

condiţii, E face cu verticala un 

unghiu f. Forţa Q, care se 

aplică pe planul AC, face cu 
normala la acesta unghiul w 

pentrucă lunecarea se face între 

pământ și pământ. Greutatea 

Figura 192 penei de pământ &u sarcina de 

deasupra este verticală și îi 

cunoaştem valoarea F şi poziţia, când planul AC este dat. 

Aceste trei forțe F, E și Q ca să fie în echilibru, trebue să fie 

concurente și să formeze un poligon închis, ca în figură, din care 

rezultă: - 

(11) F/sin(a + f) = E/sina = Q/sinf 

  

  

  

In cazul când spinarea zidului este poligonală (fig. 193), pe 

diferitele porţiuni de. linii drepte 

“avem împingerile E, E2, Es. In 

acest caz, va trebui ca Fu, Es, Ea, 

F şi Q să formeze un poligon închis 
ca în figură. Dacă prelungim pe Es 

până tae pe F, atunci se formează 

triunghiul Fi, E, Q,în care.F, este 

porţiunea detașată din F de pre- 
lungirea lui Es. 

  

A 

Figura 193 Se observă în acest caz, că între 
F, E şi Qexistă aceeaşi relaţie (11). 

Dacă pe direcția AD, care face unghiul w cu orizontala, luăm 
o lungime egală cu /' și dacă de aci ducem dreapta DG care face 
unghiul f cu AD, căpătăm la intersecția cu AC punctul G.
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Observăm însă că ADG nu-i.altceva decât triunghiul forțelor F, E, Q 
(fig. 192). . 

Așa dar, dacă am cunoaște poziția planului de lunecare AC 
am cunoaște şi punctul G, deci valoarea lui E. 

Făcând să varieze înclinarea lui AC, punctul G descrie curba 

lui Culmann şi se observă că E trece printr'un maxim. Zidul va 

trebui să reziste la acest E maxim. Ca să găsim pe E maxim vom 
anula derivata lui, din ecuaţia (4) în raport cu variabila « a. 

Avem: 

(12) dE/da = sina.sin(a + f) dF/da + P sin? '= 0 

Să evaluăm pe F şi-pe dF/da. 

Vom observa mai întâiu că atunci când F! creşte, a scade, deci 
dF/da < 0. 

Mai observăm că creșterea dF este independentă de faptul dacă 

spinarea zidului este dreaptă sau poligonală şi deci concluziile cari. 
se scot, sunt aplicabile ambelor cazuri. 

Notăm cu h distanţa dela A la tangenta în C la suprafaţa 

pământului, cu ds distanţa CC, cuprinsă între dreptele AC şi AC, 
cari fac între ele unghiul da. 

Dacă greutatea specifică a pământului este y și suprasarcina 

p kg/m?, presupunând că normal pe figură luăm o grosime egală 
cu unitatea, atunci: 

13) AP = 4 y hds + p ds = 49 hds ( | 3 pP z 

în care am notat: . 

dA. y =y+2p/h 

În aceste condiţii avem: 

„ (15) _F=y29 

în care 12 este suprafaţa ABC. 

Pe de altă parte, suprafaţa triunghiului ACC, are şi expresia 

4 l?da, şi deci 

(16) | dF/da = =—1ye 

în care I este lungimea AC. 
Introducând în (12) valorile din (15) şi (16) avem: 

(7) O = E sina.sin(a + f)/sinf
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Din C ducem dreapta CD,, aşa ca.unghiul CD,A să. fie: egal 
cu f. Notim CD, = = e, AD, =b, iar perpendioulara din C pe AD 
cu; f. „Avem. (fig. 192): . 

AI ÎI sina Me ae 

(18) . -- sin(a + B)/b = 'sina/e = sing 

“ Intrăducând. aceste “valori în (7, căpătăm: 

(9) O O BIsAACD, | 
Aşa dar, dacă AC este planul de lunecare, atunci suprafaţa triun- 

Bhiului ACD, este egală cu 9. Aceasta este condiţia care ne fizează 
poziția planului de lunecare. 

| In cazul general această poziţie se găseşte prin încercări. -. 
„. Prizma. ABC astfel determinată, poartă. numele de -prizmă' de 

împingere. . 
„Ca. să. găsim. valorile lui. E şi Q n'avem decât să: multiplicăm 

ecuaţia. (11) cu .(18) .ceeace ne dă: : 
(20) F/b = E /e:= op 

în care "punând în locul lui PF valoarea sa din (15) şi u9), adică 

F=3yot, 
ăpătăm: Ne DI a. 

Q1) ei E +7 le. şi O=+y[l. 

Caz simplu, „Să Presupunem că avem un zid care sprijină un 
teren mărginit printr'o suprafaţă 

plană şi încărcat, cu o supra- 
sarcină p (fig. 194). 

Impingerea E face cu nor- 
mala la zid un unghiu 4, care 
variază între zero şi w când 
frecarea între pământ şi zid 
variază între aceste limite. 

Dacă .AC este, „planul de 
lunecare, atunci CD, face cu 

Figura 4194. | AD unghiul f. 

” Dreapta BD, paralelă cu 
CD, face, în acest caz, cu AB unghiul 1 + 1 Cum uşor.se poate arăta. In acest caz, lungimea ADe 

  

= a este cunoscută. 
Dacă AC este plan de lunecare, atunci A ABC =A ACD,. Ducem D,C,//AC. Şi A :ACD, = 4..ACC,, pentrucă au aceeaşi
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- bază..și aceeaşi „înălțime.. Rezultă atunci BC = CC,. . Lungimea 
AD.= b, măsurată din, Aspână la .intersecţia lui. AD cu 'BD, este 

de.asemenea. cunoscută. Notăm AD, =... Din triunghiurile: DDC 
şi DD,B, deducem: EI 

i (6-—2)/(e—a) =DC/BC = DC/CC, 

Bin “triunghiurile DCA Şi „DOD, deducem | a 

 DG/CCy= ba: ae 

“Din aceste două relaţiuni scoatem:: 

(22) ta, 

" Aşa dar,- z. este. medie. proporțională, între . cantităţile, cunoscute 

a și b. Se poate calcula sau construi grafic cu ajutorul unui..cerc. 

Având punctul D., avem imediat pe C și deci pe f și e. 
Deci avem pe E, a cărui direcţiune o cunoaştem. 

Mai trebue să-i găsim punctul de aplicaţie. ia a 

E este rezultanta unor rezistenţe | XR, cu aceeași direcţiune; ca 
şi E, multiplicate cu suprafaţa pe care se exercită. 

: Dacă notăm! suprafaţa” AB cu hi şi. pentrucă a este! variabil 
avem: | ati 

a E => J Rd, 

e BE diferenţiere, ne dă: 

(23) ne e via RE /dhi” a 

din care „putem deduce distribuţia lui RX după AB. “ 

PUNE a 
2) Ei, |. ataca 

în care Ey este împingerea datoriţă numai pământului și Ep 
datorită numai suprasarcinii. Avem „evident: 

3 imi . Lp = 7 fe şi — pic/h. 

“Dei pe gură” se vede că atât fe e "cât şi h sunt t funcțiuni liniare 
de''ha* şi” deci- putem pune: 

Ep=kih 2 ua | 

în “care” k Şi ki sunt nişte "constante. - 

e et 
- De aci “scoatem: 

(25) Ry = dEy/dha = ha, Rp = dEp/dha = i



întâlnesc la distanţa y dela suprafaţa pământului, 
direcţia lui h. Vom avea, din figură: 
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Aşa dar, rezistențele Ry datorite presiunii pământului variază 
liniar cu h, deci după ordonatele unui triunghiu, iar cele datorite supra- 
sarcinei — Rp — sunt constante şi variază după. ordonatele unui 
dreptunghiu, 

Forţa Ey, rezultând din rezistenţele Ry se aplică la 4h, de 
punctul A, iar cea rezultând din rezistențele R, — adică E, — se 
aplică la distanța 4h, de acelaşi punct. Dacă notăm distanţa AJ 
cu c şi dacă luăm momentele în raport cu A, avem: 

(26) e = (Eh t 48 h/E 
Deci am găsit şi punctul de aplicație al lui E. 
Să găsim acum valoarea rezistenţelor Ry şi R,. Notăm cu ya 

cea mai mare rezistență Rp, adică cea din punctul A. 
Conform celor de mai sus vom avea: - 

Ey = 3 Îya h = iyfe 3 E, = Reh = pfe/h 

din care scoatem: | a 

(27) Xa =ofe/h , 1, = pfe/hh, 
Am fi putut lua variaţia rezistenţelor după înălțimea /, adică 

y 

“am îi luat h ca variabilă, în acest caz obţinem: 
(28) Ra =yfef/l , 3, =pfe/h 

Suma celor două rezistențe Ry + R, -variază după ordonatele 
“unui trapez. Centrul de greutate al acestui trapez ne dă de ase- imenea poziţia rezultantei E, 

Să presupunem că laturile neparalele ale acestui trapez se 
măsurată după 

| Rpa/h-= Rp/y 
sau din formula (28) deducem: y = p/> 

Aceasta ne arată că putem înlocui suprasarcina p printr'o înăl- țime de pământ p/>. Rezistenţele R în acest caz variază după ordonatele unui triunghiu iar impingerea E este datorită numai trapezului care se aplică pe spinarea: zidului. 

Aplicația Nr. 48. Un teren cu panta 200 
prafaţă face cu verticala un unghiu de 100 
mala la suprafața terenului, 
tului este 1,8 t/m3 
împingerii, 

» este sprijinit de un zid a cărui su- 
şi a cărui înălţime măsurată pe nor- este 6 m (fig. 195). Greutatea specifică a pămân- » iar unghiul taluzului natural 270. Să se găsească valoarea presupunând că luăm o lăţime de zid de 1 m. Ă ”
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a) Rezolvare cu metoda Mohr. 

* Mai întâiu cu ajutorul formulelor (7) vom determina valoarea rezistenţelur 
principale ua şi Sea. Vom face aceasta la adâncimea h = 1 m. Pentru adân- 
cimea h = 6 m, vom multiplica rezultatele precedente cu 6. 

Avem: ' _ 

cos e = 0,940  ; sine = 0,342 ;  cos?e = 0,883 

sin p=— 0,454  ; . cos? = 0,794 

yeÎ.cose = 1,692  ;  p.1.sine = 0,6156 

9% = 1,8 (1 —0,454),/(0,940 + V/0,883 — 0,794) = 0,794 t/m? 

= 1,8 (1 + 0,454)/(0,940 + V/0,883 —0,794) = 2,112 t/m: 

E (9 904) = 1,453 t/m?, 

La adinamea ia 

XGo073% m: „Jora l:m: 

  

    

  

Figura 195 

Cu ajutorul formulelor (9) şi (10) deducem orientarea axelor principale. 

Avem: 

tg 2a, = 0,6156/(1,692 — 1,453) = 2,576 , 

2 = 680 477; a = 380, 9315; a == 140 99155 

Aşa dar, axa principală AX, face cu orizontala un unghiu a = 140 23',5. 

Zidul fiind înclinat cu 100, va trebui deci să găsim valorile lui 3, X și 5 

pentru direcţia AC, care face cu A%, unghiul: 

p= 6 + a = 100 + 1402315 = 240231,5 

adică după AC;. 

Vom utiliza formulele: 

= (90 E 9) + (9 — 91) cos 29 

500 — 9) sin2p 
2 = 3(9C1 ++ 92) + (91 — 92) cos 2e. 

cos 2 = cos 480 47' = 0,659 și  sin2ge= 0,751
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Avem: i . ECE II 

e SE > 3404798 + 2,112) + 410,794 —,9,142) 0,659 = 1,019 1/ma a usa —7,(0,794 — 2,412) 0754 — 0,496 17m2- 
R2 = 310,7942 + 2,1122) (0,7942 — 2,1122) 0,659 = 1,283. și | . | 2 = 1,182 t/mi 

Ca să găsim rezistenţele la 6 m' adâncime vom multiplica cantităţile de mai sus cu 6. Aceste rezistenţe pe: înălţimea zidului variază liniar, dela zero la valorile calculate. : | ” 
Valoarea forţelor respective se va căpăta multiplicând rezistenţele de mai Sus cu suprafaţa pe care ele se exercită, ţinând seamă de distribuţia triun- ghiulară. ” 
Cu „ha =, h/cos6 = 6/0,985 = 6,09 m 
Po Er 1202 = 12.6,09.1.6.3— 18,27..R Avem: | n ” | II i Er = 18,27 3 = 18,97.1.432 — 20,68 z . 

Ei = 18,27 9 = 18,27.1,019 = 18,62 e | 
„En = 18,27 5 = 18,27.0,496 = 9,06 4: . | 

„Această forţă E7, sau componentele ci En şi Ey, sejaplică' la .a treia parte a lungimii AB, deci la 2,03 m dela punctul A. i | pe Să presupunem că” zidului de sprijin, care suportă. iaceastă împingere, îi dăm o secțiune trapezoidală având baza de sus, de exemplu, de'60 cm, Baza de jos se dimensionează între altele și, pe -consideraţia următoare, Impingerea . E, tinde. „Să. „răstoarne. zidul. rotindu-l în jurul punctului D. Momentul lui E, în raport cu D poartă numele de moment de răsturnare Ar. La această răsturnare se opune greutatea zidului care, în raport cu D, ne dă un moment de stabilitate Ms. 
, ” “Se prescrie să avern, - 

” me 
AM > 1,5, Ale | 

Dacă notăm cu b mărimea bazei de jos, atunci: 
BI» = 18,62 (2,03 — 5. sin 10%) — 9,06 d cos 106, și cum: * . PD E sin 100 = 0,174 "cos 100 := 0,985, '- avem:, 

i - . ME e. sa Mr = 37,80 — 12,16 p 
Să evaluăm momentul de stabilitate M,. | iei Masivul de zidărie îl Presupunem dintr'un material a cărui greutate spe- cilică este p = 22 t/m3, dirijată după - vectorul 7 de sus în jos, Trapezul "ABCD îl descompun cm în triunghiurile ABC şi ACD în ale căror centre de $reutate sunt aplicate G, și G, (fig. 195) respectiv de: 

Gu = 6.0,6. 22 7/2 = 3,96 7, 
G, = 6,5. 25 7/2 = 6,6 byu-
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Dacă notăm cu a şi direcţiile A B şi DA, atunei distanța D 6, este: 

DĂ + 2 (6,09 a —-+ 0,60 'f) = 02) rasă 

iar DG,: a i 

a 70Â+ 3 (30 B+ 6,09 a—0,60 Pj =(30—0,2] Fra 
pt CR . . : : 

Momentul acestor greutăţi în raport cu D, dacă se ţine seamă că:: 

By=—1 ;- apoi 407: 0474 „ 
este: - Pe 

Be = îl Fo »—3, 59, 
. . „do 2 

- Din condiţia Mr 4, 5 a scoatem: a 

„i be 0218.55 —60,29=0' 5 
cârâiie dă 

b= 2,416 m. 

Vom lua rotund b = 2,20 m. 
Pentru calculul rezistenţelor pe secţiunea AD, ne interesează punctul unde 

rezultanta E, +G înţeapă planul AD. In acest punct, descompunem rezul- 
tanta în două componente N și T, una normală pe planul AD şi alta 
cuprinsă în acest plan. Dacă notăm cu e distanţa dela D la punctul căutat, 
şi dacă luăm momentul în raport cu D, avem: 

| Ms — M, = Ne 

în care b= 29,2 m | 

Ms — Mr = heh 02 + 4247 b — 41,89 = 7,34 tm 

N = 18,62. 0,174 + 9,06. 0,985 + -. 1.6 (b + 0,60) 2,2 = 30,641, 

Deci e = (Ms—M,) /N = 7,34/30,64 = 0,239 m *— 0,24 m. 

, Sunt alte cazuri când ni se impune ca e FF Ab. Să determinăm pe b în 
acest caz. Avem ” 

- N=16412+ 6,6 8, 

Vom pune condiţia e = îb şi deci: 

Ms — Me = ÎND 

care ne dă b= 3,0153 m. 

Epura (fig. 195) dă aceleași valori cu o aproximaţie suficientă. 

b) Rezolvarea cu metoda Rebhan. 

Presupunem că E face cu normala la planul zidului unghiul 1, = 102 
Avem: 5 = 10%, rezultă: f = 90% —6—vwp, = 70%. Mai avem: p= 270, e =209 
şi rezultă p-+ p, = 37, | " -
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Apoi: 

a = ha sin(p+ pisinf = 390 m 

b = ha, sin(a + e—6)/sin(p — 6) = 49,21 m - 

z = 1382m , b—r2=3599m 

e = (b—a) sin(p—e)/sin(f —w + €) = 484 m 

Î = e sin =4,55m | 

E = Type = 31,8. 484. 6.55= 1981 

ya ED = 19,8/[% 6.1. = 6,604/m2. 

După cum se vede rezultatele sunt foarte apropiate. Nepotrivirea vine de 

-acolo, că aci am luat pentru y, = 10%, pe când în teoria lui Mohr acesta 

rezultă, pentrucă este unghiul între R şi X. 

Evident că neavând suprasarcină, E se aplică la 1/3 din hu, adică la 

2,03 m de punctul A. ă



| la punct. 

  

' XI. DEFORMAŢII. 

Orice corp este deformabil. Prin detoreaie un corp trece dela | 

o formă la alta. n - 

Vom admite că această :trecere se face în:mod continuu, așa' 
fel că formele intermediare, oricare ar fi numărul lor, diferă puţin 

una de: alta. 
In această transformare vom lua o formă “« oarecare ca reper 

în raport cu care vom compara toate celelalte forme. 

Această formă, luată ca reper, o vom denumi forma: nedejormată | 

a corpului. Toate celelalte le vom denumi forme deformate ale primei. 

“Să presupunem că în poziția nedeformată a corpului, consi- 

derăm în interiorul lui un punct O. Prin deformarea corpului, a acest 
punct, ajunge în 0,, parcurgând dru- 

mul j. Un alt punct va parcurge alt 

drum j, şi aşa mai departe. Toate 
punctele corpului vor parcurge dru- 

muri 7 oarecari, diferind dela punct 

Să presupunem că mai conside- 
răm două puncte A și B-cari. după 

deformaţie ajung în A. şi B, (fig. 196). 
Să dăm corpului în stare. defor- 

mată o translație —, până când O, 
ajunge în O, apoi o rotație aşa: ca Figura 196 
dreapta 0, As" să se suprapună peste : - 

OA (4,” nu se va suprapune peste. A) şi apoi o altă rotaţie, 

în jurul dreptei OA, până când planul 'B,0 "As se va suprapune 

peste planul BOA (dreapta BO nu se va suprapune peste BO): 

Drumurile | fiind oarecari, rezultă că vor exista puncte ale 

  
18. 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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formei deformate, altele afară de 0,, cari nu se vor suprapune peste 

punctele corespunzătoare ale figurii nedeformate. 

Zicem că avem o Jormă deformată a unui corp, atunci când prin 

mişcări de iranslaţie şi rotaţie, această Jormă nu se suprapune com- 

plet peste forma nedeformată. 

Când o formă oarecare a unui corp prin mișcări de translație 

şi rotaţie, se suprapune complet, punct cu punct, peste forma 

nedeformată, atunci zicem că acel corp nu ă suferit nicio deforma- 

ţiune, a rămas rigid. 

„Aşa dar, mișcările de translație și rotaţie date corpului întreg 

nu-l deformează. e, a i : E : . . 
it CI IP 

7 

d Deplasări. 

sa presupunem că în apropierea punctului 0, care „a parcurs 

drumul 7, mai considerăm punctul infinit vecin A, la distanța ds 

(fig. 197). Acest punct se va deplasa cu cantitatea ] j-+ dj, ajungând 

în A. În acest caz, nici ds nu rămâne invariabil, ci va avea lungimea 

Şi direcția O, A., egală cu ds +A ds. 
“Elementul ds îl presupunem infinit 7 mic, 

„aşa ca să-l putem oricând considera. ca 

„0, porţiune . de linie dreaptă. 

„De pe figură se vede numaidecât că i As4a 

"are valoarea. şi direcţia: ! 

  

| dj = 4 35 
Figura 197 - : 

Aceaştă. “relaţie. stabileşte o. legătură 

între deplasarea punctului O şi variaţia. cantităţii, ds. 

Expresia de mai sus -putem să.o punem și. sub forma 735, A 
fiind drumul parcurs” de A“în raport cu O, ca mărime şi direcţie 

, . > 3 

când ds =1 

Vom denumi mărimea Î.- drum... sau deplasare specițică 

Avem deci: 

(1). d=4b>iă. 

2. Detormaţiuni specifice. E 
! a) Lungire „specifică. a II 

" Să. presupunem că elementul, ds s | e lungeş te în direc 
cu cantitatea A.ds. Raportul .. a i ia a ui 
(2) . A A ds/ds = e e 
se .numește lungire specifică... 

..
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“Acelaşi lucru, dacă: o lungime oarecare -1:se lungeşte cu canti- 

tatea. Al; atunci raportul:41/l'= e se:numește tot lungire specifică. 

Când: vom avea o scurtare vom avea — 4ds/ds =—e. 

„ Când vom avea lungiri avem -s > 0, -când avem;scurtări. avem 

e<0. 

Lungimile lor, după ce s'au lungit sunt: 

ds+ 4ăs = (1roăs ; I+rA=(U+ai” 

Să notăm cu u deplasarea j ] Î dizijată după 7 v, direcţia elementului ds. 

"Vom 'avea: - i Ia: ai 

di =vdu 

Ads => 4 o ds = => Ads = e ds 
dai 

care, în virtutea relaţiei d), ne “dă i 

(3) e du eds 

ecuaţie care stabileşte, în acest 'caz, 0 relaţie între deplasarea u, 
a punctului O şi deformația elementului ds. | e 

2 Lunecire specinieă.. PI i 

Sa presupunem că avem un unghiu drept AOB (fig. 198) şi că el: sa 

deformat în planul său ocupând poziţia A, 0, B,. Figurii deformate 

îi dăm o translație în planul său, aşa ca : 

punctul 0, să se suprapună peste O. ” 

In acest “caz, perechile de drepte OA: 

cu 04! şi OB cu OB, , fac între ele unghiu- 

rile de, şi dez, unghiuri ce rezultă din rotirea 

dreptelor OA și OB în jurul unui ax normal 

pe planul A0B. | Figura -198 

După deformaţie unghiul Bi OA, i | 

valoarea zid prd 2), deci s'a miczorat e cu cantitatea: de—d Pa 

  

  

      

s Cantitatea: 

/ (4) | 7 = dea —dea 
7 cu care s'a micşorat unghiul 3, poartă numele 

de lunecare' specifică. Când unghiul se mărește | 

Figura 199 avem.y <O. a 

' Se numeşte așa; pentrucă este unghiul cu 

care s'a micşorat unghiul drept al unui dreptunghiu, când una 

din laturi lunecă în direcţia ei cu o cantitate oarecare, deformând 

dreptunghiul întrun paralelogram (fig. 199). 

18*
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Bisectoarea unghiului drept face cu OA unghiul tz. Bi-.. 
sectoarea unghiului 4/0 B/ deformat face cu aceeaşi dreaptă unghiul 
+2 + (dea + de).. - - , 

Așa dar, sistemul A.0B, s'a rotit, faţă de A0B, cu unghiul: 

(4) “(da + de) =o 

Din relaţiile (4) şi (4) deducem: 

(5) da=ipto şi da=—yto . 
Din cauza rotației o, conform definiţiei ce s'a dat, nu se produc 

deformaţiuni în interiorul corpului. 

c) Detormaţiune specifică. 

Cu ajutorul lungirii specițice e şi a lunecării specifice >, se pol, 
exprima deformaţiunile de orice natură a corpurilor. 

Să facem aceasta pentru elementul ds; a 
cărui direcţiune este 7. 

Avem (fig. 200): 

Ad =4 bb ds) =54 as + 47.ds = 1 as 
"şi deci: -. i. 

Pi =ve+av! 
Vectorul 47 rezultă din rotirea direcţiei v 

» în jurul unui ax &, cu unghiul de și prin urmare 
are direcţia wv = 0 şi valoarea numerică dată 

Figura 200 de ecuaţia (5) și anume +p + o, aşa. dar: 

49 =40y + do = 407 + ov 

  

Rezultă: . 

(6) i=vetiby+os 
Prin urmare, deplasarea specifică 4 se compune din două părţi: 

prima. - 

(7) d =de + 40p 
formată. din primii doi termeni, datorită 'deformaţiunilor specifice e Şi 7, pe care o vom denumi deformaţiune specifică şi o vom nota 
cu O, şi o a 'doua parte datorită rotaţiii.w care nu produce defor- 
maţiuni. . 

Vom. avea deci: 

(6) 1 =3+ 35
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Ecuația. (6) stabileşte legătura între deplasarea j deformația 

„specifică o şi rotația întregului sistem. : 

Dacă se „multiplică (7) scalar cu > 'şi 0, avem: 

(8) v0=8,  05=4p 
adică, deformația specifică proiectată pe 7, ne dă pe e şi proiectată 

pe 6 ne dă pp. | 
Dacă 'ridicăm pe (7) la patrat, mai avem: 

(8”) „ , , , 62.= e2 + 4 2 

3. Variaţiunea deformaţiunilor specifice. 

a) Componentele detormaţiunii specifice 5. 

Să presupunem că în apropierea punctului 0 luăm punctele 

A, B şi C, după direcţiile a trei axe de coordonate normale, res- 

pectiv la distanţele dz, dy, dz (fig. 201). Să considerăm elementul ds. 

corespunzător. “ 
Avem evident: o | p 

ds = dz + dy + dz 

Să aplicăm acestei egalităţi 

ecuaţia (1)ţinând seamă şi de(6). 

Vom avea: 

A ds = 1 ds ăia 

  

  „ Pentrucă deplasarea: o ds 

este datorită unei rotaţiuni E Figura 201 

care nu dă deformaţiuni, vom 
aplica elementului ds numai operaţiunea care dă deformaţiuni şi 

vom avea: 

Sds =5, dz +35, dy + 6. dz 

care împărţită cu ds, ne dă: 

(9) | 5 =a5,+b5, ve 

în care: a = dz/ds =, b= dy/ds =], şi c= da/ds =», 

sunt cosinurile directoare ale direcţiunii 7, a elementului ds. 

Să determinăm pe 62. N'avem decât să aplicăm ecuaţia (7) 

axei Oz. | - | 

Vom observa mai întâiu că elementul ds are o lungire speci- 

fică £ şi că elementelor. dz, dy, dz vor corespunde niște lungiri spe 

cifice £x, Ey, Ez.
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Mai observăm: că elementul'.ds: :se rotește 'în jurul axului w 

cu unghiul 4 şi că elementul dz de:ex.::se roteşte, în: jurul: axelor. 
de coordonate 0y și.0z, cu cantităţile — Aj ŞI: FF Aa 

De pe figură vede că avem: - 

= E ea + 4 pa -k Ey 
= ep + 4? pa + 4E pa DN a 

fetita e 
Dacă multiplicăm aceste ecuaţii vectorial succesiv cu £, 7, £. 

şi le adunăm, căpătăm: 

(40) 

oi 
ȘI
 Ș

I 
2 

(Uri Fă a Poze 
Notăm cu 55,5: & ierte lui: 5 după. cele trei axe, avem: 
UD TE dand det 
ȘI 
(13) .. 5 Îsi +fâ. 

Dacă în (12) se pun valorile din (9) şi (10) sa capă ță: 
_ ds = a Ex Fibyi-+ic py : 

(14) ma 99 = Byk ioya + tava , . 

” d >cetiayytibya | 
Se observă că ecuaţiile 7 » 9, 10, 11 şi 14. sunt, absolut identice 

cu ecuaţiile 2, 8, 3, 4 și 9; găsite la studiul rezistenţelor, cu. singura 
deosebire că, în loc. de X aci avem 0, în loc de I avem e şi în loc. 

_de 6 avem 47. 
Prin urmare, toate proprietăţile găsite acolo se aplică întocmai aci. 

b) Variația lungirilor specilice se. . . 

« : “Dacă.se'urmează aceeași cale, ca.la studiul. variaţiei rezistenţelor' 
OT, se găsesc exact aceleași rezultate şi anume: că există trei direc- 
iuni principale Va5 Toi: Yo «după cari lungirile specifice e, Ea Și E3 
sunt mazime și minime, şi că lunecările specifice corespunzând acestor 
aze sunt nule. 

„Dacă „raportăm totul la axele principale avem: 
“i 

SR „7 =a , m = , re 
(5 NR O=a. wi & + do Ve et c.Va za 
(16) 6=ma , $, = 7a &2 , | 6. = E | 
(17) cm pa au pb ea: de ea... (18): . e =ae, + 02 e + ep... 

(19) 62 = q2 E, + b2 2% + ce? 8%



leaşi relaţii e ca la rezistențe, 

279 

Avem. şi aci un elipsoid al deforrnaţiunilor a cărui ecuaţie este: 

03/64 dm e E 9/0 =4, 
Valorile lungirilor specifice maxime se determină absolut în 

acelaşi mod, însă coeficienţii ecuaţiei de gradul al treilea au valorile. 

ZE e. =e& 

(20) > (47 a 2 — £y 8)=1 
” ae 2 

Ex Ey E ka Yy Vi — 42 ex Ve = IS 
şi ecuaţia care ne dă valorile principale e, £2, eg este: 

AQ repet ratele =0! 
Cantităţile e, 7 şi k' sunt de asemenea invariânte. 

Pentru găsirea 'direcţiunii' axelor principale . ne servim . de ace- 

. a. . 

c) Variația lunecărilor specifice 7. 

Urrhând aceeaşi cale ca la rezistenţele T, se găsese “aceleași 

rezultate şi anume: că lunecările specifice sunt mazime în planele 

bisectoare .planelor principale, în cari. avem: ma 

(22). pa = (ea — 2); pi St (E2—cs); pt (eu — a) 
. o . . . 

“Dacă. în fiecare punct din. interiorul corpului, determinăm 

“ direcţiunile axelor principale şi urmând același raţionament ca la 

rezistenţe, vom găsi și aici nişte suprafeţe de izodeformaţiuni. Aceste 

suprafeţe împart corpul î în o serie de paralelipipede curbilinii după 
muchiile cărora nu există decât lungiri specifice. - 

Ecuațiile acestor suprafeţe | sunt absolut identice” cu acelea dela 

rezistenţe, * ! 

4, Exprimarea deformaţiunilor în coordonate carteziene. 

Să presupunem că deplasările unui punct după cele trei axe 

de coordonate sunt u, v şi w. 

După ecuaţia (3) avem evident: 

(23) Du/oz = 82 , 0vfay=ey şi 0w/0z=e 

Cantitatea cu care se modifică unghiul drept 20y, adică , este 

y,= du /ây + 9 /3z, pentrucă deplasările fiind mici putem confunda 

unghiul cu tangenta sa. Deci avem: 

| Ya = 8/83 + 2w/2y 

(24) | yy = 2w [da + 2u /9z 

y, = du /9y + 2v/2z
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* Putem exprima şi. valorile unghiurilor de rotire, oz," Oy, Wz. 
Am avut o = (da + de) din care deducem ; 

Oz = 4(2w /2y — 2p/2z). 

Oy = ţ(0u/az — 2w/2z) 

(2/2 — 3u /2y) Il 02 

Incheiere. 

Din compararea studiului celor ' două noțiuni, rezistențe! şi - 
deformaţiuni specifice, se constată un paralelism perfect. 
„Aceste două. noţiuni cu totul diferite, ascultă de aceleași legi, 
ceea. ce va.avea de efect o simplificare importantă a calculelor ce 
vor urma. . 

Mai mult. In cele ce preced nu s'a făcut nicio ipoteză 'asupra 
materialului din care: este făcut corpul, în care se dezvoltă rezi- 
stențe sau se deformează, deci aceste legi se aplică tuturor mate- 
rialelor din cari sunt făcute corpurile. ! 

Aplicația Nr. 49. Să presupunem că după trei axe de coordonate avem: 
îz=8 , ey=2 i, e=—6 > Vz=16 , py=—10 ,: patA 
toate multiplicate cu 10—5, pentrucă în-genere sunt de acest ordin de mărime. Se cer deformaţiunile specifice principale; avem: ! | 

04 pe 182 e pa 904 
şi deci ecuaţia A i 

he 4+18260—994—=0 
ale cărei rădăcini sunt: . 

£, = 19,62 3. a 527 ş. e = —13,59 
Valorile maxime ale lui 9 vor fi: - 

pi 21916 3 = 2 9031 Pa 783.



“libru. Să mai presupunem că grinda este 

XII. LEGĂTURA ÎNTRE REZISTENȚE ŞI 
DEFORMAȚIUNI PENTRU SOLICITĂRI 

ÎNTR:O SINGURĂ DIRECŢIUNE. 

In rezistenţa materialelor se studiază echilibrul corpurilor reale, 

- cari sunt deformabile, pe când în mecanică se studiază echilibrul 
corpurilor rigide. 

Și unele și altele trebue să: satisfacă ecuaţiile din mecanică. 

Corpurile deformabile trebue să mai satisfacă şi alte condiţii, 
după cum vom vedea. 

Să presupunem că 'avem'o grindă orizontală, simplu rezemată 

pe două reazime de nivel (fig. 202). Să mai presupunem că este su-. 
pusă la o forță F' așezată la mijlocul grinzii. 

Reacţiunile reazimilor vor fi 27. Deci 

în aceste condiţii grinda se găsește în echi-: 
li   

făcută din oţel. Dacă forţa F crește, dela = 
valoarea zero până la o valoare oarecare, 

experienţa arată că grinda se îndoaie luând Figura '202 
o formă curbă ca în figură. Dacă forța 

F continuă a crește, se observă că grinda se încovoaie şi mai mult. 

Dacă din contra, facem ca forța: F' să descrească, se observă că 

grinda — în oarecare măsură — revine spre poziţia iniţială. 

Din această simplă constatare, rezultă că între valoarea forței / 

şi deformația grinzii există neapărat o relație oarecare. Se mai 

constată că, oricare ar fi valoarea forţei F, reacţiunile rămân mereu 
egale cu 4F. | 

In' aceste condiţii, să facem ca F să crească necontenit. Expe- 

  

. rienţa arată că, la o anumită valoare a lui F, grinda se rupe şi deci



282 

echilibrul se distruge. Prin urmare, cu toate că echilibrul dat de 
ecuaţiile din mecanică e mereu satisfăcut, el nu există, pentrucă 
la fiecare creștere a forței F corespunde o nouă deplasare a ei din 
cauza deformaţiei grinzii, şi echilibrul este distrus când forţa F 
a trecut peste o anumită limită. 

Din acest simplu fapt experimental, vom trage două concluzii 
și anume: . 

1.. Pentru ca echilibru să existe trebue ca ecuaţiile din mecanică 
să fie neapărat satisfăcute, deci ecuaţiile din mecanică sunt necesare. 

2. Pentru ca echilibru să existe grinda noastră trebue să mai sa- 
tisfacă şi alte &cudţii! Aşa” dar, ecuațiile: de :ccliilibrui date de me- 
canica; corpurilor, rigide, -nu, sunt suficiente, şi grinda va-trebui să 
satisfacă şi alte, ecuaţii pe cari le vom, numi. ecuațiile echilibrului 
elastic. ai a a 

Toată chestiunea care se pune este a stabili legătura între 
forța F și deformaţiă grinzii.: Aşa pusă; chestiunea “este mai tom- 
plicată. Vom pleca dela cazuri foarte simple şi vom ajunge apoi. 
până la cele mai complicate. ÎN aa 

A) Relaţia între rezistenţele normale N. 
Şi lungirile specilice e. ..... -.. 

Incepem cu cazul cel. mai 'simplu posibil. Această relaţie, oricât 
de simplă ar fi ea, nu se deduce decât. pe. cale experimentală. 

Experienţa mai arată că relaţia între-9 şi. e.depinde de. natura 

  
  

    

a em e e a ga materialului, i 
Ț —— Ț Di i , ni ! i | I 7) ZT ss|. Din materialul -care. .ne 

1 ! | | interesează se confecţionează i i 3     

  

ţ i v 
- - — 22 0-2. 0 epruvetii de forma celeia din 

Figura 203. . “fig. 203; care are. o porţiune | ca cilindrică -şi capetele, de ase- menea cilindrice, -racordate între ele: cu. două -trunchiuri-.de con. Epruvetele normale pentru "metale au porţiunea centrală cilin- drică lungă de 220.mm şi pe ca se înseamnă o lungime de 200 mm. Diametrul părţii cilindrice centrale, 
2 em. Vom nota cu 2 lungimea de.200 mm şi 2. valoarea secţiunii. Piesa astfel pregătită se introduce cu capetele ei între fălcile unei mașini .de încercat materiale, -care poate întinde piesa cu o forță variabilă F. a 

  

ÎL pe ieagei—p 

la epruvetele- normale, este de
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»Dela *zerojcât:este-F în primul: moment, facem „ca efortul de 
tensiune exercitat asupra barei : să atingă o valoare Pa = 500 kg 
da ex e me pa a a E 

Dacă: admitem. că orţa Fu se distribue: uniform pe secţiune, 

atunci avein:-" 

, 4F/49 = F./o = st, = 500/9. a 

” Dacă în ăceastă poziţie măsurăm distanţa între repere, constatăm 

că lungimea 1 = 200 mm. a „crescut cu o cantitate oarecare,! având 

lingimea totală i | - 
"Se ştie! căi n 0 cui = a ai 

„Să variem acum pe F dela valoarea F, = 300 kg la F, = 1000 kg. 

Vom avea o rezistenţă 3, = F,/Q și vom constata că bara s'a 
“langit cu uz 'Cărcia. îi corespunde lungirea specifică 22 = ua/l. 

Dăm apoi lui /' valoarea /'3 şi a. m. d. 

"Pe o 'foaie de hârtie, trasăm două axe de coordonate rectangu- 

lare Os şi OX (fig.. 204), pe care fixăm Pi , 

3 puinctele Eu. It; £2 2; 3, Ia; ete. . | SP — 
  In felul acesta se capătă o curbă | 

continuă, care reprezintă chiar legă- 

tută întie 'răzistenţele: norhăăle SU și 
lungirile specifice s£, ale epruvetei. 

încercate. E | 

Această curbă. poartă numele de 
curba caracteristică a “materialului din 

care este făcută epruveta | încercată. | 

"Dacă această. încercare se continuă, bara se lungește mereu, 

până când, la, un moment dat, se rupe. 

“Continuând a, trasa caracteristica până la ruperea barei, ca se va 

prezenta ca în figură, punctul D corespunzând momentului ruperii. 

Legătura între „rezistenţele normale X şi lungirile specifice e, 

reprezentată | prin curba construită, o putem traduce analitic în 

= fe e 
Limita aportului: i 1 IN | a | 

(€ ÎI aa „ae /de = fe) = a 

adică valoarea tangentei - “trigonometrice “la curba caracteristică, 

într'un' punct oarecare al ei; se numește prin convenţiune coeficient 

de elasticitate şi se' notează cu E. Din experienţă se vede că E nare 

o valoare constantă pentru acelaşi măterial, ci” depinde de- punctul 
de pe curbă unde sa luat tangenta. -- 

e 
__ 

- 
S 

N 

S
S
:
 

p
l
 

      e bă 7] 

Figura 204 

forma: ;
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Dimensiunea cantităţii E se: vede că este kg/em?, deci acecași 
ca a rezistenţelor. 

Repetând experienţa cu un alt material, vom obţine. o.curbă 
caracteristică mai mult sau mai puţin asemănătoare cu precedenta. 

Încercând materialul la compresiune vom obţine: de asemenca 
curbe caracteristice. : | , 

Fiecare material are o curbă caracteristică a lui. Mai mult, chiar 
pentru materiale de.aceeaşi natură se găsesc 'curbe caracteristice 
deosebite, aceasta depinzând de compoziția lui, de. procesul de 
fuziune sau de tratamentul lui termic. Acelaşi oţel de ex..dă curbe 
caracteristice diferite, după cum este călit sau nu, ciocănit sau nu, 
și după cantitatea de carbon, siliciu, crom, nickel, ete. ce el conţine. 

Pentru lemn, evident, obţinem altă curbă caracteristică decât 
pentru piatră, etc. . Ă 

Cu toată această mare varietate, totuşi le putem grupa i în două 
mari grupe: 

1. Grupa caracteristicilor materialelor cari ascultă de legea lui II ooke. 
2. Grupa caracteristicilor materialelor cari nu ascultă de această lege. 

1. Caracteristica materialelor cari ascultă de legea lui Hooke. 

In această grupă intră toate varietățile de oţel și lemnul. 
x | Cu toate că celelalte mate- 
era a e FE riale nu ascultă de această lege, 

6 totuși câteodată, pentru sim- 
+ | plificarea calculelor, se admite 

că şi lor li se aplică. 
aj: Curba caracteristică a oţe- 

lului moale este prototipul ace- 
"stor caracteristice. 

Z Supunând la tensiune o 
epruvetă de oţel moale şi ridi- 
când diagrama, cu ajutorul 
aparatelor înregistratoare, ea 
se:prezintă ca în fig. 205. 

Se.observă că. până la un 
punct oarecare A, -caracte- 
ristica se compune din o linie 

“dreaptă. Pentru : această porţiune avem: 

(2) : E =Aa%X/d e = N /e = Că 

    

&- = 

      

p
h
 
>
 

N 

       

Figura 205 . 
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adică lungirile. specifice sunt proporționale cu rezistențele. Aceasta 
e legea lui Hooke, care a descoperit-o în -1660, exprimând-o prin 
cuvintele: ut tensio sic vis. 

„E este numit impropriu coeficient de elasticitate. Pentru oțeluri ” 
are valori cuprinse între 2.10€ și 2,2.106 kg/cm2 O valoare medie 

este 2,1.105 kg/cm?2. Pentru lemn se ia o valoare medie de 0,1.108 

kg/cm?, . cu toate că sunt varietăţi pentru .care E nu atinge va- 
loarea 0,08.106, pe când pentru altele trece: de 0,18.10% kg/cm?. 

" Valoarea ar, a rezistenţii, până la care se menţine legea lui 

Hooke, adică 

(2 es Y/Ei 

poartă numele de limita de proporționalitate. Dincolo de limita de 
proporţionalitate tangenta se înclină, curba caracteristică afectând 

o formă uşor curbă. Din cauză că curba caracteristică .nu părăsește 

brusc linia dreaptă, ci pe nesimţite și din. cauza aparatelor, cari 

dau oarecari erori, nu se poate determina cu preciziune punctul 

de tangenţă. De aceea s'a admis, în mod convenţional, să.se nu- 
mească limită de proporționalitate: rezistența pentru care lungirea 

calculată şi cea măsurată pe epruvetă diferă cu mai mult de 0,001 mm. 

“Dincolo de limita de proporţionalitate tangenta 'se înclină până 
când la un moment. dat ajunge orizontală (B). 

Asta înseamnă că, fără să-crească rezistenţa, bara continuă 
a se deforma. 

Rezistenţa pentru care are loc aceasta, poartă numele de limita 

dejormaţiunilor mari, sau limita de scurgere sau limita de plasticitate, 

pentrucă bara se deformează fără ca forţele exterioare să crească. 
Din acest punct B, tangenta sau se menţine orizontală sau în 

majoritatea cazurilor devine negativă și chiar paralelă cu axa OX, 

ordonatele descrescând brusc până într'un punct C, de unde ur- 

mează o porţiune nesigură, în care tangenta schimbă alternativ 

de sens, până într'un punct D, unde capătă o valoare oarecare. 

Rezistenţa care corespunde punctului B poartă numele. de 

limita superioară de scurgere a materialului, iar aceea ce corespunde 

punctului C limita inferioară. Porțiunea de caracteristică BCD ne 

arată că bara se deformează chiar sub rezistenţe mai mici, decât 

cele :ce corespund punctului B. E 

Din punctul D'unde tangenta are o valoare oarecare, ea scade 

mereu,: până în punctul F, unde ajunge iarăşi orizontală. De aci 

înainte sia valori negative, până în punctul G, unde bara se rupe.
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- Pe- porţiunea .DFG: secreproduce același. fenamen .ca:-pe por-. 
țiunea OA BC, cu singura deosebire că-nu există o porţiune de. linie. 
dreaptă. | Pa e ea 
„: Rezistenţa „care corespunde... punctului F.. poartă., numele . de 
resistență totală “și se înseamnă cu 9%, iar-.aceia. ce „corespunde. 
punctului. G,. resistența. de :rupere, . %. = .-. E aa 

„ Se vede că bara se rupe la o rezistenţă mai mică. decât rezistenţa 
maximă ce o poate-suporta, .. ...:. . aria 
„- Lungirea -barei, în. momentul ruperii, poartă numele de lungire 

la ruptură şi se notează cu &,.  . mea 
La această caracteristică deosebim două regiuni distincte: prima 

care este o linie dreaptă și care exprimă legea lui IZooke şi singura 
care. ne. interesează . din punct.:de vedere practic. şi restul. curbei 
care nu are același interes. pentru noi ca prima. parte... .; EI ara 

- Dacă lungimea. între repere. după. ce bara s'a. rupt — juxta-. 
punând cât .mai bine cele două capete ale barei rupte — este ],,. 
atunci .diferenţa . (1, — )/L- exprimată îns procente. ne.:dă;pe „e... 
 Contracţiunea transversală. Experienţa mai arată că, pe măsură 

ce bara se lungeşte, secțiunea ei transversală se micșorează și invers,. 
dacă bara ar fi supusă la compresiune, deci .s'ar. scurta, secțiunea 
transversală se măreşte. Tot experienţa arată că, în prima. aproxi- 
maţie, contracţiunea transversală este .o fracțiune din lungirea spe- 
cifică în sensul întinderii, deci. este. de forma — pe. Coeficientul 
WM poartă numele de constanta lui Poisson şi în primă. aproximaţie. 
este o constantă. cuprinsă între .0,25 şi. 0,30. In. calculele, practice 
se ia 0,3: pentru oţeluri și. 0,25. pentru celelalte. materiale. .... -. 

Dacă ţinem. seamă de. această contracție şi dacă notăm cu 2, 
secţiunea contractată, atunci rezistenţa reală. este F/Q,..: 

- Din cauza -contracției avem: .. . . IRI 
2, = (l— ne (1 —2-p 

pentrucă e este foarte mic față de 1. 

Oi 

” In acest caz e . re i La 

= F/(L—205 2 itp 
deci mai mare ca-F/Q... 

- Cu toate acestea, în practică, .la construcţia curbei caracteri-. stice, nu se ţine seamă de acest spor de rezistenţă, rezistenţele: socotindu-se totdeauna . raportate la secţiunea iniţială, . . : : Mai mult. Experienţa mai arată că, îndată. ce trecem.de limita deformaţiunilor .mari, - contracțiunea.. care era. până aci uniform:
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distribuită pe toată lungimea barei, se concentrează în o.anumită 

regiune, unde .bara se gâtue, .și că în acea regiune . hungirile sunt 
cu mult mai mari ca: în restul barei. - ED 

Asta înseamnă că, curba caracteristică construită în felul arătat. 

mai sus nu este caracteristica reală a materialului, ci numai o. curbă 

convenţională, pentrucă în secţiunea în care se face ruperea, în 
genere în secțiunea gâtuită, nici rezistenţa și nici lungirile specifice 

nu sunt cele ce figurează în curba caracteristică. 

Cu toate acestea, pentrucă în construcţiile curente “SC rămâne 
totdeauna sub limita deformaţiunilor mari pentru cari caracteri- 

“stica este aproape de realitate, se păstrează la. încercări normele 

arătate aci. ap. E 

Totuşi, pentru ca rezultatele încercărilor « să fie. comparabile ș şi 

pentru. celelalte elemente, s'a convenit ca. epruvetele de încercări 
'să aibă anumite. dimensiuni. DI 

Țările mai-înaintate ca noi. au fixat. norme . precise, în. mod. ofi- 

cial,. după cari.se confecţionează epruvetele aşa ca rezultatele să 
fie comparabile între ele.. .. .. , | . 

Dacă 22, este secţiunea barei în punctul unde s s'a făcut ruperea 
și dacă 12 este secţiunea iniţială, atunci 

(0—0p9/O op e 

exprimat în procente, ne 'dă coeficientul de contracție: 
Cu cât lungirile specifice şi contracția transversală. sunt mai 

mari cu atât materialul 6ste 'mai ductil și invers. ? DP 

Până acum am stabilit” pe bază de experienţe şase “căeficienţi 

cari vor dă caracteristica unui inaterial oarecăre şi anume: E coefi- 

cientul de elasticitate, SN, limita de proporționalitate, Ja limita de- 
formațiunilor mari, rezistență totală, e; lungirea lă rupere şi (7) 

contracția totală la rupere. N 

2. Lucrul' mecanic necesar ruperii unei bare. 

„Să presupunem. că la.un moment: dat. în bară avem o rezi- 

stenţă 2. Din curba .caracteristică se vede că la.această rezistență 
corespunde o lungire specifică e. Să. presupunem că 9. crește cu 

cantitatea d. Prin. urmare, valoarea. forţei în acest interval a 

fost „la început JO, iar la sfârșit..(9T + an) 8 şi .deci valoarea 

medie este 4(29 + d3U) 12 | 
.„Dacă . se. neglijează - poa faţă „de “valoarea principală 29, 

căpătăm 2.
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Să vedem drumul parcurs de ea. i i 
Să considerăm două secțiuni infinit vecine la distanţa dz. Când 

rezistența trece dela X la X + dX, e trece dela e la e+ de şi deci . 
elementul dz se lungeşte cu cantitatea dz. de. Ia 

Lucrul mecanic produs va fi: : 

„dL = YO.dz.de = Mde.dV 
în care am notat Ddz = dV, adică volumul elementului de bară. 

Lucrul mecanice acumulat de întreaga bară va fi: 
L = [Idea 

Am văzut că atât 9 cât şi e dincolo de limita deformaţiunilor. 
mari nu se mai distribue uniform pe lungimea barei, şi deci suma; 
de mai sus trebue făcută ţinând seamă de aceste variaţiuni. 
„Dacă însă rămânem în cadrul convenţiunilor admise pentru curba 

caracteristică şi anume rezistenţele le raportăm totdeauna la: sec- 
țiunea inițială și lungirea” specifică £ o deducem împărțind. lun- 
girea totală a barei la lungimea inițială a ei, atunci şi e. sunt 
aceiaşi pentru toate elementele de volum şi deci avem: 
(3) a L = V$3X de 
în care V este volumul barei. . 
> Formula aceasta deci, este exactă până la limita deformaţiu- nilor mari, până unde % şi e se distribue. uniform pe toată bara, şi convenţională pentru restul curbei caracteristice. 

Se observă însă că, f de este suprafaţa curbei caracteristice 
cuprinsă între ea, axa Oe şi ordonata ce corespunde lui 2 şi e, Aşa dar, suprafaţa curbei caracteristice, în cadrul convenţiunilor de mai sus, ne reprezintă lucrul mecanic necesar pentru obţine în elementul de volum V =14 rezistența 9%, e 

Lucrul mecanic necesar ruperii barei.de un volum V, după formula (3), este dat de suprafața caracteristicei cuprinsă între axa Oe şi ordonata ce corespunde Tezistenţii la rupere. 
Această suprafaţă se exprimă în kgem/cm3 şi poartă numele de coeficient de rezistenţă al materialului sau lucr 

Pentru a rupe un element de volum V =, 
Fiecărui material îi corespunde un c 

u mecanic specițic 

| 
coeficient de rezistenţă care este egal cu. suprafaţa: caracteristicei, care se află cu ajutorul planimetrelor sau metodelor grafice. 

În practică, această suprafaţă se înlocuește cu suprafața drept- unghiului circumscris curbei caracteristice, laturile lui fiind. para-
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lele: cu axele de. „coordonate, multiplicată cu un coeficient a<l 

(fig. 206). 
“In acest caz, suprafaţa dreptunghiului este a, £, și deci: 

L = V.a%ee 

a se numeşte coeficient de reducere, iar produsul: Xe e 'se numește 
coeficient de calitate 

In privinţa lui a, el variază delamaterial la material, însă, pentru 

aceeaşi categorie de mâteriale, valoarealui este aproape constantă. 

In acest caz, pentru materiale din x 
aceeaşi categorie, pentru a le compara  X4 

din 'punctul de vedere al coeficientului 

-de rezistenţă, e suficient să comparăm 

numai coeficienţii lor de calitate, ceea 

ce este mult mai ușor, 
Revenind la expresia lucrului me- 

canic, dacă presupunem că rămânem 
sub limita de proporţionalitate consta- 

tăm că suprafaţa este un triunghiu și deci: 

  

  

Figura 206 

L=4VNe 

şi dacă ţinem seama de legea lui IZooke, avem: 

(4) L = 4 Ve = 4 VI/E = VE 

"“Deci lucrul mecanic se poate exprima în funcție de forţa exterioară 

F, în funcţie de lungirea specifică €, sau în funcţie și de una și de alta. 

Prin urmare, la ceilalţi coeficienţi cari caracterizează un 

material, se mai adaugă și coeficientul de rezistenţă, care se poate | 
înlocui cu coeficientul de calitate. 

La aceste corpuri, dacă sunt supuse la compresiune, se obţine 
o curbă, caracteristică identică. 

3. . Caracteristica materialelor cari nu ascultă de legea Hooke. 

In această categorie intră:, rocile de natură eruptivă şi sedimen- 

tară: (granitul, porfirul, calcarul, gresia, etc.), mortarele (de var 

gras, de var hidraulic sau ciment), .betoanele 'de ciment (sau pu- 

zolane), apoi fonta, aliajele cuprului şi aluminiului, în fine cauciu- 

curile,. curelele, funiile de cânepă, etc. 

Pentru unele din aceste materiale, se poate face încă uz. de legea 
“lui Hoole, întru cât în limitele practice în care se. întrebuinţează,. 

„, nu se depărtează prea mult de ea. 

19. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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In schimb. altele, între cari în primul, rând pietrele, mortarele 
şi fontele, nu permit de loc a aplica această lege. , 

Ca şi pentru materialele cari ascultă de legea. lui J/ooke, peniru, 

a găsi legătura între rezistenţe și deformaţiuni, vom pregăti în mod | 

identic epruvete, cari se vor supune la tensiune. Pentru pietre 

şi betoane, vom pregăti cuburi cari le vom supune la compresiune. 
Notând rezultatele „pe o diagramă, se construcește curba carac- 

teristică, al cărei aspect este ca cel din fig. 207. 
» x | i Această curbă . se 

Ie pet înclină mereu şi. spre 
II Ia „deosebire de caracteri- 

ă Sa „_stica celeilalte grupe, 
m ia: aer g nu prezintă nicio „par- 

ticularitate până în 
| momentul ruperii. 

0 — Te gr — & "- Pentru calificarea 
“ „Figura 207 “materialului curba con- 

struită este suficientă, 
însă pentru calcul ne trebue o expresie analitică a ei. 

Diferiţi experimentatori au propus diverse formule. 
Lumea tecnică s'a oprit la formulele propuse de Biiljinger şi 

Hodgkinson, verificate apoi. de Bach şi Schiille. 
lată această formulă: 

„-. . .. , - s.. 

, e = Ia/Eo. 

    

          

care mai “poartă şi numele de legea potențială. 
“Cantităţile a şi E, se determină prin experienţă şi diferă pentru 

același corp dacă este supus la compresiune sau tensiune. 
În ceca ce priveşte pe a el este mai mare ca Î, aproape pentru 

toate materialele, şi este mai mic decât 1 pentru curele, funii de 
cânepă, bumbac, etc. Alura curbelor este ca în îig. 207. 

După cum am spus "aceste curbe nu "prezintă nicio particulari: 
tate, n'au nici limită de proporţionalitate și nici limită a deforma: 
țiunilor mari. 

La aceste materiale 9%, = Xa: ; 
Și aci, ca la materialele cari ascultă de legea lui Hooke, 

mecanic specific sau coeficientul de rezistenţă 
curbei caracteristice. - 

lucrul 
ă este egal cu u suprafaţa 

Trebue să mai observăm aci că ecuația deşi dă rezultate bune 
"în regiunea de solicitări obișnuite, totuşi în origine. dă rezultate
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inacceptabile. In adevăr, valoarea coeficientului de elasticitate este: 
E = d3/de = Eg/aNa-1 

Pentru corpurile pentru cari a > 4, pentru LX =0, „căpătăm 
E =, după cum pentru “corpurile pentr cari a a < 1 „ Căpătăm 
p=0, pentru ar =0. 

Ambele rezuliate sunt inacceptabile, pentru că nu există hici 
corpuri rigide şi nici corpuri cari să se deformeze fără vre-o solicitare. 

In privinţa contractării transversale se dâu foarte puţine date, 
şi coeficientul H al lui Poisson nu este „constant, ci variază cu LX. 

4 Limita de “olasticitate:* 

-Să luăm o epruvetă dintrun.. “corp care ascultă de legea lui 
Ilooke; dacă am supune această epruvetă la. "încercare, am obţine 
caracteristica din fig. 208. 

Incercarea însă o facem altfel. Intindem mai întâiu bara la o. 
forță de exemplu de 500 kg și marcăm pe diagramă punctul ce: 
„corespunde rezistenţei X şi alun- 

girii specilice €, pentru acest .caz. 

. După aceea facem forţa .F =0,.. 
adică dăm drumul barei. Dacă 

“măsurăm distanța între repere, 
constatăm că a rămas aceeași, prin... 

urmare. bara s'a comportat .ca o - 
bară perfect elastică; -... . 0 — Zeii 

Intindem bara acum cu. 1000 „+ Figura 208 
kg, marcăm punctul pe diagramă - ri 
și dăm iarăși drumul barei. Constatăm şi. de astă. dată, e că bara a 
revenit la poziţia. iniţială. Procedând mereu în acelaşi. fel şi făcând 
ca forţa / să crească, constatăm că dela. o-anumită rezistenţă. 
bara -nu mai revine la. poziţia iniţială, ci rămâne cu. o deformaţie. 
oarecare,. pe care o: numim deformaţie permanentă, - spre deosebire 
de cealaltă deformaţiune, care dispare odată cu suprimarea. rezi-,, 
stenței și pe care o numim deformaţiune elastică. 

Rezistenţa, maximă,: pentru; care; ;corpul are, numai. deformaţiuni 
elastice, poartă numele de;. limita de, elasticitate naturală. 

Măsurători de precizie arată că în realitate nu există corpuri 
perfect elastice, adică după ce au avut o rezistenţă, oricât de-mică, 
să revie apoi în starea absolut. identică stării iniţiale, așa că .defi-. 
niția de mai sus nu este exactă. decât în primă aproximaţie. 

  

  
19 . | 7
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“În prăâctică limita de elasticitate naturală ' este rezistența peniru 

care deformația permanentă: ajunge la 0,03%, iar limita deforma- 

fiunilor mari este rezistența, pentru care lungirea este 0,3%. 

Să continuăm experienţa şi să presupunem că am întins bara 

până am ajuns pe curba caracteristică în punctul M. 

Dacă suprimăm forța, experienţa arată, că bara se scurtează, 

iar punctele de pe caracteristică se mișcă pe dreapta MB, para- 
lelă cu porţiunea dreaptă a caracteristicii corpului, rămânând cu 
deformația permanentă. OB = sp. . 

Dacă se reîncepe experiența, se constată că punctele de pe 
caracteristică se mișcă pe dreapta BM.. . 

Dacă nu trecem de punctul M și dăm drumul barei, punctele 

de pe caracteristică se mişcă iarăși pe dreapta MB, deci avem nu- 
mai deformaţiuni elastice. 

Deci, un corp care a suferit o deformaţiune permanentă, rămâne 
elastic pentru toate rezistenţele inferioare celeia care a Produs defor- 
maţia permanentă. 

In acest caz și punctul M este o limită de elasticitate şi de aceca 
prima s'a numit limita de elasticitate naturală. 

Aşa dar, prin deformaţiuni peimanente se modifică limita de 
elasticitate naturală a corpului. 

Pentru a lua o. deformaţiune permanentă, corpul consumă o 
cantitate de lucru mecanic, proporţională cu suprafaţa 0MB, aşa 
că, pentru a-l rupe, este nevoie numai de suprafaţa haşurată. 

Deci, prin deformaţiuni permanente, corpul își micşorează coe- 
ficientul de rezistenţă sau coeficientul de calitate, și nu mai are 
aceeaşi capacitate de a acumula lucru mecanic. 

Prin o deformaţie pernianentă, se schimbă oarecum structura 
interioară, pentru că atâta timp cât bara este întinsă cu rezistenţe 
sub'limita de elasticitate, ea absoarbe căldură, pe când diricolo 
de lirăita 'de elasticitate — oricare ar fi aceasta — degajă căldură. 
 Corjurile cari nu ascultă de legea lui Hooke au de asemenea 

o limită de elasticitate. - 

B) Relaţia între rezistenţele tangentiale S 
şi lunecările specifice 7. 4 

" Cum's'au''stabilit relaţiuni între IT: şi €, tot așa se stabilesc și 
relaţiuni îlitre-G: și și. Lucrul este ceva mai greu, pentrucă nu se 

-pot face 6xperienţe la forfecare propriu zisă.
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Se. va arăta ulterior că.avem rezistenţe . tangenţiale pure, 

neînsoţite de alte. rezistenţe în aceeaşi secţiune, numai în cazul când 
avem o bară de secţiune circulară supusă la un moment. de tor- 

siune. La capitolul respectiv.se va arăta cum calculăm valorile rezi- 
stenţelor & și valorile lui 7. 

"Dacă se supune.o bară. la torsiune și dacă se calculează î şi > 
după datele experienţii și dacă se construește curba caracteristică, ' 

atunci pentru corpurile cari ascultă de legea lui Hooke, se găseşte 

o curbă caracteristică absolut analoagă. 

Și aci. se defineşte coeficientul de elasticitate transversală. G, 

ca limită a raportului: 

G = dă /dp 

Şi aci există o limită de' proporţionalitate până la care avem: 

G = dă/dp = 8/y = Că 

. 

şi deci: 

y=5/G. 

Şi aci există o limită a deformaţiunilor mari, lunecare totală, 
lunecare specifică la ruptură, etc. 

_Bazaţi pe aceleași consideraţiuni, avem pentru expresia lucrului 
mecanic acumulat de volumul, V: 

L = V[ă dp 

şi în cadrul acelorași convenţiuni ce am făcut: acolo. 

In mod identic ca acolo, se poate demonstra această. formulă. 

Până la limita de proporţionalitate avem pentru lucrul 

mecanic specific sau pentru coeficientul de rezistență valorile: 

L =3V57 =3 3V%/G =3V6p 

Corpurile din a doua grupă, acelea cari nu ascultă de, legea lui 

Hooke, prezintă altă legătură între E şi 7, puţin studiată până acum, 

pentru că nu se întâlnește curent în practică și, deci nu prezintă 

1, 

interes pentru noi. 

C) Ruperea :materialelor prin oboseală. 

Până acum ne-am ocupat numai. de cazul când bara supusă la 

o forţă, a fost întinsă până când. s'a rupt. : 

„„La stabilirea limitei de elasticitate ' ne-am ocupat. cu cazul când 

bara e supusă de.mai multe ori la încercare ..și am văzut ce 

rezultate ne-a dat experienţa. a
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» Să presupunem că.dintr'un același material luăm mai multe epru- 

vete şi. că- prima, supunând-o la. tensiune; o rupem la o rezistenţă J,. 

;:A- doua “eprubetă .o supunem -la:.rezistenţa 9%, < I,.: Bara evi- 

dent nu: se. va: rupe. .O: încercăm a'doua-oară până: la: Y, şi' vedem 

iarăşi că nu se rupe.Dacă repetăm experienţa de un:număr foarte 
mare de.ori; constatăm 'că bara se rupe, cu 'toate.că nu s'a depăşit 

rezistenţa. 9. Așa. dar, efectul: repetării "solicitărilor face ca bara să 

se rupă -sub o. rezistență XX, < 9 i re... " 

Incercăm acum a treia epruvetă la-:0 rezistenţă W, <.X,:: Sa 
presupunem..că și: aceasta se rupe. -Luăm;: rezistenţe din.ce în ce 

mai mici, până când ajungem la o rezistenţă 9, la care supunând 
bara de milioane de ori, constatăm că nu se mai rupe. 
„Această rezistență JI, poartă numele de, rezistență la:rupere a 

varei. sui acțiunea rezistenţelor repetate dela 0 la %,, pentrucă de 
îndată ce este depășită, bara se rupe sub acţiunea ei repetată. 

Să presupunem că repetăm. experienţele, însă în loc ca rezi- 
stenţele să varieze dela 0 la Ie, variază dela —9 la + 3%, 
N < N: Se''observă și acum,“că după un număr oârecare de 
încercări bara se rupe. Dacă luăm Da” ZO constatăm că! bâra 
iarăși: se rupe; Continuând: constatăm! că' ajungem: la o rezistenţă 
a la care bara fiind supusă de milioane de ori nu se'rupe. Această 
rezistență poartă numele de ezistenja la rupere sub acţiunea 7 rezi- 
stențelor alternative. , , Sa pi 

; Primul care a relevat, această „chestiune, a A fost IVăhler, inginer 
la. căile ferate prusiene,. care. a. observat o. rupere: prematură a 
osiilor. de vagoane. SE i Ra 

In adevăr, oșia „de vagon este supusă la [:) încovoiere, partea de 
sus fiind întinsă, iar cea de jos comprimată. 

" Printr?o învârtire 'cu :1800, sensul rezistenţelor s se schimbă, Iuând 
aceleași "valori "însă de sens contrar. ea i pam 
După: un' număr: oârecare: de: învârtituri; rezâstonţele: într'un 

punct oarecare al :osiei, schimbă tot de atâtea ori de seinn şi prin 
urmare osia, din punctul de vedere al rezistenţii, nu se mai com= 
portă ca.:0. epruvetă, supusă-0 singură: dată. la. rupere. : 

Experiențele arată că X, < XX < X,. 
Explicaţia fenomenului este următoarea. 
S'a arătat la limita de elasticitate,.că dacă un corp se întinde 

până la : rezistenţa . IL, „.ce..corespunde.. “punctului: A de pe curba 
caracteristică, atunci'-el.-este: elastic.. “pentru. această rezistenţă şi cele 
inferioare cei. Ca 

' at pata - 

ee a.
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:  Măsurătorile .de precizie au arătat, .că .aceasta nu-este: adevărat 
şi că atunci când întindem bara,-parcurgem curba BDA, iar cână 

îi dăm drumul curba .ACB,.. închizând. --între ele o - suprafaţă 
BDACB, -care . reprezintă . ..: m ma 
lucrul mecanic . neredat . de 2 ie pe 

bară (fig. 209). Aşa dar, bara  -* 

nu este perfect elastică. 2» 

Să considerăm fig. 210. 

Să presupunem că am întins     

  

i 
ţ 

| 
bara până la rezistenţa 9Y p— Zr 3 iz 

corespunzătoare punctului B. Figura 209 N 
Dacă dăm drumul barei 

ajungem în punctul C, bara rămânând cu o 'deformaţie per- 
manentă OC = e. Pentru a anula această deformaţie, comprimăm 

bara la o rezistenţă ce corespunde punctului D. Să presupunem 
că continuăm comprimarea până ajungem în punctul 

F. Dacă dăm drumul barei, adică facem d ==0, 

ajungem în G, bara rămânând cu o deformaţie per- 

manentă —e. Dacă o întindem din nou așa ca să 
ajungem în /, de unde făcând pe X =0, să ajungem 
iarăși în C. 

Observăm că deşi am ajuns în acelaşi punct, adică 

am adus bara într'o poziţie anterioară, am consumat 

un lucru mecanic. Curba aceasta este analoagă 

curbei hysteresis dela studiul magnetismului și poartă 

și aci același nume. Să notăm cu ÎL, suprafaţa 
acestei curbe, atât în- primul caz cât şi în al doilea 

şi fie L, suprafaţa curbei caracteristice ce corespunde 
Figura 210 rezistenţei %X,, adică atunci când bara este ruptă 

| dintr'odată. o 

Prin experienţe, d-l Ljungberg a stabilit că numărul încercă- 

rilor, după cari se rupe o bară, este foarte aproximativ: 

n= L,/ Lu 

  

ceca ce înseamnă că oricare ar fi felul în care este solicitată bara, 
lucrul mecanic specific pentru a o rupe este constant şi egal cu acela 

ce corespunde curbei caracteristice, adică lucrului mecanic necesar 

pentru a rupe bara printr'o singură încercare. 

In experienţele citate n este de ordinul 10%. Deși s'a trecut 
dincolo de limita deformaţiunilor mari, Ly este foarte mic faţă de Le.
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Se înţelege că Ly este şi mai mic în cazul când rămânem cu 

rezistenţele sub limita de elasticitate naturală, și deci n este exa- 

gerat de mare, dar totuși are o valoare oarecare. 

In mod practic se admite că un corp, supus la rezistenţe sub 

limita de elasticitate naturală, nu se rupe niciodată oricare ar fi 

felul de solicitare, întrucât YN< XC. :



XIII. : LEGĂTURA ÎNTRE REZISTENȚE ŞI DEFORMA- 
ŢIUNI PENTRU SOLICITĂRI ÎN MAI- MULTE SENSURI. 

Până acum am studiat numai relaţiunea între rezistențe şi de- 
formaţiuni pentru solicitări simple, într'o singură direcţie. 

Ne propunem să studiem relaţia între rezistenţe şi deforma- 
țiuni când corpul este solicitat în mai multe direcţiuni. 

Problema este evident mai complicată şi experimental este greu 
de realizat, întru cât în experienţele ce se pot face nu se pot evita 
frecările cari se produc între piesa de încercat şi mașină şi cari 

“falşifică rezultatele. Singura cale care rămâne deschisă, este aceea 
a studiului analitic şi compararea rezultatelor cu rezultatul expe- 
rienţelor. | 

In prealabil vom stabili următoarea lermă, z zisă a suprapunerii 
„efectelor. 

Să presupunem că o bară, sub seiunea iorţei Fa se lungeşte 
cu cantitatea w =al. 

Lungimea ei finală va fi + e). 

Să presupunem că acum îi aplicăm forța >, care va produce 

jungirea uz, care este egală cu Î(1 + e) e, iar lungimea finală va 

I(144+ e) (1 + e). Dacă aplicăm n forțe, vom avea, lungimea 
(inală: o , 

I(4+ e) (+a). (lor en) =I [+ Zet Zet 

Dreienek Fe» f E1Ea - -En] 

Ultimii termeni din parenteză sunt mici faţă de primii și deci 
lungimea finală este Z(14+ %e;) sau: 

(1) „e=Za 
Aşa dar, dacă mai multe: forțe Fi, Fa..: Fm; -aplicate unei. bare, 

produc lungirile specifice E, £2s--€n; atunci lungirea specifică a
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barei, când aplicăm rezultanta lor R = ZF, este e şi egală cu suma 

lungirilor specifice, produse de fiecare forţă în parte. - 

Din cele de mai sus se vede că această lege este aproximativă 

și nu este valabilă decât pentru cazul deformaţiunilor mici când 

putem neglija termenii Z e; En Ex. 

'1. Ecuațiile lui Poisson. 

„a) Rezistenţe şi detformaţiuni în spaţiu. 

„ Şă presupunem „că..un, elemenț de, volum paralelipipedic : este 
supus pe feţele, sale. Ja, rezisteniele, principale Tusa Ia 

"Ta sensul” direcţiunii' 1, se va produce o lungire specifică 3,/E 

însă, din cauza rezistențelor de pe celelalte feţe, se „va produce o 

contracţiune egală cu — pu (9T2 + 34) jE. Așa. dar, "după direcţiunea 

1 vom avea: 

(2) ia Em 9 pt) 

“In mod cu totul analog, avem: o n 

6), . E | Ba = ut 9%). 

E es = Xa pi (9 ke XX) 

S'a arătât!că' af Nat Ia =p este un' iivărianţ Şi deci 

ecuaţiile (2) le putem pune sub forma: 
n. 

(3) a | Ea (+7) up 

S'a arătat de asemenea că și at: e + £3 = ep este un 'inva- 

riant. Dacă adunăm ecuaţiile (3) avem: 

(4 Ba=—2wp. 
valabilă, pentru „orice alte axe, normale între: ele, fie că ar îi axe 
principale sau nu.. Di a 7 

Dacă scoatem pe P. din (4) ș şi-l înlocuim î în (3), avem trei ecuaţii 
de forma: 

5 N = E te, + £ [2 L/U + n) 

Relaţiile (2) sau (5), ne dau lungirile specifice în funcţiune de 
rezistențele principale, iar ecuaţia (5) exprimă rezistenţele princi- 
pale în funcţiune de lungirile principale. 

Să scădem ecuaţiile (5) una din alta, -avem: 

Nae = E (a—c2)/(U+ pp) a !
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Insă PA e 

x, — He == 2 Og ÎN. pe — £2 = Vas y îs: = Gy3 

cari- introduse -în. ecuaţia „precedentă;-ne dau:i "-. 

(6) G=B/AU + p) 
| Aşa dar, ecuaţiile (5) implică” o anumită legătură între coeficienţii 
E, G şi m, de asemenea invariantă. 

Ținând seamă se „ecuaţia. (6), putem. scri ecuaţiile 6 sub forma: 

9. a? = 2 Ge + e pu/(1—2,p)], 

Să. vedem ce Pa tau. aceste. ecuaţii,. pentru. alte direțiuni decât 
cele principale. . e 

Ecuațiile (4) şi .(6). păstrează eviderit aceleaşi. forme.. 

Ecuațiile rezistenţei și. lungirii specifice după o direcţiune « oare- 
care sunt: i E 

N = 2%, + de reda 

e=a + £2 + e es 

Dacă ecuaţiile (5) le multiplicăm respectiv « cu a?, Pe şi « c şi le 

adunăm căpătăm: e n. 

(5) N =. 2G[e+ eu /(1 — 29] 

„Deci și pentru o  direcţiune oarecare, ecuaţiile lui Poisson 

păstrează aceiași formă. 

Pentru o diooţiune, oarecare E vom avea: 

5 = 26 [eo ep /(1— 240] 
Să considerăm trei axe rectangulare după cari avem II, Ip. 

Şi Ez Ey 2 Va Și, să vedem dacă ecuaţiile lui Poisson picurează 

tor ” i aceeaşi formă! -"* 
Din ecuaţiile (2), (3) şi (8) dela studiul sezistenţelor şi. (8); (9) 

şi (10) dela deforma in avem:... ; p i 

pa = Za 3%, +2 ic, Să E 
e= Fat ex + „Zbeya | 

Dacă fiecare din ecuaţiile (5) le multiplicăm cu a:, Ba, c? şi le 

adunăm: Și. ţinem: seama şi: de ultimile: două ecuaţii, căpătăm” 

iii 90 i 9 Bboy = 26 [e + cp (4 = 2p)]—2G6Zbeya 

Se vede că, ele păstrează âcecaşi formă dacă averi ” 
fu, e, 

(6): Di Gpii SC și BG 
Din cele de :mai 'sus rezultă: că am admis pentru ecuaţiile lui 

Poisson următoarele ipoteză: : -!
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1. Am rămas sub limita de proporţionalitate ; 

2. E, G şi nu sunt constanți după orice. direcţiune. 

Corpurile cari îndeplinesc. aceste condițiuni poartă--numele de 

corpuri izotrope. 

O condiţie a isotropici este şi relaţia (6) de legătură între E, 

G şi pu. 

b) Rezistenţe şi deformaţiuni în plan.: 

Să: presupunem că în loc de un element de volum solicitat în 

spaţiu, am avea același element de volum -supus la rezistenţele 

N, şi 9 cuprinse într'un plan. 

Vom repeta aci întocmai raţionamentul de. mai sus şi vom: 

căpăta aceleași formule însă cu alți coeficienţi. : 

Ecuațiile (2) se reduc la: 

E e, = Mu — no 

(2) Ec = Xa — ui 

Dacă se notează şi aci invarianţii: 

NF Ne =p 

Es F E. = Es 

atunci avem: . 

(3) Be =(1+ n) —np 

(4) „o Ees=(l—pp 
Și aci deducem: . 

(6) XS E(es+ ne) /(l— m) =2G(e + sto [D) 
iar după o altă Drele oarecare avem: | 

(5) ȘI > E (es t-ne)/(U— 0) 

Am putea deduce și aci pe aceeaşi cale relația (6). 
Observaţie. Am avut mai Sus invarianţii e, şi e,. Să vedem care 

este semnificarea lor fizică. 

Să presupunem că avem un element de. volum paralslipipedic, 
ale cărui laturi, egale cu unitatea, se lungesc cu lungirile specifice 
Es, £ €. Volumul după deformaţie va fi 

(e) (At e) (to) that + at Zaatae ea 
Dacă se neglijează termenii Z e, Eos... se vede că: 

Ep = E F E -k E
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este dilataţia elementului de volum. Tot -aşa, e; este dilataţia 

elementului. de suprafaţă. 

2, Rezistenţe reduse. 

Dacă avem o bară supusă la tensiune numai într'un sens, 

legătura între deformaţiuni și rezistenţe este dată de relaţia E e=%, 

bine înţeles dacă rămânem până la limita de proporţionalitate. 
Dacă corpul este supus la rezistenţe în mai multe sensuri, atunci 

această legătură este dată de ecuaţiile lui Poisson cari evident 

diferă de precedenta. 
Rezistenţa care ar produce la o bară supusă numai la tensiune 

(sau compresiune) aceeași lungire specifică, ca la.un corp solicitat 

în' mai multe sensuri, poartă numele de rezistență redusă. 
Cu alte cuvinte, dacă la un corp solicitat în mai multe sensuri 

avem după o direcțiune oarecare o lungire speciiică e, dată de 
ecuaţiile lui Poisson, atunci rezistenţa redusă %, rea, este rezistenţa 

care, la o bară supusă numai la tensiune sau numai la compresiune, 

ar” produce aceeași lungire specifică. Deci - 

Mira =Ea > Nara = Ea 1, area = Bes: 

Punând acestea în ecuaţiile (2) avem: 

(7) Iu rea = => a — ut + 2) > Rare = 92 — — (9% + %,) 

| Ia rea = Vs — (Ia Ia). 

In cazul rezistenţelor în spaţiu nu se poate da o o expresie a lor în 

funcţie de 2... Bz... pentrucă IX... rezultă din rezolvarea unei. 

ecuaţii de aradul al treilea. - 

In plan chestiunea este mai simplă, pentrucă avem de- -a- -face 

cu o ecuaţie de e gradul al doilea. 

Avem: | 

N rea = Mu — uz: > Ia red = Na — Ha 

Am avut însă: , 

= 4 TI 2 
N 2 E (9Uz + %,) ) + Vi Ia 2) + 4 03 

Dacă se pun aceste valori în expresia rezistențelor reduse de 

mai sus, avem: 

(8) Vrea = 3 (Sa x.) (— pn) tg 4+ 1) DESE FIE - 

Pentru pu = 0,25 avem: a 

Nea = 0,375 (9 + 9) 2 0,625 / (002) + 462
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iar.pentru 4 = 0,3, avem: Ia n. m ta 

Sea = 0,35 (92 + 9,) + 065 /EE 4 4 62" 

In cazul când avem, numai rezistenţe „6-,- avem 

(9) ” | Sua = e (1+ p) dz. a 

3 Lucru mecânic. ! 
AO . 

Vom nota cu L lucrul mecanic acumulat de elementul de volum V. 

Am văzut că dacă avem..rezistenţe normale, expresia lucrului 

mecanic este a 
= 4 Se 

iar dacă avem rezistenţe langenţiale” : - ÎN 

o L=4+ Op 

Să presupunem că elementul de volum este supus la rezistenţele 
Na Vp Il Sa Sp Ga după cari se produc deformaţiunile Ea 
£2 72 > Y= date de ecuaţiile lui Poisson, 

*- Vom avea: 
(10) L = E Nea +4 2 87 

„Această expresie putem să o exprimăm fie în funeţie numai 
de rezistenţe, fie numai de deformaţiuni. 

Ey, 

+ 

a) Lucru mecanie în funcţie de rezistenţe. 

Dacă în ecuaţia (10) se introduc valorile lui e din: ecuâţia (3) 
a lui Poisson, dâcă se ţine seară: că: " 

> NE = p2—95 BAT, 
dacă se ţine seamă că am notat invariantul; 

Z (8z— Ia) = 92 

şi că între E și G există relaţia (6) 

G=Ep (+ p) 
atunci căpătăm: 

UD Le E+re/o 
b) Lucru mecanic în funcţiune de detormaţiuni.: 

Dacă în ecuaţia (10) de mai sus punem valorile. lui 9 
(5) a lui Poisson, dacă ţinem seamă că: 

Ze = —25 exe, - 

din ecuaţia |



„laturi a, d, c. 
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şi că am notat: invariantul: . 

E (pa — ue) = 
căpătăm 

(12) L =2G (ke; + m?) 
în care am notat: 

k=(U—m/f 4—2 p) 

Observaţiuni. Sub acţiunea” rezistenţelor corpul se deformează 
modificându-și lungimile şi unghiurile. Prin modificarea lungimilor * 
corpul își schimbă volumul, iar prin modificarea unghiurilor corpul 
îşi schimbă forma. | 

Pentru fiecare din aceste modificări este nevoie de un lucru 
mecanic. 

Vom nota cu L; şi. L, lucrul mecanic necesar pentru modificarea 
volumului și respectiv, a formei. i. 

Să presupunem că un Corp este supus la zezistenţele op „97, 
DU aşa că: - 

43) | O SR7 =0. 
In acest caz, ecuaţia (4) a lui Poisson ne arată că e, =0. Aşa 

dar, un corp 'supus la rezistenţe normale cari îndeplinesc condiţia 
(13) de mai sus, nu-și schimbă volumul, ci numai forma. 

Un corp supus numai la rezistenţe tangențiăle nu-și schimbă 
volumul ci numai forma. In adevăr să. avem. un: pasalelipiped de 

Dreptunghiul de bază ab se transformă într: un paralelogram. 
care are baza a şi înălțimea b cosp.. Or 7, fiind mic, cosp,== 1, 
și deci :baza rămâne egală cu ab. Dacă această bază se multiplică 
cu c cosp,.avem, pentru acelaşi motiv, c.cosp==c.. Așa dar, 
volumul, în primă aproximaţie, rămâne neschimbat sub , acţiunea 
rezistențelor 6, corpul schimbându-și numai. forma. 

Putem pune oricând Ya =—9/ + ip, etc., în care %X/ 
îndeplinesc condiţia (13) de mai sus. In acest caz: 

p=55 2597 Xp —4 pt 

Z o... 

Punând această valoare în ecuaţia (11) avem: 

L = 3 (p2/B— pt /3G+ E (62 — 97 %,)/6] 
Din această expresie se vede că ultinnii doi termeni servă la 

schimbarea formei elementului de volum, și atunci primii doi ter- 
meni servă la modificarea volumului. -
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Aşa dar: 

(14) Le = 3p2(1/E — 1/36) = (1—2 n) p?/6E 

(15) | Lp = (pe + 9/26 

Având evident: 
L = Lo + L7 

" Putem exprima aceste lucruri mecanice și în funcţie de 

deformaţiuni. 

Cu. ajutorul formulei (4) a lui Poisson,. avem: 

(16) Lo BE/6(0 0) 220 2—9 =pe/6 

(7) Lp =2G (est) 

Aşa dar, am găsit expresiunile lucrului "mecanic acumulat de 

un element de volum. Am mai văzut cât anume din acest lucru 

mecanic servă la 'dilatarea și cât anume la modificarea formei 

volumului. : , 

Să stabilim aceleaşi formule când avem de- ajace cu rezistenţe 

în plan. 

Aci notăm: 

Nr, Sp 3 co Pey=es 
Z a 2 

i Na Ry = 3 Pi zeyg = 02 

Dacă se urmează absolut același raţionament şi dacă se notează 

=1/2 (1—m) 

se găsește că formulele (10), (11) şi (12) rămân absolut identice. 
Dacă urmăm mai departe raţionamentul, dacă avem 92 IT, =0 

şi dacă notăm 

= rip os St ip 

găsim pentru. expresiile lucrului mecanic necesar pentru dilatarea 

supraicţii și modificarea formei ci, în funcţiune de rezistenţe: 

(14) Ls =P(U/E— 1/46) = (4 — p) pt/4 E=+p e 
(5) = (pt + DO 
iar în funcţiune de deformaţiuni | 

(6) Li =+kEe 

(17) Ly = 2G(4es4+ m?)
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4. Relaţia între rezistenţe şi deformaţiuni la corpurile plastice. 

Nu toate corpurile au o limită elastică ridicată. Sunt unele cor- 

puri cari chiar sub acţiunea unor solicitări mici capătă deforma- 
țiuni permanente. Același lucru se petrece şi cu corpurile cari ascultă 
de legea lui Ilooke, însă dincolo de limita deformaţiunilor mari. 

Pentru acest motiv, această limită am numit-o şi limita de 
plasticitate, | 

Și pentru -aceste corpuri avem o Piu caracteristică. Și aci 

(18) dX/de = 

definește coeficientul de plasticitate, care e cata o funcţiune de YX. 

La corpurile plastice se admite că un corp sub acțiunea rezi- 

stenţelor IX își schimbă numai forma, volumul rămânând constant. 
Aceasta, bine înţeles, în: primă aproximaţie. 

Aşa dar, pentru corpurile plastice avem: 

(19) - | & =0 

Din ecuaţia lui Poisson: Es, =. (1 —2 pp, deducem: 
(20) u=0,5 

„Aceste două condițiuni definesc relaţia între rezistenţele “și 
deformaţiunile unui corp în regiunea plastică a caracteristici . lui. 

"In acest caz, ecuaţiile lui Poisson pentru direcţiunile principale 
se scriu sub forma: e 

De = Sa — 0,5 (9 + 92), ete. 

și dacă notăm 

(21) ZM sp 
avem: - 

2De =3%—p 

(22) 2 Da =39%%—p 

| 2 D es =3%—p 
sau: 

%, = ţ(p+2Da) 
CI 9, = 4tp + 2Da) 

Ia = ş(p + 2 D 83) Ă 
Dacă se scad aceste ecuaţii una din alta, dacă se ţine seamă că, 

Ma Na = 20 , Ca —cp =wete. 

şi dacă se notează ca la corpurile elastice: 
(24) 5 =>H 
se obţine: Sa 
(25) _ H =+4D 

20. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcțiunilor şi Rezistenţa materialelor:
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__ Aşa. dar, relația între coeficientul de plasticitate transversal II şi 
cel longitudinal D este acelaşi ca şi între E şi.G la corpurile elastice 
dacă se face u = 0;5. | E 

- Intocmai ca la corpurile elastice şi pe aceeași cale, se arată că 
ecuaţiile (5) păstrează aceiași formă și pentru alte direcţiuni și că 
deci avem: 

(26) N = ş(p+ 2 De) = ip + 2Hs 

La îel se arată că. această ecuaţie subsistă sub aceeași formă 
dacă D și HI păstrează aceeaşi valoare și ecuaţiile (24) și (25) sunt 
satisfăcute pentru orice Virecție. 

| "Aceste ecuaţii se aplică întocmai și corpurilor elastice, dincolo de 
limita de elasticitate. | | A | 
"Dincolo de această limită, e se compune din două părţi: o lungire 
elastică e şi una permanentă sau plastică Ep. 

Dacă VW, este limita de elasticitate, atunci p este datorit 
rezistenţii BN — 9. Dacă în ecuaţia (26) punem această valoare Şi 
dacă noua sumă a rezistenţelor 9 o notăm tot cu p, 
ecuația (26). | . 

” Aşa dar, ecuaţiile lui Poisson sub limita de proporţionalitate 
au forma: 

căpătăm iarăși 

- 

= 2G(e + esju/(4 —2p)] 
iar peste aceasta: 

N = 2 He + +p 

In prima formulă £ sunt numai deformaţiuni elastice, în a doua numai plastice sau permanente. 
In prima formulă G este constant, în a d oua JI este o funcţie 

de X sau de e.
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XIV. IPOTEZE ASUPRA RUPERII MATERIALELOR. 

1, Solicitări “întro' singiiră dirâcţiune. 

Cel mai simplu exemplu de ruptură este obţinut prin încercarea 
unei epruvete la tensiune și asupra, căreia se exercită o forţă care 

„crește mereu până. obținem ruperea epruvetei. 

Am .văzut de asemenea cum construim curba. caracteristică. 

Fie XX, rezistenţa totală .și £,. lungirea. specifică .la ruptură. 

Se zice că un material se va rupe în momentul când rezistenţa X, 

ce se desvoltă î în el, va atinge valoarea 9. De asemenea, dacă. com- 

parăm lungirile specifice, vom zice că un material oarecare în ace- 

leași condițiuni se va „rupe când lungirea lui speoițieă, va, atinge 

valoarea e;. * . 
Prin urmare, ne este absolut indiferent dacă se face compararea 

rezistenţelor efective sau a lungirilor efective, cu aceleași elemente 
din momentul ruperii. a 

Mai mult. Pentru a rupe o epruvetă cheltuim .un. anumit lucru 

mecanic «Le. Jucru mecanic. al forţei. exterioare. Acesta este acu- 

mulat de bară, prin. deformare  bara,. înmagazinând.. „lucrul 

mecanic L;. a 

"Atât timp cât între aceste cantităţi « există î relaţia 

(4) Le =Li 
e : : pa . . . . ., 

există: şi echilibru între” forţele exterioare- şi. eforturile interioare. 

Din momentul în căre'această relaţie nu mai'e satisfăcută, echi- 

librul este rupt, nu mai există. ' 

„Dacă voim să impunem unei epruvete șă înmagazineze + un lucru 

mecanic. mai mare. decât Lp, adică mai mare decât lucrul mecanic 

necesar ruperii, atunci bara se va rupe... 

20*
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Prin urmare, pentru a şti dacă o bară supusă la tracțiune se va 
rupe sau nu, va trebui să comparăm unul din cele trei elemente: X 
rezistența, e lungirea specifică, sau L lucrul mecanic, cu aceleaşi ele- 
mente la rupere. 
„Aceasta putem să o facem, pentrucă între cele trei elemente 

X, e, și L există o singură relaţiune precisă, curba caracteristică. 
In acest caz simplu nu avem nicio îndoială şi putem să spunem 

cu precizie, dacă un material, solicitat la o tracţiune oarecare, se 
va rupe sau nu. | 

Același lucru se petrece și când avem de-a-face cu o compre- 
siune simplă. -.: .. Dani E . 

2. Solicitări din mai multe direcţiuni, 
Chestiunea se complică în cazul când corpul este supus la 

rezistenţe după mai multe direcţiuni. . 
Există asupra acestei chestiuni mai multe ipoteze: 

2) S'a emis ipoteza că un material se rupe când rezistenţa efectivă 
atinge rezistenţa de ruptură. a aceluiaşi material supus la tracţiune 

sau la compresiune. - 

Dacă avem un element de volum supus la.rezistenţele Ne e e Da 
se pot găsi rezistenţele normale principale %,, 9, 9 și rezistenţele 
tangenţiale maxime. Comparând rezistența maximă — să zicem IT — 
cu rezistența la ruptură, sar putea — după această ipoteză — să 
ştim dacă corpul se va rupe sau nu. 

Numeroase experienţe făcute în această direcțiune, au arătat: că 
această ipoteză nu este adevărată. i A 

După experienţele lui Fâppl şi Grotl: cari au supus : diverse inateriale la presiuni până la 3000 at în interiorul-lichidelor, a rezultat, că afară de câteva excepţiuni, materialele nu se sfărâmă, nu se rup. 
În urma acestor experienţe ci trag concluziunea că ruperea n'ar avea loc nici la presiuni şi: mai mari. : 

b) O altă ipoteză datorită lui Barr6 de Saint-Venant, este de a compara . lungirile reale din interiorul corpului, cu lungirile la ruptură al unei epruvete supusă numai la tensiune sau numai la compresiune. 
? 

Cu ajutorul formulelor (2) sau (5) şi cu (6) ale lui Poisson, putem deduce lungirile -și lunecările specifice e7... 
am văzut cum putem deduce lungirile s 
şi lunecările specifice maxime Pra. 

Va: cu ajutorul lor 
pecifice principale e...
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“După această ipoteză, când lungirea specifică maximă — să 

zicem £, —a atins. valoarea lungirii specifice la rupere, e, a unei 

piese supuse numai la tensiune sau numai la compresiune, atunci 
vom zice că piesa se va rupe.. 

Aceasta-i ipoteza în general admisă în toate tratatele de rezistenja 
materialelor de până acum. 

Și această ipoteză este .în dezacord cu rezultatele experiențelor. 

In adevăr, a compara lungirile specifice între ele, este a compara 

rezistența redusă din interiorul corpului, cu rezistenţa la rupere a 

aceluiași material supus numai la tensiune sau numai la com- 
presiune. - : 

Când un corp este supus numai la rezistenţe tangentiale, formula 
(9) dela rezistenţele reduse ne dă: 

Ierea = (1 + u)ăz 
Pentru valori ale lui 4 cuprinse între 0,25—0,30 căpătăm pentru 

S respectiv, valorile: 

TG = 0,80 De 0, 77 rea” 

Or, după experienţele lui Mohr și Guest, rezultă pentru oţeluri şi 
alte materiale că există relația. 

5 =0,59% 

deci o nepotrivire prea mare. 

Mai mult. Cuburile de beton sau de piatră 

supusă la compresiune se distrug — se rup — 

ca în fig.. 211, adică, 

de pe lături se deta- 
„şează după niște pla- - 

nuri înclinate porțiuni 

de material. Prin ur-. : 

„mare, ruperea a început 

să se facă după plane 

înclinate şi numai după 

| aceea trunchiurile de 

Figura 211 | “piramidă tind'să păt- Figura 212 

rundă unul în altul. _ 

Din cauza frecării ce se produce între cele două baze ale 

cubului cu piesele mașinii care le comprimă, dilatarea lor este împie- 
decată şi ruperea se face ca în fig. 211. In.cazul însă, când, suprafeţele 

în contact dintre material și mașină. se ung, atunci ruperea se. face 
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şi după plane dirijate după direcţia solicitării, așa cum se arată 
în fig. 212. Asta probează suficient că ruperea nu se face după 

direcţia după care avem cele mai mari deformaţiuni £€.. 

Mai mult încă,. Fâpl a supus un cub la compresiune după o 

singură direcţie şi l'a rupt la o rezistenţă SU. Supunând în aceleași 

“condițiuni un cub din același material, însă la rezistenţe după două 
direcţiuni normale, a: observat că se rupe la aceeași rezistenţă 9, 

De aci-rezultă că lungirile specifice n'au nicio influenţă, căci. cal- 

culându-se, se vede că au valori diferite în cele două experienţe. 

Alt fapt. Când o epruvetă se supune la încercare, de îndată ce 

a apărut contracțiunea transversală sau dilatarea, se observă : pe 

faţa epruvetei nişte linii înclinate cam la: 450, cari indică în mod 

clar, că după direcţia lor au loc niște lunecări. Acestea sunt așa 
zisele linii ale lui Piobert. 

Aceste nepotriviri au condus pe Mohr să admită: 

c) Ipoteza lui Couloumb şi anume că ruperea unui material se produce 
din cauza rezistenţelor tangenţiale. 

Ruptura are loc atunci când din interiorul materialului atinge 
valoarea &, a rezistenţei totale la forfecare. 

Se ştie că valorile maxime ale lui sunt date de diferenţele 
Da = (9, — 92) /2, ete. 

Prin urmare, după această ipoteză ruptura va avea loc când una 
din aceste diferenţe atinge valoarea %. ' 

Această ipoteză este justificată prin o serie de experienţe, cari, 
pentru anumite materiale, dau rezultate concordante. 

Să presupunem că un material este supus la rezistenţele prin- 
cipale Xa Ia. şi 9Ta, cari satisfac relaţiunea N > Ia > Ia. 

Aşa dar, după această 
ipoteză ruperea materialu- 

lui depinde numai de dife- 

rența + (9U, —9T3) şi e inde- 

pendentă de X2. + - 

Să presupunem că încer- 
căm o epruvetă la tensiune 

simplă şi că ea se rupe la 
Figura 243 rezistența 9. Cercul care 

"trece prin origine şi abscisa 
+ 9%; în diagrama lui Mohr, reprezintă starea rezistenţelor din inte- 
riorul corpului după diferite direcţiuni î în momentul ruperii (fig. 213). 
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Să presupunem că supunem același corp la compresiune, vom 
avea în aceleași condiţii cercul care trece prin origine și prin Xe. 

Să presupunem că supunem corpul la o rezistenţă de tensiune 
într'o direcţie şi compresiune în altă direcţie. Să presupunem că 
variem una din ele până obținem ruperea: corpului. Starea rezisten- 

ţelor din interiorul corpului va fi reprezentată iarăși prin un cerc. 

Dacă facem astfel de încercări variind oricum rezistenţele în cele 
două sensuri până corpul se rupe, obţinem o serie de cercuri cari 

sunt învăluite de o curbă, numită curba limită a lui Mohr. 

Prin definiţie, orice cerc din interiorul acestei curbe, reprezintă 
o stare a rezistenţelor din interiorul corpului pentru care ruperea 
nu este posibilă, un cerc tangent la această curbă reprezintă starea 

rezistenţelor corpului în momentul ruperii şi orice cerc având centrul 

pe axa 0OX şi care tae curba, reprezintă o stare dincolo de ruptură, 
deci când echilibru nu mai există. 

Punctul A unde această curbă tae axa 0% “corespunde cazului 

când corpul ar fi solicitat numai la tensiuni egale în două sau trei 
sensuri normale. 

Totul este să construim această curbă, ceea ce nu este tocmai uşor. 
In cazul când rezistenţa - 

într'un sens crește liniar faţă de 

cealaltă din sensul normal, 

atunci cercurile rămân tan- 

gente la o dreaptă (fig. 214). 

In acest caz, dacă ducem cercul 

cu centru în originea axelor de 

coordonate, acest cere repre- | Figura 214 
zintă cazul când avem corpul - 

solicitat în două sensuri cu + 9 şi —9 şi deci avem rezistenţa 
tangenţială & == 9. De pe figură se vede că în acest caz avem: 

= 9; 9T,/(3; +- 9) 

  

  

In cazul când %;: =, cum e cazul oţelului moale, avem 

3=05 Y%, formulă care corespunde cu experienţele Ii lui Mohr şi ale 

altora. 
pin această teorie s'a admis ca sigur până astăzi: 

„. Pentru materialele uzuale, precum oţelul moale, arama, etc. 

rezista 8, mazimă este constantă şi hotărăşte ruptura materialului. 

29. Pentru materialele cassante, precum betonul, marmora,. etc. 

ruperea se face prin lunecare.
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Nici această. ipoteză nu .concordă cu.altă serie de experienţe. . 

“Bach găseşte de ex. tot pentru oţelul moale. =, ceea ce 

se apropie mai mult de ipoteza lui Saint-Venant.'.. , ” 

In altă serie de experienţe, Morsch găsește pentru beton 

= VI Ie; aşa dar, rezultate variind dela simplu la .dublu. 

d) Ultima ipoteză constă în a compara lucrul mecanic acumulat de 

un element oarecare de volum, supus la rezistenţele Wa. Oz CU 

lucrul mecanic la rupere al aceluiaşi element de. volum supus numai 

la tensiune sau numai la compresiune. 

Huber, care a emis această ipoteză, arată că în cazul p>0 

trebue să comparăm lucrurile mecanice L, iar în cazul p < 0 să com- 

parăm numai lucrul mecanic de deformaţie Ly. 

Si presupunem că facem două experienţe, una la tensiune şi alta 

la forfecare. 
După Huber avem: 

2/2 E = 82/2G 

de unde: 

3 =93/G/E = Va tt (1-+ ») 

care pentru 4 = 0,25 ne dă: . 

= 0,63 9 

Această valoare este o medie între valoarea obţinută -prin me- 
toda rezistenţelor reduse şi metoda lui Mohr. 

Aci avem de făcut o observaţie. Când un corp este 'supus la 

o încercare oarecare, lucrul mecanic exterior se transformă în căl- 

dură, în lucru care modifică volumul, lucru care modifică forma, ete. 

La o altă încercare, lucrul mecanic exterior. se transformă în același 

fc], însă în alte proporţii. Dacă solicitările în cele două experienţe 
sunt diferite unele de altele, atunci pentru a compara efectele din 

punctul de vedere al ruperii, pare că trebue să comparăm între 
ele numai lucrurile necesare pentru modificarea formei. 

De exemplu, dacă voim să comparăm rezistenţele la tensiune 
cu acelea la forfecare,; vom compara între ele numai lucrurile, me- 
canice L, din cele două experienţe. 

upă form „După formula (15), dela lucru mecanic, avem în cele două cazuri: 
L =30/6G = 32/2G 

şi deci 

0,58 3 Il s =X/V/3
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Această valoare este intermediară şi aproape media celor obți- 

nute de Mohr şi Huber. " 
In cazul când corpul este supus din toate părțile la rezistenţe 

egale, formula (15) ne arată că L, =0, deci n'ar exista ruptură, 

fapt dovedit experimental în ceea ce priveşte compresiunea. 
Aceasta pare a arăta că, cel puţin în limitele practice,. variaţia 

volumului . corpului n'are nicio influenţă asupra ruperii şi că -ea 

„este datorită numai variaţiei formei corpului. 
In cazul 'când. IV, = 2 > 9 sau II, > Na = 9U2, avem: 

Şpe + 9? = (9 — da)? 

Dacă 9 este rezistenţa echivalentă a lucrului mecanic Lp, a 

unei epruvete supusă numai la tensiune, din ecuaţia (15) rezultă: 

II = 9, — Va 

și dacă T, este rezistența echivalentă a unei epruvete supusă la 

forfecare, rezultă: 

| = (9 — a) / V3 = 0,58 (0 — 9) 

In cazul când XX, > Ma şi Ma = 4(9U, + 93) avem: 

i sp e ge = Î(9t, — 97) 
şi în aceleași condițiuni ca mai sus 

II = (9, — 9) |/3/2.= _ 0,87 (9%, — 93) 

G = (9 — Ia) = 045 (Oa — Ia) 

, 

Ultimul rezultat 'este conform cu ipoteza lui Mohr. 

In cazul general 9 > Ja > Sa, oricare ar îi valoarea lui 9 

se găsește 'că II și G variază între: 

0,87 (90, — 95) 9 Le M —9 

Asta arată că afiveţa rezistenţei intermediare este într'adevăr” 

mică. 

Concluzie. 

Din cele arătate până aci, rezultă că chestiunea ruperii unui 

“material, când este solicitat în mai multe sensuri, nu este com- 

plet clarificată până acum. Diverși cercetători caută a pune la 

punct ipoteza lui Huber, adică a lucrului mecanic echivalent, care
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pare până acum singura care. dă rezultate mai concordante cu rezultatul experienţelor. 
"Dificultatea provine de acolo că ideile nu 'sunt bine fixate nici asupra modului cum se rupe o epruvetă la simplă tensiune, sau numai la simplă compresiune, 
In adevăr, imediat ce rezistența în piesă trece dincolo de limita deformaţiunilor mari, în regiunea unde se va produce ruperea, apare. o contracțiune a secțiunii în cazul tensiunii şi o dilatare în : cazul compresiunii. Aceste variaţiuni de secţiune se întind pe o Ă regiune : oarecare, ca în - 

fig. 215. In aceste regiuni 
să considerăm elementul 
de volum din A: EI va fi 
supus la niște rezistenţe de 
tensiune sau compresiune 
după caz şi la o rezistenţă 
iangenţială G, ca în figură. 

Dacă se caută direc- 
ţiunile principale în cele 
două cazuri, se vede că 
liniile izostatice se diri- 
jează către centrul secțiu- 
nii. Rezultă de aci în mod 
clar că, cel puţin pentru dunecare Ă 

smulpere barele supuse la compre- R A NI siune, rezistenţele nu se puri —-—] tri : _ > > distribuesc uniform pe sec 
țiune şi anume, pe partea Figura 245 | „centrală a secţiunii sunt 

„Mal Mari ca pe rest. Pe figură s'au schiţat liniile isostatice ale rezistenţelor X, și Ia. Dacă presupunem că epruvetele sunt cilindri cu bază circulară, atunci avem de-a-face cu linii isostatice în plan. Am găsit ecuaţia lor. Dacă se face abstracţie de greutatea elementului de volum şi dacă se ţine scamă că HU — 92)= 5, atunci ecuaţiile (34) dela re- zistențe se transformă în 
AX, /ds, + 2 5/r, =0 
da /dss —2 8/7, =0 : 

Există un punct C, pe conturul .barei, în care expresia: 
Ta AX, /ds, — 2% 
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are o valoare maximă. Dacă plecând din acest punct -construim 

isostatica CB a rezistenţelor $ 5, aceasta tae secțiunea din mijlocul 

contracţiunii în B. 

Rezultă în mod clar că pe regiunea OB ruperea se . face prin 

smulgere, detaşare (rupture d'arrachement, break by severing, 

Trennungsbruch) pe când pe porţiunea BC se face prin lunecare 

(rupture de -glissement, break by glinding, Gleitungsbruch). Exa- 

minarea piselor rupte confirmă acest punct de vedere. | 

Din cele arătate mai rezultă că până acum nu avem o teorie 

care să explice în mod satisfăcător. ruperea materialelor. 

et î.. „1 , , „ 
ti . . So . . . . „.



XV. APLICAREA PRACTICĂ A ECUAŢIEI DE 
| ECHILIBRU ELASTIC. | 

A) Rezistenţe admisibile, coeficient de siguranţă. 

Din cele arătate până aci rezultă că sub acțiunea forţelor 
exterioare corpul se deformează, acumulând un lucru mecanic, Le, 
al forțelor exterioare. La fiecare valoare Le, corespunde un lucru 
mecanice interior L;, între ele existând relaţia: 

(1)  Le=L 

De îndată ce această relație nu mai 'subsistă, nu mai există 
nici echilibru. | | 

Am văzut că pe L; putem să-l exprimăm în funcţie de rezistenţele 
JI şi 6 din interiorul corpului. De îndată ce aceste rezistenţe, 
într'un punct oarecare al corpului, trec de valorile ce corespund 
ruperii materialului, corpul se rupe și echilibrul nu mai există. Așa 
dar, L; nu poate trece de o anumită valoare, şi deci nici L, 
tutea relaţiei (1). 

Le fiind cunoscut, putem deduce sarcina sau sarcinile maxime 
ce le poate suporta construcția noastră. 

Am mai văzut că pe L; putem să-l exprimăm şi în funcţie de. 
deformaţiile_ specifice £ şi p şi că cu ajutorul lor putem deduce 
deplasările ], ale unui punct oarecare al construcțiunii. | 

Pentru a avea o construcţie stabilă, trebue ca 7. ], sub acţiunea. 
sarcinilor, să aibă o valoare finită sau o valoare care să nu treacă 
de anumite limite. | 

e; În Vir- 

Aşa dar, şi în acest caz, L; nu poate depăşi o anumită valoare, . şi deci și Le. Ca şi mai sus, Le, având o valoare limitată putem de- duce sarcinile PF maxine ce poate suporta construcţia.
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Asta din punct de vedere teoretic. Practic însă, trebue să avem 

în vedere următoarele consideraţiuni: : . 

1. S'a văzut că nu. putem evalua exact sarcinile cari acționează 

o construcţie şi că facem o serie de aprozimaţii. 

2. Formele geometrice obținute din calcul: nu se pot realiza exact 

în practică. O bară dreaptă în realitate, nu este” o dreaptă mate- 

matică, ci este o dreaptă cu oarecare aproximaţie, având în anu- 

mite: puncte o curbură apreciabilă sau nu. Avem toleranţe şi la 

forma şi valoarea ' secţiunilor. -: , . A 

3. In formulele stabilite. până acum și pe cari le vom aplica, 

am presupus corpurile izotrope, adică cu-acelaşi E, G şi u în toate 

sensurile. e 

In realitate; corpurile nu sunt nici măcar omogene, O bară din 

oţel laminat are un'E în sensul laminajului şi un altul în sens trans- 

versal. . . 

O rocă sedimentară are de asemenea un coeficient de elastici- 

tate în sensul stratificaţiei şi altul' în sens normal. 

Mai mult. La lemn acești coeficienţi sunt 

variabili după cele trei direcţiuni: în sensul fibrelor 

lemnul are un E;, în sens normal pe fibre Ea, iar 

în direcţia normală pe precedentele Es (fig. 216). 

Nu putem ţine seama “în calcule de toate acestea, 

căci calculele 's'ar lungi atât, încât 'ar costa mai Pizuza 246 

mult decât construcţia. . - , 

4: Nu cunoaştem caracterele materialelor decât în mod aprozimativ, 

pentru că nu putem încerca: absolut toate piesele ce intră într'o 

construcţie. In genere se încearcă o parte din piese şi zicem că şi 

restul ar avea aceleaşi calităţi. Nesiguranţa este şi mai mare, când 

cumpărăm materiale din comerţ. 

  

vu 

5. Nu realizăm în practică ipotezele de calcul. De ex. o grindă 

a unui planşeu are capetele încastrate în două ziduri de cărămidă. 

In genere, o câlculăm ca şi când ar fi rezemată pe ziduri. 

In realitate “ea este încastrată, pentrucă face corp cu zidul. 

Experienţa arată că nu putem să o considerăm ca încastrată la 

extremităţi. Ea ar trebui calculată la o stare intermediară, între 

o grindă simplu rezemată şi alta complet încastrată. Intru cât nu 

cunoaştem măsura. în care este încastrată, vom admite o ipoteză 

de calcul, să zicem: că este simplu rezemată la cele două capete. 

De: aci rezultă că una este starea de fapt și alta este ipoteza de 

calcul. a o. , | ,
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In acest caz meșteșugul inginerului este de a găsi care este ipo- 

teza de calcul care se apropie mai mult de realitate. 

Toate aceste consideraţiuni ne fac să nu calculăm consţruc- 

țiunea la limita ci de ruptură sau de stabilitate, ci ceva mai 

depărtat, aşa că dela starea la care am calculat-o și până la limita 

de ruptură sau stabilitate, să mai avem oarecare margine, oare- 

care joc. . A , a 
Dacă. materialul din care facem. construcţia are o rezistenţă 

totală X,, atunci pe baza consideraţiunilor, de mai sus, în construcţia 

noastră, vom admite numai o rezistență Na = 9,/c, adică o frac- 

ţiune din 9. Ia poartă numele de rezistență admisibilă, iar c coe- 
ficient de siguranţă. 

In cazul când intervine stabilitatea construcţiei, dacă ea trebue 
să suporte sarcina /, atunci o. vom calcula la sarcina cf, în care e 
este coeficientul de siguranţă. “ 

Pentru diferite materiale şi diferite solicitări, practica construe- 
țiunilor de până acum a stabilit valoarea: rezistenţelor admisibile 
Da şi Ga, precum şi valorile coeficienţilor de siguranță c. | 

Așa de ex. pentru piese de maşini supuse la eforturi alternative 
se fixează pentru oţelul moale 3ta = 600 kg/cm2. 

In aceleaşi condiţii pentru ferme metalice se fixează IT, = 1400 
kg/em?, când am evaluat complet toate forţele,. ţinând. cont de 
zăpadă, vânt, etc. Când însă la evaluarea lor s'au făcut oarecari 
aproximaţii, se prescrie 9 = 1200 kg/cm?. ÎN | 

La stabilitatea pieselor supuse la compresiune, se admite în 
genere un coeficient de siguranţă c = 3,5. | 

In manualele de inginerie, pentru fiecare fel de construcţie sau 
solicitări, se dau valorile rezistenţelor admisibile şi ale coeficienţilor 
de siguranţă pe cari practica construcţiunilor le-a stabilit până acum. 

In concluzie, dacă construcţiunea în momentul când începe 
ruperea sau în momentul când încetează de a mai fi stabilă, a acu- 
mulat un lucru mecanic L;, atunci, pentru a ne: pune .la adăpost, 
vom lua pentru sarcinile F acele valori cari ne dau pentru Le. 
valoarea: Aa | ! 
(2) .. . Le = L/e = Lia 

în care. Lia, este lucrul mecanic admisibil, .. 
Aceasta este ecuaţia fundamentală a echilibrului elastic. 

- Evident că această ecuaţie va fi satisfăcută şi. când 
Le < Lia 

dar atunci construcţia nu mai este economică. 
4



319 

B) Calculul rezistenţelor la grinzi. - 

In partea întâia a cursului am stabilit rezultanta momentelor 
și forţelor aplicate în centrul de greutate; al secţiunii, care asigură 

echilibrul grinzii. , 

Făcând o secţiune normală pe bară într'un punct al ei, vom 

avea o rezistență X, pe care o descompunem 

după cele trei axe în JI, Gy, şi 62 Conform 

convențiilor făcute pentru semnele rezisten- 

ţelor, sensurile lor positive sunt cele din fig. 217. 
Forţele şi momentele ce rezultă din aceste 

rezistențe trebue să fie tocmai forţele şi 

momentele aplicate în centrul de greutate 

  

  
al secţiunii. ” Figura 217 

Vom avea: , 

(3) fpr.ao =N, , (50 =7,, (3. 40 =T; 

Acum se explică de. ce forţa tăietoare este pozitivă când în 

secţiunea ce o considerăm este dirijată de jos în sus, adică este 

dirijată către —y şi —z. Aceasta rezultă din semnele rezisten- 

țelor &. 

Să luăm acum monientele în raport cu centrul de greutate. 

Vom avea: 

(4) (tz. — 540 =M. , [st-zd0 =—M, | (oc dO = M, 

Pentru momente am ţinut seamă de sensul lor pozitiv de 

rotaţie. 

Prin urmare, am găsit 6 ecuaţii de legătură între rezistenţele 

"ce se dezvoltă în o secţiune a barei și eforturile din acea secţiune. 

Aceasta în cazul general. Putem însă să avem toate eforturile 

nule afară, de exemplu, de N=. În acest 'caz, avem o singură ecuaţie 

şi anume JIzdO = Na. Aceasta însă este insuficientă pentru 

determinarea rezistenţelor 9, din secţiune. Prin urmare, găsirea 

rezistenţelor într'un punct oarecare al secțiunii este o problemă static 

nedeterminată. 

Dacă însă, întrun mod oarecare am putea găsi legea după care 

variază W„ pe secțiune, atunci problema este rezolvată. Singură 

experienţa poate să ne dea această variaţie.
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* Ca normă generală vom presupune. că în secţiune 'acţionează 
izolat numai câte un efort. De ex.. numai N, sau numai 7, etc... . 

și, pe baza arătărilor experienţei, vom deduce legea de distribuţie . 

a rezistenţelor pe secţiune şi cu aceasta determinăm .chiar rezi- 
stenţele. | : 
“Vom presupune apoi că lucrează mai multe sau toate efor- 

turile deodată, şi vom vedea ce se întâmplă. 
Vom studia următoarele cazuri când efortul se reduce la: 
1. Forţa axială W. | 

2. Momentul încovoietor Mi. 

3. Forţa tăietoare T. 

4. Momentul de răsucire M,. 
5. O combinaţie oarecare între cele patru cazuri de mai sus. 

*



  

XVI. DETERMINAREA REZISTENŢELOR ÎN 
-_GRINZILE SUPUSE LA FORŢE AXIALE. 
1. Bare cu secţiune constantă: Legea de distribuţie 

a rezistenţelor pe secţiune. 

In acest caz am văzut că singura ecuaţie de care dispunem 

  

este: 

(1) fac 10 =N 
Dacă am presupune că în secţiune există şi rezistenţe &, ecuaţia , 

de proiecţii pe tangenta la axa barei ne dă: ———_ 

fado=0 
  

care în genere nu este satisfăcută decât în cazul 
când 5= 0, pe toată secțiunea. 

Pentru a găsi legea de distribuţie a rezisten- 

ţelor ŞI se recurge la experienţă. 

Se ia o bară cilindrică cu baza circulară, pătrată, | 

sau dreptunghiulară. Pe conturul ei se trasează o 5 

scrie de generatoare şi directoare, cari împart astfel 

suprafaţa într'o serie de dreptunghiuri (fig. 218). 
Directoarele trasate pe piesă, le trasăm astfel ca să fie conţi- 

nute într'un plan perpendicular pe axa piesei. 

In acelaşi mod se pregătesc și epruvetele supuse la compresiune. 
Experienţa arată că, atâta timp cât nu atingem limita defor- 

maţiunilor mari, pe toată întinderea piesei, toate dreptunghiurile, 

trasate înainte de deformaţie, rămân dreptunghiuri și după defor- 
maţie şi că toate directoarele rămân mereu în plane normale pe 
axa -piesei. 

  

  

                
Figura 218 

21. 1934, Gh, Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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De aci rezultă în mod clar, că cel puţin pentru elementele cari 

sunt pe conturul barei, lungirea specifică în sensul lungimii barei 

este aceeaşi pentru toate. ” ' 

Din faptul că dreptunghiurile rămân tot dreptunghiuri, urmează 

că nu avem deformaţiuni ș și deci, pentru toate elementele & =0.. 

Pentru că n'avem posibilitatea pentru. corpurile opace de a veri- 

fica, admitem că acelaşi lucru se petrece şi în interiorul barei. 

Pentru materiale transparente, cu mijloace optice, s'a putut. 

verifica că această ipoteză este adevărată. 

Aşa fiind, toate elementele unei secţiuni cari se găseau într'un 

plan normal pe axa piesei, după deformaţie se găsesc de asemenea 

într'un plan normal pe 'axă. Aceasta se exprimă zicând: 

Secţiunile plane înainte de deformaţie rămân plane şi după 

deformaţie. * 

Aceasta este legea fundamentală admisă pentru tensiune și 

compresiune. 

„Să considerăm o porţiune de bară cuprinsă între două plane 

normale pe ax. Să împărţim suprafaţa 2 a secţiunii într'o serie de 

suprafeţe d elementare. 

Cilindrii cu baza d şi cu generatoarele paralele cu axa: piesei 

împart corpul în o serie de fășii longitudinale, pe cari le vom numi 

fibre. . 

În conformitate cu cele spuse mai înainte, toate fibrele se lun- 

gesc cu aceeași cantitate, deci avem: 

= 9%/E = Cu. 
şi deci 9 este constant pe toată secţiunea barei. Aşa dar: 

( scao = N 

și deci ” 
(2) Y = N/Q. 

Avem încă: 

(3) | s = N/EO. 
jar lungirea totală a barei tei 

= NI/EO. 

„Pentru expresia sucruluă n mecanic am avut la studiul caracte- 

visticei materialelor formula: N 

L = 4 Ve = 4 VN2/E = 4 VEe? 

în care înlocuind V = 19, avem: 

(4) L = Nu = 4 NU/EO = 4 EQu2/l



'323 

In prima partea cursului, la grinzi s'a stabilit - Ă 

(5) - | „dN/da = = — da 

iar la deformaţiuni (ecuaţia 23): 

a , “du/da = e 

_. Dacă această ecuaţie o derivăm în raport cu z, dacă derivăm 

şi (3) şi ţinem scama:de (5) avem: 

(6)  “EOQd?u/da? + pz=0. 

In această ecuaţie, dacă pz este positiv, atunci primul. termen 

este neapărat negativ, şi dacă punem aceasta în evidenţă avem: 

(6) .  —EQdu/d + p230 

„Această ccuaţie are mare asemănare cu acelea din mecanică. 

Precum acolo mad2u /de s'a numit forță de inerție care se opune 

mișcării, tot așa și aci vom denumi  EQd:u/da? sarcina "elastică 

a barei şi care se opune deformării, şi care se vede că lucrează în 

sens invers sarcinii Pr 

2. Bare cu secţiuni variabile. 

Ipoteza: distribuţiei admisă mai sus este adevărată numai în- 

tru cât condiţiunile ce se. realizează sunt analoage acelora în -care 

am făcut experienţele... - 

Prin. urmare, dacă bara nu este cilindrică, ci cu secţiune varia- 

bilă, sau în apropierea capetelor unde sarcina se aplică într'un mod 

ce nu corespunde cu -situaţia din cursul piesei, evident că nu se 

realizează distribuţia uniformă a rezistenţelor. Totuși și în aceste 

cazuri vom admite că rezistenţele se distribuesc în mod uniform, deși în 

realitate lucrurile se petrec cu totul altfel, rămânând ca nepotri- 

virea între: realitate Şi calcul să o lăsăm pe seama coeficientului 

de siguranţă și a datelor empirice, pe care ni le dă experienţa. 

In cazul când secţiunea este continuu variabilă, putem admite 

că rezistenţa se distribue uniform pe secțiune, : 

Nu e tot aşa când avem variaţiuni bruşte de secţiune. In aceste 

cazuri experienţa: şi calcule .de natură mai complicată, arată că 

rezistenţa nu se distribue uniform în secţiunea slăbită. 

Mai -mult,: forma barei - influențează și asupra rezistenţei 

„Pentru aceasta 'vom cita experienţele făcute de Kirkaldy 

| Şi si alţii 

21*



324 

  

C. Bach a reluat încercările cu bare rotunde cari aveau see-: 

iunea longitudinală ca în fig. 219 a, d, e şi d. 

Pentru bara D a obţinut rezistenţe cu 7%, cu bara c cu 18%, 

şi cu bara deu 39% mai mari ca pentru bara a, în cazul când ma- 

| | terialul a fost oţel moale. Cu 

  

  

  

        

  

          

  

= el epruvete din materiale cas- 
Lai ij.  sante, precum fontă, a ob- 

Ţ , ! ţinut pentru bara b rezistenţe 
Ş | s LCS cu 5% iar pentru bara d cu 

rai ah 7%, mai mici ca în cazul 
2 Li? _i_ 4 barei a. 

f Aceste diferenţe în primul 

Figura 219 caz se explică prin aceea că 
| în secţiunea redusă contra- 

cţiunea este împiedicată din cauza vecinătăţii secţiunilor alăturate 

şi deci lungirile la ruptură sunt mai mici după ipoteza lui Saint 

Venant. În al doilea caz, unde ruptura are loc după ipoteza lui 
Mohr, tranziţia de secţiune face să apară rezistenţele. cari hotă- 
răse ruperea. , 

Practiceşte însă este bine să evităm asemenea iranziţii bruște de 
secțiune, 

Piese supuse la compresiune cu secţiune variabilă avem destul 

de des, mai ales la construcţiuni de zidărie, unde 

avem blocuri suprapuse, unele peste altele. Cazul 

când un bloc mai rezistent, de suprafaţă O,, 

reazimă pe un bloc mai puţin rezistent, a cărui 

suprafaţă este 42,, este cel mai frecuent (fig. 220). 
Dacă notăm YI, rezistenţa din secţiunea 2, 

și 9. cea din 0,, neglijând greutăţile proprii, 
vom avea relaţia: 

  

(7) ' %, O, = %, o, | Figura 220 

între rezistenţele presupuse uniform distribuite pe cele două feţe 22, 
și Q.. Într'o secţiune intermediară și în special în apropierea 
feţei 20 e foarte puţin probabil ca rezistenţele să se distribue uni- 
îorm, ȘI cu siguranţă că nu toată suprafaţa este interesată la com- 
presiune. 

Chestiunea aceasta este mai complicată de cum se vede. Sau 
dat diferite formule pentru a găsi rezistenţele la diferite distanţe 
de suprafeţele în contact.
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Cea mai comodă normă este aceea dată de circulările oficiale, 

cari prescriu: suprafața efectivă, pe care se exercită compresiunea, 
pe un plan paralel cu suprafaţa de contact, se capătă. luând inter- 

secția acestui plan. cu planele înclinate la 45%, cari conţin laturile, 

suprafeței. 420 (fig. 220 bis). 
Prin urmare, pe lângă formulele cari s'au dat, pentru că. pro- 

blemele reale n'au asemănare perfectă cu cele 
  teoretic studiate aci, va trebui să se ţină seamă 

şi de alte .consideraţiuni trase de pe urma unor SR 

încercări și: observaţiuni îndelungate. EI <!| 
Incepătorii trebue să facă ucenicie, prin cal- (-Z———ÎNS 

cule: dese şi variate, pentru a prinde sensul noţi- ad 

unilor cari singure fixează în mod exact fenome- | .. g, 

  
    

  
  

    nele - reale. Calculul matematic ne pune la 
îndemână numai instrumentul de a: le putea - Figura 220 bis . 
măsura.. 

  

, 

Aprecierea modulului cum lucrează un material în cutare con- 

diţiuni, având în vedere diferența între realitate și calculele pe 
cari le facem noi, riu se poate predă, ea se capătă pe de o parte 
prin: muncă, iar pe de alta prin aptitudini speciale şi formează, ca :. 

să zicem. așa, partea artistică a inginerului. -. | 

3. Secţiuni brute, secţiuni nete. 

In practică se întâmplă foarte rar să avem de aface cu bare a 

căror secțiune este constantă. îi 

Din cauză că barele trebuesc. îmbinate — înnădite — cu altele, 
ele trebuesc găurite sau forjate, într'un 

mod. special, pentru a obţine legătura, 

lor cu alte piese. În aceste cazuri vom 

avea în vedere în. totdeauna secțiunea 

cea. mai. redusă. a. piesei, care poartă 

numele de secțiune netă. De ex. platbanda 

A (fig. 221 a) o prindem de placa B, cu 
ajutorul niturilor din figură. 

„In special când avem bare supuse 

la tensiuni cari cer secțiuni mari, pe 
cari.nu le putem obţine dintr'o bucată, 

| le alcătuim din piese mai mici, cari se 

găuresc și apoi se nituesc după; cum se arată în fig 221 d. 

  

Figura 22
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Secţiunea curentă a barei, neslăbită — negăurită — poartă  nu- 

mele de secțiune brută. . - : “ De 
In cazul platbandei din fig. 221 a, dacă lățimea ei este b și gro- 

simea h, secţiunea brută este 0,= bh. In secțiunea m m, dacă dia- 

metrul găurii de nit este d, secţiunea barei este 2 = (b— d)h: In 
secţiunea mam, unde avem două nituri, secţiunea este 92 = (b—2d) h. 

Secţiunea în care se obține rezistența cea mai mare, poartă 

numele de: secțiune periculoasă. a 

Dacă la dimensionarea barei — cazul platbandei — ne-am servit 

de secţiunea m m, atunci secţiunea netă este :(b — d) h = ,; dacă 

însă ne-am servit de secțiunea nu m, atunci (b—2 d) h = 221 este 

secțiunea netă a barei. Secţiunea brută în ambele cazuri este 2,==bh. 

Când o bară este compusă din mai multe elemente — cum este 

fig. 221 b din două fiare __ şi două platbande — acestea se solidari- 

zează între ele prin nituri, cari evident slăbesc secţiunea brută. 

Se consideră secţiune netă care servă la dimensionarea barei, 
secţiunea cea mai mică, normală pe bară. 

4. Bare compuse. din materiale neomogene. 

Dese ori avem de-aface cu bare supuse la tensiune sau com- 

presiune formate din materiale neomogene, cum ar fi combinaţiuni 

"de beton cu fier, lemn cu fier, sau oţeluri de diferite calităţi. | 
La acest fel de piese, avem de-aface cu materiale distincte şi 

va trebui la calcul să ţinem seamă de aceasta. . 
___ Să presupunem că avem 
de-aface cu un stâlp de be- ali 
ton armat. Stâlpul se com- NU 
pune din beton în care sunt 
împlântate bare de oţel moale 
(fig. 222). Betonul are pro- 
prietatea de a se lipi de oţelul 
moale şi prin urmare face un 
tot cu el (monolit). Pentru a: 

" smulge o bară de fier din beton 
trebue să întrebuințăm o îorță oarecare, deci între beton și fier se 
desvoltă o rezistenţă la lunecare, care se numeşte rezistenţă la adeziune. 

Ş Când facem o piesă din mai multe bucăţi de oțel, însă de calităţi 
diferite, acestea se solidarizează între ele legându-le cu nituri (fig.223a). 

Când compunem o. piesă din oţel și lemn, ace 
zează între ele în buloane (fig. 223.5)... 

  

D 

          cNIR A 
Figura 223 . 

  
acestea se solidari- 

a
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"In orice caz, când o piesă se face din mai multe materiale 

diferite între ele, se solidarizează între ele aşa ca să formeze, pe cât 

posibil, un singur bloc. 

Pentru calculul lor.vom admite aceeaşi ipoteză și anume că 

secțiunile plane înainte de deformaţiune rămân plane și după: 

dejormaţiune. 

Dacă secţiunea, transversală 2 a, piesei se compune din sec- 

funie 02; 12a... n, ai căror coeficienţi de elasticitate sunt: Ey. 

Ea... En, şi dacă în ele se desvoltă rezistenţele Ju, Ia. . 1, atunci 

avem: ” , : 

(8) . e = 9/E, = Na /Ea See > Xn/En | 

Multiplicând fiecare raport respectiv cu 42, Oa... 22, şi adu- 

nând, obţinem: | 

[E = /Ep = 5 o,/£ E. 2 

Insă X, 2, = N, adică forţa ce revine secţiunii O, iar E N, =, 

adică forţa ce revine întregei secţiuni 9. 

Aşa dar: 
= NE,/EE2, 

(9) | N, = NE, 9/EEO, 

In acest mod am determinat şi rezistenţa pe fiecare suprafaţă 

O, şi sarcina ce-i revine A. 

Observare. Să presupunem că avem un stâlp de. beton armat, 

supus la compresiune, a cărui secţiune. de beton este %,, iar cea 

de fier 2, coeficienţii lor de elasticitate fiind respectiv E= 014.105 

kg/cm? și E; = 21.105 kg/em?. 

„Avem după formulele (9): 

„IT = N. E,/( Ey Oy + E4 891) 

Up = N E//(Eu do + Ey 821) 

Dacă se împart ambii termeni cu Ep şi se ţine seamă că 

E Ev = 15, avem: -- 

| = N/(9v + 15 2) = = N/Oi 

(0): se = N/(2y + 2/15) = N/Qu 

Oi şi O; poartă numele de secţiuni ideale de beton şi [ier şi se 

vede din formule care-s valorile lor. 

Deci şi în acest. caz, al secţiunilor neomogene, putem pune 

Y = N/2, adică formula generală, însă în loc de 22 punem 9; res- 

pectiv. !
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Dacă am fi avut acelaşi stâlp: supus la tensiune, pentru care 
avem Ep = 2,1.106 kg/em?, iar: E, == 0,056.106 kg/em?, atunci:: 

%, = N/(9, + 37,5 0) = N/Oa 
(10) %, = N (2, + 9,/31,5),= N/Quy 

Aci Qi şi O; sunt secţiunile ideale de beton şi fier la tensiune, 
pe când în cazul. precedent au fost la compresiune. - 

Dacă. am fi avut o bară compusă din o secţie de lemn care are 
Ev = 041.106 kg /em?, atât la tensiune 'cât și la compresiune, 
atunci secţiunile ideale pentru ambele aceste solicitări sunt res- 
pectiv: 

Du = 2 +21 22, 

Di > Opt 2/21 | 
Așa dar, avem mijlocul de a. calcula și piesele formate din. materiale neomogene. 

(10%) 

5. Calculul barelor la cari dilatarea transversală 
este împiedecată. 

Experienţa arată, după cum sa menţionat și cu altă ocaziune, că atunci când contracțiunea sau dilatarea. transversală este îm- " piedicată, sau când lateral se exercită rezistenţe, atunci rezistenţa în sens longitudinal. se modifică. 
Ne interesează numai cazurile când rezistenţa 2, în sens longitudinal este mărită. Un caz este următorul. Pe un bloc de piatră de suprafaţa 9, reazimă un altul de suprafaţa 42, (fig. 224). La suprafaţa. de contact, se poate admite o a, rezistență mai mare. Bauschinger a arătat că pentru pietre, dacă rezistența admisibilă pentru suprafața O, este: Na atunci la suprafața de contact între 0, şi O,, se poate admite o rezis- tenţă ILoa mai mare, care în limitele practice este dată de formula empirică: 

(11) | | oa = Na VAȚO. 
Aceasta se explică prin faptul că restul din suprafața O,, neacoperită de suprafaţa 0, în planul de contact al celor două corpuri, nu se dilată și deci împiedică dilatarea: transversală a elementelor de sub suprafaţa 0,. 

  

  
      

  

      

Figura 224 

A
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Cazul cel mai curent e al stălpilor supuși la compresiune, făcuţi 
din beton armat cercuit (fretat). La aceşti stâlpi, după cum se | 

arată pe fig. 225 (secţie transversală) pe lângă fiarele longitudinale, 

se mai pun niște cercuri de fier formate dintr'o 
sârmă în elice, care împiedică dilatarea transversală. 

Dacă 9%, este rezistenţa în sensul lungimii 
stâlpului și dacă DX, este rezistenţa în sens tran- 

sversal (fig. 226), atunci dilatarea transversală (ez) 
are valoarea dată de ec. (2) ale lui Poisson: 

£ Ey = — Na e pu (ta + Ia) | 

Aceasta fiind aproape nulă, avem:. 

— Nat i (a + Wa) =0 

în care punând pi = 0,25 avem: 

IN, e 3 Ia 

Dacă stâlpul n'ar fi cercuit, n'ar exista JI, și deci nici d, dar 

„atunci poate: suporta rezistenţa 9. Dacă este, 

  

Figura 225 

  

  

    

F = cercuit va suporta rezistenţa: 

| FE = My, hr N = + 39% 

LEE LI. Prin urmare, dacă lateral se exercită o 
2 |] A rezistenţă 9%, atunci rezistenţa în sensul lungi- 

ATI mii creşte cu 3 Ja. . 

| i „-- Foarte numeroase experienţe arată că într'a-         
devăr rezistenţa 9 are expresia de 'mai sus 

numai cifra 3 fiind aproximativă. 

Dacă 22 este secţiunea fierului, care formează 

cerc şi dacă rezistenţa este 9, atunci 9, 2 este 
tensiunea din cere (fig. 226). 

Forţa de împingere pe distanţa k, dintre două 

Figura 226 cercuri şi pe lungimea ds este: 9 h ds. De pe 

figură se vede că avem: 

N, h ds = XX 2 de 

  

sau 5 

SU = A, 2/h r. 

Se notează: ea | , 

zd0/h = 2 

care nu este altceva decât secţiunea de fier conținută în planul 

secţiunii, echivalentă unei spire de cerc. Aceasta revine: la a



330 

înlocui cercurile de fier cu un tub cilindric care înfășoară betonul 
și care are secțiunea transversală 0, .. | 

Ducând această valoare a lui 2 în ecuaţia precedentă, avem: 

| N, O, = TI, S2e 

în care ar? = 0, adică secțiunea sâmburelui de beton, cuprinsă 
în interiorul cercului. | 

Partea doua a acestei ecuaţii o putem pune sub forma: 

15 9. Xe (91,/30 3.) 

Valoarea parantezei este aproximativ egală cu 1. In adevăr, 
9, variază între 1000—1200, iar 2%, între 30—40. 

Atunci avem în mod aproximativ: : 

Ă N. O, = 15 2. 

Ori, am văzut că surplusul de sarcină pe care-l poate suporta 
miezul de beton este 3%,.0, şi deci 3.159, N. 

„Așa dar, încercuirea echivalează cu un surplus de secţiune egal cu: 
3.15 9, 

Am arătat că coeficientul 3 este aproximativ. Numeroase 
experienţe arată că acest coeficient variază între 2,4 şi 6. Circulările 
oficiale lau luat egal cu 3. . | 

Aşa dar, dacă stâlpul are secţiunea de beton cuprinsă în cere 0, secţia fiarelor longitudinale £2/, iar secţiunea echivalentă a 
cercurilor 42, atunci secţiunea ideală echivalentă în 'secţiune de beton este: 

Di = 9, + 15 9,+ 3.15 2, 
cu care calculăm stâlpii cercuiţi. | 

Diametrul d se socotește din ax în axul cercului, 
Acest exemplu arată că atât calculele cât şi r 

pentru cazuri noui, trebuesc controlate cu rezultatele 
respective. - 

aţionamentele 

„experienţelor 

6. Solide de egală rezistenţă la tensiune şi compresiune, 
Un solid, se zice că este de egală rezistenţă, când are o astfel de formă încât în toate secţiunile sale are aceeași rezistenţă. De ex. o bară supusă la forţa axială ÎN, neţinând seamă de alte forţe, va fi de egală rezistență atunci când. secțiunea .va fi 

. luna constantă. Intr'adevăr, conform definiţiei avem N/2 = 9 = const, |
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Să găsim, pentru alte cazuri, forma solidului de egală rezistenţă. . 

Să presupunem că voim să găsim ce formă trebue să aibă o bară 

care sub acţiunea forţei N, şi a greutăţii proprii, să fie solid de egală 

rezistenţă. | a 

Să notăm cu 7 greutatea specifică a materialului. În o secţiune 

oarecare avem după fig. 227: 

  

  

      

XO= No + | 70dz 

Derivând. în raport cu z, avem: a. 

d /dz =y20 2 | 

sau | 

12/92 = pdz/X 3 

care ne dă | Me,   
| Figura 227 

Ig2 = yz/X+C * 

Determinarea constantei C se face punând condiţia că pentru 

z = 0, avem 2 = 0 deci 

O = 2, il 

Variația secţiunii în genere este foarte lentă, aşa că practic se 

dă barei secţiuni constante pe anumite porţiuni, satisfăcând con- 

diţia ca în secțiunea periculoasă rezistenţa să nu fie întrecută. 

7. Aplicaţii. . 

Aplicația Nr. 50. Să se găsească deplasarea capătului unei bare, de secţiune 

constantă, sub acţiunea forţei No ţinând cont de greutatea proprie (fig. 228). 

| „Presupunem că greutatea barci este p kg/m. 
1 

  Intr'o secţiune oarecare z, avem: 

N = No+ pr 

şi deci 

= £ =N/EQO = (No + p2)/E 2   

Lungirea barei până în secţia z va fi. 

o
p
 

e
l
 

        
* 

x x 
E u= ( e dz =| (o 4 pz) dz/EQ = (Noz + 4pz?)/EQ 

o o :   MM Pentru lungimea 1 avem: - | 

Figura 228 ! . u = (No+ pl)l/E2. 
„ . Li : : . . . . 

„Aplicația Nr, 51. O, şină foarte lungă este așezată pe pământ. Ea are secţia 

2, coeficientul de eiasticitate E, şi cântăreşte p kg/m. Coeficientul de frecare
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_ între șină şi pământ este 0,4. Șina este trasă de un cap cu o:forţă F și apoi 

i se dă drumul. Cu ce forţă trebue să tragem de cap şina, așa ca după ce-i dăm 

drumul, capul şinei să rămână cu o deplasare de 1 cm. (fig 229). Ş- a 

  

  
    

I - 00 Am avut 
i : j 

D 4 if EQdu /da? = — 0,4 p 
PSEIFP PIPI PIPI AI i ” .   - i care ne dă succesiv 

i 
Figura 229 EO(du /dz — £0) = — 0,k pz 

AR - EO(u — uo — 89 1) = — 0,2 px? 

Forţa F. este echilibrată de „acţiunea îrecării de pe o lungime oarecare l 

deci F= 0k pl. La lungimea Î, vom avea şi € şi u egale cu zero, deci 

! EQe9 = 0,4 pl - 
EQ(uo + col) = 0,2 pl 

"Din cari deducem 

£a = 04 pl/EQ 

up = —0,2 pl /EO 

Dacă am cunoaște pe up, avem toate elementele ce ne trebuesc. Dacă facem 

ca forţa F' să scadă lent dela valoarea sa la zero, capul şinii se va retrage 

înapoi. Ea se va retrage până când se va stabili un echilibru între forţele cari 
o trag și frecarea care se opune.. Ă i 

Din motive de simetrie se vede că mijlocul lungimii 1 va rămâne pe loc. 

Deplasarea u, a mijlocului șinei va îi dată de relaţia: 

u=— 02 pa? /EQ + ua. + Eoz 

în care punem în loc de z valoarea sa 1/2 

us = — 0,05 pk/E2. 

Capătul şinei în acest caz va îi deplasat faţă de poziţia iniţială cu 2u,, deci cu 

du = —01 pk/EQ. 

Aceasta trebue să fie egală cu —î.cm, deci: 

1= 0,1 pk/EO, 

de unde 

1= V10EO/p 

Ezemplu numeric. E = 21.10% 2 = 65 cm?, p = 50 kg/m 
. » ” Avem 1 == 522 m, iar F = 0. pl= 10440 kg. Valoarea lui u0=2 cm. 

Prin urmare, dacă de capul şinei tragem cu 10440 kg, el se deplasează cu? cm 
i dacă dăm drumul î inci ; = ş ul ncet, capul şinei se retrage înapoi cu 1 cm, rămânând cu 

o deplasare așa zisă permanentă de 1 cm. ” 

Aplicația Nr. 52, Secţiunea unei bare a unei grinzi cu zăbrele, este 2 având 
coeficientul de elasticitate Ey. ” 

zi n a su — je - . Re istei ţa în pară este N=9Up+-9U, adică rezistenţa din sarcinile per- 
manente și mobile. Dacă sarcinil i i i 

ș e mobile au crescut cu k%, atunci rezistenţa 
în bară creşte, Pentru a evita aceasta, secţiunea se măreşte, adică i se 'mai 
adaugă o secţiune 2, cu coeficientul de elasticitate. E, aşa că: în secțiunea 7 . . 

> veche să avem aceeaşi rezistență 'maximă SU.
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Această operaţie se chiamă consolidarea secțiunii £24. Se cere să se găsească . 

valoarea secţiunii 42,. . 

Secţiunea ideală exprimată în materialul vechi, dacă E./Ee =", este: 

Di = do+n?, 

- Sarcina care revine secţiunii din încercările mobile este (1. + h) 29 

şi rezistenţa în piesa veche trebue să fie SU. Aşa dar, avem: 

_ U + h) 2 SU /82i = SU 

din care scoatem: 

. O, = hi 9a/n 

Eaemplu numeric, Să presupunem că rezistența în o piesă de secţiune 

do == 60 cent, datorită încărcărilor mobile este 9, = 800 kg/cm?, şi că din 

cauza sporirii sarcinilor mobile Ia ar ajunge la 1100 kg/em?. Cu E,=2.10% 

kg/em:, E, = 22.10% kg/em? rezultă n = = 2/2 =11. Sporul sarcinilor mobile 

este: 

| = (1100 — 800) / 800 = 37,5% şi 

= RO /n = 0,375.60 / 11 = 20,5 cn? 

Aplicația Nr. 53. Un punct O este legat de n puncte fixe prin n bare arti- 

culate la extremităţile lor în O şi în fiecare din punctele 1,2...n (fig. 230). Tie- 

care bară este caracterizată prin elementele LA 4 

E şi O. Să se găsească eforturile din bare. 

Sub acţiunea eforturilor, fiecare bară se va 

lungi cu o cantitate oarecare i. Dacă notăm: 

du = [Edi use = la /Eatdu. e. 

şi cari nu sunt altceva decât lungirile barelor 

respective sub o sarcină egală cu unitatea, atunci 

lungirile barelor le putem pune sub forma: 

u= ÎN Um U2= Ne loa .e 

punctul O după deformarea barelor ajunge în O,, 

parcurgând drumul Î, fiecare bară modificându-și 

lungimea cu uși direcţia cu di. Avem evident: 

(fa ua) (PA + d î) — l = 

  

Figura 230 

sau 

Î= cu + (ku) di . 

Unghiul pe care îl fac între ele direcţiile și Îi + d Î, este egal cuv, /(h + cu) 

şi deci avem: La aaa paz 
j= ui 0, = ta n — va D= e. 

din care scoatem: 
| 

da = În ua poe 
şi deci 

N = Î În ta Na = Î În /ttaas- .. 

Luând sensurile din figură şi scriind echilibrul nodului O, în poziţia 

nedeformată a. barelor. avem: 

m ENA =
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în care introducând valorile lui N de mai sus căpătăm: 

E îi. Î în /un =Fg 

o ecuaţie care conţine singura necunoscută j şi din care putem deduce valoarea 

şi direcţia ci. - - 

De fapt ar fi trebuit să scrim echilibrul nodului în poziţia deplasată O,, 

deci facem o aproximaţie de altiel general admisă. . 

Pentru a rezolva această ecuaţie, notăm cu d un vector normal pe e şio 

multiplicăm scalar en € şi 9. Căpătăm: 

E gi] fun = F ; £ 04. Î. fun = 0. 

Mai notăm cu 4 4... unghiurile pe cari direcţiile Zi, /2...] le fac cu 
- pa . . a . o. . . . 

direcţia € a forţei, măsurate totdeauna în sensul mișcării acelor unui ciasornic. 

Avem: ! ! 

îi] Îi = | coscos(i, — a) ;Dâj ji = j sinăycos(i+ — a). 

Dacă se introduc aceste valori în ecuaţiile de mai sus și dacă notăm: 

E (fum) =a sp XE (cos? fu) = bb. şi E (sin24,/uu) =e 

găsim: - 
iga = — c/(a — bd) | 

j=2 F/(ta + 5) cosa + c sinaj = 2 F/(a—b2+ c2/ (a — bt — c?). 

Având valoarea şi direcţia lui j, putem calcula valorile lui A, Na. 

Pentru descompunerea unci forţe după n direcţiuni în spaţiu, concurente 

întrun punct, urmăm exact calea indicată mai sus, utilizând încă un vector fi 

normal pe e și d. Acești trei vectori formează sistemul de axe de coordonate 

în raport cu care vom fixa direcţiile barelor. 

Pentru a rezolva această problemă static nedeterminată se vede că avem 

nevoie de' elementele geometrice şi materialele din cari sunt făcute barele ce 

reprezintă! direcţiunile date. 

Formulele stabilite mai sus nu se aplică în cazul când avem de descompus 

o forţă după două bare articulate când cele trei articulaţii sunt în linie dreaptă. 

Intr adevăr, dacă scrim echilibrul nodului O în poziţia nedeplasată găsim 

eforturi infinite în bare. De asemenea dacă după norma indicată mai sus 

căutăm poziţia nodului Q,, o găsim la infinit. . A Așa dar, nu putem aplica 
metoda aproximativă. , 

Vom seri deci a. a AR AR i ri eci echilibrul nodului în poziţia O,, deplasată, Și nu vom 
neglija valorile lui w, și ue când vom scri expresia direcțiunii barelor în 
poziţia deplasată. | 

In acest caz se procedează” după norma indicată la aplicaţia Nr. 54. 

Aplicația Nr. 54. Un fir este întins în linie dreaptă între două puncte O și] 
situate pe aceeaşi verticală. Transversal este . Tra acţionat de forţa orizon 
(fig. 231). Se cere tensiunea în fir. ! sală E 

Din punct de vedere statie, firul fiind nedetormabil, problema este im- 
posibilă, pentrucă dă eforturi infinite în fir şi se poate rezolva numai dacă P : 
se ţine seamă de lungirea: firului. - . 

Sub acţiunea îforţii F, punctul ei de aplicaţie se va deplas 
pentrucă îirul sub acţiunea eforturilor Ng și ÎN, se v 

(1) We Na/EQ și 
* 

a cu cantitatea v, 

a lungi cu, cantităţile, 

tu = N,b/E O
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La grinzile cu zăbrele în acest caz, s'a stabilit formula 

(2) = 2 (tot ud) ab/l 

sina =. 00 = ig0o=v/a si sina = a, = igo =v/b 

cosapo=1—v2/da? , cosu=i1 — 2/3 B 

“Descompunând pe F după Ne şi N, cele două ecuaţii de proiecţie ne dau: 

Ne sinas + N, sina, = =F 

1 No Cosa = ÎN cos, 

sau , 

(3) - Ne/a + N,/b = F/o 

(4) Ure 2 pa 2) = Nu (1 — e fa) 

Ecuațiile (1), (2), (3) şi (4) sunt suficiente și ne dau valoarea lui x și Na 

Aceasta conduce la rezolvarea unei ecuaţii de gradul 6. 

   

  

- Se rezolvă prin încercări. Noi o vom rezolva în mod d 

aproximativ. 

Din ecuaţia (&) scoatem: 

(5) N/N = 1 + vi (b—a)/a bt u 

Termenul al doilea este foarte mic faţă de 1, deci avem  / 

N N, = N, care dusă în (2) dă:- £ 

(6) . | w2=2WNab/EQ - . Mm 

care introdusă în (3) ne dă: ! ] 

2 Pevpoar „N ) pl 

iar valoarea rezistenţii va îi ” ' Figura 931 

MF av Ep 9 

Ezemplu numeric: F = 400 kg, l= 4 m,a=lm, v = = 3 m, E = 2,1.108 

kg/em?, iar firul are = 2 cm, deci 2 = 3,t4 em2, Ecuația de mai sus ne dă 

 M= 1002. 100.300. 2,1.10€. 3,14 /2.4002 

sau 

N = 4620 kg. 9U = 1470 kg/cm? 

“ Dacă vrem să găsim exact pe No şi ÎN, găsim mai întâiu o valoare aproxi- 

mativă pentru v? din formula (6), în cazul nostru v2 = 42, iar din formula (5) 

găsim:. . . | 4 

NA /Na = 4 + 142.104 

deci N, şi N, sunt foarte sensibil egale, diferind între ele numai cu 0,5 5 kg şi 

ne mulţumim cu Y valorile găsite anterior. . 

Se mai observă că pentru o forţă de 400 kg. găsim pentru N valoarea 4620 kg 

deci de 11,5 ori mai mare. 

Deci, acesta nu e un sistem economic de construcţie şi se evită:
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Aplicația Nr, 55. Intre două puncte: se întinde în.linie dreaptă un fir 

de oţel cu secţie. constantă de = 2 cm şi cu E = 2,1.106 kg/em?. Normal pe 

„ îir avem o încărcătură. de p = 35 kg/m. Să se găsească rezistenţa din fir, dacă 
distanța 1 = 10 m (fig. 232), , . 

Și această problemă din punct de vedere static este imposibilă, dacă nu 

se ţine seamă de lungirea firului. 

  

  

    

poi Ag:m Sub acţiunea sarcinii, îirul de lungime 

ELLE ITEUrITOrITETETI TITEI DIE i se va lungi, luând valoarea s. La calculul 

SS firelor am avut ec. (67). | 

MD (s — 1) /l= e= a2/6 
Fig 232 
1gura în care ao = pl/2 II. 

“Lungirea specifică a firului este N/E 2 şi cum aci N cos 0= 1, iar 0 este 
foarte mic, avem aproximativ 

e=H/EO 

Din relaţia de mai sus avem 

H3 = pb EO /9% 

Ma = pt E [94 02 

Pentru cazul nostru avem: | 

| AT: == 0,352, 10002. 5,4.100 / 24.3,442 
sau _ 

SU = 1030 kg/cem2?. 

Aplicația Nr. 56. O bară de lungime 1 cu secţiune constantă (fig. 233), este 
articulată la ambele extremităţi. Intr'un punct al ci şi în sensul direcţiei barei, 
se aplică o forţă /'. Să se găsească reacţiunile la capetele barei. 

Să notăm cele două reacţiuni cu V, și V, cari evident sunt dirijate după 
direcţia barei. 

Porțiunea 1 A se lungeşte cu cantitatea 

  

  

w= Via /E 4 4 , 
iar A?2 se scurtează cu: 4 Că a i 3 4 i 

ta Vb / EQ Figura 233 

Deplasarea punctului A este aceeaşi, deci u în cele dou ă cazuri sunt egale. 
Deci avem: 

Va/EQ = VA» /EO 
sau . | : . 

Va = V,b 
care ne dă | ! 

Vp > Vela = (+ Via +5 = PA 
şi deci 

W=PDA , Vi=Fa.



  

„curbele funiculare avem: 
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Aplicația Nr. 57. Un cablu de secţiune 12 suportă o încăreare permanentă 

şi mobilă p +- q, uniform.distribuită pe unitatea de proiecţie orizontală. Cablul 

este suspendat de două puncte de nivel de deschidere 1 (fig. 234). 

La o anumită temperatură săgeata la mijloc este —v, iar rezistența maximă 

SK. Coeficientul de elasticitate al cablului este E, iar cel de dilataţie prin tem- 

peratură 1 / E4. Să se găsească rezistența maximă în cablu când temperatura 

a crescut cu L€ și suportă numai sarcina p. 

In ambele cazuri curba funiculară va îi o 

parabolă. - ” 

In primul caz, pe baza ecuaţiei (37) dela 

  

Shă=kvfl , I=(p+qt/8v 1 

Având sh ao, putem calcula şi tensiunea maximă Figura 23% 

din cablu, care va îi [1 ch ao. 

Dându-ni-se rezistenţa maximă 9U, putem deduce şi secţiunea 2. Cu ele- 

mentele ce le avem putem deduce şi lungimea s a cablului. 

Să trecem la partea doua. A 

Din cauza variaţiei de temperatură lungimea cablului se schimbă. Ea se 

mai schimbă şi din faptul că variind sarcina, se va schimba şi tensiunea |N 

din cablu. Curba va fi o altă parabolă. E vorba ca ţinând cont de aceste 

variaţii, din elementele primei parabole să deducem pe acelea ale celei a doua. 

Din cauza variaţiei de temperatură lungimea cablului va fi 

s (+ /E)=I(+a) (1+0/E) 

Să presupunem că în primul caz tensiunea într'un punct oarecare “al cablului 

era N şi că în cazul al doilea este N,. Lungirea specifică a elementului ds de 

cablu va îi (N, — N) / E 2. Lungirea totală a cablului, presupunând că are 

secţiunea constantă este: (1/E 2) Î (IA —N) ds. 

Calculul acestei expresii este mai complicat, însă având în vedere că 

valoarea acestui termen este mică în raport cu a celorlalţi, se face aproximaţia 

N=—AsI—H. 

așa că lungirea totală este aproximativ: 
(41, —1)s/E2 

Lungimea totală a cablului va fi: iu 

Lt e) (0 0/E) MU + UL —ID/E2) 
şi deci creșterea lui £, este: 

o A e = 8/E + UL —H)/E 2 

Cu ajutorul formulelor (47) sau (48) dela curbele funiculare — după gradul 

de aproximaţie ce voim a avea în calculele noastre, — găsim pe A sh a, şi deci 

elementele cablului în. noua sa. poziţie. | 

Ezemplu numeric. Fie | = 100 m. p = 300 kg/m, q = 500 kg/m,v=Sm, 

ST = 2000 kg/em?, E = 21.10% kg/em?, 1/E: = 11,h.10-% și că temperatura 

variază între — 200 și + 300, deci 40 = 500. | 

Avem: 

H = (p-+q)k/8v = (300 + 500) 1002/8.8 = 125.000 kg 

sh a = hv/l= h.8/100 = 082 ch ao = 1,05 

N, = Hch ag = 131.250, 2 = N/A = 65,6 = 66 cm? 

22, 1934, Gh, Em. Filipescu, Ştaţica construcțiunilor şi Rezistenţa materialelor, 
„"
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Vom face un calcul aproximativ utilizând formula (47), din care deducem 

A shag.shao = 3.4 & “ 

Cablul în noua sa poziţie are sh as + A sh ao. Dacă punem această valoare 

în formula (36). dela curbe funiculare, avem: 

i 0 plfeshas 4 + 34 e /sh?as) 
suu | 

JI, = 46875/(1.+ 29,3 4 e.) 

Valoarea lui A e, este: 

A e, = 50.11,4.10-6 4 (17, — 11) /2,1.10%.66 

= [570 + 0,007215 (11, — 11)) 10-6 

Dacă luăm pentru J7, valoarea aproximativă 11; = 46875, găsim 

A e, = 0,0000055 & 

și deci 

! II, = 46875 /1.000161 = 46867 kg 

iar ” 

A shaa = 0,0000165,/0,32 = 0,0000516 . 

Așa dar, cablul rămâne sensibil în aceeaşi poziţiune. In adevăr, noua săgeată 
este 8,0013 m. . 

Rezistenţa maximă în noua poziţie este însă 

9 = 46867.1,03/66 = 745 kg/em?, 

Aplicația Nr. 58. Intre două puncte A și B, cari sunt între ele la distanţele 
1 şi h, măsurate pe o orizontală și verticală, se întinde un cablu de o secţiune 
dată și care poate suporta o rezistenţă maximă de asemenea dată. La tempe- 
ratura t0, suporti sarcina p, iar la o temperatură mai ridicată cu to, suportă 

„sarcina p + q, ambele socotite pe unitatea de lungime de cablu (fig. 235). : 
2 Cum' trebue montat cablul la 

E : | temperatura 10, 4- 10, 4 to, sub ac- 
ţiunea sarecinei p, astfel ca rezistenţa 
maximă să nu fie întrecută în nici- 
unul din cazurile precedente? 

  

In cele trei cazuri lungimile ca- 
blului vor îi respectiv So Su S, cărora 
le corespund cantităţile e, e, e. 

“Când trecem dela prima poziţie 
la ultima, e are valoarea: 

£z0 = £o -t (i + 4) /Et + (Il, — 110) /E 2 
când trecem dela poziţia doua la ultima, e; arc valoarea 

en = ea +4/E:+ (H—11)/£ Q - 

  

fr 

SE opt 
Figura 235 

Dacă Exo > Ex, adică £20 — Eu > 0, atunci rezistenţa maximă este atinsă 
de cablu în prima sa poziţie; iar dacă £20— Eu < 0, în poziţia doua. Prin 
urmare, după cum diferenţa eso — Eu 220, adică EN 

E — a + hi /Et— (Ho — H,) (20220, 
rezistenţa maximă în cablu va fi atinsă mai întâi în prima s au în a doua poziţie.
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In cazul când această diicrenţă este nulă, atunci rezistenţa maximă. este 

atinsă în acelaşi timp în primele două poziţii. : 

Pentrucă este vorba de a face numai o comparaţie, vom face uz de for- 

„mulele aproximative. 

Dacă ţinem seama de formulele (26), (61) şi (67) dela cable, diferența de 

mai sus se transformă în: 

(002 — a.?)/6 + ti /Er— [p/ao — (p + q)/aul 1/2 E2z20 

Pentru a este suficient să luăm valorile date de formula aproximativă (75). 

Exemplu numeric. O funie de aramă, care cântărește p =.0,9 kg/mişi are 

O = 1 cm?, E = 0,78.10% kg/em?, 1/E: = 17.10—6, este întinsă între două 

puncte A și B, între cari [= 350 m, h=50 m. ” 

In ce poziţie trebue pusă această funie la + 15% C astfel ca la —20% C sub 

acţiunea greutăţii proprii şi la —50 C sub acţiunea şi a unei: greutăţi supli- 

mentare q = 0,8 lkg/m de cablu,.rezistenţa de X == 1.200 kg/em? să nu fie 

întrecută. 
Vom lua prima poziţie acea dela —200 C, a doua cea dela —50 C şi a treia 

acea dela +15%. Cantităţile referitoare la prima-și a doua poziţie le vom afecta 

de indicii 0.şi 1. 

"Avem N = ta. = 1200.1 = 1.200 kg. 
cp = N/p = 1200/0,9 = 1333 m 

e, = N /(p +-q) = 1200/(0,9 + 0,8) == 706 m 

a? == (e + h2)/(2 co — h)?2 = (3502 + 502) /(2.1333 — 50)? = 0,0183 

go ay = 041352 | 

a? = (3502 -+ 502) /(2,706 — 50)2=0, 0674 și a==0,2596, t, = 200 —59%=150C 

i Calculăm diferenţa arătată mai sus. Avem: 

(2, — 2/6 + n/Et—(p/a—(p + 0/a) 1/2E 2 =. 
0, 0183 — 0,0674) /6-+17.15.10—*% — [0,9/0,1352 — 1,7/0,2596i 350/2.0,78.10%. 

= [— 8183 + 255 — 22] 10—% = — 1950. 10—% <0 

Prin urmare, poziţia doua, adică aceia dela —5* C şi cu încărcătura supli- 

mentară gq = 0,8 kg/m trebue avută în vedere la așezarea cablului la +150 C. 

„Vom căuta mai întâi elementele cablului la —5%C sub acţiunea sarcinei 

p+q9>=1,7 kg /m. E cazul chestiunilor tratate la pag. 83 şi 89. Plecăm dela: 

a= 0,27 , shau : = 0,27329 , cha, = 1,03667 

şi facem calculele cu rigla 

A = '3502/0,272 + 502/0,273292 — e. 706 — 50)2/1,036672 — 12280 

A a, = — 12280/2 [3502/0,272 + 502.1,03667,/0,27329 

— (2.706 — 50)2 0,27329 /1.036673] = — 12280, /2.5895000 

= — 0,00104 

Având a, = 0,26896 avem toate elementele cablului. Nu ne interesează 

decât: 

II, = (p+ 9) if a= (0,9 + 0,8) 350/2.0,2689%6 = 585,64+520,5=—1106,1 kg 

E vorba ca dela această poziţie — la —5* C şi cu o încărcătură p + 9=1,7 

kg /m — să trecem la poziţia cablului dela +150 C şi cu încărcătura p=0,9 kg /m. 

22*
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__E cazul problemei precedente şi vom urma aceiași cale. 

Avem: II, = pl (a +4 a) = pl/2 a (+ A4a./au) 

Din ecuaţia (67) dela cable, avem 

: a 4Aa=3A4a 

și cu 

Aa =4/E + (U,—H)/E 2 
avem: 

In = plP2 a + 3(4/Ec + UL — 111) /E 9] fa) 

Valoarea parantezei este: - 

1+ 3 (20.17 + (17, — 1106,1),/0,78.1),/0,268962.106 = 

1 — (57480 — 52,9 11.) 10—e | 
"şi prin urmare i 

II, = 585,6/(1 — (57480 — 52,9 11.) 10—0] = 601,04 

din care scoatem 

aa =. pl/2 Ie = 0,9.350,/2.601,04 = 0,26205 . ;: 

Având pe az, avem toate elementele cablului în această poziţie. In genere 
ne interesează tensiunea maximă . A 

Avem E = 0%/6 = 0,011445 

ship = ig B/(1 + es) = 50/8350 (1 + 0,011445) = 0,14110 
w= 0,13778  ; wp-+a2=—0,39983=0,4 ; ch(p+ az) = 1,081 

și deci N = H ch(ip + a2) = 601,04.1,081 = 650 kg 

Cum temperaturile de montaj sunt variabile, se calculează ca mai sus ten- 
siunea maximă ce corespunde fiecărei temperaturi şi se întinde cablul până 
când un dinamometru arată. tensiunea ce corespunde temperaturii la care se 
face montajul. In acest mod se așează cablul exact în poziţia care trebueşte.



XVII. DETERMINAREA REZISTENŢELOR LA 
GRINZILE SUPUSE LA MOMENTE ÎNCOVOIETOARE. 

A) Grinzi făcute din materiale omogene. 

1. Ipoteza lui Bernoulli. 

In acest caz, rezultanta tuturor forţelor se reduce la un mo- 

ment al cărui ax este cuprins în planul secţiunii. 
Chestiunea care se pune este să se găsească distribuţia 

rezistenţelor pe. secţiune. Numai experiența ne dă indicaţiuni 

în acest sens.     
  

Să luăm o bară cilin- / 

drică şi pe conturul ei ă 

să trasăm două directoare 
AB şi CD, normale pe axa 

barei, la o distanţă oare- 

care și după aceea să o 

supunemla două momente 

încovoictoare egale şi de 

sens contrar (fig. 236 a). 

Observăm că bara se 
îndoaie și că cele două 

directoare îşi modifică 

poziţia relativă una faţă 15 Z; —di d 

de alta. Figura 236 

Mai întâiu se constată, 

      

  

    
2   

„că cele două directoare, cari erau cuprinse în plane normale pe 

axa barei, rămân cuprinse tot în plane normale pe axa Barci, în 

„noua sa poziţie deformată fig. (236 b).
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Dacă aceasta se petrece pentru fibrele barei situate pe contur, 

pe cari le vedem și le putem verifica, admitem că același lucru se 

petrece și pentru fibrele din: interiorul corpului. Aşa dar, admitem 

că secţiunile plane şi normale pe aza barei înainte de deformaţiune, 

rămân plane şi normale pe aza barei şi după deformaţiune. 

Prin deformaţiune, axa barci se transformă într'o curbă. 

Într'adevăr, dacă între cele două directoare trasăm și măsurăm 

înainte de deformaţiune niște lungimi mn, toate egale între ele și 

dacă în poziţia deformată măsurăm aceleași lungimi constatăm că 

unele din ele s'au lungit iar altele s'au scurtat. Dacă pe o bucată 

de hârtie figurăm „poziţia. dreptelor .4,-B, şi Ci D, înainte de 

deformaţie, cu. lungimea fibrelor înainte de deformaţie, ŞI. dacă pe 

aceeași figură punem lungimea fibrelor după deformaţie, vom 

căpăta o curbă C, D, ca cea din figura 236 c, din care ese în evidenţă 

că unele fibre s'au lungit/iar'altele s'au 'scurtat.:'": "- 

După cum am spus, experienţa arată că chiar pentru corpuri 

cari nu ascultă de legea lui //ooke, în! primă aproximaţie, extre- 

mităţile fibrelor deformate se găsesc pe o dreaptă, adică curba 
C, D, este o dreaptă. | 

Această ipoteză, verificată experimental foarte târziu, este 

datorită lui Jacob Bernoulli (1705), şi-i poartă numele. 

Se mai vede că există pe conturul „barei o fibră care nici nu 
se lungeşte nici nu se scurtează. 

In interiorul corpului există de asemenea astfel de fibre. Admi: 

ţând că secţiunile rămân plane după deformaţiune, rezultă că aceste 

fibre se găsesc pe o dreaptă. Această dreaptă, care conţine extremi- 

tăţile tuturor fibrelor cari nu-și modifică lun: 
gimea, poartă numele de aza neutră a secțiunii. 

In aceste condițiuni, putem considera. că 
N____ secţiunea din poziţia nedeformată ajunge în 
N poziţia deformată prin rotirea ci. cu un 

| unghiu oarecare în jurul axei neutre. 

  

  

    
      

  

. SE N Să considerăm două secțiuni la distanţa 
i de egală cu 1. Să presupunem că aceste secţiuni 
Figura 237 se rotesc una faţă de alta cu unghiul. Un- 

ghiul e poartă numele de încovoiere specifică. 
Două secţiuni la distanţa dz, se vor roti între ele cu unghiul e da. 

„Să considerăm o fibră de lungime dz: și la distanţa y de axa 
neutră (fig. 237). Lungirea ei va îi y o dz, iar lungirea specifică 
(1) e = yodz/dz =oy..
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Aşa dar, lungirile specifice sunt proporționale cu distanţa dela, 

axa neutră. 

Această formulă interpretează analitic tot ce am spus până aci. 

2, Distribuţia rezistenţelor pe secţiune. 

Am găsit până acum expresia lungirii specifice e. 

Se ştie că între lungirile specifice și rezistenţe există relaţia 

de legătură care este dată de curba caracteristică şi pe « care putem 

să o punem sub forma: 

e=1 00 
Ținând cont de formula (1), avem: 

e =oy=f 00 
formulă care ne arată că distribuţia rezistențelor pe secţiune, se 

face după ordonatele X ale curbei caracteristice a materialului. 

Aceasta este concluzia importantă a ipotezii lui Bernoulli. 

In special în cazul când bara este făcută dintr'un material care 

ascultă de legea lui Hooke şi rezistenţele rămân în limita în care 

este aplicabilă această lege, atunci avem: 

„esY/E 

şi deci i 

(2) - = Eo.y N 

adică, în acest caz, şi rezistenfele sunt proporționale cu “distanţa dela 

aza neutră. 

3. Aflarea axei neutre şi a rezistenţelor. Formula lui Navier. 

Odată legea de distribuţie a rezistenţelor găsită, chestiunea este 

rezolvată. De aci încolo n'avem decât să aplicăm ecuaţiile de echi- | 

libru. 

„Vom seri că N =0, deci 

care ţinând seama de (2), ne dă 

Eo[ydQ =0 

“Insă f ydO = S$, este momentul static al secţiunii în raport cu 

axa neutră. Deci avem condiția 

5 S=0..
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Aşa dar, aza neutră trece prin centrul de greutate al secţiunii. 

Luăm axa neutră ca axă oz, iar normala pe direcţia momentului: 
ca axă oy (fig. 238). , . 

Să luăm momentele în raport cu axa oy. Momentul M, fiind 

perpendicular pe 0, dă o. componentă egală cu zero. Momentul 
provenit din rezistenţele, DX este fIdO.z şi avem: 

(4) Eo fyz zd0 = E o. =0 

Așa dar, aza neutră este conjugată direcţiunii normale momentului. 
Prin urmare, dacă ni se dă axa momentului, aflăm numaidecât 
direcțiunea axei ncutre. Să luăm momentele în raport cu axa neutră, 
cu care direcțiunea momentului face unghiul 6. Vom avea: 

". Meosd = f Xd2 y = Fo [y?d0 = Eol 

deci 

(5), Eow = M cos6/1 

Vom nota totdeauna cu I momen- 
tul de inerție în raport cu axa neutră. 
Aşa dar, am găsit şi unghiul co adică 
încovoierea specifică. 

Deci, avem toate elementele: poziţia 
azei neutre: trece prin centrul de greutate; . 

y direcția ei: e conjugată  normalei la 
Figura 238 direcția momentului; şi încovoierea spe- 

cifică, dată de formula (5). 
Dacă valoarea lui E o din (5) o introducem în (2), avem: 

(6) | S = My cos6/1 

  

  

Rezistenţa va Îi maximă acolo unde 7 este maximum. Se no- 
tează raportul 

(7) | luna 

şi se numeşte momentul rezistent al secțiunii. Atunci rezistenţa 
maximă are valoarea 

(8) - Smaz = AM €0s6/ W 

In cazul când axa momentului coincide cu o axă principală a 
secţiunii 6 =0 şi deci 

Wmaz = M/W 

Aceste formule poartă numele de Jormulele lui Navier.
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Observaţie. În cazul când axa momentului nu coincide cu o axă 

principală, atunci trebue să determinăm unghiul 6. 

Să presupunem că noi cunoaștem direcţia axelor principale 

y,0z şi că axa 'momentului face cu axa 0z unghiul 6, (fig. 239). Să 

mai presupunem că axa neutră 0z face, j 

cu aceeaşi axă Oz, unghiul 02. Axa 

neutră este conjugată direcţiunii Oy 

şi deci trebue să avem Ip =0. 

"De pe figură se vede că avem: 
. . 1 

1 = ji COSO — 2 Sin0a 

2 = Yu SiNĂ, F Zi COSA - 

şi notând 

fu dO = Ia 4 z? dO2 = Ip, avem: 

  

  
Figura 239 

Ips=Ia sin cosâ—Ip sin, c056,=0 

pentrucă axele 'y, 0za fiind principale, avem Ina = 0, și deci 

(9) a Iza tg6, = In ig0a 

din care deducem 186, şi deci 02. . 

De pe figură se vede.că: d = 6—6. 

Determinarea lui cos $ prin urmare, necesită calcule suplimentare. 

4. Altă formă a formulei lui Navier. 

In loc să raportăm elementele secţiunii la axa neutră şi la nor- 

mala pe direcţia momentului, le raportăm la două axe oarecari 

1 O z, normale între ele şi după cari componen- 

tele momentului sunt respectiv My şi M:. 

Prin deformaţie secţiunea . plană se rotește 

în jurul.axei neutre cu unghiul q. Această 

rotaţie o descompunem în două componente, 

Oy Şi 0 după cele două axe (fig. 240). Să 

considerăm un element de suprafață d, de 

coordonate y şi z. Fibra care trece prin acest 

element de suprafaţă şi care are lungimea dz 

se va lungi cu. cantitatea w-y dz, rotirea fă- 

Figura 249 cându-se în sensul dela z spre .y. 
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Din cauza rotației w,, aceiași fibră se.va scurta cu cantitatea 

wyz dz, rotirea făcându-se în sensul dela z spre 'z. Lungirea 

totală va fi 
E = ozy—wyz 

şi deci i | | 

(10) N = E (ozy—wy2) 

Această expresie ne arată că rezistenţa variază liniar pe sec- 
țiune și tă este funcţiune de coordonatele elementului de secţiune 

considerat. | 
Să scrim ecuaţiile de echilibru. Nu e nevoie să scrim ecuaţiile 

de proiecţie, fiindcă s'a demonstrat că axa neutră trece prin centrul 
de greutate al secţiunii. Să scrim numai ecuaţiile de momente. Avem: 

M=Ef (02 y — oy2)yd2 = E (o: L:— op ne) 
(1) SI 

My =—E] (oz 9 — oy 23 d =— E (o: Ip — oy 14) 

cari ne dau: 

Eoy = (My + MI) [Ul li— 12,3) 

Eos = (Ay Ii + M. I3)/(Uy I= — 124) 

şi deci 

(12) 9% => DUM Dztle 1) 9 DM La) A/Uu IE) 

Din această formulă generală, putem: deduce toate cazurile par- 
ticulare de până aci. 

Să presupunem că am ales axele așa ca 'axa Oz să coincidă cu 
axa momentului. In acest caz M,. = M, My =0, şi deci 

(13) = A (92 129/(Uy l-— P) 
Să presupunem că Oy și Oz sunt axele principale ale secţiunii. 

In acest caz: Ip =0, şi deci | 

(14) = M, y/Is— My 3/1ly 

Formula aceasta este importantă căci, comparată cu formula: 
lui jVavier, din cazul când secţiunea este supusă la 'un moment 
încovoietor dirijat după o axă principală, ne arată că în cazul când 
este supusă la două momente, dirijate după cele două axe prin- 
cipale, rezistenţa este egală cu suma rezistenţelor din cele două 
cazuri, deci putem. suprapurie efectele.
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5. Calculul rezistenţii maxime din secţiune. 

Ea se va produce în punctul de pe secţiune care va îi la cea 

mai mare distanță de axa neutră. Pentru aceasta ducem, la con- 

turul secţiunii o tangentă 'paralelă cu axa neutră. 

Punctul .de tangenţă are evident: distanţa cea mai. mare dela 

axa neutră. --. o 

Aceasta putem să o facem grafic sau analitic. 

a ” a) Metoda grafică. 

Să presupunem secţiunea raportată la axele y, Oa în raport cu 

care avem momentele de inerție pa Iza şi momentul centrifugal Iza 

(fig. 24 ). Cu ajutorul acestora găsim poziţia centrului 7 de inerție. 

Să presupunem că direcţia 

momentului M, este dreapta 

OM. Direcţia normală: lui 

OA, este Oy, iar direcţiunea 

conjugată acesteia. dreapta 

03 core trece prin extremi- 

tatea corzii ce trece prin T 

şi se taie cu Oy și 0z pe 

cercul lui Mohr. 

Momentul de inerție I 

  

  larii ce pleacă din 7 la tan- , 

genta la cercul lui Mohr unde Figura 214 

dreapta Oz. taie acest cerc. 

_Se observă de pe figură că dreapta TA este tocmai 1 /cos6. 

Dacă ducem o tangentă la contur paralelă cu O z, aceasta va atinge 

conturul într'un punct care va avea cel mai mare y. De obiceiu 

putem duce două tangenie. Vom lua, evident, pe y care corespunde 

tangentei celei mai depărtate. Deci în formula 

Paz = My maz cos6/] = Mymaz/ (1 /cos6) 

avem toate elementele cunoscute. 

b) Metoda analitică. | 

Vom lua cazul cel mai curent, adică al formulei (14). Direcţia 

axei neutre se determină prin condiţia evidentă, că pe 'ea rezisten- 

ţele sunt nule, deci N =0 sau 

MI, 19/1:— Mu 3/1y =0



„848 

sau dacă notăm M,/AM. = tg6; şi y/z = tg62, dăm'-tocmai peste 
formula: | 

(9) 180. = = 802. 1y 

Odată găsită direcţia axei neutre putem găsi şi punctul cel mai 
depărtat pe axa neutră, ale cărui coordonate sunt să zicerm: 0, 30: 
Notăm 1-/yo = W. şi 1/20 = W, în acest caz formula (14) se 
reduce la: 

(15) 
dacă notăm: 

« Smaz = M (c056,/W, — sin, /W,) 

M, = M cosă - şi My = M sin. 
In aplicaţiuni este comodă formula lui Navier sub această formă. 

9 Aplicația Nr. 59. O grindă de lemn de secţiune 
20 X 15 cm este supusă la un moment încovoietor 
de 80.000 kg cm al, cărui ax este paralel cu latura 

2 4, mică a secţiunii (fig. 242). Se cere rezistenţa maximă. 
Axa momentului coincizând cu o axă principală a 
secţiunii, 6 = 0, şi deci avem: 

IX = M/W, 

  

  

        
  

Insă 

W = Wa = 21/h = + bh2 = 4.415.202 = 1000 emi. 
y Aşa dar: 

Figura 242 DUmaz == M /W = 80000,/1000 = S0 lg /em?. 
Aplicația Nr. 60. Care-i momentul maxim care-l po 

aplicaţiei Nr. 59 dacă ea este înclinată cu 250 faţă de ax 
tului, așa ca rezistența să nu treacă de 80 kg /em2 
(fig. 243). | B 

In acest caz avem: 

ate suporta secţiunea 
a orizontală a momen- 

  

Ma = M cos 25, My= —M sin 250, 

  

        

  

Direcţia axei neutre o găsim din relaţia: „L 

18 Oa = 18 6, Î2/ly = — tg 250.902/152 = — 0,830 „955 

şi deci 0 = —39 40. De pe figură rezultă £ 3 A 
că pi entele maxime vor fi în punctele A Figura 243 

WVz = 15.202/6 = 1000 ems, IV, = 20.152/6 = 750 em3. cos 6,/IVz + sin 6, /Wy = 0,906/1000 + 0,423 /750 = 1,471.10—3 avem: 

M = (80/1.471) 103 = 54250 kg em, 

6. Suprafaţa rezistenţelor. 
Dacă în fiecare punct al secţiunii ridicăm o normală pe sec- une, pe care luăm un segment egal cu rezistenţa în acel punct,
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capetele segmentelor vor. fi :pe o suprafaţă, care am văzut că: este 

un plan, căci am avut N = Eo.y (fig. 244). Această suprafaţă poartă 

numele de suprafaţa rezistenţelor.: : 

Se observă că .volumul: corpului astfel format, din regiunea 

comprimată, este-tocmai egală cu suma compresiunilor și o vom 

nota cu ÎN. Avem deci | 

(16) N=Eoţ yd0 =Eos 

în care S$, este momentul static. al porțiunii de secţiune . compri- 

mată, în raport cu axa neutră. | 

Acelaşi lucru .şi pentru partea întinsă: 

(16) N =Eo.-S: 

ori suma lor este nulă, deci: 

(17)  NA+W.=0, St S.=0 

sau neţinând seama de semne, avem: 

(17) - N = Ne,  S=Se 

Vrem să ştim care este poziţia lor. 

N'avem decât să luăm momentul fiecăreia 

în raport cu axa neutră. | 

Vom avea: | 

Eco pd2 = vo | ude 
je e 

Sau: - : . Figura 244 

(18) le = Ye Se 

în care y, este distanţa dela axa neutră până la poziţia rezul- 

tantei compresiunilor. 
- 

Pentru partea întinsă avem la fel: 

(15) 
Ii = Ye Se 

Distanţa y,, între cele două rezultante N, şi. N., este egală cu 

  

suma lor, deci 

(19) ” Yr = Ye + Ye 

Putem, cu ajutorul acestor elemente, să dăm o altă expresie 

lui 1, adică momentului de inerție total al secţiunii. Avem 

(20) I = += Yet Sie = Cr = Sir 

În anumite cazuri, este comod a utiliza valoarea lui | sub această 

formă. 

Valoarea lui A, va fi evident 

e) Ne= M/ye
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7. Rezultatele teoriei comparate cu -rezultatele :experienţelor. 

a) Din cele arătate până- acum, rezultă că pe suprafaţa sec- 

țiunii se desvoltă rezistenţe la tensiune și compresiune ca-la piesele 

supuse numai la tensiune sau numai la compresiune. 

__ Dacă supunem la încercare o bară până la rupere prin încovoiere, 

“se constată că rezistenţa la rupere prin incovoere %;, este todeauna 

mai mare câ rezistenţa totală, JU, a unei bare făcută din același 

inaterial, :însă supusă numai la tensiune sau:numai la compresiune. 

Diferiţi autori au deosebit rezistenţa la rupere, de rezistenţa 
la rupere prin tensiune provocată de încovoiere, recomandând valori 

diferite. pentru cele două feluri de 
rezistenţe admisibile. 

Această deosebire se explică prin 
faptul că experienţele se fac în condi- 
ţiuni cu totul diferite. Am văzut. că 
admițând ipoteza lui Bernoulli şi trecând 
„dincolo de limita, de proporţionalițate, 
distribuţia rezistenţelor se face după 
curba caracteristică a materialului, 
(fig. 245). In aceste condițiuni este 
greu de făcut -un' calcul al distribuţiei 
rezistențelor pe secţiune. Diferenţele 
însă, între 9, şi 9 nu sunt aşa de mari. 

— Bazaţi pe acest fapt şi pe acela că în 
Figura 245 construcțiile noastre rămânem cu rezisten- 

jele admisibile sub limita de proporţiona- 
litate, considerăm formula lui Navier exactă până la această limită, şi 

"admitem rezistențele admisibile pentru tensiunea şi compresiunea pro- 
vocală de încovoiere, exact aceleași ca peritru piesele făcute din acelaşi 
material, supuse numai la tensiune sau numai la compresiune. 

b) Din formula lui Navier rezultă că la aceeași distanţă de axa 
neutră, avem aceeași rezistenţă. C.. Bach supunând la încovoiere . 
un ficr (a. obţinut rezistenţele înscrise pe fig. 246 a, deci în 
neconcordanţă cu formula lui Navier. 

Aceste diferenţe se explică în modul următor: 
: Mai întâiu secţiunea nu e supusă numai la un: moment înco- 
voietor, ci și la alte solicitări. Dacă presupunem că secţiunea. barei 
ar îi formată numai din inima fierului ( atunci aceasta singură 
ar rezista la momentul încovoietor. - 

  
2
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Fierul (_ având și aripi, pentru ca acestea să intre În acţiune, 

va trebui ca în secţiunea de contact între inimă și aripi să se des- 

volte nişte rezistenţe la lunecare. De aci rezultă că rezistenţele în 

punctele A și C sunt în orice caz mai mari ca în B şi D. Aşa fiind, 

aripile fierului (văzute în plan, se vor deforma ca în fig. 246 b, luând 

formele  AABB şi CCDD, curbe. Aşa fiind şi secţiunea fierului 

| se va deforma ca în figură. 

Aceasta ne arată, că rezistenţele. pe secțiune nu depind numai 

de elementele geometrice y și I, ci şi de alte elemente în care forma . 

secţiunii joacă un rol important. | 

_ Alte exemple, date de Bach, arată diferenţe şi mai mari. -- 

Un calcul în acest. sens este dificil. 

Practicește, ne mulţumim 
  

  

  

        

a. face calculul pe baza for- . 4 2, G 

mulei “lui Nawier, care este „ _ 

foarte simplă, corectândtoate  [— 4 8 

aceste nepotriviri cu ajuto- 4 8 4 /, 

rul rezistenţelor admisibile. C D “ 

c) O altă nepotrivire vine | 

din faptul că grinzile nu me 

sunt supuse numai la mo- - C—79 D 

mente ci și la alte solicitări. o a. n c 

In genere sarcinile se aplică Figura 246 

pe grindă în anumite puncte | 

și deci se desvoltă și niște rezistenţe %, de cari nu se ţine seamă 

în formula lui Navier. 

Acestea au o valoare cu deosebire importantă în dreptul sar- 

cinilor concentrate şi a reazimelor. 

. Cu ajutorul calculelor de altă natură decât cele indicate aci și 

mai ales cu ajutorul experienţelor făcute pe corpuri transparente 

cu ajutorul luminii, s'a arătat că pentru grinzi de secţiune drept- 

unghiulară de laturi b X h, formula lui Navier dă rezultate absolut 

neconforme cu realitatea pe o lungime 2,5 h dela reazime. De ase- 

menea, în dreptul sarcinilor concentrate, rezultatele diferă de acelea 

date de formula lui Navier. Calcule exacte în acest sens nu există. 

Pentru aceste motive vom aplica în toate cazurile formula lui 

Navier şi vom corecta rezultatele cu datele experienţelor, fixându-ne 

rezistențele admisibile în consecință. Cu alte cuvinte, rezistenţele 

“ admisibile ce se fixează pentru o grindă de 10 m deschidere nu se 

vor aplica fără discernământ pentru o grindă de 10 cm deschidere.
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8. Deformaţia grinzilor prin încovoiere. 

a) Ecuația diferenţială a axei deformate. 

In cele ce urmează ne vom ocupa de deformarea axei grinzii. 
Prin încovoiere am văzut că două secţiuni cari se găsesc între 

ele la distanță egală cu unitatea se rotesc între ele cu unghiul: 

(5) w = M cos6/EI ” 

Pentru prescurtare, vom denumi produsul EI: modulul de rigi- 
ditate al grinzii în secţiunea considerată. 

Din cele de mai sus, rezultă că raza de curbură şi deci şi centrul 
de curbură al axei grinzii deformate, se găseşte într'un plan normal 
pe axa neutră şi trecând prin centrul de greutate al secţiunii. 

Atâta timp cât dealungul grinzii direcţia momentului şi direcţia 
axelor principale rămân constante, curba în care se transformă 
axa barei e conținută într'un plan. Altfel, curba va fi oarecare. 

Ne vom ocupa cu primul caz, cel mai curent întâlnit, 
Avem, r. fiind raza de curbură: 

(22) ” TcV = 4 

pentrucă elementul de arc luat a.fost ds = 1. Avem deci 
(23) 

W = 1/re = M cos6/EI. 

Aşa dar, avem raza de curbură în fiecare punct al axei grinzii 
deformate şi deci putem să 
o construim. 

-Din această formulă se 
vede că dacă elementele 
din partea doua a "ecuaţiei 
(23) rămân constante pe o 
porţiune oarecare de grindă, 
atunci, pe acea porţiune, 
axa deformată a grinzii va 

Figura: 247 fi un cerc. 

  

  

| | In genere însă nu este aşa, căci A variază ca valoare, de asemenea și Î.. Mai mult. E mai comod să avem axa deformată a piesci raportată la un sistem de “axe de coordonate. 
Ecuația unei cur ă i 

ţ be plane raportată la. polul O (fig. 247 a), este: 
d? r/ds? = w/re 

” în care r este raza vectoare ce pleacă din O la un z punct de pe curbă, iar re este raza de curbură a curbei în acel. pu nct.
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In cele ce urmează presupunem axa piesei coincizând cu axa Oz, 

iar axa Oy cuprinsă în planul normal pe aza neutră. 
Un punct A de pe axa grinzii, ale cărui coordonate sunt z și 

y =0, după deformaţie ajunge în punctul A,, pareurgând drumu- 

rile u şi e după cele două axe de coordonate (fig. 247 b). 

Dacă luăm O ca origine; avem: 

7 = (2 +. u) + E) 

Introducând această valoare în ecuaţia de:mai sus avem: 

E du (ds? + 7 d? /ds = 7/re 

Aceasta este ecuaţia axei deformate a „grinzii. : 

Dacă o multiplicăm succesiv scalar cu € şi 7, căpătăm următoarele 

două. ecuaţii: 

dv /ds2 =m9w/re  d2u/ds? = £v/re 

Ecuațiile acestea, sub forma de aci, sunt greu de integrat și 

de aceea se fac următoarele aproximaţii. Se notează cu 6 unghiul 

care îl face tangenta la axa.deformată a grinzii cu axa Oz, și avem: : 

p=—cos0 -, Ey = sin 0 = do/ds. 

Am pus semnul — , pentrucă în cazul când momentul este pozitiv 

în secţiunea considerată normala la curbă este dirijată către —y. 

In genere unghiul 0 este foarte mic, aşa că dacă punem cos 0 =1 

şi sin 0 =0, eroarea care o facem este de mărimea unui infinit 

mic de. ordinul al doilea. 

In acest caz prima ecuaţie se reduce la; 

(04 of = —l/re 
Dacă în ecuaţia doua, introducem valoarea lui Fo şi 7. de 

mai sus căpătăm: 

du /ds? = — (do /ds)(do/ds*) = — + d(do/ds)?/ds 

care integrată ne dă: | | 

du /ds = —t (do /dsP 

Constanta de integrare este nulă în cazul când luând originea 

axslor în secţiunea în care sin 0 = do/ds = o, avem şi du/ds= o. 

În adevăr în această secţiune, adică acolo unde tangenta la axa 

deformată este paralelă cu axa Oz, elementul ds care nu se lun- 

geşte se proiectează în adevărata” mărime și deci du/ds = o. 

23. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi ezistenţa materialelor,
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„Această ecuaţie ne mai arată .că dacă v este un infinit mic 

de ordinul întâi, atunci u.este de mărimea. unui infinit mic de 
ordinul al doilea. | E , 

. Și sub această formă ecuaţiile sunt greu de integrat. Vom mai 
face o a doua aproximaţie... . Na , 

Având în vedere că ds? = (1 + îg20)dz? şi că 0 este foarte 

mie atunci în paranteză putem neglija infinitul mic de ordinul al 
doilea îg*0 faţă de 1 şi putem lua: ds = dz. 

Aşa fiind cele două ecuaţii se transformă în: 

(4) dbo/dt = —1/re s: du/de = —(do/da)2 + C 
Sub această formă vom utiliza aceste două ecuaţii în tot ce 

urmează. 

Ținând cont de (23) prima ecuaţie (24) se transformă în: 
(25) d?v /da? =— M: cos6/EI 

In cazul când 5 =0, avem 

(26) d?o/da? = — M/EI 

Când direcţia morientului încovoietor este oarecare, în locul 
formulei (25) putem întrebuința formula (26), descompunând 
moinentul A în două componente M. și M,, după cele două axe prin- 
cipale şi atunci aplicăm de două ori eciiaţia (26), deci: 

d?o/da? = — M./El 
dp/da = — M,/Ely,. 

şi astfel găsim cele două componente ale deplasării, pe cari le com- 
punem apoi între ele. II | 

(26) 

Am găsit astfel ecuaţia diferenţială a axei deformate a grinzii. 

b) Integrarea analitică a ecuaţiei diferenţiale a axei deformate. 

Plecăm dela ecuaţia (26), pe care integrând-o odată, avem: 
(27) do/dz = — f M da/EI 

Să stabilim constantele de integrare. Să presupunem că avem 
o porţiune de grindă supusă la momentele încovoietoare date de curba momentelor (fig. 248). Extremitatea . din stânga a bucății de 
grindă o luăm ca origine a axelor de coordonate, axa grinzii ca axă: 
Oz, şi normala pe ca, cuprinsă în planul. normal pe axa neutră, ca axă Oy. Dacă în fiecare secţiune, împărțim valoarea momentului prin EI, căpătăm o: curbă-a cantităților M/EI.



  

E 

. In “origine, dv/dz reprezintă tocmai tangenta la axa: deformată: 

a grinzii și pe care o notăm îg 0o. 

In intervalul dela O la. z, partea doua are valoarea f, (41 /EI) de, 

care nu ce altceva decât suprafaţa curbei ale cărei ordonate sunt 

M/EI, şi pe care o notăm: 

((Ar/EI) da = Qee 
Avem deci: . a 

(27) do (dz — tg 0 = — ez 

Aşa dar, diferenţa tangentelor, între două puncte ale azti dejor- 

mate a grinzii este tocmai suprafaţa Do definită ca mai sus. 
Să mai integrăm odată, avem: 

9 — 00 — 2 t9 0 = = — fi dz 

In membrul întâi am pus limitele, notând cu vp deplasarea în 

sensul lui Oy a originei grinzii, 

pe care o vom denumi săgeată ” M/eI     

în origine. - 

  

       

  

Partea doua a -ecuaţiei; 'o in- i | 

tegrăm prin părți și avem: e—p—e—i 

“cz . , j z . (2 | „19 i z 

| D= | — zd0 o 
o o o Di .. - 

Insă din: 

ţ cre dz = 
deducem: y   

Figura 248 (01/EI) dz = do, 

şi "ţinând seamă că z0, În origine este. nulă, avem: 

ţ Qăz = 20 — $, QAL/ED ada 

Partea doua a membrului al doilea al acestei relaţii nu este 

altceva decât momentul static al suprafeţei, ale cărei ordonate sunt 
M/EI, în raport'cu originea şi deci o putem pune sub forma e, 925:, 

dacă e este distanţa dela origine până la centrul de greutate''a 

suprafeţei oz. Punând aceasta în ecuaţia de mai sus și ţinând 

seamă de pe figură că e + e =, avem 

( Qao = a 02 = Se a 

23*



356 

adică momentul static al suprafeței a cărei : ordonate sunt M/EI, 

în raport cu secțiunea z, şi deci: 

(28) o P— vo—z lg 00 = — Szo 

In cazul când EI =ct pe toată lungimea grinzii, atunci for- 

mulele (27) şi (28) le punem sub forma: 

(27%) do/dz — tg Oe = — Dos/EI 

(287) 9 — vo — tg 0e = — Saa/EI 

în acest caz, (2oz şi Szo reprezintă chiar suprafaţa și momentul static 

a suprafeţei momentelor. | A 

Prin urmare am găsit valorile săgeţilor v și ale tangentelor dv/dz, 

explicit, în funcţiune de curba momentelor și de elementele grinzii. 

Aci avem de făcut două observaţii și anume în cazul sarcinilor 
concentrate. 

Observaţia I-a. 

Să presupunem că avem o grindă supusă numai la sarcini con- 
centrate, şi să vedem cari sunt tangentele și săgețile de o parte 
şi alta a unei sarcini concentrate. 

Am văzut că diferența tangentelor între două secţiuni este egală 
cu %2oz 'cuprins între acele două secţiuni. 

Să considerăm două secţiuni infinit vecine, de o parte și de alta 
a sarcinei concentrate. Dacă facem ca distanţa între ele să fie nulă, 
atunci şi foz este nul şi deci și diferența între tangentele celor două 
ramuri de curbă de o parte şi alta a sarcinei concentrate este nulă, 

„deci au aceeași tangentă. Așa dar, axa deformată a grinzii este o 
curbă continuă, fără coturi oricare ar fi sistemul de încărcări. 

In aceleași condiţii să considerăm diferenţa săgeţilor. Din formula 
(28) se vede că atunci când distanţa între cele două secţiuni tinde 
către zero, atunci z şi Sao tind de asemenea către zero şi deci și 
diferenţa săgeţilor: este nulă: 

Aşa dar, ramurile de curbă ale azei grinzii deformate, 
şi alia a unei sarcini concentrate, 
aceeași tangentă și aceeaşi săgeată 

de o parte 
au în dreptul sarcinii concentrate 

_ Observaţia II-a. 

Din ecuaţia (26) se vede că expresia lui v depinde de expresia 
lui AM. Deci pe grindă în cazul când Ef = ct vom avea atâtea
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expresiuni ale lui p, câte avem pentru M. Aşa dar, în special în 

cazul sarcinilor concentrate, când expresia momentelor este diferită 

- în diferitele intervale, von: avea atâtea curbe diferite câte intervale aven 

între sarcinii. Toate aceste curbe sunt legate între ele prin legăturile 

stabilite mai sus și anume, ele au în dreptul sarcinilor concentrate 

aceleaşi tangente și săgeți. 

Practiceşte. noi vom proceda așa. 

In cazul când expresia momentului este siinplă, vom proceda 

direct la integrarea ecuaţiei (26), iar în cazul când este mal com- 

plicată vom utiliza norma generală indicată mai sus. 

Aplicația Nr.'61. O grindă simplu rezemată pe două reazime de nivel, are 

El=ct şi suportă o sarcină p kg /m. Să se găsească săgeata la mijlocul ei (fig. 249). 

Expresia momentului pe toată lungimea grinzii este i 

[ | M=apzar 

In acest caz putem proceda direct la integrare. 

Avem: | 

d /da = — pa (i— a) EL 

care ne dă: 

do /dz — îşi 0 = — pa (5I—%a EI 

p— bg — e (1 Do = — pas (2 1— 2) /24 EI 

Avem de determinat cele două constante vo și lg 0. Dacă reazimul din origine 

nu se deplasează atunci vo = 0. = | 

Pentru determinarea lui î£ 0,, avem trei căi. 'Sau serim ca pentru 2 = SI: 

  

  

  

  
  

  
  

      

19 06 = 0 din „motive de „simetrie, ... | pâg:m 

sau că pentru z=l pentru aceleaşi TITI TITI PETITIE ITI ITI TILA 

motive îş = — îg 0, sau că pentru pr Ă 

z=l, v=0. x u - x 

Din una din ele căpătăm: 
d 

î3 0, = pt/2 EI ' 

Avem deci - | ! ! TU] | Ț 
1 

p= pa (P— 22 + 5) /2 EI | pl 
4 

Aceasta este ecuaţia axei defor- 
i - = - > 

mate a grinzi. Se obişnueşte a se nota S 3 3 Ss * Sg 3 8 3 

Ss “ss cs SS SS ss Ss 

raportul z/l= € şi atunci avem: 

v= pl 4—282+ £3) 2% EI Figura 249 

= pet u + E) A EI 
Pentru z= $l sau $ = , avem 

_ vmax = 5 pl'/9S4 E 1. 

Pe curbă (fig. 249) s'au înscris coeficienţii £ (1—2 sa £9) din 01.1 în 0,1. 

Curba desenată la scară mare dă o ideie de alura axei deformate a piesei. * 
4 

: 

>
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Aplicația Nr. 62. O grindă de secţiune constantă incastrată la o extremitate 

şi liberă la cealaltă, suportă o sarcină p kg/m. Să se găsească săgeata la extre- 
mitatea ci (fig. 250). 

Expresia momentului într'o secţiune oarecare este AM = — + pat, și deci: 

d>s/lz = pa fo EL. 

care ne dă: : 
il php: dv /da — îs 00 = p 2/6 E1 TITEI TITEI ITETITTIE TITI) 

! pP— bo — lu 0 = pa /24 EL. 

  

  

  
d Punem condiţia că pentru x=l 

atât 13 0 cât și v sunt nule, «deci 

tg 00 = —pl/GEL , vo= pl*/S EL 

deci: 

v= p(3ă—nlz + 0/20 6 

  

  
  

     ass suss 
s IS SSI sSsS sau cu notația z/l= £: 

Figura 250 = pl (3—4 84 £)/aa EI 

Curba din fig. 250 dă alura axei 
delormate a grinzii, iar cifrele “scrise reprezintă coeficientul 3—4 £ + £i 
OA îl în 0412. 

din 

Aplicația Nr, 63. O grindă, de secţiune constantă, este incastrată la o extre- 
mitate şi suportă o sarcină /, Să se găsească săgeata maximă și ecuaţia axei 
deformată a piesei (îig. 251). 

Luăm originea în dreptul sarcinii F. Pe porţiunea b momentul este nul, 
raza de curbură infinită, deci axa 
rămâne dreaptă, nedeformată. Pe | 
porțiunea Î avem M=—PFa 
  

  

  

d ) 
d : : y 

Axem:. a , iz gel 

d /da? = Fz/EI d î — 
de /dz — 13 0o = Fa? EI 

W— Po— 79 0 = Fa /6 EI.   

Pentru =, avem te 0=0, v=0, 

deci 

tn 0o= — PEEL, vo=FE/8EI     

  

iar: 
: 

=POR—32a 4 1) /6 EI = FB 2-a £+ $)/6 EI. 

o: 
. . e Curba din fig. 251 și cifrele scrise dau alura curbei și valoarea expresiei din paranteză. La dreapta forței F săgeata este egală cu Vo <t+ 2" te Os, care este o dreaptă căci variază cu z', Tangentele la extremităţi se taie la 4,
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"Să calculăm pentru acest caz şi valorile lui u. Vom utiliza ecuația doua . 

(24) în care-intră expresia lui dv /dz. Pentru cazul b = 0, avem: 

do /dz =P(m—P )/2 EI 

şi deci: 
. . l ? 

” ! u= —(PAEIP d, (22 — dz 

Punând condiţia că pentru z=l să avem u = o, găsim: , 

u = (8 — 105 + 1082 — 385) FE A20 22 

care pentru £ = 0, ne dă: _ 

| U9 = FB 45 EA: = Pboaf5 EL. 

Aplicaţie numerică. Să presupunem 1 = 4m b=0 şică grinda este formată 

dinte'un fier dublu I profil 20 cm ymaz = 10 cm. La extremitate suportă o 

sarcină F așa că 5maz = 1400 kg/em?. , 

Dacă. pion seamă 9Smaz = Flymaz/l atunci găsim: | 

= Se: /3 Eymaz = 1400.4002/3. 241. 10€.10 = 3,56 cm 

= Xlva /3Eymaz = 1400,400.3,56/5.2,1. 10%.10= 0,02 cm. 

Din coate cifre se vede că u are valori într'adevăr foarte mici. 

Să calculăm şi î20, avem: 

180, = —Fb/El = — SI /2Exymaz = — 1400. 100 /2,2,1. 10%. 10 = = — 0,0133 

valoare care justifică aproximaţiile ce s'au făcut la stabilirea formulelor. 

Aplicația Nr. Gt. O O grindă de secţiune constantă, simplu rezemată la extre- 

mităţi, este încărcată cu sarcinile verticale concentrate F,, Fe, etc. Să se găsească 

săgeata maximă (îi. 252). 

Suprafaţa momentelor de pe întreaga grindă dată de sarcina F, este: . 

3 (Fi ab:/) = 3 Fa ab 

iar de toate sarcinile va și 
1 

Du = 3 > Fiabi 

Momentul static a stupraleţei momentelor dat de sarcina F, în raport cu 

reazimul din dreapta este $ + Fi as bi: (Îl + b.), iar pentru întreaga grindă: 

Si = $ E Fiaibi (| + b;) 

Pentru grinda noastră avem condiţiile A |A 

că pentru -z=0 şi z=l să avem şi v=0, 

deci 

1
.
 
L
—
.
 

A   - 

ip 0, — 8 00 = — Du /EI ai 

18 0e = Sa/EI 
| Tigura 252 

    
  

din care deducem și: 

Lig 0, = — Su/EL. 

Aşa dar, avem înclinarea grinzii la cele două capete ale sale. 

Expresia săgeţii într'un punct oarecare al grinzii va fi: 

E = zig 0; — Szo/EI 

Săgeata va fi maximă acolo unde îg0=0, deci în secţiunea în care: 

Do = EI 30 a
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De aci determinăm pe-z, adică secţiunea în care săgeata este maximă. N'avem 

decât să scrim expresia lui Szo în această secţiune și avem valoarea exactăa 

săgeţii. , . . 

Se poate [ace şi un calcul aprozimaliv însă mai ezpeditiv ca precedentul. 

Să presupunem că avem o singură sarcină pe grindă la distanţele a = al, 

b= fl, aşa îelcă a+f=1șia>f (fig. 253). 

Avem: 

Du = 3Flaf , So =$FEaf(i +6) , ELt800 = Ss/l= Poz 

Suprafaţa momentelor până în dreptul sarcinei F este F a2b/21, iar până 

în dreptul secţiunei z, Dozși ele sunt în raportul q2/z2, de.i: 

F a? /2 a?l = 2ox/a2 = Ss/l a? 

de unde deducem pentru secţiunea cu săgeata maximă: 

în= ef= Va + 5) 
Când sarcina este la mijlocul grinzii, a=f=4 şi rezultă $mn=-4, iar 

când sarcina este la limită, pe reazimul din dreapta, a=1,f=0 și rezultă 

îm = 1/V/3 = 0,577. 
Aşa dar, oricare ar [i poziţia sarcinei pe grindă, secțiunea în care are loc 

: , săgeala mazimă se găsește în intervalul 
|: a 0,577 1 — 0,5 L= 0,077 1, măsurat dela mij- 

locul grinzii, deci într'un, interval foarte mic. 
  Z ; = Secţiunea în care aven săgeata mazimă și 

4 |. - : u . .. . - [e O — poziția forţei, se găsesc de aceiaşi parte aţă ! 1. de mijlocul grinzii,. , A 
, Practiceşt - 

Figura 253 şte „nu se face o eroare apre 
ciabilă, dacă se ia ca săgeată maximă , săgeata dela mijlocul grinzii. , 

Eroarea maximă ce se face, când am avea o singură sarcină pe grindă, foarte aproape. de o extremitate, este de 2,5%. Sarcinile de o parte și alta a mijlocului grinzii apropie secţiunea în care are loc săgeata maximă de mijlocul grinzii. Pentru sarcini simetrice ea coincide cu mijlocul grinzii, 
Pentru aceste consideraţiuni şi pentru faptul că în jurul maximului y sunt mici, putem lua practiceşte dr 

mijlocul grinzii. “ 
Să o calculăm. 

ariaţiile 
pt săgeată maximă, săgeata dela 

Când sarcina este la dreapta mijlocului grinzii, adi 
ăgeţii la mijlocul grinzii este: - 

_p=FPB(33—4 A) /48 BI 
iar când este la stânga, adică pentru aZO;: . 

v= FE a(3—4 a2) /48 EI. 
Săgeata totală va fi egală cu suma celor două expresii 
Când avem o singură sarcină la mijlocul grinzii, avem: 
_ | mar = Fl /48 EI, 
Din expresiile de mai sus se vede că: 

(29) R = ZFa(8— 4 a2) + ZFB(3 — 4 f2) 
este o forţă concentrată care aplicată la mijlocul grinzii, produce aceeași săscată iu această secţiune, ca şi sistemul de sarcini F. dat ” o 

că pentru A Z 0,5, expresia
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In expresiile de mai sus vom grupa sarcinile așa ca să avem totdeauna a 

şi ZO. - 

Ezemplu numeric. Fie o grindă de 10 m deschidere cu sarcinile din fig. 25%, 

Avem: 

  

  

  

  

3000.02 (3—4.0,23:= 1704. | 

5000.0,5 (3 —4.0,52) = 5000 P | Fa 
' 

8000.04 (3 —4.0,42) = 7352. |. | 

1000.0,3 (3—4.0,32) = 792 A A 
po —— n 2 n me fai 3 

R= 15048kg | pm _ 

Aşa dar, forţa R = 15,048 4, apli- Figura 254 

cată la mijlocul grinzii produce în ” » 

această secțiune aceeași săgeată. ca şi sistemul de sarcini dat. , 

Aplicația Nr. 65. Să se scrie ecuaţia axei detormate a grinzii din fig. 255 

pentru o sarcină F care ocupă o poziţie dată. Presupunem deci a şi f daţi. 

Pentru secţiunile dela stânga sareinei avem i 

F Szo= Fabat/6al=$FPBE 

Q-00 ar 02 03 04 05 06 a2 af oa şi deci v are expresia: 

FF | ara va = FEB Ea (1 + 6)— €]/6E1. 
| | 

  

  
  

                

SI TI iar pentru secţiunile dela dreapta 

| L i sarcinei - ! 

| va=FEa€' [B(1-+a)—E'2]/6 EI. 

9 PS sa8z 93: . a o. „a 
38 s $ 3 a a 3 Ş 3 S 3 zE ad 3 3 iar în dreptul sarcinei săgeata 

, . este: 

„Figura. 255 v = Pa?f2/8 EI. 

In fig. 255 s'a presupus d= 0,7, B= 0,3, şi 's'au calculat: coeiicienţii 

BE fa (1 + A) — £2] din 0,05 1 în 0,05 1. Săgeata maximă are loc pentru £= 0,55. 

si se vede că ea diferă de cea dela mijlocul grinzii cu 1,2%. : 

|F 
> 

  Aplicația Nr. 66. O grindă formată 

ca în fig. 256, dintr'o cornieră cu aripi 

egale, suportă o sarcină F la mijlocul 

ei. Cu cât se lasă sarcina în jos? 

Sarcina fiind verticală, axa momen: 

tului face cu direcţiunile principale ale 

secţiunii unghiuri Ax. Momentele după 

cele două direcţiuni principale vor îi: 

Ma FIVE şi Mp = —FIAV2 

Aşa dar, asupra grinzii putem pre- 

supune ca după cele două axe prin- 

cipale acţionează două forţe egale cu: 

  

  

F/Vă : ăi Figura 256 

„ Săgeţile sunt respectiv a 

. = FB/A8E la V2 

w= FE/A48E Im V2
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+ 

săgeata totală j va avea valoarea dată de relaţia: 
j2 = 2 fe sp2 

sau 

j=Fe Vi 1/1 48.V3.E 
Această săgeată este normală pe axa neutră deci face unghiul 6, cu axa Oi. 

Componenta pe verticală va îi egală cu proiecția celor două componente ale 

săgeţii pe verticală deci “ 
| vy = FRI9/96 E Lya Izi | | 

c) Integrarea grafică a ecuaţiei diferenţiale a axei deformate. 

"“La curbele funiculare s'a stabilit ecuaţia:: 
HI dy / da =—p 

care s'a integrat. Cu alte cuvinte am găsit pe y în funcţie de z și p; 

cu ajutorul unui poligon funicular. 
- Dacă se compară această ecuaţie cu: 

- E Ido [da =—M 

se vede că sunt absolut identice. 7 
Prin urmare, aza deformată a grinzii o vom găsi cu ajutorul unui 

poligon funicular, luând ca încărcări suprafaţa momentelor, iar ca 

distanţă polară pe EI. Deci, chestiunea este complet rezolvată. 
- Avem de făcut următoa- 

| momentelor MI . zel b ai: , 

curte rele observaţii. Suprafaţa 
momentelor se măsoară în 

kg cm. cm = kgcem?, EI în 

kg cm?, deci în aceleaşi uni- 
tăi. 

Distanţa polară EI, este 
o cantitate foarte mare, așa 

că poligonul funicular iese 

foarte întins și deci săgețile 

foarte mici. Dacă distanţa po- 
lară se reduce la E1/n, atunci ordonatele curbei funiculare vor îi 
de n ori mai mari. Dacă scara desenului pentru lungimi este 1/n 
şi dacă luăm distanţa polară EI/n, atunci ordonatele curbei funicu- 
lare vor fi de n Ori mai mari, deci pe desen le vom avea în ade- 
vărata lor mărime. -: " 

  

“a 

d9,|dt,     
                    

  

Figura 257 

Ecuația diferenţială a axei deformate este de ordinul al doilea 
și necesită două constante de integrare. 
pentru diferitele cazuri Îixăm cele două constante. Grafic este tot 

a ca] | , ia de închidere o vom trasa așa ca 
săgețile la capete să fie nule (fig. 257) ş. a. m. d. 

Am văzut analitic cum
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daia PE 
| In construcţii se întâlnesc grinzi cari nu au I constant pe toată 

o | ... , . . o. . . . 
ungimea lor. Analitic e greu de integrat, căci pe diferite intervale 

trebue să modificăm A/ în consecinţă, luând valorile 1//EI diferite. 
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Yigura 258 

Aci e mai simplu. Luăm pentru diferite porţiuni de grindă 

distanţe polare EI diferite, după cum se arată pe fig. 258. 

9. Lucrul mecanic acumulat de grinzi prin încovoiere. 

Plecăm dela formula fundamentală stabilită pentru un element 

de volum și care este: 

dL = pare dV/E 

în care în loc de dV punem dO. dz. 

Notăm cu dL lucrul mecanic acumulat de elementul dz de 

d L/da = pare 40/ E 

integrarea făcându-se pe toată suprafaţa secţiunii. Dacă în loc 

aloarea sa dată de formula lui Navier, avem: 

d L/dae = ţ M2 cos?6/ EI 

grindă, deci: 

de II punem v 

(30) 
sau 

(31) 
Am avut însă: 

L=4 [. ME: cos?5.dz/EI 

co = M cos5/EI
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şi deci 

(82) L=4 (, A cos6. w. da 
9 . 

sau încă 

(33) L= 4 j, Elodaz=4 (, EI (420 /da) dz 
o Z 

Când 5 =0, atunci primele formule se reduc la 

(31), (92) O OL=şAPaz/EI =4 fAL o da. 

Așa dar, am exprimat lucrul mecanic în funcţie de forţele exte- 
rioare (A), sau în funcţie de deformația barei (e și d2p / da?) sau 
în funcţiune de ambele. 

Aceste formule se pot stabili şi direct. pr 
Rotirea, w = Mcos6/EI; are loc în Jurul axei neutre. Momentul 

care produce această rotire este proiecția lui AI pe axa neutră, 
deci cos. | 

Lucrul mecanic este produsul între moment și unghiul de rotire. 
Pentrucă w creşte liniar cu AM, suprafaţa “lucrului mecanic este 

un triunghiu şi deci vom multiplica expresia de mai sus cu fac- 
torul 3. Acestea toate au loc pentru un element de grindă de 
lungime 1, pentru lungimea dz, vom avea .: 

(30)  dL/de = A cos?6/EI, 

ecuaţie stabilită anterior. 

10. Dimensionarea grinzilor la încovoiere. 

De fapt aceasta este adevărata problemă care ni se "pune şi anume: dându-ni-se momentul încovoictor Și rezistenţele adimi- sibile, să găsim secţiunea care satisface acestor condițiuni. Am avut I = M/W, şi deci W = M/X, deci chestiunea e să găsim secțiunea care are un JW dat, Se o Problema pusă aşa are o infinitate de soluţiuni. Numai pentru secţiunile care depind de un singur par . ametru, precum pătratul și cercul, avem o singură soluţie pentr ucă pentru cele: 

Wa şi W= + 20 73, 

Aceste secţiuni însă nu se pre a întrebuinţează decât în cazuri speciale, . 
:
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Pentru toate celelalte secţiuni, care depind de doi:sau mai mulţi 
parametri, li se pune condiția ca să fie economice, adică W .cerut, 

să, se realizeze cu cea mai mică secțiune practicește posibilă. 
Pentru secţiunile dreptunghiulare de lemn, pentru care W =3bh?, 

se pune condiţiunea ca, dintr'un arbore de 

  

        

, u E , ——2— 

secţiune rotundă, să se scoată dreptunghiul i 

cu Wmaz (fig. 259). Dacă se ţine cont de 

condiţia D2 + 2 = d2 se găseşte h =b|/2 /. 

care ne dă W =+4hî V h 

şi deci D= 3 | / 

In practică raportul h/b =V/2 se ia 

aproximativ egal cu 1,5. Figura 259 

Aplicația Nr. 67. O grindă de lemn este supusă la un moment încovoietor 

de 800 kg m și rezistenţa admisihilă este STa = 80 kg / cm?. Avem 

W = M /Xa = 80000 /80 = 1000 em:. 

deci b = Vă = 311000 = 1hh cm, h=15b = 20,4 cm. 

Aceste dimensiuni se rotunjesc respectiv la b = 15, h = 20 em. 

IV cerut de calcul, adică IW = M/%a, "poartă numele de W 

necesar, iar cel realizat din rotunjirea . dimensiilor poartă numele 

W efectiv. Va trebui deci ca W, = We.. Pentru a fi acoperiţi, când 

nu putem realiza această egalitate, vom rotunji aşa dimensiile, încât 

să avem We > Wn. 

In cazul nostru se întâmplă că + b h2= 415.202 = 1000 cm, adică, 

Ve = Wn. 

Pentru grinzile de fier, cărora prin laminare li se pot da 

diferite forme de secţiuni, se obţin cele mai economice grinzi, atunci 

când materialul este așezat în secţiune cât mai departe de axa 

neutră. Aşa sunt făcute grinzile în I sau (. In tabele, pentru 

diferite profile, se dă valoarea lui W. 

Aplicația Nr. 68. Fie o grindă de oţel moale supusă la un moment încovoietor 

AI = 50 tm, cu o rezistenţă admisibilă de Sa = 1400 kg /em?. 

Avem In = A1/%a = 5000000 /1400 = 3570 cm?. . În tabele găsim profilul 

I Nr, 55 care are Ie = 3610 cm?, In acest caz rezistenţa efectivă va fi 

Se = M/WWe = 3000900, /3610 = 1385 lg/em:, 

Dacă am îi luat profilul imediat mai mic, adică Nr. 50, care are 1V = 9750 

cms, rezistenţa ar îi fost de 1818 kg /em?, deci mult. peste rezistenţa admisibilă 

impusă, de 1490 kg/em?.
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La dimensionarea grinzilor intervine şi deformația lor şi anume, 

ni se -impune ca săgeata mazimă să nu fie mai mare ca v = 1/n, în 

care n pentru grinzile de fier este cuprins între-500 şi 900... , 

Să presupunem .că avem o grindă simplu: rezemată, încărcată 

cu o sarcină uniform distribuită. 

Avem 

N = M/W =plh/16 1 

p=5pli/384 EI 

Din cari scoatem 

h =Xnl/4,8 E 

In aceleași condiţii, pentru o sarcină concentrată la mijlocul 

grinzii, avem: 

h = nl/6 E 

Dacă în aceste două cazuri, k este mai. mare decât valorile in- 

dicate aci, p este mai mic decât cel ce ni s'a impus. Dacă este mai 

mic, atunci dimensionarea se va face pe baza deformaţiei, dedu- 
când ] ce corespunde. 

Aplicația Nr, 69. O grindă de 8 m deschidere, este încărcată cu o sarcină 
de p= 3t/m. Să se găsească fierul J, care să satisfacă: Sta = 1400 kg/em? 
şi săgeata să fie 1/900 din deschidere. . 

Avem: 

M= pl =5.3.82 = 24 im. 

1Wn = A1/%a = 2400000/1400 = 1712 em2, 

2 4 91 7 A . eius - pentru care corespunde I Nr. 421 cu WWe=1740 cm? și are înălţimea h= 42,5 cm. 
Inălţimea trebue să fie, presupunând E = 2,1.106 kg /em2? 

h = YU nl/4,8 E = 1400.900.800, /2,1.10%.4,8 — 100 cm... 

Aşa dar, cu profile ] nu se poate realiza în acelaşi timp Snaz=1400 și v= 1/900 
din cauză că cel mai mare profil este Nr. 60, cu / = 60 em, ” 

Aşa dar, renunțăm de a avea 9e = 1400, vom avea o rezis 
însă cu v = 1/900 = 0,89 cm. E 

Din p=5plh/38% EI, deducem: I=5p I/38% Ev, care ne dă: 

tenţă mai mică, 

I = 5.30.8001,/384,9,1.10%.0,89 = 85.500 cmi 

la care corespunde profilul I Nr, 55 care are 1 = 99.180 cmi, şi 1We = 3610 cm 
Deci dacă condiţia de săgeată e satisfăcută, aceea a rezistenţelor nu; acestea: 
sunt mai reduse. In adevăr We == ” = 2400000,/3610 = 665 kg /em2,
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Observaţia I-a. 

Dacă ne-am impune v =1/700 şi Sa = 1.400 kg/em?, cu 

E = 2,1.106 kg/em?, atunci rezultă pentru grinzile de fier, în cele 

două cazuri: a unei sarcini uniform distribuite şi a unei sarcini 

concentrate la mijloc: 

h 1 [1098 =1/10, şi h = 1/128=1/12. 

Pentru grinzile pe cari le alcătuim pentru a satisface condiţiei 

de deformaţie, luăm în regulă generală 

= 1/8 —1/12 

Observaţia II-a. 

In cazul când secțiunea este slăbită cu găuri de nit sau bulon, 

atunci se va ţine seama de această slăbire, luându-se W al secțiu-. 

nii nete. - 

Aplicația Nr. 70. Exemplu de alcătuire de secțiune. Să presupunem că secţiunea 

unei grinzi este supusă la un moment încovoietor, 

AM = 800 tm, şi ni se impune Sa = 1400 kg/em?. . 280 

Avem “ 

  

i 

720. 120 

5 

  

      

Secţiunea o vom compune din o inimă, patru cor- 

niere şi nişte platbande (îig. 260). . : 

Să presupunem că deschiderea grinzii este [ =16m, 

înălţimea k indicată în figură o luăm 1/40 = 1,6 m. 

- Toate elementele secţiunii se solidarizează între 

ele cu nituri de 23 mm %. 

Momentul de inerție al inimei este: 

Dh3 (42 = 1,2.1603/12 = 409600 cmf; 

se admite că niturile, prin diverse îmbinări, slăbese 

inima cam cu 15%, deci: momentul de inerție al 

Tr = 40000000, /1400 = 28570 cms. “ . [ 

wm 

R 

    
-inimei este 

1; = 0,85.409600 = 348160 cm“. 

Să găsim momentul de inerție al cornierelor. Dis-: 

tanţa, dela centrul de greutate. al. cornierei. până la 

axa neutră, este 80 — 3,44 = 76,56 cm, şi momen- 

tul de inerție va îi 4 (39% + 29,7.76,562) = 697900 -cmi. 

In secţiune cad niturile indicate.pe figură, al căror moment de inerție trebue 

scăzut. Avem &.2,3.1,3 (79,352 4+ 752) = 142600 cmi, deci . 

Ie = 697900 — 142600 = 555300 cm 

  

Figura 260 

„Aşa dar, inima şi cele patru corniere au un moment de inerție net: 

Io = Ii + Le = 348160 + 555300 = 903500 cm“ 

căruia îi corespunde Wo= 2 Io /h = 1129% cm3, deci cu mult mai mic ca cel
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ce ni se cere. Mai adăugăm platbandele indicate în figură. Dacă notăm cu d 

grosimea totală a platbandelor, vom avea: 

I= Ip ++ d [+ 26)9—3]/42= Io + 3b5(h+ 5 

neglijând termenul + b 65, care este mic în comparaţie cu ceilalţi. 

In acest caz . 

W = (o + 385 (he + 52 /( n + 5) 
Dacă notăm VW —"W, = 4 W, atunci avem: 

6 = HA WV/[b (n + 6)2—2 1] 

care se rezolvă prin încercări, luând în partea doua a ecuaţiei pentru 6, ca primă 

valoare, 6 = 0. Dacă lăţimea brută a platbandelor este 280 mm și dacă se scad 

două găuri de nit, avem lățimea netă b=298—29.9,3=— 93,4 cm, AW= 

28.570 — 11.294 = 17.276 cm. 
Rezolvând' ecuaţia de mai sus — calculele făcute cu rigla — ne dă succesiv 

pentru 6 valorile 5,1 cm, 4,74 cm, 4,76 em. Vom lua patru platbande de câte 

12 mm grosime deci în total 4,8 cm, . 

Ă Pentru această grosime, cu ajutorul formulei de mai sus, se găseşte 

We = [903500 + +7 23,4.4,8(160 + 4,8)2]/(% 160 + 4,8) = 28600 cm? 

deci sensibil egal cu cel cerut. 

Momentul încovoietor pe grindă variază după curba momentelor, așa că 

acolo unde momentul este mai mic, putem suprima din platbande. 

In aceste condițiuni dacă 1 este momentul rezistent al grupului format 

din inimă şi corniere, WV, al grupului precedent cu câte o platbandă, 1, al aceluiaşi 

grup cu câte 2 platbande, etc., atunci ele pot suporta următoarele momente: 

Vo = 11290 cm? suportă un A = 158 tm 
1, = 15630 „, » A = 219 tm 
Va = 19960 ,, . > Al = 280 tm 
4 = 24300 ,, . > AM = 340 tm 
Va = 28600 ,, » 1 AI = 400 tm 

Aşa dar, pe regiunea din grindă pe care momentul încovoietor este mai mic 

decât 2958 i este sutieientă secţiunea ce corespunde lui 1, pe regiunea pe 
care < M < 219 e suficientă secţiunea ce corespunde lui VP. ş.a.m.4. 

11. Grinzi făcute din materiale cari nu ascultă | 
de legea lui Hooke. ” 

La aceste materiale legătura între rezistenţe și deformaţiuni 
este dată de relaţia: e =9%"/Ec. Şi pentru aceste corpuri, la 
încovoiere, se admite ipoteza lui Bernoulli. Chiar admițând această 
simplificare, formulele ce rezultă sunt aşa de complicate, încât și 
pentru aceste corpuri se admite legea lui Ilooke. Rezultatele 
evident nu sunt exacte şi atunci 'se fac corecţiunile necesare 
potrivind rezistenţele admisibile în consecinţă.
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B) Grinzi făcute din materiale neomogene. 
Grinzi de beton armat. 

1. Generalităţi. 

Și pentru aceste grinzi, la încovoiere, se admit cele două ipo- 
teze: a lui Ilooke şi Bernoulli. 

In baza celei de a doua ipoteze, rezultă o axă neutră, în jurul 

căreia secţiunea se rotește cu unghiul w, încovoierea specifică. 
Vom avea deci: 

e =oy. 

La secţiunile neomogene ale grinzilor, fiecare element de suprafaţă 
este caracterizat prin câte un alt E. Lungirile specifice în diferite 
puncte ale secţiunii vor fi: 

e =N/E , a =9R/E,, ete. 

și deci: 
N = Eoy , N = Esoy, ete. 

Dacă expresiile de mai sus le înmulţim și împărţim cu E, şi 

dacă notăm:: ” 
u=E,/E, na=E/E, ete. 

atunci avem: 
(1) X = Eoy, RN =mEoy, etc. 

Aşa dar, rezistenţele în diversele materiale cari se găsesc la 
o aceeași distanţă de axa neutră, sunt aceleași ca și când secţiunea 

ar fi făcută din materialul al cărui coeficient de elasticitate este E, 
multiplicate respectiv cu: m, n, etc. | 

Ecuațiile (1) ne dau distribuţia rezistenţelor pe secţiune și pe 
diversele materiale. 

Pentru a găsi poziţia axei neutre și valoarea rezistenţelor, vom 

„aplica cele două ecuaţii de echilibru și anume: 

[3 dO =0, [yd =M, 

cari ne dau respectiv: | 

(2) | fm yd? =0. (3) EoJnufPd2 =M. 

Ezpresiile de sub semnul sumei nu sunt decât momentul static 

și de inerție al secţiunii, ca şi când aceasta ar [i făcută din materialul 

al cărui coeficient de elasticitate este E, însă fiecare element de supra- 

față mărit de n na... ori, „după materialul ce compune fiecare 
+ element de secțiune. 

24, 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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In cadrul. acestei convenţiuni putem “scri: 

Jni yd? =S, frmuyptdO=I 

și atunci ecuaţiile (2) și (3), le putem scri: - 

(2) (3) 5=0, Eol=M 
adică tocmai sub forma care am avut-o la încovoicrea barelor cu 
secțiunea făcută dintr'un material omogen. 

Ecuațiile (1), în acest caz, -le putem seri sub forma: 
(1) N = My/I , N = My/I, ete. 

Aşa dar, ecuaţiile cari ne dau rezistenţele pentru acest fel de 
secţiuni, le-am adus la tipul secţiunilor omogene. 

Vom face câteva aplicaţiuni la grinzile de beton armat, cari 
au o întrebuințare curentă în construcţiuni. 

S'a mai spus că vergelele de fier băgate în beton, aderă de 
acesta și formează un monolit. | 

Intr'o secţiune transversală a unei grinzi de beton armat vom 
avea elemente de suprafaţă de fier şi de beton, 

Z "| supuse la tensiune sau la compresiune. 
// // Se admite că fierul are la tensiune şi compre- 

siune același E, a cărui valoare este: Ep=2,1.10 
hkg./cm?. Pentru elementele de suprafaţă de beton 

„supuse la compresiune se ia E, = 0,14.10% hg/cm2. îţe-e-e--e i! Peniru elementele de suprafață de beton, supuse 
4 la tensiune se ia E = 0, cu toate că betonul la 

  

    

      
Figura 261 tensiune, are 0 oarecare rezistenţă, care însă este 

mică în raport cu celelalte arătate mai sus, 
Dacă se raportează totul la secţiunea comprimată de beton, atunci pentru fier avem ” 

N= E,/ Ey = 15 

iar pentru secţiunea de beton supusă la tensiune avem n = 0, cu alte cuvinte ca şi când secțiunea de beton întinsă n In aceste condițiuni, armătura de 
a secțiunii grinzii. O secțiune supus 
prezenta ca în fig. 261.: Regiune: 
supus la compresiune, v 

“ar exista, 
fier se pune în regiunea întinsă 

ă la un moment pozitiv, se va 
a hașurată este formată din beton 

ergelele de fier, a căror secţiune totală este 27, vor fi supuse la tensiune, iar secţiunea nehașurată este formată din beton supus la tensiune. Așa se prezintă în genere o secţiune de grindă de beton armat. !
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In cele ce urmează vom nota cu 4 distanța dela axa neutră 

până la fibra de beton cea mai obosită, adică în care avem rezistenţa 

maximă 94, iar cu h distanţa dela centrul de greutate a secţiunii 

de fier, 9/, până la aceeaşi fibră. Cu b notăm lăţimea grinzii. 

In aceste condiţii rezistenţele maxime-9y, în beton şi- 9, în 

centrul de greutate a secţiunii de fier, după formula (1) de mai 

sus, vor fi: 

(4) ya My = nM by 

Dacă se împart între ele aceste relaţii și dacă se notează: 

(5) k =n9%/(nNo tr + 

se găseşte: . | . - , 

(6) y = hh ! 

Cu alte cuvinte, pentru niște rezistențe Is şi 9 date, raportul 

între y şi h rezultă. m ! 

Se mai obişnueşte a se pune: 

(7) 0; =o.bh 

în care caz g poartă numele de coeficientul de armare a secțiunii. 

Formulele (5) — (7) sunt generale şi le aplicăm la toate secţiunile. 

2. Secţiuni dreptunghiulare cu armătură simplă. | 

FIG se 'prezintă ca în fig. 261. Poziţia axei ncutre o vom găsi 

scriind S = 0, sau Sr— Se =0. 
" 

Avem: - o o 

N Sp şi Sh h—y) 
şi deci: 

bye —2 n 2 (h—y) =0 

Dacă ţinem seamă de (6) şi (7) căpătăm: 

2 —2 n e (4—h) =0. 

care ne dă: 

Ss „ȘI 

(8) k =n olV/2/m e 1—1] 

(9) p = 12/2 n (1 —h) =R%/29% 

Aşa dar, din (8) găsim poziţia axei neutre. De ecuaţia (9) vom 

fuce uz mai târziu. a | 

Acum putem găsi momentul de inerție care are valoarea: 

(10) Di 130 + n 9 (h—yP 

24*
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"E comod a da şi alte expresii pentru J. 
Avem: 

I =y- Se = 7-5 i 

şi: . 

Ve=le/Se=$yi ph jr =h—ty Sh (U—4A) 
şi deci: Aa 

I=n9; (h—y) (n— = n 9 2 (—R) (U—4h) 
11 (a) = 07 (39) 41209 4 —$A) 

Dacă ducem aceste valori în (4), căpătăm: 
DM = 2M/by (h—41y)=2 M/0h2 k (—1h) 12 | (12) = 1/9 (h— 3 9)> M/0y he U—38) =M/ble p U—şh) 

Aceste expresiuni putem să le serim și direct, luând momentul 
forţelor interioare în raport cu axele ce tree prin punctele de apli- 
caţie ale lui A, şi We. Avem într'adevăr - 

M =y, N = Yr N 

Dacă în locul lui X, şi N, punem valorile lor: 
N, = 10y9% 3 N, = 9 9, 

găsim tocmai relaţiile (12). 
Prin urmare dacă ni se dă M şi dimensiunile grinzii, putem afla rezistenţele din fier şi beton. 
In practică, în genere, ni se pune problema invers și anume, dându-ni-se momentul M, lăţimea b a grinzii şi rezistențele 9%, şi 

X/, din beton și fier, să găsim pe h. Odată găsit A, din relaţiile (9) 
“și (7) găsim pe Oy. | 

In aceste condițiuni relaţiile (5) şi (9) ne dau direct valorile 
lui A şi e. aa 

Dacă aceste valori le introducem în ultima relaţie (12) şi dacă 
notăm: 

(13). a =1/e (1—$R) 9%, 
găsim: | 

(14) h=a UPA 

Având pe e şi h, relaţia (7) ne dă pe 0; Cu ajutorul acestor 
formule s'au întocmit tabele, cari pentru valori date ale lui N, şi 
JI, ne dau direct valorile lui k, e şi a şi cari înlesnesc foarte mult 
proiectarea secţiunilor,.
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Aplicația Nr. 71, O grindă de beton armat, lată de 40 cm, e supusă la un 

moment încovoietor de 8,& tm. Rezistenţele admisibile fiind, ST = 50 kg/em2? 

și SU/ = 1200 kg /em?, să se dimensioneze grinda. Avem: 

k = n Ss/(n To + 9) = 15.50,/(15.50 + 1200) = 0, 385. 

ARSA — 40,385 = 0,872 

o = k 95 /2 ST =0,385.50,/2.1200 = 0,008. - 

02 = 1/9 (1—3 k) Sp = 1/0,008.1200.0,872 = 0,1195 .. a = 0,3457 

= a Vâ1/7b = 0,3457 V/840000 / 40 = 50 cm 

Şi apoi: 
Op = pbh = 0,008.40.50 = 16 cm? 

Secţiunea de fier o vom face din vergele ce se găsesc în comerţ, Vom lua 

522 mm a căror secţiune totală este 2 = 19, 01 cm2: 

(fig. 262). i . 

Dela centrul de greutate al fierăriei, până la mar- ZZ Z 

  

  

ginca betonului, luăm o distanţă de circa 3,5 em, aşa că 

înălțimea totală de beton este de 53,5 cm. Fiindcă am 

luat fier mai mult decât a reieşit din calcul luăm 

„pentru înălţimea grinzii 52 em, aşa că avem: 

h=59—35= 48,5 cm. 

Să: verilizăm această secţiune. Avem: 

= = 10.485 = 5022 , 
o 24/b h = 19,01 /40.48;5 0,0098 Figura 262 

n e = 0,0098.15 = 0,147 

a
r
 

    

    -1o-0--0--0--0|-- 
  

l
i
n
 

48
5 

k=ne Vi? pFI—1] = 047 VIRAT FI — = 0,415 

y = kh = 0,415.88,5 = 20,1 cm, h— 3 y = 48,5 — 720,1 = 41,8 cm 

d = 2 M/by (k— 3+%)= 2.840000,/40.20,1.41;8 = 50 kg /em? 

| Xp = M/O7 (h— 9) = 810000 /19,01.41,8 = 1057 kg/em?, 

Rezistenţa în fier este mai mică decât cea impusă, pentrucă am luat o sec- 

ţiune mai mare ca cea dată de calcul. . 

Cantitatea de fier în kg/m3 de beton, dacă 7,85 t/m:, este greutatea 

specifică a fierului, va îi: 

7850.0,0098.48,5/52 = 71,7 kg /m8. 

3, Secţiuni dreptunghiulare cu armătură dublă. 

S'a văzut că pentru nişte rezistenţe date și un moment: dat, 

rezultă o anumită înălţime de grindă. Suntem adesea obligaţi de 

a micşora această înălțime; în acest caz rezistenţele vor” creşte. 

Rezistenţa în fier o micșorăm mărind secţiunea 2; cea din beton
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nu 0 putem micșora decât adăogând fier în regiunca: comprimată 
a betonului; In acest caz avem așa zisele grinzi dublu armate. 

Calculul lor se face după norma indicată mai sus. 
Avem (fig. 263) 

(15) o = by + n89, (y—h); Se = n9y (h—y) 

Dacă ținem. scamă de (6) şi notăm: 

3 O = op bh 
căpătăm: . 

(16) - + 2n (e+ 'o)hk—2n (9+ p'h'/h) =0 
ŞI ÎN | 
  (7 k=n (ore) IVIT PPTDOȚ CEEEFL—) 

Având pe k avem tot ce ne trebue, adică Ye Yb Yr şi Î cure 
are valorile: | 
(18) : I=îbf+ n 97 (7 — + n 2 (—y 

SD ur Se sf (h—39) + n 2, (y—h) (n) 
Introducând aceste: valori în ecuaţia (4), găsim pe 9, și 9, și 

a; deci putem verifica secţiunea dată a grinzii. 
VIII In practică se pune problema invers, și 

: //// anume să găsim dimensiunile secţiunii. 
In cazul general se dă d, h, MM și XX, 

rămânând să se determine O, şi 97 
Se ajunge la soluţie pe mai multe căi, Una 

  

  
  

  
  

    

      

    

nl e s-.-.- din ele, aproximativa însă, este și următoarea. 
; ! In loc de a determina 2", se determină o 

' a 1, 2 : - Fiura 263 alta, care aplicată la 2y dela axa neutră, > ”. 
să ne dea în raport cu această axă, acelaşi 

NV , z . . . > moment. Noua secţiune o notăm 9; adică o considerăm în 
funcţie de 2, armătura întinsă. Ea satisface deci relaţia: 

Dacă ţinem seamă de (6) şi (7) și introducem aceste valori în 
(15), căpătăm': | 
20 +2 + înk ewp—nge (1—h) =0 (20) : snk € 

care ne dă: n, on 

(21) p=3 (2php—k9u)/n 93 

"Dacă aceste valori le introducem în expresia lui 7 din ecuaţia 
(18), săsim tocmai pe ] dat de ecuaţia (11), dela primul caz și anume: 

(1). In OMU RU) =02 no U—R)U—3h).
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Dacă se urmează calea. dela primul caz, se găsesc ecuaţiile (13) 

şi (14). In rezumat, din (13) și (14) deducem pe g, iar din (21) pe v 

şi deci problema este rezolvată. . | 

“O metodă mai generală şi exactă este următoarea: se ia momentul 

tuturor forţelor interioare, pe rând, în raport cu două axe, ce trec prin 

centrul de greutate a celor două secţiuni de fier. Vom avea: 

M =4iby (h— 39) Nr pe 82", (h—h) 

M = —t by (y—h) o + Xa 2 (h—h) (22) 

ecuaţii, ce le putem utiliza sub această formă. Dacă ţinem seamă că: 

| 9/9 = n (y—)/y şi Rp / to = n (h—9)/y 

atunei putem să le punem sub forma: 

- (3) o = [M /bl2 Su + 3 h(g R—h [hk/n (i—h /h)U—k) 

o! = [AL /0h2 Iu — y k(l—g B)k/n (U—h' /h(k—h' /h) 

Aplicația Nr. 72. Să luăm chiar cazul aplicaţiei Nr. 27, în care necesităţi 

de construcţie ne cer h = 40 em. Să determinăm deci pe 9; şi 2. 

“Prima metodă. Din ecuaţia (14) deducem: ! 

1/a: = M/blt = 840000/40.40* = 13,125 

iar din (13) , 

 e=1/a(i — % K) 9, = 13,195, /4200.0,872 = 0,01253 

Așa dar: . E 
Op = gb h = 0,01253.40 x 40 = 20,05 em? 

Din (21) deducem: | a NR 

| p=3 (2.0,01253.1200 — 0,385-50) /4.13.0,01253.50 = 0,864 . 

Dacă luăm pp = 3 cm cum y = Rh = 15.40 cm, din (19) deducem: 

07 = 2yp21/3 (9 —h') = 2.15,40.0,864.20,05/3 45,40 — 3) = 14,33 em? 

A doua metodă. Avem: | 

Mb. = 0,2625 , h'/h= 3/10 = 0,075 | 

3 pe (3 Ku 710) = 40,885 ($ 0,385 — 3/40) = 04010267 | 

RU $1) = 0467796, Da 

o= (0,2625 + 0,010267).0,385/15(1 —0,075)(1 — 0,385) = 0,01232 

e! = (0,2625 — 0,167796).0,385/15(1 — 0,075) (0,385 — 0,075) = 0,00848 

Ceea ce ne dă: E ta 

Op == 19,72 em? şi - 2'/ = 19,58 em? 

Diferenţele se explică prin aceea, că prima metodă este aproximativă, însă 

mai expeditivă, pentrucă poate utiliza tabelele întocmite pentru secţiunile cu 

armătură simplă.
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4. Secţiuni în T simplu armate. 

Sunt foarte des întrebuințate. | 
Au forma din fig. 264 şi 265. In genere la aceste secţiuni se dă b și d. 

- În calcul, în cazul celor două figuri se ia pentru I valoarea cea 
mai mică, dată:de următoarele relaţii: 

ba Dd+2bi +; baril; bre 

bd; bl; bLţo+ib 
  

  

  
  

          

  

  

      

  

  

      

: d i 
i | i 

ZE EN (2 Z | 
i 4. i i | ' di r-62- Ad, i & 7 | 

Z 
Figura 264 Figura 265 o 

în care 1 este deschiderea grinzii, iar e distanţa între axele inimilor 
grinzilor. Se mai recomandă 

ga>gi bi3a 
In calcul nu se ţine seamă de racordarea între inima grinzii Şi placa de deasupra, ci se are în vedere o secţiune ca cea din fig. 266. 
Pentru verificarea rezistenţelor e nevoie de poziţia axei neutre. 7 Dacă axa neutră cade. pe placă, 

adică dacă y<Ld, atunci veriţi- 
carea 'se face ca în cazul secţiu- 
nilor dreptunghiulare. 

| Când cade pe inimă — ca în | figură — se face aproximaţia, ne- 
glijindu-se partea comprimată a betonului de pe inimă, adică de pe regiunea bp (7 — d). 

Avem astlel: 

Se = bd (y—+d), S, = n2y (h—y) 

    

    

Figura 266 

-din cari scoatem: 

y = (n 2, h + + bd?) /(n 2/ + bd) 

Valoarea lui / este: 

40 UP 9— 00 + no —y2 
= 04 (n (y—40—d (49 —$9]
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E comod, în acest caz, a utiliza distanţa y,, a cărei valoare este: 

(24) ge adu —10/0y—d 
cu ajutorul căreia avem și N 

(23) I=38d (y—3d) yr ni (h—9) ur 

Introducând aceste valori în (4) avem: 

(25) N = M/yr 2 Su = My/1 = y9%/n (h—y) 

Aşa dar, putem verifica o secțiune dată. 

Pentru proiectare luăm y„=h—sd şi din relaţia (25) 

deducem valoarea lui 2/. Prin urmare ne trebue valoarea lui A. 

Dacă în prima ecuaţie (4), punem valoarea lui 7 din (6), dacă în 
expresia lui I facem aceleași înlocuiri și dacă se notează: 

(26) | p = (+ Fk) d/2k + M/b4d 3%, 

atunci h este una din rădăcinile ecuaţiei: 

h2 — ph + d2/3k =0 

In practică ne mulțumim cu valoarea aproximativă. 

(27) h= p— Sk h= p—d2/3k p 

Aplicația Nr. 73. O grindă de beton armat în T e supusă la un moment 

încovoietor de 50 tm, şi are b = 1,20 m, d= 12 cm, cu N5= 50 kg /em? şi 

9; = 1200 kg/em?. Se cere h şi %/. 

Avem: ” 
k = 15.50/(15.50 + 1200) = 0,385 

p = (1 + 0,885) 12//2.0,385 + 5.000.000/120.12.50 = 90,9 cm 

i d? /3k = 122/3.0,385 = 125 

care ne dă ke = 90,9 —125/90,9 = 89,5 = 90 cm,. 

Op = 5000000 /1200 (90 — 4:12) = 49,6 em? 

Vom lua 1092 25 mm cu 2; = 49,09 cm2. Să verificăm această secţiune. 

Avem: 
n £27 = 736,35 , 

y = (736,35.90 + 3120.122)/(736,35 + 120.12) = 43,6 cm 

n = 90 — 12 (43,6 — 3.12) /(2.43,6 — 12) = 84,33 cm 

9, = Mur 27 = 5000000, /84,33.49,09 = 1208 kg/em2 

ot = y 9//n(h—y) = 43,6.4908 /15.68,1 = 51,7 kg /em2, 

Rezistenţele sunt puţin depăşite, pentru că secţiunea de fier s'a luat ceva 

mai mică decât cea reieșită din calcul,
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In cazul când lăţimea bg a inimei nu este neglijabilă, atunci se 

ţine seama şi de compresiunea de pe inimă, ca în fig. 267. 

In acest caz: 

(28) Se 00 (yd) bo (yd; Sin 0 (h—y): 
cari ne dau: | 

(08) Bon D+(6—0o) d] y— (n Ole -t (000) d] =0 
Din aceasta găsim pe y şi apoi avem pe ]: 

(29) I = Sp —(b—d6) (y— d] + n 2 (n—y 
= bd [h (y— sd) —d (y — d) + q] 

în care s'a notat: 

(30) q > boly — d(h — ay — 3d)/bd 
Proiectarea secţiunii necesită calcule mai multe. 

Dacă valoarea lui / din (29) o 
punem în (4), ţinând seamă și de 

4 
j | 

4(///(AM | (6), se obţine aceeași ecuaţie în d, 

d] 

  

  

      
  

      

a | analoagă ecuaţiei (27) şi care” este: 

Rr e e-o- mereee amr ad (31) h = p— (3d? + 9)/kh 

Figura 267 » care prin încercări ne dă valoarea 
lui h. 

- Ca primă valoarea a lui h luăm pe aceea dată de ecuaţia (27). 
Această valoare introdusă în ecuaţia (31) pusă sub forma: 
(32) Rh? — kph + d + q =0 

nu dă partea doua egală cu zero ci cu A. 
Corecţiunea lui h o facem cu ajutorul formulei: 

(33) Ah=—A /I2 h— p+2q/(y—d) + q(1/k:—3)/(h— ay —3d)] 

Ne mulțumim, foarte adesea, numai cu prima corecţiune. Având 
pe h, avem pe y deci pe y,, care cu ajutorul formulei (25) ne dă pe 9. 

Aplicația Nr. 74. Să luăm cazul aplicaţiei Nr. 29, în care ă Juam ! C presupunem bo = 50 
cm. Prin metoda aproximativă, s'a obţinut ke = 90 cm. Ace c stui h îi corespunde; 

h —zy— d = 70,45 
q = 4 50.22,652.70,45/.120.12 = 628; 1/7 — i = 9964 

A = 0385.90: — 0,385.90.90,9 + 1192 + 628 = Gr48 

y = 0,385.90 = 34,65; y—d = 22,65; 

Aceasta ne dă: 

"A h = — 644,8 /0,385 [2.90 — 90,9 + 2.644,8 /22,65 + 644,8.9,264 /70,45) 

= — 10 cm, deci h = 80 cm
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Repetăm același calcul pentru h = 80, şi găsim Ah = — 1,992 —2 cm. 

Dacă mai repetăm încă odată calculul cu k = 78 cm, găsim: A hk = 0,02, 

Aşa dar înălțimea este 78,02; noi vom lua h = 58. Acestei înălţimi corespunde: 

y=30,03; £ y=10,01; ye=? [by — tobe) (y—d)9]/(by*—(b—bo) (y — d)?] 
= 22,2 cm; gr = h—y + yc = 70,17 cm ; 9; = 5000000 /70, 17. 1200 

= 59,5 cm? pentru care luăm 10 325 mm = 61,58 cms, 

Deși exemplul luat este cam exagerat, se vede că influenţa inimii asupra lui h 

este de circa 13%. 

Din examinarea aplicaţiilor 73 şi 74 se vede, că în metoda aproxi- 
mativă avem nevoie teoretic de 49,6 cm? fier, iar în cea exactă 

de 59,5 cm?, deci de un surplus de 9,9 em? fier, sau 9,9 x 100. 
0,00785 = 7,77 kgr fier pe metru liniar de grindă. In schimb 

în metoda exactă facem o economie de beton: 

(90 — 78). 50.100 = 0,06 m3/m. 

Soluţia cea mai economică, nu este aceea care are malerial mai 

puţin, ci aceea ce costă mai puţin. După preţurile metrului cub de 

beton şi a kilogramului de fier, se vede care este soluția cea mai eftină. 
Se poate face dimensionarea secţiilor și pe baza unui calcul 

de economie, care însă e mai complicat. 

5. Grinzi de beton făcute cu fiare profilate. 

De multe ori, în loc de vergele de fier, se întrebuinţează fiare 

profilate. Calculul se face exact ca la grinzile cu armătură simplă, 

cu deosebirea că în expresia momentului de inerție trebue să ţinem 

seamă şi de momentul de inerție al fierului profilat. Dacă 1, este 

acest moment de inerție, atunci'la va- 

loarea lui 1 dată de formula (10) sau 

(11), se mai adaugă această valoare. 

Vom avea deci 
I+ n; 

La vergele s'a neglijat momentul de 

inerție al vergelelor în raport cu cen- |.————4 

trele lor de greutate, fiindcă sunt foarte "Figura 268. 

mici în raport cu Î. 

O altă deosebire este că în loc de a lua rezistența fierului în 

centrul de greutate, o luăm în punctul cel mai obosit, adică la 
distanța h, — y. cum se arată în fig. 268. 

La vergele se neglijează aceasta, pentrucă distanţa dela centrul 
de greutate a fierăriei până la punctul cel mai obosit este mică. 
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Și la: vergele este bine să ţinem seamă de. aceasta, în cazul când 

ele ar fi așezate pe mai multe şiruri orizontale și când distanţa 

dela centrul de greutate al fierăriei până la punctul cel mai obosit 

ar da diferenţe apreciabile pentru valorile lui %;. 
"Dacă aplicăm formulele (4) la acest caz, găsim formula (6) sub 

forma: 

(6) y = hi 

Dacă se urmează exact aceeași cale ca la grinzile cu armătură 
simplă, şi dacă se notează: 
(7) 2; = a bl, 
şi oh he 
se găsește: 

(8) k=n A 2 (1 — e/lu)/n d + l— 1] 

și | - (9) a = h2/2.n (| —hk— e/h,) 

Având pe k, avem pe y şi deci și I, a cărui valoare este: 
(10) I = 30 + n 2 (h— 9 + n 

și deci putem verifica rezistenţele într'o secțiune ale cărei dimensii 
sunt date. 

Pentru proiectare chestiunea este mai dificilă şi o vom rezolva 

prin încercări, punând 'pe I sub forma: 

(1)  I=nQh [(1—hk—e/ha) ( (1— I—0/h9 +8 23 

în care. . | 

2 = 1//2p 

Dacă notăm 

(13) a%=(1—e/h)/9 e [(l—k—e/h) (t—4 l—e/ha)-+-i2/h2,) 

atunci găsim formula: 

(44) | = a VIP 

Se vede că o expresie mai simplă pentru h, este greu de dat 
şi de aceea s'au pus formulele sub forma apropiată primului caz, 
pentru a putea rezolva problema prin încercări. 

Aplicația Nr. 75, Să presupunem că facem o asemenea grindă, cu fiare 7 

așezate din 100 în 100 cm şi că momentul ce revine acestei porţiuni este 8 tm. Să 

presupunem că ni se impun YX/= 1200 hg/cm?, și 9 = 40 kg/em2. „Avem: 

R = 15.40/(15.40 + 1200) =; VA /f=89,5
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Presupunem pentru o primă aproximaţie: e = 0, i= 0, şi avem: 

a = 1/82.9.15 (1 —4) = 1/0 i 

= 180/1200 (1—3)(1—3)=0, 253 .*. a = 0,503 

h, = 0,503.89,5 = 85cm , 9/= 45. 100,/180 = 25 cm?, 

Profilul I, care are o secţiune imediat superioară, este Nr. 18, care - are 

elementele: | 

Ip = 1450 cmi, 9 = 21,9 cm, i2 = 52cm?, e= 9cm. 

Pentru h, luăm valoarea găsită în calculul anterior şi avem e/lu = 0,3,; 

i2 / h2, = 0,0256. Refacem calculul și găsim: 

gi = 1,/32.2.15 (3 — 0,2) =-1/426 

"a2, = (1 — 0,2) 126/1200 | (4 — 0,2) (3 — 0,2) + 0,0256] = 0,242 

a=0, 492 ha = 0,492 X 89,5 = 44; D=. 100/4126 = 34,9 cm? 

Profilul I cu secţiune imediat superioară este Nr, 22 care are elementele: | 

1; = 3060 ems, Op = 39,6 cm?, . în = 77,27 cm?, e=1l em, 

Luând pentru h, valoarea 4& cm,.avem | 

„e/h= = „0,25; î/h = 0, 0399 - 
N 

Refacem_ calculul şi găsim: 

= 1/32. 2.15 (&—0, 25) = 1 43,5 

a? = (1 — 0,25) 112 2.5 p1200 [(3 — 0,25) (8 — 0,25) + 0,0399j = 0,2297 

a, = 0,479; = 0,479.89,5 = 43; Op = 83.100, /412,5 = 35 cm? 

Soluţia este găsită pentrucă din acest calcul ne-a ieşit 2/ = 35 em?, iar din 

cel precedent 34,9 — 35 cm. 

Ne fixăm la profilul I Nr. 22 pentrucă în tabele nu avem un profil cu: sec- 

ţiunea 35 cm2. In acest caz rezistenţele vor fi mai mici ca cele indicate. Pentru 

a le mări vom micşora pe hu până una din cele două rezistenţe 9T/ sau Ip ajunge 

la limita indicată. Prin încercări ajungem la hu = == 40 cm, pe care o vom verilica. 

„Avem: | - 

n pi = 15.39, 6/40.100 = 0,1485; e/h = 11,740 = 0,275. 

Din formula (8) găsim: e 

_k= 0,8387 , y = 1355cm, h—y= 15, 45 cm, ha—y = 26,45 cm 

1 = $100.13,55% + 15.39,6.15,452 4+ 15.3060 = 270.616 

gty = 800000.13,55 /270.616 = 40,1 kg/em? 

90 = 15.800000.26,45/270646 = 1174 kg /em?. 

Prin urmare, secţiunea cu profilul I No. 22 şi cu hu = 40 cm satisface 

problemei puse. 

Rezistenţa în centrul de greutate a fierăriei este 686 Ig /om?, care se vede 

că diferă foarte mult de rezistenţa maximă.
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6. Cazul general. 

In toate cazurile de până acum, s'a presupus că axa momentului 
coincide -cu o axă principală a secţiunii de beton armat, așa că 
direcţiunea axei neutre sera cunoscută. 

Când axa momentului diferă de o axă principală a secţiunii, 
atunci va trebui să găsim și direcţiunea axei neutre, deci Și sec- 
ţiunea de beton comprimat. | 

Principial problema se rezolvă astfel: Se ia pentru axa neutră 
o direcţiune arbitrară și din ochi, dacă e posibil cât mai aproape 
de realitate, pentru a micșora numărul încercărilor. 

Se determină față de această direcţiune poziţia axei neutre 
punând condiţia S$. = S. Se poate afla apoi poziţia centrului de 
greutate al secţiunii, —ceca ce nu este necesar — prin care să 
ducem axa 0y, normală pe axa momentului. 

Dacă direcţiunea aleasă pentru axa neutră ar Îi cea bună, 
atunci ar trebui ca momentul centrifugal al secţiunii în raport cu 
aceste două axe să fie nul, adică să avem Jz yd = 0, adică mo- 
mentul cantităților d? în raport cu axa Oy, să fie nul. Facem 
verificarea. Dacă nu este nul, atunci direcţi 
bine aleasă. Incercăm cu altă direcţiune. 

a axei neutre nu este 
Să presupunem că pentru 

o direcţiune obţinem hay iar. pentru altă direcţiune Ice 
Pentru a găsi o direcţiune apropiată vom interpola între cele 

două precedente. | , 
Problema în genere este dificil de tratat 

de obiceiu pe cale grafică. 
a . SINE . Se alege cum s'a spus mai sus o direcţiune arbitrară pentru axa 

neutră. a 
Se împarte regiunea comprimată a betonului în făşii paralele cu această direcţiune şi se construește un poligon de forţe cu suprafețele O, 2u, .... (fig. 269). 
Se face acelaşi lucru și cu suprafeţele de fier, considerând în' cen- trele de greutate ale vergelelor suprafeţele: Rp, NOD... ; evaluate 

la aceeași scară ca. şi Suprafeţele de beton. In poligonul forţelor, de o parte a unei origini 0, așezăm suprafețele 02, 2... iar de 
cealaltă parte, a aceleiaşi origini,: suprafeţele NA 
ordinea depărtării lor dela presupusa fibră de beton 
care are rezistenţa maximă, aş 

N dop. .., În 

comprimat 
a cum se arată în figură. Prima rază 

polară și deci prima latură de - poligon funicular, reazimă pe ele- 
mentele de suprafaţă 2, și O. 

analitic şi se tratează.
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Intersecţia celor două laturi de poligon funicular fixează poziţia 

axei neutre, fiindcă pentru aza care trece prin acest punct de inter- 

secţie, avem într'adevăr Se = Si. Am determinat astfel şi secţiunea 

de beton comprimat, păstrând în poligonul forţelor numai atâtea 

elemente, câte sunt dela 42y până la axa neutră. 

Centrul de greutate se găsește evident pe axa neutră. Am putea 

să-i găsim: chiar poziţia lui, dând altă orientare elementelor 1. . - 

și, cu ajutorul unui nou poligon funicular, să găsim o nouă axă 
> 

pe care se găseşte centrul de greutate și deci, la intersecţia cu axa 

precedentă, să găsim chiar poziţia lui. N'avem nevoie însă de aceasta. 

Trebue acum -- 

verificat dacă di- Sof a P2it 87 8 dr 

recţia aleasă este. == /, 0 
. - ._ Se 

conjugată direc- Vi 

$ 

  

    

  

     ției normale pe 

     

direcţia momen- 

tului. 
na o ma aa 

Laturile pri- 

mului poligon fu- 
nicular,  prelun- 

gite până la axa 
neutră, ne fixează 

pe aceasta seg- 

mentele y 12, 

etc. 

Dacă cuaceste . ar St 
Ă 

7 A Ă 

elemente — care N Ca 

formează un po- Figura 269 

ligon închis —di- 

rijate după normala la direcţia momentului şi aplicate respectiv 

în centrele de greutate ale suprafeţelor 2..--, construim un nou 

poligon funicular, atunci segmentul interceptat între laturile extreme 

de poligon funicular — paralele în cazul nostru — multiplicat. cu 

distanţa polară, ne dă fy2d2. 

Pentru ca această expresie să fie nulă, trebue ca laturile extreme 

de poligon funicular să se suprapună. Dacă nu se suprapun, cele 

două axe nu sunt conjugate. Să presupunem că distanța între 

laturile extreme de poligon funicular la prima încercare a fost b. 

Facem o nouă încercare, cu altă direcţiune, ca mai sus şi păstrând 

aceleași distanţe polare obţinem altă distanţă b, şi aşa mai departe. 

.
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Dacă dintr'un punct oarecare 0 ales arbitrar luăm, pe direcţii 
paralele cu direcţiile astfel încercate, distanțe OB =), 0B,=b, 
ete., punctul B fixat în acest mod descrie o 'curbă oarecare. Direcţia 
axei neutre, care satisface problemei, va fi aceea pentru care b=0, 
şi va fi dată de tangenta în O la curba descrisă de punctul B. 

Dacă avem două încercări cari ne dau punctele B şi B, ca în 
“figură, pentru a treia încercare și în majoritatea cazurilor pentru 
direcţia definitivă a. axei neutre, ne mulțumim cu direcţia tan- 
gentei în O, la cercul ce trece prin. BOB. 

In acest mod se găseşte direcţiunea și poziţia axei neutre. 
Se determină apoi I în raport cu această axă şi unghiul 6, ce îl 

face axa neutră cu axa momentului și aplicăm formulele ce rezultă din formula generală X = M cos6.7/I.
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XVIII. DETERMINAREA REZISTENŢELOR LA 
GRINZILE SUPUSE LA FORŢE TĂIETOARE. 

_1. Generalităţi. 

În acest: caz, rezultanta tuturor forţelor se reduce la o forţă 

cuprinsă în planul secţiunii, adică la o forţă tăietoare. 

"Experimental se realizează acest caz, supunând o bară la două 

forțe egale și de sens contrar, normale pe axa piesei. Pentru ca 

tăierea sau forfecarea piesei să se poată executa, trebue ca forţele să 

fie puţin desaxate. Un exemplu practic ni-l dă tăierea barelor de 

metal cu ajutorul foarfecii (fig. 270). 

Din cauza desaxării forţelor se produce neapărat un .moment 

încovoietor, așa că practicește nu putem | 

realiza fenomenul simplu de forfecare. 

In secţiunea noastră, se vor desvolta niște 

rezistenţe S aşa fel, ca i 

fădo=T .   
“Rezistenţa S o descompuneni în două 

componente &y şi 8: normale respectiv pe Figura 270 

axele Oy şi 0z. | | | 

Să presupunem că avem: numai forţa tăietoare T,. Vom avea 

evident: N 

(1) f d: dO = T; 3 f Su d =0. 

Rezistenţele S: nu se distribuesc uniform pe secțiune. 

In adevăr. Să presupunem că luăm un clement:de volum, ale 

cărui două feţe să fie conţinute respectiv în planul secţiunii și pe 

conturul barei (fig. 271). a Da 

  
25. 1934, Gh. Em, Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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rezistenţe 8. Atunci nici pe faţa conținută în planul secţiunii nu 

există rezistenţe 8. normale pe tangenta la contur. Așa dar, dacă 

în această [aţă există rezistenţe S ele nu pot [i dirijate decât după 

direcțiunea tangentei la contur, deci nu ezistă decât Sa. Aşa dar, în 

  

Figura 271 

vecinătatea  conturului, când 

conturul nu este supus la rezi- 

stenţe S, rezistenţele tangenţiale 
din secţiune sunt dirijate totdea- 

una după tangentă la contur. 

+" rSă' considerăm elementul de 

suprafaţă de pe contur, vecin 

tangentei la contur normală la 

Tae Pentru acest element SG, 

este chiar 8. și este nul. Cum 

ecuaţia (1) trebuește neapărat 

satisfăcută, urmează că 6. nu se 

distribuie uniform pe secţiune. 

2. Distribuţia rezistenţelor 5. pe secţiune. 

Ne ocupăm, bine înţeles, de cazul când conturul barei nu este 
supus la rezistenţe. 

Din elementul de bară de lungime dz, separăm un element de 
volum (fig. 272) mărgi- 

nit de planul AB A.B, 

paralel cu z0z, care 

conţine axa neutră a 

secţiunii, și de conturul: 

exterior al barei ABC 

ABC 
Să scrim ecuaţia 

de echilibru a acestui 

element de volum pro- 

icetând toate forţele 

după axa Ox. 

Pe faţa ABC avem 
o rezistenţă 9, care 

  
Figura 272 

7 4 T— . = . y ne dă o forţă N=/fanc XdO; pe faţa opusă, presupusă egală cu 
precedenta, și deci facem ipoteza că secțiunea barei rămâne constantă
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în intervalul dz, vom avea rezistenţa J-+dI. Rezultanta lor va fi 

dN = Jane dd. Celelalte rezistențe din faţa ABC dau forţe 

a căror proiecţie pe axa Oz este nulă. Pe conturul. ACBA, C, B, nu 
mai avem nicio altă forţă. Pe fața ABA,B, vom avea o rezi- 

stență 8, dirijată către — az, egală și simetric dispusă faţă de 
„muchia AB, cu. rezistenţa 5, din faţa ABC. 

Dacă AB =b şi dacă presupunem că 6. se distribuie uniform 

pe lungimea b, vom avea forţa — b8. dz şi deci 

IN = f AX dO = bă: da. 
După formula lui Navier, YI = dacă presupunem. sec- 

țiunea constantă, avem: ,. , | 

d = (y/D) dM = (y/]) Tdz | - 
şi deci: a | 

bă. =T f ydO/l | 

Insă, fyd2 nu este altceva decât mo- 

mentul static al suprafeţii ABC în raport Ne     
   

cu axa neutră și pe care-l notăm cu litera 

S. Deci e 

(2) bă ="TS/1 

Aceasta-i formula lui Jurawski. 

Se vede de aci, că legea de variaţie pe 
secțiune a lui G- este dată de variaţia ra 2 

portului S$/b. 
Observaţia 1-a. In cazul când am avea 

și o forță tăietoare T,, am calcula la fel 

pe 8. Când avem ambele forţe tăietoare, atunci avem evident 

  
E igura 273 

3=5,+%, 

Formula (2) stabilită este aproximativă, pentrucă am. presupus 

dela început că 6. se distribuie uniform pe lăţimea d. 

Observaţia 2-a. Am spus că în punctul B, de pe contur, G este 

dirijat totdeauna după tangenta la contur (fig. 213). Componenta 

acestei rezistenţe după axa Oy este &-, deci 

8 = 8,/cosg 

Dacă lucrul este așa, atunci în acest punct există și o componentă 

8, a cărei valoare este Sy=Btgo. i | 

Care-i valoarea lui G, întrun punct E de pe dreapta AB? Asta 

nu se poate ști. ' o 

23*
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Se admite pentru secţiunile pentru cari axa Oy este axă de 

simetrie, că rezultanta lui-G-şi 3, din acel punct, trece prin punctul 

de intersecţie, D, al tangentelor la: contur, duse prin punctele 44 şi 

a B.şi că deci: 

Gy =G. (ga 
în care ge, este unghiul EDO. 

Aşa dar, rezistenţa maximă 

G este în punctul A sau B,are 
“valoarea 

-(3) & = TS/)l cosg 

şi este dirijată după tangenta 
la contur.    

   

    

b—= Aplicația Nr. 76. Să presupunem 

că avem de-a-lace cu o secţiune 

- dreptunghiulară (fig. 274). 

| i „Adi, ' e= 0, deci: 

Y 
Figura 274 

= PT (Yh2—$ 92) 12 b/b2l2 = 1,5 (772) (U—4 9%] h2) 

Variația lui 6 este după o parabolă și are valoarea maximă în axa ncutră: 

Gmaz = 1,5 T/9 

deci cu 50% mai mult ca în cazul când am presupune că se distribue uniform. 

Aplicația Nr. 77. Pentru o secţiune circulară avem (fig, 275): 
9 

V=?r sinp; y=r cos; dy= —rsinedoe; s=f 2r? sin? o cos p de 
. . o - Pc. 

Il 
&,
 + î 
u - 3 G 

şi deci: „- 
Sfb = tr? sin e 

Dacă ţinem seamă că I=tart =A2Qr?, avem: 

8 =A4T sin? p/£2 

a cărei valoare maximă. este pentru om: 

* Gmaz = $ 7/0 A N 

   
        

  CER 
şi deci cu 33%, mai mare ca în cazul când am p izura 5 ——— 

e cc. 4 

considera T uniform distribuit. - 

  
  

Observaţia 3-a. Dacă ţinem seamă că avem 1 = 8,1 ro atunci 

formula (2) putem să o punem și sub forma: 

bă: = TS/yr Se = T7S5/yS 

In cazul când căutăm pe 6. în axa ncutră, avem: 
(A „n b5 = Tyr 

formulă comodă în special la calculul grinzilor de beton armat. -
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3. Deformarea prin fortecare. 

a) Deformarea secţiunilor prin foriecare. 

Rezistenjele 8. produc deformaţiunile “p. Aceste deformaţiuni 

sunt maxime în axa neutră şi nule acolo unde %:==0. Variația lui : y: 

va fi dată de variaţia lui S/b. 

O secţie verticală plană se va deforma ca în fig. 216. - 

Prin urmare, secțiunea plană nu Pi 
pr, 

      mai rămâne plană, căci există depla- 

sări u în sensul axci Oz, și cari sunt 

date de ecuaţia 

du /dy = y: = TIT s/ GI. 

In cazul unei secţiuni dreptun-: 

ghiulare avem: 

du /dy = 1,5 T- (4 —4 y?/h2)/G2 

și: u=1,5T-y(1— 2/2) )/Ga , 

Așa dar, secţiunea nu rămâne plană după deformaţiune, cu toate 

că la stabilirea acestei formule ne-am “servit de formula lui Napier la 

baza căreia stă ipoteza lui Bernoulli. 

Figura 276 

b) Deformaţia grinzilor prin foriecare. 

Din cauza rezistenţelor 5 se produc şi deformaţiuni ale grinzii, 

axa ei deplasându-se. . 

| | Să considerăm un element. de grindă 

PSR de dz. De pe fig. 277 avem: 

| | de =pdz. 
>= . , Ș 

al Nu putem găsi deplasarea decât cu 

Ficura 277 “ajutorul lucrului mecanic. 

Lucrul mecanic al. forţei tăietoare 

este: 4Tpdz, pe când lucrul mecanic interior este: 

4 fa av /G = [8 42 dz/6 = (T3/GE)ps: do date 

Egalând cele două pr şi iotând: 

    

(5) = (2/1). SID 
Găsim: 

și deci: 
do/dz =kT/G2 E 

aa
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Dacă derivăm această. expresie și ţinem. searăa -că dT/dz =—p, avem: 

(7) d/da: =—kp/GO 
formă sub care se prezintă orice deplasare. Integrând aceiași ecuaţie, avem: 

(8) 9 — do = (Ma — Mo) k/0GQ 
Din expresia lui A, se vede că aceasta este o constantă geometrică a secţiunii. | Si 
Determinarea lui k. 1€, Secţiunea dreptunghiulară. 
Avem: O = Dh, ÎI = dh, S= gh? (1 —4 g2/n2). 
Efectuând' calculele găsim k =1,2. 
Așa dar, oricare ar fi raportul între b și Ah, k păstrează o valoare constantă. 
2. Secţiunea circulară. Am avut: - 

S/ =3rsin2o , dO = bdy = — 2r2 sin? p, de 
și deci: - Ni 

ŢS240/p =. a.1.3. 5/2.4.6..3.8 
și ținând cont că: 

, D= şi 1, = tari, 
scoatem: A . 

ă „hk=10/9=1,1u.. 

Dacă am îi ţinut seama la calculul săgeţii şi de $,, calculul ar fi fost mai complicat și am fi obţinut 

k = 1, 186 = 1,2 

Aşa dar, putem lua pentru orice fel de secţiune k = 1, 2, 

4. Lucrul mecanic, 

“După cele ce s'au arătat până acum, avem: 
(9) dL/da = ŞT: y- =$k T3/GO =1G0 E /k 

Adică de forma tipică avută până acum: 

5. Comparaţia rezultatelor teoretice cu datele experienţelor. 
S'a văzut că la stabilirea formulei care dă pe &: s'au făcut oarecari 

ipoteze, cari au simplificat calculul, precum a fost de exemplu faptul 
că am admis că 8, se distribuie uniform pe lăţimea b. Coker, prin
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procedee optice, determinând deformaţiile unor plăci de nitroce- 

luloză, a găsit că pentru secţiuni dreptunghiulare, formulele stabilite 

mai sus sunt exacte, atâta timp cât hk < 20. Dacă h > 28, atunci 

distribuţia se face după o curbă care are două maxime în apropierea 

extremităților și un minim la mijloc şi de aceea el recomandă ca 

pentru k > 2b să se considere 6 uniform distribuit: pe secţiune 

(fig. 278). 

Pentru piese mici, precum buloane, 'nituri, pene, în practică se 

presupune că 3 se distribuie uniform pe secţiune. 

Pentru aceste piese, cari sunt foarte curente în construcţiuni de 

orice natură, există experienţe foarte numeroase, făcute chiar în 

  

împrejurările în cari ele au să lucreze, " 2 - 

. « . ş ZZ / așa încât nu are nicio importanță faptul 425 // / Z/// dacă cunoaștem sau nu distribuţia reală L— 

a rezistențelor, pentrucă limita lor de 

! P Ac 7// 

  

  

ruptură s'a stabilit presupunând %& 

uniform distribuit pe secţiune. TI Z// 

Rezistenţele admisibile se stabilesc 4-24 // 

pe acecași bază, adică: OP ///Z 

5=T/Q. | //Z 

Pentru secţiuni mari, vom calcula tot- 

deauna cu ajutorul formulelor stabilite. 
i =
=
 

  

        

Figura 278 

6. Calcului secţiunilor la forfecare. 

Secţiunile formate dintr'o singură piesă nu se calculează la for- 

fecare. Fiarele profilate sunt astfel dimensionate, încât rezistenţa 

Omazrămâne totdeauna sub rezistenţele admisibile. Chiar secţiunile 

de lemn, la cari rezistența admisibilă în lungul fibrelor este destul de. 

mică — 3 =10 hg/cm*—, în cazurile practice, satislac această 

condiţiune. | , 

Calculul pe baza rezistenţelor G intervine însă, atunci când com- 

punem o secţiune din mai multe piese. Pentru ca acestea să formeze 

trebuește ca lunecarea între diferitele elemente 
o singură secţiune, 

unii să fie împiedicată. Pentru a le solidariza 
componente ale seci 

între ele întrebuinţăm diverse piese auxiliare, precum nituri, buloane, 

pene, etc. . 

Ele vor trebui astiel calculate, încât să împiedice lunecarea 

pieselor componente ale. secţiunii între ele.
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Formula (2) ne dă valoarea rezistenţei la lunecare pe centimetru 
liniar de grindă. a, Ma . 

In cazul secţiunilor constante;: valoarea. forţei care produce 
lunecarea pe intervalul to — 2, şi pe care o notăm T,, este: 

. z E . a. + - a . ; 

(10) ri vă. dz= (5/1) ( Ă Tdi = S[M-—M]/1 
zo a za 

Dacă rezistenţa unui nit, a unui bulon sau a unci pene, ctc., 
este N, atunci pe intervalul 2 —-ay ne trebuesc 

(11) , n = TVR 
asemenea piese. - . 

Din formula (10), se vede'că fT7 dz este suprafaţa curbei forţei 
» tăietoare în intervalul z—zg. Dacă 

a —— voim ca fiecare “piesă de solidarizare: 

Doâiar i (ni pană, e!c.) să se încarce egal, 

Q 

  

=
 

vom împărţi această suprafaţă în n: 
3 părţi egale, sau ceea te este tot uha cu 

i __a_j a împărți. diferenţa Ma — Mo, în 
“i acelaşi număr de Părți egale, 

| Să se observe că Tuva fi positiv Ş > m atâta timp cât T este positiv, adică Ei „.. AM crește. Dacă AM ajunge la un |: maxim şi apoi scade, atunci T şi Ti 
schimbă de semn. Impărțirea su- 
prafeţei fT dz în părţi egale, în 
cazuri simple, se poate face şi prin 
calcul. 

      _S
 

T
U
R
.
 

  .
.
"
 

- Sa
 

i
 

/ , TA
 

o
.
 fo
 
p
a
 

A
 

Ci
 Ii

 
i 
A
A
 

e
 
M
e
 

  

    „|   :/
22

     Curba 4 

W
e
p
 
- 

. *   Să presupunem că pe intervalul 
2 — 20 =, Jorța tăietoare variază Figura 379 după o dreaptă, T liind nul în a 

- (ig. 279). - 
împart triunghiul în n părţi egale, se găsesc la distanţele a,, as.... de vârful triunghiului şi sunt date de relaţia: 

  

  
10. Ordonatele cari 

(12) a [= [2 => sefi = a/n 

Această. împărţire se poate face şi grafic cu ajutorul unui cere așa cum se arată pe figură, fără nicio altă explicaţie. 
20, Căpătăm exact acelaşi rezultat dacă împărţim Ma — Mo în n părți egale. 
Punctele de diviziune ale suprafeţei JT dz .se găsesc în dreptul abeiselor de pe curba momentelor — p arabolă: în acest caz — co-
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respunzând punctelor de diviziune ale momentului,' aşa cum se 

arată pe figură. Această metodă convine în :special în cazul când 
curba momentelor și a forţelor tăietoare sunt curbe -oarecari. 

Piesele de solidarizare se pun în dreptul centrelor de 'greutate ale 

suprafețelor astfel determinate. 

In cazul nostru, distanţa dela vârful triunghiului până la centrul 

de greutate al trapezului cuprins între: ordonatele i și i + 1, 'este: 

(13) 2 (03%; — a3;)/3 (a2;+1 — a2,) 

sau 

(13) Gr iri —i Vil2a/f /n 

In cazul când utilizăm curba momentelor, atunci penele se pun 

în dreptul abeiselor de pe curba momentelor, ce corespund mijlo- 

cului diviziunilor care împarte A2— Mo în n părţi egale, aşa cum 

se arată pe figură. Această metodă este aproximativă și dă pentru 

distanţa dela vârtul triunghiului până la pana cuprinsă între ordo- 

natele i și i + 1 valoarea: 

(14) a V(U+20)/2n 

Având în vedere că formula aproximativă (14); dă pentru 'po- 

ziţia penelor, distanţe cari diferă de cele exacte cu + 5,7% pentru 

prima pană şi cu cel mult + 0,48% pentru toate celelalte, în practică 

se întrebuinţează în mod indiferent una din cele două metode. 

In cazul când căutăm forţa de lunecare în axa neutră, atunci 

formula (10) se simplifică dând 

(5) 7 (0 A19/un = Nie— Ne 
şi în cazul când în origine Alo =0, deci Nu =0, rezultă: 

(15) 
Ti = Ni 

  

formulă de altfel evidentă. | 

Dacă 'din calcul ne. ese pentru 

grinda de lemn o dimensiune ce nu se 
    

  

                
găsește ușor în comerţ, atunci facem 

grinda din mai multe grinzi mai mici, E 

suprapuse. 

Pentru ca secţiunile să lucreze ca o Figura 280 

secţiune singură, trebue să împiedecăm | 

lunecarea lor. Aceasta se face cu ajutorul dinţilor sau al penelor, 

ca în fig. 280. | 

“In genere înălțimea penelor :şi a dinţilor nu se dă. „Pentru pene 

de ex., dacă înălțimea unei grinzi este h, atunci înălțimea pene se
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ia 0,3 h, iar crestătura în o grindă se face. de h,=—0,1 h. Lăţimea 

| penei se ia cam de două ori înălțimea ei. Cele două feţe laterale ale 

penei se fac uşor inclinate una faţă de alta, cam cu 1/10, ca să poată 

Ji înțepenite în grindă prin baterea cu ciocanul (lig. 281). 

Evident că ele se fac ceva mai lungi decât lățimea b a grinzii 

pentru a le bate din timp în timp, când lemnul scade prin uscare. 

În acest mod, în. cazul a două grinzi cu pene, înălţimea. totală 

a grinzii este JI =21 |. 
Grinzile se solidarizează între ele cu buloane al căror diametru 

d este cam O,Ll și cari se 
pun în intervalul dintre 

gr 01b ua = pen. In aceste condiţii, sec- 

țiunea cea mai slăbită este 

totdeauna în dreptul bu- 

loanelor, unde momentul re- 

zistent este W = (b—d) 1?, 

făcând aproximaţia că se 

Y//o = neglijează momentul de iner- 

ţie al părţii centrale înaltă 

Figura 281 de Ol h. 

__ Pentrucă lucrările de dul- 

gherie nu se pot executa cu precizie, în calcul nu se ia valoarea de 
mai sus, ci ea, se reduce precum urmează: 

pentru două grinzi cu dinţi se ia 0,8 1V 

  

  

    

ha
l e
 

  

  

      
  

  

x
 

    
Ţ 
i 

> 
“a 
  

» » p  vpene » 90,7 W 

)» trei » » dinți 5 90,6 W 

» » p » pene» »05W. 

In acest mod am dimensionat grinzile. 
În cazul a două grinzi cu pene, axa neutră fiind tocmai în 

spaţiul gol dintre grinzi, avem S/1 = 1,5/H, iar y, = 11/1,5. Dacă 
momentul maxim este M, formula (15) ne dă: 

Ti = M/y =15 M/II 

Rezistenţa unei pene este dată de rezistenţa suprafeţei de con- 
„tact între pană şi grindă, care este: 

R =—0Ah BN = bd 

Pentrucă penele se fac din lemn de esenţă tare, pentru 9 se 
ia valoarea rezistenţei în lungul fibrelor din grinzi. 

Numărul de pene se deduce numaidecât cu ajutorul formulei 
(11), iar poziţia lor cu ajutorul formulei (13).
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Aplicaţia.Nr. 78. O grindă simplu rezemată la ambele extremităţi, de 8 m. 

deschidere, suportă o sarcină totală uniform distribuită de p = 260 lg /m." 

Să se dimensioneze grinda, dacă 9ta = 80 kgr./cnt şi Ga = 10 hg/cm? şi 

să se solidarizeze secţiunile. ” 

Avem: | 

M = pl = 1960.82 = 2080 kg m. = 208000 kg cm. 

W = A1/9a = 208000, /80 = 2600 em3 

Dacă grinda se face din două grinzi cu pene şi dacă pentru fiecare grindă 

luăm h=0V2 și diametrul bulonului d= 2 cm., avem: 

IV necesar = IV /0,7 = 2600 / 0,7 = 3744 cm? 

şi + (b— 2) 2,12 2 b2 = 3714 sau b* = 371% [147 (1—2/5) 

care rezolvată prin încercări dă: 

b — 14,8% cm.; h = 20,3 em. 

valori pe cari le rotunjim la: 

h=20cm. și b=15 em. 

Să verificăm. secțiunea. | 

Avem: “= 9Ah=2em , W= + (b— d) [12 = 3822 cm 

 9te = MW = 208000/3822.0,7 = 77,1 kg/cm?, 

deci în limita impusă. N 

Să determinăm numărul și poziția penelor. | | , 

Avem: Ti = 1,5 M/H = 15 208000 /42 = 7430 kg, cu h=01l h=2ecm,. 

avem: R = 15,2.80 = 2400 kg și n= T1/R = 7430/2400 = 341. ” 

Pentrucă nu putem lua decât un număr întreg de pene, luăm n = 4. 

Poziţia penelor o fixăm cu ajutorul celei de a doua formulă (13). Cu: 

2 a/3Via= 2a/3> 94/32 = 1333m 

distanţele dela vâriul triunghiului “până la pana întâia, a doua, a treia, etc. 

vor fi: | 
_ Ă 

1,333 UV/1—0V/0) = 133m i 1333 2 V/2—1V1) = 24 m 

1,333 3V3—2V2=3t6n i 1,333 (4 V/a—3V/3) = 3,75 m 

-iar distanţele între pene, între extre- 
  

  

  

  

                                
       

  

  

mitatea grinzii și mijlocul ei, sunt  ţ220-? - aro ao 600 990 —pţo— 4270 

cele din fig. 282. . : 

Lăţimea bu a penci, se verilică (pi i —— 

la forfecare după un plan orizontal i i E 

AB (fig. 283), deci: pe 

Wb Ga= hab Xa . 

Pentru această forfecare se ia Figura 282 

Ga = 0,3 Da, 

deci: b, = lu /0,3 = 2 /0,3 = 6,67 cm, dimensiune prea mică; în practică 

luăm cam de două ori înălţimea penei, deci: b, = 12 em.
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Tut ca verilicare, trebue ca crestătuirile să nu provoace forfecarea după suprafeţele CD, C.D, şi EF (fig. 283), deci: 

Sa b (d—b)>bh, Ka ; 
a Sad (h—T 0) > dh Sa 4 

Rezistenţa  admisibilă 
în lungul fibrelor se ia 

Sa ==10 kg /em2 
şi cu îi ta 

* Xa = S0 kg/em2. 
Figura 283 * - | din. relaţiile de mai sus 

deducem: 

  

dh > 8th =8.2+ 
de > 8 hi +ib = 8.2 

Dacă se inspectează distanţele între pene, se constată că satisiac acestor condiţii. Dacă n'ar satisface, atunci se pun penele înclinat (fig. 284). Dacă nici aşa n'am rezolva chestiunea, atunci se modifică 'dimensiile grin Calculul se face absolut identic când soli- darizarea celor două grinzi se face cu ajutorul dinţilor sau altor piese speciale făcute din oţel. 

zii. 

  

e 
2 Aplicația Nr. 79. Grinzile metalice făcute L din mai multe piese, trebuesc solidarizate aşa - Ă , , x e Figura 284 

ca lunecarea unor piese față de altele să fie 
împiedecată. De exemplu la o grindă: în 7 | niturile orizontale, 'cari fixează grupul de corniere şi platbandele de inima grinzii, trebuesc puse la așa distanţă, încât lunecarea platbandelor şi cor- 

nierelor faţă de inimă să fie împiede- >= cată (fis. 285). . Crt 1) Dacă rezistenţa unui nit este -R, 
atunci el rezistă pe un interval oarecare 
a. Pentrucă distanţa între nituri este 
relativ “mică, putem considera T'— ct Figura 285 ..: pe intervalul a, și deci: 

n TIS TaSH=R 
< relaţie din care deducem pe a (distanţa între nituri). In genere | distanţa la care se pun niturile de obiceiu satisface aceste condițiuni. Cea mai întinsă aplicaţie o are această chestiune la grinzile de beton armat. Vom reveni asupra ei la calculul barelor supuse - la un moment încov și o forţă tăietoare. 

  

      

  

  

  

oietor



  

XIX. DETERMINAREA REZISTENŢELOR LA 
GRINZILE SUPUSE LA MOMENTE DE RĂSUCIRE. 

1. 

a) St 

Generalităţi. 

area rezistenţelor 

Și în acest caz, ne vom conduce după indicaţiile: pe care ni le 

dă experienţa. Să presupunem că avem o bară supusă la cele două 

răsucire, M,, egale și de sens contrar, 
N , capete la două momente de 

după axa piesei (fig. 286). 

Mai întâi se face observaţia, că dac 

stantă, nu este niciun motiv 

ca toate secţiunile barei să nu 

se deformeze la fel între cele 

două capete ale sale. | 

Din bară, printrun plan 

paralel cu axa ei, să sepa- 

răm o porţiune, ABC ABC. 

In faţa ABC neexistând forță 

normală N, nu vor exista 

rezistenţe Ia, ci numai re-. 

zistenţe &, pe cari le des- 

compunem după direcţiile 

Oy şi Oz. Să presupunem 

că planul ABA,B. este pa- 

ralel cu planul z0z. 

Dacă în fața ABA.B. 

ar exista o rezistenţă Il, 

» 

/ 
E | 

Figura 286 

trebue să avem 

ă secţiunea barei este con- 
= 

N 
N 
N       

  

4 
. 1 

=] 
! 

/ 
j 
/
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pentrucă rezistenţele din feţele ABC şi A,BiC, fiind egale și de 

sens contrar, dau după axa. Oy o componentă nulă. Cum relaţia 

de mai sus trebue să fie satisfăcută, oricare ar fi poziţia planului 

ABA,B,, rezultă: 
X, == 0 

Dacă am duce planul paralel cu 20y, pentru aceleași motive 

găsim: 
%, = 0 

Dacă în faţa ABA,B, ar exista și o rezistență 8, pentru ace- 
Icaşi motive găsim şi 

3-=0, | 

Pe de altă parte, dacă 

toate secțiunile se com- 
portă la fel în lungul 

barei, atunci și creşterile 

rezistenţelor în raport cu 
z sunt nule, deci: 

3... /9x =0... 

In "aceste condiţii, 

ecuaţiile (35) ale lui Cau- 

chy se reduc la: " 

(1) 23./ay + 28,23 = 
Aşa dar, rezistenţele 

Figura 287 Sy şi &- trebue să satisfacă 
acestor condiţii. 

  

b) Ecuațiile de detormaţiuni. 

Să presupunem că sub acţiunea momentului de răsucire sec- 
țiunea | se răsuceşște faţă de secţiunea II cu un unghiu oarecare 0. 

Dacă distanţa între cele două secţiuni este Î, atunci 0 /l=o 
și la limită, d0/dz =, poartă numele de răsucire specifică, 
Dacă în secţiunea I considerăm un punct oarecare A, acesta prin 
rotirea în jurul unui punct oarecare O, va parcurge drumul A A, 
(fig. 287). a cărui valoare este 

AA, =ro da 

dacă notăm OA =r. 
In deplasarea sa, punctul A parcurge drumurile u, e și s, pa- 

ralele cu cele trei axe de coordonate.
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Dacă notăm cu e unghiul y0A, avem 

y=rcosp ; z=r sing 

și deci: 

(2) dp=—zodz , d =yodz 

Însă 

(3) 3,=G yy=G (8w/ax-+2u/82)=G (y w+2u/92) 

3.=G y-=G (2 /dz + 2u/2y) =G (—z o+2u/2y) 

Dacă în ecuaţia (1) introducem aceste valori, căpătăm: 

(4) 32u 822 +- 3u /dy2 = | 

Prin urmare, deformaţiunile u în sensul axei Oz, trebue să sa- 

tisfacă ecuaţia (4). Din această ecuaţie rezultă că există deforma- 

țiuni în lungul axei Oz, deci secţiunile în genere nu rămân plane, 

ceea ce experienţa confirmă. | 

Din ecuaţia (3), mai deducem: 

5 38,/dy —2%-/8z =2Go - 

c) Ecuațiile de echilibru. 

40. Poligonul forţelor. În secţiune nu avem forţă tăietoare, deci 

rezultă: 

[Byd0=0 ; [8-40 =0 

Să ne ocupăm de prima ecuaţie. 

Ținând seamă de (3), avem: 

| foydQ + [3udQ/oz =0 

sau 
of do + (3/22) [ du d2 =0 

Am văzut însă dela început că. ez = IT, = N. = 0, deci corpul 

nu-și mărește volumul, ci ÎȘI modifică numai forma. Or, f du dd 

este tocmai creșterea volumului barei prin deformaţiune, și aceasta 

este nulă, Rezultă din expresia de ma: sus că şi: 

[yd =0. 

Analog se arată că şi fzd02 =0. Aşa dar, punctul O se găseşte 

în centrul de greutate al secţiunii. Deci, axul în- jurul căruia se face 

rotirea trece prin centrul de greutate al secțiunii
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20, Ecuația de momente. Ținând seamă - de (3), avem succesiv: 

(6) MI =feă—y5p) do 
M/G =—o 1» + (tz du /0y — y du /22) d2 

Relaţiile deduse până aci ne arată că dacă întrun mod oarecare 
am găsi expresia lui u, atunci avem toate cantităţile cari ne in- 
teresează. Aceasta depinde de integrala ecuaţiei (4) și care va diferi 
după natura conturului și forma secțiunii. * - 

Ezpresiunii momentului i se mai poate da şi altă formă. Să pre- 
supunem că avem o secţiune inelară a cărei grosime h, în diferite puncte, este variabilă '(fig. 288). Să presupunem că din această 

bară. luăm o lungime dz, 
mărginită la două plane 
meridiane. 

Pe feţele. sale se desvoltă 
nişte rezistențe S, arătate 
în. figură. Dacă scrim echi- 
librul “acestui element de. 
volum, proiectând toate for- 
ele după axa Oz, avem   "Sa ha = Ga ha 

“A
 i în genere 

"Gil; =ct 

  

Figura 288 aa “Dacă presupunem grosi- 
mile inelului. foarte mici, atunci & este dirijat totdeauna după tangenta la curba mediană, adică la curba care împarte în două grosimile inelului, Momentul rezistenţelor 3 în raport cu centrul de greutate, este 

dM = Gras 
dacă presupunem că de pe inel luăm o lungime ds. Aci r este di dela centrul de greutate la tangenta ] 
adică la &. a a 

Momentul total va fi 

stanţa 
a curba mediană a inelului, 

M = Sh fr ds 
, 

AC: DR 

*) Pentru acest capitol vom nota moment ul de 'răsucire cu A, fără indi- cele r pentru a nu complica scrierea inutil, -.. E .
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Or, frds este. dublul suprafeţei 2, „mărginită : de curba .me- 

diană, deci SC a 

(7) OM =25Qh 

Pentru un incl de grosime dk vom avea: 

(8) „  dM =2 96 dh 

Să revenim acum la o secţiune plină. 

"Sa arătat că dacă pe conturul unei 

secţiuni nu avem nicio rezistenţă, atunci 

rezistențele % sunt totdeauna dirijate - 

după tangentă la contur (fig. 289). 

Aşa dar, pe conturul secţiunii avem 

totdeauna 

(9) 5-/6y = — 2y/â3 

Să: presupunem că avem o funcţiune. 

  

Figura 289 

o de y şi z, aşa fel ca: 

(10) . 30/2y = » 2 p/9z = — 3, 

și în genere așa fel ca: . , 

UP. NE a 29/2 h=% 

adică, derivata după o direcțiune oarecare; să ne dia valoarea lui & 

ce corespunde acelei direcțiuni. - 

- Dacă se pun valosile din (10) în (9) se obţine o identitate. Deci, 

pentru conturul secţiunii, funcţia g este chiar ecuaţia conturului 

- secţiunii. - - 

Dacă valoarea lui 3 dh din (11) se pune în (8), avem 

(2)  .dM=22de 

2, Distribuţia rezistenţelor pe 

secţiune, Generalităţi. 

sa presupunem că într'un mod 

oarecare am găsit valoarea și 

direcţia rezistenţei G în fiecare 

“punct al secţiunii (fig. 290). Să 

| e _ considerăm o curbă închisă în în- 

teriorul secţiunii la conturul căreia 

rezistenţele 8 sunt tangente. 

  

  
Figura 290! 

26. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcțiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Dacă considerăm două curbe infinit vecine la distanţa dh, acestea 

mărginesc un incl și căruia putem să-i aplicăm ecuaţiile (8) și (12). 

Să presupunem că prin asemenea curbe am împărţit suprafaţa 
într'o serie de inele de grosime dh. 

Dacă integrăm ecuaţia (12) avem: 

M = 2-(0a pa — 2, 9) —2$ ed. 

Primul termen este nul pentrucă la limita superioară, adică pe 
contur, ep = 0. Avem de asemenea g, = 0, pentrucă dacă secţiunea 
este plină, gq, se reduce la un punct, dacă secţiunea este inelară, 
atunci și spre interior secţiunea este limitată de o curbă a =0. 

Așa dar, avem: 

(43) M =—2$ pd 
Prin urmare, dacă într'un mod oarecare avem funcțiunea e, atunci 

din formula (11) avem și valorile lui 3. 

a) Secţiuni circulare. 

Pentru simplificarea calculelor vom lua 
ca axă Oy direcţia razei ce pleacă din O, iar 
coordonatele z le măsurăm pe cercul ce 
trece prin extremitatea razei (fig. 291). 

In acest caz formulele (3) se pun :sub 
forma : 

  

  5 =G(wr + 2u/8z) 

„ =G 3u fer 

Pentrucă toate punctele de pe același cere de rază r, se defor- 
-mează la fel din motive de simetrie, avem: 

du /9 z =0,- şi deci și 9u/âzi =0 

Figura 291 (14) 

In virtutea xelaţiei (4) rezultă: 

32u for? = 0 
care ne, dă 

| | | u=Ar + B 

Pe conturul secţiunii avem 8. =0, deci dufor =A =0. Aşa 
dar, u=B=ct, dar cum pe de altă parte avem = 0, rezultă 
şi uz=0.
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Deci, la secţiunile circulare, secțiunile plane înainte de deforma- 

țiune rămân plane şi după deformaţiune. - 

In acest caz, formulele (14) ne dau: 

(15) 5, =Gor :, 8a=0 

iar din (6) deducem: 

(16) PE o =—M/G Ip 

și deci 

(17) 3, = — Mr/lp 

Dacă se notează 1p/rmaz = Wy şi făcând abstracţie de semn 

avem: . 

(15) Das. = M/ We. i 

Formulele (16) și (18) servă la dimensionarea arborilor circulari. 

Pentru deformația c se prescrie în genere:să nu treacă de.1/4 până 

la 1/5 dintr'un grad sexagesimal pe. metru 

  

    

  

de lungime de arbore. pm d i 

b) Secţiuni dreptunghiulare. Soluţia aproximativă. 3 
x 

Conturul secţiunii (fig. '292) e format $ 4 . 

din dreptele ” - Ş 

y=xih şi z=2X70. Ss, N 

Ecuația conturului este deci: | |       
  

(pe — 412) (6 — 409) =0. 
_ Familia de curbe care împarte suprafaţa 

dreptunghiului o vom presupune dată de 
  y 

Figura 292 

formula: 

(19) ph (pe 42) (2 —419) 
în care k este un factor constant şi în aceasta stă aproximaţia. 

Vom avea deci conform formulei (10): 

3, =2p/ăy =2Ry (2 —1b) 
d, = — 9p/8z = —9 ha (gp2 — 4 h2) 

Ne rămâne să determinăm pe k. 

Vom aplica fie ecuaţia (6) fie (13). Aplicând ultima avem: 

M = — 2 2 — 4 (22 —4 02) d =k 03/18 

deci: - 

k =18 M/2
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în care-am notat. 0 =bh. 

Aşa dar: o 
(20) 3, =36 My (22 ——4.09)/Q3 

== — 36 M z (2 — 4 h2)/093 
Am găsit deci distribuţia și valoarea rezistenţelor pe secţiune. 

Dacă admitem h > V, se "vede că rezistenţele maxime au loc 

respectiv “pentru y =0, z =1b şi y =4+h, z =0, unde au va- 
lorile: 

3, =4,5M/05,  %y =—4,54/01 h 
din care cea mai mare se vede că este 

(20) Omaz = Dzmaz. = = 4, 5 M/2 » 

Din examinarea formulelor de mai sus se vede că rezistenţele & 
sunt nule la „colțurile secţiunii şi maxime la mijlocul laturilor, deci 
în punctele cele mai apropiate de centrul de greutate al .secţiunii. 
Așa dar, secţiunea dreptunghiulară se comportă, cu totul altfel 
decât secţiunile. circulare. 

Se mai demonstrează, că „într un punct „oarecare al „secţiunii 
avem totdeauna: 

2 a -) 

o + 02 < O haz: 

Nu e nevoie de această demonstraţie, care e, chestiune” de al- 
gebră, e destul să se știe aceasta. 

Ne trebue să găsim unghiul %, adică răsucirea specifică. . 
Formula (5) ne dă , 

” Go =18.M (92 + 2 — 42 — 112)/Q2 
care n'are niciun sens, întru cât unghiul cu care; se răsuceşte sec- 
ţiunea nu depinde de coordonatele 'unui' punct de pe secţiune. : 

După această formulă, ar rezulta că muchiile barei nu se ră- 
sucesc de loc, pe când centrul de greutate se răsuceşte cu 

a =45M (be he ea 

ccea ce nu este exact. 

Determinarea lui 'w se face pe baza lucrului mecanic şi anume: 
se scrie că lucrul mecanic acumulat de un element de bară de lungime 
1 şi care este 4M w este egal cu lucrul mecanic: interior al aceluiași 

element de bară şi anume +) 5: d0/G, şi “deci! avem: a 

AM o = = 2 40 /G 

5 + în care 62 = 

1
9
 

s
s
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Dacă se pun valorile lui:$, şi G- găsite și se face integrala pe 

toată. suprafaţa, - se găseşte a 

4 
e 0 = [36 01/09]. le fi (32 — 400) + 22 (4 — 412)] 49 

“care ne dă: | | 

(21) o = 3,6 M (L2 + 1/6 o 

Se obișnuește a se pune această formulă sub forma dela în- 
covoiere, sau dela secţiunile circulare și anume sub forma 

(21) o M/Gl o 
în care I, este un moment de inerție convenţional cat” să ne dea 
aceeași deformaţie ca și formulă (21). Se observă că: 

| P= 02, = 
“și dacă se ţine seamă că: îi + i = ip 3 şi că ip O =1p, se capătă: 

| = 01/4332 In 

În practică se ia d: 

În = 92% /40 Ip 

după cum a: stabilit-o de Saint Venant. 

hd 
  

c) Secţiuni dreptunghiulare subţiri. 
  

Calculul se face ca mai sus, însă se pot face oare- 

cari simplificări chiar dela început (fig. 293). 
Din formula (5) se vede că în acest.caz 2%,/2y 

este relativ foarte mic faţă de 28/22, pentrucă . d. 

este foarte mic faţă de.h. 

Așa dar, avem aproximativ: 

23,/33 =—2G o 

          y 
Figura 293 

și deci: ” 
(22) | 5,.=—2Goz... 

Avem distribuția rezistenţelor G, ne mai trebue să aflăm pe o. 

In ecuaţia (8) introducem valoarea aproximativă a lui 2 =2 h z 
, şi deci ete 

i 
u =sGonţi pă = Gogu 

şi prin urmare: 

(23) o =3 N/6 2 pe 
Rezistenţa maximă în acest caz este 

(22,) o: %=38M/Qh
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d) Alte secţiuni. 
Calculul de mai sus ne permite să trecem la calculul altor secțiuni. Să avem de exemplu un fier L (fig. 294). Dacă la acesta se aplică „ecuaţia (8) și dacă diferitele dreptunghiuri îri care se poate descoim- pune secțiunea au lăţimile d, și secțiunea O, atunci urmând calea de mai sus găsim | | Ă 

(23) . =3M/G 3 0,p2 - 
iar valoarea lui 3 după formula (22) este 
(22) 5 =3Mhb/5 2,» 
și este maximă. la mijlocul laturei unde avem lăţimea b maximă. 

Aceeași formulă se aplică cornierelor şi fiarelor [. 

e) Secţiuni inelare închise oarecari.   Pentru calculul rezistenţelor & se întrebuin- - " țează formula (7) stabilită anterior. Figura 294 Ne rămâne de aflat valoarea lui w. Aceasta o deducem cu ajutorul lucrului mecanic. 

  

$3L o =f aa 2/4 6 o ne 
sau 

(24). o (0/4 22 G) fas/n 
Aplieaţia Nr. 80. Cari sunt rezistentele la răsucire la două sec una continuă și alta tăiată după o generatoare (fig. 295). La prima secțiune dacă raza medie 

este r și grosimea h, după (7), avem: 

ţiuni inelare 

5 = M/arh 

pe când la a doua, după formula (22), 
avem: 

  

3=3M /arh 
AA , a i 295 Deci, în al doilea caz, rezistența este Figura 295 de 6 ori mai mare pentru același M, 

"In privinţa deformaţiunilor, în primul caz avem după formula (24): 
o =3 M/arnG 

pe când în al doilea: | , ” - 

o=3 AM /arl3G 
deci de:3 r2/h2 ori mai *nare, pentru acelaşi moment M.
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f) Soluţia exactă pentru secţiuni dreptunghiulare. 

Soluţia dată pentru tazul acesta este” o soluţie aproximativă 

pentrucă, pentru funcțiunea g, sa luat una aproximativă şi care nu 

este exactă decât pe conturul secţiunii. 

De aceea s'au și observat oarecari nepotriviri mai ales la calculul 

răsucirii specifice o. 

Integrala completă a ecuaţiei (4), care va satisface pe contur 

ecuaţia (9), va fi soluţiunea problemei. 

Vom lua pentru funcțiunea u: 

(25) u=YZ 

în care Y şi Z sunt respectiv funcțiuni r numai de y Și z. 

Introducând aceasta în (4), căpătăm: 

Z (92Y /oxp2) + Y (822 /822) =0 

sau: 
(92Y /ay2)/Y + (8%Z/222)/Z =0 

Această ecuaţie este satisfăcută când fiecare din părţi este egală 

respectiv cu +- 0? și — a?, în care aste o constantă. 

Deci 

(26) ev fop—cY =0 , S7fot+raez=0 

care ne dă: | | 

Y =A shay +Achay , Z=B sinaz -+ B, cosaz. 

In centrul de greutate al secţiunii u = 0, deci A, și B, sunt nule. 

O soluţie a problemei este și u =—y 2, așa că o soluţie completă 

ar îi : 
u = A shay sinaz + Byz. , , 

Introducând această valoare în (3), avem: 

| %,/G = , (o + B) + Aashay cosaz 

| 3,/G =a(—o + B) + Aa chay sinaz 

Rezistenţele însă trebue să satisfacă condiţiile: 

5, == 0 pentru z = + 4b oricare ar fi y 

s,=0 pentru 1 = + 4h oricare ar Îi z 2 

deci trebue să avem: 

-y (+ B)+A a shay cos(+ ab) —0 

z (—o0+B)+A ach(ţ ah) sinaz =0
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Prima relaţie: este satisfăcută. :când:. B-= — o; cos(i ab) =0, 
deci ab:= a, 3,5 ae. 

Relaţia doua, în forma de ! mai sus, nu poate fi satisfăcută. Dacă 
însă luăm pentru u soluția mai generală: 

u=—uvyz + A shay sinaz + Aş s:3asy sin3az + Îmi seste 
care ne dă: 

&, ./G =—2 oz + A, a chay, sinaz + 3a4, ch3ay sin3az +, 
care pentru a satisface condiţia doua trebue să avem: 

az = (2/20) [A, ch(tah)sinaz + 3Asch(3 ah) sin3az +. . .] 
Se pot .oricând găsi coeficienţii constanți Ar Aa...: aşa fel ca această egalitate să subsiste în intervalul —3bSzS45 adică pentru unghiul az „cuprins între —! zSazSsir. 
Dacă se pune: 

ș (0?) A, chiş ah) = B, 
_ 3 (0? o)As ch(3 ah) = B, | 
atunci expresia de mai sus o-înlocuim cu seria Fourier: 

az = B sinaz + Ba sinaz oc... 
ai cărei coeficienţi B sunt: 

4/2 3 Bo =—4/a2 , Be =4/m.. 
De aci deducem pe Av Az... cari introduse în valoarea lui u ne 'dau: 

u/o = — ya + (8/a2z) [say sinaz/ch (+ ah). 
— - sh3ay sin3az/3?cl, (4 (4 ah) + 

Aceasta e soluţia dată de St. Venant. Se vede de aci, că în lungul barei există deplasări u, deci secţiunea se deformează. Având valoarea lui u, avem şi valoarea vezistenţelor, introducând "această valoare în (3):. 

5,/G o = /az) + 2 ay cosaz/ch (+ al) 
5./G w.=—2z + (8/az) E chay sinaz/ch (4 al.) 

In aceste expresii avem toate elementele 
răsucirea specilică. 

Determinarea lui o. Vom aplica ecuaţia (6) de momente, 

cunoscute afară de w, 

adică 

A =((3.—y0,)a0
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„Să efectuăm aceste însumări. a 

Avem: 

j2 G, 40 _G (os +32 Aaa) 

Jy T,dO =G o 32 (B—A)/ata 

în care: , 

= q ah) + (1/35) d (3 al) + 4/8) th (3 +. 

= (sah) Ur 1/30 41/54...) = aha 7492 

Dacă se ţine seamă că ab = şi dacă se notează: 

= 1 — 192 Ab/2%h 

atunci avem: | 

o = —3M/Ghbk =—3M/GOHR 

Valoarea lui k se calculează aproximativ în modul următor. 

Se observă mai întâi că cl (3 ah) = th(2ch/2b) variază între Oși 1. 

„Dacă se ţine seamă că: 

the = she/che = (e?— e Pe? e —P = 1 — 202? 

atunci avem: 

| tt /2b) =1—2e -ah/b 

Ceilalţi termeni « cari se împart cu 35, 55, etc. se neglijează şi deci 

avem: 
: A= =4- —9 2 cati 

şi prin urmare: | 

he = 1 — 0,63 (6/h) 4— —2 p-at/b) 

Aşa dar, valoarea lui k depinde de raportul |. 

Pentru valori ale lui k/b > 3 se ia: 

ke = 1 — 0,63 b/h 

și când b este foarte mic se ia k = 1. | | 

Dacă se calculează w pentru o secţiune pătrată, se găseşte: 

27)... wo = "1,014 M/G 92? 

pe când după formula aproximativă (21) avem: - 

(277). | o=72M/6% 

deci diferenţa nu e mai mare de 2,65%. Pentru secţiuni foarte plate 

rezultatele coincid. 
ă
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Valorile rezistențelor. S'a găsit expresia lor. Ne interesează vu- 

lorile maxime cari au loc la mijlocul laturilor. 
+ 

max %,/G o =(8/a 2) 3 th(4- ah) 

“max 3;/Go =—b + (8/az) E [1/ch(4ah)) 
Dacă ne mulţumim cu primii termeni ai seriilor, avem: 

max 8, =Gob (8/2) (1—2 e lb) 

max 8: =Gob |—1 + 8/22 ch(1-ah)] 

și dacă se ţine seamă că aci ch(3; ah) = 4 e 42 avem: 

(28) max 5 =3 la M/b2l 

în care 

k = (1 — 1,62 67 2hl2b)/ [1 — 0,63 (0/n)(1 — 2 eh) ] 

O valoare și mai aproximativă e şi 

(29) 3 =3 + 2,6/(0,45 + /b) 

Pentru o secţiune patrată găsim valoarea exactă 

(28) _% =4, 74 M/I8 

pe când pe calea aproximativă sa găsit 0, =4,5 M/h3. 
Pentru secţiuni plate, introducând valoarea lui & Ga, se găseşte 

aproximativ: 

max &; =3M/9b (1 — 0,63 b/h) 

iar pentru cele foarte plate, neglijând termenul b/h, cădem 'peste 
formula (22) găsită pe calea aproximativă. 

Formulele acestea găsite de St. Venant dau, confruntate cu datele 
experienţelor, abateri de maximum 1,5%. 

Aplicația Nr. 81. Să se dimensioneze un arbore care transmite 180 cai cu 
120 rotații pe minut. Rezistența admisibilă fiind Ga = 500 kg/em?, iar răsucirea 

specilică o = (1/5)/m. Momentul de răsucire 'se allă împărțind P—pu- 

terea — prin iuţeala de rotaţie: 

P = 180 cai = 180 x 75 = 13500 kg m/sec 

luţeala de rotaţie este w = 2an/60 = 120.2 2/60 = & 27/sec, 

M = P/o = 13500/4 2 = 1074 kg m = 107400 kg cm. 

Deci: Wp = M/3a = 1074007500 = 214,8 em? = + ar? şi ra = 136,6, ..: 
r=515 cm, deci un diametru: d = 11 cm. 

Pentru ca deformația să nu treacă limita cerută, ca trebue să fie mai 
mică decât (1/5) %/m = 2 72/360.5 = 0,00349 rad/m = 34,9.10—6 rad /cm 
Avem: Ip = AM/Go = 107400/0,8,34,9 == 3852 = Lari, în care am luat 
G=—0,8.10* kg/em?. De aci scoatem r=7 cm, deci un diametru: d=14 cm.
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Prin urmare, dimensionarea se. face pe. baza deformaţiunii. | 

Putem recunoaşte dela început pe ce:bază trebue să facem dimensionarea. 

Intr'adevăr,: pe baza rezistenţei obţinem: 

2 1 d 
3 = 2ăr,fart şi deci ri = 2M n/a 

Pe baza deformaţiunilor obţinem raza ra: 

w = 9M/Ga ri şi deci ri =2 M/nxGo 

„Dacă re >, atunci avem şi ri >ri şi deci: > Goru. Aşa dar, ori de câte 

ori această relaţie este satisfăcută şi aceasta e cazul general la arbori, dimen- 

sionarea se face pe baza deformaţiunii,:nu pe baza rezistenţei. 

3. Calculul resoartelor helicoidale. 

Un resort helicoidal este o bară curbă a cărei axă este o elice 

înfășurată pe un cilindru sau un con. Se fac şi resoarte în spirală. 

Ne vom ocupa de resoartele helicoidale al căror ax este înfășurat 

pe un cilindru și solicitate la'o forţă dirijată după axa cilindrului. 

Chestiunea care se pune este să se găsească secțiunea resortului și 

deformația lui, adică cu cât se întinde sau să scurtează când după aza 

cilindrului avem o forţă F =.1. E | 

Aceasta se exprimă prin așa zisa flexibilitate, care este raportul 

între deformaţie și forţă și care se exprimă în genere în mm /t. 

Să presupunem că pasul elicei face unghiul a cu tangenta. la 

cilindru normală pe axa cilindrului. i | 

Dacă transportăm forţa F în centrul de greutate al secţiunii 

vom avea: | . - 

1. O forţă tăietoare a cărei valoare este F cosa. 

2. O''forţă axială a cărei valoare este F sina. 

3. “Un moment de răsucire a cărui valoare este F r cosa și 

4. Un moment încovoietor F r sina. | 

Unghiul a în genere este mic, așa că la dimensionare nu se ţine 

seama decât de momentul de răsucire, pentru care se ia M = Fr. 

Dacă ni se dă forma secţiunii barei și rezistența admisibilă, 

găsim numaidecât dimensiunile -necesare. | ” 

Pentru-a găsi deformaţiunea resortului, ar trebui să ţinem seama 

de toâte deformaţiunile produse de solicitările de mai sus. E com- 

plicat şi de aceea se ţine seamă numai de deformaţiunea datorită 

he seamă în o măsură oarecare și . 

momentului de răsucire. Pentru a ţi ' 

de celelalte deformaţiuni, pentru G se iau valori cuprinse între 0,7.10 

și 0,75.106 în loc de 0,8.10% kg/em?, cât se ia de obiceiu la oţelurile 

obișnuite pentru resoarte.
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Să presupunem că. avem două secțiuni' A și B:la distanţa ds măsurată pe lungimea'-resortului' (fig: 296). Ele se :rotesc: între ele cu unghiul c ds. Să presupuneim: secțiunea A 'fixă. Dacă distanţa 
a : dela secţiunea B la extremi- Pi ale -tatea resortului C este [ şi dacă 

-. e aceasta face cu orizontala un- 
1... ghiul g, atunci avem cos o=r, 

Deplasarea lui C va îi 1 a ds, iar 
„ proiecția ci după axa resortului 
va fi: low dscose = rds. 

... Deplasarea extremităților resor- 
tului va fi. ro s, în care s este 
lungimea totală a resortului. 

“ȘI aci se face o aproximaţie. 
Dacă -n'este numărul spirelor, 
atunci se ia aprozimativ : 

  

  
s=2arn, 

  

şi deci deplasarea „totală u— 
dată de alfel —este 
(30) u=?2xron 

Figura 296 : 

din care deducem numărul de spire n. 

Aplicația Nr. 82, Un resort elicoidal cilindric arer=6 em, secţiunea pă- trată (fig. 297) și are de suportat sarcina de F = 800 kg. Să 'se determine elementele geometrice dându-se Za = 700 kg /em2, flexibili : tatea sto= 70 mm/t şi: G = 0,15.405 kg /emă, : 
Momentul de răsucire este: 

M = Fr = 800.6 = 4800 kg.em. 
Secţiunea fiind pătrată, avem: 

Sa = 4,74 M/h. = 4,74 .4800,/h3 
şi deci h = 3,19= 32 cm. ! ! 

Deplasarea u este u = u, F= 7800/1000 = 5,6 cm., dar: | 
” w=7,014 M/GQ2= 7,014.4800/0,75.10€.3,24 — 4,28.10—3/em. 

şi deci din (30). avem: - 
n=uf ar? = 5,6,/2 z0.62.4,98.10—-8 — 5,78 spire, 

  

Figura 297 
Când resortul este supus la tensiune, spaţiul liber între spire se lasă de obi- 

ceiu egal cu zero, când este supus la compresiune, spaţiul liber între spire trebue 
să fie așa fel încât cel mult, sub sarcina de 800 kg., resortul să se blocheze. Deci, 
acest spaţiu va fi de minimum 5,6/5,78 = 0,975 em. :
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d Secţiuni formate din materiale neomogene, 

. „Grinzi de beton armat. - : ră 

“Am văzut că în o secţiune s6 desvoltă: rezistenţe î d, vozistenţele 

9. fiind nule. 
In direcţii făcând 450 cu normala la secţiune, se desvoltă rezistenţe 

Sale âăror valori sunt BN = 4 5. AN i 

Dacă materialul nu rezistă la tensiune pm Oa 
. ae: e 

cum este cazul betonului, atunci în direcţia - N . (mi SS    tensiunilor vom pune fiare cari să reziste : 

Ja aceste tensiuni. Să presupunem, că în | | 

direcţia lui &,peo lăţime db şi lungime ds, 

voim să evaluăm orţa de lunecare (fig. 298). 
  

Ea va îi 

dT, = 0.dh.ds 

“ Valoarea forţei dirijate la 450 va îi | 

evident, după figură. 
- 

. Pi 

dNag = dh. ds/V/2 =a7/Vpă Ni fi 

In sensul tensiunilor vom pune lare .: Fisura 298 

la 450 cari să ia această forţă, iar în sensul | 

compresiunilor nu punem nimic, pentrucă betonul, rezistă. 

Puteni înlocui acest sistem de fiare cu un altul echivalent. 

Dacă nu punem fiare la 450, atunci, în sensul axei barei, se desvoltă 

„o tensiune a cărei valoare, este egală cu 

rezultanta celor două componente la 452 

care este tocmai dTu. In acest caz, și 

"“ în sensul lui $, se desvoltă o tensiune 

> egală de asemenea cu dTi. 

| In aceste direcţiuni -vom pune fiare 

| care să ia aceste forţe. 

Să presupunem că avem 0 sec: 

” Figura '299' ţiune inelară (fig. 299). Pentru întreaga 
. Ti CD Cai ap 

- : secţiune avem: . - 

Ti =Ghs „ud N = T/V/ă 

Insă ţinând cont de (7), avem: 

(31) Ti = Msf2Q Nas = sp y/22 

Se admite că atât timp cât 54 kg/cm?, betonul rezistă 

singur şi nu € nevoie să se ia vreo precauţiune. 
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Dacă 3 > 15 kg /em? pentru grinzi făcute cu cimenturi obișnuite sau %& > 20 kg/cm? pentru acelea făcute cu cimenturi speciale, atunci se modifică dimensiunile grinzii așa ca aceste rezistenţe să nu fie întrecute. 
Ă Dacă însă, 4<3 < 15 — 20, atunci se consideră că betonu rezistă la un moment ce corespunde rezistenţei: 3 = 4 kg /em?, iar restul se dă armaturilor de fier. 

Aplicația Nr. 83. O grindă de secţiune dreptunghiulară la care hfb = 1,5 e supusă la un moment de răsucire de AM =800000 kg cm; se impune 9/=1200 kg/em?. Vom dimensiona grinda de beton simplu aşa ca 3 = 15 kg /em2. La secţiunile dreptunghiulare supuse la răsucire am avut (29): 
3 = 3 + 2,6/(0,45 + hi) = 3 4 2,6/(0,45 + 1,5) = 4,33 

şi din (28) rezultă: | 
- , _15= 4,33.800000 4,5 ba 

care conduce: la: h'= 80 cm. şi b=54 cm, | : . Dacă grosimea betonului care acoperă vergelele este 23 em., atunci dimen= siunile sâmburelui de beton cuprins între armături este: 
h = 80—2,2,5 = 75 cm;  b=54—9,25=49 cm. Momentul pe care-l ia betonul singur cu 5;=4 kg/em:?, din (28), este: ÎI = 80/88, = 4.49275 74,33 = 166400 kg em. . Restul momentului, 800000 — 166400 -= 633600 kg cm, se ia prin. compresiunea în beton Şi tensiunea fiarelor la 45% care, pe metru linear de axă a grinzii, este dată de ecuaţia (31), în care luăm s=100 em. Se aplică formula (31) pentru că ficrăria se aşează pe limita sâmburelui de beton. 

Nas = Msf2V/2 0 = 633600.100/75.49.2 1/2 = 6100 kg /m Ne trebue o secţiune de fier: | e 21 = Nes /9p = 6100/1200 = 5,08 cm2/m..: Luăm deci 6 11 mm = 5,70 em?/m, : , "Dacă punem numai vergele longitudinale şi scări, secţiunea lor este dată 
de forța AX /I= 8600 kg/m; £9/==8600,/1200=7,43 cm? pe metru linear 
de perimetru a sâmburelui pentru fierăria longitudinală şi pe metru linear de 
grindă pentru scări, 

Pentru scări, secțiunea se limitează între centrul de greutate şi periferie. 
Vom pune deci în sensul lungimii barci 10 8 15 mm = 17,67 em: pe 

întreaga secţiune, iar ca scări 6 9 13 mm = 7396 em?/m.



  
XX. “REZISTENȚE COMPUSE. | 

Până acum ne-am ocupat de solicitări care dădeau numai re- 

- zistenţe 9 sau numai rezistenţe 8. Vom remarca în treacăt, că la 

determinarea rezistenţelor IX am admis că secţiunile plane înainte 

de deformaţie rămân -plane și după, pe când la determinarea rezi- 

stenţelor 8; sa văzut că secţiunile plane nu mai rămân plane decât 

întrun caz cu totul special și anume.la răsucirea barelor cu secţiune 

circulară. 

In practică întâlnim şi cazuri când o secţiune este supusă. la mai 

multe solicitări. 

Vom grupa aceste solicitări în modul următor: 

1. Solicitări care dau numai rezistenţe X. 

2. Solicitări care dau numai rezistențe S&. 

3. Solicitări care dau rezistențe J şi 6... | 

Aşa fiind, putem avea numai următoarele cazuri când sistemul 

care solicită secţiunea se reduce la: 

1. O forţă axială și un moment încovoietor. 

3. O forţă tăietoare și un moment de 'răsucire. 

3. O forţă axială sau m) i | o forţă tăietoare sau moment 

moment încovoietor | de răsucire. 

Vom cerceta pe rând aceste cazuri. 

A) Determinarea rezistenţelor în bare când sis- 

temul solicitărilor se reduce la o îorţă axială şi 

un moment încovoietor sau 0 forţă excentrică. 

1. Determinarea rezistenţelor. | i 

Cazul acesta este echivalent, cum se spune și în titlul acestui 

paragraf, cu o forţă normală pe secţiune care nu ar fi aplicată în 

7
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centrul de greutate, ci într'alt punct A (fig. 300). Intr'adevăr, dacă în punctul A se aplică forţa N normală pe secțiune, atunci rezultanta aplicată în centrul de greutate este N și momentul (1) M =No. 
Grupul de solicitări, Î, aplicat în centrul de greutate și momentul M, este echivalent cu forţa N aplicată în punctul A, la distanţa v dată de relaţia (1). Punctul A poartă numele 

de punctul de aplicaţie al forţei N. 
Ca ipoteză de calcul, pom admite şi aci că secțiunile plane înainte de deformaţie, rămân - * plane şi după ;deformaţie. 

“In aceste condiţii, secţiunea nedeformată 0 putem aduce în poziţia deformată, fie printr'o rotaţie în jurul unei axe oarecare, Figura 300 fie prin o translație paralelă cu axul Oz şi 

  

   
prin centrul de greutate al secţiunii. | , Vom da mai la vale desvoltările necesare în cele trei cazuri arătate mai sus. 

2) Primul caz. . ÎN 
Să presupunem că forţa N se aplică în punctul secţiunii se face în jurul axei oarecare 0, 

că încovoierea specifică. este.o. - 
Făcând acelaș raționament ca la 
încovoiere, lungirea specifică a 
unei fibre, care se găseşte la di-. 
stanța y, de aza O, 2, va fi: 
(2) E=ot 
şi deci rezistenţa, în ipoteza legii lui 
Iloole: 

0): Boy : 
: Aşa dar, am găsit legea de di- 

stribuţie a rezistenţelor. | a a Vom aplica acum ecuaţiile de echilibru. Vom scri că suma rezi- 
eci 

A şi că rotirea 
z, (fig. 301). Să presupunem 

    

  

  

  

. Figura 301 : - îi 

„stenţelor multiplicaie cu d este egălă cu N; d 
Bo Londa =
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Insă fy„dO = S,, este momentul static al secţiunii în raport 

cu axa neutră Oz, pe care notându-l cu S,, avem: 

(3) EoS, =. 

Să luăm momentul tuturor forțelor în raport cu aza Oy, care trece 

prin O şi A, adică prin centrul de greutate al secţiunii şi punctul de 

aplicaţie al forţei. o 

Avem: .-. 

(4) "Eoly,2d9=0 

pentrucă momentul lui N este zero, N întâlnind axa Oy. 

Aşa dar, Oz este o ază conjugată direcțiunii cunoscute Oy. 

„Să luăm momentul în raport cu axa O,z. Vom avea 

(5) Eo$st 19 = Na 

în care a este distanţa dela punctul A la axa Oi: Insă fad 

este momentul de inerție în raport. cu axa Oz, deci Ia, şi deci 

(5) Eco, =ia 

Dacă împărţim (5) cu (3), avem 

(6) , Ia Su =a | 

adică. distanţa dela punctul de aplicaţie A al forţei N, până la axa 

neutră Oz, este egală cu raportul Ia/Sa' ambele momente fiind 

luate în raport cu axa neutră a secţiunii. 

Să presupunem că prin centrul de greutate O ducem o axă 0z 

paralelă cu axa neutră Oz. 

De pe figură se vede că avem 

e: a a=b+v 

în câre b este distanţa între cele două axe şi o distanţa dela Ala 

axa Oz, care trece prin centrul de greutate. 

Dacă O este valoarea secţiunii și 12 momentul de inerție în raport 

-cu axa Oz, avem o .- . 

. „2 

la 212, 2=(5 +2 ; 5 =v9 

şi atunci formula (6) se reduce la | 

=bv n ” , 2 

_.
 

Distanţa b am socotit-o positivă măsurată dela Ojz spre 0z. Dacă o 

socotim în sens invers, va trebui să luăm semnul —, deci:. 
2 

(7) | 2 =—byv 

27, 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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"Dacă valoarea lui E ce din (3) o punem în (2), avem: - 

(8) Ni /S | 
Așa dar, aza neutră O,z,. este o direcțiune conjugată direcțiunii 

Oy și poziţia ei este fixată prin relația (7). 

d) Al doilea caz. 

Vom presupune deci că secțiunea nedeformată o aducem în po- ziţia deformată printr”o translație în lungul axei Oz şi o rotaţie vw, în jurul unui ax oarecare trecând prin centrul de greutate al sec- nun, 

Să notăm această axă cu Oz (fig. 302). Din translație rezultă 
o lungire specifică 20, iar 

= / din rotaţie OY, dacă 
este distanţa unui element 
de suprafaţă la axa Oz. 
Lungirea specifică totală 

va fi: 

  

e = E +oy,   
i deci: 

Figura 302 . i gr 
o DY (2 + o [7)) 

  

Așa dar, am găsit distribuţia rezistențelor pe secţiune. Vom 
scri acum ecuaţiile de echilibru. 

Avem: 

E$ (a +oy) do =WN 

Pentrucă axa 0z trece prin centrul de greutate, avem / yd =9 
și deci rezultă: o . ! 
(10) Ec O =N 

Momentul tuturor forţelor, în raport cu: axa Oy pe care se oră - N . . .. > sește punctul de aplicaţie A, este nul, deci: . 

ej (20 -- oyjzd0 =0 

și cum f2dO =0, rezultă și y 2 d0 =0, deci aza Oz este o ază 
conjugată direcțiunii Oy. Momentul. în raport cu Oz ne dă: 

E | (eo + oy) ydO = Nocosd = No 
care ne dă: 
(11) Eowl = Nojcos6 = Np
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Valorile din (10) şi (11) le punem în (9) şi dacă “ținem -seama că: 

L=E£0 , N/2 = 

Avem: 

(12) 3 = 9 (1 + ymacos/î2) = 9 (| + vy/iz) 

Axa neutră va fi acolo unde N =—0 și deci „distanța ci b dela 

centrul de greutate este dată de relaţia: pf 

(7) 1 + vb/iz =0 

găsită anterior. 

c) Al treilea caz. 

Vom presupune că secţiunea nedeformată o aducem în poziţia 

deformată, printr'o translație în lungul 

axei 0z și două rotații My ŞI Oz În jurul 

axelor priricipale Oy şi Oz cari trec prin 

centrul de greutate al secţiunii. O fibră 

“care se găseşte la distanţele y și 2 de- 

axe, va avea lungirea “specifică (îig. 303). 

  

E = 89 FO y 7 Vy5   (ro 
-și deci E 

dy 

(13) SE = -B (£o. -F 02 y — wy z) ” , Figura 303 

Dacă serim ecuaţiile de. echilibru ș și dacă v șiw sunt coordonatele 

punctului A, avem: 

E 890 =AĂ 

E o 1 = No 

a — E oyy = Av 

Dacă punem aceste. valori în (13) şi dacă se ţine seamă că: 

=820 3 Lui 5 N/9=do 

avem: . | îi 

(14) . = 9o (+ vy/i: + wz/i2) . 

Axa neutră este dată de condiţia: i 

U5) 1+ vy fi + wz/it =0 . 

în care y şi z sunt coordonatele ei curente. 

27%
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" Observare. Formula (14) ne arată că dacă secţiunea unei bare este supusă la forța axială W și momentele: încovoietoare Np și Aw, atunci rezistența totală este suma rezistenţelor date de fiecare solicitare în parte, deci efectele se suprapun. 

d) Relaţia între posiţia punctului de aplicaţie A al forţei N 
şi poziţia axei neutre. 

19. Dacă punctul de aplicaţie A se mişcă pe dreapta OA (fig. 304), axa neutră, O, 2, va rămâne mereu paralelă cu ca însăși, în virtutea relaţiei (4), iar poziţia ci rămâne mereu dată de relaţia (7). Aceasta ne arată că, dacă punctul de aplicație se apropie de centul de greutate, aza neutră -se îndepărtează și invers. Când A coincide cu O, atunci aza neutră este la infinit, deci avem cazul forțelor aziale. Când punctul de aplicație este la infinit şi dacă N =0, însă No = 0.0 = M, atunci aza neutră trece prin centrul. de greutate şi avem cazul încovoierii simple. 
Să presupunem că punctul de apli- caţie al forţei se mişcă pe o dreaptă oarecare AA, (fig. 304). Punctului zl îi corespunde evident o axă neutră z,,. a cărei poziţie și direcţie se determină Tigra 304 cum s'a arătat mai sus. In acest caz, | rezistenţa într'un punct oarecare al secţiunii, este II = Ey. Dacă luăm momentul forţelor elementare în raport cu dreapta AA, avem: - ” 

Eo fy zd9 =0, 

pentrucă forța N se găsește mereu pe această dreaptă. 
Să presupunem că AA, ar fio axă neutră a secțiunii și căreia i-ar corespunde ca punct de aplicaţie al forţei, punctul B. Dreapta 

AA, fiind dată, punctul B este și el determinat. 
Să presupunem că axa z, se găseşte la distanţa c de B. In acest caz, rezistenţa într'un punct oarecare al secţiunii este 9 = Eo, z, 

iar momentul tuturor forțelor de pe secțiune în raport 0, =, este 

Eofyzd0+Ne=0 

  
Comparând aceste două relaţii, rezultă e =0, deci axa neutră z, 
trece prin punctul B. Așa dar, toate azele neutre ce corespund. pune-
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telor de pe dreapta AA,, se rotesc în jurul punctului D, care nu este 

altceva decât punctul de 'aplicaţie al forței căruia :îi corespunde aza 

neutră „AA. 

Și reciproca este adevărată şi anume: când axele neutre se rotesc 

în jurul unui punct, punctul de aplicaţie al forţei descrie o dreaptă. 

Să găsim rezistența în centrul de greutate al secţiunii. Pentru 

acest punct: 

y=b şi cu Ss, =b28 

din formula (8) avem: 

= N/Q2. = Xeo 

deci, rezistența în centrul de greutate al secțiunii este independentă - 

de poziţia punctului de aplicaţie al forței pe 'secțiune. 

„2%. Relaţia între punctul de aplicaţie A. ale cărui coordonate 

sunt p şi w şi poziţia axei neutre, se 

pot studia și pe ecuaţia (15) şise ajunge -- / -. 

la rezultatele arătate mai sus. = 

Ecuația (15) ne dă posibilitatea de „/ h N 

a construi ușor, pe cale grafică, poziţia Xa A z 

axei neutre, după cum se arată în fig... - a N le LT 

305. In adevăr, ca să găsim punctul unde“ Ă AZ 0 

axa neutră tae pe Oy, facem 3 = 0 și / Z_, 4 

avem: 
44 om/iă = 90, 

pl   
deci i. este medie proporțională între v şi... Figura 305 

m şi aşa construim pe m. 
_ 

În mod cu totul analog construim pe n. Dacă în (15) punem va- 

lorile lui v/iz = —1/m şi w/iy = —1/n, avem pentru ecuaţia 

axei neutre expresia 

1 —y/m—z/n =0 

care se construeşte numaidecât. 

2, Sâmburele central. 

Când ni se dă punctul de aplicaţie A al unei forțe axiale A, 

atunci avem o poziţie determinată a axei neutre. Când axa neutră 

tae secţiunea, atunci avem.0 porţiune de secţie întinsă și alta com- 

primată. Materialul din care este făcută bara va trebui să reziste
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la tensiune și compresiune. Sunt însă unele materiale, precum piatra, 
cărămida, etc. cari nu rezistă la tensiune. | ” La asemenea corpuri, va trebui ca întreagă secțiunea să reziste numai la compresiune, prin urmare axa neutră nu va trebui, în niciun caz, să taie secţiunea.. Dacă se iau drept axe neutre toate tangentele la conturul secţiunii, langente cari nu tae secţiunea, atunci 

fiecăreia îi corespunde câte un punct de 
aplicaţie A (fig. 306). Succesiunea punc- 
telor A determină o curbă care poartă. 
numele de limita sâmburelui central, 
iar suprafaţa cuprinsă în interiorul ei 
se numește sâmburele central, 

„ Pentru orice secţiune, se poate con- strui sâmburele central, Conform acestei definiții, dacă A se găsește pe limita sâmburelui central, axa neutră este tan- gentă la contur; dacă A este în inte- riorul sâmburelui central, atunci axa neutră nu' atinge secţiunea; dacă A este în afara sâmburelui central, atunci 

  

secţiune. Limita sâmburelui central este oricând fără concavităţi. * " 
Aplicația Nr. 83. Să se det 

sâmburelui central, 
Luăm ca axa neutră dreaptă AB (fig. 307). Punctul ce de aplicaţie, este dat de relaţia: 

ermine pentru o secțiune dreptunghiulară limita 

"1 corespunde ca punct 

| | n 6 — = (4) pi 
4 i dedusă din (7), acei: 8 

= th 
care ne dă punctul p. Laturei BC î 
tul r, la distanța — 3, 
„Tuturor axelor neutre cari se rotesc în jurul pune- tului B le corespunde o dreaptă care trece prin pune- tele p și r corespunzătoare lui Ap şi BC. Continuâna, găsim rombul pras. Dacă forţa ar parcurge axa Oy vedem că pentru a avea același fel de rezistenţe, trebue ca punctul de aplicaţie să rămână în interv: 

ih, în jurul centrului de greutate, 
rămână în treimea mijlocie. - 

i corespunde punc- 

  

Y 
Tigura 307 

| 1 1 . . alul— 4 p ȘI $h, deci în regiunea ceea ce se exprimă zicând că "trebue să
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3. Calculul rezistenţelor la încovoiere cu ajutorul 

sâmburelui central, 

“La încovoicrea simplă am avut (formula 6): 

N = M y cos6/I, 

Rezistenţa maximă are loc. la distanța cea mai mare ymaz, deci 
în punctul unde o paralelă la axa neutră 

este tangenta la contur (fig. 308). 

Avem 

maa/ ls = mea [2 2 =1/0 9 
şi deci 

Ymaz C0s6/I. = cos6/p 12 = 1/2 

și deci 

7 

  

X =M/u 0 igura 308 

în care e, este distanța dela centrul de greutate la limita sâmbu- 

relui central, măsurată pe direcţiunea conjugată axei neutre. 

In acest caz, putem pune W =w.0. 

Aşa dar, momentul rezistent este egal cu suprafaţa 2 multiplicată 

cu distanța centrului de greutate la limita sâmburelui central măsurată 

după normala la moment. Cel mai mare YV va corespunde distanţei 

maxime ș,. Pentru a utiliza cât mai bine o secţiune la încovoiere, 

vom aşeza-o așa ca Wimaz Să coincidă cu direcțiunea normală 

momentului care se știe că este conjugată axei neutre. 

4. Calculul masivelor de zidărie. 

Construcţiunile făcute din zidărie, în genere, nu rezistă la ten- 

siune. Prin urmare, ori de câte ori vom avea de făcut o construc- 

țiune de zidărie, ne vom aranja în aşa fel, ca în nicio parte a ei să 

nu se desvolte tensiuni, căci acolo se ivesc crăpături. Această regulă 

se menţine cu rigoare la calculul barajelor de apă. 

„La alte construcţiuni de zidărie,. menţinând această normă, 

ne-ar da dimensiuni cu totul exagerate, cari ar fi contrare expe- 
iuni 

rienţei care a arătat că în aceste cazuri sunt suficiente dimensi 

mai reduse. Pentru un zid de sprijin sau un coș de zidărie, nu există 

nici un inconvenient dacă o porţiune de zidărie ar îi supusă la ten: 

“siune. Aci se va produce eventual o crăpătură, însă rezemarea se 

face pe restul secţiunii. In acest caz, porțiunea de zidărie supusă la
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tensiune o „consideram ca neezistentă, rămânând să. reziste. numai porțiunea de secțiune supusă .la compresiune şi care poartă numele de secțiune activă. 
Vom determina secţiunea activă în câteva cazuri simple. 

a) Secţiuni dreptunghiulare şi cireulare, 

19. Să presupunem că avem o secțiune dreptunghiulară și că n pi forţa N este aplicată pe o axă principală, în afara ] sâmburelui central, la distanţa e de una din laturi 

  

(fig. 309). - 
ide După ecuaţia (6) avem 

| 9 = L/S = 302 /bp = y—e ] din care scoatem:         
Y =3c 

| Xar valoarea rezistenţei maxime după (8) este: „Figura 309 

  

  

SUmaz =2 Ny/by2 =2 ST 

Aşa dar, avem toate elementele cerute. 
2. Pentru secţiunea circulară utilizăm tot ecuaţia (6), punct de vedere teoretic chestiunea este foarte simplă. E mai grea din punctul de vedere al efectuării calculelor. i 
După Keck avem aproximativ (fig. 310): 

y/e = 9,33 + 0,58 e2/r2 
iar rezistența maximă: 

deci din 

  

  _ i Una = (0,372 + 0,056 e/r) ÎN /e J/er aa Figura 310 

b) Secţiuni cu o axă de simetrie” pe care se găseşte - punctul de aplicaţie al forţii. 

e poate rezolva decât grafic. Axa neutră va îi normală pe axa de simetrie, pentru că aceasta! este di- 
recțiunea conjugată direcţiunii OA (fig. 311), ricar fi iunea activă. ia a “ 

„ Oric e ar îi secţiunea activă trebue să avem, în raport cu axa neutră: " A ” ” 

1/S =a
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Avem deci nevoie de: / și S,:în raport cu axa neutră. Pentru 

aceasta, împărțim suprafața în făşii paralele cu axa neutră, şi cu ele 

construim un poligon de forţe, şi cu distanța polară II un poligon 

|unicular, a cărui primă latură este B C, iar celelalte formând conturul 

BEFD. o 

Momentul static al secţiunii active — secţiunea haşurată, — este 

S =1H. CD | E 

iar momentul de inerție al aceleiași suprafeţe este: 

I=2H o 

în care 0, este suprafaţa mărginită de conturul CBE/FD C. 

Dacă ţinem seama de prima 

relaţie, avem: 

2, =+a. CD. 

Dacă, din A, ducem A A, 

paralelă la axa neutră, atunci 3 

partea doua a egalităţii de mai ] 

      — - 

  

   

  

sus reprezintă tocmai suprafaţa . 

triunghiului A, DC. 

Dacă din ambele suprafeţe 

se scade partea comună AETF.  , - N 

D C, se găsește: a 

p
o
a
 

O
 

ne
 

supr. BA.E =supr. DEF.  . . Figura 311 

Aşa dar, dacă zz este aza neutră a secţiunii, urmează ca cele două, 

suprafeţe. să fie egale. 

„De aci rezultă următoarea normă de calcul. Se construește, ca 

ului de inerție, un polis gon funicular al întregii 
pentru ajlarea moment 

cu prima latură a junicularului 
secţiuni, se ia intersecţia dreptei A A, 

şi prin A. vom duce, prin încercări, O dreaptă A, D care să facă cele 

două suprafeţe egale. Punctul D, unde dreapta AP tae poligonul 

funicular, ne fizează poziția azei neutre. 

Partea de secţiune cuprinsă până la axa z z este secţiunea activă, 

restul ca şi când 'n'ar exista. 

Centrul de greutate al acestei secţiuni se găsește la intersecția 

laturilor extreme de poligon funicular corespunzând secţiunii active. 

Se găsește centrul de greutate în O. 

,
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.c) Cazul general (secțiuni oarecari). 

Să presupunem că avem o secţiune oarecare, sau o secţiune cu axe de simetrie, însă punctul de aplicaţie nu se găsește pe.nicio axă de simetrie. | | - Chestiunea se rezolvă cu ajutorul cazului. precedent. Să presu- punem că A este punctul de aplicaţie (fig. 312). 
Luăm pentru axa neutră o direcțiune . absolut arbitrară, cât se poate mai aproape de realitate, și repetând construcţia precedentă, găsim poziţia axei ncutre ce corespunde acestei direcţiuni. Dacă aceasta ar fi axa neutră adevărată, atunci rezultanta forţelor 

interioare ar trece 
chiar prin A. Forţele 
interioare sunt pro- 
porţionale cu 7 dO, 
deci cu segmentele 
interceptate de latu- 
rile primului poligon 
funicular pe axa 
neutră. 

      

  

o
p
 
c
a
n
a
 

s
a
s
a
 

_ , IS RS > IA Dacă cu acestea, g . 
considerate ca forţe, apli- 
cate în centrele de greu- 
tate ale suprafeţelor, con- 
struim cu polul O, un al 
doilea poligon funicular, 
atunci pe dreapta parâlelă 
cu direcţia luată Şi care Figura 349 i trece prin intersecţia la- 
turilor extreme, se va 
găsi rezultanta forţelor. 

e prin A, dar taie dreapta 
casă corespunde punctului Dacă am lua altă direcție pentru 

      

“Se constată că această dreaptă nu tree AA, în punctul B. Aşa dar, axa neutră a] B ca punct de aplicaţie al forţei N. axa neutră am căpăta — repetând aceeaşi construcţie — alt punct, B.. Punctele B, astfel construite, descriu o curbă. Adevărata axă neutră va fi aceea pentru care sesmentul AB va fi nul şi cu tangenta în A la curba descris această curbă. Dacă de o parte şi a puncte B și B,, construite ca mai 

deci va coincide ă de punctul B. Nu. cunoaștem lta a punctului A cunoaștem două sus, prin aceste trei puncte, B A şi
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B,, putem duce o curbă oarecare, de exemplu un cerc. Tangenta 

în A la acest cere ne dă direcţiunea axei neutre: Această direcţiune 

va fi cu atât mai exactă cu cât punctele B și B, vor fi mai aproape 

de A. 

Incazul fig. 312 s'a luat.o secţiune dreptunghiulară și la care 

am presupus că forţa se aplică în punctul A, în afara sâmburelui 

central. Pentru o primă încercare luăm ca direcţie a axei neutre, 

direcţia care face 450 cu laturile dreptunghiului, şi făcând construc- 

ţiile indicate, găsim punctul B. Dacă axa neutră ar fi paralelă cu 

laturile verticale, punctul B s'ar găsi în B,, pe axa de simetrie ori- 

zontală a dreptunghiului, la aceeași distanţă de latura verticală ca și 

punctul A. Așa dar, avem două puncte B şi B,, de o parte şi alta a 

lui A. Tangenta în A la cercul ce trece prin aceste trei puncte este 

A3, pe care o verificăm repetând'construcţia de mai sus. Verificând-o 

se constată că este sensibil direcţia axei neutre ce corespunde punc- 

tului A. Metoda duce foarte repede la rezultat. 

5. Secţiuni formate din materiale neomogene. 

Secţiuni de beton armat. 

In această categorie intră grinzile de beton armat supuse la o 

forță axială de compresiune şi un moment încovoietor. 

In cazul când axa neutră este în afara secţiunii — cu alte cu- 

vinte dacă punctul de aplicaţie al forţei este în interiorul sâmbu- 

relui central — atunci toată secţiunea de beton esţe comprimată, și 

aplicăm formulele stabilite până aci şi anume: 

(16) %, = — N/O + My/1 OY = n Io 

în care: | | , 

O = OD tn; Ionii 

a căror demonstraţie nici nu e nevoie să o mai. facem. 

In cazul când axa neutră taie secţiunea, o parte din ea va îi 

supusă la tensiune și nu.vom ţine seamă în calcul de rezistenţa ei. 

a) Secţiune cu două axe de simetrie. 

Ne. -vom ocupa mai întâiu de cazul când punctul de aplicaţie 

unii (fig. 313). Forţa N fiind 
- se găseşte pe o axă de simetrie a secţi
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aplicată în 0, centrul. de: greuțate al întregei secţiuni de beton, ra- 
portul M/N = ne dă poziţia forței N faţă de acest punct, apli- 

" cată excentric pe secţiune. 
Distanţa dela axa neutră 

până la punctul de aplicaţie 
fiind cunoscută, în virtutea 

- relaţiei (6), cu. notaţiile din 
figură, scrim: 

UD1/S=y+o—4h 

„0 ecuaţie de gradul al treilea do în y care se rezolvă prin în- iai ni cercări, fie sub forma. de aci, Figura 343 „fie sub formă explicită. 
N . Din punct de „Vedere al calculelor numerice este absolut indiferent. Aci avem: 

(18) = gb + nQf(y— hp + nO(h — yk 
(19) S = bi + nof(y— h') — nO(h —y). 

| Rezistenţele în beton și fier vor fi: 
(20) N, =Ny/S =N/[ţby + n (9; + 2/)—n (h2, + h'27)/y] | In 9 (h—y)/y 

Rezistenţa la compresiune în fi 
se poate vedea. 

- 4 — ? a 3 . = 
. 

| In cazul când 9, = 9; şi ambele armături se găsesc la aceeaşi distanță 7 dela marginea betonului, avem: 

4     
   

Tr. 
| 

y. 
Dpe/n 

  

  

er este satisfăcută, cum lesne 

(18) I =502 + n0,|(y— he 4 h—y] (19) S = gif + n9; 2y— ho) 
(20) Iu = N/[ by + RO; (2 — ho/y) ] 

In calcule, până la stabilirea di 
țiunii, se ia /! =0,074. 

Când 27 =0, avem: 

(18) I = 98 + no (n —y2 (19) S > 3 bf? — nO Ah —y) 
(20) | = N/[oy nOAi —1/y)] 

Prin urmare, când ni se dă M, W, ş putem face verificarea. rezistențelor. 

mensiunilor definitive ale sec- 

1: dimensiunile secţiunii,



429 

In practică problema se pune invers şi anume, dându-se M, N 

şi SU, — în cazul pieselor comprimate — să se găsească dimensiunile 

secțiunii. 

In genere, rezistența în fier la tensiune și compresiune este sa- 

tisfăcută, aşa că secțiunile de fier se determină numai prin condiţia 

ca rezistența în beton să nu fie întrecută. 

Secţiunea de fier rămânând nedeterminată, se impune condiţia 

ca să fie minimă. 

In genere, îndlțimea secțiunii de beton, ne-o luăm, sau 0 deter- 

minăm prin mijloace cu totul aproximative. 

Pentru determinarea secţiunilor de fier, luăm momentul tuturor 

forţelor în raport cu centrele de greutate ale celor două armături 

de fier şi avem: 

My = 9 by (h—3 1) + Ie 29/ (h— h) 

Me = — 9 by (3 y—h) + Sa 2 (h—h) 

In care: | a 

MM AN (ho) 3 Me=M—N (gho—h) 

Dacă ţinem seamă că avem: _ 

9/9 = n dy —1/u și a/n (—5)/ 
şi dacă notăm: 

o =2,/ih şi = 07 /0h 

căpătă m: " - 

9 [m [be Ie + ph (3 k — BI] k/n (4 — h'/h) (4 — h) 

=] Mu /0h2 9, — -g R (4 —3h)] k/n(— '/h) (k—h'/h) 

Prin încercări găsim valoarea lui k care face minimă valoarea 

lui o + e 

In cazul când nu avem armătură în regiunea comprimată, avem: 

Me = M — 4 Nho 

Me = — 4 9 by? 4 Xp 2 h 

e = [M/ule St + 42] k/n U—k) 

cari prin încercări ne dau pe k.pentru care e este minim. 

Aplicația Nr. 85. Să presupunen că avem un stâlp de beton armat supus 

la AI = 18000 kgm, şi N == 20000 kg, cu condiţia ca % S40 kg /em? 

şi OT 1200 kg/emz. 
Lăţimea stâlpului este b = 40 cm. Pentru a găsi o valoare cu totul apro-
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ximativă a înălţimii, vom presupune că betonul lucrează la fel la tensiune şi compresiune. 

Avem deci: 

o => M/W + N/2 = 6AL/bh2 + ÎN /bho 
care ne dă ho = 86,35 cm. - ! 

"Luăm he = 80 em, /! = 0,07 X 80=5 em, h = 75 em, h'/h = 1715, AM, = 18000 + 20000 (0,75 — 0,40) = 25000 kgm. 
Me = 18000 — 20000 (0,75 — 0,40); = 11000 kgm. 
M/bl %y = 0,277778 3 Ale /bl2 9, = 0,192223 

Cu aceste valori avem: 

p = [04122222 + 4 (pe — 0,20)jh: /44(1 — n) 
p' = [0,277778 — 4 k (3 — FIR /A4 (le — 1/45) 

Valoarea lui k pentru care p-+ g' este minimă, o găsim prin încercări. Luăm pentru k valori simple şi la intervăle destul de mari pentru a le cal- "cula ușor, de exemplu: . . a 
kh= 0,30. 9+ e' = 0,369 + 1,314 = 1,680% 
R= 042... 94 p' = 0,712 + 0,825 = 1,537% 
ROS. 9 e = 1281 + 0,459 = 1,740%, 

Valoarea cea mai mică corespunde lui & = 0,42, dar nu ştim dacă este mi- nimă. Dacă am avea valori intermediare suliciente, am putea descrie curba - 
lui 9+ e' în funcţie de k, şi deci găsi mai exact valoarea lui k pentru care avem 9+ g' minim. Ne vom mărgini la încercări mai Puţine, bazaţi și pe fap- tul că în jurul minimului valorile lui g + p' variază puţin. Din inspectarea valorilor de mai sus, pare că minimum are loc între fi = 0,30 și h = 0,42 şi foarte aproape de acesta din urmă. Încercăm cu k = 0,414 și 
avem: 

= 0414 e, p+ p' = 0,691 4 0,846 = 1,537%, Aşa dar, minimum are loc între ji = 0,414 şi 0,420 și cu.9+ e' = 1,537. Ne oprim în mod indiferent la de exemplu la = 0,42. 

are valoarea sensibil egală 
una din cele două valori, 

Avem deci: 

8 = 0,712]. X 40 x 75 = 21,26 em: 
Op = 0,825%/, x 40 x 75 = 24,75 » , 

TO DID 
aa a Avem y = hh = 31,5 em. Din valoarea lui k = no 

DX = + 829 kg /em2. Aşa dar, minimum secţiunii de fier nu are loc pentru rezistenţa maximă 

v/(n9%y + %/), deducem 

a acestuia, 

„Acest caz și mai sunț şi altele, ne arată, că pentru a îmbunătăţi rezistența 
unei piese nu este suficient numai să adăugăm material, ci de a Ști unde şi câ _ 

Ş 
anume trebue adăugat, 

,
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b). Alte „secţiuni. -. , 

„19. Să presupunem că avem o secțiune care are o ază de simetrie 

şi că punctul de aplicaţie se găseşte pe ea. - 

In acest caz, axa neutră va fi evident normală pe axa de si- 

metrie și ceea: ce va trebui determinat este numai poziţia ci. 

Se împarte secţiunea de beton în fășii paralele.cu axa neutră 
323 achv 
<&, 3 

  

şi se construește poli- 

gonul suprafeţelor de. 

beton și fier și primul 

lor poligon funicular, 

  

  

exact după norma care 

s'a “indicat la încovo- 

ierea barelor. de beton 

armat (fig. 314). 

Să presupunem că 

EF este axa neutră. 

In acest caz, momen-: 

tul de inerție în raport 

cu axa neutră este: | 

=—92 H supr. BCDEFB, iar S=H.EF 

Din relaţia 1 /S =a, găsim: a 

Ă supr. BCDFB = supr. ADE - 

Prin urmare, prin încercări ducem dreapta A, așa ca cele două 

    
      . 

  
     

Figura 314 Ă , 

suprafeţe haşurate să fie. egale. -. . | 

20. In cazul şi mai general, când secțiunea nu are o ază de si- 

melrie sau când punctul de aplicaţie nu, se găseşte pe o ază de simetrie, 

procedăm prin încercări. Ne luăm o direcţiune oarecare drept axă 

neutră și găsim poziţia ei, aşa cum s'a indicat în exemplul prece- 

dent. Numai un singur punct B, de pe dreapta AA, este punctul 

de aplicaţie al forţei N, căruia îi corespunde direcţia axei neutre 

luate. Să găsim acest punct. Cu elementele y12u..., dirijate după 

o direcţiune oarecare, construim un nou poligon funicular. Rezul- 

tanta forţelor proporţionale cu 792... taie dreapta AA, în punc- 

tul B. Prin urmare, axa neutră luată corespunde acestui punct B. 

Facem o nouă încercare cu altă direcţie și obţinem alt punct, B,. 

De aci încolo, repetăm construcţia cu cercul ce trece prin cele trei 

puncte BAB,, a cărui tangentă în A ne dă o direcţie pentru axa 

neutră mai. aproape de cea 'reală. Putem repeta construcţia până 

ajungem la soluţia definitivă, cu gradul de exactitate pe care poate 

să ni-l dea o construcţie grafică.
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6. Ecuația axei deformate a barei. 

In acest caz, din cauza forței axiale W, axa piesei se lungeşte cu cantitatea e ds şi expresia razei de curbură r; este: 
ds (1 + 20) =re d0 --. 1/re = 40 /ds (1 + 60) =o/(1 + e) | 
Vom avea deci: | ! ” 

„dp /da = — M/EI (1 + eo) 
Având în vedere că termenul 89 este mic faţă de 1, se vede că influenţa forţei axiale N este mică. 

B) Determinarea rezistenţelor în bare când sistemul solicitărilor se reduce la o forţă tăietoare şi un 
moment de răsucire. 

Ambele feluri de solicitări ne dau rezistenţe la lunecare. Pentru același element de suprafață, ele sunt cuprinse în planul secţiunii, dar pot avea direcţiuni deosebite. Pentru a avea rezistenţa întrun punct, vom compune geometric cele două rezistenţe. Vom căuta pe secţiune să găsim unde această rezultantă are valoarea maximă. Navem nimic deosebit în acest fel de solicitări, 

C) Determinarea rezistenţelor în bare când sistemul solicitărilor se reduce la o iorţă axială sau un moment încovoietor şi o forţă tăietoare sau un moment de răsucire. 
Observăm că primele două feluri de solicitări produc în bară rezistente normale Ja, iar cele de al doilea rezistenţe tangentiale G. Aşa fiind, în fiecare punci putem determina fie v aloarea re- : zistențelor: normale principale, sau rezistenţele maxime tangen- tiale: 

(Da = oa oaza 
(2) Sua = 4 oz + 4 G2 
fie aceleaşi rezistenţe reduse: 

(3) Suzi = [(1— n) 9 (4 + pu) 32 a 2] 
(4) Guoopea = z (+a) | + 4 De,
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In fiecare punct, de asemenea putem deduce direcţia axelor 

principale cu ajutorul formulelor date la variaţia rezistenţelor. În 

cazul rezistenţelor în plan avem: 

(5) 18 290 = 26/9e 
care ne fixează direcţia axelor principale faţă de direcţia axei Oz. 

1. Cazul când avem un moment încovoietor. şi o îorţă 

tăietoare. 

In acest caz, rezistenţele maxime 92 se produc la periferia sec- 

ţiunii, deci tocmai acolo unde E este nul și invers &. este maxim în: 

axa neutră unde Ya =0. , | 

Pentru orice element de secţiune cuprins între axa neutră şi 

fibra cea mai depărtată, vom avea un 2 și un &:, cu ajutorul cărora 

putem găsi rezistenţele principale Ya şi 92, precum şi direcţiunile - 

axelor principale. 

Dacă am construi liniile isostatice pentru o grindă simplu re- 

zemată, încărcată cu o0 sarcină | 1 
  

  

uniformă, am căpăta curbele din = 

1 / 
il . 

fig. 315. 
E 23 - Cizz- La =] — 

După direcţia unor linii avem 
„d     

numai tensiuni, după direcţia celor- 

lalte numai compresiuni. 

Pentru secţiunile obișnuite, făcute din fiare profilate sau 

secţiuni dreptunghiulare obișnuite de lemn, JIU sau %, mazime, 

dintrun punct oarecare al secțiunii, nu trec peste valoarea lui 9 

dela periferia secţiunii, aşa că, dimensionarea acestor secţiuni se 

jace numai pe baza rezistenţelor Wa mazime. la. periferia secțiunii. 

Sunt însă unele cazuri, când în dimensionarea grinzilor trebue 

să ţinem seamă și de rezistenţele 9, din cuprinsul secţiunii. Aci 

avem două cazuri mai importante. 

Figura 315 

2) Grinzi de fier cu inimă plină. 

Acestea se alcătuesc din- 

to inimă, corniere şi plat- 

bande. Inima în genere este 

foarte înaltă faţă de grosimea 

ei (fig. 316). 

= Dacă se construesc liniile 

Figura 316 __isostatice, se constată că în 

  28, 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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dreptul azei neutre, la 450, avem întrun sens tensiuni, iar în 'celă- lalt sens compresiuni. 
Tabla de fier rezistă bine la tensiuni, însă nu rezistă la compre- 

7 „ siuni; ea fiind subţire se scofâlcește. 7 
aa : Pa N Pentru aceasta se întărește cu fiare [ - e . . . o. / “a profilate cari se nituese pe inimă. 

    

   

  

de Rezistenţa la compresiune la 45€ 
în axa neutră, este egală cu ,, iar 
forţa corespondentă intervalului dz, | „„j este (fig. 317); ” N de 

_ Tigura 317 (6) , AN, =b &-dz/|/2 
iar pe intervalul finit Z—z> va fi: 
(7) Nas = Sf — Mo]/1 3 = (01, — Mo)/yr/3 E 

Dacă I este variabil pe acest interval, se va ține seamă de aceasta luând pentru fiecare interval intermediar valoarea lui ÎI respectiv. In practică, aceste întărituri se pun la distanţe egale. Se calculează 4 pentru fiecare întăritură valoarea lui Nas de pe intervalul ce-i aparține, şi se dimensionează ca să nu flambeze lateral. 

  

! N V '   

b) Grinzi de beton armat, 
1. Cazul secțiunilor constante. La acestea lucrul se petrece tocmai invers decât la grinzile cu inimă plină. la tensiune și deci tensiunile 

la 45" trebuesc luate de fiare 
speciale, dirijate după această —— 
direcţie (fig. 318). 

In toată regiunea întinsă 
a betonului avem aceeași re- 
zistență Gdeci acceaşi rezi- 

Betonul nu ține 

    Figura 318 stență la tensiune și compresiune egală cu $, Liniile isostatice în această regiune și în i admise, se prezintă ca în figura 318. 
Dacă se face același raţionament ca mai sus, expresie pentru N. 
Dăm în cele ce urmează norma de calcul, Se calculează mai întâi cu ajutorul formulei: 

potezele de calcul 

se găsește aceeași 

(8) 
b E. = T/ye
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valoarea maximă a lui 3. Dacă această 'rezistență trece «de 14 

kg/em? atunci se modifică dimensiunile grinzii schimbând pe b sau 

y- până obţinem 8. 214 kg/em”. 

Pentru grinzile făcute cu cimenturi obişnuite şi la cari 8 <cd 

lkg/cm? sau GB 55 kg/cm? pentru acelea făcute cu cimenturi spe- 

ciale, se admite că betonul suportă singur aceste rezistenţe şi nu e nevoie 

să se ia-vreo precauţiune în această privinţă. 

In cazul când aceste rezistenţe sunt depășite, toată tendinţa la 

lunecare se dă pe seama scărilor şi a fiarelor la 450 ridicate în sensul 

tensiunilor principale din axa neutră. 

Pe regiunea din grindă, pe care nu putem pune fiare inclinate 

la 450, există compresiuni la 430 cari tind să îndepărteze armătura 

de fier întinsă de regiunea comprimată a betonului. Pe această 

regiune se pun scări (fiare verticale) cari A 

să împiedice această tendinţă de îndepăr- 

tare (fig. 319). Valoarea tensiunii dÎ este 

tocmai rezultanta componentelor lui das 

pe o verticală, care din. cauza înclinării 

de 450 este egală cu cea orizontală adică 

cu dT,. Aşa dar, pe intervalul 2 — To=a 

vom avea: Si 

(9) Ny == (Me — Mo)/yr - Figura 319 

  

  

        
  

  

Dacă secţiunea orizontală totală a unei scări este 0,, dacă re- 

zistenţa la tensiune a fierului din care sunt făcute scările este 9, 

“atunci pe intervalul a ne trebuesc: 

(10) e . n = N,/2, IX, 

scări. 

Ele se distribuie exact după norma indicată pentru pene la 

, 

grinzile de lemn. 
NI 

i indă idica fi 450, tendinţa 
Pe porţiunea de grindă unde putem ridica fiare la 49%, 

- . . o o. . . . de =0 4 sul ten- 

la lunecare se ia prin Scări ȘI prin fiare ridicate la 450 în sen 

siunii. 
n . a : 

Pe acest interval, scările se așează de obiceiu la distanţe egale; . 

Dacă dimensiile și numărul scărilor: este cunoscut, atunci din 

formula (10) deducem pe N. Această forţă echivalează, în. sensul 

la 450,cu N /V/2. 
_ a 

Aşa dar, din Nas dat de formula (7) vom scădea pe N/V2 si: 

diferenţa va trebui să fie suportată de fiarele care se ridică la 430. 

252
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Așa dar, ele se calculează la forţa 
(14) Nas —N/Vă | 

Scările, astfel puse, iau pe seama lor o rezistență la lunecare: 
(12) “ So = N,/ab , 

a Îiind intervalul pe care sunt puse. 
Fiarele la 450 se ridică numai pe regiunea unde 3 > So şi distri- buţia lor se face ca la pene. a 
Fixarea cotelor poziţiei scărilor și fiarelor la 450 se face pe o dreaptă care împarte înălțimea ho a grinzii de beton, în două părți cgale. | | 20. Cazul secțiunilor variabile. La grinzile de beton armat, în special în apropierea reazimilor incastrate complet 'sau parţial (fig. 320), secţiunea de .beton variază foarte mult, așa că formulelor de mai sus trebue să li se aducă oarecare corecţiuni. 

La studiul lunecării longitudinale, ana —i găsit că în axa neutră valoarea tendi — — la lunecare a fost, după formula (15): Figura 320 Ti = (Ma — Me) Fr 
de unde pentru secțiuni variabile scoatem 
(13) dTi = d (M/y,) = IN, = dN, 
sau, | | 

(13) 

   

  

am 

nţii 

d Tu = 4M/y- — M.dy,/y2 
Dacă se împarte cu dz, dac ă se ţine seama ca dM/dz = T, că raportul între y, și h, rămâne aproape constant 

dy-/dz = Yr dh/h dz 
că dh/da = tg a, şi că dT,/dz = 

(14) 

și că deci avem: 

b 5, atunci avem: 
bă =(T— ts a. M/h)/y, 

Aşa dar, rezistenți la lunecare în aza neutră i se aţă de ceea ce avem la grinzile cu secțiune constantă, 0 corecțiune trebue adusă şi rezistenţelor 9, şi 5 la marginea com- primată a betonului. 
In adevăr, rezisten 

tangenta la contur (fig 

aduce o corecțiune 

ţa principală în bet 
- 321) şi avem deci: 

e == Mu costa ; 3 = — 3 Bu sinda 

on Ju este dirijată după
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Aşa dar: 
St = 9/costa, = —9u îga 

Pentru înclinări mari trebue să se țină seama de aceste corecţiuni. 

Pentru găsirea tendinţii ia lunecare T, avem două căi. 

Prima. Cu ajutorul formulei (14) calculăm pe î în diferite puncte 

ale grinzii și găsim curba rezistenţelor %, a cărei 

suprafaţă ne dă tocmai pe T pe intervalul consi- 

derat, conform formulei Ti=f b 6 dz. 

A doua. Cu una din metodele aproximative inte- 

grăm ecuaţia (13). Pe intervalul considerat luăm 3 ura 321 

secţiuni, două la capete şi alta la mijlocul inter- > 

valului. Dacă în cele trei secţiuni avem respectiv Mi, yros hi May 

rm hm Ala Yrz> ha atunci primul termen din formula (13) ne dă, 

cu ajutorul formulei lui Simpson: 

(15) | (Ma — Mo) /yr 

  

în care am notat: 

(16) 1/yr = $(4/yYro + 4/ym + 1/ure) 

In același mod, al doilea termen ne dă: 

(17) Me/y- 

dacă notăm: 

(18) Me = (yrz— ro) Yr(Ale/ Yro + 4 Mil rm + Mle E) 

In aceste ii 

(19) = (Ma — Me — M/yr 

Sub această formă, se vede că primii doi termeni sunt ca la grin- 

zile cu secţiune constantă ; al treilea este un termen de corecţiune 

şi de aceea l-am notat cu Me. 

Pentru calcule mai aproximative ne mulţumim cu: 

16%) Ur Yrm 

și fiindcă pentru secţiunile dreptunghiulare avem între y, și k un 

raport aproape constant, a cărui valoare este circa y,/h =1/8, 

atunci formula (18) putem s'o punem sub forma: 

(18) 31, = (hz—P) hm (al + 4 Mm/hia + M./2) 

care pentru calcule și mai aproximative, putem s'0 luăm sub 

forma: 

(187) MS (ha) Ma /hm
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Astfel pregătită, formula (19) ne permite, numai cu ajutorul curbei 
momentelor, să găsim atât pe T, cât şi distribuția scărilor şi a fiarelor 
la 450, a , , 

De aci încolo se urmează întocmai ca la grinzile cu secţiune 
constantă, . 

. 
Intervalele a se fixează între punctele în care secțiunea schimbă modul său 'de variaţia. | ” | 

_* 99 Rezistenţa la adeziune. Fiarele supuse la tensiune tind, sub acţiunea forţei N,, să fie smulse din beton, deci la contactul între fier şi beton se desvoltă o rezistenţă la lunecare pe care o numim rezistență 
la adeziune şi o notăm Sa. , | , 

Dacă perimetrul tuturor fiarelor din secțiunea considerată este s, atunci avem: 

Ga = T/y,s 

Valoarea astfel calculată nu trebue să depăşească & hg/cm2. Evident, valoarea maximă are loc acolo unde T este maxim. In cazul când. Tu este luat în întregime de scări şi fiare la 45e, atunci pentru calculul lui Ga se ia numai 47. 
In cazul grinzilor simplu rezemate, aceste condiţii ne fixează numărul minim de fiare ce trebue să avem pe reazim, deși din punctul de vedere al momentului încovoictor am putea să nu avem nici un fier. ! 
40, Aranjarea [ierăriei în secție transversală. Fierăria trebue aco- perită cu un strat de beton de 2 cm sau 17,5 cm, după cum grinda este supusă sau nu la intemperii, adică dacă este afară sau în inte- riorul unei clădiri. Pentru suprafeţele verticale, această acoperire se recomandă să fie 2,5 cm. | 
Distanţa între axele vergelelor. de diametru. 8 trebue să fie > 29 > + 2cm. | . “ 
In cazul când" vergelele sunt aranjate în şiruri orizontale sau verticale, se recomandă ca această distanţă să fie 22l:8. Când fiarele” unui şir. sunt așezate la mijlocul interv 

atunci pentru distanța între axele celor două Ş 
1738. E 

alului celuilalt şir, 
ITUTI se recomandă 

Aplicația Nr. 86. O grindă de beton armat, simplu rezem 
de. 8 m. deschidere, suportă o sarcină totală de 10 1/m.. Vb = 1,80m,d= 12 cm. (fig. 322). Ca rezistenţe se impune: o == 40 kg /eme X/ = 1200 kg/em?, 5 = 4 kg/em2 și îa=5 kg/em?. Se cere să se dien. sioneze grinda. Dimensionarea secţiunii se face la încovoiere. 

ată la extremităţi, 
Grinda este în 7, cu 

x



439 

Momentul maxim, şi forţa tăictoare maximă sunt respectiv: 

"M = 440.82 = 80 îm şi Vo = $10.8= 404 

Mai avem: k = n%u/(n9 + 9) = 15.40/(15.40 + 1200)= 3 și 

p= (4 +hk) d/2 R+M/bd9o = 4(1 +3) 12.34+8000000,/180.12.40 = 116,59 

cm, după formulele dela încovoierea secţiunilor neomogene. 

După metoda aproximativă găsim k=115 cm. După metoda exactă 

înălțimea va fi mai mică, să zicem cu 13%. Ludm rotund h = 100 cm 

pe care o vom verifica ulterior. Pentru a găsi 100     
pe bo, trebue să avem dimensiunea fierăriei. 

Avem ar = 100 — 412 = 96 em, 27 = M/yr 9 

= 8000000, /96. 1200 == 69,5 cm? pentru care 

e nevoie de 10 Ga 30 mm = 70,69 cm?. Pen- 

tru aranjarea fierăriei acesteia, dacă luăm 

scări de = 8 mm. avem nevoie de o lă- 

țime bo= 2.95 + 2.8 + 30 + î.30.2,75 = 

49,6 = 43 cm. Trebue să ne asigurăm, grosso 

modo, că % nu depășește 1& kg/cm?. Avem Figura 322 

în adevăr 8 = 40000/96.43 = 9,7 kg/cm?. 

Deci bo este bun şi pe baza lui putem stabili celelalte dimensiuni. Să gă- 

sim valoarea lui h. Vom aplica procedeul, exact cum s'a indicat la dimen- 

sionarea grinzilor în 7. - 

Dacă plecăm dela k = 100 cm şi facem corecţiunea indicată acolo, găsim 

k = 102,3 cm, y= 3% cm, yr = 94,7 cm. E nevoie de o secţiune de fier 

de 2; = 70,4 cm?. Aşa dar, secţiunea de fier din 10 Ga 30 mm. = 70,69 cm? 

şi lăţimea bo = 43 cm sunt bine alese, 

Pentru ca adeziunea să nu fie întrecută, în dreptul reazimului trebue să 

avem, acolo: | 

n= T/ yr.s. Ga = 40000 /2.94,7.9,42.5 = 4,48 fiare; 

9,42 este perimetrul unui fier. Prin urmare, vom păstra în dreptul reazimului 

5 O, iar 5 le vom putea ridica la 15%. 

Nu putem ridica niciun [ier pe regiunea în care suni necesare 10 g. Putem 

ridica acolo unde 9 Q sunt suficiente pentru moment, adică acolo unde momentul 

a scăzut cu parlea corespondentă unui Jier. 

Abeisa a corespondentă, măsurată dela mijlocul grinzii, este dată de re- 

laţia: p (2a)2/8 = pk/8.10 

admițând aproximativ că un fier ia a 10-a. parte din moment. 

pe | az PV/10 = 126 m. 

Pe această regiune: ” 

Ny = ANI /yr = 8000000 /10.94,7 = 8450 kg. 

Dacă punem scări cu 2 secţiuni și de 8 mm diametru, cu %/ = 1200 kg 

avem nevoie de: 

n = Ny/2s Xp = 8450 /2.0,5.1200= 7 scări 

care se distribue după regula dela pene (fig. 323).
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Pe restul intervalului 4,00 — 1,26 = 2,74 m, avem: , 

Ny = AM/yr = 8000000. 9 /10.94,7 = 76000 kg. 
Fiarele la 450 iau o tensiune: 

Nas = hp Oe Sp = 5.7,069.1200 = 42400 kg. 
Valoarea lui N, corespondentă este: 

Nupis = Nas V 2 = 60.000 kg. 

    

    

     
    

4200-2000 
| 
4 

pi 

  

   

  

   
     

  

E'7] 
20 

       [8 

—————— DD 23 240 ÎI ne ON IRI 

  

10 

  

     

  

Figura 323 

Rămâne să dăm pe seama: scărilor: 

76000 — 60000 = 16000 kg 
peniru care este nevoie de: 

„2 = 16000/2.0,5.1200 = 13,32 14 scări 
cari se pun la distanţe egale de: 

274 /1% = 19,5 cm. = 20 cm. 
Pe figura 323 sunt indicate aceste distribuții. Aceasta putem să o facem şi grafic cu ajutorul curbei momentelor, 

cel mai obosit al secţiunii, se calculează 9% şi după formulele date până aci, apoi găsim pe Sea sau Srea după £ | 
ormulele (3) şi (4). In cazul arborilor cireulari căpătăm formule simple. Int în punctul cel mai obosit a] secţiunii avem: 

XY=M/W şi = MW, 

adevăr,
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Dacă aceste valori le introducem î în (3) şi (4) și dacă ţinem seamă 

că Ip =2 W, avem: 

Nea = Mi (UD +sU+p) | + MEPE = E M/W 

Unde £ este funcţie numai de 4 şi M,/M; şi se poate lua din 

tabele sau calcula direct. 

Grea = Me (4 + 2) VL + MM We 

„În acest caz, calculăm arborele sau la încovoiere sau la forfecare 

după formulele de mai sus, așa fel ca rezistenţele admisibile ce ne 

sunt impuse, să nu 

fie întrecute. 
  i

 
șI 9 Aplicația Nr. 87.Se 

dă un vinciu de mașină 

de ridicat, ca în fig. 324. 

EI trebue să poată ri- 

dica o greutate de 1. 

Se cere dimensionarea 

arborelui mijlociu al. 

vinciului, când negli- | 

  
    

  E
T
A
 

  i
l
 

  | 

| | | 

  

| D004 |   —-
 
UA
 

jăm îrecările şi rezis- . 

tenţele admisibile sunt: Figura 324 

"9ta = 600 kg/em? și Ga = 9a/ V/ 3 350 kg/em?. 

Vom. determina mai întâi îorţele care acţionează arborele, avem: 

Tr = 1000.200,/450 = ah kg. dirijată după orizontală. 

F, = â4.100/500 = 88,8 kg, făcând 30% cu verticala. Reacţiunea din (1) 

are două componente (orizontală şi verticală): 

= â4.150,/1050 — 88,8. 250/2. 1050 = 306 kg. 
10 

Vu = — 888. V/8.250,/2.1050 = 18 kg. 

și = VE VE = 306% + 18 = 308 kg. 

In mod analog pentru reacţiunea din (2), deşi nu intervine în calculul nostru 

de dimensionarea arborelui, avem: 

Va = 4hh.300,/1050 + 88,8.1300,/2.1050 = 182 ke 

Va, = 83,8 Vs. 1300, /2.1050 = 95 kg 

şi V, = VYz += /1822 4 952 = 205 kg. 
s. 

Momentele incovoietoare, Cina liniar, sunt . maxime, cum sc recunoaște 

uşor, în (2) şi (3) şi avem valorile: 

Mia = 88,8.25 = 2220 lkgem şi Mis = 308 x 30 =— 9240 gem. 
= d.



440 

  

Momentul de răsucire este constant pe intervalul (3) — (4) și are valoarea: 
Mr == 444 X 10 = 88,8 X 50 = 4440 kgem. 

"Aplicând formulele rezistenţelor reduse: 

area = A [tt — n) + 30 + n VIPER pie < su Grea = Me (4 + pi) 17 BEA pp S a. 
Vom determina respectiv pe: !V sau Vp. 
Cu up = 043, M,/AMi = 4440/9240 = 0,48, în secţiunea (3) cea mai solicitată, cu Mi= 9240 kgem și Mr=4440 kgem, rezultă: | 
Tt—m+tu+ VI Fara = 0,35 + 0,65 |/13 04682=1,071 (+ n) VIDEA = 13 V1 + 1/0,a82= 3,04 şi cu acestea avem: 

W 204 d2>1,071 A: /9ta = 1,071.9240,/600 = 16,5 cms Wp 0,2 > 3,01 Mr/8a = 3,01.4440/350 = 38,2 cms Se vede că rezistenţa redusă la lunecare este. aceea care dimensionează, dând: 
| 

3 
- d>V/191 = 5,76 cm= 60 mm, 

In gencre dimensiunile arborilor se rotunjese la 5 mm. La vinciuri cu arbori scurţi, nu se ţine seamă, în general, de răsucirea specifică. 

D) Calculul unui stâlp încastrat în pământ, 
Cu ajutorul cunoștințelor căpătate până acum, putem trata diverse probleme dintre cari: una este și cea enunțată prin titlul de mai sus, , 
Vom considera un stâlp bătut în pământ și solicitat la nişte forțe normale pe el (fig. 325 a), cari în secțiunea stâlpului dela nivelul tere- nului, se reduc la un moment AM și o iorță tăietoare 7 (ig. 325 0). Sub ac- țiunea lor, porțiunea de stâlp de sub nivelul terenului se va roti în jurul unui punct oarecare necunoscut, 0. La acest calcul se admite că detor- maţiunile porțiunii de stâlp din interio- a Pi rul pământului sunt neglijabile faţă de Figura 325 acelea ale pământului şi că, prin urmare, putem admite că stâlpul, drept înainte 

  

  

  

  
condițiuni, admitem că se aplică legea lui Hooke şi că deci presiunile pe stâlp voriii proporţionale cu distanţa' a, dela Punctul de rotaţie0. 
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Pe de altă parte, se știe dela împingerea pământului că rezi- 
stența ce acesta poate opune, este proporţională cu :z,- adică cu 
adâncimea dela faţa terenului. 

Cea mai simplă lege a presiunilor pe stâlp, care satisface în 
același timp ambele condiţii, este: 

(1) p=hkbza 
în care b este lăţimea stâlpului. | 

In cele ce urmează ne vom ocupa de cazul când b = ct pe lun- 
gimea l, a porțiunii de stâlp din pământ. | 

Legea de distribuţie a încărcării p fiind cunoscută —o para- 
bolă — putem afla chiar valoarea ei în diferite puncte ce ne inte- 
rescază,. 

Pentru aceasta vom scri ecuaţiile date de statică şi anume: 
(2) T=hkblazadz , —M=kb] za dz 

Dacă notăm M/T = |, și cu a distanţa dela faţa terenului până 
la punctul de rotaţie O.şi observăm că: 
(3) z+ aa =a, 

atunci găsim: 

[zi de —$ (3a—219) 8 [zde = ia —31) l; 
şi împărțind ecuaţiile (2) între ele, avem: 

(5) a = 315 (3l + 419/0l +31) 

Am găsit astfel poziţia punctului 0. 

Se observă că, pentru M =0, avem li =0 și deci a = 3.1, 

iar pentru F =0, kh = și deci a = 20. Așa dar, în cazurile 

practice, poziţia lui O variază întrun interval relativ restrâns (14/12). 

Găsim apoi: 

(6) [ za, do =H/12Ql +3) 

Introducând această valoare în prima ecuaţie (2), avem: 

(7) kb = T. 120 + 31)/4 

Așa dar, avem toate elementele pentru determinarea lui. p.. 

„40. Ne interesează presiunile mazime cari au loc în A; și B. Aceste 

valori nu trebue să întreacă rezistenţa dată de împingerea pămân- 

tului în cele două puncte. Se poate lesne arăta, că dacă ea nu este 

întrecută în punctul A, adică la adâncimea +a, atunci nu este în- 

trecută nici aceea din punctul B, dela adâncimea lo. În aceste con- 

diţiuni ne ocupăm numai de p dela adâncimea +a, a cărei valoare 

este: 

(8) Pmaz =1hb.a2=aT 

în care 

(9) a = 3(3l + 41/4821, +31)
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Această valoare a lui :p, se compară cu valoarea lui p, dată de 

împingerea pământului, la adâncimea +a. 
20, Ne mai interesează momentul : mazim din stâlp. EI va avea 

loc în secţiunea în care: 

T—kb ț za dz =0 

și care ne dă 

(10) 22 (3a—2 2) = 2 (2 +3). 

Jar valoarea momentului maxim este: 

M + Ta(4a—32)/2 (3a—2 2) 

Cum z are valori mici faţă de a, putem să-i neglijăm valoarea 
lui în paranteze și atunci obţinem: 

(11) M+taT 

formulă destul de exactă pentru trebuinţele practice. De aci rezultă, 

că, pentru calculul secțiunii stâlpului, putem să-l consideriim in- 
castrat la î z sub faţa terenului. 

Probleme de acest fel asupra stâlpilor se prezintă foarte multe 
şi variate, 

Aplicația Nr. 88. Un stâlp de lemn de Q 20 cm este îngropat în pământ 

pe o lungime de 1,80 m. Greutatea specifică a pământului este de p = 1,8 t/ms, 

iar taluzul natural de p = 450. Ce forţă orizontală aplicată la 6 m dela faţa 
terenului poate suporta stâlpul? 

In acest caz avem: lo = 1,80 m, l, =6m şi deci cu formulele (5), (9) și (10) 
avem: a = 1,225 m, a = 9,263/m, z = 0,280 m și 3-a = 0,187 m. 

Intr'o parte a stâlpului se exercită acţiunea pasivă a pământului, în cealaltă 
parte cea activă, aşa că numai diferenţa lor va contribui la stabilitatea stâl- 
pului. Vom avea deci, la a: 

X = ph [ig? (drac + ap) — 1g2 (cz — 54p)] 

== 1800.1,225.2. 7/2 = 6237 kg/m? 

Stâlpul fiind rotund, se socoteşte că presiunea pe suprafaţa medi 
siderată uniform distribuită, este 2 din cea maximă, și cum di 
pului este 0,20 m vom avea 

p=Î Nb = 20,20.6937 = 832 kg /m 
Din formula (8) deducem: : 

T = p/a = 832,/9,263 = 89,8 = 90 kg. 
Momentul maxim produs de această sarcină este _ 

Mmaz = T (ln + 2 x) = 90.6,187 = 55700 kg em 
care dă în lemn o rezistenţă de 

= 1/WW = 55700,/785,4 = 70,8 = 71 kg /em2 

ană, con- 

ametrul stâl- 

 



XXI. DETERMINAREA REZISTENŢELOR CÂND ELE 
DEPĂŞESC LIMITA DE PROPORŢIONALITATE. 

1. Distribuţia şi calcului rezistenţelor pe secţiune la grinzi 

supuse la încovoiere. a 

Și pentru acest calcul, vom admite ipoteza lui Bernouli şi anume 

că secţiunile plane înainte ds deformaţiune rămân plane şi după 

şi că prin urmare avem: 
e=oy 

S'a arătat că, pentru corpurile făcute din materiale "plastice, 

avem relaţia: 
dX/de = D 

în care D — coeficientul de plasticitate — este o funcţie oarecare de 

3r, Noi vom presupune în cele ce urmează că D este constant și că 

deci avem: 
N = De 

S'a arătat, că materialele supuse la încercări dincolo de limita de 

elasticitate — care coincide aproape cu limita de proporţionalitate — 

se comportă ca un material plastic, adică pentru orice solicitare în 

plus, corespunde o lungire permanentă în plus. 

Prin urmare, dacă 9 este limita de proporţionalitate, atunci 

valoarea rezistenţii va fi: 

N = 9 + De 

Din curba caracteristică se vede că dX/d e = D, dincolo de 

limita de proporţionalitate, este foarte variabil. | 

Vom lua în cele ce urmează pe intervalul 9, — 9, pentru D, 

valoarea medie: 

D = (9 — 9%) /er
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valoare, de sigur, foarte discutabilă. De aci încolo îl vom presupune nul cum de fapt şi este. 
La grinzile supuse la încovoiere, se ştie că există o axă neutră, şi că în apropierea ei rezistenţele sunt mici (fig. 326). Dacă este aşa, atunci în apropierea azei neutre ezistă totdeauna o regiune în care rezistențele sunt sub limita de proporționalitate, regiune limitată de două drepte, în tot lungul cărora avem 9% = 3r Această regiune 

poartă numele de regiunea 
elastică a secțiunii şi în ca 
legătura între rezistenţe 
și deformaţiuni este dată 
evident de relaţia: 

(0): = Boy 
Dincolo de „aceste 

drepte, rezistenţele sunt 
mai mari decât 9, și regiu- 
nea poartă numele de re- | giunea plastică a secțiunii. Dacă notăm cu Yo distanţele liniilor de separaţiune ale celor două regiuni, măsurate dela axa neutră, atunci valoarea rezistenţei în regiunea plastică este dată de formula: 

(2) X = st 9 + Do (y— ps) 

    
fegiu/ze azi) 

SES 
SSI A N 

AN N 
  

ap, 

___€ aa neulră 

7eguune elastică 
  
  

  

  

Figura 326 

7 Ă 
. 3 

. 

Vom lua semnele plus sau minus după cum suntem respectiv în regiunea întinsă sau în cea comprimată, a Se vede numaidecât că Yo este același, atât pentru :regiunea. intinsă cât și pentru cea comprimată a secţiunii și că are valoarea absolută: 

(3) 
Ip = Eye. 

Ținând seama de (3), ecuaţia (2) putem so Punem și sub forma: (4) | N == (E—D) Oyo + Doy | Y ŞI Yo fiind positivi sau negativi după cum suntem respectiv în regiunea întinsă sau comprimată. In practică, se ia în mod curent 
Pentru rezistenţa din regiunea plastică, pur şi simplu, valoarea: | | N = 4%, 
presupunând în acest caz D = 0, ceeace nu este exact, decât în 
anumite puncte ale curbei ce aracteristice.. . i
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Odată ce avem legea de distribuţie a rezistenţelor pe secţiune, 
putem afla și valoarea lor. Vom aplica deci ecuaţiile curente de 
echilibru. 

In cele ce urmează, elementele geometrice relative la regiunea 
elastică sau plastică, le vom afecta respectiv de indicii e sau p. 

Vom presupune deocamdată că secțiunea este supusă la un 
moment încovoictor și că ţinem seamă de formula (2) sau (4). 

Vom avea deci: 

fX40=0' şi JXydO=M 
cari ne dau: | 

(6) Eo f-ydQ + 9%, |» dQ2 + Do |n (y—y0)d2 =0 

(Î) BofedO 9%, Ipyd2 + Do Joy — yo) yd = 

aceste două ecuaţii, împreună cu (3), ne fixează poziţia axei neutre 
și valorile lui yo și o. 

Să efectuăm sumele indicate în formulele (6) și (7). 

Vom nota: 

feydO = Se, fe? d2 = le  ÎpydO = Sp Ip? d = Ip 

cari nu sunt altceva decât momentele statice și de inerție, ale regiunii 

elastice și ale celei plastice, în raport cu axa neutră a secțiunii. 
Mai notăm: 

L ÎpdO — Dap şi Jpyd2 = Sep 

Prima expresie nu reprezintă de fapt decât diferenţa între su- 
prafaţa întinsă și cea comprimată a regiunii plastice și deci suma 

algebrică a lor, afectând pe cea întinsă de semnul +, iar pe cea com- 

primată de semnul —. 

Expresia doua, care nu-i altceva decât un moment static, are 

semnul + -atât în regiunea. întinsă cât și cea comprimată, și este 

deci momentul static absolut a al regiunii plastice, adică făcând ab- 

stracție de semn. 

Pentru aceste motive ambele cantităţi au fost. afectate de indi- 

cele a. 

In aceste condițiuni, ecuaţiile (6) şi (7), ținând seamă și de (3), 

se transformă în:- | 

(8) [(£ — D) (Se + yo dar) + DS]o =0 

(9) [(£—D) (e + e Sa) + DI]o =M
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în care am notat cu S şi ] momentul static și de inerție al întregii 
secțiuni în raport cu axa neutră. 

In cazul când D =, avem: 

(10) Eo (Se + yo 2ap) =0 

(11) Eco (le + yo Sap) = AM 

formule ce se pot stabili și direct plecând dela ecuaţiile (1), (3) 
și (5). 

Formulele (8) şi (10) ne arată lămurit că aza neutră nu trece prin 
centrul de greutate al secțiunii decât în cazul când aza Oz este o ază 
de simetrie a ei. 

Aceste ecuaţii sunt în genere greu de rezolvat, aşa că ne vom 
mulțumi cu soluţii deduse prin încercări. 

Dacă se notează: 

le + Yo Sap = Lu Vo 

în care: | 

(12) Wp = Sap + le/yJo = Sap + We = Sa + We — Sas 

atunci găsim: 

(9,) (1—D/E)W, 9%, + Dol =M 
din care scoatem: | 

(13) o = (1 — 7 9)/DI + Wep 9/EI 
Se observă că pentru valori ale lui y, cari tind către zero, 

IVp= Sa» iar când suntem la limita de proporţionalitate W,= VW. 
Aşa dar, pentru toate valorile posibile ale lui yo, avem relația: 

W << W, LS 

unde |V este momentul rezistent al secţiunii întregi. Am găsit, 
prin urmare, limitele între cari se găsește cuprins W,,. 

Pentru un dreptunghi, de exemplu, avem: 

+ oz SE Vp SE viz 

iar pentru un fier I Nr. 30: 

653 cms <Ş 1, 762 cm? 

Această circumstanță ne ușurează foarte mult r « 
ezolvarea pro- 

blemei. 
In cazul când regiunea elastică are lăţimea b constantă, 

(12,) We = Sa — sbyi 
atunci:
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2. Ecuația axei deformate a grinzii. 

a) Metoda exactă. 

Mai întâi este evident că pe porţiunea de grindă în care re- 

zistenţele sunt sub sau cel mult la limita de proporţionalitate, 

vom aplica ecuaţia dela corpurile elastice și anume: 

(14) o = M/EI 

Să vedem ce se întâmplă pe porţiunea de grindă unde rezisten- 

ţele au întrecut limita de proporţionalitate. 

Dacă notăm: 

(15) Mp = Wo Xp 

atunci ecuaţia (13) se transformă în: 

(16) o = (M— Mp)/DI + M/EI 

„Aceste ecuaţii împreună cu (3) ne determină valorile lui o, Wp 

și Mp - 

Ecuațiile sunt simple, însă dificultatea constă în aceca că VW, este 

variabil pe grindă. 

Aceste ecuaţii, în cazul cel mai simplu — secţiuni cu regiunea 

clastică de lăţime constantă, — conduc la rezolvarea unei ecuaţii 

. 
de gradul al treilea. o | 

Să presupunem că după norma de mai sus am calculat în o 

secţiune oarecare, 7, valoarea lui AJ, care este totdeauna mai mică 

decât AM, din acea secţiune. a 

Curba momentelor fiind dată, putem găsi secţiunea i în care 

M; = My. In acest caz, ecuaţia (16) ne dă: 

o = M,/EI 

Aşa dar, încovoicrea specifică w, produsă în secţiunea z, se com- 

pune din termenul (MI — M,)/DI la care se adaugă încovoierea 

specifică produsă de momentul M, în secțiunea i. Or, în secţiunea i, 

momentul A, coincide cu momentul încovoictor din acea secţiune. 

Procedând astfel găsim pentru fiecare secțiune z corespondenta sai. 

Să presupunem că avem 0 grindă încărcată cu o serie de sarcini 

și că momentul maxim se găsește în secţiunea z. Calculăm valoarea - 

lui M, care corespunde acestei secţiuni și găsim și secţiunea i de 

pe grindă, ce corespunde acestui moment. 

În loc de a face acest calcul pentru toate secţiunile și a găsi 

valoarea exactă a lui o, ne oprim la următoarea metodă aproxima- 

tivă: ” a, 

29. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Nezistenţa materialelor.
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b) Metoda aproximativă. 

Pe toată regiunea de-grindă, pentru care A < Mp, calculăm 
pe « după formula (14), iar pentru regiunea unde M > M, după 

formula (16). 
In acest:'mod, valoarea lui w este exactă în secţiunea de moment 

maxim și acolo unde rezistenţa atinge limita de proporţionalitate. 
In interval, w este aproximativ. Eroarea care se face este limitată, 

pentrucă și AM, este cuprins în anumite limite din cauza lui WV,. 
Cele două ramuri de curbă se racordează în secţiunea i. 
Pentru ca să aflăm ordonatele curbei axei deformate a grinzii, 

aplicăm apoi ecuaţia aproximativă. 

dv /da? == — w 
dela grinzile elastice. 

În cazul când D =0, formula (11) ne dă: 

(17) RU Vp = M 

Dacă facem uz de relaţiile (3) şi (12) găsim valorile lui yo și o. 
Pentru secţiunile, cari au regiunea elastică de lăţime constantă, 

cu ajutorul formulei (12,) găsim: 

(1$) o = b 9/3 (Sa Ip — AM) E? 

In acest caz, dacă M < 1 9, aplicăm ecuaţia (14), iar diicolo 
de această valoare ecuaţia (18). 

Se vede că grinda se rupe, atunci când w= co, adică atunci când 
M = Sa Se. 

Aplicația Nr. 89. Un fier ] Nr. 20 are elementele geometrice: 1 = 2140 em:, 
1 = 214 cm?, Sa = 2,125 = 250 cmă, ş 
. 

grosimea inimei b = 0,75 em. 
Oţelul din care este făcut are caracteristicile: E = 2 ;1.10% lkg/em2? 

37100 —- 4500 = 4100 kg /em:, ip = 1800 —— 2300 = 2009 kg /em:, 
ruptură, măsurată pe eprubeta 2 = = 10 d, este eo = 20%, iar pe e 
Es = 23%. 

- Pentru e. vom lua valoarea e, == 28, — e, == 309 PET 
luăm D = (14100 — 2000) /0,3 = 7000 lee /oe 30% 7 98. În aceste condiţii 

> Su = 

lungirea la 

prubeta Îl = 5d, 

Se pune prima întrebare: care este momentul” încovoictor care provoacă 
ruperea grinzii? 

In secţiunea de rupere, e. = 0, 3 şi din €- = 0 Ymaz deducem o = 0,3/10 = 
0,03. 

E 
Ă licând formula în ca ii N sp. - Ţ (92) în care neglijăm raportul D/E și luăm Wp= Sa, săsim: 

M = 2000.250 + 7000.0,03.2140 = 950000 kg cm s em.
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Aproximaţiile făcute sunt justificate, pentrucă D/E reprezintă 3,3% iar 
valoarea lui 1, scoasă din Yo = 9p/Ew =2000,/2,1.10%.9,3 =0,0318 cm,, ne dă 
pentru 

LV y8 = 40,75.0,03182 = 0,00025 em? - 
valoare absolut neglijabilă faţă de Sa = 250 cm. 

De aci se vede importanţa foarte mică a regiunii elastice, în secţiunea de 
ruptură. ” 

In acest caz, distribuţia rezistenţelor este 

YI = + %p + Doy 
Dacă luăm D = 0, găsim că grinda se rupe la un moment 

j AM = 2000.250 = 500000 kg em, 

Dacă aplicăm formula lui Navier până la limita de ruptură, avem: 

M = 214.4100 = 877400 kg em. : 

Or este evident că grinda trebue să se rupă la un moment mai mare ca acela. 
dat de formula lui Wavier. 

A doua întrebare: care este rezistenţa maximă în grindă, când momentul 
încovoietor depăşeşte pe acel ce corespunde limitei de proporţionalitate. Vom 
lua două: cazuri și anume: primul caz când 

428000 kg cm = 1 9tp < Sa 9p = 500000 kg cm . 

şi al doilea când A7 > 500000 kg cm. 

Pentru primul caz, să luăm momentul egal chiar cu 500000 kg em. 

Dacă se rezolvă ecuaţiile (3), (15) şi (16) se găseşte: 

Vo= 310cm  , wo = 8,5817/10tem ,  1Wp = 948,1S2cm2.. 

Mp = 4963814 kg em. 

şi deci: 9 = 2000 + 7000.3,5317.10-% (10 — 2,70) = 2002 kg /em:, pe când 

formula. lui Navier ne-ar fi dat | 

9 = 500000, /214 = 2336 kg/em? 

Din acest exemplu rezultă că deși momentul a variat cu 500000 — 428000 = 

72000 kg cm, rezistența maximă a crescut numai cu 2 lkg/em:. 

Să luăm, pentru al doilea caz, A/ = 700000 kg em. 

In acest caz, !Vp este sensibil egal cu Sa, şi dacă neglijăm și raportul D/E, 

avem: . . 

Do = (700000 — 2000. 250) /2140 = 93,5 kg/em:, 

Yo fiind neglijabil. Avem deci: 

9 = 2000 + 93,5.10 = 2935 lg /em? 

pe când după formula lui Navier am fi căpătat: 

Şc == 700000 /214 = 3270 kg/en?. 

Din ambele exemple se vede că formulă lui Navier da rezultate mai mari, 

ceea ce și trebuia să fie. 

29*
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A treia întrebare. Să presupunem că avena o grindă simplu rezemată de 4 m deschidere care suportă la mijlocul ci o sarcină concentrată de 7t. (fig. 397). Să presupunem că această grindă este făcută din fierul 1 Nr. 20 de care a fost vorba până acum. Să se găsească săgeata la mijlocul grinzii, 
In acest caz s'a văzut că YVp = Sa şi deci avem 

Ap = Sa STp = 500000 kg cm = 5tm. 

Momentul masim pe grindă fiind M = 7.4 /& = 7 tm. rezultă că, la distanţa 
1,43 m dela reazim, avem: AJ == Mp = 5tm, 

Aşa dar, până la z =1,43 m aplicăm ecua- i ţia (14), iar de aci încolo ecuaţia (16). 
"4 "Vom face întâiu un calcul aprozimativ şi , anume, vom neglija termenii cari au EI la i numitor faţă de cei ce au pe Dl. 

) M In acest caz, cele două ramuri de curbă SI) ) au respectiv ecuaţiile: 
IE Ui [n 

Fort 
Pe De 27 

  

  

    

        

    do/la = 0, dp/da = — (3,5 2—5)/Dr      Dacă integrăm aceste ecuaţii punând con- ahiasfi— ur diţiile ca pentru r=0 şi z = 2m să avem şi! respectiv v= O şi do /dz=0 şi pentru 1=1,43 m, Ț i] ambele ramuri de curbă să aibă acelaşi v și ză do /dz, găsim pentru Ymaz = 65,7 cm, S 
Dacă facem acelaşi calcul, fără însă a Figura 927 neglija termenii cari au pe EI la numitor, găsim vmaz = 70,5 em. i Având în: vedere că diferenţa este numai de 2,5%, putem s numai cu primul calcul care este mult mai simplu, când 

se prezintă ca în figura 327. 
Prin experienţe, se poate găsi valoarea ]ui D din aceste formule. 

  

  

   

    

    

ă ne mulţumim 
axa deformată a grinzii



XXII. GRINZI DREPTE STATIC NEDETERMINATE. 
, PI . A . Ne-am ocupat până acum numa! cu grinzi static determinate. 

La aceste grinzi, atât reacţiunile cât și forţele tăietoare și momentele 
încovoietoare se pot deduce numai cu ajutorul ecuaţiilor ce ni le 
dă statica. 

Studiul deformaţiunii axei barelor drepte, ne permite să rezolvăm 
şi probleme static nedeterminate. 

1. Generalităţi. 

a) Grad de nestaticitate şi cantităţi static nedeterminate, 

Ne vom ocupa de cazul curent al 

grinzilor drepte, supuse la forțe com- 

planare, normale pe aza grinzii. 

Dintr'o grindă mai mare, să luăm 
numai 'un segment de lungime 1 

(fig. 328). 
Pentru ca echilibru să existe, vom 

introduce în extremităţile 0 şi 1 ale . 
grinzii forţele tăietoare 7e și 7, şi 

momentele încovoietoare Mo şi M,. 

Avem în total patru necunoscute 
Și în acest caz statica ne dă numai 

două ecuaţii. Rezultă deci, că orice 

bucată de grindă, solicitată în con- 

diţiile arătate, este dublu static ne-: 

determinată. 

Deocamdată să stabilim, cu 
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Figura -328 

ajutorul ecuaţiilor din statică, ce relaţii există între aceste patru - 
cantităţi.
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Dacă se ia momentul în raport cu extremitatea (1) a arinzii, 
avem: 

Mo + ITo—ZDF—M, =0 

Presupunem forţa tăietoare compusă din două părţi: 
(1) To = Vo+ Ta 

In acest mod, în locul unei necunoscute acum avem alte două. 
Uneia din ele putem să-i impunem o condiţie arbitrară. Impunem 
de exemplu, lui Ve condiţia ca să fie egală cu reacţiunea în 0, când 
am considera bucata de grindă de lungime ca o grindă simplu 
rezemată în. O și 1. și de acceaşi deschidere 1, Această condiţie se 
exprimă evident prin 

(2) Vo S5bF =0 
Dacă în ecuaţia de momente de mai sus punem valoarea lui To 

din (1) și ţinem seama de condiţia (2), căpătăm: 
(3) Ta + Mo—M, =0 

Dacă în aceleași condițiuni notăm cu V, reacţiunea din (1), 
avem evident: 

Vo+W=ZF 

To+ TF 
Dacă le scădem una din alta și ţinem seamă de (1) avem: 

(1) Ti = Vi — Ta 
Din cele stabilite până acum rezultă că, la o bucată de grindă 

de lungime Î, forța tăietoare dela capetele grinzii este egală cu forța 
tăietoare ca la o grindă simplu rezemată, de aceeași deschidere ], la 
care se adaugă cu semnul său T,, dat de relația (3). 

Cu această deosebire, studiul unei bucăţi de grindă oarecare. 

îl aducem la studiul unei grinzi simplu rezemate, 

In aceste condiţii, să scrim expresia forţei tăietoare şi a momen- 
tului încovoietor în o secţie oarecare. 

Forţa tăietoare va fi: 

T = Ta + Vo—ZF 

Insă Vp — F este forţa tăietoare din secţiune, dacă considerăm 
bucata de grindă ca simplu rezemată la cele două extremităţi ale 
sale, adică static determinată și o notăm cu 74. Vom avea: 

(4) T = 13 + Ta 
Să luăm momentul în secţiunea considerată. Avem: 

M = Mo + 2 Ta +a Vo—(z—oF. 

Dacă aci punem valoarea lui 7, din (3) şi dacă notăm: 

M = 2 Vo—2(r—oF,
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adică momentul ce se produce în aceeași secțiune considerând grinda 

static determinată, avem: 

(5) M = M, + 2 Moy/l + 2 M/l 

Așa dar, dacă întrun mod oarecare am cunoaște, Ma și M, 

atunci cunoaştem toate cantităţile cari ne interesează. 

Din cele de mai sus putem scoate câteva concluzii: 

19. Sistemul este dublu static nedeterminat pentrucă avem patru 

necunoscute și statica ne dă numai două ecuaţii. În mod general, 

dacă numărul necunoscutelor este n şi numărul ecuaţiilor date de 

statică ng, diferenţa n — ng ne dă gradul de nestaticitate al siste- 

mului, adică numărul cantităților static nedeterminate. 

Prin urmare, numărul cantităților suprimate dintr'un sistem, 

pentru a-l transforma într'un sistem. static determinat, ne dă numărul 

cantităților static nedeterminate.' e 

2%. Suprimând cantităţile static nedeterminate, pentru a asigura 

echilibrul bucății de grindă, ne-am impus condiţia arbitrară de a o 

considera ca simplu rezemată la extremităţile sale. In loc de aceasta, 

am putea să ne impunem o altă condiţie, de exemplu, de a o con- 

sidera ca o grindă incastrată la o extremitate și liberă la cealaltă, etc. 

Prin urmare, după suprimarea cantităților statie nedeterminate, 

avem libertatea de a asigura echilibrul bucății de grindă prin orice 

sistem static, aplicat extremităților ei. 

Mai mult. Intrun sistem oarecare cu n necunoscuie, numai n-o 

sunt static nedelerminate şi rămâne la libertatea noastră să alegem 

care din ele anume să le considerăm ca atare. Urmarea e că fiecărui 

grup de n—no cantităţi static nedeterminate, îi corespunde un anumit 

sistem static. Vor rezulta deci atâtea sisteme statice, câte combi- 

naţii putem face cu cele n necunoscute, grupându-le câte n—n.. 

Această libertate ne permite de a alege totdeauna sistemul static 

care ne dă cele mai multe simplificări de calcul. 

3. Din cele de mai sus rezultă că un sistem oarecare se poate 

considera ca un sistem static, căruia i se mai aplică n — ng necu- 

noscute static nedeterminate. 

In acest caz, o reacțiune oarecare, 0 forță tăietoare, un moment 

încovoietor sau orice efort în genere, îl putem considera compus 

din două părţi: una datorită sistemului static pe care, în scris, o von 

afecta de indicele s şi alta datorită cantităților static nedeterminate 

pe care o vom afecta de indicele n. Aceasta pe baza principiului supra- 

punerii efectelor. Vom avea deci totdeauna: | 

(6) V=V4+V , T= T, + Ta 3 MM = Ms + Mm, etc.
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„ Pe Fig. 328 se văd reprezentate grafic aceste cantităţi. 

Acestea stabilite, putem trece la rezolvarea. câtorva probleme 
de grinzi static nedeterminate. 

b) Consideraţiuni generale pentru rezolvirea grinzilor static nedeterminate. 

* 

La rezolvarea acestora, vom utiliza ecuaţiile de deformaţiune 
a axei barii și anume: | 
EI (do /dz — 300) = — Doza , El(v—vo— 809) = — So 

În cazurile ce studiem, vom presupune că IEI este constant pe 
toată lungimea grinzii. În cazul când I este variabil dela o secţiune 
la alta, având în fiecare secţiune valoarea I+, atunci punem : 

2/EI = f M dz/Ela 
Totdeauna E este constant, pe lungimea grinzii, iar valoarea 

lui I o luăm arbitrară. 

Dacă notăm 1/1, = n, atunci avem 

2 = fn Mdz | 
Prin urmare, dacă reducem momentele M în raportul n, ecuaţiile 

de deformaţie de mai sus păstrează aceeași formă. 

2, Câteva cazuri simple de grinzi statie nedeterminate. 
a) Grindă încastrată la o extremitate, simplu rezemată la cealaltă şi cu 

reazime de nivel. 

Vom presupune grinda supusă la sarcini verticale. (fig. 329). 
Vom determina mai întâi gradul de nestaticitate. 
În total avem trei necunoscute: două la incastrare şi una în 

p reazimul simplu. In acest caz, 
| | g statica ne dă două ecuaţii, 

2 decisistemulestesimplustatic 

4 

| I | | căi. 10, Dacă suprimăm rea- 
| | zimul simplu, ne rămâne o 

| IA grindă incastrată la o extre- 

n 

nedeterminat. Ajungem la 

MMM 
| ] [ii mitate și liberă la cealalta, ju 

același rezultat şi pe alte 

] 

  

(V
OV

'o
 

  

  

                 a
 

            

  

        
  

4 | deci static determinată. 20, 
Î7, | Dacă suprimăm momentul 

din incastrare, ne rămâne 
Figura 329 o grindă simplu rezemată 

la ambele capete, static de- 
terminată. În ambele cazuri, pentru a ajunge la un sistem statie 

4
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determinat, am suprimat numai câte o necunoscută, deci sistemul 
e simplu static nedeterminat. 

Vom lua ca necunoscută static nedeterminată momentul Ag 
din incastrare. | 

Să aplicăm ecuaţiile de deformaţie. Luăm originea axelor în 
incastrare. 

Dacă reazimul nu se lasă în jos, și dacă grinda este incastrată, 

atunci avem: vo =0, tg 00 =0. Dacă nici reazimul simplu nu se 
lasă în jos, atunci şi v, = O, și deci scriind expresia săgeţii în 1 avem: 
(7) EI (0—0—1.0) =— Su .. So =0 

Aceasta este ecuaţia care ne dă valoarea lui Mo. N'avem decat 

să scrim explicit pe So- 
Momentul se compune din două părţi: momentul M,, considerând 

grinda static determinată, în cazul nostru simplu rezemată la ambele 

capete, şi momentul A datorit cantităţii static nedeterminate. 

Prima parte ne dă Sos a doua Sion: Aceasta din urmă are valoarea 

(8) Sion = 4 Mol. îl = 3 Mo E. 

Introducând această valoare în expresia lui S10= Sos + Son = 0, 

avem: 
(9) Mo = — 3 Suos/k 

Să facem câteva. . aplicaţii. 
19, Să presupunem că avem o singură sarcină concentrată, F, pe grindă (fig. 330): 

     
  

  
  

  

(10) Sus = Fab (+ d) =$Fb(e—39) 

7 a 

pa —— d lo ETERA IEEE, CD 
. , A "0; > A 

o. 2 Z       
aim 

Figura 330 -: Si Figura 331 
           

care ne dă . 

(11) Mg = —Fab (| + 0) /22 =—Fo(2—b) aa 

Pentru mai multe sarcini vom avea evident: 

Me = —EFab(+b/l 
90, Să presupunem că avem o sarcină uniform distribuită pe toată grinda ([ig. 331).. 

Avem: , | 

(12) So =pph 
și deci - 

(13) - Mo =—tph
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3%. Să presupunem că avem o sarcină uniform distribuită pe lungimea c 
(lig. 332) astiel ca F = pe. 

(14) | os = Fab(l+5)—j Fie 
care ne dă 

(15) Mo = — Pb [12 —p2—+c2] 7212 
expresie aproape analoagă cu aceia dela o sarcină concentrată, 

n ap Îi Din cele de mai sus se vede că 
9 ID totul sc reduce la a scri expresia 7mo- 
i mentului static al suprafeţei momen- 

: telor grinzii statie determinate în ra- 
port.cu reazimul 1. 

Observare importantă. In cazul când 
reazimile se denivelează și tangenta 
la axa grinzii s'ar înclina prin defor- 
maţie cu 0, atunci avem: 

Figura 352 EI (pp—vpo—l 1809) = — So 

  

  

  

Cantităţile din partea întâia a egalităţii fiind cunoscute, putem 
deduce de asemenea pe Ma. 

Trebue observat că EI fiind foarte mare, chiar dacă vi — 
sau 1 îg0e ar [i mici, influenţa asupra lui Mo este mare. Prin urmare, 
dacă în construcția noastră nu realizăm ipotezele admise aci, adică 
d — vo =0 şi tg 00 =0, sau 18 0o = (1 — v0)/l, atunci valoarea 

» momentelor în construcţia reală va diferi mult de aceia ce am găsit-o 
prin acest calcul. Acesta este un inconvenient general al tuturor 
construcţiilor static nedeterminate. 

b. Grindă incastrată la ambele extremităţi cu reazime de nivel. 

Dacă se face același raţio- 
nament ca în cazul precedent, F 
se găsește că grinda este du- Z 
blu static nedeterminată. 0 7 ———Ș 

Dacă se suprimă momen-  £ £ 
tele de incastrare dela cape- W, 
tele grinzii, ne rămâne: o (| 
grindă simplu rezemată (fig. <A 
333). II ] 

Prin deformaţiune, săge- | I| 
țile și tangentele dela ca- | ui 
petele grinzii sunt nule. Dacă Figura 333 

  

    

  

>
 

     

   

3     
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luăm originea axelor odată în 0 și altă dată în 1, obţinem: 

EI (0— 0 — 1.0) = — Su , "E 1 (0—0— 1.0) = — So 

adică: 

(16) Su = 0 > So = 0 

și deci: 

(16) Sos + Son =0 , Sos + Sion =0 

două ecuaţii cu două necunoscute. De pe figura” 333, avem: 

(7) Son SI r2M)E Sion =s(2 Mo + Mk 

cari ne dau: 

  

  
  

  
  

  

Mo + 2 M = — G Sos/l? ă 2 Mo + M, = 6 S1os/k 

(18) Alp = —2 (2 Sos — Sos) /l2 şi Mu = — 2 (2 Sos — Ss) /P 

Să facem câteva aplicaţii. 

$ Pham. i 
a F 5 . Q: TITEI 2 

: 3 7 i 
O 6 7 |   

    

    

   
   

    

   
        

  

    

  

  AN 
it) 

| e 
EI il | 

Ș i Î păi 
NI 4 

       Mo
ip

h:
 

  
Figura 334 

Figura 335 

19, Să presupunem că avem 0 sarcină concentrată F (fig. 33%). 

Avem: a 

Sup = YPabi +5) > Sms=tPabilra) 

(19) Mo=—FPab/l2 > M, = —Fah/l 

Dacă am avea 

9%. Să presupunem că 

grinzii (lig. 335). 

ai multe sarcini, facem suma acestor expresii: 

avem o sarcină uniform distribuită pe toată lungimea 

! 
Avem: 

a 3 
. ” 

s 
3 

(90) O Sus = Sus = Pl» i miau 
Mo = Ma = —=p0l2 

  

  

  

3, Să presupunem că avem 0 sarcină 

uniform distribuită pe lungimea c, asijel ca 

F=pe (fig. 336). Valoarea lui Sos este ca la 

grinda precedentă și în mod analog avem: 

(21) Sus =$Fabira)—a Fac 

cari ne dau: , 

(22) Me = —FP [a b2—0b—a)c?/12] [12 şi M, = — F[a2b— 2a—b) e2/12] A 

Acestea aflate, din ecuaţia (3) deducem pe T. Avem deci toate elementele 

pentru găsirea reacțiunilor, a forţelor tăictoare și a momentelor, în toate sec- 

ţiunile grinzii, 

    
TA   

  

Figura 336 -
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„3. Grindă continuă pe mai multe reazime.. 

a. Ecuația lui Clapeyron. 

O grindă se zice că este continuă când se sprijină pe mai 'mult 

de două reazime simple. Vom presupune, ca şi la exemplele prece- 
dente, că avem numai sarcini verticale, 

Dacă suprimăm toate reazimile intermediare, grinda se transformă 
într'o grindă simplu rezemată la cele două extremităţi. Dacă n este 
numărul tuturor reazimilor, atunci n—2 este gradul său de nestaticitate. 

Am putea lua ca necunoscute static nedeterminate reacţiunile 
de pe reazimile intermediare. E mai comod a lua momentele ce se 

o o__| Lo ll 
ov Za 

Pe: 

>> m = | Di _ 

PA 

  | L d 

  

  

  

  

            
Figura 337 

4   

  

produc în grindă, în dreptul reazimilor. Dacă se taie grinda în dreptul 
acestora, ea se transformă într'atâtea grinzi simplu rezemate, 
câte deschideri avem (fig. 337). 

Dacă la capetele grinzilor simplu rezemate, care sprijină pe acelaș 
reazim, introducem câte un moment, aşa fel ca în dreptul acelui 
reazim cele 'două capete ale grinzii să aibă acecași săgeată și aceeași 
tangentă, atunci am refăcut continuitatea grinzii. 

Vom avea atâtea condițiuni câte reazime intermediare avem, 
deci câte necunoscute. 

Să scrim aceste condițiuni. 

Vom scri expresia săgeţii în reazimile | și i3, luând originea axelor 
în 2. Avem: 

EI (pu — Pa — ha 1902) = — Sua, EI (3 — va — loa 1802) = — Ssa 
sau 

EI [(os— 02) /l2—t802] =— Sua /ha > EI Î(vs—ve)/ ls—t802] =— 5 / la
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"De pe figură se vede că dacă pentru deschiderea unghiul 6, 

este pozitiv, pentru deschiderea Il este negativ și reciproc, şi deci, 

dacă însumăm cele două expresii, te02 dispare. 

Dacă ţinem seamă că S,2 este momentul static al suprafeţei 
momentelor de pe deschiderea 12 în raport cu reazimul Își 'că 

deci S,+/l reprezintă reacţiunea acestei suprafeţe de momente în 

reazimul 2, atunci rezultă că: | 

Siebe ++ Saa/ls = 99e 
este reacţiunea ce se produce în reazimul 2 de suprafeţele de mo- 

mente de pe cele două deschideri adiacente 12 şi 23, considerate 

ca simplu rezemate la extremităţile lor. 

In aceste condițiuni avem: | 

EI (ps —92)/ha + (vs — 92) /las] + S2a = 0. 

Dacă EI ar fi diferit pe cele două deschideri, eliminarea lui 02 

se face în același fel, și se vede ușor ce expresie se obţine. 

În cele ce urmează ne vom ocupa de cazul când EI este constant 

pe toată lungimea grinzii. 

In formulele de mai sus să punem în evidenţă, în expresia 

lui 24, partea datorită cantităților static determinate și celor static 

nedeterminate. 
Avem evident 

(23) Das + Dan = Sa 

(24) S25/laa + Saos/la3 = as 

Si:n = + (M, + 2 Mal i Ssan = $ (Ma + 2 M 2 3 

(24) Sion / la + Saan / las = 3 (M, 12 + 2M za + M 3l23) = an 

" Introducând aceste valori în expresia de mai sus, obţinem: 

(25) GEL [les — va) /hz + (03 — 02)/lea] + Ma ha + 2 Ma ha + 
Ma lo + 6 O =0 

Această ecuaţie stabileşte legătura între 3 momente de pe 3 

reazime consecutive, încărcările grinzii și denivelările reazimilor. 

Această ecuaţie poartă, numele de ecuaţia lui Clapeyron sau a celor 

-3 momente. 

Cazul curent este “acela când reazimile, prin încărcări, nu cedează 

și deci == „..=0. 
In acest caz, primul termen din ecuaţie dispare. Acest termen 

mai dispare şi când: 

(pa — 9) /ha == (ps — ?2)/l = (9 — 0 == Cu, 

adică, atunci când, după denivelare, reazimile rămân în linie dreaptă. 

Li
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Mai este un caz când primul termen este nul. Să considerăm 
o grindă continuă care ar fi montată dela început sub forma frântă 
(fig. 338). In momentul când s'a terminat montarea ci, grinda 
şade pe eșalodaje, așa că nu e supusă la niciun efort. In această stare 
atât M, Ma... cât şi cantităţile 0, 492... provenite din încărcări, 
sunt nule, deci nul este şi primul termen din ecuaţia lui Clapeyron. 
Acest termen rămâne nul și atunci când aplicăm sarcinile pe grindă 

dacă reazimile nu se mişcă din 
poziţia lor iniţială. 

In aceste cazuri, ecuaţia se 

    

2    
o reduce la: 

9 2 — _ 

Figura 338 (26) 2 Dan + Oas =0. 

- sau explicit: 

(26) Ma le + 2 Ma 3 + Mala + 6 2, =0 

Forma completă a ecuaţiei se va aplica numai atunci, când prin 
încărcare reazimile părăsesc poziția lor iniţiali. 

In genere, grinzile continui sprijină pe reazime făcute din mate- 
riale cari se comprimă sau se tasează și deci sub acţiunea încărcărilor 
se lasă în jos. Cum termenul care modifică momentele din cauza 
denivelărilor se multiplică cu E7, se vede că iinportanţa denive- 
lărilor este foarte mare. 

Denivelarea reazimilor depinde de natura terenului de fundaţie, 
de natura materialelor ce constituese reazimile, ete. şi deci și mo- 

” 2 

mentele vor îi influențate de aceste cauze. 

La grinzile static determinate aceste circumstanţe n'au nicio 
influenţă. 

b) Puncte fixe. 

Să considerăm o grindă continuă cu o serie de deschideri neîn- 

cărcate. Să scrim ecuaţia (26) pentru primele două deschideri, 
începând dela extremitatea din stânga a grinzii, în ipoteza 92, = Q 
Vom avea: 

2 M, loa + Ma Lo = 0 

din care scoatem: 

(27) Ma = — has Ma 

în care am notat: | 

(28) la /2 loa = a35/bas = his 

Am afectat aceste cantităţi de indicele s, pentru a arăta că am 

dedus aceste cantităţi plecând dela extremitatea din stânga a grinzii.
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Din aceasta se vede că, atunci când 2 =0, momentul dela un 

reazim la altul schimbă de semn şi variază întrun raport.h, a cărui 

valoare depinde de deschideri. Am notat şi notăm: 

(25) dis/ bas = as» Gas/bas = ho 

având evident ho =%. . 

Acestea fiind stabilite, să continuăm. a scri ecuaţia (26) pentru 

deschiderile următoare, 1—2—3. 

Ținând seamă de (28), avem: a e 

— Ras Ma ha + 2 Ma ls —- Me loa /hkas = 0 

care ne dă: ” 

(29) Ras = lea/ (2 las — Ras h2) 
formulă care stabilește o recurenţă între valorile lui k. 

Valorile lui k aflate din (28) și cu. condiţia a; + Dia Sit 

deducem pe a şi b. Avem de exemplu: _ 

(28) das = lua hus/(d Fe hus) 3 bs= 2/(d + hus) 

Aceste distanţe determină nişte puncte fixe fus; fas... ale căror 

poziţii depind numai de deschideri. 

Dacă facem exact aceleaşi operaţii plecând însă 2 dela extremitatea 

din dreapta 'a . grinzii continui, | 

vom găsi altă serie de cantităţi „pod 

a, db, k, și altă serie de puncte A fs. ford 

fixe, pe cari le vom afecta de - - 

indicele d. 

Pe fiecare deschidere vom avea două puncte fixe: fs şi fi 1 d (lig. 

339) fiecare corespunzând extremității stângi şi drepte a grinzii continui. 

Putem da şi o construcţie grafică a punctelor fixe. 

  

msi. 
  

Figura 339 

  

LL pui 2 Oricare ar fi va- 

o | o Si 9 loarea lui M, (fig. ! 

: 340), dreptele fus Ma 
iz aaa pă 2 pla ŞI fas Me trec mereu 

—_ : prin punctele fixe fus 

"Şi fas. Să considerăm 

verticalele t, numite 

trisectoare, cari irec 

prin treimea deschi- 

derilor lași lg. Aceste . 
verticale. taie drep- 

tele precedente î în punctele A și B, iar dreapta AB taie axa grin- 

zii în punctul cz. Dând valori diferite lui A, vârfurile triunghiului 

AM,B . se mişcă pe trei drepte fixe şi două din laturi (AM, și BM) 

      

      

    
  

Figura 340 
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trec prin două puncte fixe (f,5 și fs), deci şi latura treia (A B) trece 
printr'un punct fix e, colinear cu primele. i 

Să aplicăm după trisectoarea At suprafaţa de momente 4 A, lo, 
iar după Br: + M, lo. 

Când A și B se mișcă pe trisectoarele î, punctul c; se găsește 
mereu pe rezultanta + AM, ls, a celor două suprafeţe. 

Se găsește numaidecât că distanţa acestei rezultante dela rea-. 
zimul 2 este + (le — les). 

Aşa dar, am găsit poziţia punctului fix 62. Dacă acum cunoaștem 
PE fas Și c putem, cu ajutorul construcţiei indicate, să găsim poziţia 
punctului fix fos. 

Pentru prima deschidere, fos coincide chiar cu reazimul 0. Verticala 
care trece prin punctul Ca poartă numele de contraverticală pe reazim,. 

Cunoaşterea punctelor fixe ne permite să rezolvăm pe cale grafică 
ecuaţiile lui Clapeyron. 

c) Rezolvarea grafică a ecuaţiilor, lui Clapeyron. 

| Si presupunem că am aflat momentele pe reazime, pe cari le - ridicăm în ordonată în dreptul reazimilor (fig. 341). Unind extre- 
mităţile acestor ordonate „căpătăm conturul poligonal 0M, Me 

A 4. Conturul M, 
= ZE — pa a Ma M, intersectează l im | verticalele punctelor 

aaa] L_a 4 îixe, Îis ŞI Însa în 

punctele fi, Şi fo. 
Dacă dăm, diferite 
valori lui M,, M, şi 

Zr 3 Ș OM, astfel ca drep- 
tele M, M, şi M, AI 
să se încline oare- 

cum, însă să treacă mereu prin punctele fixe fu și fa, atunci şi 
dreapta A,B, trece printr'un punct fix C,, situat pe contraverticala 
€, aceasta în virtutea teoremei citate mai sus. 

Prin urmare, dacă distanţele f,s fi Și fas În sunt fize, atunci şi 
distanţa ca Ca = ma măsurată pe contraverticală, este fiză. 

Reacţiunea 2, putem oricând so punem sub forma: 

Don = 4 Ma ha 

  

     a             
  

i 
2 1 Gila A aa 6 

Figura 341 

în care ma este un moment aplicat după contraverticala pe reazim,.  
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In virtutea relaţiilor (26, avem: 

(30) ma la + Das =0, Tg 3 — 2 42das/ las 

ȘI 

30 ML ha + 2 Mă lat Ma los = 3 ma las: 

Așa dar, momentul mediu ma, calculat ca mai sus, are o valoare 

independentă de valorile lui M,, Me și Ma. 

Dacă purtăm în ordonată, pe contraverticalele respective, valorile 

lui nu, Ma... căpătim punctele fize Cu Cu... Aşa fiind, putem 

construi conturul poligonal format de drepiele: 0 C, fin — fa Ca fa — 

În Ca la — În &, care ne permite să refacem conturul de drepte: 

4 fs Ag — Ma fa Mo — Ma fu Ma — M,0 şi deci să aflăm momen- 

tele pe reazime. 

In -această construcţie am utilizat punctele fixe corespunzând 

extremității din stânga a grinzii, de unde am şi început construcţia. 

Dacă am fi început-o dela extremitatea din dreapta, am fi utilizat 

punctele fixe ce corespund acestei extremităţi. Rezultatele ce se 

obţin rămân evident aceleaşi. 

" Dacă grinda ar fi avut şi denivelări, atunci pe contraverticalele 

pe reazim ridicăm în ordonată momentul mediu m, dat de relaţia: 

2 EI (ou — 9)/la + (va — 92) /lo3] + ma a + 2 Sas =0 

şi procedăm apoi exact ca măi sus. | | 

"Se obişnuește, în acest caz, a raporta deformația grinzii de pe 

intervalul 1—3 la linia reazi- 

ID 
m
i
 

  

    

      

milor 1—3 în poziţia lor depla- O O = 

sată (fig. 342). In aceste condiţii ! z i 

pp = va = 0, iar pentru pa Vom lua i | |___-osi — 

pp, ca În figură, când primul 6 Zi 9 

termen din ecuaţia precedentă se Ş | 

reduce la: - „Figura 342 

— 92 EI va" las/laa ls 

4, Grinzi continui pe reazime elastice. 

Ecuația celor cinci momente. 

Grinzile, prin intermediul reazimilor, se sprijină în genere pe 

nişte stâlpi, cari se numesc pile. Acestea se fac din zidărie sau oţel, 

deci tot din materiale cari se deformează. Vom admite, ca tot- 

deauna, că şi lor li se aplică legea lui JJooke și anume, că deformația 

lor este proporțională cu sarcina, cu alte cuvinte, dacă, de exemplu, 

reazimul 2, sub acţiunea unei sarcini egală cu 1, se lasă în jos cu 

30. 193%, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor. E
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cantitatea o, atunci, sub acţiunea sarcinei Va se va lăsa în jos cu: 

(32) Va = Va va 

Cantitatea w este independentă de încărcări, depinde de forma 

și dimensiunile pilei și de materialul din care este făcută. In cazul 
unei grinzi continui, aşezată pe pontoane, 2 este cantitatea cu cât 
se sculundă pontonul de sub reazimul 2 sub acţiunea unei sarcini 
egală cu 1. Forma și dimensiunile pontonului fiind date, găsim 
numaidecât pe vas. 

In aceste condiţii, să scrim ecuaţia lui Clapeyron pentru reazimul 
3. "Ținând seama de (32) avem: 

(33) GEI (Ve oro/loa — Va es las/ lea li + Va 0s4/li) 
| + Ala la + 2 Ma oi + Malu + 6 9 =0 

Dacă în această formulă introducem valoarea veaeţiunilor, a 
căror expresii sunt de forma: 

(34) Va = Vas — Miha + Me lua/ la la — Mel, 
în care V2, este reacţiunea ce se produce în dreptul reazimului 2 
considerând cele două deschideri adiacente ca grinzi simplu reze- 
mate; atunci se capătă o relaţie între EI, cantităţile Voo Vaa3e a. 
cantităţi care depind numai de încărcările pe: deschiderile grinzii 
considerate ca grinzi simplu rezemate la extremităţi, şi momentele 
de pe cinci reazime consecutive. Ecuația poartă numele de ecuaţia 
celor 5 momente. i 

Desvoltând formulele de mai sus, rezultă expresii lungi care n'au 
interes decât pentru calcule speciale ș și renunţăm de a le mai transeri 
aci: | 

S'a menţionat acest caz pentru.a se indica numai norma de 
calcul. 

După această normă se calculează o șină de cale ferată, ! care 
reazimă pe traverse care la rândul lor sunt puse pe un pat elastic 
format de balastul liniei. 

„Formulele “se simplifică sensibil când pa = Pa =. =, 
la = loa = lu =. =. 

5. Grinzi aşezate -pe un teren elastic. 

a) Soluţia analitică, 

Terenurile de fundaţie până la o anumită limită, sunt și ele ela- 
slice, cu alte cuv inte, dacă sunt supuse la o presiune oarecare, ce- 

dează, iar dacă acea presiune încetează ele revin la loc.
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Un exemplu este traversa de cale ferată, care sub acţiunea 

sarcinilor se lasă în mod vizibil în jos, pentru ca după trecerea lor să 
revină la loc. 

O grindă supusă la sarcini și așezată pe un asemenea teren se 

poate considera ca o grindă continui așezată pe un număr infinit 
de reazime elastice infinit apropiate. . rr 

In aceste cazuri se admite: că și terenul ascultă de legea lui 

Iloohe şi anume că deplasarea este proporțională cu presiunea și 

cu un factor constant care depinde de natura terenului, cu alte 

cuvinte 
(35) v = X/E, 

Un teren care are o săgeată elastică de 0,25 mm sub acţiunea unci presiuni 

de X = 1 kg/em3, are E, = 1/0,025 = 40 kg/emi, 

Dacă grinda reazimă pe teren pe:o lăţime b, atunci încărcarea - 

pe unitatea de lungime de grindă va fi p =bYX. 

Pentrucă presiunea nu se schimbă, » vom avea acceaşi săgeată 

şi deci: 

36) o izopezi.! 
Pentru prescurtare, notăm b E, = h, şi prin urmare: 

(36) - | -p=—kho. 

Am pus semnul minus ca să ţinem seamă că p este dirijat de 

jos în sus. a | 

Din ecuaţia i , a 

(37). EI do /da = —M 

prin derivări succesive, deducem: 

EI bo/de =—T , Eldto/daA =p. 
| Dacă î în ultima ecuaţie introducem valoarea lui p din (36), avem: 

(38) EI div/da. + ko =0 

o ecuaţie „diferenţială în v. 

Dacă se notează 

(39) | "tai =R/4EI 
(40) : eazcosaz =az, | ea?sin az = ba,  eutcosaz =ca, 

Ei easin az =d, | 

atunci avem: _ : ! 

(41). îi | p=Aaz+ Bia + Co + Dd, 

în care A, B, C şi D sunt constante de integrare. 

30*



468 

Derivând această expresie, obţinem. 

dodz=a [(4 + B) a—(4—B) b-—(C—D) cx—(C+D) d] 
4 d?v/da =? a? [DB ax—A ba—D c+C d] 

(& dv|dzi=—2 a [(A—B) az+(4+B)b.—(C+D) ca +(C—D) da] 
dipjdai = at [A a+ B ba+C ca+ D da] 

“In calcule avem nevoie și de Jpdz pe un interval oarecare. 
Dacă se face calculul se găsește: : 

LI Z 
Z 

(42) ( pdz =—h ( pda = + (k/4 at) | ceeace | 
«0 o 

o 

Ecuațiile (41) sunt valabile pe intervalul dintre două forţe con- 
centrate. | o . | Pe alt interval, vom avea altă ecuaţie '(41) cu alte constante 
As Bi Ca și Di şi așa mai departe. | 

In dreptul unei sarcini concentrate, cele două ramuri de curbă 
au aceleaşi valori pentru e, dv/dz şi d?v/da?, ultima fiind propor- 
țională cu momentul din dreptul sarcinei. In dreptul forţei concen: 

„rate, diferenţa forţelor tăietoare în cele două ramuri de curbă, 
este egală tocmai cu forţa concentrată. Aşa dar, avem 4 condiţii 
pentru racordarea celor două ramuri ale curbei, de o parte şi alta 

a sarcine! concentrate. 
= Dacă avem n sarcini pe 

grindă, vom avea (n + 1) 
Baa. ramuri de curbă (fig. 343), 

Figura 343 deci 4 (n + 1) constante de 
integrare, din cari 4n le 

determinăm cum am arătat mai „sus. Celelalte patru le determinăm 
prin condiţia ca forţa tăietoare şi momentele la capătul grin 
sunt nule. 

Observare. Principial chestiunea: este rezolvată, însă aci. se | “ivește o dificultate. o 
S'a văzut că în expresia lui v intră funcțiunile circulare sin Şi cos. Axa deformată a grinzii va fi un fel de sinusoidă,. Se întâmplă 

însă că, pe unele porţiuni, v este negativ, adică grinda se ridică în 
sus. Pe aceste regiuni nu exista presiunea p; Ppentrucă pământul 
nu trage grinda în jos. Prin urmare, vor exista discontinuități și grinda nu va rezema pe teren pe toată lungimea ei. In aceste cazuri 
calculul este extrem de dificil și are loc atunci când E] al grinzii 
este mic și deformaţiunile mari, ceca ce e cazul de multe ori, 

   

zii
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b) Soluţia graiică. - 

Pe această cale se rezolvă prin metoda poziţiilor falșe, în modul 

următor. Forţele și grinda fiind date, presupunem că p variază liniar, 

ca în figurile 344: In ambele cazuri, putem deduce po ŞI Dn, sau pu 

și ps, cu ajutorul celor două ecuaţii 

din statică: 

[paz => î 

fzpdz =SaF 

In orice caz, aceste două ecuaţii 

nu ne pot da decât două valori ale 

lui p, în două puncte alese după voie. 

In această ipoteză, am găsit valoa- 

rea lui p în orice punct al grinzii. Aşa 

fiind, putem construi curba momen- 

telor încovoietoare şi deci şi axa 

deformată a grinzii. Vom “căpăta o - Figura 344 

curbă cam de forma din fig. 345. | o 

Cum între săgeți și sarcini există relația p =, atunci ordona- 

tele acestei curbe măsurate dela dreapta care închipue nivelul 

terenului înainte de încărcarea grinzii, reprezintă chiar încărcarea 

pa ei, la o scară oarecare. Să determinăm poziţia dreptei. 

„Fie Po» Pn Şi.p ordonatele în 

A dreptul extremităților grinzii 

şi întrun punct oarecare al 
ei. :Se observă că-p se com- 

  

  

  

   -pune ::din--două segmente: 
unul cuprins între nivelul te- 

A renului şi linia extremităților 

grinzii deformate şi altul cuprins între aceasta din urmă și 'axa 

deformată a grinzii. Așa fiind, cu ajutorul celor două ecuaţii de mai 

sus, putem afla valorile lui po și pn Și deci o nouă distribuţie a lui p. 

Având distribuţia, deci o nouă 'curbă de încărcări, putăiir'con- 

strui din nou curba momentelor și a axei deformate a grinzi. Ur- 

mând calea indicată mai sus, găsim o altă curbă de încărcări și 

aşa mai departe. 

Figura 345 - 

Repetăm această operaţie până ajungem la două curbe de în- 

cărcări cari diferă între ele oricât de puţin voim noi. 'Accasta este 

soluţia problemei.
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În acest mod,am găsit toate valorile lui p și ale momentelor 
încovoietoare. 

Observare. 'Trebue să spunem neapărat câteva: cuvinte asupra 
scărilor la care vom executa epura. 

Să presupunem că scara lungimilor este 1/a. Să mai presupunem 
că am construit axa deformată a grinzii așa că pe epura noastră 
săgețile să fie măsurate în adevărată mărime. Să mai presupunem 
că împărţim grinda într'un număr n de părţi egale, cari, pe epură, 
au lungimea Az cm. 

Pe acest interval vom avea o forţă: 

AF =vkaAz =paAz 

In acest caz, scara forţelor ar fi: | 

| | 1 cm =(1.hkaAzka 

In genere această scară este foarte mică şi atunci o mărim de 
f ori şi deci luăm ca scară a forțelor 

„IL cm = Î.h.a.Az/f.kg. 

Cu o distanţă polară de J/ kg, evaluată la această „scară, construim 
poligonul funicular al forţelor A F. 

Valoarea acestei distanţe polare în cm, va fi 

(43) h = 1.H.B/1.k.a.4z = B/kadz 

Valoarea momentului este: 

M = mall 
A 

dacă m este ordonata curbei momentelor măsurată pe, desen î în cm. 
„Supraiaţa momentelor pe intervalul Az este: 

O =mo?Il.Az 

și deci scara supraleţei momentelor ar fi: 

1 cm = 1.02 [.A4z kg cm? 

Această scară în genere este mare, o micșorăm de ș ori, şi deci scara 
suprafeţei momentelor o vom lua: 

lem =1.0*pI] Az kg cm? 

La această scară, distanţa polară EI ar fi reprezentată prin 
lungimea h,, măsurată în cm 

ha = EI/a2 > Il.Aa  
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Ca să obţinem săgețile în adevărată mărime, trebue să luăm: 

ha = El/a3y II Aa, 

și pentru a le obţine chiar la scara forţelor, deci de B ori mai mari 
ar trebui să luim 

ha = E1l/a3 B > IlAz 

Această distanţă polară în genere este mare, o micşorăm de $ 
ori, însă atunci ordonatele axei deformate ale grinzii le obţinem 
de 6 ori mai-mari ca în scara forţelor. Pentru a le introduce în poli- 
gonul forţelor le vom micșora de 5 ori. 

Dacă în he introducem valoarea lui 17 f din (43) şi ţinem seamă 
de reducerea 5, obţinem relaţia 

(44) hi ha = El/aty 5 k (Aa), 

hi, și ha măsurându-se în cm. 

Cu ajutorul coeficienţilor de reducere 7 și 5, ne putem oricând 
aranja ca epura să fie executată la dimensii convenabile. 

In rezumat, operaţiunile le conducem în modul următor. 

Scara lungimilor se dă pe consideraţia ca grinda să încapă 
în cadrul epurii. Impărţim grinda în n intervale de lungime Az, 
"măsurată în cm pe epură. Atât forţele A P cât și suprafeţele de mo- 

mente, le vom considera aplicate la jumătatea intervalului Az. Se 

face astfel o eroare care însă n'are influență apreciabilă asupra 

rezultatului. 

Ne alegem o scară convenabilă a forţelor și, cu o distanţă polară 

h, măsurată în cm și convenabil aleasă, construim curba momen- 
telor. 

Cu-ordonatele m ale curbei momentelor, măsurate la jumătatea 
intervalului Az, reduse de ș ori, construim poligonul suprafeţei 
de momente. 

“Cu distanţa polară ha, dată de formula (44), construim axa 
deformată a grinzii. 

Determinăm poziţia dreptei AB așa ca suma celor n ordonate, 
măsurate la jumătatea intervalului Az, să ne dea — măsurate la 
scara forţelor — 6 % F. Poziţia dreptei AB o vom determina așa 
ca şi ecuaţia de momente să fie satisfăcută. Odată această operaţie 
făcută cu ordonatele axei deformate, reduse de 5 ori, 
la scara forţelor, un nou poligon de forţe. . 

Procedăm astfel până ajungem la soluţie. 

construim,
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Aplicația Nr. 90. O grindă, simplu rezemată la ambele extremităţi, este 
formată din mai multe grinzi suprapuse (fig. 346), fiecare din ele fiind caracteri- 
zată prin câte un EI diferit. Lunecarea între ele fiind posibilă, cu cât se încarcă 
fiecare grindă? | | | 

Sub acţiunea sarcinilor, în o secţiune oarecare, toate grinzile se lasă în jos 
cu aceeași cantitate p, Așa fiind, în acea secțiune avem acceaşi valoare pentru 
toate grinzile pentru dv/dz, d? /da? şi deci pentru cz. Dacă fiecare grindă din 
momentul total M ia A, A1,..., vom avea evident: 

M = MAL Mk... 

o: = M/Bla > M2/Ele = e. = 9/E El 
relaţie care ne permite să găsim valorile lui M,, A... adică, cu cât se încarcă 
fiecare grindă în parte. - 

Exemplu numeric... O grindă de 4 m deschidere este formată dintr'un profil 

LI Fa     

    

  
    

  

  

      
      

S ) = Pia | 
ZA ZE SII 

- i IP A 

7 hd . 

Figura 346 - Figura 347 

] Nr. 10 peste care este suprapusă o grindă de lemn de 20.15 em (fig. 347). Ce 
sarcină concentrată aplicată la mijloc poate suporta grinda, așa ca rezistenţele 
în fier şi lemn să nu treacă respectiv de 1200 și 80 kg /cm?. Se va lua Ep = 2.106 
și E. = 0,1.10€ kg/em? și cu 1/ = 171 cmi și I4 = 10 cmf, avem: - 

Ely = 2.108.171 = 342,10€., Eu = 01.106.104 = 105, 
E EI = 342.10 4 1000106 = 1349.10 kg cm? 

și apoi avem: | 

M/M > Ep [ZEI = 342/4349 = 0,955, 

M/A = E Dn /Z E I = 1000/1342 = 0,745 

Momentele maxime, ce le pot suporta cele 2 grinzi separat, sunt: 

Mp = Vp Xp = 38,92 X 1200 = 41040 kgem. 

Mu = Yu Sa = 1000 X 80 = 80000 kgem.  * 

Din aceste relaţii deducem pentru AJ valorile: 

M = 11040/0,255 = 160800 şi A = 80000/0,745 = 107400 lgcm 

- Așa dar, ca să avem în grinda de lemn rezistenţa = 80 kg /em:, avem nevoie 
de un moment total de 107% kgm, dacă depășim această valoare vom depăşi 
N == 80 kg /em?. Aşa dar, rezistenţa ansamblului este condiţionată de rezistenţa 
din grinda de lemn. 

Sarcina maximă este dată de relaţia A = 4 F lsau 

F=4 MAL = h.107% /h= 1074 ge 

Rezistenţa în grinda de fier va îi numai: 

9 = 1200.1074 /1608 = 802 kg /em?,
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Aplicația Nr. 91. O grindă incastrată în reazimile O şi 2, are o articulaţie 

în secţiunea 1 (fig. 318). Să se găsească reacţiunea din 1. 

Dacă mar exista articulaţia, sub acţiunea sarcinilor, cele două bucăţi de 

grindă, din dreapta şi din stânga, ” 

în secţiunea 1, s'ar lăsa în jos cu | | 

cantităţile va şi vs. Pentrucă grin- & o | 

zile sunt articulate, va trebui să in- i 2 

troducem reacţiunile V, — ca în fîi- 

gură — așa îel, ca, în dreptul articu- 

laţiei 1, să avem aceiași săgeată, deci 

os— V,13/3 Eolo = va+V, 8/8 Ea Ia 

  

E o) 

  n 

    

  

de unde scoatem:   vs— va > V, (B8/Eo lo + B/Ea =) , H 

relaţie care ne dă valoarea lui PV. Figura 348 

Aplicația Nr. 92. Grinzile 01, 02,... sunt articulate în punctele 1, 2,... și 

incastrate între ele în punctul 0 întocmai ca spiţele în butucul unei roţi. (îig. 

349). In 0 se aplică un moment M, normal pe pla- 

nul grinzilor. Cum se distribue acest moment la 

fiecare din grinzi? 

Grinzile fiind încastrate în 0, sub acţiunea lui 

AJ, acest punct, şi deci toate capețele grinzilor 

incastrate în 0, se vor roti cu același unghi 0. 

Vom avea deci: 

E, l, h !8 0 = Sw 3 Ea Ia la te 0 = Sa... 

sau 

  

Figura 349 - Ss /Ea In n = Szo/Ea la h > --- 

Dacă notăm cu Mi, Ma. -- momentele ce ia fiecare braţ, atunci avem: 

SAR o» Sz = Malo... 

Dacă introducem aceste valori în xelaţia de mai sus şi dacă ţinem seamă 

că: M + Ma +... = AM și notăm: 

(E, 1/0) /E (EI hi Ea 1/1) /> (E 1/4) => ha... 

  

găsim : y 7 

MR Mo Ms Me 0 Sa 
  

cu relaţia evidentă: 

Ra hab eee than =     

  

     

  | 
| 

Aplicația Nr. 93. Capătul unei grinzi | 

incastrate la ambele extremităţi (fig. 350) 

se lasă în jos, faţă de celălalt; cu cantita- 

tea v, Grinda fiind neîncărcată, Ce momente 

se desvoltă în cele două reazime? - Figura 350 

  

A * 

   

    

5 În 
    

    

   

  

sc 

til iul  
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După enunţ, grinda rămânând tot incastrată şi după deformaţic vom avea: 

EI (tg 0, — 8 0) = — O =0 

EI (p— vo — 19 00) = Elo = — 5 

Dacă în cele două reazime se desvoltă momentele PA şi AM, vom avea: 

| A +A)i=0 1, GEIv =— A +M)e 
din cari scoatem 

Mo=—M : şi M, =GEIv/l2 

Se vede că la mijlocul grinzii momentul este nul. 
Cele două reacţiuni sunt: 

Vas —V, = EIo/A =2MA 

relaţie care ne permite să găsim valoarea lui M,, când cunoaștem reacţiunea Va. 

Aplicația Nr, 94. O grindă continuă este inărcată cu sarcinile şi are dimen- 
siunile din figura 351. Ea este incastrată în reazimul Q şi simplu rezemată pe 
celelalte. Toate reazimile sunt de nivel, și EI = ct pe toată lungimea grinzii. 

Să se găsească momentele 

  

                  

j 4i pe reazime şi reacţiunile. zi 2 Incastrarea din 0 putem 
IT TIP a rr sa o considerăm ca fiind fă- — cută din două reazime de |2m a 20 2 27 20 ii nivel infinit apropiate. In a- i 6” 4 cest mod putem aplica for- 

Figura 351 “ mula lui Clapeyron și reazi- , 
mului 0, considerând că la 

stânga lui am o deschidere Î = 0. In treacăt, amintim că în acest mod putem 
aplica formula lui Clapeyron şi grinzilor încastrate la. ambele capete sau 
grinzii incastrate la un cap și simplu rezemată la celălalt. 

Vom avea deci: 

2.6.Mo + 6, + 6 0 =0 

6 Ale + 2.101, +40, +62 =0 
în care: 

6 Dos = [3.2.4 (6 + 4) + 2.2.4 (6 + 2) + 2.61/41/6 = 169,33 

| 6 2,5 = [3.2.4 (6 + 2) + 2.2.4 (6 4) + 2.6:/4]/6 

+ [2.2 (4 + 2) + 2.40 A4]/A4 = 222,67 

Ma = — 24112 =—1im. 

Introducând aceste valori în ecuaţiile de mai sus căpătăm: 

12 Alo + 6 AL, = — 169,33 şi 6 Al, + 20 M, = — 218,67 

cari ne dau: “ 

Mo = —10p17tm şi  M == —7S3tm 
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Necunoscutele statie nedeterminate T, pe deschiderile respective, sunt: 

Ton = (Al — Mo) /la = (10,17:— 7,88) /6 = 0,382 + 

Tian = (Ala — MI) fa = (7,88 — 1) /& = 1,720 t 

Reacţiunile în reazimnile 0, 1, 2, considerând grinzile simplu rezemate, sunt: 

Vos = 2 X 6/2 4+ 3.4 /6 + 2.2/6 = 8,667 t 

Pas= (6.2 + 2-+ 38— 8,667) + (4 + 2.4) [2 =— 14,333 i 

Vas = (hr 24) [24+241=8t 

“Ţinând cont de cantităţile Ta, reacţiunile totale devin: 

o = Vas Ton = 8,667 + 0,382= 9.049 t. 

V, = Wis— Ton + Tu = 14,333 — 0,382 + 1,720 = 15671 t, 

V, = Vas — Tan = 8 — 1720 = 6,280 t. 

Dacă se adună toate reacţiunile se găsește Valoarea sarcinilor adică 31 t. 

Cu elementele găsite putem construi curba forţelor tăietoare şi a momentelor 

încovoietoare. Să 

Aplicația Nr. 95. O grindă continuă cu secţiune constantă, pe n reazime de 

nivel, are o singură deschidere încărcată. Să se găsească momentele pe reazime. 

Vom presupune încărcată 

  

deschiderea cuprinsă între | | | 

reazimile i şi i +1 (fig. 352). pr "es 7 TITI 

Formula lui Clapeyron ne ze 2 ze 202 

dă: : Figura 352 

Mii li 2 Mi li—bititălii li = -6 2is 

. Mi lisi-i +9 Mii lit Mie litrii = — 6 Dios 

Deschiderile fiind date, putem afla poziţia punctelor fixe și deci valorile 

lui his, hide 
n . . ÎN . 

Ecuația (27) ne dă: 
| Ai = hits Mi e Mao Rio Mp 

Dacă introducem aceste valori în ecuaţiile de mai sus și dacă ţinem seamă 

de ecuaţia (29) care ne dă: 

, 9 lia ii Riais li iii /his 

2 lii2 — Riaa lir1i-re= Lit [kid 

căpătăm: 
| 

Mi /his + Mia = = 6 SDis/li ii 

Mi Mii Rika = = 6 Dita lia 

două ecuaţii din cari scoatem pe Mi şi Mi--1. Având valorile lui k, avem toate 

celelalte valori ale momentelor. 

Aplicația Nr. 96. 0 grindă continuă, cu secţiune constantă, aşezată pe (n + 1) 

reazime de nivel, este încărcată cu o sarcină -uniform distribuită pe toată lun- 

gimea ei. Deschiderile fiind egale, să se găsească momentele pe reazime,
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Formula lui Clapeyron ne dă: - 

Mi-a + 4 Mi + Minut tpl =0, 
o ecuaţie diferenţială cu diferenţe finite a cărei soluţie este: 

Mi = Aai + Bfi—pl/42 
în care a și f sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice, 22 + & z + 1 = 0 şi anume: 

a=—2+//3,, = —2—V3, 
i este rangul reazimului, iar A și B două constante de integrare pe cari le deter- 
minăm prin condiţia că pentru i = şi i=n să avem Mo = Ma =0, adică: 

= Ap i = | 2 A+B=pl şi _ Am+Bfn= Pl 

Să ne ocupăm de cazul când numărul reazimilor este Joarte mare. In acest 
caz ah = ( şi fn fiind foarte mare, rezultă şi B=0, şi deducem A = 2p 2, 

Apoi: ! „ 
: _ 1 . 2 | . M; = — p(l—ai)pl . - 

Să dăm câteva valori ale lui (1 — ai) începând dela extremitatea grinzii. 
Avem: 

  

i= 0 1 .9 3 4 "5 
    

          
1—ai= 0 1,2679 | 0,9283 | 1,0192 | 0,0949 | 1,0014         

  

Se vede că AM, diferă de momentul unei grinzi incastrate la ambele extre- 
mităţi numai cu cea. 2%. De aci încolo momentele sunt sensibil egale cu — i pl. 

Aplicația Nr. 97. O grindă continuă cu două deschideri egale (fig. 353) su- portă două sarcini F, simetric aşezate faţă de reazimul din mijloc. 
Ce poziţie trebue să ocupe sarci- 

  

  

      

ra] F La nile pentruca cele 3 reacțiuni să fie : : egale? 
. — A A » . . 7 7 Dacă reacţiunile sunt egale, a- Q Q GQ tunci fiecare din ele este egală cu 2 PF 

Figura 353 | şi avem de exemplu V, 

Va = (l—a)FA+ M,/l 

Formula lui Clapeyron ne dă: 

4 +69s/l=0 

o = ZF. Insă 

în care i 
6 Os =2Fall—a)(i+a)/l - 

Dacă se pun aceste valori în expresia lui V, şi dacă notăm a/l = a, obţinem: 

3a3—9a4+2= 

a cărei rădăcină acceptabilă este: 

= a/l = 0,236 

Aplicația Nr. 98. O grindă continuă cu două deschideri egale, suportă două 
sarcini F, așezată fiecare la mijlocul deschiderii respective, : -  
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Ce denivelare trebue dată reazimului din mijloc pentru ca cele trei reactiuni 
. . - 

? să îie egale (fig. 354)? 

Dacă în ecuaţia (25) punem: 

6 Os =2Fh 
găsim: 

M =— 5 3 p 4 3£EI v,/l2 

Reacţiunea Ye trebuind să fic egală cu 2 F, vom-avea 

TF = P— BF+3EI0/P 
de unde: 

= 17 PE/H4BI. 

Aplicația Nr. 99. O grindă continuă cu două deschideri egale, suportă vu 

  

    

                

p , a 
F A 

op] __o__ hate At 0 0 
ui A A — A 
Lg 2 dr d 

Figura 354 , Figura 355 

sarcină uniform distribuită pe toată lungimea ei (fig. 355). Ce denivelare trebue 

să dăm reazimului din mijloc, pentru ca fiecare deschidere să se comporte ca o 

grindă independentă? , : 

Pentru aceasta este suficient ca să avem M, = 0. 

Dacă în ecuaţia (25) ţinem cont de această condiţie și dacă punem: 

6 Os = 3 p, 

obţinem: 
v = pi /24 EL = p 0D6/854 EI 

Dacă grinda ar fi simplu rezemată pe deschiderea 21, adică dacă n'ar 

exista reazimul din mijloc, atunci săgeata în dreptul acelui reazim ar fi 

5 p (20):/38% EI 

Prin urmare, dacă reazimul cedează numai cu a cincea parte din această săgeată, 

care şi ca este destul de mică, atunci Al, = 0. De aci se vede marea importanță 

a denivelării reazimilor. - 

Aplieaţia Nr. 100. 0 grindă orizontală, infinit de lungă, aşezată pe un teren 

elastic, suportă undeva o sarcină verticală 

F (fig. 356). Să se găsească presiunea pe 

teren şi momentul încovoietor.: op 

Vom determina constantele de inte- a aia 

grare, curba axei deformate a barei fiind ! Figura 356 

simetrică faţă de F (ecuaţiile: 40, 41 și 42). d 

Pentru z = 00, adică ap = ba =00, cx= d, =0 trebue să avem: p = o, 

dv/dz = 0, T =0 şi M = 0, de unde rezultă A = B =9. 

    s7
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Pentru z = 0, adică a, =c,=1, az = dz= 0, trebue să avem: dv/dz= 0, 
T=—AF, din cari scoatem C=D = aF/2h. 

Așa dar, avem: , 

v = a PF e-az (cosaz + sinaz)/2 |: 

M=/Peaz  (cosaz — sina) /h a 

cari în origine ne dau valorile maxime: 

p=—taF ; M =F/4a 

Problema nu este reală pentrucă dincolo de az =, p este pozitiv 
ceea ce nu este cazul în realitate. 

“Aplicația Nr. 101. Aceeași problemă: presupunând că grinda de lungime | suportă la mijlocul ei sarcina F (fig. 357). 
Vom face abstracţie de greutatea grinzii, . i ps . 
Sub acţiunea forţei F, grinda se întundă în teren pe o lungime oarecare le. 

Dacă lungimea grinzii este mai mare . pei E - decât 1, restul de grindă este inutil, j dacă este mai mică grinda se înfundă 
1 

SL PFI/T, ' 

io Pr pe toată lungimea cei. 
pF 

| 
d 

  

  
  pr

 

  

ş S 
„
1
 

4 
o
d
 4 

7 Calculul nostru va fi corect ori de 
, câle ori vom găsi, pe tot intervalul Figura 357 „> dela mijlocul grinzti până la capetele 

ei, v>0. 
Lungimea Î, corespunde cazului când în aceste condițiuni avem la capetele grinzii p =0, Aşa dar, în calculele noastre va trebui să avem oricând i<l. Axa deformată a grinzii va fi o curbă simetrică faţă de mijlocul ei. 
Luim originea axelor în extremitatea grinzii. 
Pentru 2 =0, adică a, =c,=1, ba = d =0, avem T=0, A = 0, şi 

deci: 
iati 

"A—B=C+D, B=D 

Pentru z = 31, avem do/dz =0, și deci: 

(4 + Ba—(4—B) b—(C—D)e—(C + D)d=o0 
“unde a, d, c şi d sunt valorile corespunzătoare mijlocului grinzii. 

Dacă notăm: 

n=brhet+d—a 
avem: 

A =D(a+b+3c+d)/n, C=D(3a—b + c—d)/n 
„Tot pentru z =+ l, imediat la stânga forţei F, avem: 7 = Bă Fi deci: 

(4— Bla + (A+ B)5b—(0+D)e+(C—D)ad = aF/h 
Dacă notăm: a | 

Q2 + b—c2—d24+9bc+2dad=2 (sh al + sin ul) = 2» 
găsim: , 

D/n =aF/h ko 

Așa dar, am găsit valoarea constantelor de integrare, -  
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Să găsim acum valoarea lui p, deci a lui p, la extremitatea grinzii și în dreptul 

sarcinei, Le notăm respectiv cu vo, po şi v, p. 

Pentru 2 =0, adică ax Scop =, br = =0, făcând calculele și notând 

Be = & ch (4 al) cos (% al) /p 
găsun: 

Po = —3 af F 

In dreptul sarcinei dacă se face calculul și se notează: 

A = B+ ehal-+ cosal)/p 

găsim: 

p=—taBF 

Să găsim valoarea momentului în dreptul sarcini. 
„Dacă în expresia [7 d?p/da? = — AM introducem valorile a, d, c, d cari 

corespund lui z = 1 și constantele de integrare și dacă notăm: 

= (ehal — cosal) /p. 

găsim: ! | : . 

= uF/ta 

„Valoarea lui pg va îi nulă atunci când vom avea cos (4 al) = 0. Valoarea 

lui [, dată de această condiţie, este tocmai e, și deci 

al =a 

Am găsit, așa dar, lungimea maximă utilă a grinzii. Dacă se urmăresc for- 

mulele, se constată că pentru această lungime, o, valoarea lui p atinge un minim 

iar M un maximum. In cazul când [ = lo, avem f = pi = 1,09. 

Dacă se compară rezultatele, din acest caz, cu acelea ale grinzii infinit de 

lungă, se constată că ele diferă numai cu 9%. Așa dar, n'avem niciun interes 

să dăm grinzii o lungime mai mare ca lo. " 

Aplicaţie numerică. O grindă de lemn cu secţiunea 20 X 15 cm: și lungă 

"de 1,20 m este aşezată pe lat pe un teren elastic. Ea suportă la mijlocul ci o 

sarcină concentrată de F = 4,5 t. Dacă terenul se lasă în jos cu 0,25 mm pentru 

fiecare kg /cm? ş şi dacă Er= 0,1.10% kg/ems, să se găsească presiunile pe teren şi 

valoarea momentului maxim. 

După formulele (35) şi (36) avem: 

E 1/0095 40 kg/eme e = 20.Eă = 800 kg/emE. 
Mai avem 1=%. 15/19 = 5625 cmi. 

Pi ” 

= k/h EL = 800/R.0,1.10%.5625 = 35,56.10-—3/emt „». a = 2,4%.10—2/em. 

Valoarea lui Îo este: Î, = z/a = 1,287 m. Așa dar, în cazul nostru [< l; 

deci contactul între grindă și teren se va face pe ţoată lungimea ci. - 

Avem: .-) - 

al = 244.10—2,120 = 2,9283 , tal = 1,46% 

ch al = 9,372; cosal = — 0,977; shal = 9,318; sinal t>
 = 0,212 

ch (3 al) = 2,277 ; cos(tal) = 0,107.
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Cu aceste valori găsim: a ” ' 
P > 9530 , Bo=0102 , f=109i,, u = 1,088 

po=—562 hg/em. 3 p = —60 kg/em. 3 M == 50200 kg. em, 
Do = — 0,25 kg/em%, şi = —3 kg/em:, 

Dacă se verilică rezistenţa în grinda de lemn, se găsește 9 = 66,5 kg /em2?, Dacă am considera grinda rigidă şi o distribuţie uniformă a presiunilor 
, găsim 9 = 1,87 kg/em2, deci un d Q&A / rezultat care diferă cu circa 40% 

7! de cel real. | 

Acest exemplu numeric justi- 
fică utilitatea calculului indicat. 

  

   
    

     

Rezolvarea grafică. Incărca- 
rea și grinda fiind simetrice faţă 

„de mijlocul grinzii, vom face 
7 construcţia: numai pentru o ju- 

mătate de grindă (fig. 358). 
i Avem 1/2 = 60 em. Luăm scara 

lungimilor 1/10, deci a =10.- 
Impart grinda în 6 Părţi egale, 
deci pe desen avem 4 z =1 cm, 

Luăm scara forţelor 1 cm = 
- 500 kg. La această scară forţa 

” A 

  

a
p
 

          

îi     o 
l-
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| 

) 
II, = 4 IF = 2250 Lg este reprezentată 

prin &,5 cm. Distanţa polară o 
i luăm pe desen lu =3 cm. 

_ Pisura 338 In aceste condițiuni din for- o mula (44) deducem: | 
ha = EI /ha aty Sk (da)? = 3625.0,1.10%/3.101.7.5.800.12 = 23,4375/y 5 em. 

    

        
  

Dacă ordonatele curbei de momente le împart prin > = 2, ca să avem poli- gonul suprafeţei de momente şi dacă distanţa polară o iau de $ = 3 ori mai 
mică, atunci obţinem: he = 3,90625 em. 

Prin urmare ordonatele axei deformate a grinzii împărţite prin 5 =3 şi 
evaluate la scara forţelor ne dă valoarea forţelor 4] F, care acţionează pe inter- 
valul A z de pe desen. 

Acestea: fiind stabilite procedăm. la executarea epurei. 
Presupunem întâiu că distribuţia lui p se face după triunghiul 411. Valoarea 

maximă a lui p va îi 2.2250/60 = 75 kg/em. Forţa 4 F corespondentă estez 

AF = pa Aa = 75.10.1 = 750 kg 

care evaluată la scara forţelor ne dă pe epura d F = 1,5 cm. In poligonul axei deformate vom lua A1 = 5.1,5 = 3.1,5 = 4,5 cm. Așa dar, am Săsit dimen- siunile triunghiului A 11. Cu ordonatele acestui triunghiu măsurate la jumă- tatea intervalului Az și împărţite prin $ = 3, facem primul poligon de forţe şi primul lor poligon funicular care ne dă momentele încovoictoare ma 
Cu ordonatele acestui poligon de momente măsurate la jumătatea interva-  
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lului Az și împărţite la p = 2, căpătăm poligonul suprafeţei momentelor. Cn 
distanţa polară ha, construim prima axă deformată a grinzii: curba A 2.: Vom 
duce acum dreapta 22 așa fel ca suma ordonatelor măsurate în același fel şi 
împărţite prin 6 = 3 să ne dea 2250 kg, adică 45 em. 

Odată fixată linia 22, putem face al doilea poligon funicular de momente ma. 

Pentru a micşora numărul încercărilor poligonul suprafeţei de momente 

îl construim cu ordonatele ma — î (ma — mu), pe cari le împărţim evident prin 

p = 2. Obţinem axa deformată A 3 şi în aceleaşi condițiuni obţinem dreapta 
33. Construim apoi poligonul de momente ms. 

Judecând după poziţia dreptelor 11, 22, şi 33 din încercările făcute, bănuim 

că dreapta 44 va fi foarte apropiată de 33 și deci ne oprim aci cu încercările. 

Pe epură cetim: A 3 = 3,5% cm, 33 = 0,33 cm, cari împărţite prin 6 =3, 

ne dau A3 = 1,18 cm și 33.= 0,11 em. Acestea evaluate la scara forţelor ne 

dau respectiv: AF = 590 kg, AF = 55 Ig, din care deducem p = 59 kg/em 

şi Po = 5,5 kg/em. Acestea ne dau X = 2,95 lg/em? şi 9o= 0,25 kg /em2. 

+" Ordonata maximă a curbei momentelor ma, este 3,34 cm, care ne dă momentul 

M = 1500.10.3,34 = 50100 ls em, - 

:: Dacă se compară aceste rezultate. cu acelea ale calculului exact se constată 

că chiar dela a treia încercare obţinem rezultate aproape exacte, şi că metoda 

grafică duce relativ foarte! repede la soluţia definitivă. 

31. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,



XXII. GRINZI CURBE SAU ARCE. 

A) Determinarea rezistenţelor în secţiunea unui arc. 

Ne vom ocupa de arcele plane, solicitate la sarcini situate în 
planul lor. 

Vom presupune că rezultanta grupului de forţe dela stânga 
secţiunii considerate se reduce la o forţă axială N şi un moment 
încovoietor M, ambele pozitive, 

Semnele lor pozitive sunt fixate după normele stabilite. până 
acum și sunt cele indicate pe figura 359. 

Ca și la grinzile drepte, vom presupune şi aci că avem de aface 
cu corpuri cari ascultă de legea lui Hooke și că ipoteza lui Bernoulli 
este de asemenea aplicabilă. - 

Vom mai presupune că A coincide cu o axă principală a sec- 
punn. 

Vom presupune că axa arcului — adică succesiunea centrelor 
de greutate a secţiunilor — are raza r. 

1. Determinarea rezistenţelor. 

a) Legea de distribuţie a rezistenţelor pe secţiune. 

De pe figură se vede că secţiunea BB o aducem în poziţia 
deformată, DC,, prin o deplasare de translație ByCo după axa arcului 
şi apoi printr'o rotaţie în jurul centrului de greutate, care produce unghiul CC,D. 

In aceste condițiuni, lungirea specifică a fibrei AB va fi: 

e = BD/AB = (BC + CD)/AB. 

Să evaluăm cantităţile din această formulă.  
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De pe figură se vede că: AB =(r—y)d. 
Dacă axa piesei are lungirea specifică eg, atunci se vede că 

BC = BoCo = o ds = tor dO. 

Vom denumi încovoiere specifică, întocmai ca la grinzile drepte, 

unghiul cu care se rotesc între ele două secţiuni cari se găsesc la 

distanţa ds = 1, şi atunci unghiul C'Co D are valoarea o ds. În 

aceste condițiuni: CD = y e ds. 
Deducem: 

(0 e = (2 + oy)r/(r—y) 

Aşa dar, am găsit legea de distribuţie a lungirilor specifice pe 

secţiune. 

Dacă corpul ascultă de legea lui Hooke, avem evident 

(9) = Es E(e + oy)r/(r—y) 

Deci rezistenţele nu se mai 

  

P 

distribuesc liniar pe secţiune, ci y 

după o hiperbolă. 
N 

Să găsim valoarea lor. 

Vom ser ecuaţiile de echilibru: 
NI : ! 

(3) or ao=N şi jocyae = | A | 

în cari introducem valoarea lui IX. N i 

Dacă notăm: | ae 

4)“ Vyao/(r—p=k2 di 
i _ - Pigura 359 

atunci rezultă: 
gura »: 

4 În ao/r—n= u+po jecorr— ra. 

pentrucă Î.y dO =0, întru, cât y se măsoară dela axa z care trece 

prin centrul de greutate al secţiunii. Ultima formulă (4) putem s'o 

punem și sub „forma: 

(4) Jder sine =, 

pentrucă nu-i altceva decât un moment de inerție în raport cu 

centrul de greutate al secţiunii, însă a cărui ordonată y se multi- 

plică cu raportul r/(r—y 

| Coeficientul , definit ca mai sus, este funcţiune de forma și dimen- 

siunile secţiunii și arcului. 

31*
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Dezvoltând ecuaţiile (3) avem: e 
DN e(Î+h)+ork=N/EQ 

(5) - cok+ourk =M/rEO 
din cari scoatem: a 

| E = (N — M/r)/EQ SE 
(N o = M/ED— (N —M/n/r Bo: 

£ + or = Mr/EI, a 

cari, introduse în (2), ne dau: 

(7 EN —M/0)/0- My r/lL(r—y) 
valoarea rezistenţei în fiecare punct al secţiunii. 

Se vede că distribuţia rezistenţelor nu este liniară şi că în două 
puncte egal distanţate de centrul de greutate al secţiunii, rezistenţa 
va, Îi mai mare în punctul care se găsește mai aproape de 'centrul 
de curbură al arcului. Ea 

b) Determinarea lui k. 

Acest element geometric este definit de prima ecuaţie (4), care 
desvoltată în serie ne dă: e SE 

(5) „RO rf po +rfpdo i... 

pentrucă, după cum s'a mai observat, f yd2 = 0. _ 
Dacă se observă că avem totdeauna y/r< 1, șI dacă se negli- 

jează termenii ce conţin pe y/r la o putere mai mare, ca 2, obţinem 
” pentru k -valoarea aproximativă: . 

(9) h = 2/2 | 
  

în care i. este raza de giraţic a.secţiunii în raport 
y cu o axă paralelă cu axa neutră trecând prin 
| centrul de greutate. Foarte adeseaori ne mălțumim 

cu această valoare, o. | 
d Pentru secţiuni simple, găsim și pentru k 

Figura 360. valori exacte, relativ simple;. . Pa | 
De exemplu, pentru „un dreptunghiu (fig. 360) 

făcând calculele arătate de (4), obţinem direct: ..:,. ...-. Sa 

  

  

  
        

(10) = (1/6h) În b/(r— sp] dy = (eh) Ier) (27 — ja  
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- Pentru o secțiune circulară (fig. 361),:de diametru d, aplicând 

desvoltarea (8), cu:",: „ i ee, 

y=Adsinu , b=d cosa ; : d = 4 d2'costa.da 

căpătăm: 

(pa ie i j PlO = aţi 3 | do. = a a(4d) 

cari ne dau: 

  

  

        

Ă SR a ai 

(11) k =4(d/2r2 + 4(d/2*.u (d/2r0 ee iii 

Determinarea lui k pentru secţiuni mai : Z. at | 

complicate e mai dificilă. a! i - 

Grafic” aceasta. se Jace foarte: ușor, căci | - 

mavem decât să efectuăm pe această: cale, : “ + 

integrala arătată de ecuaţia (4). PRI! AM 

Dacă împărţim suprafaţa: secţiunii în | Ia 

fășii paralele cu axa 0,z (fig. 362), atunci N y 

avem d? = bdy şi termenul de sub în-:? NR sie oa he 

tegrălă are valoarea: : -.. N i 

| iale ob, ra 
în care am notat:  î E _ iure 961, 

| = by/0—p pa pi 
Navem decât să construim arafic pe bi. Fie A un punct al! con: 

turului secţiunii. Avem AB =b. Din . 

- centrul de curbură O al arcului, duc 

“dreapta OA, 'care.taie axa 0.z în C. 
Din. C duc o. paralelă la Oy. care 

taie pe AB în A... 
De pe figură se vede că AA, este 

tocmai b,, şi deci::. . : 

k O = f d, dy 
Așa dar, suprafaţa cuprinsă între 

- conturul secţiunii— descris de punctul - 

A—şi între curba descrisă de punctul 

A, construit cum s'a. indicat, ne. dă 

valoarea lui k 2. 
In regiunea lui + y, supralaţa este 

a a. ++ pozitivă, în aceia â luţ—y, negativă ă, 

pe deci se va: face diferenţa lor. 

Figura 362. - Valoarea lui k este în genere mică; 
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a c) Poziţia axei neutre. - 

Axa neutră va fi acolo unde X =, şi ecuaţia (7) ne dă ordonata 
Yo a poziţiei axei neutre: 
(12) Jo = kr (M—r A)/(M + (M—r N) k] 

„Avem de făcut câteva observaţiuni. ! 
10. Se vede că yo =0 când M =r N, adică, atunci când avem 

o forţă A aplicată în centrul de curbură al arcului. 
2. Când M =0, găsim yo =r, adică axa neutră trece prin 

centrul de curbură al arcului. 
30. Când N =0, căpătăm: 

(13) e SRrAL +) 
Putem să găsim şi o valoare aprozimativă a lui yo. In adevăr, 

dacă în (13) în locul lui F punem valoarea sa aproximativă din (9) 
și dacă neglijăm i? faţă de r2, găsim: ” 
(14) o = î2/r 

2. Calculul exact şi aproximativ al arcelor. 
Practica ne învaţă, că pentru anumite arce, putem să aplicăm 

un calcul aproximativ, care să fie foarte apropiat de cel exact. 
In adevăr, să calculăm valorile lui k Şi Yo pentru un arc de sec- 

ţiune dreptunghiulară, de înălţime h, în două cazuri, pentru r = h: 
şi r = 10 k, cu formulele exacte (10) şi (13) şi cu formulele aproxi- 
mative (9) și (14) şi să comparăm rezultatele. 

10. In cazul r =, avem: | 
Cu formulele exacte: k = 009861; yo = 0,0898 h, 
Cu formulele aproximative: l = 0,08333 3 Vo = 0,0833. 
20. In cazul r = 104, atât cu formulele exacte cât şi cu cele 

aproximative, obţinem: 

k = 0,0008, ao =0,00087 
Din comparaţia acestor rezultate se 'vede că, dela un anumit 

raport r/h, în limita aproximaţiilor ce facem curent, formulele exaite 
şi cele aproximative ne duc la aceleaşi rezultate şi că în acest caz, aza 
neutră trece Joarte aproape de centrul de greutate al secţiunii. . 

Bazaţi pe această consideraţiune, din punct de vedere al calcu- 
lului, arcele se împart în două categorii: 

a) Arce cu raza de curbură mică. 

Așa sunt gârligele de tracţiune, zalele unui lanţ şi alte piese 
similare la cari raportul r/h este cam de acest ordin de mărime şi 
pe cari le vom calcula după formulele exacte.  
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b) Arce cu raza de curbură mare. 

Aşa sunt arcele unui pod boltit şi alte piese similare, la cari 

raportul r/h este cam de acest ordin de mărime şi pe cari le vom 

calcula cu formulele aproximative ce le stabilim precum urmează: 

Dacă în expresia lui J, din formula (4), punem valoarea aproxi- 

mativă a lui k din (9), avem: 

L =to2=] 

adică, 1, este egal cu I: momentul de inerție al secţiunii în raport cu 

centrul ei de greutate. 

In acest caz, formula (7) se transformă în: 

(15) SI=(N—M/r)/2+M y r/1(r—y) 

Dacă, în această formulă, se negli- 

jează valoarea lui y faţă der, și a lui 

M/r îaţă de N, se obţine: 

(16) % = N/|2+Myll 

adică, tocmai formula după care calcu- 

lăm grinzile drepte. ! 

In practică pentru arcele cu raza 

de curbură mare se aplică formula (16). 

Aplicația Nr. 102. Un arc.de secţiune 

5 X4 cm, cu raza de r = 5 cm, are aplicat 

în centrul de curbură o sarcină de 1200 kg 

(Lig. 363). 

Să se găsească rezistenţele. 

Avem deci: 

N=1200 kg, M=1200 x 5 = 6000kgcm. 

Valoarea lui k după formula (10), este 

k = (5/5)î1s((2.5 + 5)/(2.5—5)]—1 = lg 3—1 = 0,09861 
1, = kr2 2 = 0,09861 x 52 X 4.5 = 49,305 cm 

După formula (7), în care avem N— M/r = 0, găsim: 

Se = (N—M/r) [8 + Myr/l (r— y) = 6000.5.y,/49,305 (5 — ş) 

  

  

= 

     
  

perla   

Punând pentru y valorile + 2,5 cm, avem 

X = + 608 kg/em? şi = —903 kg/em? 

Dacă. am îi aplicat formula (16) am îi căpătat: 

SC == 1200,/20 -+ 6000,/16,67 
= + 4920 kg /em? ; ST = — 300 kg /em? 

Din aceste rezultate şi din curbele trasate pe figura 363, unde se arată va- 

riaţia rezistenţelor în cele două cazuri, se vede că rezultatele diferă foarte mult, 

formula aprozimativă dând erori până la 50%. 
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Aplicația Nr. 103. Un are de beton simplu, cu secţiunea bh= 1 X 0,6 mg, 
este supus la un moment A = 6 îm şi-o iorţă, axială N. = — 75 t (fig. 364). 
În secţiunea considerată avem r = % m. - 

După calcul exact, avem: , | - 
k = 440, 6,/2.20)2 + 440,62. 20) «+ = 75,010125.10—* 

După calculul aproximativ; avem: i | | a 
h = 0,62/12.202 = 75, 0 

deci sensibil egale. In acest caz avem : 

| D= 1 = 1.0,69/12 == 180.107 tm... 
După formula (15) avem: 

E = — (75 + 6/20)/0,6 2 6.0,3.20. 104/4180 (207 0 3) 
care ne dă rezistenţele maxime 

Du = — 195,5 — 98,5 = —924 t/mma 
Da = — 125,5 + 101,5 = — 24t/me 

După formula. aproximativă (16), avem: 
N = —%/, 6 F 6.03. -10/180 

  

care ne dă: | 

Figura 364 9, = — 125 — 100 = — 2254 /m2 
RX = — 125 + 100 = — 25 t/m2 

Aceste „două exemple numerice dau justificarea întrebuințării 
celor două: feluri de calcul în fiecare: caz. ! i 

pt p- . a. Pi 

B) Deformaţia şi lucrul mecanic. al arcelor. 

1, Deformaţia arcelor, 

a) Ecuația generală de deformare. 

Să considerăm elementul de a are ds = r d0 care formează axa 
arcului. aa îi e | 

După deformaţie toate elementele componente au 1 variat şi vom 
avea: i: - - E 

as. 27. 40 + -2d0 

Insă 2ds = eg ds Şi 240 = 22 a ds. Aceasta din urmă se vede 
că este negativă penirucă d0 scade când M este pozitiv (fig. 359). 

Dacă punem aceste valori î în "ecuaţia de mai sus și dacă ţinem 
seamă de ultima ecuaţie (6), avem: 
(17) ar fre = Ar; IL 

Dacă notăm cu r, rază de curbură a arcului după deformaţie, 
şi ţinem seamă că 2r/r? = —a| 1/n) avem: 
(18) 1/r —1/r, = M/E  
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ecuaţie identică cu aceea dela grinzile drepte, la cari, în starea nede- 

formată, avem r=o. 

d) Ecuația axei deformate a arcului. 

„În mod obișnuit, această ecuaţie este complicată, . pentrucă 

depinde de ecuaţia arcului în starea lui nedeformâță. Chestiunea se 

simplifică dacă luăm ca reper chiar axa arcului în starea: lui i inițială. 

"Ecuația arcului în stare nedeformată, este: aa 

(19) 7” =9/r, 

în care T este raza vectoare care unește un reper oarecare O cu 

A, r raza de curbură Şi. > direcţiunea 

nornalci. în A (fig. 365). 

Prin deformațiunea arcului,,. punctul A 

ajunge în A, parcurgând drumul. 

(20): AA =] =u0 + ov 

în care u şi o _sunt_ componentele lui j 

după direcţiile 0 şi 7 - 

Dacă în starea deformată notăm cu Ta 

raza vectoare dela acelaş reper 0, ra raza 

de curbură şi 7, direcţia normalei din A, vom avea evident: 

Tri - a 

  

Figura 365 

e 

ȘI a a | 

(49) -. zar 3, | 
Comparând ecuaţiile (19) ale arcului în cele două poziţiuni, se 

vede că în prima avem variabila s, iar în a doua s. 7 

Dacă notăm cu 6 unghiul foarte mic ce fac între cle tangen- 

tele în A şi Aa, atunci avem: . i 

(21) - ds? = (+ du /ds)% (+ to) ds ds? 

neglijând în paranteze! "valorile lui du/ds= eg şi tg20 faţă de 1. 

In: aceste condițiuni, din (20), deducem: 

(22) ] '=0du/ds+vu/r +a do/ds—d v/r 

Momentul . încovoietor. pozitiv; “după „convențiile admise până 

acum, rotește tangenta j în sensul, dela către U şi la noua de- - 

rivare ce 0. facem trebue să. ţiner seama că avem dr /ds=0/r 

şi “dă /as= — dr. 4 Avem deci tă 

(93) ]''=0 (d2u /ds2+ u/r*) +9 (oja »/r?) 
introducand această expresie în 'a doua ecuaţie (19) căpătăm 

(24)... 0(d?u/ds?-+u/r?) +v(d20 /ds2 +0 /r2) = 3 /r—/r. 
Dacă multiplicăm această,ecuaţie pe rând scalar cu Î şi v, dacă
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facem aproximaţia vw = , 6», = sin 0=tig0= do/ds: şi ţinem 
seama de ecuaţia (18), avem: 

du /ds* + u/r2= do/r, ds 
d?v/ds?+ v/r= —M/EIL 

ecuaţii absolut similare celora dela grinzile drepte, cărora li s'au 
adăogat termenii de corecție u/r? şi v/r2, 

In prima ecuaţie (25) se face evident și aproximația punând r=r. 

(25) 

* 

+ * 

In majoritatea cazurilor, arcul în stare nedeformată este raportat 
la un sistem de aze rectangular şi ne 

  

y Propunem să găsim deformația arcului & a în raport cu aceste aze. Deplasările după > | 7 cele două axe, Oz şi Oy, le notăm res- 
d __pectiv cu u și p. 

Avem: | 

(26)dz = ds cos0 , dy = ds sin 
Figura 366 Dacă luăm variaţia acestor două 

expresii, avem: 

dz = 2ds. cos — ds sin0.30 
2dy = 2ds.sin0 + ds cos0.30 

_ Dacă integrăm aceste expresiuni între limita inferioară, zero 
şi o limită superioară fixată prin z, y sau s, dacă ţinem seamă că 
f dz = u, [ody= v, dacă mai ținem seamă că 3ds = £9 ds, 
2d6 = w ds, și dacă facem integrarea prin părţi, obţinem: 

Ei 

(27) U= 1 Eodz + | y a) 
y 

o 

1 
y s z 

(28) „| co y— [2 o âs+| 220] 
, «0 , «0 : 9 

în cari introducem valorile lui e și e din ecuaţiile (6). 
Dacă voim să aflăm cu cât se rotese cele două secţiuni dela 

capetele arcului una față de alta prin deformaţiuni, n'avem decât 
să efectuăm suma: 

(29) „0=[ods 

Dacă, de exemplu, capetele arcului nu se Totese de loc, atunci 
în (27) şi (28) vom avea 30 ='0, iar în (29), 0 =0. :  
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Dacă cele două capete ale arcului sunt, de exemplu, încastrate, 

atunci avem: 

u=0-, p=0 , 0=0, 
cari ne dau trei condițiuni între forţele ce acţionează arcul. 

Cu ajutorul deformaţiunilor putem rezolva și la arce probleme 
„static nedeterminate întocmai ca la grinzile drepte. 

2, Lucru mecanice. 

Am văzut că sub acţiunea lui ÎN şi M, axa arcului se lungește 

cu £ ds, iar secţiunea se roteşte cu ds, și lucrul mecanic va îi 

evident: 

(30) L = | N eods +4] M o ds 

expresie în care introducem valorile lui e şi o din ecuaţiile (6). 

Pentru arcele cu rază de curbură mare, se fac simplificările in- 

dicate anterior. 

Aplicația Nr.104, O grindă în formă de cerc, de rază r, este supusă la două 

forţe egale şi de sens contrar 2 F' (fig. 367). Elementele secţiunii barei sunt 

E, O, ete. cari rămân constante pe toată lungimea barei. Să se găsească curba 

momentelor încovoietoare. | 

Din cauza simetriei barei şi a sarcinilor, deformaţiunea se va face ca'n figură, 

şi anume, secţiunile diametrale AA, și BB, înainte şi după. deformaţiune 

vor păstra aceeaşi orientare şi deci. 

pe intervalul AB, avem: 

(29) 0 = [ods=0. 

In expresia lui e intră valoarea 

lui N şi AM din_o secţiune oarecare a 

grinzii. Să le determinăm. 

Mai întâi observăm că dacă facem * 

secţiunea diametrală BB, constatăm . 

că, în secţiunile B şi Bu nu ezistă | Figura 367 

componente normale pe secțiune. La ' 

fel, dacă facem secţiunea diametrală AA,, tot din motive de simetrie, forța 

normală în secţiunile A şi Aa este F. 

In aceste condiţii, să scrim echilibrul sfertului de cerc AB. Pentru ca echi- 

libru să existe, trebue ca în secţiunea A să introducem momentul M,, ca'n figură. 

Problema, după cum se vede, este static nedeterminată şi ecuaţia (29) servă 

la determinarea cantităţii static nedeterminate AM. 

Se va vedea mai în urmă că, în general, această problemă este triplu static 

nedeterminată şi că numai din cauza simetriei încărcărilor şi a construcţiei s'a 

redus la una simplu static nedeterminată. i 
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In aceste condiţii, putem scri valoarea lui N şi M în o secţiune oarecare, 
Avem: , 

N=—Feosd şi M=—M+Fr(4— cos6) 
și deci: : 

ELo =Fr(l+ î2/r& — cos6) — a (1 + î2/r2), 

, „Aci am făcut aproximaţia | 
7 a N=I= 0. 

Se observă că, dacă se neglijează termenul î2/r2, căpătăm valoarea lui w 
dată de formula (6), în care am fi neglijat ultimul termen din expresia acestuia, 

Introducând această valoare în ecuaţia (29) şi integrând între 0 şi ta, 
-căpătăm: 

| Mo = Fr(l—2/a (1 + î2/r2)) 
"şi deci ” a a 

i M = Fr(2/a (1 +i/r) — cos0]. ! 
In cazul când neglijăm î2/r2, şi asta se face totdeauna, obţinem pentru 

momentele în A și B, respectiv: : : 

MA = — 0868 Pr , Mp= + 0,687 Fr 

: Aplicația Ne. 105, Să presupunem că aceeași grindă este supusă la o sarcină 
uniform distribuită p. (îig. 368). 
Și în acest caz chestiunea se 
tratează absolut analog. 

„Din aplicaţia precedentă se 

IF 
L
o
r
e
 

    

7 
vede că neglijarea ultimului ter- 4. 
men din expresia lui w revine . N 
la neglijarea, în expresia lui M, 
a termenului i2/r2 față de 1. Vom 
face această: aproximaţie “chiar 
dela început. In aceste „condiţii: 

0 = fo ds = (EI) f A as=0 

  

  

    TERTI EI 
    

Figura 368 , Aa De pe figură se vede că avem: 

M = — Mo +pr? (1 — cos 0) -, pr? (cos a — cos'0) sin ada. 

- - MA = —M + pr2sin20 ăi 
care introdusă în expresia lui 0 ne dă: 

| M=tpr ! 
şi deci... . , 
i „MI = —4prtcos20 

. Momentele în- A şi B sunt respectiv: ::..., : [a 
a MA = —pri 3! Mgp=+ipr 

IEI 

 



  

2 XXIV ÎMBINĂRI, 

O construcţie, oricare ar fi ea, nui se poate: face dintr'o singură 

piesă, ci din mai multe. Aceste piese 'trebuesc îmbinate, legate sau, 

asamblate, așa ca împreună! să formeze construcţia ce 'ni se cere. 
La îmbinarea a două s sau mai multe piese, trebue să luăm anume 

precauţiuni. ” a 
Mai întâi, trebuește să amenajăm "anumite suprafeţe” de con- 

tact între piese, pentru ca să putem face legătura lor. * 

In genere aceasta “nu este suficient şi mai avem. nevoie şi "de 

anumite piese auxiliare. Acestea poartă numele de piese de îmbinare. 

- Imbinările le: putem grupa în măi multe feluri. O primă grupare 

“ar fi: ' i . 

1. Îmbinări de rezistenţă. Se numesc așa când prin intermediul 

lor se transmite un efort dela o piesă la alta. ! 

2. Îmbinări de solidarizare. Ele servesc numai pentru legarea 

pieselor între ele, fără a transmite. vreun efort dela o piesă la alta. 

O ală grupare ar fi următoarea: | 

“4. Îmbinări 'demontabile. Sunt acelea la 'cari putem desface 

legătura între diversele piese, fără să distrugem vreo piesă, „care 

serveşte pentru Îmbinare. 

2. Îmbinări nedemontabile, sunt acelea la cari, pentru a desface 

îmbinarea, suntem nevoiţi a distruge o parte din piesele de îmbinare. 

La îmbinări trebue să mai ţinem seamă de unele consideraţiuni. 

„ Contactul între piese se face pe anume suprafeţe, cari, în genere, 

sunt mai mici decât suprafejele brute ale secțiunilor. Apoi, pentru a 

putea îmbina piesele le găurim sau le tăiem. 

" Prin aceste operaţiuni; micșorăm secţia brută a piesei. In calculul 

pieselor va “trebui neapărat să ţinem cont de aceste slăbiri ale sec- 
țunilor. - -: E PRI a SI +
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Pentru a avea o îmbinare economică, trebue ca ea să fie cât 

mai scurtă şi să necesite cât mai puţine piese de îmbinare. 

Această condiţie de economie însă, este contrabalansată în mare 
măsură de condiţiile de rezistență. In adevăr, prin o îmbinare se 
transmit eforturi cari prezintă oarecari desaxări, deci produc mo- 
mente. Cu cât eforturile și desaxările vor fi mai mari, cu atât se 
vor desvolta eforturi secundare mai importante. 

Pentru a le reduce, va trebui ca transmiterea lor să se facă cât 

mai răspândit, cât mai diluat, deci îmbinarea să fie cât mai lungă 
posibil. 

Aceste două elemente: economia și reducerea cât mai mult a 

eforturilor secundare, nu se pot pune într'o formulă și nici nu se pot 
da principii generale, cari să fie urmate. Numai după o experienţă 
oarecare se ajunge la o dimensionare justă a îmbinărilor, împăcând 
astfel, pe cât practicește este posibil, și o condiţie și cealaltă. 

20. Piesele de îmbinare, în genere, sunt mici și transmiterea 
eforiurilor se face de asemenea pe suprafețe mici. Legile de distri- 
buție ale rezistenţelor, pentru diversele solicitări stabilite până aci, 
nu se pot aplica întocmâi ca la bare. | 

“Totuși, în lipsă de alte legi, le vom aplica pe acestea, însă pom 
face o serie de corecțiuni, adoptând pentru rezistențele admisibile 
valorile pe cari foarte numeroase experienţe le-au fizat pentru soli- 
citările din îmbinări. In genere, rezistenţele pentru bare lungi nu 

se aplică pentru barele scurte ce intră în o îmbinare şi de aceea în 
chestie de îmbinări ne vom conduce în genere după normele practice, 

A) Piese de îmbinare. 

Cele mai curente sunt: buloanele, penele, niturile, eclisele, sudura, 
ete. 

Cu unele din ele se fac îmbinări demontabile (buloanele și penele), 
cu altele nedemontabile (niturile şi sudura). 

Ne vom ocupa pe rând cu aceste elemente și numai din punctul - 
de vedere al rezistenţei materialelor. 

1. Buloane. 

a) Dimensiunile buloanelor. 

Bulonul se compune dintr'o tijă cilindrică care la o extremitate 
are un cap, iar cealaltă extremitate este ghiventată pe o lungime 

oarecare și în care se înșurupează o piuliţă sau mutelcă (fig. 369).
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Capul bulonului poate fi pătrat, exagonal sau de altă formă. 

Mutelca, de asemenea, poate fi patrată exagonală, rotundă cu urechi, 

etc. : 

Ghevindul are secțiune triunghiulară, pătrată sau alte secţiuni 
și este născut prin mișcarea acestei secțiuni pe 

o elice cilindrică, cu pas constant. 

Ghevindul bulonului cu al mutelcii se îm-. == rudele 
bucă perfect. Prin rotire, mutelca se depla- = 

sează în lungul axei bulonului. 
In construcţii şi în special la mașini, bu- == 

lonul este de o întrebuințare curentă. | 

Astăzi buloanele sunt normalizate și uzinele 

nu fabrică decât anumite tipuri. 
Din cauză că ghevintul se sapă în capul tijei 

bulonului, secțiunea acestuia, în dreptul ghevin- +. 

dului, este mai mică. i e J 

Se notează totdeauna diametrul tijei cilin- 
drice a bulonului cu d și toate celelalte dimen- Figura 369 

siuni se exprimă în funcţie de d. | 

40. Diametrul secțiunii bulonului, măsurat în fundul ghevintului 

este d,. Pentru buloanele normale, cu ghevind Whitworth, raportul 
o = d/ d pentru buloane cu dz 1" = 2,54 cm, este: 

p = 1,03 + 24/06 +4d) 

rr 
  

  

  >
 

P
N
 

25
 

  

  

      
    

iar pentru d> 1” | 

ge = 0,89 + 30/(90 + 4 d) 

d fiind exprimat în em. 

Raportul suprafeţelor celor două secţiuni va fi g*, care pentru 

cele două intervale are valorile 

Pentru dz!” 2 = 1 + 6/(5 + 44) 

Pentru d>1” p?2 = 0,8 + 60/(90 + 4d)' 

Pentru dimensionarea celorlalte elemente ale bulonului, se 
admite că dacă rezistenţa la tensiune este 9%, atunci 

5 = X|/3/3=—0,577 3%. 

20. Inălţimea h. a capului bulonului se determină prin condiţia 
ca tija bulonului să nu se smulgă din capul lui după secțiunea cilin- 

drică A A fig. 370. Construind liniile isostatice, ele se prezintă ca 
în figură. Din ele se constată că, în apropiere de punctele A şi A,
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valoarea lui 3 este aproape nulă. și are o valoare maximă spre:mij- 

locul distanţei A A..: CR ia Ia IDLE 

Vom presupune că distribuţia lor pe distanţa A A are loc ca.la 

secţiunea dreptunghiulară, deci II a 

“o dh 1piXad 

care ne dă h, = 0,65 d. Practica însă a consfințit: 

he =0,7d 

30. Inălțimea hm a muteleii se calculează în același fel. Pe fig. 371 
sau trasat liniile isostatice. Din ele se vede, că'la fundul ghevindului . 

rezistenţele S sunt nule. "Vom admite şi aci că distribuţia se face ca 

la o secţie dreptunghiulară. Forfecarea însă nu se face în secţia 

  

      

  
  

  

                
          

  

  
Figura 370 p Figura 371 

de la fundul ghevintului, ci în secţiunea: în care se face contactul 

între ghevintul mutelcii și al şurubului. Înălţimea ghevintului pentru 

profilele Whiteporth în. acel punct, este sensibil egal cu 2 din 

înălțimea pasului. 

Vom avea deci : . | 

"age di hm 8 = 1BA+z d 

și deci: o. - 

i "hi = 0,867 d, = 0,867 d/ e 

„Pentru întreaga scară de profile Whiwwvorth șe obţine 

a „065 d Lm LO080d
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In practică se ia A 

pentru dz 2 =508S cm , hn =, 

iar pentru d>9''=50S em ,. hp =1,5 +0,7, 

totul exprimat în cm. 

Mai sunt și alte profile de şuruburi: Sellers sau S.I (sistemul 
internaţional), trapezoidale, dreptunghiulare, rotunde, etc. 

Dimensionarea lor:se face pe bazele arătate mai sus. 

b) Dimensionarea buloanelor. 

10. Buloane solicitate azial. Intr'o îmbinare, un bulon poate fi 

solicitat la o tensiune după axa sa. 

In acest caz, dacă N este forţa axială, avem: 

4Nzd: =N 

sau: 
La d2/ 02 = N 

Observare importantă. Din cauza prelucrării ghevintului, mate- 
rialul din. apropierea lui, adică tocmai acela prin intermediul 

căruia se face! transmiterea efortului, este deteriorat și de aceea 
se admite 3 = 600 kg/cm? pentru buloanele făcute la strung sau 

maşina de buloane. In cazul când ele sunt făcute în mod rudimentar, 
cu filiera, se ia numai 80% 'din valoarea de mai sus, adică XX == 460 

kg /cm2. 
Dacă Bulonul se strânge sub efort și există din această. cauză 

un moment de răsucire, atunci din valorile de mai sus în cele două . 

cazuri se ia numai î, adică 450 şi 360 kg/cm?. 

Aplicația Nr. 106. 19. Un bulon este supus la o tensiune de 3000 kg. Cu 

o rezistenţă admisibilă de 600 kg/em?, se cere diametrul. 

Avem: , , 

O, = N/Yta = 3000/600 = 5 cm? , d, = 2,52 cm 
d = dup = d [0, 89 +- 30/(90 + 4 d)]=:3,00 em. 

Se 'ia ca diametru dimensia imediat superioară care se găseşte în comerţ. 

20, Ce sarcină „suportă un bulon de Q22 mm, dacă Sa = 480 kg/cm?. 

Avem: i 

O = 3,80 cm? , 92 =1+6/(5+4d) = 1,435 
2, = Op = 2,65 cm? , N = Wa 0, = 1972 Kg. 

7 ă t 

20. .Buloane solicitate la forfecare. In cele mai multe cazuri, bu- 

loanele sunt supuse la forfecare după una sau două secţiuni. 

32,'1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Se ştie că, în acest caz, rezistența % nu este uniform distribuită 
pe secţiune. Avem: 

în care 

OD=inzd 

-. 
La calculul buloanelor, se face convențiunea că 8 se distribue 

uniform. pe secţiune şi deci şi rezistenele admisibile se fizează î în con- 
secinţă. 

In acest caz, pentru o 'secţiune de forfecare (fig. 372 a), vom 
avea 

(1) = 1Gandht=T 

iar pentru două (fig. 372 b): 

(2) 1ad25=T 

și așa mai departe. 
Prin secţiunile de forfecare efortul se transmite bulonului și 

acesta, prin. suprafaţa de 

Lat
) 

  

  

  

  

  

          

d i, 
7 ș | 7% contact între tija bulonului 

| | _— și pereţii g găurii, îl transmite 

pieselor ce se leagă. | 
Pi ț L__ 7 Presiunea pe suprafaţa 

2 . | j— de contact variază după o 
7 II d lege oarecare. Pentru sim- 

Figura 372 plificare, în mod convenţio- 
nal, se ia drept suprafaţă de 

contact suprafața diameirală a bulonului, adică d h, în care d este 

diametrul bulonului şi h grosimea piesei pe care are loc contactul. 
- In aceste condițiuni, experienţa arată că pentru rezistenţa la 

contact, pe care o notăm cu X., putem lua: X. = (1,5 — 2) %, în 

care ST este rezistenţa la compresiune simplă. 

„Rezistenţa îmbinării. va fi deci: 

(3) dh, =T 

In cazul unei singure secţiuni de fortecare, cea mai mică din 

valorile lui -7, date de (1) şi (3), dau forța la care poate rezista îm- 

binarea, iar în cazul a două secţiuni de forfecare, cea mai mică din 
valorile date de (2) și (3). 
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c) Dimensionarea bulonării platbandelor. 

Pentru ca să putem transmite efortul dela o bară la- alta, | cu 
ajutorul unui bulon spus la fortecare, va trebui să găurim See, 
două piese și prin gaură să introducem bulonul.. 
„Să ne ocupăm de cazul când bulonul este supus la o singură 
secţiune de forfecare. 

Să presupunem că efortul se transmite unei platbande, a cărei 
secţiune este b'h (fig. 373). - 

Dacă efortul de transmis este N, atunci forţa tăietoare în bulon 
este 7 = N și cu ajutorul formulei (1) determinăm diametrul d. 

10. Grosimea h a platbandei va îi așa, ca suprafaţa de contact 
să nu se strivească sub acest efort și din ecuaţia (3) deducem pe F. 

Dacă se ia X, = 1,5 X și se pune în (3) se obţine: 

h =0,3 d. 
+ 

Se recomandă ca h să nu se coboare sub această valoare; astfel, 
- presiunea pe tija bulonului nu este niciodată întrecută. 

20. Lăţimea b a platbandei va fi așa, ca ea să nu se'rupă după 
secţiunea cea mai re- - 

" dusă şi deci va trebui 

să avem: 

0—d n X>N. l 
Experienţa arată însă, i SN 

că rezistenţele nu se di- | [LIN / 
stribuese uniform pe sec- 

țiune, căci ruperea. are 

  

    

  

  

          
    loc ca în figura 373, din a —— | 

care rezultă că rezistenţele A] N 
"lângă peretele găurii sunt. N | 
mai mari ca în restul . Figura 373 
secţiunii. Calculul exact 
este mai complicat și de aceea se admite, în mod practic, că această 
secțiune trebue :să reziste la un efort cu 50% mai mare și deci să 
avem: ” 

(b—d)hX=15N. 
relaţie din care deducem pe B. 

Dacă se ţine seamă că rezistenţele 5 nu se distribuesc uniform



„500. 

pe secţiunea bulonului, - (Omaz = 4 8m) şi -dacă rezistenţa la 

forfccare maximă este & = 0,577 9%, atunci: 

15. = 15.3 2 d2.0,577 9/16 

Din această relaţie şi precedenta în cazul când k = 0,3 d, ob- 
ţinem: 

b=21d. 

Practica a consfințit 

b=3d 

* 30. 'Trebue să găsim acum distanța găurii dela capul platbandei. 
După cum se arată în fig. 373, ruperea are loc prin tensiune, totuşi, 
pentrucă acest calcul este dificil, se admite că platbanda să nu se 
foarfece pe la marginea bulonului pe distanţa e. 

Din trasarea liniilor isostatice, se vede că 8 nu se distribue uni- 

form pe distanţa e şi dacă admitem distribuţia lui & ca la o secţiune 
dreptunghiulară, atunci cele două secţiuni rezistă la un efort de 

2.2.eh5 

care trebue să fie egal cu efortul din bulon: 

3 zd25 

Egalând aceste două expresii pentru cazul n = 0,3 d, scoatem 
e = 1,47 d. | 

* Practica a consfințit 
: c=1b d. 

d) Bulonarea barelor rotunde (ochiu). . 

Dacă, în loc de platbandă, am avea o bară rotundă care am voi 
să o îmbinăm în acest fel, atunci, 

[ oo prin forjare, un cap al barei se face ] (SSI în formă de ochiu, în care se dă. 
= N o gaură de diametru d (fig. 374). 
LS | Relaţia între d; diametrul ba- 

ț 
rei și diametrul bulonului, se scoate   

  
  

  

  

psd cd | scriind că rezistenţa bulonului la 
— a e ___ forfecare este egală cu rezistenţa 

a Vi Ț i la tensiune a barei, deci 

Figura 374 3 ax d2.0,577 9/16 = +a d2 

din care scoatem: do = 0,655Sd=30.
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Pe baza dimensiunilor: de mai sus, pe fig. 374 am schiţat un 
asemenea ochiu. | | 

După aceleași norme se stabilesc dimensiunile când am avea 
un bulon cu două secţiuni de forfecare. 

„ e) Bulonarea pieselor de lemn. 

Cu ajutorul buloanelor putem îmbina și piese de lemn. Diame- 
trul buloanelor se fixează pe consideraţia că ; 

lemnul prin găurire să nu se slăbească prea 

mult. In genere se ia diametrul egal cu 

d = b/10, dacă b este dimensia străbătută de 
bulon (fig. 375). 

Barele de lemn le găurim și prin ele tre- 
cem buloanele. 

Normele de calcul sunt aceleași de până 
acum. Vom lua un exemplu. Să avem de 

îmbinat la tensiune barele de lemn din îig. 

375 d. 

Rezistenţa unui bulon va fi sau rezistența 
lui la forfecare: 

  

a       

  

  

  

sa
l 

p
i
 

La
i R 

-
 

  

      
    2+ad26 4 

sau presiunea pe leran: | | 

d 
, i Figura 375 

în care ŞI — 80 kg/cm2?.. Cea mai mică din 

aceste valori, .care în genere este ultima, o notăm cu R. 
Dacă efortul de transmis este A, atunci raportul N/R =, ne 

dă numărul necesar de buloane. Acest numir, în genere, se sporeşte 

cu 20%, din cauză că nu toate buloanele intră în acțiune în același 

moment, din cauza imperfecţiei de execuţie a îmbinării. 
Distanţa e, din axul bulonului până la extremitatea barei, se 

fixează ca lemnul să nu se foarfece după secţiunile m-n. Avem: 

deh =du% 

Pentru rezistența de forfecare a lemnului, în lungul fibrelor, 
se ia 8 = 10 kg/em?. Rezultă deci: e=4d. Se ia mai bine e= 45 d 
pe consideraţia că efortul e transmis complet lemnului la marginea 
bulonului. Pe aceeași consideraţie, se găseşte că distanţa între două” 
buloane consecutive așezate pe același şir este £ =5d.
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2. Pene. 

Cu ajutorul lor se fac îmbinări demontabile. Ele sunt niște 
| piese paralelipipedice, cu muchiile ro- 

tunjite și de grosime constantă (fig. 376). 
— dh Grosimea lor în genere este + din! 

i " dimensia pe care o străbate. 

Inălțimea lor nu este constantă, ci 

pe toată lungimea prezintă o înclinare 

care variază între 1/10—1/40. Lungimea lor se face 'ceva mai . 
mare decât piesele pe cari să le străbată. 

  

  

      
„Figura 376 

i) Pene metalice, - 

Pentru calculul lor vom da un exemplu de prelungire a două 
bare de fier supuse la tensiune (fig. 377). 

Capetele celor două bare se amenajează așa ca să se îmbuce 

    

                          

între ele, apoi se taie în ele o gaură prin care 
trece pana. În acest mod s'au solidarizat cele * În 

două piese. Dacă diametrul barelor este d,: d 
atunci diametrul d,, al capului barei interioare, i 

va Îi așa ca să avem: mapa 
ard, 

1 ze N = (4 adi — bd) X 4 

Cum b=+41d,, rezultă d, = 1p2ld. eee 

Practica a consfințit = 
Ș 2 

d, — 4 d. - | : ŢI 
SS 

a / he 
Pentru ca pana să nu se distrugă, va tre- Ac A 

bui ca la 'contactul între bară și pană, 9U să 
| a 

  

  nu treacă de %,, deci să avem:   
bd = 4 2 de 

Dacă aci se pun valorile aflate, găsim: 

e = 1,771 X 

aşa dar, această rezistenţă este asigurată” 

iti am văzut că pentru XX, putem lua 

= 15 N 2 

“ Inăilţimmea h a penei va fi aşa ca să nu se taie după cele două 

secţiuni de forfecare, deci să avem: ” 

2.2bhă = a 29 

  

Figura 377
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Dacă aci punem valorile găsite şi luăm & = 0,577 9%, găsim 
h = 2,3 d,. Practica arată că este suficient 

Asta înseamnă că fenomenul este mai complex de cum lam 

considerat aci, că 8 se distribue aproape uniform pe secţiune și că 

pentru el putem lua rezistenţe mai mari decât 0,577 X. 
“ Pentru a termina cu capul interior, mai trebue 'ca distanţa 

dela pană până la extremitatea capului barei să nu se foarfece 
după cele două secţiuni, deci: 

2.3.d, 5 =iadY 

Punând în această expresie valorile găsite până acum, căpătăm: 

= 0,43 h. Practica a consfințit 

he = 2h+2h = 34 —d. 

Grosimea păretelui capului ' exterior -va fi așa, ca materialul 

la contact cu pana să nu se strivească, deci va îi $ di. 

Înălţimea până la extremitate va fi tot hi, pentrucă la forfe- 

care avem aceeaşi suprafaţă ca la capul interior. . 

Pentru ca tija manşonului exterior să nu se smulgă prin forfe- 

care din manşon, trebue ca înălțimea secţiunii cilindrice de for- 

_fecare să fie 0,7d,, adică tocmai înălțimea capului dela buloane. 

Când capul exterior e greu de confecţionat, se întrebuinţează 

un manșon cilindric cu două pene. z 

b) Pene de lemn. 

La piesele de lemn nu putem amenaja capetele decât prin cres- 

tături făcute cu ferăstrăul și dalta. Piesele de îmbinat se crestează 

în mod identic, în cre- 

stătură se introduce o 

pană .care împiedică o 3 

lunecarea celor două 

piese una faţă de alta. e a sei 

Pentru ca îmbinarea 

să nu se desfacă, este 

nevoie și de buloane, 

cari să o solidarizeze (fig. 378), cum s'a văzut la solidarizarea 
grinzilor cu pene de lemn. 

  

            

      
  

      
      N

o
.
.
.
 

  

Figura 378
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Dimensiile penelor, în genere, sunt date. Când piesele cari se 
îmbină sunt lipite, atunci grosimea penei este 0,2 h, în care h este 
grosimea piesei de îmbinare. Când între piese se lasă un spaţiu 
liber de 0,1 h, atunci grosimea penei se face 0,3 h. In orice caz, 
contactul între pană și una din piese se face pe o înălțime de 0,1 h. 
și i se dă o înclinare de 10%, pentru ca pana prin batere să se poată 
înţepeni bine, Aceeași înclinare se dă și crestăturilor în care se 
bate pana. Lungimea ei se face mai mare decât a pieselor ce le 
străbate, pentru ca contactul să se facă pe toată lăţimea pieselor 
de îmbinare, și pentru ca atunci când lemnul se usucă să-le mai 
putem bate. 

Penele se fac, în genere, dintr'un lemn de esenţă mai tare ca a 
pieselor de îmbinat. - , 

Rezistenţa unei pene este efortul ce-l poate transmite dela o 
piesă la alta. Dacă 9I = 80 kg/em?, este rezistenţa la compresiune 
a lemnului piesei ce se îmbină, și b lăţimea ci, atunci: 

O0LbAY=R Ă 

ne dă efortul ce se transmite printr'o pană. 
Dacă efortul de transmis este A, atunci n = N/R, ne dă numărul 

de pene de care "avem nevoie pentru a transmite întreg efortul. 
Acest număr se sporeşte, în genere, cu 20%, pentru a jine seamă 

de imperfecţiile de - executare a îmbinării. 
Distanţa între pene sau distanța dela o pană la extremitatea 

barei se va lua așa ca lemnul să nu se foarfece în lungul fibrelor. . 
Dacă rezistenţa la forfecare a lemnului este S, şi dacă distanța 

liberă între cele două pene este e, atunci trebue să avem: 

be =0Abn% 

și cum 8 = 10 kg/em2?, vom avea 

e=08Hh. 

_ Acestea sunt elementele principale ale unei îmbinări de lemn 
cu pene. 

Pentrucă suntem nevoiţi a întrebuința și buloane la solidari- 
zarea pieselor, în calculul îmbinării vom pune la contribuţie. şi 
rezistenţa lor. Să , 

In :loc de pene de lemn se. pot: întrebuința. şi- piese metalice, 
care pătrund în cele două bare și le împiedică a :luneca.  
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3. Nituri. 

Nitul se compune din o tijă tronconică cu o înclinare foarte 

mică a generatoarei de 1%, deci din o tijă aproape cilindrică, care 

la extremitatea mai groasă are un cap în formă de calotă sferică 

“sau altă formă (fig. 379). După forma capului, niturile care au capul 

în formă de calotă sferică se zic circulare | - | 

  

  
  

  

              
  

pentrucă curba generatoare este un cerc. Drd | e Dolssd a. 

Acelea la care această curbă este o: ad d JL 

elipsă se zic eliptice. Avem şi nituri cu a mană „Ss 

capul înnecat în piesele pe care le i. | LI 

strânge; acestea se zic nituri cu cap 1 

înnecat sau  frezate. Racordarea între 1 | | | 

capul nitului și tija lui, văzută într'o 
. . . Fig 379 

secţie longitudinală este o dreaptă sau "gura 

un mie cere. In primul caz, se zice că nitul are gât. 

Niturile se fac din oțel moale, care trebue să îndeplinească con- 

dițiunea ca între temperaturile ce corespund culorilor roș-alb, până 

la roșu cireşiu închis, subt acţiunea ciocanului, să ia orice formă, 

|ără să prezinte vreo crăpătură sau fisură, atât capul cât și tija lui. 

Oţelul barelor din care se confecţionează niturile se mai supune : 

şi la alte încercări tehnologice, prescrise de caietele de sarcini, 

Niturile se fac cu maşina de presat, le găsim gata în comerţ 

sau se comandă. Ele sunt normalizate. . i 

a) Dimensionarea niturilor. 

Diamatrul nitului. Dacă grosimile pieselor pe cari le strânge 

nitul sunt ha, ha.» atunci: 

(1) Îi haha Sl 

poartă numele de. lungimea de 'strâns a nitului. Dacă nitul strânge 

n piese, atunci: Sa 

l,/n = hm 

poartă numele de grosimea medie a pieselor pe cari le strânge. 

După Bach, diametrul nitului se ia: 

(2). d = V 5 hm — (02 ——0,4) sau d = /5 ha — (0,4 + 0,7): 

totul exprimat în cm. 

Prima formulă se întrebuinţează la construcții în genere, a doua 

la rezervoare şi în definitiv la toate îmbinările la cari voim să obţi-
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nem 0: etanşeitate oarecare. Diametrul astfel obţinut, va trebui să 

îndeplinească şi condiţiunea d>1l;. 
2. Lungimea |, a tijei nitului, trebue să fie astfel încât din 

surplusul de lungime.peste 1;, să se poată confecţiona capul nitului. 
In practică se ia: - 

(3) a 14 dd 

30, Diametrul capului nitului se fixează pe consideraţiunea, ca 

rezistenţa la compresiune între capul nitului şi piesele ce le strânge 

să fie egală cu tensiunea din tija nitului. Dacă D este diametrul . 
capului nitului, atunci trebue să avem: 

Age d29U = Ace (D2 — d?) Ie 17 

din care rezultă D= 1,22 d—1,29 d. În practică se ia D = 1,5 d—1,83d. 

49. Inălţimea capului nitului se ia aşa ca, tija fiind supusă la 
tensiune, câpul să nu se foarfece după o secţiune cilindrică de dia- 

metru d. Se găsește h. = 0,65 d ca la capul buloanelor. Înălţimea 

totală a capului se ia he = = d. Raza calotei sferice se ia: 

= 4D + 5 mm. 

La niturile cu cap înnecat se face D=1 58 d până la d = 25 m, 

iar dela d= 28 mm în sus D=A141 d. 

Inălţimea capului se ia h. = 0,5 d. 

50, Diametrul găurii nitului se face totdeauna mai , mare cu 

1 mm ca diametrul nitului. In tot ce urmează notăm cu d diametrul 

găurii nitului ” 

b) Efectuarea nituirii, 

Piesele ce urmează a se nitui, după ce au fost vopsite cu minium 

de plumb și găurite, se strâng cu şuruburi așa ca ondulaţia pieselor 

să dispară și contactul între ele să fie cât mai perfect. Când nu. 
avem buloane, strângerea se face cu clești. 

După ce piesele s'au solidarizat, se scoate un bulon şi în locul 
lui se întroduce un nit încălzit la roș-alb. | 

“ Capul nitului se ţine în poziţie fixă cu un ciocan — contra nitui- 
toarea — care are forma capului nitului. Cu un ciocan de mână 
se turteşte celălalt capăt al tijei, până se obţine un cap de formă 

neregulată. Peste acest cap se pune nituitoarea — care are forma 

capului nitului — şi aceasta se bate puternic cu un alt ciocan până 
se formează și acest cap al nitului. O nituire se zice că este bine 
făcută, când ridicând nituitoarea de pe capul făcut al nitului acesta - 

are în centrul capului încă o coloare roșie-vişinie închisă. Se lasă 

,
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apoi nitul să se răcească şi surplusul de material rămas în jurul 
capului, care se numeşte bavură, se'taie cu dalta. Asta este nituirea 
cu mâna. Nituirea se face și cu ciocane cu aer comprimat sau cu 
prese hidraulice. 

c) Modul de a rezista al niturilor, 

Din felul cum se execută o nituire, rezultă că nitul, până la: 

răcirea lui la temperatura ambiantă, se va contracta și deci în 

tija lui se va desvolta o tensiune oarecare. Dacă nituirea se ter- 

mină la o temperatură mai ridicată ca cea indicată aci, atunci 

tensiunea. care se desvoltă în tijă poate fi așa de mare, încât să se 
rupă capul nitului. 

Din cauza contracţiunii prin răcire, și " diametrul tijei se con- 
tractă, aşa că un contact între nit şi păreţii găurii, oricât de mult 

am fi refulat materialul “ 

prin batere, nu ezistă (fig. | PIN 
380). Tensiunea nitului în P 

“schimb este așa de mare, ——ZZ/ | /// 7 
în cât asperităţile unei | SS CX 

piese pătrund în cealaltă. E E: i 

Nituirea făcându-se în a- NI 

ceste condiţii, ne putem -. di 
da acum seama cum re- Figura 380 

zistă o îmbinare nituită. 

Se, vede mai întâi, că în prima perioadă când sarcina F creşte, 

ca să distrugem înnădirea, va trebui ca acest contact'intim, care s'a 

făcut între cele două. suprafeţe ale pieselor nituite, să fie distrus, 

adică să se învingă frecarea ce se produce la contactul lor din cauza 

tensiunii din tija nitului. Această frecare este foarte mare şi este ade- 
vărata cauză a rezistenţii îmbinărilor nituite. Valoarea acestei frecări, 
precum și regiunea pe care se întinde ca, depinde de modul cum 

sa făcut. nituirea. 

Cu cât temperatura la care s'a terminat nituirea este mai mare 
şi cu cât piesele au fost mai bine strânse înainte-de nituire, cu 
atât frecarea va fi mai mare și regiunea pe care se exercită va fi 
mai întinsă. Așa dar, elementul de care ar trebui să ţinem seamă 
la o nituire, este tensiunea din tija nitului. Acest element este foarte 
nesigur. 
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d) Numărul de nituri necesar unei nituiri. 

Să presupunem că F crește şi că lunecarea între cele două supra- 
feţe a fost învinsă. Atunci se stabileşte un contact între păreții 
găurii și păreţii nitului și îmbinarea se poate distruge în două moduri: 
sau secțiunea nitului se foarfecă, sau materialul, la contactul între nit 
și gaură, se striveşte. Dacă aceasta a avut loc, atunci îmbinarea se 
distruge. La calculul unei nituiri vom ţine seamă .numai de aceste 
două elemente. Aci se fac următoarele simplificări: 

Se presupune că 5 se distribue uniform pe secţiunea nitului şi deci 
și rezistența admisibilă se stabileşte în consecinţă ; apoi se admite 
că şi 9%, adică presiunea între nit și păretele găurii, se distribue uni- 
form pe suprafaţa diametrală a tijei nitului. Dacă h este grosimea 
piesei de strâns, atunci rezistenţa unui nit va fi cea mai mică valoare 
a expresiilor: “ 

4 Rita tă şi Re =dh 9% 
Când vom avea două secţiuni de forfecare, vom avea evident 

de ales între: 

(4) Ra bă şi Rd %, 
In genere, pentru o .secţiune de forfecare, prima expresie ne dă 

„valoarea minimă, iar pentru două secţiuni de, forfecare, ultima. 
Dacă efortul de transmis dela o piesă la alta este F, atunci 

numărul de nituri necesar este: E 

n=F/R. 

Când se pun mai multe nituri întrun şir, atunci numărul “lor 
trebue sporit din faptul că niturile nu se încarcă toate în mod uniform. 

Bach şi alţii au arătat prin experienţe că într'adevăr lucrul se 
petrece așa. D-l Profesor 
Î. Ionescu, dela şcoala 

- Politehnică din Bucureşti, 
în cursul său de poduri, 
a demonstrat aceasta : în 
modul următor:: 

Să presupunem că a- 
vem două platbande iden- 
tice, nituite cu un nuniăr | 
n de nituri (fig. 381). Prin 

| fiecare 'nit se: transmite 
dela o platbandă la alta câte un efort diferit Fi, 2... Fi, Fi. mie Ene 

  

  

  

  

  

  

  
Figura 381 

.  
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Vom avea evident: 

(5) | F=ZF; 

„Se observă, din motive de simetrie, că niturile simetric dispuse 

fașă de mijlocul îmbinării, se încarcă în mod egal. 
Se mai observă 'că până la nitul i inclusiv, sa transmis dela o 

i , . . . 

platbandă la alta un efort > F;, aşa că o platbandă este încărcată 
7 : i 

cu acest efort, iar cealaltă cu restul, adică F—XF;, 

Repartiția efortului pe diferitele nituri se deduce” cu ajutorul 

deformaţiei, din cauza 'căreia niturile nu vor mai rămâne drepte, 
ci vor avea cam formă 'din figură. Cele două capete ale nitului i, 

se deplascăză unul față de altul cu cantitatea »;, iar ale nitului 

i + 1 cu pia. În intervalul i şi i + Î, platbanda supusă la efortul A 

FP—> F; se lungește cu up, iar cealaltă platbandă, în același inter- 

val, se lungeşte cu 1. 

Avem evident: . 

| 0 Pia ui vi =0 

sau 

(6) N N | Ma U0 — ti = pi — Pia 

Dacă. distanţa între nituri este I, atunci: 

(D= P— —SPOIEB, iar => F/E 8, 

în care O este secţiunea platbandei. 

Cantitatea cu care se deplasează capul nitului, este: 

(3) pi Fikh/GO. via Fi kh/G 2 

în care ,, este secţiunea nitului, iar Î = lungimea lui. 

Deformaţiunea 'nitului este mai complicată, însă putem spune 
că este proporţională cu / şi-un coeficient oarecare k. Chiar dacă 
am presupune că deformația nitului se produce și prin încovoiere,, 

„ atunci am avea v; de o formă mai complicată, în care la numărător 

ar intra h la o putere oarecare, iar la numitor ar intra momentul 

de inerție al secţiunii nitului. Oricum ar îi, ele vor avea toate o 

aceeaşi expresie a deformațţiei. , 
Introducând aceste valori în (6), avem: 

i-a > PAR — Fisa) = (kh/G 2/U/E 9)
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. Notăm: | 
. u=l/EO , v=Rkh/GO, 

adică lungirea platbandei și deplasarea capului nitului sub acţiunea 
unui efort egal cu 1. Ia N 

Expresia de mai sus o putem pune subt forma: 

(9): (P—2 5 F/(Pi— Pip) = ou. = a 
In cazul când am presupune că avem deaface cu platbande 

- rigide și nituri deformabile, atunci u = 0, și deci rezultă F; = Fi. 
Aşa dar, numai în acest caz, toate niturile se încarcă în mod 

uniform. Să presupunem, invers, că niturile sunt rigide și plat- 
bandele elastice, atunci trebue să avem: 

a P—2 Eh=0 
4 

Dacă scrim această relaţie pe primul interval 1 — 2, avem: 
PF = 2 F, 

Aşa dar, primele nituri, adică nitul 1 şi n, iau tot efortul PF şi 
deci celelalte nu se încarcă cu nimic. | 

Realitatea însă este între aceste două cazuri extreme. Așa dar, 
eforturile nu se distribuesc uniform la diferitele nituri ale aceluiaș şir. 

D-l Profesor ]. Ionescu în Buletinul Societăţii Politehnice 
(Nr. 10 din 1929) rezolvă această chestiune. în. modul următor: 
„Dacă se serie ecuaţia (9) pentru intervalele (i —1)—i şi i— 
(i + 1) şi se scad una din alta, se obţine ecuaţia diferenţială cu 

„diferenţe finite: | 

(10) Fiu —2(1 + 1/o)F; + Fi, =0. 

In cazul când cele două platbande nu au secţiuni egale și dacă 
raportul secţiunii platbandei de sus (aşa cum este făcută figura 
381) către cea de jos este g, atunci se obţine :! _ 

(10) OP 20 +04 p)f2a Ri + Pra 0. 
In cazul platbandelor egale, adică p = 1, d-l Ionescu calculează 

repartiţia eforturilor pe fiecare nit în parte pentru diferite valori 
ale lui n. : | | | 

Din tabloul dat de d-sa, rezultă că primul nit se încarcă cu 
aproximativ (n — 2)/7 mâi mult decât în cazul când am presu- 
pune că efortul se repartizează egal la toate niturile. . : : 

După Bleich, rezultă că această încărcătură suplimentară pentru 
primul nit, adică cel mai solicitat, este (n —2)/15.
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După cum se vede rezultatele „variază dela simplu la dublu. 
Aceasta depinde evident de ipoteza ce se face asupra raportului 
a =vf/u. | 

De o cam dată, vom presupune că nitul cel mai obosit se 
încarcă cu (n —2)/k mai mult, în care pentru k vom lua o valoare 
cuprinsă între 7 şi 15. 

In aceste condițiuni efortul în nitul cel mai obosit, va trebui 
să fie egal cel mult cu rezistenţa nitului, deci vom avea: 

F/n + (n—29)F/kn=R 

Dacă notăm cun =F/R, numărul de nituri necesar când am 
presupune că efortul se distribue uniform la toate niturile, atunci 
din relaţia de mai sus scoatem: 

(0) m =kn/(e—2n) e n (2) 

Sporul de nituri cerut de aceste formule este foarte însemnat. 
Dacă fixăm rezistenţa îmbinării nituite în raport cu rezistenţa 

la rupere, atunci observăm că dacă rezistenţa în nituri trece de 

limita de proporţionalitate, fără ca în platbande această rezistență 

să fie întrecută, atunci raportul a = p/u capătă valori foarte mari. 

“Dacă în ecuaţia (10) neglijămi 1/a faţă de valoarea 1, atunci avem: 

Fii —2Fi + Fios =0 

_a cărei soluții sunt: [1 =... =F; = Fiu So. ct 

Aşa dar, în aceste condițiuni — în apropierea ruperii — efortu- . 

rile în nituri tind să se egalizeze. | 

Pentru aceste motive, numărul n de nituri se sporeşte pur și simplu . 

cu 20%. 

In unele îmbinări se poate ca nitul să fie supus la o tensiune 

după .tija lui. 

In acest caz, se ştie că rezistența redusă are valoarea: 

rea = 0,35 9 + 0,65 |/32 3 462 

care nu va trebui să întreacă rezistența admisibilă la tensiune. 
„_ Sporul -care se dă, în acest caz, este de cel puţin 20% şi ajunge 
după cazuri până la 100 %.
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B) Diferite probleme de îmbinări nituite. 

1. Imbinări pentru construcţii şi poduri metalice. 

Vom da câteva exemple de nituirile cele mai curente, întrebuin- 

țate în construcții şi. poduri metalice. | | 
10. Diametrul nitului se calculează cu formula lui Bach: 

d =V/5 hm — 042, totul exprimat în cm. Această valoare a lui d 
se rotunjește la dimensiunea normală «cea mai' apropiată, care este 
de forma d = 22 0,3 k, în care k este un număr întreg. 

In secţiunea de îmbinare a unei piese avem în gencre grupul 
de solicitări W, T, M, cari prin îmbinarea nituită vor trebui să 
fie transmise dela o piesă la alta. 

20. Imbinarea se poate face legând piesele direct între ele (fig. - 
382 a). In acest caz niturile sunt su- 
puse la o singură secţiune de forfecare. 

Imbinarea este simplă și economică, 
a are însă desavantajul că nici N nici P 

nu se transmit după axele lor, ci des- 
„axate, ceea ce dă loc la momente su- 
plimentare, cari măresc rezistenţele în 
piese. 

   Y
i 

      ua
en
ne
ne
me
ne
as
ee
i 

       . wo
 

Imbinarea se poate face 
și cu ajutorul .ecliselor ca 
în figura 382 b, când niturile 
sunt supuse la: două sec- 
“țiuni de. forfecare. | 

Îmbinarea cu eclise si- 
metrice remediază inconve- 
nientul semnalat, însă este 
mai scumpă. 

“ Bigura 382 - „Se poate întrebuința şi 
o singură eclisă, mai ales 

acolo unde din ansamblul îmbinării, desvoltarea momentelor supli- 
mentare este împiedicată. 

3. La calculul nituirilor pbm întrebuința metoda generală. a sec- 
țiunilor. CN 

Dacă în cazul figurii 382 a, facem o secțiune printre cele două 
piese, ea va întâlni numai tijile niturilor şi deci în dreptul lor see- 
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țiunea se compune numai din secţiunea niturilor (fig. 383). Prin 
urmare, această secţiune va trebui să transmită grupul de soli-" 
citări N, T, M dela o piesă la alta. In cazul. ecliselor, dacă 
ducem două secţiuni printre eclise şi piese, secţiunea se com- 
pune tot numai din secţiunea. niturilor, însă în acest caz 
nitul are două secţiuni de forfecare. Și într'un caz și în ce- 
lălalt secţiunea în dreptul îmbinării se e compune numai. din 
secţiunea niturilor. 

Pentru ca la calculul nituirilor să putem aplica nor- 

ml de până acum, vom reduce sistemul de solicitări la o 

-
O
—
9
—
 
E
 

rezultantă aplicată în centrul de greutate al secţiunii niturilor 

și la un moment ce rezultă în raport cu acest punct. Fie. 

„Așa dar, W și T le vom considera aplicate în centrul de. 383 
greutate al secţiunii niturilor. | | 

50. Aşa fiind, după normele de până acum, putem calcula va- 

loarea lui G-în fiecare punct al secţiunii niturilor, “ 

Secţiunea unui nit fiind mică, vom presupune că G se distribue 
uniform. 

60. Dacă se multiplică & astfel calculat, cu secţiunea nitului, 

se obţine o forță h la care nitul este solicitat și care o presupunem 

aplicată în centrul de greutate al secţiunii nitului. 

R astlel calculat va trebui să satisfacă condiţiilor date de ecua- 

ţia (4). 

a) Nituiri cari transmit o forță axială N. 

40. Vom lua cazul cel mai simplu, în care niturile sunt solicitate 
1 temeri la o singură secţiune de forfecare și sunt 
  

  

  

                

FII Z așezate întrun singur șir ca în figura 384. 
7 7 i A . . a. . - d OZ Unui nit îi revine efortul de pe o lă- : € i So pe a. > i O Y ţime t; egală cu distanţa între axele a două 
za N nituri. 
X L 1 N . e 

i 9! N Va trebui să avem: - 
Hi Le d ES 

i ! ! 3 — [= 1 2 robi oriz-iz Ş (£—d)hY = dh =ia 3, 
po da . . . = i C Din prima egalitate rezultă: 
Figura 38% = (1 + 94/90 d 

care, pentru valori ale lui I. cuprinse între 1,5 9% și 29%, ne: dă 
pentru t valori cuprinse între 2,5 d și 3d. Practica a consfințit ca 
distanţă minimă între nituri: t = 3d. 

33. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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Această condiţiune satisfăcută, m'avem să ne ocupăm de pre- 
siunea pe păreţii găurii. 

Prin nituire, secțiunea platbandelor se slăbește. Raportul « 

între rezistența 94, din secţiunea brută a barei, către rezistenţa 
SU, din secţiunea netă, poartă numele de „coejicient de utilizare. 

Avem evident: 

N = Mu hu (C—d)lh 

care ne dă | 

=9%, /3t = 0—dph. 
7 

“De acest coeficient va trebui să ținem scamă la determinarea 
grosimei hk a platbandelor. 

"In cazul îmbinării din figură (£ = 3 d) acest coeficient este 
(t — d)/t = 2, deci destul de mic. 

Distanţa e, pe baza consideraţiunilor dela calculul ochiului 
pentru. buloane, se ia e = 1,5d. 

Această îmbinare convine pentru cazul când avem de transmis 
eforturi mici, 

. Când eforturile de transmis sunt mai mari, atunci așezăm 

  

i e rea ep niturile pe două sau mai multe șiruri 
—— (fig. 385). 

SR In cazul când le aşezăm pe două şi- 
OT ruri avem evident: 

TNA - “ a 
O (£— d) hX = 2 dh 9 = dia dă. 

| . Și 

  

   

    

In această relaţie s'a presupus că 'ru- 
perea platbandei s'a făcut după secţiunea 

„AB. Ruperea ei însă se poate face şi după 

secţiunea ACB, slăbită în plus prin nitul 
C. Pentru ca ruperea să nu aibă loc după această secţiune sinu- 

  

          

Figura 385 

oasă, trebue să avem: 

(2— d) 2 (1/2 coso — d) (X coso + 6 sing). 

Distanţa e, între şiruri dată de formula empirică: 

| e, = 1,G1(1 —0,2t/4) 

este- acoperitoare aceleia dată de formula teoretică. 

Formula empirică este valabilă în intervalul: 

add.
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Acecași normă se păstrează şi când avem mai multe şiruri de 
nituri. 

In acest caz, niturile: se vor dispune așa tel ca să obţinem cel 
mai mare coeficient de utilizare. 

In cazul figurii 386, în care numărul niturilor dela un şir la altul 
crește cu câte unul, vom avea 

rezistența maximă în secţiu- 

nea Î când efortul R, ce trans- 
mite un nit dela o platbandă. — G 
la alta, este mai mare decât 

efortul ce corespunde slăbirii 
piesei prin o gaură de nit, deci 

când RP > dh IT. In acest caz, 

rezistenţa maximă este în secțiunea. 1 și coeficientul de utilizare 
este a = (b—d)/b. 

In cazul când R<dhX, atunci rezistența maximă este în 
secțiunea 3 și coeticientul de utilizare este 

      
Ș, 
; 

abs
 
B
B
 

i a 

Figura 386 

= (0—30/i(1—3R/N), 

pentrucă, până în secţiunea 3, s'a transmis, dela o platbandă la 
alta, elortul corespunzător a 3 nituri. 

Numai în cazul special când R= d h 9 avem acecâși rezistență 
în cele trei secţiuni 1, 2 și 3. 

b) Îmbinarea mai multor platbande cu ajutorul unei eclise, 

Această îmbinare se întrebuinţează, atunci când din ansamblul 
îmbinării rezultă că momentele ce se produc din cauza dezaxării 
eforturilor, nu pot lua naştere, Este, de exemplu, cazul platbandelor 
ce formează talpa unci grinzi cu inimă plină. In celelalte cazuri, 
pentru a evita nașterea acestor momente, vom „întrebuința două 

eclise. 

Să presupunem că avem de îmbinat platbandele a căror secţiuni 
nete sunt: 0, + 02 +... =, cu ajutorul unei cclise a cărei 
secţiune netă este Q,, așa cum se arată pe figura 387. 

„ Să determinăm secțiunea eclisei. Dacă facem o secţiune dreaptă 
prin rostul în care este „întreruptă: platbanda 2; avem: 

X(0—0;+2)=X0 . 0.=28, 

330
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adică, secțiunea eclisei trebue să [ie egală cu cel puţin secţiunea celei 

mai mari platbande. 

„Să determinăm numărul de nituri pe diferite porţiuni. 

Pentru niturile nu, 
n Na 73 vor face secţiunea care 

  

foartecă aceste nituri 

şi trece prin primul 

rost. Vom avea: 

(13) RA (O0— 0) IN -. uR=AY%. 

Tigura 387 

Pentru niturile nz, putem face două secțiuni. | 

Prima prin cclisă, prin rostul platbandelor 1 şi 2 și prin niturile 

na. Vom avea: 

(13) no R (0e40—0.—07) XI e. n R=(0u 00) 

a doua secţiune o facem prin niturile n, n, și rostul plathan- 

delor 1 şi 2, care ne dă: 

(n na) R+(0— 0, — 02) X=NO n. (nt na) R=(0, + 92) X. 

în care punând valoarea lui mi, găsim: 

(13) | na BR = 0, N 

| Acest număr, na, este mai mare decât cel găsit cu ajutorul primei 

secţiuni pentrucă totdeauna avem 2, + 2, —2.< 122 din cauză 

că O, este egală cu secţiunea platbandei celei mai mari. 

Procedând la îel găsim: 

(13) na N = Os 9 

și așa mai departe. 
In fine, avem evident . 

n PR = AY. 

„Dacă facem o secţiune în scară, aşa ca să taie toate niturile, 

se vede că avem: 

(4) (mt n) R=(0 040) X=8I 

relaţie dela sine satisfăcută. 

Valorile lui n, astfel obţinute, se măresc cu 20%. Evident se vor 

lua pentru n valori întregi.
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c) Îmbinarea a două corniere. 

Aceasta se face cu ajutorul ecliselor corniere ca: în figura 388. 
Ca să determinăm secțiunea ecliselor corniere vom face o see- 

țiune printrun rost. Dacă secţiunile nete, a fiecărei corniere de 
îmbinat și a fiecărei corniere eclisă, sunt 2 şi 22, vom avea: 

(90 +20) N =209% -. 0,=10, 
deci, secțiunea eclisei va 
fi cel puţin jumătate din 

aceea a unei corniere. 

Pentru calculul numă- 

rului de nituri vom face 

mai multe secțiuni cari 

să taie niturile. 

Prima secţiune o fa- 

cem printrun rost, așa _ Figura 338 

  

! 

fel, ca să taie niturile n, și n'4. Cum niturile n, și n”, se așează 
unele în intervalul celorlalte, vom avea oricând n, =m +]. 

Deci: | 

(15) (Qmz£1) R+(0+0)Y=290 e at R= (2—09) 

care ne dă numărul de nituri m. 

A doua secţiune o facem așa ca să taie toate niturile. Vom avea: 

[2 (2n +) +n]h=290%, 

care, ţinând seamă de relaţia precedentă, ne dă: 

(16) na R= 20,9% 

  

  

| Valorile lui n astfel găsite se sporesc ca în 
9 cazul precedent cu 20/,. 
e 

4 d) Nituiri cari transmit o forţă tăietoare. 

Ț e | Să presupunem cazul foarte simplu al îmbi- 
1 Îi nării a două platbande cu câte un singur șir de 
i nituri. 

Se ştie că, în cazul secţiunilor dreptunghiu- , 

,—
-0
 

lare, rezistenţele &. se distribue după o parabolă Figura 389 (fig. 389). 

Dacă, la limită, niturile s'ar pune la distanţa dy, atunci unui 
nit i-ar reveni de transmis efortul: 

: 7 

"AR = dy. 1,5 7 U2—4 sp) /l.
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Dacă distanţa între nituri este £, atunci unui nit care se găsește 
la distanța y de axa neutră, îi revine efortul “de pe intervalul dela 
y—xyt până la y +, deci: _ 

(17) R = 157 (t/h) (U—4 a/n — 2/3 n). 

Dacă niturile sunt aşezate 'la distânţe egale, atunci h/t = n, 
adică numărul niturilor din șirul considerat, şi deci: 

(8) R = 15 T(U—4 2/12 — 1/3 n3)/n. 
In orice: caz, se vede că niturile sunt cu atât mai solicitate cu 

cât sunt mai aproape de axa neutră. 

Când un nit cade chiar în axa neutră, avem: 

  

(19)- R = 1,5 T(1—1/3n2/n 

iar când axa neutră cade între două nituri, atunci 

(20) R = 1,5 T(1—4/3n%/n. 

Pentru n 5, putem lua | 

— Rs 1,5T/n. 
Li ” + Ph - - o. . . . 4 |. Dacă nituirea e pe mai multe. șiruri 

+ , i (fig. 390), atunci efortul R se determină 
+ + cu ajutorul formulei (18) în care n este 

axa * ein numărul total de nituri. DP . .. Ă + d In cazul figurii, avem: n = 20. 
„2 + Efortul ce revine unui nit A, din axa + 

+ pepe neutră, este: | 

„7 „d R = 15 T(1-—1/8.202)/20 = 0,074 7. 
2   

Efortul ce revine nitului B, pentru 
i 

Figura 390 care y/h = 1/14, este: 

R = 15 T(1—4/142 —1/3.202)/20 = 0,068 7. 
Dacă am împărţi forţa tăietoare uniform la cele 20 nituri am 

obţine R = 0,05 7, eroarea care se-face în acest caz e de 48%. 

e) Nituiri cari transmit un moment încovoietor. 

ur... . . 
Este cazul îmbinării inimii unci grinzi cu inimă plină. Axa 

momentului încovoietor este normală pe secțiunea de tăiere a  
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niturilor. Deci, secţiunea. niturilor este supusă la un moment de 
răsucire, egal cu momentul încovoietor. Avem deci: 

5 =Mr/lp 

și deci efortul unui nit, dacă 2 este secţiunea lui de forfecare, va fi: 

21) n RSArP/I 

I
R
I
 

Direcţia lui E este evident normală pe 7. Componentele după 
axele Oz şi Oy vor fi: 

(22) Re =AMy0/l, şi Ry =AMz29/1p 

avem evident încă: Ip = la + 1. 

să Jacem: câteva aplicaţii. 

„ Să presupunem că avem un singur şir de nituri (fig. 391). 

  

      

Dacă distanţa între niturile extreme este h, atunci , 

i =/(n — L) şi deci: poe 

(23) + le = (12 + 2% . (n — -1)2/4]2 2 h2 :0/(n — ap , 

= Oh n + 19/12 (n— 1) , 

"14 =0. , h 

| Efortul în nitul cel mai obosit, 3 y = th, este: | 

(24) R.=R=a M/h | Aba ” 
NR ” = poe o pag soba 

în care: | ț | 

(25) | a = 6 (n — 1)/n (n + 1). Figura 891 

Pentru două sau mai multe șiruri de nituri verticale, obținem 

în mod analog rezultatele din tabloul: * 

  

  
  

     
   

  

          
  

            

FI TI [E pr tt lil le a tata +] + [e 2] fe HI ai | + | + + | kat 
+ + ++ + + „E ul + Țar Et +) | od e 2 Nazi N 2 Ni 
3 (n—1)| _ 6 (n—1) _2(n—1) 2 (n—1) 3 (n—1) | - 6 (n—1) 
(FT) Onea) n DEF a Sa p6       

] 
In practică se ia de obiceiu /, =0. 

]
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In cazul când h este mic şi avem multe şiruri de nituri, atunci 
valoarea lui 1, nu este neglijabilă şi va trebui să ţinem - neapărat 
seama de valoarea lui în valoarea lui /,. 

In practică de obiceiu ni se dă valoarea momentului AM şi h. 
Dacă ni se dă diametrul niturilor, atunci avem distanţa 1 între 
nituri şi deci n, de pe un şir de nituri..Ceca ce căutăm apoi este 
numărul de şiruri, adică valoarea lui a. Pentru a ţine cont de sporul 
de nituri ce trebue dat, îmbinarea se calculează la 1 2 M. 

Când avem mai multe: feluri de solicitări, vom aduna efectele 
ce ele produce asupra aceluiași nit. ! 

. Îmbinări nituite la rezervoare și căldări. Diametrul niturilor 
se caleulează tot cu formula lui Bach, care aci este: d= V/5î ha — 0,&. 

La căldări, când se întrebuinţează două eclise de imbinare, adică 
atunci când niturile sunt solicitate la două secţiuni de forfecare, 
dimensia lui d se reduce cu câte 1 mm, pentru fiecare șir de nituri, 
până la maximum 3 mm. 

De exemplu, pentru o îmbinare cu cclise, cu două secțiuni de 
forlecare a niturilor și cu două şiruri de nituri vom lua d= V/5h, hm— 
04 — 0,2. Această valoare se rotunjeşte la dimensiile normale 
după aceeași normă ca la construcțiile metalice. 

Imbinările transmit aci numai eforturi axiale N 
Distanţa între șiruri și aci trebue să satisfacă condiţia dată de 

relaţia (12). ” 
Dispoziţia niturilor va fi aşa ca să avem cea mai bună utilizare 

a tablelor de îmbinare. 
„Acestea-s normele din punctul de vedere al rezistenţei materia- 

lelor. 

Cursurile speciale prescriu pe lângă acestea și norme pentru o 
bună etanşeltate. 

Aplicația Nr, 107. Imbinarea unui arbaletrier cu coarda. Un arbaletrier, în 
care am A! = 6600 kg, face 
cu coarda un unghiu de 30, 
Să se îmbine aceste două 
piese, știind că 9 = 80 
kg /em?, DX = 24 kg/cm? şi 
&= 10 kg/em?. Imbinarea se 
face cu prag și cep, ca în figura 

      
Zer6a5s: 

  

  

    

Fe a > 392. Luăm ca lăţime pentru 
ambele piese d = 15 cm. Inăl- 

m 3aem —i țimea pragului se face cel 
Figura 392 mult 1/3 din înălţimea corzii. 
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In mod aproximativ, acest prag va transmite efortul din coardă, adică 
A, = 6600 cos 300 = 5716 kg. 

Inălţimea lui aproximativă va îi fu = N,/X b = 5716/80.15 = 4,76 cm. 
Așa dar, înălţimea corzii o vom lua fi = 3 lun = 3.476 = 1%,2==15 cm. 

Să presupunem că și înălţimea arbaletrierului este 15 em. 
Pragul se face după bisectoarea unghiului pe o adâncime de 15/83 =35 em. 
In aceste condițiuni, avem: 

AC = 15/sin 300 = 30 cm , AB = 5/cos 150 = 5/0,966 = 5,18 em. 

BC = 29,09 cm , ACB = 9 54” 

Torța A, din arbaletrier, o descompunem după normală la mijlocul pragului 
«A B și o normală la BC. Pentru a uşura pragul A B vom ţine seamă că după 
PB C se desvoltă o frecare oarecare. Vom presupune că avem un coeficient de 
frecare îg 4 = 0,2 și deci ap = 110 19. In aceste condiţii, N şi componentele - 
sale, F, și F,, îac între ele unghiurile din figură, de unde rezultă: 

6600 /cos 160 95'= F,/cos 310 25' = F,/sin 150 ,*. Fr, = 5870 kgşif, = 1780 kg. 

Rezistenţa pe pragul A B este: II = 5870/15.5,18 = 75,5 kg/cm?. Rezis- 
tenţa admisibilă pe pragul A B care face cu normala la cele două grinzi unghiul + 
e = 150 este 9a = 4 (80 + 24) «+ y (80 — 24) cos2p = 76,3 kg/em?. Priu 
urmare, rezistenţa admisibilă nu este întrecută. : 

Să ne ocupăm de rezistenţele de pe faţa BC. Această suprafaţă are lăţimea 
15.% = 10 cm, pentrucă pe partea centrală se face un cep pentru a împie- 
dica deplasările laterale. Nu se poate conta că pe fundul cepului' s'ar putea 
face vreun contact. 

Forţa F, face cu normala la BC unghiul 110 19' și deci 

Na = 17180 cos11019' = 1780.0,981 = 1750 kg. 

Ne mai trebue punctul de aplicaţie a lui F'ș, pe faţa B C. Se poate găsi gratic 

„san analitic. Se găsește prin calcul că excentricitatea lui F, este v = 3,61 em. 

Rezistenţa maximă este deci 9 = 1750 (1 + 6.3,61,/29,09)/10.29,09 = 10,5 

kg /em?, deci mai mică decât rezistenţa admisibilă care e: Sa = (80 + 24) 

— 7 (80 — 24) cos 2.9054" = 25,6 kg/em?. 

Pentru ca îmbinarea să reziste, mai trebue ca rezistenţa la forfecare în planul 
orizontal din coardă trecând prin B să nu treacă de &// = 10 kg/em2, Forţa 

orizontală care solicită această secţiune este F, cos 152 = 5870.0,966 = 5670 

kg. Aşa dar, distanța dela B la capătul corzii trebue să fie minimum 5670/ 
15.10 = 39,1 cm sau dela A la capătul corzii să avem 38 cm. Componenta 
orizontală din coardă, 5720 kg, diferă de efortul 5670 kg la care am calculat 

secţiunea de forfecare numai cu 50 kg; rezultă deci că frecarea nu aduce o mare 

ameliorare și că dimensionarea pe baza calculului aproximativ făcut la început, 
este aproape suficientă. 

Aplicația Nr. 108. Talpa unei grinzi cu inima plină este formată din 3 plat- 
bande de 710 și 14 mm grosime și late de 220 mm.. i 

Niturile se așează pe două șiruri. Rezistenţele admisibile sunt 9 = 1000. 

"9 = 1500 şi Ga = X/3/8 = 600 kg/em:. 

1 
.
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Diametrul nitului se ia d = 1/5 (0,7 + 1,0 + 1,4) /3 —0,2 = 2 cm. Etortul 

ce poate transmite un nit prin forfecare este: Ry = "A 22.600 = 1,89 t, iar 

prin presiunea pe gaura platbandei celei mai subţiri: n = 0, 7.2.1500 =241 +, 
deci RN = 1,89 t. 

Secţiunile nete ale celor trei platbande sunt: . 

42, = 0,7 (22 — 9.2) = 12,6 cm?, 42, = 18,0 em? şi 0, = 925,2 cem?, 

Înălţimea eclisei se va lua 14 mm. | 
Numărul de nituri corespunzător va îi: m= 1000.12,6/1,89 = 6,67, 

Ha = 9,5%, na = 13,34 şi sporite cu 20% vor îi: 

| m=2h , na = 2.6 , 3 = 2.8, 

„Dacă niturile din același şir se așează la distanța / = 3d = 6 em, atunci 
lungimea eclisci de îmbinare va fi (4 +6 + 3 + 8) 6 =,156 cm 

i . 

Aplicația Nr. 109. In condiţiile aplicaţiei 108, să se îmbine două corniere, 
de 90 x 90/11, cu ajutorul a două eclise corniere de 70 X 70/9. Secţiunile 
nete sunt respectiv: 2 = 18,7 — 2.1,1== 16,5 cm? şi Oe = 10,1 em2. 

Dacă îmbinarea se face ca în îigura 388 unde n”, = n, — 1, atunci avem: 

(2 m—1) R = (90— 0) Xe n = 9,94 şi 

nah = 209 YX.-. n = 10,68. 

Aceste nituri sporite cu 20% ne. dau: 

M=3 3 n =2 i na = 13. 

Lungimea eclisei de îmbinare, dacă se aşează niturile ca în figura 388 va 
îi (13 4+2.3)6 =114% cm. 

Aplicația Nr, 110, Să presupunem că platbandele şi cornierele din exemplele 
! precedente formează 

    

  

  

                            

  

— —— ( 30 : |] talpa unei grinzi cu IN - - “inimă plină a cărei . TI r + 4 + ” N inimă este 90 x1 | - , + , + cm (fig. 393). 
mă , + , + Se admite că 

+ + inima din cauza ni- 
+ , + „| tuirii are momentul a + + $ de inerție slăbit cu 3 L pt? “A 15% și deci I = 

+ + i 0,85 . 902. = 
+ + + + 31640 cm, |V = 
+ + 51640 /45 = 1148 ] + + 3 VI + 4 cms, 

| - N pile / „Momentul  în- 
L_ [ oa Dasebssaa covoietor la care __] == poate rezista inima. 

Figura 393 | este AI = Va = 

1148.1000 kg. cm = 
11,48 tm şi care va trebui să fie transmis prin îmbinare,
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Efortul ce poate transmite un nit, de G 2 cm prin forfecare, este R/ = 
9. zi 22.600 == 3,77 i, iar prin presiunea pe gaură Re = 2.1.1500 =3, Așa 
dar, N=3t, Ă 

Imbinarea se face cu ajutorul a două eclise aşezate pe inima grinzii, între 
„cornierele ce formează talpa. - - 

Inălţimea celiselor este 90 — 2.9 = 72 cm. Distanţa între niturile extreme 
va fi 72—9.1,5d = 66 cm, deci kh = 66 cm. 

Pe această distanţă putem așeza exact n = 12 nituri. Să găsim câte şiruri 
de nituri putem pune. - , . 

- Pentru a ţine seamă că vom mări numărul niturilor cu 20% vom calcula 
îmbinarea la momentul 1,2 M, şi din formula (24) deducem: 

a= Rh /1,2 41 = 3,00. 0,66/1,2.11, 48 = 0,1436 

o îmbinare cu 4& şiruri de nituri din care două șiruri cu câte 12 nituri şi alte 

două cu câte 11 nituri, ne dă a= 0,1196, deci o îmbinare mai puternică. Vom 

păstra aceeaşi nituire, însă vom micşora numărul niturilor. Prin încercări găsim 

că îmbinarea care convine se compune din £ şiruri de nituri, din care două şiruri 

cu câte 10 nituri şi alte două cu câte 9 nituri, aşezate în' zig-zag. Această îmbinăre 

are a = 0,1421. - 

Să găsim grosimea ecliselor. Notăm cu b grosimea fiecăreia din ele. Momentul 

de inerție al secţiunii brute este: | ” 

[= 2 bh5 = 2.15.0.723 = 62208 . | 

Felisele sunt slăbite printr'un şir de 10 nituri de G 2 cm care după formula 

(23) dau un moment de inerție: 

In = 9.0.2.662.10.11/42.9 = 17747 5. 

Momentul de inerție al secţiunii ret ete 

E (62208 — 17747) b = 44461 Vb; 1 = 44461 0/36 = 12350. 

- 'Trebue să avem: 1235 b.1000 = 1148000, deci b = 0,93 em = 10 mm, 

Celelalte clemente sunt cele din fig. 393. 

Aplicația Nr. 111. Talpa unei grinzi cu zăbrele este formată din o inimă de 

    

  

     
  

60x 1,2 cm, două corniere ; so6 

110%1110/12 şi o serie de _ 

platbande (fig. 394). Inima, + | , 

în cursul ei, este slăbită cu 8 + | + poa 

nituri de G 23 mm. + + . 

Să se îmbine inima cu +|+g? ș 

ajutorul a două cclise. 3 | 3. $ 

Inălţimea ecliselor va îi +|+ , 

60—11 = 49 cm. Rezisten- + | :] 

țele vor îi acelea din exem- + „1? | 

plele precedente. Taia A ] 

Eforturile ce poate trans- open | Ş     

  

mite un nit prin forfecare sau 
  

  

presiunea pe gaură sunt: 
Ș 

Figura 394 

R=2 + a 9,32.600=5t; Re = 2,3.1,2.1500 = 4,14 t.
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Pentrucă îmbinarea trebue să fie cu 20% mai puternică, efortul în nitul 

cel mai obosit nu va trebui să treacă de 4,14/1,2 = 345 t. Ă 

Efortul din inimă este N = (60 — 8.2,3) 1,2.1000 = 49,92 t. Acest efort 

se. transmite îmbinării cu excentricitatea (60 — 49) /2 = 5,5 cm, care dă un 

moment AM = 419,92.0,055 = 2,75 tm. , 

Imbinarea va transmite deci efortul de N = 49,92 t şi momentul M = 2,75 tm. 

O îmbinare pe & șiruri de nituri, din cari două șiruri cu câte 7 nituri și două 

de câte 6 nituri, cu a =3 (n—1)/n (2n—1), ne dă: 

R = 49,92/26 + 3.6.2,75/0,h2.7.13 = 3,92 t, 

O îmbinare cu un nit mai puţin la şir dă un efort mai mare de 3,45 t. E de 

observat că nitul cel mai puţin obosit are un elort 0,62 t. 

Să găsim grosimea b a fiecărei eclise. Secţiunea lor netă este 

2 (49 —7.9,3). b = 65,8 3. 

Momentul de inerție al secţiunii brute este JI = 2-15. D493 = 19608 5; 
momentul de inerție al găurilor de nit este 2.0.492.,2,3.7.8/6.12 = 6311, 
deci momentul de inerție al secţiunii nete este 19608) —63115 = 13297 p. 
Momentul rezistent este 13297 b/24,5 = 5435. Aşa dar: 

7 

b = (49920/65,83 + 275000/543)/1000 = 0,76 + 0,51 = 1,26 cm.: 

Vom lua b = 18 min, 
Se va observa că, din cauza slăbirii prin nituri şi a transmiterii excentrice 

a efortului, grosimea unei cclise este mai mare decât inima.



XXV. STABILITATEA CON STRUCŢIUN ILOR. 

A) Principiul stabilităţii şi aplicarea lui. 

1. Ecuația principiului stabilităţii construcţiunilor, 

Sa arătat că o grindă se găseşte în echilibru atâta timp cât 
între lucrul mecanic Le, al forţelor exterioare, şi lucrul mecanic Li 
acumulat de grindă prin deformaţiune, există relaţia: ! 

Do “ Le = Li 

Valoarea maximă a lui L; este aceea pe care a acumulat-o grinda, 
până în momentul ruperii. Dacă această valoare este Lip, atunci 
echilibru va exista atâta timp cât 

(PIN bel 

În practică însă nu mergem. cu încărcarea grinzilor până la 
limita de ruptură. 

În toate calculele făcute până acum, am dimensionat diferitele 
elemente ale secţiunii grinzilor pe baza rezistenţelor admisibile. 

Dacă lucrul. mecanic pe care-l poate. acumula o grindă, având 

în vedere rezistența maximă din secţiunea periculoasă care poate 
avea cel .mult valoarea rezistenţei admisibile, este Lia, atunci, din 
punct de vedere practic, echilibru va ezista atâta timp cât avem relaţia: 

(3). Le £ Lia 
Fără a ieși în-evidenţă, am utilizat de fapt în.toate calculele 

noastre de până acum această ecuaţie. :
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Să presupunem că avem o grindă sau o construcţiune oarecare, 
solicitată de un sistem de sarcini F, în care rezistenţele efective 

mau ajuns la limita de ruptură dacă aplicăm ecuaţia (2), sau la 
rezistenţele admisibile dacă aplicăm ecuaţia (3). 

In acest caz, echilibru există și se aplică ecuaţia (1). 

Să mai presupunem că dăm sarcinilor F nişte creşteri infinit mici 
dF, sau că aplicăm construcţiei un sistem oarecare de sarcini infinit 

mici dF. Sub acţiunea lor construcţiunea se va deforma și cele două 

expresii ale lucrului mecanice vor creşte respectiv cu dLe şi dLi. 

In aceste condițiuni, întru cât există relaţia (1), construcţia 

va Îi sau nu în echilibru, sau zicem că pa avea sau nu stabilitate, 
după cum: 

dle Ss dL; 

Condiţiunca: 

(4) dLe = dLi 

ne determină valoarea sarcinei, sau a sarcinilor IF, când construcţia 
se găsește la limita de stabilitate. - 

Aceste valori ale sarcinilor F poartă numele de sarcini critice. 
Din cele de mai sus rezultă că ecuaţia (3) este necesară dar nu 

și suficientă. 

Pentru ca-echilibru să existe trebue ca să fie satisfăcută şi ine- 
galitatea: : ” 

(5) dLe < dL; 

Cantităţile dle şi dL; se vor calcula în funcţiune de deforma- 
ţiunea construcţiei, căpătată sub acţiunea sistemului de sarcini dF. 

Din cele de mai sus rezultă că pot exista construcțiuni în cari 
rezistenţele admisibile nu sunt întrecute și cu toate acestea ele nu sunt 
în echilibru. 

Vom ilustra aceasta printr'un exemplu. Să presupunem că avem 
un cablu (o funie) de oţel, lung de 10 m și supus la o forţă axială 
de 1 t. Dacă rezistenţa admisibilă este Ia = 1400 kg/em:, atunci 
avem nevoie de o secţiune 12 = 1000: 1400 = 0,715 em:. 

Prin urmare, dacă 2 >> 0,715 cm?, am satisfăcut ecuaţia (3) 
indiferent dacă forța axială este tensiune sau compresiune. Expe- 
rienţa de toate zilele arată însă, că dacă forţa axială este o tensiune, 
atunci există echilibru, i iar dacă este o compresiune, atunci nu există 
echilibru.
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Să aplicăm acestui caz criteriul de mai sus. , 
Să presupunem că sub acţiunea unor sarcini infinit mici d/ 

normale pe direcţia cablului acesta s'a deplasat în poziţia infinit 
vecină, ca în figura 395, cele două „capete apropiindu-se între ele 
cu cantitatea u. 

Poziţia cablului fiind infinit vecină liniei drepte, și 
forţa dela extremităţi rămânând aceeași, egală cu Lt., d; 
produs în cablu de tensiune sau compresiune va fi egal 
cu zero. Pentrucă la cable admitem M = 0, pe toată. 
lungimea lui, atunci și dL; produs din încovoierea cablului 
este nul. În acest caz avem d; =0. 

Să evaluăm pe dLe. În cazul când avem tensiune 
dL =— 1. u, iar în cazul când avem compresiune 
dLe = + l.u. 

In acest caz, se vede că rezultatul experienţelor 
coincide cu rezultatul dat de ecuaţia (5). 

“Se pot da multe exemple de acest fel. | Figura 395 

  

2, Aplicarea principiului stabilităţii construcţiunilor. 

Avem două metode la îndemână. 

a) Prima metodă. Ecuația (4) fixează limita între stabilitatea și 
instabilitatea construcţiei. 

Dacă sarcina critică Fe, dată de această ecuaţie, este depășită 

cu o cantitate oricât de mică voim noi, construcţia devine instabilă, 
adică poate avea deodată mai multe poziţii de echilibru. 

De aci rezultă definiţia: 

Sarcina critică F., este cea mai mare sarcină pentru care con- 
strucţia are o singură poziţie de echilibru. | 

Din aplicaţiile ce vom face, vom vedea cum traducem în calculul 
matematic această definiţie. | | 

5) A doua metodă. Pentru simplicitatea expunerii, vom presu- 

pune că avem de-a face cu o singură forţă, /*. 

Vom presupune construcţia dată solicitată de un sistem de 
de sarcini arbitrar, infinit mic, sub acţiunea căruia ea primește 

o deplasare infinit vecină celeia în care se găsește, compatibilă cu 

legăturile sale. Vor rezulta atunci o serie de deformaţiuni ale 
construcţiei și o serie de deplasări ale punctelor sale. 

Creșterea d[L;, a lucrului mecanic interior, se va exprima în 
funcţie de aceste. deformaţiuni.
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Pentru forţa F va rezulta o deplasare infinit mică , și creșterea 

dLe, a lucrului mecanic exterior, va fi I 7. In acest caz, ecuaţia (4) 
se pune sub forma 
(4) | E] =adL; 
din care deducem valoarea sarcinei critice [e. 

Din exemplele ce vom trata, se va vedea cum se aplică și această 
formulă. - 

Observaţie. Am spus că vom da construcţiei o. deplasare infinit 

vecină poziţiei iniţiale. In acest mod, rezultatele deduse din 
ecuaţia (6) n nu se pot aplica şi poziţiilor depărtate finit de poziţia 
iniţială. 

Orice metodă am aplica, această observaţie rămâne valabilă. 

B) Flambajul barelor supuse la compresiune. 

1. Definiţia flambajului. 

O bară dreaptă, supusă la compresiune sub acţiunea a două 
forţe N, egale şi de sens contrar, aplicate la extremităţile ci, rămâne 

în echilibru atâta timp cât A. rămâne sub o anumită limită, Ap. 
Poziţia de echilibru e chiar poziţia iniţială. 

Dacă A depășește această limită, bara părăsește poziţia 

N iniţială şi ocupă o poziţie oarecare curbă, după cum se arată 
în figura 396. 

Acesta este un fenomen fizic asupra căruia nu încape 

nicio discuţiune. 

EI poartă numele de flambaj, și despre bară se zice în 
acest caz că a flambat. 

Sarcina critică N, care a provocat flambajul, poartă 
numele de sarcină de flambaj. 

Se vede, din cele de mai sus, că chestiunea flambajului 
| eo chestiune de stabilitate. 

In cele ce, urmează, vom determina pe baza conside- 

raţiunilor expuse, sarcina de flambaj în câteva cazuri curent 
W   întâlnite în practică. 

Figura 396 

2. Grindă articulată la ambele extremităţi. 

Vom presupune grinda supusă la'o forţă de compresiune aplicată 
la extremităţile ei. Vom mai presupune că una din articulaţii se
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poate deplasa după direcţia extremităților grinzii (fig. 397), .şi că grinda s'a deplasat faţă de poziţia iniţială luând forma curbei din 
figură, 

a) Prima metodă, 

Raportăm axa deformată a grinzii la axele Ozy. O secţiune 
la distanţa z de origine are săgeata v. Momentul 
încovoietor în această secțiune este pozitiv şi are 
valoarea: M = No. 

Ecuația axei deforinate a grinzii este 
(6) EI do /dat = — No 

Dacă notăm: a 

(7) N/EI =.at, 

ecuaţia (6) devine: 

(8) dî/da? + a2 =0 

a cărei soluţiune este: 

(9) p = A cosaz + Bsinaz 

  

Cele două constante le determinăm prin con- | 
diția că pentru 2 =0, p=0 care ne dă A=90, N 
şi prin condiţia că pentru z =], p =0, şi deci: 

| B sinal = 0 

Constanta B nu poate fi nulă.. Dacă ar fi așa, atunci am avea 
== 0, ceea ce corespunde liniei drepte, adică poziţiei iniţiale. 

„Experienţa arată însă că grinda a părăsit această poziţiunc, 
și deci există săgeți p. In aceste condiţii, trebue să avem neapărat 
sinal = 0, deci al trebue să aibă valorile: 

  
Figura 397 

al =0; z; 275... 

Prima valoare nu este posibilă;.iar a doua ne dă numaidecâL: 

(10) ul = az 

şi prin urmare: 

(11). N = EI 

Așa dar, pentru această valoare a lui N, bara părăseşte prima 
poziţie de echilibru, şi deci ÎN, este sarcina de flambaj. 

3. 193%, Gh. Em, Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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A. treia valoare pentru care avem sinal = 0 este 2 ze, care ne 
dă pentru sarcina de flambaj 

N = a EL/(D2 

valoare care corespunde cazului când mijlocul grinzii ar fi 
împiedecat să se depărteze lateral (fig. 398). 

Valoarea următoare al = 3 z corespunde cazului 
când grinda ar îi împiedecată de a se deplasa lateral 

---p- la + din lungimea ei și când avem 

N, = m EI/(I 
şi analog cu celelalte valori. 

  

- 3 : b) A doua metodă. 

Să presupunem că grinda a părăsit prima poziţie 
de echilibru din o cauză oarecare. 

19, Sarcina nu se aplică în centrul de greutate al 
---L- secțiunii, ci cu o excentricitate oarecare infinit mică, 

N care, pentru acest motiv, o presupunem egală cu 

zero. În acest caz, grinda e supusă în poziţia defor- 
Figura 398 mată la un moment No. Așa dar, axa deformată a 

grinzii și momentul încovoietor, în acest caz, au 
aceeași ecuaţie, diferind între ele numai prin factorul constant 
N/EI = o2. 

O ecuaţie a axei deformate, e: care satisface. această condiţiune, este 

(9) pe care o punem sub forma: 

  

(12) | P = Pam Sinaz 

şi în care vm este săgeata maximă dela mijlocul grinzii. 

Această ecuaţie trebue să satisfacă condiţiilor că pentru z = 0, 

z = să avem v = 0, şi deci să avem: 

(10) al = z 

vom avea evident și: 

dv [dr = av, cosuz dv /da? = — a?p sinaz ? 

Să evaluăm pe dL. Vom avea: 

(13) dL; = E 4 (do /da) da = 42 EI c2 
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Să evaluăm pe dLe. Dacă u este deplasarea infinit mică a articu- 

laţiei în sensul lui A, (fig. 399) avem: i 

dLe = Nu 

La « Deformaţia grinzilor prin încovoiere » (pag. 354) s'a stabilit 

că deplasarea infinit mică u, în sensul lungimii 

barei, este dată de formula (24): 

du/dz = — 4 (do /dz) + C. 

In cazul nostru pentru z = 41 avem du/da=0 ! 

de unde rezultă C = 0. 

Din faptul că originea axelor se mişcă în sensul 

lungimii barei, rezultă că trebue să luăm semnul —mifum b-— 

plus înaintea expresiunii. Deci avem 

  

    

    
bl 

du /dz = (dv /da> 

și prin urmare 
lo | 

u=t | (dv /dz? dz L 

Cum 1, diferă de 1 cu cantitatea foarte mică u, 

facem aproximaţia punând, pentru limita supe- 

rioară 1= l, aproximaţie care de altiel am făcut-o Figura 399 

şi când am dedus formula (13), și găsim: 

W   
(44) us (ao/ame az =i za, 
și deci 

(5) dL, = LN, avi 

Dacă, în virtutea ecuaţiei (4), egalăm cele două expresii, (13) şi 

(15), găsim tocmai ecuaţia: 

(7). N,/EI =? 

Dacă se compară ecuaţiile (7) şi (10) găsite pe această cale, se 

vede că sunt identice cu acelea găsite pe prima cale; așa dar, avem 

aceleași rezultate. 

Aci am făcut ipoteza că grinda părăsește poziţia de echilibru 

din cauză că sarcina N se aplică excentric pe secţiune. 

2”. Bara părăsește poziţia sa de echilibru din cauza unei sarcini 

uniform distribuită p aplicată normal pe grindă, oricât de mică 

voim noi, cum ar Îi de exemplu adierea unui vânt. 

34*
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Ecuația axei deformate în acest caz este: 

p=h(2—2 8 + £) 

în care am notat pentru prescurtare: 
1 k=aph/EI , €=a/l 

Factorul k n'are de altfel nicio importanţă pentrucă el dispare 
prin simplificare. Sa . 

De aci rezultă că ceea ce importă în acest calcul, este forma 
ecuaţiei axei deformate. j 

De aceea presupunem k = 1, și cu: 

dojde =(1—68 448971, dto/da = —125(—8)/, 
> 

făcând calculele găsim: . 
“dl; = 4 EI | (do /da2)? da = 24 EI/B, 

dLe = Nu = 4 N] (do/da)? de = 1,7 N,/7j 
din care scoatem: | 

(17) N = 9,88 EI/E 

Dacă se compară acest rezultat cu acela dat de formula (11), 
în care luăm 2? = 9,87, se vede că diferenţa este numai de 0,1%. 

3%. Grinda părăseşte poziţia ei de echilibru din cauza unei sarcini 
concentrate, aplicată normal pe grindă la mijlocul ei, sarcina fiind 
oricât de mică voim noi. ” 

Dacă se ţine seama de cele spuse mai sus, luăm pentru ecuaţia 
axei deformate ecuaţia: ” 

p=$(3—42), do/dz =3(U—459/A, dp /da? = — 24 £ e 

valabile numai în intervalul 0 LE 
Dacă se fac calculele de mai sus se găsește: 

(18) N, =10E1/E 

rezultat care dileră de cel dat de formula (11) cu 0,3%. 
De aci se vede că pe această cale —a doua — putem face o 

infinitate de ipoteze în ceea :ce privește modul cum grinda ajunge 
instabilă. Este evident cd sarcina de flambaj] va fi dati de acea ipoteză 
care ne dă valoarea cea mai mică a lui N,. 

Bazaţi pe această _consideraţiune putem presupune: 
40. Grinda părăsește poziţia de echilibru prin aplicarea unei sarcini 

uniform distribuite și a unei sarcini concentrate la mijlocul 
ambele infinit mici, însă găsindu-se întrun raport 
îl vom determina prin condiţia ca A, să fie minim. 

grinzii, 

3. Acest raport  



533 

In aceste condițiuni pentru axa deformată a grinzii luăm ecuaţia: 

= Ş (U—2 62 E) E (3—4 E2)= (1432) 5—2 (+2 2) 834 8 

Dacă se fac calculele se găseşte: | 

Ny = f( ELE 
în care: 

f (e) =10(1 — (7 + 0,8)/(672 7 + 427 2 + 68] - 

Această expresie este minimă pentru 4 = 0,08976, când 4) = 

9,3722. 
: 

Avem deci: 

(19) N = 9,872 EI /k 

rezultat care diferă de cel dat de formula (11) cu 0,260 /00- 

Din cele de mai sus rezultă că aplicarea excentrică a forţei, 

aplicarea normal pe grindă a unei sarcini uniform distribuite sau 

concentrate, ete., oricât de mici ar fi ele, luate fiecare în parte, 

sau toate la un loc, sunt sisteme de solicitări cari conduc la nestabi- 

litatea grinzii. 

Observăm în treacăt că cea mai mică sarcină de flambaj s'a 

obţinut în ipoteza că forţa se aplică excentric în secțiunea de capăt. 

Metoda doua dă exact aceleași rezultate ca şi prima, când luăm 

ca ecuaţie a azei deformate a grinzii o soluție a ecuaţiei diferenţiale 

stabilită prin prima metodă. 

In cazul însă, când luăm pentru axa deformată o ecuaţie apro- 

piată, dată de-un sistem de sarcini suplimentar, infinit mic, atunci 

găsim rezultate foarte apropiate celora date de soluţia exactă. S'a 

arătat cum se pot îmbunătăţi aceste rezultate. 

Pentru noi rezultă următoarea normă de calcul. În genere vom 

aplica prima metodă care este simplă şi expeditivă. 

Numai în cazul când prima metodă ne conduce la ecuaţii dife- 

renţiale greu de integrat, vom aplica metoda doua, care ne dă rezultate, 

practic vorbind, exacte. ” 

Prima metodă se datorește lui Euler, a doua lui Timocenko. 

3. Alte cazuri de flambaj. 

a) -Grinda incastrată la o extremitate şi liberă la cealaltă. 

Săgeata la distanţa z de origine este v, și momentul în acea 

secţiune este M = N v (fig. 400).
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Procedând ca la exemplul precedent obţinem aceleași, ecuaţii 
(6) — (9). Aci vom pune condiţia ca pentru z =0 să avem p = 0, 

de unde rezultă A =0, şi pentru 2 =] să avem 
dv/dz = 0, din care rezultă    

oaze ha aB cosal = Q 1 pr “ 
i . . .. | Pentru aceleaşi consideraţiuni ca la exemplul 
le > [1 4. precedent, trebue să avem: 

a=1ix, 7. 
i 
! 

Prima valoare ne dă 

i N, = E1/Q 2 
| 

Valoarea doua ne dă 

! N = e EI/Q De 
și corespunde cazului când punctul dela 2 din 

Figura 400 lungimea barei nu se poate deplasa lateral. 

b) Grindă incastrată la ambele extremităţi. 

Vom presupune evident că unul din reazimile încastrate se poate 
deplasa pe direcţia celor două extremităţi ale barei (fig. 401). 

In acest caz vom pune condiţia ca pentru =90, 
şi 2 =+lsă avem dv/dz =0. 

Cu: 

dv/dz = a(— A sinaz + B cosaz) 

Rezultă: | . 

B=0 şi A sin (jal) =0 

şi deci ! 

val =0, x, 2, ete. 

Prima valoare este imposibilă, a doua ne dă: 

N = EI/(4 2 

  

Din motive de simetrie, se .vede că distanţa între 
punctele de inflexiune este + î. Figura 401 

c) Grindă incastrată la o extremitate şi articulată la cealaltă. 

Vom presupune, bine înţeles, că articulaţia se poate deplasa pe 
direcţia extremităților grinzii (fig. 402).  
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- Dacă extremitatea barei s'ar putea deplasa şi lateral, atunci 

grinda ar ocupa poziţia punctată. Pentru a o aduce pe prelungirea 

tangentei din încastrare, va trebui să introducem o reacțiune V 

necunoscută. | 

In asemenea condițiuni avem: 

El do/da =—No+ Va y a] , 

a cărei soluţie este: 

p= A cosaz + Bsinaz + Vaz/N TI 

dv/dz = a(—A sin az + B cos az) + V/AN 

Pentru determinarea constantelor .A, B 

și V,avem condiţiile: pentru z= 0 să avem 

p=0, iar pentru z=lsă avem v =0, și 

dv/dz = 0 şi deci: 

1. A+0.B +0.V/N =0 
Z 

cosal. A + sinal. B+ LV/N = 0 E AA 
Figura 402 

    
— a sinal. A + a cosal. B+ V/N =0 

Pentru ca să avem valori diferite de zero pentru A, BşiV, trebue 

ca determinantul: coeficienţilor acestor necunoscute să fie nul, deci: 

| cosul  —a sinal 

0 sinul a cosal | =0 

0 - l 1 

sau: 

al =igal 

care este satisfăcută pentru 0 primă valoare al = 4,49, de unde 

deducem a2l2 = 20,16. In calculele curente se ia 2? = 10, facem şi 

aci aproximaţia luând 20,16 = 2 a? şi atunci: 

N EI/U/p 2: 

d) Grindă articulată la ambele extremităţi şi împiedecată a se deplasa 

_Jateral întrun punct oarecare al ei. 

Sc înţelege totdeauna că cele două extremităţi se pot deplusa 

după direcţia forţei N şi că ele și reazimul intermediar sunt în linie 

dreaptă (fig. 403).



536 

- : Pentru ca reazimul din mijloc să împiedice deplasarea laterală, 
cl va dezvolta o reăcţiune V... . DI a | 

Pentru ca echilibru să existe, se va dezvolta:și la-cele două capete 
două reacţiuni V, și Ve, între cari există evident relaţiunile: 

— VA VW =0 şi Vi +Vali=0 
Fiecare din cele două ramuri de curbe se prezintă ca în cazul 

. precedent şi a căror ecuaţii—luând fiecare extre: 
pp. mitate ca origine — sunt: 

Z AL. f = A. cosaz, + B, sin aa.+ V, 2 /N 
  

Va = Aa cos az2 + Basin aa + V, 2 / ÎN - 
Pentru 2, =22=0 trebue să avem în = =0, 

de unde rezultă A, = A =0. | 
: In reazimul intermediar, avem de asemenea 

ov = 0, deci: : 
N -| BB, sin ah +V,h/N=0 ; Basin ala+ Vl /N=0 

a In reazimul intermediar axa grinzii din cele 
două ramuri de curbă are, aceeași tangentă. 

2 Pentrucă am luat originea axelor în cele două 
Z i” extremităţi, rezultă că tangenta. dintr'o ecuaţie 

W este egală și de același semn cu cealaltă, dife- 
renţa lor e nulă și deci avem: 
a B, cos al, —a B, cos al, + V/N— V,/N =0 

Avem de determinat cantităţile V, Vu Va Bi şi B,. Pentru ca 
acestea să fie diferite de zero, deci să existe o altă poziţie de echilibru 
în afară de linia dreaptă pentru care v== 0, trebue ca determinantul 
acestor necunoscute să fie nul, deci: " 

        
Figura 403 

—1 20 0 0 0 
1 l l 0 d 

—1 l 0 la. —1 =0 
0 0 sin al, 0 a cos al, 
0 0 0 sin al—a cos al, 

1/al, + 1/al, = ctg al, + ctg al, 
. o taia e 

Valoarea lui a care:satisface-această relaţie ne dă pe ÎNJ. Aceasta 
depinde de valorile lui 1, şi l,.  
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Pentru calcul este comod a nota: | 

l = El le =, şia pune expresia.de mai sus sub forma: 

al = sin &al sin £al/& £ sin al | 

„din-care prin încercări deducem pe al. 

Aplicația Nr. 112. Să presupunem că avem: 

| E. = 0,8 şi E = 02 

Rezultă numaidecât : | 

ul = 6,25 sin 0,8al sin 0,2a1/sin al. 

de unde avem: 
“al=52=5a/8 

N;= Ela = m E1/80 

e) Grindă incastrată la o extremitate, supusă la greutatea ei proprie. 

Avem ecuaţia 
B I d3v/da =—T 

Insă forţa tăictoare în secţiunea z este (fig. 404) p z dv/dz, şi 

deci avem 

E 1 d%/d2 + p zdv/dz =0, 

o ecuaţie diferenţială care se rezolvă cu ajutorul 

funcţiunilor  Bessel. Condiţiile pentru găsirea 

soluţiei sunt: pentru 2 =0 să avem » =9, 

M = 0, iar pentru z= 1, do/de= 0. In aceste 

condiţii se capătă 
plL=19E1/e 

f) Grindă articulată la ambele extremităţi, însă 

cu secţiune variabilă.     

  

Ne vom da o lege de variaţie a secţiunii. 

Notăm £ =s/l, şi ne dăm de exemplu ur- 

mătoarea lege: 
Figura 404 

| = 1/8 1—9) 
în care Ig este momentul de inerție dela extremitatea barei. 

Vom utiliza metoda doua, luând ca sistem'suplimentar de sarcini, 

cari provoacă flambajul, o sarcină uniform distribuită și normală pe 

grindă. | 

. Vom lua deci: 

"M = tpbtel—8),
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și avem: 
Dai . 1 . . 

di = ( M2 dz/EI = ptb ( f (£) d6/8 Ele 
E - .'0 ! 

în care am notat: | | o 

f(8) = E (4— (lt —zE(1—8)] 
Avem apoi: A | 

d?p/da = — M/EI = —p E E U— [1 —a € (1 — 8] /2 El 

Dacă integrăm odată și punem condiţia ca la mijlocul grinzii, 
adică pentru £ =, să avem dv/dz = 0, găsim: 

de/dz = —pP (PE 
în care am notat: | 

(E aer P— UDE rasa 
In aceste condiţii avem: | 

1 
dLe = iN ( (dv /da dz = Npeb ț [f. (£))2 d£/8 E21 

o 

Aplicând ecuaţia (4) găsim: 

” N; =a EI/E 

în care: | 
1 

«= 6) a7U [f, (£)]2 de 

Făcând calculele numerice indicate de această formulă găsim: 

u = 9, 88 (1 — 3 2/14) /(1 — 22 2/51 + 917 22,/19633) 

“Dacă ne-am impune de exemplu ca momentul de inerție maaim 

I dela 'mijlocul grinzii să fie 1 = 2 Iș, atunci 
o găsim:   

N, = 811 EI/e 

9) Grindă rigidă pe o lungime oarecare. 

Să presupunem că avem o grindă inca- 

strată la un cap şi liberă la celălalt (fig. 405). 

Să mai presupunem că pe lungimea l, măsu- 

rată dela articulaţie, grinda este rigidă, adică 

are El = o, iar pe rest are un EI oarecare 
constant. 

Pe cele două porţiuni de grindă, ecuaţiile 
d | axei deformate vor fi: 

Figura 405 d?o /da? =0 d?0, [da + a =0 

  

      L....    
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Pentru ușurința calculului originea lui 2 o luăm în 0, adică 
acolo unde grinda schimbă de secţiune. E 

Vom pune condiţiile ca pentru z =0 să avem v =9, pentru 
z = şi a =0, ambele ramuri de curbă să aibă același o şi dv/dz, 

şi în fine pentru a = l, să avem du,/da =0. In aceste condiţii 

găsim: 
aia =1. 

Dacă punem li = £l, la == El, cu condiţia evidentă &+r&=l, 

avem încă 
ditai, 31. | ” 

ecuaţie care ne permite să găsim pe al, când ni se dau rapoartele 

E ŞI Sa. | 
Pentru. ușurința calculului: dăm tabloul: 

  

E =00 | 0,1 02. | 0; 0,4 0; 
  

  

                

al=ya | 1,5736 | 1,5837 | 1,6025 | 1,6474 | 1,7206 

£ = 0,6 07: 1.08 | 09 1,0 

al = 1,8387 | 2,0382" | 2,4004 | 3,270 | ce 
  

h) Grindă cu o regiune plastică. 

: Să presupunem că avem o grindă incastrată la o extremitate și 

liberă la cealaltă. 

S'a văzut că momentul într'o secţiune oarecare. este M = v 

Să presupunem că în secțiunea 0, la distanţa l, dela capătul liber, 

avem: 
N o = Mp = Vp Ip ! 

Dacă este așa, atunci grinda pe porţiunea I se comportă ca o 

grindă elastică, iar pe rest, adică pe lungimea [, ca o grindă în care 

rezistenţele au trecut de limita de proporţionalitate, deci ca o grindă 

care are o regiune plastică. 

Aşa fiind, cele două ramuri de curbă ale axei deformate a grinzii, 

vor avea ecuaţiile: 

d? /da? =—MW/El , do, /da? = — (Av — Mp) /DI— MEI 

Dacă notăm 

N/ELl = :, N/DI=B » 4/62=D/E=1/p,
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atunci avem: 

do/da? + a =0 do /daz? + Bi = (1 — 1/92) M,/DI 

cari integrate ne dau: 

p=A cosaz+ Bsinaz; pi =A, cosfz, + B sinfz, +(1—1/92) Mp/N 

dv /dz= — a(Asinuaz— Bcosaz) ; dv, (dz = —B(Assinfaz— Bicosfz,) 

w = a? (A cosaz + DB sinaz); co = ff? (A, cosfa + B, sinfz,) 

"Dacă procedăm exact ca în cazul precedent, punând în plus 
condiţia ca pentru z = şi a = 0, ambele ramuri de curbă să aibă 
același o, căpătăm relaţiile: 

A =0, Bsinol= A, + (1—1/79 M,/N; Bcosal, = B,p 

M,/EI = 2B sina, = f24,; A sinfle= B, cos fl 

din care scoatem: 

ig al. to Bl = 

sau . | | 

i ah + fly 

max = Îl,/E1 cosfla 

Cu notaţiile din exemplul precedent, avem: 

al = a/2 (8 + p €) 

Oimaz = M,/EI Cos (a I.7 £2) | 

Dacă luăm o grindă articulată la ambele extremităţi de lungime |, 

în care l şi la sunt respectiv lunginule totale ale regiunii elastice şi a 
celei plastice, atunci căpătăm: 

al = 2/(& + 7 82) 
care ne dă: 

(20) N = EL/E (E + 9 8) 
(21) Wymaz = Mp/EI cos (a 1.4 p £2) 

Observaţii generale. 19. Toate valorile lui A, găsite până aci se 
pot pune sub forma unică: 

(22 N, = EIl/lp 

adică toate se pot aduce la tipul formulei (11). 

Această expresie poartă numele de formula lui Euler. 

Valoarea lui l/ poartă numele de lungime de flambaj. | 

Dacă expresia (22) se egalează pe rând cu fiecare din formulele 

găsite până aci, aflăm, pentru fiecare caz în parte, care este valoarea  
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“lui J. De ex. dacă se egalează valoarea lui A, dată de formula (22) 

cu aceea găsită la o grindă articulată la ambele capete, dată de for- 

mula (11), găsim l/= 1 şi zicem, în acest caz, că lungimea de flambaj 

este egală chiar cu lungimea barei. Dacă facem acelaşi lucru și cu 

cazul când avem o grindă incastrată la o extremitate şi liberă la 

cealaltă, găsim l/ =21, ş. a.m. d. | 

9, Din formula (22) se vede că dacă ]/ este constant pentru toate 

direcţiunile, atunci sarcina de flambaj N, cea mai mică, va avea 

loc pentru acea direcțiune pentru care I este minim. 

Se întâmplă adesea că într'o direcţiune oarecare avem o lungime 

de flambaj, iar într'o direcţiune nomnală pe ea o altă lungime de 

flambaj. 

De ex. o bară a unei grinzi cu zăbrele —din cauza fixării cape- 

telor — se consideră ca incastrată la capete pentru flambajul în 

planul grinzii și articulată pentru flambajul în plan normal pe grindă. 

Să presupunem că flambajul în planul grinzii are loc în jurul 

axei Oy a secţiunii, căreia îi corespunde 1, şi lungimea de flambaj 

lpy, pe când în sens normal pe grindă avem respectiv I: și lz- 

Bara noastră va Îi dimensionată așa ca să reziste în cele două 

sensuri. Deci momentele de inerție se vor determina pe baza rela- 

ţiilor: 

N = 2 Ela şi Nr = EI-/lp. 

Să presupunem că am dimensionat secţiunea ca să reziste strict 

la sarcina ÎN. Din cele două relaţii de mai sus avem: 

I,/l, = I./li = 

Să presupunem că 1 Iy şi Îj= ŞI ly sunt momentele de inerție 

şi lungimile de flambaj maxime și minime. | 

Acum se pune întrebarea: nu există o direeţiune intermediară 

pentru care bara ar putea flamba? 

Se știe legea după care variază I după o direcţiune oarecare 
Ș 

a . A a 

când avem Î-maz Și Iymin- Lungimile de flambaj s'au dedus pe baza 

deformaţiunii barelor, deci urmează legea variaţiei deformaţiunilor 

care este aceeaşi ca pentru momentele de inerție. Dacă 1 este 
> 

. 
. 

momentul de inerție după o direcţiune oarecare și l, lungimea de 

flambaj corespondentă acelei direcţiuni, se găsește că avem și: 

I/i=h 

Așa dar, în aceste condițiuni, bara rezistă la fel în toate direcțiunile 

şi nu mai este nevoie să jacem calculul pentru direcțiuni intermediare.
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3. Limita de valabilitate a formulei lui Euler. 

Formulele lui Rankine, Johnson şi Tetmajer. 

In cele ce urmează rezistenţa '9%;= N,/2 o vom numi rezistența 
la flambaj, iar raportul î = 1//i coeficient de subţirime. 

Dacă în formula (20) 

N = EI/E (8 + 7 &) 
introducem aceste valori şi ţinem seamă că I = î2.0, găsim: 

(23) 972 (6 ar pe ef 
Vom deosebi trei cazuri distincte. 

2) Cazul întâiu. & =1|, & =0 

In acest caz, rezistenţa în grindă nu depășește în niciun punct 
al ei limita de proporţionalitate şi vom zice că grinda este complet 
elastică. 

Formula (23) care se reduce la: 

(24) 9 12. = at [ 

nu ce vălabilă decât atâta timp cât 9% %,. 
La limită avem 7? = q2E/Y%,. Să presupunem că avem un 

oțel moale cu caracteristicile: £ = 2,1, 10% kg/em? şi OT = 1800 
kg/cm?. Din formula de mai sus obţinem î, = 110. 

Prih urmare, formula (23) nu este aplicabilă când î < îe. 

5) Cazul al doilea. £ =0, &£ =i 

In acest caz, rezistenţa în grindă depășește în toate punctele ei 
limita de proporţionalitate și vom zice că grinda este complet plastică. 
Formula (23) se reduce la: 

(25) | N, 42 = D 

și se aplică corpurilor plastice. 

c) Cazul al treilea. 0<£<l. 
Formulele lui Ranchine, Johnson şi Tetmnajer. 

In acest caz, grinda, pe o lungime [, se comportă ca o grindă 
clastică, iar pe rest ca una plastică. 

Nu cunoaștem dedeamdată alte relaţii între cantităţile din partea 
întâia a ecuaţiei (23) și deci nu:putem scoate concluziuni din ca.  
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Faţă de acest inconvenient experimentatorii și-au propus să 

găsească, pe baza experienţelor, formule directe de flambaj. 

Rankine a plecat dela compresiunea excentrică, care ne dă: 

9 = 3 (1 + oy/i2) 

Rezistenţa maximă care are loc la y = ymaz nu trebue să în- 

treacă rezistenţa totală la compresiune 9. În acest caz N = 

N,/O = 9 este rezistenţa la flambaj. Excentricitatea v nu este 

cunoscută, el însă admite: - 
2 

9 Ymaz = A i 

în care a este un coeficient ce se “determină prin experienţă. Avem 

deci: 

(26) Sp = 9t/(1 + a 12) 

Johnson a pus această formulă sub forma 

07 9, = N (L— a 42) 

în care a se determină prin experienţe. 

Telmajer a luat următoarea formulă: 

(28) - = 9 ((— ad +02) 

determinând de asemenea pe a şi b prin experienţe directe. El a 

găsit b = 0 pentru toate materialele afară de fontă. 

C) Dimensionarea secţiunilor. 

Pentru aflarea secţiunilor, diferiţi tehnicieni întrebuinţează dife- 

rite formule. Unii întrebuinţează numai formule de tipul Ranhkine, 

Johnson sau Tetmajer, alţii întrebuinţează formula lui Euler în 

domeniul în care ea este valabilă şi celelelalte formule, de preferinţă 

Johnson sau Tetmajer, în domeniul în care nu e valabilă formula 

lui Euler. 

După circulara prusiană din 1925, vom urma aci calea ultimă 

și vom admite că pentru toate materialele se aplică formula lui Euler 

atâta timp cât 1 >> 100, iar pentru fontă: 13 80. - A 

Valorile limită ale lui 7, pentru care este valabilă formula lui 

Euler, le vom nota cu 7o- 

1. Primul caz 1 > 10: 

Dacă am calcula barele cu formula (22) sau (24), atunci le-am 

dimensiona strict pentru flambaj, căci-oricât de mică ar fi creșterea
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lui N, sau 9, bara ar flamba. De aceea, se lasă oarecare margine 
între sarcina reală pe care trebue să o suporte bara şi sarcina sub 
care flambează în realitate. Bara se calculează ca să reziste! la o 
sarcină de c ori mai mare. Aşa dar, o bară de anumite dimensiuni 
o vom socoti că rezistă la o sarcină de flambaj numai de: 
(29) A=aEl/ck sau X12 = 2 [Be 

Coeficientul c poartă numele de coeficient de siguranţă. 
Coeficientul de siguranţă se. fixează după felul -materialului şi 

natura construcţiei. Circulara prusiană din 1925 fixează pentru 
construcţiuni, pentru toate materialele c = 3,5, afară de fontă, 
pentru care stabilește c = 6. Proiectul de circulară română întocmit - 
de d-l Prof. J. Ionescu, pentru oţelul moale în construcţiuni, fixează 
c=4. 

- Pentru calculul pieselor supuse la eforturi repetate variind între - 
0 şi N seia c = 8— 14, iar pentru cele alternative variind între — 
și + N seiac=18—21. 

Circulara prusiană mai prescrie ca să avem oricând îi < 150, 
pentru ca bara să nu fie prea deformabilă. In cazul când rezultă 
din calcul 4 > 150, vom modifica forma secţiunii așa ca să avem 
1130. 

2. Al doilea caz î < Jo. 

In acest caz, rezistența maximă din grindă nu trebue să treacă 
de rezistenţa admisibilă la compresiune simplă 9. Formulele lui 
Johnson Și Tetmajer iau respectiv ama: 

(30) DU > Ie (ÎL — a 2) şi 9, = te (l—aâ + b î2) 
9 din aceste formule poartă numele de rezistență admisibilă la 
jlambaj. Se vede că avem oricând %, < %,. 

a) Coeficientul de flambaj. 

In vederea dimensionării secţiunilor, formulele (29) şi (30) s 
pot pune sub o singură formă pe baza consideraţiunilor ce urmează. 

Dacă bara ar fi supusă numai la compresiune simplă, am avea 
nevoie de o secţiune: 

= N 1% 

prin faptul însă că intervine: e maia pentru aceeași sarcină N 
avem nevoie de O secţiune mai mare şi anume de: 

O, = N/%  
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Impărţind între ele .aceste două relaţii, obţinem: 

(31) : 2 =n 129 Păi Ne = 9 

Raportul n poartă numele de coeficient de jlambaj. 

In cele ce urmează notăm: 

(32) „me a, Î E 

cantitate cunoscută și care nu este altceva decât coeficientul de 
flambaj la lhmita la care este aplicabilă formula lui Euler. 

te exprima oricând-pe n în funcţie de no. 

0, Să presupunem că 1: o; adică suntem în regiunea în care 

este eat la formula lui: Euler. 
Dacă împărţim ecuaţia doua (29) prin (32) şi dacă ţinem seamă 

" de ecuaţia doua (31), obţinem: 

(33) | “n = no (1/i9k 

valoare. pe care o introducem în ecuaţia (31). - 

2, Să presupunem Î < 19. In acest caz, ecuaţiile lui Johnson și 

Tetmajer, în care luăm b = 0, ţinând seama de (30), se transformă 

respectiv! în: ! 

(34) 2 0/7) şi 8 = Qa/l—a3) 
în cari va trebui să determinăm valorile lui a. 

Observăm că pentru 4=— 7g, aceste formule trebue să ne dea:același 

rezultat ca și formula lui Euler, deci trebue să avem: 

no 2o = 0o/(L—a32) şi. noQo = 2o/(l—af) 

cari ne „dau respectiv: | | | 

(35),  a=(— 1/moții și a=(l —1/n9/ 
din cari deducem: 

(36) 1—1/n = (1 —1/no) 4/4 p şi 1— 1/n = (1—1/no) ip 

Valori cari le ducem în prima ecuaţie (31). 

În acest caz chestiunea se reduce la determinarea coeficientului 

de flambaj, n 

b). Coeticient de răspândire. 

Putem pune oricând:! N 

2 =E£0 sau = £92 

__ Coeficientul £ poartă numele de coeficient de răspândire şi el ne 

arată că pentru o aceeași valoare a secţiunii 2 vom avea o rază de 
4 

35. 1394, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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giraţie sau un moment de inerție cu atât mai mare cu'cât secţiunea 
va fi mai răspândită, adică cu cât £ va [i mai mare. . 

Această noţiune este utilă pentru calcul pentrucă £, pentru 
anumite forme de secţiuni, are o valoare constantă, 

De exemplu, pentru cere avem: 

= po 1/0 ia 
“pentru patrat 

£ = 1/12 

„pentru un n dreptunghi pentru Îmin și pentru h > b, avem: 

E == v/12 h 

care > păstrează o valoare constantă pentru același raport h/b. 
Pentru celelalte forme de secţiuni, £ variază foarte încet când sec- 

jiunea își schimbă valoarea însă păstrându-și forma. De exemplu, 
pentru un fier I când trecem dela profilul 20 la 30 secţiunea 
variază dela 33,5 cm? la 69,1 cm2, pe când £ dela 1/9,59 la 1/10,6. 

Această. circumstanță ne ușurează mult calculul secţiunilor. 
Toate formulele de până aci se pot exprima în funcţie de £. 

“Formula lui Johnson de dă: 

  

07) D= Da rafpe 
iar a lui Tetniajer, dacă notăm 

(38) hk = 4 Qo€/a2ţj, 
ne dă: a 

(39) Op = Do [1 +2(Vh +1 + 1)/8] 

Observare importantă.: Norma pentru calcule numerice este urmă- 
toarea: | . 

In genere ni se dă N, |; și c şi ni se cere secţiunea. Aplicăm mai . 
întâi prima formulă (29) care ne dă pe ]. Căutăm apoi valoarea 
lui î. Dacă 4 <Q <Q 150, valoarea lui 1 este bună. Dacă 1 > 150, 
mărim pe Î până ajungem la 1 < 150. 

Dacă î < 7, aplicăm formulele (34) ale lui Johnson sau Tetmajer, 
rezolvindu-le prin încercări directe sau cu ajutorul coeficientului de 
flambaj n, dat de formulele (36). Când avem la îndemână valorile 
lui £ e avantajos a utiliza formulele 37—39. 

c) Influenţa formei secţiunilor. 

În toate formulele de până acum intervine cantitatea 7 = //i, 
deci raza de giraţie a secţiunii în raport cu axa în jurul căreia sec- 
ţiunea se rotește prin deformarea provenită din flambaj. 

Se știe că raza de giraţie depinde de distribuţia suprafeţei pe 
secțiune.  
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In figura 406, pe baza formulelor de mai sus, s'au trasat curbele 

lui 9%, şi n pentru cazul când XX. = 1000 kg/em? c = 4, a? = 10 

și E =— 2,1.410€ kg/em?, după formula lui Euler pentru 1> În şi 

după formulele lui Johnson şi Tetmajer, pentru 4  Îo. 

Din examinarea curbelor se constată că cu cât i este mai mare 

adică cu cât materialul este mai răspândit pe secţiune, cu atât n 

este mai mic, deci avem nevoie de o secţiune mai redusă. Asta se 

vede şi din modul cum variază 9, faţă dei. i 

De aci se mai vede că pentru a satisface condiţia de rezistenţă, 

trebue ca! secţiunea 12; > 120, iar pentru a satisface condiţia de 

Ra 

Xa 3 

  

  

  
  

' | Figura 106 

stabilitate dată de formulele arătate, trebue ca raza de irăţio să 

fie mai mare decât 0 anumită cantitate. 

Aşa fiind, orice secţiune care îndeplineşte aceste două condiţii 

satisface problema ce ni s'a pus. Deci avem o infinitate de soluţiuni. 

"Chestiunea este de a alege pe cea mai economică, adică pe cea. mai 

mică. 

In cazul când secțiunea se compune din mai multe elemente, 

“dacă voim să avem pe cea mai economică va trebui să aşezăm elc- 

mentele componente cât mai departe unele de altele, solidarizându-le 

între ele cu piese de legătură care vor fi cu atât mai voluminoase cu 

cât elementele secţiunii sunt mai depărtate ș şi deci mărese cantitatea 

de material ce intră în compunerea barei. 

In această privinţă nu se pot da reguli precise ; numai compararea, 

diferitelor soluţiuni ne dă experienţa necesară în găsirea soluțiunilor 

celor mai economice. *-. 

35e
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d) Secţiuni formate din mai multe elemente. 

„Pentru eforturi, mari rezultă și secţiuni mari pe care nu le putem 

face din o singură piesă, ci le vom compune din două sau mai multe 

alăturea; Acestea vor trebui solidarizate între ele cu legături, pentru 
ca secţiunile lor să formeze un bloc. ! 

Distanţa între legături va fi așa ca fiecare bară în parte, care 
compune bara noastră, să nu flambeze. 

Dacă secţiunea totală 2 se compune din secţiunile o, Da... 

așa că: i 

O=0 40,4... 
. 

se admite că fiecărei secţiuni îi revine o sarcină proporţională, deci 

= N 0,/Q, ete. 

Fiecare piesă în parte nu va trebui să flambeze sub sarcina ce-i 
revine. | 

Pentru aceasta, este nevoie ca din distanţă în distanţă piesele 
să se solidarizeze între ele prin legături. Intre două le- 

gături, bara: deformându-se ca în figura 407, se consi- 
deră articulată. 

Momentul de inerție minim al fiecărei piese fiind 

cunoscut și având și sarcina ce-i revine, putem deter- 

mina cu formulele stabilite până acum lungimea de 
flambaj și deci distanţa între legături. 

La ce forțe calculăm aceste lesături? Pentru ca sec- 

-ţiunea compusă să reziste ca una singură, trebue ca lu- 

necarea longitudinală să fie împiedicată. Pentru aceasta, 
avem nevoie de forța tăietoare din secțiune. 

„Fig. 407: “Această 'forţă tăietoare nu apare decât în momentul 
: “* când grinda a flambat, căci numai 'atunci având FO, 
putem. deduce forța tăietoare "din ecuaţia: 

pa TP=— EL /da 
In acest moment, în secțiunea dela mijlocul grinzii, adică aceea 

în care. avem solicitarea cea mai mare — vorbim de: grinzile arti- 
culate. la ambele “extremităţi — rezistenţa maximă este 9, deci: 

= (7/2) (4 + sm ymaz/î2) - 
din „care. scoatem: Ru 

(40) N su (n DW/o
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In cazul când sistemul de sarcini suplimentare care produce 

flambajul este sarcina ÎN, aplicată excentric, s'a văzut că ecuaţia 

axei deformate a grinzii este dată de formula (12). Dacă în această 

ecuaţie introducem valoarea lui o, din (40) și dacă ţinem seamă 

de ecuaţia (7), obţinem: 

M = 9 (n — 1) W sin az 

(41) T = a 94 (n — 1) W cos az 

p =MO9U/Ei 

Aceste formule ne arată că forţa tăietoare într'o secţiune oarecare 

corespunde unei încărcări. sinusoidale, care dă în secţiunea cea mai 

obosită rezistența Ie — DY. 

Dacă însă considerăm ca sistem de sarcini suplimentar, care pro- 

duce flambajul grinzii, o sarcină uniform distribuită pe tot lungul 

grinzii, atunci ecuaţia axei deformate a grinzii este: 

pp = 3,2 Pr (£ —2 & + £1) 

Dacă în această ecuaţie introducem valoarea lui pp de mai sus, 

dacă facem derivările necesare, dacă ținem seamă de ecuaţia (17) 

şi dacă facem aproximaţia: 3,2.12/9,88 = 3;89 = 4, obţinem: 

M = 4 (9, — 90) W E U— 2) 

(42) > T = 4 (90 — 90) WU —28/1 

p = 8 (90 — 9) WE = 8 Mmaz/E 

Odată ce avem M, T şi p în fiecare secțiune a grinzii, puten 

caleula legăturile între diferitele clemente ale secţiunii. 

Practica a consfințit uzul formulelor (42) ca fiind mai simple, * 

deși mai puţin exacte; 

3. Stâlpi de beton armat. 

Cireulara prusiană din 1932 prevede că atâta timp cât 4 > 40 = 

23/12 = 56,6, stâlpii să se calculeze cu formula lui Euler, în care 

se ia c=9 și E = 0,14.105 kg /em2. 

Ea mai prescrie că nu se admit stâlpi cu 4 > 140. Pentru stâlpii 

cu 5/2 = 52 nu se mai face verificarea la flambaj și deci 

pentru ci se admite 9 = d. Pentru stâlpii cu 52 2112480,6 

circulara adoptă pentru calcul o formulă de tipul Jankhine, modificată 

pe baza experienţelor lui Bach și a cărei expresie este 

(43) Sc, = 1,25 9/[1 + (4/100)%]
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Această : dispoziţie a circulării are inconvenientul că pentru 

î = 3 formula lui Euler şi formula (43) nu dau aceleaşi rezultate. 

Coeficienţii de flambaj pe intervalul în care este aplicabilă 

formula lui Euler sunt daţi de ecuaţiile (32) şi (33), iar pe intervalul 
în care este valabilă formula lui Rankine, din (43) deducem: 

(44) : „n = 0,8[1 + (1/100)2] 

Valoarea lui n care remediază inconvenientul semnalat şi care 

dă valori apropiate și acoperitoare faţă de cele date 'de circulară, 
este: Da 

(45) n = (25 —9n0)/16 + (na — 1) 42/4800. 

Pentru secţiunile dreptunghiulare, circulara prusiană, pentru înles-" 

:nirea calculelor, face aproximaţia: i2= 1/0 = h b2/bh== 3 02 şi în 

“loc .de a introduce în calcul pe, introduce cantitatea la =/d,. 
având relaţia evidentă 7 = 74/12. 

In aceste condițiuni formula lui Euler 

(46) | IT, = a? E/12 câ 

este valabilă în intervalul /ou =—23 2 ja z/ 40, iar formula lui Rankine 

(47) „9 = 1,25 X./[1 + 12 (7a/100)] 

este valabilă în intervalul 15 ze fa 225 = oa. 

Pentru primul interval, coeficienţii de flambaj au valoarea: 

(48) n = no (la /1ca)? 

în care 

(49) n = 190%, 2 fa E 

„iar pentru al doilea, după formula lui Rankine : . 

(50) |. n =08[4 + 12 (7a/100)2] 
Dacă întrebuințăm” formula corectată (45), găsim: 

(60 On =05—9no)/16+ (no —1) (34/20) 
Pentru stâlpii cercuiţi, dacă d este diametrul sâmburelui ȘI dacă 

ia = /d, circulara prusiană prescrie pentru n valorile date de 

- formula: 

(52) n = + (îa— 8) (a — 13) /120 

valabilă în intervalul: 13 2 îş 2%. 

Pentru valori ale lui î4 2 13 nu se mai face verilicarea la flambaj, 

- iar stâlpi cu fa > 25 nu se admit.
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Pentru acești stâlpi se pot utiliza și formulele lui Euler și Rankine. 

Se face şi aci aproximaţia -i? = 1/9 =d2/16 și în acel caz 

] = & ]q. In formula lui Euler se ia c = 10 și avem 

Sp = m E/16cîă | 

valabilă în intervalul 20 = Jo 27 Ja 27 30, iar pentru Rankine: 

n = 0,8 [1 + 16 (îa/100)2] | 

valabilă în intervalul 13 2 fa 20 = la. 
" Valorile date de aceste formule sunt mai mici ca cele prescrise 

de circulară. 

O observare. În cazul când .un stâlp sau o grindă supusă la 

flambaj suportă și un moment încovoietor, atunci rezistenţa 

3 = n N/O + M/W 

nu va trebui să depășească rezistența admisibilă Ia. 

.. 4. Aplicaţii numerice. 

Aplicația Nr. 113. Un stâlp de 10 m înălţime, articulat la ambele extremităţi, 

în toate sensurile, suportă o sarcină axială de 3t. : 

Să se determine secţiunea lui considerând, că-l facem din oţel moale pentru, 

care 4 = 100, E = 241.10€ kg/em?, rezistența admisibilă 9% = 1200 kg /em?, 

iar coeficientul de siguranţă c = 3,5. 

Aplicăm direct formula! lui Euler. Avem: 

(29) 1 = Nycă /a2 E = 3000.3,5-10002/22.2,1.10* = 500 'emi 

Dacă formăm secţiunea din două fiare ] aşezate ZII, se vede că avem nevoie 

de profilul Nr. 12, care are I = 2.364 =1798 cmi, O = 2.17 = 34 cm?. Distanţa 

între fiare va fi astfel, ca J în ambele sensuri să fie același. 

Să vedem dacă este în intervalul în care este aplicabilă formula lui Tuler. 

Avem: 

= 1/0 => 798/3 > 2 hcm? şi i = 8,62 cm 

1=fi= 1000, /4,62 = 216,3 

_Circulara nu admite 4> 150. Vom modifica deci secţiunea, așa [el ca această 

condiţie să [ie îndeplinită. Aşa dar, minimum lui i trebue să fie i = l//150 = 

1000/4150 = 6,67; î2 = 4&,5 care ne dă ca secţiune IL profil Nr. 18, care are 

i2 =— 1350,/28 = 48,3 cm? : o - 

Rezistenţa efectivă. în bară este Xe = 3000 /2.28 = 53,5 kg/em?, iar sec- 

țiunea necesară numai pentru compresiune este 2 = 3000/1200 = 2,5 cm?. 

Se vede dar ce spor enorm de secţiune ne trebue, pentru a asigura stabilitatea 

stâlpului. ' !
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Aplicația Nr. 114, Să presupunem că același stâlp (ap, Nr. 113) are de suportat N= 234 - _ 
In aceleaşi condițiuni ca 'mai sus, găsim 7 = 3833 cmi, Convine secţiuriea 

formată din ZI Nr. 20 care are: 7 = 2.1911 = 3822 cmt, diferând numai cu 
0,03%, de momentul de inerție necesar şi O = 9.392,92 = 64,4 em2: 

Să vedem dacă intră în limita de aplicabilitate a formulei lui Euler. 
Avem: | Ii 

> = 1/82 =3822,/6%hk =359,h cms, şi i =7,7 cm, deci 4 = ip fi =1000,/7,7= 129,8, 
fiind cuprins între 100 şi 150. ” 

Rezistenţa efectivă este: : 

e.N /2 =23000,/2.32,2 = 356 kg/em?, - 
| iar 120 =19,2 cm:, faţă de 64,4 cm? cât ne trebue pentru flambaj. 

Aplicația Nr. 115, Să presupunem că acelaşi stâlp are de suportat N= 175 4, 
Dacă aplicăm aceiași formulă a lui Euler, găsim 

Ine = 29200 emi 
care ne cere o secțiune formată din două fiare profil Nr. 34, care are Ig = | 
2.15700 = 31400 emit şi 2 = 2.86,7 cm, 

Să vedem dacă este în intervalul în care este aplicabilă formula lui Euler. 
Avem: | 

i? = 1/2 = 15700,/86,8 = 180,7 em2; i = 13,4 cm, 4 = fi = 74,5 <100. 
a) Vom aplica să zicem, formula (37) a lui Johnson. 
Ne trebue no, a, ete. 
Avem: 

no = c 3,43 /a2 E = 3,5.1200.100%/22 241.10 = 3 
a = (1 —1/n)/43 = 05/10: 

Secţiunea necesară pentru compresiune este: 

Do = N/S = 175000 /1200 = 146 em? 
Avem deci: 

0p = 2 + al /E =146 + 50/£, 
e N'avem valoarea lui £. Vom presupune că este aproximativ constant şi-l 

vom lua ca pentru secţiunea : precedent găsită. Vom mai presupune că cele 
două fiare 7 le aşezăm la așa distanţă, încât momentele de inerție să fie egale 
în cele două sensuri. Avem, dacă 7 şi O sunt momentul de inerție şi secţiunea 
unui fier I: 

” 
: 21 

E = ai > 15700,/2.86,82 = 1,04,   

Avem nevoie deci de 

| 2 = 146 + 501,04 = 19% cm, | 
Așa dar, secţiunea 2. 86,8 = 173,6 cm? este insuficientă. Vom lua fiare a 

căror secţiune să fie 19% /2 = 97 cm?. Găsim în table fiarele I Nr. 36, cari au: 
. £ = 19610/2.97,12 = 0,9869 . 

x 

deci: 

2 = 146 + 50/0,9869 = 196,7 cm:
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Cu toate că avem o diferență de 1,3%, ne mulţumim cu âcest profil, deoarece 

următorul, care are 2 = 2 x 107 = 214 cm?, ne dă pentru 427 = 194,6 em?, deci 

profilul 36. Rezistenţa efectivă este de = N/2 = 175000/194,2 = 902 kg /em?, 
Din acest exemplu se vede cât de repede suntem conduși la soluţia defini- 

tivă. 

b) Să utilizăm formula lui Tetmajer. 

O luăm de exemplu sub forma din formula (3%), adică: 

(18) 21 = 9e/(1 — a4) 
avem: “ ” 

a= 05/7400 
şi deci: ” | ! ! 

= 0 /(1—5/i) 
Formula lui Euler ne-a dat E atat 7 Nr. 34, care are i= 13 4, deci am 

avea nevoie de o secțiune: 

£2p = 146/(1 — 5/13,4) = 233 em?, , 

Așa dar, secţiunea luată de 2.86,8 = 173,6 este insuficientă, rezultând una 

de 233 cm?. Vom încerca cu una care este media lor și anume -> (173,6 + 233) = 

203 cm2?. Cel mai apropiat profil este ]. Nr. 38, care are O = 2 x 107 = 214 cm? 

şi care are i = 15. - : 

Avem: : " 

2, = 146/(1 — 5/15).= 219 cm? 

Având în vedere apropierea, ne vom mulţumi cu acest profil, deoarece pro- 

Îilul următor, care are 2 = 2 X 118 = 236, ne dă Dj, = 214 cm?. 

Așa dar, formula lui Tetmajer ne dă secţiuni mai mari. 

" Putem utiliza formula lui “'Tetmajer şi sub forma (39). 

Din formula lui Euler am găsit profilul I Nr. 34, care are £ = 1 04. 

Avem: : 

k = 4.186.4,04,/0,0032. 10002 = 24 

Găsim apoi Oy = 1,5 04, care ne dă 27 = 219 em?, deci ne-a dus direct 

la soluţia definitivă fără să mai facem vreo încercare. 

Aplicația Nr. 116. Un stâlp de lemn de 4 m lungime de îlanibaj în toate sen- 

surile, are secțiunea pătrată și este supus la o compresiune axială de N = 6. 

Dacă c = 6, e = 80 kg/em? și E = 0,1.10€ kg/em?, ce secţiune trebue să-i 

dăm? , 

Formula (29) a lui Euler ne dă: E 

l= 6000. 6.400*/10.0,1.10% = 5760 cmt ... h = 16,22 cm, 

Să vedem dacă formula lui Euler este bine aplicată. Avem: 

i= n /VT3 = 1622/8462 = 4,68 cm şi 4 = l//i = 800/4,68 = 85,5, 
deci nu putem aplica această formulă. : 

p Pan de exemplu formula (37) a „lui Johnson, pentrucă aci cunoaștem 

= 1/12 (constant). 

avem: 

“ne = 6.80.1002/10.0,1.10 = 18; a= U—1/4, 8) 71002 

12, = 6000/80 = 75 en; 

D= Oa + aB/8 = 75 + 3,8.4007.12/4,8.1002 = 227 em?; 

h = VO = 1507= 15 em.
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Să presupunem că voim să dimensionăm acest stâlp cu formula lui Tetmajer. 

Avem: 

a = (1 — 1/48) /100 = 0,792,/40:, 

=, 75/42. 0,7922.42 = 2,49 

și deci: 

2 = 3,3 Op = 948cm, h= 15,75=16 em. 

Aplicația Nr. 117. Un stâlp de lemn de 3 20 cm, are 6 m lungime de îlambaj. 
Ce sarcină poate suporta dacă c = 3,5, Xe = 80 kg/em? și E = 0,1.10€ kg/em?? 

Avem: | | 

i=rfa=5ecm şi 4=600/5 = 190, 

deci se aplică formula lui Euler și găsim: 

Nr= 625 şi  Xr= 19,S kg/em?. 

Aplicația Nr. 118, Acelaşi stâlp (aplicaţia Nr. 117), î în aceleaşi condiţii, însă 

având lungimea de flambaj 3 m. 

In acest caz 4 = 300/5 = 60. 
După formula lui Johnson avem: 

| IT, == Ie (1 — a 42) 

n = e Xe 4/7 E = 3,5.80.10:/10.0,1.10% = 2,8 

a= (1 —1/9,8)/10 = 0613710: 3;  az2= 0,231 - 

= 80. (1 — 0,231) = 61,4 kg/em? și N 198t 

După formula lui Tetmajer: 

= e (1 — a 4) ! 

Avem: 

a=0,643/102  ;  aâ= 0,379 

x = 80 (1 — 0,379) = 49,3 kg/emi, Xp = 156, 

Aplicația Nr. 119. Să se solidarizeze între ele piesele formând secţiunea dela 
aplicaţia Nr. 113. | 

a) Distanţa între legături. Sarcina ce revine unui fier care are Imin = 114 

cmt este de 3000/2 = 1500 kg. Aplicând formula (29! avem: ” 

1$ = 10.9,1.10%.114/8,5.1500 = 0,456.105 .-. = 6,75 m 

E suficient să punem câte o legătură la capetele grinzii şi una la mijlocul : 

ei. Pentru a nu slăbi prea mult această secţiune, vom pune două legături inter- 
mediare împărțind grinda în trei părți egale. 

__b) Calculul legăturilor. Fiecare legătură va consta din câte două eclise, cari 
leagă aripile fiarelor _|_ între ele (fig. 408). Ne trebue 7, î, 1,



555 

Avem: . 

„1 = 241350 = 2700 cm, . i = 48,3 cm? 

Dacă e este distanţa dela axa care trece prin centrul de greutate al secţiuni 

totale până la centrul de greutate al unui fier (, avem: | 

| 1350 = 114 + e2.28 care ne dă e = 6,67 cm 

vmaz = 6,67 —1,92 + 7,00 = 11,75 cm; W = 1/ymaz =2700/41,75 = 230 em? 

S = 98.6,67 = 186,2 cm, 42 = 10002/48,3 = 2,07.104 

9 = 10.2,1.405/3,5.2,07.10: = 290 kg/em2 

  

  

  

  

  

                              

  

  

              
      

a — 9t, = 910 kg/em? =» ez e or 
îs. | 1 i 3 [ Bi oie 3 

şi deci: " | - oi Lte|_ 

” . , Mai 24| r 9 
M = 910.230 sinaz = || | si lie 
209300 sinaz kgem. e N 

| re 
Admitem că legăturii dela — LI 

cap îi revine forţa tăietoare de : | [N | a N — S 

pe distanţa de 1,67 m, când 2 L—Îz n bal 

sinaz = sin 300 = 0,5. Așa | . i 

dar, suprafaţa forţei tăietoare - I j | | 4 9 | 9 3 

ce revine fiecărei legături este | 1-0: e 

209300.0,5 = 104630 kgem. | | Î 5 9 
Tendinţa de lunecare ce re- y | | 19 e 

* vine fiecărei legături este: I_ T L_l | ş 
. 5 

e pa Ra 1 4 
2N = (5/1) j Tâdz= SI 3 Perii p- 

| Ru | i 7 

186,2.104650,/2700 = 7210 kg. a 2 Maas ! 

- | ! i 
- , 1-19 il LL 

şi unei eclise îi revine: az3-i | ars m 

N =. 7210 = 3605 kg. Figura 405 

Eclisa o vom considera în- 

castrată în secţiunea șirului de nituri. Distanţa între șirurile de nituri 

este: * 

= 2 (6,67 — 1,92 + 47 + 0,5) = 17,5 em, 

iar momentul încovoetor în eclisă, cu care se încarcă șirul niturilor: 

M = UN =4.17,5.3603 = 31500 kgem. 

Cum niturile irebuesc sporite:cu 20%, vom spori în consecinţă solicitările N şi M, 
calculând îmbinarea la: 1,2 şi 1,2 M.
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Di 

Rezistenţa unui nit.la forfecare (nituri de 20 mm 9) este: - 

R= Vaud? Ba = 10.92.7100 = 2200 kg/nit. - 
Din 1,2 nitul se încarcă cu , | | 

N =1,2 N/A == 1,2.3605/4 = 1082 kg/nit. 

deci din încovoere nitul cel mai obosit se mai poate încărca (fig. 408) cu: 

Rar = V n Ri = V 22002 2 10822 = 1915 kg /nit 
Din formula Ray = 12aM/h, cunoscând pe a corespunzător lui n = 4 nituri: 
a = 6 (n —1)/n(n + 1) = 6.3/4.5 = 0,9 rezultă distanţa între niturile extreme: 

h = 12001 /Ryp = 1,2.0,9.31500/41915 218 cm. * 
Prin urmare, distanţa între două nituri vecine va fi de: 

= h/(n — 1) = 18/44 — 1) = 6 cm = 60 mm. . 

Grosimea eclisei o luăm așa ca să nu să strivească sub presiunea mitului, 
deci va fi ! 

d == R/d Re = 2200/2.1800 = 0,61 —0,7cm.- 

Dacă se verifică secţiunea eclisei în dreptul șirului de nituri se vede că 
rezistă. 

Capul stâlpului se amenajează pentru a primi sarcinile ce-l solicită, 
Legătura între barele grinzii se poate face şi cu zăbreluţe. Aci acest sistem 

nu convine pentrucă distanţa între grinzi este prea mică. 

Aplicația Nr, 120. Un stâlp de beton armat, cu secţiune pătrată, are 1, =8 m 
„Şi suportă o sarcină axială de N = 80t. Să se găsească secțiunea, în ipoteza 

că Je = 95 kg/em? şi -că procentul de armare este: e = 2%. 
Secţiunea necesară pentru compresiune simplă este: 

2. = 80000/35 (1 + 0,02.15) = 1760 em? 

la care corespunde h = 42, 2 = 800/42=19 şi după formula (50) corespunde 
n = 1,15 care cere o secțiune 2 = 1,15.1760 = 2024 = 45.45 cm: : 

Aşa dar, latura secţiunii patrate va îi între 42 cm şi 45 em. Incercăm cu-h=&h em ca fiind mai apropiati de 45. Vom avea 14=— 8300 /42=18,2 
la care corespunde n = 1,12, care cere o secţiune Op = 1419.1760 = 1970 = 
44,3.44,3 cm?. , _ 

Soluţia problemei va fi între h = 44 şi h = 443 cm. Dacă încercăm de 
exemplu cu = 44,2 cm găsim toL 44,3 cm; aşa dar, aceasta este soluţia 
problemei. ” 

- Aplicația Nr. 121. Să presupunem că același stâlp (aplicaţia 120), în aceleaşi 
condițiuni, suportă o sarcină numai de 81. Să se găsească secţiunea. 

Secţiunea necesară pentru compresiune simplă este O, = 176 cm:= 
13,3.13,3 cm? şi deci Jq = 800 /13,3 = 60 :> 40. Luăm atunci secţiunea ce co- 
respunde lui Îş = 40. Din formula (46) deducem: 

. n = 12.c.-9Te 42 /a2 E-
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care pentru A 

c=9 şi 9—35 Kg /em? 

ne dă | . NR 

n = 92,7 13.10%. ! 

Pentru 1q = 40, căpătăm n = 4,38, şi rezultă o secţiune 

24 = n S2o = 176.438 = 712 = 27,8.97,8.cmt. | 

Soluţia problemei va fi între k = 13,3 și h = 27,8 cm, însă mai apropiată 
” de aceasta din urmă. Încercăm cu h = 23 cm, care este cam la 2/3 din intervalul 
13,3 — 27,8. n 

Aceasta ne dă: 44= 800 /23 = 34,8; n = 3,32 şi 12, =176.39,32 = 584 = 
24,2.94,2 em?. După norma de. mai sus încercăm ke = 23,8 em. Avem 44 = 
800/23,8 == 33,6; n = 3410 şi 2p = 176.3,10 = 545 = 23,4.93,4 em, Aşa dâr, 
soluția problemei se găseşte între 23,4 și 23,8 em.- Vom lua-o: k = 23,6 cm pe 
care o vom rotunji după necesităţile practice, să zicem la h = 21 em. 

Dacă se calculează rezistenţa efectivă la îlambaj, se găseşte 9,= 11 kg /em?. 

Și din acest exemplu se vede sporul enorm de secţiune necesar pentru a 

asigura stabilitatea stâlpului. 

_D. Stabilitatea grinzilor supuse la încovoiere. 

"O grindă supusă. la încovoiere, poate să reziste foarte bine dacă 
rezistenţele interioare nu trec limitele admisibile. Asta nu înseamnă 
că stabilitatea ci este asigurată. . 

„ In adevăr, din motive de economie, grinzile se fac cât mai înalte, 

aşa ca să avem, cu același material, un moment rezistent, W, cât 
inai mare. Or, dând înălțimi mari grinzilor, rigiditatea lor transver- 

sală poate ajunge așa de mică încât sub acţiunea unui sistem de 

sarcini, oricât de mic voim noi, aplicat transversal grinzi, aceasta 

să părăsească poziţia de echilibru. -.: - - 

Aceasta este o chestiune de stabilitate. Primul care sa ocupat 

cu această chestiune a fost Prandil. 

Pentru studiul acestei chestiuni dispunem de cele două metode 

expuse la începutul acestui capitol. 

! 

ţ 

1. Prima metodă. 

Să presupunem că avem o grindă orizontală supusă la sarcini 
verticale. Dacă sarcinile trec de o anumită limită, grinda părăsește 
poziţia de echilibru deplasându-se. lateral. 

Intocmai ca și la flambajul grinzilor supuse la compresiune, 
vom presupune că poziţia deplasată este infinit vecină celei iniţiale.
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Odată cu această deplasare, și secţiunile se rotesc în jurul axei 
grinzii cu un unghi oarecare 0, de asemenea infinit mic. 

La studiul grinzilor curbe supuse la forțe normale pe planul lor, 
am văzut că într'o secţiune oarecare există un moment de răsucire 

şi un moment încovoietor, între cari există relaţia: 

(1) | dM,/ds = M,/r 

Secţiunea înclinându-se cu unghiul foarte mic 0, după axa Oy 
vom avea un moment My = Mi sin0 = M; 6, 'şi vom avea deci: 

O oy = 1/r-=M:0/E 1, 

Pe de altă parte, răsucirea specifică ştim că are valoarea 

(3) = d0/dz = — M,/G A 
Dacă derivăm această expresie și ţinem seamă de (1) și (2), 

găsim: 

(4) d0/dz + 0 M?/G 1 E Il, =0 

ecuaţia diferenţială care, integrată și ţinând . seamă de legăturile 
grinzii, ne dă condiţiile de stabilitate ale ci. Constantele dei integrare, 
două la număr, le vom fixa prin valorile lui 0 și wo, în diferitele 
puncte ale grinzii, acestea depinzând evident de sistemul de reze- 
mare. 

Din exemplele ce vom trata, se va vedea modul de aplicare. 

4 

Aplicația Nr. 122. Grindă simplu rezemată la extremităţi supusă la un mo- 
ment constant (fig. 409). ! 

* Extremităţile grinzii sunt fixate, 
M - p aşa că în dreptul reazimilor grinda 

nu se poate înclina. 

In acest caz, momentul JM; fiind 

constant pe toată lungimea grinzii, 

avem: 

(5) d:0/dz? + a:0 = 0 

în care am notat: . 

(6) Mi/GI-E1y= a 
şi care ne dă: Ă 

. (7)  0= Acosazr + Bsinaz 
Pentru că secţiunile de pe reazim nu se pot roti, vom avea 6=90, pentru 

2=0 şi a = Î, Pe baza aceluiași raţionament ca la flambajul grinzilor ! supuse 
la compresiune, deducem: 

  

i 
Eigura 409 ! 

(8) . sinal= 0 .-. al= a, 2x,... 

Prima valoare ne dă : | 

(9). 0 Misa VOTEI/A
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Aplicația Nr. 123. Grindă încastrată la o extremitate, liberă la cealaltă şi 
supusă la un moment încovoietor constant (fig. 410). 

Momentul fiind constant avem ace- NE : Ă 

leași ccuaţii, (6) şi (7). 5 Y W 
Vom pune :aci condiţia ca pentru Ş 

z=0, oz=0 şi pentru z=l, 0=0, S 

cari ne dau B=0, al= 17, iz, ... Figura 410 

de unde rezultă: 

M;= aVGI, EI 
Din cele două exemple se recunoaște numaidecât analogia cu formulele 

ui Euler, 

  

Aplicația Nr. 124, Grindă încastrată la o extremitate și suportând o sarcină 
F la extremitatea liberă (fig. 411). 

Momentul încovoietor M,; într'o secţiune oarecare este: 

Mi = —Fa= —Flz/l= — Mimaz. £ 

Dacă introducem această valoare 

PF în ecuaţia (4), dacă ţinem seamă că 

£= z/l şi dacă notăm: 

(10) Mimaz 2/G In E ly= a 

Sp
a 

găsim: 

(11)  d20/dE2 + 0.a pg = 0 

ecuaţie care se integrează cu ajutorul funcţiunilor lui Bessel. 

Dacă se notează: 

Figura 411 

a at=u | 

(12) eu) = 1—u02/3,â + ut /3.4.7.8—ut/3,0.7.8.11.12 +. 

p (u) = 1—u2 4.5 + ut /R.5.8. PA. 5.8.9.12.13+. 
atunci avem: 

(13) 0=A e(u) + BEwplu) 

- loz=2aE[A p' (u) + Belu] + By(u) 

Constantele Aşi Ble. determinăm prin condiţiile ca pentru $ = 0 să avem 
Wa = 0 și pentru £ = 1 să avem 0 =0. 
Acestea ne dau: ! 4 : 
B=0, e(a)=0, deci a = 4,0126 rr E 

Introdusă această valoare în (10),nedă x   

  

4 

(14) Mimaz = 4,0126 VGI E I,/l iz / zi 

Aplicația Nr. 125. Grindă simplu re- 
Zuniată la ambele extremităţi și încăreată | 
cu o sarcină concentrată la mijloc (fig. . 
412). Capetele grinzii sunt astfel fixate Z/// Z 
încât să nu se poată roti în jurul axei 
grinzii, | . Z 2 | ; i . a: 

Momentul încovoietor într o secţiune - 1 ani 
oarecare z, este: Figura 412 | ' 

_(15) M; = Fa 2 Muiaz. € 
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Dacă £= z/l, în care 1 este deschiderea grinzii, și dacă notăm: - | , 

(16) 4 Mimaz 2/GI Ely = a 
și le introducem în (4), găsim ecuaţia (11), care are aceiași soluţie (13) cu nota: 
țiile din (12). ii 

Constantele le determinăm „prin condiţiile ca pentru z= 0, adică £=90, 
să avem 0=0 şi pentru z=3], adică £= 1, să avem wz = 0. Ă 

Acestea ne dau A = 0, plu) + 2uwp'(u) =0, din care deducem 
za = 2,1178, care ne dă: . 

( 17) “Mimaz = 42356 VOI-EI IE ZI, A 
Aplicația Nr. 126. Grindă încastrată la o extremitate şi încărcată 'cu o sar- 

cină uniformă p pe toată lungimea cei. 
Momentul încovoietor AM; într'o secţiune oarecare este: 

(18) MS —gpa=—tptiae 2/2 = — Mimaz E 
Ținând seama de ecuaţia (10), ohţinem: 

(19) | d0/ds + 0, ast = 0 ' 
Dacă se notează: 

a&=u - - 
(20) e(u) = 1 —u2/5.6 + ut/5.6.11.12— u%/5.6.11.12.17.18 +... 

%p(u) = 1— u2/6.7 + u/6.7.12.13 — u%/6.7.12.13.18.19 +... 
atunci avem: i 
(21) 0 = A o(u) + BEp(u) 

loz= 3a [A o'luj + BE P'()] + B p(u) 
Constantele de integrare se determină prin condiţiile, ca pentru z = 0 să 

avem wz = 0 şi pentru a = să avem 0 = 0. Acestea ne dau B= 0, e(a) = 0, 
deci a = 6,43 şi prin urmare: 

(22 Mimaz = 643 VGI-EI,/l 

Aplicația Nr. 127. „Grindă simplu rezemată cu o sarcină uniform distribuită 
pe toată lungimea ei (fig. 413). 

re — Bine înţeles că și aci s'au luat precau- 
TITI A ATEI ţiunile la reazime, ca secțiunile grinzii din 
  

  

      

A - —A- dreptul lor să nu se rotească, 
: Dacă 1 este deschiderea -grinzii, atunci 

Figura 413 „momentul încovoietor într'o secţiune oare- 
care este: 

(23) M; = + p (I— z) = % p 2 3 (1 — £) = 4 Aimaz. (1 — £) 

Dacă punem : ” , | (24) - 16 Mimaz E/G 1, E 1 = a 5 | 
găsim „ : : _ . 
(25) d0/d£ + 0 at (1 — E) = 

Făcând calculele ca în cazurile precedente, găsim: PR 
PN 

ien ma (26) Mimaz = 3,586 VGI-ET,/1. | VERIFIGAT f 
1987 |


